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1. GRUPURI

Acest capitol contine informatii despre notiunea de lege de compozitie (notata generic ,, * *) pe
o multime nevida (M) si principalele proprietiti ale acesteia. Acest concept este ilustrat prin

exemple intalnite in anii precedenti. Cuplul (M) este o structura algebrici: monoid, grup.

Notiunea de grup este una fundamentald in matematica, avand aplicatii in diverse domenii:
teoria ecuatiilor algebrice si a ecuatiilor diferentiale, teoria relativitatii, cristalografiei, teoria
informatiei, etc.

Ca grupuri remarcabile figureaza: grupurile de matrice, grupurile de transformairi (care sunt
grupuri infinite), grupuri de permutiri, grupul claselor de resturi, grupul ridacinilor de ordin n
ale unititii (care sunt grupuri finite) etc.

Se defineste conceptul de izomorfism de grupuri. Doui astfel de grupuri se bucura de aceleasi
proprietati algebrice. Pentru grupurile finite izomorfe tablele lor sunt la fel organizate.

Fiecare concept introdus beneficiaza de probleme rezolvate diverse precum si de un set
consistent de probleme propuse (cele mai multe fiind date la bacalaureat sau admitere in facultiti
in ultimii ani).

Istoric. Notiunea de grup a fost utilizat pentru prima data PIONIER AL MATEMATICIT

de matematicianul francez Evariste Galois (1811-1832)

(mort in duel la virsta de 21 ani), care este adeviratul Evariste GALOIS (1811 - 1832)

creator al teoriei grupurilor. Ideile teoriei grupurilor ,,erau Matematician francez

in aer* (cum se intdmpla adesea cu ideile matematice

fundamentale) inainte de Galois, si anumite teoreme ale

teoriei grupurilor au fost demonstrate sub o forma naivi de

Lagrange (1736-1813). Contemporanii lui Galois n-au inteles

si deci nici apreciat lucrarile sale geniale. Ei nu s-au interesat

decat dupa aparitia in 1870 a cartii lui Jordan ,,Traité des
substitutions et des équations algébriques*. De abia la sfarsitul
secolului al XIX-lea in teoria grupurilor, ,fantezia a fost

definitiv abandonati pentru a face loc unei pregitiri atente a

scheletului logic“ (F. Klein ,,Conferinte asupra dezvoltairii

matematicilor secolului al XIX-lea*).

Matematicianul englez Arthur Cayley (1821-1895), unul dintre cei mai prolifici matematicieni

(cu studii la celebrul Trinity College of Cambridge University, a scris peste 200 de articole) a

fost printre primii care a descris grupurile abstracte.

e Lege de compozitie interni............... 5 e Grupuri 37

e Parte stabila 8 e Subgrupuri 76

e Proprietiti generale ale legilor de o Grupuri finite 76
compozitie 12 o Morfisme si izomorfisme

o Structuri algebrice .......cceceevverecunenns 34 de grupuri 89

e Monoizi 35 o Teste de evaluare .........cceeereereerenne 118

1.1. LEGE DE COMPOZITIE INTERNA

Conceptul care urmeaza a fi prezentat l-am Intalnit Tncd din gimnaziu, fard a-1 defini in
termenii folositi Tn acest paragraf, iar mai tirziu, in anii de liceu precedenti, l-am



extins pentru alte categorii de multimi. Acum vom interpreta lucrurile invatate in
ceilalti ani dintr-un punct de vedere mai abstract.

Reamintim ca datd fiind o multime nevidd M prin produsul cartezian M XM
intelegem multimea tuturor perechilor de elemente (x, y) (prima componenta este x, iar

cea de-a douaeste y) cand x,ye M ,adica M xM ={(x,y)|x,yeM}.

Definitie. Fie M o multime nevidd. Se numeste operatie algebrica
binara (sau lege de compozitie interna sau simplu lege de compozitie)
definita pe M o aplicatie f:M xM — M , care asociaza fiecdrei perechi

(x,y) €M XM un unic element f(x,y)eM .
Elementul f(x,y) se numeste compusul lui x cu y.

Asadar, la orice pereche (cuplu) (x,y)eM XM =M 2, aceasta operatie face sa
corespunda in mod unic elementul f(x,y) din aceeasi multime M. Uneori 1n loc de
f(x,y) se scrie xfy, dar cel mai des se desemneaza operatia binard pe M printr-un
simbol special:
x,0 1, T, U N O e,.. .

Urmand aceastd cale vom numi x-y (sau simplu xy, fard nici un semn intre x si y)
produsul si x+ y suma elementelor x,y e M .
In primul caz vom spune ci legea este datd multiplicativ, iar in al doilea aditiv.
Se intelege cd, in majoritatea cazurilor, aceste denumiri sunt conventionale.
In general, pe o multime M se pot defini mai multe operatii diferite. Cand dorim sa
punem in evidentd una dintre ele vom utiliza parantezele (M ,*) si vom spune ca
operatia * conferd multimii M o structura algebrica sau ca (M,*) este un sistem
algebric.
De exemplu, pe multimea Z pe langd operatiile +,- (adunarea si Inmultirea
numerelor intregi) putem defini si alte operatii ,,derivate*:
Xoy=x+4+y—2xy, x*y=—x+y,x L y=—x—y+ xy etc. care se obtin cu ajutorul
operatiilor + (sau —) si -. Rezultda astfel structuri algebrice diferite:
(24), (2), (Z0).(2.9).(2. 1),
Asa cum vom vedea In capitolele care urmeaza, vom clasifica structurile algebrice
dupa:

e numarul de legi de compozitie;

e proprietitile acestor operatii.

Exemple cunoscute de legi de compozitie

1. Adunarea pe N (multimea numerelor naturale) este aplicatia +:NXN — N care asociaza
cuplului (x, y) elementul x+y (suma dintre x si y). Vom marca aceasta corespondenta prin

(x,y)—>x+y.



2. inmulgirea pe N este aplicatia - :NXN — N dati de corespondenta (x, y) —>Xx-y.

3. Adunarea pe M, (C) (multimea matricelor pitratice de ordin n cu elemente numere complexe)
este definita prin + : M, (C) X M,,(C) = M,(C), (A,B)—+A+B.

4. inmul;irea pe M, (C) este aplicatia definiti prin -: M, (C) x M,,(C) — M, (C), (A,B)— AB.

5. Reuniunea pe P(M) (multimea partilor lui M; reprezinti toate submultimile lui M) este definita
prin: U: P(M)XP(M)— P(M), (A,B) —+AUB.

6. Intersectia pe P(M) este definita prin : P(M)x P(M)— P(M), (A,B)— AN B.

7. Compunerea pe F(M) (multimea functiilor definite pe M cu valori in M) este aplicatia
o: F(M)x F(M)—F(M), (f,g)—fog.

Desigur ca exemplele pot continua cu alte legi de compozitie intilnite in anii precedenti.

Tabla operatiei (legii)

Daca multimea M este finita, atunci operatia algebrica * pe M poate fi datd prin asa
numita tabld a operatiei (sau tabla lui Cayley). Intr-adevar, dacd M ={ay, a,, ..., a, },

atunci tabla operatiei arata astfel:
’ UN PIONIER AL MATEMATICII

* 7] an T aj a,
Arthur CAYLEY (1821 - 1895)
a | ap*xar apxap  ccoapxa; o apxdy Matematician englez
ay |y xap dap*dy - az*aj e Ay kay
a; | a;xa; a;xay - a;*xa; o a;%a,
Ap | Ay *ap Ap*xay -+ ay*xa; o ag*ay,
In acest tabel elementul a; *a; este situat pe linia i

J

si coloana j. Dacd notam a;=a;*a;, atunci putem

CONTRIBUTII

e teoria matricelor
e teoria grupurilor

gandi tabla operatiei ca o matrice A = (aij)__ o
ij=Ln

Daca lvam M = {1,—1,1’,—1’} cu operatia de inmultire,

1 —1 .
l_ l atunci avem tabla legii prezentata aldturat. Alcatuiti
LT =1 i =i ablalegii pe multimea M in cazurile:
-1/-1 1 — i 1 M={,2734,5,6}, xxy=min{x,y};
il i —i -1 1 2yM={1,234,5,6}, xoy=cmm.d.c{x,y}.




1.2. PARTE STABILA

Daca (M *) este o structurd algebrica, iar H este o submultime nevida a lui M, atunci

pentru x.y € H elementul xx* y poate sd fie Tn multimea H sau sa fie 1n afara ei, adica
inM-H.

Definitie. Daca pentru orice x,y € H, compusul x* y apartine tot lui H,
atunci spunem ci H este parte stabilé a lui M in raport cu operatia = .

Deci, @ = H C M este parte stabila a lui M in raport cu * < [Vx, yeEH =

= xxy€H|(fig. 1)

In raport cu adunarea, N este parte stabild a lui Z,
7 este parte stabild a lui Q etc.

Analog, n raport cu adunarea matricelor M,, , (Z) M
este parte stabild a lui M, , (Q),
M,, ,(Q) este parte stabild a lui M, , (R) etc.

Daca Z(M),S(M) sunt multimea functiilor

injective definite pe M cu valori In M si respectiv
multimea functiilor surjective de la M la M, atunci CvEH = xxvEH
acestea sunt parti stabile ale lui F (M) in raport cu 4 Y

operatia de compunere a functiilor. Fig. 1
Observatii. 1) Adjectivul ,,stabila“ din notiunea de ,,parte stabila“ pentru o submultime
H a lui M in raport cu * vine sa precizeze ca daca x,y € H (sunt doud elemente

arbitrare din H), atunci si compusul lor x* y raméne in H.

2) Dacda H C M si se considera o aplicatie * pentru H, atunci aceasta nu este neaparat

o lege de compozitie. Acest lucru trebuie dovedit. Deci enuntul nu poate fi de forma:
,Fie H o multime si legea de compozitie pe H, x*xy =...“

Exemplificam acest lucru prin urmétoarea problema:

Fie H =[0,2] si aplicatia x*y=xy—x—y+2, (V)x,y,€H.

Aratati ca = este o lege de compozitie pe H.

Deci trebuie sa aratam ca (V)x,y €H=xxycH.Oriavem x*xy= (x—l)(y —1)+1 .

Cum x,yEH:>|x—1|§l, |y—l|§l.

Prin urmare faptul cd xe H (:)|x —1| <I1. Decixxy €H<:)|x*y—l| <1 <:>|(x—l>(y—l)| <l&

|x—1||y—1| <1, ceea ce este adevarat pentru ca |x—l| <1, |y—l| <1.



3) Daca H este parte stabila a lui M in raport cu =, atunci H xH CM xM si deci
putem vorbi de restrictia legii * la H x H , care este tot o lege de compozitie. Pentru
comoditate vom nota si restrictia tot cu * .

Deci, daca H este parte stabild a lui M In raport cu *, atunci legea de compozitie
x:H xH — H se spune ca este indusa de legea de compozitie de pe M. Se mai spune
ca legea de pe M induce pe H o lege de compozitie.

Probleme rezolvate

1. Fie M=Z, iar H = 2Z={2k|k €Z} (multimea numerelor intregi pare) si H'=%+1={2k+l‘k S/
(multimea numerelor intregi impare) avem H, H' C Z.

R. Pe Z consideram legea de compozitie adunarea numerelor intregi. Se constatd usor ca H este parte
stabild a lui Z 1in raport cu adunarea deoarece din x,y€ H, x=2k,y=2l,k,l €7Z avem
x+y=2(k+1)€2Z in timp ce H' nu este parte stabild a lui Z 1in raport cu adunarea pentru ca daca
X, yE€2Z+1, x=2k+1,y=21+1,k,l€Z ,atunci x+y=2(k+1+1)¢2Z+1.
2. Pentru M =7Z consideram legea de compozitie x *y =max(x,y). Fie

H ={0,1, 2, 3,4} . Atunci H este o parte stabila a lui Z in raport cu *.

R. Intr-adevir, acest lucru va reiesi din tabla legii pentru H.

Observam ca toate elementele (rezultate din compunere) ce figureaza in tabla apartin

lui AH. Prin urmare H este parte stabild a lui Z in raport cu legea * .

3. Fie M =R si legea de compozitie x * y =xy —x — y +2. Considerim
intervalele H = (1, 2), H' = (2, 3) submultimi ale lui R . Sa probim ca H
este parte stabila a lui R in raport cu *, in timp ce H' nu are aceasti
proprietate.

R. intr-adevir, fie x,ycH . Atunci trebuie probat c¢i x*xyc H & l<xy—x—y+2<2&
Sl<@x-Dy—-D+1<2<0<(x—1)(y—1)<1 ceea ce este evident, deoarece x,y€ H <

Sl<xy<2s0<x—ly—1<l,iardeaici 0<(x—D(y—D<I1.

AW N = ==
AW DD NN
AW W W WW
O SO O SO N

-PUJN"O‘*
A~ WO = OO

) . . oA 5 5 . o
Pentru afirmatia relativdi la H' este de observat cd luand x= Px y= 2 din H', rezultd
55 5 5 13 . .
x*y:E-E—E—E—i-Z:TgH' . Deci nu pentru orice x,y€e H'=xxyc H".

4. Fie M = C impreuni cu operatia de inmultire a numerelor complexe si H=Z]i]={a+bi ‘a,b €7Z}. Sa
aritam ca H este parte stabild a lui C in raport cu inmultirea.

R. Fiex=a+bisiy=c+di,abc,d€Z. Atncixy=(a+Dbi)(c+di)=ac—bd+i(ad+bc)€Zli],
deoarece ac —bd, ad + bc € Z (operatii cu numere intregi).

5.Fie M =R silegea de compozitie x T y=7xy —7(x+ y)+8. Aritatica H = (l,oo) este parte
stabila alui R inraportcu T .

R. Trebuie sa aratam ca dacd x,y >1,atunci x T y >1.

Avem x T y=7(x—D(y—-1)+1>1< (x—1)(y—1) >0, evident.

Altfel. Se potlua x,y >1 subforma x=1+0a, y=1+B, 0, >0 cand x T y=T7ap+1>1.

6. Considerim M = M3(R) Iimpreuni cu operatia de inmultire a matricelor, iar

a 0 a
H={A(a)=|0 0 0 |a € R}. Sa probam ci H este o parte stabila a lui M in raport cu inmultirea.

a 0 a



a 0 a b 0 b
R. Intr-adevir, fie A(a)=|0 0 0| si A®)=|0 0 0] dinH.

a 0 a b 0 b
2ab 0 2ab
Avem A(a)A(b)=| 0 0 O |=A(2ab)c H, deoarece 2abcR si matricea obtinutd are forma
2ab 0 2ab

matricelor din H.
7. Fie M =F(R)={f:R — R} impreuni cu operatia de compunere a functiilor si

H = {fa,b :R—R, fa,b(x) =ax +b|a,b € R, a = 0} (transformirile afine ale dreptei reale).

R.Din f,p° fe.d = fac,ad+b> ac =0 rezultd ca H este parte stabild a lui M in raport cu o.

8. Pe R se consideri legea de compozitie ,, * ¢ definita astfel: x*xy=xy+8(x+y)+a,acR.Sa

se determine o astfel incat H = (—8,00) sa fie parte stabilid a lui R in raport cu,, % *.

R.Fie oo € R pentru care H este parte stabild a lui R . Fie yg > —8 fixat din H. Atunci, pentru orice x € H

rezultd x = yy € H . De aici {‘m 8(xy0 +8x+8yg+ o) >—8, adica o> 56 . Reciproc, dacd o > 56,
N\ —

atunci x*xy=(x+8)(y+8)—64+a>—-64+56=-8,Vx,y€ H, ceea ce aratd ca H este parte stabild

alui R inraport cu legea * .

1 x ax? + bx
9. Se considera H =1|0 1 cx x €R,a,b,c eR}. Si se determine a, b, ¢, astfel incat H sa
00 1

fie parte stabili a lui M3(R) in raport cu inmultirea matricelor.
R. Fie A(x), A(y) € H . Atunci:

1 x+y ax2+cxy+ay2+bx+by
A(x)A(y)=10 1 c(x+y) =A(x+y)eH
0 0 1

daca ax? —0—cxy—l—ay2 —i—bx—l—by:a(x—O—y)2 +b(x+y).Deaici c=2a,a,beR.
Probleme propuse

1. Pe N* se consideri legea de compozitie x x y = c.m.m.d.c.(x,y). Fie H={x €N*|x divide 10}.

Aratati cd H este parte stabili a lui N* in raport cu *, construind tabla legii.
2. Pe multimea Z definim legile de compozitie:
x @ y = restul impartirii lui x + y prin 5,
x ® y = restul impartirii lui x-y prin5.
Aritati ca H ={0, 1, 2, 3, 4} este parte stabild a lui Z in raport cu fiecare din cele doua legi,
alcituind tablele legilor.
3. Fie H ={-3,—1,01}CZ si xxy =min(x,y) o lege de compozitie pe Z . Probati cd H este

parte stabila alui Z in raport cu *, alcatuind tabla legii.

10



4. Aritati ci Z[\/;] ={a+b\/plab €Z, p € N* prim},

Q[\/;] ={a +b\/;\a,b €Q, p € N* prim}
sunt parti stabile ale lui R in raport cu adunarea si inmultirea.
5.Sasearateca H={z€C| |z| =1} este parte stabild a lui C in raport cu operatia de inmultire.

Este finitad multimea H ?
6. Pe R se considera legea de compozitie x « y = xy — Z(x + y)+6 . Sa se arate ca H = (1,3) este

parte stabila alui R in raport cu legea = .
7. Pe R se consideri legea x Ly =5xy—20(x+y)+84. Sa se arate ci H =[4,oo)este parte

stabild alui R in raport cu legea .
8.Pe R considerim legea de compozitie x * y = \/xz + y2 —9.Aratatica H = [3,00) este o parte

stabila alui R in raport cu *.
9. Aritati ci urmitoarele submultimi ale lui C sunt parti stabile in raport cu inmultirea
numerelor complexe:

a) {2”|nEZ}; b) {a +b3

abEeZ.a® +b =0}; o {dl<1};

@ {z[]>1}; o {zl[z]>2}; f){z|z|<%}

10. Pe F(R—{0,1}) considerim operatia de compunere a functiilor. Fie H ={ f1, f2,f3},

S R=(O0D 5 R— (01, =123, i) =x, H(0) =22, 30 =" x ER-{01).

Probati ci H este parte stabila a lui 7 (R —{0,1}) in raport cu operatia de compunere, alcituind tabla
legii.
11. Pe F(R —{0}) se considera operatia de compunere a functiilor.

1 1
Fie H ={f1,/2,f3,/4}CF(R—{0}), unde f1(x)=x,fz(x)=—x,f3(x)=;,f4(x)=—;-

Aritati cd H este parte stabild a lui 7 (R —{0})in raport cu o, alciituind tabla legii.

12. Determinati partile finite ale lui R stabile in raport cu adunarea din R si pértile finite ale lui
R stabile in raport cu inmultirea din R .

1 Ina 0
13.Fie H={A@@)=[0 1 0[a>0{C Mz(R).
0 0 a

Aritati ci H este parte stabili a lui M3(R) in raport cu operatia de inmultire.

coso.  sino

14. Fie H:{Aa: —sina  coso

|a € R} C My(R)
Sa se arate ci H este o parte stabilid a lui M, (R) in raport cu operatia de inmultire.

i 0 i -1 0 0 — 0 —1
15.FieH={A,B,C,D,E, F, G, H} unde A= , B= ,C=| . ,D= ,
0 0 —1 — 0 -1 0

1

10 —i 0 01 i 0
E= JF = ,G= JH = .
e A K R T

11



Aritati ci H este o parte stabild a lui M,(C) in raport cu inmultirea matricelor si alcituiti tabla
operatiei induse pe H.

b
16. Fie H :{[a d]|a,b,c,d 6Z,a+b=c+d}CMz(Z). Aritati ci H este parte stabili a lui
c

Mjy(Z) in raport cu operatia de inmultire a matricelor.

17. Fie H:{AEMZ(Q)

2x 3
A:[ Zy],4x2_3y2=1, X,y GQ}. Sa se arate ca H este parte
y x

stabili a lui M, (Q) in raport cu inmultirea matricelor si card(H ) =00.

0 1 0
18. Se considera matricea A=| 0 0 —1]| si multimea H = {A" neN *} C M3(R) . Aritati ci
-1 0 0

H este parte stabili a lui M3(R) in raport cu inmultirea matricelor. Alcituiti tabla operatiei

pentru H.
19. Pe R se defineste legea de compozitie * prin xxy=x-+y+xy. Sa se determine a € R astfel

incat multimea H = [a,oo) sa fie parte stabili a lui R in raport cu legea *.

20. Pentru ce valori ale parametrului real a, intervalul I este parte stabila a lui R in raport cu
4 * “1n cazurile:

1) xxy=xy—2x—2y+a,l =(2,00); 2) xxy=x+y+axy,I =[—1,oo)
21.% Pe R se defineste legea de compozitie x x y = xy —a(x + y)+b,a,b €R. Si se arate ci (a,00)
este parte stabili a lui R in raport cu * daca si numai daca b —a*—a >0.

22.% Aritati cé partile finite ale lui C stabile fatii de inmultire sunt:

{0}, U, ,{0}UU,,neN*, U, :{x x" :1}.

1.3. PROPRIETATI GENERALE ALE LEGILOR
DE COMPOZITIE

In cele ce urmeaza vom considera structura algebrica (M ,*). Pentru legea notatd =
vom folosi denumirea de legea star (sau stea).

P1. Asociativitatea

Definitie. Legea * se numeste asociativa daca:
(xxy)xz=xx(y*z), (V)x,y,2€M.

12



In membrul stang, (x * y) * 7, se efectueazd mai intéi calculul din paranteza, x*y si
apoi rezultatul acestuia se ,,compune® cu z. In membrul drept efectuim operatia din
parantezd, yxz si apoi calculdm x*(y+*z).

Definitia spune ca indiferent cum am efectua calculele algebrice in cei doi membri
obtinem acelasi rezultat.

Din acest motiv dacd legea * este asociativa, atunci se omit in scriere parantezele si se
scrie simplu x* y* z.

Vom da acelasi nume structurii algebrice (M *) definitd prin *, adicd vom spune ca
este o structura algebrica asociativa, sau spunem simplu cd legea * este asociativa pe M.

Daca H este o parte stabila a lui M 1n raport cu legea x si daca * este
asociativa pe M, atunci * ramane asociativa si pe H.

Altfel spus (H ,*) devine o structura algebrica asociativa.
Spre exemplu adunarea si inmultirea matricelor din M,,(C) sunt operatii asociative.
Daca H este o parte stabild a lui M, (C)1n raport cu cele doud operatii, atunci (H, +),

(H,-) sunt structuri algebrice asociative.
Pentru H ={—1,1} CR, Tnmultirea este asociativd pe H, deoarece este asociativa

peR.
Observatii. 1) O lege * nu este asociativi dacd exista x,y,z€ M pentru care

(xxy)xz=x*(y*z).

2) Daca x;, x,,....x, €M si pe M legea x este asociativa, atunci prin compunerea
elementelor date (in acea ordine) intelegem x; * x, *...* x, element din M obtinut prin
recurentd. Pentrun =1 el este x; .

Daca am obtinut elementul x; *x, *...xx, |, atunci x; X, *...xx, :(xl X K Xy KX

n
Daca legea de compozitie pe M este multiplicativa, atunci [] x; =xx,..x, =
i=1

:(xlxz...xn_l)xn, iar in notatia aditivd in loc de produsul elementelor x;,x,,...,x,

n
avem suma lor x; +x, +...4+x, = > x; .
i=l

Exemple cunoscute de legi asociative

1. Adunarea si inmultirea pe N, Z, Q, R, C sunt legi asociative.

2. Reuniunea, intersectia pe P(M) sunt legi asociative.

3. Adunarea si compunerea functiilor pe 7 (M) sunt legi asociative.
4. Adunarea si inmultirea matricelor pe M, (C) sunt legi asociative.
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Exemple de legi neasociative
1. Scaderea pe R . Aratam ca exista x,y,z € R pentru care (x —y)—z X —(y —z). Fiex=5,y=1,
z=-3. Atunci (x—y)—z=(5—1)—(—-3)=4+3=7si x—(y—z)=5—(1+3)=1. Cum 7#1,

deducem ci sciiderea pe R nu este asociativa.
2. Diferenta de multimi pe P(R).

Fie A=R, B=(0,00),C =(—00,0). Atunci (A—B)—C =(—00,0]—(—00,0)={0} si
A—(B—C)=R—(0,00)=(—00,0].
Deci (A—B)—C#A—(B—C).

Probleme rezolvate

1. Fie H = {0, 1, 2, 3, 4} si aplicatia x xy =|x —y|, x,y € H . Aratati ca * este
lege de compozitie si stabiliti daci este asociativa.
R. Tabla aplicatiei este datd alaturat si se constatd cd xxy € H, (V)x, y€H . Prin

N e N
N o= O = N
—_— O = N W W
S = N W Al

#wt\)—‘o‘*
A WO = OO

urmare aplicatia este o lege de compozitie pe H. Legea nu este asociativa deoarece exista
x=1, y=2, z=4 pentru care (x*y)*z:3¢x*<y>kz):1.
2. Pe multimea numerelor reale R definim legea de compozitie x * y = J/xy . Aritati ci aceasti lege

nu este asociativa.
R. Va trebui sd gasim trei numere x,y,z € R pentru care (x* y) *7 ¢x*(y>k z) . Alegem x=1, y=-—2z7=3

pentru care (x*y)*zzg/——2*3:\3/3«3/—2 si x*(y*z):l*ﬂz%/ﬁ =Y.
Evident \3/ 3%/—_2 = 9\/—54 # 2/3 .

3. Definim pe R legea de compozitie x xy=xy —x —y+2.

Aratati cd legea x induce pe (1,2) o lege de compozitie asociativa.

R. Am vazut la problema rezolvata 3 din paragraful de la parte stabila ca (1,2) este parte stabila a lui R
n raport cu legea * .

Pentru a proba asociativitatea legii trebuie sa demonstram cd

(x*y)*z:x*(y*z), (V)x,y,z€(1,3), 1
Calculam membrul sting al egalitatii si avem:
(x*y)*z:(xy—x—y+2)*z:(xy—x—y+2)-z—(xy—x—y+2)—z+2:
=xyz—(xy+yr+axz)+x+y+z. 2)
Membrul drept al egalitatii (1) se scrie:
xx(y*z)=xx(yz—y—z4+2)=x(yz—y—z+2)—x—(yz—y—z+2)+2=
=xyz—(xy+xz+yz)+x+y+z. 3)
Din (2) si (3) se deduce (1). Prin urmare legea este asociativa.

4. Fie H:{fk :]R—)]R,fk(x)zxk‘kEN"‘}C?(]R).

Aritati ca H este o parte stabila a lui 7(R) in raport cu operatia de compunere a functiilor si
aceasta operatie induce pe H o lege asociativa.
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R. Pentru a arita cad H este parte stabild a lui 7 (R) 1n raport cu operatia de compunere trebuie verificat ca:

)= =

(V) firfn€H=frofy €H. Ori avem frof, :R—R si frofr(x)=fi(f,(0)=fi

— ¥k = Sk (0, (V)xe R.

Asadar fj o f, = fur € H deoarece din n,k € N* = nk € N*.
Se stie ca intotdeauna compunerea functiilor pe F(R) este asociativa. Atunci ea ramane la fel si pe
submultimea H.

5. Pe R—(—1,1) definim legea x*y= \/xzy2 —x%—y2 1 2. Aritati ci aceasti lege induce pe
(l,oo) o lege asociativa.

R. Aratam mai Intai ca (l,oo) este parte stabild a R — (— 1,1) in raport cu * . Fie x, y > 1 si sd aratdm ca:

xxy>1& x2y27x27y2+2 >1@xzyzfxzfy2+2>1<:>(x271)(y271)>0, evident deoarece
x,y>1.
Asadar ((1,00),*) este structura algebrica .

Sa probam acum cd * este o lege asociativa, adica sa demonstram cd
(e )z = (), (¥)3,2€ (100) 0

Avem: (x*y)*z:\/xzyz—xz—yz—i—Z*z:
:\/<x2y2—x2—y2+2)22—(xzyz—xz—y2+2)—z2+2:

— \/(xyz)2 —(xzy2 +x22 4 yzzz) a2 ry2 422 )

si x*(y*z):x*\/yzzz—yz—zz—i—Z:

:\/xz(yzzz—y2—22+2>—)€2—(y222—y2—22+2 +2:

— \/(xyz)z —(xzy2 +x222 yzzz) 22+ + 22 (3)
Din (2) si (3) rezulta (1) .
6. Pe R definim legea de compozitie x * y =ax + by, a,b €R*. Determinati pe a, b astfel incat

legea sa fie asociativa.
R. Conditia pentru asociativitatea legii este: (x# y)*z=xx(y*z), (V)x,y,z€R sau

(ax+by)>k 7= x*(ay +bz), (V)x,y,z € R sau inca
a(ax+by) +bz= ax+b(ay +bz), (Vx,y,z € R) sau in fine

a2x+aby+bz:ax+aby+b2z,(V)x,y,zeR, €8
Cum (1) are loc pentru orice valori reale ale lui x, y, z, atunci are loc evident si pentru x = 1,
y =z =0 cind obtinem a* = a, .
De asemenea (1) are loc si pentru x = z = 0, y = 1 cind ab = ab, evident. In fine punind in (1)
x=y=0,z=1rezultib=b* (3).
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Din (2) si (3), tinand cont cd a,b = 0 deducem a = b = 1, care verifica (1). Asadar legea x*y =x+y este
asociativa.

7*. Aritati ci legea * definita prin: xxy = xy — \/xzy2 —x2- y2 +1,x,y € [—1,1] ,

determini pe [-1, 1] o lege neasociativa.

R. Mai intai aratam ca ([— 1,1],*) este o structurd algebrica, altfel spus (V )x, yel[-1,1]=
= x*y€[—11]. Pentru numerele x,y€[—1,1], existd o,B €[0,n] pentru care x=cosa, y=cosf. Cu
aceste scrieri legea * are forma x* y= cosocosf — |sin o sin B| = cosocosP —sinasinf =
=cos(o+B) [ L1].

1

Demonstram acum cé legea nu este asociativa deoarece existd x=—, y = - z=0 pentru care (dupd

1

2
. 3 .

unele calcule) (x* y)xz=0,iar xx*(y*z)= - Asadar nu pentru orice x,y,z €[—1,1] avem

(x*y)*z:x*(y*z).
8. Pe multimea R se consideri legea de compozitie definita prin:
X %y = axy —b(x+y)+c,a,b,c eR
Ce relatie trebuie sa existe intre a, b, ¢, pentru ca legea si fie asociativa?
R. Legea * este asociativa daca are loc egalitatea (xxy)*z=xx(yxz), (V)x,y.z€R . Calculand
fiecare membru se ajunge la egalitatea

azxyz—ab(xy—i-xz—i-yz)+(ac—b)z+b2(x+ y)—bc+c:a2xyz—ab(xy+xz+yz)+

—O—(ac—b)x—i-bz( y+z) —bc+c, (V)x, v,Z€R, sau dupa unele calcule,

ac—b—bz)(x—z) =0,(¥)x,y.z€R.
Aceasta ultima egalitate are loc daca si numai dacad ac —b — b2 =0.

Probleme propuse

1. Stabiliti care din urmaétoarele aplicatii sunt operatii algebrice asociative pe submultimea (0,00)

alui R:

a+b

a) axb= sb) ach=a+b—1;¢)aTh=ab®;d) a Lb=a®;e) axb=ab ;

f) aob=logya;g) a Th=max{a,b};h) a Th=|a—b|.

2. Pe R se definesc urmitoarele legi de compozitie:
a) x*y=x+y+2;b) xoy=4xy;c) x Ty=x+y—Txy;d) x Ly=xy—4x—4y+20;

e) xxy=x+y —% 3 ) xoy= 3ﬂx3 + y3 . Care din aceste legi este asociativa?

3. Fie H ={f,:(2,00) = (2,00), f,(x)=2+(x—2)*,a>0}. Aritati c¢i (H,o)este structuri

algebrica asociativd, unde o este compunerea functiilor.
b

4.Fie H = {A = [Z ]|a,b ER, det(A) = 1} C M,(R) . Aritati ci:
a

1) H este parte stabili infinitd a lni M, (R) in raport cu inmultirea matricelor.

2) (H,-)este structuri algebrici asociativi.
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0, x<0

5Fm11:{g:R-+RLgpm:{m:x>0

,a> 0} C F(R). Aritati ca:
1) H este parte stabilid a lui 7(R) in raport cu operatia de compunere a functiilor; 2) legea o pe H
este asociativa.
6. Pe R se consideri legea de compozitie x *x y =mx + y,m € R . Sii se determine m astfel incat
legea sa fie asociativa.
7. Pe R se defineste legea de compozitie x %y = xy + 2a(x + y),a € R . Determinati a astfel incat
legea sa fie asociativa.
8. Pe R definim legile de compozitie

xky=ax—+by—1, xoy=2xy—2x—2y+c,x, y=axy+y-+b,a,b,ccR.
Determinati a, b, c astfel incat operatiile sa fie asociative.

P2. Comutativitatea

Definitie. Legea * se numeste comutativa daca:
xxy=yxx, (V)r,yeM .

Din aceasta definitie deducem cd pentru o lege comutativd nu conteazd ordinea in care
compunem. in membrul stang primul element in compunere este x, al doilea fiind y, in
timp ce in membrul drept primul element din compunere este y, iar al doilea este x.
Rezultatul este acelagi. Dacd multimea M este finitd, M = {a, a» .. , a,}, atunci

comutativitatea legii se traduce prin a; = aj, (V)i, j= 1,n, unde ajj =a;*aj. Gandita
tabla legii ca o matrice patraticd inseamnd ca elementul a;; este simetricul lui a;;, In

raport cu diagonala principalda (vezi tabla de mai jos). Pentru n = 4, tabla legii
comutative este urmatoarea:

* oo ai e aj
* al a2 tl3 a4
ap |ap a2 @13 ay4
ay |a13  @yyax3an
: az |a13” a3 azzyazy
s Jt ag |a14” axq” azg” agy

Ca si 1n cazul terminologiei folosite pentru legea asociativad si aici vom da acelasi
nume structurii algebrice (M ,*) definitd prin * spunand ca daca x este comutativa,

atunci structura algebricd este comutativdi sau mai simplu spunem cd x este
comutativa pe M.
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Un alt element important utilizat Tn aplicatii este urmatorul:

Daca H este o parte stabila a lui M 1n raport cu legea * si daca =
este comutativa pe M, atunci * ramane comutativa si pe H.

Altfel spus (H *) devine la randul ei o structurd algebrica comutativd. De exemplu
adunarea si inmultirea pe R sunt operatii comutative intotdeauna. Atunci aceste
operatii raman la fel de exemplu pe Q[\/E] = {a+b\/§ |a,b € Q} dacd am aratat 1n

prealabil ca Q[\/E ] este parte stabild a lui R in raport cu cele doua operatii.

Observatie. O lege * nu este comutativa daca exista x,y € M astfel Incat xx y# y+*x.

Exemple cunoscute de legi comutative

1. Adunarea si inmultirea pe N, Z, Q, R, C sunt legi de compozitie comutative.
2. Reuniunea, intersectia pe P(M ) sunt legi comutative.
3. Adunarea si inmultirea functiilor pe 7 (R) sunt legi comutative.

4. Adunarea matricelor pe M, ,(C) este o lege comutativa.

Exemple de legi necomutative

1. Scaderea pe R nu este comutativa.

Ludmx=3,y=5siavemx—-y=-2,iary—-x=2. Avem 2#—2.

2. Compunerea functiilor pe 7(R) nu este comutativd. Luam f(x)= xz, g(x)=x—1. Avem
(fog)x)=(x —1)2 pe cand (go f)(x)= x* —1. Evident nu pentru orice xR, (x—l)2 =x*—1.
Observatie. Totusi daca se di o submultime finitda H C F(R) si ni se cere sa aritim ca (H ,o) este

structuri algebrici comutativa, atunci se face tabla legii care trebuie si fie simetrica in raport cu
diagonala principala.
3. inmultirea matricelor pe M, (C) nu este comutativi. Pentru n = 2, de exemplu, luim

01 11 0 1) . 1 1), .
A,BeMy(C), A= ,B= 1pentrucare AB = 11 si BA:1 0 sideci AB=BA.

10 0
Probleme rezolvate T]1 2 3 4 56
1. Pe multimea H = {1, 2, 3,4, 5, 6} definim aplicatia x Ty =c.m.m.d.c.(x, y) . 12 1 12 ! 12 1 12
1

Aritati ci structura algebrica (H,T) este comutativi. 3111311 3
R. Aratdm cd aplicatia T este o lege de compozitie pe H construind tabla

S o e 41121 41 2
legii. Avem alaturat tabla legii.
Cum tabla legii este simetricd in raport cu diagonala principald se deduceca S5 |1 1 I 1 5 1
legea de compozitie este comutativa. 611 23 21 6

Este clar ca c.m.m.d.c.(x, y) = c.m.m.d.c.(y,x) .
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. . .. y—x, daca x <2 si y>2
2. Fie H = {1, 2,3,4} si pe R legea de compozitie: x x y = . .
5—y, inrest

Aratati ca (H ,*) este structura necomutativa.

R. Multimea H fiind finitd vom face tabla legii. Obtinem alaturat tabla.

Se vede ca pentru orice x,y € H = xxy € H , ceea ce aratd ca aplicatia * este lege
de compozitie pe H.

Legea este necomutativa deoarece tabla legii nu este simetrica in raport cu diagonala
principald. De exemplu pentrux=1,y=4avem1*x4=3#4x1=4.

3. Pe R se consideri legea de compozitiexoy=xy— 4(x + y)+ 20. Fie
H =(3,5). Aritati ci (H,o) este o structuri algebrici comutativi.

R. Aratam mai intai ca (H,o) este structura algebrica, adica (V)x,y S (3,5) = Xxoy€ (3,5)
Dacd x€(3,5) atunci 3<x<5& —1<x—4<l&|x—4/<I.

Deci xoy 6(3,5) &

xoy—4|<l<:>|(x—4)(y—4)|<1<:>|x—l”y—l|<l, adevarat deoarece |x—1|<L|y—1|<1.
Avem: xoy=xy74(x+y)+20= yx74(y+x)+20= youx, (V)x,yER.

1
4. Fie H Z{Aa EMR)|A, = [0 ‘;], ae ]R} . Ariatati ca ( H ,.) este structura algebrica comutativa,

unde - este inmultirea obisnuiti a matricelor.
R. Aratam mai Intdi cd - este lege de compozitie pe H.

Lalft b)_(1ath)_
o 1o 1] o 1 | Tetb="

Inmultirea pe H este comutativa deoarece A, Ay = Ayyp = Apra = Ap - Ags (V)Ag.Ap € H.

Fie Ay, A, € H . Atunci A, - A =

(In a doua egalitate am folosit comutativitatea adunarii numerelor reale a+b=>b+a).
5. Pe multimea R x R definim operatia algebrici (x,y)*(x',y')=(xx'+ yy',xx'— yy'). Aritati ci
legea * este comutativa.
R. intr-adevir avem (pentru (x, y), (x', y ') eRxR)
(xy) s (xhy") = (o' yy'xx'— yy)si (xy)*(xy)=(x'x+ y'y.x'x— y'y)
Cum xx'+yy'=x'x+y'ysi ax'—yy'=x'x—y'y (inmultirea pe R este comutativd) se deduce
<X, y) * (x', y') = (x', y')* (x, y) adica * este comutativa.
6. Fie H = (1,00)—{2} si aplicatia xy =1+ (x —1)"V' 7",
Sa se arate ca (H ,*) este o structurai algebrici comutativa.

R. Probam mai intdi cad * este lege de compozitie pe H. Fiex,y€ H. Sa aridtam cd xxyeH &
Sxxy>Lxxy#2. Avem:

1+(x— l)lrl AR P (x—l)ln VS 0 adevarat pentrucix, y> 1.

De asemenea x*y¢2<:>1+(x—l)lnvy_l¢2<:>(x—1)ln\'y_l¢l adevirat deoarece x—1>0, x—1#1,
y—1>0,y—-1#1.
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Legea % este  comutativda daca x*y:y*x,(V)x,yGH(:}l—i—(x—l)ln*/ﬁ:1+(y—1)ln\/ﬁ,

(WxeyeH o (x-1)" Voo™V (Wxyen e my—1-n(x—1)=

= ln\/x—lln(y—l),(V)x,yE H & %1n(y—l)~ln(x—1):%1n(x— y)ln(y—l),(V)x,ye H ,

evident.
7. Fie functiile f; :{1,2,3,4} — {1,2,3,4}, i =1,2,3,4 definite astfel:

Lx=1 2, x=1 Lx=1 2, x=1
2,x=2 Lx=2 2, x=2 Lx=2

x)= functia identica), x)= , x)= , x)=
f1(x) 3,x:3( t ), fa(x) 3x=3 S3(x) 4x=3 Sfa(x) 4x=3
4, x =4 4,x=4 3, x=4 3, x=4.

Consideraim H ={f}, f2,f3,f4} C F({1,2,3,4}) si operatia o de compunere a functiilor. Aritati ci
(H o) este structura algebrici comutativa.

R. Aceste functii se mai pot reprezenta sub forma unui tabel cu doua linii

f_1234f_1234f_1234f_1234
o234 20 34T 2 43 20 4 3

in prima linie se trec elementele domeniului de definitie, iar in a doua linie £ i f
valorile functiilor calculate in punctele domeniului de definitie. Aceste functii ‘ 1 J2 J3 J4
particulare se numesc permutari de gradul patru. Tabla legii este data alaturat. hilh fh K s
De aici se vede cd legea o este o lege de comporzitie pe H si in pluseste fo|fo fi fa 3
;or;utat;‘\;a data fl;nnd ménettrlzi tabl(ell in raport cu dlagonatladprt{nmpala.M t KBlA fr i b
Fi _ . Ca . it . .
: ie {a,b,c}. Cate .egl e compozitie se pot defini pe sicate o | o pop A
dintre acestea sunt comutative?
R. Cum o lege de compozitie este o aplicatie f : M x M — M , atunci se stie cad numarul acestor aplicatii

card(M xM)

este egal cu (card(M)) unde card(M x M ) = card(M )-card(M ) (card(M )= numarul de

elemente din M).

in cazul nostru card(M) = 3, iar card(M x M) =9 . Deci numirul de legi de compozitie pe M este egal
cu 3.

Altfel. Pentru ca M este o multime finitd se poate rationa utilizand tabla legii. Pentru fiecare lege de
compozitie avem o singura tabla si reciproc.

Am marcat prin stelute posibilele elemente rezultate compunind elementele multimii M.
Este limpede ca fiecare loc marcat cu * poate fi ocupat de oricare din elementele
multimii M. Deci fiecare astfel de loc poate fi completat in trei moduri. Numarul total de

moduri 1n care se pot completa toate locurile marcate cu * este egal cu3x3x... ><3:39, si acest
—“f‘—“9 -
or1l

numar reprezinta toate legile de compozitie pe M.
O lege de compozitie definitd pe o multime finitd M este comutativa daca tabla legii este
simetrica 1n raport cu diagonala principala.
Deci este suficient sd completdim locurile marcate cu * din tabla prezentatd alaturat,
pentru cé celelalte locuri marcate prin o se completeaza prin simetrie in raport cu diagonala

principala. Ori locurile marcate prin * se pot completa in 3x3x3x3x3x3= 30 Acesta
este numadrul legilor de compozitie comutative.
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Probleme propuse

1. Pe multimea H = {1, 2, 3, 4, 5} definim aplicatia x L y = restul impartirii lui xy prin 6. Aratati

ca (H ,J_) este o structura algebrica comutativa.

2. Pe multimea H ={1,2,3,4}se consideri aplicatia x#*y = restul impirtirii lui x” prin 5.
Demonstrati ca (H ,*) este structuria algebrica necomutativa.
3.Pe R se defineste legea de compozitie x o y = 3x + y . Aritati ca ,, o “ este o lege necomutativa.
4. Pe multimea H = (2,00) se considera aplicatiax xy =xy —2x —2y +6.
Aratati ca (H, *) este structura algebrica comutativa.

xy—2
x+y—3"

Demonstrati cii (H,*) este o structuri algebric comutativi.

5. Pe multimea H = (—oo,l) se defineste aplicatia x x y =

6. Pe multimeaR xR se defineste operatia algebrici (x,y)eo(x',y")=(xy'+ x'y,yy'). Aritati ci

1o o1 (10
0 17271 o) P o — A“—10

Ariatati ca (H ,-) este o structuri algebrici comutativi, unde ,, - ¢ este operatia de inmultire a matricelor.

o ¢ este lege comutativa.

7. Fie H ={Ay,A5,A3,A4} C My(R) , unde A; =

a—1
8. Se considera H = {Aa [ a(1— 201 a € R*} C M, (R) . Demonstrati ci structura algebrica ( H ,.)
a _

este comutativi, unde ,, - *“ este operatia de inmultire a matricelor.

4y 2
9. Fie H:{[x+ yooa ]

xnERx2 -2y =1lc My(R). Aritati ci (H,-)este structuri
—7y x—4y

algebrica comutativa.
1 1

10. Fie H={f1,f2,f3}CFR—{0,1}), fi(x)=x, fr(x)=1——, f3(x)= 1 Demonstrati ca
x —x

(H ,o) este o structura algebrica comutativi, unde ,, o ““ este compunerea functiilor.

3
11. Se considers H =(0,00)—{1} si aplicatia x x y = xln\/; . Aritati ¢ (H,) este o structura algebrici
comutativa.
12. Pe R se defineste legea de compozitie definitd prin x * y = xy + 2ax + by, a,b € R . Determinati

a, b pentru care legea este asociativa si comutativa.

alnx—bIlny

13. Fie a,b €R*. Pe multimea (0,00) definim operatia: xy=e ,x,y>0. Si se

determine a, b astfel incit legea si fie comutativa si asociativa.
14. Pe R se consideri legea de compozitie xxy= (1 — a)x +ay—a,x,y ER. Legea este

1 1
comutativa daca: a) a=1;b) a:—l;c)a:;;d)a:—;;e)a:O.

15.Pe R se consideri legea de compozitie * definita prin:
a) xxy=xy+ax+15y+3,Vx,yeR; b) x*y:(2a+1)x+(3a+1)y—2, Vx,yeR.

Si se determinea € R , astfel incat legea * sa fie comutativa in fiecare caz.
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16. Pe R se defineste legea de compozitie = astfel:
1) xxy=ax+by+c; 2) xky=xy+2x+2y+a; 3) xxy=xy+ax+by+6;
4)x*y=xy—3(x+y)+a; 5)x*y=3xy+a(x+y)+14; 6) xxy=2xy+ax+by+3.

Sa se determine a,b,c € R , astfel incit, in fiecare caz, legea si fie comutativa si asociativa.

P3. Element neutru

Definitie. Un element e € M se numeste element neutru pentru legea
daca pentru orice x € M avem
Xke=exx=x.

Uneori se mai spune ci legea * admite pe ¢ € M ca element neutru daca
X¥e=ex*xx=x, (V)xEM .

Faptul cé o structurd algebrica (M ,*) are elementul neutru e se noteaza uneori prin

(M ,*,e).

Daca in plus legea * este comutativa, atunci conditia ca e € M sd fie element neutru

pentru legea  sereduce la x«xe=ux, (V)xeM (sau exx=x, (V)xeM).

Atragem atentia ca elementul neutru e al unei legi * pe M trebuie sa apartind multimii
M. Deci e € M . Nu orice lege de compozitie pe o0 multime admite element neutru.

Teorema. Dacd o lege de compozitie admite element neutru, atunci acesta
este unic.

Demonstratie. Vom ardta cd dacd ar exista doud elemente neutre ej,ep € M pentru
legea * atunci acestea coincid. Avem:

Xxe| =€ ¥ X=X, (V)xEM , (D)

xxepy=eyxx=ux, (V)xeM, (2.

In (1) punem x=eysirezulti ey ke =ejxey =e5,  (3)

iar in (2) facem x = e i obtinem e] xey =ep x e = ¢y, (4).

Din (3) 5i (4) rezultd ) =ey. m

Observatie. Dacad H este o parte stabild a lui M in raport cu legea = si dacd e € M este
element neutru pentru * , atunci daca e € H , acesta este element neutru al legii induse
de * pe multimea H.

Astfel numarul O este element neutru pentru adunarea pe R CumO & Z, acesta va fi
element neutru si pentru adunarea pe Z (A se vedea problema rezolvata 4).
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Definitie. Un element e, € M se numeste element neutru la stinga pentru
legea + dacd egxx=x, (V)xEM .

Un element e; € M se numeste element neutru la dreapta pentru legea *

dacd xxey =x, (V)xeM .

Asadar un element e € M este element neutru pentru legea * dacd si numai daci e
este element neutru atit la stinga cat si la dreapta.

Daci o lege de compozitie este notatd multiplicativ, elementul neutru, daca exista, se
numeste element unitate si se noteaza de obicei cu simbolul 1. Daca legea este notata
aditiv, elementul neutru, daca existd, se numeste element nul si se noteazi de obicei
cu simbolul 0.

Fie M o multime pe care am definit o lege de compozitie asociativd si cu element
neutru ec M . Pe o astfel de multime am definit compusul a n elemente, n>1.
Operatia data, avand si element neutru, definim acest compus si pentru n = 0 ca fiind e.
Daca operatia algebrica pe M este scrisd multiplicativ atunci definim puterea a n-a a
. . n Xx-x-...- x(n factori), daca n >0
lui x€ M prin x* = .
e, daca n=0.

Avem evident pentru orice x € M si orice m,n € N

A = xm—|—n’

n n mn
X ) =x .
Daca M este 1nzestrata cu o lege de compozitie scrisd aditiv, asociativa si cu element
neutru0 € M , atunci pentru orice x € M si oricen € N, definim nx prin:
x+x+...4+ x(n termeni), daca n >0
nx =
0, dacd n=0.
Au loc egalitatile:
mx +nx= (m+ n)x, n(mx)z (mn)x (V)xe M, (V)m,n e N.

Exemple cunoscute de legi cu element neutru

1. Adunarea pe N, Z,Q, R, C are ca element neutru numirul zero, cind avem:
x+0=0+x=x,(V)x .

2. inmulgirea pe N, Z,Q, R, C are ca element neutru numarul unu, cind avem:

1-x=x-1=x,(V)x.

3. Compunerea pe 7 (M) admite ca element neutru functia identici dela M la M, 1y, :M — M,

Iyy(x)=x,xEM.

4. Adunarea matricelor pe M, (C) are ca element neutru matricea nuli (cu toate elementele egale

cu zero) notata simplu O, .
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5. Matricea unitate I, € M, (C) reprezinti elementul neutru pentru operatia de inmultire a
matricelor din M, (C) .
6. Pe multimea P(M) a partilor unei multimi M/ elementul neutru fatid de reuniune este multimea

vidi, XUg=0gUX =X, (‘V’)X €P(M), iar elementul neutru fati de intersectie este multimea
totali M, MNX =X NM =X, (V)X € P(M)

Probleme rezolvate

1. Pe multimea M = {e, a, b, c} se consideri legea de compozitie T dati prin tabla
legii (alaturat).

Sa se arate ci legea T admite element neutru.

R. Din egalitdtile: e Te=e,aTe=eTa=a,bTe=eTb=b,cTe=eTc=c se

deduce cd e € M este elementul neutru pentru T .

2. Pe multimea M = (—oo,l)U(S,oo) se considera aplicatia x %y = xy —2(x + y)+6 . Aratati ca
(M ,*) este o structura algebrica fara element neutru.
R. Faptul cd xeM & |x—2| >1. Probdm ca (M ,*) este structura algebrica, adicd * este o lege de
compozitie pe M, ceea ce revine la a ardta cd (V)x, yEM =xxyeM . Avem xxyeEM &
elrey—2>1e|x=2)(y=2)|>1ex—2y—2>1, evident.
Presupunem acum ca e € M este elementul neutru. Trebuie sa avem:

Xxe—e*xx=Xx, (V)xGM
Se vede usor cd legea este comutativd si deci prima egalitate de mai sus se verificd. Deci trebuie ca
x*ke=x, (V)xGM <:>xe—3(x+e)+6:x,(V)x€M <:>(x—2)(e—3):0, (V)xeM & e=3.
Observam cd 3¢ M si prin urmare legea * nu admite element neutru.
3. Pe multimea H = [—2,00) definim aplicatia x xy =3xy + 6(x + y)—l— 10.

Sa se arate ca * este o lege de compozitie pe H, cu element neutru.
R. Aratam ca * este o lege de compozitie pe H.
Fie x,ye H. Atuncix=-2+o0a, y=-2+p, o, >0, si deci

xxy=3(-2+a)(-2+B)+6(—4+0+B)+10=—-2+3ap > 2.
Aceasta aratd ca din x,y € H = x*xy € H , adica * este o lege de compozitie pe H.

Fie e € H elementul neutru. Legea fiind comutativa trebuie sa avem
x*e:x,(V)er = 3xe+6(x+e)+10:x, (V)er = (x+2)(3e+5):0,(V)x€H.

. . . . 5
Daca x # —2, atunci din ultima egalitate 3¢e +5 =0, adicie = 3 €H.

Acesta este element neutru pentru * daca verificim egalitatea x*e = xsi pentru x =—2. Ori avem:

(-2+-3)-3-2

—2 +6 —2—2 +10=10—-22+10=-2.
3 3
. . 5
Acum pentru orice x € H avem egalitatea x —g =x.

. 5 .
Deci e = -3 reprezinta element neutru.
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11a
4. Se considerid multimea de matrice H =40 0 1 |a €2Z+1; C M3(Z). Aritati ca (H ,-) este o
0 01

structurai algebrici cu element unitate.
R. Mai intdi ardtdm ci fnmultirea matricelor din AMz(Z) induce pe H o lege de compozitie. Intr-adevar

fie:

11 a 115 I 1 a+b+1

A;=|0 0 1|, A4, =|0 0 1l|eH. Atunci: A;A,=|0 O 1 = Ay4p+1 € H , deoarece
0 01 0 01 00 1

a+b+1€2Z+1.

Mai mult nmultirea pe H este comutativd deoarece A, -Ap = Ay ypy1 = Aprg+1 = Ap Ay -

Fie A, €H elementul unitate pentru inmultire. Trebuie sd avem A,-A,=A4,, (V)Aa €H sau

Agtet1 = Ag (V)Aa €H.

Esteclarca A, = A, < a=b.Decidin A, ] =A rezultd a+e+1=a sau e=—1€2Z +1.
I 1 -1

Elementul neutru este A_|=|0 O 1 |. Este oare vreo contradictie intre faptul cd I3 este element
00 1

neutru pentru fnmultirea din Mj3(Z) (in cazul acesta) si faptul cd A_|este element neutru

pentru H C M3(Z) ? Nu, pentru cd I3 nu apartine multimii H.

Probleme propuse
x+y,x<y<2
1. Pe multimea H = {0, 1, 2, 3, 4} definim aplicatia,,o “ astfel xoy={x—y, x>y
y—x,x<3siy>2.
Aratati ca (H ,o) este o structurai algebrici neasociativa, necomutativi, dar cu element neutru.
2. Pe multimea H =[5, 7] definim aplicatia x « y =xy —6x — 6y +42.
Aratati ca (H ,*) este o structura algebrica avand elementul neutru e = 7.
3.Fie H=C—{—i} osubmultime alui C . Definim pe C legea de comporzitie x Ty=xy+i(x-+y){1+i).

Aratati ca (H ,T) este o structura algebrica asociativa, comutativa cu element neutru e =1—i .

G ay

4. Consideram H = {[
a3 a4

a ay| b bz _
a3 a4 b3 b4

asociativa, cu element neutru.

|a,~ €ER,ajaq4 = 0} C My (R) silegea de compozitie pe M, (R)

arby ay+aby
a3 + tl4b3 tl4b4

]. Demonstrati ci (H,x) este o structurd algebrici

0 0
5. Fie H = {[ b]|a,b € Z} C My(Z) .Si se arate ci (H,-)este structura algebrici asociativi cu
a

elemente neutre la stanga.
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6. Pe R se defineste legea de compozitie x o y = xy —2x — 2y +m, m € R. Sa se determine valorile
lui m pentru care H :[2,00) este o parte stabilda a lui R in raport cu ,,* “. Determinati apoi

elementul neutru al legii ,, * ““ pe H.

1-x 0 «x
1
7. Fie H=1A(x)=| 0 0 0 |x€Rx#_CM(R). Aritati ci (H,) este structuri
x 0 1—x

algebrica asociativia, comutativa, cu element neutru.
8. Sa se determine valorile parametrului real a, astfel incat legea de compozitie pe R definitd prin
xXxy=a (x + y) — xy si fie asociativa si comutativi. Determinati elementul neutru.

9. Pe R se defineste legea de compozitiex x y =2xy —2x —2y+c,x€R. Fie H=R —{1}.
Determinati pe ¢ pentru care (H ,*) este o structura algebrica asociativa si apoi precizati elementul

neutru.
10. Pe multimea R se consideri legea de compozitie x*y=xy-+ax+by-+c. Sa se arate ca
legea,, * * este asociativi daci si numai daci admite element neutru.

11. Pe R se defineste legea ,, * “ prin: x *y =xy—(x+y)\/5+2+x/5, x,yeR.

1) Aritati ci legea ,, * “ este comutativi, iar [\/5 ,oo) este parte stabila a lui R in raport cu ,, * .
2) Sa se determine y € ’\/E,oo) astfel incat x xy =x,Vx € [\/E,oo) .

3) Determinati elementul neutru al legii ,, *  pe [\/E ,oo) .

4) Pentru a € (\/E ,oo) fixat, si se determine y € (\/E ,oo) care verifica relatia a x y =1+ \/E .

12. Pe R se consideri legea de compozitie % definitd prin x*y=xy+5x+ay+b. Sa se
determine a,b € R, astfel incit legea sia admiti element neutru.

P4. Element simetric

Definitie. Fie (M ,*) o structurd algebricd cu element neutru ¢ € M si

x €M . Spunem cd un element x'€ M este un simetric al lui x in raport
culegea *x dacd xxx'=xxx=e.

Daca exista x' cu aceasta proprietate, spunem ca x este element simetrizabil, in raport
cu legea .

Sa observam ca x' este simetricul lui x, adica (x")' = x.

Facem precizarea si 1n acest caz ca simetricul lui x, elementul x' trebuie sa apartina
multimii M. Deci odatd gasit x|, acesta trebuie sa fie in M. Daca legea * este
comutativa, atunci x'€ M este simetricul lui x dacd xxx'=e (saux'xx=e).

Cand legea este notatd multiplicativ, vom spune element inversabil in loc de simetrizabil

. . " . .. . _ 1
si element invers in loc de simetric; inversul lui x se va nota cu x 1 sau —.

X
Daca legea de compozitie este notata aditiv, vom spune opusul lui x in loc de

simetricul lui x; opusul lui x se va nota cu —x.
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Exemple cunoscute de legi cu elemente simetrice

1. Elementul neutru e este element simetrizabil, un simetric al siau este el insusi, ¢'=¢ .
2. Fata de adunarea numerelor naturale, singurul element simetrizabil este 0 (zero), cind —0 = 0.
3. Fata de adunare pe Z (elementul neutru este 0), orice element este simetrizabil (orice element

Xx €Z are un opus —x) deoarece x + (—x) = (—x)+ x=0.

4. Fata de inmultirea pe Z (elementul neutru este 1), singurele elemente inversabile sunt 1 (avand
simetricul 1) si -1 (avand simetricul —1) cAnd 1~ ! =15i (—1)_1 =—1.

5. Fatii de inmultirea pe M,,(C) (elementul neutru este I,, ) elementele simetrizabile sunt matricele A cu
det(A) #0, simetricul matricei A fiind matricea inversi A7 cand A-A1=a"la=1,.

6. Fati de compunerea pe 7 (M) (elementul neutru este 1,; ) elementele simetrizabile sunt functiile
bijective, deoarece o aplicatie f este inversabili dacd si numai dacd este bijectivi cand

foft=rtof=1y.

Teorema. Fie (M s *) o structura algebrica asociativa si cu element neutru e.

Daca x € M are un element simetric, atunci acesta este unic.

Demonstratie. Fie x', x" doud elemente simetrice pentru x. Avem
xxx'=x%x=e, (1) si
xxx"=x"sx=e, 2).
(2 M
Atuncix'=x'se = x'(xxx")=(x*x)xx"=e*x"=x" §i teorema este demonstrati. m

Notatie. Daca (M *) este structura algebrica asociativa si cu element neutru, atunci
notdm U (M )submultimea elementelor din M simetrizabile in raport cu *. Asadar
U(M):{x€M|(EI)x’€M, x*x':x'*x:e}.

Pentru o lege de compozitie pe M, notatd multiplicativ si pentru un element inversabil

n
x € M , definim puterea negativa x~ ", n>1, prin |x "= (x 1) ,neN¥|

_1 .
Este clar ca x " este invers pentru X (xn) =x "

Analog, daca legea de compozitie pe M, este aditiva si x € M are un opus —x, atunci

definim (—n)x,n>1, prin|(—n)x=n(—x), n€ N¥|

Este clar cd n(—x) este un opus al luinx, — (nx)=n(—x).
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Teoremd. Fie (M ,*)o structura algebricd asociativa si cu element neutru.

Atunci:
1) Daca elementele x,y € M sunt simetrizabile, atunci compusul lui x cu y

este simetrizabil §i mai mult (x*y)'= ysx'.

2) Daca elementul x & M este simetrizabil, simetricul sau, x', este, de
asemenea, simetrizabil si (x')' = x.

3) Daca x e M este simetrizabil, iar y € M nu este simetrizabil, atunci
x*y, yxx €M nu sunt simetrizabile.

Demonstratie. 1) Trebuie sd probam cd (x* y)*(y*x')=(y%x')x(x*y)=e. Avem
(folosind asociativitatea legii * ):
(xxy)*(y*x')=x*(y*y)kx'=x*e*x'=x*x'=esianalog
(ysx)x(xxy)=ys(xsx)xy=ysexy=yxy=e.

Deci x=# yeste simetrizabil §i y'sx'este unicul sdu simetric (vezi teorema
precedentd).

2) Rezultd din definitia elementului simetric (observand cd x si x' au rol simetric in
aceasta definitie) si din unicitatea sa.

3) Presupunem prin reducere la absurd, cd elementul z=xx%y este simetrizabil.
Atunci si elementul x'x z (de la punctul 1)) este simetrizabil.

Dar avemx'sz=x's(x*y)=(x%x)xy=exy=y, ceea ce inseamnd cd y ar fi
simetrizabil. Contradictie.

Prin urmare xx* y nu este simetrizabil. Analog se aratd cd y * x nu este simetrizabil. m

Observatii. 1) Afirmatia 1) din teorema spune ca (U (M ),) este o structura algebric,

adica * este lege de compozitie indusa pe U(M) de legea de compozitie de pe M.
2) Dacéd legea este notatd multiplicativ, atunci aceastd afirmatie se transcrie

() =y L

Daci legea este notatd aditiv, atunci —(x+ y)=(—y)+(—x).

Definitie. Fie (M,*)o operatie algebrica avand e; € M element neutru la
stanga (e; € M element neutru la dreapta) si x€ M .
Spunem ca x'g €M (x'y €M ) este un simetric al lui x la stinga (la

dreapta) 1n raport cu legea * daca
X'gkx=eg; (xxx'g=eg).

Se mai spune cd x € M este simetrizabil la stinga (la dreapta) in raport cu * daca
existd x'¢ €M (x'y €M )pentrucare x'gxx=e; (x*xx'yg=eg).
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Probleme rezolvate

1. Pe multimea Z se defineste legea de compozitie x @ y = restul impartirii lui x + y la 6. Fie
H={0,1,2,3,4,5} CZ. Aratati cﬁ(H ,69) este o structuri algebrica. Determinati elementele

simetrizabile din H in raport cu @ .

R. Tabla legii este data alaturat. ©|0123 45
Se observi ci elementul neutru al legii este e = 0. 0j0 1 2 3 45
Pentru a determina simetricul unui element x utilizdnd tabla se procedeazd 1|1 2 3 4 5 0
astfel: se urmareste pe orizontala lui x elementul neutru e = 0. Elementul 212 3 4 5 01
corespunzator coloanei pe care se gaseste e =0 reprezinta simetricul lui x.

Avand notatia aditiva pentru lege 1n loc de simetricul elementului x vom utiliza 3134501 2
denumirea de opusul lui x si scriem —x. 414501 23
Deci —0=0,—1=5,—-2=4,-3=3,—-4=2,—-5=1. 5/5 012 3 4

2. Pe multimea numerelor reale R definim legea de compozitie x T y =xy —3(x+ y)+12 . Aratati

ci legea T este asociativi, comutativa, admite element neutru. Stabiliti elementele simetrizabile
din R inraportcu T .
R. Se verifica prin calcul asociativitatea §i comutativitatea legii. Pentru determinarea elementului neutru

e € R utilizam definitia acestuia x xe = x,(V)x eR & xe— S(x + e) +12=1x, (V )x ceR &
&e(x—3)=4(x—3),(V)xeR.
Daca x#3 rezultd e = 4. Pentru x = 3 se verifica imediat egalitatea3+x4 =3 . Asadar e = 4 reprezinta

elementul neutru pentru legea T .
Sa determindm acum elementele simetrizabile. Fie x € Rsi x'€ R simetricul lui x in raport cu T . Avem:

X*x'=4<i>xx'f3(x+x')+12:4®x'(x73)=3x+8.Dacé x #3, atunci x,:3x—8€]R
x—
. . . ., 3x-8
Deci orice x € R, x #3 admite un simetric x'= 3
x—

3. Pe R se consideri legea de compozitie xoy=xy —6(x+ y)+42 . Fie H = [5, 7]. Aratati ca
(H ,o) este o structuri algebrica asociativa, comutativi, cu element neutru. Determinati elementele

simetrizabile din H in raport cu legea ,, o .
R. Sdobservimcd x € H < 5<x<7& —1<x—6<1|x—6/<I.

Acum se aratd ugor ca dacd x,y € H , atunci xxy € H .
Prin calcul se verifica asociativitatea si comutativitatea legii.
Elementul e € H reprezinta elementul neutru in raport cu legea ,,o“ dacd xoce= x,(V)x €H &
e xe—6(x+e)+42:x,(V)x€ H & e(x—6):7(x—6),(V)x€H .
Daca x#6, atunci e =7 € H , iar pentru x = 6 se verifica egalitatea 607 =6 . Deci e = 7 este elementul
neutru in raport cu legea ,, o “.
Determinam elementele simetrizabile. Fie x€ H si x'€ H elementul sau simetric. Trebuie sd avem
egalitatea x+x'=7 < xx'—6(x+x')+42=7 & x'(x—6)=6x—35.

6x—35 6x—35

. Elementul obtinut x' trebuie sa apartina lui H, adica 5<
x— x—

Dacd x#6, atunci x'= <7,ceaceda

xe{5,7}.
Deci singurele elemente simetrizabile sunt x =5 cand x'=5six =7 cand x' = 7.

4. Fie M =(0,00)—{1} si aplicatia x *y =¥y Aritati ci + este o lege de compozitie pe M,

asociativa, comutativa, cu element neutru. Determinati elementele simetrizabile din M in raport cu ,, * .
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R. Dacd x>0,x#L y>0,y#1l=x%xy>0,xxy#1, ceea ce inseamna cd ,*“ este lege de
compozitie pe M.
Prin calcul se verificd asociativitatea si comutativitatea legii. Elementul neutru u € M are proprietatea

x*u:x,(V)xGM o mxinu =x,(V)x€M < Inx-lnu,=Inx, (V)xeM =

Shu=lcu=ecM.
Observatie. Cand in structura legii figureaza In este indicat sa notam elementul neutru cu alta litera (aici
am pus u).
Sa determindm acum elementele simetrice. Fie xeM i x'€ M simetricul sdu. Trebuie sd avem
egalitatea:

1

1
—echxlnx'=lelny'=— < x'=elnx,
Inx

,
x*x'ze@elnxmx

1

. . . T 1
Avem de verificat cd x'€ M . Evident x'>0 si x'#1 (deoarece daci x'=1<elX =] & 1—:0 , fals).
nx

Deci (V)x € M este simetrizabil.

5. Fie multimea M = {a +b:/5

a,b cQ, a® —5p2 = 1} CR si operatia de inmultire pe R . Aritati

ca (M ,~) este o structura algebrici, asociativi, comutativa, cu element neutru. Determinati

elementele simetrizabile din M in raport cu inmultirea.
R. Sa aratdm ca inmultirea pe M este o lege de compozitie.

Fie x=a+by5, y=c+d5, a,b,e,d €Q, a® —5b> =1, ¢ —5d% =1.
Avem xy = ac + 5bd + (ad + bc)\/5 , unde ac+5bd, ad +be €Q si (ac+ 5bd)—5(ad +be)* =
- (a2 —5b2)(c2 —5d2) —1sidecixyeM .

Cum M CR, iar inmultirea pe R este asociativd si comutativd se deduce ca ramane cu aceleasi
proprietti si pe submultimea M.

Fie e=0a+BJ/5e M, a,Beq, o — SBZ =1 elementul neutru. Trebuie si avem:

xe = x,(V)xeM & a0c+5bB+(aB+boc)\/§: a+bs, (V)a,b €Q.

ao+ 5B =a
ap+bo=>b

Punand a = 1, b = 0 in prima ecuatie rezultda o0 =1.

De aici rezulta sistemul: { R (V)a,b €Q, a? —s5p*=1.

Din a doua ecuatie rezultd acum af =0, cind =0.
Deci e=1+05eM, (12—5-02 :1).

Observatie. Cum 1 este element neutru pentru inmultirea din R, iar 1=140-+/5€M , atunci (am

vazut la partea teoretica pentru element neutru) ca 1 este de asemenea element neutru si pe multimea M in
raport cu inmultirea.

Sa determindam elementele simetrizabile. Fie x=a + b\/g ,a,beQ, a>—5p2=1. sa gasim x'e M

, C1 , 1 a—bs
pentru care xx'=1& x'=—& x'= = =
x a+bys 42 _5p2

a—bx/g. Deci x':a+(—b)\/§eM,
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deoarece a,—beQ si a? —5(—b)2 =1. In final orice element din M este simetrizabil (inversabil) in

raport cu inmultirea. Din x € M = 23, x M, (V)n si deci M este infinita.

6. Fie H ={f1,f2,f3,f4} C F(R —{0}) cu operatia de compunere a functiilor, unde fi(x)=ux,
1 1

frx)=—, f3(x)=—x, fy(x)=——.
x x

Aratati ca (H ,o) este structuri algebricd asociativd, comutativi, cu element neutru. Stabiliti

elementele simetrizabile din H in raport cu operatia de compunere.

R. Tabla legii pe H este datd alturat. ° ‘ A H B fia
Intotdeauna compunerea functiilor este asociativa. Deci si pe H ramane la fel. AlA £~ 5 ;i
Comutativitatea legii rezultd din tabla, aceasta fiind simetricd in raport cu
diagonala principala. Elementul neutru este f; . 202 h fa S5

Observam cd pe fiecare linie a tablei apare elementul neutru. Deci toate BB 4 h f
elementele sunt simetrizabile (functiile sunt inversabile) si avem: falfa f3 f2 N

Al=fml=pal=fmnt=1

Aa:[a a—1

7. Fie H ={Aa € My(R) 0 1

], aceR,a= 0] .Sa se arate ci inmultirea matricelor de pe

My (R) induce o lege de compozitie asociativii, comutativa si cu element neutru pe H. Care sunt

elementele simetrizabile din H ?
R. Sd aratdm ci Inmultirea este lege de compozitie pe H. Fie A;, A, € H i sd probam cd A, A, € H .

0 1 Jlo 1 0 1
Inmultirea matricelor este intotdeauna asociativa. Deci raimane la fel si pe A. Cum inmultirea matricelor,
in general, nu-i comutativa trebuie sa ardtim ci A;. A, = Ay, A, (V)A,, Ay €H .

a a—l\\b b-1] (ab ab—1 5
Avem: A A, = = =Ay, €H pentrucd a,b#0=-ab#0.

Ori avem: A, - A, = Ay, = Apy = Ap - A, (pentru a doua egalitate am utilizat comutativitatea Inmultirii
peR,ab=ba).

Gasim n continuare elementul neutru al legii. Fie acesta A, € H .

Trebuie sd avem A,-A, = A,, (V)A, € H & Ay, = A, (V)A, €H .

Cum A, = A, < a=>, de maisus avem ae =asideci e=1(a#0).

10
Asadar elementul neutru este A) = [O l] .

. 0 . .
Acest lucru se putea obtine remarcand ca pentru a = 1 rezultd A = [0 ] matricea unitate care este

element neutru in raport cu inmultirea matricelor pe M, (R). Deci raimane element neutru si pentru
fnmultire pe H.
Elementul A, € H este simetrizabil dacd existd A, € H pentrucare A,-A, = A & Ay = Al .

De aici aa'=1:>a'=l(a¢0).
a

Asadar orice A, € H are simetric matricea A} € H .

a
In acest caz, din A, - A, = I, rezultd cd A, este chiar inversa matricei A, .
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a 0 a
8. Se considera H ={|0 1 Ofja > 0;. Aritati cd inmultirea matricelor din M3(R) induce pe H
a 0 a

o lege de compozitie asociativa, comutativa, cu element neutru.
Determinati elementele simetrizabile din H in raport cu inmultirea.

R. Se verificdi imediat ca (V)Aa,Ab €H = A, A=Ay €H (a,b>0=ab>0). Inmultirea
matricelor este intotdeauna asociativa, deci la fel ramane si pe H.
Pentru comutativitate avem: A, - A, = Ay, = Ap - Ay, (V)Aa,Ab €H.

Elementul neutru A, € H are calitatea cd A;-A, = A,, (V)Aa €EH & Aype =4y, (V)Aa €H . Cum

. < I 1 . .
A, = Ay & a=>b,de mai sus rezultd 2ae =a sideci e = 7 Asadar elementul neutru pentru inmultirea

0

pe H este matricea A| = 1

2
0

= S N|=
D= o=

Observdm cd I3 care este element neutru in raport cu inmultirea de pe Mj3(IR) nu apartine lui H ! Deci
nu poate fi vorba ca I3 sd fie element neutru pentru inmultirea pe H.
Sd determindm acum elementele simetrizabile (si nu inversabile, care le numim asa daca /3 este element

neutru fatd de fnmultirea matricelor din M3(C)) din H 1n raport cu inmultirea. Fie A, € H si

o < . o - L. .
A, € H simetricul sdu. Atunci trebuie sd avem: A, - A, = A] & Ay, = A1 . Deaici 2aa'= By si deci
2 2

1 . - <
a'= " >0dacd a>0.Decipentru A, € H , simetricul sdu este A | .

a J—
4a

0
9. Fie n € N,n>2, dat si H:{A:[; ]
y

x,y€C,A" = 12} . Aritati ci (H,-) este o structuri

algebrica, comutativi, cu element neutru. Care sunt elementele simetrizabile din H in raport cu
inmultirea ?
x O|fx" 0]
0 yjlo y' B

R. Inmultirea pe H este o lege de compozitie deoarece (V)A,BGH :>AB—[

_[xx' 0
0w

. X
Aceasta Tnseamna ca pentru matricea A= [0

. T E A 10
. Avem imediat ca: A" = = 01

],iardeaici =1 y"=1.
n
0

0
] , elementele x, y sunt solutiile ecuatiei z” =1. Deci
y

multimea H are in total n? elemente.
Inmultirea matricelor este intotdeauna asociativa.
Inmultirea este si comutativa in acest caz (cum se vede usor).

Elementul neutru este I, (il obtinem punand x =y = 1 ridécind pentru z* =1).

Inversa lui A este A"~ pentru cd A- A = I, . Inversa lui A”este A2 etc. Toate elementele lui H

sunt inversabile.
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Probleme propuse

1. Pe multimea Z se defineste legea de compozitie x ® y = restul impértirii lui xy la 6. Fie
H={0,1,2,3,4,5}CZ. Aritati ca (H ,®) este o structuri algebrici comutativi, cu element
unitate. Determinati elementele din H simetrizabile in raport cu ,, ® .

2. Pe multimea numerelor complexe C se defineste legea ,, * “ prin zq *zp =z; +23 — 212, . Fie
H =C —{1}. Aratati ci ,, % “ induce pe H o lege de compozitie asociativi, comutativi, cu element
neutru. Determinati elementele din H simetrizabile in raport cu legea data.

3. Pe R definim legea de compozitie x T y = 3xy+6(x+y)+10 . Fie H :(—2,00) . Aratati ci
(H ,T) este o structuri algebrica comutativii, cu element neutru si cii orice element din H este

simetrizabil in raport cu legea ,, T “.

4. Fie H ={x€]R‘x=a—b\/10,a,bEQ,a2—10b2 =1} si operatia de inmultire pe R.

Demonstrati ca (H ,-) este o structuri algebrici asociativi, comutativa, cu element neutru si orice

element din H admite un simetric (invers) in raport cu operatia de inmultire.

5. Fie H =(—11)CRsi aplicatia x*y= lx—:—y
x

. Aritati ca (H ,*)este o structura algebrica

asociativd, comutativi, cu element neutru si orice element din H este simetrizabil in raport cu ,, * .
6. Se considerd H =(0,00)—{1}si aplicatia xxy= x>0 | Aritati cd (H,*)este o structurid

algebrica asociativd, comutativi, cu element neutru si ci orice element din H este simetrizabil in
raport cu legea data.

7. Considerim multimea de matrice H ={X"|n€N,n>1, X =

0
1 . < .
0 1Impreuna cu operatia

B —]

L — T —— I
S S S =

00

de inmultire. Demonstrati ci (H ,-)este o structura algebrica asociativi, comutativa, cu element
neutru si orice element din H este simetrizabil in raport cu inmultirea.

Xy
2xy +1—(x+y)

asociativa, comutativi, cu element neutru si orice element din H este simetrizabil in raport cu ,, o *.

8. Fie H = (0,1) si aplicatia xoy = . Aratati ca (H ,o) este o structura algebrica

coso.  sino

9. Fie {A, =
{a —sinat  cosQ

|0c€ R}C M,(R). Aritati cd inmultirea matricelor de pe M, (R)

induce pe H o lege de compozitie asociativa, comutativa, cu element neutru si orice element din H
este simetrizabil in raport cu aceasta lege.

. -1 1 2 —1) . . "
10. Fie A = 5 2;B:2 lslmultlmeaHz{aA—‘f-BaG]R }.

Aritati ca H este parte stabili a lui M, (R) in raport cu inmultirea matricelor si U(H) = H.
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1.4. STRUCTURI ALGEBRICE

Am vazut ca dacd pe multimea nevidd M definim o lege de compozitie *, atunci
cuplul (M ,*) l-am numit sistem algebric.

In general, dacdi M = @, atunci numim structuri algebrici pe multimea M, orice
structurd determinata pe M de una sau mai multe legi de compozitie, aceste legi fiind
supuse unor conditii (asociativitate, comutativitate, ... ), sau fiind legate una de alta
prin anumite relatii (distributivitatea unei legi de compozitie fata de alta).

Conditiile la care sunt supuse legile ce definesc o structurd algebrica si relatiile de
legaturd ce existd intre aceste legi constituie axiomele structurii respective. Numarul
legilor de compozitie si axiomele caracterizeaza specia de structurd considerata.
Teoriile axiomatizate (numite si sisteme axiomatice) sunt teorii ipotetico-deductive in
care termenii nedefiniti (primitivi) si propozitiile primitive (axiomele) sunt expuse
explicit si complet de la Tnceput.

Dezideratele ce se au in vedere despre ansamblul de axiome rezida din pretentiile
asupra unei teorii axiomatice, si anume: non contradictia axiomelor (atunci cand in
sistem nu pot deriva simultan o propozitie si negatia sa), independenta axiomelor
(nici una din axiomele sistemului sd nu poatd fi dedusd In interiorul sistemului,
utilizandu-le doar pe celelalte) si completitudinea axiomelor (pretinde ca intreaga
teorie sd se poata deduce in cadrul sistemului).

In toate structurile algebrice pe care le vom studia vom avea situatia de mai jos: datd fiind
o multime M =& inzestratd cu o structurd algebrica si M'=@, M'C M , atunci

numim structura indusa pe M ' de structura lui M, structura algebrica determinata de
legile induse pe M ' de catre legile care definesc structura pe M.

Se spunea adesea ca structura data pe M prelungeste structura ce o induce pe o parte a
lui M.

PIONIERI AI MATEMATICII

EUCLID (330? - 3751.C.) David HILBERT (1862-1943)

Matematician grec Matematician german

CONTRIBUTII CONTRIBUTII
o, Parintele* geometriei e algebra
® analizda
® geometrie

Noti istorica. Istoric, problema axiomatizarii incepe cu lucririle lui Euclid in domeniul geometriei.
Matematicienilor secolului al XIX-lea le revine meritul de a elucida aceasti problemi plecand de la
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dezvoltarea geometriei elementare. Marele matematician german David Hilbert (1862-1943) a reusit sa
rezolve (1899) de o maniera satisfacitoare dificila problema a axiomatizarii geometriei (20 axiome).
Axiomatizarea aritmeticii (1889) a fost realizata de matematicianul italian Giuseppe Peano (1858-1932)
(5 axiome). Teoria multimilor a fost axiomatizata de matematicianul german Zermelo (1871-1953)
(7 axiome), reluata si precizati de matematicianul german Fraenkel (1891-1965).

Ca numar de exemplare tipirite pe plan mondial, Elementele lui Euclid se situeaza pe locul doi
dupa Biblie.

1.4.1. Monoizi

Definitie. Cuplul (M,), unde M =& si * este o lege de compozitie pe

M, se numeste monoid daca legea * satisface urmatoarele doud axiome:
M,) Legea * este asociativa.
M,) Legea * are element neutru.

Daci , in plus, legea * verifica si axioma:
M;) Legea + este comutativa,

atunci cuplul (M , *) se numeste monoid comutativ.

Dacid (M ,*) este monoid, atunci M'C M, M '= @ pentru care (M ',x) este monoid il

numim submonoeidul monoidului (M ).

Exemple cunoscute de monoizi

1. Multimea numerelor naturale N cu operatia de adunare (respectiv de inmultire este monoid
comutativ cu elementul neutru 0 (zero) (respectiv 1 (unu)).

2. Multimea numerelor intregi Z cu operatia de adunare (respectiv de inmultire) este monoid
comutativ cu elementul neutru zero (respectiv 1 (unu)).

Submultimea lui Z formati din numerele intregi impare (notati 2Z + 1) cu operatia de inmultire

este un submonoid al lui (Z,-)

3. Fie X =@ . Atunci (P(X ),U),(P(X ),ﬂ) sunt monoizi comutativi, cu element neutru & si

respectiv X.
4. Fie X=@si B(X)={f:X — X, f bijectivai}C F(X). Cuplul (B(X),o)este monoid

necomutativ cu element neutru aplicatia identici a multimii X,1y : X — X,1y(a)=a, (V)a €X.

5. Multimea matricelor de ordin n cu elemente din C, M,,(C), n > 2, impreuni cu operatia de
inmultire este un monoid necomutativ. Elementul neutru este matricea unitate 7, .

6. Daca (M ,-) este monoid multiplicativ si x € M, fixat, atunci H, ={e :xo, xl, x2,...,x",...} cu
inmultirea este submonoid al lui M, numit submonoidul ciclic generat de x.

Elementele x € M simetrizabile n raport cu legea * le numim elemente simetrizabile
ale monoidului. Notim multimea aceasta cu U(M). Deci:
UM)= {x|x € M, x simetrizabil}

Evident U(M ) = &, deoarece elementul neutru e € M apartine lui U(M).
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Exemple

1. Pentru monoidul (N,+) ,avem U(N)={0}, iar pentru (N,-) avem U(N)={1}.

2. Pentru (Z,+) avem U(Z) = Z, iar pentru (Z,-) avem U(Z)={—1,1}.

3. Pentru (F(X),o) avemU (F(x))=B(X).

Am vazut 1n paragrafele precedente (la element neutru si la elemente simetrice),

n
pentru o lege multiplicativa pe M ce inseamna x”* si x " = (x_l) ,neN.

Analog in cazul legii aditive am precizat ce Tnseamna nx §i respectiv (—nx) .
Pentru monoid are loc

Teorema. Fie (M ,-) monoid si x € M . Atunci:
D X" "= xn+m,(V)n,m eN.
2) (X" = xnm,(V)n,m eN.
Daca x €U (M), atunci egalitatile 1), 2) au loc (V)n,m el.

Demonstratie. 1) Avem x" - x™ = (x-x-...-x)-(x-x-ox) = (x-x-ox)=x

n m n+m
Daca xc€U (M), atunci se face discutia 1n cazurile: n,m<0; n>0, m<0; n <0, m>0.
Sa ludm spre exemplu cazul n,m < 0. Atunci existd m',n'>0 pentru care m=—m',
n=-n'. Avem:
' ' n' m' n'+m' ' '
K :(x—l) (x_l) _(x—l) :x(—n )+ (—m") :xn—i—m.

Analog se trateaza si celelalte cazuri.

2) (MM =X = yr et X" daca n,meN.
%K—J
m
Asemanator cu 1) se trateaza celelalte cazuri pentru m,n €Z .m

Probleme propuse

1. Fie M ={(n,f)| f €ClX], grad(f)=n &€ N}. Pe multimea M se defineste legea de compozitie:
(n,f)x(m,g)=(n+m,f-g), (¥)n,f),(m,g)€M . Aritati ci (M,*) este monoid comutativ.

b
2. Fie M:{A:[a d]GMz(Z)|a+c:b+d}.
c

1) Aratati ca (M ,~) este monoid, unde ,,- ¢ este inmultirea uzuali a matricelor.
k k-1

€ M, k € Z , sunt simetrizabile.
1-k 2— k] ’ ’

2) Aritati ci elementele A; :[

3. Se defineste pe R legea de compozitie x * y = xy —ax +by, a,b €R . Si se determine (a,b) € R?
astfel incat, (R,*) sa fie monoid.
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a 0 b 2 01
4. In monoidul multiplicativ (M), M=0 0 0labcR} sa se determine simetricul elementului |0 0 0
b 0a 10 2
a b c
5.Se considera M ={[c a b |a +b+c=0,a,b,ceR}.
b ¢ a
010
1)Dacia E=|0 0 1|, atunci un element din M se scrie al3 + bE +cE?.
100
2) Si se arate cii M este parte stabili a lui Mj3(R) in raport cu inmultirea matricelor.
3) Sa se arate ca (M ,-) este monoid comutativ.
B 0 Fey
6. Fie sirul (F} )y >q definit prinFy =1, F; =0, F_, =F +F_p,keN* jarM=]l 0 1 0 [keN;.
Fia 0 Figa
Fi 0 Fy
Siasearateca M = {Ak |k S N} ,unde A={0 1 0 ]siapoica (M,.) este monoid.
F, 0 F3

1.4.2. Grupuri

Prin intermediul notiunii de grup se pot aplica aceleasi teoreme la multimi diferite
inzestrate cu legi de compozitie diferite.

Marele matematician francez Henri Poincaré (1854-1912) spunea in legdtura cu acest
subiect: ,,La mathématique est l'art de donner le méme nom a des choses différentes*.
Acest aforism subliniaza un aspect esential al matematicii secolului nostru.

Definitie. Fie G= & si * o lege de compozitie pe G. Cuplul (G,*) se
numeste grup daca au loc urmatoarele axiome:
G)) Legea * este asociativa, adica
(xxy)xz=xx(y*2), (V)x,y,2€G.
G») Legea * are element neutru, adica (3)e € G astfel incit (V)x €G sa
avem xke=e*xXxX=2X.
G;3) Orice element din G este simetrizabil in raport cu *, adicd pentru
fiecare x € G, existd x'€ G astfel Incat
xxx'=x*xx=e.
Daca, in plus, legea * verifica si axioma
G,) Legea x este comutativa, adica
xxy=yx*x, (V)x,yeG

atunci cuplul (G,*) se numeste grup comutativ (abelian).
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Stim ca elementul neutru daca exista este unic. De UN PIONIER AL MATEMATICII
asemenea simetricul unui element este unic. -
Ansamblul de conditii G, G,, G; poarta numele de Niels ABE,L, (1802 - 18,29)

. . A . .. . Matematician norvegian
axiomele grupului. Cit priveste adjectivul abelian
el deriva de la numele celebrului matematician
norvegian Niels Abel (1802-1829).

Teoria grupurilor constd in a degaja din aceastda
definitie toate consecintele posibile. Se stabilesc
astfel teoremele la care se poate face referire de
fiecare datd cind in cursul studiului se intdlneste o
structurd de grup. Ilustram rolul teoriei grupurilor in
matematica prin comparatia urmatoare: boala M se

. o . .. CONTRIBUTII
manifestd sub forma unei multimi de fenomene i
F={F,F,,.. F,}. Printre acestea sunt unele care * algebrd abstracti

e analiza

sunt determinante, adicd acelea care sunt suficiente
pentru a asigura existenta bolii M; fie F'={F', F',,..,F',} mulfimea acestor
simptome, care este o submultime a lui F. Atunci cind medicul a constatat prezenta
lor, el este in masurd sd afirme ca celelalte manifestari ale bolii (care apartin
complementarei lui F'1n F) vor apare §i In consecinta sa stabileasca o medicamentatie
adecvata.

Din definitie se deduce cd un grup este un monoid In care orice element este
simetrizabil, altfel spus U(G) = G. Reciproca nu este adevaratda ((N,+) cand

U (N)={0}). Pentru usurinta prezentdrii partii teoretice consideram ca legea * este

inlocuita cu cea datd de inmultire (cand vorbim de grup multiplicativ) sau de adunare
(cand grupul il numim aditiv).

Exemple cunoscute de grupuri

1. Grupuri numerice. Exemple de grupuri abeliene:
e grupul aditiv al numerelor intregi (Z,+);
o grupul aditiv al numerelor rationale (Q,+) H
e grupul aditiv al numerelor reale (R,+) )3

e grupul aditiv al numerelor complexe (C,+) H

o grupul multiplicativ al numerelor rationale nenule (Q*,-) H
o grupul multiplicativ al numerelor reale nenule (R*,-) H

e grupul multiplicativ al numerelor complexe nenule (C*,-) .

e grupuri multiplicative cu un element ({1},-), ({0},-) H

e grupul multiplicativ cu doui elemente ({—1,1},-);
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T . —1+iV3
o grupul multiplicativ cu trei elemente ({l,e, e’ },-) unde &€= —IHs V3 .
2. Grupul aditiv comutativ al matricelor de tip (m,n), (Mm,n (C),+) .
3. Exemple de grupuri necomutative:
e grupul aplicatiilor bijective in raport cu operatia de compunere, (B M ),o) .
Grupul (B(M ),o) el insusi si mai ales diversele sale subgrupuri numite grupuri de transformari

constituie un punct de plecare pentru toate aplicatiile practice posibile ale teoriei grupurilor. Este
suficient de a mentiona ,,Programul de la Erlangen*, devenit celebru, de Felix Klein (1872), care a
adoptat notiunea de grup de transformiri ca bazd pentru clasificarea diferitelor tipuri de
geometrii.

e grupul matricelor pitratice de ordin n cu coeficienti reali si cu determinantul nenul, notat
(GL(n,]R), ) . Acest grup se numeste grupul liniar complet de ordin n pe R.

e grupul cuaternionilor. Multimea G ={1,1i, j,k,—1,—i,— j,—k} cu operatia de inmultire
necomutativi dati de (—1)2 =1,i2=2 =k =—1,ij=—ji=k,jk=—kj=iki=—ik = j,
—x=(—1)x =x(—1),(V)x €G siavand elementul neutru pe 1.

Definitie. Un grup G se numeste grup finit dacd multimea G este finita
si grup infinit, in caz contrar.

Se numeste ordinul grupului G, notat |G| , cardinalul Iui G (numarul de
elemente din G).

Grupurile de la exemplul 1 de mai sus sunt infinite (cu exceptia ultimelor trei).
Dacad M este finita, atunci grupurile de la exemplul 2 de mai sus sunt finite.

Probleme rezolvate

1. Pe multimea numerelor intregi Z se defineste aplicatia x*y=x+y—2. Sa se arate ca
(Z,) este un grup comutativ.

R. Dacax,y€Z ,evidentca x*y=x+y—2€Z, ceeace aratd ca * este o lege de compozitic pe Z .
Verificim axiomele grupului comutativ.

G)) Asociativitatea legii * . Trebuie probat ca (x#* y)* z = x* (y* z), (V)x, v,2€Z.

Avem:

(xxy)kz=@+y—D*z=&+y—-2D+z-2=x+y+z—-4, ()

si

xx(yx)=xx(y+z-2)=x+(+z2-2)—2=x+y+z—-4, (2.

Din (1) si (2) rezulta ca legea * este asociativa.

G,) Elementul neutru. Sa aratam ca exista e € Z astfel incit xxe =e*xx = x, (V)x el.

Din x*e:x,(V)errezultéx+e—2=x sau e=2€7.

Gs) Elemente simetrizabile. Fie x€7Z . Sa aratim ca exista x'€7Z pentru care x*xx'=x%x=e. Din
xsx'=e=>x+x'—2=2sau x'=4—x€Z.Deci x'=4— x este simetricul lui x 1n raport cu * .
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G,) Comutativitatea legii * . Avem de demonstrat cd x*y=y*x, (V)x,y € Z . Relatia de demonstrat se
rescriec x+y—2=y+4+x—2, (V)x, y€EZ, ceea ce este adevdrat deoarece adunarea pe Z este
comutativd (x+ y = y+ x). Asadar (Z,*) este grup abelian.

Observatie. Atunci cand ni se cere sd ardtdm ca un grup este comutativ, dupd asociativitate se
demonstreaza comutativitatea legii deoarece pentru celelalte axiome scriem relatiile mai simplu

e pentru element neutru x x e = x, (V)x €7 (sau exx=x, (V)x eZL).

e pentru element simetric x*x'=e (sau x*x=¢e ).

2. Pe multimea numerelor reale R se considera aplicatia x T y = xy —5x —5y 4 30 . Determina aceasta
lege pe R o structurd de grup? Dar pe R — {5} ?

R. Evident aplicatia este o lege de compozitie pe R . Sa vedem daca se verifica axiomele grupului.

G)) Asociativitatea legii T . Avem de verificatca (x T y) Tz=xT (y T 2), (V)x,y,z eR.

Se calculeaza cei doi membri si gdsim expresia xyz —5(xy +xz + yz) +25(x+ y+z) —120.

G,) Comutativitatea legii T . Trebuie sd avem: xT y=yT x, (V)x,y €R . Egalitatea se scrie
xy —5(x+ y)+30= yx—5(y + x) + 30, (V)x, yeR, care este adevaratd dacd tinem seama de
comutativitatea produsului si sumei pe R (xy=yx,x+y=y+x).

G3;) Element neutru. Sa determindm e € R pentru care x T e =x, (V)x € R . Egalitatea se mai scrie
xe—5(x+e)+30=nx, (V)xE]Rsaue(fo): 6(x—5), (V)xe R. Daca x#5, atunci e=6. Mai

ramane sa verificam si pentru x = 5 egalitatea x T e = x,adicd 5T 6 =5, ceea ce este imediat.
G,) Elemente simetrizabile. Sa vedem daca orice x € R are un simetric x'€ R, pentru care x T x'=6.
S5x—24

xX—

Rescriem egalitatea sub forma xx'—5(x+x')+30=6 sau x'(x—5) =5x—24 . De aici x'= daca

x#5. Asadar nu orice x € R (x = 5) are simetric. Prin urmare legea T nu determina pe R o structura

de grup. Dar pe R- {5} legea T determind o structura de grup dacd mai ardtam ca

Sx_? #5 (55— U £5—25,

XYy#ES=>xT y#S(&xy—5x—5y+30#£5 < (x—5)(y—5)#0, evident) si x'=

evident). Asadar (R - {5},T) este grup abelian.

3. Se considera G =(—1,1) si pe G aplicatia x x y = Ix:

Y Aritati (G,*) este un grup abelian.

y

R. Verificam axiomele grupului abelian. Probam mai 1nti ca * este o lege de compozitie pe G.

Fie x,y€Gsi si aratim cd xxy€G. Avem x€G & —1<x<l&|x<1. Din x,yeG rezultd
|x|. [y] <1 si deci |xy|<le —1<uxy<l1, adicd de aici 1+xy>0. Acum xxyeG &

& —1<xxy<l1. Pentru prima inegalitate:

—1<x>f<y4:)—1<lxj(:>O<xy+x+y+1(:>0<(x+1)(y+l),evident deoarece —1< x, y.

+xy
Pentru a doua inegalitate avem echivalentele:
xxy<l& 1x+y <lex+y—-l-xy<0& (x—D1)(1—y) <0, adevarat deoarece x,y <1.

G)) Asociativitatea legii * . Trebuie sa verificam ca (x* y)* z = x* (y * 2), (V)x, v,2€G.

X+ y+z+xyz

Efectuand calculele in cei doi membri gasim aceeasi expresie: .
I+xy+xz+yz

Deci legea * este asociativa pe G.
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xX+y y+x
1+xy 1+yx

G,) Comutativitatea legii * . Pentru orice x,y€ G avem: x*xy=y*x <& , adevdrat

deoarece adunarea si Tnmultirea numerelor reale sunt operatii comutative.
G;) Element neutru pentru * . Sa aratdm cd existd e € G , pentru care x *e = X, (V)x €G.

x+e
1+ xe
e=0€ G sireprezintd elementul neutru in raport cu legea * .
G,) Elemente simetrizabile. Sd ardtim cd orice x € G are un simetric x'€ G astfel incat xxx'=0. De

Avem:

—x(V)xeG e xte=x+r’esel—x?)=0,(V)xe(~1,1) & e=0. Este clar ca

aici 1’:”‘ =0 di x+x'=0, adici x'=—x. Mai trebuie s aritim c ¥ €(—L)& —I<—x<l&1>x>—1
XX

evident deoarece x € (—1,1).

Asadar (G,*) este grup abelian.

4. Pe multimea R; =R —{1} se consideri aplicatia: x*y =2xy —2x —2y+c,c€R

Pentru ce valori ale lui ¢, cuplul (Ry,) este grup abelian?

R. Cerand ca legea * sd fie asociativd avem: (x % y)* z = x * (y * z), (V )x, y,2 € Ry sau
dxyz —4xy+xz+y)+4x+4y+2(c—Dz—c=4xyz—4(xy+xz+yz2)+2(c—Dx+4y+4z—c,
(V)x, ¥,Z € Ry sau dupd identificare ¢ — 1 =2, adicd ¢ = 3.

Asadar legea * devine xxy =2xy—2x—2y+3.

Sa verificam faptul ca * este lege de compozitie pe R;, adica sa ardtdm ca dacd x,y€Rj atunci x* y € Ry,
mai precis sd verificdm cd pentru x#1, y#1= x*x y#1 adicda 2xy—-2x—-2y+3=1¢&
& (x—1D(y—1)=0, evident.

Comutativitatea legii este imediatd. Elementul neutru e se determind din xxe=x, (V)x cER &

®Ze(x71)=3(x71)<:>e:%€R1.

. . . 3 3.0 .
Se aratd usor cd orice x € Ry are un simetric x'€ Ry astfel incat x* x'= By < 2x'(x—1)= foz si deci
. 4x-3

X =
4(x—-1)
Asadar (Rl,*) este grup abelian.

€ Ry (deoarece dacd x' = 1, atunci ar rezulta 4x—3=4(x—1) imposibil).

5. Se considera functiile f; :R—{0,1} - R —{0,1},i= R definite prin fj(x)=x, fh(x) = l,
X

f3(x)=1—x, f4(x):x—_1, f5(x):L1, f6(x):1;. Sda se arate ca pe multimea
X X — — X

G ={f1,f2,f3,f4,f5,f¢} compunerea functiilor determini o structuri de grup necomutativ.

R. Tabla legii este datd alaturat.
o |A fo s fa S5 s e u .

Se constata ca legea o este lege de compozitie pe G.
hih L B fa 5 Je Intotdeauna compunerea functiilor este asociativa si deci aceastd
flfh H f6o f5 fa A3 proprietate se pastreazd si pe G. Elementul neutru este f. Orice

1/ 2 A f fo fs  clementdin G este inversabil,

flfs 55 fe h fi KF'=hB'=h B =kt =t 5 =0 = ha

51 fs fo fa 3 A 2 Compunerea nu este comutativa pe G deoarece
felfe f5 f i f3 Ja fefh=fa=fhofz=fs-
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1—x X ]

6. Se considera multimea de matrice: G = [[ 1
x —x

XER— {%H . Aritati ci (G,-)este grup

abelian.
R. Aratam mai Intdi ca Inmultirea pe G este lege de compozitie.

1—x X

1 1 .
Notam Ax—[ ],xiE.DaCé Ax,AyEG, x,y:t;, atunci

X 1—x
1—(x+y—2xy) x+y—2xy

1
=A vy 2 €G dacd x+ y—2xy=— adevarat, deoarece:
X+ y—2xy 1—(x+y—2xy)] *y—2%y 2

Ax-Ay_[

1 1 1
x+y—2xy=—-2|x——=|y——=]|.
TS [ 2][y 2]

Cum x = l, y = 1 rezulta
2 2

T %][y - %] = 0sideci x+ y—2xy = % .Verificim axiomele grupului.

G;) Asociativitatea inmultirii. inmultirea matricelor in My (R) este asociativd si deci rdmane la fel pe o
submultime G a sa.
G,) Comutativitatea Inmultirii. Fie A, Ay €G. Awnci Ay-Ay=Apyy 5 =Ay 1 0y = Ay Ay, ceea ce

aratd ca ITnmultirea matricelor este comutativa pe G.
Gs) Element neutru. Existi A, €Gastfel incat A, A, = A, (V)A,€Gsau Ao 2y = Ay,

(V)Ax €G . Se vede cd doud matrice A, Ay suntegale Ay =A, & x=y (deci daca indicii matricelor

coincid). Din relatia de mai sus deducem x4 e —2xe = x, iar de aici ¢ =0. Asadar elementul neutru

b
este Ag = =1I.

0 1
G4) Elemente simetrizabile. Fie A, €G. Sd aratam cd exista simetricul A, €G pentru care
. C o 1 1 L
Ay Ay =Ay & Ay y_oxe = Ag - Deaici: x+x'—=2xx'=0 gideci x'= 71 zz, x=—. Deci orice
X—

element A, € G este inversabil (pentru cd Ay =1I) in raport cu operatia de inmultire obisnuitd a

matricelor. in final, (G,-) este grup abelian.

010
7. Fie matricea A= 0 0 —1|si multimea G ={A" |n € N*}. Aritati ci (G,-) este grup abelian.
-1 0 0
0 0 -1
R. Calculam puterile lui A si gasim: A2=|1 0 0 [si A3=13.
0 -1 0

Deci multimea G are doar trei elemente distincte G = {I3, A, A2} .

Tabla legii pe G, datd alaturat, aratd cd Inmultirea pe G este lege de
compozitie. Intotdeauna inmultirea matricelor pe M3(R) ) este asociativa.

Deci rdmane la fel si pe multimea G C M3(R).

Elementul neutru este I3. Orice element din G este inversabil in raport cu
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—1
fnmultirea: I3 1_ I3, Al = Az, (AZ) = A . Tabla fiind simetricd in raport cu diagonala principala,

grupul este abelian.

2x—y+3z=0
3x+4y—z=0
multimea solutiilor intregi ale sistemului (S). Pe multimea S definim operatia de adunare
(ay,ay,a3) + (by,by,b3) = (ay + by,ap +by,a3 +b3) . Aritati cd (S,+) este grup abelian.

8. Se considera sistemul de ecuatii liniare (S ):{ si S :{(al,az,a3)|a,~ €7}

R. Se rezolva sistemul si gdsim solutiile S ={(—A, A, k)|h € 7} Mai intii sd observam ca adunarea pe S
este lege de compozitie. Dacd s =(aj,m,a3), sp =(b,by,b3) €S, atunci sy +sp €S . Se aratd cd s; + 5o
verificd fiecare ecuatie. Pentru prima ecuatie aceasta verificare are loc 2(q) +8) —(ap +by) +3(a3 +b3) =0
sau (2a; —ap +3a3) +(2b —by +3i3) =0, adicd 0 + 0 = 0. Asociativitatea adundrii pe S se reduce in final la

asociativitatea adunarii pe 7Z .
Elementul neutru este dat de solutia banald (0, 0, 0) cum usor se verificd. Dacd s = (ay,ap,a3) € S, atunci

—s=(—ay,—ap,—az) € S, cum usor se verifica.

Adunarea pe S fiind comutativa, grupul (S,+) este abelian.

Grupuri remarcabile

1) Grupuri de matrice

Anul trecut am vazut ca multimea matricelor de tip (m n) cu elemente din R, Mun (R) ,
cu operatia de adunare formeazi grup abelian (A,BEA/Lmn(R) :>A+B€Mn’n(R);
elementul neutru este O, ,, — matricea nuld; —A = (_aij) este opusul lui A= (al-’ ]))

Pentru m = n are sens produsul oricaror matrice A,B € M, (R) .

Fie multimea de matrice patratice de ordin n cu elemente reale si cu determinant nenul.
Vom nota aceastd multime prin GL(n,R)={Ae M, (R)|det(A) =0} si consideram
operatia de inmultire pe M, (R).

Are loc urmatoarea:

Teorema. Cuplul (GL(n,R), -) este un grup infinit, numit grupul liniar
complet de ordin 7 pe R .

Demonstratie. Sa observdm mai ntdi cd inmultirea determind pe GL(n,R) o lege de
compozitie. Intr-adevar, din A,B € GL(n,R)sd araitam ca AB € GL(n,R), adicd sa
aratam ca det(AB) =0, ceea ce este adevarat deoarece det(AB) = det(A)-det(B).
Verificdm axiomele grupului.
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G)) Asociativitatea inmultirii are loc pe GL(n,R), deoarece are loc intotdeauna pe

My (R).

G>) Elementul neutru este matricea unitate /,, € GL(n,R) (are det(/,;) =1=0).

G3) Orice matrice A< GL(n,R)are o inversa (simetric) notata = GL(n,R)
pentru care AAT = a7 lA= I.

Aici A~ este chiar inversa matricei A. Stim ca A are inversa daca det(A) =0 (A este
o matrice nesingulard). Evident Al € GL(n,R)deoarece din A- Aoy n Sl
det(A- A_l): det(A)-det(A_l) =1 rezulta det(A_l) =0.

in final (GL(n,R), ) este grup infinit.m

2) Grupuri de permutari de ordin n

Fie M multime finitd cu n elemente. Natura acestor elemente fiind pentru noi fara
importantd, este comod sa ludm M = {1, 2, ..., n}.

Am vazut cda F(M)={f:M — M} impreund cu operatia de compunere a functiilor
este un monoid. Consideram o submultime a lui F (M), B(M) formata din aplicatii
bijective (de fapt este destul sa cerem ca f sa fie injectiva (surjectivd) céci atunci f este
bijectiva !).

Un element din 5(M) 1l numim permutare de gradul n.

Elementele Iui B(M)le desemnam prin litere mici ale alfabetului grec a, f3, v, 9,.... .
In loc de B(M) vom folosi notatia Sy

Sub o formd dezvoltatd si sugestivd permutarea ¢:M — M o reprezentam prin

) 2 .. n|— domeniul de definitie
simbolul ¢ = . N
o) o©(2) .. o(n)]— multimea de valori.
unde se indica in extenso toate imaginile:
1 2 ... n
c: | ! !
o) o2) .. o)
o(k), k= I,_n sunt simbolurile 1,2, ... , n, eventual in altd ordine.

Pe multimea §,, a permutdrilor de grad n am definit, anul precedent, operatia de

compunere (sau produs) a permutarilor.
Fie 0,7, atunci co1t€ §,, se defineste (compunerea obisnuitd a functiilor) prin:

cot(k) =06 (1(k)), k=1n
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Vom scrie 1n loc de 6 o1 simplu 6t. Are loc urméitoarea:

Teorema. Cuplul (Sn,o) este un grup finit de ordin n!, numit grupul

simetric de grad n.

Demonstratie. Verificam axiomele grupului.

Este clar cd daca o,7€S,, atuncioteS,, adici legea de compunere a
permutirilor este o lege de compozitie pe S,, .

Trebuie observat astfel ca se pot compune permutéari de acelasi grad.

G,) Asociativitatea compunerii pe S, rezultd din faptul cd aceastd lege este
asociativa pe multimea functiilor (M) .

G,) Elementul neutru este aplicatia identica a multimii M, pe care o notam cu e §i are
1 2 ... n

forma: e = .
2 ...n

Gs;) Orice element cc€S,, are un invers (simetric) notat o ! €S, ((5_1 este

aplicatia inversa a lui ¢) pentru care oo l=c lo=e.
5 1 2 3 4 5 . 1 (1 23 45 1
De exemplu, daca ¢ = ,atunci 6 = (o~ este
3451 2 4 51 2 3
functia care ,actioneaza“ invers decit o; prin ¢, 1 este dus in 3; invers, prin
-1 . . 1 2 3 1 23 )
6 elementul 3 este dus in 1 etc.). Daca o= ,T= , atunci
31 2 3 2

oT=
2 13 1 3 2

Asadar(S n,o), n >3, este grup necomutativ.

1 2 3] ) [1 2 3] )
sl 16 = .Deci 6T #16.

Sa determindm ordinul grupului. Fie 6 € S,, un element oarecare din grup. Prin ¢
elementul 1 este dus in (1) care poate fi oricare din elementele 1,2, ... , n. Deci
pozitia o(1) se poate completa Tn » moduri. Elementul 6(2) se poate completa in (n —
1) moduri cu cele n — 1 elemente ramase dupa completarea lui (1) . in fine ultima

pozitie se poate completa Intr-un singur mod cu ultimul element rdmas dupa
completarea pozitiilor o(1), 6(2),...,6(n —1). Asadar numarul de astfel de permutari

o este egal cu n-(n—1)...2-1=n! (regula produsului de la combinatoricd) si acesta
este ordinul grupului S, .m

Grupurile de permutari joaca un rol fundamental in studiul grupurilor (vezi Excursie
matematica de la sfarsitul acestui capitol).
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3) Grupul claselor de resturi modulo n, Z,

Fie 7Z multimea numerelor intregi si n € N* un numdr fixat. Pe multimea Z definim
urmdtoarea relatie: pentru x,y € Z spunem ca x este congruent cu y modulo »n daca

si numai dacd x — y se divide prin n.
Aceasta relatie se noteaza prin: x=y (mod n) & x— yin. (citim: x— y se divide prin n).
Faptul ca x— y:n este echivalent cu x, y dau acelasi rest la impartirea prin n

(demonstrati !).
Relatia de congruentd pe Z are urmatoarele proprietati:

1) = este reflexiva, adica x= x(modn), (V)x €Z ,deoarece x—x=0:n.

2) = este simetrica, adica daca x= y(mod n) = y= x(mod n), ceea ce este imediat
deoarece daca x— yin, atuncisi y—x=—(x—y)in.

3) = este tranzitivdi, adici dacdi x=y(modn) si y=z(modn), atunci
xX= z(modn), ceea ce se verifica usor deoarece din x— y:in si y—zin rezultd
x—z=(x—y)+(y—2)in.

Relatia = (de congruentd modulo n) cu proprietdtile 1), 2), 3) este o relatie de
echivalenta.

Doud numere intregi x, y pentru care x= y(modn) spunem ca sunt echivalente in

raport cu relatia = .

Clase de echivalenti si multime cat

Pentru un numdr intreg x € Z definim clasa sa de echivalentd in raport cu =
multimea notata C(x) (sau x) a tuturor numerelor intregi echivalente cu x fata de

relatia = . Asadar C(x) =X = {y €Zly= x(modn)} )

Proprietiti ale claselor de echivalenti

1) Daca x,y € C(a) , atunci x= y(modn) (doud elemente apartinind aceleiasi clase de
echivalenta sunt echivalente intre ele). Intr-adevar daca xeC(a) :>x5a(m0dn) si
dacd y € C(a)= y=a(modn).

Din x=a(modn)sia = y(modn)=-x= y(modn) (am aplicat tranzitivitatea relatiei = ).
2) Daca x= y(modn)=£= 3§ (sau C(x) = C(y), adici clasele de echivalenti a dou:
elemente echivalente coincid — pentru demonstratie utilizati dubla incluziune
XCy, yCx).

3) xNy=@=x=7y (Doui clase de echivalenti, care au cel putin un element in
comun sunt egale).

46



Intr-adevar daci aciny, atunci aci si aey. De aici azx(modn) si
a=y(modn), adicd x= y(modn). Conformcu?2) = 32=73.

Aceasta relatie de echivalentd pe 7Z , determind o partitie a sa Tn sensul care urmeaza:
Z se scrie ca o reuniune de submultimi nevide ale sale, disjuncte de doua cate
doua.

Mai precis, multimea claselor de echivalenta determinate de relatia de congruenta
modulo n pe Z se numeste multime cat a lui Z in raport cu =, si se noteaza cu
Z1= sauinca Z, .

Dacd x€Z, atunci din teorema impartirii pe Z, (3)k,r €Z,0<r <n astfel incat
x=nk + r, relatie pe care o mai scriem sub forma x—r=nk. Deci x—rin adicd
x=r(modn) sideci £=7,unde r€{0,1,..,n—1}.

Sa retinem deci: clasa oricarui x € Z este de fapt una din clasele 7, r =0, 1,.., n —1.

Prin urmare relatia de congruentd modulo n pe Z determind multimea cat 7, :{(3, 1. n—I}
numitd multimea claselor de resturi modulo »n (denumire justificata de faptul ca
numerele 0, 1, ..., n — 1 reprezinta resturile la Tmpartire prin n a numerelor Intregi).
Scrise explicit acestea sunt:

notatie

O={x€Zx=0(modn)}={(nhlheZ} = n
i:{x€Z|xEI(modn)}:{nh+1|hEZ} = nZ+1,

n—1={x€Zx=n—1(modn)} = {nh+n—1lh€Z}=nZ+n-1.

Numerele O, 1, ..., n — 1 prin care am definit clasele O, 1,..., n—1se vor numi
reprezentantii canonici ai acestor clase.
Pentru 7Z avem partitia datd de Z,, .

Z=0ulu..Un—1 si evident (de mai sus) fﬂ}z@
daca i=j.

Pentru n = 5, Z:{ﬁ,i,ﬁ,é,fl}, dacad dorim sa vedem
carei clase 1i apartine un numar Intreg xc€Zse
efectueaza impartirea lui X prin 5 si se ia restul acestei
impartiri . Atunci x € 7. In Fig. 2 pentru fiecare clasa
sunt date cateva elemente.

De exemplu x = 19 pentru care avem: 19=5-3+4 si
deci r = 4. Prin urmare 19¢4. Analog daca x = 23,

atunci —23=5(—5)+2 si deci —23€2.

n=52=0UlUu2U3U4
Fig. 2
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Observatie. Sa fim atenti la scrierea claselor modulo n. De exemplu, 0c 73, 0eZ 5

nu reprezinta aceeasi multime (descrieti-le). Pentru a ne feri de confuzii se poate

superficiald poate conduce gresit la Z3 C Z5 !

Pe multimea Z,, a claselor de resturi modulo n definim doua operatii:

+:Z, XLy —Z,
(&,l;) —a+bh= a/—i—\b, numitd adunarea claselor (suma claselor este

clasa sumei). Clasa a+ b se obtine adunind a cu b si luand apoi clasa
restului de la Tmpartirea lui a + b prin n.

si
Ly XLy — Ly,
(&,I;)H&-l;:a-b, numitd produsul claselor (produsul claselor este
prin definitie clasa produsului).
Clasa a-b se obtine Tnmultind a cu b si luand apoi clasa restului de la
impartirea lui a-b prin n.
Trebuie sa ardtdm ca aplicatiile ,,+“ si ,,-““ sunt corect definite, in sensul ca fiecarui

cuplu (&,1;) € Zy x Ly, i corespunde un unic element
a+b € Zy, , s respectiv 61/-7962,1 .

Fie: a=a" si 5:5'(Fig. 3). Atunci a+b=a'+b',
deoarece

din &:&’éaza'(modn)i a—a'in, (1)

sidin b=b'=b=b'(modn)=b—b'"n, ().

Acum, adunand (1) cu (2) rezultd a+b—(a'+b":n,

adicda+b=a'+b'.
Analog se arata ca inmultirea claselor este bine
definita.

Contururile inchise=clase de resturi

Fig. 3
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Pentru n = 6 tablele operatiilor de adunare si Tnmultire sunt

+|01 2345 012345
0(0 12345 0[0 00000
1{1 23450 110 123435
21234501 200 2 402 4
3134501 2 310 30303
414501 23 410 4 2 0 4 2
550123 4 50054321

Are loc urmatoarea:

Teorema. a) (Z n,—i—) este un grup abelian, numit grupul aditiv al claselor

de resturi modulo 7.
b) (Zn,-) este un monoid comutativ, in care grupul elementelor

inversabile este U(Z,) = (k € Z,,|(k,n) =1}

Demonstratie. a) Se verifica axiomele grupului abelian.

G)) Asociativitatea adunérii. Avem: x+(y+2)=Xx+ y/%-—\z = )m = (x—i-/;)Tz =
=x+y+i=GE+9+2 (V)X 9.2€Z,.

(am tinut seama in a treia egalitate de asociativitatea adunarii pe Z ).

G;,) Elementul neutru. Clasa 0cZ neste elementul neutru in raport cu adunarea
deoarece £+ 0=0+%=%, (V)tez,.

G3) Elemente opuse. Orice clasd x € Z,, are ca element simetric (opus) clasa notata

—%=_x deoarece x+(3¢):36+)?:x+(—x):6.

Mai precis avem: —0=0

A=n—-1 (m—-1+l=n—-1+1=0)

B JE)
k=n—k
(-1 =1.
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G;) Comutativitatea adunarii. Adunarea claselor este comutativi deoarece
(V)%,9€Z, avem: 3+ 39=x+y=y+x=3+% (am folosit in a doua egalitate
comutativitatea adunarii pe Z).

Cu acestea am arétat ci (Z,,+) este grup abelian.
b) Asemandtor se verificd asociativitatea, comutativitatea Tnmultirii claselor. Clasa
lez n este elementul neutru.

Se arata ugor ca (U (Zn ),-) este un grup abelian.

Sa gasim acum elementele inversabile din acest monoid. Mai precis aratam cd avem:
keU(Zy) < (k,n)=1.

Pentrun=1avem Z| = {6} =U(Zy), cand (0,1) = 1 si echivalenta are loc.

Fie acum n>2.

Demonstram implicatia ,,= ‘. Presupunem keu (Z,,) sisa aratdm ca avem (k, n) = 1.

Din keU(Z,)=(3)peZ, astfel incit k-p=1&kp=1&kp=1(modn)s
& kp—linskp—1=ng, g€ Z . Fieacum d = (k,n) € N* . Deci d|kp —nq, adici
d{l=d=1. Asadar (k, n) = 1.

Demonstram acum ca daca (k, n) = 1, atunci keu (Zy,) .

Se stie ca daca (k, n) = 1, atunci existd p,q € Z astfel incit kp+ng=1sau
kp—1=ng=kp—1in, adicdi kp=1(modn) sau in final kp=k-p=1, aratd ca
avem k € UlZ,) .=

Observatii. 1) Grupul U(Z,,) are ordinul @(n) = numarul numerelor naturale cel mult
egale cu n, relativ prime cu n.

Functia @:N* — N*, n — @(n) se numeste indicatorul lui Euler.

k

Daca n:ploquc2 ‘...‘p]({x , atunci

o1—1 oy —1 o —1
om=p, ' (P —Dpy> (P2 =D p K (g =)
Dacd n= p, p prim, atunci @(p)=p—1.Searatacd > ¢(d)=n.
d‘n
Pentru n = 6, avem @(6) =2 cind U(Zg) = {1,5}.

2) Din tablele celor doua legi, In cazul n = 6, se constatd ca acestea sunt simetrice in
raport cu diagonala principald. Deci legile sunt comutative.

Din tabla Tnmultirii se vede cd doar pe liniile claselor 1si 5 apare elementul 1, ceea ce
inseamna ca doar aceste clase au inverse.
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Citind pe coloanele care-1 contin pe 1 gasim inversele: 1= 1, 57123,
3) Pe Z,, nu existd relatie de ordine similard relatiei < de pe Z .

Am identificat elementele lui Z cu punctele intregi de pe dreapta reala care se extind
infinit la stinga si la dreapta (Fig. 4).

Fig. 4

Pe Z, avem in schimb un fel de ordine ciclica, reprezentatd printr-o multime de
puncte de pe cerc cu o anumitd regularitate. Din acest motiv aritmetica pe Z, se mai
numeste aritmetici modulara sau aritmetica cercului.

Excursie matematica (facultativ)
B ockosk ok ok

1. Scurtd prezentare a teoriei codurilor

In manualele de clasa a XI-a am prezentat doud aplicatii legate de acest subiect:

1) codul de bare aplicat pe diferite produse si 2) codul ISBN asociat unei carti (din
2006 s-a trecut de la codul de 10 cifre la cel de 13 cifre — ca urmare a unificarii celor
doua asociatii UCC (din Canada si S.U.A.) si A.E.N. (din restul tarilor)).

S-a vazut ca in ambele aplicatii intervine notiunea de congruenta.

Orice informatie transmisa prin diferite canale (sateliti etc.) si stocata in calculator
(pe CD etc.) este exprimata intr-un anume cod. Ca urmare a unor factori diferiti
(umani, echipamente etc.) mesajele receptionate pot contine erori la receptie.
Detectarea si corectarea erorilor reprezinta scopurile fundamentale ale teoriei
codurilor.

In teoria codurilor binare, elementele sunt din Zy, pe care le notam simplu 0, 1.

Multimea {0, 1} o numim alfabet binar. Un bit este un element al alfabetului binar,
iar un cuvdnt (sau bloc) este un sir de biti, unde toate cuvintele din mesaj au aceeasi
lungime (= numarul de biti).

Un cuvant de 2 biti este un element din Zo X Z y pe care il reprezentam sub forma ab
sinu (a,b), cu a,b €{0,1}. Analog, pentru cuvinte de 3 biti,4 biti etc.
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Cuvintele din trei biti sunt (23 =38).

000 010 001 011

100 110 101 111.
Asa cum am spus, in timpul transmiterii unui mesaj contindnd cuvinte de k biti, unul
sau mai multi biti se pot receptiona incorect. Este important ca erorile sd fie detectate
si pe cdt posibil corijate.
Schema generald de transmitere a unui mesaj codificat este:

codlﬁcare‘ mesaj transmitere mesaj decodificare| mesaj

mesaj > ore —p
codificat| mesaj ~ | receptionat | final

Cele mai multe coduri necesita adaugarea unor biti la fiecare cuvdnt din k biti
obtindndu-se cuvinte de n bifi.
Exemplu (controlul paritatii). Fie un cuvant din 3 biti, abc. Schema de codificare

duce cuvantul abc in abed, unde d =a -+ b+ c(mod 2).

Daca d = 0, cuvantul abc este par, iar daca d =1, cuvdntul abc este impar.

cuvdnt codificare cuvant Evident, fiecare cuvant de 4 biti

d=a-+b+ c(mod?2) codificat  |este par. In  felul acesta

000 0 0000 verificarea paritatii pe cuvdantul

010 ] 0101 codificat detecteaza numai eroare
001 1 0011 _|deunbit

011 0 0110 De exemplu daca s-a primit
100 1 1001 |mesajul:

770 0 7700 1011 1010 1101

101 0 7010 atunci primul si ultimul cuvdnt

771 7 17171 contin cel putin o eroare, dar nu

stim unde. Pentru clarificare se

solicita retransmiterea masajului.

Erorile multiple pot fi detectate, dar nu corectate utilizind schema:
codificare
ayay....ay — ayap....apayay...ay in care un cuvant de k biti este aplicat in
unul de 2k biti.
De exemplu, daca pentru k = 3, se obtine mesajul:
101101 100101 110111 001001,
Atunci in cuvintele al doilea si al treilea avem erori.
Daca la o noud retransmitere avem mesajul:
101 101 100100 110110 001001,
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atunci dupa decodificare se obtine:

101 100 110 00l.

Acest ultim exemplu ne sugereazd intrebarea: care este probabilitatea ca o eroare sa
se produca in unul sau mai multi biti al unui cuvant de n biti?

Se admite ca: 1) probabilitatea ca un singur bit sa fie transmis incorect este p §i 2)
probabilitatea ca un singur bit sa fie transmis incorect sau corect este independenta
de probabilitatea ca un alt bit sd fie transmis incorect sau corect.

Cu aceste observatii suntem in cazul schemei lui Bernoulli. Deci probabilitatea ca un

singur bit sd fie transmis incorect este C}l p—p)* -1

In cele de mai jos vom considera si alte congruente diferite de 2 (cu elemente din 7. n»
n=2)

Multe companii utilizeaza cifra de control pentru securitatea informatiilor sau

detectarea erorilor. De exemplu, a sasea cifra se adauga la numarul de identificare
format din cinci cifre §i se obtine un numar de sase cifre de forma:

ajapazagasc unde c se calculeazd dupd formula: ayayazagas = c(modn).

Daca utilizam congruenta modulo 7, atunci pentru numarul de identificare 21346,
cifra de control este 3, deoarece 21346 = 3(m0d7) . Deci numarul complet este
213463. Daca in loc de numarul 21346 s-ar fi transmis 22346, atunci apare detectatd o
eroare de transmitere, deoarece 22346 ,f 3(mod7) (22346 = 2(m0d7) ).

Pentru determinarea cifrei de control se utilizeaza scheme mai complicate (asa cum
am vazut, anul trecut, la codul de bare al produselor, numdarul pasaportului, codul de
identificare de pe cartea de identitate a unei persoane).

Astfel, numarul asociat unui articol x1x,...x,, se scrie sub forma de vector (xl,xz,...,xn)
si se inmulteste scalar cu un vector, numit vector de ponderi (yl, V2,0 Vp ) , iar
rezultatul se ia modulo un numadr p dat. Aceasta este cifra de control, care se adauga
articolului. Deci, x1y| + X3y + ...+ X, ¥, = c(mod p).

De exemplu, numerele de identificare pentru anumite banci au opt cifre x|,x3,...,Xg, iar a
noua cifra xg (cifra de control) este definita prin
(x1.%2,....48)-(7,3.9,7,3,9,7,3) = x9 (mod 10).

In acest caz, vectorul de ponderi este: (7, 3, 9,
7,3.,9, 7 3).

2. Congruenta si criptografia

Am prezentat, anul trecut, o scurta introducere
in criptografie (se ocupa cu studiul tehnicilor
utilizate pentru a codifica un text inteligibil).
Am prezentat atunci doua tehnici de codificare
a mesajelor: cifrul Ilui Iuliu Caesar (care
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consta intr-o decalare a alfabetului cu trei pozitii) si patratul lui Polybe (fiecdrei
litere i se asocia un numar de douda cifre). Vom aborda aceste probleme intr-un cadru
mai general, utilizind congruenta modulo n. Criptografia este diferita de teoria
codurilor. Ultima se ocupd de detectarea si corectarea erorilor din mesaje, in timp ce
prima studiaza proiectarea codurilor secrete (de ascundere a mesajelor fata de
persoanele neautorizate). Cifrul [lui Caesar este reprezentat prin doud inele
concentrice, fiecare din ele contindnd intreg alfabetul (figura alaturata). Inelul
interior, reprezinta textul inteligibil (clar), este fixat. Cel exterior, reprezintd, textul
cifrat, este mobil. Cele doua inele formeaza roata cifrului. O pereche de litere (text
clar/text cifrat) determina toata schema de decriptare. Aceasta este cheia de
decodificare a oricarui mesaj. De exemplu (a, D)

Descrierea matematicd a cifrului traducere. Asociem celor n litere ale alfabetului
intregii 0, I, ..., n — I. Notam cu A={01,...n—1} si consideram functia

A=A f (x)zx—l—k(modn), unde k este cheia numdrului de pozitie de la

alfabetul clar la alfabetul cifrat. Pe ldnga literele alfabetului de la a la z se adauga si
blankul (=spatiul liber). Deci:

Alfabetul: a b c d ... X y z ,blank“
A: 0 1 2 3 " 23 24 25 26

Pentru k = 5, text clar ,,atac in zori“ se transforma in text cifrat: FYFHENSEDTWN astfel:

atac in zori lSne X"d”"e > 01902268 13262514 17 8

) =x+5mod27) s 4 57 41318 4 31922 13

Se traduce

- » FYFHE NS EDTWN
din A

Aplicatia f:A— A, f(x)= x—i—k(mod n) este Dbijectiva §i inversa ei este
f_1 tA— A, f_l(x) =x— k(mod n) Aplicatia inversa se utilizeaza pentru a

descifra textul cifrat.

FYFHENSEDTWN se traduce ol sl24l 5| 714113018l 41319122113

nA o
f(x)=x—5(mod27) | 0 |19 0 2 26 8 113|26|25 14 17 8
se traduce o
din A »|a|t|a|c 1| n zZlo|r|1

Mai general se poate considera functia f:A— A, f(x) :ax—i—b(modn), unde a,b

sunt intregi fixati (functia afind). Perechea ordonata (a,b) este cheia acestui cifru.
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Daca a = 1, avem cifru translatie, iar daca b = 0 se obtine cifru multiplicativ.
Functia f are inversa f~\:A—A, dacd (an=1, cand f_l(x):a'x+b’(n10dn),
unde aa'=1(modn) cu 0<a'<n §i b'=—a'b(modn).

3. Patratele latine si congruenta

Prin patrat latin de ordin n se intelege un tabel patratic n X n, in care fiecare din cele
n simboluri apare o data in fiecare linie §i odata in fiecare coloand.

De exemplu, in agricultura se testeaza 5 tipuri de ingrasaminte pe un teren in forma
patratica. Se imparte acest patrat in 25 patratele mai mici (un patrat cu 5 linii §i 5
coloane). Se doreste, pentru a evidentia mai bine eficienta ingrasamintelor, ca pe
fiecare coloana si pe fiecare linie un ingragamdnt sa apara o singura data dupad
schema (A, B, C, D, E sunt tipurile de ingrasamant).
Observam cad acesta este un patrat latin de ordin 5.

Fie L patratul latin. Atunci L(i, j) reprezinta elementul de

pe linia i si coloana j. In cele ce urmeazd, i, j, L(i, ) € Ly, .

Se stabileste usor ca Yn>?2 patratul nxn, definit prin

LG, j)=i+j,i,j€Z,, este un patrat latin. Altfel spus, tabla

T O| = >
> T Q| ®
Ol = =0
m A>T
Qx| =T m

operatiei de adunare pentru 7, este un patrat latin.

Rezultatul arata ca exista intotdeauna cel putin un patrat

latin de orice ordin. Se pot obtine patrate latine prin incercari.

O problema mai dificila este de a gasi perechi de patrate latine de acelasi ordin, care
sunt, intr-un anume sens, cdt mai diferite posibil.

Spunem ca doua patrate latine Ly, Ly de acelasi ordin sunt ortogonale daca pentru

orice pereche ordonata de simboluri (k,k'") exista o singurd pozitie (i, j) pentru care
LG j)=k si Lh(i,j)=k'".
De exemplu, patratele de mai jos:

T Q|| >
QAT > | =
SN RwlNe!
|| O T
| OO >
=0T =
Ol=| >0
Q> =0

sunt ortogonale deoarece fiecare din cele 16 perechi (A,A), (A,B),...(D,D) se
realizeaza in una din cele 16 pozitii.

sk oskosk ok ok
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Probleme rezolvate

1. Sii se rezolve in Z sistemele

'ax—f—%y:g éx—l—y:i
ay. . i L
3x+2y=4 2x+3y=6
siin Zg sistemele:
'x+y+z=i X+y+z=6
c) ix+§y+z=i d) x2+y2+z2=i
4Alx+:ly+3z=i x3+y3+z3=i.

R. Rezolvarea sistemelor in clase de resturi Z, de reguld, utilizeaza aceleasi metode de rezolvare

cunoscute de pe C (reducerii, substitutiei, Cramer etc.) dar tindnd seama de operatiile permise pe Z, (de

pilda regula lui Cramer se scrie x:Ax‘Afl, y:Ay‘Afl,... unde A= determinantul sistemului

trebuie sa fie element invers abil in Z,, in raport cu inmultirea).

a) Daca adunam ecuatiile, membru cu membru, rezultd y =2 (s-a redus x). Din prima ecuatie x=0.

Deci solutia este ©,2).

b) Se poate utiliza metoda substitutiei scriind sistemul succesiv
y= 1+4x y= 14 4x
. . . sau {1 N
2x+3(14+4x)=6 0-x=3

Ori ultima ecuatie este imposibild. Prin urmare sistemul dat este imposibil.

Altfel. Se inmulteste prima ecuatie cu 3 si din membrii drepti ai celor doud ecuatii rezultd 3=6, fals.

1
¢) Determinantul sistemului este A = 2 =4 (se pot aplica proprietatile determinantilor, dar tinand

B> L =
Q> m=>

o

A

seama de operatiile pe Zs). Sd observam cd A= 4 este inversabil in Z 5((4,5)=1) si - =7

Deci se poate aplica regula lui Cramer in rezolvare. Gasim A, = Zt, A y = 3, A, = 2 , cand

x:Ax~A_1:21~21:i,y:Ay~A_1:§-21:iz:AZ-A_]:iZL:g. Asadar (i,ﬁ,g) este solutia

sistemului.
d) Observam ca sistemul este simetric n x, y, z.
Vom rezolva sistemul utilizdnd ecuatia de gradul trei.

Notim Sj=x+y+z= 0, Sy = xy+ xz+ yz, S3 = xyz. Se ridica prima ecuatie la patrat si rezulta
X2 + y2 + z2 + i(xy + yz 4+ xz) = 0. Aici tinand seama de ecuatia a doua gasim Q(xy + yz+xz) = 4 si
deci xy+ yz+zx= 2. Asadar Sp = 2 . Scriem ecuatia de gradul al treilea care are ca radacini pe x, y, z,
cunoscand sumele simetrice fundamentale Sj, S,, S3. Aceasta este: r- S1t2 + 87t —83=0 sau

l‘3+il—S3:6.
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Dar x, y, z verifica aceasta ecuatie. Atunci avem:

X +Qfo3 =6, y3 +§ny3 =6, z3 +§sz3 :6, care adunate dau x° —0—y3 +Z3 +§(x+y+z) —§S3 :6, adica,
via a treia ecuatie a sistemului, 38 3= 1 si deci S3 = 2. Ecuatia P4+2-2=0 are solutiile
EE TP P
Solutiile sistemului sunt: (2,4,4), (4,2,4), (4,4,2) .

2. Si se rezolve in Zq, sistemele:

x+§y+3z=:l 1) 6x+3y+2z=3
a) ax+§y+z=? 2) b) x+iy+z=8
dx+2y+z=1 (3) 8x 49742z =11.
123
R. a) Determinantul sistemului A = 45 1|=3 , care, 1nsa, nu este inversabil in raport cu inmultirea in
i 21

Z1 si deci nu se mai pot aplica formulele lui Cramer in rezolvarea sistemului.
Aplicam alte metode (metoda substitutiei sau metoda reducerii) in rezolvarea sistemului. Scazand din (2)
ecuatia (3) se obtine 3 y= 6. Aceastd ecuatie are In Zjp solutiile y; =2, Y2 =6, y3= 10. Analizim
aceste cazuri.
Daca y= 2 , ecuatiile (1) si (2) dau sistemul:

X+ éz = 6 xX= —3z
R .osau 4. . sau
4x+z=9 4(=3z2)4+z=9

Deci o solutie a sistemului dat este x = §, y=2,z= 9.

=

=9
9

=

Daca y = 6 , scriem sistemul format din ecuatiile (1) si (2):

x+§z:21 x:ztféz X
o Losau 4, . . sau
dx+z=1 44-32)+z=1 z

Deci x=1, y=6, z=9, este de asemenea o solutie a sistemului.

1
9

in fine, dacd y = 10 se obtine sistemul (din (1) si (2)):
X+ § = § . ~ A
. ¢ . cusolutia x=5,z=9.
4x+2z=5
Deci, in concluzie, sistemul dat are solutiile: (@,Q,é), (i,é,@), (é,lAO,@) .
b) Aplicam metoda substitutiei in rezolvarea acestui sistem. Din ecuatia a doua se exprima x si apoi se
nlocuieste 1n ecuatiile unu i trei. Se obtine sistemul:
xzé—Q—l,(\)y—ﬁ—lAlz xzé—f—l,\y—ﬁ—l/\lz
6z+§y+§z:§ sau §y+§z:§

§y+iz+§y+ﬁz:1

*)

§y+6z:1
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Se ia sistemul format din ultimele doua ecuatii din (*) si se rezolva prin metoda reducerii inmultind
ecuatia a doua cus, obtinind sistemul:
3 y+ éz = 3 éz = 6
. . sau o
y=T7+6z y=T7+6z
Ecuatia 2z=6are in Z1p solutiile z; = 3, = 9, cand M =1 si Yo = 1. Solutiile sistemului dat

AAA

sunt: (1,1,3), (7,1,9) .

0 3 11
X+, Y=|. .
2 4 3 2
3. Si se rezolve sistemul matriceal: o . in Zs .
1 4 0
X|. .|+Y=|. .
2 3 2 0
5 a b x y| . o
R. Luam X = ,Y = si se rescrie sistemul sub forma:
c d Z u
[a b]+ :A‘jz 3u 7i 1 a+§z b+§u 7i 1
¢ d) |2x+4z 2y+4u) (3 2 c+2x+4z d+2y+4u) |3 2
sau ,
a+2b 4a+3b +[x y] 0 1 a+2b+x 4a+3b+y| |0 1
c+2d 4x+3d] \z u) |20 x+2d+z 4de+3d+ul (2 0

a+§z=i
b+3u=1
c+ﬁx+2lz:§
iar de aici se obtine sistemul : d+A2y+4u :A 2
a+2b+x=0
da+3b+y=1
c+2d+z=2
Ztcj—gd—i:u:()

cu solutia x:f),y:i,z:é,u:4,a:2,b:21,c:i,d:4.
ZJ'

4)* Grupuri de transforméiri geometrice

N>
o
—

Solutia sistemului este: X = , Y=

1 4 3

Reamintim ca P este multimea punctelor din plan, atunci o functie f:P — P sau o

restrictiec a unei asemenea functii se numeste transformare geometricd. Printre
transformarile geometrice studiate Tn anii precedenti au fost: translatia, rotatia si omotetia.
Vom vedea ca aceste transformdri impreund cu operatia de compunere pot fi
organizate ca grupuri.
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Am vizut ci dacid v este un vector dat, atunci translatia de vector v este functia
t-:P—P,t;(M)=M"'M,M"€P astfel incht MM "~ .

Punctul M’ se numeste translatul lui M de vector V.
Amnotatcu 7 multimea translatiilor planului 7P . Atunci are loc urmatoarea:

Teorema. Cuplul (7,0) este un grup abelian, numit grup al

translatiilor planului P .

Dacid O este un punct fix al planului P, iar o are un unghi orientat din acelasi plan,
atunci am numit rotatie de centru O si unghi o, aplicatia rg :P — P definita prin
rg (A)=A'OA=0A", AOA'= 0. Am numit punctul O centrul rotatiei, o unghiul

de rotatie, iar A’ este imaginea lui A prin rotatie. Am notat cu Ry multimea

rotatiilor de centru O din planul P . Are loc urmatorul rezultat:

Teorema. Cuplul (R,c) este un grup abelian, numit grupul abelian al

rotatiilor de centru O din planul P .

In fine, o ultimi transformare geometrici importanti in plan a fost omotetia de centru O
(punct fix) si raport k €R*, 1% :P — P, hE(A)=A, AA'EP, 0,A A" coliniare si
OA'= |k|0A (sau in limbaj vectorial, OA'=k-OA). Punctul O se numeste centru de

omotetie, iar k este raportul de omotetie; punctul A’ este omoteticul lui A. Am notat
prin Hp multimea omotetiilor de centru O din planul P . Are loc urmatoarea:

Teorema. Cuplul (Hp,o) este grup abelian, numit grupul omotetiilor

de centru O ale planului P.

O aplicatie bijectiva ¢@:P — P se numeste izometrie daca d(¢Q(A), (B))=d(A,B),
unde d(A,B) inseamna distanta dintre A §i B. Mai simplu scris @(A)Q(B) = AB.
Daca notam cu Izom( P ) multimea izometriilor planului, atunci are loc urmatoarea:

Teorema. Cuplul (Izom(P),o) este grup, numit grupul izometriilor

planului P.

59



Probleme propuse

1. 1) Aritati ca fiecare din urmitoarele multimi cu legea de compozitie dati de tablele de mai jos
este grup:

1) {e,a} 2) {e,a,b} 3) (Lo, o’ +0+1=0

QR ®|o
IS I
® Q8

2) Dacia (M,-) este un grup, M = {a, b, c, d}, atunci exista un singur mod de a completa tabelul:

a b c d cla b c d -la b ¢ d
a d a a
ab ; b)b|b ¢ H c) b a
c c c cla
d c d d

2. Pe Z se defineste aplicatia x * y = x + y —1. Aratati cd (Z,*) este grup abelian.
3. FieG =(—1,00) si aplicatia peG, x oy = x + y + xy . S se arate ¢i (G,o) este grup abelian.
4. Pe R definim legea de compozitie x +y = x + y —xy . Si se arate ci Ry =R —{1} este o parte

stabild a lui R in raport culegea * si (Ry,*) este grup abelian.
5. Pe multimea numerelor rationale Q se defineste legea de compozitie x T y=x+y —% . Sa se

arate cd (0, = Q —{2} este parte stabilad alui Q inraportcu T si (05, T) este grup comutativ.

6. Sa se demonstreze cia pe multimea (0,00)—{1} aplicatia x T y = x3MY getermini o structuri

de grup abelian.

~In(y-1)
7. Sa se arate cd pe multimea G = (1,00)—{2} aplicatia x * y = (x —1)2 +1 determina o

structura algebrica de grup comutativ.

8. Sa se determine a € Z astfel incat Z impreuni cu aplicatia x oy = x+ y —axy si fie un grup
abelian.

9. a) Sa se determine cea mai mici valoare a lui A € R pentru care intervalul (1,00) este parte

stabild a lui R in raport cu legea de compozitiede pe R,x*y=xy—x—y+A.

b) Pentru A de la punctul a), calculati x" = x % x *...% x si aritati cid (G,*) este grup abelian, unde
—

n

G =(1,00).

10. Pe intervalul (m,oc0) se considerd aplicatia xsy=xy—m(x+y)+ m? +m . Aritati ca

((m ,00), *) este grup comutativ.
11. Fie multimea G=(—1,00 pe care se considera aplicatia x T y =a(x2 +y2)+ 2xy + 2.(m2 —3)-1—

+2y+m —1,a,m € R Determinati a, m pentru care (G, T) este grup abelian.
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12. Se considera G =(—1,1) pe care definim aplicatia x xy = alxﬂ—ﬂ . Aritati ca (G,*) este grup
xy

Sa=b=1.

13. Pe multimea R se defineste operatia x xy =ax + by, a,b € R. Determinati a, b pentru care
(R,*) este grup.

14%*. Fie G =(1,00)si pe R legea de compozitie xoy = xy+ax +by+c,a,b,c € R. Determinati
a,b,c € R daci (G,o) este grup.

15. Aritati ci urmitoarea multime de functii: G ={gy,85,83,84}, unde g; :R—{0,£1} -R—{0,£1},
g1(x)=x,g(x)= x_:, g3(x)= —% , 84(x)= % , Impreuni cu operatia de compunere

formeaza grup comutativ.
16. Aritati ca urmatoarele multimi de matrice patratice de ordin doi sunt grupuri impreuni cu
operatia de inmultire:

—b 3b
1 {[: ]a,bER,a2+b2>0}; 2) Z ]a,beQ,a2+b2>0};
a
a —3b 2 .2 [(coso. —sina
3) a,b€Q,a’+b2>0}; a4l |oe[0,27)} 5
b a sinot  coso
2kz . 2km
cos— —sin— (2—a a—1
51 " e=0n-1: 6 ‘aeR* ;
. 2km 2km 20—a) 2a-1
sin—  cos—
n n
a 0 a 2b
7){ b]|a,b,c€]R,a,b¢0}; 8 il  |abeQa®—%=1};
C —
2
¢ 1 0)(0 1 0o 1j(-1 -1} (-1 -1 1 0
9 {aemm|a-a=£}; 10 A0 : : : :
0 1)1 0) -1 —1 0 1 1 0)(-1 -1
1 a b
17. Sa se arate cd multimea matricelor G={A=(0 1 ¢ |a,b,c€Z este grup in raport cu
0 01
inmultirea matricelor.
a b b
18.Fie G=\M,p,=|b a b|M,p, € M3(R),det(M, p)=1;.Sase arate ci G este grup in raport
b b a

cu inmultirea matricelor.

19. Fie ecuatia x4 + ax3 + bx? +cx+d =0. Determinati numerele reale a, b, ¢, d astfel incat
multimea formata din solutiile complexe ale ecuatiei si fie: 1) grup in raport cu adunarea uzuali;
2) grup in raport cu inmultirea uzuala.
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1 0 a

2
20. Fie G={M(a)=|—a 1 —a? |a €R}. Sa se arate ci G este grup abelian in raport cu

0 0 1

inmultirea matricelor. Calculati M 3 (a).

1—-x 0 x
21. 1) Se considera multimea: G ={A(x)=| 0 0 0 ||[xeR— {%} . Aratati ca G formeaza
x 0 1—x

grup relativ la operatia de inmultire a matricelor si calculati A(x).

1 —a 0
2) Fie G multimea matricelor de forma: M (a)=;2 —a 1 0 ,a e (—11). Sa se
1—a

0 0 i—d?

arate ca:
a) (G,-) este grup abelian;

b) dacii a € (—1,1), atunci pentru orice n € N* existi un unic element a, € (—1,1) cu proprietatea
M(a,)=(M(@a))" ;

¢) lim a, = |1, Va € (—1,1)—{0}.
a

n—o0
1 x x—{—x2
3) Fie M={A(x)=|0 1 2x |;x €Rt.Sase arate ci:
00 1

a) A(x)=A(y)&x=y; b) A(x)-A(y)=A(x+y);c) (M,) este grup abelian; d) Calculati
AMA(2)...A(n).

22. Fie matricea A = si G={A"|n €N*}. Aritati ci (G,") este grup abelian. Céte

S S =S
S =
L — R — R ]
S S S =

elemente are G ?
23. Sa se demonstreze ci pe multimea G = (1,00) X (2,00) aplicatia:
() T(xy)=(x'—x—x"+2,yy'—2y —2y'+6)
determina o structuri de grup comutativ.
24. 1) Fie multimea de matrice de ordinul doi:

O X Y Y T Y Y

Si se arate ca G impreuni cu inmultirea matricelor formeaza un grup necomutativ.
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2) (Matrice permutare) O astfel de matrice se obtine din matricea unitate I,, prin interschimbarea

liniilor odata sau de mai multe ori (permutiiri de linii). Pentru » =3 avem matricele:

100 010 010 00 1 001
P=l0 0 1/,P,=[1 0 o|,P3=[0 0 1|,Pg=[0 1 o|,Ps=[1 0 of.
010 001 100 100 010

Aritati cd G ={I3,P,P,,...,P5} este grup cu inmultirea matricelor.

. 0 —1 1 0 -1 0 01 0 —1
3) Fie A= ,B= ,C = ,D= ,E= .
1 0 0 —1 01 10 -1 0

Aratati G = {I 2, A, AZ, A3, B,C,D,E } este grup cu operatia de inmultire a matricelor. Scrieti

tabla legii.
1ab

25. Sa se arate ca multimea G =10 1 ¢ |a,b,c€Z3 impreunid cu inmultirea obisnuita a
001

matricelor este grup. Cate elemente are acest grup?

. . 1 4a
26. Aritati ca multimea G = N

6a

|a S le} impreuni cu operatia de inmultire obisnuita a

matricelor este grup abelian.

0 2

00

00
C=|, A] din My(Zq5) si multimea :
6 0

0 4

0 0

27. Fie matricele A =

G ={Ip+xA+yB+z:C|x,y,z €Zy;}.

Ariatati cd (G,-) este grup abelian.

A ~

28. Fie A = } % € My(Zy) si multimea G ={A" |n € N*}.

1) Aritati ca (G,-) este grup abelian.

2) Aritati cd daci AX =AY ,atunci X =Y .

3) Rezolvati ecuatia XA =AX .

29. Sa se rezolve sistemele:
3x+y+2:=3 x+y+3=1 x+2y+3z=1

D {x+2y+3z=11inZs; 2) {2x+y+2=21n Z5;3) {4x+y+2z=2 in Zs;
§x+§y+z=§. 3x+:ly=:l ix+:ly+3z=3
3x+3y+z=2 2x +10y +z=4 x+y+z=0

4) {x+2y+3z=31inZ7;5) {x+3z=2 in Z1136) {3x+2y+z=1 in Z;
§x+y+§z=§ 1’(\)x+§y+§.z=i §x+3y+iz=:1
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1

2x+y+2z=2 x+2y+3z=0
7) x+3y+3z—§ 2
4x+5y+4z=21 x+§y+§z=3
ix+§y+z=§ §x+§y+§z—A
10) {4x+2y+3z=1 in Zg;11) {x+5y+9z=
6x+3y+2;=2 3x+dy+2z=
x+y+z—i x+y+z 1
13) {xy+yz+zx =4 in Zs;14) {x2+y2 42 =
xyz=3 HSryded=
x+y+z=2 X +2Y =
15) {xy +xz+yz =4 in Zs ; 16)
xzyz+xy2z+xyz2=i 3X+Y=

—_—
—> >

in Z19;12) {3y +22=9

> >

3

._
=
N

n

~

4

ix+3y+§z—§

x+3y+4z=1

in Zg;8) {2x+y+z=2 inZg;9) {2x+2y+3z=3 in Zg;

x+§y+9z=1’6

in le 5

x+%y+§z=A

in Zs.

30. Aratati ca matricele (X,Y) sunt o solutie pentru fiecare din sistemele:

12 3 4

X!, . |+Y=|. .

1 3 21
a4, o .
2 1 1 2 4
.~ A|XEY =)
1 0 01 3
02 (10 6
X|. . ~ Y =1
3 3 2 4 1
b) 1 A o .
1 3 0 3 1
X|. 1-Y|. .|I=]|.
2 0 2 1 5
01 10 [1
X!, .|1+Y|. .|I=1I.
01 21 3
c) o A .
2 0 11 3
X|. 1-Y|. .1=I|.
1 3 0 3 6

31. Alcatuiti tabla legii de compunere a permutérilor pe S3.

B By e U RO L

[\ R

Ny

~

6

in Zs ; X =
in Z7; X=
in Z7 ; X =

N> >

>

>

w>

N> o>

[FSTRY
Nl

= D> —> &>
= = _

N> >

32. Aritati cd multimea de permutiri S ={e,61,6,,63}, unde:

1234
e =
1234

56

5 617

123456
6 42531

, 0=

1 2 3 4
15 43

56
2 6)

impreuna cu operatia de compunere a permutirilor formeaza un grup.
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33. Si se rezolve ecuatiile:

1 2 3 4 1 2 3 4
a) x2: H b) x2: .
231 4 4 3 21

. 1 23 435
34. Sa se rezolve ecuatia ox = xo , unde 6 = .
2315 4

Reguli de calcul intr-un grup

Cum orice grup este monoid, se Intelege ca toate regulile de calcul valabile pentru
monoizi se pastreaza si pentru grupuri. In plus pentru grupuri exista reguli care le sunt
specifice (si tin de existenta pentru fiecare element a inversului).

Teoremi. (Reguli de simplificare) Fie (G,)un grup si x,y€G
arbitrare. Au loc echivalentele:

1) zx=zy & x =y (,,simplificare” la stanga), z€ G .

2) xz=yz< x=1y (,,simplificare” la dreapta), z€ G .

1

Demonstratie. 1) ,,=“ Fie zx = zy. Prin inmultire la stdnga cu z rezulta

z_l(zx) = z_lzy & (z_lz)y Sex=eys x=y.
,» <= Presupunem ca x = y. Se inmulteste la stdnga cu z §i avem zx = zy.
2) Analog. m
Observatii. 1) Daca legea este daté aditiv atunci teorema se scrie:
D) z+x=z+yex=y;
D) xtz=y+zx=y.
2) Proprietatea de a imparti o egalitate printr-un numar real nenul rezulta din aceasta
teorema. La fel, proprietatea de a reduce termenii egali situati Tn membri diferiti
rezulta de aici.

Teorema. Fie (G,-) un grup six € G fixat. Atunci:

1) xnxm _ xn+m

9

2) (x”)m = X" (V) mmeZ.

Demonstratie. Analoga celei de la monoizi. m
Observatie. Daca grupul G este aditiv, atunci rezultatele din teorema
au forma: 1) nx + mx = (n + m)x,

2) n(mx) = (nm)x, (V)n,meZ.
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Urmatorul rezultat simplu pentru elementele unui grup poate stabili dacd acesta este
comutativ. Mai precis are loc

Teorema. Daca in grupul (G,-) avem 2= e, (V)x € G, atunci grupul
este abelian.

Demonstratie. Fie x,y € G, arbitrare. Sa probam ca xy = yx.
Din x,y € G rezulta xy € G si deci X2 = e, y2 =e, (xy)2 =e.
Scriem egalitatea (xy)2 = e succesiv astfel:

(xy)(xy) = K2 y2 < x(yx)y = x(xy)y < yx = xy (dupa simplificare la stdnga cu x si la
dreaptacuy). m

Probleme propuse

1. Fie (G,-) un grup cu element neutru e. Aritati cii (G,-) este grup abelian daci este adevarati una
din conditiile de mai jos:

1) x3 =e, Vx €G, xzy2 :yzxz, Vx,y€G;

2) x3 =e,Vx €G, (xy)2 :(yx)z, Vx,y€G;

n+1 — xn—f-l n+1

3) existi n € N™astfel incat pentru orice x,y €G avem: (xy)" =x"y",(xy) y si

(xy)n+2 — xn+2yn+2, Vx,y€G .

2. Se considerd (G,-) un grup abelian cu n elemente. Si se arate ci x"” =e, Vx €G, unde e este
elementul neutru al grupului.
3. Fie (G,-) grup si x,y € G, astfel incat: 1) x> = y4 =e;2) xy= yx3. Aratati ca: yx = xzy si

xy3 = y3x2 .

4. Fie (G,-) un grup cu element neutru e. Aritati ca (G,-) este grup abelian daca este adevirata una
din conditiile de mai jos:
Dx=xLwwe6;2) ) T=x"ly L vayeG;3) oy 1= yx L vx,y €G —{e}.

5. Fie (G,:) grupsi x,y € G, astfel incat xZ= y2 = (xy)z. Si se arate ci x* = y4 =e.
6. Pe G = C —{i} se consideri aplicatiax«y =x+y +ixy, Vx,y €G .

1)Aratati ca (G,*) este grup comutativ.
2) Caleulati (—i)>, 1+i)%, x",n EN*, n>2.
7.Pe G =(3,00) se consideri aplicatia x xy =xy —3x—-3y+12,x,y €G.
1)Aratati ca (G,*) este grup abelian.
2) Aritati cd @ xa x...xa = @a—3)"+3,YacG,neN,n>2.
—_———

n ori
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1 3a
8. Fie G = acZ;.

1) Aratati ca (G,-) este grup abelian.

3a

2) Fie A(a)= ; |- Caleulati A1), A3(=3), A(@)A®), A" (a), Ala) + A% (@) + ..+ A" (@) .

1.4.3. Subgrupuri

Printre submultimile nevide ale unui grup G, existd unele care formeaza grup relativ la
operatia de pe G. Astfel de submultime se numeste subgrup a lui G.

Definitie. Fie G un grup. O submultime nevida H a lui G se numeste
subgrup al grupului G daca legea de compozitie din G induce pe H o
lege de compozitie impreuna cu care H este grup.

Exemple. 1) (Z,+) este subgrup al grupului (Q,+).
2) (R,+) este subgrup al grupului (C,+).

3) (U,,) este subgrup al grupului (C*,).

Urmatoarea afirmatie vine sa precizeze in ce conditii o submultime H unui grup G este
un subgrup.

Teorema. O submultime H a unui grup (multiplicativ) G este subgrup al
grupului G daca i numai daca sunt Indeplinite conditiile:

1) (V)x,yEH:MCyEH,

2) (V)xeH=x 'eH.

Demonstratie. Presupunem cé H este subgrup al lui G. Atunci din definitie rezulta ca
legea de compozitie din G induce o lege de compozitie pe H, adica se verificd 1).
Legea indusa posedd element neutru wu € H, astfel Incat oricare ar fixe H,

ux = xu = x. In particular, uu = u si din unicitatea lui u rezultiu = uu_l =e¢. Prin

urmare H contine elementul neutru din G. Cum H este subgrup, orice element x € H
este inversabil Tn H si inversul lui x in H coincide cu inversul lui x in G, deoarece

inversul este unic, adica x€ H = x_1 € H i 2) are loc.
Reciproc, presupunem verificate conditiile 1) si 2). Din 1) rezulta legea lui G induce o
lege pe H care este asociativa, deoarece legea din G este asociativa. Din 2) se deduce

ca pentru fiecare x€ H = x Vel deci xv '=ecH. Cu aceasta H impreuna cu
legea indusa este grup, adica subgrup al lui G .=
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Observatii. 1) Daca legea 1In G este notata aditiv, atunci conditiile 1) si 2) se scriu sub
forma:

1" (V)x,yEH:>x+y€H,
2" (V)xEH:>—x€H.
2) Sa retinem ca un subgrup H al grupului G este o submultime a sa care odatd cu

doua elemente contine si produsul lor (1)), iar odata cu un element 1i contine si inversul (2)).
Teorema precedentd se poate reformula si sub forma:

Teorema. O submultime nevida H a unui grup G este subgrup al lui G, daca
si numai daca este indeplinita conditia:

1

(V)x,yGH:>xy_ €H.

Demonstratie. Fie H subgrup al lui G. Atunci, conditia este 1ndeplinitd conform

1EHsideci xy_IEH.

Reciproc, dacda xe H=xx "=e€H. Din e,xEH:>ex_1:x_1€H adica se

verifica 2) din teorema precedenta.
1

teoremei precedente, deoarece din x,y € H = x,y
1

-1

Daca x,ye H=x,y ~€H si deci x(y_l)

teorema precedentd.m
Observatie. 1) Daca G este aditiv, atunci conditia din teorema se scrie

(V)x,yGG:>x—y€G.
2) Daca H este subgrup al lui G, atunci notam H <G .

=xy € H, adica are loc si 1) din

Exemple

1. Fie G un grup si e € G elementul neutru. Submultimile G si {e} ale lui G sunt subgrupuri, numite
subgrupuri improprii. Orice subgrup H al lui G, diferit de G si {¢} se numeste subgrup propriu.

2. Grupul ({1,—1},-) este subgrup al lui (R*,)

3. Fie nZ ={nk |k € Z},n € Z , submultime a grupului (Z,+). Atunci (rZ,+) este subgrup al lui
Z, deoarece (V)nky,nky € nZ rezulti

1) nky +nky=n(ky+ky)EZ si

2) —nk =n(—k)€EnZ.

4. Submultimea H={z EQ|z| =1}este un subgrup infinit al lui (C*,-) deoarece (V)x, ycH :>xy_1 €H
1
= m =7

5. Submultimea H ={1,—1,i,—i} este subgrup finit al grupului ((C*,-). Pentru aceasta

X
Y

pentru ca xy_l‘ =1siodaticu z€H=z7"¢ H,(V)n Sy

considerim tabla operatiei.
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Se constati ci (V)x,y € H = xy € H . in plus, 1 '=1¢eH,

1t -1 i =i () =—1en,i =—ieH, (i) =i H.Dedi (H,) este
—1|-1 1 —i i

i i —i —1 1 subgrup al lui (C*,-) . De fapt, H =U,4 , grupul multiplicativ al
—i| —i i 1 -1 riadicinilor de ordin 4 ale unitatii.

6. Submultimea H ={(A),i,:1,6} este subgrup finit al grupului (Z8,+). Tabla
operatiei pe H este data alaturat.
Observam ca (‘v’)x, y€H = x+y¢cH . Simetricul fiecarui element din H este

tot in H, —(A)=0€H,—i=8€H,—:I=:IEH,—%:iEH. Aseminitor

> A N c>‘ +

> AN O
S>> S B> NN
N> O O R R
> N> S vl o

probati ci H ={1, 2, 4} este subgrup al grupului (Z’;, ) .
7. Fie H ={2,4,6,8}C Z,. Utilizind tabla operatiei cu inmultirea aritati ci (H,) este grup.
Totusi, (H ,-) nu este subgrup al lui Z, deoarece Z( cu inmultirea nu este grup.

8. Daci G este un grup, atunci: 1) Z(G)={z €G |zg = gz, Vg €G} se numeste centrul grupului G.

9. Daca g €G, atunci C(g)={x €G| xg =gx} (elementele grupului care comuti cu g) este subgrup al

lui G (numit centralizatorul lui g in G). Care este relatia intre aceste subgrupuri si Z (G) ?

Urmatoarea teorema da informatii despre comportarea subgrupurilor unui grup fata de
operatia de intersectie a multimilor. Mai precis are loc:

Teorema. Fie o {H;} familie de subgrupuri ale lui G. Atunci intersectia

(H; este un subgrup al lui G.

Demonstratie. Cum elementul neutru e al grupului apartine fiecarui subgrup H; se
deduce ca e €(\H;, adica (\H; =& .

Daca x,yeH;, atunci x,y€H;,(V)i. Cum H; este subgrup rezulta ca xy ! €H;,

1

(V)i sideci xy~ " €H;, ceeace aratd ca (\H; este subgrup al lui G. m

Exemplu. Si se arate ci 2Z(13Z =6Z.
R. Egalitatea de multimi se probeaza prin dubla incluziune.
Fie x € 27, (37 . Deci existd k, m € Z astfel incat x = 2k = 3m . Deci x se divide prin 2 si 3, adica se divide

prin 6, ceea ce nseamnd x = 6n,nc€”Z = x € 6Z . De aici 2Z (1 3Z C 6Z , (1). Din x€6Z=
=x=6p, peZ.Cum x=23p)€2Z si x=32p)€3Z, deducem x €2Z(\3Z C6Z , (2). Din (1) si (2)

rezulta egalitatea.
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Urmatoarea propozitie precizeazd cd o submultime finitd a unui grup G devine
subgrup cu operatia indusa de pe G. Mai precis are loc

Teorema. Fie (G,-) un grup si H o submultime finita a lui G. Urmétoarele
afirmatii sunt echivalente:

1) H este subgrup al lui G;

2) H este parte stabild fatd de operatia din G.

Demonstratie. Vom demonstra dubla implicatie 1) = 2) si 2)=1)

1) = 2)este adevarata deoarece din H subgrup al lui G avem ca (V)x, yeEH =
= xy € H, ceea ce aratd ca H este parte stabila fata de operatia din G.

2) = 1) Presupunem ca H este parte stabila fatd de operatia din G, adica (V)x, yeEH=
=xycH.

Fie H = {x,x,x3,...,x, } . Mai avem de verificat a doua conditie ca H sa fie subgrup,
adica(V)xeH=x '€H.

Fie x € H un element arbitrar fixat. Atunci elementele (conform cu 2))

XX XX 50y XX €EH . (1)

Mai mult, ele sunt distincte doud cite doud. Intr-adevar, daca prin absurd xx; = xx;,
i= j, atunci simplificand la stinga (in G) rezulta x; = x j fals deoarece elementele

din H sunt distincte doud cate doud. Asadar H contine cele n elemente din (1). Cum H
are exact n elemente, rezultd ca elementele din (1) sunt chiar xj,x,,...,x;,, eventual in

altd ordine. Deci existd 1<i<n pentru care xx; = x. De aici simplificand prin x (in

G) se obtinex; =ec H . In fine exista 1< j<npentru care x-xj=e, iar de aici

Xj= xleH
Exemple. 1. Subgrupurile finite cu n elemente ale grupului (C*,-) sunt grupurile de ridicini ale
unititii U,nEN*. Aritati ci singurele pirti finite ale luiC*, stabile fati de inmultire sunt

U,,neN*. Se ia x € H si se calculeazi xxy,...,xx,, € H, care sunt chiar xy,x5,..x, in alti

ordine. Din (xxq)(xx3)...(xx,) = xxq..x, = x" =1=x€U,,. Deci HCU,. Cum H si U,au

exact n elemente = H =U,,.
2. Grupul (R*,.) este infinit. Determinati o submultime a lui R* care este parte stabili fati de

_ 1
inmultire, dar nu este subgrup al lui (R*,-).Seia H ={x >1} pentru care x 1_- ZH.
x
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Pentru reguli de calcul intr-un grup se adauga:

Teorema. Fie (G,-)un grup si H un subgrup al lui G, H =G
Daca xe H,yeG—H , atunci xy,yxeG—H .

Demonstratie. Fie z = xy. Presupunem, prin absurd cd z€ H .

Din z =xy rezulta y= x_lz .Cum x,z€ H, rezultd y< H , fals.

Analog se probeazica yxcG—H . m

Exemplu. (Q,+) este subgrup al lui(R,+). Dacid luimx=3€Q si y= V3eR-— Q, atunci

(conform teoremei) x +y =3+ \/3 cER—-Q.
Daci luim x,y € R—Q, atunci x + y poate fi atit in Q cat si R —Q, dupa cum arati exemplele

de mai jos: x:1+\/5,y:1—x/5€R—Q six+y=2€Q;
x:x/g,y:x/i, x,yER—Q si x+y=x/§+\/5€R—Q.

Exemple remarcabile de subgrupuri

1) Subgrupurile grupului aditiv ale numerelor intregi

Sa consideram grupul aditiv al numerelor intregi (Z,4+). Dorim si determinim
subgrupurile acestui grup. Rezultatul este furnizat de urmatoarea:

Teorema. Fie H o submultime nevida a lui Z . Atunci H este subgrup al
lui Z , daca si numai daca existd n € N astfel incat H = nZ..

Demonstratie. Am viazut mai sus ca dacd H :nZ:{nk|k€Z}, atunci H este

subgrup al lui Z .

Reciproc, daca H este subgrup al lui Z sa probam existenta lui n € N pentru care
H=nZ.

Analizam doua cazuri:

a) Daca H = {0}, atunci evident n =0, cind H =0Z = {0} .

b) Daca H = {0}, atunci exista in H elemente nenule.

Fieme H,m=0. Cum H este subgrup, atunci si —m € H. Dar m,—m €7 si sunt
nenule. Deci cel putin unul este numar natural nenul. Fie n cel mai mic numar natural
nenul apartindnd lui H. Sa ardtam ca atunci H =nZ. Vom proceda prin dubla
incluziune.

Fie deci xenZ. Atunci x=nk,k€Zsau x=n+n-+...+n€ H deoarece nc H .

k
Asadar nZ CH, (1).

Fie acumx € H . Conform teoremei Tmpartirii cu rest pe Z, existd ¢q,r € Z astfel
incaitx=ng+r,0<r<n. De aici r=x—nq € H pentru ca x,nqg€ H. Cum n a fost
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cel mai mic numar natural nenul din H, iarO<r<n, r € H, atunci neaparat r =0,
adica x=ngsi deci x e nZ.

In fine pentru x € H, am gasitx € nZ, adica H C nZ, (2).

Din (1) si (2) rezulta H =nZ .m

Observatie. Deduceti de aici ca singurul subgrup finit al lui (Z,+) este H ={0}.

2) Subgrup generat de un element. Grup ciclic

Fie (G,-) un grupsi x€G.
Subgrupul generat de x se noteazd < x > si are ca elemente puterile Intregi ale lui x

e x_z,x_l, e= xo,x, x2,... si este numit grup ciclic generat de x. Asadar

<x>={FKlkez)

Definitie. Grupul G se numeste ciclic daca este generat de un element al
sau. Acest element se numeste generator al grupului.

Observatii. 1) Daca G este un grup aditiv si x € G, atunci: <x>={ kx|k €7} .
2) Orice grup ciclic este abelian pentru ca orice doua puteri Intregi ale unui element
comutd. Reciproca este falsa (vezi grupul lui Klein, care este abelian dar nu este ciclic).

Exemple
1. Elementele —1,1€ Z (ca grup aditiv). Atunci <—1>={k(—1)|k €Z}={(—k)-1k €Z}=1Z,

<1>={k- 1|k €Z}=1Z, ceea ce arata ca grupul aditiv al numerelor intregi este un grup ciclic

generat de elementul —1 sau 1. Observam ci acest grup este infinit.
2. Grupul (U,,,-) al rddicinilor de ordinul » ale unititii este

U, ={zk Zk =c052k—n—|—isin2k—n,k =0,n—1}.
n n

2n . . 2T . < Pa— <
Elementul z; =cos— +isin— are proprietatea ci zi) =1, z{‘ =2zy,k=1Ln—1, ceea ce arata
n n

cil, = {z{c ‘k =0,n—1}, adica este grup ciclic finit de ordin n, generat de z;.

3. Daci luim grupul (C*,.) atunci <i>:{ik |k € Z}={—i,i,1,—1} este un subgrup ciclic de
ordin 4, generat de unitatea imaginara.
4. Grupul claselor de resturi modulo n cu adunarea (Z,,+) este ciclic deoarece Z, =< 1>=

={k- i|k € Z} . Mai mult este un grup ciclic finit, de ordin n. Aritati ca pentru grupul (Z¢,+),
avem Zg =<1>=<5>.

5. Grupul cuaternionilor (G ={*+1,+i,+j,L+k },-) nu este ciclic, dar are subgrupul ciclic
<i>={x1,4i}.
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Probleme rezolvate
1. Fie (C*,) grupul multiplicativ al numerelor complexe nenule, € o ridicini a ecuatiei
2+x+1=0 siH = {l,e,ez} . Aratati ca:

a) H este subgrup al grupului (C*,-)

b) Orice subgrup cu trei elemente al grupului (C*,-) coincide cu H.

R. a) Stim ci H C C* este subgrup al lui (C*,") daca:

1) (V)x,yGH:>xy€H ;0 2) (V)erixileH .

Din €2 +&+1=0 prin inmultire cu €—1 rezulta e =1 si avem tabla legii pe H:
Din tabla rezulta ca 1) se verifica, iar din 171 =1, 871 = 82, (82)_1 =¢ se verifica

si2).
b) Fie H'={1,a,b} subgrup cu trei elemente al grupului (C*,). Avem a’ #1 (caci altfel a = 1, fals, iar

daci a=—1, atunci b> =1sau b*>=—1. Dacid b> =1, atunci b=-1si H' = {- 1, 1} are doar doud
elemente, iar pentru b% = —lrezulti b=-+i cand H'= {£1,4i} are patru elemente). La fel a>#a.
Riméne b=a’si a>=1.Deci H'={l,a,a’}

cu a3 =La#l.

2. Pe multimea matricelor AM,(Z) se consideri operatia de adunare si submultimea

4c 5d

R. Avem de verificat pentru H si operatia de adunare cele doua proprietati:
1) (VJABEH=A+BeH ;

2) (V)AeH=—A€H .

2a 3b
H= ﬂ ‘ ]|‘1,b,c,d € Z} . Sa se arate cd H este subgrup al grupului (M(Z),+).

2 3 2 3b
Pentru a demonstra 1) fie A—[ “ bl],B[ a2 2

= ., ap,bj,ci,di€Z. Atunci A+B=
4y 5dy 4e Sdz] 00 i 8

2(a1 + 3(by +b
_[ (@ +az) 3(by+bo) € H deoarece a +ay by + by.ci +crdy +dy € 7. §i

4(C1 +C2) S(dl +d2)

_[2(=a) 3(-51)
4(=cr) 5(-d))

€ H pentrucad —aj,—bj,—c|,—d| €Z.

0

. . 10 01 -1 0
3.F1ematrlcele12=0 1,A:1 0,B: 0 1,C: 1

—1
0 ]si multimea G ={I,,A,B,C}.

1) Aritati ci G cu operatia de inmultire a matricelor este subgrup al lui (M, (R),-)

2) Determinati subgrupurile grupului (G,-) . . ‘ I, A B C
R. 1) Tabla legii este data mai jos Ib|I, A B C
Verificam cele doud proprietati ale subgrupului: AL, C B
a) (V) A,B€ G = AB € G (din tabla operatiei aceasta proprietate se verifica). 2

B|B C I, A
b) (V)AcG=A""eG . Avem =1, a7 =aA B =B c!=C. clc B A I
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2) Din faptul ca A2=B2=C%= Iysi AB=C,BC=A,CA=B deducem ca subgrupurile lui G sunt:
{I2}, {12, A}, {1, B}, {I5,C} si {I,A,B,C}.

4. Fie (G,-) grup.

1) Sa se arate ca multimea Z(G)={a €G|ax = xa, (V)x € G} numita centrul grupului G este un

subgrup al lui G.

2) Sa se arate ca Z(G) este abelian.

3)Daca x,y € G, astfel incat xy € Z(G), atunci xy = yx.
4) Daca (G,.) este abelian, care este Z(G) ?

R. 1) Sa aratam cd daca a,b € Z(G), atunciab € Z(G).

Din a,b € Z(G)= ax = xa, by = yb, (V)x,yEG. Atunci avem: (ab)x = a(bx) = a(xb) =

= (xa)b = x(ab) sideci ab € Z(G).

Fie a€Z(G) si sa ardtam ca a71€Z(G). Pentru x€G arbitrar avem: ax ' =x la=

-1
xla :>xa71 —a \x , adica alez (G) . Prin urmare Z(G) este subgrup al lui G.

-

2) Fiea,b € Z(G). Deci ax = xa, (¥)x €G . In particular pentru x =b € Z(G) rezultd ab = ba.
3)Fie z=xy € Z(G) . Atunci y = xilz si yx= (xilz)x: xil(z,x) = xil(xz) =z=xy.

4) Din cele de mai sus Z(G) = G.

Probleme propuse
0. Aritati ca H este subgrup al lui G in raport cu operatia *, unde:

a)H:{3n|n€Z}’G=Q:-’*:'; b)H:{ﬁai’a}aG:Z6a*:+;
. . 2n
0 H:{3a+2b1|a,beZ},G:Z(t),*:+; d) H:{?|n€Z},G:Q,*:+;
o H={3"s"jnmez},6=Q" +=+; D H={a+b\20ab €Q},G=Rox=+;

g) H={a+b%ﬁ+c%‘/1|a,b,ceQ},G:R,*:+; h) H:{i”|n€Z},G=C*,*=-;
i) H={a+bi\2lab€2},G=Cx=+; j) H={feQ[X]\f(%)=0},G=Q[X1,*=+;

k) H :{a +b2

nqu; !

1.1) Aratatica H = {z € C"zl = 1} C C este un subgrup al lui (C*,.).

a,bEQ,a2—2b2=1},G=Q*,*:.;

a,bEQ,a2 —3b2 ZIJ,G:MZ(Q),*:.

2) Determinai subgrupurile finite ale grupurilor: (R*,-), (Rﬁ_,-), (C*,-) .

2. 1) Sa se arate ca submultimile de numere intregi
Hy = {4k + 6k, |k1,k2 €Z}, Hy ={3k + 5k, |k1,k2 €Z}impreuni cu adunarea formeazi
subgrupuri ale lui (Z,+) .
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2) Fie (Z,+) grupul intregilor. Determinati o submultime a lui Z, parte stabild in raport cu
adunarea, dar care nu este subgrup al lui Z .

0 0 2h
3. Fie multimile: H; = {[ ]la IS Z} , Hy= {[Zb 3 ]la b,c € Z} H3= {[; 4d]a,b,c,d EZ} .
a a

Aritati cd Hy, Hy, H3sunt subgrupuri ale lui (M,(Z),+).

1 a
4. 1) Sa se arate ca multimea H = {A a= [0 1]|a [S R} este un subgrup al grupului matricelor

a
inversabile din AM,(R), cu inmultirea. Aceeasi cerinti si pentru multimile: Hj :{[b

il om0

2) Fie grupul (G = {AGMZ((C)ldet A zO}, ) . Aritati ca H CG este subgrup in raport cu

A
a® +b2 =1},
a

inmultirea matricelor in cazurile:

S T P SRS O T

. a b . a b (x y ax b+ay
3) Fie M = |ad # 0 pe care definim legea * astfel: * = .
c d c dj |z c+dz dt

a 0
Aratati cd (M ,%) este grup necomutativ, iar M '= {[0 b |ab #* 0} este subgrup al lui M.

5. Fie multimile H; ={A ¢ Mn(C)"A =A}L,H,={A€ M,,(C)"A =—A}. Aritati ¢ (Hy,+),
(H ,+) sunt subgrupuri ale lui (M,,(C),+).

6. FieGote.ononortundee|t 2 2 gt 23 4 g [t 239, 1234
.FieG={e undee = = = = .
PPP2T3 1234 V43212 214333412

Aratati ca operatia de compunere (inmultire) a permutérilor determini pe G o structuri de grup
abelian. Stabiliti subgrupurile grupului G.
7. Fie S4 grupul permutirilor multimii {1, 2, 3, 4} si fie H CS4 multimea formati din

permutirile ce lasi neschimbat elementul 4. Aritati ci H este subgrup al lui (S4,0).

8. Si se arate ci daca subgrupul H al lui S4 contine transpozitiile (12), (13), (14), atunci H =S4 .

9. Fie functia f : R — R , cu proprietatea cii existii p € R, p > 0 astfel inct f(x +p)=f(x),(V)x €R.
Notaim P={p'c R|f(x +pY)=f(x),(V)x ER}. Sa se arate ci P C R este un subgrup al lui
R,+).

10. Si se arate ca: a) 3ZN4Z=12Z; b) 4ZN6Z = 12Z ; ¢) mZ(\nZ =[m,n]Z , unde
[m,n]=c.m.m.m.c.(m,n).

11. Sa se arate ca daca: C(R):{f:R—>R|f continua} ; P(R):{f:R—>|f are primitive}
atunci: (C(]R),+), (P(]R),+) sunt subgrupuri ale lui (]-"(]R),+) .

75



12. Pentru grupurile considerate stabiliti subgrupurile ciclice indicate:

) (6 = (ELE), ) <13, <13, <i >3 b) (Z16,+), <6>50 (2, <3><3>;

d) (G={A € MyR)det(4) £0},), < 4> unde Az[(ly :]’<A> unde A:[g 11’]
01
5 4

13. Fie (G,) un grup comutativ si H ={x € G‘(El)k €7z, ik = e}. Aritati ca H este subgrup al lui

2
e) (G=My(Zs),+),<A>,unde A=|

si respectiv A =

G.

14. Fie (G,) un grup abelian si Hy,H, doui subgrupuri ale lui G.

Sa se arate ci multimea H = Hy-Hy ={lyh, |h1 € Hy, hy € Hj} este subgrup al lui G .

15. Fie H un subgrup al grupului G si a €G un element oarecare. Si se arate ci multimea
aHa 1 = {aha_1 |h € H} este un subgrup al lui G. In ce caz aHa 1 =H?

16*. Fie S, grupul permutirilor de n elemente si A, C S, multimea permutirilor pare de n
elemente. Determinati Z(A,,) iar pentru »n > 3 aritati cd Z(S,)=/{e}.

17. Fie G un grup si H, K doua subgrupuri ale lui G. Sa se demonstreze cd H U K este subgrup
daca si numai daca H CK sau KCH .

18. Pe G =[0,1) definim legea de compozitie x * y ={x + y}, unde {a} reprezinti partea fractionari

a numaérului real a. Si se arate ca:
a) (G,*) este grup abelian;

b) [Gs = {0,%,%,;,%},*] este subgrup al lui G.

1.5. GRUPURI FINITE
Tabla operatiei

Un grup finit G, format din elementele g, g,.,...,g, poate fi descris cu ajutorul tablei
lui Cayley. Aceasta este o tabeld patratd in care la intersectia liniei i cu coloana j se
afla elementul g; ¢ ;. De exemplu, daca ordinul grupului este 2 si grupul este format

din elementele e (unitatea) si g = e, atunci g2 poate fi egal doar cu e (in caz contrar
2

g~ =g = g=c¢!). De aceea tabla lui Cayley are forma: = | ¢ &
ele g
glg e
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Daca ordinul grupului este 3, e este elementul unitate al sdu iar g=e, atunci se

constata usor ca g2 =gsi g2 =e, de aceea G = {¢, g, h} cu g2 =h. La fel de
simplu se arata cd gh = e. Tabla lui Cayley are forma:

Din tabla grupului se poate deduce comutativitatea lui (daca tabla
este simetrica in raport cu diagonala principald); se poate determina
elementul unitate, inversul pentru fiecare element al grupului.
Existenta unui izomorfism intre doua grupuri (asa cum apare la
izomorfisme de grupuri) Inseamna ca (abstractie facind de notatiile
elementelor) tablele Cayley corespunzitoare lor coincid. Tablele
Cayley pot fi scrise efectiv doar pentru grupuri cu ordinul mic.

in cazul grupului multiplicativ finit cu n elemente, G ={x;,x>,...,x; } in tabla legii

(Cayley) pe fiecare linie sau coloana, fiecare element al lui G apare o data si
numai o singura data.
Intr-adevar fie x; €G, fixat i €{1,2,...,n}. In linia lui x; din tabla operatiei se gasesc

elementele: x;x1,x;x,..., XX, .

Pentru k=1 avem x;jx; = x;x;. In caz contrar din x;x; = x;x; prin compunere la

stanga cu x; Var rezulta x k = X, fals.
Asadar elementele x;x1,x;xy,...,x;x;,, sunt distincte doud cate doud si in plus sunt in G.
Cum G are exact n elemente inseamnd cad G = {x;x,x;xp,...,X;X; } , altfel spus aceste

elemente sunt chiar xj,x3,...,x, eventual in altd ordine.

Exemple remarcabile de grupuri finite

1) Grupul radacinilor de ordin n ale unitatii

Fie n€N*si U, ={z€C|z" =1} multimea ridicinilor de ordinul n ale unitatii. Se

.. ) 2km .. 2km
stie cd acestea sunt date de relatia z;, =cos——+isin—, k=0,1,....n—1.
n n

Pe U,, consideram operatia de inmultire de pe C.

Are loc urmatoarea:

Teorema. Cuplul (U,,,") este grup abelian finit, numit grupul radacinilor

de ordin » ale unitatii.

Demonstratie. Verificim axiomele grupului.
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G,) Inmultirea de pe C este lege de compozitie pe U n» adicd sa ardtam ca
(V)zgoz1 €U =25 1 €U,

Avem (zxz)" =z -z =1-1=1.

G,) Asociativitatea inmultirii are loc, deoarece nmultirea pe C este asociativa.

G;) Elementul neutru. Cum 1 este element neutru pentru inmultirea de pe C si
1cU, (pentru k =0, zy =1) se deduce ca 1 este element unitate si fatd de Tnmultirea

de pe U,,.

G4) Elemente inverse (simetrizabile). Pentru x€U,, existd x'cU, astfel incat

n
.. 1 I 1 s =

xx'=1=x'x. De aici x'=—¢€U,, deoarece |—| =—=-=1, ceea ce aratd ca

X x X1
. o 1 A
inversul lui x din U,, (adicd —) se mentine in U, .

x
Gs) Comutativitatea inmultirii are loc pe U, deoarece inmultirea este comutativa pe

C.

Observatie. Elementele lui U, au ca imagini geometrice in plan varfurile unui

poligon regulat cu n laturi inscris in cercul unitate.
In Fig. 5 avem ilustrate cazurile n =3, n = 4.

Ai(z1)

Aol As(z3)

ApA 1A, triunghi echilateral AoA1AxA; patrat

Fig. 5

2) Grupul lui Klein

Fie planul P =R xR 1n care avem reperul cartezian xOy. Considerdm urmatoarele

transformari geometrice ale planului.
) i:P—=P,M(x,y)—M(x,y)
i((x,y))=(x,y), aplicatia identica a planului.
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2)s:P—"P, M(x,y) — M '(x,—y) = simetricul y

lui M 1n raport cu Ox (Fig. 6), M''(=x,y)

s ((x,¥)) = (x,—Yy), s, este simetria in raport Ay i ot M(x, y)

cu Ox. o

3) sy 1P — P, M(x,y) = M"(—x.y) o >
/, ' x

sy((x,y)) =(=x,y),sy, este simetria in raport |

cu Oy " .,, i Ml(x9 _Y)

4) s, P — P, M(x,y) = M "(—x,—y), M%)

5o ((x,y)) = (—x,—Yy), s, este simetria in Fig. 6

raport cu O.

Notam prin K ={i,s,sy,s,} si consideram operatia de compunere a functiilor pekC.

Atunci are loc urmatorul rezultat:

Teorema. Cuplul (K,0) este un grup abelian, numit grupul lui Klein.

Demonstratie. Tabla operatiei este data alaturat. o

. . . . i Sx sy So
Verificdm axiomele grupului comutativ. - -
G)) Asociativitatea compunerii. Intotdeauna compunerea ! LSy Sy So
functiilor este asociativa, deci este la fel si in acest caz Selse 105, s y
particular. )
G,) Elementul neutru este functia identica a planului, i. Sy |8y S0 b Sx
G;) Elemente inversabile. Avem imediat (din tabla legii) So | S0 Sy Sk i
i1 =1, s}l =5y, s;l =Sy, so_1 =5,.

G,) Comutativitatea compunerii rezultd din faptul ca tabla legii este simetrica fata

de diagonala principala.

Asadar cuplul (/C,o) este un grup abelian, avand ordinul 4.
Observatii. 1) Mai general considerdm multimea K = {e, a, b, c}
pe care definim o operatie multiplicativa data de tabla alaturata.
Atunci (K,-) este grupul lui Klein. Observam ca intr-un astfel de

2 :b2 :C2 —e,ab=ba—=c,ac=ca=b,bc=cb=a.

grup avem: a
2) Daca se considera G = {e, a, b, ¢} Tmpreuna cu o lege
multiplicativa data de tabla aldturatd atunci se constatd ca (G,-)
este un grup tot de ordin 4. Numai ca in acest caz observam ca

a2 =b, a3 =csi a4 =e¢, adicd elementele acestui grup sunt

generate de elementul a.

79

QW‘Q(\|~

QW‘Q(\|~

o S Q R

o S Q R

S 8 Q|

X o Q|

b
b

c

Q

[N L AN L N

Q

N

X Q & ol

S oo



Deci G= {e,a,az,a3} si se numeste grup ciclic generat de elementul a.

3) Se poate demonstra ca nu exista decat doua grupuri diferite de ordin 4. Altfel spus,
nu existd decit doud moduri de a aranja cele patru elemente e, a, b, ¢ 1n tabla legii ,,-
astfel incat (G,-)sd fie grup. Primul mod genereaza grupul lui Klein, iar cel de-al
doilea mod din 2) furnizeaza grupul ciclic de ordin 4.

4) Determinati C(g), g€ K.

3) Grupul de simetrii ale triunghiului echilateral

Printr-o migcare rigida a triunghiului intelegem o bijectie de la multimea punctelor
triunghiului (de pe cele trei laturi ale sale) pe ea Insdsi care pastreaza distanta Intre
orice doud puncte ale sale. O astfel de miscare trebuie sd duca un varf pe un alt varf al
triunghiului i intreaga aplicatie este determinata de imaginile varfurilor A, B, C.
Aceste migcdri rigide se numesc simetrii, care Tmpreund cu operatia de compunere
formeaza grup.

Fie multimea E ={A,B,C} a varfurilor unui triunghi echilateral ABC. Notam cu

L, I, Iz mediatoarele laturilor triunghiului echilateral care trec prin A, B §i respectiv
Csi cu O punctul de intersectie al mediatoarelor (Fig. 7).

A C B

/\CA /\B | /\A
fo fi =1
WA
|
]
]
1
¢ 7 B P A

Fig. 7

Consideram multimea: S ={fy, fi, /2, f3.f4.f5}, fi:E—E, i=0,5, f; bijectii definite
astfel:

® fo(A)=A, fo(B)=B, fp(C)=C

( fo aplicatia identica a lui E lasd punctele neschimbate);

e fi(A)=B, fi(B)=C, fi(C)=A(f; este rotatia de unghi 120° in sens trigono-
metric n jurul lui O);
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e /,(A)=C, f,(B)= A, f,(C)=B( f, este rotatia de unghi 240° in sens trigono-
metric in jurul lui O);

e f3(A)=A, f3(B)=C, f3(C)= B( f3 este simetria in raport cu mediatoarea / );

® f4(A)=C, f4(B)=B, f4(C)= A( f4 este simetria in raport cu mediatoarea [, );

® f5(A)=B, f5(B)=A, f5(C)=C ( f5 este simetria in raport cu mediatoarea /3 );.
Compunand elementele doud cate doud obtinem tabla:

olfo i o f3 fa S5
folfo /i o 3 fa fs
h| A fH fo fa f5 f3
hilf fo h 5 3 Jfa

BlA s e fo B A °
falfa f3 f5 A fo f2 Jfaoh =13
51 fa 3 f2 A Jo Fig. 8

Teorema. Cuplul (S,0) este un grup de ordin 6 si se numeste grupul de
simetrii ale triunghiului echilateral.

Demonstratie. Verificam axiomele grupului.
G)) Asociativitatea compunerii are loc deoarece intotdeauna compunerea functiilor
are aceasta calitate.
G») Elementul neutru este aplicatia identica fj.

. —1 —1 —1 —1 —1 —1
G;) Elemente inverse. Avem fy " =fo. f{  =/2. /o =f. 15 = fy =fafs =f5-
Observatii. 1) Grupul nu este abelian deoarece, de exemplu f5 o f5 = fy = f50 fo = f3.
2) Se poate asocia, in acelasi mod, un grup D,,, numit grup diedral, la fiecare
poligon regulat cu n laturi; se demonstreaza ca el are ordinul 2n.

3) Aratati ca H ={fy, f1,f>} este subgrup al grupului (S,), iar § = {fo,fl,flz,f3,

f3ofi-fze flz}’ ultimele trei elemente avand ordinul 2, iar fq, f12 au ordinul 3. De

regula, S se noteaza cu Dj si se numeste grupul diedral cu 6 elemente.
4) Daca A, B, C le identificam prin 1, 2, 3, atunci asociati fiecarei functii o permutare

1 2 3 2 31
5) Asociati patratului de varfuri 1, 2, 3, 4 si axe de simetrie dy, ds, lj, [ (Fig. 9)
grupul de simetrii (numit grupul octic) si realizati tabla operatiei. Scrieti simetriile ca
permutdri din Sy .

) 1 2 3 1 2 3
din S3. De exemplu: fj —e= , fj—o= .
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Aratati ca grupul octic D4:{I,R,RZ,R3,S,RS,R2S,R3S}, unde [/ este aplicatia

identica, R este rotatia de unghi 90" , iar § este simetria fatd 4,

¢ L3,
de diagonala AC a patratului. Transformarile R¥S auordinul 2 N : dy
2 si sunt simetrii in raport cu ,,diametrele* ce trec prin SO
varfurile poligonului (aici diagonalele patratului dj,dp) ---{---- Z,;:g_' ________ o

SN AN 1

sau in raport cu mediatoarele laturilor (I,l, ). Verificati ca 00 s
R*=S2=1,SR=R%S. 1. | g
Aplicatii in diverse domenii Fig. 9

Notiunea de grup a apdrut mai Intdi sub forma notiunii de grup de permutdri
(transformari) si tot in aceasta forma se Tntilneste aproape intotdeauna in matematica
si 1n fizica matematica. Transformarile bijective ale spatiului euclidian ce pastreaza
distanta intre puncte formeaza grupul izometriilor spatiului. Daca toate pastreaza fix
un acelasi punct al spatiului, atunci avem de-a face cu grupul transformadrilor ortogo-
nale. Grupul format din transformarile ce pastreaza (invariazd) un obiect poate fi
interpretat ca fiind grupul simetriilor sale. Faptul cd un triunghi este neisoscel
(oarecare), este isoscel si nu este echilateral, sau este echilateral, se poate ,,masura‘
prin grupul izometriilor planului ce invariaza triunghiul. In primul caz acest grup este
format doar din transformarea identica, in al doilea caz apare si o simetrie fatd de o
dreaptd (axa de simetrie a triunghiului), iar 1n al treilea caz grupul este format din
urmitoarele sase transformari: cea identica, rotatiile de unghi 120° sau 240° in jurul
centrului O al triunghiului, si simetriile Tn raport cu cele trei axe (cele trei mediatoare
ale triunghiului).

Prin simetrie a unei molecule se intelege o transformare a spatiului ce transforma
fiecare atom al moleculei intr-un atom de acelasi tip, pastrand totodata valentele intre
atomi. Astfel o molecula de fosfor este formata din patru atomi, repartizati Tn varf urile
unui tetraedru regulat, iar grupul simetriilor ei coincide cu grupul simetriilor tetrae-
drului regulat.

Grupul simetriilor unui cristal este una dintre caracteristicile importante ale
cristalului. Aici prin simetrie se intelege o transformare a spatiului, incat se pastreaza
pozitia atomilor cristalului precum si legaturile Tntre atomi (deci transformand fiecare
atom Tntr-unul de acelasi tip).

Simetriile intervin uneori si in fenomene fizice. De exemplu, conform unei teoreme a
lui E. Noether, daca un sistem dinamic X este descris de functia Iui Lagrange £ ce are
ca grup de simetrii un grup de transformari depinzdnd de un parametru, atunci
sistemul are o integrald care se descrie simplu. Astfel, in cazul miscarii unui sistem de
puncte materiale, faptul ca rdmane invariant fatd de translatii conduce la legea de

82



migcare a centrului maselor, iar faptul ca rdmane invariant fatd de rotatii conduce la
legea momentului cinetic.

Exemple clasice de grupuri finite de rotatii ale spatiului sunt legate de poliedrele
regulate (cunoscute incd din antichitate, din care cauzd se mai numesc §i corpuri
platonice): fiecdrui poliedru regulat M 1i corespunde grupul Gy al tuturor
transformarilor ce invariaza poliedrul. ,,Regularitatea poliedrului se reflecta in faptul
cd el are multe simetrii. Fiecarui poliedru regulat ii este asociat un dual, ale carui
varfuri sunt centrele fetelor poliedrului original. Evident, poliedrul dual are acelasi
grup Gy ca si poliedrul M. Tetraedrul este autodual, cubul are ca dual octaedrul, iar
dodecaedrul are ca dual icosaedrul. In acest fel se obtin trei grupuri ale poliedrelor
regulate: cel al tetraedrului (notat cu T), cel al octaedrului (O) si cel al icosaedrului (Y)
0|=24,|r|=60.

Grupurile poliedrelor regulate se intdlnesc in naturda ca grupuri de simetrie ale
moleculelor. De exemplu grupul de simetrie al moleculei H3C — CCl3 (Fig. 10.a))

pentru care |T| =12,

. . : .2
este grupul rotatiilor Tn jurul unui punct cu unghiuri % k=0,1,2.

H H H
¢ c
N C
cl
Cl H H H
cl
H H
a) b) ¢)
Fig. 10

Grupul de simetrie al moleculei C,Hs (Fig. 10.b)) este grupul triunghiului echilateral.
Grupul moleculei de metan CH, (Fig. 10.c)) este grupul T (atomul C se afla in centrul
tetraedrului, iar atomii H 1n varfuri).

Spre deosebire de cristale, grupurile de simetrie ale moleculelor nu contin translatii.
Ele se mai numesc grupuri punctuale.

Forme de simetrie apar si in muzica sau dans, ritmul fiind o repetare la intervale egale
a unui motiv muzical.

Aplicatii ale teoriei grupurilor le Intalnim la ornamente, in clasificarea scoartelor, etc.
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Ordinul unui element

Definitie. Fie (G,-) un grup si x € G. Cel mai mic numér natural nenul

*k . . . A
ne N*cu proprietatea x"" =e se numeste ordinul elementului x in

- . * . o .
grupul G. Daci pentru orice n€ N*, x"* = e, atunci se spune ci ordinul

elementului x este co.

Notatie. Daca n este ordinul elementului x, atunci notam acest lucru prin ord(x) = n.
Observatle in orice grup ordinul unui element este egal cu ordinul inversului acestui

element xk —e& xik =e].

Exemple. 1. in grupul ({1,—1,i,—i},-)elementul -1 are ordinul 2 deoarece (=12 =1. Asadar
501

ord(~1) = 2. Analog ord(i) = ord(—i) = 4. Atunci ;2006 — ;4-501+2 _ (i“) dt=_1.

2.1n grupul (Z’g,-) avem ord(ﬁ) =4 pentruca 21 s ord(g) =4, (34 = i), ord(zl) =2, (212 = i) .

n 501+3 501 A A oA
Pentru a calcula 22007 utilizim 24 = 1 cand avem 22007 — (24) = (24) 23-1.3=3 (am

folosit teorema impirtirii cu rest pentru 2007 si 4, 2007 =4-501+ 3 ).

3. In grupul lui Klein IC:{i,sx,sy,so} cum s% :sg =s% =i rezulti ord(s,)= ord(sy )=

=ord(sy)=2

123
4. Fie S3 grupul permutirilor de grad 3 si 6 € S3,0 =13 2]
. 2 (1 2 3)f1 2 3 1 2 3 3 2
Calculam puterile lui si avem: 0~ = = , 6°=06":0=
31 2){3 1 2 2 31

12 3)ft 2 3} (1 23
= =e . Asadar ord(c ) = 3.
2 311312 123

2008

Pentru calculul permutirii ¢ , tinem seama de cd=e si 2008=3-669+1, cand avem

669 1
) 0 =e0=0.

52008 _ 3669+1 _ ( &3
not.

Fie (G,-) un grup si x € G . Atunci {xk ke Z} = < x> cuoperatia ,,- “ este grup, cum

usor se verificd (numit grup ciclic generat de x). Daca grupul este aditiv, (G, —i—) , atunci
<x>={kkeZ}.

Exemple. 1. Pentru (Z’g,-),< 2 >= {i, ﬁ, 22, 23} = {i, ﬁ, 3, :1} ,dar < 4 >= {i, :t} .

2. Pentru (Z3,+),< 2>= {fl\c‘k S Z} = {6, i,zl, 8} .

3. Pentru (Z,+),< 1>=<-1>=7Z.
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Observatie. Daca (G,-) este grup, iar H CG si (H ,-) are structura de grup, atunci H

se numeste subgrup al lui G si se noteazd H <G .
In cazul de mai sus < x > este subgrup al lui G si anume subgrupul ciclic al lui G.

Am viazut ca pentru un element x € G subgrupul ciclic generat de x este <x>= {xk |k €Z}.

Care este forma acestui sub grup daca x are ordin finit?
Raspunsul este dat de:

Teorema. Cuplul (G,-) este un grup si x € G un element de ordin n.
2

Atunci < x>={e,x,x ,...,xn_]} si ord(<x>):n.

Demonstratie. Egalitatea de multimi o vom demonstra prin dubla incluziune. Este
clar ca {e,x,...,xn_l} c<x>, (.

Fie acum x* €< x >, k € Z . Atunci din teorema Tmpartirii cu rest pe Z existd ¢,z€Z,
astfel incat k=ng+r,0<r<n-—1.

Deci xk = x"4+7 — (M1 x" =e-x" =x"¢€ {e,x,...,xn_l} .

n—l}

Asadar <x>C{e,x,...,x (2). Din (1) si (2) rezulta egalitatea. Este clar ca elementele

K, x/ 1<i<j<n—1 sunt distincte, cici altfel xX' =x/ arda x/ ' =esi j—i<n,in
contradictie cu ord(x) =7n .m

Observatie. Teorema afirmd cd dacd xe€Geste un element de ordin n, atunci
subgrupul ciclic generat de x are tot ordinul .

Exemple. Le examinam pe cele prezentate la ordinul unui element.

1. Subgrupul {—i,i,1,—1}al lui (C*,")

Pentru x = —i, ord(—i) =4 si deci <—i >={1,—i,(—i)%,(—i)>} = {1,—i,—1,i}.

Pentru x =i,ord(i)=4 cind <i>={L,i,i2,i’}={l,i,—1,—i}. Pentru x =—1, ord(-1) = 2 cénd
avem <—1>={1,(—D"}={1,—1}.

2. in grupul (ZE,-) avem:

ord2)=4 sideci <2>=({1,2,2%,2%=(1,2,4,3};

ord(4)=2 cand <4>={1,4}.

3. Grupul lui Klein £ = {i,sx,sy,so}

Pentru x =s,,ord(s, ) =2siavem <s, >={i,s,}.

Pentru x = Sys ord(sy) =2 sideci < Sy >= {i, sy}.

in fine x = spo0rd(s,) =2 dia <s, >={i,s,}.

1

2
4. Pentru grupul S3si 6 € S3,6= 31

3
2] cuord(c) =3, avem: <G>:{e,6,62}.
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Probleme propuse

A A

§ . . . 12, 1a (2007
1. Sa se determine ordinul elementului A =|_ | in grupul |G = la€EZgi, | si A .
01 1

~

2. a) Sa se determine subgrupul generat de elementul 2 in grupul (Z12,+) .

b) Sa se determine subgrupul generat de elementul i in grupul (U 4,~) .

b
3. Fie G:{A:[a d]|detA:1}.Aritati cii:
c
. 0 —1 1 1 . .
a) (G,-) este grup; b) daca A:[1 0 }, B:[ 1 0], atunci ord(A) = 4, ord(B) = 6 si

ord(AB) = co . Calculati 42007, p2008
4. Sa se verifice ordinele elementelor pentru fiecare caz in parte: 1) ord(c)= 3, unde

1 3 1 2 3
o= si ord(8) =2, = ; Calculati 0'2007, 52008 ;
231 13 2
100 001
2) ord(Pj)=2,unde Py=|0 0 1|;0ord(Ps)=3,unde P;=|1 0 Of, cu inmultirea matricelor;
010 010
calculati P12007, P52008 .
Excursie matematica (facultativ)
% ok ookok ok

Teorema lui Lagrange. Consecinte. Aplicatii

Urmatorul rezultat fundamental pentru grupurile finite se refera la relatia dintre
ordinul oricarui subgrup al sau si ordinul grupului. Mai precis are loc

Teorema lui Lagrange. Ordinul oricarui subgrup al unui grup finit este
un divizor al ordinului grupului.

Corolar. Intr-un grup finit, ordinul oricdrui element este finit §i este un
divizor al ordinului grupului.

Demonstratie. Fie (G,-) un grup de ordin n §si x € G. Ordinul elementului x nu poate

fi infinit, deoarece subgrupul ciclic generat de el < x > ar avea ordinul infinit, absurd
pentru ca < x > este subgrup al unui grup finit. Deci ord(x) = k. Atunci s-a vazut ca
< x > are ordinul tot k, iar din teorema lui Lagrange k divide pe n. m
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Corolar. Fie (G,-) grup finit de ordin n. Atunci
M =e, (V)xEG.

Demonstratie. Fie x € G cu ord(x) = k divizor al lui n. Deci n=kp, pc N* cand

p
xn:(xk) =el =c. m

Corolar. Orice grup de ordin un numar prim este ciclic.

Demonstratie. Fie (G,-) grup cu ord(G) = p, p numar prim. Cum p>?2 se poate alege
x€G, x=e. Subgrupul ciclic generat de x, <x> are ord(<x>)=k>2 (x,ee<x>).

Din teorema lui Lagrange k il divide pe p. Cum p este prim rezulta k = p. Asadar
<x>= G, ceea ce arata ca G este ciclic. m

PIONIERI Al MATEMATICIL

J.L. LAGRANGE (1736-1813) L. EULER (1707-1783)
Matematician francez Matematician elvetian

CONTRIBUTII CONTRIBUTII
® analizd * toate domeniile matematicii
® mecanicd analitici
o probabilitati

o teoria numerelor

Urmatoarele doua rezultate au aplicatii importante in teoria numerelor.

Teorema lui Euler. Fie nc N, n>2,a€ 7, (a,n)=1.
Atunci a(p(n) = l(mod n)

unde @ este indicatorul lui Euler.
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Demonstratie. Fie grupul multiplicativ U(Z,) al elementelor inversabile din
monoidul (Z,,,-). Am vazut ca ordinul acestui grup este ©(n) (=numarul de numere mai
mici decdt n, prime cu n). Din (a, n) = 1 rezulta a €U(Z,,). Atunci s-a vazut cd orice
element dintr-un grup finit la puterea ordinul grupului coincide cu elementul unitate al
grupului. In cazul nostru G0 —1 o @) 1 o 00 = l(mod n) .|

Caz particular al acestei teoreme il constituie:

Teorema Iui Fermat. Fie p>0 un numar prim §i a€Z, (a,p)=1.

Atunci al~ 1= l(mod p)

Demonstratie. Daca p este prim atunci Q(p) = p —1si suntem in conditiile teoremei

lui Euler. Deci a®™ = l(mod p) sau aP~1 = l(mod p). |

Aplicatii. 1. Si se afle restul impdrtirii lui 17°” prin 73. Luam a = 17, p = 73, (17,73) = 1 si
conform teoremei 177 = 1 (mod 73), iar de aici 17°”° = 17°(mod 73) = 22(mod 73). Deci restul
cerut este egal cu 22.

2. O alti aplicatie a teoremei lui Lagrange este dati de determinarea grupurilor cu un numdr
finit de elemente. Aici ne propunem sa determindm care sunt grupurile de ordin 4.

Fie G un grup de ordinul 4. Dacd exista un element a € G avind ordinul egal cu 4, atunci

|<a>|:4 si deci G=<a>, adicd G este un grup ciclic. In caz contrar pentru orice a €G,a=e,
avem ord(a) = 2 (din teorema lui Lagrange ordinul elementului divide ordinul grupului). Rezultd
xZ=e, (V)x €G si deci grupul G este abelian.

Dacia €G,a=e, atunci H=<a>={e,a}. DacibeG —H , atunci G ={e,a,b,ab}. Grupul G
este definit de generatorii a si b si relatiile a’= e, b> =e,ab =ba, iar tabla sa de multiplicare
este:

‘ e a b ab
el e a b ab
a|a e ab b .Acestaestede fapt grupul lui Klein.
b|b ab e a

ab|ab b a e

Rezultd ca exista doud tipuri de grupuri de ordinul 4: grupul ciclic generat de un element si
grupul lui Klein.

Pentru grupurile cu trei elemente exista un singur tip (vezi ultimul corolar al teoremei lui
Lagrange) de grup si anume cel ciclic.

K sk osk sk ok
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1.6. MORFISME SI IZOMORFISME DE GRUPURI

Existenta unui morfism intre doud grupuri poate dezvalui informatii importante si
interesante relative la structura grupurilor. Un morfism ,,conserva‘“ operatia de grup.
Doua consecinte ale acestei conditii sunt:

1) elementele neutre se corespund prin morfism;

2) simetricul unui element, se aplica in simetricul imaginii elementului.

Definitie. Fie (G,*)si(G',°) doud grupuri. O functie f:G—G' se
numeste morfism (sau omomorfism) de grupuri dacd are loc conditia:
fxxy)=fx)e f(y),(V)xyeG.

Multimea morfismelor de la G la G se noteazd cu Hom(G,G").

Observatii. 0) Schematic, actiunea morfismului f este redatd mai jos (Fig. 11).

o f(X)
>=/f(x* y)=
\ ='\f<x>of<y>

»e (V)

(G+#) S (6w

Fig. 11

In cazurile cand G, G’ sunt finite, avem reprezentarea:

* a4y aj ay ° b b] by
a ! by |
A oo al:ka] f bj |eeooooo_ bi!ob]
ay by,
flaj)=b;



1) Un morfism de grupuri de la un grup la el Tnsusi se numeste endomorfism al acelui
grup. Pentru grupul G multimea tuturor endomorfismelor se noteaza cu End(G).

2) Un morfism de grupuri f:G— G'se numeste morfism injectiv (sau
monomorfism) daci aplicatia f este injectiva.

Un morfism de grupuri f:G — G' se numeste morfism surjectiv (sau epimorfism)
dacd aplicatia f este surjectiva.

3) Orice grup fiind fatd de aceeasi lege si monoid, din definitie rezultad ca orice
morfism de grupuri este si morfism de monoizi.

Exemple cunoscute de morfisme de grupuri

1. Functia f,, : (Z,+) — (Z,+),n € Z, fixat f,(x)=nx,x €Z este endomorfism al grupuluiZ ,
deoarece: f,(x+y)=n(x+y)=nx+ny=f,(x)+ f,(y),(V)x,y €EZ.

2. Functia f:(R,+) — (R*,"), f(x)=e” este morfism de grupuri pentru ci

fx+y)=eT =e*e¥ = f(x)- f(y),(V)x,y ER.

3. Functia f: (]Rﬁ_,-) — (R,+), f(x)=1log, x,a >0,a =1, este morfism de grupuri deoarece:

f(x-y)=log,(xy)=log, x +log, y = f(x)+ f(y),(V)x,y ER.

. 1,06 = permutare para .
4. Functia €:(S,,)— ({1,—1},),&(0)= . este morfism de grupuri
-1, 6 = permutare impara

pentru ca g(ot) = €(o)e(T), (V)O',‘I: €S,

5. Functia f:(Z,+)— (G,), f(n) =a",a€G, fixat este morfism de grupuri deoarece
f+m)=a"t" =a".a" = f(n)f (m), (V)m,n €Z.

6. Functia f :(Z,+)— (<a >,"), (<a> grup ciclic infinit) f(n)=a" este (ca mai sus) morfism

e
.

=[x 0][y °]=f(x)f(y),(v)x,yeR*.
0 xy y

de grupuri.

0
7. Functia f :(R*,") — , f(x)= [Z ], este morfism de grupuri pentru ci:
x

xER*},-

f(xy)=[ o xllo

1

8. Functia f :(G,) — (G,) G grup comutativ, f(x)=x ~ este endomorfism al grupului G

deoarece: f(xy)=(xy) 1=y Ix 1=x"1y 1= rx)f(y), (V)x,y€G.

9. Functia f :(GL(n,R),") — (R*,"), f(A)=detA este morfism de grupuri pentru ci:

f(AB) =det(AB) = det(A)det(B) = f(A) f(B), (V)A,B €GL(n,R).

10. Functia f :(G,%) — (G,o0), f(x)=e', unde e’ este elementul neutru al lui G, se numeste
morfismul constant, fiindcia: f(xy)=e'=e'oe'= f(x)o f(x), (‘v’)x,y €G.

Observatie. Morfismul dela 1 (n#0), 2, 3, 5, 6, 7, 8 sunt injective, iar morfismele de la 1 (pentru
n#=+1),3,4,6,7, 8 sunt morfisme surjective.

90



Vom utiliza din nou notatia multiplicativa pentru grupurile care apar, daca nu se face o
alta precizare.

Teorema. Compunerea a doud morfisme de grupuri este tot un morfism
de grupuri.

Demonstratie. Fie f:G — G', g:G'— G" morfisme de grupuri.
Atunci geo f:G — G" este de asemenea un morfism pentru ca

(g Hxy)=g(f(xy)=g(f () f(¥)=g(fx)N(f(y)=(g° fHx)Nge f)x),
(V)x, yEG.m

Teorema. Fie f:(G,)— (G',-) un morfism de grupuri. Daca e, e' sunt
elementele neutre din grupurile G si respectiv G, atunci:

1) fle)=e';
2) f = L (V)xeG:
3) fFM) =", (V)xeG, (V)neZ.

Demonstratie. Mai Intdi reformulam 1n cuvinte cerintele teoremei (Fig. 12):
1) morfismul duce elementul neutru al unui grup 1n elementul neutru al celuilalt grup;

2) imaginea simetricului unui element printr-un morfism de grupuri (f (x_l)) este
simetricul imaginii acelui element ((f(x)) 1) ;
3) imaginea puterii unui element printr-un morfism de grupuri (f (x")) este puterea

imaginii elementului ((f )™y
1) Avem f(e)= f(e-e)= f(e)f(e). Prin simplificare cu f(e) rezultd e’ = f(e).

f -
// >o (x| =(eo)”
pe f(X)
\ >0/ || ="
G G’
Fig. 12
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2) Avem: e'= f(e)= fox V)= F£(x)f(x ). nmultim aici Ia stanga cu (fF(x)) ! si
avem (f(x) ' = f(x D).

3) Daca n = 0 se verifica 1).
Dacd ne N*, atunci f(x")= fE.x) = f(x)..f(x)= (f ).
LAl A

n n
Daci n<0, atunci punem n=-n',n'€N" si deci f(x”):f(x_n‘):f((x_l)”‘):
=Y = (@) =) = ()" -

Observatie. Reformulati teorema in cazul grupurilor aditive.

Definitie. Fie f:(G,)— (G',-)un morfism de grupuri. Submultimea lui
G definitd prin Ker f ={x¢€ G| f(x)=e'} se numeste nucleul
morfismului f.

Submultimea lui G definita prin Im f={f (x)|x €G} se numeste
imaginea morfismului f.

Observatie. Ker f = pentruca ec Ker f (f(e)=e").

Exemple. 1. Morfismul constant f : (Z,+) — (Z,+), fo(x) =0, are Ker f =Z si Im f = {0}.

2. Morfismul f :(R,+)— (R%,), f(x)=e” are Kerf={0}si Im f =(0,00).

3. Morfismul €:(S,,) — ({—L1},-),€ fiind functia semn pentru permutiri are Kere=A,
(grupul altern) si Ime={—1,1}.

4. Morfismul f:(Z,+)— (<a>,), ord(<a>)=gq, f(n)=a" are Kerf ={l -q|l €Z}si
Imf=<a>.

5. Morfismul f :(GL(n,R),") — (R*,), f(A)=det(A) are Ker f = SL(n,R), Im f =R*.

6. Morfismul f :(R,+) —(C",?), f(x) =cos2me +isin2me areKer f =Z si Imf ={z€C'{=1).

Teorema. Fie f:(G,) — (G',-) un morfism de grupuri. Atunci:

1) Ker f este un subgrup al grupului G;

2) feste injectiv (monomorfism) < Ker f ={e};

3) (V)H subgrup al lui G=> f(H) subgrup al lui G (Imaginea unui

subgrup printr-un morfism este un subgrup); in particular Im f = f (G)
este un subgrup al lui G.

1

Demonstratie. 1) Trebuie dovedit ca (V)x, veKerf=xy ~€Kerf. Din

x,yeKerf= f(x)=f(y)=e'. A ardta ca xy_1 € Ker f inseamnad a verifica egalitatea
fayh=e' Oriavem fay H=f@f G =fOFON =) =e"
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2) Presupunem ca f este injectiv si probam ca Ker f'= {e}.

Fie xeKerf. Deci flx) = ¢' = fle). Cum f este injectiv rezultd x = e. Deci
Ker f C{e}. Cum evident {e} C Ker f rezultd egalitatea Ker f= {e}.

Reciproc, fie Ker f= {e} si sd ardtdm ca f este injectiv.

Fie deci f(0)=f(), x,yE€G. De aici f(fO) | =¢' e fly ) =e'wx | cKer f =e},

adica xy_1 =e¢ sau (Inmultind la dreapta cu y) x = y. Asadar din

f(x)= f(y)=x=y, ceea ce aratd ca f este injectiv.

3) Trebuie probat ca pentruyy,y; € f(H)= ylyz_1 € f(H). Din y;,yy € f(H)se
deduce ca existd xj,xp € H pentru care f(x;)=yj, f(xp)=yp, Atunci y;y, 1=
= FOD(f) ' = f(x1)f(X2_1) = f(xlxz_l) € f(H), deoarece din xjxy € H =

= xlxz_ len (H fiind subgrup). In final deducem ci f(H) este subgrup al lui G.
Daci H = G, rezulta {G) = Im f este subgrup al lui G .m

Ideea fundamentald care std in ,spatele” cuvantului izomorfism este urmatoarea:
grupurile care sunt izomorfe au aceeasi structurd relativ la operatiile respective ale
grupurilor. Grupurile sunt din punct de vedere algebric aceleasi, desi elementele lor
pot diferi sau legile sa fie diferite.

Deoarece izomorfismul conserva operatiile intre doud grupuri, atunci este de asteptat
ca elementele neutre din cele doud grupuri sa se conserve, imaginea inversului sa fie
inversul imaginii, ordinul unui element sa fie egal cu ordinul imaginii acelui element, etc.
Mai precis, formuldm urmatoarea:

Definitie. Fie (G,*) §i(G',c) doud grupuri. O aplicatie f:G — G' se
numeste izomorfism de grupuri daca:

1) f este morfism de grupuri;

2) f este bijectie.

Daca intre doud grupuri G, G’ exista cel putin un izomorfism spunem ca
grupurile sunt izomorfe si scriem G=G'.

Observatii. 1) Un izomorfism de grupuri este un izomorfism de monoizi.
2) Un izomorfism de grupuri f:G — G se numeste automorfism al Iui G. Altfel

spus, un endomorfism bijectiv al lui G se numeste automorfism al lui G. Multimea
tuturor automorfismelor lui G se noteaza cu Aut (G). Aratati cad (Aut(G),o) este grup,

unde ,, o “ este operatia de compunere a functiilor.
3) Daca f:G — G' este izomorfism de grupuri, atunci si f 1.6~ Gare aceeasi
calitate (demonstrati !).
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Exemple cunoscute de izomorfisme de grupuri

1. Aplicatia identicd 1;:G — G,15(x)=x este izomorfism de grupuri, deci este un
automorfism al lui G.

2. Aplicatia f:(R,+)— (Ri,-), f(x)=e* este izomorfism de grupuri, deoarece am vizut la
morfisme de grupuri ci aceasti aplicatie este morfism si in plus este bijectiv.

3. Morfismul f:(Z,+)— (<a>,),<a> grup ciclic infinit, f(n)=a" este izomorfism,
deoarece aceasti aplicatie este bijectiva. Asadar orice grup ciclic infinit este izomorf cu grupul
aditiv al numerelor intregi.

4. Aplicatiile fy,f_q1:(Z,+) — (Z,+4), fi(x)=x, f_1(x) =—x sunt automorfisme ale lui Z (si

sunt singurele !).

5. Aplicatia f : (Z,,+) — U,,"), f (Ig) = (ok, unde ®= cos [2_1!:] +isin [2_1!:] (este bine definita adica
n n

daca IA:I;:>f(lA):f(I€)) este izomorfism de grupuri. Cum f(l€+lA)=f(k/:k\l):(ok+l=
k

—o .o = f (12) f (i ) rezulti f este morfism.

De asemenea f este surjectiv (elementele lui U, sunt puteri intregi ale lui ®) si cele doui

multimi Z, si U, au acelasi numir de elemente rezulti f este bijectivi. Deci f este

izomorfism.

Observatie. Se poate arata usor ca orice doua grupuri ciclice finite avand acelasi ordin sunt
izomorfe.

Daci doua grupuri sunt izomorfe, atunci ele se bucuri de aceleasi proprietiti algebrice (daca
unul este comutativ, atunci si celilalt este la fel; daca unul este ciclic, la fel este si celilalt).
Prin urmare toate grupurile izomorfe intre ele se comporti la fel. Clasa tuturor acestor
grupuri formand ceea ce se numeste tipul grupului.

Pentru studiul algebric al acestor grupuri se alege unul dintre ele. Notiunile de ,,grupuri
izomorfe* si ,,tipul unui grup“ sunt analoge cu notiunile de ,,multimi echipotente (doua
multimi A, B se numesc echipotente daci exista o aplicatie bijectivd f : A — B ) si ,,cardinalul
unei multimi* (cardinalul unei multimi A este clasa tuturor multimilor echipotente cu A) din
teoria multimilor.

De exemplu, toate grupurile ciclice de ordin n constituie un tip de grupuri, iar un reprezentant
al acestui tip este (Z,,,+) sau(U,,,").

Grupul (Z,+) este un reprezentant pentru toate grupurile ciclice infinite.

In cazul a doua grupuri finite, de acelasi ordin, izomorfismul intre ele poate fi dedus
utilizand tablele operatiilor. Dacad cele doua table sunt la fel organizate, adicad un
element dintr-un grup si imaginea sa in celdlalt grup prin izomorfism sa ocupe in cele
douad table aceleasi pozitii.
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Daca (G,*), (G',0), G={qay,...,a,}, G'={by,...,b,} sunt doud grupuri

izomorfe, atunci f:G— G/, f(q;)=b;,i= L,n este izomorfism daca si
numai dacd pentru oricel <i, j<n, imaginea prin f a elementului
a; *a j de la intersectia liniei lui a; cu coloana lui a ;din tabla operatiei
lui G coincide cu elementul b;objde la intersectia liniei lui

b; = f(a;) cu coloana lui b j=f(a;) din tabla operatiei lui G.

I L v
* | q a; ay °o | h b; by
(,11 f bl
a; ai*aj f 71bi biobj
an by,

Un element ajutdtor pentru aranjarea mai rapida a tablelor este furnizat de urmatoarea:

Teoremi. Fie (Gj.-), (G,,:) doud grupuri finite, iar f:G; — G, un
izomorfism de grupuri. Dacd x; € Gy si x = f(x) € Gy, atunci:
ord(xl) = ordf(xl) .

Ordinul unui element este egal cu ordinul imaginii acestuia printr-un
izomorfism de grupuri finite.

Deci, date fiind doua grupuri finite se determina ordinele elementelor din cele doua
grupuri. Izomorfismul de construit intre ele trebuie sa duca un element x; din grupul

Gj 1n imaginea f(xk) din G, , astfel Incat ord(xk>:ord(f(xk )) si f(el): e, €,
elementele neutre din cele doua grupuri.

Aplicam aceastd schemd pentru a demonstra cd grupul (G ={1,—1,i,—i}, ) este
izomorf cu grupul (Z4,+). Definim f:G — Zg4, prin f(1)= 0, f(=D= ﬁ,f(i) =1 ,
f(=i)= 3. Evident feste bijectiva. Pentru a ardta ca f este izomorfism de la G la Z4,
vom utiliza tabla operatiilor pe G si Z4 . Fiecdrui element x € G 1i construim imaginea
f(x) din Zy4. Deoarece tabla rezultata astfel este chiar tabla adundrii pe Zg4,
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deducem cd are loc egalitatea f(xy)= f(x)+ f(y),(V)x,y€G. Deci f este
izomorfism de grupuri, G =Zy4 .

1 i -1 i +]0 12 3 Altfe.l, pentru veviden‘gierfv:a izo:

—t = morfismului sd observam ca

1T i -1 = ¥ (3 (3 Al % ? ord(i) = ord(l) = 4 si deci putem
pp st s b HE23 0 bune £(i)=1. Analog, ord(~1) =
I 212 30 1 _—od)=2 siavem f(—1)=2.
A 3130 1 2 fn fine, ord(—i)=ord3)=4 si

Tablalui G Tabla lui f(xy) punem f(—l) — § , iar f(l) :6 .
Altfel, izomorfismul 1l realizim

usor dacd observam ca G:<i>:{ik k:@}. Deci f:G—Z4 este dat de

f(i"):/é,k:@.

Alteori, se utilizeazd asa numitul ,,Transport de structurd“ pentru realizarea de
izomorfisme de grupuri. Mai precis are loc urmatoarea:

Teorema. Fie (G,*) un grup si H o multime astfel Tncat exista
f:G — H bijectiva.

Atunci: 1) (H,o)este grup, unde xoy:f(f_l(x)*f_l(y)), (V)x,yeH;

2) (G,)=(H,°) prin f:G—H .

Evident ¢, € H element neutru, e, = f(e,), e, fiind elementul neutru din G;

1

simetricul lui x € H este x, = f ( f -1 (x* )) , unde x, este simetricul lui x€G.

Aceastd teorema ne aratd cum putem inzestra o multime H cu o structurd algebrica
daca avem dat (este cunoscut) un grup (G,*) si o aplicatie bijectivd f:G— H .
Aratati ca f este si morfism.

Probleme rezolvate

1. Sa se demonstreze ci: a) toate grupurile de ordin doi sunt izomorfe; b) toate grupurile de ordinul
trei sunt izomorfe.
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Considerdam acum (Z,,+) grupul aditiv al claselor de resturi modulo doi. Tabla legii este:

Observam ca dacd notdm f:G — Zj, f(e) = 6, fla)= 1 , atunci cele doua table sunt la

fel de structurate (pozitiilor ocupate de e in prima tabla le corespunde 0 in a doua tabla —
am marcat elementele e i 0cu rosu 1n cele doua table — si lui @ din prima tabla elementul

1 din a doua tabld), ceea ce arata ca cele doud grupuri sunt izomorfe.
Asadar orice grup de ordinul doi este izomorf cu (Zjy,+) si deci toate grupurile de ordin doi sunt

izomorfe.
b) Se considera grupul multiplicativ (G:{e,a,b},-) si grupul aditiv (Z3,+). Fie f:G—1Zj3,
f (e)z@, f (a):i, fb)= 2. Tabla grupului G si cea rezultata inlocuind fiecare element x€ G cu

elementul f(x)€ Z3 sunt date mai jos.

Observam ca tabla rezultata ( f (xy)) este chiar tabla pentru

adunarea pe Z3. Deci f este morfism. Cum f este si bijectie,

deducem ca f este izomorfism.

Tabla lui G Tabla lui f (xy)

Se constata ca cele doud table sunt la fel structurate (pozitiilor lui e din prima tabla le corespunde 0ina

doua tabla, pozitiilor lui a din prima tabla le corespunde 1 din a doua tabld etc.), ceea ce aratd cd orice
grup cu trei elemente este izomorf cu (Z3,+) . Asadar, toate grupurile de ordin trei sunt izomorfe.

Observatie. Grupul (G={f1,f2,f3},0) unde f; :R\{0,1} =R\{0,1}, fi(x)=x, fz(x)lelx, f3(x):x7_l s

este izomorf cu (Z3,+) .
2. Fie grupul (Z,+) . Sa se arate ca:
1) Functii f,, :Z — Z, f,,(x) =mx sunt morfisme de grup;

2) Orice endomorfism al lui Z este de acelasi tip;
3) Sa se determine automorfismele grupului (Z,+) .

R. 1) A spune ca f,, este endomorfism al lui Z revine la a ardta cd f,,(x+y) = fi,(X)+ fi,(»),
(V)x, YEZ.

Avem: f, (x+ y) =m(x+ y) =mx+my = f,,(X)+ f, (y) -

2) Vom construi efectiv un morfism si aratdm ca este un f,, .

Tinem seama de faptul cd (Z,+) este un grup ciclic generat de 1 (de exemplu).

Fie ¢:Z—7Z cu @o()=nyecZ. Atunci @2)=@(1+1)=()+@()=2¢()=2ny. Din aproape
in aproape avem @(n)=n-ng. Aceastd exprimare are loc pentru orice n € N * (se aratd prin inductie).
Din  @(x+ y)=@(x)+ @(y), (V)x,y €Z rezultdi pentru x=y=0,9(0)=0. De aici
9(0) = 0= 0(x —x) = 9(x) + ¢(—x) , adicad O(—x) =—@(x), x€Z.

Extindem definitia lui ¢ la numerele intregi negative.

Fie x=—n,n € N*. Atunci @(x) = ¢(—n) = —@(n) = (—=n)ng .
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Asadar, putem conchide cid dacd @€End(Z), atunci existd ny €N astfel incat @n)=rnny= f"o n),
(V)neZ . Deci o= Tny -

3) Functiile fj(x)=x, f_1(x) = —x suntizomorfisme, adica f, f | € Aut(Z) .

Morfismele f,,(x) =mx,cu m= %1 nu sunt surjective, deoarece f,,(Z)=mZ C Z .

3. Aritati ci: 1) pe multimea G = (2,00) aplicatia x T y = xy —2x —2y + 6 determini o structuri de
grup abelian;

2) pe multimea G' = (3,00) aplicatia x * y = xy —3x — 3y + 12 determini o structuri de grup abelian;
3) Sa se arati ci intre grupul de la 1) si grupul de la 2) existd un izomorfism f :(2,00) — (3,00) de
forma f(x)=x+a.

4) Aritati ca (]Rj_,-) este izomorf cu (G',*) printr-un izomorfism de forma f(x)=mx+n.

R. 1)-2) Lasam in seama cititorului sa probeze ca cele doud structuri algebrice (G, T), (G',*) sunt grupuri.

. . . 2x—3 .
Retinem pentru primul grup ca elementul neutru este e=3€G si x':x—2 (aratati cd x'>2 daca
x—

x>2).
3x—8
>3).
x—3
3) Daca f este morfism de grupuri, atunci duce elementul neutru al primului grup in elementul neutru al celui
de-al doilea grup, adica f(3) =4 sideci 3 + a =4, adica a = 1. Deci fix) = x + 1.

Ardtam ca f este morfism de grupuri, adica f(x T y)= f(x)* f(¥), (V)x,y €G.

Avem f(xT y)=xTy+l=xy-2x-2y+7 si f)xf(N=@+DxO+D=x+Dy+1D)-
—3(x+D—-3(y—-1)+12=xy—2x—2y+ 7, si cei doi membri sunt egali.

Mai trebuie probat ca f este bijectiva.

Functia este injectivd deoarece din f(x) = f(y), x,y€G=x+1=y+1,adicd x=1y.

Pentru al doilea grup gasim e =4 si x'=

Functia este si surjectivd pentru ca (V)yeG', (H)xeG astfel incat f(x)=y. Avem x+1l=y<

S x=y—1>2<% y>3, adevarat.

Cum f este bijectiva si morfism, se deduce f izomorfism de grupuri.

4) Cum f este morfism de grupuri f{1) =4, adici m+n=4, (1).

A doua ecuatie pentru m, n se obtine din cerinta ca f sd fie morfism adicda f(xy)= f(x)+ f(y),

(V)x,y >0 mxy+n= m2xy + (mn —3m)x 4 (mn —3my) + n? —6n +12, (V)x,y > 0. De aici rezulta

m=m>, mn—3m=0,n> —6n+12=n. Gisim my; =0, my =1. Valoarea m=0, nu este bund
deoarece f(x) =n nu este injectivdi. Ramdne m=1, cand n=3. Asadar functia cadutatd este
f(x)=x+3. Faptul ca f este morfism de grupuri, adicd f(xy)= f(x)* f(y), (V)x,y>0, rezultd
din modul 1n care am determinat parametrii m, n. Functia f este injectivd pentru ca din
fO=fW=>x+3=y+3=>x=y.

Functia f este si surjectivd deoarece (V)y eqg, (H)x €(0,00) pentru care f(x)=y. Avem
x+3=y<x=y—3>0 deoarece y>3. Asadar feste izomorfism de grupuri.

i

a) G formeazi grup comutativ in raport cu operatia de inmultire a matricelor; b) (G,-) = (Z,+).

1
4. Fie multimea G = l 0

ne Z’ . Sa se arate ca:
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. 1 n . I n|fl m
R. a) Fie A, = 0 1 . Atunci avem: A, - A, = =

1 n+m
0 1

0 { ]—An+m,n,m€Z, ceea ce

aratd cd Inmultirea pe G este lege de compozitie.

Sd observamca A, = A, & n=m.

Inmultirea, matricelor intotdeauna este asociativd, deci i in acest caz particular. Din A A, = A, =
= Ap+n = ApA, rezultd ca inmultirea este comutativa pe G.

Element neutru. Si aritim ca existi A, €G astfel incat A, A=A, (V)A,€G sau A, =A<

. Elemente

1
< ate=a, (V)a €Z. De aici e=0. Asadar elementul neutru este A, =1, = [O

inversabile. Fiind vorba de inmultirea obisnuitd si cum fiecare element A, din G are det(4,)=1=0
rezultd cd fiecare A, este inversabild. Ramane de ardtat ca si inversa lui A, este tot in G. Din
Ay Ay =Ay rezultd A, = Ay, adicd n+n'=0 si deci n'=—n€Z. Asadar(A,)'=A_,€G.
Deci (G,-) este grup abelian.

b) Definim f:Z — G, f(n)= A, aplicatia care realizeazd izomorfismul. intr-adevar f este morfism de
grupuripentru ¢ f(n+m)= Ay, = Ay Ay = f(n) f(m), (V)n.meZ.

Functia f'este injectiva deoarece din f(n)= f(m)= A, =A, =>n=m.

Functia f este surjectiva deoarece (V)An €G, existd n€Z pentru care f(n)=A4,. Deci f este si

bijectiva. In concluzie f este izomorfism de grupuri.
5. Se consideri multimile

b
Gy ={z€Clz=a+bi,a,b eR,a*+b> =1} Gzz{[“b ]
— a

a,be]R,a2+b2 =l] .

1) Aritati ca (Gy,*) si (Gy,+) sun grupuri izomorfe.

oY
2) Calculati j_ ,nEN*.
3
2 2

R. 1) Nu vom insista asupra verificarilor necesare pentru a proba ca cele doua structuri sunt grupuri.

a b
Functia f:G) — Gy, f(a+bi) —[ b ] este functia care realizeaza izomorfismul. Aratam ca f este
—b a

morfism de grupuri, adicd f(z12p) = f(z1) f(z2), (V) 21,22 €Gy.
Fie z1 =a) +ib|,zp = ap +iby. Atunci z1zp = ajay —bby +i(a1by + aby) si deci:

ajay —biby  ahy +azb1] [ a b [ a b
f(zzp) = = = f(z1)f(z2) .
BT by v ask) @y —biy| by a) by a e
. o . [01 bl] [dz bz] :
Functia f este injectiva deoarece din f(z;) = f(zp) = = =a =ay si by=by,
7[71 al 7b2 612

adica Q=22-

b
b ,a2+b2:1, existd z=a+bi € Gy pentru care
—b a

Functia f este surjectiva deoarece (V)A—[

f()=A.
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Cum f este morfism bijectiv se deduce ca f este izomorfism.

g % b)Y (1P
2) Sa observam ca matricea A = estein Gy||—| + [—] =1
1B e
2 2

Pentru a calcula A” utilizim izomorfismul de mai sus.
n

Avem: f((a+bi)") = (f(a+bi)" = [_”b ,neN*.

n

V3o

NCI T n)" nm nm
Deci: A" = fl|l—+—|| = +—| |= fllcos=+isin=]| |= f|cos— +isin—|=
f[ > o) T2 ) T 6) | =T\ TSN
nm . nm
cos—  sin—
_ 6
. nm nm
—sin— cos—
6 6

6. a) Sa se arate ci pe multimea Gy ={x—|—y\/§ x,y€qQ, x? —5y2 =1} inmultirea determini o

structura de grup.
b) Sia se demonstreze ci pe multimea

x 2y
Gy =1|5y x,y€Q, x2—5 y2 =1} inmultirea matricelor determina o structura de grup.
- x
2
x 2y
c)Aritatica f:G; — Gy, f(x+ y\/g )=|5y este un izomorfism de grupuri.
- x
2

R. Lasam in seama cititorului verificarea punctelor a), b).
¢) Aratam ca f este morfism de grupuri. Avem:

F(q + 9135 (x g + 3235 = f((x120 + 531y +/5 (xqy2 + x031) =
xxy +5y1y2  2(xy2 +x231) o 29 x» 2y

5 =5 5 = f(q + yN5)f(xa + ya5),
E(XIYZ +x51)  xx2+5y1y2 PEOR N PR

(V)xl +y1\/§, xp +y2\/§€G1.

x 2y
Functia f este injectiva deoarece din f(x] + yl\/S—) = f(xy + ¥ \/g) =15 =
— x
> 1 1
X 2y
=5 Sx=x s =y =x+ V5 =x 435
E)’z X2
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x 2y

in fine, functia f este si surjectivd deoarece pentru orice matrice Ayy = 5y . €G,, exista
X

z=x+yl5¢ Gy pentru care f(z)=Ayy .

Putem concluziona ca f este izomorfism de grupuri.
7. Sa se arate ca urmaétoarele perechi de grupuri nu sunt izomorfe:

a) (Z,+),(Q,4); b) (Q,+), R,+);0) (Q,+), Q).

R. a) Daca grupurile sunt izomorfe, atunci ele ar trebui sd aiba aceleasi proprietiti. Cum Z este grup
ciclic (generat de 1), iar Q nu este ciclic rezulta ca cele doud grupuri nu sunt izomorfe.

b) Multimile @, R nu sunt echipotente, adica nu existd o bijectie f:Q — R . Multimea Q este

numadrabila in timp ce R este nenumarabila.

¢) Prin reducere la absurd. Presupunem ca exista un izomorfism f : (Q,+) — (Q :_ )

FO+M)=F@OfO),(V)xyeQ cu f(0)=1.
a a a
=s|3)l3)- [45]

€Q’.

Fie a € Qastfel incit f(a)=2. Atunci 2= f(a)= f[%-i—%

a

f [E] =2, contradictie deoarece V2 ¢ Q intimp ce f [

a
2
8.% Aritati ca grupurile aditive (Z,+) si (Z[X],4+) nu sunt izomorfe.

R. Daca, prin absurd, cele doua grupuri ar fi izomorfe, atunci ar trebui ca ele s aiba aceleasi proprietéti.
Stim ca grupul (Z,+) este ciclic =<1>. Dacd Z[X] (multimea polinoamelor de nedeterminata X cu
coeficienti intregi) ar fi ciclic generat de polinomul f€Z[X], grad() = k keN*, atunci
ZAX]=<f>={nf |n €Z} ceea ce Inseamna ca toate polinoamele lui Z[X ] ar avea gradul zero sau k,
ceea ce este fals. Deci cele doud grupuri nu pot fi izomorfe.

9.% Sa se determine toate subgrupurile G ale grupului (R,+) astfel incat f:(G,+)— (R*,",
f(x)=sin(2x + 1)% sa fie morfism de grupuri.

R. Fie G un subgrup aditiv al grupului (R,+) .

Pentru x€G aveml= f(0)= f(x+ (—x))= f(x)f(—x) sau sin(2x + l)gsin(72x n 1)% —le

COS2XT — COST
2
Deci pentru x€G=x€Z, adicd GCZ, aratd ca G este de fapt subgrup al luiZ . Se stie ca G are
forma G=nZ,neN.

=l cos2xn=1<xeZ.

Reciproc, dacd G = nZ , atunci f este morfism de grupuri f(x+ y)=(—D)*"Y = (1D (=1 =
=ff( (V)xyeG.

10.* Sa se determine endomorfismele grupului (Q,+) .

R. Fie f:Q— Q un morfism de grupuri. Proceddnd ca la problema rezolvatd 2 gasim cd punind
fH)=acQ, f(x)=ax, (V)x € Z . Extindem constructia lui f la Q_ .
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1 1
a=fm=fltety 4L :nf[l]. Deci f[l]:la,neN* si f[ﬂ]: fl=+ .+ —|=
n n n n n n n n
non__ n n____n
n m

:mf[l]:ﬂa, m,ne N,
n n

Deci f(x)=ax,(V)x€Q, . Dacd x=—y,yeQ, , atunci f(x)=f(-y)=—f(y)=a(—y)=ax. Asadar
pentru orice x € Q, f(x) =ax .

Evident ca (V)ae@, f(x)=ax este endomorfism al grupului (Q,+), cum usor se poate vedea
[ :(Z,0) — (Z,%) , ceea ce este imediat.

11.* Fie (G,-) un grup. Aratati cd f:G —G, f(x)= x " Leste un izomorfism de grupuri daca si

numai daci G este abelian.
R. Presupunem ca f este izomorfism de grupuri. Avem (f morfism): f(xy)=f(x)f(y), (V)x, yeG sau

tinand seama de forma lui f ()cy)_l = x_ly'l, (V)x,y cEGee= )cyx_ly_1 .

Compunénd ultima egalitate la dreapta cu y si apoi cu x obtinem yx = xy, (V)x, y € G egalitate care arata
ca G este comutativ.

Reciproc, presupunem ca G este grup abelian. Sa ardtaimcd f:G — G, f(x)= x~ ! este un izomorfism.

Se aratd usor ci f este bijectivd, iar din f(xy) = () =y W =x"lyT = foro, (V)%
rezultd ca f este si morfism.

Prin urmare f este izomorfism.

12.* Fie (G,-) un grup finit cu proprietatea ca functia f :G — G, f(x)= x? este automorfism de
grupuri. Aratati cd multimea G are un numir impar de elemente.

R. Ideea de rezolvare a problemei este de a ardta ca orice element x € G, x = e (e elementul neutru) este
diferit de inversul sau.
Presupunem prin absurd cd ar exista x€G,x=e astfel incit x= yle=cs f(x)=e=

= f(e) = x =e (ultima implicatie are loc deoarece f este injectiva), absurd.

Asadar (V)x €G,x=ze=>x= x~ 1. Aceasta ne permite sa grupam elementele lui G —{e} 1n perechi

(x, x_l) , ceea ce Inseamnad cd numarul de elemente din G —{e} este par. Acum este clar cd numarul de
elemente din G este impar.

a b b
13%. Fie G=1{A,p)=|b a b|a,beZs,det(A)=1}.

b b a

Sa se arate ca:
1) (G,-) este grup comutativ.

2) (Ga') = (Z4’+) .
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R. 1) Din det(A) = 1 rezulta egalitatea a + 263 —3ab? =1 sau (a+ Qb)(a — b)2 =1. Solutiile ecuatiei
sunt solutiile sistemelor:
la—l—ﬁb—i ) !aﬁ—ﬁb—zl

It _ . A doua ecuatie din primul sistem este echivalentd cu reuniunea ecuatiilor
(a—b) =1

(a—b)? =14
a—b= i,a —b=4.1n primul caz gasim solutia (i,@), iar in al doilea caz (§,2L) . Asemanator, din al

doilea sistem obtinem solutiile: (f),i), (i,zl). Prin urmare, grupul G are patru elemente: [, = A(i,ﬁ),

A= A(f),ﬁ), B= A(i,zl), C= A(é,zl) . Cum A% = C, grupul nu este de tip Klein si deci este izomorf cu
(Zy,+) .

14*. 1) Sa se determine automorfismele grupului aditiv Zg .

1
2) Fie G =14, =l ac€Zgt . Aritati cd (G,-) este grup si determinati automorfismele

grupului G.
R. 1) Fie f:Zg— Z¢g un morfism de grupuri. Deci f(x+y)= f(x)+ f(y), (V)x,y €Zg . De aici se

obtine f (6) =0 si f(x)=uxf (i). Punem f (i) =a sideci f(x)=ax este forma unui endomorfism al

lui Zg . Sa observam ci feste injectiv (f(x) = f(y)= x=y) numai dacd a € Zg este inversabil, adica

dacda e {i,é} .Deci fi(x)=x, fr(x)= 5x sunt singurele automorfisme ale lui Zg .

2) Avem A(a)A(b) = A(a+b) si se verifica usor ca (G,-) este grup. Sa determindm elementele lui G.
~ ~ A A A2 ~ ~ ~ ~

Punem A(l) = A. Atunci A(2):A(1+1)=(A(1)) =A%, AB)=A Ad =A% A®)=A,A0)=1,. Deci G

are sase elemente si (G,-) =(Zg,+) prin izomorfismul f:G — Zg, f(A(x)) =x. Acum G are atitea

automorfisme cate are grupul Zg cu care este izomorf. Acestea sunt: f(A(x))=A(x) si

FA@) = AGH) = A (v).

a+3b b

. a,b € Zg, det(A) =1}
4  a+3b

15.% Fie G=1A4,p =

1) Aritati ca (G,-) este grup abelian izomorf cu grupul Klein.
2) Determinati subgrupurile grupului G.

R. 1) det(A) —1 neda ecuatia a2 +§b2 =1 cu solutiile (a,b): (i,@), (ié), (Zl,é),(g,()). Prin urmare, G are
13

10 [53

~ A= BE|L L

01 05 01 05
AB=BA=C,AC=BC=A,CA= AC = B . Deci G este izomorf cu grupul Klein.

2) Cum G este izomorf cu grupul lui Klein, subgrupurile Iui G vor fi de acelasi tip cu subgrupurile
grupului lui Klein. Acestea sunt: {I5}, {I5,A}, {I5,B},{l,,C},G.

B 50

i)

elementele: I, = = , pentru care se verificd egalitatile =B =C =1,
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Probleme propuse
2 2
1. 1) Sa se arate ci aplicatia f :(Z,+) — (U,,,"), f(k)= sk ,unde € = cos—n+ isin—n este morfism
n n
de grupuri.
1, n par

2) Aratati ca aplicatia f : (Z,+) — (R*, .), fn)= { . este morfism de grupuri.
-1, n impar

3) G C My(R), G contine matricele inversabile in raport cu inmultirea. Aritati ci f :(G,-)—>(R*,-),

f

c

b b
[“ d]] =ad —bc, (v)[a d] € G este morfism de grupuri.
c

4) Aratatica f :((C*, ) — (Rj_,-), flx+iy)= \lxz + y2 , X,y €R este morfism de grupuri.
5) Sd se arate ca functia f,, :(2Z,+)—> (3Z,+), fx)= Sme este morfism de grupuri, iar

g: (3Z,+) — (3Z,+), g(x)= %, a = g(3) , este endomorfosm.

2. Sa se arate ca:
1) aplicatia x * y = x + y —2 determini pe Z o structuri de grup abelian;

2) aplicatia x o y = x 4+ y +1 determini pe Z o structuri de grup abelian;
3) intre grupurile de la 1) si 2) exista un izomorfism de forma f:Z — Z, f(x)=x+4+a,a €EZ cese
va determina.

3. Pe multimea G =(—1,1) se consideri aplicatia x xy = lx ty . Aritati ca:

+ xy

a) (G,x) este grup comutativ;

ax —1
x+1

b) Intre grupurile (Ri,-) si (G,x)se poate stabili un izomorfism de forma f(x)=

cua € R convenabil determinat.
3xy—4x—4y+6

determina pe (1,2) o structura de grup comutativ
2xy —3x—3y+5

4. Sa se arate ca aplicatia x x y =

X+m
x+1°

5. 1) Pe R se defineste legea * datid de xx*y =199\5/x1995 + y1995 . Aratati ca (R,%) este grup
abelian izomorf cu (R,+).

izomorf cu grupul ((0,00),+) printr-un izomorfism f :(0,00) — (1,2), f(x)=

xxyx(—=2)=1

x3 —y3 =-7.

2) Rezolvati in R X R sistemul:

K (x+y)

6. Fie G = (—k,k), k >0 si aplicatia x x y = 3
k° + xy

. Aratati ca:

1) (G,*) este grup comutativ; 2) f:G — R, f(x)= iln k+x

este izomorfism intre grupurile
2k k—x

(G,#) si (R,+).
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7. Sa se arate ca: 1) aplicatia x L y= K1Y defineste pe G = (0,00)—{1} o structura de grup

abelian. 2) (G,L1)=(R*,).
8. Fie G = (1,00) .

a) Sa se arate ca \/xzyz—xz—y2+2 €G daca x,yeG.

b) Aritati ci (G,*) este grup abelian, x x y = \/xzy2 - y2 +2.

¢) Sa se determine a,b € R astfel incat f: Ri — G, f(x)=+ax +b sa fie un izomorfism intre
grupurile (Rj_,-) si (G,x).

9. Fie multimea de functii G ={f : R — (0,oo)‘f(x) =e™, 0 cR}.

Sa se arate ca: a) G este grup multiplicativ; b) (G,-) = (R,+); ¢) G admite un subgrup izomorf cu
grupul aditiv al numerelor rationale.

10. a) Fie a,b € R*. Se consideri pe R aplicatia x *y =ax +by +1.

1) Determinati pe a si b astfel incat (R,*) sa fie grup.

2) Pentru a, b gisiti la 1), aratati ci (R,x) este izomorf cu (R,+).

b) Pe C definim operatiile x*x y=x+y+ai,xoy=x+y—a,x,y € C,a € R. Aritati ca:

1) (C,*), (C,o) sunt grupuri abeliene.
2) f:(C,x) = (C,0), f(z) =iz este izomorfism de grupuri.

11. Se considera pe R aplicatia x xa = xy —ax —ay +a2 +a,a €R si G, = (a,00) . Aritati ci:

1) (G, ,*) este grup abelian;

2) (V)a,b €R, (Gy,%) = (Gp,%) = (R,+) .

12. Fie Zq, grupul aditiv al claselor de resturi modulo 12 si G multimea elementelor inversabile.
Aritati cd inmultirea pe G determini o structuri de grup abelian izomorf cu grupul lui Klein.

coso  sino
13. Fie G = { !

. |0t S [—n,n)} . Aratati ca G are o structura de grup abelian in raport cu
—sina.  cosq

operatia de inmultire a matricelor, izomorf cu grupul multiplicativ al numerelor complexe de
modul 1.

2—x 1—x

14. a) Fie G = {[
2(x—1) 2x-—1

‘xER*}.

1) Aritati ca (G,-) este grup abelian. 2) (R*,)=(G,").

1—-x 2x
b) Fie G ={A(x)=| «» xeR;.
- 1—x
2
1) Aratati ca A(x)A(y)=A(x+y—2xy) si I €G.
2) Pentru x € R —{s}, determinati s astfel incat (G,-) si fie grup.
15. Se considera multimile:

o e+ 3b
= 2% a—2b

a,b €Q,a* —10b> :1},
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Gy ={a+bJ10|a,b € Q,a® —10b* =1}.
a) Aritati cd (Gy,*), (G,-) sunt grupuri abeliene infinite;

b) (G1,) =(G3,") -

. . 10 01
16. 1) Se considera multimile: G; = {12 = [ ], A= [

0 1 10
{ [1234
G2=e= , O

O3 =

-1 0 -1
,B= ,C:0 ’
0 —1 -1 0
(123 4 123 4
123 4717 2

B 123 4
213 4% 1214 3 12 4 3)[°

Aritati ci: a) Gjeste grup in raport cu inmultirea matricelor; b) G, este grup in raport cu

compunerea permutarilor. ¢) (Gy,-) = (G3,°)
2) Sa se arate urmatoarele izomorfisme de grupuri:

T TR T

0
o (G={I, My, My, M3, My, M5}, )= (H {e,p,p%,5,7,5}, ),unde 12_[ ]M1 [ | _1],

L I B I L i L O T
o 3l 3 el 3 2o ()=t

3) Fie G:“x “””]
0 1

apoi ci (G,)= (R*,-) .

xe R*} . Si se determine a,b € R* astfel incat (G,-) sa fie grup si aritati

17.1) Se considera matricea A =

S =
i —
S O =

Si se arate ci G ={A”" |n € N} impreuni cu operatia de inmultire a matricelor formeazi un grup

abelian. Indicati un grup de numere complexe izomorf cu G.

2) Aritati ca grupul de simetrii ale triunghiului echilateral si grupul de matrice permutare
(ex. 24.2) de la grupuri, sunt izomorfe.

3) Aritati ca grupul de simetrii ale triunghiului echilateral de varfuri 1, 2, 3 este izomorf cu grupul de

<. 1 2 1 2 3 1 2 3] » 1 2 3
permutiri din S3, H ={e, 0, 6,1, Y, 0} unde e = , 0= ,0° = y

1 2 3 31 2 31 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
= 5 ’Y = N 8 = .
1 3 2 321 213
4) a) Construiti tabla legii grupului G al simetriilor unui péitrat cu varfurile 1, 2, 3, 4 (Aplicatiei

12 3 4
12 3 4’etc');

b) Asociati fiecirei transformiri de la a) o permutare din S4 si aratati ci multimea acestora

identice i se asociazi permutarea identica e = [

impreuna cu operatia de compunere este grup izomorf cu cel de la a).
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5) a) Construiti tabla legii grupului G al simetriilor unui dreptunghi (care nu este pitrat) cu

2 3 4
e 4,etc.).

b) Determinati un izomorfism de la grupul de la a) la grupul multiplicativ (H ,-), unde

o I e Y ]

11 x
18. Fie multimea G =10 0 1|x€2Z+1¢.
001

varfurile 1, 2, 3, 4 (Aplicatiei identice i se asociaza permutarea identici e = [

a) Aritati ca (G,-) este grup abelian. b) (G,)=(2Z,+); ¢) (2Z,+)=(3Z,+); d) Determnati
Aut(3Z,+).

0001
. . 1000 . . k % .
19. Fie matricea A= 100 si multimea G ={A ‘keN }. Considerim G ={e, 6y, 65,03}, unde
0010
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 12 3 4
= ,01= » 0 = »03 = .
1 2 3 4 4 12 3 3412 2341

Aritati ci: a) G este grup abelian in raport cu operatia de inmultire a matricelor; b) G; este grup

abelian in raport cu operatia de compunere a permutirilor; ¢) G =Gy ; d) G este izomorf cu grupul

2k 2k —
multiplicativ G, = {cosT”+ isin 4"; kel, 4} ?
1 0 a
20. Se considera multimea G={—a 1 —a? |a €R}. Aritati ca G impreuni cu operatia de
0o 0 1

inmultire formeaza grup abelian izomorf cu grupul (R,+) .

1 Ina 0
21.Fie G=1|0 1 0fla>0;.Aritati ca (G,-) este grup abelian izomorf cu (R’_‘,,,-)
0 0 a
2 -1 -1 111 1
22. Fie A=(—-1 2 —1| si B=|1 1 1{, iar Mtz—%Aﬂ—EtzB si G:{MtteR*}.
-1 -1 2 111

Aritati ci (G, = (R,
23. Aritati ca functia f :(M,(C),+) — (C,+), f(A) =Tr(A), unde Tr(A) este urma matricei A,
este morfism surjectiv de grupuri.
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a 0 a
24.Fie M =1|0 k O‘a,kGC* , atunci:
a 0 a

1) (M,-) este grup abelian; 2) (M,-) are un subgrup izomorf cu (Q*,-) .
a 0 ib

25.Fie G=1{A4,,=[0 0 0 ‘a,bE]R*,az-kazO,iZ:—l )
ib 0 a

Aratati ca (G,-) este grup izomorf cu (C*,)) si calculati AIZ’({OI_

0

26. Fie matricea A = ,x,y €[—1,0). Si se determine x, y astfel incat impreuni cu

S o <o =
S e <o <

0
00
01

inmultirea matricelor multimea {A" |[n € N*} si fie grup izomorf cu (Zy,+).

27.1) Fie M =2 ,Pe P(M) definim operatia X +Y = (X NCY)U(CX NY). Aratati ca:
AX+X=0,(V)XeP(M);

b) (P(M),+) este grup abelian.

2) Fie G = 'P(I ) multimea functiilor reale care admit primitive pe I. Atunci:

a) (G,+) este grup abelian;

b) G'= {Ff :G— G| fe G,Ff h)=f+ h} cu compunerea este grup abelian izomorf cu G.

a

b
3) Fie f,g:[a,b]— R, functii continue si Gf =[fc G]R|fc =f(f(x)+c)dx,c€]R y

b

Gy = {gc ER|g, = [(g(x)+c)dx,c € R} si operatiile f, % for=foi o (V)ferfo €Gy i
a

g o8 =8c+c'» (V)88 EGg -

a) Aritati ci (G f,*), (G

g,o) sunt grupuri abeliene izomorfe cu (R,—l—);

b) Daci G| f):{Fc :Gy —>Gf|ch ( fc,): fox fors (V) for er} ,atunci Fy este bijectivi, (V)f, €Gy
si (G( f ),o) este grup abelian, unde o este compunerea functiilor si (G(f),0)=(G(f),*).

—1 1
28. Fie functiile fi, f>,f3:R—{0,1} — R —{0,1} definite astfel: f;(x)=x, f3(x)= x—, S3x) :1—

x —x
si G={f1,f2,f3}. Aritati cid G impreuni cu operatia de compunere a functiilor formeazi un grup

izomorf cu (Z3,+).
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29. 1) Fie multimea: G ={f,, : (2,00) —(2,00), f,(x) =2+ (x — 2)2n ,mEZ}. Aritati ci (G,o) este

grup abelian izomorf cu (Z,+)

2)Fie H={f:R-oR[f(x+y)=f(x)+f(y)x,yER},
G={f:R—(00)|f(x+y)=f(x)f(y)x,y ER}.

Aritati ca (H,+) = (G,").

30.* Aratati cad urmitoarele perechi de grupuri nu sunt izomorfe:

a) (Q,+), (Q",) 3 b) (Q%,), (Q,)50) (R*,), (RY,) ; d) (Q*,), (R*,);€) (R*,), (C*,).

31.* Sa se arate ca singurul morfism de grupuri de la grupul (Q,+) la (Z,+) este cel nul.

32.% S se arate ci singurul morfism de grupuri dela (Z,,,+) la (Z, +) este cel nul.

33.% Sa se determine morfismele de grupuri de la (Z,,,+) la (Z,,+) . Determinati morfismele de

laZgla Zy4-

34.% 1) Aritati ci exista izomorfismul de grupuri: 1) Zj X Zy = K (grupul lui Klein); Z, X Z3 = Zg .

2) Zpy XLy = Ly <> (myn)=1,m,n € N*.

B 1 3x
35.% Fie G = Ax,y= R

Sy

x,y € Z151 C My(Zys) -

1)Aratati ca (G,-) este grup abelian.
2) (G") = (Z15,+) .

4a . 1 4da
a€Zipp $1Gr=14¢p=|. .
6b 1

36.% Fie Gy ={A, = ab €Zyyt-

6a

Aritati ci (Gy,") =(Gy,") .

1 2a 2
37%Fie G={A,p=[3a 1 0|abeZg ,Glz{Aaaanﬁ} siGZ:{Aa6a€Z6}.
3 0 1

1) Aritati ca (G,), (Gy,), (G,,*) sunt grupuri.
2) G:Gl XGZ =Zﬁ XZ6.

at+2b b

N a,b € Zs, det(A) =1}.
4  a+3b

38.% Fie G=1{A, 5 =

1) Aratati ca G este grup comutativ izomorf cu (Zg,+)

2) Determinati subgrupurile lui G.
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Excursie matematica (facultativ)
% %k ok k%

Noftiuni suplimentare despre grupuri finite de permutari. Teorema lui Cayley

Fie X #@. Prin permutare a multimii X se intelege o aplicatie bijectiva f:X — X .

Daca X, ={1, 2, ..., n}, atunci am notat permutarile multimii X,, prin litere grecesti
1 2 .. n

o) 62 .. o))

unde in prima linie figureaza elementele din domeniul de definitie, iar in a doua linie
valorile functiei. Multimea lor am notat-o cu S,,. Aceasta multime tmpreunda cu

o, B, Y, ©.... Structura unei astfel de permutdri este =

operatia de compunere a functiilor formeaza grup (in general necomutativ), numit
grupul permutdrilor de n elemente.

1. (Ciclu) Daca exista multimea {il, i, ...,ir}g{l, 2, ,n} si 68, astfel incat
6(iy) =iy, 0(ip) =13, ...,0(i,_1) =1i,,0(i,) =1 s§i © lasa pe loc celelalte elemente
(adica o(i) =1, iﬁ/{il, iD,....I, }, atunci & se numeste ciclu de lungime r.

Pentru un astfel de ciclu se utilizeaza notatia G:(il,iz,...,ir) sau schematic:
1 234567
1 6 375 4 2
ciclu a=(2,6,4,7) sau a=(6,4,7,2)=(4,7,2,6)=(7,2,6,4).
1 32846 579
32816 4795

pe care o scriem aranjdnd coloanele astfel: daca o(p)=q, atunci coloana care are

De exemplu, permutarea o=

] se poate scrie sub forma de

2. (Orbitele unei permutdri) Fie ¢ = €89 o permutare

in frunte pe q (ca element in domeniul de definitie) se scrie imediat dupa coloana care

are pe p in frunte. De exemplu, (1) =3(p =1, g=23), da prima coloana | |, atunci a

3] .
doua coloand in descrierea lui ¢ este [2 . In acest mod elementele lui ¢ din prima

linie se aranjeaza astfel incdt ©  actioneaza asupra lor  astfel:
1-3—-2—-8—1,4—-6—4,5—-7—9->5.

Submultimile {1, 3, 2, 8}, {4, 6}, {5, 7,9} sunt disjuncte si se numesc orbitele lui G.
Fiecarei submulfimi ii atasam ciclul corespunzator ¢y =(1,3,2,8), cy =(4,6), c3 =(5,7,9)
siin plus 6 = cjcpc3 =(1,3,2,8)(4,6)(5,7,9).

Verificati ca acesti cicli, fiind pe multimi disjuncte, comuta intre ei!
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Ciclii care nu sunt pe multimi disjuncte, in general, nu comuta!
Fie 6=(1,3,2,4),=(1,7,6,2), 6,3 S7. Atunci aff=(1,3,2,4)(1,7,6,2)=(1,7,6,4)(2,3)

1 2 4,2 1
deoarece B 7 " 7,7 B 6 " 6,6 B p” . B p” 3,

2 .
3[53&’5[55&5

Analog, Ba.=(1,7,6,2)(1,3,2,4) = (1,3)(2,4,7,6) .
Exercitiu. Aratati ca avem egalitatile:
1 23 456 7

1 2 3 45
[ =(1,4)2,5); 2) [ =(1,3,5)(2,4,6).

4 5 31 2 34561 27
3. (Produs de cicluri scris ca produs de cicluri disjuncte). Fie o.,,7 € Sg, 0= (1,4,3,2),
B=(1,6,2,5),y=(1,5,3,6,2). Atunci: afy=(1,4,3,2){1,6,2,5)1,5,3,6,2) = (1,4,3)(2,6,5)
deoarece:

Linia punctata separa cele doua cicluri disjuncte.

Exercitiu. Aratati ca au loc egalitatile (in dreapta lor sunt produse de cicli disjuncti):
1) (1,9,2,3)(1,9,6,5)(1,4,8,7) = (1,4,8,7,2,3)(5,9,6) ;

2)(1,4,8,7)(1,9,6,5)(1,5,3,2,9) = (1,4,8,7)(2,6,5,3) .

k

4. (Puterea unui ciclu) Fie 6 € S,,. Atunci 6° =GoGo...o0, un G apare de k ori in

compunere, k € N*. Dacd o este ciclu, atunci ok va aplica fiecare intreg din ciclu
cu k locuri mai departe.
Fie ciclul 6 =(1,2,3,4,5,6,7,8,9) . Atunci:

7 SAh———h——h A
o2 =(1,3,5,7,9,2,4,6,8) = (1,3,5,7,9)(2,4,6,8) {1 2 3 4 56 7 89)
\_/V\_M

o> =(1,4,7,2,5,8,3,69) = (1,4,7)(2.58)3.69) (I 2 3°4 5 67 8 9)
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5. (Orice permutare este produs de transpozitii) Orice ciclu este produs de transpoziti.
Se verifica usor ca: (iy,ip,...,i,) = (i;,i;)(iy,iy_1)...(i1,13)(i,ip ) . De exemplu,
6€8q,0=(1,4,5=(1,5)(4).

Exercitiu. Verificati egalitatile:

1) (1,9,2,3)(1,9,6,5)(1,4,8,7) = (1,3)(1,2)(1, 7)(1,8)(1,4)(5,6)(5,9) ;

2) (1,4,8,7)(1,9,6,5)(1,5,3,2,9) = (1,7)(1,8)(1,4)(2,3)(2,5)(2,6) .

Teorema lui Cayley

Grupurile de permutari pot servi ca modele pentru toate grupurile.
Mai precis, orice grup este izomorf cu un grup de permutari. De aici decurge
importanta grupurilor de permutari in algebra. Are loc urmatoarea

Teoremda (Cayley). Orice grup este izomorf cu un grup de permutari.

Demonstratia contine trei pagi:

1) Constructia permutarilor;

2) Multimea acestor permutdri cu compunerea este grup;

3) Izomorfismul dintre grupul dat si cel de la 2).

Fie G un grup. Permutarile pe care le utilizam in demonstratie sunt aplicatii definite
pe multimea G.

Pentru fiecare a € G, definim f,:G — G, f,(x)=ax, (V)x €G. Sa probam ca f,
este bijectiva.
Din f,(x)= f,(y), x,y €G rezulta ax=ay, iar de aici prin simplificare la stinga

cu ain grupul G deducem x=y. Aceasta aratd ca f, este injectiva.
Fie be G (codomeniu). Atunci x=a e si fa(x)=ax= a(a_lb) =b, ceea ce

arata ca f, este surjectiva (b a fost ales arbitrar din G).
2) Sa aratam acum ca mulfimea G'= {fa|a € G}, Tmpreund cu operatia de

compunere a permutdrilor este un grup.
Verificam axiomele grupului.
Compunerea permutarilor pe G' este lege interna. Intr-adevar, fie f,, f, € G. Atunci:

(fa Ofb)(x):fa (fb(x))zfa (bx):a(bx)z(ab)xzfab(x), (V)xGG.

Deci fyofp=fap €G'.
Compunerea functiilor intotdeauna este asociativa. Ramdne la fel si in acest caz
particular.

112



Elementul neutru este f,, unde e este elementul neutru din G, deoarece f, o f, = fz0 = f4

§i fe Ofa :fea :fax unde fg(x)ZX, (V)XEG.

Elemente simetrizabile. Pentru f €G',f |, €G' este simetricul, deoarece
a a

a

~1
Lo f = f = fesif o of, =f . =feDeci (£, | =1 .

a aa a

3) Sa aratam izomorfismul de grupuri (G,‘) = (G',o).

Fie F:G—G' F(a)=f,. Functia F este bijectivi deoarece este injectiva
(F(a) =Fb)=f,=fp=a :b) si surjectiva (Pentru f, €G', luam a€G cu
F(a)= f,).

Functia F este morfism de grupuri, deoarece F(ab)= f,;, = f,- fp =F(@)F(b), Va,bcG.

Cu aceasta teorema este complet demonstrata. m

Aplicatii. 1. Fie grupul (G:{:I:l,:l:i},-). Sa determindam grupul G' de permutari cu care G este
izomorf.

R. Conform teoremei G':{fa :G —>G|a €aG, fa(x)zax}. Deci G':{fl, JS—1> fi» f_i}, unde
X)) =x,(V)x €G, f_1(x)=—x,(V)x €G, fi(x)=ix,(V)x €G, f_;j(x)=—ix,(V)x EG. Functia
care realizeaza izomorfismul este: F :G—G', F)=f1,F(—D)=f_1,F(i)=f;, F(—)=f_;

sau cu ajutorul tablei:

e N o | S i S
1] 1 -1 i —i h| h -1 i f=i
-1|-1 1 —i i —F>fa|fa h L
il i —i -1 1 fi | i foi f-4 A
—il—i i 1 -1 fmil i i ”h [

P

Compundnd functiile din G' in tabla legii gdsim ca ea coincide cu cea din dreapta. Din acest motiv
spunem ca grupurile (finite— pentru care utilizam tablele) sunt izomorfe daca au tablele la fel
Structurate.

2. Fie (G = {ﬁ,:l, 8, §} CZyp» ) grupul multiplicativ cu element neutru e = 6. Si se determine grupul

de permutari G' cu care este izomorf G.
R. Definim permutdrile din G' astfel: fi’ f:‘, fg, fg :G—G, fi(x) = ix,f;‘(x) = le, fg(x) = 8x,

fé(x) = éx, (V)x €G. Functia care realizeazda izomorfismul este: F :G —G', F(i) :fi,F(:l) = f:‘,

F ((AS) = fg, F (§) = fg . Tabla lui G si a imaginii i prin F sunt date mai jos.
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L fp 13
Ll fy fz 5 £
fyg o fi /s
el i T N3
g1 e f fz N

Prin calcul verificati veridicitatea tablei a doua (de exemplu, fi o f;‘(x) = fﬁ (le) =8x= fg(x) )-

B> 00> N> N 0>
Jm
=

S\ N> 00> B>
[T - S Y
0> N> A NS

> > B> N .

Deci, cele doud grupuri sunt izomorfe.

e

se determine grupul de permutdiri G' cu care este izomorf grupul G.
R. In loc de I 2 Scriem fy, iar in loc de f My, scriem simplu  fy,, k =1, 2, 3. Permutdrile cerute sunt

Joo i :G—G, k=123, unde foX)=LX=X, fi(X)=MX,f>(X)=MX, f3(X)=M3X,(V)X €G.
Izomorfismul estedatde F :G —G', F(Iy)= fy, F(My) = f1, F(M3)= f,, F(M3)= f3.Avem tabla:

3. Fie grup multiplicativ. Sd

- | My My My o |fo fi 2 f3
I | I, My M M;j folfo 1 f2 f3
My My My I, Ma—Ssqi | i f3s fo £
My | My I, M3 M Ll fo f3 A
M3 | M3 M; My I f3lfs i fo

In plus, tabla pentru G' coincide cu tabla a doua.
De exemplu, fyo fi(X)=fi(M1X)=M{X = M3X = f3(X), (V)X €G. Deci G =G".

K sk osk sk ok
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REZUMATUL CAPITOLULUI

Notiuni. Proprietati

Explicitare. Notatii

Exemple

Lege de compozitie
interna

M=
f:MxM—>M

(x,5)— f(x,y). Pentruf
se utilizeazi diverse notatii:
*, 0,71, Us D...

(M, f) = structura
algebrica

DM=12) cu xsy=xy—x—y+2.
Pentru x,y € M siaaratamca xxycM .
Observimci xeM S1<x<2e0<x—1<1,
evident. Deci, x*xyeM S 0<xxy—1<1&
<0< (x—1)(y—1)<1 evident.

1 a
2)M={A(a):[0 1]

inmultirea a matricelor.

Pentru A(a), A(b) € M sa aritim ca
A(@)AD)eM .

Avem: A(@)A(b)=A@+b)eM .

ac ]RJ cu operatia de

M finita, legea se da prin

tabla legii (Cayley):
* | ... a ,l
a; a; xa J

M ={1,2,3} cu x * y =min(x,y)

Parte stabila

(M ,*) structura
algebrica,
HCM,H =2 este

parte stabila a lui M
in raport cu,, *

Vx,yeH=xxycH

1) M ={0,1,2,3} cu x * y = restul impiirtirii
lui x +y la4, este parte stabild alui N .

Rezulta din tabla legii
12
12
2 3
30
01
2) M:{A(a): cose —sina e/\/b(R)IaelR}
SIot CcoSQL

este parte stabili a lui M,(R) in raport cu
inmultirea matricelor.

Trebuie probat ci pentru A(a), AB) e M =
= A(WAPB)EM . Avem A(WAP) =
=A(a+B)eM.

Proprietiti generale
ale legilor de
compozitie:

P;. Asociativitatea

(M %) structura algebrica

M=Rcuxxy=x+y—1

(xxy)xz=x*(y*z),
(V)x,yzeM

Avem:

(xxy)sz=(x+y—Dx*xz=
=x+y—1+z—-1=
=x+y+z—2 @
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xx(yxz)=x*x(y+z—1)=
=x+y+z—1-1=
=x+y+z—-2

Din (1) 5i (2) = ,, * *“ este asociativa

(2)

P,. Comutativitatea

xxy=yxx,Vx,yeM

01
matricelor. Trebuie aratat ci :

A(a), AB)EM = A()A(B) = A(B)A(a)
Avem:
A(WAPB)=A(a+B)=AB+a)=AB)A(x)
deoarece aa+B=B+a

M:{A(oc): o

|0c € R} cu inmultirea

P;. Elementul neutru

P,. Elemente

e € M este element neutru
pentru ,, * ““ daca
xxe—exx=x,VXEM

M=Rcuax*xy=xy+x+y
xxe=x,VxER S xe+x+e=x&
Sxe+1)=0=e=-—1

X €M este simetrizabil in
raport cu ,, * *“ daci existi
x'eéM cu

M=Zcaxxy=x+y—xy
Se obtine: ¢ =0.
Din x«xx'=0=>x+x"—xx'=0=

simetrizabile x*x'=x'*x—e
(x")'=x e Daci * =+, atunci x' este sx'l—x)=—x=x'=— ,x=1
(x*y)'=y'sx' opusul luix, x'=—x ., X
e Daca x =-, atunci x' este Din x'€Z = x €{0,2}.
. . _1 Pentrux =0=-x'=0;pentrux=2=x"'=2
inversul luix, x'=x
Monoid M) (xxy)xz=x=x(y*2z), |(Z,+) =monoid aditiv al numerelor intregi.
M,x),M=2 cu |vx,yzeM M,) + este asociativi pe Z
axiomele: M,) e =0,deoarece x+0=0+x=x,VxE€Z

M) ,, * “ asociativa
M,) element neutru

M,) Je € M , astfel incat
xxe—=exx=x,VxEeM

Grup

(G,%),G =3 cu
axiomele:

Gy) ,, * “ asociativa
G,) element neutru
G;) elemente
simetrizabile

Gy (xxy)xz=x%(y*2),
Vx,y,2€G

G;) FeEGxxe=exx=x,
Vx eG

G3) x€G,Ix'EG, x*xx'=
=x'sx=e,Vx€G.

1
G:R_{E}’ xxy=2xy—x—y+1

Gp) (x*y)sz=2xy—x—y+1)*z=
=22xy—x—y+Dz—2xy+x+y—1—z+1=
=dyz —2Axy+xz+y)+x+y+z, (@D

xx(y*xz2)=x*Qyz—y—z+1)=

=2xQ2yz—y—z+)—x—Q2yz—y—z+D+1=

=dxyz —2xy+xz+yz)+x+y+z (2)

1)si (2) = ,,* “asociativa;

G) xxe=x,VxEG & 2xe—x —e+1=1x,
Vx€EG < ex—1)=2x—1,Vx€G =
=e=1€G

G3) x€G,Ix'EG,xxx"'=e =

2xx'—x—x'+1=1&x"'=
2x —1

Avem x'z%(:}szZx—l
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Grupuri speciale:
1) Grup abelian
Grupul (G,*) este
abelian (comutativ)
daca: Gy),,*“
comutativa

Gy xxy=y*x,Vx,y€G

Gy
xxy=2xy—x—y+1=2yx—y—x+1=
=yx*x,Vx,y €G

2) Grup ciclic
generatde x €G .
Ordinul unui
element x €G

<x >={xk|k€Z},
puterile intregi ale lui x.
ord(x) =n daci x" =e si
n € N este cel mai mic

numar cu aceasta
proprietate.

ieC=<i>={i*|kez)={-11,~i—i}.
ord (—1) =2 pentru ca (—1)2 =1,o0rd ()=4

deoarece i =1

3) Grup finit

G are un numar finit
de elemente. Acest
numar este ordinul
grupului

1) Grupul radéicinilor de ordin » ale unit:itii
U,={zeC|z" =1}, U,,")

2) grupul claselor de resturi modulo » in raport
cu adunarea: Z, ={0,1, ..,n—1},(Z,,,+)

Subgrup

(G,*) grup si
HCG,H=o

(H ,%) este subgrup
al lui G daca (H,x)
este grup

Criteriu
(H,%) este subgrup daca

‘v’x,yEH:x*y_IEH

(Z,+) subgrup al lui (Q,+)
(Q,+) subgrup al lui (R,+)
(R*,-) subgrup al lui (C*,-)
(nZ,+) subgrup al lui (Z,+)
x =nky, y =nky,k1,ky €Z =
=>x—y=nlky—ky)EnZ

Morfism de grupuri

(Gl %) (Gz »0) gl'llpuri.
f :Gy — G, este morfism
de grupuri daca

fxxy)=Ff(x)e f(y)
Vx,y €Gy

f: (]R,+) — (R*,-), fx)=e*

f(x+y):ex+y :ex-ey =f(x)f(y)’
(V)x,y€R

Izomorfism de gru-
puri

f :Gy — Gy ,daca
1) f este bijectivi;
2) f este morfism de grupuri

(R,+) =((0,00),°)

fiR—(0,00), f(x)=e".
1) f este bijectiva

. |2) f este morfism de grupuri

fx+y) =" =e*.e¥ = f(0)f (),
Vx,yeR
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Teste de evaluare
TESTUL 1

VARIANTA A

1. Fie G=(2,00) si pe R legea de com-
pozitie: xsxy=xy—2x—2y+a,x,y,acR.
Sa se determine a astfel incat G si fie parte
stabild alui R in raport cu legea ,, * .

2. Pe multimea R a numerelor reale se
considerd legea de compozitie interni
x*y=xy+x+my. Sa se determine m € R
astfel incat legea si fie asociativa.

3. Fie a,b € R* .Pe multimea (0,00) definim

operatia x %y = ealnx_blny, Vx,y >0.
Sa se determine a si b astfel incét legea sa fie
comutativa si asociativa.

4. Pe multimea E ={1,2,3,4} se defineste
legea de compozitie x*y = restul impar-

tirii lni x” la 5, pentru orice x,y € E .

Fie A:{x€E|4*x=1}, S= Y x,
XEA

B={x EE|x*4=3}. Si se determine S si B.

5. Fie multimea matricelor:
A@=|' “|acr
a)= ,a .
01

1) Demonstrati ci M impreuni cu operatia
de inmultire a matricelor formeazi grup
abelian.

2) Aritati ca grupurile (R,+) si (M,-) sunt
izomorfe.

3) Calculati A", n € N*.

M = [A(a)

6. Se considerd in Z sistemul :
ax + éy + 3z = i
éx + ay + iz = 8
3x + iy + 2lz = 3
Fie A={a € Z, |sistemul este compatibil},
S=Yasi V= ;2 +;2 +22, unde (x,y,z)
acA

este solutia sistemului pentru a =2. Si se
determine S si V.
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VARIANTA B

1. Sa se determine a €R pentru care
multimea A= [a,oo) este parte stabila fata

de operatia x*xy=xy+x+y.

2. Sa se determine valorile parametrului real a,
astfel incit legea de compozitie pe R, definita
prin x*xy=a(x+y)—xy,Vx,y€R sa fie
asociativa.

3. Pe R se defineste legea de compozitie
x %y =xy+ 2ax + by, x,y,a,b € R. Determi-
nati toate valorile lui a si b astfel incit legea sia
fie comutativa si asociativa.

4. Pe multimea G = (2,00) se defineste legea
de
Vx,y €G. Fie Sjsuma elementelor nesi-

compozitie xxy=xy—2x—2y+6,
metrizabile in raport cu legea ,,x“ si S,
suma solutiilor ecuatiei x+*x=11. Sa se
precizeze Sy si S5 .

5. Fie multimea matricelor:

1 x 0
G=1A(x)=[|0 1 0 |xeRt.
0 0 3*

1) Aritati ci G impreuna cu operatia de
inmultire a matricelor este grup comutativ.
2) Aratati ca grupurile (R,+) si (G,-) sunt
izomorfe.

3) Si se calculeze A"(2).

6. Se considera sistemul de ecuatii cu

x+y+z=1
coeficienti in Zs : 2x + 3y +z=1

le + 4 y+ 3z = i
sistemului

Fie A, S determinantul si

respectiv suma solutiilor. Sa se determine A
siS.



7. Sa se arate cd multimea:

o AR T

este subgrup al matricelor péatratice de ordin
doi inversabile in raport cu inmultirea.

TESTUL 2
VARIANTA A

1.Pe C definim operatia z; xzp =(1—i)z1z .

1) Este asociativa legea ,, % “?

2) Sa se determine elementul neutru al
operatiei.

3) Sa se rezolve ecuatia zx(1+i)=2i,
zeC.

2. Pe intervalul (1,00) se considerid operatia:

xxy=14(x— )80 85 se arate ci:
1) legea ,, * “este o lege de compozitie pe (1,00) ;
2) legea ,, * * este asociativa si comutativa.
3.Pe Z se consideri legea:
xxy=xy+ax+7y+b, a,beR
Sa se determine a, b pentru care legea ,, %
este asociativa.
4. Sa se determine valorile parametrului real
A astfel incit intervalul (1,00) sa fie parte
stabili a multimii R in raport cu legea:
Xxy=xy—x—y+A—2.

5.Pe R se definesc legile de compozitie:
axb=3a+3b+5ab+2,
aob=2a+2b+2ab+1.
Si se rezolve sistemul:
(x+y)*4=60
{(x—y)03=39.
6. Fie t€R fixat. Pentru a >0 definim

ax+t—at,x <t

:R—R, f(x)=
Ja S () lx+r—i,x2t.
a a

1) Sa se arate ca M:{fa|a>0} are

structurd de grup in raport cu operatia de
compunere a functiilor.
2) Sa se arate izomorfismul de grupuri:

(M,0)=(RY,).

7. Sa se arate ci multimea:

o TR

este subgrup al matricelor din M, (C)
inversabile in raport cu inmultirea.

VARIANTA B

1. Pe C se defineste operatia: zy%zy =
=12y +i(z +23)—1—i.

1) Sa se arate ca ,, * * este asociativa.

2) Sa se determine elementul neutru.

3) Sa se rezolve ecuatia zx(2—i)=3+1i,
zeC.
2. Sa se determine m € R pentru care legea
x*xy=xy+3x+5y+ m este asociativa
pe R.

3.Pe R se consider:i legea :
xxy=xy+a(x+y)aclR.

Si se determine a pentru care ,,x ‘ este
asociativa.

4. Pe R definim operatia x*y=uxy—

—4(x+y)+o. Si se determine o€R
pentru care multimea G = [4,00) este parte
stabild alui R inraport cu,, * .

5. Pe R se defineste legea de compozitie
axb=ab—2a+b)+6. Fie S suma ele-

mentelor din R care coincid cu simetricele lor
fati de legea ,, * “ si

A={x ER|x*xxx+25=0}.
Precizati S si A.
6. Se consideri functiile:

3 3
fi :R—{ %}—H&fl(xhx, fz(x)=% ,
x—+3
1+ x\/§ )

1) Sé se arate cd G ={fy, f>,f3} este grup

f3(x)=

in raport cu operatia de compunere a
functiilor.
2) Sa se demonstreze izomorfismul de
—14i3
5 .

grupuri: (G,o) = [{l, ,



a b
7. Fie M =4|. .
01

a,b EZ7]. Sa se deter-

11
mine ord (A), unde A=|, _|.
01
TESTUL 3 (grila)
VARIANTA A

1. Pe R se defineste legea de compozitie
xxy=xy—2x—2y+m,mcR. Legea de
compozitie admite element neutru pentru:
aym=4;b) m=6;¢c) m=—6.

x 0 x
2. Fie M=1A(x)=|0 0 0|xcR*!CAME([R)

x 0 x

si operatia de inmultire a matricelor. Atunci
elementul neutru din M in raport cu
inmultirea este:

a) I3;b) nu exista; ¢) A[%] .

3. Pentru orice x,y €R se defineste legea

xxy=Ine* +e7).
ecuatiei (x *x)*x =0 este:

Multimea solutiilor

a) {—In3};b) {In\/3}; ¢) {—ln%}.

4. Pe multimea Z a claselor de resturi
modulo 7 definim legea de compozitie
axb=ab +§(a +b)+ 6. Daci x' este sime-
tricul lui x in raport cu legea de compozitie
»k ¢ notam A ={x € Z7|x' =x}. Atunci:
a) A={1,2};b) A={1,3};0) A={2,4}.

5.1n Zg se consideri sistemul:

6x+4y+5z=1.
Daca A este determinantul matricei siste-

mului, (¥,y,Z) solutia sistemului si a=+

a b
7. Fie M =4|. .
01

a,b EZ7]. Sa se deter-

0 i]'

VARIANTA B

[FSH)
[—2)

mine ord (A), unde A =

1. Pe R se defineste legea de compozitie
x %y =xy—ax+by . Valorile lui a, b pentru
care (R,*) este monoid sunt:

a) @a=b=0sawua=—1,b=1); b) a=1,
b=—13;0)a=1b=2.

3¥00
2. Fie M={A(x)=|0 1 0|xcR;CAMR)
0 x 1

si operatia de inmultire a matricelor. Atunci
elementul neutru din M in raport cu
inmultirea este:

1
a) A1) b) A(0);¢) A[E] .
3. Pe C se consideri legea de compozitie:
xxy=xy—i(x+y)—1+i. Multimea solutiilor

ecuatiei (x *x)*x =141 este:

a) {£1,+i};b) {£i,1+i};¢){11+4,0,2i}.

4. Pe multimea Z se defineste legea de com-
pozitie: xxy=2xy—3x—3y+6. Daca p
este numirul elementelor simetrizabile in
raport cu legea ,, * ¢, atunci:

a) p=1;b) p=2;¢) p=3.

5.1n Zs se consideri sistemul:
3x+2y+z=1
X+ 3 y + iz = 3
2x +y+ 3z =0.
Dacd A este determinantul matricei siste-

mului, (x,y,z) este solutia sistemului, iar
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+§2+Zz,atunci:
a)A=3,0=2; b)A=5,a=4; c)A=3,

a=5.
6. Pe R se defineste legea de compozitie:
xxy=2xy—6x—6y+21.

Atunci: x*x*..xx, x ER,n €N* este egal
—
n
cu:

a) 2" L(x—3)" 13,
b) 2" L(x—6)" +3;0) 2" L(x —2)" + 3.

7. Fie G =(2,00) si legea xoy=xy—2x—
—y+6s5iG'=3,00 si legea xxy=xy—3x—
—3y+12, iar f:G—G' izomorfism de
grupuri, f(x)=mx +n . Atunci:

a) m=n=1; b) m=n=—-1; ¢) m=1,
n=-—1.
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-2 -2 -2 .
B=x +y +z ,atunci:
a)A=3,p=3; b)A=3,B=1; c)A=35,
B=3.
6. Pe R— {%} se defineste legea de compo-

zitie: x %y =2xy —x— y+ 1. Atunci:

1
x*x*...*x,xER—{—},neN* este egal cu:
N———— 2

n

1 1 1
a) —Q2x—1D"+1; b) —QRx—1D"+—
)2( ) H )2( ) 5

1

3°

7. Pe Z se consideri legile :

Xoy=x+y+5 xxy=x+y-—5, iar
[ :(Zyo) = (Zyx), f(x)=x+m,mecR un
izomorfism de grupuri. Atunci:

aym=1;b) m=10;¢c) m=9.

) %(Zx -+
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2. INELE SI CORPURI

In acest capitol se studiazi dous structuri algebrice mai complexe decét cele abordate in capitolul
precedent si anume cele de inel si corp. Se considera o multime nevidi impreuni cu doui operatii
si un set de axiome pentru aceste operatii. Sunt ilustrate exemple semnificative de inele si corpuri.
Se dau reguli generale de calcul intr-un inel si corp. O atentie speciald este acordati inelului de

polinoame, de nedeterminati X, cu coeficienti in corpul K € {Q, R,C,Zy, p prim} , K[X].

Este prezentati aritmetica acestui inel in care domina cele doui teoreme fundamentale: teorema
impartirii cu rest si teorema de descompunere in factori ireductibili. Numeroasele exemple vin sa
ilustreze partea teoretici. Sunt prezentate, in particular, polinoame cu coeficientiin Z, Q si R si
se dau caracteriziri ale riadacinilor acestora; se evidentiazi relatiile intre ridacinile polinomului si
coeficientii acestuia (relatiile lui Viete).
Ultima parte a capitolul se refera la rezolvarea ecuatiilor cu coeficienti intregi, rationali,
reali, complecsi. Problemele rezolvate contin una sau mai multe metode de abordare
prezentate detaliat.
Problemele propuse ilustreaza prin varietate toate conceptele teoretice discutate, ele avand
corespondent in problemele rezolvate.
Istoric. Conceptele de inel si corp s-au impus in secolele XIX-XX. Matematicianul german
Dedekind (1831-1916) — si-a luat doctoratul sub conducerea lui Gauss (1777-1855) — este
considerat ,,fondatorul algebrei abstracte“. El a introdus conceptele de inel si corp.
Dedekind este cunoscut in analiza matematica prin tehnica de constructie a numerelor reale
utilizind conceptul de ,,tdieturi* (a lui Dedekind). Contributii remarcabile in domeniul
algebrei abstracte a avut matematiciana germana Emmy Noether (1882-1935).
Problema rezolvabilititii ecuatiilor a fost tratata de Lagrange, Ruffini si Abel.
Dar cel care o abordeaza aprofundat este E. Galois (1811-1832). F. Viete (1540-1603,
matematician francez) este considerat unul dintre creatorii algebrei, stabilind relatii
intre ridicinile si coeficientii unei ecuatii algebrice.

PIONIERI AI MATEMATICII

R. DEDEKIND (1831-1916) A.E. NOETHER (1882-1935)

Matematicieni germani

CONTRIBUTII CONTRIBUTII
* algebrda abstracta ® algebra abstracta
* analizia matematica ® teoria relativitatii
o Inele 124 e Inele de polinoame cu coeficienti
o Probleme propuse ......cc.cceuereee 142 intr-un corp comutativ .
o Corpuri 145 e Probleme propuse...
e Probleme propuse .........ccceeeunee 163 o Teste de evaluare.........cceeureneee
e Morfisme si izomorfisme
de inele si corpuri.......... 164

e Probleme propuse 174
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2.1. INELE
1. DISTRIBUTIVITATE

Structurile algebrice (Z, +), (Z,-) au fost pentru noi primele exemple de monoizi.

Mai mult (Z, +) a devenit mai tarziu grup abelian (chiar ciclic). Totusi, asa cum ati
avut ocazia sa studiati pand acum fin liceu, aceste structuri sunt reunite impreuna
pentru a da ceea ce se numeste Tn matematicd structura de inel. Una din legile
importante ale aritmeticii elementare este distributivitatea inmultirii In raport cu

adunarea a(b + ¢) = ab + ac, (b + c)a =ba + ca, (V)a,b,c€Z.

Dacé se incearcd sd se reuneascd, de exemplu, structurile algebrice (Z, +), (Z, o),
unde aob=a+b+ab nu mai are loc distributivitatea legii o 1n raport cu legea +
deoarece ao(b+c):a+b+c+a(b+c):a+b+c+ab+ac, (D)
iar aecb4+aocc=a+b+ab+a+c+ac=2a+b+c+ab+ac, 2)
ceea ce arata ca (El)a, b, ¢ € Z pentru care ao(b+c)¢aob+aoc.

Definitie. Fie * si o doud operatii pe aceeasi multime M.
Se spune ca operatia * este distributiva la stinga fata de operatia o daca:

ve(yod)=(xey)o(eez), (W)x vzeM, ()
Se spune ca operatia * este distributiva la dreapta fatd de operatia o daca:
(vorer=(ysn)e(znn).(V)u v zeM, @

Se spune cd operatia * este distributiva fatd de operatia o dacd este
distributivi la dreapta si la stanga, adica daca au loc (1) si (2).

113

Pentru a arata cd legea ,,+“ nu este distributivd in raport cu legea ,,o“ gasim
X, y, ZE€M pentru care x*(yoz)=(xxy)o(x*z)sau (yoz)*x=(y*x)o(zxx).
Observatii. 1) Dacd operatia * este comutativa, atunci (1) si (2) sunt evident
echivalente si deci se retine ca definitie una din ele.

2) Daca H C M stabila fatd de operatiile x si o iar % este distributiva in raport cu o
atunci proprietatea se pastreaza si pe submultimea H.

Exemple cunoscute

1. inmulgirea este distributivi in raport cu adunarea pe C (si evident pe submultimile lui
CN,Z,Q,R).
2. In multimea matricelor pitratice Mn(C) inmultirea este distributiva in raport cu adunarea

(cum inmultirea matricelor nu este comutativa; aici putem vorbi de distributivitate laterala, la
stanga si la dreapta a inmultirii fatd de adunare).
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3.Pe F (R) considerim adunarea si compunerea functiilor. Atunci se stie compunerea functiilor

este distributivi in raport cu adunarea functiilor (Cum prima operatie, compunerea, nu este
comutativa si aici se poate vorbi de distributivitate laterali) cand avem:

folg+h)=Ffog+fohsi(g+h)of=gof+hof,(V)f, g heF(R).
4. Pe multimea ’P(M ) a partilor lui M, am definit operatiile U (reuniune) si N (intersectie). Stim
ca una din legi este distributiva in raport cu cealalti, adica
AN(BUC)=(ANB)u(ANC),
AU(BNC)=(AUB)N(AUC), (V)A,B,C€P(M).

Alte exemple

1. Pe multimea numerelor reale se consider: legile de compozitie:
a) xoy=x+y—1, xxy=x+y—xy;

b) xoy=x+y-—5, x*y:3xy—15(x+y)+80;

Aratati ca pentru fiecare caz a doua lege este distributivi in raport cu prima lege.
R. Pentru fiecare caz trebuie sa verificim egalitatea (deoarece * este comutativa):

xx(yoz)=(xxy)o(xxz),(V)x y. z€R.
Se calculeaza separat fiecare membru i apoi se compara.
a) Avem: xx(yoz)=xx(y+z—1)=x+y+z—l-x(y+z-1)=2x+y+z—xy—xz—1 (1) si
(xxy)o(xxz)=(x+y—xy)e(x+z—xz)=(x+y—xy)+(x+z—x)—1=2x+y+z—xy—x2—1 (2).

Din (1) si (2) se deduce egalitatea celor doi membri. Prin urmare * este distributiva In raport cu o.
b) Exercitiu.

Probleme propuse

1. Aritati ca a doua lege de compozitie este distributiva in raport cu prima lege pe multimea M in
cazurile:

a) xoy=x+y+Lxsy=xy+x+x,M=7Z;

b) xoy:x+y—3,x*y:xy+3(x+y)+6,M=Z;

V] xoy=x+y—3,x*y=3(x+y)—xy—6,M=]R;

d) zy0zp =21 +22,21 %23 =aqap +ibiby, M =C, z, =ay, +iby, k =1,2.

2. Pe R se consideri legile de compozitie: xoy=x+y+a,xxy=xy+2x+2y+b, a,bcC

Sa se determine a, b, astfel incat a doua lege si fie distributivi in raport cu prima lege.

3.Pe C se consideri legile de compozitie: xoy=x+y+i,x*y=xy+ax+by+c, a,b,c€C.
Si se determine a, b, c astfel incit a doua lege si fie distributivi in raport cu prima lege.

4. Pe MZ(]R) se definesc legile de compozitie: AeB=A+B+cly, A*B=AB +a(A +B)+b12 ,

a,b,c € R . Determinati a, b, c pentru care a doua lege este distributivi in raport cu prima lege.
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2. INELE

Definitie. Se numeste inel unitar un triplet (A, =+, -), A= unde + si -

sunt doud operatii pe A, numite adunarea si respectiv inmultirea pentru care:
Aj) (A, +) este grup abelian;
A») (A, -) este monoid;
A;) Inmultirea este distributivi fata de adunare.

Daca, in plus, inmultirea pe A este comutativa, adicd xy = yx, (V)x, yEA,

atunci spunem ca inelul este comutativ.

Observatii. 1) Folosim pentru inel ca multime litera A de la cuvantul anneau (din
franceza) care Tnseamna inel.

2) Inelul va fi notat de regula cu (A, =+, ) punand in evidentd in acest fel rolul diferit

al celor doud operatii; prima operatie va fi totdeauna cea fatd de care multimea A are
structurd de grup comutativ. Structura (A, +) se numeste grupul aditiv al inelului.
Elementul neutru al grupului (A, +), notat cu 0, se numeste elementul nul al inelului.

A doua operatie este cea distributiva fatd de prima si in plus (A,-) este monoid numit

monoidul multiplicativ al inelului. Se vede ca multimea A are o structurd mai saraca
fata de cea de-a doua operatie, cea multiplicativa. Pentru un inel unitar, elementul
neutru in raport cu inmultirea va fi notat cu simbolul 1, numit element unitate al
inelului. Axioma Aj;) face legatura ntre cele doud operatii.
3) Explicitand conditiile din definitia inelului avem:

G)) + este asociativa;

G,) + este comutativa;
A)) (A, +) grup abelian < { G;) + admite element neutru, notat cu 0, numit

element nul;
G,) Orice element din A are un opus fata de +.

M,) Inmultirea este asociativa;

Ay (A,-) monoid < & .
2) (4,) ! { M,) Inmultirea are element neutru.

Aj;) inmultirea este distributiva fatd de adunare. Grupul de axiome G;) — G4), A;) si
Aj) se numesc axiomele inelului.

Definitie.” Fie (A,+,")un inel. O submultime A’ nevidd a inelului A se

numeste subinel al inelului A, daca legile de compozitie din A induc legi
de compozitie pe A' impreund cu care A’ formeaza un inel.

* Facultativ.
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Observatie. Putem reformula definitia si astfel:

Daca (A,+,-) este inel,iar A'= @, A'C A, atunci A’ este subinel al lui A daca:
1) (A',+) este subgrup al grupului (A, +).
2) (A',-) este submonoid al monoidului (A,-).

Conditiile 1), 2) se rescriu echivalent:

1) (V)x,yeA'=>x—y€eA';
2) (V)xr,yeA'=xycALl€A'.

Definitie. Intr-un inel (A,+,") cu element unitate, grupul (U(A),")al

elementelor inversabile din monoidul (A,-) se numeste grupul
elementelor inversabile (sau inca grupul unititilor) din inelul A.

Exemple cunoscute de inele si subinele

1. Multimea numerelor intregi Z cu adunarea si inmultirea obisnuiti formeazi un inel numit
inelul numerelor intregi notat (Z,+,-). Acesta este un inel comutativ. Elementul nul este 0, iar

elementul unitate este 1.
Multimea rZ a numerelor intregi divizibile prin n este un subinel comutativ al lui Z (fari element

unitate daci n € N*, n >1).

in cazul inelului (Z,+,-) avem U (Z)={-1,1}.

2. (Q,+,-) este inel comutativ, numit inelul numerelor rationale. Cum Z CQ, (Z,+,-) este un
subinel al lui Q . Elementul nul este 0, iar elementul unitate este 1.

Pentru inelul (Q,+,-), U(Q): Q*.

3. (R,+,-) este inel comutativ, numit inelul numerelor reale. Cum Z,Q C R se deduce ca (Z,+,-) s

(Q,-l-,-) sunt subinele ale lui R . Elementul nul este 0, iar elementul unitate este 1. Aici U (R) =R*.

4. (C,+,-) este inel comutativ, numit inelul numerelor complexe pentru care (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-)

sunt subinele ale sale. Pentru (C,+,-) avem U (C) =C*.

Inelele din exemplele 1 — 4 se numesc inele numerice.
5. Inelul format dintr-un singur element (elementul nul) se numeste inel nul. Orice inel care contine
cel putin doui elemente se numeste inel nenul.

6. Daca M # @ este o multime, atunci tripletul (’P(M ),A,ﬂ) este un inel comutativ, unde A se
numeste diferenta simetrici definiti astfel AAB =(A—B)U(B—A),(V)A,BEP(M).

Elementul nul este & , iar elementul unitate este M.
Verificati axiomele inelului comutativ. in acest inel U (’P(M )) ={M}.

7. (Inele de matrice patratice). Multimea matricelor patratice de ordin n, Mn(C) impreuni cu

operatiile obisnuite de adunare si inmultire a matricelor formeaza inelul matricelor patratice de
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ordin n cu elemente din C . Elementul nul este O, (matricea nuli). Acest inel este unitar, 1 = I,

(matricea unitate de ordin r). Cum pentru n > 2 inmultirea matricelor este necomutativi, inelul

(Mn(C), —+, ) este necomutativ. Aici U (Mn(C)) = GL(n,C) ={Ae Mn(C)|det(A) =0} . Acest inel
contine ca subinele pe (Mn R), +, ) , (Mn Q), +, -), (Mn(Z), +,).

Sa observim cid se poate construi un inel de matrice pitratice M, (A) pe un inel comutativ
arbitrar A deoarece si inmultirea matricelor X,Y € M,,(A) dau o noui matrice cu elemente in A si
distributivitatea inmultirii in raport cu adunarea este consecinti a legii analoge din A.
8. (Inele de functii reale). Multimea F(R)={f : R — R}impreuni cu operatiile de

1) adunare,
daci f,g€ F(R),atunci f+g:R—R,(f+g)(x)=f(x)+g(x),xER

si
2) inmultire
daca, f,ge F(R)atunci f-g:R— R, (fg)(x) = f(x)g(x), x €R , formeazi un inel numit inelul

functiilor reale.
Acest inel contine ca subinele:
- (M(R), +, ) - inelul functiilor mérginite,
- (C(R), +, -) - inelul functiilor continue,
- (D(R), +, -) - inelul functiilor derivabile.
Pentru inelul (.’F (R), +, o) avem
U(F®R))=BR)={f :R — R| f bijectie}.
Aceasti problema se poate trata intr-un cadru mai general considerand F (X , A) ={f:X — A},
unde X =@, iar (A, @b, O) este un inel oarecare. Pe aceasti multime de functii introducem doua
legi numite adunarea si inmultirea functiilor si definite dupi cum urmeazi:
(f+&)@)=f()Dgx),
(fg)(x)=f(x)Og(x), x € X.

Daci 0, 1 sunt elementul nul si respectiv unitate din A, atunci
Ox:X >A,0x(x)=0€4, 1: X >A,1(x)=LxeX.

Daca A este comutativ, atunci si F (X ,A) are aceeasi proprietate.

9. (Inelul claselor de resturi modulo 7). Pe multimea claselor de resturi modulo n, n >2,7Z,, am

Adef . def _
definit operatiile de adunare si inmultire astfel:a +b = a +b,a-b = ab. Am aritat ci (Zn,—l-) este

grup abelian.
Evident inmultirea pe Z,, este asociativi cici

A

(a-b)é =ab-é =albc)=a-be =a(b-¢), (v)ahé €2, -

(am utilizat ci inmultirea pe Z este asociativi).
Distributivitatea in raport cu adunarea se verifici imediat deoarece

i(b+¢)=a(b+e)=alb+c)=ab+ac=ab+ac=i-b+a-é,(v)i,b, ¢ € 2.
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Tripletul (Z st -)este un inel comutativ, numit inelul claselor de resturi modulo n. Elementul nul

este 6, iar elementul unitate este 1. Aici U(Zn)z {Ig S Z"‘ (k,n) =1}.

Prezentam mai jos trei exemple simple de inele, indicind pentru fiecare tabelele legilor de adunare
si inmultire:

+/0123-.]0123

. I +]0 1 2 (01 2
+]0 1 01 0/01230[(0000
0(012 0/000
Zy: 00 1 0/0 0;Z3: . |, . . .|. . .32Z4:1[1 2301|0123
i1 20 1]/01 2
i/10 1fo0 1 212301 2[(0202
21201 2|0 21

313012 30321

Inelul Z, al claselor de resturi modulo n a atras de mult timp atentia specialistilor in teoria
numerelor si a servit in algebri ca punct de plecare pentru tot felul de generaliziri.

Observatie. Atragem atentia ci 0ez 3 si 0c Z4 nu reprezinta aceeasi multime, deoarece:
0={..—6,—3,0,3,6,..} € Z3 si respectiv 0={...—8,—4,0, 4,8,...} € Z,. Corect scris este 03
si respectiv 64 pentru a indica clasa de resturi modulo 3 si respectiv modulo 4. Scrierea fara indici
Z3= {6, i, i}, Zy= {f), i, i, 3} poate conduce la o concluzie falsi, gen Z3 C Z4 !

10. (Inelul intregilor lui Gauss). Pe multimea Z[i], 2= —1,Zi]={a +bi| a,b € Z}C C se definesc
operatiile obisnuite de adunare si inmultire ale numerelor complexe. Tripletul (Z[i], +,-) este un
inel comutativ, numit inelul intregilor lui Gauss. Elementul nul este 0 = 0 + 07, iar elementul unitate
1=1+0-i. Aici U(Z[i])={%1,%i}. Evident (Z, +,-) este subinel al lui Z[i], iar Z[i] este subinel
al lui C. Mai general daci d € Z este un intreg liber de pitrate (nu se divide prin péitratul nici
unui numaér natural diferit de 1), atunci Z[\/d— 1={a +b\/d— ,a,b € Z} cu adunarea si inmultirea este
inel comutativ. Dacid d = —1 obtinem inelul intregilor lui Gauss.

Reguli generale de calcul intr-un inel

Am vazut ca tripletul (A, +, ) este inel daca (A, +) este grup abelian, (A,-) este

monoid si are loc distributivitatea celei de-a doua legi (-) in raport cu prima (+).
Aceasta Tnseamna ca regulile de calcul de la grupuri raméan valabile si pentru (A, +).
De asemenea regulile de calcul de la monoizi se pistreaza si pentru (A,-). In plus apar
noi reguli de calcul in inel tindnd seamd de legdtura dintre cele doud legi
(distributivitatea). Mai precis are loc:
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Teorema. Fie (A, =+, ) un inel. Atunci:
1) (V)xEA:>x-O:O-x=0.

2) Intr-un inel cu cel putin doua elemente 1= 0.
3) (regula semnelor). Pentru orice x,y € A avem:

x", daca n este par

(—x)y =x(—y) =—xp, (=0(=y) =xy, (-0 =
-x"*, daci n este impar, n€ N*

4) (distributivitatea inmultirii fatd de scidere). Pentru orice x,y,z€ A

x(y—z)=xy—xz,
avem:

(y—2z)x=yx—zx.

Demonstratie. 1) Fie x€ A. Atunci x + 0 = 0 + x = x si deci (distributivitate)
x‘O:x(O—i-O):xO—i-xO siOx:(0+0)x:Ox+0x, de unde, adunind 1n prima

relatie opusul lui x0 si in a doua opusul lui Ox se obtine x0 = Ox = 0.
2) Prin absurd, daca 1 =0, atunci avem:

1)

x=1x=0x=0 pentru orice x € A, ceea ce da A = {0}, fals.

3) Avem xy—i—(—x)y:[x—i-( )]y 0-y=0si xy+x(— y)—x[y+( y)] x0=0,
de unde elementul opus fiind unic, rezulta (—x) y= x( ) (xy)

Din egalitatea x(—y)=(—x)y si din faptul cd —(—x)=x, rezultd (—x)(—y) [~( )] y=xy.

Relatia se demonstreaza prin inductie matematica.
3)
4) Avem x(y—z2)=x[y+(—z)|=xy+x(—z)=xy—xz

3)
(y— z)x:[y—l—(—z)]x: yx+(—z)x=yx—zx.m
Observatii. 1) Intr-un inel A suma unui element x € A cu opusul unui element y € A,
X+ (—y) = (—y) + x se noteazad cu x — y. Deoarece la orice doud elemente x,y€ A

corespunde un element unic x—y &€ A, am definit pe A Incd o operatie algebrica,

numita scadere.
2) Sa remarcam ca dat fiind un inel, calculele permise pe acesta sunt: adunarea,
scaderea si inmultirea (luati inelul (Z, +, -)).

Reguli de calcul intr-un inel comutativ

Prezentdm aici cateva proprietati remarcabile pentru un inel comutativ. Evident ca
proprietatile generale discutate mai sus rdman valabile si aici.
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Teorema. Fie (A, +,-) un inel comutativ. Atunci (V)a b€ A, (V)neN

avem: a” —b" =(a—b)

a1 a2 ] ) ,

Demonstratie. Utilizdnd proprietatea de distributivitate a Tnmultirii fatd de scadere,
regula semnelor la Tnmultire precum §i asociativitatea si comutativitatea operatiilor de
inmultire si adunare, avem:

(a=b)a" ! +a" b+t b”_l) -

=a

a1 +a"_2b+...+b”_1)—b

a1 a" 24+ b”_l) =

=d"+d" o4t ab" T " " - b =" -
Analog se procedeaza pentru a doua relatie.m
Observatii. 1) Sa remarcam ca intr-un inel comutativ sunt valabile formulele de calcul

prescurtat: az—bzz(a—b)(a—l—b), a3—b3:(a—b)(a2+ab~l—b2), a+b =

= (a~|—b)(a2 —ab+b2) etc.
2) Analog se arata ca Intr-un inel comutativ
() +ay+.tay)? =a +a2 +..+ a2 +2(q1ay + ..+ a1y + ..+ dy_1ay),
(V)al,az,...an cA
in particular (a + b)2 = a2 +2ab + b2 , (a — b)2 = a2 —2ab + b2 .
Daca inelul n-ar fi comutativ atunci (a + b)2 are exprimarea
(a+b)* =(a+b)(a+b)=a(a+b)+b(a+b)=a>+ab+ba+b>.
Aici nu mai avem ab =ba .

4) Prin inductie dupd n se aratd cd Intr-un inel comutativ este valabild formula
binomului lui Newton:

(a+b)" =a" +CLa" bt ..+cha"Fpk ", (V)a,be A, (V)neN*

3.INEL INTEGRU

Definitie. Fie (A, =+, ) un inel. Un element x€ A, x=0, (0 este

elementul neutru pentru +) se numeste divizor la stanga (la dreapta) al
lui zero dacd existd y € A, y =0 astfel Incat xy = 0 (respectiv yx = 0).
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Observatie. Daca inelul este comutativ notiunile de divizor al lui zero la stinga
respectiv la dreapta coincid.

Exemple. 1. in inelul matricelor pitratice de ordinul doi, cu elemente din R , M, (R) matricele

10
A= [0 1], A = 0, (matricea nuli - elementul nul al inelului M,(R))

00 0 0
B= [0 1], B = 0, , sunt divizori ai lui zero deoarece AB = [0 0] =0,.

in general in inelul (Mn (R), +, )existz‘t divizori ai lui zero.

2. In inelul (Z6, +, -), 2= f), 320 si totusi 2.3=0 , ceea ce arata ca elementele i, 3 sunt divizori
ai lui zero.
3. Inelele (Z, +, -), (Q, +, -), (]R, +, -), (C, +, ) nu au divizori ai lui zero.

Definitie. Inelul (A, +,)are divizori ai lui zero daci A contine cel

putin un divizor al lui zero.
Un inel nenul care nu are divizori ai lui zero, comutativ, se numeste
inel integru (sau domeniu de integritate).

Observatie. Daca (A, =+, -)este un inel si dacad x € A este inversabil (deci x€U(A))

atunci x nu este divizor al lui zero. (Aratati acest lucru prin reducere la absurd).

Exemple. 1. Inelele (MZ(R), +, -), (ZG, +, ) sunt cu divizori ai lui zero. Mai general inelele
(Mn(R), =+, -), (Z ns s ) (aici n = numir compus (neprim)) sunt cu divizori ai lui zero.
2. Inelul (.7-' (R), +, ) este cu divizori ai lui zero. N-avem decit sia luim f,g:R — R,

==
x>0

1, x<0 . .
, g(x):{0 o pentru care f =0, g=0 si totusi (f - g)(x) = f(x)g(x)=0,(V)x ER.
, X

3. Inelele (Z, +, -), (Q, +, -), (]R, +, -), (C +, -), (Zp, +, ) (cu p — numar prim) sunt inele integre.

Reguli de calcul intr-un inel integru

Faptul ca inelul (A, +, ) nu are divizori ai lui zero furnizeaza noi reguli de calcul

prezentate in urmatoarele doud teoreme.
Urmadtoarea propozitie are un caracter de generalitate pentru un inel integru si ofera
explicatii n legdtura cu rezolvarea unor ecuatii date printr-un produs egal cu zero.
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Teorema. Fie (A, +, ) un inel. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) A este inel integru.
2) (V)x,yeA, x=0si y=0=xy=0.
3) (V)x,yeAcu xy=0=x=0 sau y=0.

Demonstratie. 1) = 2). Daca 1) este adevarata atunci sa probam 2).
Vom face acest lucru prin reducere la absurd. Presupunem ca exista x,y€ A, x=0, y=0

cu xy = 0. Dar aceasta Tnseamnd ca x si y sunt divizori ai lui zero, fals (A fiind inel
integru).

2) = 3) De fapt aceste afirmatii sunt echivalente pentru cd p = g este echivalentd cu
nong=-nonp.

3) = 1) Prin reducere la absurd. m

Teorema. Fie (A, =+, ) un inel integru. Pentru orice trei ele-
mentea,x,y € A, cua =0, avem echivalentele:

1) ax =ay < x= y (simplificare la stinga printr-un element nenul)
2) xa = ya < x = y (simplificare la dreapta printr-un element nenul)

Demonstratie. 1) ,,=“ Avem (tindnd seama de 3) de la teorema precedentd):
ax=ay<a(x—y)=0&a=0 sau x—y=0. Cum a=0 rezultd cu necesitate
x—y=0,adicax=y.

Aceasta proprietate, Intr-un inel integru, este cunoscuta sub denumirea de simplificare
la stdnga, printr-un element diferit de elementul nul al inelului.

<= Evidenta.

Analog se procedeaza pentru 2). m

Probleme rezolvate

1. Sa se arate ca pe multimea numerelor intregi Z, legile: x®y=x+y+1,xQy=xy+x+y

determind o structurd de inel comutativ si fara, divizori ai lui zero. Determinati elementele
inversabile ale inelului.
R. Verificdm axiomele inelului.

1) (Z,EB) grup abelian.

G)) @ este lege de compozitie deoarece din x,y € Z , rezultd x@® y = x+ y+1€ Z (adundri de numere
intregi).
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G,) @ este asociativa, adica (x@ y) Pz=xP ( y® z), (V)x, v,z €Z . intr-adevir avem pentru membrul
stang: (x®y)®z=(x+y+1)Gz=(x+y+1)+z+I=x+y+z+2, (1), iar pentru membrul
drept: x®(y®z)=x®(y+z+1)=x+(y+z+1)+l=x+y+z+2, (2.

Din (1) si (2) rezulta egalitatea celor doi membri, adica legea este asociativa.

G;) @ este comutativa deoarece xBy=ydux, (V)x,yEZ, adicd x+y+1l=y+x+1, (V)x,y ez

(adunarea pe Z fiind comutativa).

G,) Element neutru pentru @ . Sa aratdm ca existd e € Z astfel Incite ® x = x, (V)x €7 . Avem
e+x+1=ux, (V)x€R<:>e:—1€Z.

Gs) Elemente simetrizabile. Pentru x € Z , arbitrar, sa gisim x'€Z astfel incit xd x'=—-1<

Sxt+x+l=—1lex'=—2—x€Z.

2) (Z,O) monoid comutativ.

M;) © este lege de comporzitie pe Z deoarece din x,y € Z rezultd x© y = xy + x+ y € Z (inmultire si

adunari de numere intregi).

M,) © este asociativa, adicd (x 0} y) Oz=x0 (y o Z), (V)x, v,z € Z . Calculam pe rand cei doi membri
ai egalitatii. Pentru membrul sting avem:
(x0y)0z=(w+x+y)0z=(y+x+y)z+xy+x+y+z=xz+xz+yz+xy+x+y+z, ().
Pentru membrul drept obtinem:
x0(yoz)=x0(yz+y+z)=x(yz+y+z)+x+(yz+y+z)=xz+xy+xz+yz+x+y+z,Q).
Din (1) si (2) rezulta egalitatea celor doi membri §i deci legea © este asociativa.

M;) © este comutativa deoarece xOy=yQOux, (V)x,y €Z sau xy+x+y=yx+y-+ux, (V)x,y ez
(inmultirea i adunarea pe 7Z sunt comutative).

M,) Element neutru pentru © . Sa aratam ca existd u € Z astfel incit xOQu=x, (V)er@xu +xtu=x&
Su(x+1)=0,(V)xeZ e u=0€7Z.

3) Legea © este distributiva in raport cu legea & .

Intr-adevir x O (y® z)=(x0 y)®(x0 z), (V)x, 5,2 €Z.

Pentru aceasta calculam, pe rand, cei doi membri.

Pentru membrul stang avem: x © (y@ z): x 0O (y+ z+1): x(y+ z+1)+x+(y+ z+1):
=xy+xz+2x+y+z+1, (1)

Membrul drept devine (x@ y)@(x@z) =(xy+x+y)®(xz+x+z) =(xy+x+y)+(xz+x+z)+1=
=xy+xz+2x+y+z+1, (2.

Din (1) si (2) rezulta egalitatea propusa spre demonstrat.
in fine, sa probam ca inelul este fara divizori ai lui zero, adica sa aratdm ca dacd x,y=—1 (-1 este

elementul nul al inelului), atunci x © y = —1 . Intr-adevir xOy =—1 < xy+x+y=—1<(x+1)(y+1) =0, ceea
ce-i adevarat deoarece x = —1, y=—1.
Din cele de mai sus rezulta (Z, ®, @) ) este inel comutativ si fara divizori ai lui zero.

S& determindm elementele inversabile ale inelului. Fie x € Z . Sa gisim x'€Z pentru care xOx'=0&
@xx‘—i—x—i—x':O@x'(l—O—x):—x.
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Daca x=-—1, atunci x'=—

1-1 1
a :—L:—l—o— €Z << x+1 divide pe 1, adicd daca
1+ x x+1 x+1

x+1e{£l}.Deaicix+1=1dax=0,iar pentru x + 1 =—1 avem x = 2. Deci doar x = 0 si x = -2 sunt
elemente inversabile cand x’ = 0 si respectiv x' = 2. Deci U (Z) ={-2;0}.

2%, a) Determinati subinelele inelului Z al numerelor intregi.
=]
=\

R. a) Orice subinel al lui Z trebuie sa fie un subgrup al grupului aditiv (Z,+) . Am vazut la exemple

b) Aritati ca multimea Z

% acZ,neN } CQ formeazi un subinel al inelului Q numerelor

rationale.

remarcabile de subgrupuri (1) ca forma acestor subgrupuri este nZ, n € N . Produsul a doi multipli ai lui
n este Inca multiplu de n. Asadar multimile nZ reprezintd subinelele lui (Z, +, ) . Deoarece subinelele

trebuie sa fie unitare se impune 1€ nZ, ceea ce conduce la n = 1, cand gasim 1-Z=7. Deci Z este
subinel al lui Z (subinelul Z al lui Z se numeste subinel impropriu).
b) Probam cele doua proprietti ale subinelului:

1) (V)x,yeZ% =>x—y€EeZ %] [ZE R +] este subgrup al lui (Q, +) .
2) (V)x,yeZl :>xy€Zl].
2 2

Verificam 1). Fie x,y €Z %

. b
, adica x:in,y:— a,beZ,nmeN .
2

o’
— . n—m
Fie nzm.Avemx—y:i—i:%eZl.
2m ! 2" 2
.szn_ 1
Analog dacd n <m, avem x—y:i—i:a—bez—.
P 2" 2
Verificam 2). Pentru x:i,yzi,x,yGZ— avem xy = ab GZl.
o om 2 ontm 2

Observatie. Multimea Z 1
1
5|

Daca p este un numar prim, atunci Z

- . . . o1 <
este ,,cel mai mic“ subinel al lui Q care contine pe Z si E . Este clar ca

1| |a
,F

p

0

1€Z

2

1=

acZ,neN ] C Q reprezintd (impreund cu + si - de pe
@Q ) un subinel al lui Q.

3. Sia se arate ci Z[%] = {a +b§/§ + c%/ﬂa,b,c S Z} impreund cu adunarea si inmultirea
obisnuita este un inel (subinel al lui (]R, +, ) ).

R. Aratam mai intai ca a—O—b%/E—O—c%/Z:O, a,bceZ<a=b=c=0.
,, <= “ este imediata.
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,»= *“ Presupunem prin absurd ca dacd a +b§/§ + CQ/Z =0, atunci nu toate numerele intregi a, b, ¢ sunt
nule. Mai mult presupunem cé doud céte doud sunt prime intre ele (altfel se Tmparte relatia prin cel mai

mare divizor comun al numerelor a, b, ¢). Inmultim egalitatea dat prin %/E si %/Z cand avem alte doud
relatii av/2 + b4 +2¢ =0, a4 +2b+232¢ =0.
3 3
a+b\/5+cx/Z:0 ax+by+cz=0
Avem sistemul: 2c+a§/§+b§/1: 0 sau {2cx+ay+bz=0 cusolutia x=1,y= %/E, Z ZQ/Z .
2+232c+adfa=0  (2bx+2cy+az=0

Cum ultimul sistem liniar este omogen si admite solutia nebanalda x=1, y :%/E , 2= %/Z rezultd ca

determinantul acestui sistem trebuie sa fie egal cu zero:

a b c
2¢ a b|=0 sau dupi unele calcule @® + 25> + 4c> — 6abc = 0.
2b 2c¢ a

De aici a° = 2(—b3 263 + 3abc) , ceea ce aratd ca 2|a .Fie deci a=2a',a'€Z . Inlocuind in relatia de
mai sus a=2a'avem: 4a '3—i-b3 —0—203 —6a'bc=0. De aici (ca mai sus) rezulta 2|b si mai apoi 2|c.

Am ajuns ca 2|a, 2|b, 2|c in contradictie cu presupunerea ca a, b, ¢ sunt prime intre ele.

2
Aceastd observatie preliminara aratd ca elementele din ZP/E } se scriu unic sub forma a—Q—b%/E —Q—c(%) ,

a,b,ceZ.
Verificam cele doua proprietati ale subinelului.

1) daca 21,2 ez{%] atunci z; — 2 ez[%] .
intr-adevir fie Zi=a;+ b,-%/i + c,-%/Z, i=1,2. Atunci:
-z = (@ —a)+ (b b)) V2 + (o e Ya e 232.
2)dacd z1,zp € ZP/E] ,atunci zqzp € ZP/E} . Avem:
a2 =(a + 532+ a¥3 )y + 02 + Y8 ) = ayay + 261 + 201by + (b + by + 20160) V2 +
ey +biby + a4 €232
De asemenea 1:1—0—0-%/54-0-%/262[%/5].
Cu acestea (ZP/E}, +, ) este un subinel al lui (]R, =+, ) .

4.Pe R se consideri legea de compozitie x «x y =ax+by+c,cu a,b,c €R.
1) Determinati a, b si c astfel ca (]R,*) sa fie grup abelian.

2) Considerand inmultirea uzualid pe R ca a doua operatie determinati parametrul ¢ astfel incat
(]R, *, ) sa fie inel.
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R. 1) Trebuie sd verificdim axiomele grupului.

G)) Asociativitatea legii * Tnseamna (x * y) *ZT=X* (y * z), (V)x, v,2eER & a*x +aby+bz+ac+c=

:ax+aby+b2z +bc +c, (V)x,y,zGR.

a2:a

De aici rezultd sistemul: b = b>

ac = bc.
G,) Legea * este comutativa dacd xxy=yxXx, (V) x, yeER<s ax+by+c=ay+bx+c, (V)x,y cR. De
aicia = b.
Gs) Elementul neutru pentru * este e € R astfel incat xxe =x, (V)xeR < ax+ae+c=x,(V)xeR. De aici
a=1,e=—c (cfixat arbitrar din R ).
G,) Elemente simetrizabile. Pentru x € R, exista x'€ R astfel Incit x*x'=—c < ax+bx'+c=—c. Cum
a=b=1 rezultd x'=—2c—x. Decipentru a=b=1,c€R cuplul (R,*) este grup abelian.

2) Inmultirea uzuala este asociativd, avand pe 1 ca element neutru. Trebuie sa impunem conditia ca
Tnmultirea obisnuita sa fie distributiva in raport cu legea * . Mai precis trebuie sa avem egalitatile:

x(y*2)=(xy)*(32), (xx )z =(x2) % (y2), (V) x,y,z €R sau x(y+z+c)=xy+xz+e, (x+y+c)z=
=xz+yz+c¢, (¥)x,y,z€R . De aici se deduce ¢ =0.

acQ,x GR]. Aritati ci LA este un inel comutativ in raport cu

5. Fie A:[Max:[‘:) x]
’ a

adunarea si inmultirea matricelor din M (R).
R. Trebuie si verificim axiomele inelului comutativ.

1) (A, +) este grup abelian deoarece au loc axiomele:

G)) + este lege de compozitie pe A .

) . a x| (b y a+b x+y
Fie My, Mp y €A . Atunci My, +Mp, = 0 a]+ 0 b]_ 0 atb =Mgipxiy€A.
G,) intotdeauna adunarea matricelor pe My (R) este asociativa. Deci raimane la fel si pe submultimea

AC MH(R).
Gs) Adunarea matricelor pe My(R) este comutativd. Proprietatea se conserva si pe A .
=M 4, (V)M €A.

G,) Elementul neutru este M €A astfel incat M,  +M

e|,ep ej,en
De aici My yiey =Mgyate=a si x+ep=xe=0=0. Prin urmare Moo =0,
(matricea nula) este elementul neutru.
Aici am folositcd M, , =Mj, < a=>b si x=y (ceea ce-i imediat din egalitatea matricelor).
Gs) Elemente simetrizabile. Pentru M, € A ,existd M, € A astfelincat M, , + M, =M o <
SMyigxrxr=Mopeata=0six+x'=0&8a'=-a,x'=—x.

0 —a 0 a ax
rezultat de asteptat, pentru ca operatia este cea de adunare obignuita a matricelor. Prin urmare simetricul lui
M, €.A este chiar opusa matricei M, ...

S . . . —-a —x a x
Deci simetricul lui M, , este M_, _, €A adicdi matricea M_,_, = =— =—M
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2) (A, ) este monoid comutativ, adica se verifica axiomele:
M,) inmulfirea matricelor este lege de compozitie pe A pentru cd oricare ar fi M axMpy € A avem:
a x|b y ab ay+bx
Ma,x 'Mb,y = =
0 a)l0 b 0 ab
ay+bxeR daca x,yeR).

M,) Inmultirea matricelor pe My (R) este intotdeauna asociativa. Deci ramane la fel si pe submultimea
A alui My(R).
M) Inmultirea pe A este comutativi deoarece avem Mgy Mpy=Mapayrbx =Mpapxtay =>

=Mup, ay+bx €A (evident din  a,beQ=abeQ i

=Mp My, (VMg . Mp €A

M,) Elemeniul neutru. S aritim ci existd M, ,, €A astfel incat MMy ,p =My, ()M, €A

u,u U] a,x
Moy quy+xuy = Ma,x (V)Ma’x CAsay=a si auy+xuy=x(v)acQ, (¥)xeR. De aici

10
up=1,uy =0.Deci Mj(c.A este elementul neutru, care coincide cu I = [O 1] matricea unitate.

3) Inmultirea matricelor este distributivd in raport cu adunarea pe My (R), deci rdmane la fel si pe
A C Myr(R).

- .. e . 01 0 —1
Observam ca inelul este cu divizori ai lui zero. N-avem decat sa luam A= 0 ol B= o ol
A, B= 0, pentru care AB=0,.

4
6. 1) Sa se arate ci matricea A = [ 3} satisface relatia A% 2441 2=0.

2) Fie My = {B € My(Z)|B=aA +blp,a,b €L} .
Sa se arate ca (MA, +,-) este un inel in raport cu operatiile obisnuite de adunare si inmultire a

matricelor.

R. 1) Relatia se verifica, prin calculul direct (este ecuatia caracteristicd pentru matricea patratica de
ordinul doi).

2) Se verifica axiomele inelului.

1) (MA, +) este grup abelian adicd au loc axiomele:

G,) Adunarea este lege de compozitie pe My .

Fie Bj=ajA+bl, si By=ayA+byls, BBy € My . Atunci B+ By =(aj +ay) A+ (b +by) I, € My.
G,) Adunarea matricelor este intotdeauna asociativa pe My(Z) . Deci ramane la fel pe My .

Gs) Adunarea matricelor pe My (Z) este comutativa. Va rdmane la fel si pe submultimea My a lui
My (Z).

G,) Elementul neutru este matricca U € M 4 pentru care B-+U=B,(V)B. De aici
U=0y=0A+0I e My.

Gy) Elemente simetrizabile. Pentru Be€ My, exista B'€ My, astfel incit B+B'=0,. De aici
B'=—B=(—a)A+(-b)I, e M,.

2) (MA, ) este monoid.
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M,) Inmulfirea matricelor pe My este lege de compozitie deoarece din B =aqA+bl,i=12,BeM L,
rezulti BBy =(ajA+ bl )(apA+boly) = ajarA® +(aby + axby ) A+ by Ty = (ajby + gy +2ajan ) A+
+<b1b2 — a1a2)12 € M, (in ultima egalitate am utilizat punctul 1), A2 =2A-1 2).

M,) inmultirea matricelor intotdeauna este asociativd. Deci ramane la fel si pe My.

M;) Elementul neutrueste I, =0-A+1-1,.

D) Inmultirea matricelor este distributiva in raport cu adunarea.

Observatie. Se poate consideraB=aA+bl,ca fiind B = B(a,b). Avem B(a,b)=B(d'b') &(a=a'sib=Db))
cum usor se verifica.

Apoi B(a,b)+B(a'b')=B(a+a',b+b'). Analog B(a,b)B(a',b')= B(ab'+a'b+2aa',bb'—aa').
7.Fie A ={f :[0,1]— R|f continui}.

a) Sii se arate cd /A impreuni cu adunarea si inmultirea functiilor formeazi un inel comutativ.

b) Pentru fcA, f=0, existi gc.A,g=0 astfel incit f-g=0 dacd si numai daca
{x| f(x)=0} contine un interval.

R. a) Operatiile de adunare si inmultire ale functiilor din A sunt definite astfel: pentru orice f,g €A ,
f+g: 01— R, (f +g)(x) = f(x)+g@x), (V)x €[0,1],

f-g:01- R, (f-g)(x)=f(x) g(x), (V) x €[0,1].
Verificam axiomele inelului.
1) (A, +) este grup abelian, adica au loc axiomele:

G)) Adunarea este lege de compozitie, deoarece din f,g €. A, rezulta f+ g€ A (sumd de functii
continue este o functie continud).
G,) Adunarea functiilor este intotdeauna asociativd, deci se pastreaza proprietatea si pe

ACF(AB)={f:A— B|ABCR}.

G3) Adunarea functiilor este intotdeauna comutativa. Proprietatea se conserva si pe A .

G,) Elementul neutru pentru adunare este functia zero, 0:[0,1] — R, 0(x) =0, (V) xe[0,1] pentru care
f+0=f,(V)feA.

Gs) Elemente simetrizabile. Pentru f € A, arbitrar, existd —f € A (—f opusa functiei f), astfel incat
f+(=f)=0.

2) (A, ) este monoid comutativ, adica se verifica axiomele:

M,) Inmultirea pe A este lege de compozitie deoarece din f,g €. A= fgc.A (produs de functii
continue este o functie continua).

M,) Intotdeauna inmultirea functiilor este asociativi pe F (A,B) , deci ramane cu aceeasi proprietate i
pe submultimea A .

Ms) Inmultirea functiilor pe F (A,B) este comutativd intotdeauna, deci se conserva proprietatea si pe
A.

M,) Elementul neutru pentru inmultire este functia constanta 1, 1:[0,1] — R, I(x) =1, (V)x€[0,1], care se
stie este o functie continui, deci 1€.4 . Avem evident f-1=f, (V) f € .A.

3) In fine se stie cd inmultirea functiilor este distributiva in raport cu adunarea functiilor pe .’F(A,B) .

Deci proprietatea se pastreaza si pe A .
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b) ,,=“ Dacd g:[0,1] = R, g =0 atunci existd xy €[0,1] astfel incat g(xp)=0. Sa presupunem cd
g(x9)>0. Cum g este continua n xg, se deduce cd existd V € on astfel incat g(x)>0,(V)x€V (daci
xp=0,seia V :[0,8), iar pentru xg =1se ia V:(l—s, l],8>0). Dar f(x)g(x)=0,x€V, ceea ce
conducela f(x)=0,xeV .
,»<=“Sa presupunem cd f(x) =0 pentru x [xl,xz}, X1,X) € [0,1], x1 < Xxp
Consideram g(x)= 0. * €[00~ x5

(xfxl)(xfo), x€[x,xp].
Se verifica ugor ca g este continud pe [0, 1], g =0 siesteclarca f(x)g(x)=0,x<[0,1].
8. Pe multimea A =R X R definim legile de compozitie:

(a,b)*(c,d)= (a +c,b +d) , (a,b)o(c,d)=(ac,ad + bc).

a) Aritati ca aceste legi confera multimii A o structura de inel comutativ cu divizori ai lui zero.
b) Precizati forma divizorilor lui zero.
c*) Fie A; multimea elementelor din A de forma (a, 0).

Sa se arate cd Aj este subinel al lui A in raport cu operatiile induse. (Cuplurile (a, b), (c, d) sunt

egale dacda =c sib =d).
R. a) Verificam axiomele inelului comutativ, cu divizori ai lui zero.
1) (A,+) este grup abelian, adica se verifica axiomele:

G)) Legea x este asociativd, deoarece [(a,b) * (c,d)] (e, f)=(a,b)x [(c,d) * (e,f)] , oricare ar fi
(a, b), (c,d), (e,f)EA. intr-adevar egalitatea de mai sus se rescrie:
(a+c, b+d)*(e,f):(a,b)*(c+e, d +f) sau ((a—l—c)—i—e, (b—i—d)—l—f)z(a—i—(c—i—e),b—i—(d +f))
(a—i—c)—i—eza—i—(c—i—e)
au
(b+d)+f=b+(d+f)
G,) Legea * este comutativd, fiinded (a,b)x(c,d)=/(c,d)x(a,b),(V)(a,b),(c,d)EA, ceea ce se

, ceea ce-i adevarat pentru cd adunarea pe R este asociativa.

rescrie (a +c,b+d ) = (c +a,d+ b) sau Tnca {a te=cta , egalitati adevarate deoarece adunarea pe
b+d=d+b

R este comutativa.

Gs) Elementul neutru in raport cu * este (el,eZ) €A, pentru care (a,b)*(el,ez):(a,b), (V)(a,b)€A. De

ate =a

aici rezultd (a +e.b+ 62) =(a,b) sau { adicd ¢) =ep =0.

b+ey=>b
Asadar elementul (0,0) € A este element neutru pentru * .

G,) Elemente simetrizabile. Pentru (a,b) € A s gisim (a',b')€ A astfel incat (a,b)(a',b')=(0,0). De
aici se obtine (a+a',b+b')= (0,0)sau a+a'=0 si b+b'=0, adici a'=—a,b'=—b. Deci
simetricul lui (a,b) este (—a,—b) (aici fiind vorba de legea * care inseamna adunarea pe componente,

vom numi (—a,—b) opusul lui (a, b)).
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2) (A,o) este monoid comutativ, adicd au loc axiomele:

M,) Legea o este asociativd, adica [(a,b)O(c,d)]O(e,f):(a,b)o

(e.d)o(e.f)]. (V)(ab). (e.d),
(e, f ) € A. Pentru a verifica egalitatea calculdm fiecare membru separat. Pentru membrul sting avem:
[(ac,ad +bc)]o(e,f) = ((ac)e,(ac)f +(ad +bc)e) = (ace,acf + ade —I—bce) (1).

Membrul drept al egalitatii devine: (a,b) 0[(ce,cf +de)} =(a(ce),a(cf +de) +b(ce)) :(ace,acf ~+ade +bce) ).
Din (1) si (2) rezulta egalitatea propusa.

M,) Legea o este comutativa, adica (a,b) o (c,d) = (c,d) o (a,b), (V)(a,b), (c,d) €A.

intr-adevir avem: (ac,ad + bc) = (ca,cb + da) , adevarat daca tinem seama cd Tnmultirea si adunarea pe

R sunt comutative.
M;) Elementul neutru pentru legea o este (ul,uz) € A astfel incat (a,b) o(ul,uz) = (a,b), (V)(a,b) €A sau

(auy,auy +buy) = (a.b), (V)(a.b) €A sau auy=a si auy+buy=b,(V)a,peR. De aici u=1,
up =0 . Prin urmare (1, 0) € A este elementul unitate al inelului.

3) Legea o este distributiva in raport cu legea , adica (a.b)o[(c.d)*(e.f)|=|(@.b)o(c.d)|*|(a.b)o(e.f)]
(V)(a.b), (c.d), (e. f)e A . Se calculeazi cei doi membri ai egalititii de demonstrat. Pentru

membrul stang avem: (a,b)o(c+e,d + f)=(a(c+e).a(d+ f)+b(c+e))=(ac+ae, ad + af +
+bc +be), (0.

Membrul drept devine: [(ac,ad + bc)] * [(ae,af +be)] = (ac +ae,ad +bc +af +be) , ().

Din (1) si (2), via comutativitatea si asociativitatea adunarii si inmultirii pe R , se deduce afirmatia din
3). Elementul unitate al inelului este (1,0).

in fine, inelul este cu divizori ai lui zero deoarece din (0,1) = (0,0), (0,2) = (0,0), (0,1), (0,2) € A rezultd
(0,1) o (0,2) =(0,0).

b) Fie (a, b) = (0, 0) si (¢, d) = (0, 0) astfel incat (a, b) o (c, d) = (0, 0) sau (ac, ad + bc) = (0, 0). De aici

. ac=0 a=0 c=0
avem sistemul: 0 & au

ad +be = be=0 " Jad =0
Din (a, b) = (0, 0) si a = 0, bc = 0, deducem b =0 . Analog din (¢, d) = (0,0) si ¢ = 0, ad = 0 rezulta cu

necesitate d = 0. Deci divizorii lui zero sunt de forma (O,b), b=0,beR.

¢) Se verifica cele doud proprietati ale subinelului:
1) (V)x,yeAl =>x—yEA,;

2) (V)x,yeA = xoy€eA si(LO)€A.
Pentru 1) ludm x = (a,0), y = (b, 0) € A siavem x—y=(a,0)+(~b,0)=(a—b.0)€ 4.

Pentru 2) aseménator avem xoy = (a,O) ° (b,O) = (ab,O) €A .

141



Probleme propuse

1. Stabiliti care din urmitoarele multimi de numere impreuni cu operatiile obisnuite de adunare si
inmultire sunt inele:

1) Z ; 2) 2Z (numerele intregi pare); 3) mZ (numerele intregi, multiplu de m); 4) Q ; 5) {a+b\/§‘a,b€Z}
6) {a+b\3|a,b€2Z}; 7) {a+b3la,b €Q}; 8) {a+bila,b €Z} (inelul intregilor lui Gauss);
9){a + bila,b € 3Z};10){a + bila,b € Q} ; 11){a +b/3ila,b € Z};

) [a +1;i«/§

a,b € Z, a,b au aceeasi paritate} 513) {a + bi\/§|a,b €qQ}.

Determinati pentru fiecare inel elementele inversabile. Precizati perechi de inele dintre care unul
este subinel al celuilalt*.
2. Stabiliti care din urmitoarele multimi de matrice impreuna cu operatiile obisnuite de adunare si

inmultire sunt inele:
a 3b a 3b
1) My(2);2) M Q5 3) M,(R); 4 M,(C); 5) b a abeZi; 6) b a

a,be ZZ];

a 3b a —b a —b a —b
7) a,beQt; 8 a,beZi; 9) a,be3Z;; 10) a,beQt;
b a b a b a b a
a 3%
a —3b 2 2 L a —3b
11) a,beZ;; 12) a,b € Z de aceeasi paritate ; 13) a,beQi;
b a 2 a b a
2 2
b 0 a b c
1) |? "lapezl;15 | abezliie llo a blabcez!.
b a 0 b 00 a

Care din aceste inele sunt comutative? Precizati elementele inversabile. In inelele cu divizori ai lui
zero precizati toti divizorii lui zero. Precizati perechile inele dintre care unul este subinel al
celuilalt*.

3. Aritati ci fiecare din urmitoarele multimi de functii reale definite pe [—1,1] impreuni cu

operatiile obisnuite de adunare si inmultire este un inel comutativ:

1) multimea tuturor functiilor continue; 2) multimea tuturor functiilor pare; 3) multimea tuturor
functiilor polinomiale; 4) multimea tuturor functiilor derivabile; 5) multimea tuturor functiilor
marginite. Determinati in aceste inele elementele inversabile. in care din aceste inele existi divizori
ai lui zero ? Precizati perechi de inele dintre care unul este subinel al celuilalt*.

4. Sa se arate ci multimea Z X Z cu urmitoarele operatii este inel comutativ in fiecare din cazurile:

1) (al,bl)—l- (az,bz) = (al +ay,by +b2), (al,bl)- (az,bz) = (alaz,blbz) . (Se obtine produsul direct de
inele al inelului (Z, +, ) cu el insugi).

2) (ay,by)+ (az,bp) = (ay +az,by +b3), (ag,b1)- (az,b2) = (a1a2 + byby,a1by +azby) .

3) (ay,b1)+(az,bp) = (ay +az,by +by), (a1,by)- (az,b2) = (a1a2 + 3b1bs,a1by +azby ).

4) (ay,b1)+ (az,by) = (ay +az,b1 +by), (ag,b1)- (a2,b3) = (ara — 3byby,a1b; +azby) .
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Determinati in aceste inele elementele inversabile. in inelele cu divizori ai lui zero gasiti acesti
divizori ai lui zero. (Doua elemente (a,x), (b, y) €ZXZ sunt egale daca si numai daca a =b si
x=y)
5. Aritati ca urmatoarele multimi impreuni cu aplicatiile considerate in dreptul lor au structurile
indicate:

DZ;xTy=x+y—3,xLy=xy—3(x+y)+12(Z, T, L) este domeniu de integritate. Determi-
nati elementele inversabile si inversele lor.
2) Z; xBy=x+y+3¥x0y=xy+ 3(x + y)+ 6; (Z, X, O) este domeniu de integritate. Determi-

nati elementele inversabile si inversele lor.
NZ;xTy=x+y+2,x Ly=xy+ 2(x + y)+ 2; (Z, T, J_) este domeniu de integritate. Determi-
nati elementele inversabile si inversele lor.

1
4) 2Z+1;xxy=x+y—1,xoy= E(xy —x—y+3),(2Z+1,%,0) este domeniu de integritate.
Determinati elementele inversabile si inversele lor.
S) Zlil; z1 * 23 =212 + Im(zl)Im(zz) unde Im(a + ib) =b,a,beR, (Z[i], +, *) este domeniu de
integritate. Determinati elementele inversabile.
6) P(M), M ={a,b}; AAB=(A—B)U(B—A), A-B=ANB,(P(M),A,-)este inel comutativ cu

divizori ai lui zero.

4|, )

obisnuita a matricelor.

X,y EZ];(A, +, ) este inel comutativ, in raport cu adunarea si inmultirea

8) M, = [A € My(R)

a 1| [|a 1
A[0 ] = [0 ]A, ac R]; (./\/la ,+, ) este un inel in raport cu adunarea si
a a

inmultirea matricelor;

9 A= a+il.) c+i.d
—c+id a—ib

a,b,c,d €R, i2=—1];(A, +, ) este inel in raport cu adunarea si

inmultirea matricelor.
x 0 x
10) A=410 0 0|xeR ;(.A, +, ) este domeniu de integritate in raport cu adunarea si

x 0 x

inmultirea matricelor.

a 0 0
11) A=1|0 b Ofa,b,ceR ;(A, +, ) este inel comutativ cu divizori ai lui zero.
0 0 ¢
a b c
12) A={AeM;3(R)|A=|0 a d|,a,b,c,d ER ;(.A, +,-) inel necomutativ. Determinati
0 0 a

elementele inversabile din inel.
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<

b

0la,b,c,d,e €Zj 13 (A, +, ) este inel necomutativ in raport cu operatiile uzuale.
e

a
13)a) A=1|0
d

[—IE >

=}

b

0fla,b,c €R ;(.A, +, ) este inel comutativ cu divizori ai lui zero.

a
b) A=10
—b

[ Y

a

14) A:[M=x12+yJ

01
J= [0 0], x,y € R]; (.A, +, ) este un inel in raport cu operatiile uzuale.

15) A:{M=x12+yA

a b . A
A= d ,a,b,c,d eR ;(.A, +, ) este inel comutativ in raport cu
c

operatiile uzuale.

16) A= { f:{0,1} — ]R}; (.A, =+, ) este un inel comutativ cu divizori ai lui zero in raport cu
adunarea si inmultirea functiilor.

17) QXxR; (a,x)+ (b,y) = (a +b,x+ y), (a,x)- (b,y) = (ab,ay +bx + xy); (Q X R, +, ) este inel
comutativ. Determinati elementele inversabile. (Doui elemente (a,x), (b, y) €QXR sunt egale
daca si numai daca a=b si x=1y).

18) A= {x 1S R‘x =a+bJ2+c/3+d\6,a,b,c,d € Q}; (A, +, ) este inel comutativ.

6. Fie A uninel si a,b € A astfel incit a(ab —ba)=(ab—ba)a.

n—1

Demonstrati pentru orice n € N, n > 1 cii are loc egalitatea a”b —ba" = n(ab — ba)a

7. Fie A un inel cu proprietatea x2= x, Vx € A . Sa se arate ca A este inel comutativ.

8. Fie (A, +,-) uninel cu sapte elemente. Si se arate ci 1+1+1+1+1+1+1= 0.

9. Aritati i in inelul Z,, au loc egalitatile:

a) (a+5) =a® +b%, (a+b)' =a+b,(V)ab €2y

b) (a+b)* =a®—ab+b2, (a+b)’ =a® +b% =a+b, (V)a,b € Z3;
+bY =a® —2ab+b%, (a +b)* =a* —2a%% + %, (V)a,b € Zy 5

&) (a+5) =a® +5° =a+b,(V)a,b € Zs;

@(a+w”=ap+bP=a+vap¢emepﬁm

10. in inelul (4, +,-) pentru orice a € A, x® = x . Aritati ci: a) x% = x,(V)x € A5 b) inelul A este
comutativ.
11. Fie A un inel in care x2 = x, (V)x € A. (Un astfel de inel se numeste inel boolean) Aritati ci

x+x=0,(V)xcA.
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12. Fie A un inel cu element unitate 1= 0. Un element x € A se numeste idempotent daci xZ=x.

Fie M multimea elementelor idempotente din A. Aritati ci:
a) daca M este finita, atunci card(M) este un numar par;
b) produsul elementelor din M este egal cu 1 sau cu 0.

35 35
13. Fie inelul (My(Zg), +,-) si matricele A=| _|,B=|, .| Aritati ci A,B€U(M,(Zg))si
1 2 5 4
calculati A_l, B~ L.
14%*. Fie (A, +, ) un inel unitar si x,y € A doua elemente inversabile, astfel incat x 1= y
siy ! =x. Aritati ci:

a) daca elementele a =1+ x + x2, b=1+x+y,c=14+y+ y2 sunt elemente inversabile, atunci

alyp 1471 =1;

b) daca 1+ x si 14 y sunt inversabile, atunci (1+ x)_1 + (1+ y)_l =1.

15. Fie A un inel, iar pentru orice x € A cu x2=0 ,avem x = 0. Si se arate cd daca x1,xy,x3€A
sunt astfel incat x7x,x3 =0, atunci avem: a) x,x3x1 =03 b) x3x1x3 = 0; ¢) xqaxbx3 =0, (V)a,b EA.
16%. Fie (A,+,-) un inel. Daci (x2 +x+ l)y = y(x2 +x+ 1), (V)x,y €A, atunci inelul este
comutativ.

17*. Fie (A, +, ) un inel unitar astfel incat x> = x2, (V)x € A. Aritati ca x2= x, (‘v’)x EASIA
este un inel comutativ.

18+, Fie (A, +,-) un inel astfel incat existi un element unic x € A, cu proprietatea x?=x+1.84
searatecdl+1+1+1+1=0.

19%*, (Caracteristica unui inel). Fie (A,+,-) un inel unitar. Se numeste caracteristica inelului A cel mai

mic numir natural n € N* cu proprietatea n-1=0.Daci nu existi n € N* cu proprietatea n-1=0,
atunci inelul are caracteristica zero. a) Daca n este caracteristica inelului A, atunci el este ordinul
elementului 1 in grupul (A,+) 5 b) Inelul (Zn,+,~) are caracteristica n; c) Inelele Z, Q, R, C, Z[i]
au caracteristica zero; d) Daca n este caracteristica lui A, atunci nx =0, (V)x € A ; e) Daca A este

domeniu de integritate, atunci caracteristica este zero sau numir prim; f) Intr-un inel A de

caracteristici n avem: (x +y)" =x"+y", (x—y" =x"—y",(V)x,y€A.

2.2. CORPURI

Am vazut cd pentru inelul (A, +, ) , multimea A are o structurd mai sdraca cu privire

la cea de-a doua operatie, cea multiplicativd. S-a putut constata ca proprietati
suplimentare pentru inmultire (comutativitate, element unitate) dau mai multe
proprietati pentru inel.

In cele ce urmeaza vom studia inele (cu cel putin doui elemente) in care cit mai multe
elemente nenule ale sale sunt simetrizabile (inversabile) in raport cu operatia de
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inmultire (elementul neutru la adunare O nu poate fi inversabil deoarece x-0=0-x=1,
(V)x cA).

Deci existenta simetricului poate fi pusa pentru multimea A* = A — {0}, nu si pentru

elementul nul.

Definitie. Se numeste corp un triplet (K , +, -), n care K este o multime
cu cel putin doua elemente, iar ,+“ si ,,- “ doud operatii pe K (numite
»adunare si respectiv ,,ilnmultire*), satisfdcand urmatoarele trei axiome:

Kyp) (K ,+) este grup abelian, cu elementul neutru 0.

K>) (K —{0},-) este grup, cu elementul neutru 1.

Ks) Inmultirea este distributiva fati de adunare.

Daca, in plus, este satisfacuta si axioma:
K,) Inmultirea este comutativa,

atunci (K, +, -) se numeste corp comutativ (sau cimp).

Observatii. 1) Grupul (K ,—i—) se numeste grupul aditiv al corpului, iar (K — {0},-) se
numeste grupul multiplicativ al elementelor nenule ale corpului (sau cu notatia
cunoscutd U (K )= K —{0}).

2) Daci corpul K este comutativ, atunci (K — {0},-) este grup comutativ.

3) Orice corp K contine cel putin doud elemente distincte, un element neutru fata de
adunare si un element neutru fatd de inmultire, deci pe O si 1.

Reciproc, pe orice multime formatd din doud elemente distincte existd o singurd
structurd de corp. Dacd notam aceste elemente cu 0 si 1, atunci adunarea si inmultirea
nu pot fi definite decat Tn modul urmator:

+10 1 01
010 1 00 O
111 0 1/0 1

Acest corp cu doua elemente joacd un rol important in teoria informatiei unde fiecare
literd se codifica utilizind simbolurile O si 1. Se arata ca receptarea unui mesaj este
mai bunid (corectd) cu cat fiecarei litere i se asociaza un vector cu mai multe
componente (formate din O si 1), influenta factorilor parazitari (de perturbare a
mesajului transmis) fiind mult redusad (Shannon).

4) Toate proprietatile puse in evidenta la inele sunt valabile si pentru corpuri.

5) Definitia data corpului poate fi reformulata si astfel:
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Un inel K se numeste corp daca orice element nenul al lui K este inversabil,

adicd daca x€ K, x =0, (El)x_1 €K astfelincat xx ' =x"lx=1.

Definitie*. O submultime nevida K’ a unui corp K se numeste subcorp
al lui K daca legile de compozitie interne din K induc legi de compozitie
interne pe K', impreuna cu care K' este corp.

Avand 1n vedere definitia data pentru corp cu ajutorul celor trei axiome K;), K,), K3),
definitia subcorpului poate fi reformulatd utilizdnd caracterizarea pentru subgrupuri
astfel:

Teorema*. Fie (K , +, ) un corp. O submultime K" a lui K, care contine
cel putin doud elemente este subcorp al lui K dacd si numai daca:
1) (V)x,yEK':x—yGK’;

2) (V)x,yEK'x,yiO:xy_leK’.

Altfel spus K’ submultime a corpului K este subcorp daca si numai daca este subgrup
al grupului aditiv al corpului K si submultimea elementelor nenule din K’ este nevida
si este subgrup al grupului multiplicativ al elementelor nenule din K.

Daca K' este subcorp al lui K, atunci K se numeste supracorp al lui K', sau inca
extensie (sau extindere) a corpului K.

Sd observam ca fiind dat un corp, calculele permise pe acesta sunt: adunarea,

< N . Ca . a _
scaderea, inmultirea si impartirea (prin elemente nenule ; =a-b 1).

Exemple cunoscute de corpuri si subcorpuri

1. Multimea numerelor rationale impreuni cu operatiile obisnuite de adunare si inmultire,
formeazi, un corp comutativ, numit corpul numerelor rationale si notat (Q, =+, ) .

2. Multimea numerelor reale cu aceleasi operatii de adunare si inmultire formeaza un corp
comutativ, numit corpul numerelor reale si notat (R, +, ) .

Cum Q CR, corpul numerelor rationale este un subcorp al lui R sau inci R este o extindere a
Iui Q.

3. Multimea numerelor complexe cu adunarea si inmultirea formeaza un corp comutativ, numit
corpul numerelor complexe si notat (C, +, ) .

Din QCCsi RCC,deducemci Q si R sunt subcorpuri ale lui C sau C este o extindere a lui
Q sau R.

Corpurile de la 1, 2, 3 se numesc corpuri numerice.
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Alte exemple remarcabile de corpuri
1) Corpul claselor de resturi modulo p. Am vazut la inele ca tripletul

(Zn,+, ‘)este un inel pentruneN,n>2. Se pune problema pentru ce

necN*, 7, este corp, adicd pentru cen€ N*, (V)x €Ly, x=0 este inversabil?
Raspunsul este dat de urmatoarea:

Teorema. Inelul (Zn, +,-) al claselor de resturi modulo n este corp

dacd si numai dacd n este numar prim.

Demonstratie. Intr-adevar dacd n este numar prim, atunci (V)x €Ly, x =0 este
inversabil pentru ¢d (x,n)=1.

Reciproc, s-a vazut (la grupul claselor de resturi modulo 7) ca dacd x€Z,, x= 6,
existd x ' € Z, pentru (x,n)=1.m

De fapt Z,, este corp daca si numai daca U(Zn): Ly —{6} = {i, Q, - n/—\l} daca si
numai daca (n,k) =1L, k=1Ln—1.

Ultima afirmatie are loc daca n = p este un numar prim.

Evident (Z n» +, ) este corp comutativ. UN PIONIER AL MATEMATICII

.. L . W.R. HAMILTON (1805-1865
2) Corpul cuaternionilor. Fie icC, unitatea ( )

Matematician irlandez

imaginara (i2 = —1). Consideram j, k doua obiecte
matematice 1intre care introducem o inmultire
(ce prelungeste pe cea obisnuitd din C) astfel:

i2=j2=k=

ik=—ki=j.
Expresia formala a+bi+cj+dk, a,b,c,d cR se
numeste cuaternion. Fie H multimea tuturor

—Lij=—ji=k, jk=—kj=i,

cuaternionilor. Evident CC H , pentru ca (V)zEC CONTRIBUTII

z=a-+bi,a,becR se poate scrie * teoria numerelor complexe
. R . ® teoria cuaternionilor
z=a+bi+0j+0keH. Pe multimea H se

definesc doua operatii astfel:
1) Adunarea cuaternionilor

Dacdq) =ay +bji+cj+dik, o =ar +byi+cr j+drk €H , atunci gy +q =a; +ay +
+(b1 + bz)i + (q + c2) Jj+ (d1 + dz)k € H reprezintd suma cuaternionilor gj si g .
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2) inmultirea cuaternionilor

Dacd q1.qp € H atunci qy-qp =(ajap —bjby — cjcy — dydy )+ (ajby + axby +
+c1dy —cpdy )i+ (ajcy —bydy + aye) +bady ) j+ (aydy +bjey —byey + apd) )k € H
reprezintd produsul cuaternionilor g si ¢gp. (Practic la inmultirea lui g; cu gp

functioneaza distributivitatea inmultirii fatd de adunare la care se tine seama de
definitiile date pentru i, j,k — se Inmulteste fiecare termen al lui g cu fiecare termen

al lui g5, 1n aceastd ordine).

Dacd g=a+bi+c¢+dkeH, atunci Eza—bi—cj—dk €H se numeste
conjugatul lui g.

Definim functia N:H —R_, N(q)= q‘az a? —|—b2 —1—02 + d2, care se numeste

functie norma.
Are loc urmatoarea:

Teorema. Tripletul (H , + ) este un corp necomutativ numit corpul
cuaternionilor.

Demonstratie. Se aratd usor ca (H, =+, ) este inel (O =040i4+0j+0k,1=140i+
+0, 4 0k).
Sa aratdm ca (V)g € H, ¢ =0 este inversabil.

Daca g =a+bi+ ¢j + dk = 0, atunci cel putin unul din numerele a, b, c, d este nenul.
Prin urmare N(q) = a? +b2 —1—02 +d2 >0.

Avem egalitatile: q.L:L.q:L ceea ce aratd ca ¢ este inversabil si

N(q) N(q)
~1__9q9 __a _ b i ¢ i X
N(g) N(g) N(g@ N(@ N

3) Corpuri patratice. Fie d € Z—{1} un intreg liber de patrate (deci d nu se
divide prin pdtratul nici unui numar intreg diferit de unu). Definim multimea
Q[\/E 1={a +b\/3 |a,b € Q}, pe care se considera operatiile obisnuite de adunare si

inmultire a numerelor complexe.
Are loc urmatoarea

€EH .m

q

Teorema. Tripletul (Q(\/E ), +, ) este un corp comutativ, numit corp

patratic.
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Demonstratie. Se verifica usor ca adunarea si inmultirea sunt legi interme pe Q[d].
Intr-adevar fie zj = a; +bjd, 20 = ay +byd, 21,20 € Ql/d]. Atunci:
2 +zo=ay+ay+(b +by)\d €Qd]
si
2120 = ajay +bibyd + (ayby + biay )Nd € QIVd |

Se verifica usor axiomele inelului comutativ (Q[\/E 1, +, ) .

Elementul nul este 0=0+ 0\/3 € Q[\/E ], idar elementul unitate este
1=1+0Vd €QIVd].
Sa verificdm ca daca z € Q[Vd ], z =0, atunci e Qd]1.
Intr-adevir fie z=a+b/d =0, adicd a sau b este nenul. Atunci:
Z_l:% a+2\/_ a2 b];/; a? —abzd a’ — b2 Vd cQnd)
Se verifica cerinta a 2 _b%d =0 daci a=0 sau b=0.
Numerele de forma a+ b\/g ,a,be Q[\/E ], d intreg liber de patrate, se numesc

numere patratice. Pentruz =a + bJd € Q[\/E ], numarul z=a—bd € Q[\/E ] se
numeste conjugatul paitratic a lui z.

Corpul Q[\/E ] este o extindere a corpului Q (orice x€Q se scn'ex:x%—()\/g E(QI\/E D

sau mai spunem ca @Q este un subcorp al corpului patratic Q[\/E ].

De exemplu in Q ecuatia x? =2 nu are solutii, dar Tn Q[\/E] are solutia x= V2.

Iata de ce apare natural procesul de extindere al unui corp.
Céteva observatii generale asupra regulilor de calcul dintr-un corp.

Produsul ab_l, b=0 cu a,be K, se mai scrie si sub forma de fractie (sau raport) % .

. .a R . . .
Deci, fractia e care n-are sens decit pentru b =0este solutia unicd a ecuatiei

bx = a . Regulile de calcul ale fractiilor sunt urmatoarele:

@ C oud—bebd=0: Ly S 3EDC g, G4 ),
b d b'd  bd b b —b

a c —1 b

——=—_b,d=0; =—,a,b=0.

bd bd [b a

Acestea sunt regulile uzuale din gimnaziu pentru operatiile pe Q. Rationamentele

care se fac pentru a le proba in cazul corpului K tin de operatiile din K. Asa de pilda
pentru a obtine a doua relatie dintre cele scrise mai sus se poate proceda astfel: fie
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xX=—,y 22 solutii ale ecuatiilor bx=a si respectiv dy=c. Atunci dbx=da,

a4
b’
dby:bc:>bd(x+ y)zda—i—bc si deci t:x—i—y:% este unica solutie a

ecuatiei bdt =da+ bc.

Am abordat, anul precedent, sistemele de ecuatii liniare cu coeficienti Tn Q, R sau C.
De asemenea teoria determinantilor am realizat-o pentru matrice din M, (Q), M, (R)
sau M, (C).

Nimic nu ne Tmpiedicd acum de a lua 1n locul acestor numere (rationale, reale sau
complexe), elemente dintr-un corp comutativ arbitrar K.

In acest caz, rezultatele obtinute trebuie enuntate 1n termenii corpului K:
componentele solutiei unui sistem liniar si valorile functiei det vor apartine corpului

K. Metoda lui Gauss de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare, teoria
determinantilor, formulele lui Cramer ramén valabile (fird modificari importante)

. . <A . a
pentru un corp comutativ oarecare K, cu precizarea cd in corpul K scrierea 5

inseamna ab !
Multimea matricelor patratice de ordin n cu coeficienti intr-un corp arbitrar K
formeaza un inel de matrice M,,(K), iar submultimea tuturor matricelor A € M,,(K)

pentru care det(A)zO (elementul nul al corpului K) conduce la notiunea de grup
liniar complet GL(n,K ) pe K. Facand sa varieze corpul K se poate obtine natural
toata seria de grupuri importante.

Corpurile de tipul Q, Q[V21, R etc. sunt in general numite corpuri numerice. Corpul

Z pP- prim este un exemplu de corp nenumeric: ar fi incorect s numim elementele
sale numere pentru singura ratiune ca uneori se identificd cu elementele multimii
{0,1, ..., p—1}.

4) Corpuri de matrice. in cele ce urmeazi fie A un inel comutativ in care 1s=0
(uneori in loc de A se considera corpul comutativ K). Notim M, (A),n€ N *,
multimea matricelor patratice de ordin n cu elemente in inelul A.

Spunem ca doud matrice X,Y € M,,(A), X = (aij ), Y= (bi-) sunt egale daca si numai
daca aij :bij’ ISI', ]Sn

Pe aceastd multime se definesc cele doud operatii de adunare si de inmultire a
matricelor, exact ca in cazul M, (C), adica:
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Dacd X =(a;), Y =(by), X, ¥ €M, (A), atunci X +Y =(a; +by ), 1<i, j<n

n
reprezintd suma matricelor X si Y, iar XY = (cij), Cij = > aikbkj’ 1<i, j<n
k=1
reprezintd produsul dintre matricea X si matricea Y 1n aceasta ordine.

102 012
Exemplu. Fiein My(Z4) matricele X =|3 1 1[,¥=|3 2 3[.
210 212
140 0+1 2+2| (11 0
Atunci: X +Y =|3+3 1+2 1+3|=|2 3 0|si
2+2 141 0+2| [0 2 2
1:040-3+2.2 1-1+0-2+2.1 1.24+0-3+2.2] [0 3 2
XY =[3.04+1-3+1-2 3.1+1-2+1-1 3-2+1-3+1-2|={1 2 3
2.0+1-340-2 2.1+1-2+0-1 2.2+1-3+0-2] [3 0 3

De asemenea dacd X € M, (A), atunci definim determinantul matricei X, elementul

(din A): det(X) = > S(G)aiG(I)QZG(Z)---anc(n) .
ocsy,
Dupa cum se observa, definitia este aceeasi ca pentru X € M, (C), numai ca aici

elementele ayq(f) apartin inelului A si evident se afla in aceeasi multime produsele de
astfel de elemente ca si sumele lor.
Au loc proprietdtile cunoscute de la determinanti de matrice din M, (C).

Exemplu. Consideriand matricele din exemplul de mai sus, calculaim determinantul lor cu regula
lui Sarrus (X) si cu regula triunghiului (Y).

<
[\)

Avem: det(X): =iif)+3ii+§66—(iii+iii+6f)§)=i—i=i

s ‘ > =D T > >
iy O s >
'—U > N> =y >

Observam ca det este inversabil in Z4, i~1=1.

det(Y): =i. In acest caz

N G o>
—> N> >
N> > N
Il
o>
>
>
+
>
w>
>
+
w>
>
>
|
—_—
>
N>
>
+
o>
>
w>
+
>
>
>
Nl
Il
<>
|
>

det(Y) =2 nu este inversabil in Zg4.
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Pentru multimea M, (A) inzestratd cu operatiile de adunare si inmultire are loc

urmatoarea:

Teorema. Fie A un inel comutativcu 1=0.
Tripetul (M, (A), +,-) este un inel necomutativ si cu divizori ai lui

zero, numit inelul matricelor pitrate de ordin », cu elemente din A.

Demonstratie. Se verificd axiomele inelului, urméand analogia verificarii axiomelor
pentru (Mn ©), +, ) .

Sa mai spunem ca elementul nul este matricea O, € M, (A) formati numai cu
elementul nul 0 din A. Elementul unitate este matricea notata /,, avand elementele de

pe diagonala principald egale cu 1 (1 este unitatea inelului A), iar in rest elementele

1 0 ... 0
. . 01 .. 0
sunt egale cu 0 (0 este elementul nul al inelului A), [, = .
0 0 .. 1
. . . l,dacai=j
Uneori pentru [, folosim scrierea I, :(Bij) . ,unde §; = . ose
1<i, j<n 0,dacai=j

numeste simbolul lui Kronecker. m
In continuare vom preciza care sunt elementele inversabile (unitatile sau matricele
inversabile) din M, (A) . Are loc urmétoarea:

Teorema. Fie X € M, (A). Matricea X este inversabild daca si numai

daca det(X ) este element inversabil 1n inelul A.

Deci, U (M, (4))={X € M, (4)|det(X )€U (A)}.

Demonstratie. Se procedeazd, ca idee de lucru, ca in cazul M,(C) cand

X € M, (C) este inversabild < det(A)=0. (Aici A=C este corp si deci orice
a €C, a=0 este inversabil).

Fie X € M,(A) o matrice inversabild. Deci exista X -1 € M, (A) pentru care

xxt=x"x =I,,. Luand in aceastd egalitate determinantul avem: det(X -X_l) :det<ln) &
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& det(X )det(X _1) =1 (am utilizat proprietatea pentru determinanti: determinantul

produsului este egal cu produsul determinantilor).
De aici se deduce ca det(A) € A este element inversabil 1n A.

Reciproc, presupunem ca det(X) este un element inversabil in A, deci det (X ) eU (A) .

Probam ca X este inversabila construind X -1 .
Tehnica este aceeasi cu cea utilizata in cazul M,,(C).

Constructia inversei lui X comportd urmatoarele etape:

1) Constructia transpusei lui X, 'x e M, (A) (prin schimbarea liniilor cu coloane).

2) Constructia adjunctei X *e M, (A) . Se obtine din "'x , Inlocuind fiecare element
cu complementul lui algebric.

3) Constructia inversei X —le M, (A).
_ -1
Avem: X~ =[det(X)] - X* € M,(A).
Searatica XX '=x"lx = I, m.
Observatie. Pentru K corp avem ca (/\/ln (K), +, ) este corp de matrice, daca

(V)A€ M, (K), A= O, = det(A) =0.

Exemplu. Fie K un corp si S»(K)= {[ * y]
-y x

X,y € K] . Atunci si aritim ca S,(K) este corp in

raport cu operatiile de adunare si inmultire a matricelor pentru K =7Z3, dar nu este corp

pentru K =Zgs .

intr-adevir , adunarea si inmultirea sunt legi de compozitie interne pe S,(K) din egalititile:
Xron|| X2 y2|_| B¥2—)y2  x2tran

’[—yl x1 . ) xz]_[—(le’2+x2y1) X1X3 —Y1Y2

xi+xy yi+y
—(y1+y2) x1+x3

X1 N
1 X1

X2 N2
—J2 X2

A A A A

A A A

Elementul neutru pentru adunare este l .
01

0 1
] , iar pentru inmultire este l

Daci M € S,5(K), atunci —M € S5(K). Evident, adunarea si inmultirea matricelor sunt

asociative, in general, deci ramén la fel si in acest caz. Inmultirea este distributivi in raport cu
adunarea matricelor. In general, inmultirea matricelor nu este comutativa. In acest caz se verifica,
prin calcul, comutativitatea inmultii acestor matrice.

< . Xy . < . a
Presupunem ci matricea [ are inversi matricea .
-y x —b a
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(a B) x y) |10 y - AL - . 2, 27!
Din =|. .|rezultiax —by=1,ay+bx =0, iar de a1c1solut1aa=x(x +y ) s
=b a)l-y x) |0 1

-1
b:—y(x2+y2) .

Deoarece K este corp, elementul x? + y2 are invers in K daci x> + y2 =0. Daci x= y= 0 y

matricea nuld nu are un invers. Rimane de verificat daci x> + y2 #0 cu x,yeK,x=0 sau

y=0.
in Z3 se verificd x*+y* =0 cand (x,y)= (6,6) . Intr-adevir,
x[ofol1]|1]1]|2]2]2
yl1|2]0]|1[2]|0]1|2
iy li1|12]2]|1|2]2

Deci, orice matrice nenuld din S,(Z3) are o inversi si deci (SZ(Z3), +, ) este corp. Dar in

S5(Zs5), avem pentru x = i, y= i, 12 +i2 =0 si deci matricea nu are inversa. Deci

~ A

31

(SZ(ZS)’ +, ) nu este corp.
Aratati ca: 1) SZ(Z3) are noui elemente; 2) Grupul aditiv nu este ciclic; 3) Grupul multiplicativ

este ciclic.

Exemple. 1. Stabiliti care din matricele X,Y € M3(Z13)

123 7 11 4
xX=|4 5 i,Y:g 6 é,esteinversabili.
421 4 2 3

R. Calculam pentru fiecare matrice determinantul. Avem: det(X ) =3 si det(Y) =7.
Cum 3¢ Z1p mnu este inversabil rezultd cd matricea X nu este inversabild. Matricea Y este inversabila

deoarece 7 €Z 12 este inversabil in Z;, . Determindm inversa lui Y.

75 4
1) Transpusa lui Y este: 'Y = 116 2 ;
453
8 11 5
2) Adjuncta Y* este: vy¥*=|5 7 9.
10 6 11
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3) Inversalui Yeste Y1 =77 1y* unde 771 =7 si deci y 1=y =

5) :) 0>
oy —> Do

2 -1 1 -2
2. Stabiliti care din matricele X,Y € M,(Z) sun inversabile, unde X = [ }, Y= [ ] .

R. Din nou se calculeaza determinantul fiecarei matrice si obtinem:
det(X) = 1, det(Y) = 3.
Numai matricea X este inversabila in My (Z), deoarece 1 este element inversabil in Z , in timp ce 3 nu

este inversabil in Z .

2 -5
Calculul inversei lui X. 1) Transpusa lui X este: D¢ —[ 1 3 ];

31
2) Adjuncta lui X este: X* = ;
5 2
5 2
Observatie. Dacd Y este consideratd in Mp(Q) (sau My (R) sau My, (C)) atunci det(Y) = 3 este

inversabil in Q (sau R sau C) si deci in aceste multimi Y este inversabila !

_ 31
3) Inversa lui X este: X_I:(det(X)) 1X*—l-X*—[ ]

Definitie. Grupul multiplicativ U (/\/ln (A)) al matricelor inversabile cu

elemente din inelul A se numeste grupul liniar de ordinul » peste inelul
Asi se noteazd GL(n,A).

Deci GL(n,A)={X € M, (4)|det(X )€U (A)}.

In cazul in care A = K, corp comutativ, atunci GL(n,K)= {X eM, (K)|det(X) = 0} )

Domeniile de integritate si corpurile

Am vazut ca existd inele cu divizori ai lui zero. In cazul unui corp acest lucru nu are
loc. Avem urmatoarea:

Teorema. Un corp nu admite divizori ai lui zero, adicd din x,y € K,
x=0,y=0=xy=0.

Deci, orice corp este domeniu de integritate.
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Demonstratie. Intr-un corp orice element nenul este inversabil, iar un element
inversabil nu poate fi divizor al lui zero Intr-un inel. m
Este clar ca nu orice domeniu de integritate este corp.

De exemplu, in inelul integru (Z, +,), numai elementele 1 si —1 sunt inversabile.
Daca insd domeniul de integritate este finit, atunci acesta devine corp. Avem urmatoarea:

Teorema. Orice domeniu de integritate finit este corp.

Demonstratie. Fie A, domeniu de integritate finit, A={ay, a3, ..., a,},lar ac A, a=0,
un element arbitrar. Consideram multimea produselor {aaq, aay, ..., aa,}. Aceste

produse sunt toate distincte, deoarece din aa; = aa j si a=0, rezultd g; =a j (A nu

are divizori ai lui zero). Cum aa; € A, (V)i si sunt distincte doud cate doua produsele,
deducem ci A este formata din aceste produse. In particular, unitatea inelului 1 este
unul din aceste produse, adica aay =1, pentru un anume aj . Cum inmultirea in A
este comutativd, avem aja = aay =1, adicd gy este inversul luia. m

Se pune intrebarea dacd existd corpuri finite necomutative. Raspunsul este negativ.
Rezultatul care afirma ca orice corp finit este comutativ a fost stabilit in 1905 si este
cunoscut sub numele de teorema lui Wedderburn.

Teorema*. Orice intersectie de subcorpuri ale unui corp K este subcorp
al lui K.

Demonstratie. Fie {K,-} o familie de subcorpuri ale Iui K si fie K'= N K .
icl icl

Verificadm cele doua proprietati de la caracterizarea unui subcorp.

1) Dacdx,y€ K', atunci sd aratdamcd x—y € K".

Din x,ye K'= N Kl'~ :>x,y€K£, (V)iel.Cum Kl'~ este subcorp rezultd x —y € K",
icl
(V)iel, adicd x—ye N K; .
iel
2) Daca x,y€ K', x,y =0, atunci sa probam ca xy_1 eK'.
Intr-adevar din x,y €K'= K; se obtine x,y eK}, (V)iel.
iel
Deoarece Kl'~ este subcorp al lui K, se deduce )cy_1 S K;, (V)i €1, adica )cy_1 eEN Kl'~ .
iel
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Probleme propuse

1. Pentru A, B, matrice date mai jos, sa se calculeze A + B, A — B, det(A) si rang(A).

A A

34 21 0 1 12
DA=|, . |,B=]|. A’A’BGMZ(ZS); 2) A=|, .|[,B=|. A’A’BEMZ(Z4);
1 2 4 3 20 31
102 113 210 010
3)A=[0 1 1|,B=|2 2 1A, BeMyZs); 4 A=|1 3 2|,B=[2 0 3|,4,BEMy(Zy)
324 413 211 030
2. Sa se rezolve ecuatiile matriceale:
. [2 1), . (193], , [10].
I)X =|. .| INn Mz(Z3);2) X“= ~ A 1IN Mz(Z4);3)X =|. .| In Mz(Z3).
11

3. Sa se calculeze inversa matricei A si rezolvati ecuatia matricald XA = B, in cazurile:

va=|' 2e=|! N asemay;  va=|l Jp=|) A Beray;
31 2 2 2 4 13
21 4 106 111 013
3) A=|3 2 1,B=|2 4 7|,A,BEM3(Zg);4) A=[2 3 1|,B=|2 0 4|, A, BcMs(Zs)
6 45 132 443 120
4. Sa se rezolve sistemele de ecuatii:
ix+y+z:i §x+3y+z=3 x+iy+3z=21
1)«x+§y+z=iinZs;2) le—i-iy—i-éz:i in Zg; 3) x+y+§z:i in Zg ;
x+y+iz=3 8x+§y+iz:i §x+3y+§z=i
x+§y+§z=§ ix+y+§z=§ x+y+iz=8
4)«3x+§y+z=i in Zq3;5) x+§y+z:i in Z7 ; 6) ix+8y+§z=§inZ7.
2x+1ly+z=2 3x+4y+2z=6 dx+y+4dz=5
5. Si se rezolve si discute sistemele:
mx+y+z=i x+y—§mz=f)
1)«x+my+z=i in Zs,me€Zs;?2) x—y+mz=i in Zs,m€Zs;
x+y+mz:3 §x+y+3z=§
Sx+3y+z=4 2+ y+mz=2
3)<x+my+z:i in Zs,m€Zs;4) x+§y+z=i in Zs,m €Zs;
3x+y+§z=§ 3x+5.y+z=§

Sx+y—mz=3
5 {2x+5y+2z=11n Zg,m €Ly -

x+§.y+z=5
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6. Sa se rezolve sistemele:
x+y+§z:i x(y+z) 2 §x+§y+21z=f)

1) x2+y2+3z2=A in Zs;2) y(z+x):A in Zg ; 3) x2+y2+:lz2=A in Z~ .
3

x3+y3+§z3=§ z(x+y) 2 x2+y2-|—iz2:

Probleme rezolvate

1. Sa se arate ca aplicatiile x*xy=x+y+2, xoy=xy+ 2(x + y)+ 2 determina pe multimea Q a

numerelor rationale o structura de corp comutativ.
R. Verificam axiomele corpului comutativ.

K;) (Q) este grup abelian, adica au loc axiomele:

G)) Legea * este asociativd, adicd (xx y)xz=xx*(y+*z),(V)x,y,z € Q. Intr-adevdr avem:

(xxy)rz=(x+y+2)xz=(x+y+2)+z+2=x+y+2z+4, 1
si
x*(y*z):x*(y+z+2):x+(y+z+2)+2:X+)’+Z+4’ @

Din (1) si (2) se deduce ca legea * este asociativa.
G,) Legea * este comutativad, adica are loc egalitatea x* y = y*x, (V)x, ye@Q.

Avem: x+y+2=y+x+2, (V)x,y €Q, deoarece adunarea pe Q este comutativa (x+y=y-+x).

G3) Elementul neutru. Sa arataim cd exista e € Q astfel incat xxe=ux, (V)xe@@x—i—e—}—Z:x, (V)er . De
aici e = —2 € Q este elementul neutru.

G,) Elemente simetrizabile. Sa aratam ca pentru x € Q, arbitrar ales, exista x'€Q astfel incat
x#x'=esx+x+2=-2x'=—4—xeQ.Deciorice x€Q areun simetric x'=—4—x€Q.

K,) (Q —{=2}, o) este grup abelian, adicd se verifica axiomele:

G)) Aplicatia o este lege de compozitie pe Q —{—2}, adica (V)x,y €eQ—{-2}=x0ycQ—-{-2}.
Intr-adevar xoyeQ—{-2} o x,yeQ—{-2}, xoy=—-2<x,ycQ—{-2}, xy+2(x+ y)+2172(:>
& x,yeQ—{-2},(x+2)(y+2)=0, evident.

G,) Legea o este asociativa, (xo y) oz=xo (y ° z), (V)x,y,z € Q—{-2}. Avem succesiv:

(xoy)oz:[xy+2(x+y)+2 oz:[xy+2(x+y)+2]z+2[xy+2(x+y)+2+Z]+2:xyz+
+2(xy + xz+ yz)+4(x+ y+2)+6, 6]
xo(yoz):xo[yz-l—2(y+z)+2]:x[yz+2(y+z)+2]+2[x+yz+2(y+z)+2]+2:xyz+

+2(xy +xz+ yz) +4(x+ y+2)+6 ., (2.
Din (1) si (2) se deduce asociativitatea legii o.

Observam ca xo y = (x + y)(y + 2) —2 si atunci s-ar fi scris mai simplu:

(x+2)(y+2)—2

(xoy)oz= oz=(x+y)(y+2)(z+2)—-2 etc.
G3) Legea o este comutativd, deoarece xoy= youx, (V)x,y ceQ—{-2}e xy+ 2(x + y) +2=
=yx+ 2( y+ x)+ 2, (V)x, y€Q—{-2}, adevarat daca tinem seama ca, adunarea si inmultirea pe Q

sunt comutative.
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Gy) Elementul neutru (unitate). Aratdm ca existd u € Q —{—2} astfel incit xou=ux, (V)x€Q—{-2}. De aici
xu+2(x+u)+2=xeu(x+2)=—(x+2)cu=-1€Q—{-2}.

Gs) Elemente simetrizabile. Fie x € Q — {— 2} . Sa aratam ca existd x"€ Q —{—2} astfel incat

xox"=—1.
.. 2x+3
De aici avem: xx"+2(x+x")+2:—l<i>x“:— Al .
x+2
. . T . " < A . SR 2x+3
Trebuie verificat ca x"€Q—{—2}. Evident x"€ Q. Raméane sa aratim cad x"=-2&— T2 z=2&
X

& —2x—3=—2x—4, evident.

K3) Sa verificam distributivitatea legii o in raport cu *, adicd sd aratam ca x0(y * Z) = (xo y)* (xo Z) s
(V)xy.z€Q.

Calculam fiecare membru gi avem:
xo(yxz)=xo(x+z+2)=x(y+z+2)+2(x+y+z+2)+2=xy+xz+4x+2y+2z+6, (1)

si

(xoy)s(xoz) =[xy +2(x+y)+ 2|z +2(x+2)+2|=xy+2(x+y)+ 2+ xz+2(x+2)+2+2=
=xy+xz+4x+2y+2z+6, (2).

Din (1) si (2) rezulta egalitatea propusa.

Cum cele trei axiome K), K5), K3) s-au verificat rezulta ca tripletul (Q, *, o) este un corp comutativ.

2. Pe multimea R se definesc doui legi de compozitie x +y =ax +by —1, x o y =2xy — Z(x + y) +c,
a,b,ceR.

Sa se determine numerele a, b, ¢ astfel incat tripletul (]R, *, o) sa fie corp comutativ.

R. Si in acest caz se verifica cele trei axiome K, K,, K3 din definitia corpului comutativ.

K,) (R, *) este grup abelian, adica au loc axiomele:

G)) Legea * este asociativd, adicd (xxy)xz=xx(y*z),(V)x,y,z € R . Scriem explicit egalitatea i
obtinem: (ax+by—1)*z: x*(ay+bz—1), (V)x,y,zeR , sau a(ax—i—by—l)—i—bz—l: ax +
+b(ay+bz—1D—1,(¥)x,y,z€R.

a2:a

De aici rezulta sistemul: {b = b2
—a—1=—-b—-1=a=h.

G,) Legea x este comutativd, adicda x*y=yx*x, (V)x,y eRsax+by—1=ay+bx—1, (V)x,y eR,
adevdratd deoarece a = b de mai sus.

G3) Elementul neutru. Sa gasim e € R pentru care xxe=x, (V)xe R . De aici ax+ae—1=c, (V)xeR sau
ae=1+x—ax, (V)x € R . Cum elementul neutru al legii * este unic (deci nu depinde de x) trebuie ca

a=1,cand e = 1. Tindnd seama de cele de mai sus avem a =b =1. Deci legeaeste xxy=x+y—1.
G,) Elemente simetrizabile. Pentru x € R, arbitrar ales, sd aratam ca exista x'€ R astfel incét
x¥x'=lex+x'—1=1<x'=2—xcR . Deci orice x€R este simetrizabil in raport cu legea * si
are simetricul x'=2—x.
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K,) (R—{1},0) este grup abelian, adicd se verifica axiomele:

G,) Aplicatia ,,o “ este lege de compozitie pe R — {1}, adicadin x,y e R—{l}=xoyeR—{1}.
Este clar ca xo y € R. Ramane de verificat céxoy¢1©2xy72<x+y)+c¢1©2<x71)(y71) =3—c.
Cum x,y=1rezultd x—1, y—1=0.Deci c—3=0da c=3.

G,) Asociativitatea legii ,, o se verifica prin calcul.

Observatie. De obicei valoarea parametrului ¢ se determind din cerinta de asociativitate sau
comutativitate a legii o.

G;) Comntativitatea legii ,, o ““ se verifica usor.

. .. 3
G,) Elementul neutru (unitate) al legii ,,o “ este u = 5 .

Gs) Elemente simetrizabile. Pentru x € R —{1}, exista x"€ R —{1} pentru care xox"= —% . De aici
" 4x-3 ER—{1}.
dx—4

K3) Prin calcul se verifica distributivitatea legii ,, o ““ in raport cu legea ,, * “. Acum putem concluziona ca
tripletul (R, *, o) este corp comutativ

b b
3. Sa se arate ci multimea /C = {Ma,b = [a + ]

b a—b

a,be Q} impreuni cu operatiile uzuale de

adunare si inmultire a matricelor formeaza un corp comutativ.
R. Vom face verificarea axiomelor corpului comutativ.

K)) (IC, +) este grup abelian.
Gy) Adunarea este lege de compozitie pe K , adica (V)Ma,b’ MyyeK=Myp+M,,€K.

a+b b X+
]+[yy

b a—>b y  x—y b+y a—b+x—y -

A 5 a+b+x+y b+y
Intr-adevar avem: M, ) + Mx’y = [ —[

=Mayxpyy€ IC.

Gy-G3) Intotdeauna adunarea matricelor pe My(Q) este asociativa si comutativa. Deci si pe
K C M5 (Q) adunarea va avea aceste proprietati.

el.ey €IC astfel incat My, +M, ., =

aici rezultd Mgy g ptey =Map (V)Ma.b eKX. Cum M, =M, (a =xsib= y) rezultd

Gy) Elementul neutru. Sa ardtdm ci existd M ab (V)M p €K. De

a+e =a sib+ey=>b sau e =ey=0. Asadar elementul neutrueste Moy =0, €K.

Gs) Elemente simetrizabile. Penttu M, € IC si ardtam cd existd M, ;€ K astfel incat

Myp+Myg =Moo Myygpip=Mog<(at+a'=0sib+b'=0)s (a'=—a,b'=—b). Deci

—a—b —b
—b —a+b

matricei M, 5, ). Era de asteptat acest rezultat fiindcd avem adunarea obisnuitd pe K, elementul neutru

simetricul i M, €K este M_, _, €K, adica M_, —[ ]— —M,, (opusa

fiind matricea nuld.
K) (IC —{0,}, ) este grup abelian. Deci verificam axiomele grupului.
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Gy) Inmultirea este lege de compozitie pe IC— {05}, adicd (V )M ab-Myy e K —{0,}=

atb b ].[x-f—y y ]_

éMa’b-Mx,yeKZ—{Oz}.intr-adevér Ma,b'Mx,y_[ b a—b v oxy

(ax+2by)+(bx+ay) bx 4+ ay

- =M ex.
bx + ay ax+ 2by — (bx + ax) ax+2by, bx+ay

G,) Intotdeauna inmultirea matricelor este asociativi pe M5 (Q) . Deci raméne la fel si pe K .

Gs) Prin caleul se aratd ca fnmulfirea matricelor este comutativa pentru ¢d My p-My =My opy petay $i
Myy-Mgp=Miyqi2yp,yatxh aPOise tine seama de egalitatea a doud matrice.

Gy) Elementul neutru (unitate). Trebuie sa gdsim M, ,, €IC—{0,} astfel incat M, 4 -M Mgp,

142 up.uy —

(V)M p e K—{05}.

) ) ) . o . au) +2buy =a
Egalitatea se mai scrie: M quy +2buy buy+auy = Map 1ar de aici avem sistemul buy + ay — b
(V)a,bGQ,a::Osau b=0.

10
Gasim usor u; =1 si up = 0. Deci elementul unitate al inelului este M= [0 1] =1,.

Gs) Elemente simetrizabile (inversabile) Remarcdm cd este Tnmultirea obisnuitd a matricelor, iar

elementul unitate este chiar matricea unitate I . Dacd M, € K—{0}, atunci M, € K —{0,}

simetricul lui M, j coincide cu inversa, deoarece trebuie sd avem: M} -M , ;=I5 . Ori matricea

M, este inversabila dacd det(Mu,b)zaszbz:tO, ceea ce-i adevdrat, cdci in caz contrar din

a2 2% =0 $i b=0 (dacda =0, atunci b=0= Mgy ¢ K —{0,}) rezultd 2—:—2 sau %:i\/i,
fals pentru cd membrul stdng este un numar rational iar cel drept este irational. Gdsim usor cd
Mih=M _, €K.

Altfel din My - M g g = My ar rezulta Mogryopp ap's b = M1 adica sistemul {ZZ:I;Z{"__OI

a —b
PRy R R
a”—2b a”—2b
K5) inmul;irea matricelor este intotdeauna distributiva in raport cu adunarea lor si deci ramane la fel si pe

K.
Observatie. Pentru partea a doua (verificdrile din K5)) s-ar fi procedat mai usor daca se remarca faptul ca,

solutia a'=

1 0 1 1
Ma,b —a[o 1]+b[1 1]—a12 + bJ , unde J are proprietatea 12 =2I,.

4%, Fie A un inel cu patru elemente. Aritati ci A este un corp dacid si numai daci ecuatia

x2 +x+1=0 are o ridicini in A.
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R.Fie A={0,1, a, b} . Presupunem ca ecuatia x2 +x+1=0 are solutie in A. Este vizibil cd 0 nu

este solutie. Nici 1 nu este solutie pentru ca in acest inel 1+1+14+1=0 ((A, +) fiind grup, atunci
(Lagrange) 1+ 1+ 1+ 1 = 0). Pe de alta parte 1+1+ 1 = 0, iar din ultimele relatii deducem 1 = 0, fals. Fie a

solutie a ecuatiei. Decia2+a+1=0. Avem a+1=b, deoareceaJrl:tO((fl)z+(71)+1=O<i>1=0 R

a+l=1(a=0),a+1=a(1=0).Din a2+a+1:0 se deduce a(a+1):—1 si deci ab=1, ceea ce
aratd cd a si b sunt inversabile 1n A, adicad A este corp. Reciproc, presupunem cad A = {0, 1, a, b} este corp.
Atunci A* = {1, a, b} este grup multiplicativ. Am vazut la grupuri izomorfe c¢i orice grup cu trei elemente este
izomorf cu grupul multiplicativ al radacinilor de ordinul trei ale unittii In care orice element x verifica

relatia ©=1. I particular a=1. Dar o —lz(a—l)(a2 +a+l):0. Cum a=1 rezultd

a2 +a+1=0.
5. Fie (K,+, ) un corp si a, b doua elemente distincte din K —{0} . DacA a+b =a_1 +b_1 =1,

demonatrati ci a = ! si b= a~l.

R. Avem: a-b=a-1-b=a a71+b71)b: aa71 b+a a=

lflb) —bta=1 si b~a:b~1~a:b(b*1+a*1

:(bb*l)aw(a*la) —a+b=1.Deaicirezulta: a=b"'si b=a"".

Probleme propuse

1. Aritati ca urmitoarele de numere impreuni cu operatiile obisnuite de adunare si inmultire sunt
corpuri:

1 Q;2) {a+bV3|a,b€Q); 3) {a+bila,b € Q)5 4) {a+b3ija,b € Q};

—1+i\3

5) {a+bss=

,a,bGR]; 6) {a+b§/5+c§/1|a,b,c€Q}.

2. Aritati cd urmitoarele multimi de matrice impreuni cu operatiile obisnuite de adunare si

inmultire sunt corpuri:
a 3b a —b a —3b a+b 4b
1 :2 . .4
){b a]a,bEQ}, )[[b a]a,bEQ],3)[[b a]a,bEQ}, ){[_b a—b]
aperl;8) ||° T
’ e a+3b

o R M R

a,bEQ};

Q

a,beR];

0 o1 0o 1)1 1 x
nll. Ll Wbl bl Lt M@y ;s 10) Ax’yz[ y]AeMZ(Z3);
0 0/lo 1)1 1) (1 2y x
a b —c —d
b —d
11) “x lxer!l;12) “ a,bye,d €QL.
X x c d a —
d — b a
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3. Aratati ca urmitoarele multimi impreuna cu aplicatiile considerate in dreptul lor sunt corpuri:
1) ]R;x*y=x+y—4,xoy:xy—4(x+y)+20;(]R,*,o);

2) (0,00); x %y = xy, xo y = x"¥;((0,00), %, );

3 Rixxy=x+y—2,x0y=2xy—4(x+y)+10; (R, ,0);

4 K={fs :R>R|f,(x)=ax,a €R},(f +g)x) = f(x)+g(x) (f o) (x) = f (8(x)); (K, +, 0) 5

ax,x€Q

S)K:[fa:R%RaeQ’f“(x)z{o, *€R—Q

} impreuna cu adunarea si compunerea functiilor.

6) (C;x*y=x+y—i,xoy:mixy+m(x+y)+i(1—m),mEC*,(C,*,o);

7) Ryxxy=3x>+y>, x0y=xy; (R, %0).

4. Aratati ca urmitoarele multimi impreuni cu operatiile considerate in dreptul lor sunt corpuri
comutative:

1) QxQ;(a,b)+(a'b")=(a+a',b+b"),(a,b)o(a",b')=(aa'+2bb",ab'+a'b);

2) RxR; (a,b)—l— (a',b') = (a +a',b +b'), (a,b)o (a ',b') = (aa '—bb',ab'+a 'b).

5. Fie a,b€Rsi legile de compozitiee x L y=ax+by—2,xT y= xy—2(x+y)+6 . Sa se
determitie a, b astfel incat tripletul (]R, 1, T) sa fie corp.

6. 1) IC:[[x y]
2y x

corp cu 9 elemente.

x,y € Z3] impreuni cu operatiile de adunare si inmultire a matricelor este

b
2) Fie multimea C = [[ ab ]a,b € Z7]. Aritati tripletul (IC, +, ) este un corp comutativ cu 49
— a

de elemente.
7. Fie K multimea tuturor matricelor U, j € M3(R) de forma :

—a—>b a b
Ua,b= b —a—>b a |,a,beR.
a b —a—b

Si se arate cd adunarea si inmultirea matricelor determina pe /C o structura de corp comutativ.
8. Se consideria K ={0,1,a,b} un corp cu patru elemente. Sa se arate ci: 1) ab = 1 = ba; 2) a? = b,a3 =1,

a? 4+a+1=0;3)1+1=0;4) Sa se faca tabela de adunare pentru K.

2.3. MORFISME SI IZOMORFISME DE INELE
SI CORPURI

Conceptul de izomorfism (morfism) de la grupuri poate fi aplicat la fel de bine la inele
si corpuri. Definitia care urmeaza este o extindere a conceptului de izomorfism
(morfism) de grupuri. Deoarece in definitia inelului i a corpului sunt doua operatii
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binare, vom cere ca izomorfismul (morfismul) sd conserve aceste operatii. Mai precis
formuldm urmatoarea:

Definitie. Fie (A, -+, ) si (A', @, ®)doué inele. O aplicatie f:A— A'
se numeste morfism (sau omomorfism) de inele dacd satisface
urmatoarele doud conditii:

1) f(x+y)=f(x)® f(y), pentru orice x,y € A;
2) f(xy)=f(x)O f(y), pentru orice x,y€A.

Observatii. 1) Din definitie rezultd cd orice morfism de inele este si un morfism de
grupuri, de la grupul aditiv al lui A la grupul aditiv al lui A". Atunci, dacd f:A— A’

este morfism de inele, din proprietatile morfismelor de grupuri, rezulta:
1°) f(0) = 0' (unde O este elementul nul al lui A, iar 0' este elementul nul al lui A")
(spunem simplu ca un morfism de inele ,,duce* elementul nul in elementul nul)

2°) f(—x)=—f(x), (V)x € A (imaginea opusului prin morfism este opusul imaginii).
2) Pentru inelele A si A' din conditia 2) nu se poate deduce ca f(1)=1" (1 este

elementul unitate pentru A, iar 1' este elementul unitate al lui A"). Daca in plus A' este
domeniu de integritate, atunci f(1)=1".

Definitie. Fie (A, =+, ) si (A', &, O)doué inele. Un morfism de inele
f:A— A’ cuproprietatea f(1)=1"

se numeste morfism unitar de inele (1, respectiv 1' sunt elementele
unitate din A §i respectiv A").

Un morfism de inele de la un inel Ia el insusi se numeste endomorfism al inelului
respectiv.

Compunerea a doud morfisme de inele este Incad morfism de inele (Verificati!).
Exemple. 1. Fie A si A' doua inele. Aplicatia f : A — A' definita prin f(x)=0"', (V)x € A esteun
morfism de inele, numit morfismul nul. Se verifica usor cele doua conditii din definitie:

D fx+)=0=000=fx)Bf(y),(V)r,yeAsi

2) f(x3)=0'=0'00"= f(x)O f(y),(V)x,yEA.

2. Fie A un inel. Aplicatia identici 14 :A — A,14(x)=x este un morfism unitar de inele,
apartinand endomorfismelor lui A.

3. Fie inelul Z[ﬁ l . Atunci aplicatia f: Z[\/E l — Z[ﬁ l definita prin f (a +52 ) =a—b2 este

un morfism de inele pentru ca avem:
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1) f(al +b1\/5+a2 +b2\/z)=f(a1 +a2+(b1 +b2)\/5)=a1 +a2—(b1 +b2)x/§=(al—bl\/2)+
+(a2—b2\/5)=f(a1 +b1\/5)+f(a2 +b2\/5)

si
2) f((lll +b1\/5)(tl2 +b2\/5)) =f (a1a2 +2b1b2 + (tllbz +a2b1)\/5) =aay +2b1b2 — (alb2 +a2b1)\/5 =

=a (dl —blx/i)-i-\/ibz (\/Ebl —al) = (lll —\/Ebl)(dz —\/Ebz) = f(lll +b1\/5)f(a2 +b2\/5) .

4. Aplicatia f: (Z, +, ) — (Zn, +,- ), n>2,neEN, f(x)=x, este un morfism de inele, numit
morfismul canonic. Intr-adevir avem:

D fx+y)=x+ty=%+5= @)+ f)(V)x,yEZsi
2) fap) =Xy == f)f () (V)xyEZ.

Daca f are proprietate particulara, atunci morfismul se numeste conform urmatoarelor:

Definitii. 1) Un morfism de inele f:A— A' se numeste morfism
injectiv, daca f este injectiva.

2) Un morfism de inele f:A— A' se numeste morfism surjectiv, daca
feste surjectiva. In acest cau A'= f(A)=Im f .

3) Un morfism de inele f:A— A' se numeste izomorfism, daca f este
bijectiva.

Dacd intre doud inele A, A', existd cel putin un izomorfism de inele
spunem ca inelele sunt izomorfe si scriem A= A" (citim: inelul A este
izomorf cu inelul A").

Sa retinem conceptul important de izomorfism de inele.
Aplicatia f:A— A' este izomorfism de inele daca:

1) f este morfism de inele;

2) feste bijectiva.

Daca doua inele sunt izomorfe, atunci grupurile aditive (A, —|—), (A’, GB) sunt izomorfe,
iar monoizii (A, ), (A", ©) sunt de asemenea izomorfi.

Se verifica faptul ca morfismul de inele f:A— A' este injectiv daca Ker f ={0}
(Ker f ={xe A| f(x) =0"} se numeste nucleul morfismului f).

Un izomorfism de la inelul A la el insusi se numeste automorfism. Compunerea a
doud izomorfisme de inele este Tncad izomorfism de inele (Verificati !).
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Exemple. 1. Fie A un inel. Aplicatia identici 14 :A4 — A,14(x)=x este un automorfism al
inelului A. Am aritat mai sus (exemplul 3)) cd 1, este endomorfism al inelului A. Cum 14 este o

aplicatie bijectivi, se deduce ca 14 este automorfism al inelului A.

2.Functia f :(Z,+,") = (Zy,+,), f(x)=%,(V)x EZ este un morfism surjectiv de inele.
3. Morfismul f: Z[\/E ] — Z’\/E ], f (a +52 ) =—a—b2 este bijectiv deoarece f este injectiv, adica

daca f(al—f—blx/i):f(a2+b2\/2)=>a1—blx/Ezaz—bzx/Eznzl=a2 si by =by ceea ce di

ay +b1\/5:a2 +b2\/5.
(Se stie ca daca a +b\/5 =a '+b'\/5, a,a',b,b'cZ,atunci a=a',b=>0", deoarece scriind relatia
sub forma (b—b')\/z —a'—a, atunci daci b=b', s-ar obtine 2 =Z _;, , fals deoarece

\/EgQ in timp ce Z_a

5 € Q. Deci b = b' 5i atunci evident @ = a'. Reciproca este imediata).

Aplicatia f este surjectivi deoarece pentru z =a +b2 , atunci existd 7 =a — b\/E S Z’ﬁ l pentru

care f(z)=z.

Definitie. Fie (K, +, ) si (K, @, ©) doud corpuri. O aplicatie f:K — K'
se numeste:
a) morfism de corpuri daca:
D fx4+n=f0&f(,(V)ryekK;

2) fa)=f()O f(y)(V)x.yeK.
b) izomorfism de corpuri, daca

1) feste morfism de corpuri;

2) feste bijectiv.

Observam din definitia de la a) cd morfismul de corpuri fiind un morfism intre
domenii de integritate avem f(1)=1".

Un morfism de corpuri de la un corp la el insusi se numeste endomorfism al acelui
corp.

Un izomorfism de corpuri de la un corp la el Tnsusi se numeste automorfism al acelui
corp.

Exemple. 1. Aplicatia f :Q — C, f(x)= x este un morfism de corpuri numit morfismul-incluziune.
2. Aplicatia f:C — C, f(z) =7 este un automorfism al lui C (Verificati!).

Teorema. Orice morfism de corpuri este injectiv.
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Demonstratie. Fie f:K — K' un morfism de corpuri. Fie x,y€ K pentru care
f(x)= f(y).Notam z=x—y. Avem f(z)=f(x+(=y)= )+ f(=y)=
=fO+EfON=Ff)+(f(x)=0".

Dacd z =0, atunci l’zf(l):f(zz_l):f(z)f(z_l):0’f(z_1):O', contradictie
deoarece 1'=0". Deci z=0, adica x =y, ceea ce inseamna c f este injectiv.

Comportarea subinelelor (subcorpurilor) la morfisme de inele (corpuri) este datad, de
urmatoarea

Teoremi.* Fie f:A— A' un morfism de inele (respectiv de corpuri).
Atunci:

1) Pentru orice subinel (respectiv subcorp) B al lui A, multimea B' = f
(B) este subinel (respectiv subcorp) al lui A'; in particular Im f = f(A)
este subinel (respectiv subcorp) al lui A'".

2) Daca f este morfism injectiv, atunci A este izomorf cu un subinel
(respectiv subcorp) al lui B.

Observatii. 1) Prima afirmatie din teorema se poate formula astfel: imaginea unui
subinel (subcorp) printr-un morfism de inele (corpuri) este de asemenea un subinel
(subcorp).

Partea a doua a teoremei afirma ca inelul (corpul) A se poate scufunda izomorf intr-un
subinel (subcorp) al lui B printr-un morfism injectiv.

Demonstratie.* 1) Daca se traduce morfismul de inele (corpuri) in limbaj de morfism

de grupuri aditive <f :(A, +) — (A’, @)) si morfism de monoizi <f :(A, ) — (A', O)),
iar subinelul B al lui A ca subgrup al lui (A, +) si respectiv monoid al lui (A, ) Si se
tine seama de propozitia de la morfisme de grupuri si monoizi conform careia
imaginea unui subgrup al lui (A, +) prin f este subgrup al lui (A’, GB) si imaginea unui
monoid al lui (A, -) este tot monoid al lui (A", ©) demonstratia lui 1) este imediat.

2) Daca A este morfism injectiv de inele, atunci A=Im f (Im feste subinel (subcorp)
al lui A").

In consecinti la 2), dacd f:K — K' este morfism injectiv de corpuri, corpul K este
izomorf cu un subcorp al lui K'.

Probleme rezolvate

f) daca x este par
1. Sa se arate ci aplicatia f:Z —Z,, f(x)= L P , este morfism de inele.

1, daca x este impar

R. Trebuie sa verificim cele doud conditii ale morfismului de inele.
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D fGtn=f@)+f).(V)ry€eZ,
2) fo) =f)f((V)xyeZ.
Pentru verificarea conditiei 1) analizam cazurile:

a) x, y numere intregi pare (x, y € 27 ) . Atunci:  f (x + y) =0 (deoarece x + y este par) si

fO)+fy)= 0-+0=0. Deci in acest caz, 1) are loc.

b) x,y € Z de paritati diferite. S spunem x € 2Z, y € 2Z +1. Atunci f(x+y) = 1 (x + y este impar) si
f@+f=0+1=1.

Si 1n acest caz, 1) se verificd. Analog se trateazd cazul x € 2Z +1, y € 2Z .

¢) x,y numere Intregi impare(x,y GZZ+I) . Avem: f(x+y) =6(x + yeste par) si f(x) +f(y)=i+i :f), ceea

ce aratd ca 1) are loc.
Pentru verificarea conditiei 2) se analizeaza aceleasi cazuri.

Avem: a) x,y €27, f(xy)=0si £(x)f(y)=0-0=0, adica 2) are loc.

b) x€27Z i y€2Z+1 cand f(xy)=0 si f(x)f(y)=0-1=0, adici 2) se verifica.

©) x,yE€2Z+1,cand f(xy)=1si f(x)f(y)=1-1=1, si din nou 2) are loc.

2. Pe multimea R se considera operatiilee x Ty=x+y—1,x L y=x+y—xy. S se arate ci
(]R, T, J_) este inel izomorf cu (]R, +, ) prin f:R—R, f(x)=1—x.

R. Lasdm in seama cititorului sa verifice ca tripletul (R, T, J_) este un domeniu de integritate.

Probamca f:R — R, f(x) =1—x este izomorfism de inele. Trebuie sa verificadm ca:

1) f este morfism de inele,
2) f este bijectiva.
1) Functia f este morfism de inele daca:

a) fGeT =)+ f.(V)ryeR, b) f(x Ly)=f0)f(». (V)r.yeR.
Verificam a). Avemf(xTy)=f(x+y71)=17(x+y71)=27x7y:17x+17y=f(x)+f(y).
Verificim b). Avem: f(x Ly)=f(x+y—xy)=1—(x+y—xy)=1—x—y+xy=(1-x)(1-y) =) () .

Cum a) si b) au fost verificate deducem ca f este morfism de inele.
2) Functia liniard f:R — R, f(x) =ax+b se stie ca este bijectiva dacd, a =0 . Deci in cazul nostru

a=-—1,b=1, functia f este si bijectivd. Deoarece conditiile 1) si 2) au fost verificate rezultd ca f
realizeaza izomorfismul Intre cele doua inele.

3. Pe multimea numerelor intregi Z se definesc aplicatiile: x * y=x+y—2,x0y =xy — 2(x + y)+ 6

impreund cu care devine domeniu de integritate. Sa se arate ci avem izomorfismul de inele
(Z,%,0)=(2Z,+,-) datde f(x)=ox+p.

R. Se arata usor ca tripletul (Z, *, o) este un domeniu de integritate. Atunci stim ca morfismul de inele are
proprietatile f(e,)=0 si f(u,)=1, unde e, , este elementul neutru in raport cu legea *, iar u, este

elementul unitate al inelului (In raport cu a doua lege o).

2)=0
Gasim usor e, = 2, ug =3 . Deci avem sistemul: {?;)) 4 cusolutia a=1,p=-2.

Prin urmare f:7Z — Z, f(x) = x—2 . Probam ca f este izomorfism de inele, adica:

1) f este morfism de inele,
2) f este bijectiva.
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Afirmatia 1) se verifica dacad avem:

Q) fax))=f+fOD.(V)xyeZ; si b) flxoy)=fx)f().(V)x.yeZ.

Intr-adevar pentru a) avem: f(x*xy)=f(x+y—2)= (x+y72)72=x+y74:(x72)+(y72) =
=f+f).

Analog pentru b) se obtine: f(xoy)= f(xy—2x—-2y+6)=(xy—2x—-2y+6)—2=
=@x=2(-2=r®f).

Demonstrdm 2). Aplicatia f este bijectiva daca: a') f este injectiva si b') f este surjectiva.

Verificim a'). Functia f este injectivd dacd din f(x)= f(y),x,y€Z=x=y. Avem f(x)=f(y) &
S x—2=y—2.Deaicix=y.

Pentru b'), functia f este surjectiva daca pentru orice y € Z (codomeniu) exista x € Z (domeniu) astfel
incat f(x)=1y.

Din f(x)=y rezultd x — 2 =y, adicA x=y+ 2, acesta fiind elementul cautat. Evident
x=y+2€Z.

Din cele de mai sus rezulta cd inelele sunt izomorfe.

4. Aritati ca inelele (A ={x+ yx/§|x,y ez}, +, ) , [A' = [[;y z} (+,+ sunt

X,y EZ}a +,-

adunarea si inmultirea uzuali pe multimile respective) sunt izomorfe.
R. Se aratd usor cad tripletele respective sunt domenii de integritate. Aplicatia care realizeaza

izomorfismul de inele este f: A4 — A", f(x+ y/3)= [; y] . Avem de verificat ca:
y x

1) f este morfism de inele si 2) f este bijectiva.
Afirmatia 1) se traduce prin:

a) f(z+2)=rf)+ (). (V)q.2€ A,
b) f(z122)=f(z) f(z2): (V)220 €A
Verificam a). Fie z; = xj 4+ y13/3, 22 = %2 + 23, 21, 22 € A . Avem:
tx o vty _|m |, (xR »n
= + = + )
3n+y) x +X2] [ ] [3y2 2 T+ 1)
Verificim b). Avem: f(z123) = f((x) + yN3)(xp + y23/3)) = f(xpx0 +3y1y7 + (1132 + 12 y)V3) =

N +3yy2 Xy +0n Mol »

= = =f)f(z).
3ay2 +x2y) i +3yyz2 ) B3y x)\3y2

Afirmatia 2) inseamna s ardtam cd: a') f este injectiva si b') f este surjectiva.

Probam a). Fie z; = x; + y+/3, 22 = X2 + y2+/3, 21,25 €A pentru care f(z;) = f(zp) -

aon|_|x ¥ . L .
= , dar de aici x=xp si

f(ZH'Zz)_f()q+xz+(y1+y2)\/§)—[ N
R

Sd ardtam cd z3=2zp. Din f(z)= f(zp) rezultd
3now) By ox

y1:y2.D€Ci Q=22-

X
Verificam b') Fie A= [3 Y € A'. Atunci existd z=x+ y\/g €A pentrucare f(z)=A . Decifeste
y x

surjectiva. In concluzie f este izomorfism de inele.
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5. Fie C([0,1]) multimea functiilor reale continue pe [0,1] si D([0,1]) multimea functiilor reale
derivabile pe [0, 1]. Aritati ci intre inelele (C([0,1]),+,-) si (D([0,1]),+,-), unde + si - sunt
adunarea si inmultirea uzuala, nu exista nici un izomorfism.

R. Se verifica cu destuld usurinta ca tripletele din enunt sunt inele comutative. Vom demonstra ca nu
existd un izomorfism intre cele doud inele, prin metoda reducerii la absurd. Presupunem deci cd ar exista
F:C([0,1]) — D([0,1]) un astfel de izomorfism. Consideram f € D([0,1]), f(x) = x. Din F surjectiva
se deduce ci exista g € C([0,1]) astfel incit F(g)=f .Din g C([0,1]) rezulta ca si g € C([0,1]).
Utilizand faptul cd F este morfism avem:

7 =F@ =F(Ye¥e¥s) = F(¥e)F () F(e) = (F(¥e)) . De aici F(e) =37 =¥x . Aic

am ajuns la o contradictie deoarece x — %/; nu este derivabild la dreapta In x =0. Deci presupunerea

facuta este falsa, adica nu exista nici un isomorfism Intre cele doud inele.

Observatie. Ca si in cazul grupurilor izomorfe si pentru inelele izomorfe, o proprietate adevarata pe o
structura algebrica se conserva si pe structura algebricd izomoda. Aici se stie ca exista functii continue pe
o multime fard a fi derivabile pe acea multime (aici Intr-un punct, x =0).

6. Pe multimea A =RXR se definesc legile de compozitie (x,y)+ (x',y')=(x+x",y+y"),

(x,¥)-(x"y')=(xx", xy'+ x'y), impreuni cu care formeazi un inel comutativ.

x
Aratati ca acest inel este izomorf cu inelul matricelor A':{[O y]
X

x,y € R] (impreuni cu

operatiile de adunare si inmultire uzuale).
R. Se verifica usor ca tripletele (A, =+, ~), (A 4, ) sunt inele.

Verificim ca aplicatia f:. A — A", f((x,y))= g

Yy . . e e <
este izomorfism. Trebuie sa aratam ca:
X

1) f este morfism de inele, 2) f este bijectiva.
Pentru 1) se verifica egalitatle

a) f(z+2)=r )+ f(z).(V)aq.20€ A,
b) f(z1-22) = f(z) f(z2) (V) 21,220 €A
Avem pentru a) (ludm z; = (x1,y1), 22 = (x2,¥2) ):

X+ X3 y1+y2]_[x1 ler

0 X1+ xp 0 X1

flz+22)= f Gy + (52, ¥2)) = f((x + x2, 31 + yz))—[

+[x02 yz]—f(21)+f(22)-
X2

Analog pentru b) obtinem: f(zjzp)= f ((xlxz,xlyz + x5 yl)) =

EE)
0 X1

Faptul cé feste bijectiva se verifica imediat.

7. Fie d,e € Z , intregi liberi de patrate, d = e . Sa se arate ci inelele (Z[x/ﬂ, +, -), (Z[\/;], +, ) nu

XXy Xpy2 + Xy
0 X1X2

X2 X2
0 %)

]—f(Zl)f(Zz)-

sunt izomorfe.
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R. Vom proceda prin reducere la absurd. Presupunem ca ar exista f : Z[\/E ] — Z[\/E ] un izomorfism de
inele (sunt chiar domenii de integritate). Deci f(0)=0, f(1)=1.

Se arata (vezi constructia endomorfismelor grupului (Z,+,-)) ca f(n)=n, (V)n €7 . Raméne sa
extindem constructia lui f'si in puncte de forma x =a + b\/g ,cu b=0.Avem:

fx)= _f(a + b\/g) = f(a)+ _f(b)_f(ﬁ) =a+bf (\/E) , ceea ce aratd f este perfect determinat daca

stim cine este f(ﬁ).NOtﬁm f(\/d—)z m+n\/z€ Z[\/;]. Atunci d:f(d):f(\/z\/z)z
:f(\/z)fwg):(m—%n\/;)z:m2+n2e+2mn\/z. De aici d:m2+n2e si 2mn=0. Daca

m=0, atunci din d = m2 +n2e rezultd d = en2 si cum d este liber de patrate rezultd n=1, adica

d=e, fals. Daca n=0, atunci d = m2 si cum d este liber de patrate rezultda m==£1, cand d =1,
fals.

Observatie. Se aratd ca inelul (Z[\/E ], +, ~), d €7, d intreg liber de patrate este izomorf cu inelul de

matrice Ay = H;b

b
a,,beZ].
a

Deci daca d =e,d,e€Z, intregi liberi de patrate, atunci nici inelele de matrice A;,.4, nu sunt
izomorfe.
8. Si se determine endomorfismele inelului (Z, +, -).

R. Fie f:7Z — 7 un endomorfism al inelului Z . In particular f este endomorfism al grupului aditiv

(Z, +). Am vazut la morfisme de grupuri (problema 2) rezolvatd) ca forma lui f € End(Z) este

f(m)=na,unde f(l)=a€Z. Vom preciza pe a € Z din conditia f(x-y)=f(x)-f(y), (V)x,yeZ. Avem
2

a=f)=faA-D=fOfM=(fm) =a*.

Din a = a? rezult a1 =0,ap =1, cand avem fj(x)=0 (morfismul nul) si f(x)= x (morfismul identic
- care este chiar automorfism al lui 7Z ).

9%, Sa se determine automorfismele corpului (Q[\/d— 1, +, ) ,unde d € Z, d intreg liber de pitrate.
R. Fie f:0Q [JZ ] Yy} [Jd— ] un astfel de izomorfism. Atunci f(0)=0, f(1)=1. Evident ci
f:(Z, + ) —>(Z,+, ) este morfism de inele, adicd endomorfism al lui Z . Deci f(n) = n,(V)n €l .

Vom extinde constructia lui fla Q, Q_ si apoi la extinderea Q[\/g } .

Mai intdi si observam ci din f(x+ y)= f(x)+ f(y), (V)x,y€Q [\/E] rezulta 0= f(0) =
= f(x+(=x) = f(x) + f(—x), adicd f(—x) =—f (x), (V)x € Q[\/E] , ceea ce aratd ci f este impara.

Constructia lui fpe Q_ . Avem:

1:f(1):f[%+%+...+l]:f[l]+...+f[%]:nf[l].

n n n

n ori n ori
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. 1 1
De aici f [ = —. Acum avem usor:

n

n
f[ﬂ]:f l—f—...—f—l :mf[l]:ml:ﬁ,(V)m,neN,n:tO.
n n n n n o n
m ori

| —

Constructia lui fpe Q_ . Fie e Q- . Atunci (feste impard)
n

.
Asadar am aratat ca f(x) = x, (V)x cQ.
Constructia Ilui [ pe Q[\/; } Pentru x:a—l—bx/g GQ[\/E } trebuie sd precizdm cine este

f)=flat+bdd)= f@+ fONd)= f@)+ fB)f(d)=a+bf(Jd). Deci f(x) este bine
determinat daca stim cine este f (\/E )=o+ B\/E S Q[\/E ] .

Avem: d = f(d) = fNdd)= f(d) f(d)=(a+BJd)*.
o’ +pPd=d

Din aceasta egalitate rezulta sistemul
af=0.

Dacd B=0 (in a doua ecuatie), atunci din prima d = o2, fals; dacd o =0 atunci [52 =1, adicd B==+1.
Deci pentru f(«/d ), avem dous posibilititi f(~d)=+/d , cand f(a+b\Jd)=a+bd (automorfismul
identic) si f(\/g) = —\/E , cand f(a+ b\/g) =a— b\/g (automorfismul conjugat).

10*. Sa se determine endomorfismele corpului (]R,—l—,-) .

R. Din f(0)=0, f(1)=1 si faptul cd f:R — R este endomorfism de corp (este si de inel al lui Q)
rezultd f(x)= x, (V)x € Q (vezi problema 9 rezolvata mai sus).

Aratam ca f este strict crescatoare, observand mai intdi cd dacd x€R, x>0, existd y € R astfel incat

y2 =x sideaici f(x) :f(yz) =fmfy :(f(y))2 >0, ceea ce aratd cd daca x>0, atunci f(x)>0.
Acum fie x; < xo, adicd xp —x; >0 . Conform observatiei de mai sus 0 < f(xp —x;) = f(xp)— f(x])
sau f(xp)> f(x1), adica feste strict crescitoare pe R . Ardtam acumcd f =1y (aplicatia identica a lui
R ). Presupunem, prin absurd, cd f =l , adicd existd xg € R astfel incat f(xg) = xq .

Daca f(xp) <xg, atunci existd a€Q astfel incit f(xp) <a<xy (Q este densd iIn R ). De aici a
a= f(a) < f(xq) , fals. Analog se trateaza cazul f(xy) > xq .

Prin urmare singurul endomorfism al corpului (R, +, ) este cel identic, f(x)= x, (V)x eR.

11*. Sa se determine automorfismele corpului numerelor complexe (C, +, ) care invariaza
numerele reale (f(x) =x,(V)xe R) .

R. Fie f:C—C un astfel de automorfism pentru care f(x)=x, x€R . Aplicatia f este bine
determinata daca stim cum definim f (i) .

Intr-adevir fie z=x+iy, x,y€R. Aunci f(2)= f(x+iy)= f(0)+ fliy) = f)+ F) f(y) =
=x+f@)y.
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Pentru aceasta sa observamca —1= f(—1) = f(iz) =f-)=f0-fO)= (f(i))2 . Deaici f(i)==+i.
Asadar avem doar doua astfel de automorfisme f(x+iy)=x+iy (cel identic) si f(x+iy)=x—iy (cel
conjugat).

12. Fie (A, +, ) un inel cu element unitate 1= 0 cu proprietatea x2=1 pentru orice x € A —{0}.
Sa se arate ca (A, +, ) este corp izomorf cu Z, sau Z3.

R. Relatia x% =1 aratici x=0 este inversabil si x~ 1 =x. Deci (A, +, ) este corp. Pe de alta parte sa

2

observam ca (x+1)(x71) =x"—x+x—1=0. Cum A este corp (n-are divizori ai lui zero) rezultd

x+1=0 sau x—1=0, adicd x € {—1,1],(V)x =0 . Prin urmare A={0,1,—1}.

1) 1 =-1, adicd A = {0, 1} si atunci aplicatia 0— 6, 1—1 este izomorfismul de la A la Zy .
2) 1= —1, adicd A={0,1,—1} si aplicatia 0— 0,1—1,—1— 2 este izomorfismul de laA la Z5.
Probleme propuse

1. 1) Aritati ci f :(Zg,+) —(Zg,+), f (¥) = 4x este morfism de inele si Ker f ={0, 3}, Im(f) ={0, 2, 4}

2) Fie A:[[a b]
b a

a,be Z] cu operatiile uzuale de adunare si inmultire. Aplicatia f:.4 — Z,

f

a b
[b ]] =a —b este un morfism de inele. Determinati nucleul morfismului.
a

3) Aritati ca aplicatiile de mai jos sunt morfisme de inele:

o
s

b
C) f :(MZ(Z)’+")_>(MZ(ZZ)""")a f[‘cl d}:

o

2. Se considera C([—1,1]) inelul functiilor continue pe [-1,1] cu valori reale determinat de

X
X,5,2 € Z}, [ 2(Sss) = (Zo4s0),s f[ o Y ] =2z sifsurjectie;
z

0
x,y€ Z], f(A4) = (Z+0), f [x 0] =x sifsurjectie;
y

a b

d

.

R ’
c

m,n GZ], f :(A,—{—,')—)(Z[\/E],'f','), f[m 2n]:m +n2 sifbijectie.
n m

operatiile de adunare si inmultire a functiilor. Si se arate ci aplicatia F :C(—11]) =R, F(f)=f [%]

este morfism. Determinati nucleul morfismului.
3. Fie A =R X R . Definim pe A doui aplicatii:

(dl ’bl) * (llz,bz) = (lll + az,bl + bz), (lll ’bl ) o (dz ,bz) = (dlaz, lllbz + ll2b1 ),
impreuna cu care devine inel.
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Aritati ca aplicatia f: A — R, f ((a,b)) =a este morfism surjectiv de inele, dar nu este injectiv.
4.1) Pe multimea A = Z X Z se definesc aplicatiile: (a,b) +(c,d) = (a+c,b+d), (a,b)-(c,d) =(ac —bd, ad +bc)
impreuni cu care devine inel. Aratati ci A = Z[i].

2) Fie M ={a,b} si (P(M),A,N), unde AAB=(A—B)U(B—A) si (Z3xZj,+,-) unde:
(e, )+ (x%y") =(x+x" y+ )5 (x,5)- (x",y") = (xx", yy'). Aritati ci (P(M),A,N) si (ZyXZy,+,)

sunt inele izomorfe. Construiti tablele operatiilor.
3) Fie A ={a,b,c} cu operatiile de adunare si inmultire date in tabelele:

+‘abc -‘abc
ala b c ala a a
b|b ¢ a bla ¢ b
clc a b cla b ¢

Aritati ci (4,+,")=(Z3,+,").

4) Fie A ={a,b,c,d} cu operatiile de adunare si inmultire date in tabelele:
+|la b ¢ d

si A'={0,2,4,6} C Zg. Aritati ci

—_

Ayty) = (A% +,0).

5. Pe multimea Z definim aplicatiile: x*y=x+y—2,x0y=xy— 2(x + y)+ 6 impreuni cu

care devine domeniu de integritate. Aratati ca (Z, *, o): (Z, +, ) , unde izomorfismul este dat de

[ Z—Z,f(x)=ax+B.

6.1) Pe Z se definesc perechile de aplicatii: {x Oy=x+y+l {x *y=xty—1 .
xXQy=xy+x+y, Xoy=xy—x—y+2

Aratati cd inelele (Z, D, O) , (Z, *, o) sunt izomorfe, printr-un izomorfism de forma

[:Z—Z, f(x)=ax+B.

2) Fie K:[[“ b]
—b a

b

f:ic—>c,f[[“ ]

—b a

x+v=| b 3 x34v3=72 | siecnatiar x3—|F x24T Olx| T By
= ) = 1 ecuatia: — =
21 _1 o) B 2 4 10 7 12 —6

7. Aritati cad inelele A si A'cu operatiile de adunare si inmultire uzuale sunt izomorfe, in
cazurile:

e,

a,be R] . Folosind faptul ca tripletul (IC, =+, ) este corp comutativ si cd functia

=a +ib , este izomorfism de corpuri, si se rezolve in /C sistemul:

LyEZL
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2)A:{x+y\/§|x,y€Z}, _xy —:y]

x,yGZ};

3)A:{x+yx/§|x,yEZ}, A'= x+2y 2y ]

X, yELg;
—2y x-—2 Y ]

5) _A:{x+iy|x,yEZ}, A'= x,yEZ};

4) A:{x+y«/§|x,y€2Z}, A'={x 3 x,yEZZ];
y

6) A={x+iy|xr,ye3z}, A'= x,y€3Z];

x -3
7 A= {x+yft|x,y€Z} A'={ y]x,yEZ};
y x
8) A= [x+yfz x,y €7Z, x,y de ceeasi paritate} R
-3
A'= x,y € Z, x,y de aceeasi paritate| ;

pe o=

x
2

9)A:{x+y\/§i|x,y€<@}, A':{[i _:Y]

X,y € Q]

10) Az{x+yﬁ|x,y€Z,d €Z,d liber de pﬁtrate}’ A':{[;y JyC]

x,yGZ};

11) A={4€My(C)|AX = X4, (V) X e M3(C)}, A'=C.

8. Pe multimea A =Z X Z se definesc operatiile ,, +  si ,, - ¢, impreuni cu care formeazi inele in
cazurile:

1) (al,bl) + (az,bz) = (al +ay,b; + bl)’ (al,bl)- (az,bz) = (alaz, blbz) 5
2) (al,bl) + (az,bz) = (al +a2,b1 + bl)’ (al,bl)- (az,bz) = (alaz + ble’ a1b2 + azbl) H
3) (al,bl) + (az,bz) = (al +a2,b1 + bl)’ (al,bl)- (az,bz) = (alaz, albz + azbl) .

Aritati izomorfismele de inele:

a) A(dela 1))=l«4'={[a 0] +,+[s b) A(dela 2))=l.4':[[“ b]
0 b b a

ll,b € Z}a +’

0 A(dela3))=1A'=[[“ b]
0 a

a,beZ},

a,be Z}, +
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Z u
9. a) Aratati ca inelul H al cuaternionilor este izomorf cu inelul de matrice H = {[ _ _]
—u z

u,z € C}

(cu adunarea si inmultirea obisnuiti a matricelor).
b) Sa se arate cii multimea C cu operatiile z; T zp =27 + 25, 21 L 23 = 2123 + Im(z1)Im(z; ), este inel

izomorf cu inelul matricelor M = [[:; y]
X

x,y € R] cu adunarea si inmultirea uzuala a matricelor

prin izomorfismul f :C — M, f(x—{—iy):[z Y.
x

a b c d
A gt s . b a —-d c .
10.* Aratati ca inelul 7 al matricelor de forma d ol a,b,c,d € R, este izomorf cu
—c a —
—d —c a b

inelul H al cuaternionilor.
11.* Fie A un inel comutativ si M multimea de matrice cu elemente din A.

a 0 b 0

0 a 0 b
M={M(a,b,c,d)= c 0.d 0 a,b,c,d €A}.

0 ¢c 0 d

Aritati ca M este un inel (in raport cu operatiile de adunare si inmultire a matricelor) izomorf cu
inelul M,(A).

12.% S se determine morfismele de inele de la (Z,+,-) la (Z,,, +, ). Determinati aceste morfisme
pentru n=6.

13.% 84 se determine morfismele de inele de la (Z,,,+,-) la (Z, +, ).

14.* Sa se determine endomorfismele inelului (Z s+ ) Determinati aceste endomorfisme pentru
n==6.

15.* Sa se determine morfismele de inele de la (Z ns ) la (Z ms s ) . Determinati aceste
morfisme pentru n=4,m =6.

16. Pe A=(0,00) se definesc aplicatiile x®y=xy,x@Qy= x™Y | Arititi ci tripletul (A4, ®,0)
este un corp comutativ izomorf cu corpul numerelor reale R, printr-un izomorfism dat de
f iR = (0,00), f(x)= aeB¥ .

17. Sa se arate ca aplicatiile x xy = 3\lx3 + y3, xoy=xy, determini pe R o structura de corp

comutativ, izomorf cu corpul numerelor reale, printr-un izomorfism f :(R,+,)— (R, %),

fx)=3ox+p .
18. Definim pe R aplicatiile: x T y=x+y—2,x*y=2xy —4(x + y)+10. Aritati ca tripletul
(]R, T, *) este un corp izomorf cu (R, +, ) .
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19. Sa se demonstreze ci xPy=x+y—7,xOQy=xy—7(x+y)+56, determini pe Q o

structuri de corp comutativ, izomorf cu corpul numerelor rationale (Q, +, ) .

In3

20. Aratati cad pe multimea (0,00) aplicatiile: xxy=xy,xoy=x Y determini o structuri de

corp comutativ, izomorf cu corpul numerelor reale (R, +, ) printr-un izomorfism de forma
fiR—(0,00), f(x)=€e" +n.

21. Pe R se definesc legile de compozitie: x T y=x+y—1, x*y=2(xy —x —y)+ 3. Aritati ca
(R, T, *) este corp izomorf cu (R, +, ) printr-un izomorfism f :(R, T, *) —>(R, +, -), f(x)=mx+n.

22. Aritati izomorfismele de corpuri /C si /C' cu operatiile de adunare si inmultire uzuale, in
cazurile:

1)7c=@[¢§],1c'={[3"b Z]a,beQ}; 2)1c=c,ic'=[[_xy i]x,yem};
3)K:Q[£],K'={[: Sab]a,beQ];
4)K:Q,K':{fa:R—>R|fa(x)={az’zzg,aEQ},(IC',+,0);
00 00
a b 0 x x 0
S)K:C,’C :{[_b a+b a,bER}, 6)’C:R,’C: Ax:0 v x 0 xeR ’
00 00

7) K:R,K':{szlx * xER}.
X X

0000

. 0 x x 0
23. Fie K = Ax€M4(R)|Ax=0 : r o *E€Rp-

00 00

a) Sa se arate ca tripletul (K s+, ) este corp comutativ.

b) Functia f: (K, +, ) — (]R, +, -), S(Ay)=2x esteizomorfism de corpuri;

¢) Sii se calculeze A}, n€N.

24. Fie matricea A= (a,-j) € M,(C), unde a; = {l—n, 1:1 s mulfimea M = {zA|z c C} .
1, i=]j

1) Aritati ¢i (M, +,+)=(C,+,-); 2) Calculati B",BEM,meN.

25. (Teorema de transport de structurd) Fie f:A—R,ACR, o functie bijectiva si legile de

compozitie pe A, x Ly :f_l(f(x)+f(y)), xTy= f_l(f(x)-f(y)), x,y €A. Aritatica (A, 1, T)

este corp comutativ izomorf cu (R, +,-).
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2.4.INELE DE POLINOAME CU COEFICIENTI
INTR-UN CORP COMUTATIV

1. POLINOAME DE O NEDETERMINANTA. FORMA ALGEBRICA A UNUI
POLINOM. OPERATII CU POLINOAME

Paragraful pe care-1 prezentdm reprezintd un domeniu important §i bine studiat al
algebrei traditionale. Numeroase probleme de matematica dintre cele mai diverse, sunt
enuntate si rezolvate in termeni de polinoame.

Fie K un corp comutativ (ne intereseaza cazurile in care K este unul din corpurile

Q,R,C,Z,, p prim). Vom considera F(N,K)={f:N— K}, multimea tuturor
functiilor definite pe N = {0, L, 2,..,n, } cu valori in K. O astfel de functie se
numeste sir de elemente din K. Functia este bine definita, dacad stim cum actioneaza
pe fiecare element din N, adica ce inseamnd f(k) =a; €N, Vk € N. Am notat acest

sir prim multimea ordonata (ak )k>0' Deci f = (ao,al,az,...).

Din aceasta multime de siruri F (N, K ) ne intereseaza o submultime P, formatd din

sirurile (ak> pentru care termenii lui sunt nuli cu exceptia unui numar finit dintre

k>0
ei. Deci, elementele lui P au forma (ao, ap, ...,ay,0, O,...), notat (ao,al,...,an, 0o )»
cu a, =0 si il numim polinom cu coeficienti in K, unde a, (elementul de rang
maxim nenul) se numeste coeficientul dominant al polinomului, la care se adauga
elementul (0, 0, ..., 0, ...) (polinomul nul).

Pe multimea P a polinoamelor definim doud operatii algebrice interne si una externa.
Inainte de a trece la operatiile algebrice propriu-zise, pentru polinoame, prezentdm
urmatoarea:

Definitie. (Egalitatea a doui polinoame). Fie [ =(aq,aj.....a,, 0 ),
g = (bo,bl,...,bm , 0 ) doua polinoame. Polinomul f este egal cu

polinomul g si scriem f = g dacd si numai dacd a; =b;, (V)i >0.

Doui polinoame sunt egale daci ele coincid pe componente.
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1) Adunarea polinoamelor

Are loc urmatoarea:

Definitie. Fic f =(ag.ay,...a,, o) si g =(b0.by,....bp .05 ) doud
polinoame. Polinomul f + g =(ag + by, aj +by,ap +by,...) se numeste

suma polinoamelor f, g.

Spunem cé adunarea polinoamelor se face pe componente.

Operatia prin care oricarui cuplu de polinoame ( f ,g) i asociem

polinomul f + g se numeste adunarea polinoamelor.

Deci +:PxP —P,(f.g)— f+g.

Observatii. 1) f 4+ g € P deoarece doar un numar finit de coeficienti sunt nenuli.
Pentru k > max(n,m) avem a; =0.
2) Din definitie se deduce cd pentru K = Z(Q, R, C,Z p) pentru f,g € P rezultd

f + g polinom cu coeficienti Intregi (respectiv rationali, reali, complecsi sau clase de
resturi modulo p).

Exemple. 1. Fie f =(0,2,i,—1,0,.), g =(—i,14i,0,3,0,.), K=C. Atunci f +g=(—i,3+1i,i,2,0).

AAAAAAAAA

Proprietitile adundrii polinoamelor

Urmatoarele proprietdti se verificd usor daca se tine seama de proprietatile adunarii de
pe K si de egalitatea a doua polinoame. Are loc urmatoarea:

Teoremi. A;) (Comutativitatea adunirii) Adunarea polinoamelor este
comutativd, adicd f+g=g+ f,(V)f.g€P.

A,) (Asociativitatea adunarii) Adunarea polinoamelor este asociativa,
adica (f +g)+h=f+(g+h),(V)f.g.heP.

A;) (Elementul neutru) Adunarea polinoamelor admite polinomul nul
(0) ca element neutru, adica 0+ f = f +0=f, (V)f eP.

A,) (Elemente opuse) Orice polinom f admite un element opus, notat cu (— f')

astfel incat f +(—f)=(—f)+ f=0.
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Observatii. 1) Daca f = (ao,al,...,an,Ooo) , atunci —f = (—ao,—al,...,—an,Ooo>
(—f se obtine din f prin schimbarea semnelor tuturor elementelor nenule din f).

2) Dacd f,g €P,atunci f +(—g) se noteazd simplu f — g si se numeste diferenta

dintre polinomul f'si polinomul g. Se scad pe componente elementele din fsi g.
3) Multimea P a polinoamelor cu coeficienti in K impreuna cu operatia de adunare §i
proprietatile A;) — A4) formeaza grup comutativ.

Exemple. 1. Fie f = (3,2\/5,—5,000), g= (—l,x/E,OOO) LAtunci f —g= (4,\/5,—5,000).

2) inmultirea polinoamelor

Inmultirea a doud polinoame este, sub aceastd forma, mai dificila.
Are loc urmatoarea:

Definitie. Fie fz(ao,al,...,an,Ooo),gz(bo,bl,...,bm,Ooo) doud polinoame.
Polinomul f-g= (co,cl,cz,...,ck,...,cn+m,000) , unde:

co = apbg, ¢c1 = agby +ayby,....c, = apby +a1br 1 +...+akb0,...,cn+m =aub,,,

se numeste produsul polinoamelor f, g.

Operatia prin care asociem fiecarui cuplu de polinoame ( f ,g) polinomul

f - g se numeste inmultirea (produsul) polinoamelor.

Deci -: PxP—P,(f.g)—fg-

Observatii. 1) In loc de f-g vom scrie simplu fg si fg€P deoarece pentru

k>m+n,c,=0.

2) Sd remarcdm cd elementele ¢ din structura produsului sunt sume de produse de

forma a;bj cui+ j=k,i,jeN.Deci g = X aibj=aghy +abg_y +...+agby.
i+j=k

Exemple. 1. Fie f =(—1,i,1—i,3,0,,), g =(0,1,—1,i,0,),K = C. Atunci:

co =aghy =(—1)-0=0, c; =aghy +arby = (=1 -1+i-(0) = —1,¢3 = aghy +azhy +azby = (—)(—D +

+i-1+(1—i)-0=1+i,c3 =agh3 +ayby +azby +azby = (—1)-i+i-1+(1—i)-1+3-0=1—1i,

cq =agby +ayb3 +azby +aszby +agby =i, c5 =agbs +ayby + ... +asby =i — 2, cg = agbg +ajbs + ... +

+aghy =azby =3i,c; =0,k >7.Deci fg=(0,—1L1+i,1—i,i,i —2,3i,0,,).
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2. Fie f = (i,i,i,f)oo), g= (3,21,600), K =Zs. Atunci:

[} =a0b0=i-§=3, 1 =a0b1+a1b0:i-3+§-3:3+i=6,
4.

cy =a0b2 +a1b1 +a2b0 =i-6+

+2-4+1.3=3+3=1,c3=apby + - +agby =4,¢; =0,k > 4. Deci fo=(3,0,1,4,0)

Proprietatile inmultirii polinoamelor

Are loc urmatoarea:

comutativa, adicd fg = gf, (V) f.8€P.

Teorema. I;) (Comutativitatea inmultirii) inmul‘girea polinoamelor este

adica (fg)h: f(gh), (V)f,g,he P.

I,) (Asociativitatea inmultirii) inmul‘girea polinoamelor este asociativa,

I;) (Elementul unitate) inmul‘girea polinoamelor admite polinomul
constant 1= (1,0, ) ca element neutru, adicd f-1=1-f=f,(V)f eP.

Multimea P a polinoamelor cu coeficienti din K impreund cu inmultirea si

proprietétile I;) — I3) formeaza monoid comutativ.

Cele doud operatii introduse mai sus, adunarea si Tnmultirea, sunt legate intre ele prin

proprietatea de:

polinoamelor, adicd

Distributivitate. inmultirea este distributivd in raport cu adunarea

flg+h)=fg+fh(f+g)h=fh+gh (V)f.g.heP.

Cu aceste elemente putem formula urmatoarea:

Teorema. Multimea polinoamelor cu coeficienti In corpul comutativ K,
impreuna cu operatiile de adunare si Tnmultire formeaza un inel comutativ.

Deci (’P, +, ) este inel comutativ.

Observatii. 1) Pentru acest caz cu K corp comutativ, inelul polinoamelor este

domeniu de integritate.

2) De obicei constructia inelului de polinoame se realizeaza plecand de la un inel A cu 0=l.
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3) inmultirea cu scalari a polinoamelor

Are loc urmatoarea:

Definitie. Fie k € K si polinomul f :(ao,al,...,an,Ooo). Produsul dintre

scalarul & si polinomul f este polinomul & - f = (kao,kal,...,kan,Ooo).

A inmulti un polinom cu un scalar inseamni a-i inmulti toate
componentele cu acel scalar.

Operatia prin care asociem fiecarui cuplu (k, f ) polinomul k- f se
numeste inmultirea cu scalari a polinoamelor.

Deci -:KxP — P, (k, f)—k-f .

Observatii. 1) Operatia definitd mai sus se numeste lege de compozitie externa pe
multimea P cu domeniul de operatori (scalari) K.
2)inloc de k- f vom scrie kf sieste clar kf € P .

Exemple. 1. Fie K = C, k = 3i, f = (0,i,1 - i,ﬁ,ooo) . Atunci 3if = (0,—3,3+ 3i,33i, ooo) )

AAAAAAAAAA

Proprietati ale inmultirii polinoamelor cu scalari

Au loc proprietatile date de urmatoarea:

Teoremd. Sy M) =MW f, (V)AUeK, (V)feP.

S) Mf +8) =M +Ag. (V)AeK, (V) f.g€P.
SHA+W f=M+uf, (V)LUEK, (V) feP.
Sy 1f=f.1€K,(V)feP.

Verificarea proprietatilor este imediata (se apeleaza la asociativitatea inmultirii de pe
K, a distributivitatii Tnmultirii Tn raport cu adunarea de pe K, a egalitatii a doua
polinoame).

Multimea P Tmpreund cu adunarea polinoamelor si Tnmultirea polinoamelor cu scalari
si proprietdtile A;) — A4), S1) —S4) formeaza ceea ce se cheama un spatiu vectorial
peste K, numit spatiul vectorial al polinoamelor peste corpul K.
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2.FORMA ALGEBRICA A UNUI POLINOM

Sa observam ca polinoamele de forma (a,OOO), a € K se aduna si se Tnmultesc in

acelasi mod ca elementele Iui K. Intr-adevir avem: (4,050 )+ (.05 ) =(a+b, 0 ),

(0,000 )+ (5000 ) = (ab.0n ).

Aceasta ne permite sd identificdim (modulo un izomorfism) astfel de polinoame cu
elementele corespunzatoare din K, adicd (a,04, ) =a,(V)ack.

Desemnam elementul (0,1,05,)=X si numim X nedeterminata pe K. Utilizand

operatia de inmultire din P rezulta:

X =(0,1,05 ), X2 =(0,0,1,050 ), X> =(0,0,0,1,05 )., X" =(0,0,...,0,1,05) .
n

De asemenea pentru a € K avem: (0,0,...,0,a,0,,)=aX" = X"a.
—_—
n
Cu aceste observatii polinomul f = (ao,al,az,...,an,ooo) Se scrie succesiv:
f=1(ap,05,)+(0,a1,05,) +(0,0,a7,0,,) +...4+(0,0,...,0,a,,0,) =
n

=ag +a1(0,1,05) +a»(0,0,1,0,) +...+a,(0,0,...,0,1,0, ) =
=ap+aX +a2X2 +.ta, X"

Am obtinut urmdtoarea:

Definitie. Scrierea polinomului f
n .
f=ay+aX +arX>+.+a,X" =3 a; X", unde X0 =1,
i=0
reprezintd forma algebrica a lui f, ordonat dupa puterile crescatoarea ale
nedeterminatei X.

Multimea polinoamelor de nedeterminatd X cu coeficienti in K se
noteaza K[X|.

Polinoamele de forma f = a(,ay € K se numesc polinoame constante.

Polinomul f =0 se numeste polinomul nul.
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Uneori vom folosi pentru f'scrierea (numita de asemenea, forma algebrica):
f=a,x" —I—an_an_l +..+aX +ag,
unde am ordonat polinomul dupa puterile descrescatoare ale lui X.
Observatii. 1) Elementele aq,qy,...,a, € K se numesc coeficientii polinomului, iar
monoamele aj X k L k= @ se numesc termenii polinomului.

Dacd a; =0, atunci termenul O‘Xk nu se mai scrie (f =2—-3X + X3, aici

ap =0), iar dacd a5 =1, atunci in loc de 1-x* se scrie simplu xk.

2) Dacd ap=0,a)=1,ap =...=a, =0, atunci f = X reprezintd un polinom.

3) Inelul K [X] contine, atat pe K (polinoamele constante) cit si pe X. Inelul K[X|
este ,,cel mai mic* inel care contine pe K si pe X, in sensul ca orice inel care contine pe

K si X trebuie si contind toate polinoamele ag + @1 X +...+a, X" .

4) in forma algebricd a unui polinom simbolurile X, X 2, X 3, ... pot fi privite ca

.etichete* pentru pozitiile coeficientilor.

5) Se impune sd avem grija Tn a nu considera litera X ca reprezentind un element
variabil din K; litera X desemneaza un polinom particular (obs. 2)). Ideea ca X
reprezintd un element variabil din K provine din confuzia ce se face Intre un polinom
cu coeficienti In K si functia polinomiald definita pe K cu valori in K, atasata
polinomului respectiv (despre care vorbim mai jos).

6) Pentru K €{Q, R,C, Z ,, p prim} se obtin multimile de polinoame:

Q [X ] = multimea polinoamelor de nedeterminatd X cu coeficienti in Q (sau peste Q),

R [X ] = multimea polinoamelor de nedeterminatd X cu coeficienti in R (sau peste R ),

C [X ] = multimea polinoamelor de nedeterminata X cu coeficienti in C (sau peste C ),
ZP[X] = multimea polinoamelor de nedeterminata X cu coeficienti in Z ,, (sau peste Z ),
Au loc incluziunile: Q[ X |CR[X]cC C[X].

Exemple. f :%—3){ +%X3 €Q[X], f =1+2X —%Xz ER[X],

fi=1+i—2X*+ix3 —a-ix* eCX), £y =1+2X*+3x% €25[X], fs=—1+3x* —5x7 € Z[X].

3. OPERATIILE CU POLINOAME SCRISE SUB FORMA ALGEBRICA

Reformuldm operatiile cu polinoame descrise mai sus, tindind seama de forma
algebricd a acestora, in urmatoarea:
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Teoremi. Fie f,g € K[X]|, f =ay+aX YarX? + . +a,X",

g=by+bX +b X%+ +b,X™.

1) (Egalitatea a doua polinoame) Polinomul f este egal cu polinomul g si
scriem f=g<aq =b,(V)i>0. In particular f =0<a; =0, (V)i>o0.

Doua polinoame sunt egale daca coeficientii termenilor care contin pe
X la aceleasi puteri sunt egali.

In particular, un polinom este nul daca toti coeficientii sii sunt nuli.

2) (Adunarea a doui polinoame) Suma polinomului f cu polinomul g
este polinomul notat f + g si egal cu:
) notatie ;
f+g=(ag+by)+(a+b)X +(a+b)X +.. = X (a;+b)X".
i>0

Adunarea polinoamelor se face adunand intre ei termenii asemenea
(cu puteri egale ale lui X).

3 (inmulﬁrea a doua polinoame) Produsul polinomului f cu polinomul g
este polinomul notat f- g, sau simplu fg siegal cu:

fe = agho +(arbo + aght ) X +(apby +ayby +azby) X* +...

Inmultirea a doui polinoame se face inmultind fiecare termen din
primul polinom cu fiecare termen din al doilea polinom, dupa care se
aduna termenii asemenea.

4) (inmul;irea cu scalari a polinoamelor) Produsul dintre scalarul
k € K si polinomul feste polinomul kf egal cu:

kf = kag +kay X + ...+ ka, X" .

A inmulti un scalar cu un polinom inseamni a inmulti fiecare termen
al polinomului cu acel scalar.

In fine, multimea K [X ] inzestrata cu operatiile de adunare si Tnmultire a polinoamelor
are o structurd algebrica precizatd de urmatoarea:

Teoremii. Tripletul (K (X ], +. ) este inel comutativ numit inelul

polinoamelor de nedeterminatd X cu coeficienti in corpul K (sau
simplu inelul polinoamelor peste corpul K).
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Demonstratie. Se verifica usor axiomele inelului comutativ.
Elementul nul al inelului K[X| este polinomul nul 0(0 € K ), iar elementul unitate

este polinomul constant 1(1 €K ) N |

Sa observam cd avem K C K[X]| si (K, +,-) este un subinel al lui (K[X], +,‘) )

Probleme rezolvate

1. Sa se determine parametrii reali a, b, ¢, d astfel incét polinomul: f =(a —1) x3 +2bX2 +(c —Z)X +3d+1
sa fie egal cu polinomul g = (X — 1)(X + 2)(X — 3) .
R. Se aduce polinomul g la forma g = X3 -2x2-5X +6.

X3 [a—1=1

2|lop=-2
c—2=-5

Deci f=g<& X (am identificat coeficientii lui X 3 , X 2, X, X 0 din cele doua polinoame).
X

x| 3d+1=6

De aici gasim a:2,b:—1,c:—3,d:%.

2. Se consideri polinoamele f,g € R[X], f =X —3X24+2X —5,g=a+b(X +1)+c(X +1) +

+d(X + 1)3 . Sa se determine a,b,c,d €R pentrucare f=g.
R. Se scrie g sub forma (ordondm dupa puterile descrescatoare ale lui X):

g=dX> +(c+3d)X? +(b+2c+3d)X +a+b+c+d
x?|1=d

2 J—
Din conditia f = g rezulta sistemul: X* | 3=c+3d
X |2=b+2+3d

cusolutia a=—-11,b=11,c=-6,d =1.

XV | —S=a+b+c+d

3.Sa se calculeze f + g si f-g in cazurile:
a) f=1+X+X2g=1-X:;b) f=1-X+X%,g=1+X;
o f=iX+(1-DX%g=1+i—iX +2iX*;d) f=3+2X,g=X>+4X, f,g € Zs[X]

R. a) Pentru f+g avem: f+g=2+X 2 , iar pentru a calcula f-g aplicdm distributivitatea
Tnmultirii in raport cu operatia de adunare si avem:

f-g:(l—i-X+X2)(1—X):(1+X+X2)-1—(1+X+X2)X:1+X+X2—X—X2—X3:
—1-X°.

b) Avem: f+g=2+X7 si f-g:1—X+X2+(1—X+X2)X:1—X+X2+X—X2+X3:1+X3.
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O frg=1+i+(1+i)X?%si f-g:[iX+(1—i)X2](l+i)+[iX+(1—i)X2](—iX)+
+[iX+(l—i)X2}2iX2:(i—l)X+2X2+X2+(—i—1)X3—2X3+(2i+2)X4:(i—1)X+
+3X2 4 (-3-i)x3 + (20 +2) x4,

d) fHe=3+X+X2 fg=2X+X24+2X3, f +g, fecZs[X].

4. GRADUL UNUI POLINOM

Fie polinomul f =ag+a1X +...4+a,X" € K[X]. Are loc urmatoarea:

Definitie. Se numeste gradul polinomului f =0, notat grad (f) , cel
mai mare numdr natural n cu proprietatea a,, =0.

Daca f =0, atunci grad(f)=—0o0.

Deci, grad: K[X|— NU{—oc}, unde
—o0+n=-00,(V)neN, —oo—oo=—00
max{i|al~ =0}, f=0

d( )=
grad(f) o, f =0,

Sd observam cd gradul unui polinom este dat de cel mai mare exponent al
nedeterminatei X, al cdrei coeficient este nenul. In particular, gradul unui polinom
constant nenul este zero.

Dacd grad(f)=n, atunci f=ag+aX +..+a,X", a,=0. Termenul qy se
numeste termenul liber al polinomului f, iar coeficientul a, =0 se numeste

coeficientul dominant al polinomului f. Polinoamele f € K se numesc polinoame

constante. Din definitie rezultd cd elementele nenule ale lui K sunt polinoame de
grad zero.

4 4

Exemple. 1. Polinomul f = _3_§X3+5X EQ[X] il scriem f=-3+5X —§X3 si deci
4

grad(f)=3. Termenul liber este ay=—3 si coeficientul dominant este egal cu 3 Termenul

care il contine pe X 2 lipsind, are coeficientul zero.

2. Polinomul g = \/5 —5x2 +2X 4 (S ]R[X ] are gradul egal cu 4 si coeficientul dominant egal cu 2.

Termenul liber este \/3 . Termenii care contin pe X si X 3 are coeficientii zero.
3. Polinomul f =-—3 are grad(f)=0.
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4. Polinomul f:1+2X—(m+1)X2+(m2—1)X3ER[X] are grad(f)=3 daci m==1;
grad(f)=1 daca m=—1 cand f=1+2X ; grad(f)=2 daci m =1 cand f:1+2X—2X2.

Proprietiti ale gradului

Gradul fiind o functie pe multimea polinoamelor (nenule) este interesant de vazut
comportarea ei fatd de operatiile cu polinoame. Formulam urmatoarea:

Teorema. Fie f,g € K[X|. Avem:
1) grad(f + g) < max (grad(f),grad(g)).

Gradul sumei a doui polinoame este cel mult maximul dintre
gradele celor doui polinoame.

2) grad(fg) = grad(f)+ grad(g).

Gradul produsului a doui polinoame este egal cu suma gradelor
celor doua polinoame.

Demonstratie. Fie f =ay+a X +...+a,X", a, =0, g =hy +b X +...+b, X", b,, =0.

1) Dacd n>m, atunci grad(f + g)=n, deoarece a,X" este termenul de grad cel
mai mare din f + g . Deci grad(f + g) = grad(f).

Daca m=n, atunci (an —|—bn>X " este termenul de grad cel mai mare dacd
a, +b, =0 si deci grad(f+g)=n=grad(f), iar dacd a, +b, =0, atunci
grad(f + g) < n=grad(f) = grad(g) .

Cazul m >n este analog cazului n>m .

2) Pentru f-g termenul de grad maxim este a,b, X" "™

, apb, =0, deoarece
a, =0, b, =0 si K este inel fara divizori ai lui zero.

Deci grad(f -g)=n+m=grad(f)+ grad(g).m

Corolar. Inelul (K [X], +,‘) este un domeniu de integritate.

Deci, [f =0, g=0, f,g €K[X]=f-g=0|<[fg=0= f=0saug=0|.

Demonstratie. Din f =0, g =0 rezultd grad(f) >0, grad(g) >0, iar din teorema
(2)) se deduce grad(fg)=grad(f)+ grad(g)>0.Deaici fg=0.m
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Aplicatie (Elemente inversabile din K[X]). Un polinom f € K[X] este inversabil
daca si numai daca existd g € K[ X] astfel incat fg =1.

Sa ardtaim ca U (K[X])=K* =K —{0}.

Este clar ca avem K* CU(K[X]), (1). Reciproc, fie fGU(K[X]). Deci existd g € K[X]
astfel incat fg =1. Trecind in aceastd egalitate la grad obtinem grad(f) -+ grad(g)=0,

iar de aici grad(f)=grad(g) =0= f € K*. Prin urmare U(K[X]) CK*, Q).
Din (1) si (2) rezultd U (K[X])=K*.

5. EVALUAREA POLINOAMELOR. FUNCTIA POLINOMIALA. RADACINI ALE
UNUI POLINOM

Fie f € K[X], f=ap+a;X +...+a,X" si a€ K . Atunci formulam urmatoarele:

Definitii. 1) Se numeste valoarea polinomului f'1n « elementul:

f@)=ay+ao+..+a,0".

f(a) se obtine din f inlocuind nedeterminata X cu o.
A calcula f(o) inseamnd a evalua polinomul f1in o.

2) Elementul o este o radacina a polinomului fdaca f(o)=0.

Evaluarea sumei si produsului a doud polinoame este data de urmatoarea:

Teoremi. Fie f,g € K[X]si a€ K . Atunci
D (f +g)o)=f(a)+ f(a).
Valoarea sumei este egali cu suma valorilor.

2) (fe)a)= f(o)g(a).

Valoarea produsului este egala cu produsul valorilor.

Pentru calculul valorii polinomului f =a,X" +a,_1X nl +..+aX +ap In o se
utilizeaza scrierea f(Q) =a, +0|a; +0o(ay +...+ anoc”_z) , evitandu-se astfel ridicarile

la putere ale lui o .
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Exemplu. Fie polinomul f =5X3+2X%—3X+1. Aducem polinomul la forma f=X (SX2 +2X —3) +1

sau f=X[X(5X +2)—3|+1 sideci f(3)=3[3(5-3+2)—3]+1=145.

Calculele pot fi aranjate ca in schema de mai jos (utilizind coeficientii termenilor polinomului si
adunind numerele din fiecare coloani). Se coboari coeficientul dominant in linia 3.

x3 x?2 X x°
5 2 -3 1 Coeficientii polinomului f
x3=15 x3=51 x3=144 |Coeficientii din urmatoarea linie
3 of 1+ Pl 1+ Dol | + |mmultiticu3
5 15+2=17 | 51-3=48 |144 + 1 = 145 |Valoarea parantezelor
0] @ ©) =f3)
f3)=3[35-3+2)—3]+1=3(17-3—3)+1=3-484+1=145
0] @ (6]

Urmariti cum se corespund parantezele din schemi cu cele din f (3). Ele sunt marcate cu acelasi
numar inchis intr-un cerculet.
In final aranjarea calculelor se face pe doui linii:

x3 x2 X x9
5 2 _3 1
3 5 3.542=17 317-3=48 [3.38+1=145=f(3)|

Schema descrisa mai sus se numeste schema lui Horner.

Fie f € K[X] si € K . Awnci f (o) € K . Am pus astfel in evidentd functia f:K —K,
f(o)= f(a), (V)o € K . Are loc urmitoarea:

Definitie. Functia f K — K, f(oc) = f(o), (V)oc € K se numeste functia
polinomiali asociati polinomului f sau simplu functia polinomiala.

Se vede cd un polinom f si functia polinomiald sunt notiuni distincte. Ele nu se
confundi. Fiecare polinom f € K[X| defineste o functie polinomiald. De exemplu,
polinomul f =X defineste functia f: K —K, J?(x) =X, (V)x € K, motiv pentru
care se confundi uneori argumentul x€K cu polinomul X . In descrierea
polinomului f apare litera mare X, care desemneaza necunoscuta, iar in descrierea
functiei f apare litera mica x care precizeaza argumentul functiei f. De aceea vom
nota functia asociata tot cu f.

Reamintim cd 1n anii precedenti de liceu am introdus notiunea de functie polinomiala
plecand de la cea de polinom, gindit ca o suma finitd de monoame de forma a; X k ,

asa cum se poate vedea din tabelul de mai jos.
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) Functia polinomiald asociata ) s

Polinomul f FR-R Ecuatia asociata
aX +b, Functia de gradul Intai Ecuatia de gradul Intai
a,beR,a=0 f(x)=ax+b ax+b=0
aX? 1 bx + c. Functia de gradul doi Ecuatia de gradul doi
a,b,c€R, a=0 f(x):ax2+bx+c ax® +bx+c=0
ax31bpx2rex + d. Functia cubica , Ecuatia de gradul trei
a,b,c,d R, a=0 f(x):ax3+bx +cx+d ax3+bx2+cx+d:O
X = nedeterminata x = variabila X = necunoscuti

Gradul polinomului da gradul functiei polinomiale. Coeficientii polinomului sunt
coeficientii functiei polinomiale. A determina functia polinomiali inseamna a-i
preciza coeficientii. Dacd o€ K este raddcind a polinomului f, atunci & se numeste
zero al functiei polinomiale f: K — K .

Intotdeauna pentru un polinom f €K [X ] trebuie precizatd multimea 1n care se

vvvvv

. 1 N
radacina xp = - € Q; polinomul g =X 2 _o¢ Q[X| nu are radacini in Q, dar are
radacinile ++/2 in R .
Printre altele vom vedea cand un polinom f € A[X ] are radacini in A. In acest context

A=C joacd un rol deosebit deoarece: orice polinom f € (C[X ] de gradul n are n

radaciniin C.

Definitie. Fie K €{Q, R, C}. Un numdr xj € C se numeste algebric
peste K daca exista un polinom nenul f € K[X| pentru care f(xp)=0.

In caz contrar se spune cd x( este transcendent peste K.

Din definitie se deduce ca orice numar complex este sau algebric sau transcendent.
Exemple. 1. Orice numaér rational n €Q,m,nE€Z,n=0 este algebric peste Z , deoarece exista
n
polinomul f =nX —m € Z|X| pentru care f [ﬂ] =0.
n

2. Numirul \/; €R-Q, p - prim este algebric peste Z deoarece existi polinomul

f:XZ—pEZ[X] pentru care f(,/p)=0.
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3. Numirul i € C este algebric peste R deoarece exista polinomul f =X 2 +1e R[X ] pentru
care f(i)=0.

4. Numerele T, e sunt transcendente peste Q .

Legat de radacinile unui polinom prezentdm urmatoarea:

Teorema. Fie f € K[X| un polinom de grad cel mult n. Daca corpul K

are cel putin n+1 elemente si f are cel putin n+1 rddacini distincte in
K, atunci f este polinomul nul.

Probleme rezolvate
1. Se consideri polinoamele f =1—3X2+2X3 ¢ Q[Xx] si g=1—+3x +5x3¢ R[X].
a) Calculati f (1 — \/3 ) . f (1 + \/3 ) si observati legatura intre cele doui valori. Generalizati.

b) Calculati g(l —i ), g(i + 1) si observati legiitura intre cele doua valori. Generalizati.

R. 2) Avem: f(1—ﬁ):1—3(1—ﬁ)2+2(1—ﬁ)3:1—3(1—2J§+3)+2(1—3\/§+9—3J§):9—&/3.
f(1+ﬁ):1—3(1+ﬁ)2+2(1+J§)3:1—3(1+2«/§+3)+2(1+3J§+9+3J§):9+6J§.

Un numar de forma a + b\/; ,a,beQ, p e N, p prim, se numeste numar patratic. Numarul a —b\/; se

numeste conjugatul patratic al numarului a+b\/; . De remarcat cd numerele a:l:b\/; ZQ daca

b=0.

Polinomul dat f are 1nsa coeficientii din Q .

Deci, daca un polinom are coeficientii rationali si calculam valorile lui in doud puncte conjugat patratice
de forma a:l:b\/; , atunci valorile obtinute sunt de asemenea numere conjugat patratice de forma

A+B\/p ,unde A,BEQ.
Mai precis dacd f(a—l—b\/;): A+ B\/;, atunci f(a — b\/;): A — B\/;.Este usor de vazut

n
ca utilizdnd dezvoltarea binomului Iui Newton avem: (a—l—b\/; ) =X+Yp,X,YeQ si

(a — b\/; )n =X- Y\/; , iar de aici rezultatul anuntat mai sus este foarte simplu.
b) Avem: g(1—i) :1—J§(1—i)+5(1—i)3 =1-B31—i)+51-3i —3+i) =—9—3+(—10+3)i si

g4 i) =130+ +5(1+i) =1-3U+)+501+3i —3—i) =—9—3 — (—10+/3)i.
Am calculat valoarea polinomului cu coeficienti reali g in punctele 1—i,1+i care sunt complex
conjugate. Valorile obtinute in aceste puncte g(1—i), g(1+i) sunt de asemenea numere complex

conjugate.
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Mai general daca gGR[X] si z=a+bi,b=0,a,bcR atunci g(a+bi)=A+ Bi, ABER iar

gla—bi)=g(a+bi)= A+Bi=A—Bi (am utilizat proprietatile conjugatului unui numar complex
pentru suma si produs (putere)).

2. Sa se determine functia de gradul al doilea f:R — R daca f(—1)=1, f(0)=0,f(1)=—1.

R. Forma functiei de gradul al doilea f:R — R este f(x)= ax2 +bx+c,a,b,ceR,a=0. Conditiile
din problemd se transcriu sub forma: f(—1)=1<a—-b+c=1, f(O0)=0«< c=0;
f)=—lsa+b+c=-1.

a—b+c=1
Sistemul obtinut in necunoscutele a,b,c:{c=0 are solutia a=0,b=—1,¢=0.
a+b+c=-1

Cum «a trebuie sa fie nenul deducem ca nu exista functie de gradul al doilea.

3. Si se arate ca functia polinomiald f:R — R, f(x)= x3 +3x+4 se poate scrie ca produsul
dintre o functie de gradul intii si alta de gradul al doilea.

R. Trebuie sd aratim ca exista functile g,h:R — R, g(x)=x+a, h(x)= bx? +cx+d,
a,b,c,d €R, b =0 astfel Incét X +3x+4=(x+ a)(bx2 +cx+d), (V)x €R sau dupa unele calcule

X +3x+4:bx3 —|—(c—§—ab)x2 +(d+ac)x+ad .
De aici prin identificare (a termenilor de acelasi grad din cei doi membri) rezulta sistemul:

©l1=b

2 _

x| 0=ctab oy solutia a=b=1,c=—1,d =4 . Deci f(x):(x+1)(x2—x+4).
3=d+ac

O d=ad

Observatie. Metoda prin care am determinat coeficientii a, b, ¢, d se numeste metoda coeficientilor
nedeterminati (sau metoda identificarii).
4. Se consideri polinomul f = (1 + X)30 =ap+aX + ¢12X2 + .. +a30X30 i

a) Si se calculeze ay +ay +agq+...+azg;

b) Sa se calculeze a; +a3 +...+ajg;

c¢) Si se calculeze a9, ayy .

R. a)-b) Calculand valoarea polinomului f in x =1 obtinem suma tuturor coeficientilor acestuia:
f(l):230:a0 +a +ay+az+..+axy +a, (D).

Pentru x =—1 avem f(—l) =0= ag—ap +apy — as +....— a9 + asg » (2)
Adunand (1) cu (2) rezulta 239 = Z(ao +ay+..+ a30) ,adicd ay+ay +...+azg = 2%,
Tinand seama de aceastd ultima egalitate si de (1) rezultd: a; +a3 +...+apg = 2%

c) Sd observdm ca ajg este coeficientul lui X 19" Scriem formula termenului de rang k+1 din binomul
x 30—k

lui Newton si avem: Ty :Cé‘o . Impunind conditia ca 30—k =19 rezultd k=11. Deci

ajg = C;)(l) . Analog ayy = C??O .
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5. Sa se determine functiile polinomiale de gradul al doilea f:R — R, f(x)= x2 +ax+b,a,beR
care admit ca radéicini pe a si b.

R. Daca ecuatia x> +ax+b=0 are radicinile x| =a, xp =b , atunci conform relatiilor lui Viete putem
scrie a+b=—a si ab=b.
Rezolvand sistemul gasim a=b=0 sau a=1,b=-2.

Deci functiile cautate sunt f(x) = x2, flx)= X2 tx—2.
6. a) Daca f:R — R este o functie polinomiald de grad n, n>1, atunci functia polinomiala
g:R—->R,g(x)=f(x+1)— f(x) aregradul n—1.

b) Determinati functia polinomiali fdaci f(x+1)— f(x)=3x%+3x+1, (V)x€R.
R. a) Fie f(x) = ag + @x +...+a,x", a, = 0 . Atunci:
g = fOx+D— )= a,(x+ 1" +a, j(x+ D"+t +ag —ax" —a, 13" -
—e—ayx—ag = a,x" + C,lzanxn_1 +..+ an) + (an,lxn_l + C,ll,lan,lx"_z +..+ an,l) +..+
+ag —a,x" fan,lxnfl —.—aXx—ag = nanxnfl +...pentru care na, =0, adica grad(g)=n—1.
b) Dacé gradul lui g este 2, atunci gradul lui f'este egal cu 3.
Fie deci f(x)= a3x3 + a2x2 +apx +agp . Avem
g0 = fx+1)— f(x)=3a3 + Baz + 2ar)x + a3 +ay +aj .
Din g(x) = 3x% +3x+1 si exprimarea de mai sus, prin identificare, gasim sistemul:
2 |3= 3az
X |3=3a3+2a, cusolutia @y =ay=0,a3=1.Deci f(x)=x"+ag, agER .
P l=a3+ay +a
7. Sa se determine m,n € R astfel incat polinomul f =X (X 2_ 1)(X + m)+ n sa fie patratul unui

alt polinom.
R. Cum grad(f) = 4, iar coeficientul dominant al lui este 1, atunci se cere sa gasim polinomul

g=X 2—|—0cX +B cu proprietatea ca f :gz. Ridicind pe g la patrat si ordondnd cele doua

polinoame f, g se obfin, in urma identificarii, valorile [m =0,n= %] (m=2,n=1),(m=-2,n=1).

8. Sa se determine functia polinomiala f :R — R pentru care:
F(f0))=x* —dx +8x% —8x +6,(v)x €R.

R. Daci f ar fi de gradul intai, atunci si fo f ar avea aceeasi proprietate. Deci nu este o functie buni
pentru problema noastra. Daca f are gradul doi, atunci fof are gradul patru. Deci astfel

de functii trebuie sa analizam. Fie deci f(x)= ax? + bx + c,a,b,ce R,a=0 pentru care
2
S (f(x)) = a(ax2 + bx + c) + b(ax2 + bx + c) +c= adx? + 2a%bx> + (ab2 + 2a%¢ + ab X2 +

+(2abc +b2)x+ ac2 + bc+c.
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X lza3

| —4=24%

Identificim si avem sistemul: 2 | § — gp2 + 242¢ 4 gb cusolutia a=1,b=-2,c=3.
x | —8=2abc+b>

x| 6= a02 +bc+c

6. TEOREMA IMPARTIRII CU REST
1) impirtirea polinoamelor

Aritmetica inelelor de polinoame K[X| este similard aritmeticii inelului Z al
numerelor intregi in care avem doud teoreme remarcabile: teorema impaértirii cu rest
si teorema de descompunere in factori primi.

Teorema impartirii cu rest din Z ne spune ca fiind date doud numere intregi a si b,
b=0, existd exact doud numere intregi unice g si r astfel incat are loc egalitatea:
a=bg+r,unde 0<r< |b , unde a este deimpartitul, b Tmpartitorul, g catul, iar r
restul.

In teoria Tmpartirii polinoamelor se intalneste o proprietate analoga. Reamintim cd am
notat prin K unul din corpurile Q, R, C, Z piD prim.

Are loc urmatoarea:

Teorema. (Teorema impiértirii cu rest a polinoamelor). Fie
f.g €K[X], g =0. Atunci existd polinoamele unice ¢,r € K[X| astfel
Incat: f=gq—+r si grad(r)<grad(g) (*).

Polinomul f se numeste deimpértit, polinomul g este impartitorul,
polinomul g este catul, iar polinomul r se numeste restul Tmpartirii
polinomului f1a polinomul g.

Daca r=0, adica daca f = gq , atunci spunem ca polinomul f se divide

prin polinomul g (sau cé f este multiplu de polinomul g) sau g divide
polinomul f (sau cé g este divizor al polinomului f).

Daca f se divide prin g, atunci scriem: fig (citim: fse divide prin g) sau
g|f (citim: g divide ).

Demonstratie. 1) Existenta polinoamelor g, r. Dacd f =0, atunci se iau g=r=0
si (*) se verifica.
Daca f =0, grad(f) < grad(g) , atunci ludm ¢ =0, r = f si (*) este verificata.
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Fie f = 0, grad(f) > grad(g) ,unde f =ag + a1 X +...+ anX”, a, =0,

g=by+b +.+b, X", b=0.

In cele ce urmeaza descriem algoritmul impirtirii lui f la g (insotit de un caz
particular; etapele sunt numerotate)

1) Pentru aceasta scriem cele doua polinoame ordonate dupa puterile descrescatoare
ale lui X.

2) Se dispun polinoamele ca mai jos:

F=a, X" +a, 1 X"+ 44X +ag ‘mem ot b X +by=g

Exemplu: 2) f =6X>—17X> —X?+3, g =3X> —6X +2, f,g €Q[X]

f=6x>+0x*-17x3-x%+0x +3 ‘3X2—6X+2=g

3) Se Tmparte primul termen al lui f la primul termen al lui g si avem

a, X" :a, XM = anang M Acest termen se pune in schemd sub impdrtitor.
Se inmulteste rezultatul astfel obtinut cu Tmpartitorul g si se scade acest produs din
deimpdrtitorul f (adica, se adund acest produs cu semn schimbat la f) si se obtine

polinomul f; = f —a,b, ' X" Mg .

f=ayX"+a, (X" "+ . 4ag bpX"+.AbX+hy=g

n

“Non—

fi=Ff—apby, X"

Polinomul f; are gradul cel mult n—1
3) 6x°:3x2=2x7

f=6x° + ox*—171x3—x*+0x+3  3x’—6X+2=¢
—6x5 +12x% —4x3
I f=12x*—21x3 — X% +0x +3

grad(fy)=4
4) Dacd grad(f]) >m=grad(g), atunci se repetd pasul 3) cu f; in locul lui f. Fie
N :a'n1 X" +..tap, m<n.

Seobtine: fo = fi —a'y, by ' X"1 7™ unde grad(fy)=ny si ny <ny.
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4) grad(f))=4>grad(g)=2, fi=12X*—21X3— X2 40X +3, g=3X>—6X +2
12x4:3x%2=4x?
fi=12x*—21x3—x%1o0x+3 3x?2—6X+2=¢g
—12x4+24x3 —8x2
/ 3X3—9x2 +0X +3=/,

5) Daca grad(f,) >m=grad(g), atunci pentru f si g se aplicd 3) f> :a",,2 x™ +..+a'y,
atunci f3 = f) —a'p, b&anZ_m,unde grad(f3)=n3 sin3 < np.
5) grad(f,) =3 >grad(g)=2, f> =3X>—9X%+3,g=3X>—6X +2; 3x:3x% =X

f,=3x3—9x?+0x+3 |3X*—6X+2=¢
X

—3x3+6x2-2x
—3X22X+3=f3
6) Dupa un numar finit de pasi se obtine numarul n, <m . Algoritmul se termind cand
gradul restului (pentru f7,, grad(f,,) =n,,) este strict mai mic decét gradul impartitorului.

6) grad(f3)=2=grad(g)=2, f3=—3X>—2X+3,g=3X>—6X+2; —3X2:3x*=—1

fr=—3X*—2X+3 3X2—6X+2=¢g

ax2_6x+2 !

—8X+5:f4
Unde grad(fy)=1<grad(g)=2

Din egalitatile de mai sus rezulta:
/= anbnzlxn_mg + s

' —1 —
fi=ay by X" g+ 1,

Prin adunarea lor, membru cu membru, rezulta:

F=anbi X"t a'y by X +...+anp71b£1Xn1"1_m g+ fp
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bilxnp_l_m, r=fp si

Punem ¢= anbnlen_m +a'y, b&anl_m tetay,

avem: f = gq-+r cu grad(r) < grad(q)

In exemplul nostru reunim etapele precedente intr-o singuri schema si avem:

F=6x° + ox*—17x3 —x2+0x+3 3X2—6X +2=¢

—6x5 +12x4 —4x3 2X3 +4X* + X —1=¢
/Xt —2ax® — X2 rox+3
—12x* +24x3 —8x?
I 3X°—9x%+0x+3

—3x34+6x%—2x
I 3X*—2X+3
3X%—6X+2
/! —8X+5=r
Am ardtat ca existd polinoamele g si r pentru care (*) are loc.
2) Unicitatea polinoamelor ¢, r. Prin metoda reducerii la absurd. Presupunem ca mai
existd gj, ] , doud polinoame care verificd (*) cu gy =¢q si n=r.
Deci: f=gq+r, f=gq +n, iar de aici prin scadere rezultd g(g—q))=r—n,
fals, deoarece grad(r —n) < max{grad(r), grad(n)} < grad(g) < grad( g(g— ql)) . Deci
g,r din (*) sunt unice. m
Observatie. Teorema enuntatd este adevarata si n A[X ] , unde A este inel comutativ

cu element unitate cu conditia ca b, , coeficientul dominant al lui g, sa fie inversabil.

Exemplu. Sa se determine catul si restul impartirii polinomului f la polinomul g in cazurile:

D f=3x34+2X2—X+5¢=X>—X, f,gcZ[X];
2) f=2X34+3x% 42X +1,g=5X2 42X, f,g € Zg[X];

3) f=ax44+3x2 413X 42,0 =2X2 43X +1, f,g € Z[X].
R. 1) Avem schema de impirtire cunoscuta (observati coeficientul dominant al lui g este 1,
inversabil in Z; U (Z)={£1} ):

3x342x2_x+5

—3x34+3x2
5X2_X+5
—5x245x

4X +5=r
2) Sa observam ca ne plasam cu impirtirea intr-un inel cu divizori ai lui zero. Dar elementul

dominant al lui g este 5 , care este inversabil in Zg [X ] si 571-3.
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2x3+3x24+3x +1

_2x3_2x2
x242x +1
—x2-ax

—2X +1=4X +1
Deci g=4X +5 si r=4X +1.
Pentru a gési coeficientul primului element al catului trebuie si avem egalitatea 2=5 -¢1 - De aici
2.571 =cy, adica ¢ =4.
Pentru a gasi coeficientul celui de-al doilea termen al catului rezolvim ecuatia i:g-cz . De aici
cy= 571=5,

3) Sa remarciam ca in acest caz coeficientul dominant al lui g este egal cu 2, care insa nu este

inversabil in Zg[X| si deci nu mai functioneazi algoritmul de la teorema impirtirii cu rest, cAnd
catul si restul erau unice. Totusi, scriem pentru f,g egalitatea ax4 + 3x? + 3x + 2= (QX 2 + 3x +
—+—i)(aX2 +bX +c)+mX +n,a,b,c,m,ncZg.

Efectuim calculele in membrul drept si avem: ax*+3x%2+3x +2=2ax*+ (ib + 3a)X 34

+(§c + 3b + a)X 2 + (3c +b+ m)X + ¢ + n. Prin identificare rezulta sistemul:

A . ay=2,by =3,¢; =2, my =0,ny =0
2¢ + 3b +a = 3. Gasim cel putin doui solutii ale sistemului: 1=20=3,=2m 1=

Deci f se poate scrie la impirtirea prin g in cel putin douid moduri:
f=g 2X2+§X+§), f :g(iX2+§X+§ +3X +3.
Probleme rezolvate

1. Sa se efectueze impirtirea polinomului f =6X 3_7x243X+421a polinomul

g= 2X2-3X +2 si apoi sa se faci proba.
R. Metoda 1. Aplicam algoritmul descris mai sus si avem:

6X3—7X2 13X +2
—6x34+9x2 _6x

/ 2x%2_3x 42

—2x2 43X -2
/ I
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Deci catul impartirii este ¢ =3X + 1, iar restul este polinomul nul » =0, ceea ce inseamna ca polinomul
f se divide prin polinomul g.

Proba are loc deoarece 2x2 —3X +2)(3X —l—l):()X3—7X2 +3X+2.

Metoda 2 (Metoda identificarii). Evident apeleaza la teorema Tmpartirii cu rest

f=g-q+r,unde grad(r) < grad(g), (@)

Este clar ca grad(f) = grad(g)+ grad(q) , adica

grad(q) = grad(f) —grad(g) , @

Pentru ¢ se ia un polinom cu coeficienti literali (coeficienti nedeterminati) care sa satisfaca relatia (2), iar
pentru r se ia un polinom cu coeficienti nedeterminati de grad mai mic cu o unitate decat gradul lui g
(fmpartitorul). Se introduc aceste polinoame in egalitatea Tmpartirii cu rest si se efectueaza calculele in
membrul drept al relatiei. Se identificd coeficientii termenilor de acelasi grad in X din cei doi membri si se
obtine un sistem avand ca necunoscute coeficientii lui ¢ si r. Se rezolva acest sistem si se obtin ¢ si r. in

cazul nostru ¢ =aX +b,iar r=cX +d (grad(r) < grad(g)) .

Din identitatea impartirii cu rest, avem: 6X3—7X%2 43X +2= (ZX2 —-3X + 2) (aX + b) +cX +d
sau dupd efectuarea calculelor Tn membrul drept si ordonarea descrescatoare dupa puterile lui X,
6X° —7X2 +3X +2=2aX> —(3a—2b) X2 +(2a—3b+ )X +(2b+d).

De aici prin identificare rezultd sistemul:

x3 | 6=2a
2 —
X2 =T==3a42b .\ olutia a=3,b=1,c=0,d =0, adicd q=3X +1,r=0.
X |3=2a-3b+c
x%{2=2b+4
2. Sa se afle catul si restul impirtirii polinomului f =X 6 _xSyx4_x3+x2 prin polinomul
g=X—1i.
R. Efectuam impartirea directa a polinomului f prin polinomul g cand avem:
x0—5x3+x* - x3+ X2 +0X +0 X
-x04ix? X34 (i—)x*—ix3 4 X +i

JGi—DX2+ x4 —x34+x2
—Gi—DX7 +ii-nx*

/ —ix*—x3 4 x?
ix*+x3
A G
X% +ix
/X
—iX —1
/-1
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Deci =X +(i—1)X* —ix3+ X +isi r=—1.

3. Sa se determine catul si restul impértirii polinomului f = 3x3 +4AIX 2 +3X +§ la g= 2x2 +§X ,
f,g c ZS [X] .

R. Suntem in inelul Zsg [X } , care este un domeniu de integritate in care are loc teorema impartirii cu rest,

cu g (catul) si r (restul) unice. Avem:

3x31ax243x 42 3x24+3x

~3x3 - 5x? a(=HX +er(=1)
I 2x%+3x+2
-3x%-3x
/ /2

Deci q:ZLX—Q—i si r=2.

Pentru determinarea lui ¢ rezolvam ecuatia 3= ﬁcl, cand gisim ¢; =4.

Pentru determinarea lui ¢, se rezolva ecuatia 2= icz, cand ¢ = 1.

2) Impirtirea polinoamelor prin X-a. Teorema restului. Teorema factorului

In cazul particular cAnd impartitorul g = X —a € K[ X], restul se poate determina simplu.
Are loc urmatoarea:

Teoremi (Teorema restului). Restul impartirii polinomului f €K[X], f =0,

prin polinomul g=X —a€ K[X| este egal cu valoarea numerica a

polinomului f pentru x=a, adicd r= f(a).

Demonstratie. Conform teoremei Tmpartirii cu rest a polinomului f prin polinomul g
putem scrie f = (X —a)g + r, unde grad(r) < 1. De aici grad(r) =0 sau
grad(r) = —oo, adicd r este un polinom constant sau respectiv » =0. Prin urmare:
f(x):(x—a)q(x)—i—r, (V)x € K .Pentru x=a rezultd f(a)=r .m

Aceastd teorema precizeaza ca in cazul in care un polinom f se Tmparte la polinomul

X —a, atunci restul acestei impartiri se poate calcula ludnd valoarea functiei
polinomiale asociate lui fIn x=a, adicd f(a).

b

a

b : : . < .
restul este r= f|——|. Din teorema restului se obtine cunoscuta teorema a lui
a

Dacéd g are forma g =aX + b, a=0 atunci se aduce la forma g=a|X — si
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Bézout (teorema factorului), care stabileste legatura intre divizorii de gradul intéi ai
polinomului f € K [X ] si raddcinile din K ale acestui polinom. Mai precis are loc:

Teorema factorului (Bézout). Un element a€ K este riadacind a
polinomului f € K[X| daca si numai dacd X —a divide pe f.

Deci, f:X —a< f(a)=0.

Demonstratie. Din teorema restului r= f(a). Elementul a este radacind a
polinomului dacd f(a)=0.Dacd fiX —a, atunci f=(X —a)g, g € K[X], iar de
aici f(a)=0, adica a este radacina pentru f.m

Observatii. 1) Dacd aj,ay € K sunt raddcini ale lui f, atunci f=(X —aj)(X —ay)q,
qgeK([X].

2) Dacd grad(f)=n si f(a;)=0,i=1Ln,atunci f=a(X —ay)(X —ar)..(X —ay).

Mai general are loc urmatoarea:

Definitie. Elementul a € K este ridicini de ordin pcN* pentru
polinomul f € K[X| dac fse divide prin (X —a)?, dar nu se divide prin

(X —a)P ™.

Pentru functia polinomiali asociati elementul a este zero de ordin p.

vvvvv

fiX—a sif}l(X—a)z).

Daci p = 2, atunci a este ridicini dubli pentru f ( fix —a)2 siff (X —a)3 :

.

Dacd p = 3, atunci a este ridicina tripla pentru f ( Fix —a)3 siff(X —a

Rédacinile multiple ale unei functii polinomiale f:C — C pot fi caracterizate cu
ajutorul derivatelor de ordin superior ale lui f prin urmatoarea:
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Teorema. Functia f are pe a ca zero multiplu de ordin p dacad si numai
daci f(a)= f@)=..= fPVay=0si fP(a)=0, pecN*.

In particular: 1) x=a este zero simplu pentru fdacd: f(a)=0, f'(a)=0.

2) x=a este zero dublu pentru fdaca: f(a)=f"'(a)=0, f"(a)=0.

3) x=a este zero triplu pentru fdacid: f(a)= f'(a)= f"(a)=0, f"(a)=0.
Exemple. 1. Si se determine restul impirtirii polinomului f prin g = X —a 1in cazurile:
1° f=2X>-3X* 14X —4,g=X—1;

2°) f=x4-3x245g=2X+1;

3) f=3x312Xx21+4,g=X+2, f,gcZs[X].

R. 19 Avem: r= f(1)=2-13+4.1-5=2—3+4—5=—2.

2°) Scriem pe g sub forma: g = 2|X — [—%]

1] 69
iatunci r = f|——|=—.
; f [ 2] 16
3°) Se pune g sub forma g =X — (—i) =X-3 (deoarece —2=3 ) si deci restul impartirii lui fla g

este egal cu r = f(é) =3.

2. Sa se arate ci a scris in dreptul polinomului f este ridécina a acestuia in cazurile:

19 f=x3-2x243Xx-2,a=1

2) f=2x34+3X%42,a=2, f € Zs[X].

R.1° Avem f(1)=0, ceea ce arati c¢i a =1 este ridicini pentru f.

2°) Calculim f(2)=2-34+3-44+2=1+2+2=0.Deci a = 2 a este radicini a lui f.

3. Si se precizeze pentru polinomul f = X% —7X% +15X* —40X? + 48X —16 ordinul de multiplicitate
al radacinii a =2.

R. Considerim functia polinomiali f:R —R, f(x)=x%—7x> +15x* —40x? +48x —16,
pentru care f'(x)=6x> —7x* +60x3 —80x +48, f'(x)=30x%—28x3+180x% 80,
F(x) =120x> — 84x2 + 360x, £ (x)=360x> —168x +360.

Avem f(2)=f'Q=f"2)=f"'12)=0 si f(4)(2)¢0, ceea ce aratid ca a =2 este radacina
multipli de ordin patru pentru f.

Altfel, se imparte fla X — 2. Catul se imparte din nou la X — 2, etc. Vom reveni asupra acestei
probleme la Schema lui Horner.

3) Schema lui Horner (1786-1837)

Am intalnit mai sus schema lui Horner (William Georges, 1786-1837, matematician
englez, publicd in 1819 metoda care-i poartd numele) cand a trebuit sa calculdm
valoarea unui polinom intr-un punct, utilizind pentru functia polinomiald o anumita
scriere. Am vazut cd la Tmpartirea unui polinom prin X —a, restul este dat de
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r= f(a), deci el se poate determina prin schema lui Horner. Mai mult, 1n acest caz,
schema ne da si coeficientii catului de la Tmpartire.
Fie f:aan—i—an_an_l—i—...—i—alX +ag si
q= bn_an_l +b _ZXn—Z +..+b0 X +by.
Din f=(X —a)q+r, prin identificare, rezulta egalitdtile: @, =b, 1, b =aby| +ay 11,

0<k<n-—-2.
Schema lui Horner arata astfel:

Deimpartitorul f
A
x" Xn—l Xn—2 X2 X XO
an ap—1 an—2 ) q ao
a bn—l abn_2 abl abo
a a, V 1+ i L+ \Q/l"F DY+
I aby_y +ay_y faby_p +ay_o aby +a1 / aby + ag
b}’l—l I I I I
by
by b3 bo r
x 1 x"—2 x"3 e | X x0 Restul
— _
Pyl
Catul ¢

Coeficientul dominant al catului, b, 1, coincide cu coeficientul dominant al
detmpartitului, a, .
Formula by _| =aby +ay, k=1,n—1, ne spune ca daca am aflat coeficientul by al

lui X din cat, atunci coeficientul lui X k=1 , tot din cét se obtine inmultind pe b, cu

a si rezultatul se adund cu a (coeficientul lui X k- din deimpartit).

Se trec puterile lui X, de la detmpartit in ordine descrescatoare (inclusiv puterile care
lipsesc — acestea au coeficientii egali cu zero). Sub fiecare putere a lui X se trece
coeficientul cu care apare in scrierea lui f. Pe linia urmatoare se coboara coeficientul
dominant (a,, care este b, 1, primul coeficient al catului). Pe aceasta linie, 1n fata lui

a, , se scrie termenul a din binomul X —a. Aceasta linie se completeazd cu ceilalti
coeficienti ai catului dupa relatiile:
b, p=a-b, 1+a, 1,b,_3=ab, 5+a, o etc. Sub coeficientii b, 1,b,_7,..., se

scriu puterile ui X : X" _1, X ”_2,.... pentru a scrie mai ugor polinomul q.
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Exemple. 1) f=3X5—2X3+3X2—5, g=X—2

XS X4 X3 XZ X X()
3 0 -2 3 0 -5
6 12 20 46 92
‘L .( . .r"
+ /¢+ Yo P Vs 2N
2 3 6 10 2w’ | a6’ | s1=r
x4 x3 x2 X x9

Deci, ¢ =3X* +6X3 +10X%+23X +46, r=87
2)f=2X3-3X*+4X —6,g=X +1

x3 x2 X x9
2 -3 4 -6

-1 2 -5 9 -15=r
x2 X x9

Deci, catul este ¢ = 2x2 _s5x +9 sirestul r =—185.
3) f=2X348X2_4X+2,g=2X +1
in acest caz, teorema impartirii cu rest este f = (ZX + l)q +r sau impértind la 2 avem:

%f = [X +%]q+% . Deci pentru polinomul %f sig=X +%= X —[—%] se aplica schema lui

Horner. Avem:

x3 x2 X x9
1 4 -2 1
1 1 7 _15 23_r
2 2 4 8
x2 X x9
Deci q=X2+1X—§,|a 122 da r:ﬁ
2 8 4

4 f=23x34+3X%+1,g=3X +1, f,g €Z5[X|
Avem: g=§(X+i):3(X_(_i))zé(X_é) si deci f:é(X—g)q+r sat if:(X—g)q-f—}r-

Aplicam schema lui Horner pentru 2 fsi X— 3. Avem:

x3 x? X x°
4 1 0 2
3 4 3 4 4=2r
x?2 X x°
Deci: q:AAle—}—ZASX—HAI,iar 2r =21,adic5 r=2.
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Probleme rezolvate

1. Utilizand schema lui Horner si se determine ordinul de multiplicitate al ridacinii ¢ =2 pentru

polinomul f =X%—7x5+15x4 —40x? +48x —16.

R. Se aplica repetat schema lui Horner (pentru fiecare cat). Avem:
x6 | x> x* | x3 | x? X x©
1 -7 15 0 -40 48 - 16

2 1 -5 5 10 -20 8 0=17 = a =2 radacina simpla
2 1 -3 -1 8 -4 0=r) = a=2 radacina dubld
2 1 -1 -3 2  |0=m = a=2 radicind tripla
2 1 1 -1 |0=r = a=2 radicina de ordin patru
2 1 3 |5=0=a=2 nueste radacind de ordin cinci

x2 | x |x°

Deci, f=(x —2*(x2+3x +5).

x40

2. Se considera polinomul f =X 60 4 +X2 42, Si se determine restul impirtirii acestui

polinom prin polinomul g =X (X 2_ 1) .
R. Scriem teorema impartirii cu rest pentru polinoamele f si g cand avem: f =X (X 2 —1)q+r,

grad(r) < grad(g) =3. Deci grad(r) este cel mult 2. Fie r=aX 2 +bX +c. A determina acest rest
revine la a gasi coeficientii a, b, c.

Din egalitatea de functii polinomiale f(x)= x(x2 - 1)q(x) + ax? +bx+c, (V)x €R rezultd prin
particularizare urmatoarele ecuatii in a, b, c:

—dacd x=0 avem: f(0)=0-¢g(0)+c=2,adicd c=2;

—dacd x=1 seobtine S=a+b+c sau a+b=3;

—daca x=—1 gasim 5=a—b+c sau a—b=3.

Din ultimele doua ecuatii se obtin valorile @ = 3, b = 0 . Asadar restul cautat este r =3X 2 +2.

3.Fie f € ]R[X ] , grad(f)> 2. Si se determine restul impirtirii lui f prin polinomul X 2 4 , daca

suma coeficientilor termenilor de grad impar ai polinomului f este 3, iar suma coeficientilor
termenilor de grad par ai aceluiasi polinom este — 5.

R. Din teorema impartirii avem egalitatea f = (X 2_ l)q +aX +b. (%)

Fie f =a¢g+ a1 X + a2X2 + .4+ a, X" polinomul dat. Avem: f()=ag+a +ap+..+a, si

fD)=ay—a +ay+..+(— )"a,. De aici prin adunare si scidere rezulti egalititile:

f(1)+2f(—1):a0+a2+a4+m i w:aﬁaﬁaﬁm

fO+fED o fFO=fED
2 ’ 2

Din ipoteza avem 3, (9.

Din (*) pentru x =1 rezultd f(1)=a+ b, iar pentru x =—1 se deduce f(—1)=—a+b.
Cu acestea relatiile (**) dau b=—5 si a=3.Deci r=3X —5.
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7. DESCOMPUNEREA IN FACTORI IREDUCTIBILI IN INELUL K[X ]

1) Polinoame ireductibile

Reamintim ca studiem inelul de polinoame de nedeterminatd X cu coeficienti in corpul
comutativ K, unde K €{Q, R, C, Zp, p prim}.

Am vazut ca dacad f,ge K [X ], g =0, atunci f se divide prin g (si notam f:g ) daca
exista un polinom g € K [X ] , astfel incat f = gg (se mai spune cad g divide pe f si
scriem g| f). Polinomul g se mai spune cd este un divizor (sau factor) al lui f, iar
polinomul f este un multiplu al lui g.

Am gisit cd pentru f € K[X|, X —a este factor al lui f daca f(a)=0 (teorema
Bézout), adica daca a este radacina a lui f.

Este imediat ca pentru feK[X],acK® si af sunt divizori ai lui

77 =a

alf ); f=al (af )) . Cu aceasta putem formula urmitoarea:

Definitie. Divizorii de forma a si af, a€ K* =K —{0} se numesc
divizori improprii ai lui f. Ceilalti divizori ai lui f, dacd exista, se
numesc divizori proprii.

Problema care ne intereseaza, in continuare, este de a vedea cum se scrie un polinom
fekK [X ] ca un produs de factori de un anumit tip. Vom formula o proprietate

similard celei din Z 1n care orice numar intreg se exprima ca produs de numere prime.
Pentru clarificare formuldm urmatoarea:

Definitie. Un polinom f € K[X] se numeste ireductibil peste corpul
K (sau inca ireductibil in inelul K [X ]) daca are gradul cel putin unu si
dacd nu are divizori proprii.

In caz contrar, el se numeste reductibil peste K (sau inci reductibil in K (X))

freductibil peste K < (3)g, h€ K[X], grad(g), grad(h) > 1, f = gh.
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Am vazut ca se pot construi polinoame si pe structuri care nu sunt corpuri (de exemplu
inele). Dacad ludm K'C K, K' cu aceleasi legi de pe K, atunci se poate construi

familia de polinoame K ’[X ]CK [X ]
In K'[X] se pot defini analog relatia de divizibilitate si notiunea de polinom
ireductibil. Este posibil ca un polinom f EK’[X ] sd fie ireductibil In aceasta

multime, dar reductibil in K [X ]

Exemple. 1. f = X —1 este ireductibil in Z[X], Q[X],R[X], C[X].

2. f=X?—-3 este ireductibil in Z[X],Q[X], dar reductibil in R[X],C[X], deoarece
f:(X —JS)(X +\/3), unde g=X —+3,7=X ++/3 sunt polinoame din R[X| (si respectiv
C[X]).

3. Polinomul f = X?+1 este ireductibil in Z[X],Q[X], R[X], dar este reductibil in C[X],
deoarece f =(X —i)(X +i),unde g=X —i,h=X +i €C[X].

Probleme rezolvate

1. Aratati ci polinomul f € Z[X ], f=6X 2 113X —5 este reductibil peste Z.
R. Intr-adevir observam ci f = (3X —1)(2X +5) unde factorii 3X —1,2X +5 sunt polinoame din
acelasi inel Z[X]|.
2. Aratati ca polinomul f =X 2 +1e N[X ] este ireductibil peste N, dar este reductibil in (C[X ] .
R. Presupunem, prin absurd, cd f ar fi reductibil peste N . Deci existd g =aX +b, h=mX +n,
a,b,m,neN, a=0,m=0, astfel incat f :(aX +b)(mX +n) .
De aici (dupa calcule): x2 +1= amX 2 + (an + bm) X +bn.

am=1
Tinand cont de egalitatea a doud polinoame, se obtine sistemul: {an +bm=0.

bn=1
Din prima si ultima ecuatie rezulta a=m=>b=n=1, care insd nu verificd a doua ecuatie. Deci nu
existd g,h€ N[X| cu f=gh.
fn final polinomul f = X2 +1 este ireductibil in N [x].
Acest polinom 1nsa este reductibil peste C deoarece f = (X — i)(X + i) .
3. Aratati ca polinomul f =X 2_5 S Z[X ] este ireductibil peste Z , dar este reductibil peste R .

R. Presupunem ca f ar fi reductibil peste Z , deci ar admite o scriere de forma f :(aX +b)(mX +n) s

a,b,m,n€Z,a, m=0, sau dupa calcule x?2 —5:amX2+(an+bm)X +bn.
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am=1
De aici rezulta sistemul yan+bm =0, sistem care nu are solutii in Z . Deci feste ireductibil peste Z .
bn=-5
Cum X2 5= (X —\/§)<X —0—\/5), unde X —\/g, X -I—\/ge R[X} , se deduce ca f este reductibil
peste R.
4. Aritati ci polinomul f =2X2 43X +1€Z4[X] este reductibil in inelul Z4[X].
R. Ca f si fie reductibil, va trebui si ardtim cd existd g =aX +b,h=cX +d, g.h€Zy[X], a,c =0,
ac=2
astfel incat f = gh < 2X2 +3X +1=acX? +(ad +bc) X +bd . De aici rezulta, sistemul: {ad +be =3
bd =1
cu solutia a = i, c= ﬁ, b=d=1.Deci f :(X +i)(§X +i) , ceea ce aratd cd feste reductibil peste Z 4 [X] .

Altfel observam ca f (§) =0 sideci fiX +1 si se aplica schema lui Horner pentru a gasi catul 2X +1.

Urmatoarea propozitie precizeaza o clasa de polinoame ireductibile n K [X ] .

Teorema. Orice polinom de gradul unu cu coeficienti intr-un corp
comutativ este ireductibil.

Demonstratie. Imediat. m
Rezultatul de mai jos este important pentru cd asigurd existenta unei exprimdri a unui
polinom fin functie de polinoame ireductibile. Mai precis are loc:

Teorema (de descompunere in factori ireductibili). Fie f €K [X ]

Atunci f se poate scrie ca un produs finit de polinoame ireductibile din
inelul K [X ]

Demonstratie. Fie grad(f) = n. Daca f este ireductibil, atunci teorema este
demonstratd, numarul factorilor ireductibili din produs fiind egal cu 1. Daca f este
reductibil in K[X], atunci el se poate exprima sub forma unui produs de cel putin doua
polinoame din K[X], iar pentru fiecare din acestea se rationeaza ca mai sus. Deoarece
gradul fiecarui divizor pe care il gasim scade, in final nu putem obtine decat sau
divizori proprii avand gradele mai mici decat n, dar mai mari ca unu, sau divizori de
gradul intdi despre care stim (teorema precedentd) cd sunt ireductibili. Numarul
acestora este finit, deoarece suma gradelor lor este egala cu n. m
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Observatie. Mai mult scrierea este unica (abstractie ficind, eventual de factori constanti).
Legatura intre proprietatea de a avea divizori ireductibili §i proprietatea de a avea
radacini in K pentru polinoamele din K[X], K corp comutativ este data de:

Teorema. Fie K corp comutativ. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) Orice polinom ireductibil din K[X] are gradul unu.

2) Orice polinom din K[X] de grad mai mare sau egal cu unu are
radacini in K.

Demonstratie. 1) = 2) Fie f €K [X ], grad(f)>1. Conform teoremei precedente f
se poate scrie ca un produs finit de factori ireductibili (de gradul unu).

Deci f=(a1X +by)(arX +by)...(ap X + by ).

Ori ecuatia a;x+b; =0, i=1,k are solutia x= —biai_l €kK.

2) =1) Fie f € K[X| polinom ireductibil. Conform cu 2) existd a € K astfel incat
f(a)=0, adica X — a| f.Cum X —a are gradul unu si f are numai divizori improprii
rezultd X —a=>bf, b K —{0} sau f:b_l(X —a), iar de aici grad(f)=1. =
Remarcam faptul ca aceastd teoremd afirmd numai echivalenta celor doud afirmatii.

Apare firesc Intrebarea daca existd corpuri comutative K pentru care una din cele doua
afirmatii este adevarata (rezulta, evident, si cealalta adevarata).

Definitie. Un corp comutativ K se numeste algebric inchis dacd orice
polinom f € K[X|, grad(f)>1 are in K cel putin o radacina (adica daca

pentru K afirmatia 2) din teorema este adevarata).

Corpul Q nu este algebric inchis, deoarece, de exemplu, polinomul X 2 3¢ Q[X ]
nu are radacini in Q; nici R nu este algebric inchis, deoarece, de exemplu, polinomul

x2 +1€ R[X ] nu are radacini in R . Corpul C este algebric inchis. Acest rezultat

foarte important este cunoscut sub numele de teorema fundamentala a algebrei.
Avem:

Teorema (d'Alembert-Gauss). Orice polinom cu coeficienti complecsi
de grad mai mare sau egal cu unu are cel putin o radacina in C.

211



UN PIONIER AL MATEMATICII

C.F. GAUSS (1777 - 1855)

Pana acum nu s-a gasit o demonstratie pur algebrica —
K Matematician german

a acestei teoreme importante. Pentru demonstratia ei
se utilizeaza aparatul analizei matematice.

Urmatoarea teoremd pune In evidentd polinoamele
ireductibile de grad mai mare sau egal cu doi

dintr-un inel oarecare K[X|.

CONTRIBUTII

* algebrd (teorema fundamentali)
* teoria numerelor
* astronomie

Teoremai. Fie f € K[X], grad(f)>2.

1) Daca f este ireductibil, atunci f nu are radacini in K.
2) Daca grad(f) {2, 3}, conditia necesara de la 1) este si suficienta,
adica feste ireductibil < f nu are radacini n K.

Vom preciza acum polinoamele ireductibile in principalele inele de polinoame:
C[X|si R[X]. Are loc urmitoarea:

Teoremi. 1) Un polinom f € C[X| este ireductibil, daca si numai daca

f=aX+b, a,beC,a=0

2) Un polinom f € R[X| este ireductibil, daca si numai daci
f=aX+b,a,beR,a=0
sau

f:aX2+bX+c, a,b,cGR,a¢O,b2—4ac<0.

Demonstratie. 1) Fie f € C[X| un polinom ireductibil. Deoarece grad(f)>1, din
teorema fundamentald a algebrei rezultd cd f admite o radicina xg € C. Conform

teoremei lui Bézout avem: f =(X —X()g, g €C[X]. De aici g|f si cum f este

ireductibil rezultd divizorul g este de forma a sau af, unde a € C*. Daci g ar fi de
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forma af atunci f=(X —Xg)af sau (f=0)1=(X—xg)a, adicd X —xy ar fi
inversabil, adicd ar avea gradul zero, fals.

Prin urmare g =a€C", adicd grad(f)=1. Ori am vizut ci toate polinoamele de

grad unu sunt ireductibile.
2) Conform teoremei precedente, polinoamele de gradul unu si cele de gradul doi care
nu au radacini Tn R sunt ireductibile peste R . Sa ardtdm ca nu mai exista altele.

Pentru aceasta aratdm ca orice polinom ireductibil din R[X ] de grad mai mare sau
egal cu doi ,,se reduce” la un polinom de gradul doi fara radacini reale.
Fie deci f ER[X ] ireductibil, cu grad(f)>2. Conform teoremei fundamentale a

algebrei polinomul f are o rddacind xp € C. Sa observam ca xy € R, conform cu
teorema precedentd pct. 1). Prin urmare xp € C—R. Cum fare coeficienti reali, va admite
si radacina complex conjugata xy € C —R. Aplicand teorema lui Bézout, deducem ca
fse divide prin g =(X —xp)(X — %)= x? —(x0 +%0) X + xpXp € R[X] in C[X].
Deci f=g-h, heC[X]. Cum f este ireductibil, divizorul sdu h ar trebui sa fie de
forma a sau af, a € C*. Dacd h=af , atunci din f = gh, ar rezulta 1 = ag, adici g ar fi
inversabil si deci de grad zero, contradictie. Rimane h=a, a € C* cand f=ag sideci

grad(f) =2, favand radacinile complex conjugate xp $i X;.m

Aplicand teorema de descompunere in factori ireductibili si teorema precedentd se
obtine urmatoarea:

Teorema. 1) Orice polinom f € (C[X }, f =0, fneinversabil, se descompune

in mod unic in factori liniari in inelul C [X ] )

2) Orice polinom f €R[X], f =0, fneinversabil, se descompune
in mod unic in inelul R[X| intr-un produs de factori liniari sau
factori de gradul doi fara radacini reale.

Exemple. 1. f=X2+2€C[X],f=(X—ﬁi)(X +ﬁi);
2. fECIXL f=X2+X+1—i=(X—i)(X +i+1);
3. fERIX], f=X2-3X+2=(X —1)(X —2);

4 fERXLS =X —x?—x—2=(Xx —2)[x*+ X +1).
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Din aceasta teorema rezultd urmatoarele consecinte:

Corolar. Fie f=ay+¢X +...+a,X", a, =0, n>1un polinom care

are radacinile distincte xq,...,x;, .

Atunci f=a, (X —x1)(X —xp)...(X —x,).

Exemple. 1. f =2X?+ X —1€ Q|[X], are radicinile x; = %, x3=—1.Deci f= Z[X —%](x +1);
2. f:\/EX2+(2\/E+1)X+2€R[X] , are riadicinile x1=—\/2§,x2=—2si deci f:\/z X+g (X+2);

3. f =2iX? +(6+i)X +3 € C[X], are ridicinile x| = 3i, xzz—% si deci f:2i(X—3i)[X+%].

Corolar. Daca un polinom f € C[X]| cu gradul cel mult n se anuleazi

pentru n+1 valori distincte, atunci f =0.

Demonstratie. Daca grad(f)=n>1, atunci f=a(X —x)(X —xp)...(X —x,) se

anuleaza in n valori distincte. Daca in plus f (xn +1> =0, xy 11 =X, k= L,n , atunci
a=0,adicd f=0.m

Probleme rezolvate

1. Sa se descompunai in factori ireductibili peste K polinomul £, in cazurile:
D f=x*+1€Z[X), k=2, K=Q K=R,K=C;3

2) f=Xx*4+3x*12€Z[X), k=2, K=Q K=R,K=C;

3) f=X+X+3€Z5[X]|, K =Z5.

2 2
R. 1) Si observam ca f:X4+2X2+1—2X2:(X2+1) —(ﬁx) :(X2+J§X+1)(X2—J§X+1):

i 1
2

Polinomul feste ireductibil peste Z si peste Q. Probam ca este ireductibil peste Z . Cum f nu are

.....

=(X—x)(X —%)(X —x)(X —X), unde x; =

si altul de gradul trei. Scrierea lui f ca produs de doua polinoame de gradul doi este

f :(X2 +\/§X +1)(X2 —\/EX +1) . Dar cele doui polinoame nu au coeficientii in Z (sauin Q).
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Altfel. Prin reducere la absurd. Daca [ = (aX2 +bX + c)(och +BX + Y),a, b,c,a,B, YEZ , atunci
prin identificare sistemul obtinut in numere Intregi nu are solutii.

Polinomul f este reductibil peste R din scrierea f = (X 2 +2X + 1)(X 2 V2X + 1) , cei

doi factori fiind din R[X]. De asemenea acesti doi factori fiind de gradul doi cu discriminantul

2
(iﬁ ) —4=-2<0, sunt ireductibili.

in fine feste reductibil peste C, avind descompunerea in factori ireductibili:
F = (X —9)(X )X —x)(X 7).

2) Polinomul f admite scrierile: f = (X2 + l)<X2 + 2) = (X —i)(X +i)(X —iW2)(X +iv2).

De aici deducem ci f este reductibil peste K =7, K=Q si K=R avind descompunerea in factori
ireductibili f = (X2 + 1)(}(2 + 2) .

Polinomul f este reductibil si peste K =C, cand admite descompunerea in factori ireductibili
F=(X=)(x +)(X —i2)(x +iv2).

3) Sa observam ca f (i) =0 , adica x = 1 este ridicind a polinomului f cand avem:
f:(x-i)(xz+x+ﬁ):(x +21)(X2+X+§).

corpul Zs , pentru ci: g(0)=2, g()=4, g(2)=3,g3)=4,g(d)=2.

Deci f = (X + ZL)( x2 + X+ ﬁ) S Z6[X ] reprezintd descompunerea lui f1n factori ireductibili peste Z 5 .

2. Sa se arate ca polinomul f = 2x3+x%+X +3¢ Z4[X] nu are nici o ridicinid in Z4, dar
este reductibil in Z4[X],

R. Se verifica prin calcul ca £(0), £(1), £(2), f(3) =0

Punem f = (aX +b)(cX2 +dX + e), a,b,c,d,ecZy.

Dezvoltand in membrul drept si apoi identificind gasim a = 2,b=1,c=d=e=3, ceea ce arat ci
f= (QX + i)(§X2 +3X + §) si deci feste reductibil peste Z .

3. Si se determine polinoamele f cu coeficienti reali care verifica relatia xf (x)=(x —3) f(x+1),(V)x€R

R. Pentru x=0 relatia devine 0=—-3f(l). De aici x = 1 este raddcind a polinomului f. Punem
x =1 1n aceeasi relatie si rezultd f(1)=0=—2f(2), adica x = 2 este raddcind a lui f.
Daca x =2, atunci relatia devine 2 f(2) = 0= —f(3) si deci x =3 este, de asemenea, radacina a lui f.

a lui £ Din cele de mai sus f(x)= x(x—l)(x—Z)g(x), g:R— R , functie polinomiala. fnlocuind

aceastd scriere a lui f in relatie se obtine dupa simplificarea prin x(x —1)(x —2), g(x)= g(x+1),
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(V)xeR. Notim h(x)=g(x)—g(x+1). Dacd gradul lui h este n (de exemplu), atunci din

h(x)=0, (V)x € R rezultd & este functia nuli si deci g este functia constanti g = k € R* .
Deci f=kX (X —1)(X —2).

4. Determinati parametrii reali a, b astfel inciat polinomul f si se dividid prin polinomul g in
cazurile:

D f=x>+ax?>+6xX+6,g=X>2—-X-2;

D) f=Xt (@)X +(p+2) X3+ X +c—3,g=(x —1).

R. 1) Metoda 1. Sa observam ca impartitorul se poate scrie, descompus 1n factori ireductibili peste R sub
forma g = (X — 2)(X + 1) , ceea ce aratd cd — 1 si 2 sunt radacinile polinomului g.

{f(—l)—o - {a—b—i—S—O

f(2)=0 4a+2b+14=0

sistem din care rezulta valorile lui a si b. Gasimusor a=—4,b=1.

Metoda 2. (Prin impartire directad). Efectuand impartirea lui f la g avem f=g (X +a+ 1) +
+(a+b+3)X +2a+8.

Dar figsi deci restul impdrtirii trebuie si fie polinomul nul, adicd (a+b+3)X +2a+8=0«
&(a+b+3=0,2a+8=0)&(a=—4,b=1).

Metoda 3. (Metoda coeficientilor nedeterminati). Polinomul f se divide prin g daca exista h € R[X ] astfel

incat f = gh. Trecand in aceasta egalitate la grade rezultd grad(f)(= grad(g-h)) = grad(g) + grad(h) sau
3=2+grad(h) . Deci grad(h)=1.Seia f =X + o . Se identifica coeficientii lui X la aceeasi putere si
se obtine un sistem in a, b, o .

Metoda 4. (Schema lui Horner). Se aplica schema lui Horner pentru f'si X — 2 si apoi pentru cat si X + 1.

X’ X X x°
1 a b 6
2 1 a+?2 b +2a+4 4a+2b+14=0
-1 1 a+1 b+a+3=0
4a+2b+14=0
Sistemul @t are solutia a=—4, b=1.
b+a+3=0
2) Metoda de rezolvare utilizeaza derivatele. Remarcam ca impartitorul g are radécina tripla x = 1. Daca f
SMH=0
. . . . | )=0
se divide prin g, atunci x = 1 este radacina tripla si pentru f, adica =0
£y =0

Calculim derivatele formale ale polinomului f si avem: D(f)=4X>+ 3a—1)X L 2(b+2)X +1,

D*(f)=12X%+6(a—1X +2(b+2).
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a+b+c=0

Prin urmare se obtine sistemul: {3a+2b+6=0 cusolutia a = —%, b=-2c= ? .
6a+2b+10=0
Observatie. Se pot aplica si celelalte metode descrise la problema precedenta.

)3n+2

5. Sa se arate ca polinomul f =(X+1 + X +2,n€N sedivide prin g=X2+3X +3.

ardtat ca f(x)= f(x)=0 pentru ca fig. Ori f(x) sau f(xp) comportd niste calcule. De aceea

vom proceda altfel. Vom considera o o radécina arbitrard a lui g(x sau xj) . Deci o? +3a+3=0, (1).
Vom ardta cd f(a) =0, ceea ce spune cd f admite pe & ca radicind. Cum 0o, este o raddacind oarecare a
lui g deducem cd f:g. Pentru aprobacia f(a)=0, utilizim relatia (1).

n
Avem: f(a)=(o+ 1" ta+2= [(a+1)3] O+D2+o+2=(a+30% +3a+D" o+ 1>+

n
+o42= 06(0(2+30c+3)+1] @+ +a+2=(@+D>+a+2=0>+30+3=0.

X6n—1

6. a) Sa se arate ca polinomul f = + X +1, n € N*se divide prin polinomul g = x? +X+1.

b) Pentru ce valori ale lui n €N, polinomul f=(X+1)" — X" —1 se divide prin polinomul

g=X24+X+1?

Deci o2 +a+1=0, (). inmulgind cu o —1relatia (1) rezulta: 1= 0, ().
Pentru a arata cad f(o) =0 vom intrebuinta relatiile (1) si (2). Avem:

- 1 @ 1+o2+oa®
Fy=a" " fat1=@H S ratl=—tatl=tE TE
[0 o a

sa fie radacini si pentru f cu cel putin acelasi ordin.

b) Fie a0 radacind oarecare a lui g. Deci avem relatiile: o? +a+1=0,(1) si =1 , (2).

Ca f s se divida prin g trebuie ca f(o)=0. Ori avem: f(o)=(a+1)" —a" —1= (—a)' —a" 1=
— (1" o 1.

Cum (—1)" se discutd dupa cum n este par sau impar, iar o dupi n de forma 3k,3k +1,3k +2, k €N, vom
lua n de una din formele: 6k,6k 41,6k 42,6k 43, 6k +4,6k +5, k€N

Cazul 1. n==6k, k € N . in acest caz f(o)=1-1-1=—-1=0.

Deci n = 6k nu corespunde cerintei problemei.
Cazul2. n=6k+1, ke N . Avem: f(0)=—x
Deci pentru n =6k +1, fig.

2 _a-l=—(a?>+a+1)=0.

Cazul 3. n=6k +2, ke N. Avem f(a) = (—a2)0k T2 _oOk+2 1 (o)¥ .o —(0?)2k .02 1=

:oc—az—l:a—(—oc):20c¢0.
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Cazl 4. n=6k+3,keN. In acest caz f(o) =(—a>)* 3 a3 1= (@3 . o0 — (.o 1=
—1-1-1=—1=0.
Cazul 5. n=6k+4keN. Avem f(0)=(—a2)0kt4 o0kt 1— 3% .o (o3 .a* 1=

—a?—a-1=202=0.

Cazul 6. n=6k+5keN. In fine f(o)=(-o)*H —o®H _1=_@}H* .o/~ (@} .o’ 1=
=@ +a+1)=0.

Deci si pentru n=6k +5, k€N, fi X%+ X +1.

in concluzie pentru n € {6k + 1, 6k + 5} polinomul f se divide prin X 2 + X +1.

7. a) Sa se arate cid polinomul f = (X — 1)"+2 +X 2n+1, neN se divide prin polinomul
g=X2_X+1.

b) Pentru ce valori ale lui 7 polinomul f = (X — 1)" — X" +1 sedivide prin g =X 2 _x +12?

2

Fie o o radacina oarecare a lui g. Deci o — o + 1= 0, (1) . De aici prin inmultire cu o +1

rezulti o’ +1=0, (2). Acestea sunt cele doud relatii pe care le utilizim pentru aprobaca f (o) =0.

) )
Avem: f(a) = (al _1)n+2 + o2l :(a2)n+2 + g2l _ g2ntl o3 + o2t — 062n+1(063 +1)=0.
Deci f'se divide cu g.
b) Se procedeaza analog punctului b) de la problema precedenta. Gasim n € {6k +1, 6k + 5, k € N} .

8. Si se arate ci polinomul f = X>"1 4 x5+l | x5n3+2 | ySmg+3 | ySnst+d n; EN este

divizibil prin polinomul g=X*+ X3+ X2+ X +1.

R. Pentru rezolvare utilizim teorema f:g < orice radacind a lui g este radacind si pentru f cu acelasi
ordin de multiplicitate cel putin ca si pentru g.

Fie o radacina a lui g. Deci o +(x3 +0c2 +0+1=0, (1) care prin Inmultire cu a—1 da @ —1=0 ,(2).

sunt simple).

Snp+1 Sn3+2 Sng+3

+ 7B M 15T = (%) (00)2 0t (00)B 0 +

(2) @
@@ ot =1+ra+ol o} +at=0.

Deci f se divide prin g.

Avem: f(o)= o +a

9. Sa se determine restul impiértirii polinomului f = X 20 +X 19 .+ X 2 +X+1la X (X — 1)2 .
R. Conform teoremei Tmpartirii cu rest a polinoamelor avem:

X201 xY 4 X +1=X (X —1 g+ax?+bX +c.
Trecand la functii polinomiale asociate avem:

x20 +x19 +...+x+1:x(x—l)2q(x)+ax2 +bx+c, (V)xG]R ).
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Se face x =0 si se obtine ¢ =1. Punand acum x =1 rezultd: 2l=a+b+c, (1).
Se deriveaza egalitatea (*) si apoi se face x =1, cand avem:

206 41968 24 1= (x— 1) g(0) + 2x(x—1)g(x) + x(x—1)> () + 2ax+b, 210=2a+b, (2).
Rezolvand sistemul format din (1) si (2) gdsim a =190, b= —170.

2) Divizibilitatea polinoamelor

Am vizut ci dacd f,g € K[X], g =0, atunci f se divide prin g daci existd g € K[X|
astfel incat f = gg (mai spune ca f este multiplu de g sau ca g este divizor al lui f).

Deci f se divide prin g dacd si numai dacd r =0 (acesta devine un criteriu prin care
probam ca polinomul f'se divide prin g — se face Tmpartirea celor doud polinoame si se
constata ca restul Tmpartirii este polinomul nul).

in cazul particular cdnd g = X —a, atunci f se divide prin X —a, daca si numai daca

f(a)=0 (Bézout).
Exemple: 1. f=X%—1,g=X+1.Atunci f=(X+1(X—1),cug=X—1;
2. f=X341,g=X2— X +1. Atunci f:(XZ—X+1)(X+1),cu g=X+1.

Pentru polinoamele numerice o proprietate de importanta este urmatoarea:

Teoremi. Fie f,g € C[X]. Polinomul f este divizibil prin polinomul g

dacd si numai daca orice radacind a polinomului g este radacina si a
polinomului f avand si pentru acesta un ordin de multiplicitate cel putin
egal cu cel pe care il are pentru polinomul g.

Demonstratie. Presupunem ca f se divide prin g. Deci existd h e C[X ] astfel incat
f=g-h.Presupunem ci x=a este radicini a polinomului g. Deci f =(X —a)gy,
g1 €C[X] si prin urmare f=(X —a)g-h. De aici X —d|f, adici x=a este
radacind si pentru polinomul f. Deci daca f se divide prin g, atunci orice rddacina a lui
g este radacina si pentru f.

Reciproc, sa presupunem ca oricare ar fi o rddacind a polinomului g, aceasta este
radacina si a polinomului f. Atunci X —a, care este un factor ireductibil al lui g, va fi

la fel si pentru f. Deci toti factorii liniari din descompunerea polinomului g vor fi
prezenti si in descompunerea lui f. Dacd x=a este o radacind multipla de ordin k a

polinomului g, atunci acesta va fi divizibil prin (X —a)k. Inseamni ca polinomul f

pentru a fi divizibil prin g, va trebui sd fie divizibil si prin (X — a)k , adica sa aibd pe

x =a radacind multipla de ordin p >k .m
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Exemplu. Sa se determine parametrii reali a, b, ¢ pentru care polinomul f =X 3 +aX 2 +bX +¢
se divide cu polinomul g=X 3 _2x? +X.

Deci f(0)=0, f()=0 si f' (1)_0 De aici obtinem a =—2,b =1, c—O si deci f =g .Altfel, cu
schema lui Horner, aplicati de trei ori (pentru x = 0 si de doui ori pentru x =1).

Altfel, prin impartirea directi se impune conditia ca restul r =0.

Proprietiti ale relatiei de divizibilitate

Fie K un corp comutativ. Vom prezenta in continuare unele proprietati ale relatiei de
divizibilitate.

P,. Relatia divizibilitate este: 1) reflexivi (adlca f | [ (V) f eK[X])si

XD.

Demonstratie. 1) Avem f| f, (V) f € K[X] deoarece f =1-f .

2) Din f|g se deduce ci existd fj € K[X] pentru care g = f- fj. (1)

Din g|h se deduce ca existd g € K[X| astfel incat h=g- g, ).

Din (1) si (2) rezulti h=f-fi-gy=/f(fi-g). Cum f},g; €K[X]| rezultd
fi-g1 €K|[X] sideci f|h.m

P,. Fie f, g;, izl,_m polinoame din K[X].

Daci f|gl~,i:1,_m,atunci f| glj qi8i - cu q; €K[X],i=1,
i=0

Demonstratie. Proprietatea spune ca daca un polinom f divide polinoamele g;,i=1,m,

m
atunci f divide orice ,,combinatie* de aceste polinoame, adica f | > q8i -
i=0
Intr-adevar din f | g; se deduce caexistd f; €K [X ] pentrucare g; = f- f;,i= Lm.
. n m . . . .
Atunci X qigi= X qif - fi=Ff Din aceastd relatie si din faptul ca
i=0 i=0

m
> qifi|-

i=0

m m
> gif; €K[X] rezultica f| Y g;g; - m
=0

i=0 i=
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Py.Fie f,g € K[X], f|g si g=0.Atmnci f=0 si grad(f)<grad(g).

Un divizor (f) al unui polinom nenul (g) este un polinom nenul de grad
cel mult egal cu al polinomului.

Demonstratie. Din f|g rezultd ca existd fj € K[X| astfel incat g = f- f. Evident
f =0, f{ =0 sideci grad(f) >0, grad(f])>0.

Cum K[X] este domeniu de integritate avem din f - fj = g, grad(g) = grad(f) + grad(f),
iar de aici (grad( 1> O) deducem grad(f) <grad(g).m

P, Fie f,g€K[X], f=0, astfel incdt f|g si g|f. Atunci exista
ackK,a=0,astfel incat f =ag.

Demonstratie. Din f =0 si g|f rezulti g=0si exista g € K[X] astfel incat
f=gg1. Din f|g rezultd ci existd f; € K[X]| astfel incat g = ff;. Din f = gg si
g = [fi se obtine f = ffig] sau ( f= O), g1/f1 =1. Trecand 1n aceasta relatie la grad
rezultd 0= grad(l) = grad(f]) + grad(gp).

Cum f],g1 =0 rezultd grad(f;), grad(g;)>0, adicd (via relatia de mai sus)
grad(f]) = grad(g;) =0, ceea ce Inseamnd ca fj,g1 € K —{0}.

Asadar f=g;-g unde gy =ac K —{0}.m

Observatii. 1) Aceasta proprietate afirma ca dacd doua polinoame se divid reciproc,
atunci ele ,,diferd” printr-o constanta nenuld a(f = ag) sau coincid abstractie facand

de o constantd nenula a..
2) Daca f'si g au acelasi coeficient dominant si daca f | g si g| f,atunci f=g.

Definitie. Spunem ca polinoamele f,g€K [X] sunt asociate in
divizibilitate daca f |g si g| f (deci daca se divid reciproc) si scriem

f~g.

Conform proprietatii P4, daca f =0, atunci g este asociat 1n divizibilitate cu f dacd si
numai daca existd a € K —{0} astfel incat g =af ; daca f =0, atunci g ~ f daca si
numai daca g =0, caz In care g = af , este banal verificata.
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Ps. Fie f,g€C[X]|. Atunci f|g, daca orice raddcind a polinomului f

(cu ordinul de multiplicitate respectiv) este radacina si pentru polinomul
g (cu acelasi ordin de multiplicitate, cel putin) .

Aceastd proprietate este deosebit de wutild in problemele de divizibilitate a
polinoamelor.

Probleme rezolvate

1. Sa se determine parametrii reali m, n, p astfel incat polinomul f si se divida prin polinomul g, in
cazurile:

a) f=X>+(m+1)X?—2X +3m,g=X +1;
b) f=X3+(2n+1)X2 4+ mX —m—n,g=(X —1)(X +1);
O f=XY4(m+n)X3+(m—-1)X2+ X +1+2n,g=X2+2X +3;
d f= X4+5X3+mX2+nX+p+1,g=(X2—1)(X+2).
R. a) Polinomul f'se divide prin polinomul g = X —(—1) daca restul Impdrtirii lui fla g este r =0 . Cum
r= f(—1) deducem f(—1)=4m+2.Din f(—1)=0 rezultd m= —% .
b) Metoda 1 (Metoda coeficientilor nedeterminati). Daca f se divide prin g, atunci trebuie sa aiba loc
egalitatea f = g(X +0c)4:> X3 +(2n+1)X2 +mX —m-n=X"4+aX’—X—a. De aici, prin
X2 | 2n+1=q
identificare, rezulta sistemul: X |[m=—1 cusolutia m=—1,n=-2,a=-3.
x© —m—n=-—0

Metoda 2. Din Ps rezultd cd orice raddacind a tmpartitorului este radacina si pentru deimpartit. in cazul
nostru x; =1, xp =—1 sunt radacinile impartitorului. Aceste valori trebuie sa fie radacini si pentru f;

adicd f(1)=0, f(—1)=0. Acest sistem are solutia m=—1,n=—2.

Metoda 3 (Prin impartire directa). Aplicand algoritmul de impartire a lui f prin g avem:
f=g(X+2n+1)+(m+1)X —m+n+1.

Polinomul f se divide prin g dacd restul r= (m + I)X —m+n+1leste polinomul nul, adica daca
m+1=0si —-m+n+1=0,ceecaceda m=—-1,n=-2.

Metoda 4 (Schema lui Horner). Se aplica de doud ori schema lui Horner: o data pentru f'si radacina x =1 si
apoi pentru catul obtinut si rddacina x =—1.

X3 X2 X X0

1 2n+1 m —m-—n
1 1 2n+2 2n+m+2 n+2=0
-1 1 2n+1 m+1=0
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Gasim n=-2, m=—1.
¢) Aplicam algoritmul de mpdrtire celor doud polinoame §i avem:

f:g[Xz—l—(m—i—n—Z)X—m—Zn

+(n—m+7)X +3m+8n+1

n—m+7=0

Conditia g| f se traduce prin restul egal cu polinomul nul, adica cu conditia m=5,n=-2.
3m+8n+1=0

d) Radacinile impartitorului fiind x; = —1, xp =1, x3 = —2 se impune conditia s fie radécini si pentru

defmpartit, adicd f(—1)=0, f(1) =0, f(—2) =0 ceea ce conduce la sistemul:
m—n+p=3
m+n+p=—7 cusolutia m=5n=-5p=-7.
dm—2n+p=23

2. Aritati ¢i polinomul f =nX"t! —(n+1)X" +1, n €N* se divide la polinomul g = (x — 1)2 si

determinati catul acestei impartiri.
R. Vom aplica schema lui Horner de doud ori: o datd pentru f si radacina x =1 si apoi pentru cétul
obtinut §i radacina x =1. Avem:

Xn—H x" Xn—l Xn—2 X2 X XO
n —(n+1) 0 0 0 0

1 n -1 -1 -1 -1 -1 0
1 n n—1 n—2 n—3 . 1 0

Deci catul la impirtirea lui fprin g este: g =nX" '+ (n—DX""2 +...+2X +1.

3) Cel mai mare divizor comun a doui polinoame. Algoritmul lui Euclid

Definitiile, teoremele si chiar demonstratiile de la aceasta sectiune si urmatoarea sunt
similare celor de la divizibilitatea din 7Z .
Fie K un corp comutativ.

Definitie. Fie f,g € K[X|. Spunem ci polinomul d € K[X] este un cel

mai mare divizor comun al polinoamelor f,g daca:
1) d este divizor comun pentru f;, g, adicd d | fsid | g;

2) orice alt divizor comun pentru f si g 1l divide pe d, adica
(V)d'eK[X].d|f.d|g=d]d.

Cel mai mare divizor comun (c.m.m.d.c.) al polinoamelor f, g va fi notat cu (f,g).
Vom aréta ca oricare ar fi doua polinoame din f,g € K[X]|, existd c.m.m.d.c. al lor si-1
vom construi efectiv prin agsa numitul algoritm al lui Euclid.
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Pentru inceput prezentdm urmatoarea:

Lemi. Daca f, g, q,re€ K[X| astfel incat f =gg+r, si daca existd
(g,r), atunci exista (f,g) simaimult (f,g)=(g,r).

Demonstratie. Fie d =(g,r). Deci d | g, d | rsid | gq +r (combinatie de g si r). Prin
urmare d | f, adica d este un divizor pentru f si g. Dacd d’ este un alt divizor comun
pentru f si g, atunci avem d ’| f —gq, adica d ’| r. Deci d' este un divizor comun pentru

gsir.Cum d =(g,r) rezultd d'|d . Infinal d=(f.g).m

Teoremi. Orice doud polinoame din K[X| au un c.m.m.d.c.

Demonstratie. Fie f,g € K[X]. Dacid f =0, atunci (0,g) =g, deoarece g|0, g|g .
iar dacd d' este un divizor pentru O si g, atunci evident d’|g. Deci am aratat ca
(0,g)=g . Analogdaca f=0,g=0,(f,00=f.

Presupunem acumca f =0 si g = 0. Consideram urmatorul lant de impartiri cu rest

f=8q +n, grad(r) < grad(g)
g =hq, +n, grad(r,) < grad(r)

-3 = Th—29n—1 + rnfl’grad(rnfl) < grad(rn72)

T2 ="—149n +0.

Sd observdm ca resturile obtinute In impdrtirile de mai sus au proprietatea
grad(r) > grad(r,) >---.

Gradele sunt distincte doud cate doud si apartin multimii {0, 1, 2, ..., grad()} . Prin
urmare in inegalitatile de mai sus cu grade intilnim o egalitate care sa aiba restul zero.
Fie acesta r,, =0.

Sa ariatam ca ultimul rest nenul 7, ;reprezinta cel mai mare divizor comun al

polinoamelor f, g.
Aplicam lema Tn mod repetat (de jos 1n sus in lantul de relatii) si avem:

1= (rnfl’o) = (rn72’rn71): (rn73’rn72):"':<rl’r2):<g’r1): (f,g)- L]

224



Prin urmare, date fiind doud polinoame f,g € K [X ], f,g = 0(cazul interesant) pentru

a determina c.m.m.d.c. al polinoamelor f, g se realizeaza lantul de Tmpartiri cu rest de
mai sus dacd grad(f) > grad(g). Daca grad(g) > grad(f), atunci se inverseaza rolul
lui fcu g.

Modul de a obtine c.m.m.d.c. a doud polinoame se numeste algoritmul lui Euclid.

Sa observiam ca c.m.m.d.c. a doud polinoame este unic pana la o asociere in
divizibilitate. In sensul ca dacd d=(f,g) si d'=(f.,g), atunci d ~d', adica

existaa € K — {0}, astfel incat d = ad'.

Intr-adevar din d =(f.g) si d|f.d|g=d|d.

Analog din d'=(f,g)si d|f.d|g=d|d'. Acumdin d'|d si d|d'=d ~d".
Observatii. 1) Daca f, g sunt descompuse 1n factori ireductibili, atunci (f, g) se obtine

luand factori comuni la puterea cea mai micd (similar cu determinarea c.m.m.d.c a
doua numere naturale din aritmetica).
2) Daca in lantul de Tmpartiri o egalitate se Tnmulteste cua € K — {0}, atunci, 1n final

c.m.m.d.c. nu se modificd, acesta fiind unic pand la o constantd nenuld din K, adica
(f.8)=(af ,ag). (¥)ae K —{0}.
3) Daci fj f».f3 € K|[X] atunci se arata usor ci (fl,fz,f3) =((fi-/2).f3) =(f1,(f2’f3))

indicand astfel cum se determind cel mai mare divizor comun pentru trei polinoame.
Analog se procedeaza si pentru mai multe polinoame.

Corolar. Fie f,g € K[X|,d=(f,g). Atunci existd u,v € K[X | astfel incat
d=uf +vg.

Aceastd consecintd a teoremei precedente afirma ca c.m.m.d.c. pentru polinoamele f, g
se exprimd ca o combinatie de ele. Demonstratia este imediatd Tncepand de jos 1n sus
cu exprimarea ultimului rest nenul 7, .

Definitie. Fie f,g € K[X|. Spunem ci polinoamele f si g sunt prime
intre ele daca (f,g)=1.

Tinind seama de corolarul precedent daca doud polinoame f,g € K [X ] sunt prime

intre ele atunci exista u,v € K[X| astfel incat 1=uf +vg .
O propozitie utila in rezolvarea unor probleme cu polinoame este urmatoarea:
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Teoremi. Fie f,g € K[X] astfel incat f|gh, (f,g)=1. Atunci f|h.

Demonstratie. Cum (f,g)=1, atunci existd u,v€ K[X| astfel incat 1=uf +vg .
Tnmulgind aceasta relatie cu h rezulta h=ugh-+vgh. Deoarece f | gh, exista
fi € K[X] astfel incat gh= ff], iar egalitatea precedentd devine h=ufh+vff] sau
h= fuf +vf}).Deaici f|h.m

Sa observam ca dacid f,g €Z[X]|, atunci (f,g)€Z[X]; dacd f,g€Q[X], atunci
(f,&)eQ[X].

Se demonstreaza usor urmatoarea:

Teorema. Radacinile comune a doud polinoame sunt radicinile celui
mai mare divizor comun al lor (cu ordinele de multiplicitate respective).

Probleme rezolvate

1. Si se determine cel mai mare divizor comun al polinoamelor f, g in cazurile urmitoare:
D f=x*+x3-7X2 X +6,g=X>—X>—4X +4, fgcZ[X];

1_3 7 1 1 1.3 1
2) f=—X"—X"——X+—,g=—X"——
) f 3 2 Ty 18

3 f=x4+2x2 1 X +2,g=x3—ix?—4x +4i, f,g€C[X];

1

4 f=Xx343x244X +2,g=X>+4X>+ X +1, f,g € Zs[X].
R. 1) Aplicdm algoritmul lui Euclid si avem:

Prima impartire. x4+ x3-7x2_x+6 ‘ x3_x2_4x 14

—x* 4 x344x%—4x ‘ X 42

/o 2x3-3x%2_5x+6
—ox31ox?48x -8

I —x*43x -2
A doua impartire. Se imparte catul X 3_X2-X+4 lanoulrest X2 —3X +2 (c.m.m.d.c. este unic pana

la o constantd nenuld din Z - deci se poate inmulti restul obtinut —X 2 +3X —2 cu(-1)). Avem:

X3 - X%-4X +4 x2-3x+2
—Xx3+43x2-2x X+2
I 2X%—6X+4

—2X2 416X —1

I
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Cum ultimul rest nenul este X > —3X + 2, acesta reprezintd c.m.m.d.c. pentru £, g.
Observatie. Dacd am fi descompus in factori ireductibili peste Z, atunci f =(X —1)(X —2)(X +1),

g=(X—1)(X —2)(X +2) sideci (f.)=(X —1)(X —2)= X2 -3X +2.

2) Pentru ca c.m.m.d.c. a doud polinoame este unic pand la o constantd, atunci in loc de f ludm
12f =4X3 —12X? — X +3, iar in locul lui g luam 18g =2X> — X> —18X +9 .

Algoritmul lui Euclid este descris mai jos

Prima impartire. 4x3-12x%— x4+ 3 ‘ 2x3-x2_18X 49

‘ 2

—4x3 4+ 2x%2 136X —18

/' —10X2% 435X —15

A doua impartire. Noul rest 1l impartim cu (— 5) si avem 2X 2_7x+3 si continuam algoritmul
23— X2 18X +9 ‘ 2X2-7X 43
‘ X +3

—2x3+7x2% 3%

/ 6X2 21X +9

—6X2 421X —9
I

Deci (f,g)=2X>—7X +3.
Daci am fi descompus in factori am fi obtinut 12f = (2X —1)(2X +1)(X —3)

18¢ =(2X —1)(X —3)(X +3)
sideci (12f,18g) = (2X —1)(X —3)=2X? —7X +3.

3) Aplicam algoritmul lui Euclid si obtinem impartirile cu rest de mai jos:

Prima impartire. X3+ 2x2+x+ 2 ‘ X3 _ix2_ax +4i
‘ 1

~X34+ X% 44X —4i

/I Q+DXZ+5X —2—4i

A doua impartire. Vom Inmulti noul deimpartit X 3_ix2-4X +4i cu (2+41i) si apoi pentru
(24) X3 = (14 20) X2 = 4(2+) X +4(—1-2i) si 2+)X>+5X +2—4 se continu algoritmul.

Avem

(24+0) X3 —(—1420) X% —4(2+0) X +4(—1+2) ‘ (2+i)X? +5X +2-4i
—(2+i)x3 - 5x2 - (2—4i)X | x -2
/ —2(2+4i)X%— 10X +4(-1+2i)

22+0) X2+ 10X —4(—1+2i)
/ I
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Ultimul rest nenul este (2 + i) X2 +5X +2—4i siacesta este c.m.m.d.c. al polinoamelor f, g. Dacd am

fi descompus in factori ireductibili peste C am fi obtinut:
F=(X-i)(X+i)(X+2), g=(X—i)(X +2)(X -2).

Asadar (f,g)= (X fi)(X +2) =x? +(27i)X —2i, care este asociat in divizibilitate cu cel obtinut
mai sus pentru ci (2+i)[x2 +2(2-i)X —Zi}:(Z—O—i)X2 +5X +2—4i.
4) Vom descompune in factori ireductibili peste Z 5 polinoamele si avem:
F=(x+i)(x+3)(x +3). ¢ :(x+§)(x +§)(X +4).
Prin urmare (f,g) = (X + §)<X —0—21) .
Altfel aplicand algoritmul lui Eudid avem:
Prima impartire. x3+3x24+4x 42 ‘ xX34+4x%24+x+4

_x3_dx?- x-i i

I AX2 43X +3
A doua impdrtire. inmultim noul deimpartit X 344x2 4 X +1cud si continudm Tmpadrtirile

X3+ x%2+ax+1 | 4x%2+3x 43

_4x3-3x%23x X+2
/ 3x%2+ X +1
-3x%- x-1
/ I

Deci ultimul rest nenul reprezinta cel mai mare divizor comun al polinoamelor.
Aici (f,)=4x2 43X +§~(X +21)(X +§) .

2. Sa se arate ci urmaitoarele polinoame sunt prime intre ele:

D f=4X34+8X2—X-2,g=X21+X+1, f,gcZ[X];

2) f=X3+X243, g=Xx2 42X, f,g € Zg[X].

R. 1) Aplicam algoritmul lui Eudid si avem:

Prima impartire. ax318x2- x -2 ‘ X214 X 41
_ax3_ax?_ax ‘ 4X +4
/ 4x?-5X-2
—4X2%—4X —4

I —9X —6=-3(3X +2)
A doua impdrtire. Noul delmpartit X Zix 411l Tnmultim cu 3, iar restul obtinut 1l impartim prin (—3) .
Continuam algoritmul cu Tmpartirea:
3x243x4+3 | 3X+2
—3x%-2x | X
X +3
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A treia impdrtire. Noul rest X + 3 il inmultim cu 3 si avem

3X+9 3X +2
-3X -2 1
7

A patra impartire.

3x+2=712x + 2| +o0.
777

Deci ultimul rest nenul este 1 si reprezintd c.m.m.d.c. al polinoamelor f; g. Cum (f,g)=1, se deduce
cd polinoamele f, g sunt prime intre ele. Dacd s-ar fi descompus in factori am fi obtinut

F=02X+1)(2X —1)(X +2)€ Z[X], iar g= X2+ X +1 €Z[X] (este ireductibil peste Z cum usor
se poate vedea). Acum este clarca (f,g)=1.

2) Aici fiind vorba de Zs, cautim eventuale rddacini ale celor doud polinoame in Zs. Avem
A oA ~ ~ ~\2 A ~ A A A
fM)=0, f(2)=0 si se obtine descompunerea f :(X +4) (X +3). Pentru g, gasim g(0)=0, g(3)=0,

caind g=X (X + ﬁ) .Orieste clarca (f,g)=1 sidecifsig sunt prime intre ele.

Cu algoritmul lui Eudid am fi obtinut acelasi lucru dupa cum se vede mai jos:

Prima impartire. x3+ x24+ 3 ‘ x240x
—x3-5x? | x+3
ax*+ 3
—AX2 42X
2X +3
A doua impartire. x2 + 5% X +§
—xPody | X
/o 3X
—3x -2
/3
A treia impartire. 2X +3 3
—2Xx 4x +1
+3
=
/

Ultimul rest nenul este: 3 ~ 1 , ceeacearaticd (f,g)= 1.
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Modalititi de determinare a c.m.m.d.c.

Am indicat pand acum doua modalitdti de obtinere a c.m.m.d.c. pentru doud polinoame:

1) Descompunerea in factori a celor doua polinoame si formarea divizorului comun,
luandu-se factorii polinomiali comuni la puterile cele mai mici; metoda se poate aplica
atunci cand polinoamele se pot descompune usor in factori.

Exemple. Si se determine (f,g) in cazurile:
D f=x4+x2-x2-X,g=x5-x*-x3+Xx2, fr,gcq|x];
2 f=x16x3+6x2+x, g=x3+x*16x316x2%, f,g€249[X].
R. 1) Descompunem in factori ireductibili cele doua polinoame (peste Q ) si avem:
F=x(x =1)(x +1)*, g= x2(X —1*(X +1). Deci (f,g)= X (X —1)(X +1).
in acest caz radicinile comune ale celor dous polinoame sunt date de radacinile polinomului (f,g).
Acesteasunt: x; =0,xy =—1,x3=1.
A2 A ~ N2 A
2) Avem f = X(X +6) (X +1), = XZ(X +6)(X +1) ,iar (f,g)=X> +6X . Radicinile comune

ale celor doud polinoame sunt date de ridicinile polinomului (f,g) si acestea sunt: x; =0, xp = i, x3= 6.

2) Algoritmul lui Euclid, in cazul in care prima metodd nu este aplicabild si nu se
cunoaste, apriori, gradul divizorului comun.

Indicam 1n continuare o altad metoda de a obtine c.m.m.d.c. a doud polinoame numita:
3) Metoda scaderilor succesive, aplicabila in cazul in care se cunoaste de la inceput
gradul divizorului comun, iar polinoamele luate Tn considerare nu sunt de grad

prea mare. Sa ilustram aceastd metodd pentru polinoamele: [ = X 3_3x + 2,

g= x4 —2x3 +2x% —2x +1 , daca c.m.m.d.c. al lor este un polinom de gradul doi.
Ideea este urmatoarea: dacd f =(X —a)fj, g =(X —a)g sunt doud polinoame al

caror divizor comun este X —a, atunci construim polinomul h=k|f +kog, care
contine ca factor pe X —a.

De reguld pentru formarea lui & se aleg kj,kp constante sau polinoame astfel incét
polinomul 4 s aibi gradul mai mic decat grad(f) sau grad(g). In cazul de fata,

h=g—Xf = —2x3 —i—SX2 —4X +1. Polinoamele £ si f au acelasi divizor comun.
Atunci construim polinomul k=h+2f=5(X —1)2. Un divizor pentru h si f este
divizor si pentru &1+ 2 f =k . Evident k ~ (X — 1)2. Luam atunci polinomul k =(X —1)2,
I=f— Xl =2(X —1)*,

Cum k; si/ au acelasi divizor comun (X —1)2 se deduce ca acesta este divizor
pentru f (din ultima relatie), apoi pentru & (din h+2f =k ) si In fine pentru g (din
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h=g— Xf). Deci (X —1)

fio(X— 1)2‘ g . Cum stim ci c.m.m.d.c. al polinoamelor f
si g are gradul doi, acesta este chiar (X — 1)2 .Deci (f.g)=(X - 1)2 :

4) Cel mai mic multiplu comun

Fie K un corp comutativ. Are loc urmatoarea:

Definitie. Fie f,g €K [X ] . Spunem ca polinomul m este un cel mai mic

multiplu comun al polinoamelor f, g daca
1) m este multiplu pentru f; g (adicd f |m, g|m );

2) Orice alt multiplu comun m' pentru f, g este multiplu i pentru m
(adica, daca f|m', g|m’ atunci m|m’).

Cel mai mic multiplu comun al polinoamelor f, g se noteaza prin [ f, g] .

Observatii. 1) Daca polinoamele f, g sunt descompuse in factori ireductibili, atunci
[ f ,g] se obtine analog determindrii c.m.m.m.c. a doud numere naturale, luand

produsul factorilor comuni i necomuni, luati o singura data, la puterea ce mai mare.
Exemple. 1. =X (X —1), g =(X +1)° (X —1). Atunci [f,g]= X (X —1)* (X +1)’.

2 f=(x +i)2(x +3), g =x(x +1)(X +3), f,g €25[X]. Atunci [f,g]:X(X+i)2(X+i)(X+§).
2) Ca si in teoria numerelor relatia dintre polinoamele f,g, (f,g) si [f.g] este datd

_J&
(f.8)

de egalitatea f-g =(f,g)[f.g]. De aici [f.g]= , egalitate care ne spune cum

se poate determina [ f, ] daca am calculat (f,g).
3) Pentru fi, f2.f3 € K|[X] se stabileste usor ca avem: [fl,fz,f3]:[[f1,f2],f3]:
= [ fl,[ /a2, f3” , precizand astfel cum se determind cel mai mic multiplu comun pentru

trei polinoame. Analog se procedeaza pentru mai multe polinoame.

8. RADACINI ALE POLINOAMELOR. RELATIILE LUI VIETE
1) Polinoame cu coeficienti reali

Pentru polinoamele cu coeficienti reali urmatorul rezultat (fira demonstratie) este
important.
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Teoremi. Fie feR[X], f=0. Dacd xy=a+ib,b=0 este o

radacind, complexa a lui f; atunci:

1) xg =a—ib este, de asemenea, o radacind complexa a lui f;

2) xq si % au acelasi ordin de multiplicitate.

Am vazut ca pentru f € R[X|si xy e C—R, avem f(%) = f(xp). ceea ce arati cd

dacd x( este raddcind a lui £, atunci % este de asemenea, radacind a lui f.

Din teorema rezulta ca, daca f este un polinom cu coeficienti reali care are o radacina
complexd xg=a+ib, b=0, atunci mai are ca radacina si conjugata %: a—ib si
cele doud radacini au acelasi ordin de multiplicitate Dacd x( este o radacinad simpla,
atunci polinomul f se divide prin X —xp. Cum si % este de asemenea rdadacina
rezulta, ca f se divide si prin X — % .

Deci f se divide prin (X —xo)(X —xp)=(X —a—ib)(X —a+ib)=(X —a)’ ~(ib)* =

= X2 2aX +a* +b%.
Din teorema rezultd urmatorul:

Corolar. 1) Orice polinom cu coeficienti reali are un numdr par de
radacini complexe (care nu sunt reale).

2) Orice polinom cu coeficienti reali de grad impar are cel putin o
radacina, reala.

Am vazut ca in multimea ]R[X ] singurele polinoame ireductibile sunt cele de gradul
intai aX +b, a,b € R, a =0 precum si cele de gradul al doilea aX - +bX +c,a,b,ceR,

a=0,b% —4ac<0.
Tinind seama de teorema de descompunere 1n factori ireductibili avem urmatoarea:

Teoremi. Orice polinom f =ay+aX +..+a,X",a,=0 se poate

scrie ca un produs de polinoame de gradul intai sau doi cu coeficienti reali:
/ /

k ki (2 1 2 p

f=ay(X—x) 0. (X—x)" (X + b X +cl) (X +b,X +cp|t

unde b2 —4c, <0, s=1.p.
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Probleme rezolvate

1. Sa se determine parametrii reali m, n daca polinomul f =X 4_3x3 +mX 2_ (n + Z)X +1 are
riadicina complexa xy=1—i.

R. Cum polinomul f € R[X ] , atunci odatd cu radicina complexd xy=1-—i va admite si rddédcina
complex conjugata % =1+i.

Prin urmare f se divide prin produsul (X —xo)(X —%):(X —1+i)(X —l—i): x2-2x +2.

Efectuand impartirea lui f prin X Z_2x+2 , se impune conditia ca restul sa fie polinomul nul. Avem:

f:(Xz—ZX—l—Z)(XZ—X+m—4)+(2m—n—8)X—2m+9.
Deci (2m—n+8)X —2m+9=0«< (2m—n—8=0si —2m+9=0) cand m:%,nzl.

2. Fie f,geR[X].Daci f(X3)+Xg(X3) se divide prin X2+X+1,atuncif§ig au radacina 1.

31 . Atunci

R. Fie o radacind a ecuatiei x>+ x+1=0.Deci a’?+a+1=0 si o
ae{—l—iﬁ —1+i\3 ~1+i\f3
' 2

2 2

(analog se trateaza celdlalt caz). Deci o este

+i3

zero al functiei polinomiale x— f(x3)+xg(x3), adica f(oc3)+ocg(oc3):o<:> Fy+—L : 3 o) =0

} . Consideram o =

S2fH)—g) +i\/§g(1) =0« (Zf(l) —g)=0,g()= 0) . De aici f(1)=g(1)=0, ceea ce aratd ca
polinoamele f, g au radacina comund x=1.

3. Sa se descompuna in factori ireductibili peste R polinomul f =X 4 +X 2 +1.

R. Factorii ireductibili ai unui polinom cu coeficienti reali sunt cei de gradul intai si de gradul al doilea cu
coeficienti reali, cei de gradul al doilea avand discriminantul negativ.

Observamci f = x4 +2x2 41— x2 :(x2 +1)2 _x2 :(x2 _x +1)(X2 X +1).

Cum fiecare din factorii de gradul al doilea X ZoXx+ 1, X 24 X +1 are discriminantul negativ
(A = 73) , acestia sunt factori ireductibili din R[X } pentru f.

4. Fie f € R[X ] care nu are nici o radicina reald. Aratati ca functia polinomiala asociati are semn
constant pe R .

R. In acest caz f se scrie sub forma: f :a(X —xl)(X —Z)(X —xz)(X —x_z)(X —xk)(X —5) unde

X5-ees X € C-R.

k — k — —
Deci functia polinomiala este egala cu: f(x) =a[] (x - xi)(x - xi) =all {xz - (xi + xi)x + xixi] .
i=1 i=1

Ori am vazut cd g(x) = X2 - (xi + x_,)x + xix_,- >0, (V)x € R, deoarece discriminantul trinomului este

negativ. Asadar f(x) are semnul lui a, (V)x eR.
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2) Polinoame cu coeficienti rationali

Cum Q[X]CR[X], inseamnd ci rezultatele stabilite referitoare la polinoamele cu

coeficienti reali raman valabile si pentru polinoamele cu coeficienti rationali sau intregi.
Teorema urmatoare precizeazd proprietati specifice polinoamelor cu coeficienti
rationali sau intregi.

Teoremi. Fie f €Q[X], f =0. Dacd xy=a++b,a,bcQ b>0,\b¢Q
este o raddcina patraticd a lui f; atunci

1)% :a—\/g este, de asemenea, o radacind (numitd conjugata

patratica a lui X )aluif;

2) xp, ;CB au acelasi ordin de multiplicitate.

Teorema afirmd cd daca polinomul f EQ[X ], are ca raddcind pe x =a+b
(numar patratic), atunci f are ca radacind si pe }6 =a—+b (conjugatul patratic al
lui x() ), s1 mai mult cele doud radacini au acelasi ordin de multiplicitate. Daca x; este
radacind simpld a lui f; atunci f'se divide X —xp. Cum si X este rddacina simpla a lui f

rezultd cd f se divide si cu X — X . Deci f se divide prin produsul (X — xo)(X —)?0) =

:(X_a_JZ)(X—a+JZ):(X—a)2—(JZ)2zxz—zax +a’—b.

Probleme rezolvate

1. Sa se determine parametrii rationali m, n daca polinomul f =X 4_x3 +mX 2 +13X +n are
ridicina xy =3+ V2.
R. Polinomul fiind cu coeficienti rationali odata cu rddacina patraticd xy =3+ V2 , va admite si radacina

patratica conjugatd xy =3 — V2 . Prin urmare polinomul dat se divide prin:
(X —x0)(X — %) = (X —3-+2)(Xx —3+2)=(x —3)2—(J§)2 = X% —6X +7.

Efectuand impartirea cu rest a lui f prin X 2_6X+7 gasim restul r = (6m +1 16) X +n—Tm—161 care

trebuie sa fie polinomul nul. De aici 6m +116=0 si n—7m+161=0 cu solutia m = —% , n= g .
2. Exista polinoame f € Q[X ] de grad impar care si nu aiba radacini in Q ?

R. Da. Polinomul f =X>—2¢ Q[X | nu are nici o radacina in Q .
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X X(x +1)+ N X(X +1)..(X +n—1)

3. Fie anQ[X],nEN*,undefn:1+F+ Y ' . Sii se arate
cia f, arepe —1,—2,...,—n ca ridicini.
. § X(X+1)..(X +n—1)(X +n)
R. Avem relatia de recurentd f, 1= f, + .
(n + 1)!
Facem demonstratia prin inductie matematica.
X
Pentru n=1, f =1+ Tl si are ca raddcind pe —1.
Presupunem cd@ f,, are raddcinile —1,—2,...,—n si sd demonstrdm cd f, 1 are radacinile

—-1,-2,...,—n,—n—1.
Din ipoteza de inductie f, =a(X +1)(X +2)...(X +n),a€@.
X (X +1)..(X +n)

5 1 . 1
Cum f,,(0)=1 rezultd a:;. Deci f,,41 :m(X +1)(X +2)...(X +n)+ (n+1)! sau

(X +1)(X +2)..(X +n+1)
(n+1)!

1 X .
fut = (X ) 42)(x —Q—n)[l-i—n—ﬂ] adicd g —  ceea ce

aratd cd f, are carddacinipe —1, -2, ..,—n,—n—1.

3) Polinoame cu coeficienti intregi

Urmatorul rezultat vizeaza multimea Z[X ] si ne ofera un mod de a descoperi

radacinile rationale sau intregi ale unui polinom. Mai precis are loc urmatoarea:

Teoremi. Fie f =ay+a X +...+a,X",a, =0, f €Z[X].
1) Dacd x = L (p, ¢ numere prime intre ele) este o radacina rationala
q
a lui f, atunci:
a) p divide termenul liber (adica p| ag);
b) g divide coeficientul dominant al polinomului f ( adica q|an ).

2) in particular, daca Xo = p este o radicina intreaga a lui f; atunci p

este divizor al termenului liber (adica p| agp).

Demonstratie. 1) Din f (xo) =0 rezulta egalitatea

n

P

q

ag +al[§ +..+a, =0 sau aoq”+a1pqn_l+...+anp":0 sau 1ncd

aoqn :—p(alqn_1+...+anpn_l). De aici se deduce p aoq" si cum (p,q)=1
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1

rezulta ca p|a0. Tot din scrierea de mai sus rezultd a,, P'=—q aoqn_ +a1qn_2

+...

si deci g|a, p". Dar (p.q)=1 sideci gla,.
2) Rezulta din 1) cand g=1. m

Teorema afirma ca pentru un polinom f cu coeficienti intregi, ridicinile

rationale posibile se afli printre fractiile L , unde p este un divizor (in Z ) al
q

termenului liber aq¢, iar g este un divizor (in Z) al coeficientului

dominant a, al polinomului. in particular, daci pentru f EZ[X ] se

cauta radacinile intregi, atunci acestea se afla printre divizorii intregi ai
termenului liber a).

ag +aq X +.. —i—aanEZ [X] ao—i—alX—i-...—{—aanEZ[X]

p|a& TP|“0
an X)=peEZL

Probleme rezolvate

1. Determinati ridicinile rationale ale polinomului f =12X4 —16X3 + X2 +4x —1.
R. Polinomul avand coeficienti intregi, cautam solutii intregi printre divizorii intregi al lui —1. Acestia
sunt 1. Cu schema lui Horner (de exemplu) gdsim ca x =1 este radacina a lui £ In continuare cautdm

radacini rationale ale lui f realizand fractii de forma 2 , unde p este divizor al lui (71) ,deci pe{xl},

iar g este divizor intreg al coeficientului dominant 12, adica, g € {£1,42,43,4+4,4+6,4+12} . Deci avem

fractiile il, il, il, il, ii.

2 3 4 6 12
Aplicam schema lui Horner pentru catul rezultat din Tmpartirea Iui f prin X —1. Pentru acest cat si
fractiile de mai sus testam care este radacind.

x4 x3 x2 X x0
12 - 16 1 4 -1
1 12 -4 -3 1 0; x =1 este radacina
l 12 2 -2 0 x:l este radacina
2 2
1 1 s
—— 12 -4 0 x = —— este radacina
2 2

Ultimul cat 12X —4 are radacina x = l

L Cs 1 1 1
Deci polinomul f are rdddcinile x; =1, xp = > X3 = Y X4 = 3
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2. Sa se arate ci nu exista f € Z[X] pentru care f(1)=5, f(3)=8.
R. Pentru f € Z[X} si a=b,a,becZ se verificd usor cd f(a)— f(b):ia—b . Daca, in cazul nostru, ar
exista f € Z[X|, atunci f(3)— f(1)}(3—1) sau 8—5:2, fals.
3. Si se arate ca, daci polinomul f € Z[X ] are doua radicini intregi de parititi diferite, atunci
f k) este par, (V)k €Z.
Deci f=(X—-2p)(X —2q—1)g, g €Z[X].
Fie acum k €Z . Daca luam k =2m, m € Z , atunci:
fk)y=(2m—2p)(2m—2q—1)g(k) =2(m— p)(2m—2q—1)g(2m).
ceea ce aratd ca f (k) este par.
Daca ludm k =2m+ 1, m € Z , atunci factorul X72q71=2<m7q) din f(k) esteparsideci f(k) estelafel

4. Sa se arate ci daca polinomul f € Z[X ] ia valoarea unu pentru trei numere intregi, atunci f nu

are nici o radacina intreaga.
R. Dacd a,b€Z,a=b atunci f(a)— f(b):a—b, ceea ce se verificd ugor prin calcul.

Fie f(a)=fb)= f(c)=1,a,b,c€Z . Presupunem, prin absurd, cd existi x;€Z pentru care
f(xg)=0. Atunci f(a)— f(xg)= f(b)— f(xp) = f(c)— f(x9)=1 si deci 1 se divide prin a—xp,
b—xg, c—xg, ceea ce atrage cel putin doud, numere egale, sd zicem, a —xg =b—xg, adicd a=0>,

fals (a, b, c fiind diferite doua cate doud).
4) Relatiile lui Viete
Ultimul rezultat al acestui paragraf stabileste legatura ntre coeficientii polinomului

f=a,X"+a, (X" '+ . +aX +age C[X], a, = 0 si radacinile sale xj,x;,...,x,.
Mai precis are loc urmatoarea

Teorema. Numerele complexe xj,xy,...,x; sunt radicinile polinomului

feC[X], f=a,Xx" —|—an_1Xn_1 +an_2Xn_2 +..+q X +ag,a, =0,
dacd si numai daca au loc relatiile (lui Viete):

a,
X+ oy = =2 1
n

an—2
ap

XXy +x1x3 +...+ XX, X033+ XX, + o+ XX, =
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Demonstratie. Dacd x1,xy,...,x; sunt radacinile polinomului f de grad n, atunci
f=a,(X—x)(X—x)..(X —x,) sau dupd efectuarca calculelor si ordonarea
termenilor dupa puterile descrescatoare ale lui X,

f=a,| X" —(xl +x +...+xn)Xn_1 —i—(xlxz +o XX, FX2X3 + XX, o+

—i—xn_lxn)Xn_z 4.+ (- l)n X1X0...X,

Cum f=a,X" + an_an_1 +a n_zXn_z +...4+a X +aq, prin identificarea celor
doud polinoame rezultd relatiile dorite.
Reciproca este imediata. m

Particularizam acum acest rezultat pentru f € C [X ] in cazul 1n care grad(f) €{2,3,4}.
e Daca f = aX2 +bX +c,a=0, are radacinile xj,x, atunci relatiile lui Viete sunt:
b
X txp=——
a

c
XIXZ = —
a

e Daca f = aX3 —H)X2 +cX +d,a=0, cu radacinile xj,x,x3, atunci relatiile lui
b
X +x+x3=——
a
N c
Viete sunt: | xyxp + xjx3 + xpx3 =—.
a

d
X Xpx3 = ——

e Daca f:aX4+bX3+cX2+dX +e,a=0, cu radacinile xj,xp,x3,x4, atunci

b
X+ x9 +x3 +X4:—;

c
X1 X + X1 X3 + X1 X4 + XpX3 + X0 X4 + X3X4 =—
. s a
relatiile lui Viete sunt: J
X| X X3 + X|Xp X4 + X|X3X4 + XpX3Xg = ——

a

e
X| X0 X3X4 = —

Observatii. 1) Relatiile a doua si a treia sunt uneori convenabil sa se scrie sub forma

c . . d
XX +X3X4 —|—(x1 +X2)<X3 +X4) :; sl respectiv xlxz(X3 +X4> —i—()q +X2)X3X4 = .
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2) Relatiile Ilui Viete se dovedesc deosebit de importante pentru un polinom
(determinarea: unor parametri din structura lui, a rddacinilor) ori de cate ori se da o
relatie (sau mai multe) intre unele dintre radacinile polinomului. Practic ori de cate ori
avem o informatie despre radacinile unui polinom, acesteia i se ataseaza relatiile lui
Viete.

Nu vom insista prea mult aici cu astfel de probleme deoarece le vom regasi la
rezolvarea ecuatiilor algebrice de grad superior.

Probleme rezolvate

1. Fie polinomul f = x3 +2X2 —23X+me ]R[X]. Sa se determine parametrul m si sa se afle

ridicinile polinomului daca x12 = x% + x% .

R. Fiind data relatia x12 = x% + x32 intre rddacinile polinomului, acesteia ii vom asocia relatiile lui Viéte
X + X + X3 = -2
XXy + xpx3 + xpx3 = —23
X|XpX3 = —m

in felul acesta avem un sistem de patru ecuatii cu patru necunoscute (xl,xz,x3,m) .

Avem egalitatea x12 + x% + x32 = (xl +xp + x3)2 - 2(x1x2 + xpx3 + x2x3) sau (xlz = x% + x%) .
2 2 L. 2 .. _

2xi =(—2)" —2(—23) , adicd x{ =25.Deaici x} ==5.

Daca x; =5, atunci xp +x3 =—7, xpx3 =12 ,de unde xp, = -3, x3 =—4.

Din ultima relatie Viete rezultd m = —60 .

341 3+441
DR

Daca x; =—5, atunci xp +x3 =3, xpx3 =—8 cind x; = x3= 5 si m=—40.

2. Fie x1,x,,x3 radicinile polinomului f = X3 —3iX% —4X +2i.

a) Sa se formeze polinomul de gradul al treilea in Y care are ca riadicini pe y; = x12, = x%, y3= x% .
b) Determinati radicinile xp,x,,x3.

R. a) Pentru a forma polinomul in Y vor trebui calculate sumele

Si=y+y2+y3, So2=ny2+ Y13+ 23 §3 = y1y253-

Polinomul Y este g = Y3 - Sle + S —S53.

Mai intai scriem relatiile lui Viete pentru f'si avem:
X+ X0 +x3 =30, xxp+xx3+xx3=-4, xxpx3=-2

Acumavem S| =y +y) +y3= x12 +x% +X32 :(xl +x +x3)2 —2(x1x2 + X163 +x2x3): -1.

S =y +yy3+yy3= (XIXZ)Z +(X1X3)2 +(X2X3)2 = (XIX2 +x13 +XZX3)2 —2XIXZX3(XI +x +X3) =4,
2

S3=y1y2y3 =(x10013)" =—4.

Deci: g=Y>+Y2 44y +4.
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b) Polinomul g :(Y+1)(Y2 +4) are radicinile y=—1, y, =2, y;=—2i. Deci x{ =—1, x3 =2i, X3 =-2i .

Cum —1=2, 2 =(1+i)?, —2=(1—~i)" deducem ¥ € {~i,i}, x, € {1-+i, —1—i}, x3 €{l—i,—1+i}. Verificand

n ecuatie gasim x) =i, xp =1+i, x3=—1+1i.

5) Polinoame in aplicatii practice
1 (Casatoria si polinoamele) Functia C(¢) =3¢+ 500 (in €) modeleaza costul mediu al

costumatiei mirilor, iar N(¢) = 23t2 +125¢ +1000 (in €) modeleaza costul mediu al
nuntii, unde ¢ =0 reprezintd anul 2000 si 0 <t <10.

Utilizdnd teorema restului stabiliti costul mediu al costumatiei, costul mediu al nuntii
1n anul 2007 si anul 2010.
R. Anul 2007 corespunde la t =7. Obtinem C(7)=1521€ reprezinta costul mediu al

costumatiei mirilor, iar N(7)= 2002 € este costul mediu al nuntii. Pentru anul 2010 se
face =10 si se calculeaza C(10) si respectiv N(10).

2 (Casa din carti de joc si
polinoame) Numarul de carti /\—> Nivelul 1
necesar pentru a construi o

casd din carti de joc (figura

alaturatd) cu n nivele este data Nivelul 2

de formula C(n)= %(311 ). — »Nivelul 3

Sd se determine numdrul de

carti necesar pentru a construi o astfel de casa cu n =8 nivele.

R. Se face n =8 si se calculeaza C(8)=100.

3 (Comitetul de elevi si polinoamele) O clasa de elevi trebuie sd-si aleagd un sef de
clasa, un adjunct si un casier. Numarul de moduri in care se poate face aceasta este dat

de formula P(n)= A,% = n3
sunt 20 elevi.

4 (Densitatea populatiei si polinoamele) Densitatea D a populatiei unui oras (numéar de
persoane pe km®) este legati de distanta x, in km, de la centrul orasului prin formula

—3n2 +2n. Sa se determine acest numar daca in clasa

D(x)= —30x2 +150x4500,0<x<3. Sa se determine densitatea populatiei
oragului la distanta de: 1) 1 km; 2) 2 km; 3) 3 km.

5 (Profitul si polinoamele) O companie de soft produce jocuri pe calculator. Conducerea
companiei a determinat cd profitul companiei, in €, de la fabricarea si vanzarea a x jocuri
este dat de formula P(x)=—0,0000 1 4+ 78x—30.000, 0 < x <3.000. Care este
profitul companiei daca ea produce si vinde 20.000 de jocuri?
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6 (Populatia de gazele si polinoamele) Un numar de 200 de gazele africane au fost aduse
intr-un parc pentru animale sdlbatice. Populatia de gazele dupa ¢ ani este datd de formula
P@)= —O,5t3 + 12,3t2 —43,2t 4200, 0 <t <15. Care este populatia de gazele dupa:
1) 5 ani; 2) 10 ani?

7 (Piramida paharelor si polinoamele) La o petrecere un grup de prieteni au construit o
piramida cu ajutorul paharelor. Primul rand de pahare asezate pe masd sunt dispuse
astfel incat sa formeze un triunghi, iar cupele paharelor vecine sunt tangente. Urmatorul
etaj de pahare se formeaza astfel: piciorul unui pahar se agseaza pe zona delimitata de 3
pahare vecine (avind cupele tangente) deja asezate pe masd. Urmadtorul etaj se
construieste Tn acelasi mod.

Se ajunge la un etaj alcatuit din 3 pahare, iar
deasupra acestora este etajul alcdtuit dintr-un
singur pahar (figura alaturata).

Considerand 1n sens invers nivelele: nivelul 1
format dintr-un pahar, nivelul 2 format din 3
pahare etc., gasim cd numarul total de pahare
dintr-o astfel de piramida este dat de formula

—»Nivelul 1

P(k):é k3 +3k2 + 2k |, unde k este numarul

de nivele ale piramidei. Care este numarul de pahare utilizate n piramida, daca acestea
are: 1) 5 nivele; 2) 10 nivele?

9. ECUATII ALGEBRICE DE GRAD SUPERIOR

Definitie. Se numeste ecuatie algebrica de necunoscuti x, o ecuatie de
forma f(x)=0, unde feste un polinom nenul.

. . - . . . - n n—l1

Gradul polinomului f'da gradul ecuatiei algebrice. Daca f =a, X" +a, 1 X~  +..+ay
a, =0, atunci ecuatia are gradul n, iar coeficientii a,,a,_i,....ay se numesc
coeficientii ecuatiei algebrice. Daca coeficientii sunt numere reale, atunci ecuatia
algebricd se spune ca este cu coeficienti reali: dacad polinomul are coeficienti rationali,
atunci ecuatia se numeste cu coeficienti rationali etc.

O ecuatie care nu poate fi redusd la o ecuatie algebricd prin operatiile de: adunare,
inmultire, ridicare la putere etc. se numeste ecuatie transcendentd (de exemplu
ecuatiile: sin x = X2 +x,lgx+x—1=0). Noi ne vom ocupa in cele ce urmeaza de
ecuatii algebrice.
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Definitie. Se spune cd acC este solutie (sau radicinid) a ecuatiei
f(x)=0, dacd punind x=a 1in ecuatie, aceasta se verificd, adica

f(a)=0.

Sa observam cd daca a este radacind a ecuatiei f(x)=0, atunci a este radacina si

pentru polinomul f si reciproc. Prin urmare rezultatele stabilite pentru rddacinile
polinoamelor rdman valabile si pentru ecuatiile algebrice definite de acestea.

A rezolva o ecuatie algebrica inseamna a-i determina solutiile. Am vazut cum se
rezolvd ecuatiile de gradul intdi (ax+b=0,a=0), de gradul al doilea

(ax2 +bx+c=0,a=0). Ecuatiile algebrice de grad superior vor fi acele ecuatii

algebrice avand gradul mai mare sau egal cu trei.

Pentru ecuatia de gradul trei matematicianul italian Tartaglia a determinat formula de
rezolvare, iar matematicianul italian Ferrari a determinat formula de rezolvare pentru
ecuatia de gradul patru (in secolul al XVI-lea).

Atét pentru ecuatia de gradul trei cat si pentru cea de gradul patru formulele care dau
raddcinile ecuatiilor se exprima cu ajutorul radicalilor. Ecuatiile generale de grad strict
mai mare dect patru nu pot fi rezolvate prin radicali (rezultat datorat matematicienilor
H. Abel (norvegian) si A. Ruffini). In continuare vom rezolva ecuatii de grad mai
mare decit patru in cazuri particulare (de fapt am rezolvat, deja, ecuatii binome sau
trinoame care au gradul mai mare decat patru).

1) Ecuatii binome. Ecuatii bipatrate

Reamintim din clasa a X-a, urmaétoarele:

Definitii. 1) O ecuatie de forma 7' —a=0,neN",n>2,a€C se
numeste ecuatie binoma.

2) O ecuatie de forma az4 —|—bzz +¢=0,a,b,ccC,a=0,ncN*
se numeste ecuatie bipatrata.

Metodi de rezolvare pentru ecuatia binomi. Se scrie ecuatia sub forma 7" =a, iar
numarul complex a se pune sub forma trigonometrici (a se vedea clasa a X-a)

a=r(cosa+isina), a€l0,2m), r=yx*>+y> daci a=x+iy.Are loc urmatoarea:
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Teoremi. 1) Ridicinile ecuatiei binome z” —a =0 sunt numerele complexe

o+ 2km
=Y Gk
n

o+ 2km
— |+
n

cos isin L k=0,n—1.

In particular, ridicinile ecuatiei z”* =1 se numesc ridicinile de ordin n
ale unitatii.

2) Imaginile geometrice ale raddcinilor zj, k =0,n—1, sunt varfurile unui
poligon regulat cu x laturi inscris in cercul de centru O (originea reperului

cartezian) si de raza ’\’/;(|zk| = W) )

In particular, imaginile geometrice ale radicinilor de ordin n ale unitatii
sunt varfurile unui poligon regulat inscris 1n cercul unitate (de centru O si
raza 1).

In Fig. 1 am reprezentat imaginile geometrice pentru a =1 si n=3,n=4.

21
21

2
3
Z
N - o \
»

<3
22
a) b)
Fig.1

- cer ps 5 3 1—i

Exemplu. Si se rezolve ecuatiile binome: 1) z° =1;2) z° = ? .
l

R. 1) Avem 1=cos0+isin0 si deci raddcinile ecuatiei binome (sunt radicinile de ordin 5 ale

2k 2k — 2 2
unitatii) sunt: z =cosT7t+i sinTn , k =0,4 sau scrise desfasurat 7y =1,z = cos?n+ isin%t s

dn . . 4m 6n .. 6% 8t .. 8n
Zp =cC€0S—+1sln—, 23 =COS—-+1SIn—,74 = COS—— +1SIn—-.
5 5 5 5 5 5
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Imaginile geometrice ale acestor numere sunt varfurile pentagonului regulat inscris in cercul unitate.

2) Observam cia i;l =—i, lar —i= COSSTN-F isin37n . Solutiile ecuafiei binome sunt:
i
E+2k1t E%—Zkﬂ:
.. .. T, .. T m, .. %
Zj =C0S 3 +isin 3 ,k=0,1,2 sau explicitate z, ZOOSE +zs1n5,z1 =cos? +zs1n? s

11z .. 1l=n - . < ¥s s A . - .
22 =cosT+zsmT. Imaginile geometrice ale acestor radacini sunt varfurile unui triunghi

echilateral inscris in cercul unitate (|—i | =1).

Metoda de rezolvare pentru ecuatia bipatrata. Se noteaza 12 =y si se rezolva
ecuatia ay2 +by+c=0. Se obtin solutiile yj,y, € C. Se revine la substitutie si se

rezolvd ecuatiile binome 2= B 2= y2. Reuniunea acestor solutii constituie
multimea de solutii a ecuatiei date.

Similar se rezolva ecuatia trinoma az? +b7" +c=0.

Se noteazi 7' =y si se obtine ecuatia ay2 +by+c=0 cusolutiile y;,y, € C, dupa

care se rezolva ecuatiile binome 7" =y, 7"t =y, etc.

Exemple. 1. Si se rezolve ecuatiile: a) x4 4y +3=0;b) x0—2x3-3-0.

R. a) Se noteazi xr= y siavem y2 —4y+3=0, cusolutiile y; =1, y, =3.
Revenind la substitutie avem de rezolvat ecuatiile: xr= 1, xr=3.

Prima ecuatie are solutiile xq 5 =+1, iar a doua ecuatia are solutiile x3 4 = +3.
Ecuatia datd are solutiile: +1,+43.

b) Notam 3= y si obtinem ecuatia y2 —2y—3=0 cusolutiile y; =—1, y, =3.

T+ 2kT T+ 2km

Ecuatiile = —1, x3 =3 dau solutiile x; = cos +isin ,k=0,1,2 sirespectiv

X'k =%/§ cosZan—H'sinZan ,k=0,1,2.

Ecuatfia datd are solufiile: xj,x'y,k=0,1,2.
2. Si se determine natura radicinilor ecuatiei: mx? + 2(m — l)x2 +m—2=0, mcR.

R. Notim x2=y si avem ecuatia de gradul doi in y:my? + 2(m —1)y +m — 2 =0 pentru care

-2 2(m—1
Ay=L,P=""25 = —Q . Se rezolvi ecuatiile x> = y;, x* = y,.
m
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Tabelul de discutie este cel de mai jos (functie de semnul expresiilor A yo Py, S y ):

m Ay Py, Sy Raidaicinile ecuatiei in y Ridaicinile ecuatiei in x
m <0 + + - Y1>¥2 €ER, y1 <0,y <0 x; €C,i=1,4
m=0 + \ \ Ecuatia de gradul intdi: y +1=0 x12€C
m € (0,1) + - + YLY2ER, y1>0,y, <0 x12ERx34€C
m=1 + - 0 Y1:Y2€ER, y1 >0,y <0 x12€Rx34€C
me1,2) | + - - Y1:Y2E€ER, 31 >0,y, <0 x12 €ER,x34€C
m=2 + 0 - YHY2ER, 31 =0,y, <0 xp2=0,x34€C
m>2 | o+ | + | - Y1>Y2 ER, y1 <0,y <0 x €Ci=14

2) Ecuatii reciproce

Definitie. O ecuatie de forma a,x" +a,_1x" ! +...+apx+ag =0, a, =0

pentru care a, ; =a;, 0<i<n (termenii egali departati de extremi au

coeficientii egali) se numeste ecuatie reciproca de gradul n.

Jata forma ecuatiilor reciproce pe care le rezolvam:
o ax’ +bx2 +bx+a=0,a=0,daca n=3;
° ax4 +bx3 —i—cx2 +bx+a=0,a=0,daca n=4;

° axs+bx4+cx3+cx2+bx+a:O,a¢O daca n=>5.

Metoda de rezolvare a euatiilor reciproce. Dacd gradul ecuatiei reciproce este
impar, atunci ea admite solutia x=—1, iar rezolvarea acestei ecuatii se reduce la
rezolvarea ecuatiei x+1=0 (cu solutia x =—1) si a unei ecuatii reciproce de grad par.

Rezolvarea ecuatiei reciproce de grad patru se face impartind ecuatia prin x? cand

obtinem (se poate Tmparti prin X2 , deoarece x =0 nu este solutie a ecuatiei):

1
x2+—2
X

a

—i—b[x—l—l]—i—c:O, (1).
X

1 1 . . .
Acum se noteazd x+—=1y cand X2 +—2: y2 —2 si (1) se scrie in functie de
X X

y: ay2 +by+c—2a= cu solutiile yj, y,. Revenim la substitutie si rezolvim ecuatiile

1 1 . . . .
x+—=1y;, x+—=yp. Toate solutiile acestor ecuatii sunt solutiile ecuatiei date.
X X
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Probleme rezolvate

1. Sa se rezolve ecuatiile reciproce :

a) 23+ 3x2 +3x+2=0; b) 217 1Al 1 2=0; © 26543t p2d 2% 4 3x 20,
R. a) Sé observam cd este o ecuatie reciproca de grad impar.

Rezolvarea ei se reduce la rezolvarea ecuatiei x+1=0 (cdnd x=—1) si a unei ecuatii (reciproce) de
gradul al doilea. Pentru a gasi coeficientii acestei ecuatii utilizdm schema lui Horner (coeficientii din
ultima linie cu rosu sunt coeficientii cautati).

X3 X2 X XO
2
-1 2 1 21 0

Din schemad, rezulta ecuatia 2x% + x+2=0 cu radacinile

—1+iy15
1 .
b) Este o ecuatie reciprocd de gradul patru. Tehnica de rezolvare a acesteia este de a Tmparti ecuatia prin

—1+i15
2 .
Ecuatia data are solutiile: —1,

x2 , cand avem:

1 1
2[x2+—2]+7[x+—]+4—0, ().
X X
5 1 . e y 2 1 2
Notam x +— =y, iar de aici prin ridicare la patrat x~ + =y - 2.
X
. . 2 .. 7
Ecuatia (*) devine 2y“ + y =0 cu solutiile: yy =0, y, = 5
. Lo . 1 1 7 .. - .
Revenim la substitutie si avem ecuatiile x+—=0, x+—= - cu solutiile x;p ==+i §i respectiv
X

X
—7++/41 74441
4 4 '

. Ecuatia data are solutiile: =i,

c) Ecuatia propusd, este reciproca de grad impar. Prin urmare rezolvarea ei se reduce la rezolvarea
ecuatiei x+1=0 si a unei ecuatii reciproce de grad patru, ai carei coeficienti se determina din schema

lui Horner cerand cd x = —1 54 fie rddacind a ecuatiei date.
X P P x? X P
3 2 2
-1 2 1 1 1 2 0

Coeficientii din ultima linie a schemei (cu rosu) sunt coeficientii ecuatiei reciproce de gradul patru. Deci

avem de rezolvat ecuatia: 2442 4x42=0.

> +1=0, ().

. - . 1 1
Prin impartire cu x? gasim 2[x2 + —] + [x +—
X x
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1 . .. 1
Punem x+ — =y, iar de aici x2+—2: 2 2.
X X

. . .. 3
Cu acestea ecuatia (*) devine 2y2 +y—3=0 cusolutiile yj =1,y; = 3

1 . . —3+iJ7
Ecuatiile x +l =1x +l = _3 au solutiile xj = si respectiv x3 4 = —l[ .
X X 2 ’ 2 ’ 4
1£iV3 —3+i7

Ecuatia datd are solutiile: —1, 5 2

2. Sa se rezolve ecuatia s —x3—10x% +2x +4=0.
R. Fara a fi o ecuatie reciproca de gradul patru, utilizeaza pentru rezolvare o tehnicd asemanatoare. Se

2
—10=0. Se noteazd x—— =y etc.

X . .2 . . s 4 2
imparte ecuatia prin x“ si se scrie sub forma x“ +——|x——
x

x2 X

Ecuatia datd are solutiile:

3i2\/ﬁ,_1i\/§.

3) Ecuatii in probleme practice
1 (Numarul de exemplare de ziar si ecuatiile). Valoarea V (in mii €) a unui ziar vandut

in anul n este datd de formula V(n): > —6n> +11n+4. Deteminati anii in care

valoarea vanzarilor a fost de 10 mii €.
R. Punind conditia V(n)=10 se ajunge la rezolvarea ecuatiei de gradul trei

n® —6n> +11ln—6=0. Solutiile ei sunt ny =1, np =2, n3 =3.
2 (Parapetul de protectie si ecuatiile) O furgoneta loveste parapetul de protectie de pe
partea de deplasare determinind deformarea d (in cm) datd de formula:

d(t)= 15t(t3 — 6t —9), t fiind timpul exprimat In secunde. Dupa céte secunde de la

impact parapetul va reveni la pozitia initiala?

R. Se impune conditia d =0, care conduce la rezolvarea ecuatiei £ —6t—9=0. Se

obtine solutia (nebanald, ¢t >0) r=3. Deci, dupad ¢ = 3s , deformarea este zero.

3 (Incilzirea planetei si ecuatiile). O planeta a Soarelui se Tncalzeste. Temperatura 7" (in °C) a

planetei dupa » milioane de ani este datd de formula T(n)len3 —1001% +270n—180.

Dupa céti ani se va topi gheata de pe planeta? Dupa cati ani va Tncepe o noud era

glaciara?

R. T(n)=0=n=1 milion de ani; 7(3) = 0= dupa 2 milioane de ani.

4 (Topirea ghetarului si ecuatiile). Volumul unui ghetar tractat din Antartica spre
. 500

Africa are volumul V dupa n zile, dat de formula V :Tn 2000 —100n —i—20n2 —n3 .

Dupa cate zile se va topi complet ghetarul?
R. V=0 daca n=20.
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5 (Piscina si ecuatiile). O curte dreptunghiulard de 150 m lungime si 80 m latime are
in interior o piscina dreptunghiulard, avand laturile paralele cu ale curtii si situatd la
distanta x de margini. Aria piscinei este egald cu aria portiunii rdmase din curte.
Determinati valoarea lui x.

R. (150 —2x)(80 — 2x) =600 = x:§.

6. O cutie are forma unui paralelipiped dreptunghic cu laturile x, x+1, x+2
(exprimate in m). Sa se determine x astfel incat volumul cutiei si fie egal cu 24 m”.

R. Volumul cutiei are expresia V(x) = x(x + 1)(x + 2) . Egalitatea V (x) =24 conduce
la ecuatia x(x+1)(x+2)=24< > 43x2 +2x—24=0 cu unica solutie reali
x =2 m. Deci cutia are dimensiunile: 2 m, 3 m, 4 m.

7. Se considera functia f:R—>R,f(x):4x3+4x2—x—1. Sd se determine
punctele de intersectie ale graficului functiei cu axa Ox.
R. Punctele graficului situate pe axa Ox au coordonaele (x, f (x):O). Ecuatia

f(x)=0 are solutiile x; =—1, x, = —%, 3 :% . Deci punctele cautate sunt: (—1,0),

Lol [Lol.
2 2
8. Si se rezolve inecuatia X 42< x(2x+1).

R. Se aduce inecuatia la forma 222 —x+2 <0 si se considera functia continud

fTR=R, f(x)= > —2x% —x42. 0 astfel de functie pastreazd semn constant pe
un interval pe care nu se anuleaza. Vom determina valorile in care functia se anuleaza,

rezolvand ecuatia f(x)=0. Gasim solutiile xj =—1, xp =1, x3 =2.
Tabelul de semn al functiei este:
X | —0 —1 1 2 +00
f(x) ‘—— - == 0+ +++ 0 ——— 0 +++++

De aici f(x) <0 daca xe(—oc, —1]U[L2].
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REZUMATUL CAPITOLULUI

Definitii. Proprietiti

Explicitare. Notatii

Exemple

1) Inel

Tripletul (A,+-) este
inel unitar daca:

Ay (A,+) este grup
comutativ;

A,) (A, ) este monoid;

|A3) - este distributiva in
raport cu +

Dacain plus - este
comutativa, atunci
inelul este comutativ

A1) (" Gy) + este asociativa

G,) + este comutativa

G3) + admite element neutru
G,) orice element din A are un
opus fati de +

|A;) [ M) - este asociativa
M,) * admite element neutru
x(y+z)=xy+x

A) (D
o0 [(x+y)z =xz+y5,(V)x,y,2€4

M;) * este comutativa
xy = yx,(V)x,y €A

1) (Z,+,-) = inelul numerelor intregi

2) (M, (C),+,-) = inelul matricelor
patratice de ordin n, n > 2, cu elemente
din C .

3) (Z n ,+,-) ) inelul claselor de resturi
modulon, n€N,n>2.

4) (2[i),+,), Z[i]={a +bila,b € Z}

este inelul intregilor lui Gauss.

1) (Z,+,-),(Z[i],+,-) sunt inele integre
2) (A,+,) unde A ={f :{0,1}— R},

leste inel cu divizori ai lui zero. Intr-

Tripletul (K,+,-) este

corp daca:
K;) (K,+,-) este inel

unitar

(K,+) este grup abelian

K, (K —{0},-) este grup

gj:;"or‘:’a‘fgl;“z(effg‘ ’;y:ool —=y=0 adevir,fie /(0)=0, (D=1, f =0,
20)=1,g1)=0, g =0.Atunci
f2=0 ((f2)0)=f(0)g0)=0
(o)D)= f(Dg) =0); (Zg,+-)

2) Corp 1) (Q,+,+)= corpul numerelor rationale

2) (]R,+,-) = corpul numerelor reale
3) (C,+,-) = corpul numerelor complexe

4) (Z p,—{—,-) ,p prim, este corpul claselor

(A9+")9 (A '96990)
inele (corpuri)
f:A— A' este
morfism de inele
(corpuri) daca:

) f(x+y)=f(x)D f(y)
2) f(x-y)=fX)Of(y)(V)r,ycA

K.Z) Orice ?lement 1'1enul Ko) D) -este distributiva in de resturi modulo p

din K este inversabil 5

Dacii in plus - este raport cu + 5) (QWd),+),dip? pez,p=1

comutativi, atunci copul

este comutativ Q(Wd)={a+bd|a,b €Q} corp
dtratic

3) Morfisme de inele (A :{x+y\/5|x,y c Z},+,~) ,

(corpuri)

el

fiA—A", f<x+yﬁ)=["
2y

X,y € Z}’+"

4) Izomorfism de inele
(corpuri)

f:A— A' este
izomorfism de inele

fx+y)=f)Bf(y)
fx-»)=f@0Of(),(V)x,ycA

y
d
leste morfism deoarece:
D) f(z1+22)=f(z)+f(z3), 21,22 €A

z1:x1+y1x/5,zz=x2+yz\/5=>
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Definitii. Proprietati

Explicitare. Notatii

Exemple

(corpuri) daca:
1) f este morfism;
2) f este bijectie

f este injectiva
f este surjectiva

=>z1+z2:x1+x2+(y1+Y2)\/5=>

X +x3  y1+y2
fg+z)= ’ =
(yi+y2) *¥+x
1N 2 )
= =f)+f(zp)
[2y1 xl 2y2 x2

2)f(z122) = f (2 f (22),21,22 €A
Fapz)=F e +2p2 Haya + N 2) =
x1x2+2y1y2 xpy2+x2)
2(x1y2+x2y1) X1x2+2y1y2

X1 Y1l X2 X2
= = fz)f(z2).
2y; x1)(2y2 xz]
f=ay+aX +112X2 +ota, X" =
n
= Y a;X" (ordonatii dupi puterile 1 s 5.3
5) Forma algebrici a i=0 . f:E_3X +§X €Q[x]
unui polinom de crescitoare ale lui X) i 2.9 .
nedeterminati X peste | f =a, X" +an_1X"_1 et @ X +aq f= \/§X _SX +X _ﬁ € R[X]
corpul K, (ordonat dupi puterile descresciitoare i
KE{Q’R’C’ZI)}’ ale lui X) f:\/SGR[X],fIEEQ[X]’
p prim K [X ] = multimea polinoamelor de

nedeterminati X cu coeficienti in K.
f =ay € K , sunt polinoame
constante.

f=0eZ[X]

6) Gradul unui polinom

n,a, =20,a; =0,i >n

d =
grad(f) {_Oo’f o

grad(f +g) <max{grad(f),grad(g)}
grad(fg) = grad(f)+ grad(g)

f=2X+X3-3Xx%, grad(f)=4;
f=5,grad(f)=0;
f=0,grad(f)=—oco.

7) Valoarea unui
polinom intr-un punct

f=ay+a;X +ayX? +...+a, X",
oK = f() =ag+a10+ .. +a,o" .
D (f + &) o) = f(a)+ g(ar)

2) (feXa)=f (g, (V) f.g €K[X],
ack.

f=1+X+x2+x3a=icC=>
fi)=1+i+i2+i3=1+i—1—i=0

8) Functia polinomiala
asociata polinomului

f=ay+a1X +...+a, X"

f:K—K,

f(x)=ap+ayx+ ...+a,,x",
x = variabila

1) f:R—R, f(x)=ax+b,a,beR |
a =0 este functie de gradul intai.

2) f:R—R, f(x)=ax>+bx +c,
a,b,c €R,a =0, este functia de gradul al
doilea.
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Definitii. Proprietiti

Explicitare. Notatii

Exemple

9) Teorema impartirii
curestin K [X ] pentru

doua polinoame f, g

f,geK[X],gzO:(EI!)q,rEK[X]
astfel incat f = gq+r,
grad(r) < grad(g)

) f=x*+3x%+2x -5,
g=X>-3X, f,gcR[X]

|f = deimpartitul, g = impartitorul,
g = catul, r = restul

X+ 3x?42x—s5|x?-3x

Daca r = 0, atunci g divide pe f
(g|f Ysau ( f:g (f sedivide prin g)

—x44+3x3 X 13X +2=

/ 3x343x?
—3x3 +9x?
I/ 12x%+2x
—12x2 436X
38X —5=r

x“+3x2+2x—5=(x2—3x)-
-(X2+3X+12)+38X—5.

2) f=X3+2X+1,g=X2+1,
18 EL3[X]

x3+ 2x+1 x%*+1
2x2 42 X=q
/ 2X =r

Teorema restului
Impiértirea prin X —a

[Restul impartirii polinomului f =0
prin X —a este egal cu f(a)

x342x +i=(X2+i)X+iX

x =a este radacina a
unui polinom f daca

fl@=0

1) f=X>—2€R[X], x =12 este
radacina a lui f deoarece
fN2=2-2=0

2) f=X?+1€C[X], x=i este
radacina a lui f deoarece
fi)=i2+1=—1+1=0

Teorema factorului
(Bézout) f se divide prin
X —a

S fl@)=0&f=(X—a)g,
f.g €K[X]

Df=x}-1,f1=0=
=>f:(X—1)(X2+X+1)

2) f=x*-16,f(2)=0=

= [ =(X =[x +2X7 14X +3]

x =a este riadicina de

ordinp, p € N*, pentru
polinomul f

fl@)=0
f'@=f"@=u=fPD@)=0
FP@=0

o fi(x—a) s (X —a)™!

x =1 este radicina de ordin 2 pentru
polinomul f =X 3_3x + 2 deoarece
fD=0,f'M=0, f"D=0<=

e f=(x -1 (x+2).
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Probleme propuse

1. Sii se determine a, b, ¢, d, e €C astfel incat polinomul f s fie egal cu polinomul g in cazurile:
D f=2X3—x213X+6,g=a+b(X —1)+c(X —1) +d(x —1);

2) f=X34+(a—26)X2+(b+3¢)X +a+b+2c,g=(X —1)(X +3);

3 f=X3-5X213X+1,g=(a+b)X} —(b+2c—a)X>+(b—c)X +a+b;

4 f=(a+1)X3+2X> —(b+c)X +1.g=bX>+(a+b+c)X>+(2b—c)X +c+2a;3

5) f=aX* +5X3 + X% +dX +e, g =iX* +aiX3 +biX? +ciX +d .
2. Sa se calculeze f + gsi f - gin cazurile:

1) f=3X2-5X+6,g=—3X>+2X -3, f,gc Z[X];
D f =3 X +3,g=2x2+3X, [,g €R[X];

3) f=(1+i)X>—2iX +3—i,g=iX +1—i, f,g €C[X];

4) f=2X+3,g=2X> 13X +1, f,g €Zy[X];

5) f=3Xx2+2X +1,g=2x3+3x% 14, f,gcZs[X].

3. In raport cu parametrul m discutati gradul urmitoarelor polinoame:

1 f:(m2—3m+2)X3+(m2—4m+3)X2+(m2—1)X+6;

2) f:(m2+1)X4+(m4—1)X2+iX;

3) f=(imz+§m+§)X3+(m+§)X2+(im+3)X+36Z7[X],meZ7.

4. Fie f,gEQ[X],f:(m3—2)X3+mX+5,g=(m6—1)X4+(m—1)X3+2mX2+1. Pentru
ce valori ale lui m polinoamele au acelasi grad?

5.Fie f,g.h€C[X], f =X —ix? —1,g=X* +iX> —1,h=f - g . Si se calculeze h(1+i)—h(1—i).

6. Sa se calculeze:

n
21

.
b

a) (X =1)(xX +1)(X2+1)(x* +1)..{x

b) (X2 +X +1)(X2 —X +1)(X4 _ x? +1)...

n+1 n
x¥ —x? +1].

7. Fie polinoamele: f=10X14+9x% 18x8+ . +2x2+x,g=100x1+99x% 1 08x% 1

+2x2+x.
a) Calculati f(1), f(—1), g(1), g(—1).

X110 g coeficientul lui X1 din f.g.

b) Aflati coeficientul lui
8. Sa se determine m € R astfel incit f(1)=0,unde f = x3 +mX2 +2X+m—1.

9.Fie f €C[X], f = X +aX? +bX? 4+ 3X +1. Sii se determine a,b daci f(i)= f(—i)=0.

252



10. Sa se determine dous polinoame de gradul intai f,g € ]R[X ] astfel incat:
(X2—2X+1)f+(X2+X—1)g:1.
11. Sa se determine polinomul f € R[X ] de gradul al doilea astfel incat pe rand: 1) f(—1)=1,

fO)=—4, f2)=-2;2) f)=1, f(2)=2,f(3)=3;3) f)=f2)=2, f(3)=-2.

12. Pentru ce valori reale ale parametrilor p si ¢ polinomul X 4 +4X 3_ax? + pX +q este un
patrat perfect.

13. Si se determine constantele a, b, ¢ astfel incat polinomul f =a (X 3 +2X ) + b(X 3 +4X — 1) +
+c x3 + 2x2 + 2) sa fie un cub perfect.

14. Si se determine polinoamele f € R[X | astfel incat si avem: f(x+1)— f(x)=(3x +1)2, (V)x€R.
15. Sa se determine polinoamele:
1) de gradul al doilea f € ]R[X ] pentru care pe rand:

W £ ()= (/ () (v)x e
b) f(x)f(—x)=f(x2),(V)x ER.
2) de gradul al treilea f € ]R[X] astfel incat f(x)f(—x)= f(xZ) .
16.Daca f € ]R[X], grad(f) =n , atunci functia polinomiala g(x)= f(x+2)—2f(x+1)+ f(x),
x €R este o functie polinomiali de gradul (n — 2) .
Gasiti multimea polinoamelor f pentru care g(x)= x? +x+1, (V)x eR.

17. Si se determine f € R[X ], grad(f)=3 astfel incat f(1)+ f(2)+ ..+ f(n) = n, (V)neN.

18. Demonstrati egalititile de polinoame (n € N*) :

a) (X+2X2+3X3+...+nx")(x 1 =nx"? _(n+1)x" M 4 x

X 1 1 1
b) 1+1—!+2—!X(X +1)+...+n—!x(x +1)..(X +n—1)=n—!(X +1).(X +n).

19. In inelul Z4[X] sa se determine f = ax? +bX +c astfel incat (QX2 + 2X + 3)]‘ =1.

20. Sa se arate ca daca f € R[X ], grad(f)=n, atunci existd numerele reale a,ay, ...,a, unic
determinate astfel incat f =ap+a1X +aX (X - 1)+ wta, X (X - 1)....(X —n+ 1) .

21. Fie f €ZyX], f =X3+2X%+ X +1. Si se determine toate polinoamele g=aX> +bX> +cX +d EZ4[X]
cu proprietatea ca f =g (unde f :Z4 — Z4 este functia polinomiala asociata lui f).

22. Se consideri functia f :Zgs — Zg definita prin f (f)) = i, f (i) = (A),f(i) = 3,f(3) = :I,f(:t) =1.
Si se arate ci f este o functie polinomiala.

23. a) Sa se arate cd daca f € C[X ], grad(f)>1, atunci functia polinomiala f:C—HC este

surjectiva.
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b) Care sunt polinoamele f € ]R[X ] de grad impar pentru care functia f :R— R este surjectiva ?

c)* Existd f EC[X ] de grad(f)=n astfel inct functia f :R — C si fie injectivi ?
24. Si se determine cétul si restul impartirii polinomului f la polinomul g in cazurile:
D f=3X3-2X? 45X +5 g=X-1, f,gcZ[X];

2) f=2x—x%16x3+5x%-3, g=X+1, f.gczZ[X];

3) f=3X2-2X+3, g=2X-1, f,g€Q[X];

4 f=ix3+(1-i)X>+3X —i, g=X>—(i+1)X+3, f,gcC[X];

5) f=3X+2X3+ X241, g=X +1, f,g€Z4[X];

6) f=2X443x2 44X +3, g =3X +2, f,g € Zs[X];

7 f=X 4 X214 X +1, g= X2 +1, f.g € Zy[X];

8) f=6x4+2x3+5X21ax +1, g=5X2+2X +4, f,gcZy[X];

9) f=x+dx4+2x243, g=Xx3+5x243, f,g€Zyy[X].

25. Si se determine parametrul m astfel incat polinomul f si se divida prin polinomul g in cazurile
urmitoare:

D f=X3+(m+1)X*—2mX +3m—1,g=X -1, f,g €R[X],mER;

2) f=mX*+(2m-1)X>—3mX +m—2,g=X+2, f,g CR[X],mER.
3) f=(m+1)X3—(2m+i)X> +mX +m—i,g=X +i, f,g €C[X],m €C;
4 f=X3+mX’>+ X +1,g=X+i, f,g €C[X];

5) f=X%+ax?ymX,g=iX +2, f,g €C[X];

6) f=X4 42X tmX? tm+1,g=X+2, f,g €Zy[X]|\mELy;

7 f=4X"+(m+1)X*+3X2 43, g=X+3, f,gcZs[X]|,mcZs.
26. Sa se determine parametrul m astfel incat polinomul f impirtit la polinomul g sé dea restul r in
cazurile:

D f=3X3—(2m+1)X> +5X —m,g=X —2,r=3;
2) f=3x4+ (2 —1)X3 +mX? 4 2m +i, g = X +i,r=1-3i;
3) £ =5X+(m+1)X7+3m+2,g=X +4,r=2, f,g€Zy[X],m 2.

27. Sa se determine parametrii i, n astfel ca polinomul f =2X 3_3x2+mX +n impértitcu X —1
si X 42 si dea resturi egale respectiv cu 4 si cu - 5.

28. Sa se determine m, n, p astfel incat polinomul f =X S tmX?+nx + p impartitcu X —1, X +1
si X —2 da resturile 1, — 1 si respectiv 41.

29. Fari a efectua impartirea si se determine restul impartirii polinomului f la polinomul g in
cazurile:

D f=x1_3x% 15 g=(x-1)(Xx +1);
2) f=x""x4+1, g=(X+1)(X +2)
Hf=X+x X3 -x -1, g=(X-1)(X +1)(X —2);
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4) f=x200 4 x101 4 x, g:X(XZ—l).

30. Un polinom impartit prin X —1, X —3, X +1 da resturile 2, 3 si respectiv 4. Sa se afle restul
impartirii polinomului prin (X —1)(X —3)(X +1) .

31. Fie f e]R[X]un polinom cu proprietatea xf(x+1)+(x+2)f(x+3)=2x3+10, (V)xE]R.
Si se determine restul impirtirii polinomului prin (X — 3)(X +1).

32. Sa se arate ca daci un polinom f este divizibil prin X —a, X —b,a = b, atunci f este divizibil
prin (X —a)(X —b) . Sa se determine expresia restului impartirii unui polinom oarecare din C[X ]
prin (X —a)(X—b),a =b.

33. Determinati valorile parametrilor m, n daca polinomul f se divide cu polinomul g in cazurile:

D f=X+mX5+nX?+4,g=X> -1, f,g cR[X];

2) f=x*+ X34 mx*-—m®X +n,g=X>+X, f,gcR[X].

3 f=X"+mX +n, g=X"—4, f g €R[X];

4 f=X44mx3+9X%+n,g=X>-3X+2, f,g €R[X];

5) f=mX3+(n—1)X>-X-2,g=X>—1, f,g cR[X];

6) f=X3—(m+1)X%+(3n+2)X —2n,g=X>—3X +2, f,g €R[X];

7) f=X44nX3 4 (n—2m)X>+5X —3m, g =X>+ X +2, f,g €R[X];

8 f=2x%—ax3 ax>tmX+ng=X>-X—6,f,gcR[X];

9) f=mx*+nx3—1,g=(x 1), f,e €R[X];

10) f=X*+1,g=X>+mX +n, f,g €R[X];

1) f=Xx*+ X3+ X>+mX +n, g=X*+ X +4, f,g € Zs[X].
34. Determinati valorile lui m, n, p daca polinomul f se divide cu polinomul g in cazurile:

D f=x*13x3 4mx2 40X +p, g =(x +2)(x2+1), £,g €R[X];

2) f=X"+mx*+2x3 +nx2 3% +p,g=X3+1, f,g cR[X];

H =Xt 1mx3+ X2 4 nX +p,g=X3+2X2 43X +4, f,g €R[X];

4 F=x*+5x34mx2+nx+p,g=(x2-1)(x +3), f.g ER[X];

5) f=X34m—1X2+2nX + p, g:(X2 —4)(x+1), frg €R[X];

6 f=XY4mX +ng=X>+pX+1, f,gcQ[X];

35. Si se arate ci daci f € Z[X|] admite doui ridicini intregi de parititi diferite, atunci f (k)
este par, oricarearfi k€ Z.

36. Daca polinomul f € Z[X ] are trei radacini intregi care dau resturi diferite la impirtirea cu

trei, atunci sa se arate ca pentru orice k € Z, f (k) este multiplu de trei.

37. Aratati ca daca valorile polinomului f € (C[X ] pentru orice numar rational ¢ sunt rationale,

atunci f € Q[X] .
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38. Fie xq, xp,...,X,,1 numere complexe diferite, cy,cj,...,c;; 1,7+1 numere complexe

oarecare. Si se arate ca exista un unic polinom f € C[X ] astfel incat f(x;)=c;,i=Ln+1.

39. Aritati ca nu existi polinom f de gradul doi care pentru orice valoare c cR—Q, f(c)€Q.

40. Sa se determine m, n daca prin impartirea polinomului f =mX 34nx—1 prin g=X 2_3x+2
se obtine restul 7.

41. Prin impartirea cu rest a polinomului fla g avem egalitatea f = gq + r . Determinati restul prin
impartirea:

1) polinomului f 2 1a g,dacd r=7X 3_x+1 si grad(g) =7;

2) polinomului f la g2 , daca r = 2, iar restul la impartirea lui f 21a g2 este egal cu 4;

3) polinomului fla g, daci ¢ =2X3 + X +3 sir=4x*+2x% +1.

42. Aritati ca polinomul f € Z[X ] nu se poate descompune in factori ireductibili peste Z, in
cazurile urmatoare:

D f=x*+x+1; 2) f=x*++x3-x2-x+2;

3 F=(x-1F(x=2f+1; 4 fF=x*+nx>—x2_nX+2,neN*;

5) f=Xx*+ux3+n®x2+0X —1,neN*.

43. Descompuneti polinomul f in factori ireductibili peste R si respectiv C in cazurile:

1 f=x3_8; 2) f=X3+8; 3) f=x%-16;
4 f=x*+16; 5 f=x*-x%+1; 6 f=x%-27;
7 f=x%427; 8) r=x%-6x%+9; 9 r=x*r6x3+9x%-9;

10) f=x*—10x3+25x%—6.

44. Aratati ca polinomul f =X 4 + X 2 +i€ ZS[X ] este reductibil peste Zs5, dar nu are nici o
riadicini in Zs.

45. Descompuneti in factori ireductibili polinoamele:

1) f=X>+2X*+4X +3€Zs[X]; 2) f=3x4+5x7 +6X% +4X +4€Z4[X];
3 f=X3+Xx+1ez,y[X]; ) f=x*+1ez,[X];
5) f=X +X*+ X +1€Z;3[X]; 6) f=X*+1€K[X,K=R,K=C,K =Z4.

46. Aritati ¢i polinomul f = X4 4+ X3 +1€ Z,[X] este ireductibil peste Z .

47. Si se determine m,n € Z3, m =0, astfel incat polinomul f=mX>+nX +2¢€ Z3[X] si fie
ireductibil peste Z3 .

48. Fie polinomul f =2x3 +2X +i EZ3[X ] . Determinati polinoamele g=mX 3 +nX2 +pX+q EZ3[X ]
cu proprietatea f =g.

49. Determinati m,n € Z3 astfel incit polinomul f = X 3 +mX +n€Zjy [X ] sa fie reductibil peste

Z3 . Descompuneti in factori ireductibili polinoamele astfel obtinute.

50. Determinati polinoamele f = X 2 +mX +n€c€Zy [X ] ireductibile peste Z,4 .
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51. Sa se determine cel mai mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun al polinoamelor f, g
in cazurile urmitoare:

D f=x3-2x%-5x+6, g=x%+ax3+3x%_4x—4;

2) f=x%+3x3+2x%2-2, g=x3+2x%+2x+1;

3) f=2x+5x3-5x2-5x+3, g=x*-x3-7x%+x+6;

4 F=x*12x3-x, g=x*t+2x3+x2_1;

5) f=2X"+x*—7x3+x%+6x -5 g=2x*+x3-13x2—4ax+2;
6 f=x%—2x*+2x3+x?-2x+1, g=x-x3+x2;

7 f=X*+ X241, g=X3+ X, f.g€Z,y[X];

8) f=X3+X+2, g=X>4+2X243X+2, f,gcZy[X];

9) f=x41+ax3+3x, g=x3+4x%243X, f,gczs[X].

10) f=x*+6x3+2x2+4x +5,¢= x> +5x; f,g€Z4]X].

52. Sa se arate ca urmitoarele polinoame f, g sunt prime intre ele:

D f=3x3-2x2+x+2, g=x3-2x*+2x-1;

2) f=x%42x3 _x2_2x, g=x5_2x%+3x3 _6x%2+2x —4;

3 f=X3+1, g=x*+x3+x2% fgcz;]X];

4 f=x3+ax245x+2, g=x%1x3 f.gczq[X];

5) f=x3+2x21ax+1, g=x%+4x342x243x +1, f,g€Z[X].

53. Sa se determine o si B astfel ca polinoamele f = 2X3-7x% + X + 3, g:X3 —3X2+BX +3

sa aiba un divizor comun de gradul doi.
54. Dacai d este cel mai mare divizor comun al polinoamelor f, g, atunci determinati o relatie liniara
de forma d = of +Bg in cazurile:

D f=x*+4x3-7x+2, g=x3+3x%*-2;
2) f=x3—x*+x3-x%*+2x-2 g=x°-1;

3) F=3x>+6x*+3x3-_x%*-2x -1, g=X*—2x%+1.
55. Sa se arate ca polinomul f se divide prin polinomul g in cazurile:

5 9
1) f:(X2+X+1) —X, g=X%+1; 2 f:(X2+X+1) —X, g=X2+1;

3 7
3) f=(2x2+x+2) +(2X2—x+2) , g=X2+1;

2n—1 n+1

4 f=(x+1)" (-1 (x+2"",g=X2+3X +3, neN".

56. Sa se arate ca polinomul f se divide cu polinomul g = X 2 + X +1 in cazurile urmitoare:
D f= X(X2+1)6”+1+X3”+2,n€N; 2) f=x""14 X +1,neN";

3 F=x e x¥H L x32 pmieN 4 f=(x+1)" T x4 N

) 6n+2 4
5) f=[X"+1 +X"+1,neN.
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57. S se arate ca polinomul f se divide cu polinomul g =X 2 _ X +11n cazurile urmitoare:
) f=(x -1 x5 4eN; 2 f=(x =1 (-1 X2, et
3 £=(X -1 x20D e,
58. Pentru ce valori ale lui n € N* polinomul f se divide cu polinomul g =X 2 + X +1, in cazurile
urmaitoare:
D f=(X+1)"+X" +1; 2) f=Xx"+ x4 xnt2,
3 n 3 n+1
3) f:(X +X—1) +(X —X—Z) ~1.
59. Pentru ce valori ale lui n € N polinomul f se divide cu polinomul g =X 2 _x +1, in cazurile
urmaitoare:
D f=(X—1)" +X" +1; 2) f=(X 1"+ X" +1;
2 4\ 4., 4\ 2
3)f:(X +1) +(X +1) +1; H f=X"+X"+1.
60. Aritati cii polinomul f =X 4n+3 L x4+2 L ¥ 11,nEN se divide cu polinomul g=X>+X2+X+1.
61. a) Sa se arate ca daci functia polinomiald p:C— C, p(x)= f(x3)+x2g(x3) (unde f,g€R[X])
are riadicind @ solutie a ecuatiei x? +x+1=0,atunci f(1)=g(1)=0.
b) Fie k:C—C, k(x)= f(x3)+xg(x3)+x2h(x3), f>8 hER[X] care are ca radicini pe 1, €, &’

unde € = #l\/g .Sasearateca f(1)=g(1)=h(1)=0.

62. * Fie polinoamele nenule f,g,h € Q[Xx]. Sa se arate ci daca functia polinomiala g:C — C,
g(x)= f(x3) —+ xg(xs) —+ xzh(xs) are ca zerouri radacinile ecuatiei x0—6x3 +8=0, atunci
polinoamele f,g,h se divid cu polinomul X 2_6x+8.

2n+1
n+ +X10p+5

2n+1
) "t +1 se divide cu

63. Si se arate ci polinomul f :(X8+X6 +(X4+X2+1)

polinomul g=X4—X3+X2—X+1,(v)n,p6N.

n
64. Se considera polinomul f = (X Si+x ) —X"-Xx 3, n € N*. Si se determine n astfel incit (pe
rand):
a) f s fie divizibil prin X 2 +1; b) fsi fie divizibil prin X% + X2 +1.
65. Demonstrati egalitatea de polinoame:
X+X(X+1) X(X+1)(X+n—-1) 1

+ ot =—(X+1)..(X +n),(V)neN*

1+1! 2! n! n!

2
66. 1) Aratati ca polinomul f = X7 +4X3 +6X% +5X +2 se divide prin g = (X2 +X +1) .

2) Sa se determine polinomul f € R[X ] pentru care are loc egalitatea xf(x —1) = (x —26) f(x),
(V)x eR.
67. Sa se rezolve ecuatiile:

1y ®=1; 2) ¥ =—1; 3 xl0=i;
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4) x®=—i; 5) x“;ﬂ; 6) x8:1+£;
2 2 2
7) x5=—%+§; 8) (x+1)"—(x—1)"=0; 9) 1+ix)" —(A—ix)" =
68. Si se rezolve ecuatiile
. 3
1) xﬁ:%;Z) S=|L l\/—] ;3) x7 —1+z) s 4) x1°:(1+—’)4;
—i 1_1_\/3
2 2

1 1
5) (A+i)" +(1—iz)" [\/1+ ] 6)[ +’Z] 1+‘" a€R;7 =238 2" =[5
—ai
9) 2" =Z,nEN*;10) 142422+ etz =0;11) 1—z+72 — 3+ 211 2,
69. Daca m,n €N, (m,n)=d , atunci solutiile comune ale ecuatiilor " —1=0,z" —1=0, sunt

solutiile ecuatiei 4 —1=0.
70. Sa se rezolve ecuatiile:

D x?—s5x2+4=0; 2) M35 _4=0; 3 Braxtiz=o;

4 x0+19x3-216=0; 5 1% —(14i)x +i=0.

71. Sa se determine natura radicinilor ecuatiilor:

Dxt—Cm—Dx2+m?—1=0;2) m—Dx* +2m—Dx? +m=0;3) x* — x> +m+1=0;
4) x4+mx2—m:0;5) x4+(2m—1)x2+m2—m=0,cﬁnd meR.

72. Si se rezolve ecuatiile:

1 [x——] [x—— —1; 2) (x+3)*+(x+5%=16;

3) 2x—3)*+x—5%=2; 4) 2x3 —6x+5=0.

73. Si se rezolve ecuatiile reciproce:

A1) 3x3+2x2 425 +3=0;2) x> —5x2 —5x+1=0;

DD 3xd+2x3 11k 120 +3=0;2) 2x* + 3 —2x2 +x+2=0;

ol 23 +xt 4 xd 224 x42=0;2) 33+t 303 32 4 x4 3=0.
74. Si se determine parametrul real a astfel incat ecuatiile de mai jos sa aiba toate radacinile reale:

D x? 433 tax?+3x+1=0;2) x* +3x3 —2ax2 4 3x +1=0;

3) 3x4 —5x3 +aJ|c2 —5x+3=0.
75. Si se rezolve ecuatiile:

1) 2x* —21x3 +74x2 —150x +50=0; 2) ¥ —5x3 +10x2 —10x +4=0;
3) 2x4 —13x3 —68x2 —52x +32=0; 4) ¥ +3x3 —2x2 —6x+4=0;

5) x_+__10[__—] 6) 4x? +6x3 —10x2 —9x—9=0.
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76. Sa se rezolve ecuatiile:
I

1) 583 +10x2 —3x —6=03;2) 2x3 —13x2 +28x —20=0;
3)10x 113 + 1362 1 1 +3=0;4) 9x* —3x3 + 722 —3x—2=0;

5) x—2x3 —ax? 1 2x43=036) 2x* —x3—7x243x+3=0.
IL

1) 3x3 —11x2 —x+1=0, daci are ridicina x; = 2+\/§ H

2) x3—3x* —5x+7=0, daci are ridicina x; =1—22 ;

3) x4 23 —2x —1=0, daci are ridicina x; :l—ﬁ;

4) x4 —6x3 ~|—8x2 —2x —1=0, daci are radicina x; :2+\/§ .

III.

1) xs—3x4—x3+7x2—2x—2:0,dac{1areridicinile xp=— 2,x2=1+x/5;

2) x5 —10x4 +3x3 —38x2 +6x +4=0, daci are ridicinile x| = 2+\/E, Xy = 2+\/§ 5
3) x8—10x° +32x* —30x3 —19x + 40x —14 =0, daci are ridicinile x; =2—+/2,x, =3—2.
Iv.

1) x3+x+10=0,dacﬁ are riadacina x; =1—2i ;

2) x3—5x% +7x+13=0, dacii are radicina x; =3+2i ;

3) x* —6x3 +7x? +18x —30 =0, daci are ridicina x; =3+i;

4) 2x4+x3—x2+x—3:0,dacﬁarerﬁd5cina x1=i.
V.

6 5 4 3.2 _ < Ce . .
1) x" —4x” +10x" —10x~ — x“ +14x —10 =0, daca are radicinile x; =1+4+i,xy =1—2i;

2) x®—2x% + x* +2x% —4x? 4 4x —4 =0, daci are ridicinile x; =i,xy =1—i.

77. a) Sa se rezolve ecuatiile de mai jos daci au cel putin o ridacina reala:

D22 +@2—iz—Qi+157+15i=0; 2) 3+ (B—i)? —(A+4i)z—3i—3=0;

3 -+ =Tz +6i—6=0;5 4) 2 +22% 4 (—6+5i)2% + (=17 +15)z +10G —1) = 0;

5) 2t — 2+ +(—1+20k + 2+i)z—2i=0.
b) Si se rezolve ecuatiile urmiitoare stiind ca admit cel putin o ridéicina intreaga:

D x3—8—v3)x2+2(/3-3)x+108—48/3=0; 2) >+ (3 —Hx?+2—-3/IHx+2/3=0;

3) V5x? +(1—5)x? +(—4—2/5)x +4=0.
¢) Sa se rezolve ecuatiile de mai jos stiind cii admit radacini independente de m:

D x3 4+ (m+2)x% +(m—5)x —6m—6=0;

2) —2x> + (m +13)x* — (Tm +14)x + 12(m + 1) = 0;

3 —CBmADx2+Bm—2)x+6m=0;

4) x* —(m+2)x> — @m? —3m +1)x? + 2m? + Dx + dm(m —1)=0 ;
5) x* —m —1)x> —2m? + m +2)x* — 2m® —2m)x +4m> =0.
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d) Sa se arate ci ecuatiile de mai jos au ca ridacini numerele inscrise in dreptul lor:

1) x3+3§/5x—2=0,x=3\/\/§+1—\3l\/§—1;
) x3—3x—4=0,x=32+3+32-3;
3) xd—9x—231=0,x =331 +2+331-2.

e) Si se arate ca urmitoarele numere sunt intregi:

D5 +2 -5 —2;2) Y38+ 1445 + Y38 — 1445 ;
3) Yo+45 +39—a5 .

f) Sa se rezolve si discute ecuatiile dupa valorile parametrului real a:
D x3—ax’ —(@+Dx+2a>—2a=0;
2) x3—@+2x* +Qa+x—a®>—a=0;

3) P +@—Hx?+2x+a% —2a=0.
78. Sa se rezolve ecuatiile:
L

1) x5 —2x% —14x3 4+ 28x% + 9x —18 =0, daci are ridicina x; =2 +/5 ;
2) x> —3x% —24x3 4 72x% + 4x —12=0, daci are ridicina x; =7 —/5 ;

3 x5 + x4 — 16x3 —16x2 +4x +4=0, daca are radicina x; = —\/5 — \/g .
IL

1) x5 +2x3 +6x% +49x +147 =0, daci are radicina x; =3 +2i ;

2) x> —x* —4x3 1 4x? +16x —16 =0, daci are radicina x; =~/3 —i .

79. Sa se determine parametrii rationali m, n si sa se rezolve ecuatiile de mai jos daca acestea au
solutiile indicate in dreptul fiecareia:

D) xP+m+2)xf —(—Dx+1=0, x=1-2;
2) S+ m4+Dx2+nx—1=0, x=1+2;
3) 1% —3x* —3(m + x> +720% $ m—m)x —12=0, x =T +5 ;

4 x®—Cm+mxt 42162 +Tm —2m=0, x =23 .
80. Si se determine parametrii reali m, n si si se rezolve ecuatiile daca acestea au solutiile indicate
in dreptul fiecireia:

1) x4—2x3+4x2+2mx—n=0,x=1+i;
2) x4—2mx3+2(m+n)x2+4x—20=0,x=1+3i;
3) x4—2x3+mx2+(n+1)x+5=0,x=1—2i;

4) x%—2m+3n)x5 +14x — 1203 —5x% 1 18x +2m —3n=0,x =2+i, x=1—i.
81. Si se determine parametrii reali m, n astfel incat ecuatiile de mai jos sa aiba rdddcina dubld indicata:

1) x4—mx3+2mx2+(m+n)x—m+4=0,x=_1;
2) x3+x2+mx—n=0,x=—1;
)3t rm—n)x3+(m+Dx? —2mx+2n—m=0,x=—1;

4) x* —m+n)x>+m+5x>—18x+27=0,x =3.
82. Sa se determine parametrii reali i, n, p astfel incat ecuatiile de mai jos si aiba raddcina triplid indicati:

1) x4+8x3—(m+3)x2+(n+p)x+p—3:0,x:l;
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2) x4+3x3 —mx2+(n+2)x+p—1=0,x=—1;

3) x4 —mx3 —nx+p=0,x=—1;

) xtrmd -+ D+ (p+2)x—2=0,x=1;

5) x4+mx3+nx+p=0,x=—1.

83. Pentru fiecare din ecuatiile de mai jos si se calculeze sumele indicate (x; fiind ridicinile
ecuatiei):

D ¥ +2x2 +3x+4=0;

1 1 1
) £3f 3b) £330 T 5 £af 50 S0 D0 T
1 X1 1

*o(1) *o(2) *o(3)
h) xo(z) x°(3) xc(l) ,O0E S3 .
*6(3) Yo1) Yo(2)

2) x3—3x2+2x—6=0;

1 1 1

a)lez;b)fo’;C)in';d)Z—;e)Z—Z;f)Z‘ .

X1 xi x1+1
3) ¥ —5x24+3x—1=0;

2
X¥s1) *o(2) *o(3)

1 1 1
a) Txf;b) Sxf 50 Safsd) ;e Y—ih) E—=38) x5(2) xczs(s) Yo(1)|-

X1 xi x1+1

2
X¥6(3) *o(1) *o(2)

4) x3—2x2+3x—1=0;

2 3 1 1 1
a) Txj3b) Xxf 30 X—d) X—s5€) T3

*1 X1 X1

84. Si se calculeze P(x1)+P(x;)+ P(x3)unde x; sunt ridicinile ecuatiei, iar P reprezinti un
polinom dat in cazurile:
D3 43x+1=0,P=x*+2x3—x%2+3x-2;
2) 23 +3x—1=0,P=x+3x —2x3 + X2 —x +3;
3) x> —d4x+2=0,P=x5—2x%—ax3 —4x%+5x —6.

85. Sa se determine parametrul real m si sa se rezolve ecuatiile stiind ca radacinile reale sunt in
progresie aritmetica:

D xd—12x2 s mx—28=0; 2) x3 —mx? _2mx+8=0;
3) ¥ —3mx2+Cm—Dx+5m=0; 4 ¥+ m—5x3 —2mx’ +2m—-1=0;
5) x4—(m+4)x3+5(m+1)x2—(8m+2)x+4m=0.

86. Sa se determine parametrii reali m, n pentru care radicinile ecuatiilor de mai jos sunt in
progresie aritmetica:

D x =83 +Cm—mx?+(m—3n)x+41=0;
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2) x4 —ax3 +(m —2n)x2 +(m+3n)x+17=0;

3) x4 —4x3 +(m -l-n)x2 +(m—n)x+52=0.

87. S se arate ca radicinile ecuatiei x3 +31— \/E )x2 +(5— 6x/§ )Jx+3— \/E =0 sunt in progresie
aritmetici si sa se rezolve ecuatia.

88. Sa se determine parametrul real m daca ridicinile reale ale ecuatiilor de mai jos sunt in
progresie geometrica:

Dl Cm+5)x2+@m+3)x—27=0; 2) x> +3mx2+Gm—1x+8=0;

3) x3—31x2 +155x —m —5=0.

89. Sa se determine parametrul real m si sa se rezolve ecuatiile de mai jos, daci intre riadicini are
loc relatia indicata:

I

D 2x3+x*—13x+m =0, x1xy=1;
2) x3—mx2—4x+2=0,x1+x2=0;
3) x3—mx2+2mx—1=0,2x12=0;

4) x3+mx2+11x+m=0,x1+x2=x§;

5) me® —(m+2x? +9x—1=0, 2 =L 1,
X2 X1 X3
6) ¥ —(m+2x2+@m+x—m=0, Ly L3

X1 X2 2x3

II.

4 3 2 _ — .
D x"+mx” —3x"—4x+4=0, x; =x3,x3=1x4;
2) x4 23 +mx2 +8x+12=0, x1x, =—4;
3) x4 —axd +mx2+4x—3=0, X]+Xxy=x3+Xx4;
4) xd—2x3 —23x2 —12x +m=0, xjxp =x3x4;
5) x*—x3—2x 4t mx+m+2=0, X]+ Xy =x3x4.
90. Sa se determine parametrul real m daca intre radacinile ecuatiilor de mai jos existi o relatie

indicata:

L

D 3 —m+Dx? 426 +m—2=0;

1 1 1

-+
X1 X2 X3

1°) xyxp + x1x3 +xpx3 > (X1 + xp + X3 )2 3 2% (x1+x3+x3) >9;

(xl —+ X —+ .XT3)2 .

3% (x12+x%+x§)< 3 ;0 49 xf’+x%+x§2(m+1)(x12+x%+x§)—3m+6;

2 2 2
5°) xX{ +x3 +x3 <2(x1
X1X2X3

+x3+x3) ;3 6°) X + X3 +x3 > (x4 x5+ x3)°.
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2) x3+mx2+x+m—1=0,
° 2
1) (x)* <zxf;

3°) (m— 1)2— > 32—
xl X1

5%) 2"1;—3"anx1;

3) x3—mx2+4x—m+2=0,

1% (Z xl)

1
Z—]<3;
X

3% Z >(m 2)2

x1

59 %

<0;
1+1

4 3 —m—1x?+2mx—1=0,
1°) (le)(lexz)ﬁzx%;

II.
4 2 _
D x"+(m—1D)x"—mx+1=0,

1) (Zx%)(zxf)zzi;

X1

1) 1
Z—] >X—

X1 X

4%

2°) 2m (z )+

)z

1
>—> X1
1+1 3Z 1

6°) (le)(lez)Zin” .

2) o1 <(zx)s
40) le (le)(le)

60) le (Hxl) —1.

2% fo’ >(Zx12)(2x1);

1
Z—ZS

X1

2) (£sf)

59) (zxf)z <(zxf’)3+4;

2) x4+(m+1)x3—2mx+m+3=0,

19 (2 xl)2 + lez > x1x2x3x4(2 x1x2x3);

39 —m(Exlz)<Zx13;
3 x—m+xitm=0,

1% (Z xlxz)z > Exlz H

) vxi>vaf; 5) oL

xl

4% (Zx1)3 <y

o 1
2) Yaxf+2x <2

X1

<Z

xl

91. Si se formeze ecuatiile de gradul trei avand radacinile:

1) —1;1;3; 2) —2;0;1;

3) ——

! l,l;
2
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4) —5;1; 5;

Sxj >m?—1;

1 1
2°) (Zx)|I=—|2 T
( 1)[ xl] xi_),

3% fo szf ;

5) 2;4;6.

3%) (lexz)(le)zziz.

e



92. Sa se formeze ecuatia de gradul patru de radéicini:

DO-LLEZ D -%-LE3% 3)-Z-LZ3% 4 -3k 9 LLL2
93. Utilizand ecuatiile de gradul trei sa se rezolve sistemele simetrice de ecuatii:
=9

x+y+z=2 A;+y1+zl x+y+z=1
Dixy+yz+zx=—1; 2)j—+—+—=1; 3 yxy+yz+xz=—4;

xyz=—2 rroz 3,.3,3

xyz =27 +yT+zT =1

x+y+z=0 x+y+z=10
Hlx2ry2e2=6; 5 {xt+y2472=38

x3+y3+z3=6 x4+y4+z4:722.

94. Dacd xq,x,x3 sunt ridicinile ecuatiei in x, x3+2x% +3x—2=0, atunci s se formeze

ecuatiile in y de ridicini y;,y,,y, pentru cazurile de mai jos:,

x x x
1) yp=xp+ X3392 =X+ X335 y3 =01+ X33 2°) yy=——3yy=—"2;y3=—"3
Xy +x3 X1+ x3 X1+ Xy
1 1 1 1 1 1
I n=—sn=—"y3="3 n=—7iNn="7F3¥3=—7;
X1 X2 X3 X1 X3 X3
Xy +Xx X1+x xXp+x
59 yy =221 73,yy =T T3y TR 60y =ufiyy =x3 3 =255

x1+1 ’ .XZ2+1’ .XT3+1

79 y=x{3 3, = X33 y3 = x3; 8) y1=xi:y3=x3;y3=1x3;

3x1 . _ 3x2 . _ 3)C3 .

5y = 5y3— ’
3x1+x2+x3 3x2+x1+x3 3x3+x1+x2

9°) y1=

x%—l—x% x12+x§ x12+x§
= 3y2= 3y3= .
X3
95. Daci a este o ridicina a ecuatiei x, atunci si se determine ecuatia de grad minim in y, care are
ca radacina expresia lui y indicata in fiecare caz:

1) x3—x—1=0, y=2a2—a; 2) x3—x+1=0, y=a6+2a—1;

10°) y;

323 —2x—1=0, y=da*—a+1.
96. Sa se determine parametrul real a pentru care ecuatiile de mai jos au o singura radacina reala
comuna:

1) x2+ax—2=0; x3+x2—2x+a—1=0;
2) x4 @+hx—2=0; 2x3+ax? —x—1=0;

3) x2+3x+a—2=0; x3+2x2+ax+8=0 .
97. Sa se determine parametrul real a pentru care ecuatiile de mai jos au o singura radacina reala
comuna:

1) x3—6x2+11x+a:0; x3+4x2+x+a=0;
2)x3+ax2—x—1=0;x3+ax—2=0.
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98. Sa se determine a,b € Z stiind ca ecuatiile x3 + 2x2 +ax+b=0, x> —x? +bx +a =0 admit

o radacina comuna intreaga.
99. Si se determine parametrul real a pentru care ecuatiile de mai jos s aiba doua radicini comune:

1) x3—4x2+x+a=0; x3+x2—(a+1)x—4=0;
) @Dl 4x—6=0; x° —@—2)x%2+2x—5+a=0;

3) 3 —x2—(@+10)x+24=0; x> —ax’+x+6=0.
100. Sa se determine parametrii reali @, b pentru care ecuatiile urmitoare au doua riadicini comune:

D3 rax?+18=0;x +bhx+12=0;
2) x4—2x3—x+a=0;x4—4x3+6x2—5x+b=0;
3) 3 tax+b=0; x*+3bx+a=0.

101. Sa se arate cia daca ecuatiile x° + ax? +bx+1=0, x° + mx? +nx+1=0, au o radicina

dubli comuni, atunci ele au toate radicinile comune.
102. Sa se determine numerele reale a, b, c astfel incit ecuatiile urmaitoare sa aiba aceleasi radicini:

D x3+@b+Dx?+(b—c)x+b+c=0; 2x>+2a+2b)x>+(a—c)x+2a=0;
2) x3+(a+b)x2—(b+c)x+a+c=0; x3—(2a+3c)x2+(2b—c)x+2c'—a+3=0;
3) x3+bx2+(2a—b)x—a+c=0; x3+(a—c)x2+(2c'+b)x+b+a=0.

103. Sa se giseascd un numair real nenul a pentru care ecuatia x3 + (—4+i)x2 —(A+i)x+a=0
are o radicina reala.

104. Sa se arate ca ecuatia ax> + x? —ax +a =0 nu admite nici o radacini reald daci a € C—R.
105. Sa se arate cid ecuatia x4 + (a + l)x3 + [a2 +%+1]x2 +bx+c=0,a,b,c ER are cel mult

doui radicini reale.
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Teste de evaluare
TESTUL 1

VARIANTA A
1. Pe multimea Z definim legile de compozitie
xly=x+y-3, xTy=xy—3(x+y)+12,
(‘v’)x,y € Z . Aratati ca (Z, 4, T) este un inel

integru si determinati elementele inversabile
ale inelului.
2. Fie a,b,c €R. Pe R definim legile de

compozitie x L y=ax+by—2, x Ty=xy—
—2(x+y)+c, (V)x,a ER.
1) Si se determine a, b, ¢ astfel incat (]R, 1, T)

sa fie corp;
2) Aritati ca existd un izomorfism de corpuri

[ (Ry+) = (R,L,T), f(x)=ox+B, ,BER.
3. a) Sd se determine a €Zj astfel incit
polinomul: P = 2x3 + (a +§)X +1e Z3[X]
si fie ireductibil pe Z3 .
b) Si se rezolve sistemul urmitor in Zs:
3x+2 y= 3
2x + 3 y = 2.
4. Se consideri functia f :Zs — Zs definitd
prin urmitoarele conditii: f (f)) = i, f (i) = 6,
f2)=3,f(3)=4, f@=1. Si se determine

functia polinomiala.

5. Si se determine parametrul real a astfel
incat ecuatia 2 a1 2x+1=0 si
aiba toate radacinile reale.

6. a) Se considera cilindrul circular drept cu
raza bazei x si iniltimea /. Daci aria totala este
3001 cm? iar volumul este de 5001 cm’, si se
determine x si k.

b) Si se rezolve ecuatia x3 +24 < x(x+14).
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VARIANTA B

1. Fie F ={f :R — R} impreuna cu operatiile:
(f +8)(x) = f(x)+ g(x),(fe)(x) = f(x)g(x),
(V)x €R. Si se arate cp (F,+,) este inel

comutativ cu divizori ai lui zero.
2. Sa se arate ca structurile de inel definite

prin multimile A= {x + y\/i x,y € Z} si
B= {x + yx/g
3. a) Sa se

f:X4+mX3+(2m2+1)+nX+p,

V,X € Z} nu sunt izomorfe.

arate cd  polinomul

b) Sii se determine n € N* astfel incét polinomul
5 3n 4 n

f :(X +1) +(X +X) sa se divida la

polinomul g:X3—X2+1 .

4. a) Si se arate ci ecuatia (x+i)" +(x —i)" =0,

n €N, n > 2 are toate radicinile reale.

b) Fie ecuatia x4 —2x3 + x2-1=0 , cu

riadicinile xp,x5,x3,x4 iar f =x545x5—

—2x4 + x3_3x2 +1. Sa se calculeze:
SO+ f(xp)+ f(x3)+ fxyg).

5. Sa se rezolve sistemele de ecuatii:
x+y+z=-1 2x+1?)x+z:4
b) {x+3z=2

10x +2y+2z=1

a) x2+y2+z2=9
O . S
in le.

6. a) Volumul unui ghetar tractat din
Antarctica spre Africa este de V dupa »n zile dat

de formula V (n) =—'[LU"(30+29" 42972 —n3) .

Dupa cate zile se va topi complet ghetarul?

b) Si se rezolve ecuatia Ix+1=Jx-3.



TESTUL 2
VARIANTA A

11
1. Fie A= € My(Zy) . Si se arate ci

1

multimea C={0,,1,.A, A2} inzestrati cu

operatiile de adunare si
matricelor formeaza un corp.

2. Fie multimea A = {aX +b|a,b € R} . Pe

inmultire ale

AC R[X ] considerim operatia de adunare
obisnuita si operatia ,, * * definita astfel: daca
f,g €A, atunci f xg este restul impartirii
lui f-gla X>—1.

a) Sa se arate ca (A,+,*,) este inel comutativ
cu divizori ai lui zero;

b) Este @:(A,+,%)—(C,+,-),9aX +b)=a+bi
izomorfism de inele?

3. Sa se descompuni in factori ireductibili
polinoamele:

a) f=X>+2x% 14X +3cZ5[X];
b) f=X4+16Q[X] (peste Q).
4. a) Sa considera matricea:

4

1|e M3(Zg).
5

W> N>
N> >

A=

>
g

Sd se arate ca A este inversabild si si se

calculeze A1,

b) Si se rezolve in Zg sistemul:
2x+y+dz=2
3x+2y+z=4.
6x+4y+5=1

5. Sa se determine parametrul real m pentru

care ecuatiile >t —2x—8=0 , X+ —10=0
au o singuri riadicina reala comuna.
6. a) Sa se rezolve ecuatia

327+ 2777) - s52(9 + 97 =o.
b) Si se determine punctele de intersectie ale gra-

ficului functiei f:R—R, f(x)=6x> —7x%+1
cuaxa Ox .
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VARIANTA B
1. Fie a,b,c,m,n € Z . Pe Z definim legile de

compozitie x « y =ax + by +c,
xoy=xy+m(x+y)+n.

a) Sia se determine a,b,c,m,n astfel incit

(Z,*,o) sa fie inel.

b) Este inelul (Z,*,o) corp?

¢) Ariatati ca inelul (Z,*,o) este domeniu de

integritate izomorf cu (Z,+,-) .

2. Sa se determine parametrii a,b € R astfel

incit ecuatia x*+x3 +ax +b5=0 si admita

o radacina tripla nenula.

3. Se considera ecuatia x3—x +a=0 cu

riadicinile x{,x;,x3.S4 se determine a € R

astfel incat x16 + xg + xg > xls + xg + xg .

4. Se considera polinomul cu coeficienti reali

f=x442x34mx*+nx +p.

a) Sa se determine parametrii reali m,n,p

astfel incat polinomul f impartit la X —1 sa
dea restul —15, iar ecuatia f(x)=0 si aiba

oridicind x; =—141i;
b) Sia se rezolve ecuatia f(x)=0, pentru
m,n,p determinati la a).
5. Pe multimea R se definesc legile xxy =ax+by —1,
xoy=2(xy—x—y)+c,x,y eER,a,b,c €R.
Si se determine parametrii a,b,c astfel incat
(]R,*o) sa fie corp comutativ izomorf cu (]R,+,-] ,
printr-un izomorfism de forma f(x)=px+gq.
6. a) Sa se rezolve inecuatia: Af < 12A3, xeN;
b) Sa se rezolve sistemul:

2+ y=5

Y +ay+11=28"%,



TESTUL 3 (grila)
VARIANTA A
1. Pe RXR se definesc legile de compozitie
xly=ax+by—2xTy=xy—2x+y)+6
a=0,x,y €R . Valorile lui a, b pentru care
tripletul (]R,J_,T) este inel comutativ sunt:

a)a=b=—1;b) a=>b=1;c)nu existi.

2. Fie Q(ﬁ):{a+bﬁa,beQ} si

b
M= “ |a,b€Q . Atunci functia
2b a

a b
f=(Q(ﬁ),+,-)—>(M,+,-),f(a+b«/5)=[ " a]
este izomorfism de corpuri pentru:

a) a=2;b) a=+2;0) a=3
3. Fie f=X>+aX?+bX +ccR[X],

cu radacinile X1,X3,X3. Atunci
S= 'xl + 'xz + 'x:;, este egal cu:
f(x1) " frx2) £(x3)

a)0; b)1;¢0)-1.

4. Polinomul f =X* —2€Q[X] este reductibil

a) peste Z ; b) peste Q; c) peste R.

5. Polinomul f=X%—4ax3+4x%+aX +b

se divide prin polinomul g=X 2_4x+3 , daca:

a)a=b=3;b)a=b=—4;c) a=—4,b=3.

6. Ridicinile ecuatiei x> +3x> —x+m=0,
m € R sunt in progresie aritmetici daca:

aym=3;b)m=—3;¢c) m=2.

7. Fie sistemul de ecuatii in Z5 :

A

x+y+z=1
2x+3y+z=1
:Ix+:ly+§z=i
cu solutia (xo,yo,zo).Daci a=xg+y%+z3,
atunci: a) (x:zl;b) (x:g;c) a=2.

8. Ecuatia x> —6x’tax—8= 0,acR are
toate radacinile reale si pozitive daca:
a)a=12;b)a=10;¢c) a=—12.

VARIANTA B
a 0 a
1. Multimea M =M, =(0 0 0 |a €Ci cu
a 0 a

adunarea si inmultirea matricelor este:
a) inel cu divizori ai lui zero; b) corp; c) nici una
din variante.

2. Pe RXR se definesc legile de compozitie
Xy

4

x,y €R. Atunci (]R,J_,T) este corp izomorf

. 1
xLly=x+y—-2s5ixTy= E(x+y)+3

(]R,+,-) prin izmorfismul datde f:R — R :

B f=x=25b) [0 =2(x—D;

1(1
c x)=—|—x—1{.
) sr= 3t
3. Restul impaértirii polinomului:
F=1+x2 4 x4+ + x84+ x30

la polinomul f =X 2_X este polinomul:
a)r=15X+1;b) r=15X —1;¢) r=15X.
4. Polinomul f = X7 +3x%+2X +1€Z5[X|
este:

a) ireductibil peste Z 5 ; b) reductibil peste Z5 .

5. Polinomul f =x*+ax? +bX +c,a,b,c €R

se divide prin polinomul g =X 3_x , daca:
a) a=0,b=1,c =—1;b) nu exista;
c)a=—1,b=0,c=1.
6. Fie ecuatia x3 +x+1=0 cu radacinile
X1 X2 X3
x,%p,x3€C. Atunci A=[x3 x; xp
X2 X3 X
este egal cu: a) 1; b) -1; ¢) 0.
7. Daca a,b,c sunt zerourile functiei polinomiale
[iR=R, f(x)=x> —mx? +nx —p,mn,p R,
ar S — b +'c)bc (c +'a)ca (a +'b)ab
f'(a) f'(®) f'(e)

b

atunci:
a) S=m;b) S=m+n;c) S=m+n+p.
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10 a
9. Matricea A=[2 1 0 € M3(Z3) este
1 a2

inversabila daca:

a) a=1;b) a€{0,2};c) nu existi a.

10. Fie (A,+,-) un inel cu proprietatea
a?=a, (V)a € R. Atunci:

2__,,

b) A este inel necomutativ si a+a=0,(V)acA;

a) A este inel comutativ si a

¢) A este inel comutativ si a +a =0, (V)a EA.

270

ax+y+z=1
8. Sistemul de ecuatii: §x+§y+az=a cu
x+ay+z=a2

coeficienti in Zzeste compatibil nedeterminat daca:
a) a €{2,4};b) a €{5,6}30 a €{1,3}.

10 a
9. Matricea A=|0. 1 2|€Mj3(Zg) este
431

inversabila daca:

a) a:ﬁ;b) a:é;c) a:fl.

10. Fie (A,+,-) inel in care a®=a, (ViacA.
Atunci:

a) a2=a,(V)a6A;

b) azza,(V)aGA;
Oga+a=0,(VjacA,a=0.



INDICATII SI RASPUNSURI

Capitolul 1. Grupuri

Parte stabili. 6. x EH ©1<x<3&—1<x—2<1&|x—2/<1; 7. x=4+0,y=4+p,0,p>0=
=>xly=44+5af>4;12. HCR,H+%,xeH= 2x=x+x, 3x, .., nx,..€ H . Cum H este
finita (El)i =k pentru care ix =kx. De aici x = 0. Deci H ={0}. Dacd H este parte stabila in

raport cu inmultirea, atunci din x € H = xz,xs,...,x”,... € H . Din H finita (El)i <Jjcu xi = xj

sau ¥ (l—xi_i) =0, ceea ce diix = 0, x = 1 sau x = 1. Deci H={—1,0,1} sau H={0}, H={1}, H={—11};

15. AY=E,B=4%,c=4% F =AD,G=A’D,H=AD; 19. f :[a,00) = [a,00), f)=(y+Dx+y;
y<—1= fsd. de la —oco la f(a) si acest caz nu este bun; y>—1=- f crescitoare si
f@)>a,(V)y>—1.Deci (y+Da+y>a< ya+1)>0,(V)y>—1.Rezulti a=—1;20.1) a >6;
2) a =1 21%. Vezi problema 12.

1
Asociativitatea. 2. Toate; 6. m €{0,1};7. a E{O’E} ;8. a=b=1;c=3;

Comutativitatea. 2. 2+3=3# 32 =4 ;7. Tabla legii este simetrici in raport cu diagonala principali;
8. A Ap=Ayp=Ap,=Ap-A,; 12. xxy=yxx, (V)x,y =b=2a, iar din asociativitate

:>a1=0,a2=§; aq=b=0= xxy=xy; azzé,b2=1=> xxy=xy+x+y; 13. a=—b=1;
14.¢);15. a) a=5;b)a=23;16.1) a=be{0,1},ceR;2)a=2;3)a=bec{—-2,3};4)a=12;
5)ac{7,—6};6); a=b=—2.

Element neutru. 1. 102=3#201=1,(102)c1=2#10(201)=0,e=0;6. x,y>2=>x%xy>2=
= (x—=2)(y—2)+m—4>2=m>6; e=3,m=06; 8. Din asociativitate rezulti a; =0,a, =1;

a=0=xxy=—xy;e=—1;a=1= xxy=x+y—xy, e=0;09. c=3,e=§; 10. Asociativitatea

=a=>b si a2:a+c; x*e:x,(V)x=>a+e=1 sibe+c=0;12.a=5b=20,e=—4.

Element simetric. 1. e =1, 1! =1, 571 =5; 3. e:—é,x'=—2+ 1 >-—235. xEH<:>|x|<1;
3 9(x+2)

—1 —1
e=0,x'=x;7.H:{X,XZ,X3,X4=I4},I4_1=I4,X_1=X3,(X2) =X2,(X3) =X;

8. e:%,x':l—xe(O,l);& Ag-Ap=Agip Ag=1€H, Ay =A_.

1 1

ad >—1;4. e=0,x'=L >1;6. u:eg,x'zeE >0;
x+1 x—1

Grupuri. 2. e=1,x'=2—x;3. e=0,x'=—

8. e=0,x'(1—ax)=—x. Daca x=1:>x'(1—a)=—1=>x'=—%€Z<:>a—1€{:|:1}=>a€{0;2}.
—a
Dacii a =0, ecuatia x'(2x—1)=x nu are solutii x'€Z,(V)x€Z.Daci a=0=x'=—x€Z siin

acest caz (Z,o) este grup abelian; 9. a) A>2; b) x":(x—l)"+1, (V)nEN, inductiv;
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2
e=2,x'=i>1; 10. e=m+1,x'=M;ll. xTe:x,(V)xEG=>m1=2,m2=—3;
x—1 xX—m 2

eTx:x,(V)xEG=>e=—%,m=2 sau m=—1. Din xTe:eTx:x,(V)xEG:Nz:O,

e:—l,m=2,x'=—ﬂ66; 12. a=b=1;13. a=b=1; 14*. xoe:eox:x,(V)x:>
2 4(x+1)

=a=b,e=1—a>1(=a<0) si c=a*—a. Din xox=x2+2ax+a2—a>1,(V)x:>

:>1i1\r|1(x2+2ax+a2—a):a2+a+121=>a(a+1)20. Cum a<0=a+1<0=>a<-1.
x N\l

1—
Daci a<—1, atunci x=-——oy>1,(V)y>1= y+a—2<0,(V)y>1, fals. Deci a=—1;

19. 1) Daci existd o.€G, o#0, atunci 20, 30.,...€ G =G infinit, fals. Deci o=0 si x; =x; =x3=x4=0,
adicAi a=b=c=d =03 2) Daci a#0,0acG, atunci az ol 5. €G . Cum G este finit se obtine
ock =1.Cum k <4 rezulti pentru k =1,G={1} si xy=xp=x3=x4=1,cind a=—4,b=06,
¢c=—4,d =1. Pentru k =2 avem G={—11}, etc. 21. 1) A(x)A(y)=A(x+y—2xy),x +y—2xy ¢% s

1—(1—=2x)"
2

_(1+a)"—-(1—-a)"
1+a)" +A—a)

A"(x)=A

Z)a)M(a)M(b)_M[—] I3=M@0);b) a, =

22. G:{I3, A, Az, A3 } ; 25. Elementul neutru se obtine pentru a =b=c =0. Numiirul de elemente este 27;
26. I = A(ﬁ), A x)=A(=x);27. A*=B*=C*=AB=BC=CA=0,;28.1) G:{IZ, A A%, ...,A9} ;
det(A) = sl deci A este inversabila; 29. 1) (i, 6, f)), 2) (3, f), i) ((A) i ) (O,(A),i),(é,f],zl),(g,if)),
(0.2.3).(3.8.3)(6.8.35 10) (123 (52.3)(3. & 316,35 10 (303, (338 13) (ryat=(i. 2.3
15) {x,y,z}= {i, 2, :I} ; 16) @ ; 33. a) Ecuatia nu are solutii deoarece luind signatura in egalitate

1 2 3 4
a b c d

= e(xz) =e(0) & (e(x))2 =—1<1=—1, fals; b) Se cauta solutii de forma x = [ . Se

. 9 . 1 2 3 4 12 3 4
analizeazi cazurile a =lL,a =2,a=3,a=4;x1 = 2

y Xy = . 34. Sase solutii.
2413 3142

Reguli de calcul intr-un grup. 1. 1) (xy)3 —e=e-e=x> -y3 => XyxXyxy :x3y3 = yxyx = xzy2 =y2x2 =

n+2 n+1 n+1_n+1 n+1 n+1=

= yx=xy;3) x"T2y2 = (xy) xy = x"Hym ey = eyt =y analog X"y

= (xy) Xy = x" y Xy = xy = y X3 y x = xy""*'1 = xy"y = y”xy = yx=xy; 2. G={x1,X3, X, }
si x €G arbitrar. Atunci xxq, xx3,..., XX, EG si xx; # xxj, i#j.Deci G={xxq,xx3,.0,XXx,}.

2) 2)
De aici 161 X...XX;, = X1 XX, $2U X" (X1 X5 X)) = X Xp Xy sAU X" =€ 5 3. x2y =x(xy)=xyx3 :yx:’-x3 =
31) 2 3.2 4 3
=y =yx; x“y=yx=y x“y=y x=x (am inmultit relatia cu y~ si apoi am utilizat 1));
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1

y3x2y =x= y3x2y =x= y?’xzy4 = xy3 (am inmultit relatia cu y3 ) = y?’x2

=04 1) w=(p) =

=y L =y, (V)xy€65 2 apyl=x Ty o=y Ty s x =y Ty = =y
3) x(y_l)_1 = y_lx_1 =>xy= y_lx_1 =>xy= (xy)_1 = (xy)2 =e. Aici facem y= x? si
obtinem x® =¢ siapoi y = x cAnd gisim x* =¢.Deci x% =e, (V)xeG.

Subgrupuri. 1. x,y € H = xy € H, deoarece |xy|:|x||y|:1~1:1; xeH =x ! € H pentru ca
_ 11 1 1
=

—|=—===1;2.2) H={x €Z||x|>2},cand 0¢ H ; 4.b) Realizati tablele subgrupurilor;
6. Subgrupurile sunt: {e},{e,61}, {e,0,},{e,03},{e, 61,0,,063};8. Evident H C S . Se stie cii orice

X :|x|_1

permutare este produs de transpozitii (ij) . Cum () = (1i)(1j)(1i) se deduce cd 6 € H , adici $,CH;
10. Prin dubl incluziune; 12. a) <1>={1}, <—1>={(=1), (—)2}={—1,1}, <i >={i*k €2} =(=£1,4}; b)
<o>={kdlkez}=1{0,2.4.6 8 10,12.13}; o <3>={3*lkez}t={i 323 3};
o <A>={kAlk € Z} ={A,24,34,44,54} ; 16. n=2=> A, ={e}=Z(A,) ={e},n =3=>|4,| =3,

12 3123 11312

reducere la absurd; 17. Daci H C K ,atunci H UK =K ,iar daci K CH ,atunci KUH =H si
deci KU H este subgrup. Reciproc, dacd H |J K este subgrup, atunci sii presupunem prin absurd ca

H;Z/K si K;Z/H, ceea ce inseamnid ca exista xEH,xE/K si exista yEK,y/éH. Cum

1 2 3)(1 2 3)(1 2 3} . . . .
[ ],[ ],[ ] si A, este comutativ. Deci Z(4,)=A4,,, n>4,Z(A,)={e}, prin

x,yEHUK=xye HUK = xyc H sau xy€ K . Daci xy € H, cum xEH(=>x_1€H)=>

= x_l(xy) =y € H ,fals. Analog,din xy c K,y c K = (xy)y_1 =x €K, fals.
Morfisme si izomorfisme de grupuri. 1. 2) Pentru a proba ca f este morfism se discuti patru cazuri dupa

paritatea lui m,ne€Z ;2.3) fQ)=—1=a=-3;3.b) f)=0=a=1;4. f(l):%:>m=2;

5.2) (1,2);7.2) f:G—)]R*,f(x)zlnx;S.c) Im f = (1,00), li{‘n f(x)=x/17=1=>b=1,iardin
x N0

f(l):x/i se deduce a =1; 9. b) f:G—)]R,f(em‘)zoc; ¢) Gy ={erx|rEQ},g :Gp —>Q,g(erx)=r H
10.,a) 1) a=b=1,e=—1;2) f(x)=x+1;11.2) f:G, =Gy, f(x)=x+b—a (se cauti un
izomorfism liniar). Pentru » =0=-G, =G, =(Rj_,-) ,iar g :(Rj_, ) —>(]R,+), g(x)=Inx este izomorfism;
13. Ag-Ag=Agip [ :(C1) = (Gy, ), f(cosatisina)=Ag; 14. a) 1) Ac-Ay=Ay, A =1,

_ 1
elementul neutru; (A, ! =A,;2) f:R*—G, f(x)=Ax; b) s=23 16. 1)-2) Realizati tablele

X
legilor; 17.1) G = {13, A, Az}, f:G—Us, f(I3) =1, f(A)=¢, f(A%) =€ ; 2)-5) Realizati tablele
operatiilor pentru a evidentia izomorfismul de grupuri; 18. b) f :G — Z, ((A(x)) =x+LAx)EG;

19. G:{I4,A, A2,A3},f :G =Gy, f(I3)=e,f(A) =01, f(A%) =0, f(A3) =03 . Pentru a arita
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ci un grup este izomorf cu un grup de permutiri recomandim lectura ultimei Excursii
matematice; 20. f :R — G, f(x)=A,,A, €G; 22. A2 =3A, B? =3B,AB=BA=03, MM, =M

—r»
f:G—>R f (M;)=—t; 23. Pentru orice y € C existi A cu elementul a;; =y , iar celelalte nule
astfel incit f(A)=y;24. D) Fie A, ., Ay jr €M . Atunci A, - Ay = Aggq g+ 5 elementul neutru

-, —

e=A; 3 2) P={A1
k
2

keQ*}CM;f:P—>Q*,f Alk]:k; 25. f:G—C", f(Agp)=a+Dbi;

P
_ — 2001 — . — .

200 = (4200 = ean o™= £ 200 = (21000 4i219%0) = 4 g o 5

26. Se impune A4=14,xy=1=>x:y:—1;f:{14,A,A2,A3}—>Z4,f(A")=1€,k=E;

27. Pentru asociativitate utilizati functia caracteristica fy : M —{0,1}, fx(x)=1 daci x€ X si

Sfx(x)=0 daci x/éX 529.10) fuofm=JSmeSn="TSntm> f:Z—G, f(n)=f, este izomorfismul;

30*. a) Prin reducerea la absurd, presupunem ca exista izomorfismul f :(Q—H *)(@‘ ,-), x+=f@f ()

( )x yEQ si f(0)=1. Atunci f(x)_f[— —] f[ [f[ ]] >0 xEQ,adlcaf

nu este surjectivid; b) Prin reducerea la absurd. Avem f(1)=1 si 1=f1)=f ( —1)(—1)) =f(=Df(-1)

si de aici f(—1)=1, ceea ce arati ca f nu este injectivi; c¢) Prin reducere la absurd. Din
fx)=f (\/; \/; ): ( f (\/; ))2 >0= f nu este surjectivi; d) Q* este numirabili, iar R* este
nenumirabild; 31*. f:Q — Z si a € Z fixat :(El)x €Q, f(x)=a;n EN¥, (El)y EQcuny=x=
= f(ny)=nf(y)=f(x)=a :n|a, (V)nEN* =a=0;32* Punem f(i):a €Z .Cum f(6)=0=>
0=fO)=fM)=na=>a=0; fQ)=2f1)=0; 33*. f:Z, —Z,. Notim f()=a,f(0)=0.
Avem 0= f(0)= f(in)=ma=ma=ma:n, etc. 34. 1) e=(0,0),a=(1,0), b=(0,1),c=(1,1),

at+a=b+b=c+c=e,a+b=c,b+c=a,a+c=>b, adicAi ZpXZjyeste grup de tip Klein;
2) f:Zpyp —ZpyXZpy,(mn)=1, f(x)=(x,x) este bine definiti, adici daci x =1y, atunci

()'c:jrsif=§)(mn|x—y=>m|x—y5in|x—y). Avem: f(0)=0,00 si fE+Y)=f(x+y)=

=|x —;—y,;{—\y =(x,%)+(y,y)= f(X)+ f(y). Functia f este injectivi deoarece din f(x)= f(y)=

=x=y si x=y. De aici m|x—y si n|x—y,adic5 mn|x—y,(m,n):1.Deci x=Yy. Cum

Zyn>Zy XZ,, au acelasi numir de elemente, iar f este injectivi, se deduce ci f este si surjectiva.

354 1) Ayy-Agp =Arrayib A0 =12 Ary =A 3 2) A(l,l):A,G:{IZ,A,...,AM}:ZIS;

~ A

4
36*. G1,Gp sunt generate de A= ] si G,Gy=Zg; 37" 2) A o-As, =A,p i deci

2 a,0 "0,p
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G={ABA€EG, BEG,}, f :GxGy —G, f(AB)=AB; 38+ 1) det(A):i:>G:{12,A, AZ,A3,A4,A5},
01
i1
Teste de evaluare. Testul 1. Varianta A. 1. a>6;2. m=1;3. a=1,b=—1;4. A={2,4},S=2+4=6,
B=@;5.1) A(a)-A(b)=A(a+b);2) f:M—R, f(A@)=a;3) A"(a)=A(na); 6. A=5a+5,

A=

A=Z7,5=6,(%5,2)=(1,0,0)=V =1;7. Tabla legii.
Varianta B. 1. ae{—l}U[O,oo); 2. a €{0,1}; 3. a=b=0 sau a:%,b:l; 4. §1=285,=4;
5. 1) Ax)-A(y)=A(x+y); 2) f:G—)]R,f(A(x)):x; 3) A"(2)=A4@2n); 6. A:fl,S:i;

7. Tabla legii.

i
Testul 2. Varianta A. 1. 1) Da; 2) e = 1"

33)z2=1;3.a=7,b=42; 4. A >4;5. x=3,y=—136.

1) fa°fb:fabsf1:1Rafa_1:fl;2) FiRY oM, fla)=f,; 7. ord(A)=17.

a

Varianta B. 1. 3) z:%;z. mea;3 ac{0l}; 4 0>20;5. e=3,axa=3=a;=1Lay=3=

=>S=4 A={—1}; 6. 2) Tablele legilor la fel structurate f(f;)=1, f(f2)=¢, f( f3):t—:2; 7. ord(B)=6.

Testul 3 (grild). Varianta A. 1. b); 2. ¢); 3. a); 4. b); 5. a); 6. a); 7. a).
Varianta B. 1. a); 2. b): 3. ¢); 4. b); 5. a); 6. b); 7. b).

Capitolul 2. Inele si corpuri

Distributivitatea unei legi in raport cu alta lege. 1. a) ,, *  este lege comutativa si se verifica prin
calcul egalitatea x x(yoz)=(x*y)o(x*2z), (V)x,y,z HVA in x= (yoz)=(x*xy)o(x*2), (V)x,y,z
se face x=0,y=1,z=0=a=b siapoi x=y=1,z2=0=a=b=2;3. a=b=i,c=—1—1i;
4d.a=c=0,b= ocz — 0o, 00 € R ; Inele. 1. Inele: 1), 3) (daca m =1), 4), 5), 7), 8), 10)-13); elemente

1+i3
2

[1), 2)], [1), 3)], [5), 6)], [7), 6)], [10), 8)] etc.; 2. Inele comutative: 5) — 16); elemente inversabile: 1)

matricele care au determinantul egal cu — 1 sau 1; 2) —4) orice matrice cu determinantul nenul; 5)
Iy, —1I5 ;7) orice matrice cu determinantul nenul; 8) I,, — I, ; divizori ai lui zero: 1) — 4) generati

inversabile: 1), 5), 8) 11) 1, —1; 4) 7) 10), 13) orice numir nenul; 12) +1, ; [inel, subinel]:

a a a —a
de matrice nenule; 14) ,
a a) |—a a 0 0)10 b

a 00 0 . .
,a#0; 15) , ,a,b #0; etc.; [inel, subinel]:

[5), 6)], [7), 5)], [7), 6)] etc.; 3. Elemente inversabile se afla in fiecare inel; divizori ai lui zero se afla

in inelele: 1), 2), 4), 5), f(x)= x? + x|x|, g(x)= xZ— x|x| = [ -g =0; 4. Elemente inversabile:
D (L,1),(1,—1),(—1,1),(—=1,—1); 2) -4) (1,0),(—1,0) ; divizori ai lui zero: 1) (a,0),(0,b),a,b#0;

2) (a,a),(a,—a),a#0;5. e = element neutru in raport cu prima lege si u = element neutru in
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raport cu a doua lege; 1) e =3,u=4; elemente inversabile x =4 si x=2 cind x'=4 si
respectiv x'=2; 2) e=—3,u=—2; elemente inversabile x =—2,x=—4 cind x'=-2 si
respectiv x'=—4; 3) e=—2,u=—1; elemente inversabile x =—1,x=—3 cind x'=-—1 si
respectiv x'=—3;5) e=0+0-i,u =1 ; elemente inversabile U(Z[i]) = {:|:1+bi|b €Z};6)e=9,
u = M ; inelul are divizori ai lui zero, A ={a}, B={b}=AB=ANB=2;7) e=0,, u=1I,,etc,;
6. Inductie matematici; 7. x=—1=>1=—11+1=0=>x(1+D)=0& x+x=0,(V)x € 4;

x,yEA=>(x+y)2=x+yc)x2+xy+yx+y2=x+y@xy+yx=0©xy+(yx+yx)=yxc)xy=yx;

8. x,yeA=1+x#1+y;A={0,1,a,b,c,d,e}= A={1,14+1,1+a,...,1+¢}. Suma elementelor

lui A este aceeasi = 0+1+a+..+e=1+1A+1)+...+(1+e)= q.e.d.; 10. a) —x — x 1in relatie

:>x+x:0;x+1—>x=>x4+x2:0:;x6+x4:0;x4+x:0 si x4+x2:0:>x2:x;
X

11. (x+x)2:x+x:>x2+x2+x2+x2:x+x+x+x;12.a) xXEM=>1—xeM si x#1—x

2

(x:l—x=>x2=x—x =>x=x—x=>x=0=>0=l) (x =1—x) fals = elementele lui M se

pot grupa in perechi; b) daci 1 este singurul indempotent, atunci produsul este 1, iar dacid x,1—x €M,

x=>x(1—x)=x— =x—x=0 si deci produsul lor este 0; 14*. a) a =xb,c =yb =al4p e 1=

:b_l(x_1 +1+ y_l):b_l(y +1+ x):b_lb =1;15. a) (x2x3x1 )2 = XpX3X{X3X3X] =
=(xpx3)(x1x2x3) X1 = x2x3-0- x; =0=> xpx3x1 =0 b) analog cua); ©) y; = xjaxy, y =b, y3 =x3

si se aratii ¢ y,y3y; =0; 16%. Relatia datii devine x2y+xy=yx>+ yx. Aici se pune (—x) in

locul lui x si rezulta x? y—xy= yx2 — yx , care se scade din precedenta; 17+, in x3 = x2 se face

—x—x, x+1—=x,x—1—x; 18* (l—x)zz(l—x)+1:>x=1—x=>x+x:1=>(x+x)2=1:>

:>x2+x2+x2+x2=1=>(1+x)+(1+x)=1=>1+1+1+(x+x)+(x+x)=1.

Corpuri. Notim prin e si u elementele neutre in raport cu prima si respectiv a doua lege de
_ b3
compozi;ie.l.Z)e=0=0+0\/§,u=1:1+0x/§,x 1_ a — \/— 35)e=0,u=1,
(a2—3b2) (a2—3b2)

—b —3b
x:d—{-bﬁix_l: (a ) — be 32.1) e:02,u=12,A_1=[_Z ]/(a2—3b2);
a

(a2 —ab +b2) (a2 —ab +b2) ’

e=0yu=I)=A, A} =A

1 .
ala® 30l D) €O =M1z A= arda s D Tie Oply

A, B matricele care apar in descriere. Din tabla legii pentru ,,- “ = A~ 1= B, B 1= A; 3.esiu
sunt elemente neutre in raport cu prima si respectiv a doua lege; 1) e=4,u=5;2) e=1l,u=e ;

3) e:2,u:§; 4) e=fo,u=1g;5) e= fo,u=f156) e=i,u=m—Di/m;7) e=0,u=1

4.1-2) e=(0,0),u=(1,0);5. a=b=Le=2,u=3; 6.e=0y,u=1I;7. e=03,u=U | 1;

3 3
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Morfisme si izomorfisme de inele si corpuri: 1. a) f()?-{—j’): 4()?4—5’): Z)\c+@ = f(f)-f- f(j’),

f(f}):f(i}):@ sif(%)/(5)= 4545 =1635 =163y = dxy ; Ker(f)={% €2Z4|/(%)=0}

:{2 ez6|2§c:0} ={6, §},1mf :{f(fc)|fc EZ6} :{f(ﬁ), f(l)f(s)} ={6, 3, 21} :2) [Z Z] ,a€Z;

2. Ker(F):{f eC([—1L1) f[%]:o}; 3. f nu este injectiv, (3)(a,0)#(a,1) cu f(a,0)=f(a1)=a;

5f2)=0, fQ)=1=a=1B=-2= f(X)=x—2;6.1) f(-D=1, fO)=2=0a=1p=2=
= f(x)=x+232) f(X)=u, f)=v=>f(X+Y)=f(X)+f¥)=u+v, f(X+Y)=

W

(wv)€{(1+ii), (i,1+4)} . Sistemul dat are solutiile Xy =f~"(1+i)=

=1+4+2i. Deci u+v=1+2i. Din a doua ecuatie suwd+vd=—2+i=

01
-1 0
si Xp=f"1G),Y, = f11+i); pentru ecuatia f(X)=u=>u’ —(4—2W>+(7—10)u—6+12 =0=>

wy=2uy=2+i,u3=-3i=X1=f1(2), X3 = f12+i), X3= "1 (=3);7. fr A A

=f

oy =r0=
s

1 f<x+yﬁ)=[" y];n) A={al3laeC}.f:C—A, f@)=Al; 8. a) f((a,b)):[a 0];
Ty 0 b

9. a) f:H—>’H,f(a +bi+cj+dk)=[ a+bz' c+dz‘]; 10*. Matricea se scrie sub forma
—(c—di) a—bi
010 o0 0 010 00 01
aU +bI +cJ +dK , unde U:I4,I=_1 00 0,0 00 |00 10
00 0 —1 -1 0 0 0 01 00
001 o 0 —1 00 -1 0 00

care verifica egalititile: 12=12:K2=I4, IJ=—JI=K,JK=—K]=1,KI=—IK=];f: MM—H,
f (aU +bl +cJ +dK ) =a+bi+¢ +dk da izomorfismul de corpuri; 12*. f este morfism de grupuri,
[(ZA) = (Zpot); FO=d= f()=xa,a=fA-D=fFDf D=4, f:Z—Z,, f(x)=Xa, d> =4

sunt morfismele ciutate; n =6, &e{f),i,ﬁ, 2l}: patru morfisme; 13*. f (i) =a€Z0=f (f)): f)=na=
=a=0=f=0; 14* fD)=a,a=fA-D=fAfA)=a% fk)=ka, a®=a, fD)=a;n=6=
=ac{0,1,3,4); 15+ f()=a, f(X)=ax,a’=a si E:ﬁ,fﬁ si_f3 pentru n=4, m=6;
16. e=Lu=e, fO)=1, fMD=e=>0a=Pp=1;17.e=0,u=1; f(0)=0, fDH=1=a=1,p=0;
19. f:(Q+) = (QB,0), f)=0ox+B; 20. e=Lu=e fO)=1, f=e>=n=0,m=3;

22.1) f(a+bx/§):[;b Z];4) g:K' —Qg(fy)=a;6) f:K' =R, f(A)=2x;24. f:C—M,

1
f(z)=—;zA;25. 0:A—=R,Q(x)=f(x).
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Inele de polinoame cu coeficienti intr-un corp comutativ. 1.1) a =10,b=7,c¢ =5,d =2;2) a=9,b =4,
c=-3; 3) a=-2,b=3,c=0; 3. 1) m=1= f=6=grad(f)=0m=2=-grad(f)=2;
meR—{1,2}=grad(f)=3;2) m=*di= f=iX = grad(f)=1;m # i = grad(f)=4;

3 2n+1 2n+2 2n+1

4.meQ=m>#2=>grad(f)=3; grad(g)=3=>m=—1;5.0;6.2) X2 —1;b) X2 +X%  +1;
9. a=3,b=2;10. f=3X+5,8=—3X+4; 1. 1) f=2X2—3X—4;12 p=—12,¢=9;
13 (X +1), (—2x +1), (x —2) 5 14. f:3X3—%X2—%X+d,deR;15. Da) f=+Xx2;

b) fi=X% =X —X,f3=X>+X+1, f=X>—X+1;17. f=4X3—6X*+4X —1;
19. f =2X%+2X +3; 21. Patru polinoame; 22. f=3X>+X2+4X+2;24.1) ¢=3X2+X+6,r=1;
2) ¢=2x*3x3 19X aX +4r=—7; 4) q=iX,r=(3-3i)X —i; 5) ¢=3x*+x3+x%,r=1;
25. 1) f(1)=0=>m=—%; 5) m=—40i; 6) m=3;26.1) f(2Q)=3=m=3;27. f(1)=4,

f(2)=5=>m=—6,n=11;28. f()=1, f(—-1D)=—1, f2Q)=41=m=3,n=0,p=—3; 31. Se
pune x =0,x =—21n relatie; 33. 1) m=0,n=—5; 2) n=0,m=0 sau n=0,m=—1;3) m=—16,n=0;
34.1) f(—2)=0, f()=0=>m=n=3,p=2;2) m=—3,n=1,p=2;37. fGC[X],grad(f):n=>

X();—l) +otay, XX -1D.(X—n+1) ;

39. Prin reducere la absurd; 41. 1) rz; 2) 23 3) —6X +1; 42. Prin reducere la absurd;
B0 f=(x-2)X242x +4) (inR[X))=(X —2)(X +1+iV3)(X +1-iV3)(in C[x);

Fe A X
= (3)a; € C,i=0,n uniciai f=ay +arTrta; o

4. fO)=1%0,fD=3, fQ)=1,r3 =1 fd)=2 f= (x2 +4x +i)(x2 +X +i);

4

[

~ ~ ~ A~ A2 A~ N
1) (X n 1)(X n 2)(X n 3) : 2) 3(X n 2) (X 4 3)(X i 4) : 3) ireductibil; 46. Prin reducere

~ ~

laabsurd; 47. m = 1, n = 2 sau m :i,n:i;48. X+i,X3+i, 2X3+2X+i;
50 X2+, X2+ X +L, X2 43X 41, X242, X2+ 2X + 2, X% + X +3, X2 +2X +3, X2+3Xx+3;
51 1) X?4X-2; 2) X2+4+X+1; 3) X2—-1; 4 X%’4+X—-1; 53. oa=2B=—1
(f,g):X2—4X+3;54.1)d:X3+X—2:—§f+§(X+1)g;55.1) 2 41=0= x=i;

N . . . 3 2 6n+1
f@)=0=f(—)=f@{)=0; 56. Fie o0 radacina alulg:>0c2+0c+1=0 si o =13 l)f(oc)za(oc +1) +
3n 2n

a2 = oc(—oc)6"+1 +o.al= oc(—oc)[(—oc)2 +o’= —ocz(oc“”) +ol=—o’+a=0;

57. Fie o ridicind a lui g=o0l—a+1=0 si a’=—1; 1) f(@=(a—1""+02"+3 =

n+3
(az) +o? .o =" 0f + o2 (—1)=0?" —o?" =0; 58. @ ridicind a lui g=0’+a+1=0,
ad=1 si se discuta cazurile n € {6k, 6k +1,6k +=2,6k +3}; 1) ne{6k £2},k € N; 59. Fie o

ridicinialui g = a2 —a+1=0,0° = —1 siseia n € {6k, 6k + 1,6k + 2,6k + 3}, k € N ;
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1) ne{6k+2kecN}; 60. oridicind a li g=o’+o’+a+1=0 si a*=1= f()=0;
2

_1-21\/3 (@) =05 fF()+a*e() =0 2f(1)—g1)—i3g(1) =0 <

61. 2) p(@)=0< f(@)+

&2/ M- eM=0,V3e0)=0)= f)=gW)=0; 2%, x’=y=>)"—6y+8=0=y; =2,y =4=
=x =32, 5=V g(x1)=0= (2 +322(2)+Y4h(2) = 0= F(2)=h(2) = g(2)=0 (deoarece
£(2),h(2), g(2)€Q); 65. Inductie matematici; 66. 1) o ridicini pentru X2+ X +1; fé(x2 +X +1)2 &
& fl)=f"(@=0, f"(@)#0;2)Seia x €{0,1,..., 25}, f =kX (X —1)...(X —25); 69.,, <= z

. oo d 4 _ n__ d"l_ m__ dml_ . . .
solutie a ecuatie z° =lLin=md,m=my,d =z) =(z9| =1, z9 =(zp| =1=>z) solutie a ecuatiei

d _ _ _ n_(d\ . m [ d\™ _ . . n_4.m_
' =Ln=md,m=md =zj =\zy| =1zy =(z5| =1=z( solutie a ecuatiilor z" =1,z" =1.
» = “Seia z; =z; ridicini comuni a ecuatiilor 7" =1,7" =1, etc.; 72. 1) x—5=y;2) x+4=1y;

3) 2x—4=y;4) x=t¢ +% ;74 t=x +l = f(¢) =0 ecuatia rezolventi si aiba ridacini reale
x
= A; >0 si ecuatiile x +l =1,k =1,2 si aibi ridicinile reale = A, >0 & t,% —4>0=>
x

5 2

=t €(—00,—2]U[2,00); 1) (—00,—8];2) [4,00);3 3) (—o0,—16]375.1) x +o=ri2) xo=ys
4 2 4 3 R

3)x+—:y;4)x——:y;5)f——:y;6)2x——:y;77.a)1)z3+2z2—15z+(—z2—2z+15)z=0:>
x x 3 x x

:>(z3+2z2—15z=0 si —z2—2z+15:0)=>z1:—5 radicina comuni; =>z2—(3+i)z+3i:0=>
_ . . 3 k2 2 _

=73=3,23=—1;2)—3,—1,1+i;2)—2,3,i—1;b) x> —8x —6x+108+(x +x—48)\/§—0,

xEQ:>(x3—8x2—6x+108:05ix2+2x—48:0):>x1:6; xy=5—1/3,x3=—3-13;

) x3+2x2—5x—6+(x2+x—6)m:0,(V)m=>(x3+2x2—5x—6=0,x2+x—6=0):>

= x1 =—3, xp =2 radacini comune; x3=-—m+1;2) 3; 4; mT—l 3 3) —1;2; 3m ; d) Verificare

directi; e) 1) x = 3\/\/5 +2— 3\1 5 —2 siseridica la cub = x3 +3x —4=0 cu unica solutie reala

x=1;2)43) %D )xy=a—Lx*—x—22=0;2)x;=a+1Lx*—x+a=0;79.1) m=—5n=0;
2y m=—2n=-3;3) m=6,n=2;80.1) m=—2,n=—4;2)m:l,n:3;81.1)m=é,n=%;
2) m=—1,n=1;3) m=9,n=—1;82.1) m=27,n=40,p=—8;2) m=-3,n=—1,p=1;

83.1) a)-b) —2; ¢) 18; d) — 22; e) —%;f) —%;g) —1;h) —10; 2) a) 5; b) 27; ¢) 89; d) %;e) —g;
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f) %; 2)—360; 84. 1) 12; 2) %; 85.1) m=391;4;7;2) m=3,—2;1;4; 86. 1) m:—%,

n:—%;Z—S\/g;Z:E\/E;SS.I) m=—6—13%9 2)m:—l;l;—2;4;89.1.1)m:—5,%\/§;
5 1 1 1

3 m=6-3%2%-"32) m="32%-2%_"5IL.1) m=3 L5 -%-2; m=-%-5-52%2;2) m=-T7;
X2 =£2%-1;3;90.L1)1° (—1—\5,—1+JE);2°) [%,2];11. 1)1° ﬂ,‘“;ﬁ 2% o

91.1) x°—3x2 —x+3=0;2) x3+x2—2x=0;92.1) x* —2x3 —x2—2x=0;93. 1) {x,z,y} =

={-1,1,2};2) x=y=2=3;3) {x, 5,2} ={-21,2};94. 1) x=—2—y; y° +4y> + 7y +8=0;

2°) x:§,4y3+5y2+6y+1=0; ) x=1,2y3 3y 2y 1=0; 95. 1) A =a+1=>y> =5 —4,
y y

2 2
y3=2a2+9a—5;y=2a2—4,y2=5a2—4=>a2=y 5+4,a=2y 55y+8:>a2=(a)2:>
3 2 _0n. 3 2 —0-. — — . — —1-
=y  —4y“4+9y—11=0;2) y°"—2y“+y—1=03;96.1) a=—1,x=—1;2) a=0,x=1; 97.
1) aj=0,x1=0;ay=—6,xp=1; 98. a€Z ridicina comuni; 1) a=0=a=>5=0;

2) a=2:>(zf)a,bez; 3) a=—2=>a=—4,b=—8;4) o=4, imposibil; 99. 1) a=3,x;=—1,
x3=23;2) a=-3,x1=1xp=—2; 100. 1) a:Lb:Z,x2—2x+6:0; 101. o radacina dubla
comuni :>(a5+aa2+ba+1)—(a5+ma2+na+1)=0=>a2(a—m)+a(b—n)=0=>a=m,b=n;

102.1) a=3,b=2,c=1; 2) a=1,b=0,c=—1;103. x=1,a =4; 105. lezz—(az—a+l)<0,
3

(V)a €R 5 106. xg=u-+iv,|xg| =1=>xg=u—iv este solutie = fi(x —xg)(x—%g)=>a=2,b= 53
107. Se face n=1,n=2; 108. Y x1x3 =0=x1+x3, X3 +x3, X +X3>0=>a—x; =xp +x3>0,

3
b 3x—

etc.; 109*. Se imparte prina =—= ad x2 siseia x=tgy,y€
a 1-3x

AR ERRIY S(x -2 =1;

—_—,

2) din 1) :>(x,-—2)2§1=>—1§xi—2§1,etc.; 111, |a| < x| <3,p| <3, |e| <1=> T <75

Teste de evaluare. Testul 1. Varianta A. 1. e | =3,eT =4, x 'I'x':4=>x'=3+L3 EZ=x¢c{2,4};
x—

2. 1) L comutativi =-a=>b; L asociativi =a=1; T asociativi =c=5; ¢| =2,e1 =3;
2) f(O)=2=PB=2f()=3=>a=1; 3. a) a=2; b) (6,3),(i,ﬁ),(i,i),(S,i),(&,S); 4. f cu
grad(f) € {1, 2} nu existi; f =aX> +bX> +cX +d €Zs[X]= f =3X3 + X2 +4X +2; 5. a<—6;
6.a) x=10,h=5;Db) x e(oo, —4)U(2, 3); Varianta B. 1. f(x)=1 daca x <0, f(x)=0 daca
x>0,g(x)=0 daca x<0,g(x)=—1,daca x>0, f,g #0= fg =0; 2. Prin reducere la absurd;
F:A—B, f(x+y2)=x+y\3, f bijectivi si fu-+v)=F@)+f ), (V)uy A, dar f@)=f@f®),
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(Vuy€As 3. a) Sxf=—3m>—2<0;b) n=2k+1L,kEN; 4. y="TLo )" 1 etes
1

b) f(x1)=16x; —13x} +7x; +12 =¥ f(x;) = 68 ; 5. ) Ecuatia de gradul trei in  de solutii x, y, z
este: 10 +1%—4—4=0;(—2,2,—1) si permutirile; b) (8, 3, 8) ;6.2) n=30 zle; b) Jx+1=u,

x—3=v,x=73

Testul 2. Varianta A. 1. Se construiesc tablele legilor; 2.a) f=X—-1,g=X+1, f,g#0 si f+xg=0;
b) @ este bijectiva; @(f +g)=0(f)+¢(g) dar ¢(f *g)#o(f)p(g); 3. a) f:(X+i)(X+§

(X+21);
by ireductibi; 4. a) det(4)=3 inversabil in Zg , iar A" are liniile (313),(360),(023); b) Ax =B,
203 X | a—X 1 1 .

(3 03);5. a€{1,9)36.2) 3 4+3 ¥ =y>2:b) |=1.0],[ 50|, (10); Varianta B. 1.2) a =b=1;

e0:>n:m2—m; »o este distributiva fati de ,,x“=m=c; ¢) f(0)=—c,f(1)=1=
oa=1LB=—c; Z.a:—%,xlzxz:x3:—%,x4:%,a=—%,b=—1—16; 3. ae(—oq—l]U[—i,oo];
4. aam=—2,n=p=—8; 5. a=b=lLe=1L,x"'=2—x,c=3; f(xxy)=f(x)+ f(y), f(xoy)=
=f(x)f(y)=p=q=23;6.a) x€{5,6,7};b) x €{1,2,3}.

Testul 3 (grilid). Varianta A. 1. a =b =13 b) ; 2. a); 3. a); 4. ¢); 5. ¢); 6. b); 7. a); 8. a); 9. b); 10. ¢);
Varianta B. 1. a); 2. ¢); 3. a); 4. b); 5. b); 6. ¢); 7. a); 8. b); 9. a); 10. b).
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