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1. PRIMITIVE

In acest capitol se evidentiazi ci diferentierea si integrarea sunt procese inverse si in plus a
determina o primitivd inseamna a determina aria de sub o curba. Se definesc conceptele de

primitiva a unei functii, definita pe un interval din R, precum si cel de integrala nedefiniti. Se dau

conditii ca o functie si admitd primitive pe un interval si se prezintd metode de determinare a lor:
metoda directd, metoda integrarii prin parti si metoda substitutiei.
Istoric. G. W. Leibniz (1646-1716) a fost cel care a utilizat, in 29 octombrie 1645, semnul

,[ pentru integrare, derivat din prima literd a cuvantului latin ,,summa’” (sumi). in articolul
lui despre calculul diferential, apiarut in 1684, apar scrise diferentialele asa cum le utilizim si
azi. Leibniz a introdus terminologia de ,,calcul diferential” si ,,calcul integral”’, deoarece
determinarea dreptelor tangente la curbe implica diferentele si determinarea ariilor implica
sumele.

Istoric, ideea de calcul integral a fost dezvoltati cu mult inainte de cea legati de calculul
diferential. Daca diferentierea a fost creata plecind de la problema tangentelor la curbe si de
probleme de minim si maxim pentru functii, integrarea s-a dezvoltat ca proces de sumare
pentru calculul ariilor unor suprafete sau calculul volumelor unor corpuri. Calculul diferential
studiaza cit de repede se schimbi o functie intr-un punct, in timp ce calculul integral studiaza
ariile delimitate de curbe si este utilizat la calculul sumirii continue (in opozitie cu sumarea
discreta).

Arhimede (287-212 1.C.) a avut ideea ingenioasa, in dorinta de a calcula aria unei regiuni
plane, de a imparti aceastd regiune intr-un numir mare de ,,benzi inguste” si de a insuma
ariile acestor regiuni pentru a obtine aria figurii date. Aceasti idee a fost redescoperiti in
Europa in secolul al XVII-lea, cind legitura inversa intre determinarea ariei sub curba si
construirea tangentei la curbe a fost stabiliti. Sir I. Newton (1642-1727) a fost primul
matematician care a tratat integrarea ca proces ,,invers” al diferentierii.

,,the method of tangents ... extends itself
not only to the drawing of tangents to any
curved lines ... but also to the resolving...
of problems about areas, lengths, centres
of gravity etc.”

(Newton, Principia, 1687)
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,, Les élements de calcul différential que M.
Euler publia il y a quelques années,
faisoinent désirer depuis longtemps le
calcul intégral qui devoit en étre la suite...”
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1.1. PRELIMINARII

Notiunea de primitiva leagd intre ele doua concepte fundamentale ale Analizei

matematice, derivata si integrala.
Integrarea este considerati ca operatie inversa (intr-un anumit sens) a derivarii.

Propunem 1n continuare cateva exemple de operatii inverse pentru a ilustra unele
caracteristici ale acestora.
Exemple.
1. Find date doud numere reale oarecare a,b, atunci se poate calcula suma lor
s=a+b Invers, se pot determina perechile de numere (ab)e R%cu  suma

s cunoscuta.
Existd o infinitate de astfel de cupluri (sunt situate pe o dreapta de ecuatie x+ y=ys).

Deci 1n acest caz problema are o infinitate de solutii.

2. Dat fiind numarul real b, atunci se poate calcula b* (patratul lui b).

Invers, se poate gdsi un numar real pozitiv r, al cérui patrat sa fie ¢ 20. Deci r’=c
iar de aici r=+/c (rddacina patratd a numarului pozitiv c). Aici dacd ¢ <0, nu exista
numar real r pentru care r* =c. Deci problema n-are solutie. Pentru ¢20. avem
raspuns favorabil (numarul r este unic).

3. Fiind datd o dreaptd d in plan si A¢ d, prin proiectia ortogonald a lui A pe d se
intelege punctul A" ed astfel incat AA™ L d. Invers, se poate cerceta daca exista
aplicatia inversd celei descrise. Adicd pentru A" ed, existi un punct A din plan
pentru care proiectia lui sa fie A" 7 Se constati ci existd o infinitate de puncte (toate

punctele de pe dreapta d', care trece prin A'sid Ld).

1.2. DERIVATE

In orice curs de Analizd matematica capitolul Primitive urmeaza celui care se
referd la Derivate. Este deci util sa fie cunoscut acest din urma capitol.
Vom reaminti principalele operatii cu functii derivabile.
Fie f,g :R - R, doua functii derivabile. Atunci:



1) f+g estederivabilasi (f+g)'=f'+g'
(Suma de functii derivabile este o functie derivabila)

2) af este derivabila si (af)' = af , Voe R
(inmultirea unei functii derivabile cu o constanti este o functie
derivabila)

3) fg este derivabilasi (fg)'=f'g+ fg'
(Produs de functii derivabile este o functie derivabila)

’

4) i este o functie derivabila si [LJ :M, g#0
8 8 8
(Cat de functii derivabile este o functie derivabili in punctele

x,8(x)=0)

5) f o g este o functie derivabila §i (fog)'=/f"(g) &'
(Compunere de functii derivabile este o functie derivabili)

Exercitii rezolvate

Sa se calculeze derivatele functiilor de mai jos:
1L f(x)=(2x+1)"",xeR.

R. f'(x)=10(2x+1)’ (2x+1)'=10(2x+1)’-2=20(2x +1)’.

2. f(x)=(x'1)5,x¢-1.

x+1
I e R R

x=I\ x+l-x+1 ()c—l)4
:5 _— P :10 6"
x+1 (x+1) (x+1)

3. f(x)=vVx?=1,xe (—o0,-1) U(1,).
oy | 21} = 2x  __ «x .
s (x)_2m( 1) 2\/x2—1 \/x2—1

4. f(x):ln(x4+1),xe]R.




4 ,
R. f’(x):M: i

Al x4
5. f(x)=sinx’,xeR.

R. f'(x)=cosx’ -(xs)' =5x"cosx”.

Probleme propuse

1. Sa se calculeze derivatele urmiitoarelor functii, indicind domeniul de definitie si de
derivabilitate.

2 5

=(3x2+1)"2 = x2(355 422 4+1) 330 f (v) =| = | 5

D 7 (x)=(35+1) 52/ () =% (3% 467 41) 5 37 () (xm]
4) f(x)=x?+1;5) f(x)= /z—:;(s)f(x):ln (x)=ex*;

8)f(x)=2"2 +e"3;9)f(x)=sin3x;10)f(x)=sin x;11) f(x)=sinx?-cos® x;
12)f(x)=cosex;13)f(x)=tg(sinx);14)f(x):(sin3x+c052x)-lnx;

15)f(x)=1_'_SIcI:):2 ;16) f (x)= arcsin%;ﬂ)f(x):arctg%;
sin| x2 X
18) f (x) =arctg e*;19) f (x) =In*Vx;20) f(x)=e ( ¥ );

21)f(x)=sin3(arctg(x2+2x));22)f(x)=sin3(\/:) 23) f(x) =3+,

1-x X .2

24)f(x)=2mcos(l+"l25)J‘(x)=(’fz+2’f)e[3 ]
2. Se considerd f,g,h:R — R; functii derivabile si
£(0)=0,£°(0)=1,£ (1) =1, £ (1)=0, £ (2) =2, £ "(2) =L, g(0) =1, g'(0) =2,
g(1)=1,¢'(1)=0,2g(2)=2,2'(2)=1,1(0)=2,r'(0)=1, k(1) =1,h"'(1) =2,
h(2)=0,h
fo2)(0);2)(f£)'(1);3)(f 2£)'(2); 9 (2 2h)'(0); 5) (g 2 k)" (1);

1)'(2);7)(fogoh)'(0);8)(fogoh)(1);9)(fogoh)(2);
ofoh)'(1);11) (ko fog)'(1);12)(fohog)'(2).

'(2)=2. Sase calculeze:

1) (
6)(go
10) (g



1.3. PROBLEME CARE CONDUC LA NOTIUNEA DE
PRIMITIVA

Anul trecut la analizd matematica, la calcul diferential problema centrald a
fost de a determina f 'dacd se cunoaste f functie derivabila (operatia directd). In

acest an la calcul integral problema fundamentald este de a determina functia
F derivabild dacd se cunoaste derivata sa F'= f (operatia inversa). La operatia

directd pentru o functie derivabilda f avem o unica functie f'(derivata lui f ). La
operatia inversa pentru o derivata datd f se obtine o multime infinita de functii F cu
F'= f (orice functie F +c,c constantd, verificd egalitatea (F +c¢)'= f ).

Trei probleme, doud de geometrie si alta de mecanicd, au condus la notiunea de
primitiva

1) Problema inversa a tangentelor.
2) Exprimarea ariei printr-o integrala.
3) Legea de miscare a unui punct material.

Le analizam in continuare.
1) Problema inversa a tangentelor

Urmatoarea problema de naturd geometrica ne conduce la notiunea de primitiva a unei
functii:

Sa se determine functiile G : R — R pentru care panta tangentei la graficul
lui G in punctul M (x, G(x)) este g(x)=x’,VxeR.

Stim din anul precedent ca panta tangentei in M la graficul lui G este data de formula
m,=G'(x). Deci trebuie determinatd functia G care verifica egalitatea

G'(x)=x* = g(x). In cazul in care existd G, ea se numeste o primitivi a lui g pe R .
3
. 5 5 x . N
Aici se constatd usor cd G(x)= 3 esteuna din functiile cautate.

3
X : o
De asemenea, G, (x) :?+1 este solutie pentru G'(x)= x> si mai general
x3 . ) ) .
G, (x)= = +¢ ceR este solutie. Ecuatia G'(x)=x" se numeste ecuatie

diferentiala, iar G, este o solutie particulara a ei, si G, este solutia generala a
ecuatiei diferentiale.



Schematic:

Se cauta functia
x—G(x)
astfel incat G'(x)=g(x), Vx

x— g(x)

\ 4

Functia data

Sa observam ca:
1) functia G trebuie sa fie derivabila pe R i in plus G'(x)=g(x),Vxe R.

2) functia G, :R = R, G, (x) = G(x)+c, c constantd reald, este, de asemenea, 0

primitiva a lui g (G, 'este derivabildsi G,'=(G+c¢)'=G'+0=g).

2) Exprimarea ariei printr-o integrala

Exemplul care urmeaza leagd notiunea de arie cu primitivele unei functii si constituie
un suport pentru intelegerea proprietatilor integralei.

Fie f:R >R, f(x)=x?, iar graficul acestei functii este parabola & (Fig.1.a)

y A D _ 2
J y=x yA 9
P(x, x?) / xg I
0 X X 0 x, x0+h ;C
. = 2
. . aria hasuratd = x_ h
a) aria hagurati = S(x) b) 0
A
y A 9 Y 7

=V
<

0 X, x0+h Xy xyoh X

aria hagurata = S(x0+h)-S(x0) aria hasuratii = (x0+h)2h

©) d)
Fig. 1
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Pentru orice x>0, notdm cu S(x)aria domeniului delimitat de axa Ox, de
parabola & si dreapta paraleld cu Oy dusa prin punctul P (de pe parabold) de abscisa x
(pe figurd domeniul apare hasurat). Fie x, >0, un numar real fixat si >0 . Atunci:
X2h<S(xy+h)=S(x)<(xp+h) h (Fig. 1. b,c,d) sau
S (xo +1)=S(x)

o iox, <(x,+h)>.(1).

2
X <

Trecem in (1) la limita dupd & — O si se obtine (criteriul ,.clestelui”) S, (x,) = x2 .
Pentru 7<0 cu x,+h =0 au loc inegalitatile de sens contrar si deci S ;, (xo):xg .
Din S, (x)) =5, (xp)=x2 rezultd S'(xy)=x2 = f(x,). Cum x,€[0,00) a fost ales

arbitrar deducem cd S :[0,00) - R este o functie derivabild cu S'(x)= f(x), Vx20

3
si n plus S(0)=0. Aceasta functie este S(x) =x?. Spunem ci S este o primitivi a

Iui f (S derivabilisi S'=f).
Schematic:

Se cauta functia
x—8(x)
astfel incat S'(x)= f(x), Vx

x—)f(x)

Functia data

A\ 4

Mai general, vom prezenta o schitd a interpretarii functiei primitive ca arie a
unei figuri curbilinii. Deoarece notiunea de primitiva este legata istoriceste in mod
foarte strans de problema determinarii ariei, o vom ilustra in cele ce urmeaza.

Fie f:[a,b] —>[0,00) o functie continua. Figura marginita de graficul
functiei, axa Ox si de dreptele x =a, x =b o vom numi trapez curbiliniu (Fig. 2.a)

YA VA

[

|

|

|

|

[ -
b x

A B B
0] a b x
Trapezul curbiliniu ABCD Aria zonei hasurate =S(x 0)
2) Fig.2 b)

11



©)

e)

Aria zonei hasurate =

= S(x,+h)-S(x,)

Fig.

P=x, xgth b X

Aria zonei hasurate =

=M-h =f(pM

Aria zonei hasurate =

=m-h =m f(c))

d)
2

Studiind aria figurii variabile
AM\N,D (Fig.2.b) cuprinsd  1Intre
graficul functiei f, axa Ox si dreptele
x=a,x=x; (unde x, este abscisa
punctului M situate intre A si B) vom
incerca sd determindm aria figurii
ABCD. Ciand x,variaza, aria figurii
AMyNyD va lua diferite valori, dar de

fiecare datd o valoare bine precizata,
ceea ce aratd ca aria trapezului curbiliniu
AMyNyD este o anumita functie de x,

definita pe intervalul [a,b], pe care 0 vom nota cu S(x;).

Deci S:[a,b]—[0,). Pentru x=ux,+h h>0, obtinem aria S(x,+h).

Atunci  S(x,+h)—S(x)) (Fig. 2.c) reprezinta cresterea ariei in punctul x=x,+/,

corespunzatoare cresterii argumentului, x, +/4—x, =h. Functia f fiind continud pe

[xo,xo + h] este marginita si 1si atinge marginile pe acest interval (Weierstrass). Deci

existda numerele

m, M pentru care m=inf f(x)=f(a),

X S<x<x0+h

M =sup f(x)=f(B), o Be[xy, X +h] si m< f(x)<M,Vxe[xy, x)+h].

X0Sx<xg+h

De aici mh<S(xy+h)—S(xy)<M -h (Fig. 2.c), d), e)) sau
<S(xo+h)—5(xo)

h

<M .Daca h— 0, atunci datoritd continuitatii lui f,m, M

12



vor tinde catre f(x,)si deci S, (x,)=lim (o +1)=5 () = f(xy) - Analog se
h=0 x5 +h—x,

aratd ci S, (xy) = f (x,) si deci §'(x5) =7 (%) -

Schematic, derularea rationamentului de mai sus poate fi redat ca in Fig. 3.

Y A

max

min

h-min < S(x;h ) -S(x,) < h- max (1)

=
. ~
oy EI < .j < I E = S-S
min < S(x0+hl)1-S(x0) < max (2)
| l l
fe) < Sy < fxy)

Fig. 3
Dacad x, =a sau x,=>b, atunci se va calcula o singurd derivata laterald (la dreapta si

respectiv la stdnga). S-a ajuns astfel la urmitoarea teorema remarcabild (numitd de
obicei teorema Leibniz-Newton).

Derivata ariei variabile S (x) in raport cu abscisa x este egala cu
ordonata y= f (x), adicad S'(x)=f(x).

Aceasta functie primitivd S (S este o primitva alui f dacé: 1) Sderivabila pe

[a,b];2) S (x)=f(x),Vxe[ab]) se distinge dintre toate celelalte functii primitive
prin faptul ca devine egald cu zero cind x =a . De aceea, dacd se cunoaste o primitiva
F oarecare alui f sidaca S(x)=F(x)+k, k= constantd, atunci k se determina din

13



cerinta S(a)=0 cand S(a)=F(a)+k sideaici k =—F(a). Asadar
S(x)=F(x)-F(a).

In particular, pentru a gisi aria S a intregului trapez ABCD trebuie ca x =b , cAnd
avem: S=F(b)—F(a).

X
Se noteazd S (x)= J. f(®)dr (citim: integrald definitd de la a la x din f).

a

Din cele spuse mai sus S'(x)=f(x),Vxe [a,b]. Atunci aria trapezului curbiliniu

b
ABCD este egald cu S = If(t)dt =F(b)—F(a), unde F este o primitiva a functiei f
pe [a.b,] (F are proprietatile: 1)F derivabild pe [a,b] si 2)F'(x)=f(x),
Vxe [a,b] ).

3) Legea de miscare a unui punct material

Rezolvarea unei probleme de fizica ne conduce, de asemenea, la conceptul de
primitiva a unei functii.

Un punct mobil se deplaseaza pe o axa cu viteza v (t),te [O,to]. Sa se
determine spatiul s(t) parcurs in ¢ unititi de timp, daca s(0) =0

(conditie initiala).

Am vazut anul precedent, la derivate, ca s'(t) = v(t),Vt >0 si in acest fel
ajungem ca si in cazurile discutate mai sus (1) si 2)) la acelasi tip de problema:
Sa determinAm o functie derivabild = s: [0, to] — R cu proprietatea
s'(1)=v(),Vt20 si s(0)=0. Functia spatiu s de determinat reprezinti o

primitiva pentru functia viteza v data.

Schematic:

Se cautd functia
t—s(t)
astfel incat s'(r)=v(t),Vt20,5(0)=0

t—v(t)

\ 4

Functia data

14



3 2
t t
Exemplu. Fie v(t)=t*-t+1,te[0,5]. Atunci s(t)= T, Hite este functia spatiu.

Functia s este derivabila pe [0,5] si s'(¢)=v(¢),Vv¢e[0,5].
P
Din 5(0)=0 rezulti ¢ =0 siin final s(¢) =?—?+t .
Analog, daca a este acceleratia, atunci v'(t) = a(t). Si aceasta este o problema de

tipul de mai sus.

Schematic:
t—a(r) Se cautd functia
Functia data > t—v(t)

astfel incat v'(¢)=a(t), vVt 20,v(0) =y,

Exemplu. O particuli pleaci din originea O cu viteza 5m/s si se misci de-a lungul axei Ox
cu acceleratia —3¢* la momentul ¢ secunde dupi ce pleaci din O.
Sa descriem miscarea ei dupa 1s, 2s, 3s.
Din a(t)=v'(t)=-3¢ rezulti v(t)=-t'+c,. Din v(0)=5=>¢, =5 si deci v(t)=-+5.
4
t
Din v(t)=s'(t)=—-t"+5, deducem s(t)= — 5t +cy, dar din s(0)=0 rezulti c, =0.

4 4
Deci s(t)=—%+5t .Dupii ¢t secunde avem: a(t)=—3t2,v(t)=—t3+5,s(t)=—%+5t.

19
Dupa 1s, a =-3,v =4,s =T° Dupa 2s, a =-12,v =-3,5 = 6 , iar dupa 3s, a =-27,

y==-22,5 = —% (vezi Fig. 4).

Valoarea negativi pentru s arati ci particula se deplaseaza la stanga lui O.

19/4 m _ 6 m N J 21/4m
—> r— ‘3—» >
o P (0) P P o
Dui 1 4m/s 3m/s 22m/s
upa 1s 3
P Dupa 25 Dupa 3s
Fig. 4

Plecand de la legea de miscare ¢ — s(t), prin derivare se obtin v(t) si respectiv

a (t) ,iar plecand de la a (t) , prin integrare se determina v(t) si s (t) .



Schematic:

l DERIVARE >

-
.
s*" FasssssssssssEEEEEEEEEEEEg

w0 INTEGRARE :

....:-------------------------

in general, daca f:1— R, I interval, este, este o functie indefinit derivabila atunci

| DERIVARE >

f fv fn o _’f(n) f(n+1)

4 ..... - 4 _____ - 4 _____ - . .4 ..... - 4 _____ - 4 ,,,,, -
L e ANTEGRARE T
LTy

Sa retinem ca: prin derivarea unei functii se obtine o functie unica, iar
prin integrarea unei functii se obtin o infinitate de functii (daca este data o
conditie pentru primitive, atunci primitiva este unica).

Exemplu.

x;\\/ N T/

Mai multe primitive

\ T / in general

Mai multe primitive

f)=x*
f (derivabila)
O singura derivata l
f)=2x O singura derivata f~
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Excursie matematicd (facultativ)

ok ok ok 3k
1) Dobanda compusa

Am vazut in clasa a X-a, la “Crestere si descrestere exponentiald”, ca daca o
suma So este depusd la o banca cu dobdnda anuala de d %, cu capitalizare, atunci

dupd n ani suma din bancd este S(n)=Sy-(1+d%)".
Sa analizam cazul continuu, cdnd suma So este depusd la o banca unde dobdnda este

egala cu r. Daca dobdnda dupa fiecare an se adauga sumei din cont, atunci dobdnda
se numeste compusd; dacda se adauga de doud ori pe an, atunci dobdnda este
semianuald; daca se adauga de patru ori pe an, atunci dobdnda este trimestriala etc.

Dobdnda poate fi creditatd in fiecare zi, fiecare ord, fiecare secundd etc. In cazul
limita, dobdnda poate fi creditata instantaneu. Este ceea ce economistii numesc

compunere continud. Formula este dati de S(t)=S,-€", unde t este mdsurat in
ani, S (t) este suma din banca dupa t ani, S, =S (O) =suma (investitia) initiala, iar r

este dobdnda anuala, r = dobdnda nominalda si se exprima de regula in procente.
Pentru t fixat si h o crestere mica de timp avem:

r-h-S(t)<S(t+h)=S(t)<r-h-S(t+h), unde S(t+h)—S(t)= dobanda castigata
in intervalul de timp [t,t + h] .
S(r+h)-S(1)
h
continua de t. Trecdand in ultimile inegalitati la limita dupa h—0 rezulta
S _
i (t+h)-S(1)
h—0 h
S'(t)_ . .o .. _ ,C .t g 1t — —
—S()—r implica InS(t)=r-t+c sau S(t)=e“-e" =k-e"", unde k=5(0)=S,.
t
Deci S(t)=S,-¢".
Altfel din S'(t)=r'S(t), avem: S'(t)—r-S(t):O sau S'e " —

De aici r-S(t)< <r-S(t+h).Presupunem ca S este functia

=r'S(t) sau S'(t)=r'S(t). Daca S(t)>0,‘v’t, atunci

—r-e™.5=0 sau (S'e_”)'zo sau S-e”"" =c,c=constantd. Deci S(t)=c-e".

Pentru t =0 rezultd S(0)=c. Deci S(t)=S,-€" .
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2) Utilizarea integrarii si derivirii intr-o situatie de afaceri

Venitul total (in mii € ) obtinut din vanzarea a x (in sute) obiecte intr-o anume zi este
dat de V , care este o funcfie de variabila x . Se stie ca V'(x)=20—4x.

a) Sa se determine functia venit total V .
b) Sa se determine numdrul de obiecte vindute intr-o anume zi care
maximizeazd venitul total.

R. Precizamca V : [0,00) — R este o functie reala.
a) Din V'(x)=20-4x, prin integrare rezultd V(x)=20x-2x>+c. Pentru
x=0, evident V(0)=0. Deci ¢=0 si V(x)=20x-2x".
b) Se rezolva ecuatia V'(x)=0 si avem 20—4x=0, adici x=5. Deci pentru
x=500 obiecte vandute intr-o zi, maxV(x)=V(5)=50, adica
max V =50000 €.

3) Crestere si descrestere exponentiali

Am vdzut in clasa a X-a ca functia N, care creste sau descreste, cu un procent
constant, poate fi descrisa sub forma N : [0,00) —-R,N (t) = Noek’,
N,=N(0),k =rata de crestere. Pentru k >0, N aratd o crestere exponentiald, iar

pentru k <0, N descrie o descrestere exponentiala. In cele ce urmeaza gasim forma
functiei N, din ecuatia pe care o verificd.

In conditii ideale (spatiu nelimitat, hrana abundenta, imunitate la boli etc.) viteza de
crestere a populatiei P la momentul t este proportionala cu marimea populatiei la

momentul t. Deci P (t) sz(t),k >0 (numitd crestere constantd — in unele cazuri

data in procente — (de exemplu k =3% se scrie k =0,03). Din P(t) 0= %(:)) =k,
iar de aici prin integrare 1n|P(t)| =kt +c sau P(t)=e" e = P(0)e".
Altfel din P'(t)—kP(t)=0 rezulta P'(t)e™ —ke™ -P(1)=0 sau (P(t)e_k’ )' =
=0, iar de aiciP(t)e_kt =c, c=constantd. Deci P(t) =ce!. Pentru 1=0, avem
P(0)=PRy=c. Deci P(t)=Pye".

Se spune ca populatia creste exponential. Modelul prezentat este un model ideal, dar

in realitate (lipsa de hrana, boli etc.) viteza de crestere a populatiei nu este continud,
proportionalda cu marimea populatiei.
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Exemplu. Numdrul de bacterii intr-o anumita cultura are o viteza de crestere
proportionala cu numarul lor la momentul prezent. Stiind ca la momentul t=0 sunt
1000 bacterii §i ca dupa 2 ore sunt 1500 sa se determine:

1) numarul de bacterii din culturd la momentul t .

2) dupa cat timp numarul lor se va dubla.

R.1) Avem P(t)=1000e". Din P(2)=1500 rezultd kz%ln(%ijJOS. De aici

P(t) =1000e"2"

2) Din P(t)=2000 rezultd t = 01“2

=3 4 ore.

Probleme propuse

1.Intr-un liceu sunt 1000 elevi. Viteza cu care se raspdndeste un zvon printre ei este
exponentiald. Notam N(t) numarul elevilor din liceu care au auzit zvonul dupd t

zile, N(t) =224

1) Determinati ecuatia diferentiald pe care o verifica N .
2) Cati elevi au aflat zvonul la inceput, t=07?

3) Cati elevi au aflat zvonul dupa 5 zile?

2. Viteza de descrestere a unei substante radioactive este proportionalda cu cantitatea
de substanta prezentd. O treime din substanta radioactiva scade la fiecare 5 ani.

Astazi avem A(0)= A, grame de substania.

1) Sa se determine constanta de descrestere si sa se determine cantitatea de
substanta care ramdne dupa t ani.

2) Sa se determine timpul de injumatatire al substantei radioactive (=timpul necesar
pentru ca jumdtate din substanta radioactiva sa se reduca).

3. Din cauza inflatiei, preturile cresc anual. Pretul P dupa t ani este dat de
P(t)= POeO’OSt , unde Ry este pretul initial.
1) Aratati ca P verifica ecuatia P'(1)=0,05P(t).

2) Daca un litru de lapte costa 1€, cdt va costa dupa un an?
3) Dar dupa 3 ani?

4. O casa costa 100 000 €, iar valoarea ei creste cu 5% pe an.
1) Determinati valoarea ei dupad t ani.

2) Care va fi valoarea ei dupa 10 ani?

3) Dupa cdti ani casa isi va dubla valoarea?
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5. Producatorul unei emisiuni de televiziune doreste sa stie cum va evolua numarul
celor care-i urmadresc emisiunea. Un matematician i-a propus formula

V(r)=100 000e*%°" | unde t este numdrul de saptamani.

1) Cati telespectatori a avut emisiunea la inceput, t=0?

2) Dupa cdte saptamadni vor fi de cinci ori mai multi telespectatori decdt la inceput?
k ok sk ok ok

Exercitii propuse

1. Fie g:R—)]R,g(x):xz—x. Sd se determine functia G:R — R pentru care panta

tangentei la graficul lui G in punctul (x,G(x)) este g(x),VxeR si G contine punctul
(-1,1).

2. Fie g:(0,0) >R, g(x) =%, iar S :[1,00) >[0,0), aria domeniului delimitat de graficul
lui g, axa Ox si dreptele paralele cu Oy, care trec prin punctele A si M de pe graficul lui g de
abscise 1si x(>1).Fie x,>1, numir fixat.

1 S(xg+h)=S(xy) 1

< <—,D.
xy+h h X, @

1) Pentru k>0, aratati ca
2) Daca h<0 si x,+h =1 stabiliti o relatie similara cu (1).

1
3) Deduceti ci S este derivabiliin x, si S'(x,)= —= g(xo)-
0

4) Aritati ca S este o primitiva pe [1,00) a lui g. Deduceti cd S(x)=Inx,x>1.

3. Un obiect se misca de-a lungul unei axe cu viteza v(t) =12 -3t +2 unititi pe secunda. in
pozitia initiala (la ¢ =0) obiectul se afli la 2 unitati la dreapta originii. Determinati pozitia
obiectului dupi 4 secunde.

4. Un obiect se misca de-a lungul unei axe cu acceleratia a(t) =2t -2 unitati pe secunda. in

pozitia initiald (la ¢ = 0) se afld la 5 unititi la dreapta originii. O secundi mai tirziu se migci
la stinga cu viteza de 4 unititi pe secunda.
Determinati pozitia obiectului dupa /=4 secunde.

5. Fie a, v, s acceleratia, viteza si respectiv spatiul parcurs de o particulad care pleaci din O si
se deplaseazi de-a lungul axei Ox. Determinati v si s dupa timpul 7 , in cazurile:

1) a=t+1,s(0)=0,r(0)=2; 2)a=sint,s(0)=2,v(0)=%;

3) a=e,s(0)=0,v(0)=3; 4)a=HL1,s(o)=1,v(o)=s.
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6. In exercitiul de mai jos, determinati g daci (pe rand)
D g'(x)=—x+3,2(1)=0;2)g"'(x)=2x+3,g(-1)=2;

3)g'(x)=x*-3x,g(2)=1; 4)g'(x) =Sinx,g(0) =3;
5 g"(x)=x+1,g'(0)=1,2(0)=-1; 6)g"(x)=x>-x,2'(0)=0,g(0)=1;
7 g"(x)=sinx,g'(0)=-2,g(0)=1.

7. Determinati ecuatia curbei y = g(x) daca se da panta y' si punctul A(xo, yo)apargine

curbei (in cazurile):

1
1 y'(x)=2x+1(13);2) y'(x)=¢",(0,5);3) y'(x)= - +1,(0,1).

8. Sa se determine solutiile generale ale ecuatiilor diferentiale:
1) y'=3x+1;2)y'=2x>-3x;3) y'=2x> -3x7 +x.

1.4. PRIMITIVELE UNEI FUNCTIIL. INTEGRALA
NEDEFINITA A UNEI FUNCTII

Fie g:1 —> R, I interval. Ne propunem sa determinam o functie derivabila

G:1 — R, care sa aiba proprietatea ca in fiecare punct al intervalului / derivata ei sa
fie G'(x)=g(x),Vxe I . Functia G se numeste functie primitivi a functiei g pe
intervalul 1.

Problema determindrii primitivei unei functii date contine alte trei probleme:

a) O problemai de existenta. Trebuie sd aratdm ca problema pusa nu este fara obiect,
adica astfel de functii G exista.

b) Gradul de generalitate al solutiei. Trebuie cercetat, in cazul cand existd, daca
solutia este unica sau sunt mai multe solutii; in cazul cind solutia nu este unica sa
gasim forma ei generala.

¢) Determinarea functiei G. Trebuie sd stabilim metodele pentru determinarea
functiei G a carei derivatd este g.

Pentru punctul b) rdspundem acum. Sa presupunem ca exista functii G si fie G, G,

doud  primitive.  Avem G (x)=G,(x)=g(x),Vxel. De  aici
(G,—G,)'(x)=0, VxeI. Atunci (o consecinti a teoremei lui Lagrange)

G,(x)-G,(x)=c,Vxe I, unde c este o constantd arbitrard.
Asadar am obtinut rezultatul urmator:

Daca existd o primitivi G, atunci exista o infinitate care difera de G
printr-o constanta arbitrara.
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Toate primitivele se obtin dintr-una (din G) printr-o deplasare paraleld cu axa Oy (Fig.
5), deci solutia generald (daca existd) este formata dintr-o familie de curbe paralele,
numite astfel deoarece tangentele la curbele din familie Tn punctele de intersectie cu o

paraleld la axa Oy, x=1x, sunt paralele, tgf=[G(x)+C L:xo =g(x,). S-a vazut la

capitolul Derivate cd dacd f:/ — R este o functie cunoscutd (data) derivabila pe /,
atunci f':1 — R se poate calcula (afla) si se numeste functia derivata a lui f.

Este posibil sa inversdm aceastd problemd in sensul schimbadrii rolurilor functiilor
cunoscute (date) si calculate (aflate).

Intr-adevar daci se considerd o functie ya
g:I >R cunoscutd ca o derivata, atunci
- ~ - . M Gz
sd se gdseascd (afle, determine) o functie | |
G :1 — R derivabila cu proprietatea 7 |D2 G,
" | |
T T
7
. N P g I
O astfel de functie G se numeste primitiva L7 e I
(antiderivatid) a lui g pe I . De obicei I este 5 (’"'l se )}0 lb >
interval din R . Fig. 5

Procedeul (operatia) prin care se determina primitivele unei functii se
numeste integrare (antiderivare).

A cunoaste o functie ca derivatd revine la a cunoaste “o primitiva” a functiei.

Intr-adevar fie:

1) g:R—>R,g(x)=x" (functia datd), pentru care g":R =R, g'(x)=3x> (functia
aflata);

2) g:R—>R,g(x)=1-sinx, pentrucare g":R—>R, g'(x)=—cosx;

3) g:R—>R, g(x)=arctgx, pentrucare g":R—> R, g’(x):1 ! 5
+x

Atunci “o primitiva” pentru

1) g:R>R, g(x) =3x%, xe R (functia datd), este G:R — R, G(x) =x
(functia aflatd) (G este derivabila si G'(x)= (x3)' =3x> = g(x),Vxe R);

2') g:R—>R, g(x)=—cosx este G:R—R,G(x)=1-sinx (G este derivabila

si G'(x)=(1-sinx)'=cosx=g(x),Vxe R);3") g :]R—)]R,g(x):l;z, este
+x

G:R - R,G(x)=arctg x (G este derivabila si G'(x)=(arctg x)’=1 ! >=2g(x),
+x
Vxe R).
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Utilizarea articolului nehotarat in exprimarea “o primitivd” a lui g nu este o neglijenta
gramaticald, ci vine sa atraga atentia ca este vorba de o primitiva a lui g din mai multe
posibile (altfel spus primitiva unei functii nu este unic determinati). De exemplu,
3
. . X
pentru functia g: R — R, g(x)=x7, functiile G;,G,,G;:R >R, G,(x)= 3
X X’
G,(x)= N 1,Gy(x)= 5 —1 sunt trei primitive ale lui g.

Multimea tuturor primitivelor unei functii g:7 —» R se noteaza prin

simbolul _[ g(x)dx (citim: integrali nedefiniti din g de x de x).

Observatii. 1) Determinarea unei primitive pentru o functie data poate avea mai multe
solutii.

2
Fie g:R—>R, g(x)=x. Atunci functiile G, :R—>R,G, (x) :%+ k, keR sunt
primitive ale lui g pe R si sunt o infinitate.
2) Determinarea unei primitive pentru o functie poate fi dificila sau foarte dificila (in
orice caz operatia de integrare este de cele mai multe ori mai dificila decat cea de

derivare). De exemplu pentru g :(O,%) —>R,g(x)= , avem

COS Xx

1+sinx

G: [O,%} - R,G(x)=In este o primitiva a lui g pe (O,%} , care nu este usor

COS X
de gasit daca nu se cunoaste forma lui G.

3)Determinarea unei primitive poate fi o problema fara solutie. Cele mai multe functii
pe care le analizdm sunt functii continue, care vom vedea mai tarziu, sunt functii care
admit primitive (pe domeniul de continuitate). Existenta unei primitive nu garanteaza
exprimarea ei cu ajutorul functiilor uzuale (polinomiale, rationale, radical,
exponentiald, logaritmica, trigonometrice (directe si inverse) etc.).

Asa sunt functiile continue: g,:R - R, g;(x)=cos x*, g, R >R,

1
82(x): P

sin x 2
g3 RoR, g3 (x)=e" , g4 :(l,oo)—>R,g4(x)=m.
Cu aceste elemente putem defini riguros notiunea de primitiva a unei functii.

Definitie. Fie g:7/ — R, [ interval. Functia g admite primitive pe / (se mai
spune cd g este antiderivabila pe /) daca existd G:/ — R cu proprietatile:
1) G este derivabila pe I;
2) G'(x)=g(x),vxel
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Observatii: 1) Intotdeauna trebuie precizati multimea pe care functia datd admite
primitive.

2) Functia G, din definitie, se numeste o primitiva a lui g (sau Incd se mai spune cd G
este o antiderivata a lui g pe /). Daca G exista se spune ca g este primitivabila pe 1.
Noi vom folosi exprimarea “g admite primitive pe I’’, iar “G este o primitiva a lui g”.

3) Daca I =[a,b], atunci G'(a)=G, (a) (se ia derivata la dreaptain x=a) si

G'(b)=G, (b) (derivata Iui G la stingain x=b).
Sa retinem ca integrarea are un avantaj. Ne permite sa verificim rezultatul. Daca
derivam functia (G) obtinuta prin integrare, atunci trebuie sa obtinem functia g.

“ L2

Operatia de integrare o reprezentam prin simbolul I care , este litera “s” alungita,

fiind prima litera a cuvantului suma, care asa cum vom vedea are legaturd cu
integrarea, fiind un alt aspect al ei.

Diferentiala dx este scrisd dupa functia care se integreazd, pentru a indica variabila
independenta utilizata pentru diferentiere si variabila care este utilizatd pentru

integrare. Deci, I f (x)dx spune ca f(x)este integrata in raport cu x.

4) Daca G=g , atunci egalitatea g'= g reprezinta o ecuatie diferentiali liniara de
ordinul intai.
Exemple. 1. Pentru functia g:R - R, g(x) =x2,0 primitivi a ei pe R este functia

3
G:R->R,G(x) =x? , deoarece G este functie derivabili si G'(x)=x?=g(x),vxeR.

1
2. Functia g: (O,E] — R, g(x)=—— are ca primitivi pe (0,1) functia
2 cos” x 2

G: (0,%] — R, g(x)=tg x, deoarece G este derivabili si in plus

G'(x)=—L =g(x).vre (0%)

Cos x

Definitie. Fie g:/ — R (I interval) o functie care admite primitive pe / .
Multimea primitivelor lui g se numeste integrala nedefinita a lui g si se
noteaza prin

Ig G I - R| G = primitiva a lui g}

Operatia de detereminare a primitivelor unei functii se numeste integrare.
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Observatii. 1) Sa retinem ca integrala nedefinita este o multime infinita de functii,
in timp ce primitiva este o functie.

2) Expresia g(x)dx se numeste element de integrare, g(x) este integrandul iar x
variabila de integrare si in plus g(x)dx=G (x)dx=dG(x) este diferentiala

functiei G (despre diferentiala unei functii derivabile vom vorbi la Metode de
integrare — integrarea prin parti).

Avem: 1) dJ.g )dx=g(x)dx (sau cum Ig )dx este o functie de x,
([e(x)ax) =g(x)) 2) [dG(x)=G(x)+c sau [G'(x)dx=G(x)+c ([ si d se

“reduc” reciproc, numai cd la G trebuie sa adunam o constantd c. In acest sens cele
douad operatii de diferentiere si integrala sunt operatii inverse una alteia).

Intr-adevar, pentru 1), djg(x)dx=d(G(x)+c):dG(x)=G’(x)dx:g(x)dx, iar
pentru 2) avem IdG(x):jG’(x)dx:G(x)+c.

Sa retinem ca:

o Derivare .
g (data derivabild) g '(unica)

determinam derivata

Integrare

Ig (x)dx g (datd)

determindm primitivele

Exemple. 1. O primitivi pe R a functiei f:R >R, f(x)=xeste F :R >R,

4 4
F(x)=xT,xe R, deoarece F este derivabila si F'(x)=(—J =x’=f(x),Vxe R.

X
2. O primitivi pe R afunctiei f:R >R, f(x)=2" este F:R>R, F(x):lz—z,pentru ci
n

'

J:Z":f(x), vxeR.

x

F este derivabila si F'(x)= (12 5
n

3. O primitivi pe (-a,a),a >0 afunctiei f:(-a,a) >R, f(x) =% este functia
a’-x

F :(-a,a) > R, F (x)=arcsin> deoarece F este derivabili pe (-a,a) si
a
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o1
a f(x),vxe(-a,a).

X 1
F'(x)=| arcsin— | = = =
(x) [ a) \/ 2 \/az_xz
-

a

4. Sa se determine a,be R astfel incét functia G si fie o primitivi a functiei g, unde
1

g2,G: (—E,w] >R, g(x)=v1+2x,G(x)=(ax +b1+2x .

R. G este o functie derivabila. Fiind produs de functii derivabile, avem:

G'(x)=a 1+4+2x + ax +b

V1+42x

.Din G'(x)=g(x),vx> —% se obtine egalitatea

ax+b 1
a\1+2x + =+1+2x,Vx>——a(l+2x)+ax+b=1+2x,Vx>—-1 3ax +
V1+2x 2 ( ) ’
1 - R 2 1
+a+b=1+2x,‘v’x>—E.Dealc1 3a=2,a+b=1 cind a=§,b=§.

Deci G(x =1 2x +1)V2x+1.
3

Urmatorul rezultat ne da informatii despre doud primitive ale unei functii pe un
interval si cum se pot genera toate primitivele functiei daca se cunoaste una din ele.
Mai precis are loc urmatoarea:

Teorema. Fie g:/ > R, [ interval din R.
1) Daca G;,G,:1 — R sunt doud primitive ale lui g pe /, atunci

G, (x) =G, (x)=c,Vxe I, c =constanta reala.

Doud primitive ale unei functii pe un interval difera printr-o constanta.

2) Daca G este o primitiva a lui g pe /, atunci orice altd primitiva a
lui g este de forma G +c,ce R.

Daca se cunoaste o primitiva a unei functii pe un interval, atunci orice
alta primitiva se obtine prin addugarea unei constante reale.

Demonstratie. 1) Din ipotezd G;,G, sunt functii derivabile pe I si Gl' = G'2 =g.De

aici (G1 —Gz)’:O. Atunci, via corolar al teoremei lui Lagrange, existd o constanta

ce R astfel incat G, -G, =c.

2) Fie H:1 — R o altd primitiva a lui g pe I. Deci H este derivabila si H'=g=G".

Conform cu 1) existd ce R astfel incit H —G=c sau H=G+c. 1
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Observatii. 1) Din prima parte a teoremei deducem ca pentru o functie definita pe un
interval, daci existd doua primitive, atunci ele difera printr-o constanta.
Daca se extinde definitia primitivelor pentru functii definite pe reuniune de intervale,
atunci afirmatia din teorema nu mai este adevarata.
Intr-adevar, fie g:R—{0} >R, g(x)=x.
Atunci functiile:

2

X 11,x<0 )
X .
GG, :R—{0} >R, G, (x)= ) ,Gz(x):? sunt primitive pentru g pe
Z1,x>0
2
Lx>0 . )
R —-{0}, dar G, (x)-G,(x) :{ Lyr<q’ S evident nu este o functie constanta pe
-1x<

R -{0}.

2) A doua parte a teoremei ne precizeaza ca daca o functie are o primitiva, atunci din
aceasta primitiva se pot obtine toate primitivele prin addugarea unei constante
arbitrare la primitiva data.

Deci, integrala nedefinitd a functiei g:/ — R este multimea I g(x)dx=G+ ¢, unde
G este o primitiva a lui g pe /, iar ¢ se numeste constanti de integrare,
l= {c I > R,c(x)=c,Vxel,ce ]R} (reprezintd multimea functiilor constante

definite pe /). Sunt usor de demonstrat egalitdtile de multimi:

) @+E8=0:2) A =0,YAe R, A#0.
Vom adopta scrierea Ig(x)dx:G(x)+é si deci IG'(x)dx:G(x)+é.

Avem Ig(x)dx+ézjg(x)dx.

3) Daca g este o functie care admite primitive, atunci am vazut cd multimea
primitivelor este infinitd. In ce conditii o primitiva poate fi individualizata?

Daca xyel si y,e R atunci existd o unica primitivdi G:/ — R, cu proprietatea
G(x0)=Yo-

Intr-adevar, daca H:I —> R este o primitiva a lui g pe I, atunci o altd primitiva
G:I >R aluigeste G=H +c.Cum G(x,)=y,seobtine c=y,—H(x).
Conditia G(x,)=1y, este numitd adesea conditie initiald, cu referiri la anumite
situatii din fizicd. Rezultatul obtinut corespunde situatiei grafice cand printr-un punct
(X9, Yo =G(xy)) trece o singura curbd din multimea celor care reprezintd primitivele

lui g.
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3
Exemplu. Fie g:R - R,g(x) =x?, pentru care szdx = x? +&,1).
in Fig. 6 sunt specificati cativa membrii din familia (1) pentru diferite valori ale lui c. Fie
3
4
G(x)= x? +c o primitivi a lui g, cu proprietatea G (1) = 3 Atunci ¢ =1.

Pentru determinarea multimii primitivelor unei functii care admite primitive
utilizam unele constante, mai simple.

YA Plecand de la formulele de derivare
c=1 .. . .
ale functiilor elementare, obtinem “prin
c=0 inversarea lor” integralele nedefinite uzuale.
c=-1 De exemplu

1
(sinx) =cosx,xe R= Icosxdxz

[ sinx+¢, xeR.
Egalitatile din tabelul de mai jos al
integralelor nedefinite uzuale se verifica

\»— (ST N
=N\

/ 0 / x  prin derivare. Este indicatd o primitivd G a
1 lui g, unde ¢ din structura lui G este o
/ ) functie constantd din ¢,ce ¢ .
Fig. 6

Tabel de integrale nedefinite

Functia g Primitiva G Intlel:lva- Integrala nedefinita
a
1 (functia ax +c R Iadx =ax+¢
constanta)
x”, a#-1 +1 +1
. o o
2 (functia Y e (0,00) J.xadx =X é
putere cu a+1 a+1

exponent real)

3 x In|x|+¢ sau Id—x=ln|x|+e
u (_°°,0) X
a*,a>0,a#1 x

’ ’ o J'axdx _ a +e,
4 (f +c R Ina
unctia Ina o
exponentiali) _[ e'dx=e¢" +¢
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dx
1 |x-a (—eo,—a) — 5=
1 —1In +c x“—a
5 3 2,a¢0 2a |x+a sau(—a,a) 1
X o—a =—1In r-a +é
pau (a’w) 2a |x+a
dx 1 X
1 1 x I—:—arctg—+é
6 | ——,a#0 | —arctg—+c R 2.2 4 a
24a’ a a x“+a
—1 a#0 J. arcsm +é
’ . X = -
7 a? — x2 aresin—+c (-a,a) | /2_52
1 [2 2)
g W,a#ﬂ ln(x+ x“+a’|+c R J‘\/ﬁ ol e ra? )+@
—o0,—a1
Injx +vVx2-a?|+¢ ( ) I dx =Injx +Vx?-a?|+
9 a#0 sau I
X —a
(a,0) |+¢
10 sin x —Ccosx +c¢ R J.sinxdx=—cosx+e
11 CcoS X sinx +c¢ R Icosxdx=sinx+g
((2k+1)§,
1 dx
12 cos’ x e (2k+3)§) jcoszx Slgx+e
keZ
1
13 > —ctgx +c (i (+1)q) j y —=—ctgx+¢
sin” x keZ sin” x
((2k+1)f,
? tg xdx = ln|c0sx|+é
14 tg x —ln|cosx|+c (2k+3)£) J. g xdx =
2
keZ
15 ctg x ln|sin x| +c (km(+1)) Ictg xdx = ln|sin x| +
keZ

Observatii 1) De obicei primitiva G se ia cu functia constantd egald cu zero, ¢ =0,

2) Probati cd functia G este o pr1m1t1va a lui g, observand cd G este functie derivabila
si cd verifica egalitatea G'=g .
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De exemplu, pentru integrala de la 6 (vezi tabelul de integrale nedefinite),

, 1
1 x , T A
G(x)=;arctg;+c.Avem G'(x)= —arctg— | +¢ :;~—+0=
1+

1
=———=g(x).
X +a® (x)
3) Urmatoarele integrale nu se pot exprima prin intermediul functiilor elementare:
2
J.e_x dx (intergrala lui Poisson), jsinxzdx,jcosxzdx (integralele lui Fresnel),

s

sin x COs X . . . e .
,J‘ dx,J‘ dx. Totusi ele se pot exprima prin serii infinite de puteri

Inx X X
. 3 5
sin x X N . . ..
J. dx=c+x 33 + 531 +...|. In acest capitol vom studia functii pentru care
X 31 55!

primitivele se exprima cu ajutorul functiilor elementare. Pentru a gasi primitivele vom
utiliza tabelul de integrale nedefinite, cateva tehnici de integrare si operatiile algebrice
cu primitive.

Problema existentei primitivelor. Proprietiti ale integralei nedefinite

In acest paragraf evidentiem o clasa larga de functii care admit primitive pe un
interval. In acelasi timp vedem care sunt operatiile algebrice pe multimea functiilor
care admit primitive, care genereaza de asemenea functii ce admit primitive.

Mai precis are loc urmatoarea

Teorema. Orice functie continud g:/ — R, I interval, admite primitive pe /.

Demonstratia acestui rezultat va fi datd in capitolul urmator. Teorema da o conditie
suficienta ca o functie sa admitd primitive.

In determinarea unei primitive F a lui f continud, f functie multiforma, trebuie s tinem
seamd ca orice primitiva este continud. Din aceastd conditie, numita “lipirea
constantelor” se obtine legatura care apare intre constantele din expresia primitivei.
Conditia F'= f (consecintd a teoremei lui Lagrange) are loc in punctele de trecere de

la o forma la alta a lui f. Dacd fnu este continud, atunci trebuie aratat cad F'= f .

Reciproca acestei teoreme este falsa, adicd existd functii discontinue care admit
primitive.
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Asadar, o modalitate de a stabili daca o functie admite primitive pe un
interval este de a-i studia continuitatea. Daca functia este continua,
atunci admite primitive.

e, x>0

, admite primitive peR. Sa se
x+1,x<0

Exemplu. Si se arate ci g:R—)R,g(x):{

determine o astfel de primitiva.

R. Evident g este continua pe R", fiind definita pe [0,<>o) prin intermediul functiei exponentiale

(care este continud pe R, deci si pe restrictia [0,0)) iar pe (—0,0) prin functie polinomiald (care

este continud pe R, deci si pe restrictia (—eo,0) ).

Studiem continuitateain x=0.

Din limg(x)=1limg(x)=2g(0) = lim(x+1)=lime* =g(0)=1, se deduce ci g este continui si
lim g(x) = lim ¢ (x) = £ (0) & lim (x+1) = lim " = ¢ (0) 8 5

in x=0. Deci g este continud pe R. Prin urmare g admite primitive pe R . Pentru a calcula o

primitivi G:R — R se calculeazi pe [0,0), Jexdx iar pe (—e,0), J(x+ 1)dx .

e +k,x20

Avem G(x)= 2 . Legdtura intre constantele kj,k, se obtine din cerinta de
7+x+k2,x<0

continuitate In x =0 a functiei G (G fiind derivabila in x =0, implicd G este continud in x=0).
Avem: G este continudin x=0< limG(x)=1limG(x)=G(0) & k, =1+k .
x/'0 N0
Se poate lua k; =0 si deci k, =1. Prin urmare forma finala a unei primitive G pentru g este
e, x>0
G(x)=1 2 .
—+x+1,x<0
2
Din constructie avem ca G este derivabila pe R™ si G'(x)=g(x),xe R". Se verifica simplu ca
G'(0)=g(0)=1. (De fapt ultima verificare nemaifiind necesara, pentru ca g fiind continua, admite

primitive. Deci este necesar sd gasim doar relatia dintre constantele k, k5 ).

Observatie. Dupa cum se observa din acest exemplu, pentru a calcula o primitiva a
functiei g pe intreaga multime R, a trebuit sa calculam primitive ale lui g pe

submultimile (—e0,0),[0,00) din R si apoi sa realizam “lipirea” lor in punctul x=0
pentru a obtine o primitivd G a lui g pe intreaga multime R .
Legatura Intre constantele &, si k, se realizeazd din cerinta de continuitate a lui G in

punctul x=0 (daca stim ca g admite primitive, atunci G este derivabila si prin urmare
continud). Verificarea derivabilitatii lui G in punctul de “lipire” x=0 nu mai este
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necesara (are loc imediat), aceasta avand loc deoarece g fiind continud pe R, g admite
primitive pe R.
Atragem atentia cd, in acest caz, integrala nedefinitd a lui g este I glx dx (x) +é,
cu G determinata mai sus.
In general dacd g:7 - R, unde I =[a,b]

g (x).xela,x]=1

& (x).xe(x, 1] =1,
g(x)=
8r (%), x€ (xey,b] =1

o primitiva G a lui g se calculeaza: pe I, Igl )dx; pe I,, Igz 5 ...; pe

, este o functie continua pe /, atunci pentru a calcula

I, J.gk )dx si se alege cate o primitiva dintre multimile de mai sus:

G e I g (x)dx,G, e I g (x . Gre I gy (x)dx, dupa care “arhitectura” lui G
G, (x)+¢, xe 11
G, (x)+c,, xel,

este: G(x)= , unde constantele ¢, c,,..., ¢, se determind din

G, (x)+¢,, xe 1,
conditia de continuitate a lui G in punctele de “lipire” x;, x,, ..., x;_; . Uneori se
utilizeaza in determinarea constantelor, conditia ca G sa fie continud la capete:
G(a)=lim G(x). G(b)=lim G(x).
Facem precizarea cd se poate lua constanta ¢; =0 (daca nu este o altd conditie pentru
G si punctele din I; ). Acum integrala nedefinita este:

J.g(x)dx =G(x)+¢| cu G precizati mai sus.

Inainte de a prezenta urmitorul rezultat important precizim ci daci
F(I)={f:1—>R},iar 4, B cF(I), atunci ﬂ+@:{f+g|fe A g€ @},
AA= {/1 f | fe ﬂ} , A€ R. Rezultatul urmator ne spune ca adunarea si inmultirea cu

scalari nenuli a functiilor care admit primitive dau tot functii care admit primitive. Mai
precis are loc urmatoarea
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Teorema. (Operatii algebrice cu functii care admit primitive)
Fie f,g:1 - R, I interval, doud functii care admit primitive pe I §i e R".
Atunci:

1) f + g admite primitive pe [ si J-[f(x)+g(x)]dx: J-f(x)dx+jg(x)dx

Integrala sumei este egala cu suma integralelor.
2) af admite primitive pe I'si |af (x)dy=ea/] f(x)dx

Constanta iese de sub integrala.

Demonstratie*. 1) Fie F,G:I — R primitive pentru f si respectiv g pe I. Atunci este
clar cd F +G este derivabild si in pus (F+G)'=F'+G'=f+g.Deci F+G este 0

primitiva a lui f+g pe I Deci pe de o parte I[f(x)+g(x)]dx:

—F(x)+G(x)+e ), iar pe de ali parte jf(x)dx+jg(x)dx:F(x)+e+
G(x)+¢=F(x)+G(x)+¢+¢=F(x)+G(x)+¢€ ().
Din (1) si (2) rezulta I[f(x)+g(x)]dx=If(x)dx+jg(x)dx.

2) Fie F:1 - R o primitiva a lui fpe I. Atunci aF este o primitiva a lui af pe I,
deoarece ~ aF  este derivabila §i (aF)'=aF'=af. Prin  urmare

J.a'f(x)dx=0(F(x)+é (1). Pe de alta parte a’J-f(x)dx:a'(F(x)+e) =
=aF (x)+a¢=aF (x)+¢ (2).
Din (1) i (2) rezultd egalitatea I(Zf(x)dx = a’jf(x)dx. n

Observatii. 1) Rezultate similare au loc pentru functii derivabile f,g:1 —>R si

aeR :(f+g)=f+g si(af)=af'

Schematic:
(f+g)=f"+g' I(f+g)=jf+jg
Derivata sumei egala > : =
. Integrala sumei este egala cu suma
cu suma derivatelor .
integralelor
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(of ) =0y Iocf:ocjf
Constanta iese de
sub derivare

A\ 4

Constanta iese de sub integrala

Sunt gresite scrierile:

J.f(x)g(x)dxzjf(x)dx-jg(x)dx,
f(x) x_jf(x)dx
@ T ()

(If(x) dx)n zj-f" (x)dx

. n
2) Daca f;:I —>R,i=1n sunt functii care admit primitive §i ;e R,Zaf #0,
i=1

atunci I (gaiﬁ(x)de=§aijﬁ(x)dx.
In particular: I(—f):—jf si I(f—g)zjf—jg.

3) Suma dintre o functie care admite primitive ( f ) si o functie care nu admite
primitive (g) pe acelasi interval / este o functie care nu admite primitive pe /.

Intr-adevar, fie h:1 — R, h(x)=f(x)+g(x),xe . Daci, prin absurd & ar admite
primitive, atunci, g =h— f ar admite primitive pe I, fals.

4) Se verifica usor cd dacd F este o primitiva a lui f, atunci x — ZF (Ax),A#0 este
o primitiva a functiei x — f(Ax), xe R"

3
Exemplu. Fie functia f(x)=x>+2xcu primitiva F (x)= x? +x%. Daci f,(x)=f(2x)=

1 1(8 4
=4x? +4x , atunci o primitivi a ei este F,(x) =5F (2x) =E(§x3 +4x2] = §x3 +2x%.

Un mod de a arata ca o functie admite primitive pe un interval este de a o scrie ca o
combinatie liniara de functii care admit primitive pe acest interval.

5) Produs de functii care admit primitive pe / nu este obligatoriu o functie care admite
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1
7 in—, x#0
primitive pe /. Intr-adevar, fie g:R > R, g(x)= s X *

0, x=0
Aceasta functie nu este continua pe R ( nefiind continua in x =0 ) admite primitive pe
R . Pentru a determina o primitiva a lui g considerdm functia

1
X2 cos—, x#0

G:R—>R,G(x)= X , care este derivabila pe R (inx=0,G'(0)=
0, x=0

2xcosl+sinl x#0 1 1
=0)siavem: G'(x)= x x . De aicisin—=G'(x)—2x-cos—,

0, x=0 * *

1
x#0 s g(x)= £ (x)=25 (x), unde £,=G", iar f,(x)=1 "% " Bvident
0, x=0

/i admite primitive (pe G), iar f, fiind continud are, de asemenea, primitive. Tinand
seama de observatia precedentd deducem cd g = f; —2f, admite primitive. Totusi

51
] sin“—, x#0 : o
functia g* (x)= x nu admite primitive pe R deoarece

0, x=0

2
I=cos™ —, x#0 cosg x#0
g% (x)= Tx, x#0=12" - x’ , unde prima functie nu admite

0, =0 0, x=0 10, x=0

primitive, in timp ce a doua functie admite primitive (se procedeaza cala g,
A : .2 .
considerand functia F(x)=x-sin=,x#0 si F(0)=0).
X
Functia G a fost aleasa derivabild astfel incat prin derivare sa obtinem in structura ei si

pe g. Considerampe G (x) = h(x)cos L si calculim
x

h
G'(x)= h'(x)cosl+ #sinl . Pentru ca al doilea termen s4 fie sin se
X x x x

alege h(x)=x>.

Dacd insd consideram f,g:R —R cu f derivabila si f'continud, iar g admite
primitive, atunci produsul f - g admite primitive pe R.

Intr-adevar, fie G o primitivi a lui g, atunci (Gf)'=G'f +Gf'= gf +Gf "'
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si deci fg =(Gf)'-Gf"' este diferentd de functii care admit primitive.

Exemple. 1. Sa se determine o primitivd pe R a functiei f :R — R,
f(x)=x*4+2sinx—3e*.

R. Se determina cate o primitivi pe R pentru functiile f,(x)=x?, f,(x)=2sinx, f;(x)=-3¢",
VxeR.

3
Acesteasunt Fi, F,, F;: R > R, Fi(x) = % F,(x)=-2cosx sirespectiv

Fy(x)==3¢"(F, = f,,F, = f,. F, = f3). Deci o primitivi pe R a lui feste

3
F:]R—>]R,F(x):Fl(x)+Fz(x)+F3(x):x?—ZCosx—3ex.

2. $i se detrmine o primitivi pe (0,00) a functiei f :(0,00) > R, f(x)=2x+ Vx _3,
x
R. Se determind cte o primitiva pe (0,c0) pentru fiecare din functiile f,(x)=2x, f,(x)=+/x,

f3(x)=—§,x>0.
X

Acestea sunt Fy, Fy, Fy:(0,00) = R, F (x) = x%, F, (x) zgxx/;, F;(x)=-5Inx . Functia

F:(0,00) 5 R, F(x)=F(x)+F(x)+ F(x)=x* +§x«/;—51nx este o primitiva a lui f pe
(0,00) .

Excursie matematicd (facultativ)

ok ko ok

Functii care nu admit primitive

Vom indica aici cdteva rezultate utile in a preciza ca o functie nu admite
primitive pe un interval. Are loc urmatoarea

Teorema. Fie g:1 —> R, I interval, o functie care admite primitive pe I.
Atunci g are proprietatea lui Darboux.

De aici deducem

Corolar 1. Daca g :1 — R nu are proprietatea lui Darboux pe I, atunci g nu
admite primitive pe I.
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Acest corolar evidentiaza faptul ca o conditie necesard ca o functie sa aiba primitive
pe o multime I este ca aceasta sa aiba proprietatea lui Darboux.

x,xeQ

Exemplu. Sa se arate cd g:R >R, g(x)=11 nu are primitive pe R .
—xeR-Q
X

R. Spunem ca g:1— R, interval, are proprietatea Ilui Darboux pe I, daca
Ya,be I,a<b si Ve (g(a),g(b)) sau Ae (g(b),g(a)) atunci existd xle(a,b)
astfel incat g(x;)=A.

Fie a=~2<b=+/5. Avem: g(ﬁ):%,g(ﬁ):i, Fie ﬂz%e [%,%} Sa

aratam ca nu exista x, € (\/5,\/3) astfel incat g(x;)=A.
Daca ar exista x, € (ﬁ,ﬁ)ﬂ@, atunci g(x;)=x, 2%. Dar %GE (ﬁ,ﬁ)

Daca ar exista x; € (ﬁ,\/g)ﬂ(]R\Q) atunci g(xl)zizé, ceea ce da x, =2,
X2

care insa este numar rational! Deci g nu are proprietatea lui Darboux §i prin urmare
nu are primitive pe R.

Corolar 2. Fie g:1 >R . Daca g(I) ={g(x)|xe I} nu este interval, atunci

2 nu admite primitive pe 1.

Lx>0
Exemple. 1. Sa se arate ca functia g:R—> R, g(x)=10,x=0 nu admite primitive
-1, x<0

not

pe R (g se numeste functia semn, g =sgn ).

R. Cum g(R)={-1,0,1} nu este interval, se deduce cd g nu are primitive pe R .

2. Fie P un polinom nenul cu coeficienti reali, un interval I CcR, si o functie
neconstanta f:1 —R cu proprietatea (Po f)(x)=0,Vxe I. Sa se arate ca f nu
admite primitive pe I.

R. Fie S multimea raddcinilor reale ale polinomului P. deoarece P( f (x)) =0,Vxel
rezulti ca f(1)< S, adica f(I) este finita. Cum f(I) nu

este interval inseamnd ca f nu admite primitive pe I.
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Corolar 3. Daca g:1 — R are discontinuitati de prima spetd, atunci g nu
admite primitive.

x,x<1

Exemplu. Funcfia f:R >R, f(x)= nu admite primitive pe R, deoarece
x+1,x>1

x=1 este punct de discontinuitate de prima spefa pentru f, I (1)=1%1,(1)=2,

F)=1.

Corolar 4. Daca f:1 — R, admite primitive pe I, atunci functia obtinuta

din aceasta prin modificarea valorii intr-un punct din 1 nu mai admite
primitive pe I.

f(x), xe I-{x}
Yo # [ (%), x =1
Fie J cI, interval cu x,€ J . Daca, prin absurd g ar admite primitive, atunci §i
h=f—-g ar avea aceeasi calitate. Ori h(J)=(f-g)(J) :{O, f(xo)—g(xo)} nu
este interval, ceea ce aratd ca h nu admite primitive. Contradictia a provenit din
presupunerea ca g ar admite primitive. R
X+ xzl

Exemplu. Functia f:R—>R, f(x) :{O . nu admite primitive pe R,
, X =

Demonstratie. Fie x,e I si g:1 >R, g(x)=

= f,(x)+ f,(x). Functia f, este continud,
2,x=1 -2,x=1

deci admite primitive pe R, in timp ce f, nu are proprietatea lui Darboux pe

R(f(R)={0,-2}).

Rezultatele din corolarele 1 — 4 sunt tot atdtea modalitati de a ardta ca o functie nu
are primitive pe un interval.

O schema de lucru utild pentru a stabili daca o functie g:1 — R (I interval) admite

“+Lx#l [0,x#1
deoarece f(x)={x S

primitive pe 1 este prezentata pe pagina urmatoare.Data fiind o functie pe I, prima
problema pe care ne-o punem este aceea daca functia este continua pe 1. Daca este
continud, atunci se stie ca ea admite primitive pe I. Dacd insd g nu este continud,
atunci studiem daca g are punct de discontinuitate de prima speta din 1. Daca are,
atunci g nu are proprietatea lui Darboux pe I si deci g nu va admite primitive pe 1.
Daca g nu are un astfel de punct in I, atunci studiem daca g are proprietatea lui
Darboux pe I. Daca g nu are aceasta proprietate pe I, atunci g nu admite aici
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primitive. Daca insa se poate gasi G:1 — R cu proprietatile: 1) G este derivabila pe
I; 2) G'(x) =g(x),xe I, atunci G este primitiva a lui g pe . In cazul in care G nu

verifica 1) sau 2), atunci g nu admite primitive pe 1. Dacd g nu este continud, atunci
se incearca constructia unei primitive G (deci se sar prima si a doua etapa).

g admite primitive
pel

g are punct de

discontinuitate
din I de
prima spefd ?

g nu are proprietatea

lui Darboux pe I

g nu admite
primitive pe [

proprietatea
lui Darboux

g nu admite
primitive pe [

Exista G:I—™R
astfel incat:1)G
derivabild pe I;
2) G'(x)=g(x),

G este o primitiva
aluigpel

g nu are primitive

pel

ok ok ok %k
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Probleme rezolvate

e’, x<0
ax+b,x>0, a,be R.
Séa se determine a,b astfel incat g si aiba primitive pe R.

1.Fie g:R—)R,g(x):{

R. O primitivd G:R — R alui g are forma (se integreaza g pe (—o,0] si pe (0,%)).

e +k, x<0

G(x)= 2 .
(x) %+bx+k',x>0

Cum G este derivabiliin x =0, rezultd G continud in x =0, adici

limG(x)=limG(x)=G(0) & 1+k=k".
x/0 N0
Dacaluam k=0, atunci k'=1.
Functia G este derivabiliin x=0 < G.(0)=G,(0)e R & lime" = 11{%(ax+b) sb=1.
e, x<0
in final G(x)=1 o2 este primitiva pentru g pe R, deoarece G este derivabild pe R
—+x+1, x>0
2
si G'(x)=g(x),xe R(G'(x)=g(x),xeR" din constructia lui G si G'(0)=g(0)=1 de mai sus).
Deci ae R,b=1.

b-1,x>0"

Prima functie este continud si deci admite primitive (pe R ). Pentru a doua functie, dacd b—1#0,
atunci x=0 ar fi punct de discontinuitate de prima spetd si deci functia nu admite primitive. Deci
trebuie ca b—1=0, iar ae R, caz in care g apare ca suma de functii ce admit primitive.

Altfel. Se scrie g sub forma g (x)=
I+ax,x>0

e, x<0 {0, x<0
+

2. Fie g:R—> R, g(x) =ecosx . Si se determine numerele reale m,n pentru care functia

G:R—>R,G(x)=e>"(mcosx +nsinx) este o primitivi a lui g (pe R).
R. Este clar cd G este derivabila pe R. Functia G este primitiva a lui g pe R, daca
G'(x)=g(x). Vxe Ree ™[ (n—3m)cosx—(m+3n)sinx|=e " cosx,vVxe R. Cum egalitatea este

.. . e o . T,
adevarata pentru orice xe R, ea se verifica si pentru x=0, cand n—3m=1 si pentru x = > cand

1
m+3n=0.Rezolvand sistemul in m si n rezultd m = —%, n=—.

10
_15xx+
T2

1
3.Fie g:(-1,0) > R, g(x) . Sii se determine a,b,c astfel incat

G:(-1,0) > R,G(x)= (axz +bx +c)\/x +1 si fie o primitivi a lui g pe (—1,00).
R. Functia G fiind produs de functii derivabile pe (—1,00), este o functie derivabild. Aceasta functie

este primitivd pentru g (pe (—1,00)) dacd G'(x)=g(x),Vx>-1.
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ax> +bx+c _15xvx+1
2Vx+1
(5a—15)x2+(4a+3b—15)x+2b+c=0,x>—1.

Dand lui x trei valori distincte din intervalul (—1,00) rezulta sistemul

Avem: (2ax+b)vJx+1+

,x>—1 sau

5a—-15=0
4a+3b—15=0,cusolutia a=3,b=1,c=-2.
2b+c=0

4.Fie g:[a,b] > R,ce (a,b). Daci g admite primitive pe [a,c] si pe [c,b], atunci si se arate
ca g admite primitive pe [a,b] .

R. Fie G,:[a,c] >R o primitivd a lui g pe [a,c], iar G,:[c,b] >R o primitivd a lui g pe [c,b].
Atunci luim G:[a,b] >R o posibild primitivéd a lui g (pe [a,b] ) astfel:

Gl(x), X€ [a,c]
G(x)= , unde k se determind din cerinta de continuitate a lui Gin x=c.

Gz(x)+k,xe (c,b]
Avem: G este continud in x=c & 1i}11G(x) = ligl_G(x) =G(c) & G,(c¢)=G,(c)+k . De aici
k=G, (c)=G,(c).

Evident G'(x)=g(x),Vxe[a,b]—{c}. Avem de aratat cd G'(c)=g(c).

Avem: G.(c) zlxi}l}G(x)z:CG(C) =lim Gl(xz:CGl(C) =(G)).(c)=g(c).
G; (C)zyggG(x):G(c) =£i{‘I}G2(x)+I_<—G1(C) zyggGZ(X):GZ(C) =(G2)Id(c)=g(c) ceea ce

araticd G,(c)=G,(c)=g(c).

(x +1)sinl, x#0
x

5. Sd se arate ci functia g :R > R, g(x)= admite primitive pe R.

0, x=0
R. Scriem functia g sub forma:
! 1
xsin—, x#0 |sin—, x#0

g(x)= X + X =gl(x)+g2(x),x€ R.
0, x=0 10, x=0

<|x| se deduce lirré)csinl =0=g,(0),
xX—> x

.1
xsin—
X

Prima functie (g,) este continud pe R", iar din 0<

ceea ce aratd cd g, este continud si In x=0. Deci g, este continud pe R si prin urmare admite
primitive pe R . Functia g,, am aratat cd admite primitive pe R . Deci functia g fiind suma a doud
functii care au primitive pe R, are de asemenea primitive pe R ( g, este un exemplu de functie
care nu este continud, dar admite primitive).
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6. Si se arate ci g:R > R,g(x)=[x], unde [x] este partea intreagi a numirului real
x([x]e Z,[x] < x <[x]+1), nu admite primitive pe R.

R. Cum g(R)=Z nu este interval, rezultd cd g nu admite primitive pe R .

7+#. Sd se arate ¢ g:R —» R, g(x)=x—[x] nu admite primitive pe R.

R. Aplicdm metoda reducerii la absurd. Daca am presupune ca g ar admite

primitive pe R, atunci (—g (x)+ x) =[x] ar admite primitive pe R (ca suma de functii, care admit

primitive pe R ) in contradictie cu problema precedentd. Contradictia a provenit din presupunerea
facuta. Deci g nu admite primitive pe R .

0, x<0
8.% Sa se arate ci functia f:R >R, f(x)=2 1 1 1 nu admite primitive pe R.
sin———cos—, x>0
x x x
R. Dacé f ar admite o primitiva, atunci aceasta ar fi de forma:

k, x<0

F(x)= ) .

(x) xsinl+k,x>0
X

Din F continuid in x=0 rezulti k =k . Se poate lua k=0

0, x<0
Deci F(x)=4 . 1 .Este clar ci F este derivabili pe R" §i F'(x)=f(x),xeR".
xsin—, x>
x
: F -F(0 : -F(0
Sa vedem daca F'(0)= £(0). Avem: F,(0)=lim ()= F( ):O,E,(O):h{ré ()= F(0) _
x x * x

o1 . . PSUON
11{13 sin—, care nu existd. Deci F' nu este derivabiliin x=0.
x X

Prin urmare f nu admite primitive pe R .
Probleme propuse
Primitiva unei functii

0. 1) Dati definitia unei primitive a functiei f:7 - R, pe intervalul /I cR .

2) Dati exemple de functii care au primitive.
3 ) Dati trei exemple de primitive pentru o functie.

1,20

4) Orice functie are o primitiva? Analizati exemplul f (x) ={ 1 0
-1, x<

5) Doud primitive ale functiei f:R >R, f(x)= e* diferiin x =1 prin e. Cu cat diferi cele

doui primitive in x =107?

1. 1°) Fie g,G:D —» R, unde G este o primitivi a lui g. Precizati g daci:

a)G(x)=x3—5x2+1;b)G(x)=x(xz—.“a);c)G(x)=23;—_'__:;11)6(3«?)=\U€2 +1;
x
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e)G(x):% (1nx)3;f)G(x)=x—2\/§+%%;g)a(x)=%-1n(x2+1);h)G(x)=

3x X 1 x3
+e";j)G(x) =arcsin§;k)G(x) =gal‘ctg7;

i 3
LY _
¢ ) (x) 3In3

l)G(x):arcsinx—Vl—x%m)G(x):%arctg x’ —%ln(x4 +1);

1 x+1 x sin2x
G(x)=——arctg=——;p)G(x)==+3"+
n)G(x) ﬁarc g N p)G(x) 5

39)G(x)=2x +sin2x +

%sin4x +%sin6x;r)G(x) = xsinx +cosx;5)G(x)=xarccosx —V1-x*;
t)G(x)=xarcsinx —V1-x*;u) G(x) =1+ x’arctg x—ln(x+\/1+x2);
»)G(x) =2(\/;—x/1—xarcsin\/;);z)G(x) =xln(x2 +1)—

x
5 H2arctgx .

2(1+x7)

2°) In reperul xOy de mai jos sunt redate graficele functiei g si a unei primitive G a lui g.
Precizati care este graficul fiecirei functii?

yn Yy VA

\
A

=v
QS
=

2. Sa se determine f daci pe rand:

D f'(x)=x*+2si £(0)=12) f'(x)=3x"+2x,f(1)=3;

3 f"(x)=6x-2,f'(1)=-5f(1)=3;4) f"(x)=cosx, f'(0) =1, £ (0) = 2.

3.1) Si se determine primitiva G a functiei g: D — R cu proprietatea G(x,)=y, in
cazurile: a) D=R,g(x) =(x-1)",G(2) =3;b) D=R,g(x) =sinx +1,G(0) = 2;¢) D = (0,e0),
g(x)=%—2\/;+e",G(l)=e+1.

2) Aritati ci functia G:D — R este o primitiva a functiei g:D — R, unde D este intervalul
indicat:
a)D=R,G(x)=(x —2)(x2 +2x + 3),g(x) =3x2-1;

b)D=(O,m),G(x)=§(x\/;+1),g(x)=\/;;
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¢)D=R,G(x)=xcosx,g(x)=cosx —xsinx;

dm:(l,m),(;(x):m,g(xF xf—l

3) Fie functia g:R > R, g(x) =3sin2x . Care din functiile de mai jos reprezinta o primitiva

aluigpe R:
a)G(x):%sian;b)H(x) =—%c052x +1;¢) K(x)=-3cos’x;d) L(x)= 3sin’x-52?.

4. 1°) Aritati firi a calcula derivata, ci F si G sunt doui primitive pe R ale unei functii in
cazurile:

1 —xt x*4+3x* -1 +x*-3
F(x)=—,G(x)=—2pF(x) =2 7 gr)=Xt* =3
A F (x) 1+ x° (x) 1+ x® VF(x) x*+1 (x) x*+1

2°) Fie functia f(x)=x*-2x, iar F,GH trei primitive ale acestei functii. Calculati
F(3)-F(1),G(3)-G(1) si H(3)-H(1). Ce constatati?
5.Fie f,g:R> R, f(x)=xcosx,g(x)=xsinx . Determinati primitivele

functiilor, calculdnd in prealabil derivatele lor.
6. Daci F este o primitivi alui f pe R, atunci functia G(x)=F (x —2) este o primitivi pe Ra

functiei g(x)=f(x-2)? Dar H(x)=F(2x) este o primitivi pe R a functiei
g(x)=r(2x)?

7. Fie functia g:R - R, g(x)=xcos(3x+1)

a) Calculati g'(x); b) Deduceti o primitivi (pe R ) pentru functia f :R > R,
f(x)=xsin(3x+1).

1

cos’ x

8. a) Si se determine o primitivi pe [0,%] a functiei f(x)=

sinx o 3 2
——— ; Aritati cd G'(x) ———
cos’ x cos'x cos’x
1

cos*x

b) Fie G : [o,ﬂ R,G(x)=

¢) Deduceti o primitivi pe [0,%:] a functiei g(x)=

9.Fie f,g:R>R, f(x)=xcos’x,g(x)=xsin’x.

a) Sa se determine o primitiva pentru f +g pe R.

b) Aritati ci existi a,be R astfel incat functia H (x)=axsin2x +bcos2x si fie o primitivi
pe R pentru f-g.

¢) Deduceti cite o primitiva pentru f si respectivg pe R.

10. Fie f:R >R, f(x)=sinx +sin’x

a) Calculati f'(x), f’(x) siaritati ci existd a,be R astfel incat f"(x)+af (x)=
=bsinx,VxeR.

b) Deduceti o primitivi pentru f.
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11. a) Aritati ci functia f :(1,0) 5 R, f(x)=x’vVx—1 are pe (1,0) o primitivi de forma

F(x)=P(x)vx-1,unde P(x) este o functie polinomiali de gradul trei care se va preciza.

b) Sa se determine a,be R astfel incat functia G si fie o primitiva a lui g in cazurile:

i) g,G :(—%,oo)—>R,g(x)=\/1+3x,G(x)=(ax+b)x/1+3x;

i) £,G:(-Leo) >R, g(x)=———,G(x)=(ax+b)Vx+1;

Vvx +1
2x2+1
= ,G(x)=(ax+b)Vx*+1.
()= ar i)

¢) Si se determine a,b,c € R astfel incat functia G sa fie o primitivi a lui g in cazurile:

i) g,G:(—oo,%)—)]R,g(x):x\/3—2x,G(x)=(ax2 +bx+c)\/3—2x;

iii) ,G:R> R,g(x)=

i) g,G :(—,4) —>R,g(x)=%(Sx+4)\/4—x,G(x)=(ax2+bx+c)\/4—x;
5x
2
iv) £,G:(0,) —)R,g(x):lnzx,G(x)=x(aln2x+blnx +c);

iii) £,G:(-2,00) >R, g(x)= \/x+2,G(x)=(ax2+bx+c) x+2;

v) £,G:R-oR,g(x)=x%",G(x) =(ax2 +bx+c)e" .
12. S se determine a,be R astfel incat G :R — R,G(x) =x?|x —a|—|x - b| si fie primitiva

unei functii g;R > R.

13. Data fiind o functie g sii se determine o primitivi G a lui g al carei grafic sa contina
punctul A, in cazurile:

a)g(x)=4x’-2x+3,A(1,3);0) g(x) =xT_1,A(l,0);c)g(x) =sinx +c052x,A(§,1];
x

d)g(x)=—2"1 a(-2,0).

(x+1)
14. Fie f:1 -> R,0€ I , o functie impara. Aritati cii o primitiva F : I — R pe I alui f este
functie para.
Daci f este pari, atunci o primitivd F : 1 - R, F (0)=0, pe I a lui f este impari.
15. a) Aritati ci functia f :(0,%) —> R, f(x)=In(tgr) este derivabili pe (0,%] si calculati
f(x).

b) Deduceti o primitivi pe (0,%) pentru functia g : (0,%) ->R,g(x)=

sinx
acosx bcosx

Sk e NPV | z
16. a) Aritati ca existd a,be R astfel incit = —+ —, Vxe|0,—|.
cosx 1-sinx 1+4sinx 4
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b) Deduceti o primitivi pe 0,E pentru functia g : O,E >R, g(x)= .
4 4 CoS X
. T CcoS X sinx
17. Fie f,g:[ﬂ,—il—)R,f(x):—. ,g(x)=—""—.
3 sinx +cos x sinx +cos x

Sé se determine o primitiva pe [0,%:] pentru f + g, f —g si apoi pentru fsi g.

18. Un obiect se miscii de-a lungul axei cu acceleratia a(¢)=2¢—2 unititi/s’.

—t—— 11—

-4 0 5

Pozitia sa initiala (la ¢ =0 ) este 5 unititi la dreapta originii. O secundi mai tarziu obiectul se
misci la stinga cu viteza de 4 unitéiti/s. Determinati pozitia obiectului dupa ¢ =4s .

19. Viteza de crestere a populatiei (P(t)) pe luni (¢) fintr-un oras este datd de ecuatia

diferentiald P (£)=3+23r .
1) Sa se determine solutia generala a acestei ecuatii.
2) Si se precizeze solutia particulari, daci in prezent (¢ =0), P (0)=100.

3) Care va fi populatia orasului peste 8 luni?
20. Un produciitor de obiecte artizanale realizeazi pe saptimana x obiecte. Functia de profit

siptimanal P(x),in €, verifici ecuatia P'(x)=15-0,2x .

1) Dacii P(0)=-100 (costurile fixe sunt de 100 €/siptimani), si se determine P (x).

2) Sa se determine profitul in siptaiméana in care realizeazi x =10 obiecte.

3) Care este numarul de obiecte lucrate siptaménal care face maxim profitul?

21. Se doreste umplerea unei piscine cu api. Se stie cid volumul V (t) in m® al apei din
piscinii dupi ¢ ore verifici ecuatia V'(£)=3+10¢ .

1) Daci V(0)=0, atunci si se determine V (¢).

2) Pentru ¢t =1h, si se determine V (1).

3) Dupi cite ore se umple piscina, daci aceasta are volumul 140 m>.
22. Intr-un orisel medicul depisteaza 12 persoane bolnave de un anumit virus. Se estimeaza ca
numiirul N al persoanelor infestate dupi » zile va fi dat de ecuatia N '(n) =3+2n.

1) Sai se determine functia N ;
2) Cate persoane vor fi bolnave dupa 3 zile?

23. Un soarece cantireste 15 g la nastere, iar greutatea sa G(t) , in grame, dupa ¢ saptaméani

2
creste cu viteza (rata) de 5(3 + t) grame pe siptamana.

1) Scrieti ecuatia diferentiala si apoi determinati formula care di cresterea dupa ¢
saptamani.
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2) Care este greutatea soarecelui dupi 5 saptamani?
24. Un elev si-a depus suma de 1000 € intr-o bancd cu dobinda compusi continui de 5 %.
Cati bani va avea in cont dupé 5 ani si care este dobanda castigata in aceasta perioada?

25. Sa se calculeze urmitoarele integrale: 1) J‘dx,xe R;2) jmix; 3 j Xde,xcR;
1 o o 2 —_— . 2 —_— .
4) —de,x >0;5) | x/xdx,x >0;6) | (x*-3x)dx,xe R;7) | x*(x —2)dx, xe R;

8)-[ X — 1 x +5)dx xeR; 9)I[x_3+ S ]dx x <0 IO)J(mjdx,x>0;

F(1 R (xz_z) dx
11) 5—2\/x+3\/x dx,x20;12) | ————dx,x >0;13) z—l,xeR;
x x 4+

o 2 2
14) "2;"";15)_“(1 zxj dx,x>0;16)j(2x—3ex)dx,xe R;17)I2“e"dx,xe R;
Jx+1

18) [ dv, xe R: 19)I
] 10

,xe (-3,3); ZO)JA

Vx? +25+3 dx
xe ,xeR; 23)JA x,xe R; 24)-[ s
( j -[\/x +25 Jxt+2s \J9x* +4

dx,x>3; 21)-[ ‘fx
4x” -

x +9 S)dx X
xeR; 25)J. _,xe (~4.4); 26).[—,xeR 27)J.—,xe(—4,4);
V16— x? 16 X
28) “x:/zL VX H2 x> 2 29)jxdx,xeR30)j dxxeR
o X —4

13x%+2
(4x? +1)(9x +1

3
31) Llldx,xe R;32)j

JxP-x+

2
)dx; 33) J‘(sing +cos§j dx,xcR;

P 1_cind
34) ls#dx,xe (0,%];35) J.sinz %dx, xeR; 36).[\/1+sin2x dx,xe (0,%];

J sin“x
37) %dx,xe 0,£ ;38)J.tg2xdx,xe 0,E ;39)I(l+tg2x)dx,xe 0,£;
J cos“x 2 2

dx
sin(x +2)sin(x +3)

40) [Zsm E+4COS E]dx xeR; 41)j

,sin(x+k)#0,k=2,3;

42) | arcsin(sinx )dx, x € [0,2ﬂ];43)Itg x-tg2x -tg3xdx,xe (0,%) .

Problema existentei primitivelor. Functii care admit primitive

1. Aritati ca functiile de mai jos admit primitive pe domeniile de definitie si determinati o
primitiva pentru fiecare functie.
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2x+1,x<1

©X20 o FiRoR f(x)={1 2

52) f : f(x)= ;

2x,x<0 —+—,x21
X X

1) f:R-R, f(x)

11 x21
3 f:RoR, f(x)=3x x*’7

sin(x-1),x <1

34) f :[0,00) S R, f(x) =yx = 2x +1;

\/;+%/;,xe[0,1) 1-Vx,x>0
5)f:[0,°°)—)R,f(x)= L+L 51 ;6)f:R—)R,f(x)= 1 <0;
N i S
21 ,Xx<-2
f:RoR, f(x)= -1 ;8) f:RoR, f(x)=[x-2;9 f:R>R,
-—,x>-2
6
f(x)=|x2—4;10)f:(-1,1)—)R,f(x)=x2+|x|;11)f:R—)R,f(x)=x+\/xz—2x+1;
12) f:R SR, f(x)=Vx? —dx +4 +3x> —6x +9;13) f :[-27,27] 5 R, f (x) =|cos x];
ad ;3x,x20
14) f :(-2,00) > R, f (x) = ;15) f :(—W,EJ—HR,
2
,x € (=2,0)
4 - x*
! ,X<0 . <0
flx)=4V*+l ;16)f:R—>]R,f(x)={sTx’x_ ;17)f:(—£,£)—>R,
x,x>0 2°2

1 Xe 0E
[cos’x’ ’2

. y 4
sinx +cosx,xe|0,—

;18) f :(—2,2)—)]R,f(x):max(x,x3).
1+tgx,xe (—%,0)

2. Pentru fiecare din functiile de mai jos si se determine o primitiva al carei grafic contine
punctul A indicat.
(x—1,x<-2

1) g:RoR,g(x)=1-x"+1,xe(-2,2],A(1,1);
=3, x>2

(—2x,x>0

2) g:R>R,g(x)=4-x,xe(0,2],4(0,0).

x—4,x>2

3. Sa se determine parametrul real m pentru care functiile de mai jos admit primitive pe
domeniul de definitie.
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1)f:]R—>R,f(x)={

x+m,x21 {2xlnx+x,x>0

32) f :]0,00 R, =
*+1Lx<1 )1 :[0=) SR, f(x) m,x=0

4%, Sa se arate ca urmaitoarele functii (fara a fi continue pe domeniul de definitie) admit
primitive:

x,x<0 cosl x#0
Df:R-SR, f(x)= 1 1 2) f:R-R, f(x)= x’ ;
2xsin——cos—,x >0 0
X X ,x=0
sinﬂ x#0 cosﬂ x#0
3)f:R-oR, f(x)= x’ ,meN';4) f(x)= x’ ,meN".

Functii care nu admit primitive

1%*. Sa se arate ca nu existi me R pentru care functia f:R — R sa admitd primitive pe R
in cazurile:
sinl 1cosl x#0 *+m,x<0
Df(x)=9 x x x 2 f(x)=9 .1 1 1 .
sin———cos—, x>0
m,x=0 X x x
2%, Sa se arate ci urmétoarele functii nu admit primitive pe domeniul de definitie.
sinx N
32 f:RoR, f(x)=4 x
3,x=0
3*, Sa se arate ca urmatoarele functii nu admit primitive pe R, in cazurile:
x,xeQ |x[,xeQ ’+x+1LxeQ
Dg(x)=1"] ;0g(x)=1") s3g(x)=1_ :
x,xeR-Q x,xeR-Q 2, xeR-Q
4%, Sa se arate ca urmatoarele functii nu admit primitive pe R.

2x+1,x<-1 #0

1)f:R—>R,f(x)={

x*+3x,x>-1

1
inL, x 20
1) g(x)=sgn(3x);2) g(x)=[2x];3) g(x)=x-[2x];4) g(x) = e rE
-1L,x=0
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1.5 METODE DE CALCUL ALE PRIMITIVELOR

Acest paragraf contine citeva reguli si sfaturi pentru integrare. Nu este posibil
sd formulam un set de reguli prin care orice functie sa poata fi integratd. Metodele care
vor urma ne vor permite, in general, nu sa integram direct ci sd transformam functia de
integrat astfel Incat ea sa ia forma unor integrale standard asa cum apar in tabelul de
integrale uzuale.

1) Metoda integriarii directe (prin formule)

Aceastd metodd utilizeaza integralele nedefinite din tabelul cu integrale precum si
operatiile cu acestea (suma si Tnmultirea cu scalari).

Exercitii rezolvate

Sa se calculeze integralele urmiitoare:

1. I=I(xz+2x+l)dx,x<0.
x
) & X,
R. Avem I = | x’dx+ | 2xdx+ —=?+x +In(-x)+¢€.
x
x-3
e [ Yo [ o [ e e
3x°  4x
=I(x/;+€/;+‘\‘/;)dx,x20.

1 1
1 1 1 1 1 1 —+1 —+l

dx,x>0.

- - - — — 2 3
R. Se obtine: I:.[ x2 +x3 +x4 dxzjx2dx+jx3dx+jx4dx_){—+){—+
41 - +1
2 3
1 3 4 5
At 2 43 44 2 3 4
+x_+g * +x_+x—+g —X x+—x3x+—x4x+é.
1T, °73ETs 3 4 5
4 2 3 4

Observatie. Am scris radicalii ca puteri cu exponent rationali si am aplicat formula

x[Z+1
Ixadx= +l,a#-1.
a+1

4. I=J‘(\/_ \/_)dx x>0.
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R. Se obtine:
1 1
1 1 1 1 —+1 —+1 1

Ty Y Y - X 2 x 3 9 %
1=J. 2x 2-3x 3 dx=2J.x 2dx—3J-x 3dx=2 ; -3 : +@=4x2-2x3 +
-—+1 ——+1 2
2 3
+@:4\/;—%i/?+é.
5.1=Id—x,xeR.
Vax*+1
R. Se scrie I sub forma IszL:l]n X+ /x2+l ‘.
1y 2 4
2 x2+(—)
2
re e 22).
9x° -4 33
-2
R.Avem:I:J. dx :lJ. dx 2:l~ 1 In 3 +@_L. 3x-2
, (2Y | 9d . 2y 9,2 2 12 [3x+2
9| x" =| = x = = o |XT S
3 3 3 3

1 2-3x
+l=—Ih| — |+¢.
¢ 12 (3x+2j ¢

7.1 =Id—x,xe (—i,ij
V16 -9x? 33

R. Se scrie I astfel:
dx 1

dx :lmcsin£+é:§mcsin%+é.

EEE Ea

8. I= %dx,‘v’xe 0,£ .
sin” xcos” x 2

R. Avem:
2 s 02
- 1 1 d d
I:J.CO,S 2x 51121 xdx:J.( ———— jdx:J. - )2c —J. f =—ctgx—tgx+¢
sin” xcos” x sin“x cos x sin” x cos” x

2 3
9. 1= - d. -1,1).
I(1+x2 'l_sz x’xe( 2 )

2dx 3dx

5 =2arctg x —3arcsin x+ ¢ .
1+x sll—xz

10. I=I(2ex—3x)dx,xeR.

R. Avem: [ :I

X

3+e.

R. Se obtine: I = 2J‘e"dx—J‘3xdx =2¢" — 13
n

51




2 _ 2
11. I=Iudx,x>0.
x

4 _ 2
R. Gisim: I=J‘Lf“dx=j[l—%+%jdx=J‘dx—ZJ‘d—;C+J‘d—f=x—
X X X X X

—2J.x'2dx+J‘x4dx=x+g—3—lg+é.

X X

2
12. I=I smﬁ—cos— dx,xeR.
2 2

R. Avem: [ = J.(sinzg—25in%cos%+coszgjdx = J.(l—sin x)dx = jdx—jsinxdx =

=x+cosx+¢.

. 3
13.1= j l_d(ozj
sin” x 2

. 1 . d .
R. Se obtine: I=I( — —smx]dx=j - )2c —Ismxdx:—ctg x+cosx+{ .
sin” x sin” x

j‘lx/ﬁ

14. I = dx,xe(-11).

i .2
R.Gésim:lzj( ! —l}]x:_ji_ji:_lln

;ﬂ —arcsinx+ ¢ =

I-x* 1-x -1 J1- 2

:—lln(l_—xj—arcsinx+@.
x+1

2
/.2
15. I=J‘3+2;+4dx,xe R.
x"+4

el crd X +4

R.Avem:lzj( 3 J J‘ dx =—arctg +ln(x+\/x +4)+@.
X +4 2

Exercitii propuse

Sa se calculeze integralele nedefinite ale urmitoarelor functii:

1 f(x)=x’-2x+3,xe R;Z)f(x):x+§,x<0;3)f(x)=2x—i+\/;,x>0;
x x

2 1 3 5

4) f (x)=(1+x) ,xZO,S)f(x)—x\/;,x>0,6)f(x)—x—;+?,x<0,

7 f(x)=x-3Vx +5Yx,x20;8) f (x)= ,x<0 9) f(x)=xvx =Yx,x 20
10) f(x)= xf;*/—,x>0 1) f(x)= 39+J;,x>0 12) f(x)=x—-3¢*, xe R;
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3
13)f(x)=%—2x+%—3x,x>0;14)f(x)=(x;sl) ,x<0;15)f(x)=T,

,x<-2;18) f(x)=

x>0;16) f (x)= 21_4,x>2;17)f(x)=

X
2 4

X +3 2 1
19) () =5 ¥ > B S (¥) =5 5w > T f (¥) = e s

x? 2x* +1 1
2)f(x)=— preR2I) f(x)="5 xeR2M) f(x) =g 5 oxeRs
25)f(x)=;2,xe (-3.3):26) f (x) =———, xe (-3,3);27) f (x) =

9—x 9—x

NG

,Xx >2;29) f(x)=;,x >—7

X
Jx? -4 ’ axt-5 2

1
Vx’ -4

2x"+3 Vxi-3+1
30)f(X)—m,x>l,3l)f(x)_x— >\/—

,x>2;28) f(x)=

sin” x cos® x sin” x

1 2 3 4
32)f(x)—ﬁ,xe( \J 33)f( ) 2 +m,xe(0,3],
34)f(x)=sin2§,xe R; 35) f (x) =tg’x, xe( ]36)f( )—sin§+cos§,

sinx CoSx
R;37 = ’ = ’ 0,—|.
re /(%) 3sinx +4cosx g(x 3sinx +4cosx xe( 2)
2) Metoda intergrarii prin parti
Intergrala nedefinita si diferentiala

Un rol deosebit de important 1n calculul integral 1l joaca diferentiala unei functii. Fie
f I =R, I interval, o functie derivabild si x, € I . Functia f este derivabild in x,

X, +h
dacd existd si este finita limita (raportului) %in(}f( 2 /(%) =f'(x,)€ R. Aceasta
f(x+h)—f(x)

se poate aproxima cu

inseamna ca pentru A& mic, h #0, raportul P

numarul f'(x,), adica putem scrie f (x, +4)— f (x,)= f'(x, )%, unde membrul
stang se noteaza de obicei cu Af = f(x, +h)— f(x,) (Af 1l citim: delta f) si
reprezintd cresterea lui f de la x, la x, +h (Fig. 7).
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YA

—
%O)h J(%+h)f(xy)

Cxg 7S (g )

(x() s f(x(J ))

|
|
—— |
<
I I >
0 Yo xgrh X
Fig. 7

Aproximarea de mai sus este buna 1n sensul ca pentru 4 mic, diferenta dintre cele doua

expresii [ f(x,+h)—f(x,)]-f'(x)h este micid comparativ cu h, adica raportul

[f(xo +h)—f(x0)]—f'(x0)h
h

tinde la zero daca # tinde la zero.

Intr-adevir, %m(} [f(xo +h)—f](1x0)]—f’(x0)h =1hin3 f (% +h2—f(x0)

im0 =0,

Fie xe I, arbitrar. Atunci avem urmatoarea:

efinitie. Fie 7+ 0. Diferenta f(x+4)—f(x) se numeste cresterea lui f de
a xla x+h sisenoteaza Af = f(x+h)— f(x).
rodusul f'(x)h se numeste diferentiala lui fin xcu cresterea /si se noteaz|

df = f'(x)h.

Asadar Af =df .
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Exemplu. Si calculim diferentiala functiei f(x)=x?,x>0. Functia di aria
patratului de latura x (Fig. 8).

//////////////#//////////////// e Daci lungimea fieciirei laturi creste dela x la x +h,

atunci aria creste de la f (x) la f (x+h) si deci
Af=f(x+h)—f(x)=(x+h)2—x2= =2xh+h*.

Ca estimare a acestei schimbari putem utiliza diferentiala

=

df = f '(x)h = 2xh . Eroarea comisi ca urmare a acestei

o~ e - 2 « <A
aproximiri este egald cu Af —df =h", care este mici in

raport cu /1, in sensul ci

X B 2
, w im Y=Y i im0,
Fig. 8 h—0 h h—»0 h  h—0

Uneori in locul lui /2 folosim notatia Ax si deci df = f '(x)Ax . Diferentiala variabilei

independente x este egald cu dx = Ax . Cu acestea df = f '(x)dx , ceea ce arati legitura

stransa dintre diferentiala si derivata unei functii. Mai precis are loc urmitoarea:

Teorema (Legitura derivatei cu diferentiala). Fie f:I —» R,I interval si
x e I . Functia f are diferentiald in punctul x si in plus df = f'(x)dx sau

Y
s Tdx’

In virtutea acestei teoreme, via operatiile cu functii derivabile, au loc urmitoarele
reguli pentru diferentiale:

Daca f, g sunt derivabile pe un interval deschis, atunci:

d(f tg)=df £dg (diferentiala sumei — diferentei este egala cu suma —

diferenta diferentialelor).

1) d(kf)=kdf, k- constanta.

2) d(fg)=gdf + fdg .

3) d(i}—gdf S48 o s0.
8 8

4) d(eof)=¢'(f)df,Ve:R—R, functie derivabila.

De exemplu, pentru 3) avem:

d(fg)=(/f2)'dx=(f"'g+ fg')dx=g(f dx)+ f(g'dx)=gdf + fdg .
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Integrarea prin parti

O metodd ce permite calcularea integralelor unor functii date este oferita de metoda
integrarii prin parti (este operatia inversd derivarii produsului (uv)'=u'v+uv', u,v
functii derivabile). Are loc urmatoarea:

Teorema. Fie u,v:I — R, [interval, doud functii derivabile cu derivatele
continue. Atunci functiile u'v, uv'admit primitive si multimile lor de primitive

sunt legate prin relatia: ju(x)v'(x)dxzu(x)v(x)—ju'(x)v(x)dx.

Demonstratie. Functiile u'v si uv' fiind continue pe [ (ca produs de functii
continue), admit primitive pe /. Functiile u,v fiind derivabile rezulta uv este o

functie derivabild §i avem (uwv)'=u'v+uv' sau uwv'=(uwv)'-u'v. De aici, prin
integrare, rezulta Iu(x)v'(x)dx: I(u(x)v(x))‘dx—Iu’(x)v(x)dx sau
ju(x)v'(x)dx=u(x)v(x)+e—ju'(x)v(x)dx ([u=u+e) sau ju(x)v'(x)dx:
:u(x)v(x)—.[u'(x)v(x)dx (ju=ju+é).l

Observatii. 1) Faptul ca integrarea prin parti este operatia inversd a derivarii
produsului, se reprezintd schematic ca mai jos.

£ = [0 () ()] + u(x)v'(x) (Derivare)

S (%) =u(x)v(x)

If'(x)dx = Iu'(x)v(x)dx + Iu(X)v'(x)dx (Integrare)

flx)+e

Observati ca membrul drept al formulei integrarii prin parti este simetric in u si v.
Din acest motiv se iau usi v astfel Incat data fiind una din integrale de calculat, atunci
cea de-a doua sa fie mai simpla.

Formula are forma

Iu(x)v'(x)dx:u(x)v(x)—ju'(x)v(x)dx, fiind cunoscutd §i sub denumirea de

integrare a produsului.
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2) Formula care apare in teoremd este cunoscutd sub numele de formula integrarii
prin parti (pentru integrala nedefinitd). Functiile u,v se numesc parti ale
integrandului.

3) De obicei se ia u functia mai complicata de sub semnul integrald astfel Tncat a doua
integrala din formuld sd fie mai simpla decat prima integrald. Dacd integrala din
membrul drept al formulei este mai dificild, atunci se face o altd alegere pentru u si
v'. In a doua integrala apare v obtinut din V' prin integrere. De aceea, in prima
integrald, alegem pe V' o functie mai simpld, ca prin integrare s determinim pe V.
Am vazut ca integrarea este mai dificila decat derivarea.

Exemplu. Si se calculeze _[ xe'dx.

2
o . . . X7
R. Dacid punem u(x)=e"si v'(x)=x, atunci u'(x)=e" s§i v(x) == dar
. e X 1 . . <
formula integrarii prin parti are forma jxexdx = 78)[ —ijzexdx . Observam ca a doua integrald
este mai complicata decat prima!

Ludam atunci u(x)=x si v'(x)=e", cand u'(x)=Lv(x)=¢". Deci J‘xe‘dx=xe‘—

—J‘exdx=(x—1)ex +€.

4) Deoarece v'(x)dx=dv(x) si u'(x)dx=du(x), iar diferentiala produsului este
d(uv) =udv +vdu , formula integrarii prin parti scrisa cu ajutorul diferentialelor are
forma

J.udv zuv—jvdu

€699

Cele doua parti ale integrandului sunt “u(x)” si “v'(x)dx” sau “u” i “dv”. Pentru a
aplica integrarea prin pdrti este necesar si calculam u (x)(prin derivare) si v(x)
(prin integrare).

in general, egalitatea Iudv + Ivdu =uv , arata ca daca este cunoscuta o

integrala din membrul sting atunci se poate calcula si cealalta.
Pentru a aplica usor formula integrarii prin parti, aranjam functiile sub forma:

u(x)= u'(x)=(prinderivare)

= prinintegrare;
v(x)= o
v este 0 primitiva

v'(x)=

(din prima integrala) (din a doua integrald)
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Pentru simplitate vom scrie u in loc de u(x) si v'inloc de v'(x).
In scriere diferentiala

U= du=  (prindiferentiere)
= prinintegrare;
v= )
dv= v este o primitiva

(din prima integrala) (din a doua integrala)

Sugestiv formula integrarii prin parti poate fi redatd prin diagrama urmatoare (alaturat
este un caz particular)

@ Derivare @ Derivare @

l \ |

Ju@) vimae = u(x) v —ju(x)V(x) Jx exdx —xee¥ — [1.e¥a

\ eT
Integrare @ Integrare

unde prima integrala este luatd din produsul functiilor de pe prima verticala a
diagramei (u(x)v'(x)) este egald cu produsul functiilor de pe diagonala principala a

diagramei (u (x)v(x)) minus integrala din produsul functiilor de pe a doua verticald a

diagramei (u'(x)v(x)).

Exemplu. Si se calculeze _[ xe'dx,xe R.
u(x):_x MV(X)=1
- .

X v(x)=ex(jexdx=ex+é)
Deci Ixe"dx xe - 1e‘dxzxe"—e"+@=(x—l)e"+é

M
Iuv' —uv —I

v'(x)=e

R. Notam: {
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In scriere diferentiala avem:

e du =dx
dv=e"dx 3{‘}:6)( (Idv:v+e='[€xdx=e"+é)

alegemv =e*

Deci I)ag"dx; xe' —Ie"dx =xe'—e'+{¢= (x—l)e" +e.

|

Iu-dv= uv—J.vdu

In alegerea lui u si dv in formula integririi prin parti ne ghiddm, atunci cind este
posibil, dupa urmatoarele consideratii:

1) Alegem dv astfel incat jdv este usor de determinat.

2) Alegem u astfel incat u' sa fie mai simpli decat # pentru integrare.

Este posibil de aplicat integrarea prin parti de doud sau mai multe ori pentru a evalua
integrala data.

Exemplu. Si se calculeze: 1) I = sze"dx, xeR;2)I= Ie" sinxdx, xe R.

u=x* du=2xdx
R. 1) Notam: = ! si deci
dv=e"dx e’
1 zj.xze“d )Xc e’ 'Zxdx) =x% —ZJ-xede @ .
J -dv u'\v Xr

Pentru [, = J.xede aplicam, din nou, formula integrarii prin parti. Punem:
u=x du=dx )
= si deci I, =Ixe"dx=xe"—_[e dx xe'—e ' +¢@=
dv=e"dx v=e" T X x
=(x—1)e"+é. u-dTv =uv - v-du
Revenim in (1) cu /; si obtinem:
I =x%e* —2[(x—l)ex +é} =x’e" —2(x—1)e" +é=(x2 —2x+2)eX +é.

Daca am fi facut alegerea

heot du=e'dx
i atunci e si integrala 7 devine:
dv=x"dx y= ?
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3 x3x

I=[e"oldy="" o - etdy .
R
dv = v u - v-du
Constatam cd a doua integrald e mai complicata decat cea data!
u=e* du=e*dx
] =
dv =sin xdx

T

2)Notam { si de aici

v=—cosx
1 =Iex sin xdx = —e”* cosx+_|.e’C cosxdx, (1).

Pentru Ie" cosxdx , aplicam formula integrarii prin parti si avem:

pe X

u=e du=e’dx . . .

= ) . Deci J.ex cosxdx =e"sinx — Ie’“ sinxdx, (2).
dv = cos xdx v=sinx

A doua integrala din (2) este chiar /. Din (1) si (2) rezulta:
. . o 1 .
I=—¢"cosx+e sinx—1 sau 2] =(sinx—cosx)e”, adicd / =E(smx—cosx)e' +e.

5) Integrarea prin parti se aplica n cazul integralelor de forma (acolo unde au sens):

eax

i I x"'{sinax ;dx,ne N,@e R unde sub integrald avem produsul dintre x" i una

cosax

din functiile din paranteza acolada. In acest caz se ia u = x" si
v'=e" (sinax, cosax).
Se aplica de n ori integrarea prin parti.
ax
Q,(x)-e

Rezultatul final este +¢,undeQ, (x),P,(x),R,(x)
P, (x)sinax+R, (x)cosax

sunt functii polinomiale de grad n.

Al
e
ax
. n ('x) e n . .
Deci =x"¢sinax p, Vx (Forma a doua din membrul

P, (x)sinax+R, (x)cosax o8 g

stang corespunde la ultimele forme din membrul drept).
Primitivele functiei date se pot obtine din ultima egalitate prin identificare. Se
determind coeficientii lui Q , P,, R prin metoda coeficientilor nedeterminati.

Exemplu. Si se calculeze: 1)1 = _[xzexdx, xeR;2)I= Ixsinxdx, xeR.

R. 1) Am calculat, mai sus, prin parti aceastd integrald. Acum o vom calcula tinand seama de
egalitatea

J.xzexdx= (ax2 +bx+c)ex +é.
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Coeficientii a,b, ¢ se determina din cerinta [( ax® +bx + C)ex:|' = xzex, Vxe R, adica
[ax2 +(2a+b)x+b+c}e" =x’¢",Vxe R .Deaici, a=1,2a+b=0,b+c¢=0, adicd
a=1,b=-2,c=2.

Asadar, J.xzexdx = (x2 —2x+ 2)9* +é.

In general J.Pn (x)e®dx=0,(x)e™ +e| unde P,(x),0Q,(x) sunt functii
polinomiale de grad n.

u'=1
V

u=
2) Punem { i . Deci jxsin xdx =—xcosx +J.cosx dx =

v'=sinx

si obtinem
=—cosx

=—xcosx+sinx+¢ .

Altfel, punem J.xsinxdx =(ax+b)sinx+(cx+d)cosx+¢ .

Din [ (ax+b)sinx+(cx+d)cosx |'=xsinx,Vxe R, rezultd [a—d —(c+1)x |sinx+
+(b+c+ax)cosx =0, Vx. De aici deducem a—d —(c+1)x=0,b+c+ax=0, Vx . In fine, din
ultimile egalitdti gdsim a=d =0,c=-1,b=1.

Aceeasi notatie o facem dacd in locul lui x" avem functia polinomiald de grad n, P, (x) . La

fiecare integrare prin parti, iIn a doua integrald din formula scade cu o unitate gradul functiei
polinomiale.

In x
ojx" arcsin x ;dx,ne N, unde sub integrala avem produsul dintre x" si una din

arctg x
functiile din paranteza acolada. Se alege u =Inx(arcsinx, arctg x), iar v'(x) =x" sau

sub forma diferentiald u =1nx, dv=x"dx.
Aceeasi notatie se face si pentru integrala in care in locul lui x" avem P, (x) functie
polinomiala de grad n.
Exemplu. Si se calculeze: 1) Ilnx dx,x >0; Z)Iarcsinx dx,-1<x<1.
1

u=Inx u'=—
R. 1) Avem: { -1 = x slavem: Ilnxdxlenx—jdxlenx—x+e.

V= v=1x
2)Vom determina, mai Intdi, o primitiva a functiei f (x) =arcsinx pe (—1,1), utilizdnd formula

integrarii prin parti.

1
u = arcsin x u =
Punem { - si avem \J1—x% . Observati ca u este derivabila pe (—1,1) ,
y =
v=x
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dar nu si pe [-1,1]. Deci jarcsinxdx:xarcsin—j dez :xarcsinx+j(\/1—x2)'dx:
1-x

=xarcsinx+v1-x" +¢, xe (-1,1).
Vom genera o primitivi G a functiei f(x)=arcsinx pe [-1,1] (fiind continua existd G !) cu

ajutorul primitivei F:(-1,1) > R, F(x)=xarcsinx++1-x", punand

k,x=-1
G(x)=1F(x).xe(-11)
ky,x=1
unde constantele &, k, se determind din cerinta ca G sa fie continud la dreapta in x =—1 si la stinga
N . . T . /a
in x=1.Obtinem: k, = lim F(x)==,k, =limF (x)="=.
N1 2 x 2

Acum Iarcsinx dx=G(x)+e,Vxe[-11].
Bx
e

. Inx
sinax . ) ) .. . o
L4 j arcsinx ; dx,a, f€ R . Se ia u una din functiile din a doua paranteza

arctg x

acolada, u=e™ (Inx, arcsinx, arctgx) si v' una din functiile din prima paranteza
acolada, v'=sinax(cosax). Dupa aplicarea de doud ori a formulei integrarii prin

parti se obtine integrala initiald cu un anumit coeficient. Relatia obtinuta este o ecuatie
liniard de necunoscutd integrala ceruta!
Exemplu. Si se calculeze I = Ie" sinxdx,xe R.
. ju=e u'=e' , L
R. Din . = si formula integrarii prin parti da
v'=sinx V=—CO0SX

I :—excosx+_|.excosxdx3 .

Pentru integrala din dreapta se aplica, din nou, integrarea prin parti punand

X

u=e u'=e" . . . .

cand ~ . Deci J.e)C cosx dx =" smx—jex sinxdx=e"sinx—1 .
v'=cosx v=sinx

L . 1 .
In final, I =—e*cosx+e*sinx—1 sau Izaex(smx—cosx)+e.
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Observatii. 1) Daca J = Iex cos x dx , din formula integrarii prin parti rezulta

I =—e"cosx+J (1), iar din a doua integrare prin parti J =e¢*sinx—1,(2).
Din (1) si (2) rezulta un sistem de necunoscute / si J.
2) Are loc egalitatea

j'e" sinxdx =e*(acosx +bsinx)+¢

unde a,be R se determind din egalitatea [e" (acosx+bsin x)]' =e'sinx, VxeR,

adica (a+b)cosx+(b—a)sinx=sinx,xe R.

Pentru x=0 rezultd a+b =0, iar pentru x—% rezultd b—a=1.
. 1 1 . 1 .
Gasim a=——,b=—. Deci J.e sinxdx=—e"(—cosx+sinx)+¢.
2 2 2
1 3
x’+a’ x*+a’
1
° Ix” x?—a? bdx . ij"<—>dx
x*-a*
a’ - x*
1
a’—x*|

Se prelucreaza integrala astfel:
(x +a ) ”+2dx P U

NErwr Rl N yon A W cwwr
= J.x"H (\/ x> +d? j dx + azjxn_1 (\/ x> +a? j dx si apoi se aplica integrarea prin

parti pentru calculul fiecarei integrale.

Izj.x x+ade

n

Pentru Ix” \Vx* —a’dx se procedeazd ca mai sus pentru x€ (—oo,a) sau

x€ (a,e) (Prin continuitate se construiesc din acestea primitivele pe (—oo, a] sau
[a,%0)). Analog, pentru jx” Va® —x*dx, xe [-a,a].

Exemplu. Fie I, -I dx,xe R,neN".

yrere

Sa se calculeze 1,1, si apoi si se stabileasci o relatie de recurenta pentru I,,n>2.

R. Avem pentru n=1: Il=j%dx=I(\/x2+1)'dx=\/x2+l+é.
x°+
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'

x2
Pentru n =2 se obtine: 12=I dx=jx(x/x2+1) dx .
) Vx?+1

u=x
Pentru ultima integrala aplicim formula integrarii prin parti: =
g p g prin part y= ( m ).

u'=1 x +1
= sideaicil, =xVx’+1—|vVx’+1dx=xvx"+1
{V=\‘ I I\/Jt +1

=xvx’+1 J. —I dx =x\/x2+1—12—ln(x+\/x2+1).Asadar
\/x +1 N

I,=x x2+1—12—ln(x+\/x2+1) sau 212=x\/x2+1—ln(x+\/x2+1)sau

Iz=%|:x\/x2+1—ln(x+\/x2+l)]+6.

Pentru n = 3 integrala se scrie:

Ix" 1( 1) dx = x" 1\/x2+1—(n—1)jx"_2 x2+1de =x""Wx?2+1-
x"2 (x2 +1) o 2
—(n-1)| ——"dx =x”_1\/x2+1—(n—1)[ dx + de:
J. \/x2+1 J‘\/x2+1 J‘\/x2+1
=x""Vx’+1-(n-1)1,-(n-1)1,_,. Deci [I,=x""'"Nx’+1-(n-1)I,-(n-1)1,_,,

adica nI" =x"_1\lx2+1_(n_1)1"_2 sau In =lxn—1 lx2+

n

n
1
De exemplu, pentru n =3 avem: I3=§ 2 x? +1——I x:x + ——\/x +1+¢.

n—-1
223,

sin” ax
L _[{ }dx,ae R#*,ne N* ,unde sin" @x = sin@x -sin" ' ax =

cos" ax

1 - < .
=——(cosax)'sin"" ax,vxe R . Luam u =sin"" ax,v'=(cosax)".
a

- 1, . - .
Analog, cos” ax = cosx - cos"™ ax =—(sinax)'cos"™ ax etc. In calculul acestor
a

integrale utilizam relatia fundamentald a trigonometriei sin® &x +cos’ ax=1.

Exemplu. Se da I, =Isin” dx,neN',n>2,xeR. Si se determine o relatie de recurenti

pentru I, siapoi calculati I5.
R. Avem scrierea sin” x=sinx-sin""' x=—(cosx)'sin""' x, iar pentru calculul lui I, , prin part,

- a1 . -
u=sin""x u'=(n-1)sin" 2 x-cosx
punem =

=(cosx)'  |v=cosx
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Deci I, = —J.sin”_l x(cosx)'dx=—sin"" x-cosx+(n —I)J.sin”_zx-coszxdx =
s | - n=2 c 02 _
=—sin"" x-cosx+(n—1)|sin" " x(1-sin” x|dx =

=—sin" " x-cosx+(n —l)jsin”’zxdx—(n —l)jsin”xdx:

=—sin" " x-cosx+(n—1)I, , —(n-1)I,.

De aici avem:
1

e I .
nl, =—sin"" x-cosx+(n—1)1,_, sau I, =——sin"
n

-1 n—1 c e .
x-cosx+——1I,_,, care reprezintd relatia de
n

recurentd ceruta.

. . . . 1. 1
Pentru n=1,1; =—cosx+¢ , iar pentru n=2, din relatie rezultd I, :—5s1nx~cosx+ +5x+e .

1 2 1 2
Pentru n=3, avem I :—gsinzx-cosx+gll :—Ssin2x~cosx—§cosx+e .

Probleme propuse

1. Sa se calculeze integralele:
a).l)Ix Inx dx,x>0; Z)Ilenxdx,x >0;3)jlnzxdx,x >0;4)Ix3lnzxdx,x >0;

5)[(x —3x)lnxdx x> 056) [In(x*+1)dx, x e R; 7)] 2 dx,x>0;8) [VxInxdr,

x>09)j In(Inx)

~ dx, x > 0; 10)] dx,x>e;11)jx21n(1+x)dx,x>—1;

1
12)len(1+ de x>0; 13)[ X dx,x>0; 14)j—dx x>0
\/— x+2)

159 [ XInx EAY e, x>0,

1+x )
b) 1)jx e dx,xe R;Z)Ixzezxdx,xe R;s)jx-sx dx,x e ]R;4)_[x25x dx,xeR;
S)J‘(x2 —2x—1)ex dx,xe ]R;6)j(x3 +5x2 —2) e dJc;7)J‘(x2 +2x)e3xdx,xe R;

8) Jlxze_zdx,xe R.
ol jx arcsinx dx, x € (-1,1) siapoi xe[-1,1]; Z)Iarccosx dx,x e (-1,1) siapoi
xe[-1,1];3) Iarctgx dx,x e R;4) J.x arctg x, x € R;5) I(arcsinx)zdx, xe (-L1);

X arcsinx

J—

arctg xdx,xe R;11) I

dx,xe R;

6) J‘ arcsin \/7

T dx, x>0 7)j dx,x e (—1,1);8)J‘arcsinIf‘;2

2

9) Ix arctg x dx, x € R; IO)I arctg x dx;

+x
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12) Ix(arctg x)2 dx,x e R;13) IxSarctg xdx,xe R;14) jx arctg x? dx,xeR;

X arctg x

\/1+x2

18).[ X arctg x dx 19* VI, = J‘ arcsinx( X ]dx, I =J’earcsinxdx’ xe (_1’1) .

(x +4 Vl—xz

d) 1)] e*sinxdx,xe R; Z)Iexcosxdx,xe R; 3)]2" sinx dx, x € R;4)je2xsin3xdx,

15) Ixarccosl dx,x>1; 16)j dx,xe R;17) jx arctg ldx, x> 0;
x x

X€E R;S)Iexsinzxdx,xe R;6)Ie2xc0s2xdx,xe R;7)je“x sinfxdx,xe R,
()!2+,32 ¢0;8)Ieaxcosﬂxdx,xe R, & +,B’2 ¢0;9)Ieaxsin2,3xdx,a,ﬂe R,xe R;
10) [¢® cos” Bx dx, @, Be R, x€ R.

¢) 1) [xsinxdx,xe R;2) [ x*sinx dx, xe R;3) [ x cosx dx, x € R;4) [ x sin3x dx,
x€R;5) [xsin® x dv, xe R;6) [ x* cos 2x dv, xe R;7) [(x* = 3x +5) sin2x dx,

xeR; S)Ix sinxdx,xe R; 9)J. x dx xe(0,%);10)J.xtg22xdx,xe(0,%);

ll)Ix/;smx/;dx,x >0;12)Icos x/;dx,x 20;13)Ix coszxdx,xe R;

14)Ix51n xdx,xeR; IS)J-xsmx dx,xe (0,%).
cos

D D [Vx?+9dr,xe R;2) [Vx? -9 dr, xe (3,0) siapoi xe[3,00); 3) [V16—x7 dr,

x € (~4,4) si apoi x € [—4,4];4)J‘xmdx,x > 3;5)J.xzmdx,x >3 6)J.x\/x2—+1dx,
xeR;7)jx2mdx,xeR;s)jx3\/ﬁdx,x>2;9)jx2 9—x?dx,xe(-3,3).

2) 1) [sinx-In(tg x)dx, xe( ) 2) [ xe*sinx dx, xe R;3) [ x%" cos x dx, x € R;

4)Ixexsin2xdx,xe R; S)Isin Inx)dx, x >0;6)J.cos Inx)dx,x > 0;

7)J.xzsin(lnx)dx,x>0;8)J‘d—§,xe(O,EJ, 16 = 14 (tgx)"s
cos® x cos®x costx

9)J'lncocsﬂ4 xe(ﬂ );10)[]n(1+x2+x")dx,xeR.

66



2. a) Sa se stabileasca o formuli de recurenta pentru fiecare din integralele I,,ne N* de mai

Jjos, calculand apoi 1,,1,,15:

I, =Id—xn,xe R;2)1, =J.d—xn, x>13)1, =Ix—n2dx,xe R;

(x2+1) (1—x2) 1+x
4)1”=I%dx,xeR;5)I”=jln"xdx,x>0;6)ln=jxln"xdx,x>0;
x“+a

NI, =Ix”lnxdx,x >0;8)1, =Ix”ex dx,xeR;9) I, =Ix" sinx dx,x e R.
b) Sa se stabileasci formula de recurenta pentru fiecare din integralele de mai jos:
n I,,= Isin"’ xcos" xdx,xe R,m,ne N',m,n>2;
2 I,,= J'x” (nx)"dx,x>0,mne N ,m,n2>2;

xn
(Inx)"
3. Sa se arate ci urmitoarele functii admit primitive pe domeniul de definitie si sa se calculeze

o primitiva a lor:
Vx? -1,x21

xz—x,x<1

/ / 2
x2+4’x50;4)f=[0,°°)—>R,f(x)={ o-xtxe 03],

2+sinx,x>0

dx,x>1,m,ne N,m,n>2.

3 1,,=[

xInx, x>0

;2)f:[0,oo)—>]R,f(x)={0 o0’

1)f:]R—>R,f(x)={

3)f:R—>]R,f(x)={

x2—3x,x>3

xe*,x<0 xarctgx,x 20
5 f:R—>R, = 36) f :(—1,00 R, = H
)/ RSR,/(x) {lenx,x >0 3 )= R, f(x) {arcsinx,xe(—l,O)

In(x*+1),x>0 v
7f:RoR,f(x)= (s +1).x> ;S)f:R—>R,f(x)={e sinx, x <0,
xe**,x <0 xe*, x>0
x arcsinx, x € [0,1]
xIn(-x),x<0

s11) £ :(-1,1) 5 R, £ (x) =max(e*, 1+ xe*);12) £ : (0,2) 5 R,

_ xm,xSO
_{\/;—xz,x>0
£ (x)=1+2? min(x,x%);13) £ :(0,2) > R, f () = max (x, 22 )4 - x> .

4. Fie f:(0,0) >R, f(x)=x’Inx. Si se determine primitiva F a lui f care verifici
F(1)=0.

5.1) Fie I =J.ex sin® x dx, J =J.ex cos” x dx . Si se calculeze 1 +J,J -1 sisa se deduci I si J.

2) Fie I =J.excosxdx,J =Iexsinxdx .Sisearate cd I+J =e”sinx,I —J =e” cosx si si se

deducal, J.
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6. 1) Si se determine functia derivabili f :(0,00) — R cu proprietitile f'(x)=In’x si
f(@)=o0.
2) Si se determine functia derivabili f :R — R cu proprietitile e*f'(x)=x% VxeR si

f£(0)=3. Calculati lim f(x).

1) Metoda integririi prin substitutie (Schimbare de variablii)

Exista situatii in care functia de integrat nu figureaza in tabelul cu primitive uzuale si
nici nu se poate integra utilizdnd formula integrarii prin parti desi este vorba tot de
integrarea unui produs. Totusi realizand o substitutie convenabild (u - substitutie)
integrala noii functii sd se realizeze cu unul din mijloacele enuntate. Daca

f:(a,b) >R este o functie derivabild, atunci am vazut in paragraful precedent ca
diferentiala lui f este egald cu produsul dintre derivata lui f si diferentiala
argumentului, adica df (x)= f'(x)dx . In cele ce urmeazi se prezinti doua tehnici de
lucru, ambele implicand substitutia, care permit calcularea integralelor unor functii
date, cand acestea se pot aduce la o formd convenabild. Este operatia inversd a
derivarii compunerii (fog)'=f'(g)-g', unde f,g sunt functii derivabile. Metoda
se mai numeste si a schimbirii de variabila deoarece de la integrarea in raport cu

variabila veche x se trece la integrarea in raport cu noua variabila u. Se disting
aici substitutiile algebrice si cele trigonometrice.

Prima metoda a substitutiei (a schimbarii de variabila)

© h
Teorema. Fie /,J c R intervale si / -»J —R doua functii cu proprietatile:

1) @este derivabild; 2) h admite primitive (H o primitiva a sa).

Atunci functia (70 ¢)-¢@' admite primitive pe / si mai mult

Ih((o(x))(o'(x) dx = H((o(x))+e.

Demonstratie. Sa observam ca H o ¢ este o functie derivabild (fiind compunere de
functii derivabile). Din (Ho@)'=H'(¢) - ¢'=h(@)-@'=(ho@) @' rezultd ca Ho@
este o primitiva pentru (ho@)-@'. B

Observatii. 1) Spunem cd ¢ este functia care schimba variabila.

Vom 1inlocui formal ¢(x)=u si @'(x )dx=du (spunem ca am facut substitutia

u=@(x) si apoi calculdm diferentiala du =@'(x)dx)in I = J.h((p(x))(p'(x) dx cand
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obtinem integrala asociati I, =Ih(u)du, mai usor de calculat (fie cu tabelul de

integrale uzuale, fie folosind formula integrarii prin parti).
Din 1, obtinem I inlocuind u cu ¢(x). Prin aceastd metoda integrarea in raport cu
variabila veche x a fost inlocuita cu integrarea in raport cu noua variabili u.

=9

Se mai spune cd @ este “functia interioard”, iar & este “functia exterioard”.
Schematic

Avem de calculat Se face substitutia
1=[h(p(x))9'(x) dx u=p(x)= du=g'(x)de [
Noua integrala de calculat
S :Ih(u)du:H(u)+é Se inlocuieste u cu @(x) ——08
(integrala asociatd)

Integrala de calculat
I=H(p(x))+e

Pentru a-l1 obtine pe I, in integrala / se inmulteste dupd semnul integrald cu o

constantd pentru a evidentia @'(x)dx si se mparte in fata semnului integrald cu

acelasi numar.

Probleme rezolvate

2
1. Sa se calculeze I = J.xex dx,xeR.
1o 2
R. Notim u = x* si deci du=2xdx . Se rescrie I sub forma [ = EJ.ex (2x) dx si deci integrala

u

1 1
asociatieste I; =—|e" du=—e" +¢.
! 2I 2
. . . . . . 1 2 -
Revenim la integrala initiald punand in locul lui u, x* si deci avem: I = Ee’“ + ¢ .De obicei se
2 1
trece dela/ la I; scriind [ = J.ex x dx si utilizand egalitatea Edu =xdx (din du=2xdx). De aici
1 1 1 1 2
I =|e"—du=—|e"du=—e"+¢ si I=—e* +¢.
! J 2 2J 2 TS

2. Sa se calculeze I = jsin(%)dx, xeR.

S 1 . .
R. Punem u =§ sideci du = 3 dx sau 5du =dx . Deci integrala asociata este

3 :.[(sinu)S du :Sjsinudu =—5cosu +¢ . Inlocuind aici u cu g se obtine / =—5COS(§J+@ :
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3. Si se calculeze I = J.xZ\IZx3 +5dx,x>0.

1
R. Substituim u =2x" +5 si obtinem du = (6x2) dx sau gdu = x’dx . Integrala asociata este

I, = J\/; —du=—jx/—du=g gu u+6=éu u+e.

—_

Integrala data este egald cu I = —(2x3 + 5)\/ 20 +5+¢.

9
2x+1
4. Sa se calculeze I =J. Xt 5 dx,x>-1.
(x+1)
. . Lo . 2(u —1)+1
R.Punem u =x+1 sideci du =dx, iar integrala asociatd este I, = ,[—2 du=
u

_j2” du _2j du j—=21n|u|+ te.

De aici I=2ln(x+1)+L+g.
x+1

2) Nu se poate pune egalitate intre multimile I = J.h((p(x))(p'(x) de si I, = Ih(u) du

deoarece prima este multimea primitivelor functiei (ho@)-¢@', care sunt functii

definite pe /, in timp ce a doua multime reprezintd primitivele functiei %, care sunt
functii definite pe J . Chiar dacd I =J , in general cele doua multimi sunt distincte.

Punand 1n locul functiei ~ functiile uzuale se obtine un tabel similar celui de la
primitive uzuale. Se obtine din primul tabel Tnlocuind x cu ¢ si Tnmultind functia

obtinuti cu ¢'. In tabel am evidentiat transformirile indicate in schema de la
observatia 1).
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Tabel de integrale nedefinite

u=g(x)
Integrala du='(x)d Integrala u=g(x) Integrala
initiala wEglx)e asociata initiala
@ X '(x)dx a+l a+l
NGRS i o o)™ |,
a#-1,p(1)c(0,) +1 a+l
J'qv(x)dx
2 o(x) _— I*:ln‘uhé —_— ln‘¢(x)‘+é
p(x)#0,xel
J.a'p(x)q)'(x)dx a* a?)
3 —_— J.a"du— +¢ | —> +é
a>0,a#1 Ina Ina
J‘ o'(x) J» du
4 ¢2(x)—a2 . Wt —a? —_— iln q)(x)—a N
o(x)#ta,xe La#0 RN LELI 2 |p(x)+a
2a u+a
I du
L} 2 2_
5 Iz ( gdx,a#0| ———— wota —_— 1arcth+@
4 (x ta =l-arctg£+€ a “
a a
9'(x) J‘L-
dx >
6 I a2_¢2(x) e a-u —_— arcsinM+é
a>0,0(I)c(-a,a) =arcsing+é a
a
J‘ du _
o'(x) Vu® +a® In(p(x)+
Al dra#0)| ——> i
@ (x)+a =ln(u+\/u +a )+ + (x)+a2)+é
+é
.[ '(x) dx I du
g Vo' (x)-d® | e s Ilg(x)+ P (x) |+
a>0a¢(1)c(_°°3_a) =In|u+ \/uz—az + +é
sau (a,c) iy
9 | [sinp(x)-¢'(x)dx | — Joinudu="| | _eosp(x)re
=—cosu+¢
10 Icos¢)(x).¢'(x)dx A Icosudu: —_ sing(x)+¢
=sinu+ ¢
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J‘ 9'(x)
cos’ @ x) I du_ _
11 — cos’u > tgp(x)+¢e
¢(x)¢(2k+1)5’ =tgu+¢
keZ,xel
¢2(x) dx , du
sin*(x) I =
12 s sin’u — > | -—ctgo(x)+¢
q)(x);tkn', =—ctgu+¢
keZ,xel
[1zo(x)- p'(x)dx
po Itgudu:
13 q)(x);v:(2k+1)E —_— — —Injcosu +¢ - 5 —ln‘cosq)(x)‘+g
keZ,xel
Ictgq)(x)~q)'(x)dx jctguduz _
14 | p(x)2knkez, | — , —> | Infsing(x)/+¢
; =In|sinu|+ ¢
xe

Probleme propuse

1. Sa se calculeze integralele de mai jos utilizind substitutia indicata
a)l) I(x—l)s dx,xe R,u= x—1;2)j(3x+2)6dx,xe R,u=3x+2;

3)[x(2x-1) dx,xe R,u=2x—1;4)jx(x2+1)3dx,xe R,u=x>+1;

5)j(x2—1)(x3—3x+1)5dx,xe R,u=x3—3x+1;6)jx2(x3+1)5dx,xe R,u=x>+1.

b) 1)_[ dx

u=1-4x; 4)]'

6)j

u=2x>+1; 9)[

(2x+1)
2x -1

x2dx

1
,x>—3,u=x+3;2).[d—x,x<——,u=2x+l;3)j dx yX>—
2x+1 2 1-4x

de,xe Ru=x +97)j
+9

1 d.
—5,x>—5,u=2x+l;5)jﬁ,xe R,u=x2+1;

m,po u=x3+2; 10)[

c) I)I\/2x+1dx,x >—%,u =2x+1;2)Ix\/1+x dx,x>2-1,u =1+x;3)“.\3‘/(2x+1)2 dx,
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l,xe R,u=x".
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Xe R,u=2x+1;4)fx\/x2+3dx,xe ]R,u=x2+3;5)'|'x2 x3+1dx,x>—1,
u=x3+1;6)J.x3\/x2—ldx,x<—1,u=x2—1;7)J.d—x,x>l,u=5x—1.
(Sx—l)3 5

d) I)Ie3x dx,xe R,u=3x;2)1%,xe R,u=2x;3)Ix2ex3dx,xe R,u=x%
e

4)I 2,xe]R,u=xZ;S)J.x/;e’“/;dx,x20,u=xx/; dx,x>0,u=~/x;

6)_[\/_
7)jgdx,x >0,u=%;8)](e3x —2¢*" +5¢* )dx, x e R,u=e*;9) [x2" dx,xe R,
X

X
u=3x%510) [x2 dr, xe Ryu= 36 + 51D [T dr,re Rou=e,
e +

sm(lnx) (1+ln )

I)J.—dx x>0, u=Inx; Z)I dx,x>0,u=Inx; 3)I dx,x >0,

_dx
x(Inx +1)

u=1+1nx;4)j s x>Lu=lnx; 5)j ,x>Lu=Inx+1.
xinx

. . * .
f) l)jsmzx-cosxdx,xe R,u:smx;Z)jsm xcosxdx,ke N ,xe R,u =sinx;
3)J.cos3x sinxdx,xe R,u =cosx;4)jsin3xcoszxdx,xe R,u =c0sx,(sin2x =1—c0s2x);
S)Isinzxcos3xdx,xe R,u =sinx;6)J.sin3xdx,xe R,u =c0sx;7)Icos3xdx,xe R,

. . . sinx y 4
u=51nx;8)151n3xcos3xdx,xe R,u=s1nx;9)J. 5 dx,xe(O,EJ,u=COSx;
cos” x

cosx dx r
IO)I ,xe(O 2J,u—smx ll)J. yxe(-mx),u= tg 12)J.

sin® x 3-2cosx’
l—sinx)dx

2+cosx

2+sinx

dx

R xe(-nm,7xw
2sinx —3cosx +5 ’ ( ’ )’

x x
xe(—zz’,zz’),u=tg5; 13)J. ,xe(—/t,/t),u:tgi;m)“.

x cosx dx T
u-tg—,lS)Il+Sin ,x€ (-7,7),u= tg— 16)j dx xe(O 2],u—tgx.
arcsin x
1) dx,x e (-1,1),u =arcsinx; 2) ,xe (0,1);
J.\ll x? '[\/ —x%aresinx
dx

3) —,xe(O,l),u:arcsinx;4) ,xe(-1L1),

J.\ll—xz aresin? x J.\/l x? \/arcsin2x+1

u=arcsinx;5)J. dx ,xe[—l,l),u arcsin x; 6)“-\/m
\/1 x? \/1 aresin’ x 22 1-x

In( arccos)dx

V1-x? arccosx

x€(0,1),u =arcsinx; 7)J. x€(0,1),u =In(arccosx).
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2x+3
x(x+1)(x +2)(x +3)+m? )

2. Pentru me R fie functia f,, :(0,0) >R, f,,(x)=

1) Sa se determine primitivele functiei f,

2) Sai se calculeze I f dx m#0

sin x cosx v 4
3. Si se calculeze I = J.—3dx J= I—3dx,xe 0,—|.
sin” x + cos” x sin” x + cos” x 2

4. Sa se determine functia f : R — R cu proprietitile:

1) £(0)=1;2) f este derivabili pe R cu derivata strict crescitoare; 3) f*(x)—(f ')2 (x)=1,
VxeR.

5. Sa se determine functia continua f:1 — (0,00) si intervalul I de numere reale, stiind ca
1
f(0)=1si i este o primitivi pentru f.

6. Se considerid functiile f,g:R —> R cu proprietatea g(x):f(x5+x),VxeR. Si se

demonstreze ca functia f admite primitive, daca si numai daca g admite primitive.

7.Fie f,:R>R, f,(x)=1+(1+x)+(1+x) +..+(1+x)",neN".

a) Aritatici: f,(x)=Cl +Cl x+..+ClHx"
()™ -1 (x+1)* (x+1)° (x+1)""
b) Demonstrati ci: I—dx =x+ + +t——mm—+¢.
x 2 3 n+1
8. Fie I,= J.C(Tsnx dx,xe [0,%) . Sa se determine o relatie de recurenti pentru
sinx

I,,ne N,n>2 siapoi deduceti I,.

A doua metoda a substitutiei (a schimbarii de variabili)

Are loc urmatoarea

Teorema. Fie 1,J c R, intervale si / f>J —R doua functii cu
urmatoarele proprietati:
1) ¢ este bijectiva, derivabild cu ¢'(x)#0,Vxe [l ;
2) Functia h=(f o@)-¢' admite primitive (fie H o primitiva a sa).
Atunci:
a) Functia f'admite primitive;
b) Functia H o' este o primitivﬁ a lui f, adica

[£(x)dx=(Hop")(x)+e.
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Demonstratie. Din 1) rezulti ci ¢ este derivabild pe J . Cum H este o primitivi a
lui h, rezultd H derivabila pe I si H'=(fo@)¢@'. Pentruca Hog@ ' si fie o primitiva
pentru f trebuie ca (H o ¢)’1)'= f . Mai intdi este clar ci H 0@ este derivabild pe J

(compunere de functii derivabile). Avem:

(Hog')(x)=H'(¢" (x)-(¢") (x)=(ro0) (0" (x) 0 (¢ (x))-(¢) (x)=
=f(x)o'(¢" (x 1
=f(x)e' (¢ ()) pIPSIE)

Observatii. 1) Se spune ci ¢ este functia care schimba variabila. Inlocuind formal

=f(x),xeJ. ®m

x=¢(u) si dv=¢'(u)du se trece de la integrala [ = I f(x)dx la integrala asociata
I, =If(¢(u))¢)‘(u)du :

2) In prima metodd se noteazd cu u o expresie ce-l contine pe x dupa care se
calculeazd integrala asociatd /,. In a doua metoda a substitutiei se pune x egal cu o
expresie de u si se trece la integrala asociatd I, .

Schematic Noua integrala
Se face substitutia de calculat
Avem de calculat _
o x=p(u)= 1= (ol00) 9 )= —
=|f(x)dx ,
2dx=(p(u)du =H(u)+é
integrala asociata
Se inlocuieste Integrala de calculat

u=¢"'(x) I=H(¢"(x))+e

De remarcat cd in cele doua metode se face o substitutie in urma careia se obtine o
integrald asociatd I, mai usor de calculat. Iata “transformarile” in cele doud metode:

u=p(x) u=p(x)
I=[Hp()e(ds > h=[flu)di=Flu)+e > 1=F(p(x))+e

x=p(u) = (x)
I=[f(x)dx — 1 =[f(p(«)¢(u)du=Hu)+e o 1=H(g™ (x))+e.
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Sa retinem ca existd o singura formuld de schimbare de variabild si mai multe
variante de aplicare ale ei, care depind de particularitatea functiei ale carei primitive
trebuie calculate.

Exemple 1. (Substitutiile trigonometrice) Am evaluat la integrarea prin pirti integralele:

I\/az —-x’dx,x€[-a,a],a >0;J.\/az +x%dx,xeR,a ¢0;I\/x2 —a*dx,xel,
cu I c(—oo,—a]sau I c[a,).

In continuare vom gasi expresiile acestor integrale utilizind substitutiile trigonometrice prin
care “elimindm” radicalii de sub semnul integrala.

a) Pentru j\/az —x%dx sepunex=asinu,a>0,xe [—%,%] .De aicidx = a cosu du,

x L (x
a’—x*=a’ cos’u,\a’ - x* =alcosu|=a cosu,~ =sinu > u = arcsm(—),
a a

a’-x’ .
cosu = — . Integrala asociata este
a

I, =J.a2c0szudu=a2‘[%du=az(%+smzuj+é.

4
2
. . a .| X . . X . X
De aici I = —[arcsm(—) + sm(arcsm—)cos[arcsm—H +¢=
2 a a a

2 2_ 2 1
= %[arcsinﬁ +Z. u:l +¢= E[azarcsin(£] + xva® = x? ] +é.
a a

a a

Comparativ cu integrarea prin parti a functiei f(x)=+a’—-x?,xe€[-a,a], unde o primitivi
se determina pe (—a,a) (interval deschis), aici prin transformarea considerata am determinat

o primitivi a functiei pe intervalul inchis [-a,a] .

¢) Pentru J.\/a2 +x’dx sepune x=atgu,a>0,ue (—%,%), iar de aici

adu CRT) a a x)Y . x a
dx=———,Na’+x* =——=——, u=aretg| ~ |,sinu=———,cosu =——,
cos’u |cosu| cosu a @ +x @+ x

x x
tgu=—>u =arctg(—) .
a a

du _ 2J-cosudu_ 2,[ cosudu
u (l—sinzu)2

in ultima integrali, schimbim din nou variabila ¢ = sinu = df = cosu du si

Integrala asociati este I, =a’ I

cos’ cos'u

dt
avem de calculat integrala asociati lui 1,1, =a’ I —2)2 , tip de integrali ce se va studia la
-t

,a>0,ue 0,£ sau ue —£,0 .
u 2 2
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paragraful urmitor.

a
¢) Pentru I\/xz —a’ dx sepune x =
cos




De aici dx = as d etc.

COS u

2. Si se calculeze I = Iﬁdx, x>1.

R. Functia de integrat are in structura sa \/;i/; (adica radicali de ordine diferite din aceeasi
expresie), aici x.

Se face substitutia x = u° (x Sl u>l=u=4x ) , unde exponentul 6 reprezintd cel mai mic

multiplu comun, al ordinelor radicalilor De aici dx=6u’ du si integrala asociati devine
6u’ du u du _ -1+1 ) 1
II—IMB_MZ—6IM = j du—6U(u +u+1+u_1jjdu—

=2u’ +3u’ +6u+6In(u—1)+¢ . iar integrala initiala / = 2vx +3Yx + 64x +6In({x - 1)+ ¢.

3. Si se calculeze I = _[ , x>0.

dx
21+ x?

1
R. Punem x=—(dinx>0=u>0) si dx= —d—b; . Integrala asociati este
u u

u du ‘du=—~u'+1+¢.
\/H—:—.[\/u +1— .[( u +1)du— ﬁ é

In final, 7 =- /iz+1+g.
X

4. Si se calculeze 1) I = I\/1+x dx,xe R;2)I = I ,xeR.

V1+ x?

=ch(t) etc.

r_ -t ro-
R. 1) Se pune x=2 26 = sh(r) eteq2) x=1¢

Probleme propuse

Si se calculeze integralele de mai jos, utilizind a doua metodi a substitutiei si substitutiile
indicate:

1+x
x20,x=u2;3)
J.1+\/§

\/,
xdx 1

dx 4
H|l——=,x>0,x=u";5) | ——— —_— x> ——
'l.\/—+‘\'/— -l.\/;+§/; V2x +1 2
NV2x+1= u7)I dx x>2,\Jx-2= uS)J.x\/x+ dx,x 2-1,x+1=u;

2,
dx,x20,x=u";

dx,x2>22,x= u? 2)J.

,x>0,x=u6;6)I
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9)J‘\/—dx,x>2\/ -2= ulO)J‘x\/x 2de,xeR,Yx-2= u11)J'
x>0,\/3x+1=u;12)jx2\/x+2dx,xZ—Z,x/x+2

dx
x\/3x+1’
dx
=u;13) | ———,xe R
R
X
xdx,xeR,x:lnu,u>0;15)jd—x
e ex /ex
1 1
16)jd—x,xeR,x:-lnu;17)jd—x,x>1,x=—sau x=——;
1+e” xxl-1 u cosu

dx 1 dx 1 V2
18) | ——yx>1L,x=—;19) | —F/——,x>+VJ2,x=—sau x = .
).[xz /xz_l’x e )Ix/xz_z’x V2.x w0 cosu

2
e +1=u’,u>0;14) ¢ ,xeR;
1+

1.6. INTEGRAREA FUNCTIILOR RATIONALE

Definitie. O functie f:I — R, /interval, se numeste rationald daca

P
f(x)= QEX;’ unde P,Q sunt functii polinomiale cu coeficienti reali si
X

Q(x)#0,Vxe .

1. Descompunerea functiilor rationale in functii rationale simple

[Definitie. O functie rationald se numeste simpli daci are una din formele:
D f(x)=a,x"+a, ,x"" +..+ax+a, (functia polinomiald);

2)f(x):Ln,ne N',xe I c(—0,a) sau I c(a,);
x—a)
3 f(x)=—2FC e N b —4c<0.

(x2+bx+c)

Urmatoarea teoremd de algebra este fundamentald pentru integrarea functiilor
rationale.
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Teorema. Orice functie rationala poate fi reprezentatd sub forma unei sume
|finite de functii rationale simple. Mai precis, daca

O(x)=(x—a)" (x—a,)® ...(x—ap )ap (x2 +bhx+¢ )ﬁl ...(xz +b,x+c, )ﬂq

_ P p 1
funde b —4c, <0,i=1,q, atunci f(x)=ﬁ=L(x)+Z[i+

Q(x) k=1 X~
2 o, q 1 1 B B
_A 2+...+—A" — |+ ZB"x+C" pop DG — |
(x—a,) (x—a)" | & x +hx+c (x2+bkx+ck)k

funde L este o functie polinomiali cu coeficienti reali, iar p,ge N,

a,.b,,c,, A, B;,C, sunt numere reale.

Observatie. Problema care se pune in cazul in care Q este descompus In factori
ireductibili peste R (se stie din algebrd ca factorii ireductibili peste R sunt

polinoamele de gradul intdi X —a si cele de gradul doi X*+bX +c,a,b,ce R cu
b* —4c<0) este de a determina coeficientii A;, B}, C; ce apar in membrul drept al
egalitatii (1).

Daca grad P >grad Q, atunci se face impartirea lui P la Q conform teoremei Tmpartirii
cu rest cand obtinem P =LQ+ R, unde grad R <grad Q si deci

f(x) :M =L(x)+ R(x) . Acum pentru Rx)
0(x) 0(x) 0(x)
rationale simple (de formele 2) si 3)) si corespunde celor doud sume din membrul
drept al egalitatii (1). In egalitatea astfel obtinuti se aduce, in membrul drept, la
acelasi numitor. Numitorul comun este Q. Daca se elimina Q din ambii membrii se
ajunge la egalitatea a doua polinoame, iar de aici la un sistem de ecuatii in care

avem descompunerea 1n functii

necunoscutele sunt coeficientii A}, B;, C, . Acesatd metoda de a determina coeficientii

A, B;, C; se numeste metoda coeficientilor nedeterminati.

Probleme rezolvate

Sa se descompuna in functii rationale simple urmétoarele functii rationale:
a) Numitorul are radicini reale simple

2x2+6x+6
1) =
f(x) (x+1)(x2+5x+6)

X#E-3,x 2, x#-1;
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3x+xt+x+1 1
2 x)= x#z——,x#1.
) I ( ) 2x2—x-1 2’
R. 1) Descompunem numitorul in factori ireductibili peste R . Avem:

Q(x)=(x+1)(x+2)(x+3). Atunci descompunerea lui f in functii rationale simple

are forma:
A B C
x)= + + , 1*).
f( ) x+1 x+2 x+3 ( )
Aduciand (in dreapta) la acelasi numitor si apoi eliminidnd numitorul rezulta egalitatea

2x% +6x+6=A(x+2)(x+3)+B(x+1)(x+3)+C(x+1)(x+2), (1) sau

2x° +6x+6=(A+B+C)x* +(5A+4B+3C)x+6A+3B+2C.

De aici prin identificarea coeficientilor (de la aceleasi puteri ale lui x) rezulta sistemul:
| 2=A+B+C

x | 6=5A+4B+3C.

K"l 6=6A+3B+2C
Rezolvand acest sistem gasim A=1,B=-2,C=3.

1 2 3
Deci x)= - .
f( ) x+1 x+2 x+3

Observatie. Daca in (1) se trece la limitd dupa x — —1, ceea ce revine la a inlocui pe
x cu —1, rezulta A=1. Analog pentru x=-2 se giseste B=-2, iar pentru x=-3
avem C=3.

Deci 1n acest caz, al radacinilor simple, daca dorim sa-1 aflam pe A, atunci se
inmulteste egalitatea (*) cu numitorul fractiei in care apare A. In membrul sting se

poate simplifica prin x+1(x#—1). Apoi In aceastd egalitate se trece la limitd dupa

x — —1. In stAnga gasim 1, iar in dreapta doar A deoarece termenii care contin pe B si
C fiind inmultiti cu x+1, prin trecerea la limitd dupa x — —1, acestia devin zero.
Analog pentru a afla pe B se inmulteste (*) cu x+2 si se trece la limita dupa x — —2
etc.

2) Observam cd gradul numaratorului este mai mare decat gradul numitorului. Se face
impartirea si gasim:

2x° +x° +x+1=(x+1)(2x2 —x—1)+3x+2.

(x+1)(2x* —x—1)+3x+2
AL Gl L L S
2x"—x-1 2x"—x-1
: : +2 A .
Acum functia rationala # se descompune In functii rationale simple. Sa
X" —x-

3x+2 A B
= +

2

= , lar de aici
2x"—x—1 x—1 2x+1

observam ci 2x* —x—1=(x—1)(2x+1) si deci
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3x+2=(2A+B)x+A-B. Se obtine sistemul 2A+B=3 A-B=2 cu solutia
1 1
A:Q,B:——.Asadar f(x)=x+1+ > .
3 3 3(x=1) 3(2x+1)
b) Numitorul are radicini reale multiple

4x +1 +x+2
D f ()= re12) £ (x)=
Ty T P = i ey

,Xx#x1.

R. 1) Metoda intdi. Se scrie f sub forma:
A B . ..
f(x)= + >+ ¢ T, iar de aici

X+l (x+1)7 (x+1)

4x+1=A(x+1)* +B(x+1)+C, (1) sau
4x+1=Ax> +(2A+B)x+A+B+C.
Deci A=0,2A+B=4,A+B+C=1,cand gasim A=0,B=4,C=-3. Prin
4 3
(x+1)° (x+1)°
Metoda a doua. Daca in (1) se face x=—1 rezultd C =-3. Se deriveaza (1) si rezulta
4=2A(x+1)+ B, (2)iar aici facem x=—-1 cand avem B=4.
Se deriveaza (2) si se face x=—-1, cand gdsim A=0.

Valoarea x =—1 este raddcina multiplad de ordin 3 pentru numitor.
Metoda a treia. Punem x+1=y sideci x=y—1.

Deci f(y—l):4y3_3:iz—%, iar de aici, revenim la substitutie, f(x)=
y y y

urmare f(x)=

__ 4 3
(x+1)  (x+1)°

2) Are loc descompunerea
f(x)= A, B >+ ¢c ,_D >, iar de aici

x=1 (x=1)" x+1 (x+1)
ax+2=A(x=1)(x+1) +B(x+1)* +C(x+1)(x—1)> + D(x—=1)", (D).
Se face x=—-1 siapoi x=1, cind gasim 2=4D si respectiv 4 =4B . Deci

D= % B=1.Se deriveaza (1) si rezultd 2x+1=A(x+1)" +24( X’ —1)+2B(x+1)+
+C(x-1)" + 2C(x2 —1) +2D(x—1), si se face aici din nou x=-1 si apoi x=1.

Gasim —1=4C —-4D,3=4A+4B . De aici A:—i,C:i.
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1 1 1 1
+ + + .
4(x=1)  (x=1)" 4(x+1) 2(x+1)’
Altfel. Din (1) rezultd un sistem 1n A,B,C,D din egalitatea celor doud functii

polinomiale.
¢) Numitorul are radacini complexe simple

2x3 —3x% +2x

f(x)= 2 2 :
(x +4)(x +1)

Deci f(x)=-

R. Avem: f(x):A§+B+C);+D sau

x“+4 x"+1
20 =3x" +2x=(A+C)x’ +(B+D)x* +(A+4C)x+ B+4D, (1).
De aici rezulta sistemul:

| A+C=2
x*| B+D=-3
x | A+4C=2
x"| B+4D=0

2x—4 1
244 P+l
Altfel. Sa observam cd numitorul are radacinile complexe *i,+2i. In egalitatea (1) se
face x=1i sirezultda Ci+ D =1. De aici (egalitatea a doud numere complexe) se obtine
C=0,D=1.
Tot 1n (1) se pune x=2i siavem 4i —4 =2Ai+ B. Din aceasta egalitate se deduce
A=2,B=—4.
d) Numitorul are radacini complexe multiple

2x% +2x+13
£(x)= 22

cusolutia A=2,B=—-4,C=0,D=1.Deci f(x)=

2
(x2 + 1)
R. Functia se scrie descompusa in functii rationale simple astfel:
Fla) =28, OFD o de aici 20 +2x+13= A¥ + B +(A+C)x+ B+ D.
Sl (2 )

Egaland coeficientii de la aceleasi puteri ale lui x din cei doi membri rezulta sistemul:
3
x> 0=4

2 4

X 2=B cusolutia A=0,B=2,C=2,D=11,E=—4.
x 2=A4A+C

x’ 13=B+D
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Deci f (x)=——+ =1L
F ()

2. Integrarea functiilor rationale simple

Am vazut ca orice functie rationald se scrie ca o suma finitd de functii rationale
simple. Deci integrarea unei functii rationale se reduce la integrarea functiilor
rationale simple.
1) Daca f (x)=a,x" +a, X" +...+ a;x+a,, atunci
n+1 X" X2
+a,  —+.ta—+apx+e.
n 2

If Jdx=a,

n+1

. A x : - .
2) Daca f(x)= ——ne N ,x>a sau x<a, atunci se considera cazurile:
x—a

2.1) n=1. Avem

If Ix a—ln|x a|+é (ln(x—a)+é,x>asauln(a-x)+é,x<a).

Exemple. Si se calculeze

dx dx dx 1
——x>Lb) | —,x<-1; — x>
a)J‘x—lx )J.x+1 * C)J.4x+1 * 4

R. a) Avem jﬂlzln|x—1|+é=ln(x—l)+é.
—

b) Acum j%:ln|x+1|+é=ln(—x—l)+@.
X

1¢ dx 1 1
¢) Se scrie integrala sub forma: — =—In| x+— |+£.
) g 4j , ( 4] e

1
x+-—
4
2.2) Pentru ne N*,n 22, gasim:
If(x)dx: =I(x—a)_ndx=w+@=—;+édaci xel
—n+l (n-1)(x-a)"”
unde I c(a,o) sau I c(—o,a).
ermplu Sa se calculeze
a) ,x>1b) —,x>——
'[ J. 3x+1)
-2
_ -1
R. a) Scriem integrala sub forma: I dx = I(x -1) Sdx = u+ é = —;2+ e
(x-1) -2 2(x-1)
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b) Dacad se noteaza 3x+1=¢, atunci df =3dx si integrala asociatd este [, = jd; —% +é.
t 13
Prin urmare [ = —;2 +é
6(3x+1)
Bx+C «
3)Daca f (x) = Lﬂ, neN ,b2 —4c <0, atunci se analizeazi cazurile:
(x2 +bx+c )

1
—arctgi +é.

1
3.1) f(x)=——5,a#0.Avem jx T

x“+a

—j 2x dx =lln(x2 +a2)+é.

x
Observatie. Daca f(x)=———, atunci f
(x) 2+a? j x> +a® 2

X" +a

Exemplu. Sa se calculeze: .[2—’ xeR.

x“+3

& Lot
R. J-m—\/garctg\/g+é

3.2) f(x)=;n,a¢0,neN,n22.
x?+a®
Pentru I, —j—n vom da o formula de recurenta.
(x +a’
2 a’+x*)-x?
Avem: I Lz a”dx n_LZI( ) — dx—izj. dx P
a (x +a ) a (x2+a2) a (x +a )
2 2
- an =l2 I, - an . Pentru calculul integralei din paranteza dreapta se
(x2+a2) (x2+a2)
aplica integrarea prin parti, cind avem:
2
J- xdxn=J-x x ndx:— 1 ) 1 - 1 J- dx —
(x2+a2) (x2+a2) 2(n-1) (x2+a2) 2(n-1) (x2+a2)

1 ) X + 1 I
2(n-1) (x2+a2)n-l 2(n-1) n-1*

Deci 1 —i s + n-3
"al Z(n—l)(xz+az)n-1 2(n-1) -
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Observatie. Daci f (x)= %’ atunci j‘f (x)dx = %J‘ 2x dx _

(x2+a2) (x2+a2)"
= 1 n_1+€.
—Z(n—l)(x2 +a2)

d.
Exemplu. Si se calculeze J.—xz, xeR.

(x2+4)
44 x x’
R. Fie In=J.Ln.Avem: 12=I dx =—I ddx 2:% ( ) 5 dx =
2 2 2
(x +4) (x +4) ( +4) (x +4)
2
) e 1 P S )
4 (x2+4) 4 (x2+4)
Pentru integrala din paranteza dreaptd punem (pentru a aplica integrarea prin parti)
1
X
u(x)=x,v'(x)=—————=,iardeaici u'(x)=Lv(x)=—-————-.
(+2+4) 2(x* +4)
2
Ob;inem:j al Fdx=— al +l dv X +lll.
(+2+4) 2(x7+4) 277 +4 2(x?+4)
1 X 1 by 1 dx
Asadar, [, =—| [, +————~——I1,|=———+—1,,unde [, = =
? 4{1 2(x* +4) 21} g(x2+4) 8 S N
1 b
=—arctg = +¢ .
2arcg2 14
3.3) Daca f (x)=2;,b2—4c<0,atunci se scrie x% +bx +¢ ca sumi de patrate sub
x“+bx+c
2 2 2 2 2 AN
b b b b 4c-b b 4c—b
forma x”+bx+c=x>+2—x+—+c——=|x+— | + =|lx+—| + .
2 4 4 2 4 2 4
in acest caz I=If(x)dx=j dx 5= 2 arctg 2x+b +é.
b 2 4C—b2 \/4C—b2 \/4C—b2
x+— | +|—7
SHE R
Exemple Sa se calculeze integralele:
a) xeR;b)| ————,xeR.
I 2+x+1’ ISx 245543

R. a) Se scrie integrala sub forma
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1
T+ 23 2x+1

dx 1 2
= ——arctg +é = arctg +C .
I 5 ET s 3 g
(“] 15| 2 2
2 2
b) In acest caz avem
lj- dx _lj- dx _lJ- dx _
30 25 3 s 11 3 2 2 -
x4+ =x+1 ( +j 4o 5 \/H
3 X x+=| +| —
6 36 6 6
6x+5 2J11__ 6x+5

6
= arct +é= arct +e.
3V11 g V11 11 & V11

Observatie. Daci numitorul functiei f(x) este de forma (()!x2 + fx+ }')n , ,82 —-4ay<0 cu

n
n
a#1, atunci se forteazi factor " si avem a'"(x2+£x+1) =a'"(x2+bx +c) , unde
a o

B 7

b="=,c =—,b2—4c<0. in cazul de mai sus (b) avem a=3.
a a
1 «
3.4) Daci f(x)=—”,b2—4c<0,neN ,n>2, atunci se pune f sub forma
(x2+bx+c)
1 . . b e At o .
f (x)= — si se substituie x+5=t, ajungand in final la integrala de
bY [ dc-b>
x+—| +
2 2
forma 3.2).
3.5)Daca f(x)= X - ,b?> —4c <0,ne N*,n>2, atunci se prelucreazi f sub forma
(x2+bx+c)
(se pune in evidenti la numiritor derivata functiei x — x* +bx +¢ de la numitor):
1 2x+b b 1 . 1
f(x)=5' "_E. n,candjf(x)dx:—ﬁ-
(x2+bx+c) (x2+bx+c ("_ )
1 b dx

. -— , ultima integrala fiind de tipul 3.4).
( 2 =l ) 5 n
X +bx+c) (x +bx+c
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Probleme propuse

1. Si se determine numerele reale a,b,c, ... astfel incit si aibi loc egalititile:

1 3x2+5 =4 b L w123
(x—S)(x —3x+2) x-1 x-2 x-3
2
2) 3x +212x+11 __a + b + c Vi #—1,-2,-3:
+6x?+11x+6 x+1 x+2 x+3
4 3 2
—3x3 - 1
3) x - 3x 23x +0=ax+b+ ¢ + d 5>+ ¢ ,Vx#-1,3;
(x+1)(x*-2x-3) x+1 (x+1)* x-3
4) 1 ax+b + cx+d .
x*+1 xz—x/Ex+1 x2+x/5x+1’
5 L=t PR s
x’+1 x+1 x*-x+1
6) %=1+%+”+d Vx #0,1.
x (x +1) X x x“+1

2. Sa se calculeze integralele urmitoarelor functii:

dx dx 3 dx
D|l—F——x>L2) | —77—x>333) |5 x>0
%) )Ix(x—l) x> )I x+1)(2x—3) x>2 )Ix2+4x x>
xdx 2x 1 dx
— 5 >2;6 —, 55
)-[ x+1)(2x+1 )I x> )j P T

7)Ih,x>2 8)]%,x>3;9)f%,x>l;
0)] ) ,x>0;11)I x+1)(;x+5x+6),x>—1.

b) 1)]( ]dx x>- 12)]—)?,“0;3)]:"_—1)?’; <-1.

) 1)jx(x2+1),x>0 2)]"(:—’:;;dx,x<0;3)j%,x<1;4)jx;iw,x<—2;
S ( )dx Lr<tio) [ dx+1,xeR 7)jix+;f)ixs,x>o.

3.Fie f:(L,w) >R, f(x)= %

c d
1) Aritati ci exista numere reale a,b,c,d astfel incat f (x) =ax+b+—+——,Vx>1.
x x-

2) Si se calculeze primitivele functiei f pe (1,00).
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x> +1

x3—x2

4. Fie f:(1,00) >R, f(x)=

R oA b
1) Aratati ca existid numerele reale a,b,c,d astfel incat f (x) =a+—+—+ o Vx>1.

2) Si se calculeze primitivele lui f pe (1,0).

5.Fie /iR >R, f(x)= 5"
¥+l
1+L

1) Arataticd f(x)= ,Vx #0.
x2+72
x

1
2) Substituiti u = x —— si calculati integrala asociata integralei I f dx pe (—oo,0) sau
x

(0,0).

3) Aratati ca f admite primitive pe R si determinati-le.

3. Integrale reductibile la functii rationale

1) Integrarea unor functii irationale (facultativ)
Daca functia de sub semnul integrald este de forma R(x,%,...,%) unde

k,e N,k =2, atunci punand x=t", unde k este cel mai mic multiplu comun al
ordinelor radicalilor &, k,,...,k, se ajunge la o integrala de functie rationala.
Exemple rezolvate. Si se calculeze:

dx
DI=|——,x>0;2)1=
Ix+%x’
R. 1) Punem %/;:t adica x=¢° si deci dx:3t2dt, iar integrala asociatd este

2dt 2t dt
11_3-[t +t= t +1_

(t +1) + .

Asadar [ zzln(%/x?+l)+é.

2) Cum in integrala figureaza \/; s 3/; , vom nota 9/; =t,adica x= 10 (6 fiind cel mai mic multiplu
comun al ordinelor acestor radicali 2, 3).

De aici dx=6tdt si integrala asociati este:

3
I = Sj £t ~=6 ﬂ=6'[(t2—t+1—L]dt=2t3—3t2+6t—ln(t+1)+g.
£+t t+1 I+t

Deci I =2\/}—3%/§+69/}—1n(9/}+1)+@.
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) ) ax+b )
Daci functia de sub semnul integrald este de forma R| x, , atunci se pune
cx+
ax+b _ o —dt" . . . B :
n =1, iarde aici x =————— ajungind in final la o integrald asociata de functie
cx+d ct”

rationald in 7.

Vx +1dx
Jx+1+/x-1"

R. Se forteaza factor comun la numitor +vx+1 si se aduce integrala la forma:
2

Exemplu practic. Sa se calculeze integrala J. x21.

< x—1 N . . -
Notam ,|—— =t cénd obtinem x = si de aici dx=

dx +t
1= x—1~ x+1 ’ 1-7° 2\
I+, [— (t - 1)
x+1
tdt
(1=1)(t+1)’
Descompunand functia rationald (de integrat) In functii rationale simple gasim:
t -1 1 1 1

(-1 (e+1) 16(1 1) " 8(r—1)° ’ 16(1+1)  4(r+1)°

Integrala asociatd lui [ este: I} = 4I

1 1 1
Deci I, =—=In(1-1)-———+—In(t +1)+———+¢.
=g (=) 2(t-1) 4 (+1) 2(t+1)°

in cazul functiei de integrat de forma generald R(x, Vax* +bx + c) prezentdm cateva situatii

particulare simple, oferind tehnica de integrat.

ax+f

@’ +bx+c

1) Daca functia de integrat este de forma f (x) = s ax® +bx+c >(0,Vxe R, atunci se cauta

sa se pund in evidenta la numaritor derivata trinomului ax” +bx+c scriind functia
(2ax+b)+d 2ax+b N d

astfel f(x)= .
\/ax +bx+c \/ax2+bx+c \/wc2+bx+c

x+1

\/x2+x+1

R. Se scrie integrala sub forma (daca 7 = x>+ x+1, atunci dr = (2x+1)dx)

Exemplu practic. Sa se calculeze integrala nedefinita 7 =j dx,xeR.

I i+l U (2x+1)dx

m Vo +x+1 I\/x +x+1]

Prima integrala din paranteza are ca integrald asociata pentru
1

A 2
t=x2+x+l,11=J.%=J-t 2dt:tT+é=2xﬁ+é
t

2
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. 1 1
Deci I:E 2\/x2+x+1+.|. dx 25[2\/x2+x+1+

+ln(x+%+\/x2+x+1]:|+é.

2) Daci functia de integrat este de forma f(x)= A ax* +bx+¢>0,Vxe R, p functie
Y, ax®> +bx+c
L o p(x) _
polinomiala de grad n > 2 , atunci se utilizeaza egalitatea I—dx =
ax® +bx+c

dx . . - .

=q(x)Vax® +bx+c+ AJ.— , (*) unde g este o functie polinomiald de grad n —1, iar A
Vax“ +bx+c

este o constanta. Pentru a determina coeficientii functiei g si pe A se deriveaza egalitatea (*) si se

aplica metoda coeficientilor nedeterminati.

x2dx

Exemplu practic. Sa se calculeze integrala nedefinita / = | ———,xe R.

R. Conform celor spuse mai sus pentru p(x)=x> se ia g(x)=ax+fBsi avem egalitatea

2
J-x—dx =(ax+ WP —x+1+ AIL pe care o derivdm si obtinem
Vat —x+1 Vit —x+1
2

x—:a\/xz—x+1+(a’x+,8) 2x-1 + A sau
Vi —x-1 2\/x2—x+1 \/xz—x+1

2x” =2a(x* = x+1)+(@x+ B)(2x—1)+24 sauin fine 2x° =dax’ + (28 -3a)x+

da=2
+2a— B +2A . De aici, prin identificare, rezulta sistemul {-3a+2£=0 cu solutia &= 7’
20— f+2A=0
3 1
=2 A=—.
P 4 8
Gisim 1= 25%3 xz—x+1—%ln(2x—l+2 xz—x+l)+é.

1
3) Daci functia de integrat este de forma f (x) = - ,
(px+q) Vax* +bx+c

ax* +bx+c¢>0,ne N ,px+g>0 (<0),atuncisepune px+qg=-—.
t
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Exemplu practic. Si se calculeze integrala nedefinita

I=I dx x>-1
(x+1)\/x2+x+1

1 . .. dt s
R. Notdim x+1=—, iar de aici dx= -—. Integrala asociata lui / este
1

dt
,[ 2 ,[ dt J‘ dt
Ilz— =— =— =
\/1—t+t2 N 12 (BY
2 —— | 4] =
r IR
=—ln(t—%+\/t2—t+1j+é=—ln(2t—l+2\/t2—t+lj+é.
2
Deci I =—In 2 —1+2 Xrxl +é.
x+1 x+1

2) Integrarea unor functii trigonometrice prin schimbare de variabila

Daci functia de sub semnul integrala este de forma f (x)=R(sinx,cosx), atunci prin

L . 5 X . . < s
substitutia universala ¢ = th, xe I (-7, 7m) se poate obtine o integrald asociatd de

functie rationald n ¢. Intr-adevar,

X 2 X
2tg— 2 1-tg”—
. t 2 _ 1-7°
sinx = P’ = >, COSX= e ,iar din x =2arctg ¢ rezulta
1+tg2 1+t 1+tg2 +1°
dre 2dt2.
1+1¢

Exemplu practic. Si se calculeze I = I—x xe (0,5].
sinx + cosx 2

R. Cu elementele prezentate mai sus 1ntegrala asociata este:

2di
11=I 1+1° =_2j . _ |t_1 ‘/—|
2% 1-1 2-2-1 |t 1+f|
1+2 1442
. 1 tg%‘l‘ﬁ
Deci I = In +e.
V2 tg§—1+\/§‘
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Observatie. Aceasta substitutie se aplica functiilor R care au in structurd functiile
sinx, cosx la puterea intdi. Prezenta acestor functii la puteri mai mari conduce la
functii rationale mai complicate si deci calcule mai greoaie.

In astfel de situatii se recomanda scrierea functiei R sub una din formele:
a) R (sin2 X,COS x) sin x=R (1 —cos? x,cos x)sin x cand se recomanda substitutia

r=cosx.

Exemplu practic. Si se calculeze integrala nedefinita

1 =J.sin3xcos2 xdx, xeR.

R. Scriem integrala sub forma I = Isinz xcos® x(sin xdx) = I(l — cos? x) -cos® x(sin xdx) .

Punand ¢t =cosx avem dtf =—sinxdx si integrala asociata lui / este
5 3

I Z—I(l—tz)tzdtZI(t4—tz)dIZ%—%+g.

COS5 X COS3 X

5 3
Observatie. In acest caz integrandul este un polinom in 7.

Deci I =

b) R(cos2 X,sin x)cos x=R (1 —sin? x,sin x)cos x . In acest caz se substituie sinx =t

cand dt =cosxdx.

Exemplu practic. Si se calculeze integrala nedefinit

I =J‘cos3xsin2 xdx, xe R.

R. Se aduce integrala la forma = jcoszxsinzx(cosxdx) = J.(l—sinzx) -sin® xcos xdx . Notam

t=sinx sideci df =cosxdx cand integrala asociata
35
o2\ (2 4\, L U

este II—J.(I t )t dt—I(t t )dt— 3 3 +é.

sinx sin’x

Deci I = -
5

¢) R (sin2 x,c0s” x) , cand se recomanda:

1) trecerea de la patrate la cosinusuri de argument dublu dupa formulele

.2 1—cos2x 5 14+cos2x , . e e .2
sin“x=—————, cos” x=——— (céand se spune ca liniarizam functiile sin” x
2 2 |

si cos® x) sau

iar

2) substitutia tgx=t,xe I C (—%,%J cand x=arctgt sideci dx= 3

1+1
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2 2
tg“x t 1 1
g , cos’x = =

- 2
sin“x=—>——=—— _ =
1+tg’x 1472 1+tg’x 1477

Exemplu practic. Si se calculeze integrala nedefinit
I= Isinz xcos? xdx, xeR.
R. Urmand prima varianta (de liniarizare) functia de integrat devine succesiv:

1 1 1
sin® xcos* x :§sin2 2x(cos2x+1) :§sin2 2xcos 2x+E(l —cos4x) si deci

| | 1
1= ESiIﬁ 2x+ Ex - asin 4x+ ¢ . Utilizand substitutia ¢ = tgx integrala asociatd devine

2
t 1 dt e P <
I, = I > > 5 » care este mult mai dificil de calculat decét prin metoda precedenta
1+¢ (1 + l‘2 ) 1+¢

(considerand xe (—% %j etc.).

Exemplu practic. Si se calculeze integrala nedefinita
dx V4
I= I— xe|0,—|.
sin® x cos® x’ ( 2 J

2
X (1 + tz)
R. In acest caz substitutia 7 =tgx conduce la integrala asociatd I, :J.

14

dt =
2 1 . 1

=t——-—+¢ . Deaici, I=tgx—20tgx——ctg3x+e.
t 3t 3

i) R(smz"“x cos>"*! ) R, (sm x,c0s”" )sin2x si se exprima puterile

pare ale lui sinx si cosx in functie de ¢ =cos2x.

Exemplu practic. Si se calculeze integrala nedefinit

s T
I= J.sms xcos® xdx, xe (0,3].
Se scrie integrala sub forma I = Isin“ xcos? x (sin Xcosx )dx =

2 2 2
_—I sin x) (coszx) sin2xdx =— (1 cost) (1+c052x) sin2xdx .

2
Se noteazi ¢ =cos2x si deci df =—2sin2xdx . Integrala asociati este:
1 1 26
L=——[@-¢) @+t dt———I (1224 )ar=——| -+ " |+e.
17 64 (1-)"(1+1) ) 64( 3 SJ ¢

S _E 3.1 5
Deci I = 64|:c052x 3(c052x) +5(c052x) :|+é.
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Existi integrale I, al ciror calcul se face usor daci li se asociazi o alti integrala I, si apoi se
calculeaza I, +1, si I, —I,, ultimele doui integrale fiind mai simple decat I, si I, (alteori

se calculeazi a@-1,+ -1, cua,f alesi convenabili).

Exemplu practic. Si se calculeze integrala nedefinit
)
sinx +cosx 2

. .. dx
R. Se consideri si integrala I, = J. €08

si calculim I, + 1, :jmdxzx+é, (1) si

sinx +cosx sinx+cosx

_ . M + Al
cosx smxdxzj'(smx COSx).fbc=ln(sinx+cosx)+€,(2).

respectiv 1, — 1 =I - -
sinx +cosx sinx +cosx

Sistemul format cu ecuatiile din (1) si (2) da solutia
1, =§—ln\/sinx+cosx +é, I, =%+ In+/sinx+cosx +¢.

Urmatorul exemplu vine sa ilustreze tehnica pecedentd pentru o functie rationald care
contine functiile sinus si cosinus, exprimand numaratorul ca o “combinatie liniard” de
numitor si derivata acestuia.

. 2si
Exemplu practic. Si se calculeze integrala I = jMd R [O,E] .

4sinx +5S5cosx
R. Se determina constantele A si B astfel Tncat
2sinx +3cosx = A(4sinx+5cosx)+ B(4cosx—5sinx) sau

2sinx+3cosx =(4A—5B)sinx+(5A+4B)cos x, xe {0%} . De aici, prin identificare, se obtine

4A-5B=2

sistemul
5A+4B=3

. 2 2 . .
cu solutia A= T B= Th Acum integrala se scrie

23 r4si 2 ¢(4sinx+5 ' 2 2 .
:_3J-—s%nx+500sxdx —I—( 51.nx cosx) x:—3x+—ln(4s1nx+SCosx)+e.
417 4sinx+5cosx 417 4sinx+5cosx 41 41

Observatii. 1) Calculati integrala precedenti prin acest procedeu!
2) Pentru calculul integralelor de forma Isin axsin Bxdx, Isin axcos Bx,dx

I cosaxcosPBxdx,a, S R se transformi produsele in sume dupi formulele:
1
sinax - cos Bx = E[sin(ax + Bx)+sin(ax - Bx )], sin@x -sin Bx =

= %[cos(ax - Bx)—cos(ax + ,Bx)],cosax -cos fBx = %[cos(ax + Bx)+cos(ax —,Bx)] .
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3) Integrarea unor functii care contin exponentiale (facultativ)

Dacd avem de determinat [ = jR(a" )dx, unde R (ax) este o functie continud, atunci

- oL P .. Int .
se recomanda substitutia . De aici, formal, deducem x=log, 1= o si
na

o . . R(t)dt
dx= 0 dt si prin urmare integrala asociatd are forma [, = —J‘L .Dacd R
tina t
este o functie rationald, atunci I, este integrald nedefinita a unei functii rationale.
2x
dx

Exemplu practic. Si se calculeze integrala nedefiniti I = I "L xeR.

. dt . . . _
R. Notand r=¢* deducem x=Ins si dx=— . Integrala asociata lui I este integrald nedefinita
t

dintr-o functie rationala.

o, dt
l’i
e (r+1)-1 dt
L=|—L=[—=[""L—@r=[d-[—=t-In(t+1)+¢€.
! Ir+1 Iz+1 I i+ Jt Jz+1 t=in(r+1)+e

Revenim la integrala I punénd in 7, in locul lui ¢, ¢” sideci I =¢* —ln(ex + 1) +£.

Probleme propuse

1. a) Sa se calculeze integralele de functii irationale de mai jos:
3

l)j(x/;+1)(x—\/;+1)dx,x>0;2)I(x/;+%/;)dx,x>0;3)f%dx, x>0

4)'[%/?T;s/;dx,x>0;5)'|{ F}dx x>0 6)!%(&,

Jx dx dx
x>0,7) | ———dx,x>18) | ———,x>1;9) | ———, x> 0.
.l.\/;_%/; I%/}(%/}-l) Ix/;+i‘/;
b) Sa se calculeze integralele de functii trigonometrice de mai jos:
1) [sin® 3xdx, x € R; 2) [ (1+2cosx)’dx, x € R; 3) [(1-sin2x) dx, xe R;

4) [ cos* xdx, x € R; 5) [ sin3x cos xdx, x € R; 6) [sin3xsin5xd, x € R;

7) J.cosxcos 3xcos6xdx,x e R;8) J.sinz x cos’ xdx,xe R;

9) J'sin4 x cos* xdx, x € R;10) J.sinz xcos® xdx,x e R;11) Isins xdx,x e R;
12) Isinz xcos® xdx, x e R;13) J.cos7 xdx,x e R;14) J'sin" xcos>x dx,xe R;

Slll x

15) [ cos? xsin® xdx, x & R; 16)jwd xe( ]17)]

Ccos x COS x
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xe( ) IS)I—,xe( ] 19)]—,xe(0,£].
cosxsin x Sln- XCoS X 2

¢) Sa se calculeze mtegralele de functii care contm exponentiale in cazurile de mai jos:
X

e

1) j T
5)] ——dx,xeR; 6)I
P

2. Se consideri functia f :(0,27) > R, f(x)=

x

dxx>02)j 2,xeR3)I dxxeR4)jedx ,xeR;

e
,Xe R;7)j1+e3xdx,xe R;

,x<09)j n otk 10)[ = dx xeRll)I x>l

1+| —e* —-e*

1
3+sinx+cosx
1) Aritati ca f admite primitive pe (0,27:) , dar pentru determinarea lor nu se poate

utiliza substitutia ¢ = tg% .

2) Determinati o primitivi a lui f pe (0,7:) cu ajutorul substitutiei ¢= tg% si apoi
construiti o primitivi pe (0,27) . Determinati I f(x)dx, xe(0,27).
3.Fie f:(0,7) >R, f(x)=—"5—-
1+sin” x
1) Aritati ca f admite primitive pe (0,7:) , dar nu se poate utiliza substitutia ¢ =tgx pentru

determinarea lor.

e e e e o . Y2 pe A ep e . . o
2) Determinati o primitiva a lui f pe (0,5) utilizand substitutia ¢ =tg x si apoi construiti o

primitivi pe (0,7) . Determinati J.f(x)dx, x € (0,7) siapoi If(x)dx,xe R.

inxd
4.Fie I, = Snx dx 1= cosx xe(O,%).

sinx +cos x sinx +cosx’
1) Sasecalculeze I, +1,,1,-1,.
2) Determinati I,,1,.
5. Sai se calculeze in functie de valorile parametrului real m integralele nedefinite:
- J- (x+3)dx
x(x+2)(x+4)(x+6)+m
(2x +3)ax
I=| :
x(x+1)(x+2)(x+3)+m

6. Sa se determine a € R pentru care orice primitivi a functiilor:

2)

(x=2)(x-a) L
1) f:R-oR,f(x)="——"—5" esteo functie rationala.
(x2+2)
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2) f:RoR,f(x)= Lx?’ este o functie rationali.

(x +1)

x2+1

7.1) Si se calculeze I = j dx J= j e (0,00) sau Vx e (—e,0), utilizand

1 1
schimbarea de variabila x + —=u si respectiv x —— =u .2) Sa se determine o primitiva a
x x

2

x“+1 x?dx dx
functiei f:R > R, = .3)Sa Icul A= B= , V. 0,00
unctiei f:R >R, f(x) . ) Si se calculeze '[x ol jx4+ x € (0,00)
2
sau Vx € (—o0,0). 4) Si se calculeze: 1) I = J‘u —J.( ) Vxe (0,0)

x +x
sau Vx e (—,0).

nx

e
8. S se stabileasca o formuli de recurenti pentru integralele I, = I ———dx,ne N si
X

(1)

sa se calculeze 1,,1,,1;.

d
9. 1) Sa se calculeze j3+—x, Xe [0,7:) , utiliznd substitutia tg% =u.2) Sa se calculeze
cosx

Id—x, xe[0,27].
3+cosx

2
10.1) S se calculeze | I e xe [0,5) , utilizand substitutia tg x = u .2) Si se
1+ cos? x 2
2
sin” x
calculeze dx,xe|0,x].
J.1+cosz x [ ’ ]
-2 i
11. Fie 1 =1de, xe 0,£ .a)Daca I, = de,
2sinx + 3cosx 2 2sinx + 3cosx
I, = de,x € 0,£ , atunci calculati: 1)2I, +3I, si 2I,-3I,
2sinx + 3cosx 2

2) Deduceti I,,1, si I.b)1) Aritati ci existi A,Be R astfel incit
sinx —2cosx = A(2sinx +3cosx )+ B(2sinx + 3cosx)', Vxe (0,%\) ; 2) Determinati I.

12. Calculati, prin aceleasi metode de la exercitiul precedent, integralele nedefinite:

35?nx+2cosxdx’xE O,E : 2)‘[- cos xdx xe 0,£ : 3)J‘ siflx—Zcosx+3dx
2sinx +3cosx 2 sinx +2cosx +3 2 3sinx +2cosx +4

Xe [O,EJ .
2

13, Fie I = J’ sin xdx = J’ cos xdx ,xe(O,l).
sin® x +cos® x sin® x +cos® x 2

1) Sa se calculeze I+J si I-J ;2)Sasedetermine I,J .
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REZUMATUL CAPITOLULUI

Notiuni. .. s
Proprietiti. Explicitare. Notatii Exemple
Pri.mitiva“ F:I - R este primitiva functiei 1) pacs f (x)= x2,xe R, atunci
unei functii | f:7 - R daci: 3 3
peun | 4) 1 este derivabili si F(x)=2,G(x)=2--1 sunt
interval 2)F'=f. 3 3
IcR primitive pe R pentru f.
2) Daca f(x) =sinx,xe R,
atunci F (x)=—cosx, G(x)=
=—cosx +1 sunt primitive pe R
ale lui f.
Doui Fi,Fy:1 - R primitive ale lui 1) G(x)=F(x)-1;
primitive . . o e
ale unei f:I >R, I interval. Atunci exista 2) G( x) =F ( x) +1, unde F, G sunt
functii,pe | € R (c=constanti) astfel incat functiile de la exemplele de mai sus.
un interval, |F,=F,+c.
difera
printr-o
constanta.
Multimea tuturor primitivelor ; X+ .
functiei f:1 - R se noteazi 1) Ix dx=n+1+6,nGN,
If(x)dx:F(x)+é,Festeo xeR
X
primitiva a lui f, ¢ este constanta de| 2) st dx = 3 +¢é,xeR.
Integrala | In3
nedefiniti [ntegrare sau I dF =F +¢ 3) J.sinx dx=—cosx+¢,xe R
saujf’(x)dx =f(x)+e
Regulide | [[f(x)+g(x)Jir=[ f(x)av+  |[(x+x)dv= [ xav+[Vxax =
integrare
2
+I g(x)dx (Integrala sumei este _x" 2
1) Suma ( ) = +3x\/;+g,x20.
suma integralelor) sau
Z)I(ex +l— ! ]dx =
j(dF+dG)_IdF+IdG. P
1
=e* +lnx—5arctg%+é, x>0
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2) Factor
constant

jcf(x)dx =cjf(x)dx

(Constanta iese de sub integrala)
sau chF =cIdF .

I3cosxdx = 3Icosxdx =3sinx +
+é,xeR.

3) Integrarea
prin parti

ju(x)v'(x)dx =u(x)v(x)—
—jv(x)u'(x)dx sau

judv =uv—jvdu .

jxexdx,xe R.

{u(x):x ﬁ{u'(x):l
v'(x)=e*

v(x)=e*
Ixexdx =xe* —Iexdx =xe* —e* +

+¢=(x-1)e* +¢.

4) Integrarea

1) I= Ih(¢(x))¢’(x)dx, u=
= p(x) = du=g(x)ds sise

I=Ix2\/x3+ldx, u=x>+1=>

= du =3x%dx.

subs tl:flilt:e (- calculeaza integrala asociata 7= 1 J‘ /x3 +1 ( 352 dx) -
mmamm@.q=jhwyM=H00+é:I= 3
I =1J‘«/;du=l-zu«/;+é
=H(p(x))+e. 173 33 ’
I =%(x3 +1)\/x3 +1+¢.
21=[r(@irx=g@= | [ g
x+1
=dx =¢'(u)du= calculim x=u® = dx = 2udu; u=+x =
Schimbarea |1, =J‘f(¢(u))¢'(u)dx=H(u)+ 2udu w?+1-1
de variabili =_[ _2,[ du =

(Se trece de la|
variabila x la
variabila u)

+é:>I=H(¢)_1(x))+é.

u?+1 u’+1

=2J'(1—

2arctgu+¢=1= 2\/> -

3 ]du=2u—
u"+1

—Zarctg\/; +Z.
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Teste de evaluare

Testul 1
Varianta A
1. Sa se arate ci functia f:R—oR,

x
x-1
xInx, x>0

x<0 . I
, admite primitive pe

f(x)=

R si sia se calculeze o primitiva a sa.
2. Aratati ca functia F :(—l,oo) ->RF (x) =

1 1 2 1
—Eln(x +1) —Zln(x + 1) +Earctgx,x >-1
este o primitivi a functiei f :(—1,00) >R,

1

f(x)=—7—-
(x + 1)(x2 + 1)
3. Sa se determine constantele reale a,b,c
astfel incat functia F :R - R,
F(x)= (ax2 +bx +c)e'x si fie o
primitiva a functiei f :R—> R, f (x) =x%".
4. Si se determine numerele reale a,b,c
X’ +3x _

dx=
Vxi+4

,xeR.

pentru care are loc egalitatea I

dx
=(ax+b \/x2+4 +cI—
( ) Vx?+4

5. Sa se determine primitiva functiei

f(x)=x al cirei grafic este tangent

dreptei y=x-1.

6.Fie f:R >R, f(x)=sin2x +sin’2x .

1) Sise calculeze f'(x),f"(x) sisise
arate ca existi a,be R pentru care
f"(x) =af(x) +bsin2x,Vxe R.

2) Deduceti o primitiva pentru f.

3
7. Aritati ca functiile F,G : (—W,EJ - R,

x2+6x+1 x2+10
F = =
(=73 (=753

Varianta B
1. Sa se arate ca functia

x-1
7 ¥ >1
fiRoR, f(x)={(x+1)(x*+1) ,
(x-l)ex,x<1

admite primitive pe R si sa se calculeze o
primitiva a sa.

2. Aritati ca functia F (x)= xln(x2 +1) -
—2x + 2arctgx este o primitiva a functiei
f :R—)R,f(x):ln(x2+1) .

3. Sa se determine constantele reale a,b,c
astfel incat functia

F(x)= xz(alnzx +blnx +c) si fie 0

primitivi a functiei f :R—R, f(x)=xIn’x.

4. Sa se determine numerele reale a,b,c,d
pentru care are loc egalitatea
J‘ xdx _ ax+b J‘ ox+d
27 2 2
(x2+2x+2) XT4+2x+2 JxT+2x+2

xeR.
5. Determinati primitivele functiei

f:R—>R,f(x)=x? ale ciror grafic este

tangent parabolei y = x*+1.

6.Fie f:R >R, f(x)=cosx+cos’x.

1) Sisecalculeze f'(x) si f'"(x) sisd
se arate ca existd a,be R pentru care
f"(x)=af (x)+bcosx, VxeR.

2) Deduceti o primitivi pentru f.

7. Aratati ca functiile F,G : (—%,WJ - R,

x2-2x+1
P =g
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sunt primitivele aceleiasi functii

f:(—OO,%)—HR.

Testul 2

Varianta A
1. Si se arate ci functia f:R - R,

x-1

< , x<1

flx)=4°

—ln2x, x21
X

pe R si determinati o primitiva a sa.
2. Aratati ci functia G : (l,oo) ->R,

G(x)=2\/x—1—2]n(1+\/x—1)+1 este 0

primitiva a functiei g: (l,oo) - R,

admite primitive

1
ST

3. Sa se determine constantele reale a,b,c
astfel incat functia G:R -5 R,

G(x)=asindx +bsin2x +cx sifieo

primitivi a functiei g : R > R,g(x)=cos*x.
4. Functia f :I:O,oo) —R are reprezentarea

grafica de mai jos:

y N

1 —_————

S
[
X

0 1 X

1)Este functia fderivabiliin x=1?
2)Pentru x 20, notim cu F (x) aria

domeniului hasurat. Sa se expliciteze

1
primitivele aceleiasi functii f :(—E,oo] —R.

Varianta B
1. Sa se arate ci functia f:R -5 R,

xIln(1-x), x<0
f(x)= (1-x), admite

xsinx, x >0
primitive pe R si determinati o primitiva
a sa.

1
2. Aritati ci functia G :(E,WJ ->R,

1
G(x)=xarctg\/2x—1—5\/2x—1 este 0
s - 1
primitiva a functiei g : E’oo >R,

g(x)=arctgy2x-1.

3. Se consideri functia g : (0,1) - R,
% .1)Sa se determinea,be R

g(x) B x (x—l)

pentru care g(x) =% +ﬁ,‘v’xe (0,1).
X x-1

2) Deduceti o primitivi a lui g pe (0,1) .
4. Functia f :[O,oo) — R are reprezentarea

grafici de mai jos:
y N

0

>
7
X X

1) Este functia f derivabila in x =1? (Pe

(0,1) seia f(x)=ax*).2) Pentru x>0,
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F(x) in cele doud cazuri 0<x<1 si

1< x. Sa se studieze derivabilitatea lui F
in x=1.
3) Aritati ca F este o primitiva a lui f pe

[0,00) .

5.Fie f:R SR, f(x)=x*(x-1)"".

1) Sa se arate ca exista a,b,c € R astfel
incat x* =a(x —1)2 +b(x-1)+c,VxeR.
2) Sa se calculeze I f (x)dx .

6. Aritati ca functia

fi[20) >R, f(x)= x%J/x -2 admite o
primitivi F :[2,00) >R, F(x)=P(x)Vx-2,
unde P este o functie polinomiala de gradul

3 care se va determina.
7. Se consideri functia

f:R>R,f(x)=sin3x+cos3x +3x.
1) Sa se calculeze f' si f'' sisa se arate
ca exista a,be R astfel incat

f"(x)+af(x) =bx.
2) Deduceti din 1) o primitiva pentru f.

Testul 3 (grild)

Varianta A
1. Ix|x—1|dx,xe R este:

(.3 2

%—%,xkl
a) +é;
2 xr 1
—t———,x<1
L 3 2 3
(.3 2
x?—x?,le
by, 7, +é;
x x
-—+—+-,x<1
3 2 3

notim F (x) aria domeniului hasurat. Sa

se expliciteze F (x) in cele doui cazuri

0<x<1si 1<x.Saisestudieze
derivabilitatea lui F in x =1. 3) Aritati ca

F este o primitivi a lui f pe [0,0).
x2 41

o

1) Sa se arate ca exista a,be R astfel incat

x*+1=a(x+1)* +b(x-1)*,Vxe (1,).

5.Fie f:(Leo) >R, f(x)=

2) Sa se calculeze I f (x)dx .

6. Sa se determine a,b,ce R astfel incat
functia F :[l,oo) >R, F (x) =

= (ax2 +bx+c )m sa fie o primitiva
a functiei f :[l,oo) >R, f(x)= xJx—-1.

7. Sa se determine a,b,c,d e R astfel

2x+12 ax +b

incﬁtj. 2dx: > +
(x2+4x+8) x"+4x+8

cx+d
.
x“+4x+8

Varianta B

1. ﬂl—4x2‘dx,xe R este:

-x +ix3 +3,x 21
3 3 2

4x* 2
a)qx———-——,xe| -
3 3

102



32 S
x?—x?+1,x21 4i—x,x2l
c) +c. 3 2
_x_3+x_2_1 x<1 b)<{x 4x 2 xXe 11 +¢;
3 2 7 303 272)° 7
. . 3
2. Jmm(\/;,Z)dx,xZO,este. 4x +x—l,xs—l
3 2
2x+1,x >4 i R
a){2 +¢; A 151
gx x—l,xe[0,4) 3 X z’x_z
3
2x—1,x24 c)< x_4i+l’xe _l’lj+g.
b){2 1 roa 33 22
3xVx-re[04) 4x* 1 1
Ztx-—,x<——
2x,x 24 3 3 2
c) zx\/;+§ xe[0 4)+€- 2. Imax(|x|,4)dx,xeR este:
3 39 ) "
3. Sa se determine a,be R astfel incat x_’ x4
F (x)=¢**(asin3x +bcosx) si fie 2
a)sd4x-8,xe (-4,4)+¢;
primitivi a functiei f (x)=e2xsin3x ecR. 5
1 3 3 —x——16,x <-4
a)a=—,b=——;b)a— b= L 2
13 13 13’ 13 5
x
c)a=i,b=—i. 7»’624

243 b)<4x-3,xe(—4,4)+¢;
= ax+b) 2

I exe 2 e

Axt+x+1 +c‘[ﬁ are loc daca: [ a
x
x“+x+1 x4

4. Egalitatea I

2
1 11 30 1 11 31
Aa="mb=—rc="sba=2b=—re=" | o lax—1xe (~44)+¢.
11 31 x2
da=b=—,c=—. -2 x<-—
) 4 ’ S | 2 XS 4
5.1) Valorile a,be R pentru caresinx — 3. Si se determine a,be R astfel incat
—3cosx =a(4sinx +5cosx)+b(dcosx —5sinx) | p (x)=e* (asin2x +bcos2x) si fie
sunt: a)a __u Jb=— 17;b)a =E,b= 17, primitivi a functiei f(x)=e’"cos2x.
a1’ 41 41 41 2 5 1
ga=-1L 17 a)a=——b="rsb)a=—b=—";
41 41 13 ;3 13 13
sinx —3cosx dr este: oa _E b= =

4sinx + Scosx
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11

17 243x- 1
)——x——ln|4s1nx+5cosx|+é, 4. Egalitatea I — (ax +b)-
1141 174 ¥l
)Hx——ln|4smx+5cosx|+é ’ Wxl-x+1 +cI— are loc daca:
11 17 \/xz—x+1
c) —Hx+4—ln|4smx+5cosx|+g

1 1
a)a= _E’b =2,c=1;b) a=—,b=3,c=-1;
6. Primitiva functiei f(x)=cos’x al cirei 2

1 9 5
T ca=——b=—,c=—.
grafic trece prin punctul A| =,~ | este: 2 4 8
2 4 5.1)Valorile a,pe R pentru care 2sinx+

a) F (x) =X sin2x ; +cosx=a(55inx +4cosx) +b(5005x—4sinx)
4 2 10 3 14 3
in2 sunt:a)a=—,b=——;b)a="—b=——;
b) F(x):%—s"'2 adp T TR T T
1
N b -
c) F(x)=§+ sm42x . ©)a= a1’
2sinx + cos x 14 3
————  dx este:a)—x ——-
S5sinx +4cosx 41 41
ln|Ssinx+4cosx|+6 sb) —x—%
ln|Ssinx+4cosx|+é;c) —Ex—i-
41 41

In|Ssin x +4cosx|+¢.
6. Primitiva F a functiei f (x) =x+2,
x € R, al carei grafic este tangent curbei
de ecuatie g(x)=x" este:
2
a)F(x)=7+2x—1;
2
b)F(x)=7+2x—2;
x2
c)F(x)=7+2x+1.
x € R, al carei grafic este tangent curbei
de ecuatie g(x)=x" este:
2
a)F(x)=7+2x—1;
2
b)F(x)=7+2x—2;

£2
c)F(x)=T+2x+1.
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2. INTEGRALA DEFINITA

in acest capitol evidentiem doudi probleme care duc la notiunea de integrali definiti:
exprimarea ariei printr-o integrali definiti si exprimarea ariei ca limita unui sir de sume. Vom
defini integrala definiti pentru o functie continuid in sensul Leibniz-Newton si se vor da
proprietatile remarcabile ale acestor integrale: linearitatea, aditivitatea la interval, monotonia,
mirginirea, etc. Pentru o functie marginita se defineste integrabilitatea in sensul Riemann si
Darboux stabilindu-se legituri cu integrabilitatea in sensul Leibniz-Newton.

Sunt prezentate cele mai simple tehnici de calcul pentru integrale definite: metoda integrarii
directe, metoda integrarii prin pérti si metoda substitutiei. Numeroasele exemple insotesc pas cu
pas teoria. Capitolul se incheie cu teorema fundamentald a calculului integral in care este
evidentiata legatura intre integrare si derivare, deducindu-se formula Leibniz-Newton. Problemele
propuse ilustreaza si extind teoria.

Istoric. Atat calculul diferential cat si calculul integral au preluat idei din matematica
elementari pe care le-a extins, printr-un proces de trecere la limita, la situatii mai generale
(panta unei drepte — panta unei curbe, tangenta la un cerc — tangenta la o curba,

PIONIERI AI MATEMATICII

Isaac NEWTON (1642-1727) G.W. LEIBNIZ (1646-1716)
Matematician englez Matematician german

FONDATORII CALCULULUI
DIFERENTIAL SI INTEGRAL

aria unei regiuni méirginite de segmente de dreapti — aria unei regiuni marginite de curbe, o
suma finiti de numere — o0 sumi infiniti de numere, lungimea unui segment de
dreapti — lungimea unei curbe, viteza (acceleratia) medie — viteza (acceleratia) instantanee,
etc. ).
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Fondatorii calculului diferential si integral sunt Sir Isaac Newton (1642-1727) si G. W. Leibniz
(1646-1716). Ei au evidentiat legitura profundi intre notiunea de integrala definita si notiunea

b
de primitivi dati de formula Leibniz-Newton f f (x)dx =F (b)—F (a), unde F este o
a
primitiva a lui f.
Integrala definita este un concept fundamental al calculului integral. El a fost introdus de A.
Cauchy (1789-1857) pentru functii continue, iar de Bernhard Riemann (1826-1866) in cazul
general. Riemann (matematician german, elev al lui Gauss) a fost primul care a gésit conditii
necesare si suficiente ca o functie marginita sa fie integrabili. El a separat conceptul de
integrare de companionul lui de pani atunci, diferentierea, utilizind sumele si trecerea la
limitd pentru determinarea ariilor. El a considerat toate functiile pe un interval pe care
procesul de ,integrare” poate fi definit: clasa functiilor integrabile. Punctul de vedere al lui
Riemann a condus pe alti matematicieni la inventarea altor teorii ale integririi, cea mai
importanta fiind a lui H. Lebesque (1875-1941).

e  Probleme care conduc la notiunea de e Metode de calcul ale integralelor
integrald definitd ..........cccocommmmneeeenns 107 gofinite ....oouvurrererineneerereseseesssneaenns
e Integrala definiti. Formula Leibniz- e Metoda integririi directe .

Newton ........... cessesncsenssanssnss 113

e  Probleme propuse .. ... 119
e  Integrabilitatea unei functii in sensul
lui Riemann ...........coeeveveieisecensensnnss 122

e Probleme propuse .........cceeeee. 135
e  Proprietiti ale integralei definite.
Integrabilitatea functiilor continue....... 137

e  Probleme propuse ..............

e  Probleme propuse

e  Metoda integrarii prin parti ....

e  Probleme propuse ...........

e  Metoda substitutiei ...............

e  Probleme propuse ....

e  Aplicatii ale integralei definite
o Teste de evaluare ........coeeveerucrucrensacee

“Quand Gauss dit qu’il a démontré quelque chose, cela me parait tres probable, quand Cauchy le

dit, il y a autant a parier pour et contre, quand Dirichlet le dit, cela est certain.”
C. Jacobi

“Je dois payer une certaine somme; je fouille dans mes poches et j’en sors des pieces et des billets de
différentes valeurs. Je les verse a mon créancier dans ’ordre ou elles se présentent jusqu’a
atteindre ma dette. C’est I’integrale de RIEMANN.”

Henri Lebesque

106



2.1. PROBLEME CARE CONDUC LA NOTIUNEA
DE INTEGRALA DEFINITA

1. Exprimarea ariei printr-o integrali

Am vazut in capitolul 1 cd notiunea de primitiva este legata istoric de problema
determindrii ariei. Mai precis dacd f :[a,b]—[0,00),a<b este o functie continud,

atunci aria figurii variabile AM(N,D (numita si trapez curbiliniu) (Fig.1)

YA YA VA

(0] Xy
Fig.1 Fig.2 Fig.3

cuprinsd intre graficul functiei f, axa Ox si dreptele x=a, x= x,(unde x, este
abscisa punctului M, situat intre A s§i B) notatd S(xo) are proprietatea:

S'(xo):f@fo)-

S-a ajuns la urmatoarea teorema remarcabild, numita de obicei

Teorema Leibniz-Newton. Derivata ariei variabile S (x) in raport cu

abscisa x este egald cu ordonata y = f(x), adicd S'(x)= f(x) (Fig.2).

Aceastd functie primitivd S se distinge dintre toate celelalte functii primitive prin
faptul cd devine egala cu zero dacd x=a, S (a) =0(M, coincide cu A). De aceea
daca se cunoaste o primitiva F , oarecare a lui f , si daca
S(x)=F(x)+k, k =constantd, atunci k =—F (a) si deci S(x)=F(x)—F(a).
In particular, pentru a gisi aria S a intregului trapez curbiliniu ABCD trebuie ca
x=b,cand avem S = F (b)— F(a) (Fig.3).

x
Se noteaza S(x)= f f(¢)dr (citim: integrala definitd de la ala x din f).

a
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Din cele de mai sus S ’(x) =f (x), Vxe [a, b] si aria trapezului curbiliniu ABCD este
b

egala cu S(b):ff(t)dt: F(b)—F(a), unde F este o primitivd a functiei f pe
a

la,b] (F are proprietatile: 1) F este derivabila pe [a,b] si

2) F'(x)=f(x),V x€la,b)).
b
Observatie. Dacd G este o altd primitivd a lui f, atunci f f(t)dt=G(b)—G(a).

a
b
Intr-adevar, stim ci F(x)=G(x)+c, si deci ff(t)dt:F(b)—F(a):

=(G(b)+c)—(G(a)+c)=G(b)—G(a).

Rezultatul inlocuirii lui a si b 1n F(x) = G(x) +c este F(a) = G(a) +ec,
F (b) = G(b) + c. Prin scaderea acestor numere dispare c¢ . Acesta este motivul pentru
care integrala se numeste “definita”.

Notatie. F(b)— F(a) se scrie F(x) b (citim : F(x) luatintre a si b).

Procedeu practic. eSeda f(x)>0,x€la,b|;
e Se integreaza f si se determind o primitiva F ;

e valoarea ariei este F(b)— F(a).

Exemplu. Fie f :[0, 2] —R, f (x) =x+1.1) Sa determinim aria figurii delimitata de graficul
lui f (este dreapta de ecuatie y = x +1, Fig.4) si dreptele verticale x =0,x =2 si axa Ox .

2) Sa determinam aria figurii delimitati de graficul lui f, dreptele x=1,x=2si axa
Ox (Fig.6).
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VA VA VA

1 1 1
/| N i
/ 10/ 1 2 X / 10 2 X / 10| 1 X
a) b) c)
Fig. 6
2

R. 1) Determiniam o primitiva F alui f prin integrare. Avem f f (x)dx = x? +x+€.

2 2 2 2
< X . - - X
Ludm F(x)= 74— x . Cu acestea aria ceruti este egalii cu S = ff(t)dt = = 7—# x| =4.

0 0

Observatie. Aria S (x) are exprimarea S(x)=F (x)+k.Din S(0)=0 rezulta

2
k=—F(0)=0.Deci S(x)= x? + x , cu graficul din Fig.5. Aria este egalid cu S =5(2)=4.

2

2
2) Aria de determinat este egali cu S:ff(t)dt:F(x) 1:F(Z)—F(l):
1
2 2
S ESPS I E]
2 2 2

2 2
Observatii. 1) In acest caz, S(x)= x? +x+k,cu F(x)= x? +x cu particularitatea ci

S(1)=0,adicda 0=F(1)+k=k=—F(1)= —% . Aria ceruti este egali cu

2? 3 5 2 3 5
S(2)=F(2)+k="-+2-2=2 unde S(x)="—+x—>.Deaici S=5(2)="2.
2 2 2 2 2 2
2) Aria ceruta este egali cu aria unui trapez care apare ca diferenta a ariilor a doua trapeze
T,,T; (Fig.6.b), c)) pentru a ciror calcul se utilizeazi formula cunoscuti. Avem:
1 2+1
S :aria(TZ)—aria(Tl)=3L-2—L-1=4—§=§ .
2 2 2 2
x? x?
Aceasti arie se poate exprima cu S(x)= 7+ x+k,unde S(0)=k=0, adicd S = 7+ x.

Cu acestea aria(T,)—aria(T;)=S(2)—S(1)=4 —% = ; .
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2. Exprimarea ariei ca limita a unei sume. Integrarea ca proces de sumare

Din clasele gimnaziale stim calcula aria unei suprafete triunghiulare,
dreptunghiulare, trapezoidale, poligonale (se descompune in suprafete triunghiulare).
Cum se determina aria unei suprafete delimitata de o curba?

Conceptul de arie a unei figuri (F ) reprezentdnd un domeniu marginit si inchis este o

problema dificild, noi mérginindu-ne la a spune ca figura (F ) are aria S dacd exista

doud siruri de suprafete poligonale (Pn)n(Pn) continute 1n (F ) si respectiv
n

continand pe (F), ale caror arii s aiba limita comuna lim S(P,)= lim S (Pn) =S,

n—oo n—oo

unde S(P,) este aria suprafetei poligonale P, .

Consideram functia f: [O, 1] —R, f (x) — x” . Problema care ne intereseazi este aceea
a determindrii ariei delimitate de graficul functiei f, axa Ox si dreapta x=1
(Fig.7.a)-zona haguratd). Aceasta figurd se numeste triunghi curbiliniu.

YA YA YA
|| B(1,1) || I B | B
S
0 A(LO)X o 12 nll x ol L2 nllx
nn n nn n
a) b) ¢)
subevaluare supraevaluare
Fig. 7
Pentru a calcula aria triunghiului curbiliniu OAB, notatd cu §, vom imparti
segmentul OA in n > 2 parti egale prin punctele O, l, 2, ey n—l s n_ 1.
nn n o n
Sistemul ordonat [O,l,—, - ! , 1] se numeste diviziune a intervalului [0,1] (aici
nn n
. . - . /(1 2 n—1
diviziunea se numeste echidistantd deoarece intervalele |0,—|,|—,—|, ..., ,1{au
nlln n n

. . 1 . e .

aceeasi lungime —). Vom construi doud tipuri de dreptunghiuri:
n

L2 [n=

n'n

1) cu bazele (pe Ox) 1,1

, e si Tnaltimi

0,4
n

n
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f(O),f[l],...,f[
n
(Fig.7.b)).
Aceste dreptunghiuri sunt in numar de »n—1, iar reuniunea lor este inclusd 1n
interiorul triunghiului curbiliniu OAB ceea ce inseamna cd suma ariilor acestor
dreptunghiuri este mai micd decat aria triunghiului curbiliniu. Fie s, suma ariilor

n—1

] (sunt valorile functiei in capetele din stanga ale intervalelor)

acestor dreptunghiuri. Avem:

(n-1)

2

— —2+ 2 +...+

n n n

n—l] 11 z

5 =L F(0)+ L f l]+...+1f[
n n n n n

1 P42+ (1) (n=Dn(2n—1)
o n’ a 6n°
n(n+1)(2n+1)

, am utilizat formula

P42 4. +n°= ,VneN". Deci sngS,VnEN*,(l).

/|1 2 2
07_’_’_

,f[—],...,f(l) (sunt
nj|n n n

valorile functiei in capetele din dreapta ale intervalelor) (Fig.7.c)).

Avem n dreptunghiuri a cdror reuniune contine interiorul triunghiului curbiliniu
OAB, ceea ce Inseamnd ca suma ariilor acestor dreptunghiuri este mai mare decit aria
triunghiului curbiliniu. Fie §, suma ariilor acestor dreptunghiuri.

n—

2) cu bazele (pe Ox) 1,1

9 ey

n

si indltimi f [l
n

Avem:
1 (1) 1 1 22 2
Sn:—f[—]—l——f L
n n n n n n

%]+...+%f(1):

_1‘12+22+...+n2 _ n(n+1)(2n+1)
n n? 6n°
Din (1) si (2) rezultd s, <S<S,,VneN .

.Deci §<S,,vneN",(2).

Trecand la limitd dupa n— oo gdsim, via criteriul ,clestelui”, —<§ <—, adica

W | =
W | —

s=1.
3

Sd observam cd f este strict crescdtoare pe [O, 1], ceea ce Inseamnd cd pentru

. i i+1 il . i+1 S . .
intervalul |—,——|, f|—| si f|——| sunt cea mai mica §i respectiv cea mai mare
n n n

)

n

valoare a functiei f .
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Sumele s,,S, se numesc suma Darboux inferioara si respectiv suma Darboux

R SR 1 D . . g
superioara. In plus, observdm ca S, — s, = — reprezintd aria ultimului dreptunghi din
n

Fig.7.c) siavem lim (S, —s,)=0.
n—oo

Observatii. 1) Aceeasi arie se poate exprima prin suma ariilor unor trapeze. Din acest
motiv metoda de calcul se numeste metoda trapezelor (Fig.8).

VA VA
B |
L, —eT k
123 -1 X O|k-1 k x
o s5z & 7 n n
Fig. 8

. . 1 . . 1 .
Primul trapez are bazele egale cu f (O) si f [—], iar inaltimea egald cu —, al doilea
n n

N g 1 .
, 1ar Tndltimea egald cu —, al treilea trapez

1) .
trapez are bazele egale cu f [—] si f [
n n

2
n

2
are bazele egale cu f|—
n

. 3 . o 1 .
si f|—|, iar inaltimea egald cu —, ..., ultimul trapez are
n n

bazele egale cu f [n_—l] si f (1), iar Tndltimea egald cu l Suma ariilor acestor
n n

trapeze aproximeaza prin adaos aria triunghiului curbiliniu OAB . Fie 7, suma ariilor
acestor trapeze. Avem:

1 1 2 n—1
roesy) LR AT
T, = —+ —_—t =
2 n 2 n 2 n
1 1 n—1 L[ 2 +22 4 (n—1)
=—17(0)+2|f|—|+...+ +f()=—12 +1|=
2n{f( 2 [t [ )} o
—1)n(2n—1
_ =) L 2L
6n’ 2n  n—oo 3
In fine, aceeasi arie se poate aproxima prin metoda punctului din mijloc, care consta
. o 1|1 2 —1 . -
in a construi dreptunghiuri de baze |0,—|,|—,—/,..., 1 ,1| (pe axa Ox) si inaltimi
njln n
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f(x), £(x),- f(x,), unde x;, x5, ..., x, sunt mijloacele bazelor si apoi le insumdm

ariile. Avem :
(1Y 1(3) 1(2n—1)7 1 2
] + [ ] +...+—[ :4—3[12+32+...+(2n—1) }:

n

M,=—|— ——
n\2n n\2n n\ 2n
an’ —n . . 1
=2 -r Siinacestcaz lim M, =—.
121’13 n—o00 3
In toate metodele utilizate am folosit dreptunghiul, aria sa, ca element de baza.
k—1 k

n o n
aproximarea ariei este datd de suma Riemann (1826-1866, matematician german)

n—l1
IS r(e,).
n=o

2) Avand in vedere cele spuse la paragraful precedent, putem exprima aria printr-o

In general, putem alege orice punct €, din al k—lea interval , iar

1 3 1
integrald si avem S = f f(x)dx= ai :%. Obtinem acelasi rezultat ca mai sus. in
0

310

plus, integrarea apare ca un proces de sumare.

2.2. INTEGRALA DEFINITA.
FORMULA LEIBNIZ-NEWTON

Am vazut in primul capitol rolul jucat de integrala nedefinitd in determinarea
primitivelor unei functii. Integrala definita este strins legatd de integrala nedefinita.

Am afirmat ca orice functie continud f :[a,b]— R,a <b admite primitive pe [a,b].
Demonstratia acestei afirmatii o realizdm in acest capitol. Fie F' o astfel de primitiva.
Daca 1n plus f ia valori pozitive (aceasta inseamna ca graficul lui f este situat
deasupra axei Ox ), atunci aria S a regiunii delimitate de graficul lui f, axa Ox si
dreptele verticale x=a,x=>b se exprimd cu ajutorul unei integrale definite

S= [ f(x)dx=F(b)-F(a).

b
Numarul f f (x)dx il citim: integrala definitd a functiei f dela a la b sau integrala
a

definita a functiei f pe [a, b] sau simplu integrali de la a la b din f de x de x.
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Are loc urmatoarea

Definitie. Fie f :[a,b] — R o functie care admite primitive pe [a,b] si F

o primitiva oarecare a lui f . Se numeste integrala definita dela a la b
b

alui f expresia F(b)—F(a) si se noteaza ff(x)dx: F(b)—F(a).

a

b
1) Formula f f(x)dx=F(b)—F(a) se numeste formula Leibniz-
a

Newton (1675).
2) Functia f care admite primitive pe [a,b] spunem ci este
integrabila (in sensul Newton).
b
3) Daci f >0, atunci f f(x)dx reprezintd aria regiunii delimitate de
a
graficul lui f , axa Ox si dreptele verticale x=a,x=>.

b
Observatii. 1) Pentru a calcula f f(x)dx se parcurg 2 pasi:

a

10) Se determina o primitivd F alui f .

20) Se calculeazd F(b)— F(a).
a b a
2) Din definitie rezulti : l)ff(x)dx:O ; 2)ff(x)dx:—ff(x)dx (inversarea
a a b
b b b
limitelor de integrare) ; 3) f dx=b—a (nu scriem f ldx ci f dx).
a a a

A b
3)Inloc de F(b)— F(a) se foloseste notatia F(x)| (citim: F(x) luatintre a si b).
a

4) Formula Leibniz-Newton da o regula simpla de calcul a integralei definite. Formula
b

face legitura intre integrala definiti f f(x)dx si integrala nedefinita f f(x)dx prin
a
primitiva F .
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5) Daca f :[a,b]—>R este o functie continua, iar F o primitivd a lui f , atunci
formula lui Leibniz-Newton are loc. In plus, dacd G este o altd primitiva pentru f ,
b
atunci, de asemenea, ff(x)dx =G(b)—G(a).
a

Intr-adevar, stim cd G(x)= F(x)+c, Vx € |a,b], ¢ constantd si deci F(x)=G(x)—c,

b
iar [ f(x)dx=F(b)—F(a)=(G(b)~c)~(G(a)—c)= =G(b)~G(a).
Aceasta aratd ca F din formula lui Leibniz-Newton poate fi orice primitiva a lui f .

b
Numirul f f(x)dx este bine definit. Sa retinem ca

a
b
ff(x)dx:F(b)—F(a):G(b)—G(a):... unde F,G,... sunt primitive ale lui f .

6) Variabila x se numeste variabila de integrare (variabila ,moartd”). Integrala
definitd a unei functii continue pe [a,b] este un numair real, care nu depinde de

variabila de integrare §i prin urmare se poate nota cu orice literd (diferita de a sau b)

b b
ff(t)dt:ff(s)ds: ... Integrala nedefinitd a lui f pe [a,b] este o multime de

functii (multimea tuturor primitivelor lui f pe [a,b]).

Integrala nedefinita Integrala definita
este 0o multime de primitive este un numar real
b
[ r(x)ax=F(x)+e [ £(x)dx=F(b)-F(a)
a

Capetele intervalului [a, b] ,deci a,b se numesc limitele (sau capetele) de integrare
in integrala definitd, a limita inferioara, iar » limita superioara.
Intervalul [a,b] se numeste intervalul de integrare. Functia f se numeste

integrand. Atragem atentia ca terminologia ,,a, b limite de integrare” nu are nimic in
comun cu termenul de limita intalnit la calculul diferential!
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Deci

limita
superioara

variabila de integrare

b
{d
a

\
integrand

hmlta
inferioara

7) Simbolul [ f(x)dx a fost dat de G. W. Leibniz. Simbolul [  este un s latin

alungit, care provine din Z grecesc, iar dx corespunde cresterii Ax de forma

(% —xiq)-

8) Pentru calculul integralelor definite, cu formula Leibniz-Newton, utilizim calculul
de primitive stabilit la integrala nedefinitd (integrarea directd utilizdnd tabelul cu
integrale imediate, integrarea prin parti sau integrarea prin substitutie).

9) Se poate introduce notiunea de integrald definitd cu limita superioara variabila.
Daca f:[a,b]— R este continud, atunci definim functia G:[a,b] — R,

G(x)= f f(t)dr (numitd si integrala nedefiniti a lui f cu punct de bazi a dar
a
cu limita superioara de integrare variabila (adica nedefinitd)), care vom vedea

(teorema fundamentald) este o primitivi a lui f cu G(a)=0. Cum
G(x)=F(x)—F(a) rezultd cd G este derivabild pe [a,b| cu
G'(x)=F'(x)= f(x),Vx€[a,b], adica G este primitivialui f .Inplus,
G(a)=F(a)—F(a)=0. Diferite valori ale lui a dau functii diferite G .

Dacéd schimbam limita inferioard, sa spunem c(c € (a,b)) si definim o altd integrala

nedefinitd H prin H (x f f(¢)dr, atunci G(x)—H (x)=

X
f dt— f f dt— f f dt ultima egalitate din proprietatea de aditivitate a
c

a

integralei, ce va fi prezentatd in acest capitol. Deci diferenta G (x)—H (x) este
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independenta de x si regdsim un rezultat cunoscut: orice doua primitive ale aceleiasi
functii pe [a, b] difera printr-o constanta. Sa observdm ca avem:

X

lim f(t)dt:1im(F(x)—F(a)>:ff(x)dx si

x/'b
b
hm ff dt = hm( (b)—F(x)) = F(b)— F(a) = ff(x)dx, deoarece F  este
derlvablla si deci continua.

10) Am vazut la 5) ca ff(x)dx:[F(x)+c]b

a

. Dacd nu suntem interesati de

intervalul [a, b], dar F este o primitivd a lui f pe orice interval din domeniul de
continuitate, atunci putem omite a si b si sd scriem simplu
ff(x)dx: F(x)+c,unde c €R, arbitrar.

Primitivele exprimate astfel reprezinta integrala nedefinita.

Exercitii rezolvate

1. Sa se aplice formula Leibniz-Newton pentru calcularea urmatoarelor lntegrale definite:

1(x —x+3)dx; Z)I(x +——i)dx 3)](2«5 xx+5— J 4)[

-—.

0

7 1 dx lnx 1 xdx
2[ 5x+6 Ix2+x+1 7)](2x 1 dx S)I 9)'([ s ,

[

ISRE}

2
10)jsm xcos xdx ; 11)[ ;12)j\x-1\dx.
* 0
R. Notam cu f functia de integrat, iar cu F' o primitivialui f .

302
1) O primitiva a functiei de sub semnul integralei este F ( x) = % —% +3x.

Conform formulei Leibniz-Newton integrala definita este egald cu

jf(x)dsz(x)(1)=F(1)—F(0)=l_l+3=1_7

3 2 6

4

2) O primitivialui f pe (0,00) este F(x)=)%+2lnx+l si deci
x

2 2

[ (s)ax=r (o)

=F(z)-F(1)=21nz+%
1
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3) O primitivd alui f pe (0,00) este F(x)z%x x—%xzx/;+%%/x7 si deci

4 4
[7(s)ac=F (o))

—F(4)-F(1)= ( 32+3J‘j 3%-135—;.

4)jf(x)dx=1n|x+1|(1)=1n2.

5 3) B3 6) 9
1 e
1 10[1 2 3le 2

7)J(;f(x)dx—%(2x—l) 0—0,8)‘!.f(x)dx=§(m) ‘=3

1 g sm4xE 1
9)J.f(x)dx=—ln(x2+\/x4+1) =_1n(1+ﬁ);10)j LT

0 0 0

p -1, xe [1 2]

T
2=1; 12)Functia f: [0,2] >R, f(x)= { fiind continud admite
0

1-x,xe[0,1)

2
%—x,xe [1, 2]

primitive. Fie F: [0, 2] >R, F (x) = o primitivd a lui f . Atunci:

2
X

-——-1, 0,1

X 5 xe[0,1)

Tf(x)dx:F(Z)—F(O):[z—;—ZJ [0—%—1} 0—(-1)=1.

2.Fie f :[a,b] - R continui astfel incat I f(x)dx =b—-a.Sisearate ci existi ce (a,b) astfel

incat f(c)=1
b
R.Fie F oprimitivaalui f . Avem: If(x)dx=F(b)—F(a)=b—a sau F(a)—azF(b)—b.

Functia H : [a, b] >R, H (x) =F (x) —x verifica conditiile din teorema lui Rolle. Deci exista
e (a, b) astfel ca H'(c) =0.
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Probleme propuse

1. Fie f:[0,1] >R, f(x)=x". 1) Si se determine aria figurii delimitati de graficul lui f,
axa Ox si dreptele de ecuatii x=0,x=1.
2) Si si se determine aria figurii delimitata de graficul lui f , axa Ox si dreptele x

3) Considerati o diviziune echidistanti a intervalului [0,1] dati de punctele (0 % %,
si aproximati aria de la 1) utilizind dreptunghiurile.

4) impirtiti intervalul [0,1] in n intervale de aceeasi lungime %(n >1) si considerati n
dreptunghiuri interioare domeniului de la 1) si » dreptunghiuri exterioare avind suma

1
ariilor s, sirespectiv S, . Deducetica s, <S<S,,Vrn2>1 siaritati ca S =1 Utilizati

é [ n+1)].
2.F

Fie f:[0,1] >R, f(x)= Jx . Pentru aria S a figurii delimitati de graficul lui f , axa

Ox si dreptele x =0, x =1, utilizati diviziunea | 0, i i i 16 ,1| siaratati ca
25°25°2525°

0 o 55

125 125°

3. 1. Aritati, hasurand pe figura, ariile asociate integralelor de mai jos:

1. I)ixdx;Z)ixdx;3)i(x+2)dx;4)i(x+2)dx
03 ' 4 ’ 3 21 3 2
IL 1)jx2dx;2)jx2dx;3) szdx;4)j(x2+1)dx;5)j(x2+1)dx;6)j(x2+1)dx.

1L 1)J’x3dx 2)J’x3dx 3) Il(x +1)dx ; 4)j(x +2)d ; 5)j(x +2)dr ; 6)_jl(x +2)dx.

2. Scrieti integralele definite asociate regiunilor hasurate de mai jos:

y y VA
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VA VA
y=x*
y=x(x-2)
1
o| 1 4 x 01 3x
d) e)
VA
(L yzsinx
T
_01 X
2)

4. Viteza de crestere a unui brad in primii 60 de ani este dati de legea v (t) =0,01¢7 + 0,1(ﬂ) .
an

1) Cat este de inalt bradul dupa 60 de ani?
2) Care este varsta bradului cand iniltimea sa este de 12 m?
5. Sa se aplice formula Leibniz-Newton pentru calcularea urmitoarelor integrale definite:

L 1)]( x —Ex)dx Z)I(x 3WJr+2 )dx 3)]’ ;4)]2\/1‘1_" . ;5)]1’%,
6)]\/_ 7)j|x 2dx ; S)j(x +|x=1])dr .

x

e b1 1 2 (1 T
1L l)jxlnxdx ; Z)Ixsinxdx : 3)jx2e2xdx ; 4)jexsinxdx ;5)jx2sinxdx ; 6)je"cos2xdx ;
1 0 0 0 0 0

7) | xsin2xdx .

S =3

IL 1)]’ (3x+1)°dx; Z)Ix\/x —9dx 3 3)Ix\/x +16 dx ; 4)j \/_dx 5)01\1_\7",

dx dx tJx arctg x
3 7) 3 8) dx 9) —dx
1x\/3—ln2x £1+\/; I I
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T T T

T
3 .
Iv. l)J-sm xcos? xdx 3 Z)J-sm dr ; 3)jsm xeos® xdr ; 4) [ L252X ;5 | sinxdr
0

b
sin x cos x 1+cosx

4

&\ﬁ'—nw\ﬁ

E 1|: 1|:
2 T
6)1[ 1+Slcl(1):x dx 7)Ism xdx ; 8)‘[51n xdx ; 9*)j '([ Tr2nis

2 ,xe(1,2] 1 n(x+1) 01
VD[ (x)dr, £ (x)=q ¥ 2) [ ()i, £ (x) = {“(x )xef0.1]
! 1 x=1 J x +x,xe[—1,0
2’
3 i sin” x xe[0,m)
3)jf(x)dX,f(x)=max(x2,2x),xe[_2,3];4)If(x)dx,f(x)= 1+cosx’ >*.
i) ! o

n+l
6. Si se determine functia polinomiali f :R — R pentru care I f(x)dx=n*Vne N*.

n

! dx . Studiati continuitatealui F in y=1.

7.Fie y>0 si F(y)=
y+cosx

S v [ A

X - 1) . -
dx . Sa se calculeze I, si lim I, .
x—-2 n—oo

8. Fie sirul (I, )n>0 ,unde I, =

Y S
—~

9. Sa se determine a € R astfel incat sa aiba loc egalitatea:

1
2a-1 x+a
;2)

1)T(x3 +x)dx = L dr=1+In2; 3)}(6x2 —6x—17)dx =-30.
a 0

10. DFie f:R> R, f(x) =ax® +bx?* +c¢ . Si se determine a,b,ce R daca graficul functiei

f trece prin punctul A(O, 1) , panta tangentei la grafic in punctul de abscisa x =1 este 36,

1
iar j f(x)dx=
0
2)Daca f:R —> R este o functie continua si crescitoare, atunci
(x+y)/2
I f dt< I f dtxye]Rx<y

(x+y)/2

11.Fie f:R-{1} >R, f(x)=

2
+b < . o ..
1 +cx . Sa se determine a,b,c € R daca graficul functiei

f trece prin punctul A(Z, 23) , tangenta la grafic in puntul de abscisa x =0 are panta 4, iar
0
37

[(x=1)f(x)ar ===,

-1 6
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12. Fie functia f :R — R, cu proprietatea 2f (x)— f(-x)=x+1,Vxe R . Si se calculeze

1
[ £(x)ax.
-1
1
13. Fie I(a) = {m

2) Calculati I(a),ae [0,1) siaritatici I este continuiin a=1.

,ae[0,1].1) Aritati ci I(a) este functie descrescitoare.

b
14.Dacii f :[a,b] > R este derivabili cu f'(x)<0,jf(x)dx =0, atunci f(a)f(b)<0.

15.Fie f :[a,b] > R continui si [c,d]c[a,b] astfel incat J.f(t)dt- f(t)dt <0. S se arate

R ey

cil existd ce (a,b) cu f(c)=0.
b
16. Fie f :[a,b] > R,0<a <b, derivabili cu J' f(x)dx =bf (b)-af (a). Atunci existi
€ (a,b) cu f'(c)=0.

2.3. INTEGRABILITATEA UNEI FUNCTII IN SENSUL
LUI RIEMANN

Am vazut in 2.1.2. cum se exprima aria ca limitd a unei sume, ntr-un caz
particular. In cele ce urmeaza extindem punctul de vedere de acolo.
Diviziune si norma a unei diviziuni

Definitii. 1) Fie a,b€R,a<b. Se numeste diviziune a intervalului
[a,b] un sistem finit de puncte D:(xo,xl,xz,...,xn),nzl, unde

x €la,bl,i=0n i a=xy<x<x,<..<x,=b. Punctele x

. se

numesc puncte de diviziune.

Notatie. Notim @y, ,; multimea tuturor diviziunilor intervalului a,b].

Subintervalele [xo,xl],[xl,xz],...,[xn,l,xn] sunt intervale de lungimi

X = Xgs Xo = X{seeey Xy — Xy -

2) Se numeste norma diviziunii D, notata ||D|| , cea mai mare dintre

lungimile intervalelor [xy, x|, [x;, %, ], ... [x

15 X, |, adica

”D” = lmgfg(xi - xH) .
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Pentru intervalul [a, b] se considerd o diviziune particulard, obtinutd din Impdrtirea

intervalului Tn n parti egale, de lungime , de forma
b— b— b—
D, = a,a—i——a:xl,a—i—Z a:xz,...,a—i—(n—l) 2= 1> X, =Db]|.
n n
o - < & b—
Aceasta diviziune se numeste n — echidistanta. In plus, ||D|| = a —0.

n—oo
Exemplu. Pentru intervalul [0, 1] se consideri diferite diviziuni si se calculeazi norma lor
(Fig. 9).

f ] B> 00—t —ftocooo}+—
0 1 0o L 1 1113
2 7 4 25
1 1 1113 2
D, =(0,1),[Dy] =1 D2=(0a5’1)’"D2"=5 D3=( ?Z’?g’l)’"Ds"=g
Fig. 9

Sume Riemann

Fie f:[la,b]>R o functie mirginiti (in particular functie continud),
D:(a:xo,xl,xz,...,xn:b)eq)[a’b] si  punctele & €[x), x].&, €[x. x,),
s &,y €[x,_1,x,] (& se citeste csi) numite puncte intermediare ale diviziunii D.
Uneori sistemul de puncte intermediare (£,&,,....£,) se noteazd cu &=(§; )i:Tn‘

Cu aceste elemente formulam urmaétoarea

Definitie. Se numeste suma Riemann asociata functiei f , diviziunii D
si sistemului de puncte intermediare £ , numarul real

op (f-€)=f(&1)(x —x0)+ f (&) (2 —x) o £ (£,) (%, — 2%,1) -

Notatie. Utilizand simbolul Z suma Riemann se poate scrie sub

forma op (f.€) Zf (% —x4).

Simbolul oy (f, g) 11 citim: sigma indice de de f'si csi.

Exemple. 1. Fie functia f :[1,3] 5 R, f(x)=x? si diviziunile (Fig.10)
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e g £ £ & £ &
S a— } > —f—e—e—o o —0o—o | »
15 3 2 3 137 29 5 13
T 9 2 3 4 2 4
3 5 3.5 1 37911
D =11,-,23|,|Dy|=1,¢"=| +,2,3 D, =(1,-,2,-,3 |,||Dy||==,&" = Z»—»7>—

Sumele Riemann asociate sunt:
3 251 1 + Sﬂ

oDI(f,a')=f[%j(5—1j+f(z)[z_§j+f(3)(3_z)=E.E+4.
J=

st Yo )

291 491 811 1211287
S e bl S
42162 162 16 2 32
Diviziunea D, este 4-echidistanda.

/NN
w

|

N |

<
[

Interpretare geometrica. Celor trei
termeni din op (f,£') le corespund

ariilor celor trei dreptunghiuri
evidentiate pe Fig.11.a) de baze

intervalele [1,%],[%,2:] si [2,3] iar ca >

iniltimi valorile functiei f in punctele

N W AR NS0 D
- W R NSO XS
—

)
L
S
w
=
)

intermediare Fig. 11
f(§;)=f(§),f(£;)=f(2) si
respectiv f(E;) =f(3).

T . . "y s s .
Interpretare similara pentru termenii sumei op, ( f.€ ) carora le corespund aria cate unui

dreptunghi din Fig.11.b). Am marcat cu linii punctate rosii valorile functiei f in punctele
intermediare, care dau iniltimile dreptunghiurilor.

1
2. Fie functia f:[0,1] >R, f(x) =7 Considerim diviziunea n-echidistanti
x

el
L]

diviziunii D, ). Atunci suma Riemann este dati de

b

3 1 12
— s n- , 1) si punctele intermediare £€= (—, — ey 1) cu
n nn

2
n n
2
"nC

-1
[— —} »le [ } (ele corespund capetelor din dreapta ale intervalelor
n
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n

%p, (f,€)= Zf('éi )(xi—xi1)=

i=

$ 1 gt _t 1, 1
Sl Sitn n+l n+2 T nen’
n

S |-

Interpretarea geometrici a sumelor Riemann in cazul unei functii pozitive si
continue

Am realizat o interpretare geometricd a sumelor Riemann 1n exemplul 1 de mai sus 1n
caz particular. Consideram acum cazul general.

Fie f:[a,b]—[0,00) o functie continud, D =(a=xy,x,....x, |,%, =b)€ Dy 1) si
&€= (&i )i:ﬁ sistemul de puncte intermediare ale diviziunii D .
Consideram in planul xOy multimea de puncte I'; (citim: gama indice /') datd de

r,= {(x, VER a<x<b0<y<f (x)} (numita subgraficul lui £ ).

Ya YA YA Ya
N
1
rf » H : : : »
Ol a b x O Ola x, xbx Olax Exb X
a) c) d)

Fig, 12

Aceasta este formata din toate punctele din plan situate Intre graficul lui f , axa Ox si
dreptele verticale x =a, x =5 (Fig.12.a)). Dreptele verticale

X=4a,Xx=X,X=X,,.., X=X, impart pe Ff in,benzi” de arii A, A,,..., A,
(Fig.12.b)). Pe intervalul [x;_;, x;],i =1, 7 construim dreptunghiul D; de baza

x; —x;_; siindltime f(€&;) (Fig.12.d)). Atunci aria acestui dreptunghi este egald cu
f(&;)(x; —x;_;). Spunem ca aria dreptunghiului D, aproximeazd aria 4; (a
trapezului curbiliniu din Fig.12.c)). Considerand reuniunea acestor dreptunghiuri se

n
obtine o figurd a cérei arie egala cu Zaria (Di) aproximeaza aria lui I' ;. Deci,

i=l
n
aria(F ¥ ) ~ Zaria(Di ) . Sa observam ca aceasta aproximare datd prin Tnsumarea
i=l
ariilor dreptunghiurilor este mai buna cu cat se considera diviziuni cu un numar mai

n
mare de puncte. In plus, > "aria(D;)=op (f.£). Deci op, (f,£)~ an'a(Ff) , adici
i=1
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suma Riemann asociata lui f , diviziunii D si punctelor intermediare (g,.)
aproximeaza aria subgraficului lui f .

Functii integrabile Riemann

Are loc urmatoarea:

Definitie. Fie f:[a,b]— R. Se spunecd f este integrabild Riemann pe
[a, b] daca

. . s s o . n n n *
1) oricare ar fi sirul de diviziuni D, = ( (() ), xl( ), s x,((n)) €Dy, 5" E N
cu |D,|——==—0si

2) oricare ar fi sistemul de puncte intermediare xl(f)l < ES") < xi("),

i=1k, , sirul sumelor Riemann (GDn ( f, ﬁ(") )) este convergent la
n

acelasi numar.

Numarul real din aceasta definitie, lim oy, ( fs g(")) se noteaza prin
n—oo

b
f f (x)dx (citim: integrala de laa lab din f de x de x) si se numeste

integrala definitd Riemann a functiei f pe [a,b].

Observatii. 1) Se aratd ca orice functie integrabild Riemann este marginita pe [a, b] .
Consecinta: daca f :[a,b] — R nu este marginitd = f nu este integrabila Riemann

pe

1 €(0,1]
la,b]. De exemplu f:[0,1] - R, f(x)= P

0,x=0

nu este integrabila Riemann

deoarece )161{‘% f(x)=00.

2) Se demonstreaza doud teoreme importante, prin care se evidentiaza doua clase de
functii integrabile Riemann:
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1) Orice functie monotond f :[a,b]— R este integrabild Riemann pe
[a, b].

2) Orice functie continua f :[a,b]—>R este integrabila Riemann pe
[a,b].

Exemple. 1. (functie integrabilda Riemann). Fie f :[a,b] >R, f (x)=c,ce R functia
b
constanti. Si ariitim ci f este integrabili pe [a,b] si jcdx =c(b-a).

a

intr-adevir, fie D,e (D[ a,p] €U ||D,, ||—)0 si (gg”)) sistemul de puncte intermediare.
’ n

Atunci op,, (f,&,(.")) = %f(&l("))(x,(") —x,(ﬂ) = %c(x,-(n) - x,(ﬂ) =c(x£n) —x(()n)) +
i i=1

+c( () _ ())+ +c( () x,((")_1 c(b-a),vn.

Deci sirul cu termenul general UN PIONIER AL MATEMATICII
(m))_ : _ Bernard RIEMANN (1826-1866)
op, ( f,&""|=c(b-a) estesirul constant c¢(b—a). Viatematician gorman

Deci lim oy, (f,g,(")) =c(b-a), adica
n—e 1

b

J. cdx=c(b-a).

a

2. (functie neintegrabild Riemann). Fie

f ’[a,b]—>R,f(x)={l’xe [2,6]NQ

0,xe[a,b]NR-Q° CONTRIBUTII
e fundamentarea geometriei
e analiza reala si complexa

* teoria numerelor

* topologie

« fizica matematica

Consideram sirul de diviziuni D, e Dy, 5] U

||Dn||70 . Alegem doui sisteme de puncte

intermediare pentru D, . Fie £,") [x,(ﬂ, x,(")] nQ

si g;.'(") [ (2, (")] N(R-Q). Vom arita ci sirurile de sume Riemann asociate celor dou:

tipuri de puncte intermediare au limite diferite!

Intr-adevar, avem:

TR A I R I —
i=1
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oo (£:61) =32 (€0) (<0 ) = S50 18) <00,
i=1 i=1

Cum b—a #0,deducem ca f nu este integrabild Riemann.

O intrebare care se pune firesc este aceea a existentei unei functii pentru care sunt

b
definite integrala lui Newton ((N)ff(x)dx:F(b)—F(a), unde F este o

primitiva a lui f ) si integrala lui Riemann ((R) f f (x)dx: lim op,,

cele doud integrale coincid.

Are loc urmatoarea

b

a

n—oo

(f,&(")) i

F:la,b]— R este o primitivd a lui f

a
Newton si respectiv Riemann.

pe [a,b], atunci

(N) [ f (x)dr=(R) [ £(x)dx,

Teoremd. Dacd f:[a,b|] >R este integrabili Riemann pe [a,b|, iar

b
unde (N) f f(x)dx,(R) f f(x)dx sunt integrale definite in sensul lui

(n) (n)

Demonstratie. Fie D, = (a =Xy X s

Avem:
(N) [ f(x)dx=F(b)~F(a)= F(x,g';))

—i—...—i—[F(xz)—F<X1>]+[F<xl)_F(x0>]

Se aplica teorema lui Lagrange pentru

exista &Eﬂ € (x-("), xl(i)l) astfel Tncat F(xl(ﬂ) — F(xl-(")) = F'(i.

1

— f(ggi)l)(xi(z)l —xl(")) . Deci (1) devine

A =b|ed, , cu [D,] 0.

- F

(1)

F pe intervalul

+

n n

x/({n) 1)
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b Ky —1

(V) [ £ ()= 3 (el [2h —")
a i=0

Trecand aici la limitd dupa n — oo se deduce egalitatea
b b

(N) [ £ (x)dx=(R) [ f(x)dx.m

Deci dacd integralele lui Newton si Riemann ale unei functii f:[a,b] — R exista,
atunci ele sunt egale. Se pot da exemple de functii pentru care una din integrale exista,
iar cealaltd nu exista. lata un astfel de exemplu. Fie sgn: [— 1, 1] — R, (functia semn)
sgn(x)=—1,x<0;sgn(0)=0;sgn(x)=1,x>0. Aceastd functic este integrabila
Riemann (se va preciza cd o functie marginitd ce are un numar finit de puncte de

b
discontinuitate de prima speta este integrabild Riemann). Integrala (N) f f(x)dx nu
a

exista (functia f nu este integrabilda Tn sensul lui Newton) deoarece functia

consideratd nu admite primitive pe [— 1, 1] .

b
Daci f:[a,b|]—>R este continui, atunci existdi (N) f f(x)dx (orice functie
a

b
continud admite primitive ) si (R) f f(x)dx (orice functie continud este integrabila

a
b b

Riemann) si mai mult, (N)ff(x)dx:(R)ff(x)dx.

a a

Excursie matematica (facultativ)
% ok ok k%

Sume Darboux. Criteriul lui Darboux de integrabilitate

Fie f:la,b|—>R o functie marginiti ;iD:(xo,xl,...,xn)Eo[a p]- Atunci existd

numerele m; = inf f(x),Mi = supf(x), XE [xi_l,xi], i=1,n (marginea inferioara §i
respectiv marginea superioara a lui f pe [xH, xi]; aceste numere exista deoarece

multimile f <[x,~_1 , xiD, = I,_n sunt marginite).
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Definitie. Numerele

SD<f):ilmi(xi _xi1>’SD(f):ilMi (% —xiy)

se numesc suma Darboux inferioara si respectiv suma Darboux
superioard asociate functiei [ i diviziunii D.

Se verifica usor pentru aceste sume proprietatile:

I)SD(f>§0'D (f’gi)SSD(f>’in G[X,;1axi],l':1,”l-
(Orice suma Riemann este cuprinsd intre suma Darboux inferioard si cea
superioard pentru aceeasi diviziune D ).

2)VDy, D, €Dy, 4. 5py (f) < Sp, (f)-
(Orice sumda Darboux inferioard este mai micd decdt orice suma Darboux
superioard).

Este usor de vazut ca daca f este o functie continud, atunci se stie (Weierstrass) ca

ea este marginita pe [a,b] sau pe orice
UN PIONIER AL MATEMATICIT

[xl-fl,xi]c[a,b] si isi atinge marginile pe fiecare J.G. DARBOUX (1842-1917)
Matematician francez

interval. Deci exista i;,i;e[xifl,xi] astfel incdt
F&r)=m. £(&)=m,.

In acest caz sumele Darboux devin:

sD<f>:§m,-<x,-—xi1>=lef(a;-)<x,-— ).

CONTRIBUTII

« analiza

n n
S (F) = SoM (5 3) =0 ()3 =), | Bt s
i=1 i=1

Acestea de fapt sunt doua sume Riemann sy, (f): op (f,&;), Sp (f): op (f,gl)

Are loc urmatoarea

Definitie. Fie f :[a,b]—>R o functie marginita. Unicul numar 1 care
satisface  inegalitdtile  sp (f) <I<S§, (f) VD e (D[a’b] se  numeste

integrala definita (sau simplu integrala) lui f de la a la b si se noteaza

I:j‘f(x)dx.
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Interpretarea geometricd a sumelor Darboux

Vom considera functia continua f :[a, b]—> (O,oo) si consideram figura I';
delimitata de graficul lui f, axa Ox gi dreptele verticale x=a,x=>b. Ne punem
problema daca aceasta figura are arie §i care este acest numar. Consideram
diviziunea D = (xo, X|s X seees X, ) IS fD[a’b}.

Dreptele verticale x = xy, x = Xx,,...,x=x, determina o impartire in benzi a figurii
Ff de arii A, A,,..., A, (Fig.13.a)).

YA YA YA Ya

ELRl N o

HE HE— ’ H H
0 axlxzxn_lbx Ol a X, xib : O
a) b)

Functia f fiind continua pe un compaFcltgl:;?’atinge marginile pe compact. Fie deci
m; = inf f(x), M, = supf(x), XE [xi_l, xi], i= E Consideram  dreptunghiurile
d;,D; cu aceeasi baza [xi_l,xi] si inaltimi m; i respectiv M; pentru care
aria(d;) <aria(A;) <aria(D;),i =1, n (Fig.13.b), ¢), d)).

Insumdnd aceste inegalitati avem:

iaria(di) < aria(Ff ) < iaria(Di) sau
i=1 i=1

sD(f):ilmi(xi —xi_l)Saria(Ff)SilMi(xi —x4)=Sp(f), (1).

Inegalitdtile (1) spun ca un candidat pentru aria(F f) trebuie sd fie mai mare decat
orice sumd Darboux inferioara lui f §i mai mica decdt orice sumda Darboux

superioard a lui f . Se poate demonstra ca daca f este continud pe [a, b], atunci
b
exista un astfel de numar, care se numeste aria lui I’ ¥ si se noteazd f f (x)dx

a
numita integrala lui f de la a la b. Metoda aceasta de obtinere a integralei definite

prin incadrarea ei intre sume Darboux inferioare §i superioare se numeste metoda lui
Darboux (1842-1917).
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Criteriul lui Darboux de integrabilitate Riemann

Are loc urmatoarea

Teorema. Fie f :[a, b] — R. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) f este integrabila Riemann.

2) Pentru orice € >0, existd 6= 6(8) >0 cu proprietatea ca pentru orice

diviziune DE(D[a’b] cu ||D||<6 sd avem SD(f)—SD(f)<€-

Aplicatie. Utilizdand acest criteriu sd demonstram cd orice functie monotond f :[a,b] - R este

integrabili Riemann.
Demonstratie. Presupunem cd [ este crescdtoare. Deci pentru Vxe [a,b] avem

fa)sf(x)<f(b).
1) Daci f(a)=f(b), atunci f este constantii. Am vizut ci f este integrabilipe [a,b].
2) f(a)< f(b). Fie £>0, arbitrar, D =(x,, X, ..., X, )€ Dp,, 5] CH

D] <8(¢) =m. Atunci avem (m; = f (x;,_;),M; = f (x;), f fiind crescitoare):

n n

SD(f)_sD(f)=ZMi(xi_xi-l)_:zlmi(xi _xi-1)=2f(xi)(xi_xi-1)_

1= 1=

n n

> (xiz)(x _xi-1)=Z(f(xi)_f(xi-l))(xi ‘xi-l)<||D||i:21(f(xi)-f(xi-1))<

i=1 i=1
€
<———F—\f(b)-f(a))=c¢.
76~ V1)
Cum functia f verificd criteriul lui Darboux, deducem cd ea este integrabili Riemann. ®

Sd retinem cd pentru o functie continud avem doud modalitati de abordare a integralei definite
folosind sumarea:

1) utilizand sumele Darboux inferioare §i superioare;

2) utilizand sumele Riemann.

Deoarece s;,(f)<op(f,£)<Sp(f),VDe o[a’b],vg , atunci integrala definitd a lui f datd

cu sumele Darboux exista dacd si numai daca existd integrala definitd a lui f datd cu sumele

Riemann.
LI A
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Calculul limitelor unor siruri utilizind integrala definit:i

Utilizand integrabilitatea unei functii f:[a,b]— R (functic monotond, functie

continud) se poate calcula limita unui sir (a,) avind termenul general a, definit

printr-o suma care se poate pune sub formad de sumd Riemann op, ( f, &5")) .

Probleme rezolvate

Sa se calculeze limitele urmatoarelor siruri

n 1 n-1 n n 1 Rn_l kT
Da,=) —3;2)a,=) ———:;3)a,=n sd)a, =—) sin—;
! kz=1"+k ! kz=‘(')"2"'k2 ! kZ=1(n+k)2’ "onig o’
1 9n* 1 1 [(2n)!
$)a, =Y 536 a, = 3 \n* =k 37) an=—"¥;
n;219n” +(3k-1) n" 5 ny n:
n
1
8 a=2— oy
Sk
n
L 14 1 .k . .
R. 1) Se scrie sirul sub forma: a, = —Z— .Punind —=x seia functia
niare X n
n

1
f :[0, 1] >R, f (x) = Tox (sugeratd de forma termenului general al sumei). Aceasta este o functie
+x

continud pe [0, 1] si deci integrabila. Se considera sirul de diviziuni echidistante ale intervalului

[0,1], D, :(0,1,—,...,£:1j cu ||Dn||:l—"—>0 si punctele intermediare €, :le [0, l}
nnn n n n

1
(pentru k=1 1n suma avem — ),

1+—
n
2 (12 . 1
£, =—¢ {—,—} (pentru k=2 1n suma se obtine )
n |nn 1+g
n
n—1 . . .
§,=le|——,1| (pentru k =n in suma rezultd ).
n
1+
n

Atunci suma Riemann asociatd lui f relativla D, si sistemul de puncte intermediare este

=In2.

1 (k) o p dx 1
=00, (£80) =237} [ (1)
0

Deci lima, =In2.
n—»oo
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Observatie. Sa remarcam ca termenul general al sumei este valoarea functiei in punctul intermediar

k 1 N . . o
—; factorul — care apare in fata sumei este (x; —x;_,), acelasi deoarece D, este diviziune
n

n
echidistanta.
. k
2) Se scrie a,, sub forma: a, =— z . Se pune —=x si deci se ia functia
ni (k] n
1+ —
n

f :[0, 1] —R, f(x) = " 1 5 » care este integrabila pe [0, 1] (fiind continud). Se aleg, ca mai sus,
+x
12 1 . . . .
D,e D[o 1]’ D,=|0,—,—,..,1| cu ||Dn|| =———0 precum si punctele intermediare
’ non n

12 -1 1 e 1
£€,=0e [ } E€o=— {— —} &, = L= [n_ 1} (&, sunt extremitatile din stdnga pentru
n n

nn
1
. . n I =
fiecare interval). Acum a, =op (f,&k)—>J.—2=arctgx ==
n ol+x 0 4
1=
3) Se scrie a, sub forma: an:—Z—z siseia f:[0,1] >R, f(x)= 5 . Gasim ca
k:o( k] (1+x)
1+5
n
1
Iim = J. dx =—L =l.
n—eo 1+x) 1+x|0 2
T
. . .. . T
4)Seia f:[0,n] >R, f(x)=sinx si lim an=J.smxdx=—cosx0=2.
n—oo
0
5) Se aduce q, laforma a, =— z .Seia f:[0,1]] >R, f(x)= 12,
Ly (31( 1) 1+x
1+
3n
1 2 1 . 2 1
=10,—,—,..,1]e cu |D,||=———0 si se ale =—=e€ — entru k=1 in
( ' n j Dyo.q) cu D, » $ g & ™ { n} (p
1 2 -1 -1
suma), &, :ie {—,—} (pentru k=2 insumad), ..., §, :3n e[n—,l} (pentru k=n in
3n |n n 3n n
1
dx [
sumi). Avem: a, =6 &) — > =arctg x| =— .
) n=om, (28 E[l+x2 8074
2
1 & k
6) Avem: a,=—> ,|I- ( ) .Seia f:[0,1]] >R, f(x)=V1-x* si lima, —.[ 1- xdx——
k=1 n e
2n)! +1)(n+2 2
7) Se prelucreazd a,, astfel a,,='\'/( n) =’\t/(n )(n ) ( n) [1+1)[1+z)~-(1+£j.De
nln" n" n n n
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1
aici In g, =—Zl [1+ j Seia f:[0,1]] >R, f(x)=In(1+x)si limIna, —jln 1+x)dx=lni
n

n k=1 n—oo 0 e

4
sau ln(lim an)zln— .De aici lim a, =—

n—oo e n—oo
1& 1 . 1
8) Avem a, =_Zﬁ pentru care seia f:[0,1] > R, f(x)=—,
M=+ 24 = 1+x
n n?
12 1
Dn:(O,—— j&kﬂ—k k2 [k k+} k=0,n—1, cand
n'n n n
111 1E { dx
GD,,(f,&k):___' 1+_z kK  k | ——=n2.
nono5 1o onigy kK 01+x
n n n2

Probleme propuse

1
1. Fie f:[0,1] 5 R, f(x)=x>. Pentru diviziunea D = (0 5’%’1) si punctele

f~ .M»-

135 -
intermediare £ = — | calculati suma Riemann o, ( f,£ ). Interpretare geometrica.

8’8’8’8

2.Fie f:[0,1] > R, f(x)=2x, diviziunea D = ( ) si punctele intermediare

(13353
16°16°8°8 4

1) S se calculeze lungimile intervalelor diviziunii D si precizati |D).

va—t
-hlm

011
‘8’4

2) Sa se determine my,m,,my,my,ms $i My, M,,M;,M,,Ms5.

3) S se calculeze s, (f) si S, (f).

4) Sa se calculeze f(&;),f(&,),/(&3),f(€4),f(E5) si apoi op(f,E) si verificati
inegalititile s, (f) <op (f,£)<Sp(f).

1
5) Sa se calculeze I f(x)dx
0

3. Fie f :[0, 1] — R o functie continui si De (D[O,I] . Explicati de ce urmétoarele afirmatii

sunt false:

D5 (£)=5.50(£)=13 250 (£) =3 S(£)=5 i [ £ (x)te =

D5p(£)=28,(F)=3 5 [/ (x)ax=
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b
4.Fie f:[a,b] > R o functie continui si I = I f (x)dx . Considerim

D= (xo,xl,..., x”)e (D[a’b] .

1) Sa se arate ¢ I—s,(f)<S,(f)—sp(f). Diferenta I—s,(f) se numeste eroare in
utilizarea lui s, (f) in aproximarea lui 7 .

2) Sa se arate ¢ Sp,(f)-1<S,(f)-sp(f). Diferenta S, (f)—1I se numeste eroare in
utilizarea lui S;,(f) in aproximarea lui I .

3) Daca De D[ a.b] este o diviziune n — echidistanti, atunci aritati ci pentru f crescatoare

(sau descrescitoare) pe [a,b] au loc inegalititile:

1-s5p(£)s|f (0)= £ (a))-[D], $p (£) =1 <[f (8)- f (a)||D] -

5%*. Definitia dati cu sume Darboux pentru integrala definita poate fi aplicati si pentru functii
cu un numir finit de discontinuititi. Fie f :[a,b] > R continuj, iar g:[a,b] >R diferi de
f intr-un numar finit de puncte. Atunci g este integrabila pe [a,b] si

ig(x)dx=i'f(x)dx. Fie g(x)= {2 »xe[0,4]- {3}

i =2,vxe[0,4]. A
J - iar f(x) xe[0,4] vem

S ey B

f dx 8. Aritati ca I g(x)=8, demonstriand ca 8 este unicul numar care satisface

megalltaglle sp(f)<8< SD(f),VDe Dpy, 4]

7, xeQ
4,xeR-Q’
1) Si se arate ci VD e (D[Z,w],sD(f)SM)SSD(f).

6*. Fie f:[2,10]->R,f(x)={
10
2) De ce nu putem conchide ci J. f(x)dx=40?

7. Sa se calculeze limitele sirurilor cu termenul general a,, :

13 s 2k -1 LS | 1 &1
Da,=—) k> 32)a, = ,p>033)a,=n —; —_— )
RIS ,,+1 ( ) p>03a,=n3 D Vs

k=1

n
S)an=#z=: k;6)a, -Zk (k+1)° /0" r,5e N5

n k=0
13 2 1< P #*
TNa, =— n+k) + n+k 3 8)a, = ;9a, =— [ ) ,pEN ;
2 (k) Z ,—n — )
10)an=%i3k Wa,=—— 3k fe(k+1) ; 12)a, _%i(%l—)lé‘z.
n k=1 +4n

k=1 (Jn(n+1)) k=1
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8. Fie sirul (a,),a,€(0,1),a,,, =\1+na,,n>1. Si se calculeze limb,, unde

n—oo

n
k
b,=Y

2 .
k=1n"+ kan

2.4. PROPRIETATI ALE INTEGRALEI DEFINITE.
INTEGRABILITATEA FUNCTIILOR CONTINUE

In acest paragraf ne ocupim de functiile continue definite pe un interval [a, b],
a <b.Reamintim ci dacd f, g :[a,b]— R sunt functii continue, atunci

1) of +Bg este o functie continud, Vo, BER ; f- g este continud pe [a,b];

2)i este continua pe [a, b]— {x|g (x)= 0} ;

8
3) f¢ este continua pe [a, b]N {x|f (x)> 0} :
4)|f|. min(f, g), max(f, g) sunt continue.

Pentru orice functie continud f cele doud integrale, n sensul lui Newton si Tn sensul

Iui Riemann sunt egale.

De asemenea, sd retinem ca dacd f, g :[a,b] — R, f continud si

g(x)=f(x),Vx€[a,b]— A, unde A este multime finitd, atunci si g este integrabild
b b

$i mai mult f f(x)dx= f g (x)dx. Altfel spus, modificand o functie continua intr-un
a a

numar finit de puncte (ale lui A ), functia obtinuta este de asemenea integrabila si mai
mult integralele definite ale celor doud functii sunt egale.

Exemplu. Fie functia g :[0,1] — R,g(x) =x,xX€E [0, 1] —{0, 1},g(x) =3,x€e {0, 1} .
Evident g este continua pe [0, 1] —{0, 1} . Consideram functia f :[0, 1] —R, f (x) =x, care

1 2
1 1
este o functie continui pentru care f f(x)de==— 0=3" Cum g diferi de f
0

2
intr-un numir finit de puncte (doui puncte) deducem ci si g este integrabila si mai mult

1

lg(x)dx: 5
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In continuare prezentim principalele proprietati ale integralei definite. De remarcat ci
aceste proprietiti au loc si pentru functiile integrabile. In acest caz in
demonstratie utilizim operatiile cu siruri convergente. Noi vom utiliza functii
continue, dar proprietatile se verifica in acelasi mod si pentru functiile integrabile care
admit primitive.

P1 (Proprietatea de linearitate). Dacd f, g:[a,b|]— R sunt doud functii
continue si A € R, atunci:

1) f[f(x)+g(x)]dx:ff(x)dx+fg(x)dx;

Integrala sumei este egala cu suma integralelor.

2) }Xf(x)dxz )fff(x)dx.

Constanta multiplicativa iese in fata integralei.

Demonstratie.* 1) Cum f, g sunt continue, ele admit primitive. Fie F,G:[a,b]— R
primitive pentru f si respectiv g pe [a, b] .In acest caz F + G este o primitiva a lui

f + g pe [a,b] si conform formulei Leibniz — Newton avem :
b

[17(x)+ g (x)]dx=(F +G)(x) b

"= F(b)+G(b)~ F(a)~Gla) =

a

= F(b)~F(a)+G(b)-Gla)= [ f(x)dx+ [g(x)dr.

a
2) Se procedeaza analog. ®

Observatii. 1) Egalitatea 1) din proprietate ne spune cad integrala este aditiva, in
raport cu integrandul, iar egalitatea 2) spune ca integrala este omogena. Integrala
este liniara daca este aditiva si omogena.

2) Proprietatea se poate scrie sub forma unei singure relatii astfel :
b

f[ocf(x)—l—ﬁg(x)]dx:a}f(x)dx—l—ﬁ}g(x)dx,u,ﬁER.

a

*= facultativ
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Daca a=1,3=—1, atunci egalitatea se scrie
b

b b
f[f(x)—g(x)]dx:ff(x)dx—fg(x)dx (Integrala diferentei este egali cu

a
diferenta integralelor).
3) Se demonstreaza inductiv dupa n € N* ca

b( n
> o fi(x)
i=1

a
4) Refaceti demonstratia acestei proprietati pentru functiile f, g integrabile n sensul
Riemann.

b
dx = Zaiffi (x)dx, f; :[a,b] — R functii continue.

=1

2
Exemple. 1. Sa se calculeze integrala I = f [Z'rx2 1 +4x + 21 1]dx .
X x“+
1

R. Conform proprietatii enuntate putem scrie

2 2 2 2
dx dx 2 2 2 2
1=3[x%x— [=+4[Yxdc+ =x3 —Inx|"+3xYx|  +arctg x| =
{ [x { !x2+1 1 1 1 g 1
:4+6§/§—ln2+arctg2—%.
2 2 1 o 2 w07
2. Sa se arate ca | arctg xdx + | arctg —dx =— si + =2007.
j; ~1[ x 2 {1+3" {1+3"‘

1
R. Se stie ca arctg x +arctg —= %, Vx > 0 . Deci membrul stang devine
x

f 1 : Y
[[arctgx+arctg;]dx:[zﬁz
B(B B
f(x—i—y)dy]dx:f

3.Daca a=f3 sif

a

X

2
1

N3

&
5

8
(x + y)dx]dy ,atunci x=1y.

a

P2 (Proprietatea de aditivitate la interval). Fie f:[a,b]—~ R functie

continud si ¢ €(a,b).

b c b
Awnci [ f(x)dx= [ f(x)dx+ [ f(x)dr (Relatia lui Chasles).

f este integrabild pe [a,b]<> f este integrabild pe [a,c] si pe [c,b] si

b c b
Jrefres
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Demonstratie.* Fie F :[a,b]—> R o primitivd a lui f pe [a,b]. Membrul drept al
b
relatiei este egal cu F(c)— F(a)+ F(b)—F(c)=F(b)—F(a)= ff(x)dx ..

Interpretare geometrici. Pentru o functie continud, nenegativd f :[a,b]— [0, 0]

y aceasta teorema este usor de inteles in termeni de arie. In Fig.14,
A

Cc
aria partii I este egald cu f f(x)dx, iar aria partii I este egald cu

a
b b
l f f(x)dx. Aria intregii regiuni hasurate este egala cu f f(x)dx.
a ¢ bx ¢ a

Fig. 14 Teorema afirma ca :
aria(/)+ aria (1l ) = aria (regiune hasuratd).
Probleme rezolvate

0|

x+1,x€[—1,0)

1
1. Si se calculeze ff(x)dx ,unde f(x)= [l+s'n e’
inx, x €[0,

-1
R. Observim ci f este continud pe [—1,1]—{0} . Din lim f(x)= lim (x+1)=1,
x/'0 x/0

lim f(x)=1lim (1+sinx)=1= f(0) rezulti cd f este continud siin x=0. Deci, f este
N0 N0
continud pe [—1,1]. Atunci
1 0 1 0 1 |
flx)dx= | f(x)dx+ | f(x)dx= | (x+1)dx+ | (1+sinx)dx=—+2—cosl=
!1 (x) !1 (x) [ (x) !1( ) [( Jdv=>
:i—cosl.
2

2
2. Sa se calculeze ‘”xz — l‘dx .
-2

R. Functia f(x)= ‘xz - 1‘, x €[—2,2] este continu §i avem :

K —Lxe[-2,-1U[L2]
l—xz,xe(—l,l) '

Tinand seama de proprietatea de aditivitate a integralei avem :

[ rae= [ )+ [ Fx)arr [ Fxar= [(2-1)+ [(1-2)ar+

f(x)=

2

+‘[(x2—1)dx: §+2+%:%.
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3
] . Y a
3. Si se determine I(a)—[—|x_a|+1,a €R.

R. Cum x€[1,3] pentru explicitarea modulului |x —a|,a € R, analizdm cazurile (dupa pozitia lui
a fata de valorile 1 si 3) :
10) a<1.1In acest caz |x — a| =x—a,deoarece x>1 sideci integrala devine

3

dx
I(a):‘[x_—a_’_lzlnbc-l—l—al

3 4—a
=In
1 2

—a

20) l<a<3.1Inacestcaz x€[L3]=(1<x<a sau a<x<3),adicd

—x+a,dacix€[l,a] . r dx Todx
—al= I(a)=
|x—d| 1 si deci I(a) f — + f

x—a,dacéxe(a,3] +a+1 ax—a—l—lz
a 3
:—ln|x—a—1|l+ln|x—a+1| =Ina(4—a).
a
30) 3<a . In acest caz, din x €[1,3] rezultd |x—a|:—x+a si deci
In _a,a§1
3 & 3 . —a
I(a):‘[m:—lnpc—a—q1:lna_2.Deci, I(a): lna(4—a),a€(1,3).

In

,a>3
a—2

Observatii. 1) Aceastd proprietate se aplicd si la functiile care sunt continue pe
portiuni. Mai precis are loc urmatoarea

Definitie. Functia f:[a,b]— R se numeste continuii pe portiuni dacd
este continua sau daca are doar un numar finit de puncte de discontinuitate
Xj, Xp,..., X, Incare f are limite laterale finite.

Graficul unei functii continue pe portiuni este ilustrat in Fig.15 (a) pentru functie
continud, b) pentru functie discontinud).

VA YA

ol a b%x Olaxxxb %
4  Fig. 15 b)
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Pe fiecare interval [xi_l,xi], i=1p+1x)=a, Xyt =b se asociaza functiei f, o

lim f (x), X=X

XN
functie f;_;:[x,_;,x;|]— R definitd prin f;_;(x)=1 f(x),x€(x_,x) .
li/m f(x), X=X

Aceastd constructie se face daca f este definitd prin diferite forme pe intervale
deschise sau semideschise. Evident f;_; este continud.

Se demonstreazd ci f;_; este integrabild pe [x;_;, x;| siin plus

X X
f f(x)dx= f fizi(x)dx,i=1, p+1 (Construiti sirurile de sume Riemann pentru
%1 %1

st fio)-

Cum f este integrabild pe [a, x|, [xl,xz],...,[xp,b] se deduce conform proprietitii

P, cd f este integrabild pe [a, b] si in plus
b X Xy b
[r(x)ax= [ rx)de+ [ 7(x)de+..+ [ f(x)dx.

2) Daca f este continud pe [a,b) ,iar F este o primitivd a lui f pe [a,b), atunci are
loc de asemenea formula Leibniz — Newton

jf(x)dsz(x)I;_O:F(b—O)—F(a),unde F(b—O)z)lCi}l}?F(x).

Analog, pentru f continud pe (a,b],

X Na

}f(X)MZF(b)—F(a+O),unde F(a+0)=1imF(x).

Probleme rezolvate

) 1+ex,x€ —-1,0
1. Fie f:[—l,l]—”R’f(x)z x+1 xe[(o 1]]

R. Observdm ca f este discontinud in x=0(/(0)=2=1,(0)=1, f(0)=2=>x=0 punct de

discontinuitate de speta intdi). Functia f restrictionata la [— 1, O} este integrabila (fiind continua) si

0
1
f f(x)dx=2——. Pentru a arita ci f este integrabili pe [0,1] se considerd functia

e
-1
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g:[0,1]] > R, g(x)=x+1. Deoarece g este continud avem fg(x)dx: );
0

f@%@@)%é&ﬂm@@wif@&—idﬂ@—%

Prin urmare f este integrabila pe [—1,0] si pe [0,1]. Deci f este integrabild pe [—1,1] si are loc

relatia lui Chasles

j;f(x)dx—If(x)dx+Zf(x)dx—j;(1+ex)m+Z(x+1)m—2_£+%—%_§,

2. Sa se calculeze integrala definiti:
a)ff )dx , unde f (x [22 ]xe[o 1]; b)ff dx ,unde f(x)=x—[x].

R. a) Se expliciteaza functia si se obtine:

1
0,0<4x<1,0<x<— Fie functiile
1 12
Li<4r<2t<yc? R l 41—’]1{ g1(x)=0.8,: Z’Zl—’R’gz()‘)_lw
4 4
f(x)= 2 3. 23 3
2,2<4x<3,=-<x<— —,—|—R, =2,g94:=1|—-R,g4(x)=3.
<4x<3<x<g e 8:(x)=2. 843 ga(x)
3.3<dr< 4’3 <x <£ Aceste functii fiind constante sunt continue.
4 4
4, x=1
Pe de altd parte f restrictionata la intervalele |0 it z z g i1 coincide cu i
p t alla 2l ala 81-82:83 %

respectiv g, 1n toate punctele cu exceptia unui punct din fiecare interval. Deci

1 1 2 2 2
i 1 | f 4 1
J1()as=[e(sac=0. [ r(s)ae=[ex(a)as=s} =

3 3 4

3 3 3

Z Z Z 1 1 1 1 3
[ﬂ@m:[&mm:MZ:?l&@m:[&wm—kgzz
1 n " 3 3 4

4 4 4 4 2

1 2 3
| 4 Lo ' 11 3 3

A de= [0dx+ [det [2de+ [Bdv=—t—42=2.

Cum[f(X) { +[ +[ +[ AR

3 3

3
b)Explicitand functia avem (3 <2f3< 4)
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x,x€[0,1) Ca mai sus avem

x—1x€[l,2) 23 1 2 3 243
f(x)= —2xel3) ‘[f(x)dx:[xdx—i—[(x—l)dx—i—[(x—Z)dx—i— [(x—:%)dx:
x—3,x€[3,2\/§) :6(2—«5).

Urmatoarea proprietate spune ca intr-o inegalitate de functii integrabile se poate
integra. Mai precis avem :

P3 (Integrarea in inegalititi — Proprietatea de ordine).
1) (Inegalitatea fundamentali pentru integrale) Fie f:[a,b|—R

continud, f (x) >0,Vxe [a, b] .

b
Atunci : ff(x)dxzo.

b
Consecintii: />0 si [ f(x)dx=0=f=0.

2) f:[a,b]—R, f continud, f(x)>0,VYx€a,b| si[c,d|Cla,b],c<d,

atunci : jf(x)@ﬁ}f(x)dx.

Proprietatea de ereditate: f integrabila pe [a, b]:> f integrabila pe

orice compact [c,d] inclus in [a, b].

3) (Monotonia integralei) Fie f, g :[a,b]— R doud functii continue astfel
b b

incat f(x)<g(x),Vx€la,b|. Atunci: ff(x)dngg(x)dx.
a a

Consecintd (Functie marginiti). Dacd f continud si m< f(x)<M ,

Vx €[a, b], atunci m(b—a)ﬁjf(x)dxﬁM(b—a).

Inegalititile intre functii se integreaza termen cu termen.
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Demonstratie.* 1) Fie F o primitivd a lui f pe [a,b]. Din F'(x)= f(x)>0,
Vx €[a,b| deducem ca F este crescitoare. Deci a <b implica F(a)< F(b) si deci

[ £(x)dx=F(b)~F(a)>0.

Consecinti. Presupunem cd existd x, € [a,b] cu f(x;)>0. Atunci se stie cd existd o

vecinatate a lui xp,V, =(x)—€,x)+€),€>0,V, Cla,b] pe care f>0. Deci
x)—¢€ x0+€ b
f f= f f+ f f+ f f>0. Prima si a treia integrald sunt >0, iar a doua

a X)—€ X +€
1ntegrala este >0, deoarece este o arie! Contradictie.

Observatii. 1) Daca f este integrabild pe [a,b] si f >0, atunci V(D,) un sir de

diviziuni, D, €Dy, ) U sirul <||Dn||) —0 si VE(") sistemul de puncte intermediare

pentru D, avem sirul de sume Riemann

op, (f,g(")))atbff(x)dx si in plus

op, (f,é"))zo,\m. Deci jf(x)deO.

b

2) Daca f f(x)dx>0 nu rezulta f(x)>0,Vx€|a,b], adicd reciproca lui 1) din
a

proprietate este falsa.

2
De exemplu f:[0, 2]—>]R,f(x):x2 — x, pentru care ff(x)dxz%, dar pe [0, 1]

f(x)<0,vx€[0,1]! (Fig.16)
b
3) Daca f:[a,b]— R este continud si f <0, atunci ff(x)dx <0.

a

YA VA

[
0K o ol a cd b

Fig. 17
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| T 1
4) Daca f(X):—ZZO,Vx¢O, atunci f—zz—_
X 72x X

2
2:—1. De unde provine

greseala?

5) Interpretarea geometrica a integralei definite. Integrala definitd este egald cu
suma algebricd a ariilor trapezelor curbilinii delimitate de graficul functiei, axa Ox si
dreptele verticale x=a,x=2>b,unde a,b sunt limitele de integrare.

Din acest motiv aria trapezului curbiliniu asezat deasupra axei Ox se ia cu semnul
plus, iar aria trapezului curbiliniu situat sub axa Ox se ia cu semnul minus.

In cazul functiei f cu graficul din Fig.17, avem:

b ¢ d b
ff(x)dx:ff(x)dx+ff(x)dx+ff(x)dxzsl_52 + 85, deoarece f <0 pe
a a c d

d
[c, d] si S, = ff(x)dx, unde S;,—S,,S; sunt ariile celor trei zone hagurate.

c
b

De aceea pentru calculul ariei I, se utilizeaza formula aria(P f > = f | f (x)|dx .

In cazul particular al functiei continue f:[—a,a]—[0,00) si in plus functie pard

( f (—x): f (x),Vxe[—a,a]) aria delimitatd de graficul lui f, axa Ox si dreptele
a a

x=—a,x=a (Fig.18 a)) este egali cu aria (I‘f>: ff(x)dx: 2ff(x)dx (la nivel
—a 0

intuitiv, trapezele curbilinii I, II prin suprapunere dupa Oy coincid si deci trebuie sa

aiba arii egale).
Daci f este impari <f(—x) =—f(x),Vx€[-a, a]), atunci

aria(I'; ) = jf(x)dx: }f(x)m+jf(x)wz —aria(I)+aria (1) Fig. 18 b).

Va y
A

-a

=V
=V

-a 15) a

b)

Fig. 18
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Cum prin rotirea lui / in jurul lui O 1n sens orar, acesta se suprapune peste I/

a
deducem aria(/)=aria(II) si deci ff(x)dx:O.

—a

in concluzie, ff(x)dx: 2{f(x)dx,fpar?

—a

0, f impara
Demonstratia acestei egalitdti se va face la metoda substitutiei.

0
Dacé de exemplu ni se cere sa calculdm f sin2%7

xdx, am constata dupa mai multe
—T
calcule ca rezultatul este egal cu zero. Acest lucru rezultd usor observand ca functia

2007

integrand f (x):sin x este impard, iar intervalul de integrare este simetric in

Z€ro.

2) Aplicam proprietatea de aditivitate si avem:

fﬂ@mz]ﬂ@w+fﬂ@w+fﬂ@w.

b d
Dar primul si ultimul termen sunt pozitivi (din 1)) si deci f f(x)dx> f f(x)dx.
a C

Observatii. 1) Geometric aceasta Tnseamna cé trapezul curbiliniu de baza [c, d ] (zona

hasuratd) este inclus in trapezul curbiliniu de baza [a, b] (Fig. 19), ceea ce

VA Ya VA YA

acd bx O]
Fig. 19 Fig. 20

Sl

d
atrage aria primului trapez ( f f (x)dx) este cel mult aria celui de-al doilea trapez

c
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b

([ £(x)ax).

2) Daca f:[a,b]—[0,00) este continud si existd xy €[a,b] cu f(xy)>0, atunci
b
[ f(x)ax>o0.

Intr-adevar, cum f este continui in x, si f(x))>0 atunci se stie ca existd o

vecinatate a lui x, In care f este strict pozitivd. Fie [a,B] inclus in aceasta

b o 5} b
vecingtate. Deci. [ f(x)dx= [ f(x)dx+ [ f(x)dv+ [ f(x)dx

Prima si a treia integrala sunt numere pozitive. Integrala din mijloc este numar strict
pozitiv (fiind aria unei regiuni din plan).

b
3) Fie h=g— f >0, functie continui. Conform cu 1) rezulti f h(x)dx>0 sau

a

b
tinAnd seama de P1 avem fg (x)dx— ff (x)dx >0, adica (Fig. 20)

f g(x)dx> f f(x)dx . Pentru a obtine rezultatul din consecinta se integreaza in

a

b b b
inegalitatile m < f(x) <M siavem fmdngf(x)dngM dx sau

b
bagf dx<Mb a)
a

Observatii. 1) Daca f >0, atunci rezultatul din consecintd afirmd cd aria
subgraficului lui f este cuprinsd intre ariile a doud dreptunghiuri de aceeasi baza

la,b] siindltimi m sirespectiv M cain Fig. 21.
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M.
/1)
Y Ol a b

aria hasurati = m (b — a) < aria hasurati = f f < aria hasurati = M (b — a)
a

Fig.21
b

2) In plus, aceastd proprietate ne permite si aproximam f f (x)dx in sensul ca daca

a

g(x)< f(x)<h(x),Vx€la,b|, atunci fg(x)dngf(x)dngh(x)dx. Daci

b
integralele g si A se pot calcula, ele sunt ,,margini”’ pentru f f (x)dx.

a

2
Am vazut ca functia continua f (x) =e¢ " ,x€R, fiind continua admite primitive.

Dar, nu avem o primitiva exprimabild prin functii elementare. Ne propunem sa
1
2 2
aproximam f e " dx. Auloc inegalititile e * <e™* <I,Vxe [O, 1] . De aici

0
1 L 1 L
fe_xdnge_x dngdx sau 1——§fe_x <1.De asemenea, utilizind 2)
0 0 0 €%

: .. . 1
putem aproxima functii. De exemplu, din 0 < -<—,¢>1 deducem
t

N

X X
dt dr . .. . . .
0< f —< f sau 0<Inx < 2(\/; — 1) . Din aceastd inegalitate, via ,,criteriul
t
1 1

=

t

. .1
clestelui”, deducem lim L 0.
X—o0 X
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Probleme rezolvate

PR
1. Si se arate ci: 1)f"2 dx>0; 2)f&dx<0.
0 X 13 sin® x —5

R. I)Pentru x €[0,1] avem dx>0.

N
120, Deci f
x> +3 x+3

. | . . . .
2) Functia integrand pe |0, 3 ia valori negative (strict).

2. Sa se demonstreze inegalititile de mai jos, utilizand proprietatea de ordine a integralei:
/2 /2

l)fsm xdx>fsm xdr;2)= <fx da<1; 3)2\/_<f\/x +dx+5de <2410 ;

™2

4= <f 24 <25 5) f\/smxdx<ﬂ+2

T . N . .
R. 1) Pentru x¢& 0,5 avem 0<sinx<l1. De aici prin inmultire cu smeZO se deduce

. . T U L < < . s
sin® x <sin’ x, Vx €|0,—~|. Aceasta ultima inegaliate integrata pe da inegalitatea dorita.

0, X
2

x—=3 B
x+5 x+5

2) Functia f:[4,7]—R, f(x)= este strict crescitoare. Din 4<x<7 rezulti

| —

. Se integreaza pe [4, 7} aceasta dubla inegalitate si rezulta afirmatia.

f(4):$§f(x)§f(7):3
3) Functia f:[—l, 1}—>R,f(x)=\/x2+4x+5 are

x+2

fllx)=———
(X) Vx? +4x45

F(=1)< f(x)< f(1), iar de aici prin integrare se obtine inegalitatea doritd.

>0,Vxe[—11] si deci f este strict crescatoare. Din —1<x<1 rezultd

2
4) Se ia f:[-1L1]—R, f(x)=e* . Realizdnd tabelul de variatic pentru f gasim ci
1 <f (x) <LVxe [— 1, 1} , iar de aici prin integrare se deduc inegalitatile propuse.
e

5) Se integreaza pe [0,7/2], +/sinx <(1+sinx)/2.

12
dx
3. Sa se demonstreze inegalititile: 1) < , ne N
f 0o V1— x2

4 2007 2
—34) f{ —sin X4 gCos x]dx>2007

e o,l].
2

1

< 5
\/1—x2" \/1—x2 '

R. 1) Se integreaza pe inegalitatea dublad 1<

04
2
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2) Inegalitatea iz < iﬂ <2x,x€ (O, 1) se integreaza pe [0, 1} .

14+x 14+x
2
3)Sestiecd e* >x+1,Vx=0. Atunci ¢ >x>+1.4) ¢ >x+1,x=0.
n+1 1
1 1
4. Sa se arate ca: 1) lim f dr =0;2) lim —f[nx]dx:—.
n—o0 +} 1+ x2 n—oon 2

R. 1) Au loc inegalitatile 0< ,n<x<n+1, care prin integrare dau

1 1
Vit S\/1+n2

. Trecand la limita dupa n, via ,criteriul clestelui”, se obtine afirmatia

n+l
dx

1
0< <
n \/1+x2 \/n2+l

dorita.

2) Tinem seama de definitia partii intregi §i avem: (nx—l) < [nx} <nx si deci
1 1 1 1
f(nxfl)dng[nx]dngnxdx sau gflgf[nx}dxgg. Acum, via ,criteriul clestelui”, se
0 0 0 0

obtine limita dorita.

1 n
. o . _ X *
5. Se consideri sirul (7, )nZI ,unde I, = ‘[—xz e 2dx, neN .
1 *
Siasearateca:a) I, ,<I,Vn>1;b)I,  ,+3I, ,+2I, = +1,n€N H
n
c) 1 I < n>2;d) lim nl —1
6(n+1)~ """ 6(n—1)" T Tanee " 6
xn+1 xn

R. 2) Din 0< x<1 rezultd x"™' < x", iar de aici < sau prin integrare pe

X 4+3x4+2" XX 43x+2
[0,1] obtinem 1, <1, . Deci sirul (I,) este descrescator.

Lox" (xz +3x+ 2) 1 L |
byAvem I, ,+3[ , +2] = | ————Adx= | x"dx="——| =——.
) n+2 n+l n f x2+3x+2 f n+10 n+1
¢) Din b), tinind seama de a) obtinem nirl =1,,,+3l,,+2,<I,+3I,+2I,=61,, adicd
I > . Analog se obtine si cealaltd inegalitate.
"7 6(n+1) g Hie s g

d) in ¢) inmultim cu n si aplicam criteriul ,,clestelui”.

1
6. Fie f :[0,1]—)[1, 2] o functie continuid cu proprietatea f f (x)del. Sa se arate ca
0
1

fﬁdxﬁl.

0
R.Cum 1< f(x)<2,x€[0,1] rezulta | f (x)—1][ f(x)—2] <0, iar de aici
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[f () - 1Hf (x) - 2] =f(x)-3+ 2 <0,x€[0,1]. De aici prin integrare avem:

f(x)

2f dr g3—]f(x)mg3—1:2.
0

Cum |x1 +x, +...+xn| §|xl|+|x2|+...+|xn| (modulul sumei este mai mic sau egal
cu suma modulelor), o proprietate similara are loc si pentru integrale. Mai precis

P4. Dacd f:[a,b]— R este continud, atunci

ff(x)dx §f|f(x)|dx.

Modulul integralei este cel mult integrala modulului.

Demonstratie.* Stim cd dacad f este continud, atunci si | f | este continua si in plus au
loc inegalitatile —| f (x)|§ f (x)§| f (x)|,Vx€[a, b]. Integrand aceste inegalitati pe

[a, b] si tindnd seama de P3 se deduce

b b b b b
~[1#1= [ < [Ifl sau | [ £|< [I£] =

P5 (Inegalitatea mediei). Daca f :[a,b] — R este continu, iar

m< f(x)<M,Vx€[a,b], atunci

m(b—a)gjf(x)deM(b—a).

Demonstratie.* Stim ca daca f :[a, b]—> R este o functie continud, atunci ea este
marginitd (Weierstrass). Deci exista numerele m,M € R  pentru care
m< f(x)<M,Vx€|a,b|. Integrind in aceste inegalitdti intre a s§i b rezultd

inegalitatea doritd. ®
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Observatii. 1) Valoarea medie a functiei continue f:[a,b]— R pe intervalul

[ £(x)ax.

2) Interpretarea geometrica a inegalititii din P5 ( f > 0). Aria subgraficului lui f

1

def
[a, b] este numarul real M (f) = -
—a

este cuprinsd intre ariile M (b—a) si m(b—a) ale dreptunghiurilor superior si
inferior (Fig.22) si este egala cu aria dreptunghiului (hasurat) ale carei dimensiuni sunt
b—asiM ( f).

3) Din punct de vedere fizic, viteza medie a unui mobil este valoarea medie a vitezei,

adica valoarea medie a lui v este egala cu
)

YA 1 fv(t)dt _ distanta parcursa
M. < L —4 " durata de timp
M(],fn) 4) Din punct de vedere al calcului diferential, inegalitatea
mediei se obtine din teorema lui Lagrange aplicatd functiei
X
Ol a b x F(x):ff(t)dt pe  intervalul la,b].  Avem:
Fig. 22 .

F(b)—F(a)=(b—a)F'(c),c€(a,b) sau
ff(t)dt:f(c)(b—a),ce(a,b). Din m< f(c)<M se deduce
m(b—a)gf(c)(b—a)gM(b—a).

Exemple. 1. Si se determine valoarea medie a functiei f :[0, ] — R, f (x)=sinx.

0y

1
R. Valoarea medie este numirul M (f)=— f sinxdx = —

™ 0y
0

COSX T

0

2
=
2
x X x2 4
2. Sa se demonstreze ca 2 < f e’ dx <2e”.
0

2
R.Din 1<e* <e*,x €[0,2] rezulti prin integrare relatia doriti.

P6 (Formula de medie). Dacd f :[a,b]— R este continud, atunci existd

b
¢ €la,b] (& se citeste: ksi) astfel incat ff(x)dx:(b—a)f(g).
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Demonstratie. Ca in demonstratia proprietdtii PS5, exista m, M € R astfel ncét
fla)=m< f(x)<M= f(B) o, B €la,b|,Vx[a,b]. Integrand aceste inegalitati pe

la,b] avem m(b—a) f x)dx<M (b—a) sau
a

b

fla)=m< P ! ff(x)deM = f(B) . Functia continud f are proprietatea lui
—a
.
Darboux pe [a, b| si deci exista £ € [a, b] astfel incat f(&):b—ff(x)dx.l
—a

a
Observatii. 1) Aceastd formula am stabilit-o la PS5 in observatia 4) utilizind teorema

Y4 lui Lagrange pe [a, b] pentru functia F (x f ft

FE

2) Interpretare geometrica. Dacid f este o funcpe continua

si pozitiva pe [a, b] , atunci exista cel putin un punct € € [a, b]
astfel incat subgraficul lui f sa aibd aceeasi arie cu
dreptunghiul de bazd (b—a) si indltime f (&) (Fig.23)(zona

hasurata).
3) O varianta a teoremei de medie este urmatoarea:

S

a g b x
Fig. 23

Teorema. Daca f, g :[a, b] — R sunt functii continue,

g(x) >0,Vxe [a, b] atunci exista £ € [a b] astfel incat
f F(x)g(x)de=f(€ f g(x

Demonstratie. Din inf f(x)=m < f(x) <M =sup f (x) rezultd

mg(x)< f(x)g(x) < Mg(x), x €[a,b], care integrate pe [a, b] dau
b
mfg(x)dxSff(x)g(x)deMfg(x)dx. Daci fg(x)dx:O, atunci se poate

b
lua orice & €[a, b], iar dacd fg (x)dx >0, atunci

a
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b
m< —ff (x)g(x)dx<M,(1). Cum f are proprietatea lui Darboux pe

[ (x)dx @

[a, b], exista &e[a, b] astfel ncat f(&):A, unde A este numarul din mijlocul

relatiei (l) .a
Probleme rezolvate

1. Sd se determine valoarea medie a functiei f :[0, 3]—>R, f (x):x2 —2x precizand si

punctul £ .
13

R. Avem M(f):gf( 2 —Zx)dxzo. Ecuatia f(€)=0, adica &*—26=0 are solutiile

0
£,=0,¢,=2.

1+x
2. Sa se calculeze lim f Intd¢ (Limita unei functii).

x—0

R. Formula de medie pentru integrale ne permite sa scriem:

I4+x

f Intdr=xIng, unde E€[L1+x]. De aici 1<E<I+x, O0<IE<In(l+x) si
1

0<xIn€& <xIn(l1+x), dacd x> 0(0 > xIn€ > xIn(1+ x)dacd x < O) . Trecand la limita in ultimele
inegalitati deducem lim xIn§ =0 (criteriul ,,clestelui’).
x—0

n+1

3. Si se calculeze lim n* f

n— o0 1+x
n

3 (Limita unui sir).

R. Conform formulei de medie pentru integrale existd & €[n,n+1] astfel incat (E = &(n)) :

n+l

xdx &
5 5

L1+ 1+€

. 5 < S 5 S n+15 >
I+ (n+1)  1+&  1+n
5 4

1

n <t €5§H(+5n)'
14 (n+1) 1+€  l+n
,,clestelui”) ca limita ceruta este 1.

Dar care Tnmultita cu n* da

Cum sirurile externe au limita 1, deducem (criteriul

1

4. Fie f:[0,1]— R continui astfel incat 2ff(x)dx =1. Si se arate ci existd x,€(0,1)
0

astfel incat f(xy)=x,.
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1
R. Se scrie relatia din ipoteza sub forma f [ f (x) — x]dx =0 . Din formula de medie pentru
0
1
integrale existd x, €(0,1) astfel incat 0= f [f (x)—x|dx=f(x))— xp . adica f(xy)=x .
0
n+1

x ) !
5. Sii se arate cii: a) 1imfe—‘ dr=0;b) lim [ S—dr=0.
x—0 n—o00 X 1
0 n
o2 2 ntl Inx In
R. a)lim fe_’ dt =limxe & =0, unde €€[0,x]; b) lim f dx= lim ———, unde
x—0 x—0 n—00 x +1 n—o0 +1

¢ €[n,n+1].Dacd n— oo, atunci § — oo .

. Inx 0o 1
Dar lim ———=|—|= lim —=0. Deci limita ceruta este egala cu zero.
x—o00 x° 41 o) x—o02x

Observatie. Integralele din acest exercitiu nu pot fi exprimate cu ajutorul functiilor
elementare si pentru o astfel de limita se utiliteaza formula de medie sau duble
inegalitati pentru integrand.

P7 (Periodicitatea si integrala). 1) Fie f:R — R o functie continua de

perioadd 7> 0.
a+T

Atunci ff dt—ff dt VacR.

2) Fie f: ]R —Ro functle continud astfel incat
a+T

f f dx f f dx VYacR . Atunci f este functie periodica.

x+T
Demonstratie.* 1) Fie G(x f f(¢)dt. Atnci G(x)=F(x+T)—F(x), unde F

este o primitivipe R alui f . De aici
G'(x)=F'(x+T)—F'(x)=f(x+T)— f(x ):0 Vx€eR si deci

G(x) = constanta. In particular G x f ft
a+T
2) Luim G(a ff f (x)dx=0,Va € R. Deci
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G'(a)=f(a+T)- f(a)=0,adicd f(a+T)=f(a),VacR.®
sm Tian
2

2 2m
Exemple. 1. f sinxdx = f sinxdx = f sinxdx = —cosx
™ ™ 0

2T .
0:0 unde f(x):smx are

2 2
perioada principala T =27.
20w 197+m ™ 1 -
2.{9[ cos2xdx = 1‘[ costdx:{costdx:Engx 0:0, unde  f(x)=cos2x are
™ Y

perioada principald 7T =T .

Scopul urmatoarei proprietdti este de a lega (de a aduce la un loc) cele doua
puncte de vedere asupra integrarii. Primul capitol are la baza derivarea functiilor ( F
este o primitiva a lui f pe intervalul / daca F'= f) In timp ce acest capitol s-a

bazat pe probleme de arii.

Teorema aceasta (atribuita lui Barrow (1630-1677) — profesorul lui Newton)
evidentiaza legitura dintre integrare si derivare.

In acelasi timp, teorema demonstreazd o afirmatie pe care ne-am bazat in unele
rationamente : orice functie continud pe un interval admite primitive pe acel interval.
Are loc

P8 (Teorema fundamentali a calcului integral). Teorema de existenta a
primitivelor unei functii continue. Daca g :[a, b] — R este o functie

continud, atunci functia G:[a,b] — R, G(x)= fg(t)dt, x€la,b] are

proprietatile:

1) G este continui pe [a,b] si G(a)=0;

2) G este derivabild pe [a,b],G(a)=0 si G'(x)=g(x),Vx€[a,b]
(G este o primitiva alui g, care se anuleazdin x=a);

b
3) fg (1)dt=F(b)— F(a),unde F este o primitivi oarecare a lui g .
a

(Formula Leibniz-Newton)

Legatura intre DERIVARE si INTEGRARE este data de formula:

=g(x).

X

fg(t)dt

a
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Demonstratie. Incepem demonstratia prin a observa ci daci g are graficul din
Fig.24, atunci graficul lui G, pe acelasi interval, are forma din Fig.25.

YA VA
g G) /
ola o+ bx ola + bx
Fig. 24 Fig. 25

1) Functia G este continud in x; € [a,b] < lim G(xO +h)=G(x,).

Xo+h x0+h
Avem : Gxo—l—h fg dt—fg dt—i—fg dt— xo)

Deoarece g este continua pe [a, b], g este marginita si deci existd m, M € R astfel

incat m< g (x) <M,Vxe [a, b] . De aici prin integrare pe [xo, X + h] rezulta

Xoth
mh < f g (1)dr < Mh . Trecand aici la limita dupd h — 0, via criteriul ,.clestelui”, se
X0
Xo+h
obtine }llin}) g(t)dr=0,(2).1n (1) luand limita dupd 7 — O si tindnd seama de
Xo

(2) se gaseste lim G (xy +h)=G(x,), ceea ce aratd cd G este continud intr-un punct
h—0

arbitrar x, €[a,b]. Deci G este continud pe [a,b].

2) Fie x; € (a, b) Si x€ (a, b), X = X, . Atunci

G(x)—G(xo):jg(t)dt—?g(t)dt:]g(t)dt

Pentru ultima integrala se aplica formula de medie si rezulta

fg(t)dtzg(&x)(x—xo), unde &, €[x, x| dacd x <x, (sau &, €[xy, x| dacd
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xg < x).Deci G(x)—G(x)=g(&,)(x—x), iar de aici =g(&,)-
Cu acestea G (x,)= lim M: lim g(&,)=g(x)
xX—X() X— Xy X=X0

(x—xy =&, — Xy sl g este continud).

Daca x, =a , atunci G, (a)= lim
xN\a X—a

Dacid xy, =b, atunci G, (b)= lim w =g(b).

Deci, am demonstrat cd G este derivabila pe [a, b] sica G'=g,ceeacearataca G

este o primitivi a lui g pe [a,b] siin plus G(a)=0.

Sa observam cd 2) = 1) (orice functie derivabild pe o multime este continua).

3) Sa remarcam cé functiile G si F, o altd primitivd a lui g (pe [a, b] ), care nu se

anuleaza neapdrat In a , au proprietatea G'= F'= g, si deci diferd printr-o constanta

pe [a,b], adicd G(x)=F(x)+k,Vx€|a,b|. Punand aici x=a rezultd k =—F (a),
b

iar pentru x =b gisim fg(t)dt =F(b)—F(a). m

a
b

Observatii. 1) Analog se aratd cd functia H (x)= f g(t)dt, x €[a,b| este derivabila
X

pe [a,b] si H'(x): g(x), Vx e [a,b], H(b): 0.

Functia G se numeste functia integrald a lui g de limita inferioara a,iar H este
functia integrala alui ¢ de limiti superioara b.

2) Functia G (H ) este definitd printr-o integrala definitd avand limita superioara
(inferioard) variabila. Aceasta functie este derivabild pe [a, b] . in mod normal functia

X
G(H) depinzand de a (respectiv b) ar trebui scrise G, (x)= f g(t)dr (si respectiv

a

b

H,y(x)= [ g(r)dr).

X
3) Punctul 3) din teorema ne aratd cum se poate calcula integrala definitd a unei functii

continue g pe [a,b], dacd se cunoaste o primitiva oarecare F alui g .
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4) Daca g >0, atunci f g(1)dr este aria subgraficului functiei g .

a

X

5) Se aratd cd daca g este integrabildi Riemann, atunci G(x)= f g(r)dr este
a

continua pe [a, b].

Probleme rezolvate

X
1. Fie functia F :R — R, F (x f sin? dt . Si se calculeze F'(O),F'(-rr),F'[—%].
0

R. Functia g:R — R, g(t) =

t L. . . . L
T este continud pe R si deci admite primitive.
-+

Fie G:R — R o astfel de primitivd. Atunci conform formulei Leibniz-Newton

F(x)=G(x)— G(0) . iar de aici F'(x)=G'(x)= Sj“xl .
x4+
—4

447°

Acum gdsim usor cd F'(0)=0, F'(w)=0, F'[_g] =

x2+1
2. Se considera functia F : R — R, F( f \3/t4 +1dt. Sa se arate ci F este derivabila si
X
si se calculeze F'(x) si F'(0).
R.Fie G:R — R o primitiva a functiei continue g (t) =3/* +1 . Deci
F(x):G(x2 +1)—G(x) si este derivabild fiind diferenta a doua functii derivabile. De aici si

derivarea functiilor compuse, deducem :

F'(x)=2xG(x* +1) = G'(x) = 23> +1) Y1 1 Deici F(0)=—1.

2
3. Sa se determine punctele de extrem ale functiei F :R — R, F ( ) = f e (t2 — Z)dt .

0
R. Punctele de extrem sunt puncte in care derivata se anuleaza si isi schimba semnul de o parte si

2
alta a lor. Gasim F'(x)=e¢" (x2 — 2) =0 dacd x==4+2.Pentru x=—/2 avem punct de maxim,

iar pentru x = V2 avem punct de minim.

4. Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei F :R — R, F (x) =

s—,
h‘-lk

+ | &
o
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R. Semnul lui F' pe intervale da monotonia lui F . Pentru a calcula pe F', fie G:R—R o

primitivi a functiei continue  g(r)= 41 l,tG]R. Deci F(x):G(x4)—G(0) si
t+

3
F'(x):4x3G'(x4):xlt—x+1:0$x:0.

Dacd x>0, atunci F'(x)>0, ceea ce aratd ca pe (0,00) functia F este strict crescdtoare, iar
dacd x<0, atunci F'(x)<0, adicd pe (—o00,0) functia F este strict descrescatoare. Punctul

x =0 este punct de minim pentru F .
X

fsintzdt

5. S se calculeze lim -2

x—0 x2

. 0 . . .. . .
R. Suntem In cazul de nedeterminare [6] Functia g(t):smtz,tG]R fiind continud, admite

primitive. Fie G:R—R o astfel de primitiva. Atunci (formula Leibniz-Newton)

X

[ sini?de = G(x)-G/(0).

0
in calculul limitei se aplicd regula lui I’Hospital de dou ori si avem:
G(x)—G(0 G' in x” 2
lim (@2 ) _ iy G0y sina” _(0) oy 2xcosa®
x—0 X x—0 2x x—0 2x 0 x—0 2
sinlx coszx
6. Sa se arate ca: f arcsinx/;dt + f arccos\/;dt = 3, Vx € 0,3 .
4 2
0 0

R. Daci se noteazd prin G(x) membrul stang, atunci G'(x)=0,Vxe 0,% , ceea ce aratd cd pe

. o ™ ™ o ™ ™ .
acest interval G este constantd. Cum G[Z]_Z rezultda G(x):Z,VxE O,E (Am folosit

identitatea arcsinx/; + arccos\/; = g xXE [0, 1] ).

7. Fie f :[a,b] = R o functie continui. Atunci pentru orice € €(0,b —a) are loc egalitatea
b—

llm f f f
a+£

R. Fie c€(a,b) si € <min(c—a,b—c). Din proprietatea de aditivitate a integralei definite avem:

ff )dx = ff w+ff
a+e a+e
Utilizand observatia 2) de la teorema precedenté si proprietatea de aditivitate avem:

b—¢
tim [ f(x —Mn[f m+ff
a-+¢€

a-+e

—mmff mHmff )dx =

a+e
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c b b
= [F(x)dr+ [ f(x)dr= [ £(x)dx.
b x3
8. Sii se determine f :R — R, continui, astfel incat f f(t)de= 3% ER.

0
R. Dacd F este o primitivd a lui f , atunci egalitatea data se rescrie

3
F(x)—F(0)= % x € R. Se deriveaza aceasta egalitate si se obtine f(x)=x",x€R.

9. Demonstrati teorema de medie pentru integrala definita utilizind functia
X

F(x)= [ f(£)dt, x €[a,b].
a

R. Functiei F i se aplicd teorema lui Lagrange ( F verifica cerintele din enuntul teoremei) pe
[a, b} . Deci exista ¢ € (a, b) astfel Tncat F(b) — F(a) = (b — a)F‘(c) sau

b
[r0)a=(p-a)s(e).
a
10. Fie f:[a,b]—R o functie continui. Si se arate ci existd ¢ €[a,b] astfel incat
c b
[r(e)ae= [ r(t)ar.
a (4
R. Concluzia problemei poate fi reformulata astfel:
X b
Si se arate ci ecuatia ff(t)dt - ff(t)dt =0 are cel putin o solutie in [a, b].

a X

Aceasta rescriere ne sugereaza sa consideram functia continua

2
<0.

G:[a,b]a]R,G(x):]f(t)dtfff(t)dt pentru care G(a)G(b)—[ff(t)dt

Cum G are proprietatea lui Darboux, deducem existenta unui punct VA
c €la,b] pentru care G(c)=0, adica relatia dorita.

Observatie. Daca f >0, atunci concluzia problemei afirma ca exista
un punct ¢ intre a si b astfel incat ariile figurilor I si II delimitate de
graficul lui f, axa Ox si dreptele x=a,x=c si respectiv I

x =c,x =b sunt egale (Fig. 26).

»
»
X

Ola ¢ b
Fig. 26

X
11. Ecuatia ff(t)dt =x2-3,f :[1,2] = (—o0,1) continui, are
1

solutie in (1,2).
X

R.Functia continui H (x) = ff (t)dt —x%+3are H(l) >0, H(Z) <0=dce (1,2), H(c) =0.
1
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Probleme propuse
1

1L 1) Daci [ f(x)ar=3,
0

integralele:

5
1, f f (x)dx:4, atunci determinati fiecare din
2

a)]f(x)dx ; b)}f(x)dx ; c)jf(x)dx ; d)}f(x)dx ;e) jf(x)dx.

3
2) Se stie ci fg(x)dx =3,
1
6

a [

3

2

g(X)dX;b)f

g(x)dx;C)f

6
5, f g(x)dx =4. Sa se determine integralele:

1
2

g(x)dx;d)}g(x)dx.

2. Aratati cid urmitoarele functii sunt continue pe portiuni si determinati f f (x)dx , In

fiecare din cazurile:

a

X +1L,x€[-21] e* —1,x €[—1,0)
L1 = 32 = H
)f(x) { 2x2,x6(1,2] )f(x) {xl—x,xE[O,Z]
\/;+{’/;9x€[0a1) 21 ,XE[—I,O]
Hf(x)=13 1 L2 ;4) f(x)=1 x*+1 ;
o rElL In(x+1)+1,x €(0,1]

S)f:[—2,2]—>R,f(x)=min(x2—l,x—i—l);
6)f:[0,3]—>R,f(x):max(x2—x+4,5x—1);
7 f:[0,2] =R, f(x)=x|x—1];8) f:[-1,2] = R, f(x)=|x|+|x —1].

x,xe[—l,()]

1L l)f(x)={2x+1,x€(0,2]

¥’ +1L,x€[-1,0)
2-3x,x€[0,1]

;z>f(x)={

2 L erxelL2) —prEloy Vo x%, x €[-2,0]
3 f(x)=17 4) f (x)= S ()= oz
7+3x,xe[2,3] x2—+1’x€[1’2] gx,xe[ ’Z]
[x],x €[2,4] x[x],x €(2,4] [2x],x €[0,2]
. l)f(x):l[xz],xe[O,Z)’Z)f(x): x[xZ],xe[l,Z]’3)f(x)={x[2x],x6(2,3]'
; x" 4+ x° xR "
IV.l)f(x)znlin;ox"+x2+1,x€[0,2];2)f(x)="li>ngo = ,x €[0,4];
o 14 xe™ . L |x|+ xZe™ B
3)f(x)—"ll>n;ol WE , X €| 1,1],4)f(x)—"li>ngo—l+e"x ,xe[—1L1].
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" dx " xdx
3. 1) Si se calculeze: a)f—,neN*,nZZ;b) lim nf ad 5 -
1 x +[x] n—oo © ,,3+[x]
3

n

2) Si se determine f € Q[x] polinom cu proprietatea f [3/; ]dx = f(n),VneN".
1

4.1) Si se determine I (a),a €R in cazurile:
1 2 1

10) I(a):f|x—a|dx; 20) I(a):f#; 30) I(a)=f|x(x—a)|dx .

0 0

T odr
2) Sa se calculeze lim f W .
x—a

a—oo
1

5. Sa se calculeze ([x] = partea intreagi a lui x € R, {x} = partea fractionarid a lui x ):

l)nlingosn1+121 d? N Z)nl'igon_ﬂx]dx 3)nl'330f T[] 4)nlggon_ﬂ\/—]

6. 1) Aritati ci daci f :[0,1] — R este o functie 1ntegrablla, atunci:

] zf(x)dx

2) Utlhzand 1) calculati limitele sirurilor cu termenul general:
n
1

aa, =y —— _E —=30a, Z e ;d)a, ——ii'/aik,a>0,a¢1;
k:l

k1+k +k)

11m
n—oo n

DI =3 e, =Y
ea, = " *,a,b>0,a2b;fa, = ;9a, —_—
" n? +k* mi\n? +kn

7.%1) Fie f:[0,1] = R continui. Si se arate ci

im L S s ][ =%[l‘f(x)M]2.

n—oo p? 1<i<j<n
2) Sa se calculeze limitele:

Z sin

1<i<j<n

a) lim Lz > cosﬁcosi;b) lim

n—oon 1<k<j<n n n n—oo Z cos

1<i<j<n

8. Sa se demonstreze inegalit:tile:
/2 /2

L l)fcos xdx>fcos xdx ; 2)f(x —x)dx<zf (x+5)dx; 3)f|x+1|<
-2
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2 2 . 17x' 17x2‘ . de Zﬂ.
S_f2|2x—1|dx+_fz|2—x|dx,4)‘{e smxdx>‘(l;e smxdx,S)‘[ ,—1+x2 <‘[ et
6)sinx < x,Vx >0 siapoi Jsinxldxgg;
0
7)]xf(x)dx gl,unde £:[0,1] > R este continui si ]fz =
o 3

[ 8]

3)fxarctg xdx>fln(1+ xz)dx ;4)]ln(1+ 14 x2 dx .
2 2 1

&
A
—_——

[1
—+Inx
x

1 1 2 2
V. 1) [ferdr < [(1+x) " drs2) [(a+x)"ar < [a" ax,a>e;
0 0 1 1
2

2 10 10
3)f(e+x)e_xdx>f(e—x)e+xdx;4)fxmdx>f(x+l)&dx;
1 9 9

e+4
3

© W
3)'/2(\/5_1)<~:f‘/zziidx<24:05ﬂ ;4)1—e_2<f2e5i“"dX<%(1—e1)-

9. a) Fie sirurile (an),(bn) definite prin a, = f t+1 dr, = f t+1

V.= <f_xdx<— 2)= <f"dx<

dt . Sa se arate ca

sirurile sunt convergente si si se calculeze limitele lor.
1/n 1/n
b) Fie a, = f arctg(nx)dx,b, = f arcsin(nx)dx . Si se calculeze lim n,
1/(n+1) 1/(n+1) "% On
10. Sa se studieze convergenta urmitoarelor siruri (si calculati limita indicatd), avand
termenul general:
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/2 /2 1 n 1
DI, = [sin"xdx; 2)1,= [cos"xdv; 31,= [T —dr, limI,; 91,=[ dr
n—o0

2 n’
0 0 01+x 01+x
1 1 enx
lim7 ;51 =|(1—x)"e*dx, imI ;6)I = dx, lim I,.
n—soo ) " ‘{( ) P hooo 4 " f1+ex > pooo

11.a) Fie f:(0,1]—[a,b],a >0, f continui. Si se arate ci:
1

l)j‘fz(x)dx—(a +b)]f(x)dx +ab<0; 2)]‘f(x)dx+abfﬁdx <a+b.

b) Fie f,g :[a b] — R functii continue. Sa se arate ca:

l)fmln dx<m1n ff ,‘bfg(x)dx].
2)fmax )dx > max ff ,]‘g(x)dx

¢) Fie f :[a,b]— R, continu, crescitoare. Aritati ci
b
(b—a)f(a)< [ f(x)dr < s (B)(b—a).
d) Fie f :[a,b]— (0,00), continud, m =inf f, M =sup f . Atunci
b b
2 1 M
SRS

e) Fie f :[0,00)—>]R, continui. Sa se arate ca f este crescitoare daci si numai daca

ﬁ(b—a
M

]f(ﬂdx <bf(b)—af(a),V0<a<b.

b
f) Fie f :[a,b]— R continui. Comparati f(b)(b—a) cu ff(x)dx in cazurile:
a
1) f constanti pe [a,b];2) f crescitoare pe [a,b];3) f descrescitoare pe [a,b].
g) Fie f,g: [a,b] — R, functii continue. Care din afirmatiile de mai jos este adevarata:

DM(f+g)=M(f)+M(g); 2)M(of)=aM(f),€R; )M(fg)=M(f)-M(g), unde

b
J f (x)ax (medialui f pe [,5]).

M(f):b—a

b
h) Fie f:I — R (I interval), continui. Atunci f=0<:>ff(x)dx=0,‘v’a,bel,a <b.

a
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Formula de medie

1. Si se determine valoarea medie pentru urmitoarele functii, determinand si punctul &

corespunzator:

1) f:]0,1] —>R,f(x)=x2;2)f :[-1,1] —>R,f(x)=l%;3)f :[Le] >R, f(x)=Inx;
+Xx

n+2 xdx n+l x7
2. Si se arate ci: a)1) lim | n3 j =2;2) lim | n° j dx |=1;

n—eo n 1+x° n—eo n 1+x10
x -3 2x sin ¢
b) lim je dt=0; lim [ —=-=In2.
x—>00 x—0 t
x>0 ¥

b b

3.Fie f,g:[a,b] > R functii continue astfel incat I S (x)dx = I g(x)dx. Si se arate ci existi
a a

ce[a,b] astfel incat f(c)=g(c).

1
4. a)Fie f :[0,1] - R continui si ZI f(x)dx =1.Sa se arate ci existd x( e [0,1] astfel incat
0

£ (x0)=xy.
b)Fie f :[0,1] - R continuii cu proprietatea 3} f(x)dx =1. S se arate ci ecuatia
0
f(x)- x2 =0 are cel putin o solutie in [0,1].
5. Se consider3 functia continui f :[0,1] —[0,00) cu proprietatea }sin f(x)dx =% . Si se
0

arate ci existi c e [0,1] astfel incat 2 sin f (¢)+sin f(c)-1=0.

b
6. Fie f :[a,b] > R o functie continui astfel incat f(a)>0si j f(t)dr <0. Si se arate ci
a

ecuatia f (x)=0 are solutie in intervalul (a,b).

7.Daca f:R-R, f(x)=a, +a1x+a2x2+...+anx",aie R,i =0,n, atunci existi c € [0,1]
A a  ay ap
astfel incat ag+—+—=+...+——= f(c).
072 "3 w17 )

Teorema fundamentala

1. a) Sa se arate ca:
b b b

d —x2 _ —a2 . d —x2 _
l)ale =—e ,2)—Ie dx=e
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X
b) Determinati: 1)o functie f pentru care If(t)dt =x’-x?;2) acRsi [ R—=R
0

X
continua astfel incat f f (t)dt =2x2-38.
a

2.Seda F :R - R sicalculati F'(-1),F'(0),F'(1),F"(x) in cazurile:

X
_dt
DF(x)= 52)F (x I\/1+t dt;3)F (x J’sm
t2 +1
0
3. Fie F : D - R. Calculati pentru fiecare functie elementele indicate.

x+1 ¢ ' ' Ne: x3—4
DF(x)= { 1+sin2tdt,xe R,F'(0),F'(w),F (E),Z)F(x)- ZJ; +\/_dt JF'(2).

X

4.Fie f:[a,b] > R continui si functiile F ( jf t)dt,G(x jf t)dt,c,d € [a,b].
c

1) Aratati ca F si G difera printr-o constanti.

2) F(x J' f(t

5. Sa se calculeze derlvatele urmétoarelor functii:
Jr 2 cosx
1)F:[0,oo)—>R,F(x)=J'1t dt;2)F :R—>R,F(x J' V1-%dt ;
+
0

3)F:R>R,F(x i( t —sin t)dt 4)F:R>R,F(x j,/l 1)’

2
3

X
5F:Ro>RF(x)= [~ 6 F:R>R,F(x jt\/1+t dt .

2 1+¢ tgx

6. Si se calculeze F''(x) in cazurile:

x

DF(x Iarctg tdt 52) F (x J’ 21+1dt 33)F (x)=[(x —1) sint dr .

S Gy =

7. Sa se determine valorile extreme ale functiei F : D — R, in cazurile:

x 2x cos x
DF(x)=[L2atsF (x)= [ (Bt+1)dt :3)F (x)= [ Vi+t2ar.
01+t2 1 sinx

8. Sa se studieze intervalele de monotonie ale functiei F : D — R, in cazurile:

1 F(x f(t ~3t)dt;2) F (x xj dx ;3)F(x)= Zf(tz—l) 1+1%dt .
x 0 1

1+x

X .
9.1) Ariitati ci | SN 4t > 0,vx e [0,21].
01+t
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2.
. o T
2) Sa se arate ci functia F:R 5> R, F j dt este strict descrescitoare pe (0, Z) .
1

10. Sa se arateca F : [0, g:| ->R,F(x)= _[[cos(sint) - sin(cost)]dt este strict cresciitoare.
0

x2—2x

11. 1) S se studieze derivabilitatea functiei F:R >R, F (x)= [ 1+dt.
0

X
2
2) Presupunem ci f este o functie continua si ci I f(t)de = 2 a 5 - Calculati f (0) si
+Xx

determinati zerourile lui f .

3)Dacii f este continuii si It f (t)dt =sin x — xcosx , atunci calculati f ( ] si f'(x).
0
12. Sa se demonstreze egalitatile:

x O pdt %Y ar T
J'1+t -1[1 73% Jl' 1+¢ '1[ t(1+t2)=1’xe(0’5).

13. Sa se arate ca:

x 2 X
t“(t+9
1) lim —It+10dt =10;2) lim %Igdt =3;3) lim ljcosuzdu =1;
1 ° + x x5

x—0 x—0 -0

. In(1+¢)dt .
. | 1 . 0 1 . |1 . 1 2
4) lim _2,[t dt |==;5limLt——=—;6)lim —I(1+sm2u)udu =e’;
=0 x” ¢ 2 x-=0 sin“x 2 x>0 Xy

xdt

X X
7) 1im(ij‘ d ]:1;8) lim dt-— 9) lim j
0

X —yo0 x—)l1 (x_l) X—yo0

x+h

14*.Dacd f:R—>R este continui cu j f(¢)dt|<h*,Vx,he R atunci f(x)=0,VxeR.

c
15%. Dacid f:[0,1] >R continui si jf )dx =0 atunci 3ce (0,1) cu If(x)dx:f(c).
0

X

16*.Fie f :R >R continuisi F:R >R, F(x) =If(t)dt,F (1) =1. Sa se arate ca existi

0
a;,a,€ R astfel incat f(a,)f (a,)=1.
x x+1
17+, Ariatati ci functia g(x)= J' f(t)de - I f(t=1)dt, f continui pe R, este constanti
2007 2007

pe R.
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2.5. METODE DE CALCUL ALE INTEGRALELOR
DEFINITE

In aplicatiile calculului integral este necesar si gisim primitive (cind astfel de
primitive existd §i sunt exprimabile in termeni de functii simple) pentru a calcula
integrala definitd a unei functii (in sensul lui Newton) prin formula cunoscuta
b

[ f(x)dx=F(b)—F(a),unde F:|a,b]— R este o primitivd alui f:[a,b|—R.

a

Astfel de calcule vom face atunci cind determindm ariile unor suprafete plane
marginite, volumele unor corpuri obtinute prin rotatia unor suprafete plane in jurul
unei drepte, etc.

Metodele pentru calculul integralei nedefinite rdméan, n general, valabile si Tn calculul
integralei definite. Tehnicile pe care le prezentdm in continuare sunt urméatoarele:

1) Metoda integrarii directe.

2) Metoda integrarii prin parti.

3) Metoda substitutiei (sau schimbarii de variabila).

Le analizam in continuare.

1. Metoda integrarii directe

Are la baza tabelul de integrale nedefinite din capitolul precedent (pentru a determina
o primitivda F a lui f) si proprietatea de liniaritate a integralei definite

b b b b
J(of +Bg)=0af f +PB[ g| si evident formula Leibniz-Newton [ [ f=F@®)—F(a)

a a a a

Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze urmitoarele integrale definite:
T

2 3 1 1 2 1
1) [x%dx;2) fﬂ;s) f(2x+3\/;)dx;4) fzd—u;S)fsinxdx;@ [elar.

1 1! 0 w4 ) 0

3 2 7
R. 1) Avem F(x) == o primitiva a funcfiei f(x)=x* x€[1.2]. Deci [ xzdx:F(z)—F(l):?
1

3. dt 3

2) {T:ln|t||1 =In3—Inl=1In3.

2)6\/;

3

1
=14+2=3.
0

1 1 1
3) f<2x+3x/;>d :2fxdx+3f\/;dx:2§
0 0 0

1
+3
0

170



—ln—.

1
du 1 fu— 2|
4 =—In
)irw 4 4 a2l

(SIE]

T
5) fsinxdx —cosx|2 [cosg—cosO]:

—_—

1

6) ddt=el| =e—1.
Jea=dl,
0
1
2. Calculand in dous moduri f (x + 1)" dx sa se stabileasca egalitatea:
0
1 1 1
1+-clil 02 ot ——Cll = (2’“rl 1).
2 n+1 n+1
1 (x + 1)n+1 |1
R. Cu formula Leibnitz-Newton avem: f (x+1)" dx = = (2"'*'1 —1), iar cu binomul
n—+1 ‘ n+1
0 0
1 a1
lui Newton se obtine [ (x+1)"dx= 3" [CrrFdr= ek
0 k=00 k=0 k +1
Probleme propuse
1. Sa se calculeze urmatoarele integrale definite:
2
e
1 f xdx; 2) f (2x —3)dx ; 3)f3x3dx, 4) f x(x+1)dx ; 5) f (x+1)dx; 6) f—;
0 —1 -2

dx _2.3 .
7 {t x\/—dx 10) f s 11) {%,12) {[x x+x/;]dx,

n k.

3 4
3 17) fsiandx; 18) fcosSxdx 3

; 15) ; 16)
f e f / /

6
L L E L

13) f 3 dx ; 14) f

19) f ctgxdx ; 20) f 3% 4y 5 21) f tg? xdx ; 22) f ctg? xdx ; 23) f sin? xdx ; 24) f cos? xdx ;

k3 0 0 0 _r
12

2
1
25)f LS S S
0x—i—l x+2

2. Definiti o functie F :[1,8] — R astfel incat F'(x)= l si (perand): 1) F(2)=0;2) F(2) =3.
x

aa
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3. Definiti o functie F :[0,4] — R astfel incat F'(x) =41 +x2 si (perand): 1) F3)=0;2) F3)=1.

4. Si se calculeze:

1) j"(x-z)dx gi j‘|x—2|dx;2) }(xz—l)dx gi ﬂxz—l‘dx; 3) ﬂxtx‘dx; 4) }f(x)dx,
1 z Z2 2 0

de fem=| " ThEEM ff( e, unde fio=|0 FEEML g }f( )
unde X)= X)dx , unae X)= 5 X)dax ,
4—x, xe(1,4] Vx +1,x €(0,1] e}
3

x3+x,xe[—l,l] 2 x2+1,x€[0,1]
unde f(x)={1 1 37) [ f(odx,unde f(x)={" | ;

;+—2,x€(l,3] 0 ——,x€(1,2]

X V1+x2

2 2 2z
8) fmax(x, x2, xS)dx 3 9) fmin(x,xz,xS)dx ; 10) flsinx—cosx|dx .
0 0 0

2z
5. Si se calculeze: f max (sin x, arcsin (sin x))dx .
0
6. Fie I, ——dx,n>1.
f x24+6x+10

1) Sa se arate ca 1 + 61 +101, =——.
) n+2 n+1 n=, +1

2) Aritati ¢ I, <I,,(V)n €N si deduceti ci 171, , SL <171,,,(V)n €N, lim nl, = L

7. Un obiect pleaci din origine si se misci de-a lungul axei Ox cu viteza v (t) =10t — t2, 0<t<10.

1) Care este pozitia obiectului la momentul ¢z, 0 <7 <10 ?

2) Cand viteza obiectului este maxima, care este pozitia lui in acel moment?
8. Sa se determine numarul real a pentru care (pe rand):

a a 3 a+1 31
1) f(x+1)dx:{2(x+1) dx32) f(z 4x+3x%dx <a,a>053) f(x e ==

t2 T
4) ;fl|x—a|dx este maximi, a €[—2,2]; 5) Im_g,a>2_

9. Si se calculeze limita sirului (I n ) , unde:

1)1:—f(x dx;2) I, fz

n

| d - dx
x34) I, —f—z;
1 x(x+1)

:3) 1, —f

+x+1
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" 4xdx ntl x+1 2 |x—2|+n
I, =|—F3;6) I, = dx;7) 1,= | —————dx ;
n {(x+1)(x2+3)s n {x2+2 X 3 n ;[12_|x_n| X 3

8) I, fM si tim (n-++3)1,
no1X +3x+2 n—oo

2. Metoda integrarii prin parti

O altd metoda pentru calculul integralelor definite o constituie metoda integrarii prin
parti, similara metodei integrarii prin parti de la integrala nedefinita, fiind o consecinta
a derivarii unui produs de functii. Mai precis are loc urmdtoarea:

Teorema (formula de integrare prin parti). Dacd u,v: [a,b] — R sunt

doua functii derivabile, cu derivate continue, atunci

b b
fu(x)v (x)dx = u(x)-v(x)|Z —fv(x)u '(xX)dx . (1)
a a
(1) se numeste formula de integrare prin parti pentru integrala
definita.
b
Forma diferentiald a Iui (1) este f udv = uv|z - f vdu
a

Demonstratie. Deoarece uv', vu' sunt functii continue, ele sunt integrabile si deci are
sens scrierea din (1). Din (u-v)'(x)=u'(x)v(x)+u(x)v'(x), x€[a,b] rezultd ci

functia u-v este o primitiva a functiei u'v+uv'. Conform formulei Leibniz-Newton
avem:

b

. b
J(ev) (x)dx = (v) (), = () () = (wv) () ()
a
Pe de alta parte, utilizand linearitatea integralei definite avem:
b b b
f(u‘v)’(x)dx:f[u’(x)v( ) ]dx fu dx—i—f x)dx. (%)
a a a
b
Din (¥) si (**) rezultd  (uv) | f u x)dx+ [u(x)v'(x)dx sau
a
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b b
fu(x)v'(x)dxz(uv)(x)ﬁ —fu'(x)v(x)dx. |
a a

Observatii. 0) Faptul ca integrarea prin parti este operatia inversa a derivarii produsului
poate fi redat schematic ca mai jos.

£1(x) = () (x)v(x) + ulx)v'(x) (Derivare)
f)= u(x)v(x) b : ,
[ f'x)dx =| [u'(x)v(x)dx +| [u(x)v'(x)dx|(Integrare)
I
Fp
I
u(x) (),

1) Cele doud parti ale integrandului sunt u(x) si v'(x) sau in scriere diferentiald u si
dv. Pentru a aplica formula integrarii prin parti trebuie calculate u'(x) (prin derivarea
lui u(x)) si v(x) (prin integrarea lui v'(x)). Se alege de obicei functiau(x), functia
mai complicatd din structura integralei, deoarece derivarea este operatie mai simpla

decit integrarea (prin care se obtine v) si astfel incét a doua integrala din formula (1)
sd fie mai simpla decat cea de calculat. Daca acest lucru nu se Intdmpla, atunci se face

o noud alegere pentru u(x) si v'(x) .
2) Formula de integrare prin parti se poate aplica de mai multe ori. Daca rezultatul
obtinut in urma integrarii de doud ori prin parti este / =/, atunci Tnseamnd cd munca
efectuata (alegerea lui u(x) si v'(x)dx) in a doua integrald din (1) este ,,inversd”
celei din prima integrala.
3) Pentru a aplica usor formula integrarii prin parti vom aranja functiile (ca si in cazul
integralei nedefinite) astfel:
lu(x) = {u'(x) = (prin derivare)
=

v'(x)=
(din prima integrald) (din a doua integrala)
sau In scriere diferentiald

{u: {du:
=
dv= y=

v(x) = (prin integrare; v este o primitiva)
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4) Formula integrarii prin parti pentru integrala definitd poate fi ilustratd prin
urmatoarea diagramd, unde in prima integrala definita avem produsul functiilor u(x)

si v'(x) (asa cum indica sagetile), pe diagonald se face produsul functiilor u(x) si
v(x) luat intre a si b, iar a doua integrald definita are integrandul alcatuit din produsul

functiilor u'(x) si v(x).

5) Reamintim céteva tipuri de integrale care se calculeaza utilizand formula integrarii
prin parti (aplicata cel putin odata):
b Inx
° f x™arcsinxtdx, n€ N, unde sub integrala este produsul dintre x"" si una din
a arctg x
functiile din paranteza acolada.
Se alege u=Inx(arcsinx, arctgx)unde se ia u=x" si v'=x". Limitele a, b sunt

alese astfel Tncat sa aiba sens scrierea.

o
b e
° fxn sinox rdx, n€ N,a € R, unde se ia u=x" §i v':eax(sinocx, cosocx).
a COS Olx
Inx

COS Ox

b .
sin O
° f{ } arcsinxdx, u zlnx(arcsinx, arctgx), v'= sinocx(cosocx).
a arctg x
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x2+a2
ofxn \]xz—a2 dx,nGN,u:\/x2+a2,v’:xn.
a2—x2

- N
sin” Olx o _ . ,
. f dx,neN*, v eR, u=sin" locx,(u =cos” 10tx), v'=sinow, (v'=cosou).
COSn o
T
1 1 2 1
Exemple. 1. Sa se calculeze: a) f xe*dx ; b) farcsin xdx ; c) fxzsin xdx ; d) fx\/x2 +4dx .
-1 0 0 0
U=x u'=1
R. a) Punem si avem: . Integrala datd devine, via formula integrérii prin parti
' v=e

vi=e
1 1

1 1 1) 2
fxexdx:xex —fexdx:e+——[e——]:—.
-1 e e e
-1 -1
1
Observatie. Integrala f |x|exalx nu se poate calcula aplicind formula integrarii prin parti, deoarece
-1
U= |x| nu este derivabiliin x=0¢ [—1,1] . Pentru calculul ei se utilizeaza proprietatea de aditivitate a

integralei definite si avem:

1 0 1 0 1
f |x|e*dx = f (—x)etdx+ f xerdx = — f xerdx + f xe*dx si pentru fiecare integrald se poate aplica
7 7 0 2 0

formula integrarii prin parti.
Altfel calculul acestei integrale se poate face aplicind formula Leibniz-Newton.

Functia f(x)=|x|e*, x €[~11] este continui si deci admite o primitivd F:[—L1]= R,

1—x)e”, ~1,0 1
F(x): ( x)e xe[ ] _ Atunci f|X|exdx:F(1)fF(71):27£.
(x—1)e* +2, xe(0.1] 7 ¢
1
u = arcsin x U'=—— . ] o
b) Punem { | ) 1— 2 si obtinem cd u nu este derivabild in x=1 (u 'S(l) :OO)'
yv'=
v=x

Deci nu se poate aplica direct formula integrarii prin parti.
Tinand seama de teorema fundamentald a calculului integral (continuitatea integralei ca functie de limitele

€ 1
integrare) vom lua € 6(0,1) si calculand 7 (8) = f arcsinxdx dupa care f arcsinxdx = lim / (8) . Pentru
0 0 e/l
. 1
. u = arcsin x U =—F——
calculul lui 7(g) punem: { | = 1—x2 .
y =
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Avem:

€ € '
arcsin xdx = xarcsmx| = garcsin€ + [ l—x2 dx =garcsi
o] oo ]

=garcsine + 1782 —1.

Deci lim /(€)== 1.
e/ 2
Altfel, integrala se poate calcula utilizand formula Leibniz-Newton, deoarece functia f(x)= arcsinx,

X€ [0,1} este continud, admite primitive. O primitivd G : [0,1} — R s-a calculat la aceastd metoda pentru
b
—, x=-1
2

integrala nedefinitd (probleme rezolvate 1) b) si am gasit G(x): xarcsinx + l—xz,xe(—l,l).

—,x=1
2

1
Atunci f arcsinxdx = G(l) — G(O) = g —1. In practica, astfel de integrale se pot calcula fara introducerea

0
1 1
simbolului limita, scriind pentru cazul nostru f arcsin xdx = [xarcsin x+\1—x? ] =—-1
0 0
¢) Pentru calculul acestei integrale definite se aplica formula integrarii prin parti de doua ori.
b T
ki n L
= x2 u'=2x 2 = 2
Punem: {“~% = { si integrala devine: fxz sin xdx = —x° cos x| 2 + 2fxcos xdx (%).
v'=sinx V= —COSX 0 0 0
A doua integrala se calculeaza, din nou, cu formula integrarii prin parti.
T b
B L z
. u=x u'=1 . . T . b T
Notam: = . si deci fxcosxdx:xsmxk% —fsmxdx:——l—cosx 2 =——1.
v'=cosx y=sinx 2 o 2
0 0
il
2 2
Cu aceasta (*) devine: fx sinxdx =0+ 2[— —1|=
0
1 3 1 3 1
4
d) Se aduce integrala la forma: I = fx X2 +4dx = f X dx = f al dx+4f;dx=
0 \/x +4 0\/x2+4 0\/x2+4

1
().

dx+4\/x2 +4
0

2

u=x u'=2x

Ultima integrald se calculeaza cu formula integrarii prin parti, punand = .
v':[\lx2+4]' V:\’X2+4

I
ot

R NErw f[m}w_zxz[m

0
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1 ! 1 1 1
Avem: fxz[\/x2+4] dx:xZ\/x2+4‘ —2fx x2+4dx:\/§—2fx x2+4dx:\/§—21.
0 0 o 0
Revenim la (*) si avem: [ = \/5—21 +4(\/§— 2) . De aici 31 = 5(\/5—1) adica [ :%<\/§—1).
1
2.Fie I, = [x"e*dx,n €N*.
0
a) Si se calculeze Iy, 1,.

b) Determinati o formuli de recurenti pentru I,, .

¢) Aritati ca sirul (I n )n este descrescator.

1 u=2Xx I/l‘ = 1
R.a) I = f xe*dx se calculeaza prin parti punand g .
0
11 1
- f efdx=e—e"*
0 0

Deci I} = xe* =e—(e—1)=1.

1 2 " 1
Uu=x u'=2x 1
Analog pentru I, :fxzexdx, notdm :>| , sideci I = K2 —2fxexdx =e—2lj=e—2.

0 V=" v=¢e 0 0
. o u=x" |u'=n""
b) Se aplica formula integrarii prin parti, unde =
' X X
vi=e v=e

1
—-n f " efdx=e—nl n—1» care reprezinta formula de recurentd pentru /,, . De aici
0

0

Avem: I, = x"e*

1
1
pentru n=1 rezultd Ilze—loze—fexdx:e—ex
0

=1.

0
¢) Din x" > "t xe [O,l} rezultd x"e® > xX"He* | care prin integrare da I, > 1, .

Probleme propuse

1. Sa se calculeze, utilizind metoda integrarii prin parti, urmitoarele integrale definite:
2

e—1 e 2 e 2
I.a) f ln(x+1)dx;b) fxlnxdx;c) fxlogzxdx;d) f(x+1)lnxztx;e) fxln(x+1)ztx;
0 1 1 1 0

2 2 e 1 1
f) flenxdx 5 8) fxslnxdx;h) fln3xdx;i)fx21n2xdx; )] fln(l—i—xz)dx .
1 1 1 0 0

1 1 3 1 1
IL a) fixdx ; b) fxzxdx ;0) fxezxdx 3 d) f(x—i—l)ezxdx se) f|x|e_‘x‘dx.
0°€ 0 1 0 -1
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1 1
1 2 2 1 3
111. a) f arccos xdx ; b) f xarccosxdx ; c) f xzarccosxdx ;5 d) f arsin\/;dx ;e) f arctg\/;dx .
0 0 1 0 1
r x x
27 27 2 4 2
IV.a) fxsinxdx 3 b) fx|sinx|dx ;€) fxcosxdx ;5 d) fxsiandx ;€e) fx sinxdx .
0 0 0 0 0

1 3 1 3
V.a)f\/x2+4dx;b) f\/x2—4dx;c) f\/4—x2dx;d) f\/9—x2dx;e) fx 4—x2dx.
0 2 -1 -3 0

b

2. Sa se arate ca f: [a,b] — R este integrabila pe [a,b] si sd se calculeze f f(x)dx , in cazurile de
a

mai jos.

x 2
D fi-L1] >R, f(x)= xe*, x €[—1,0| 1) £i[0.e] R, £(x)= xIn x,xE[O,e];
xIn(x +1), x €(0, 1] 0, x=0
3 LR, f( xarcsinx, x €[0,1] ) 1 e xarctgx, x €(0,1]
) fi[-L1] =R, f(x)= ein(ox), x €[-10)’ )f.[—? l% SO inrre _%’0] ;

e sin2x, x €[—2,0)
5 f:[-21>R, f(x)= ) .
xe“*, x € [0,1]

3. Sa se calculeze limitele:

a)l) lim —E 1+[ ] ;2) lim —Z\/n —k%33) lim —Ek35"°

n—)oonk -1 n—>oon k=1 n—>oon k=1
2
lim —Zk\/ ;5) lim —Z,/4n +(2k — 1 36) lim —Ek[arctgk] ;
n—)oon k=1 n—)oon k=1 n—)oon k=1 n
1 k 2 (n2+1)(n2+22)....(n2+n2)
7) lim —Ekarctg[ ] ;8) lim ¥ 3 .
n—s00 2 k=1 n n—00 n-"
3
b)1) lim f Ysinxdx ;2) lim f e Ydx;3) lim f dx ;
n—00 n—00 a—00%)
lim f( 3x)e dx ; 5) lim —fx ln x+1)dx pEN*.
a—> oo n—)OOn

4. Si se arate cii pentru integrala I,,,n € N*, are loc relatia de recurenti indicati si si se calculeze

I, I,, I3 in cazurile:
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e 1 1
D I,=[W'xdxe, I, =e—nl,_y3 2) I,=[x"e%dx,I,=e—nl,_y; 3) I,=[x"2"dx,

1 0 0
x
I,In2=2—nl 4 I j‘ " ede. 1. =711 >2 siaritati ci T 1-3-5-..-(2n—1) ¢
ni=2i—nl, 1; = |sin"xdx, I, =——1,_5,n i aritati ci = -\ =
n n—1 n / n Pl 2N Za 8 2m 2-4-6-...-(2m) )
1
2:4-6-...-(2m) dx 1
1 = 391, = | ———,a>0,2nl =—+(2n—-1)1,;
2m+1 1-3:5..-(2m+1)’ ) f 5 a\" n+1 o\ ( )ns
0 (x +a ) (1+a )

2n+1

f\/r

5. Pentru sirul ( n) de mai jos stabiliti relatiile indicate si precizati convergenta lui, in cazurile:

61, (2n+1)1, =V2 —2nl,_;.

1
1)( n>1’ fx"e_xdx,nEN*.
0
3
1 1 1 . P
a)l,=——+nl, {,n>2;b) ———<I,<——30¢) lim n®[, =0.
e (n—l—l)e n+1 n—o00
1
2)( n>l’ f ,nGN
0(1+x )

2n— 1
a) I, = 2: — ; I, 1+————,neN*;b) (In) este descrescitor.

(n—1)2"

3) (I )n>1’ fln xdx,eN*.
1

a) I, =e—nl, {,n>2;b) (I,,) este convergent si lim I, =0.
n—oo

1
4)( n>1’ f Jl—xdx,neN .
0

a) Stabiliti o relatie de recurenti pentru termenii sirului.

b) Aritati ca sirul este descrescitor si I, € ,Vn.

2
0,3

3. Metoda substitutiei (schimbarii de variabili)
Prima metod: a substitutiei (a schimbarii de variabila)

Multe functii sunt constituite prin operatia de compunere. Cand avem de integrat o
astfel de functie este util sd schimbam variabila (Se spune ca facem o substitutie)
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Are loc urmatoarea:

Teoremi (Prima formuli a substitutiei). Fie [a,b]L - R W
interval din R ) doua functii cu proprietétile:
1) f este continua pe J;
2) @ este derivabila cu derivata @' continud pe [a,b].
b o(b)
Atunci [Flox)e'(x)dx= [ fadu. (1)
a (a)
Formula (1) se numeste prima formuld a substitutiei.
De la variabila x €[a,b| se trece la noua variabild u=@(x) €[p(a),p(b)| .

Demonstratie. Mai intai sa observam ca integralele au sens deoarece integranzii sunt
functii continue.
Pentru a proba egalitatea (1) evaluam cele doud integrale utilizind formula Leibniz-
Newton.
Fie F:J — R o primitiva a lui f pe J (F exista deoarece f este continua pe J).
(D)
Deci membrul drept al egalitatii (1) devine: f fwdu=F ((p(b)) —f ((p(a)), (*).
9(a)

Pe de alta parte avem (formula de derivare a functiilor compuse):
(Fo)(x)=F'(@x) ¢'(x)= f(0(x))9'(x), x €[a,b], ceea ce aratd ci F o este 0
primitiva pentru functia ( fo (p) Q.

Aplicand, din nou, formula Leibniz-Newton pentru membrul stang din (1) obtinem:

b
I £ (0)o'@dx =(F o 0) )] = F (b))~ F (). (%),
a

Din (¥) si (**) rezulta egalitatea (1). m

Observatii. 1) Prin schimbarea de variabild, noua integrala trebuie sa se calculeze mai
simplu.

2) Functia ¢ este functia care schimba variabila, de la x la u = (p(x) . Cand trecem de la

variabila x (din prima integrald) la variabila u (din a doua integrald), atunci In a doua
integrald toate elementele se exprima in functie de u, inclusiv limitele de integrare!

Este convenabil sd folosim notatia diferentiald. Daca u = @(x) , atunci du = ap'(x)dx,

iar noile limite de integrare din (1) sunt u) = @(a), up = @(b) si formula din teoremad
evidentiazd aceste transformari.
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> 0(D)

f ! ((P(X))(P(X)dX— f J (w)du

Lt

»¢(a)

Nu trebuie uitatd schimbarea limitelor de integrare in a doua integrald (se trece de la
limitele x) =a, xp =b din prima integrald la u; =®(a), up =@(®) din a doua

integrald).

Pentru calculul ultimei integrale se determind o primitiva F a lui fsi se aplica formula
Leibniz-Newton. Spre deosebire de calculul integralei nedefinite prin metoda
substitutiei (unde se asocia integralei / integrala I care se determina, iar la I se revine

punand u = (p(x) in Ij) rezultatul din integrala a doua din (1) coincide cu integrala

definitd de calculat, adica prima integrala din (1).

Pentru calculul integralei definite prin metoda substitutiei se parcurg urmatorii pasi:

e Se substituie u = Q(x) = du = @'(x)dx
(se trece de la veche variabila x la noua variabila u)
e Se calculeaza noile limite de integrare

e o oot
uy = @(b)

(vechile limite) (noile limite)

e Se rescrie integrala definitd

b o(b)

[ rlem)omdc= [ fudu

a (a)

XQ:b

o(b)
e Se calculeaza noua integrala f fuw)du

9(a)

Schematic

Avem de calculat 1) u=(x) = du = ¢'(x)dx

b
1= [ f(o(x)@'(x)dx —»m{ﬂza:¢m=¢W)
a xp=b" uy= o)
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Exercitii rezolvate

Sa se calculeze integralele:

T
! 5 ! 2 x2dx “In2x
1) f(Zx—l) dx;2)fx x2+1dx;3) fsmxcos xdx ; 4)f '5)f dx ;
n
2

x
0 0 1

6) farctgx .7) f dx 8) f x3dx

0cos 841

R. 1) Notam u =2x—1 siavem du = (2x - 1) dx = 2dx . Schimbam limitele de integrare.
x=0 =2-xq—1=-1
1 - i Rl
XZZI u2:2-x2—1:1.

1 1

1 6
. 5 1 5 1 5 lu 1

Integrala devine: [ (2x—1)"dx=— [ (2x—1) - 2dx=— | wdu=—— =—(1-1)=0.
{ 2{%,~ G 2;f1 26| 12

u

2)  Substituim u=x*+1 si avem du=2xdx. Calculam noile limite de integrare:
{xl—O lu1_02+1_1
=

x2:1 u2:12

+1=2.

:%(2&—1).

1 1 2

- 2 ! 2 1 1

Integrala se scrie: j(;x X —Q—ldx—z{ X +1~2ddx—al{‘\/udu—3
u u

3)u = cosx = du = —sin xdx;

T u2:0,
Xy = —
279
r T
2 2 2 2 ; 2
fsinxcos xdx:—fcos x(—sinx)dx:—fu du=0.
_r _r 0
2 2
_ _ 1 2 1,2 2 2
=0 =1 1 1 1
4) u=x+1=du=3x dx,{ 9{1 );dx :_f3’3”ix:_ d_“:_1n|u| —m32.
X =1 ”2:2§0x +1 30 % +1 31” 1
dx |x=1 u=0 %nx ! u31 1
Su=Inx=du="1"1"" =1 [Fdx= [uldu="- ==
x o |m=e up=Loox 0 30 3
T b
_ uy=0 1 4 207 .2
x =0 4
6) u=arctgx = du = 2;{1 = P farczgxdx:fudu:u_ _
1+x° [2=1 “ZZZ’ o * +l1 0 2 0 32
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T u=tgx=du=

x .
;
cos? x

_ _ 1 3 1

=—1 =1

8)u—x4:>du—4x3dx;{x1 :>{u1 ;l Axdx :lf du —-0.
xp =1 uy =1 4_1\/)63+1 41\/14 1

Urmatorul rezultat se referd la integrarea functiilor continue pare sau impare, definite
pe un interval Inchis centrat Tn origine. Mai precis formulam urmatoarea:

Teorema. Fie f:[—a,a]— R, a>0 functie continua. Atunci:

0 a
D [ fde= [ f(—x)dx.
0

2) [ fdx= [[f(0)+f(x)dx.
—a 0

a

a 2 f f(x)dx, daca f este pari( fl=x)=f(x),Vxe [—a,a])
3) [ fde=1 "

—a

0, daca f este impard ( f(-x)=-f(x), Vx€|—a.d]).

Demonstratie. 1) in integrala din stinga punem u = —x cind du = —dx, iar capetele
0 0 a
de integrare sunt uj=a,up=0. Deci [ f(x)dx=—[f(—u)du= [ f(—x)dx

a 0

a
(ultima egalitate are loc deoarece u este variabila ,,moartd”).
2) Folosind aditivitatea integralei avem:

a 0 a 1)a a a

[ fdx= [ fdx+ [ fdx= [ f(—x)dx+ [ fx)dx= [[f(x)+ f(—x)]dx.
—a —a 0 0 0 0
3) Daca f este pard, atunci f(—x)= f(x), Vx & [—a,a] , iar daca f este impard, atunci
f(=x)+ f(x)=0, Vx €[—a,a] si rezultatul se obtine din 2). m

1
Observatii. 1) in exemplul 1) de mai sus, noua integrala f uSdu, contine functia

-1
impard f(u)= uw pe un interval simetric [— 1,1] in raport cu zero. Deci are valoarea
zero.
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In exemplul 3), integrala este definitd pe un interval simetric centrat in zero, iar

integrandul  f (x):sinxcoszx este functie impara. Deci, integrala definitd are

valoarea zero.
Analog integrala din 8).
2) Dacd f:R — R este o functie continud, atunci:

a a
a) feste pard < [ f(x)dx=2[ f(x)dx, VacR.
—a 0

a
b) feste impara < Jc € R astfel incat f f(x)dx=c,VaceR.

—a

A doua metoda a substitutiei (schimbarii de variabila)
b
Existd situatii In care trebuie sd calculam integrala definita f f(x)dx, iar calculul

a
acesteia devine mai simplu dacd se face substitutia x=@(¢), unde functia @

indeplineste anumite conditii date de urmatoarea:

Teoremi (A doua formuli a substitutiei). Fie [c,d] @ |ab) N
doua functii cu proprietatile:
1) f este continud pe [a,b];

2) @ este bijectiva, ©, (p_l sunt derivabile, @' continud si

9'(1) =0, Vr€lcd|.

b ¢ (b)
Atunci [fdx= [ f(o(t))o'(t)dr. (2
“ ¢ '(a)

Formula (2) se numeste a doua formulé a substitutiei (sau a schimbaérii
de variabila).

De la variabila x €[a,b] se trece la noua variabila ¢ prin x=@(t) .

Demonstratie. Functiile f, ( f o(p)(p' fiind continue sunt integrabile si deci au sens
cele doua integrale din formula (2).
Fie F: [a,b] — R o primitiva a lui f. Conform formulei Leibniz-Newton avem:

b
[fxdx=F(b)—F(a). (%
a

Tinind seama de derivata functiei compuse rezulta:
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(Fo@)()=F'(¢(1)-9'(t) = f(9(n)-9'(1), Vt € [c.d],

ceea ce aratd & F o @ este o primitiva pentru ( fo (p)(p'. Deci, a doua integrala din (2)

¢ '(b) o' (b)
devine: [ f((p(t))(p'(t)dt:(Fo(p)(t)|(pil( - F(b)—F(a). (%)
¢ '(a) ‘

Din (¥) si (**) rezulta egalitatea care trebuia probata. m
Observatii. 1) Prin substitutia x = @(¢) se ajunge la o integrala care se calculeaza mai

simplu.

2) Functia (p_1 este functia care schimba variabilade laxla t = (p_l(x) .

Din @'(r) =0, t € [c,d ] se deduce ca @ este strict monotona pe [c,d ]

Este mai simplu sa folosim notatia diferentiald. Daca x = @(¢), atunci dx = @'(¢)dt,
iar noile limite de integrare din a doua integrald din (2) sunt # = (p_l(a), h=0¢ 1 (b)
si formula din teorema evidentiaza aceste transformari.

b ,lf)cp”(m

=0 X
f f(f) df - f f(o®)e'(1)dt
a o(t) @' (t)dt ﬁ‘(pfl(a)

In a doua integrala se vor calcula noile limite de integrare dupa formula ¢ = (pfl(x),

n=¢ Ya)nn=9 b
Schematic

1) x=@(t) = dx=¢'(t)dt

Avem de calculat Avem de calculat

\ 4

x=e0)=>1=¢ 1(x) tr
2 {xl =a__|n=9"@ = ff (o) @t
) = 1

2=b o=

b
I= f f(x)dx

A doua formuld a substitutiei se aplicd in cazul In care integrandul are una din

formele: f(och), f(x,n,llg(x), "2/g(x),..." k[ g(x) ,f(sinx,cos x), f[x,\locz—xz
f x,\/(xz—i-xz],f[x,\/xz—ocz],... .

Analizam cite cazuri In cele ce urmeaza.

’
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b
n [rf (och )dx, f este functie rationala (numitorul nu se anuleaza pe [a.b]),

a

a=1,B=0.
Se noteaza och =1, iar de aici prin logaritmare rezulta BxIno=1Int¢, etc.

1 xdx
Exemplu. Si se calculeze f
T+ 1

x=0 t:;x ll‘l_eo_l

R. Substituim e =7 si deci x=Int, dx:ﬂ . Schimbam limitele de integrare { {
1 Xy =

\ Qu

x e
dx
slavemf 2 = !
T+l 1+

b
2) ff(x, nl/g(x),n%/g(x),...,nk«/g(x))dx, unde f este o functie rationald,
a

e T
= arctgt|1 = arctge — Z .

_%m

—_

241

g(x):u_i_n’, px+q=0,n, ny, ...n; EN*,nl- >2, g(x)>0 daca n; par se substituie
pxTq

Wegx)=t,n= c.m.m.m.c(nl, nz,...,nn), etc.

1
Exemplu. S se calculeze f

+\/—
< 2 o . x1:0t:~/¥ f=0
R. Notam x/EleOix:t = dx =2tdt . Noile limite de integrare ) = . 1.Avem:
Xy = 2=
1t +1)—1 1
) ( 1
f xdx f ldl‘i l‘dl‘ f 2f l—l+t2— di —
1+f 141 1+z o Tl 0 t+1
1
2 3
:2l—t—+l——ln|1+t| —2 _oma.
2 3 3
b
3) [ f(sinx,cosx)dx, unde f este functie rationald cu numitorul nenul pe [a.b] si
a

contine expresia de forma o+ Bsinx sau o+ Bcosx.
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Distingem cazurile:

2dt
1412

1° [a,b} C (—n,ﬂ:) . Se substituie tg% =t= g =arctgt = x =2arctgt = dx =

2
2

, COSX =

si se tine seama de formulele sinx= 3 pentru transformarea

141t 141

integralei date.

dx

Exemplu. Sa se calculeze .
+cosx

S —w3a
[\°]

t
1472

e . 0
R. Notdm tg% =t= x=2arctgt = dx = . Noile limite de integrare sunt #; = tgz =tg0=0,

2dt
T

— 1 1
1+¢ 5= 22dt 2 ——arctg—| ! =—F.
1—1t 0t +3 B x/§0 23

1412

N|N\:—|

tg— =1. Integrala definita devine: f
024+—

. . o X . <
2% [a,b] - [—n, 71:], atunci se face aceeasi substitutie th =t, numai cd dacd a=—-=

b € €

sau (si) b=, atunci tg% nu este definitd. Se calculeaza f f sau f f sau f f si
—€ a —€

b b b € b €

[f=1im [ fsau [f=1im [fsau [f=1lm [ f

g NG g e/, g e-n

Exemplu. Si se calculeze }d—x

0 2tcosx

£ tg*

(O 75) si se calculeaza ca la 1°). Avem: f 5 f 2dt__
0 + cos x 2 _|_3

R. Consideram f T
cos X

tg t8 T t8
|8 2 g5 dx &5

2 2 21 . T
—=arct = —=arctg|—=|, 1ar ——— = lim —arct = == =.
VR 1 N e IV {2+cosx L s I 2 V5

3% Dacd a < b si suntem cu

(2m—)n<a<(2m+1)n<..<(2n—1)n<b<(2n+1)m, mneN
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atunci se scrie integrala ca suma de integrale astfel:

2m+1)r  (2m+3)n (2n-1)m b
f+ [ f+e+ [+ [ f.
a (2m+1)n (2n-3)n  (2n—1)m

unde prima si ultima integrala se calculeazi ca la 2°), iar pentru celelalte se utilizeazi
(2k+1)n n+2km
periodicitatea functiei x — tg% care este 27 . Deci f f= f f= f f-

(2k—1)n —m+2kT -
6m - b1d 3n 5t 67
dx dx dx dx dx dx
Exemplu. 7= f—— f +f +f +f +f —
2+ cosx 2+cosx 2+ cosx 2+ cosx 2+ cosx 2+ cosx
_om _on - T 3n 5T
2 2
-7 b3 b3
dx dx dx
= + .
js‘ 24 cosx f 2+ cosx f2+cosx
T - 0
2
3 e
—€ 2 tg[——]
Dar, f L: lim f L: lim f ﬂ— hm—arctg ! 22
5n2+cosx £—T 5nZ—Q—cosx e-m 2 +3 g3 \/571
2 2
€
ey ey T T T

2 2 21
= lim —arct; 4+ ——= = lim —=arct, +— =——.Cum
Hcf IR Hcf o IR AN RN RN BN

X — _r este pard, iar [—n,n] este interval simetric fata de zero avem:
2+4cosx
2% 27t T 5.
ff(x)_sz(x)dx sldec11———+6ff+ff* +7ff*
g B N NN

. . . o Lo X .
Observatie. Aplicarea incorecta a substitutiei tgz =t conduce la erori de calcul.

21 dx X 21 dx
Pentru integrala f — utilizdnd tg —= ¢ da ;= 0,77 = 0 sideci f —— =0 .Dar
03+cosx 2 03+cosx
21
; l si deci ILEZE-l:n.
34cosx 2 34 cosx 2

Greseala a provenit din faptul ca tg% nu este continud pe [0,275} .
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2 dx 7 dx 2 dx g 2z dx
Corect era sa scriem :f + f = lim f——i— lim f—:
0 3+ cosx 0 3+cosx . 3+ cosx g/no 3+cosx e\ c 3+cosx
¢ € ¢ 27 ¢ €
= lim Larctg Z + lim Larctg g—7 —Larctg Z *Lﬁ-ifi
e/ 12 V2| e\alV2 V2 | 2 V2 2v2 22 2

. 1 L e
Functia f (x) = ———— este continud pe [0,275} . O primitiva a ei este:
) 3+ cosx

tx
1 g5

ﬁarctg TZZ R xe[O,n)

F(x): 1 tgi

—= +arctg —2 —I—l,xe(n,Sn}
2 2| V2

T i —x
2427 '
21
. 1 g m 1 tg0 =
Deci (x)dx =F(2xt) — F(0) = —=arctg| — |+ — ——arctg— = —.
{f ( ﬂ:) \/E g[\/z ) ) g\/E \/E

b
4% {f(x, /(xz_XZ)dx,Oc>O, la,b]C[—a,at]. Se pune x:asint,tei—g,glj

X . . X . . .
= dx=oacostdt, —=sint =t =arcsin—. Noile limite de integrare sunt
o o
..a . b
| =arcsin—, tp = arcsin—.
o o

1
Exemplu. Si se calculeze fo\/4 —x2dx.
0

- . T T .. . . 0
R. Se substituie x = 2sint, t € {—E,E] . De aici dx=2costdt,t = arcsm% =1 = arcsm;- 0,

T
1 6,

t) = arcsin%: % Integrala devine fx2\/4 —x%dx = f(zsinl)z V4 — 4sin? ¢ (2costdt) =
0 0

T T T
6 6 6 T T
1—cos4 T = 1.2
=16 [[sin1-cos? rdr =4 [[sin 2rdr = 4 [~ g = | 6 ~sindi| 6 :g—gsinfzg—g.
0 0 0 0 0
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Observatie. Acest tip de integrala se poate calcula folosind substitutia x = acost, t € [O, Tc} , etc.

b
0 X odt
5 ff(x’JXZ +a2)dx~ In acest caz punem x=otgt, 1€ (0,n)=dx= 5
a

cos™ ¢t

a X
—=1tgt=1t=arctg—.
o o

2
Exemplu. Si se calculeze [ x2 +ddx .
0
- 2dt  x b4
R. Notdm x:2tgt,t€(0,n),dx: ——tgtét—arctg =1 =0,1) =— si integrala devine:
cos?t 2 2 4
K2 r K2
(2 aa 4 fa?; g 2di 744 dt 744 costdr
fx+x_f grtd— =4[ =4f P
cos“t o cos”t 0(1—sin2t)

in continuare se aplici prima metoda a substitutiei punand u =sin¢ si deci du = costdt, up =sin0=0,

- 2 .
uy = sz = - si deci integrala devine:

N2

2

4f , unde 21 2:—l ! +l~ ! 2—5—1‘ ! +l~ ! 2,etc.
0 1_u2) I—u)(1+u) 4u—-1 4 (1" 4utl 4 (44

Dupa cum se vede aplicarea metodei conduce la calcule lungi. Alte metode (integrarea prin parti) conduc
mai repede la rezultat.

bP(x)dx

Calculul integralelor de forma I

2 2(x)

La capitolul Primitive, am abordat in detaliu integrarea functiilor rationale, adicd am
determinat primitivele acestor functii continue pe domeniul de definitie. Ideea este de

a descompune numitorul Q(x) in factori ireductibili peste R de gradul Intéi si gradul
P(x)
0(x)

rationale simple daca grad (P) < grad(Q). Daca grad (P) 2 grad(Q), atunci efectuam

doi (cu discriminantul negativ) si apoi se descompune functia x — in functii

impartirea curestalui P la Q cand P=Q-C+R, grad(R)< grad(Q) si pentru
R(x)

0(x)

definita. Vom exemplifica cele spuse cu urmatoarele

se aplica pasul precedent. Cu formula Leibniz-Newton determinam integrala
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Exercitii rezolvate

Sa se calculeze integralele deﬁnite

2 ox+1 x2dx X +1 3x?+2x . 12x242x+13
el I s “I@:+qp:+q“’$£_ﬁﬁiﬂf_

R. Notdm f (x) integrandul, iar cu / integrala definitd a lui f . Avem:

2 2
11 lfde 17 de 1, |2
1 +——|sil=—|—+=|——==1 +
)/ (%)= Z(x +2] ! 2'1[)5 2'[x+2 P

1

2
lln()c+2) =lln§.
2 1 2 3

2) x* =(x+1)(x—1)+1 si deci f(x)zx—1+L, iar

x+1
x? 1 1
1= J.x 1+— =|—-x+In(x+1)|| =ln2-—.
x+1 2 0 2
2
3)x3+1=(x3—x2)+x2+1 si f(x)=1+2x(—+11):1—l—iz+il,iar I=%+ln9;
x(x— X x° x-
2x—-4 1 . ¢ 2xdx 2 1 x|1
4 —_—t— - =In(x"+4)| —2arctg—| +
)f( ) +4 x4 sl 0X +4 '[ 2+ '[x +1 (x )0 g20
1 5 1 =
+arctg x| =In——2arctg—+—;
0 4 2 4
1 1 1
1
5) f(x) =t i o[ S [ 2y = arctg| ——
(2 40) 32+ o) (e 0 P+l
1 1 2 2 1 1
dx 1+x°—x dx X
+11j undej - 2:] e x2+1—jx e
(x +1) O(x +1) 0 (x +1) 0 0 (x +1)
1 xllldx T 1 m 31 1 37 9
=arctg x| — .[2 —+—+—=—+—.Deci [ =——
2(x+1)02 41| 4 4 8 8 4 8 4

Probleme propuse

1. Sa se calculeze integralele de mai jos, utilizind substitutiile indicate:

1
1 1 7
a)l)j (2x+1)* de,u=20+1; 2)j (¢ +x) dru=x?+1; S)Ix(l—Sx)sdx,u=1-3x;
0 -1

2 0
b)1)J‘ dx ,u=2x+1;2)jd_x,u=1_3x; 3)I3icdx
12x+1 11-3x ) x +1
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2
2x dxz,u 3x3 42 6)j—z,u 41 7)j

(x*+1)

1 2
0 I)J'\/3x Fldx,u=3x +1; 2)I x1=xdx,u=1- x;3)j Y(1-2x) dx,u=1-2x.

xdx 2
au=x".

u=1- Sx,S)I %
x +

d)l)Ixzex dx,u=x> 2)‘[ 2,u x ,3)I\/>ex*/—dxu x/x; 4)‘[\/7dxu Jx;

1
1 — 1 - .
S)Ie—zdx,u=—; 6)‘[(22x—3-2x)dx,u=2x;7)j e”dx ,u=1+ex;8)I Ydx ot
X 1+e* 1-4*
1 0 2
2

0

,u=Inx;

e 2 e’
(1+Inx) dx
)1) —dx ,u=Inx; 2)| ——dx,u=1+Inx; 3)
4 x xln

e

4)J' (dx S)J‘m

u=1+Inx;
x 1+lnx)’ ’

x,u=3+Inx; 6).[ ,u—lnx,
x\V1-—
[

T

5
f)l)jsinSxdx,u =5x; 2) sin xcosxdx u =sinx;

o-_.,.\,‘;,

sin(3x + 4 de, 3)

sin® x cos? xdx,u = cosx(sin2 x =1—-cos? Xx);

SNy

3

4)] cos” xsin xdx,u =cos x; 5)

BN——u |y

z

sin x

6)

x
6

sin3xdx,u =cos x; 7)J.cos xdx ,u =sin x; S)J. dx,u =cosx;
0

°'—0N\§

COS X

1

2l I arcsin x dx u =arcsinx; 2) I

,u =arcsinx;
\/1 x2 \/1 x? arcsinx

3).[ ,u =arcsinx; 4)J‘ arctgxdx u = arctg x;

\/1 x? \/1 arcsin® x 1+ x?

)J. 5 dr ,u=arctgx+1;6)J. > dxz , u=arctg x;
O(x +1)(arctgx+1) 6/3(x +1)(arctg x+arctgx)
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2. Sﬁ se calculeze integralele

1)J' 3 +37)tgr dx; 2)‘[%(1 3)_[ sinx — xcosx dx,4)j sin xdx;

-z
3. a) Sa se calculeze integralele definite:

3 x-1 2x3dx n+1 n+l dx
1)-[x(x+1)dx;2)-!‘x+2;3) ;[ x2=3x+2 23 s J'ﬂ,"zim

2 dx . T2t e x4 x+1 . Todx . T .
“)‘1[x3+3x2+2x’5);..2 2x2-x-1 dx’6)'!.x3+x2’7);l;x(x_1)z’
s)i(4x+1)dx.9)]‘2 x2+x+2 dx,lo)\-/.?xz(xz-'-l) 11)!&.

o (x+1)° L1 (x41)” 2 o (x2+3)(x+1)°

1 x x dx . 1 xdx (x +x)dx
Sl ‘3’I(x +1)(x2+4)"“’f(x2+1)2 ’ls’f(x Fet)(v+2)

b) Si se calculeze integralele (a doua substitutie)

l)jfdx P Z)J‘ xdx _Jrr2: 3)_[ dx t_\/_ 4).[( +x)

t_\/—6)J‘\/7dx _ 7)"‘ \/7dx 4x

. dx
= 5)!\/§+<‘/_ |Vt

4. Sa se calculeze integralele:
¥ 3 ¥ 3

5 ; z 4
1)]%51% 2)]—; 3)J.xcos2 xdx;4)J.ln(1+tg x)dx
) € +sinx +cosx x +1)(e +1) 0 0

5. Sd se calculeze lim a, ,unde a, este dat de formula:

n—yoco
=k 1 -« K 1 ~ k
Da,=Y ——; 2a,=— Y ke"; 3)a, =—— ;
" kz=1nz+k2 " n2k=1 " n\/;kz=1 n+k
n n
it (n+k)Jn* +k* na

6. Sa se demonstreze identitatile de mai jos:
1

z

2 .
COs X J‘ sin x
cos® x s

1a )Il+t j[l-‘ittz,x>0 b)J.\/3 dx =
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2 1 0 5
2) a)j' 1+4x2dx = j.\/4x2 +8x +5dx; b)j Jax? +20x +26dx = IJ4x2 —20x +26dx .
-2 -3 -5 0

7. Calculand in doua moduri o anumita integrali definita si se stabileasca egalititile:
0 1 2 2 -1 2
C2n _ C2n + CZn —_ C - + CZ:: = 1 .
2n+1 2n  2n-1 2 1 2n+1’

1Y)

1_1 2 (_l)nl 1 1
2) C,,—EC,,+...+—C,’,’=1+E+...+—;

n n
1 4-6-...-(2
yet-Letylea les, o (=1)" (2) ;
3 7 2n+1 1-3.5 -...-(2n+1)
n n-1 n-3 -1 n n+l _
4) 2—03—2—c;+2—cf—...+uc,’:=u.
1 2 3 n+1 n+1
4
8. 1) Fie sirul (I ) 51 =I —E N".
>t 1x(1+\/;)
. - . L 32k 4
a) Sa se arate ca sirul este convergent. b) Sa se ararte ca lim = In—.
n—eos= k-6 3

1
2) Fie sirul (I,, )n>1 , cu termenul general I, = J.x(l— x)n dx,ne N". Si se calculeze
0

lim7, ,unde I, =1, +1,+..+1,.
n—oo

k
dx

3) Fie (1), 1 ,ne N . Si se calculeze kli_l)l:olk .

4) Fie $ll'lll

n=1

1
I dx xe N
0

a) Aratati ca (I,,) este convergent.

b) Determinati o relatie de recurenta intre termenii sirului.

n

¢) Aritati ci 1 _ A () ,VneN'.d) Aritatica »(-1)" G
T (2n+1)Y T 2k+1 "

1
5) Fie sirul (In )">0 , cu termenul general 1, = j.x" X - xzdx,ne N.
0
a) Sa se determine o relatie de recurenta intre 1, si I,_;, ne N°.

3-5-...-(2n-1)(2n+1) . i
-Z . c¢) Sd se calculeze lim I,,.
2-4-6-...-(2n+2)(2n +4) n—soo

b) Sa se arate ca I, =
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n>1’"n

1
6) Se consideri sirul (1,,) _,1I,= J.x" (1-x)"dx,ne N. Studiati convergenta sirului si
0

calculati lim %1,
n—co

9. Fie f :[a b:|—> R, functie continui. Sa se arate ca :

1) I f I f a+b- x) (conservare interval).
b-a b-a
2) If(x)dx = I f(x +a)dx = I f(b—x)dx (translatie in origine).
0 0

10. Fie f:R — R o functie continui. Si se arate ci :
b+c

1) J. f dx— J‘ f x - c)dx (invarianta la translatie).

a+c

2) J. f = —I f ( )dx ¢ # 0 (dilatarea sau contractia intervalului de integrare).

11*.Daca f:R — R este continui si If(x+t)dt ij(x)dx,a<ﬂ,xe R atunci

a
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2.6. APLICATII ALE INTEGRALEI DEFINITE

1. Aria unei suprafete plane

Fie f: [a,b] - [0, <><>) o functie continuad. Reamintim cele doud moduri de abordare a
problemei ariei marginita de curba y = f (x), axa Ox si dreptele verticale x =a si

x=b (Fig. 1 a)).

A

y

Qe ———

b X 0| a b x 0 xx+Axb§c

a) b) c)
Fig.1

0|

Pentru a calcula aria A se imparte figura in benzi verticale (Fig. 1 b)) si fiecare banda
se aproximeazi cu aria unui dreptunghi. In final se face suma ariilor dreptunghiului.
Aceastd operatie ne dd o aproximare a ariei A, care este cu att mai bund cu cat
numarul dreptunghiurilor este mai mare.

Aria ca primitiva a functiei
In Fig. 1 ¢), daci AA este aria zonei hasurate, atunci yAx < AA < (y + Ay) Ax sau

AA
y< Ar < y+Ay.Daca Ax — 0 (adica crestem numarul dreptunghiurilor), atunci

AA  dA dA
— > — i Ay >0.Deci — =y adicd A= I vdx . Daca F este o primitiva a
Ax  dx dx

lui f, atunci A(x) = F(x)+c .Daca x=a, atunci A(a) =0= F(a)+c, adica
c:—F(a).

In fine, pentru x =5, A(b) = F(b)—F(a) este aria cautatd. Deci
A={["f(x)dx=F(b)-F(a).

Aria ca limita a unui sir de sume Riemann
Functia f fiind continud este integrabila Riemann. Se considera sirul de diviziuni
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_ 2b—
a :xl,a+—( %) =

b
nechidistante ale intervalului [a,b] D, = (a, a+

“D(b-
N Gl Cint) WY
n

intermediare fle{a a+—— } & e { b_a,a+2(b_a)},...,
é{ﬁw,b}

Atunci suma Riemann &, (f,£) = A. Mai precis limzn: f(&)(b—a)=

n

b),cu

b—
= a si sirul de puncte
n

—I f(x)dx=A.In particular, daca & =inf f (x), atunci op, (f.&)=
=Sp, ( f ) , suma Darboux inferioard, iar pentru & =sup f (x) avem

o), (f.&)=S D, (f) . suma Darboux superioara.
1) Aria unui subgrafic

Fie f: [a,b] - [0,00) o functie continud. Atunci multimea
r, = {(x, y)|a <x<b,0<y<f (x)} (Fig. 2) se numeste subgraficul lui f (este
multimea punctelor din plan cuprinse intre graficul lui f, axa Ox si dreptele

verticale x=a, x=>0).

VAN A "

y=x?

2|
E
S
=

Fig.2 Fig.3 Fig.4

Am vazut ca aria(Ff) = Ibf(x)dx =F(b)—F(a),unde F este o primitivd alui f .
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Exemplu. Si se calculeze aria figurii determinate de graficul functiei f :[—2, 2]—) R,

f(x)=x?, axa Ox sidreptele x=-2, x =2 (Fig. 3).

2
x3

. < < . 2, 16
R. Aria cerutd este egala cu aria (Ff) = I x“dx =—
-2 3

3

-2
Observatie. Regiunea hasurati este simetrici in raport cu axa Oy (functia este pari). Deci

2
x3

aria (Ff)=2‘[:x2dx=2- 3 16

3

2) Aria unei multimi situate sub axa Ox

Fie f: [a,b] - (—00,0] o functie continud. Cum f <0, se deduce ca graficul ei este

~ b
situat sub axa Ox (Fig. 4). In plus, I f (x)dx<0. Cum aria unei regiuni din plan

este pozitiva, atunci convenim ca aria regiunii A sa fie egald cu
aria(A) :—Ibf(x)dx :J-h(—f(x))dx:r‘f(x)‘dx sau aria(A) = jbf(x)dx

acest caz multimea de puncte delimitata de graficul lui y =—f (x) ,axa Ox si

In

dreptele x =a, x =b este simetrica multimii A in raport cu Ox . Deci cele doua
multimi au aceeasl arie.

YA
Exemplu. Si se determine aria cuprinsi intre graficul lui
f(x) =-x,axa Ox sidreptele x =1, x =2 (Fig. 5).
1 2
N x R.Observimci f(x)<0 daci xe[1,2].
|
|
| 2 2
y--x A x? 3
Deci aria (A)= dex == ==.
Fig.5 1 2 1 2

3) Aria regiunii cuprinse intre graficul lui f,axa Ox si dreptele

x=a,x=h.

Y y y

A, b 1A1 Asl . A0\1 / 5
o] a c A’? X ol a 61\4/62 bx 0 \AE
a) Fig.6 b) Fig.7
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Consideram cazul mai general cu f : [a, b] — R continua, care pe intervalul [a, b] ia
atat valori pozitive cat si negative (Fig. 6).
In cazul a), aria figurii hasurate se exprima prin aria (A1 ) +aria (Az) =

:ij(x)dx—ff(x)dxzjj f(x)‘dx+f‘f(x)‘dx=Jj‘f(x)‘dx.

Pentru cazul b) aria figurii hasurate este egal cu aria(A,)+aria(A,)+aria(A,)
=)' F () ae= [P () [ f () ae=[] | (e [
+J-f2‘f(x)‘dxzjj‘f(x)dx‘.

in concluzie, daca f: [a,b] — R este continua, atunci aria multimii A delimitata de

£ (x)|dx+

graficul lui f, axa Ox sidreptele x =a, x =b este egald cu

aria (A)= J.b

a

f (x)‘dx

Pentru calculul integralei se expliciteazi | f (x)|, x€ [a,b].

Exemplu. Si se calculeze aria multimii A determinate de graficul lui
f(x)=x(x-1)(x-2), axa Ox si dreptele x =0,x =2 (Fig. 7).

2
R. Aria ceruta este egald cu aria(A)= I|f(x)|dx, unde|f (x)

| {x3 -3+ 2x, X€ [0,1]
0

—(x3 —3x% + Zx), xe(1,2] ’

+

=
B
N | =

1 2
Deci aria (A)=aria(A))+aria(A,)= '[()c3 —3x7 + 2x) dx—J.(x3 —3x%+ 2x) dx =
0 1

4) Aria regiunii cuprinse intre doui curbe si dreptele x =a, x =b
a) Curbe nesecante situate deasupra axei Ox

Fie f,g:[a,b]—>[0,) si f(x)=g(x),V xe[a,b] (ceea ce Inseamna ci graficul lui

f este situat deasupra graficului functiei g) (Fig. 8 a)). Multimea de puncte situate
intre graficele celor doua functii si dreptele x=a, x=» o notdm prin

Ff,g :{(x,y)|a <x<b, g(x) <y Sf(x)} JAtunci aria(l“f,g):aﬁa(rf)—aﬁa(rg):
b b

—aria(A)-aria(A,) = [ £ (x) ds— [ g (x) dv= [( £ (1)~ 8 () de=[| £ (x) - g (5]

a a
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y T y=f(x) VA y=f(x) VA

a) b) ©)
Fig.8

b) Curbe nesecante oarecare

Vom ardta cd dacd f,g:[a,b] > R sunt continue cu f(x)2g(x),Vxe [a,b]

(graficul lui feste deasupra graficului lui g) (Fig.9), atunci
b

aria (Ff,g):I(f(x)—g(x))dx:I|f(x)—g(x)| dx.

a

A A

y=£ (%) Y

a) b)
Fig.9

Intr-adevar, alegem un numar pozitiv ¢ suficient de mare astfel Tncat

0<g(x)+c< f(x)+c,Vxe[a,b] (am translatat graficele in lungul axei Oy cu ¢ >0,
b

Fig. 9b)). Atunci aria (T, .. )= [ (£ (x)+¢)=(g(x)+c)]dx=

[l st ol )

In general, dacd f,g:[a,b] — R sunt continue, atunci
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an’a(l“f’g) zﬂf(x) —g(x)| dx.

a

Exemplu. Si se determine aria inchisi de parabola y = x? si dreapta y =2x (Fig. 10).

YA R. Fie f(x)=2x,g(x)=x". Se determini punctele

4 b-ZZ - de intersectie ale curbelor, rezolvand sistemul

_ .2
{y B : . Se obtin solutiile (0,0) si (2,4). Aria ceruti
y=2x

2
este aria (I"f,g) =‘ﬂ2x—x2‘dx .
0

Cum ‘2x—x2‘=2x—x2 daci xe [0,2], gisim

an'a(rf,g)=_:[(2x—x2)dx=[x2_x?3]

\ 4

()
N ————— ——=
=

2

4
3

Fig.10 0

¢) Curbe secante oarecare
Daca graficele functiilor f,g — [a,b] — R, continue se intersecteaza intr-un

punct (Fig. 11), atunci aria (Ff,g):aria (A)+aria(Ay)=|(f(x)-g(x))dx+

Q —y

+f (g(x)—f(x))dx=j|f(x)—g(x)ldx+j|f(x)—g(x)|dx=j|f(x)—g(x)|dx Ana

log, se procedeazi dacd sunt mai multe puncte de intersectie ale graficelor. In Fig. 12

sunt doud puncte, iar ‘”"“(Ff,g):I|f(x)—8(X)|dx=jl(f(x)—g(x))dx+
+fz(g(x)—f(x))m [(£(x)-g(x))ax.

b
Deci aria (F fie ) = ﬂ f(x)-g (x)| dx . Pentru a calcula integrala se expliciteaza

a
modulul.
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| | |
| | | [
iy=g(x)i i |y | N
' . . ! | il .
0| a c b x 0| a o ap X "x
Fig.11 Fig.12

Exemplu. Si se calculeze aria figurii plane cuprinse intre graficele functiilor

2
f(x)=—x7+2x si g(x)=x-6x%+9x.

R. Graficele functiilor f,g 1n acelasi reper cartezian sunt date in Fig. 13. Coordonatele punctelor

y= x> —6x% +9x
1n care se taie cele 2 curbe sunt date de solutiile sistemului 2 . Gasim usor

X
=——+2x
Y 2

7

solutiile: (o,o),(z,z),(a,g) Avem aria(T; )= ||f(x)—g(x)|dx unde

Sl

g(x)—f(x),xe[O,Z] o 5
|f(X)—g(X)|= F(x)—g(x), xe (2,2} . Deci aria (Ff’g)z.([(g(x)—f(x)) dx+

192°

+j(f(x)—g(x))dx=ﬁ
2

Exemple cunoscute. 1. Aritati cd aria cercului de ecuatie x2+y2—R*=0 este egali cu

R R
7R* y=\/R2—x2,xe[—R,R];aﬂa:ZIVRZ—xzdx=4I R?—x%dx |.
iy 0

2 2

s = e .. . X "
2. Aritati ca aria elipsei de ecuatie —-+ 2 _1=0 este egali cu 7zab .

a b*
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Probleme rezolvate

1. Si se calculeze aria multimii I', ,

a) f(x)= —x/;,g(x) =Jx,xe [0,4];b) f(x)=x%g(x)=x*xe[0,1];

c) f(x)=—1+\/ﬁ,g(x)= 1-x2.

R.In Fig.14 avem graficele functiilor f,g . Ni se cere aria figurii hasurate. Avem:

t_n

(\/}+\/})dx=2i\/}dx=§\/x70 =

Aria (T )=

O —

VA VA

=V

\ 4

Fig.14 Fig.15

b) Graficele celor doua functii sunt date in Fig. 15. Aria figurii hasurate este

Ar1a ng =j.(x —-X ) [%—%]
0

1
Observatie. Aria (F f.e ) = ”x2 - ‘dx , lar
0

xz—x3,daca“1xz—x3 ZO,xz(l—x)ZO

3

‘ 2 3‘:
X —x2,dacéx2—x3<O,x2(1—x)<0

Cum x*(1—-x)>0 implicd x<1, deducem ci ‘xz —x3‘=x2 —x* pentru x€[0,1].

Altfel. Se determina punctele de intersectie ale curbelor y = X2, y= X, prin rezolvarea
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. . . 1
acestui sistem si gasim punctele 0(0,0), A(1,1). Apoi pentru x=_¢e [0,1], avem

f(%j =%< g(%j =% . De aici deducem cd f(x)< g(x),Vxe[0,1] si deci aria

1
ng :I(x -
0

¢) Din y=-1+ \/: rezultd y+1= m , 1ar de aici prin ridicare la patrat
(y+ 1)2 =2—x% sau x> + y2 +2y—1=0, care este ecuatia unui cerc cu centrul in
C(0,-1)e Oy sideraza r=+/2.

h De asemenea, y :m di x* + y2 —1=0, care

—

y
este ecuatia cercului unitate. Primul cerc imparte
cercul unitate in doud portiuni. Ni se cere aria
portiunii hasurate (Fig. 16) pentru care g > f . Deci

Y
0 graficele celor doud functii sunt arce din cele doud
cercuri. Zona hasurata se numeste lunula lui
Hipocrat.
1
C(0,-1 .
@D Aria (Ff’g):J‘(\/l—x2+1— 2—x2)dx=1.

Fig.16 °

Aria portiunii (nehasuratd) cuprinsa intre cele doud cercuri este egald cu aria cercului
unitate 7 din care se scade aria portiunii hagurate. Avem: 7 —1.

Altfel. Din conditiile 2—x* >0,1-x*>0 rezulti xe [-1,1].

=V

Se determina punctele de intersectie ale curbelor y =-1+ \/ 2—x2, y= \/ 1-x? prin
rezolvarea acestui sistem.

Egaldm membrii drepti si se obtine ecuatia irationala —1+ \/ﬁ = m cu
solutiile x; =—1, x, =1. Deci punctele de intersectie sunt A(1,0), A'(~1,0). Pentru a
vedea pozitia curbei lui f n raport cu g se calculeazd f(x,), g(x) unde x,€[-11].
Pentru x, =0 rezulta g(0)=1> f(0)=-1+~/2. Deci pe [-1,1], g(x) > f (x) si aria

1

(rf,g):j(g(x)-f(x))dx.
-1
2. Sa se calculeze aria multimii cuprinse intre curbele de ecuatii:

a) y? =4x, y=2x;b) y* =8x,x> = y;¢) y* =8(2-x), y* =24(2+x).

R. a) Se determina mai 1ntai punctele de intersectie ale curbelor: y2 =4x, care
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reprezinta o parabola cu vérful in 0(0,0), avand axa Ox ca axd de simetrie si
y =2x, care reprezintd ecuatia unei drepte. Pentru aceasta se rezolva sistemul format

y2 =4x

b Se gasesc solutiile(x, =0, y; =0), (x, =1, y, =2) (Fig.17).
y=ax

din ecuatiile curbelor{

YA

2~ she2x

) 1 x
y=2x \

Fig.17

Se considera functiile £, g:[0,1] = R, f(x)=2x, g(x)=2x. Atunci
1 1
. 4 [3
aria (I'; , )= |(2Vx —2x|dx=—
! (f»&) E').(\/; x)x 3\/x—0
b) Se determina punctele de intersectie ale celor doua parabole prin rezolvarea
2

:——1:—_

2‘14 1
0 3 3

- X

sistemului format de ecuatiile curbelor: {y x. Se gasesc punctele
y=x

0(0,0), A(2,4) (Fig. 18).

Acum se considerd functiile f,g:[0,2] 5> R, f(x)=x,g(x)= 22x .

2
2 3 32
42 =
Arla ng J‘2\/il - T[xz _x
0

3

1688

3 3 3

0

¢) Curba y* =8(2—x) reprezinti o parabola cu varful V (2,0) avand ca axd de
simetrie axa Ox , iar curba y? = 24(2 + x) este de asemenea o parabola cu varful
V'(-2,0) ce are ca axa de simetrie tot axa Ox (Fig.19).
L ) y7=8(2-x) . . .
Solutiile sistemului reprezinta punctele de intersectie ale curbelor. Se
y? =24(2+x)

gasesc A (—1,@),A2(—1,—\/ﬁ).
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Figura a cérei arie se cere este simetrica in raport cu axa Ox . Deci este suficient sa
gdsim aria portiunii hasurate si apoi prin dublare sa determinam aria ceruta.
Consideram functiile

f,g:[—2,2]—>R,f(x)=‘/24(2+x),
g(x)=4/8(2—x). Aria regiunii hasurate
-1 2
,este [ 242+ x)dx+ [ [8(2-x)dx=
2 -1
1616 326
3

=——— Aria totala este egala cu

Probleme propuse
1. Si se calculeze aria multimii I'; in cazurile: 1) f(x)=¢",x€[0,1];

f(x)=2x+1,xe[1,3];3) f(x) =x72,xe [L2];9) f (x)=x*+3,xe[-1,1];

5) f(x)=3xz+2x+1,xe[—1,2];6)f(x)=x4 xe[L4];7) f(x)= ,xe[1,2];

+1’

1
x(x+1)
8) f(x)=%,xe [4,9];9)f(x)=2«/;+1,xe [0,1];10) f (x)=~2x+1,x€[0,1].

2. Sa se determine aria regiunii cuprinse intre graficul functiei si axa Ox in cazurile:

a) D) f(x)=-x,xe[0,1];2) f(x)=x-1Lxe[-2,0];3) f(x)=—Vx -1, xe[0,1];

4) f(x)=x"-45) f(x)=9-x%6) f(x)=x(x-1);7) f(x)=x>-5x+6;

b) 1) f(x)=2x+1xe[-1,0];2) f(x)=x"-1,x€[0,2];3) f(x)=x"-3x+2,xe[0,2];
4) f(x)=x"-1,x€[0,2];5) f(x)=x(x-1)(x +1);6) f(x)=cos x,xe [0,7] .

3. Sa se calculeze aria multimii ", , in cazurile:

al) f(x)=2,g(x)=5xe[2,4];2) f(x)=1,g(x)= xt+2,xe [0,2];3) F(x)= x2,
g(x)=x-Lxe[0,1];4) f(x)=4-xg(x)=3x,x€ [—1,1];5)f(x)=\/;,g(x)=2x,

xe [0,%];6)]‘():)=ex,g(x)=e_x,xe [0,1];7)f(x)=i2,g(x)= x,xe[1,3];
x

8) f(x)=|x|,y=Lxe[-L1];9) f(x)=x"+1,g(x)=3-x,xe [-2,1];10) f (x) = x?,
g(x)=2-x%1D) f(x)=x*+Lg(x)=-x>+412) f (x)=2",g(x)=4"x=1;
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2
13) f(x) = x21+1,g(x)=x7;14)f(x):%,g(x)=3—x;15)f(x)=\/;,g(x)=\/4—3x;
16) f (x)=sinx,g(x)=cosx,xe [%,%]

b) D) f(x)=xg(x)=2x;2) f(x)=x%g(x)=x,x€[0,2];3) f(x) = x* - 6x* +9x,
g(x)=—%x2+2x;4)f(x)=x3 —6x% +9x,g(x)=x*-5x+8;5) f(x) =x%, g(x) =—x> +3x7,
xe[0,3];6) £ (x)=x*—x,g(x)=—x’+x*7) f (x) =sinx, g(x) =cosx, x € [0,27] .

4.1) Parabola y*> =2x imparte interiorul cercului x>+ y?—8=0 in doui regiuni ale ciiror

arii se cer.
2) Sa se determine aria suprafetei plane determinati de parabolele y = x2,yt=x.

3) Si se determine aria mirginiti de elipsa x> +2y* =1, parabola y*>=x +1 si dreapta

x=0.
< . . . 2 x
4) Si se determine aria determinati de y =— si dreptele y =2x,y = e
x

5. Pentru ce valoare a lui a, aria mérginita de parabola y = a’x? +ax +1 , axa Ox si dreptele
x=0,x =1 este cea mai mica?

1
6. Pentru ce valoare a lui a >0, aria delimitati de curba y = % +— , axa Ox si dreptele

x

Xx =a,x =2a ia cea mai mica valoare?

2. Volumul corpurilor de rotatie

O altd aplicatie a calculului integral (a integralei definite) o constituie determinarea
volumelor unor corpuri obtinute prin rotatia unor suprafete Tn jurul unei axe de
rotatie.

Corpurile astfel generate se numesc corpuri de rotatie.

A _V A
y a ‘
|
) | |
\’*g i | R
Iy : 0 i x
| > z |
0 h A x }
a)
Fig.20 b)
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A yf(x) B

b)

Fig.21

Séa consideram segmentul [OB] ( y=f (x)) si regiunea determinata de acesta, axa

Ox si x=h. Este o suprafata triunghiulara pe care o rotim in jurul axei Ox cu 360°. Se
obtine conul din Fig. 20.b). In Fig. 21.a) segmentul [AB]( y=f (x)) delimiteaza cu
axa Ox si dreptele x =a, x = b regiunea hasurata. Prin rotirea ei 1n jurul axei Ox cu

360" se obtine cilindrul din Fig. 21.b).
Mai general are loc urmatoarea

Definitie. Fie f:[a,b] —[0,-) o functie continud. Multimea

C; ={(x,y,z)e R3‘m3f(x),a3xsb} ,

se numeste corpul de rotatie determinat de functia f sau corpul obtinut
prin rotirea subgraficului lui f in jurul axei Ox cu 360° (Fig.22).

Mustram, si Tn acest caz cele doud modalitati de determinare a formulei care da
volumul corpului de rotatie C; .

Yy W
y y
ATATAT A TATA N T
0
/ x
<
— M= —Ax — A —
Fig.22 Y Fig23 1 ©
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Volumul ca primitiva a unei functii

In Fig. 23.a) AV este volumul corpului
generat prin rotirea subgraficului lui f pe

[x, x+ Ax] In jurul axei Ox cu 360°.
Au loc inegalitatile

Ty ax <AV <71 y+4y)’ Axunde 7y ax
este volumul cilindrului din Fig. 23.b),
iar 77(y+Ay) Axeste volumul

cilindrului din Fig. 23.c). Am Incadrat
astfel volumul aV intre volumele a doi
cilindri.

. . AV .
Deaici 7y’<=—< 7r(y+Ay)2 . Daca
AX

Ax — 0 (adica creste numarul

cilindrilor), atunci AV - ﬂ si
Ax dx

Ay — 0. Deci ;ﬂ = 7ry2 , adica
X

V= Iﬁyzdx.

Cu un rationament similar celui de la
arii se obtine

b
V=ﬂjf2(x)dx.

Are loc urmatorul rezultat.

Volumul ca limitia a unui sir de sume
Riemann

Sa consideram sectiuni perpendiculare
pe axa Ox. Atunci acestea au forma de

disc de arie 7f*(x;),i =1,n, unde x;
sunt punctele de diviziune ale
intervalului [a,b] (Fig.22). volumul

corpului poate fi aproximat printr-o
suma de volume de cilindri de raze
f(x;) si inaltimi Ax =

X — Xy

Volumul total V se aproximeazd prin
V=YaV=xY f*(x)Ax (care este o
suma Riemann).

b
De aici V = ﬂjfz (x)dx.

b
2) vol (C;)=x[ £*(x)dx.

Teoremai. Daca f :[a,b] —[0,0) este o functie continud, atunci
1) corpul de rotatie determinat de f are volum;
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Exemple cunoscute. 1. Volumul unui con circular drept de razi R si iniltime & se obtine

R
prin rotatia subgraficului functiei f (x)=;x,xe [O,h], in jurul axei Ox (Fig.24) si are

ZR*h
—

B R
valoarea V = ﬂj.yzdx = ﬂ?.l'xzdx =
0 0

Fig.26 Fig.27

2. Volumul sferei (bilei) de razi R se obtine prin rotatia subgraficului functiei
f (x) =VR?-x? ,XE [—R,R] (semicerc) in jurul axei Ox (Fig. 25) si are valoarea

V=nlf (Rz—xz)dx=@
-R

3. Volumul unui trunchi de con de raze r, R si iniltime & se obtine prin rotatia subgraficului

functiei f(x)= R-r

x+r,xe [O,h] in jurul axei Ox (Fig. 26) si are expresia
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Probleme rezolvate

1. Sa se calculeze volumele corpurilor de rotatie determinate de functiile:

0 70020 R s ()=25 20 1[0 F [ R () =ossio o 0 [ R,

f(x)=arcsinx;d) f :[0,1] 5 R, f(x)=xe";e) f :[Le] o R, f(x)=xInx;
HFi[-22] R, f(x)=|x-1-|x+1].

v
) z
R. a) Avem: vol(C, |=x 2x—x2 dx—m—” b)vol(C, |= 2 cos’ xdx—ﬁ—2
f f 4
0 0
1
2 1
9) Vol C i arcsin’ xdx =1 —+ﬁ—1 ;d)vol(C 2ezxdx=£ 2 -1);
/) 7" 6 s 4
0 0

€ 5¢° - 2)7[ 32 T

e) vol(C,)=7 lenzxdx=(— vol(C ddx+ | 4xPdx+ | ddx | ==

) vol(C) ! 57— (cy) fz _fl f 3

2. Sa se determine volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul lui Ox a mulpmn mairginite

3
de cercul x?+ y2 =1 si parabola y2 =Ex .
R. Punctele de intersectie ale cercului cu parabola se obtin rezolvand sistemul
2,2
X"ty = =1 1 \/’

, cand obtinem A| —,— |, ﬁ (Fig. 27). Se considera functia
2_3 '
y° = 5 X 272 27 2

,/zx,xe 0,l
2 2

\ll—xz,xe (%1}

f:[01] >R, f(x)= . Avem vol(Cf)=7rj.f2(x)dx=

Probleme propuse

1. Sa se calculeze volumele corpurilor de rotatie determinate de functiile:

1) f(x)=sinx,xe[0,7];2) f(x)=e,x€[0,2];3) f(x) =;,xe [1L4];9) f(x) =x2xe [0,3];

5)f(x)=x2 +1,xe[2,5];6) f(x)=x(x-2),xe [0,2];7)f(x)=x/x—+1,xe [0,3];
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8) f(x)=xv1-x,x€[0,1];9) f(x) =\/1—%/?,xe [0,1];10) 1 (x) =x? -3|x|+2,xe[-1,2];
1) f (x)=|lx-1-2/,xe[0,3].

2. Sa se determine volumul corpului obtinut prin rotatia regiunii, in jurul axei Ox , cuprinse
intre curba si axa Ox in fiecare din cazurile:

D f(x)=(x+1)(x=3);2) f(x)=1-x%3) f(x)=x?-5x+64) f(x)=x>-3x.

3. 1) Regiunea din plan delimitati de arcul de parabola y2 =4x , axa Ox si dreptele
x =0,x =4 se roteste in jurul axei Ox. Sa se determine volumul corpului de rotatie.

2) Cercul x2+ y2 =9 se roteste in jurul diametrului care coincide cu axa Ox. Sa se

determine: a) volumul segmentului din sfera determinat de doui plane perpendiculare pe Ox
duse la 1 si respectiv 2 unititi de centrul sferei, de aceeasi parte; b) volumul calotei sferice
determinate de un plan situat la doui unititi de centrul sferei.

3) Sa se determine volumul generat prin rotatia elipsei x*+4 y2 =16 in jurul axei mari.

4) Hiperbola echilateralid xy =1 se roteste in jurul axei Ox. Si se determine volumul corpului
obtinut prin rotatia arcului cuprins intre x =1 si x=4.

5) Si se determine volumul corpului obtinut prin rotatia, in jurul axei Ox, a regiunii comune a
parabolelor y2 =4x, x2= 4y .

4. Sa se determine volumele corpurilor obtinute prin rotatia in jurul axei Ox a multimilor
marginite de curbele:

Dy=x,y=x%2)y=dx,y=x%3) y=xt y=Vx;4) y=V2x,y =2(x-1);

5)y=\/;’xe[0’8]’y=m’xe[4’8]'
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REZUMATUL CAPITOLULUI

Definitii. Explicitare. Notatii Exemple
Proprietati
f :[a,b] » R admite primitive
F :[a,b)] > R o primitivi a lui f 1 31
2 x 1
b xdx=—| ==
not b I 3
Integrala J.f(x)dx=F(b)—F(a)=F(x)‘ . 0
definiti a lui |} R
Newton b I sinx dx = —cos x\_ll =—cosl+cosl=0
Numarul I [ este integrala definita |y
a
a functiei f pe [a,b] .
[ este integrabila Riemann pe
a,b| daca VD,e D cu 1
[ ] n [a,b] f:[o,l]—)R (x)=_
. n) n) x+1
HD,,H —0(n > ), si Vf( =| &
"/ p,=[0 L2, "1y Ip, H—l—m
puncte intermediare, sirul nn’ o )R ’
(O’D (f 4 (n) )) este convergent la
! n (n)_(12 n_ ( ("))
Integrala  jcelagi numir real. Acest numir se ¢= (n " 1)’ o\f¢
definita pentru
f:[a,b]—)]R,JnoteazaJ.f )dx si se numeste =Zn:f(§-)(x x: )=1 O | _
. . y i i i-1 n i
continua a i=1 i=1— 41
integrala definiti a lui Riemann pe n
a,b| . Deci n L |
[ ] =Z_L.Avem lim - =
oitn n—e i+ n
If )dx = llm O'D (f,.f(")). 1
= B n(x+ 1), =In2
Daca [ este continua, atunci cele 0 1+
doui tipuri de integrali definit:i
coincid.
b 1 1
Reguli de ,”: ]dx ,[f )dx + I(x +f)dx=jx2dx+jfdx—
integrare |a 0 0
1
1) Integrala +j g(x dx (Integrala sumei este _ 3 _
sumei T3 3
egala cu suma integralelor) 0
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b b
1
2) Factor jcf(x)dx=cjf(x)dx 12 _21 2 X% 1
constant |q a J"xdx—gfxdx—g'j 5
(Constanta iese de sub integrali) 0 0
b b 1
[u(x) (x)dre=u(x)v(x) - |1 [xe* dx
a a 0
b u=x u'=1
=
3) Integrarea —_[v(x)u'(x)dx sau scrierea v'=e* |v=e
prin parti
a 1
1 1 1
b by I=xex‘0—J'e dx =xe*| —e .=
diferentiali J.udv=uv —Iv du 0
a a @ (e-1)=1
1 3
I=[x"2"dx
0
b) 3 2
4) Integrarea b , a( u=x"=du=3x"dx;
prin substitutie If(“(x))“ (x)dx = J. f(t)dt, 20 Tu—o
(sau schimbare| ¢ u(a) [ 1 :>[ 1
de variabili) t=u(x) x=1 |u=1
1 u !
I=lIZ"du=l-2— -1
3 3 ln2O 3In2
oo 25262 e
fogn 2x—3e*|dx =2 xdx-3| e¥dx =
Proprietati
ale integralei I ( £ (x)+ Be(x dx aJ. fx -1 -1 -1
definite
)d R —2‘13&‘ 0-3[e-1]=31
1) Linearitatea +ﬂIg %, @ Be LT LTI )T
2
-1L,x21
b I=I|x—1|dx,|x—1|={: * )
2) Aditivitatea | | / (¥)dx = I f(x dx+f f(x)de, |y il
la interval | ¢ 1 2
€ (a,b) Relatia lui Chasles | =>I=[(1-x)ds+[(x—1)dv=—+-=
0 1
Aria regiunii
determinate de| f :[a,b] >R continui. Atunci f(x)=x(x-1),a=-1,b=2
graficul
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functiei f, axa
Ox si dreptele
x=a,x=b,a<l

b
Aria =I|f(x)|dx

f(x)20,xe[-1,0]U[1,2], f (x) <0,
x€[0,1]. Atunci: Aria= ]! S (x)dx -

1 2 5_1
—If(x)dx+jf(x)dx=g+

0 1

f(x):xz,g(x)=x

in jurul axei Ox|

Aria delimitata r—x2 xe [ 0 1]
de graficele ) . _ = ’ ’
functiilor f,g f,g:[a,b]:)R continue. Atunci: |f(x) g(x)| {xz—x,xe (1,2]

si dreptele 1 2
- - Aria= -
Tt . £|f(x) e Aria= [ (- x?)dv+ [(x? - x o =
0 1
6 6
Volumul
corpului
generat de f:[01] >R, f(x)=x?
rotatia b 2 1
subgraficului V=x If (x)dx 1 4 2
functiei a V=7zjx dx=7t? =3
f:[a,b] >R 0 0
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Teste de evaluare

Testul 1

Varianta A

1. Fie F:]R—)]R,f(x):e_xz,iarF,G:]R—)]R

doud primitive ale lui fpe R. Si se
stabileasci relatia de ordine intre numerele

F(M)—F(M), G(2008)—G(2007).
2. Unde este eroarea? Pentru x =0, avem
Todr

A - . >0,
e In(1+x)—In2,(1). Pentru ¢ >0

1
avem: 1+t <1, iar de aici prin integrare pe

X
[1,x] se obtine Ii <x-1,(2).Din (1) si
11+t

(2) rezultid In(x +1)—In2< x —1. Punind

in ultima inegalitate x =0 se obtine In22>1,
adica 22e!
3. a)Sa searate ca Vne N,n2>2, avem

inegalititile:

1 1 1 1 1 1
—+—+. + <lhn<l+—+—-+.+——
2 3 2 3 n-— 1

b) Aratati ca suma ariilor portiunilor
hasurate situate deasupra curbei este data

deC, —Inn.

1
=1+—+..+
2

n-—

YA

0

Daci n — oo, atunci C,, — ¢ , unde c este
constanta lui Euler (¢ =0.577,ce R-Q).

¢) Utilizand ratiuni geometrice aritati ca

1
—<c<l1.
2

Varianta B

1. Fie F:R—>R, f(x)=sinx?, iar
F,G:R—R doui primitive ale lui f pe R.
Si se stabileasci relatia de ordine intre

numerele F (%)—F (0),G(%)—G(0) .
2. Unde este greseala? Si se calculeze

2,
T ax

I —— . Substituim ¢ = tgi . Deci
0 3+cosx 2

1 =tg0,t, =tgzw =0 si integrala devine
2z

dx ‘I’dt

= =0,(1) . Pe de alta
£3+cosx 02+t2 »(1) - Pe de alta

1 1
e ———>— sideci Id—xz
3+cosx 2 3+cosx

7,(2). Din (1) si (2) rezulti 0 > 7!

3. a)SasecalculezeI 3,neN nx2;
1x

b) Aritati ca suma ariilor dreptunghiurilor
hasurate din figuri este mai mica decat

1)
2 n?

YA

0

21 3
¢) Deduceti inegalitatea » —<=.
ik 2
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3- x,er

4. Flefunctlaf R—)R f( ) R-
)
xXe Q

Si se studieze integrabilitatea lui f pe [0,1].

5. Se consideri functia f:R - R,

Z4x+1)e*,x20
f(x=(x * )e =0 sise

xIn(-x)+1,x<0

1
calculeze I f(x)dx

6. Si se calculeze limita sirului (a,,) cu
n
1
a,=n
21 (n+k )2

1 1
8. Fie 10_j7j’i4 L=
0

Sa se arate ca
1
a) 7In+1 +4In =n_+1;
b) sirul (I n) este descrescator;

c) L;‘v’ne N*;
n

———<1I,<

11(n+1)" "

d) 1im2(1,,+21,,+...+n1,,)=1.
n—e« n

9. Fie f:R — R o functie continui cu

1
—— . Sa se arate

1
proprietatea | f (x)dx
{ " 2007

ci existi ce (0,1) astfel incat f(c)=c".
x2 t3
I xe dt

10. S se calculeze: lim -2 -
x>0 sin” x

11. Sa se determine aria cuprinsa intre
parabolele y = x?, y> =8x.

4. Fie functia f:R > R,

1
—x>0
x

f(x)={x+1,x<0.Si se studieze
1L,x=0

integrabilitatea lui f pe [-1,1].

5. Se consideri functia f:R - R,
(xz +1)lnx, x21

flx)= x¥-2x+1

x2+1

. Sa se calculeze
,x<1

If(x)dx

6. Sa se calculeze limita sirului (a") cu

n

7. Sa se determine a > (0 pentru care

]I'(sz —4x+2)dx <a.
0
dx

1
8. Se considera I, = jz—’
0 X +6x+10

n
d. *
I, =J'2x—x,ne N . Sa se arate ca:

p X +6x+10

1

n+1
b) sirul (I n) este descrescator;

a) I, .,+6I, ,+10I, =

1
O 171,,<—<171,,Yn>1;
) n+2 n+1
O —1 <1 c—1 _vusa;
17(n+1) 17(n-1)

34
e lim—(I,+2I,+..+nl,)=1.
n
9. Fie f:[0,1]—> R continui cu proprietatea

If(x)dx=a+22b

0
ce (0,1) astfel incat f(c)=ac+b.
10. Sa se calculeze:

. Si se arate ca exista
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2% 2
lim xe™™* Ie’ dt

x—eo
0

11. Sa se determine volumul corpului
obtinut prin rotatia subgraficului functiei

f:[0,1] >R, f(x)=xe" in jurul axei

Ox .
Testul 2
Varianta A Varianta B
1. Utilizind sume Darboux inferioare si 1. UtilizAnd sume Darboux inferioare si
2

d.
superioare si se arate ca 0,5 < I—x <1. superioare sa se arate ca 0,6 <I - 7<1.

x x?

5 2
2. Se stie ca: If dx 3, If dx 2, 2.Se stie ca: If dx 5, If dx 3,
1 1

}f( )dx =5. Si se calculeze: I)If x)dx ; if( )dx =2. S se calculeze: 1) If x)dx;
1 3

3
2)jf dx,s)jf dx,4)jf 2) [ f(x)dx; 3)If )dx; 4)jf

2

3. Se consideri f:[0,1]] >R, f(x)=x", peN" | 3-Se consideri functia f :[0,1] >R,

S =%/x,pe N, p22 si sumel
si sumele sn=12f(£J Zf( ) f(x) \/;PG p si sumele
M=o \M ng

1= -1
1) Utilizand definitia integralei definite ca ;l;)f ( ) ”kz1f ( )

arie, aritati ¢i s, < j f(x)dx<S,,Vne N. 1) Utilizand definitia lntegralel definite ca

arie, aratati ca s, < I f(x)dx<S,,Vne N°.

1 *
2)Sasearatecia S, —s,=—,Vre N . 0
n 5 5 1 .
1P 42 4 tn? 1 2) Sa se arate ca S,,—s,,-;,VneN .
3) Deduceti ca lim e =
e n p+l oo 1482448 p
YA 3. Deduceti ca lim = .
n—oo n{’/; p+1
YA P—
fx)=\Nx;p=2
f)y=x73p=2

=V

=|N F——————

I

I

I

I
1

n

219



4. Se consider3i integralele (I n) , unde

1 1
I, =I\/1+t alI, =I’"V1+t dt,veN".
0 0

1) Sa se calculeze I, 1,.

2) Aritati ci sirul (1) este descrescitor.

V2

SlnSn—H,VIIG N*SI

3) Aratati ca
n+1

determinati lim I, . 4) Demonstrati ci
n—oo

0<V2-Vi+r< (1-1)/3/2,te[0,1] si
deduceti ca L L+ ! SI"_£
\/5 n+l n+2

n+1
Calculati limnl1,.
n—oo

5.1) Sa se determine a,b,c € R astfel incat
1 a b c
(x+1)(x +2)(x+3)

1

2) Fie f :RSR, f(x)=

Si se calculeze: a)j dx,
e*

,a>0 b)jf

_kzlf(Zk 1)

6. Si se arate ci daci f:[0,1]] > R este o

¢) lims, ,unde s, =
n—yoo

functie continua si existi ne N” pentru care

1
j f(x)dx= 1+ + .+ —, atunci exista
n

1-c¢"

€ (0,1) astfel incat f(c)=

2n+1

7. Sa se calculeze lim n
n—oo

x3dx

4
., 1+x

n
4 2
cos” x dx
8. Fiel(a@)= — 5 5 @€ R-{11,0
-([sm 2x+0lcos’x’ {10}
Si se calculeze lim I (@) .
a—1

9. Sa se determine functia derivabila
J :R—>Rcu proprietatea

+ + .
x+1 x+2 x+3

(e" +1)(e" +2)(e" +3) '

1.1 -1)"
L) cu u”=1_§+§+'"+§n31

ke
1+¢2

,Vte N, Vne N*.

4. Fie sirul (u

1) Si se arate ca

(l—t2 +tt (1)

_( 1)" t2n+2
1+1¢2
1 1 t2n+2

2) Deduceti ¢i u, — =(-1)
-([1+t2 -([1+t2

dt .

1

* _-(|;1+t2

1
<

3) Aratati ca < .
2n+3

4) Deduceti ca limu, =—
n—oo

5.1) Sa se determine a,b,c € R astfel incat

1 a + b + c
x+1)(x+2)(x+3) x+1 x+2 x+3°
(x+1)(x+2)(x+3)

1

2) Fie f :RoR, f(x)=

(e" +1)(e" +2)(e" +3) ’

dx
Sa se calculeze: a) J'x—,a >0;b) Aria
e +a

regiunii plane cuprinse intre graficul lui f,

. . F(x)
axa Ox si dreptele x =0,x =1.¢) lim———,
X—oo X
unde F este o primitiva a lui f pe R.

6. Fie f :[a,b] > R,a <b o functie continui

cu proprietitile f(a)>a’ si
b
3I f(x)dx <b*—a® . Si se arate ci existi

a

ce (a,b) astfel incat f(c)=c>.

2n+1 xzdx
7. Si se calculeze lim n® T
noee 3 1+x
n
z
4 sinx dx
8. Fie I(a) = I—z,ae R. Si se
o Sinx +a” cosx

calculeze limI ().
a-1

9.Fie f:[0,00) > R, continuii cu
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f(x)=x2+]£e_tf(x—t)dt
0
10. Fie f:[0,3] 5 R, f(x)=xv3-x.

1) Sa se calculeze aria suprafetei
determinata de graficul functiei si axa Ox.
2) Sa se determine volumul corpului obtinut
prin rotirea subgraficului functiei in jurul
lui Ox.

Testul 3 (grila)

Varianta A

1.Dacd f:R>R, f(x) =" are primitivele
F,G :R — R, atunci intre numerele
A=F(e)-F(1),B=G(e)-G(1)areloc
relatia: a)A<B' b)A—B' ¢c)A>B.

2. Daca I f(x )dx =3, atunci

j f(x

3.Daca f:R-{-1,0} >R,

)dx = 1jf
dx este: a)—2;b)2;¢)3.
x"(x2+1)+2

este egali cu: a) % +In2; b) % +In2;

f(x)=1lim

n—yeo

3
, atunci If(x)dx
2

c)§+ln2.
2

n 2
4. Limita lim
no=ii(n+k)

5 este egala cu:

3 3 .3
a)4, b)s; C)2-
T 2dx
5. Numairul ¢ pentru care I 3=
. (x + 1)

2x
1+x

t
proprietatea ca I f(t)dt= 5 - Se cere
0

£(0).
10. 1) Sa se determine aria multimii
cuprinse intre parabolele y2 =8x,y= x2.

2) Sa se determine volumul corpului obtinut
prin rotirea portiunii cuprinse intre cele
douai curbe, in jurul axei Ox.

Varianta B

1.Daca F,G:R — R sunt doua primitive
ale functiei f:R >R, f(x)= 3", atunci
intre numerele A=F(3)-F(2),B=G(3)-G(2)
are loc relatia: a)A>B; b)A<B; ¢c)A=B.

2Dacajf dx_3jf )dx =4,
j f(x)dx =2, atunci j f(x)dx este: a)4;
b) 5;¢)2.

5 ) L xn+2+xn
3.Daci f .[0,00)—>R,f(x)—:1_l)rl xn+1+2n

atunci I f

dx este egala cu: a) +In2;
b)5+ln2; c)—+ln2.

4.Limita lim — Zk\/" k" este egali cu:
= n*

a)2; b)1; ¢)3.
5. Numarul a pentru care

Fa a
12Isin 3xcos3xdx = J.d—); este egala cu:
1X

4
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S

0 x+3

5 este egal cu:a)a=1; b)a=0;

ca=-1.

2 % xdx
6. Daci A= [In(1+x)dx, B =
1 1 1+x
a)A>B; b)A=B; ¢)A<B.
e
7.Dacia I, =len"xdx,ne N, iar
1

a=limnl, ,atunci: 1)a) 21, -nl,_| =
n—oo

=e’; b)2l,+nl, =€’ )2, +nl,=1.

2)a)a=1; bya=e; c)a:ez.
2
8. Integrala Ixe‘x_l‘dx este egala cu:

a)2(e—1); b)2e—1; ¢)2e+1.
n+l

9. Limita lim j e'g/;dx este egala cu: a) 1;

n—eo

b)-1; ¢)0.

iln(1+t2)dt

10. Limita lim 2

x—0

— este egala cu:
sin” x

1 2
a) 5; b) 5; ol.
11. Aria delimitata de parabolele 3y = x2,
y2 =3x este egali cu: a)1; b)2; c) 3.

, atunci:

2 2 xdx
6. Daci A= [In(1+x)dx, B=|
1

1\/1+x’

atunci: a) A< B; b)A=B; ¢) A> B.
e
7.Daca I, =Iln”xdx,ne N’, iar

a=lim1,,atunci: 1) a)I, =e—(n+1)1,_;
n—oo

b)I,=e*-nl, ;;0)l,=e-nl,  (n22)
2)a)a=1; b)a=-1; c)a=0.

e
8. Integrala I|ln x|dx este egali cu:
1

e

- 2(e-1 2(e+1
a)? 2; b) (e ); © (e ).
e e e
n+l1
9. Limita lim I 3™ dx este egala cu:
n—oo
a)0; b)1; ¢) —co.
2

)] etz_ldt

sin? x

10. Limita lim este egala cu: a) 1;

x—0

1 1
b)—; ¢©) —-
e e
11. Volumul corpului obtinut prin rotatia
regiunii comune delimitate de parabolele
3y = x2, y? =3x, in jurul axei Ox este:
80z 81z

a)w; b) — )—

87r
nm’
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3. TESTE DE RECAPITULARE FINALA

1. TESTE PENTRU PREGATIREA EXAMENULUI DE BACALAUREAT

Testul 1 (10 puncte din oficiu) — Timp de lucru 3 ore
SUBIECTUL I (30 p.)

» Pentru intrebirile 1-5 scrieti litera corespunzitoare raspunsului corect pe foaia de examen.

A3 p.) 1. Cate numere de 3 cifre se pot forma utilizand numai cifre din multimea {1, 2}?
a)6;b)7;¢)8;d)9

A p.) 2. Cat este suma i+§+§+ +§ingrupul (Z6,+)? a) S;b) i;c) i;d) 0?
Y

A p.) 3. Cat este produsul 1.2.3....-6in corpul (Z7,+, ) ? a) 8; b) i; c) 3; d) 4?2

(3p.) 4. Cate solutii are ecuatia 2* 7 2%
a)l;b)2;¢)3,d)4.

A p.) 5. Care este probabilitatea ca un element din multimea {1. 2. .... 10} si fie numar par?
a) 0,4; b) 0,6; ¢) 0,7; d) 0,5.

in multimea numerelor reale?

» Pentru intrebirile 6-10 scrieti doar raspunsurile pe foaia de examen.

Se considera f:R — R, f(x)= x3 +1.
ABp.) 6. Cateste f'(x),xeR?
1
(3p) 7.Cateste [ f(x)dx?
0
A p.) 8. Cite puncte de inflexiune are graficul functiei f?

(3p.) 9.Cateste lim S®H=r,
x—1 x—1

X
3p.) 10.Cateste lim L“ Jf@®at?
X—=0 x "

» Pentru subiectele II-IV se cer rezolvarile complete.
SUBIECTUL 11
Se consideri patrulaterul convex ABCD in care AC (| BD ={0}.

-BD
(4p.) a)Sasearate ci daca AC L BD , atunci suprafata patrulaterului este egala cu ¢ .

(4p.)  b)Sisearate ci daci AC L BD, atunci OA% +0B? +0C? +0D? = AB* + CD?.

(4p.) c¢) Sasearate ci daci AC L BD , atunci AB? +cD? = AD? + BC?.

4p.) d) Si se determine x € R astfel incit sa avem egalitatea AB*=x+04% +OB* —20A-OBcosAOB.
(2p.)  e) Sisearate ci daci ABZ+CD? = AD? + BC? , atunci AC L BD.

2p.) f) Sa se arate ca daca suprafata patrulaterului ABCD este egali cu AC% ,atunci AC 1L BD.

223



SUBIECTUL III (20 p.)

Se consider3 o functie f:R—R, monoton crescitoare pe R , care verifici proprietatile f(x+y)=f()+f(y)
Vx,yeR si f(1)=1.

4p.) a) Sa se verifice ca f(0)=0.

4p.) b) Si se verifice ca f(—x)=—f(x),Vx ER.

“4p.) ¢) Utilizind metoda inductiei matematice, sa se arate ci Vn € N si Vay,ay,..a, ER
avem f(ay+ay+...+a,)= f(a)+ f(az)+..+ f(a,).

4p.) d) S se arate ca f [l] = l,‘v’n S N°.
n| n

2p.) e)Sasearateca f(x)=x,Vx€Q.
2p.) D Utilizand eventual faptul ci, pentru orice a <b,a,b €R, existi r € Q astfel incat
a<r<b,sasearateca f(x)=x,VxeER.

SUBIECTUL IV (20 p.)

Se considera sirurile (an )neN* a, =1 +%+ et l — ln[n + %], Vn € N* ,
n

1 1 1
(by) €N",b, =14+ +..+—+In|n+—|, VneN"
n 2 n 2
. .. . 1 3 1
si functiile f :(0,00) > R si g:(0,00) = R, f(x):T—ln[x +E]+ln[x+E] ,
x

1 5 2
xX)=———In|x+—|+In|x+—=|,Vx >0.
$=""1 [ 3] [ 3]

“4p.) a) Sa se calculeze f'(x), g'(x),x>0.

“4p.) b) Sasearateca lim f(x)=0 si lim g(x)=0.
X—00 X—00

4 p.) ¢) Sa se verificeca f'(x)>0,vx >0 si g'(x)<0,Vx >0.
2p.) d) Utilizand rezultatele de la punctele b) si c), sii se arate ca f(x) <0< g(x), Vx>0.

2p.) e) Sa se arate ca sirul (a”) este strict crescator si sirul (bn) este strict descrescitor.
1

2p.) fSisearateci 0<b, —an<6—,Vn€N*.
n

2p.) g) Sa se demonstreze ca sirul (a,,) este convergent si limita sa are primele doui zecimale

egale cu primele doui zecimale ale termenului a5 .
(Bacalaureat M, varianta 1, matematica-informatica, iunie-iulie, 2004)

Testul 2 (10 puncte din oficiu) — Timp de lucru 3 ore

SUBIECTUL I (30 p.)
» Pentru intrebirile 1-5 scrieti litera corespunzitoare raspunsului corect pe foaia de examen.

(3p.) 1. Care este restul impirtirii polinomului X> —1la polinomul X*+ X3+ X2+ X +1?
a)0;b)1;¢)-1;d) X.
A p.) 2. Cate submultimi cu 2 elemente are o multime cu 5 elemente? a) 15; b) 5; c) 20; d) 10.
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@p)
3 p)

3. Cat este suma i+§.+§+...+8 in grupul (Z7,+)? a) é;b) i;c) i;d) 0.

4. Care este probabilitatea ca un element al inelului Z;, sa fie inversabil fatd de

imnultire? a) 0,4; b) 0,3; c) 0,5; d) 0,6.

(3 p.) 5. Céte solutii reale are ecuatia 2¥ =3 2 a) 0;b) 1; ¢) 2; d) 3.

» Pentru intrebirile 6-10 scrieti doar raspunsurile pe foaia de examen.

Se consideri functia f : R — R, f(x)= e teo~

3p)
3p)

3p)
3p)
3p)

2x

6. Cateste f'(x),xeR?
7. Care este aria suprafetei plane cuprinsi intre graficul functiei f, axa Ox si dreptele x = 0
six=1?
8. Cite puncte de inflexiune are graficul functiei f ?
9. Cat este lim S)=7 O ?
x—0 X
10. Cate puncte de extrem local are functia f?

» Pentru subiectele II-IV se cer rezolvari complete.

SUBIECTUL II (20 p.)

intr-un plan se considera triunghiul ABC si punctele D,E € (BC) astfel incit BAD =CAE =«.
Daci XYZ este un triunghi, notim cu S yy; suprafata sa.

(4p.)  a)Si se determine numairul real x pentru care avem egalitatea S yy; = xAB-ADsina..
4 p.) b) Sa se arate ca SBAD *SBAE = BD-BE .
Scap*Scag  CD-CE
2
4 p.) c) Sa se arate ca SpaD - SpAE = AB 5"
Scap-ScAE  AC
2
4 p.) d) Sa se calculeze expresia m .
CD-CE-AB
2
2p.) e) Sa se arate ci, daci in plus, AE este mediani, atunci 2 = A—BZ .
AC
2
2p.) f) Sa se arate ca daca punctele M,N € (BC ) si M = AB ,atunci BAM = CAN .
CM-CN yc?
SUBIECTUL III (20 p.)
321 100
Se considerd matricele A=|6 4 2|,I3=(0 1 0| si B=I3+A.
9 6 3 0 01
(4p.) a)Sase calculeze determinantul si rangul matricei A.
1
(4p) b)Daci X =(2|si ¥ =(3 2 1) siisecalculeze matricea S=A—X-Y .
3
4 p.) ¢) Sa se verifice ca A2=10-A.
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_ 1
4 p.) d) Sa se arate ca matricea B este inversabila si inversa sa este matricea B 1_yg 3 _HA .

2p.) e) Si se giseasca trei matrice U,V,W € M3 ((C) de rang 1, astfel incat B=U +V +W .
(2p.)  f) Sdse arate ci oricare ar fi doui matrice C,D € M3 (C) derang 1,avem C+D =B.

SUBIECTUL 1V (20 p.)
X

Se considera functiile f,, :R—1R, definite prin fj(x)=1—cosx si f,1(x)= f Ju@)dt, VvneEN, VxeR.
0

4p.) a) Sa se verifice cd fij(x)=x —sinx,VxeR.
“p.) b) Si se calculeze f(x),x €R.

2p.) ¢) Utilizand metoda inductiei matematice, si se arate ca

2n+1 x2n—1

San+1(x) = (Zn +1)! — (2n — 1)! + et (—1)" %+ (—1)"—'—1 sinx, Vun €N, Vx €R.

4 p.) d) Sa se arate ci graficul functiei f; nu are asimptotii la oo .

n

2p.) e) Si se arate ca 0§fn(x)§2-%,‘v’neN,‘v’x>0

n

(2p.) f)Sisearateci lim ~—=0,Vx>0.
n—oo n!
3 5 2n+1
(2p.) g Sisearateci lim i_x_+x_+,__+(_1)"x—:sinx,vxe]R.
n—oo|1! 3! 5! (2n+1)!

(Bacalaureat, M1, varianta 3, matematica-informatica, iunie-iulie, 2004).

Testul 3 (10 puncte din oficiu) — Timp de lucru 3 ore.

SUBIECTUL I (30 p.)

» Pentru intrebirile 1-5 scrieti litera corespunzitoare rispunsului corect pe foaia de examen.
(3p.) 1. Cate solutii are ecuatia #2 =% ininelul Ze?2a)1;b)2; 0 3;d) 4.

A p.) 2. Cate elemente inversabile fatii de inmultire are inelul Zg ? a) 2;b) 3; ¢) 1; d) 4.

A p.) 3. Cat este C92 ?a)81;b)72;c) 36;d) 18.

A3p.) 4. Care este suma elementelor inelului Zg ? a) 1 s b) 6; c) i; d) 3.

A3p.) 5. Care este probabilitatea ca un element al multimii {1, 2, 3, ..., 10} s se divida cu 3?
a) 0,3; b) 0,4; ¢) 0,5; d) 0,2.

» Pentru intrebirile 6-10 scrieti doar raspunsurile pe foaia de examen.

Se consideri functia f:R — R, f(x)= x> —5x.
A3p.) 6. Cateste f'(x),xeR?

A3p.) 7. Cat este lim M ?
x—0 X
A3p.) 8. Cateste lim M ?

X—00 Xx
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(3 p.) 9. Cite puncte de extreme local are functia f?
1
(3p.) 10.Cateste [ f(x)dx?
—1

» Pentru subiectele II-1V se cer rezolvari complete.
SUBIECTUL II (20 p.)

in sistemul cartezian de coordonate xOy se considera punctele A(0,1), B(1,0) si C(1,1).

4 p.) a) Sa se calculeze lungimea segmentului AB.

4 p.) b) Sa se determine panta dreptei AB.

(4p.) c) Siasescrie ecuatia dreptei AC.

(4p.) d) Si se calculeze aria triunghiului ABC.

2p.) e) Si se giseasca un punct M in planul triunghiului ABC diferit de punctele A, B si C,
astfel incat lungimile segmentelor MA si MB si fie numere naturale.

2p.) f) Sa se giaseasca M in planul triunghiului ABC, diferit de punctele A, B si C, astfel incat
lungimile segmentelor MA si MB si fie numere irationale.

SUBIECTUL III (20 p.)
1 0 0 1 1 0 100
Se considerd matricele A=|1 —1 0;B=|0 —1 0|si I3=|0 1 0.
0 0 1 0 0 1 0 01

4 p.) a) Sa se calculeze AB si BA.

4 p.) b) Sa se calculeze determinatul si rangul matricei A.

@4p) ¢ Siseverificeci A2=B*=1;.

(4 p.) d) Sase arate ca matricea A este inversabila si sa se determine inversa sa.

2p.) e) Si se calculeze determinatul matricei X = A + A2 + .t A2004

2p.) f)Sisearate ci (AB)” =13,V e N'.

SUBIECTUL 1V (20 p.)
Se consideri functia f:R — R, f(x)= (x + 4)
“4p.) a) Sa se calculeze f'(x),x €R.
4p.) b) Sa se verificeca f(—2—x)+ f(—2+x)=0,VxER.
(4p.) ¢ Sase arate ca functia f este strict crescatoare pe R .
4 p.) d) Se si rezolve ecuatia f(x)=0.
0

2p.) e) Sa se calculeze f f(x)dx .

—4
2p.) f) Sa se determine intervalele de convexitate si concavitate ale functiei.
(Bacalaureat, M, varianta 3, Stiinte ale naturii, august-septembrie, 2004)

2004 2004

Testul 4 (10 puncte din oficiu) — Timp de lucru 3 ore.
SUBIECTUL I (30 p.)
» Pentru intrebirile 1-16 scrieti doar raspunsurile pe foaia de examen.

A3p.) 1. Cat este produsul 1.2-...-8 ininelul (Zg, =+, ) ?
A p.) 2. Care este probabilitatea ca un element n din multimea {1, 2, 3, 4, 5} sa verifice relatia

2" <n+2?
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ABp.) 3. Daca functia f:R — R, f(x)=2x+3 si g:R — R este inversa sa, cit este g(1)?
A3p.) 4. Cate submultimi nevide, cu cel mult doui elemente are multimea {1, 2, 3,4} ?

A p.) 5. Cate solutii reale are ecuatia x2 +3x+2=07?

Se consideri functia f:R — R, f(x)= x4 — 2x2 +1.
A3p.) 6. Cateste f'(x),xeR?

1
(3p) 7.Cateste [ f(x)dx?

0

(3 p.) 8. Cite puncte de extreme local are functia f?
(3 p.) 9. Cate puncte de inflexiune are graficul functiei f?

@Bp)  10.Citeste lim Jn+1,

n—oo I

SUBIECTUL II (20 p.)

(4 p.) 11. Care este ecuatia dreptei care trece prin punctele A(4,5) si C (5,4) ?

4 p.) 12. Care este lungimea segmentului cu capetele in punctele A(4,5) si C (5,4) ?

(4p.) 13. Care este conjugatul numéirului complex 1+i ?
“p.) 14. Cit este cos0 ?
(2p.)  15. Care este aria triunghiului cu varfurile in punctele A(4,5), B(L,1) si C(5,4)?

(2p.)  16. Care este suma solutiilor complexe nereale ale ecuatiei X _1=02

» Pentru subiectele ITII-IV se cer rezolviri complete.
SUBIECTUL III (20 p.)

-1 -1 0 of
(4p.) a)Siasearatecd Oy cI(A) si I, €I(A).
4p.) b) Sa se verifice ca, AZ=4 +1,=0;.
(4p.) ¢ Sise calculeze determinantul si rangul matricei A.

(4p) d)Sisearateci A2005— 4,
(2p.) e Sisearate ci daci B € M,(Q) si AB=BA ,atunci B€I(A).

(2p.) f)Sdsearate ci oricare Y € I(A),Y # 0, este inversabili.

2 3 00
Se considerid matricele A :[ ], 0, :[ ] 01

1 0} . .
I,= si mentiunea I(A)= {aA +b12|a,b IS Q} .

SUBIECTUL IV (20 p.)

Se considera functia f : R — R, f(x)=arctg(x +2)—arctgx .
4 p.) a) Sa se calculeze f'(x),xeR.

4 p.) b) Sa se calculeze lim w .
x—0 X

(4p.) ¢ Si se arate ca functia f este strict crescitoare pe (—oo,—l] si strict descrescitoare pe
[1,400).
2p.) d) Sa se arate ca 0<f(x)§§,Vx€R.

2p.) e) Sa se determine ecuatia asimptotei la graficul functiei f ciitre —oco.
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X
(4p) ) Sasearate ci [arctg(t +a)dt = (x +a)arctg(x +a) —%ln((x +a)2 +1) +%ln(a2 +1)—aarctga ,
0

VxER,VacR" .
(Bacalaureat, M1, varianta 2, Siintele naturii, iunie-iulie, 2005)

Testul 5 (10 puncte din oficiu) — Timp de lucru 3 ore

» Pentru intrebirile 1-5 scrieti litera corespunzitoare rispunsului corect pe foaia de examen.
SUBIECTUL I (30 p.)
(3p) 1. Catestesuma C) —cl+c2—ci+cd—ci? ay-1;p)0;01;d)5.

Ap.) 2. Cat este modulul numéirului complex z = 12+ 2

? a)l;b)2;¢)3;d) %

Ap.) 3. Cate solutii are ecuatia logy x +2log,,2=37? a)0;b)2;¢)3;d) 1.
Ap.) 4. Cate functii bijective f: A — A, A= {a, b, c} exista? a)1;b)2;c)6;d)2.

A3p.) 5. Cat este suma patratelor radacinilor ecuatiei xd 253 + 3x2 _2x +2=07?
a)l;b)-1;¢)-2;d) 0.

» Pentru intrebirile 610 scrieti doar raspunsurile pe foaia de examen.

3

x2+1'

(3 p.) 6. Cate asimptote are graficul lui f?

Se consideri functia f:R — R, f(x)=

10
A3p.) 7.Catestesuma Y f(k)?
k=—10
1
(3p.)  8.Sidsecalculeze [ f(x)dx .
—1
(3 p.) 9. Cate puncte de extrem are functia f?
(3p.) 10. Sa se precizeze o primitiva F aluifpe R cu F(0) =0.

» Pentru subiectele II-IV se cer rezolvari complete.
SUBIECTUL I1

Se considerid in planul xOy dreptele de ecuatii: (dy):y+5x—18=0,(dy): Sx+y—18=0,
(d3): 3y +2x —2=0.Notam dyNdy={B},dy Nd3 ={C}, dyNd3={A}.

(4 p.) a)Si se determine coordonatele punctelor A, B, C.
4 p.) b) Sa se calculeze lungimile segmentelor AB, AC, BC.

4 p.) c) Sa se arate ca sin? A + sin?C =1.
4 p.) d) Sa se scrie ecuatia medianei B.
(4p.) e)Sise determine raza cercului circumscris triunghiului ABC.

SUBIECTUL III (20 p.)

b
Fie M:{[a d]|asbscadeZ,a‘i‘b:C"’d}CMZ(Z).
c

(4p.) a)Sisearate ci M este o parte stabili a lui M, (Z) in raport cu adunarea matricelor.
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(4p.) b)Sise arate cii M este o parte stabild a lni M, (Z) in raport cu inmultirea matricelor.
4 p.) c) Sa se arate ca (M ,-) este monoid.
b
4 p.) d) Sa se arate ca matricea M = [a d] € M este element inversabil al monoidului M daca
c
si numai daci (a +b)(a —c)==1.
. . . a 1—a .
(4p.) ) Sa se arate ci multimea M = 12 a €7t este un subgrup al grupului
a— —a
elementelor inversabile din M.
SUBIECTUL IV (20 p.)
2
Se consideri functia f :[0,00) —R, f(x)= d .
x+1
“4p.) a)Sasearateca f(x)=x—1+ ,Vx >0.
x+1
“4p.) b) Sa se arate ca f admite primitive si sa se determine acestea.
1
(4p.) o Sisecalculeze [ f(x)dx.
0
. 1 2 n ® <
4p.) d) Daca a,, = f|—|+ f|—|+..+ f|—|, n €N sidsearate ca
n n n
1 1 1 -1
ay=n +——Fwt——|————,VnEN".
n+1l n+2 2n
(4p.) e)Sasecalculeze lim In
n—oo n

Testul 6 (10 puncte din oficiu) — Timp de lucru 3 ore

» Pentru intrebirile 1-5 scrieti litera corespunzitoare rispunsului corect pe foaia de examen.

SUBIECTUL I (30 p.)
A3p.) 1. Cat este suma 2 +4 + 6 + ... + 100? a) 1000; b) 2500; c) 2550; d) 3000.
(3p) 2. Multimea solutiilor inecuatiei /x —2(x2 —3x) <0 este: a) [2,00)3b) [2,3);0 (0,3);d) 2.
(3p.)  3.Cateste C2+ A3 ? a) 22; b) 23; ¢) 24; d) 26.
n 1 1

3p. 4. Pentru sirul (a, ) .a, = are loc inegalitatea (@, ——| < —— daca:
Gp) sirul (ay), 0 =5 " & n 2‘ 100

a)n>20;b) n>23;¢) n>25;d) n>30.
(3p.) 5. Care este probabilitatea ca alegind un numar k € {1,2,...,20} si avem i* =i si

k
1 1 1 1
=1? a) —;b) —;¢) —;d) —.
)2 )3 )5 )10

—1+i/3
2
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» Pentru intrebirile 6-10 scrieti doar raspunsurile pe foaia de examen.
Se consideri functia f:R — R, f(x)= \/x2 +1—x.

Gp.) 6.Sﬁsearatecixlxz+1f'(x)+f(x):0,V€R.

A3p.) 7. Cat este lim w?

x—0 X
(3 p.) 8. Cate asimptote are graficul functiei f?
1
f(x)
(3p.)  9.Sdsecalculeze lim (1+ f(x))

X—00

1
A p.) 10. Sa se determine f x2 +1f(x)dx .
—1

» Pentru subiectele II-1V se cer rezolvarile complete.
SUBIECTUL II (20 p.)

in sistemul de coordonate x0Oy se considera punctele A(—2,1), B(l,—Z); C (4,2) .

4 p.) a) Sa se scrie ecuatia dreptei AB.

(4p.) b) Sa se determine punctul D din plan pentru care ABCD este paralelogram.

(4p.) ¢ Sase determine aria palalelogramului ABCD.

4 p.) d) Si se arate ci a,b,c,d €C sunt afixele varfurilor A, B, C, D, atunci:

le —af* +|a —bf* :2[|b—a|2+|c—b|2].

(4p.) e Exprimati vectorii BA,BC,BD in functie de vectorii Tiosi ; si verificati egalitatea
BD=BA+BC.

SUBIECTUL III (20 p.)
-1 -1 0 100 000
Se considerd matricele A=| 1 0 0|, I3=|0 1 0| si 03=|0 0 0f.
0 0 1 001 000

(6 p.) a) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A.

4 p.) b) Sa se calculeze matricele A2 si A3,

(4p) ¢ Siseverificeci A%+ A% +A4=0;.

2p.) d) Si se giseasci o matrice B € M3 (]R), B = O3 cu proprietatea AB = BA =03.

2p.) e) Sa se arate ca A2005 _ 4

(2p.) f)Sisearateci Iy=aA+bA%+cAS,Va,b,c€R.

SUBIECTUL 1V (20 p.)
1 n 1

Fie sirul (a,) cu termenul general a,, = [ ad Sdx,n€ N'a9=[ dx 5
ol+x ol+x

“4p.) a) Sa se calculeze a si ag .
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4 p.) b) Sa se arate ci a, 5 +a, :%,VnEN.
n

“4p.) c¢) Stabiliti daca (an) este convergent.
1
< <
2n+1) =" =2(n—1)

(4p) e Calculati lim (nay).
n—oo

“4p.) d) Aritati ca ,Vn>2.

Testul 7 (10 puncte din oficiu) — Timp de lucru 3 ore.

SUBIECTUL I (30 p.)
» Pentru intrebirile 1-5 scrieti litera corespunzitoare rispunsului corect pe foaia de examen.
A3p.) 1. Cat este suma L L-|- + ! ? a) 2005 b) 2006 ¢) 2005; d) 2006
) ) 1.2 2.3 7 2005-2006 2006 2005’ ’ )
A p.) 2. Cate submultimi cu 3 elemente are o multime cu 5 elemente? a) 8; b) 9; ¢) 10; d) 11.
(3p) 3.Catestesuma 1+i+i%+..+i2%0 2 a)i:b)—i;¢)0;d) 1
(3p.) 4. Care este probabilitatea ca numirul logyn,n € [1, 64] NN si fie intreg?
7 5 1
a) —3;b) —30)0;d —.
) 64 ) 64 ) ) 2

Ap.) 5. Daci matricea A € M, (C) , are det (A) = 3, atunci det(ZA) este egal cu:
a)6;b)12;¢)9;d) 18.

» Pentru intrebirile 6-10 scrieti doar raspunsurile pe foaia de examen.
1

Se consideri functia f :(0,00) — R, f(x)= ln[l +—]
x

A3p.) 6. Cat este derivata functiei?

(3p.) 7.Catestelimita lim SO=r,
x—1 x—1
A p.) 8.Catestesuma f(1)+ f(2)+ ...+ f(n)?

(3p.) 9.Sasedetermine o primitiva F a lui f cu li{‘n F(x)=1.
0

X
2
(3p) 10.Cateste [ f(x)dx?
1
SUBIECTUL II (20 p.)

in planul xOy se consideri punctele A, B, C de afixe a =1+1i,b =1—1 si respectiv ¢ = (1 — \/3 )i .
“4p.) a) Sa se calculeze AB, AC, BC.

4 p.) b) Sa se determine aria triunghiului ABC.

(4p.) ¢ Sise determine raza cercului circumscris triunghiului ABC.

4 p.) d) Sa se precizeze afixul ortocentrului triunghiului ABC.

4 p.) e) Si se calculeze O—A, 0—3, O_C',O_G. in functie de versorii ;,; si si se arate ca

0G = (04 + 0B+ 0C).
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SUBIECTUL III (20 p.)

Fie ecuatia > tax?+bx+c=0 cu coeficienti reali si avind ridicinile x{,x;,x3€C

4 p.) a) Si se determine a,b,c daci xq1=1,xy=2,,x3=3.

4p.) b) Sa se arate ca radacinile sunt in progresie aritmetici daci si numai daca 20> —9ab +27c =0.

(4p.) c) Sasearate daca a® <2b , atunci ecuatia nu are toate ridicinile reale.

(4p.) d) Sa se formeze o ecuatie cu riadacinile y; =2x;+xy+x3, yp =2xp +x1 +x3,
y3=2x3+x1+x2.

(4p.) e Sa se arate cid daci a=b=c+1=0, atunci multimea ridicinilor ecuatiei date
formeaza un grup in raport cu inmultirea numerelor complexe.

SUBIECTUL IV (20 p.)
, i 1—(1—x)" .
Se consideri functia f:(0,1] =R, f(x)=—————,neN .
x

4 p.) a) Si se calculeze lim f(x).
x—0
x>0

fx),  xe(0]

4 p.) b) Sa se arate ca functia g : [0,1] —R,g(x)= { este integrabila.

n, x=1
1 1 2 1
(4p) c)Sdsearatecd [g(x)dx= f(1+ x4+ xF 4o+ 2"t )dx .
0 0

n —_
(4p.) d)Sdsearateci f(x)= Y (—1)k IC,’;xk_l,Vxe(O,l].
k=1
n 1 n (_l)k—l
(4p) e Sisearateci y —= Y ~——
k=1k k=1 k

Testul 8 (10 puncte din oficiu) — Timp de lucru 3 ore.
» La toate subiectele se cer rezolviri cu solutii complete.

SUBIECTUL I (20 p.)
in sistemul cartezian x0Oy se considera punctele A(O,—S), B (—1,2), C (4,7), D(S, 0) .
(4p.)  a) Si se determine a,b € R, astfel incat punctele A(0,—5) si C(4,7) si apartini dreptei

ax+by=5.
4 p.) b) Sa se determine coordonatele centrului de greutate al triunghiului BCD.
4 p.) ¢) Sa se arate ca dreptele AC si BD sunt perpendiculare.
(4p.) d) Si se calculeze aria triunghiului ABC.

2p.) e) Si se rezolve ecuatia sin3x =0, x € (0, 211:) .

(2p.) ) Sise determine modulul, numérului complex (3 +4i)-(—1—1).
SUBIECTUL II (30 p.)

2
A3p.) 1. a) Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 2¥ =2,
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3 50
A3p.) b) Sa se determine al treilea termen al dezvoltairii (Zx — \/; )
3p) ¢) S se determine catul si restul impaértirii polinomului f = X 41a polinomul g:X2 —3X.
A p.) d) Sa se arate cid numirul 2007 apartine progresiei aritmetice 2, 7,12, 17, ... .
(3p.) e Se consideri functia f :R — R, f(x)= x> —4x +6. Si se determine f (f).
2. Se consideri functia f:R — R, f(x)= e2* VxcR.
A3p.) a) Sa se calculeze f'(x), x eR.
A3p.) b) Sa se arate ca f este strict crescitoare pe R .
A p.) c) Si se arate ca f este convexi pe R.
A p.) d) Si se determine asimptota orizontali spre —oo la graficul functiei f.
(3p.) e Sise determine ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul A(O,l) .
SUBIECTUL III (30 p.)

a b
Se considerd multimea M ={A= b
a

b
ab E]R] si functia f:C—M, f(a +ib)=[: ] Se considera
a

cunoscute formulele cos(x + y) =cosx-cosy —sinx-siny si sin(x +y) =sinx-cosy+siny-cosx .

(4p.) a)Sisearate ca f(zl -zz): f(zl)- f(zz), 21,23 €C.
4 p.) b) Sa se arate ca daca a? +b2 = rz, re [0,00) atunci exista ¢ € [0,211:) astfel ca a =rcost
si b =rsint.
Y] .
t — t t — t
(4p.) c)Sisearate ci [r c?s rsm ] =r" [c?sn st ], Vn € N*.
rsint  rcost sinnt  cosnt
—b)" (a, —b n
(2p.) d)Sisearate ci, daca “ =" "1 atunci a,z, +b,% = (az +b2) ,VneN*,
b a b, a,
2p.) e) Sa se arate ca daca a? —l—b2 <1 atunci lim a, = lim b, =0.
n—o0 n—o00
3 o IS VAR | V3 -1
(2p.) ) Si se arate cii dacd matricea X € M,(R) verifici relatia X=X ,
- V3 1 3
atunci X eM .
3 -1
2p.) g) Sa se determine numarul matricelor X € Mz(]R) care verifica ecuatia X 2007 _ %[\/7 \/,] .
1 3
SUBIECTUL IV (20 p.)

1
Se considera sirul (an )n>0 definit prin ag =1si a, 1 =a, +—,n>0.
2 a

(4p)

4p.)

n
a) Sa se arate ca sirul (an )n>0 este strict crescitor.

b) Si se arate ca a,2,+1 > a,z, + 2, pentru orice n €N
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4 p.) c)Sasearateci lim a, =+4occ.
n—oon

(2p.) d)Sisearateci \2n+1<a, <\/(2n+1)~l—1+§+...+2 1 ,Vn>1.

n—

1 1 <ln(x+1)—lnx <1,Vx E(O,oo).
x

2p.) e) Sa se arate ca daca
X+

2p.) fSidsearateci lim In _ V2.
n—o0 \/;
1 1 1
—t— et —
a a an
(Varianta 34, M1, Matematica - informatici, 2007)

2p.) g) Sa se arate ca lim
n—o0

=.

Testul 9 (10 puncte din oficiu) — Timp de lucru 3 ore.
» La toate subiectele se cer rezolvari cu solutii complete.

SUBIECTUL I (20 p.)
“4p.) a) Sa se calculeze modulul numérului complex 2 ; il .
i
(4p.)  b) S se calculeze lungimea segmentului cu capetele in punctele A(3,—2) si C(4,—3).

4 p.) ¢) Sa se calculeze produsul de numere complexe p =i-i 3547,

4 p.) d) Sa se determine a,b € R, astfel incat punctele A(3,—2) si C (4,—3) sa fie pe dreapta de
ecuatie x +ay+b=0.

(2p.)  e) Sise calculeze aria triunghiului cu varfurile in punctele A(3,—2), B(2,2) si C(4,—3).

2p.) f) Si se determine a,b € R astfel incit si avem egalitatea de numere complexe (5 +6i )2 =a+bi.

SUBIECTUL 1II (30 p.)

1.

A p.) a) Sa se calculeze elementul 22006 5, (Zs,-) .

A3p.) b) Sa se calculeze expresia E = C130 —-C 170 +C g .

(3p.)  c¢)Siserezolve in multimea numerelor reale strict pozitive ecuatia logs x = —2.

A3p.) d) Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 16¥* —2=0.

A3p.) e) Si se calculeze probabilitatea ca un element n € {1, 2, 3, 4, 5} si verifice relatia 3" >10.

2. Se considera functia f:R — R, f(x)= x> +7x—3.
A p.) a) Sa se calculeze f'(x), x €R.

1

A p.) b) Sa se calculeze f f(x)dx .
0

(3p.) ¢ Sisecalculeze lim LAC b U] .
x—0 X

Ap.) d) Sa se arate ca functia f este strict crescitoare pe R .
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A p.) e) Sa se calculeze lim Inn+3 .
n—00 Inn—2

SUBIECTUL III (20 p.)
Pe M (R) se consideri legea de compozitie X xY =X -Y + X +Y, X,Y € M5(R) si multimea

G:{AeMZ(R)|A:[‘:) Z],az—l}.

4 p.) a) Sa se arate ci ,, * ”’ este lege de compozitie pe G.
4 p.) b) Sa se arate ca legea ,, * ’ este asociativa.
(4p.)  c©) Si se determine elementul neutru E € M, (R), in raport cu legea ,, x 7.

10
2p.) d) Sa se determine simetrica matricei I, = [0 1] in raport cu legea ,, * .

2p.) e) Sa se determine matricele X € G care verifica ecuatia X * X =31, .

b n
2p.) f) Sa se determine [(:) ] ,pentru n € N*.
a
2p.) g) Utilizind metoda inductiei matematice, si se arate ca

12*12*...*12:(2” —1)12, vneN,n>2.
—_—

norily,
SUBIECTUL IV (20 p.)

Se considera functia f:R—R, f(x)=x+cosx,x cR si sirul (an) , cu a E(O,n) si

neN

an+1=f(an),n€N.

4 p.) a) Si se arate ca functia f este strict crescatoare si bijectivi. Pentru fiecare n € N, notam
cu b,, unica solutie a ecuatiei f(x)=n.

4 p.) b) Sa se arate ca sirul (bn )n eN este strict crescitor.
“p.) c)Sisearateca lim b, =cc.
n—o0

b
2p.) d)Sisearateci lim 2 =1.

n—oo h
< < - T . . . <
2p.) e) Si se arate ci daci ag € 0,5 atunci sirul (an )n eN este strict crescator.
(2p.) f)Sasearate cia daci ag € E,n atunci sirul (a este strict descrescitor.
0 2 n neN

2p.) g) Sa se arate ca pentru orice ag € (0,1:) sirul (an) este convergent si lim a, = z .
neN n—o00 2

(Varianta 46, M1, Matematica - informatica, 2007)
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Testul 10 (10 puncte din oficiu) — Timp de lucru 3 ore.
» La toate subiectele se cer rezolviri cu solutii complete.

SUBIECTUL I (20 p.)

in sistemul cartezian xOy se consideri punctele A(-1,1), B(1,—1),C(2,0).

(4p.) a)Si se determine lungimea segmentului BC.
4 p.) b) Sa se determine aria triunghiului ABC.
4 p.) ¢) Sa se determine coordonatele centrului de greutate al triunghiului ABC.

4p.) d) Sa se calculeze cos(/i) .
2p.) e) Si se determine panta dreptei AB.
2p.) f) Si se arate ci punctele A, B, C apartin cercului de ecuatie (2x — 1)2 + (Zy — 1)2 —10=0.

SUBIECTUL II (30 p.)

1. Se consideri functia f:R — R, f(x)=(1+ x)9 .

Ap.) a) Sa se calculeze f(—1),

(3p.)  b)Si se calculeze suma 08 - C% + C92 — . 03 .

(3p.) ¢ Siase determine numirul de termeni irationali din dezvoltarea binomului f (ﬁ ) .

(3p.) d) Sise determine al treilea termen al dezvoltarii binomului f (\/E ) .

A3p.) e) Sa se calculeze 57 in Zq.

2. Se consideri functia f:R — R, f(x)= Zx .
x“+1
A3p.) a) Sa se calculeze f'(x), x eR.

(3p.)  b)Siseverifice ci f(—x)=—f(x),VxeR.

2
f(x)— g
A p.) c) Sa se calculeze lim ——.
x—2 x—2

A p.) d) Daca F este primitiva lui f care verifica relatia F (0) =1, sa se calculeze F (1) .

2
(3p.) e Sisecalculeze [ f(x)dx.
-2
SUBIECTUL III (20 p.)
1 2 3 100 111
Se considerd matricea A=|2 4 6|,I3=(0 1 0fsiJ=|1 1 1j.
369 0 01 111

4 p.) a) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A.

(4p.)  b)Sisedetermine a €R astfelincit AZ=a-A .

“p.) ¢) Si se arate ci existi a € R astfel incat A" = a”_lA, Vn € N*.

2p.) d) Sa se arate ca existd matricea coloana C € M 3’1(R) si 0 matrice linie L& M1’3(]R) ,
astfelca A=C-L.
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2p.) e) Si se arate ci matricea I3+ A este inversabili si si se determine b,c € R astfel incat
(I3+A4) ' =bI3+cA.
1
2p) ) Sisearatecipentru x,y €R,n € N* avem: (xI3 + yJ)" =x"I3 +§[(x +3y)" —y”]J .

2p.) g) Sdsearate cidaci x=0 si x4+ 3y = 0 atunci matricea xI3+ yJ este inversabili si si se
determine inversa acesteia.

SUBIECTUL IV (20 p)

I . 1 -
Se considera functia f :[l,oo)—HR, f(x):—a pentru a>0 si sirurile (a")nZI’(b")nZI

x
. . " 1 1 " *
definite prin relatiile a, = 1+_a+ "'+_a’ b, = ff(x)dx, VvreN".
2 n 1
4 p.) a) Sa se arate ca sirul (a” )nZI este crescator.
“4p.) b) Sa se arate ci functia f este descrescitoare.
k+1

(4p.) ¢ Sisedemonstreze ci f(k+1)< [ f(x)dx < f(k), Vk EN*.
k

2p.) d) Sa se demonstreze inegalititile a,, —1<b, >a,,_{,VnE€N,n >2.

2p.) e) Pentru o >1, si se calculeze lim b, .
n—oo

(2p.) f)Sasearate ca (an) este convergent pentru o > 1 si divergent pentru a0 <1.

n>1

2p.) g) Sa se arate ci sirul (an —bn) este convergent, Vo> 0.

n>1
(Varianta 56, M1, Matematica - informatica, 2007)

Testul 11 (10 puncte din oficiu) - Timp de lucru 3 ore.
» La toate subiectele se cer rezolvari cu solutii complete.

SUBIECTUL I (20 p)

4 p.) a) Sa se calculeze sin 90? + sin 2700,

(4p.) b) Si se determine coordonatele punctului de intersectie al dreptelor dy:x—y=0 si
dy:2x+y—6=0.

(4p.) c) Si se determine oo ER, stiind ci dreptele dy:x—y=0 si dy:ox+y—6=0 sunt
perpendiculare.

(4p.) d) Sa se calculeze produsul scalar al vectorilor u= 3_1:—;' si v=—i+ 3} .

2 2

2p.) e) Si se determine ecuatia tangentei la hiperbola x? _y? =1 dusa prin punctul A (3,2) .

(2p.) f) Sa se determine aria unui triunghi care are laturile exprimate prin numere naturale si
are perimetrul egal cu 6.

SUBIECTUL II (30 p)
1. Se consideri functiile f,g:R — R, f(x): 2% i g(x)= 2.
(3p.)  a)Sise calculeze (fog)(—1) si (g f)(—1).
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(3p) b)Sisearatecd f(x+y)=f(x) f(y), vx,y ER.
(3p.) ¢ Sdserezolvein R ecuatia f(2x)=2f(x).
(3p.) d) Sase calculeze suma f( ) ( )+ .+ f( )

(3p.) e Sa se calculeze probabilitatea ca un element al multimii {0,1, 2, 3,4} sa verifice

inegalitatea f (x) > g(x) .

2. Se consideri functia f : R — R, f(x) =x—4x.
A3p.) a) Sa se calculeze f'(x),x €R.
—fa
A3p.) b) Sa se calculeze lim M .
x—1 x—1
AQp.) c) Sa se arate ca functia f este strict descrescatoare pe intervalul (—oo,l]
crescitoare pe intervalul [l,oo) .

(3 p.) d) Sise arate ca functia f este convexi pe R.
1

(3p.) e Sisecalculeze [ f(x)dx.
0

SUBIECTUL III (20 p)

Se consideri matricea A :[a Z] GMZ(R), A=zoly, R si multimea C(A) :{XGMZ(R)‘A.X:X.A} .
c

4p.) a) Sa se arate ca daca X:[ , d']GC(A) si b=0,c=0,a=d atunci %:c—:
c c
@4p.) b)Sa Icul 122'10
. 4 se calculeze i .
P 01 } 2 1
(4p.) c)Sisearate cia C {(xA-I—BIﬂ(x,BER}
(2p.)  d) Si se arate ci existd matrice X,Y € M,(R) astfel ca det(X2 + Yz) <0.
(2p.) ) Sdsearate ci daci B €C(A), atunci A2+ B2 = (A+iB)(A—iB).
(2p.) ) Sisearate ci daci B €C(A), atunci det(A2 + BZ) >0.
(2p.) g Sisearate cidaci B,C € C(A), atunci det(32 + cz) >0.
SUBIECTUL IV (20 p)
1
Se consideri functiile f,:R —R,g:R—>R,h:R—R, unde a €R, f,(x)= COS;’
a,
.1 2. 1
xsin—, x=0 x“sin—, x =0
gx)= x , h(x) = x .
0, x=0 0, x=0
(4p.) a)Sisecalculeze lim g(x) .
x—0

4p.) b) Si se arate ca pentru orice a € R, functia f;, nu are limiti in punctul x =0.
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@p.)
2p.)
2p.)

2p)
2p)

c¢) Si se arate ca g este continui pe R .
d) Si se arate ca h este derivabila pe R .
e) Si se arate ca h'(x)=2g(x)— fo(x), pentru orice x €R.

f) Si se arate ¢ f, admite primitive daci si numai daci a =0.

g) Sa se determine valorile lui a pentru care functia fa2 admite primitive.
(Varianta 80, M1, Matematica - informatica, 2007)

Testul 12 (10 puncte din oficiu) — Timp de lucru 3 ore.
» La toate subiectele se cer rezolviri cu solutii complete.

SUBIECTUL I (20 p)

in sistemul cartezian x0Oy se considera punctele O (0,0), A(1,2), B (l,a) cuacR.

“4p.) a) Sa se determine lungimea segmentului (OA) .
“4p.) b) Si se determine ecuatia mediatoarei segmentului (OA).
4 p.) ¢) Sa se determine a € R pentru care OA =0B .
4p.) d) Sa se determine ecuatia cercului de centru O si raza OA.
2p.) e) Sa se calculeze produsul de numere complexe i -i 2,345,847,
(2p.) f) Sa se calculeze produsul scalar al vectorilor u=2-i— 5}' si w=5i+2 ] .
SUBIECTUL II (30 p)
1.
A3p.) a) Si se determine probabilitatea ca alegand n €{0, 1, 2, 3, 4,5} sid avem 2" < n?.
(3p.) b) Sa se determine trei numere reale in progresie aritmetici crescitoare, stiind ci suma
lor este 9, iar produsul lor este 15.
Ap.) ¢) Sa se rezolve ecuatia loggx =2, x € (0,00) .
AQp.) d) Sa se rezolve in multimea [0,00) ecuatia x+2=x.
Ap.) e) Sa se determine valoarea minimai a functiei f:R — R, f (x) =x%—6x +5.
. < . T
2. Se consideri functia f: R — 350 f(x)=arctgx.
A3p.) a) Sa se calculeze f'(x),pentru x €R.
(3 p.) b)Si se demonstreze ci functia f este strict monotoni pe R.
Ap.) ¢) Sia se determine ecuatiile asimptotelor orizontale ale graficului functiei f.
t.
(3p.) d) Sase calculeze lim arclex
x—0 X
1
Gp) e) Si se calculeze [ f(x)dx .
-1
SUBIECTUL III (20 p)

Se considera grupul S4 al permutirilor cu 4 elemente si permutirile 6=

12341_1234
2134 11324
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. 1234
sie= .
1234

4 p.) a) Sa se verifice ca 02 = 1:2 =e.
4 p.) b) Sa se arate ca 0_1 =0 si ‘t_l =7.
(4p.) c)Sasegiseascd o permutare a € S4 pentru care alza.
2p.) d) Sa se verificeca 6-T=1T-0.
2p.) e) Si se determine numirul de elemente ale multimii S4.

3
1 2
(2p.)  g) Sase arate ca orice submultime H alui S4 care are cel putin 13 elemente, contine doua

permutéri u si v cu proprietate u-v=v-u.

2p.) f) Sa se arate ca permutarea [4 3] este un element de ordinul 4 in grupul S4.

SUBIECTUL IV (20 p)
Se considera functiile f,, : 0,£ — R, fu (x): s1.nnx , Vx € 0,£ sy fJn(0)=n,Vn e N* si
2 sin x 2

r

2 *
integralele I,, = [ f, (x)dx, Vn e N*.

0
4 p.) a) Sa se calculeze lim SI? nx ,neN *.

x—0 sinx

4 p.) b) Sa se arate ca functia este continud pe intervalul 0,% ,Vn e N*.

4p.) ¢) Sa se calculeze integralele Iy si I,.

a—>b a+b

2p.) d) Utilizand formula sina — sinb = 2sin cos

, Va,b € R, sa se arate ca

n—1)n
I,—1, , :ﬁ-sin%,VneN*,nzs.

(2p.) e)Sasearateca I, ; :%,VneN*.

< - 1 1 1 n+1 1 %
2p. Sasearateca I,, =2({1——+———+...+(—1 ,VneN".
@p) D 2n [ 3'5 7 (1) 2n—1]

. T 1 1 1 n+l 1 n
2 p. Sasearateca lim |[1——+———+..+(—1 —|=—
@p) @ n—o00 3 5 7 ( ) 2n—1 4

(Varianta 81, M1, Matematica - informatica, 2007)
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2. TESTE PENTRU PREGATIREA EXAMENULUI DE ADMITERE
IN FACULTATE

Testul 1

1. Determinati m € R astfel incat XX —x—m> 0,vVxeR.

a) mE[l,oo);b) m:%;c) me[—oo,%];d) meg.

x2+3xy—y2+2x—5y=—64

2. Rezolvati in Z sistemul de ecuatii
x—y=-—17

a) [2%] ;1) (3,2)50) (2,8)5d) (2,9).
1
logg 161983 * 1 16

a) E;b) ?;C)Z;d)O.

3. Sa se rezolve ecuatia logy 3+ 2logg x = x

4. Sa se afle restul impartirii polinomului P(X)= x3 + x2 + X +1 la polinomul

Q(X)=(X +1)(X —2).a) 5X+5; b) 0; ¢) 2X-1 d) -3X+4

2—x x+2
m x

5. Fie xp,x, radacinile ecuatiei: =0,m cR. Calculati E = xlz + x% +x1x3 .

a) 2m2—4;b) m>—6m+4;c) 6—m;d)2.

1 -2 -2
6. Fie matricea M =3 1 0 |. Si se calculeze M3 .
0 -1 1
0 —6 7 5 —11 12 6 —11 12 8
a)(0 1 0f;b)[{2 1 0f;0)]—9 —11 —18|;d)| 10 5 4].
01 1 11 -9 3 7 -9 0 4

7. Pentru ce valori reale ale lui m functia f:R — R, f(x)=mx +ln(4+ x2 ) este descrescitoare
pentru orice x e R ?

11
a) me (—oo,O] sb) me l—E,E

1
;¢) megid) me[—oo,—sl.

x2 + xe"™
8. Fie functia f :R — R, f(x)= lim —————— . Care este multimea punctelor de derivabilitate
n—oo 1+e™*

ale functiei? a) R;b) @ ;¢) R—{0};d) [0,00).
k k k—2
Cpn —Cn2—Cy

9. Sa se calculeze expresia E =
Ck—l
n—2

ymkeN,k>2,n>k. a)%;b)ﬂ;c)z;d)l.

10. Sa se determine primitivele functiei f : (0,1) U (l,oo) —R, f(x)= + .
xInx

a) ln|lnx|+C;b) (lnx)2+C;c) 2Inx+C;d) In2.
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1 X

11. Calculati integrala f f(x)dx ,unde f(x)=max [%] 3 x e [—1,1] .
—1

3

In3 "’

(Admitere, Universitatea Brasov, Facultatea Inginerie Electrici si Calculatoare, 2003).

4 2
0O;b) —;¢c) —;d
%) ) In3 © In4 )

Testul 2

1. Fie A:{xeN,3x+1<210g2(x+4)}.Dacﬁ S= Y x,atuncia) S=2;¢) $>7;¢) 5 =3;
x€EA
dS=4;e¢)S=1.

2. Daci B este coeficientul lui x> din dezvoltarea expresiei E(x)=(1+ x)7 (1—x)4, atunci

a)B=4;b)B=-7;¢)B=0:d)B=-11;¢) B=14.

3. Daca o = ‘zlz — 222‘-1- ‘Z% - Z§‘+ ‘13% _112

,unde z7,z3,z3 suntridicinile ecuatiei

3 —3iz2 —4742i=0, atunci: a) a=4—+2;b) 3+/5: ¢ a=4+2J5; d) a=5+2;

e) a=3+\/5+\/§.

4. Fie M = {(x, y)

Y2 _ga¥—3 30¥—2 _gry—3 s oy .. _1,
A2x =8A 3C2x _8C2x }.Daca a= > (x+y),atunc1. a) G_E’

2 9
* (x,y)eM
23
b) a=1;¢c) a=7;d) a=10;e) QZT'
0 a —a
5.Daca M = Y a? ,unde A ={a € R|matricea|—3 —4 —3a|nu este inversabili} , atunci:
acA —a a 0

a) M:%:b) M:%;c) M=1;d)M=2;e)M=5.

6. Pe Z se defineste legea de compozitie xoy=xy—7x—7y+56. Daci p este numirul
elementelor simetrizabile in raport cu legea,, o “, atunci: a)p=0; b)p=1;c)p=2;d)p=3; e) p = 6.

[ 22
7. Fie functia f:R—R, f(x)= 2x—\m’x +mx+1,x§1. Daca A:{mE]R|f continui pe ]R}

\/x—1+|m|\/;, x>1

sia= > mz,atuncia)oczl;b) a:ﬁ;c) a:é;d) a:ﬁ;e) a:ﬂ.
meA 25 4 9 64
. 2n
(sinx)

8. Se consideri sirul (1,,) .1, = dx .Daci L= lim I,,atuncia)L =-1;b) L = 0;

CoS X n—o0

o —a|8

1 T
¢) L=—;d) L=—3;e) L=1.
) 2 ) : )

(arctgx )2

9. Daca L= lim

,atunci:a) L=0;b) L=1;c¢) L:E;d) L:E;e) in.
x—0 1+ xsinx —+/cosx 4 3 3
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2x+2)+2gdx+7)=x—1
10. Fie functiile f,g:R — R care verifica relatiile: JQx+2)+2x+7) = x . Daca
f(x—1D+g2x+1)=2x,VxER

2
I = f S(x) dx , atunci: a) I=—§+§ln£; b) I =£—£lnl; c) I=E+ln£;
0 &(x) 3 9 7 3 9 3 9 9
d) 1 =1+£ln1; e) I =4+In2.
3 2 9
(Admitere, A.S.E., Contabilitate, Economie generala, Bucuresti, 2003)
Testul 3
¢ Disciplina: Algebra.
x—y x—y
1. Si se rezolve sistemul de ecuatii: {2 2 24 =2
31n(2y—x) -1

X—my+z=m
2. Sa se rezolve si si se discute in raport cu parametrul real sistemul: {x +y+z=1

mx—l—y—mzz:l

. x oy
3.F1eM:{[ ]|x,y€Z}.
—y =z

a) Sa se arate ca M este subgrup al grupului (M 2 (Z),+) .

b) Si se arate ci M este parte strabili a lui M, (Z) in raport cu inmultirea si (M,-) este monoid
comutativ.
c) Sa se determine elementele inversabile ale monoidului (M ,-) .

¢ Disciplina: Analizi matematica.
2 1
e* pe domeniul maxim de definitie, a fiind parametru real.

I. Se considera functia f(x)=
x“+a

1. Pentru ce valori ale lui a functia are puncte de extrem?

2. Sa se reprezinte grafic functia pentru a = 1, fara a folosi derivata a doua.

IL.1. Sa se demonstreze ca x tg2 x<x,Vx € [0,%] .

n

4
2. Calculati integrala f xtg2 xdx .

0
3. Folosind rezultatele de la punctele 1) si 2) aritati ca 8In2 > 4n — n?.

¢ Disciplina: Geometrie
in planul euclidian raportat la reperul cartezian xQOy se consideri punctele A(O,S), B(—4, 0), C (6,0) si
P(2,8) . Fie Q, R, S proiectiile ortogonale ale lui P pe dreptele BC, CA, AB.

1. Sa se determine ecuatiile laturilor triunghiului ABC.

2. Sa se determine coordonatele centrului, raza si ecuatia cercului circumscris triunghiului ABC.
3. Sa se arate ca punctele Q, R, S sunt coliniare si si se scrie ecuatia dreptei determinata de ele.
4. Sa se arate ci mijlocul segmentului [PH] apartine dreptei OS, H fiind ortocentrul triunghiului ABC.
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5. Sa se descompuni vectorii ﬁ, S'TB, @, QH in functie de versorii i si ; ai axelor Ox si Oy si sa
se arate ci QA +QB +QC = ﬁ, Q fiind centrul cercului circumscris triunghiul ABC.

2 2

II. Fie elipsa de ecuatie x—2+y——1=0 . Tangenta la elipsid in punctul M()(x()’ yo) al elipsei

a b2
intersecteazi axa Ox in punctul A si axa Oy in punctul B. Si se determine pozitia punctului M,
astfel incat aria triunghiului ABC sa fie minima.
(Admitere, Universitatea ,,Babes-Bolyai‘‘, Matematica, Informatica, Cluj-Napoca, 2003)

Testul 4
¢ Algebra

1. Fie A = {x S ]R"x — 8| + |x — 1| = 7} . Atunci: a) A =g ; b) A este infinita; c) A are 3 elemente;

d) A are 7 elemente; e) A = {1, 2}.

2. Valoarea expresiei E = lnE + lnE + lni+ o+ In 2005
1 2 3 2004

este: a) 0; b) 1; ¢) In2003; d) In2004;
e) In2005.

3. Daca ecuatia 2 49x% 4 3x+a= 0,a € R are radicinile in progresie aritmetici, atunci a are
valoarea: a) 45; b) —45; ¢) 0; d) 9; e) —-117.
4. Pe Z definim legea de compozitie x * y = xy — 6x — 6y + 42 . Suma elementelor simetrizabile in
raport cu aceasti lege este: a) oo ; b) 0; ¢) 125 d) 2004; e) 10.
(a+3)x+2y+21=a
5. Multimea valorilor parametrului a € R pentru care sistemul <{ax+2y+z=4a este
x+zy+az=6

incompatibil; a) {1,2}; b) @ ;¢) {-1,1}; d) {1}; e) {-1}.

2 4
6. Fie matricea A:[5 8].Matricea A—912—4A_1 este:a) Oy;b) In;0)As;d) A+1y5e) A—1;.

¢ Analiza matematica

2
x 2
1. Se consideri functia f:R — R, f(x)= f e (t3 —3t+2)dt .Daci A ={x¢€ ]Rlx este punct de
0

extremal luif}, atunci: a) A= ;b) A={-2,1}50 A={0,—2,1};d) A={0};¢) A={-1,0,1}.

2.Dacii y =ax +b este asimptoti oblici spre —oo la graficul functiei f:R—R, f(x)=+ x? +3x+5—x,

7 5 1
atunci a +b este: a) —3;b) —E;c) _E;d) E;e) 0.

Loy )2 3 3 5 1
3. Valoarea integralei f[—] dx este:a) —+Ind;b) ——+Ind;¢c) ——; d) —;e)0.
olx+1 2 2 2 2

) x3 + xe"™*
4. Fie functia f:R — R, f(x)= lim ———————. Numirul punctelor de discontinuitate ale lui f
n—oco 1+e™

este:a)0; b) 1;¢) 2;d) 35 e) 4.
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X _@,—X
5. Valoarea limitei lim M este: a) co ; b) 0; ¢) —§ ;d) 105 e) l
x—oo e¥ +7¢7 % 7 4

Jn? +1 1 1

este: a) co ; b) 0; ¢) E;d) Z;e)

6. Limita sirului a,, =
Ysn3 +1+ %160 11
(Admitere, Univ., Matematici-Informatici, Constanta, 2004)

o0 | =

Testul 5

1. Sa se rezolve:
a) ecuatia: 4* —3.2¥ 4+2=0;
b) inecuatia 4% +2<3.2%;

. 4% —3.2% +2<0
¢) sistemul:

2x% —x >0.
2 1 3
2. Se consideri matricea A=|1 —1 1|,meR.
1 2 m
a) Si se determine rangul lui A in functie de parametrul m.
2x+y+3z=1
b) Sa se discute dupa m si sa se rezolve sistemul: {x —y+z=—1

x+2y+mz=m

3. Se considera functia f:R — R, f(x) =1+ x? —ax.
fx)—1

a) Sa se calculeze f'(x) si lim ————
x—0 X
b) Sa se determine a > 0 astfel incat dreapta y = 0 sa fie asimptota orizontala spre +oo ;

¢) Si se traseze graficul lui f, pentru a =1 ;

1
d) Si se calculeze [ xf (x)dx .
0
1 n
4.Fie I, = [ dx,neN.
0x“+1

a) Sa se calculeze I, I ;

b) Si se demonstreze ci sirul (I n) este strict descrescitor;

1
c) Sasearateca I +I1I,=—,VneN.
) n+2 n n+1’

(Admitere, Univ., Fac. Automatica, Calculatoare si Electronici, Craiova, 2004)
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Testul 6

¢ Algebra

L.1. Se di matricea A € M3 (]R) , unde Mj (]R) este inelul matricelor pétratice de ordin 3 cu elemente
0 01

reale, A=(1 0 0f.Saisearate ca A3=I3 si cd are loc relatia (A—I3)(A2+A+I3)=0.
010

2. Fie 0 € S3 o permutare din grupul simetric de gradul 3, astfel in cat ol=e (e este permutarea

identici). Demonstrati ci existd k € {1,2,3} astfel incat o(k)=k .
3. Demonstrati ci polinomul P =X 34 %X +1 este ireductibil in Q[X ] .

I1.1. Fie G un grup cu n elemente, n € N". Aritati ca in orice coloani a tablei operatiei lui G apar n
elemente distincte.

2. Fie (Z,+,") inelul numerelor intregi. Determinati toate morfismele de inele f:Z — Z.

3. Fie (C,+,-) corpul numerelor complexe. Si se arate ca f :C— C definit prin f(z) =7z, este

izomorfism de corpuri. (7 se noteaza conjugatul numarului complex z)

¢ Analiza matematica

L1.Fie H, =1 +%+§+ -t l,n EN". Demonstrati ca sirul (H”) este nemarginit.
n

2.Fie f:R —R o functie continui si mirginita. Demonstrati ci existd xy € R astfel incat f(xy)=x,.

1
3.Fie f:R— {—1} —R, f(x) :T. Sa se calculeze f((o")) ,unde n € N , iar f(") se noteazi
x
derivata de ordin n a functiei f.
IL Pentru n € N" considerim fu:R=R, f,(x)=x"+ e rx—1.

J3(x)— f(x)
S1(x)

a) Reprezentati grafic functia g: D — R, g(x) = , unde D este domeniul maxim de

definitie al functiei g.
b) Aratati ci pentru orice n € N ,ecuatia f,,(x) =0 are o unici solutie reali u, € [0,1] .

¢) Demonstrati ca sirul (un)

i>1 este convergent.

d) Sa se determine lim u, .
n—oo

(Admitere, Univ. Tehnica, Facultatea de Informatica, Iasi, 2003)

Testul 7

1. Fie ecuatia 4mx? +4(1—2m)x +3(m —1)=0,m €R.

a) Pentru m = 1 sa se rezolve ecuatia.

b) Determinati valorile parametrului m pentru care ecuatia are doui radacini reale si distincte.

¢) Determinati valorile lui m pentru care ecuatia are o ridicina mai mare decat 1, iar alta mai mica
decat 1.

d) Determinati valorile lui m pentru care ecuatia admite radicini intregi.
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2. Fie ecuatia x3 —l—ax2 +bx 4+ ¢ =0, avand radicinile xq,x;,x3 si a,b,c €R.

a) Pentru a =b =c =1 sa se rezolve ecuatia.

b) Si se determine ecuatia care are ridicinile y;,y,,y3 dacd y; =3xy+ x5 +x3, yp=3xp+x1+x3,
y3 :3x3+x1+x2.

c) Pentru a =b=c =1, fie € una din riadicinile ecuatiei date. Sa se arate ca

82000 + 82005 + 82006 + 82001 —0.

d) Determinati valorile parametrului real oo € R pentru care sistemul urmitor admite solutii
oxy—xy—x3=0

nenule: 1xq +4xy; —2x3=0.
x] —2xy+2x3=0

x+k

Jx

3. Se considera functia f : (0,00) - R, f(x)= , k fiind un parametru real.

a) Sa se determine k astfel incat f'(1)=—1.

b) Pentru k =3 sa se calculeze f'(x).

¢) Sa se calculeze derivata f''(x) pentru k =3.

d) Sa se reprezinte grafic functia datia pentru k = 3, folosind si derivata a doua a functiei f.

x2—3

x? +4x+5

a) Si se calculeze primitivele functiei.

b) Determinati acea primitivi a functiei f care se anuleazi pentru x =—2.
L3 x? 3

c) Fie I, = f—dx,n €N. Aritatica I,, <—,VneN.
0 (x+2)" +1 2"

4.Fie functia f:R — R, f(x)=

d) Sa se calculeze lim I,,.
n—oo

(Admitere, Univ., Electrotehnica si Informatica, Oradea, 2005)
Testul 8

¢ Algebra si Analiza matematica

1.Dacid S este suma radaicinilor ecuatiei |x —2| +|2x +1| =3,atunci: a) s = —% ;b)) S =§ ;¢) S=0.

2. Daci S este suma ridacinilor ecuatiei: 6 —x ++x —5 =1, atunci: a) S=5;b) S=8;¢) S =11.
x—y=1

3. Daca (xo, yo) si (xl, yl) sunt solutiile sistemului: 2

—2xy=3,iarS =x¢+ yg +x1+y ’
atunci: a) S=0;b) S=2;¢) S =5.

2 1
4. Daci P este produsul ridicinilor ecuatiei 5% 125 = 25 atunci: a) P=2;b) P=-3;¢c) P =3.

5. Dacd termenii unei progresii geometrice de ratie ¢ indeplinesc conditiile a)—a;=3si

az3—a;=9,atunci: a) a;=1,g=4;b) a1 =3,9=1;¢) a1 =3,9=2.
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6. Daci A:{xeR||x—1|§2} si B:{xER‘x3—3x+2=0}, atunci: a) ANB={1};

b) ANB={1,2};¢) ANB={-2,1}.

7. Daci S este suma elementelor matricei A care verifici ecuatia

[4 10 _5]+2 [ ] [ ],atunci:a)S=17;b)S=29;c)S=21.
6 12 -3 4 21 4] |12

1
8. Matricea A=(1 2 a—l are rangul 2 pentru: a) a=—1;b) a=0;c¢c) a=1.

1 2 0
9. Daci e este elementul netru pentru legea de compozitie x*xy=x+y+4, Vx,y €Z atunci
ecuatia x *x *x —e aresolutiaza) x=—4;b) x=—2;¢) x=0.

3n3+1
10. Daci I = lim 1+i2 "5 atunciza) I=e3;b) I=e?5¢) =1
n—oo n

x2 +2ax —1,dacax € (—00,2]

11. Functia f:R—R, f (x):[ este continuid pe R pentru:

3x+a, daci x € (2,00
aya=—1;b)a=0;c)a=1.
12. Fie functia f:R — R, f(x)= x4 + x3 + 2x2 —6x si n numirul de puncte de maxim local
ale luif. Atunci:a) n=0;b) n=1;¢) n=2
13. O primitivi a functiei f:R — R, f(x)=xe* este:a) x%* +x ;b) xe* +e*;¢) xe¥ —e
r
2
14. Daca I = [xsinxdx ,atunci:a) I=m;b) I=1¢) I =0.
0
15. Consideram functia f: [1 oo) —R, f(x)= ([x 1] ) x“, unde [x 1] reprezintd partea

intreagi alui x —1.

5 1 n 3(k—1) k+1
Daca anz—zz—f f(x)dx sil= llm a, ,atunci:a)[=0;b) I=0co;¢) I=1.
nly_13k* 4+ 3k+1 )

(Admitere, Univ., Management-Marketing in afaceri Economlce, Pitesti, 2004)
Testul 9

¢ Algebri si Analizd matematica

1. Daca radicinile ecuatiei x4 mx+m +n=0,m,n€R verifica relatiile x; +x, =3, xjx, =2,
atunci:a)m=0,n=1;b)m=-3,n=2;¢c)m=2,n=1;d)m=-3,n=5;¢)m=3,n=2.
2x2—xy—y2+2x—2y+6:0

y—x=1 '

a) x=2y=1;b) x=Ly=23¢c) x=—Ly=1;d) x=0,y=15¢) x=—1,y=0.

2. Sa se rezolve sistemul

3. Fie E(z)= z4 — z3 + zz +z+1—1i . Alegeti rispunsul corect pentru E(l — i) s a) 0; b) i; ¢) —1+i;
d) -1-i; ) 1+i.
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3417 317
b

2
4. Soltiile ecuatiei 3% ~3*"2=9 sunt: a) x = 2=
’ ’ 2 2

3 b)) x1=0,xy=4;
c) x1:4,x2:—1;d) x1:4,x2:1;e) x1:3,x2=2.

5. Sa se calculeze expresia E = log6%+ log6% .a)=3; b) -6;5 ¢) 6; d) logg9 ; e) logg 6.

(n+1)!
(n—1)!
7. Sa se scrie termenii a3 si aj( ai progresiei aritmetice (an)
b) 8; 21; ¢) 15; 43; d) 11; 25; e) 14; 28.

8. Fie f,g€Q[X], f(X)=2X%-3X%+aX +b,g(X)=X>—2X +3. Si se determine a si b

astfel incat f sa se divida cu g.
a)a=2;b=-1;b)a=-5;b=4;c)a=14;b=-3;d) a,b ZQ;e) a=2,b€Q.

6. Ecuatia =20 este verificata pentru: a)yn =4;b)n=7;¢c)n=6;d)n =2;e) n€.

neN*,daca ap=7 sir=2:a)9; 12;

9. Se da ecuatia x3+x?+Ax+8=0. Si se determine AER stiind cd ecuatia are o riadicini
xy=4.a) A=10;b) A=—105¢) A=20;d) A=22;e) A=-22.

10. Se da ecuatia x> —2x% 4 3x+4=0. Si se calculeze S =Xy + X3+ X3+ X1X3 +X1X3+ X2X3.
a)S=-1;b)S=2;¢)S=7;d)S=5;¢) S=9.

. . . 2 1 56 -1 2 1+i 3i
11. Solutia ecuatiei matriceale 5 X = g este: a) X = ;b)) X = H

3 6 4 -3 2 —6
I i 1o
0 X=|"53 ;d)X:‘l' 2;e)X:[0 1].
2 3 T
2

x+2y+3z=14

12. Fie sistemul liniar: {2x 43y 4z =11. Solutia sistemului este: a) (1, 2,3) ;5 b) (— 1,2,—3) H
3x+y+2z=11

o (2,1,2);d) (L,—1,3)5e) (0,2,3).

wcz

1
13. Si se determine o0 € R pentrucare lim ——=1.a)-1;b)-2;¢)2;d) 15e) —.
x—01—cos2x 2

x+1, x€[0,1]
14. Fie functia f :[0,2] —R, f(x)= . Atunci valoarea lui a pentru care functia f
3ax +3,x €(1,2]

1

este continua este: a) 5; b) l; c) ——3d) —1 ;e)0.
2 2 3

In? X, X € (O,e]
15.Si se determine o,B € R astfel incat functia f :(0,00) >R, f:(0,00) >R, f(x)=

ax-+B, x€(e,00)
sé fie derivabild pe domeniul de definitie.

a) a:l,le;b) a=ef=1;¢c) a=2P=e;d) a:z,ﬁz—l;e) a=p=2.
e e
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16. Fie functia f:R — R, f(x)= . Daci F este o primitivi a lui f, atunci F(5) — F(-5) este:

X
2

x“+1
a)2;b)-2;¢)0;d) In2;e) —2+1In2.
L3 1 1—In2
17. Fie I = f dx . Atunci  este:a) ——In2;b)0;c¢) 1;d) ;e) In2.
0x 24 2

18. Sa se calculeze aria multimii marginitd de graficul functiei f : lO,%‘ —R, f(x)= si

Cos™ x

dreptele x:0,y:0,x:%,

a) %; b) 1+In2; ¢) 15 d) 2; e) 2In2.

(Admitere, Univ., Inginerie Mecanica si Electrica, Ploiesti, 2004)

Testul 10

¢ Analiza matematica
1. Fie f :(a,b) — R o functie derivabila de trei ori pe (a,b). Sa se arate ca, daca exista patru puncte
distincte pe graficul functiei, care si fie situate pe o parabola de ecuatie y = o2 + Bx + v, atunci:
a) f'@=r'©;:b fPo=1;0 fPer=0;0 fPer=—1;¢ )= rPe)+1.

x+ \/—

2. lim .a)0;b) — ,c)l;d)—l;e)oo.
x—1 x—1 4
V241

300 M) aih) 20 V25d)0e) oo.
V21 *

4. Functia f :R—R, f(x)= X —i—ax2 +bx+c,a,b,c €ER, arein xy =0 punct de inflexiune si nu are

puncte de extrem daca: a)a =0,b >0 ; b) a2—3b<0;c) a=c=0;d)a=b=c=1;e) a=b,c=1.

x__a
5. 1im "% 4>0.2) a®;b) Ina;c) a“(1+1Ina); d) 0;¢) a“ +1Ina.
x—0 x—a

6. Fie functia f : D — R, definita prin f(x)= \/x +1++/10x —15 + \/x +1—+/10x —15 , unde D
este domeniul maxim de definitie. Si se studieze derivabilitatea functiei in punctul xy =4.
a) f'@W=0;b) f'@W=1;¢) f'4=2;d) f'4)=—1;e)nu exista.
2

7. Functia f:R— {b} —R, f(x)= ax_b , are asimptota oblicd dreapta y=x+1 daca:

X —
a)a=1,b=—1;b)a=b=1;¢c)a=—1Lb=1;d)a=b=—1;e)a=1,b=2.
tg(xa ) — (sinx)a
a+2

8. lim
x—0 X
x>0

,a>1,este: a) 0; b) a ;¢) oo d) g;e) alt raspuns.
a+?2 6
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9. lim
x—00

x—len[1+l]

.a)l;b) —003¢)0;d)15e) co.
x 2

|x|m sinl, xeER— {0}

10. Multimea valorilor parametrului real m pentru care functia: f(x)= x
0 ,x=0

este derivabili, este: a) R ; b) (0,00) HY) [l,oo) 5 d) (l,oo); e) alt raspuns.
11. Gisiti toate numerele pozitive a astfel incat a* +1>2* + 3%, Vx €R. a) 4; b) 6; ¢) {5, 10};
d) (2,3} ¢) {e,n}.
12. Pentru x € (0,00) fie fy(x)=x, f(x)=x1") £ 1) =2k Caleulati f32). a) 1;
b) In2 ; ¢) 2; d) alt raspuns; e) 3.

n
13. Pentru p E(l,oo) se considera ca sirul (an )Zil , unde a, = > Lp Pentru n >10, care
- k=1k

dintre afirmatii este adevirata?

a) a, >ﬁ;b) a,>p;c) anell,ﬁ];d) a, nu este mirginit; e) p <a, <p+1.

14. Solutia inecuatiei log, st +7 <1,este:a) (1,2);b) &;c¢)(5,9);d) (5 10); ) (0, 1).
—Xx
x
< (2n)! 2.5 « .

15. Se noteazi Q, = ,Cp=[x"cos" xdx . Se cunoaste ci existi a, astfel ca

4" (n1)? 0
;2: a, 19, 1Cop—1—a,2,C, 11, EN. Se cere si se giseascd a,. a) a,=n;
(2n+1)
b)a,=7;3¢) a,=2;d) a,=4";€) an=2n2+1 .
16. Se consideri functia f(x)=e¢ " +a (x - 1), a € R . Sa se determine valorile lui @ pentru care f

admite un minim. a) a € (0,00) sbh)a=—e;c)a=—1;d)a€e (—1,0); e)a= —7¢2.

(Admitere, Univ., Ingineri, Sibiu, 2004)
Testul 11

¢ Algebra si Analiza matematica
1. Sa se determine toate valorile lui m € R pentru care functia f:R - R,

2x —1, x €(—o0,1
’ ( ’ ] este monotona.

f= —mx+mn+1,x € (l,oo)

a) m €(00,0]3b) m=—4;¢) meR;d) me[0,00]5¢) [—2,1).

. . . . . . . EETIR] . n <
2. Determinati valoarea celui mai mare coeficient binomial al dezvoltarii binomului (a +b) , daca

suma tuturor coeficientilor binomiali este egali cu 64.
a) 10; b) 20; ¢) 60; d) 70; e) 30.
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2

3. Sa se determine toate valorile lui m € R astfel incit ecuatia st —2x? —3mx—m?=0 si

admiti numai ridacini reale.
a) 2 3b) 50 |~y s [~ 150 (—401].

1
4

-
4. Si se determine toate numerele complexe z € C care verifici ecuatia |z|+z=1+2i.

1 1 3 3 3 3
a)z=——+isb) zg=——+i,zp=7—-2i5¢) z=——+2i;d) z=——2i;€¢ z=——+i
) 2 ’ ) 1 2 L% 2 ’ ) 2 ’ ) 2 ’ ) 2

- 2 2
5.Si se calculeze lim |cos— ] .a)0;b) 15¢) 2™ ;d) e Tie) e 2T .
x—00 x+1

N s—
6.Fie f:R—R, f(x)= 2x —ya"x" —ax+1,x <1
Jx—1+aVx,x>1

a pentru care f este continuid pe R. a) a=—1; b) ae{—%,l}; ¢) a=0; d) ae{—l,g};

5
e) ac {—1,5} .

n
7. Sa se determine functiile f:R — R derivabile pe R, astfel incat  f(x +iy)=nf(x)+2y,

. Sa se determine valorile parametrului real

i=1
VxR, Yy eR".
a) f(x)="("—+1)x+c,c€R; b) f(x)=;+x,c€R; o f(x)=n(n+Dx+c,ceER;
2 nn+1)
2x 4x
d) f(X)—m-i—C,CGR,e) f(x)—m'FX,CGR-

8. Sia se determine coeficientul unghiular al tangentei in punctul (e,—ez) la graficul functiei

2 2 2 2
1—2 1—2 2 1 2e” —1
F:(0,00) >R, f(x)=Inx—x2—1.a) e—1;b) -t ;¢) - ;q) 21 ¢ 2 —1,
2 e e 2
9. Care sunt valorile parametrului real A pentru care ecuatia x3 —3x% —3x +5+ A =0 admite

ridacini duble? a) {+412} sb) 250 {£2};0) {34} {1,3}.

< 2X TT
10. Si se calculeze f /1+ tg de, x € 5’ 2] .
) 2iltgX+— L |1ciby mleX e |+cso mleEi—2|+c;
2 2 X 2 X
COS — COS— COS—
2 2 2
& 2mfteX——L |1cse) 2m|tgX +cosE|+c.
2 x 2 2
COSE
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K2
4

11. Indicati care din valorile de mai jos reprezinti valoarea integralei: 1 = f ln(l + tgx)dx .
0

a) I:%ln3;b) I:%lnz;c) I:%ln3;d) I:%lnz;e) I=nn3.
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INDICATII SI RASPUNSURI

Capitolul 1. Primitive

Derivate. 2.1) f'(g(0))- '(0) =£"(1)-2=0-2=0:2)0;3) 59 ;7) £ *(g(h(0))) - g'(h(0))-'(0) =
=£'(2)-£'(2)-1=1-1-1=1;8)0;9) 0;12) 2.

Excursie matematica. 1. N'(t)=1,24N (¢);3)985;2. D A'(¢) = Aoekt;

A(5) =§A0 =k =—0,081,A(r) = Age "1 2) A (1) =%=>kT =-In2=

In2
0,081
5. 2) 17 saptimaini;

=>T= ~8,56 ani; 4. 1)V (¢) =100000(1,05)’ ;2)V (10); 3)r =1g2/1g1,05;

3 x2

Probleme care conduc la notiunea de primitivi. 1. G(x)= % -5t k,G(1)=-1=>

3
:>k=—%; 3. x(t)=%—%t2+2t+c;x(0)=2:>c=2;x(4)=7% la dreapta originii;
2 2 3
5. 1)v(t)=7+t+c;v(0)=2:>c=2:>v(t)=7+t+2:>s(t)=?+?+2t+k;
2

s(0)=0=k=0;6. 1)g(x)=—x7+3x+c;g(1)=0=>c=0; 7. 1)y(x)=x2+x+c;
y(1)=3=c=1=y=x?+x+1
Primitiva unei functii. 0. 5) F,G : R — R primitive pentruf pe R = F (x)-G(x)=k;
x=1=F(1)-G(1)=e=k=>F(x)-G(x)=e;x=10= F (10)-G (10) =¢;
1. g(x):G'(x);a)g(x)=3x2—10x;i)g(x)=33x+ex;r)g(x)=xcosx;

4 -1y
2 (x) =" 420415 3. l)a)G(x)=%+§
4. DF (x)-G(x)=1,Vx e R; 2) Se obtine acelasi rezultat; 5. f'(x)=cosx —xsinx =
3

COS4 X

32)G'(x)=g(x),Vx;3)b),c),d);

= xsinx =cosx —(xcosx)'= G(x)=sinx-xcosx+¢; 6.Da; Nu; 8. ¢)G'(x)=

2 1 2 G'(x) 2tgx  sinx .

= = + =>H(x)= + este primtiva pentru g ;

cos’x  cos*x 3cos’x 3 () 3 3cos x
2

9.a)f(x)+g(x)=x,Vxe R:H(x):x?;b)H

—~
=
N
]

f(x)—g(x),VxeR:>a=%,

E,b =E;ii)a =
3

b=1; 10. a=9,b=14; 11. b)i)a = 9

4 2
’b=——;"'a=1,b=0;c j a=_’
3 iii) )i) 5

1
b= —g,c = —%; ii)a=1,b=0,c =-16;12.G derivabila pe R . Se discuti cazurile: 1)a <b,
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imposibil; 2)a =b,a e {+1};3)a >b, imposibil; 14. G(x)=F (—x)—F (x) si respectiv

1 1 1+sinx
G(x)=F (=x)+F (x); 16. a)a—b—E,b)G(x)—Eln(l_sinx],

17. f(x)+g(x)=1=F (x)+G(x)=x,F (x)-G(x)=In(cosx +sinx) = F (x),G(x);
18.5(¢),v(¢) sunt pozitia si respectiv viteza obiectului la momentul #; s(0)=5,v(1)=—4;

3
v(t)=t2—2t+c,v(1)=—4:c=—3;s(t)=%—t2—3t+k,s(0)=5:k=5;s(4)=—§, adici

3t\f

5
obiectul se afla la stinga originii, la departare egala cu 3; 19. 1)P( ) t+——+k;

2
2)P(0)=100= k =100;3)P(8)=148;20.1) P(x) =15x — ’1‘—0 -100;2)P(10) = 40;
3)P'(x)=0=>x=75 21.1)V () =3t +5t%;2)V (1) = 8m™; 3)t = 55 22. )N (n) = n* + 3n +12;

2(3+1 2
%zG(t) t* 6t

2)N(3)=30;23.1)G'(¢)= Tts +15;2)G(5) =26g; 24. 5, =1000;

3
r=0,05,5 (1) =1000"% = §(5) = 1284,03;d = 284,03;25.1) 1+ ¢, 2)7x + ¢&; 3)% +

4)—l+é; 23)x+3ln(x+\/x2+25)+g;26)]n(x+\/x2+9)_§arctg[ J_I_e,
x
/ / 3 2
28)ln(x+ x2+2)(x— x2—2)+6,41) Sm[(x+ )= (x+ )]

sin1 -[ sin(x + 3)sin(x + 2)
sin(x +2)

sin(x +3)

1

sinl

+ ¢;42) arcsin(sinx) =(x,xe [0,%};=7I—x,xe (%,37”], x =27,
3z 1
xe 7,27: ;43) tg(x +2x) =tg3x & tg x tg2x tg 3x = tg3x - tgx - tg2x; - gln(COS3x) +

1
+Eln(c052x) +Incosx + ¢.

Problema existentei primitivelor. Functii care admit primitive. 1. 1) —18) sunt functii

2
2
continue; 1)F(x)=[x2dacﬁx >0; x%, daci x <0}2)F(x)=(x2+xdacéx <1;inv-= +4daci x 21];
X

ZX\/;
x
3

» X€E [0’1);2)‘;/;_

3)F(x)=(lnx+ldacix21;—cosx+2dac5x<1];4)F(x)=[x—
x

2 2 3 2
—x+§,x21);8)F(x)=(x7—2x,x22;—%+2x—4,x<2J;10)F(x)=(x?+x7,xe [0,1);

x3 x?

T (—1,0)];11)F (x)=(x?-x,xe[1,2);x -1, x€ (0,1));13) F (x) = (sinx -4,
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3z . 3z &) . T 7 3z
xe|2x,—— |;—-sinx-2,xe| —,—— |ssinx,xe | ——,— [;—sinx+2,x € H
2 2 2 2°2 272

sinx +4,xe [37”,271']];18)f(x)=(x,x >xdxd x< x3) =(x,xe (=2,-1)U(0,1);

1 x4
e 0’1 T o=
1 xe(0,1] 2

™ |

2 4 2

3 e (- ()= o re (21l X+ L ve (—rol X
Sxe l,O)U(l,Z)),F(x)—[ Soxe (2] re (L0l T+
e(1,2)); 2. DG(x)= EARNIPNPIPAE ORI | re(-2,2i=3x+ 7 x>2;
9 b * - 2 b - b 3 3’ b b 3’ b

x2 2 . 1 2 . 1 '
3. )m=12)m=0;4. D F (x)= T,xso;x sin—, x>0 [;2)| x*sin— | =
X X

1 1 1 1 1
=2xsin—c0s:cos=2xsin—( 2in— ] fieg,h:R>R,g(x)= (2xsin,x¢0;0,x=0]
x x x x x

1
continui si h(x)= (xz sin—, x #0;0, x = 0) derivabili iar G primitivi pentru
x

g=>F(x)= [G(x) —xzsinl, x#0;G(0),x =0) este o primitivi pentru f ;
x

x? 2x/x
3

Metoda integririi directe. 1)~ - 2 43x+2;2) x +In(-x)+¢;3) x> ~3nx +

2 1
xf+@,10>f( )= x5—3x3;11)9-x=(3-J¥)(3+J¥);17)f(x)=x#+

+2
(x-2)

2, X)= L'x n
+m,18)f( ) 1+( 5 ) +21 {( 2)]+g,19)f( )=1 (

+6;

4 +—+
)¥ 2

23)f(x)=2—(27—);30)2x2+3=x2—1+x2+4:>f(x)= +

x“+4

3NI= jf )dx,J = jg )dx;31 +4], -4 +3] =1,].
2 X X 3 x? 2
Metoda integrarii prin parti. 1.a) Dx ln5—7+g;2)x lnx/3—?+é;3)x(ln x—21nx+2)+
X X

+@;b)1)—(x+1)e” +e,2)(2x —2x+1)— &3)x 133 (13_3)2.,.@;

2 / 2
1 1-
ol [xz —‘Jarcsin x+ % + 5 pe [—1,1] se prelungeste prin continuitate;

2)x arccosx —\1— 2+ ;s pe [—1,1] se prelungeste prin continuitate;
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X X

3) x arctg x —%ln(1+ x2) +¢;d) l)%(sinx —cosx)+¢; 3)1—2

(In2-sinx —cosx)+ ¢;
+In“2

2sin3x — 3cos 3x)
13

3) x sinx +cosx + ¢ ) 1);|:x x2+9+9ln(x+\/x2+9)]+é;2);|:x\/x2—9—9ln(x+\/x2—9)]+6;
3)%(16 arcsin% + me +&;4) %(x2 - 9)\/H +; 6)%(x2 + 1)\/3527"'1 +¢;

4)ezx ( +¢@;e) 1)— xcos+sinx + ¢; 2)—x2cosx+2xsinx+200sx+é;

g) 1) —cosxIn(zg x) +;ln(tg;)+@; 2)%(sinx —cosx) +%cosx +¢; 5)§(sin(lnx) —cos(lnx)) +&

1
10)ln(1+x2+x4)=ln(1—x+x2)+ln(1+x+x2);2.a)l)u=—n,v'=1:>
(x2+1)
2
=1I,= ad +2nJ. x"dx =>In+1=i- ad +2n 1-I,,;Il=arctgx+é;
) n 2 n+l1 2n 2 n 2n
(x +1) (x +1) (x +1)
1 3
12=Earctgx+++é;l3=§(arctgx+ 3 1J+ ad 5+
2(x%+1) X4 g(x2 1)
1 x 2n-3 x"1 x 21
)1, = : + LDy =~ = lyasly =5 — —a’l,_g;

2(n-1) (l_xz)"_l 2n -2

5)I,=xIn"(x)-nl,_;38)1,=x"e* —nI,_s; b) Du=cos" L x,v'(x)=sin" xcosx =

1 - -1
=>1,,= cos” L xsin”" x4 L1 m.n—23 3. Sunt functii continue pe domeniile de
 m+n m+n
3 2
1 1
definitie 1)F(x)=(5[x\/x2 -1 —ln(x+\jx2 —1)],x > l;x?—x?+g,x <1);

) F (x)=(x*mx/2-x*/4,x>0;0,x =0);3) F (x)

(%[x\/xz +4+4ln(x +\/x2+4):|,
3
x<0;2x —cosx +1+2In2,x>0);5) F (x)= (x—l)ex,x50;x3lnx/3—?—l,x>0 ;

6)F(x)=(xzarctgx/2+arctgx/2—§,x20;xarctgx+ 1-x2 —1,—1<x<0);

4 e

4.F(x)=x4lnx/4—)lc—6+%; S5.0I+]=e*+¢,J-1 =?(Zsin2x +cos2x)+¢=1,7;

2)(exsinx)'=ex(sinx+cosx):>I+J =exsinx,(excosx)'=ex (cosx —sinx) =

=I-J=e*cosx=>1,].
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Prima metodi a substitutiei.

3 +2)7

4
N6 1 _\10 x2+1
1.a)1)(x 61) +@;2)( ad +@;3)(2x ), (2x-1) +e;4)( )

21 44 40 4

+6&;

(x3 -3x +1)6

5
) 18

+¢&; b)DIn(x+3)+¢; 2)%ln(—1—2x)+ é; 3)—%ln(4x -1)+¢;

5 3
4)—;4+é;c)1)1(2x+1)\/2x+1+6;2)E(1+x)5—E(1+x)5+6;
8(2x +1) 3 5 3
3
3 s . 1/ 5 2 . 1 3, . l -2x . l x3 .
3)10(2x+1)3+e,4)3(x +3) +¢; d) 1)3e +¢52) 5¢ +e,3)3e + ¢
1

4)—%("2 P 5)%&5 +2:62F + 2T —ex + 5

6

1+1
e) l)%lnzx+é;2)—cos(lnx)+é;3)ﬂ+é; 4)In(Inx +1)+¢&;5) In(1+Inx)+¢;
f) l)gsinsx +¢; 3)—%cos4x + ¢ 4)%cossx —%cossx + s

2tg£+1

2
—arctg| ———
N R BN

11) +¢;12) \/garctg(ftg )+6;15)—ln(1+sinx)+6;

g) l)%arcsin2 x +¢;2)In(arcsinx) + ¢; 3) - + ¢;5)arcsin(arcsinx ) + ¢;

arcsin x
1
(x2 +3x+ 1)

2
7)—%ln2(arccosx)+ é; 2. 1)ln[2x;3xJ+é; 2)iym=1=— +¢;

x“+3x+2

im>1= ! arctg x?+3x+1 +6,m)m<1:>—l X2 +3x+1-V1- +¢;
Jm -1 Jm -1 2 | x2+3x+1+1-m

A doua metoda a substitutiei. 1) 2[\/— \/Earctg[\/;n +é; 2)2(\/; - 21n(\/x + 2)) +é;

2"J——x+ x- 41n(M)+@,6) (x=1)V2x+1+& 1D In(v3x +1-1)-In(\3x +1+1)+¢;
=

14) * _1n(1+e )+@, 18) = +219)- ﬁarctg(%]+é;

Integrarea functiilor rationale.

17 11 17 -1
1.Da=4,b=11,c=7;3)a=1,b=-2,c=—,d=——,e =——; 2.a)1)lnx—+é;
16 4 16 x

1 2x-
) = 23 o3t lnT+@,5)3]n(x 2)-In(x-1)+¢;10)~ ln(x +2x)=In(x+1) +¢;
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B)1)x+2In(x +1)— +@:)  4In(2-x)=In(=x)+ & 3)In(2-x) ~In(-x -1) -
X

1
(x+1)

St gD+ ;) x+ I+ ¢;

(x+1) x2+1 x2+1
3)lln l——x 1 —=arctg x+1+é; 3.)a=1,b=4,c=-1,d =8;
3 X+x+l \/— \/—
1 2 1 u
2)—x“+4x+8In(x—-1)—Inx +¢; 5.2) I; =—arctg— + ¢;2) f continua pe R =
2 ( ) 1 \/E g\/i S |Y f

admite primitive pe R (calculate cu 2) pe (—o0,0) si interval [0,c) );

Integrarea unor functii irationale.
5

2
a)l)z%+x+é;5) 2«/;—43/;+é;6) 2arctgx/;+é;10) 2\/x+1—2]n(\/x+1+1)+é;

1 1
b)1) % —Esin(6x) +¢;2) 3x +4sinx +sin(2x) + ¢; 4)5(12x +8sin2x +sindx) + ¢;

1 5 1 1. 1 . x 1 x
5)——cos“ x ——cosdx + ¢;6) —sin2x ——sin8x + ¢;¢c)1) In —-1)+¢;2)—arctg3” +¢;
)2 *-3 x8)41xl61x60))(e )é)ln3 g é

x
3)e* - 2ln(e +1) +4)~ arctg +;6)x —ln(1+ 3e* )+ @; 2.1)f continui pe
(0,27) = f admite primitive pe (0,27);x — tgz nu este definiti in x = 7;

) 2g ¥ +1
Z)ﬁarctg # +¢ pe (0,7);3. 1) ca la problema precedent;

2)\/_arctg(x/7tgx+é)pe( Z],etc;4.1)Il+12=x+é;12—11=ln(sinx+c0sx)+6;

5.1) se discuta cazurile: a) m <16;b)m =16;¢c)m >16;2)a)ym <1;b)m =1;¢c)m > 1;
2—-x x+1 a+1

2(x?+2) e 2(x? +2) J—amg\/—

xx/E+1 2

7 1)I—Lln x2_— +6'J—iarctg x -1 +é'3)A—l(I+J) B—l(J—I)-
' 22 | x24x241) 7 2 x\2 ’ 2 2 ’

X
"™ tg— tox
8.1, =————+1,,5 9. l)ﬁarctg JE +¢; 10. 1)\/2arctg—=— - x + ¢;

n(ex +1) V2

6.1)I = +é=>a=-1;2)a=3;

11.a)1) 21+ 31, = x + ¢; 21, — 31, =In(2sinx + 3cos x ) + &;

12. 1)%[12): —5In(2sinx + 3cosx)] +@;13. DI+ ] = %arctg(mj+ é;

3 V3
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I-J =%ln(2—sin2x)—§ln(sinx +cosx)+¢.

Teste de evaluare. Testul 1. Varianta A. 1. f este continui pe R = f are primitive pe R ;
1 21

2.F'(x)=f(x),vx>-L;4.a =E,b=3,c =-2; 5.F(x)=7—5; 7.F-G=3=>F'=G".

VariantaB.4.a=c=0,b=d =1;7.F -G=-1=>F'=G";

_ 1 1
Testul 2. Varianta A. 1. F (x)=| —xe ™, x <l;=In* x ——,x21];2.G'=g;
3 e

1.1 3 T
3= b=rse=s 4.f(x)=(x,xe [0,1];1,x>1);F(x)=£f(t)dt; 5Da=1b=2c=1;
2)f (x)=(x-1)"" +2(x-1)*® +(x -1)*™;6. P(x) =ax® + bx? +ex +d,F '(x) = f (%),

Vx; Varianta B. 1. Se integreazi f pe (—oo,0) si [0,00) si se construieste F;

2.G'(x)=g(x);3.Da=-1,b=1; 4.f(x)=(ax2,xe [0,1],1, x >1);F(x)=ff(t)dt;

1 1 1 1 2 2 4
5.Da=b==32) f(x)== + s 6.a==,b=——,c=——;
2 2| (x=1)" (x+1)° 5

7.a=b=d =1,c =0; Testul 3 (grild). Varianta A. 1.a) 2.¢); 3.b); 4.b); 5.1);a);2);a); 6.¢);
Varianta B. 1. b); 2.a); 3.c); 4. ¢); 5.1)b);2)a); 6. 6)
Capitolul 2. Integrala definita

2
Integrala definiti. Formula Leibniz-Newton. 1. 1) — 2) 33) —<S <215 4) s, = i“ n(nz—l)l ,
n
s —i"("“)] 2 s5= 0 Sg=2 13.2.a) f3dx b)} )dx ; c)} 1)dx ;
" 2 ST 5 T s 0 0 2-x) 1x+ ’
4 3 2 T 3
d) [x%drvse) [x(x—2de;D [ (4_ x2)dx ;) [sinxdrsh) [V9—xPdr;4.1)
1 2 -2 0 0
2 T
h(¢)=0,01- 2+01t h(60)=24m ;2) 12= [v(t)dt =T =40 ani;5.1.1)2;2) 2— 63 +5In3;3)
0
ln§;4) E
4
2 7
IIl)(e +1) 2 w33 S —1 ; 1L 1)u 2) 6. 33) — % ;IV.1) i;2) M;V.l) 21—lné ;
4 4 21 3 15 3 2
2) ln4—% ; 6. f(x):m_Ttst; 7.t =tg% si se expliciteaza F pentru y <1, y =1 si
y>1=Fcontinuiiny=1;8.I,=1,, +—=1, =—ln2+1—5+§—...+—;
n n
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1
1—x+x?— x4+ (1) " = (1= x+ 22—t (—1)" 2" )dx =
0

1 n+1 1.n 1
f —f(de 11 +l—...+(_1)”L =lnz+(_1)"+2fﬂ , unde fidx—>0=>
1+x 0 1+x 2 3 n+1 01+x 0x+1 n

:>lim1”:0;9.1)a:—1;2)a:2;3)aG{Z,—S,%};IO.a:6,b:3,c:1;
n

1
11.a=3,b=1,c=5;12. —x — x = sistemcu f(x) si f(—x) = f f(x)dx =23
-1

13.2) I(a)= arctg 2 —arctg 2 , I1)=—; lim I(a)= l =1 continuiin a =1.
1—a? 1—a 1—a a1 2

- . A o 21 1 1 1

Integrabilitatea unei functii in sensul lui Reimann. 1. ' 2.1 |all= e 2) my=0,m, =M=

3 1 1 3 39

m4=1’m5=?M1=Z’M2=5’M3=1’M4=Z,Ms=2; 3) SD(f)= Sp(f)=733

Yop(f, §)— 39 1;3.1) sp(f)<Sq(f)352) SD(f)<ff(x)dr<SD(f) 5% Sp(f)<ff(x)d’f<51)(f)

si 11 =8 ad. sp(f)<n SSD(f)=>11—sD(f)SSD(f)—sD(f) si SD(f)—11§SD(f)—sD(f),
8—sp(H<Sp(H)—sp(f) si Sp(fH)—8<Sp(f)—sp(f)=11 -8 Sp(f)—sp(f) si
8—I; <Sp(f)—sp(f)=1;=8, fals; 6%. 1) sD(f)=32, Sp(f) =56 2) Exisi mai multe numere

1 ™3 2 1
cu proprietatea s <40<S 3 7.1) — — 3 3 4)2;5) —36) ———
prop! p(f)<A0<Sp(f) ) 2) il ) —o 18 ) )3 )r+s+1
1 nok(k+1 1.2 kk+1 1 klk+1) 2
11) a,= 5 (Kl ),D,,: 0, vl |, [ Dy =——— =0, &= (k+1), 2
n(n+1) =1\ n(n+1) n(n+1)  n(n+ n(n nn+1)’ 3
ka 1
8. n—1<a,<n,Vn=b, = ——E "- f _l—ln2.
a, n= ;2 1+ka 0x
n2
Proprietiti ale integralei definite. 1. 1) a) 5; b) - 2; ¢) 2; d) -2; 2) a) 1; b) -5; ¢) -2; d) 0; 2. I. Functiile
sunt continue pe domeniile de definitie; 1) 332 2) %—1 3 3) E—an ; IL. Functii continue pe portiuni.
e
11 5 x3
D 32 S5ILD 1023, 2)— 3 v fo= , x€[0,1); 2,x 51,xe(12)|;
x +1

_[+? 1 1 : _3 .
F(x)—[%—ln(x2+1),xE[O,l);E—an,le;x—z—ln2,x€(l,2] 5 F(2)—F(0)_E—ln2,

3
2) f(x)= [O,x €[0,2); % x=%x +1,x€ (2,4]]; F(x)= [O,x €[0,2]; x?+ x —%, x€ (2,4]] 5
¥* (342 _ 2y 1) )

62 3
F(4)—F(0)—?,3)5,3.1)a) In ; :

1
b) —;2 =
2:4-..-(2n—2) ) 2 ) F(x)
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In2
4.1 1% 10 = %—a,aSO;az—a+%,aG(O,l);a—%,azl] 2)0;5.1) n_ 2) 13)1;6.2)a)
3 1 P
n2:b) S0 i) 41 g [ ]f[ ] [i] -
8 4 Ina n? 1<l<J<l’l 22 |i= 1 n
2
[ff(x)dx
[ ]—> ; 8. L. Utilizam proprietatea de monotonie a integralei f < g pe
2n i= l
[ab]=>ff<jg,1)0<cosx<1=>cos x<cos’x, x€ 072t
a a

2) X2 —x <2x+5) & x? —3x—10<0 x€[-2,5]33) [x +1/=|2x — 1)+ (2—x)| <

1 1 2
<Px—1+2—x 3D (F(x)—tx)* >0,Vx €[0,1], V¢ ER = [ £2 —2¢ [ xf (x)ddx +%20,

0 0
Vt=A<0;II f :[a,b]—HR continui = f (o) =min f < f(x) <max f = f(B) care se integreazi;

1) f(x) :1—% este strict descrescitoare pe [0,1] = f(0) =—2<f(x) <f()= _% ;
x

1

b b 2 2
MLV f<g=[f<[g;V.D 5 >ex2 =e >1—x2,x€[0,1];2)1—i-x2 <e* S(e+1)x2+1,
a a 1+x
1 x4+1+ !
x€[01]33) [(x411) e S xe (o)
1 1
9.9) L < tz“ <“;1:>1n2<a <m2+tin < <R o<sinx <1,
" +2 ¢ 2n B+2 ¢
"
l:>I €lo,1], Vi 0 <sinH x <sin" x, x €[0 —l:>1n+1<ln,3)0< <x",Vn=
14+ x"

n
X

1
1
=0<I, g%:l,,—m;@ogl—l,,:f dx§?=>x,,—>1;5)(1_x)" <f@)<1—x)e,
n

ol+x" n
x€(0,1); I, = 0;1L.a) 1-2) (f(x)—a)(f(x)—b) <0 f2(x)—(a+b)f(x)+ab <0<

o flr)— (a+b)+%<o b) Dymin(f,g) < f.g 32) max(f,g)> f1:0) £ ()< f(x)< f(B)»
1 1

xE€lab];d) 0<m < f(x)<M :>HS e < —, care se integreazi pe [a,b] si se face produsul
X m

b
lor; e),, = [ f(x)dx < f(b)(b —a)=0bf (b) —af (a) ; »»<= ” Prin reducere la absurd, 3a <b ai.

a

f(a)> f(b),3c €a,b], f(c)=inf f(x),x E[a,b]=>x=a si f(c)<f(a);3dEasc], fd)=supf(x),
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[4

b
Ela,cl,d=c, fd)>f(c)=[f(x)dx> f(c)c—d)>cf (c)—df (d) ,fals. ) 1) f=c= [cdx=

0 a

=c(b—a)=f(b)b—a);2 fla) <f(x) =>ff )dx < f(b)(b—a);3) ff (x)dx > f ()6 —a) ;

b
g)l)M(f+g):ﬁf(f+g):rff+—fg M(f)+M(g);h),,< ” Prin reducere
la absurd.

n+2 c
Formula de medie. 1. 1) M (f)=1/3,£=\3/3%2) M (f)=42.)1) | =2t
+Cy

10 ng’(1+n)7 b
Le[mn+2] 2) <x,< ;3. - dx =0 plus formula d
cy€[n,n+2] 1+(1+n)10 x = j[f(x) g(x)] plus formula de

1 1 1 b
medie; 4.a)j[f(x)—x]dx =0; S.I[sinf(x)—z—ﬂ]dx =0; 6.If =(b-a)f(c)<0,ce[ab] =
0 0 * a

1
= f(c)<0; f(a)>0+P.D.=>3¢e(a,c), f(£)=0; 7.If plus formula de medie.
0
b, 2
Teorema fundamentali. 1. a) 1) Ie_x dx=F (b)-F(a) si F'(a)=e™";
a
b)F (x)-F(0)= x3-x? =>F'(x)= f(x) =3x2 —2x; 2.1) Fie G o primitivi a
integrandului. Avem

F(x)=G(x)—G(0)=>F'(x)=G'(x)=+

x“+1 . (_1)=

va-t

JF'(0)=1,F'(1)=1/2 si

Fr(x)=-2x/(x? +1)2;3.2)F(x) =G(x*-4)-G(2x),F'(x) =G'(¥* - 4) -3x7 - 26"(2x) =

x=d

=g(x-4)-3x% - 2¢(2x), unde g(x)=x/(1+Vx);4.F (x)=G'(x) > F -G =k = k = jf,
c

6.1) 2arctg2x :

32)2(1-cosx);7.1) F'(x) =0= x =1 punct de maxim;
1+x

8,1)F'(x)=G'(2x).2_G'(x)=2(4x2—6x)—(x2—3x)=7x2—9x=0:>x1 =0,x,=9/7 etc.

9. F'(x)=sinx/(x+1)=0= xe {0,7,27} = x =7 punct de maxim =

=F(x) Zmin{F (0),F (27[)} , F(0)=0,F (27)= }[f(t)dt +2f[f(t)dt. in a doua integrali
0 V4
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/2 /2 /2 2
sepune u=t—7x siF (27) If jlsmu jf(t)dt—jf( )du=0=
0 o TR 0

={F(0),F (27)}=0; Z)F(x)=2j %dy cu F'(x)<0.

X

10. 1) F'(x) =sin(§—sinx)—sin(cosx) > O(Sinx +eoosx <2< %J,

11.1)R2) f(0) =%; f(£2)=0;3) f(%) =1; f'(x)=cosx,Vxe I c(-,0) sau

I =(0,00);12.1) Notim cu F (x),G(x) membrul sting si respectiv drept

x=1
=>F'=G'=>F =G+k = k=0;2)F(x)este membrul sting cu F'(x)=0=>F(x)=k=>

_ 0 '
(x:%)k =1;13.1)(%) limita se serie fim 207G (0 _yp G(x) _ 2410

x>0 x x—0 1 x—0 x+1

Metode de calcul ale integralelor definite. Integrarea directa. 5. arcsin(sinx) =

2 3
=[x,xe 0,E 3 T—X,XE 7_r’3_7t ;X =27, X€ 3—”,27[ ;”——2;7.x(t)=5t2—t—;v'(t)=0:>
2 22 2 4 3
250 NE)
t=5x(5)= 18 Dne {02 - 12 13 a =k = 25)a =690 1) - \/_3)24)111\/_

Metoda integririi prin pirti. 1.11a)1—2/e; [ a)1;d) %; IV a)— 273 b) 47; c)% -1

1 1 1 1
V.a) %(\/E +4In 1+2J§} 3.a)1) J’\/x2 +1dx; Z)I\/l— x2dx; 3)[ x35%dx; 4)Ixexdx;
0

5. 1b)—<x"e_x <x",xe[0,1]; Metoda substitutiei. 1.a)2)0; c)4) d)2)0

z
2 . 0 1

4.1) J = I sin x dx I+J,I—J;2)I+I si in prima integrali ¢ =—x
0e +sinx +cosx S0

4) 1+tgx = \/Ecos(x - Z)/cosx; diferenti de integrale —in prima t=7x/4-x;

-1 2(2-2
5.1)ln\/5; 2)(e2 );3) ( );6.1)a)x=%;b)x=§—t;2)t=x—1;7.Secalculeazﬁin

3
x)"

1
doui moduri o anumiti integrali. 1) j(x ~1)* dx;2) j dx . Calculul ariilor.
0 0

1.1)e-1; 2)10;3)%;4)2—;;5)15;6)4ln(§);2.a)%;b)4;3)§;4) 5)E b)l) 32)2;
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3 937 4 4 z 1 3 3
D6 2532 m022) 230 2 a2+ Ler-2 3T Ly 35,3
)1;3.a)1) ) ) ) )2 )192 ) 2 3) )2 3)2 a=—7
si min S =E; 6.a=1§iminS=§.
16 4
* 1
Volumul corpurilor de rotatie. 1.1)7;2)3 1——4 33) 127,
e
4)—243” 21)—512”, )16—” 3) 5330327 2)a )20—” b)— 3)64—” 4)— 5)96—”
Teste de evaluare
-1
Testul 1. Varianta A. 1. "="33.2) D =(1,2,..,n),sp(f) = Z <f—t lnn<SD(f)=nZ 1;
k=2k k=1k
n n
b) SD(f)—fﬂ: b 1—lnn; ¢) se unesc punctele (1,1),[2,1],...,[n,1] prin segmente si se
1 t k=1k 2 n

Sy . - < 1 1 .
considera suma ariilor trapezelor care se formeaza egala cu 2 1——|= 3 1——| < ¢ ; suma ariilor
n n
- 1 1 . < e e
dreptunghiurilor este 1 ——>c=¢c € 5,1 ; 4. II{I‘I f(x)=00=> f nemirginiti = f nu
n x N0
xeR—-Q

este integrabila; 5. 2e —% 5 6. % 37.a=1;10.1;11. A :%;

VariantaB. 1. '""="3;3.a) ;[1 — 12] ;3 b) Suma ariilor dreptunghiurilor < aria (l" f) 5 6.0;
n
1 1 2
7.a=139. [(f(x)—ax—b)dr =0 + formula de medic; 10. . 1. x(e* —1)/4.
0

3

Testul2. Varianta A. 1. D=[1,5,2] 2.1)2;2)4; )13 4)-4;5. Da=—,b=—1,c =

N\»—n
N | =

1
6. g(x):f(x)—(1+x+...+x"_1),x6[0,1] cu [g=0 + formula de medie; 7. %;8. (2+m)/8;
0

9. f(x) = x3/3+ x? 510.1)9/4 ;2)45%/2 ; Varianta B. 1. D = [0,%,1] 5 2. 1)5; 2)-2; 3)0; 4)-3;

5.2)¢)1/6 ;6. g(x) =f (x) — x2, g(a) > 0, formula de medie + proprietatea lui Darboux;

7. 1/4;8.1
4

g—an] 59.2;10.1)8/3 ;2)48/5.

Testul 3 (grild) Varianta A. 1. b); 2) a); 3. ¢); 4. b); 5. b); 6. a); 7. 1)b); 2)c); 8. a); 9. ¢); 10. a); 11. ¢);
Varianta B. 1. ¢); 2. b); 3. a); 4. b); 5. b); 6. a); 7. 1)c); 2)c); 8. b); 9. a); 10. b); 11. ¢).
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Capitolul 3. Teste de recapitulare finala

1. Teste pentru pregatirea examenului de bacalaureat

Testul 1. L. 1. ¢); 2. a); 3. a); 4. b); 5. d); 6.3x2;7. é;8. x=039. f'(1)=3;10. %;II. a) Supcp =

D
=Sapc +Sapc =AC- T+AC OT—AC = b AB? = A0?+0B?;¢) AD*> + BC? =

=042 + op? + oB? + 0oc? = AB? + BC? 3 d) in A0AB , teorema cosinusului; x =0 ; e) Se aplica

OA - OBsi
teorema cosinusului si egalitatea @cosa:O@azg sD Soap :+m ,etc;IIl.a) x=y=0;

b) y=—x ;d)inc),punem aj=ay=..=a, =l;e) a1=...=an=ﬂ=>f[n-ﬂ]=nf[ﬂ]=>
n n n n

ﬁf[%]:@,f(m)sz(l)zméf[%]:%,m,neN,nz(); f) aE]R=>EI(xn),(yn),
Xp <a <Yy Xps ¥ €Q, X,y —a=> f () =2, < f(@) < fOp)=yp = f@—a;IV.d) f'>0=
fse = f(x)< lim f(x)=0, g'<0=g sd. =g(x)> lim gx)=0;e) a,,1—a,=gn)>0=

X—00 X—00
= (ay) by — by = F) <0=(b,) N3 B h:[l,00)— R,h(x):ln[x+§ —ln[x—i—%]—%,

h'(x)>0=h s.c., lim h(x)=0=h<0; g) lima, =0,lim(b, —a,)=0=-limb, =a,a, <a<b,,
X—00

1 1 1
0<a—a,<—=0<a—ay; <——<—
6n 6-17 100

4 J—
Testul 2. 1. 1. a); 2. d); 3. d); 4. a); 5. b); 6. Z(ezx—e_zx);T ez 21 S8, FU(x)>039. £10)=0;
e

ch;nA ;¢) Spap = AB w ; d) Se utilizeaza

10. x =0, punct de minim; IL. a) x:%;b) S=

b) sic); e) BE = EC ;1L a) det(A)=0,rang(A)=1;b) 03;4d) B[I3—1—11A]=[I3—%A]B=I3;

a b ¢
2
f) Matricele C, D au forma |ax bx cx|=> sistem incompatibil; IV. b) f,(x) =%+cosx —13
ay by cy
e) Inductie; g) ), f) = lim f,(x)=0= llmf2n+1(x) =0.Dinc¢) = q.e.d.
n—oo

Testul 3. I. 1. d); 2. a); 3. ¢); 4. d); 5. a); 6. S(x —1);7. f'0)=-5;8.1;9. x =—1max, x =1min;
10.0;I:2) V2 5b) m=—1;¢) y=1;d) - ,e) M(0,0);1;0) M(2,2), MA=MB=5¢Q;

IIL b) det(A)=—1=0=>rang(A)=3;d) det(A)¢0:>A inversabili; AA=I3=>A"1=4;

) A% =13, A%F1 = 4, det(X)=0;f) prin absurd; IV. d) 05 ¢) x =—2; f) (—o00,—2],f
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concavii; [—2,00)f convexi.
Testul 4. L. 1. f); 2. %; 3.-1; 4. 105 5. 25 6. 4x(x2—1); 7. %; 8. f'(x)=0;+1;0;9.0; 10. 0;

7

IL11. x+y—9=0;12. V2513.1—i514. 1515, E; 16.-1;1Il.a) a=b=0=0, GI(A), a=0,b=1=

=1, €I(A); ) det(A)=1=rang(A)=2; d) A2 —A+1,=0,=A>+1,=0,; IV. b) f'(O):—g;

e) y =0;f) Integrare prin parti.

2
Testul 5. L. 1. b); 2. a); 3. d); 4. ¢); 5. ¢); 6. 1; 7. 0; 8. 0; 9. Nu are; 10. F(x):JCT—%ln(x2 +1) H
1L b) AB:BC:J%,AC:\/S—Z;d) 2y—3x+3=03e) R:A—ZC:@ IIL ¢) I,, element neutru;

d) AA_I:12:det(A)det(A_l):l,det(A),det(A_l)eZ:det(A)::bl; e) (a+1—a)la—a+1)=1=
a 1—a
a—1 2—a
Testul 6. I. 1. ¢); 2. b); 3. a); 4. ¢); 5. d); 7. f'(0)=—1;8. y=0la co; y=—2x la —o0;
ILa) x+y+1=0;b) D(L5); 0) 21; IIL a) det(A)=0,rang(A)=2;d) B=A>+A+1I3;e) A =15.
Testul 7. T 1. a) 2. 03 3. d); 4. a); 5. b 6. ————; 7. f'(l):—%; 8. In(n+1);

x(x+1)’
23
9. F(x)=(x+1)In(x +1)—xInx+1;IL a) AB=|b—a|, AB=AC=BC=2;b) 3 ;¢ )T

2,143
3

d h=—+
) 3

1
] € M, este inversabild in M; IV.e) In2 — 3"

i; IIIl. a) a=c=—-6,b=11; b) Y x1=—a, x1+x3=2x2:>x2=—%;

c) lez <0;e) x3 —1=0;1V. a) n; d) Formula binomului lui Newton.
TestulS.I.a)a:S,b:—l;b)szg;yG=3;c)m-m'——1 d) 20; e) k€Z=>x1_3,x2_2—;,
4 5

?",xsz%‘e(o,zu);n.l.a) £1;b) T3; 0 f:g(aX2+bX+c)+(xX+B;a=1,

b=3,c=50=27,=0;d) ay=2,r =5,a, =2+(n—1)5=2007:>n=402;e)2;2.a) 2e2x;b)
f(x)>0=fsc50) f'(x)>0=> fconvexii; d) lim f(x)=0=>y=03e) 2x—y+1=0(y—1=£"(0));
X—00

X3 =T, X4 =

1I. b) a,bE[—r,r]:Elt E[O,Zn),a =rcost,b=rsint ; c¢) inductie; d) se aplica det. egalititii date;

b
e r<1,0<|r" cost|, r"sint‘ﬁr"—)O;f) X:[a d]+ relatia AX =XA=a=d s§i c=-b;
c
3 1)) —b 3 -1
® X comuti cu V3 :>X=[a ]; det(Xzom):detl\/_ = det(x)=1=
1 3 b a 211 3
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T
—+2kmn
6

2007

1

,t € [0,211:) => arccost = g, sin2007¢ = 3 =>t=

cost —sint
:>X:[ ,k=0,2006;

sint  cost

1
IvV. a) a, >0,Vn,a,,1—a,=—">0; b) inductie; se aduni inegalititile pentru n, n -1, ..., 2
an

n—1 1 1 1
a,%>aﬁ+u:>an—>oo; d) b) =>a,% >1—2n;a,% :a,%_l +—,...:>a,% :2(n+1)+—+...+—
2 2 2 2

ay—1+2 ) p

plus a, >+2n+1;e) f(x): Inx siic [x, X +1] plus Lagrange; f) din d); g) a,,,=a, +i,
an
1 1 1
yollyy] —2=—+—+ .+ —.
a ay ap

a,=a,_ 1+

ap—1

4
Testul 9. I1a) 13 b) 5; ¢) i16=(i4) =1;d)a=—b=1;e) %;ﬂ —114+60ia=—11,b=60;

3 a A a 22003 A _ 11
IL 1.a) 23 =8=0=2%06 _32003.33 _ ;1) ¢y =cfd 2 =c]y; 10 3556 539 nEBAS);

3

p= g ;2)b) % s¢) f'0)=7;d) f'(x)>0;e) Factor comun In r; IIL. a) Este suficient de

_la bilc d ac ad +bc .
observat ca 0 0 = 0 EG; X, YEG=XYEG 5i X+YceG= XY €G;
c ac

L

2 Leox?r2x—35=0,(1),
0 1
2

b),, - ”,,,+” sunt asociative (c) X *<E=X,VX EG=>X=0,€G; d) I'=

a b

X:[
0 a

] €G , tr(X)=2a,det(X)=a’ = X* —2aX +a’I;, = 0,(2); D—=2(1+a)X -
—(3+a2)12:02 =>(a2+2a—3=0,ab+b=0=>al:1,a2:—2 siblzb2=0):X1:12, Xy=—3I,;

nb
f)an_l[a ], inductie; IV. a) f'(x) =1—sinx >0=> f cresciitoare; lim f(x) =oqg lim f(x) =—00,
0 a X—00 X——00

f continua =- f(]R) =R = f surjectivi; f s.c. pe [an, 2(k + 1)1:], Vk € Z = f injectiva; f
surjectie = pentru n €ENCR, (!)x €Rad. f(x)=n;b) n<m=>3b,,b, ERai. f(b,)=n<m=
=f(bm)=>bn <by; ¢ b,=n—cosb, >n—1;d) n—1<b, =n—cosh, <n+1+ ,,clestele”;

e) ag G[O,g]éalzf(ao):ao—i-cosao >ay; ag<ap,f s.c =>f(a0)<f(a1)=>a1 <ay;

inductie; ag € %,n =cosay<0=a;=f (ao) =a +cosag <ag etc.; g) e)sif)

=>(an)m0n0ton, iar din f ([0,11:]) - [0,1:] = (an) marginit;

lima, :x;an_H=f(a,,)=>x=f(x)=>c0sx:0, xE[O,n]ix:%.
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Testul 10. 1. a) 0; b) f(—1) cu binomul lui Newton; ¢) Ty ;=C§2"'? =k €(1,3,57,9};
2

2 1—
d) T3=72;e) 5;2.a) 2,

1+x
intervalul simetric in x = 0; IIL. a) det(A) =0, rang(A) =1;b)a=14;¢c) A" = 14"_1A, Vn € N*,

c) —2—3;_ d) F( ):%ln(x2+1)+1;ln2+1; e) 0; f impara pe

inductie; d) C='(123),L=(123); e (bI3+cA)(I3+A)=I3=b=1c= —% ; f) inductie;

' L S R P S
g (xI3+yJ)(x'I3+y J)_I3:>x—x,y Ax+3) IV. a) ayq1—a, (n+1)a>

b) f'(x)< 0; ¢ f descrescitoare = f(k+1)< f(x)< f(k),Vx €[k, k+1],k € N*

n—1k+1 ©) n—1 n—1 1
& b,=% | fee =5 Fe+1)<by <5 f(K); © 3 Da>15 0<a, <b, +1=(a,)
k=1 [ 1 -

marginit; (xSl,an_Ian—>oo; g a,—1<b,<a, 1<a,=0<a,—b,=x,<1 i
Xp41— X, >0.

Testul 11. 1 a) 0; b) (2,2);¢c) mm'=—L;00=1;d)-5;e¢) AcH=2x—y—4=0;f) a+b+c=6,
a+b>c,b+c>a,c+a>b,a,b,c€N=>a=b=c:2,\/§; II. 1. a) f(g(—l)):f(l):Z;

BT\ P . B . 10_ . 4, (e 0 - ey —afx3—1)
g(f( 1))—g[2]—4, 0L d 2150 Ti2 b SO=0; 0 S @=4x1);

x>1=f'(x)>0=f s.c.;d) f'(x)=12x2>0,x¢0:>f convexi; e) —%;III. a) XA=AX =

= (bc'=b'c,ab'+bd'=..)= E:c—, ],c) Prin dubli incluziune; ,, C ” avem a); d) B € C(A);
c
(A+iB)(A—iB)=A%+B%; X [ ] [ ]IV.a)O;b) a,,=—21 s fa(xn) =15
nm
1 1 h( ) i
Yn=———>f(n>0;00< xsm <x;d) 0< <xs1n—§|x|-
T x
E—|—2n1l:

Testul 12. L a) /5 ;b) 2x+4y—5=0;¢) £2;d) x>+y>=5;¢) 1;£) 0; IL. 1. a) %;b) x+y+z=9;

1
x+z=2y,xyz=15=>x=1,y=3,z=5; ¢ 16; d) 2; e [f(3)=—4; 2. a) —
1+x
b) f()>0=f sc; 0 lim f(x)=2, lim f(x)=—==y=",y=-Z1d 1; ¢ f
X—00 2 x—»—o0 2 2 2

impari pe intervalul simetric in x = 0; 0; IIL f) §, 82, B ze si = ;8 G= {x € S4|xu = ux} s

unde uEH,u¢e:>G§S4:>0rd(G)

41=24=0rd(G)<12=>TFv€H cu v¢G; IV. a) n;

T
c) Il :E, 12 =23e) 12k+l_12k—1:0:1211—1212”—32"'213211;f)d) =>12k _IZk—Z =

,k €N* si se aduni k:l,_n.

270



2. Teste pentru pregitirea examenului de admitere in facultate

Testul 1. 1. A<0=>¢);2. x=y—7=d ;3.b);4. r=ax+b,P(—1)=0,P(2)=15=>4a); 5. b);
6.0 7 f'(x)<0=(m<0,A<0)=d); 8. ¢); 9. 0); 10. u=Inx; a); 11. f(x)=3%,x>0,
f@X)=3"%x<0;b).

Testul 2. 1. e); 2. d); 3. ¢); 4. d); 5. a); 6. ¢); 7. b); 8. b); 9. e); 10. a).

Testul 3. Disciplina algebra. 1. (9,5); 2. D=—m (m +1)2 33.a) ABEM=A—BeEM;b) AL BEM=
= ABEM si Iy €M este element neutru; ¢) (0,1), (0,—1), (1,0), (—1,0).

Disciplina: Analizd matematica. I. 1. f'(x)=0=A>0=a€ (—oo,O)U(l,oo); 2. y=1 a.o.la

®t In2 11:2

+oo, x=0av;IL2. x=arctgy; —————.
4 2 36

Disciplina: Geometrie. I 1. (AB):2x — y+8=10, (AC):4x +3y —24=05(BC): y =0 ; 2. Q[l,%] ,

R:#,x2+y2—2x—5y—24:0; 4. (0S):11x+2y—22=0,H(0,3); 5. ﬁA:—H%};
IL M[:l:a Z,i”ﬁ].
2 2

Testul 4. Algebra. 1. |a —b| < |a| +|b| , cu egalitate daca ab <0;b);2.e);3.b);4. e=T7,x*xx'=7=

=>x'=6+ 1 p ; ©); 5. d); 6. b); Analizd matematic 1. f'(x)=0=x=0=-d); 2. b); 3. a);

4. f(x)=x3,x<0, f(x)=x, x > 0= a); 5. d); 6. d).

Testul 5. 1. a) 2 =y; b) x€[01];¢) x€

%,IIU{O} ;2. a) det(A)=6—3m;m =2=>rang(A)=2,

m=2=rang(A)=3; 3. a) —a; b) a=1; d) l2\/5—1 —1; 4. a) [ =£,I =In2.
3 3 0=t

. 1 2 31 (1 2 31 2 3 .
Testul 6. Algebra. I. 2. 6 < e, s s ; 3. Prin reducere la absurd.
1 3 2/12 1 313 21

1 (1 1 1 1 1 1
IL. 2. =2z, Vz € Z; Analiza t tici. 1. H I+—+|—+—|+|zF++=+ |+ ..+
f@)=z,Vz€ nalizi matematici o> +2+[4+4] [8 st3 8]

3

1 1 1 n (n) n x
=1+—+—+..+—=14+——00;3. 0)=(—1) ‘n!;1l.a xX)=——;
+o gty =l —o0s 3 S0 (—1) ) gl0)=——

1 1
— ot —
2" 2"

b) Sy 7 pe [01] 5i £y O)=—L Ay =n—13) 2.

+

Testul 7. 1. b) A=m>—m+1>0=meR; ) y=x—1,y <0, y, >0=>P, <0=m€(—oa0)U[L,o0) 3

d) m=1;2.2) —1,+i;b) y=2x—a;c) & +e*+e+1=0;d) A=0:>oc=—%;3.a) k=3;
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2
4. b) F(x):x+2—21n(x2+4x+5);d) Folx)= 3—x7 2 < fo()<

(x+2)'+1  3"+17 2" +1

care

se integreaza pe [0,1] .

Testul 8. Algebra si analizd matematica. 1. a); 2. ¢); 3. b); 4. a); 5. ¢); 6. a); 7. b); 8. ¢); 9. a); 10. a);
11. ¢); 12. ¢); 13. ¢); 14. b); 15. ¢).

Testul 9. Algebra si analizi matematica. 1. d); 2. b); 3. d); 4. ¢); 5. a); 6. a); 7. d); 8. ¢); 9. e); 10. d);
11. d); 12. a); 13. ¢); 14. d); 15. d); 16. ¢) 17. d); 18. ¢).

Testul 10. Algebra si analizi matematica. 1. ¢); 2. b); 3. d); 4. a); 5. ¢); 6. e); 7. b); 8. €); 9. a); 10. d);
11. b); 12. d); 13. e); 14. e); 15. d); 16. a).

Testul 11. Algebra si analizi matematica. 1. a); 2. b); 3. d); 4. ¢); 5. e); 6. b); 7. e); 8. ¢); 9. a); 10. a);
11. d).
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