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CLASA A IV-A






REZOLVARILE SI REZULTATELE PROBLEMELOR
PENTRU CLASA A IV-A

IV.1. 1000 daca cifrele care se repetd sint cit mai multe, 1001 daca
se repetd cit mai putine cifre.

IV.2. Cel mai mare numir natural de cinci cifre diferite este 98765
iar cel mai mare, mai mic decit el, este 98764.

IV.3. Dacid este mai mare decit 20000, inseamni cd este de forma
2abcd. Deoarece trebuie si fie cel mai mic, ¢ =0, deci este de forma
20bcd. Conform conditiei ¢) avem 2 + b + ¢ + d mai mare decit 19 adici
b+ ¢ +4- d mai mare decit 17, unde a, b, c¢ sint diferite si cit mai mici.
Dacd b =1, trebuie si avem ¢} d mai mare ca 16. Cum numdirul tre-
buie sa fie cel mai mic gasim cd ¢ =8 §i d = 9. Deci numarul este 20189.

IV.4. 324 ; 234; 243 ; 423 ; 432.

V.5, 17,

IV.6. 0.

IV.7. a) 1; b) 24.

IV.8. 244 250 — 187 = 274 — 187 = 87.

IV.9. 94 (81:9—9)+ 220 — 0 =9+ (9 — 9) 4 220 =
=9+ 0+ 220 = 229.

IV.10. 120:6—180:9+2—2=20—20+2—2=0.
IV.11. 5100 :17 -4 205 — 184 : 23 = 300 - 205 — 8 = 505 — 8 = 497.
IV.12. 25-(160 — 150) —8 — (24 4+ 1) =25-10— 8 — 25 =

= 250 — 8 — 25 =242 — 25 = 217.

IV.13. 550 : 10 + 20- (300 — 40 + 25) = 55 - 20-(260 + 25) =
= 55 + 20285 = 55 + 5700 = 5755.

IV.14. 255:15—(20—0):2=17—20:2=17—10=".
IV.15. 1600 -+ 800 : 200 — 50 : 25 = 1600 4+ 4 — 2 =1604 — 2 = 1602.

IV.16. (180 —30) : 5+ 216 — (120 — 26) =150 : 54 216 — 94 =
=30+ 216 — 94 = 246 — 94 = 152.



IV.17.

IV.18.

IV.19.
1V.20.

Iv.21.

1V.22.

IV.23.

1V.24.

IV.25.

1V.26.
1v.27.

Iv.28.

Iv.29.

IV.30.

IV.31.

(180 — 30) : 54 720 — (120 — 26) =150 : 5 -} 720 — 94 =
=30 4 720 — 94 = 656.

(8 900 4 729 800) 1178 — 109 = 738700 : 178 — 109 = .
=4150 — 109 =4 041. -

(229500 — 78000) : (20 -+ 105) = 151500 : 125 = 1212.

400 + 120 — [34 -+ 4-50] = 520 — [34 -+ 200] =
= 520 — 234 = 286.

[60 816 — 34 160 —+ (43 470 — 2 146)] : 330 =
= [26 656 1 41 324] : 330 = 67 980 : 330 = 206.

{21 600 — 1 875-(100 — 91)] : 675 = [21 600 — 1 875-9] : 675 =
= [21 600 — 16 875] : 675 =4"725:675=1T.

[(210 4- 13 841 — 6 944 — 107)-3] : (561 + 156 - 283) =
[(14 051 — 6 944 — 107)-3]: 1 000 = [(7 107 — 107)-3] : 1 000 =
= [7000-3] : 1 000 = 21 000 : 1 000 = 21.

48 000 — 3 1 (300 + 2)-7— 48 125 = 47 997 + 302-7 — 48 125 =
=47997 42114 —48125=150111 — 48 125 =1 986.

[190 751 — 119-309 — 512] : 147 = [190 751 — 36 771 —
—512] : 147 = [153 980 — 512] : 147 =153 468 : 147 =1 0-14.

14+5{44+0)=1454=1+420=21.

30 4 5-{4 + 5-[40 4 8-(40 — 36)]} =
=30+5-{4+ 5[40+ 8-4)} =
=3045-{4+5-[40 + 32)} =

=304 5-{4 4 5-72} = 30 4 5- {4 + 360} =
=30+ 5-364 = 30 -+ 1820 =1 850.

1500 + {50 + 5-[265 — (2 + 2)-65]-150} =
=1500 + {50 + 5-[265 — 4-65]-150} =

=1 500+ {50 -+ 5- [265 — 260] - 150} =

=15004 {50 + 5-5-150} = 1 500 + {50 + 25-150} =
=1500 + {50 4 3 750} =1 500+ 3 800 = 5 300.

2-{92 4 8-[1004 —4-(4-2—8:2)]} =
=2-{92+ 8-[1004 —4-(8 — 4)]} =

=2-{924 8-[1004 — 4-4]} =

=2-{92+48-[1004 — 16]} = 2-{92 - 8988} =
=2-{92+ 7904} = 2-7 996 = 15 992. :

2’500 + {52 + 5-[265 — (24 2)-65]-150} =

= 2500~ {52+ 5-[265 — 4-65] - 150} =

=2500 - {52} 5-[265 — 260] -150} =

= 2500 + {52+ 5-5-150} = 2 500 + {52 + 25-150} =
= 25004 {52 + 3 750} = 2 500 + 3 802 = 6 302.
304+ {44+5-[8(10—"7)]}:2=30+ {4+5.[8-3]}: 2=
=30 {4+5-24}:2=30+{4+120}4:-2=[ I
=304 124 :2 =304 62 = 92.



1V.32.

IV.33.

1V.34.

IV.35.

1V.36.

1V.317.
IV.38.

IV.39.

IV.40.

IV.41.

24 6-{[(21 —5) +12) : 4 4-5}-10 — [(10 4 100)-5 — 60] =
=246-{[16412) : 4+ 5}-10 — [110-5 — 60] =
=2-46:{28 :4-+ 5}-10 — [550 — 60] =
=246-{7T45}-10—490 =2+ 6-12-10 — 490 —

= 24 720 — 490 = 722 — 490 = 232.

[6-1000 — (100 — 40)-5] — (100-7 + 1 000 : 25-35) =

= [6 000 — 60-5] — (700 + 40-35) =

= [6 000 — 300] — (700 + 1 400) = 5 700 — 2 100 = 3 600.
{[1848 49936 :72] : (121 + 210)} + 4 =

= {[1 848 - 138] : 331}+4-—-{1986 31} +4=
—6+4—10

Avem :

a=42—30—9=12—9=3;
b=8-+4+12—16=20—16=4;

c=7—2=5.

Deci :

a) 33—2-44+5=9—8+4+5=1+4+5=6;

b) 4-3 —3-442-5=12—12410=0-410=10.
a) 55-[(4:2())+8—2]=5-[2-|—8—2]=5-[10—2]=

b) [(5:4):2]+(8—2)=[20:2]+6=104+6=16;

Alta situatie: [5-(4:2)] 4+ (8—2)=[5-2]4+6=10-}6=16;
c) 5:[(4:2)+8 —2=5[2+8]—2=5-10—2=

=50 —2=48.

5-4:(2+8)—2=20:10—2=2—2=0.

a) 6:9:3+5—2)=6-9:6=54:6=9;

b) nu este nevoie de paranteze ;

c) 6:(9:3+4+5—2)=36.

a) 24:4+12—18=6-}12—18=18—18=0.

b) 3-(8:4-}6- 2)—18—3 2+12)—18=3-14 —18=
=42 —18=24
a=[(20+1)-10—10].40=[21-10—10].40=200.40=5;
b=1[5-5—20]2—4=1[25—20]-2—4=5-2—4=
=10—4=6.

Deoarece 5 << 6 rezultd ci este adeviratid afirmatia a <b.
a=63+35+154+3=116;

=63—35—15—3=10;

a+b=1164+10=126;

a—b=116—10=106;
(a 4+ b) — (@ — b) = 126 — 106 = 20. Deci cu 20.



V.42, 11142224333+ ...--888 4999 =

= (111 4 999) + (222 + 888) + (333 + 777) +
~+ (444 4 666) 1+ 555 = 1110-4 + 555 = 4995.

IV.43. Aflaim cifra unititilor: 6 —7 nu este numir natural, deci
16 —7=29. Cifra zecilor : (8 —1)— 5=2. Observidm ci la cifra miilor
144 este diferit de 6. Inseamni ca la cifra sutelor avem trecere peste
ordin, deci 94 1=10.

Agadar : 1959 44127 = 6 086.

IV.44. Se observa ci doar 6-4 =24 si 6-9 = 54 au ultima cifra, cifra 4.
Avem deci situatia :
. 45%6 X
324
**144
9%72
13*08
1%69664
Continuam cu cifra zecilor de la primul numar. Acesta poate fi
3 sau 8. Se constati ci numai 3 indeplineste conditiile cerute. Deci :
4536 X 324 = 1469664. Verificati. A doua situatie nu corespunde.
Verificati.
IV.45. Avem b--7=26 ceea ce nu ne poate da pe b numir natural.
Deci b+ 7=16 adicd b=9. Mai departe trebuie sid avem 5+ c=8—1
adica ¢=2. 3
Observam ci la cifrele miilor 1 4 este diferit de 6 deci la cifrele
sutelor este nevoie de trecere peste ordin. Asadar : a+ 1=d conduce
numai la situatia a=9 si d=0. Deci: 1959 4127 = 6 086. Obser-
vatie : problema este identici cu problema IV.43.

IV.46. a) Cifra unitatilor de la al doilea numir poate fi 3 sau 8. n
cazul cind avem 3 primul produs partial se verifici : 472 X 3 =1416.
Cifra zecilor de la acelasi numir este 2 cici in cazul cind o inmultim
cu 4 de la ordinul sutelor trebuie si avem fira trecere peste ordin, deci
472 % 23 =10 856. In cazul cind avem 8, nu se verifici primul produs
partial, 472 )X 8 este diferit de 1 416.

b) Se observd cd 362 are trei cifre ca §i primul produs pariial.

Cifra unititilor de la al doilea numir nu poate fi decit 1, 2 sau 3. Din
acestea, la inmulfirea cu 2 da patru, numai 2 ; deci primul produs partial
este 724. Cifra zecilor la inmulfirea cu 2 trebuie si dea la al doilea
produs parfial 8. Poate fi 4 sau 9. Verifici numai 9. Rezultd:
362 X 92 =33 304.

IV.47. 9944.
Ivd4s. 9:94+9=149=10.

IV.49. Impart{irea fira rest la 7 inseamni' ci restul este zero; numdrul
ciutat este scris sub formd de produs unde unul din factori este 7.
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Avem 7X4=28 si 7)X13=091. Rezulti ci numerele cerute sint:
28 si 91.

IV.50. Deoarece Ionel are 660 lei inseamnd ci Mihai are 660 lei :
:4 = 165 lei, Mircea are 660 lei : 2 = 330 lei, iar Horia 330 lei )X 3 = 990
lei. Suma totald este 2 145 lei.

IV.51. a) 22; 16; 24 ;
b) 6200 lei: (22 + 16 -+ 24) = 100 lei ;
) 2200; 1600 ; 2 400.

IV.52. 3826 lei.

IV.53. Consumul vacilor : 50 1> 250 =12500 1.
Consumul cailor: (50 14+ 10 1) XX 48 =2880 1.
Consumul oilor : 45028 1 — (12500 14 2880 1) =29 648 1.
Numairul de oi este 29 648 : 8 = 3 706.

IV.54. Diferen{a dintre populatiile celor doud orase este de 65000 —
— 40 000 adicd 25000 de locuitori. Diferenta dintre cresteri este de
6 500 — 4 000 =2 500 (locuitori). Vor fi egale cele doud populatii dupa
25000 :2 500 = 10 (ani).

1V.55. Toate catedrele costd : 1 080 lei )X 34 = 36 720 lei iar toate ban-
cile costd : 265 860 lei — 36 720 lei = 229 140 lei.

O bancid costd : 229 140 lel : 603 = 380 lei.

Valoarea mobilierului, in lei, pentru liceu este: 108015
+ 380 X< 236 = 105 880.

Restul, este valoarea mobilierului pentru scoald, adicid 159 980 lei.

1V.56. Diferenta de 1 860 1—1 680 1=180 1 provine de la cele 3 butoaie
mai mult transportate prima datd. Deci un butoi are 180 1:3 =60 1.
Prima datd s-au primit 1860:60—=31 butoaie iar a doua oard
1 680 : 60 = 28 butoaie, adici, in total 59 butoaie.

IV.57. Mai Intfi vom gisi numerele naturale care se impart exact la
3 si la 4, mai mici decit 40. Acestea sint 0, 12, 24 si 36. Numerele cerute
sint 2, 14, 26 si 38.

IV.58. Deoarece imparfitorul este numirul 4 restul poate fi unul din
numerele: 0; 1; 2; 3 deci avem 4102; 410241 ; 4 X102+ 2;
4 102+ 3 adica 408 ; 409 ; 410 ; 411.

IV.59. Numirul natural cel mai mare trebuie si se impartd exact la trei,
pentru a se objine numirul natural, cel mic. Numerele mai mari ca 14
si mai mici ¢a 20 care se impart exact la 3 sint 15 si 18. Deci avem :
5,51 15 si altd situatie 6 si 18.

IV.60. Un pahar mare costd cu 95 lei— 73 lei =22 lei mai muit. Deci
s-au cumpirat 374 : 22 adicd 17 pahare mari §i tot atitea pahare mici.
Toate paharele au costat : 95 X 17+ 73 X 17 adicid 2856 lei.

IV.61. Se observd cd numdirul de elevi, trebuie si fie un numar care
prin impartirea la trei si se ob{ind restul zero. Deci in clasi nu pot fi

9



32 elevi céci restul la impartirea lui 32 la 3 este 2 §i nu este numirul
zero. In clasa pot fi 36 de elevi. Biieti sint in numar de 36 : 3= 12 iar
fete sint 12 X 2 =24,

IV.62. Se constatd ci trei parti egale cu numirul cel mic reprezinti
35—2=33. :

v 1 5
[ R LZ-}3
r v T 1

Fig. 1V.62.

Rezulti ci numirul cel mic este 33:3=11, iar cel\ mare
11 X2+2=22+42=24. Acesta se mai poate calcula s§i astfel:
35 —11=24.
IV.63. Cifra miilor este 9, cifra unititfilor este 8, iar cifra sutelor este
7 si cifra zecilor este 5. Deci numarul este 9 758.

i{V.64. Cantitatea de lapte adusi a treia oarid este 850 1— 70 dal =
=850 1— 700 1=150 1. Intreaga cantitate adusid la magazin este de
700 14 850 14150 1 =1 700 1. Vinzarea poate fi figurata astfel :

—t vinzare in prima zi

— + } +— — vinzare in a doua zi

Fig. IV 64.

Constatam ca intreaga cantitate de 1700 1 se poate exprima prin
cinci cantitati egale cu cantitatea vinduti a doua zi. Deci cantitatca
vinduta a doua zi este de 1700 1:5 =340 1, iar cea vindutid in prima
zi, de patru ori mai mare, este de 340 1 4=1360 1. Verificare :
1360 14340 1=11700 1.

Observatie : Cantitatea vindutd in prima zi se mai poate afla si
astfel : 1700 1— 340 1=1360 1.

IV.65. Metoda I.

Se observd cid diferenta dintre virstele celor doi frati, in trecut,
era de 11 — 6, adicd de cinci ani. Aceastd diferen{i se pistreazi mereu.
Deci avem problema : doi frati au impreuna 41 de ani, unul este mai
mare decit celdlalt cu cinci ani ; citi ani are fiecare ?

[ d
r 3
5 41 ani

Fig. IV.65.a. N

Figura sugereaz:i urmétoarele calcule : ¢
41 —5=36; 36:2=18; 18+ 5= 23. Deci unul are 18 ani, iar
celdlalt 23 ani.

Metoda a II-a.

Figurdm ca in desenul urmitor, unde segmentul ,ingrosat® repre-
zintd timpul care a trecut din trecut pini in prezent.

10



- v ' | 11
6 41 ani

" e

4

Fig. IV.65.b.

Vom avea 41 — (11 4 6) =41 — 17 = 24 deci 24 : 2 =12. Unul are
12 411 adica 23 ani, iar celalalt 12 46 adicid 18 ani.

IV.66. In cazul in care cartea, in locul unde a fost deschisi nu are
nici o foaie ruptd, cele doud numere ce aratd ordinea paginilor sint
doua numere naturale consecutive. Diferenta dintre doud numere natu-
rale consecutive este numarul 1. Ne ajutam de desenul aldturat si afir-
mam cad primul numir este de doud ori mai mic decit numairul
149 — 1 = 148, adica 148 : 2= "74. Asadar numerele de pe cele doui
pagini pe care le privim sint 74 si 75.

1 3
Ly

— primul numar

+ iﬁ al doilea numar

Fig. IV .66.a.

Verificare : 74 4 75 = 149.

In cazul in care cartea, in locul in care este deschisd, are rupta
o foaie, cele doud numere ce arati ordinea paginilor nu mai sint numere
consecutive. Ele sint numere care au diferenta numairul trei. Exemplu :
pagina din stinga are numairul 16, iar cea din dreapta, numarul 19, foaia
rupti avind numerele 17 si 18. In acest caz situatia este reprezentati
in figurd astfel :

[

Fig. IV.66.b.

Deci 149 —3=146; 146 : 2="73. Primul numir este 73, iar al
doilea 76. Aceastd situatie nu corespunde realititii. De reguld, numarul
scris pe pagina din stinga, cel mic, este numér par, iar cel scris pe
pagina din dreapta este numair impar. )

Cercetati si alte situatii!

IV.67. Figuram in desen situatia la inceput :

+ 3 3 3 X! 4— —di la primul
: magazin
# la al doilea
— - magazin

Fig. 1V .67.a.
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Figuram in desen situatia a doua :

1
b
|
|
1
I
|
1
|
l
|
]
I
|
I
1

520

——— — —d

Fig. IV.67.b.

Se constatd cid suma 520 -+ 2 000 adicd 2 520 reprezintd 5 cantitati
egale cu marfa adusd la inceput in al doilea magazin. Deci in al doilea
magazin s-au adus 2520 kg:5=504 kg iar in primul magazin,
504 kg XX 6 =3024 kg.

IV.68. a) Folosim metoda grafici luind ca unitate realizarea primei
echipe.

[ . A 60
F L - =} t———
1500
Fig. 1V.68.

1500—60=1440; 1440:4=360 de piese a realizat a doua
echipd iar prima 1 500 — 360 =1 140.

b) Prima echipé are 1140:30=38 de muncitori, iar a doua
360 :30 =12.

IV.69. Ultima parte a enuntului ne permite si realizim urmitorul
desen :

1

+ t 1 al patrulea numir
} 1 000
—_—_— al cincilea numar

Fig. IV.69.
Aceasta sugereazi calculele : 1000 : 4 = 250 ; 250 )X 3 = 750. Avem
deci : al cincilea numir este 250, al patrulea numair 750, al treilea

numiar este 750 — 40 = 710, al doilea numir este 710 4 25 =735, iar
primul numir este 735 2 =1 470.

IV.70. e=125; d=375; ¢=300; b=325; a=1300.

IV.71. Putem exprima totul numai cu buciti, fiecare de lungime égalé
cu cea mica.

-

bucatid mica

[
b

<4 bucatid mare

Fig. Iv.71.
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Douad bucdfi mari inseamnd cit patru buca{i mici. Avem, deci,
7 bucati mici care reprezintd 185 cm — 17 cm = 168 c¢cm. Bucata mica
are 24 c¢m iar cea mare 48 cm.

IV.72. Avem : 240 — 20 = 220 care reprezintd cinci parti egale cu numa-
rul cel mic. Deci numaérul cel mic este 220 : 5 = 44, iar cel mare este
240 — 44 = 196. Verifica{i prin imparfire. Problema este posibila céaci

restul este mai mic decit impértitorul. ‘
1V.73.
. } } +194  Deimpartitul
S Impartitorul
Fig. 1V.73.

Numairul 143 este obfinut adunind patru numere : cel mare (deim-
partitul). cu cel mic (impértitorul), cu 3 (care este citul) si cu restul
(care este 10). Deci, de patru ori numirul cel mic reprezintd 143 —
— (10 + 3) = 130. Rezultd cd numarul mic este 120 : 4 = 30 iar cel mare
este 100.

Face{i proba!

1V.74.
— § 143 § Suma lui Ionel
— - "Suma lui Mihai
Fig. 1V.74.a. '
143
r —A \
N a | a N 56 )
' + {
a -
—_— i
Fig. 1V.74.b.

Se poate observa ci suma lui Ionel este de doua ori mai mare ca
suma lui Mihai §i incd 56 lei. S& notim suma de bani a lui Mihai cu a
(fig. b). Desenul ne poate conduce la faptul cd : a = 143 lei — 56 lei=
== 87 lei. Deci, Ionel are 87 lei -} 143 lei = 230 lei.

IV.75. Notam primul numair cu a. Prima conditie se figureazi in desen
astfel :

a N . -
¢ . primul numar

. [ : 72 ., al doilea numar

Fig. IV.75.a.

13



A doua situatie poate fi figurati astfel :

L a L 72

¥ v v al doilea numar

N a , 72 184 X

. a . (44 , 2 4 de trei ori primul numir
| M v

Fig. IV.75.b.

Se constatdi cd 2X a=172-} 184. Se giseste ci a=128 iar al
doilea numir este 128 4 72 = 200.

IV.76. Sumele primite pot fi ilustrate in desenul aliturat.

N 131001 suma primita l
! N ~ de zidari

suma primita ] 31900
— — de dulgheri

Fig. 1V.76.

Observim ca suma primitd de dulgheri este : (31 900 — 3 100) : 2
adica 14400 lei. Suma primita de zidari este: 14 400 3100 adica
17500 lei. Deci au fost 17 500 : 500 = 35 (zidari) si 14 400 : 600 = 24
(dulgheri).

W.71.
= - %50 —t carti pe primul raft
— < carti pe al doilea raft
t $ — carti pe al treilea raft
Fig. IV.77. .

Folosind figura, constatim cid dacd din numérul de 458 sciadem
numarul 50 obfinem 408 ce reprezintd de patru ori mai mult decit
numdérul de car{i de pe raftul al doilea. Deci pe raftul al doilea se gisesc
de patru ori mai putine cirti decit numairul 408, adicd 408 :4 =102.
Asadar : pe primul raft sint 102 4 50 =152 cirti, pe al doilea raft sint
102 carti, iar pe al treilea sint 102 )X 2 = 204 cirti.

IV.78. Realizim un desen in concordanti cu datele problemei unde am
notat cu d diferenta :

I - + —} primul numar

3 d 1 al doilea numdr, care este 7

L
=

} al treilea numér

b —~

p—
Fig. IV.78.a.
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Ne putem imagina situafia si astfel :

I - { primul numir, fird diferenta @

L e

ﬁ + 1 al doilea numar, care este 7

} 4==-< al treilea numar, cu diferenta @
Fig. 1V.78.b.

Aceastd situatie corespunde la faptul cad suma celor trei numere
este 7 X 3 adica 21.

IV.79. Deoarece a treia lada este cu 4 kg mai mare ca a doua inseamna
ca 5 cantititi egale cu marfa din prima ladé reprezinta (614 kg — 4 kg) : 5
adicid 610 kg :5=122 kg, a doua lada are 122 kg X2 =244 kg iar a
treia lada 244 kg + 4 kg = 248 kg. Verificati !

IV.80. 243; 486; 500.

IV.81. Scidzind din al treilea numar 17, rezultatul este egal cu numairul
al doilea, care este de trei ori mai mare ca primul.

—_—

1 -
r T T

e + +
— - ¥

Fig. IV .81.

Deci de 7 ori primul numér este 717 — 17 ="700. Avem numerele :
700 : 7=100; 100 X 3 =1300; 300 17 = 317.

1V.82.
¢ e 'l 12 4 ’
I t J [N
- — w2 L 102 tei
\_—__V_'_——J
s — 24
Fig. IV.82.

Se observid ci de trei ori suma cheltuitd ‘de al treilea este
102 — (24 4 12) adicd 66 lei. Deci al treilea a cheltuit 66 lei : 3 =22 lei,
al doilea a cheltuit 22 lex+ 24 lei = 46 lel, iar primul 46 lei — 12 lei =
= 34 lei.

1V.83.
. cantitatea de la
= B primul detasament
L L 20 cantitatea de la
v M . v al doilea detasament
L I 20 10, cantitatea de la
p— LS A f Rl

. al treilea detasament
Fig. 1V.83.
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Se observi ci dacd scidem din toatd cantitatea de 320 kg ce este
in plus la fiecare, fatd de primul detasament, adicd 20 -+ (204-10) =
=20} 30 = 50, obtinem 320 kg — 50 kg = 270 kg care reprezinti de
3 ori cantltatea adunatd de primul. Deci cantitatea adunatad de primul
este 270 kg : 3 = 90 kg, Asadar, cantitatile sint respectiv : 90 kg ; 110 kg ;
120 kg.

b) Fiecare detasament a contribuit respectiv cu: 90 X 15=1 350
(ei); 110X 15=1650 (lei) si 120 X15=1800 (lei). Verificare :
1 350 lei -1 650 lei 4 1 800 lei = 4 800 lei adica cit 320 )< 15 =4 800 lei.

IV.84. Informaftiile despre primele trei numere pot fi figurate in desen
astfel :

= t + —  primul numar

—_ al doilea numir

— } — al treillea numar
Fig. 1V .84.

Deoarzace al patrulea numar este 30 obtinem cd suma primelor
trei este 138 — 30 = 108. Se obsarva ca numarul al doilea este de 6 ori
mai 2:ic decit 108. Deci el estz 108 : 6 = 18. Rezulti cid numarul al

treiles este 18 )< 2 = 36 iar primul 18 -+ 36 = 34. Verilicare : 54 4 18 4+
-+ 3¢ - 30 = 138.
IV.85. -
Lame il —{ cantitatea strinsd de Ada
_ cantitatea strinsi de Andrei
t + 4 + | cantitatea strinsd de Ana
Fig. 1V.85.

Andrei a strins 28 kg : 7=4 kg ; Ada a strins 4 kg-2=28 kg ; iar
Ana a strins 8 kg-2 =16 kg.

1V.86. Ne imaginim datele problemei in urmitorul desen :

1 1 " J

t $ - .| primul numir
i_—;l al doilea numar
l‘___—'l . al treilea numir
Fig. 1V .86.a.

Putem si exprimdm atit primul numair cit §i al treilea numir, in
desen, cu ajutorul celui de-al doilea astfel :
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| $ } } } }——— primul numir
| al doilea numir
A al treilea numar

Fig. 1V.86.b.

In acest mod suma numerelor, care este 45, inseamni ci este de
9 ori mai mare decit numaérul al doilea. Avem deci: 45:9 =25 adica al
doilea numér, 5-2 =10 adicd al treilea numar §i 10-3 =30 primul nu-
mar. Verificare : 30 4+ 5 -+ 10 = 45.

IV.87. Notam cu a, b, ¢ cele trei numere. Figurdm in desen, faptul ca
suma lor este 1240 si cd suma primelor doud, a+ b =938 :

LQ\ 40
/7 ~
1 a 1 b N C N
¥ L] ¥ L
- ~ _/
938 B
Fig. 1V.87.a.

Observam ci al treilea numdir se obfine prin scidderea: c=1 240 —
— 938 = 302. Figurdm in desen, faptul cd suma celor trei numere este
1240 si cd suma ultimelor doud este 720.

1240
A

Fig. IV.87.b.

Primul numir se obtine prin sciderea a = 1 240 — 720 = 520. Din
suma primelor doud scidem numirul a si obfinem numérul b-—938—
— 520 =418. Deci trei operatii aritmetice.

IV.88. 10 lei; 100 lei; 90 lei.
IV.89. 2000 kg ; 3000 kg ; 4000 kg.
IV.90. 62 kg; 71 kg; 74 kg.

IV.91. Se observi ci al treilea numdr este cu 250 — 180 = 70 mai mare
decit al doilea numir. Avem ci 2 450 — (250 4 70) =2 130 reprezinti de
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trei ori mai mult decit numirul al doilea. Deci acest numadr este
2130 :3="T10. Rezulti ci primul numir este 710 250 = 960, iar al
treilea 780.

250
A
™
! i 1 d
ot g0
‘ 5
Fig. IV.91.
Iv.92.
| guen | vineri
— - simbata
— + ' ; +—  duminica
— v — —~
viner 5 simbefs 100 de pegini
Fig. IV.92.

Observati cd 100 de pagini reprezinti de trei ori mai mult decit
a citit vineri i simb&ti si incd 10 pagini. Inseamna ci de trei ori cit a
citit vineri si simbé#ta reprezintid 100 — 10 adicd 90 de pagini. Cum vineri
a citit de doud ori mai mult ca simbiti, deci vineri §i simbata a citit
90 : 3=30 (pagini), inseamnd cd vineri a citit 30 : 3=10 (pagini) iar
simbiti a citit 10-2 =20 de pagini. Deci a citit respectiv 20, 10, 130
pagini.
IV.93. Numairul de animale este 100 — 4 = 96.

Se observi ci vitei §i minji la un loc, sint de patru ori mai mult
decit minji. Deci miei sint de 8 ori mai multi decit minji. Putem exprima
numdrul de animale, adicd 96, prin 12 par{i egale cu numérul minjilor.
Rezultd ci minji sint : 92 : 12 =8, vifei sint 8-3 = 24 iar miei (8 | 24)-
-2 =32-2 = 64. Verificati !

o minji
p—t— vitei
- + { vitei gi minji
- $ -  miei

Fig. 1V.93.

18



IV.94. Desenul ne sugereazid urmitoarele calcule :

r 4 =~

r b

. +4 ¢
Fig. 1V.94.

1209 —3=1206; 1206 :3=402.
Deci numerele sint: 402 ; 403 ; 404.

1V.95. a)
-bteC
o Y
Y I { L { 1 a'fé‘/'C
— Y T 3 T T
a a

;___b___|_ ——— 4 atbrc

—_— b
Fig. IV.95.a.

Se constati ci b este de doud ori mai mare decit ‘a. Deci avem
urmatorul desen :

‘ : + ' ' { arbtc
4 s\ - J\\ v —
P 5 c
Fig. IV.95..

Rezulta cd suma a -+ b -+ ¢ este mai mare de doud ori decit c.
b)a=b:2=54;c=(@a+b+c):2=(6-a):2=3-a=162.

IV.96. Metoda I: figuram in desen situafia cu privire la primele doua
persoane, unde am notat cu a suma incasati de prima persoanai :

a 124 L o 1 84

[ o T 4 L v

Fig. 1V.96.a.

Conform enunfului a treia persoand primeste de 4 ori mai mult
decit 4-a -} 8. Aceasta inseamni de 16 ori suma e¢ adunati cu 4-8. In-
seamna ca suma de 520 lei este formatd din 20 pirti egale cu e, adu-
nate cu 40 lei. Avem deci ci suma a= (520 lei — 40 lei) : 20 = 24 lei. A
doua persoand a primit (24 lei-3) 4 8 lei =80 lei, iar a treia, 416 lei.
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Metoda a II-a : urmirind desenul, putem rationa astfel :

— I+11

} L } } —q I

Fig. 1V.96.b.

520 : 5=104 este suma incasatd de prima persoand si a doua la
un loc. Deci 520 — 104 = 416 a incasat persoana a treia. Prima persoand
a primit (104 — 8) : 4 =24 (lei), iar a doua 104 — 24 = 80 (lei).

1V.97. Reprezentam grafic condifia cd fiecare cifrd este cu 2 mai mare
decit cea anterioard. Deoarece suma cifrelor este 20, rezulld cd de patru
ori cifra mai mica este reprezentati prin numarul 20 —2-6 = 8, adicd
8 : 4 =2. Asadar cifrele sint 2, 2+2=24, 4--2=6, 6+ 2 =18 si deci
numarul este 2 468 sau 8 642.

} -4

L 1

L J2 d

L 1 1

[ 12 .29
r T T 1

-

j2 2 .2
T -1

Fig. 1V.97.

IV.98. Se observd cd al treilea siloz este mai mare decilt al patrulea
cu (280 — 150) tone, adica cu 130 t. Urmarind desenul constatim cid de
5 ori cit este in al patrulea siloz reprezinta 10 345 — (3-280) — 130 adica
9375 tone. Rezultd cad in al patrulea siloz se afla 9375 t:5=1875 t;
in al treilea siloz se afla 1875 t+4 130 t=12005 t; in al doilea avem
1875 t-} 280 t=2155 t; iar in primul 2155 t-2=4310 t.

. v ., 280 W , 280 .
' ' 280 o b
ﬁ——’—{—{
130 150
| Y . W
R L'/ 130, m
Fig. IV.98.

IV.99. Se observid si din desen ci D este mai mare decit B cu 40 — 25
adica cu 15. Dacé lui B fi adunam 15, iar lui C ii adunam 40 suma B+
C+ D+ E se mireste cu 15 40 =65. Obtinem ca 815+ 65 = 870,
adicd trei numere egale cu D la care se adund numirul \E. Folosim si
conditia d) si obtinem céd 870 reprezintd 10 numere egale cu E.
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C 25 8
- — c

815
— a +49 4 p
S E

Fig. 1V.99.a.

N - - 43y Br18
t } 224 c+a0
- —— t 1 D
S E

Fig. 1V.99.b.

Rezultd cd: E=870:10=87; D=87-3=261; C=D—40=
=261 —40=221; B=C+25=246; A=B-2=492,

Verificare : B+ C+ D+ E = 246 + 221 + 261 + 87 = 815.

IV.100. a) Scriem datele problemei astfel :
2 caiete matematica, 2 caiete desen, 12 lei;
2 caietc matematici, 3 caiete desen, 13 lei

Se observi cai :

0 caiete matematicd, 1 caiet desen, 1 leu
0 caiete matematicd, 2 caiete desen, 2 lei

Rezultd ci :

2 caiete matematica, 0 caiete desen, 10 lei
1 caiet matematicd, 0 caiete desen 5 lei
b) 6 caiete de desen sau 1 caiet matematicd §i 1 caiet de desen.

1V.101. Asezam datele astfel:

17 saci fiina, 26 saci cartofi, 2 764 kg
17 saci faina, 35 saci cartofi, 3250 kg

0 saci faind, 9 saci cartofi, 486 kg

0 saci faind, 1 sac cartofi, 486 kg : 9 =54 kg

0 saci fain&d, 26 saci cartofi, 54 kg-26 = 1404 kg

17 saci fdind, 0 saci cartofi, 2 764 kg — 1 404 kg =1 360 kg

1 sac faind, 0 saci cartofi, 1 360 kg : 17 =80 kg
Deci un sac cu cartofi cintareste 54 kg, iar unul cu fidina, 80 kg.

1V.102. a) 50 kg ; b) 30 kg.
1V.103. 80 kg ; 50 kg.

I1V.104. 12 baieti, 6 fete, 150 kg.
24 baieti, 13 fete, 305 kg.

i
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Dac% dublam tot ce avem in prima situatie ob{inem :
24 Laieti, 12 fete, 300 kg.

24 baieti, 13 fete, 305 kg.

Rezultd ci o fatd culege 5 kg iar un biiet 10 kg.

IV.105. Datele problemei sint :

4 m pinza, 15 m stambd, 530 lei

3 m pinz3, 10 m stamba, 360 lei

Daca in prima situatie considerdm de doua ori mai mult iar in a
doua de trei ori mai mult obtinem ci :

8 m pinzi, 30 m stamba, 1 060 lei

9 m pinza, 30 m stamba, 1 030 lei

Aceasta situatie ne conduce la afirmatia :

1 m pinzd, 0 m stamba, 20 lei

Acum putem spune ci 1 m stambad costa (360 — 3-20) : 10 adicd
30 lei.

IV.106. Daci o masid costd cit trei scaune iar un dulap cit trei mese,
inseamna ca un dulap costd cit 9 scaune. Asadar in loc de o masd, un
scaun si un dulap avem 13 scaune care costd 2 808 lei.

Deci un scaun costd 216 lei, 0 masa 648 lei, iar un dulap 1 944 lei.
Tot mobilierul costa : 9-1 944 lei -}- 16-648 lei -} 64-216 lei = 41 688 lei.

IV.107. Desenul din figurad ne conduce la urmaitoarele calcule: 70 kg : 5 =
=14 kg (struguri) ; 14 kg X 4 =56 kg (mere). Deoarece 1 kg struguri
costd cit 2 kg mere, am putea spune cd de aceeasi suma s-au cumparat
numai mere in cantitatea de : (14 kg X 2) 4 56 kg = 84 kg (mere). Deci
pretul merelor este 420 lei : 8¢ =5 lei iar al strugurilor 10 lei.

— cantitateca de struguri
70 kg
} + 4 4 —q cantitatea de mere
Fig. 1V.107.

IV.108. x )2 —40=12 X 23 ; x X 2 — 40 = 276.
xX2=276+40; xX2=316; x=2316:2; x=158.

IV.109. [(x —104 4 2) X 54 3] = 1986 : 2
(x — 104+ 2) X 5+ 3 = 993
(x—1044+2) X 5=2993—3
(x — 104 + 2) X 5 =990
x—104+4+2=990:5; x — 104 +2=198
x—104=198—2; x—104=196; x =196 -} 104
x = 300.

IV.110. (238 — 288) X (1985 X 1986 4 1987 X 1983 — 1 989 X 1 990) 4
T x=2; 0X (19851986 19871988 —1 989 X 1990) 4
+x=2;04+x=2; x=2.

IV.111. x=2.
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IV.112. [(812 — 207) : 5 + 720 — (767 — 26)] )X x = 1000
[605 : 5+ 720 — 741] X x =1 000
[121 4 720 — 741] X x =1 000 ; 100 X x =1 000 ; x = 10.

IV.113. 5 X x—40 —200=40; 5 X x—40=40--200;
5 Xx—40=240; 5 X x=240+40; 5 X x=280;
x=280:5; x==>56.

IV.114. a) b=0si a#0; b£0sia=0; b=a=0
b) deoarece avem 0 )X ¢ =0, inseamni c3 c este orice numir natu-
ral. Deci exercitiul devine a)(b=6. Numerele a si b fiind naturale,
avem:a=1si b=6; a=25i b=3;a=3s5ib=2;a=6s%ib=1
¢) c=0 si a — b orice numir natural a—b=0, adlcé a=bslc
orice numir natural.

IV.115. x X [14 X (400 — 300) = 5 600 ; x X [14 X 100] =5 600 ;
xX1400=5600; x=5600:1400; x=4.

IV.116. [(x —1):100-+90) :10=10; (x — 1) : 100 4 90 =1C0;
(x—1):100=10; x—1=1000; x==1 001.

IV.117. [(13X x—30):3—10] =1225:7;
(13X x—30):3—10=175; (13 Xx—30):3=185;
13X x—30=1555; 13 X x=7585 ; x =45.

IV.118. 123 X x— 1278 =36 X149 ; 123 X x—1278=5364 ;
123X x =6 642 ; x = 54.

V.19, {[4X5—243]:7+0) :x=4;
{[20—243):7T-+9) :x=4; {21:74+9) :x=4;
12 x=4; x=3.

IV.120. (x + 270 : 3) X 54 100 =600 ; (x -+ 270 : 3) X 5=>500 ;
x4+ 90=500:5; x + 90 =100 ; x = 10.

IV.121. [(286 + x) — 43] : 3 = 306 ; [(286 -+ x) — 43] =918 ;
286 + x = 961 ; x = 675.

IV.122. 10 X {x — 10 X [362 4 10 X (24 + 6)]} =100 ;

10 X {x — 10 X [362 4 10 X 30]} = 100 ; '
10 x?x—mx[ssz-}-aom}_mo
10 X {x — 10 X 662} = 100 ;

10 X {x — 6620} =100; x— 6 620 =10 ; x = 6 630.
IV.123. 204 : 102 4 x < 900 =402 - 1 400 ;
24 xX900=1802; x X 900=1800; x=12800:900;
x=2.
IV.124. Cantititile vindute sint respectiv : 491 kg, 639 kg, 834 kg. Sumele
incasate sint respectiv : 2 946 lei, 3 834 lei, 5004 lei.
IV.125. Desenul din figurd inspird urmétoarele calcule :

1100 : 11 =100, adici al doilea numir. Al patrulea este 100 )X 4=
=400. Primul este 100 X2=200. Al treilea este 200 ) 2=400.
Verificati !
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— i ) . =
¥ t -+ primul numar l
L — al doilea numar |
Y 1100
— —— —j al treilea numar I
- 4 + + -3 al patrulea numiar J
Fig. IV.126.

1V.126. In afara de pionierul comandant sint 35 elevi. In fata sa avem
o parte, iar in spatele siu patru pirfi egale cu cea din fatd. Deci cei
35 elevi reprezinti 5 pir{i egale cu numairul elevilor din fati. In fafa
pionierului comandant sint 35 : 5="17 elevi, deci el este pe locul opt in
coloana.
fata comandant spate
—_l @ — +— 4 + —
Fig. IV.125.

JIV.127. Elevul a avut initial 50 lei )X 4 = 200 lei. I-au mai rémas
dupid cumpararea stiloului 200 lei — 50 lei =150 lei. Cirtile au costat
150 lei: 5 =230 lei. Rezultd ci a mai rimas cu 150 lei — 30 lei adica
cu 120 lei.

Observatie : Deoarece cele doud cir{i au costat o cincime din rest,

inseamna ci i-au mai rémas% din rest, adicd (150 lei : 5) > 4 = 120 lei.

IV.128. Cei doi bdieti mai pufin inseamna 30 — 2= 28. Reprezentim
grafic datele problemei :

- 4 4 numdrul biictilor
cu 2 mai mic

IL L i jumatate din numarul
' baietilor
— t 4 —{ numary] fetelor
o treime din numarul
—t - de fete

Fig. IV.128.a.
Asadar, putem exprima grafic cu ajutorul a o treime din numai-
rul fetelor situatia celor 28 de elevi astfel :

M - 1 1 3 1 numarul baietilor,
I a L T —1 . .
cu 2 mai mic

} -+ - —{  numarul fetelor

Fig. IV.128.b.

Deci numirul de 28 de elevi corespunde la 7 parti egale. egale
fiecare cu o treime din numirul fetelor, adici 28 : 7=4. Rezultd ci o
treime din numarul fetelor este reprezentati de 4 fete. Gasim ci numi-
rul fetelor este 4 )X 3 =12, iar al baietilor (28 —12) 4+ 2=14+ 2=16.
Verificare : 12 4 16 = 30.
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1V.129. Figurdm datele problemei :

+ 4 — intreaga suma
r— -4 costul paltonului
} + + A restul
— costul rochiei
ot 675 lei
Fig. IV.129.
s . e . s 3 1 ..
Se observa cd 675 lei reprezinti 5 din Intreaga sumaé. —8-dm

intreaga suma (costul rochiei) este 675 lei:3 =225 lei. Deci intreaga
suma este : 225 lei )X 8 =1 800 lei.

IV.130. a = 2568 ; b=2568 : 6 =428 ; c = (428 : 4) X 3=321;
b+c=428+321=1749; d=(749:7) X 5=107 X 5=1535
a+ b+ c+ d=2568 4 428 4 321 -} 535 = 3 852.

IV.131. In prima zi s-au trimis (18540 t:9) X2=2060 t XX 2=4120 t.

Restul dupé prima zi este : 18 540 t — 4120 t =14 420 t. A doua zi s-au

trimis (14420 t:5) X 3=28652 t. In a treia zi s-au trimis 14 420 t—

— 8652 t=5768 t.

IV.132. Transpunem in desen datele problemei :

[ — L 4 o
M M - suma avuta
r— - " .
! costul cartilor
— $————+——+—+——+——4 primul rest
—t costul creioanelor
- N + 4 noul rest
—d costul caietelor
+— ~f 45 lei
Fig. 1v.132.

Se observii ci un sfert din noul rest reprezinta 15 lei, deci noul
rest este de 60 lei. Trecind peste unele etape se observd cd suma avutd
este de 120 lei. Verificati!

IV.133. Privi{i desenul :

— + 4 + } + —y suma initiala
— prima cheltuiala
[ } n bt restul
| SR a doua cheltuiala
—t—t 16 lei 4 24 lei =40 lei
Fig. IV.133.

Se constatd ca 40 lei reprezmtaidm restul dupi prima cheltuiala.
?dm xiest reprezintad 20 lei, deci restul este 100 lei ce reprezmtai din
sumd. —- din sumd reprezintd 100 lei:4 =25 lei, deci suma a fost
25 lei X 7= 175 lei.
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IV.134. Sumele de bani pe care le au la inceput pot fi reprezentate in
desen astfel :

= 1= 1 1 1 —t suma lui Petricd
] LI L] L]

i._'__.| suma lui Costicd
Fig. 1V.134.u.

Dupa imprumut sumele se reprezintd astfel :

} —] suma lui Petricd

L

-

—i suma lui Costica
Fig. 1V.134.b.

T

Se observd cd suma, la un loc, a celor doi elevi prima datd este
formata din 6 par{i egale, iar a doua oard — aceeasi sumd, din 3 par{i
egale. Inseamnd ci o parte din situatia a doua, care este suma lui
Costica, este formatd din doua parti egale din situatia intii, care este
suma initiald a lui Costici. Asadar, Petrici dindu-i 120 lei lui Costica
inseamni cd a dublat suma initialda a lui Costicd. Rezulta cd, la inceput,
Costica a avut 120 lei, iar Petrica 120 lei )X 5 = 600 lei.

IV.135. % din 2640 Inseamnd : (2640 :4) X 3=1980. Doud jumitati

din 20 inseamnad 20. Avem de rezolvat urmatoarea problema : gasifi
numirul x, stiind ci : (1 980 -4 20) : x =500, deci 2 000 : x = 500, adica
x =4,

IV.136. S-au plantat: (4800 :5) X 2=960 X 2=1920 (meri). (4800 :
:8) X 3=0600X3=1800 (peri); 4800:6=2800 (caisi) si 4800—
— (1920 41 800 + 800) = 280 (pruni).

IV.137. S-au vindut 40 de carti de stiin{i ; au mai rimas 240 — 40, adica
200 carti. Din acestea s-au vindut (200 : 5) )X 2, adici 80 carti de povesti,
iar restul de 120, carti de colorat. Cartile stiintifice costd 20 lei X 40 =
= 800 lei, cele de povesti costd (20 lei - 5 lei) )X 80 = 2000 lei, iar cele
de colorat [(20 lei 4 25 lei) : 5] )XX120 =1080 lei. Valoarea totali este
3 880 lei. Verificati!

IV.138. Pentru a afla cifi pui si cite giini sint, folosim desenul din
figura 1V.138.a., care inspird urmitoarele calcule: 920 — 690 = 230 ;
230 :2=115. Deci giini sint 115, iar pui sint 690 4 115 adica 805.
Se vind 805 :5 adicd 161 pui si (115:5) X 3 adica 69 gidini. Pentru a
afla pretul unui pui si apoi al unei giini apelim tot la metoda grafica
(Fig. 1V.138.b.) :

k
v pui
690 } 920
—_— - gaini

Fig. IV.138.a.

26



. N 30 .

— +— — preful unei géini
90 lei

pretul unui pui

-
-

Fig. 1V.138.b.

Un pui costd: (90 lei— 30 lei):2=160 lei :2=230 lei. O gidina
costd : 30 lei + 30 lei =60 lei. S-au incasat : (30 lei )X 161) -4 (60 lei )X
X 69) =8 970 lei.

1V.139. Desenul ne convinge ci un sfert din economia Ioanei reprezinti
24 lei:3=28 lei; deci suma avuti de loana este 8 lei }X4 =232 lei.

! 4 '} 4
r T 1 t

| V)

N
24 /&

| -
= suma avuta

Fig. 1V.139.

IV.140. a) In primele doua lu}mi realizeazi —g—, iar restul este%adici—lg‘—

din numirul de piese plamflcate ce reprezintd 9 000 de piese. Deci planul
a fost de 27000 piese.
b) 14 400 ; 7200 ; 5 400.

IV.141.
nw_6 16 5
5 5 ,8,4 5,2 ,4 1,2 4 1
—_ —_— — . —_—— —_— _——=1.
7 T 7—\,‘-7T7 777 "7 1
IV.142 ‘
(12 51 7) (15 L4X17T 8 3X17 7)=
n ' ou) \<v' 1w 1w 1T 17
_(i 11 _7_) (154 68 8 51 7)=
1m'o1 1717 17 17 17

1
18 7) (83_8 S5t 7\ _11 (75 51 T)_
(11 11) (17_17_17_17) 11 ( )_
=1 (Z‘i_l_) 17 _
17 17) 17
IV.143. a) x =800 — 47,8 ; x=1"752,2;
b) x = 9,78 + 28,5 = 38,28.

IV.144. Al treilea numair este 16 336,75 — 10 702,50 = 5 634,25.
Al doilea numir este 6 712,25 — 5 634,25 =1 078.
Primul numar este 10 702,50 — 1 078 = 9 624,50.

1V.145. Fiecare robinet curge in bazin, intr-un minut, respectiv 1 1, 2 1,
4 1, iar intr-o ord, respectiv 60 1, 120 1, 240 1. Cele trei robinete curg
impreund intr-o ord 420 ], iar in 10 ore 4 200 1 adici 42 hl. Din aceastd
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cantitate se scurg spre gradini 18 dal-10 = 180 dal = 18 hl. Deci in bazin
se vor gasi 42 hl— 18 hl=24 hl ’

IV.146. In bazin curge cantitatea de 5 hl4- 7 hl==12 hl intr-o ord. Se
scurge intr-o ora prin teava cantitatea de 600 1=6 hl. Ramin in fiecare
ord in bazin 12 hl— 6 hl=16 hl. Deci bazinul, de 4 800 1= 48 hl, se
umple in 48 : 6 adicd in 8 ore.

1V.147. Dupi o ord de zbor, primul avion a parcurs 428 km care tre-
buie recuperati de al doilea avion. Aceasld recuperare se poate realiza
pentru ci viteza medie a celui de al doilea este cu 535 km — 428 km =
=107 km mai mare, ceea ce ii permite si ajungd pe primul avion in
428 : 107 adicd in 4 ore.

IV.148. Datele problemei pot fi figurate intr-un desen :
88 2 ¢

—_—
.282
Fig. IV.148.

Avem deci distanta de la B la C: (282 — 88) : 2 =97 (km), iar cea
de la A la B : 282 km — 97 km =185 km.

IV.149. AB =149 km ; BC =133 km.

A . 8 _¢
35— . y
3%
Fig. IV.150.

IV.150. a) Deci : distanta BC este (390 — 76) : 2 = 157 (km), iar cea de la
A la B: 157 km + 76 km = 233 m.

b) In 390 : 65 = 6 (ore).

c) In 3 ore de mers, autoturismul stribate 65 km-3 = 195 km. Daci
pleaca de la A catre C atunci se va afla la 233 km — 195 km = 38 km de
orasul B, intre A §i B. Dacé pleaca de la C catre A, atunci se va afla tot
la 195 km — 157 km = 38 km, tot intre A si B.

IV.151. Viteza in sensul curentului este de 280 km : 7 =40 km pe ori.
In sens contrar curentului viteza este de 35 km pe ori. Deci parcurge, la
intoarcere, distanfa in 280 : 35 = 8 (ore).

IV.152. 6 pitrate : ABCD, AMOQ, QOPD, PONC, NOMB, MQPN.
12 triunghiuri : AMQ, QOM, MBN, NOM, PQD, POQ, PCN, PON,
QMN, QPN, MQP, MNP.

IV.153. Gardul viu are 304 dam : 4 =176 dam =760 m.
Gardul din scinduri are: (3040 m :2)—20 m=1500 m.
Restul din gard este de 3 040 m — (760 m + 1 500 m) = 780 m.
Gardul din sirméa fira poartd are 780 m — 4 m = 776 m. S-au folo-
sit 776 m-3 = 2 328 m de sirma.
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IV.154. Semiperimetrul este de 4 800 m : 2 = 2 400 m. Desenul ne inspira
la urmaétoarele calcule :

Fig. 1V.154.

2400 m : 4 = 600 m, adica latimea, lungimea este de 600 m-3 =1 800 m.

IV.155. Desenul ne inspird sa observam cd perimetrul terenului se poate
exprima prin numirul ce se ob{ine inmul{ind pe 8 cu maisura in deca-
metri a iatimii, pentru cid in problema avem informafia cd lungimea
este de trei ori mai mare ca latimea.

"
T T

3

, Fig. IV.155.a.

Deci : latimea are 40.dam : 8 =5 dam = 50 m iar lungimea 50 m-
+3=150 m. Prefabricatele s-au folosit pe cele ,,doud lungimi“, deci
150 m-2 =300 m. Gardul viu pe cele ,,doua la{imi“, deci 50 m-2 =100 m.

b) Reprezentam datele problemei in desenul ce urmeazi :

- . 630 -

y " ’ A numdrul merilor

L —t o numaérul ciresilor
Fig. 1V.155.b.

Din datele problemei avem ci 2 500 este suma dintre numarul meri-
lor si al ciresilor. Daci din aceasti sumi scidem diferenta obf{inem
2 500 — 630 = 1 870 adics, dupd cum se observd din desen, de doud ori
numarul ciresilor care este 1870 : 2 ==935.

Asgadar, ciresi s-au plantat 935 1ar meri cu 630 mai mulii, deci:
935 -~ 30 =1 5605.

Verificare : 1565 - 935 = 2 500.

IV.156. Privind desenul, constatdm cd latura unui pitrat este de patru
ori mai mica decit a celuilalt patrat. .

Cum suma dintre lungi.mea laturii unui péatrat si lungimea laturii
celuilalt este 25 inseamnd cd lungimea laturii patratului 1mt1al este de
25 m:5=25 m, jar a .celuilalt 5 m )X 4 =20 m.



—t
b
—_—
Fig. IV.156.

IV.157. a) Semiperimetrul primului dreptunghi este de 750 cm:2=
=375 cm iar lungimea lui de 375 ecm — 75 cm = 300 cm. Semiperime-
trul celui de-al doilea dreptunghi este 500 cm iar lungimea lui este
500 cm — 75 cm =425 cm, deci trebuie maritd cu 425 cm — 300 cm
adica cu 125 cm.

b) Latura este 250 cm, iar aria 250 ) 250 adici 62500 cm®=
=625 dm?. :

IV.158. Vom neglija copertile si foile cartilor care nu sint luate in
seama la numerotare. Vom considera ca cele doud volume sint agezate
cu cotorul citre exterior. PRIMA SITUATIE : volumul I in stinga si cel
de al doilea in dreapta, in raport de cum privim biblioteca. Jumaitate
din numirul de pagini din al doilea volum este 151. Aceasta inseamni
cd intre prima pagind a volumului intii §i pagina care aratd jumaitate
din numaéarul de pagini ale celui de al doilea volum sint paginile cu
numerele : 152 ; 153 ; ... ; 302, adica in total 151. SITUATIA A DOUA :
volumul al doilea in stinga §i primul in dreapta, fati de cum privim
biblioteca. Jumatate din numaérul de pagini din al doilea volum este tot
151. Intre prima paginid a volumului intii care se giseste in dreapta si
pagina care aratd jumaitate din numirul de pagini ale celui de al doilea
volum sint paginile cu numerele: 2; 3; 4; ...; 366; 1; 2; ...150,
adicd 365 -} 150 = 515.

IV.159. a) Pentru paginile 1, 2,...,9, 10 s-au folosit de 11 ori. Pentru
paginile 11,..., 20 s-au folosit de 20 de ori. In continuare pentru pagi-
nile 21, 22,...,98, 99 s-au folosit de 720+ 18 =158 ori. Pentru
pagina 100 incd de trei ori. In total, de 11 4 20+ 158 4 3 =192 ori.
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b) Pentru primele 100 pagini s-au folosit cifrele de 192 ori. Au
mai ramas de folosit de 315— 192=123 ori. Pentru paginile 101,
102,..., 140 s-au folosit de 30 )X 4 =120 ori. Au mai rdmas trei cifre
pentru pagina 141. Deci 141 pagini are cartea.
IV.160. a) 15 X (302 — 300) =15 X 2=230; Deci propozitia este ade-
varata.

b) 6 > 100+ 101 — 25 = 600 + 101 — 25 = 701 — 25 = 676.
Deci propozifia nu este adevarata. Este o propozitie falsa.

- IV.161. 3X b=11—a. In cazul cind b=0 avem a=11; daci b=1,
avem a =28 ; dacd b=2 avem a =15 ; daci b =3 avem a = 2. Numairul}
b nu poate fi mai mare decit 3, cici 11 —b nu poate fi numairul 12.

1V.162. @ =106 4 14 085 — 3 057 = 11134 ;
b=10-50-+ 50+ 0=100 deci a:b=11134 : 100 =111,34.

IV.163. 1) 15+ 104 (15X 10) =175 ;
2) 17+ 04+17X0=17
3 04+94+10X9H=9
4) a+ 0+ (a XX 0) =66 adici a+ 0+ 0 =66 deci a =66
5 a+1+4(aX1)=9 adiciat+1+4+a=9sauata=38
de unde a=4 ) '
6) 7+ b~ (7 X b) =23 adica b+ (7 X b)=23—7,
b+ (7 X b) = 16. Imagindm urmitorul desen :

p— b } "
16
¢ et i 756

Fig. IV.163.

Se observd ca b=16:8=2.

IV.164. Se observd cid numerele date 3 si 2 trebuie si fie doua din
oricare cele trei numere. Avem de rezolvat problema 34 24 x=10

unde x = 5. Una din posibilitati ar fi:

@@EOE@EE®@E@0O000

Fig. 1V.164.a.

Aceasta este 1mposxb11§ ci 3+2-42 nu este 10. Rimine rezul-
tatul urmator :

©l0l6l0/06l0Gl60616]6)

Fig. IV.164.b.

\

IV.165. Privim desenul si ne dim seama de ce trebuie si efectuim
urmitoarele calcule :

31



41 franceza 60 engleza
Fig. IV.165.

80 — 41 == 39 care stiu numai englezi; 80 — 60 =20 care stiu numai
franceza. Stiu ambele limbi : 41 — 20 = 21 sau altfel : 60 — 39 = 21.

IV.166. a) 9 ; b) numai franceza invata 9 elevi iar numai engleza invata
12 elevi.

IV.167. a) Mai intli aflim numarul de trei cifre. La cifra sutelor pot fi
numerele 1, 3, 5, 7, 9. Rimin numai 1 sau 3, cici 5 X 2 =10 etc. si la
cifra zecilor avem o singurd cifrd nu doua. Daca la cifra sutelor avem
numarul 1, atunci la cifra unititilor avem numairul zero, deoarece acesta
trebuie sa fie mai mic ca 1. In acest caz avem 120 dar 20 nu se imparte
exact la 6. Avem deci singura situatie, 360 lungimea celor cinci plat-
forme. Fiecare din ele are lungimea de 72 m. Conform datelor proble-
mei gasim ca latimea unei platforme este 72 :2 — 10 =26 (m).

b) Semiperimetrul unei platforme este 72 m -4 26 m =98 m iar
lungimea unui picior este 102 m.

c) 800 t X (4><5)=16000 t.

d) La cifra unitdtilor putem avea: 0, 2, 4, 6, 8. Deoarece la zeci
trebuie s& avem cu 4 mai mult decit la unitdti, numerele corespunzitoare
sint : 4. 6, 8, 10, 12. Pe loc de cifre nu pot fi decit 4, 6, 8 deci am avea
numerele 40, 62, 84. Din acestea, doar 84 se imparte exact la 6. Deci
conducta are 84 km.

TV.168. Avem pe rind urmatoarele operatii: 8, 0, 0; 3, 5, 0; 3, 2, 3;
3, 0 (se varsi jos), 3; 0, 3,3;0, 5, 1.

IV.169. Presupunem ca au fost vindute toate merele cu prejul de 8 lei kg.
In acest mod s-ar fi incasat 8 lei )X 210 =1 680 lei si nu 1510 lei, deci
ar fi fost o diferentd in plus de 1680 lei —1 510 lei =170 lei provenita
de la diferenta de 2 lei a preturilor. Inseamni ca s-au vindut 170 : 2 =
=85 (kg) de 6 lei si restul de 210 — 85 =125 (kg) de 8 lei.

IV.170. Avem x < 420 — 390 adici x < 30. Rezulti ci x poate fi oricare
din numerele 0, 1, 2, 3, 4, 5,...,27, 28, 29.

IV.171. x nu poate fi zero deoarece numairul nu ar mai fi de patru cifre.
Din condifia a) avem cd x4 y 4t este mai mic sau egal cu 15. Cum x
nu este zero inseamnd cd x = 1. Folosind conditia b) si apoi conditia c)
gisim: x=1, y=3, t=5sau x=2, y=4, t=6 sau x =3, y=2>5,
t=17.
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CLASA A V-A






V.1,
V.2,

v.3.

V4.

V.5,

V.6.
V..

V..

V..

V.10.
V.11,

REZOLVARILE SI REZULTATELE EXERCITIILOR
$I PROBLEMELOR PENTRU CLASA A V-A

a) 1; b) 16; c) 31 985.

403 — 204 4 439-608 — 108 875 1 68 103 =
=199 4 266 912 — 108 875 -}- 68 103 =
= 267111 — 108 875 4 68 103 = 226 339.

3+410-[362 + 10-(24 + 6)]. =
=34 10-[362 + 10-30] =
=34 10-(362+ 300) = 3 + 10-662 = 6 623.

1500 + {50 + 5-[265 — (2 + 2)-65)-150} =
=1500 -+ {50 + 5-[265 — 4-65]-150} =

=1 500+ {50 + 5-[265 — 260)-150} =

=15004 {50+ 5-5- 150}—1500+{5o+37so}—
=1500 4 3 800 = 5 300.

{21 —5+412]} : 44 5}-10 — [(4 + 9)- 5—601—

= {28:4+45}-10 — [13-5 — 60) = {7 + 5}-10— (65 — 60) =

=12-10 — 5=115.
27 : 273 4103 (2 4 204) = 2 -} 103- 206 = 21 220.

3125 —5-(2 4 212) + (2-3)7 : (26-35) =
=3125—5-214 + (27-37) : (26-35) =
=3125—1 070 + 23-32 = 2 055 + 72 = 2 127.
84 22.2428:254 210:(25.(3+1)] —4-8 =
=84 84234 210;[25.4] —32=
—1648420:27 32— .
=24428—32=2448—32=0.

387 : (3175 4 7. (352 — 175) =
=387:38547.177 =9+ 1239 =1 248.

(3703 - 10249 : (3203 - 10%9) — 1.
[217 4 5% — 3.(310)] : (217 4 5% — 3ty — 1
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Va2, [2%0 4 3204 §10) ; [(2.3)10 4 230 4 320] =1.
V.13. 56.
V.14, 10-{324 : 324 4 2-[(2%-355) : (29-3%5) + 1]} =
=10-{142-[24 1]} =10-{1 4 2-3} = 10-7="170.
V.15. 84 [0+ 3-81—81] : {9-[301 —10-(24 +2-3)]} =
=8+ [2-81] : {9-[301 — 10-30)} =8 + 162 : {9-[301 — 300)} =
=8-4162:9=28-} 18 = 26.
V.16, 3100 [3%8 4 (3%)5 : 327 | (4 — 1)®.38 =
= 3100 ; [398 | 3125 ; 327 | 3%.38] =
= 3100 ; [396 | 3981 3%8] —
= 3100 (3.3%) =
=310 ;39 =3,
V.17. Se observa ci una din paranteze este 10 000 — 1002 =
=10 000 — 10 000 = 0. Deci E=0.
V.18. 316-(147 — 47) = 316-100 = 31 600.
V.19. (5739-4325—4324-5739) — 5738 =
=5739-(4325 —4324) — 5738 =51739-1 — 5738 =1.

V.20. Conform textului putem figura datele astfel :

'i + 2 i

L, 42 . 18 .3,

nvmar elev/ N N
7nf/(m3 2 ,

numdr elevifn @ dovs zi

Fig. V.20.a.

Se constatd ci in clasd sint 3+ 12 4 18 + 3, adici 36 elevi.
Un alt desen care ar ilustra situatia datd, este’:

elevi din clasd

- . "vparticipant,i‘.m a doua zi
participanti In prima zi 3 18 5
' Fig. V.20.b,
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V.21.
60 englezs

A
4 ’ N
1 '] e 4
v v T -1 o |
| —
o
— _
“ 44"{rancezd -
v
80 de elevi
Fig. v.21.

a) 80 —60=20;

b) 80 — 41 =39 ;

c) 41 — 20 =21 ; sau altfel : 60 — 39=21 sau astfel : 41 - 60 —
— 80 =101 — 80 =21, < e

v.22.

—_— califieaty

. : ' , necaliticoti).

S-au calificat la faza judeteans, 1500 :4 = 375.

Vv.23.
2000 “
A
lanm R
+ } } 4 3 4 | cantitatea din
" v ! o L ' primul magazin
[N TyRRpR cantitatea din
\__,.V_J al doilea magazin
§20
Fig.v.23,

Observam ci 2 000 4 520 = 2 520 (kg) reprezinti de 5 ori mai mult
decit cantitatea adusd in al doilea magazin. Deci in al doilea magazin
s-au adus 2 520 : 5, adica 504 kg, iar in primul 504 kg-6 = 3 024 kg.

v.24.

L 4 realizare in trim. I
- $ 1 realizare in trim. II
. . 180 '
— 4 wd realizare in trim. ITI
Fig. V.24,

37



Din textul problemei, avem ci detasamentul a realizat 3 060 lei 4
540 lei = 3 600 lei. Observiam ci in trimestrul I a realizat (3 600 lei —
— 180 lei) : 5 = 684 lei.
Asadar, pind la sfirgitul trimestrului al doilea s-au realizat 684 lei-
= 2052 lei. . -

V.25. Figurim cele doud situatii comparativ.
Observam ci suma 690 este 2 4 3-7 adicd de 23 ori mai mare ‘decit
primul numir. Avem primul numair 690 : 23 = 30 si al doilea, 30-7 = 210.

— primul

numar
1 al doilea
numar
—t
- 1 - 1 }sso
¥ T T ~1

Fig. V.25.

V.26. Datele problemei, figurate in desen, ne conduc la ideea ci daci
la suma de 63 lei adundm 7 lei, obtinem de doua ori pretul pixului si al
cartii*impreuna, adica 35 lei.

P N pret pix
—_ , 95
' T 1 pret carte
= L ! 7 4 costul pixului si al carti
N—— ~ '
/arqf ]oc A
Fig. V.26.

" In acest mod gisim preful pixului (35 —5):2=15 (lei) si pretul
cartii de 15 lei 4 5 lei = 20 lei. Rezultd pretul jocului 63 — 35 = 28 (lei).

V.27. Putem imagina cele doud situatii din problem&, in doud figuri :

- - prima cutic
[ P— a doua cutie
2 “ 2 1 — . .
t t T ~ 1 prima cutie
i | a doua cutie
Fig. V.27.

In a doua situatie avem 820 :4 = 205 .creioane, in a doua cutie.
Dacda acum luidm 41 de creioane din aceastid cutie obtinem 205 — 41 =
= 164, adicd numairul de creioane cerut. In_prima cutie sint 820 — 164 =
= 656 creioane.
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V.28. In depozitul mic sint (3 560 — 60) : 2 — 920 adic& 830 t, in cel mare
sint 3 560 — 830 adica 2 730 t.
V.29. Textul conduce la urmitorul desen :

In prima ladi sint (612 —2):5 adicd 122 kg. In a doua ladi
122 kg-2 = 244 kg, iar in a treia 244 kg 4 2 kg = 246 kg.

I —d .
— — marfi in prima lada I
<4 — - =
I + 1 marfa in a doua lada ;612 kg
— - —{marfi in a treia ladé]
Fig. V.29.
V.30.

.. Se observa ci: a=(900—25):7T=125; b=23-125=2375 §i ¢ =
= 375.- 25 = 400. .

z —
by ' " — 900
< ‘ | 25 —
Fig.' v.30.
V.31, 242, 121, 246. -
V.32.
Lo N ; 4 primul
t — 245
— 2| al treilea
Fig. V.32,

In desen se sugereazi ci suma este de trei ori mai mare decit al
doilea numir, adicd 3-245 = 735.

V.33. Cind se deschide o carte; numairul care se giseste pe pagina din
stinga este numér par, iar cel de pe pagina din- dreapta este numir
impar. Deci avem ‘problema : suma a doui humere naturale consecutive
este numarul 217 ; aflati numerele: .

Rezolvare : 217 — 1 =216, 216 : 2 = 108.este numirul de pe pagina
din stmga, iar 109 cel de pe pagina din-dreapta. .
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V.34. Conform textului putem imagina urmitorul desen

b

+ —+— — virsta tatalui .
48 ant
— virsta fiului
' Fig. V.34.a.
peste X Any
i 4 #ﬁl
|3
virste tatalur
L e — ]
< ; ,oe&/e’.)’ 7/
virsts frotr
Fig. V.34.b.

Se observd ci virsta fiului este 48 : 4 =12 (ani).

Constatam ci virsta fiului este egald cu numarul de ani pretins de
problemd. Deci peste 12 ani virsta tatdlui va fi mai mare de doua ori
decit a fiului.

V.35. Textul problemei permite s& ne imaginidm urmaétorul desen unde
s-a notat cu a numarul mic.

4
a2, a {2y ® 2. 2 |2| =42 Izl‘“ 2 2
N —
226
Fig. V.35.

Se observd ci T-a este 226 —8-2 adici 210. Deci 7-a =210
adici primul numir, a, este 210 : 7=30. Al doilea numir este 226 +}
~+ 30 = 256.

V.36.
Datele problemei le ilustrim mtr-un desen si avem 270 — (24 4+
-+ 814 132) = 33.

.—-&-ﬁ-—‘
—— i 270
L 12 .

Fig. V.36.

Acest numir reprezintd de 3 ori cit se scade din /fiecare numdr,
adicd 33 :3 =11. Deci numerele sint 35; 92 §i 143.
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V.37. a) Figurdm, In desen, situatia virstelor din prezent :

3 . " .
t + + 3 virsta lui Ionut
} } 3 5"_"—4" virsta lui Sandu
N —
— . 6 virsta lui Citalina
Fig. V.37.a.

Figurim in desen, situatia virstelor din trecut :

f l"
¥ v 1

virsta lui Ionut

% 4 1' virsta lui Sandu
P_'——'| Z . virsta lui Citilina

Fig. V.37.b.

Comparind situatiile se constatd cad acum doi ani, Sandu avea cu
3 ani mai mult decit Ionu{. Deoarece atunci virsta lui Sandu era egala:
cu suma virstelor celorlalti doi rezultd cad virsta Catilinei era cit dife-
renta dintre virstele celorlalti doi, adic 3 ani. Asadar acum Citélina are-
5 ani, Sandu are 5 6, adicd 11 ani, iar Ionut cu 3 ani mai pujin decit
Sandu adica 8 ani.

b) Peste 14 ani cei trei copii au urmitoarele virste : Ionu} are-
22 ani, Sandu are 25 ani, Citilina 19 ani. Suma virstelor lor este-
22 4 25+ 19 =66 (ani).

Figurdm situatia virstelor parintilor :

Lo ! virsta mamei l
66 ani
—_ +2 , virsta tatalui |
Fig. V.37.c.

Deci mama are (66 —2):2 =232 (ani), iar tata 324 2 =234 (ani).
V.38.

L -
! R
- } 4_l
r T
q .
; +—+ 415
o 1 A 14
r T T v m
L lb 1 3 1 44
| g Ly v L | L B
Fig. V.38.
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Din datele problemei constatim ci fiecare numir diferd de pre-

«cedentul cu 1. Numirul mic, este (415 — 10) :
sint : 82, 83, 84, 85, 86.

"V.39. Reformuldm o parte din problema : 27

5 == 81. Celelalte numere

de bile sint rosii sau gal-

‘bene si 39 de bile sint negre sau galbene. Situatia este figuratd in urma-

:torul desen :

4.
1

Fig. V.39.

1

— bile galbene}

bile rosii
27

fs

bile negre

Observam ca diferenta dintre numirul de bile negre §i numairul de
‘bile rosii este 39 — 27 adicd 12. Cum bilele rosii sint de douid ori mai
-putine avem : bile rosii 12, bile negre 24 iar bile galbene 15.

V.40. Figurdm datele problemei :

420
. 1
o } } —}  mere
E t 404! 80 ciocolatd 760
[ 4 turtd dulce
L) L
Fig. V.40.

Se va observa ca turti dulce avem in numir de [760 — (40}
-+ 120)] : 3, adicd 200 buciti, ciocolatd 240 buciti, iar mere 320 bucati.
Rezultd ca se pot realiza maxim 200 de pachete, adici atitea cite buciti

-de turtd dulce avem.

'V.41. Textul poate fi schitat in desen astfel

. f’?/e. ra,oor/aare
|

B

1250 bucati

P ordodre. | echere 1 2050 bucati
| p— + !
. ﬂg/e echere
] — —4 1600 bucati
Fig. V.41.

Se observd cd de doud ori numirul de rigle, raportoare si echere,

luate impreund, reprezinti 1250+ 2 050 41

600 = 4 900 (bucati). Deci,

rigle, raportoare si echere, la un loc, avem 4 900 : 2 = 2 450 (bucati).
Avem 1200 echere, 400 rigle, 850 raportoare. Rezulti ci se pot

-forma 400 de truse.
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V.42: " Datele problemei se pot figura astfel :

| , 75 4 premiul I

premiul al II-lea 825
—_—

premiul al III-lea
—

premiul I si al III-lea
} . § J la un loc ] 825
— J

I premiul al II-lea

—_—

Fig. V.42.

Constatdm ca cele trei premii la un loc reprezintd de trei ori pre-
wmiul al doilea. Deci premiul al doilea este 825 : 3 =275 (lei). Premiul I
este 275+ 175 =450 (lei). Premiul al treilea este 825-— (450 + 275) =
=100 (lei). i

V.43,
[— S — 24 — primul
—_ al doilea l 252
—_ al treilea
[ L A N
L L L] A}
« I e —/
o, . =

primul al treiles l 252

*_______‘ al doilea
Fig. V43. '

Se observd cid suma 252 este de trei ori premiul al doilea. Deci
acesta este 252 lei : 3 = 84 lei. Primul este 108 lei, al treilea este 60 lei.
V.44,

by i I
— ~ ” I~ = ' ! ciment in depozit
contitoleain cantitoleain  §620¢
vagodne de vegoane de

. 15¢ 40¢
i 1 1 .
— —_— ] ' ciment in depozit
canlitdleain 10740¢ ’
vagoine de 15¢ e ‘

Fig. V.44, 7
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Se observid cid 10740 t— 5620 t=5120 t reprezintd cantitatea
incdrcatd in vagoane de cite 40 t fiecare.

Rezultd ci avem 5120 t:40 =128 vagoane de 40 t fiecare. Asemi-
nitor, rationim pentru vagoanele de 15 t: (9880 —5 620) : 15 = 284.

Cantitatea de ciment este 5120 t -4 9800 t= 15000 t.

V45,
———————— cite 80 lei pe lund
. ! . 4L' 200 costul excursiei
. : + — cite 100 lei pe luna
240
Fig. V.45,

In cazul cind ‘ar economisi cite 100 lei pe luna, fata de costul
excursiei, ar avea in plus 200 lei, ceea ce inseamna cd fatd de economi-
sirea cu 80 lei pe luna inseamni o diferenti de 240 lei care provine de
la surplusul de 20 lei pe luni. Deci economiseste in 240 : 20 = 12 luni ;
costul excursiei de 12-100 — 200 =1 000 (lei).

V.46. Dacd ludm cite un elev din fiecare bancd unde am asezat cite trei
si ii agezdm cite doi in cele 4 banci libere ne ramin 3 elevi in picioare.
Deci in asezarea elevilor cite 3 au fost ocupate 4-2 -+ 3 =11 banci. In
clasi sint 11 4 4 =15 binci si 15-2 + 3 = 33 elevi.

V.47. Si reducem problema la alta: si punem cite un elev intr-o banca.
In prima situatie din problemi ar insemna ci ar trebui s& avem numir
dublu de bénci fatd de cel existent, dar tot ar rimine 9 elevi in picioare.
Figuram in desen :

numér de efovi din todts c/oso
A

— \
n'j L & 9
' 13 1 .

—
numdr de elevi inbinct cité vnu/

Fig. V.47.a.

In situatia a doua, din problemi, ar trebui si avem un numir de
binci de trei ori mai mare decit numérul de bianci existent (punind cite

un elev intr-o bancd). Figuram in desen, comparativ cu desenul pre-
cedent (Fig. V.47.b.).

Conform textului, 7 binci sint neocupate ; aceasta ar fnsemna 7-3
adicd 21 elevi si incd doi elevi care s-ar aseza in banca ocupati de un
singur elev, in total 23 elevi.
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numér de elevi din toaly clasé

o

d
~4
PE

numéy; de P carc rar
seza in bncile /ée/'e

~—
aumér de elevi, cite ww/ w

bonci [numir de binci)
Fig. V.47.b.

Observiam, in desen, cd numairul de elevi asezati cite unul in banci
este 9 - 23 adica 32 elevi, tocmai numarul de béncx Deci in clasid sint
32 de- ba.nc1 si 32:249="13 de elevi.

V.48, 45 .elevi si 20 de binci.
V.49, 19; 2.
V.50, 40; 12.
V.51. -438; 27.
V.52. “Notam : a, numirul mare, b, numirul mic. Teorema impértirii
-cu rest permite : a=5-b 4 141.
Realizam desenul urmaitor :
\ ) 14

i L A
N —— +- Y numérul a..

i
| e —

N 1 . N : “ e P
. — 3089 numarul b
Fig. V.52,

- Constatam c& 4-b=>5 085 — 141, adlcé 4b=4944. Deci b= 1 236
iar a==6 321.

'V.53. Se observd ci diferenta numerelor este 36.

— i "l 35 3
L t —t {
[ - " AN /
.Y . TV . N
uUMIr mic numor maere suma numerelor
— 1 1 h
' 36x 35 A
Fig. V.53.

‘Din teorema impdrtirii cu ‘rest-avem cid suma numerelor este 36-
-35 - 3¢ =1 294. Deci de doud ori numarul mic este 1 294 — 36 =.1 258.

Rezultd cd numiarul mic este 1258 :2=629 iar cel.mare este
629 4 36 = 665.

'V.54. Din teorema Impirtirii cu rest avem numerele naturale ¢; si ¢
astfel incit ¢;-5+4=1cy-6 -5, care se mai scrie ¢;-5=¢y-64+5—4
adicd ¢;-5 = c»-6 + 1. Aceasta se mai poate scrie succesiv : ¢;-5=cs'5+
“+e;+1 sau ¢g=1(cy:5) : 54 (ca+1):5 sau ¢, =cy+ (c3+ 1) : 5. Pen-
tru ca ¢, sa fie numar natural-trebuie ca (cy} 1) : 5 si fie numar natural.
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Se cere cel mai mic numir: aceasta este posibil cind c; =4.
Rezultd cd numirul cerut este 4-6 4 5=29.

V.55. Notim cu abc numirul cerut. Avem a — ¢ = 4. Deoarece abc tre—
buie sa fie impaértitor si I restul este 100, dirt teorema impértirii cu rest
avern 100 < cba deci cba are trei cifre, deci c7L0 Cum a >4 avem
situatiile a=5si c=1, a=6sic=2 e=T7si c=3, a=8 i c=4,
a=9 si c=5.

Din teorema impértirii cu rest mai avem : “abe = cba-2 + 100. Deci
avem situatiile : ¢ 5b1 = 1b5-2 + 100, 6b2 = 2b6-2 4 100, 753 = 3b7-2 +
-+ 100, 8b4 + 4 4582 4 100 si 9b5 -} 5b9- :24-100. Din acestea, da solutle
doar 6b2 = 2b6-2 -+ 100 unde b=9 si ‘abc = 692.

V.56. Daci ar fi apartamente numai de cite 2 camere atunci in bloc ar
fi, in total 42-2 = 84 (camere). Inseamni cd surplusul de 140 — 84 = 56
(camere) provine de la diferenta 4 — 2 =2 (camere). Deci sint aparta-
mente de 4 camere, in total, 56 : 2 =28 iar de cite 2 camere, in total,
42 — 28 = 14. Verificati.

V.57. Presupunem ci s-au vindut numai bilete de 4 lei. In aceasti ipo-
tezd (conditie) toate biletele ar costa 415:-4 =1660 (lei). Fatd de suma
incasata, inseamna cé diferenta de 2 160 lei— 1 660 lei = 500 lei provine
de la diferenta dintre preturile biletelor care este de 2 lei. Deci s-au vin-
dut 500 : 2 = 250 bilete de 6 lei si restul de 165 bilete, cu preful de 4 lei.
Verificati.

V.58. Dacd ar fi numai oi, inseamni ci ar fi 650-4 =2 600 picioare
adicd 2600 — 2 260 = 340 picioare in plus. Acestea provin de la dife—
renta de 4 — 2 = 2 picioare In plus la fiecare oaie fata de o giina. Avem,
deci, 340 :2 adica 170 gaini si restul de 650 — 170 = 480 oi.

V.59. Daca s-ar fi folosit numai bancnote de 25 lei, covoarele ar fi
costat 25 lei-148 =3 700 (lei). Diferenta de 6850 — 3700 = 3 150 (lei}
provine de la diferenta dintre valorile bancnotelor de 100 lei — 25 lei =

=175 lei. Asadar s-au folosit 3150 : 75 =42 de bancnote de 100 lei si
restul de 148 — 42 adicd 106 bancnote de 25 lei.

V.60. Scriem datele problemei astfel :

20 baieti, 16 fete, 328 kg

10 baieti, 30 fete, 340 kg

Daci fiecare numir din prima situatie se imparte cu 2 objinem :

10 baieti, 8 fete, 164 kg

10 baiefi, 30 fete, 340 kg

Observdm cd 22 de fete au recoltat 176 kg, deci o fati a recoltat
176 kg : 22 =28 kg. Un biiat a recoltat (164 —8-8) : 10 = 10 (kg)
V.61.

5 caiete, 2 pixuri, 40 lei

10 caiete, 5 pixuri, 95 lei

10 caiete, 4 pixuri, 80 lei

10 caiete, 5 pixuri, 95 lei

zero caiete, 1 pix, 15 lei

Deci pixul costéd 15 lei, iar un caiet (40 — 15-2) : 5, adici 2 lei.
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V.62. Schematic putem rezolva astfel :

5 carti, 3 caiete, 64 lei
3 carti, 5 caiete, 48 lei

15 carti, 9 caiete, 192 lei
15 carti, 25 caiete, 240 lei

zero car{i, 16 caiete, 48 lei.

Rezultd ci un caiet costd 48 lei : 16 = 3 lei, iar o carte 11 lei. Daca
s-ar fi cumpirat numai 13 caiete ele ar fi costat doar 13-3 adici 39 ler
si ar mai fi rdmas 103 lei — 39 lei = 64 lei, diferen{a care provine de la
diferenta de 11 lei — 3 lei = 8 lei de la fiecare carte. Deci s-au cumparat:
64 : 8 =28 carti §i 5 caiete.

V.63. Automobilul ,inainteaza“ fatd de tren cu o distanti de timp, egali.
cu diferenta dintre viteza automobilului §i cea a trenului care este de-
64 — 46 = 18 (km). Deci intr-o ord automobilul strabate pe linga tren
18 km. Aceasta inseamné ca intr-un minut stribate 18 000 m : 60 = 300 m,
care este chiar lungimesa trenului.

V.64. Motociclistul a]unge in Bucuresti dupi 184 : 46 adlca dupéd 4 ore,
deci la ora 13. Std o orad si pleacd spre Focsani la ora 14. Timp de 5 ore
biciclistul parcurge 23 m:5 =115 km. La ora 14 intre cei doi mai este o-
distantd de 184 km — 115 km = 69 km pe care se deplaseazd unul citre
celilalt. Pina la intilnirea lor, pe aceasti distantd timpul este de 69 (23 +
-+ 46) adicd de o ord. Asadar se intilnesc la ora 15.

V.65. (AUB)NC={0;1;2; 3; 4} n{o; 7; 8} ={0}.
V.66. A=1{3,4, 56,7 8); B={(1, 2 3, 4, 5 6 12, 15, 30, 60} ;'
AUB={1, 2 3, 4,5, 6, 7, 8, 12, 15, 30, 60} ;
ANB={34, 5 6}; A—B={1, 8};
B—A={1, 2, 12, 15, 30, 60}.
V.67. Avem: 4x-+1 < 17; 4r <16 cu solufiile elementele mulfimik
M={1, 2,3, 4).
a) A={2, 4, 6, 8}; B={3, 6, 9, 12};
C=1{6, 12, 18, 24} ; D= {4, 7, 10, 13} ;
b) (A NCUB={6)UB=B;
0 (AUBNC=1{2, 4, 6, 8, 9, 12} NC= {6, 12},
d) (A—C)ND=1{2, 4, 8§ ND= (4} ;
e CND)—B=Q@—B=0.
V.es. A=1{1, 2 4, 8 16} B={2, 6, 14} ; C= {4, 36, 196}.
Avem:a) (AUB)NC={1, 2, 4, 8, 16, 6, 14} NC= {4} b) (A—
—B)UC=1{1, 4, 8, 16)UC=1{1, 4, 8, 16, 36, 196} ; ) A—O=A.
V.69. Avem AUB=1{2, 3, 4, 5, 6, 7}. Intr-un desen flguratl fntfi afir—

matia b), apm c) si tineti in final seama de a). Avem: A= {4, 5, 3, 7},
B= {4, 5, :

A\
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9.,

Fig. V.69.

A

V.70. Daci cele doud multimi sint egale, reuniunea are 3 elemente. Daca
intersectia lor are 2 elemente, reuniunea are 4 elemente. Daci intersec-
fia are un element, reuniunea are 5 elemente. Dacé sint disjuncte, reuniu-

nea are 6 elemente.

V.11,
A B8

Fig. V.71

V.72. Din a) avem ca 3€X 5i 3€Y,5€E X 5i 5€Y, TEX si TEY.
Din b) avem cid 2€X 5i 2 ¢ Y, 6€X$1 6¢ Y. Din a), b), ¢) avem cé
1¢Xsil1€Y, 4¢ X s5i4€Y. Deci X={3, 5, 7, 2, 6} si. Y = {3, 5.

1, 4}.
WV.73. . Se pot imagina diagramele urmitoare :

A

Deci sint 3 solutii.
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V.74. Observim ci cele 3 mulfimi- nu au elemente comune. Asadar,
A=1{4,5 2, 3}, B={4,5 6 7} si C={6, 1, 2 3}
b) Avem : (C — A)nB_{s 7} nB—{s 7}
Deci {2a; 7} = {6, 7} implicd 2a =26, unde e =3.
Rezulta ci perimetrul este 3:-4=12 (cm)

V7$ Condltla b) ne di ci X si'Y au ca elemente comune pe 4; 6; 9.

Condltxa c) permite cu sigurantd ci la.mulfimea X si mai punem
e1gmentele 1 si 8. .

..Conditia d) mai adaugi la Y' elementele 5 si 7.

‘Ramin in discutie elementele 3 si 2, care conform condifiei a)
trebme sd apartina cel putin unexa din multlml X si Y. Din condifia d)
obtmem cd 3¢Y sid¢ {2 4

R}ezu]ta ci 3€X. Avem caX A4, 6, 9,1, 8, 3}si Y=2414, 6, 9,
5, 7 2

V.76. Deoarece AUB=A NB inseamna cd 4 UB si AN B trebuie si
aiba aceleasi elemente. 1 €AUB i 1 €A NB rezultd ci y=2. Asema-
nator, gasim cad x=3. ‘

V1. A={1, 2 3,5}, B=(1, 2, 4}.

V7,8 Avem ab+ac=ab+¢c)=5-10.=50;
ab —ac=a(b—c)=5-8 =40.

V.79. xz(a+b)=20, x-5=20, x=4.
b) x(3b + 2a — ¢) = 40, x(c + 20 — c) = 40.
In paranteza putem scrie (¢ 4 20) —c.
Daci dintr-o sumi de dousd numere scidem unul din numere, obti-
nem ca rezultat pe celalalt numir. Deci (¢ 20) — ¢ = 20.
Avem deci, x-20 =40, x=2.

V.80. a—-7:r:+7—|-3a:+1—-(7::+3:c)+(7+1)—
=x(7+3)+8=x-10+8=10-x+8
b—4::+4+6:c+12—4a:+6:-|—4+12—10:::-{—‘16

Se observa cd b este mai mare cu'8 decit a.

V.81. Daci x este par se poate scrie x =2k si atunci factorul lui y,
3x + 2 devine 3:2k-+42=2(3k 4 1) deci numir par §i deci §i y este
numir par. Dacd x este impar se poate scrie x =2k -+ 1 si atunci facto-
rul lui y, x+ 3 devine 2k+ 1+ 3 =2k -+ 4 = 2(k -} 2) deci numér par
si. deci si y este numdr par.

V.82. a) Prima egalitate devine a(b -+ ¢) = ¢(b -+ c). Deoarece b+ c=
=15, obtinem a@-15 = b- 15 care ne conduce la a == c. b) Cu relatia gisita,
obtinem c¢+2b+c=2c+42b=2(b-4¢)=2-15=30. c¢) Deoarece
a==c avem (c2 — b?) (b2 —c?) (c2—¢?) =0.

V.83. a) Avem:

7:30 4 2.30=3n.(7 4 2) = 3".9 = 3n.32 — 3n+2;
b) 7-5"% — 2.5% = 57(7 — 2) == 5". 5= 5nH,



V.84, 3:tl=30.3=(3)".3=9"-3=23¢;
3in — 32-2n — (32)2n = g2n — (gn)z = a2

V.85. a) Al 6-lea termen este’ 16:17-18-19-20-21.

b) Daci a are un singur termen, avem a=1 care este pitratul
lui 1. Se observi ci a se scrie astfel 1 +2-(3+2:5-647-4-9-104...)
deci @ este un numir impar. S-a putut da factor comun numirul 2,
pentru ci din doud numere naturale consecutive unul este par §i se
constatid ci aceastd proprietate este indeplinitd de toti termenii incepind
cu locul doi. Toti termeni incepind cu locul trei contin ca factor pe 10
sau divizorii proprii ai lui 10. Se poate spune cd suma acestor termeni
are ca cifra a unitatilor cifra zero. Suma 1 2-3 are ca cifrd a unita-
tilor pe 7. Numirul e are cifra unititilor, cifra 7. Cum a este impar, un
patrat impar are cifra unitatilor doar 1, 5 §i 9. Deci dacid a are numarul
termenilor mai mare ca 1, nu este pitrat.

V.86. Se observi ci d =28 i vom avea : 2abc8 - abc83 = 83 781.
Gasim cd ¢c=9 i avem egalitatea : 2ab98 | ab983 = 83 781.
Aseménitor, obfinem : b=17 si a=15. Deci numarul este 257 983.

V.87. Avem de rezolvat exercitiul E—y_x= 45. Se constati ci x50
si Y50 si in plus *>1y. Incepind cu cifra zecilor, observim ci avem
urmatoarele situatii: =26 i y=1, x=7 si y=2, x=28 si y=3,
x =09 §i y=4. Deci numerele : 61, 72, 83 5i 94.
V88 a) 3-(14+2)-441=37;

b) 3-142:(441)=13;

0 31+24+1=28;

d) 3-1+4+2-441)=30;

(31+2-(441)=25;

B+ @249+1=12
V.89. Avem: (10—1)-(100 — 1)-(1 000 — 1) = 36.11-111 ;

9-99-999 =36.11-111; 9-(9-11)-(9-111) = 36-11-111;

93-11-111 =36-11-111; (3%3-11-111 = 36-11-111.

Rezultd ci propozitia este adevirata. )

V.90. Trebuie si aflim numerele naturale de forma abcd §i abdc, cel
mare fiind, anul nasterii, abcd. Conditia c) permite si scriem egalitatea
cd —dc=29. Aceasta inseamni ci diferenta dintre cifrele zecilor este 1,
adicdi c—d==1. Deci avem perechile: ¢=9, d=8; ¢=8, d=17;
c=T7d=6;c=6,d=5;c=5d=4;¢c=4,d=3;¢c=3,d=2;
c=2d=1;c=1,d=0.

Rezultd cd problema nu are o singurid solutie. Avem deci anii de
nagtere, una din perechile : 1998, 1989 ; 1987, 1978 ; 1976, 1967 ; 1965,
1956 ; 1954, 1945 ; 1943, 1934 ; 1932, 1923 ; 1921, 1912 ; 1910, 1901. .

V.9l {3[4(5z+1)—3] —2}=2:2; 3[4Gz+1)—3) =1-+2;
45x+41)—3=1; 452+ 1)=4; 5z+1=1; 50=0; x=0.
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V.92, {2-(144(5+x):6)—5}:9=3; 2-[14+(5+2):6] —5=27;
2:[144+GB+x):6]=32; 14+ (5+=x):6=16;
6+a):6=2;54+x=12; =1

V.93 3-{1645-[272—6-(x—3-32))}+1=1985—1
3-{16 4 5-[729 — 6-(x — 96)]} =1 983
16+ 5-[729 — 6-(x — 96)] = 1983 : 3
5. (729 — 6(x — 96)] = 661 — 16
729 — 6-(x — 96) = 645 : 5 !

6-(x — 96) = 729 — 129 ; 6-(x — 96) = 600
r—96=100; x=196. ‘

V9. 9—9:3=[17—3-0]'x; 9—3=17-x; 6=17-x; x ¢ N.
V95 Avem:zx+4+2+4+3-y4+6=3¢;x+3y+8=
x+ 3y =26 ; =26 — 3y. Deci :

y| 2 3 4 56178
(20171411852

V.96. 32 —4+4 5r <63, 28+ 5x <63, 5x <63 — 28,
50 <35 x€{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.

V.97, x— {57 —4-[10 -+ (275-5%) : (21-550)]}-5 < 5 ;
x—{57—4-[104+ 22} -5 <5; x— {57 —4-14}-5 < 5;
x—{57—56)-5<5; x—1-5<5; x < 10,
deci x€ {0, 1, 2, 3,...10).

V.98. 28; 91.

V.99. In orice pozitie va fi agezati una din cifrele date, numirul este
divizibil cu 3 céci 142+ 3+ 6 este un numir divizibil cu 3. Deci
avem : 1236; 1263; 1326; 1362; 1623; 1632; 2136; 2163 ; 2316 ;
2361; 2613; 2631 ; 3126; 3162; 3216; 3261 ; 3612; 3621 ; 6123;
6132; 6213 ; 6231 ; 6312; 6321.

Numerele divizibile cu 6, sint: numai numerele pare dintre cele
de mai sus.

V.100. a) x € {0, 5} ; b) Trebule s8 fie divizibile cu 2 si cu 3. Cu 2 : 210,
212, 214, 216, 218.

Din acestea sint divizibile cu 3 : 210, 216
Deci z€ {0, 6} ; ¢) x=6. .
V.101. Se stie ca dacd un numir e divizibil cu 15 atunci el este divizibil

cu 5 si cu 3. Deoarece numirul nostru este divizibil cu 5 inseamni ci

y==0 sau y=>5. Daci y =0, numirul are forma 41x780. Deoarece este
divizibil cu trei avem ci 20 -+ x este divizibil cu 3 deci x este 1, 4 sau 7
§i avem numirul cel mai mic cdutat: 411780. Dacd y =25 continuim
rationamentul asem#nétor si gisim numirul cel mai mare : 418785.
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V.162. Daci numirul este divizibil cu 15 atunci este divizibil cu 5 si cu 3.
Din dxvlzlblhtatea cu 5 avem 25270 sau 25a75. Din divizibilitatea cu 3
avem pentru 25a70, 2+ 5+ 7+ 0+ a adica 14 + a divizibil cu 3 deci
a€ {1, 4, 7}, iar pentru 25a75, 2+ 547+ 5-+a adici 19+ e deci
a€ {2, 5 8). Rezulti ci: 2

147258 '
b 000555

O conditie suplimentard pentru solufie unicd poate fi de exemplu,
sifie impar §i divizibil cu 9.
V.163. a) Pentru ca m sa fie divizibil cu 12 trebuie si fie numaér par.
Dintre numerele 120, 122, 124, 126, 128 sint divizibile cu 4 numerele 1&
124, 128. Divizibil cu 3 este numai 120 deci A = {120}. Pentru ca lab
sa fie divizibil cu 15 trebuie si fie divizibil cu 5, deci avem 1a0 sau 1la5.
Cazul 140 : pentru a fi divizibil cu 3, trebuie ca 1-4.a si fie unul din
numerele 3, 6, 9 deci a este 2, 5 respectiv 8. Rezultd numerele 120, 150,
180. Cazul 1a5 : pentru a fi divizibil cu 3, trebuie ca 6 4 a si fie unul
din numerele : 6, 9, 12, 15 deci a este 0, 3, 6 respectiv 9. Rezultd nume-
rele 105, 135, 165, 195. Avem B = {120, 150, 180, 105, 135, 165, 195}.
b) AUB=B; ANB=A; A—B=0; B— A={150, 180, 105, 135,
165, 195}.

V.104. Afirmatia 6|10 4 se po:ate traduce astfel : 6 este divizor al
numirului 10 4 x cu conditia x < 20. 6 este divizor al numerelor 12, 18,
24, 30 etc.

Deci: z€ {2, 8, 14, 20} =M

V.105. Un numadr este divizibil cu 15 cind este divizibil cu 5 si cu 3.

Divizibijlitatea cu 5 conduce la b=0 sau b=25. Cazul b=0,ne di 5+ a
divizibil cu 3 adici e=1 sau a =4 sau a=="1, deci x poate fi unul din
numerele 2130, 2430, 2730. Cazul b=2>5, ne di 104 a divizibil cu 3
adicd @ =2 sau a=>5 sau a= 28, deci x mai poate fi unul din numerele
2 235, 2535, 2835.

.. Avem A= {2130, 2430, 2730, 2235, 2535, 2835}.

Un numdr este divizibil cu 18 cind este divizibil cu 2 si cu 9. Divizi-
bilitatea cu 2 ne conduce la cazurile 2m30, 2m32, 2m34, 2m36, 2m38 iar
divizibilitatea cu 9 la numerele y respectiv, 2 430, 2 232 2 034 si 2934,
2736, 2538. Asadar B= {2 430, 2232, 2034, 2934 2736 2538},

In final gisim: ANB={2430}; AUB=(2 130 2430, 2730,
2535, 2235, 2835 2232, 2034, 2934, 2736, 2538 B—A= {2232,
2034 2934, 2736, 2538} si dec1 A ﬂB)—(A UB)= 0, (AUB N(EB—
—A4)={2 232 2 034 2934, 21736, 2538} = B— A.

V.106. Din rezolvarea problemex precedente rezultd ci avem numerele
2130 si 2 835.
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V.107. Fie numirul cerut de forma abc. Divizibilitatea cu 18 se realizeaza
cind numa_rul este divizibil cu 2 sx cu 9. Dm d1v121b111tatea cu 2 rezulté
210, 432, 654 876 234 456 578 Din acestea divizibile cu 9 avem : 234
si 432, .

V.108. Din textul problemel, numarul este d1v121b11 cu 18 deci cu 2 si
cu 9. Din divizibilitatea cu 2 inseamni ci y € {0, 2, 4, 6, 8} vora avea
numere de forma : 619x70, 619272, 619x74, 619x76 si 619x78. Pentru divi-
zibilitatea cu 9 avem in fiecare caz: 9|23-|—1:, 9|254=x, 9274 =,
9|29+ x si 9|31 4+ x. Cel mai mare numir de forma cerut3 va fi cind
x este cel mai mare, fiind pe ordinul sutelor. Aceasta se ob’pme in cazul
9|27+ x pentru z =29 si obfinem numdrul 619 974. Cel ' mai mic numir
cerut este in cazul 9|27+ x pentru x =10 adici 619 074. .
Celelalte numere sint : 619 470, 619 272, 619 776 si 619 578.

V.109. Conditiile a) si b) conduc la aflarea numerelor naturale de forma
@90b_divizibile cu 18, adicd cu 2 si cu 9. Divizibilitatea cu 2 d& nume-
rele ¢900, a902, a904, 2906, E!)_(E Divizibilitatea cu 9 da respectiv: 9900
7902. 5904, 3906, 1 908.

. Conditia d) se exclude pentru ci toate sint numere pare, deci mai
mult decit trei. Conditia..e) se exclude cdci toate sint mai mari decnt
1 000.,

"7 Ultima conditie lmpune numerele ' 9900, 5 904 si 1908.

V.110. Conditia ca numaérul si fie divizibil cu-36 este echivalenti .cu
conditia ca numarul sa fie divizibil cu 4 si 9. Daca este cu 4 inseamna
cd este par deci trebuie sd gésim numere de forma ‘abc0, abe2, abc4 abcé,
abc8 Deoarece ¢ si d sint consecutive rdmin numai cazurile ab12 ab34
ab56 ab78. Divizibile cu 4 sint.doar abl2 si ab56. Divizibilitatea cu 9
ne conduce in primul cazlaa+b+1-+2=9sauat-b+4+1+2=18,
adicd la a-+b=26 sau a-+ b=15. Avem deci: a=1, b=5;a=2,
b=4; a=3 b=3; a=4¢ b=23a=5 b=1;:a=6, b=0 sau
a=6,b=9;a=7b=8;e¢=8b=7;a=9b=6.

Inh al doilea .caz, asemanitor, a+b+5+6— 18.sau a4 b+ 5+
~+ 6 =27, adica a+b—7 sau a-l—b-—lG Avem deci: a=1, h=6;
a=2 b=5;a=3 b=4;a=4b=3;a=5b=2;a=6b=1;
a.—7, b=0 sau a==1, b—-9 a==8, b—8 a==279, b'—7 Rezulta

= {1512, 2412, 3312, 4212, 5112 6012 6912 7812 81712, 9612,
6156 7 056, 7956, 3856 9 756, 1656 25.)6 3456 4356 5256‘

Vlll Pentru d1v121bxhtatea cu 15 este nevoie de d1v1sz1htatea cu 5,
deci 7a80 sau 7a85 si cu-3 pentlu care avem A= {7080, 7 300 7 630,
7980, 7185, 7485, 7785}
Pentru divizibilitatea cu 40 este nevoie de | d1v121b1htatea ‘cu ‘0 deci
forma 7x80 si de divizibilitatea cu 8 adicia 780 divizibil cu 8. Obtinrem
B = {7080, 7280, 7.480, 7 680, 7 880}. A U B= {7080, 7 380, 7 680. 7.980,
'7 185, 7 485, 7 785, 7 280, 7480, 7880} ; A nB—{7080 7680} B—A—
= {7280, 7480, 7880}.
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V.112. Notim cu abc, numirul ciutat. Folosind ¢) numirul are una din
formule : m) -5_b—1 EZ- %3 m ﬁg Din a) rezulti cd abc este par,
deci avem una din formule : %6 6b2 8b4. Conditia b) impune ca numi-
rul sd nu fie divizibil cu 5, iar la impértirea cu 5 si se obtind restul 2.
Ramine si avem doar numir de form_a__(5b2. Conform cu a) trebuie si

fie divizibil §i cu 11. Dintre numerele 6b2, este divizibil cu 11 doar 682.

V.113. Faptul ci numirul cerut este divizibil cu 45 conduce la divizibi-
litatea lui cu 5 si cu 9. Daci e divizibil cu 5 atunci y = 0 sau y = 5. Cazul
y =0, conduce la forma 3x60. Daci e divizibil cu 9 atunci 3+ x+ 6+ 0
este un numir divizibil cu 9, deci 9+ x e divizibil cu 9 si deci x poate
fi numai 9(x=£0, cici ¥y 0). Avem numirul 3960. Cazul y =25 ne
conduce la 3 465.

V.114. Pentru a fi divizibil cu 45 trebuie s& fie divizibil cu 5 (si avem
formele : 495a0 sau 495a5) si cu 9. In primul caz trebuie ca 4 + 945+
~+ a-+ 0 adicid 18 + a sa fie divizibil cu 9, deci a =0 sau a = 9. Rezulta
ca numerele sint 49 500 si 49 590. In cazul al doilea trebuie ca 23 +a s3
fie divizibil cu 9, deci a =4 si avem numadrul 49 545.

V.115. Pentru ca numirul 4ry si fie divizibil cu 45 trebuie si fie divi-
zibil cu 5 §i cu 9. Divizibilitatea cu 5 ne conduce la cazurile : 40 sau 4::5
Pentru ca numdrul s fie divizibil cu 9 trebuie s& avem in cazul 4a:0
4+ =29 unde r=2>5. In cazul 4x5, trebuie s& avem 4+ 5+ x =29 sau
445+ x=18 adici, =10 sau £=29. Deci avem: =5 gi y=0;
z=0siy=5; r=9si y=5.

V.116. Scriem numairul astfel :

N=GLEEPFRe+a 3+ 334324
3. ..+ 399034324 39 | 318034 3243 = (3432
439 (14334354, + 31960 | 31985 — 39 (1 4 35 36 ... + 319%),

Constatim ci N se divide cu 39=3:13. Scriem numirul astfel :

N=@3+3)+323+3)+...4+3@+3)+...+ 30234 3) 4
+ 319 (3 39 = (34 32) (1 + 3> 36 . . 31982 |- 3199%) =
=12-(14 324 36 4. . 4 3198,

Constatim cd N se divide cu 12, deci cu 4. Deoarece N se divide cu
4 5i 39 se divide cu 4-39 = 156.

V.117. Constatim din tabloul urmitor, ci ultima cifrd se repeti din 4
fn 4 adici 34 38 312 316 au ultima cifrd, cifra 1. Numirul dat se
scrie 3% ’9“‘“3—-(3’)’ i%6.32 Ultima cifra a Jui 3% este 1. Tot cifra 1 va
fi ultima cifrd a numarului (3%)4%. Ultima cifra a lui 32 este 9, deci ultima
cifrd a numarului dat este 9.

X}

ultima cifrd 1 9 |7 (1 |3 {9 |7 |1 |3

w

puterea, 3'[32’33 35| 353 |37 ]38 |30 310330 3“‘
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V.118. Avem ca ultima cifrd la numerele 319, 41%7 gi 5198 cifrele 9, 4
si respectiv 5. Deci ultima cifrd a lui a va fi ultima cifrd a numirului
94 44 5=18 adica 8.

V.119. Scriem numirul dat astfel : [n(n -4 5)]3-n2 Intocmim un tabel
in care scriem ultima cifrd pe coloand, in fiecare caz :

ultima cifrd a numdérului :
n n+5 n(n-+5) ’ n(n+5))? n? [n(n+5)}3-n® © .
1 6 6 6 1 6
2 7 4 4 4 6
3 8 4 4 9 6
4 9 6 6 6 6
6 1 6 6 6 6
7 ‘2 4 4 9 6
8 3 4 4 4 6
9 4 6 6 1 6

Deci in orice caz, pentru orice n, ultima cifrdi a lui n5(n— 3]
este 6.

V.120. a) Avem N = 316.722.24.106. Deci 6 zerouri.

b) 316 are ultima cifrd 1, 722 are ult;ma cifra 9, iar 2% ultima cifri 6.
Rezulta ca ultima cifrd diferitd de zero a lui N este 4.

V.123. Numirul n are ultima cifrd (a' unitétilor), cifra 3. Nu este un
patrat pentru cd cifra unitdfilor unui pdtrat al unui numair natural
poate fi doar: 0, 1, 4, 9, 5 sau 6.

V.122. Ultima cifrd a numirului 1 9861986 este 6, a numérului 1 9871987
este 3, iar a numirului 1 988198 este 6. Ultima cifrd a lui N este ultima
cifra a numirului 6+ 3+ 6=15 deci N are ultima cifrd 5 si este
divizibil cu 5. ) )

V.123. Cifra unititilor a numirului 912 este 1, iar a lui 712 este tot 1.
Cifra unititilor a numirului A este zero, deci A este divizibil cu 10.

V.124. Orice putere de exponent numir natural, a unui numar natural
cu ultima cifrd (cifra unititilor) 3, are ultima cifrd una din cifrele 1, 3,
9, 7. Acestea repetindu-se din patru in patru, pentru exponenti conse-
cutivi. Cum exponentul 1 986 este multiplu de patru plus doi, inseamni
ci ultima cifrA a lui 1983196 este cifra 9. Aseminitor, observim ci
ultima cifrad a lui 1 984196 este 4, iar numirul 1 985198 are ultima cifri 5.

Ultima cifré (cifra unititilor) a numirului N se obtine adunind ultimele
cifre ale celor trei numere si se giseste ci ea este zero, deci N este
divizibil cu 10, deci N2 este divizibil cu 100.
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V125 a=(7-9)* {4 77.7.32.3 — (3-7)":3"- 2=
=R, 9n+7n .32n.7.3 — 3n.7n. 30 32 =
= n. 32n+7n 32n.7. 3 — 32n.7m. 32 =
=7n.3(1 4 7.3 — 9)="T"-32"-13
V.126. g =5.53.9n.92 | 320.3.25" 25 =
= §52n.53.32n. 34+32n .3.52n.52 —
= §52n. 32»(53 34+3 52)__
=527.32n.3.525.33 4+ 1) =
| = 52n+2.32n+1. 136 = 52n+2.32n+1.8.17,

V127 a=15".1543"345-3"-32=
: =(@3-5" 15+ 373+ 5-3"-32 =
' =3n(5".15 + 3 32.5) =
=3rHt. (571 14 15) = 3n+t. (57t | 16).
Pentru n > 2 avem 33 factor, deci a se divide cu 27.

V.128. Aritim cid E trebuie si fie divizibil cu 2 si cu 9. .E este o sum3
de doi termeni pari: 1988 si 2"-5" care are pentru n =% 0 factorul 2.
Scriem E astfel E=(2-5)" 4 1988 =10" 41988 =1000...0 + 1988 di-
vizibil cu 9, deci E se divide §i cu 9. .
V.129. a) Numirul 10196 are 1986 de zerouri. Dacd se face scidderea
1096 —1 obtinem p=999...99 care are 1986 cifre de 9. Deci, suma
lor este 1986-9.

b) Demonstrim cd numairul k este divizibil cu 4. Avem cid 10" se
scrie astfel : 100...000 adici unu urmat de n zerouri. Se observa-ci
putem ,scrie- k—l 000 . 0044 deci este divizibil cu ‘4. Constatim c&
suma cifrelor lui k este 1+0+ .4+04+0+4+4+4=09.

Rezultd ci numarul k este divizibil si cu 9 deci cu 4-9 = 36

V130 Numérul a se scrle, succesw
a_zzn 2.32n. 5n. 5+4n 32n. 5n_
p— 32n 5n(4n 2.5 + 4n) —_
v =3m.5m.4n(2.5 } 1) =11-9"-4- 4"—1 551 =,
=11-4-5-9.97—1.4n—1.5n—1 . .
Numirul 1980 se scrie 1 980 = 22.32.5-11'=11-4-5-9: Se constata
cd a are tofi factorii lui 1980, deci a se divide cu 1980.

V.131. Avem zyz — zyx = 396. Numirul ca si fie divizibil cu 4'trebuie
sa fie par, deci z€ {2; 4; 6; 8}, 250 cici nu ar mai fi de:3 cifre

zyx. Cazul z=2: xy2—2y:c—396 adicd x =6, deci numirul este de
forma 6y2. DIVIZIblle cu patru sint 612 ;'632; 652; 672 692 Cazul

z=4 ne, conduce la xy J4—4yz'—-396 adicd =38, dec1 numarul este

de forma 8y4 Divizibile cu 4 sint : 804 ; 824 ; 844 ; 864 884, Celelalte
cazuri, z=6, z=28 nu verificd conc_iﬂle problemel Pentru divizibili-
tatea cu 9 avem pentru z=1, xyl —lyx = 396, adicd x =5, deci numa-
rul éste de forma 5yl §i-deci y =3, care conduce la 531. Péntru.z=—2,
obtinem 612 ; ‘pentru z =3 obtinem 783 ; pentru z=4 avem 864: pen-
.tru z=15 avem 945. Dacid z = 6 obtinem x =0, diferit de 3 -cifre.etc.
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Rezultd : 612; 632; 652; 672; 692; 804; 824 ; 844 ; 864; 884
531 ; 945, 783.

V.132. a) Daca pEN, avem p?€EN, 3p2 EN (1).

Dacd KEN, avem : 12k EN. (2). Din (1) si (2) obtinem ci 3p*>+
+ 12k €N, deci A EN.

b) Scriem A = 3(p?-} 4k). c) Deoarece 4 este divizorul lui 12’
inseamnd cd 4 | 12k. Pentru ca 4 si-1 dividd pe A trebuie ca‘4 si-1 divida
si pe.3p? adicd pe p? deci p trebuie si fie numir natural par.

V.133. Dacd numairul e divizibil cu 30 atunci este divizibil §i cu 10;
deci avem ¢ abc0. Conditia ultim4 devine c — b=a =3 sau b—c~—=a = 3,
adicd 3bc0 cu c—b=3 sau b—ec=23, cazul c—b =23, adica c.-.—
=3-+b. Pentru divizibilitatea cu 3 avem b+4+c€(3; 6; 9; 12;

18; 21; ...} =A, adicd b+ 3+ b€ A4, adici 2b+3€A Se gasesc
3 030 3 360 3690. Cazul b—c =3, adici b =23 c. Pentru divizibili-
tatea cu 3 avem b+ c€ A, adici 3 +c+c €A, adicd 34 2¢c € A. Se
gisesc 3300, 3630, 3960. : '

V.134. 2 772 = 22-32.7-11. Cel mai mic numdr, cerut, esté 7-11 st vom
avea 22-32.72.112,
V.135. Numirul dat se scrie succesiv: ‘abcabe = abe-1 000 + abe =

= abc(l 000+1) abc-1.001 = abc-7-11-13. P_egtru ca numirul, x $3
aiba cel mai mic numair de divizori trebuie ca abc si fie prim.

V.136. Scriem numairul dat : = ababab =ab-10 000 + ab-100-+ ab =
= ab(10 000 + 100 4 1) = ab-10 101 = ab-3-7-13-37. Cel mai mic numir
cu cel mai mic numdr de divizori este dat de ab numir prim.
V.137. -a) Singurul numir natural n == 2'care admlte ‘ca divizori pe 1, »
si pe 2 este' 4.
by n+38=n4+1+4 2 ‘Deci avem rezultatul de la punctul a), 7 = 4.
V.138. a ="[22-5-(5%)200. 2‘°° (2:5)3] : (2100.5400.53.2) =
= (22.5.5%00.2100.93.53) . (2101 L 5A03) =
— (2105 340/) (2101 5403) = 24.5 = 80 ;
=642-[(3-25-4-18:9433) : 4] =

=6+ 2-[(16—172:9+433) : 4]——e+2[(75—a+33) 4] =3
= 6:+2-[100 : 4] = 6 = 2-25 =6 + 50 = 56 = 23+7

Avem cmm.d.c.’.care este 23=28 si c.m.m.m.c. care este 2¢-5~
-7 =%560.
V.139. Fie a = 6a1, b= 6b1 $1 c= 6c1 unde ay,, by, o sint numere natu-
rale prime intre ele.

Confotm datelor problemel obtmem 6ay - 6b1 6c, = 19 096 sau. a-
b[ 01—56—-2227 .-
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Avem

ay b, [ a b c

1 2 | 28 | deci numerele sint: |6 | 12 | 168
1 4 14 6 24 84
, 1 8 7 6 84 42
Mai ciutati si alte triplete.
W.140. Deoarece cel mai mare divizor comun al celor doud numere, pe
«care le notam cu a §i b, este 5 putem scrie : a=5-a; §i b=15-by, unde
.6y si by sint numere naturale prime intre ele. :

Conform textului avem : @ -+ b = 40, adici 5a; | 5b; = 40, care se
imai scrie 5(a; + b;) = 40 sau a; + by =8.

Aceasta relatie permite si gasim a; i by numere naturale si prime
dntre ele: ¢y =1 §i by =17, sau ¢y =3 §i b, = 5. Deci numerele cerute
:sint: a=5 §i b=235 sau a=15 §i b=25.

W.141. Aplicim teorema impirtirii cu rest. Notim cu a numirul la care
:se impart cele trei numere iar cu b, c §i respectiv d, citurile.

Avem : 1234 =ab+13; 6532=ac+7; 1817T=ad+ 2.

Aceste relatii se mai scriu: 1243 —13=ab; 6532 —7=ac;
1817 —2=uad, adicd: 1230=ab; 6525 =ac; 1815=ad. Constatim
«c3 a este un divizor comun al numerelor 1 230, 6 525 si 1 815, mai mare
«ecit 13 care este restul cel mai mare dintre cele date.

Calculim cel mai mare divizor comun al acestor numere. Acesta
-este 15, care este §i impartitorul cerut.

W.142. Avem 1944 =40a-b; 1986 =a-c+} 6 5i 2000 =a-d +} 2.

Acestea se mai scriu 1944=a-b, 1986 —6=a-c si 2000 —
-—2=ua-d. Inseamni ci e este un divizor comun al numerelor 1 944,
1980 si 1998. Cel mai mare divizor comun al lor este 18. Deoarece a
-este impdrtitor trebuie si avem a> 6 (din teorema impartirii cu rest).
‘Deci @ >.6 este un divizor al lui 18 adici a =19 sau a = 18.

.143. Folosind teorema impértirii cu rest, rezulti ¢i numairul la care
.au fost impdrtite trebuie si fie mai mare ca 42. Acest numir este un
-divizor comun al numerelor 2435 — 35; 342 — 42 ; 4 527 — 27 adica al
numerelor 2 400 ; 300 ; 4 500, deci un divizor al celui mai mare divizor
comun al lor.
C.m.m.d.c. = 300. Solutia : {300, 150, 100, 75, 60, 50}.

"V.144. Notim abc numirul de pionieri din unitate si cu r restul. Conform
_teoremei impértirii cu rest avem abc=20-ny -}-r, abc="50-ny+r, i
ebc = 70-n3 + r unde ny, ny, n3 reprezintd numirul de rinduri in fiecare
-caz jar r <120. Cele trei egalitifi se mai scriu : abc —r = 20-ny, abc —
—7="50-n; §i abc—1r="T0-n;. Acestea comunici faptul ci numarul
«abc —r este multiplu comun de 20, 50, 70 adicd multiplu de cel mai
‘mic multiplu comun al numerelor 20, 50 si 70 care este 700. abc este mai

ymare decit 700 §i mai mic ca 1000. Deci abc="700+4r cu r<20 si
o> 0.
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V.145. Numirul este un multiplu comun de 2, 3, 4, 5, 6 plus unu si mul-
tiplu de 7. Cel mai mic multiplu comun de 2, 3, 4, 5, 6 este 60. Numirul
cdutat este 60-5- 1= 301. .

V.146. Numirul de elevi este multiplu comun de 2, 3, 4, 5, plus unu si
multiplu de 7 adici 60-5 -+ 1 =301, care este mai mic ca 500.

V.147. Problema se poate enunta partial astfel : numéirul este multiplu
de 7 plus 6 si multiplu de 6 plus 5 i multiplu de 5 plus 4 §i multiplu
de 4 plus 3. Aceasta, mai comod, se poate enunta §i astfel : numarul este
mulliplu de 7 minus 1, multiplu de 6 minus 1, multiplu de 5 minus 1
51 multiplu de 4 minus 1. Deci din multiplu comun de 7, 6, 5 §i 4 sca-
dem 1. Numarul este 420 — 1 == 419.

V.148. Timpul de intilnire este reprezentat, in ore, printr-un numar’ care
este multiplu comun al numerelor 5 s§i 6. Deoarece se cere prima intil-
nire, aceasta se realizeazd dupa cel mai mic multiplu comun al nume-
relor 5 si 6, adica 30.

V.149. Din b) avem ca numadrul abc este numar par, deci avem situatia
cd c€ {0, 2, 4, 6, 8). Conditia a) ne di ca b€ {1, 5, 9, 13, 17} din care
numai 1, 5, 9 reprezintd cifre. Avem, respectiv: al0, a52, a94. Din
acestea numai a52 este divizibil cu 4 (ca sa fie §i cu 12). Pentru divizi-
bilitatea cu 3 trebuie si avem a -+ 5-} 2 multiplu de 3. In cazul nostru
sint posibile a4+ 7=09, a+7=12, e+ 7=15 adicd a =2, e=5, a=
= 8. Din acestea verifici ¢) numai a =2 §i e =>5. In concluzie numerele
sint 252 §i 552.

V.150. a=2 —1=1, nu este numir prim; b=6—1=25, este numir
prim; ¢=30—1=29, este numir prim; d=307T—1=210—1=
=209 =11-19 nu este numdr prim.

V.151. Fie a, b, c cifrele numarului cerut, indiferent de ordine. Avem
a-b-c=14. Cum a, b, ¢ sint cifre inseamn3 ci ele sint reprezentate de
divizorii naturali, de o singurd cifrd, ai lui 14, adicd 1, 2, 7. Avem astfel
situaiile 127, 172, 217, 271, 712, 721. Din aceste numere sint prime
numai : 127 si 271.

- N

V.152. Afirmafia este falsd, cdci pentru n =10, avem 10 (104 3) +13 =
=10:13+4+13=13(104 1) =13-11 care numai este numar pnm Si
pentru n =29 este falsa.

V.153.

A
1985

L :
Lanas Y

Fig. V.153.

Numirul cel mic este (19 85—1): 2—992 iar ‘cel mai mare este
993. Se verificd faptul c& sint neprime.



V.154. Numairul prim trebuie si fie par care adunat cu al doilea, lmpar
sd dea numadr natural impar, 24 735. Deci 2 si 24 733.

V.155. Numirul prim trebuie si fie par. Singurul numir prim si’ par
este .doi. Deci numerele sint 1 002 si 2.

V.156. Vom arita ci singurul numir natural prim de doud cifre 1dent1ce
este 11. Presupunem (prin absurd) cd ar exista numarul aa prim. Acest
numér se scrie: aa—-10a+a—11a El este prim numai daci e=1.
Deci numerele cerute sint 11 si 2425; b) 2425=252-97; ¢) M= {5
97}.-d = 97 este' numair prim pentru ci impartmd pe 97 la flecare nUMar
prim mai mic decit 11, nu obtinem restul zero.

V.157. A doua relatie se mai scrie a = 6 4+ b. Cu aceasta, prima relafie
devine succesiv: 64+ b4 b—c=1 986, 6+2b—c——1986 2 —c=
=1986 —6, 2b—c=1980, 2b =1 980 +} c. Constatim ca 2b este .un
numar par deci §i 1980+c este un numar par. Cum 1980 este un
numar par rezultd cd si c¢ trebuie sd fie numar par. Din problemad, ¢
este numar prlm Singurul numar prim par este 2, deci c=2. Cu
acesta, gisim cd 2b=1980-+} 2 adicd b =991 care este numat prim.
(Verificati 1), iar a =6 - 991 = 997.

V.158. Numairul 82 este par deci a + 10b -+ 12¢ este par. Deoarece 10b
si 12¢ sint numere pare rezultd ci si .a este par. Cum trebuie si fie si
prim, obtinem ci ¢ =2. Deci 2} (10b -+ 12¢) = 82, adica 10 b +12c =
= 80. Observam cd 10b este divizibil cu 5. Dar si 80 adici 10b -+ 12¢
este divizibil .cu 5 rezultd ci si 12c este divizibil cu 5. Cum 12c <80
avem cd ¢=25. Deci 10b+ 12-5 =80, adici 10b =80 — 60, 10b =

b =2. Raspunsul este a=2, b=2, c=35. ’

V.159. Se stie cd orice numir prim, diferit de numarul 2, este un numair
impar. Suma de un numir par de numere impare este un numar par
deci nu poate fi prim. Inseamna ci printre cele 6 numere prime (numar
par) trebuie sa fie un numér par. Numerele sint 2, 3, 5, 7, 11 si 13. Suma
lor este 41 care este numar prim. Alta combmatle de 6 numere prime
care si-1 con{ind pe 2 nu indeplineste condifia cad sé {ie si conseuduve

V.160. Conform datelor problemei avem egalitatile : (x + 1):y-z = xyz +
-+ 30 si x- (y—1)-z=1xyz—20.

Atit din scrierea (x + 1) yz cit si din scrierea x (y — 1) z constatim
cid z este divizor comun al numerelér (x4 1) yz §i a:(y—l) z adica al
egalelor lor xyz+ 30 si respectlv xyz — 20. Aceasta inseamna ca z fiind.
divizor al sumei xyz -+ 30 §i al termenului xyz, este divizor si al terme-
nului 30. Aseminditor, gisim cd z este divizor si al lui 20. Deci cum ‘din.
problema z este prim, obtinem cé z este divizor comun, prim, al numere-
lor 30 si 20. Rezultd ci z € {2, 5}. Cazul z= 2 ne di o forma mai comoda
pentru cele doud relatii: @+ 1)y=zxzy+ 15 si x(y—1)=zxy—10.
Prima din aceste relafii devine xy 4 y =xy -+ 15 din care constatim ca
y =15 iar = este orice numir natural. Cu y =15, a doua relatie devine
x-14 = x-15 — 10. De aici observiam ca z este divizor al lui 10. Dintre
divizorii lui 10 verifici egahtatea numai x = 10. Deci o solutie a proble-
mei este : x =10, y=15 §i z=2. Cazul z =75, analizat asemanator ca.
mai sus ne dd x=4¢ §i y==6. P
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V.161. Numirul prim cu cifrele egale in conditiile_problemei nu poate
avea trei cifre, cici daca ar fi asa el ar fi de forma aaa = 1001+ 10a -+
+a=10a-(100+ 104 1)=a-111=a-3-37 si nu ar mai fi prit1. El este
de doua cifre, de forma aa = 10a 4 a =11-a. Poaté fi prim numai daca
=1, deci numirul este 11. Suma celorlalte patru numere prime, dife-
rite, este 226 — 11 = 215. Doua numere prime diferite unul rdsturnatul
eluﬂalt de doui cifre, sint perechile : 13 cu 31 ; 17 cu 71 ; 37 cu 73; 79
cu 97 care adunate dau respectiv 44, 88, 110, 176 Scézmd suma acestor
doua numere obtinem suma ultlmelor doué numere care cste respectlv
171, 127, 105, 39.-Nu existi douid numere prlme care adunate si dea
in suma 171 sau 127, deoarece orice numaér prim cu exceptia lui 2 este
un numar impar ; adunind doud numere prime impare obtinem un numar
par si deci nici 171 si nici 127. Se exclude §i cazul lui 2 cdci 171 — 2=
=169 sau 127 — 2 = 125 nu sint numere prime. Ramine si se analizeze,
la fel situatia cind avem 105 sau 39 la care ob{inem respectiv 2 si 103
sau ‘7}51 37. Deci avem douia solutii : {11, 37, 73, 2, 103} sau {11, 97, 79,
2, 37
V.162. Pentru a fi prime intre ele ‘trebuie s nu ﬂt_m leIZOI‘ comun.
Divizorii lui 12 sint :.1, 2, 3, 4, 6, 12. Rezultd cd 25x si nu fie numadr
par si divizibil cu 3. Numerele impare de forma respectivd sint: 251,
253, 255, 257, 259. Din acestea nedivizibile cu 3 sint 251, 253, 257, 259.
Asadar € {1, 3, 7, 9}.

V.163. Avem 2310 =2-5-3-7-11. Deci numirul 179x nu trebuie si fie
par. Avem unul din urmétoarele numere : 1 791, 1 793, 1 795, 1 797, 1 799.
Excludem pe cele divizibile cu 3. Rimin 1 793, 1 975 si 1 799. Excludem pe
cel divizibil cu 5. Ramin 1973 si 1 799. Amindoud sint divizibile cu 7.

Deci nu existd x astfel incit 179z §i 2 310 s fie prime intre ele.

V.164. Deoarece 2r=p-+ q si p+ q-+r=21 avem 3r=21 deci r=717.
Cu acesta p -+ g =14. Din problema q = 6p iar precedenta egalitate ne
da 7p =14, adicd p=2, si deci g ==12. Calculdm acum

t = {20-23 — 2 [200 -} (27-52-32) : (32-28.5)]} : 10 = 460—2 [200 +

-+ 10]} : 10 = {460 — 2-210} : 10—{460—420 4.
Pentru calculul lui A si B avem exercitiul V.105. rezolvat la pag. 52 :

= {2130, 2430, 2730, 2 235 2 535 2 835} B= {2430, 2232, 2034,
2 934, 2736, 2 538} ‘

Apoi C={2, 12, 1, 10}, = {1 2, 4, 7. E={2, 12, 7, 10, 2130,
2430, 2730, 2235, 2535 2835} F= {2 430 2232, 2034, 2 934 2 736;
2538, 1, 2, 4 7}. ENF= {2, 1, 2430} EnF—(E UF)=g@.
EUF—(F —E)=E.. ERENYS

V.165. Notim cu z, y, z cele trei numere $1 facem alegerea x <'y <z

—_— X

- - a 24z

Fig. V.165.
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Faptul cd unul din ele, in cazul nostru y, este media aritmeticd a celor-
lalte il putem reprezenta astfel : ‘

Observim cid y =54 :3=18. Rezulti c¢i x+z=54—18 =236 si
cd x si z sint divizibile cu 6. Avem x =6 §i z=30 sau * =12 §i z=24.

V.166. Numerele naturale de trei cifre, a, b si ¢ sint : abc, acb, bac, bca,
cba, cab. Calculim suma :
abc + acb + bea + bac + cab + cba = 100a + 10b + ¢ + 100a +
~+ 10c 4 b 4 100b 4 10a + ¢ + 100b + 10c + a +- 100c + 10a +
+ b+ 100c + 10b + @ = 222a + 222b + 222¢ = 222 (@ + b+ ©)
Rezultd ci suma ceruti este divizibild cu a+b+c.

V.167. Vezi problema precedenta.

V.168. Fie a, a + 1, a + 2 cifrele sale. Numarul poate fi :
a(a+1)(a+2)=100a+ 10(a+ 1)+ a4 2=100a + 10a 4- 10 +
+e+2=11la+4 12=3(37a + 4),
deci se divide cu 3. Numarul mai poate fi scris cu cifre consecutive §i

astfel :
(a+2)(a+1)e=100(a+ 2)+ 10 (a + 1)+ a = 100a + 200 +
+10a 4 10 + a = 111a + 210 = 3(37a + 70),
deci se divide cu 3.

V.169. Scriem numirul cerut astfel : x = 10-n 4 u, n €N iar u este cifra
unitatilor lui x. Avem conform textului: 10-n 4 u=="Tu adici 10-n=
= Tu —u adicd 10n = 6u.

Aceasta se mai scrie 5n = 3u. Se constatd ci u trebuie sa fie divi-
zibil cu 5. Cum u joaci rol de cifrd avem u € {0, 5}. Pentru u = 0 avem
n=0 deci x=0.

Pentru u =15 avem 5n =15, n =3 deci x = 35.

V.170. Se observa ci = |(54 x) §i cd x|z ; rezultd ci x|5. Aseminitor,
|12 si deasemenea x|15. Din |5 avem ca x € {1, 5}. Din x|12 avem
cd x€{1, 2, 3, 4, 6, 12). Din x|15 avem c& x €{1, 3, 5, 15}. Gasim
A={]1,2 3,456 12, 15}.

V.171. Din problem3, mEN i n €N rezulti c& m2€EN si n4+1€EN.
Avem deci, m? si n-} 1 divizori naturali ai lui 800 = 26.52. Pentru m?
avem : 1, 22, 24, 5%, 22.52, 24.52 jar pentru n+ 1 avem respectiv : 2552,
28.52, 2.52, 25, 23, 2 adici perechile (m, n) : (1, 799), (2, 199), (4, 49), (5, 31),
(10, 7), (20, 1). :
V.172. Avem : a®- ¢ —1 =12, adici a®-¢c =13. Constatim ci c este divi-
zor natural al lui 13. Deci avem ¢=1 sau ¢=13. Cazul, c=1, a®* =13,
deci a==13 §i b=1. Cazul, c=13 avem a®=1. In aceastid situatie
avem a=1gi bENsaua EN*si b=1. =~~~
V.173. Fie z, y, z cele trei numere. Conform textului problemei, y = 3x
siz=2-y=2-3xr=6x.

P=xy-z=z-3x-6r=1823 iar S=z+y+2z=
=z} 3z +4 6x=10zx.
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Stim, din problemi, ci S divide pe P, adici 10x divide pe 18;:";
Aceasta inseamn3 ci divizorii lui 10 adici 2 si 5 divid pe 18z%.
Obligatoriu trebuie ca 5 si dividi pe x3 care este numir natural..
Deci 5 | x, ceeace inseamnd c# x este multiplu de 5, diferit de zero..
Rezultd cd S = 10x este multiplu de 50. ’ 5

V.174. Pentru ca fractiile si fie echivalente trebuie si avem —i=—§-
adici 2:3=>5-a. Nu existdi a €N, astfel incit 5-a==86.
V.175. Avem : 15 <2-n, 12n < 105, n €N.

Inecuatia 12n <105, n €N are ca solutii n €{0; 1;2; 3; 4; 5
6; 7; 8}. Din acestea, verificd inecuatia 15-<2-m, doar pentru n=38.

V.176. Condifia impusi se mai scrie : 3n2 <40 si 20 < 3n2 Din prima
inegalitate avem numerele naturale 1, 2, 3. A doua inegalitate este veri—
ficatd doar de n=3.
V7T, @) 230100+ 23100+ 231004 23 2301054 10441024 ) 23
T 7 32.1084-32-104 - 32-1024- 32 32-(1054 1044 1024-1) 32
pdlt243+. 453
41+2+3+...4+51) 4

V.178.
6+8—3 8+415—10 11 13 _55—39 16 _ 4
3-4 5-4 3-4 5-4 3-4:5 3-4.5 15

V.179.

1,11 8 1,11-66]_ " [1 1] 21411
o e b o Il e e
—632% 5 8 _687_28 16

12-7 3.7 37 7 7T 5
V.180. Avem dupd ce efectuiim adunirile §i scéderile :
—1§~:c=— Y sau—x =—-¥
24 8 8
Aceasta inseamni ci x =1y. Impreund cu propozitia b) rezultd ci gisim
:c='y=—1—. -
' 2
V.181.
60_30+20_15+12=:¢~ 240 — 60 —40 424 4-15 .
60 - 120
47179 . 47179 47 120 94.
60 120 %60 120" T 60 179’ T 178
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<.182.
(2.9-125:1469-[16-3 — 6%2:2% : 30 4 75]} =
N 1 1
=3f1stostoo [as—@ oy 2 75]}=
{1825 469 [a5— 9% e o+
932. 332 _ ‘
=3-{43+69~[48————230‘330+75]}-—

- =3-{43 4 69-[48 — 36 + 75]} = 3- {43 + 69-87) =18 138.

V.183.

7. 2

:1'_3__[(26L_ix) . L—J :2=_9_;_4_;

8 3 4 5/°3 2 11 |

— 4 ) 9
(26_1__1:,,).9_:&_& .2%; el 3,42 22 1_;
\7 3 4 5 8 3' 3 4 8 3 5
3 1 335 599

—xr=2 —_— =

x .
3 10-12 18

*V.184. Vom ciuta numerele naturale de forma 9y7x care nu sint divizibile
-cu divizori primi ai numarului 24. Acesti divizori sint 2 §i 3. Numerele
de forma 9y7x care nu sint divizibile cu 2 au forma 9y71 9y:3 9y75,
9y77 si 9y79. Pentru ca aceste numere si nu fie'divizibile cu 3 trebuie
-ca si nu fie divizibile cu 3 respectiv urmatoarele numere : 94+ 7+ 1 4y,
194y, 21 +vy, 234y si 25+y
Avem respectiv: y€{0;2;3;5;6;8;9},y€E{0;1;3;4;6:

7, 9), y€{1; 2; 4; 5; 7; 8), y€{0; 2; 3; 5; 6; 8; 9} si
y€{0;1;3;4;6;7;9}) In concluzie numarétorn fractiilor ireduc-
“tibile cerute sint: 9071, 9271, 9371, 9571, 9671, 9871, 9971, 9073,
©9173, 9373, 9473, 9673, 9773, 9973, 9175, 9275, 9475, 9575, 9775,
9875, 9077, 9277, 9377, 9577, 9677, 9877, 9977, 9079, 9179, 9379,
-9 479, 9679, 9779, 9979. "

“V.185. a) Scriem ::yz:cyz = Tyz-1000 + xyz 00 + xyz = xyz ryz -+ (1000 + 1) =1 001-
:ryz =17-11-13 xyz. Asemindtor, a:yO:cy :cy 1000 4 xy ==xy-1001 =
:—7 11-13-Ty.
" b) Se observa ci:

xyO0xy (.:_c_y:1001) __E_y_
zyzzyz  (xyz-1001) Yz

xy
(xy-10+2)
:seamnd cd fracfia se poate simplifica numai cu zy, deci z trebuie s& fie

‘multiplu de xy. Aceasta este posibil cind z=0. Deci fractia este ireduc-
-tibild pentru z € {1, 2,. .

c) Scriem fractia astfel : . Deoarece :c_y este prim, in-
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d) Folosim precedenta scriere si rezulti c3 z trebuie si fie divizibil
cu 3. Deciz€ {0, 3, 6, 9}.

V.186. Avem de gasit x € N astfel 1nc1t— <E <-5— Aceasta conduce la

112 <6x §i 5x < 112, adicd x € {19, 20, 21, 22}. Deci fractiile sint:

2
19 & £ 2—- Dintre acestea ‘ireductibild este numai —]i

12" 1127 1127 112 112

V.187. 10" este un numar care are o singurd cifrd 1 si restul cifrelor
cifra zero (sau numai o singurd cifrd 1 cind n = 0). Deci suma cifrelor
10"+ 8este1+0+4...4+ 04+ 8=39. ’

Numarul 10" - 8 este un numdr. divizibil cu 9, deci x €N. -

V.188. a) Fie n numdr natural par, adici n=2k. Avem n(n-+} 1)——
= 2k (2k + 1). Deoarece unul din factori este 2 produsul este numar
par. Fie n numar natural impar, adicd n =2k + 1. Avem (2k—|— 1) 2k +
+1+41)=(2k+1)-(2k + 2) = (2k 4~ 1)-2: (k + 1), deci numir par.
ntn+41)
f(n 4 1)

la pumitor. Adunarea de la numaritor nu are pe d ca divizor, cici daca
d este divizorul lui n, nu este divizor si pentru n + 1. Deci fractia nu se
simplificA cu nici un divizor al lui n. Fie d; divizor al lui n+41 de la
numitor. Adunarea de la numairator nu are pe d; ca divizor, caci daca
d, este divizorul lui n 4 1, nu este divizor si pentru n. Deci fractia nu se
simplifica.

b) Scriem fractia astfel : . Fie d un divizor al lui n de

. el
V.189. Figuram informatia despre primul numar :

e I
| o ¥

—_

t ={ suma celorlalte doud numele}
. T2
primul numiir .
Fig. V.189.a.
Observim ca primul numar se giiseste astfel : 72 : 4 = 18. Calculdm
suma dintre al doilea §i al treilea: 72 — 18 == 54. '

. "—'—"__‘ . al doilea numir
: o o ‘ [
. R N )

Lt T T v t al treilea numar
Yo dinal . o
dotles

Fig. V.189.b. >

Jumitate din al doilea este (54 — 4) : 5=10. Deci al doilea numar
este 20 iar al treilea 34.
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V.190.

|' — IS L 1 - L $ 3
v - v Jf v v v
7/10 din numir . 60
Fig. V.190. -

Constatdm ca L1 din numdir reprezintid 60 : 3 = 20. Deci. numirul

A

este 20-10 = 200.
V.191. Datele problemei le figuram.astfel :.

— 3 N fl 1 3 ) l :
t -t M v T T t = numarul de pomi .,
mers —_— : L 1
[; ¢ } } ——{ primul rest
. ‘_"ﬂ_/ ) «
al pers
e nOUI TeSt
—  —— :
cals/
Fig. V.191.

i {

Se constata ci —l_— din primul rest reprezinti "aceeasi situatie

ERs HAN :'y:) . .
cit_l_ din numarul de pomi, iar-i— din noul rest cit 1—3 din numirul de

. . R I < . L3
pomi. Deci meri sint —din numirul de pomi, iar Cal$1-1—4' din numarul

de pomi. Deci li din numérul de pomi téprezinté diferenta de 337.
Asadar sint 337-14 =4 718 pomi fructiferi.

2
V.192. a) Cazul 0 <x <1: avem z=%unde a<b. :c‘-’=%. Calculim

z_z2=i_£=ab——a3.,=a(b—-a)
b b b2 b2

Deoarece b>a, b—a> 0 deci x— a2 >0 $1_ “deci x> x2. Cazul

x> 1:avem a:-'=% unde a > &: ‘Calculim r — 22 = ib—b_—;,‘—g)-. Deoarece

b<a b—a <0, deci x— 2 <0 si deci x <z

b) Cazul 0 <z <1, z= %’ L _% i<b Calcutsmz— L
X a



Deoarece @ <. b, a?< b3, a? — b? < 0. Rezultd cd 7 — 1< 0, ¥ <
. 9 ot P x

. R 2. p2
< l Cazul x> 1,a > b. Calculam :c—l-——? b .
T x ab

Rezultd Cé.if“l_' >0 si deci x >—1-
(Se considerd a €N*, b ENY). i Lo

V.193. Notam numarul 'cerut. cu %. Citurile respective sint“;-lg—o,:—z— si

a . . .
— ; . Pentru a fi numere naturale consecutive trebuie si avem suc:

7 .
cesiv : !
8 __a;__.l_g.;:,i=1’.8_ .b__i..l_o_ |L=11;;_l.)_.:,(‘_8___l£)_1'
7 b 9 b 7T a 9 a a \7 9
b ”—7_, b 2_, b _6 4a_ 2
a 63 a 63 a 2 b 63

V.194. Suma celor 50 de numere este 38-50 =1 900. Se ,,inlaturd“ din
suma 45 -+ 55 = 100. Rimin 48 de numere a cdror sumi este 1900 —
— 100 =1 800. Deci media aritmetica a celor 48 de numere ramase este
1 800 : 48 = 37,5.

V.195. a) Cel mai mare divizor comun al numerelor 60 §i 88 este 4.

Distanta intre doi stilpi consecutivi este un divizor natural al lui 4
si deci se pot fixa stilpii din metru in metru, din 2 in 2 metri sau din
4 in 4 metri. Sint necesari pentru fiecare situatie : 296 : 1 = 296 (stilpi),
296 : 2 = 148 (stilpi), respectiv 296 : 4 = 74 (stilpi).

b) Sint necesari minim 296 m.6 =1 776 m sirmé care cost3 1 332 lei

V.196. Metoda I
3

3 5

Fig. V.196.

Daci se mireste lungimea lui D cu 3 cm se obfine un dreptunghi
cu dimensiunile de 18 cm si 3 cm, deci cu aria de 54 cm?2. Rezulta ca aria
dreptunghiului D este 1260 cm2 — 54 cm?2=1 206 cm? Lungimea lui D
este de 1206 cm?:18 cm = 67 cm.

Metoda a 1lI-a

Notim cu x méisura lungimii lui D. Lungimea noului dreptunghi
este x 4 3. Avem ecuatia : 18-(x + 3) =1 260. Rezolvind succesiv avem :
x+3=1260:18; x+3=170; x=T70—3; x=617.
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V.197. Perimetrul dreptunghiului care se poate forma este de 1 dm-4 +
+2 dm-5- 4 dm-7 = 42 dm. Semiperimetrul este de 21 dm. Notim cu
T §i y misura li{imii, respectiv a lungimii dreptunghiului. Trebuie s3
avem x + y =21, x si y fiind numere naturale, multipli ai numerelor 1,
2, 4 sau ai combinatiilor de aceste numere. In cazul nostru raspunsul
este : se poate forma un dreptunghi. Exemplu: 1 dm-1 pe o litime,
4 dm-5 pe o lungime, 1dm-1 pe latimea rdmasd, restul pe lungimea
riamasd. Alt exemplu : 2dm-1 pe o latime, 4 dm-4 si 1 dm-3 pe o lun-

gime, 2 dm-1 pe latimea ramasi §i restul pe lungimea ramasa. Mai gasiti
si alte exemple.

V.198. Semiperimetrul este 60 hm. Notdm cu x latimea. Lungimea este
5 x. Avem ecuatia x -} 5x = 60. Rezolvim ecuatia : 6x=60. t=160:6;
x=10. Rezultd ca ld{imea are 10 hm iar lungimea 50 hm. Atunci aria

este 10 hm-50 hm =500 hm?2. Gasiti dimensiunile dreptunghiului folo-
sind §i metoda grafica.
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REZOLVARILE SI REZULTATELE PROBLEMELOR
PENTRU CLASA A VI-A

<

VIAL A=3w_n2f gn__gn—3n.32 4 3n_gh.52_gn
=309+ 1)—2r(4+1)=3"10—271.2.5 =
=10-(3" — 2™,

VI.A.2. Fie p un divizor comun al numerelor a §i a + b, p € N *. Rezultd

ci p este divizor §i pentru (e b) —a =", deci p este divizor si pentru
a si pentru b. Cum fractia a/b este ireductibila din ipotezd, avem p =1.

In concluzie, fractia

a 5 se poate simplifica doar prin' 1, deci este

a
ireductibila.
VLA.3. Notim A=l'2-3...15+20 si avem :,
182 _ 1:23...7...13:14-15420 _
a 2713 ‘
1-23...-6-7-8...12-13-14-15 , 20
= 2713 T

=1'3‘4'5-6'8'9~10'11'12'14'15-‘{——‘2—02"

Deci citul este 1-3-4-5-6-8-9:10-11-12-14-15 si restul este 20. (S-a
e+ £

folosit teorema impértirii cu rest sub forma

\)—‘IU

.
VI.AA4. Solutna I.

Fie N un numir care impirfit la 10 da restul 3; -vom ardta ca
impartit la 15 nu poate da restul 4.

Avem N ==10k - 3, de unde ultima cifrd a lui N este 3. Presupu-
nind ci N, impdrtit la 15, di restul 4, avem N =15t} 4 sau N—4=
15t, adica N—4 d1v121b11 cu 5. Cum ultlma cifrd a lui N era 3, ultima
c1fra alui N—4 va fi 9, deci' N — 4 nu se divide cu 5 deci N unpartlt
la.15 nu poate da restul 4
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Solutia a II-a

Presupunem ci existdi N care impirtit la 10 s& dea restul 3 &i
impértit la 15 sd dea restul 4.

Avem : N =10k + 3 sau N— 3 =10k
N =15t 14 sau N—4=15¢
Deducem ci N—3 si N—4 sint divizibile cu 5, deci trebuie ca

si diferenta lor si se divida cu 5. Dar (N — 3) — (N —4) =1, care nu
se divide cu 5, deci presupunerea ficutid este falsa.

Solutia a III-a
Dacid numirul N impartit la 10 da rest 3 =) 10|(N — 3).
Dacd numirul N impartit la 15 da rest 4 =) 15| (N —4).

Din cele douid afirmatii de mai sus rezultd 5|(N—3) si 5|(N—
—4). Dar N—3 si N—4 sint numere consecutive si ar trebui sid fie,
ambele, multipli de 5, ceea ce este fals.

VLA.S.
a 2 a 2 .
Din — = 0,6, rezultai — - —'= —. -
. b 3 b 3 0.6, de undc :
2a 4+ 3b 2a 3b 2 7
—_—— —_— — ] = —>
3b 3b + 3b 5 + 5

O altd metodd consti in a exprima pe a in functie de b din relatia

% =0,6. Rezultd a=0,6-b si deci :

2a+3b_ 2:06-b43b_ 1,2b43b_ 42b_ 42 42 7

3b 3b 3b 3b 3 30 5
VI.A.6. Avem intii : n = 1986 (1986 — 1) — 1985 =
= 1986-1985 — 1985 = 1985 (1986 — 1) = 19852,
Acum, din proportie, deducem :
x _ 5-397 1985-5-397 _ 1985-1985 L

—_—= , de unde r=
1985 n n 19852

VILA.T. Nuﬁérul 4a6 este divizibil cu 9 daci suma 4 + a-} 6 se divide

cu 9, adici 104 a este divizibil cu 9. Cum a este cifri, deducem
a=28 si deci :’

%=% , de unde xr = 486-2 , adicd z=%-

VI.A.8. In primul rind se obtine b=25. Apoi, folosind criteriul de
divizibilitate cu 9, obtinem ci suma cifrelor num#rului 4a6 este divi-
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zibild cu 9, deci a + 10 este multiplu de 9, cu a € {0, 1,..., 9}. Rezultz.
usor a = 8. Proportia devine :

_:r_=11§_6_ , de unde :c=—2'—48—6-=ﬂ—-194—, sau = 194.4.
2 5 5
VI.A9. a)

__ 123123123 _ 123-100100...1001 _ 123 _ 41
321321...321 321-100100...1001 321 107

unde numadrul prin care s-a simplificat are n cifre de 1 distantate prim
cite doud zerouri. Corectitudinea rezultatului inmultirilor se poate veri-—
fica pe citeva exemple particulare.

b) Daca :

a __c 3a—b 3c—d

, atunci
b—2 d— Zc

deoarece ultima proportfie este echivalenti cu :

3 L1 3.5
b d

= , evident adevarati pentru —:—=%-

1—e. 2 12 &
b d

Pentru ¢ =41 i d =107, obt{inem :
3a—b 3-41—107__1_6__(4)2

b—2 107—2:41 25 \5
VI.A.10. Din 3_4_12_ 13 se deduce -i—-l—?i deci a=—3— i, analog,.
a b c a 1 13
b4 12
13 13
3)3 4) 4
1) @— 4 — b)b 12—c¢)e= |3 — —|—4|4— —|—
a Be ARa 9 ( 13)l3+( 13) +
12) 12
12— —|—=
+( 13)13

2) (3+a)a-l—-(4+b)b+(12+c)c—(3+_%)__‘_( 143) 143+

+(1 + )—3—14

L 122
3) a4 b2 = L
(3) a2+b2+ 2 132_{_132_*_132

3



z_ztytz_2+y
5 3+4+5 1277

Din ¥ _ M deducem y =12

4 12
2 9
Din =22 2_Z sflam 2 =9 5i 2=15
4 4 5
. - - - 2 -
Altfel : l=—"‘L—=;=:L_!_‘c'=——4-=3=>£--_-_-3='-):Q:=9 .
3 4 5 345 8 3
4 il
‘VI.A.12. Din conditia a) avem——%:%:— Amplificind prima frac-
7
Tx 5y__

tie cu 7, a doua cu 5, a treia cu 3 si a patra cu 2, obtinem : e 15

2z -+

=3—— 2t=. Tz + 5y + 32 2t —1—12—2 De aici deducem: z=4.
15 14 14415415414 58 .,

Yy=06, 2=10, t=14.

c
6
=33.8=33-28=(3-2)? =63, deci a—6
b3 =43.8=143.23=(4.2)3 =83, deci b=8
%= 6%.8 = 63-23 = (6-2)° =123, deci c=12.

'VI.A.13. Din 9—=9—= deducem §—=gi LA =8, de unde:
3 4 B 3 4 6

N r Yy Y x
VI.A.14. Avem —=——-— 1) ; xyz=192 (2). Deci, A
3= 2 g I @- 3 2" 3 4
2x 4
deducem : y=—5i z=—
y= 3] 5! 3 ( ).
Inlocuim in (2): 3_9:::_"’__ 192 sau :1:3—-——1%,3 sau, finci, a3 =

3.96
=3—-2—, de unde x3=263 sau x=26; din (3) avem y=4 si z=8.

Altfel : e

Daca notim —‘;—=—g—= ? =k obfinem x=3k; y=2k; z=
= 4k =) xyz = 3-2-4k3 = 24Kk3; dar, din ipotezi, ryz = 192, deci 24k3 =

=192 sau k3=8=23 deci k=2 Solutiile vor fi: £=32=6;
Yy=4¢; z=28. , C
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WVI.A.15. 2) Avem, exprimind toate numerele in functie de a: b= 2a;
2¢=3b=3-2a=6a. de unde ¢ =3¢ i 3d =4c =4-3a=12¢, de unde
d = 4a.

Atunci b?=(2a)> =4a® si ad = a-4a = 4a?, deci b%2=ad.

b) Acum, din a--b-+c+ d =48, deducem a+2a+ 3¢+ da=
=48, 10a=48, de unde a—-48/10 48 si b=2a=2-48=9,6;
c—3a—144 d——192

Altfel : "
a) Ploblema poate f1 rezolvata si observind cd egahtatxle din enun}

1 b :
% ; —=£ ; —c-=§- ; din ultimele doué,

-2’ e 3'4a
prin inmuliire, se obtine : si, ‘cu prima, rezulti i=:-2, de
b d

se pot serie sub forma

2

alo

unde b*=ua-b.
b) Egalitatile pot fi puse si altfel sub formi de proportii, anume :

.,_‘L___l; __o_=_c_’ —C—=—d-,deunde e_b_c_ a_atbtetd_
1 22 3'3 4 1 2 3 4 1+2+3+4
48 481 48-2 48-3
=-—— . Rezulti a=-——== =48 b="""=0 67 c=" =14, .
10 10 10 o 4;d=
=284 99
10
VI.A.16. Din enunt rezulti ci, pentru <t B= <C, avem m4) _
. I

B ) B) m@A) mB mC
— mB) , sau () _ m(B) . In ‘primul caz, m4) _ mB) _ m(C) =
4 4 1 1 4 4
m(A) + mB) 4+ m@) _ 180° ~ A
= ! = =20° de unde m(4)=20°; m(B)=
N T 9 )
=m(C) = 80°.

A A A A A A
mA) _ mB) _ m© _ miA) +mB + m(C)
4 1 1 6
N a) /\
= 30° de unde m(4) = 120°; m(B) = m(C) = 30°.
VLA.17. Fle 7 numarul bancnotelor de .10 lei, m al celor de 25 lei. Din
10n 25m _ 10n -+ 25m

30 100 +.130
Cum suma totald;’ 10n+ 251n este cuprmsa intre 500 $1 600 lei, avem

500 10n . 130 dec1,11—7—-< <13——- n €N, adick n €12 13}.
130 ' 30 600 13
Daca n—- 13, din proportxa lmtlala verlflcata de m $1 n, rezulta m=

In al doilea caz,

problem3 - i sau, mcé —s-—‘_ . Rezultd —
m 4 3 4

=4- -——¢N deci rimine doar n = 12 care da m=. 16 "Suma va fi, deci,
de 5 220 lei.



VI.A.18. Fie z, vy, z, respectiv valorile premiilor I, II, IIl. Avem:

T _v_zgl._ %—y — 48. Inmulfind ultima relatie in ambii mem-

8 7 5 5
bri cu 35, obtinem 7z — 5y=1680. Din primele doud rapoarte ale

NI T _Y Iz 59 adiea 1E =
sirului din ipotezid avem _8— = de unde 78 5.7’ adica 56
— -1 680 . 44
% _Tz—5y_ 1680 piem 7e=381880 440 g =240
35 56—35 21 21
=640 ; S5y 351680 2800 5i y= E—s(—,—o—= 560. Folosind una din pro—
21
z 640 z 5-640
portiile de la inceput, avem : x - —_—, —=—,z=——=400.
8 5 8 5 8

A B . o
VI.A.19. Din prima relatie avem A-5=T7-B, de unde '7‘=? si rezultd

al_pl.
7 5

Din a doua relatie, C=1—600—0~B, sau, incai, C=-§—~B si, inmul{ind

ambii membri ai egalitdtii cu %, obtinem C~-;—= B-%.
. . . . C cC 3 .

Din a treia relatie objinem E= 1,5, sau B—:;— , de unde, schim-

bind mezii intre ei, se obtine %— = % sau, inca, C -—1—-= D'%-
. 1 1 1 1 .
Avem, deci: A-—=B-—=C-—= D-—, adici numerele A, B, C,
7 5 3 2
D sint invers proportionale cu%—,-;—,-é-,%. Pentru a demonstra afir-
1 .

matia problemei ramine si observim ca TI— =0, (142 857), =0,2 i

1

o |

VI.A.20. Fie x suma primita zilnic de al doilea muncitor. Suma total&
primitd de el este 12:100%, din z, adici 1200%, din x. Al doilea mun-
citor primeste zilnic 1259, din x, deci suma totald primiti de el va fi
15-125%, din x, adicid 1875%, din x. Cei 3444 lei pliti{i ambilor mun—
citori pe intreaga perioada reprezinta, deci, 12009, din x -+ 1 875%, din

z, adics 3075% din x. Atunci ¢ — 3444 :—3%= 3 444'%= 112. In con—

cluzie, suma primitd de primul muncitor este 1875%, din 112, adick
2100 lei, iar suma primiti de al doilea muncitor este 12009, din 112,
adicd 1 344 lei.
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VI.A.21. Dupid prima sortare a rimas 90%, din cantitatea initiald, adica

9—(:) 50 =45 (t). Dupd a doua sortare au mai ramas 43,2 ¢, deci pier-

derea la a doua sortare a fost de 45 — 43, 2— 1,8 (t). Din 18 _ i
50 .. 100

1,8-100 . < 0
rezulta .r=—-5T=3.6, deci raportul procentual ciutat este 3,6%.

VL.A.22. 3% = 3217 =917 25— 93U — 817, Cum 8" < 9", deducem ci
251 <i 3%, :

VLA23. @ = 27 =225 = 2.2017 = 2(29)17 = 2.817
b=3%__ 917l —3.3% 917 — 3.3217 _ 917 —
=3-(3Y7 —9l7=3.917 _ 917=917(3 — 1) =2.9'7,
Avem de comparat ¢ =2- 817 i b=2-917. Cum 8 < 9%, rezulti
cd 8'7-<'9'7 gi, inca, 2-8'7 < 2:9Y7, adicd a <b. ¥

VI.A.24. Avem : b= (2100 — 299 | 368 . 367 __ 999)i6 —
= (2100 — 2.2% 4 3)%6 = 3%6, Deci a =2% i b= 3%, In conti-
nuare, vezi ex. precedent.

VLA25. Avem A=16-11% —(2-11)' 41 =16-114 — 25115+ 1 =
=16-11"—16-11441=1.
B=27-11— (3-11)’ 4 2 = 27- 19— 3. 113-1-2—
=27-119—27- 11342 =2,

Atunci Co=(A—B)=(1—20=1; C,;=(A— B)l = (—1)l =—
$i, in general, C;=(A — B)*=(1 — 2)¥=(—1)*. Calculind-~ sumele
Sk=0Co+C;+Co+...4 Ckpentru primele valori ale lui k obtinem :
Su=1, § =0, Sy=1, S3=0 etc, si sintem condusi la concluzxa ca
Si+=1 pentru k par si SL =0 pentru I lmpar .

VLA.26. [0, (3) + 2, (45) 4+ 0,1(26)] :( +2 -T— ; 98)_.1986=
_ (3, 245—2 126—1 ( )
(9+ o9 =+ 990 ) +2 +198 -
. 243 195) ( )
1986 = Tes) 198
( T 99 +990 ! + +198 .

_ 330424304125 66+436+25 — 1986 = 2005 501 o0
990 198 B 990 1‘98'
2885 198 oo 1 1086—'— 1985.

T990 577

VI.A.27. Observim cd in suma noastrd sint 10 termeni. Grupmd doi cite
«doi §i dind factor comun, obf{inem :

a=13%(13 —14)+ 14-137 — 14136+ 14.135 — 14134 4 14-13% —
—14-13°414-13— 1 = —138 4 14-137 — 14136 4. .. 4 14-13 — 1.
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Procedind analeg, obtinem :
a=137(—13 4 14) —14-136 + 14135 +... 4 14 13—1 =
=137 —14-1364...414-13— 1.
Continuam procedeul si ;)btinem, in final, a = 12.
.-Altfel :
Numirul a se mai poate scrie : )
a=13"—(1413)-135+ (1 +13)-137— (14 13)-136 ... +
+(1413)13—1=132—138—139+} 1374138+ _130 + 137 —i—'.A...‘ +
4134132 — 1
Deci : a—l3—1—12 .
VI.A.28. Pentru a =9, b=—3, c=—5 avem : £ = 9 — [(—3)
=9—(8)=9+8=11.
Pentrua=—1, b=—8, ¢=16 avem : x = (—1) — [(—8) + 16] =
=(—1)—8=—9.
VLA.29. A= [(—1)1985.(—1)1986)3.4 = (—1)3.a = —a.
Pentru calcularea lui B distingem doui cazuri :

+ (9=

I. n =2k (numadr par)
B=1—1414141-(—1)=1.
ILn=2k+1 (numir impar)
=—141—1414(—1)1=—1.

In cazul I, B=1, opusul siu este —1, deci A = —a = —1 implica
a=1.

In cazul II B ——1 opusul sdu este 1, deci A = -—a =1, implica
a=—1.
VI.A.30. Demonstram implicatia » =) “. Distingem opt cazuri :

1. m par; n par; p par;

2. m par; n par; p lmpar H

3. m par; n impar; p par;

. m impar; n par; p par;

. m impar-; n impar ; p par;

. m impar ; n par; p impar ;

. m par; n impar; p impar;

m impar ; n 1mpar p impar. .
Vom nota Si suma in cazuli; i=1, 2 .\8.
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Sy =%+%+%:—_—1 € Z, iar' n -+ p numdr par. ..,
1 1 1 2
_—t——=—¢ Z
S N
1 1,1 1
=y s tE e
. Y.
—1 1 1
S/,=T-+?-l-‘—6—= 0 € Z, iar n -} p numir par.
—1 1 1 —2 .
S,;=———— —_—= Z.
2 3+6 3 ¢
—1 1 1 =1
Sg=—fm =" 7
R TR
s-=—l-_ul—l-—0€Z iar n+p numar" par. -
‘2 3 &8
ss=____1_i—l—=-—-l€Z, iar n + p numair par.
2 3 6 o Poow

Demonstrdm implicatia “(=".

Din n - p numir par rezulti cd n gi p sint ambele pare sau ambele
impare, iar m poate fi par sau impar. ‘Sint situatiile corespunzitoare:
cazurilor 1, 4, 7, 8.

VI.A.31. Determindm multimea B. Relatia |2| <2 este echivalents cu:
—2<z <2 deci B={—2,—1,0,1, 2}. Avem conditiile :

M x+y>0.

(2) zy <O.

Din (2) deducem ci dacia :r> 0, atunc1 y.< 0 si invers.
Deci:x=—25i y€{0, 1, 2}.

Sint posibile perech:le (—2 0), (—2, 1), (— 2, 2), dar niciuna nu
verifica relatia (1).
x=—1,y€{0, 1, 2}.

Sint posibile perechile (— 1, 0), (— 1 1), (—1,2), dar numai (—1,2p
verificd relatia (1)

x =0, y€ B, dar‘numai perechlle (0; 1) si (0, 2) verificid si con—
ditia (1).

r=4, €{— —1 0} si toate perechﬂe (4 —2), 4, —1)»
(4, 0) venflci condltla (1) '

Avem, deci, urmétoarele perechi care verifica conditiile (1) si (2) :
(—1,2);(0,1);(0,2);(4—2); 4 —1); 4, 0).
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“VI.LA.32. Din egalitatea 27b = 6a deducem b-——zgl.

Din egalitatea 54c = 6a deducem c =

©o|a

Din egalitatea 36d = 6a deducem d = %.
In egalitatea 6a = x(a + b + ¢ +d) inlocuim b, ¢, d si avem : 6a =
=z (a -l——a——i—i—l— %) , care, dupad efectuarea parantezei, conduce la :

Ba = -325-::. Pentrucid a=£0 avem : x = 6a-?2—, adicd x =4.
a

“VLA.33. Stim ca 5" are ultima cifrd 5, iar 1981" are ultima cifra 1.

Cum 1983 este numair impar, (— 5)!9 va fi un numar negativ ter-
‘minat in 5, iar 198198 va fi un numar pozitiv terminat in 1. Din regula
-de adunare a numerelor intregi avem ultima cifra a lui N; egald cu 6.
Pentru N, ambele numere sint pozitive, terminate in 5, respectiv 1,
-deci N, se termina in 6.

“"VILA.34. Fie a i b cele doud numere. Din enun{ avem :

a+4b=126
a-b=3393
L « 1 1
Trebuie sid calculam suma— 4 —. Avem :
a o
1 +i bta_ 126 _ 42
e b ab 3393 1131

"VI.A.35. Din operatnle cu puteri avem :
2k 3k+|(1+3k+l)

3 gkHi(1 43kt 2'

"VI.A.36. a) Din ———2 rezulti ——i, adica — =—b—, deci k=12
2 3 2-4 3.4 8 12
Din — = -< rezulta—=—c—, adicd — = -—, deci p=15
5 -3 1

8 12 15 8412415 35
-obtinem a=16, b=24, c=30.
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. . . 2 2
2. Cum i=£, rezulta eb =—l->———, deci ab =P—, ab = 6b”
2 3 2-3 33 6 9 9 ,
9p2 2 2 2
= 2o si, analog. din 2 =—c.-, se obtine be =b—, be = 208 =5—E.
3 4 5 20 16 16 4
2 b2 2
Avem, deci, 69=ab+bc_ﬂ+ .(—2—+—5—.)b3;£b2,
. \.3 4 12
12 5
de unde b?=69- ——3—— 36. Pentru b— 6, se obtin -a =4, <:=lg .. Pentru
b=—=6 se obtin a =—4, c—?.
2 2 2 2 2
3) Avem &=L —C ge undeﬁ_=_£_=L_¢'i1__
8 12 15 64 144 225 64+144+295
——i—z%——l deci a =064, b=144, c—225 si obtlnem a—8 b—-12

c=15 sau a=28, b=—12, c——15

VL.A.37. Ecuatia se scrie: 10x 4y + 10y -+ 2+ 10x + 2 =246, cu z, y,

z€{0, 1.. 9,, x, y 0, sau incd, 2-xz + 11y = 246, de unde se observa
ciy trebuie si fie o cifrd para, nenulj, -deci y € {2, 4, 6, 8}.

Pentru y =2, rezultd TZ= 142, imposibil.-

Pentru y = 4, rezultd xz = 101, dé asemenea imposibil:
Pentru y = 6, rezulti T2 = 90, deci x=09,'z=0.
Pentru y = 8, rezulti Tz = 79, deci x=17, z=9.

In concluzie, solutiile problemei sint :*

= x="17

y==6 §i y=3=8
z=0 z2=9

VI.A.38. Fie x suprafaja insimintatd cu ovidz. Din problem4, ' rezultd
ci suprafata insimintatd cu secard este 4x, ceancu orz, Zx; iar cea cu
griu, 3-(2x) = 6z. Deci, suprafaja totald este : x4 4x 4 2z + 6x = 13z.
Din enunt, aceastd suprafati totald numérd 1300 ha. Deci: 13x =
=1 300, de unde x=1300:13 =100 (ha). ¢
Obtinem c& suprafafa insdminfata cu griu este 6x = 600 (ha), cea

cu orz este 2xr =200 (ha), cea cu ovdz x =100 (ha) §i cea cu secard
4x = 400. (ha). : i i

VI.A.39. Descompunem : 800 = 25-52.. Aceasti descompunere o putem
scrie .

1) ‘800 = 52-25,'de unde m2 =252 i n + 1 =25, deci m =5 ;' n = 31.
2) 800 =52.22-23=102-23, de unde m=10; n=".
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3) 800 = 52.22.2=22.200, de unde m=20; n=1. *
4) 800 = 22.52.23 = 22.200, de unde m=2; n=199.
5) 800 = 27.52.2 =42.50, de unde m=4; n=49.

6) 800 =1.25.52 de unde m=1; n="T99.

Acestea sint toate cazurile in care 800 se scrie ca un pitrat per-
fect inmultit cu un numir. Avem, in final, perechile (5,31) ; (10,7) ; (20,1) ;
(2,199) ; (4,49) ; (1,799).

Altfel :

Considerdim m?-(n + 1) produsul dintre un numar pitratv perfect
si un alt numar :

800=1-800=) m=1; n="799.

800=4-200=)m=2; n=199.

800=16-50=)m =4 ; n=49.

800=25-32=)ym=5; n=31.

800=100-8=Ym=10; n=1".

800 =400-2=)m=20; n=1.

VI.A.40. Distingem doui cazuri : n par §i n impar.
a) Daci n par, ecuatia devine: zy—2xr—y-+41=0, de unde :

zx_l,sau,incé,y=2+ 1 .
x—1 x—1

Problema devine : Gisifi x intreg astfel incit y s& fie intreg, care
conduce la x=0 §i r==2, iar y =1, respectiv y = 3. Deci, in acest
caz avem solutiile (0, 1) si (2, 3).

b) Daci n impar, ecuatia devine : —xy + 2x+ y -+ 1 =0, care se
rezolvd aseminitor si avem solutiile : (2, 5), (0, — 1), (—2, 1), (4, 3).

Altfel : .
Ecuatia se mai poate scrie :

z(l — y)(—1)"H = [y(—1)" + z(—1)**?] —1.

Dar, pentru n€ N =) (—1)* = (—1)"t2 Atunci ecuatia devine :
(1 — yo—1)"H = (x4 y)(—1)* —1.

Pentru n par=) 2(1 —y)(—1)—(x+y):'1+1=0; —x+xy—

—T—y+1=0; —2ztay=y—1; 2(y—2)=y—1; z=y_;
y—

Cum y—1 §i y—2 sint numere consecutive, rezulti solutiile :
(0;1)si(2; 3.
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Pentru n impar : x(1 —y)-1 — (x4 y)(—1)+1=0;x—xy + x4
+y+1=0;2r—zy+y+1=0;z2—y=—@w+1;z=LTL

y—2’
= y"2+3=1+ 8 . Solutiile sint: (4; 3), (0; —1), (2; 5)
y—2 y—2

(—2; 1)

x

VI.A.41. Solutia I

Avem : 3b =206 — 2a — 4c — 56d, numir par, deci b este par si
cum este prim, rezultd b= 2. Inlocuind, obfinem : 2a 4 4c + 56d = 200
sau incd a -+ 2c + 28d = 100, de unde @ =100 — 2¢ — 28d si, cu acelasi
rationament ca mai sus, deducem a = 2. Inlocuind, obtinem : 2¢ +- 28d =
=98, ¢+ 14d =49. Dacd am avea d >4, atunci 49 =b + 14d > 14d >
> 14-4 =56, contradictie, deci d <'3 §i cum d este prim, rezultd d =2
sau d =3. )

Dacd d = 2, obtinem ¢ = 21, neprim, contradictie cu ipoteza. Deci
rdmine d =3, care did ¢c=1.

In concluzie, a =2, b=2, c.= Tsid=3.

Solutia a II-a

3b =206 — 2a — 4c — 56d =)

3b=2(103—a—28d)=)b=2

3=103 — a — 2c — 28d =) @ ==2(50 — ¢ — 14d) =)a =2

1=150—c—14d =) c =49 — 14d.

Cum c §i d sint numere prime =)c¢=17 si d=3.

VI.A.42. a) Aplicind proprietitile proportiilor derivate, ob{inem succesiv <

7a—2b _ 2 . 2(7a — 2b + (5a + 4b) — 2:2415
5a-+4b 15 5a -+ 4b 15
19a 19 a 1 a 1

5at 4b 15' 5ot 4b 15’ (paf4b)—5a 15—51

2
4b 10°4b 10° b 10° b 5

O a doua metodad ar fi sd aducem proportfia la o relatie mai sim-
pla : 15(7a — 2b) = 2(5a + 4b) ; 105 — 30b = 10a -} 8b. Adunim in
ambii membri (—10a 4 30b) si obtinem : 95a = 38b, de unde
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b) Aplicind ' proprietitile proportiilor, se obtine pentru

‘a4 2 9a—2_92—25_ 8.1
b 10 5 5a+6b 52465 40 5
O alta cale ar consta in'urmétorul calcul :
9a — 2b a
9a—2b b 9'?_2_9-0,4—2_1 '
5a 4 6b 5a—:7—6b 5_%9+ 5-044+6 5

VI.A.43. Pentru valorile lui = pentru care x-—3.<0, adici pentru
T € (— o« ; 3), ecuatia devine —x+3= 5 cux= 2, solutie ce convine
cazului analizat.

Pentru x € R astfel incit x— 3 > 0, adica pentru x€ 3 ; + ),

ecuatia devine : x — 3 =25, cu x =138, solutle ce convine din nou cazului
analizat.

Deci ecuatia are solutiile x=—2 si x=28. :

O alta rezolvare se bazeazd pe observatia ca |yj]=35 inseamnd

=5 sau y=—75, deci x — 3 =15 sau * — 3 = —05, cu aceleasi solutii
ca mai inainte.
VI.A.44.

1 1 1 1 _
x+1 2@x-+1) 3=+ 6Bx+1)
; —_3 92—

x4 1! 2 3 8 x+1 6 T4l

verificatd pentru orice zt€R - {—1}.

VI.A.45. Din 4a = 20b deducem b=%. .

Din 4a = 25¢ deducem c£4—a.
25
Din 4a =50d deducem d = =
In 4¢ =x*a 4 b+ ¢+ d) inlocuim b, ¢ si d. Avem :
a a a © 36ax? 5
4a=zx|a+ —+—+—|sau 4a=—-, de unde r=—sau r=
) ( + 5 +25+‘25) 25 3

— —35— ,. deoarece a 0



-

REZOLVARI PROBLEME DE GEOMETRIE CLASA A VI-A

VI.G.1. Ordinea este B—A—D—C :

BC=a+b
CD=a-+b—c
AD=c—a
-Sau- C—D—A—B.
b
) r A ﬁ
8——A4 .
™ — jD ( (o
c
4
A .
Is -
& 1 1 l-
c e A8
c
Fig. VI.G.I.;» 3]

VI.G.2 a) (AB +4- BC) + (BC + CD) = AB 42BC + CD =(AB+BC+
=+ CD) + B
b) (AB + BC)- (BC+ CD)= AB- BC—I— AB- CD -l— BC" + BC-CD
(membru sting).
(AB + BC 4 CD)-BC + 4B- b= AB BC+BC’+BC CD -+
+ AB-CD (membru drept)

s ¢ o
-Fig.. V1.G.2.

85



. o A~ -~
VI.G.3. Notim unghiurile adiacente de exemplu AOB si BOC, iar bisec-
toarele lor OX, OY. Desenim semidreptele perpendiculare OX, Oy

. AN\
{deci bisectoarele unghiurilor) si apoi unghiurile adiacente AOB si 866

Y

‘
{
!

!

I

Fig. VIL.G.3.

Stim de ipotezi ci :
Py P

(1) m(XOB) + m(BOY) = 90°, rezulti ci : ’

@ m(@()+m(z’g\q=9o° deoarece OX si OY sint bisectoarele
unghiurilor AOB si BOC. Adunind membru cu membru egalititile (1)
si (2) obtinem : )

P P A T
(3) M(AOX) + m(XOB) + m(BOY) + m(YOC) = 180°. .
(4) m(AOB) + m(BOC) = 180°. ]

Tot din ipetezd stim cid unul din unghiuri este de cinci ori mai mic
decit celdlalt. Conform acestei ipoteze unghiul cel mai mic este AOB,

deci relatia din ipoteza va fi :
Py P
(5) 5-m(AOB) = m{BOC). "~ -
Inlocuind relatia (5) in relatia (4) obtinem :~
AN - P
(6) m(AOB) + 5-m(AOB) = 180°, adici
(7) 6-m(AOB) = 180°, deci -
(8) m(AOB) = 30° si atunci
Pty
(9) m(BOC) = 150°.
VIi.G4. Fati de dreapta 4/4.E considerim semidreptele OB, OC, OD in
acelas! semiplan (ipotezd) (fig. VI.G.4.).
Notdm masura unghiului dat AOB de exemplu x°. .

P S
Unghiurile AOB si COD sint congruente deoarece : laturile lor sint
perpendiculare (ipotezd), semidreptele OB, OC si OD sint in acelasi semi-
plan dﬁgfrminat de dreapta OA si punctul B (ipotezi). Urmeizé cid ma-
sura COD este tot z°. Conform altei conditii din ipotezd m(DOE) = 2x°.
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Deducem ci: S
m(COD) -|- m(DOE) = 3x° = 90° (ipotezd : CO L OA) Asadar x°
=30° si m(DOE') = 60°. Cum si OD 1 OB (ipotezd) deducem ci :
P P Py
m(D%) m(DOB) -+ m(BOA) = 90° + 30°=120° deci m(DOF) = 60° si
m(EOF) = 120°.

VI.G.5." Comparam elementele trmnghmn]or MBC i NCB

BC = BC
MB=NC (jumitati de seg-
A MBC= A NCB, deoarece
‘ (caz LUL. ) i ~ me/xlte congruente)

I . B =C (ABC isoscel)

8

Fig. VL.G.5."

Din cele de mai sus rezultﬁ (MC)=(NB).

VI.G.6. In triunghiul echllateral ABC notidm E’ 1ntersectla bisectoarei CI
cu AB =) CI inil{ime si mediani =) IE’ L AB si AE'=BE’ =) in

A AIB, IE’ — iniltime §i mediani =) A AIB lsoscel deci IE’ bisectoa-
rea unghiului AIB, de unde: E=E".
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"Fig. VLG.6.

Urmeaza ca : \ .

BI = BI .
A BID= A BIE, deoarece : _ ‘ Bi;g’ife,féﬁ)’“é‘é‘i de segmente
(caz L.U.L) \ _songruen '
EBI=IBD (BI bisectoare)
dar si ca :

EI = EI .
A BIE= A AIE, deoarece : BI = AI, (AIB isoscel, demonstrat)
(caz L.L.L) BE = EA (demonstrat)

Cum relatia de congruentd este tranzitivi, deducem : A BID=
= A BIE= A EAIL

VI.G.7. a) Deoarece in ABC (m(A) = 90°) si AM este mediana relativa
ipotenuzei =) AM = MB = MC.

Fig. VI.G.7.
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Ve
Deoarece AM = MB =) A AMB isoscel deci m(MAB) m(B). Dar*

m(B) = 60° (ipotezi) —) A AMB echilateral. Rezultd ci in A ABM, bi-
sectoarea lui B este §i inalt{ime, deci este perpendiculard pe AM. Reciproc
dacid BP L AM si BP este bisectoarea unghiului B =) A ABM este isos--
celA deci BM=AB dar AB=AM =) A ABM echilateral, deci:
m(B) = 60°.

b) Oricare ar fi pozitia lui P pe AM, AP + PM = AM ori AM=MB"
si stim cd trei segmente pot forma un triunghi daci suma a oricare doua.
din ele este mai mare decit cel de-al treilea segment. Deci AP, PM si.
MB nu pot forma un triunghi.

VI.G.8.
A

Fig. VI.G.8.

a)
{ BC=BC
A MBC = A NBC, deoarece MB iNC (ipoteza)

(cazul L.U.L)) PN )
B = C (ipoteza)
Rezulta BN=CM.
- P AN\

b) Din faptul cd A MBC= A NBC =) m(NBC)=m(MCB) =}
=) A BPC isoscel =) BP=PC.

]
AP = AP
AB = AC (ipoteza)
BP'= CP (demonstrat)

A APB= A APC, deoarece
(caz L.L.L.)

Rezulta BAP=PAC‘=) AP bisectoarea unghiului A.
VIL.G.9.

a) EAD = EDA =) A EAD isoscel =) AE=ED =) AP = DF (ju-
matidti de segmente congruente).
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. Apoi :

AP = DF (demonstrat)
A ADP = A DAF, deoarece : AD — AD

{caz L.U.L) AN~
PAD=FDA (ipotezd)
Rezulta DP = AF. o,

Fig. V1.G.9.
b) Dar si
A APB= A FCD, d ] AP=DF (demonstrat)
= , deoarece :
(caz L.U.L) AB=CD (ipotezi)

PAB Fﬁ (1poteza)
¢) Din congruenta triunghiurilor (pct. b) rezulti APB DFC dar
P P P N
m(.iP\B) + m(BPE) = 180° si m(DFC) -+ m(CFE) = 180°. Rezulti EPB =

= EFC (cu suplementele congruente). N
d) Si ' -
- ] AP=EF (jumiti{i de segmente
A EPB= A EFC, deoarece : congruente)
(caz L.U.L.) PB=FC (A APB= A DFC pct. b)

S AN
EPB = EPC (pct. c)

“VI.G.10. Considerdm cunoscuti propozitia ,,triunghiul in care doud bisec-
‘toare sint congruente este triunghi isoscel si deci: A ABC este tri-
wnghi isoscel si anume (AB) = (AC).

A

1

Fig. VI1.G.10.
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CAZUL I
4 4
) 5 ) 5

AC =-;—-BC =)%-BC+%-BC+BC=49
i

13 Boii9 =y Bc=225_y pc_245
5 13 13
9 .
AB=ac=2% 4 _y 4c-19
13 5 13
Verificare AC — AB <BC < AC + AB.
CAZUL II /
BC 38 5 L5 5
==y AB=-2.BC; 49=-2.BC+->.BC+ BC =) 49 =
AB 10 ) 4 4, -ty + )

=Y pc =y BC=49- 2—14;BC=14; AB=aCc=14.3
1 Vi 4

=)
A [ A :
=) AB =7. Se verificd aseminitor.
VI.G.11.

In A isoscel ABD (AB=BD) deoarece BF-1l AD =) AF=DF.
Cum JF 1L AD =) A ADJ isoscel =) AJ =JD. Anilgg demonstram ci

AJ=EJ, deci DJ =EJ =) A DJE isoscel =) m(E/D\J)=m(D:1-T\J)=:c9,

Din A AJD isoscel §si A ABD isoscel =) m(E_DJ)=17v(BAJ)A =zx°
{ca diferenta /\de unghiu\ri congruente). Analog m(DEJ) = m(CAJ) =
=x° =) m(BAJ) =m(CAJ).=x° =) AJ bisectoarea BAC.

Fig. VIL.G.11.
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VI.G.12.
3) MP = NP(ambele sint linii mijlo-

cii in A ABC si egale de exem-

s P
MPD == NPD (ipoteza)

(
|
A MPD= A NPD, deoarece : { plu cu AEL)
| 2
|
l PD comuna

De aici rezultd ca : MD=DN.

B P (A
Fig. VI.G.12.

. b) Ca A-ul isoscel ABC (AB = AC = 4 cm) s poata fi construit tre—
buie, de exemplu ca : AB 4+ AC > BC, adica 4 + 4> BC, deci BC <8 si
evident BC =£ 0. Asadar O < BC < 8. Cu oricare doud valori numerice:
reale, cuprinse intre 0 si 8, de exemplu BC =1 sau 3 si AB= AC =4,

putem construi A ABC. .
c¢) Din ipotezi AB= AC, deci m(ABC) m(ACB) Rezulta 2
-m(ABC) = 180° — m(BAC) si deci m <X (ABC) = 90 —’-"%A—C’. In con-

P Py
cluzie unghiul ABC este ascutit, adicd 0 < m(ABC) <90 (mABC = 20

A
sau m(ABC) = 40°). _
VI.G.13. Unghiul exterior dat nu poate fi decit de la virful triunghiului
deoarece, dacd ar fi de la baza triunghiului, unghiurile interioare ale
triunghiului §i care sint congruente ar avea fiecare cite 150° ori suma

lor depaseste 180°. N
P .

Asadar, m(BAE) = m(B) + m(C) conform propozitiei ,intr-un tri-
unghi masura unghiului exterior este ega]a cu suma masurilor unghlum--

lor mtenoare neadiacente lui“ deci m(B)—i—m(C)—30° —-) m(B)
—m(C)—30° 2= /1\5° (ipotezd, A ABC isoscel). Deci m(/Bl =15°;
m(C)—l5° si m(BAC)=150° ca suplement al unghiului BAE. (Vezi
fig. VIL.G.13)L
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30\ A
152
Fig. V1.G.13.
VI.G.14.
NP _ NGyt 18
1 33 14243 6
deci :
x° ] -
— =30"=) x°=30°
1 |
¥ = 30° =) y° = 60° ! Triunghiul in cauzi avind un unghi
9 i dr ept este evident dreptunghic.
z [ .
2 = '_—.) z° = 90° A
3 J
AN o P P 180° — 40°
VI.G.15. 1. In A ABC; m(BAC) = 40°; m(ABC) = m(ACB) =-.-2—=

140° A~ ) o
=—-2——70° Dar DAB  exterior,:A ABC =) m(DAB) =m(ABC) 4+

+ m(ACB) = 2.70° = 140° ; dar AD = AC AC 5i AC= 4B (ipotezé) =) AD =

— 140°
=AB =) A ABD este isoscel =) m(ADB) m(DBA) 180° > 140

40° . A R )
= o= =20° deci m(DBC)= 'm,(DBA).—i— m(ABC) = 20°4 70°=90° =)
=) A DBC dreptunghic in B. Lt ’
'
A
L
20
8 (s
Fig. VI.G.15:
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2. Se poate arata in general ci proprietatea este adevirati pentru
N
orice A cu 0 < m(4)<180° In A ABC (isoscel) m(B)

T

unde a: = m(A) In A BAD, m(BAD) (ca unghi extenor A-ulux ABC) =
= m(B) + m(C') =180°—x°. Tot in A-ul BAD, m(ABD) == (A BAD
isoscel — ipoteza).

Rezultd : m(ABD) + m(ABC) = -I—laooz—_xi=90°, si deci tri-
unghiul DBC este dreptunghic oricare ar fi m#sura unghiului A
VI.G.16.

180° — 2°
=m(C)=“02 <

;)

Fig. V1.G.16.

)

N N B
a) In A BDF, m(BDF) = 90° (ipotez3), deci : m(BFD) = 90° — (E—) -
N P P lﬁ
Dar m(BFD) = m(AFE) (opuse la virf) =) m(AFE) = 90° — m(——) .

a
In A ABE dreptunghic (ipotezi), m(AEB) =90°— m( ) (2)

Din relatia /(\l) si (2) =) m(é\FE) = m(AEF) =) /A\ AEF isoscel.
b) Daci m(C) = 30° =) m(B)= 60° atunci m(AEF) = 90° — 30°

= 60°. Stiind ci triunghijul isoscel cu un unghi de 60° este echilater;}.
rezulti A AEF echilateral.

VL.G.17. a) m(C)--15° m(B)—q m(C) = 15°-q ; m(A) = p-m(B) = 15°-
p q, dar m(A)+m(B)+m(C)—180°' 15° 4 15°q +- 15°pg = 180° (: 15) ;
1+g+pg=12; g+pg=11; gl +p =11 =) gq=15i 1+p=

=11 =) p=10 sau g==11 si 1 4 p=1 =) p=10 imposibil, decarece

pEN* Avem q=1 si p=10.

Fig. VI.G.17.



P al A Al
m(C) =15°; m(B)=15-1=15°; m(4) =15-10 = 150° =) m(B) =
= m(C) =15 =) A ABC isoscel.
In A ACD, m(D) =90°; m(DAC) =2 m(ﬁ) =2-15°=30° (unghrt
exterior triunghiului ABC) =) CD—--—Z— (cateta ce se opune unghiuluii

de 30%. Dar AC=AB =) CD = 2B,

2
) ray Pal

VLG.18. In A ABC, m(B) = 180° — (m(4) + m(C)) = 50"

In A A'NB, m(N) = 90° —m ? = 90° — 25° = 65°.

~ 06} A~
In A CA'M, m(CMA") = 90° — m [E) = m(M) = 90° — 35° = 55° =)

=) in A MNP, m(P) = 180° — (55° + 65% = 60°.

Fig. VI.G.I8.

A (ﬁ AN A
In A BNA, m(ABN) = mG) = 25° ; m(NAB) = 90° — m(B) = 40° ;

m(AiI\B) == 180° — (40 -} 25°) = 180° — 65° = 115°
P o
VI.G.19. A AEl echllateral =) m(EIA) = 60° ; M(EIA) = m(DIB) (opuse
la virf) =) m(DIB) = 60° (1potezi)
P P
/\In A IDB, m(D) = 90° i m(IBE) = 60° =) m(DBI) = 30°, dar DBI =
= IBA (ipotezi), asadar (1) m(CBA) = 60°. . -
In A AIB, m(AIB) =120° i m(IBA) =. 30"/\—) (m(AIB) +
+ m(IBﬁ)\) =) m(IAB) =180°— 150° = 30° =) m(CAB)= 60"+ 30°=
= 90° Agadar : (2) m(CAB) = 90°
Din (1) si (2) =) m(ACB) = 30°
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A
Fig. VL.G.19.
I e N
VI G. 20 1.In & ABD m(B) = 62"\ m(D) = 80° (ipotezd) =) m(4,) = 40°
“Qar Al A,y (1poteza) =) m(4,) = 40° =) m(BAC) = 80°.
In A ABCAm(A) = 80° (dEr\nonstrat) si m(B) =60° =) m(C) = 40°.
Deci : m(BAC) = 80° ; m(ACB) = 40°.
P Py . N
2. m(ACE) = 90° si m(ACB) = 40° =) m(BCE) = 50°.

£

Fig. V1.G.20.

A~ LA ~
In /A\ DCE : m(CDE) = 80° (opus la virf cu ADB) ; m(DCE) = 50° =)
=) m(DEC)=50° =) A DCE isoscel -—) DC = DE.

3. In A ADC: m(Ao)—40° si m(C) =40° =) A ADC isoscel =)
=) AD=DC.
Din AD=DC si DC=DE =) AD=DE.

VI.G.21. a) In A ABA’ : AD — inil{ime (AD 1 BC i%zﬁ) ; AD/—\ me-
.diand AD = DA’ (ipotezd) =) A ABA’ isoscel =) m(ABA’)=m(AA'B)=
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= m(C) (ipoteza). Dar AA’B exterior A AA'C =) m(AA’B) = m(Az) +

- m(C)—m(Az)—l—m(C), m(A2)— - m(C)—— m(C) ; m(Az) =— -m(C) ;
m(A) =2.-?-m(C) . Asada; : m(A)'———?'m(C) .

In A ABC inlocuim in egalitatea : m(A) 4 m(B) 4 m(C) = 180° ;
—g—-m(3)+%-m(8)+ m(C)= 180° ;—lf-m(8)=‘ 180° ; m(C) = 180°'1—3§ ;

m() = 30°; m(B) =T -30°; m®B =10°; m() =3 -30°; m(®) = 0"

L
ﬁ 0 A 7 c

Fig. VI.G.21.
b) In A ABC : m(A)=90° =) m(B)+ m() = 90°.

Ratlonamentul/\de la punctul a) ne conduce la: m(A/BA\Q’)=
=m(AA'B) = mATAC) =m(O) ; '

A /\“ ° A A A
m(B)=if242+m<c>; m(B)=92—+m<C); m(B) =45+ m(©) ;

m(B) — m(C) = 45°.

Asadar : m(B) + m(C) =90° si m(B) — m(C) = 45° Adunim mem-
bru cu membru cele doud egahtétx Rezulta 2m(B)—135° ; m(B)

. Rezults : m(B) 2 s

m(C) 2 a5
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VI1.G.22. a)

AD= AB ipotezi, constructie
AC = AE ipotezd, constructie

m(DAC) = m(B?FE) = 60°4
+ m(BAC)

‘A ADC= A ABE, deoarece :
(caz L.U.L.)

Rezultd : DC=BE.
£

Fig. V1.G.22,

b) B BMC exterior A CME; m(BMC) — m(MEC)+m(ECM) = (60° —
— m(AEB)) - (60° 4+ m(ACD)) = 120°, deoarece m(AEB) m(ACD) con~
form punctului a).

VI.G.23. Daci m(:i\) = 90° atunci D = A, s§i se contrazice ipoteza D € AC.

Daci m(ﬁ) = 60° atunci BD este bisectoarea unghiului A/B\C si con-
trazicem ipoteza, nemaiexistind punctul E € AC.

Daci m(A) > 90° atunci punctul D se aflid pe prelungirea segmentu-
lui AC si contrazicem din nou ipoteza D € AC.

Rimine ca masura unghiului 4 s3 fie 0°<m(4) <90° si

N\
m(4) = 60°

Fig. V1.G.23.



Din ipoteza AB AC =) m(B) m(C)
In ABCD: m(D) =) m(C)-l—m(DBC)—-SO =) 3-2°+ x>=90°;

o
4x°=90°; x°=190°:4; z° -‘%, deci : m(B)= m(C)-— 35 m(4) =
= 180°— 2- 13—: adica : m(A) = 45°,

VI.G.24.
1. AB=AC si BM=AN =) AM=NC.
BC =
A BNC = A CMA, deoarece : o BC A o .
(caz L.U.L) m(A) = m(C) = 60° (ipotezi)
AM=NC

- A

Fig. V1.G.24.

2 Din congr uenta precedentd rezulti : m(Bl) = m(C,), dar m(C1)+

- m(Co) = 60° =) m(B.) + m(Ci) = 60° si cum unghiul NPC este unghi
exterior A BPC =) m(NPC) = 60°

Observatie : Concluzia nr. 2) putea fi formulatd astfel : ,aratafi ca
in ipoteza datd, misura unghiului NPC este constanti. :

VIL.G.25. a) m(NPC) = 60° (vezi problema VI.G.24.).

b) Fie Bgnctul R intersectia prelungirilor segmentelor MN si BC.
Deoarece mLIiRC) == 30 °(ipoteza) atunci A RNC este dreptunghic in N de-
oarece m(RCN) = 60° (ipotezal).\ Dar si A MNA este dreptunghic in N
deoarege\ m(AMN) = 30° (m(AMN) — m(RMB) = 180° — 30° — 120° = 30°
si m(MAN) = 60°).

In aceste condifii, triunghiul dreptunghic MNA are un unghi de 30°.

Conform proprietitii : ,,dacd intr-un triunghi dreptunghic un unghi este
de 30°% atunci cateta care se opune acestui unghi este jumitate din ipo-

tenuza“, deducem ci » (1) AN =£2M . Cum AN = BM (ipoteza), rezulta (2)
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AN = é—B—;—AI\l Stim ci o egalitate rimine adevrati dacd mirim ambii

ei membri de acelasi numar de ori ; de exemplu si mirim ambii membri
ai egalitatii (2) de doud ori. Obtfinem : (3) 2-AN = AB — AN, adici (4)

3-AN = AB i deci (5) AN =%.

Fig. VI.G.25.

VLG.26. a) In A dreptunghic BAM : m(A,) = 90° — m(M).
In A dreptunghic CAN : m(ﬁg) = 90°——m(1/\T\).

A
m(BAC)

AN
N
Dar m(M) = -"‘(BZ—AC) (ipoteza) si m() =2 potezs).

) ~ ~ N
Din toate aceste co/ngitii rezultda m(4,) + m(4y) + m(BAC) = 90° —

P
— "‘(BZ—AQ+ 90° — iBzAQ + m(BAC) = 180° = m(MAN), deci M, A, N
coliniare.
X
\ A / ..y
M A2 N
0
2
B £ 3
Fig. V1.G.26.
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b)
(
I

A BMC= A CNB, deoarece :
(caz L.U.L)

BC =BC
~ A
m(MB;\C) = m(NCB) $\= 90° 4

+ m(B) = 90° + m(C)
MB=NC (A MBA = A NCA4,

l dreptunghlce, cateta, unghl)
Rezultd : MC = NB, dar si BMC=CNB precum si BCM=CBN.

c

!
A MDB= A NCA, deoarece : {I
(caz U.L.U)) |

(

N\ N
BMD = CND (demonstrat
la punctul a)

MB=NC (demonstrat
la punctul a) -

Py P

MBD=NCD

Py P Py
ca d/if\erente de unghiuri so\ngruente; m(MBD) = m(MBC) — m(NBC) si
m(NCD) = m(NCB) — m(MCB) demonstrat.

Rezultd cd : BD=DC si ducind DE 1L BC, deoarece A BDC este
isoscel rezulti : BE=EC. Deci in A DBC, DE este mediatoarea laturii
BC. Dar si A ABC este isoscel, deci mediatoarea laturii BC care este DE,
t/re\ce si prin virful A. Ori mediatoarea AE fiind §i bisectoarea unghiului

BAC, urmeazi ci D€ AE.
VI.G.27. a)

Fig. V1.G.27.
AM = AN (ip.)
AB =AC (ip )

NAB MAC pentru ca:

NAB ABC (alterne interne,
secanta AB) s§i

A Py
MAC = ACB (alterne interne,
secanta AC), ori

ABC = ACB (ipoteza)

A AMC = A ANB, deoarece
(caz (L.U.L.)
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Rezultd ABN = ACM 3 Aﬁ\BE Aﬁ\c si in special MC=NB.

b) BC = BC (latura comunai)
MC NB (pct a)
BCM CBN pentru cad:
A BMC= A BNC, deoarece : m(BCM) m(ACB) + 'In(ACM)
(caz L.U.L) A~
m(CBN)/\ m(AP\C) + m(ABN),
insa : ACB= ABC (ipotezd)
P P
ACM = ABN (pct. a)

Rezulta : B‘/MC = (ﬁV\B ; ﬁCEN/C\B si in special: MB= N/C.\
T
¢) in A MNP, PA es./t& mediand (ipotezé) Cum m(AIiB\) = m(AMC)
P
(pct. a) si m(BNC) m(BMC) (pct. b) —) m(MNP) m(NMP) (deoarece
P P P NN

m(MNP) = m(ANB) — m(BNC) si m(NMP) m(AMC) — m(BMC)) Deci :
A MPN — isoscel =) PN=PM, atunci mediana PA este si indlfime:
PA 1 MN, dar MN || BC (ipotezd) =) AP . BC.

d) Deoarece AM = AC (ipotezd) =) A AMC isoscel =) AI/VI\C—
—ACM Dar AM= AN (ipotezd) =) AN=AC =) A ANC 1soscel =)

P Py
=) ANC ACN, dar ANC = N/C\B (alterne interne) deci ACN NCB =)
=) NC bisectoarea unghiului ACB.

_In AAMC avem m(MAC) = 180° — 2-m(M), iar in A NAC,
m(NAC) = 180° — 2-m(N).
P A N\ A\
Deci : m(MAC) + m(NAC) = 360° — 2(m(M) + m(N)).
Cum m(mC) +m(ﬁC) = 180° (adiacente si suplementare) =)
—) 180° = 360° — 2(m(M) —I— m(N)) =) 2(m(M) ~+ m(N)) = 180°, adica :

' m(M) + m(N) =90° =) m(NPM) =90°, dec1 NC 1 MC. Sau $1 mai sxm-
plu: in A MNC/a\vem Zm(M) + 2m(N) = 180° deci m(M) + m(N)
=90° adici m(MCN) = 90°. Rezultd : NC 1 MC.

VI.G.28. Si notim pentru simplificare m(B/I‘t?D) =2z°. Cum AM=AE
(ipotez/é'l)\ rezultd ci triunghiul AME are doud unghiuri congruente, adicd
si ﬂ/b'(éEIW) = z°. Cum unghiurile AEM si DEC sint opuse la virf, rezultd
m(DEC) = z°.

In A BDM, m(D‘) = 180°— (m(B) + 2°. In A CDE, m(Do) = 180°

—(m(C)-I—:c°) cum B=C din ipoteza, deducem ci m(Di)—m(Dz) Dar

unghiurile D1A$1 D, smt suplementare, fiind si congruente (demonstlat)

rezulti cd m(Dy) —m(Dz) = 90°, adici dreptele MD si BC sint pel‘Pe“dl
culare, ceea ce este tot una cu ME 1 BC.
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Observatie : Conditiile din textul problemei : ,,se ia pe prelungirea
laturii AB...“ cit si ,,E intre A si C“ sint esenfiale pentru obtinerea con-
cluziei“ ,,ME L BC“. Verificaji aceasta, rezolvind problema : ,,Intr-un
triunghi ABC (AB= AC) se ia pe dreapta AB segmentul AM = AE unde
E apartine dreptei AC. S& se arate ci ME 1 BC sau ME||BC~.

M
AL
E
X
112
B8 . 1] C
Fig. V1.G.28.

VL.G.29.
a) Notam in A ABC m(/B:)\ =2° =) m(ﬁ/)\ = 60°+2°; cum m(.t:1:)+
+ m(B) 4+ m(C) = 180° =) m(C) = 180° — (m(A) + m(B)), adici : m(C) =
= 180° — (z° + 2° + 60°) = 2-(60° — 2°).
A c ~ .
In ACAF: m(C) = m(2—)= 60°—=x° si m(A)=160°F2° =)

=) m(AFC)= 180°— (&) + m(Q) = 180° — (60° — z° + 60° 4 2°) =
=60°. Deci: m(AFC)=60° =) m(CFB)=180°—60°=120° =)
=) m(CFR)=60° =) A AFC=AKFC, (caz LUL) =) AC=CK si

m(Cy) = m(Cy) =) CF L AK (in triunghiul isoscel, bisectoarea unghiului
necongruent este si indlfime relativa bazei triunghiului).

Fig. V1.G.29.
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b) Din CT L AK, in A ACK (AC=CK) =) AT=TK. (In orice
triunghi isoscel bisectoarea unghiului necongruent este indl{imea si me-
diana relativd bazei triunghiului).

) In A ATF (m(ATF) = 90°) ; (m(AFT) = 60°) =) m(FAT) = 30°.

VI.G.30.
B A al o S
a) In A BIC : m(BIC) =180°— (m(Ba)\ + m(c:\z)) ; m(BIC) = 180° —

N e
—ml|(E OV, m(BIS) = 180° — B+ mC)
m[( 5 )-l- m( 5 )] ,Am(BIC) 180 2,\ .A
In A ABC : m(A) = 90° (ipotezd) =) m(B) -+ m(C) = 90°.

A
ML / N
[} ' -
2 2
B ¢
Fig. V1.G.30.

Din cele afirmate pind acum rezulta m(BIC) =180°— %—— 180° —

— 45° =135, deci : m(BIC) = 135°.
/N N\
AN
b) Din m(BIC)=.180°—L1-m(C) si faptul ci in A ABC:

m(B) + m(©) =180° — m(A), rezults m(BIC)=180°— m_—-szAl ;
A : A
m(BIC) = 180° — 90° +(—"‘(2ﬁ) ; deci : m(BIC) = 90° 4 ("—“2‘4—))

. ~ A A~
©) MI||BC i secanta BI=)T;=T, (alterne interne) dar By=8,

(ipotezd) =) 11 = B, =) A MBI —1soscel $i anume MB= MI (1)
NI || BC $1 secanta IC =) 12—C2 (alterne interne) dar Cz— Ci (ipo-
tezd) =) Iz—Ct =) A INC — isoscel si anume IN = NC. (2)

Adundm (1) si (2) : MB+ NC=MI+IN ori MI-+ IN = MN.
In concluzie : MB 4 NC = MN.
d) AM+ AN + MN = AN + AM + NI 4 IN = (AM + MI) +
<+ (AN -+ NI) dar IiI—MB (din 1) §i NI=NC (din 2) (de la punctul c).
Rezulti : AM 4 AN+ MN=(AM+ M AN -+ N AB
+AC=120 em + 15 em =35 em. B+ @N 4Ny = 4B+
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VI.G.31. a) Din ipotezi AB=AC. Tot din ipotezd triunghiurile drept-
unghice si isoscele Béli si CAE /si\nt congruente, deoarece : AB=AD=

= AC=AE, iar m(BAD)=m(CAE)=90° (constructie). Deducem ci
A ADE este /iioscel si anume AD = AE adica :

1) m(ADE)=m(AED), (proprietate caracteristici a triunghiurilor
isoscele) dar si

2) m(BDA) m(CEA)—45°
Adumnd membtu cu membru ecele doud egalititi deducem :

3) m(BDE) 'm(CED) si deci triunghiul FDE este isoscel si anume :
FD=FE.

F
Fig. VI.G.31. -

b) Cum FD= FE, comparim trlunghlunle DAF si EAF. Constatim
cd ele sint congruente (I.L.L.). Cum in triunghiuri congruente laAlatun

congruente se opun unghiuri respectiv congruente deducem cd Fy = Fo
(vezi desenul si notatia). Urmeaza ca in triunghiul isoscel FDE, FA este
.bisectoarea unghiului DFE adici este si indl{imea relativd laturii DE
(proprietatea bisectoarei unghiului necongruent dintr-un triunghi isoscel).
In concluzie FA L DE.

c) S& evaluim unghiurile tnunghmlux NDF. Procedim de exem-
plu astfel :

Triunghiul FBC este isoscel deoarece FB=FC (au lungimile egale :
FB=FD—BD 1ar FC=FE —CE demonstrat in etapele precedente)

Urmeazi ci: m(CBF') = 180° — (60° -} 45) = 180° — 105° = 75° = m(BCF).
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Deducem : m(D/I'F‘\E) =180° — 150° = 30°. Cum FA este bisectoarea D/F\E
AN\

(demonstrat) rezultd m(DFN) = 15°.

Misura unghiului DNF o calculim astfel : triunghiurile DNF si
ENF sint congruente (LLL din constructie il\ demonstratiile prece-

TN
dente). Asadar DNF = ENF si atunci: 2-m(DNF)= 360°— 60° = 300°
(suma masurilor tuturor unghiurilor adiacente doua cite doui dissnate
cu virful in jurul unui punct este egald cu 360°). Urmeazi cid m(DNF) =
= 150°.
TS

Rezultd imediat si masura ultimului unghi al A NDF : m(NDF) =
= 180° — (150° 4 15°) = 180° — 165° = 15°.

Asadar A NDF este isoscel si anume DN = NF.

Cum A DNE este echilateral si are perimetrul egal cu 21 c¢cm (ipo-

tezd), rezultdi DN =17 cm si deci NF=17 cm.
VI.G.32.

Notam in A dreptunghic ABC m(A)-—90° m(B)—:c si m(C)—
=y°=) x° 4 y°=90° In A MDB isoscel (intr-un A dreptunghic media-
na relativa 1poteze1 este ]umatate din ipotezd) : DM = BM, unghiurile

congruente sint MBD MDB (= x°. Ungh1ul DMA este unghi exterior
A DMB. Distingem urmitoarele cazuri :

c

. A
M B

Fig. V1.G.32.

a) stcutxe prealabila : Daci m(DMA) =90°=) m(DMA) =22°=
=90° =) x° —45°/;—) AC=AB.

b) Dacid m(DMA) > 90° =) 2x°> 90°=) 2°> 45°=) AC> AB.

c) Daci m(DMA) < 90° —) x° < 45°=) AC< AB.

Cum in ipoteza m(DMA) =120° > 90° rezulti ca AC> AB.

Rezolvare : In triunghiul dreptunghic ADB mJ(D) =90°, DM este

mediand (ipotezd). Deducem ci DM=%, adici DM =MA = MB si
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deci triunghiul MDB este isoscel. Cum m(AMD) = 120° (ipoteza), rezults
AN

ca m(DMB) = 60° (unghiurile AMD si DMB fiind adiacente si suple-
mentarek Ori, un triunghi isoscel cu un unghi de 60° este echilateral,
deci m(B) = 60°. In triungl}iul dreptunghic ABC, unghiurile B si C sint
complementare, rezultd m(C) = 30°.

Triunghiul ADC fiind dreptunghic (ipotezi) si avind masurs unghiu-
lui C de 30° (demonstrat), rezultd cid in acest triunghi latura AD care

ey
se opune unghiului de 30° C este jumétate din ipotenuza AC, deci AD =

=-49. Cum AC =10 cm (ipotezi) urmeazi ci AD=15 ‘cm.

1

VI.G.33. Notdm de exemph/x\ triunghiul ABC si presupunem m(gl\) == 50°

a)
iar m(B) = 60° Rezulti m(C)= 70°. Construim CD, bisectoarea unghiu-
lui C (fiind unghiul cu méisura cea mai mare — ipotezd) si apoi con-
struim o paraleld la bisectoarea CD care si treacd prin punctul A (virful
A fiind virful unghiului cu méisura cea mai micd — ipotezi). Notim
aceastd dreaptd XY.

X C

Y

Fig. VI.G.33.

e N\
Se observa ci : C; = A, (unghiuri alterne interne ; sec&nté : dr/e\apta

AC, paralelele : dreptele XY si CD, ipotezd). Deducem m(4,) = m(C,) =
= 35°. Asadar paralgla XY formeazd cu latura AC un unghi de 35°.

Rezultd imediat : m(45) = 180° — (50° + 35°) = 180° — 85° = 95° (in jurul
unui punct i de o parte a unei drepte care trece prin punct sint 180°).
Asadar paralela XY formeazi cu latura AB un unghi a cirui misurd
este de 95° (unghi obtuz) sau 85° (unghi ascufit). Deoarece XY nu este
paraleld cu BC, unghiul ascufit dintre XY si BC este egal cu 180°—
— (60° 4 85°) = 180° — 145° = 35°.
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VI.G.34. a)

PE = EM (ipotezd)

r
A AEM = A AEP, deoarece :
AE = AE (laturd comunai)

(cazul L.U.L.)
Py N
Rezultd AM = AP (1) dar si MAE = PAE.

m(AFM) = m(AFQ) = 90°

AN AMF= A AQF, deoarece : MF =FQ (ipoteza)
(cazul L.U.L.) AF = AF (latura comuna)

A~ AN
* Rezultda AM = AQ (2) dar si MAF = QAF.

4

8 M [
Fig. VI.G.34.

P s
[m(PEA) = m(MEA) = 90°

Din (1) si (2) =) AP = AQ. (Tranzitivitatea relatiei de congruenta),
agadar A APQ este isoscel.
3 A A
b) Stim c& MAE = PAE si MAF = GAF, demonstrat =) m(PAQ) =
P

= 2.m(BAC) ; m(APQ) = m(4AQP) = L =mPAQ) _ g00  mPAQ _
~ 2 2
= 90° — m(BAC).

c) A APQ este isoscel (demonstrat). Presupunem A APQ echila-
teral =) m(PAQ) = 60° =) m(APQ) = m(AQP)— 930"2;60")= 60° =
=90°— m(BAC) =) m(BAC) = 30°.

d) P, 4, Q coliniare dacé m(PAQ)—130° —) m(BAC)—90° (din

demonstratla m(PAE’) m(MAE) si 'm(M AF) m(@ AF). Deci m(Pf;Q) —
= 2m(BAC) =) 180°=2- m(BAC) =) m(B AC) = 90°.
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e) PQ este minimd cind AP=AM = AQ este minim3. Aceasta se
realizeazd cind AM L BC, deci atunci cind in A BAC, M este piciorul
inaltimii duse din A pe latura BC. Altd rezolvare : In A PMQ, EF este

linie mijlocie (PE=EM si QF =FM din ipotezi) si deci EF —~P2Q . Deci

minimul lui PQ are loc odati cu al lui EF. Insi EF= AM (AEMF drep-
tunghi, diagonale ale dreptunghiului) =) AM minimi cind AM 1 BC.
‘/H\.G.35. a) Din AF L BCsi M € AF /d\educem : AF este si bisectoa/rsa lui
BAC (AB=AC ipotezd) =) m(FAE) = 20° 4 60° = 80° = m(FAD) si
deci : . P -

{m(DAF) = m(FAE) (= 80°)

A ADM = A AEM, deoarece :

AM = AM (laturd comuni)
(cazul L.U.L.)

AD = AE (ipotezd)

/\/ <
[ &= M £
G
M
A £ C
Fig. VI.G.35.

Rezultd ca DM = ME. ~ ~

b) Cum A ADE — isoscel (ipotezd) si m(DAF) = 80° = m(FAE) =)
=) in A DAE AF — bisectoarea unghiului DAE dar si indlt{imea relativa
laturii DE, deci AF L DE. Dar AF L BC (punctul a). Rezultd DE || BC.

Py
VI.(/?-éG. Din ipotezele : {F} = BENCD si AB=AC i DE || BC =) éIZE =

= AED (corespondente) adici A ADE este isoscel §i anume : m(ADE)=
=m(AED) =) AE = AD =) EC = DB (diferenta de segmente congruente).

Fig. VI.G.36.
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DB = EC (demonstrat)
BC = BC (laturd comuna)
oy AN '
DBC = ECB (triunghiul A ABC
isoscel — ipotezé)

Asadar A DBC= A ECB,
deoarece :
(cazul L.U.L.) l

Rezults  c BDC CEB =) FDE FED (n(FDE) = m(BDE) —
— m(BDC), iar m(FED) m(CED) m(CEBp;—) A /F\'DE isoscel §i anume

FD=FE. Cum FED FBC (alt. int.) si FDE=FCB (alt. int.) rezulta
ca si A FBC isoscel si anume FB=FC.

Observatie : Triunghiurile BFC si DFE sint isoscele si in cazul in
care punctele D si E sint luate pe prelungirile laturilor AB si AC, astfel
incit DE || BC.

VI.G.37. a) PI= RI= QI (distantele de la un punct/\de pe b/i\sectoare la
laturile unghiului sint congruente/)'.\ In A Blg m(B,) + m(Cn) =/1£0°v—
—120°=160° =) in A ABC m(ABC) ~+ m(ACB) =120° =) m(BAC) =
=180°—120°=60°; m(Al) = m(Az) =30° =) in triunghiul dreptun-
ghic AIP (ipotezd) PI =(-122—)= 6 cm, ca fiind cateta ce se opune unghiu-

lui de 30°. Asadar PI =RI=QI = 6 em. ~
~ b) A BMI — isoscel pte. din Bi B', (ipoteza) si Bz = I, =) B,
=1 (1poteza) l MB=MI (1) dar si AANCI este isoscel cici C,

(ipotezi) si C; =1, (alt. int. ipotezs) =) C; =T, =) NC= NI (2).
Din (1) si (2) rezultds MB - NC — MN.

A

)

1\2 a

-] R c
Fig. VIL.G.37.

VI.G.38. a) In MDN avem DA — mediani (ipotezi), apoi deoarece in
A BAC, MN este bisectoarea exterioard a unghmlm BAC (ipotezd), ur-
meazi ca este perpendlculari pe dreapta AD, care in A BAC este bisec-
toarea interioard a unghiului BAC (propnetate cunoscuta). In aceste con-
ditii DA este in A MDN, mediand si inal{ime =) A MDN isoscel (pro-
prietate) §i anume MD=ND.
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b)

[ — m(AMB)—=m(@aND) )
I conform punctului
A AMB= A ANE, deoarece : { precedent l
(caz U.L.U) I —_ AM AN (1poteza)

— m(MAB) m(NAE) J
=90°— m(BAC) 2
Din aceastd congruentd ne intereseazi in mod special AB= AE

¢) In A ABE avem AB= AE (de la punctul b) si m(B/A\D) m(DAE)
— ipotezd, deci in A isoscel ABE bisectoarea AD este si Inal{ime :
AD 1 BE.

= V] D c
Fig. V1.G.38.

d) Din AD 1L MN si AD 1 BE=)BE||MN conform prepozitiei :
dacd doud drepte intersectate de o secanti formeazid unghiuri interne
si de aceeasi parte a secantei suplementare, atunci dreptele sint paralele.
VI.G.39. a) Notam de exemplu m(]/':‘\) =z° =) m(a = 2x° (ipotezd). Din

P P P P Py
EF — bisectoarea AED =) m(AEE)\ = m(AED)/:\Z dar m(AED) Em(/éCB)
(coresg('){ldente, ipotezd). Cum m(ECD) = m(ACD) : 2 = z° =) m(AEF) =
= m(ECD) = z° =) EF U\DC

b) In A BDC, mLB\DC) = 180° — 2x° (ipotezi). Y

in A DEC, m(DEC) = 180°— 2z° (ipotezd) =) BDC= DEC Din
EF || DC (ipoteza) =) ADC AFE — corespondente.

Fig. VI.G.39.
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AN Py

cl\ln A DBC avem : m(D/B\C) = m(ACB) : 2= m(DCB) =) A DBC

— isoscel.
P Py P Py

In A EDC avem : m(DCE) = m(ACB) : 2 =m(AED) : 2= m(FED) =
= m(EDC) (alterne /Eterne) —/)\A EDC isoscel.

In FDE : m(FED) = MAE@\ 2= /a:\ Dar m(FDE) m(ABC)—::
(corespondente). Rezultid deci : FED = FDE =) AFDE — isoscel.
VI.G.40. A A’A”B’ — isoscel; deoarece: A’A”=AB (A ABA"=

=A A"A’A — UL.U, latura AA” fiind latura comuni si din care re-
zultai A’A”=AB si AA = BA") $1 A”B’ = BB' BA” = AC—BC =

—AB =) A’'A"=A"B’, =) m(A'B’A") = m(B'A’ A").

Fig. VI.G 40.

Apoi, A C'C”"B’ — isoscel ; deoarece: C'C” = BC (A BCC'=
=AC'C'B — U.LU. — latura comuni fiind BC’. Din aceasti con-
gruentd rezultd C'C"=BC s5i BC"=CC’) si C"B’=BB — BC" =

= AC — CC' = AC — AB BC =) /\C’C” =C"B’ —) m(C'BS") =
—m(B'C’C") Dar m(A’B’A”) /Q(B A’A” -:\m(B’A'C’) + m(C’A’A”) si
m(CBC") =m(BTC") =m(BEA) — mATC".

EvaluarB\suma 'm(A’B A"y 4 m(C’B'C”) = m(B’A’C’ + m(B’C'A’)
(C’A AT = A'C C” — alterne mterne) ~
m(A’ "B'C’ )= m(B’A’C’ + m(B’C’A') =) m(A'B’C’) = 90°.
Dacé punctul A se giseste intre B si C, propozitia raimine adevarata.
Triunghiurile isoscele sint: A C'C”A” si B'B”A’ — in continuare,
analog cu precedenta.
VI.G.41.
MD = MD .
BD=DC (in A ABC isoscel (ipo-
A MDB= A MDC, deoarece : | tezi) AD — inalfime si mediana)

. (caz C.C) m(MDB) = m(MDC) = 90°
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In AMDB: DN — fnil{ime; in A MDC: DP — fnaltime, iar
A MDB= A MDC (demonstrat) =) DN = DP (inil{imi corespunzitoare
ipotenuzelor in triunghiuri dreptunghice congruente).

A
M
v oe
5 i ¢
Fig. VI.G41.

RECIPROCA : Fie M un punct de pe iniltimea AD a unui triunghi
ABC si distantele DN si DP la BM si respectiv CM. Stiind ¢4 DN =DP
si se demonstreze cid A ABC este isoscel.

Demonstratie :

MD = MD
DN =DP — ipotezi

A MDN = A MDP, deoarece :

o~ ~
m(MND) = m(MPD) = 90°
(caz I1.C) { ’

Py P P Py '
Rezulta : BMD=CMD =) (1) MBD =MCD (complementele lor in
triunghiuriﬁe\ drepngghice MBD respectiv MCD fiind congruente.
(2) AMB= AMC (suplementele lor fiind unghiurile congruente BMD
si CMD). ’
Din (1) si (2) rezultd ci:
AM = AM .
BM=MC (A MBC — isoscel din
A AMB= AAMC, deoarece : I (1) :

(caz L.U.L) AMB = AMC (din (2))
Rezultd : AB= AC, deci A ABC — isoscel.

VIG}\z DIRECTA : In patrulaterul AFE/I\G avem m(.//l\) /-\i— m(/G\) + m(:E:') +
+ m(F) = 369:. Dar din ipotezi: m(4) =90°; m(G)=90°; m(F)=

= 90° =) m(E) = 90°. o
In A AEE’ : AF | EFE’ 5i E'F = FE definifia simetricului unui punct

fatd 26\ o dreaptid (ipotezd) =) A AEE’ isoscel. Notim m(@E);
=m(AEE’) =2z°. (1)



. Apoi in A AEE” avem : AG 1 EE” §si EG=GE" (ana/lgg cu prece-
denta) =) A AEE” — 1soscel ‘Notam : m(4AEG) —/'r{z(AE”G) =1° (2)
Din (1) si (2) =) m(E’ E”)y =z°+} /y\ Dar m(E'EE”) = 90° (demon-

strat) =) z° 4 y°= 90. Evaluim m(EAE") + m(EAE’) = (180 — 2x°) +
+ (180° — 2°) = 360 — 2(z° + ¥°). Cum z° - y°=90° (demonstrat) re-

2ults : m(EAE") + m(EAE’) = 180° =) punctele E, A, E” sint coliniare.

Fig. VI.G.42.

RECIPROCA Stim /d\m propozitia directd cd A AEE" — isoscel §i
anume : m(AE' /Q m(AEE')=2x° si A AEE” — isoscel si anume:

m(AE” =m(AEE”) = v°, iar despre punctele E’, A, E* — coliniare
reciprocei (ipotezd).

In A E'EE”, m(E’EE”) +m(EE”E’) 4 m(E'EE”) = 180°. Si folosind
notatiile sunphflcatoare x4+ y°+z°+ y°=180°; 2z° 4 2¢° = 180° =)

=) 2° -+ y° = 90° =) m(E'EE") = 90

In patrulaterul AFEG : m(A) + m(F) + m(E) + m(G) = 360°% sau :
m(A) - 90° 4 90° + 90°= 360° =) m(A) =90° si deci A ABC este drep-
tunghic in A. N
VI.G.43. Rezolvarea I

Vom ggnsu'm B si vom presupune m(/1\3) =z°; apoi jl\ si conform
ipotezei m(A) = 2z°. Bisectoarea unghiului A, determini A ADB — isos-
cel (ipotezd) 51 anume:

1) m(ABD) m(BAD)=2x°. Cum DE||AB (ipotez3), rezulti ca
ABD= EDC (unghm.n corespondente congruente) §i deci:

2 m(EDC) =gz° Pe de alti parte ADC este ungh1 exterior triun-
ghiului ADB }i deci :

(3) m(ADC) = 2z°.

Din (2) si (3) rezulta ci DE este bisectoarea unghmlul ADC. Asadar

DE fiind mediand ih A ADC (ipotez3) dar si bisectoare (demonstrat), re-
zulti ci A ADC este isoscel (conform proprietafii caracteristice : ,,dacd
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intr-un triunghi o medlana este §i bisectoarea,. atunci triunghiul este
isoscel”) si anume DAC ACD, deci :

) m(C) = z: Scriind ca in A ABC suma unghlurllor este egald cu
180° obtmem m(B) “+ m(A) + m(C) =180° adicid x° 4 2z° - x° = 130°
si deci 4x°=180°; urmeaza ca:

(5) :c =145° In conclu21e masumle unghiurilor trmnghmlm ABC

sint : m(A) =90°; m(B) =45°; m(C) =45° (A ABC este dreptunghic si
isoscel).

Fig. VI.G.43.

Observatie : Cunostinfele folosite in rezolvarea problemei au fost,
in ordinea invéatata : proprietéd{i ale triunghiurilor isoscele ; despre drepte
paralele intersectate de o secanti ; despre suma unghiurilor unui triunghi.

Problema se poate rezolva mult mai simplu folosind si alte cunog-
tinte cum ar fi : teorema liniei mijlocii intr-un triunghi (teorema directa
si reciprocd) sau proprietatea medianei relativd ipotenuzei -dintr-un
triunghi dreptunghic (teorema directd §i reciprocd). Astfel :

Rezolvarea a II-a: . ) .

In A ABC, DE fiind paraleld cu AB si E fiind mijlocul laturii AC
(ipotezd) rezultd cd este linie mijlocie (reciprocd). Deducem cd BD= DC.
Urmeazad ci in A ABC, AD este bisectoarea (ipotezd) si mediana (de-
monstrat) deci A ABC este isoscel $1 anume AB= AC (proprxetate carac-

teristicd) asadar B C Cum m(B)—-:x: rezultd ca si- m(C)—:c m(A)
fiind 2x° (ipotezd) deducem prm calcul ci :c=45° Asadar A ABC are
masurile unghiurilor astfel : m(A) 90°; m(B)—45° m(C)-—45°
(A ABC este dreptunghic si isoscel).

Rezolvarea a III-a:

Tnunghml ADB este isoscel (1poteza) $l anume : (1) AD= DB Am
vizut ci ED este linie mijlocie in A ABC (prin reciprocd) adici : (2)
DB=DC. Prin tranzitivitatea relatxel de congruenti deducem : (3) AD=
= DB == DC. Conform reciprocei : ,,dacd intr-un triunghi lungimea me-
dianei este jumitate din lungimea laturii corespunzitoare, atunci triun-
ghiul este dreptunghic si anume unghiul drept este opus/l\attmx pe care-

se duce medlana“) rezultﬁ ci A ABC este dreptunghic in A4, deci m(A) =
= 90°, m(B) = 45, m(C) = 45° (A ABC este dreptunghic si isoscel).
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VLG.44. a) Fie MP| AC={R}. In A ANR exists m(NAR) = 60° (ipo-
tezs) ; ANR=MNB (opus la virf). Din MB=BD i BD = 9—B=BN

(ipotezele problemei) =) BN=MB =) in A MNB isoscel, m(MT\?B) =
Py
_180°—m(MBN) _ 180°— (180°—60°) __ 300 —y m(ANR) — 30°. Atunci
2 2

AN
m(ARN) = 180° — (60° + 30° = 90° =) MN L AC.
b) In A AMC, AD 1 MC (ipotezd) si MR L AC (demonstrat) =)
=) {P} = MR NAD — ortocentrul A-ului AMC,=)CP L AM.

Fig. V1.G.44.

VI.G.42. Considerdm :
DC — laturd comuni

A DBC= A CAD, deoarece : DB = AC (ipotezi)

(caz L.L.L.) BC= AD (ipotez¥)
s A

Rezultd : BDC = ACD (1).

D c

Fig. VI.G45.

A DAB= A CBA, deoarece :
(caz L.L.L.)
Py A
Rezultd : DBA=CAB (2). < -
Notind cu O intersectia diagonalelor, avem : DOC = AOB (u/x"n&hiuri
opuse la virf). In A DOC/: isoscel (1), m(D99 =180° —/Em(DC/Q In
A AOB — isoscel (2), m(AOB) = 180° — 2-m(OAB). Cum DOC = AOB =)
A
—) DCO = CAB =) DC|| AB.

DB=CA (ipotezi)

{ AB — laturd comuni
AD= BC (ipotezi) ;e
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VI.G.46. A ABD= A ACE (caz L.UL) deoarece: AB= AC (ipoteza),

S P
AD = AE (ipotezd), BAD = CAE (ipotezd) =) BD =CE §i BC = DE =)
=) DECB — paralelogram.

Din faptul cAA ABD=A ACE =) ABD= ACF dar ABC=ACB
(ipotezd) =) DBC = ECB =) DECB — dreptunghi, ceea ce justifici cons-
. « - ) ~
tructia propusa. A ADE isoscel (ipotezd) =) m(AED) = (180°—20°) :
:2=80°

A

D E

Fig. VL.G.46.
Apoi :

A ABD = AFE, deoarece :

AD.= AE (ipoteza)
(caz L.U.L.)

| m(BAD) = m(FAE) = 20° (ipotezs)
P AN ey Py
B&zulté : m(AEF) = m(ADB) = 10° rezultd m(DEF)= m(AED)—

— m(AEF) = 80° — 10° = 70°.

VI1.G.47. a) AM = 2MC si PC=2AP =) segmentul AC — impirtit in

trei parti egale de punctele P si M, astfel incit : AP =PM = MC.
Considerdm :

{ AB = AF (ipotezi)

A BMC = A PMN, deoarece :

MC= MP (demonstrat)
(caz L.U.L.)

P Py
BMC = NMP (opuse la virf)

Rezults : PN=BC si MPN = MCB (alterne interne)=) PN || BC,
sau : consideram patrulaterul BCNP cu diagonalele BN si PC. Dar BM =
=MN si PM=MC=) BCNP este paralelogram =) PN||BC si
PN = BC. .

[ BM = MN (ipotezi)
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b) Notam AB =z, AC = y. Din ipoteza :
—Z—=) 6x -+ 9y = 20x — 5y (=) 9y + 5y = 20x — 6x (=)
(=)ly=lx(=)y=x (=) AB=AC.

2x 3y __
4dr—y

.Fig. VLG4T. _._,

Deci in ipotezele punctului (b) A ABC este isoscel, si intr-un tri-
unghi isoscel se poate demonstra ci iniltimile corespunzitoare laturilor
congruente sint congruente, deci BB’ = CC’, unde BB’ si CC’ sint inil-
timile A ABC, B’ € AC 5i C' € AB.

Observatie : Dacid in teorema ,intr-un triunghi isoscel indl{imile
corespunzatoare laturilor congruente, sint congruente“, inlocuim cuvin-
tul ,,inal{imile“ cu cuvintele ,,medianele“ sau ,,bisectoarele“, obtinem pro-
pozitii (proprietati) adevirate, adici noi teoreme relative triunghiurilor
isoscele. Se demonstreazad ci si propozitiile ,,reciproce“ ale acestora sint
tot ,.proprietati“ ale triunghiurilor isoscele — deci proprietati ,,caracte-
ristice” ale triunghiurilor isoscele.

VI.G.48. Fie patrulaterul BCPM : BM || PC (ipoteza) si MP||BC (ipo-
tezd) =) BCPM paralelogram ; R intersectia diagonalelor =) MR = RC
si BR= RP (proprietate in paralelogram). De asemenea PC = BM (pro-
prietate in paralelogram) = MA (ipotezi). Consideram patrulaterul AMCP
cu AM || PC si'AM = PC (demonstrat) =) AMCP este paralelogram. N
— intersectia diagonalelor =) MN = NP (proprietate in paralelogram).

" Fig. VI.G 48.
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Fie A MPC : MN = NP si MR RC (demonstrat) =) NR — linie

N
mijlocie =) NR||PC =) MRN = mcp (corespondente). @)
Fie A MCB: MR= Rg\%l BS= SC (demonstrat) =) RS — linie
mijlocie =) RS=BM =) SRC= BMC (corespondente). (2)
Dar BMCP — paralelogram (demonstrat) (BM | | CP) =) BMC = MCP
(alterne interne). 3)

Din (1),/(&, (3) —) SRC MRN

Deci : SRC si MRN sint congruente si au latura’' MR si RC in pre-
lungire =) NR si RS sint in prelungire =) N, R, S — coliniare.

Observatie : Dupa ce am stabilit cd patrulaterele BCPM si MCPA
sint paralelograme, si cd punctele R si N sint intersectiile diagonalelor
acestor paralelograme, rezolvarea problemei putea si continue astfel :

in A MCP, NR linie mijlocie, deci NR || PC.

In A CMB, RS linie mijlocie, deci SR || MB.

Cum PC||MB, BCPM fiind paralelogram =) NR|| RS, asadar
punctele N, R, S — coliniare.

VI.G.49. a)
A AME= A BMC, | AM=MB (ipotezi) - -
deoarece : 1‘;12 = MCA(lpotezi) =) EAM=MBC
(caz L.U.L) EMA=BMC (opuse la virf)

b) )

A ANF= A BNC, | BN =NF (ipotezd) o~
deoarece : AN N %poteza) =) FAN = NCB
(caz L.U.L) ANF=BNC (opuse la wvirf)

Cum EZFim(EAM) + m(BAC) + m(NAF) = m(MBC) +
+ m(BAC) 4+ m(NCB) = 180 =) E, A, F sint coliniare.

c

£

Fig. VL.G49.
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Alta rezolvare : b) Patrulaterul AEBC este paralelogram, deoarece
diagonalele AB si EC se imjumaitifesc =) AE || BC (1)

Patrulaterul FABC este paralelogram deoarece diagonalele AC si
FB se injumitifesc =) AF || BC (2). Rezultat care impreund cu (1) =)
=) AE||AF =) A, E, F colin/iire.

¢) DIRECTA : Din m(ABC) =90° si CN=NA (BN mediani) =)
=) BN = CN conform teoremei : ,,Intr-un triunghi dreptunghic mediana
relativd ipotenuzei este jumatate din lungimea ipotenuzei.“

RECIPROCA : Din BN mediani in A BAC, si BN=CN =) BN=

=AN. A BNC isoscel : m(C/B\N) = m(/B/\C\N) = :c")\ A BNA isoscel :

m(fB\N) =m(BAN) = 4°. Calculim : m(BNC) 4 m(BNA) = 180° — 2z° -}
-+ 180° — 2y° =) 180° = 360 — 2(x° + ¥°) =) x° + y° = 90°, deci A ABC
dreptunghic in B.

VLG.50. Fie A ABC : AM = MB (ipotezi) si BN =NC (ipotezd) =) MN

— linie mijlocie =) MN || AC, MN =-4£C—. (1)
Fie AADC: AQ=QD (ipotezd) i CP = PD (ipotezi) =) QP —
linie mijlocie =) QP || AC, QP — ézg. @

Fig. V1.G.50.

Din (1) si (2) =) MN||QP si MN = QP =) MNPQ — paralelo-
gram.

Pentru ca MNPQ si fie dreptunghi trebuie ca si aibi in plus un
unghi de 90° de exemplu (MN L QM). Dar MN || AC si QM || DB deci
trebuie ca AC L DB. Deci diagonalele patrulaterului si fie perpendicu-
lare, deci patrulaterul si fie ortodiagonal.

Pentru ca MNPQ si fie pitrat trebuie ca in plus de cazul prece-
dent, de exemplu MN= QM. Dar MN = 2S qu = % (ca linie mijlo-

2
cie in ADB) =) = %C— =) -’;2 =) AC = DB deci patrulaterul ABCD

trebuie si aibd diagonalele perpendiculare gi congruente.
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VI.G.51. DIRECTA : Dacid AD||BC si AB||DC si AM=MB si DM =
= MC atunci :

AM = BM (ipoteza) l
— . AD = BC (laturi opuse in|__
(e af]i)‘n{ .E.)A BCM, deoarece : paralelogram) =)

DM = MC (ipotezd)

cum m(ADM) -I/—\ m(B/C\M) =

A AN
l m(ADM) = m(BCM),
=)
= 180° =) m(ADM) = 90°

—— M " [

A 8

Fig. VI.G.51.

RECIPROCA : In figura VI.(/}EI., presupunem ABCD dreptunghi.
Dacid AD||BC si AB||DC si m(ADC) = 90° si DM = MC, atunci :
] AD = BC (laturi opuse l
A ADM = A BCM, deoarece : ig\dreptunggi\ -
(caz L.U.L) m(ADM) = m(BCM) = 90° [
DM = MC (ipoteza)
=) AM=MB

VI.G.52. Ducem : PT||AC, (T€ BR) =) PQRT este dreptunghi de-
oarece are laturile paralele dou# cite doud: PQ||RT si TP||RQ si
m(PQR) = 90° (ipotezi) =) RQ=TP si TP L BR.

( BP (laturad co%né)
| m(BTP) = m(BSP) = 90°

Apoi : I m(B/\PT) = L'n.\(P/B?S), (deoarece :
A BTP = A PSB, deoarece :  { BPT = BCR (alterne interne,
(caz 1.U) l paralele PT si CR)
N AN
si BCR=PBS ca unghiuri ale
l A ABC isoscel)

Rezulti ci : TP=BS, dar TP = RQ (demonstrat), deci BS = RQ.
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Fig. V1.G.52.

VI.G.53.

[ EA=AB (ipoteza)
| AC=GA (ipotezd)

EAC = BAG (deoarece :

P AN

| mEAC)=mEAB)+
|+ mBAC) = 90° + m(BAC) 5i
|
(

A EAC= ABAG, deoarece :
(caz L.U.L.)
A
m(BAG) = m(CAG) = 90° +
A

+ m(BAC))
Rezultd ca EC = BG.

G
£

8 ' c
Fig. VLG.53.
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2 In triunghiurile AEM si NBM avem : AEC ABN (demonstrat)
M a2 (ca opuse la vnf) Cum in A AEM m(AEC) + m(Ml) =90°=) in

N
A NBM, m(ABN) -+ m(Mo) =90° si deci m(MNB)=90° =) EC L BG.

VL.G.54. In A ABC:

a) A’C’ — linie mijlocie =) A’C’ || AC, A'C" = éz.C_ )
o e . .., AB
A’B" — linie mijlocie =) A’B’ || AB, 4’'B’ =22,

Dar AC=AB (ipotezd) =) A'C’=B'C’ =) A A’B'C’ — isoscel.

A

8 A c
Fig. V1.G.54.
b)

AC’= AB’ (jumititi de laturi

congruente)
L ACTA'= A AB’A’; deoazece : l A’C’=A’B’ (punctul a)

(caz L.L.L) AA’ = AA’ (laturi comuni)

Rezults C'A’A = B'A'A =) AA’ — bisectoare C’A’B’

Observatie : Alt enunt relativ la problema propusid : Fie ABC un
triunghi si A’, B/, C" respectiv mijloacele laturilor BC, AC si AB. Triun-
ghiul ABC este isoscel daci si numai dacd A A’B’C’ este isoscel. Sau :
Triunghiul ,A’B’C” este isoscel-dacd $i numai daci A ABC este isoscel.

Rezolvati aceste probleme.
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VI.G.55.

124

a):

AM MB (1poteza)

BAP BMN (corespondente,
1poteza)

AMP Mﬁ\l (corespondente,
ipoteza)

|
A AMP= A MBN, deoarece : {
(caz U.L.U)) |

l

Rezultd ca: AP= MN.
b) :
‘ AP=MN (punctul a)

A AMP= A NPM, deoarece : | Mb — laturd comund .
(caz L.U.L) l APM = PMN (alterne interne,

ipoteza)
Rezulta AM = NP.

B A, c
Fig. VI.G.55. .
c):
NP — laturd comuni
P A\ s P
MNP =CPN (MNP=MAP

Py e
(punctul b) si CPN = MAP,
deoarece in A AMP si A'PNC

APM PCN — corespondento
$1 AMP MPN = PNC)

MPN —PNC (alterne interne,
ipotezd)

A MNP = A CNP, deoarece :
(caz U.L.U)

Rezultd : MP= NC.
d
AM NP (punct b)

A AMP= A NPC, deoarece :

(Caz L.U.L)

AMP PNC (punct ¢)
MP=NC (punct c)



Rezultda AP = PC.
e) Din a) si b) (tranzitivitatea congruentei triunghiurilor) =)
=) A MPN = A NBM =) MBNP paralelogram (definitie) =) MP= BN.

Din ¢) =) MNCP paralelogram (definitie) =) MP=NC =) MP —2%.
2

Observatie : Triunghiul MNP (M, N, P fiind mijloacele laturilor
triunghiului ABC) se numeste triunghi medial sau complementar fata
de triunghiul ABC.

VI.G.56.

a)

BC=CF=CA= AD (ipoteza)
l B/C\F=C:4\D pentru ca

BCF = DAC, deoarece : Ly .

(Caz L.U.L) [ m(BCE) = 60° +- 90° =150° 5i
-l m(CAD) = 60° 4 90° = 150°
Rezulta BF=CD.

0 4

8 ¢
Fig. VI.G.56.
b) DB= GC (diagonale in pitrate congruente), sau A DAB=
= A GAC {iind A dreptunghice si isoscele AD = AB= AG = AC, de unde
rezulta DB=GC (1).

In patrulaterul DBCG, evaluim misurile unghiurilor DBC si GDB,
astfel :

ety s A o o o
MDBC) = m(DBA) + m(ABC) = 40° + 60° =105
m(GDB) = m(GDA) + m(ADB) = 30° + 45° = 75° cici in A isoscel GDA
o s
(ipotezd) m(GDA) = (180° — 120%) : 2 = 30°.

Cum m(DBC) + m(GDB) = 105°+ 75° = 180°, rezulta ca dreptele
DG si BC intersectate de secanta DB sint paralele (2). Asadar din (1) si
(2) rezults ci patrulaterul DBCG este trapez isoscel.
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CLASA A VII-A






REZOLVARILE $I REZULTATELE PROBLEMELOR
PENTRU CLASA A VII-A

VILLA.1.  a) Obtinem succesiv : 27-1113 — 3333 =33.1113 — 3333 =
=(3-111)3 — 3333 = 0.

b) Avem succesiv: (— 1)*(— )14 (— )P (— 124 (— )P (— 13 =
=—(—)'4+(—1)*—(—1)*=—(—1)". Mai departe, daci n este
numir natural par obtinem — 1 iar daci n este numéir natural impar
obtinem 1. '

¢) Obtinem succesiv : 2% 4 (— 1).27 : 2" =2n 4 (—1)*. Pentru n
numir natural par obtinem 2" -1, iar pentru » numir natural impar
obtinem 2" — 1.

VIL.LA.2. Obtinem: 72" -} 9".3.87.2 4 8".8-9n ='72n.(1 + 6 + 8) =15k,
unde k= 72", :

VILA3. Imediat: N=6"+ 23734 27.3n.32=6" (1 +3+9) =
=13-6". :

VII.LA4. Fie p un numir prim. Presupunem ci :.n2-+4 n - p=1984,
adica n(n -+ 1) + p =1984. Cum n(n - 1) este par, rezultid ci p trebuie
sa fie par, deci p=2. Ramine ci n(n -4 1)==1982 ceea ce nu are loc
pentru nici un numair natural n.

VIL.LA5.  a) Produsul este zero intrucit pentru x = 37, apare factorul
37—37=0. S :

b) Ecuatia (x — 1)+ (x —2) 4 ...+ (x —50) = 25 este echivalent3
cu ecuatia 50x— (1 4+2-434...+4 50)=25 cu solutia = 26.

Am objinut 1+ 2+3+...+50=(1+50+ (2449 +...+
+ (25 + 26) = 50-(—521—) = 1275.

¢) Pentru z =0, avem (— 1)(—2)...(—50)=1-2-3...50 deoarece
sint un numair par de factori.

Pentru x = 51 produsul este: 50-49...2-1,

VILA.6. Presupunem ci numdirul este impar. Atunci fiecare ai+ b,
i€{1, 2,...,n} este impar, deci e; §i bi au paritati diferite. Rezultd
ci numirul numerelor pare este egal cu cel al numerelor impare ceea
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ce contrazice faptul ci numirul total al numerelor ai, i€ {1, 2,...,n}
este impar.

r—y

VILA.7. Fie numirul xy. Avem =§ sau x=>5y. x€{1, 2,

T
3,...,9} implicd y=1 si, deci, * =>5. Asadar, numérul este 51.
VILAS8. Avem 10z} y=2zy sau y= 10z 10z—5+5 _
2xr — 1 2x —1
10z—5, 5 5 o o .
= =5 . y €N implicd 2x — 1 divizor al lui 5.
o1 Tom—1 o ta—1Y P

Rezulti x =3 si y =6, adicd numairul 36.

VIL.A9. Rezulti b} c=26 sau b} c=16. i
1) b+c=6; at+c="> si necesitatea ca a €{1, 2,...,9}, b, c €
€{1, 2,...,9}. Rezultd numirul 4511.

2) Dacdi b+ c=16 si celelalte conditii de la 1) rezultd numai-
rul 1977.

VIL.A.10. Avem:y=

33 —4x 7 .

—— =2 i tinem cont ci x, y € N.
. 2r—3 + 2r — 3 sty Y
Numerele sint 37 si 61.

VILA.11. a) Avem : ab=4(a -+ b) sau 10a + b =4(a + b) sau 2a — b=
= (. Se obtin numerele 12, 24, 36, 48.
VILA.12.
S = (abc + bea + cab) + (acb + cba + bac) = 111(a + b+ ¢) +
+111(a 4+ b+ ¢) = 222(a + b + ¢).

b) Si observim ci : 6 < a-+ b4 c < 24. Rezultd 1332 < S< 5 328.
VII.A.13. abed = debe implicd a =d.

103 4 102b +- 10c - a = 10% -+ 102¢ + 10b -+ @ implicd b=c.

Deci abba =1001a 4 110b = 11(91a -+ 10b) ; 91a 4 10b 5= 11 pentru
orice cifrd a §i b §i 91a + 10b =121 pentru a =1 si b= 3. Rezulta deci
cid numirul nu poate fi patrat perfect, dar poate fi cub perfect (in cazul
numaérului 1 331). ’

Observatie : Se poate arata ci nu existi valori pentru a si b astfel
incit 91a -+ 10b = 11x2 oricare ar fi x.

VII.A.14. Fractia se scrie succesiv :
15%-3 4 15"-254-15"6 _ 15"3+ 254 6) _ (3‘ n 34
127-2 41273412712 12724+ 3+ 12) .‘4) 17°

VII.A.15. Aplicim proprietatea fundamentald a sgirului de rapoarte
egale. Obtinem, t{inind cont de ipoteza :

roy=Ytz_z_E—wtGtate =+ _,
4 3 14443 8 :
In continuare, din % =2 rezultd z=6, yamd, y=2§i x=4

130



In
cu xy , s.am.d. o cuzxpy
n

si aplicim proprietatea fundamentalé a sirului de rapoarte egale.

VII.A.16. Amplificim raportul—— cuz™ I

VIL.A.17. Fie x, y €N numitorii celor doui fractii. Avem —-|—£=
x

Y
—M_—B— si, {inind cont de ipoteza ~1—=—1—, numerele. veri-
Ty 40 zy 40 ’
fica relatiile : x4 y =13 si xy = 40. 40 = 23.5 implica faptul ci nume-
rele pot fi 5 §i 8; 4 si 10 sau 2 si 20. Observam c¥ 5 si 8 sint numerele
care satisfac simultan cele doua conditii.

VILA.18. a) Pentru n numar natural par se obtine %—I—%—l— 1=2 iar

pentru n impar :!;-3——%—% 1=0.

b) Observém cd oricare ar fi k natural (par sau impar),
-—(— 1)’°+1—|— —1)*+2=0. In continuare, pentru p-+3 par adici
p—-2q—3 obtmem 1, pentru p -+ 3 impar, adica p—2s, ob{inem va-
loarea — 1.

VILA.19.
a) k=par avem E@x)=x2—3r+2—2x2—6x+}+4=—9x}6.
k=impar: E(x)=—x2+3x—2+ 22+ 6x —4¢=9x — 6.
Peci : pentru k=rpar E(J2)=—9V2+6; E—V2)=9)2+6
pentru k= impar E( VE) =9/2—6; E(— V2)=—29)2—s.
b) ma=9V2, iar mg= V ©OV2—e6)©V2+6)=V126 =3114.
Deci : o _ =
A__+ 1,7 _ sfe4Vua_ V24l
TV2 3 6 6
VII.A.20. Pentru n si m de aceeasgi paritate obtinem :

ab= —’(—1—;——1.:—1—__J2
V3 Vs Vi)
iar pentru n si m de paritati diferite obfinem :
1 _ 1 1y
(V_3" Vs V?)
VILA.21. a) Aplicim definitia modulului unui numir real: |x|==

dacd x> 0 §i || =— x dacd x <0 i faptul cé : Va2 =|z|
Rezults :

V2—|—2|+V2—14+3—VE=0.

b) Avem: — x4 J(x —1)2—|4]- |I|+|—2l lz|=]—x|+|x—
—1|+2|x|. Pentru x=—2, avem: 2+4|—3|42|—2 |=0.
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VIL.A.22. Avem succesiv :
e=Vz—1 2=+ 2+ V) yT+ 1=
=Voz—vee+ V024 Ve =12 V31 +IVE+ V3i=Va—V3+
: +Vz24+V3=2V3.
In continuare x5 = (2 }/3)6 = 28.}36 = 26.33 = 1 728.
VIL.A.23.

SN WU S
V241" V3+V2 Va3
deci py este falsi.

Vs —ap+lia—ers= 5—2p+V e —Vor=
=|V5—2|+|8—V5|=I5—2+3—}5=1€N,

deci p» este adevirata.

Ultima cifra a numirului 52+ 7 este 2 sau 7 oricare ar fi n €N,
deci nu poate fi patratul unui numair (a cirui ultimi cifrd poate sa fie
0, 1, 4, 5, 6 sau 9). Deci p; este adevirati.

VIL.A.24. Obtinem succesiv :
— 21986(7 — 4]/3)198
(7 + 4399 4 (7 4- 4Gy 20 — 4T
=T+ 4V3) (1 — 438 =1,
VILA.25. Avem 22=34-42)145 si y2=58. x2> y? deoarece : 34+
~+ 2)/145 > 58 este echivalent cu /145 > )12 sau 145 > 144. Deci x> y.
VILA26. A=0 deoarece ({4 + V15— — y15)2 = (Vo2 ;
444—2 V16—15=6; 8 —2=6.
VII.A.27. a) Deoarece 10 -—m< 10 4 V1—9 si sint numere pozitive avem
1 — —
Vio—y1ma<i'104)18 adi’(;é_l/ 10— 19—}/ 104+ V19 < 0 deci a < 0.
b) a>=10—)19—2/81 + 10+ }19=20—18=2.
c) Deoarece a <0 si a2=2 avem ¢ = —|2 si deci (a+l/2)’°° =0.
VII.A.28. Avem
; — 1 — . 1
Ve+r1—Vk=——e—si V-V = .
VeFi+7k’ Vet Vke—1
Fractiile au acelasi numiritor si ordinea este dati de valoarea

numitorilor. Cum evident k4 Jk+1 <2k < Vk4+%41; rezulth
urmatoarea ordine crescdtoare a numerelor date :

V—k-l-l—VTc';%Vf; Ve — Vk—i:

~

Ve—n+d3—=V2)+ (/2 —V3)=1E€EN,
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VILLA.29. Utilizam formula :

V-A—-iﬁ= l’/A 2+ C:tVA-z— C unde C?= A? — B. Obtinem :

Varva+l e —ye=() 2+ 1)+ ([ 2=)L)-vs-B +
+Z§:’—VE= 0 € Q sau observim ci (V 24 V§:|—-V 2-- V§)2 ==

= (Ve)* . .

VIL.A.30. De exemply, f:{—2, 0, 2} —) {0, 2, 4}, fx)=—=x+ 2-cu
graficul :
e

t29) |

j:{(ﬂ,?)

Ol 120

Fig. VII.A.30.
VIL.A.31. Obtinem urmétorul grafic :

v
33 | (%%

| |
] 1
| o

/(-é,o) R I ?620/\
Fig. VIL.A31.

VILA.32. f(1)=11, f(2) =13, f(3) = 17, f(4) = 23, £(5) = 31, deci numere
prime.

X

Avem f(n) =mn(n— 1)+ 11 care se poate scrie ca un produs de
factori diferiti de 1 daci n =11 sau daci n—1=10. Objinem, res-
pectiv numerele f(11) =11-11 =121 s§i f(12) =11-13 =143,
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VII.A.33. b) Existd n =2 pentru care f(2) =8 si nu este prim.
! 142 1 132 27
¢ fny=|n—=| —=F+T=|n—=| +—>0
) gy = (n— 1) =5+ (r—3) +3

oricare ar fi n EN ca o sumi de numere pozitive.

VIILA.34. b) x =1y implicd x = 2x + 3, deci x =— 3, deci punctul de
coordonate (— 3, — 3). :

Observatie : In general avem axr + b =« sau (1 —a)x = b ecuatie
care are solutie unici pentru e=£1, nu are solutie pentru a=1 si
b5 0 sau o infinitate de solutii pentru a=1 si b=0.

In consecinti : se deduc functiile cu un singur punct cu coordona-
tele egale (numit §i ,,fix“), cu o infinitate de puncte fixe sau cu nici un
punct fix.

VILA.35. Graficul lui f este urmitorul

ﬂx
J

A
1

(-3-5)

Fig. VIL.LA.35. -

VII.A.36. a) Punctul (1, 7) aparfinind graficului implicd f(1) = 7. Cum
1€ (—1, 4+ ), rezultd m 4 2="1, adici m=35.
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VILA.37. a) —2€(— o, 2] deci a(—2) + 5=4, de unde rezulti a =
; 3€(2, + ») deci —2-34b=4, de unde rezulti b= 10.

b) Graficul functiei este urmitorul :

ty
_____ (28

0 | ==

/ I 0

Fig. VII.A.37.

c) Punctele de pe axa 0x au ordonata nuld. Pentru x < 2 obtinem
(é)x—l— 5=0, x=—10 deci punctul (f_ 10, 0). Pentru > 2 obfinem
—22+4+10=0, x=2>5 deci punctul . (5, 0).

VILA.38. a) 4€(1, + ), deci —2(4) +m=—5 m=3.

- b) Pentru x € (— w, 1] inecuajia este x < 0 cu solutia x € (— oo,
0)N (— o0, 1] = (— o0, 0]. ! -
Pentru x € (1, + «) inecuatia este —2x+3<0. cu solutia

x€ (-g—, +o)n(Q, + oo)=(-2—, +wJ. Asadar inecuatia f(x) < 0 este
satisficutd pentru x € (— o0, 0] U(g v+ °°)'

VIL.A.39. Deducem ci intersectia graficului lui f cu axa Ox este punctul
A(—6, 0), intersectia graficului lui g cu axa Ox este punctul B(2, 0),
iar intersectia dintre graficele lui f si g este punctul C(— 2, 4). Triunghiul
ABC este dreptunghic si isoscel.

"~ ' Intr-adevir, daci C’ este proiectia pe Ox a lui C, atunci C’ (—2,0)
este la mijlocul segmentului AB, deci triunghiul este isoscel, CA=CB;
triunghiul AOD, unde D este intersectia graficului lui f cu axa Oy este,
evident, isoscel si dreptunghic. Deci unghiul CAO are 45°. Asadar, un-
ghiul ,,de la virful“ triunghiului isoscel ACB este de 90° deci graficele
lui f 5i g sint perpendiculare in C. -

VILA.40. Abscisele punctelor A si C indicad domeniul de definitie : in-
tervalul [—3, 3]. Fie G graficul lui f: [—3, 3] =) R, f(xr)=ax-+b.
a, bER. 4, B, C € G implica f(—3) =0, f(0) =3, f(3)=0.
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f==0 _, [—3atb=0 _

Pe [— 3, 0] avem : {f(O) =3 1b=3

(=){Z—_=—;f(x)=$+3
o fe=3 ,_ | [b=3 =
Pe [0, 3]avem.lf(3)=0( )l3a-';—b=‘0< )

_\Ja=—1 —
=, f@=—z+s3

z+3, x€[—3, 0]

avem £: 13,30 0,8, f@ = {TTH 20T 0

Ay
8
A . o c X
S A
Fig. VII.A40.

VILLA41. a) f(1)=4 implicd a=2.
bj Trebuie si existe implicatia : ,,x > 5 implicd x < —g“, ceea ce

are loc dac3 si numai dacid — g < 5 de unde rezulti a > — 10.

¢) Nu, deoarece functia este strict crescitoare (are coeficientul lui
x pozitiv) si, deci, oricare ar fi a ia §i valori pozitive.

VII.A.42. 1. Oricare ar fi y=x—1985 f(y)=>5. Avem deci func-
tia f : R—) R, f(x) =25, al cirui grafic este o paraleld la Ox la distanta
de 5 unitafi.

: 2. Oricare ar fi y = x — 1985, g(y) = y. Avem, deci functia g : R —)
—) R, g(x) = al cérei grafic este o bisectoare a unghiului xOy.

VILA43. .
fa+Va=a1+V2)+0 @

Din (1) §i (2) si din ipotezi rezultd b=0. Deci functiile sint dé
forma f(x) =ax, functii al ciror grafic trece printr-un acelagi punct :
(, 0).
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VII.A.44. Functia este, dealtfel, determinati ; pentru orice numir rea
1 — x =y, se obfine unicul numair real 4 — x. Notind 1 — x = y obf{inem:
formula f(y) =y 3. Functia este deci f : R —) R, f(x) =z + 3.
Coordonatele punctelor (x, x) sint solutiile ecuatiei f(x) = x. In ca~
zul de fatd x+ 3=2a nu are solutii, deci nu existd asemenea puncte.

VIL.A.45. S& observdm c& f este o functie ,,de gradul I“.

Intr-adevar daca y=—2x + ‘: , atunci f(y) = 3y + 1 deci functia:
este f:R—)R, f(x)=3x+ 1.

Lasim pe seama cititorului reprezentarea ei grafica.
VIL.A.46. Determinidm mai intii f(1) dind lui x valoarea 2 in relatia.dim

ipoteza. Avem f(1) = 6 — 8 — f(1) de unde 2f(1) = — 2, f(1) = — 1. Deci ::
f(x —1)=3x— 7 sau f(x —1) = 3(x —1) —4, deci f(x) = 3x—4.

f(0) = —4 deci A(0, 4) nu apartine graficului lui f; s.am.d.
VII.A.47. a) Pornind din membrul sting obtinem :
x4 o = (@) + (¥ = (22 + y?)? — 2z%? = [(x — ¥)* — 2zy]? — 2222

b) Puninda=z+ysi b=x— 3‘/ observim ci avem :

4a® — 4ab F- b2 — 22 = (26 — b)2 — 22 = (2a — b — 2) (2a — b + 2).
VILA48. x2+ y2=290 este echivalenti cu (x -+ y)® — 2xy = 290 sau,.
tinind cont de ipotezd, xy = 143 = 11-13. Asadar, numerele ciutate sint:
11 si 13.
VILA.49.
PX)=X'—X)+ (X2 —TN)=(X>—1)(X2+ 7).
Factorul X2 7 este pozitiv oricare ar fi valoarea reald x a lui X ;:

xP(x) =0 este echivalentdi cu x(x?—1)(x2+ 7) =0 de unde rezultii
x =0 sau x2—1=0 cu solutiile x € {—1, 0, 1}.

VII.A.50. a) Pentru orice t€R, notim x—2=1y §i obfinem P(y) =
=1y?+4 3y care reprezinti valoarea polinomului P(X)= X2+ 3X im
punctul y.

b) Q(X)=X?—2X.
0 S(X)=X?—3X+2.
VILA5L. 2) y=[(x+ 3) + (x — 3)]2=4x? > 0, oricare ar fi tER.

VIL.A.52. a) Fie, de exemplu, numerele naturale consecutive 5k — 2;.
5k —1, 5k, 5k 1, 5k 2, k€Z Obfinem: (5k— 2)24 (5k— 1)2+
+ (5k)2 4 (5k -+ 1)2 + (5k -+ 2)2 = 125k2 -+ 10.

b) § =5(25k2? -} 2), deci pentru ca S si fie patrat perfect ar trebui-’
ca 25k? 4 2 si fie multiplu impar de putere a lui 5. Dar k2 are ca termi--
natii numai pe 1; 4; 5; 6 sau 9. Deci 25k? | 2 se termins in 2 sau 7..
In concluzie 5(25k? 4 2) = S nu poate fi patrat perfect.
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Altfel, mai simplu, daci 5(25k® 4 2) ar fi patrat perfect ar rezulta
«<i 5 ar divide pe 25k? - 2, adicd 5 ar divide 2, imposibil.

WII.A.53. Fie n numar natural, n > 1. Avem :

=P+t e+ 1P=a—1a—D+n+ 0+ n+1)=
= 3n3 + 6n = 3n(n?+ 2).
WILA.54. Fie x — 1, x, x+ 1, * € Z numerele intregi consecutive. Tre-
buie ca : (x — 1)2+ 22+ (x + 1)2= 1877 sau x?= 625, de unde rezulta
‘numerele : 24, 25, 26 si — 24, — 25, — 26.
VILA.55 1. Avem :

Bz+alm+eVzy+ 6l =26+Va+ 2/ vl x+3)=
‘ = ('z+3) (z+ ).
2 9z +dy+12)z) —1 =@z + 29 —1=@VT +
+2ly—n@lz+ 2y +.
32— (Vy—12=@—Vy+D@+ly—1.

‘VILA.56. Relafia din ipotezi se scrie echivalent : (@2 — 2a}2+2) -+
4 (2 —2bf/3-L3)=0 sau (a—}2)2+ (b—|'3)2=0, adici o sumi de
pitrate nuld de unde rezultd ci fiecare termen al sumei trebuie sa fie
nul. Asadar, a—V2=0si b— }/3=0 deci a= V2, b= |3 si in conti-

nuare, inlocuind valorile lui a si b se verifici imediat egalitatea de
demonstrat.

VILA.S7. Avem: E(zx, y) = (25y2 — 10zy + x)? + (422 — 4 + 1) = 5y —
—x)24-(2xr — 1)? o sumid de pitrate care are valoarea minima zero.
-atunci cind fiecare termen este zero. Rezulti x =1 siy= !

2 10
‘VILLA.58. Avem :

=2 z—2P+@x—2+=z—2)+ 1=
=@ —2)(x—1) (x2— 4z + 5).

‘VIL.A.59.
E=(a—b)?(a—b—a—b)—=—2ba—b22>0;
‘ F=(a+b?(@a+b+a—b)=2aa+b)?2<0.
Deci: E> F.

WILA.60. Scriem, de exemplu: ¢—e=(c—b)—(a—b) si obtinem :
a(b— ) + b*[(c —b) — (e —b)] + c¥a—b) =
= [a%b— ) —bXb—)] + [c{a—Db) — bYa—b)] =
= —c)(@—b)+@—b)(?—b)=(e—Db)(b—07)(a+
+b—c—b=(@—b)(b—c)(e—c)
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VILA.61. Aritim ci l/ 17— V1454 l/ 17+ V145> V10. Inegalitatea

/ — —\2 —_
este echivalentd cu (l’ 17—V145 4+ V17+1/145J > (}10)? adica 34 1+
+2:12 > 10, ceea ce este adevirat.

VILA.62. Numerele intregi x verificg, deci: relaia 22 < (3 — 1'2)? adica
—3+4V2 <z <3—12 Rezultd pentru x valorile: —1; 0; 1.

VILA.63. .
_ (0,01--0.99) +(0,024-0,98) + ... + (0,494 0,51) +0.50 _

A , o) )
I'6+1224 | 5—Vap

_w0_ o

10 ”

VIL.A.64. Avem :
A=WE—2|+VE—3]+V3+VZ|=2—V3+13—
PR IR TP
B=Va—vs+Va+ v+ V3—m=13—1+1+
+Vs+2—V3=247V3

Deci : A=B.
VII.LA.65. Obtinem :

n=V6—2 Vo + e+ Ve —Var=Vs—211 431+ 12—
—ii=Vea—2rz+e—1H=Va—Prt+e—VHi=—1+2—

) —V3=1
VILA.66.
a) N=3—5+3+5+2/9—-5=6+4=10.
b) E, =27/6.

E,=2V3—6)3+4+12)3—20V3415 V§'=3V€
- "B o216 _9Ve _ 9213 —o)3

Deti: — = === =
RT3 V3 V3

VILA.67. . :
nS* — k7 = i — 1)+ 7= nF@k —1) (n* 1) -7,

adicid un numir impar, n¥(n* — 1) (n* -+ 1) fiind numir par ca produs de
numere intregi consecutive. B

Asadar, numirul impar 7% —n*¥ 47 nu poate fi produsul unor
numere intregi consecutive. ) .
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VIL.A.68.
9(25° -112P+1 552 )=9(552% -11 —55'?)=19-10-552P = I-30.
pl—p)=p(1—p) 1 +p)=p1l —p)(1+p) (1 +p)=
=—@E—Dp@E+1E+1) @'+ 1) =M-30-p1 —p8),
este evident multiplu de 2, de 3 si de 5, deoarece p= M-5 dacd p = 5k,
p—1=M-5 dacd p=5k+1, p2+1=M5 dacd p=>5k - 2 si daca
p=>5k—+3, p+1=M-5daci p=>5k-+4, kKEN.

nd—nd3—2n2 _ . .
————— s fie numadr natural ori-

VII.A.69. Trebuie ca numarul

n—1
care ar fi n natural si n > 1. Obtinem : ~
nd—nd3—2n2 ndmn—1) 2n? _113_211.’-'—-217.-1—211_
n—1 n—1 n—1 n—1
=nd—2n — 2n = —2n—2— 2 ;
n—1 n—1

—1 este natural daci n—1=1 sau n—1=2. In concluzie n —?
divide n3 —n3 — 2n? pentru n=2 si n=3.

VILA.70. M =5n2 —20n+ 23 =>5n(n —4)+ 23. Numirul 5n(n — 4)
are ultima cifrd 0 sau 5, de unde rezultd ci ultima cifrd a numarului M
este 3 sau 8 §i asemenea patrat nu exista.

VII.LA.71. a) Din relatia dati: p=n2+4n-1, deci: 4p—3=4n2 4
+4n+4—3=@2n-+1)2 La fel: p—1=n2+n=n(n-+1).
b) Avem :
39601 =1992=(2-99+1)2=14-99244-99+ 4 —3 =
= 4(952 4 95+ 1) — 3,

deci: n=299 si p=1992-499-4 1.
VII.A.72. Numerele sint deci de-forma : p=n2—4saup=(mn—2)(p +
+2)deunderezulti : n—2=1sin+2=psaun—2=psin+2=
=lsaun—2=—1sint+2=—psaun—2=—psint+2=—1.
Rezultd numerele prime — 3 si 5 decarece —3=12—4 5i 5=232—4.

VIL.A.73. a- 2b=23Nk; si 2a } b = 3Nk, ky, ky € Z implici: a — b=
=3N(ky — k). Atunci: a3 — 3a%b -+ 2b3= (g — b)? (@ + 2b) = 9Nl —
— k;)?- 3Nky = 27N3ky(ky — ky)? = 27N3k, unde k € Z, k = (k; — ko)?ky.
VILA.74. f(x) =x- 1 implici fi(x) = (z + 1)%

Relatia devine : (x -+ 1986 4 1)2 — (x — 1986 + 1)2 = 4(x + 1)?

sau : (z -+ 1987 — x -+ 1985) (x + 1987 4 x — 1985) = 4(x + 1)

sau : 3 972(2x + 2) = 4(x -} 1)? sau 1986(x + 1) = (x + 1)2

sau: (x+ 1) (x+1—1986) =0, adici x=—1 si = 1985.

140



VILA.7S.

a) fm@=V+12—ml@E—2=|z4+1|<m|z—2!;
—3, z€(— 0, —1)
g@=lz+1|l—|lz—2|={ 2z 1, z€[—1, 2
3, € (2, + »)

b) ;f(a:)=0=)a:=%.

VIILA.76. a) Polinoamele P si Q se scriu sub forma . .canonica astfel :
PX)y=—2X+1, QX)=X—3.

Avem : P[Q(X?)] — [P(Xz)] =P(X?—3)—Q(—2X2+41) =
=—2X?—3)+1—(—2X2+1)+3=0.

b) Se obtine graficul urmitor :

y

Fig. VII.A.76.

WILA.77. Obtinem :
N [E2+12-6°36) —4 (6" 62—4_

56"+8 . -56°+8
(6"+6—2)(6"+6+2) 6°+4
- 5(6" + 8) 5 '

‘6™ 4+ 4 este multiplu de 10 si deci, imediat, N €N.

‘'VILA.78. Produsul a dou# numere naturale consecutive este un numir
matural par.

Avem:n2—n+42=nn—1)+2=2p+ 2, p€EN, deci un numar
natural par. La fel: n24+n+2=nn-+1)+4 2, este un numar par.
Rezulta ca fractia se simplificd intotdeauna cu 2.
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VII.A.79. Fractia F se mai poate simplifica :
@y’ +2my)—4  (@t+y)P—4

@—tz+H—9? @—N—y
_ty—2@+ty+2 _ztyt?2

@—y—2@E+y—2 z—y—2

F(z, y)=

Fz, 1) = — *”"‘2 —14 8 5+ Fl@ D €Z dack si numai daca 2 —3
T — T —
este divizor al lui 6, deci x€ {4, 2, 5, 1, 6, .0, 9}.
VII.A.80. .
_ (222 4 2.220 41 . (22n+ 1)2
@y 2" ’
VII.A.81. ) i
(42 —1)* (4x? —1)2 /(23:— 1)2 (2 1+ 1)2
Ei = = x) = = I B
@ =z ¥ / @z 17 ] PEES
=Jez—1)2=|22—1]|.
Se observa ca z=——;- anuleazd numitorul, deci nu face parte

din domeniul de definitie al functiei f. Tinind cont de definilia modu-
lului, rezultd cid urmeaza si trasim graficul functiei :

l—2x+l, Ie(—oc, —%)U(—l. l)

le-—l,:cG(%,—l—oo) e

4

f :R\(%)—) R, fx) =

VII.A.82.
Fla, b)=(a2—2ab+b'-’)—2(a—b)—!—l_
(a? —2ab + b2 —1
=(a—-b)2—2(a—b)—|—1___ (a—b—1)2 _e—b—1_
(a—bp2—1 @a—b—1)(@a—b+1) a—b-+1
=1_:———l§j' F(a, b) €Z implici a——lza-l—l € Z de unde rezult®

a—b -1 divizor al lui 2. Rezultd valorile lui F: —1;0; 2; 3.
VII.A.83.
Avem : F(z, y) = dr—y)—yix—y) _ _(z—y@a@—yH _
: Br—y) —ayz—y) (@—y) @@ —ay?)
— @@=ty 224y
z(x? — y?) x

F(/2—1, l/§+1)=l,§‘_‘_1 =6(/2+1).
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—)

1 1. ..
VILA84. x4+ ;—= Y-+ — implicd x—y= x sau, tinind cont de-

ipoteza (x —y) ( 1— %) =0.

1 .
Dacd b=£1 rezultd x=1y. Din ipotezi avem, deci : x+;=a ST
. 1 : )
x2=1". Din x +—=a rezultd z?4 L_)= a? — 2. Rezultd acum imediat
T _ ox?
relafia dintre a si b: (b -+ 1)2=a?:

VILA.85.

Avern - (%2)3 <2t azb—l— ab? 4 b3 (=

(e b) (@bt @btaby,
<—>( : )< - (=)

at b)3 cletd ia2+b2’ (= ‘“t”” < a2 b2 (=)

2

(=) (@a—1b)? > 0, adevirat pentru orice @, b reale.

=

VII.A.86. Aplicim inegalitatea m, < m,', unde prin m, am notat media.

geometricd m, =VE, a numerelor a §i b, iar prin m, = a—;—_b media
aritmeticd a acelorasi numere.
— 2
Avem Jab < a.-;— b sau ab < (a_—lz-_b_ , de unde rezult ci valoarea
2 2
maxima a lui ab este (a—;-_b) H ab=(a—_l2-b-J (=) a=1" i, imediat
a=b =£. l
2

VILA.87. In general avem a+a1=a-+ 1 2, (a —l—-l—)-l—(b—l-:;—) >
a a

>242=4=2.2.1986 =2.993, deci se poate scrie o sumi de 993 de-
termeni de forma a -+ a—1 cu orice a real, strict pozitiv care si satisfaca
cerinfa dati.

VILA88. S se mai poate scrie echivalent :
_VaV5  V5-¥s  Ve-¥7, V7-V8  V8&-Vo , V9-V10
s 4+5+5+6+6—|—7+7+8+8+9+9+10'
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S& observam ci, in general :

a-b 1 .
2l <; pentru a4 b. Deci, de

AVs__ ViVs_ 1

~xemplu, = _ =
PR s T e 2
1 1 1 1 1 1
Asadar S<E+E+§-+E+.2_+.2_= .

'VILA.89. Avem: 0 < (a+ b+ ¢)2=a?+ b2+ c2 4 2(ab 4 be 4 ac),
deci 2(ab—+ac+ be)+ a2+ b2+ c?> 0 sau tinind cont de ipoteza :

-ab-}—bc—{—ca}—-—%.

De asemenea, din (@ — b)2 -+ (b — ¢)2 4 (¢ —a)? > 0, rezulti a2-

+ b2+ c2>ab-+ bc+ ca si {inind cont de ipoteza rezulti ab -} be -i—
+ca<1.

‘VIL.A.90.
Avem : Tyz ___100:::—]—103/-{—-::< 100:c—!—100y+1002=100.
stytz  ztytz z+y+z
Exemplu : 6—29-=100.
VILA91. Inegalitatea se scrie echivalent :
112 ( 1)2 ( 3);’
x4 = y—= z——|<0. 1
(=4 )+ [v=3)+ (-3 M
Dar :
1)2 1\ { 3\
x4 = —_ = z——|>0. 2
(e (= 2)*[+=3) @

Relatia (2) are loc fiind vorba despre o sumi de pétrate.
Relatia (1) si (2) trebuie si aibd loc simultan, ceea ce este posibil
x:iumai in cazul cind are loc egalitatea (antisimetria relatiei de inegalitate).

1 2 1 2 ( 3)2
x —_ Yy—— z2——|=0.
( +2)+(“’ z)+\ 2)
Solutia este : .7:=—l; y=l; z=-3—.

2 2 2

VII.LA.92. Prin calcul direct se obtin inegalititi echivalente sau se efec-
tueazid majorari (minoriri) convenabile ale fractiilor. De exemplu :

1 +2n < 1 +2n < 2n—1+ 2n=2n—1.(1 + 2)_(3\)11—1
143" 3 3n 313 3
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VIL.A.93. Membrul sting al inegalitatii se mai poate scrie succesiv ;

2 2)2 29,2 2 2
(x +.)3/) +;:y l_l_( J<1+(-i]<.2.
@+ ) x4 y? 2)
1
Am utilizat faptul ca —,_T_—; < — oricare ar fi x, y€R, cu x sau y

nenul, inegalitate care se verificd imediat.
VILA.94. Avem evident
1 1 1 1 1 1 1 1

_—> s TED T ey T D e > .
V1~ Vo999’ V2~ |9999 V9999 = V9998 9999 ~ }9 999
Adunind membru cu membru aceste inegalitati obtinem :
1,1, 1 1
1 4+ >
1yt V9 999 V9999 Vo 999+ +V9 999
de 9999 ori
9 999 —————9999 > 99,99:
Vo999
VILA.95. Au loc evident, inegalitifile
L N S SR O U
p+1 2p p+2 2p "2p 2p’

oricare ar fi p> 1. Adunind membru cu membru aceste inegalitdti,
obtinem

1

—_— >._ —_.—_

pll+p'2+ A5 ,p+2p+ +,,p "2
de p ori

2
VII.A.96. a) Studiem semnul expresiei —I-—l- =3:__+1 Aplicind defi-
x x

nitia modului deducem ca

:c+—

= :c-I— , pentru x> 0 si
x

v

: i

=—x— —l-pentru x < 0. In fiecare caz inegalitatea se verificd imediat:
x

b) Expresia se scrie- echivalent :
41 1 a:+l,]Ll 2—1 2+1
x x
unde am {inut cont de a).

i
3’
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VII.A.97. b) Observam ci pentru x=y=2z=0, 2%tV L 2v+z
+ 2°7% =3 dacid 2%tv | 2u+: |- 22+F > 3 rezultd cd, cel putin unul
dintre numerele x, y, 2, este nenul. Fiex =1, y =20, z=0, atunci : 2!
+2042!=5>4 sam.d.

VII.LA.98. b) x>+ y2=22 implicd x? <2? §i y2< 2% Deoarece X, y, z
sint pozitive rezultd = <z si y <z x <z implicd faptul cid existi a,
0 < a; <1 astfel incit x = a,-2. Analog existd a;, 0 <a., <1 astfel incit
y=ay-z. Rezulti deci cd xy=a,-02-25. Punem @ ;-a»=a si obfinem
ceea ce irebuia demonstrat.

VILLA.99. In m, n si p, inegalitatea se scrie echivalent :

> 3, sau (l—{—ﬂ)-}- (_p__|_ﬁ) - (l—i-—g > 6,

m n m p p  m:

ceea ce este adevarat tinind cont ca fiecare parantezid este mai mare
sau cel pufin egala cu 2.

nt+p m-+p, man
2m ' 2n 2p

VIL.A.100. Amplificim a doua fractie cu a, a treia fraclie cu ab si tinem
cont de ipoteza abc =1. Obtinem :

( @ @ ) _ (a—l—ab—%— 1)" -
ab+e+1 1-tabta ' a+1-+ab ab+a-+1 )
oricare ar fi n €N.

VILA.101.

1 1~ 1 1 2
+...+(—=-—-—_~)=1v——-, deci: gg=1— == == .
n JnEt1 Vrn+1 ¢ ye+1 3

1 1 '

Cum 7=> —==—, oricare ar fi n € N*, rezulti c a,‘>l—-—!—-

Vn VnTl V1_l

2. Trebuie deci determinate n €N, n < 15 astfel incit Vn+1€Q.
Fie pEN, p= n+1, adici n = p2— 1. Obtinem : n € {0, 3, 8, 15).

VIL.A.102. La numarator sint 1 985 termeni 1 sau — 1 dupi cum puterea
este pard sau impard. Acesti termeni se reduc doi cite doi cu exceptia

ultimului (— 1)#% = —1. Observim ci 1985 este impar, oricare ar fi
nEN si, deci, la numitor ob{inem 1 985-(— 1). Rezultatul final este
1
1985
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VILA.103. Tinem cont de faptul ci (—1)%=1 si (— )%+ = _ 1, ori-
care ar fi k€ N si scriem convenabil : '

o (=510 4 (—154-200+... 4 (—197541980) — 1985 _
(— 1)%k+6 -

_ 5-108—1985
— (— 1)2@*+D -

— 995.

VILA.104. 1.
h(1)+h(2) + ...+ h(100) = (2-14 1)+ 22+ 1) +...+
+ 421004 1)=(214224...42-100)+
+0+1+... 4+ 1)=20+24.. 4 100)+ 100 =10 000 + 100 =

1

de 100 ori
==10 200.
2 h(n) < 2 este echivalentd cu 2n 1 <2sau?2n+t+1 <2n486,

) f(n) n+3
evident.
VII.A.105. a)
E=10°—10%10 —1) — 10710 — 1) — ... —10(10 — 1) — 1 =
=(109—109%) + (108 — 108 + (10’ — 107) 4 ... — 1024 (10 — 1) = 9.
b) Procedind ca mai sus avem
F=m+1y*—m@m4+1)"1n4+1—1)—...—n4+D)(nt+1—1)—1=
=+ —@+ DT+ Dt — D) —. . —
(=i, —(nm+1)—1=n.

VII.A.106. Putem presupune ci in prima cutie punem o bild, in a doua
cutie doui bile, s.am.d, in a n-a cutie n bile. In cele » cutii vom avea :

2
142434, fo="trtD 7 ;"”, mai pufin, deci o bili din

2
n2+n+t2
2

cele . Aceast} bild o'putem pune in cutia cu n bile.--

) _
S3 observim ci = +; 2 = n(n;l_— 1>
deducem ci nu se satisfac conditiile problemei.

1, deci notind ci mai sus

VIL.A.107. Avem, de exemplu, 2xr=10—3y (1). 10 —3y €N implici
10 — 3y > 0 sau 3y < 10, de unde rezulti y € {0, 1, 2, 3}. Din (1) rezulti
perechile (0, 5) si (2, 2).
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VII.A.108. Ecuatia se scrie echivalent

43 2 —5 —%—5

ent = —aY — sau xr =

(y+3) y P
1 1

sau x=—24+——-_______ E€7Z,
y+3 y+3

implica situatile (—3; —4), (—1; —2).

VII.A.109. Pentru x si y nenuli, ecuatiile se scriu echivalent
8
y—4

Obtinem solutiile : (—6; 1), (6; 2), (3; 4).

r=2-+ s.a.m.d.

VII.A.110. Avem
1-2-3-...-:14:15

9%.3v.52
_ 1-2'3(22)-5'(2'3)-7-23-31(2-5)~11~(22~3)~13«(2-7)«3'5=
- 9%.3V.52
_ 21.36.53.72.11.13
- 9%.3v.52 ’
11.36.53.72.11-
deci ecuatia M=72-11-13 (=27007). de unde rezultd

2%.3v.52

deciz=11;y=6;2=3.

VII.A.111. Ecuatia este echivalenti cu urmaitoarea

@—2z+D)+ -2+ 1)+ (2—22+ 1)+ @ —2u+1)=0.
sau: (x— 124 (@@ —1)24(@—1)2+ (u—1)2=0; care are ‘solutiile

r=y=z=u=1.

VIL.A.112. Avem x =[x] + {z}, unde prin {x} am notat partea fractio-
nard a numirului x. Ecuatia se scrie echivalent [z] —1=2:{x} sau

(z} = L”lzr—l-o < {x} <1 implici 1 < [z' <3 deci [x] =1 i [z] =2.
Rezulta pentru {x}, respectiv valorile 0 ; % Din = = [x] 4 {x} se obtin

solutiile '1 ¢ —2— ale_ecuatiei date.
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VIIL.A.113. Utilizdm relatia [x] + [:c+%]= [2x]. Obtinem :

R e

+ [(r— %)-1*%] = (2] +[2x+§]= [4].

VILA.114. a) x=1.

b) (@4 1)x=2(a + 1). Pentru a=£—1 ecuatia are solufia unici
x =2, pentru a = — 1, orice x real este solutie a ecuatiei.

)
¢ le— 1|4 |22 —2|+|3z—3|=

—lz—1]|+2]z—1|+3lz—1|=6[z—1]

Rezultd x = 1.
VII.A.115. Pentru k numir natural par se obfine ecuafia cchivalentd
— 4y -} 3 =15 satisficutd deci pentru orice x intreg si pentru y =— 3.
Pentru k numir natural impar se obtine ecuatia —2x+ 3 =15
satisficutd pentru x=—=6 s§i pentru orice y intreg.

VIL.A.116. Din enunjul problemei rezulti ci 20%, din elevi nu au rezol-
vat primul subiect, iar 309, nu au rezolvat al doilea subiect. Deci 50%,
nu au rezolvat ambele subiecte, iar restul de 509, au rezolvat ambele
subiecte. Cum se stie c& 45 elevi au rezolvat ambele subiecte, rezulti ca,
in total au fost 90 de concurenti.

Altfel : fie x numirul total de concurenti. Rezultd ecuafia :

—go—a:—'[— -ﬁ-:—45=z cu solutia x =90.

100 100






REZOLVARILE SI REZULTATELE PROBLEMELOR
PENTRU CLASA A VII-A
GEOMETRIE

VIL.G.1. Deoarece AM = NC, m(A) m(C) ==60°, AC=BC, A AMC=
= A CNB (L.U.L.). Rezulta ca %: PBC = < PCN.

Notim o = m(PBC).

P AN P P
Avem m(MPN) = m(BPC) = 180° — (m(FBC) + m(FCB)) =
= 180° — (a + 60° — o) = 120"
Deci m(MPN) = 120° = constant. (Vezi_fig. VIL G 1.y

4

5 ‘ C
Fig. VILG.1. !
VILG.2. a) (Vezi fig. VILG.2) Notim m(B/A\A’)—u. In triunghiul
P '
dreptunghic AHD, m(AHD)= 90°—a Dar <t AHD = %: A'HC, fiind

opuse la virf. Rezulti ci m(A’PIC)+a—90° deci m(AA’C)——90°, deci
AA’ este inil{ime. Cum AA’ este §i bisectoare, rezultd ci triunghiul
ABC este isoscel, avind AB = AC.
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b) Din a) rezultd cd dreptele AH si BC sint perpendiculare. Din
ipotezd, CH si AB sint perpendiculare. Rezultd cid H este ortocentrul
triunghiului ABC, deci BH si AC sint perpendiculare.

A

B A A

Fig. VII.G.2.

VIL.G.3. (Vezi fig. VII.G/.&). DreapBa\ AA’ este axa de simetrie a tri-

unghiului ABC, deci m(BAD)=m(B;\4C)=z. Dreapta AC este axa de
N

simetrie a figurii ADCD’, deci m(CD’A) = m(CDA4) = 90°.

A

il 4L

B L DJ L (~

AI

Fig. VII.G.3.
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Dreapta CD este ax3 de simetrie a. triunghiului ACA’, deci
m(Cﬁ'\A) = x. Rezultd ca in triunghiul AA’D’ avem relatia: 2z 4 x = 90°.
7 :

deci x= -9—30— = 30°.

c.. D

' B
A
Fig. VILG 4.

VII.G4. Fie A unghiul drept al triunghiului ABC §i D proiectia lui.
A pe ipotenuzd. Fie M mijlocul segmentului BC. (Vezi fig. VIL.G.4.).
Triunghiul MAB este isoscel. (Teorema medianei in triunghiul.

dreptunghic). Rezulta ci : m(M/EB)= 15°,
Py
Deci m(DMA) = 30°. (Teorema unghiului exterior). Rezulti ci, in

triunghiul dreptunghic DAM, AD = f%w— Dar AM = %C- . Rezultd ca

ap=21 .BC.
4

VIL.G.5. (Vezi fig. VIL.G.5.). Unghiul AED este un unghi exterior al
triunghiului AEC.

P A
Rezultd cd m(AED) = 45°+ 15° = 60°. Rezulti cd m(DAE)= 30°.
Deci, In triunghiul dreptunghic ADE, avem : DE =-;— -AE. 1y

Deoarece in triunghiul ABC, AO este media\na ,coresglinziware
ipotenuzei, triunghiul AOC este isoscel. Deci m(OAC) = m(OCA) = 15°..
Unghiul EOA esﬁg unghi exterior triunghiului AOC.
Rezulti ci : m(EOA) = 30°. ' .
P A Py
Deci m(EAO) = m(EAC) — m(OAC) = 45° — 15° = 30°. Rezulti c&
triunghiul AEO este isoscel, deci AE = OE. 2y

Din (1) i (2) rezults : DE=%~OE;

505

Fig. VILG.5.
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VILG.6. Fie 2a—m(CAB), 28 — m(ABC). (Vezi fig. VILG.6). Avem
0_ o
g G

Unghiul KOB este unghi exterior triunghiului AOB. Rezulti ci

m(KOB) = 60°. Deci unghiurile ECK si EOK sint suplementare. Deci
51 unghiurile OEC, OKC sint suplementare.

Fig. VIL.G.6.

Fie F, respectiv G proiectiile lui O pe AC, respectiv BC. In ipote-
:zele problemei sint posibile urmaétoarele trei situatii :

I. Daca ;1\ > (/3\, atunci a > 8 si F este intre A si E, iar G intre
K si C.

II. Dacd < A= <( C, atunci triunghiul ABC este echilateral si afir-
'matia de demon/s\trat Aeste evidenta.

III. Dacd A <C, atunci a <f si F este intre E si C, iar G intre
.B si K. Acest caz se trateazid analog cu I.

I. Deoarece O este punctul de intersecfie a douid bisectoare ale
‘triunghiului ABC, dreapta OC este bisectoarea unghiului C in triunghiul
.ABC, deci OF = OG. (1)

Dar <X OEF = < OKG, avind acelasi suplement. (2)
Din (1) si (2) rezultd ci A EOF = A KOG (C.U.).
Rezultd ci OE = OK.

*VILG.7. Pentru ci M este interior triunghiului ABC, rezulti ci semi-
-dreapta AM este interioard unghiului BAC.
In triunghiurile BAM si DAM, avem : AM =MA ; AB= AD iar
P N -
BAM < DAM. Conform teoremei articulatiei, rezulti ci MB < MD.
«{Vezi fig. VILG.7.).
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A 8

Fig. VILG.T. o

VIL.G.8. Fie 4, B, C, D virfurile trapezului §i O intersectia diagona-
lelor AC si BD. (Vezi fig. VILG.8.).

Fig. VILGS.

Vom arita ci, oricare ar fi O’ in interiorul frapézului, O =£0,
avem : OA+ OB+ 0OC+0OD<0O A4+ OB+ 0C+ O'D.

Fie O’ un punct fixat in interiorul trapezului ABCD.
In triunghiul AO’C, avem: AC <0O'A 4 O°C. 1)
In triunghiul BO'D, avem : BD <O'B+ O'D.. (2)

Insumind relatiile (1) si (2) rezulti: AC+4BD <O'A-} OB+
4 o0'c+ o'D.

Adica : OA+OB+0C+0D<O0OA+ OB+ 0C+O'D. 3)

Cum O’ a fost arbitrar fixat: in interiorul trapezului, rezulta .ci
relatia (3) este valabili pentru orice punct O’ din interiorul trapezului,

Deci suma distantelor de la un punct din interiorul trapezului la virfuri
este minima- cind punctul se afli la intersectia diagonalelor.
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VII.G.9. a) Avem:

E(a, b, ¢) =4a??— (a2 b2 — )2 =

= (2ab — a2 — b2+ c?) (2ab+ a2+ b2 —c) =
=[—(e—b7-[a+ b —c=
=(c—a+Ddbct+ae—b@a+b—c)(a+b+o).

Notind 2p =a -+ b -+ ¢, rezulta

E(e, b, ¢) = (2p — 2a) (2p — 2b) (2p — 2¢)-2p =
=16p(p —a) (p — b) (p — ).

Deoarece fiecare factor este strict pozitiv, rezultd cid E(a, b. ¢) > 0.
pentru orice numere a, b, c¢ reprezentind lungimile laturilor unui
triunghi.

b) Intrucit a, b, ¢ sint arbitrare, este suficient si aratam ca
Va< Vb2 Ve (Analog se arata ca Vb < la+ Jc; Ve <Va-+ib).
Avem a <b-c. Cu atit mai mult a <b-+c-+ 2be, (2/bc> 0).
Rezultd ci a < (/b4 Vo), deci Ve <)o+ Ve
Deci V?z, VE, V? pot fi lungimile laturilor unui triunghi.
VIL.G.10. Avem a2+ b2+ ¢2=ab -} ac+ be.

Inmultind ambii membri ai egalititii cu 2 si,-trecind totul in mem-
brul intii, ob{inem :

2a? 4 2b2 4 2¢2 — 2ab — 2ac — 2bc = 0.
Grupind termenii convenabil, avem

(a? 4 b2 — 2ab) 4 (a4 ¢ — 2ac) + (b2 + c? — 2bc) = 0.
Adica: (@a—b)2+4(@a—c)2+ (b—c)2=0.

O sumi de numere pozitive este nuld daci §i numai daca fiecare
termen al sumei este nul.

a—b=0
Rezulti ci: { a—c=0
b—c=0

Adicd a =>b==c. Deci triunghiul ABC este echilateral.

VILG.11. a) Orice doud puncte distincte determind o dreapti. Fie Ajp.
A, ..., Ay cele 101 puncte cu proprietatea cd oricare 3 sint necoliniare.
Multimile : {4y, A3}, {A1, A3}, {4y, 44},...,{4y, Ay} determind 100
drepte. La fel multimile: {4,, A}, {42 A3},..., {4y, Ajp} s.amd.
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In total, 100-101 drepte. Dar dreptele determinate de perechile de
puncte (A:, Aj) si (Ai, Aj), pentru orice i=s£j, coincid. Deci numirul
de drepte distincte determinate de 101 puncte, oricare trei necoliniare,

este %LOL:: 5 050.

b) Daca punctele A;, Ay, ..., Ajp sint coliniare, atunci ele deter-
mind o singurd dreapti. Numirul minim cerut se obtine in situatia in
care unul singur din- aceste puncte nu este coliniar cu celelalte. Fie
acesta 4;. (In caz contrar, putem schimba numerotarea punctelor). Notim
d dreapia determinatd de punctele coliniare Ay, 4j,..., Ajq.

Multimile {4, A}, {4, A3}, ..., {41,415t} determind 100 drepte.
Impreuna cu d, vor fi 101 drepte.

VIIG.12. Unim toate punctele doui cite doud si obtfinem 101-50 drepte,
eventual nu toate diferite. Fie d o altd dreaptd care nu este paralelad
cu nici una dintre acestea. (Existd o astfel de dreaptd). Fie d” L d. Cele
101 puncte din interiorul patratului se proiecteazid pe d’ in 101 puncte
distincte. (Dacd doud puncte ar avea aceeasi proiectie, atunci dreapta
determinatid de ele este perpendiculard pe d’, deci paraleld cu d, cecea
ce este in contradictie cu constructia lui d). Din cele 101 puncte-pro-
iectie, alegem pe cel din mijloc §i dreapta cautatid este dreapta perpen-
diculard pe d’ care trece prin punctul ales.

~
VII.G.13. Deoarece m(;l\) =1 l(ch) rezultd ca m(Ea) = 60°.

A
Deci m(BOC) == 60°. (6))
Dar OC =OB =7 (2)

Din (1) si (2) rezulti ci triunghiul BOC este echilateral.
Deci =10 cm. (Vezi fig. VIL.G.13.).

Fig. VILG.I3.

VILG.14. Avem: A AOM= A BOM=4BCM (CC). Rezults ci
¥ AMO= < OMB= < BMC. Deci: m(AMC)=3m(BMC). (Vezi fig.
VILG.14.).
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A7
Fig. VI1.G.14.
VIL.G.15. Fie A, B, C, D virfurile unui patrulater inscriptibil si @, N
proiectiile lui A si C pe BD ; M, P proiectiile lui D §i B pe AC. Pentru

prescurtare, notim : <{ DAM = <X1; << DBC= < 2; <L NPM =< 3;
<CMQN = <[4.

Deoarece patrulaterul ABCD este inscriptibil, rezultid: ¢ 1= <(2. (1)
Deoarece patrulaterul AMQD este inscriptibil, rezultid: <1 = <(4.(2)
Deoarece patrulaterul NBCP este inscriptibil, rezulti: <t 2 =< 3. (3)
Din (1), (2) si (3) rezultd ci <X 3= <X 4.

Deci patrulaterul MNPQ este inscriptibil.

Fig. VI1.G.15.
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VIL.G.16. Fie M, N, P, Q proieciiile lui O pe laturile 4B, BC, CD, res—
pectiv AD ale patrulaterului ABCD. (Vezi fig. VIL.G.16.).
In patrulaterele inscriptibile AMOQ si QOPD, avem :

<X OQM = <L OAM
<X OQP= < ODP (1)
In patrulaterele inscriptibile BMON si NOPC avem :
<X ONM = < OBM
<X ONP= < OCP 2y

Fig. VIL.G.16.

Tinind cont de relatiile (1), (2) si de faptul c3 dreptele AC si BD
sint perpendiculare, rezulti :

P P

m(MQP) + m(MNP) =

AN P AN Py
= m(OQM) 4 m(OQP) + m(ONM) + m(ONP) =

P A A P
= m(OAM) + m(ODP) + m(OBM) 4 m(OCP) =
— m(GAM) 4 m(OBM) + m(CDP) 4+ m(OCP) =
= 90° 4 90° = 180°.
Deci MNPQ este inscriptibil.

VII.G.17. (Vezi fig. VILG.17.). Deoarece OM L AC, ON 1 AB, rezultd
cd MN este linie mijlocie in triunghiul ABC.

Deci MN || BC. Rezulti cd <X ANM = < ABC. (1
Patrulaterul BCPQ fiind inscris in cerc rezultd ci:

< QPM = <X QCB. 2y
Unghiurile QNA si BNC sint opuse la virf, deci :

<X QNA= < BNC. 3)
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‘Fig. VIL.G.17.

Din (1), (2) si (3), tinind cont cd suma masuuloE\ unghlunlor tri-
-unghlulul NBC este 180°% rezulti ci m(QNM)-I—m(QPM) m(BNC)+
+ m(NBC) -+ m(BCN) =180° deci MNQP este inscriptibil.

VII.G.18. Fie E pe diagonala AC. (Vezi fig. VIL.G.18.). Deoarece ABCD

este romb, AC este bisectoarea ¥ BAD. Deci A AQE= A AME (1.U.).
Rezultd ci triunghiul MAQ este isoscel, deci MQ L AC. 1

/;Mf %t\
B\~ <\/ P ’
N (X

Fig. VIL.G.18.
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Analog, aritim cd A CNE= A CPE (1.U.); deci triunghiul NCP
este isoscel ; deci CA este indl{imea acestui triunghi ; deci NP 1 AC. (2)

Din (1) si (2) rezulti MQ||NP, deci MNPQ*esi:e trapez. Se arata
usor c& A BNM= A DPQ (L.U.L.). Rezultd cd MN = QP, deci trapezul
MNPQ este isoscel si, in concluzie, inscriptibil.

VILG.19. a) Deoarece AC=BD rezulty ci CD || AB. Deci ABDC este
trapez si fiind inscris in cerc, este isoscel. (Vezi fig. VII.G.19.).

N\ — N AN P
b) Avem AC=CD=BD. Rezultdi ci m(4AO0C)=m(COD)=
2 180°
= m(DOB) = 3 = 60°

In triunghiul AOC avem AO = OC = r, m(AOC) = 60° Rezulti ci
triunghiul AOC este echilateral. Analog, triunghiurile COD si BOD sint
echilaterale. Deci patrulaterul COBD este romb. Rezulti ci diagonalele

lui sint perpendiculare, deci m(PNO) = 90°. 160
N

Fig. VIL.G.19.

La fel, patrulaterul AODC este romb, deci AD L OC. Rezultd ci
Py
m(PMO) = 90°. Din (1) si (2) rezulta ci patrulaterul MONP este inscrip-
tibil.
VIL.G.20. Metoda 1
P

Patrulaterul ABPC este’ fhscris in cerc. Rezulti ci m(CAB)+

AN
-+ m(CPB) == 180°. 1)

Deoarece M este mijlocul segmentelor BC §i PT, patrulaterul BPCT
este paralelogram. e

Deci <X BPC= < BTC.

Dar, < BTC= <X HTG, fiind unghiuri opuse la virf. Rezultd ci
<X BPC= < HTG. 2)

P s o .

Din (1) si (2) rezults ci m(HAG)-+ m(HTG)= 180°. Deci AHTG

este inscriptibil. (Vezi fig. VII.G.20.)
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METODA 2

Fie I intersectia dreptei HC cu cercul. Avem :

BP) + m{PC

N

m(BAC) = m'(—)_;mﬂ . (3)
Deoarece MP = MT, BM = MC, BPCT este paralelogram. (4)
Din (4) rezultd cad BPCI este trapez si, fiind inscriptibil, este trapez

isoscel. Deci <¢ PCI= <t BIC. (5)

=
>

<7

Fig. VIL.G.20.

Dar m(BIC) = ™BP) + m(PC) (6

Din’(3), (4), (5) si (6) rezultd ca <X BTI = < PCI = < BIC = <L BAC,
deci ¢ BTH= <[ HAG, adici patrulaterul AHTG este inscriptibil.

VII.G.21. a) (Vezi fig. VIL.G.21.) Avem: X ABC= <X FDE, fiind un-
ghiuri opuse in paralelogramul ABCD ; ’ (1)

<X EIF = < AIC, fiind unghiuri opuse la virf. (2)

Patrulaterul AICB este inscris in cerc, deci unghiurile AIC si ABC
sint suplementare. (3)

Din (1), (2) si (3) rezults ca m(FDE) 4 m(BIF) — 180°, deci patrula-
terul IEDF este inscriptibil.

b) Deoarece IEDF este inscriptibil, rezultid ci <t CFE= < CDB. (4)

Cum AB||CD, rezulti ca <X CDB= X ABD (alterne interne). (5)

—

Dar m(A?D) = @ = m(XEI). (6)
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Din (4), (5) si (6) rezultd cad ¢ ACI= <X CFE, deci dreptele EF si
AC sint paralele.

Fig. VILG.21.

VIL.G.22. Fie ABCD un trapez, M mijlocul bazei mari BC, E, respectiv F
proiectiile lui M pe dreptele AB i CD (Vezi fig. VIL.G.22.).

A" O

3 F

Fig. VI1L.G.22.
Trapezul ABCD este inscriptibil (=) ABCD este trapez isoscel (=)
(=) < EBM = L FCM (=) A BME= A CMF (=) EM = MF.
Rationamentul este analog daci’ M apartine bazei mici a tra-
pezului. N
VIL.G.23. Triunghiul ABC este isoscel (=)' ABC=%ACB (=)
N
=) AC=AB.
N N —N ~\
P AB m(C!
Dar, m(APg) = T49) | —-m(gQ), m(ANB) = _——m‘2 L+ mED,

Deci AC=AB (=) ¥ APQ= X ANB (=) patrulaterul NMPQ
este inscriptibil (=) existi un punct O egal departat de punctele N, M,
P, Q, (=) mediatoarele oriciror trei laturi ale patrulaterului MNPQ sint
concurente.
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y2)

Fig. VILG.23.

VIL.G.24. Fie ABC un triunghi, D, E proiectiile lui B, respectiv C pe
dreptele AC, AB; fie M mijlocul segmentului ED. Fie A’ punctul de
intersectie a mediatoarei segmentului ED cu BC. (Vezi fig. VI1.G.24.).

A

Yol A’

Fig. VILG.24.

P P . N
Deoarece m(BEC) = m(BDC) = 90°, patrulaterul .DEBC este insecrip-
tibil, iar mediatoarea coardei DE contine un diametru al cercului cir-

cumscris lui DEBC.
Cum BC este alt diametru, rezultd ci A’ este centrul cercului, deci

A'B=A'C.
VII.G.25. Conform problemei anterioare, F este mijlocul segmentului
BCsi B, C, D E sint conciclice pe cercul de centru F. (Vezi fig. VIL.G.25.).
m(DE) m(EFD)
2 2
N\ Py s
Avem : m(4) = 60° (=) m(ABD) = 30° = m(DCE) (=) -
=) 'm(D/fE) =2-30°=60° (=) Triunghiul isoscel DEF este echilateral

Deci, m(DCE)
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Fig. VIL.G.25.

VIL.G.26. (Vezi fig. VII.G.26.). Deoarece patrulaterele BMUHP, BMNA si
PHNA sint inscriptibile rezulti ci

< HPM= < HBM= < NAH= NPH. Deci
<XHPN = <{ HPM, adici PH este bisectoare in triunghiul MNP. (1)

Analog, <{ HNP= < HAP= < HCM = < HNM, deci NH este
bisectoare in triunghiul MNP. (2

Din (1) si (2) rezulti ci H este centrul cercului inscris in triun-
ghiul MNP,

A

B M ¢

Fig. VILG.26.

165



VII.G.27. CAZUL I. Punctele C si D sint situate pe semidreptele AO,
respectiv BO in exteriorul segmentelor AO si BO.

METODA 1 '
Fie Oj, O, centrele cercurilor de diametri OA, respectiv OB. Fie

M mijlocul segmentului CD: Fie I intersectia dreptei OB cu AB.
Deoarece ABCD este inscris in cerc, C ACD= < ABD. 1)
Apoi, LMOD= <(IOB (unghiuri opuse la virf). (2)
Deoarece OM este mediand in triunghiul dreptunghic COD,

rezultd ¢ <CMOD= < MDO. PR Y 3)
Din (1), (2), (3) rezultd ci : m(IOB) 4+ m(OBI) = 90°.
Deci I € C(O,, 0,4B). Y Y (4)
Analog rezultd ci m{IOA) 4+ m(OAI) = 90°. Deci I € C(Oy. 0,4). (5)

Din (4) si (5) rezulti ca I€ C(O;, O;4) NC(Os, OsB). (Vezi fig.
VILG.27).
8

Fig. VILG.27.
METODA 2

Fie OI dreapta de intersectie a cercurilor de centre Oy, O,. Ardtim
cd OI este mediand in triunghiul COD. Fie M intersectia dreptelor OI
si CD. Dreapta AC este tangentid.in O la C(O,, O,B).

Deci: XIBO= XIOA= <X MOC. (6)
Din (1), (6) rezultd ¢& <LMCO= < MOC, deci CM = MO. Q)]
Analog se arati ¢ <{ MDO= < MOD, deci DM = MO. (8)

Din (7) si (8) rezultd ¢ CM = MD, deci OM este mediand in tri-
unghiul COD. 5
CAZUL II

Punctele C si D sint interioare segmentelor AO, respectiv BO- Ra-
tionamentul este analog cazului I.
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VILG.28. Fie M€ AB. Avem MC> MA, MC > MB. Construim P pe
MC astfel incit PC = MA. (Vezi fig. VILG.28.).

Fig. VILG.28. .
N
Avem BC = AB ; m(MAB) = m(BCM) = '—“(‘;—M)

Rezultd cd A BCP= A BAM (LU.L.).

s Py

De aici obtinem c¢¥ BP= BM si m(MBP) = m(ABC) = 60°.

Rezultd cd triunghiul MBP este echilateral.

Deci MB = MP.

Dar MC = MP - PC.

Deci MC = MB + MA. .

Analog procedim daca M se gaseste pe arcul mic AC, sau pe arcul
mic BC. o

VILG.29. a) Avem m(AEB)=90°, m(AFB)=90°, deci patrulaterul
ABFE este inscriptibil. Rezulti ci <t FEB= < FAB. (1)

Fig. VIL.G.29.a.



Dar <t FAB= < FCA (avind acelasi complement). 2)

Din (1) si (2) rezulti cd < FEB= < FCD, deci patrulaterul CDEF
este inscriptibil. (Vezi fig. VII.G.29 a.).

b) Deoarece D apartine segmentului AC, rezultd cd punctele A si
F s/i&t separate de catre dreapta BD. Cum AE 1 BD, rezulla ci
m(AEF) > 90°.

In triunghiul obtuzunghic AEF avem AF > AE, AF > EF. 3)

Daca triunghiul AEF este isoscel, din (3) rezultd AE = EF. De aici
<XEAF= < EFA. Dar ABFE este inscriptibil, deci <XEAF= <{ FBD,
<X EFA= < DBA. Rezulti ci << FBD= < DBA, deci BD este bisec-
toarea unghiului B /a\l triunghiului ABC.

c¢) Notam m(EFA) = d. (Vezi fig. VIL.G.29.b.). Deoarece ABFE este
trapez isoscel, rezultid ci X EFA= X FAB=< ABE. Deoarece BD este
bisectoarea ABF avem si X ABE = < EBF. Aplicind teorema despre suma
masurilor unghiurilor in trlungmul dreptunghic ABF, obtmem 30 = 90°,

deci « —9:—= 30°. Rezulta ci m(ABC) = 2-30° = 60°, deci m(ACB) = 30°.

Q\
A ¥
Fig. VILG.29.b.

N
VII.G.30. a) Deoarece m(MQT) = m(M/.é}) = 90° patrulaterul TQMS este
inscriptibil. Rezultd ca
X TQS=<L TMS, <X QMT =< QST. (1)
Dar MT este bisectoarea unghiului QMS, deci < QMT = X TMS (2).
Din (1) si (2) rezultd cd X TQS = X QST, deci triunghiul TQS este
isoscel. (3)
Observatie. (Obtinem acelasi lucru observind ¢ T, fiind sifuat pe
bisectoarea unghiului BMC, este egal depirtat de laturile MB, MC. Deci
TQ =TS.)

Pe de alti parte, m(BMC) =120°. Rezulti ci m(TQS) m(SMT)

120°
=220 —60° (4
p @

Din (3) si (4) rezulti cd triunghiul TQS este echilateral.
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b) METODA 1

Bisectoarea unghiului BMC trece printr-un punct situat la mijlo-
—

cul arcului mare BC. Deoarece AB= AC, punctul A apartfine acestei
bisectoare, deci punctele M, T, A, sint cohmare

Fig. VI1.G.30.
METODA 2
N 120° o~
Avem m(TMC)= = 60° = m(ABC). (5p
Py A
Dar ABMC fiind inscriptibil, m(ABC) = m(AMC). (6)

Din (5) si (6) rezulti cd <C TMC =< AMC, deci T apariine dreptet.
AM, deci punctele M, T, A, sint coliniare.
VII.G.31. a) Fie O si O’ centrele cercurilor circumscrise triunghigiilor
. . . e PR m(BD)
ABD si respectiv ACD. (Vezi fig. VILG.31.). Avem : m(DAB) = ——2——=

<Dy A
_"P_(@ = m(DCM).
Dar, in tnunghlul BI/W\C m(DBM) + m(DCM) + m(BMC) = 180°.
Dﬁe m(DAB) ~+ m(DAC) + m(BMC) =180° adici m(BAC) +
+ m(BMC) = 180°, deci patrulaterul ABMC este inscriptibil.

b) Daci punctele 4, D, M sint coliniare, atunci ADM este diagonala.
a patrulaterului inscriptibil ABMC. Rezulti ci

< CAD= < DBM. ay

Y -~
= m(DBM) ; m(DAC) =

Dar
< DBM = < BAD. (2
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Din (1) si {2) rezulta ca <{BAD= < CAD, deci AD este bisec-
toarea unghiului BAC.

Py AN
Reciproc, dacad AD este bisectoare, atunci BAD = CAD. (3)

M

Fig. VILG.31.

Dar ABMC fiind inscriptibil, avem
<X CAM= <X CBM, < CBM= < BAD. )

Din (3) si (4) rezults cd CAD=CAM, deci punctele 4, D, M sint
. coliniare.

VII.G.32. METODA 1. a) Deoarece OD L DE, O.E 1L DE, rezultd ca

-O1D || O4E. Rezultd ca ¥ BO;D si ¥ CO.E sint suplementare, fiind un-

.ghiuri externe de aceeasi parte a secantei. Cum < BO;D si < EO.C
)

-sint unghiuri la centru, avem m(BD) + m(ITJE) = 180°. 1

Fig. VILG.32. ~
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Dar m(BzT)) =£(§_Lﬁ , m(E/A?J) = ﬂ"(zic)_ . @

0 ¢
Din (1) $i (2) rezults ci m(BAD) + m(EAC) — % = 90°.
P o
Deci m(DAE) = 180° — 90° = 90°. Rezulti ci triunghiul DAE este
dreptunghic (in A).
b) Dreptele O,D si O,E sint paralele, fiind perpendiculare pe aceeasi
dreapta, deci <C DO;A si X EO,A sint suplementare, fiind unghiuri

interne de aceiasi parte a secantei. Rezulti ci m(Ar\D) —I-m(A/ET)= 180°.
Unghiurile DBA ,ﬁ ECA SEI_‘lE unghiuri inscrise in cerc. Deci m(D/l;l)—l—
m(AD) + m(EA) _ 180°
2 2 2

si ECA sint complementare, deci m(BTVI\C)'=90°. Deci triunghiul MDE
este dreptunghic (in M).

METODA 2

Deoarece O/D || O,E rezulia ci < BO,D=< AOE, fiind unghiuri

corespondente. Deci m(é-I\))=m(AE). Deci ¥ BAD=< ACE. Dar
X BAD si X ACE au pozitie, de unghiuri corespondente. Rezulti ci

+ m(ECA) = = 90°. Rezulti ci unghiurile DBA

AD || EC. 3)
Pe de alta pail':s, unghiurile /\BDA si AEC sint inscrise ir
semicercuri. Deci m(BDA) = 90°, m(AEC) = 90°. 4)

Din (3) si (4) rezulti cd patrulaterul AEMD este dreptunghi. Deci
triunghiurile DAFE si MDE sint dreptunghice in. A, respectiv M.

VII.G.33. Vom ardta ci unghiurile MAB si MNB sint suplementare.
Fie P punctul de tangentad al celor ‘doud cercuri. (Vezi fig. VIL.G.33.).
Avem

<X MNP= < NBP= < BNO.. 1)
De asemenea,.

@

Fig. VILG.33.
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Dar conform problemei 32, m(NPM) = 90°, deci unghiurile MNP
si NMP sint complementare. Din (1) si (2) va rezulta ca il\ unghiurile
MAB si BNO, sint complementare. Deci m(MAB)-+ m(MNB) = 90°+
-+ 90° =180°.

Rezultd ci patrulaterul AMNB este inscriptibil.

VII.G.34. Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC, 4’ piciorul
medianei AG, M intersectia dreptelor AA’ si B"C” (Vezi fig. VIL.G.34.).

Patrulaterul BCB”C” este inscriptibil, deci

<X BCC” = < BB"C” 1y
in triunghiul dreptunghic BGC, GA’ este mediani. Rezulti ca
<. GBA’= < A'GB. 2
Dar <X BGA'= <. AGB”, fiind unghiuri opuse la virf. 3y

Fig. VI1.G.34.

SRR’ o
Cum GBA’ 5i A’CG sint complementare, din (1), (2) si (3) rezult®

cid unghiurile MGB” si MB”G sint complementare, deci m(B@G) =90°.
Adica B"C” L AA'.

VII.G.35. Considerim problema rezolvati. Fie triunghiul A’B’C’ inscris:
in cercul de centru O ; M, N, P proiectiile punctelor 4’, B’, C’ respectiv
pe dreptele B'C’, C'A’, A'B’; A, B, C intersectiile dreptelor A’M, B'N,.
C’P cu cercul. (Vezi fig. VIL.G.35.). Deoarece patrulaterul A’NMB’ este
inscriptibil, rezultd e X NA'M =< NB'M, deci X C'A’A=<¥XC'B'B.
Cum ambele sint unghiuri inscrise in acelasi cerc, arcele subintinse sint

s AR TN
congruente. Deci AC'=BC’. Deci virful C’ al triunghiului se giseste

la mijlocul arcului AB.

Analog, B’ se giseste la mijlocul lui 4C, A’ la mijlocul lui BC.
Efectuarea constructiei.
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Fie cercul de centru O si A, 'B, C cele trei puncte date pe cerc.

N

Construim din O, perpendiculara pe segmentul AB. Ea intersecteazi AB
in mijloc. Notdm acest mijloc C’

Analog, construim B’, A’, mijloacele arcelor AC, respectiv BC.
“Triunghiul A’B’C’ este cel ciutat. D

C tﬁ'

VII.G.36. Fie P intersectia dreptelor AB si CD.
CAZUL 1

P interior cercului. (Vezi fig. VIL.G.36.a.)
a) In triunghiurile BDM si CAM, avem: BM =CM (ca tagente
duse din acelasi punct la cerc). (
N N — N
Deoarece : AB = CD, rezultd cd AB=CD, deci AC=BD. Rezulta
cid : BD= AC, 6]
si ca <C MBD= <X MCA (avind suplémente congruente). 3)

Fig. VIL.G.36.a.
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Din (1), (2), (3 rezulta, conform cazului L.UL. ci: A BDM=
= A CAM. Deci MD = MA

P
180° —
b) In triunghiul isoscel MBC, avem : m(MBC) = L—yﬂ =
o — 0
— w — 40°. Deci m(BC) = 80°.

P P P
Avem m(BPD)= 30°, m(BPC)=150°, pentru ci m(BPC) > 80°.

N —
Atunci m(BPC) — w Deci m(AD)=220°. Avem si
P ey
. o _ -
{BD) = m(ad) = 30 m(AZD) m(BSY _ g0
—~ N —
Deci m(AB) = m(4C) + m(BC) = 30° - 80° = 110°.

CAZUL II:

P exterior cercului. (Vezi fig. VII.G.36.b.)

a) Se demonstreazi analog ca A ABM= A DCM (L.U.L.). De aici
rezulta cda AM = MD.

P

Fig. VII.G.36.b.



. A N
b) In triunghiul MBC avem m(MBC)=40° deéci m(BC)= 80°..

Dar m(BPC) = 30°, iar' m(BPC) = w ‘

—~ -~ ~
Rezultd cd : m(AD) = 2m(BPC) 4 m(BC) = 60° 4 80° = 140°. Deci

360° — (m(BC) 4 m(AD)) - 360°—(80°4 1409 _
2 2

70°.

m(?B) = m(éB) =

VIL.G.37. Putem n_avea mai multe situatii, dupd cum D este pe 4B sau
o
pe BC, sau pe Ag.\ Rationamentul este; similar in toate aceste situatii-
N
Fie D€ AB, E € AC. (Vezi fig. VIL.G.37.a.).

Fig. VIL.G.37.a.

METODA 1 -/

Deoarece AD || BE, rezulti <X DAB=<{ ABE (alterne interne) (1)
N

Dar m(BCD) = @ — m(DAB). @

Din (1), (2) rezulti : <¢ ABE= < BCD. 3y

Dar < ABC = <t ACB (triunghiul ABC este isoscel). 4)

P —
Din (3) si (4) rezulti ci : <X EBC= < DCA, deci CE= AD.
Deoarece secantele AE si CD determind pe cerc arce congruente:
rezultd céd ele sint paralele.

METODA 2

Fie urmitoarea lemai : .
Daca intr-un patrulater doud unghiuri opuse sint congruente si
doud laturi opuse sint paralele, atunci acel patrulater este paralelogram.
(Demonstratia se bazeazid pe faptul cid doud drepte paralele determind
cu o secantd unghiuri interne de aceeasi parte a secantei suplementare.)
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Fie M intersectia dreptelor BE si CD. Deoarece ADBC este patru-

Jater inscris in cerc, rezulta :

deci AE||C

176

<X ADC= < ABC. (6)]
Deoarece ABCE este patrulater inscris in cerc, rezulta

<X AEB=<[ ACB. (6)
Dar triunghiul ABC este isoscel, deci

<X ABC= < ACB. U]
Din (5), (6) si (7) rezulta

<X ADC = <¢ AEB. (®)
Dar AD || BE. (O]
Din (8) si (9), aplicind lema, rezultd ci ADME este paralelogram,

D.
METODA 3
o) —~

Fie D€ AC, E€ BC. (Vezi fig. VIL.G.37.b.)

A
D

5wc
E

Fig. VII.G.37.b.
Deoarece BE || AD, rezults

~~ N
AB=DCE. (10
P_egarecfj: ABC= < ACB, rezulti
AB= ADC. (11
ol

Din (10) si (11) obtinem I’)FEEA’ITC; rezults ca AD=CE
Deci <L EAC= < ACD. Rezultd ci: AE || CD.

METODA 4 (Vezi fig. VILG.37.c.)

Deoarece. patrulaterul ABCD este inscriptibil, rezulti

< ADB= < ACB. Qs



Par X ABC= ¥ ACB (triunghiul ABC este isoscel). (13)

Avem < ADB= < DBE (alterne interne). (14)

Din (12), (13) si (14) rezulti ci <x DBE= <X ABC. Deci <t ABD=
= < CBE (diferente de unghiuri congruente). Rezulti ci ;1_5 EEE.

Fig. VILG.37.c.

VIL.G.38. Fie M intre A si mijlocul/ssgmentulgi\ AB. (Vezi fig. VI1.G.38.)
a) Din ipotezd rezultd cd m(OMD) = m(OAD) = 90°. Deci punctele

O, M, A, D sint conci&li\ce. Rezul;é\cé: <X OAM = < ODM. 1)
b) Deoarece m(OME) = m(OBE) = 90°, punctele O, B, E, M sint
conciclice. Rezultd ci : < OEM = <t OBM. (2)
Dar triunghiul OAB este isoscel, deci ¢ OBM = < OAM. 3) .
D
\J
Fig. VILG:38.
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Din (1), (2) si (3) rezultd cd ¢ OEM = < ODM, deci triunghiul OEb
este isoscel. Rezulta ca indltimea OM este si mediana, deci MD = ME.

Demonstratia este aceeasi dacd M este intre B i mijlocul segmen-
tului AB, figura obtinutad fiind simetricd fatd de dreapta OP.

VIL.G.39. Punctele E si F pot fi ambele interioare segmentului BC, sau
numai unul din ele, sau nici unul. Deci problema admite mai multe so-
lutii. (Vezi fig. VII.G.39.a, b, c.) Remarcdm insd ca solutii diferite obti-
nem in urmaitoarele doud situatii, (celelalte rezolvindu-se analog cu

acestea)
L
£
G H
V4
J

AN (d

A

Fig. VI1.G.39.a.

L Centrul dreptunghiului ABCD este interior triunghiului MEF.
(Fig. VIL.G.39.0, b.)

II. Centrul dreptunghiului ABCD este in exteriorul triunghiului
MEF (Fig. VII.G.39.c.).

CAZUL I:

In acest caz diagonalele dreptunghiului sint diagonale ale patrulate-
rului GHIJ. Vom arata cd : <t GHJ = <X GIJ.

Deoarece triunghiul MEF este isoscel, <t MEF = <{ MFE. Rezulti :

<X BEM = < CFM. 1

Deoarece ABCD este dreptunghi, <t DBC= < BCA. (2)

Din (1) si (2) rezults ci < CIF = <X BHE, deci < GHJ = < G1J, deci
punctele G, H, 1, J sint conciclice.
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CAZUL II

In acest caz, diagonalele dreptunghiului nu sint diagonale ale patru-
laterului cu virfurile G, H, I, J. Vom arita ci<t GIJ = <X MHJ.

Avem, in triunghiul isoscel MEF, ¢ MFE = <L MEF, deci si suple-
mentele lor CFI si BEG sint congruente. Apoi, <X ACB= <X DBC. Deci, in
triunghiurile HBE si ICF, avem <t HEB= <t CFI si <{ HBE= < FCI.

A \ B A B
£

H

G E
' G
M Y
M

J (V4
0 c Y, ~ q
FINY

F
Fig. VILG.39.b. Fig. VILG.39.c.

Rezulti ci < BHE= < CIF. Dar <{ MHJ ‘este opus la virf cu <{ BHE.
Rezultid ci : { MHJ = < CIF = <{ GlJ, deci punctele G, H, J, I sint
conciclice.

VII.G.40. Figurile VII.G.40.a si b ne sugereaza cé sint posibile mai multe
situatii ; de exemplu, A poate aparfine arcului mic BC sau arcului mare
BC. O privire mai atentd asupra problemei ne permite sd discernem ci
numai pozitia punctului E de intersectie a dreptelor AC si OD poate
modifica natura solufiei problemei.

CAZUL I:

Fie AC > AB. In‘acest cazidreapta OD intersecteazi segmentul AC.

a) Deoarece AD este bisectoarea unghiului BAC, rezulti ci m(E’?_C;) =
= 2.m(BD).

Avem : m(BOD) = m(BD), m(BAC) = "‘(’230)'= m(BD).
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Deci <X BOD = <X BAC. Rezuita ci patrulaterul AEOB este inscrip-
tibil, adicad A, B, O, E sint conciclice.

b) METODA 1

Se aratia usor ci dreapta OD este mediatoarea segmentului BC.
Cum E apar{ine dreptei OD, rezultd cd EC = EB.
Deci, triunghiul EBC este isoscel, deci ED este bisectoarea unghiu-

lui BEC. (1)
Unghiurile BEC si AEG sint opuse la virf. (2)
F este pe dreapta ED. 3)

6t A

v
N

Fig. VIL.G40.a.
Din ’(l)\, (2)_§i (3) rezultid ci dreapta EF esté bisectoarea <t AEG.
Objinem FG=FA, deci FG = FA, deci triunghiul AFG este isoscel.
METODA 2 :.

Deoarece punctele 4, B, O, E sint conciclice, <C ABE = <{ EOA. Dar
E apartlne dreptelor OF si BG, deci <t FOA= <X ABG. Rezultd cé:

m(AIf_'.) = —2— m(AG_). De aici rezultd cd AF = FG.

¢) METODA 1

Avem m(DCF) m(DBF) = 180°. Stim ci AF=GF, CD=BD.

Rezulti ci CG=AB. Deci AG || BC, adick AGCB este trapez. Fiind in-
scriptibil, trapezul este isoscel. e

METODA 2:

A CEG A BEA (conform cazului U.L.U). Rezulti ca GG = 4B,
deci CG= "AB. De aici obfinem ci GA || CB.
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METQDA 3

N -~

Avem m(FGD) = m(FAD) = 90°, FD = DF, FG = FA. Rezulti ca :

A FGD= A FAD (1.C.). De aici obtinem ci <{ GFD= <X AFD, deci FD

este bisectoare in triunghiul isoscel AFG. Rezulti cid. AG 1 'FD. Dar
FD 1 BC. In concluzie, AG.|| BC.

L

Fig. VIL.G.40.b.

CAZUL II:

Fie AC < AB. In acest caz, dreapta OD nu intérsecteazi segmen-
tul AC. Se obtine usor ca ¢) =) b) =) a) =) c) ; de.aceea vom demonstra
numai c) s

Conform ipotezei, dreapta OD este medlatoarea segmentulm BC.
De(:I BE EC $1 <X EBC= < ECB. Rezulta ci BGA= GAC deci BG-l-

+GA GA+AC de unde\obtmem BG=4C. In consecintd AG || BC,
deci AGCB este trapez isoscel?

CAZUL III
Daca AB = AC trfuggh'iull'ABC éste isoscel si punctele E, A, F, G
coincid. Concluziile a), b), ¢) /sé verifica §i In acest caz.

VILG.41. Triunghiul A;0A, este isoscel, deci ¥ OAjA;= ¥ 04,4,.
Dar <C{BAB=< OAle si < CAsCo= < OA,yA,, fiind unghiuri
opuse la virf.
Rezultid ci

< BAB; = < CAC,. )
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Triunghiul ABC este isoscel, deci: <{B;BA; = <t C,CA,.

Din (1) si (2) rezultd cid < C{B;By= < ByCyCy. Deci punctele By,
By, Cy, C, sint conciclice.

b) Dacid By, B,, Ci, C, sint virfurile unui trapez isoscel, rezulti ci
OBl = OC2 $i OBg = OCl. Deci, 31C1 = BzCz.

A

Fig. VIL.G4l.a

Folosind a), obfinem ci A ABCy= A AC,B, (U.L.U.). Rezulti ca
A AByO= A ACiO (L.L.L), deci < ByA0=<¢ C;AO, adica O apartine
bisectoarei unghiului BAC.

Fig. VI1.G.41.b
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Observafie : Existd mai multe figuri ce corespund ipotezei proble-
mei, generate de urmétoarele situatii : unghiul A al triunghiului ABC
este ascufit sau obtuz ; centrul cercului este interior sau exterior triun-
ghiului ABC. (Vezi fig. VILG41. a, b, c.) Demonstratia se face analog.

Fig. VILG.41.c

VILG.42. Notim m(BAC)= 34, m(ABC) = 38. (Vezi fig. VILG.42)
a) Rationdm prin reducere la absurd.
Presupunem cd PQRT este inscriptibil. Deoarece ¥ APQ este unghi

exterior triunghiului APB, rezultd c¥ m(@) = a4 B. In triunghiul ARB

m(Aﬁ) =180° — 2(a + ). Dar PQRT este inscriptibil, deci <X APQ=
= <LARB. Rezulti ci: a+ p=180°—2(a + B). Adici 3(c -+ B) = 180°,

Fig. VI1.G.42.
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deci m(BAC) + m(ABC) = 180°, ceea ce este in contradictie cu faptul ci
ABC este triunghi. Deci presupunerea ficutd este falsd. Rezultd ca PQRT
nu poate fi inscris in cerc.

/l\)) Deoarece MNR/T\ este inscriptibil, <t ATR= < ANM. 'Dar
m(ATR) =+ 28 ; m(ANB)= 180°—(2a—+ 36). Deci 25=180°—3a—

— 38 = 180° — 3(az 4 B) = m(ACB). Adicid <{ DBC= < DCB, deci triun-
ghiul BDC este isoscel, avind BD = DC. Se aratd analog céd triunghiul
AMC este isoscel, avind AM = MC.

c) Conform ipotezei ¢) si conform b) avem <{ DBC= < ACB si
<XMAC= <C ACB. Rezultd ci: < DBC= <t MAC, deci a=2§, deci
3a = 3. Adicd CCAB= < ABC, deci triunghiul ABC este isoscel, avind
AC=BC.

d) Dacd RNCE esg\inscriptil}i& rezultd cd unghiurile ECN si ARB
sint suplementare, m(ACB) + m(ARB) = 180°. (1)

Dar m(ARB) = 180° — 2(a - B) ;

m(ACB) = 180° — 3(a - ).
Insumind relatiile (2) si inlocuind in (1), obtinem
360° — 5(c + B) = 180°.
Adicd 5(a+ B) =180°, deci - p= 36°.
m(ACBy = 180° — 3-36° = 72°.

2

VILG.43. a) Avem: m(MBM’)=90(°. (Vezi fig. VILG.43) Din ipoteza
rezulti cid trlunghluml/e\ MBN si 1&1’{:’? sint isoscele. Notdm : m(BMN) =
= m(BNM) =a, M(BM'P)=m(BPM’)=8. Conform teoremei despre
suma unghlunlor/g cele doud triunghiuri, avem : 2a = 180° — m(MBN) ;
28 = 180° — m(M’BP). Adunind cele doud relatii obfinem : 2(a+ f) =
Py Py Py P
= 360° — (m(MBN) + m(M’BP)). Dar, m(MBN) -+ m(M’BP)= 360°—
— 90° = 270° Deci : 2(a -+ B) = 360° — 270°=90°; rezulti ci o+ p=

o
= 93— = 45°. Deci : m(ANM) 4 m(APM') = 45° = ct.

Fig. VI1.G43.
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b) Din modul de constructie a punctelor N;, P; rezulta ci triunghiu—
rile MNN; si M’PP; sint isoscele. Unghiurile de masuri a, respectiv. f
sint unghiuri exterioare in triunghiurile. MNNj, respectiv. M'PP;.

Rezultd : o =2-m(NMN,) ; p = 2-m(PAM’P).
Deci  m(NMN,) 4 m(PM’Py), = 3‘? = 4?5° .
Printr-un rationament similar obfinem

m(N{MNy) -+ m(E; M’ Py) = “T-};B= % .
Observam %é, la fiecare pas, Suma se injumét:‘iteste Deci, dupa pri--

mul pas avem%, dupa al doile

&

—, dupa al patru—
4850 0

lea %, dupéa al cincilea f; , dupé al saselea % Deci dupa al saselea:

pas, suma devine mai mici de 1°

VIIL.G.44. a) Deoarece AB = CD, rezulti cid AB CD (Vezi fig. VII.G.44.).
Deci AD BC. Rezults c& AD = BC. 1)
Dar, <{ MAD= 4: MCB; <t MDA= < MBC. 2)-

Din (1) si (2) rezulti ¢ A AMD= A CMB (U.L.U.). Rezultd ca
AM = MC, DM = MB.

b) Deoarece AD = BC_, rezulti ci dreptele AC si BD sint paralele. (3)
Deoarece O; este mijlocul segmentului BD, OOy L BD. (4y
Deoarece O, este mijlocul segmentului AC, OO, L AC. (5

N

Fig. VILG44.
Din (3), (4) si (5) conform teoremei de unicitate a perpendxcularer
duse dintr-un punct pe o dreaptd, rezultd ci punctele O, Oy, Op sint:
coliniare, (6)
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Deoarece triunghiul AMC este isoscel, M aparfine mediatoarei seg-.
mentului AC, deci M apar{ine dreptei O,0;. (0]
Din (6) si (7) rezulti cd Oy, O, M, O, sint coliniare.

VII.G.45. Orice patrulater convex ABCD care indeplineste conditia
AB+ CD = BC + AD este circumscriptibil unui cerc. Fie O centrul
wcercului inscris in patrulaterul ABCD si M, N, P, Q punctele de tan-
;genta ale laturilor AB, BC, CD, DA cu cercul. (Vezi fig. VII.G.45.).

N\

Fig. VII.G.45.
Avem BM = BN (dreptele BM, BN fiind tangente duse din acelasi
wpunct la cerc). M
/N
Apoi, ’A“ AM’& = A CNP (sint triunghiuri isoscele avind A=C si
.MQ = NP (MQ=NP)). Rezultd ci: AM = NC. (2)
Din (1) si (2) rezultd cd AB=BC, deci triunghiul ABC este
isoscel. 3)

Analog, QD = PD si AQ = CP, deci triunghiul ADC este isoscel. (4)
Semidreapta BO este bisectoarea unghiului ABC, deci din (3) rezultd
«<d BO L AC. (5)
Analog, din (4) rezultd ci OD L AC. (6)

Din (5) si (6), conform teoremei de unicitate a perpendicularei duse
dintr-un punct pe o dreapta, rezultd ci punctele B, O, D sint coliniare.
Deci dreapta BD este mediatoarea segmentului AC. Deci, oricare ar fi
X € ABUAD, exista YEBCUCD astfel incit d(X, BD)=d(Y, BD),
adicd dreapta BD este axid de simetrie a patrulaterului ABCD.

VII.G.46. Conform notatiilor din fig. VII.G.46., avem :

4z + 4y =120
y_1
x 3
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z+y

4
Rezultd x -+ y = 30. Folosind proportii derivate, obtinem ——= =§

T
. 90 45 . Y 1 . 30 15
deei = —=— §i —F—=- deci y=-—="—"  Rezulti AB=
2 zty 4 ~ 4 2
=45 cm, CD=15 cm, AD=BC =230 cm. Fie A’ proiect{ia lui A pe
%:15; AD = 30. Deci A’D =

1 . N N N
= 5 AD. Rezultid cd m(A’AD)=30°. Deci m(DAB)= 60°= m(4BC) si

dreapta CD. Avem A’ D=z —y=

N P
m(BCD) = m(ADC) = 120°.

4
'-lA Oy y c
i
I b4 J
|
i
L X
i
]
1
A x x 7}
Fig. VIL.G.46.

WIL.G.47. a) A si E sint simetrice fajid de dreapta BC. Rezultd ci
«dreapta BC este mediatoarea segmentului AE. Deci triunghiul ABE este

isoscel. Deci < BAE = < BEA. (1)
Ad M E
|
C
a
A ' 8
Fig. VIL.G47.
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Dar AB || NE, fiind perpendiculare pe aceeasi dreaptd. Rezultd ci
& AEM = ¥ BAE. )

Din (1) si (2) rezulti ca <{ NEA= <. BEA. Rezultd ci# semidreapta
EA este bisectoarea unghiului NEB. Dar, conform ipotezei AE este
mediatoarea segmentului MQ. Deci. dreapta AE este bisectoare in tri-
unghiul isoscel MEQ. Rezulta ca X BEA= < QEA. Deci punctele @, B,
E sint coliniare.

b) Deoarece AE 1 NB, AE 1 MQ, rezulti ci NB || MQ, deci MQBN
este trapez. Din cele aratate la a) rezultd cid dreapta AE ‘este axd de
simetrie a trapezului MQBN. Deoarece admite axd de simetrie, trapezul
MQBN este isoscel, deci inscriptibil. (Vezi fig. VII.G.47.).

P
VII.G& a) In patrulaterul CPMN, PN si MC sint diagonale si m(NPC)=

= m(CMN) = 90°. Rezultd c& CPMN este inscriptibil. (Vezi fig. VII.G.48.).
b) Deoarece CPMN este inscriptibil, rezultd cd X ANC = << MPA. (1)

A R

N

Fig. VI1.G 48.

Fie R pe tangenta prin A la cercul circumscris lui ABC, R de aceeasi
parte cu P fatd de diametrul care trece prin A. Avem ci :

m(ANC) = m(RAQ) = T_(;&__C) . 1))

Din (1) §i (2) rezultd cid X MPA= X RAC. Rezulta ci BMMP || AR,
deoarece determind cu secanta AP unghiuri alterne interne congruente.

VII.G.49. Fie TMP tangenta\ comund la cele doui cercuri, T in acelasi

semiplan determinat de dreapta. 0,0, ca si B, P in celilalt semiplan.
(Vezi fig. VIL.G.49.).

Avem : m(T/M}B) = m(I;’IB) — "I(MZOzB) : M
m(14) _ m@o.a) >
2 2 ) 2

S
m(PMA) =
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Din (1) si (2) rezultd ci <{ MOjA =< MO,B. (Obtinem acelasi lucru
! , S
observind cd in triunghiurile isoscele O;AM si O,BM, avem OMA =

P
= O.MB, deoarece sint opuse la virf).

T

f

Fig. VII.G.49.

Deoarece dreptele O(A si OsB determind cu secanta 0,0, unghiuri
alterne interne congruente, rezultd cd sint paralele. Perpendicularele pe
fiecare din aceste drepte sint de asemenea. paralele.

VILG.50. CAZUL I

Daci in cercul (O), BC < XE tangenta in B la cercul O si dreapta
AC se intersecteazi in semiplanul determinat de dreapta. BC ce, confine
arcul mic BC. (Vezi fig. VILG.50 a.). -

a) Fie T situat pe semldreapta DB, in afara segmentului DB. Avem:

m(TBA) = m(ACB) = "‘(‘;‘B) )
¥ EBD = & TBA, fiind opuse la virf ; 1 2)
<« BED = ¥ ACB, deoarece BEDC este inscris in cere. (3)

Din (1), (2) si (3) rezulti ¢a XBED= {EBD deci triunghiul BDE
este isoscel.

b) Avem < CED= <t DBC= ¥ BAC.

Deoarece X CED= ¥ EAC, dreapta DE: este tangenti cercului
circumscris triunghiului ACE:

c) Fie F intersecfia dreptelor. AO 5i'DE. Fie H:proiectia lui O pe
dreapta AC si-H’-punctul de mtersectle al dreaptei OH cu cercul (0).

A~
Deoarece OH L AC H’ este mijlocul lui AC Deci m(AOH) == m(AH’)—

"‘(Ac’ = m(ABC) 4)
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Dar B, C, D, E sint conciclice, deci <¢ ABC = <. CDE. (5)
Cum H, C sint pe dreapta AD ; din (4) si (5) rezultd cd <C AOH=

P
= {IiD\F. Deci patrulaterul OFDH este inscriptibil, deci m(OFD)=
= m(OHA) = 90°. Deci dreptele AO si DE sint perpendiculare.

fun)

Fig. VI1.G.50.a. Fig. VI1.G.50.b.

CAZUL II:
— —
Daci, in cercul (O), BC > AB, tangenta in B la cercul (O) si dreapta
AC se intersecteazd in semiplanul determinat de dreapta CB ce contine
punctul A. (Vezi fig. VII.G.50 b.).
Demonstratia se face aseminitor cazului I.

CAZUL III : ¢

Dacd BC = AB, tangenta in B este paraleli cu dreapta AC sk
problema nu are solutie.

VII.G.51. CAZUL I:

Dacd AB > AC, atunci H este exterior segmentului A’B (Vezi fig-
VIL.G.51.a.).

a) Dreptele AC’ si EB’ sint paralele. Rezulti ci <X C’AE= < AEB’
(alterne interne). Dar <X C'AE= < EAB’, dreapta AE fiind bisectoarea
unghiului C’AB". )

Din afirmatiile de mai sus, rezulti ci <X EAB’'= < AEB’, d:act
triunghiul AEB’ este isoscel. Rezultd ci AB' = EB’. Dar AB'=B’C,
deci AB’ = B’C = EB’. Rezulti ci triunghiul AEC este dreptunghic in

190



P Py
E. Deci m(AEC) = 90°. Dar m(AHC)=90°. Deci punctele A4, E, C, H’

sint conciclice.

b) Deoarece < C'FA = < FAC (unghiuri alterne interne) si<{C’AF =:
= X FAC, rezultid cd ¥ C’AF =<(C’FA,deci triunghiul AC’F este isoscel.
Rezultd cd AC’ = BC’ = C'F, deci triunghiul BFA este dreptunghic in

Py
F, deci m(AFB) =90°; dar m(AEC)=90° si deci dreptele CE si BF'
sint paralele.

Y] D # €
F

Fig. VILG.51.a.
CAZUL II:
Dacid AB < AC, atunci H este exterior segmentului A’C. (Vezi fig:
VIL.G.51.b.). Demonstratia se face in mod analog.

Fig. VIL.G.51.b.

CAZUL III :
Dacd AB = AC, punctele A°, D, H, E, F coincid.

VII.G.52. a) Fie ABC un triunghi ascutitunghic. (Vezi fig. VH.G.52;8.)-
Fie By, C; picioarele inaltimilor duse din B, respectiv C. Deoarece HA" =
= A’A”, BA’ = A'C, patrulaterul HBA"C este paralelogram. Rezultd ca
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BB, || A"C, CC||A”B. Dar CC, L AB, deci A"B L AB si BB, 1 AC,

deci A”C L AC. Rezultid ca:
A, B, A” determini un cerc de diametru AA” 1
A, C. A” determini un cerc de diametru AA” 2

A

o))

Fig. VI1.G.52.b.

5 Din (1) si (2) obfinem ci A, B, C, A” sint conciclice, deci A" se
:afli pe cercul circumscris triunghiului ABC si AA” este diametrul

.acestui cerc.
b): Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Fie O intersectia

dreptelor HG si AA”. Vom aridta ci O este centrul cercului circumscris
‘triunghiului ABC.
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AA’ este mediand in triunghiul ABC, G este centrul de greutate,
deci :
AG 2 3
AA" 37 @)
Dar AA’ este mediani in triunghiul AHA” si din (3) rezulti ci G
este centrul de greutate al triunghiului AHA”. Deci HO este mediani
in acest triunghi. Rezultd c& AO = OA”. Din a) stim ci AA” este dia-
metrul cercului circumscris triunghiului ABC. Cum O este mijlocul lui
AA” rezultd cd O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC,
deci punctele H, G, O sint coliniare.
Demonstrafia se face analog in cazul in care triunghiul ABC este
obtuzunghic. (Vezi fig. VIL.G.52 b). )

VIL.G.53. Fie ABC un triunghi ascutitunghic si B’, C’ proiectiile lui
B, respectiv C pe laturile opuse. (Vezi fig. VILG.53 a).

Fig. VII.G.53.a.

a) METODA 1

Unghiul ABD este inscris intr-un semicerc. Rezultd ci: BD L
1 AB. Dar CC’ L AB (CC’ inilfime in triunghiul ABC). Rezulti ci

BD || CC’, deci: BD || CH. @
Analog, CD L AC si BB’ L AC, deci CD || BH. 2)
Din (1) si (2) rezultd cd BDCH este paralelogram.
METODA 2

AN Py
Patrulaterul AC’HB’ este inscriptibil (m(AC"H) + m(AB’H) = 180°).
Rezultd ci unghiurile C’HB’ §i C'AB’ sint suplementare. Dar <X BHC=
= <.C’HP’, fiind opuse la virf. Rezultd cd <{BHC si < BAC sint suple-
mentare. Cum ABDC este inscris in cerc, rezulti ci <¢ BDC si <{ BAC
sint suplementare. Deci, <t BDC= <{BHC (a\;i\nd acelasi suplement). (3)

Pe de altd parte, m(ABD)=90°; m(ACD)=90° (fiind unghiuri
inscrise in semicercuri). Deoarece BCB'C’ este inscriptibil, rezultd ci
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< C'BB = B'CC’. Deci m(HBD) = 90° — m(C’BB') = 90° — m(C"CB')=
— m(HCD). Adics :
< HBD= < HCD. @

Din (3) si (4) rezultd ci patrulaterul BDCH, avind unghiurile opuse
congruente, este paralelogram.

b) METODA 1

Fie E piciorul perpendicularei duse din O pe BC. Avem BE =
= EC. (Perpendiculara din centrul unui cerc pe o coarda a cercului trece
prin mijlocul coardei). Dar BC este diagonald in paralelogramul BHCD
si HD la fel. Intr-un paralelogram, diagonalele se intersecteazd la mijlo-
cul fiecireia. Rezulti cd HD trece prin E. In triunghiul AHD avem :

OD = OA, DE = EH. Rezultd cd OE este linie mijlocie, deci OE=é—f—.

METODA 2:

Deoarece OE si AH sint perpendiculare pe BC rezulti ci OE || AH.
Cum OA = OD rezultd cd OE este linie mijlocie in triunghiul ADH,

deci OE =—A2£ .

Rationamentul este analog in cazul unui triunghi ABC obtuz-
unghic. (Vezi fig. VIL.G.53.b.).

Fig. VI1.G.53.b.

VIL.G.54. METODA 1
Ty
Aratim cd m(BMC)=180°. (Vezi fig. 54.a.)
, . P Py
Deoarece MM’ este diametru, m(MPM’) = 90° = m(MPB). Cum

P
m(MNB) = 90° rezulti ci patrulaterul MPNB este inscriptibil. Deci :
<X BMN =< BPN. Avem : <t BPN= <X CPM’ (unghiuri opuse la virf).
Dar patrulaterul M’PMC este inscriptibil, deci < CPM’= <t CMM’. Tri-
unghiul COM este isoscel, deci CCMM’ = <L MCO. Rezulti ci

<X MCO= < BMN. (1)
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c

Fig. VII.G.54.a.

Cum MN || AC, rezulta
< NMO= < COM. 2
. A AN AN A~

D/ixl(l) si (2) Bgtlnem: mLB\MC) = m(BMN) 4+ m(NMO) 4 m(OMC) =
= m(MCO) + m(COM) + m(OMC). Cum <{ Mg(& <X COM, <xOMC sint
unghiurile aceluiasi triunghi, rezultd cd m(BMC) = 180°. Deci punctele
C, M, B sint coliniare.

METODA 2

Vom arita ci MC || AM’ si MB|| AM’ (Vezi fig. VIL.G.54.b.)
Patrulaterul AM’CM este dreptunghi, deoarece diagonalele AC si
MM’ sint congruente si se taie in parti congruente. Rezulti ci :

MC || AM’ 3
A N B
A,

¢

Fig. VI1.G.54.b.

195



Patrulaterul MBNP este inscriptibil (m(M/P\B) m(MNB)—90°)

Rezultd ci <{ MBP= < MNP. Dar MN || AC, deci <¢. MNC= X NCA
(alterne interne).

Patrulaterul AM’CP este inscris in cerc, deci <{ NCA = <. PM’A.
Deci <X MBP= < PM’'A. Rezultd ci MB || AM’ 4)

Conform axiomei paralelelor, prin M trece o singurad dreaptid para-
leld cu dreapta AM’, deci din (3) si (4) rezulta ca dreptele MC si MB
coincid, adica punctele B, M, C sint coliniare.

METODA 3 (Vez fig. VII.G.54.b.)
Deoarece PMBN este inscriptibil, rezultd ¢ <t PMB= <. PNA (5)
Dar <{ PMA = < PCA (subintind arcul AP). 6)

In trxunghlul ACN, < PCA si <PNA sint complementare. Din (5)
si (6‘ rezultd ca si { PMA si <t /IiMB sint complementare/\Decx
m(AMB) = 90°. Pe de alti parte, m(AMC) = 90°. Rezulti ci m(CMB) =
90° +- 90° = 180°.

VII.G.55. a) METODA 1:

Deoarece TC L AC, CF = AC, rezulti ci dreapta TC este media-
toarea segmentului AF. Rezulti ci :

<X TAC= <X CFT. 1
Dar m(TAC) = m(TMB) = ’l'(’;ﬁ @
Triunghiul MOT e isoscel ; rezultd

<X OTM = < TMB. (3)
Din (1), (2), (3) rezultd ca:

<X OTM = < CFT. 4
Dar OT || AF. (5)

Din (4) si (5) rezulta ca dreptele MT si TF coincid, deci punctele M,
T, F sint coliniare.

METODA 2:
Fie NT diametrul ce contine OT. Deocarece A MOT = A BON, re-
zultd ci NB|| MT. (6)

Deoarece NT || AB, rezultd ca NTBA este trapez isoscel. Rezultd ci
NB = AT (iiind dlagonale intr-un trapez isoscel). Cum dreapta TC este
.mediatoarca segmentului AF, rezulti ci FT = AT.

Deci NB = FT. )
Dar NT || BF. (8)
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Din (7) si (8) rezulti ci NTFB este trapez isoscel sau paralelogram.

Dar X TNB este ascutit (in A NTB, m B ==90°, iar NTF obt
cit NTFB este paralelogram. Deci : ® ) optuz. Rezulta

NB|| FT. o
Din (6) si (9) In conformitate cu axioma paralelelo ulti
dreptele MT si FT coincid. P r, rezulti ca

N

M ] A
0

5 4

7 C

\£

)<

Fig. VIL.G.55.

METODA 3:

Avem m(B/i‘\M)=90°, deoarece subintinde diametrul BM. ABTM
este inscris in cerc, deci << TBF = < TMA.

Pe de alti parte, x BTC= <X BAT (subintind acelagi arc). Cum
dreapta TC este mediatoarea segmentului AF, avem ¥ TAB= < TFC.
Deci X BIC=XTFC. In tnunglnul TFC, unghlunle TFC si CTF sint

complementare, deci si BTC si CTF sint complementare. Rezulti ci
m(BTF) = 90°.

In concluzie, m(MTF) = 90° 4 90° = 180°.

b) Din a) rezulti ci m(BTF) = 90°. Segmentul TE este mediani in
triunghiul dreptunghic TBF, deci TE—%= BE. Rezultd ca triunghiul

TEB este isoscel.
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c¢) Vom aridta cd AOTE este trapez isoscel, }l\eci inscriptibil. Din
TE = EF rezulti ci X EFT= <X ETF. Notim m(EFT) = a; < TEB este
unghi exLe{ior triunghiului TEF. Rezulta ca
m(TEB) = 2a. (10)
Triunghiul TOA este isoscel. Din cele obfinute anterior, rezultd ca
s TS
m(OAT) = m(OT/A\) =aq.
Deci m(OAB) = 2. (11)
Cum OT || AE, din (10) si (11) rezultd cd AOTE este trapez isoscel.

VIL.G.56. Fie M intersec{ia dreptelor A'B’ si OO’
Aratim ca M € C(O, 7). (Vezi fig. VIL.G.56.a.).

Fig. VI1.G.56.a.

PaS T

Avem : m(A’AO) = 90° = m(OBB’) AA’ = BB’ (fiind diferente de
segmente congruente) ; OA = OB (fiind raze in acelasi cerc). Rezulta ca :
A OA’A=AOB'B (C.C). Deci OA’ = OB’ Rezulti ci O aparfine me-
diatoarei segmentului A’B’ ; la fel O’. Deci A’B’ L 00’. 1

Avem : X OA'M=<XOB'M =X OB’A’. Dar £ OB’A’ =X OA’A.
Rezultd ca XL OA’A=X0OA'M. Deci & AA’'O= A MA’O (LU)).

Rezults ci :

OM=O0A=r. @

Din (1) si (2) rezultid cd dreapta A'B’ este tangenti in M la cercul
de centru O.
b) (Vezi fig. VII.G.56.b.) Avem

m(00'B’) = m(OP). 3

Deoarece OO’ || AC, rezultd ca :

< ACB'=¥ 00'B’; 4)
AN A —

m(AA'B) = ﬂ(iqzﬂ =m(0B). (5)

Din (3), (4), (5) rezulti ci X AA'B’= X ACB’; deci patrulaterul
AB’CA’ este inscriptibil.
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Fig. VI1.G.56.b.

¢) Vom ardta cd ¥ SQC= ¥ PQC, de unde rezulti ci S apariine
dreptei QP). (Vezi fig. VIL.G.56.c.)
Patrulaterul AQCP este inscriptibil (m(/Q\) = m(/l;) = 90°. Rezulti ci :

X PAC = <« PQC. (6)

Fig. VIL.G.56.c.

Patrulaterul AB’CA’ este inscriptibil. Rezultd ci :

X PAC=¥X A’AC= X A'B'C. (7)
Dar ¥ CQB’ =< B’SC. Rezultd cd B'CSQ este inscriptibil. Deci :
X A’B'C= X SB'C= ¥ SQC. (8)

Din (8), (7), (6) rezultd ci ¥ SQC=XPQC. Deci Q, S, P sint
coliniare.
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A A
VILG.57. a) Notam m(BAC) = 2a, m(ACB) = 2p.

Deci m(AﬁE‘) =ao}B. (1

Deoarece % NQA este unghi exterior triunghiului AQC, rezulta ci :
Ty s P

m(NQA) = m(QAC) + m(QCA) = a + B. (2

Din (1), (2) rezulti ci: X NBM=X NQA (N € AB, M € BC). Deci
patrulaterul NBMQ este inscriptibil.

Fig. V11.G.57.a.

b) Deoarece Q este punctul de intersectie a doud din bisectoarele
triunghiului, BQ este bisectoare. Deci :

¥ NBQ =¥ MBQ. 3
Deoarece BMQN este inscriptibil : < NBQ= X QMN. 4)
X MBQ =< QNM. (5)

Din (3), (4) si (5) rezultd ca < QNM = X QMN, deci triunghiul NQM
este isoscel.

¢) Din relatia datd in ipotezd rezulti ci :

m(ABC) = 60°, deci a -+ B = 60°. (6
Pe de altd parte, din triunghiul isoscel ANC, obtinem :
4a -} B =180° )]

A

Din (6) si (7) rezulti a = 40° deci m(BAC) = 80°.

d) (Vezi fig. VIL.G.57.b.) Deoarece dreapta BQ este bisectoarea un-
ghiului ABC, QP = QT. 8)

Deoarece triunghiul NQM este isoscel, NQ = MQ. ()

Din (8) si (9) rezulti cid triunghiurile dreptunghice PQN si TRM
sint congruente (I.C.). Din congruenta triunghiurilor BPQ si BTQ si din (6)
rezultd cd triunghiul BPT este echilateral.

e) Afirmatia este valabild in urmatorul context mai general :

+,Fie XBY un unghi §i BQ bisectoarea lui. Fie P, T proiectiile lui @
pe laturile OX, OY. Se construiesc N intre B si P, si M astfel incit T sad
fie intre B si M cu condifia ca ¥ PQN = X TQM. MN si BQ se intersec-
teazd in R. Punctele P, R, T nu pot fi coliniare.”

Demonstratie. (Vezi fig. VIL.G.57.b.)

200



Presupunem cd punctele P, R, T sint coliniare. Avem : A PN =
= ATQM (C.U.). Rezulta

NP =TM. @)
Construim N’ pe BT astfel incit :
N'T=TM. (2)

Dreapta BQ, fiind bisectoarea ¥ XBY, este axi de simetrie pentru
configuratia obtinutd. Deci avem PR =RT si <X BPR= < BTR. 3

Din (1), (2) si (3) rebulti ci A RTN'= A RPN (LU.L).

8

Fig. VIL.G.57.b.

Deci € TRN’ = X NRP. Dar & NRP = X MRT, fiind opuse la virf.
Rezultd c3, in triunghiul RMN’, mediana RT este §i bisectoare. Rezulti
cad triunghiul RMN’ este isoscel. Deci RT 1 BM. Dar avem QT 1 BM,
ceea ce contrazice unicitatea perpendicularei construite dintr-un punct
pe o dreaptid. Deci presupunerea ficuta este falsd ; punctele P, R, T nu
pot fi coliniare.

VIL.G.58. Fie BB’ mediani in triunghiul ABC, B’ € AC si F centrul de
greutate al triunghiului ABC. Avem C'F=%‘CC’, deci C'D=CF=

2 2 14
=%-cc'. Rezults & : DF =C'D+C'F=—-CC'. Cum - -CC'=FC,

rezulti ¢ DF = FC. Cum BE = BC, rezulti cd BF este linie mijlocie in
triunghiul DEC. Deci

BF || DE. ‘(1)

Deoarece C’D = C'F si AC’ = C’B (CC’ mediani), DBFA este para~
lelogram. Deci :

AD || BF. (2)
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Din (1) si (2), conform axiomei paralelelor, rezultd cd E, D, A, sint
coliniare. Deci p; este o propozifie adevirata.

Pentru p,;, dim un contraexemplu : ardtdm cd dacd triunghiul ABC
este dreptunghic isoscel, atunci patrulaterul ADBC nu este inscriptibil.

Presupunem ci ADBC este inscriptibil. Rezultd cd m(CDB) = 90°. Re-
N
zultd cd m(AFC’) = 90°, deci
AF 1 cC'. (3)

E

Fig. VIL.G.58.

Intrucit triunghiul ABC este isoscel, mediana AF este si inil{ime,
deci :

AF 1 BC. @)

Cum dreptele CB si CC’ sint concurente si diferite, afirmatiile (3)
si (4) sint contradictorii. Deci, presupunerea ficutid este falsi, deci, in
acest caz, ADBC nu este inscriptibil. Rezultd ca p, este falsi.

VII.G.59. CAZUL 1

Consideram <¢ OAB= < OBA. (Vezi fig. VILG.59.)

Deoarece <L CAB= < AOB si < ABC=< ABO rezulti ca:
A ABC ~ A OBA. Cum triunghiul AOB este isoscel, rezulti cid si tri-
unghiul ABC este isoscel. Deci

AB = AC. 1)

80° — 36°

A Py 1
m(ABC) = m(ACB) = =172°; <X ACB este unghi exte-

rior triunghiului AOC. Deoarece m(AGE)=72°, m(A6(\?)=36°, rezulta
P
cd m(OAC) = 36°. Deci triunghiul OAC este isoscel. Rezulti ci :.

OC = AC. 2
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A )
Fig. VILG.59.
Conform (1) si (2) obtinem OC = AB == AC. Triunghiurile ACO si
AOB nu sint asemenea.
CAZUL 2
Considerdim <¢ AOB= < OAB. Obtinem analog : OC = AB = AC.

VII.G.60. (Vezi fig. VII.G.60.) Deoarece AD || FB, conform teoremei lui
Thales, rezulta ci

BE EF
ED - AE" 1)
Analog, AB || GD. Deci :
ar_BE @
EG ED
(<] D C

Fig. VILG.60;
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Din (1) si (2) rezultd

AE _EF ' jeci AE?=EG-EF.
EG AE

VILG.61. (Vezi fig. VIL.G.61.) Deoarece MN || AB, conform teoremei
fundamentale a aseminarii, A MNC ~ A ABC. Deci :

My _MC o
AB AC
A P 0
8
N
(4
Fig. VILG.61.

Analog, deoarece MP || CD :
A
MP_4M @
CD AC
Insumind relatiile (1) si (2) obfinem :
MN  MP MC 6 AM AC

AB+CD AC+AC AC

VIL.G.62. (Vezi fig. VIL.G.62.) Dacd BC?= CD-EF, atunci :
BC CD 1))

EF BC

Deoarece EF ||BC, conform teoremei fundamentale a asemindrii,
rezulta :

BD_BC_CD ®
DE EF DF
Din (1) si (2) rezulta cd BC = DF. (3)
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Conform teoremei bisectoarei in triunghiul ABD, obtinem :
= @

Folosind relatiile (3), (2) si (4) obfinem :
CD_AB_CD AB_BD BE_BD—BE_ DE

BC AD DF AD DE DE _ DE DE
0
|
A r F
1]
B C
Fig. VILG.62.

VIL.G.63. (Vezi fig. VIL.G.63.) Notam lungimile laturilor CD, BC, MB,
ND cu respectiv a, b, x, ¥

a) Aplicind teorema fundamentald a asemdnirii, obfinem urmi-
toarele proportii :

x __a . y__ b
z+b aty’ y+a z+b
P4 D a C

Fig. VILG.63.
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Inmul{ind relatiile, avem
Ty — ab
x+bd@y+a (@t+y(x+b)

Deci xy = ab = constant.
Altfel : Aplicind teorema fundamentald a aseménarii in triunghiu-
rile ABM i NDA, obtinem

L
Yy

o |8

adica xy = ab.
b) Avem CM-CN = (x+ b) (y + o) = zy + ax + by -} ab. 1)

Conform a), avem xy = ab. Deci : CM-CN =ab + ax + by + ab =
= a(b + x) + b(a + y) = AB-CM + BC-CN.

VILG.64. (Vezi fig. VIL.G.64.) Deoarece CC’ || BB’, A ACC’ ~ A AB'B.
Rezulta cé :

cC’ _ ACY
= (1)
BB’ AB
Deoarece CC’ || AA’, & BCC' ~ A BA'A. Rezultd ci :
cC’ _ BC'
— == @
AA” AB
.
A A
an
C ¢
!
& I
Fig. VILG.64.
Din (1) si (2) prin adunare rezulti :
cc , cC
=1.
BB’ + AA
Deci :
CC,=1—11—= 1 : i =%=%
to

AN BB 37 2
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VIL.G.65. (Vezi fig. VIIL.G.65.) Deoarece AB’|| BA’, conform teoremei
lui Thales, rezulti :

OA OB’
OB OA’ M
Deoarece BC’ || CB’, conform teoremei lui Thales avem :
OB oOoC
e o 2
OB

Fig. VI1.G.65.

Inmultind relatiile (1) si (2) ob{inem
OA  OC’
oc” oa’
Conform reciprocei teoremei lui Thales rezultd cd AC’ |[CA’.
VIL.G.66. (Vezi fig. VIL.G.66) Fie trapezul ABCD, AD=a, BC=b.
Avem A AOD~ A COB. Rezults ca 22 =94 _ ¢

= . 1
OB ocC b W
A ABD~ A MBO. Rezulta c& : —% = 22,
oM OB
. BD a+b .. . a at+b .
Din (1) ob = ——, Si apoi — = , adica
in (1) obtinem OB b Si ap oM
ab
OM = .
a+b 2)
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A BCD~ A OND. Rezulti ca Ebz_v'=£2 si cu relatia (1) obfinem :

oD
ab
ON = ——. 3
at+b 3
. . . 2ab
Din (2) si (3) rezulta MN = OM -+ ON = —
a-T b
A 0
M) N
0
V7] C
Fig. VII.G.66.

VII.G.67. (Vezi fig. VIL.G.67.) Deoarece AQ||NB, conform teoremei
fundamentale a asemainirii rezultda cd A AMQ ~ A BMN, deci :

MA _ Q4

ME — NB' (1)
Aseminitor, A PNC ~ A PQD, deci
pC_NC &)
PD QD
Inmul{ind relatiile (1) si (2) obfinem :
MA PC A NC MA PC D. NB
EE__-%B;Q—D De unde-j—wg-ﬁgugjl--ﬁ— .

e

g C

Fig. VI1.G.67.

ARS
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VII.G.68. CAZUL I

Triunghiul 54BC — ascutitunghic in A. (Vezi fig. VIL.G.68). Deoarece
MN || BC, rezultd cd X MNC=< NCB (unghiuri alterne-interne). Dar
<X MNC= <{ NCE. Rezulti ci <{ NCB= < NCE, deci triunghiul NEC
este isoscel, deci NE = EC.

0}
Analog aratdm cd triunghiul BDM este isoscel, deci BD = DM. (2)
A
/ A
Y -0/ \& 4
7
y7) £
5 c & c
Fig. VIL.G.68.q. Fig. VIL.G.68.b.

Folosind (1) §i (2) si ordinea punctelor din figura, obtinem :
AB + AC = 2BD + 2EC = 2DM -} 2NE = 2(DM + NE) =
= 2(ND -+ 2DE -+ EM) = 2(MN + DE) = 2MN —+ 2DE = 2MN +} BC.
CAZUL II:

Triunghiul ABC — obtuzunghic sau dreptunghic in A. (Vezi fig.
VIL.G.G68. b.) Se aratd ca in cazul I cd triunghiurile NEC si BDM sint
isoscele, deci BD = DM, EC = NC. Avem

AB + AC = 2BD + 2EC = 2(DM + NE) =2(2MN+DN—|—ME)=
= 2(MN + DE) = 2MN - BC.
Obscrvatie. Faptul c3d acestea sint singuréle situatii posibile rezulta
din teorema prezentatd in lista de indicatii.
VII.G.69. METODA 1

Deoarece AB si OC sint perpendiculare-si se taie in parti congru-
ente, AOBC este romb. (Vezi fig. VIL.G.69.) Deoarece BC || AE, rezulti ca

A BDC—A ACE, Deci: %g- = i—f. Rezulti ¢4: BD- AE = AC-BC = AC™.
AE

METODA 2
/\Intrucit OC L AB, C este mijlocul arcului AB, deci AC = CB. Cum
m(AOC) = 60° si AO = OC =r, triunghiul AOC este echilateral, deci
AC= A0=r=0B. M
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oS s . . . o
Cum m(ACO) = 60° = m(COB), rezultd cd& OD || AC, deci ac

= % Se exprimi in aceastd proportie OD si OE in funcfie de lungi-

mile care apar in relajia de demonstrat si tinind cont de (1), rezulta

succesiv :
AC—BD __AE—AC  _ BD_, AC BD_AC
AC AE AC AE ’ AC AE

Deci : AC2=BD-AE.

‘i‘w@\ g

b

Fig. VIIL.G.69.

(Vezi fig. VII.G.70.) Deoarece AD este bisectoarea unghiului
(¢))

2

VIIL.G.70.
BAC, <t BAD= <[ CAD.
Apoi, ¢ ABC= < AEC (subintind arcul AC).
Din (1) si (2) rezulti ci A ABD ~ A AEC.

Deci : %'—_Q" Rezulti AB-AC = AE-AD.

b) Avem A ABD ~ A AEC. Rezultd ci :
3)

Fig. VILG.70.
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Deoarece A AEC ~ A CED rezulti ci :
CE?= AE-ED.
Prin ridicare la pétrat, din relatia (3) obtinem :
AB_ Am
BD* CE:’
Inlocuind conform (4), rezulti

4)

VII.G.71. CAZUL I
Dacd AB < AC, rezulta ci E este intre B si M. (Vezi fig. VIL.G.71.)
a) Avem: AABM ~ACBA (< BAM=< BCA, <{ ABM=

. AB BM BC?
= ABC). Rezulta = i 2 . _
<X ) CB_ ap - Deci: AB?=BC-BM = 5

4

adici BC?=2AB2

Is} £ M ‘ ¢

Fig. VIL.G.71.

b) Deoarece & ABM ~A CBA rezultd ca <t AMB= < BAC.

Cum MF este bisectoarea unghiului AMB si AE bisectoarea unghiu-
lui BAC, rezultdi <{ FME= <{ FAE. Deci patrulaterul AMEF este
inscriptibil. ’

¢) ntrucit AFEM este inscriptibil, SCAEF = <{ AMF. Dar <\C{AMF=
= <YBMF = <[ FAE = <X EAC. Deoarece unghiurile AEF si EAC au pozi-
tie de unghiuri alterne-interne §i sint congruente, rezulti ci EF || AC.

CAZUL 1I:

Daci AB™> AC rezulti ci E este intre M §i C. Se demonstreazia
analog cazului I.

CAZUL Il :

Dacid AB= AC, E si M coincid ; cele trei afirmatii se verifica in
mod evident.
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VII.G.72. Putem avea P intre B si D sau P intre C si D. Demonstra-
{ia este aceeasi in ambele cazuri.
Fie P intre C si D. (Vezi fig. VIL.G.72.a.).

METODA 1

Deoarece AD || MP, avem £—=2 2)
AM DpP

Deoarece NP || AD, avem iC_=Q 3)
AN DP

Dar BD = CD. )

Din (2), (3), (4) rezults ca 2B — AC  deci AM.AC = AN-4B.
AM AN

£

A

A/N
)] D P 6‘5/ A

Fig. VI1.G.72.a. Fig. VII.G.72.b.

METODA 2

Construim din C o paraleld la AD. Fie E punctul de intersectie
al acestei paralele cu dreapta AB. Deoarece AD este linie mijlocie in
triunghiul BCE, rezultd ci AB = AE.

Deoarece EC||AD si MN|| AD, rezulti EC|| MN. De aici con-

s o - AE .AM AB .
form teoremei lui Thales, obtinem ——=>~—, apoi—— = ——, deci
AN AC AN AC

AM-AC = AN-AB.

METODA 3:

Construim prin N o paraleld la BC. (Vezi fig. VIL.G.72.b.). Fie Q
si N’ punctele in care aceasti paraleld intersecteazi dreapta AD, res-

pectiv dreapta AB.
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Deoarece @ aparfine medianei AD si QN || BC, rezulti ci

N'Q = QN. (5)
Dar AQ || MN. (6)
Din (5) si (6) rezultd cd AN’ = AM. %)
. , AN’ AN
Deoarece NN || BC, A AN'N ~ A ABC, deci —— = —.
AB  AC

Folosind (7) obtinem ﬂl—= ﬂ, deci AM-AC = AN-AB.
AB AC

VII.G.73. Fie ABC un triunghi avind unghiurile B si C ascutite.
METODA 1. (Vezi fig. VIL.G.73. a)
Fie ME | AC, MEBC. Deoarece AB| EC, A ABD ~/\ ECD.

Rezults ca 22 —DPC _ 1 A acD~ A EMD. Rezults s M2 — PE
AD DB 2 DC 4D

Adici MD = % .CD. y

Dar CD = % .BC. @

Din (1) si (2) rezults ca MD=%-BC, deci MC=%-BC, adica M

este mijlocul segmentului BC.

A
/<‘
e M\ o 7¢
/ \

A

8 M\ &
A

£

(4

Fig. VIL.G.73.a. Fig. VIL.G.73.b.

METODA 2. (Vezi fig. VIL.G.73. b)

Fie M, F punctele in care paralela prin E la dreapta AC intersec-
teazi BC, respectiv AB. Deoarece CE || AF, EF || AC, AFEC este para-
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lelogram. Rezultd ci CE = AF. Dar A CDE ~ A BDA de unde rezulti
EC= 1 -AB.
2

Deci EC = BF. 3)

Dar EC || BF. 4)

Din (3) si (4) rezultd cd patrulaterul BECF este paralelogram, cu
diagonalele BC, FE. Rezultd cd BM = MC, adicd MC = -15 -BC.

METODA 3. (Vezi fig. VIL.G.73. c.)

Fie M, F punctele in care paralela prin E la dreapta AC intersec-
teazd BC, respectiv AB. Patrulaterul AFEC este paralelogram.

Rezultd ca AF =EC. (5)

Construim din F perpendiculara pe dreapta BC. Fie G si H punctele
in care aceastd perpendiculara intersecteaza dreapta BC, respectiv dreapta

EC. Din constructie rezultd ci FH || AE. Dar AF || HE, deci patrulaterul
FHEA este paralelogram.

Rezulti cd AF = EH.

4

Fig. VIL.G.73.c.

Din (5) si (6) obfinem cd EH = EC. Dar EF || AC. Rezulti ci seg-
mentul EF este linie mijlocie in paralelogramul ACHB, deci taie diago-
nala BC la mijlocul ei.
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Observatia 1. Punctl/x\l M e/s\te centrul de simetrie al figurii.

Observatia 2. Dacd B sau C sint obtuze, concluzia nu mai are loc.

(Paralela prin E la AC trece prin mijlocul segmentului CD. (Vezi fig.
VIL.G.73. d)).

d.co

Vo) c M

Fig. VIL.G.73.d.

VII.G.74. Tie G intersectia segmentelor AD si EF. (Vezi fig. VIL.G.74.)
a) Deoarece EG || BD, rezultd cd A AEG ~ A ABD. Deci :

EG_ 4G

: W)
BD AD

Analog A AGF ~ A ADC, deci :
FG AG
o= @
CD AD

Din (1) si (2), cum BD = CD, rezultd cid EG = GF, deci dreapta DG
este mediani in triunghiul dreptunghic EDF. Deci : DG=-;—-EF. Inlo-

2EG _ m—EG

cuind in (1), BC=a, AD=m. obtinem , de unde:
a
EG = +m__
a1 2m
deci :
EF =-2%T_ t)
at2m
A
6
fw F\
B D c
Fig. VILG.74.
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b) Decarece G este centrul de greutate al triunghiului ABC,

GD=l.AD=—1-‘m. (4)
3 3

Dar GD=IE -EF. Inlocuind EF si GD din relatiile (3) si (4) obti-

nem : —=2 =lm. Impartind in ambii membri. prin m 540, rezulti :
a+2m 3
il =l, de unde a =m.
at+2m 3

VIIE\'H a) (Vezi fig. VILG.75. a.) Avem m(M/D\N) =45° 4 45°=90°;
m(MAN) = 90°. Rezultd c& patrulaterul AMDN este inscriptibil. Deci :
<X ADM = < MNA, 1)
<X ADN =< NMA. (2)
Dar ¢ ADM = < ADN, deci din (1) si (2) rezultdi cd <{AMN=

= < ANM, adici triunghiul AMN este isoscel, deci AM = AN.

A

8 0 c

Fig. VI1.G.75.a.

b) Deoarece <¢ BAD = <t MND, triunghiurile dreptunghice ABD si

NDM sint asemenea. Rezults ci P2 =22 Deci BD-DN = AD-DM.
MD DN

Analog, <X MND= X DCA (avind acelasi complement), iar <X ADC
si <C MND sint drepte. Rezulti ¢ A ACD ~ A MND. Deci :%12-—— €D

M DN’
de unde AD-DN = CD-DM.

c) Fie E punctul de intersectie al cercului circumscris triunghiului
ADM cu ipotenuza BC. (Vezi fig. VIL.G.75.b.). Punctele A, M, D, E, N
sint conciclice. (Patrulaterul AMDN este inscriptibil.)

Centrul cercului este mijlocul segmentului MN. 3)
P
Deoarece m(ADE) = 90°, AE este diametru in cerc. 4)
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Din (3) si (4) rezultd cd AE este mediani in triunghiul isoscel AMN,
deci AE e bisectoarea unghiului BAC.
. in patrulaterpl AMEN, diagonalele sint congruente si se taie in
parti congruente, iar AM = AN. Rezultd ci AMEN este dreptunghi si
romb in acelasi timp, deci este patrat.

A

L
g O £ ¢
Fig. VILG.75.b.

VII.G.76. Fie ABC un triunghi ascufitunghic. (Vezi fig. VILG.76.).
a) Centrul cercului circumscris triunghiului ACD este M. Deoarece

P A
m(AEC) = m(ADC) = 90° rezulta ci E € C(M, AM), deci punctele 4, C,
D, E sint conciclice.
A

F

/] D c

Fig. VILG.76.

b) Triunghiurile ADC si AEC sint dreptunghice ; DM, respectiv EM
sint mediane corespunzitoare ipotenuzei AC. Rezultd ca:
pm=2C Em=4C,
2 2

deci triunghiul MED este isoscel.
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c) Triunghiul ABC este isoscel, deci indl{imea AD este §i bisec-

toare. Rezultd ED = CD. Deci §i < DMC= X DME. Rezulti ci MD este
bisectoare in triunghiul isoscel EMC. Deci MD este mediatoarea seg-
mentului CE.

d) Avem : MD L FD, MD 1 EC. Rezultd ci EC|| FD. Dar EC L
1 AB. Deci FD 1 AB.

P P
e) Deoarece m(AFD) = 90° = m(ADC) si <t FAD= < CAD, rezulti

i A AFD ~ A ADC, deci AF —AD . gics aD?— AF-AC.
AD  AC

Cazul in care triunghiul ABC este obtuzunghic se trateaza analog.

VIL.G.77. a) (Vezi fig. VII.G.77.) AG este mediana in triunghiul drep-
tunghic BAE. Rezulté ca

‘ AG ==, 1
N 5 (1)

DG este mediand in triunghiul dreptunghic BDE. Rezultd ca
DG = BTE 2)

F

Fig. VILG.77.

Din (1) si (2) obtinem AG = DG, deci triunghiul ADG este isoscel.
Analog in triunghiuriie dreptunghice AFC si DFC, AH si DH sint me-

diane de lungime % Rezultd ci triunghiul AHD este isoscel.

= s P
b) Deoarece m(BAE) = 90°, m(BDE) = 90°, BAED este inscriptibil.
Centrul cercului circumscris acestui patrulater este G.
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c) Deoarece patrulaterele AEDB si AFCD sint inscriptibile, avem :
<X DBE= < DAE= < DFC,
<X BED= < BAD= <X DCF.

Rezultd cd A BDE ~ A FDC. Deci :

BD__DE ' 4ics BD-CD = FD-DE. ®)
FD CD

BC 2
Dar BD=CD=T Inlocuind in (3) obtinem (—BEQ-J = FD-DE,
BC?=4FD-DE.
d) Deoarece AC si FD sint inaltimi in triunghiul BCF, E este orto-
centrul triunghiului BCF. Rezulti ci BE L1 FC.

VIL.G.78. a) (Vezi fig. VII.G.78.) Deoarece ¥ AMC si ¥ ABC sint un-
P Py

ghiuri inscrise in semicerc, m(AMC) = 90°, m(ABC) = 90°. Rezultd ci si
suplementele lor, EMF si EBF, au masurile de 90° deci patrulaterul
BEMF este inscriptibil.

Fig. VIL.G.78.

b) Deoarece patrulaterele BEMF si MACB sint inscriptibile avem
urmitoarele congruente de unghiuri: <{ BEF = <{ BMF = {BAC=
= <{ACB= <[ BME= < EFB. Deci < BEF= < EFB, deci triunghiul
EBF este isoscel.

P
c)/\Fie H inters/gctia dreptelor EF si /A\C Avem m(AFH)=
= m(EFB) = 45°, m(FAH) = 45°. Rezulta cid m(AHF) = 90°, deci EF L AC.

Altfel Observam ci F este ortocentrul triunghiului ACE.

FB

d) A MFB~ A AFC (U.U.). Rezulta ca M=—, deci AF-FB =
AF FC
= MF-FC,

e) Deoarece m(FTVI\A) = m(ﬁf‘) = 90°, iar ¥ MAF = ¥ EAB, rezulti
ca A AMF ~ A ABE. (In acest caz, dreapta MF se numeste antiparaleld
la dreapta EB in raport cu laturile unghiului EAB).
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VII.G.79. Fie S intersectia dreptelor EF si AC. (Vezi fig. VILG.79.)
Deoarece DC || AB rezultd cd A ECD ~ A EBA. Deci :

Rezultd cd ED = 24D. Deci ED = CD ; dar DF = AD, m(ﬁF’) =

P
=m(CDA) = 90°. Rezultd c& A EDF= A CDA (C.C.). Deci <X DEF=
=X DCA=XFCS. Dar <X EFD= <« CFS (fiind unghiuri opuse la virf.
Cum <« DEF si <X EFD sint complementare rezultd cd %< FCS si <X CFS

Py

sint complementare. Deci m(F'SC) = 90°. Deci EF L AC.

Altfel : Deoarece AD = DF, rezultd ci triunghiul ADF este isoscel.

P P
Fiind §i dreptunghic, m(FAB) = 45°. Cum si m(ABE) = 45°, rezultd ca
AF L BE. Dar CF L AE. Deci F este ortocentrul triunghiului ACE. Re-
zultd ca EF 1 AC.
£

A R 8
Fig. VII.G.79.

VIL.G.80. a) (Vezi fig. VIL.G.80.) Deocarece AB|/CD, rezulti ca
A ABN ~ A CDN. Deci :

=BN_AN 14y

b_BN—AN
a ND—NC’
— NC)=a(BN — AN) ; b-ND+a-AN =a-BN -+ b-NC.
b __b+BN4AN

" a4+ ND+NC

de unde obtinem proporfia derivata : Sau: b(ND —

b) Din (1) obtinem
— BN -+ m —AN.

Dar ND+NC=n—
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N

A b V)
Fig. VILG.50.

Deci :
b b+ BN 4 AN

a a+ntm— (BN} AN)
b(a + n 4 m) — b(AN + BN) = ab + a(BN + AN),

de unde :
BN+ AN = bntbm .
a+b
Deci )
b+BN+AN=bn+bm+ab—|—b- i
at+b
Rezulta cid
fa) = 26—x+2x+2+4+342 — 2(x+ 13), zER.
5 5
Cum m si n sint lungimile unor segmente, sint strict pozitive.
Deci
{ 2x4+2>0 { z>—1
6—z >0 |lxz< 6
Rezulta —1 <zx <6, deci:
24 38
— <flx) <—
5 f(x) 5
Deci f(x) € (% ; 35—8)=(4,8; 7,6).

VILG.81. a) (Vezi fig. VILG.81) Avem :
0A =16,7(9) = 16,8 =% ;

oc—AC—oa=26_38_12 .
5 5 5
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OD=10,5= 1 .
2
Observam ca :
B 7
5 2 . . AO BO
— = —, deci se verificd propor{ia —=—+ 1
1 proportia S o =" m
5 2
0 c
J
A g
Fig. VIIL.G.81.

Unghiurile AOB si COD sint opuse la virf, deci :
<X AOB= < COD. (2)

Din (1) si (2) rezulti cd A ABO oo A CDO. Rezulti cd <C BAO=
= << OCD, deci AB||CD.

b) Rationdm prin reducere la absurd. Presupunem cid ABCD este
inscriptibil. Rezulti cai :

X ABD= < ACD. 3)

Dar <. ABD = <{ BDC. 4)

Din (3) si (4) rezulta ci triunghiul DOC este isoscel, deci OD = OC.

Dar OD =E, oC =;—7 Rezultid cid presupunerea ficutd este falsa, deci
96

patrulaterul ABCD nu este inscriptibil. (Direct : Deoarece AC=—-5—- =

== BD = 4, trapezul nu este isoscel deci nici inscriptibil).

¢) In triunghiul COD avem urmitoarele relafii: |OC —OD| <
< CD < OC+ OD.

Tnlocuind cu lungimile date, obfinem: 1,9 <CD < 2,9.

Deoarece CD este un numdir natural, rezultd CD = 2.
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VILG.82. a) (Vezi fig. VILG.82) Avem, din ipotezd : AC — AB — AM.

Deci tuunghlunle ABC si ACM sint isoscele. Notim B= m(ACM),
a—-m(ACB)

Avem 20+ 28=180° Deci a-B=90°, adics m(ECM) = 90°.

N

Fig. VIL.G.82.

b) AO este linie mijlocie in triunghiul BMC. Rezulta ci& AO || MC,

deci < OAD= < DCM. (1)
Dar AD =1_ A0 — (2)
DC 2 MC'

Din (1) si (2) rezultd ci A AOD~ A CMD (L.U.L.).

¢) Din faptul ¢4 A AOD~ A CMD rezults ci <X ADO = <X CDM.

Deci semidreptele DM si DO sint in prelungire. Rezulta cd M, D, O sint
coliniare.

Altfel Deoarece AC este mediand in triunghiul BCM si AD =
=13 -AC (D € AC), D este centrul de greutate al triunghiului BCM. Deci
dreapta MD este mediani in triunghiul BCM, adicd M, D, O sint coliniare.

VII.G.83. (Vezi fig. VIL.G.83.) In triunghiurile dreptunghice ADB si AEC
avem :

A 1
m(ABD) = 30°, deci AD=;-4B;
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P 1
m(ACE) = 30°, deci AE =3 CAC;
X EAD= X BAC.
Rezultd cd A AED~ A ACB (L U.L.). Deci
ED == BC )

Pe de altd parte, OD este medlana in triunghiul dreptunghic BDC,
deci :
oD =-;— -BC. (2)

La fel, EO este mediani in triunghiul dreptunghic BEC, deci
EO = BC 3)

Din (1), (2) si (3) rezulti ca trlunghiul EOD este echilateral.

A

8 0
Fig. VII.G.83.

b) Din ipotezi rezulti cid B este un punct variabil pe dreapta AB.
Din a) rezultd cid ED este minimi cind BC are cea mai micd lungime
posibild. BC este minimd cind reprezinti tocmai distanta de la/\C la
dreapta AB, deci atunci cind BC L AB. Rezulti, in acest caz, m(ACB) =
=30°% deci AB=2 cm si BC=2|3 cm. Rezultdi ¢c& EO=0D =
= DE=)3 cm.

VII.G.84. METODA 1 (Vezi fig. VIL.G.84. a.)
Aritim cid triunghiurile AOK si EOK sint asemenea. Avem
Paum)

¥ ACO= & COB, fiind alterne interne ; m(ACO) = m(OAK) — m‘;E).
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" Reziltd ci: < EOK= < OAK, iar K este unghi comun, deci:
A AOK ~ A OEK (U.U.).

Fig. VI1.G.84.a.
Avem AE_OK . dics OK?= AK-EK. (1)
OK EK
Dar, din teorema puterii punctului K fatd de cerc, avem :
KB?=EK-AK. 2)

Din (1) si (2) rezultdi OK-®= BK2 deci, fiind numere pozitive,
OK = BK.

-METODA 2 (Vezi fig. VILG.84. b)) :

Fie D punctul de intersectie al diametrului ce trece prin B cu
dreapta OA. BD este mediatoarea segmentului AC. Rezultd cd AD = CD.
Dar AD este tangentd la cerc; rezultd ca si CD este tangentd la cerc.

D

0 K B F
Fig. VIL.G.84.b.
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Notdim {F} = CD n OB. Se arati usor ci BD este mediatoarea segmen-
tului OF. Rezulti ci triunghiul DOF este isoscel, deci <C DFO = < DOF.
Rezulti ci OA = OB = BF = FC. In triunghiurile OAK si FOC avem :
X AOK=XCFO si X OAK= X COF. Rezultd cd A OAK — A FOC.

Deci : %= o4 = -Lsi, in consecintd, OK = L -OB = BK.
CF OF 2 2
VIL.G.85. (Vezi fig. VIL.G.85) a) X ATQ= <X TLQ, deoarece ambele
subintind arcul TQ. 1y
Dar LT || AS, deci :
X TLQ=¥XLAS= ¥ MAQ. 2)

Din (1) si (2) rezultd ca X MAQ= X ATQ.
b) Fie N intersectia dreptelor TQ si AS. Avem A NAQ ~ A NTA

(U.U.). Deci —7=-—+, de unde
NA?= NT-NQ. 3)

0S) N P
Cum m(STQ) = m(GSN) — m(fs), iar TNS=QNS, rezulta ca
A NSQ ~ A NTS.
__NS_NQ
Deci : NT NS Rezuitad ca
NS?= NT-NQ. (@

Din (3) si (4) rezultd cd NA = NS, deci N si M coincid. Rezultd ca
T, Q@ si M sint coliniare.

,
a
L A
M
S
Fig. VILG.85.

VII.G.86. a) Fie T pe d;, in afara semidreptei AM. (Vezi fig. VI1.G.86.a.}
Deoarece d; este tangentd la C (Oy, 7), avem :

m(@)
2

AN A
m(TAD) = = m(ABD). 1y
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Fig. V11.G.86.a.

Fig. VI1.G.86.b.

Dar d, este tangenti la C (O,, 79) in B, deci

— m(ACB). @

m(A/B\D) = ﬁ(‘:ﬁ

Din (1) si (2) rezulti ¢ <X TAD= X ACB.
Unghiurile TAD si ACB fiind corespondente, rezulti ci BC || AD.

Altfel :
Conform teoremei puterii punctului M fatd de cele doud cercuri,
obtfinem MA?= MB-MD, MB?= MC-MA.
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Inmultind cele doui relatii, rezulti MA MB=MC MD. Adici:
MA _ MD

MC MB’ Conform reciprocei teoremei lui Thales, rezultd cd BC || AD.

b) Avem : <x BAC= <{BDA si <{ ACB= <{ ABD. Rezulti ci
A ABC~ A DAB. Deci : 28— BC | agics 4B2= 4D-BC.
AD AB
c) Fie O, €d;. Aritim cid punctele B, Oy, D sint coliniare. (Vezi
fig. VIL.G.86. b.) Avem < DAO;= <X BAO,, fiind unghiuri cu laturile
respectiv perpendiculare. Obtinem :

m(DAO;) 4 m(ADO,) = m(BAOy) + = m(aB).

m(AB) _ m(AB) n m(AB)
2 2 2
(AB cC(0y, 1y).
Dar m(AB) = m(AO;B).
PO P A~ .

Rezulti cid m(DAO;) 4+ m(ADO;) = m(AO;B), deci <X AO;B este
unghi exterior triunghiului ADO;. Deci punctele B, O;, D sint coliniare,
adica O; apartine dreptei d,.

VII.G.87. (Vezi fig. VII.G.87.) a) Triunghiurile QDN si RBA sint drep-
P Py P Py
tunghice avind m(QDN) = 90°, m(RBA)=90°; m(RNB)= m(RAB)=
_ m(BR)
2
A
Deoarece <. AMR este inscris intr-un semicerc, m(AMR) = 90°; deci

MR 1 AQ. Dar BN 1 AQ, deci MR || BN. Rezulti ci NRMB este trapez
si, fiind inscriptibil, este isoscel.

. Rezultd cd < ARB=< NQA, avind complemente congruente.

P AN
Avem : m(BDA) = m(ANR) = 90° (BD L AD, AR diametru); (1)
m(DBA) = m(ARN) =@ . @

Din (1) si (2) rezultdi cd A ANR ~ A ADB (U.U.).
b) Daci AN || BP, atunci patrulaterul BANM este trapez isoscel.
Rezultd ca < DBM = < DMB.

Fig. VIL.G.87.
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Dar triunghiuI/iBDM este dreptunghic, deci m(BTW\D)=45°, deci
m(AB) = 90° si m(AOB) = 90°.
s
¢) Daca triunghiul NBP este echilateral, atunci m(BNR) = 60°. Dar

BMR A~
m(Bf‘l\O)= m-(—z—l=m(BNR)= 60°. Rezultd ci triunghiul AOB, fiind

isoscel cu | un unghi de 60° este echilateral, deci AB = AO. Din a) rezulti
cd m(QMR) =90° si c3, in triunghiul dreptunghic QMR, MP este me-
dian3, deci:

MP =QP = PR 3)

Avem m(MPR) =60° si din (3) rezultd ci triunghiul MPR este

echilateral, deci MR = MP.
VIL.G.88. Problema admite mai multe solutii, depinzind de asezarea
punctelor By, Ci, respectiv By, C, pe dreapta a; respectiv a,. Pentru
claritatea §i conciziunea rezolvirii facem urmitoarea conventie : atasim
figurii un sistem de coordonate avind originea Aj, abscisa a; §i ordonata
e. Fixdm ca unitate de méasurd pe axe 1 cm.

Fie P respectiv @ intersectiile dreptei MN cu B;C, si CiB;. Notim
respectiv cu a, b, ¢, d abscisele punctelorBy, Cy, By, Cy. Punctele By, Cy,
B,, C, sint virfurile unui trapez. Conform unei probleme anterioare (66),
avem :

PQ = 2Bici'32C2 ___2|a—b]|c—dl o
BiC;+ByC, |a—b|+]|c—d|

In triunghiul C,B;C,, conform teoremei fundamentale a asemindrii

avem

PM__CaM (2,
BiC, CC.
Din teorema lui Thales obtinem
%_ - M . (3)
GC  AlA
FQ . (4)

Dar PM=MQ=—2—
Din (2), (3) si (4) rezulta
1 PQ_ AN
2 BC; A,
Inlocuind cu (1) :
AN |la—b|-|e—d] — Je—dj
A4y (a—b|+|c—d])le—b] la—b|+lc—d|
Cum A 4; =1, rezultd
AN =

le—d|
la—b|+lc—al’
le—d| __ la—b]
la—bl+le—d| la—b|+|c—d

AN=1—
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Fie R intersectia dreptelor A»B; si MN. Avem. aplicind teorema
fundamentald a aseméndrii, apoi teorema lui Thales :

RP _RB, _ AN

A,C;,  BjAs  AjAy
de ﬁnde RP = A2CQ'A1N.

Deci
_ d-la—b)
la—b|+|c—d;’
Analog,
NR _ AN
AB;  AA
de unde NR = A;B;-A;N. Deci
NR — a-lc—d|
la—b|+lc—d!
Rezulta,
de—dl da—b!
NP—NR- Rp—&lc—d!+dla—b]
la—b|4|c—d!
Cum MP = la—b|-je—d] , avem

la—bl+lc—ad|
J— e — Je— Jda—
MN=MP+NP=|a bllc d|+alc dl+d>a b(.

la—b|+[c—d|
Particularizind, obfinem :
1) By intre A si Cy; C, intre Ay si B,. (Vezi fig. VIL.G.88.a.)

—_5% _5_
A,N_s_l_3 - 0,625.
My 2:3+35+53 36 _ .
543 8 "
A @31, . Ll
) M
A1 ﬂ, /2/0/ 6"/ /Zo/
4,
Fig. VI1.G.88.a.
C2(-31) A . B2/
M
N o > é
Al B8/29) c179)

Fig. VI11.G.88.b.
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2) By intre 4y §i Cy; A, intre By si Cy. (Vezi fig. VIL.G.88.b.)

AN=—2 3
54+9 14
9. .9—-3.5
MN = 2 9+59—3 5_48_ 24
549 14 7
3) A intre By si Ci; A, intre By si Cy. (Vezi fig. VIL.G.88.c.)
an——2 _9 ¢
949 18
MN=9-9—2~9—3-9=2_
949

Observdm cd B(Cy = B,Cy, deci figura B,;C;B5C, este paralelogram.
Aceeasi solutie obtinem pentru ordinea : Cy, A4;, By ; By, A, C,.

GrgY 4 L 82161/
E———
Nt N\
B/20) 4 "Gz
%
Fig. VII.G.88.c.
————
_——-%”/ — ”,\\1
(29 # G790
4

Fig. VIL.G.88.d.
4) A, intre B, si Cy; C, intre Ay §i By (Vezi fig. VIL.G.88.d.)
9 9

AN=—"_="—075
9+3 12
My 39—23493_16_
9+3. 4

Situatiile in care B, i Cy sint separate de dreapta e, nu sint solutii
ale problemei, deoarece, in aceste cazuri, segmentele ByB, si CiC2 nu
se intersecteazi.
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VII.G.89. Demonstram mai intii urmatoarea lemé : Dreapta determinati
de punctul de intersectie al laturilor neparalele ale unui trapez si de
punctul de intersectie a diagonalelor trapezului trece prin mijlogul fie-
carei baze.

Demonstratie : (Vezi fig. VII.G.89. a))

A

s P &
Fig. VIL.G.89.a.
Fie EBCD un trapez, astfel incit laturile neparalele BE si CD
se intersecteazd in A, iar diagonalele BD §i EC in M. Fie N §i P inter-

sectiile dreptei AM cu ED, respectiv BC.
Avem A NMD ~ A PMB (U.U).

ND _MN

Rezultd cd —=——. (1)
BP MP

Analog A NME ~ A PMC (U.U).

Rezults ca LN _MN (2)
CP MP

Pe de altd parte, din aseminarea triunghiurilor AND si APC ; AEN
si ABP; AED si ABC avem urmitoarele proportii :

ND AD_EN AEAD __AE

PC AC’ BP AB’ AC 4B

Rezultd ci :
ND EN
—a == @
PC  BP
PC __PB
Din (1 2 ultd cd — = —.
in (1) §i (2) rezultd EN — ND
Inmultind aceast3 relatie cu (3) in mod convenabil, rezulti
ND _EN  eci ND=EN si2E—= PB  4eci PB=PC.
EN ND’ PB  PC
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Fig. VI1.G.89.b.

(Segmentul determinat de mijloacele laturilor opuse ale unui patru—
later se numeste bimediand in patrulater).

SOLUTIA PROBLEMEI

Observam cé, in trapezul A;BCA,;, dreapta AM trece prin punctul
de intersectie a diagonalelor. Conform lemei, dreapta AM este mediani:
in triunghiul ABC. Analog, dreapta BN este mediand in triunghiul ABC
si dreapta CP este mediand in triunghiul ABC. Din teorema de concu-
renti a medianelor oricarui triunghi, rezultd cd dreptele AM, BN si CP
sint concurente in centrul de greutate al triunghiului ABC.

VII.G.90. Avem de demonstrat c3, in ipotezele problemei, OQ || BC
daca $i numai daci MQ = MP. Fie E intersectia laturilor neparalele:
ale trapezului. Conditia necesard : (,,=)).

Deoarece OQ || BC, rezulti c& A MOQ ~ A MEB, deci

M _MO

1
MB ME ar
Deoarece OP || AD, rezultdi c& A MOP ~ A MEA, deci
—MP =—M9 (2)1
MA ME
. . « MQ __ MP
Din (1) si (2) rezulti cd —=—. @
1) 5i (2) VB MA r
Dar dreapta EM este mediani in triunghiul EAB (vezi problema 89),.
deci MB = MA. 4y

Din (3) si (4) rezultd cd MP = MQ.
Conditia suficienta : (,{(=").
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MP __MQ

Avem PM = MQ, MA = MB. Rezultd cd -——= . (5)
MA MB
Deoarece OP || AE, avem Me_ @ (6)
MA ME

A PME &
Fig. VILG.90.

Din (5) si (6) rezulta cé-M—g-———-‘%%. Conform rcciprocei teoremei

1ui Thales, rezulti ca OQ || BC.

‘VILG.91. CAZUL I
Punctele D si E sint situate astfel incit D sa fie intre B si E. (Vezi
fig. VIL.G.91.)

A
)
£ \\\6
A &
#
8 U E _C
Fig. VILGSI.
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METODA 1

Fie R intersectia dreptelor AD si EF, iar S intersecfia dreptelor
AE si DG.

A\ Py

Deoarece m(AFR)=m(AGS) =90°, AF= AG, <X FAR= <( GAS,
obtinem cd A FAR= A GAS (C.U.). (1)

Rezulti ¢ <LFRA = <L GSA. Deci < DRE = < ESD, fiind unghiuri
opuse la virf unghiurilor FRA, respectiv GSA. Deci patrulaterul RDES
este inscriptibil. (2)

A FAM= A GAM (LC). 3)

Din (1) si (3) rezultd ca A ARM= A ASM (L.L.L.). Deci RM = SM,
adicd triunghiul RMS este isoscel. Deci <C MRS = <{ MSR. Conform (2),
rezultd cd <C SDE = <X ERS= < DSR,deci DE || RS. 4)

Din (2) si (4) rezvltd cd RDES este trapez isoscel. Deci RD = ES.
de unde rezultd AD = AE, fiind sume de segmente congruente. (5)

Avem X ADB= ¥ AEC, avind suplementele congruente. ' (6)

Din ipotezad, <t BAD =< CAE. 0

Din (5), (6) si (7) rezultd ca A ABD= A ACE (U.L.U.). Rezulti ca
AB = AC, deci triunghiul ABC este isoscel.

b) Deoarece A ARM= A ASM, AM este bisectoare si inidltime in
triunghiul ARS. Deci AM L RS. (8)

Din (4) si (8) rezultd cd AM 1 BC.

Altfel : RDES este trapez. Cum intr-un trapez, dreapta determi-
natid de punctul de intersectie al laturilor neparalele si punctul de inter-
sectie al diagonalelor trece prin mijloacele bazelor, rezulti ci dreapta AM
este mediana in triunghiul isoscel ADE. Deci AM L BC.

METODA 2.
a) A AFE= A AGD (C.U.). Rezulta ci:
FE=DG; 9
AD = AE; (10)
<X ADM = < AEM. 11)
Din (10) rezultd cid triunghiul ADE este isoscel, deci
<X ADE= < AED. (12)
Din (11) si (12) obtinem :
< FEB= < MED= < MDE= < GDC. (13)

Din (9) si (13) rezultdi ca A FEB=A GDC (C.U.). .

Rezultd ci <X ABD= <X ACE, deci triunghiul ABC este isoscel.

b) In triunghiul isoscel ADE dreapta AM este bisectoare. Rezulta
ci dreapta AM este si indlfime, deci AM L BC.

METODA 3:

a) Triunghiul FMG este isoscel (A FAM= A GAM) (1.C). Triun-
ghiul MDE este isoscel (A ADM= A AEM, (U.L.U.). Rezultd ca
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Conform reciprocei teoremei lui Thales, rezultd cd FG || DE. Deci

FG || BC. Deci :g:-—“E Dar cum AF = AG, rezultd AB = AC, deci

AC
triunghiul ABC este isoscel.
b) AM este bisectoare in triunghiul isoscel AFG, deci AM 1 FG.
Dar FG || BC ; rezulta ca AM 1 BC.
Observatie : dreapta AM este axd de simetrie a figurii.

CAZUL II
Punctele D si E sint situate astfel incit E este intre B si D. De-
monstratia se face in mod analog.

VII.G.92. a) Fie D intersectia dreptelor OM si LR. (Vezi fig. VIL.G.92)
In triunghiul NMT, MD este bisectoare si indl{ime, deci NMT este tri-
unghi isoscel. Rezulta :

MN = MT ; @

<f BMN = < AMT, avind complemente egale ; )

BM = AM, conform ipotezei. 3
c

L 70\/(/ R

A M &

Fig. VII.G.92.

Din (1), (2) si (3) rezulti cd A BMN= A AMT (L.U.L.). Rezultd ca
BN = AT si cum AB||NT, rezultd ci ABNT este trapez isoscel.

b) In triunghiul dreptunghic ABC, dreapta AO este mediana cores-
punzitoare ipotenuzei, deci :

<X OAB= < OBA. @
Dar, in trapezul isoscel ATNB,
<X TAB= < NBA. (5)

Din (4) §i (5), cum O, N, B sint coliniare, rezulti ¢ X OAB=
= X TAB, deci dreptele AT si AO coincid. Rezulty ci A, T, O sint
coliniare.
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¢) Deoarece LN || AB, A ABC ~A LNC. (6)

Cum MC este mediani in triunghiul ABC, din (6) rezulti ci :

TL =NT. O]
A BRN= A ALT (1.U.). Rezulti ci :
NR=TL. (8)

Din (7) si (8) ob{inem NR=TL=NT.
Observatie : toate proprietifile cerute rezultd usor remarcind ci
dreapta MO este axa de simetrie a figurii.

VII.G.93. Fie L, M, N, P intersectiile dreptelor OE, OF, OG, OH cu latu-
rile AB, BC, CD, DA (Vezi fig. VI1L.G.93.).

a) Deoarece in cercul de centru O, OE 1L AB, OF L BC, OG L CD,
OH 1 AD, punctele L, M, N, P sint mijloacele laturilor patrulaterului
ABCD. Deci :

Patrulaterul LMNP este paralelogram. (1)
A
£ H
£ P
0
m \\WP?
C
F G
Fig. VI1.G.93.

Deoarece OL = EL si OM = MF, LM este linie mijlocie in triun-
ghiul EOF. Rezultd ci

LM || EF. 2
Analog, rezulti ci :
MN || FG, NP||GH, LP | EH. (3)

rezultd cd EFGH este paralelogram.

b) Daci BD L AC, atunci patrulaterul LMNP este paralel.ogram cu
un unghi drept, deci dreptunghi. Deci conform rafionamentului de la a),
EFGH este dreptunghi.

Daca BD L AC si BD= AC, atunci paralelogramul LMNP este pa-
trat, deci EFGH este pitrat si reciproc.
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Generalizare Fie ABCD un patrulater inscris in cercul de cen-
tru O ; L, M, N, P proiectiile lui O pe laturile AB, BC, CD, respectiv DA.
Pe semidreptele OL, OM, ON, OP se iau punctele E, F, G, respectiv H

astfel incit : %—2@-=O—N=QE’— Atunci EFGH este paralelogram.

LE MF NG PH

VIL.G.94. a) Fie M intersectia dreptelor BC si PS, iar R intersectia drep-
telor CD si SH. In triunghiul PHS, dreptele SC si PC sint inaltimi, deci
C este ortocentrul triunghiului PSH. Rezultd ca dreapta HC este inidl-

time, deci BC 1 PS.

Fig. VIL.G.94.

b) Punctele O; si O, sint respectiv mijloacele segmentelor CP i
CH. Deci 0,0, este linie mijlocie in triunghiul CPH. Rezultd ca
0,0, || PH.

Dar PH || BD. Conform tranzitivititii relatiei de paralelism a drep-
telor, rezulti ci 0,0, || BD. Aplicind teorema fundamentald a asemi-
nérii rezultd cd A CO,0, ~ A CDB, deci cele doui triunghiuri au laturile
respectiv proportionale.

VIL.G.95.

a) Fie M cel de-al doilea punct de intersectie al cercurilor circum-
scrise triunghiurilor BCI si ACJ. (Vezi fig. VII.G.95.) Rezultid ci patru-
laterele AMCJ si BMCI sint inscriptibile si, tinind cont de triunghiurile
asemenea date in enunf, rezulti ci :

< AMJ= < ACJ= < BCI= < BMI= <& C' = X AKB.

Deci patrulaterul AKBM este inscriptibil si deci M este situat $i
pe cercul circumscris triunghiului ABK.

b) Se demonstreazd imediat folosind cele trei patrulatere inscripti-
bile gisite mai sus.

c¢) AM, BM si CM sint coarde comune perechilor de cite doud din
cele trei cercuri. Rezulti cd UV L CM, VW L AM, UW L BM. Notim cu
N, P, @ intersectiile liniilor centrelor cu coardele comune (N € AM,.
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P E€BM, QECM). Rezultd ci patrulaterele WPMN, VQMN, UPMQ sint
inscriptibile. Deci m(W) = goo — g(PMN) =m( A@) — m( é\'),

Analog, ardtdm ca Us< A si V=B, A
A A'B'C —A UVW. si <X < Rezulta ca.

J

’ ’
8 C /
Fig. VI1.G.95.a. Fig. VIL.G.95.b.

d) Tinind cont de triunghiurile asemenea date in enunt si de patru-
laterele inscriptibile AMCJ si BMCI, rezultd ci :

ICMI=<ICAI=< & (1y
I AMI= < ACI=<X C @)
< CMI=<X CBI=< B’ (3):

Din (1), (2) si (3) rezults c& m(AMI) = m(Q") + m(B') + m(C’) = 180°.
Deci punctele A, M, I sint coliniare. Analog, ariatdm cid punctele
B, M, J sint coliniare si C, M, K sint coliniare. Rezultd ci cele trei drepte

(diferite) se intersecteazid in M.
e) A ACJ~A A'C’B’. Rezults ci :

Al A'B
S~ arpv (4)
AC A'C

A AKB~ /. A'C’'B’ Rezultd ci
. A’B’
4B _ it 3y
AK A'C

Din (4) si (5) rezulta ci :
AB
AJ _AB . (6y
AC AK
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Dar
<X BAJ= <X KAC. )
Din (6) si (7) rezultd cd A AJB~A ACK. Deci
Al AB BJ A'B

Rezultdi c& BJ-A'C'=CK-A'B’
Analog se demonstreazi ci : CK-A4'B’ = AI-B’C’.
__ BJ] _ CK
==
B'C" A'C AP
vers proporfionale cu laturile B'C’, A’C’, A’B’ ale triunghiului A’B’C’.

Deci

, adicid segmentele AI, BJ, CK sint in-

VIL.G.96. Fie P intersectia dreptelor MN si BC. (Vezi fig. VIIL.G.96.)

tntrucit 2 — L repuita AM = 1 geci aM =148, AM =124 em =
MB 3 AB 4 4 4

—6 cm. Analog, 2X =2 rezuta 2N — 2 geci DN=2 .cD, DN =
NC 3 cD 5 5

2
-=—5—-15 cm =6 cm. Deci AM = DN si AM || DN. Rezulta ci patrulaterul
AMND este paralelogram.

£

A M g
Fig. VILG.96.
Deci MN || AE. 1)
Deoarece A PNC ~ A PMB, rezulti : Pc_ N_C= 81 Deci
BP MB 18 2
BP=2-PC. 2)
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Din (1) rezultd cid putem aplica teorema lui Thales in triunghiul

EP DN 2 EP 2
ECD. Avem —=—=—, de d i =2 icd -
PCnNC 3’ unde obtinem 2.PC 2.3 adica folo
.. EP 1
ind (2), —=—.
sind @) 55 =73

VIL.G.97. a) Notim EG =a. Deoarece GH este linie mijlocie in tri-
unghiul EFD, rezultd GH || FD. Aplicind teorema lui Thales in A ACD,
Al  AG  3a

rezults 22 =29 _ 3% pegi a1—3.1C.
IC GD a
1
b) Avem GH="2‘-FD=—1"BD='3I'CD~ 1)
Apoi A AGI~A ADC. Rezults ci —2—AG% 405 GI_ 32
CD 4D CD 4a
deci HI =—2- .CD. @

Din (1) si (2) rezultd HI = 3GH.

c) BE este mediand in triunghiul ABD. Prelungim mediana BE
cu segmentul EM, EM = BE. Patrulaterul ABDM este paralelogram.
Construim EL || BC, L € AC. Rezultd ci EL este linie mijlocie in tri-
unghiul ADC. ’ (3)

g F 0 c
;Fig. VIL.G.97.
Deoarece EL || BC 'si BC|| AM, rezultd EL |AM. Dar’ AE=ED,
deci dreapta EL contine linia mijlocie in triunghiul ADM. 4)

Din (3) si (4) rezultid ci AC-si MD se intersecteaza ih L. Deoarece
AM || EL, din teorema fundamentald a aseminirii rezulti ci A EJL ~

EL _ &J EL 1 . EJ__ 1
~ A MJA. Deci —=— " i ——=-—, Deci —=—
cl AN MJ Dar' din (4) avem AM 2 M -2

. Rezultd ci MJ=2-EJ, deci EM = 3-EJ. Cum EM = BE, rezulti
ci BE=3-EJ. ‘
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VILG.98. a) Avem A AGD ~ A EGE (U.U). Rezults ca 25 4D _ 1
EG BE 2

si cum AD = BC, avem BE =2-BC. Din ipotezd, FC = 2:EF. Scazind
cele doud relatii, ob{inem EF = BC, apoi FB=AD s§i cum FB|| AD,
rezultdi cd AFBD este paralelogram. (1)
Pe de alta parte, deoarece AB = AD si m(A)——60° triunghiul

ABD este echilateral. Deci BF = AD = BD. 2)
Din (1) si (2) rezultd cd AFBD este romb. (Vezi fig. VII.G.98.a)

b) Avem A EFH= A DAH (U.L.U.). Rezultd cd EH = HD, deci H
este mijlocul lui DE.

£

Fig. VI1.G.98.a.

c) Din b) rezultd EH = HD, FH = AH. Patrulaterul ale cirui dia-
gonale se intersecteaza in mijlocul fiecireia este paralelogram. Deci
ADFE este paralelogram.

Sau : din a) rezultdi EF = AD si EF || AD, deci ADFE e parale-
logram.
d) Din demonstratiile anterioare rezulti ci AF = CD. Cum AD || FC,
patrulaterul ADCF este trapez isoscel, deci inscriptibil.

e) Notim cu F’, A’, D’ respectiv proiectiile lui F, A, D pe dreapta
d. (Vezi fig. VILG. 98 b.)

Fie M mijlocul segmentului AD si N proiectia lui M pe dreapta d.

Ducem prin G o perpendiculari pe d ; fie aceasta G4G;, Gy € AD,

G; E FC. Conform teoremei lui Thales avem — GGy r—ﬂ—-l— Rezultd
GG, BG 2

AGy 1 AM 1 . GM 1

—==—si cum ——=—, obtinem =—, G~

BG, 2 § B 2 btin FG, 2 Rezultdi cd A MGy
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~ A FGyG (L.LL.), deci punctele M, G, F sint coliniare. Rezulti c#
. MN
A FFG~ A MNG, deci 57:% , deci FF' = 2-MN. 3
Cum in trapezul AA’D’D, MN este linie mijlocie, avem
_ A4 4+ DD
—

MN )

Din (3) si (4) rezultd cd FF' = AA’ 4 DD'.
A G/ M D'

F 62 £ c
Fig. VILG.98.b.

VII.G.99. a) Construim din M paralela la BN care intersecteazi AC in
N’. (Vezi fig. VII.G.99.) Rezultd c& A MCN’ ~ A BCN, deci :

1)

Fig. VIL.G.99.
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Folosind (1) calculim NN’

NN AC — 4N — N'C— ac _AC_NC_34C_AC_aC
4 3 4 4 2

Deci :
1
ap_a4C 1
PM  1,. 2
2
b) Deoarece SB = BC, BD este mediani in triunghiul SCD. 2)
Deoarece AB || MD, rezulti cd A APB~ A MPD, deci :
BP AP 1
— == 3
PD PM 2

Din (2) si (3) rezulti cd P este centrul de greutate al triunghiului
SCD, deci CP este mediana in triunghiul SCD.

CAPITOLUL IV. RELATII METRICE

VII.G.100. Aplicind teorema indltimii in triunghiul dreptunghic ABC,
avem BD-CD=AD?. Dar in dreptunghiul AEDF, avem: AD?=
= FD?+4 DE2
Aplicind teorema indl{imii in triunghiurile dreptunghice ADC si
‘.4{._D§1’3 obtinem: FD2+- DE? = FC-FA + EB-EA. Deci DB-DC = FC-FA +
-EA.

c

A £ B8

Fig. VI1.G.100.

VIL.G.101. Notidm cu x, respectiv y lungimile segmentelor AM, MB. Fie
H intersectia dreptelor CD si AP. (Vezi fig. VII.G.101.) Aplicind teorema
lui Pitagora in triunghiurile dreptunghice NMB, PCH, obtinem :

NB=ax?+y?;
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0

A X M Y B
Fig. VILG.101.
PC?= (x — y)* + (x + y)* = 2x2 4- 292
Rezulta E—g- = 2. Deci P—C—=V5
NB? B
VIL.G.102. Aplicind teorema lui Pitagora in triunghiurile ACE, BCE, ob-
tinem succesiv :
AC?=CE'-’+AE2=BC2-—BE2+AE2=BC2—(AE—AB)2+AE."~'=
= BC? — AE?+- 2AE-AB — AB?-+ AE? = BC?+ 2AE-AB — AB!
Deci AC?2=BC?+ 2AE-AB — AB2. (1)

V7

A b £

Fig. VIL.G.102.

Analog, cu teorema lui Pitagora in triunghiurile ACF, DCF,
ob{inem

AC? = AF? 4 CF? = AF? 4 CD?— DF? = AF?-} CD? — (AF — AD)> =
= AF? 4 AB?— AF?+ 2AF-AD — BC? = AB? 4 2AF-AD — BC?,
Deci : AC? = AB?+ 2AF-AD — BC, )
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Adunind relatiile (1) si (2) obtinem : 2-AC? = 2AE-AB + 2AF-BC,
de unde AE-AB- AF-AD= AC2

VIL.G.1063. Notim cu G centrul de greutate al triunghiului ABC. (Vezi

fig. VILG.103) Avem B'G=— —13—-133' = %-4,5 =15, c’<:-=l3 CC' =

=Lle=2Be=2.BB=3 c6=2.cC =1
3 3 3
A
/
¢ 8
8 A C

Fig. VII.G.103.

Se observa cd triunghiul BGC este dreptunghlc avind 1ung1mlle
latunlor de 3, 4 si 5. Aplicind teorema lui Pitagora in triunghiul B'GC,

m(G) = 90°, obtinem : B'C2 =424 ( )- 7: B'C= L‘Ts. iar AC =
=2B'C=73. . )

In triunghiul C'GB, m(G)=90°, obtinem: C'B?=2?+43>=13,
€'B= )13, deci AB=2C'B=2}13. Am obtinut : AB = 2|13, BC =5,
AC=)73
VIL.G.104. Fie ABC un triunghi ascutitunghic. (Vezi fig. VIL.G.104.)

Y] 12

Fig. VILG.104.
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AN o P
.a).D'eoarece‘ M(AEC) = 90° = m(ADC), patrulaterul AEDC este
inscriptibil. Relatia AB-BE = BC-BD rezultd din puterea punctului B
fata de cercul circumscris lui AEDC.
b) Deoarece patrulaterul AEDC este inscriptibil, <t BAD =<t HCB.

Rezultd ca A ABD ~ A CHD (U.U.), deci gg = E—g, de unde obtinem :
DA-HD = BD ;\CD.

Dacad m(4) =90° atunci H= A si relatia devine AD2= BD-CD,
adica teorema indl{imii intr-un triunghi dreptunghic.

Daca triunghiul ABC este obtuzunghic, se demonstreazi analog
a) si b).
VIL.G.105. Fie ABCD trapezul inscris in cercul de centru O, AB = 2r;
fie E, F proiectiile lui C, respectiv D, pe dreapta AB. (Vezi fig. VII.G.105.)

ABCD fiind inscris in cerc, este .trapez isoscel, deci AF = BE. Avem :
AF — AB—CD __75—51

2 2

=12. X BDA este finscris in semicerc, deci

2 C

Fig. VIL.G.105.

Py S
m(BDA) = 90°. Conform teoremei inal{imii, DF = | AF-BF =} 12-63 =
=6)21. In triunghiul dreptunghic ADF: AD= VAF?f DFZ=
=)122F36-21=}4-9¢F21)=6/25=30; p=24D+CD-+AB=
=2-30 4 51 + 75 = 186.

in triunghiul dreptunghic ABD: DB= |/ AB? — AD? = /752 — 302 =
= (75 — 30) (75 + 30) = }105-45= }5-21.9-5=15 }/21. AC=DB=
=15)21.
VII.G.106. a) Pentru diferite pozitii ale lui M pe diagonala BD, obt{inem

diferite figuri ce corespund ipotezei. Analizidm cazul : AB > AD, C intre
B si F, E intre A si B. (Vezi fig. VILG.106.) Avem : A FMB~ A BDA

(U.U.). Rezulti ci :_B_M_=I_W_F_“ Dar DA = BC. Inlocuind, obtinem :
DA AB

-B£=M—F-, adici BM-AB = BC:-MF. 1)

BC AB
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In triunghiul dreptunghic EBF, conform teoremei indlfimii, avem :
MB?= ME-MF. 2
Ridicind la pitrat relatia (1) obinem MB?-AB?= BC?-MF2

inlocuind (2) rezulti : AB2-ME-MF = BC?-MF?, de unde:
AB?-ME = BC?-MF.

V3
Vi
7] c
M,
A Va 8
Fig. VI1.G.106.
b) Avem :
(AB-ME + BC-MF)* _ (AB-ME+ BC-MF} _
MB? MF-ME
_ AB’-ME_i_BCQ-MF . 2-AB-AC-MB? _ BC::MF | AB>-ME
MF ME MB? MF ' ME

+ 2AB-BC = BC?+ AB?+} 2AB-BC = (AB + BC)%.
AB-ME + BC-MF
MB
Dacia AB < AD, se demonstreazi analog a) si b).

Rezulti ci : = AB -} BC = constant.

VIL.G.107. a) Aplicind teorema lui Pitagora in triunghiurile dreptunghice
ADM, BMN, CDN obtinem

DM = m=yb1+%=_—y4b;+az', )
MN = Vm‘ﬁzv:]/a ¥ Va“2+ b2, @
DN = WV&+%=W. ®)
Deoarece 0 < b < a, din (1), (2) si (3) rezulta ca :
MN < DM < DN. “@



Deci numai <C M poate fi unghi drept in triunghiul NMD. Triun-
ghiul NMD este dreptunghic In M daci §i numai daci: DN2=
= DM?+ MNZ2.

0 a Ia
b N
A Y B8

Fig. VIL.G.107.

Inlocuind cu valorile obtinute in (1), (2) si (3) rezulta
4a2 4+ b2 4b2-La? +a'-’-|— b?
4 4 4

ceea ce este echivalent cu 2a2=4b2 deci a2 = 2b? deci a="b}2.
Rezultd cd NMD este dreptunghic daci si numai daci a = bV_Z,
o) Rezulta direct din (4) ; sau
CAZUL 1
Presupunem ca triunghiul NMD este isoscel, avind DM = MN. Din:
. 4b24-a?  a?-Lb
(1) si (2) rezulta : =

2
deci b =0, ceea ce este in contra-
dictie cu ipoteza b > 0.

CAZUL II

Presupunem cé triunghiul NMD este isoscel, avind DM = DN. Din
2 2 2 2
(1) si (3) rezultda Lol =4a j_b

—a) (b+ a) = 0. Rezultd cid b=a, ceea ce este in contradictie cu ipo-
teza b<a. (b+ a>0).

CAZUL III

Presupunem ci triunghiul NMD este isoscel, avind MN = DN. Se
rateazii analog cazului I, rezultind a = 0.

Deoarece nici una din cele trei situatii nu este posibild, triunghiul
YMD nu poate fi isoscel.

deci 3b2=3a?, adici (b —

’11.G.108. Deoarece triunghiurile sint asemenea, avem :
b c a

—_—=—=—. 1y

b” ¢ a
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Deoarece triunghiurile sint dreptunghice de ipotenuze a, a’, avem :

b24ct=a?5i b2+ c2=a'2 [p))
Inmultind relatiile (2), obtinem :

b2-b2 + b2.¢’? 4 b'2.c2+ 2’2 =a?-a’2 ®)
Din ipotezi, aa’ =bc’ 4 b’c. 4)
Din (1), be’ = b'e. )

Inlocuind (4) si (5) in (3), obtinem succesiv :

b2b’2 4 c2¢’2 4 2b2%¢’2 = 4b2%¢’2, (bb' — cc¢’)2 =10, de unde

bb" =cc'. (6)

Inmultind in ambii membri ai relatiei (6) cu ¢’, obtinem b’bc’ =
= cc’?, adicd b2c — cc’2 =0 si inmultind relatia cu —, rezultd

b2=c¢"2, deci ' =c". (b’ >0, ¢’ > 0). ¢ n

Inmultind relatia (6) cu c’, obtinem bb’c = c2¢’, adicd b2’ = c2¢’
51 inmultind relatia cu —1,— , obfinem

b2=c?, deci b=i:. (Din (1) si (7) rezultd direct b= c). (S)

Din (7) si (8) rezultd ca triunghiurile sint isoscele.

“VIL.G.109. Notdm lungimile segmentelor QC, PB cu x, respectiv y.
Avem : A ABP~A PCQ (U.U.). Rezultd ca:

e (m

Ridicdm la pétrat termenii proportiei 3—::—5, si obt{inem apoi
Yy
2 2 2 2
:proportia derivati : AP+ QP I +y
QP? y?
Conform teoremei lui Pltagora in triunghiul APQ, avem AP?--
2 2 AQ_x’+4 J
4 QP? = AQ2 Deci ——=
QP2 y?
AQ o e . - N o
Dar6P—= 2 deoarece in triunghiul dreptunghic APQ, m(QAP) = 30°.
2 2 2
Deci : AQ =4=2TY t+y
QP? Yy
-deci —=V§,
Y

x? x?
, de unde rezultd 4=— 41, adicd = =3,
y? ¥

Din (1) obtinem :

& VT 4V _aV_—a a(V§—1)V§‘
a__x—"ls.-a"‘vs(a x)yx 1/3 3



In triunghiul dreptunghic ABP, teorema lui Pitagora conduce la

AP=| oy @UB3—12_ |/1a2—2)3a> _ (7 —2 3)-3 _
A Va+ 3 V 3 a al( . V—) =

_ala—er3
==,
f—_— -
B 3 3

(Observam ca AP, QP, AQ verifici teorema lui Pitagora in tri-
wnghiul APQ).

0 4 ~ o
=4
X
30°
A a g

Fig. VI11.G.109.

VII.G.110. a) Aplicim teorema medianei (Vezi Indicatii, Pb.VIL.G.110.),
‘in triunghiul ABC pentru BB’, respectiv C'C. Avem :

4m} = 2(a® 4 c) — b2
{ ami = 2(b2 4 a?) —c?
Inlocuind my, me, obfinem :
{ 324 = 2@+ 2¢2 — b?
576 = 2b2 + 2a2 — ¢2

Insumind cele doui relatii, rezultd : 900 = 4a2? +} b2+ ¢ Dar a2 =
=100. Deci 9a2=4a? 4 b2+ ¢2, de unde rezulti : 5a2="b2- c2

b) Patrulaterele ABCM si ACBN sint paralelograme (pentru ci
diagonalele lor se taie in parti egale), deci AM || BC, AN || BC. (1)

AM = BC = AN. (2)
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Din (1) rezultd c& N, A, M sint coliniare §i MN 1 AD. 3y

Din (2) si (3) rezultd ca dreapta AD este mediatoarea segmentului
MN. Deci DM = DN, adicd triunghiul DMN este isoscel. (Vezi fig.
VIL.G.110.)

A A M
C] A

J
/

8 D = ¢
Fig. VILG.110.

c) Folosind teorema medianei, ob{inem urmitoarele relatii echi-
valente :

mi=m}+mi(=) 262+ ) — = 2(a + ¢) — b+ 2a> + b) —
— 2 (=) 2b2 4 2¢2 — a2 = 2a® + 2¢2 — b2 -} 242 4 2b2 — c? (=)
(=) 0 =>5a® — b2 —¢2.
Deci mq, mo, mc pot fi lungimile laturilor unui triunghi drep-
tunghic.
VILG.111. a) Ardtam mai intli ci punctele 4’, C, D’ sint coliniare. (Vezi
fig. le.G.lll.) %apta AC este axa de simetrie a figurii ADCD’ Rezulta
m(ACD’) = m(ACD) = 60°. Dreapta CD este axid de simetrie a figurii
AA’C. Rezulti m(A’'CD) = 'm,(A/C'I\)) = 60°. Deci m(D'??A’) = 3-60° = 180°.

Adica punctele A’, C, D’ sint coliniare. (1)
Deoarece drea;}tg AC este axd de simetrie, rezulti ci <¢ AD'C=

P
= < ADC. Dar m(ADC) = 90°, deci m(AD’C) = 90°. (2)

Din (1) si (2) rezultd ci triunghiul AA’D’ este dreptunghic.
b) Fie a lungimea laturii triunghiului echilateral ABC. Aritam ca
triunghiul ABD’ este dreptunghic.

P P Py
Avem : m(BAD’) = m(BAC) + m(CAD’) ; (3)
X C}QP’ = ¥ CAD (fiind simetrice fa{d de dreapta AC) ; @
m(CAD) = 30°. (5)

Din (3), (4) si (5) rezulti ci m(B?l\D’)=60°+30°=90°. In tri-
unghiul dreptunghic BAD’, folosind teorema lui Pitagora, obt{inem
BD?= AB?-} AD"%

Avem AB=a, AD' = AD = %g . Inlocuind, obtinem :

34 L3 7 7
B = a2+ 302 _Yf1 _ a7 [ . oo, al7
V 4+ 2 2 5~ Deci BD .
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Fie P, respectiv R intersecfia dreptei AC cu BD’ si DD’. Avem
A CBF= A BCP (U.L.U)). Rezulti cd CF = BP. Deci in loc si calculim
CF, vom calcula BP. Construim DL || AC, L € BD’ In triunghiul BCP,
DL este linie mijlocie. Rezultd cd BL = LP. In triunghiul D’DL, PR este
linie mijlocie. Re/zlﬂté cd LP = PD’ Rezultd BL = LP = PD’. Deci PB =
o -
%-BD' = ? . i')_7 =%7. Cum CF = BP, rezulti CF = ﬂ.
3

KA

/4,

Fig. VILG.111.

Altfel ~ e
Calculdm BP in modul urmitor m(CAD’)= 30°, m(AD’A’) = 90°.

Rezultd ci CD’ = -- - AC. Dar AC = A’C. Deci CD'=%~A’C. (6)

A'C
’ . ’ ’ ’ 5§ ——= — (7
Avem CP || A’'B. Deci A CPD'~A A’BD’. Rezulti 5 5= - )
BP 2 BP 2

BP .
D. i 1 1 — T 2‘ D c —_— —
in (6) si (7) obtinem D’ eci PD’ + BP 3’ BD 3

2. d7_al7

« _ 2 , : _2
Rezulta BP = —3—-BD , deci BP = 3 T 3

VIL.G.112. METODA 1. (Vezi fig. VII.G.112 a)

Notim AN =z, BP = y. Cum dreptele AN, BP, NM sint tangente
la cerc, avem MN = AN = x, MP = BP = y. Patrulaterul 'ABPN este

trapez dreptunghic.



Fie Q proiectia lui N pe dreapta BP. Aplicind teorema lui Pitagora
in triunghiul NQP, obtinem relatia (x+ ¥)*>= (x — ) - 4r? care este
echivalenti cu 4xy = 472, deci xy =12, adici AN-BP =12 (Se observi
ci in rationamentul ficut, nu a intervenit pozi{ia punctului M pe cerc).

A N
TN

, M

7
58 a P

Fig. VII.G.112.a.

METODA 2. (Vezi fig. VILG.112.b.)

Avem AM 1 ON, BM L OP. 1y
Dar m(AMB) = 90°. @
Din (1) si (2) rezultd ci m(NOP) = 90°.

A N

M

V7 P

Fig. VII.G.112.b.

In triunghiul dreptunghic NOP, OM este inil{ime. Rezulti ci -

OM? = MN-MP. 16y

Dar MN = AN, MP = BP, OM =r. Inlocuind in (3), obtinem 2=
= AN-BP.
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METODA 3.

In patrulaterul inscriptibil OANM, <t ANO = <t AMO. In patrula—
terul inscriptibil OBPM, <X BPO= <{ BMO. Dar <f AMB fiind drept,
<X AMO si < BMO sint complementare. Cum triunghiul OBP este drept--
unghic in B, rezultd ci <{ BOP= <{ANO, avind acelasi complement.
Deci triunghiurile dreptunghice AON si BOP sint asemenea. Obtinem.

AN _OA . . AN T
——=—, adicd —=—, deci 2= .BP.
OB  BP r  pp O T =AN-BP
VII.G.113. CAZUL 1
= . . NN A ~
Dacé triunghiul ABC este ascutitunghic, A>B, A > C, atunci E'

este intre B si D. (Vezi fﬁ VIL.G.113.a.)
a) Deoarece <L C= <L BAD si <X B este comun triunghiurilor ABC’

si DBA, avem A ABC ~— A DBA. @y
AB BC . o
Rezultd cd& — = ——, adici AB2>= BD-BC.
BD AB
b) Analog, A ABC~ A EAC. 2

Rezultd ca AC_ —B—C, adici AC2=CE-BC.
CE AC

c) Din (1) §i (2) obfinem ci x A= <L AEC si <X A= <r ADB.
Rezultd cd <L AEC = <[ ADB, deci triunghiul ADE este isoscel.

A

a £ 2 c

Fig. VIL.G.113.q.

d) Din (1) si (2), conform tranzitivititii relatiei de aseminare, obti—
BD _ AD

nem cd A ABD ~A CAE. Deci — = —/—.
AE CE

Dar triunghiul ADE este isoscel, deci AE = AD. Inlocuind in pro--

portia de mai sus, obtinem BD _ —A—D, adici AD?= BD-CE.
AD CE

CAZUL 11

Daca triunghiul ABC este dreptunghic in A, atunci AE coincide-
cu AD si objinem AB?= BD-BC, AC?2=CD-BC, AD?= BD-CD, adici.
teorema catetei, respectiv indl{imii in triunghiul dreptunghic.
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CAZUL III

Daca triunghiul ABC este obtuzunghic in A, atunci D este intre B
-51 E. (Vezi fig. VIL.G.113 b.) Demonstratia se face similar cazului I.

a) Avem A ABD~ A CBA. Rezulta %g = —i%, deci AB? = BD-BC.

C

A

8 o £ ¢
Fig. VI11.G.113.b.

b) Avem A ACE ~ A BCA. Rezultd AC =£E deci AC?=CE-BC.
BC AC’

c) Unghiurile ADE si AED smt unghlurl exterloare trxunghlurllor
VABD, respectxv AEC Avem: m(ADE) m(BAD)—I—m(ABD) m(ECA)+

-+ m(CAE) = m(AED). Rezulti cid < ADE = < AED. Deci triunghiul ADE
.este isoscel.

d) Avem A ABD ~ A CAE, deci BD _ 4D Dar AD = AE

AE EC
-si inlocuind in ultima proportie, obtinem AD?= BD-CE.

/Qbservatze dacd in triunghiul ascutitunghic ABC, A <B sau

A < C se poate rezolva o problemi similard considerind punctele E si D
.pe dreapta BC.

VIL.G.114. CAZUL I1:

Triunghiul ABC ascutitunghic. (Vezi fig. VII.G.114.a.) Fie AD un
+diametru al cercului §i AE tnil{ime, E pe dreapta BC. Rezulti ci

S P
m(ABD) = 90°, m(AEC) = 90°. (1)
Patrulaterul ABDC este inscriptibil, deci :
<X ADB= <X ACB. (2)

Din (1) si (2) obtinem ca A ABD~ A AEC, deci
AB:-AC = AD-AE. Celelalte relatii se obtin printr-un rafionament si-
:milar.

CAZUL II:

Triunghiul ABC este obtuzunghic. (Vezi fig. 114.b.) Considerdm
m(4/4\) > 90°. Fie AD un diax/rftru al cercullj@\ si BE inil{imea din B, E pe

.dreapta AC. Avem : m(BEC)=90°, m(ABD)=90°, <{ ECB=<{ ADB.
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£
A >
‘ N
\«
B—p D
Fig. VII.G.114.a. Fig. VI1.G.114.b.
Deci A BEC —~ A ABD. Rezulti £= E , deci AB-BC = AD-BE.
AB AD

Celelalte relatii rezultd analog cazului I.

CAZUL III

s

Triunghiul ABC este dreptunghic. Considerim m(A4) = 90°. BC este
diametru in cerc si fie AE inal{ime.. Se obtine relatia AB-AC = AE-BC
cu un rationament similar cazului I.

Altfel : AB2=BE-BC, AC?=CE-BC (teorema catetei). Inmulfind
cele doui relatii, se obtine AB2-AC2= (BE-CE)-BC? Dar BE-CE = AE?
(teorema 1inil{imii). Rezultd AB?2-AC?= AE?-BC2. De unde AB-AC=
= AE-BC.

VIIL.G.115. a) Fie T pe semidreapta GF, exterior segmentului GF. (Vezi
fig. VIL.G.115.a.) Avem :

m(GFD) = m(TFA) = -"1(;4—F') — m(ABPF). o)

Py
Deoarece <t AFB este inscris intr-un semicerc, m(AFB)=90°=
= m(BFD). In triunghiul dreptunghic BFD, avem :

m(FDB) 4 m(FBD) = 90°. @
s P
Dar m(ABF) + m(FBD) = 9¢°. ®)
Din (2) si (3) rezult ca :
J FDB =<\ ABF. (4

Din (1) si (4) rezulti c& <GFD=<{FDB= <{ FDG. Deci triun-
ghiul GDF este isoscel.

b) (Vezi fig. 115.b.) Deoarece EF si AB sint diametri, patrulaterul
AFBE este dreptunghi. Dreptele BG §i GF sint tangente la cerc in B
si F, deci :

BG = FG. (O]
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£
o
A 8 B
G 0 G
NGO
A F D
Fig. VI1.G.115.a. Fig. VI1L.G.115.b.

Conform a), triunghiul FGD este isoscel ; rezulta

FG = GD. (6)

Din (5) si (6) rezultd ca G este mijlocul segmentului BD. (@)

Cum O este mijlocul lui AB, rezultd ci OG este linie mijlocie in
triunghiul ABD. Deci :

oG =42 ®

2

Aplicind teorema catetei in triunghiul dreptunghic ACD, obtinem :
AD?=BD-CD. Folosind (7) si (8) rezultdi 40G?2=2GD-CD, adica
20G2=GD-CD.

VII.G.116. METODA 1 (Vezi fig. VII.G.116.a.)

Fie A’ punctuliiiametral opus lui A. Unghiul ACA’ subintinde un
diametru, deci m(ACA") = 90°. Rezulta ca

AC 1 A'C. 0}

/4/

Fig. VII.G.116.a. Fig. VI1.G.116.b.
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Dar, din ipotezd, AC 1 BD. 2)
Din (1) si (2) avema A’C || BD. Deci BA’CD este trapez ; fiind inscris

in cerc, BA’CD este trapez isoscel, deci avem CD = A’B. (3)
In triunghiul ABA’, MO este linie mijlocie, deci :
mo—22; @

Din (3) 5i (4) rezulta: MO'==£21?-, deci MO <CD.

METODA 2 (Vezi fig. VILG.116.b:):
Construim razele OA, OB, OC, OD si OM 1 AB, ON 1 CD, M € AB,
N € CD. Triunghiul DOC fiind isoscel, avem :

CN— % .CD. (5)

Unghiurile COD si AOB sint unghiuri la_centru, deci : m(C/O/:D) =
= m(CB& m(AOB) = m(AB). Dar m(CD) -+ m(AB) = 180°, deci m(COD) +
-+ m(AOB) = 180°. Dar triunghiurile AOB §i COD sint isoscele, de}:i\ OM,
respectiv ON sint bisectoare in aceste triunghiuri. Rezulta cia : m(MOB)

— —
+ m(CON) = "“AzOB) + "“CZOD) = 1—821 —90°. Deci XMOB si <INOC

sint complementare.
Rezultd cid <C MOB= <[ OCN, avind acelasi complement. Obtinem
cd A MOB= A NCO, (1.U.), de unde :

MO =CN. (6)
Din (5) si (6) rezulti cd OM = —;- -CD, deci OM < CD.

METODA 3 (Vezi fig. VI1L.G.116.c) :

Notdm cu r lungimea razei cercului. Fie P intersecﬁa diagonalelor
patrulaterului. Avem A BCP~ A BOM, rezulti :

Q)

Fig. VI1.G.116.c.
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Avem A ADP ~ A BOM, rezulti

AD DP
o ®
T MO

Din teorema lui Pitagora aplicatd in triunghiul dreptunghic CPD,
obfinem : CD2 = PD? 4- PC2 Inlocuind cu expresiile obtinute in (7) i (8),
MO?-AD? | BC?-MO?

e 2

2

avem : CD2= . Dind factor comun, relatia devine :

2
cp*= -’% -(AD? + BCY). ©
T

Din teorema lui Pitagora aplicatd in triunghiurile dreptunghice
formate de diagonale, obfinem AB®+ CD?= CB?+4 AD? si inlocuind
in (9), avem :

cp? .—.(M-Q)' (AB: + CD?). 10
T

Dar AB=2MB, iar in triunghiul dreptunghic MOB, MB? =2 —

— MO?, Determinim CD din ecuatia (10), Obtinem :
2 2 2 __ MO? 2

J] _(MQ) .CD?= M?—-‘IMB?, ﬂ_ .CD?=4. M(L.(,-z — MO
1 T 72 2

Cum O < MO <7, rezultd CD? = 4-MO?, adicdi CD = 2-MO. Deci
MO <CD.
VII.G.117. METODA 1

2

r

Avem :—r-=i, deci or _om (63
2r 7 OB OP

Apoi < POM = < POB. (2

Din (1) si (2) rezulti ca A POM ~ A BOP, conform cazului de ase-
ménare L.U.L. Analog, A QOM —~ A BOQ, deoarece <t MOQ este comun

oM 0@ 1 PB QB g
O _99 _ 1 Results s L2— 2 i B9 deci PB4 @B = 2PQ.
0Q OB 2 PM QM eci PB+ QB =2PQ

METODA 2

Folosim teorema lui Pitagora generalizati. Notim: MP ==z,
MQ=y.
In triunghiul POM, obt{inem

2y T 2
PET T se_a

POB —
cos T 4rr
2r- —2-
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(srgn. t;?;)aghi;i: POB, avem : PB? =12+ 412 — 472 cos POB — 5r2 —

Deci PB = 2x. 3
Analog, aritim c3 BQ = 2y. (4
Din (3) si (4) rezultd c& PB4 BQ=2r- 2y =2+ y) = 2PQ.

Generalizare :
Fie €(O, 7) 5i o secanti BM ce trece prin O, astfel incit 72—

= OM-OB, M interior cercului cu ﬁ—: a. Fie PQ o coardi ce trece prin

M. (P, Q pe cerc). Atunci BP -+ BQ = a-PQ.

l
e

v

Fig. VIL.G.117.

Demonstraiie :
Deoarece r este media geometrici a lui OM, OB si OM <, rezﬁltﬁ
OM <7 < OB, deci B esfe exterior cercului. Obtinem ci:A POM ~

~ A BOP si A QOM ~ A BOQ (L.U.L), de unde rezulti ci 1%% =a §i

5—2 =a, deci BP = aMP si BQ = aMQ. Insumind ultimile relatii, obfi-
nem : BP+4 BQ =a-PQ.

VIE.G.118. In orice triunghi ABC sint satisficute relatiile de inegalitate :

| AC— AB| < BC < AC- AB. Deci:

|]AC— AB| <1 < AC+ AB. (1)

Deoarece AB, ACEN, din (1) rezultd ci AC = AB, deci triunghiul
ABC nu poate fi decit isoscel. Fie AB = a. Demonstrim ci, in ipotezele
date, este satisficuti relatia a < 2r <a - 1. Deoarece diametrul este cea

mai mare coardi, rezulti ci a <2r.
Fie A’ punctul diametral opus Iui 4. (Vezi fig. VIL.G.118.) In tri-

unghiul ABA’, avem :
2r <AB+} A'B. 2)
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Daci a=1, rezu.lta cd triunghiul ABC este echilateral, decl r<
<a=1.Darr >.-— Rezulti ci a > 1. Deci m(A) < 90° deci m(BA'C) >

> 90°, deci BA’ < 1. 6
Din (2) si (3) rezultd 2ri<]a--1.

A

1/

Fig. VILG.118.

Dar 5<2r<7. Deci: 5<<a-+1 si ¢<7. Rezultdi 4 < a<<T.

Cum e € N, rezulta ci a € {5, 6}.
Fie M proiectia lui A pe BC. Aplicind teorema lui Pitagora in tri-

unghiurile dreptunghice OBM si ABM,. ob{inem :
1 1

2—=tr= ] al—_.
4 + / 4

Trecind r in membrul doi si ridicind 'la pitrat rezults :

=2r |/a2—-l.
4

a? a?
adicd 1 = ———. 4
' 4> —1 @

5 7
Pentru e =35, r—— (-— —)
7o

36 5 17
Pentru a=6, r= el—, —|.
v 143 ( 2 2 )
Deci problema are .doud soluii :
I: AB=—AC=5, Aa’= 22 _50/11

Ves 33
72 _ 72143

. P = '_,__
II: AB=AC=6, AA Vi 143 ———,



Altfel :

)

a?
Am ardtat ci r= ————m—:
V4a®—1 )
Avem urmaitoarele inegalitati
2 2 2
e_a@ _ a < @ _ aV_3—; ®)
2 22 J4a?2—1 al3 3
3 <r< Z— (6)
2 2

Din (4), (5) si (6) rezulta“—1/3>— deci a > 5? Deci @ > 5. Pe de

altd parte, din (4), (5) si (6) rezulté ca a<7. Deci 5 <a<1T7. Deci
a € {5, 6}

VIL.G.119. a) Avem A ABN= A ADM (C.C.). Rezultd ci :

< ABN= < ADE. 6]
Dar, <CABN= <X NAF. @
A i 0
F
Mg
g [
Fig. VILG.119.

Din (1) §i (2) rezults ci < NAF= < ADE. Deci A ANF ~ A DAE.

(U.U). Rezults ot : Z2 — A2 Dar AF = AF, AD = CD, deci :
AF AN
ED CD
e an” (3)
AE AN
<X EAN = <X CDE, avind acelagi complement. “)

Din (3) i (4) rezults ci A AEN ~ A DEC (L.U.L).
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Altfel :
Conform teoremei inidlf{imii in triunghiul AMD, avem

2= ME.DE. (5)
Conform teoremei catetei in triunghiul AMD, avem
AM?2 = ME-DM ; (6)
AD?= DE-DM. 0

AE

Din (5), (6) 5i (7) rezulté : (A—M—)Z—E deci : AE _ DE

= , deci : —=—"—,
AD? AM AD
Dar AM = AN, AB=CD (din ipotezd). Rezultd ca

A D
N ®
AN CD

<X EAN= <CAMD= <LMDC. (9)

Din (8) si (9) rezultdi ca A AEN~ A DEC.
b) Avem: A AEN=A AFM (LU.L), A DEC=A BFC (L.UL).
- 5 .. AF FM AM
Aplicind a) rezultd ca A AFM ~ A BFC, deci: —=—- =——
unde rezultd ci AF-CF = BF-FM.

c¢) Am demonstrat anterior ci A AEN — A DEC. Rezultd ci
<XANE= < DCE, deci patrulaterul DNEC este inscriptibil. Rezulta ca

m(I\TE\C) =90°% deci CE si NE sint perpendieulare.
d) Patrulaterele BCFM si DCEN sint congruente. Deoarece punc-

tele D, C, E, N sint conciclice [conform c)] rezulti ci si punctele B, C.
F, M sint conciclice.

BF CF BC’

Observatie : deoarece dreapta AC este axd de simetrie a figurii, b)
si d) se puteau demonstra analog cu a) respectiv c).



CLASA A VIII-A






REZOLVARILE SI REZULTATELE PROBLEMELOR
PENTRU CLASA A VIII-A

VIILA.L
a) A=(—3;6), B=[—5;2), A\B=[2; 6).
b) (A\B)NN={2, 3, 4, 5}.

VIILA.2. Vom afla intii valorile lui € Z pentru care E(x) € Z si apoi
alegem dintre ele pe acelea pentru care E(x) < 0.

7

—4

Avem E(:z:)=:"‘_4‘-*_7 =14
x—4 x

este intreg, adicd atunci cind x —4

E(x) este intreg dacid

divide pe 7.
Deci :
x—4=1, de unde : x=35
r—4=—1, =3
r—4=1, =11
r—4=—1, =—3

Inlocuind in E(x), obfinem :
EG5) =813 _g
6—9
E@)=—86
E(11)=2
E(—3)=0
De aici deducem ci z € {—3, 3}.
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VIII.A.3. Deoarece x2-}+7 > 0, oricare ar {i 2 € R, atunci % >0
xr —

dacd 3x —4 > 0. Decj, 3x—4 <0 daca 2x— 6 < 0. Sistemul de ine-
x.—-
cuatii dat este echivalent cu sistemul de inecuatii
[ 3x—4 >0
| 2x—6 <0

Solutia sistemului va fi
4 4 4 3
— ®|Nl— =[{—; 3
wel; +)nfz 3)=(3:9)

A=(—2;2) 5i B=(—o, —1) U(—%, oc].

VIILA4. Avem

AUB=[(—w;—I)U(‘—;-;-l-w”n(—z;2)=(—=° +oo)=R
siAﬂB:[(-—oo —1)u(—-%;+w)Jn
n(—2;2)=(—2;—1)u(—-;—;2).

VIIL.A.5. a) Solutiile pentru cele doua inecuatii sint :c€(—l H %J ,

respectiv x € (— 2 ; 3).

B ans=(—1;2)n2;9=(1;9

AUB=(—1; i)U(——Z; 3)=(—-2; —9-)
2 2
BNZ=(—2;3NZ={—1;0;1; 2}

AnN=(—1;%JnN={o; 1;2; 3; 4).

¢) 3€ A inseamni 3 G(—l ; —2—) , propozitie adevirata.

[1; 21 < AN B inseamni [1; 2] € (—1; 3), propozitie
adeviarati.
2, 5(39) € B\ A inseamni 2,63939...€(— 2; — 1], pro-
pozitie falsi.
(2, 2) € AXB inseamni 2€ A si 2 € B, propozitie adevarata.

268



rk2 4L L
8n+7 1000

$i, cum numitorii sint pozitivi (n € N), rezulti 8000n+

VIII.A.6. a) Prima inecuatie devine
nt2 1008
8n47 8000
+ 16000 < 8064n - 7056, n > 1119

si » natural, de unde n > 140.

A doua inecuatie se transforma asemanitor si da n > 0, deci solutia
sistemului este {n € N|n > 140}.
b) Cum 1986% >140, conform punctului a), avem

—1 < Euese) — <1 sau inca
1000 8 1000
0,124 == 1 < E(1986% <———|—— = 0,126,
8 1000 1000
de unde E(1986%) = 0,12..., primele doud zecimale fiind exacte.

CAPITOLUL II
FUNCTII

VIILA.T.
a) m =3, atunci f(x) = 0; graficul este axa Ox.
b) m =0, atunci f(x) =— 3x + 3.
Tabelul de valori este

4
x| 0 1 \Py
Sml 3 0 1(03
cu graficul
) - B8/10)

7 \ M

Fig. VIIL.A.1.b.



c) m =2, atunci f(x)=3x-+ 1.
Tabelul de valori este :

x| o 1
//x/t 7 4

cu graficul

Fig. VIIL.A7.c.

d) m =—;—, atunci f(x) =%, functie constantd; graficul paralel cu Ox.

<

VIII.LA8. Avem tabelul de valori

x | 0 /4 4
sl 2z 0 2z

Graficul apare in figura.
A

Fig: VIIL.AS.
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De observat cd functia putea fi pusi si sub o unicid expresie,
fx)y=lxz—2]
VIII.LA.9. a) Deoarece x s4=1 ¢ (1; 7], rezulti cd A nu se aflid pe gra-
ficul functiei f. c

Deoarece x4=1€[—10; 2] si glx)=9g(1)=—1+3=2=1y4,
rezulti ca A se afla pe grafict;] functiei g. ) + v

b) In primul rind, avem conditia z€(1; 71N [—10; 2] =(1; 2].

Construim acum tabelul de variatie al expresiei I oy z€ER:
(

X == 1 J +00
1 |— - — 0 + + + + 4+ 4+~ 4+ +
3|+ + ++ 4+ 0 - - — — — —
X+1 |- — _— = = =

Deci x €E[—1; 3), de unde, {inind cont §i de condifia pusd mai
sus, objinem solufia inecuatiei: x€[—1; 3) N(1; 2] =(1; 2].

VIIL.A.10.
Pentru M;(z, y) € AB avem

MM’y _ MB _ OB— MM’
AO OB " OB
% 3;1, sau incid y=—=x 4 3. (M’y este proiecfia lui My pe Ox).

™~
Analog, pentru Ms(z, y) € BC, obtinem y=x — 3 si, deci, functia
ciutatd va fi f:[0; 6] > R,

1) = {

, deci

—x+3, dacd 0<x<3
x—3, dacd 3<x <6
De observat ca funciia se poate pune sub forma f(x)=|z—3 |
b) Avem, evident, AB=BC= 32 si AC=6. Inil{imea A ABC
fiind BB’ = 3, avem Sagc= AC'-B—:; =6- —Z— =9.

VIIIA.11. a) Rezolvim sistemul :
{‘2f+g=2a:—|— 14
fm2g=6x—18
cu necunoscutele f si g §i z privit ca parametru. Se obtine f=2r -+ 2
si g=—2x + 10. Deci, f(x+ 1) =2z -+ 2 si, inlocuind pe z prin z —1,
obtinem f(x)=2(x —1)+2=2z. Din glx—2)=2x <+ 10, Inlocuind
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x prin x4 1, obtinem g(x)=—2x+1)+10=—2x+8. In con-
cluzie, f(x) = 2x si g(a) = — 2z + 8.

b) Avem f(0)=0 si f(1) =2, g(0) =28, g(1)=6.

Reprezentarea graficid este imediata.

Fie M(x, y) punctul de intersectie al celor doud grafice. Coordona-
tele lui M vor verifica ecuatiile ambelor drepte, deci vor fi solutiile
sistemului :

[y=2x
ly=2z+3
Se obtine xy =2 i yyr = 4.

VIIL.A.12. a) Peniru ca M(4, —5) sd apartind graficului trebuie ca
f(4) = — 5, adica —8+m=—5, m=3.
daci £ € (— «, 1]
b) f(x
) =) = 1—2 + 3, daca € (1, w)
Intocmim tabelul de valori

x\o 1 15 2 4
Jl o 1 0 -1 -5

Graficul este :

924

Fig. VIILA.12.

c) Tinind cont cd se cer valorile lui x pentru care funcfia este
negativd, deci pentru care graficul ei este situat sub axa O, deducem

ci f(x) <0 cind € (— o, ow[_ —{-ooJ
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VIILLA.13. a) Rezolviam sistemul

{y=V5x+1
y=—1V3z+1
Avem, succesiv :

[ y=1V3z+1
L Vz+1=—V3z 41
{y=V§z+l

x=10

=20
{y=1

Notind cu A punctul de intersectie, avem A(0, 1).

b) Reprezentdm grafic cele doud functii, In acelasi sistem de axe,
aflind intersectia graficelor cu axa Ox; punctul A(0, 1) reprezentati
intersectia cu Oy.

——
>

/
5/'3—’?% | g ¢(%.0)

X
3

Fig. VIIL.A.13,

P
Unghiul cerut este BAC.

In A ABC avem (OB)=(0OC) si AOLBC, deci A ABC isoscel (A0 —
mediani §i inil{ime).
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In A ABO, m(/a) =90°, avem tgB= %;—; tgB =1’P3_, adica m(’B\) =

= 60°. A ABC isoscel, cu m(ﬁ) = 60° implicd A ABC. echilateral, deci
A

m(BAC) = 60°.
VIII.A.14. a) Calculdm : f(xy) — f(x9) ; ax; +b—axy—b=ax; — axy =
= a(x; — T) §i, cum a 7= 0 §i xy o 3, adicd x; — x5~ 0, rezulti ci f(x;) —
— flxa) 70, deci f(xy) 5 flzo).

b) fla) + fx) __ axy+btazy+b_ ol +x) -2

2 2 2

242024

¢) fle —1) +2f(x + 2) = [afx — 1) + b] + 2[a(x + 2) + b] = ax —
—a-+b-+ 2axr + 4a 4 2b=3axr+ 3a+ 3b=3(ax +a+ b) =
= 3[a(x + 1)+ b] = 3f(x + 1).
VIIL.A.15. Pentru x =2 se obtine f(1) = — 2 — f(1), de unde f(1) = —1

si, deci, f(x — 1) = 3x — 7, relatie valabila pentru orice x real.

Luind £+ 1 in loc de x, se obfine f(x +1—1)=3(x + 1) — 7, sau
incd f(xr) = 3x — 4. Ramine de verificat daci punctele A, B, C, D sint pe
graficul lui f, adicad y 1 = f(x4) etc.

Din f(0)=—4, f(5)=11, f(3)=75, si f(10) =26, rezulti ci doar
A si D apartin graficului functiei f.

VIII.A.16. Luim = 3 si obfinem f(2)=—9—5— f(2) sau 2f(2) =
= —14 adica f(2)=—17 (1).

Luim z=1 si tmem cont de (1) ; vom avea f(0)=—3—5-}1,
sau f(0) =—1.

Rezolvim sistemul

{ @) =—
J(0)=—1
echivalent cu”
| 2a+b=—71
| b=—1
unde a si b sint numere reale, cu f(x) =ax+b.
Rezulti a=—3 §i b=—1, adica functia f(x) =—3x—1.

VIIL.A.17. a) Notim x—4 =y, de unde x =y~ 4- i avem f(y)=

=y +49).
* Cum “sintem’ ob1$nu1t1 cu vanabﬂa x, vom schlmba pe Yy cux $l,

deci f(x) = ax - 4a.
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a—

. 9 —
b) Din P € Gy, avem f(1) = , sau a+4a=a 9 , cu solu-

tiaa=—1.

¢) Se objine € (—- 0y — .154_‘) 3

VIIL.A.18. Punctul A, de intersectie al dreptelor date de ecuatiile x +
4 y=1si x+ ky =3, se afld rezolvind sistemul format din cele doud
ecuatii.

(x-y=1 <__){z+y=1 = rty=1
{l zt+ky=3 —x—ly=—" -2
k—1
Obtinem
r—l—k—l _ k=3
= 2 =%
ey sau 3 2.\.,\
LA Yoe—
Deci A[X=3, —z—j \
\k—1" k—1
ot s (k—3Y 2 .
A€ G dacd si numai dacid f (—— = . Avem, succesiv:
k—1 (k—1)
k—3 2 ;
—k 2=—
k—-1+ k—1
—k2+3k+2k—2=2;
— k2 5k—4=0

K2 — 5k + 4 = 0.

Obtinem k=1 (nu convine) si k=4.

VILA.19. a) Stim ci A(x,, v aparfine graficului unei functii f daci
f(xxo) = yo. N '

Vom avea, deci: f(1) =0.5i f(2)=0.

Dar f(1) = 2a — 2, iar f(2)=—4-+D.

Deduceri ci 2a — 2= 0, adici a= l'ﬁi —44b= 0, adica b= 4.
b) Functia este :

o= 3T vemen a1
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Graficul este cel din figura.
X 0 1 2 -3
| 2 9 o0 -2

0

0(0,-2)

Fig. VIIL.A.19.

¢) Pentru x < 1, f(x) = 2x — 2 este negativd sau zero, deci a=1;
pentru x > 1, ludm b =0 si, deci, f(x) =— 2x, care este negativi.

Putem lua, de asemenea, a = -;— si b=1.

In general :

Pentru x> 1, inmulfind cu — 2 ambii membri si, apoi, adunind,
ambii membri, gisim —2r+b<<—2-+b. Funcfia fiind negativa.
trebuie ca membrul drept si fie mai mic sau egal cu zero, deci — 2+
4+ b <0, adicid b < 2, deci b € (— =, 2].

Pentru x < 1, inmultind in ambii membri cu 2a si scizind, apoi, pe
2 din ambii membri, avem 2axr — 2 < 2¢ — 2 (a fiind pozitiv, in celelalte
cazuri nu convine). In ultima inegalitate membrul drept trebuie si fie
si el negativ sau zero, deci 2¢ —2 < 0 sau a < 1, deci a € (0, 1]..

Din intervalele gisite pentru a §i b putem lua orice valori dorim.

VIII.A.20.
x—2 daci x—2>1—=x

11—z, daci r—2<1—=x
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sau, echivalent :

1—z, daca 1,<~3—
fle) = “ 3
’ l x— 2, dacid :c>/72-
Reprezentarea grafici este imediata.
VIILA.21.
a) Tabelul de valori este :

.X' 2 4 p-2 3
| 4 1 o o1

Tinind cont c& f este liniard pe intervalele (0 ; 2) si [2 ; -} o), obji-
nem graficul '

1%

—— e twm - aws -

Fig. VIILA2L

g =) L (2
B D=4 =0, =12 §(— == §(3)
5

si, deci, f(— 2) 4 (1) f(14) — 2}(——%) : f(—]= —4+4012— 2-(_

L
2

)
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VIII.A.22. Fie x;, xs, x3 numere intregi. Evident, printre ele-existi cel
pufin doud de aceeasi paritate, fie ele x; §i x;. Avem atunci: f(x;) —
— fl@n) =@Bx{ —1)— (Bz1 —1) =3(x — ) (T + o), $i cum Ty, T au
aceeasi paritate, rezultd ci x; — x» si x; + x» sint pare, deci f(x;) — f(xs)
este multiplu de 3-2-2=12.

VIIL.A.23. Reprezentim intr-un sistem de axe punctele 4, B, €'} func-
{ia ciutatd are doud forme una, pe [1, 2,), cealaltd, pe [2, 3] ; fiind'vorba
de segmente, aceste forme sint liniare.

Pentru x € [1, 2), avem fi(a:) =ar + b.
Pentru z € [2, 3], avem f»(.’t) mx—l— n.
Conditiile ca A si B sa apartma grahculul lui f; conduc la sistemul :

(f=1 _ [ atb=1 a=1

lugia :
1@ =2 | 2a4 b =2 cu solubia: o

Intrucit B §i C apartin graficului lui f,, deducem m=1 §i n =4.
In concluzie, vom avea §f [1, 3]~ R
x, dacid €1, 2
Sy =1 3 €11, 2)
| —x+4, daca z€[2, 3]

CAPITOLUL I

POLINOAME. FRACTI! RATIONALE

VIILA.24. a)
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P2)=210—2.204 282274426 _2.254 20— 2.23 4
+22—2-2+1=2"'—2l"+§23—28+26—2ﬁ+
ot pr=1] \

b) ' '

Q1) =1117 —12-11% 4 12- 1115 — 12- 1M | . ., —
—12:112412-11 —1I'=11'§{{1 — 12) 4 12-1155 —
—12:11% 4 — 1211241211 =1 =
=114 121155 —12.11% 4, .. — 12.112 41211 —1 =
=115(—11412) —12-11% 4., . —12.112412-11 —1 =
=115 —12-11% 4, .. —12-112412-11 — 1 =...=10.



VIIL.A.25.
E@)=234+ax’+ 224 ax+bx+b4 1=
=a3tazxl+brtaltaxtbt1=
=z +ax+b) 4 @2+ azxF b) 4 1 =
=@ +az+b) @+ +1.
Deéoarece :t?—l—'c'zx—l— b =0, rezultd E(x) = 1.

VIILA.26. Avem

Ty =

2 (x — y)? 2
(z+yP—(x y)__.=.1_(x ,yl <i,
4 2
deoarece patratul unui numair real este nenegativ. Acum, prima inega-
litate si a doua se reduc la :cy < 1, care este deja demonstraté.
Intr-adevir a2+ 42— 2= (x + y)? — 2xy — 9=

=4—2xy—2= 2—2:cy—-2(1 — xy). Deci, z2 4 32 —2 0, adica
24-y2> 2 Analog: B+ —2=(z+y) =y +y)—2=
=2[x+ y)? — 3ry] —2=4 — 3xy — 1 =3 — 3zy = 3(1 — xy).

Deci, 23 4- 3 —2 = 0, adicd 23+ y' > >

VIIL.A.27.
b) Suma din enunf se mai poate scrie (x—y)¥ —(x —y)7}
+(@—b)?—(a—b)2=0. ¥

VlllA28 Numérul 13, scris ca diferentd de pitrate este: 13 =x2—
— ¥? sau 13-—(:1:—y) (x -+ y). Cum unica descompunere a lui 13 este

1-13, deducem :

x+y=13

x—y=1

cu solufia x =17 si y=26
Deci, 13="172— 6%
Analog obtiném : 31 = 162 — 152
Generalizare : Daci.p € N este impar, atunci:,

-5

Se demonstreaza (1),: - . )
Din p = 22 — y?, deducem p=(—Y) ('a: —+ y). Considerdm situatia
(care nu este unicd) :

[z+y=p

l I—y=1, )
o —1

cu solutia .7:‘=p~:1 H y=£—-2-—
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e r— (2 (25

Sid calculdm suma S; pornind de la p= (

2y (e

—
o

deoarece toti termenii sumei sint numere impare. Avem: 1= 02,

3=22—12,5=32—22...,1985=9932—9922 ;1 +3+45+4...+

+ 1985 = 9932.

VIILA.29. E(X,Y,Z)= X3+ X2Y —2X?Z —2XYZ | 2XZ +
+2YZ—X—Y=X¥X+Y)—2XZ(X+Y)+
+2ZX + V) — X+ V)=
=X+Y)(X?—2XZ+2Z—1)=
=X+VI(X—1)—@2XZ—22) =
=X+NIX—NEX+1)—2Z2X—1)]=
=X+YV)X—1)(X+1—22).

Pentru x=1 obfinem : E(1,Y,Z2)=(14+Y)(1—1)(1+4+1—22)=

=0, deci, in particular, E(1, 1, 1) = E(1, 2,2) =...= E(1, 1986, 1986) = 0.

VIILLA.30. Metoda I.
X+NX—XY+Y)+
+IX+NEXY+XZ+2Y+ 2+ 23 =
=(X4Y)[X2+2XY + Y2+ 3X + Y)Z+ 32 4+ 23 =
=X+NX++3X+Y)Z+32]+ 2=
=X+ YP+3X+VNZ4 33X+ N2 2 =
=[X+V+ZP=X+Y+ 27
Metoda a II-a.
X+Y+2P=X+Y+2X+Y+2)=
=(X2+ Y24 22+ 2XY + 2XZ 4+ 2YZ) (X + Y+ 2) =
=X34 Y34 23+ 3XY?2+ XZ2 + YX2 4
+ YZ2 4 ZX2+ ZY? 4 2XYZ) =
=X34+ Y34 284 3[X(Y2+ Z* 4 2Y2) 4
ZY(Z+Y)+ XY + 2)) =
=X4V+Z24+3(Y+2) (XY +2)+ ZY + X =
=X34 Y3+ 2+ 3V + 2) (XY + XZ+ ZY + X2) =
=X34+Y3+ 234 3(Y + 2) (X + 2) (X + V). In concluzie :
XB34+Y3+2Z243X4+NEY+22Z+)=X+Y+ 27>
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VII[.A.31. a)
PX, Y, Z2)=X'+}+ Y4+ Z6 —2X2Y2 _ 2Y272 — 2X222 =
= (X4 Y4 Z4 — 2X2Y2 — 2X2Z? } 2Y2Z2) — 4Y222 =
= (X2 —Y2—Z%2 —4Y2Z2=
=(X2—Y?— 22} 2YZ) (X2 — Y2 — 22 — 2YZ) =
=[X2— (Y — 27 [X*— (Y + 2% =
=X—Y+2HX+Y—-2)X—Y—2)(X-+Y+2).
b) Metoda I. Pentru a calcula valoarea numerici a polinomului

este convenabil s& il punem intr-o alti forma, astfel incit si aparid in
expresia sa cele trei sume cu valorile cunoscute din enunt.

P(X. Y, Z) == (X2 4 Y24 Z22 — 4(X2Y2 4 Y222 + Z2X2) =
=[X-+ Y+ 22— 2axY +YZ + ZX)2 —.

—4[(XY + YZ + ZX)? — 2AXY2Z + X2YZ + XYZ)] =
=X+Y+ 2 —4X+ Y+ 2AXY+YZ+ZX) 4
F4XY +YZ + ZX)— 4XY + YZ + ZX)2 +
+8XYZX + Y+ 2) =X+ Y+ ) X+ Y+ 2P —
—4X+ Y+ 2) (XY + YZ + 2X) + 8XYZ]

Obtinem (—9)[(— 93} 9-4 (—-‘:;) 484 =

== (— 9) (— 729 — 16 } 32) = 6417.

Mctoda a II-a.

Pentru calcularea valorii numerice a polinomului se poate pleca
de la descompunerea acestuia in factori ireductibili

PX, Y, 2)=X—Y+2)X+Y—2)X—Y—2)(X+YT2)

Tinem cont ci

tdzz=—y—9

zty=—z—9

T?/—z=x+9
z-tytz=—9
Deci

P=(—2y—9)(—2z—9(2zx+9)(—9)=

=92y +9)(22+9)(2z+9) =

= — 9(4yz + 18y -} 18z + 81) 2x -+ 9) =

= — 9[8xyz -+ 36(xy + y2) + 162(x + y + 2) - 729] =
= — 9(32 — 16'— 1458 -} 729) = 6417.

VIH.»A.32«..-.: a)»-.
P(X) = X(X3+ 6X24- 11X - 6) =
=X(X3+2x2+44x2 48X+ 3X+6) =
= X[XAX +2) +4X(X+ 2+ 33X+ 2] =
=XX+2X2+4X+H=XEX-+(X2+X+3X+ 3=
=X(X+2) XX+ 1)+ 33X+ )] = XX+ 1) (X+2) (X +3).
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b) P(e) = a{a -+ 1)(a + 2)(a + 3), pentru orice a intreg. P(a) se divide
cu 24, daci P(a) se divide cu 3 si cu 8=2% Cum q, a41, a2 sint
mhegl consecutive, produsul lor se divide cu 3, deci P(a)'se divide cu 3.

Pentru a = 2k (par), avem
P(2k) = 2k(2k + 1)(2k + 2)(2k + 3) = 2k(2k + 1)2(k 4 1)(2k - 3).

In P(2k) apare de doui ori factorul 2, deci P(2k) se divide cu 22,
iar Ik si k<41 sint consecutive, deci produsul lor se divide cu 2: In con-
cluzie P(2k) este divizibil cu 27,

Pentru a =2k 41 avem

P2k + 1) = (2k -+ 1)(2k }- 2)(2k 4 3)(2k 4 4) =

= (2k + 1)2(k -+ 1)(2k + 3)2(k 4+ 2) si din nou factorul 2 apare de
doui ori iar k41 si k4 2 sint consecutive.

Deci, si in acest caz, P(2k + 1) se divide cu 2°.

In concluzie P(a) este divizibil cu 2%

Deducem cd P(a) este divizibil cu 24.
VIIL.A.33. Conditia ca cel mai mic multiplu comnu al celor __d("u'ué‘l poli-
noame s3 fie produsul lor este echivalentd cu condifia ca cel*mai mare
divizor comun si fie .1,.adicd polinoamele si fie prime intre ele (fira
factori comuni).

Cum P(X) = X34 2X?— X —2=X(X2— 1) + (X2 —1) = (X +
+xX2—1N=X+ 2)(X + 1)(X —1), aceasta revine la a spune ci Q(X)
s& nu aiba radacini valorile — 2, —1 si 1, adica

Q—2)=—8+44+8+a=a+450

Q—=1)=—1414+44+a=a} 40

QU =1+1—44a=a—270,

adicd a€ER\ {—4; 2}.

VIII.LA.34. Relatia este echivalenti cu: [(27)]2 1+ [(2?%)]2 — 2.2 413 0
sau [(2® — 227)]2 > 0, ceea ce este evident. ’

VIIL.A.35. Desficind parantezele si grupind convenabil termenii,obtinem
echivalenta relatiei din enunt sub forma :

(b—a)c—b)c—a)=0

Cum cel putin una din paranteze trebuie si fie egald cu zero,
rezultd ci triunghiul este isoscel.

a—b+ c—a+ b—c =0, rezulta :
b a
a?b — ab? 4 ac? — a?c — be? 4 b2c =0, de unde avem; succesiv
ab(a — b) + cXa —b) —c(a? —b?) =0
(@ —b)[ab+ c2—c(a+ b)) =0
(a — b)(@b } c2—ac —be) =

(a—Db)la(b——c) —c(b—c)] =0

VIIL.LA.36. Din



(@—b)b—c)a—c)=0,

Deci, a —b=0, sau b—c =0, sau a—c=20.

In concluzie, @ = b;sau b = ¢, sau ¢ = a, eventual chiar a=b=c,
cu conditia a, b, ¢=£0.
VIIL.A.37. Avem

b 4 xf — 220 — 27 — 2= (2f — 20 1) (2 — 222+ 1) =

= (23 —1)? -|—(:zc-—1)- §i, cum orice pitrat de numair real este
nenegativ, rezultd cd suma de pitrate obfinutd este mai mare sau egald
cu 0 pentru orice x €R. In plus, egalitatea cu zero are loc doar cind
ambele patrate sint, zero, adicd «3— 1= 0 si 22— 1 =0, ceea ce implica
x=1

VIIL.A.38. Fie y=2n-+1, n €EN. Avem
P —25=dn+dn 41 —25=dn? 4+ 4n — 24 =
= 4(n* 4+ n — 6) = 4[n(n — 1) — 6].
Dar n(n -} 1) este numir par; notat cu 2K pent‘i"u orice' k €'l‘j, deci
(y* — 25)2 = [4(2k — 6)]% = [8(k — 3)]2 = 64(k — 3)>. deci 64. divide
(y? — 25)>
VIILA.39. a) Eliminind ‘parantezele, obfinem succesiv : '
E(a, b) = 1000a® -} 3-100a% -+ 100a? 4 3-10ab? + 2-10ab + bt - b2
E(a, b) = (10a)? 4+ 3(10a)b + 3(10a)b? + b* 4 (10a)2 4 2(10a) + b?
E(a, b) = (10a + b)>+ (10a 4 b)2.
b) Folosmd punctul a), putem scrie :
E(a, b) = (10a -+ b)? 4 (10a + b)? sau inca
E(a, by=(10a + b)?) (10a + b+ 1)..
Cum @, b sint cifre avem E(a, b) = (ab)? (ab  1). Lo
Pentru ca E(a, b) si fie patrat perfect trebuie ca ab--1 sa fic
pitrat perfect.
Pitrate perfecte de doud cifre avem 18, 25, 36, 49, 64, 81. Daca,
ab + 1 =16, adicd ab = 15; avem a==1, b=75, adicid perechea (1, ;
Analog, obfinem perechile : (2, 4), 4, 8), (6, 3), (8, 0).
:Putem considera si cazul. cmd ‘ab -+ 1 =100.; in acest caz, avem
ab=99 adici perechea (9, 9).

VlII A.40. Avem

473 4 53% = (47 + 53) (472 — 47-53 -+ 53%) == M 50 =100k ;
483 4 523 = (48 -} 52) (482 — 48-52 4 52%) = Myg9 == 100k, ;
493 4 513 = (49 - 51) (492— 4951 - 512)'= Mygp = 100ky ;
503 = 53.1000 = M, g0 = 100k;.

Deci, x = Mjgo =100k si ultimele doud cifre ale’ numirului vor fi
zerouri.
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b) Avem
P(a) = a* — 3a® + a*+ 30> — 92+ 3 =a¥a®>—3a+ 1) +
+ 3(@—3a+1)=(a*—3a+1) (a4 3) =0.
VIII.A.41. Avem succesiv :
E@ =28 —1)— (@ —1)=(*— 1) —1) (@' +1)=
=@ — 1@+ 12 4 1).

x == 2k -+ 1 implicd 2? — 1 = (2k + 1)2 — 1 = 4Kk - 4lc = 4k(k -} 1),
care este divizibil cu 23.

Deci, (x2— 1)? divizibil cu (23)2 = 28,

x=2k-+1 implicd 22+ 1=(2k -+ 1)? 4+ 1 = 4k? -+ 4k -+ 2, divizi-
bil cu 2.

Deci, (x?-} 1)® divizibil cu 22

x=2k-+1 implicAa +1=@k+1)+1=M-}+141=M,,
deci divizibil cu 2.

In .concluzie, E(x) se divide cu 26.22.2 =
VIIL.A.42.

E=a"+} 3a’b+ a*b+}3ab2+ b3 —bd+ab+ b2 —b—a=

= (a* + 3a?b -} 3ab? + b3 = (a?b — bd) + (ab+ bY) — (b +a) =
= (a+ b)*+ ba + b) (@ — b) + b(a + b) — (¢ + b).

Cum fiecare termen contine a -+ b, iar acesta se divide cu 7, rezultd
cd E se divide cu 7.
VIIL.A.43. Avem

P=(2x2—2+ 3?22 —x+3)+ 6]+ 12(x*—x+3) 4+ 8=
= (222 —ax 4 34 3222 —x+ 3)2-2 L 32x? —x 4 3)- 22} 23 =

= [(2x? — z + 3) + 2] = (2x* — = + 5)%.

(3]

9 = 512,

In plus, )
Eos o= [

b2

VIII.LA.44. Pentru ca si avem (2X -+ 1)|P(X) trebuie ca P(— ,1, )——-: .

A

1) . .
Dar P( ——| se scrie succesiv

A=) 2

o 1\nH Syom 41 _1-_1 1 o Lt .
_2.(7) +(—1) 2"—571-——;—-0, deci solupa:
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VIIL.A.45.

PX)y=X"X—nX+n—X=XX"—1)—nX—1)=
=XX—1)Xr—14+ X2 L X4 —X—1) =
=X—-1)[XEX !4 X"—24 X41)—n).

Cum P(X) contine factorul X — 1, pentru a dovedi ci se Idivide cu
(X —1)? este suficient si aritim ci :

CX)y=X(Xn—14-X"—24 ... X+ 1) —n este divizibil cu X —1,
adicd C(1)=0.

Dar C(1)=1(14+14...14+1)—n=n—n=0.

de n ori

VIIL.LA.46. a) Avem :
PX)=XX3—1)— (X} =) =(X3—1) (X’ —1) =
=X —-NE+X+NEX—-NX+XB+X24 X+ 1) =
=X—-1)PX+X+ )X+ X3+ X2+ X41),
deci este divizibil cu Q(X).

b) (x— 1)2 > 0, pentru oricare x € R.
1)2¥® 3

a:’-’+.-c-|-1=(x+ —2—) + = . >%, ovicare ar fi x € R.

" 0 1 3 1)\? 2
.t‘+a:3+a:-—]—.r+1=a:2(a:+?)2+ ((—5-):::—{— ?) >—3—,
oricare ar fi x €R. Deci P(x) > 0 pentru oricare x €R i, evident,
P™x) > 0, oricare ar fi n € N*,
VIILAA47. 2a) Pentru n=2, P(X)=(X2+X-+12—X% iar QX)=
X+1. Avem P(X)=[X(X+1)+41]2— X% sau.
P(X) = [X(Q(X)) + 1]? — X‘=XQ¥X) + 2XQ(X) +1—X‘=
=Q(X) [XQ(X)+2X] +1—X'=QX) RX)+1 —Xi=
=QX)RX)+(1—X)(1+X)=QX) RX)—EX—1nEX+D1H1+
+ X)) = Q(X)-R(X) —QX)(X—1)(1+ X?) = Q(X)-S(X).
b) Vom avea, analog :
PX)=[X(X"—14Xr—24.. 41+ 12— X =
=[XQ(X) + 12— X" =Q(X) M|(X) — (X —1)=
= Q(X) - My(X) — (X" —1) (X" 4 1) = Q(X)- My(X) — (X — 1) (X" +-1)-
- Q(X)= Q(X) - My(X).
VII.A48. Q(X)=P%X)—4P(X)+5—X, dar P(X)=X2—3X 42—
—X+3=RX)— (X+3)
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Cu aceasta,

QX)=[R(X) —(X— 3P —4[RX) —(X— 3] +5—X =
=RYX) — 2R(X)(X —3) + (x—3)?—4R(X)+4X —3) +5—X =
=R(X)[R(X) —2(X—3) —4]+ X>—6X+94+4X —12+5—X=

=R(X) [R(X) —2(X—3)—4]+X?2—3X+2=
=R(X) [R(X) —2X + 2] + R(X) = R(X) [R(X)—2X + 2+ 1] =
= R(X) [R(X) —2X + 3],

ceea ce arati cd R(X) divide @(X), mai mult, citul este R(X) — 2X + 3,
adica X*—5X + 5.

VIIE.A.49. Suma coeficientilor unui polinom P(X) este P(1). Din Q(1) = C,
avem P(Q*(1)) = P(0). Dar P(0) = an.

Deci suma coeficientilor lui P(Q%X)) este an.

VIILA.50. Din problema avem ca

PX)y=X—-1)QX)+r;

PX)=(X—2) Q(X)+

Calculind P(1) si P(2) din cele doud relatii, obtincra

PQ)y=r; P2)=Q(2)+r

P =—Q ) +r P(2) = .

a) Primele doua relatii conduc la Q’(1)= 9. deci P(1)4 Q(1) =
=r4+0=r.

b) Ultimele doud relatii conduc la @{2)=:0, deci (X — 2)|Q(X).

VIILA.51. a) Pentru ca P(X) s fie divizibil cu (X — m) trebuie sd avem
P(m)=10, adicd m*—2m—1)m-+t(m—1)4+p=0, deci p=—1.
Suma coeficientilor egald cu 1 implica 1 —2(m —1)+ (m— 124 p=1
si, tinind cont cd p= —1, rezulti m?*—4m -} 2=0, adicad (m — 2)? —
—2=0, m—2—}2)(m—2+)2)=0, deci my=2+ /2 sau my=
=2—_J2

b) Deoarece P{x)=a2—2(m—1)x+mMm—1)2—1=[z—(Mm—
— 1)]2—1 si deoarece un pitrat perfect este nenegativ, rezultd P(x) >
> —1 pentru oricare x €R. Deci, P(x) < —1 este fals3, oricare ar fi
xER si P(x) > — 1 este adevirati, oricare ar fi * ER.

VIII.LA.52. Suma coeficientilor unui polinom este P(1). In cazul nostru
avem P(1)=a(l —b)(—1)*t2+1, suma care, pentru k par, devine :
P(1) = — 2a—b + ab+ 1, iar pentru k impar P(1)=2e-} b—ab -+ 1.

In ambele cazuri, P(1) trebuie si fie 0. Valorile lui ‘a si b intregi
pentru care.P(1) =0, k€N, le ob{inem intersectind solutiile intregi ale
ecuatiiler :

—2 —b+ab+1=0 ¢))
si '
2a+b—ab+41=0. 2
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Rezolvim (1) a(b—2)=b—1, a= 2=
b€ Z, astfel ca a € Z.
b—1  b—241
b—2 b—2

"
este intreg, adicdA b—2==+41, de unde b=3 sau b==1.

si trebuie si gasim

Avem a= =1+ g—l——z care este intreg

daca

Pentru b=3, avem a=2, iar b=1, avem a==0, deci perechile
2, 3) 51 (0, 1).

Rezolvind aseminitor ecuatia 2a + b —ab 4 1. =0, obfinem pere-
chile (— 2, 1) (0, — 1), (2, 5) si (4, 3).

Cum in cele doud mul{imi de solutii nu sint elemente comune, re-
zulld cii suma coeficienjilor nu poate fi zero, pentru orice k € N.

VIIL.A.53. Efectuadm impirtirea primului polinom prin al doilea, punind
conditfia ca restul si fie nul.

X%+ 4aX3 + bX2 + 4cX +d |X? 4 32X} 3bX ¢
— X% — 3aX? — 3bX2 — cX [XFa
eX3+ 3bX2+4 3cX +d
— aX3 — 3a2X? — 3abX — ac
3(b — a?)X2+ 3(c — ab)X 4 (d — ac)

Din identificarea restului cu polinomul nul se obtin relatiile :

b—a2=0c—ab=0d—ac=0deunde b=a? c=d’ d=
=g’ 5i avem X3 3aX24-3bX - c=
= X34 3aX2+ 3a’X + a3 = (X + a)® si
X4 4 4aX? + 6bX2F 4cX L d =
= (X34 3aX?+4 3bX + C)(i + o) =X+ aPX+ =X+ a)
ceea ce demonstreazi afirmatiile problemei.

VIIL.A.54. Din punctul a) rezultd P(1) = 3. Calculind P(3) din b), obtinem
P(3) 4.3P(3) = 4, de unde P@3)=1.

Scriem impartirea eu rest 2 lui P(X) la X*—4X +3=(X—
— 1)(X —3; P(X) = (X — )X —3)QX) +mX+n, ~unde restul  este
mX +n, de grad mai mic decit gradul impirtitorului, deci mai mic de-
cit 2. Calculind, pe rind, P(1) si P(3) din relatia obtinutd, rezulta sistemul

{ Ply=m-+n
P3)=3m-+n
cu solutia m =—1 §i n==4, deei restul chutat este — X-4.



VIILA.55. Stim ci restul impartirii unui polinom P(X) la X —a este
P(a). Avem, deci,
PQ3)y=—2
P(—1)=—2 sau
2.383—m-P+4+n3—16=—2
2 (— 1P —m(— 1) 4-n(—1)—16=—2.
Se obtine sistemul
{ —9m+43n=—40

—m—n=16
. 2, 4
cu solutia m=—£ ; n=—§, iar P(J()=2X3—l——1-{3—-———‘i X —16.
3 3 3 3
8
Restul impartirii la X — 1 este P(1) = —-;6.

VIII.A.56. Prima conditie se scrie P(1) =3. Din a doua, pentru x=1,
se obtine 0-P(1)41-P(3)=1, deci P(3)=1. Scriem acum relatia ce
exprimi impirtirea cu rest a lui P(X) la X2 —4X 4+ 3=(X —1)(X —3),
PX)=X—1)X—3)YX) +mX +n.

Pentru x =1 si x =3 se ob{ine sistemul :

{ m—+n=P(1)=3
3m+n=P@B)=1
cu solufia m=—1, n=4¢, deci restul ciutat este binomul — X 4 4.

VIILA.57. Restul ciutat este
P(1985) = 1985% — 198619852 |- 1987-19852 — 1988 - 1985 - 1986.
Pentru a calcula mai usor acest rest luim: a=1984 si avem :
P(1985) = (a+1)*—(a+2)(@+ 1P+ (@ + 3)(a + 1) —
—(@+4a+1)+a+ 2=a2=19842

b) Restul impartirii lui P(X) 4+ a la X — 1985 este restul impartirii
lui P(X) la 1985 adunat cu a.
Deci, 198424 a = 19862, de unde :

a = 19862 — 19842 = (1986 — 1984)(1986 + 1984) = 2- 3970 = 7940.
VIII.A.58. Din conditiile problemei, P(— 2) = 53 §i P(1) = 2. Scriem rela-

tia care exprimd impdérfirea lui P(X) la Q(X) = (X — 2)(X —1).
P(X) =X+ 2)(X—1)-C(X) +mX +n.

Din P(— 2) si P(1) obtinem :
—2m + n=P(—2) =53
{ m+n=P()=2

cu solutia m=—17, n=19.
Deci, restul ci#utat este binomul — 17X - 19.
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VIILA.59. Aplicind teorema impirtirii cu rest cu notafiile R(X)=
=2X —5 si Ry(X)=3X — 4, obtinem :

(1) grad S(X)=2

(2) P(X) = S(X)-Cy(X) + R(X)
(3) AX) = §(X)-Co(X) + Ry(X)
Din ultimele doud relatii avem
S(X) | P(X) — Ry(X) si

S(X) | X) — Ro(X)

Calculind diferentele din partea dreaptid a relatiilor de divizibili-
tate de mai sus, obfinem

PX) — R(X) = (X —3(X*—2X + 5) si
QX) — Ry(X) = (X — 2)(X>— 2X + 5).
Deci, S(X)=X2—2X+5.

VHI.A.60. Din teorema impartirii polinoamelor avem

P(X) = C(X)-(X2+ 2X — 15) + R(X) )
0 < gr. R(X) <gr. (X2+ 2X — 15) )
Din (2) avem R(X)=aX + b si (1) devine

P(X) = C(X)- (X — 3)(X + 5) + (X + b) 1)

Cum restul impartirii lui P(X) la X — 3 este 5, avem P(3)=>5 si,
analog, P(— 5) = —11.

in (1’) facem pe rind x=3 §i ¢=—>5. Vom obfine sistemul :
[ 3a+b=5
| —sa+b=—11

cu solujia a=2, b=—1

Deci restul cerut este 2X — 1.

VILA.61. Din teorema impartirii polinoamelor stim ci gradul restului
este mai mare sau egal cu zero, dar mai mic decit gradul impiértitorului.
Cum impartitorul este X2—5, avem citul si restul de forma : aX -+ b.

Tot din teorema impartirii avem :

P(X) = (X2 —5)@X + b)+aX+b

Afectuind calculele obtinem : P(X) = aX3? 4 bX2? — 4aX — 4b.

Calculim P(k) + P(—k) si obfinem 2bk2— 8b.

Din P(k) + P(— k) = 4k? — 16 pentru orice k€ {—2, 0, 2} si
P(k) + P(— k) = 2bk? — 8b, deducem : 2b = 4, 8b =16, adicd, b =2, iar
termenul liber al lui P(X) este — 4b, adicd — 8.
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VIILA.62. a) Se poate efectua impirtirea celor doud polinoame, dar se
poate proceda si astfel :

P(X) =mX4 —mX24 X2+ X+ 1=
=mX(X°— 1)+ X+ X+ 1)=
=mX(X—)X+ X+ N+ X+ X+ )=
=mX(X — X2+ X+ DX+ X+ D)+ X2+ X+ )=
=(X24 X 4 1)[mXXAX — 1)(XS+ X3+ 1)+ 1].
Se observa ca (X2 + X 1) | P(X).
Deci, restul impartirii lui P(X) la (X2+ X 1) este 0.
b) Avem incd din relatia obtinuta
P3)=(32+ 3+ 1)[m-3%38 — 1)(36 + 3°+ 1)+ 1] = My3,
pentru orice m € Z.
VIIL.A.63.
P(X9) = (X34 4 (X9 4 (X9 + X5+ 1 =
=X04 XI5 4 X0 4 X5 1=
= XU5(X5 1) + X5X5+ 1)+ 1 =
= (XS4 XS+ X+ 1=
= (X4 X X+ X X+ DES+ X+ 1=
= (X4 X0+ X2 X+ DX + DEXS+ X)) 41 =
= (X6 X0 X2 X+ (X6 4 X5+ X0+ X9 4-1.
Deci, citul impartirii este X% 4 X164 X6 | X5 iar restul, 1.
VIILA.64. Dacd polinomul P(X) are gradul trei §i se divide cu X2--
-+ X — 2, atunci citul este de gradul intili si avem :
P(X)=(aX + b)(X2+ X — 2) sau,
P(X) = aX3 4+ (a + b)X2 + (b — 2a)X — 2b.
Impartim P(X) la X2+42X —38
aX34 (a+b)X2+ (b—20)X —2b | X242X—8
— aX3 —2aX?+ 8aX X + (b —a)
(b — a)X2+ (b + 6a)X — 2b
— (b — @) X2 — (2b — 20)X + 8b — 8a
(8¢ — b)X + 6b — 8a
Se obtine sistemul
8a—b=22
{ —8a -+ 6b=—12, cu solujia e=3, b=2,
jar P(X) = 3X3 4 5X2—4X —4.
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VIII.A.65. a) Facem impdrtirea cu schema lui Horner :

[1]0]0]0]... |0]—1
{111l 1] o
Nt

QUX) R

Deci, citul cdutat este Q(k)=X¢-14 Xk—24{ X34 4+ X4 1.
b) Notind, ca mai sus, polinomul X*—1 4 X*—24 . 4 X 4 1 =Q(X),

avem
P(X) = [XQ(X) 4 1)? — X% =
= X3Q%X) + 3X?Q%X) + 3XQ(X) + 14 X* =
= QX)[X*QAX) + 3X2Q(X) + 3X] — (X* — I)(X*+ 1) =
= Q(X)[X3QXX) + 3X?Q(X) + 3X] — (X — )QX)(X*+ 1) =
= QX)[X*QAX) + 3X°Q(X) + 3X — (X — I)(X* + 1)].

Deci, Q(X)|P(X).

¢) Avem P(1)=(k+1®¥—1 si P(—1)=—1 pentru k impar si
zero pentru k par. Ob{inem cazurile :

Pentru k impar, P(1) — P(— 1) = (k + 1)3, cub perfect.

Pentru k par avem P(1) —P(—1)=(k+ 1)} —1, dar (k+ 13>
> (k+ 1) — 1> k3 (a doua inegalitate se verifici usor pentru k> 0)
si cum intre (k- 1)3 si k3 nu existd cuburi perfecte, in acest caz P(1) —
— P(— 1) nu este cub perfect.

In concluzie, P(1) — P(— 1) este cub perfect daci si numai daci
k > 3 este numar impar.

VIILA.66. a) P(P(X))=P%(X) —1=(X2—1)2—1=X4—2X2

b) QX)=aX +b; QX)) =aQX)+b=a(@X+b)+b=
= a2X + ab + b. Am obtinut tot un polinom de gradul 1. Vom arita ca,
dacd M(X) si N(X) sint polinoame de gradul I, atunci M(N(X)) are tot
gradul 1.

Fie M(X) =aX + b si N(X) =cX -+ d ; avem : M(N(X)) = aN(X) 4
~+ b=a(cX -+ d) + b=acX + ad + b, adici un polinom de gradul L. Cu
aceasta deducem c#, ori de cite ori am calcula Q(Q(X)), objinem un
polinom de gradul I

¢) R(X)=X-1986.

VIII.A.67. a) Aplicind formula a?— b2= (a4 b)(e —b), polinomul se
scrie succesiv :

Pon(X)=mX+n+nX+mmX+n—nX—m)=
=[mX4+D+mX+DIX—1)—nX—1)]=
= (X 4 1)(m + n)(X — 1)(m — n).
b) Daci m —mn=zx, in descompunerea anterioard avem factorul
(x — 1)x(x + 1), adicd produsul a trei numere intregi consecutive, care
este divizibil cu 6. )
¢) Cum diferenta dintre primul §i ultimul dintre cele trei numere
intregi consecutive trebuie si fie 2, obfinem (m 4 n) —(m—n)=2,
adici n=1gi cum z+1=(m—mn)+ 1, avem x=m—1.
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In concluzie
Punon (I) = (I + 1)(x + 2)(13 —x= (I - I)I(I + 1)(3: + 2)7

Jeci produs de patru numere intregi consecutive, care este divizibil
cu 24. Intr-adevir, produsul este evident divizibil cu 3 i 4 pe baza
proprietafii cunoscute, folositi la punctul a). Printre cele 4 numere
apar exact douid pare, dintre care exact unul este multiplu de 4. In
concluzie, produsul este divizibil cu 8 i, fiind divizibil §i cu 3, este
multiplu de 24.

VIIL.A.68. a) X — a divide P(X) = X2 —5X + 6, dar P(X) =
= (X — 2)(X — 3); deducem cad X —a este X — 2 si atunci @QX)=X — 3,
sau X — a este X — 3 si atunci @X) =X — 2.

Deci, D(X) =X>—5X+6—X+3=X?—6X+9=(X—23)?
deci X —beste X—3,sau DX)=X2—5X+6—X-} 2=
=X?—6X+8X —2)(X—4), deciX — b este X —2 sau X —4.

b) Smin = f(0) + f(1) + ...+ f(1986) =

=+ (—D+...+(—1)=—1987,

Smax = f(0) + f(1) + . . . + f(1986) =

=+D+EHD+... + (1) =+ 1987

Daca f(0)f(1) . .. f(1986) =~ 0 inseamni ci, (V) n € {0, 1, 2,. 1986},
f(n) =£ 0, adica functia nu ia valoarea zero.

In suma S=f(0)+ f(1) + -+ 7(1986) avem 1987 termeni. Pentru
ca S =20, trebuie si avem un numir egal de — 1 si 4 1, lucru imposibil,
deoarece avem un numir impar de termeni.

VIIL.A.69. a) Avem :
PX, V)= (X?—Y)(X*+ Y) — 2XY(X2 — Y}) — (X2 —Y) =
=X-Y)X+ YV —2XY —)=X—NEX+ (X —Y)?2—1]=
=X—VEX+NEX—Y—1)X—Y+1).

Deci, pentru P(X, Y)=0, rezulti Y=2X, sau Y=—X, sau Y =
=X—1,sau Y=X-+41 si cum X€Q, am avea Y € Q, contradictie,
de unde solutia problemei.

b) Observam ci pentru x =20, primul produs din expresie devine
egal cu cel de-al doilea, factor cu factor, in aceeasi ordine. Ciutim x
pentru care primul produs si aibd chiar factorii de la al ‘doilea, cu
semne schimbate, in ordine inversi, deci X + 1 =—1985, X = — 1986.

Cum numirul factorilor din fiecare produs este impar, avem :
P(— 1986) = (— 1985)(— 1984) ... (— 1) 4 (1)(2) . .. (1985) =
—1.2-3. -1985+1-2-3- 1985 =0.
Deci P(X) este divizibil cu (X + 1986), deci este reductibil.
VIII.A.70. a) Notim n®+ 3n2+4+n=1y si avem
N=yy+2+1=9v+2y+1=@u+ 12

292



Revenind, deducem
N =+ 3n>+ n 1), deci patrat perfect.

b) Din analiza domeniilor de definifie ale celor doui functii este
evident cd A nu apartine graficului functiei f. Ca si apartina graficului
functiei g trebuie ca g(1) = 2.

Cum g(l)=—1-+43=2, avem AEG,.

Inecuatia are sens pentru acele valori pentru care se poate calcula
si f(x) si g(z), adicd pentru x € Dy N Dy, unde Dy si Dy sint domeniile
de definitie ale lui f, respectiv g. Dy N Dy,=(1, 71N [—10, 2] =(1, 2].
Rezolvim inecuatia prin semnul functiei de gradul I.

Formam tabelul

X |—o0 -4 3 + oo
S -- -0+ + + + +
oM+ ¥+ + g —— ——

N
gix)

Deducem ci x € [— 1, 3), solujie care trebuie intersectatd cu [1, 2]
de unde obtinem solutia finald =z € (1, 2].

VIIL.A.71. Avem:
_ grHLpnp3n.5nt246-3n5m 3757 (34 2546)
T gn.g.gngntlognf4n.g.3nH 4n.3%.(24 34 12)
_ 3n.5".3¢_ 3n.5m.2 572 5t
T n.gn.17  4n.3n 4n owm—1]
VIII.A.72. Descompunem in factori numiritorul si numitorul si avem
(n?—2)(n—3)
®?+2)(n+3)
a) Daca n = 2k, atunci n? = 4k? sau n? = 21, si deci n2 — 2 si n? - 2
sint multipli de 2, adicd f este reductibild.

b) Daci n=2k-41, atunci n—3 §i n+3 sint multipli de 2,
deci f este reductibild.

VIILA73. a):

fractia f=

2X*+-8X—9) 2[(X2+9X — (X4 9)] )

Fx)= X2+ 5X —6 X2+ 6X — (X +6)
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_2X—1)(X+9 _2X+9 .
P = (X—1)(X+6) X+6

2x 418 6 N

b) Fix) = =1+ " =2 , care este numir Iintreg dac

) F(x) =46 +x+6 g daci
x -+ 6 divide pe 6.

Cum divizorii lui 6 sint 41, 4-2, 43, 46, avem ecuatiile:
z+6=1, r+6=—1, z+6=2, x4+6=—2 1 6=3 z+6=
——3rL6=6xr+6=—86.

De aici deducem x € {—5, —7, —4, —8, —3, — 9. 9, —12}.

VIILA.74. a)
X3—10X2—X 410 X(X*—1)—10X2—1)

) =% ox_10 X + DX —10)
=(X2—1)(X—10)=(X—-1)(X+1)(X-—10)=X_1
X+1)(X—10 X+1)(X—10) ’

b) Deoarece, pentru t€Z\ {—1; 10} avem F(x) =x —1 si x este
de paritate contrard lui x — 1, rezultid afirmatia ceruta.
VIILA.75. a):
X4+ 1xX349X2—1X—10 _ XA 7X3 L 9X1—T7X —10
X2+44X —5 o (X —1)(X + 5) )
Descompunerea numdritorului ne intereseaza numai dacd contine

factorii X — 1 sau X -+ 5. Pentru aceasta trebuie si stabilim cu care din
cele doua binoame se divide numdratorul. Avem :

4 3 2 __
X'+ 7XX+ ‘ix 10 xs4 gx24 17X + 10.
Pentru divizibilitatea cu X 4 5 incercim cu polinomul X3+ 8X2-1-
+ 17X + 10. Rezultd X2+ 3X + 2.
FX) = X—1N(X45X*+3Xx+2) =X2+43X 4 2.
(X—1)(X+59

b) Pentru orice x € Z\{—5, 1}, F(x) = 22+ 3z + 2 = (x + 1)(x + 2).
Cum z 1 si x 4 2 sint numere intregi consecutive, iar produsul a doua
numere consecutive se divide cu 2, rezulti cd F(x) = 2k, adicd numadr par.

F(X)=

VIIL.A.76. a) Pentru ca o fracf{ie si existe, numitorul trebuie si fie
diferit de zero. Vom afla valorile pentru care numitorii sint zero.

Avem, deci :

3 —32243r—1=0sau (x—1)2=0, deci x=1;

B—x2—x+1=0sau 2((x—1)—(x—1)=0 sau (z —1)2(z+
+1)=0, deci =1 sau z=—1;

xh—2x3 420 —1=0 sau 2% —1—2x(x2=1)=0;
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(x?—1) (@4 1) — 2x(x? — 1) =0;
@2 —1)(x241—2x)=0;
(x2—1)(x—1)2=0;
(x—1®¥(@x~41)=0, deci z=1 sau x=—1;
x=0/din —4—), iar dinx+ 44 i=0 avem x4 4x+4=0 sau
x X
(x+2)2=0, adicd x=—2.
Deducem cé expresia nu existd daci € {—2, —1, 0, 1}.
b) Folosind descompunerile de la punctul a) avem :
x?—2x+1

-z + x 6 x _
(x—1)p  (E—1PE+1)—QCrr—2a’) x’t4r+4
@—1P(x+1) x
_xtaxx—1)—2—x+4 23 6(.7:—1)2=
B @—17(x+1) @+ 22
_Pta—x—2 6 _ [et+2—(+2 _ 6

@—D@E+1) @+22 @—D@+1l)  @+22
_Sz+2@—DE+)__6
E—D@+)@+2? z+2

¢) E are valori intregi daci x - 2 divide pe 6 ; cum divizorii lui 6
sint 41, 42, 43, 4+ 6, avem x € {—8, —5, —4, —3, —1, 0, 1, 4}.

VIILA.77. b) Avem relatia (1) : fx — 2) =3z — 5 — (1).

Punctul B(1, 3) apartine graficului functiei dacd F(1)=3.

In (1) facem x =23 i avem f(1) =9 —5—f(1), 2f(1) =4, f1)=2,
deci B nu aparfine graficului lui f.

Inlocuim in (1), f(1) = 2 avem (2) : f(x — 2) = 3z — 7 ; A(0, 1) apar-
tine graficului lui f daci f(0) = — 1.

In (2) facem z=—2 si obtinem f(0) = — 1, deci A apartine grafi-
cului f. Pentru C(2, 5) trebuie s& avem f(2)=5.

In (2) luim x =4 i, deci, f(2) =5 adicd C apartine graficului lui f.

VIILA.78. a) Fracjia se simplifici cu X —1 dacd si numai daci numai-
ratorul si numitorul se divid cu X — 1. Din teorema lui Bézout, N(X) se
divide cu X — 1 daci si numai daca N(1) = 0. Dar N(1) =1 4 m2 4 (m |
+ 1)+ 4am+1—3=m?4+5m=0, mm—+5 =0, my=0 my=—05.

b) F(X) se simplifici cu 22—1 (=) N(z) se divide cu x—1 si
x - 1. Din a), N(xz) se divide cu x — 1, de unde m = 0 sau m = — 5. Vom
arata. ci pentru m = 0 sau m = — 5, N(z) nu se divide cu x + 1. 1) Pen-
tru m=0, N@g)=zi4224+2—3; N—1)=14+1—1—3=—2.
2) Pentru m=—5; N(z) =+ 252 —4x2—19x —3; N(—1)=1—
—25—4+419—-3=—12
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aci F(X) se simplifici prin X2 — 3X 4 2, atunci si numi-
V'Itlgtﬁl'l:l n?x)mli)torul sint divizibile cu acesta. (X4 — 6X3 4 nX 4+ mX —
T (2 — 3X 4 2) da citul X2 —3X+(n—11) §i restul (m+-3n—
— 27)}( + 14 — 2n. Acest rest va fi 0 dacd si numai c!acé n="1T m=48.
Numitorul, impérit 12 X2 —3X +2, da citul X — 3 si restul (p—11)X,
de unde p = 11. Inlocuind m, n, p avem :

Xi—6X2 47X 46X —8 _ (X+1)(X—9)

F® =" ex21 11x—s X—3
1 r+1 . ' - .
b) F(x)- = , care trebuie sd apartind lui Z. Dar
r—4 x*—3
. 1 4
2l g4 e Ztlez(oy —t ez adics z€(—1. 2,
x—3 x—3 x—3 x—3
4,5 7). Deci A={—1,1, 24,5, 7}.
1
VIII.A.80. a) E(x) = —————
(x—1)x+1)

b) Deoarece valorile lui E(x) se pot calcula pentru orice numir
real, in afari de 41, vom avea: g:R\{—1, +1} - R, g(x)=
1

T e—DE+D’
VIIILA.81. a) Polinomul, avind coeficientii intregi, ciutam factori de
forma (X — a) cu a divizor al termenului liber. Gisim a =1, 3, 4 iar, in
final, PX) = (X — 1) (X — 3) (X — 4).

b) Radicinile ecuatiei P(x) =0 sint 1, 3, 4. Deci A= {1, 3, 4}.

¢) Avem x?—dr+5=x—4x+4+1=(x—22+1>1 pen-
tru orice x €R.

2 __
d) E(x) = 3z 12z 419 =34 4 - , deci putem lua m=3,
2—dx+5 (x—2)2+1
n=4¢si p=1.
e) Avem, conform punctului ¢), x?—4x+ 5 > 1, deci
1 4
———— <1l,deunde 34+ —— < 7,
z2—4x 45 +a:'-’—4::+5
deci E(x) <7 pentru orice x €R. In plus, 4 > 0, de unde
x?—4x+5

E(x) > 3 pentru orice x €R. In concluzie, E(x) € [3, 7], oricare ar fi x
real.
. 4
f) Conform punctului d), E(x)= 3+ —————— Din E(x)€EZ
) ( + (x—22+1

avem : € Z. Deoarece (xr— 2)2+4 1 este nenegativi, oricare

_
(z—2’+1 ‘
ar fi *€2Z, atunci (x—2)2+41 trebuie si fie divizor pozitiv al lui 4.
Rezolvind in N ecuatiile obtinute, avem B = {1, 2, 3}.
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VIILAS2. Avem succesiv :
1277 Ve Vaxis VeaVaglagrs.
VorVerlogromtoss Vatlasrs

Vo (Vo Voaw) 12575 VarVosrs

Vo Vatra=VagTs VosTo=yi=s=yi=1

VIILA.83. Numairul 2}’ 3 este numir irational. Pentru ca p si fie naturall
trebuie ca 2V§ si se reducd. De aici avem 3n-+46=12, sau n=2 si
(— 1)(3k + 1) =1 echivalent cu I = 3k -+ 1, numir par ; cum k€ {0, 1,
2,3 4,5}, avem, pentru k=0,1=1; k=1,1=4;k=21=7; k=3,
l=10; k=4, 1=13; k=5, 1=16. Avem, deci, perechile: (1, 2),.
@3, 2), (5, 2).

VIILA.84. Intrucit 4— V15>0 si }6 < J10, rezulta a> 0, b <O0..
Calculind patratele numerelor date, obfinem : a?=4(4 — J15) si b*=
=16 — 2)/4-15 = 4(4 —}/15), deci a? = b2, deci a =>b, sau a = —b. Cum.
a si b au semne contrare, rimine a = — b.

VIII.A.85. Demonstram prin reducere la absurd. S3 presupunem c&
Va?Fo2=-2 unde p, gEN, q=£0 si si presupunem fractia £ ireduc--
q q

2 2
tibila. Prin ridicare la pitrat rezultd o?+- b3=£;, unde -E; este ireduc--
q- q-
tibild, deci ¢ =1, a®+ b2=1p?; dar a §i b sint impare, rezultd p par
si am avea (M, + 1)2 4 (My + 1)2 = (My)?, deci 2 = M,, contradicfie. In
concluzie, ['a2+ b2€ Q in conditiile problemei.

VIILA.86. Deoarece 3k -+ 1|3k + 2k—3 si 3k + 1| k(3k+ 1) = 3k2 4
+k, rezults 3k-41 divide (3k?4 2k—3)—k(3k+1)=k—3. Dar
atunci 3k + 1| 3(k — 3), de unde 3k + 1|10. De aici, k € {0, —1, — 2, 3},

celelalte valori neconvenind condifiei k € Z.
. 324 2k—3 1
O alti metodi considerim fractia -——3_";—_}_1-— =k 3

10 ) o .
— —— _ Rezulti 3k+ 1 divide pe 10, deci k€ {—2, —1, 0, 3}. Ve~
33k + 1) + P

rificind, se constati ca pentru fiecare k din intervalul dat, 3k -+ 1 divide:
3k2+4 2k — 3.
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"VIII.A.87. Notim 1981 =a si avem a(a-+1) e+ 2)(a+43)+ 1 =04}
-+ 6a3+ 11a2+ 6a+ 1. Ciutim un divizor de gradul 2, P(a)=a2-}+
—+ ka+ 1, cu [P(a)]2 = a% + 6¢®+ 11a? 4 6a 4 1, adicd a* 4 2kae® + (k2 4
L 9)a? 4 2ka 4 1 = a% + 6a3 + 11a2 -+ 6a 4 1. Putem lua k=23 si avem
a@-1)a+2)@a+3)+1=(a?~+3a-+ 1> Luind a=1981, obtinem
un patrat perfect.

"VIII.LA.88. Avem, succesiv :

A= 5mHL.gn+2 | g2 ontl —
= 257.27.20 + 37.47.18 = 507 (19 4 1) 4 127 (19 — 1) =
=19-507 - 19-127 + 50" — 12.19.50" 4 19-12" 4
—+ (50 — 12)(50"—! 4 507—2-12 4+ ...+ 129—1) = M19.

“VIII.A.89. Numirul p se divide cu 5 dacad are ultima cifrd 0 sau 5.
"Ultima cifra a lui 1985" este 5, oricare ar fi n € N. Ultima cifra a lui
1984™ este 4, dacd n =2k -} 1 si 6, dacd n = 2k. Vom avea, deci pentru

m=2k, p=...54...64+x=...14 2z Cum ultima cifrd trebuie sa
fie zero sau 5, deducem x =4, sau x =9. Pentrun =2k 4+ 1,p=...5+
+...44+x=...9+4x; rezulti x=1, sau x==5.

‘VIII.LA.90. Putem scrie :
A = (2903" — 803") — (464" — 261™) =
= M @oo3—s3y — M (i61—26y= M7 — M; = M; si, apoi,
A = (2903" — 464") — (803" — 261") = M (a13--61) — M (so3—261) =
= My;3 — Mazy = May.

Cum 7 si 271 sint prime intre ele rezulti cid A este multiplu de
“7-271 = 1897, oricare ar fi n €N.

"VIII.LA.91. Determinim mulfimea A.

3-’5+2=3z—6+8=3+__8___’ deci 3z+2 €7, daci €Z,
x—2 r—2 r—2 r—2 x—2

adica dacia z_2=1,3_2-____1,z_2=z,z_2=—2,z—2=4,
x—2=—4, r—2=8, x—2=—8, cu solutiile naturale apartinind

multimii A= {0, 1, 3, 4, 6, 10}. Aseminitor avem B= {2, 3, 4, 5, 7, 13},
-deci 1;1 UB=1{0,1,2,34,5,6,710,13}, AnB=3, 4} si AAB=1{0, 1,
6, 10}.

"VIII.LA.92. Scoatem y din ecuatie : y=—1 -|-1—:?0; y este numir natu-

ral dacid z? divide pe 180. Cum 180 = 22.32.5, deducem ci x2= 22, sau

.x? = 32, sau x?=22.3% de unde x =2, sau x = 3, sau x = 6. Cind x =2,
y=44,cindx=3,y=19,cindx =6, y=4.
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VIIL.A.93. Se impun condifiile x =0, x=£1, 2 55— 1. Efectuim ope-
ratiilc in membrul sting. Din

gr—l__x_—l—_l x(l —x) — 2z —
x x  (I—a)142z)
se obtine, succesiv

Sr—1_ x+1 (—mata _,
x x —x(x+1)

Simplificind si eliminind numitorii se obfine: 10x —x2=10 (=)
=) (10 — x) =0, cu solutiile x =0 (nu convine) si x = 10.

VIILA.94. a) Punem condifia x4 1540, adici x £ —1. Avem 5x2--
+mzx—3m=G5x—1)(x+1), 522+ mx—3Im=>5z2+4xr—1, (m—
—4)x=3m —1. Pentru m =4 obtinem 0-x=11, ecuatie fira so-

$m—1 Rimine de verificat

lutii. Pentru m =44 obtinem solutia = p
m—

daca, pentru un m =% 4, solutia —1 »cade® peste valoarea interzisd
m.—_
r=—1 Avem ™=! —_ | sm—1=——m-44 4m=5 m=
m—4
= 3 In concluzie, pentru m =4 sau m =% ecuatia nu are solutii, iar
5 - . 3m—1
pentru mER \ {4, %} ecuatia are o unici solufie, x = m e
m—

dm—1_3m—12411_ 3m—4)+11 —34 1L

b =
) m—4 m—4 m—4 m—4

Cum zx este intreg si m intreg, rezultd ci m — 4 este un divizor al
lui 11, adica m —4 € {1, —1, 11, — 11}. Se obtin valorile m =5, care
dix=14, m=3, cux=—8 m=15,cux=4sim=—"T7 cux=2.
Deoarece — 8 ¢ N, m = 3 nu este solutie, deci m € {5, 15, — 7}.

VIILA.95. a) (m+ )z —x=—n, z(m+1—1)=—n, mr=-—n.
Dacid m = n 5% 0, ecuatia admite ca solutie orice x € R. Dacd m = 0=£n,

= . —n

ecuatia nu are solutii ; dacd m =% 0, ecuatia are o unici solujie, x = -Tn—
— 3)(2 3 1—3 13

b) Ecuatia se mai scrie @z 2c+3) T 2= 0, cu con=
x(2x — 3) x 3

ditiile = 5£ 0, :z:;/-—z—. Dupéi simplificare, obfinem succesiv : 3(2z + 3) —
—31—x)—13x=0, 6xr+9—3+3x—13x=0, —4x=—86, =
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: g s 3
=—;-, deci ecuatia nu are solutie (.dln conditia x =4 ?J

VIILA96. a2x—zx=a3—1 (=) z2—1)=a®— 1. Dacd a5£1 i a=
. @—1)(a*+ad+1) a+1 L.
2 —1, atunci x = = . Cum a € Z, trebuie gi-
(@—1(a+1) a+1
site valorile intregi ale lui a pentru care x este intreg. Avem a+1=1
sau ¢ + 1 = — 1, de unde a = 0 sau ¢ = — 2. In concluzie, ecuatia admite

solutii intregi in cazul ¢ = 0 sau @ = — 2, egale cu 1, respectiv, — 3. Pen-
tru a =1, ecuatia admite ca solufie orice numar intreg, pentru a =—1
ecuatia nu are solutii.

VIIL.LA.97. Folosind proprietatea cd o sumd de patrate de numere reale
este nuld cind toti termenii sint nuli, obtinem ca ecuatia este echiva-
lentd cu sistemul z242xr+1=0, 22+ 3x+2=0, 22+ 4x1+-3=0,
.., 24 1986x + 1985 =0, a cirui unici solutie este *= —1, unica
radicind comund a ecuatiilor sistemului. In general, pentru Py(X),
Py(X), ..., Pa(X) polinoame cu coeficienti reali neconstante, ecuatia :

Pi@+Pi@+ +P@)=0,
are solutie daca si numai daca polinoamele P((X), Pyo(X), ..., Pu(X) au ra-
dicinid comuni. In acest caz, solutiile ecuafiei sint chiar ridicinile comune
ale acestor polinoame.
VIII.LA.98. Funciia f este de forma f(x) =ax? 4 bx -+ ¢, a=£0, a, b, cER.
Din conditiile  problemei avem 0=f(l)=a+b-+e¢c, —2=

=f(—1)=a—b+0,%=f(—;—‘=§-+—:-—|—c. Formind sistemul : a4
J

&

+b+4c=0, a—b+c=—2,%+%+c=l1, se obtin solutiile a =
=—3, b=1, ¢c=2, deci f(x)=—3zx2+x+ 2.

VIIL.A.99. Conditiile problemei sint: f(a)=a(b -+ c), f(b)=b(c+ a),
f(c) = c(a - b). Obtinem sistemul : ma? + na + p = a(b + c), mb? + nb +
+ p="b(c + a), mc2+nc+ p =c(a+ b), cu necunoscutele m, n, p. Re-
ducind p intre ecuatiile 1 si 2 si 1 si 3 rezulti, m(@atc)+n=»b,
mb -+ c)+n=a, cu solutile m=—1, n=a+b+4c, p=0, deci
fl@)=—a~4 (@ + b+ o).

VIII.A.100. Din f(0) = 3, conditia a doua se retranscrie f(2) =5 si, deci,
a treia devine f(5) = 23. Deoarece f este functie de gradul al doilea,
avem : f(x) =ax?+ br+c, a£0, ¢, b, c €R. Obfinem sistemul : ¢ =3,
4a 4 2b+ ¢ =15, 25a + 5b 4 ¢ =23, cu solutiile a=1, b=—1, ¢=3,
deci functia este f(xr) =x?—=x -+ 3.

300



VIILA.101. a) P(X)=aX2+4bX+c; a, b, cER, a=£0.

P(0)=9 c=9 c=9
Din P(l)=1 =){ a+btc=1 (=)] a+b=—38 (=)
P(—1)=25 a—b+4c=25 a—b=16

2a=28

deci P(X) =4X*— 12X 4 9= (2X — 3)?
QUX)=mX*4+nX+p, mn pER, m£0.

c=9
=) ’ a4+ b=—38, cu solutia a=4¢, b=—12, c=29,

QO =—3 p=—3
Din QA=—2 =) {mH4ntp=—2,
Q("—l)=0 m—n+p=0
cu solufia m=2 n=—1, p=—3,

deci QX) =2X2— X —3=(X+ 1) (2X — 3).
p L (etnez—3 1

3 2z — 3)2 2 ,
Conditii (x4 1) 2x—3)=£0 implicd x 5= —1 si :c:/:; .
. 20— 3 1
In aceste conditii putem simplifica prin 2z — 3 ; 3(—2_}_—1) =3

unde 4x — 6 = 3x 4 3, care conduce la x=29.

VIIL.A.102. Efectuim impirtirea lui P(X) la X+ 1 prin schema lui
Horner.

| 1 a b c
—1]1 |a—1]| b—a+1 |[c—b+4a—1
P(x) R

Cum P(X) este divizibil cu X 4 1, rezulti ¢ — b + a — 1 = 0. Citul
impartirii este P;(X) = X2+ (@ —1)X 4 (b —a+1). Cu ultimele doui
conditii din enunt, formam sistemul

a—b+c—1=0
1+ @—1)+(b—at+1)=2
44+2@—1)+(b—at+1)=—1
cu solutia a=—5,b=1c=1.
VIIIA.103. a)
PO) _ PQ) _ P@2) _ P(0)+ PQ)+ PQ2)

== L vt 2 1, 5i deci
1 2 3 1+2+43)
} P(0)=1
1) 1 pay=2
P(2)=3

Presupunem ci P(X) are gradul 2, deci forma P(X) = aX?+ bX 4 c.
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c=1
Sistemul (1) devine : { at+b=1
4a+42b=2
cu solujia a=0, b=1, c=1, ceea ce aratd cd P(X) nu are gradul 2.
Presupunind grad P(X) =0, atunci, P(X) =¢, dar P(0) 5t P(1) =&
= P(2), contradictie.
b) P(X) : Q(X) dia C(X) si R(X) cu proprietatile
P(X) = Q(X)-C(X) + R(X) (1)
0 <gr. RX) < gr. QX) (033
Din (2) =) R(X)=mX24-nX -+ P. Inlocuind in (1), P(X) = Q(X)-
-C(X) + mX2+ nX + p. Avem succesiv :
P(O)=p ]p=1
Pl)=m+n-+p (=)| mtn=1

PQ)=m-+2n+p 2m4n=2
cu solufia: m=0,n=—1,p=1.
Deci, RX)=—X+1.
VIII.A.104. a)

@yt P —P—yP—F=[aty+ 29— — @ +H =
=lEt+y+a—al=t+y+2+@+y+ac+z2—
—W+2 @ —yz+ 2D =@y +2) @+ y*+ 22+ 2xy 4 2xz + 2yz +
+2ttxytaztah) —(@y+2) @y —y2) =@+ 2) (322432 -

+ 28+ dry + 3zz 4209 — (v + 2 (PP —ye+ D=y +2) G2+
+ 3y + 3zz+ 3y2) =3y + 2) [x(x + y) + 2z + Y] =

=3+ ) (y 1 2) (z+ ).
b) :
Brt+y@y+2eta=@+y+2P— (@ +yP+H=21=3=24
de unde (z+ ) (¥ + 2) (z+ x) = 8, sau inci, tinind cont de prima ecua-
tie, B3—x)(83—1y)(3—2)=8,cuw, vy, 2EZ.
Considerind descompunerile lui 8 in produse de cite trei factori,
avem :

3—z=38 —x=—1
3—y—=3—z=1 sau 3—y=—2 etc.
) 3—z=1

Retinind doar tripletele (x, y, 2) care verificd toate ecuatﬁ!e
sistemului, obfinem solufiile : (1, 1, 1) si (— 5, 4, 4), precum si cele obti-
nute prin permutérile valorilor x, y, 2, sistemul fiind simetric.

302



VIILA.105. Inmultim (1) cu 2 si obfinem : 2x2- 2y2-+} 222 — 2xy —

—2yz -+ 2zx =20, sau, inci, (x—y)2+ (y—2)2+ (x —2)2=0, ceea ce

conduce la x=y=z2. (633
Inlocuim (3) in (2) si avem :

o

[ mVi]x+{5—2%+dqm+x_2

(V5 +1y2 (V5412

[(4V‘+5—2V_+1)]z+,_2
(V54 1)2

542541

—5izgilx+x=2.

r+x=2.

2r = 2.

r=1.

Deci, x=y=2=1.
VIII.A.106. Daci ¢=0, atunci, din prima ecuatie avem, fie x =0, de
unde, cu a doua, b=0, deci bz} cy =0, contradictie, fie y=0, de'
unde, cu a treia, a =0, deci az -} cz =0, contradictie. Analog se obtine:
si pentru celelalte, deci a, b, ¢ =40, de unde z, y, z 54 0.

Sistemul se rescrie, risturnind ecuatiile :

(e b _1
|:c Yy c
e e 1
{Ia: z b
|b e 1
ly z a

Sumind ecuatiile, se obtine :

R

2ia
§i, scizind de aici fiecare ecuatle in parte, rezultd
e i i i yb 101 1 )
x A a+b+cfy—2a b+c’
s_i(i i_i)
z 2\a b c
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Tn concluzie, sistemul are solutie doar pentru a, b, ¢=~0, anume :

B e e R
c .a b c

‘VIILLA.107. Din primele trei relatii obtinem bcx—abc=1, acy—
—abc=1, abz —abc=1.

Inmultind relatiile ob{inute cu, respectiv, 2, 3 si 4 si adunind termen
«cu termen, rezultd : 2bcx -+ 3acy + 4abz — 9abc =9 si, {inind cont de
.ultima relatie din problemi, obtinem 18— 9abc =19, de unde abc=

Inlocuind in cele trei relatii obfinute mai sus, rezultdi bex=2,
«acy = 2, abz = 2 si inmult{indu-le cu, respectiv, a, b, ¢, cu abc = 1, gasim
x=2a, y=2b, z2=2c deci xyz = 8abc=38.

“VIII.A.108. Fie x §i y cele doud numere, cu x > y. Relatia din problema
este : x+y+a:y+a:—y—|——;;-=450, care se mai scrie: 2xy + xy?+
450 y

(y+1)?

Cum x este natural, iar 450 = 2-32.52, obtinem y € {2, 4, 14}.

Perechile (x, y) de numere cidutate vor fi (100 ; 2), (72 ; 4), (28 ; 14).

—+ & =450y, sau x =

"VIIL.A.109. Metoda I.

Ecuatia se scrie, succesiv :
[z(:c'-’--l—&r-l— 2+ %] +z=123
[m(x T4+ %] + =23

Dar x€Z si x, x+ 1, -+ 2 sint consecutive, deci produsul lor se
divide cu 3 si deci

s+ e+ 2+ F=setn 2L,
Cu aceasta, ecuatia devine :
(x4 1) —— +2 + =23, sau
23+ 3x? + 5z — 69 =10, cu solutia intreagi = =3.
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Metoda a II-a.
Ecuatfia la care s-a ajuns se poate rezolva astfel

L
23 4 3x? 4 5x — 69 =0, care conduce la ecuatia

x(x? 4 3xr 4 5)=1-3-23.

Pentru x=1 nu convine.

Pentru x =3 obtinem

x4 3x 4 5=23.

z?+ 3z — 18 =0.

9+ 9 — 18 =0, relajie adevirata.

1I.

Ecuatia se mai scrie

23 — 3x? + 6x2 — 18x + 23z — 69 = 0.

x(x — 3) + 6x(x — 3) + 23(x — 3) = 0.

(x — 3)(x% + 6x + 23) =0.

x—3=0=)z=3.

2+ 6x+23=0=)x ¢R.
VIILA.110. Incluziunea {b, ¢, d} C(— o, 1] este echivalentd cu: b <1,
c<ld<]l.

La fel, {a, ab, abc}c [1, =) echivalenti cu: ¢ > 1, ab > 1,abc > 1.

Dina>1sib<1avem: (a—1)> 0si (b—1)< 0, care implica
(@—1)(b—1) <0, sauab+1< a+tb, sauab<catb—1 )

Din ab > 1 s5i ¢ < 1, deducem :

@—1)c—1)<0

abc 41 < ab+ ¢, sau, tinind seama de (1),

abc+1<a+b+c—1siinci abe < a+b+c—2(2)

Din abc > 1 ii d < 1, deducem :

(@bc —1)d—1) < 0,‘ sau

abed + 1 < abc+d, sau, tinind cont de (2),

abcd+1 <a+b-+c+d—2 de unde

3+abed <a+b+c+d



VIIL.A.111. Avem, pentru oricare x, y, 2z numere reale, inegalitatea
cunoscutd x® -4 y2+ 22 > xy + yz + zx, adevirati deoarece provine din
(x—y)2+ (y—2)2+ (z—=x)2 > 0. In plus, egalitate apare doar pentru
T=y=2z.
Pentru x = a?*, y = b?*, z = c?", obtinem :
ain + bin + cin > a2nb2n + b2ne2n _|_ c2rg2n (1)
Pentru x = a*b", y=>b"" §i z=c"a", aceeasi inegalitate de la
inceput da
a2np2n + b2ne2n _|_ cng2n >, qnh2ncn _|__ bre2ngn _|_ ca2rphn —
p— anbncn(an + b + cn) (2)
Din relatiile (1) si (2) rezultd inegalitatea enuntului.
Observim, in plus, ci egalitate apare daca si numai dacéd e =b"=
= c", iar pentru n impar, daci e=b=c.
VII.A.112. In conditiile problemei, t—a=y+2 y—a=x—2, z—
—a=ux -}y, inegalitatea din enun{ devine

4
W2+ e+ P+etors> -@tytap
care, adusé la forma cea mai simpla, este
w4 yr 422> 2y +yz + 2z,

inegalitate pe care o vom demonstra in continuare, reducind-o la forme
echivalente :

2x2 4 2y2 - 222 — 20y — 2yz — 222 >
(z’—23y+y2)+(y2—2yz+z2)+(zz—2zz+z’) >0
—y+y—2P+(z—x)?>0
care este evidenti. In plus, se observi ci egalitate in ultima relatie
apare doar pentru x =y =2, deci in relatia din enunf, egalitate exista
numai pentru ==y=z=§

VIII.A.113. Aritim ci x =y =2z implici :

Ty + xz=2yz 1)
yz + xy = 2rz (2)
xz 4 yz =2xy 3)
Dacd x=y=z=A, avem :
A2 4 A2 =242 (1%
A2 | A2=12A2 (2
A4 A2=242 &)
Aritdm ci relafiile (1), (2) si (3) implick r=y==2.
Scoatem x din (1) :
2yz s

T = 4) §i, din (2),

y+z

_yz

2z—y ’
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Egalind cele doua valori ale lui x, avem :
2yz

y+z

Cum y si z sint nenule, putem impér{i prin yz

2 __ 1 , de unde deducem y =2=z.

yt+z 22—y
In (4), inlocuim pe z cu y §i avem :
2

2y*
2y
Dar x=1y §i y=2z implici x=y=2z2.
Observatie : Pentru a doua implicatie sint suficiente relatiile (1)
si (2).

= yz(2z — y).

r= adicd x =1y.






CAPITOLUL I

PUNCTE, DREPTE, PLANE

1. Paralelism in spatiu

Fig. VIILG.1.

Fig. VIIL.G.I".

VIILG.1. In A AB"C’, AM=MB” si AN=NC’ (ipotezi) =) MN linie
mijlocie : MN || B"C’ si MN =_B2_C_‘ Cum BCC’'B” este paralelogram

(ipotezd) =) B”C’ = BC. (Vezi fig. VIILG.1.)
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BC

Deci MN = 7 . 1)
R ’ e AC

Analog, in A BA”C”, PQ este linie mijlocie =) PQ =—2—- . 2)
N ‘o TR AB

Analog, in A CA’B’, RS este linie mijlocie =) RS = -5 3)

Asadar, segmentele MN, PQ si RS au masurile lungimilor egale cu
misurile lungimilor laturilor triunghiului medial triunghiului ABC
(A EFD vezi fig. VIIL.G.1.), deci cu aceste lungimi de segmente, se poate
construi un triunghi congruent cu triunghiul medial triunghiului ABC.

Cum A EFD= A DAE=A CFD= A FBE (AEFD triunghi mediane
si deci triunghiurile sint congruente conform L.L.L.), rezulti ci aria
A EFD este = din aria A ABC. (Vezi fig. VIILG.1".)

4
VIIL.G.2. In A ACP, CF este bisectoare (ipotezd). Cum CF L AP (ipo-
tezd) =) A ACP isoscel =) AF =FP. (Bisectoarea CF este inil{ime si
mediana.) (1)

Prelungim dreapta AE si notim intersectia ei cu BD, de exem-
plu, R.

In A ABR, BE este bisectoare (ipotezi). Cum BE L AR (ipotezi) =)
=) A ABR isoscel =) AE=ER. (Bisectoarea BE este inil{ime si me-
diana). (2)

In A APR, EF este linie mijlocie (din (1) si (2)) =) EF || PR. Cum
PR C BCD rezulti cd EF || BCD.

D

Fig. VII1L.G.2.
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VIIL.G.3. Metoda de rezolvare — metoda contraexemplului Un contra-
exemplu planul § intersecteazi planul a dupi o dreapti b, paraleld
cu dreapta g, situatd in planul a. Deci propozitia ,,planul « este paralel
cu planul f“, este falsi. (Vezi fig. VIIL.G.3.)

Y

ax

Fig. VIIL.G 3.

VIII.G.4. Fie DD’ dreapta dusi prin D §i paraleldi cu AA’. Cum
(BB'CC’)||(AA'DD’) si (BB’AA’)||(CC’'DD’) (ipotezd) rezultd ci planul
(A’B’C’) le intersecteazi pe acestea dupi drepte opuse paralele (dacd un
plan intersecteazd doua plane paralele atunci dreptele de intersectie dintre
planul dat si planele paralele sint doud drepte paralele) si astfel poli-
gonul de sectiune dintre (4’B’C”) si planele de mai sus este un parale-
logram. Doui dintre laturile acestui paralelogram sint A’B’ si B'C'.
Urmeazi sa le determinim si pe celelalte dous. Proceddm astfel : Patru-

Fig. VIIL.GA4.
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laterul B'C’CF (vezi fig. VIIL.G.4.) este paralelogram (B'F || C'C — (vezi
indicatia) ipotezi §si B'F=C'C=a — constructie) =) B'C’ || FC si
B'C’=FC.

Patrulaterul A’DCF este paralelogram deoarece CD || FA’ si CD=
=FA’ (paralelismul si congruenta acestora rezultind din faptul ci AA’BF
este paralelogram — din constructie, si ABCD este tot paralelogram —
rezultid afirmatia de mai sus) =) FC|| A'D si FC=A'D. 2)

Din (1) si (2)=) B'C’ || A’'D si B'C'’=A'D =) B’'C’A’D, este para-
lelogram. In concluzie, celelalte doud laturi ale paralelogramului de
sectiune (ciutat) sint laturile C'D (cici C'D este paraleld si congruenti
cu B’A’) si A’D (cici A'D este paraleld §i congruenta cu B’C’).

Concluzionim paralela dusi prin punctul D la dreptele AA’, BB,
CC’ intersecteazi planul A’B’C’ in punctul D, sau planul A’B’C’ trece
prin punctul D.

VIIL.G.5. a) Se stie ci o dreaptd ,,a“ este paraleld cu un plan ,,a“, daci
in planul ,,a“ existi o dreaptid ,,b“ paralela cu dreapta ,,a“. Planul care
trece prin punctul M s§i este paralel cu dreptele AC §i BD, va contine
drepte paralele cu AC si BD=)MQ| AC si MN| BD. (Vezi fig.
VIIL.G.5.). Fie P punctul in care dreapta DC intersecteazd planul MNQ.

O
N, P
ZNN I = - C
M 8
o)
Fig. VIILG.5.

Dacd NPJLMQ =) NPV AC si deci dreptele NP si ‘AC au un punct
comun : S =) planul MNQ si dreapta AC au un punct comun S — con-
tradictie, deoarece MNQ || AC din constructie — =) NP || MQ.

Analog se demonstreaza ci MN || QP =) MNPQ paralelogram (defi-
nitie).

b) In A ADB, MN || BD (constructie) si conform teoremei funda-

£=M(=) MN—=T1Z% —qP
5 7 5

... AM MN
le a aseminirii —=—— (=
menta 5 BD< Y
(din demonstratia anterioard).
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In A BAC, MQ || AC (constructie) si conform aceleiasi teoreme :

BM _MQ _MQ 12(5 — x)
—_— (= M _ ——

BA AC< ) 12 = me 5

Din (1) $i (2) rezultd cad perimetrul paralelogramului MNPQ este-

9 7_:t+ 9. 12(5.—:c)=l4a:-|- 120——24x= 120 — 10x —
5 5 5 5

=24 —2xr =2(12 —x).
Cum 0 <x <5=)2(12—x) > 0 si deci rezultatul este plauzibil.

NP (demonstrat). (2)*

VIII.G.6. Reamintim urmitoarele teoreme (presupuse cunoscute).

Ty dacd douad drepte diferite d; si dp sint perpendiculare pe un
plan a, atunci dreptele d; si dy sint paralele.

Ty dacd doud drepte concurente dy si d, sint paralele cu alte
doud drepte concurente d3 si dg, atunci planele determinate de dreptele-
dy, do si d3, d; sint paralele intre ele.

T3 dacd un plan a;, intersecteazid doud plane paralele ay §i as,
atunci dreptele de intersectie dintre oy si respectiv a; §i ag sint doud
drepte paralele.

Fig. VII1L.G.6.

Deoarece AA’ L a, BB’ Lo« CC’ L asi DD’ L a (constructie) =)
=) (1) AA’||BB’||CC’ || DD’ (Ty) =) AA'BB’ || CC’DD’, deoarece AB||
|| DC (ipoteza) si BB’ || CC’ (1) si conform T rezulti paralelismul plane-
lor =) A’B’||D’C’ 5i B'C’||A’D’ (conform Ti)=) A’B'C'D’ paralelo--
gram. =) 4’0’ =0'C’ 5i B'O’=0'D’ (2). Insi AO=0C si BO=0D (3}
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(ipotezia ABCD paralelogram). Dar, AA’CC’ trapez dreptunghic ; din (1),

din (2) si (3)=) OO0’ este linie mijlocie in acest trapez, adici: 00’ =
’

A4 +cCc si deci OO'=aT+c (4). Dar si BB'DD’ trapez drept-

aunghic ; din (1), din (2) si (3), OO linie mijlocie in acest trapez, adici :

BB’ 4+ DD’

b4d
00" = si deci 00" = —‘;—(5). Din (4) si (5)=)a+c=

=b-+d. (Vezi fig. VIIL.G.6.)
‘VIII.G.7. Se construieste A isoscel ACD (AC=AD =15 si CD=6).
(Vezi fig. VIILG.7.) Prelungim DA cu AB=10 (ipotezd). In acest fel

obtinem punctul B care impreunid cu punctele existente C si D, deter-
mina A BCD.

8

Fig. VIII.G.7.

Calculul distanfei ME : Ir/x\planul A BCD, ducem AI L CD (vezi fig.
VIIL.G.7.) =) /A\I bisectoarea CAD (A CAD isoscel : AC = CD). Construim
‘bisectoarea BAC, ducind AE 1 AI (bisectoarea unghiului interior A, este
perpendiculari pe bisectoarea unghiului A exterior A CAD). =) AE ||
IICD (1), (deoarece AI L CD si AI L AE). =) A BAE~ A BDC. (Teo-

A
rema fundamentald a aseménirii in A BCD (AE || CD). =) AE__BA _

CD BD
AE 10 AE 2
) P 5 6 3( ) @



In continuare, se duce MA L (BCD). (Vezi fig. VIILG.7")

B

Fig. VIIL.G.7".
. Deoarece MA L (BCD) (ipotezd) =) MA L AE. Se aplicd teorema
directd a lui Pitagora in A MAE, m(4) = 90°.
ME?=MA?+ AE?; ME2=9-41-}+16=25; ME=5.

Calculul distantei BC.
In planul A BCD (vezi fig. VIILG.7.) ducem CF L AD=). Aria

A ACD=CF'AD= AI-CD . adics CF-5= Al-6
2 2 2 2
Cum AI =}25—9 =14 (A AIC este dreptunghic in I din construc-
tie Al L CD) rezults CF = 22, @
5  —
2
In A dreptunghic CFA (constructie), AF=V25 _.';‘.g-
si dupa efectuarea calculelor AF=%. 6)]
In A dreptunghic BFC, m(C?‘\B): 90° (constructie), BC2= CF2 -
+ BF? si conform (4) si (5) BC =2V;—45 si dupd efectuarea calculelor

rezulti BC =)145.

‘'VIIL.G.8. a) Notim BN =z =) AM = 2z (ipotezi). Calculdm lungimile
laturilor A MNC; MN2=a2+4 22 (1); NC?=a?+-2? (2); MC?=a’+
—+ 4x? (3). Din (1) si (2) =) MN = NC. Deci triunghiul MNC este isoscel.
(Vezi fig. VIIL.G.8.)

b) Triunghiul MNC fiind isoscel MN=NC (din (a)), el poate fi
dreptunghic numai in virful N =) MN2-+4 NC?= MC? (=) 2a®+} 22> =

a2
=@ty =ty =2
2 2 2a? 2
Verificare : MN2=a2+2Ta-=§§— NC2=a2—|-%=3%=4 si

.MC? = @ = 242 = 3a2.
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Fig. VIILG.8.

Reciproca teoremei lui Pitagora se verificd pentru x =%2-, si un-

ghiul drept este in virful N.

VIILG.9. a) AO=0C si AO 1 BD (ABCD pitrat). ()]
Cum DE 1 (ABCD) (ipoteza) =) DE . AO. (2)
Din (1) si (2) =) 40 L (DB, DE) =) AO 1 (EDB) =) AO 1 PO. (3)

Deci m(OP, AC)= 90°. (Vezi fig. VIILG.9.)
£

Fig. VIII.G.9.
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b) Din (1) si (3) =) A APC isoscel : PA=PC. Stim cd AC=
= a)/2 (ipotezd). Segmentul AC va fi baza comuni celor doud triunghiuri
isoscele ABC (ipotezd) si APC (demonstrat). Iniltimile corespunzitoare
sint BO (ipotezd ABCD pitrat) si PO (demonstrat).

1) AC-BO=3-AC-PO (=) BO=3.-PO (=) po=%2=“6_V§.

Cercetam daca acest rezultat este posibil.
Segmentul OP, cind P variabil, are cea mai micd lungime cind
)
OP 1 BE. Calculind in A EDB (m(D)=90°) lungimea OP (OP L BE)

obtinem (folosind asemanarea triunghiurilor EDB si OPB) : — = B—E,,
_ _ OP OB
adica : —=‘1_V6 = =%
0P o5 (T OP =
2
al'3 .In

Deci, cea mai micé lungime a segmentului OP este egala cu—p=

ipotezi aria A ABC de trei ori mai mare decit aria A APC, a rezultat

af2 a3 _ 206  al2
T 6

OP:T Comparam cele doud rezultate 3 , deci

of3 o2

3 g Cum

numele 2)/6 si V2 adica 2)/3 si 1. Cum 2f3>1 =)

OP = 23—3- este cea mai micd distantd de la O la EB rezultd ca nu

2 . .
existd o pozitie a punctului D € BE astfel incit OP=2lé—_ si deci nu

existd un punct P € EB astfel incit si aibd loc ipoteza (bl).
2) Dacd ariile sint egale, rezulti AC-BO ==AC-PO (=) BO=PO

si. deci OP -=92—2 Procedind analog ci la punctul bl constatim ca rezul-

tatul este posibil deoarece £ > a_g_g @V2> 23 (=) 9-2> 4-3).
Punctul P se construieste astfel : descriem in planul EDB un semicerc

cu centrul in O si de razi OP——*flz—2 Semicercul va fi tangent laturii
ED (ED L DB) si va intersecta latura EB in doud puncte B si P (deoa-

Altd constructie care fixeazi punctul P. Cum A BOP este isoscel
(BO=OP) ducem OS 1 EB=) PS=SB. Ducem in A EDB (mD = 90°
inal{imea DR, R € BE =) in A RDB, OS linie mijlocie OS || DR si DO=
= OB =) R=P). Asadar, In ipoteza (b2) punctul P coincide cu piciorul
indltimii A EDB relativi laturii EB.

rece OP =
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Pozitia punctului P care conduce la aria minimd a A APC este data
de minimul distantei OP (deoarece AC baza A APC are lungime cons~
tanta) si deci, atunci cind OP 1 BC, pozitie a punctului P pentru care

opr ___ﬂ/_g .
. 9.q/3 215
Aria minimd va fi AC20P=aV2 601/3:9%5. u? (unde u este:

unitatea de misurd pentru lungime).

VIII.G.10. Triunghiurile A’AC si B’BC sint dreptunghice in A si respec-
tiv B (o dreaptd perpendiculard pe un plan dat este perpendiculari pe
orice dreaptd continutid in planul dat). (Vezi fig. VIIL.G.10.)

Fig. VII1LG.10.

Notim AA’=ux; s§i x7-a, cici presupunind r=a=) 44'=
=BB' =) A A’AC= A B'BC=) A’'C=B’C=) A’CB’ isoscel si nici una.
din ipotezele

a) A’B’C’ dreptunghic in B’ sau

b) A’B’C isoscel cu A’B’= A’C nu sint posibile.

Asadar x =% a. Presupunem x <ta (Vezi fig. VIII.G.10.). Calculul lun-
gimilor segmentelor A'B’, B'C si CA’. In planul (AA’BB’) ducem A’A” ||
| AB. Cum B’B 1 (ABC) (ipotezd) =) A A’A”B’ este dreptunghic =)
=) m(A@B’) =90° si patrulaterul AA’BA” este un dreptunghi. Con-
form teoremei lui Pitagora in A A’A”B’ avem: A’B2=B'A"?+
+ A”A"? (=) A'B’?=a?+ (a — x)? (1) [deoarece (a — x)? = (x — @)* vom
intelege de ce in rezolvarea problemei putem presupune x <a sau x> a].

In A dreptunghic B’BC (ipotezi) B’C2 = a2 - a® = 2a2. 2

In A dreptunghic A’AC (ipotezd) A’C? = a2+ a2 (3)'}

In ipoteza (a), conform reciprocei teoremei lui Pitagora, urmeazi
sa existe relatia A’B’2+ B'C?= A’C?; adici a? - (@ — x)2 + 202 = 22+
+ a2 (rezultd dupa inlocuirea (1), (2) si (3) in relatia precedentd). !
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Ecuatie de gradul intii in x, care, rezolvatd conduce la solufia

3a

:::=§2g si deci in ipoteza (a), AA" = —
{n ipoteza (b) laturile A’B’ = A’C =) A'B?2=A'C?%si dgci, inIoc;uind‘
in aceasta relatie (1) si (3) rezultd : a®4 (@ —x)P?= x2+ a2 Ecuatia de:

a . s s ,__ @
gradul intii in x are drept solutie x = Py si deci in ipoteza (b), AA" = 5
VIILG.11. 1. Dreptele AA’, BB’ si CC’ fiind perpendiculare pe planul

ABC (ipotezd), rezultd ca AA’||BB’ || CC’ (1) (doud .d're‘pte perpen'dicu—
lare pe acelasi plan sint paralele intre ele ; apoi tranzitivitatea relatiei de

Fig. VIIL.G.11.

paralelism), dar si faptul ci dreptele AA’, BB’ si CC’ sint perpendiculare
pe laturile A ABC (2) (o dreaptd perpendiculard pe un plan este perpen—
diculard pe orice dreaptd din planul dat). Din (1) si (2) si construind'
B’B; || AB si B’By || BC §i A’A, || AC rezulti ci ABB’B;, BCB,B’ st ACA14’
sint dreptunghiuri (3) iar triunghiurile A’B;B’, C’'ByB’ si €' A4’ sint tri-
unghiuri dreptunghic (4). Notim AA’=x; CC’ =1y. Am presupus 1 <
<z <y. (Puteam face §i presupunerea 1< y <z, rezultatul riminind
neschimbat, deoarece (¢ — b2= (b —a)2) Conform acestei presupuneri
evaluim lungimile segmentelor A'B’, B'C’ §i C"A’. (Vezi fig. VIILG.11.):
In A dreptunghic A’B,B’ (conf. 4 A'B?2= A'B} 4+ BB? =)
=) AB?=(z—1)249.
o) Bo RS, G (eont. 9 BT =B BB =)
ABC catetele snt epal - 3 s aptulm cid in A dreptunghic
oA gale cu 3 cm si respectiv 4 cm).
o) a0 g e CAA (cont. 4): ACT=A'AL +AC? =)
(¥ + x)2 Conform reciprocei teoremei lui Pitagora, =)
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=) ca A A’B’C’ si fie dreptunghic in B’ urmeazi si exist i
’ ’ ’ 3 ’ ’ LY 3 e rela :
B’A2 BC?2=A'C?si Inlocuind, obtinem (5) (x — 1)2 4 9 4 (y — 1§;a+
:i— 25=(y—:|§)2+16. Dupd efectuarea calculelor se obfine o relatie
‘intre x §i y §i anume -+ y- xy=10 (6).
2) Pentru a determina toate valorile naturale ale lui icita
-relatia datd. De exemplu * explicitim

, 10—y
2(l4+yY=10—y (=) r=——2 7
y (=) Ty Q]
IJ:GN
Gindim astfel deoarece1 si =)10—y>0(=)y<10iar y+1
yEN

~divizor pentru 10 —y.
Pentru y =10, obtinem x = 0. Solutie

Pentru y =9, obtinem x = 1—10- ¢N.

Pentru y =8, obtinem x =% ¢éN.
. 3

Pentru y =717, ob{inem x =E éN.

Pentru y = 6, obtinem x =2 ¢éN.
7

Pentru y =5, obtinem x =g éN.

Pentru y =0, obtinem x = 10. Solutie.

Asadar, perechile de numere naturale care verifici relatia (6) sint,
¢lx=0 §i y=10) si (x=10 si y=0).

in primul caz A A’B’C’ are /é’ == A, in al doilea caz are C'=C.

Verificare : A’=A si m(A’B’'C’)=90° =) AB’2+4 B’C"?2= AC”,
adicd 10-+4+106=116; C'=C"si m(4’B’C’)=190° =) A’'B?+ B'C?=
= A’C?, adici 90 4 26 = 116.
"VIIL.G.12. Asadar, trebuie si construim in punctul M, planul care si
fie perpendicular pe dreapta AM. Procedim astfel In punctul M si in
planul ABC, ducem dreapta MX perpendiculard pe dreapta AM, deci
MX L AM. Intr-un alt plan B care trece prin dreapta AM, ducem de
.asemenea dreapta MY perpendiculari pe dreapta AM, deci MY L AM.
Planul ciutat «, este determinat de dreptele concurente MX si MY.
Rezultd ci AM 1 XY (1). (Vezi fig. VIII.G.12.) (AM este perpendiculard
‘pe doud drepte concurente din a). .

Fie P un punct oarecare din planul a. (Vezi fig. VIIL.G.12) Trxj
unghiul AMP este dreptunghic in M (conf. (1)) si conform teoremei
.directe a lui Pitagora, putem scrie

PA?= AM? 4 MP2 @
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Fig. VIII.G.12.

In 'A BPC, PM este mediand (ipoteza BM = MC). Presupunem,
cunoscuta ,,teorema medianei“, relatie cu ajutorul cireia se poate calcula
lungimea medianei unui triunghi in functie de laturile triunghiului. In

2 2 2
cazul A& BPC relatia de mai sus este: PM2 = PB_—zl—iC_ —B—f— (3). (Veri-
ficati exactitatea acestei teoreme in cazul unui triunghi dreptunghic,
Spre exe‘zmpl.u chiar a A ABC in care AM este mediani.
Iniocuind valoarea lui PM?2 in relatia (2) objinem :

PB4 PC?  BC? BC?
—

PA2= AM?+ = (@), dar AM2=—",

i.n é drep_tunghic lungimea medianei relative ipotenuzei -este egald cu
Jumatate din lungimea ipotenuzei si atunci (4) devine :

2 2 2 2 :
pA2=§%+¥_§% i -deci, (6)
2-PA? = PB2 -+ PC? (6)

i astfel am obtinut relatia din concluzia problemei.

VIIL.G.13. a) Incepem prin a arita ci in ipoteza AA’ L a i AA’ =3 cm,
existi un punct in o, de exemplu ‘B, astfel incit AB=5 cm. Ducem
in q, o semidreaptid A’X pe care fixdm segmentul A’B==4 cm. Conform
teoremei lui Pitagora AB=5 cm. (Vezi fig. VIIL.G.13)

Asadar, in o, ducind semidreptele A’X §i A’Y putem fixa pe ele
— coniorm celor aritate mai sus — segmentele A’B si A’C, astfel incit
AB = AC =5 cm. Deoarece A A’BC este isoscel (constructie) A’B=

321



Fig. VIILG.13.

= A’C=4, inseamna ci puncte de felul punctelor B si C din planul a,
se pot obfine ducind intii un cerc de centru A’ §i raza A’B =4, apoi
construim semidrepte arbitrare A’X si A’Y. Ele vor intersecta cercul
construit in puncte notate, de exemplu B si C astfel incit A’'B= 4'C =4
$i care permit construirea segmentelor AB = AC = 5.

Triunghiul ABC (spatiu) este isoscel AB= AC = 5. Urmeazi si
executdm o constructie in urma cireia triunghiul ABC si devina echi-
lateral AB=BC = CA=15. Cum punctele B si C se gisesc in a si pe
cercul construit, urmeazi si ardtim cid pe un cerc dat, de raza 4 cm
i centru fixat, existd douid puncte, de exemplu B si C astfel incit BC = 5.
Fixdm pe cercul dat punctul B si apoi cu ajutorul compasului, con-
struim punctul C astfel incit BC = 5. Constructia are doui solutii daca
BC <8, o solutie daci BC = 8 si nici o solufie daci BC > 8 (diametrul
cercului fiind egal cu 8 cm).

Prin ,,loc geometric“ vom intelege o figurd geometrici formata nu-
mai din mul{imea unor puncte care au aceeasi proprietate — in cazul de
fata, puncte de felul punctelor B si C au urmitoarele proprietiti : se
gisesc la aceeasi distantd de punctul fix A", A’B=A'C=4 cm si BC=
<5 cm, deoarece A AA’D=£ A AA'B. Dacd considerim un punct E in
= A’C =4, astfel incit BC =5 cm. Reuniunea acestor arce reprezintl
chiar cercul de centru A’ si raza 4 cm. Oricare alte puncte din planul a
si care nu au proprietétile punctelor B si C, nu apartin locului geometric.
De exemplu, luind un punct D in interiorul cercului, A’'D <4, AD <
<5 cm, deoarece AA’D # A AA’B. Dacd considerdim un punct E in
exteriorul cercului, A’E> 4, AE> 5 cm, deoarece A AA’E= A AA’B
Daci luim punctele M si N pe cercul dat, dar MN 3£ 5, ele nu satisfac
ipoteza AMN echilateral.

b) Cercetdm triunghiul isoscel A’BC in care, A’'B=A’C =4 cm §i
BC =15 cm. Oricare ar fi punctele B si C de pe cercul de centru 'A.
si raza A’B=4 cm, astfel incit A din spafiu ABC este echilater‘al.sl
A’ este proiectia punctului A pe o, triunghiul isoscel A’BC are lungimile
laturilor constante (si unghiurile acestui triunghi vor fi constante)v_ln
A A’DB calculim lungimea A’D (Pitagora) unde A’D 1L BC, A’'D = -%9' -
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Apoi construim pe latura BC si in planul a triunghiul echilateral EB£

(Vezi fig. VIIL.G.13".) (E de aceeasi parte cu A’). Inaltimea ED = %

(Pitagora in A EDB). =) ED > A’'D =) unghiul BA’D unghi exterior
P P N\ Py

A BA'E si m(BA’D) = m(EB/.fl’) + m(BEA’) =) 2-m(BA’D) = m(BA'C) =

= 2m(EBA’) -} 60° =) m(BA’C) > 60°.

£

F A C
g 2
Fig. VIILG.13".

VIIL.G.14. Distania de la punctul V la latura BC se pune in evidenti
astfel Din punctul V se duce o perpendiculard pe planul ABCD. Ea
este VD (ipoteza). =) VD L BC. Din punctul D se duce o perpendiculara
pe dreapta BC, deci DE L BC, E € BC. Prin teorema directd a celor
trei perpendiculare rezulti c¢i VE L BC. (VE este a treia perpendiculara
pe latura BC). (Vezi fig. VIIL.G.14.) In A ABC, AB=BC=a si AC=

vV

1
™

Fig. VIII.G.14.



=V3 =) AB si BC sint laturile hexagonului regulat inscris in cercul
circumscris A ABC, iar AC latura triunghiului echilateral inscris in ace-
lasi cerc =) rombul ABCD este format din doud triunghiuri echilaterale
ABD si CBD de latura a. =) DE inil{imea A echilateral DBC =) BE =

2

=EC =) DE=l‘ az_%:=%§ In A dreptunghic VDE (ipotezi),

/ 92 = /=
VE =l a* 4 3Ta= Elz/—l Deci distanta cautaid are lungimea %ﬁ
VIIL.G.15. Prin teorema celor trei perpendiculare, distanta de la N la
latura AB este distanta dintre punctele N si P (P fiind proiectia punctu-
lui M pe latura AB. (Vezi fig. VIII.G.15a.) Cum NMP este dreptunghic
in M (ipotezd) si MN =6 cm, urmeazd si calculim lungimea MP (in
ipotezele problemei). Construim pe trapezul dat ABCD, (Vezi fig.

VIII.G.15b.), paralelogramul ABA’B’ astfel incit AB’=BC+ AD. In
acest fel, aria paralelogramului ABA’B’ va fi de doud ori mai mare decit
aria trapezului dat ABCD. Deci aria ABA’B’ =112 cm?

AN

Fig. VII1.G.15.a.

,l
24
,4 / \\\\‘e BI
o, /o
8 c >~/
IR
/
/

Fig. VIII.G.15.b.
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Fie baza paralelogramului latura AB. Indl{imea corespunzitoare
(distanta dintre laturile paralele AB si A’B’ va fi PR = 2-MP. Deci
112=AB-PR; 112="7-PR (=) PR=16 cm si deci MP=28 cm.

In A NMP, NP =36 + 64 =l/ 10 cm si reprezinta distanta cdutata.

VIIL.G.16. Trapezul isoscel ABCD are baza mici AB =a.

M

Fig. VII1.G.16.a. Fig. VII1.G.16.b.

a) Evaluidm laturile trapezului isoscel ABCD. (Vezi fi/g.\ VIIL.G.16a.)
Deoarece AB = AD = BC =—a =) A ABC isoscel =) m(BCA4)=30° (1).
Insa m(ABC) + m(BCD) — 180°, (ABCD trapez) =) m(BCD) = 60°, (deoa-
rece in A isoscel ABC, m(ABC) = 120° (2). Cum m(BCA)=30° =)
=) m(ACD) = 30° si deci CA este bisectoarea unghiului BCD. Ducem

PN P Py . A~
AE L CD =) m(EAD)=30°, m(EAD)+ m(ADE)=90° §i m(ADE)=
= m(BCD) = 60°, demonstrat. ABCD fiind trapez isoscel =) ED =
==t p=at2 iy ®)

Altd solutie pentru calculul lungimii segmentului CD.

In AcCAD, m(A/C\D) =30° (demonstrat). m(Cﬁ) = 60° = m( BEB)
(trapezul ABCD isoscel) =) m(Cﬁb) =90° =) CD=2AD=2.q.

Sa retinem ci CA L AD. (4)

b) Calculul distantelor de la punctul M la laturile n
trapezului ABCD. cparalele ale

Conform teoremei celor trei perpendiculare, distantele de 1 -
tul M la laturile trapezului isoscel ABCD, se :)btin decind ina 15:;:31
ABCD perpendiculare din punctul O pe latura trapezului (Vezi fig.
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VIIi.G.16b.) si apoi unim punctul M cu picicarele perpendicularelor
duse din O pe laturile trapezului.

Cum OA L AD (conf. (4)), distanta de la M la AD este MA. Analog,
distanta de la M la BC este MB. Insa, A MOA= A MOB (dreptunghice
din ipotezd si OA=OB iar MO laturd comuni =) MA = MB. Asadar,
este suficient si calculim de exemplu lungimea MA. In A dre;)_tunghic

2
MOA, MA? = MO® 4 OA? ; MA? = -2{;— +04a (jipoteza MO = ‘-’%)

Calculul lungimii OA A AOB~ A COD (unghiurile congruente).

AB a 1 oA 1
Raportul de asemanare este _——=) — ==

1
== =) OA==AC=
cp==3cc s 3

=% a- I3 (in A dreptunghic CAD, AT = a}3). Rezultd ci MA?=
_2a , 3a¢®_ 5@* _dls -
e I (5)

c)- Calculul distantelor de la punctul M la laturile paralele ale tra-
pezului ABCD.

Ducem dreapta EOF L AB. Cum ABCD este trapez isoscel =)
=) L. OEA= A OEB si A OFD= A OFC (cateta, ipotenuza). In aceasta
situatie, AE=EB si OF =FC, iar distanfele de la M la BA si CD sint
segmentele ME si MF (teorema celor trei perpendiculare). Cum A AOB ~
~ /A COD (demonstrat) raportul inal{imilor acestor triunghiuri este ra-
port de aseminare =) % =-;— Insd, OE + OF = AE (Vezi fig.

< AC . . 5 o
VIIL.G.16.a.). Ins3, AE = 7 (in A dreptunghic AEC, m(ACE) = 30°) =)

a3 al3 . al3 o a/11 | al5
= —_—— _— ==\ ME=—m-—w i MF=——(
=) AE = 2 ) OE 5 o OF 3 Y M 5 MF = 3 (6)
'VIII.(§.17.. a) Cum AB?=100, AD>=36; BD?=64 =) AB>=AD*-
< DB* =Y"AD 1 DB (conform teoremei reciproce a lui Pitagora).(1). Fie
-0 ix;t.\ez“sectia diagonalelor AC si BD. Aplicam "Pitagora in A ADO
(m(ADO) = 90° conform (1)) =) AO®>= AD?>- DO*; AC?=36-16;
A0 =}52=2)13 =) AC=4)13 cm. (Vezi fig. VIIL.G.17.)
b) Distanta de la M la diagonala AC este MP =5 cm (ipotezi).
_ Distanta ‘de’'la ‘M la diagoriala DB: Ducem PR L DO =) MR este
‘distanta cautatd (conf: teoremei celor trei perpendiculare). (Vezi fig.
VIILG.17.)
Calculul distantei MR : .
~4 ..InwA MPR (MP L PR ipotezd) MR®= MP2-+ PR*, MR2=25-1
-4 9 (PR = 3 fiind linie mijlocie in A dreptunghic ADO) : MR == 34,cm.
v+, Distanta.de.la M la.AD si BC. Pentru.ambele ducem din M, perpen-
1diciiara: lor.camuni ST, unde S:€ AD si T €.CB (Vezi fig. VIILG.1T.) =)
=) SDBT: .dreptunghi- (constructie si. ipotezi).,,In A dnep,tunghiqA-,DO
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Fig. VII1L.G.17.

(conform 1) PS||OD (constructie) si cum AP= PO (lpotezi), -—) PS
linie mijlociec —) PS=2. In dreptunghiul SDBT, PT =ST — PS=8 —
—2=6 =) PT=6.
Distanta de la M la AD este MS (teorema celor trei perpendiculare).
In A dreptunghic MPS (ipotezi) MS2=MF24 PS?; MS= |29 cm.
Distanta de la M la BC este BT (teorema celor trei perpendiculare).
In A dreptunghic MPT (ipotezd) MT =MP 4 PT ; MT = J61 cm.

VIIL.G.18. 1. Ducem OO’ L (ABC) (1). Cum OA=0B=0C=4da (ipotezd)
=) O'A=0'B=0C;, (AOO0'A=A OO’'B=A 00’C — catetd — ipo-
tenuzi) =) O’ centrul ‘cercului circumsciis A ABC =) O’ ortocentrul

Fig. VIILG.18.
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A ABC (ABC echilateral — ipotezi) =) AO” L BC (2). (Intr-un A echi-
lateral O’, centrul cercului circumscris A echilateral este §i ortocentrul
triunghiului. (Vezi fig. VIIL.G.18.).

Din (1) si (2) =) BC 1 (00’, AO’) =) BC L AO. Relatia de perpen-
dicularitate fiind simetricd =) AO L BC. Analog se demonstreaza OB L
1 AC si OC L AB.

2. Pentru a se demonstra ¢ MN L AB procedidm astfel (Vezi fig.
VIIL.G.18.) A BOC= A AOC (echilaterale de latura AB — ipotezi) (1) =)
BN = AN. (2) (Deoarece ON= NC (ipotezd) =) BN si AN inal{imi in
A echilaterale §i congruente BOC si AOC (conform (1)).

Cum AM = MB (ipoteed) si BN = AN (conform (2)) =) in A isoscel
ANB mediana NM este si inal{ime :MN 1 AB. 3)

Analog se demonstreazd cid MN 1 OC, triunghiul isoscel fiind
A OMC.

VIIL.G.19.
OA = MB (ipoteza)
AB = BA (laturd comuna)
P P
m(OAB) = m(MBA) = 90°
(ipoteza)

A Py
rezulti m(BMA) = 60° ; m(BAM) = 30° (din ipotezd si congruenfa triun-
ghiurilor precedente). Cum in triunghiurile congruente inal{imile cores-

a) A AOB= A MBA, deoarece
(Vezi fig. VIILG.19.)
L.U.L. (sau C.C\)

punzitoare laturilor congruente sint congruente =) BE = AC = .“zﬁ .

b) Punctul D il construim astfel : ducem CC’ L (ABM) (planul ABM
contine dreapta MB perpendiculard pe planul (XOY) — (ipotezd) =)
=) (ABM) 1 (XOY)) =) CC" L AB (1). Din C’ ducem in planul (ABM) o
perpendicularid pe AM : C'D 1 AM (2) (D € AM). Prin teorema celor trei
perpendiculare CD 1 AM (3) (Vezi fig. VIIL.G.19.).

4

Fig. VIIL.G.19.
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Deoarece CC” L AB (constructie) =) CC’||OA =) % o

CB
£
5 B
== = (Thales in A OAB) (4).
2
Deoarece C'D L AM =) C'D||BE ==) 4D _Ac_ 1 (conform
DE C'B
(4), si Thales in & BEA) (5).
Asadar, AD_ 1
DE 3
c) Deoarece A OAB= A MBA (conform punctului a) =) Od=
=AM = (1).

Deoarece MB L (XOY) si BA 1L OA (ipoteze) =) MA L OA (2) (teo-
rema celor trei perpendiculare) =) OAM dreptunghi in A =) OM? = 2a?;
OM=al2 (3) =) OA+AM+ MO =2a+}al2=0a@2+ J2) (4).

d) Deoarece OA L (MBA) (OA L AB si OA 1L MB — ipoteze) =)
=) OA | BE =) BE L OA, (simetrie) (1).

Dar, BE 1 AM (ipotezd) (2). Din (1) si (2) =) BE 1 (0OA, AM) =)
=) BE L (OAM). Asadar, dreapta BE este perpendiculari pe pla-
nul OAM.

VIILG.20. a) Cum dreptele AA’, BB’ i CC’ sint perpendiculare pe (ABC)
(ipotezd) si AA’ = BB’ = CC’ = AC=CB =qa (ipotezd) =) AA’BB’ si
AA’CC’ sint pitrate. (1)

—
W
*

\
/
4
/
¢ 7
0
11§

Fig. VIIL.G20.a.
Deoarece C’'A’ 1L A’B’ (constructie) si C'A" L AA’ (constructie) =)
=) C’A’ 1 (AA’BB’) (2). Ducem A’R L AM =) C’'R 1 AM (conform (2)
§i teoremei celor trei perpendiculare). Deoarece C’A’ 1 (AA’BB’) (conform
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P
() =) CA” L A’'R =) A C'A’'R dreptunghic m(C’A’R) =90° (Vezi
2

a:
2z
fig. VILG20a) =) CR=CA?H+ AR =) CR=+ 7=
— 4
2 2
=az+%=-65i. Asadar, C’R=@‘

b) Notidm cu S proiecjia punctului C’ pe dreapta BM. Pentru a cons-
trui punctul S procedidm astfel deoarece C'A’ L (AA’BB’), ducem A’S L
1 BM =) C’'S 1 BM (teorema celor trei perpendig.l\lare) si astfel obtinem

proiectia punctului C’ pe dreapta BM. Cum m(A’SB) = 90° oricare ar fi
punctul M € A’B’ rezultd cid triunghiul dreptunghic A’SB are lungimea
ipotenuzei A’B constanta. (Vezi fig. VIIL.G.20.b.) =) Punctul S se gaseste
pe un cerc de diametru A’B (constant), iar cind M parcurge segmentul
A’B’, punctul S parcurge arcul de cerc A’SB’. (Vezi fig. VIIL.G.20.b)

Astfel daca M=B" =) S=B’, daca M= A’ =) S= A’. Pentru

M € A’B’, punctul S este virful unghiului drept din A A’SB. (Vezi fig.
VIILG.20.b.)

473
L_3-1\
' ) ’
- \ \
A . \ B
\ \
\ \
\
\, \
\ \
\\\ \
AW
AN
= \\\
\i
A B

Fig. VIILG.20.b,
4
Orice alt punct T care nu se giseste pe arcul A’SB’ nu ridspunde
la ipoteza : C'T 1 BM deoarece misura unghiului A’TB este mai mica
decit 90° — daca T se afld in exteriorul cercului de diametru A’B (punc-
tul Ty) — si mai mare decit 90° - daci T se afla in interiorul acestui
cerc (punctul T,). (Vezi fig. VIILG.20.b.) v
c) A ABN= A A’C’'P deoarece sint dreptunghice si au congruente
«catetele::AB si-A’C” (egale cu a «— jipotezi) si ipotenuzele AN si A’P (ipo-
.tez&) =3 BN==C'P’(1).’In dreptunghiul CC’'BB’ (Vezi fig. VIILG.20.c),
+B'N =CP (coriform 1)'(2). Notim O intersecfia segmentului PN cu..dia-
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metrul CB” =) A B’NO= A CPO deocarece : B'N=CP (conform 2);
o~ P Py Py

'ny(l\'B 0) = m(PCO) (alterne interne) si m(ONB’) = m(OPC) (unghiurile

dll"l O fiind concepute ca fiind opuse la virf). (Cazul U.L.U.) =) NO = OP

oricum am alege punctele N si P (NB= PC’) =) punctul fix este O mijlo-

cul segmentului CB’ (Vezi fig. VIIL.G.20.c.)

c’ B
In
0
P--
c B

Fig. VIIL.G.20.c.

VIII.G.21. a) BA L (ADS) deoarece BA L AD (ipotezi) si BA L AS (ipo-
tezi : AS perpendiculara pe planul ABCD). (1) (Vezi fig. VIIL.G.21)
AK 1 SD (ipoteza) (2). Din (1) si (2) conform teoremei celor trei perpen-
diculare, BK 1L SD =) BK inaltime in A SDB (3). Analog DH si SI sint
indltimi in A SDB (4). Din (3) si (4) =) segmentele BK, DH, SI, fiind
inalfimile triunghiului SDB, sint segmente concurente in acelasi punct
— ortocentrul A SDB. (Vezi fig. VIIL.G.21.) )

b) Aratim ci AH este perpendiculard pe doud drepte ¢oncurente
coniinute in planul (SBC): AH'l SB- (ipotezd): (1). Deocarece CB L AB
(ipoteza) si CB L. SA (ipotezd : SA L (ABCD) =) CB L (SAB) =) CB L
1 AH =) AH 1 CB (simetrie) (2).

S

~Fig. VIHN.G21.
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Din (1) si (2) AH L (SB, CB) =) AH 1 (SBC).

c) Analog cu demonstratia de la punctul b), se aratd ca si AK L
1 (SDC) (1).

Din AH 1 (SBC) si HT 1 SC (T € SC), (ipotezd) =) AT 1 SC (con-
form teoremei celer trei perpendiculare) (2). Sa refinem ci intr-un plan
(SAC) dintr-un punct A exterior unei drepte SC se poate duce pe acea
dreapta o perpendiculard si numai una (3).

Din AK L (SDC) (conform (1)) si presupunind KT’ 1L SC (T’ € SC)
(ipotezd) =) AT’ L SC (conform teoremei celor trei perpendiculare) (4).

Cunform (3) T=T' In concluzie, perpendicularele duse din H si
K pe dreapta SC, concureazd in punctul notat T care este proiectia
punciutui A pe dreapta SC.

VIILG.22.

1. AE 1 BC (ipotezid) (1). Cum DC 1 (ABC) (ipotezd) =) CD 1. AE
(2). Din (1) si (2) =) AE L (BCD) =) AE 1 BD (3). Deocarece AF 1 BD
(ipoteza si AE L (BCD)) =) EF L BD (4) (reciproca a teoremei celor trei
perpendiculare).

Din (3) si (4) BD L (EF, AE) =) BD 1 (AEF) ().

Conform teoremei : dacd o dreaptd ,,a“ este perpendiculari pe un
plan ,,a“, atunci orice plan {§ care conjine drepte ,,a“ este perpendicular
pe planul ,,a“, rezultd ci planul (ABD), care contine dreapta BD perpen-
diculard pe planul (AEF) va fi perpendicular pe planul (AEF). Asadar,
raspunsul este (ABD) L (;QEF) (6). (Vezi fig. VIIL.G.22.)

2. a) In ipotezd m(CAB) =90° =) BA L AC (1). Cum DC Ll (ABC)
(ipotezd) =) DC L BA (2). Din (1) si (2) =) BA L (ADC) (3). Deoarece
planul (ABD) contine dreapta AB perpendiculard pe planul (ACD), ur-
meazd — prin teorema de mai sus — ca planul (ABD) 1 (ACD) (4).

D

Fig. VII1.G.22.
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b) Stim ca (AEF) 1 (ABD) (conform 1.6). Ardtim cid dreapta CG
este si ea perpendiculard pe planul (ABD) : CG 1L AD (ipoteza) (1). Cum
AB 1 (ACD) (conf. 2.3) =) AB L CG (2). Din (1) si (2) =) CG 1 (ABD)
(3). In concluzie, planul (AEF) si dreapta CG sint paralele.

VIIL.G.23.

a) Deoarece AO L OC si AO L OB, (ipotezd) =) AO L (ABC) (1).
Construm AA; L BC (2) din (1) si.(2) =) O4; L BC (3) (o reciproci a
teoremei celor trei perpendiculare). Cum A BOC este dreptunghic (OB L
1 CC = ipotezdl) =) punctul 4, se giseste intre B 5i C (4). In A ABA,,

P
A4; L BC =) m(ABA;) <90° (Vezi fig. VIIL.G.23))

Fig. VIII.G.23.

Tot aga se aratd ci In A A4,C (AA, L BC), m(A&) < 90°. Pentru
a demonstra ci §i masura unghiului BAC este mai mici decit 90° pro-
cedim aseminidtor ca in demonstratia precedenti, ducem BB; 1 BC
(B; € BC) si repetdm rationamentele féctLtE, schimbind notatia triunghiu-
lui dreptunghic ABA, in BAB; =) m(BAB,) <90°. In concluzie, in ipo-
tezele date, A ABC are toate unghiurile ascutite.

b) In A AOA;, ducem OH L A4, (HE AA)) (1). Cum BC 1 OA,
(conform a3) si BC L 4O (conform al) =) BC 1 (AOA;)=) BC 1L OH (2).

Din (1) si (2) =) OH L (BC, AA;) =) OH 1 (ABC) (3).

Repetim I:ationamentele, ducind in triunghiul dreptunghic BOB;
(BO .I; OBy — 1p9tez§) indltimea OP (P € BB,) si concluziondim OP 1
1 (A;)‘C‘). Cum, dmt;-un punct exterior unui plan dat se poate duce pe
p}agul dat o perpendiculard i numai una, rezulti ¢ OP=OH =) P=H
§1 deoarece acest punct apariine inil{imii BB; cit §i inal{imii A4, rezultd
cd el este chiar punctul de intersectie al inil{imilor triunghiului ABC.
In conqlume, piciorul perpendicularei duse din punctul O pe planul ABC
este chiar ortocentrul triunghiului ABC.

333



i i ; b-c /BT L o2
In triunghiul dreptunghic BOC, OA; = =belr e
g ptung =V T T T a2 In

triunghiul dreptunghic AOA4,,
A4, = Vaz e l/a’(b2 + ) + bk _ l/' a?b? —'Z.b'-’ 2 —;;— c%a?

T F )2 b2 F 2 T ¢
apoi, tinind cont ci in A AOA,, OH L AA, (constructie), avem ci :
OH - &0 ¢ Vo242 Jo2 F _abc-V a26? + b2%c? 4 c%a?
b2+ 2 Va2b?2 = b2 - 2 2 a?b? 4+ b2 + c2a?
VIIL.G.24.
ac?
Siey = : (ipotezd OA L OB); 1)
a?b?
Sian = '4 (ipotezd OA L OB). 2)
Construim OD 1 BC si notdm OD =x. 3)

Cum OA L (BOC) (ipotezd) si OD L BC (constructie) =) AD 1 BC
(conform teoremei directe a celor trei perpendiculare). Notdim AD = y. (4)

(Vezi fig. VIIL.G.24.). Rezultd Stpc = BC:xZ (din 3) si 3)
Shpe = BC™ Y (i 4). ()
In ipotezd Shnc = Shec + Soca + Shae inlocuim relatiit i1}, (2),
i (6).
4 4 4

Fig. VIIL.G.24.
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Cum y2? — x? = a? objinem BC? a® = a*(b2+ c?) =) BC2=b2 1 c2.
Conform teoremei reciproce a lui Pitagora triunghiul BOC este dreptun-
ghic in O adica OC L OB. In concluzie, conform cu demonstratia {acutd
relatia OB L OC este adevirati.

VIII.G.25. Pentru a construi punctele M, N, P, @ procedam astfel din
O ducem o perpendiculard pe planul ABCD. Fie O’ piciorul acestei per-
pendiculare. Din punctul O ducem perpendiculare pe laturile paralelo-
gramului astfel O'M 1L AB (M€ AB); O'N L BC (N €BC); O'P LCD;
0’'Q L AD (Vezi fig. VIIL.G.25.) (conform teoremei celor trei perpendi-

Fig. VIIL.G.25.

culare — directd). Cum AB||CD si BC|| AD (ipotezi) =) punctele M,
P, O’ si N, @, O’ sint coliniare =) intersectia dreptelor MP §i NQ este
tocmai punctul O’, care a fost notat in textul problemei S — deci O" = S.
Deoarece constructia punctelor M, N, P, @ a presupus OO’ L (ABCD) ;
concluzia OS 1L (ABCD) este evidenta.

VIIIL.G.26.

Deoarece A’D 1 AA’ (ipotezd), urmeazi cid dreapta A’D se giseste
intr-un plan perpendicular pe dreapta AA’. Fie « acest plan. Cum AA’" L
1 (ABC) rezulta :

al|(ABC). @)
Deoarece DB L AB (ipotezi) urmeazd cd dreapta DB se giseste
con{inutd intr-un plan perpendicular pe dreapta AB. Fie f§ acest plan.

(Vezi fig. VIIL.G.26.) Cum AC L AB (ipotezd) si AA” L AC (ipotezd), ur-
meazid cd dreptele AA’ si AC sint paralele cu planul f deci :

BI1(AAC). (2

Deoarece planele o si § sint paralele cu planele (ABC) si (A’AC)
(conform (1) si (2)) care sint concurente dupd dreapta AC, urmeazi ci
planele a $i B se interesecteaza dupd o dreaptd paraleld cu AC. Fie 4
aceastd dreaptd si din d|] AC =) d L (AA’B). (3)
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Fig. VII1.G.26.

Notdm D’ piciorul acestei perpendiculare pe planul (AA’B). Din
ipotezele problemei D€ al =) D Ed. _

Cum A'D’ L dsi A’D’=a iar A’'D=2al/2 (ipotezs), punctul D il
construim ducind in a un cerc de centru A’ si raza A’'D = aV2. Construc-
tia are 2 solutii, D si Dy fiind punctele situate de o parte si de alta a planu-
lui AA'B. Convine doar solujia cu D in acelasi semispatiu cu C. Rezul-
tatele ne sugereazi urmétoarea constructie ducind prin A’ parelele la
AB si AC obtinem planul a. Ducind prin B paralele la AA’ si AC obtinem
planul p. Intersectia planelor o, (AA’B) si f va fi punctul D’, iar
DD’ L(AA'B).

Cum A DD’A’ este dreptunghic (conform 3) si AA’BD’ este
pétrat (demonstrat) =) DD’ = } 2a®> — > = a. Fie D’ proiectia punctu-
lui D pe planul planul (AA’C) =) DD'"" = A'D’ = a =) AA’CD’" pétrat
(constructie) =) CD”'DD’’ pitrat (construciie) =) CD, CB, BD sint dia-
gonalele unor pétrate de latura a, deci, A BCD echilateral de latura a J2.

VIILG.27.
Directda Daca DO L (ABC) (1) si AD L BC (2) =) AO 1 BC. N
emonstratie : Din (1) =) DO L BC (3). Din (2) 5i(3) =) BC
1 (Agé;nz—r—li rg% 1 AO =) AO L BC (simetrie). (Vezi fig. VIIL.G.27.)
Reciprocd Dacd DO L (ABC) (1) si AO L BC (2) =) AD 1 BC.
Demonstratie Din (1) =) DO L BC (3). Din (2) si (3) =) BC L
1 (A0D) =) BC 1 AD =) AD L BC (simetrie).
’ Observatie putem considera directa drepta reciprocd si invers.
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Fig. VIIL.G.27.
VIII.G.28.

Directs Dacdi MA=MB=MC (1) si OA=0OB=0C (2) atunci
OM 1 (ABC). (Vezi fig. VIIL.G.28.)

Demonstratie : Presupunem cd MO nu este perpendiculara pe (ABC)
si ducem MO’ L (ABC), O’ €(ABC) 5i O’ £ 0. =) A MO'A=A MO’'B=
= A MO’C, deoarece sint triunghiuri dreptunghice, cu cateta comuni
MO’ si ipotenuzele congruente (conform 1). Rezulti O’A=0'B=0'C,
deci O’ este centrul cercului circumscris triunghiului ABC (intersectia
mediatoarelor). Atunci O’ = O, deoarece centrul cercului circumscris unui
triunghi este un punct unic, rezultda OM 1 (ABC).

Reciproci : dacd MO L (ABC) (1) si OA=O0OB=O0C (2) =) MA=
=MB= MC.

Demonstratie : din :ipoteza (1) si (2) =) A MOA=A MOB=
= A MOC fiind triunghiuri dreptunghice (conform 1), avind o catetd co-
munid MO si catetele OA4, OB, OC congruente (conform 2) =) MA=
=MB= MC.

M

-

-

-
-~
-

/
S ——-

O
IR T el

/

Fig. VII1.G.28.
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VIIL.G.29. a) Notim EN=2x; ACN BD = {O}. Cum AO 1 DB (ipotezs,

diagonalele rombului sint perpendiculare) si MA L (ABCD) (ipoteza) =)

=) MO L BD (conform teoremei celor trei perpendiculare) (1).
Aseminitor, NO L BD (2). (Vezi fig. VIILG.29.)

N

Fig. VI1I1.G.29.

Deoarece muchia diedrului determinat de planele (MBD) si (NBD)
este BD si din (1) si (2) /=\) unghiul plan corespunzitor acestui diedru
este MON. In ipotezd m(MON) = 90° =) MN2 = MO? 4 NO?, relatie care
care devine dupa inlocuiri succesive (folosind triunghiurile dreptunghice
MAO si NEO — ipotezd) : MN2?= (AM?2+ AO?) - (NE2+ EO?) ; MN 2=
= (502 + 162) + (x4 342 (3) (cici EO = AE — AO = 56 — 16).

Apoi, in planul MAE, ducem MS 1 NE (SE NE) si in triunghiul
dreptunghic MSN, evaluidm din nou MN.

MN?= MS?-+} SN2; MN2=5024 (x—502) (MS=AE deoarece
patrulaterul MAEN este dreptunghic — din constructie) (4).

Egalind relatiile (3) si (4) obtinem : 5024 1624 342} x2 =50+
45024 x2—100x =) 100x—50>— 162— 34> =) 100x=84-16 —
— 162=16(84 — 16) = 16-68.

r=28-34:25=272:25; x=10,8 cm.

Observatie : deoarece (x — 50)2 =(50 — x)? nu are important{d dacd
in ilustrarea graficd punctul S se giseste sau nu intre punctele N si E.

b) Calculim lungimea OB (A AOB dreptunghic — ipotezd) OB2 =
— AB?2— A0O? =) OB=12 cm. Evaluim aria rombului ABCD. Aria
ABCD = 24-32:2=12-32 cm? (1).

Notidm piciorele perpendicularelor din E si A pe dreapta DC, E’ si
respectiv A”. Prelungim EE’ si notim R intersectia dintre EE’ i AB,
apoi construim CL L AB (L € AB). Aria rombului ABCD este si AB-

.CL =20-CL (2).
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Egalmd relatiile (1) si (2), obfinem 32:12=20-CL (=) CL=
32 6 32-3

= cm.
10
Deoarece AA’RE’ este dreptunghi (constructie) =) A’E= AR este
suficient sd calculim AR. Cum A ACL~ A ARE (CL||ER) =) AC
" AE
392.32 /392.52 _ 392.32 .
—_AS i AL=V32._,_52 ¥ V322.52—322.30 _ 32 128,
AR 52 5 5 5

=) AR= AE-AL : AC=50- —5§ 32=1280:32=140 cm.

In concluzie, A’E’ = AR = 40 cm.

VIIL.G.30. a) Din MO L (ABCD) (ipotezd) =) MO 1 CP. (1)
Din CP 1 DB (ipotezd) =) CP 1 (DMB). 2)
Oricare ar fi planul care contine dreapta CP, va fi un plan per-

pendicular pe planul (MDB). In cazul de fatd planul (PQC) 1 (MDB).

(Vezi fig. VIII.G.30.)

b) Ducem PR L MD (1) (R € MD). Din (1) si (2a) =) CR L DM con-
form teorcmei celor trei perpendiculare) (2). Muchia diedrului format de
planele (PQC) si (PRC) este dreapta PC. Deoarece PQ L PC (conform 2a)
si RP L PC (conform 2a) =) unghiul plan corespunzitor diedrului in
discu{le este RPQ. Cum ipoteza presupune plane perpendiculare

Py
m(RPQ) =190° =) QP L PR (3) =) MPRQ este dreptunghi deoarece
PQ 1L MB (reciproca teoremei celor trei perpendiculare) si PR L MD
(constructie) =) m(RMB)=90° =) triunghiul DMB dreptunghic in M.
Cum in A DMB, MO este inaltime si mediand (ipotezd) =) A DMB este

si isoscel =) MO = %: %— (ipotezd diagonalele dreptunghiului sint

congruente). (Vezi fig. VIIL.G.30.)
Uz

2]

Fig. VIIL.G.30.
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- AC
In concluzie, in ipotezele date propozifia MO =T este adevarata.

VIII.G.31. a) Deoarece MA 1 (ABCD) (ipotezd) si AD L DC (ipotezd) =)
=) MD 1 DC (conform teoremei celor trei perpendiculare) =) A MDC
este dreptunghic in D. (1). (Vezi fig. VIIL.G.31))

A

Fig. VII1.G.31.

e In triunghiul dreptunghic MAD (ipotezi) AD-< MD, adicd x < MD.
(x EN*).
In triunghiul dreptunghic MDC (conform 1) MD < MC (pentru am-
bele inegalitdfi : intr-un triunghi dreptunghic, o cateti este mai mica
decit ipotenuza) =) laturile care pot avea ca lungimi numere naturale
consecutive sint: DC=x; DM=x+41; MC=x - 2.

Conform teoremei lui Pitagora x?+ (x -+ 1)2=(x + 2)?; ccuatie
care dupd efectuarea calculelor devine :
2—2x—3=0 (=) x?—2r+1—4=0 (=) (x—1)2—4=0 (=)

x+1=0
=) (3—1+2)(I—1-—2)=Q(=){ sau
- ‘T—3=0

si, deoarece x € N*, solufia unici este: x=23. In aceste conditii laturile
A MDC sint '3, 4, 5.

b) Ducem-AF L MD (1). Cum DC L AD — (ipotezd) si CD L MD
(demonstrat) =) DC L (ADM), adici DC L AF (2). Din (1) si (2) =)
=) AF 1 (MDC) deci AF reprezinti distan{a de la A la planul MDC.
(Vezi fig. VIIL.G.31.) In triunghiul dreptunghic MAD (conform 1a), AF =

QM;;;_M‘ In ipoteza (a) AD = 3, MD =4 ; AM = /7 =) AF=£'_!_7.
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c) In A MAB dreptunghic (ipotezd), ducem AE 1 MB. (Vezi fig.
VIIL.G.31.). Cum triunghiurile dreptunghice MAD si MAB sint congruente
(catetd, ipotezd) =) indl{imile corespunzitoare ipotenuzelor con-
gruente, sint congruente, adici : AF = AE =) DF=BE. In A MDB care

M . V
este isoscel (demonstrat), rapoartele'l—w%sl II::I'I}_-:} sint egale (demonstrat) =)

=) EF || DB =) EF||(ABCD) (fiind paraleld cu dreapta DB din planul
ABCD).

VIII.G.32. Notam triunghiul dreptunghic ABC (m(A)=90°) si presupu-
nem AB=17 si AC=24 =) BC =25 (Pitagora) Apoi notim f planul
care trece prin ipotenuzid si face cu planul (ABC) un unghi de 30°. Fie
AD 1 BC. Prin dreapta AD, ducem un plan a perpendicular pe planul
(ABC), ducind, de exemplu, AE 1 (ABC). (Vezi fig. VIIL.G.32.) Planul
determinat de AE si AD este tocmai planul a. Acesta intersecteazd pla-
nul B dupi o dreaptd DF. Cum BC L AD (constructie) si BC L AE (cons-
tructia planului «) ==) BC L o =) BC L DF.

Asadar, dreptele ADC (ABC) si FDC § sint perpendiculafe pe

muchia BC a diedrului determinat de planele (ABC):si § =) ADF este
unghiul plan corespunzitor diedrului in discufie =) construim in planul
a, AP L DF (P € DF). ~
In A APD (dreptunghic in P), m(ADP) = 30° (ipotez3) iar in tri-
AB'AC,=7—'?5 =) AP care
BC 25
este distanta de la punctul A la planul § (construciie) are masura lungimii

Ap=AD _T12_B8%_ 446 cm Asadar, distants de la A la planul p

2 25 25
este AP = 3,36 cm.

unghiul dreptunghic ABC avem cid : AD =

A

Fig. VIILG.32.

VIII.G.33. Pin AD 1 (ABC) (ipotezéj si DE .L BC (ipotgzé) =) AE . BC
(conform unei reciproce a teoremei celor trei perpendiculare). (Vezi fig.
VIIL.G.33))
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A 8
Fig. VI1I1.G.33.

Deoarece A ABC este echilateral, iniltimea AE este si mediana
laturii BC. CE = EB deci §i mediatoarea acesteia =) centrul cercului cir-
cumscris A ABC se giseste pe AE si anume situat la % de latura BCsila %
de virful A =) Aria A DAO = (dreptunghic in A, ipotezﬁ)é%)-

a) Urmeaza si calculam AO conform cu rationamentele facute. Mai
intii calculam lungimea segmentului AE AE =9 cm (se calculeaza con-
form teoremei lui Pitagora, in A dreptunghic AEB — constructia punc-

tului E =) AO=§ -9 =26 cm).

Asadar aria A DAO =-6'2—8 =24 cm? ijar perimetrul triunghiului
DAO va fi: AO4+AD+DO=648410=24 cm (unde DO =
= [/ 40T F AD?).

b) In A DOE iniljimea relativi laturii OE este tocmai DA (ipotezad
AD 1 (ABC). Cum OE = % (apotema triunghiului echilateral este juma-

tate din raza cercului circumscris) rezultd OEF = 3 si deci aria A DOE =
_ OE-AD _ 3-8
2 2
c¢) Cum BC L DE (ipotezd) si BC L AE (demonstrat) =) unghiul
plan corespunzitor diedrului determinat de planele (ABC) si (DBC) este
tocmai unghiul DEA. (Vezi fig. VIII.G.33.) In triunghiul dreptunghic ADE

A~ AD 8
ipotezd) tg (DEA) = —=—.
(ipoteza) tg ( ) 4E 9

VIIL.G.34. a) Pentru cd SM L (ABCD) (ipotezd), construim MN L AB,
(N € AB=) SN L AB (conform teoremei celor trei perpendiculare). (Vezi
fig. VIIL.G.34.) =) SN este iniltimea triunghiului SAB. Deoarece DM =
= MC (ipotezd) si MN L DC (constructia MN L AB) =) MN L DC, cici
AE [| DC (ipotezd) =) MN este mediatoarea laturii DC. Cum ABCD este

=12 cm?2

342



trapez isoscel (ipotezd) =) MN este si mediatoarea laturii AB deci AN =
= NB =) MN, este axa de simetrie pentru trapezul ABCD. =) A SAB
este isoscel (SN este indlfime conform teoremei celor trei perpendiculare

SN L AB, dar si mediana laturii AB) =) Aria A SAB = ABZ' SN Caleu-

lul lungimilor AB si SN.
Pentru a calcula lungimea AB, ducem CE L AB, (E € AB). Deoa-
rece m(CBN) = 30° (ipotezi) =) CE= fzf =§= 3 cm =) EB=3-

/"3 em. Deoarece AB=2- -EB + DC trapezul fiind isoscel si DC=CB,
urmeazi cdi AB=6-}6}3=26(1 4+ V3) cm.

Pentru a calcula lungimea segmentului SN aplicim teorema lui
Pitagora in A dreptunghic SMN (ipotez3) :

SN? = SM? -+ MN2; SN2= 3 4 MN2. Cum MN = CE (ambele repre-
zentind distanta dintre dreptele paralele ale trapezului AB §i DC =)
=) SN=3+49=12; SN=2/3.

Asadar, Aria A SAB = é_Bzﬁ\T_ = &_F_VZ:LZ.V_:;= 6)3a + V3) em2

b) Planul SMN contine dreptele concurente (SM . (ABCD)) si MN,
mediatoarea segmentelor AB si CD) =) (SMN) L (ABCD) si orice punct
din acest plan este egal depirtat de capetele segmentelor AB si CD.
Acest plan se numeste ,.planul mediator“ al segmentelor AB §i CD. Cum,
muchia diedrului determinat de planele SAB si ABCD,-dreapta AB, este
perpendiculard pe SN si MN (demonstrat) =) unghiul plan corespunzi-
tor diedrului de mai sus este chiar SNM =). In A dreptunghic SMN

(ipoteza) thNM =——="==) m(SNM) =30°% In concluzie; misura

unghiului plan care corespunde. diedrului in cauzi este de 30°.

A

Fig. VII1.G.34.



VIIL.G.35. a) Constructia punctului I. (Vezi fig. VIII.G.35.)

Deoarece AO L OC si AO L OB (ipoteza) =) AO L (COB).

In planul COB ducem OI 1 CM, (I E€CM) =) AI L CM, (conform
teoremei celor trei perpendiculare). (Vezi fig. VIII.G.35.)

Calculul segmentelor OI si Al

Pentru a calcula lungimea segmentului OI rationdm astfel OI este
inaltime in A dreptunghic COM (ipotezi §i constructia precedentd) =)

Fig. VIIL.G.35.

=)O0I = OC-OM : MC. Evaludm lungimile acestor segmente : OC = ¢ (ipo-
tezd) ; OM =O0B:2=2b :2; OM = b (ipotezele OB = 2bsi OM =MB) ;
CM =})b2+ 2 (Pitagora in A dreptunghic COM — ipotezi) =)
ol — cb b-c)b2F 2 )
Vb2+c2 - b2 - c?
Pentru a calcula lungimea se;ginentului Al aplicim teorema lui
Pitagora in A dreptunghic AOI (m(AOI) = 90° — ipotezi) : AI> = AO?-}-
b2c2 a?b? | b2 + c%a’
2 —! p— 2 =
+or=) Al Va +b‘~’+c2 s
b) Muchia diedrului ‘respectiv este dreapta AC. Ducem un plan
perpendicular pe aceasti muchie. Acesta va contine dou3 drepte concu-
rente, perpendiculare pe AC si confinute in planele AMC si AOC. Unghiul
acestor drepte este tocmai unghiul plan corespunzitor diedrului dat
(definitie). Proceddm astfel : deoarece MO L (AOC) (ipotez) (1), ducem in

AOC) ON L AC (2). Din (1) si (2) =) MN L AC (conform teo-
firax?el;l d(irec(gz a celor trei perpendiculare) (3). Rezultd ci planul descris
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mai sus este planul determinat de dreptele concurente MN si ON si
ungh{ul plan ciutat este MNO (ambele drepte fiind perpendiculare pe
AC si continute in planele AMC si AOC). Cum MON este dreptunghic

. . ) i A~ oM
In O (ipotezd MO L ON), tg(MNO) = —— Deoarece OM =b (ipotez3),

ON
. 2 ¢?
calculim ON in A dreptunghic AOC OC = (?:ICOC= Va aicc si dect

P . 2 2
tgMNo) = 2 Y02+ “;;"C

¢) Deoarece OI L CM (constructie) oricare ar fi pozitia punctuluf
M€ OB, rezultd ci in triunghiul dreptunghic OIC, ipotenuza OC are
lungimea constantd OC = ¢. Asadar, in ipotezele problemei, toate punc-
tele de felul punctului I se vor gisi in planul COB si vor fi virfurile
unor triunghiuri dreptunghice construite in planul COB si care au ipo-
tenuza comund OC = c. Aceste puncte le construim astfel : in planul
COB (si de aceeasi parte cu punctul B construim un semicerc de diame-
tru constant OC =c¢). Orice punct I de pe acest semicerc conduce la

P
m(OIC) = 90° (proprietate comuni a punctelor I). Oricare alt punct I
din /(\COB) care nu se afli pe semicercul de mai sus nu are proprietate

m(OIC) = 90° ; deoarece, daci I’ se giseste In afara semicercului con-
Py
struit, m(OI'C) <-90° si, daci I’ se afli in interiorul semicercului con-

struit, m(OI'C) > 90°.

Spunem ,,locul geometric al punctului I cind M descrie segmentul
AB si AI L CM (ceea ce conduce la m(OIC) = 90°), este un arc de cerc
inclus in semicercul din planul COB al cirui diametru este segmentul
constant OC = c¢“. Si observim : dacd O =M atunci I =0, iar dacid
M =B, I va fi in A COB piciorul inil{imii (punct fix) relative ipotenuzet
BC. In acest fel capetele arcului de cerc sint punctele O si I (fix).

VIIL.G.36. a) Deoarecé MN L (ABCD) (1) ducem MR L1 AB (Vezi fig.
VIIL.G.36b.) (2) =) NR L AB (conform teoremei celor trei perpendicu-
lare) (3). In triunghiul dreptunghic NMR (ipotezi), calculim NR (Pita-

gora), NR!=NM?+ MR? (4). Cum NM=35-8-cm (ipotezi), rimine s&

evaluim lungimea segmentului MR. De exemplu, procedim astfel (Vezi

fig. VIILG.36b.)
In A ABD ducem DS L AB (S € AB). Cum MR L AB (construcie)

=) A AMR ~ A ADS si raportul de aseminare este % = 15 (ipoteza)

ME _1_
ps . 50

Asadar, mai trebuie evaluat DS. Aria A ADB — 2B-A0 _ AB:DS
2

(8

(O {iind intersectia diagonalelor rombului) $i deci,
12-A0 _ 10.-DS

2 2
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Fig. VIIL.G.36.a. Fig. VIIL.G.36.b.
Cum AO =28 cm (din A dreptunghic AOD, ipoteza AC | BD) =)
8 48

=) DS=:1—5— cm (6). Inlocuim (6) in (3) MR=; cm. Inlocuim in (4)
25

si efectuind calculele obtinem NR =% cm.

b) Unghiul plan corespunzitor unghiului diedru determinat de pla-
nele NBC si ABCD il obtinem ducind prin MN un plan perpendicular
pe AD (implicit pe BC|| AD). (Vezi fig. VII1.G.36a.) Dreptele de inter-
sectie cintre acest plan si planele ABCD si NBC, le notam MP si res-
pectiv NP (P € BC, muchia diedrului). Cum MP 1 AD si MP L BC (cons-
tructie) ==) MP, este inaltimea rombului relativd laturii AD, ori MP=
= DS. (Distantele dintre dreptele paralele AD||BC si AB||DC, sint si

inaltimile rombului). Asadar, MP = 4—:'-(conform 6 a). Cum MN =—45—
(ipotezi) si MN L (ABCD) (ipotezi) =) tg(MNP) =%'=1 =)

P
m(MPN) = 45°.

c) Dacid planul a este paralel cu dreapta perpendiculari in A pe
planui ABCD, atunci el este paralel cu dreptele perpendiculare in B, C
si D pe planul ABCD si deci punctele A’, B’, C’ si D’ sint puncte la
infinit (practic ele nu exista). In caz contrar, punctele A’, B, C’, D" existd
si sint virfurile unui paralelogram.

Demonstratie : Notim dreptele perpendiculare pe (ABCD) si care
trec prin A4, B, C, D, dy, ds, ‘d3, d4 (ordinea indicilor este ordinea alfabej
tici a punctelor A, B, C, D) (Vezi fjg. VIII.G.36.a) =) planele (dtdz)A si
(dsd,) sint-paralele (ipoteza problemei). Analog, planele (dyd3) si (dy4dy) sint
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paralele. Cum dif. o =) dN) a={A’}. Aseminitor, don a ={B};
BN a={C}si d, N a« ={D’}. Cum (dydy) | |(dsds) planul « le inter-
secteazd dupid doud drepte paralele (teoremd) =) A’B’||C’D’.

Aseminitor se demonstreazd ca B'C’||A’D’. In concluzie : daci
d; ¥« atunci punctele A°, B’, C’ D’ exist si patrulaterul A’B'C’'D’ este
paralelogram.

VIII.G.37. Deoarece MA L (ABCD) (ipotezd) si AO L BD (diagonalele pa-
tratului sint perpendiculare) =) MO L DB (conform teoremei celor trei
perpendiculare) =) A MDB este isoscel deoarece mediana MO relativd
laturii DB (DO = OB — ipotez3) este si inilt{imea relativd laturii DB (de-
monstrat). Deci, MD = MB (1). Deoarece MA L (ABCD) (ipotez3) si AB L
L BC (ipotezd ABCD este patrat) =) MB L BC (conform teoremii\ celor
trei perpendiculare) =) A MBC este triunghi dreptunghic : m(MBC) =
=90° (2). Analog se demonstreazi ci MD 1 DC si deci A MDC este

dreptunghic in D : m(MDC) = 90° (3).
Din (1), (2), (3) si faptul ci ABCD-este patrat =) A MBC= A MDC

(cazul C.C.). (Vezi fig. VIIL.G.37.a.)

Fig. VIII.G.37.a.

Deoarece in triunghiuri congruente medianele relative laturilor
congruente sint congruente, rezulti ci in triunghiurile MBC si MDC, me-
dianele CE si 'CF (ipotezele ME=EB si MF=FD) sint congruente :
CE=CF =) triunghiul CEF este isoscel (4). Conform propozitiei de mai
sus relativd la triunghiurile congruente, in triunghiurile dreptunghice
MAB si MAD (lpqteza AM 1 (ABCD)) care sint congruente (ipoteza ABCD
este patrat), medianele AE si AF sint congruente : AE = AF =) triun-
ghiul AEF este isoscel (5).
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Sa precizim cd punctele M si O apariin planelor (MAC) si (MDB)
=) MO este dreapta de intersecf{ie a planelor (MAC) si (MDB), iar in
A MDB, EF este linie mijlocie (ipotezi). (6)

In triunghiul MDB, MO este intersectat de linia mijlocie EF
(ipotezd) intr-un punct, de exemplu R=) MR=RO (7) (deoarece in
A MDO conform Thales : MF = MR =1), dar si FR=RE (8).

FD RO

Deoarece CR L EF (vezi 4) dar §si CRC (MAC) =) dreapta MA
intersecteaza planul CEF intr-un punct notat P (ipotezd) si pe care il
construim prelungind dreapta CR pina la intersecf{ia cu dreapta MA.

a) In triunghiurile isoscele CEF (4) si AEF (5) segmentele CR si AR
fiind mediane (conform 8) =) CR 1 EF si AR 1 EF =) unghiul ARC
este unghiul plan corespunzitor diedrului format de planele (CEF)
si AEF. ’

In A ARC mediana RO are ca lungime jumaitate din latura AC (ipo-

Py
teza) =) A ARC este dreptunghic in R =) m(4ARC) = 90° =) (CEF L
L (AEF). (9)

b) Sd remarcim cd planele (ABC) si (CEF) (care contin dreptele
paralele DB || EF (conform 6)) fiind §i concurente, avind punctul C co-
mun =) dreapta lor de intersectie — muchia diedrului — care trece
prin punctul C, va fi paraleld cu dreptele DB si EF (cici, presupunind
contrariul ar rezulta cd planele (ABC), (CEF) si planul determinat de
paralele DB si EF ar avea un punct comun §i deci DB||EF (absurd).
Folosind aceastd remarcd, unghiul plan corespunzitor diedrului format
de (ABC) si (CEF) 1l construim ducind prin punctul C (si care apartine
muchiei diedrului) un plan perpendicular pe dreptele EF si respectiv DB
(care sint paralele cu muchia diedrului). Acesta este tocmai planul MAC,
deoarece — de exemplu BD 1 AC (ipoteza ABCD pitrat) si BD L AM
(ipoteza MA 1 (ABCD)). Dreptele de intersectie dintre planul (MAC)
pe planele (CEF) si (ABCD)) sint si laturile unghiului plan corespunzitor
pe planele (CEF) si (ABCD) sint si laturile unghiului plan corespunzitor
diedrului in cauzd =) unghiul PCA este unghiul plan ciutat. c

A

Deoarece in triunghiul dreptunghic ARC (conform 9) RO:T

iar in triunghiul dreptunghic MAO, (ipotezd) AR este mediana relativa

ipotenuzei MO, deducem AR=1—V;9-=A—2C si deci triunghiul ARO este

echilateral =) in A dreptunghic ARC, m(R/C\A) = 30° adici mdisura un-
ghiului plan corespunzitor diedrului format de planele (CEF) si (ABC)
este de 30°

¢) In A MAC, dreapta CP trece prin mijlocul R al medianei MO
(demonstrat). (Vezi fig. VIII.G.37.b.)

Ducem prin O, OS||RP (S € MA) =) PR linie mijlocie (prin reci-
procs) in A MSO =) MP = SA. Rezultd concluzia problemei :

PA=2-PM.

348



Fig. VIILG.3i.b.

Altd solufie. Se aplicd teorema lui Menelos in A MAO, transver-
sala fiind dreapta CP :

CO PA RM _
CA PM RO
1 PA1
Cum CA = 200 (ipotezd) si MR = RO (conform 7) —)—- Y l__

=1 =) PA=2.PM.

VIIL.G.38. Se verifica prin reciproca teoremei lui Pitagora ci A ABC nu
este dreptunghic. Daca, de exemplu, A ABC era dreptunghic in B, atunci

unghiul A/B>C fiind drept si avind BC CP (o putem considera paraleld
cu P) se proiecteaza pe planul P tot dupi un unghi drept. (Teorema : un
unghi drept se proiecteazi pe un plan tot dupid un unghi drept daci cel
Pufin una din laturile lui este paraleld cu planul de proiectie). Nu putem
trage insd concluzia cd A A’BC nu are in B sau in C unghiul cu misura
de 90°. (Vezi fig. VIIL.G.38.)

A

Fig. VIILG.38.
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Stabilim in care dintre virfurile 4’, B sau C poate fi unghiul drept,
calculind patratele lungimilor laturilor A A’BC. Astfel : in triunghiul
dreptunghic AA’B (ipotezi) A’B2=64 —x? (unde x= AA’). In triun-
ghiul dreptunghic AA’C (ipotezd) A’C?=49 — x2 Verificim care este
valoarea de adevidr a concluziei teoremei lui Pitagora in urmatoarele
cazuri

a) BC® 4 BA"?=CA"?; 25+ 64— 2 =49 — x2?, fals deci, unghiul
drept nu este in B.

b) BC>+4 CA’2=BA"?; 25} 49 — x2 = 64 — x2, fals deci, unghiul
drept nu este in C.

¢) BA24 CA2=BC"?; 113—2x2=25 (=) 222=288 (=) x=
=44 =)x=2 Vll unghiul drept este in A" jar AA" =2 V_ 1=) BA"*=
—=64—44=20; BA’=2)5cmsi CA2=149—44==5cm, CA" =5 cm.

AB-AC_ 2515 _5 o
2 2

VIII.G.39. Notam « planul de proiectie si deci punctul D este proiecfia
pe planul a a punctului 4 (ipotezd). (Vezi fig. VIII.G.39.)

Daci AB= AC ar rezulta c3 triunghiurile dreptunghice ADB si
ADC sint congruente (cazul C.C.) =) DB= DC, congruenta care contra-
zice ipotezele DC =5 cm §i DB = 13 cm. Asadar, AB=£ AC. Presupunem
AB=BC.

Aria A A'BC =

Fig. VII1.G.39.

In triunghiul dreptunghic BDC (1poteza) BC?=169 4 25 =149 cm
=) AB=}194 cm. In A ADB (m(ADB)—90°)), AD= 194 —169 =
=}25=5cm. In &A ADC (m(ADC) = 90%)) AC = }2.25—=5}Z cm. Asa-
dar, daci AB= BC, laturile A ABC sint AB=BC =194 c¢m si AC=
=25 cm.

Presupunem AC=BC, deci AC=BC= /194 (demonstrat). In

4 ADC (m(ADC) = 90%), AD =} 194 — 25— J/196 =13 cm. In A ADB
(m(ADB) = 909), AB =/ 2-169 =13-}2 em.
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Asadar, dacd AC = CB laturile triunghiului ABC sint AC = BC =
=)194 cm §i AB=13)2 cm.

Observatie. In ambele cazuri triunghiul isoscel ABC se poate cons-

trui (suma laturilor congruente fiind mai mare decit latura necongruenta).
Problema are doud solutii.

VIIL.G.40. a) Veriticim daci esie adevirati relatia din concluz:a teo-
remei directe a lui Pitagora AM2=4q?; MB2=12¢2; AB?= 16a® =)

=) AB?= AM?+{ MB? =) m(A/A}B) = 90° (conform reciprocei teoremei
. . AM-MB _ 2a-2a)3 .
lui Pitagora) =) Aria A AMB = = ) = 2a2}3.

Fig. VIIL.G.40.

Construim MN L AB (N € AB), ducind MM’ 1 a si apoi M'N L
1 AB (conform teoremei celor trei perpendiculare). (Vezi fig. VIIL.G.40.)
Triunghiul MM’A este isoscel si dreptunghic (ipotezd) MM’ 1 AM’
§i MM’ = AM’ Notam MM’ =zx. In A MM’A (conform Pitagora) avem :
2x? =40t (=) x2=12a? =) r=al2 si deci MM’ =a)2 (Vezi fig.
VIILG.40.) .
In triunghiul dreptunghic AMB (demonstrat) calculim lungimea
inaltimii MN, relativa ipotenuzei AB :
AM-MB _ 2a-24)3
AB ; - 4a
In triunghiul dreptunghic MM’N (ipotezd) calculdim lungimea cate-
tei M'N : M'N = MN2 — MM?2 =32 — 2a> =a.
Se poate calcula aria A AM'B.
AB-M'N _ 4a-a
2 2

MN — MN =al3

Aria A AM'B= 2a®
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b) Unghiul plan corespunzitor diedrului determinat de planele a
si (AMB) este unghiul MNM’ deoarece planul MNM’ este perpendicular
pe muchia AB a diedrului dat (demonstrat). Calculdim o functie trigono-
metrici a unghiului MNM’. In triunghiul dreptunghic MM'N notim

mMNM') = &,
cos () =——=—==—7.
V2 1 1 _Vs_V2

Deoarece cos 45° = 53 cos 60° = Y ; constatdm ci r < 5 < 5
deoarece —;— <% <%— (=) masura unghiului MN’M este cuprinsi intre
45° si 60°.

VIII.G.41.

a) In triunghiul dreptunghic AC’C (CC L AC’ ipotezd) OO’ este linie
mijlocie (O si O° fiind intersectiile diagonalelor rombului si péatratu-
lui) =) 00" ||CC’ =) OO’ 1L a =) punctul O se proiecteaza in O’.
Deoarece rombul ABCD se proiecteazd pe a dupd un pitrat, inseamna
cd proiectiile diagonalelor rombului pe planul a sint chiar diagonalele
patratului. Stiind cd atit diagonalele rombului cit §i diagonalele péatra-
tului sint drepte perpendiculare, inseamna ca, de exemplu, unghiul drept
AOB din spatiu se proiecteaza pe planul a tot dupd un unghi drept si

P
anume, AO'B’ (Vezi fig. VIII.G.41.) =) OB||O’B’ =) (reciproci : daci
un unghi drept din spafiu se proiecteaza pe un plan si daca unghiul de
proiectie este unghi drept, atunci cel putin o laturd a unghiului din
spatiu este paraleld cu planul de proiectie) =) BD || B’D’. Muchia die-
drului determinat de romb s§i pitrat va trece prin punctul A (ipotezd),
si va fi paraleld cu diagonalele DB si D'B’. (Teorema doui drepte para-
lele situate in doud plane care se intersecteazi, sint paralele cu dreapta
de intersectie a celor doud plane.) Unghiul plan al diedrului in cauzd va

NM’ a E
3

Fig. VIIL.G 41,
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fi determinat ducind un plan perpendicular pe muchia diedrului (sau, de
exemplu, pe diagonala B/D\) Acest plan este planul CAC’, iar unghiul

plan corespunzitor este CAC’.
€ =
Cum OO0’ = aTVG_ (ipoteza) si AO" = % (ca jumatate din diagonala
pitratului AB'C'D’ de latura a) =) AO=1V2a2=4a2. In triunghiul
dreptunghic OO’A (demonstrat) ipotenuza AO este de doud ori mai mare
S A\
decit cateta A0’ =) m(OAO’) = 30°= m(CAC’) (reciproca teoremei un-
ghiului de 30° dintr-un triunghi dreptunghic).
b) Deocarece A0 =al2 =) AC= 2qY2; DB||D’'B’ (demons-
trat) =) DB=D’B’ si deci DB=a]/2. In aceste conditii :
. 2.a)2
AC-DB _ 2a1/22al 2 _op2

¢) Deoarece triunghiurile dreptunghice BAB’ si DAD’ sint con-
gruente (C.C.) calculim o functie trigonometricd a unghiului BAB’ =)

A~ ~ BB 00" 46 1_1Vs
tg(BAB) = tg (DAD) = ——- =Ty =—— -=7%"

Aria ABCD =

Deoarece trapezele dreptunghice BB'CC’ si DD'CC’ au toate latu-
rile congruente (laturile neparalele sint laturi ale rombului i, respectiv,
ale patratului, iar laturile paralele BB’ | [CC’ si DD’ || CC’ sint congruente
— demonstrat), vor avea si unghiurile congruente (se poate demonstra
folosind congruenta de triunghiuri). Unghiul dintre BC si a este egal cu
unghiul format de BC si proiecfia ei pe a adici este unghiul dintre BC
si B’C’ sau dintre BC si o paraleld dusd prin B la B’C’. Pentru aceafta}.
ducem BE ||B’C’ (EE€CC’) =) A BEC dreptunghig\ in E si BE=BC

(BB'C’'E dreptunghi din constructie) =) m(CBE)=m(BC, a)=

A~ N BE 10
= m(DC, @) =) cos (BC, a) = cos (DC, ) = cos (CBE) ==

VIIL.G.42. a) Notim AM = x. In triunghiul dreptunghic MAC (MA 1 «
— ipotezi) MC = 2x (1) (teorema unghiului de 30° dintr-un triunghi
dreptunghic). (Vezi fig. VIILG.42) In triunghiul dreptunghic MAB
(aceeasi ipotezi) AB=uzx (2) (deoarece MAB este si isoscel AM=AB,
ipoteze echivalente).

In A dreptunghic BMC f(ipoteza BM L MC), BC?=BM2+ CM?;
36 =222} 422 =622 =) MB=z|2 (Pitagora) (=) z=|6=AM
MC=2V6; MB=2|3.

Ducem AN 1 BC. Conform teoremei celor trei perpendiculare,
MN 1 BC (cici MA 1 a — ipotezd). Calculdm lungimile MN si NA din
doud motive ; primul : AN este indlfime in ABC si deci putem, in con-
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tinuare, si calculam aria A ABC (A ABC este proiectia ortogonali a
A BMC pe plan a), al doilea laturile unghiului MNA sint laturile
unghiului plan corespunzator diedrului format de planele BMC si BAC.

Fig. VIII.G.42.
In A dreptunghic MAN (ipotezi) AN?2= MN?— MA? =) AN?=
MB-MC _ 2)3-216 _ 4-3V§=2V§

(demonstrat) =) MN =
BC 6 6
In A dreptunghic MAN (ipotezi) AN?= MN2— MA? (=) AN?=
=2.4—6=2=) AN =/2. Aria A BAN =%J=LF= 3¥2.

VIIL.G.43. a) Deoarece EC 1 (ABC) (ipotezd) =) EC L BA (1). Dar, BA 1
L AC (ipoteza) (2). Din (1) si (2) =) BA L (ACE) (3).
Analog CA 1 (ABD) (4).

D

Fig. VIILG43.
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Deoarece CA L (ABD) (conform (4)) =) CA 1 BF (5). Dar, BF L
AD (ipotezd) (6). Din (5) si (6) =) BF L (ADC) (7).
Analog se aratdi cd CG L (ABE) (8). (Vezi fig. VIIL.G.43)
b) Observam cd proiectia punctului B pe planul ADC este punctul
F (conform (7)) =) proiectia A BAC pe planul ADC este triunghiul
FAC care este §i dreptunghic in A (conform (4)). =) Aria A FAC=
AF-AC

(9). Absolut asemé&ndtor judecim despre proiectia A ABC

pe planul ABE. (Virful C se proiecteazi pe ABE in punctul G etc.) =)
=) Proiectia A CAB pe planul ABE este triunghiul GAB. Si acest tri-
unghi este dreptunghic tot in A (demonstratie aseménitoare cu prece-

denta) =) Aria A GAB=GAzﬁ (10).

Formam raportul cerut de concluzia problemei
Aria AFAC__ AF-AC
Aria A GAB GA-AB
Notim AC=»b si AB=c. (12)
Calculdam AC si AB folosind relatiile metrice in triunghiurile drept-
unghice ACE si ABD (ipotezele problemei §i notatia 12)
AC? = AG-AE = AG- b2+ ¢® (conform 12)
AB?= AF-AD =AF -2+ ¢ (conform 12)
Inlocuind aceste rezultate in (11) obtinem
9
4B 4c
Aria AFAC b2+~ AB (13)
; 2
Aria A GAB AC? AB AC
oo+

Ori relatia (13) evidentiazi concluzia de la punctul b).

an

VIIL.G.44. a) Precizim ci planul MAC este perpendicular pe planul
ABCD, deoarece confine dreapta MA=(d) L(ABCD) (Vezi fig. VIIL.G.44.)
(ipotezi) (1) =) BD L MA (conform (1)) si BD 1 AC (ipoteza ABCD
pitrat) (2). Din (1) si (2) =) BD 1 (ACMN) (3). Cum BD C(NMD) =)
=) oricare ar fi planul care confine dreapta BD va fi un plan perpen-
dicular pe planul MACN. =) (NBD) L (MACN).

Analog, se demonstreazi ci (MBD) L (MACN). \

b) In planul triunghiului NCO construim CQ 1 NO (1) si cum
BD 1 CQ (conform 3a) =) CQ L (BDN) (2). S refinem cé& punctul Q se
afla pe indltimea NO a A BDN (conform 1b). Demonstrdm cid dreapta
BQ este indltime in A BDN. Deoarece BC L (NCD) (ipotezd) =) ND L
L BC (3). Deoarece CQ L (NBD) (conform 2b) =) CQ L ND (4). Din (3b)
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si (4b) =) ND 1 (BQC) =) BQ L ND, adici dreapta BQ este — in
A NBD — inilf{imea relativd laturii ND. In concluzie, punctul @ aflin-
du-se in planul NBD atit pe indltimea relativa laturii BD cit i pe inil-
{imea relativa laturii DC, el se identificd cu ortocentrul acestui triunghi.

Analog, se demonstreazd cd punctul P, proiecfia punctului A pe
planul MBD, este ortocentrul triunghiului MBD.

¢) Notim AC N BD = {O}. Notdim AC = 2a =) BO =a (1). Ducem
in planul (MNAC) NT L AM (T € AM) (2). Notdim AM =x si CN =y (3).
(Vezi fig. VIIL.G.44.)

M

Fig. VII1.G.44.

Evaluim ON in A dreptunghic NCO (ipoteza).

ON?=a?+ y? (conform lc si 3c). 4)
Evaludm OM in A dreptunghic MAO (ipotezi).

OM?=a®+ z? (conform lc si 3c). (5)
Deoarece MO 1 ON (ipotezd), urmeazi ci

MN?2? = ON2+ OM? = 2a?+ x2 + y2 (conform 4c si 5c). (6)

In triunghiul dreptunghic NTM (conform 2¢) =) MN2=NT>+
-+ TM2 Cum NT=AC (TACN dreptunghi — constructie) si TM =
=(x—y) =) MN=4a?+ (x—y)? (7). Din (6c) si (7c) =) 2a2+ x>+
+y2=4a+ 22+ y2—2zxy (=) @é®=uz-y (8). Cum e=BO (conform
lc) si =AM s§i y=CN (conform 3c) =) BO?= AM-CN, relatie care
exprimi cid segmentul BO este media geometricd a segmentelor AM
si CN.

356



VIIL.G.45. Deoarece punctul E este centrul pitratului BB'CC’ (Vezi fig.
VIIL.G.45a) (ipotezd), el este punctul de intersecfie a diagonalelor CB’
si BC'. Poligonul de sectiune dintre CEM si fetele cubului este triun-
ghiul MB’C, deoarece CE este inclusi in diagonala CB’, deci planul
BB’CC’ este intersectat de planul MEC dupi dreapta CB’ Planul AA’BB’
este intersectat de planul MEC dupi ‘dreapta’ MB’ (deoarece M si B’
sint puncte din planul A4A’BB’ si MEC). Planul ABCD este intersectat
de planul MEC dupi dreapta MC (M si C apartin planului ABCD si pla-
nului MEC).

Ducem un plan ,,ajutidtor“ si anumé un plan care si contind dreapta
D’E si si fie perpendicular pe planul orizontal ABCD (in general ,,pla-
nele ajutitoare“ sin} plane perpendiculare pe planul orizontal, si care
confin drepte anuntate in ipoteza problemei). (Vezi fig. VIILG.45a.)
Acesta este planul DD’E (este perpendicular pe ABCD, deoarece DD’ L
L ABCD — ipotez3, si contine dreapta D’E dati in ipoteza problemei).
Acesta intersecteaza ,fetele* cubului dupd dreptele DFC ABCD;
FE CBB’CC’ (FE || DD’), iar planul A’B’C’'D’ dupa o dreapta care con-
fine D’ si mijlocul segmentului B’C’. Notim acest punct G, deci
D'GC A’B'C'D’. Cum FE || DD’ si B'G=GC’ =) dreapta de intersectie
FE este identici cu dreapta FG =) Poligonul de sectiune dintre planul
auxiliar si fefele cubului este dreptunghiul D’DFG.

In pitratul ABCD notdim DFN MC = {P}. (Vezi fig. VIIL.G.45b.)
Cum triunghiurile dreptunghice DCF si CBM sint congruente (cc) =)

=) (MCB) = (FDO). (1)

7 o’
A \‘\" : 56
' N
'l B\ E D c
! |
' | P
,qxl’:;—\:'-o- --f-— C §
S LT
A M 8 A 8

Fig. VIIL.G 45.a. Fig. VII1L.G.43.b.

P P
In A CPF: m(PCF)+ m(PFC)=90° (2) (conform (1) si deoarece
Pl P AN

in A dreptunghic DCF: m(FDC) + m(PCF) = 90°. =) m(CPF) = 180° —
—90°=90° =) dreptele MC si FD sint perpendiculare (3). Deoarece
MC L GF (constructia .dreptei GF L (ABCD)) =) MC L (GF, DF) =)
=) MC 1 (DD'FG) =) MC 1 D'E (4).
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Deoarece D'C’ L BB'CC’ (ipotezd) si C'E L CB’ (diagonale in
pitrat) =) D’E 1 CB’ (conform teoremei celor trei perpen&iculare) (5).
Din (4) si (5) =) D’E 1 (MC, CB’) =) D'E L (MEC).

VIII.G.46. Din definifia prismei triunghiulare regulate drepte, rezulta
ci fetele AA’BB’, BB'CC’ si CC’AA’ sint dreptunghiuri congruente.
(Vezi fig. VIII.G.46.)

’
C
1
' .
! ]
! i ,
’ [ 1
A H ] 5
i P
H i
4 S : 0
I" Z ~
~ /”F ’I__ =~ ~<
s~ o Te—aly
A £ R 8

Fig. VII1.G46.

a) Deoarece AA’ 1 (ABC) (definitie). ducem AD 1 BC =) A'D L
1 BC (conform teoremei celor trei perpendiculare), si A’D este distanta
ciutatd. Lungimea ei o calculim in A dreptunghic AA’D (definifia

prismei). AD =a_|g_§ (inaltimea triunghiului echilateral ABC de latura a).

. : s , / L. 8e a7
Cum AA’ = a (ipotezd) =) A’'D —l/ al-+ ' 5

b) Deoarece CD = DB (iniltimea AD — in A ABC echilateral este
si mediand), ducem DE || AC, (E € AB) si obtinem linia mijlocie descrisa
de ipoteza (reciproca teoremei liniei mijlocii).

Cum BB’ 1 (ABC) (definitia prismei), ducem BF L ED, (F€
€ ED) =) B’F 1 DE (Vezi fig. VIIL.G.46.) (conform teoremei celor trei
perpendiculare). )

B’F este distanta de la B’ la latura DE. Triunghiul BDE este

asemenea cu ABC, (DE || CA), raportul de aseminare este g—i—=—;— =)

=) A BED este echilateral §i are lungimile laturilor §i lungimile inal{i-
milor jumitate din lungimile laturilor §i indlfimilor A ABC =)

=) BF =‘_7'E .
Calculim — in A dreptunghic B’BF (definitia prismei) distanta B'F.

322 al19
s |
+ 16 4
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¢) Deoarece punctul P — centrul dreptunghiului BB'CC’ — este
punctul de intersectie al diagonalelor dreptunghiului BB'CC’ (Vezi fig.
VIIL.G.46.), proiectia lui pe planul ABC este punctul D, mijlocul laturii
BC. Deci PD L ABC. Din punctul D construim DR . BE (REBE) =
=.) PR L AB (conform teoremei celor trei perpendiculare) si PR este
distania de la P la latura AB. In triunghiul dreptunghic PDR (construc-
tie) calculaim lungimea PR2= PD2?-+4 DR2 Cum PD———B—ZB— si DR=BF

(inéltimi congruente in A echilateral ABC) =)
T 3 af7
—yPR— Vi 3@ _ al7
) 4 + 16 4

Observatie. La acest rezultat puteam ajunge firi si mai facem cal-
culul de mai sus, dar observind cd triunghiurile dreptunghice AA’D si

PDR sint asemenea : 44'_ 4D =l) =) PR= AD_ _‘ﬂ .
PD DR 2 2 4

VIII.G.47. Mai intii si ardtim ci existi un triedru ale ciirui laturi, for-
meaza doud cite doud unghiuri de 60°% (Vezi fig. VIII.G.47.) (sau ci exist3

un astfel de paralelipiped). ~
A\

/fresupunem ci m(A’AD) =m(DAB) =60° si demonstrim ci
m(A’AB) este tot d5\60°. Construim in planul AA’DD’, A'N L AD (N€E
€ AD deoarece m(A’AD = 60°). Construim in planul A’ABB’, A’'M 1 AB.
Deoarece A’N si A’M sint distantele dintre laturile paralele ale rombu-
lui, ele sint congruente A’N=A’M =) triunghiul dreptunghic A’'NA
(constructie) este congruent cu triunghiul dreptunghic A’MA (construc-
tie) deoarece au catetele A’N si A’M congruente (demonstrat) si ipote-

nuza AA’ latura comuni =) m(A'/A\M) = 60° In concluzie, in punctul A

c’

Fig. VIII.G47.
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S

existd un triedru astfel incit m(A’/A\D) = m(D/A\B) =m(A"AB) = 60°. In
continuare, ducem din punctul 4" AP L (ABCD). Deoarece A'N 1| AD
si A'M L AB (constructie) =) PN L AD si PM 1 AB (conform unei
reciproce a teoremei celor trei perpendlculare) Deoarece triunghiurile
dreptunghice A’PN si A’PM sint congruente (A’P laturd comuni, A'N =
= A’M (demonstrat, cazul C.C.) =) PN = PM =) dreapta AP este bisec-
toarea unghiului DAB (definijia bisectoarei ca loc geometric). (Vezi fig.
VIIL.G.47.)

In concluzie, planul A’AP care este perpendicular pe ABCD (cons-
tructia perpendicularei A’P), contine diagonala AC a rombului ABCD.
Distanta dintre planele ABCD si A’B’C'D’ fiind A’P, aceasta este si inil-
naltimea paralelipipedului dat.

Calculul inaltimii A'P

P
In triunghiul dreptunghic A’MA deoarece m(A"AM)=60° =)

=) m(AA’M) = 30° =) AM_‘—qzi=§
In triunghiul dreptunghic PMA (constructie), m(Pfll\M) = 30° (de-
monstrat) =) MP = AZP =z si conform teoremei lui Pitagora AM?=
= AP? — PM2 (=) % =4 — (=) 3t =L ( y o= ‘("— =). deci
AP = ﬂ .
3

In triunghiul dreptunghic A’PA (constructie), A’P = JAA™? — AP%;

4P —V 32 _ als
3
Calculul ariei rombului ABCD. Deoarece diagonalele rombului sint

a si2a 3 (rombul ABCD este format din doui triunghiuri echilaterale

cu o laturd comuni, rezultd : Aria ABCD = 2_2L— =a’}3.

Calculul volumului paralelipipedului dat. V = Aria ABCD-A’'P.
/s —
v=al5 248 — o3

VIIL.G.48. Deoarece AB’ | (ABCD), (ipot::zi) planul AB’C’D este perpen-
dicular pe planul ABCD (dacid o dreaptd datd este perpendiculard pe un
plan dat, orice plan care contine dreapta datd este perpendicular pe
planul dat). (1) (Vezi fig. VIII.G.48.)

Fetele AA’DD’ si BB’CC’ sint dreptunghiuri deoarece AD 1 AB
(ipotezd ABCD este pitrat) si AD L AB’ (conform 1) =) AD 1 (AA'BB)
=) AD 1 AA’. Analog BC L BB’. Muchiile prismei fiind paralele (defi-
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nitia prismei) =) AD||A’D’ 5si AA’|| DD’ si AD L AA’ =) AA’'DD’ este-
dreptunghi. Analog BB’CC’” (2). (Vezi fig. VII.G.48.)

Fetele AA’BB’ si CC’'DD’ sint paralelograme cu indltimea egali,.
de exemplu AB’ =3)3 cm (calculati in triunghiul dreptunghic B'AB.
— ipotezd) si baza egaldi — de exemplu cu AB=3 cm.

In aceste conditii, calculim volumul si aria totald a prismei.

V = Aria ABCD. AB’ =9-3)/3 =273 ¢m3.
Aria totald =2 Aria AA’BB’+4 2 Aria AA’DD’+ 2 Aria ABCD..
Aria totald = 2-3-3-Y3+2-3-6 4 2-9 =183+ 54 = 18 (}/3-- 3) em?.

0’ c’

A J s
Fig. VIII.G.48.
VIIIL.G.49.

a) Deoarece, de exemplu OE 1 AB =) AE=EB. (Intr-un cerc;.
dreapta care trece prin centrul cercului si este perpendiculard pe o-
coardi din cerc, este mediatoarea coardei). Analog BF = FC, GC=GD,.
HD=HA. (Vezi fig. VIILG.49.a))

Ducem diagonala AC. In ABC, EF este linie mijlocic (demonstrat):
: AC .
=) EF||AC si EF =7 (1) In A ADC, HG este linie mijlocie (de--

monstrat) =) HG || AC si Hc=ﬂ29(z).

Din (1) §i (2) =) patrulaterul EFGH este paralelogram.

b) Aria paralelogramului EFGH, cunoscind aria patrulaterului’
inscriptibil (convex) ABCD, o putem calcula, de exemplu astfel : (Vezi’
fig VIIL.G.49.b.) Diagonala AC imparte patrulaterul in doud triunghiuri’
ABC si ADC. Ducem ‘in ABC inil{imea BM (M € AC). Fie BM = 2x.
Ducem in A ADC inéltimea DN (N € AC). Notim DN = 2y. Aceeasi dia-
gonali imparte paralelogramul EFGH in dou# paralelograme EFPR (P si
RE€ AC) si GHRP. Inil{imea paralelogramului EFPR este juméitate din:
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BM (EF este linie mijlocie in ABC), si deci este egald cu x. Analog, inil-

2.2
jimea paralelogramului GHRP este egala cu y. Aria A ABC = 2.z AC =

= AC-z. Aria A xmc:ﬁ'z“;c

= AC-y. Aria patrulaterului ABCD =
. R AC -
= AC-(x + y). Aria paralelogramului EFPR = EF-x = Y -x. Aria para-

lelogramului GHRP=HG~y=A7C -y. Aria paralelogramului EFGH =

= é?(_: -(x + y), adicd jumitate din aria patrulaterului ABCD.

<

Fig. VIIIL.G.49.a. Fig. VII1.G.49.b.

2 N
Asadar, aria EFGH =a? Volumul prismei cu baza EFGH si inil-

2 3
‘timea MO = a este V=a— -a=9—.
2 2
¢) Observatie. Daci EFGH este pitrat, atunci diagonalele patrula-
‘terului ABCD sint congruente, perpendiculare si se injumétafesc. Scriem

2 . 2
«cd aria EFGH =%, este aria patratului EFGH, adicé%___lz (1 fiind

latura patratului EFGH) =) [ = %_—2_

Aria totald d prismei in cauzi va fi At= Al 2A bazei =4a2V2

2a? —
~a+2- ':—=a2(2 V24 1).
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YIII.Q.SO. Din ipotezele problemei rezultd ci punctele 4, B, C, D sint
virfurile unui tetraedru regulat ABCD. (Vezi fig. VIIL.G.50.)

_a Deoar:ece fetele tetraedrului sint triunghiuri echilaterale, inalti-
mile fetelor sint si mediatoarele laturilor. In aceste conditii, de exemplu

inaltimile BO, si_AO, sint concurente intr-un punct care este mijlocul
segmentului CD. Fie E acest punct.

Fig. VIIL.G.50.

Triunghiul AEB este isoscel deoarece in triunghiurile echilaterale si
congruente ACD si BCD inilfimile AE si respectiv BE sint congruente.
deci EA=EB. Cum punctele. O, si Oy sint respectiv centrele de greu-

. s . . « EOy, . EOQ, 1
tate ale triunghiului ACD si BCD (ipotezd) =) —~ = ——- =~ =
g § (ipotezd) =) TA - EB 3 )
=) 0,0, || AB si triunghiurile EO;O; 5i EBA sint asemenea, raportul de

asemdnare fiind 3 =) 0,0, = T Notind, de exemplu AB = g, obfi-

nem 00, = 4
3

. Analog, gindim despre distantele determinate de restul punctelor
0,(#=1, 2, 3, 4). Punctele Oy, O,, O3, O; vor fi virfurile altui tetraedru

regulat 0;0,030; a cirui muchie va fi egala cug

b) Considerdm, de pilda, punctele O;, O, O, (Vezi fig. VIIL.G.50.)
In A ABC si & DBC, inélfimile AO; si DOy sint concurentge in mijlocul
laturii BC — notdm acest punct F. Deoarece 040, || AB (demonstrat) si
010, || AD (prin analogie) =) (010,0;) || (ABD) deoarece cele doud plane
contin cite doud drepte concurente si paralele. Schimbind ordinea indi-
c1lo_r'(z=1,...,4) punctului O si schimbind aseminitor ordinea alfa-
betici a.punctelor A, B, C, D, obtinem concluzia : oricare trei din punc-
tele O¢(i=1, 2, 3, 4) determind cite un plan paralel cu cite unul din
cele patru plane determinate de punctele 4, B, C, D.
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c) Volumul prismei = Aria A BCD-AO; unde AO, este distanta de
la A la planul BCD, deoarece segmentele AB, AC, AD fiind congruente,
punctul A se proiecteazd pe planul BCD intr-un punct egal depirtat de
B, C si D (teorema) ——) piciorul perpendicularei din A pe planul BCD
este centrul cercului circumscris A BCD, adicd punctul O;. Pastrind no-

tatia AB = @, obtinem Aria A BCD = 0'4‘/3
In triunghiul dreptunghic A0,B
2 2 d/3 43 3. / 3a* _ a6
BOy = - = =T a— —_— @ ——=—.
1 =3BE =) BO;=; % =) A0, = : :
Deci v=2V3 alé_al2
4 3 4

VIIL.G.51. Construim prisma regulati si dreaptda ABEDCE’ Notim AB =
= AD =a. (Vezi fig. VIII.G.51))

Proiectam punctul O pe planul ABE. Deoarece (BCEE’) L (ABE) (din
constructia precedentd); rezultd cd punctul O se proiecteazi pe EB =
= (BCEE’) N (ABE). Fie Oy proiectia punctului O pe acest plan =) EO; =
= 0,B deoarece punctul O este mijlocul segmentului EC si OOy || BC.
Cum AF=FB (ipotezd) =) in A ABE OF linie mijlocie si deci
O,I"-——-g (ipoteza A ABE echilateral). In triunghiul dreptunghic OOF

__a E

(constructie), OF = / o’ Deoarece EC este diagonala

4 4
patratului BCE'E (constructie) =) OC = OE -OB == OF = 212—2 Pentru

a consirui punctul N folosim teorema celor trei perpendiculare, astfel
EF 1 (ABCD), apoi FN 1L CN =) EN L CM, deci punctul N este proiecfia

Fig. VII1.G.51.
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punctului E pe dreapta CM. =). Triunghiul ENC este dreptunghic in N.
In acest triunghi, ipotenuza EC ave lungime constanti, =) mediana NO

are lungime constanti si anume NO = E_2C=a2£ Asadar, OC = ON =

Iy
= OF = OB = .il. .
2
) Cum DH = HC (ipotezi), lungimea OH se calculeazi aseminitor cu
lunglmea. OF, proiectind punctul O pe planul DCE'... etc. Asadar, sirul
de egalitdfi se poate completa astfel: OC=ON = OF = OB =

b) Si observim ci A FNC, dreptunghic in N (constructie) are ipo-
tenuza FC de lungime.constanti (punctele F si C sint fixe), si deci, pen-
tru diferite pozi{ii ale punctului M pe segmentul AB, punctul N descrie
a/s

un cerc de diametru constant FC =

VIIL.G.52. a) Folosim metoda planelor auxiliare ce permit constructia dis-
tantei AE. Ducem prin BD’ un plan perpendicular pe planul orizontal
ABCD. Acest plan va contine D’D (deoarece D’D L (ABCD) — ipotezi,
plan diagonal). Poligonul de sectiune dintre acest plan si cub este drep-
tunghiul DD’BB’. Notim .intersectia diagonalelor péitratului ABCD cu
punctul O. Ne gindim cid putem obtine constructia perpendicularei AE
folosind teorema celor trei perpendiculare. (Vezi fig. VIII.G.52.a.)

Ducem o perpendiculard din A pe planul DD’BB’ —~-aceasta este
AO (AO 1 BD — diagonale in pitrat si AO L DD’ — ipotezd). Din
punctul O ducem OE L BD’ (E€ D'B) =) _AE L D’B conform teoremei
celor trei perpendiculare). In dreptunghiul DD’BB’ in care OE 1 BD',
calculdm lungimea segmentului OE. (Vezi fig. VIIL.G.52.b.)

L OEB ~ A D'DB (OE 1 BD’, si B unghi comun) =) %=

al2
OB_BE .. .. . OE 2 als
=, === -d —_——— = E=
BD DB si- dupa 1nloqp1r1 . a}’f ) OE s
b) Calculam si lungimea segmentului BE :
af2 _ BE 2 3 2
l—=—/—_' (=) BE = 20_=ﬁ =) D'E=ﬂ.§_.

2|3 al2 a3 3 3

__In triunghiul dreptunghic BB'D’, calculam lungimea proiectiei cate-
tei BB’ pe ipotenuza BD’ Notim § proiectia punctului B’ pe BD’
BB"? 2 3
— (tr. catetei)'=—a—_==al—3.
alf3

BS =
BD 3




Cum BE =93ﬂ = BS si punctele E §i S aparfin diagonalei BD" =)
=) E =S =) punctele O, E, B’ sint coliniare. Asadar, planul AB’C inter-
secteazd planul BB'DD’ dupa dreapta OB’ care este perpendiculari pe
diagonala BD" Deoarece BD" 1 AC (demonstrat) =) BD’ L (AB’C).

0’ c’
t\
I\
PN
s ’

A ——x&
Ok-X/t---= ¢
DO o s et NEY A

,/' PRV o
,/;/,// 0\\:
A (-]
Fig. VIILG.52.a.
D' @‘E 8'
~
~ /
\\ /
~o /
S / a
~
S=£9
, [ >
D (7] 8

Fig. VIIL.G.52.b.

P
c) In tziunghiul dreptunghic B‘OA (demonstrat) cos (OAB’) =
P
A0 _aV2 1 _, o 5a8— e
AB° 22 2
Alta solutie Triunghiul AB’C este echilateral, laturile lui fiind

. P
diagonalele fetelor cubului =) m(B’AC) = 60°.

VIIL.G.53.

In figura VIILG.53, notam Aria A ABC = a® Trebuie si evaluim
aria triunghiului GB'C’. Construim triunghiul medial A’B’C’ Deoarece
CB’C’A’ este paralelogram (liniile mijlocii sint paralele cu laturile
triunghiului dat), diagonalele B’A’ il imparte in doud triunghiuri con-
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gruente (L.L.L.) =) Aria A B’CA’ = Aria A B’C’A’. Tot asa se demon-
streazd cd Aria A B'C’A= Aria A A’B'C’ = Aria A BC’A’ =) Aria:

2
AA'BC =% Aria A ABC=%— (1). Acelasi rezultat il putem obtine-

folosind faptul ci de exemplu — A CB’A’ ~ A CAB B’A’ || BA si rapor-

tul de aseminare elste»%. Raportul- ariilor acestor triunghiuri este de-

1
—4— (teorema) etc... (Vezi fig. VIIL.G.53.)

In A A'B'C’, G este centrul de greutate, deoarece mediana:
— de exemplu — AA’ injumitifeste orice paraleld la BC. Notim A”
mijlocul laturii B’C" si B” mijlocul laturii C’4’. Deoarece mediana unui
triunghi imparte triunghiul in doud triunghiuri echivalente, rezultd ci -
Aria A B'GA” = Arida A C’GA”, pe care le mai putem scrie si ca dife—
rente : Aria A A’'B’A” — Aria A A’B'G=Aria/A A'C’A” — Aria
A’C’'G, cum Aria A’B’A” = Aria A A’C’B” (conform propozitiei prece-

A

. ..{

Fig. VIILG.53.

dente) =) Aria A A’B’'G = Aria A A’C’G. Aseminitor se demonstreaz&

ci Aria A B'GC’ = Aria A A’B’G =) Ariile triunghiurilor GB'C’, GC'A’,.
. 1

GA’B’ sint egale (2) =) Aria GB'C’ =?13. Aria A A'B'C’ =% f Aria:

A ABC=% -a? (conform 1).
. Deoarege ipéltimea prismei strunjite este iniltimea prismei nestrun--
jite, urmeazi ci volumul prismei strunjite este de 12 ori mai mic decit

al prismei date.
Notind volumul prismei strunjite V, (ipoteza) si volumul bazei V°

(ipotezd) urmeazi ci :

L

V1=Ksau V=12:V,.
12



'VII.G.54. a) Directa : paralelipipedul ABCDA’B’C’'D’ este dreptunghic,
deci tetraedrul A’AB’D’ are muchiile opuse perpendiculare ; problema
este clasici — in aceastd ipotezi — de exemplu punctul A’ se proiec-
teaza in ortocentrul H; al A AB'D’. (Vezi fig. VIIL.G.54.)
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Fig. VIIL.G.54.

Demonstratie. Ducem din A’ o perpendiculard pe planul AB'D’.
‘Notidm proiectia punctului A" pe planul AB’D’ cu A” Deoarece A’A” L
1 (AB’'D’) =) A’A” 1L AD’ Cum A’B’ L AD’ (ipotezd) =) AD" 1 (A’B’,
A’A”) =) AD’ 1 (A’B’A”) =) AD’ 1 B’A” si deci B’A” este iniltimea
«dusd din B’ pe latura AD” =) Punctul A’ se proiecteazi pe iniltimea
triunghiului AB’D’ dusi din B’ pe latura AD’. Analog se demonstreazi
«cd punctul A’ se proiecteazd si pe inilfimea dusid din punctul D’ pe
latura AB” =) punctul A” fiind pe cele doui Inil{imi, este chiar orto-
centrul A AB’D" — deci A” =H;. Schimbind notatia tetraedrului
JA’AB’'D’ in BAB'C si repetind judecitile, deducem ci punctul B se pro-
‘iecteaza in ortocentrul Hj al triunghiului AB’C.

Reciproci. Fie ABCDA’B'C’D’ un paralelipiped si H; si Hs res-
‘pectiv ortocentrele triunghiurilor AB’D" si AB’C. Daca A’ si B se pro-
iecteazd pe planele AB'D’ si AB’C respectiv in Hy §i Hy, atunci parale-
lipipedul ABCDA’B’C’D’ este dreptunghic.

Demonstratie :

. Se demonstreazi reciproca propozitiei de la punctul a) adica daca
in tetraedrul A’AB’D’ virful A’ se proiecteazd pe planul AB’D’ in orto-
centrul Hy al A AB’D’, atunci muchiile opuse ale tetraedrului A’AB'D’
-sint perpendiculare — deoarece din A’H; 1 AB’'D’ =) A’H; L B'D’ (1).
Insa AH, L B'D’ (ipotezs) (2). Din (1) si (2) =) B'D’ L (A’H,; AH))=)
=) B'D’ L AA" (3). Analog se demonstreazi ci AB’ 1 A’D’ (4) si
AD’ L A’B’ (5). Relatiile (3), (4) si (5) evidenfiaza concluzia propozitiei
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reciproce. Schimbind notatia tetraedrului A’AB’D’ in BAB'C si notatia
ortocentrului Hy in ortocentrul Hj, obtfinem alte trei relatii de perpen-
dicularitate analoage cu (3), (4), si (5). Ele sint AC L BB’ (8}, AB’ L
1 BC (7) si CB” L AB (8).

Deoarece — de exemplu — AA’|| BB’ (definifia prismei) =) —
de exemplu — BB’ L B'D’ (9). Cum B’D’ || BD (deoarece BB'DD’ este
paralelogram — definitia prismei : BB’ || DD’ si BB’=DD’) =) BB’ L
L BD (10). Din (9) si (6) =) BB’ L (ABCD) (11). Asemanitor se arati
— de exemplu — ci AB L (BB’CC’) (12). Din (11) si (12) =) in virful B
paralelipipedul are muchiile perpendiculare doui cite doud =) parale-
lipipedul ABCDA’B’C’D’ este dreptunghic.

VIIL.G.55. S3 descriem metoda care se intrebuinteazi in mod obisnuit
pentru a determina un punct comun a doui plane « si B, care nu sint
paralele. Se intersecteazi planele date a §i f# cu un plan auxiliar Y de
pozitie particulard asa incit intersectiile acestui plan auxiliar Y, cu pla-
nele date a si § si fie aproape evidente. Intersectiile planului auxiliar ¥
cu planele date a si B vor fi doud drepte dy si dy care fiind situate
amindoud in planul auxiliar v, in genere se vor intersecta intr-un punct
— de exemplu P, care va reprezenta un punct al intersectiei planelor
date a §i B. Pentru a obtine un alt punct al intersecfiei planelor date
a §i B, vom intrebuinfa un alt plan auxiliar 8 Procedind aseminitor,
obtinem un alt punct de intersectie dintre planele a, § §i 8§, de exemplu
punctul R. In acest mod obfinem dreapta PR care va fi tocmai dreapta

v

g )
\\ f
|
\
\\ |
e
=1y

Fig. VII1.G.55.a.
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de intersectie dintre planele a si §. De obicei, planele auxiliare sint duse
perpendicular pe planul orizontal (deci sint plane proiectate).

Folosind aceasti metoda, sd cidutim de exemplu intersectia dintre
planul TO’M si planul orizontal ABCD. Ducem prin punctele M si O
primul plan auxiliar Y = MNPQ, perpendicular pe planul orizontal
ABCD. El va intersecta fetele BB'CC’, AA'DD’ dupi drepte paralele
cu AA’. Deoarece MO || AB, planul, va fi si paralel cu AA’BB’. (Vezi
fig. VIII.G.55.a.) (Unde O este proiectia punctului O pe (ABCD)).

Planul y, planul TOM si planul orizontal ABCD au un punct
comun §i anume punctul M. Ducem prin punctele T si O’ al doilea plan
auxiliar 8, perpendicular pe planul orizontal ABCD. El va fi planul dia-
gonal AA’CC’, deoarece O'O L (ABCD), punctele O" O, T apartin pla-
nului diagonal AA’CC’

Planul 8, planul TO'M si planul orizontal ABCD au un punct
comun R, care se obtine prelungind in planul 8 — dreapta TO’ pini la
intersectia ei cu dreapta AC. (Vezi fig. VIII.G.55a.) Punctele R si M
apartin planelor TO’M si orizontal ABCD. Dreapta RM intersecteazi in
planul ABCD, dreapta AB intr-un punct S. Pe fata ABCD, segmentul
SM reprezintd o laturd a poligonului de sectiune dintre TO'M si fata
ABCD. A doua laturd a poligonului de sectiune este ST, deoarece punc-
tele S si T apar{in planului TO’M, cit si planului vertical AA’BB’

Urmitoarea laturd a poligonului de sectiune, o obtinem folosind
dreapta O’M continutd in planul TO’M, cit si planul auxiliar proiectat.
Prelungim in'planul y — dreapta O’M pind la intersectia ei cu planul
vertical AA’DD’ — 1in punctul V. Unind punctele V si T se obtine
dréapta de intersectie dintre TOM si (AA’DD’). In planul AA’DD’ dreapta
TV intersecteazi dreapta A’D’ in punctul X. Segmentul TX este o altd
laturd a poligonului de sectiune.

Urmatoarea latura a poligonului de sectiune dintre TOM si planul
A’'B'C’'D’ se obtine ducind din punctul X — in planul A’B’C'D" — o
paraleld la SM (conform teoremei douid plane paralele, sint intersectate
de un plan, dupd doud drepte paralele). In urma calculelor ce se vor
efectua, se va constata cd aceastd paraleld va intersecta intii dreapta
B’C’ si apoi dreapta D'C’. Notdm acest punct Y. Punctele Y si M fiind
in planul vertical BB’C’C determind ultima laturd a poligonului de
sectiune dintre TOM si planul BB'CC’. In concluzie, poligonul de sec—
tiune este un pentagon MSTXY.

Observatie : intersectind cu un plan de sectiune fetele unui cub,
se obtine un poligon de secfiune cu cel mult sase laturi.

b) Urmeazd calculul lungimilor laturilor pentagonului MSTXY.

Notim AB=a.
1. Calculul lungimii segmentului SM. In dreptunghiul AA’CC’

(Vezi fig. VIILG.55b) A’C’ =al2; A'O'=#; ATA’O'=ATAR

~ /o
(dreptunghice, TA’=TA — ipotezi si {T'\, =Ty)=)AR=A'0"' = _a_lg .
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Putem calcula segmentul SM in pétratul ABCD. (Vezi fig.
VIIL.G.55¢c.) RA=.“Z_2(demonstrat). Deoarece BM = MC (ipotezid) =)

=) OM, linie mijlocie in A CAB =) OM = —

In A RMO, SA linie mijlocie deoarece AS|OM si RA= AO =

—a2 (demonstrat) =) AS =% =y SB—q— 232
2 4 4
In A dreptunghic SBM,
\ _
SM? = MB? + $B?; SM2=—+ M“-’=—113—:-;SM=2V_41_3

2. Calculul lungimii segmentulux ST. In patratul AA’BB’ si in tri-
unghiul dreptunghic TAS (Vezi fig. VIIL.G.55d.) T'S?2 = TA?- AS2
TS?= l/a' TS _a_VE((TA TA =5 2 jpotezi). )
16 ;
3. Calculul lungimii segmentului XT. In p]anul pitratului MNPQ,
prelungim QP si notdim V intersectia MO’ N QP. (Vezi fig. VIIL.G.55e.)
A O'NM= A O’'PV (dreptunghice — cazul CU) =) VP=MN=q.

<4

A0 &

C
Fig. VIIL.G.55.b.
Y, c , |

M

7.
8

A S 8

Fig. VIIL.G.55.c. Fig. VIIL.G.55.d.
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Putem calcula segmentul XT. In pitratul AA’DD’, prelungim QP
cu segmentul PV =a. (Vezi fig. VIIL.G.55f) A XPV ~ A XA'T si rapor-

a

T 2 1 P
tul de aseménare AT _2_ -=) A’X —XP =) A'X = g
a 2 2 6

In A dreptunghic TA'X,
2 2
TX!= AT+ A'X?; TX2= [+ o (poteza AT=TA' =) =) TX =

_df10
G

4. Calculul segmentului XY. In planul patratului A’B’C’'D’ (Vezi
fig. VIIL.G.55g.) proceddm astfel :

Notam cu S° si M’ proiectiile ortogonale ale punctelor S si M pe
laturile A’B’ si B'C’. Ducem XY || S’M’ (conform teoremei doud plane
paralele sint intersectate de un al treilea plan dupa drepte paralele).
Impartim latura A’B’ in patru parti congruente =) paralelele la latura

V. 4

e, M A 2 0

Fig. VIIL.G.55.e. Fig. VII1.G.55.f.

Fig. VIIL.G.55.9.
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S’M’, duse prin A’ si celelalte doud puncte de diviziune sint paralele
echidistante §i determind pe latura B’C’ segmente congruente (patru

segmente congruente). Cum B’M’ =§ (ipotezd) rezultd ci unul din cele
trei segmente congruente méisoari %. Cum si XY este o paraleld echi-
distantd cu cele precedente urmeazi ca C’Y=§. Incadrim segmentul

XY intr-un A dreptunghic ducind YZ||C'D’ =) YZ=4a; XZ= 2’2 In

v
A dreptunghic XZY aplicd teorema lui Pitagora :
_ =
xy—_-l/a-:_l_‘*_;‘::) xy:%w.

Calculul segmentelor MY, (in planul patratului BB’CC’). (Vezi fig.
VIIL.G.55.h.) )

8 N Y o

T
I
I
1
1
[
1
|
1
|
|
i
8 My C
Fig. VIIL.G.55.h.
Ducem YY’||CC’ =) in triunghiul dreptunghic YY'M, YY" =a;
r 2 2 __al10
MY =-§(demonstrat) =) MY = a2+3 ==

6. Calculul perimetrului pentagonului de sectiune.

MS—I—ST+TX+XY-|—YM=°L-—/§-+G4—V§+ “gﬁ-i— “‘;13+

ofT0 _
3

= JW3+¥5+2/10)-

VIII.G.56. Construim paralelipipedul dreptunghic AFEDA’PE’D’ (Vezi
fig. VILG.56.) -
a) In triunghiul dreptunghic VDC (ipotezi) CV=a_V2. 1)
In triunghiul dreptunghic PFC (ipotezi) PC=al6 (PF=2a si
FC = al2, Pitagora). Ducem fin planul determinat de dreptele DV si FP
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(ipotezd : PF|| VD, ambele perpendiculare pe ABCD). VS ||DF =) PSV
triunghi dreptunghic §i PS=a ; VS=DF = al'5. (in triunghiul dreptun-
ghic DAF, AD =a; AF = 2a — ipotezid), si conform teoremei lui Pita-
gora VP2= g2+ 5a2=6a2 =) VP =al'6 =) triunghiul PCV isoscel :
PC=PV=als.

0 £’
i
A’ !
U A
RN GO Holze
-~ 4: \O,* 74
' ' 2 \\\\3{// S
Ys) €
e
P S~ 7 N
ZM \ /7&\\ N
e B F

Fig. VIIL.G.56.

b) Planul BCV intersecteazad paralelipipedul construit (vezi indica-
tia) dupd dreptunghiul CBTV (CB||AD|| VT si CB L (AA'FP). In pitra-
tul AA’FP (constructia indicatd) punctele B si T sint mijloace de la-
turi =) BT || FA’ Ducem diagonala PA =) PA | FA’ (diagonalele pitra-
tului sint perpendiculare) =) PA L BT (1). Deoarece CB 1 (AA’FP) —
(constructie) =) PA 1 BC. (2)

Din (1) si (2) =) PA L (BCVT) si deci PM este distanta de la punc-
tul P la planul VBC (unde M este intersecfia dreptelor PA si BT). Cum
AM este mediani in triunghiul dreptunghic si isoscel TAB (diagonala AP

injumatateste FA’, dar si orice paralels la FA') =) AM = 9% =y PM =

_ N - al2 _3al2
= AP — AM =22 V2 — 5 5

=
Asadar distanfa de la punctul P la planul CVT este PM = _30'9] 2,

¢) Deoarece CB 1 (AA’FP) (constructia planului AA’FP) =) CB L
L PB =) A PBC este dreptunghic in punctul B =) centrul cercului cir-
cumscris A PBC se afli la mijlocul ipotenuzei PC. 1l notim O,. Deoarece
cercul circumscris triunghiului dretpunghic CVB este si al dreptunghiu-
lui CVTB, urmeazi ci al doilea centru — notat O, se afld la mijlocul
ipotenuzei VB adicd este punctul de intersecfie al diagonalelor dreptun-
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ghiului CVTB. =) in A PCT, (0;0,) este linie mijlocie =) 00, =
=T Cum din constructie A PA'T este dreptunghic, calculim lungi-

mea PT =)4a> —a”=a |'3. Deci distanta dintre centrele O, si O, este

'0102= —01/3 .

VIII.G.57.

a) In triunghiurile ABD si BCD, (latura comuni BD) ducem me-
diale AG, si-CGjs. Fie E intersectia acestora (E € BD si BE = ED, ipoteza).

Deoarece %= EG, _ % =) in A EAC G,Gs || AC.

EC
A EGyG3~ A EAC, avind /IE comun si laturile care formeazi acest
AGy _ AGy _

unghi proportionale). Apoi, in A AEF (F €CD si CF EFD}-E = F

=§ =) GG, || EF. Dar EF||BC (EF linie mijlocie in A BDC — ipo-

CG, CG; 2 N
tezd) = Y . indtor in A CHE —2 = === (H fiind
ezd) =) GG, ||BC. Aseminitor in "CH _CE 3 (

mijlocul laturii AD) =) GsGy||EH. Dar EH||AB linie mijlocie in
A ABD — ipotezd) =) G3G, || AB. =) Unghiurile A G1G,Gj sint con-
gruente cu ale triunghiului ABC avind laturile paralele). =) Natura
A ABC este $l aAl 616363. )

b) Din ipotezi Gy coincide cu centrul cercului circumscris
A ABD =) GA=GB=G,C =) triunghiurile dreptunghice CG4,
CG,B si CGD sint congruente (cazul C.C.) =) CA=CB=CD iar punc-

A

Fig. VIIL.G.57.
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tul Gy fiind ortocentrul A ABD =) AG; L BD. In concluzie BD 1L
.!. (ACGy) =) BD 1 AC. Asadar in ipotezele punctului b), dreptele AC
si BD sint perpendiculare.

VILG.58. In figura VILG.58., si notim pentru simplificare planul
MNPQ =qa. Din constructiile ficute rezulti CC’ L o si DD’ L a =)
=) CC’ || DD’. Planele a si (ACD) au ca dreapti de intersectie, dreapta
PQ. Cum C’€a si D' €a (constructie), dreapta C'D’ este continutd in

Fig. VIII.G.58.

planul a. Aceasta va intersecta dreapta PQ (PQ Ca) intr-un punct care se
va gasi in planele « si (ABC). Acest punct este tocmai punctul P. In aceste
conditii, punctele C’, P, D’ sint colinef{e =) Bl-nghiurile CPC’ si DPD’
sint opuse la virf, deci congruente CPC’= DPD’ (1).

Din constructie, triunghiurile CC’'P si DD'P sint dreptunghice iar
CC’ || DD’ (demonstrat) =) cele doud triunghiuri se gisesc in planul
ds_t\erminat de dreptele paralele CC’ si DD’ In ipotezd CC’'=DD’ si

AN
CPC’ = DPD’ (conform 1) =) A CC'P= A DD'P (cazul 1.U.) =) CP=
=PD. (2) =) planul MNPQ =a §i urmeaza urmatoarea constructie a
planului.

Fixim P E€CD astfel incit CP=PD. In A CAD ducem PQ||AC
(DQ = Q4, PQ fiind linie mijlocie in A CAD — reciprocd).

In A ABD ducem QM||BD (AM=MB, MQ linie mijlocie in
A ABD).

in A ABC ducem MN || AC (BN =NG, MN fiind linie mijlocie in
A ABC). Unim N cu P (evident NP| BD) cici N si P sint mijloace de
laturi — constructie). Punctele M, N, P, Q sint coplanare deoarece, de
exemplu, MN || AC || QP (constructie). In acelasi timp planul MNPQ este
egal depirtat de punctele 4, B, C, D, cici — de exemplu — duc;uld
CC’ 1L MNPQ si DD’ 1 MNPQ, triunghiurile drep/t'u\nghice CC’P si DD'P
sint congruente decarece CP=PD si C'PC=PPD — opuse la virf.
Asadar MNPQ =a.
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VIII.G.59. Punctele 4, B, C determinid un plan « Punctele 4°, B, C”
determind alt plan f8. Planele a si 8 sint concurente deoarece : in planul’
determinat de dreptele a si b prelungind segmentele neparalele AB si
A’B’ obtinem un punct de intersectie M. Cum M € AB =) M € «. Dar
M€ A’'B" =) ME€B =) planele a si B avind un punct comun M, au o-
dreaptd comund pe care o notdim cu (d). Evident M E€d. (Vezi fig..

VIILG.59.)

4

Fig. VII1.G.59.

Repetim rationamentul : in planul determinat de dreptele b si c,.
prelungind segmentele neparalele BC si B'C’ se obiine punctul lor de
intersectie pe care-l notim cu N etc.. =) N € d. Rafionind aseminitor,.
deducem ci segmentele neparalele CA §i C’A’ au si ele un punct de inter-:
sectie P =) P€d.

In concluzie, punctele M, N, P sint coliniare §i anume apartin drep-
tei de intersectie d, a planelor a si [3 determinate de punctele 4, B, C si-
respectiv A’, B, C.

Observatie : 1. Si presupunem cé triunghiurile ABC si A’B’C” sint
coplanare. Se numesc triunghiuri ,,omologice“ acele triunghiuri ale caror-
virfuri sint, doud cite doud pe trei drepte concurente — punctul de con-
curenti se numegte ,centrul de omologie®. Folosind notiunea de ,,triun--
ghiuri omologice* teorema lui Desargues se enunta astfel
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Dacé triunghiurile ABC si A’B’C” sint triunghiuri omologice, atunci
‘punctele M = ABN A'B’, N= BC N B'C’ si P= AC N A’C’ sint colineare
s1 reciproce.

2. Demonstratia teoremei lui Desargues in plan este ,spectacu-
loasd“ dacé privim figura VIIL.G.59, drept ilustrarea unei ,figuri plane¥,
si o ,,gindim“ apoi in ,,spatiu“.

VIIL.G.60. In triunghiul AED, deoarece G; € ED si G, € AE =) dreptele
AG; si DGy sint concurente. Notim punctul de concurentd G (Vezi fig.

VIIL.G.60.) In A AED deoarece EG, _EG, _1 (proprietatea centrului
ED EA 3

de greutate al unui triunghi) =) GGy | AD =) A GGyG; ~ A GAD
‘(unghiurile din G opuse la virf, unghiurile G,G{G = DAG alterne inter-

ne) =)G—GA1 = % (acelasi raport de asemanare). Deci punctul G se afld pe
dreptele AG; si DG, situat la o pitrime fatd de fetele opuse si la trei
patrimi fatd de virfurile opuse fetelor respective. (1)

A

Fig. VII1.G.60.

in A ACD ducem mediana AF. In triunghiul ABF o.existé dreapfa
_AG, deoarece mediana BF a triunghiului BCD trece prin Gy. Tot in
A ABF ducem BG, si notim intersecfia dreptelor AG, si BG, de exem-

1
x — 1= =
-plu P. Repetind rationamentele ficute la punctul (1) =) PA 3 2) =)

=) P=G (3). (Punctul care imparte — interior — un segment intr-un

raport dat, este unic). .
i Asadar, dreptele care unesc punctele 4, B si ‘D cu centrele de

greutate ale fetelor opuse Gy, G si respectiv Gy sint concurente in punc-
tul G.
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Asemanitor, ,prindem“ in aceastd concurenti si dreapti CGj;. In
concluzie dreptele AG;, BG,, CG3 si DG, sint concurente intr-un punct,
notat de exemplu G, iar acest punct se giseste pe dreptele de mai sus,

situat la -I‘I de fetele opuse punctelor 4, B, C, D si la Z fatd de virfurile

A, B, C, D. Punctul G se numeste centrul de greutate al tetraedrului.

Caz particular. Daci ABCD este un tetraedru regulat, atunci punc-
tele Gy, Ga. G3, Gy coincid cu ortocentrele fefelor si teorema lui Comman-
dino se enunt{d intr-un tetraedru regulat, inaltimile tetraedrului sint
concurente intr-un punct G, care se afld la aceeasi depirtare fatad de

fetele tetraedrului si anume la o depirtare egald cu i— din lungimea

indltimii tetraedrului. Evident punctul G este centrul de greutate al
tetraedrului.

VIIL.G.61. a) In figura VIIL.G.61, fetele cubului AVBB’ si AVDA’ fiind
patrate, punctele 4, si A3 sint centrele lor. Poligonul de sectiune se
obfine determinind intersectiile dintre (AA;43) si fefele cubului. El este
triunghiul echilateral AB’A’ (laturile fiind diagonalele fetelor cubului,
deoarece : AA; C(AVA'D); AA, C(AVB’B) iar A’B'N(A*VB’C’) iar
AA’= AB' = A’B’ (Vezi fig. VIILG.61.).

I4

—
'\
\Y/,
A/ ; \\
N~
/42\/ \\ '4,
7
- AN A
/S Az ‘:\{ B
/5 N
. \

0 A

Fig. VII1.G.61.

Cum VA=VB = VA’ (ipotezi) rezultd ci punctul V se prgigcteazé
pe planul AA’B’ intr-un punct P egal depirtat de 4, 4’, B’, deci in cen-
trul lui de greutate. La fel gindim si despre proiectia punctului C pe pla-
nul AA’B’. (Proprietatea punctului de concurentd a mai multor obhc;e con-
gruente, care se proiecteazi pe planul determinat de picioarele obhcel'or;)

Asadar, perpendicularele duse din punctele V si C pe planul (AA B')
au acelasi picior §i anume punctul P. Rezultd ci CV L (AA4) si dec;
CV L AP. Cum AAy; L CV din ipotezs, ar rezulta ci din punctul A si
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in planul AA;A; putem duce douid perpendiculare pe dreapta CV si
anume AP si AA; -+ absurd. Urmeazi cd P = A, si deci punctele 4, 4,,
Ay, Aj sint coplanare si apoi concluzia ci CV L (A4;4543).

. b) Cum punctul A, reprezinti in triunghiul echilateral AA’B’ si
Intersectia indlfimilor B'A; si A’A; rezultd ca in patrulaterul A,A;AA4,
unghiurile din A3 §i A; masoard 90° deci patrulaterul AA;AA; este
inscriptibil. Problema rimine adevdratd dacid inlocuim cubul
ABCDVA’B’C’ cu un paralelipiped dreptunghic ?

VIIL.G.62. a) Notind dimensiunile paralelipedului a, b, ¢ si exprimind
pétratul diagonalei paralelipipedului cit i aria lui totald, avem de de-
monstrat a2+ b2+ ¢2 > ab + bc -+ ca. Inmulfim membrii inecuatiei
cu 2 2a%- 2b2+ 2¢2 > 2ab -+ 2bc+ 2ca grupam convenabil (a®—
— 2ab -} b?) 4 (b2 — 2bc + ¢?) + (c2 — 2ca + a?) > 0. Restringem respec-
tivele dezvoltiri: (¢ — b)2 4 (b — ¢)2 + (¢ — a)2 > 0. Inegalitatea este evi-
denta. Dacd a=b=c paralelipipedul dreptunghic este cub si deci
intr-un cub, numairul care aratad patratul diagonalei este egal cu numaé-
rul care aratd jumaitatea ariei lui laterale.

b) Fiecdrei diagonale a poligonului de bazi i corespund in planul
respectiv, doud diagonale ale prismei (conform celor aratate la ,,indicatii“).

Cum prisma are 130 de diagonale, rezultd ci poligonul convex de
la baza prismei are 65 de diagonale. Formula care di numairul diagona-

S nn—3) . . 5
lelor unui poligon convex este 5 unde ,,n“ reprezintd numarul

laturilor poligonului convex.

n(_nTﬁ = 65 care rezolvatda

Rezultd ecuatia de gradul al 2-lea:
in N* are o singurd solutie n = 13. Deci poligonul convex in cauzd are
13 laturi.

VIILI.G.63. Si notim cu Sy, Sy, ...,Ss sumele numerele corespunzitoare
tripletelor de muchii care ajung respectiv in virfurile 4y, Ay, ...,As Fie-
care dintre sumele Sy ... Sg provine din adunarea a trei numere, luate o
singuri dati din mul{imea numerelor naturale de la 1 la 22. Cum fiecare
dintre numerele de la 1 la 12 ajunge in doud virfuri dintre virfurile A4y,
Ao, ..., Ag, inseamnd ci in suma S; + Sz + . . . + Sg, fiecare dintre nume-
rele de la 1 la 12 intrd de doud ori, §i alte numere in afara celor de la 1
la 12, nu vor exista. Deci, Si+So+...+Sg=20+2+34+...4+
+12)=2-13-6= 12-13 = 156. Spre a se putea realiza numerotarea ce-
rutd in textul problemei, ar trebui ca S;=2S8;=... = Sy, deci 156 =
—8-5; cu S; € N*. Asadar, suma S; <+ ...+ Sg ar trebui si fie un mul-
tiplu de 8. In cazul de fatd 156 nefiind multiplu de 8, numerotarea
muchiilor cerute de problemi, nu este posibila.

G.64. a) Mai intii si aritim ci existd tetraedre cu cele patru fefe
X?&ghiuri )dreptunghice. Construim un triunghi dreptunghic ABC,
4) = 90°. Pe planul ABC si de exemplu in punctul B ducem o per-
™ 1 are fixirh un punct oarecare D. Punctele 4, B, C, D

i a, pe ¢ ? L 2
g:{:}ec:-lr(r::‘i‘rlsirznptetraedru in care fefele sint triunghiuri dreptunghice pen-

tru ca: (Vezi fig. VIILG.64.a.)
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BA 1 AC din ipotezi ;

DB 1L BA din constructia ficuti ;

DB L BC din aceeasi constructie ;

DA 1 AC conform teoremei celor trei perpendiculare.

Deci existd astfel de tetraedre. S& demonstrdm cid singurele tetra-
edre cu toate fetele triunghiuri dreptunghice sint numai cele descrise
la punctul a).

0

Fig. VII1.G.64.a. Fig. VIIL.G.64..

Sé presupunem ci, de exemplu, virful A al unui tetraedru cu toate
fetele triunghiuri dreptunghice, este un triedru tridreptunghic. Vom
ardta cid aceasti situatie este imposibila. (Vezi fig. VIIL.G.64.b.)

Construim AE | BC (E € BC). Triunghiul BAC fiind dreptunghic
in A (ipotezd) =) piciorul perpendicularei AE se afli intre B si C. Con-
form teoremei celor trei perpendiculare DE L BC si deci m(C).< 90°, dar
si m(B) < 90°. In concluzie tetraedrul ABCD are fetele BAC, CAD si DAB
triunghiuri dreptunghice, iar fata BCD un triunghi ascutitunghic.

b) Acum si presupunem ci tetraedrul are cele patru fete triun-
ghiuri dreptunghice, dar si congruente. (Vezi fig. VIIL.G.65.a.)

De exemplu, din A BAC= A DBC rezultd BC = DC, asadar in tri-
unghiul dreptunghic DBC, m(D) = 90° cateta BC este congruentd cu ipo-
tenuza DC. Rezultatul este absurd, si in concluzie, nu existd tetraedru cu
fetele triunghiuri dreptunghice congruente. La fel se ajunge la contra-
dictie si in celelalte cazuri.
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