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PREFATA

Manualul de fatd, care se afld acum la a cincea edifie; in
ceea ce priveste volumul I §i la a treia edifie, in ceea ce pri-
vegte volumul II (edifia precedentd a apdirut in 1971), este
rodul unei experienfe didactice indelungate, din perioada in
care Catedra de Analizd matematicd a Facultdfii de matematicd
a Universitdtii din Bucuresti era condusd de regretatul acade-
mician profesor Miron Nicolescu, decedat in anul 1975. Elaborat
. sub directa sa conducere, acest manual apare acum intr-o edifie
noud, ingrijitd de prof. univ. dr. docent Solomon Marcus, elev
al acad. Miron Nicolescu. Au fost inldturate o serie de gregeli
de tipar §i alte scdpdri, iar in volumul al doilea a fost addugat
un capitol nou, privind Analiza matematici nestandard, elaborat
de prof. Solomon Marcus.
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PREFATA LA EDITIA INTII

Ca si primul volum, volumul de fajd al manualului de analizd are ca punct
de plecare un manual mai vechi* al unuia dir autori, de care totugi se deosebeste
atit prin modul de tratare cit §i prin conjinut.

In modul de tratare este acumulatd experienta a zece ani de tnvdtdmint, de
la 1953 incoace, a autorilor, in faja a numeroase promotii de studenfi.

Multe din problemele tratate in acest volum au fost si ele obiectul unor
disculii repetate intre membrii colectivului catedrei, ca §i principalele probleme
din primul volum.

Conjinutul a urmat, in esenid, programa analiticd actuald. Am cdutat tnsd -
ca acest conjinut sd fie prezentat sub forma cea mai actuald, {inind bineinfeles

" seama de scopul acestui manual. Trebuie sé mdrturisim cd acest lucru nu a fost
posibil in aceeagi mdsurd in toatd intinderea cursului. O prezentare intr-adevdr -
modernd a integralelor de suprafajd, a formulelor de tip Stokes, a nofiunii de
arie cere pregdtiri minufioase, ca §i cunogtinie de topologie algebricd, care nu se
pot da, cel pujin in perioada actuald, studenjilor din al dotlea an de invdfdmint,
in cadrul orarului prescris.

Toatd dificultatea a stat in alegerea unui drum de mijloc in prezentarea
capitolelor respective.

Cititorul va aprecia singur in ce mdsurd am reugit.

Teoria curbelor rectificabile este prezentatd in formd cit mai generald,
dupd modelul schijat in tratatul de analizd al unuia din autori®.

Droblema aga-numitelor integrale improprii este tratatd unitar, prinir-un
procedeu uniform, in care se inglobeazd cele doud cazuri, de obicei tratate’ separat
(intervalul nemdrginit sau funcfia nemdrginitd).

In prezentarea integralei multiple, aldturi de metoda obisnuitd, utilizatd
in cea mai mare parte a manualelor de analizd, am gdsit instructiv sd ddm st o
metodd a cdrei origine se afld in teoria modernd a integralei.

1 Miron Nicolescu, Analizi matematicd, vol. I, 1953, Ed. Academiei R.P.R.
2 Miron Nicolescu, Analizé matematicd, vol. 11, Ed. tehnicd, 1958, p. 228—232.
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Am gasit de datoria noastrd sd dim in acest volum §i o demonstrajie a cele-
brei teoreme a lui Jordan. Ea nu figureazd in programa analiticd. Dar dupd
trecerea examenulut de analizd, studentii vor putea parcurge in liniste demon-
strajia unet teoreme pe care o utilizeazd de nenumdrate ori in studiile lor, insd
DPe care nici un profesor nu o demonstreazé (din lipsd de timp).

Nu putem enumera aici toate problemele a cdror tratare ni se pare a constitui
un progres faid de modul de tratare din alte manuale. Dar am fost condugi §i
aici, ca gi in primul volum, de principiul cd rigoarea poate merge si trebuie si
meargd ,,mind in mind* cu claritatea expunerii. Numai cititorii ne vor putea
spune in ce mdsurd am reugit in aceastd incercare a noastrd.

AUTORII



Capitolul |

PRIMA TEOREMA DE APROXIMARE
A LUI WEIERSTRASS

Una dintre cele mai importante probleme ale Analizei matematice este
aceea de a reprezenta o functie cu ajutorul unor functii de o structuri mai
simpld. Teorema urmitoare d& un rdspnns la aceastd problemi, in cazul in
care functia consideraty este continui.

Prima teoremi de aproximare a lui Weierstrass.
Fie f o funetie reald, continui pe intervalul compact [q, 4]. Existd un sir

. de functii polinomiale P,, P,, ..., P,, ... care converge uniform, pe [a, 5],
citre funetis /.

Aceastd teoremd, stabilitd incd in secolul trecut de citre K. Weierstrass, a
primit ulterior noi si noi demonstratii. Vom prezenta aici demonstratia datd
teoremei lui Weierstrass de citre matematicianul sovietic S. N. Bernstein.

Aceastd demonstratie are meritul de a da un procedeu constructiv, efectiv,
de obtinere a polinoamelor ciutate. .

Deoarece de la intervalul [a, 5] se poate trece la intervalul [0, 1] prin
transformarea
. x—a

b—a
gi deoarece prin aceasti transformare calitatea de polinom se pistreazi,
rezultd ci este suficient s§ demonstrim teorema pentru intervalul [0, 1].
" S& not#m cu €} numirul combingrilor de n obiecte luate cite m si si con-
siderdm aga-numitele polinoame ale lui Bernstein asociate functiei f:

: By(x) = i f ('3) Cra™(1 — z)y*™.

m=0

t

Vom stabili mai intfi citeva relatii privitoare la coeficientii C7*. Se stie
cd dacd r este un numdr natural, atunci

pt+ar= f Crpmg. : ()

,.é m={



Derivind in ambii membri in raport cu p si multiplicind cu p rezultatele
obtinute, cépdtim

np(p + "t = 3> mCEpmgr". @

Derivind din nou in raport cu p si multiplicind cu p rezultatele obfinute
in cei doi membri, cipatim o

np(np + g)(p + )2 = 5 m*CypTg" ™ @)
m=0
Punind, in (1), p = z §i ¢ = 1 — =, ob{inem
1= Coagm(i — oy, %)
m=0

Punind, in (2) si (3), p = z §i ¢ = 1 — z, obfinem

nx = i mC?s™(1 — z)*-™. (5)
m=0
[+ (r— 1) Slnz = 3> mCRa™1 — 2™, (6)
m=0

Inmultind cei doi membri din (4) cu n%z? cei doi membri din (5) cu
— 2n% §i adunind membru cu membru egalit#lile astfel obtinute cu egalitatea
(6), cipitim

nta? — 2n3g? + nafl + (0 — 1)a] = 3> Rl — 2™ —

m=0

— 3> 2namCran(l — o)™ 4 3 mCRa( — 2),

m=0 m=0

deci

no(l = 2) = 3> (nw — m)CRS™(L — o)™, (7)

m=( v
Fie acum z o valoare arbitrar#, dar fixat#, in intervalul [0, 1]. Fie 3 un numér
pozitiv arbitrar.

S4 notdm cu
3= X CRa™(1 — )™
suma acelor termeni din membrul al doilea al egalitdtii (4), pentru care m
satisface inegalitatea
== :vl < 3
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84 notdm cu
Z]I = EII me (1 — x)"‘m

suma acelor termeni din membrul al doilea al egahté’gn (4) care nu fxgureazi
in Z;. Avem deci:

1

1=3%4 %

Deoarece pentru termenii sumei XI;; este indepliniti inegalitatea

m
——-x|>8
n

avem ,
T = Ty CRam( — o< L= ("-‘- — x]” Cram(l — z-mg

Z (m — nx)? Cra™(1 — z)»™.

m=0

Comparind cu (7), obtinem

83n2

Zn< o nz(l — z)..

Deoarece

0< (% — x]z; rezultd

gi deci z(1 — 2)< % Asadar

1 _
2y< Provl (8)

Sé& revenim acum la B,(z). Avem

| Ba(z) — r(x)l—l > 1(2) c"‘x'"w—-i)'hm-f(x)I

m=0

sau, in baza lui (4),

| Br(z) — f(2)] —J Cma;'"(l )™ — f(z) E cragm(l — x)n—ml -

m=0 m=0

) .

> [f| 7) — tto)] Ccramt — ay=m.

fs ca functie continui pe un interval compact este uniform continud pe
[a, &



Existd deci, pentru ¢ >0, un § > 0, astfel inett din |z, — 2| < & s¥ rezulte
| H(z) — f(z2) | < % Din (9) obtinem: .

|Bule) —f(@)1< 5= |1(2) — f@)| GRam — oy

< |1 (2) - t@| Cramtt — o+ 2 |t (7] | +| )| | Ramt —

unde sumele Z; si =, sint asociate acelei valori a lui 3 care corespunde num-
rului ¢ >0 pe care ni l-am dat.

Deoarece X;se extinde la acele valori ale lui m pentru carel - a:l <3,
n

rezultd

Z|t(%) -t

CRa™(1 — 2" "< %210',1‘50"‘(1 -z T

< £ Rt — T = (1)

£
m=0 2

Din faptul c# { este continud pe [0, 1] rezult c4 existd un numir M >0,
astfel incit |f(z)| < M pentru z € [0, 1]. Dat fiind c& Zj; se extinde la acele

valori ale lui m pentru care I’-’-:— — :z:l > 8, rezulty, in baza inegalitatii (8), ci

z,,[lf('%) | + If(:v) |] Cran(l — z)-"m < 2M By CRam(t — 2" <§%.
Luind n = gt—i-. obtinem
zu[ |17 |+|t@]|]remt —arm< £ @)

Tinind seama de (11) si (12), deducem din (10) c&
| Bu(2) — f(2)| <,

de indatd ce n > 51:1 oricare ar fi z € [0, 1]. Deoarece 8 depinde numai
4

de ¢, iar M depinde numai de f, rezulti c& g:i depinde numai de f gi de «.
€

Cu aceasta, prima teorem# a lui Weierstrass este demonstratd; girul
B,, B, ..., By, ... converge uniform cdtre /.

O demonstratie mai scurtd a teoremei lui Weierstrass a fost obfinutd
in urmai cu citiva ani de citre Harald KUHN (Archiv der Mathematik, vol. 15,
1964, fasc. 4/5, p. 316—317) si se sprijind pe inegalitatea lui Bernoulli

(1 4+ R*>1 + rh pentru b >—1, n natural,

care se stabilegte ugor prin inductie complets. Iat¥ aceasti demonstratie:
Considerdm polinomul

Qn(z) = (1 — 2™
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Se observd c& @, ia valoarea 1 pentru z =0 g§i descreste pini la valoarea
0 in z = 1. Fie 0<g< —;— Deoarece pentru 0< 2<g avem

, 120x(2)20n(g) = (1 — g 21 —2¢" =1 — (29"
v lim (2¢)" = 0
nsoo
rezultd c# girul de functii {Q,} converge uniform ciitre 1 pe intervalul compact
[0, g]. Fie acum% < g < 1. Tinind seamd c¢¥ 0<Q,(z)<Q,(g) pentru g<
<z<1s )

il e Bl Gy MR e > (2q)"

iar
lim (2¢)" = oo,
N>

rezultd c& sirul de functii {Q,} converge uniform c#tre valoarea 0 pe intervalul
compact [—2-, q{-
Printr-o transformare liniars, obtinem din polinomul Q,(x) polinomul

Py(z)=0Q, [1 _2 Z), care pentru |z|<1 ia valori intre 0 gi 1. Pentru 8<
<|z|<1 (unde 3 >0) sirul {P,(z)} converge uniform citre funciia in
scard

0, dacd z<0
1, dacd >0
S& considerdm acum o functie reald f, continui pe [0, 1]. Putem presu-

- pune cd f(0) = 0. Fie ¢ > 0. In virtutea continuititii uniforme a lui f pe
{0, 1], existd o functie iq scard :

T(x) = {

T*(z) = isz(x — x;), .unde I<y<p<.a.<z, <1,
J=1

cu proprietétile | f(z) — T*(z) | <e pentru 0<z<1 §i |s;| <e Alegem
acum un numdr pozitiv 3 suficient de mic pentru ca intervalele (z; — 3,
z; + ) (1< j< m) 84 fie disjuncte dou# cite dous. Fie n suficient de mare
pentru ca s8i avem

| Pa(z) — T(z)] < -;—

de indatd ce 0 < 3<|z|< 1. (Prin'S s-a notat valoareai isil).
j=1
S4 punem !

PH@) = 3§ Po(w — 1,).
=1
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Avem, pentru z, — S <z < 2 + 3,
| T*(z) — P*(x)|<§|s,-l| T(z — ;) — Po(x — z)| +

+ [sell T(x — 1) — Palr — 23)| <':.—S + |l ‘§-<2€:

deci
[f(z) — P¥(x)|<|f(2) — T*(@)| + | T*(z) — P*z)| < 4e.
pentru 0< z< 1 si teorema lui Weierstrass este demonstrati.

Observatii. 1° Pe teorema lui Weierstrass se vede inci o dati impor-
tanta nofiunii de convergentd uniformi. Faptul ci limita unui gir uniform
convergent de polinoame este o functie continu# nu constituie o noutate;
se gtie doar cd prin convergenta uniform# continuitatea se pistreazi. Ceea
~ce aduce nou teorema lui Weierstrass este faptul ci orice functie continu se
poate obfine ca limitd a unui gir uniform convergent de polinoame.

2° Este evident cd teorema lui Weierstrass se poate enunta si in modul
urmétor: |

O functie continud pe [, b] este, pe [, b], suma unei serii uniform con-
vergente de polinoame. . ‘

3° Teorema lui Weierstrass constituie o confirmare a faptului ci limita
unui gir uniform convergent de functii derivabile nu este obligatoriu o funciie
derivabily. Intr-adevir, daci n-ar fi asa, atunci, {inind seama c& functiile
polinomiale sint derivabile in orice punct, ar rezulta, in baza teoremei lui
Weierstrass, ci orice functie continui este derivabili. Insi tot Weierstrass
(51 dupd el multi alfi matematicieni) a dat un exemplu de functie continui
care nu este derivabild in nici un punct. Fie 0 < b < 1 si fie 2 un numér natu-
ral impar. S& punem

F(z) = i " cos (a"nz).
n=0

Daciab>1 + %’5 » atunci F nu este derivabili in nici un punct. (A se

vedea, de exemplu, M. Nicolescu, Analiza matematics, vol. 1I, 1958,
p. 360—361.) Pe de altd parte, F, ca sumi a unei serii uniform convergente
de functii continue, este o functié continui.

12



Capitolul 11
FUNCTII CU VARIATIE MARGINITA

Fie f o funcfie reald definitd pe intervalul compact [, b]. Expresia
[/(6) — f(a)| ne d& o imagine a modulului in care se modifici valorile functiei
pe [a, b]; insd aceastd expresie nu inregistreazi comportarea functiei f in
 Interiorul lui [a, 4]. Pentru a inlitura acest inconvenient, si considerim un
punct interior ¢, a < ¢ < b, si si formdm expresia |f(c) — f(a)| + |f(]) —
— [(c)|. Aceastd expresie ne di o imagine mai fin¥ a modului in care se
modificd valorile lui / pe [a, b]; dar, la rindul ei, prezinti inconvenientul c&
nu fnregistreazi in nici un fel comportarea funcfiei f in interioru) intervalelor
[a, c] §i [¢, b). Pentru a remedia gi acest inconvenient, vom angaja si puncte
interioare acestor intervale: fie, de exempluy, d 5i ¢ astfel incit ¢ <d < ¢ <
< e<b. Expresia |f(d) — 1(a)| + |() —1(d)| + f(e)] — f(c| + |1(b) — f(e)]
este preferabild, din punctul de vedere care ne intereseazi, expresiilor consi-
derate anterior, dar i ea prezintd inconveniente aseméin&toare, pentru a ciror
remediere este necesar si se considere puncte cuprinse intre « si d, intre
d si ¢, intre ¢ i e §i intre e si b. Acest proces continui la nesfirsit si o
etapd oarecare a lui se prezintd in felul urmitor: Se considerf o diviziune
A= a=2<2,<... <Z< Ty < ... <%, =20) a intervalului [a, b]
si se asociazd diviziunii A expresia

n—1
Va= ;

Numi&rul V, se numegte variatia funcfiei f relativd la diviziunea A. Atunci
cind vrem si explicitim functia ciirela i se asociaz8 numirul V,, scriem
Va(f). Va exprimi cu atit mai bine modul in care se schimbi valorile lui
1 pe [a, b], cu cit punctele care alcituiesc pe A sint mai multe §i mai apro-
piate, cu alte cuvinte cu cit diviziunea A este mai fin¥. Trebuie deci si stu-
diem comportarea lui ¥, atunci cind finefea lui A se accentueazi. O indicatie
in acest sens ne este datd de:

1(@341) — 1(;).

Propozifia 1. Dack A’ este mai fink deelt A, atunci Va< Va'.

Demonstratie. Si considerdim un interval generic al lui A, anume
[%;, %;,1]. Contributia acestui interval in Va este |f(z;,,) — f(z;)]. Dacd A’
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nu confine nici un punct cuprins intre z; si z,,,, atunci contribufia lui
[, %;,,]in Va- este de asemenea |f(z;,,) — f(x;)|. Dacd Insd exist¥, in A,
cei putin un punct z; cuprins intre z; §1 z,,,, atunci, din faptul ci

(Zis2) — 1@)] = [f(@i00) — 1(@1) + i) — (@) | < | @0) — [@0)] +
: + /(1) — ()]

rezultd cd intervalul [z;, z;,,] are, in VA, o contributie mai mare decit
contributia sa in V. Asadar :

Vag Va.

Observatie Sensul propozitiei 1 este urmétorul: prin trecerea de la
o diviziune la alta mai fin8, variatia lui f cregte sau st pe loc.

Propozifia 1, impreund cu consideratiile anterioare ei, sugereazi urm-
toarele: '

Definifii. O functie reali f, definitd pe intervalul compact [a, 5],
este eu variatie mirginitd pe [a, 5], dacd existi un numir real M, astfel
fncit, pentru orice diviziune A a lui[a, 5], Va < M. In acest eaz, marginea
superioari a mulfimii {V,f} se numegte variajia totald a funecfiei pe inter-

valul [, b] si se noteazd V(f).

Notiunea de functie cu variatie mirginiti a fost introdusd, la sfirgitul
secolului trecut, de cétre Camille Jordan, in leg&turd cu unele probleme din
teoria seriilor trigonometrice gi a lungimii curbelor.

Din ins#si definitia variatiei totale a unei functii rezulta:

Propozitia 2. Variafia totali a unei func{ii reale / definite pe inter-
valul [a, 5] este nuld dac# §i numai daed f este constantd pe [a, b].

Teorema 1. O functie reald f, monotond pe [a, ], este cu variafie
mirginiti pe [a, b]. Variatia ei totald este | f(b) — f(a)|.
Demonstrafie. Si presupunem ci f este crescitoare pe [a, b]. -
Fie A=(a=2<2, < ... <7, <%y < ... <z, =25). Din faptul

cd [ este crescitoare, rezultd cd f(z;)<f(z;,,) pentru i=0,1,2,..,n—1,
decl |f(%1) — @) = f(@i) — &) E=0,1,..,n—1) 5

Va =3 M) — fad] = 5 (@) — ) = 1) — flo.

Agadar, pentru orice numéar M > f(b) — f(a), avem Va < M, oricare ar fi
diviziunea A. '
Dacid f este descrescitoare pe [a, b], atunci |f(z;,) — f(z;)]| = f(=;) —
1(%:41), deci Va = f(a) — f(b) oricare ar fi A.

Observatie. Agsa cum s-a definit mai sus nojiunea de functie cu
variatie mirginits, ea nu are sens decit pentru intervale compacte. In parti-
cular, despre functia f definitd, pe (0, 1], prin f(z) = 1/, nu are sens si
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punem problema dac¥ ea este cu variajie mirginitd pe (0, 1], desi este mono-
ton& pe (0, 1], dar putem observa ci nici o prelungire a €i pe [0, 1] nu conduce
la o functie cu variafie mirginits.

Teorema 2. Dacs / §i g sint cu variatie miirginits pe [a, b), iar A gi
p sint numere reale, atunei funefia A/ 4 pg este eu variafie mirginitd
pe [a, b].

Demonstratie. Avem

Va(M + pg) = 2; | M (far) + 18(T00) — (F(@) + pg(z) | =
i=

= 3 M) — 18) + (@) — 2@ <

i=0
<Al “2—? TEMES EATRS Iul%-:: |8(%41) — 8(2)] = [A] Valf) + 1] Valg).
. i= 1=

Insi, prin ipotezd, existd un numir M astfel tneft Valf) < M > Va(g),
deci, in baza inegalitifilor de mai sus,

‘ Va(M + pg) < (M + |ul) - M
8i M + pg este cu variatie mérginitd pe [a, b].
Observatie Teorema 2 se extinde, in mod evident, la o sumj finita
de forma Z”: Af;, unde /; sint funcfii cu variatie mirginitd pe [a, b], iar A;

i=1
sint numere reale.

Teorema 3. Daeid [ este ou varialie mirginitd pe [a, ], iar [¢, d] C
C [a, b], atunci f este cu variatie mirginits pe [c, d] si .

d b

V()< V().

¢ a

Demonstratie. Fie A'=(c=2, <2< .. < % < Tppy < oo
aee < Tp—y = d) 0 diviziune a intervalului [¢, d] gi fie '
A=(@=2<2 =< [ <. << By < oo < Tpg =
| =d<a, =b);

A este o diviziune. a lui [a, 5], Avem
/

n— n—1
Va = f‘j [ (#:41) — (23} | < @Eo [H(@e) — Ha)| = VA'

si, deoarece [ este cu variaie marginit¥ pe [a, b] rezultd c& exist{ un numir
real M astfel incit Va < M, deci

Var < M.
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Deci f este cu variatie mirginitd pe [¢, d], iar din fapful cd Var €V, rezultd
gi inegalitatea din enuni.

Observatie Reciproca teoremei 3 este adevidratd: din faptul ci /
este cu varlat.le mirginitd pe orice interval compact, strict continut in [a, 5],
rezultd cd f este cu variajie mérginitd pe [a, ). Mai mult decit atit, dacd
a < ¢ <bsidaci { este cu variafie mirginitd pe [a, c] si pe [¢, 3], atunci !
este cu variatie mérginitd pe [a, b]. Lésdm pe seama cititorului stabilirea

acestei propozitii.

Corolar. Dacii f este cu variafie mirginiti pe [e, b], atunci funcfia
X
V(z) = I:(f)

este cresciitoare pe [a, b].

Teorema 4.Daci f este cu variatie mirginits pe [a, b]sia <c < b,
atunei

b [ b
V()= V() + V()
a a c
Demonstratie. Fie A o diviziune a lui [a, 5] i fie A, diviziunea

obfinutd din A prin ad&ugarea punctului ¢ (in cazul in care ¢ nu figura deja -
in A). In baza propozitiei 1 avem

Vag VA .

Insi A, se descompune intr-o diviziune A’ a lui [a, c] 8i 0 diviziune A"
a lui [¢, 4] §i avem

VAc = Var+ Va-.
Avem deci '

V(f) = sup {Va} < sup {Va}=sup {Va + Var} = sup {V} +

¢ b
+sup {Var} = V(1) + V(1)
Pe de altd parte, din faptul ci ‘
(Va4 Var} = {Va } C {Va}
rezultd, prin trecere la marginea superioard,
c b b
V() + V() < V().
a c a )
S-au obtinut doud inegalititi de sens contrar, care demonstreazd teorema.

Observatie Teorema 4 se extinde, in mod vizibil, in felul urmétor:
Dacd A=@@=2< 2, < 0. < <2< ... <%, =02>) este o divi-
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ziune a intervalului [a, b] si dac¥ f este cu variatie mirginit pe [a, b], atunci,
conform teoremei 3, f este cu variafie méirginita pe fiecare interval [z, z4a)
(t=0,..,n—1)si

b nol Xy

Vi) =25 V).

) a i=0 x;
Ezemplu. Fie f(x) =sin z considerati pe intervalul [0,5%]. Acest

interval se descompune in intervalele [0, 12'-], [—’25 3?"] , ,.3?” ’ %"] ’
57 I=n Tn  9=m 97

[?, ?], [-2—. ?]. [?. 51:], §1 pe fiecare dintre aceste intervale

functia consideratd este monotond, deci cu variafie mirginitd. Avem
5= /2 g DG 5z -
V()= I‘;'(1‘) +2 Y O+VN=144-2+1=10
k=1 B . 9=
2 2
Teorema 5. (Teorema de structurd a lui Jordan). -Fiind dat3 o functie
, reald /, cu variafie mirginitd pe [a, 5], existi doud functii ¢ i ¢, cresei-
toare pe [a, b], astfel fneft f=o¢ — ¢.
Demonstrafie. Si punem o¢(z) = Ii'(f). Conform corolarului
a

teoremei 3, ¢ este crescitoare pe [, b]. Rémine si aritdm ci functia ¢ = ¢—
este de asemenea crescitoare pe [a, b]. Fie z € [a, b]§i k& >0, astfel incit
(z 4+ &) € [a, b]. Avem

W+ 1) — We) = (V) — @ + B) — (V) ~ 1) =

= (Vi) — V(1) = (f(a + 1) — 1))
Ins#, conform teoremei 4, avem
x+h x x4-h
:’(f) = aV(f) + Z(f),
deci: .
x+h
bz + k) — Y(2) = l’(f) — (f(z + &) — f(=)).

Diferenta din membrul al doilea nu poate fi negativi, deoarece scdzi-
torul, in valoare absolutd, este un element din multimea a cirei margine
superioard este descdzutul, deci

Yz +B) — $(=)20 -
§i teorema este demonstrati. ‘

Observatii. Teorema 5 rimine valabild dacd se inlocuieste cuvintul
»crescitoare“ prin cuvintul ,descrescitoare. Intr-adevdr, avem f= o —
— &= — ¢ — (— ¢) §i functiile —¢ §i —o¢ sint descrescitoare.
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In teorema 5 ne putem aranja in asa fel incit functiile ¢ i ¢ sd fie
nu numai crescétoare, ci gi pozitive. Este suficient pentru aceasta sd ad#u-
gim, atit lui @ cit si lui ¢, o aceeagi constants, suficient de mare.

Reciproca teoremei 5 este adeviratd, deoarece o functie monotond pe
[a, b] este, conform teoremei 1, cu variatie m#rginitd pe [a, b], iar diferenta
a doud functii cu variatie mirginitd este, conform teoremei 2, o funcfie
cu variatie mérginitd.

Corolarul 1. Daci { si g sint eu variajie miirginitd pe [a, b], atunei
¢ = fg este cu variafie mirginitd pe [a, ).

Demonstrafie. Conform teoremei 5, avem f=/f, —fz 8 =8 —
— gp, unde fy, f2 8 §1 & sint funectii crescitoare pe [a, 5]. Dupd cum am

viizut, putem admite ci fy, fz, & §i g, sint pozitive. Rezultd deci cd

o = (fi — (&1 — &2) = (1181 + [2£2) — (182 + f281)

unde @, = f,2; + f282 51 92 = f18: + [28, 8int cresciitoare, deoarece suma a doud
functii crescitoare este o funciie crescitoare iar produsul a doud functii
crescitoare gi pozitive este inci o functie crescéitoare. Deci ¢ este diferenta
a doud functii cresciitoare pe [a, b], agadar este cu variatie mérginitd pe [a, b].

Enuntul corolarului 1 poate fi stabilit i f4rd teorema 5, ca o consecinté
directd a definifiei functiilor cu variafie mirginitd.

Corolarul 2. O funcfie cu variajie mirginiti pe [a, b] este mirgi-
nitd pe [a, b].

Demonstratie. Dacd f este cu variatie mirginitd pe [a, b], atunci,
conform teoremei 5, existd ¢ §i ¢ cresciitoare pe [a, b], deci mérginite pe
[a, ] ([a,b] este compact!), astfel incit # = ¢ — ¢. Insd diferenta a doud
functii marginite pe [a, b] este o functie mirginitd pe [a, b].

Observatie Functia

1, daci 0 < z<1
o(z) ==

A, dacd 2=0

unde A este un numdr real, nu este marginitd pe [0, 1], deci, conform coro-
larului 2, nu este cu variatie marginitd pe [0,1]. Cu alte cuvinte, oricum
am prelungi pe [0, 1], functia 1/x datd pe (0, 1], nu vom putea obtine o
functie cu variajie marginitd. Acest exemplu arati cd o functie monotond
pe un interval necompact poate fi foarte dep#rtati, ca structurd, de o func-
tie cu variatie mrginits.

Corolarul 2 poate fi stabilit i fird teorema 5, ca o consecin{d directd
a definitiei functiilor cu variajie marginita.

Corolarul 3. Daci f este cu variatie miirginitd pe [, 5], atunei existi,
peniru orice z&[a, b), f(z + 0), si existd, pentru orice z&(a, 8], f(z — 0).
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Demonstrafie. Proprietatea enuntati este cunoscutd in cazul
particular in care f este monoton# §i se extinde la o functie cu variatie
mirginitd datoritd teoremei 5: "

(& —0) = 9(z — 0) — $(z — 0), f(z + 0) = o(z + 0) — ¢(z -+ 0).
Corolarul 4. Existd funcfii mirginite pe [a, b] care nu sint cu va-
riatie mirginitd pe [a, b].

Demonstrafie. Fie g(x) =0 daci z este irational gi g(z) =1
dacid z este rational; g este, evident, mérginitd, dar nu este cu variatie
mérginitd pe nici un interval, deoarece nu existi, pentru nici un z,nici
g(z — 0), nici g(z + 0) (vezi corolarul 3). '

Corolarul 5. O funcfie cu variatie mirginiti pe [a, b] este integra-
bili pe [a, b].

Demonstrafie. Propozifia enuntatd rezulty din faptul c o functie
monotond pe [, b] este integrabili pe [a,b], iar diferenta a doui functii
integrabile este incd o funcfie integrabild pe [a, 4].

O functie reald f, definitd pe [a, 8], este ,lipschitziani“ pe [a, b], daci
existd un numir real k astfel incit, pentru orice pereche de numere z, 2",

%' € [a, d], 2" € [a, b], avem

If(=) — f(=") | < klz’" — z"|.
O clasd largd de functii cu variatie mérginitd este determinati de

Teorema 6. 0 funcﬁe { lipsehitzianii pe [a, b] este cu variatie mirgi-
nitd pe [a, b]. '

Demonstrafie Fie A=(0=20<2, <. <2 < Ty < oo < Tp=
= }). Conform ipotezei, existd un num¥r % astfel incit

1(#41) — f(2)]< k.xiﬂ —
pentru : =0, 1, ..., n — 1, deci
n—1 ' n—1
Va =3 @) — @<k (2 — 2) =k —a)  °
=0 i=0

§i f este cu variaie mirginitd pe [d, b).
Corolarul 1. Fie ¢ integrabild pe [, ]. Functia / definiti pe [a, 5]
prin
x
fla) = (ot at

este eu variatie méirginiti pe [a, b].
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Demonstratie. Fie ' §i 2" dou#i puncte din [a, d]. Avem:

x”

= S o(t)dt — S o(t) dt

a

= § q><t) dt|<

x*

f(z") — f(z")

<|{ 1ol dt |< M1’ — ")

x*

unde M este o xﬁargme a lui f pe [a,d] (se gtie cd o func’gxe mtegrabllii
pe [a, 5] este mirginitd pe [a, b]). Rezultd cd f este lipschitziand, deci, in
baza teoremei 6, cu variatie mérginitd pe [a, b].

Corolarul 2. 0 functie f, derivabild, eu derivati marginiti pe [a, 5],
este cu variatie mirginitd pe [a, b].

Demonstratfie. Fie M astfel incit |7’ (z)] < M pentru orice z&[a, b]°
Obtinem, in baza teoremei cregterilor finite, aplicate unui interval [2', 2"] C
C [a, b], valoarea { astfel incit

1f(z") — (@) = ' Q)(z" — 2') < M(z" — ),

deci [ este lipschitziand pe [a, b] §i, conform teoremei 6, este cu variatie
margnitd -pe [a, b).

Obsery a; i e. Corolarul 2 de mai sus permite si se stabileascd pentru
cele mai multe functii uzuale (polinoame, sin, cos etc. ), apartenenta lor
la clasa functiilor cu variatie mirginiti. Atragem atenfia cd ipoteza de mir-
ginire a derivatei este esenfiald in corolarul 2; existd func’gu derivabile pe
[a, 8] care nu sint cu variatie mirginiti pe [a, b]

E zem plu. Fie functia f definitd pe (— 00, 00) in felul urmétor:

) lx2s1n—-. daci x#:O
z) =
0, dacd z=0.

Aceastd functie este derivabild in orice punct:

2z 8in = — mweos =, daci z=~0,
’
f(;z;) = z z

0, daci z = 0.

Se vede ugor ci derivata este mirginitd pe orice interval compact [—a, a]
(¢ > 0), deci, in conformitate cu corolarul 2 de mai sus, f este cu variatie
marginitd pe [—a, a].

Vom da acum o teoremd de reprezentare a variatiei totale a unei func-
tii cu ajutorul unei integrale. Pentru aceasta, este nevoie mai intii de ur-
mdétoarea ‘
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Lem #. Fie f cu variafie mirginiti pe [a, b]. Existi un sir de diviziuni
{A,} de normi tinzind la zero, astfel ineft

b
lim Va_ = V(f).
n-+e a

Demonstragie Deoarece mulfimea {V'a} are, prin definijie, drept
margine superioard variatia totald a lui f pe [a, b], rezulti existen{a unui
~ gir de diviziuni Aj, A3, ..., Ay, ... ale lui [a, 8], astfel incit

b .
lim VAI’! = V(f).
n>oo. ' a

S# considerim, pentru fiecare numir natural n, o diviziune A, maj
fing, decit A si astfel incit norma ei si fie inferioard lui 1/n. Conform pro-
pozifiei 1 §i tinind seama de definifia marginii superioare, rezulty .

b
Va, < Va, < V(f),
a
deci:

b
lim Vs, = V(f).

N>+

Observind, in sfirgit, cd norma lui A, tinde la zero cind n — oo, lema
este complet demonstrata.

Teorema 7. Fie / derivabild, cu derivati integrabili pe [a, 5]. Va-
riatia totald a lui f pe [a, b] (a ciirei existen{i este dati de corolarul 2
al teoremei 6) se oxprimi in modul urmitor: -

b

b
V() = (If' () da.

Demonstrafie. In baza teoremei cregterilor finite, aplicate inter-
valului [#, 2;,4] (£ =0, 1 ,...,n — 1), existd o valoare §,(i =0, 1, ..., n — 1),
astfel Incit z;<§;<7;,,(1 =0,1,...,n — 1) 5i

L n~1
VA = 2; lf(xi+1) - f(x,)l = Eo 'f'(gi) I (xi*l _xi)'

S& presupunem acum ci A parcurge sirul de diviziuni {A,} obtinut in
lemd gi c& pentru fiecare A, din acest gir scriem o relatie de tipul de mai

sus. Primul membru va tinde, conform lemei, citre V(f), in timp ce mem-
a

brul al doilea va tinde, in baza integrabilititii lui 7’ (deci si a lui |f’]), citre

integrala lui |f’| pe [a, b]. Teorema 7 este astfel demonstrati.
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Ezemple.
1) Fie f(z) = x? consideratd pe intervalul [— 4, + 1]. Avem

+1 +1 0 1 K
V(f)=2 S |2| dz = 2(— S xdx-l—Sxdx) =2 (i+l} =2
-1 J p 2 2
Variatia totald a acestei funcfii se calculeazi mai ugor cu ajutorul teo-
remei 4. ‘
2) Fie f(z) = cos z consideratd pe intervalul [0, 100%]. Avem:

100 (22 + )= 2R

100= . h=49 ) k=50 )
V()= S [sin z|dz = 3" S smwdx-—kz: sin z dz =
0 = -
0 k=0 i 1 erZiy=

= 50+ 2 — 50(—2) = 200.



Capitolul Il}
INTEGRALA STIELTJES

Ne amintim c# lucrul mecanic efectuat de o for{d f(z) care se depla-
seazd de-a lungul axei Oz, de la a la b, este dat de integrala

b
S fla) da.

Dac# un punct material se deplaseazi de la a la b sub actiunea unei-
- forte, atunci pentru fiecare moment al migedrii are loc relatia:
mao = f )

unde m este masa punctului, « este acceleratia, iar f forfa. Dacy ¢ este o
funcfie care descrie legea de migcare a punctului (p(t,) = a, ¢(¢,) = b) de
la momentul ¢, la momentul ¢, atunci « este derivata a doua a functiei ¢.
Relatia fundamentali a dinamicii dd atunci '

f(e(t)) = me"(t).

Funcfia ¢ este crescditoare pe [a, b]. S& facem, in integrala care dd lucrul
mecanic, schimbarea de variabild & = ¢(t). Intervalul [a, b] se inlocuiegte
cu [to, ] si lucrul mecanic este dat de

1 t
| 1660 9 dt = | mo(1) 9'(1) dt = 7 me'¥(e) — - me(t)
to to '

Notind pe ¢'(Z;) cu V;, rezulti ci lucrul mecanic efectuat in deplasarea
punctului este egal cu

Lmyz —-1-ng.
2 2

. 1 e . . .
Mdrimea ;mV”, cu ale cdret valort se mdsoard lucrul mecanic efectuat,

se numegte energie cineticd, deoarece miisoard energia de migcare a punctului
~ material. ‘
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S¥ considerim acum un punct material de masi m, care se rotegte in
jurul unei axe. Energia cineticd, in aceasti miscare de rotatie, va fi-;- mV?2,

unde V este viteza migcrii. Dar intr-o migcare de rotatie un rol impor-
tant i1 are viteza unghiulari, datd de derivata ¢’(f) a unghiului ¢(¢) pe
care-] face la momentul ¢ perpendiculara, prin punctul dat, la axa de ro-
tatie, cu un anumit plan fix. Presupunind ci viteza unghiulard este con-
stant¥, ea reprezinty unghiul cu care se rotegte punctul in unitatea de timp.
Fie o viteza unghiulari. In acest caz, viteza liniard V este egald cu pro-
dusul dintre  gi raza cercului pe care se efectueazii migcarea de rotatie a

punctului. Rezulti c# energia cineticy este egald cu-;—mrzmz, unde r este

raza cercului, deci distanta de la punct la axa de rotatie. Numdrul mr?
care apare in aceasti formuld, caracterizeazd proprietitile de inertie ale
punctului in migcarea de rotatie. Cu cit este mai mare acest numdr, cu
atit trebuie cheltuity mai multi energie pentru a realiza o vitezd unghiu-
lari determinati. Pentru aceste motive, numdrul mr® se numegte moment
de inertie al punctului in migcarea de rotafie.

S3 considerdm acum un sistem de puncte materiale P;, coliniare, cu
masele m;, care se rotesc in jurul unei axe perpendiculare pe dreapta suport
a acestor puncte. Vom alege, ca origine a unui sistem de coordonate, inter-
sectia dintre dreapta suport si axa de rotatie; dreapta suport va fi axa
absciselor, abscisa x; a punctului P; fiind distanfa de la P; la axa de ro-
tatie (aceasta din urmy va fi axa ordonatelor). Momentul de inerfie al punc-
tului P; va fi m;a?, deci momentul de inerfie al intregului sistem de puncte
materiale va fi '

Ima?. '

S4 consider¥m acum o problemi ceva mai complexd. Anume, fie o
bard materiald rectilinie care se roteste in jurul unei axe perpendiculare pe
ea. Vom alege originea in punctul de intersectie al axei de rotafie cu axa
care poartj bara; aceasta din urmi va fi axa absciselor. Vom caracteriza
distributia masei de-a lungul barei prin funcfia g, deci vom nota prin g(z)
masa porfiunii din bard cuprinsi intre extremitatea din stinga a barei, a
cérei abscisd o vom nota cu a, §i punctul de abscisi z. Abscisa extremitiii
drepte a barei o vom nota cu 6. S# impértim bara in mai multe portiuni,
cu ajutorul diviziunii A = (@ = 2, < %) < ... < & < By -+ < Tp = b). Dacd
presupunem ci masa portiunii [%;, %] este concentrati intr-un punct al
portiunii (fie &, abscisa acestui punct), atunci problema de a defini momen-
tul de inertie al porfiunii [z;, ;,,] se rezolvi, in mod natural, luindu-1 egal
cu momentul de inertie al punctului de abscisd &; gi de mas¥ g(z;,,) — g(z;).
in felul acesta, suma momentelor de inertie ale tuturor portiunilor, deci mo-
mentul de inertie al intregii bare, ar fi

n—1
LLA(an ceey En.-],) = 2 E?[g(xi-l-l) - g(xi)]’
=0
Insi aceasti evaluare se bazeazi pe o presupunere falsi. Ipoteza in
care me-am situat apare cu atit mai apropiatd de realitate cu cit norma
diviziunii A este mai micd (aceasta datoritd continuitdtii functiei g, conti-
nuitate pe care o admitem din motive de ordin fizic). Sintem astfel condusi

i
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s studiem comportarea sumelor de tipul celei de mai sus, atunci ¢ind norma
diviziunii A se apropie de zero. Dac¥ existi un numir p cu proprietatea
cé, pentru orice ¢ > 0, se poate giisi un numir n > 0, astfel incit, de indati
ce (A)< w si oricare ar fi §(z;<§; <z, =0, 1,..,n— 1), avem

[ralEos oo En1) — 1] <&,

atunci p. va fi numdrul cel mai indreptdtit pentru a fi definit ca moment
de iner{ie al barei. Se pune deci problema: Exist4, in conditiile in care ne-am
situat, un num#r p cu proprietatea de mai sus? In caz afirmativ, cum se
poate evalua acest numir? Pentru a da r#spunsul la aceste intrebé#ri i la
multe altele care apar pe marginea lor, vom introduce gi studia un nou
tip de integrald, consideratd, pentru prima oard, de Stieltjes, la sfirgitul
secolului trecut.

Fie f 5i g doud funciii reale definite pe intervalul compact [a, b]. Fie
A=0=0< 2 < .. <Z<Biy <o <, =2>0)sik, &, .., &y, astfel
ineit z;<E; <z, pentrui =0, 1, ..., n — 1.

Si punem:

6alEer By wor En) = 2’ 1) [8(2ees) — &)

Pentru prescurtare, vom scrie, in loc de ca(&g, ..., &,_1), doar ca(§;); ca(§;) va
fi numité o sumd Riemann-Stieltjes asociatd functiilor f si g, diviziunii A i
punctelor §,. Atunci cind, pentru a preveni o confuzie, este necesar si se
puni in evidentd i functiile f gi g, vom scrie oa(f, g, &;) sau 6a(é;, f> 8)-

Este ugor de vizut cd pa(&y, ---, &ny) 8€ objine din 64(§;), luind f(z) = =
i presupunind ci g este continud §i crescitoare. ,

Sd presupunem acum cd existd un numdr real I cu urmdtoarea proprie-
tate: fiind dat € > 0, existd v > 0, astfel incit, pentru orice diviziune A pentru
care ¥(A) <7 g§i pentru orice alegere a punctelor £;, pentru care z;<§;<
€24E=0,1, ..., n — 1) sd avem

loa§) — I <e.

I_'n aceste condifii, spunem cd f este integrabild Stieltjes in raport cu g pe [a, b],
‘iar numdrul I se numegte iniegrala Stieltjes a lui f in raport cu g, pe [a, b]
§i se noteazd:

b
<S>S f(z) dg(z)

saw pur §i simplu
b

Sf(x) dg(a). |

a

Este ugor de vdzut cd num#rul J este unic determinat.
In cele ce urmeazi, ne vom permite uneori si inlocuim expresia ,inte-
- grabild Stieltjes in raport cu“, prin ,integrabily in raport cu‘.

Cu ajutorul nofiunii introduse, problema tratati mai sus, a definirii
momentului de inertie al unei bare, revine la urmitoarea problemi: pétra-
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tul functiei identice este o funciie integrabild Stieltjes, pe [a, 8], in raport
cu o functie crescitoare si continud pe [a, 5]? In caz afirmativ, cum se cal-
culeazi aceastd integrali? : ,

Vom dezvolta, in cele ce urmeazd, unele consideratii care permit nu
numai si se dea un rispuns complet la intrebirile de mai sus (se va vedea
din teorema 3 ci rispunsul la prima intrebare este afirmativ), dar i si se
obtin unele rezultate a ciror utilitate dep#igeste problema care ne-a condus
la nofiunea de integrald. Stieltjes, utilitate care se va vedea chiar intr-un
capitol ulterior al acestui manual. . . :

Dealtfel, trebuie si observim cd problema momentului de inerfie nu
este singura problemi care conduce la integrala Stieltjes. Am fi putut con-
sidera, de exemplu, §i problema definirii momentului static al unei bare,
problemd strins legatd de aceea a centrului de greutate, si multe altele. In-
tegrabilitatea Riemann este un caz particular al integrabilitdfii Stieltjes,
iar integrala Riemann este un caz particular al integralei Stieltjes [cazul
g(z) = z). Datoritd asemén¥rii de structurd a acestor concepte, este natural
5% ne agteptim ca problematica §i metodele pe care le-am intilnit la integrala
Riemann s# reapary aici. Vom vedea insd c# apar si unele probleme i situatii
noi, care nu-gi au corespondent la integrala Riemann; tocmai asupra aces-
tora ne vom indrepta atenjia principald. Acolo unde se repetd, in principiu,
consideratiile care au fost ficute la integrala Riemann, vom renunta si le

mai facem, trimitind la locul cuvenit.

Teorema 1./ este integrabild Stieltjes in raport cu g pe[a, b] dacit
gi numai daed existd un numir I eu proprietatea ek pentru orice gir {A;}
(A =(a=a} <..<a} <Py <..<ah =>))de diviziuni de norma
tinzind la zero avem

Lim 6a,(8F) = I,

n-»c

. b
unde &7 sint astfel ineit aP<Er<al,, - (I =Sf(x) dg(z)).
a

Pentru demonstratie, vezi teorema similard de la integrala Riemann.
Fie f mérginit4 pe [a, b] §i g crescitoare pe [a, b]. Fie A diviziunea, deja
consideraty, a lui [, ). S& notdm cu m, si M, marginile inferioard si superi-
oari ale lui { pe [z, %;,,]; 54 notdm cu m §i M marginile inferioard §i superi-
oard ale lui f pe [a, b]. S& punem
n-1-
sa = salf, 8) = 2 mg(x;,;) — (g2;)),

° n—1
Sa=8alf, 8 = 26 Mig(x,,) — 8(=;))

Acestea sint sumele Darboux-Stieltjes, inferioard §i superioard, asociate
functiilor f §i g si diviziunii A. Sumele Darboux se ob{in pentru g(z) = =.
Datoritd faptului c& g a fost presupusi crescitoare, sumele Darboux-Stielt-
jes péistreazi cele mai multe dintre proprietstile sumelor Darboux. Urmai-
toarele propozitii se stabilesc urmind pas cu pas demonstratiile corespun-
zitoare pentru sume Darboux (functiile f §i g sint fixate):
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1) Pentru orice A avem
m(g(d) — gla))<sa, Sa< M(g(d) — g(a)).
2) Pentru orice A si orice alegere a punctelor £, avem
/ - sa< oa(€;) < Sa.
3) Dacé A’ este o diviziune mai fin§ decit A, atunci
sa<S8ay, Sa>Sy
4) Fiind date dous diviziuni A’ i A" ale lui [g, 5], avem
Sar < Sp.

5) Mul{imile {sa} gi {Sa} sint m#rginite.
6) Fiind datd o diviziune A a lui [a, ], avem

- osa= i?if {oal€)}, Sa= sup {oa€))} .
Teorema 2. Fie f miirginiti §i g crescitoaro pe [a, 5]. / este integra-

bild in raport cu g pe [a, b] daci §i numai daed pentru orice ¢ > 0 exist3
1 >0 astfel fneft, din v(A) < v, sii rezulte '

Sa—sa<e

Vom da acum o teorem¥ care implici rdspunsul afirmativ la intrebarea de
care era legatd definitia momentului de inertie al unei bare.

Teorema 3. Daci / este continud iar g este eresciitoare pe [, b],
.atunci { este integrabili in raport cu g pe [a, b].

Demonstratie. Avem:
n—1
Sa —sa= 2 0;(8(%41) — 8(z;)),

unde: o; = M; — m,; f, fiind continud pe [a, 5], este uniform continui pe
[a, b] deci existd, pentru orice ¢ >0, un n, > 0, astfel incit, din v(A) < %,
83 rezulte «; < e pentru i = 0, 1, ..., n — 1. Pe de alti parte, din faptul ci
g este crescdtoare rezultd cd diferentele &(%;41) — g(z;) sint pozitive, deci
ol g(®i.1) — 8(%;)]< [8(;41) — g(x;)] pentru i=0, 1, ..., n — 15 v(A) <
< 7e. Obtinem deci, pentru v(A) < %,

Sa—sa< z‘;’ (&(ar) — 8(2) = <(g6) — g(a))

§i, aplicind teorema 2, rezultd ci f este integrabild in raport cu g pe [a, b].

Observatie. Un caz particular al teoremei 3 este acela in care g
este constantd pe [a, b]; insd in acest caz nu numai functiile continue, dar
orice funclie f este integrabild in raport cu g pe [a, 4] si

b
J1(2)dgi) = 0.
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Vom da acum citeva proprietdti care-si au un analog perfect la integrala
Riemapn s5i se stabilesc intocmai ca acolo. =

7) (Proprietatea de ereditate.) Dacd f este tntegrabild in raport cu g pe
[a, 8] §i [¢, d] C[a, b], atunci | este integrabild in raport cu g pe [¢, d]

8) (Proprietatea de aditivitate a integralei ca funttie de interval.) Dacd
a<c<bgidacd | este integrabildé in raport cu g pe [a, b], deci, conform
lui 7, §i pe [a, c] si [c, 8], atunci

b [ b
et = fadg(a) + | (2)dg(a).
a a [
9) (Prima proprietate de liniaritate.)

Dacd funciile fy, [z ..., [n sint integrabile in raport cu g pe [a, b] st dacd
A Agy -eey Ay Sint numere reale, atunci funcfia Af; 4+ Aofy + ... 4 Mifn este
integrabildé in raport-cu g pe [a, b] §i avem
5, . b
g(z,uiw) dg(a) =3 {fila)dg(o).
) \i=1 =1
10) (Proprietatea de medie.) Dacd f este continud iar g este crescdtoare
pe [a, b, atunct existé un numdr &, cuprins intre a §i b, astfel incit

b

gr(xmg(x) = ((E)2(b) — g(a)]

a
(existenta integralei este asiguratd de teorema 3).
Existd unele nepotriviri intre integrala Stieltjes si integrala Riemann.
Vom da un exemplu in acest sens.
S& considerim functiile f §i g definite in modul urmétor:

f(z)={1’ —1<r<0

0, 0<z<1 g(x):{

0, -1<z<y
1, O<z<1

f este integrabild in raport cu g pe [—1, 0], deoarece g este constantd pe
[—1, 0. f este integrabild in raport cu g pe [0, 1], deoarece f este identic nuld
pe [0, 1]. Vom ardta ci f nu este integrabild in raport cu g pe [—1, 1]. S& con-
siderdm o diviziune A a lui [—1, 1], astfel incit 0 si nu fie un punct de
diviziune. Fie [z;, #;,;] acel interval care contine originea. Dupd cum &; este
ales la stinga sau la dreapta originii, avem

oAy vors Eny) = 1 sau o(&y, ..., Eny) = 0.

Cum norma lui A poate fi oricit de micé, rezultd cd nu existd un numir J
cu proprietatea din definifia integrabilitdtii Stieltjes, deoarece, dacd un
astfel de numdr ar exista, el ar trebui si fie egal atit cu 1 cit'si cu 0, ceea
ce ar contrazice unicitatea lui J.

Se poate arita insd cd astfel de derogdri ale integralei Stieltjes de la pro-
priet#file integralei Riemann inceteazd si apard de indatd ce mécar una din-
tre functiile f gi g este continud.
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-Existd unele probleme privitoare la integrala Stieltjes care nu se pun
sau sint cu totul banale pentru integrala Riemann. Vom trata acum citeva
probleme de acest tip. : , ‘

Teorema 4. (A doua proprietate de liniaritate a integralei Stieltjes.)
Dacd 2, Az ..., A, sint numere reale iar funciia 7 este integrabild, pe
[, 8], in raport cu funetiile g,, g,, ..., g,, atunei f este integrahils, pe [a, b],
‘ : " ]
fn raport cu funetia g =3 Ag; §i

: =

b

b
(#a)dg(a) = g { 1)dgi ).

Demonstrafie: Avem:
oa(€;, 1, &) =j§ NoaEs, f, &)

In baza teoremei 1 (necesitatea) membrul al doilea are o limity finitd
cind A parcurge un gir de diviziuni de normg tinzind la zero, deci si primul
membru are o limit3 finitd; aplicind din nou teorema 1 (suficienta), deducem
cd f este integrabild in raport cu g pe [a, ] si are loc egalitatea din enunt,.

Corolar. O functie f, continui pe [, b], este integrabili in raport ca
o functie g, eu variatie mirginiti pe [a, 5].

Demonstrafie. Conform feoremei de structurd a lui Jordan,
existd doud functii g, §i g, crescitoare pe [a, b), astfel incit g8=28 — &
Conform teoremei 3, / este integrabily pe [a, b], atit in raport cu g, cit si in
raport cu g,. Conform teoremei 4 (pentru n =2, A, =1, A, = 1), { este in-
tegrabild in raport cu g pe [a, b].

11) Dacd { este continud, iar g este culoaria,tie mdrginitd pe [a, b], atunci
b , .
|{#a) de@) | < 21 Veg),
a

unde M este astfel incit |f(z)|< M pentru a< z<b.

Demonstratie. Avem:

Joate| = |3 1Eetein) — £(al|< 5 161 - letein) — sl <

n— b
<M (el — elm)l < M- Vig).

i=0

Teoremele date pind aici se refers, in general, la diferite conditii care asi-
gurd existenta integralei Stieltjes, precum gi la diferite relatii existente intre
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integralele Stieltjes. Vom aborda acum o alti problemi, aceea a calculului
unei integrale Stieltjes. Deoarece cunoagtem metode perfectionate de calcul
pentru integrale Riemann, problema revine la aceea a transformdrii unei
integrale Stieltjes intr-o integraly Riemann. In acest sens avem

Teorema 5. Dack f este continui pe [q, b), iar g este cu derivatd eon-
tinud pe [a, 5], atunci f este integrabili in raport cu g pe [a, 5] si

b b

(S) g fla)dg(z) = [ t()g'(2)dz.

a

Demonstratie. Derivata luig fiind continud, este mirginit, decig
este cu variatie mérginitd. f fiind continud, existenta integralei Stieltjes
este asiguratd de corolarul teoremei 4. In baza teoremei cresterilor finite,
aplicate functiei g pe intervalul [z;, %;,,] al unei diviziuni A, existi un
numir £;, astfel inelt z,<§<a,; §i £'E) - (7 — %) = 8(z0) — &)
(i=0,1, .., n—1). Avem deci

nz-i I (€.~)[é($.-+1) —8(z)] = nZ:—i )8 ENTi0n — ;)

i=0 i=0

Cind A parcurge un sir de diviziuni de normd tinzind la zero, suma din
stinga tinde, in baza teoremei 1, citre integrala Stieltjes a luifin raport cug,
iar suma din dreapta tinde, in baza unei teoreme corespunzitoare de la
integrala Riemann, citre integrala Riemann a functiei fg’ (aceastd integrald
existy in baza continuititii lui fg'). Astfel, se obfine egalitatea din enunt.

Observaiie Teorema 5 rimine in vigoare gi atunci cind se inlocu-
iesc, in enuntul el, cuvintele ,,derivatd continui“ prin cuvintele ,,derivatd inte-
grabilg“. )

Exemplu. Fie f(z) = cos 2, g(x) = sin 2. Avem.

.

f(z)dg(z) =\ (cos z) d(sin z) =

Dty N’l-‘!

cos2zdx = %

Ot 0
St 1
Ot o)

(1 + cos 22)dx = E

Teorema 5 nu di totusi rispunsul la problema calculului momentului
de inerfie al unei bare, deoarece functia g care apare in expresia momentu-
lui de inerfie este doar continud i crescdtoare. Pentru a rezolva aceastd
problemd, precum si pentru necesitdti ulterioare, vom da

Teorema 6. (Proprietatea de réversibilitate a integrabilitifii Stieltjes
gi formula de integrare prin piirfi.) Daci / este integrabild in raport cu g
pe [a, b], atunci g este integrabild in raport cu f pe [a, b] si

b b

Sf(x)dg(x) = 1(b)e(b) — f(a)g(a) — Sg(w)df(x)

a
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Demonstrafie. Fie a=12,=§<5<, <2< ... <7,<%,<
S8 <8< 2 <E < TS o <8 =3, =D .

Sd presupunem cd Z) < T < Ty < o < Xy < Ty < oo < Ty §i O
<ihi << <E<Ep <o <&y Sipunem A= (z=1,<2 <
<...<$i<$i+1<...<xn=b) §1 A'=(G=EO<E1<...<£i<Ei+1<
<. <Epy=0). Avem v

oalEe 1, 8) =3~ EN8(o1se) — gla)] = 5 1Eg(zin) — 3 1EDe(2) =

i=0 =0 i=0

= 1060)— lalgte) + 5~ 1Getoe) — 5 MEe(a) = 101e0) — faglo) —
. =0 i=

- i (&)IE) — 1Ei1)] = 1(0)g(b) — f(a)g(a) — on(z;, &, 7).

Deoarece avem v(A)<29(A’), rezulti c#, atunci cind A’ parcurge un
gir de diviziuni de normi tinzind la zero, A parcurge de asemenea un gir de
diviziuni de norm¥ tinzind la zero. Aplicind teorema 1 (,necesitatea® pen-
tru oa §i,suficiena® pentru oa- ), rezultd, in baza egalititii

ca (&, 1, &) = [(b)g(d) — f(a)g(a) — o (2, g, f)

deduse de mai sus, cd g este integrabild in raport cu f pe [a, 5] §i c& are loc
egalitatea din enun{ (numit# ,formula de integrare prin pirti pentru inte-
grala Stieltjes“). ,

Corolar. Dacd f este cu variatie mirginiti, iar g este continu# pe
[a, b], atunci f este integrabild, in rapert cu g, pe [a, b].

Demonstratie. Se fine seama de teorema 6 si de corolarul teore-
mei 4.

Observajie.Sd luim, in corolarul de mai sus, f(z) = a? 5i g crescé-
toare gi continud pe [a, b]. Rezultd cd momentul de inertie al unei bare se cal-
culeazd in modul urmitor: :

b b
(S) S w*dg(z) = b%(b) — a’z(a). — Sg(x)dx,

deci totul revine la evaluarea integralei riemanniene a functiei care defi-
neste masa unei porfiuni din bari.

Un alt fapt important care rezultd din corolarul ob}inut este posibili-
tatea integrabilitdtii Stieltjes in raport cu o functie care nu este cu variatie
mirginitd. Intr-adevir, existy functii continue pe [a, b], care nu sint cu va-

riatie m¥rginiti pe [a, b] (de exemplu, ¢(z) = z sin %, ¢(0) =0 pe [0, 1]).
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Un alt corolar al teoremei 6 este

Teorema 7. (Teorema de integrare prin pir{i pentru integrala Rie-
mann.) Fie / i g continue pe [a, b). Si punem

F(z) = Sr(t)dt,  Ga) = S g(t)de.

Avem
b

b,
SF(x)g(x)dx — F(b)G(b) — F(a)Gla) — S G(2)f (z)dz.

Demonstratie. Din faptul cd f 5i g sint continue pe [a, b] rezultd
cd F si G sint derivabile §i F' = f, G’ = g. Putem deci aplica teorema 5; F
este integrabild in raport cu G, G este integrabild in raport cu F si

(S) \ F(2)dG(2) = (R) \ F(z)g(x)dz,

'S
S

(8) \ G(2)dF(z) = (R) \ G(2)f(2)dz.

b
)
b
)
Aplicind acum celor doud integrale Stieltjes de mai sus formula de
integrare prin pérti stabiliti prin teorema 6 si {inind seama de expresiile
acestor integrale, ca integrale Riemann, rezultd formula din enunt.

Observajie Teorema 7 rdmine in vigoare §i atunci cind se inlocu-
ieste, in enuntul ei, cuvintul ,continue“ prin cuvintele ,integrabile Rie-
mann®. :

Ca o ultim# aplicatie a teoremei 6 vom da

Teorema 8. (A doua teoremd de medie pentru integrala Riemann.)
Fie f continud i g cresciitoare gi continui pe [a, b]. fn aceste conditii,
existi un numir £, a < £ < b, astfel incft

b g b
S f(z)gl)dz = g(a) 5 f@)de + g(b) { flo)da.
a a E

Demonstratie. Din continuitatea lui f §i g rezultd existenta in-
gralei Riemann din primul membru. Notind cu F o primitiv a lui f, avem,
in baza teoremei 5, '

b b
Sf(x)g(x)dx = (S) Sg(x)dF(x).

Folosind acum formula de integrare prin pirti pentru integrala Stieltjes,
primim
b

b
Sf(x)g(x)dw = g(b)F(b) — g(a)F(a) — (S) SF (z)dg().

a
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i In baza faptului ci F este continud gi geste crescitoare i folosind pro-
prietatea de medie a integralei Stieltjes, existd un £, astfel incit ¢ < £ < b
gi

b

(5) SF (2)dg(x) = F(E)[(6) — g(a)).

a
Avem deci:
b

Sf (#)g(z)dz = g(b)F(b) — g(a)F(a) —F (€)g(d) — g(a)]

sau, printr-o grupare convenabil¥ a termenilor,
b
Sf(x)g(w)dx = g(a)[F(E) — F(a)] + gB)[F(b) — F(£)].

insy
F(z)=k +§r(t>dt,

unde % este un numir real, deci
b 3

b
Sf(w)g(x)dw =2(a) S {(z)dz + g(b) Sf(x)dw-
a 13

a

Observatii. Folosind observatiile care urmeazd teoremelor 5 i 7,
se poate ardta cd teorema 8 rdmine in vigoare si atunci ¢ind, in enuntul ei,
cuvintele ,,f continud“ se inlocuiesc prin cuvintele ,,f o derivati integrabili
Riemann“.

Nici ipoteza cd g este crescéitoare nu este esentiald, putind fi inlocuitd
cu ipoteza de monotonie. De asemenea, se poate renunta la continuitatea lui g.

Ca gi prima formuld de medie, a doua formuli de medie pentru integrala
Riemann exprim# integrala produsului a dou# functii prin integrala unuia
din factori. Deosebirea std in faptul ¢4, in timp ce in prima formuld de medie g
este pozitivi, aici ea este crescitoare. Aceasta permite utilizarea formulei
a doua de medie in unele probleme dificile privitoare la functii de semn va-
riabil (integrala pe interval necompact, serii trigonometrice etc.), probleme
in care prima formuld de medie se dovedeste un instrument nu indeajuns
de fin.

a. Integrabilitatea Stieltjes a functiilor continue,
in raport cu functiile in scard

In aplicatii, ca §i in numeroase rationamente ale analizei matematice,
un rol important il joacd aga-numitele functii in scar#, definite in felul ur-
mitor: g este o funciie in scard pe intervalul [a, b, dacd existd o diviziune

=0 < B << e < Ty < Tp=2b
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a acestui interval, asifel incit sd avem

g(x) = ¢
pentru
a’,’,-_l <z < xi, (i ='1, 2, ceny n),

unde c¢; sint constante.

Valorile unei functii in scari in punctele de discontinuitate pot fi date
fie arbitrar, fie potrivit necesit#filor rationamentului.

I. O functie g in scard este o funclie cu variajie mdrginité. Intr-adevir,
se verificd imediat ci avem, punind f(z;) = 4,

V) =3 (16 — dial + 14 — i)

i=
I1. Pentru orice funcie f continud §i pentru orice funciie g in scard, avem
b

n+i
(@) - dgto) = gf(xi-l) (6 — 6a),

a

unde %,, %y, ..., T;_y Sint punctele de discontinuitate ale lui g iar c; este valoa-
rea lui g in intervalul (z;_;, x;), cu g(a) = c,, g(b) = cpya-

‘ Se poate verifica ugor cd orice functie in scard se poate scrie ca diferen{d
a doud functii in scar#, monotone de acelagi sens.
Vom putea deci presupune, in enunful de mai sus, cd g este monoton
crescitoare in scard in intervalul [a, §]. Atunci '

€< €< €< oo < Cpe .

S& considerim o diviziune oarecare A, prin punctele y,, diferite de
punctele z;, a intervalului [, b]. Dacd doud puncte consecutive y,_,, ¥ se
afli intr-un interval (z;_,, ;), atunci, potrivit definifiei functiei g, contri-
butia intervalului (ys_;, yx) la suma Sa corespunzitoare este nuld. Dacd,
pe de altd parte, intr-un interval (z;_;, ;) nu se afli nici un punct al divi-
ziunii A, prin addugarea unui astfel de punct suma Sa nu se miregte. Putem
deci si ne mirginim la sumele Sa, pentru care distribufia punctelor de di-
viziune y, este de tipul urmétor:

Yo=2=8<Y<YP<BH <. <y <Yn <% =0b=Ynu
Atunci
n+1
Sa = 2 My(er — Cny)-
k=1
Functia f fiind continug in [a, b], putem alege punctele yx(k =1, 2,
., 1), astfel incit si avem?! :
€

My, — [(Fhe) < ———-

n+1 — Co

1 Pentru a realiza acest lucru, este de ajuns si apropiem suficient punctele yx.,,
yr de punctul zp,. :
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Atunci _
Sa — Zf(zpy) - (er — cpy) < e
Cum, pe de altd parte, avem, pentru orice sumi Sa din clasa aleasd,

Sa > Zf(@p-y) * (r — €3-9),

A}

rezulti cd suma
Zf(2p-y) * (cr — €ay)

este marginea inferioard a sumelor Sx din aceastd clasi, deci cu atit mai
mult a tuturor sumelor Sa neglijate.

S4 presupunem acum ci addugim punctelor de diviziune §i punctele ;.
Intervalul [y,_,, yx] va fi inlocuit prin dou¥ intervale (Yr-1> Tu_g] §1 [Booyy Yr)-
Dacd insemndm respectiv cu Mj si M; marginile superioare ale lui {in aceste
intervale, avem, evident,

M;c = f(xh-l)'; MI: = f(xh-l)’

deci inegalitdtile precedente se pistreazj.
In definitiv, suma

:42 P(@n-1) * (er — €roy)

este marginea inferioard a mulfimii tuturor sumelor Sa, deci
b

{r@1dg(@) = kiz f(@h2) * (66 — e.o).

b. Trecerea la limit3 sub integrala Stieltjes

Problema trecerii la limitd se pune, pentru integrala Stieltjes, in doud
moduri, dind nagtere la dou# probleme:

1) Stiind cd sirul de functii continue {f,} converge uniform in [a, b], ce
se poate spune despre girul

b
{ futa) - ag@?

2) Stiind cd sirul de funcfii cu variafie mdrginitd {g,} este convergent in
intervalul [a, b], ce se poate spune despre sirul

b
S 1(2)dga(2)?

Réspunsul la prima problemi este imediat:
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Dacé sirul de functii (f,), continue in intervalul [a, b], converge uniform

in acest interval cdtre f si dacd g este cu variajie mdrginitd in acelagi interval,
atunci

b b
lim an(x)dg(x) = S 1(z)dg(z).

n->o

Demonstratie Intr-adevir, numirul e >0 fiind dat, vom alege
numirul natural N = N(e), astfel incit, in intervalul [a, 5], sd avem

I1(2) — fal@)] <7
Z’(g)

tndatd ce n > N. Atunci, aplicind formula mediei, objinem imediat
b
(7@ = rutonde(a)| < e,
a

pentru n > N.

Réspunsul la problema a doua este mai dificil. E] are nevoie de limu-
rirea prealabili a unor probleme privind girurile de functii cu variatie mir-
ginit¥, probleme cirora le vom consacra rindurile ce urmeazi.

Dacd un gir de functii (g,), cu variatie mirginitd, converge in intervalul
[a, b], functia limit4 g nu este neapdrat cu variatie mérginitd in acest inter-
val, dupd cum aratd exemplul urmétor.

Si considerim functia

.1
% sin —, dacd =0
g(z) = x *

0, daci z = 0.
Aceastd functie nu este cu variatie mirginitd in intervalul [O, -1—].
T
S4 punem: '
0, dacﬁogxg—i-,
nw

gn(2) =
¢ sin L, daci L =z<
x nw

v

a|=

S# observim ci
lim g,(a) = g(a).
Apoi, fiecare din functiile sirului (g,) este cu variatie mérginitd pe [O, 1]‘.
T

Se vede, dealtfel, printr-un calcul ugor, ci avem
B |

f:’(gn)<§(1+§+§+...+%)-
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Asadar, girul de functii (g,), cu variajie mirginity in[O, 1], converge fn

T
acest interval ciitre o functie g care nu este cu variagie mirginitd in acest
interval.
Se pune atunci intrebarea: ce condifie suplimentard trebuie addugatd
girului (g,) pentru ca functia limit4 g s& fie cu variatie mérginity in intervalul
considerat?

Sd_considerdm o familie {g}, numdrabili sau nu, de fanciii cu variajie
mdrginitd in intervalul [a, b]. Vom spune cd aceste functii sint cu variatie egal
mdrginitd in intervalul [a, b] dacd muljimea

b
{ve |
a
este mdrginitd.

Teoremi. Un gir de funetii (g,) en variafie egal mirginiti in inter-
valul [a, 5], convergent in acest interval, are ca limiti o functie g cu va-
riatie mdirginiti in [a, 3]

Demonstratie. Intr-adevir, s§ insemnim cu W marginea supe-
rioard a mulfimii
b
{ve
a

§i sd presupunem ci ar exista o diviziune
a=x0<.’81<$2<...<$p_l<xp=b
a intervalului [a, 4] pentru care, punind

0= g |8(z) — &(za0),

am avea v > W. Vom ardita ci aceasti ipotezi ne duce la o contradictie.
Intr-adevir, s& luim un numir pozitiv «, supus la singura condifie
e<v—W. ‘
Putem determina un numir natural N(c) = N, astfel incit s& avem
|8(s) — galon) | < =
P

pentru £ =1, 2, 3, ..., p, indatd ce n > N.
Atunci
llg(ze) — 8(Tr—1)| — |gn(2n) — gnl@e )l <

= [8(x) — galma) | + 18(%nc1) — Bnl®ny) | < f; + 5% -
de unde, punind

€
—>
P

o = g; |2alen) — gn(@n)],

deducem
-yl <e’
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sau
‘ P)—e< U, <<V+¢
sau incd, tinind seama de conditia impusd lui e, |
W< Un,y
ceea ce este absurd. Asadar, functia g este cu variatie mérginitd; in plus,
gisim cad ,
Vi< W.
a

Putem acum da un rispuns la problema a doua, enuntatd mai sus:

Teorema lui Helly si Bray. Dacd sirnl de functii g,, en
variatie egal mirginitii, converge in intervalul [a, ] cétre g §i daci functia
{ este continud in acest interval, atunci

b b
lim { /(@) dga(@) = {7()-de@)

Demonstratie Potrivit teoremei precedente, functia g este cu
variatie marginiti. Fie W numirul definit mai sus. S& imp#rtim intervalul
[a, b] in intervale partiale, prin punctele

a=xo<x1<.»<zp_1<xp=b,
astfel incit oscilatia functiei f s& fie mai micd decit :O,%V- » unde ¢ > O este dat.
Atunci, punind

b b
I, = gf(x)dgn(w) ~{ f()dg(o)
a a

putem scrie identitatea

ol *k

I, = kzi | (@)=t denta) —z”z RE — f@n0)ldg(a) +
= h= %y
h=1 . _ H
+3 f(@h) l S dlgn(®) —g(x)]},
k=1 %y
de unde \ \
al < o Vign) + 30 V@) +
tk .
)4
+ir- > S dlga(x) — g(@)]] - unde Il = max 1),
TRy e
Dar
X
| dlgn(m) — 2] = Len(an) — 8(an] — [8a(zint) — gln-Dl
Chay
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Potrivit ipotezei, putem gisi un numir natural N(e) = N, astfel incit
si avem,

lgn(2:) — &(2; =12, ..,p)

indatd ce n > N; atunci,

IIfII

[ n| <e
gi teorema este astfel demonstrat3.

c. Proprietiifi ale integralei Stieltjes nedefinite

Dacd f este continud §i g cu varigjie mdrginitd in [a, b], atunci

F(z) = S 1) - dg(t)

a
este cu variafie mdrginitd in [a, b).
Demonstratie Pentruorice pereche de puncte z,_, < z,, avem
xR
Fla) = Flany) = { 10 dg0),
gy

de unde, aplicind formula mediei,

IFlax) = Flonl<( max_ 1o ) v (@),
Xpo SXS2 Tr—y
deci

b b
E’(F) <|Ifli- L’(g),
unde ||| = max If(2)].

Sa ca]culam variatia totald a funcfiei F de mai sus:
S& punem

if(g) = G(a).
Vom arita cd
b
V) = {in@ece.

Sd considerdm o diviziune
a=$o<$1<$2<...<xn_1<wn=b,
Variatia lui F relativd la aceastd diviziune este

V= E

S f()dg(t) |

Xr-3
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Fie ¢ >0 dat. Vom alege diviziunea precedentd astfel incit, pe de o
parte, sd avem

0< G(b) —2"31‘ le(@) — glany)| <&,

iar, pe de altd parte, oscilatia lui f 83 fie mai micd decit ¢, in orice interval al
diviziunii.
Cum putem scrie

b n bt

176 =3 1@ |~ a6, (Gra<tingan,

: k=1 5
vom avea

*p

§lf(w)\d6(w)—V=§|f(ah)ll §k dc(x)—|g dg(x)|}+

a Xray Thet
x Xp

+3 l| Sh fEndgta)|—| §

n
k=1
Xpy “R-1

Prima din sumele din dreapta poate fi majoratd de
-] 60 — 35 e — gm0l | <UFI-
h=

A doua sum# poate fi majoratd de

x
S| § 1@ — f=)ldgta)
=1

k-1

f(x)dg(w)I}-

< G(b)e.

Deci

b
b
V(F) = {17(=)1d46(2)
deoarece, dupi cum se poate vedea ugor, are loc inegalitatea
b

Va(F)< S |f(z) |46(z).
a
oricare ar fi diviziunea A a lui [a, b).

d. Dependenta fati de funcfia integratd.
Teorema lui F. Riesz

In paginile consacrate pind acum integralei definite am studiat modul
in care aceasta depinde de limitele de integrare, iar in capitolul 5 vom studia
dependenta ei de eventualii parametri confinufi in functia care se integreazi.

Este insi clar ci integrala definiti depinde, in afard de aceste variabile,
si de functia insii care se integreazd. Presupunind limitele de integrare fixate,
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schimbarea functiei atrage dup# sine schimbarea valorii integralei. Dar aceasti
legiiturd apare ca fiind de o alty natury decit legitura dintre valoarea unei
variabile, sau unui grup de variabile numerice, §i valoarea altei variabile nu-
merice. Aici avemn de-a face cu o variabild numericy (integrala definit¥), a
cdrei valoare depinde de o functie, definit# intr-un interval dat [a, b], in sen-
suélcé aceastd valoare se schimbd numai dacy se schimbd functia. Fie inte-
grala.

b
SF(t)dt.
a .
Schimbarea liniard de variabild z= (b — a)z + a schimb} integrala
dati in .
S f(z)dz.
0
unde

f(z) = (b — a) - F((b — a)z + a).
Asadar, vom putea presupune, in tot cursul acestui paragraf, ci functiile

care se integreazd sint definite, toate, in intervalul [0, 1].
Legétura dintre integrald si functia f o vom scrie astfel:

A
JIf]= Sf(w)dx.
0

Dintre proprietfile fundamentale ale integralei definite, numai trei
fac sd intervini gi funcfia care se integreazi:
1° Proprietatea de omogenitate:

Jtef] = eJif),

oricare ar fi constanta c. )
2° Proprietatea de distributivitate:

JIf + &1 = Jif1+ Jg)
3° Teorema mediei:
[ JIf]] < max f(z)|.
. 0<xt .
Aceste trei proprietdti apar si la integrala Stieltjes. Daci punem, pentru

o functie cu variatie mirginit§ «,
1

511 = { f(a)daa),
0
atunci avem
S[ef1= eSIf],

S[f + g1 = Sif1+ Slg),
precum gi

|S[f1l < M - max |f(2)],

0g<xK
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unde M este o constantd care depinde de functia «. Pentru simplificare,
vom pune, ca §i altd datd,

max |f(z)] = ||l
ogest

Numdrul || || astfel definit se numeste norma functiei f in intervalul [0,1].
Ultima relatie pune in evident3 o anumitd specie de continuitate a in-
tegralei Stieltjes in raport cu functia f; anume, pentru orice sir de functii

fl’ fzy Ladd fm sy

Jim [fall =0,

pentru care

girul numeric corespunzéitor
Sthl, Stfel, s Slfals -

tinde cdtre zero. Pe scurt, vom scrie acest lucru astfel:
lim S[f]=0.
Wfi-o
Analogia cu notiunea de continuitate a functiilor de variabile numerice apare
§i mai clar in felul urm&tor. Dacd, in relajia precedentd, schimbdm pe / in
f' — f, unde f’ este o functie continud definit3 in intervalul [0, 1], si dacd

tinem seama cd .
Stf' — 1= Sf'1— Slfl,
atunci aceastd relatie se poate scrie sub forma
lim _S[f"] = S(f)
W’ —ri->0

Consideratiile de mai sus, care nu constituie decit o scriere noud pentru
rezultate cunoscute, au fost,totusi punctul de plecare al unei directii noi de
cercetare, care s-a dovedit atit de fructuoasd incit a dat nagtere unei disci-
pline noi: analiza functionald. Unul dintre primele rezultate ale acestei teorii
se datoreste lui F. Riesz. Pentru formularea acestuia, vom da, in prealabil,
unele definitii.

Sd notdm cu (C) mulfimea funclitlor continue in intervalul [0, 1]. Dacd
fiecirui element f al acester mulfimi’ii asociem un numdr real U, vom spune
ci U este o funclionald de [ §i vom scrie aceastd legdturd astfel: U[f].

Vom spune cd o funclionald U este aditivd dacd, pentru orice pereche de
fanctii continue (f, g), avem .

Ulf + gl = Ulf1+ Ulsl

Vom spune ci U este omogend dacd, pentru orice constantd ¢, avem

Ulef]= cUIf).
O functionald aditivd §i omogend va fi numitd, pe scurt, o functionald
lineard.
In sfirgit, vom spune ci U este continud pentru functia f dacd oricdrui
numdr € >0, ii corespunde un numdr 1 >0, astfel incit, pentru orice funciie
continud ', satisficind inegalitatea

I —=f <,
| Ul — Ulfll <

avem
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+  Vom exprima, pe scurt, aceastd proprietate de continuitate astfel

i U= Ulf).

Teoremd. Condifia necesari si suficientd pentru ea o functionald U,
definiti pe multimea C a funciiilor eontinue in intervalul [0, 1], sd fie
continud pentru elementul f al acestei mulimi, este ca, pentru orice sir
(fa) de functii continue, pentru eare

lim |if — fall =0,
84 avem
lim Ulf,] = ULf].

Demonstragie. Vom observa, in primul rind, ¢4 din inegalitatea

evidenti
[f(z) — fa@) I <N f —Fully

valabild oricare ar fi punctul z in intervalul [0, 11, deducem c¥ girul (f,) con-
verge uniform cétre functia f.

S& trecem acum la demonstrarea teoremei.

Conditia este necesari. Si ne dim intr-adevir, numirul ¢ > 0. Prin
ipotezd existd un numir y >0, astfel incit, pentru orice functie continui f,
verificind conditia [|f' — f|| <7, si avem:

VU] — UIf]l < e :
Fie acum un sir (f,), pentru care

Im Ifs — fll=0.
Aceasta inseamni c#, pentru n > N(x), avem

f—fall <m,
de unde

| Ulfal — Ulfll <,

ceea ce echivaleazi cu
lim Uf,] = UIf}
Conditia este suficientd. Si presupunem c#, pentru orice gir

{fa}
indeplinind conditia
lim |If, — f]| =0,
avem .-
lim U[f,] = U]

Vom rafiona prin absurd: daci U nu este continui pentru functia f,
aceasta inseamnd cd existd un e > 0 astfel incit pentru orice n > 0 existi
o functie /*, indeplinind conditia ||’ — f|| < %, dar pentru care

[Uf1— Ulfll ==
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S# considerdm atunci un sir (v,), descresciitor §i tinzind catre zero. Fiecdrui
Mg, i va corespunde o funcfie f,, astfel incit

In—Fll <n
| Ult] — Ulfll = &-

Prima relatie ne aratd cd
lim ||fa —fil =0,
n-»co

iar a doua, ci U[f,] nu poate tinde cdtre U[f], ceea ce este absurd.

si totugi

Teorema. I Orice funcfionals aditivi si continui, definitd pe mul-
fimea (C), este omogeni.

Demonstrafie. Intr-adevir, din proprietatea de aditivitate rezultd

imediat cd avem:
Ulnf] = nU[f],
pentru orice numir natural n. Apoi, din

0=U[f—f1=Ulfl1+U[—],
Ul—f1=—Ulfl

Deci, formula precedentd subsistd gi pentru » intreg negativ. Scriind aceastd
formuld pentru functia f = n- g, gisim:

1 1
vl f]=50t
de unde, in definitiv, relatia
Ulrfl=rUIf],
pentru orice numdr rational 7.
Fie acum ¢ un numir real oarecare. Existd un sir (r,) de numere ra-

tionale tinzind citre ¢, deci (numérul € > 0 fiind dat) existd un numdr
natural I, astfel incit, pentru n > N, si avem

deducem

g
r,—c¢| <—)
I Wil

de unde

;[r,,f——cfll <eg
adicd

lim | raf — ¢f || = 0.
de aici rezultd
lim U(r,f] = Ulef).
Dar
lim U[r,f] = lim r, - Ulf] = ¢UIf},

Np® n

Ulef] = <UIf].

prin urmare,
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Teorema IL Daci o funciionali aditivi este continui pentru o
tunetie continui f,, ea este continus pentru orice altd funectie f continud (deci
este o funcfionalii lineard si continui).

Demonstrafie. Intr-adevir, si considerim un sir (f,) de functii
continue pentru care
1llim [fn—Fll=0.

putem scrie -
fo—F=Il—1F+fl—fo
rezultd ci ~
lim U[fy — f + fo] = U[f,].
Dar e

Ulfa =+ Al =UlRI—=ULf] + ULfl

deci, in definitiv,
im U[f.] = ULf]-

Teorema IM. Pentru ca o funcfionald linears U[f], definitd pe
multimea (C), si fie continui, trebuie §i este de ajuns si existe un numir
pozitiv M, astfel ineit oricare ar fi funcfia f, s¥ avem :

[N < MIIfl|

Demonstrafie. Condifia este necesari. Intr-adevir, daci ine-
galitatea precedentd nu poate avea loc pentru nici un numir M, atunci
la orice gir tinzind la infinit (M,) corespunde un sir de funcii (), astfel

incit sd avem
LU ]l = M ifal)

S& punem .
b AT AT
Avem
1
| lonll = 3
deci )
lim [ @, [ =0,
n->00
de unde

lim Ulg,] =0,
n->w
ceea ce este absurd, deoarece
1
Uleal = - Ul 1.
(enl = 2ot~ 1] >

Conditia este suficientd. Intr-adevir, scriind inegalitatea datd pentru dife-

rentla fn—f lU[fn_f]|<M'"fn—f”)
lim Ulf] = ULf),

deducem imediat

deci U este continui.
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Observajie Marginea inferioard a numerelor J se numegte norma
functionalei U i se noteazd prin || U||. ~
Rezultatul fundamental pe care vrem si-l stabilim este urmétorul:

Teorema lui F. Riesz. Orice funcfionali lineari §i continud
U(f) definiti pe mulfimea C, este de forma
1
uf1= | fiz)dg()
) 0
unde g este o funcfie cu variatie mirginiti, independentd de f.

Demonstratie. Am vizut in demonstratia teoremei de aproxi-
mare a lui Weierstrass cd

i Chzr(l — vk = 1.
=0

Nici unul din termenii sumei din primul membru al acestei identitéti
nu este negativ, daci 0 < z < 1. In asemenea conditii, deducem din aceastd
identitate

=1,

i e+ Chah(1 — z)"*
=0

unde &, = 4 1. Deci, aplicind teorema III de mai sus, obfinem

uls ec',:xk(i—x"-kJ <|1Ul,
[& h ) 1ol
sau
> e U[Ckz*(1 — )™ *]| < || U]l.
h=0

. Vom determina, acum, numerele ¢, astfel incit toti termenii sumei din
primul membru s4 fie pozitivi. Inegalitatea precedentd se scrie atunci

| Ul [CRa*(1 — 2" *])| < | Ul

n

&

Si insemnim cu g functia nuli in origine i egald cu
i1
> UICksH(1 — 2)™*]

R=0

pentru
il et (i=1,2 0 n).
n n
Din definitia acestei functii, ca §i din inegalitatea precedentd, deducem

1
Vig) < I1UIl,

oricare ar fi n. Cu alte cuvinte, functiile sirului {g,} sint cu variatie egal
mirginit in intervalul [0, 1]. Potrivit lemei lui Cesaro, din girul {g,} putem

extrage un gir convergent in intervalul [O, i]. Din acest gir vom extrage

n
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un altul, convergent in intervalul [1, —2—] §.a.m.d. Dupd r extrageri vom
n n

obfine un sir, pe care-l vom nota tot {g,}, si care converge in tot inter-
valul [0, 1].

Fie g functia limitd. Aceastd functie este, evident, cu variatie mirginitd
§i avem, ca urmare a inegalitifii precedente,

1
Vi< | Ul
Pe de altd parte, din definitia lui g, deducem
k
&) = & () = ULt — o,

n

deci
1

(o) dguta) = 3> 1 (%) - victrt — ays,

0

" adicd

1
Sf(x)dgn(x) = U[B,(2)],
0

de unde, in baza teoremei lui Weierstrass si a criteriului de continuitate
a unei functionale,
1

lim Sf(x)dgn(x) = U[f].
0 .

Dar, in baza teoremei lui Helly si Bray, avem
1 1

lim | f(2)dg.(z) = f(a) dg(a),
0 0

de unde
1

Ulf] = | f(2) dg(a).
A 0
Teorema lui F. Riesz este astfel demonstraty.

Observatie. Din formula precedenti deducemn

UL - Vgl

Deoarece

Vg < 1101l
deducem

Vil = I U1
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Capitolul IV
INTEGRALE PE INTERVAL NECOMPACT

S& considerdm, pe intervalul [a, o), functia f definitd de

10 =—

1+

Dupé cum se gtie, aria portiunii din plan cuprinse intre dreptele 2 = a, & = g,
y = 0 gi graficul functiei f este datd de

u
dt
S o Arctg u — Arctg a.
a
Deoarece nofiunea de integrald a fost definitd pe intervale compacte, nu
putem integra functia f pe intervalul [a, o). ,
;/ Putem, insd, si dim un sens natural notiunii de arie pentru intreaga
~porfiune a planului cuprinsi intre dreptele z =a, y =0 gi graficul functiei f;
anume, este natural si considerim cd aceastd porfiune are aria egald cu
valoarea limitei

u
lim S 4 _ Jim Arctg u — Arctg @ = % — Arctg a.
U-»

urteo J1 + 82
a

Daci ins# considerim, pe intervalul [1, o), funciia
1
16 =—
atunci nu mai putem da un sens natural nofiunii de arie a porfiunii din
plan cuprinse intre dreptele z =1, y = 0 g graficul functiei f, deoarece

u

lideTt=lim In.u = oo.

U-+00 U->co



Daci 0 < u < 1, atunci aria portiunii din plan cuprinsi intre graficul func-
tiei f i dreptele z = 0, 2 = u, y = 0 este datd de

u

dt .

Sl/i — = Arc sin u.
b

Functia f nu este definitd in ¢ = 1, deci nu putem pune problema integrabili-

titii lui f pe [0, 1]. Dar chiar dacd am prelungi aceastd functie, cu ajutorul

functiei auxiliare.

1 o<t<1
o(t) =3 VI—2 (1)

o, t=1

- unde « este numirul real, tot nu am obtine o functie integrabild pe [0, 1],
deoarece functia ¢, ca si functia f, este nemdrginitd si, dupd cum se gtie,
integrabilitatea (in sensul lui Riemann) implici m3rginirea functiei.

Putem, totugi da un sens natural notiunii de arie pentru intreaga porti-
une a planului cuprinsd intre graficul functiei f si dreptele 2 =0, 2 = 1,
y = 0; anume, este natural sd considerim cd aceastd portiune are aria
egald cu

u

dt

. —_ . . _E.
ilg(gmz—iﬁlArGSJnu—z (2)

Dacd insi considerim, pe intervalul (0, 1] functia
1 .
fit) = = sin 2¢,
atunci nu mai putem da un sens natural notiunii de arie a portiunii din

plan cuprinse intre graficul functiei f §i dreptele z =0, z=1, y =0,
deoarece limita _

i

lim S sin 2t dt
u->0 2
u>l0 u

nu existd; intr-adevir,

sin
tﬁ

23t = — gin? 1 + sin? L.
u

B gy

Existd si alte probleme care, ca §i problema ariei, conduc in mod natu-
ral la studiul existenfei gi valorii unei limite de forma

im0

u<ba
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Existy si alte probleme care, ca §i problema ariei, conduc in mod natural
la studiul existentei §i valorii unei limite de forma

u

lim S f(z)di.

Existd, pe de alti parte, probleme care conduc la studiul unei limite de
forma

a

lim S f()dt

sau a unei limite de forma
w

lim Sf(t)dt.
uu::_c:’ u
Toate acestea sugereazi urmitoarea extensiune a nofiunii de integrald:
Fie f o functie reald definitd pe intervalul [a, co). S& presupunem c4,
pentru orice numdr z, ¢ < u < oo, f este integrabild pe [e, u]. Dacd limita
u

lim S f(z)dz

existd ‘§i este finit¥, atunci spunem ci f este integrabild pe [a, oo). Valoarea
limitei se noteazd
| fada
si se numeste integrala functiei f pe [a, o).
Celelalte doud tipuri de limitd de mai sus conduc la notiunea de integra-

bilitate pe intervale de forma (—oo, @] sau (—oo, oo), iar integralele cores-
punzétoare se noteazd

a co
| fada,  { ttada.
Si considerim acum, pe intervalul [0, 1), functia f definitd de
1
f (t) - I/i—_.—t‘8 d
unde f este definitd §i nemirginitd pe [a, b). Exists, de asemenea, probleme
care conduc la studiul unor limite de forma
b u

lim S fOd, | lim S f(o)de,
u->a u'>a, u'>b
ula u w>a, u'<b u
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unde f este, in primul caz, definitd §i nemirginiti pe intervalul (a, 5], iar,
in al doilea caz, definitd pe (a, b) §i nemdrginitd pe fiecare dintre interva-
lele (a, c] si [¢, b) (e < ¢ < D). -

Toate acestea sugereazii urmitoarea extensiune a notiunii de integrali:

Fie f o functie reald definitid pe intervalul [a, b). S& presupunem ci,
[pentru orice numir u, ¢ < u < b, [ este integrabild (deci mirginitd) pe
a, ul.

Dacd limita

lim ( f(@)de

LE
R &

b

E A

existd si este finitd, atunci spune

cd f este integrabild pe [a, b). Valoarea
limitei se noteazi

b b—0
S f(z)dz sau S f(z)dz

gi se numegte integrala functiei f pe [a, b).

Este usor de vizut cd o functie f integrabild pe [a, 5] este integrabild
si pe [a, b) si cele doud integrale coincid. Existd insi functii integrabile
pe [a, b), dar neintegrabile pe [a, b]; pentru ca aceasta si se intimple cu
o functie definitd pe [a, b] este necesar ca [ si nu fie mirginitd pe [u, b],
oricare ar fi u cuprins intre a §i 4. Fie, de exemplu, functia (1) consideratd
mai sus. ¢ este integrabild pe [0, u], oricare ar fi u cuprins intre 0 si 1.
Dupd definitia datd, ¢ este integrabild pe [0, 1) si

1—-0
. ™
§@mm =,

dupi cum rezulti din (2). Insi ¢ nu este integrabili pe [0, 1] deoarece ¢ .
este nemdrginitd pe [0, 1].. :
Celelalte doud tipuri de limitd de mai sus conduc la notiunea de inte-
grabilitate pe intervale de forma (e, b], (a, d); integralele corespunzitoare
se vor nota

b b b b—0
Sf(x)dx sau S f(z)dz respectiv S f(z)dz sau S f(z)d=.
a e+0 a a+0

In cazul in care f este definitd i integrabili pe [a, b], ea este integra-
bili si pe (a, b] si (a, b) si integralele corespunzitoare au, toate, aceeasi
valoare. Pentru ca f, definitd pe [a, J], 53 fie integrabild pe (a, b], dar
neintegrabild pe [a, b] este necesar ca [ s fie nemirginitd pe [a, u], oricare
ar fi u cuprins intre a §i b. Pentru ca f, definitd pe [a, ], s4 fie integrabila
pe (a, b], dar neintegrabild pe [a, b], este necesar ca f si fie nemdirginitd
pe (a, b), dar neintegrabild pe [a, 0], (a, b], §i [a, b) este necesar ca [ sd
fie nemérginitd pe [a, u] si pe [u, b], oricare ar fi u cuprins intre a si b.

Am abordat mai sus doud probleme: aceea a integrabilitifii pe un
interval nemirginit §i aceea a integrabilit&tii unei functii nemirginite. Putem
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pune o problemi mai complicatd, anume aceea a integrabilitdtii unei functii
nemirginite pe un interval nemrginit. Insi observim c¥ fiecare dintre aceste
probleme este un caz particular al unei probleme mai generale, aceea a inte-
grabilitdtii unei functii pe un interval necompact, in cazul in care functia
este integrabild pe orice subinterval compact. Existd, pe dreapt, opt tipuri
de interval necompact: (a, 8], [a, b), (a, ), (—oo, b], [a, o0), (—o0, o),
(—o0, b), (a, o0) (a si b sint numere reale, a < b). Primele trei sint mar-
ginite, dar neinchise, urméitoarele trei sint inchise, dar nemérginite, iar ulti-
mele doud sint nemdrginite gi neinchise. Vom dezvolta in cele ce urmeazi
studiul integralei pe un interval necompact de forma [a, ) (a finit, & finit
sau infinit, b-> @), urmind ca pentru celelalte tipuri de interval necompact
i%ﬁ schitiém doar modul de abordare, care nu diferd esenfial de cel referitor
a [a, b).

Fie f o funclie reald, definitd pe [a, b) si integrabild pe orice interval
compact continut in [a, b). Sd punem, pentru a < u < b,

u

F(u) = S f(z)dz.
a
Daca
lim F(u)

u-+b—0
existd gi este finitd, atunci spunem cd f este integrabild* pe [a, b) §i punem,
prin definijie, -

S f(#)dz = lim F(u).
u-+b—0

a

Despre integrala din stinga spunem cd este convergentd pe [a, b). Acest termen

este justificat aici de analogia care existd intre teoria seriilor numerice si

teoria integralei pe interval necompact, analogie pe care o vom desprinde

din insugi studiul acestei integrale. Dacd ]i:nOF(u) nu existd sau existd, dar
u->b—

nu este finitd, atunci spunem cd integrala din primul membru este divergentd.

Fie f o functie reald, definitd pe (a, b] si integrabili pe orice interval
compact continut in (e, b] (¢ finit sau —oo, & finit, ¢ < ). S& punem,
pentru a < u < b,

b
Fu) =S f(z)dz.

Daci
lim F(u)
u:a-i;o )
exist si este finit4, atunci spunem c¥ f este integrabili pe (a, 5] si punem,
prin definitie, )

b
S f(z)dz = lim F(a).
ate u-+a+0

! Dupi diversi autori: integrabild impropriu, integrabild in sens generalizat etc.
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Despre integrala din stinga spunem c# este convergentd pe (a, b]. Dacd f
nu este integrabild pe (a, b], spunem cd integrala este divergentd pe (a, b].
Fie f o funclie reald, definitd pe (a, b) si integrabild pe orice interval
compact confinut in (a, b) (e<b, agsid pot lua, eventual, valori mfzmte)
Dacd, pentru a < ¢ < b, lntegralele
c b—0
| ferde,  (1@)az ®)
a+0 e
sint amindoud convergente, atunci spunem cd f este integrabild pe (a, b), tar
integrala corespunzdtoare o notém

b—0 b
Sf(w)_dw sau Sf(x) dz

a+0 a

St spunem despre ea cd este convergentd. Punem, prin definitie,

b-0 c b—0
S f(z) dz = S f(z) dz + S () da.
a+0 a+0 c

Aceastd definitie este justificati de urmitoarele doui fapte:

1° Dac# integralele (3) converg pentru o anumiti valoare a lui ¢,
atunci ele converg pentru orice valoare a lui ¢, (¢ < ¢ < b);

2° Convergenta integralelor (3) este echivalenti cu existenfa si finitu-
dinea limitei

u -rb—~0 u’

Ca ilustrare, si considerim urmitorul exemplu:
Fie f definitd de

f(z) = m(—oo <z < +oo).

Am vizut, mai sus, cd integrala

S dz
1422
0

este convergentd (egalé cu -'25) Este ugor de vizut ci gi integrala

0

d=z
S 1+ 22




este convergentd (egalé cu %] , deci

este convergentd si egald cu =.

Vom rduta, in cele ce urmeazi, si obtinem o conditie necesard i sufi-
cientd pentru convergenta unei integrale, conditie care si nu angajeze in
mod explicit valoarea integralei. Deoarece convergenta unei integrale revine
la existenta i finitudinea limitei unei anumite functii, va fi suficient si
obtinem un analog, pentru functii, al criteriului de convergentd al lui Cauchy.

Criteriul lui Cauchy-Bolzano. Fie F o functie reald
definitd pe [a, b], (b finit sau co). Pentru. ca

lim F(z)
x>b—0
si existe gi si fie finitd este necesar gi suficient ca, fiind dat un ¢ > 0,
sd existe b, a < b, < b, astfel incit din b, < 2’ < 2” < b sid rezulte
|F(z") — F(z')] <e.

\

Demonstratie. Conditia este necesari. Fie
lim f(z) = A

x-+b—0

Existd deci, pentru ¢ >0, un &;, a < b, < b, astfel incit din 4 < x < b
sd rezulte |F(z) — A| < e. Fie atunci 2’ gi 2", astfel incit b, < 2’ < 2" <
< b. Avem deci

|F(z) — M <e, [F(a") — A <k,
prin urmare
|F(z") — F(z')] <|F(z") — x| + |2 — F(2')| < 2¢

si necesitatea conditiel este demonstraty luind b, = 5]

Conditia este suficientd. S# admitem c# are loc conditia din enunt si
sd considerim un sir {z,} care tinde la & dinspre stinga.  Existi deci, pentru
e >0, un N,, astfel incit din » > N, s rezulte b, < z, < b. Fie m > N,.
Avem [b, < 2, < b] deci in virtutea ipotezei rezulti:

|F(#m) — F(z)] <e.
Asadar, sirul {F(z,)} satisface criteriul de convergentd al lui Cauchy; existd
gi este finitd limita
lim F(zx,).
n->00
Fie A valoarea acestei limite. Suficienta conditiei va fi demonstrati de indati

ce vom ardta cd pentru un gir oarecare {y,}, tinzind la b dinspre stinga,
avem:

Iim F(y,) = A,
n->o%
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S¥ presupunem, prin reducere la absurd, cd
lim F(y,) = ¥,
n-+w

unde A’ 7= A Sirul 7, ¥y, «., Zn, Yn, .. tinde la b dinspre stinga, deci
sirul F(z,), F(yy), - F(@n), F(Yp)y ... are limitd finitd. Fie A" valoarea
acestei limite.

Deoarece un sir convergent are aceeagi limitd ca g§i oricare subsir al
sdu, iar girurile {F(z,)} si {F(y,)} sint subsiruri ale unui §ir a cdrui limitd
este A" rezultd cd A" = A = A". Contradictia obtinutd demonstreazi teorema.

Teorema 1. Fie f definiti pe [a, b) (b finit sau infinit) si integra-
bili pe orice interval compact confinut in [z, b). O condilie necesard
si suficientd pentru convergenta integralei

b—0 )

{ t(a) da

a

este urmiitoarea: fiecdirui ¢ > 0 fi corespunde un b, a < b, < b, astfel -
fneit din b, < 2’ < 2" < b sit rezulte

-

X

{ f() dz

x'

< &

Demonstratie. Este suficient si aplicim criteriul Cauchy-Bol-
zano functiei

x

Fw)=§ﬂnw

pe intervalul [a, b) si si observim cd
x'
F(z") — F(2') = S #(z) da.

x*

Fie f definitd pe [a, b) si integrabild pe orice interval compact continut in
{a, b). Vom spune ci integrala

b—0
{ rtz) dz

converge absolut dacd integrala
b=0
{17 dz
a

* este convergenti.



Teorema 2. Fie f definitd pe [a, b) si integrabild pe orice interval
compact continut in [a, ). Dacd integrala

b0

| 1) 4z

converge absolut, atunei ea este convergenti.

Demonstrafie. Conform teoremei 1 (necesitatea conditiei) apli-
cate integralei

5—0
S |7()) dz,

rezulty ci pentru ¢ > 0 existd b, a < b, < b, astfel incit din b, < 2’ <
< 2" < b sd rezulte

x*
S]f(x)ldx <e
insy
x* x*
Sf(w) da| < { If(a)] dz,
x x'

deci, aplicind din nou teorema 1 (suficienta condifiei), de astd dat¥ inte-
gralei

b—0

{ f(2) da,

a

rezulti cid aceasta este convergentd.

Observatii. Se gtie ci pe un interval compact integrabilitatea lui f
implicd integrabilitatea lui |f|, Insd nu gi reciproc. Teorema 2 stabilegte,
in ceea ce privegte integrabilitatea pe un interval necompact, o implicatie
inversi: din integrabilitatea lui |f| rezultd aceea a i f si, dupd cum vom
vedea ceva mai departe, reciproca nu este adevirati. Insi aceasta s-a sta-
bilit in ipoteza — esenfiald — ci f este integrabild pe orice interval compact
continut in [a, b).

Teorema 1, foarte importantd din punct de vedere teoretic, este mai
putin eficace in problema stabilirii convergentei unei integrale determinate.
Din acest motiv, s-au cdutat criterii care, fiind mai slabe din punct de
vedere teoretic, au in schimb calitatea de a putea fi verificate cu ugurinti
pentru o anumitd clasi de integrale. Vom da, in cele ce urmeazi, citeva
criterii de acest tip. Ele exprimd, toate, conditii suficiente dar nu gi nece-
sare — pentru ca o integrald si fie convergents.
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Teorema de comparatie. Fie 7 si ¢ doudl funclii reale, defi-
nite pe [a, b) (b finit sau infinit) si integrabile pe orice interval compact
continut in [q, ). Si presupunem ci, pentrue < = < b, avem 0 < f(z) <
< o(x) (4) si cii integrala '

b=0

Swmdx (5)

a
este convergenti. In aceste conditii, integrala
b—0
{ o) da (5)
a
este convergenti si valoarea ei nu depiiseste valoarea integralei (5).

Demonstratie. Fie a <u <b A doua inegalitate din (4) si
proprietatea de monotonie a integralei Riemann implici

Fu) = S f(z)dz < S o(2) da. (6)
Din 0 < o(z) rezulti
u b—0
S(p(x) dz < S o(z) dz. @)

Din (6), (7) si din convergenfa integralei (5) rezulti ci functia F este”
majoratd pe [a, b), iar din prima inegalitate din (&) rezulti ci F este
crescitoare pe [a, b). Asadar, existd gi este finitd limita

lim F(u)
u-+b—-0
si
b-0 b—-0
S f(z) dz < S o(z) da.

Corolar. Fie f si ¢ doud funefii reale, definite pe [a, b) (b finit sau
infinit) i integrabile pe orice interval compact confinut fn [a, b). S&
presupunem e¢#, pentru a < z < b, au loc inegalitifile (4) si ei inte-
grala (5') este divergenti. In aceste conditii, integrala (5) este divergenti.

Teorema de comparatie se bazeazd pe confruntarea a. doui integrale:
una despre care gtim ci este convergentd si alta a cirei naturi o cercetim.
Rezultd cd, pentru ca aceastd teoremid si-gi arate eficacitatea este nevoie
mai intii si cunoagtem unele functii care si joace rolul functiei ¢ (iar, daci
este vorba de aplicarea corolarului, este nevoie de cunoagterea unor functii
care si joace rolul lui f). In cele ce urmeazs, vom furniza o clasi de functii
care indeplinesc aceste cerinte.
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Teorema 3. Fie a > 0. Integrala

este convergenti pentru « > 1 gi divergenti pentru a<i.

Demonstratie. Avem:

F(u, u)=Si—x—
a

wl-® — g%

Inu —Inae, dacd a=1
_{ , daci a5+ 1

1 —«

deci

, dacd « >1

U

lim F(u, 1) = o, hm F(u, o) = {
oo , daci a< 1
gi teorema este stabilitd.

Teorema 4. Fie b >0, « > 0. Integrala

b
dz
x>
0+0

este convergentd pentru 0 < « < 1 si divergenti pentru « > 1.

Demonstratie. Avem

b llnb—lnu, daci a =1
F(u, o) = S bl=t — yl=x
uz ]—ﬁ—.dacaa#i OC>0
deci:
oo, dacd o >1
lim F(u, 1) = c0, lim F(u, ) =
u->0+0 u->0+0

gi teorema este demonstrati.

Aplicafii. Pentru z > 1 avem |sin z]| < 1, deci in baza teoremei de
comparatie §i a teoremei 3 rezultd cd integr ala

o«

S-'Ei—"—r—ldx

i
1
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este convergentd pentru orice « >1. In baza teoremei 2, rezulty ci si
integrala

este convergentd.
Pentru 0 < = < 1 avem |sin z| < 1, deci, in baza teoremei de compa-
{

. . % _x sin
ratie g1 a teoremei 4, rezultd cd integrala '—:—I dz este convergentd
X

040
pentru 0 < a« < 1.

Lem d. Fie [ definiti pe [a, b), (b finit sau infinit) §i integrahili pe
orice interval compact confinut in [a, b). Daci a < ¢ < b, atunci in-
tegralele

b—0 . b=3
| fmaa | 1ia) aa
a c
au aceeasi naturi, cu alte cuvinte sint amindou# convergente sau amin-
doui divergente.
Demonstratie. Si punem
u u [
F) ={ 5 dz, Gw)={1()dz, A = 1(a) da.
c

a a

Avem
F(u) = G(u) + A
deci limita
lim G(u)
u->b—-0
existd gi este finitd dac yi numai dacd limita
lim F(u)
u->b—0

existd i este finita.

Criteriul intrzral al lui Cauechy. Fie / o funciie reali,
. pozitivd si deseresciloure pe [a, oo), deci integrabili pe orice interval

compact eontfinut in {«, oo).

Fie p cel mai mic numir uatural pentru care a < p. In aceste conditi,

integrala

§f(x) dz
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gi seria
2 1) ~ ©

au aceeasi naturi, cu alte cuvinte sint amindoudi convergente sau amin-
dous divergente.

Demonstrafie. Fie n > p. Deoarece f este descresciitoare pe
intervalul [» — 1, n], marginea inferioard a lui f pe [n — 1, n] este f(n),
iar marginea superioary este f(» — 1). Tinind seama cd f este pozitivd gi
cd lungimea intervalului [ — 1, r] este egald cu 1, rezultd

fn) < S fa)dz < fn—1)  (n=p,p+1,.)
n—1 .

deci, pentru m > p.

m 4 m m—1
>t <\ t@ds< 3 fn—1)=3 fn). (10)
n=p+1 » n=p+1 n=p

S& presupunem c3 seria (9) este convergentd si fie A suma ei. Din faptul
ci f este pozitivd rezultd, in baza celei de-a doua inegalit&ti din (10), c&

m
S f(z)dz < A
p .
pentru orice numir natural m > p. De aici §i din faptul cd functia
Fla) = f(z) dz

p
este cresciitoare (ca urmare a faptului cd f este pozitivdl) rezultd ci limita
lim F(u)
U-» 0
existy §i este, finitd, deci integrala
Sf(x) dz (11)
p

este convergentd, deci, in baza lemei, si integrala (8) este convergentd.

S# presupunem acum ci integrala (8) este convergentd: rezultd, in baza
lemei, ci i integrala (11) este convergentd. Fie I valoarea acestei integrale.
In baza faptulul c# f este pozitivd, avem

,Snf(w) dz < I

p
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pentru orice numér natural m > p. De aici §i prima inegalitate din (10)
rezultd ci girul de termen general

m

Sm = 2 f(n) |
} n=p+1
este majorat, iar din faptul ci f este pozitivd rezultf c acelasi sir este
crescitor. Deci girul {s,} este convergent. Insi sirul {s,} este tocmai girul
de sume parfiale ale seriei (9), deci seria (9) este convergentd.

_Ezemple In baza teoremei 3 si a criteriului integral al lui Cauchy,
seria

1

n=1 n%

este convergentd pemtrn « >4 g§i divergenti pentru 0 < « < 1. Aceasty
serie, cunoscutd sub numele de seria lui Riemann sau seria armonicd genera-
lizatd, este o serie celebrd. Suma ei se noteaz§ cu {(«) si este numitd funcfia
G a lui Riemann. Proprietétile functiei sint strins legate de o problemi in
aparentd foarte depdrtatd de definitia acestei functii, §i anume problema
distributiei numerelor prime. Aplicatii dintre cele mai profunde ale analizei
matematice in teoria numerelor isi au originea in structura functiei Ca.
Cu exceptia teoremei 1, toate criteriile de convergent date pini aici se
referf la functii pozitive. Vom da acum ecriterii de convergentd pentru
integrale din functii de semn variabil. In stabilirea acestor criterii, un rol
de bazd il va avea teorema a doua de medie pentru integrala Riemann.

Teorema b. Fie f continui si g monotond pe [a, b) (b finit sau
infinit). S& presupunem ciix _l)ibn_log(:c) = 0 gi ci functia
F(u) = §f(x) do
este mirginiti pe [a, 5). in aces:e condifii, integrala
b-0
S f(z) g(=) d= (12)

a
este convergenti.

Demonstrafie. Fie a < u’ < u” < b. Integrala
u.
{7tz () da

indeplineste toate conditiile pentru a i se putea aplica formula a doua de
medie. Existd deci un numir &, u’ < £ < u”, astfel incit

u* g [T
S /() g(z) dz = g(u') S 1(z) dz + g(u”) S f(z) da,
1Y w 4
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f, fiind continud, admite o primitivd F pe [a, b). F este, evident, o functie
continus, deci mirginitd pe [u’, u].

Fie M astfel incit |F(z)] < M pentru u' < z < u”. Avem, in baza
formulei lui Leibniz-Newton,
3
{ 1) dz| = 1F @) — Fw)l <2,

u

S (%) do| = |F(a") — F(E)| <2M.
[4

Pe de alti parte, din faptul cd lim g(x) = 0 rezulti ci, fiind dat un ¢ >0

x-+b—0
existd un numir b, a < b, < b, astfel incit [g(z)| < e de indatd ce b, <
< x < b. Asadar, fiecirui ¢ >0 ii corespunde un b;, b, < z <'b, astfel
incit

-

Sﬂ@ﬂ@dw

w

g

Sﬂmdx

u

| f(a) dz

14

< |g@)]- + 1g(a")] <4&Me

de indatd ce b, < u’ < u” < b. In baza teoremei 1 (condifia este suficien-
t¥!l) integrala (12) este convergenta.

Observafii. Importanta teoremei 5 consti in faptul ci ea se aplici
in unele cazuri in care integrala converge, firi a fi absolut convergenta.
S& considerim, de exemplu, pentru « > 0, integralele

sin z cos x
S -;a—- Z, S dz.

z*
i

Punind f(z) = sin = sau cos z §i g(z) = é;, observim c¥ sint indeplinite

toate ipotezele din teorema 5, deci integralele sint convergente (pentru
« > 1, integralele sint chiar absolut convergente). Vom ardta c#, pentru
0 < « < 1, prima integrali de mai sus nu este absolut convergenti. Fie
mai intli « = 1. Trebule si ardtim cd integrala

S |sin | dz

x ’
1 .

este divergentd.
Avem |sin z| > sin?x = (1 — cos 2z)/2. Integrala

-]
1 —
S cos 2z dz
x
i
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este divergentd, deoarece integrala

(- -
Ef
¥
1
este divergent¥, iar integrala

-]

2
Scos xdx

T

este convergentd. Aplicind teorema de comparatie (sub aspectul divergentei),
rezultd divergenta integralei o A .

S-I—Si—n—’idx. -

x
i

Dacd acum considerim integrala

S 'i‘;‘-—”—' dz (13)
1

pentru 0 < « < 1, este suficient s¥ observim c&

|sin x| < |sin x|
z z*

pentru x > 1, deci, aplicind teorema de comparatie, rezultd ci integrala
(43) este divergentd pentru 0 < « < 1.
S4 considerdm acum aga-numitul sinus integral, adici integrala

o

S LL Y (14)

A
0

Deoarece functia de sub integrald poate fi prelungiti prin continuitate
in punctul 0 prin :

SZ g0,
Plz) =§ =
1, z=0

§i deoarece pentru 0 < u < co avem

rezultd cd natura integralei (14) este aceeasi ca si a integralei

% 3
sm x
S dz,
x
u

pentru z >0, deci integrala (14) este convergenti.
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Consideratiile de mai sus fac naturald urmitoarea definitie. Fie f o
functie reald definitd pe [a, b) i integrabild pe orice interval compact conjinut
in [a, b). Vom spune cd integrala

b+0
S fz)dz . (15)

a

este semiconvergentd dacd ea este convergenid, dar nu este absolut convergentd.
Integrala (14) este un exemplu de integrald semiconvergentd.

Teorema 6. Fie f definiti si continui pe [a, b), iar ¢ monotoni si
mirginiti pe [a, b). Si presupunem ci integrala (15) este convergenti.
In aceste conditii, integrala (12) este convergenti.

Demonstratie. Existd L astfel incit |g(x) | <L pentru e < z <
< b. Din convergenta integralei (15) rezultd, in baza teoremei 1 (necesitatea
conditieil), cX pentru ¢ > 0 existd b, ¢ < b, < b, astfel incit din b, < u <
< u”" < b sd rezulte

-

u

S f(z) dz| < e.

Aplicind, pe [#’, "], formula a doua de medie, obtinem

f(z) g(z) dz

’

u

3

<|g(u)]- }\

u*

Sf(:v) dz

3

+ 1@l < 2L,

ey 2

| fiz) dz

’

u

_ de indatd ce b, < ' < u” < b. Folosind din nou teorema 1 (suficienta con-
ditieil), de asti datd aplicatd integralei (12), rezultd teorema.

Observatii. Teoremele date in acest capitol se referd la intervale
necompacte de forma [a, b) (b finit sau infinit). Transpunerea rezultatelor
la intervale necompacte de alt tip nu pretinde nici o modificare esentiald
in enunturi sau in demonstratii, ci doar modificiri de detaliu.

Majoritatea notiunilor introduse gi a rezultatelor stabilite isi au un
analog in teoria seriilor numerice. Aga sint notiunile de integrald conver-
gentd, semiconvergentd, absolut convergentd, teorema de comparatie, teo-
remele 1, 2, 3, 5, 6. '

In tot acest capitol am studiat notiunea de integrald pe intervale des-
chise sau infinite la una sau ambele extremititi. Existd ins# cazuri in care
apar, in interiorul unui interval, puncte care impiedicé procesul de integrare.
S# considerim, de exemplu, pe intervalul [e, b], functia

fl@) = ——. (16)

r—2c
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Aceasta fnseamni ci ¢ & [a, b]..In caz contrar, functia f nu mai este defi-
nitd pe [a, ], ci doar pe [a, ¢) si pe (¢, b]. Putem prelungi functia f, in
aga fel incit s3 objinem o funcfie ¢ definity pe [a, b).

z ¢,

o, T =c.

?
r—2c

o(z) =

Insy, oricum am alege numirul o, functia ¢ este nemirginitd pe fie-
care dintre intervalele [a, c], [e, b]. Acest exemplu sugereazi urmétoarea
definitie: .

Fie'f definitd pe [a, 8], cu exceptia eventuali a unui punct ¢, a < ¢ <
< b. S& presupunem c& f este integrabild pe orice interval compact conti-
nut in [a, 4], dar necontinind punctul ¢. In aceste conditii spunem c§ in-
tegrala - '

b
{1(z) da ()
a
este convergentd daci integralele
c=0 b
jrade | 1@
a ¢+0

sint, amindoud, convergente.
Este ugor de vizut c& integrala

b

Sxd_”c (18)

este divergentd pentru ¢ < ¢ < .

Vom introduce acum o noud notiune de integrabilitate, mai generaly
decit cea obignuit¥ si care ne va permite s integram functia (16) pe [a, b].
Fie { definitd pe [a, b] cu exceptid eventuali a punctului ¢, a <e¢ < b.

S& presupunem cd f este integrabild pe orice interval compact confinut
in [a, b], dar care nu conjine pe c. Vom spune cd f este integrabild pe [a,

b] in sensul valorii principale dacd

gfg(c§uf(w) dz + f f() da)
u>0 a c+u

existd §i este finitd. Valoarea acestei limite se noteazd
b
v.p. Sf(x) d
a

§i se numegte integrala in sensul valorii principale a functiei f pe [a, b].
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Este clar ci din convergenfa (17) rezultd existenta ei in sensul valorii
principale, dar reciproca nu este adeviratd, dupd cum aratd urmitorul

Ezemplu.

wnd - b d b b
S z+S ¢ ehl=flthil=0n""l(e<e<b)
a -+ ’

z—c z-—c c—a 7 c—a
ctn

deci

b
dz b—c
v.p.S p— lnc_ -
a
Pe de alti parte, integrala (18) este divergentd.

Un alt mijloc de a trata o integrald pe un interval necompact este
furnizat de anumite teoreme generale din teoria integralei, ca: teorema de
integrare prin parfi, teorema de schimbare de variabild etc. Este necesar L
vedem in ce fel se transpun aceste teoreme la integrale pe interval necom-
pact. :

Teorema de integrare prinm pirfi. Fie / gi g doud
funetii derivabile, cu derivati eontinui pe intervalul necompact [a, b).
Si presupunem ci# limita

lim (f(s) g(a)) (19)
existd gi este finiti. Daci una dintre integralele
b—0 b—0
Sf(x)g’(w) da, Sg(x)f'(x) da. (20)

epte convergentd, atunei si cealalt integrali din (20) este convergenti
51 :

-0 b—0

{ 101e'(@) do = lim fa)eta) — flolgla) — § eta)r(@) dz.

a a

Demonstrafie. Fie b’ astfel incit a < b’ < b. Deoarece intervalul
[a, b'] este compact §i continut in [a, D), iar f si g au derivatd continud
pe [a, b'], putem aplica pe [a, b"] teorema de integrare prin pérti pentru
integrala Riemann

b b
S f(2)g'(z) dz = f(")g(b") — f(a)g(a) — S g(z)f"(x) da. (21)

S& presupunem c3 a doua integrald din (20) este convergentd. Tinind seama
de existenta si finitudinea limitei (19), rezulti ci membrul al doilea din
(21) are limitd finity pentru b’ — b, deci si primul membru din (21) are
limit¥ finitd pentru b’ — b.
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54 presupunem acum c¥ prima integral¥ din (20) este convergents. In
acest caz, tinind seama de existenfa si finitudinea limitei (19), rezultd ci
primul membru din relaia

b b
Sf(w)g’(x) dz — (3)2(t") + f(a)g(a) = — Sg(w)f'(x) dz (22)

are limitd finitd pentru b’ — b, deci i al doilea membru din (22) are limity
finitd pentru ' — b si teorema este demonstraty gi in acest caz.

Observatii. Teorema se transpune cu ugurin{d pentru intervale
necompacte de tipul (a, b] sau (a, 3).

Uneori, se intimpli ca una dintre integralele (20) sd conveargd in mod
banal, cu alte cuvinte si existe chiar pe intervalul compact [a, 5]. In acest
caz, calculul integralei pe interval necompact se reduce, prin teorema de
mai sus, la calculul unei integrale obignuite. Un exemplu in acest sens va
fi dat mai jos.

In sfirgit, trebuie si observim cd, uneori, nici una dintre integralele
(20) nu se poate calcula cu usurinti. In acest caz, renuntdm si mai aplicim
formula de integrare prin pirti, folosind doar partea calitativi a teoremei,
anume stabilim convergenta uneia dintre integralele (20) in ipoteza ci ne
sint date, convergenta celeilalte integrale din (20), precum s existenta si
finitudinea limitei (19).

Ezemplu. 2) Si stabilim natura integralei *

E

In sin z dz.
0

+ ey 20

0
Sd punem f(z) = In sin z, g(z) = z. Avem, pentru 0 < z < %,
Ccost

™

7
Insin#di ="lnsin® — xlnsin:c—St_—dt.
2 2 sint
: x

LA YO

Aplicind o teoremd de tip Hospital, avem
lim (2 In sin 2) = lim(l“ﬂ) = lim ((——3—-] (2 cos a:)] =0.
x-+0

x>0 1 sin z

2

Pe de alt¥ parte,

A
existi §i este finitd, deoarece
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deci, punind

E"é, daci z € [0,3],9:#0:

o(z) =
1, daci z=0,

integrala

o(z) dz

Ol 0| 3

existi ca integraly Riemann i

o(2)dz=

OL’ﬁplu
‘-""‘Nlﬁ

t
L ar. (23)
040 tg ¢

Sint deci indeplinite toate conditiile pentru aplicarea teoremei de mai sus.
Integrala consideratd este convergentd. in ceea ce privegte insi aplicarea
formulei de integrare prin pirti, aceasta nu ne permite stabilirea valorii
integralei considerate, deoarece nu putem calcula, cel putin pe o cale simpld,
integrala (23).

Teorema de schimbare de variabild. Fie / continud
pe [a, b) si fie ¢ strict cresciitoare, derivabili, cu derivati continui pe
[«, B). S& presupunem ed ¢(a) = a i

lim ¢(t) = . (24)
In aceste condifii, daci upna dintre integralele
b—0 8—0
{ 102 da, § town-9' 2t (25)
a o
este eonvergenti, atunci gi cealalti integrald din (25), este convergentd
gi cele doud integrale sint egale: .
b=—0 g=0
| 1) 4z = { fo) -0 ar (26)

Demonstratie. Functia ¢, fiind strict crescitoare gi continud pe
[«, P], este inversabily, iar inversa ei ¢! este continui pe [a, b). Fie b’
astfel incit @ < b’ < b gi fie B’ = ¢71(}’). Avem « < B’ < B. Pe intervalul
compact [a, 4] sint indeplinite toate condifiille pentru a aplica una dintre
teoremele de schimbare de variabili la integrala Riemann; obtinem

Ny -
{t@) 4z = fo@re) at. (@7)
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S& presupunem c¥ prima integraly din (25) este convergenti. Rezulty
cd primul membru din (27) are limitd finitd cind 3’ — 5. Tinind seama
de (24), rezult§ c¥ al doilea membru din (27) are limit# finitd cind B’ — B;
integrala a doua din (25) este deci convergentd gi are loc relatia (26), obti-
nutd din (27) prin trecere la limiti.

S& presupunem acum ci a doua integrali din (25) este convergenti.
Rezultd ci al doilea membru din (27) are limit3 finiti cind B’ — B; insd
din (24) si din proprietitile functiilor ¢ §i o~1 rezulti cj

Lim ?'-l(x) = B,
x=>b }

deci primul membru din (27) sre limité cind b’ — . Prima integral din
1(251)1, este astfel, convergentd, si relatia (26) se obtine din (27), prin trecere
a limit4.

Observatii. Teorema se transpune cu usurintd pentru intervale
necompacte de tipul (a, 5] sau (a, ). »

Uneori, se intimpld ca una dintre integralele (25) s& conveargd in mod
banal, cu alte cuvinte s§ existe chiar pe intervalul compact [a, 8], respectiv
[, B]. In acest caz, calculul integralei pe interval necompact se reduce,
prin teorema de mai sus, la calculul unei integrale obignuite. Un exemplu
in acest sens va fi dat mai jos.

Eficacitatea teoremei de schimbare de variabily depinde de alegerea
judicioas# a functiei g,

Exemple 1) Ne propunem sd stabilim natura integralei
S sin z%dz. (28)
0 i '
S lum a=a =0, b =P = oo. Fie ¢(t) = |/ 7. Functia ¢ indeplineste,
pe [0, oo), toate condifiile din teorema de schimbare de variabili. Luind

f(z) = sin 2%, convergenta integralei (28) va rezulta de indatdi ce vom reusi
sd stabilim convergenta integralei '

sin ¢
——dt 29
{7 (29)
0
§i vom avea:
S sin 2?dz = L S(j-‘iﬂ__f dz.
2 YVt
0 : b
Ins{ am vizut, in cursul acestui capitol, ci integrala
. S sin z dz
z(l

i

este convergentd pentru orice « > 0. Cum, pe de alti parte, func}ia de sub
integrala (29) se poate prelungi prin continuitate pe intervalul [0, 1], rezulty
cd integrala (29) este convergentd, deci si integrala (28) este convergentd.
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Pe o cale asemin#toare se aratd ci gi integrala

S cos z2dz (30)
? ,

este convergenti.

Integralele (28) si (30) prezintd o deosebiti insemnitate in fizicd; ele
sint aga-numitele integrale ale lui A. J. Fresnel. Stabilirea naturii lor este
interesantd si din punct de vedere matematic, deoarece primitivele func-
tiilor sin %2 §i cos z? (primitive a c¥ror existen{d este asiguratd de con-
tinuitatea acestor funcfi) nu se pot exprima pe cale elementard.

2) Sé stabilim natura integralei
b

dz
S Viz—ab—a) - 6D

Si luim q(f) = acostt + bsin?t, « = 0, B =l2°'-. Punind f(z) =
= 1/)/ (= — a) (b — %), integrala

8 5
Sf(«p(t))-(p'(t) dt =2 Sdt
L 0

este in mod banal convergentd fiind chiar integrald pe interval compact

(egald cu =). Deci, integrala (31) este §i ea convergentd, iar valoarea ei
este m. o .

Un nou exemplu de integrald semiconvergentd. Iati incd un exemplu
de integrald convergentd care nu este gi absolut convergentd: Pe segmentul

[i — 1, i] ca baz¥, s construim un triunghi isoscel T;, de arie i , cu virful

12
in sus sau in jos, dupd cum i este impar sau par. Multimea laturilor egale
ale triunghiurilor :
Ty, Tyy Ty ... T

ir

constituie graficul unei functii f continue pentru z >0. Vom ardfa ci
integrala

-
§ f(z)da

este convergent, in timp ce integrala

S If(2)| d=

0
" este divergentd, Fie X un numir pozitiv gi

i — 1 = E(X) = partea integrald a lui X.
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Dacé i este par, putem scrie
i x i-1

{1(2) 4z <(tta) dz < S f(2) dz.
0 0 0

Dacy i este impar, avem inegalititile contrarii
' i—1 x i

| 1) 42 < 1(0) dz < f(a) o
0 0 0

Dar:
i—1

1) dz = g: (—1p-i2

0
Cind X — oo, atunci ¢ = oo, iar

(T =2,
i
deci:

S {(z)dz = In2.
[}

Pe de altd parte, este ugor de vizut ci

i—1 1 x i 1
§‘¥<§lf(x)|dz<&—k-,
deci integrala

{ 17t d
0
este divergentd.
0 neconcordan{i intre serii §i integrale. Se stie ci din convergenta se-
QQ

riei 21 a, rezulti ci lim a, — 0. Este natural si ne intrebim daci o pro-

n->o0
priet?ate analoagd are loc la integrale.
Rispunsul este negativ. Se pot da exemple de functii f care nu tind
citre zero pentru x — oo gi totusi integrala

L

‘ S f(x) dz

0

este convergenti. Iati un astfel de exemplu. Pe semidreapta numerelor
reale pozitive sd considerim punctele

H = 0, Hl’ Hz, eoey Hn, .or
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* unde
Hy=1 4343+t
n

Pe segmentul (H;,, H;), ca bazi, vom construi triunghiul isoscel T},
de inaltime 2, cu virful in jos sau in sus, dupd cum i este par sau impar.
Laturile egale ale triunghiurilor T; constituie graficul unei functii f, care,
in mod vizibil, nu tinde citre zero cind z — oo si pentru care, totusi,
integrala , :

{ 7tz dz
d
este convergenti. Se constatd, dealtfel, cu ugurintd, cd valoarea acestei
integrale este egald cu In 2.
Trebuie s ne ferim si tragem din acest exemplu concluzia gresitd cd
integrala precedents ar putea fi convergent¥ in cazul cind f nu tinde citre
zero, dar tinde citre o limitd A == 0. Se poate arita imediat cd daci

lim f(z) = A,

X-> oo

atunci, pentru ca integrala
{ 1() dz
]

s3 fie convergentd, este necesar si avem A = 0.
intr-adevir, formula mediei ne di

-
Sf(x) de = (X" — X)),
M

w fiind un numir cuprins intre cele doud margini ale lui / in intervalul
[ X', X”). Dar daci X’ — oo, . — A. Si presupunem A £ 0. Numiirul ¢ >0
fiind dat, se poate determina numdrul pozitiv R, astfel incit, pentru
X' > R, s avem |p — A] <e. Atunci

X'

Sf(x)dx< A4

X

1
A—e <
X -X

sau -
| S #(z) dz — MX" — X’)I <e
xl
Aceast¥ inegalitate ne aratd cd integrala
x

S #(z) dz

X
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nu poate tinde ciitre zero pentru X’ — oo, deci integrala
' [
{ 1) as
a

este divergentd. o

Alte exemple. I ntegrala

b
S L _sin —1 dz, (0 <e<?2),
( a—=z

z — a)2-¢

este convergentd. Intr-adevir, si punem

Blo) = (v —aP,  g(o) = ——oin 2.

Avem
, ,
G(X) = Sg(:z:) dz = cosb ! —cos—1,
X

deci
16(X)] < 2,

oricare ar fi X in intervalul (a, b]. Pe de alti parte, B este o func}ie cres-
citoare pozitivd §i B(a) = 0. Sintem deci In conditiile de aplicare a teore-
mei 5 i integrala datd este convergent.

Seria

n=1 n-lnn
este divergentd.
Intr-adevir,

@

S 92 o JimInlnz = +oo.

zdogz  xeo :
1,

Integrala

dz,

§ P(z)
J V 1R(z)]

unde P(z) si R(z) sint polinoame, ultimul avind numai rdddcini simple, este
convergentd dacdé r > 2(p + 1), unde r este gradul lui R(z), iar P este gradul
lui P(z).
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Intr-adevir, si
reald a polinomului

presupunem « mai mic decit cea mai mici riddcind
R(z) i fie p un numér mai mare decit cea mai mare

raddcind a acestui polinom. Putem scrie

;

_H
V11

X
P{z)

V1R(z)

z)
R(z) |

P(z)
| R(z)|

8
da:=S

-3

Fie a o ridéciné a ecuatiei R(z) = 0. Intr-un interval care confine

numai aceastd rddic

deci integrala

in&, putem scrie

Plg) _ _ olo) |
VTR(z)| Viz— aj

|

a

P(z)
VTR(z)]

este convergenti. Pe de altd parte, pentru z > B, putem scrie

Prin urmare, daci r > 2(p + 1), integrala d
presupunem r < 2(p +
riti de zero, a lui ¢(z),

Pla) _ _ola)
VIR 1 _,
x?.

ati este convergentd. Si
1) si si insemndm cu m marginea inferioard, dife-

pentru z = 8. Atunci
x x

Sf(a:)dx >mS -

=P
B B 2

dz

Prin urmare, integrala este divergentd dacd r < 2(p + 1).

- Dacd integralele

S f(2) dz,

)

g(z) dz

- sint convergente, integrala

S [f(2) + g(2)] d=

a

este convergentd §i avem

[ t@ + g@n ds —{ fle) 4z +

74

§ g(z) dz.



Intr-adevir, oricare ar fi X, avem

X X X
@) + g2 do = { (@) da + { g(2) d.

Este suficient si observim ¢ membrul al doilea are o limitd finiti
pentru X - oo. ‘

Aceastd proprietate corespunde urmitoarei proprietdti din teoria seriilor:
suma a doud serii convergente este o serie convergenta.

Integrala
+o0
S e~ dz
-0
este convergentd.

Functia f(z) = e~*" este pari. Este suficient si ardtdm, prin urmare,
cd integrala ‘

§ e~ da

este convergentd. Dar, prin aplicarea regulii lui Hospital, se verific§ ime-
diat c¥ produsul 2=-e¢-=' tinde citre zero pentru x — oo, oricare ar fi
o > 1.

Dacé f(z) tinde cdtre o limitd finitd \ pentru z - oo $t dacd integrala

L

S I7(2)| dz

a

este convergentd, atunci §i integrala
a0
S"f"(a:)‘dxi-: ;
a -

este convergentd.

In mod necesar, A = 0. Atunci, numirul ¢ > 0, fiind dat, exist§ numi-
rul pozitiv R(e), astfel incit si avem, pentru z > R(e).

I7(z)| <e.
Dacid luim ¢ < 1, atunci

A=) <|f(2)l,

de unde
X’ X* .
5 f(2) de < S i7(2)| dz,
X x ,

75



indatd ce
X' > R(e).

Dacé f(x) si g(z) tind cdtre limite determinate i finite pentru Z — oo §i
dacé integralele

§|f(w)l dz, §°Ig(«'0)l dz

sint convergente, atunci integrala
| 1) - &2) do
a

este convergentd.

Din identitatea f-g= %[(f + 8?2 — (f — 23,
deducem

Ifel < ¢+ 8° + (F — 9.

Din |f —l—gl <] + gl si din aphcarea unui rezultat de mai sus,
deducem c¥ integralele

5 It + &)l dz, S It — gl dw
a a

sint convergente. Aplicind rezultatul precedent, deducem c# integralele
§ ¢ +erds, § (¢~ gras

sint convergente. Din inegalitatea de mai sus rezulti convergenta integralei
date.
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Capitolul V
INTEGRALE CU PARAMETRI

Fie I =[a, b] un interval compact unidimensional si J o mulfime de
numere reale. Fie f o functie reald definitd pe J X J. Daci functia partial3
a lui f in raport cu z(a < z < b) este integrabili pe [a, b], oricare ar fi
yEJ, atunci are sens si considerdm functia F definiti pe J prin urmi-
toarea lege:

b

F(t) = S f(z, t)dz. 1)

a

In cele ce urmeazd, vom ciuta si stabilim legitura care exist§ intre
structura lui f §i structura lui ¥, mai precis in ce conditii §i in ce fel proprie-
titile lui f se transmit lui F. Aceastd problemd este strins legatd de o altd
problemd, si anume: in ce condifii operatiile de trecere la limitd, de deri-
vare, de integrare sint permutabile cu operatia de integrare din (1), cu
alte cuvinte in ce conditii limita integralei este egald cu integrala limitei etc.
Un caz particular al acestei probleme, referitor la cazul in care J este multi-
mea numerelor naturale, a fost considerat in volumul intii. Anume, s-a
stabilit cd dacd sirul {f(z, n)} converge uniform pe [a, b] §i fiecare functie
din gir este continud pe [a, 0], atunci functia limitd f este continuid pe [a, b] si

b b

lim S {(z, n)dz = S f(z)da. @)

n->oo
a a
Acest rezultat ne di de binuit cd in cercetarea pe care o vom face va fi
nevoie de un echivalent pentru functii al notiunii de convergenti uniforma.
Vom incepe prin a da un prim echivalent al ei.
Fie f definitd pe I X J, ¢, in una din situatiile: 2,€ J, ¢, = sup J (even-
tual, ¢y = + o). Sd presupunem cid existd si este finit¥ limita

(p(&') = tlill? f(x: t)° (3)
t<ty,

1 Se poate arita ci aceastd teoremi riimine adeviratd daci se inlocuieste, in enunful
ei, cuvintul ,continui* prin cuvintul ,integrabild“.
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Aceasta tnseamnd c3 pentru ¢ >0 existd ¢'(e, ) >0, ¢'€ J, astfel incit din
d(e, ) <t <ty si rezulte |f(z, t) — @(x)| < e. Dacd peniru fiecare ¢ >0
existd un numdr ¢'(c) independent de x §i astfel incit ¢'(e) <t <t, §i xEl
sd rezulte |f(z,t) — o(x)| < ¢, atunci spunem cé f(z,t) tinde uniform dinspre
stinga, in punctul t,, cdtre funciia ¢(x) sau cd limita (3) este uniformd.

In mod similar se definegte ce inseamn¥ ci f(x, t) tinde uniform dinspre
dreapta in t, = inf. J (eventual ¢{, = — o0), cdtre o functie §(z). Daci f(z, ¢)
tinde uniform in t,€J, atit din stinga cit §i din dreapta, cdtre (), atunci
spunem cé f(x,t) tinde uniform, in ty€ J, cdtre funcfia o(z).

Teorema 1. Fie f definitd pe I X J, t, = sup.J. S presupunem e
limita (3) existd, este finitd si uniformi. Atunci, pentru orice sir {t,}
(t.EJ, n=1, 2,...) tinzind din stinga citre z,, girul {f(z,?,)} converge
uniform, pe I, ciitre ¢(z).

Demonstrafie. Fie {t,} un sir cu proprietdjile din enunt i fie ¢'(c)
cu semnificatia din definifia limitei uniforme la stinga. Existd un numir
natural N(e), astfel incit din n > N(c) sd rezulte ¢'(e) < ¢, < ¢, deci, in
baza uniformitidtii limitei (3), avem, pentru orice z€ I, |f(=, t,) — ¢(z)] < e.
Din faptul ci N este, aici, in mod evident, independent de z, rezulti ci
girul f(z,t,) converge uniform pe I, citre ¢(z).

Observatie Teoreme similare se pot da pentru cazul 2,EJ, cit gi
pentru limita uniformd la dreapta gi pentru limita uniforms.

Teorema 2. Fie f definiti pe / x J. Si presupunem ci integrala
(1) existd pentru orice :c J, exceptind eventual punctul ¢,, si ci limita
(3) existit, este finitd gi uniformi. In aceste conditii, ¢ este integrabila
pe I. Dacd, in plus, functia parfiald a lui f in raport en z este continui
pe I pentru orice :c J, atuneci ¢ este continui pe I.

Demonstr ua:]g ie. Fie {t,} un gir care tinde la ¢, dinspre stinga. Con-
form teoremei 1, girul {f(z, ¢,)} converge uniform citre ¢(z). Ins¥, dupd cum
se gtie din volumul intfi, atit integrabilitatea cit si continuitatea se pis-
treazd prin convergeni{d uniformi. :

In mod analog se procedeazi pentru limita uniform# la dreapta sau
bilaterald.

Teorema 3. Fie f definiti gi continud pe I x J, I =[q, 5]. Funetia
F, definitd de (1), este continud pe J.
Demonstratie. Fie {,&J. Avem

b

\F@) — Fto)|< If(@: 1) — (2, t0)] da. ®

a
Din continuitatea lui f pe J X J gi din compacitatea lui I si J, deci a lui
I x J, rezultd cé f este uniform continud pe I x J, deci pentru ¢ > 0 existy

() >0, astfel tnctt din [¢' — t| < n(e), | 2" — 2"| < n(e) s¥ rezulte |f(2"t") —
— (@ t) ]| <e S& lndm 2’ = 2" =z, t" =1, t' =1t,. Rezulti c¥, pentru
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orice z, |f(z,t) — f(z, )] < € de indatd ce [z — t,| < n(c). Avem deci, pentru
[t — | <),

b

itz 0 — 1@t do < 6 —a)e

a
gi, tinind seama de (4), din |t — ¢y| < 7(c) rezultd
|F(t) — F(t)| < (b — a)e,

cu alte cuvinte F este continui in f,. Deoarece ¢, a fost ales la intimplare
in J, rezulti cd F este continud pe J..

Teorema 4. Fie f detinits pe Ix J. Si presupunem e¢i integrala
(1) existi pentru orice :E J, excepiind eventual ¢t = f,, si ci limita (3)
existd gi este finitd §i uniforma in raport cu 2. In aceste condifii avem

b b b
Jim 70 = lim, {165 00 = (im, fs,0) do = J et

Demonstratie. In baza teoremei 2, ¢ este integrabild pe [a, )]
deci ultimele dou# integrale au sens. Prima integraly are gi ea sens, prin
ipotezd. : .

Avem

|§f(x, t)ds — § o(z) da | = |§tf(x, t) — ¢(a)] da |<§ |f(2, ) — o(a)| da.  (5)

In baza uniformititii limitei (3), existd, pentru ¢ >0, un ¢'(c) < £,, astfel
incit din ¢'(c) < t < ¢, s# rezulte, pentru orice z,|f(z,?) — o(z)| < ¢, deci,
in baza lui (5), o

Ilgf(x, t)dz —§ o(z) dz | <.e(b —a), -

a

de indatd ce ¢'(c) <t <, Teorema este.astfel demonstrati.

Observatii. Teoreme aseminitoare teoremei 4 se pot da pentru
cazurile in care limita (3) este inlocuitd cu limita uniformi la dreapta sau
cu limita uniform#. In ultimul caz, se ia obligatoriu z,& J.

Teorema b. Fie f definiti si continui pe J x J (I gi J compacte).

Si presupunem ec# derivata %f— existX gi este continui in 7 x J. In aceste

conditii, funefia (1) este derivabild pe J si derivata este datd de

b
) =2
F@)= Sat dz
a

(formula lui Leibniz). F'() este continui pe J.
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Demonstrafie. Fief,cJ. Avem

Fio) — Flt) _ §f(z, 0= flo ) g,
t—1, t—t, )

a

Sd introducem urméitoarea functie auxiliary, definit pe I x J:

flz, 9) — flz, &) dac¥ ¢ + 1,

=10
q’(x, t) = o
5)(52, to), dacﬁ t = too
Tinind seama de continuitatea functiei / §i a functiei g pe IX J, re-
zultd cd ¢ este continuX pe I X J. In baza teoremei 3, rezulti ci functia
b
G(t) = S o(z, t) dz
a
este continuid pe J, deci -

lim G(t) = l{gﬁ o(z,t)dz = S o(z, ty)dz = § [a—fJ' daz.

>

i1, t ot (x, t)
a a

Insi pentru 2=~ ¢, avem G(t) = w@, deci

,, |
lim =P (@) g5 p

t->, t—1t at,(x, t)
a

In sfirgit, s4 observim c, in baza continuititii funct,ieigt’:pe I XJgi fo-

losind teorema 3, rezultd ci F'(f) este continug pe J gi teorema este, astfel,
complet demonstrati.

Ezemplu. Fie pentru 0 < ¢ < oo, funcia
b

dz
F(t) =S PRt
0
Functia
f (z,t) = o _:_ =

este continud pe [0, 5] X J, oricare ar fi intervalul compact J continut in
(0, o0). Derivata partiald

of _ _  u

ot (x? 4 12)2
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este continud pe [0, 5] X J, deci, in baza teoremei 5, F este derivabili

pe J si

b
T 2tdx
, F(t)=ﬂ§(z’+ﬂ)z

pentru t€J; insd J este un interval compact arbitrar, confinut in (0, co),
deci F este derivabild pe (0, oo) i derivata este dati de expresia de mai sus.

Teorema 6. Fie f continud pe I X J (I =[a,d], J =[c, d]). Avem

b d d b
f(§en e at)as = ({10 dz) at,

Dexﬂonstra(:ie. S#& punem

D(z) = m f(z, 1) dt) dz,

U(z) =zg|§f (z, 1) da:) at.

Totul revine la' a ardta ci ®(d) = {(d). Principiul demonstratiei va fi
urmétorul: vom demonstra ¢& @ si ¢ sint derivabile pe J si ®'(z) = ¢'(z),
pentru orice z€ J, de unde va rezulta c¢i @ gi ¢ difers printr-o functie con-
stantd. Apoi vom ardta ci aceastd constanti este nuli.

Din continuitatea lui f pe J X J rezults, in baza teoremei 3, ci functia
definitd de (1) este continui pe J; de aici, in baza unei teoreme bine cu-
noscute din teoria integralei Riemann, rezultd ci ¢ este derivabili pe J gi

b

$'(s) = S /(z, 2) dz.
S4 punem

ol 3) = | f(z, 1ar.

Din continuitatea functiei f rezulti ci ¢ este derivabild in raport cu z i
2 — f(a,2),
2

deci derivata este la rindul ei continui pe I X J. Dar atunci, in baza teo-
remei 5 i {inind seama de definifia functiei ®, rezult§ ci @ este derivabili
e J si
p § ) )
@'(z) =S 22 iz = f (2, 2)dz,
'z
a a
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deci @’(z) = ¢'(z) pentru orice zEJ. Rezultd existenta unei constante A
cu proprietatea ®(z) = {(z) + A pentru orice z& J. Cum insi avem, evident,
®(c) = Y(c) = 0, rezultd c& A =0, deci P(z) = ¢(z) pentru z£J. In parti-
_cular, ®(d) = {(d) §i teorema este complet demonstraté.

Ezemplu. Fie f(x,t) = ' consideratd pe [0,1] X [a, b], unde 0 <
6< a < b. { este, evident, continug pe [0, 1] X [a, b], deci, in baza teoremei
, avem

b 1 1 b
tdx |dt = ¢ :
§(§x x) t §(§x dt)da:
In stinga se obtine
‘S de =]n1+b,
14+t 14 a

a

iar in dreapta se obtine

deci

1

Smb—zad;;=ln1+b.
Inz . 1+ a

Pind acum ne-am limitat la cazul in care parametrul ¢ apare numai in
expresia functiei .care se integreazi. Acum vom considera integrale in care
parametrul apare atit in expresia functiei care se integreazi cft gi la limitele
de integrare. Vom studia, pentru astfel de integrale, conditii de continuitate
gi conditii de derivabilitate.

Fie f definitd pe I X J (I =[a,0], J =, d]). S& presupunem cd func-
tiile partiale ale lui f in raport cu z sint, toate, integrabile pe [a, b]. Fie
a i b doud functii definite pe J i cu valori in I. fn aceste condifii, integrala

b(t)
F(t) = S {(z, t) dz (6)
a(t)

are sens pentru orice t&J. - g ~
fn cele ce urmeazi vom utiliza urmitoarea identitate, a cérei verificare

o lis¥m pe seama cititorului:
bt b(to) ()] a(t)

F(t) = S f(z, 1) dz = S f(z,t) dz+ S (2, 2)dz — S f(z, 1) dz,  (7)

a(t) a(ta) ‘ buto) a(te)

pentru orice pereche de valori t€J, t,E J.
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Teorema 7. Fie f continni pe I X J (I =[a,d], J = [c, d]), iar @ gi b
doud functii continue pe J si eu valori in J. In aceste conditii, funcfia
definiti de (6) este continui pe J.

Demonstratie. Fie ,cJ. In baza continuit¥fii functiei f(z,t) pe
I x J rezulty folosind teorema 3, ¢ prima integrald din membrul al doilea
din (7) tinde cétre F(f) cind ¢ — #,. In ceea ce priveste celelalte doui in-
tegrale din (7), se vede ugor ci ele tind la zero cind ¢ — 0. Intr-adevir, in
baza teoremei de medie existd o valoare intermediari £,, astfel incit

b)
§ fa0) do = 1b0e) — b0 - 154, 1),
b(to)

de unde, in baza continuititii functiei b in ¢, rezults ci integrala tinde la

zero. Un procedeu analog se aplicy g1 ultimei integrale din membrul al doilea
din (7), folosind de astd datd continuitatea lui ¢ in #,. Agadar :

lim F(1) = F(t).

Cum 7, este un punct oarecare din J, rezult§ ci F este continui in J.

Teorema 8. Fie f continud pe / X J (I =][a,b], J = [¢,d)), iar
a gi b doudt functii derivabile pe J gi cu valori in 7. S3 presupunem e
f admite, pe I X J, derivati partiald in raport cu ¢ continui. In aceste
condifii, funcfia definits de (6) este derivabili pe J si

b(to)

Fe = (2 32 +(5), 106, 00 —(%) -t w)
a(to)

pentra f,cJ.’

Demonstratie. Avem, in baza identitatii (7),

b(toy b() ait)
F(t) — F(t) = | flz, t) — fl=, t) dz + 1 i f(z,t)dz — 1 f(z, ) dz.
t—h G(S‘o) t—h ik b(se) t=t G(Sfo)

Prima integrald are limite fixe, deci, aplicind teorema 5 functiei

b(to)
H(t) = S 1(z, 1) dz,
a(t,)

obfinem
b(to) flz, 1) — flz, t) b(to) of
, 1 z, - I\, —_ et .
H'(ty) = tl_lg.l S t— 1, dz S (a:_ (=, 1) dz ©

Lo, a(to;
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Mai departe, in baza teoremei de medie aplicate celei de-a doua integrale
din (8), existd o valoare intermediard £, cu proprietatea

b(t)
- | fmnde =22 g,
-5 t—1
b{t) ;
gi, folosind derivabilitatea lui & in ¢y §i continuitatea lui f, rezultd
. §

b(t)
| flmndo=(Z) -1t ). (10)

()

in mod analog (aplicind teorema de medie ultimei integrale din (8) si folo-
sind derivabilitatea lui « in ¢, §i din nou continuitatea lui f) se aratd c&

a(t)
da .
(S 1o )ds = (%), fatto), &) (1)

Din (8), (9), (10) si (11) rezultd formula din enunf.

Ezemplu. Fie ¢ o functie reald continui pe [a,d]. S& considerim
functia

lim
>ty t— 1

lim
t—)‘o t— co

|-

t
olt) = S () sin k(t — 7) da.

Functia f(z,t) = {(z) sin k(t — x) este continud pe [a,d] X J, J fiind un
interval compact arbitrar, continut in (—co, oo). Derivata parfiald

g—f = k{(x) cos k(t — x)

este continui pe [a, b] X J. Functia b(¢) = ¢ este derivabild pe J, deci toate .
conditiile pentru aplicarea teoremei 8 sint indeplinite. Avem

¢ t
o'(t) = .:: Skq;(:c) cos k(t — ) da + % (t) sin k(t —1) = S¢(x) cos k(t—z) d.
Aplicind teorema 8 ultimei integrale objinute, géisim
t
?(t) = — k{ $(a) sin kit — 2) dz + $(0) cos ks — ) = — Ke(t) + 400

Vom considera acum o functie f definiti pe I X J, unde I este un
interval necompact .— pentru a fixa ideile, il vom presupune de forma
[a,b) — iar J este un interval compact, fie el [c, d]. Presupunind ci in-
tegrala

b-0

F(t) = S f(z,t) dz (12)

a
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este convergentd pentru orice valoare a lui :t€J, ne propunem si dim
conditii de continuitate si de derivabilitate pentru F. In formularea acestor
conditii, un rol fundamental il va avea notiunea de convergentd uniformi
a unei integrale cu parametru pe un interval necompact, nofiune pe care o
vom defini in cele ce urmeazi.

Convergenta integralei (12) pentru orice valoare a lui ¢t&J revine la
urmitoarea situatie: fiind date un numdir € >0 gi un numir (€ J, existd
un numir c(e,t), astfel incit a < e(e,t) < b 8i, din ¢(e, t) < 2’ < b, rezultd

-
| F(t) — Sf(x, 1) dxl <e (13)

a .

Dacd, in formularea de mai sus, se poate asigura independenia de t a lui
(e, t), cu alte cuvinte dacd, peniru € >0, existd c(c), astfel incit a < c(c) <b,
$i din ¢(e) < &' < b rezultd, peniru orice tE J, inegalitatea (13), atunci spunem
cd integrala (12) converge, pe [a, bl, uniform in raport cu t< J.

Notiunea de ,integrald cu parametru pe interval necompact® prezinti
o analogie cu nofiunea de serie de funcfii, tot aga cum nofiunea de inte-
. grali pe un interval compact prezinti o analogie cu notiunea de serie nu-
merici. Intre convergenta uniformi a unei integrale si convergenta uniform
a unei serii sau a unui gir de functii existd o legdturd strinsd, dupd cum
rezultd din teorema care urmeazi §i din observatia care o insotfeste.

Teorema 9. Daci integrala (12) eonverge uniform pentru < J,
atunei girul de funetii
bﬂ

Fo(t) = S (=, 1) dz, (14)

a

unde ¢ < b, < b si lim b, = b, converge uniform pe J.

n—»>o

Demonstrafie. Fie ¢ >0. Existi, conform ipotezei, un numir
<(e), astfel incit ¢ << ¢(c) < b si din ¢(c) < ' < b rezultd, pentru orice tE J,
inegalitatea (13). Din modul in care a fost ales girul b,, rezultd existenta
unui numir natural N(e), astfel incit, pentru n > N(c), s& avem ¢(c) < b, <
< b. Dar atunci, din n > N(c) rezultd, in baza convergentei uniforme a

integralei (12), inegalitatea
' |[Falt) — F(t)] <e

pentru orice ¢t € J. Din faptul cd N depinde numai de ¢ i nicidecum de
t, rezultd convergenta uniformd, pe J, a sirului {F,(t)}.

Observatie Se poate ardta (propunem aceasta cititorului ca exer-
citiu) c# gi reciproca teoremei 9 este adevaratd. Cu alte cuvinte, daci girul
{14) converge uniform pe J, oricare ar fi sirul {o,} tinzind cétre b dinspre
stinga, atunci integrala (12) converge uniform pentru € J.

Teorema 10. Fie f definiti si continud pe I X J, I =[q,b), J =

= [¢, d]. S#& presupunem eci integrala (12) econverge uniform pentiru
tcJ. In aceste conditii, funcfia F definiti de (12) este continui pe J.
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Demonstratie. Fie {§,} un sir de numere tinzind citre b dinspre
stinga. In baza teoremei (9), girul {F,(¢)} definit de (14) converge uniform,
pe J, citre F(t). In baza teoremei 3, aplicate functiei f pe [a, b,] X [¢, d] s
tinind seama de faptul c#, prin ipotezd, [ este continud, rezulti ci F, este
continuid pe J (=1, 2, ...). In baza unei teoreme din volumul inti, la
siruri de functii continuitatea se pistreazi prin convergentd uniformi, deci
F este continud pe J.

Teorema 11. Fie f definiti si continud pe I X J, I =[q,b], J =
= [e¢, d). S& mai facem urmiitoarele ipoteze:g—fexisté gi este continui
pe I X J; integrala (12) eonverge pentru orice :< J; integrala
-0 af :
S T 4z | (15)
a
converge uniform pentru :c J. .
In aceste condifii, funcfia F definitd de (12) este derivahili pe J,

b—0
F(t) = S gdx, (16)

iar F'(t) este continud pe J.

Demonstratie. Fie un gir {5,} tinzind citre b dinspre stinga. Avem
[a, b1 X J c[a, b) X J, deci f posedd, pe [a, b,] X J, toate proprietdlile
pe care le are pe Ix J. In particular, pe [a, b,] X J sint indeplinite toate
conditiile pentru a se putea aplica teorema 5; rezultd ci functia F,, definitd
de (14), este derivabild pe J si

o

n

Fi(t) = S g

(53

" dz. (17)

Y

Tot in baza teoremei 5, functia F,(t) este continui pe J(r =1, 2, ...).

Din ipoteza de convergentd a integralei (12) rezulti convergenta, citre
F(t), a sirului definit de (14). Din ipoteza de convergentd uniformi a inte-
gralei (15) rezultd, folosind teorema 9 aplicat# integralei (15), cd sirul (17)
converge uniform. Sint, astfel, indeplinite toate conditiile pentru aplicarea
teoremei de derivabilitate termen cu termen a girurilor de functii (volumul
intii); rezultd cd functia F definitd de (12) este derivabild, iar derivata ei
este tocmai limita girului (17), deci este datd de (46). In sfirsit, din conver-
genta uniform4 a girului (17) §i din faptul ci termenii acestui gir sint functii
continue.pe J, dupd cum s-a aritat mai sus, rezulti ci F’'(t) este continud
pe J (se aplici teorema din volumul intii, conform c#reia limita unui gt
uniform convergent de functii continue pe J este o functie continud pe J).
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Teorema 12. Fie { continui pe I x J, I =[a, b), J =[c, d]. S& pre-
supunem c3 integrala (12) eonverge uniform pentru :€J. In aceste

conditii, integrala
b—0/d - )
S (Sf(a;, z)‘dt) da (18)

este convergenti gi avem

b—0 /d : d /b0 ‘
S (Sf (z, ) dt) dz =S( S f(z,t) da;) dt = SF(t) dt (19)

a c c

(existen{a ultimei.integrale este asigurati dé teorema 10).
vDemonstratie. Fie un gir {b,} astfel incit ¢ < b, < b §i lim b, = b.

n->w
‘Avem, pentru orice n, [a, b,] C[a,b), deci in baza continuitdtii functiei
f pe I X J rezultd, folosind teorema 6, urmitoarea egalitate (n = 1, 2, ...,):

b,

n (d d [ ba . p
S (S {(z,t) dt) dz =S( S f(z, 1) dx) dt = SF,,(t) de. (20)

a c c

in baza teoremei 9, §ir.ul (14) converge uniform pe J; cum, pe de alti parte, .
F,(t) este continud pe J (conform teoremei 3), rezultd, in baza teoremei care
a condus la relatia (2), cd

d a

lim S Fo(t) dt = SF(t) dt, (21)

n-+c
c c

deci membrul al doilea din (20) are limitd finitd cind n — co; dar atunci,
gi primul membru din (20) are limitd finitd cind » — co si aceastd limita
este datd tot de (21), deci existenta i valoarea ei nu depind de alegerea
girului {b,} care tinde la b dinspre stinga. Asadar, integrala (18) este con-
vergentd g§i, deoarece o egalitate se pastreazi prin trecere la limit#, din (20)
rezultd (19). :

Teoremele 13 si 14 de mai jos, in afard de interesul lor in sine, intervin
esential in stabilirea teoremei 15.

Teorema 13. Fie f definitd pe I X J; I =[a,d), J =[¢, d).
S# presupunem ci existd limitele

Jim f(z, 1) = ¢(2),
lim f(z, t) = (2)
x->b—0

gi ¢ prima limitd este uniformd in raport cu zE[a, b). In aceste con-
difii, urmitoarele doud limite existi i sint egale:

R U

(22)
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Demonstratie. Fie ¢ >0. In baza criteriului Cauchy-Bolzano
pentru limita uniformd, existd d', ¢ < d’ < d, astfel incit, pentru @’ <t <t' <d,
83 avem

If(z, ¥') — f(z2)] <, (24) -
oricare ar fi € I. S& fix¥m pe ¢ §i t'; pentru z — b — 0 obtinem
() — di)i<e, - (25)

deci functia ¢ satisface criteriul' Cauchy-Bolzano; ¢ admite limit¥ finit
pentru ¢ - d — 0:

i t)=A.
t+;E% ¢()

Din (24), pentru ¢’ - d — 0, rezultd, in baza lui (22),
lo(2) — f(z,0)] <,

pentru @' <t < d si oricare ar fi # € I. Din (25), pentru ¢’ —» d — 0, re-
zultd

[ 4(8) — 4i<e,
pentru d' <t < d. Fie ¢’ astfel incit d’ < ¢’ < d. In baza lui (22) existy &',
a < b' <b, astfel incit din b’ < x < b si rezulte
|f(z, ¥') — ()| <.
Asadar, pentru ' < z.< b avem

le(x) — Al<|o(@) — f(zt)] + |f(z, ') — (@) + | () — A< 3e,
deci :

lim ¢(z) = A

x->b~-0
gi relatia (23) este stabilitd.

Observatie Teorema 13 réimine, evident, adeviratd dacd [a, b] este
inlocuitd cu (a, 8], [¢, d], este inlocuit cu (¢, d], iar limitele la stinga indsi
sint inlocuite cu limitele la dreapta in ¢ §i c. Teorema 13 rimine de ase-
menea adevératd dacd limitele unilaterale sint inlocuite cu limite propriu-
zise.

Teorema 14. Fie f definitdi pe Ix J, I ={[a,b), J =[c, d). 84 pre- -
supunem ci integrala
bl
ﬂ%0=5ﬂ%ﬂdx

i

a

existi pentru orice b’, a < b’ < b, si ¢ii limita
lim f(z,t) = o(z 26
o of (z,t) = o(x) (26)
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existd pentru orice z</ si este uniformi in raport eu z=7. S3% mai
presupunem ci integrala (12) converge uniform pentru z=J. In aceste
conditii, avem

-0 b—0
lim S f(z,t)dz = S o(z) dz. 27)

t>d—~0
a a

Demonstratie. In baza ipotezei (26) §i a teoremei 4, avem:
.
lim F(¥',t) = S o(z) dz.

t->d—0
a

In baza convergentei integralei (12) avem
' b-0
lim F(b',1) = S (=, 1) da. (28)

b->b—
a

In baza ipotezei de uniformitate a convergentei integralei (12) rezultd ci
limita (28) este uniformi in raport cu t€J. In felul acesta sint indeplinite
toate conditiile pentru a aplica functiei F(}’,¢) teorema 13, deci are loc re-
latia (27).

Teorema 15. Fie f continui pe Ix J, I=[qa,b), J=[c, d). Si
presupunem ci integralele :
-0 d—0
| 1@ ndz, | faoa (29)
a c

converg uniform — prima in raport eu ¢, pe orice interval compact con-
tinut in J; a doua in raport eu z, pe orice interval compact continut
in /. S& mai presupunem ci cel pufin una dintre integralele

d-0 /b=—0 b-0 (d=-0
S ( S If(=, t)|_dx)dt, S (S I7(z, 1)] dt) dz (30)

[ a a 4
este convergenti. In aceste condifii, urmitoarele doui integrale sint
convergente gi egale: ‘
d—0 b-0 b—0 d—0
S [ S f(z, t)d:c) dt = S l S f(z, t) dtJ dz. (31)
c a a [

Demonstratie. Si presupunem cd a doua integrald din (23) este
convergenti. Fie ¢ < d’ < d. In baza teoremei 12, avem

4

g b-0

S ( S (@, t)dx) dt = S ( S (2, 1) dt) da. (32)

¢ a . a ¢
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Totul revine la a demonstra ci in a doua integrald din (32) se poate trece
la limitd sub semnul integralei d’ - d — 0. Intr-adevir, daci acest lucru
ar fi posibil, am avea '

d—0 b—- d b0

S (bs (;(x,t) dx) dt =‘}'111‘115 ( S f(x,t) dzl dt =

[ a

b—0 d’ -0 d’ b—=0 d-0
=lim S ( S f(z, 1) dt) dz = S (}lgﬁSf(x,t)dz]dx - S (S f(2, ) dt) dz

(-] a [
gi teorema ar fi demonstrata.
Pentru a arita ci acest lucru este posibil, vom demonstra cd sint inde-

plinite toate conditiile pentru a aplica, celei de-a doua integrale din (32),
teorema 14. In baza teoremei 3, functia

d
G(d', z) = Sf(x, t) dt (33)

este continui, in raport cu z, pe I X[¢, d'].

Prin ipotezd, pentru d' — d — 0, functia (33) tinde cétre a doua inte-
grald de la (29), uniform in raport cu z, pe orice interval compact confinut
in I. v ‘ ‘

Deoarece avem, evident, :

@ a-0
y |§ ) ot < § 176z, 0 e
¢ c
rezultd cd integrala
b—0 &
S ( S f(, 1) dt) dz (34)
: a [
este majoratd de a doua integrald din (30), care este convergentd prin ipo-
tezi. Deci integrala (34) converge uniform in raport cu d'. In felul acesta,
toate conditiile pentru aplicarea teoremei 14 sint indeplinite si egalitatea
(31) este stabilita.
Deoarece notiunea de convergentd uniform# a unei integrale pe interval
necompact intervine in enuntul a numeroase teoreme, este necesar s gisim

criterii cit mai practice pentru recunoagterea ei. Astfel de criterii sint date
in cele ce urmeazi.

Teorema 16. Fie f(z, t) definits pe I x J, I =1[a,b), J=/[ec,d].
S3 presupunem c# integrala
b
{10 dz (35)
a

existdi pentru orice 5’ cuprins intre a si b si pentru orice z € J.
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Pentru ca integrslﬁ
b—0

S f(z,t)dz (36)

sd conveargd, pe [q, b), uniform in raport cu ¢t J, este necesar si sufi-
cient ca, pentrn ¢ >°0, si existe un numir b}, a < b, < b, astfel ineit
din b, < 2’ < 2" < b si rezulte

le(x,t)dxl <e
peniru orice : < J. )

Demonstrafie. Se foloseste aceeagi cale ca §i in demonstratia
teoremei din capitolul precedent, cu singura deosebire c¥, in loc de criteriul
Cauchy-Bolzano, se aplici un echivalent al acestui criteriu pentru limita
uniformd, §i anume: :

Fie F(x, t) o functie reald definiti pe Ix J, I={[a, b), J=[¢, d].
Pentru ca . '

L= lim F(z,t)
x-+b—0
sd existe uniform in raport cu ¢t J gi si fie finitd (cu alte cuvinte, pentru
e> 0 sd existe b;, a < b < b astfel incit din b, < z < b si rezulte | F(z,t) —
— L] < e, oricare ar fi t€J) este ca, fiind dat un ¢ > 0, si existe b, a <
< by < b, astfel incit din b, < z’ < 2" < b s rezulte |F(z, t) — F(z", t)] < e,
oricare ar fi :€ J.

Acest rezultat se stabileste urmind intocmai demonstratia criteriului

Cauchy-Bolzano din capitolul precedent.

Teorema 17. Fie f(x, t) definitdi pe Ix J, I ={qa,bd), J =][e, d].
S presupunem cd infegrala (35) existi pentru orice o'(a < b’ < b) si
pentru orice :c J. Pentru ca integrala (36) si conveargi pe [a, 5) uniform
in raport cu ¢c J este suficient si existe o functie ¢ definiti pe [a, d),
cu urméitoarele doud proprietifi:
1) |f(x,t)| < p(x) pentru orice z&l si pentru orice tc J;
2) integrala:

b=0

S o(z) dz 37)
a

este convergenti.

Demonstrafie. Din convergenta integralei (37) rezultd, in baza

teoremei 1 din capitolul precedent cd, fiind dat un ¢ >0, existd un numdir
b(a < b, < b), astfel incit din b, < 2’ < 2" < b s# rezulte

<
lS@(xjdwl <e.

x
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Pe de alty parte, folosind cealaltd proprietate a functiei ¢, rezultd cd, pentru
orice t€J, avem
= x

§|f<x,t)ldx<(§ 9(2) dx|
x x’

deci o
x’

Slf(:v. t)lde <e,

pentru orice ¢ J si orice pereche de numere z’, z”, astfel incit b, < 2’ <
l< :v:;’6< b. Folosind teorema 16, rezulti convergenta uniform# a integra-
ei (36).

Observajie Situatia in care se afld integrala (36) in teorema 16
este analogd convergentei normale din teoria seriilor de functii. Teorema
(36) este un analog al criteriului lui Weierstrass de convergentd uniformi.

Vom da acum o teoremi care reprezinti analogul teoremei 5 din capi-
tolul precedent.

Teorema 17’. Fie f continudi pe I X J, I =[a,d), J =/[c, d] si fie
g definiti pe I X J, monotoni, pe I, pentru orice :cJ. Si presupunem
¢i existd un numir real %, astfel ineit

u

(§f(x,t)dx|<k

pentru orice t=J §i pentru orice ucJ. Si mai presupunem ci
lim g(z, )
x->b—

existi, nuli gi uniformd in raport cu tSJ, cu alte cuvinte, pentru
e >0 existd &' > a, astfel ineft |g(x, t)| <e pentru orice tcJ si
pentru orice z, pentru ecare o’ < z < b. .
in aceste conditii, integrala

b0 -

{ t20) 80z 1) do
a
converge uniform in raport eu icJ.
Pentru demonstrajie se foloseste aceeasi cale ca §i in demonstrafia teo-
remei 5 din capitolul precedent.
Teorema 6 din capitolul precedent isi are i ea un analog pentru conver-
genta uniformé:
Teorema 18. Fie f(xz, t) definiti si continud pe I X J, I = [a, b),
J =[c, d). S& presupunem ¢ integrala
b—0
{ @ 0z

a
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eonverge uniform fin raport eu :E[ec, d]. Fie g(z, t) definiti pe I x J,
monotonit in raport eu 2E[a, b) pentru orice :=J gi astfel ineit
existd o constanti M cu proprietatea -

gz, )I< M
pentru orice z€ I gi orice ¢ J. In aceste conditii, integrala
-0
{ 1080

a

converge uniform in raport eu :&J.

Pentru demonstratie se foloseste aceeagi cale ca si in demonstratia teore-
mei 6 din capitolul precedent.

Ezemple 1) Fie

-]

F(t) = SS“‘ 2t 3. (38)
0 e ’
S& punem
sin at
— X 0
O(z,t) =] = +0
1, =z=0.
0 este continud, in raport cu z, pe [0, co), oricare ar fi ¢ real §i avem
SO(:::, ) de = | R P
z
° 040

In fapt, ori de cite ori scriem integrala (38), gindim integrala functiei
6, adicd integrala prelungirii prin continuitate a functiei de sub integrala
(38).

Avem, pentru tE[e, d], ¢ >0, si pentru z >0

.o ut
H ‘ cos ut 1 2sm2‘; 2 2
Ssinxt dz = z = £—<=
t t ¢
0
iar limita
lim L=
x+00 T

este, evident, uniformd in raport cu tS[e, d]. Putem deci aplica integralei
(38) teorema 17, luind f(z, t) = sin ¢, g(z, ?) =§, a =0, b=oco. Re-
zultd cd integrala (38) converge, pe [0, co), uniform in raport cu t&[e, d],
unde ¢ > 0, iar d este un numdir real arbitrar, mai mare ca ¢. Condifia
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¢ >0 este esentiald pentru uniformitatea convergeniei integralei (38) in
raport cu tE[e, d]; in ceea ce il priveste pe d, putem lua §i d = co.

Observind acum ci functia care figureazi sub integrala (38) este con-
tinud pe [0, oo) X [¢, d] si folosind teorema 10, rezultd c& functia F defi-
nitd de (38) este continud pe [c, d], oricare ar fi d > ¢, deci F este con-
tinu¥ pe [c, o0). Ins&, deoarece ¢ este un numdir pozitiv arbitrar, rezultd
cd F este continud pe (0, oo).

Daci vrem si studiem derivabilitatea functiei F, constatim cd teorema
11 este inaplicabil¥, deoarece integrala derivatei functiei de sub integrala
(38) este divergentd pe [0, co). Pentru a studia derivabilitatea functiei F
vom utiliza o integrald ajutitoare. Fie, pentru >0 si & > 0.

o(t) = S e S g (39)
040 e
Punind R
e_kxsin = 0,
Az, 1) = . T
1, z=0
observim cd

g Mz, 7) dz (39")

0

este egald cu integrala (39). In fapt, despre integrala (39') va fi vorba in
cele ce urmeazi.

Punind f(2, t) = sin tz, g(z) = z7! e, o(z, t) = f(x, t) g(x), observim
cd, pentru orice u€[0, oo) §i pentru orice ¢ > 0, avem

u
'Sf(x,t)dw|=1;‘;"—s‘is27
; 0 :
gi lim g(z) = 0, deci in baza teoremei 5 din capitolul precedent si tinind
X->00

seama de monotonia functiei g, rezulti ci integrala (39) este convergentd
pentru orice ¢ > 0. Pentru ¢ = 0, convergenta integralei (39) are loc in
mod banal, deoarece in acest caz ¢(z, £) = 0.

Avem
%:1= k¥ cos ¢z
i
3 ) k
? _
§de_‘s+kz. (40)

Pe de altd parte, avem
|e™** cos ¢t z| < e7F*,
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iar integrala
S R dx ‘
0
este convergentd, deci aplicind teorema 17, rezult¥ ci integrala (40) converge
uniform in raport cu t[ec, d], unde 0<c<d. Sint indeplinite toate
conditiile pentru a putea aplica integralei (39) teorema 11; functia @ este
derivabild pe [¢, d] si
k
T
Ins3 ¢ este un numdr negativ arbitrar, iar d este un numdir arbitrar,
mai mare ca ¢; rezulti cid @ este derivabild pe [0, oo), iar expresia de -

ma(i) sus a derivatei lui @ este valabild pe [0, o). De aici deducem, pentru
t2>0.

D'(2) =

o(t) = Arctg—;- (41)

(valoarea constantei aditive care apare, prin trecere la primitivé, este aici
egald cu zero).

S& aritdm c& integrala (39) converge uniform in raport cu k>0.
Intr-adevdr, ¢** este monoton3 in raport cu z si :

e g

pentru orice k>0 gi orice x> 0. Pe de alti parte, integrala

[--]

Ssin tz dx

z
0

este, dupd cum stim, convergentd, §i aceasti convergentd este, in mod
banal, uniformd, in raport cu %, deoarece functia de sub integrali nu de-
pinde de k. Putem atunci aplica teorema 418; rezultd ci integrala (39) con-
verge uniform in raport cu %, deci conform teoremei 10, integrala (39) este
o funcfie continud, in raport cu %, pe [0, o). Cum ins¥, pentru k >0,
integrala (39) este datd de (41), rezultd

oo

F(t) = S SI0 1% gy = lim Arctg -
_ z k->040 k

==
2
°

pentru orice ¢ > 0. Asadar, funcfia F este constanti pe [0, oo), deci in
mod banal derivabild.
2) Sd considerdm integrala lui Euler- Poisson

e+ dz, (42)

0+0

foarte importantd in teoria probabilitafilor. Aceastd integrald este conver-
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gentdl, dupd cum rezultd din teorema de comparatie din capitolul precedent;
intr-adevar, pe [1, oo) avem e~* < e, iar integrala

S e*dz
1
este convergentd, deci integrala
' «
S e*dz
/

este convergenti. In ceea ce priveste intervalul (0, 1], punind

Mz) = e, x50,
1, z=0,
rezulty ci A este continud pe [0, 1] si
1 1
S Mz)dz = S e~* dz, (43)
0 0+0

deci ultima integrali converge in mod banal pe (0, 1], reducindu-se la o
integrald pe interval compact. In fapt, ori de cite ori se considerd integrala
(42), se are in vedere, in mod tacit, integrala

=§ Mz) da.

0

S& aplicim integralei (42) teorema de schimbare de variabild pentru
“——integrala pe interval necompact; punind z = ut (z > 0), obfinem

A= S e~* dx = uS e~w dt,
0 0

Multiplicind ambii membri ai acestei egalitdti cu e~*, obtinem
c‘"‘S e dx = ¢ uS e—wt dt.
0 °

Aplicind teorema 15, se constati cd ambii membri ai ultimei egaliti$i
sint functii integrabile, in raport cu u, pe (0, oo), §i avem, schimbind in
membrul al doilea ordinea de integrare,

At = S (Se-(l’“’) u?u du) dt = lS gt _ =,
2
0 \O
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dect ,
— Z—“- .
- 2

Observatie Convergenta integralei Iui Euler-Poisson a fost sta-
bilitd, pe alt¥ cale, in capitolul 4.

3) Sé se caleuleze integrala

Arc tg az
§ i da (@ >0).

Integrala dati este uniform convergentd, intrucit este majorati de integrala
. ki °§ © dz
2 Jalt + =) ’

care este independentd de a. Fie F(a) valoarea acestei integrale. Integrala
obfinuti prin derivare sub sémnu]S, gi anume

o

dz
§ (1 + 231 + o%3)

este si ea uniform convergenti, deoarece este majorati de integrala indepen-

denty de a
§ dz
14 22

0

»~

Deci F(a) este derivabili §i avem

" _” dz _ _at ¢ dz ____1_m dz -
F(a)_§(i+z’)(1+a’x’)—a’—i(§1+a’z’ a’§i+z’)_2(a+l)

de unde: -

F(a) = %ln(a+ 1) + C.

Pentru ¢ -+ 0, avem F(ag) - 0, deci C =0 gi valoarea cHutati este
%ln(a + 1). ’
4) Sd se calculeze valoarea functiei F(t) definitd prin
' _ H -2 8102 2
F(t) = §e = d.
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Apoi si se deducd valoarea integralei

I '= Ssin“' z dx

&z
0

Se aratd ci integrala datd, ca si integrala obtinutd prin derivare sub
semnul integralei

-]
— S e** sin3 zdz,
0

sint uniform convergente pentru ¢>0. De aici rezultd, in primul rind, I =
= F(0), apoi '
L .
Flt) = — S €' sind & da.
0
Primitiva functiei ¢** sin® z se calculeazd imediat. Avem

_Se"" sin3xdx=.£.Se"°‘ sin 3z dx—%Se"" sin z dz =

]
=__3_ ¢tz (t sin z 4 cos ) 1 e (t sin® 3z 4 cos 3z) ,
& 142 & . 94« .
de unde )
Foy=3_1 3 1
& 9412 4 1+ ¢
si

F(t) = 112 Arctg-;--——i—Arctgt + C.

Cum lim F(t) = 0, deducem C =§,

i>

deci.

F(i) = éArctgé——z—Arctgt +%

gi

5) Sd se calculeze
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Avem
S e~ dz = [-/52 .
0

Integrind prin pérti in primul membru, obfinem
S e dz =[x~y + 2 s 2= dz = 2 S ze~= dz.
0 0 b

Valoarea ciutati estel/&—”-

Integrala euleriani de prima specie. Fie a > 0 si 5 > 0. Vom arita c3
integrala .
-0
B(a, b) = S 201 (1 — z)b1 dg | (44)
040

este convergentd. Pentru a>1, b>1, functia de sub integrali este con-

tinud pe [0, 1], deci integrala are sens chiar pe [0, 1]. Daci cel putin unul

dintre numerele @ §i b este mai mic decit 1, rationdm in modul urmitor:
Dacd a < 1, atunci integrala ,

lm

(l — a:)b-l.
zl-a

L ¥

040

este convergentd pent'ru 1 —a <1, deci pentru a >0, asa cum rezulti
din teorema £, capitolul precedent. Dacd b < 1, atunci integrala

1-0

wa-l

(1 — )b z

0] =ty |

este convergentd, pentru 1 — b < 1, deci pentru b > 0, in baza aceleiasi
teoreme 4 din capitolul precedent. Deci, pentru ¢ > 0, b > 0, integrala (44)
este convergentd; functia B (a, ) (.Beta“) este definitd in porfiunea de
plan cu ambele coordonate strict pozitive.

Este ugor de viizut (printr-o schimbare de variabili de forma z = 1 —
—t)ed

B(a) b) =B (br a)’ ) (45)

cu alte cuvinte functia B este simetrici in a si b.
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S aplicim integralei (44) teorema de schimbare de variabild pentru
integrale pe interval necompact, cu

T = ?(u) (46)

1+u.

Functia ¢ este derivabild, cu derivata continud pe (0, oo), si. aphcﬁ interva-'
lul (0,.00) pe mtervalul (0, 1). Din faptul ci derivata

<P(u)=(1_l_u)2

este pozitivd pe (0, oo), rezultd cd ¢ este strict crescitoare pe (0, oo), deci
toate condifiile pentru aplicarea schimb#rii de variabild definite de (46)
sint indeplinite. Avem: :

1~0 o0

~1(4 __ )51 _ usldu - - C u®-ldu ,
FH — o) da S (1 4+ u)e 31 4 w21 4 u)? S (1 4+ ujs+d
0%0 0%0 +0
deci .
Bla, b) = ( 2 - 47
(@ b) o§ e (47)

Printr-o schimbare de variabild de forma
a=21
Yy

obtinem:
1

uﬂ"du yb‘l ub-l i
5 (1 + wesd S TERTTA S it s 4

deci, tinind seama de (47); avem

l

1
_ ue1 - ub-1
Bla, b) = Sm du
[1]

Ne propunem acum s& objinem o formuld de recurentd pentru functia
B. In acest scop, vom presupune ¢ b >4 gi, utilizind identitatea

2 = 2% — %Y1 — 3),
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- vom aplica, integralei (44) teorema de integrare prin pir}i pentru integrale
pe interval necompact. Obfinem

1-0 .
Ba, b) = S (1 — a2 (ﬁ) dz = 10(1 — 1)b-1 0+
0+0 a a
1-0 " i .
+b—1 S xa(i - :B)b'zdx=b_'i S'w?—l(i _ x)b-2d$—-
a ' a
030 - 2o
- 4—p |
_b—1 S Y —adz=2=1p, 5 _1y —2=1 B, b,
a ‘ a -
030
- de unde rezulti
b—1
B(a, b) —.mB(a, b —1). 48)

In baza relatiei (45) avem, tinind seama de (48) i presupunind cf a >1

Bla, b) = == Bla— 1, b).

Aplicind in mod succesiv formula (48) pentru diferite valori naturale ale
lui b, obtinem

n—1 _n—2. 1 .
BYa, n)—a+n—i'a+n—2 S s B(a, 1).

Insi

1
B(a, 1) =Sw“-1 dz = 1,
a
0

deci, {inind seama din nou de (45), obtinem

B oy (n — 1)1
B(a, n) = B(n, a) = alat (et 2. (afn_1)" (49)

Luind in rolul lui @ un num#r natural m, din (49) rezultd, multi-
plicind numiritorul si numitorul cu (m— 1)1, .

_ __ (n—=1) 1m — 1)
B(m, n) = B(n, m) = — T
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e

Integrala euleriani de a doua speecie. Fie ¢ >0. Vom ardta c¥ inte-
grala o S

Ta) = S 221~ dzx - (50)

00

este convergentd. Integrala

S ~ dx (51)

este convergentd pentru 1 — e < 1, deci pentru @ >0 (se aplica teorema .
4 din capitolul precedent). Integrala

S xle dx ~ (52)
i

este convergentd pentru, orice valoare a lui ¢; intr-adevir, avem pentru
orice z=>1, ‘ -

xg-le-&: < x°2, a
deoarece aceasta revine la inegalitatea evidentd
z*e < et

Tinind seama cd integrala
oo
Sﬂ
2
1

este convergentd, putem aplica teorema de comparatie gi rezultd cd inte-
grala (52) este convergentd, Din convergenta integralelor (51) si (52) pentru
@ > 0 rezultd convergenta integralei (50) pentru a > 0, deci functia T' (,,Ga-
ma*) este definitd pentru & > 0.

Pentru a obtine o altd expresie a functiei T', vom aplica integralei (50)
teorema de schimbare de variabild, cu o

z = o(u) = Ini.
u

Functia @ aplici intervalul (0, 1) pe (oo, 0); ‘¢ este strict monotond pe

(0, 1), derivabild, cu derivatd continud pe 0, 1): o .

o'(n) = —=

u
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Avem deci

) 0
g 2% le* dy = — S{In i!a-l e L da =
u W
0+0
0-+0 g 1—-0 a-b
- S (ml] du = S (ml) du,
. /2 u
1—0 040
de unde rezulti
1-9 -
I'(a) = S (ln-l- du.
- - u
040

Dﬁpi cum se slie din volumul intii,

. .
lim n(l — w") =1,
n->o00 u

iar girul de termen general

1
n(l — un)

este crescétor, deoarece functia

(z) =

1— u*

este crescdtoare, avind derivatd pozitivi.

53)

(54)

Insi se poate ariita cii dacd un $ir crescdtor de functii continue pe (0, 1)
are ca limitd o functie continu¥, atunci convergenta sirului este uniformi
pe (0, 1) Putem deci aplica teorema de trecere la limiti sub integrald si

obtinem, in baza relatiilor (53) si (54),

) ’ 1-0 1,071
I'(a) = lim po! S (1—un) da.
n->00 g
0o -
Fécind, in ultima integrali, schimbarea de variabilg
m= ¥,
obtinem

1-0

T(a) = lim n¢® S P71 — y)ldy = lim no B(n, a),
n->o00 n>ow
0%0

(55)
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unde B(n, a) este valoarea funcfiei (44) in punctul (r, a). Tinind seama
de relatia (49), rezultd

I'(e) = lim n° (n— 1)t .
noo alat+1)a+2)..(a+n—1)

Relatia (55) stabilegte, intre functiile B st I', o legdturd mijlocitd de o tre-
cere la limiti. Ne propunem si stabilim, intre aceste doud functii, o legi-
turf mai simpli. S& aplicim integralei (50) schimbarea de variabild
(l§sim pe seama cititorului verificarea tuturor conditiilor din teorema de
schimbare de variabild)

(56)

z = ty,
unde ¢ > 0; obtinem
T(a) = t° S ylet dy. . 67)
0+0

Inlocuind pe a cu @ + b (pentru & >0) gi pe ¢ cu 1 4 ¢, obfinem

T(a+ b) I neb-1,(1+Y
—_— e dy.
T + 9otb S y y
R 0+0

Inmultind ambii membri ai acestei egalititi cu t%1 gi integrind, in raport
cu ¢, pe intervalul (0, co), obfinem : :

L > an

a-1 (¢ .
I‘(a -+ b) S (1_-:-—!)_;"—" dt = S ta-l( S y°+b_16-(l+l)u dy\) de.
040 0+0 0+0

Insd, in baza relatiei (47), integrala din primul membru este egald cu Bl(a,
b). Folosind teorema de schimbare a ordinii de integrare, precum gi relatiile
(50) si (57), obtfinem

. o £
I'(a + b) * B(a,b) = S ysto-legv ( S te-le dt) dy =

' 0+0 0%0
= { yerer . Zle) gy = T(a) { ytev dy = T(@) - TO)
‘ 040 y ‘040 .

deci:
B(a, b) = TelT¢),
! T{a +b)
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Aceastd relatie simpli intre integrala euleriani de prima specie si cea de-a
doua specie a fost stabilitd de Dirichlet.

Vom stabili acum o formuly de recurend pentru functia I'. Aplicind,
in (50), teorema de integrare prin pirti, obtinem

o -]

al'(a) = a S 216 dz = lim 2% — lim 2% + S z%™ daz.
x>0 x>0
0+0 0+0

Ins¥, aplicind o teoremi’ de tip Hospital, obtinem

lim % ='lim 2%~ = (,

X-»00 x-0
deci
- ® [}
al'(a) = S 2% dz,
0-+0
adied

I'(a + 1) = al(a).
Apljind in mod repetat aceastd relatie de recurents, obtinem
I(a + n)‘ =@+n—N@+n—2)..(a+1) al'(a). - (58)
Este deci suficient si cunoagtem valorile functiei I' pentru orice @ po-

zitiv, inferior lui 4, pentru a obtine valorile lui I pentru toate celelalte valori
pozitive ale lui a. De exemplu

") (9= (- ey - 2012

Luind, in (58), @ = 4 §i tinind seama c&
() = Se"‘dx= 1,
0

rezultd

I(n + 1) = nl

Cu alte cuvinte, functia I" este, intr-un anume sens, o generalizare a notiunii
de factorial; putem spune ci prin intermediul functiei I' notiunea de factorial
capdtd sens pentru. orice numir pozitiv. ‘

Functia T' este de cea mai mare important4 in analizi. Ultima proprie-
tate stabilitd, aceea de generalizare a nofiunii de factorial, face s se intrevadi
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aceastd importan{d. Existi formule care stabilesc o legiturd simpld intre
functia " i functia ¢ a lui Riemann, definitd in capitolul precedent.

Intreaga teorie dezvoltatd in acest capitol s-a referit la integrale care
contin un singur parametru. Insd in unele probleme (de exemplu, in studiul
integralei euleriene de prima specie) intervin integrale cu mai multi parametri.
Atunci cind intereseazi proprietdtile unei astfel de integrale in raport cu
fiecare parametru in parte este suficientd teoria integralei cu un singur para-
metru. Dacd insd vrem si stabilim proprietitile unei astfel de integrale ca
functie de ansamblu parametrilor de care ea depinde, atunci este necesard o
extindere si adaptare a teoriei integralei cu un singur parametru; de exemplu,
derivarea va trebui inlocuitd cu diferentierea etc. Pentru c&, totusi, modifi-
cdrile in enunturi i demonstratii sint in general neesentiale, ele facindu-se
dupi modelul cunoscut al extinderii proprietilor de la o functie de o varia-
bila la functii de mai multe variabile, rénunfim si mai dezvoltim aici aceastd
chestiune.



Capitolul VI
SERII TRIGONOMETRICE

-

S& considerim un punct material P de masi m, care se migcd in linie
dreapti sub actiunea unei forte F. S§ presupunem ci mirimea fortei F este,
in fiecare moment, proportionald cu distanta de la P la un punct fix O situat
pe dreapta pe care se deplaseazd P. In sfirsit, si mai presupunem cd forta F
are tot timpul ca suport dreapta pe care se deplaseazd P, fiind dirijatd in
sensul de la P spre O:

P 0
@ e

[ ] —

Daci notim cu OP vectorul de- pozitie al punctului P in raport cu ori-
ginea O, atunci avem

= — K0P,

unde % este un numir real pozitiv. Notind cu x abscisa punctului P gi ti-
" nind seama de legea fundamentald a mecanicii, care afirmi cd

F = ma,
unde @ este vectorul acceleratie al punctului P, obtinem, trecind la scrierea

scalard si tinind seama cd acceleratia este derivata a doua a spatiului in
raport cu timpul, urmitoarea relatie:

mi"(t) = — k),

unde f este functia care dd pe z in raport cu timpul. Ultima relatie se mai
poate scrie

@) + *(t) = 0, M

V’I;
@ = —_—
m )

unde
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Deoarece relatia (1) exprimi faptul ci derivata a doua a funcfiei f coincide,
abstractie ficind de un coeficient numerie, cu insisi functia f, cum pe de altd
parte se gtie ci sinusul are proprietatea de a coincide, abstractie ficind de
semn, cu derivata sa de ordinul al doilea, este natural si ciutim functiile
care satisfac (1) printre functiile sinusoidale. Fie, pentru aceasta,

¢(t) = A sin (t + ¢), (2)
unde A si ¢ sint doi parametri care urmeazs a fi determinafi. Avem

?'(t) = Ao cos (wt + ¢§), 0"(t) = — Aw® sin (ot + ¢),
deci
?” (¢) + o) = 0.

Rezultd c# functia ¢ satisface relatia (1), oricare ar fi valorile parametrilor
A §i . Pentru a gisi semnificatia fizicd a parametrilor A si ¢ gi a solutiilor
obtinute pentru (1), vom observa cd ¢(0) si ¢’(0) sint pozitia, respectiv viteza .
punctului P la momentul inifial ¢ = 0, deci, notind cu z, pozifia initiald si
cu p, viteza inifiald a lui P, obfinem )

%y = A sin ¢,
vo= A4 wcos ¢, 3)

" relatii care ne dau posibilitatea si evaludm pe A gi pe ¢ ca functii de z, 8i v,.
Cu alte cuvinte, migcarea definitd de (2) este complet determinati de indata
ce se precizeazd pozitia initiald si viteza initiald a punctului P (aga-numitele
»condifii initiale* ale migcdrii). Diferitele migciiri care ascultd de relatia (2)
diferd intre ele doar prin conditiile initiale specifice.

O migcare de forma (2) se numegste o armonicé. Functia ¢ este periodicd,

de pericada T = 27 Aceasta inseamni cd, sub actiunea fortei F, punctul

©
P va executa o migcare oscilatorie. Deoarece maximul functiei ¢ definite de
(2) este egal cu A, rezultd cd | A | reprezintd depéirtarea maximi a punctului P
fat¥ de O, de aceea | A | se numegte amplitudinea oscilatiilor. Decarece perioada
T exprimi durata unei oscilafii, numérul oscilatiilor pe care le descrie P in

unitatea de timp va fi egal cu % . Deoarece avem
o= 2_;, = @

rezulti ¢i o exprimd numirul oscilatiilor efectuate de P in 2r unititi de
timp. Acesta este motivul pentru care « poarti numele de frecvenfé a osci-
latitlor. Dupd cum rezultd din (3), méirimea ¢ caracterizeazi pozifia initiald
a lui P; de aceea, ¢ se numegte faza inifiald.

Deoarece orice migcare oscilatorie este o suprapunere de oscilatii armo-
nice simple, de tipul (2), rezultd cd functia care descrie o migcare oscilatorie
se va obfine ca sumi finitd sau ca suma a unei serii de functii de tipul (2).
Studiul seriilor de funciii de tipul (2) devine astfel esential in teoria mate-
matici a fenomenelor periodice.”
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Pentru A =1, w=1, § =0, avem o(t) =sinf, deci armonica se
reduce la 0 sinusoidi obignuits. Pentru 4 =1, 0 = 1, ¢ = —2"- avem o(t) =

= sin (t 4 %) = cos ¢, deci armonica se obfine dintr-o sinusoidi printr-o
translatie spre stinga de mirime %

Fie armonica ¢(f) =sin wf. Punind «t= T, obtinem ¢ (1) = sgin .
[}
Deoarece

= —»

«

rezultd cd graficul armonicei ¢(f) = sin t 8¢ obfine din graficul unei sinusoide
obignuite, prin deformarea acesteia pe directia axei absciselor. Pentru o > 1,
deformarea const¥ intr-o contractare de w ori, iar pentru o << 1 intr-o dilatare

de % ori. ’
Fie acum armonica ¢(f) = sin (wt 4 ¢). Punind «t 4 ¢ = ot, obfinem
A(r) =9 (23::—‘-") = sin w7,

deci o armonicy de tipul considerat anterior. Insj
¢ -

l=7v—I,
®

deci graficul armonicei ¢(t) = sin (w¢ + ¢) se obtine din graficul armonicei
A(t) = sin w? printr-o translatie de mérime — %de-a lungul axei absciselor.

Fie acum o armonicd (2) oarecare. Graficul ei se obfine din graficul unei
armonice de tipul precedent prin multiplicarea cu A a ordonatei fiecZrui
punct. In concluzie: o .

Graficul oricdrei armonice (adic¥ al unei functii de tipul (2)) se obfine din
graficul unei sinusoide, aplicind acesteia din urmd o contractare sau o dilatare
uniformd in directia axelor de coordonate i o translajie de-a lungul azei absci-
selor. o
Pe baza unei formule din trigonometrie, avem

¢ () = A sin (ot 4 ¢) = A (sin ¢ cos wt + cos § sin wt).
Notind - o : : . .
o a=Asin¢g, b=Acos ¢ (5)
obtinem : i |
o(t) = a cos wt + b sin wt. ' (6)

Reciproc, orice functie de forma (6) este o armonicd, deoarece ecuatiile
(5) se pot rezolva in raport cu A s ¢:

A=)a* 15 4‘=Arct;g-;i
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Tinind seama de expresia (4) a lui o i punind T = 2I, objinem din (6):

o(t) =acos’—'§i+bsinl:’-. )

Aceasta este forma sub care vom considera.armOnicele in cele ce urmeazi.
Problema fundamental3 care ne va preocupa va fi aceea a reprezentdrii
unei functii ca sum3 finitd de armonice sau ca sumd a unei serii de armo-
nice. Va trebui deci si considerdm sume de forma

LU wkx . wkx
Ta(z) = A+ kz=:l ( @, 60s == -+ by, sin TJ 8)
gi serii de forma
> nwx . nExT .
A+ n§=;‘ (a,, cosT + b, sm—T] . )

Funefia T,(x) datd de (8) se numeste polinom trigonomelric de ordinul n st
de perioadd 21, iar o serie de tipul (9) se numegte serie trigonometricd de pe-
rioada 21. Presupunind ci seria (9) este convergenti pe (—oo, oo) §i no-
tind cu f(z) suma ei, este clar c& f este o functie periodicd, de perioada 2I;
mai mult decit atit, este suficient ca seria (1) sd fie convergentd pe un
interval [a, b] cu b — a = 21, pentru ca sd rezulte ci seria (9) converge
pe (—oo, oo) si suma este o functie periodicd, de perioadd 2/ pe (—oo, o<).

Daci seria (9) este convergentd pe (—oo, oo) si suma ei este egald
cu f(z), atunci, punind :

‘ ll’i =1 . ,‘ (10)
gi folosind notatia
o) =1 (2}
obtinem
; () = A -l-i (@, cos nt 4 b, sin nt). (11)

ne=q

Termenii seriei (11) sint armonice de perioadd 2. In felul acesta, trecerea
de la 'z la t prin intermediul lui (10) ne-a permis si reducem problema
dezvoltirii unei functii de perioadd 2! in serie trigonometricd de perioadd
21 1a problema dezvoltirii unei functii de perioadd 2= in serie trigonometrici
de perioadd 2=. Va fi deci suficient, in cele ce urmeazi, si considerdm serii
. trigonometrice de forma (11). Pentru astfel de serii vom omite specificarea
»de perioadd 2=*.
Fie f si g doud funciii integrabile pe [a, b] si astfel incit
b

Sf(x) ga)dz =0.

a
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Vom spune cd f si g sint ortogonale pe [a, b], (justificarea acestei denumiri
va {i datd mai tirziu). Fiind dat un sistem (adici o mulfime) de funcfii integra-
bile pe [a, b], vom spune cd acest sistem este ortogonal pe [a, b] dacd oricare doud
functii distincte din sistem sint ortogonale pe [a, b]). Sistemul de funcfii

1, sin z, cos z, sin 2z, cos 2z, ..., sin »x cos nz,...

va fi numit sistemul trigonometric fundamental sau, pur si simplu, sistemul
trigonomelric.

Teorema 1. Sistemul trigonometric este ortogonal pe [— =, =] (deci
pe orice interval compact de lungime 2x).

Demonstrafie. Avem, pentru n 5~ m (n si m intregi),
S sin nz sin mz dor = % S [cos(n — m)x — cos(n + m)zldz =0, (12) .

S cos nx cos mz dz =% S [cos(n + m)x + cos(n — m)xlde = 0. (13)

-—Tr T

Totodatd, pentru » gi m intregi oarecare avem

S sin nx cos mz dz = -;— S [sin (n + m)z + sin(n — m)z}dz = 0. (14)

In felul acesta, ort.ogonahtatea sistemului tmgonometmc este stabilitd.

In cele ce urmeazd, ne vor mai fi utile urmétoarele relatii care, ca si
relatiile (12,) (13) si (14), se stabilesc pe baza unor formule bine cunoscute
din trigonometrie:

T

S cos? nz dz = S 14 COST g = T, (15)
= —ﬂ" -T 2

b3 T

S sin? pz dz = S E;C;sﬂ dz=m, (16)

-1 -

oricare ar fi numdrul intreg n.

L e m &. Dae# seria de funectii

2 ful)

n=1{

eonverge uniform pe [a, 5] si dacﬁ f(z) este mirginiti pe [, b] atunei seria

anu) 1(z)

n=1

converge de asemenea uniform pe [a, b].
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Lisdm pe seama cititorului demonstratia acestei leme simple.
. Pentru un motiv de simetrie, care se va vedea in teorema urmétoare,
vom scrie termenul liber din seria (11) sub forma ’

A=&- -
2
Teorema 2. Fie
f(z) = % +i (a, cos nz + b, sin nz); ' (17)
n=1 ' i .

Si pr'eéupunem ¢di seria din membrul al doilea converge uniform pe [— =,
=). In aceste conditii, / este continui pe [— =, =], iar coeficientii_seriei
(17) sint dafi de formulele:

ey H

a4y = -:l: {(z) cos nz dz(n = 0, 1, 2, ...). ‘ (18)

-

by =~11: S f(2) sin nz dz (n = 1,2,..). . (19).

-7

Demonstratie. Se gtie ci o serie uniform convergentf de functii
continue are ca sumé o funcfie continud. Deoarece termenii seriei (17) sint
functii continue, iar seria (17) este, prin ipotezi, uniform convergentd, rezulti
ci f este continui pe [a, b], deci integrabild pe [a, ).

Se gtie c& o serie uniform convergentd de functii continue se poate integra
termen cu termen; aplicind aceastd teorem¥ seriei (17), obfinem

T T

—Snf (z) dz = %-Sn dz + é (an:S; cos nz dz + b,,:S: sin na d:c] .

Ins# integralele din px;ranteza din membrul al doilea sint egale cu zero, deci

T

ay, = ;11:- S f(z) dz.

S& multiplicim acum ambii membri ai relatiei (417) cu cos pz (p intreg pozitiv).
Obtinem

f(z) cos px = % cos px -} f: (a, cos nz cos px + by, sin nz cos pz). (20)
“h=i . .

Deoarece cos px este o funclie mirginit§, putem aplica lema de mai sus;
rezultd cd seria din membrul al doilea al egalitdtii (20) converge uniform
pe [—m, w]. Continuitatea produsului f(z) cos pz rezulti atit din continui-
tatea factorilor cit si din faptul c# seria uniform convergenti din membrul
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al doilea al relatiei (20) are ca termeni functii continue. Pe baza conver-
gentei uniforme, putem integra termen cu termen seria (20) §i obfinem

T

S f(z) cos px dz = % S cos pz dz +i (a,, S cos.nx cos pz dz +

n=1{
- -T

T
+ b, S sin nx cos px da:) .
’ -

Conform relafiei (14), ultima integrald din paranteza din membrul al doilea
este egald cu zero pentru orice valoare intreagd a lui n. Conform relatiei (13),
prima integrald din paranteza din membrul al doilea este egali cu zero pentru
n =~ p; conform relatiei (15), aceeasi integrald este egald cu = pentru n = p.
Deoarece prima integrald din membrul al doilea este egali cu zero, rezulty

S f(z) cos px dz = may,.
S-a stabilit astfel formula (18).
S& multiplicim acum ambii membri ai relatiei (17) cu sin pz (p intreg
pozitiv). Ob{inem

f(z) sin pz = %’sin pz+3" (@, cos nz sin pz - b, sin nz sin pz). (21)
n=1i
Deoarece sin pz este o funcfie mérginitd, putem aplica lema de mai sus;
~ rezultd ci seria din membrul al doilea al egalititii (21) converge uniform
pe [— =, m]. Atit produsul f(z) sin pz cit si termenii seriei din (21) sint functii
continue pe [— =, =], deci, in baza convergentei uniforme, putem integra
termen cu termen seria (21), si obfinem

¢ . — % . el T .
S f(z) sin pz dz = > S sin pz dz -+ uzgi(a,,-su cos nz 8in pz dz 4

T
+ b, S sin nz sin px dx].

Prima integrald din membrul al doilea este, evident, egald cu zero. Conform

relatiei (14), prima integrald din paranteza din membrul al doilea este egald

cu zero pentru orice valoare intreagd a lui n. Conform relatiei (12), a doua

integrald din paranteza din membrul al doilea este egald cu zero pentru
"n == p; conform relatiei (16), aceeasi integrald este egald cu m pentru n = p.

Avem deci, pentru orice p intreg pozitiv,

S f(z) sin pz dz = bym

si formula (19) este stabilits.
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Observatii. Transpunerea teoremei 2 la serii trigonometrice de
perioadi 2 ! este imediatd., Seria (17) va fi inlocuitd cu seria (9), unde 4 = %‘1 ’

iar intervalul [— =, =] va fi inlocuit cu intervalul [— I, I]. Se obtin, pentjru
coeficienti, expresiile .

a, ==-1'- f(z) cos ?dx, (n=0,1, 2, ..), (22)

|
g

1

ba =7 S f@sin == dz,  (n=1,2 ). (23)
Ezxpresiile (18) si (19) se numesc coeficientii Fourier ai funciei f date de (17).
Fourier a obtinut formulele (18) si (19) in cercetdrile sale privitoare la teoria
analitic a cildurii. Expresiile (22) s1 (23) sint i ele numite coeficienti Fourter,
insd ele sint asociate functiei f date de

nwe nm:)
?

%5 n=z in 7T
f(w)—2+:u:i‘a.ncos T+ by sin =

in ipoteza ci seria din dreapta converge uniform pe [— [, I]. :
Este interesant de observat c#, in demonstratia teoremei 2, functiile
trigonometrice au intervenit exclusiv prin calitatea lor de a fi integrabile
i a forma un sistem ortogonal pe [— =, =] (teorema 1)..Aceasta inseamnid
ci teorema 2 poate fi generalizatd in modul urméitor:
Fie functiile

fu(@)y fol®), oy frl @), oo

definite pe ta, b). S& presupunem, cd ele sint integfabile si formeazi un sistem
ortogonal pe [a, b]. In aceste conditii, dacd seria

~
-]

f(z) = ;; anfn(2)

converge uniform pe [a, b], atunci
b
1
CQy = ~ () falz) dz,
‘n

B ey

unde ‘
b
Py = Sf,“.’(x) dz.

Studiul diferitelor sisteme ortogonale de functii si al dezvoltdrii unei
functii in serie convergenti dupéd functiile unui sistem ortogonal este de
cea mai mare importan}d in diferite ramuri ale matematicii pure gi aplicate.
Sistemul de functii 1, =z, z% ..., 2%, ..., care sti la baza teoriei seriilor de
puteri, nu este ortogonal pe nici un interval, dar existd metode de a-1,,0rto-
gonaliza“; aceste metode se studiazd in cadrul Algebrei liniare.
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' Unul dintre primele exemple de sisteme ortogonale considerate in gtiinti
este sistemul ) . .

1 cosz sinz cosnz sinnz
l/.é‘_r:’ l/.’; ? _7_= g eeey V;:. 3 .7_: g oo
Acest sistem a apirut in lucririle. lui Euler, D. Bernoulli, D’Alembert, in
legiturd cu problema coardei vibrante si are calitatea cd este nu numai un
sistem ortogonal pe [— =, =], ci chiar orfonormat, in sensul cd, pe lingi
conditia de ortogonalitate, este indeplinitd si conditia ci integrala, pe [— =,
=], a pitratului oricirei functii din sistem, si fie egald cu 1.
Se pot da exemple de sisteme ortogonale de functii in care fiecare functie
este un polinom. Un astfel de sistem este girul polinoamelor lui Legendre:

132 —1) Lz —
1, =z, > (3 1), > (52% — 3x), ... 7

unde a'n —a functie din sistem este derivata de ordinul » a po]inom\ﬂui
(z* — I)*. Polinoamele lui Legendre formeazi un-sistem ortogonal pe [— 1, 1].

Teoria generalid a polinoamelor ortogonale a fost dezvoltati de P.L.
Cebisev, in a doua jumitate a secolului al 19-lea.

Din expresia coeficientilor Fourier observim ci ei au sens pentru orice
functie integrabild pe [— =, =] (respectiv pe [— [, []), independent de consi-
derarea unei serii trigonometrice. Cu alte cuvinte, coeficientii Fourier sint
atasati nu unei serii trigonometrice, ci unei functii integrabile pe [— =, =]
(respectiv pe [— I, I]). Oricare ar fi functia f, integrabild pe [— =, =] (respectiv
pe [— I, 1]), expresiile (18) si (19) (respectiv (22) si (23)) au sens, deoarece
produsul dintre o functie integrabili si o functie continud este o functie inte-
grabild. Deci fiecdrei functii integrabile pe [— =, =] (respectiv pe [— I, I])
i1 corespunde un gir infinit de coeficienti Fourier dati de (18) si (19) (respectiv
de (22) si (23)). De aici inainte vom considera, in mod explicit, numai inter-
valul [— =, =], l4sind pe seama cititorului transpunerea consideratiilor la
cazul intervalului [— I, I]. '

Fiind datd o funcfie f, integrabilé pe [— =, =, cu ajutorul coeficientilor
ei Fourier daft de (18) si (19) putem alcdtui o serie trigonometricd in care cocficien-
{ii sint tocmai acestv coeficien{i Fourier. Seria trigonometricd astfel obfinuld
se numegte seria Fouricr asociatd functiei f. In legiturd cu aceastd notiune
se pun mai multe probleme:

1) O serie Fourier este totdeauna convergentd pe [— =, =]? In caz negativ,
ce proprietdft ale funcfiei f asigurd convergenta, pe [— =, w], a seriei Fourier
asociate?

2) Ce proprietdfi ale funcliei f implicd convergenta uniformd a seriet
Fourier asociate? -

3) In cazul in care seria Fourter asociatd lui | este convergentd pe[— =, =],
.esle sigur c¢d suma seriei este chiar funciia f? In caz negativ, ce proprictdfs
suplimentare ale lut f ne asigurd cd suma seriei este f?

4) Fiind datd o serie trigonometricd, existd o funcfie integrabild pe[— =, =],
care admite seria datd ca serie Fourier?

5) Este postbil ca la doud funcfii distincte [ si g, integrabile pe [— =, =],
sd corespundd aceeasi serie Fourier? '
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In sfirgit, existd In teoria seriilor trigonometrice o problem# funda-
mentald, al cirei enunt nu contine nici o referire la notiunea de serie Fourier,
si anume. .

6) In ce conditii o functie definitd pe [— =, =] este suma unei serii tri- -
gonomelrice (bineinteles, convergente)? Toate aceste probleme au preocupat
de multd vreme pe matematicieni, dar un rdspuns complet nu a putut fi
obtinut nici pin# astdzi. Astfel, pentru a da doar un exemplu, ne vom referi
la prima problem#. Se stie ci existd functii integrabile, chiar continue, ale
céror serii Fourier admit puncte de divergentd, dar nu se cunoagte finci
dac# existd o functie continui pe [— =, =] a cdrei serie Fourier si fie diver-
gentd in fiecare punct din [— =, =]

Importanta rezolvirii acestor probleme este legatd, in bun# mésurd,
de rolul deosebit pe care-1 au seriile Fourier in teoria seriilor trigonometrice.
Coeficientii unei serii Fourier se afli intr-o relatie cunoscutd, relativ simpl4,
cu o functie cunoscutd; aceasta inlesneste considerabil stabilirea proprieté-
tilor seriilor Fourier. .

Cele mai multe dintre rezultatele obtinute in cercetarea problemelor
enumerate mai sus comport#, pentru a fi expuse, notiuni si - consideratii
care dep#gesc mult cadrul acestui manual, De aceea, va trebui si ne mul{u-
mim, in cele ce urmeazé, doar cu unele fapte particulare.

Mai intii vom observa ci teorema 2 constituie un rispuns (partial) la
problema 4. Intr-adevir, teorema 2 se mai poate enunta in modul urméator:

Teorema 2'. 0O serie trigonometrici uniform convergentd pe [— =, =]
este seria Fourier a propriei sale sume. Cu alte cuvinte, orice serie trigono-
metriei uniform convergenti este o serie Fourier.

Pentru seriile trigonometrice care nu converg uniform se gtie, de multi
vreme, cd rispunsul la problema 4, este, in general, negativ. Insi este clar
cd rispunsul la problema 4 depinde si de nofiunea de integrald cu care se
lucreazd. Existd serii trigonometrice a ciror sumi este o functie neintegra-
bild Riemann pe [— =, =]. O astfel de serie trigonometrici nu poate fi deci
seria Fourier a sumei sale. La inceputul secolului nostru, H. Lebesgue a
definit 0 noud notiune de integrald, mai generald decit integrala Riemann!.
Odatd cu aparifia integralei Lebesgue, gi conceptul de serie Fourier a ciipi-
tat o noud accepfiune; este clar ci daci existy functii care sint integrabile
Lebesgue, fird a fi integrabile Riemann, ne putem agtepta si existe serii
Fourier in sensul integralei Lebesgue, care nu sint serii Fourier in sensul
integralei Riemann. Trebuie deci s# facem distinctie intre seriile Fourier-
Riemann, ale céror coeficienti sint dati de formule de tipul (18) si (19), in
care integrala este luatd in sensul lui Riemann, gi seriile Fourier-Lebesgue,
ale céror coeficienti sint dati de formule de tipul (18) si (19), in care integrala
este luatd in sensul lui Lebesgue. O serie Fourier-Riemann este si serie Fourier-
Lebesgue, dar nu si reciproc. : '

Existd serii trigonometrice care nu sint serii Fourier-Lebesgue si existd
serii trigonometrice a cidror sumd nu este integrabild Lebesgue. Aceastd
situajie a determinat o noud extensiune a notiunii de integrald, efectuats,
in al doilea deceniu al secolului nostru, de cdtre Denjoy §i Hincin, Nici cu

1 Integrala lui Lebesgue va fi studiatd la cursul de Functii reale si elemente de
topologie generald. . ' :
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aceastd integral¥ nu s-a putut rezolva complet problema 4 gi astfel s-au
introdus noi tipuri de integrale. -

Faptul important pe care cititorul trebuie s¥-1 retind din aceasti expu-
nere este ci teoria seriilor trigonometrice — i in special problema 4 —
a dat un impuls deosebit teoriei integralei. Nu intimpldtor numerogi mari
matematicieni care s-au ocupat de teoria integralei au avut un rol de seami
gi in studiul seriilor trigonometrice. Astfel sint: Riemann, Lebesgue, Denjoy,
Luzin gi altii. ,

Tot teorema 2 dd un rispuns (partial) si la problema 3: o serie trigono-
metrici uniform convergentd, nu numai ci este o serie Fourier-Riemann,
dar are ca sum¥ chiar functia a c#rei serie Fourier este. In orice caz, ris-
punsul la problema 3 este, in general, negativ, deoarece in cazul in care func-
{ia f, integrabild pe [—=, =], nu satisface condifia f(—=) = f(x), ea nu va
mai putea fi suma seriei Fourier asociate; intr-adevir, suma unei serii Fou-
rier convergente pe [—m, =] ia, evident, valori egale la extremitdtile inter-
valului. Aceeasi observatie este valabild gi pentru problema 6; pentru ca o
functie f, definitd pe [—=, =], si fie suma unei seril trigonometrice, este ne-
cesar ca f(—=) = f(x). :

In cele ce urmeazi vom utiliza de mai multe ori urmétoarele nofiuni
gl proprietiti, care, probabil, au mai fost intilnite de cititor:

O {funcjie f, definité pe (—I, 1), este pard pe (—!l, 1) dacd, pentru orice
x € (=1, 1), avem f(z) = f(—2). -

O functie f, definitd pe (—1, 1), este impard pe (—I, ) dacd, pentru orice
€ (=1, 1), avem f(—32) = —f(a). |

Exemple de functii pare: 22" (n intreg), cos z. Exemple de func}ii im-
pare: z2-1 (n intreg), sin .

Au loc urmitoarele proprietiti (a cdror stabilire o lisim pe seama citi-
torului): ‘

Produsul a doud funciii pare pe (—l, 1) este o functie pard pe (—I, ).

Produsul a doud functii timpare pe (—1, 1) este o funclie pard pe (—I, 1).

Produsul dintre o funclie pard gi o functie impard pe (—1, l) este o func-
¢ie impard pe (—1, 1). :

Vom trata acum un anume aspect al problemei 6 de mai sus, §i anume: _
In ce conditii o functie definiti pe [—=, =] este suma unei serii trigono-
_metrice uniform convergente? Este clar, in orice caz, cd o astfel de functie
trebuie si indeplineasci urmitoarele doud proprietdfi: 1) sd fie continud
pe [—m, =]; 2) f(—=n) =f(r). Problema care se pune este dacid aceste con-
ditii necesare sint si suficiente. Vom ardta, in cele ce urmeazd, ci rdspun-
sul este afirmativ. Pentru aceasta insi# vom avea nevoie sd stabilim, mai
intii, unele rezultate intermediare. o _ ‘

S4 observiim ci problema care ne preocupd mai poate fi formulatd i
altfel, folosind notiunea de polinom trigonometric, introdusd in acést ca-
pitol. Anume, problema poate fi enuntatd astfel: '

Fiind datd o functie f, continud pe [—=, =] si astfel incit f(—n) = f(x),
existd un gir de polinoame trigonometrice care converge uniform, pe [—,
), cdtre functia f? : .

Sub aceastd form#, problema prezinti o analogie izbitoare cu problema
aproximirii uniforme a functiilor continue prin polinoame. Dealtfel, ca si
in cazul polinoamelor obignuite, si in cazul polinoamelor trigonometrice
problema a fost rezolvatd de Weierstrass. :
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Lema 1. Suma, diferenta si produsul 2 doui polinoame trigonometrice
sint tot polinoame trigonometrice.

Demonstratie. Pentru sumi gi diferentd, proprietatea enuntatd
este imediati. Rimine s-o stabilim pentru produs. Fie

Ty(z) = ag + a, cos z + by sin & + ... + ap cos px + by sin pz + ... +
, ’ + a, cos nx + b, sin nz,
Tz) = &y + ;€08 2 -+ Bysin & + ... + a, cOs M -+ By SIR MZ - oo +
' -+ ag cos sz 4 B, sin sz . ’
dou polinoame trigonometrice.
Produsul T,(z)T,(z) cuprinde termeni de urmitoarele trei tipuri:
a0, COS PT COS M,
apPm COS Pz sin maz,
bpBm sIn pz sin mz.

Insi avem

cos(p + ni)x + cos(p — m)x
g H
‘)

€OS px €OS Mm% =

sin{p 4+ m)zx + sin{m — p)z
b
’ 2

cos pz sin mx =

cos{p + m)z — cos(p — m)x
9

-

sin pz sin mx =

deci produsul 7(z) T(z) se reduce la o sumi finitd de cosinusuri si sinusuri
din multipli intregi ai lui z, fiecare cosinus si sinus putind fi afectat de un
coeficient numeric. Agadar, produsul T,(z)T.(z) este un polinom trigono-
metric.

Prin inductie completd, se stabileste acum

Lema 2. Suma, diferenta gi produsul unui numir finit de polinoame
trigonometrice sint incd polincame trigonometrice.

Lema 3. Fie f o functie continui si pari, definiti pe [—=, =]. In aceste
conditii, fiind dat un numir ¢ < 0, existd un polinom P(u), astfel ineit

|f(z) — P(cos x)| < ¢
pentru orice z € [—=, 7).
Demonstratie. Si punem, pentru —1 <:<1,
9(t) = f(Are cos 1), (26}

lucru posibil deoarece valorile functiei din parantezd sint situate in inter-
valul [0, ). Functia ¢, ca suprapunere a doud functii continue, este con-
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tinud pe [—1,.1]. Fie ¢ > 0. Conform teoremei lui Weierstrass, de aproxi-
mare a functiilor continue prin polinoame, existi un polinom P(t), astfel
incit

et) — P()| < e (25)

pentru orice t € [—1, 1]. Punind z = Arc cos ¢ §i tinind seama de (24)
gi (25), rezultd )
|f(%) — Plcos 2)} <e (26)

' pentru 0 < z < . Insd cos x este o functie pari, deci P(cos x) este o func-
tie pard. Deoarece f este pard prin ipotez#, rezultd

| f(—=z) — Plcos(—=))| = |f(x) — P(cos 2)|,’ ,
pentru 0 € z < =, deci, punind u = —z si {inind seama de (26), avem:
|f(u) — P(cos u)| <e, - (27) -

pentru —xm < ¥ < 0 deci, tinind seama de (26) si (27), |
|[(z) — P(cos z)| <e, pentru —x < z <« §i lema 3 este stabilitd.

Observetie Invirtutealemei?2, P (cos z) este un polinom trigono-
metric. v '
" Lema 3 mai poate fi formulatd i astfel:

Lema 3. Fie { continui, pari si periodici, de perioadd 2 pe (—oo, co).
In aceste conditii, fiind dat < > 0, existi un polinom P(u) eu proprie-
tatea |f(z). — P(cos z)| < ¢, oriecare ar fi z real. '

Teorema 3. (A doua teoremi de aproximare a lui Weierstrass). Fie f
o functie continud, periodicii, de perioadi 2w pe (—o, o). In aceste
conditii, fiind dat un numir ¢ >0, existi un polinom trigonometrie
T(z), astfel incit

If(a) — T(2)| <e
pentru orice z real.
Demonstratie. Si punem
F(z) = {(z) + f(—2),
G(z) = (f(z) — f(—=))sin =.

Functia F este, evident, pard pe (—oo, oo). Functia G este i ea pard
pe (—oo, oo0), deoarece este un produs de functii impare.

Din faptul ci f este periodicd, de perioadd 2w, rezulti ci F si G sint de
asemenea periodice, de perioadd 2m pe (—oo, oo). Putem deci sd aplicdm
functiilor 7 gi G lema 3'. Fie ¢ > 0. Existd doud polinoame, P(u) si Q(u),
astfel incit

|F(z) — P(cos z)| < —:—p ‘

|G(z) — Q(cos 2)| < ;’
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pentru & € (—oo, o). Tinind seama ci |sin z| < 1 > sin?w, rezultd
| F(z) sin? z — P(cos z)sin? 2| < %:

| (28)
|G(z) sin £ — Q(cos z) sin 2| < —;—:
pentru z € (—oo, o0), deci, aplicind teorema modulului si {inind seama de
- relatiile (28), obtinem: -
|(F(z)sin? z 4 G(z) sin z) — (P(cos ) sin? z + Q(cos z)sin z)| <
< |F(z)sin? z — P(cos z)sin? ] 4 |G(a)sin z — Q(cos z)éin z| < e.

Punind

Ty(z) = P(cos z)sin? z + Q(cos x) sin z
§i observind ¢4

F(z) sin® z 4 G(z) sin z = 2{(x) sin? z,
rezult}

|2f(z) sin® 2 — T'y(z)] <, (29)

pentru —oo < z < oo, ‘Tl(a:) fiind un polinom trigonometric, in baza lemei 2.

Functia f;(z) =.f( z+ %) este continud §i are perioada 2w pe (—oo, 00),

deci putem s&-i aplicim rationamentul pe care l-am aplicat mai sus functiei
f; existd un polinom trigonometric T'y(z), astfel incit

]2,' {x + g] 8in?z — Ty(z) | <e, (30)

pentru —oco < < co. Inlocuind, in ultima inegalitate, pe z prin z — —2"-,
obtinem, punind
Ty(z)= T, (z — %),

|2f(z) sin? (z - %} — Ty(m)|<ce | (31)

§i, deoarece inegalitatea (30) este valabild pentru orice x real, rezulti ci si
inegalitatea (31) este adevirati pentru oriqe z real. Ins& (31) se mai scrie

: 12f(x) cos® & — Ta(2z)| < e. . (32)
Din (29_) gi (31) rezultd

o 12f(@) — (Ty(®) + Ty(@)| < 2 e,
pentru orice z real, deci, punind

T(:z:) = Tl(‘r)'; Ts(z) ,
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obtinem

pentru orice z real. Tinind seama cd Tg(x) este un polinom trigonometric
si aplicind lema 1, rezulti cd T'(z) este un polinom trigonometric §i teorema 3
este astfel demonstrati. )

Din teorema 3 rezultd imediat

Teorema 3’. Fie f continud, periodicd, de perioadi 2= pe (—oco, o).
Existd un gir de polinoame trigonometrice T'(x), Ts(2), ..., Tn(), ..
care converge uniform, pe (—oo, oco), edtre f(z).

. - - 1
Pentru demonstratie, este suficient si facem, in teorema 3, pe e = —
n

si sd notdm cu 7',(z) polinomul trigonometric pe care teorema 3 il asociaza
acestui ¢. Obtinem

|f(z) — Tn(%)| <§.

pentru orice z real si oricare ar fi numirul natural n.
Fie acum % > 0. Existi un numdir natural N, astfel incit

n
pentru n > N, deci
[f(#) — To(z)] <9,

pentru orice z real si oricare ar fi » > N. Deoarece N nu depinde de z, ci
numai de , rezultd cd sirul {T',(z)} converge uniform, pe (—o0, o), ciitre f(z).
Teorema ‘3’ aratd ci o functie continud, periodicd, de perioadi 2r se
poate aproxima oricit de bine cu ajutorul unui polinom trigonometric, tot
asa cum o functie continui pe un interval compact se poate aproxima oricit
de bine cu ajutorul unui polinom obignuit. Se pune, in mod natural, urmi-
toarea problem#: dat fiind c# polinoamele trigonometrice care aproximeazi
o functie f depind, evident, de functia considerats, nu cumva aceste poli-
noame sint chiar sumele parfiale ale seriei Fourier asociate lui f? Dacd ar
fi asa, atunci am putea reprezenta intr-un mod simplu polinoamele T',(x)
din teorema 3’, deoarece coeficientii acestor polinoame ar fi exprimati,
cu ajutorul functiei f, prin formule de tipul (18) si (19). Realitatea este
ins4 alta: polinoamele T, (x) care figureazd in teporema 3’ nu sint, in general,
sumele partiale ale seriei Fourier asociate lui f. Acest lucru era de agteptat,
deoarece in caz contrar ar fi insemnat ca seria Fourier a oric#irei functii f,
continue, periodice, de perioada 2w, sii conveargd uniform cdtre f pe toatd
axa reald; ins# aceasta ar veni in contradictie cu faptul — cunoscut in sti-
intd — c# existd func{ii continue, periodice, de perioadd 2w, ale céror serii
Fourier nu numai ¢4 nu converg uniform, dar admit chiar unele puncte de
divergenti.
n cele ce urmeazi, vom arita totusi ci sumele parfiale ale seriei Fourier

asociate unei functii f, continue pe [—=, ©], joacd un rol foarte important in
problema aproximdrii functiei f, Insd aceastd aproximare trebuie inteleasd
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intr-o altd acceptiune decit pind acum. Pentru a explica aceastd acceptiune
noud, va fi necesar si dezvoltdm o intreagd analogie intre notiunea de vector
si notiunea de functie si si considerim notiunea de functie ca o generalizare
a notiunii de vector.

Se gtie ¢d un vector alunecétor, in spatiul euclidian de dimensiune n,
este caracterizat prin cele » componente scalare. O functie f definitd pe [a,
b] este caracterizatd prin valorile f(z) luate pentru diferite valori ale lui 2 €
Ela, b). Insi valorile z € [a, ] formeazi o multime infiniti. Pentru acest
motiv, vom concepe o functie f definitd pe [a, 4] ca un vector cu o infinitate
de componente; pentru fiecare x < [a, 0], f(z) va fi o componentd a lui f.
Diferitele notiuni referitoare la vectorii obisnuifi se extind, intr-un mod na-
tural, la vectorii functii. (Este posibil ca unele ,,componente“ ale unui vector
functie sd fie egale: intr-adevir, dacd f ia valori egale in punctele z; si .,
atunci componentele f(z,) si f(x;) sint egale.) Adunarea vectorilor functii si
inmultirea unui vector functie cu un numir se definesc ca adunarea func-
tiilor si inmulfirea unei func{ii cu un numair.

Lungimea unui vector V din spatiul cu » dimensiuni este datd.de ex-
presia

V > z-?,.‘

i=1

unde v, ..., 7, sint componentele lui V. Prin analogie, pentru un vector func-
tie f definim ', lungimea“ prin expresia

b
§f2<x) dv, (33)

presupunind, bineinf,,elés, cd f2(é:)"este integrabild pe [a, b].
Distanta dintre punctele A(z,, ..., z,) §i B(y,, ..., ¥a) din spatiul eucli-
dian cu r dimensiuni este dati de

. » -
E (y; — 2)>
i=1

Prin analogie, ,distan{a® dintre- dou# functii f si g, definite pe [a, b),
va fi definitd ca lungime a vectorului functiei { — g:

.

b

(i@ — ez, BTN

a

bineinteles, in cazul in care integrala are sens.
Expresia 33 se numeste abaterea medie pdtraticé a functiilor f i g.
Se stie c& unghiul ¢ a doi vectori din spatiu: V, de componente v,, v,
si v3 i W, de componente w,, w,, w;, satisface relatia

0w, + vw R
cos @ = 10y + Uity - Vg,

Vol + 3+ 13wt + wg + wi




In mod analog, putem defini ,,unghiul“ ¢ a doi vectori functii f i g, definite
pe [a, b], prin relatia :
b
{ rorete ez
cos ¢ = ——— — : (35)
b b '
1/ {ra) az V f etz
a a

cu conditia ca fractia si fie subunitari in valoare absolutd, deoarece cosi-
nusul nu poate pardsi intervalul [—1, 1], cu alte cuvinte cu conditia ca

'lgf(x)g(x) dx[,s V§ () do Vﬁgzm dz. (36)

a a

Aceastd inegalitate este cunoscutd in Analizi sub numele de inegalitatea
lui Cauchy-Buneakovski. Ea este adeviratd oricare ar fi functiile f i g. Tata
cum se aratd acest lucru: - .

Fie f si g dou#t functii neidentic nule (in caz contrar, inegalitatea este
evidentd) definite pe [, b] si fie A i y doudl numere reale. Presupunind c&
f si g sint integrabile pe [, ], are sens integrala :

" b

S[mx) + pg(@)]* da.

Deoarece functia de sub integrali este nenegativi, integrala insédsi este nene-
gativd, deci
b b b

2hu Sf(x)g(w) dz < 7~2Sf“’(w)dw + p2

a

g%x) dz,

R ey

sau, punind ,
b ‘ b ) b
= fz)ds, B= ng(x)dx, c= Sf(w)g(x) de,  (37)

avem, tinind seama ci semnul lui A sau al lui p este arbitrar,
200 € MA 4 p2B. (38)

Deoarece A si p sint numere reale arbitrare, putem lua

Ic LC
A= l/ ’Z’ L= l/ E
§i, inlocuind aceste valori in (38), obfinem
Cc
— < 1
VA

=)
)
(V]



Revenind la expresiile (37) ale lui 4, B si C, se obtine inegalitatea (36).
Se gtie c& produsul scalar a doi vectori obignuiti se obfine multiplicind
})rodusul lungimilor cu cosinusul unghiului dintre ei. Aplicind aceasti regul¥
a vectorii funectii gi finind seama de expresiile (33) si (35) pentru lungimea
§i pentru cosinusul unui unghi, objinem, pentru produsul scalar (f, g) a doi
vectori functii, urmétoarea expresie, care constituie insigi definitia lui,
b

(r, &) = { f=)g(a) da. @9

a

Tinind seama de (33), rezultd ci produsul scalar al unui vector functie
cu el insusi este egal cu pétratul lungimii acestui vector. In legiitura cu defi-
nitia (39) a produsului scalar, este semnificativ s¥ reconsiderdm si formula
(35). Prin analogie cu vectorii obignuiti, vom spune ci doi vectori functie
sint ortogonali daci cosinusul unghiului acestor doi vectori este egal cu zero.
Formula (35) ne spune c# aceasta se intimplj atunci cind produsul scalar al
celor_doi vectori, dat de (39), este egal cu zero.

In felul acesta, denumirea de ,,ortogonale®, datd functiilor f si g pentru
care integrala (39) este nuld, isi cap#td o motivare deplini.

Toate consideratiile dezvoltate pini aici au sens, evident, pentru functii
integrabile pe [a, b]). Putem vorbi g1 despre distanta dintre douX functii in-
tegrabile f si g, folosind ca definitie a distantei expresia (34), care, dupi cum
am vizut, se introduce pe o cale foarte naturald. Problema care ne va preo-
cupa acum va fi urmétoarea: dintre toate polinoamele trigonometrice de
ordinul n, care este polinomul cel mai apropiat, in sensul distantei (34), de
o functie f, integrabild pe [—=, =] (in cazul in care un astfel de polinom tri-
gonometric existd). R¥spunsul la aceasti intrebare va arita marea insem-
néitate a sumelor parfiale ale unei serii Fourier. Inainte de a da acest rispuns,
vom avea nevoie de urméitoarea definitie: . : :

Fie f integrabild pe [—=, =]. Polinomul

F,(z) = %" + ay ¢0s z 4 b, sin z +- ... + a, cos nx + b, sin nz,

format cu primii 2n - 1 termeni din seria Fourier asociatd lui f, se numeste
polinomul Fourier de ordinul n asociat functiei f. Cu alte cuvinte, polinomul
Fourier de ordinul n asociat funciiei f este acel polinom trigonometric de
ordinul 7 ai'cirui coeficienti sint dati de formulele (18) i (19).

Teorema 4. Fie f integrabili pe [—m=, =] si fie F,(z) polinomul Fou-

rier de ordinul » asociat funefiei /. Daci T,(r) este un polinom trigone-
metric de ordinul », atunci

V | 5 [f(@) — F()Pde < V { 1f(@) — To(a)) da. 40)

-7

-
=

Demonstratie. Vafi,evident, suficient si demonstrim inegalitatea

{ @) ~ Fula)p da < { t7e) — Tu(@irda.
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S4 scriem sub formi explicitd pe T,(2):
To(z) = %" + @y ¢08 z + B, 8in & + ... + @, cos nz + B, sin nz  (41)

Totul revine la a demonstra ci functia
O(xgy atyy oeey tpy Bis ey Ba) = S [f(x) — Tp(x)]?dx, (42)
definity inAspat,iul euclidian cu 2n + 1 dimensiuni, i5i atinge minimul atunci

cind oy = ap, a; = @y ey O = Qpy By = by, ..., By = b, unde a, a, ..., a,,
by, ..., by sint coeficientii lui F,(z). Avem

{ — To(o)Pdz = | 120 a2 — 2 { @) Tu(@) da + | o4z @3)

S4 evaluim ultimele doux integrale din membrul al doilea, {inind seama
de (41), (18) si (19):

[ rorTa(o) a0 = 2 5 fla) da -+ { flakeos 2 da + By | flalsin zds +

T

F e F ap S f(x) cosnz dz + B, S f(z)sin nz dz,

deci

| @ Tu(@rds = =[S+ cros + Bbs + o - tata + Baba]- (4D
Tinind seama de ortogonalitatea sistemului tfigonometric, avem
S T}z)dz = S [i—g + afcos?z + B3 sin2z + ... 4 o2 cos2nz -+ p2 sinznx) dz=
=1‘;“i+¢§ S cos”:cdw+(5§‘ S sin? z dz + ... 4 o2 S cos? nx dz -+
+ 2 S sin?nz dz.

Insi, confér‘m relatiilor (15) si (16), toate integralele din membrul al
doilea sint egale cu =, deci

| @ dz ==+ ot 01+ + ok 482 (45)

-
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Inlocuind in (43) expresiile obtinute la (44) si (45), objinem

| @)~ T(@Fde = () do — 2= [ oo Bibat- o +-2ntnt-Baba | +

- -

+zﬁ+ﬁ+ﬁ¥m+ﬁ+ﬂ

sau, grupind in mod convenabil termenii din membrul al doilea,

S [f(z) — Tu(@)Pdz = | fAzx) dz + = [B=20% 4 (o — 20,) +

(B —28.8) + - + (a2 — 20,2,) + (B2 — 23,.6.,)]-
Insg avem
ad — 2u,a, = (2% — ap)* — a3, (p=0,1,..,n),

B2 — 2Bphp = (B, — 02 — 03, (P=1, 2, .., n),
deci : :

| i) = Tutopto = § o) o+ B 59 4 (o — a4+ e — 0" +

. (46)
o (= ) o B — 2] = [ R a8 a8

Ins3 este clar ci expresia din membrul al doilea al ultimei egalititi devine
minimi atunei cind:

ao—a0=al_al=pl~bl='°°=°‘n_an=ﬂn_b =0,

deci cind ay, ay, By, ..., &y, By sint tocmai coeficientii polinomului F,(z). Deci
minimul functiei (42) se realizeazi tocmai atunci cind T',(x) = F,(x).
Teorema 4 se mai poate enunta in felul urmitor:

Teorema 4'. Dintre toate polinoamele trigonometrice de ordinul =,
cel mai apropiat, in sensul distantei (34), de o functie [ integrabili pe
[—=, =], este polinomul Fourier de ordinul » asociat functiei f.

Observatie Functia O definitid de (42) este o integrald cu 2r 4 1
parametri. Este interesant sd se cerceteze minimul functiei ® dupd metoda
studierii punctelor de extremum la functii de mai multe variabile, folosin-
du-se derivatele partiale de primul si de al doilea ordin ale functiei @, pre-
cum si teoremele privitoare la integrale cu parametrii. Recomandim cmto-
rului s% incerce acest mod de stabilire a teoremei 4, urmind eventual, s in-

“troducd unele ipoteze suplimentare privitoare la fuxictna f.
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“Este util, pentru cele ce urmeazd, si calculim valoarea functiei @ in
punctul ei de minim. Aceastd valoare se deduce usor din (46), ficind «; = a;, '

B = b;;

S [f(2) — Fal2)Pdz = S (=) dz — 7:[% + @B+ .. Fad+ b,.] (47)

Am obtinut astfel distanta, in sensul lui (34), de la o functie f, integrabild
pe [—=, =, la polinomul ei Fourier de ordinul n. Tinind seama cd primul
membru al egalititii (47) este, evident, nenegativ, rezultd ci §i membrul
al doilea al egalititii (47) este nenegativ, deci

T

B U b ad < %S f3(z) da. (48)

Relatia obfinutd se numeste incgalitatea lui Bessel. Ea stabileste o legdturd
noud intre o functie f, integrabild pe [—=, =], §i" primii ei 2 4- 1 coeficienti
Fourier. Dat fiind cd inegalitatea (48) este valabild pentru orice numir na-
tural n, ea se pistreazi si pentru n — oo, deci

H = 2 , 12 1 ¢ o
B4y @+ < - (o (49)
“ ne=1 *
) B
In particular, rezulti ci seria de termen general a; 4 U; este conver-
gentd. Insi termenul general al unei serii convergente -tinde la zero cind
n - oo, deci '
lim a, = limb, = 0. - ’ (50)

n->00 ad

Relatiile (49) si (50) au o semnificatie deosebitd, deoarece ele aratd cd
sirul de coeficienti Fourier ai unei functii integrabile pe [—=, =] nu este un
gir arbitrar de numere reale, ci un gir pentru care seria pétratelor termenilor
este convergentd, deci, in particular, un sir care tinde la zero. Rezultd astfel
rispunsul negativ la problema 4. Se pune, in mod natural, urmétoarea pro-
blemi: reciproca propozitiei de mai sus este adeviratd? Cu alte cuvinte,
fiind dat un sir de numere reale, a,, a,, by, ..., @,, by, ... pentru care seria for-
matd cu pitratele termenilor este convergentd, existd o funcfie integra-
bild pe [—=, =], ai ciirei coeficien}i Fourier si fie tocmai termenii girului dat?
Rispunsul la aceastd intrebare este negativ. Daci insd ne amintim c# noti-
unea de ,coeficient Fourier, ca si aceea de serie Fourier, depinde de noti-
unea de integrald cu care se lucreazd, apare legitimé intrebarea dacd nu cumva
rispunsul negativ la problema de mai sus nu se datoregte faptului cé inte-
grala Riemann, cu care lucrim, este o integrald prea particulard. Intr-adevir,
aceasta este situatia. Dupd cum s-a constatat la inceputul secolului nostru,
de indat# ce se trece la o notiune mai generald de integrald, anume la inte-
grala introdusd de Lebesgue, rdspunsul la problema pusi este urmétorul:

Fiind dat un sir de numere reale a,, ay, by, ..., @4, b,, ..., pentru care
seria pitratelor este convergentd, existd o functie f definitd pe [—=, =], al
cirei pitrat este o functie integrabild Lebesgue pe [—=, =] si astfel incit
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termenii girului dat’ sint tocmai coeficientii Fourier-Lebesgue ai functiei f.
(Deci ay, 1 b, sint dati de formulele (18) si (19), in care integrala este luat# in
sensul lui Lebesgue.) :

Discutia de mai sus aratd c¥ integrala Riemann este insuficientd,
inadecvati pentru rezolvarea problemelor fundamentale ale teoriei seriilor
trigonometrice. Aceasta este doar una dintre imprejuririle care au-deter-
minat introducerea unui concept mai general de integrali.

. Dealtfel, trebuie si spunem ci inegalitatea lui Bessel gi teorema 5
de mai jos rémin si ele adevdrate pentru orice functie cu pitrat integrabil
Lebesgue pe [— =, =]. :

Ca o completare a consideratiilor de mai sus, vom preciza ci inegali-
tatea (49) este chiar o egalitate, ori de cite ori functia f satisface conditia
f(— =) = f(x). Nu putem da aici demonstratia acestui fapt, il vom stabili
insd intr-un caz particular.

Teorema b. Fie f continui, periodicsi, de pericadd 2= pe (— oo, co).

Fie ay, a;, by, ..., @y, by, ... coeficientil Fourier ai funectiei f. Are loc
egalitatea

22'5+ P N - BN SRy * BT i- S () dz. 1)

-1

Demonstrafie. In baza ipotezelor ficute asupra lui f si ’(,iﬁind

seama de teorema 3’, existd un sir de polinoame trigonometrice {7,(z)}

care converge uniform, pe (— oo, o0), cétre f(z). Aceasta inseamni cd, fiind

dat un ¢ > 0, existd un NN, cu proprietatea ci pentru orice n > N, si pen-
tru orice x real avem : '

If(®) — Tu(2)] <e.

Presupunind ¢d ¢ < 1, vom avea, cu atit mai mult,

‘ |f(x) - n(x)l2 < &
pentru orice z real, deci
@) — Tut) do < 2me. (52)

bt 14

Notind cu F,(z) polinomul Fourier de ordinul » asociat functiei f gi {inind
seama de teorema 4, obtinem :

T T

S [f(z) — Fo()Pde < S [f(2) — To(o)] da. (53)

-7 -

Din (52) gi (53) rezultd c#, pentru » > N, avem

S [f(z) — Fo(n)Pdz < 2me (54)

-7
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sau, tihipd séa‘ma de egalitatea (47),
0< S f¥(z) dz — n[“§+ &+ b+ . +a2+ b,”,] < 2re.
Deoarece aceste inegalitiiti ‘sint valabile oricare. ar fi numdirul natural n,
rezultd - : L . ’
0<f{ 12(z) dz — 1:[13 +§/(a§+b2) < 2me

= 9 n =

n=1i
-_—7

gi, deoarece ¢ este un numir pozitiv arbitrar de mic, iar diferenta de la
mijloc nu depinde de ¢, se obtine

-~
b3

- _S f2(z) dz - [— + ,,i;{(“’% + bﬁ)] =0

si teorema 5 este astfel demonstrata.

Observatii. Egalitatea (51) a fost stabilitd la inceputul secolului
trecut, de ciitre M.A. Parseval, fird a preciza conditiile in care ea are loc.
Prima demonstratie riguroasd a egalitdtii (51) a fost dati de A.M. Leapunov.
De aceea, vom numi egalitatea (51) egalitatea lui Parseval-Leapunov.

Formula lui Parseval-Leapunov are o deosebitd semnificatie geometricd,
ea fiind o generalizare a teoremei lui Pitagora. Intr-adevir, daci se consi-
derd in plan doi vectori ortogonali @ si b, suma @ - b este un vector dirijat
pe ipotenuza triunghiului dreptunghic ale cirui catete sint @ si b, iar mari-
mea lui @ 4 b este egali cu lungimea ipotenuzei. Deoarece mirimea unui
vector este dati de rddicina pétratd a produsului scalar al acestui vector -
cu el insusi, teorema lui Pitagora revine la

@+ b)2 = a2 + B,

unde pétratul are semnificatia de pétrat scalar. Cu alte cuvinte, teorema
lui Pitagora se mai poate enunta in modul urmitor:

Dac# doi vectori din plan sint ortogonali, atunci pitratul scalar al
sumei lor este egal cu suma pitratelor lor scalare.

Acest enun} rdmine valabil si atunci cind se consideri vectori din spa-
tiul ‘euclidian n-dimensional. Demonstratia acestui fapt este imediatd. Fie
@ §i b doi vectori ortogonali din spatiul euclidian cu n dimensiuni. In baza
proprietitii de distributivitate a produsului scalar, avem

@+ 5)2= @+ %) @+ b) = aa + bb + ab + ba.
Ins¥ deoarece @ si b sint ortogonali, avem
: ab = ba = 0,
(@ + )2 = @ + b2

Prin inductie complefa, se aratd ugor ci enuntul de mai sus rimine valabil
pentru orice sumd finiti de vectori din spatiul euclidian n-dimensional, cu

deci
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alte cuvinte, 'dacd a,, @, ..., d,,l, sint vectori din spatiul euclidian n-dimen-
- sional, astfel incit fiecare dintre ei este ortogonal cu tofi ceilalti, atunci

@+ a+..+a)2=ad4+a+a+ .. +a

Aceasta este teorema lui Pitagora generalizati.
Acum este clar cd teorema 5 constituie o extensiune a enuntului de mai
sus la cazul in care suma este inlocuitd cu o serie convergentd, iar vectorii
obignuiti sint inlocui{i cu vectori functii. O functie f, continud, periodici,
de perioadd 2w, nu este totdeauna suma seriei Fourier asociate; dar chiar
daci egalitatea - , s

{(z) =--“2'-°+ a, cos x + b, sin z + ... 4 a, cos nz + b, sin nzx + ...

" este falsdi sau n-are sens, ea devine adeviratd de indatd ce concepem con-
vergenta seriei Fourier nu in sensul obignuit, ci in sensul distanfei (34);
intr-adevir, conform teoremei 5 (in special relatia (54)), sumele partiale
ale seriei Fourier asociate lui f converg, in sensul distantei (34), citre f,
de indat# ce f este continud, periodici, de perioadd 2=. Tinind seama de
relatiile (15) si (16), egalitatea (51) aratd cd pétratul scalar al functiei f
este egal cu suma seriei objinute prin insumarea pdtratelor scalare ale ter-
menilor seriei Fourier asociate lui f. Binein{eles, pitratul scalar este consi-
derat in sensul produsului scalar definit prin relatia (39). )

Din teorema 5 vom deduce unele consecinfe foarte importante, ins#
pentru stabilirea lor este nevoié si introducem o nofiune noui.

- S84 considerfm un sir de functii fy, f2, o, fay ..., definite i integrabile
pe [a, b] si care formeazi, pe [a, b], un sistem ortogonal. Fie acum o familie
F de functii integrabile pe [a, b]. Vom spune cd sistemul ortogonal dat este
complet pe [a, b] in raport cu familia F dacd nu existd in F nici o funcie
f neidentic nuld, care sd fie ortogonald cu f,, pe [a, b, oricare ar fi numdrul
ratural n. =~ - : :

Teorema 6. Sistemul trigonometric fundamental este, pe [—=, =],
un sistem ortogonal complet in raport cu familia C a funefiilor continue,
periodice, de perioadd 2= pe (— co, oo).

Demonstratie. Fie f € C. Sd presupunem ci f este ortogonald

pe [— m, =], cu fiecare functie din sistemul trigonometric fundamental.
Avem deci

S‘ f(z) cos nx dz = 0, (r=0,1,2,..),

-7t

S f(z) sin nz dz = 0, rn=1,2..).

Aceasta inseamn¥ ci toti coeficientii Fourier ai functiei f sint egali cu zero:
ay=0,a, = b, = 0 (n =1,2,...). Ipotezele ficute asupra functiei f permit
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aplicarea teoremei 5; egalitatea lui Parseval-Leapunov ne d, in baza faptului
cd toti coeficientii Fourier sint egali cu zero,
\ S f3(z) dz = 0. (55)

-1

S& presupunem, prin reducere la absurd, ci f nu este identic nuli pe [—r,

7n]. Datoritd continuitafii lui #, ar exista atunci un punct £ € (— =, =) cu
[(€) # 0. Pentru a fixa ideile, fie f(£) > 0. In baza continuititii Iui fin
g, existd doudi numere pozitive  si v, astfel incit, pentru z € [£ — 4,

3

& 4 7], si avem f%z) > ». Avem deci

~ E+4n
. S fz) dz > Me.
. E;n
Cum, pe de alt# parte, avem
] 7
S f¥z) dz > 0, S fiz) dz > 0,
P E4n

.......

T

S f¥z) dz >0,

- inegalitate care contrazice relatia (55). Deci f este identic nulj rel— =, =]
§i teorema 6 este demonstrati. ' '

Observatie. Se poate demonstra o teoremd mai puternici decit
teorema 6 gi anume: :

‘Teorema 6. Sistemul trigonometric fundamental este, pe [—m, =],
un gistem ortogonal complet in raport cu familia funetiilor continue pe
[—=x, =] A

Nu vom da aici demofistraw}ia acestei teoreme.
Acum sintem in misurd si rezolvim problema 5 in acel caz particular
-in care funciiile / si g sint continue, periodice, de perioadd 2= pe (—oo, oo).

Teorema 7. Fie / i g doudl functii continue, periodice, de perioads
2z pe (—oo, oo). Fie

a, =1 S f(z) cos nz dz, at =1 S g=z)cosnzdx (n=0,1,..)
T ™

b, = 1 S f(z) sin nrdz, * b= 1 S gx)sinnzdz (n=14,2,..)
T T

Daci af, = af pentru n =0, 1, 2, ..., §i bf, = b pentru n =1, 2, ...,
atunci f(z) = g().
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- Del'nbns_tr,aj;ie. Si punem ¢ _}=—-Vf-‘g. Un calcul simplu. aratd ci
a; = S e(z)cosnzdz =0, = (n=0,1,2..),

-7

be = S (%) sin nz dz = 0, (n=1,2.)

deci functia o este ortogonald cu fiecare functie din sistemul trigonometric
fundamental. Deoarece ¢ este continud, periodicd, de perioadd 2r pe (—oo,
o), putem aplica teorema 6 si rezultd o(x) = 0, deci f(z) = g(z).

" Observatie Folosind, in locul teoremei 6, teorema 6’, demonstra-
tia de mai sus conduce la

Teorema 7. Fie f si g doudt funefii continue pe [— =, =]. Fie df,
bi, af, b% coeficientii Fourier ai funectiilor / si g. Daci a, = a (n =0,
1, ..) §i b, =88 (n=1, 2, ..) atunci f=g. '

Cu alte cuvinte, problema 5 capiti un r#spuns negativ de indatd ce
inlocuim, in enunful ei, cuvintul ,integrabile“ prin cuvintul ,continue®.
Este ugor de ardtat c¥, in cazul general, réspunsul la problema 5 este
afirmativ. Intr-adevir, fie f funcfia identic nula §i fie g functia lui Riemann
L, =L, psig tntregi, ¢ >0, (p,9) =1,

0, « irational.

Funcfia g este integrabild Riemann pe orice interval compact gi integrala
ei este nuli pe orice interval compact. Deci functiile f gi g au, amindoud,
toti coeficientii Fourier egali cu zero, desi ele diferd in orice punct rational.
. Vom da acum o teoremd care constituie un réspuns partial la proble-
mele 1, 2 si 3. o

Teorema 8. Fie f o funectie periodici, de perioadd 2= pe (—oo, co).
S presupunem ci f este derivabili, iar derivata ei este continui pe
(—oco, oo). In aceste condifii: A

I) Seria Fourier a functiei / converge absolut gi uniform pe (—o0, o0);
II) Suma seriei Fourier este egali cu f(x), oricare ar ii » real.

Demonstratie. Fie a, si b, coeficien’gii Fourier (dati de (18) si
(19)). ai functiei f si fie o, §i B, coeficientii Fourier ai functiel f'. Avem deci

I

w, =L S’f’(x) cosnzdz (n=0,1,..),
3 : :

-~
3

By = — S f(z) sinnzde (n=14, 2.

.
ot
o
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Si calculim pe a, aplicind teorema de \integ;rare prin pér}i:

‘za',, =-S f(z) cos nz dz =,m i - S f'(z) sin nz dz = — —(3,,,

== —-x

deci '
a, = —FBn, (56)

S& calculdm si pe b, aplicind integrarea prin pérti:
7by = S f(2) sin nz dz =

-

—{f{z) cos nz |=

14

10,
+: S_I () cos nz dz.

" Ins¥ cos na = cos (— na) i, datoritd periodicitatii Iui f, f(— =) = f(x), deci

flz) cosnz |= 0
n —'rr.—' :
" Rezultd
1 ¢,
7y, = = S f'(z) cos nz dz =—-oc,,,
 deci
by = ==, (57)
n
Tinind seama de formula patratului unui binom, din (56) si (57) rezultd
—-I.BL Az 4 1
laal =222l < 2 (824 ) (58)
_L_l 2y 1 .
bl =< gl 4] (59

In baza relatiei (49) aplicate functiei f’, rezulti ci seria

- -3

7;:1 (a2 + B2)

_este convergentd. Seria

>
n=1 n?
este de asemenea convergentd, dupi cum se stie din teoria seriilor. Rezulti

' cd seria :

/

>[4+ +2)

ne=1
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este convergents. Insd, in baza relatiilor (58)-si (59), avem

lan] + 15, S%(&ﬁ-&fﬁ-k%).

deci, in baza teoremei de comparatie din teoria seriilor, seria

,@1 (|lan! + [Ba])

este convergentd.
Deoarece avem, pentru orice z real,

|a, cos nz + b, sin nz| < |a, cos nz| + |b, sin nz| < |a,| + |4l,

rezultd, in baza criteriului lui Weierstrass de convergentd uniformd a unei
serii, cd seria

% + a2=1 (an cos nx + b, sin nx). (60)

converge absolut si uniform pe (— oo, c0). Am stabilit astfel prima parte
a teoremei. :

Pentru a arita cd suma seriei' (60) este egald cu f(z), vom nota cu
g(x) suma seriei (60), urmind a arita cd f(z) = g(z).

Conform teoremei 2’ si tinind seama ci seria (60) converge uniform,
rezultd ci seria (60) este seria Fourier a functiei g, cu alte cuvinte a,
§i b, sint coeficientii Fourier ai functiei g. Pe de altd parte, a, i b, sint,
prin ipotezi, coeficientii Fourier ai funcfiei f. Functia f este, prin ipotezd,
continud, periodici, de pericadd 2m. Functia g, ca sumd a unei seril trigo-
nometrice uniform convergente, este si ea continud, periodicd, de perioadd
27. Functiile f si g indeplinesc deci toate conditiile pentru a le putea aplica
teorema 7; rezultd ci f(z) = g(z), deci f(x) este, pentru orice z real, suma
seriei (60). '



Capitolul VI
DRUMURI, CURBE SI LUNGIMEA LOR -

2. Drumuri

: Fie f 5i g doud functii reale, definite gi continue pe intervalul compact

[a, &]. Fiecdrei valori ¢ cuprinse intre a §i b 1i corespunde, in plan, un
punct determinat, de abscisi f() si ordonaty g(t). Multimea E a acestor
puncte se obtine deci cu ajutorul reprezentirii; '

. $=f(t),

r:
y= g(t)1

(@ <t <b); (1)

t este un parametru, iar r este o reprezentare parametricd.

Multimea E este imaginea lui [a, 5] prin r; o numim imaginea reprezen-
tdrii r si o notdm I(r). Se pot considera §i reprezentdri parametrice alcituite
cu trei functii, deci a ciror imagini sint situate in spatiu. Pentru a nu com-
plica scrierea vom considera, in cele ce urmeazd, numai reprezentiri para-
metrice plane. Functiile f si g vor fi presupuse tot timpul continue.

Cuplul {r, I(r)}, alcituit din reprezentarea r $i imaginea ei, constituie,
prin definifie, un drum §i se noteazd cu d.

Dacé renuntim si inglobim in conceptu] de drum componenta geo-
metrici datd de imaginea aplicatiei (1), putem defini nofiunea de drum pur
§i simplu ca o aplicatie continui a intervalului [a, b] in spatiul R". (Cazurile
obignuite fiind acelea pentru care n = 2 sau n = 3.) n acest caz, se obtine
o anumitd sirplificare a terminologiei si a notatiei. ~

Dacd f(a) = f(b) st gla) = g(b), drumaul este inchis. Un exemplu de drum
inchis este furnizat de functiile f(z) = cos ¢ §i g(t) = sin ¢, considerate pe
intervalul [0, 2=]. X

Fie o reprezentare r astfel incit existd valori t' $i " cu urmdtoarele pro-
prietdfi: a < t' <t” < b, f(t') = f(t") si 8(t') = g(t"). Dacd cel putin una
dintre inegalitdfile a < t' §i 1" < b este satisfdcutd, spunem cd punctul de
abscisd {(t') si de ordonatd g(t') este un punct multiplu al drumulur {r, I(r)}.
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Dacd un drum d nu admite nici un punct multiplu, spunem cé d eSte un drum -
simplu. o

Drumul definit cu ajutorul functiilor f(t) =¢, g(t) =2, a < t < b,
este simplu, dar nu este inchis. Exemplul de drum inchis care a fost dat
mai sus este, in acelagi timp, un exemplu de drum simplu. Drumul definit
cu ajutorul functiilor f(2) = |2t — 1], g(t) =f(t), 0 < t < 1 nu este simplu,
dar este inchis. Intr-adevir, avem .

&

1L =e(d) =s(Y=1[3) =5 10 =0 =1 = 1) = &0

Drumul definit de functiile f(t) = cos ¢, g(t) = sin ¢, considerate pe

~ intervalul [0, 3x], nu este nici simplu, nici inchis. fntr-adevir, avem

cos 0 = cos 2m, sin 0 = sin 2w, dar cos 0 == cos 3m.

b. Drumuri rectificabile

Notiunea de drum rectificabil in sensul lui Jordan. Fie un drum ¢ =
= {r, I(r)}, unde r este datd de

‘x = f(t)i |
r: (a
l'y = g(t),

Fio A= (0 =ty <ty <t < o <t <ty <o < tp =1b) o0 divisiune
oarecare a lui [a, b]. Punctele Ay(f(to), g(ta)), Ay(f(t1), 8(E1))s s A(f), g(ti)Zt

< t<b).

vey An(f(ts) g(t,)) determind o linie poligonald inscrisd in marginea lui r'.
Lungimea acestei linii poligonale este

=3 VTl = TQF F [l — EGIF-

i=0

Se observi ci, inlocuind diviziunea A cu o diviziune mai find, la nu
descregte. Este natural atunci s& ne indreptim atenfia citre marginea supe-
rioary a mulfimii {la}, presupunind, bineinfeles, ci mulfimea {la} este
majorati. : .

"Drumul & se numegte rectificabil dacd muljimea {la} este majoraté. Mar-

ginea superioard a acestei mulfimi se numegte lungimea drumului d. Vom
da acum:

Criteriul de rectificabilitate al lui Jordan. Un drum d = {r, I(r)} este
rectificabil daci si numai daci funectiile f si g din (1) sint eu variafie mir-
ginitd pe [a, b). :

Demonstratie. Din faptul ci, oricare ar fi numerele reale u si
v, avem:

|u|

7]

<Vt o< ul + bl

1 Ori de cite ori nu va fi confuzie, vom spune ,drumul d” in loc de wimaginea lui r. -
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 rezults, Taind u = f(ti) — 1(86) 5 © = g(tis) — g(4), & -
' I‘n—l
2 1f(tsa) — 181

i= n—1 )

- 1< 2 Vi) — FGF + [80) — e®F<
P UM EF TN S - et

= < X Iftin) — FO] +Flgtn) — g6

i=0

Daci d este rectificabil, atunci mul{imea {l»}, adicd suma de la mijloc
este majorat#, deci cu atit mai mult sint majorate sumele din stinga. Rezultd,
cd f §i g sint cu variatie mérginitd. Reciproc, dacd f si g sint cu variaie
‘mirgimitd pe [, b], atunci sumele din dreapta sint majorate, deci cu atit
mai mult va fi majorati suma de la mijloc, adicd multimea {ln}. Rezulti
¢d d este rectificabil. .

Observatie. Un drum rectificabil poate avea aceeasi imagine ca §i
un drum nerectificabil. Intr-adevir, fie d, §i d, doud drumuri definite, reg-
pectiv, de

- ‘$=t,, : x=‘?(t),
riy 0<t< 1) . o Tgt (04361)
ly=t7

¥ = olt),

unde ¢ este o funclie continud, dar cu variatie nemirginitf pe [0, 1] si
astfel incit marginea ei inferioar#d este egald cu zero, iar marginea ei supe-
rioarj este egald cu unu pe [0, 1] r, §i 7, au drept imagine diagonala pétra-
tului unitate situatd pe prima bisectoare a axelor. Conform . criteriului de
rectificabilitate de mai sus, d, nu este rectificabil, dar d, este rectificabil. -

Observatii. Fie fi, fa ey fas - UD gir convergent de functii cu '
variatie indrginitd pe [a, b]. Fie

.{“’=t’ <t<b
iy = o), @< ES 0

" Rezultd c¥, pentru orice n = 14, 2, ..., drumul d, = {r,, I(r,)} este rectifi-
cabil. Fie f, = lim f,. Dacd functiile f;, /s, ..., fa, ... sint cu variatie egal

mirginiti pe ‘[a,n Z]T atunci functia limitd f 1y
este cu variatie mirginitd pe [a, b),

deci, notind cu r reprezentarea 1
z =),
r: <t<b
st € §

drumul d = {r, I(r)} este rectificabil. De
aici nu rezultd insi ci girul U(d,), {(d), ...,
Ud,), ... (unde l(d,) reprezinti lungimea
drumului d,) converge cétre {(d), lungimea
drumului d. Intr-adevir, fie f}, f2 f3 fay oo
functiile care au drept grafice liniile
poligonale indicate in figura 1.

Ql'ﬁ:*'?‘l‘ Nf
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| Functia f, are drept’ grafic o linie poligonald formatd din 2" laturi
egale, in felul urmitor: prima laturd uneste punctul (0,0) cu punctul 1.4

y — iy

an+l onj

a doua laturd unegte punctul Iz—::l , %.) cu punctul ( 211‘, 0), a treia laturd.

1. .
» — si asa mai departe. Func-
an+l 9n,

tiile f, astfel definite sint cu variatie egal marginitd pe {0, 1]. Se vede ugor
cdi, pentru fiecare numir natural n, lungimea graficului lui f, este egald cu
/5. Insi lungimea graficului lui f este egald cu 1, deoarece acest grafic
coincide cu segmentul unitate de pe axa absciselor.

Dacd pentru un gir convergent {f,} de functii cu variajie mdrginitd pe
[a, b] sirul de lungimi ale graficelor converge cdtre lungimea graficului funcfiet
limitd f, atunci spunem cd sirul {f,} converge in lungime cdtre f. Dacd sirul

h

uneste punctul | :—n » 0 cu punctul ‘% +

b
V (fn)} converge cdtre V (f), atunci spunem cé sirul {f,} converge in variafie
a a

cdtre f. $irul de ‘mai sus nu converge citre f nici in lungime, nici in varia-
tie, desi el converge uniform cétre f.

¢. Reprezentarea integrali a lungimii unui drum

Pentru a calcula cu ugurin{d lungimea unui drum, vom ciuta s-o expri-
mim cu ajutorul unei integrale. Dupé cum se va vedea, aceasta este posibil
pentru o clasd foarte largd de drumuri.

Lema 1. Fie d = {r, I(r)} un drum rectificabil, r fiind definiti de
(1). Existd un gir de diviziuni A, ale intervalului [a, 5], eu urmaitoarele
doudl proprietifi: 1° norma diviziunii A, tinde la zero c¢ind n tinde la
infinit; 2° lungimea liniei poligonale /,- tinde >edtre lungimea I(d) a
drumului d, atunei efnd » — co. _
Demonstratie. Avem [(d) = sup {la}. Existd deci in multimea
{lx} un sir de elemente lay, laz, ..., lap, ..., care tinde cdtre l(d). Addugind

lui A, noi puncte de diviziune, intr-un mod convenabil, vom obtine o divi-
‘ ziune A, de normi inferioard lui

¢ 1/n. Cum, pe de altd parte, pentru
4 orice diviziune A avem Ia < I(d),
{/”' ‘ rezultdl Ja, < l,- < l(d) pentru orice
~ E n
, ’: o~ '\" numdr natural n, deci girul [ a; tag
L ——35¥ed] .., 1, , .. tinde lx U(d), in timp ce
/ /‘Ifad} _// An p
/ s norma lui A;, tinde la zero.
/ 7 Lema1 este astfel demonstrata.
;S Lema 2. Fie a, b, ¢ §i d
// /// patru numere nenegative. Avem
el Vae¥e—Vetal<
1 <la—c|l +|b—d|
g X Demonstratie. S§i urmi-

' Fig. 2 rim figura 2. In triunghiul X0Y
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avem |0X — OY| < XY. Dar XY este ipotenuza in triunghiul XMY, deci
XY < XM + MY. Combinind cele dous inegalititi, rezults |0X — 07| <
< XM + MY, adicd tocmai inegalitatea care trebuie demonstrati, deoarece
OX = V/a® ¥ 0507 = |/¢® + 0% XM = |b — d, MY = |a — ¢|.

Teorem# Fie d= {r, I(r)}*un drum, cu r definiti de (1). Sii pre-
supunem ¢i f §i g au derivatd integrabili pe [a, 0]. In aceste conditii,
d este rectificabil gi .

b

Ud) = S VIR0 + g%) dt.

a

-

Demonstratie. f si g, avind derivatd integrabili pe [a, ], sint
cu variatie mirginitd pe [a, b], deci d este rectificabil, in baza criteriului
lui Jordan. '

Fie A= (2 =1t < t; < .. <t <ly *<. <1, =>0)o diviziune
a intervalului [¢, b]. In baza teoremei cregterilor finite, aplicatd functiilor
f §1 g pe intervalul [¢;, ¢,,], existd — in acest interval — doud numere g
gim;, astfel incit f(t;,1) — /(4) = 1'E)(tes — 8.), 8(i1) — &) = g'M)tisy —
— ;). Avem deci: ‘ .

I = § V) — 1T+ 80 — 8E0E = 5> V/ FRE) 2% tyer — 1.

1=y i

(=}

Dacd am avea 7; = &;, atunci suma din dreapta ar fi 0 sumi rieman-
niani a functiei integrabile |/} (z) + g'%(z) si egalitatea din enunt ar rezulta
. imediat din egalitatea obtinutd mai sus, ficind pe A si parcurgi un sir
de diviziuni cu proprietétile din lema 1. Dat fiind insi cd, in general, u; 5
=+ E;, este necesar si facem un ocol pentru a obtine egalitatea din enunt.
S4 notdm cu 7 integrala din enunt, cu {A,} un sir de diviziuni de tipul
.considerat in lema 1, cu o a; SUma riemanniand corespunzitoare. Avem

NUd) =T < | Ud) — Ly, | +| Ly, — o5, | +|oa, — 1] - @

Vom aréta c¥, pentru n suficient de mare, membrul al doilea al inegalititii
devine oricit de mic dorim. Fie ¢ > 0. In baza lemei 1, exista N,, astfel
incit, pentru n > N, si avem

lid) — | <. 3)

Sd punem A, == < <.<B <Py <. < po=10),

pp—1 -
IA;‘ = E VIE) + 820 (thy — 1),

~

o, =20 VIHE) + £2E 0 — 1),
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Avem
Pn—

1 ‘ ‘ ] / )
(VT2EF g2w) — V2E) + g%(E) W — 1) <

l L o B4 I -
iy a
pooon =v

Pn"{ ] ’
< SIVFRET T £ — VI + gD | G — ).

=V
Aplicind lema 2, cu a = ¢ = | f'€})l, b = Ig'(ad)l,
‘ d=[g'EN,

obtinem:
pn—1
o gt | — Ig'(E?) [ ] (1 — &) (4)

: |lAr';_ GA;I <
. =9

Deoarece g’ este integrabild, rezulti cd |g’| este integrabild pe [a, b],
deci, tinind seama de (4), avem

IlAr'."_‘J'A;‘I‘< SA;‘(Ig'” _35;(|g'|)<€r .
de indatd ¢e n este suficient de mare. . :
Rezult¥ ci existd N, astfel incit, pentru n > NV;, si avem
llA;—GA;Ise. ’ (5)
In ceea ce priveste ultimul termen din membrul al doilea al inegalititii

(2), observim cd din integrabilitatea functiei V'(t) + g'(¢) rezulti existenta
unui N.”, astfel incit, pentru n > N.”, s& avem

IGA;—I|< €. . (6)
Fie N, = max (N, N, N.”). Daci n > N,, atunci. inegalititile (3), (4)
gi (5) sint simultan adevidrate si rezultd, in baza inegalitatii (2),

[Ud) — 1| <,

deci I(d) = I, deoarece membrul din stinga nu depinde de e, iai- € este un
numir pozitiv arbitrar. Teorema este astfel demonstratd.
Aplicajie. Fie d = {r, I(r)} unjdrum cu r definitd de

z = ¢(0) cos 0, o
r:{y=¢(e) sin 0, (@ < 0 < b), : ‘(7,)

unde 0 este unghiul polar, iar ¢ este o functie continud pe [, b]. Recu-
noagtem aici aga-numitele ,coordonate polare®.

Teoremi. Daci o este o funetie derivabili, cu derivati integrabild
pe [a, dg], atunci drumul definit de (7) este rectificabil gi lungimea lui
este dati de . '

b
S P/ 9%(0) + ¢'%(0) do.
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Demonstratie. Vom aplica teorema antemoarﬁ s8 punem f(0) =
= q;(e) cos 0, 2(0) = o(0) sin 6. f gi g sint denva.blle, cu derivati con-

“tinua pe [ea, b], deci drumul considerat este rectificabil. Avem f'(6) =

=9 (6) cos 0 — ¢(06) sin 6, g(ﬁ) = ¢'(0) sin 0 4 ¢(0) cos 6. Ridicind la
patrat aceste doud egalitti si adunind membru cu membru egalitétile astfel

obfinute, se ajunge la relafia:

13(0) + g%(0) = ¢?(0) + ¢'%(6)

gi teorema este astfel demonstratd.

" d! Reprezentiri parametrice echivalente

Pentru ugurinta limbajului, vom asocia fiecirei perechi (z, y) de functii

- — in cazul planului — sau fiec¥rui triplet (z, y, 2) de funct.u —.in cazul

spatiului — functii definite, in ambele cazuri, pe un interval compact [a, 5],
un vector r avind drept componente funotnle date. Imaginea reprezentirii
parametrice devine, astfel, imaginea functlel vectoriale 7. Denumirile . de

- »reprezentare parametrwé“ §i ,,vector* vor fi folosite concomltent gi cu

aceeagi acceptie.

Fie [a, b] si [«, 8] doud mtervale compacte ale dreptel numerice. Se
gtie din volumul intfi cd orice aplicafie continud gi biunivocd a segmentuluz
[a, b] pe segmentul [a, B] este strict monotond.

O aplicatie continud §i biunivocd a lui [q, b] pe [«, B] se mai nume;te
i un homeomorfism al lui [a, ] pe [«, B]. ‘

Pe baza proprietitilor de compunere si- de inversare a functiilor conti-
nue, strict monotone, studiate in volumul intii, urméitoarele proprietiti
devin evidente:

a) Dacd h :[a, b] - [«, B] este un homeomorfwm, atunci k' :[e, B] -

~ [a, b] este un homeomorfzsm.
b) Dacd

h :[a, 8] = [«, B], &' : [ B] = [, P1]
sint homeomorfisme, atunci ’
B o h:la, b] = [, B']
este un homeomorfism. '

‘Teorema amintiti mai sus ne conduce in mod natural si impértim
homeomorfismele intre doud segmente [, 8], [«, 8] in doud clase: 4° homeo-
morfismele realizate prin functii continue strict crescéitoare (homeomorfisme
directe); 2° homeomorfismele realizate prin functii contmue “strict descres-
ciitoare (homeomorfisme inverse). S

. Proprietatea urmétoare este- evidenty. Fie - I

f : [a, b] [« B), g° [ay B] [“ B']

doud homeomorfisme. Homeomorfismul

gof:la 8] - [, p]

_ este dzrect sau invers, dupd cum f st g apartin aceleza,s'z clase -sau- nu.
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¢) S& notdm cu Vi b1 mulfimea functiilor vectoriale continue, definite
pe intervalul compact [a, 4] i cu valori in plan (sau in spatiu). Dacd [a, 5]
§i [a, b'] sint doud intervale compacte oarecare ale dreptei numerice, vom
stabili o relatie de echivalentd intre Via b1 gi Ve’ ¥], pentru mulfimea tutu-
ror perechilor {[a, 8], [¢’, b']} de intervale compacte ale dreptei numerice,
in felul urmé&tor:

Pentru r € Vi= 15 ' € V1% V), vom pune
r~r
daci existd un homeomorfism direct
A k :la, b] = [a’, b'],
astfel incit
\ , rok=r,
ceea ce revine la a scrie
t' = h(t) = r'&i)] = r{t').

Un element r din Vi ] este o reprezentare parametrici continud, defi-

nitd pe [a, 4] si cu valori in plan, cu alte cuvinte o reprezentare de tipul (1).

Vom spune cd doud drumuri 4 §i d’ sint echivalente dacd vectorii corespunzi-
tori sint echivalenti. :

Este ugor de verificat cd r ~ r §i ci:
r~r=r~r.
Fie r € Viatl, 1 € V' v, p € Vi, v,

Dacd 7 ~ r', existd un homeomorfism direct k: [a, 8] — [a’, "], astfel
_incit

rroh=r. : (8)
Dacd r' ~ r'’, existi un homeomorfism direct 2':[a’, b'] = [a", b"'], astfel
fncit

r’ o k' =r'. 9)

“Din (8) si (9) deducem, tinind seama de proprietatea de asociativitate a com-
punerii functiilor, -

) oM ohk)=r.
Dar g = k' o k: [a, b] - [a”, b"] este un homeomorfism direct. Deci r ~ r”.
Asadar, relatia ,,~“ este o relatie de echivalen}{d algebrici. Aceastd

relatie de echivalentd imparte, dupd cum se stie, multimea tuturor elemen-
telor considerate, in cazul nostru multimea ' :

(v o}

a tuturor vectorilor corespunzind tuturor intervalelor compacte [a, 4] ale
‘dreptei numerice, in clase disjuncte.
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_In mod corespunzitor, mulfimea drumurilpi' se imparte si ea in clase
disjuncte; doud drumuri sint echivalente daci §i numai daci sint in aceeasi
clasd. -

Vom nota, in mod provizoriu, cu 7 clasa cireia ii apartine elementul

" r € Via b, Din cele de mai sus rezultd ci dacd r < Via b, r' g Ve, vl g

r~r', atunci F = F'.
4. Se poate ugor demonstra ci:
Doi vectori echivalenii au aceeasi imagine.

Intr-adevir, fie r = Vie 1) ¢ = View ¥1gip ~ . S notdm, respectiv,
cu E §i E’ imaginile vectorilor r, . Un punct p & E se obtine pentru ‘un
anumit ¢ € [a, b]. Fie h: [a, b] — [a’, ] homeomorfismul direct, astfel incit

roh=r"
Punind ¢' = A(t), obtinem, pe imaginea E’, un punct p’.

Fie (in cazul planului, pentru a simplifica) (z, y) componentele vecto-
rului r'si (', y) componentele vectorului 7'.. Avem, in baza relatiei prece-
dente,

Z() =3l YE) =y,

deci punctul p’ coincide cu p. . .
Deducem, in baza simetriei relatiei de echivalentd, E = E’. Putem deci
spune cd E este imaginea clasei r. e
Rezultd imediat cd:

Doud drumuri echivalente au aceeagi imagine.
Propozifia demonstrati ne permite si dim urmitoarea

Definifie. Se numeste curbi o clasi do drumuri echivalente.

Un exemplu de drumuri aparfinind aceleiagi curbe este dat de d, =
= {ry, I(r)} §i dy = {ry, I(ry)}, unde :

r1={x=t0<t<1, rzz{m=2T 0<t<—,
y..—..t y=2T 2

cum se vede luind A(t) = %

Un drum echivalent cu un drum simplu este de asemenea simpld. Intr-ade-
vir, sd presupunem cd drumul d, este simplu i ci d, ~ d,. (Notatiile sint
aceleagi ca in demonstrajia propozitiei precedente.) Dacd d, n-ar fi simplu,

- ar exista doud valori =’ gi =" astfel incit « < v < 1" < B, 9(r') = o(x"),

P(=') = P(="') gi cel putin una dintre egalitifile « = <’, B = "’ este falsi.
Si admitem, ;)entru a face o.alegere, cda<t.Avem a <k (v') < B (") <
< b, fRH)) = f(h(")) §i g(h!(v") = g(h™(+")). Ar urma ci drumul d,

nu este simplu, ceea ce contrazice ipoteza. Deci d, este simplu.

Vom numi curbé simpld orice clasd format din drumuri simple echiva-
lente. o

4
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Observatie iinportanti. 'Existd drumuri care nu sint echivalente, dar au .
aceeagi imagine. lntr-advidr, fie : '

z=|2t—1|,

) {x=t’(0<t<1) {
ry <t<1), :
1 2y =12 — 11,

y=1, (0<t<1).v

)

Reprezentirile r, §i 7, au ca imagine segmentul de dreaptd avind ca ex-
tremit#$i punctele (0, 0) si (1, 1). d, este simplu, in timp ce d; nu este simplu,

dupd cum s-a arit_at(|2\~%—-1| = | 2-%— 1“ Deci d, nu este echi-

valent, cu .d,. .

Un drum echivalent cu un drum inchis este de asemenea inchis. Intr-adevir,
sd presupunem ci drumul (1) este inchis gi ¢ drumul (10) este echivalent
cu (1). Avem f(a) = f(b), g(a) = g(b), deci, tinind seama cd k(a) = «, h(b) = B,
rozultdl o 9() = 9(B) 1 ¥(=) = $(8).

Vom numi curbd_inchisé clasa de echivalenté determinatd de un drum
tnchis.

Vom spune ci reprezentarea parametrici (1) definegte un drum neted
dacy functiile f gi g au’derivatd continud pe [a, b] si dacd nu existd nici o
‘valoare ¢ cuprinsy intrea si b, astfel incit f'(t) = g'(t) = 0. Drumul definit
de funetiile f(¢) = g(t) = ¢, @ < t < b este neted. Drumul definit de ‘functiile
f(t) = cos®t, g(t) = sin®%, O < t< 2=, nu este neted. intr-adevir, avem

ro =g =1(Z)=¢ (5] =rm=gm=r(5) =g 7) =0 Valori- °

lor 0,%, = §i 3F ale parametrului le corespund ,virfuri“ ale imaginii- repre-
- 2 2 p

zentdrii din figura 3. - :
Dup# cum se vede, notiunea de ,drum neted“ corespunde continutului

intuitiv al acestui cuvint. -

In mod corespunzitor se defineste notiunea de curbd netedd, ca- fiind o
curbd conjinind cel pufin un drum neted.

Un drum echivalent cu un drum rectificabil
este de asemenea rectificabil. Intr-adevir, fie
dy ~ dg, d, fiind definit de (1), iar d, fiind
definit de (10). Fie # homeomorfismul direct

*_care apare in conditia de echivalentd a lui d,
~ “cu dp Orice diviziune A’ = (a =7y <... <
witl < T < Ty < ... < Tp, = P) se objine caima-
gine, prin A, a unei diviziuni unic determinate
A=(a=ty < .. <<ty < .. <t,=0Db),
cu alte cuvinte A(t;) =7, (¢ =0, ..., n). Re-
ciproc, oricérei diviziuni A a lui[a, b] 1i cores-
punde, prin &, o diviziune A’ a lui [«, B],
h stabilegte deci o corespondentd biunivocd intre
- diviziunile lui [a, b] si cele ale lui [«, B]. Avem,
Fig 3 prin insigi definitia echivalentei, ry(t) = ru(7),
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de indaté ce T = A(t), deéi 1) = o(%) gi g(;) = {¢(r;) pentru i=0, ...,‘

e, N. Rezultd eca:

-—

SV i) — T T80 ) — 8007 =

zA;"

=

= VT3l — 9 T 0w — WP = s

1=0

~ deci mulfimile {Ix} §i {la'} coincid. Prin urmare, aceste doud mulfimi sint

in acelagi timp majorate sau nemajorate §i propozitia de mai sus este sta-
bilitd. Mai mult decit atit, marginile superioare ale celor dou# mulfimi coincid
de indatd ce ele existd, deci:

. Doud drumuri rectificabile §i echivalente au aceeasi lungime.

Propdzi’giile de mai sus fac naturale urméitoarele definifii:

Se numegte curbd rectificabild orice curbd care confine cel pufin un drum
rectificabil. Lungimea unei curbe rectificabile este, prin definifie; lungimea
comund a drumurilor care alcdtuiesc aceastd curbd.

in cele ce urmeazi, vom desemna prin reprezentiri parametrice atit
drumurile cit gi curbele. Expresii ca ,imaginea curbei®, »imaginea drumului®,
simaginea reprezentirii vor fi folosite in aceeasi accepfiune. Notiuni ca
acelea de ,,drum*“ gi ,,curbi“ vor fi desemnate, de multe ori, printr-o reprezen-

" tare parametric.- Datoritd propozitiilor de mai sus, nu este posibild, prin

aceasta, nici o confuzie. Totodats, atragem atentia asupra faptului c&, desi
toate consideratiile dezvoltate in acest capitol s-au referit la drumuri i curbe
4n plan, ele se transpun fir nici o dificultate la drumuri si curbe in spaiul
cu trei dimensiuni. Sint necesare doar modificiri de scriere, cerute de apari-
tia celei de-a treia coordonate. De exemplu, reprezentarea integrald a lungimii
uvnui drum este de forma :

b
S V) + £70) + Fo0) de.

a

Un dram d={(r, I(r)} este un drum cu tangentd continud dacd funciiile

f si g care definesc reprezentarea r au derivatd continud pe [a, D). Rezultd ed

notiunea de drum neted este un caz particular al nofiunii de ,,drum cu tan-
gent¥ continui“. Dupd cum se observé in exemplul de mai sus, existd dru-
muri cu tangentd continud care nu sint drumuri netede. .

Daci cel pujin un element al unet curbe este un drum cu tangentd continud,
atunci curba este, prin definitie, o curbd cu tangentd continud.

¢. Exemplu de curb# care umple un pitrat

La un examen superficial, s-ar pérea ci orice curbd are o arie nuld. In
realitate nu este aga. Peano a dat, cel dintii, un exemplu de curbd care um-

.
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geometri, in urma sa, au putut si
! dea exemple mai simple de astfel
! de curbe. Vom reproduce aici un
I _exemplu obtinut de 1. J. Schoen-
: berg! printr-o ugoari modificare
I a unui exemplu ingenios, datorit
» [ 7 lui Lebesgue.

'5‘ -7 Fie f(t) o func{ie continui,
Fig. & periodicd, cu perioada 2, repre-
: . zentatd, in intervalul —1 < ¢
. < 1, prin graficul din figura 4.

Curba noastrd va fi definitd prin reprezentarea parametrici:

e ———————

[0 ] SNV, g

- e e et

[

7= a{t) = £ 10) + 2 13%) + 5 1(3%) + .,

y=yi)= %f(St) + %f(%) + %f(35t) +..00<t< ).

Deoarece din definitia lui f(t) rezulty
' st =<1,
deducem imediat c& seriile din membrul al doilea sint, amindou, majorate
de seria numericd convergentd 3 71; , deci sint uniform convergente in orice

interval finit. Cum termenii acestor serii sint ‘functii continue de ¢, rezultd
cd z(t) si y(¢) sint functii continue de ¢; reprezentarea parametrici precedents

reprezintd intr-adevir o curbd. Pe de altd parte, termenii ambelor serii fiind"

toti pozitivi, iar suma seriei majorante egali cu 1, vom avea
. | Isa)<1, O<yl)<1
Fie acum (x,, y,) un punct oarecare al pitratului
o<z, 0<sy<1.

Vom scrie numerele x,, y, in reprezentare binari, astfel:
—% | % Gan-g
To = vee i oo
0 > +22 + + on _|_
- as dan-y
Yo = 2 -+ 5 + ..+ “on + ...

unde, evident, numerele a; nu pot lua decit una din valorile 0 sau 1. Vom
ardita cd existd o valoare ¢, a lui ¢, luatd in intervalul (0, 1), astfel inecit s3
avem '
z(ty) = x,, Y(%) = Yo
Aceastd valoare este:

2ay 20,

2a; 2a
to=— + — 4 ... - —L =k 4 ‘
7 g T g gk gkt T

'!I.J. Schoenberg, On the Peano curv: of Lebesgue, , Bull. Amer. Math. A
p. 52119. Exemplul dat de Lebesgue se giseste in cartea accstu?a, Legons sur l'inttégras;i?n,'ﬂ)?g,s'e;: Alli'
p. 44. - ’
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Este suficient, intf—adevir, s# caleulim valorile f(3%,), pentru k =0, 1, 2, ...
Avem : '

2a 2a
3k, = numir par + —3"- + —-3’j§+' + ...

S4 presupunem g, = 0. Atunci

2a,, .

3 .

Tinind seama de periodicitatea functiei f(¢), avem
{(3*,) = 0.

S4 presupunem ‘acum a; = 1. Atunci

w| =

_|..?L"+l gf.l_i —
St eSg ot =

2 2o 2, 2,2 =
3§ 3 + " +...§_3—|—32+...—1,

deci

f(3kt) = 1.
. In ambele cazuri,

[(3B*t) = ap.
Prin urmare,

ﬂm=%+g+m=%

Ylto) = 3+ 2+ o =0

Curba noastry trece deci prin toate punctele pétratului considerat: imaginea
acestei curbe coincide cu mulfimea punctelor pitratului i aria acesteia este
egald cu 1. '



Capitolul VIII
INTEGRALA CURBILINIE

a. Integrala curbilinie de primul tip

S considerim un fir material de grosime neglijabil; deoarece firul
este previizut cu o lungime, vom admite cj el este imaginea I' a unei curbe
rectificabile (7, T'). Fie r € 7 si :

r:{‘”:r(t)aastsb. ’ 1)
y = g) 3
Fie, pentru e < t < b, reprezentarea

o f2=10E) '

Ty: ia <t

“ly=gm

§i fie I'; imaginea lui r,. Conform -criteriului de rectificabilitate al lui Jor-
dan, functiile f si g sint cu variatie mirginitd pe [a, b]. Conform teoremei
3 din capitolul privitor la functii cu variatie mirginit, functiile f 5i g sint
cu variatie mérginitd pe [a, t], pentru a < ¢ < b. Aplicind din .nou criteriul
de rectificabilitate-al lni Jordan, rezult¥ ci (7,, I';) este rectificabilf pentru
a < t < b. Fie l(t) lungimea curbei (7, T';). Din insisi definitia lungimii,
rezultd c# I() este crescitoare pe [a, b]. , -
Sd notdm cu m(t) masa corespunzdtoare lui T',. Sd presupunem cd limita

lim m(t) — mt,)

-ty Ut} — Ut)
existd gi este finitd §i sd notdm cu o(f(t,), g(to)) valoarea acestei limite. o(f(to),
8(%,)) se numegte densitatea firului in punctul (f(t,), g(t,)). ‘

Notiunea de densitate a unui fir intr-un punct conduce in mod natural
la o generalizare a notiunii de derivaty: : A

Definitie. Fie fgig doud functii reale definite pe un acelagi interval
[a, 8], g tiind crescitoare pe [a, b]. Fie z, < [a, b].
Daed limita

lim flz) — flz,)
xx, 8(7) — glzo)
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. deci

1

* existd si este finiti, atunci spunem ci [ este derivabili in raport cu g in
: punctul z,. Valoarea hm1tel se noteaz#

(&

(6
dg(z))x, ' 7
§i se numesgte derivata lui f in raport cu g in punctul z,. Dacd f este deri-

. vabil3 in raport cu g, in orice punet din [a, 5], atunei spunem cd f este.
derivabild, in rapert cu g, pe [z, b].

" sau

Cu aceastd definitie, putem spune c# densitatea firului dat prin (1),
in punctul (f(%), g(to)), este derivata functiei m(t) in raport cu functia /(2)
in punctul #,.-Dacd admitem —din ‘considerente de ordin fizic — ci functia
densitate o(f) = e(f(¢), g(t)) existd §i este continuid pe [a, b], atunci legitura
dintre m(t) si ¢(¢) se exprimd intr-un mod simplu, cu a]utorul integralei

‘Stieltjes, dupd-cum rezultd din

Teorema 1. Fie f continu si g strict creseiitoare pe [a, b]. 8& punem

ka) =S 1(t) dgt)

a

(existenta acestei integrale este asiguratii, pentru orice z € [a, b], de teo-
rema 3 din capitolul referitor la integrala Stieltjes). Functia F este deriva-
bild, in raport cu g, pe [a, b], si

4B _ gy o
| (5).= 1 @
" pentru orice z € [a, b]. ' -
Demonstrafie. Avem
' ' x+h

Flz + k) — F(z) = S 1) dg(t).

x

Folosind proprietatea de medie a lntegralel Stlelt]es, rezultd existenta
unui numir § cuprins intre z §i z + &, astfel incit

x+h
§ 10 dg) = 1@ 18tz + 1) — (o),

x
-

Flo+ B —Flz) _
8z + k) — g(=) f(E)

1n baza contmmtiit,n functlel f obt.mem deci’ relat,la (2).
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Se poate ardta c¢d dacd :—E =0, atunci F este constantd, deci are loc
urmitorul 3 )

Corolar. Daci o(t) = p(f(t), () este functia densitate a firului material
definit de (1), atunci functia masi m(t) este dati de

i

m(t) = S o() di(z). G

a

Integrala Stieltjes care apare aici este strins legati de curba (1). Studiu
general al integralei Stieltjes urmireste dependenta acestei integrale atit de
intervalul de integrare cit si de cele doud functii care figureazi sub integrali.
In ceea ce priveste integralele Stieltjes de tipul (3), ele introduc o problematicd
noud, §i anume dependenta integralei de curba (1). Pentru acest motiv gi
tinind seama de semnificatia fizici deosebitd a integralei (3), agsa cum rezultd
din corolarul de mai sus, vom introduce unele denumiri i notatii noi.

Fie F o functie reald definitd intr-un domeniu plan D care confine ima-
ginca I' a curbei rectificabile (1). Dacd integrala Stielijes

: b

SF(f(t),g(t)) di(z) (4)

a

exisld, atunct ea se noteazd mai condensat astfel

S F(z, y)dl

r

§i se numegte integrala curbilinie de primul tip a functiei F de-a lungul curbei (1).
Este evident ci integrala curbilinie de primul tip se defineste numai de-a
lungul curbelor rectificabile. .

Dacd integrala (4) existd, atunci spunem ci F este integrabild in raport
cu U de-a lungul lut (1). :

Dupd cum vedem, notiunea de integrali curbilinie de primul tip se
introduce ca o generalizare a problemei de a determina masa unui fir material,
atunci cind i se cunoagte densitatea in fiecare punct. Conform relatiei (3),
masa firului (1) este dat¥ de a

S p(z, y)dl.

7

Exist si alte probleme care conduc la notiunea de integrali curbilinie
de primul tip.” Astfel este problema determindrii sarcinii electrice totale
a unui fir material atunci cind se cunoagte densitatea de repartitie in fie-
care punct al firului. Bineinteles cd aici, ca gi in problema determinirii masei,
firul este presupus unidimensional. :

Pentru ca notiunea introdusi mai sus si fie necontradictorie, trebuie

84 ardtdm ci nici existenta, nici valoarea integralei curbilinii de primul tip

nu depind de alegerea unui element r in 7, ¢ci numai de clasa 7.
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T edo rema 2. Fie r si r; doudi elemente din 7, r fiind dat de (1), iar
L l‘l (%) « . : ‘

rl:{ T= fl(T)al £Tt<b.
¥y = &%)

- Daed ¢ i = sint valori generice din [a, b] respectiv [a,, b,], care se corespund
prin homeomorfismul direct % definit de echivalenta r ~ r,, atunci existen{a

fieciireia dintre urmitoarele doud integrale Stieltjes impliei existenta
‘celeilalte si egalitatea lor: ' :

by . '
F(f(t), g(t)) dit) = S F(fy(7), £1(<)) dly(x). (5)

a,

R G ™

Demonstratie. Si presupunem cd existd prima integrald. Fie
A=a=t <t <.. < ; <tau<.. <t,=0b) o diviziune a inter-
valului [a¢, 6]. Homeomorfismul direct & asociazi lui A o diviziune A, =
== < < <THG< T <. <Tp=25;) a intervalului [a;, &;].

~ Fie &; astfel incit ¢; < &; < £;,4(0 =0, ..., n — 1). Prin A, lui §; ii corespunde

o valoare £} cu proprietatea T; < & € 7,4(i =0, ...,  — 1). Tinind seama
cd I(t) = l,(z), deoarece doud drumuri echivalenfe au aceeasi lungime; rezulti
cd:

n—1 n—-1 .
i=20 F(f(E), 88) [en) — U] =§ F(f(ED), £2ED) [L(Fia) — L(=)]-

Observind, in sfirgit, ci % este o funcfie uniform continud, rezulti ci
norma uneia dintre diviziunile A, A, devine oricit de mici de indati ce norma
celeilalte este suficient de mic#, deci existd a doua integrald din (5) si are loc
egalitatea (5). :

Observatie Toate consideratiile dezvoltate pind aici se transpun,
evident, si la curbe in spatiu. Numail notatiile se schimb#, addugindu-se a
treia coordonatd, respectiv a treia functie in definirea unui element din 7.
Integrala curbilinie de primul tip se noteazi, in acest caz,

SF(x, ¥, 2) dl.
Pentru motive de economie a scrierii, consideratiile pe care le facem au in
vedere, in mod explicit, numai curbele plane. :
b. Caleulul integralelor curbilinii d3 primul tip

Pentru ca integrala curbilinie de primul tip si devind un instrument
practic in analizd, este necesar ca ea si poatd fi calculati ugor. Este deci
foarte importantd problema reducerii integralei la o integrald Riemann.
Tat# un caz in care aceastd reducere este posibild.
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Teorema 3. Daci funcfiile f si g din (1) sint derivabile, cu deri-
vatd continui pe [a, b], iar F este continud pe un domeniu D eare confine .
imaginea I' a eurbei (1), atunei

b

{Fie, = Fio), gV PO+ e ar

T a

Demonstratie. Si presupunem ci derivata I'(f) existd si este
continud pe [a, b]. In aceste conditii, conform teoremei de reducere a inte-
gralei Stieltjes la o integrald Riemann, avem:

b : .
SF"” y)dl =§F<fu), ) I'(e) dt.

Teorema va fi deci, demonstraté, de indatd ce vom ardta ci functia I(t) este
derivabild pe [a, b] s ‘ ‘
1) =V + £70)- S ®

Pentru a arita aceasta, si ne amintim cd, in conditiile teoremei, lungi-
mea [(t) a curbei (7, I';) este datd de

13

It) = S V@) + g%@) du.

a

Insi functia de sub ultima integralf este continui pe [a, 4], deci l(f) este
derivabild si are loc relatia (6).

Exemplu. S& considerim integrala curbilinie de primul tip
Sy di,
r

z=1 ,
r: 0t <g =,
y=1"2pt

deci f(t) = ¢, g(t) = |/ 2pt. Functiile f §i g admit derivaty continui pe [0, z,].
-F este datd de F(x, y) = y, deci este continud in tot planul. Sint indeplinite
toate condifiile pentru aplicarea teoremei 3. Observim ci avem '

&) g'(t) = p,
deci, dupd un mic calcul,

S ydl = S Vp*+2ptdt = ;‘;[(pz + ) — p3l.

r 0
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‘¢, Integrala curbilinie de al doilea tip

Definitie, i)roprietiig;i _

'S¥ considerdm o functie vectoriald 7 definits intr-un domeniu plan D.
Fie (7, T") o curbd astfel incit I' ¢ D. Fie P(z, y) si Q(z, y) componentele
functiei V si fie , -
‘_{ z = 1),
ly =80

un element al curbei (7, I'). Se pune problema: in cazul particular in care
V este o fortd, ce trebuie si intelegem prin lucrul mecanic al lui ¥ de-a lungul
curbei (7, I')? In cazul unei forfe constante care-gi deplaseazi punctul de
aplicatie de-a lungul unui segment de dreapt#, lucrul mecanic s-a definit
ca produsul scalar dintre vectorul fort4 si vectorul deplasare. In cazul in care
forta era variabili ca mirime, dar i§i deplasa punctul de aplicafie in linie
dreapti gi era dirijatd tot timpul pe directia de deplasare, lucrul mecanic se
definea cu ajutorul unei integrale Riemann. Este deci natural ca, in cazul
in care for{a este variabild §i isi deplaseazd punctul de aplicatie de-a lungul
curbei (7, I'), s& definim lucrul mecanic printr-o sum# de integrale Stieltjes
(in cazul in care ele existd): '

a<ig<bd (7)

b b
| 20, g ar@) +§ Qo). gw)dge), - ®
ceea ce convenim si scriem prescurtat sub forma |
- b
VP, g are). | (8)

Independent de semnificatia fizicd sau de alti naturd pe care o are functia v,
ultima integrald este asociati curbei (7, I'), deci se impune studiul depen-
dentei acestei integrale de (7, T'). Pentru a pune in eviden{d aceastd depen-
dentd, vom folosi notatia

P(f(t)a g(t)) df(t) = \. P(x, y) dz,

1y

©)
Qf(e), g(t)) dg(t) =

’Sf
|

% Gy

Qz, y) dy
si vom pune:’

SP(x, y)dz + Q(z, y)dy =S v dF = S P(z, y)dz + So(x, y)dy. (9)

r , T .ot r

Integralele introduse la (9) §i (9') se numesc integrale curbilinii de al doilea
tip. Integrale aseméndtoare se definesc §i in spatiu. o
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De exemplu, punem

. b -
S P(z, y, z)dz = S P(f(t), 1), h(2)) df(t),
r. , e . \ | .
P(x, Y, 7') dz + Q(xx Y, Z) dy -+ R(xs Y z) dz = S P(f(t)a g(t)1 h(t)) df(t) +

a

Ny

b b
+§ewra), s, he) dew) + | Bitco, g, o) dneo.

Pentru a economisi scrierea, vom considera numai curbe plane, dar toate
rezultatele se extind si la curbe in spatiu.

Proprietiiti ale integralei curbilinii de al doilea tip.

Pentru ca definitia dati integralei curbilinii de al doilea tip sd nu fie
contradictorie, este necesar si ardtdm ci nici existenta, nici valoarea acestei -
integrale nu depind de alegerea elementului r € F, ci numai de curba (7, I).
Aceasta rezulti din : ‘

Teorema 4. Fie r si r; doud elemente din 7, r fiind dat de (7), iar r, de

.fx=f1("'),
My =ge) S

Fie F o funcfie reali definiti pe un domeniu D ecare contine pe I'. In
v aceste conditii, existenta Iiecireia dintre urmitoarele doui integrale
Stieltjes implicd existenta celeilalte si egalitatea lor:

b b,
SF(f(t), ) dfe) = SF(fl('r), £(x)) dfy(<). (10)

a L]

T < b,

Demonstrafie. Si presupunem ci existi prima integrald. Fie
A==t <, <. <t <tm<..<t,=2>b) o diviziune a lui [a, D).
Fie Aj=(t;=7<m <. <73 <Tip1 < oo < T, = b;) acea diviziune a
lui [a,, b,] care corespunde lui A prin homeomorfismul direct  asociat echi-
valentei r ~ r;. Fie &; astfel incit 7, < % < #,,,(=0,..,n — 1). Prin h,
lui &, ii corespunde o valoare £} cu proprietatea ;< £! < 7;,,(i = 0, ..., n—1).
Rezulti ci

n—1 n—1
Z_:0 F(1(E,), gE) (L) — 1(8)] = ;0 F(,(ED), 81D [f(7i5) — fu(=1)])-

- Observind, in sfirgit, cd % este o funcfie uniform continu, rezulti ¢& norma
uneia dintre diviziunile A, A, devine oricit de micd de indatd ce norma celei-
lalte este suficient de mic#, deci existi a doua integrald din (10) si are loc
egalitatea (10). '
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_ Observayie Peo cale aseméndtoare se stabilegte cd teorema 4 rimine .
adeviraty atunci cind se inlocuiegte, in relaia (10), f(¢) prin g(t), iar f,(t) prin -
&1(7). In felul acesta, definitia integralei de al doilea tip este perfect legitimati.

Vom stabili acum unele conditii suficiente pentru existenta integralei
curbilinii de al doilea tip, conditii in care intervin structura functiilor P
§i Q precum §i structura curbei F, I).

Teorema 5. Dacd functiile P gi Q sint eontinue pe D> T, iar curba
(F, T') esto rectificabild, atunei integrala curbilinie de la (9') (deci si fiecare
dintre cele de 1a (9)) exista.

Demonstratie. Functiile f 51 g sint continue pe [a, b], prin insisi
definitia curbei. Deoarece prin compunere continuitatea se pistreazd, rezultd
cd functiile

o(t) = P(fe),’g®),  ¥t) = Q(f (1), &) (11)

sint continue pe [a, b].

Din rectificabilitatea curbei (7, I') rezultd, in baza teoremei lui Jordan,
cd functiile f si g sint cu variatie mérginité pe [a, b]. Pe de altd parte, se stie
cdo func’g,le continui este integrabild. Stieltjes in raport cu o functie cu variatie
mdérginitd, deci integralele

b b
S«p(t) df (), S &(t) dg(t)

a a

existd i sint finite. De aici rezulti existenta si finitudinea mtegralelor curbi-
linii de la (9) si (9).

Observajie. Din teorema 5 rezultd existenta si finitudinea lucrului
mecanic efectuat de o fortd care variazi in mod continuu, deplasindu-gx
punctul de aplicatie de-a lungul unei curbe rectificabile.

Teorem a 6. Fie (7, T') o curbi pland arbitrard, iar P gi ¢ doud functii
reale definite pe D> {1

Daecii funetiile definite de (11) sint cu variafie mirginiti pe [a, B), atunei
integrala curbilinie de al doilea tip, definiti de (9') existi si este finitd.

Demonstratie. Prin insési definifia curbei, functiile 7 si g sint
continue pe [a, b], deci existd si sint finite integralele Stlelt]es

S £(t) do(t), S 2(2) ab(e).

a a

Aplicind proprietatea de reversibilitate a mtegrablhta‘;,u Stieltjes, rezultd
existenth si finitudinea integralelor . _

b
S o(t) df(t), S $(2) dg(e),

deéci existenta gi finitudinea integralei curbilinii de al ddilea tip definite la (9).
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Obseryatie Teorema 6 este mai pufin utilizats in practicd, dar are o
anume semnificatie principiald. Intr-adevir, se observi ci ipotezele din teo-
rema 6 sint compatibile cu nerectificabilitatea curbei (7, T') si aceasta intr-un
mod nebanal, adicd fdrd ca ¢ si ¢ s# fi identic nule pe [a, 5].

De exemplu, putem considera curba definits de

r:{ z=t 0<t<g,
y = g(t),

unde

.1
. tsm—, t#O,
git) = R
0, t=0.

Aceastd curbd este, evident, nerectificabil¥, deoarece functia g(¢) nu este
cu variatie mirginitd pe [0, 1]. Totusi, putem alege functiile P i Q in aga fel
incit ¢ §1 ¢ si fie cu variafie marginita si neidentic nule pe [a, b].

Deci, spre deosebire de integrala curbilinje de primul tip, care nu putea
fi conceputd decit de-a lungul unei curbe rectificabile, integrala curbilinie
. de al doilea tip nu mai este supusd la aceastd restrictie. Pe de alti parte,
nu este mai putin adeviirat cd, de cele mai multe ori, integrala curbilinie

de al doilea tip este consideratd de-a lungul unei curbe rectificabile.
' O teoremd cu caracter mai practic, care stabileste nu numai existenta
si finitudinea, dar gi modul de calcul al integralei curbilinii de al doilea tip, este

Teorema 7. (Reducerea unei integrale curbilinii de al doilea tip la o
‘integrald Riemann.) Dacit P si Q sint continue pe Do T, iar 7 si g sint
derivabile, cu derivati continui pe [a, 5], atunci existd gi este finitd

SP(x, y) dz +Q(z, y) dy §i avem

b

{2z, 9)dz+0(z ) dy = { LPG0), gD O+, gon g@dr. (12)

a

Demonstratie. Din ipotezele ficute rezultd ci functiile o si ¢,
definite de (11), sint continue pe [a, ], iar f si g sint cu variatie mirginit
pe [a, 8] (se stie cd o functie cu derivatd continud este cu variatie marginitd).
Deci curba (F, T') este: rectificabil¥ si existenta integralei curbilinii din pri-
mul membru al relatiei (12) este asigurat¥ prin teorema 5.

Pentru a obtine egalitatea (12), este suficient si aplicim celor doud
integrale Stieltjes, care prin insumare dau integrala curbilinie din (12) (vezi
relatia (9’)), teorema de reducere a unei integrale Stieltjes la o integrala
Riemann, teoremd aplicabild in conditiile in care ne-am situat.

Ezemplu. Fie curba (F, I') definiti de
r { 2=14cost,

1 y=1+sint, 0<t<2n.
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Funct.ule f(t) =1 4 cos ¢ 5i g(t) = 1 + sin ¢ sint derivabile, cu derivatd

'contmua pe [0, 2=] (f'() = —sin ¢, g'(t) = cos t). Fie P(z, y) = ¥? Q(=, y) =

A

= —az? Functiile P gi Q sint continue in tot planul, deci, in baza teoremei
7, mtegrala curbilinie

S yidz — z%dy

r

existd §i este egald cu
2r
——S (2 + sint 4 cost - sin3 4 cos3)dt = —4m.
0
- Vom da acum doud teoreme care, in cazul particular in care P si @ sint
continue pe D, rezulty imediat din teorema 7.

Teorema 8. Dacii f(2) este constants pe [a, b), iar P(z, y) este deh-
nitd pe D, atunci urmitoarea integrald curbilinie existd gi .

S(, y)dz = 0.

r

Demonstragle.Avem,pentruA =ty <t <..<{,<ty<
<. <Zt,=0), .

n—| : .
‘Zﬂ% P(fE), g&)) (f(tier) — (tzj)) =0,

oricare ar fi valorile intermediare &; (i =0, ..., n — 1), deci

b N
Spm&gwnmn=a

a

La fel se stabilegte.

Teorema 8. Daei g(t) este constanti pe [a, b], iar Q(z'; y) este
definiti pe D, atunei urmitoarea integrali curbilinie existd §i

Sm@ywy=a

r

Observal ie. Teoremele 8 si '8 sint o consecm@a imediatd a faptulul
cd orice funcie este integrabild Stieltjes in raport cu o functie constantd,
iar integrala este egala cu zero.

Teorema 9..Fie (7, I') o curbi plani care contine un drum d = (r, I‘)
de forma:

r{x=m (@< t<b)
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" Fie P o funcfie reald, definiti si eontinui in D> I'. In aceste conditii,
integrala i}

S Pz, y)dz

r
existd si este finiti.
Demonstra tie. Trebuie si stabilim existenta si finitudinea inte-
gralei Stieltjes
b
SP(t, g(t)) de.

a

Insy funcfia F(t) = P(t, g(t)) este continui pe [a, b], deoarece este o supra-
punere de functii continue. Pe de altd parte, integrala de mai sus este chiar
o integrald Riemann, deci existenta gi finitudinea ei rezultd chiar din con-

tinuitatea lui F. \

Observafie Dacd g nu este cu variatie mirginitd, obtinem iarigi
o integrald curbilinie de-a lungul unei curbe nerectificabile. Insi aceasta
este o integrald curbilinie sub formi redus#, adici de tipul (9).

Toorema 9. Fie (?,I') o curbd planid care contine un drum d = (r,T)
de forma ) ,

r:{x=f(t)’ (@ <t<b) '
y=1t,

Fie Q o funetie reald, definiti si continui in D> T. In aceste condifii,
integrala . )

fot@ v ay

r

existid gi este finitd.

Demonstratia este asemindtoare cu cea datid teoremei 9.

d. Un mod de aproximare
a integralei curbilinii de al doilea tip

Teorema 10. Fie r o curbd rectificabili situati in domeninl D. Nu-
miirul ¢ > 0 fiind dat, se poate inserie in aceasti curbi o curbii poligo-
nali L, astfel incit si avem, pentru P gi Q date, continue in D..

|S Pdz + Qdy —ipdx + Qdy |~< e,

unde L este considerati cu o parametrizare convenabili.
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Demonstrafie. Fie intr-adevir,
=<y <o <H{y << <ty =b
o diviziune a intervalului [a, 5], cdreia ii corespund punctele
A=A, Ay, 4y, .., A5, Ay, .., A, =B

pel' (Asi B sint extremititile lni I'). S3 insemndm cu /; lungimea coardei
A;_, A; 51 chiar aceastd coard, cu s lungimea lui (r, ') 5i s& punem

Avem
5 .
| Paz + Qdy = 25de + 0dy.

L . i

Daci punem o !
o ‘ii = f(li): Y= &), (l‘ = 0’ 1, 2, .., n),
P(xn ?/z) = Pir. Q(xh y;) = Qia

atunci putem scrie

S Pdz 4+ Qdy = (2; — ;) Piey + (¥; — ¥i—1) Qi1 +

L

+ S (P — P_)dz + (Q — Qir)dy. (13)

5

Numérul € > 0 fiind dat, vom alege pe », precum gi punctele de divi-
ziune ale intervalului [a, b], astfel incit urm&toarele doud conditii si fie si-
multan indeplinite:

1° Oscilatia functiilor P(r(t)) si Q(r(t)) sd fie mai mici decit3i in fie-
care interval partial. Acest lucru este posibil, deoarece P §i Q sint functii
continue. ’
2° Suma
n .
2[1) 1% — %) + @iy — ¥i-1)]
=
sd difere de limita sa |

S Pdz + Qdy
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cu mai putin decit/—;— . In asemenea conditii, din (13) deducem
n
S Pdz + Qdy = Z; [Pis(2; — %imy) + Qimo(¥s — ¥s0)] +
L CoE

+ 34 (P — Pds + (@ — 0y,

n
i=1
ok

de unde

|S de+'Q(iy—§‘de+Qdy'<§+§+§=\e.

r

e. Alte proprietifi
ale integralei curbilinii

Cele mai multe dintre aceste propriet#ti decurg din proprietitile inte-
gralei Stieltjes. In astfel de cazuri, ne vom multumi si ddm enunturile teo-
remelor, fird a le mai demonstra.

Teorema 1. Daci P, si P, sint definite pe domeniul DD I, iar in-
tegralele

S Pz, y)dz, S Py, y)de
existi, atunci existd si integrala
S[Px(x, y) + Pyz, y)da.

r

Teorema 1. Dacd Q, §i Q, sint definite pe domeniul D DT, iar in-
tegralele ’

{0tz 1y, { 0utar iay

r r

existd, atunei existd si integrala

free v+ Q= wdy.

r

Observatie. Teoremele 1 gi 1’ se extind, prin inductie completd,
la orice num&r finit de termeni. ‘
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Teorema 2. Daci P este o funefie definiti pe domeniul D> I, A
este un numiir real, iar integrala : '

S P(z, y)dz

r

existd, atunci existd gi inftegrala urmitoare gi are loc egalitatea

S)\P(x, y)dz = A S P(z, y)da.

r r

Teorema 2. Daci Q este o funefie definiti pe domeniul DO T, p
este un numiir real, iar integrala

SQ(w, y)dy

r

existd, atunei existi si integrala urmitoare si are loc egalitatea

fuow@ nay = SQ(x, y)dy.

r r

Pentru a putea trece la o altd proprietate, s& definim in prealabil notiu-
nea de reuniune a doud drumuri. Fie d, = {r-I(r))},ds = {r;, I(ry)} doud
drumuri, unde

rlz{xzfl(t)’ a<t<h), rzz{x=f2(t)’ (b<t<e)
y= gl(t): y= gz(t):

§i f1(0) = fa(b), £1(0) = £:(0)-
Vom spune ¢i drumul & = {r, I(r)} este reuniunea drumurilor d; §i d,,
dacd r este datd de

r:{ = f(t), (e €t<e),
y=g(),

unde

(A, @<i< (&), @<t<b)
f (t)"{ 1), 6<t< 80 =1 0t), G<t<0)

Dupd cum vedem, operatia de reuniune nu se definegte pentru orice
pereche de drumuri. Acele drumuri pentru care ea se defineste vor fi nu-
mite juxtapozabile.

Vom studia acum operafia de reuniune a doud curbe.

Avem nevoie in prealabil de

b),
¢)

Teorema 3 Fie d = {r, I(r)} un drum oarecare si fie [«, 8] wn in-
terval al dreptei reale. Existi un drum d' = {r’, I(r')} échivalent cu d si
astfel ineit r’ si fie definiti pe [«, S].
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S& punem
h(t) = At + B,
unde

A=B—= p=Y2—Ba

b—a b—a

Este ugor de vizut cd % este un homeomorfism direct al intervalului [a, 5].
Punind = = A(t), s& definim functiile ¢ si ¢ in felul urmstor:

o(7) = f(2), P() = g(2), a<T<B,

Drumul ¢, definit cu ajutorul reprezentirii

«< 7<),

¥y = Y(v),

indeplinegte conditiile din enuntul teoremei 3.

Din teorema 3 rezulti c, fiind date dous curbe (7, I') si (7, IV), exist&
un drum ¢ = {r, I'} apartinind primei curbe gi un drum &' = {r’, I} apar-
tinind celei de-a doua curbe, astfel incit extremitatea finald b a intervalului
de definitie al lui r s coincidd cu extremitatea initiali a intervalului de de-
finitie al lui 7. Dacd, in plus, r(b) = r'(b), cu alte cuvinte daci drumurile
d si d’ sint juxtapozabile, atunci, prin definitie, curbele date sint justapoza-
bile, iar reuniunea lor este curba definit¥ de clasa de echivalen{d a drumului
dUd'. Este ugor de viizut ci reuniunea a doui curbe nu depinde de modul
de alegere a drumurilor juxtapozabile d si d’. :

,'.[ z = ¢(7), (

Teorema 4. Fie (F, I')) si (F,, I';) doudt curbe juxtapozabile si fie
P gi Q doud functii definite pe un domeniu D, astfel neit I'; c DD T,.
Fie (F, I') reuniunea celor doud curbe. Dacii existi integralele

5 P(z, y)dz+Q(z, y)dy, g P(z, y)dz+Q(z, y)dy, S P(z, y)dz+Q(z, y)dy,

r el T

atuneci are lec egalitatea
S P(z, y)dz + Q(z, y)dy = S P(z, y)dz + Q(z, y)dy +

T

+ S P(z, y)dz + Q(z, y)dy.

T
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Demonstratie. Deoarece curbele (P, Ty) i (75, Ty) sint juxta-
pozabile, ele contin cite un drum de forma (ry, T'y), respectiv (ry, I'3), unde

rlzlz=f1(t), (astsb) rz:{x=f2(t)’ (bétgc)

v = &b, Y=g
8i 11(B) = fs(b), £1(6) = g(b).
S& punem:
fit) = fi(t), dacd a < ¢t < b,
falt), dacd b < t < ¢,
&) =‘[ &(t), daci a <t < b,
go(t), daci b < t < ¢

Existenta celor trei integrale curbilinii revine la existen{a urm#toarelor
integrale Stieltjes: '

[ ¢ b

S P(f(2), g(t) df(2), SQ(f(t), £() dg(), gp(fl(t), &) df. (),

a a

b [ ]
SQ(fl(t)r &(2)) dg,(1), SP(fe(t), £:(1)) dfy(2), S’Q(fz(t), £:(t)) dg,(?).
a b b

Conform unei teoreme relative la, integrale Stieltjes, din existenfa celor
gase integrale Stieltjes rezult¥ egalititile

¢ b °
S P(f(2), g(t)) df(e) = S P(f(), &) df(s) +§ P(f(t), g(2)) df(t) =

a ) a b
b c
= S P(fy(t), g,(t)) dif(e) + S P(f(t), g:(t)) afy(e),
a ]

[ b c
Qfe), &) dg(t) = SQ(f(t), g()) dg(t) +SQ(f(t), g(t)) dg(t) =

b

ey

a

b. c
= S Qfile), &(1)) dgut) + SQ(fz(t), £:(1)) dgy(t),
a b
déci
§ 2@ ) do = | Pla, y) dz + { Pla, 9) do
gi r r rs
So(x, y)dy = SQ(x, y) dy + SQ(x, y) dy.

n s
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Adunind membru cu membru aceste doud egalitdti, objinem relatia
dorita.

Observajie Folosind scrierea vectoriald a integralei curbilinii, aga
cum este ea datd de (9’), proprietétile prezentate mai sus se pot exprima
fntr-o form¥ mai condensatd. Scrierea vectoriald se poate utiliza atit pentru
integralele curbilinii in plan cit §i pentru cele in spatiu. Aceastd scriere este
mai sugestivi decit cea scalard, permitind si se vadi mai bine sensul fizic
al notiunii de integrald curbilinie. Astiel, dacd forta F(z, y, z) are compo-
nentele P(z, y, 3), Q(=, ¥, 2), R(%, y, 3) §i isi deplaseazd punctul de aplicaie
de-a lungul curbei (r, ') definite de functia vectoriald 7(z, y, 2) de componente
@), gt), h(t) (@ <t < b), atunci expresia F dF desemneazi un produs sca-

lar simbolic, intre vectorul fortd F si vectorul simbolic dF, numit »vectorul

de deplasare elementari“. Este un mod condensat de a reprezenta expresia:

P(z, y, 2)dz + Q(z, y, 2)dy + R(z, y, z)da.

Lucrul mecanic al fortei F de-a lungul curbei (r, T') va fi dat de inte-
grala curbilinie notatd in modul urmétor: ,
S F dr.

r

f. Conditii necesare si suficiente
pentru independenta de drum
a integralei eurbilinii .

Am vizut ci integrala curbilinie de al doilea tip are o semnificatie fi-
zicd deosebitd; ea exprimi lucrul mecanic al unei forfe in general variabile,
care-si deplaseazii punctul de aplicatie de-a lungul unei traiectorii in general
curbilinii. In legiturd cu notiunea de lucru mecanic, o problemd importanta
care se pune in fizici este aceea a independentei de drum. Multe dintre for-
tele care actioneazi in naturi au aceastd proprietate; astfel, de pilda, se
stie cd lucrul mecanic al forei gravitafjionale nu depinde de drum.

Problema independentei de drum a integralei curbilinii prezintd insem-
nitate gi din punct de vedere matematic. Daci o integrald curbilinie depinde
numai de extremitatile curbei, dar nu gi de curba insdsi, atunci existd mult
mai multe ganse ca ea si se poatd calcula usor, cunoscind, de pildd, numai
valorile functiilor P si Q la-extremititile curbei.

In cele ce urmeazi, ne propunem si dim citeva conditii necesare gi
suficiente pentru ca o integrald curbilinie s& nu depindd de drum.

Teorema 1. Fie doudt functii reale, P i Q, definite §i continue pe
un acelagi interval bidimensional compact A, din planul zQy. Daci oxistd
o funetie F, definit3 §1 diferenfiabili pe A, si astfel ineit dF(z, y) = P(z, y)
dz + Q(z, y)dy peste tot in A, atunci fiind date doud curbe rectiticabile
r, §i r, confinute fn A si avind aceleasi extremitdti, are loc egalitatea

{ Pz, 9)ds + 0, 9) dy ={ Ptz ) dz + (=, 9)dy. ()

n T
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.Demonstratie. S& punem @(t) = F(f(t), g()), unde f gi g sint
functii care dau o reprezentare parametrici a curbei r,, intervalul de varia-
tie a parametrului fiind [e, b]. @ este deci definit¥ pe [a, b). Avem

n—1 n—1
o) — D(a) = F_Eo [D(t;,0) — O] = j;& LE(f(t41), 801 —
— [F(f(t), &)

unde a =1ty <# <..<t; <t <..<t,=>b InsH, prin ipotezs, F este
diferentiabild pe A, deci putem aplica, sub semnul ultimei sume, teorema
cresterilor finite pentru functii de dou# variabile si obtinem existen{a unor
valori &; §i w; cuprinse intre ¢; si ¢,,; (1 =0, 4, ..., n —=1), astfel incit

O) — B@) = 5 [0l — PG = 3 F(fli) 8lh)) — FUE), 86N =
-5 [5 (& 80) () — F(8) + 37 (1E, gna) (etn) — 80)]] =
| =4§: (5 (1), gtnd) — 57 (PED, £ED) (ft) — 1) +
+ 2 (Z e, st — (1, 66 (6t) — 06 +
+ 35 [G2 s £C0) (1) — 1) + 5 (D, ) (eltnn) — ge)]-

oz

Datoritd continuititii uniforme a derivatelor partiale ale lui F, primele
doud sume din ultimul membru tind la zero cind norma diviziunii A tinde
la zero.

Tinind seama cé
oF
oz

= P(z, y), ’Z_g= Q(xi y):

rezulti:
n—1

O () — ©(a) = ; P({(E), 8E)) (F(tr) — 1)) +

n—1
+ ;o QEy), &E)) (8(tira) — 8(2:))- )

~ S3 punem G(t) = P(f(t), g(t)), H(t) = Q(f(2), g(t)). Sumele din membrul
al doilea al ultimei egalitdti sint sume Riemann-Stieltjes ale functiilor G
i H in raport cu f, respectiv g. Deoarece G §i H sint continue (ca suprapu-
neri de functii continue), iar f si g sint cu variatie mirginit¥ (In baza ipotezei
de rectificabilitate a curbei r;), rezulti ci integralele Stieltjes

b b

scm dr(), SH(t) dg(t)

a a
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existd. S considerim acum un sir {A,} de diviziuni ale lui [, 8], de normd
tinzind la zero. Pentru fiecare A, putem scrie o egalitate de tipul (2). Pen-
tru p — oo, sumele asociate lui K,, tind respectiv citre prima gi a doua in-
tegrali Stieltjes, a ciror existentd a fost stabilit mai sus. Obtinem deci, la
limit¥, ‘

b

b
D(b) — O(a) = S P(f(2), g(t) af(t) + SQ(f(t), 2(t) dg(e).

a a

Tinind seama ci membrul al doilea este, prin definitie, 6 integrald curbi-
linie de-a lungul lui r,, formula precedentd se scrie ‘

D(b) — O(a) = S P(z, y)dz + Q(z, y)dy.

et

Observim c& r, a intervenit numai prin calitatea ei de curbd rectifica-
bili, cu extremititile in (f(a), g(a)) §i (f(b), g(b)). Rezultd cd ultima egalitate
se pistreazi cind inlocuim r, cu ry. Teorema este astfel complet demonstrati.

Observatie Se stie ci daci o functie F de doud variabile are deri-
vate partiale continue in A, atunci ea este diferentiabild in A. In baza aces-
tui fapt, putem inlocui, in teorema 1, ipoteza de diferentiabilitate a lui F
prin ipoteza de derivabilitate partiald a lui F, iar ipoteza dF (z,y) =
= P(z, y)dz + Q(z, y)dy prin ipoteza

oF oF _
T=Pay, =0 )

In sfirgit, si mai observdm cd o teoremi similar§, cu aceeagi demon-
stratie, are loc pentru integrala curbilinie in spatiu.

Teorema 2. Fie P si Q continue in A. Daci pentru orice pereche
de curhe rectificabile r, §i r;, confinute in intervalul bidimensional A
si avind aceleasi extremititi, are loc egalitatea (1), atunei existd o func-
tie F diferentiabild pe A, astfel incit dF(z, y) = P(z, y)dz + Q(z, y)dy.

" Demonstrafie. Fie (2o %) un punct fixat din A. Daci (', ¥')
este un punct oarecare din A, iar r este o curbd rectificabild contfinutd in
A si avind extremitatile in punctele (z,, ¥,) §i (', '), atunci integrala curbi-
linie

{ Pz, 9)do+ 0z, ) dy

;
existi si este, prin ipotezd, independenti de r; valoarea acestei integrale
depinde numai de punctul (z’, y'). Este deci natural s notim aceastd inte-

grald cu F(2', y'). Vom ar#ita ci F este tocmai functia ciutatd, cu alte cuvinte
ea are ca diferenfiald totald expresia de sub integrald.

166



Fie &” = 2/, dar astfel incit (2", ) € A. Avem

Fi", y) — Fl', y) _ _ 1 z'[s P(z, y)dz + Q(=z, y)dy —
f.

22—z z

_S P(z, y)dz + Q(z, y) d.'l]'

r

unde prin 7 s-a notat o curbd rectificabild continuts in A gi avind ca extre-

mitét1 punctele (z,, y,) §i °, y¥'). i ) .
Deoarece integrala nu depinde de drum, ¢i numai de extremititile sale

putem alege in rolul lui r* curba care se obtine aliturind lui r curba r* dat3 de

x=1
, (' <t < 7).
| y=vy |
Obtinem, folosind proprietitile integralelor curbilinii,
P(2*, — F(z’, 1
&, ¥) — Fie', ¢/) == a:S P(z, y)dz + Q(z, y)dy.

z* —

Aplicind definitia integralei curbilinii, rezulti
x*
F(z*, y) — F(z, y) : SP(I, y')de,

x#_xl zl_zl

x'

in membrul al doilea figurind o integrald Stieltjes, care, in cazul de fata,
este chiar o integrald Riemann. Aplicind acestei integrale teorema de medie
pentru integrala Riemann (lucru posibil, deoarece functia P este continu),
rezultd existenta unei valori £, cuprinse intre 2 §i 27, astfel incit

F(z", ¥) — F(z', ¥') =— -'l— x,' P(E, yr) (2" — z:) —_ P(&, yl). (3)

" — z

Valoarea & depinde, evident, de valoarea lui 2" si are loc, tot in baza conti-
nuititii functiei P, relatia

. lim PE, y') = P(a', y').
x">x' )

Deci primul membru din egalitatea (3) are limit# finitd cind z” — 2';
aceastd limitd este, prin definitie, derivata partiali a lui F in raport cu z,
fn punctul (2, ¥'):

@ ¥) = P, ).
x

In mod analog, schimbind rolurile lui z §i y si folosind continuitatea lui 0,
se glisegte cli F este derivabild partial in raport cu y si :

Z—F(z’, ¥) =Qz, ¥').
Y
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Deoarece (2, ') este un punct arbitrar din A, rezultd c& P si Q sint
derivatele partiale de primul ordin ale lui 7 in A. Tinind seama din nou de
continuitatea .functiilor P g§i Q si aplicind o teorem# cunoscut#, rezulti ci
F este diferentiabild in A §i dF(z, y) = P(z, y)dz 4 Q(z, y)dy.

Teorema 2 este astfel complet demonstrati.

Observajie. Teorema 2 se transpune, cu aceeasi demonstratie, la
integralele curbilinii in spatiu.

g. Conditii pentru ca o expresie
‘de forma P(z, y)dz + Q(z, y)dy
si fie o diferen{iali totald

Teoremele 1 si 2 aratd cd problema independentei de drum a integralei
curbilinii revine la problema recunoasterii faptului daci expresia care figu-
reazd sub integrali este diferentiald totald. Este deci important si- gdsim
o cale cit mai simpld, pentru ca, fiind date doud functii P si Q definite in A,
s stabilim daci existd o functie /7 diferentiabild in A si astfel incit dF(z, y)=
= P(z, y)dz + Q(z, y)dy. In cazul in care rispunsul este afirmativ, se pune
problema de a gisi functia F. ‘ :

Un r3spuns la problema de mai sus este dat de urmitoarea teoremi:

Teorema 3. Fie P §i Q continue in intervalul bhidimensional A si
astfel ineit existi si sint continue in A derivatele parfiale E;—P si ZQ . Ne-
y T
cesar si suficient pentru ca sd existe o funetie’ F' diferentiabili in A, cu
dF(z, y) = P(z, y)dz + Q(z, y)dy, este ca, pretutindeni in A, si aib#
loc egalitatea

P, (%)

Demonstratie. Condifia este necesard. Intr-adevir, daci existd
F astfel incit dF(z, y) = P(z, y)dz + Q(z, y)dy in A, atunci

oF _ oF _
P P(z, y), o Qz, y).

Insd, deoarece P este derivabili in raport cu y, iar Q este derivabild

in raport cu z, rezultd cd existd derivatele parfiale mixte de ordinul al doi-
lea ale functiei F §i avem

#F 3P  #F _ Q

dxzdy oy ’ oyozx T oz

Din continuitatea derivatelor partiale %1-) §i Z—Q , deducem ci derivatele
z

parfiale mixte de ordinul al doilea ale lui F sint continue, deci, in baza cri-
" teriului lui Schwarz,

°F _ @F
o0zdy ayaz'
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de unde rezulti

§i necesitatea conditiei este demonstrati.
Condifia este suficientd. Fie (%), y,) un punct fix din A. S§ punem

x v
H@m=gma%w+jm@un

Xo Yo

punctul (z, y) fiind oarecare in A. Deoarece Q este o functie continui in
"4, iar prima integrald din membrul al doilea nu depinde de y, evem

o = Q= ). ©)
Y

In integrala a doua din membrul al doilea, z apare ca un parametru;
deoarece acestei integrale i se vpoate aplica teorema de derivare a unei
integrale in raport cu un parametru, obtinem

¥

aF _ oQ
% = Plo ) + {2

Yo
In baza egalitatii (&) (egalitate care are loc prin ipotezd) avem:

. L4
oF . (oP
5 = Pl ) + (3 @,
Yo
deci

T — P(z, yo) + P(s, 9) — P, yo) = P(z, ). (6)

Egalitétile (5) 51 (6) aratd cd functia F are ca derivate partiale de primul
ordin funcfiile P si Q. Ins¥ P si Q sint, prin ipotezd, continue, deci, in
baza unei teoreme cunoscute, F este diferentiabili in A §i dF(z, y) =
= P(z, y)dz + Qz, y)dy.

Teorema 3 este complet demonstrata.

Deoarece ‘transpunerea teoremei 3 la functii de trei variabile comporti
ceva mai multe modificdri (desi linia generald a demonstratiei rimine aceeasi),
vom trata aceastd situatie in mod explicit.

Teorema 4. Fie P, Q si R continue in intervalul tridimensional A
si astfel fneit existd i sint continue in A derivatele partiale 22, 22, 2,
Yy

aa—R ) :;—1)- ’ ZP. Necesar si suficient pentru ca si existe o functie /' diferen-
z Z Yy

tiabild in A, eu dF(z, y, 2) = P(2, y, s)dx + Q(x, y, 2)dy + R(x, ¥, z) dz,
este ca, pretutindeni in A, s aibd loc egalititile '

9P _3Q 9Q_9R R _ 9P 7
9P _9Q 9Q__oR 9R 9P
dy oz oz oy oz 05 . ,(
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Demonstratie. Condifia este necesard. Intr-adevdr, daci existd
i‘ astfel incit dF(x, y, z) = P(z, y, 2)dzx + Q(z, ¥, z)dy + R(z, y, z)dz in
, atunci

oF oF oF
7 = P(z, y, 2), a_y = Q(z, y, 2), P = R(z, ¥, 2).

In baza existentei derivatelor parfiale mentionate in enunt, rezulti
existen{a tuturor derivatelor parfiale mixte de ordinul al doilea ale func-
tiei F gi au loc egalitatile

PP _OP ¥F _OP ¥F _0Q ®F_03Q PF _OR ¥F _OR
o0y Oy 0zdz 0z Oydw Oz Oyoz 0z Osdx 0z Ozdy Oy

In baza ipotezei de continuitate a derivatelor parfiale mentionate in
enun, rezultd cd toate derivatele parfiale mixte de ordinul al doilea ale
functiei F sint continue in A. Aplicind criteriul lui Schwarz de comutativi-
tate a derivatelor partiale mixte, rezulti egalititile (7).

Conditia este suficientd. Fie (zy, o) un punct fix din A. S& punem

x Y z
F(z, y, 2) = S P(t, yo, 70)dt + SQ(x, t, zp)de + S R(z, y, t)dt, 8)
Xo Yo Zo

punctul . (z, y, z) fiind arbitrar in A. Deoarece P, Q@ si R sint continue
impreund cu derivatele lor partiale, avem, {inind seama de formula lui
Leibniz-Newton in ceea ce priveste prima integrald si aplicind celorlalte
doud integrale teorema de derivare a unei integrale in raport cu un para-
metru,

Yy z
or _ 20 o
F DP(z, Yo, 2o) +S 5z (z, t, zp)dt +S ™ (=, y, t)dt.

Yo 2o

Tinind seama de prima si a treia egalitate din (7), obfinem

v z
oF oP oP
g = P(x: Yor zo) + S 5; (x’ L zo)dt +S E (2;, Y, t)d“"

Ve 2

Aplicind integralelor din membrul al doilea formula lui Leibniz-Newton,
rezultd '

o = Pz, Yo, 20) + P(5, ¥ 53 — P, Yo, 20) + P, 3, 2) — Pz, , 20),
deci
oF _
'a;‘ - P(z) Y, z)° (9)
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Prima integrald din (8) nu depinde de y. In baza teoremei de derivare
a unei integrale in raport cu un parametru, celelalte doud integrale, consi-
derate ca functii de y, sint derivabile si

z
oR
aa_pl == Q(x, Y, Zo) + S a—' (.'L‘, y, t) dz.
Y J oY
2o

In baza celei de-a doua egalitd{i din (7), obtinem

z
F _ 99
53; = Q(z, Y, Z) +S az(x’ y, t) de,

2o

de unde, aplicind ultimei integrale formula lui Leibniz-Newton, rezulty
=0 3,50 + 0@ 4,9 — Qa4 %) = Q1,2 (10)

Primele doud integrale din (8) nu depind de z, deci
=Ry, 2 | (11)

Tinind seama de continuitatea functiilor P, Q si R si de relatiile (9),
(10) si (11), in baza unei teoreme cunoscute rezulti ci F este diferentiabil
in A §i dF(x, y, 2) = P(=, y, 2) dz 4 Q(=, y, z)dy + R(z, y, 3) da. '

Observatie Din demonstratia suficientei conditiilor (7) rezulti nu
numai existenta unei functii F cu proprietifile cerute, dar si modul de obyi-
nere a functiei F, aga cum se vede pe egalitatea (8).

Functia F se numegte o primitivd a expresiei Pdz 4 Qdy 4 Rdz. Aceastd
definitie apare naturald, deoarece daci P, Q si R depind numai de z, se
obiine nofiunea obignuiti de primitivd, asa cum a fost ea definiti pentru
functiile de o singurd variabild.

h. Conditii -de existen{i a primitivei
intr-un domenin convex

Teoremele 1, 2, 3 si 4 au fost enuntate pentru domenii A care sint
intervale (bidimensionale sau tridimensionale). Ce se intimpld daci in locul
intervalelor ludm domenii mai generale? La prima vedere s-ar pirea ci
demonstratiile date sint valabile si in acest caz. Aceasta este adevirat in
ceea ce priveste teoremele 1 si 2; cu unele modificiri neesentiale, demon-
stratiile acestor teoreme se transpun la domenii arbitrare (bineinteles, pis-
trind intacte toate celelalte ipoteze). In ceea ce priveste insi teoremele 3 si
4, lucrurile stau altfel. Nu este greu de vdzut c#, in demonstratiile acestor
teoreme, nu putem inlocui intervalul printr-un domeniu arbitrar. Intra-
devir, pentru ca functia F, consideratd in demonstratia suficientei conditiei
din teorema 3, sé aibd sens, este necesar ca segmentul de dreapti care unegte
punctul (2, y,) cu punctul (z, y,) §i segmentul de dreaptd care uneste
punctul (z, y,) cu punctul (z, y) sd fie confinute in A. Aceastd conditie
este asiguratd dacd ludm in rolul lui A un domeniu convex (adici un do-
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meniu in care orice segment care uneste doud puncte ale domeniului este
continut in domeniu). Dacd insi luim in rolul lui A un domeniu arbitrar,
demonstratia datd nu mai este valabild.

S& rezumim. Discutia de mai sus araty cd teeremele 3 si 4 se transpun
la domenii convexe, cu aceeasi demonstrafie care a fost datdi pentru inter-
valele bidimensionale. Aceeasi demonstratie inceteazi insi de a fi valabild
dacd domeniul nu este convex.

Se pune problema daci aceastd dificultate este legati doar de metoda
de demonstratie sau de natura teoremei insdsi. Un exemplu ne va arita
ci are loc a doua varianti a alternativei.

Fie domeniul A format din toate punctele din planul z0y pentru care
2 4 y? < 2 8i 22 4 y? 5= 0. A este deci discul de razd |/2, cu centrul in
origine, din care s-a scos originea. Este clar ci domeniul A astfel definit
nu este convex.

S# considerim functiile P gi Q, definite in A in modul urmétor:

Pz, y) = —gt—  Qa y) = T

Este usor de vizut ci P gi Q sint continue in A §i admit derivate
partiale de primul ordin, de asemenea continue in A. Avem

oP __ y:—a? Q0 _ y*—z°
W (@E+vr & (@E-yP
deci
ok _%
dy Oz

in orice punct din A.

Daci teorema 3 s-ar transpune la domeniul A, atunci ar urma ca
P(z, y)dz -+ Q(z, y) dy si fie o diferentiald totald, deci, in baza teoremei 1,
‘integrala ; .

.

( Ple, v)dz +0(, )y | " (12)

o
r

ar fi independenti de drum (in sensul precizat de enuntul teoremei 1).
Rezulti c#, daci vom ardta cd integrala (12) depinde de drum in A, va
rezulta c¥ expresia de sub integrala (12) nu este o diferentiald totald, deci
teorema 3 nu se transpune la domenii arbitrare.

S& considerim doud curbe r; i r,, definite in modul urmitor:

$=COStV 7
ry: . (—1<t$£’,
y =smt? 2 2

x =cost 7:
Tyt , (—-’iz t >—3—).
y=smt¢ 2
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Este ugor de vizut c# imaginile acestor 1y
curbe sint niste semicircumferinte, aga cum '
se vede in figura 5. Curbele r; si r, sint, . Blo,1)
evident, confinute in A si au aceeasi extre-
mitate initiald (punctul A) si aceeasi extre-
mitate finald (punctul B). Intr-adevér,

avem cos (—— 1'-) =0, cos = = coS (i’) =0,
2 ) 2 2

sin{— %) = sin[-32f) = —1, sin1;-= 1. De-

oarece sin gi cos sint funcfii cu variafie
mirginit%, curbele r, i r, sint rectificabile.
Functiile P gi Q fiind continue in A, existd
integralele curbilinii

—y z —y z
Sw’+ ey o Sx"-i- R

81 Ts

dy.

Tinind seama c4 sin gi cos admit derivatd continud, putem aplica acestor
doud integrale teorema de reducere a unei integrale curbilinii la o integrald
Riemann gi obtinem: . v

)
S —Y_dz 4+ —= dy=Sdt=n,

a? + y? z* + y?
™ ™
'» 37
3
Sac”+y2 v & ™
r

deci dele doud integrale Tu sint egale.

Am demonstrat astfel ci teorema 3 nu se transpune la domenii arbitrare.
In mod analog, nici teorema 4 nu se transpune la domenii arbitrare.

i. Rolul conexiunii simple
in problema existentei primitivei

Se pune acum problema daci domeniile convexe sint singurele pentru
care teoremele 3 si 4 sint adevirate. Rispunsul este negativ, Pentru a carac-
teriza domeniile pentru care au loc teoreme de tipul 3 §i 4, va fi nevoie
s recurgem la o notiune de topologie, notiunea de conexiune simpld.

Pentru a putea defini aceastd notiune, este nevoie in prealabil s¥ defi-
nim notiunea de deformare continud a unei_curbe din alid curbd. Fie doud
curbe plane C, §i C;, avind aceleasi extremitd{i A si M si continute in do-
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meniul bidimensional D. Vom numi deformare continud, in domeniul D, a
curbei Cy in curba Cy, o pereche de funclii

z = g, 1),

¥y =@ ),
definite i continue in intervalul bidimensional compact Rla < t < b, 0 <
< A < 1) i avind urmdtoarele proprietiti:

1° Dacé (t, N) € R, atunci punctul M, de coordonate o(t, A) si (2, »),
aparfine domeniului D.

2° Curba C, este datd de reprezentarea parametricd

=90 e
¥y = (¢, 0)

3° Curba C, este datd de reprezentared parametru i
x=q:(t,1)2 a<t<gb
y= q’(t: 1)

4° Pentru orice valoare a lui ), astfel incit 0 < A < 1 o(a, ) este abscisa
extremitdfii in'fiale A, {(a, ) este ordonata lui A, (b, ) este abscisa extre-
mutdfii finale M, (b, ) este ordonata lui M.

Vom spune cd domeniul bidimensional D este simplu ‘conez dacd, pentru
orice pereche de curbe Cy si C, confinute in D st avind aceleagi extremitdyi,
existd o deformare continud, in domeniul D, a curbei C, in curba C,.

Notiunea de domeniu simplu conex corespunde, din punct de vedere
- intuitiv, la nofiunea de domeniu firi »gduri“. Un exemplu tipic in acest
sens este dat de un disc §i o coroany circulary (fig. 6). Intr-un disc, douy
curbe C, si C), cu aceleasi extremititi, pot fi deformate continuu una in
alta. Nu acelagi lucru se intimpli intr-o coroang circulard; curbele C, si
C, considerate in coroana circular din figura alituratd nu pot fi deformate

Fig. 6

continuu una in cealaltd decit daci pirisim coroana circulars, pitrunzind
In porfiunea haguratd. Discul deschis este un domeniu simplu conex, in timp
ce coroana circulard nu este un domeniu simplu conex.

Nogiunea de domeniu simplu conex poate fi generalizat¥ pe baza urmi-
toarei idei intuitive: un domeniu simplu conex este un domeniu cu zero
géuri; dacd un domeniu are » giuri, cu » > 0, atunci numrul n se numeste
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ordinul de conexiune al domeniului. Coroana circulari are ordinul de cone-
xiune egal cu 1. Un domeniu simplu conex este un domeniu al cirui ordin
de conexiune este egal cu zero. Un domeniu al cdrui ordin de conexiune
este un numdr pozitiv se numegte multiplu conez. Existd pentru unele teo-
reme de analizi relative la domenii simplu conexe posibilitatea de a le
generaliza la domenii multiplu conexe. In cadrul acestui manual nu considerim
astfel de generaliziri.
Cu aceasti pregitire, putem enunta urm#toarea teoremi:

Teorema 5. Fie D un domeniu simplu conex situat in planul z0y.
S4 considerdm dou# funefii P i Q definite gi continue in D si astfel
incit derivatele partiale

2 %

3y o=
existi si sint continue in D. O condifie necesari si suficienti ca si
existe o funcfie F definitd si diferentiabild in D, astfel ineit dF(z, y) =
= P(z, y)dz + Q(=», y)dy in orice punct din D, este ea egalitatea

aP _ 30

oy Oz
s# aibd loc pretutindeni in D.

Demonstrafie. Condifia este mecesard. Aceeasi demonstratie ca
in cazul in care D este un interval bidimensional. 4

Conditia este suficientd. Vom asocia fiecirui punct din D un interval
bidimensional I,, centrat in A si confinut in D. Conform teoremei 3, ex-
presia P(z, y)dz + Q(», y)dy admite primitivi in I,. Fie M un punct
arbitrar din D. Si aritim, putem prelungi primitiva definiti in I, in mod
continuu, pind in M (sensul exact al acestei afirmatii se va preciza ulterior).

Considerim o curbd C, cu extremitatea inifiali in A §i cu extremitatea
finald tn M. Imaginea unei curbe este o mul{ime compacti deci, imaginea
curbei C, poate fi acoperitd — in baza teoremei de acoperire Borel-Lebes-
gue — cu un numdr finit de intervale bidimensionale de tipul 7,: Iy,
Inyy ooy Iy (Mo= A, M; € Cq pentru i =0, 4, ..., n). In multimea acestor
intervale, curba C, induce o anumit¥ ordonare, insemnatii chiar de nume-
rotarea lor.

Fie Fy(z, y) primitiva definiti in [, Determinim constantele K; prin
couditiile:

‘Kl = 0 Fl(z"’ y') + Kz = Fl(xli y’)‘l (x” y') E Iul nIMl’
Fy(z", y") 4+ K3 = Fy(z", y"), (2°, y") € Iy, NIy,

oooooooooooooooooo

Am definit deci o primitivd Fg (2, y) pe domeniul

A% = U I, (13)

: i=1
§i punem, prin definiie, _
F(M) = Fg,(M).
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Primitiva este astfel bine definiti intr-o vecinitate a punctului M.

S considerim o altd curbd C,; cu extremitdtile in A §i M. Din defi-
nifia domeniului simplu conex rezulti existenta unei deformiri continue
a lui Cy in C,, adicd existenta a doud funcfii ¢ si ¢, continue pe intervalul
bidimensional compact R, definit de inegalititile a < t < b, 0 < A < 1,
si astfel incit si fie indeplinite proprietiifile 1°, 2°, 3° si 4° (vezi definitia
domeniului simplu conex). '

Pentru fiecare valoare a lui A0 < A < 1), existd un domeniu de tipul
(43), fie el A%, care contine curba C, i in care se defineste o primitiva
Fg, prin procedeul indicat mai sus.

Datoritd continuitéfii functiilor ¢ §i ¢, existd doud numere pozitive
7 §i v, astfel incit pentru 0 < Ag, < v s¥ avem C, C AC, iar pentru 1 —
— 7' < A < 1sd avem C, C AC. Din aceleagi motive, putem giisi, pentru
fiecare A, astfel incit 0 < Ay < 1, un numdr 3 > 0 cu proprietatea c&, pen-
tru A € (A — 3, A+ 3), s avem C, c A%, In felul acesta, realizim
o acoperire cu intervale deschise a intervalului [0, 1], Aplicind teorema
de acoperire Borel-Lebesgue, extragem o acoperire finitd I, L, .., I,

cu 0 <X <A <..<?hy < b Deoarece intervalele I, ..., I, au fost
luate deschise, rezultd ci I, N I, &0, ..., L, N L, 0 Deci existd
MeEeD, Ny oy Mja NN I"i-u’ vy Ao, m € Ilm—1 n ]Mn'

Dacd A € I, atunci F,(M) = Fg, (M) = Fg, (M). Insd

Fa"“*(M) = FCL(M) = FCA'(M)) N e Ix,,
deci
Fep= Fo)(M) = Fop (M), A € I, N' € I,
Procedind din aproape in aproape, objinem.
- Foy(M) = Fe, (M) pentru A € [0, 1].

Deoarece M a fost luat arbitrar, rezultd ci prelungirea prin continui-

tate a primitivei se poate face in orice punct al domeniului D §i teorema
este demonstratd.

Teorema 6. Fie D un domeniu situat in planul z0y. Daci pentru
orice pereche de funetii P gi Q, definite 5i continue in D i astfel ineit

derivatele parfiale %£ g -g-g existi gi sint continue in D, avem
y

9P _ 30

oy oz
in orice punct din D, atunci domeniul D este simplu conex.

Schitd de demonstratie. Totul revine la a ardta cd pentru orice domeniu
D care nu este simplu conex se poate gési cel pufin o pereche de functii

P si Q definite gi continue in D, avind derivate partiale gf,g—o , continue
. .. . y Oz

8l egale in D g pentru care nu existd nici o functie F cu proprietatea

dF(z, y) = P(z, y dz + Q(=, y)dy in D.
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Pentru a demonstra-aceasta, vom f{ine seama cd definifia conexiunii
simple se mai poate formula si in modul urmitor: Un domeniu D este
simplu conez dacd, oricare  ar fz linia pohgonala inchisd, continutd in D,
interiorul ei este conjinut in D'. Rezulti ci, dacd D nu este simplu conex,
atunci existd o linie poligonald inchisd, confinutd in D, si un punct M, in
interiorul ei, astfel incit M, & D. Fie z, §1 Y, coordonatele punctului M,
Functiile P si Q date de

— y—yn N = :c—l'co
Pey) = e rre—wr O T e

rdspund la problema pusi (a se vedea exemplul tratat la observatiile care
urmeazd dupd demonstrajia teoremei .&).

Ezemple 1° Si considerim funciiile

Pz, y) =20=, 0z, y) =

1+ %2 1 + at’
Functiile P si Q sint continue in R% Avem
opP — Q — __ 2aeY
oy oz {1+ x?)?

deci aceste derivate parfiale sint egale si continue in R2 In baza teoremei
3, existd o functie F, diferentiabild in R? si astfel incit dF(z,y)= P(z,y)dz+
+ Q(z, y)dy. Avem

x ]
F(z, y)=S %0 dt+S  a+c="14¢

0(1+z2)2' 01+zz 14 x?
2° Si considerdm functiile P(z, y) = —y, Q(z, y) = z. Avem
®_ g, L,
oy oz

deci, in baza teoremei 3, nu existd o functie F, diferentiabild in R2 gi
astfel incit dF(z, y) = xdy — yda=.

j. Aplieatii
1° Sd se calculeze integrala

I(p) = S (#* — y?)de + 2y dy

L

extinsd la o curbd avind ca imagine fromtiera unui semicerc determinal de
cercul cu centrul in origine, cu raza 1 §i diametrul AB de pantd m = tg ¢.

1 Nu dém aici demonstratia echivalenfei dintre aceast# formulare §i defini{ia inifiall a
conexiunii simple.
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Integrala se descompune astfel (fig. 7):
I(g) = S (22 — y¥)da + 2y dy + S (22 — y3)dz + 2zydy = I, + L.

4B BMA
De-a lungul diametrului AB vom pune

x =t cos @, y = tsin g,
4 de unde
] +1
M I, = S t%(sin 2¢ sin ¢ 4 cos 2p cosp) dt =
Ay
8 =12 .
. 7 4 + 3 cOoS @ .
x De-a lungul lui BMA vom pune
A z = cos 0, y = sin 6.
Fig. 7 de unde:
o+m @+r
I, = S (cos 26 sin © 4 sin 26 cos 0) d6 = S sin 6 d0,
? @
adicd

I, = 2cos . Deci I(p) = %cos ?.

2° Sd se calculeze
I =§(z + y)dz + (y — a)dy,

r

unde r este o curbd avind ca imagine conturul unui pdirat cu virfurile pe

azele de coordonate si cu latura egald cu 1/ 3.

Fie, in ordinea sensului pozitiv de parcurgere, 4, B, C, D, virfurile
pitratului, abscisa punctului A fiind egali cu 1.
Avem

I={+{+{+{=n+L+Ln+1
AB BGC (D Da
De-a lungul laturii AB, vom lua 2 =¢ y=1 —¢0 < ¢t < 1), deci

0 1
Il=§dz+§(2y——1)dy=——1.

Pentru celelalte laturi se procedeazi in mod analog. Se gisegte
I, = —1, Iy = —1, Iy = —1,

deci
I = —&.
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3° Sd se calculeze aria cuprinsd
intre o bucld a cicloidet §i aza Oz.

Fie OBA bucla de cicloidd
(fig. 8).

Aria este datd de integrala de
contur

0l A X

1=1 — ydz.
2 § ady ydx, Fig. 8

OABO

Fie # = a(t — sin t), y = a(l — cos t) reprezentarea parametrici a ci-
cloidei. Bucla OBA este descrisd ficind parametrul z si varieze de la 0 la
2r. Avem

I =-;—Sxdy—ydx+~;— S zdy — ydz.
oA ABO
Prima integrald este nuli. Tinind seama ci pe cicloidi avem
dz = a(1 — cos t)dt, dy = asin ¢ dt,
integrala a doua devine

0
% S xdy-—ydz=%25(tsint+ cost — 1) dt = 3na2
ABO o

4° Care este semnificatia geometricd a integralei curbilinii
%S zdy — ydz
AB

extinse la o curbd rectificabild oarecare?

Dacé dreptele 04, OB, unde O este originea, nu taie curba, atunci
semnificatia integralei este simpld. Intr-adevir, se verificy imediat ci

1 =1 — ydz =
?Sxdy—ydx— A Sxdy ydz = 0,

oA OB
deci
—;- S zdy — ydz = 4 aria OAB,
AB
dupd cum

X (04, 0B)20.

5° Sd seafle aria unui sector de hiperbold echilaterald cu semiazxele egale
cu r. ,

" Fie

22 — y? = 2
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ecuatia hiperbolei gi OA B sectorul considerat (fig. 9). Vom reprezenta para-
metric hiperbola prin ecuatiile

z=rcht, y=rsht

Potrivit exemplului precedent, avem
b
aria OAB = % S zdy — ydzr = '?z S (ch2t — sh)dt = -’2-2- (L2 —¢ty).
4L

'} Aceastd formuld este in intregime
analogd formulei care di aria unui sec-
tor circular de razi r, al cérui unghi la
centru ar fi (misurat in radiani) ¢, —¢,.
Analogia merge si mai departe. Unghiul
la centru, pentru un sector circular, poate
fi interpretat gi ca dublul ariei sectorului
circular de razi 1. Tot astfel, dacd in
formula precedenti am face r =1, am
deduce:

t, —t, = 2 aria OAB.

In particular, parametrul ¢ care fi-
gureazi in ecuatiile hiperbolei, echilatere
poate fi interpretat ca dublul ariei sec-
torului hiperbolic, de semiaxi, 1, 0CyB,
(tig. 9).

Observatie importantd. Ori de cite ori
se propune studiul unei integrale curbili-

Fig. 9 nii, indicindu-se nu insdsi curba ci doar

imaginea ei, valoarea integralei nu este

unic determinatd, deoarece depinde de felul in care alegem o reprezentare

parametrici avind imaginea dati. (Dupd cum s-a vizut, este posibil ca

doud curbe diferite si aibd aceeasi imagine.) Tocmai aceasta este situ-

atia atit in aplicafiile de mai sus cit §i in culegerile uzuale de probleme.

De fiecare dat#, enuntul trebuie precizat ulterior prin specificarea unei
reprezentdri parametrice, aga cum dealtfel s-a procedat gi mai sus.




Capitolul IX
INTEGRALE DUBLE

Domeniu, Funeii de domeniu. In capitolul de fatd ne propunem si ex-
tindem nofiunea de integraly, inlocuind intervalul de integrare cu corespon-
dentul siu in plan sau in spajiu. Formal, notiunii de ,interval unidimen-
sional® fi corespunde, in plan, notiunea de ,interval bhidimensional“, iar in
spatiu, aceea de ,interval tridimensional.® Dacd insi examindm cu atentie
felul in care intervin intervalele unidimensionale in analizd, atunci ajungem
la concluzia urm#toare: rolul intervalelor deschise in analizd, se explicd
prin urméitoarele proprietiti fundamentale ale lor: 1) odatd cu un punct,
apartine intervalului o intreagi vecinitate a punctului; 2) fiind date doud
puncte ale unui interval, putem trece de la punct la celdlalt fird a pirédsi
intervalul. Proprietatea 1) joacid un rol de seamd in studiul proprietédtilor
locale ale functiilor (limitd, continuitate, derivatd etc.), in timp ce proprie-
tatea 2) este legati de proprietitile globale ale functiilor (integrabilitate,
variajie mirginitd etc.). Proprietatea 1) conduce la notiunea de mulfime
deschisy (a se vedea volumul intii); proprietatea 2) conduce la notiunea
de multime conexi (a se vedea volumul inti1). O mulfime care este in acelasi
timp deschis §i conexd se numeste domeniu (a se vedea volumul intli). Se
poate arita. — lisim acest lucru pe seama cititorului — c& pe dreaptd
singurele domenii sint intervalele deschise. Tocmai acest fapt explicd de ce
tot studiul functiilor de o variabili s-a referit la intervale. Reuniunea dintre
un domeniu gi frontiera sa se numeste domeniu inchis. Un domeniu inchis
st mdrginit se numeste domeniu compact. Pe dreaptd, singurele domenii inchise
(compacte) sint intervalele inchise (respectiv compacte). Se stie c#, in unele
probleme, este necesar ca intervalele cu care se lucreazd si fie compacte.
Cadrul natural al analizei il constituie deci domeniile (inclusiv cele inchise
sau compacte). Spre deosebire de ceea ce se intimpld pe dreaptd, unde —
dupi cum am semnalat — orice domeniu este un interval, in plan §i_in spatiu
existd domenii care nu sint intervale; mai mult decit atit, unele domenii
din plan sau din spatiu au o structurd foarte deosebitd de aceea a unui
interval. Aceastd situatie face necesari o anumitd selectie; vom considera
numai acele domenii care au arie (in sensul definit in volumul intii). Pen-
tru comoditate, deseori vom considera in cele ce urmeazd doar o parte a
domeniilor care au arie, $i anume acele domenii a ciror frontierd este o
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reuniune finitd de imagini ale unor curbe cu tangenti continui. Existenta
ariei unui astfel de domeniu va rezulta de indati ce vom demonstra ci
frontiera lui este de arie nuld (conform unui criteriu din volumul intii).
Trebuie deéi si stabilim urméitoarea

Lem . Imaginea unei curbe cu tangentd continui are arie nuli.

Demonstratie. Fie f si g douy functii cu derivati continui pe
[a, b]. S& aritdm cd imaginea curbei

.{x=f(t). a<i<h 1)
y =gt

are arie nuld. Fie € > 0. Considerdm o diviziune A =a=¢<t < .. <
<I<ty <. <t,=2>b, de normd inferioard lui e. Datoriti ipotezei de
derivabilitate si folosind teorema cregterilor finite, obtinem, pentru ¢,<
Qtiéti.,.l(l = O, sooy n — 1),

O =) =FE)E—2t);  gt)—gt) =g M)t —1t);
unde #,<E;<¢, §; <, <L
Din continuitatea derivatelor f' si g’ pe [a, b] rezultd mirginirea lor

pe [a, b]. Existd deci un numir M, astfel incit |f(£)] < M > |g(n;)],
deci

3

[7(@) — fEN < M(t — &)< Mty — 1),
lg(t) — g(@)| < M(t — 2.)) < M(t;yy — 1)),

pentru ¢, <i<t,, =0, .., n —1).

S& notdm cu Q; domeniul definit de p#tratul cu centrul in punctul de
abeisd f(t;) §i de ordonatd g(#;) si avind latura de lungime 2M (¢,,, — ¢,).
Rezultd din cele de mai sus cd imaginea curbei r definitd de (1) este confi-
nutd in reuniunea

n—1
U
i=0

§i deci, notind cu e, (r) aria exterioari a imaginii lui, r, avem
n—1 . n—1
ay(r) <3 aria Q; = 3= &Mt — ;)%
=0 =0
Insi norma diviziunii A este inferioari lui e, deci

n—1 n—1

a 4M2(ti+1 - t‘)2<4Mzs§ (ti+1 - t‘) = 4Mze(b - a)-

i= i=

Asadar
a,r) < &M?%(b — a)
gi, deoarece ¢ este un numdr pozitiv arbitrar, rezulti
a,(r) =0.
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Insi se stie c&, notind cu a,(r) aria interioard a imaginii lui r, avem 0< a;(r) <
< ay(r); rezulti astfel a,(r) = a,(r) =0, deci imaginea lui r are arie nuli.

Corolar. Daci frontiera unui domeniu plan D este o reuniune finitd
de imagini ale unor curbe c¢u fangenti continul, atunci D are arie.

In cele ce urmeazd se va presupune, fird a se mai specifica, ci toate do-
meniile considerate au arie.

Teorem&. Daci domeniul mirginit D este impirtit in dou# domenii
cu ajutorul unei linii L care este o reuniune finiti de imagini ale unor
curbe cu tangentd continud, atunci, notind cu D’ gi D"’ domeniile astfel
formate, avem

aria D = aria D' 4 aria D",

Demonstrafie. S& notém cu E multimea punctelor comune lui
D si L. Conform lemei, avem aria L = 0, deci, au atit mai mult, aria E = 0.

Dacd fiecdrui domeniu mdrginit G C D i corespunde un numdr real de-
terminat W, atunci aceastd_corespondentd defineste o functic F de domeniu
st convenim sd spunem cd F este definitdé pe D'. Scriem

W = F(G). 1)

Un exemplu de functie de domeniu este furnizat de notiunea de arie. Alt
exemplu este furnizat de mase unei plici plane.
O functie de domeniu este aditivd dacd

F(G) = F(Gy) + F(Gy), )

unde G,UG, = G iar G;NG, este 0 mulfime de arie nuld. Din (2) rezultd
cd pentru G;UG,U ... U G;U ... UG, =G, cu G;NG; de arie nuli pentru
i~ j, avem: _

F(G) = F(Gy) + F(Gy) + .. + F(Gy).

Fie F o functie de domeniu definitd pe D gi fie P, un punct din D. S pre-
supunem cd existd un numdr A cu proprietatea cd fiecdrui ¢ >0 ii corespunde
un 8 >0, astfel incit, pentru orice domeniu G c D, confinind punctul P, si
avind diametrul® inferior lui 8 (diam. G < 8), avem

|2 — O | <.
aria G .

Numdrul \ se numegte derivata functiei de domeniu F in punctul P, Spunem
cd F este derivabild in Po. Dacd F este derivabild in fiecare punct din D, atunci
spunem cd F este derivabild in D. Derivata lui F este o functie de punct defi-

nitd pe D; o vom nota cu :—Z sau cu f(z, y).

! Integrala lui Lebesgue va fi studiatd la cursul de Fuuctii reale si elemente de
topologie generald. .

3 Amintim c# prin diametrul unei multimi E se injelege marginea superioari a
mul{imii de distante dintre diferitele puncte din E.
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Un exemplu important de derivatd a unei functii de domeniu il consti-
tuie derivata funcfiei care dd masa; aceastd derivatd este, prin definitie,
funcfia densitate.

Tatd acum citeva proprietiti simple relative la functiile aditive de do-
meniu gi la derivata unei functii de domeniu.

1) Dacé F este o funclie aditivié de domeniu, iar \ este un numdr real,
atunci AF este de asemenea o funciie aditivd de domeniu.

2) Dacd F are derivatd finitd, atunci si F, = AF are derivatd finitd §i
a7, _ ,\4r 4
ds ds )

3) Dacd F, si F, sint funclii aditive de domeniu, atunci F, 4 F, i F, —
— F, sint de asemenea funciii aditive de domeniu. ‘

4) Dacd F, si F, au derivatd finitd, atunci §i funciiile ®, = F, + F,,
®, = F, — F, au derivatd finitd gi

dd, dF, + dF, do, dF, dF,
—_— = —— —_— —_—— I e—— ——,
ds das ds

Proprietitile 3 §i 4 se extind la un numir finit oarecare de termeni.

Lema 1. Fie D;>D;>..5D,>.. un gir de domenii compacte.
Existi un punct care apartine tuturor domeniilor D.

Demonstratie. Fie (z,, y,) € Dy(n =1, 2,..). Conform lemet
lui Cesaro si tinind seama ci domeniile D,, fiind compacte, sint mirginite,
rezultd existenta unui subsir convergent (Zpn, Yps). Fie z = lim Tp Y =

n—co
= lim y,, si fie D; un domeniu oarecare din ir. Existi un numir natural
n-»co
N, astfel incit (zp,, ¥p,) € D, de indatd ce n > N. Tinind seama cX D, este

compact, rezulti cd (2, y) € D;; insd D, este un domeniu oarecare din sir,
deci

(= y9)en D
=1
si lema 1 este stabilita.

Lema 2 Fio D un domeniu compact §i F o funcfie aditivi de domeniu,
definiti pe D, derivabili in fiecare punct din D. Si presupunem i

dar
& >0m D. 3)
In aceste condifii
F(D)>0.

Demonstratie. Sipresupunem, prin reducere la absurd, ¢ F(D) <
< 0. Vom avea deci ,

F(D)
aria D <0
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Fie un numdir ! astfel incit
F(D) .
aria D <i<o,

ceea ce revine la :
F(D)<!- aria D. (%)

Fie {¢,} un sir descresciitor de numere pozitive, tinzind la zero. Cu ajutorul
unor arce netede, si descompunem pe D intr-un numir finit de domenii
compacte, Dy, Dgg, Dgs, ..., fiecare de diametru mai mic decit e,. Pentru
cel putin unul dintre aceste domenii, fie el Dy, avem

F(Dg)<1- aria Dg; : (5)
intr-adevir, in caz contrar, din inegalititile
F(Dy) >1l-aria Dy (=1, 2,..);
ar rezulta, in baza aditivitatii lui F,
F(D) = F(Dy,) + F(Dgz) + ... > Uaria Dy, + aria Dy, + ..) =
= [ - aria D,
ceea ce ar contrazice relafia (4).

Fie D, acela dintre domeniile Dy, Dy, ..., pentru care este satisficutd
relatia (5). Avem deci :

F(D,)<l-aria D,. (6)

In felul acesta, am ob{inut pentru D, inegalitatea care s-a stabilit la (4) pen-
tru D. Vom aplica acum lui D, rationamentul pe care l-am aplicat mai sus
lui D, inlocuind insd pe ¢, cu €,. Vom descompune deci pe D, intr-un numér
finit de domenii D,,, Dy, ..., fiecare de diametru inferior si ca §i mai sus, se
constatd c#, pentru cel putin unul dintre aceste domenii, pe care-l vom nota
cu D,, vom avea '

F(D,) <1 - aria D,

Continuind acest proces la nesfirsit, obtinem un sir de domenii ,compacte
D> D;>..0D,D..., astfel incit diametrul lui D, este inferior lui
e rn=1,12,..) 48

F(D,)<!l-aria Dy,
deci
F(Dn)
aria Dp

<ln=1,2,..).

Conform lemei 1, existi un punct (w, ¥) € M D, din faptul ci diametrul
n=1

lui D, tinde la zero cind » — oo, rezultd cd (z,y) este unicul punct comun

tuturor domeniilor D,. Conform inegalitdtii (7) avem:

F _ jim FP) <1 <o,
ds nso aria D
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ceea ce constituie o contradictie cu inegalitatea (3). Deci presupunerea c¥
F(D) < 0 este falsd gi lema 2 este stabiliti.

Corolarl. Dacd pentru o funciie F, aditivi de domeniu, avem peste
tot, pe domeniul compaet D,

= <o,
atunei
F(D)<0.
Pentru demonstratie, este suficient s¥ se considere functia F, = — F,

ciireia 1 se va aplica lema 2.

Corolar2. Dacii pentru o funcfie F, aditivd de domeniu, avem peste
tot in D, .

atunci
F(D) = 0.
Demonstratie. Conform lemei 2, avem
F(D)=0.
Conform corolarului 1, avem
F(D)<0,
deci
F(D)=0.

Teoremal.Dacd F, si F, sint funefii aditive de domeniu, definite
pe D, si daed
dF, dF,

. as ~ as’

in orice punct din D, atunci
F\(G) = Fy(G)

pentru orice domeniu G c D.

Demonstrafie. Fie F=F, — F,; F, ca diferen{d a doud functii
gdi’give de domeniu, este de asemenea o funcfie aditivi de domeniu. Avem
eci:

in orice punct din D.
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Fie acum G un domeniu continut in D. Aplicind lui G corolarul 2 al
lemei 2, obtinem :

FG) =0,
deci '
F|(G) = Fy(G),

pentru orice domeniu G c D.
Fie f o funclie reald definitd pe domeniul compact D. Dacd existé o funcjie F
aditivd de domeniu, pentru care, peste tot in D, avem
dF _
aE - , (x’ y):

atunci spunem cd F este o primitivd a funcfiei f pe domeniul D.

Teorema 2. Dacd f este eontinuii pe domeniul compact D, atunci
{ admite o primitivi pe D.

Demonstragie. Si considerdim mai intii cazul particular in care
f este pozitivd pe D. Vom numi cilindroid de bazd D asociat funcliei f multimea
punctelor din spaiu ale cdror coordonate z, y, z satisfac urmdtoarele condifii:

(x? y’ 0) E 'D7
0<z<f(=, ¥),

In mod analog, putem considera, pentru orice domeniu G c D, cilin-
droidul de bazi G asociat lui f, definit prin conditiile

(z, ¥, 0) € G,
0<z<f(z, ¥).
S& consideram functia de domeniu
V = F(G),
unde F(G) este, prin definiie, volumul cilindroidului de bazd G, asociat

functiei f ( a se vedea volumul intii). Functia F este aditivi. Vom arita cd F
este derivabild in fiecare punct din D i

=1 v

intr-adevir, fie (z, y) un punct din D gi fie G un domeniu compact,
astfel incit G c D si (2, y) € G. Notind cu mg 8i Mg marginile functiei f
pe G, avem :
mg - aria GSF(G)< Mg - aria G,
deci '
F(G)

aria G

Mmg < <M (23} (8)
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pentru orice domeniu G ¢ D. Fie un gir de domenii compacte G,, G, ...,
Gy, ..., astfel incit diametrul lui G, si tind la zero cind n — co. Fie mg,

si Mg, marginile funciiei f pe domeniul G, , Deoarece este continud pe Gy, jar
G, este compact, rezultd ci existd doud puncte (z,, ¥,) € G, §i (zn, ¥n) € Gy,
astfel incit mg, = {(Zn; Yn)s MGn = (2, Yn)-

Din faptul c¢d diametrul lui G, tinde cdtre zero, cind n — oo, rezultad

lim z, =lim z, = 2,

n->c n-o>w
lim y, =lm y, = y.
n->co n-> oo
Insi in baza relatiei (8), avem
F G 4’ ’
f(xm yn) = mGns ari; Z)n <M, = f(wm yn)1 (n= 1, 2, ..),
deci
F(G
m L) _ 4, ),

n->e aria Gn

De aici rezultd ugor cid F are ca derivatd in punctul (z, y), pe f(#, ¥),
deci F este primitiva lui f pe domeniul D.

S4 considerdm acum o functie f continui pe .D si care nu mai este supusd
la restrictia de a fi pozitivd pe .D. Din faptul cii .D este compact, rezulté ci f
este miirginitd pe D, deci existd un numir real A, astfel incit functia ¢ definita
prin #(z, y) = f(z, y) + A sd fie pozitivd pe D. Conform celor demonstrate
mai sus, rezultd cd ¢ are primitiva pe D; fie @ aceastd primitivd. Avem deci

%% = o(z, ¥) = f(z, y) + M

S4 punem
F(G) = O(G) — A aria G,

oricare ar fi domeniul G c D.
Avem
dr do

g=(§w—->\=¢(x,y)—k=f(x,y),

deci F este primitiva lui f pe D.

a. Notiune de integrald dubli

Fie f o functie reald, definitd §i continui pe domeniul compact D. Con-
form teoremei 2, f admite primitiva pe D; fie F o astfel de primitivi. Conform
teoremei 1, primitiva F a lui f este unic determinati. F este, deci, singura
functie aditivd de domeniu, definitd pe D si astfel incit

ar
E = f(iﬂ, y):
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in orice pumct din D. Valoarea F(D) care corespunde, prin F, domeniului
D, va fi, prin definitie, integrala functiei f pe domeniul D. Aceastd integrald
se noteazd

Séf (=, y) dS sau SISf (z, y) dz dy, sau incéSDSf( P)dP, )

deci avem, prin definitie,

SS f(z, y)dS = F(D), (10)
X ‘

f este funcjia de integrat, z si y sint variabilele de integrare, iar D este domeniul
de integrare. Integrala functiei f pe domeniul D este un numir real care depinde
exclusiv de 7 §i de D, deci este independentd de variabilele de integrare. Aceastd
integrald se numeste, de obicei, integrald dubld.

Fie acum o functie reald f definiti pe domeniul compact D. Daci f
admite primitivy aditivi pe D, atunci spunem ci f este integrabild pe D, in
sensul primitivei, sau, dacid nu poate apdrea vreo confuzie, spunem ci este
integrabild pe D. Conform teoremei 1, o astfel de primitivd F este unic deter-
minats. Valoarea F(D) va fi, prin definitie, integrala lui f in sensul primitivei -
gi seD va nota ca mai sus. Rezultd c# orice functie continui pe D este integrabild
pe D.

b. Semnifieajia geometricd a integralei duble

Am vizut c¢i dacd f(z, y) >0 pe D, atunci primitiva functiei f pe D
este volumul cilindroidului care se sprijind pe D gi este limitat superior de
graficul functiei f. Rezultd deci ci dacd f(z, y)>0 pe domeniul D, atunci
integrala (9) exprimd volumul acestui cilindroid.

Daci f(z, y)<0 pe D, atunci integrala (9) exprimd volumul aceluiasi
cilindroid, luat cu semnul minus. Dac¥ D se poate scrie ca reuniune a unui
numir finit de domenii compacte, fird puncte interioare comune, astfel incit,
pe fiecare dintre aceste domeni, f sd aibi un semn constant, atunci integrala
(9) reprezinti suma volumelor mai multor cilindroizi, volume luate cu semnul
plus sau minus, dupd cum cilindroizii respectivi sint situati deasupra sau
dedesubtul planului z0y. :

c. Semnificatia fizicd
a integralei duble

Am vizut ci densitatea punctuald a unei repartitii superficiale de masd
se obtine cu ajutorul notiunii de derivatd a unei func{ii de domeniu; anume,
cunoscind masa fiecirei porfiuni a domeniului D, densitatea intr-un punct
este derivata, in acest punct, a functiei care exprimi masa. Dacd ne punem acum
problema invers, §i anume, cunoscind densitatea in fiecare punct al dome-
niului D, si determinim masa domeniului, atunci, exprimind prin f(z, y}
densitatea in punctul de coordonate z, y, masa F(D) este datd tocmai de
relatia (10).
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d. Proprietd{i generale
ale integralei duble

1) SSi'dS=SSdS=ariaD.
D D

Intr-adevir, este ugor de vizut ci primitiva functiei f, definitd prin
f(z, y) =1, este functia aditivd de domeniu F, definiti prin § = F(G) =
= aria G, deoarece

as ] AS
— =lim—=1
das AS
In cele ce urmeazi, f va fi considerati continui pe D.
2) ) &r(z, s = B( 1z, o) as.
D D

Aceasta este proprietatea de omogenitate a integralei. )
Egalitatea rezultd din proprietatile 1 gi 2 ale derivatei unei functii de
domeniu.

3) is (f@, ¥) & gz, ) dS = SDSf(x, y) dS + ng(x, y) dS.

Aceasta este proprietatea de linearitate a integralei.

Egalitatea rezultd din proprietitile 3 §i 4 ale derivatei unei functii de
domeniu. Proprietatea se extinde la orice sumi algebrici cu un numir finit
de termeni.

4) Dacé D = D, U D,, unde D, D, §i D, sint domenii compacte, iar D,
i D, sint astfel incit aria (D,N D,) = 0, atunci

SDSI(w, y) dS = SS f(x, y) dS + Sg 1(z, y) dS.

1 D,

Aceasta este proprietatea de aditivitate a integralei ca functie de domeniu.
Ea se stabileste ca o consecintd a proprietifii de aditivitate a primitivei
lui f. Proprietatea se extinde g1 la descompuneri ale domeniului D intr-un
numdr finit oarecare de domenii compacte, firi puncte interioare comune.

5) Dacd f(xz, y) >0, atunct
SS 1z, y)dS>0.
D

Aceastd proprietate rezultd din lema 2 de mai sus.

6) Proprietatea_de monotonie a integralei duble. Dac f(z, y) < g(=, Y)
peste tot pe domeniul D, atunci

| 5)8 f(z, ¥) dS QSDSg(x, y) dS.
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Intr-adevir, avem g(z, y) — f(z, y)>0; aplicind proprietatea 5, ob}i-
nem:

] - ; S ]
SDS[g(x y) —f(x, )1 dS>0

deci, folosind proprietatea 3 de mai sus,

SS 86z, )48 — ([ @, y) ds>o0.
D D ‘

7) Dacd m<f(z, y)< M pe D, atunci

m - aria DsSSf(x, y) dS< M - aria D.
D

Intr-adevir, folosind proprietatea 6, obtinem

| S)SmdSéSISf(x, ¥) dSsSDSMdS
si, folosind proprietatea 2, deducem
msl) d3<§§ (=, y)dS< MSIS ds.

In baza proprietitii 1, ob{inem inegalitétile dorite.

8) ; |{§ 70z  as|< |t 9) |as.
D

D
Intr-adevir, avem

- lf(-% y)lsf(% y)‘g ‘f(""’ y)l
gi, in baza proprietatii 6, rezultd

_515 \f(z, y) |dS<§)Sf(x, y) dS<SI§ If(z, ) IdS,,

de unde se obfine ugor proprietatea doriti.
Teoremid de medie pentru integrala dubli. Daci

f este continuid pe domeniul compact D, atunei existi un punet (§, n)E D,
astfel ineit

{§1(@ ) 45 = 1(¢, ) - aria D. (11)

D

Demonstratie. Deoarece f este continud pe D, iar D este compact,
rezultd cd f igi atinge marginile pe D. Fie deci (zy, y;) € D §i (25, ¥5) € D,
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astfel incit f(z,, y,) = m, f(%g, ¥) = M, unde m §i M sint marginile inferioard
gi superioard pe D. In baza proprietitii 7 de mai sus, avem

;S flz, y)ds
e mg ——m—m—o—-— <M
aria D

si deci, punind
;Sf(x. y)ds

aria D s

avem m< pu< M. S3 considerim un drum d = (r, I'), unde

,.{w=fp(t)

(x<2<B),

ly= )
iar T < D, 2, = 9(«), 9= $(®), 72 = 9(8), v = §(B). Existenta unui drum
cu aceste proprietdti rezultd din insdsi definitia notiunii de domeniu. Asadar,
functia compusi %, definitd de '

h(t) = fle(), $(®)

este continuid pe [a, . Insi din f(z,, ¥,) = m rezulti h(z) = m, iar din
(2, y3) = M rezulty h(B) = M. In baza proprietitii lui Darboux a functiilor
continue gi tinind seama cd m<p< M, rezulti existenta unei valori ¢,
a<ty< B, astfel inett A(ty) = p, deci ’

f(@(to), ¥(2o)) = .

Punind & = o(t,) §i n = (%), rezultd f(&, 1) = p si, tinind seama ci
I’ c D, rezultd ci (§, ) € D. Formula (11) este astfel stabilita.

e. Reprezentarea integralei duble
cu ajutornl sumelor de tip Riemann

Fie f continud pe domeniul compact D. Fie D,, D,, ..., D,, ..., D, un
sir finit de domenii compacte, fdrd puncte interioare comune, gt astfel incit -

D=D,UD,U..UD,U..UD,. (12)

Relatia (12) defineste o descompunere 8 a domentului D. Cel mai mare dintre
diametric domeniilor D, ..., D, ..., D, se numegte norma descompunerii &
$i va fi notat cu v(3). :

Sd considerim, in fiecare domeniu D;, cite un punct (§;, n;,) € D;
i s3 formidm suma

fEwy M) aria Dy 4+ ... 4+ f(En, W) aria D, = éf(sir ;) - aria D;. (13)

=1
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Suma (13) este, prin definitie, o sumd riemanniand asociatd funcjiei f,
domeniului D gi descompunerii 3; anume, este suma care corespunde punctelor
{E;» m)} (1<i<n). Aceastd sumd va fi notatd prin

as(f; & 0

Cind nu intereseazi si se pund in evidentd punctele (£;,%;) vom nota o sumi
riemanniand doar prin

Gs(f)a

iar cind nu poate fi ambiguitate in ceea ce privegte functia la care se referd
suma, vom omite pe /.

Dacd f(z, ¥)>0 pe D, atunci suma (13) reprezinti volumul multimii
formate prin reuniunea a »n cilindroizi de baza D, D,, ..., D, si avind, respectiv,

inélt’lmlle egale cu f(ai’ 7)1‘)1 f(&z, n2)9 "':*f(am 7)7:)'

Teorema dereprezentare a integralei duble prin
sume riemannien e. Fie f continui pe domeniul compact D. Fieci-
rui- numir ¢ > 0 ii corespunde un numir » > 0, astfel, incit, de indati ce
v(3) < 7, avem

s & v}i) — SS f(x, y) dS[ <e (14)
D . _

oricare ar fi (§;, v;) € D; (z; =1, ..., n).

Demonstratie. In baza proprietafii de aditivitate a integralei ca
functie de domeniu, avem :

(i@ 9 as = ({ti@ v a5+ (o s + .. + ([ s, 0) 0s.
D . 1 : “n

Fiecdrei integrale din membrul al doilea {i vom aplica teorema de medie.

Obtinem astfel un gir de puncte (£;,7,), (2 N2), «-r (Ens M), €U proprietatea

sS f(z, y) dS = f(Z;, n;) ~aria D; (1<i<n),

Dy

deci

SS f(z, y)dS = fEy, m,) - avia Dy + (&, ) - avia Dy + ... + f(Ey; M) - aria D,
D

Avem, prin urmare,

ealfs &) —{{ e ) 45 | = |oulfi B n) — 337G T - ara D,
D =

=1 =1

> [FE0 ) — (G M- aria Dy| < 3| 1) — ) [ - aria D, (14)
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Deoarece f este continud pe D, iar D este un domeniu compact, rezul-
td cd [ este uniform continud pe D, deci, pentru € > 0, existd un numir
7 > 0, astfel incit, pentru v(3) < », si avem :

lf(E.ia ni) - f(E; 51)' <e
Tinind seama de (14’), obtinem, pentru v(3) < 4,

oslf; & m) — {{ flz,9) a5

.
<e-YyariaD;=ce-ariaD,
D =1 ’

oricare ar fi (&, ;) € D; (1<i<n). Cu aceasta, teorema este complet
demonstrata.

Observajie Proprietatea afirmati de teorema de mai sus este
luatd, de obicei, ca definitie a nofiunilor de integrabilitate dubli i inte-
grald dubld. Mai precis, -se utilizeazd urmitoarea

Definitie a integralei duble cu ajutorul sumelor

~riemanniene. Fie f o funefie reali, definiti pe domeniul ¢ompact
D. §i presupunem el existi un numir real / cu urmitoarea proprie-
tate: fiecirui ¢ > 0 fi corespunde un numir > 0, astfel ineit, pentru
orice descompunere 3 de normi v(3) <7, si avem inegalitatea
| os(f; €, M) — I | <, oricare ar fi punetele (£, 1;) € D, (i=1,2, ..., n).
In aceste conditii, spunem ci f este integrabili Riemann, iar numirul
I se numeste integrala Riemann a functiei / pe domeniul D. Se obig-
nuiegte si se serie acest lucru in modul urmitor: _

D= Tim oslf; & m-).=§§f(x, y) dz dy (1 =SSf(P) dP).
D D .

v(8)-+0

Dupi cum se vede, aceastd definitie este similard definitiei prin sume
riemanniene date integrabilitdtii si integralei functiilor de o singurd varia-
bils. '

Teorema de mai sus aratd cd, pentru functii continue, cele doui moduri
de definire a integrabilitdtii, in sensul primitivei si cu ajutorul sumelor
riemanniene, sint echivalente. Aceasta ne permite ca, ori de cite ori va fi
vorba de functii continue, si nu mai fie nevoie si precizim cu care tip
de integrabilitate se lucreazi. '

In cazul functiilor continue de o singuri variabil, aceastd echivalenti
este cunoscutd din prima parte a manualului.

Insi de indatd ce se considerd functii discontinue, cele doui tipuri
de integrabilitate inceteazd de-a fi echivalente.

i. Descompunerea unei integrale duble
in integrale simple

Fie Dy un domeniu compact, definit de inegalitdtile
» a<x<b,

o(2) <y < Y(x), (15)
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unde o §i ¢ sint fanctii continue pe [a, b] $i o(z) < Y(x) pentru a < z < b.
Despre un astfel de domeniu spunem- cieste simplu in raport cu aza Oy.
Fie D, un domeniu compact, definit de inegalititile

c<y<d,
u(y) < z<v(y), ' (16)

unde z gi v sint functii continue pe [¢, d] si u(y) < v(y) pentru ¢ < y < d.
Despre un astfel de domeniu spunem ci  este simplu in raport cu aza Oz.
Un domeniu poate fi simplu in raport cu ambele axe. Un astfel de
domeniu va fi notat, uneori, prin D,,. '
Fie f o functie reald, definiti si continui pe domeniul compact D, pe
care-l vom presupune simplu in raport cu axa Oy. : :

Lema 3. Funciia f definiti de
U(x)

Fa) = | f@, y)dy
%(x)

este continui pe [a, b]. !

Demonstratie. Si considerim, pentru fiecare valoare a lui x,
schimbarea de variabild '

Y = 8z, t) = () + H(Y(x) — p(z)).
Avem ' .

82 0) = ola), g(n, V) = Y(a), L= 4(z) — ola)

deci
U(x) 1 ’ .
§ 105,91 dy = {1tz o@) + H4(2) — @(@N(3(2) — o(a) at.
%(x) 0

S& notdm prin A(z, ) functia care figureazj sub integrala din al doilea
membru. Functia h este continud, in raport cu ansamblul argumentelor,
pe domeniul din planul 0t definit de inegalititile: '

agz<b,
O<ig.
Avem deci
Y(x) 1
{ 1o 9) dy = {aiz, e
o(x) 0

Insd, conform teoremei de continuitate a unei integrale cu parametru,
functia I definitd de

i
H(z) = Sk(x, t) dt
0
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este continui pe [a, b], deci, finind seama ci F(z) = H(z), rezulty ci F
este continui pe [a, b]. -
Lema 4 Daed m<f(x, yy< M, iar [ este continuii peste tot pe
domeniul D, simplu in rapert cu axa Oy, atunei
b, Y(x) .
m - aria D<S ( f(z, 9) dy) dz< M - aria D. 17)
a \ %(x)
Demonstratie. In baza proprietafii de monotonie a integralei,
avem . ' . ,

Y(x) W(x) ) W(x)
m S dyss f(z, ) dysMS dy
®(x) o) o)
sau
W)
m(y(z) — (@< | fz9) dy< M=) = 9(2)-
e(x)

Inegalititile (17) se obtin acum integrind in raport cu z, de la a la b.

Teoremi de descompunere 'a integralei duble in
integrale simple. Fiefo functie realdi, definitd gi continui pe
domeniul compaet D, simplu in raport cu axa Oy. Fie ¢ si ¢ functiile
date de (15), care definesc domeniul D. Avem:

{j e w0 as = § (ng? fla, 1) dy) dz.
D

a ‘(x)

Demonstrafie. S¥ considerim o descompunere 8 a domeniului D,
descompunere efectuati cu ajutorul unor drepte paralele de forma
T = Ty &= Ty, T = Tgy w0 =TT =a < 2 < T < .- < zp, =b) s
a unor curbe definite prin relatii de forma

y= ‘Po(x): Yy= (P:!.(x)7 Y= (92($)1 e Y= (Pn(x),
unde )
20l0) = ola),

2:(2) = o) + = (¥(e) — o(a)),

as(@) = o) + 2 (Y(a) — o),

..................................

on(z) = 9(2) + %(¢(x) — 9(a)) = ¥(@)-
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O reprezentare geometrici a descompunerii 3 este datd in figura 40.
¥

In baza proprietitii de aditivitate a integralei ca functie de interval,
avem:

-

b () LTEu S
S( S f(z, ) dy) dz =% S ( S f(z, y) dy) dz. (18)
a ‘g(x) .

= Xy 9X)

Insd, folosind din nou aditivitatea integralei ca functie de interval, avem:

h o U2) I realx)
5 (S f(x,y)dy)dx= S [S

flz, y) dy +
T, (@) Ty -9e(@)
P x) opn(%)
+ | fenartot |t e
A oi(x) ) Ppa1
§i, in baza proprietitii de linearitate a integralei, obfinem' '
' R Wx) : Xn oxx) |
S (S f(z, y)dy)dx= S (S f(x, y)dy)dw+
Xpoy E(x) . Xy Polx)
“k. a(x) : g Pplx) .
+ ( | fz o) dy)da:+...+ f (=, ) dy)d:c.
Xpy @ax(x)

Xher Pnaal®)
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De aici, in baza.egalititii (17), rezultd

o) EE Y

i(v(sx) f(z, y) dy) dz = kE_l IE ai-l ( Ql-sl(x) f(x,; Y) dy) dz.

Fiecdrui termen al sumei duble din membrul al doilea i se poate aplica
lema 4.

S4 notdm cu my, $i My marginile inferioard gi superloara ale functiei f
pe domeniul compact Dy,, defmlt de 1negahta1;,11e

Tp 1S TS Iy,

?i-1(2) < Yy < 9 2).
In baza lemei 4, ob{inem

, Xy ey \
my; + aria Dy < S S flz, ¥) dy) dz< My, - aria Dy
Tpoy  Play®)

gi, insumind in raport cu I si k, rezultd

1 b V(x) n n ’
3 }l“_lmk, aria DM\S ( S flz, ¥) dy) dz <™ ZM’“ «ariaDy. (19)
=1 1=1 h=1 =1
o olx) . '

Deoarece f este continud pe Dy, iar Dy, este compact, rezulld cd my
8i M), sint valori ale functiei f pe Dy, deci sumele duble din (19) sint sume
riemanniene asociate funct,lel f §i descompunerii 3. Evident, v(3) tinde la’
zero cind n — oo, deci, in baza teoremei de reprezentare a mtegralel duble
prm1 9s.ume nemanmene, rezultd, prin trecere la limitd, pentru n — oo,
in (19),

b Ux)
SDSf(w, Y) dSsS (S (@, y) dy)dxs SDSf(x, y) dS

e ¢(x)

gi teorema este demonstrata.

Observatii. 1) Dacd, in loc de a se considera un domeniu simplu
in raport cu Oy, se considerd un domeniu D simplu in. raport cu Oz, asa
cum este el definit de inegalitditile (15), atunci, schimbind in demonstraiia
teoremel de mai sus rolurile lui z §i y, se obtine

{§rz o as = ‘f ((S’ f(z, 9) da) dy (20)
D ‘ ‘

c Wy
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2) De obicei, se foloseste urmitoarea notatie:
b W) b )
4 | iz, ) ay ={( | f(o 9 dy)aa,
. e ¢(x) ’
d oy}
dy | fi, v da=({ | fiz ) dx)dy.
c

wy) wy)

Ezemple. 1) Sd se calculeze volumul V al cilindroidului limitat supe-
rior de paraboloidul z = %* 4 y%, iar inferior de domeniul dreptunghiular
D situat in planul x0y si definit de inegalitdfile 0 < z < 1, —1 <y <1
(fig. 11).

Solutie. Aplicind teorema de descompunere, Yy
obtinem
. 1+t +1 I y=1
V= (e +9mas = (] <x2+y2)dy)dz- o
. D | : :
Insi - |
1 : I .
y3 =1 o2 1
Swh+wwy=ﬁy+*- = 2z* + =, g N O
2 3 ly=-1 3 :
deci :
1 ! _
1 ! yet

=i. ' -1
3

0

V=S(2x2+3)dx=('—2-x3+-2—x] -
0 3 N 3, 3 Fig. 11
2) Si se calculeze volumul V' al cilindroidului limitat superior de para-

boloidul hiperbolic z = xy gt avind ca bazd domeniul mdrginit D din planul
x0y, a cdrut frontierd este datd de parabolele

1y o y=%ﬁy=ﬁ,
si de dreptele z = 1, z = 2 (v. fig. 12).
_ Solutie. Aplicind teorema de descompunere,
obtinem
2 x?
V= SSxy ds =S (Sxydy)dz.
D S e
Insi *
3 2ly=x* - g8 a8 3
L dy =% =—-2_=
| Sxyy 2 =% "2 g el
0 X Eal
| 2
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deci -

vV

3) Sd se calculeze

I=§§<x—y)d5,
D

unde domeniul, mdrginit D este limitat de dreptele y = — 1, y =1, y =

= z + 1 st de parabola z = y® (fig. 13).

Ly, Solufie. Aplicind teorema de
i descompunere, sub forma (20), sepa-
—— ; rat, fieciruia dintre domeniile EPBO
y i+ $i AEOC, simple in raport cu ambele
! axe, obtinem ‘
! Ly |
!
i V=$(S (w—y)dx)dy+
: o y-—t
o+ ([ e pdeay =
!
s . - y_i
A !l"'"i» . 0 -/ ¢ 1 y* ) .
Fig. 13 = S ( S (x —.9) dw) dy.
-1 "y
Insy
v d _'(xz N jr=yt .yt ‘3+y2 1
08_1(x_y). w—‘;—xy) w=y-1 2 y PR
deci
1 .
= ( (¥ -y _lf_i) =¥y_ vy, vyt - _2
! S(z y+2 2dy 10 & 6 -1 15

i

g. Un meod de aproximare
a llmei integrale duble

.

Demonstratie. Fie I' imaginea unei curbe r

s lungimea lui r. Fie z = f(t), y = g(t), a<t<b reprezentarea r. Vom c¢onsi-
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Propozitia 1. Imaginea unei curbe rectificabile are arie nuli.

rectificabile si fie



‘

“dera o diviziune A =.(a =1, < ) < .. <l <ty <..<t, =1D), cu pro-
prietatea urmditoare: curba (r;, I';) definitd de

z = {(t)
y =gt
are lungimea egald cu->, oricare ar fi i, 0<i<n — 1.
n .
Fie P; un punct apartinind lui I'. Fie &; pitratul cu centrul in P,

cu laturi paralele cu axele de coordonate si de lungime egald cuZ. Este
n
clar ci

» LSi<ty,

I'c &, (0<ig<n—1),

deci
Fcyé&. .
i=1
Insd punind '
L
3’ = U é‘bi,

i=]1

avem

. 2512 2
aria &<n. (—fJ 4

n n

Fie acum un numiér ¢ > 0. Si alegem numirul natural z in aga fel
incit '
2
n > i .
€
Rezultd ci

aria & < ¢,

deci, oricare ar fi ¢ > 0, existi un domeniu poligonal' & care acoperi pe I
§1 are arie mai micd decit . I' este deei de arie nuli.

Propozitia 2. Fie (r,, I';) un sir de curbe poligonalé fnscrise in
curba (r, I') inchisd, rectificabili, firi puncte duble si astfel incit, in-
semnind cu v, lungimea celei mai mari laturi a lui T',, si avem

lim v, = 0.

>0

In asemenea conditii, avem

lim aria D, = aria D,

n-»>co

unde D este domeniul limitat de I', iar D, domeniul inchis de I,.
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Din propozitia 1 rezultd ¢d I' are arie nuld, deci D are arie.
Fie ¢ un numir pozitiv. §i s lungimea curbei I'. Dacd punem

€ .
. putem finchide imaginea I' intr-un numér de p 4+ 1 pétrate de laturd e.
‘Dacd Q este suma ariilor acestor pitrate, avem
Q = (u 4 1)?,
"deci
se¢ <Qé(i+ 1)52 = (s + €) -.c.
€

Pe de alti parte, putem deterntina un numir natural V = N(e), astfel

incit sd avem
v, < g

indatd ce n > N. Pentru aceste valori ale lui n, fiecare pétrat-frontierd K
va contine cel putin doud virfuri consecutive ale lui I',, iar, pe de altd
parte, un virf consecutiv unui virf aflat intr-un pdtrat K se afla, sigur,
in interiorul unui pdfrat concentric cu K, de laturd 3. De aici rezultd c&
linja poligonald I, va fi sigur acoperitd de p -+ 1 pétrate de laturd 3e,
de arie totald mai micd decit 9(s 4 ¢)e.

Daci tinem seama de faptul ci aceste pitrate acoper si pe I', rezulty
cd vom avea

| aria D — aria D, | < 9(s + e)s,
-ceea ce demonstreazi lema enunfatd.

Teorema 3. In conditiile specificate in propozitia 2, avem

ygosg f(P) 4P = ng(P) dp,
D

n

f fiind o functie integrahil3 intr-un interval continind domeniul D.

Intr-adevir, insemnind cu R, aria domeniilor, in numr finit, cuprinse
fntre ' gi Ty, sicu 8, G =1, 2, ..., n 4+ 1) aceste domenii, avem

[iSf(P) P —SSf(P) dP! <% SSf(_p) dP, ‘

Dy 5;

de- unde, insemnind cu M marginea superioard a lui |f],

i=1

ISS Py 4P — ({(P) 4P| < 257 arin 3, < 0M(s + o),
1)) )

ceea ce demonstreazd teorema. : C |
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h. Notiunea de domeniu orientat

. OQrientarea unui domeniu triunghiular. Vom considera, in planul z0y,
triunghiul 7T, cu virfurile in punctele 4,0, 0), A,(1, 0), 4,(0, 1) (fig. 14)
si il vom numi triunghiul unitate. Vom intelege prin orieniarea pozitivi a
triunghiului unitate urmitoarea relatie de ordine < definiti pe mult{imea
virfurilor sale:

Ay < A, < A,.
S4 considerim acum, in planul 20y, un domeniu triunghiular arbitrar 7,

"definit de punctele M,, M, si M; S& ne dim o relatie de ordine pe
multimea acestor virfuri, definitd in felul urmitor:

M, < M, < M,

S& considerim o deplasare (adicd o transformare ortogonald cu determinan-
tul egal cu 1) care aduce punctul M, in originea axelor, iar punctul M,
pe semiaxa pozitivii a absciselor. Dacé, in aceste conditii, punctul M, se
situeazd in semiplanul superior, atunci spunem c# domeniul 7' este orientat
M,

2
/7.’ .

M;

§\\\\

Fig. 14 . Fig. 15

pozitiv prin relatia < (fig 14); dacd Mg se situeazd in semiplanul inferior,
atunci spunem cé T este orientat negativ (fig. 15). Dupd cum se stie din geo-
metria analiticd, determinantul

a b 1
a; by 1
‘ az b; 1
este pozitiv (negativ) dacd triunghiul M,(a,, b,), Mz(az, by), Mg(as, bs) este
orientat pozitiv (negativ).

l\ , Orientarea unui domeniu poligonal, a eirui frontieri este imaginea
|unei curbe simple gi inchise. Mai intli, observim cd dacd dou#i domenii
| triunghiulare au o laturi comund, dar n-au puncte interioare comune,
'atunci cele doud domenii nu pot fi orientate pozitiv decit daci latura comuni
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I3 primegte sensuri diferite in ‘cele doud triun-
p ghiuri (fig. 16). Intr-adevir, dacd latura BC ar
avea in ambele triunghiuri’ aceeasi ,orientare, de
A exemplu de-la B spre C, atunci, aducind printr-o
deplasare punctul B in origine, iar punctul C
pe semiaxa pozitivd a axei Oz, punctele A §i-D
se vor situa de o parte gi de alta a axei Ou,
Fig. 16 ceea ce contrazice faptul ci ambele triunghiuri
sint orientate pozitiv.

Fie acum un domeniu poligonal D a cirui frontierd este imaginea unei
curbe simple finchise. S& considerim o descompunere a acestui domeniu
intr-un numér finit de triunghiuri fird puncte interioare comune i si orien-
. tim pozitiv fiecare dintre aceste triunghiuri (fig. 17). Aceste orientdri pozi-
tive ale triunghiurilor indue, pe mulfimea virfurilor domeniului poligonal
dat, o relatie de ordine <, care definegte orientarea pozitivd a domeniului D.
In geometrie se demonstreazi ci orientarea pozitivi a domeniului D nu
depinde de modul fn care D este. descompus in triunghiuri.

Fig. 17 - Fig. 18

Orientarea unui domeniu A a cirui frontierd este imaginea unei eurbe
simple, inchise si rectificabile. Vom spune ci A este orientat pozitiv dacd
pe multimea Fr. A s-a definit o relatie de ordine < compatibili cu orice
relatie de ordiné — definitd pe mulfimea virfurilor unui poligon P, inscris
in A, astfel incit Fr. P si fie imaginea unei curbe simple §i inchise, iar
-» s4 inducd, o orientare pozitivi pentru P. Cu alte cuvinte, dacid P are
virfurile 4, B, C, D, E, iar relatia de ordine A - B - C — D = E defi-
.neste orientarea pozitivi a lui P, atunci avem A < B <C < D < E;
reciproc, daci A4, B, C, D, E sint puncte din Fr. A pentru care A < B <
< C < D < E, atunci, in orientarea pozitivd a poligonului ABCDE, avem
A—> B—C-D- E (fig. 18). Se stie pe de alti parte ci Fr. A este

imaginea unei curbe de tipul{: = ?f! ((?) a<t<b, unde f(a) = f(b), g(a) = g(),
jar curba. n-are puncte multiple. Ordinea definiti de relatia ,mai mic®
in [a, 4] induce o ordine < pe Fr- A, aceeasi cu ordinea definitd mai sus,
a orientdrii pozitive.
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Cazul particular al unui domeniu | }y
_ simplu. Fie D; un domeniu simplu in
raport cu axa Oy, deci definit de inega- y= Vi)
litati de tipul (14) (fig. 19). Orientarea 2
pozitivi a domeniului D, este complet
caracterizati de ordinea A < B < B, <
< A,. Intr-adevir, patrulaterul ABB,A,
este orientat pozitiv dacd §i numai dacad
A - B — B, - A,; orice alt poligon l
pozitiv orientat, inscris in Dy, induce pe |
Fr. D, aceeasi orientare. |
O situatie aseminitoare o prezintd a )
domeniile simple in raport cu Oz. © . Fig. 19

b

ol ——
>

i. Formula lui Green ‘

Vom studia acum legitura dintre integrala dubld si integrala curbilinie.
Intr-o primi etapd, vom trata aceastd problemd pentru domenii simple;
apoi vom transfera rezultatele la domenii care se descompun intr-un humér
finit de domenii simple, urmind ca, intr-o a treia etapd, si considerim
domenii .avind drept frontierd o curbd rectificabila.

Fie D, un domeniu compact situat in planul zOy. S& presupunem cd
D, este simplu in raport cu axa 0y. Domeniul Dy este deci definit de-inega-
litatile (15); a se vedea si figura 19. : ‘

In cele ce urmeazd pentru a insemna ci o integrald curbilinie este luata
de-a lungul unei curbe r — frontierd a unui domeniu D, care induce o orien-
tare pozitivd pentru D, vom folosi uneori notatia

(
C“f’

Loema 5 Fie P o funetie reald, continui pe D,. Si presupuném el
P este derivabili parfial, in raport cu y, pe D, iar derivata partiglﬁ

§a£ este continui pe D, In aceste conditii, avem:
y /
(|2 dody = — ¢ Pl 3) do (207
D, . -’,
unde prin r s-a notat curba care se obtine-ca reuniune a curbelor simple
~— —— re— . Y our)
AB, BB,, B,A, si A;A, unde AB este dat de 2 = ¢, y = ¢(t) (e<t<b),

A-I—B1 este dat de z =t, y = d(?) (agtgd), m §1_1’?-1?1 sint curbe arbi-
trare care au ca imagine segmentele de dreaptd AA4,, respectiv BB, iar

B,A, si A,A sint curbe care se obfin din AB, §i AA, cind se inverseazi
orientarea (este ugor de vizut c¥ aceste curbe sint juxtapuse: a se vedea
fig. 19).
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‘Demonstratie. Integralei din primul membru al formulei (20) i se
poate aplica teorema de descompunere a unei integrale duble in integrale
simple gi obtinem :

P ; ng) P :
SS—dxdy=de —dy

2
Dy y~ a oX) ay

Aplicind formula Iui Leibniz-Newton, obtinem

¥(x) : '
S aa—z dy = P(z, Y(z)) — P(z, o(x)),
%(x)
deci
b Ab
. SS 2_1: dedy =S P(z, W(z)) d — S P(z, ¢(z)) da. (21)
D, a , e ‘

Insi curba ﬁ este definitd de reprezentarea parametricd
P p
z =t
y= (?(t)’

deci, dupd ins#isi definitia integralei curbilinii, avem (22)

(a<t<h),

SS Pz, ) dx=§P(t, o(t)) dt.

—

B a

Curba A;B, este definiti de reprezentarea parametrici

z=1

y =4, @S
deci
b
{ P, v)da ={ P, ey at. (23)
A;B, T a

In orice reprezentare parametrici a segmentelor BB, si A4;, functia care
di abscisa este constant, deci, indiferent de aceastd reprezentare,

| Pepas=o, [ 2@ ds=o, (26)
BB, AA,

deoarece o integrald Stieltjes in raport cu o functie constant¥ este totdea-
una egald cu zero. - :
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Din (22), (23) si (24) rezultd, prin aplicarea proprietitii de aditivitate
a integralei curbilinii ca functie de curbd, ’

b b
m}’) P(@, 1) ds = ( P(t o) dt — { P, 4)()

a
deci, tinind seama de (21), se obtine formula (20°).

Lema 6. Fie Q o functie reali, |y
continui pe domeniul compact D,, -
simplu in raport cu axa O, deci defi- | ____ N N,
nit de inegalititile (15) (v. gi fig. 20). -_
Sa presupunem ci Q este derivabild, '
partial, in raport cu z, pe D., iar deri- (’“”M . xov/yl)

vata partiald Z—Q‘ este contihud pe D,. .

In aceste condifii avem

Cr——— —
0Q . 3 ( " A
SS % Y=o Q@ vy, (25
D, T o1l X
.unde prin r s-a notat curba care se Fig. 20

obtine ca reuniune a curbelor simple
MM, M,N, NN si NM, unde MN este definita de z = u(t), y = t(c<

- €t<d), M,N, este definitd de =z =v(t), y = tlc<i<d), Wl s Z’VTV1

sint curbe arbitrare care au ca imagini segmentele de dreaptd MM, res-

pectiv NN, iar NM §i N‘JV sint curbele care se obtin din JMN gl 1\71_\7\1
prin inversarea orientdrii (este ugor de vizut ci aceste curbe sint juxtapuse;
fig. 20). .

Demonstratie. Integralei din primul membru al formulei (25)

.1 se poate aplica teorema de descompunere a t{nei integrale duble in inte-

grale simple gi ob{inem

20 d oY) 20
SS F. dzdy = de S 2% dz.
z . c u(y)

Aplicind formula lui Leibniz-Newton, ob{inem

o(y)
| 32ds = Quly), ) — Q) B), (26)
u(y) ’
iar din (26) deducem
. d d
{§ 32 dzdy = {Quta), ) dy — (@), v dy. (217)

»
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Insi curba MN este definit de reprezentarea parametricd

’

&= u(t),

(c<i<d)
Y=t
deci, dupd ins#igi definitia integralei curbilinii, avem
d
| o v ay = (o, 1 o (28)

~—~ ¢
MN

Curba M,N; este definitd de reprezentarea parametrici

z = v(t),

(e<t<gd),
y=1
deci
d
S 0z 9) dy = | Qwit), ) . (29)

In orice reprezentare parametricd a segmentelor MM, §i NN,, functia
care di abscisa este constant#, deci indiferent de aceastd reprezentare,

| S Q(z, y) dy = 0, S Qlz, y) dy = 0, . (30)
ml .JV—M -

deoarece o integrald Stieltjes in raport cu o functie constanti este totdea-
una egali cu zero.

Din (28), (29) si (30) rezultd, prin aplicarea proprietitii de aditivitate
a integralei curbilinii ca functie de curbi,

d d

o 0tz ) dy = §eow, 0 & —foww.n a,

r
deci, tinind seama de (27), se obtine formula (25)..
Teoremi (formula lui Green pentru domenii simple). Fie D un
domeniu compact, simplu in raport cu ambele axe. Fie P si Q doui
functii reale, continue pe D. Si presupunem eii derivatele par;iale%f si
' y

8 oxist si sint continue pe D si si. notim cu r curba care se obfine

ox
~— o

reunind curbele A5, BB, B,A,, A,A sau curbele Nif, M, N,
N,N, definite ca in cele douli teoreme precedente. (Se poate ariita ei

\
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fiecare dintre aceste reuniuni furnizeazi aceeasi curhi). In aceste con-
ditii avem

-

; .
SS (-:% — ?8—5] dzrdy = S‘f{) P(z,y) dz + Q(z, y) dy. (31) .
D ) T

Demonstratie. Deoarece sint indeplinite atit ipotezele din lema 5
cit si ipotezele din lema 6, rezultd ci au loc formulele (20°) si (25), cu D, =
= D, = D. Adunind membru cu membru aceste formule, rezultd formula (31).

Cum se orienteazi un domeniu care- se descompune intr-un numir finit
de domenii simple. Si considerim acum, in planul 20y, un domeniu compact D,
care se poate scrie sub forma

D=D,UD,U..UD,,

unde D, D,, ..., D, sint domenii compacte, simple in raport cu 'ambele axe
de coordonate si fird puncte interioare comune doud cite doud.

Fig. 21 : . Fig. 22

Si presupunem ci fiecare dintre domeniile D,, D,, ..., D, este orientat
pozitiv. O curbd r, care aparfine frontieréi comune a doud domenii D; si D;
este continutd (cu excepiia eventuald a extremititilor sale) in interiorul do-
meniului D. Orientarea pozitivdi a domeniilor D; si Dj; induce, pe ry, doud
sensuri opuse (fig. 21). Intr-adevir, si presupunem, cd D; si D; au ca frontierd

curbele AMB si ABN (fig. 22). Dacd (in particular) aceste curbe sint linii
poligonale, atunci orice triangulatie a poligoanelor D; si_D; induce, pe la-
turile comune la doui triunghiuri, doud sensuri opuse. In aceastd situatie
se afld gi laturile liniei poligonale AB. Daci cel pufin unul dintre domeniile
simple D;, D; nu este poligonal, atunci inscriem in D; si D; cite un domeniu
poligonal, astfel incit frontiera comund acestor doud domenii poligonale s&

aiba virfurile situate pe curba AB. Virfurile situate pe ﬁ se vor succede in
ordine diferits, dupd cum sint considerate in raport cu D; sau Dj. Deci, si

in acest caz, orientarea pozitivi a lui D; si D; induce pe AB doud sensuri
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opuse; rimin orientirile de-a lungul lui AMB §i BN A A, care mduc orientarea
pozitivd a domeniului obtinut prin reuniunea lui D; cu D;.

Revenind acim la domeniul D, constatim, pe ‘baza analizei intreprinse
mai sus, pentru doud domenii vecine arbitrare, ¢4 orientarea pozitivi a dome-
niilor D,, D,, ..., D, induce pe frontiera domeniului D un sens bine determinat,
- pe care-1 vom numi sensul pozitiv. Despre domeniul D spunem c# a fost orientat
pozitiv. :

Teoremid (formula lui Green pentru domenii care se descompun
intr-un numir finit de domenii sxmple) Fie D un domemu compact, astfel
ineit

D =D,UD,U..UD,.

unde D,, D,, ..., D, sint domenii compacte, simple in raport cu ambele

axe gi fard puncte interioare comune. Fie P s;n Q doui functii continue pe D.

Si presupunem cd derivatele parglale —a— si ﬂ existi gi sint con-
y oz

tinue pe D. In aceste condifii, avem

' SS %_ )dxdy cm P(z, y)dz + Q(=, y) dy, (32)

unde r reprezinti reuniunea acelor curbe dm definitia domeniilor D,,
care sint curbe frontierd pentru D.

Demonstratie. Conform teoremei precedente, putem aplica formula
lui Green fiecdruia dintre domeniile D;. Obtinem astfel r relatii; adunindu-le
membru cu membru si tinind seama de proprletatea de aditivitate a inte-
gralei duble ca funciie de domeniu, precum si de discutia de mai sus asupra
orient#rii lui D, cdpitim tocmai relatia (32).

Corolar. Un domeniu triunghiular este simplu in raport cu ambele
axe. Deoarece orice domeniu poligonal gi compact este o reuniune finitd
de domenii trmnghmlare compacte, fird punete interioare comune, rezulti
e} teorema de mai sus gi, implieit, formula lui Green se apliei oriedrui
domemu poligonal si compact. .

T eoremii. (Formula lui Green pentru domenii avind ca frontieri o
curbi simpli, inchisé i rectificabild). Fie P gi Q doui functii reale, continue
pe domeniul compact D, avind ca frontierd o curbﬁ r simpli, inchisd si

rectificabili. S3 presupunem cd derivatele parpale — §1 —Q existd si sint
continue pe D. In aceste condiii avem

SS 2 )d“’dy 5“j’ P(z, y) dx+Q(w, ydy. (33
D
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1

. .Demonstratie. Conform unei teoreme din teoria integralei curbi-
linii, existd un sir {L,} de curbe poligonale simple, inchise, inscrise in r i
astfel incit .

lim ¢ Pla, 3) da + Q(z, 9) dy = O Pla 9)da +0(z, 9) dy. (34
L, T

) Conform teoremei lui Jordan pentru curbe poligonaie (v. capitolul X),
existd, pentru fiecare numér natural », un domeniu compact D, avind ca
frontierd imaginea lui L,. Conform unei teoreme din teoria integralei duble,

avem )
o [ Eat 7 L

* Dar, in baza corolarului anterior, formula lui Green se aplicd domeniului

D, (1<n < o). Avem deci

(B3] ey = r«f» P(z, y) dz + Q(, y) dy (1< < o)., (36)

n Ln
Dih (34), (35) si (36) rezultd relatia (33) si teorema este stability.

Corolar. Formula lui Green se extinde, in aceleasi conditii pentru
functiile P §i Q, la domenii compacte care se descompun intr-un numdir

finit de domenii compacte firii punecte interioare comune si avind drept
frontierii curbe simple, inchise gi rectificabile.

Demonstratie. Se folosegte rationamentul prin care formula lui
Green a fost extinsi de la domenii simple la domenii care se descompun
intr-un numdr Tinit de domenii simple.

Observatii. Formula lui Green pentru domenii cu frontierd recti-
ficabild nu constituie o generalizare a formulei lui Green pentru domenii
simple, dupd cum nici aceasta din urméi nu constituie o generalizare a celei
dintii. Intr-adevir din faptul ci exist functii continue care nu sint cu variatie
mérginitd rezultd cd existd domenii simple a cdror frontierd nu este rectifi-
cabild. Pe de altd parte, este evident c¥ existi domenii cu frontieri rectifica-
bild care nu sint simple. Mai mult decit atit, se poate arita c# existd domenii cu
frontierd rectificabild care nu se pot descompune intr-un numir finit de
domenii simple; existd domienii simple care nu se pot descompune intr-un
numdr finit de domenii cu frontierd rectificabili.

Orice domeniu céruia i se poate aplica formula lai Green va fi numit, in
cele ce urmeazd, un domeniu de tip Green sau — pe scurt — un domeniu Green.
Cunoasgtem deci urmétoarele tipuri de domenii Green: 1) domenii compacte
care se descompun intr-un numar finit de domenii simple in raport cu ambele
axe; 2) domenii compacte care se descompun intr-un numér finit de domenii
cu frontierd rectificabila. : :
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j. Exprimarea ariei unui domeniu
cu ajutorul unei integrale curbilinii

Fie D un domeniu Green si fie (r, ') o curbi pentru care I' este frontiera
lui D. In ipoteza ci D are arie (toate tipurile de domenii Green considerate
pind aici indeplinesc aceastd ipotezd), aria sa se poate exprima cu ajutorul
unei integrale curbilinii de-a lungul curbei (r, T'). Intr-adevir, daci D are
arie, atunci .

ariaD=SS 1-dz dy g
D .

si, aplicind formula lui Green, obtinem, tinind seama ci P si Q trebuie astfel
alese incit

9Q _oP
oz oy

— ,

urmitoarea expresie a ariei lui D:

. 1 I
aria D = Zc(j)xdy y dz.
r

(S-a luat P(z, y) = — %, Qz, y) = 32’-) ‘ (37)
Iatd o ilustrare a formulei 6bt,inute.
Fie curba
x=ac?st, {‘KKE]'
y = bsint, 2

care, dupd cum se gtie, are ca fmaginé un sfert de elipsi (fig. 23). Domeniul
D, delimitat de aceastd curbi si de axele de coordonate, este simplu in raport
. cu ambele axe, deci este un domeniu Green. Avem, notind cu r curba obfinutd

ca reuniune a curbelor (’7‘2, Apﬁ, §i B’b, unde OA e datd de z=1t, y=0

(O<t<a), AB e dati de (37)iar BO e dati de =0, y =t (b>¢>0), .

Y 2ariaD=g\<j‘;xdy—ydx='
Blgb] | '
= S zdy — ydz +
7 =
) _ . _ 04
0 Ala,0) X 4+ \ zdy — ydé: + \ zdz — yda.
' Fig. 23 : aB BC
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‘Insd este usor de vizut ci

5 wdy — ydw = 0, S ady — ydz =0,

04 BO
deci |
~2aria D =\ zdy — ydr = abS (cos?:+ sin?t) df = -’% .
— ,0 -
AB LY

Rezultd cd aria intregii elipse este wab.



Capitolul X
TEOREMA LUI JORDAN -

CONEXIUNE

Un fapt deseori utilizat in Analizi §i foarte usor acceptabil din punct de
vedere intuitiv este urmdtorul: orice curbi pland (r, I'), simpli si inchisi,
imparte planul in doud domenii D, si D,, a ciror frontierd este I'. v .

Enuntarea precisi si demonstrarea riguroasi a acestui fapt sint mult
mai dificile decit ar putea si para. Ele vor fi obtinute, in cele ce urmeazi, ca
rezultat al unui sir destul de lung de definitii pregititoare si teoreme inter-
mediare. Cu acest prilej, vom aminti gi unele notiuni i rezultate date in
primul volum al acestui manual.

Fie x un punct din R? i ¢ un numir pozitiv. Mulimea punctelor din R
a cdror distanta fatd de x este inferioars lui ¢ constituie o vecindtate a lui z.
Punctul z este aderent la mul{imea E dacd orice vecinitate a lui z contine

~cel putin un punct din E. Totalitatea punctelor aderente la mul{imea E
constituie inchiderea sau aderenta multimii E si se noteazi E. Avem totdeauna
E C E. O multime E pentru care E = E este, prin definitie, inchisd. O mul-
time G pentru care R% — G este inchisd se numegte mulfime deschisd.

Se verifici ugor cd o multime G este deschisi daci si numai dac orice
punct din G admite o vecin#tate continuti in G. .

Reunind sau intersectind dou# multimi deschise (inchise), obfinem tot.
o multime deschisd (inchisi). A

Fiind datd o mul{ime E, numim frontiera mul{imii E, si notim Fr. E,
mulfimea E N (R? — E). Este deci clar ci: 1° o multime are aceeagi frontiers
ca sl complementara ei; 2° Fr. I este totdeauna o multime inchisi. Dacd £
este deschisd, atunci R>— E = R? — E, deci Fr. E = E — E. Rezulti ¢3
frontiera unei mulfimi deschise nu confine nici un punct din mulfime.

_ Si considerim doud multimi M si N {continute in R2 Fie fo aplicatie a
lui M in N. Vom spune cd f este o aplicatie a Iui M pe N dacd f(M) = N.
Fie f o aplicatie a lui M pe N. Daci, pentru fiecare punct y € N, imaginea
inversd f~}(y) se reduce la un singur punct, atunci spunem ci f este o apli-
catie biunivocd a lui M pe N. , _

O aplicatie f a lui M in N este continud daci si numai daci fiecare
,din componentele sale reale este o functie continui pe M.
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O aplicatie biunivoci f a unei mul{imi M pe o mul{ime NV se numeste
un homeomorfism dacd atit f cit $i f~ sint continue ; multimile M si IV se numesc,
in acest caz, homemorfe. lati citeva exemple de multimi homeomorfe: doud
intervale deschise; un triunghi §i un pétrat; o circumferin{d si o elipsa.

Se numegte arc jordanian orice mulfime homeomorfd cu un segment de
dreaptd. Se numegte curbd jordaniand orice muliime homeomorfd cu o circum-
ferintd. Este usor de vizut cd notiunea de arc jordanian coincide cu notiunea
de imagine a unei curbe simple §i neinchise, iar notiunea de curba jordaniani
coincide cu notiunea de imagine a unei curbe simple inchise.

In baza teoremei de acoperire Borel-Lebesgue, din orice acoperire cu
multimi deschise a unei mul{imi F inchise §i mirginite se poate extrage o
acoperire finitd. Vom ardta cd si reciproca este adevdratd: Dacd din-orice
acoperire deschisdé a unei mulfimi F < R*® se poate extrage o acoperire finitd,
atunci F este inchisd si mdrginitd. Intr-adevir, fie y un punct din R? care nu
apartine lui F. Pentru fiecare punct € F s¥ notdm cu V(z) vecinitatea lui z
de razi egald cu jumitatea distantei dintre 2 §i y. Vecindtitile V(z) constituie
o acoperire deschisd a multimii F, deci se poate extrage din aceastd acoperire
.0 acoperire finitd; existd un numdr finit de puncte z,, 2, ..., 2, apartinind lui
F, astfel incit vecinititile V(z,), V(«,), ..., V(x,) s¥ consituie o acoperire-a lui F.
Rezultd astfel cd F este mirginitd. Dacd vom ardta cd punctul y nu este
aderent la F, va rezulta ci F este inchisi. Insi este suficient si considerdm
o veciniitate V(y) de razd inferioard tuturor razelor vecinititilor V(z;) (i< n),
pentru ca si rezulte c¢d V(z;) N V(y) =0 pentru i =1, 2, ..., n. Deci y nu
este aderent la F si reciproca teoremei lui Borel-Lebesgue este demonstrata.

Din caracterizarea datd mai sus multimilor inchise §i mérginite rezultd
urmdtoarea

Teoremai. ImagMea unei multimi inchise i mirginite printr-o aplicatie
- continui este o multime inehis# §i mirginiti.

Intr-adevir, fie ® imaginea mul{imii F inchise si mirginite, prin aplicatia

‘continui f. Fie {V,} o acoperire a lui ® cu mul{imi deschise. In baza conti-

nuit¥tii lui f, mulfimile f~* (V,) sint deschise i constituie o acoperire a mul-
timii F. Din aceastd acoperire putem extrage, in baza teoremei Borel-Lebesgue,
0 acoperire finitd {f*(V,;)} (i =1, ...n). Rezultd cd multimile V,, V,,, ..., Va,
constituie o acoperire deschisi a lui ®@; deci din acoperirea deschisi datd {V,}
a multimii ® s-a putut extrage o acoperire finitd. In baza reciprocii teoremei
lui Borel-Lebesgue, rezultd cd @ este inchisd gi marginita.

O multime A este conexd dac nu existd doud multimi deschise M si NV,
astfel incit M N A=+0, NNA£0, MNNNA=0, AcMUN,

Teoremi. Daci A si B sint mulimi conexe gi A N B 5 0, atunei
A U B este o mul{ime conexi.

Pentru demonstratie, si presupunem, prin reducere la absurd, cé existd
doud multimi deschise M si NV, astfel incit ¥ N (AU B)s£0, NN (4 U
UB)#£0, MNNNAUB)=0gA4AU BcMUN. Deoarece 4 N
N B este nevidd, existd un punct z € A N B. Conform ultimei incluziuniy
avem z € M U N. S§- presupunem mai intii ¢4 z € M. Dintr-una din
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relatiile de mai sus rezulti existenta unui punct y € N N (4 U B). Daca
Yy € B, atunci NN B=0. Din x€ M N AN B rezults M N B 0.
Din ipotezele rationamentului prin reducere la absurd mai rezultd ci B cC
CMUNSsi MN NN B=0, deci mulfimea B este neconexs, in contra-
dictie cu ipoteza. Daci y € A, atunci NN A=£0.Dinz € M N AN B
rezultd M N A = 0. Deoarece avem A c M U N si M N NN A =0,
rezultd cd A este neconexd, ceea ce iardsi contrazice ipoteza. Am aritat
astfel cd dacid = € M, atunci A U B este conexi. In baza simetriei ipote-
zelor in raport cu M §i N, rezultd c¥ si in cazul + € N multimea A U B
este conexi.

Teorem i. Imaginea unei mul{imi conexe printr-o aplicatie continui
este o mulfime conexi. .

Pentru demonstratie, s& considerim o mul{ime A conexi si imaginea ei
f(4) prin aplicatia continud f. Daci f(4) n-ar fi conexi, atunci ar exista
doud multimi deschise M si IV, astfel incit f(A)c M U N, M N f(4) 0,
NN f(Ad)+0, M N NN f(A) =0. De aici rezulti ci Acf* (M) U
UFT(N), AN M) 0, AN fYN)=£0 6i AN M) A FYN) = 0.
In baza continurtatii lui f, multimile f-3(M) si f- (V) sint deschise, deci A
nu este conexd, in contradictie cu ipoteza. Deci f(A4) este conexi.

Teoremdi. Un segment de dreapti este o mulfime conexi.

Pentru demonstratie, este suficient si considerim segmentul [0, 1],
deoarece orice alt segment este o imagine continui a lui [0, 1], deci va
fi conex in baza propozitiei anterioare.

S# presupunem, prin reducere la absurd, ¢ [0, 1] nu este conex. Existi
deci doud mulfimi deschise M si N, astfel incit [0, 1]c M U N, [0, 1N
NMs0,[0 11N N0, [0, 41N M N N=0. Multimile P = M N
N[0, 1] si @ =N N[0, 1] sint inchise. Intr-adevdr, fie  un punct al
lui P. Dacd z nu ar aparfine lui [0, 1], atunci-z ar apartine mul{imii des-
chise R* — [0, 1], deci ar exista o vecinitate a sa disjunctiy de P, in con-
tradictie cu faptul cd z € P. Deci z € [0, 1] si, cu atit mai mult, z €
€ M U N. Si presupunem ci z € N. In acest caz, existi o vecinitate V
a. sa continutd in N (deoarece IV este deschis¥). Insi 2 este aderent la
M N[0, 1], deci V N M N [0, 1] == 0, deci, finind seama c¢& V C NV, avem
si N N M N [0, 1] 5 0, in contradictie cu ipoteza c# [0, 1] nu este conex.
Am demonstrat astfel ci P gi Q sint inchise. Ele sint, evident, disjuncte
$i [0, 1]= P U Q. Daci 0 € P, atunci marginea superioari s a multimii
punctelor din P, cu abscisa mai micd decit abscisele tuturor punctelor din Q,
apartine lui P. Insi din insisi definifia marginii superioare rezulti ci,
pentru orice ¢ >0, intervalul (s, s 4 ¢) contine puncte din Q, deci Q
fiind — ca §i P — inchis§, rezultd s € Q. Aceasta vine in contradictie cu
faptul cd P N Q@ = 0. Deci [0, 1] este 0 mulfime conexi.

Vom numi linie poligonald cu virfurile in punctele z,, ,, ..., z, reuniu-
nea segmentelor de dreaptd z,%,, %%, ..., %,.,%,, in care doui segmente
neconsecutive sint obligatoriu disjuncte. Daci =, coincide cu z,, atunci
spunem cé. avem o linie poligonald inchisd sau urn poligon.
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Din faptul cd o reuniune de doud multimi conexe nedisjuncte este
tot o multime conexd, iar un segment de dreaptd este o multime conexa,
rezultd cd o linie poligonald este o mulfime conexd. '

Din ins#si definifia arcului jordanian rezultd, in baza teoremelor de mai
sus, ci orice arc jordanian este o muliime conexd. -

O submultime conexd K a unei multimi £ se numeste o componentd
?{.lui 1}731 dacd pentru orice parte conexd H C E, astfel incit K C H, avem

In baza acestei definitii, orice multime se desface in componente. O
multime admite o singurd ccmponentd dacd si numai dacd ea este conexa.
In baza faptului c# reuniunea a doui mulfimi conexe nedisjuncte este tot
o mulfime conex#, rezulti ¢i doud componente distincte ale unei mulfimi
sint totdeauna disjuncte.

O, componentd a unei multimi deschise este, prin definitie, un domeniu.

Dacd doui puncte oarecare ale unei multimi £ pot fi unite printr-o.
linie poligonald continutd in E, atunci spunem cd E este poligonal conexd.

Teoremi. O mulfime poligonal conexi este conexi.

Intr-adevdir, s§ presupunem, prin reducere la absurd, cd existd o mul-
time E care este poligonal conex#, dar nu este conexi. In acest caz, E admite
cel putin doud componente, fie ele K; si K,. Fie z; € K; si 2, € K,.
Existd o linie poligonald L care uneste z, cu z, §i este continutd in E.
Dupid cum am vizut mai sus, o linie poligonald este o mulfime conexa.
Deci L este o parte conexid a lui E, care intilneste cel putin doud compo-
nente ale lui E. Aceastd situatie vine in contradictie cu insagi definitia com-
ponentei. Deci existenta unei multimi E poligonal conexd dar neconexd
este absurda. :

Se poate arita ci reciproca propozitiei stabilite nu este adevirati. Un
caz particular in care reciproca are loc este dat de propozifia urmitoare:

Teoremi. Orice domeniu este poligonal conex.

Pentru demonstratie, si considerim un domeniu. D. Fie z € D. S&
notim cu D, multimea tuturor punctelor.y € D care pot fi unite cu
printr-o linie poligonald continutd in D. Multimea D, este deschisd, deoarece
daci y € D,, atunci existd o vecindtate V cu centrul in y si continutd in D;
orice punct z € V poate fi unit cu centrul y al vecindtdtii V printr-un
segment de dreapty continut in V, deci §i in D. Asadar, & Dy, dect VCDx.

Dacd D — D, # 0, atunci existi un punct z € D — D, precum §i o
vecinitate V¥, cu centrul in z, continutd in D §i disjunctd de D, (altfel, z
ar putea fi unit printr-un segment de dreaptd cu unul din punctele mul{imii
V., N Dy si am avea 3 € D,). Deci multimea D — D, este deschisd si nevidd
si D se desface in doud mul{imi deschise disjuncte

D = D, U (D — Dy),

in contradictie cu faptul cd D este, prin ipotez#, o mulfime conexa. .
Rezultd cd D = D,, deci D este poligonal conexa.
Din ultimele dou# propozitii rezulta: _
O mulfime deschisd este conexzd §i numai dacd ea este poligonal conexd.
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Este ugor de vizut acum ci un domeniu este o multime deschisd. Intr-ade-
vér, dacd z este un punct al unui domeniu D, acesta din urmi fiind com-
ponentd a unei multimi deschise G, atunci existi o vecinitate V, a Iui z,
astfel incit V. C G. Tinind seama c# V. este deschisi si poligonal conexi
(V. este chiar convexd), rezultd ci V. este conexi, deci este continuti intr-o
singurd component¥ a lui G; agadar, V, C D, deci D este o multime deschisi.

Teorema lui Jordan. Vom spune c¢# o multime inchisi F separii planul
dacdi multimea R? — F este neconvexi. Notind cu A, B, C, ... componen-
tele mulfimii R? — F, spunem cd F separi planul in mulfimile 4, B, C, ...

Vom spune ci o multime inchisi F separi punctele z si y, care nu
apartin lui F, daci x §i y apartin unor componente diferite ale multimii
R% — F. :

Un unghi este, prin definitie, multimea punctelor situate pe doud semi-
drepte cu originea comund. Cele doui semidrepte se numesc laturile un-
ghiului. Chiar din definitie, rezultd ci orice unghi este o multime inchis.

Teoremi. Orice unghi separi planul in doui domenii.

Pentru demonstratie considerim sistemul de coordonate -carteziene
care are ca semiaxe pozitive laturile unghiului dat, fie el V. Fie z un punct
situat in primul cadran, iar y un punct hesituat in primul cadran si neapar-
tinind Im ¥. Fie L o linie poligonald care uneste pe z cu y si este conti-
nutd in R? — V. Fie p ultimul virf din L (cind sensul pe L este de la «
spre y), care este situat in primul cadran, si fie z, si y; coordonatele lui p.
Fie ¢ acel virf din L care urmeazi ,dupd p si fie x, §i y, coordonatele
lui ¢. Pentru a face o alegere, vom admite ci ¢ este situat in cadranul
al doilea. Dreapta care trece prin p §i ¢ are o reprezentare parametrici
de forma -

u = )\xl + (1 -_ )\)xg,
v=12+ (1 — Ny,

Fie r punctul in care aceastd dreaptd intersecteazd axa ordonatelor si
fie y; ordonata lui r. Pentru a avea v = y,, este necesar cd A = A3, unde

7\3 = ]

Ty — X,

Deoarece p este in primul cadran, iar ¢ in al doilea; rezulti ci z, >0
§i &, < 0, deci 0 < A; < 1. Agadar, punctul r este situat intre p si g, deci
r€ LcR®—V, deci r & V. Dar din faptul ci y; >.0 5i abscisa lui r
este nuld rezulté ci r € V. Am ajuns astfel la o contradictie, deci punctele
z §i y nu pot fi unite cu o linie poligonald confinutii in R2 — V. Rezulti
cd V separd planul.

Deoarece multimea punctelor din primul cadran, nesituate pe V, este
deschisd si poligonal conexi, rezultd cd ea este un domeniu. De asemenea,
mul{imea punctelor care nu apartin lui V si sint situate in cadranele 2, 3
sau 4 constituie un domeniu, deoarece este deschisi si poligonal conexi.
Deci R? — V este o multime deschisd alcituitd din doud componente-do-
menii. Propozifia enuntati este astfel complet demonstratd.
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Pe o cale asemindtoare se aratd cd

Orice dreaptdé D separd planul in doud domenii A, §i A,.

Dacd z € A, 5i y € A,, atunci spunem ci z si y sint 31tuate de partl
diferite ale dreptel D; dacd z € A, 51 y € A sau daci x € A, 851 y € A,,
atunci spunem cd z si y sint situate de aceea§1 parte a dreptei D.

Folosind un rationament similar celui de mai sus, se constati ci

Orice circumferintd separd planul in doud domenii.
Vom da acum

Teorema 1. Orice poligon P separi planul.

Pentru usurin{d, vom impartl demonstratia acestel teoreme - in mai
multe etape.

a) Orice dreapta care nu trece printr-un virf al pohgonuluz P il intilneste
intr-un numdr par de puncte.

Intr-adeévir, orice punct de intersectie a dreptei date cu poligonul se
giseste pe o laturd a sa, ale cirei extremitéti vor fi situaté de pir{i diferite
ale dreptei. Prin urmare, daci parcurgem pollgonul intr-un sens determinat,
pornind dintr-un virf al séu, vom trece dintr-o parte a dreptei in cealalta
dacid si numai dacid vom intilni un punct de intersectie a dreptei cu poli-
gonul. De aici rezultd c#, pentru a reveni in virful din care am pornit,
trebuie si intilnim un numir par de asemenea puncte:

_ b) Orice unghi A cu virful nesituat pe poligonul P si ale cdrui laturi

nu contin virfuri ale lui P intilnesle poligonul intr-un numdr par de puncie,

Aceastd afirmafie rezultd-din faptul cd unghiul A separd planul in
doud domenii, cu ajutorul unui rationament analog cu cel precedent.

c) Fie a un punct oarecare, nesituat pe poligonul P. Dacd existd o semi-
dreaptd cu originea in a care nu confine virfurt ale lui P §i care intilnegte
poligonul intr-un numdr impar de puncte, atunéi orice altd semidreaptd cu
originea in a, care nu confine virfurt ale lui P, posedd aceeasi proprietate.

Aceasta este o consecintd imediatd a propozitiei b), laturile unghiului A
fimd semidreapta datd si cea pentru care urmeazi si se. stabileascd
proprietatea c).

Vom trece acum la demonstratla propriu-zisi a teoremei 1. Si con-
siderdm o dreaptd care intersecteazd poligonul P si nu trece prin nici un virf
al siiu. Fie p un punct de intersectie a dreptei cu P, iar a si b doud puncte
pe dreapta, distincte de p, astfel incit segmentul 'ab si contind punctul p
i sd nu contind nici un alt punct al lui P. S3 alegem pe dreaptd un sens

" determinat i sd considerdm semidreptele a co §i b co cu originile in a §i b.

Una dintre aceste semidrepte, de exemplu @ oo, taie poligonul intr-un
numir impar, iar cealaltd il taie intr-un numir par de puncte.

Vom arita cd poligonul P separd punctele a §i b. S3 presupunem ci
existd o linie poligonald ap,p,, ..., p.b, care nu intilneste pe P. Este clar
cd aceastd linie pohgonalé poate fi construitd astfel incit semldreptele1 ap,co,
P1P399,"..., Ppb 0o s& nu treacd.prin mnici un virf al lui P. In virtutea pro-
pozitiei c) semidreapta ap,co intersecteazd poligonul intr-un numéir impar

1 Folosim nolatia p;p;4; co pentru semldreapta cu originea in p;, pentru a o distinge
de segmcntul PiPisye
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de puncte. Deoarece linia poligonald nu taie pe P, semidreapta p,co, con-
tinutd in ap,co0, posedd aceeasi proprietate. Aplicind succesiv acelasi ratio-
nament tuturor segmentelor liniei poligonale, deducem c# semidreapta b oo
intilneste poligonul intr-un numir impar de puncte, ceea ce este imposibil.
Prin urmare, mul{imea R%? — P are cel putin doud componente.

Din demonstratia precedentd rezulti ci poligonul P separd extremi-
titile fiecirui segment care il taie intr-un punct si numai unul, nesituat
intr-un virf al lui P.

Teoremd 2. Fie K, si K, doui mul{imi plane inchise si mirginite
cu interseefia convexii. Dacii doud puncte din plan p, si p,, care nu apar-
tin lui X, U K,, nu sint separate nici de K, nici de K,, atunci ele nu
sint separate de X, U K,.

Prin ipotezd, p, si p, pot fi unite prin doud linii poligonale L, si L,,
astfel incit L, si nu intilneascd pe K, iar L, sd nu intilneascd pe K,. Putem
admite c& L; si L, nu au alte puncte comune in afard de extremititile
lor p, si p,, deoarece, in caz contrar, parcurgind liniile poligonale pornind
din p,, inlocuim punctul p, cu urmditorul punct de intersectie al lui L, si
L,; procedind astfel succesiv pentru toate punctele de intersectie ale lui L,
si L,, vom obtine teorema pentru punctele p; §i p,. Poligonul P =
= L, U L, separi planul in virtutea teoremei precedente. Deoarece rul-
timea K; N K, este conexd si disjunctd de P, ea este inclusd intr-o com-
ponentd a lui R? — P, de exemplu intr-o componentd din interiorul lui P.
Punctele lui K, situate pe poligonul P si in exteriorul siu formeazd o mul-

“time inchisi si mirginitd F,, disjuncti de multimea inchisi K, U L,.' Prin
urmare, fiecare punct a din F, posedd o vecinitate V(a), disjunctd de K, U
U L,. Fie W(a) un pitrat deschis cu centrul in a, inclus impreund cu
frontiera sa in V(a). Mul{imile W(a) formeazi o acoperire a lui F;, din care
putem extrage o acoperire finitd {W(ag;)}, i =1, 2, ..., n. Din frontierele
pétratelor W(q;) 51 din segmentele liniei poligonale L, putem forma acum
usor o linie poligonald L, care uneste punctele p; §i p, $i nu intilneste
multimea K, U K,. : ~ ‘

Teorema 3. Un arc simplu nu separi planul.

Fie a si b doud puncte oarecare din plan care nu apartin arcului simplu 4.
S& impdr{im arcul A intr-un numdr finit de arce simple consecutive

A, A,, ..., A,, cu proprietatea ci distanta intre orice pereche de puncte °

-din A; este mai mici decit jumitatea distantei intre a §i b. Aceasta se
poate realiza {inind seama de faptul cd arcul A este imaginea homeomorfd
a unui segment si imparfind acest segment in subsegmente suficient de
mici. S& considerim segmentul ab; este clar cd subarcele lui A care nu
intersecteazdi acest segment nu separd punctele a §i b. Dacd A; intilneste
segmentul ab, considerdim un pédtrat construit pe ab, ca laturd; celelalte
laturi ale pitratului formeazi o linie poligonald care nu taie arcul A;. Prin
urmare, nici unul dintre arcele A; nu separid punctele a §i 5. Aplicind
teorema 2 succesiv arcelor A, si A, A,’U A4, si A; etc., deducem c&
arcul A nu separd punctele a si b. -
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- Teorema 4. Fie A un arc simplu §i pg un segment care se inter-
secteazd in extremitiifile lor §i nu au alte puncte comune. Curba jorda-
niani T = A U pq separi planul in douii domenii si este frontiera lor
comuni. '
Si considerdm un segment ab, perpendicular pe segmentul pg intr-un

punct interior r al siu, incit ab s& contind in interior punctul r si si nu |
contind nici un punct al lui A. Curba T separd punctele a si b. Intr-adevir,
s4 presupunem ci existd o linie poligonald L, care unegte punctele a si b
firai si intilneascd pe T'. Atunci poligonul® L U ab separd punctele p 5l g,
deoarece segmentul pq il taie numai in punctul r. Multimea conexd A, tre-
buie si intilneascd deci acest poligon, adicd pe L, ceea ce este imposibil.

Asadar, am ar#itat cd mul{imea R? — I' este neconexd.

Vom demonstra acum cd ea are numai doud componente.

Fie a, b, ¢ trei puncte arbitrare din plan, nesituate pe curba I'. Deoa-
rece arcul A nu separd planul, putem uni aceste puncte cu un punct inte-
. rior al segmentului pg, prin nigte linii poligonale L;, L,, Ls, disjuncte de
A, care vor intersecta acest segment pentru prima oard respectiv in punctele
@, b', ¢’. Cel putin doui dintre aceste puncte, de exemplu a’ si b’, sint
atinse din aceeasi parte a dreptei pg, deci putem uni liniile poligonale L,
si L, printr-un segment paralel cu pg, foarte aproape de el, care nu intfl-
neste arcul A. Aceasta inseamnd cd punctele a si b pot fi unite printr-o
" linie poligonald continutd in R? — T, deci ele apartin aceleiagi compo-

nente a acestei mulfimi. ,

In sfirgit, si arfitim ci I' este frontiera comund a celor doud com-
ponente D, si D, ale lui R? — T'. Fie ¢ un punct pe T si V o vecinitate
arbitrard a sa. Si considerim un arc deschis J al lui T, care con{ine punc-
tul ¢ si este inclus in V2 Deoarece mulfimea H = I' — J este un arc simplu
inchis, dousi puncte arbitrare d, §i d, situate respectiv in D, si D, pot fi
unite printr-o linie poligonald L, disjunctd de H. insd curba I' separd punc-
tele d, i d,, deci linia L taie arcul J. ,

Fie s primul punct de intersectie a lui L cu J, cind parcurgem linia
poligonald de la &, la d,, si fie UcC V, o vecinitate a lui s. Mulfimea U,
deci gi V, contine puncte din D, (punctele lui L care preced pe s), prin
uriare, punctul ¢ aparfine frontierei lui Dj. Deoarece acest punct a fost,

~ ales in mod arbitrar, deducem c¢i I' C D, — D,. Pe de altd parte, este evi-

dent, ¢c§ D, — D, T, deci I' = D, — D,. La fel se aratd ci I' =D, — D,.

Si trecem-acum la enuntarea §i demonstrarea teoremei lui Jordan pen-
tru o curbd simpld inchisd arbitrari.

1 Rafionind la fel ca in demonstratia teoremei 2, putem admite ci L si ab nu au alte
puncte comune in afari de extremit#file lor.

2 Existenfa unui asemenea arc se demonstreazi astfel: fie % transformarea care rea-
lizeazi homeomorfismul circumferintei C pe I' si ¢ = A{t). in virtutea continuititii lui &,
existd o vecinitate W a lui ¢, astfel incit AW N C}C V. fnsi W N C este un are, deci
putem lua J = AW N C). .
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Teorema lui Jordan. Orice curbi simpli inchisi planid (r, T') .
separi planul in doud domenii i este frontiera lor eomuni. -

Acest enun} se compune din urmétoarele afirmatii:

1° Mulfimea R® — T' este neconexd. "

2° Mulfimea R* — T are exact doud componente.

3° Multimea T este frontiera fiecdrei componente a lui R> — T.

Pentru demonstratie, este suficient si stabilim punctele 1° si 2°, deoa-
rece punctul 3° se stabileste intocmai ca in demonstratia teoremei 4.

1° Fie pg un segment de dreaptd ale cirui extremititi apartin curbei '
gi care nu are alte puncte comune cu I'. Punctele p si ¢ determini pe I'
doud arce simple A, si A,; T, =4, U pg si I'; = A, U pg satisfac
ipoteza lemei 4. :

Fie r un punct interior arcului 4,, si V o vecinitate a sa, disjunctd
de T'; (o asemenea vecindtate existd, deoarece multimea I', este inchisi).
Aceastd vecindtate contine puncte din ambele componente ale lui R2 — T',;
83 ludm un punct a din interiorul lui I'; si un punct b din exteriorul lui T,
ambele in V. S& presupunem ci existi o linie poligonali L care unegste
punctele a si b, fir§ a intilni pe I'. Deoarece aceste puncte sint separate
de T, linia L trebuie 's¥ intilneascd segmentul pg; fie @’ si b’ primul §i
ultimul punct de intersectie a lui L cu pq, cind parcurgem linia poligonald
de la a la b. S& considerdim doud puncte ¢ si d, situate aproape de a’ §i b’,
respectiv pe porfiunile aa’ i bb’ ale lui L. Punctele ¢ si d sint situate
de pdrti diferite ale dreptei pq, cdci altfel linia poligonald ac U e¢d U db ar
fi disjuncte pe I',. Prin urmare, I'; separi punctele ¢ si d. Pe de alti parte,
linia poligonald formatd din segmentul ab si din portiunile ac §i bd ale
lui L nu intilneste pe I',. Contradictia obfinuti arat3 cX I' separd punctele,
a §i b, deci multimea R? — I' este neconexi. :

2° Fie acum r un punct dintr-o componenti mirginits a lui R2 — T
§i prg un segment ale cirui extremititi apartin Iui T' gi care nu are alte -
puncte ‘comune cu .I'. S& punem, la fel ca mai sus, I', = 4, U pq, T, =
= A, U pq, unde A, si A, sint arcele lui I', determinate de punctele p
gi g. Arcele A, si A, (considerate {iri extremititi) sint situate respectiv
in exteriorul curbelor T, §i T',. :

Intr-adeviir, daci arcul A, ar fi situat in interiorul® lui I'y, atunci
punctul r ar putea fi unit cu un punct depirtat din plan printr-o linie
poligonald disjunctd de A, (in virtutea teoremei 4) si chiar de interiorul
lui Ty, deci r ar fi continut in componenta nemirginitd a lui R2 — I'. Si
notdm cu D, si D, interioarele lui I'; si T', iar cu G, si G,, exterioarele lor.
Fie D reuniunea multimii D; U D, cu segmentul deschis pq. Fiecare punct
din D, (sau din D,) poate fi unit cu un punct al lui pg printr-o linie poli-
gonald disjuncti de A, U G, (respectivde A, U G,). Prin urmare, doud puncte
oarecare din D pot fi unite printr-o linie poligonali.inclusi in D, deci mul-
timea D este conexi.

! Arcul deschis 4,, fiind o mul{ime conex3, este situat in intregime sau in interiorul
sau in exteriorul lui T,

222



Fie G =6, N G, si a, b@douipuncte arbitrare din G. T'; si T'; nu
separd punctele a si b. Deoarece ele sint inchise si mérginite §i intersectia
lor pg este conexd, rezultd din teorema 2 ci nici multimea I'; U T'; nu
separd punctele a si b. Existd deci o linie poligonald care uneste aceste
puncte si este disjunctdi de I'; U T,; in particular, ea este disjunctd si
de T. Prin urmare, multimea G este inclusi intr-o componenti K a lui
R*—T. Insi R — I' = D U G, deci K — D = 0, deoarece in cazul con-
trar multimea R2 — I".ar {i conexd. De aici rezultd ci G = K, adicd mul-
timea G este conexd. '

Asadar, multimea R2 — I' are doud componente D si G, a céror fron-
tierd comund este I' si teorema lui Jordan este complet demonstrati.



Capitolul X!

SCHIMBAREA DE VARIABILE
LA INTEGRALA DUBLA

a. Transformiri regulate

. Problema schimbirii de variabili a fost abordatd in teoria integrarii

functiilor de o singur variabild cu scopul de a inlocui functia de sub. inte-
grald printr-o functie ciireia si 1 se poatd gdsi mai ugor primitiva. La
mtegrala dubld, scopul principal al schimbgrii de variabile este acela de a
inlocui domeniul de integrare printr-un alt domeniu, de o structurd mai
simpld. Nu se pot da criterii riguroase pentru a stabili daci un domeniu .
este mai simplu decit alt domeniu. Aceasta se apreciazd de obicei in legi-
turd cu comoditatea aplicdrii teoremei de descompunere a unei integrale
duble in integrale simple. Este clar cd structura domeniului de integrare —
mai precis, natura frontierei acestui domeniu — determind functiile ¢ §i ¢
intr-o descompunere de forma ’

b y(x) '
SDSf(x, y) ddy =§ d | flz, y) dy,

@(x)

deci posibilitatea de a efectua integrarea in raport cu z este influenfatd
esenfial de natura domeniului D.

Un rol esential, in cele ce urmeazd, il vor juca asa-numitele transfor-
mdri regulate, studiate in volumul 1 al acestui manual (Cap. VIII, § 7, 3).
In cele ce urmeazi, vom da unele proprietd{i suplimentare ale acestor
transformari. :

Fie T o transformare regulatd definitd pe domeniul compact D din
planul Ouv i cu valori in planul Ozy. S& punem A = T'(D). Si presu-
punem ci transformarea T este datd de functiile reale ¢ si ¢, de doud varia-
- bile reale. Deci unui punct (u, ¢) € D ii corespunde un punct (z, y),
dat de

z = ¢(u, v), —
y = ¢, 5. BIED:

Se stie din. primul volum c&d imaginea unei multimi deschise printr-o. trans-
- formare regulatd este o mulfime de asemenea deschisi. Pe de altd parte,
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din faptul ci o transformare regulatd este continud, rezulti cd imaginea
unei mul{imi conexe printr-o transformare regulaté este de asemenea conexd.
(Faptul cd o aplicatie continud p#streazd conexiunea a fost stabilit in cadrul
preliminariilor la teorema lui Jordan.) Asadar: ) ‘ '

Imaginea unui domeniu printr-o transformare regulatd este tot un domeniu.

Vom stabili, in cele ce urmeaz#, si alti invarianti ai transformdérilor
regulate: ‘ o

Imaginea unei curbe printr-o transformare regulaid este. de asemenea o
curbd.

- Intr-adevir, fie C o curbd situatd in D-si datdi de reprezentarea para-

metricd:

u=‘f(t)aA(a <t <b)
\’=g(t)1

unde f §i g sint continue pe [a, b]. Avem, luind imaginea curbei C prin
‘transformarea T, ' .

’

z =0, v)=o9ft), &t) = F),
Yy =~q"(u) V) = q‘(f(t)’ g(t)) = g(t)y

unde f §i Z sint continue pe [a, b]. Rezultd cdl reprezentarea parametrici

z = f(t), <'t <b 1
), @<t<D ®

definegte o curb¥ €, C Ozy, care este imaginea lui C pﬁn transformarea T'.

Observajfie. Mai precis, relatia C, = T(C) trebuie interpretatd
in sensul urmdtor: imaginea curbei C, se obfine din imaginea lui C' prin
transformarea T. Sensul exact gi complet al acestei relatii este dat de fizio-
nomia insdgi a functiilor f si 2.

Imaginea unei curbe inchise printr-o transformare regulatd este de ase-
menea o curbé inchisd.

Intr-adevir, fie C inchisd, deci datd de

u =f(t), (@<t Sb),
V= g(t),

cu f(a) = f(b), g(a) = g(b). Curba corespunzitoare C, este datd de (1). Avem .
f(a) = o(f(a), g(a)) = o(f(b), g(®)) = F(b) 5i 2(a) = U(f(a), 8(a)) = Y(f(), &(B))
= g(b), deci C, este o curbd inchisi. .

Imaginea unei curbe simple printr-o transformare regulatd este de ase-
menea o curbd simpld. .

Fie C o curb# simpld, continutd in D. Si presupunem, prin reducere
la absurd, cd C; = T(C) nu este simpli. Fie P un punct multiplu al lui
C, de coordonate z,, Y, Existd deci doudl valori ¢’ i t”, astfel incit a <
<t gt <b, f(t') = f(t") = =z, 8(') = &(t") = y, si are loc cel putin una
dintre inegalitdtile @ < ¢’, t” < b. Pentru a fixa ideile, si presupunem cd
a<t. Avem deci '

o < (ft), &) = o(t"), &t") si WAL, 8t) = WFE), 8.
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Din faptul oX o transformare regulati este biunivocd rezultd cd f(') =
= f(t") si g(t') = g(¢°). Tinind seama c¥ a < t', rezultd ci (f(t'), g(¢')) este un
punct multiplu al curbei C; ins# existenta unui astfel de punct vine in contra-
}iélc’gie cu ipoteza ci C este simpli. Deci presupunerea ci C, n-ar fi simpld este

sdl. :

Imaginea unei curbe rectificabile printr-o transformare regulatd este o curbd
rectificabiid. o

Din faptul ¢ C este rectificabild rezultd ci f i g sint cu variatie mdr-
ginit3 pe [a, b]. Totul revine la a arita ci i f si 7 sint cu variatie mirginitd
pe [a, bl. Avem, pentru @ < ¢; <t?,,; < b, -

If(t1) — T = 19(f(t01), 8(t:2)) — (f(2), &2

Aplicind teorema cregterilor finite pentru functii de doud variabile (lucru
posibil,. decarece ¢ este diferentiabild prin insugi faptul ci transformarea.”
- este regulat¥), deducem existenta unui numdir ¢; € (2;, t;,;) astfel inecit

I () — F2)] = ‘%)UM sty i) — (D) + [Z—Z’-
"’_‘P) : I
ou J (r(t): attp))

*18(841) — 80|

in baza faptului cd T este regulatd in D, iar D este compact, rezultd
cd ¢ admite derivate partiale mérginite in D. Existd deci un numdr pozitiv i,
astfel incit:

1F(ti2) — FEII < M(f(tisd) — 1)1 + 18(as) — 8EN)-

Fie acum o diviziune & a intervalului [a, b]:d=(a=1 < <..
vee ti < ti+l < eee <.ln = b) Avem

n-1 n—1 o n—14
valf) = 2yt — @)1 < M (g |Ftesa) — 10| + 2018000 — g8 l) =

= M(us(f) + vs(g)).

Insd f si g sint cu variatie mirginitd pe [a, b]; existd deci un numir N,
astfel inott

)(f(t'.i). ot

M) — 1)) + | (32 -

av)mti). ) i

(8(ti0) — £(1,)) ] <

vs(f) +vs(g) < N
pentru orice div'ziune 3 alui [, 4] deci
vs(f) < MN,

pentru orice diviziune 3§ a lui [, b].

Am demonstrat astfel cd f este cu variatie mirginiti pe [a, b]. In mod
analog se arati cd §i # este cu variatie mérginitd pe [a, 8] (se vor inlocui, in
rationamentul de mai sus, ¢ cu ¢, f cu g).

Imaginea unei curbe cu tangentd continud, printr-o transformare regulatd,
este tot o curbd cu.tangentd continud.
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Prin ipotezd, functiile f §i g din definifia curbei C au derivati continud
pe [, b]. Trebuie si aritdm ci f si 3 au de asemenea derivaté continui pe [a, b].
Insi chiar din definifia acestor functii rezults, in baza faptului ci o gi ¢ sint
diferentiabile gi folosind teorema de derivare a functiilor compuse, ¢ f §i 2
sint derivabile pe [a, 5] gi :

’ 39 I a? ’
t) =|—) . ol il {1 = .
f'e) 3u)(f(l), o) e + 3v)mn, 0)
’ a"p ’ adi . ’
) =|=— - {t b 4 . g'(t
£e (au)(f(t).a(t» f()+(6v 7). g(t) g0

Insi toate functiile care apar in membrul al doilea al acestor egalit&ti
sint continue; deci f* §i 2’ sint continue pe [a, b] §i propozitia enuntaty este
demonstrati. , ‘

b. Transformarea ariilor
~ prinir-o transformare regulatd

S4 considerim, in planul Ou¢, un domeniu mirginit d, avind drept fron-
tierd o curbd y simpld g1 inchisd. Conform celor demonstrate mai sus, rezultd
cd dacd T este o transformare normald de la planul Ouv la planul Ozy, atunci
D = T(d) este un domeniu din planul Ozy, iar I' = T'(y) este o curbi simpli
gi inchisi din planul Ozy. ' :

Conform teoremei lui Jordan, existd doud domenii, d, gi d; conjinute in
Ouv, d, mirginit, d, nemirginit, astfel incit d,Ud,Uy = Ouv, y separd pe d,
de d; §i este frontiera lor: Fr. d; = Fr. dy = 7. In fapt, avem d, =d. -

Tot conform teoremei lui Jordan, existd in planul Ozy doud domenii
D, si D,, D, mirginit, D, nemirginit, astfel incit D,UD,UT' = Ozy, I' separd
pe D, de D, si este frontiera lor: Fr. D, = Fr. D, =T

Ne propunem si ardtim cd

D=D; s T(d)=D,

Pentru demonstratie, si considerim dou# puncte o« §i f situate in d.
Vom ar#ta ci punctele care corespund, prin T, lui « §i B, sint situate sau
amindous in D, sau amindou# in D,. Intr-adevir, s§ presupunem, prin reducere
la absurd, ci T'(x) € D, si T(B) € D,. Din faptul ci d este un domeniu rezultd
cd d este o0 multime poligonal conex#, deci existd o linie poligonald [ care unegte
pe « cu P gi este confinut in d. Deci ! nu are nici un punct comun cu y. Si
punem L = T(}). Dat fiind o8 T este biunivocd si T'(y) = I', rezultd ci L
nu are nici un punct comun cu I'. Pe de altd parte, este evident ci T(a) € L
si T(B) € L. Dar L, ca imagine, printr-o transformare continu&, a unei multimi
conexe, este de asemenea conexd. Rezultd deci ci T'(x) gi T'(B) sint continute
intr-o mul{ime conexi care nu intilnegte pe I'; aceasta vine in contradicfie cu
faptul c# I' separd pe D, de D,. Deci presupunerea ci T'(«) si T(B) ar apartine
unul lui D,, altul lui D, este falsi. '

Rezultd astfel ci are loc una — si numai una — dintre urmitoarele relatii:
' T(d) = Dy, T(d) = D, Vom arita c# posibilitatea ca I'(d) = D, este exclusi.
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intr-adevir, ‘D, este un domeniu nemirginit, deci, daci am-avea T(d) = D,
T(d U v) ar fi o multime nemérginitd. Aceasta vine in contradictie cu faptul cd
T(d U y), ca imagine, printr-o transformare continud, a unei mul{imi compacte,
trebuie si fie 0 multime mirginitd. Am demonstrat deci cd T(d) = D,, adicd
D = D,. Relatia T(d,) = D, este acum imediatd, in baza biunivocit#tii trans-
formérii 7. ' ' :

Cu pregitirea de mai sus putem acum si demonstrdm teorema de trans-
formare a ariilor printr-o transformare regulatd. Fie, in planul Ouv, o curbd y
simpl4, inchis# si cu tangent# continud. Fie d; domeniul mérginit i d, domeniul
nemdrginit in care y separd planul Ouv prin teorema lui Jordan. Avem deci
Fr.d, = Fr. d, = v. Fie T o transformare regulatd de la planul Ouv la planul
Ozy. Vom mai presupune in plus, cd derivatele partiale mixte de ordinul
al doilea ale functiilor ¢ §i ¢ existd si sint continue in d,. Aceastd ipotezd nu
este ins# esentiald, fiind cerutd doar de metoda de demonstratie. S& punem
T = T(y), D, = T(d,), D, = T(d,). Conform propozitiilor demonstrate mai
sus, I va fi o curbd simpla, inchis# si cu tangentd continud, I' € Oxy, iar D,
§i D, vor fi domenii in Ozy. Conform teoremei lui Jordan, I' separd planul
Ozy in doud domenii, unul mérginit, altul nemérginit. Conform celor demons-
trate mai sus, domeniul mérginit corespunzitor este D,, iar cel nemérginit este
D,. In aceste conditii, putem enunta

Teorema. 1. Domeniile &, si D, au arie. Existd in d, un punet (u,, vo) -
cu proprietatea ' ‘

aria D, = IM -aria d,..
D(u, 1) luo, v0) '

Cu alte cuvinte, aria domeniului D, se obtine din aria domeniului d,
inmultind-o pe aceasta din urmé cu valoarea absolutd a jacobianului transfor-
mdrii 7, calculatd intr-un anumit punct din d,.

Demonstratie. Ideea demonstrafiei este urmditoarea. Dupd ce
vom stabili ci d, §i D, au arie, vom exprima aria lui D, cu ajutorul unei inte-
grale curbilinii de-a lungul lui I'. Aceastd integral¥ va fi redusi la o integrald
Riemann gi, dupd o grupare convenabild a termenilor, va fi retransformata
intr-o integrald curbilinie, de astd datd de-a lungul lui y. Aplicindu-se formula
Iui Green, se va obtine o integrali dubld care,-tratatd cu teorema de medie,
va conduce la rezultatul dorit.

- Conform lemei de la inceputul cap. IX, y i ' au arie nuld, deci d, si
D, au arie.
Pentru a fixa notatiile, presupunem cd y este datd de reprezentarea

w=1th <1 <p),
) v = g(t),
deci T' este datd de reprezentarea

z = o(f(t), 8(t)) = f(@), a

<t<b),
y = Wi, g =z, ¢SS
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. Din"proprietitile curbei I rézult¥ c¥ functiile f §i g sint cu variatie margi-
nit§ pe intervalul [a, b], deci I este rectificabild, simpld si inchisi. Rezulty ci
D, este un domeniu Green si putem scrie '

2aria D; = ) <§xdy — ydz.
I‘ .

Aplicind, in membrul al doilea, teorema de reducere a integralei curbilinii
la o integrald Riemann i tinind seami ci

Fr N ’ oo ' ’
) = [22 < a4 < o't
r'e) (au )mu, o e+ _(an )(f(t), a8

0= (3), . -ro+ (a—"’

—= - 40
ou )(fu), ot an )f(t), o) '

_avem: ,

2 aria Dy = IS){CP(f(t)’ 8t) [(%tdf](fw, o ro+ (%%)W), oy g'(t)] o

a

- ql(f(t)’ 8¢)) [(3—3)0(0, A)) . f,(t) + (Z_f)\f(!), 0;1)) . g,(t)]} a

. §i, grupind astfel termenii de sub integral, obtinem

ou Jirw), (b)) ou

2 aria D, = E{[cp(f(t), £(t) (ai) _ Y(f(2), &) (22‘)(“"; g(m] @)+

ov

+ [(P(f(t)’ g(t)) (-ai)(f«), o e, e (%;?'Jmn, y(t»] g'(t)} .
Sa puner'n:A '

. [ 0
_P(u: v) = ¢(u, v)ﬁ‘— Yz, v)i'

Qu, v) = ¢(u, v) %" — Y(z, v) ‘%".

Cu aceste notatii, avem:
b

2 aria D, = e, ganre + oo, seng@} ar,

s

d('aci, aplicind din neu teorema de reducere a integralei curbilinii la o integrald
Riemann, obtinem

- 2ariaD, =S P(u, v)du + Q(u, v) dv,
' Y

urmind ca'sensul' de integrare pe y si fie precizat ulterior.
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S4 aplicim ultimei integrale curbilinii formula lui Green. Tinind seami c
) 2 22 :
D F e R TR P

ou ou ov dvdu ou Odv dvdu
P 3¢ 3 a2y 3 do %
=222 u, 1) — - 22 22 _ Y(u, v)——
o~ 2 T T W VB o,

§i observind c¥ derivatele partiale mixte de ordinul al doilea sint comutative
in baza criteriului lui Schwarz, obfinem :

ia Dy = + ({ (%2 — 22} qudy = 3 3 Je 34| 4y 0.
2 aria D, = + Sds (au av) dudv = 2 2 Sds % au) du dv.
(In fapt, aceasty integrali dubli se ia nu pe d,, ci pe d,; insi convenim
s omitem bara in astfel de cazuri.) o
Sub ultima integrald dubl¥ figureazi tocmai jacobianul transformérii T,
jacobian care se noteazi

Die, ¢)
D(u, v)

Inaintea integralei duble am pus 4, deoarece nu s-a precizat incd sensul
de parcurgere al integralei de-a lungul lui y. Dacd acest sens va fi direct,
atunci vom lua semnul +; in caz contrar, vom lua semnul —. .

Deoarece transformarea T este regulat¥, rezultd cd jacobianul pistreazd
acelagi semn pe domeniul d, (v. vol. I, p. 624—625). Este clar cd ultima
integrald dubli va fi pozitivd sau negativd, dupd .cum jacobianul lui T este
pozitiv sau negativ. Deoarece aria D, >0, rezulti ci in fata integralei duble
se va lua + sau —, dupd cum jacobianul este pozitiv sau negativ, cu alte
cuvinte vom alege semnul in aga fel incit s4 fie respectatd cerinta ca aria D, > 0.
Tinind seama de legitura care existd intre semnul din fata integrdlei duble,
pe de o parte, si sensul de integrare pe v, pe de altd parte, rezultd cd sensul
de integrare pe y este direct sau retrograd, dupd cum jacobianul transformdrii T
este pozitiv sau negativ pe d,. '

Putem deci scrie:

aria D, = SS Dle, 9) | gy, do.

D(u, v)

1

Tinind seama ci transformarea T este regulatd, rezulti cd jacobianul lui T
este o functie continui pe d,. Putem deci aplica ultimei integrale duble
teorema de medie. Rezulti existen{a unui, punct. (u,, vp) € d,, astfel incit

1Bty 422 = )

« aria d, K
(uey o)

1

gi teorema este complet demonstratd.

~ Observafii. Teorema de mai sus are un analog remarcabil de simplu
in cazul domeniilor unidimensionale. Se poate arita ci singurele domenii ale
dreptei reale sint intervalele deschise. Fie deci un interval («, @) situat pe
axa Ou §i un interval (g, ) situat pe axa Oz.- Analogul transformarii regulate
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va fi aici.o functie f derivabil¥, cu derivatd continui pe [«, ] si astfel incit
{'() 5= 0 pentru u € [«, ). In baza proprietétii lui Darboux, f’ are un semn
neschimbat pe [«, B]. f va fi deci crescdtoare sau descrescitoare, dupi cum

" a <bsau a >b, deci dupd cum f(x) < f(B) sau f(«) > f(B). In baza teoremei
cregterilor finite, existd un punct § € («, ), astfel incit, notind cu “lung. I”
lungimea intervalului 7, si avem

]ung. ((l, b) = 'fl(g)l ‘ ]ung' (“) ﬂ),

adicd tocmai analogul unidimensional al teoremei de transformare a ariilor
printr-o fransformare regulati. ' ‘

c. Teorema de schimbare de variabile
la integrala dubld

Formula de transformai'e a ariilor ne.permite s¥ stabilim

Teorema 2. Fie, in planul Ouv, un domeniu 4 compact, avind drept
frontierd o curbd v simpli, inchiséi i cu tangentd continui. Fie T o trans-
formare de la planul Ouv la planul Ozy, regulati pe d si astfel ineit funciiile
@ si | care definese pe T si aibd derivate parfiale mixte de ordinul al doilea
continue in d. 8i punem D = T'(d), I' = T'(y). Dacii f este o functie continui
pe domeniul compact D, avem :

o " o] 2ot |
e shtm s = ftotn o vt | et aw

D(u, v)

- Demonstratie. Existenta celor doud integrale duble rezulti din
urmitoarele fapte: 1° f este continud pe D, iar ¢, ¢ si jacobianul lui T
sint functii continue pe d; 2° domeniile d si D au arie, deoarece v si I', avind
tangentd continud, sint de arie nuld. Rémine s# aritim ci cele doud integrale
duble sint egale. o :

Fie o descompunere 3 a domeniului compact d in domeniile compacte
dy, &5, .y 4y, ..., dy astfel incit frontiera fiecsirui domeniu d; si fie o curbi
simpld, inchisd §i cu tangentd continud, iar intersectia d; N d; s fie de arie
nuld pentru i=s£j. = . :

Prin transformarea regulatd T, fiecirui domeniu d; ii corespunde un
domeniu D; continut in planul Ozy, astfel incit frontiera lui'D este o curbd
simpld, inchisd si cu tangentd continud, intersectia interioarelor domeniilor
D; si D; este vidd pentru i =~ j, iar domeniile compacte D,, D,, ..., D;,
..., D, determini o descompunere 8’ a domeniului D.

Sd aplicdm fiecirui domeniu d; teorema de transformare a ariilor prin-
tr-o transformare regulatd. Rezultd, pentru fiecare valoare a lui i, 1 < i <
< n, existenta unui punct (u;, v;) € d;, astfel incit

Dig, ¢)

D(u, v) -ariad;,, (i=1,2,..,n).

a’riaD,-=I

, (% %)
S& punem ' A
z = o(u;, vj)s i = Y@, v), (=1,2, .., n).
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Avem, evident, (z;, ¥;) € Di(i =1, 2, ..., n), deci putem forma suma
riemanniand

n
osf; zi, ¥i) = Zf(xi, y;)- aria D;.
=1

Tinind seama de relatiile stabilite mai sus, obfinem

awlfs 0 3) = S to( 20, i) {’;‘,‘:; o g o018
Punind
D(Qv ¢) ‘
Fla, o) = flola, 3), 4(a, )| D Die |
avem

. .
os/(f; % Yi) = ZF (ui, vy) - aria d; = o5 (F; u;, v;).
1=1

Am ardtat astfel cd orice sumd riemanniand relativd la f §1 ' este
egald cu o sumd riemanniand relativd la F si 3.

Fie {3,} un sir de descompuneri de g\ormi tinzind la zero. Datoritd
faptului c# transformarea T' este regulatd pe d, rezultd ci T este uniform
continui pe d, deci norma descompunerii 3, tinde si ea la zero cind n — oco.
in baza teoremei de reprezentare a integralei duble ca limiti de sume rie-
manniene $i a existentei celor doud integrale duble care apar in enunful
teoremei, ‘rezultd egalitatea celor doud integrale duble i teorema este com-
plet demonstrata.

Observatpii. Ipoteza de existentd gi continuitate a derivatelor par-
tiale mixte de ordinul al doilea ale functiilor ¢ §i ¢ nu este esentlala, fiind
ceruty doar de metoda de demonstrat,le

In ceea ce privegte condifia de neanulare a ]acoblanulul transformdrii
T, este suficient ca ea sd fie indeplinitd in interiorul domeniului d; altfel
spus, teorema de schimbare de variabile rémine in vigoare dacd ]acoblanul
se anuleazi numai in puncte apartinind frontierei domeniului d. Intr-ade-
vir, faptul cd jacobianul este diferit de zero a intervenit pentru a garanta
cl Jacoblanul eviti in d un anumit semn (indiferent care). Insd este ugor
de aridtat cd dacd zerourile jacobianului sint situate exclusiv pe frontiera
" lui d, atunci jacobianul evitd un anumit semn in d. Pentru a ardta aceasta,
s& presupunem, prin reducere la absurd, cd existd pe Fr. d doud puncte
P, si P, astfel incit in pmmul ]acoblanul sd fie pozitiv, iar in al doilea
sd fie negatlv Dat fiind ci jacobianul este o functie continud in P, si in
P,, rezultd cd jacobianul este pozitiv intr-o anumitd vecinétate a lui P,
§i negativ intr-o anumiti vecindtate a lui P, deci, in baza continiitétii
in d a jacobianului, existd un punct P; din interiorul lui.d, in care jaco-
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bianul se anuleazi. Aceasta vine in contradictie cu ipoteza c¥ jacobianul
se anuleazd cel mul pe Fr. d; deci jacobianul are semn constant in d.

Se poate arita ci si condifia de biunivocitate a transformdrii T’ este
esentiald numai pentru interioarele domeniilor d si D. :

" Teorema de schimbare de variabile la integrala dubld are o ford per-
fect analogdi uneia dintre teoremele "de schimbare de variabild la integrala
simpl4. Pentru a ne da seama de aceasta, este suficiemt sd tinem seama ci
jacobianul joacd rolul derivatei.

t

Ezemple Dacd din punct de vedere teoretic transformarea T este
daté, din punct de vedere practic tocmai alegerea cit mai judicioasd a aces-
tei transformiri constituie problema esentiald, pentru a cérei rezolvare nu
existd nici o metodd generald. Totusi, sé pot da unele indicatii care acoperd
o bun¥ parte din situatiile intilnite. A

Una dintre cele mai utilizate schimbiri de variabile este trecerea de la
coordonate carteziene la coordonate polare. Si considerdim transformarea
T, definitd in modul urmtor

., X=ucosv 0 <
‘ Yy = usinv {0 < v < 2n).

Existenta gi continuitatea derivatelor partiale este evidents. Jacobia-
nul este dat de ‘ :

jcos v — usin v

) = u cos?v 4 usin?v = u.
sin u cos v

Constatdm c¥ jacobianul se anuleazi numai pe axa ordonatelor din
planul Ouv, lucru permis, conform observatiilor ficute mai sus. Domeniul
d se transform&, prin T, in domeniul D din planul Ozy (fig. 24 si 25).
De asemenea, conditia de biunivocitate a transformdrii este verificat numai
pentru interioarele domeniilor considerate, insd nici aceasta nu impiedic#
aplicarea teoremei de schimbare de variabile.

g
v
o )i}
7 X
d
/. J’
0 ‘ v
Fig. 24 Fig. 25
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‘Daci f este o functie continud pe D, atunci teorema de schlmbare de
variabile la integrala dubli ne di: _

;S f(z, y)dz dy = Sds f(u cos v, u sin v)u du dv.

Integrala din membrul al doilea se descompune in mtegrale mmple §i obti-
nem:

e 2
SrSf(x, y)dzdy = 5) u du§f(u cos vsin v) dv.

Luind de pild4, f(x, y) = 2% 4+ y2, rezulti

4 b3d
SS(x2+y2) dz dy =|w dude=2—’Z—‘°4="—;f.
0 0 v

D



Capitolul XIl
CARACTERIZAREA FUNCTIILOR INTEGRABILE,

a. Preliminarii

Am definit doud tipuri de integrabilitate: unul face apel la notiunea
de functie primitivi, celalalt foloseste sumele integrale. Am ardtat cd func- -
tiile continue pe un domeniu compact sint integrabile in ambele sensuri
gi valorile integralelor corespunzitoare coincid. Am menfionat ci dacid
pirdsim clasa functiilor continue, cele doud tipuri de integrabilitate nu
mai sint echivalente. Aceastd situatie nu trebuie si ne mire; ea corespunde
unei situatii aseminitoare in cazul functiilor de o singurd variabili. Se
gtie. din volumul 1 ci existd functii de o variabil§, integrabile Riemann,
care nu au primitivd. De asemenea, existd functii mirginite care au primi-
tivé, dar nu sint integrabile Riemann. Vom schita aici un astfel de exemplu,
urmind ca, pentru detalii, cititorul si consulte tratatul de Analizd mate-
maticé al academicianului Miron Nicolescu (vol. II, editia 1958).

Fie ry, Tgy ey Tn» - un gir format cu toate numerele rat,ionale din
intervalul [0, 1]. S& punem

. 1
o0 -

= 1 p—py3."
ole) =3 pula =)
Deoarece

1

< —»

1 , 3
2—n(x—rn) on

rezulti ci seria consideratd converge uniform, deci functia o este continud
pe [0, 1]. Ca sumd a unei serii de functii strict crescdtoare pe [0, 1], funcfia
o este strict crescdtoare pe [0, 1]. Functia ¢ este deci inversabild, iar inversa
ei, pe care o vom nota cu f, este continui §i strict crescitoare pe intervalul
compact [¢(0), (1)]. Se poate ardta ci functia ¢ are in fiecare punct din
[0, 1] derivatd unicd — finitd sau infinitd — , iar punctele in care derivata
este infinitd formeaz# o multime peste tot densi in [0, 1]. Se poate, de aseme-
* nea, arita (loc. cit.) cd derivata funcfiei ¢ nu este in nici un punct egald
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cu zero. Mai mult decit atit, existd un num#r pozitiv A, astfel incit o'(z) >
> A pentru orice z € [0, 1]. ~

Este ugor de vézut cd dacd ¢ are derivatd infinitd in =, ‘atunci f are
derivatd nuld in ¢(z,). Reciproc, dacd f are derivatd nuld in o(x,), atunci
¢ are derivatd infinitd in z,. De aici §i din faptul ¢ imaginea, printr-o
aplicatie homeomorfs, a unei multimi dense este tot 0 multime densi (exer-
catiul) rezultd cd punctele in care derivata functiei f este egald cu zero
formeazi o multime dens3 in [¢(0), (1)]. Totodats, din faptul cd ¢'(x) existd
pentru orice z € [0, 1], §i ¢'(z) > A >0, rezultd ci f'(z) existi pentru -
ori(}lel z € [9(0), ¢(1)] 5i, pentru un anume numir real M, avem 0 < f'(z) <
< M. . :

Vom ardta cd ' nu este integrabild Riemann pe nici un interval con-
tinut in [¢(0), ¢(1)]. Vom face demonstratia pentru intervalul [9(0), o(1)],
urmind ca pentru subintervale si se procedeze in mod analog,
~ S presupunem, prin reducere la absurd, ci f’ este integrabild Riemann
pe [9(0), ¢(1)]. In baza formulei lui Leibniz si Newton, avem -

(1)
- S f'(@)dz = flp(1)) — f(e(0)) > 0.

y(o)

‘Insd, pe de alti parte, din faptul cd f’ se anuleazi in orice subinterval
din [¢(0), ¢(1)], rezultd cd, pentru orice diviziune A a intervalului [9(0),
¢(1)], existd o sumd riemanniani ca(f) egald cu zero; de aici, In baza defi-
nitei integrabilit#tii §i integralei Riemann, rezultd

(1)
S f'(z) dz =0,
?(0)

in contradictie cu inegalitatea obfinutd mai sus. Deci presupunerea ci f’
ar fi integrabild Riemann pe [9(0), ¢(1)] este falsi.

Aceastd situatie a condus pe matematicieni la considerarea unor inte-
grale mai generale, cu ajutorul ciirora si se poati integra orice derivati..
Este interesant cd nici integrala introdusi de Lebesgue, integrald: care va
fi studiatd in cadrul cursului de Teoria functiilor reale, nu rezolvi aceast
problemd; existd functii derivate care nu sint integrabile in sensul lui
Lebesgue. Totusi, teoria integralei Lebesgue rezolvid problema de mai sus
pentru o clasd foarte intinsd de derivate; anume, se arat¥ c# orice derivati
mirginitd este integrabild in sensul lui Lebesgue. In particular, derivata
f'(x) consideratd mai sus este si ea integrabil¥ in sensul lui Lebesgue.

O integrald mai generald decit integrala Lebesgue, cu ajutorul cireia
se poate integra orice derivaty finit¥, a fost gisitd, independent unul de-
altul, de cétre A. Denjoy gi O. Perron.

Problema caracterizdrii structurale a functiilor care au primitivd nu a
putut fi rezolvatd pind azi, desi s-au depus mari eforturi in aceastd directie
§1 s-au obtinut multe rezultate relativ apropiate de solutie.

In ceea ce priveste insi problema caracterizirii functiilor integrabile
in sensul lui Riemann, existd o teoremd clasici a lui Lebesgue, care di ©
solufie elegantd gi definitivi. Pentru a putea expune aceastd teoremi este
nevoie, mai intli, 54 dém unele notiuni si rezultate pregititoare.
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O multime E din spafiul euclidian cu n dimensiuni R" este de misurd
n-dimensionaldé Lebesgue nuli dacd pentru fiecare numir e >0 se poate
gdsi un’gir de intervale n-dimensionale. I,, I, ooy Dpy ...y cu urmitoarele doud
proprietéti: :

PEcy L. .

p=1 -

2° Seria formatd cu misurile intervalelor I(p =1, 2,...) este conver-
gentd, iar suma ei este inferioard lui e. (Preciz{m ci m#sura unui interval
n-dimensional este, prin definitie, produsul lungimilor a » muchii pornind
din acelagi punct.) '

Observatie. In loc de ,misurd n-dimensionaly Lebesgue nuld“ se
spune ,mésurd Lebesgue nuld“, ori de cite ori nu existd posibilitatea de
- confuzie.

- Chiar din definitie rezultd ci

O parte a unei mulfimi de mdsurd Lebesgue nuli este tot o mulfime de
mdsurd Lebesgue nuld.

Vom demonstra acum ci :
Dacd E,, E,, ..., Ej ... este un gir de mul{imi de m#surd Lebesgue nul,
atunci mulfimea o :

. p=1
este tot o multime de méisurd Lebesgue nuli.

Intr-adevir, fie I?, Ip, ..., I, ... un gir de intervale care satisface pro-
prietédtile 1° gi 2° relativ la multimea Ey(p = 1, 2, ...) si luind in rolul lui ¢
numirul -255 . ’

S3 considerdim acum familia de intervale {If}, unde s =1, 2, ...,; p=
=1, 2, ... Aceastd familie poate fi ordonati intr-un sir I,, I,, ..., I, ...,
punind Iy =1}, L =13 Iy=1I} I,=13 I,=1i, I,=1} si aga; mai
departe. Avem, evident :

Ec G I,
mm=l

iar seria formatd cu mdisurile intervalelor I,, I, ..., I,, ... este convergentd
gl are ca suméd un numir inferior sumei seriei

E € €

stat et ogmto
sumi care este egald cu c. Proprietatea enuntatd este astfel complet demon-
stratd.

Corolar. Orice mulfime numirabili este de misuri Lebesgue nuli.

Pe baza definitiei date, in volumul 1, nofiuni de multime de masura
Jordan nuld, rezultd imediat ci .
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Orice mulyime de mdsurd Jordan nulé este de mdsurd Lebesgue nuld.

Reciproca acestei propozitii nu este adevirati. Astfel, mulfimea nume-
relor rationale este 0 multime de mésurd Lebesgue nuly, dar nu este masu-
rabild in sensul lui Jordan. :

Este insé ugor de vizut cd ,

O mulfime de mdsurd Lebesgue nuld este de mdsurd Jordan interioard
egald cu zero. o

Vom mai avea nevoie de urmitoarea notiune.

- Fie f o functie reald, definity gi mirginity pe domeniul D c R". Fie
z € D g fie S(z) o sferd oarecare, cu centrul in z §i continuti in D. Si
punem:

m(f; z) = sup {inf(f; S(=))};. M(f; x) = inf {sup (f; S(x))}.
(X S(x) .

Numirul
off; 2) = M(f; z) — m(f; z)

se numegte oscilatia functiei f in punctul 2. Este ugor de vizut ci, daci
z € D, atunci f este discontinui in z daci si numai daci o (f; z) > 0.

Fiind datd o multime E c D, vom nota cu o (f; E) diferenta dintre
marginea superioard §i marginea inferioard a lui f pe E. o (f; E) se nu-
megte oscilafia functiel f pe multimea E.

Lem3#. Fie f mirginiti pe domeniul compact D c R™ Fie D mul-
timea punctelor de discontinuitate ale lui / fn D. Existi un sir F,,
Fy, ..., Fy, ....de multimi fnchise, confinute fn D, astfel ineft

D = U Fp-
p=1

Demonstrafie. Si punem .
D. = {z; z € D, off; z) > ¢}

Multimea D, este inchisi. Intr-adevir, fie £ un punct de acumulare
pentru D.. In orice vecinitate V: a lui £ existd puncte z pentru care
off; z) > e Rezultd cd off; Vi) > ¢, deci @ (f; §) > ¢ §i £ € D,
Agadar, D, este inchisi. 7

Sd observim acum ci avem .

-]
= U .Dj ’
p=1 3
deci lema este demonstrati punind
Fp,=D,. -
?

S& mai observim cd

O mulfime inchisd §i mdrginitd, de mdsurd Lebesgue nuld, este de mdsurd
Jordan nuld. . ' :
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intr-adevir, dacd E este inchiss, mirginitd si de miisurd Lebesgue nulg, -
atunci, fiind dat € > 0, exist{ un sir de intervale {I,} (1 < n < co) care
acoperd pe E gi de iungime totald mai micd decit e; in baza teoremei de
acoperire Borel-Lebesgue, din familia {I,} se poate extrage o subfamilie
finits de intervale care acoperd pe E. Decl, E este de misurd Jordan nuld.

b. Criteriul lui Lebesgue
de integrabilitate riemannianid

Cu pregitirile din §-ul precedent putem trece la enuntarea gi demon-
strarea teoremei lui Lebesgue.

Criteriul lui Lebesgue. Fie fo funcfie reald, definitd gi mir-
ginitd pe domeniul compact D C R™. Functia f este integrabild Riemann -
pe D daci si numai daci mul{imea D a punctelor de discontinuitate
ale lui f este de misuri Lehesgue nuli. :

Demonstrafie. Ne vom ocupa, in mod explicit, de functii de o
singury variabild reald. Consideratiile se transpun, cu modificiri neinsem-
nate, la functii de mai multe variabile reale.

Condifia este necesard. In baza lemei de mai sus avem

unde

Dg_={x; z € D, off; ) 21}
P p

si Dy este inchisd j)e'ntru orice p natural. Si presupunem ci f este inte-

p .
grabild Riemann pe intervalul D = [a, b] §i si admitem, prin reducere la
absurd, ¢i D nu este de misurd nuld. in acest caz, in baza uneia dintre
proprietatile stabilite mai sus, existd o valoare p, a lui p, astfel incit mul-
timea D, sd nu fie de mésurd Lebesgue nul; deci nici de mésurd Jordan

nuld. Simnotém cu A misura Jordan a mulfimii Ds. Fie A = (a =%, <

o oo B0, .
<H< e <5< T <o < = b) o diviziune a intervalului [a, b].
n—i

" Avem Sa(f) — sa(f) = g (T — T, unde &; = o(f; [z, Zi4))
S punem
Sa(f) — salf) = 3 0%y — ) + D7 0@ — z), (1)

unde 3’ contine acei termeni din suma de mai sus pentru care intervalul
[%;, @;..] este disjunct de Di, iar X" contine to}i ceilal{i termeni.
[ 4
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Rezultd cd pentru orice interval [a;, 2;,,] a cirui contributie figureazi in
2", avem

1 .
©; > —, deci

Po
n-t s 1 1 o» 1
: 0T — %) 2 B — (T — ) = = Dz — ;) = — A >0.
=0 Po Po Po

De aici deducem c&, pentru orice diviziune A a lui [a, ), avem

Salf) = salf) > -2 >0,

] .
deci, in baza unui binecunoscut criteriu de integrabilitate, f nu este integra-
bild Riemann pe [a, ], in contradictie cu ipoteza. Asadar, presupunerea
¢ D nu ar fi de misurd nuld este fals¥ gi necesitatea conditiei este demon-
strata.

Conditia este suficientd. Fie D de misurd Lebesgue nuld. Si presupunem,
prin reducere la absurd, ci f nu este integrabili Riemann pe [a, b]. Aceasta
inseamnd cd existd un numir A >0, astfel incit, pentru orice % >0, si
existe o diviziune A de norm4 inferioard lui %, pentru care

Salf) — sa(f) > ()
Fie
‘ A
€= .
2(b — a)
Sd adoptdm descompunerea (1) cu urmitoarea conventie: 3’ contine ter-
menii din ¥ relativi la intervale [z;, z;,;] pentru care o(f; [z, Zi]) <k,
iar %" contine toti ceilalti termeni din 3. '
Rezultd ci

B'odain — o) <sb—a) =2, 3)

X0Ziyn — @) < ‘—"z”(xiﬂ — %) = oL, (4)
unde o = off; [a, ], iar L = 3 "(zyy; — ).
Insumind inegalitétile (4) i (3), obfinem

n—1
> ilsia — @) <5 + oL. (5)

i=0
Dacé presupunem acum cd diviziunea A, la care se referd ultima sumi,
este o diviziune pentru care are loc inegalitatea (2), atunci din (2) deducem

n—1
> oil@iy — ) > A 6,

1=0

si din (5) si (6) obfinem
A< %4- oL,
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adicd
2 > 0,

L >
/2w

cu alte cuvinte suma lungimilor intervalelor [z;, i;,], pe care oscilatia lui
f nu este inferioard lui ¢, este mai mare decit oo 8 aceasta oricare ar fi
(0]

diviziunea A pentru care are loc (2). :

Insd existd diviziuni de normi oricit de mic#, pentru care are loc egali-
tatea (2). Fie {A,} un §ir de diviziuni din ce in ce mai fine, de norméd
tinzind la zero, diviziuni pentru care are loc (2). (Exercitiu: sd se arate exis-
tenta acestui sir!) Pentru fiecare A, si notdm cu L, valoarea corespun-
zitoare a lui L; L, este deci suma lungimilor acelor intervale din Ap
in “care oscilatia lui f nu este inferioard lui . S& notdm cu E, mulfimea
punctelor acelor intervale a ciror lungime totald a fost notatd cu Ln. E,
este deci o reuniune finitd de intervale fird puncte interioare comune. Lun-

gimea totald a acestor intervale este deci mai mare sau egald cu -‘}— g
«

aceasta oricare ar fi numdrul natural n. S& observdm c¥, in baza faptului
c¥ sirul {A,} este format din diviziuni din ce in ce mai fine, avem

E,DE;>..DE,DEpn;D... :
Punind
A= En,

n=1
rezulti cé
A=Dc={z; a <z <b; off, 2) > e}y

deci D,, neputind fi acoperitd cu un numdr finit de intervale de lungime
totald oricit de mic#, nu este de masurd Jordan nuld. Tinind seama cd,
in baza demonstratiei lemei de mai sus, D; este inchisd §i cum in orice caz
D, este mirginitd, rezultf ci D, nu este nici de méisurd Lebesgue nuld.
(Am v3zut mai sus cd orice multime inchisd gi mirginitd, dé misurd Lebes-

gue nuld, este de misurd Jordan nuld.) Dar ‘

D, cD,

deci cu atit mai mult D nu este de misurd Lebesgue nuld. Am ajuns astfel

Ja o contradictie cu ipoteza. Rezultd ci presupunerea cd f n-ar fi integrabila

‘Riemann pe [a, b] este falsd. A
Corolarul 1. Dacd f este integrabili Riemann si pozitivi pe D,
atunei |/f este de asemenea integrabili Riemann pe D.

Intr-adevdr, din faptul ci f este integrabild pe D rezultd cd f este
mirginitd pe D, deci §i /T este mirginitd pe D. Pe de altd parte, ‘punctele
de discontinuitate ale lui |/T sint exact punctele de discontinuitate ale lui
f, deci, in baza teoremei de mai sus (necesitatea conditiei) multimea lor
este de misurd Lebesgue nuld. Folosind din nou teorema de mai sus (sufi-

cienta conditiei), rezultd cd |/ este integrabild Riemann pe D.
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Observatie Corolarul 1 a fost folosit in demonstrafia teoremei
. care dd expresia lungimii unei curbe printr-o integralf Riemann.

‘Corolarul 2. Daed fy, /5 ..., fn, ... 6ste un gir uniform convergent
de funetii integrabile Riemann pe D, iar f = lim f,, atunei / este inte-
. n->co .

grabild Riemann pe D si ,
S/(x) dz = lim S ful®) da. _ (7)
D

D

Demonstratie. Si notim cu 9, mulfimea punctelor de discon-
tinuitate ale functiei fu(n = 4, 2, ...) §i cu  mul{imea punctelor de dis-
continuitate ale lui f pe D. Este ugor de vizut ca

DC U,

n=1

(aceasta rezultd din faptul cd, pe baza uniformitdtii convergentei, f este
continuj in orice punct in care toate functiile f, sint continue). Insi con-
form criteriului lui Lebesgue (necesitatea conditiei), fiecare multime 9, este
de mésurd Lebesgue nuld, deci §i reuniunea lor este de misurd nuld. Asgadar
D, ca parte a unei mul{imi de m#surd nuld, este de misurd nuli. Pe de
altd parte, fiecare functie f, este mdrginitd pe D, deoarece este integrabild
pe D (acest fapt se demonstreazd ca gi in cazul functiilor de o variabild).
f, ca limitd a unui gir uniform convergent de func{ii marginite, este o func
tie mérginitd pe D (exercitiul). Aplicind din nou criteriul lui Lebesgue (su-
ficienta conditiei) rezultd cd f este integrabili Riemann pe D. ,

In ceea ce priveste relafia (7), ea se demonstreazi exact la fel ca in
cazul functiillor de o singurd variabild.

Corolarul 3. Daed f este integr#bilﬁ pé D, atunei '| fl este de ase-
menea integrabili pe D. :

Intr-adevir, din faptul ci f este mirginitd pe D rezulti cd [f| este
mirginitd pe I). Notind cu D (f), respectiv @ (|f[), multimea punctelor de
discontinuitate ale lui f, respectiv |f], este usor de viizut ci

a(|f1) c 2(f).

Insy, in baza criteriului lui Lebesgue (necesitatea conditiei), ® (f) este
de misurd nuld, deci gi 9 (|f]) este de m¥surd nuli. Folosind din nou cri-
teriul lui Lebesgue (suficienta conditiei) rezultd cd |f| este integrabild Rie-
mann pe D. '

Corolarul 4. Daci [ gi g sint integrabile Riemann pe D, atunci
fg este integrabili Riemann pe D. .
Demonstratie. Notind cu 9, multimea punctelor de disconti-

nuitate ale unei functii ¢, avem

@fg c @fU@g
Deoarece 9, §i 9, sint de mdisurd Lebesgue nul¥, rezulti cid gi D, este

de misurd nuld deci, in baza suficientei criteriului lui Lebesgue si tinind
seamd c# fg este mdrginitd pe D, fg este integrabild pe MD.



Capitolul XIil

CADRUL GENERAL AL DESCOMPUNERII
UNEI INTEGRALE DUBLE IN INTEGRALE SIMPLE

TEOREMA DE DESCOMPUNERE A INTEGRALEI DUBLE IN INTEGRALE SIMPLE,
PENTRU FUNCTII INTEGRALE RIEMANN

Intr-un paragraf precedent, am dat o teoremd de descompunere a inte-
gralei duble in integrale simple, ins aceastd teoremd privea numai functiile
continue. Acum vom da o generalizare a acestei teoreme, folosind metoda
sumelor riemanniene; deci teorema care urmeazd se referd la integrala Rie-
mann definitd prin sume riemanniene. Vom considera mai intii cazul unui
interval bidimensional, urmind ca intr-o etapd ulterioard si trecem la dome-
nii simple.

Fie f o functie reald definitd pe intervalul hldlmensmnal compact /,
definit de inegalititile ¢ < 2 < b, ¢ < y < d. S punem, in ipoteza ci
acest lucru are sens,

d
o(z) = { (2, ) dy.
c [}
Dac# functia @ este definitd §i integrabildy Riemann pe [a, b], aceastd
integrald se scrie
o d
dz | 7(a, ) dy

c

b
“‘ . S O(z) dox =

¢ R &

| gl se numegte integrala iteratd a functiei f pe I, in ordinea y,
S&d punem, in ipoteza cd acest lucru are sens,

b

o) = flz. ») da.

a .
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Dacd functia ¢ este definitd §i integrabild Riemann pe [¢, d], aceastd
integrald se scrie

d b a
S‘[’(y) dy = de Sf(x,'y) dz

a

§1 se numegte integrala iterati a funcjiei f pe I, in ordinea x, y.

Cele doud integrale definite mai sus se numesc, cu un singur termen,
integralele iterate ale lui f pe I.

Dacd functia f este continud pe I atunci, evident, functia @ este defi-
nitd §i continud pe [, b], iar functia ¢ este definitd §i continud pe [c, d].
In general ins, din integrabilitatea functiei f pe I nu rezultd existenfa
functillor ® i ¢ si, cu atit mai mult, nu rezulti ci integralele iterate
existd. De asemenea, existd functii f definite pe I pentru care are sens
numai una dintre cele doud integrale iterate, dupi cum existd functii defi-
nite pe I pentru care integralele iterate existd, dar au valori diferite. in
acest caz, funcfia f nu este integrabild pe I. Vom da citeva exemple care
ilustreazd astfel de situatii:

1° Fie f definitd pe [ in felul urm#tor:

0, dacd z # -a—:isau daci z =2 ;’b iar y este rational.
f (z, y) =

1, dacd z =-a—-2*'—b

lar y este irafional.

Aceastd functie este, evident, mirginity pe I. Mulfimea punctelor de dis-

continuitate este segmentul de dreaptd care unegte punctele[a ;‘b ) c) gi

(a +b v
2

y df, .deci este de misurd bidimensionald Lebesgue nuld. In baza

criteriului lui Lebesgue, f este integrabildi Riemann pe I. Totusi, functia

@ nu este definitd pentru z =22, deoarece o(y) =2 ;— b
discontinud pentru orice valoare a lui y din intervalul [e, d], deci mul{imea
punctelor de discontinuitate ale lui ¢ nu este de misurd nul¥ si, prin ur-
mare, ¢ nu este integrabild Riemann pe [c, d].

2° Fie f definitd pe pitratul unitate, in felul urmitor:

r Y| este

. 1, dacd 0 < ¥ < —;-. z rational sau % <y <1, z irational
f(=, y) =

0, daci % <y <1, z rational sau 0 < y < %’ z irational.
Pentru un z fixat avem:

1
2

O(z) = Sf (z, y) dy = de = —;-, daci z este rational
1]

0
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§i : S

1

B(z) = Sf (z, y) dy = \dy = %. dgcé z este irational.
0

(SR Y

Rezultd ci ' ' ’ .
! T 1 1 1
. S<I>(a:) dx=deSf(x, y)dy:S%dx—_-%.
0 0 0 0

Cealaltd integrald iteratd nu existi; intr-adevidr, pentru 0 <y, <1,
functia @(x) = f(z, y,) este discontinui in fiecare punct din [0, 1], deci
in baza criteriului lui Lebesgue, ¢ nu este integrabildi Riemann pe [0, 1].

3° Fie f definitd pe patratul unitate in felul urmitor:

z—y dacd 0 < 2 < 1,0 <y <1sipunctul (z, y) este diferit
f(z, y) = | (z + y)*de origine,

0 daci z=y =0.

Avem )
: 1 1 1 1 1
§ Hla) do =§ i § et T §dx §((z i W=
1 1 .
ettt
q (o fa—y K —z =1 1
S,My).dy - §dy§m“”” =§dy el =

deci cele doud integrale iterate existd, dar au valori diferite. Se observi ci
functia f este nemirginitd pe pitratul unitate (anume, in vecinitatea originii),
deci f nu este integrabild Riemann pe pitratul unitate. :

Se poate arita ci nemérginirea lui f, in conditiile in care integralele iterate
existd gi au valori diferite, este un fenomen inevitabil. Intr-adevir, existi o
teoremd care afirmé ci din mérginirea.lui f pe I si existenta integralelor iterate
rezultd egalitatea lor.

Vom da acum o teoremd de descompunere a integralei duble in integrale
simple, teoremd care, desi nu se aplic# tuturor functiilor integrabile Riemann -
intr-un interval bidimensional compact, cuprinde totusi clase largi de functii
discontinue.

Teorema de descompunere a integralelor duble

inintegrale. simple, intr-un interval bidimensio-

nal. Fie f o funectie reald, integrabili Riemann pe intervalul definit de
inegalitifile a < 2 < b, ¢ <y < d. Si presupunem e#, pentru orice

z € [a, b], existd integrala Riemann.

~ . d

| . Sf(x, ) dy.

c

245



In aceste conditii, existd integrala iteratd
b d

faz{fiz nay
(4

a

gi avem
b d

{1tz 9) dz dy = {az{f(z, ) dv.
1 a c

Demonstratie. Si punem

d
0(a) = | f(z, ) dv-

Vom ariita ci @ este integrabild Riemann pe [a, b]. ‘ .

Fie N=a=2< % < .. <TG < Tinn < 0o < = b) o diviziune a
i [a, b]. Fie §; € [#;, %], altfel arbitrar (: =0, 1,..n —1).

Avem
‘ d ' m—t Yin1
DE) (Tiwg — %) = (T — %) Sf(an y) dy = (%0 — %) 2 S f(E: v) dy,
¢ =0y

unde A"=(=9 <Y< - <Y <Yin < o <YIm= d) este o divi-
ziune a intervalului [e, d]. o

Diviziunea A’ a lui [a, b] si diviziunea A” a lui [¢, d] definesc, laolaltd,
o descompunere A alui / in intervale bidimensionale compacte L;( =.O,
vy n—1; j=0, .., m —1), intervalul I fiind definit de inegalitatile
Z; LT Ty, Yi S Y < Yia (figura 26 a).

¥
" Ymd o ———
7 .
. ’ .[‘.j.
“/j e e
[ }
| 1 {
| | |
| |- 1 1
0 asx, X; Xis1 PR ¢
Fig. 26 a
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Aplicind teorema de medie pentru integrala Riemann, rezulti existenfa
unui numdér (.;;, cu proprietatea -
) i’jﬂ

S fE: 9) dy = tis(giaa — 95)

vj '
§i astfel incit, notind cu m;; §i M;; marginile functiei f pe I, sd avem:

my; <y < Mit=0,..., n—1; j=0,...m — 1).
Daci, pentru sumele riemanniene asociate lui ® pe [a, ], au loc urmitoarele
reprezentdri:
n—i

(03 8) = 3 06) (o — 20 = 55 (sva— =) (3 oty — 1) =

i=

n—1 m-1 ¢
=3 > i@ — %) (Yi — 1), ,
i=0 j=0 “
de unde, in baza inegalitéfilor satisficute de (1,
’ ' n—=1 m—1 : ' :

2 D M Ti1— %) (Y — Ys) < oa (D3 8) <

i=0,j=0 4
n—1 m—1 . .

€Y 3 M@ — %) (Y — yj)-

i=0 =0

Insd, prima si ultima sumi din acest gir de inegalitdti sint tocmai suma
Darboux inferioari §i suma Darboux superioard relative la functia f pe J
§i la descompunerea A a lui I:

. n—1 m—1

sa(f) = Z-\f, 20 Myi(Zi — 23) (Y50 — ¥3),
i=0 j=
n—1 m-—1

Salf) = ; 2 Mis(21 — ) (Yia — ¥3)-
= 5=

Putem, deci, scrie ' '
5alf) < oar (@5 §) < Su(f). ¢S

Fie;_{A,',} un gir de diviziuni ale lui [a, 4], de normi tinzind la zero. Fie

\" {Ap} ungir de diviziuni ale lui [¢, d] de norm# tinzind la zero. S& notim cu A

\
|

|

descompunerea lui I definitd de diviziunile A}, si A} ale lui [a, 5], respectiv

[c, ). Este clar c& norma descompunerii A, tinde la zero cind p— oo (deoarece,

daca intr-un gir de dreptunghiuri, girul lungimilor bazelor g1 girul lungimilor
" in&l{imilor tind la zero, atunci gi girul lungimilor diagonalelor tinde la zero).
| In baza integrabilitd}ii riemanniene a lui f pe I, rezultd ci

| lim s, () =lim Sy, (f) = S,S f(@, y) dz dy.
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Din inegalitdtile (1) deducem atunci
lim a},(®; &) =SSf(w, y) dz dy, Y
p->00 ‘i

pentru orice alegere a valorilor 82 & [zf, 25l
unde Ap =(e=2f <zf <..< 2R <y < e < B, = b).

Insd, dupd cum se stie, daca limita din (2) existd, finitd §i independentd
de girul de diviziuni de normd tinzind la zero si de alegerea valorilor inter-
mediare EZ, atunci @ este, prin definitie, integrabild Riemann pe [a, b] si

: ‘ b
lim o) (®; &)= S@(x) dz. 3)

P>
a

Din confruntarea egalitajilor (2), §i (3) rezultd teorema enuntatd.

Qbservatpie Schimbind, in ipoteze i in demonstrafie, rolurile lui
z $i y, se obfine urmitoarea

Teorem#. Fie f o funetie reald, integrabild Riemann pe intervalul
7 definit de inegalitdtile 0 < z < b, ¢ < y < d. Si presupunem cii, pentru
orice y € [c, d], existd integrala Riemann :

b

{f@ v dz.
fn aceste conditii, existi integrala iteratd
a b
fay § fz o da
c a

si avem egalitatea
d . b
({rz 9 dady ={ay { ftz o) da?
I . c a
Corolar. Dacé f este integrabili Riemann pe I i daci, pentru orice
y € [¢, d] §i pentru orice z € [a, b], integralele
b d
Sf(x, y) dz §i S f(z, y) dy
a ' [

existd, atunci urmitoarele doud integrale iterate existd si sint egale ¢
integrala dubld a lui f pe I. : '

b d d ]
§ dz g flz, y) dy = Scdy §f(x, y) dz = S,S fz, y) dz dy.
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 a. Descompunerea integralei duble in integrale simple,
pentru functii integrabile
Riemann pe un domeniu simplu

Vom da acum o extindere a teoremei precedente, inlocuind intervalul
bidimensional cu un domeniu simplu in raport cu una dintre axele de coordo-
nate. :

Teoremi. Fie D un domeniu simplu in raport cu axa ordonatelor,
definit de urmitoarele inegalititi: « < 2 < b,9(z) < ¥ < ¢(z), unde o 8i ¢
sint funetii continue pe [a, b]. Fie f o funclie reald integrahili Riemann
pe Dy. Daecd, pentru orice x € [a, b], existd integrala Riemann

d(x) .

{f@ way, @

?(x)

atunci existi si integrala iteratd

b Y(o)
{dz § iz, 9 dy
. e o) :
gi are loc -egalitatea
b Y
({7 9 dody ={ s | fiz, 9) dy.
Dy . b o(x)

Demonstrafie. Functiile ¢ §i ¢, fiind continue pe [a, b], sint m&r-
ginite pe [a, b]. Existd deci doud numere reale ¢ i d cu proprietatea ¢ <
< 9(z) < d, ¢ < Y(z) < d, pentru orice z E[a, b]. Fie I intervalul bidimen-
sional I definit de inegalitdtile a < z < b, ¢ < ¥ < d. S& notdm cu D, dome-
niul compact definit de inegalititilea < 2 < b,¢ < y < () §i cu D, domeniul
compact definit de inegalitdtile ¢ < =z < b, () < y < d. Avem

I=D,UD,U D,

Se stie cd aria graficului unei functii continue pe [a, b] este egald cu
zero; deci, aria graficului lui ¢ pe [a, b] si aria graficului lui ¢ pe [, b] sint
egale cu zero. Rezultd céd frontiera domeniilor D,, D, si D, este de arie nyl,
deci domeniile D,, D, §i D, au arie. Aceste domenii, luate doui cite doui, 'nu
au, evident, puncte interioare comune. . o i

S# considerdm acum functia auxiliard F, definitd pe 7 in modul urmétor:

F(z, y) = (f(z, y): dacd (z, y) € Dy,
: 10, daci (z, y) € I — D, _
Singurele puncte de discontinuitate pe care F le poate avea in plils,

fatd de punctele de discontinuitate ale lui f pe D,, sint in orice caz situate
pe frontiera unuia dintre domeniile D,, Dy, D,. Insi cum, pe de o parte,

!
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frontierele acestor domenii sint de arie nulj si, pe de- altd parte, in baza
teoremei lui Lebesgue (necesitatea conditiei) punctele de discontinuitate
ale lui f pe D, formeazd o mulfime de mésurd Lebesgue (bidimensionald)
egali cu zero, rezultd ci punctele de discontinuitate ale lui F pe I formeazd
o mul{ime de mésurd Lebesgue nuld. Din integrabilitatea lui f pe D, rezultd
marginirea lui f pe Dy, deci mirginirea lui F pe I. Aplicind din nou teorema
lui Lebesgue (suficienta conditiei), rezultd ¢ F este integrabild Riemann pe I,
* pe D,, pe Dy si pe D,. Folosind teorema de aditivitate a integralei duble ca
functie de domeniu, obfinem ,

SS F(z, y)dzdy = SSF(w, y)dody + SS F(z, y) dz dy + SS F(z, ) dz d.
I D, ' " ,; ! D,

Ins¥ este ugor de aritat (exercitiu!), in baza faptului ci punctele din
D, si D, in care F(z, y) # 0 formeazd o mul{ime de masurd bidimensionald
nulg, cd

SS.(Fx, y)dz dy = SSF(x, y)dz dy =0

1 2

si, pe de alty parte, avem, evident,

({7 v dwdy = ([ 7z ) dody.

) D, Dy
Rezultd astfel ci
(§ #to, 9) dzdy = {§ 7@ ) d ay. (5)
I . D, '

in baza existentei integralei (4) si a faptului cd, pentru orice z, € [a, b],
functia = A7) = F(z,, y) are cel mult un punct de discontinuitate pe fiecare
dintre intervalele [¢, @(Zo)], [{(%,), d] situate pe dreapta z=2, (fig. 26, b)
rezultdi ci A este integrabild Rie-

mann pe aceste intervale st ‘

y
] [xd) d @(x,)
b i F(z,y) dy = \ F(z,, y) dy +
i; o cS(y)y §_(oyy
| A ‘ ¥z d
71y - + | Fla ) dy+ | Py dy=
L—M . %(x,) Y(x,)
1 (x,41x)) ’ ' W(xe)
N "'Ix,c} 5 =04 S f(zo, y) dy + 0=
i PLX,) .
: ‘ WUxo) '
) b = | fewnds,  ©
Fig. 26, b : ®(xy)
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deci F satisface pe I toate conditiile pentru a i se putea aplica teorema de
descompunere a integralei duble in integrale simple. Avem astfel

b, d

- SS F(z, y)dzdy = S deF(x, y)dy
I 3 c
8, folosind egalititile (5) si (6), obtinem
' ' b WD)
{§ 7@ ) dzdy = {aa | £z, 9) 2y,
a P(x) -

v

adicd tocmai ceea ce trebuia de demonstrat.

Observay ie. Schimbind, in ipotezele i in demonstratia de mai sus,
rolurile lui z §i y, obfinem urmitoarea

Teoremdi. Fie D, un domeniu simplu in raport eu axa abseiselor,
definit de urmitoarele inegalititi: ¢ < y < d, u(y) < z < p(y), unde p.
§i v sint functii continue pe [¢, d]. Fie f o functie reals integrabild Riemann
pe D.. Daci, pentru orice y<[c, d], éxisti integrala Riemann

v(y)
S (=, y) dz,

w(y)

atunci existi §i integrala iteratd

d v
S'dy S flz, y)dz
c w(w) o
gi are loc egalitatea )
: () :
{\ iz o) doay = fav § 1z v) aa.
D, . ¢ wy)

b. Descompunerea integralei duble
in integrale simple,
in cazul general
Putem trece acum la cazul general al unei functii integrabile in intervalul
V Ria<z<h c<y<d.
Vom stabili, in prealabil, doudl propozitii ajutétoare:
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Lema 1. (Jordan!. Daci f este o functie mirginitd in intervalul bidi-
mensional R, atunci avem ‘ . _

SSf(P) P s§ dz f(x ) dy <

unde bara inferioard (superioard) desemneazd integrala Darboux inferioard
(superioard). (Definifia integralelor Darboux duble se face dupd modelul celor
simple.) : '
Demonstratie. S& descompunem intervalul R in intervale partiale, prin
paralele duse la axele de coordonate

d §f(w, » dy=|{fpar,
c R

10 Gy R
sL’\c—l .

cu :
Ty = a4, - Ty = 0,
Yo = C, Yo =d.
Pentru simplificarea scrierii, vom pune

X — Tig = Azi, Y — Y1 = AYr,  €ix = AziAYs.

Numirul ¢y nu reprezintd altceva decit aria dreptunghiului limitat de
dreptele :
T=2py, T=%Z Y=Yr1» Y= Yx
Tot cu e; vom nota §i dreptunghiul insugi. .
S% insemnim cu My marginea superioard a functiei f in intervalul de
arie e;; §i sd punem

18 =\fe v a.

A ¥V

Daci £ se afld in intervalul [z;,, ;], atunci integrala lui Darboux J(§)
se descompune, potrivit proprietitii de aditivitate, in n integrale superioare,
luate pe intersectia dreptunghiurilor ey(k =1, 2, ...n) cu dreapta z = E.
Integrala corespunzitoare unui dreptunghi ey nu poate, evident, depdsi
valoarea

Mug . Ayk.
Deci } _
n
J(E) § Mf A = P",
gx xAyk i
de unde
E .
, S J(E) dE < piAx; = §1~Mik * €iky
Xia

1 Camille Jordan, Cours d’Analyse vol. 1., 1893, p. 41.-

252



iar, prin insumare in raport cu i,

JE) S35 My-es,

i=l k=l

| ey

adicd, in definitiv,

dz

9\’\&[
O Ly 0]

flz, y) dy < SS f(P) dP.
R
In mod asemindtor se demonstreazi si relatia

({rp) ap s§ dz §f(x{ y) dy.

R

In sfirgit, putem scrie

dz f(z, y) dy.

It

D 4 )
fz, y) dy ngx Sf(x, y) dy ss dz

Ot
Oty ]

Cu aceasta, lema este demonstratd.

Corolar. Daci f este integrabild in R, atunci avem

)
dz \f(z, y) dy = dz (f(ay) dy. @

lﬂu'iO‘
16y R,
Oy o |

Intr-adevir, in acest caz membrii extremi ai inégalitéi;,ilor (1) sint egali
‘intre ei. )
Lema 2. Daecd f este integrabild in R, atunei integrala
d

(e »ay
c ! : . )
existd pentru toate valorile lui  din intervalul [a, 5], cu excepfia posibili a unei
mul{imi de puncte de misuri nuli.
Demonstratie. S& punem
H d—- d ) .
#(2) = |f(z, 9) dy, Y2 = {f(a, y) dy.
c ‘ . <
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" Din inegalititile evidente

b D N d
dz { f(z, y) dy ss 9(2) dz, S $(2) dxsg dz S f(z y) dy,

|p'-"tg-
|°L"ig_

precum gi din corolarul precedent, deducem

¢(2) dz =\ o(2) dz, | $(2) dz =\ {(2) dz,

|ﬂm;
R o]
|9'—"\e—
ﬁ‘-"‘ic-l

deci functiile ¢ §i ¢ sint integrabile in intervalul [a, ). Relatiile (1) devin

atunci ,
b b

| SSf(P) dP=S<p(x) dx=S W) d, )
), | _

a a

iar relatia (2), care se poate scrie

| s o}
|ﬂ'~."se~

devine

(-] b .
S[@(x)—q»(w)]dwo. | ()

Din definitia functiilor @ §i ¢, rezultd
- 9(2) — $(a =0
Deoarece diferenta
9(z) — $(a)

este integrabild in [, b], rezultd cd aceastd functie este continud aprbape peste
tot. Fie atunci z, un punct in care functia este continud. A
Vom arita c#, intr-un astfel de punct, avem neapdrat

?(20) — Y(z,) = 0.
S# presupunem, prin absurd, ci ‘
?(zo) — $(zo) > 0.

" Potrivit unei proprietiti cunoscute, existd un interval [a', b'] interior
intervalului [a, ], care confine punctul z, si astfel incit, in orice punct al
acestui interval, si avem : .

?(z) — Y(2) > 0.
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Avem atunci
a’ b b

§ lo(2) — bl dz + { [9(0) — 4(2) da +{ [o(@) — W@ dz =0,
a a’ . b :
cu
. a’ b’ . X b
S [p(2) — Y(z)]dz = 0, 5 [o(z) — P(z)] dz> 0, S (o(z) — Y(2)]da > 0,

’

a a b
neea ce este absurd. Agadar,
lics, aproape peste tot in [a, b], avem

d )
S f(z, y) dy =S f(z, y) dy

A}

gi lema este demonstrati. :
Din aceste doud leme rezultd ci existi o functie k() integrabils in [a, 0]

§i egald cu I ' :

d

| { £ ) ay

[
in toate punctele x pentru care aceasty integraly existi. Intr-adevir, functiile
¢ §i ¢ definite mai sus constituie exemple de astfel de func{ii. Obtinem alte
funcfii care sd se bucure de aceasts proprietate, modificind, de pilds, intr-un
mod arbitrar, valorile functiilor ¢ sau ¢ intr-un numir finit de puncte. Cu
aceastd observatie, putem enunta:

Teorema de descompunere a Aintegra‘lelor duble. Fie f o funetie integrabils
in R si 2 o funetie integrabili [a, 5,] pentru care
d
Wz) =z 9) dy
c
in toate punctele z in care aceastd integrali existi. Atunei avem
b
SS f(P)dP =S W) dz.
R a
Demonstratie. S3 insemném cu E multimea punctelor 2 pentru care in-
tegrala precedentd existd si cu £, multimea, de mésury nuld, a punctelor z
pentru care aceastd integrali inceteazi de a avea un sens. Este evident ci
orice subinterval al lui [a, 5] contine cel putin un punct din E, deoarece alt-
fel E, nu ar mai fi de mésur3 nuld. A
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Functia f fiind integrabild in R, din relatiile (1) si din lemele precedente
deducem imediat :

: h b
(§rpraP = (o(2) do = | 4(a) da (5)
R a a
Teorema este deci demonstratd, dacd ardtim cd avem
. h b
S h(z) dz = Scp(x) dz,
a a

pentru orice functie 2(x) integrabild in [a, b] §i care este egald cu ¢(z) in
punctele multimii E. S& considerdm un sir de diviziuni (d*), de normd tin-

zind citre zero odatd cu — gi sd insemndm cu
n

a=2%, x5, .. Zpa =10

punctele diviziunii de rang n. $tim atunci cd

b ) b '
[z dn = lim SHED (21 — o {o(a) do = lim 3 o(ED (et — =0);

unde £? sint puncte arbitrare in intervalul (7, z%,,). Putem, evident, lua
i p i Tit
& =1E;

gi mai putem inc s luim totdeauna pe £ din multimea E, potrivit observa-
tiei de mai sus. Dar atunci :

h(E) = (&),

deci
Sh(x) dz = § o(z) dz

§i teorema este demonstratd. . .
Teorema fundamentald de mai sus ridici o seami de probleme, pe care

vom incerca si le ldmurim aici, in cadrul impus acestui manual.
Astfel, pentru functia k(z) din enuntul acestei teoreme se poate lua,
in afari de una din integralele lui- Darboux

f(z, y) dz, \ f(=, y) dy,

ey R
o |

lo

orice functie cuprinsd intre acestéa.’
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Intr-adevir, din dubla inegalitate

d
Sf(x, y) dy < W32) <\ f(z, y) dy (6)

al-"ig'

deducem imediat 4
1° cd, aproape peste tot in intervalul [a, b], avem
d
Wz) = f(z, ) dy;

c
2° cd h(z) este integrabild in acest interval gi ci avem

SS f(P)dP = § h(z) dz. ‘(7)
D

a

Cu aceasta nu se epuizeazd insd clasa functiilor i(x) care verific ecuafia
precedentd. Se pot construi.exemple de functii b care nu aparfin interva-
lului (6) i care totusi verifici relatia (7). (Vom da mai tirziu un astfel de
exemplu). . o

O altd problem# pe care o ridici enuntul teoremei de mai sus este
urmitoarea: dacd f este integrabild in intervalul R, atunci, alituri de for-
mula de descompunere (5), putem scrie foarte bine si formula

{{reprap = f dy§ f(z, y) dz, ®)
R ¢ a

cu aceeasi indreptatire si cu ipoteze analoge privind integrarea iterati din
membrul al doilea. Existenta uneia din integralele iterate sau chiar a ambe-
lor integrale iterate figurind in membrul al doilea al acestor formule este,
oare, suficientd pentru a asigura existenta integralei :

SS f(P) dP?

R
Ra#spunsul este negativ. Si considerim, de pildd, functia urmitoare:

' a, dacd z este transcendent, :
f(z, y) =15, daci z §i y sint simultan algebrice, 9)
lc, dacd z este algebric, iar y transcendent

a, b, ¢, fiind numere date, diferite intre ele. Din definifie rezultj imediat
cd avem

1

Sf(x, y)dy = q,

0
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daci z este transcendent. Dac# « este un numir algebric, functia f(e«, ¥)
este discontinud in orice punct, dupi cum rezulti imediat din definifia de
mai sus, deci nu este integrabild in nici un interval. Completind atunci
integrala precedenti cu valoarea a, acolo unde nu existd (adicd pentru
valorile algebrice ale lui z), obtinem o functie de z integrabild in intervalul

[0, 1] si avem

11 1
de-Sf(x, y) dy =Sadx= a.
o 0 0

Pe de alti parte, qribare ar fi B, functia f(x, ) este discontinud in orice
punct z, deci.gi functia f(z, y) este discontinud in orice punct. Deci njci

una din integralele

11
{dy(f(@ 9 dz, (o, 9y dz ay
0 0

R

nu existid. Pentru a construi un al doilea exemplu, sd considerim mulfi-
mea — numirabild — a numerelor algebrice din intervalul [0, 1] si s& insem-
n&m cu b, numirul algebric care, intr-o anumiti corespondentd a mulfimii
considerate cu mul{imea numerelor naturale, corespunde numérului natu-

ral n. Vom defini, in p&tratul
‘ ‘ l<z<i, 0=sy<i,

o functie f(z, y), in felul urmétor:

i-, dacé z este transcendent i y = b,

f(@ y) = 0, daci y este transcendent, (10)

1, dacd =z gi y sint algebrice.

Este ugor de verificat cd f(z, y) este, in raport cu ¥, continuavpe orice
dreaptd : ‘
& = transcendent.

Deci, integrala

1

Nrmway

. 1]
are un sens, pentru orice z transcendent.’
~ Prin urmare,
1 4 n
{7z, 9) dy = { 7@, 9) dy = sup 35 m,3, =0,
0 13 !
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deoarece marginea inferioars a lui f este zero in orice interval. Mul{imea
valorilor lui z, pentru care integrala de mai sus nu exist¥, este numirabil,
deci de misurd nuli. Integrala

1 1
deSf(yc, y) dy

0 0

existd deci, cu conditia de a-inlocui integrala din interior prin zero pentru
valorile excepfionale ale lui z. Valoarea acestor integrale 1terate este, evi-

dent, zero.
Pe de alti parte, f(z, y), consideratd ca functie de =z, este identic

nuld pentru orice valoare transcendenti a lui y. Deci
1
{ft@ nay=o
0

pentru orice y transcendent. Pentru y algebric, f(x, y) este total discontinug
in raport cu #', deci nu este integrabili.
Cum multimea valorilor algebrice ale lui y este numérabild, deci de mi-
_ surd nuld, vom completa cu valoarea zero valoarea integralei in orice astfel
de punct y. In asemenea conditii, integrala

1 1

' fav(fiz v ao
0 0
are sens gi valoarea sa este nul4.
Avem deci
‘ 1 1 11
fao(ra v ay = fay(1(z 9 da.
0 (1} 0 0

Cu toate acestea, funcfia f nu este integrabily in ptratul considerat,
deoarece este discontinui in orice punct al acestui pitrat.

Aceste doud exemple ne aratd c¥, in afari de cazul in care integrala
dubli a functiei [ exist§, caz in care existenta integralelor simple iterate
in ambele sensuri, ca si egalitatea lor cu integrala dubld, sint asigurate
prin teorema fundamentald de mai sus, integralele simple iterate pot amin-
@oud s existe §i chiar sd fie egale intre ele, fard ca f sd fie integrabili in
intervalul bidimensional considerat.

Trebuie deci sd ne ferim sd vedem in simbolurile

b d d b
deSf(x, y) dy, saw { dy(f(z, y) da

o definitie a integralei duble.

! Adici f este discontinui in orice punct z.
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gy c. Aplicatii si complemente la teoria
integralei Riemann

Sd calculdm integrala

4| ) . Wvirzsydsay |
' | . . ]
5 | AR gy R |
! | . unde D este domeniul din figura 27.
-1 -% [ 3 X Cu notatiile din defini{ia do-
Fig. 27 meniului simplu, avem

—z, dacé+1<x<——;-.~

o(z) = 0, Y(z) = {1, dack —%_g;lx _g_;;.

tx, dacé—;-<xg1.

Va trebui deci si descompunem domeniul D in trei domenii D,, D,, Ds,

prin paralelele
x=-—-1-,$=0, a:=-1.
2 2

Avem atunci
-1
2

‘“”S V:c+y+1dy4——§ S —(w+1mdx—

55 VzFy+ldedy=

o Y o)

Dy
1
3ot F A VT -
D,
1 + 4
+t3 TE :
= §d S TFyFidy=2 | le+ 2% — @+ 1P ds = {
-1 -3
+

_251/10 —181/6 + /2 }f
- ?
30

S ST

=[e+yr—+ 1)5/2]_

x 1
(viTsriseay={dz{vaTyTriay=7{1@a+ 1o
0 1

D,

w‘ alaa™™y

)
— (4 1Pe)dz =2 [__ 2z + 1)512_ 2 x4+ 1)51.]‘ 3613 — I;g‘l)/§+ /6

F)
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In definitiv,

D

d. Un exemplu de derivati mirginiti
gi neintegrabild in sensul lui Riemann

Teorema lui Lebesgue ne di posibilitatea si prezentdm un alt exemplu
de derivati mirginitd, neintegrabild. .

Ezemplul lui V. Volterra. Fie E o multime linear3 de puncte, marginitd,
perfectd (E = E’) gi nedensi (in orice interval existi un subinterval fira
puncte din E). S& presupunem ci E nu este de misuri Lebesgue nuli.
‘Se poate ardta cd existd mul{imi care si indeplineascd toate conditiile de
mai sus.

Fie [a, b] un interval contiguu® cu E. Si considerdm functia

9(z, @) = (z — a)?sin ——;

xr—a

derivata.’ei se anuleazi de o infinitate de ori intre a si b. Fie a + ¢ cea
mai mare valoare care anuleazi pe ¢’ §i nu este mai mare ca a;‘ b, sy

definim o functie F prin urmétoarele conditii:

0, dacd z € E,

Flz) = oz, a) dacd a <z < a + ¢,
plea +c,a)daci a+c <z <b—ec,
oz, b) dacd b —c <<z b,

unde [, b] este un interval contigau cu E.

Functia F este continud pentru orice z. Ea este gi derivabild; aceasta
este evident pentru punctele care nu apartin lui E; fie z, un punct din E.
Raportul

F(zo + h) — Flx,)
. h
este nul daci z, + kb aparfine lui E. Altfel, z, 4 & apartine unui interval
contiguu cu E. Fie « acea extremitate a acestui interval care se afli. intre
Zy §i 2y + k. Avem
F(zo+ h) — F(zo)
h

Fleg+ B)| _ (2o + b — a)?
- ‘Is AL,

deci F este derivabild gi are derivata egald cu zero in toate punctele mul-
timii E.

E Aceasta inseamni ci (a, )) N £=0,dara<=E si b = E.
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Derivata F’ este mirginitd, deoarece derivata functiei 2sin 1 este

X
mirginitd. Dar F’ nu este integrabild, deoarece, in orice interval con{inind
un punct din E, marginea superioard a functiei F' este 41, iar cea infe-
rioard este —1. Ins#, prin ipotezd, E nu este de lungime nuld. Deci, mul-
timea acelor discontinuitdti ale lui F’ in care oscilatia lui F’ nu scade sub 2
nu este de misurd nuli. Conform teoremei lui Lebesgue, F’' nu este inte-

grabild Riemann.

e. Aplieatii la transformiri punctuale

Fie d un domeniu al planului (u, v) st D. transformatul séu din planul
(z, y) prin transformarea regulatd (o, ). Sd se arate cd intre diametrele
acestor domenii avem relajia

3(D) < 2|/ 2M, - 3(d),

unde M, este o margine a valorilor absolute ale derivatelor parfiale ale func-

giilor ¢ si ¢.
Raspuns. Dacd (ug, v,), (¥, v) sint doudi puncte din primul plan si
(%o, Yo), (2, y) punctele corespunzitoare din al doilea plan, avem

VE—ar T ==
=J[@-wE+e-wE] +[a— w02+ -]

de unde

V(@E— 2+ (Y —yP = My V2w — l_‘o| + |2 — v,l),
sau fnci '
Vi(z — z)® + (y — yo)'zéle-Vi' V(w — ug)? + (v — v5)%

Relatia cerutd rezultd de aici imediat.
Sd se arate cd

D(u, v) — 1
D{z,y})  D(z,y)
| Diu, v)
Rispuns. Intr-adevidr, din exerciiul precedent rezulti ci

lim (D) = 0,
8(d)~-»0

deci, in baza teoremei de transformare a ariilor printr-o transformare regu-
latd, ,

D . i
(u, v) = lim arfa d ,
D(z, y) 8D)~o0 aria D

de unde rezulti relatia ceruti.
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Sé& se calculeze

Yy
SS 22y dx dy,
D
domeniul de integrare fiind sectorul -
circular determinat de axa Oz, prima __|
bisectoare §i cercul z* 4 y® = 1. J x
R#spuns. Schimbarea de va- Fig. 28

riabile £z =9pcos 6, y =rpsin O
transformé acest sector in dreptunghiul (fig. 28)

Ogeﬁz, 0§p§1.

Prin urmare, insemnind cu I valoarea integralei ciutate, avem

5in20 co0s20 - 46 = —
160

A Y E

1
1=(ea
§P P

8d se calculeze integrala dubld

SS zy dz dy,

b
extinsd la porjiunea din elipsa 3? + 4y* — 4 = 0, cuprinsd in primul cadran
(z>0,y>0). :

Rispuns. Schimbarea de variabile z = 2 cos 6, y = p sin 6 trans-
formd sfertul de elipsd in dreptunghiul (fig.’ 29)

0<0< %,- O<p< .

Fig. 29
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Sd se calculeze integrala dubld

SS (2* — 2zy) dz dy
D

extinsd la patrulaterul limitat de dreptele
‘z.=01 y=2 =z+y=1 y=u=z

Rispuns. Vom descompune domeniul
Fig. 30 D de integrare (domeniul hagurat din

fig. 30) in doud domenii D, §i D,, prin

paralele la Oy duse prin punctul de intilnire a ultimelor dou# drepte. Acest

punct are coordonatele ‘%. %): deci

Si (2° —2zy) dz dy = SS ;xﬂ_ 2zy) dz dy + SS (a2 — 22y) do dy =

D[ D’

1 2 2
= S dz S (22 — 2zy) dy + dxs (2 — 22y) dy.
0 1—x x

yal—t"‘h’l

Valoarea integralei este 2—;:—"— .

Sd se deducd formula ariet in coordonate polare din schimbarea de varia-
bile la integralele duble. . :

Rispuns. Aria unui domeniu D poate fi expriknati prin integrala dubli

SIS dx dy.

Dacd ludm ca domeniu D sectorul cuprins intre doud drepte y = z tg 68,
si y =2 tg 0, (0, > 0,) si curba p = ¢(0), atunci avem, trecind la coor-
donate polare,

S§ dz dy = SSpdp de,

’

D’ fiind transformatul lui D. Dar D’ este un domeniu simplu. Deci

0y #(6) [
SdedyéS do S o dp =%S 02 do.
D

9, o 0,
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f. Aplicafii 1a relatiile dintre integrala dubli
gi integralele iterate

1° Fie {a,} multimea numerelor algebrice din intervalul [0, 1). Sd se arate
cd funcpia f, definitd astfel ' ’

1, daci z = a,,
f(z) =1 » )
0, dacd z este transcendent,

este integrabild in intervalul considerat.
Indieatie. Se va ardta ci f este continud in orice punct. transcendent.
2° Fie funcjia definitd in intervalul Ry(0 < z < 1, 0 < y < 1) in felul
urmdlor: ' ' v

- k+1, dacd 2= a,, sau y= an,
=T m T,
k, in toate celelalte puncte,

"k fiind o constantd datd. Sd se arate cd aceastd funclie este integrabild in
pdtratul considerat. : \

Rispuns. In orice punct (z,, y,) cu ambele coordonate transcendente
(punct in care functia are valoarea %), f este continui. Intr-adevir, in orice
pitrat de dimensiuni 23, cu centrul in (z, y,), se afld o infinitate numsra-
bil§ de segmente paralele cu axa Oy,

xr = a,-n,

de abscise algebrice, precum §i o infinitate numérabild de segmente para-
lele cu axa Oz, de ordonate algebrice:

y=a.

Presupunem numerele j,, i, asezate in ordinea lor cresciitoare. Atunci
e > 0 fiind dat, putem lua 3(c) > 0; in consecint¥ le putem lua astfel incit
8 avem, simultan,

. 1 . 1
Ji>=, y>—.
€ €
In asemenea conditii avem, evident,

* If(xa y) - f(xm yo)l < 3-‘

pentru orice punct din patratul considerat. :

Punctele (z, y) avind una, cel putin, dintre coordonate algebric#, se
afld pe o multime numdirabild de paralele, fie la axa Oz, fie la axa Oy.
Ele pot fi inchise in figii dreptunghiulare de arie oricit de mic& voim, deci
formeazd o mul{ime de misurd nuld. )

In rezumat, f este aproape peste tot continui in patratul considerat,
deci integrabild in acest patrat.
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3° Sd se calculeze integralele -

§dy§ f(z, y) dw,§ dy§ f(z ) dx,srdy§ f(z, y) dx,§4y§—f(w, y) dz,
0 1 0 0 0 3 0 0

fanciia f fiind definitd de (9).

Rispuns. 1) min (a, b, ¢); 2) min {max (g, b), max (q, 0)};
3) max {min (g, b), min (g, ¢)}; 4) max {g, b, c}.

4° Sd se cerceteze dacé funclia

) dacd z, y sint ambele ragionale
flz, y) ={P+1¢ <

0, in toate celelalte cazuri,
unde p, q sint numitorii lui x §i y, in scrierea acestora sub formd de functie
ireductibild, este integrabild. -

Indicaﬁie. Se va. arita: 1) c& f este continu¥ in orice punct (z,, ¥o)
in care cel putin una din coordonate nu este rationald; 2) ci multimea
celorlalte puncte este de misurd nuld.

5° Se considerd functia

f(z, y) dy, dacd z este transcendent,
h(:c) = |

f(=, y) dy —-%,v dacd x este algebric (= a,),

Ot e Ol

\

unde f este funciia definité in_exercifiul 2°, cu k > 0.
S& se arate cd h este integrabild in [0, 1] §i cd
i

SS f(z, y) dzdy = S h(z) da.
'R, .0 o :
Indicafie. Se va ardita ci k este continu pentru . transcendent,
6° Sd se arate cd, cu notajiile din exercijiul precedent, avem .
i

hz) < Sf(x, y) dy.

Indicafii. Se va observa mai intli ci valoarea integralei
i

§f_<z, y) dy,

pentru -valorile lui z pentru care are sens, nu depinde de z.
Fie ¢ aceastd valoare. Se va arita apoi c¥, oricare ar fi z,
i .

Sf(w,~ y)y dy = c.
0
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Capitolul XIV

CONTINUITATEA $I DERIVABILITATEA
BIDIMENSIONALA

Pentru urmdirirea, mai departe, a paralelismului dintre proprietatile in-
tegralei simple gi proprietatile integralei - duble, este necesari constituirea
unei teorii a proprietitilor de continuitate $i de derivabilitate a functiilor
de doud variabile, care si angajeze ansamblul variabilelor independente
(=, y), iar nu fiecare variabily separat. Bazele unei astfel de teorii au fost
constituitel. Vom consacra acest paragraf expunerii elementelor esentiale -
ale acestei teorii, strict necesare pentru scopul urmirit. -

Un interval bidimensional inchis

W=srSb, aa<y<b,

va fi notat, pe scurt '[A, B], unde A este punctul de coordonate (a1, a,)
iar B este punctul de coordonate (54, by).

Fie f(P) = f(z, y) o functie definitd in intervalul [4, B]. Vom pune
Bof(# Y) =& + by y + k) — f(@, y + k) — f(z + b, 4) + f(=, y)

gl vom numi aceasti expresie variajia bidimensionali (sau hiperbolicé) a lui
f(z, y).

Dacé insemnim cu P’ punctul de coordonate (# + &, y + k), vom scrie
aceastd variatie §i sub forma

AJff; P, P

1 Dupi cercetirile lui Lebesgue si de la Vallée-Poussin, care rimin in afara cadrului
+ impus acestui volum, contributia cea mai sistematica in aceastd directie este datorati lui
Karl Bogel. Este expusi in memoriile.
1° Mehrdimensionale Differentiation von Funktionen mehrerer Veranderlichen, Crelles
Journal 1984, vol. 170, p. 197—217,

: 2° Uber mehrdimensionale Differentiation, Integration und beschrankte Variation
(Ibid. 1935, vol. 173, p. 5—30). ‘
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In sfirgit, vom mai intrebuinfa si notatia

Az[f ' I]t
unde I este intervalul [P, P'].

S& presupunem cé impér{im intervalul I in dou¥ intervale I’, I", prin-
tr-o paraleld la una din axe. Este ugor de verificat cd avem

Adf; I} =Adf; I'I + Adf; I").

Asadar, variafia bidimensionald o unei functii este o-funclie aditivd de
interval. ,
om spune cd  este bidimensional continui in punctul P, dacd

lim Aff; P, P1=0, )
P'+P

independent de modul in care punctul P’ tinde cdtre P.

O funcfie bidimensional continud in toate punctele unui domeniu este,
prin definijie, bidimensional continud in acest’ domeniu. Conditia (1) se mai
poate, dealtfel, scrie

lim Ayf(z, y) = 0. (2)
i3
Vom spune cd f este bidimensional derivabild in punctul (z, y) dacd raportul
Adf(z, y) o
hk
are o limitd finité pentru h — 0, & — 0.
Vom pure _
Df(z, y) = lim 224 )
hh-+0 hk

~ §i vom numi aceastd limitd derivata bidimensionald (sau hiperbolicd) a lui
f in punctul (z, y).

Si presupunem functia f bidimensional derivabild in punctul (z, ¥)
-gi sii punem : : .

Az;(ic;cy) — Df(x, y) = c(x, y, k, k) = [«

Din (3) deducem
lim ¢ = 0. ‘
h->0
k>0

Putem deci scrie -
Azf(-'”r y) = hk [Df(xr y) + G]’

relatie din care deducem c& o functie bidimensional derivabild este st bidi-
mensional continud.

Reciproca acestei teoreme nu este adevirati. Vom da mai jos un exem-
pul in acest sens.
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Din identitatea evident¥
Am%w=ﬁw+hy+%FJMyn—mw+mw—ﬂ%wb-
o —[f(z, y + k) — f(z, y)]

deducem: O functie f(x, y), continud intr-un punct, este bidimensional condinud

in acest punect. Reciproca acestei propozitii nu este adevirati. Si consi-
derdm, intr-adevir, o functie F(z, y) continui, precum si doud functii
arbitrare de un singur argument

o(z) 5i Wy).
Punind

f(=, ,y) = F(x, y) + o(z) + q’(?/): (4).

Aof(x, y) = A F(z, y);

deci f este bidimensional continug, dar ea nu este continui decit daci @ §i
¢ sint functii continue de argumentele respective.

Dacé f(z, y) admite derivatele far fzy $i ultima derivatd este continudg in
punctul (z, y), atunci f este bidimenstonal derivabild in punctul (z, y) st avem

Df(z, y) = ZL.

Intr-adevir, punind in mod provizoriu
w®) =flo, y + k) — flz, y),
putem scrie succesiv, aplicind de doui ori formula cregterilor finite,
Aof = u(z + k) — u(z)
= hu (z - 0]
- = Hfi@ + O, y + B — fi(z + Oh, y)l.
= Wkfals + Oh, y + 0%)

avem

de unde
Df(z, y) = lim 2 = f1,(z, ).
Reciproca acestei teoreme nu este adevirats.

Dacd, in relatia (4), presupunem ci DF existd, atunci Df existd (si
anume, avem Df = DF) si cu toate acestea f poate fi chiar discontinui.

-Lemé fundamentali (K. Bogel). Dacii f(P), definitd in inter-
valul [4, B], este bidimensional derivahili de-a lungul unui segment

T = Z, (respeetiv y = y,), atunci pentru orice < > 0 se poate determina o
functie pozitivd 7(c), astfel ineit si avem

IAZ[f; p: Q] I < g,
oricare ar fi perechea de puncte P, Q din banda

To— 1SS 7+ 9
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Intr-adevir, relatia de definitie (3) ne aratd c¥, pentru orice imnct X
de coordonate (z, ), existd un interval inchis J(X) care il acoperd gl
astfel incit, pentru orice punct X’ al acestui interval, avem

T A X XTI @ — ol 1y — g LUDFDI+9), (B)

(z', y') fiind coordonatele punctului X'.

Din familia {J} de intervale care acoper, in acest mod, segmentul z =
= gz, putem extrage, potrivit teoremei lui Borel-Lebesgue, un numér finit
de intervale

J(Xy) = Ju J(Xp) = T3 oo J(Xp) = Jn
care si indeplineascd aceastd conditie.

S3 notim, respectiv, cu &(e) §i E(c) cea mai micd si cea mai mare di-
mensiune a acestor intervale si cu p(e) cel mai mare dintre numerele

| Df(Xa) | + = k=1, 2, .., n)
Din (5) deducem atunci '

IALf; Xy Xid | < | @ — @ |E - o= cl @ — %l, . (5
oricare ar fi k<< n gi oricare ar fi punctul X; in intervalul J,. Pentru
orice subinterval [A, By] al lui J,, notind cu Ay, B, celelalte doud virfuri
ale dreptunghiului, putem scrie identitatea evidentd -

Az[f; Aha Bh] = Az[f; Xp, Ah] - Az[f? -Xh’ Ak] + Ae[f; X, B,] — ‘
- Az[f; Xlu Bh]7
de unde, aplicind relatia (5°), obtinem
|AJf; Ap, Bill < 4e- max {|ap — %l |bn — %ol}y (6)
relatie in care am motat, respectiv, cu ap, by abscisele punctelo? 4, B;.
S# considerym acum in banda
m—E=a=<%+E

doud puncte oarecare P §i Q, de abscise respective p §i ¢. Vom impdrti
intervalul [P, Q] in intervale partiale, prin segmente paralele la axa Oz,
in felul urmitor: daci presupunem ci P se afli in Jy, Q In J; gicd l =
= k + p, vom impér}i intervalul [P, Q] in p + ! intervale parfiale

. J;ﬂ J;H'I’ bk | J;’ .
astfel inctt J;, sy fie cuprins in Jp, Jiy 0 Jayp oo J;in J}. Vom avea
atunci, potrivit proprietatii de aditivitate, _

Aff; P, Q1 = Adf; Jil + Adf Jid + oo + Aff; Jil,

1 Este suficient pentru aceasta ca segmentele paralele la Oz sd fie duse astfel: primul in
portiunea comuni intervalelor Ja, Jr+1, al doilea fn porfiunea comund intervalelor Jpsq,
J k42 etc.
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de unde, aplicind relatia (6) si finind seama c& Pp+isn,
- IALf; P, Q]| < 4nc-
‘max {|p — zol, g — |}
Este suficient 83 lu¥m '

P=all o2 g,
g — 2ol becen

pentru ca si avem
[Af; P, Q1] <&

§i lema este astfel demonstraty. - ; _

Trebuie s& observim c# obfinem o proprietate absolut¥ analogd dac,
in consideratiile precedente, schimbim rolul variabilelor z, y.

Pe lema precedentd se bazeazd toate proprietitile de continuitate sau
de derivabilitate bidimensionald ale functiilor de dou# variabile.

5S4 presupunem ci functia f este bidimensional derivabili in tot inter-
valul [4, B]. Atunci, din lema precedenty rezultf ci variatia

Aff; P, Q]

unde P si @ sint doud puncte oarecare din [4, B], tinde cdtre zero cind
intervalul [P, Q] tinde cdtre un segment. Din aceasti simpli observatie
" deducem imediat c#

¢(P, Q) = Adf; P, Q]

este o functie continui de ansamblul punctelor P, Q. Intr-adevir, diferenta

(P, Q') — o(P, Q)

se poate scrie ca o sumi de patru variatii bidimensionale (fig. 31), care tind
citre zero cind P’ gi Q' tind simultan citre P si Q. )
In particular, ¢ (P, Q) este o functie continui de Q cind P rimine fix.
Sintem acum in m#sur si enun- - .

tdm si s¥ demonstrim principalele g_

proprietéti ale functiilor bidimensional BBl

derivabile:
;in?llag;ri:va:)l:llﬁ in intervalul [4, B} 7//////// & ///%%//
Aff; 4, B =0, ‘ o Figst

atunci, in interiorul intervalului [4, B], exisﬁ cel pufin un punct P,
astfel imeit -

I. Extensiunea teoremei lui Rollo
(K. Bogel). Daci f este bidimensi-

Df(P) = 0.

Pentru demonstrarea acestei teoreme, vom stabili doui propozitii premer--
gétoare:
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Lema 1. Fie ¢ o functie continui in intervalul [a, b]. Dacd ¢(a) =
! = o(b), existd o pereche de punete (c, d) in acest interval, astfel incit
si avem N
| ?(c) = o(d).
Putem chiar alege punctele ¢, d astfel ineit, numirul ¢ >0 fiind dat,
si avem (in ipoteza ¢ < d)
d—-c-—%(b—a) <e.

Vom elimina din consideratiile noastre cazul ¢ = const., in care lema
este evidenti. Dacid ¢ nu este constanti in intervalul comsiderat, atunci .
cel putin una din marginile functiei in acest interval nu coincide cu ¢(a).
S presupunem, pentru a face o alegere, ci marginea superioard M nu este
egald cu o(a). Atunci M > o(a). Existd, in [a, 8], cel putin un punct 2z,
pentru care

) M = o(x).

Functia fiind continud in z,, existd un interval (%, —e¢, %o + g), ast-
fel incit, in orice punct z al acestui interval, si avem o(z) > o(a).

Fie ¢ un punct al acestui interval, care si apartind celui mai mare din
intervalele (a, z,) (%, b). S& presupunem, de pildd, c& ¢ aparfine interva-
lului (e, x,). Atunci, din dubla inegalitate

o(%0) > ole) > 9(b),

‘ca gi din continuitatea lui ¢, deducem existenta, in intervalul (z,, b), a-cel
putin unui punct d, pentru care

o(d) = ¢(c).
Pe de altd parte, ,
d—c<bmec=(—2) + (T — ) <~(b—a) +e
. de unde justificarea completi a lemei.

Lema 2. Daci functia / este bidimensional derivabild in interfalnl
[A, B] si dacid

AJff; 4, B]=0,
atunei existd un subinterval [A,, B,] al lui [4, B], astfel incft
AJf; Ay, Bl =0.

Numirul ¢ > O fiind dat, se poate alege in plus subintervalul [4,, B,],
astfel incit si avem - ,

norma [4,, B,] < %norma (4, B] + =.
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Fie, respectiv, a §i b abscisele punctelor A gi B. Presupunem, pentru
a face o alegere, ci a < b. Pe frontiera intervalului [4, B], de aceeasi
ordonatd ca punctul B, vom considera un punct X, de abscisd z (fig. 32).

Vom pune ¢(z) = A|[f; A, X]. Func{ia ¢ este continui in intervalul
[a, b]. In plus, avem

p(a) = o(b) = 0.

Potrivit lemei 1, existd atunci doud numere ¢, d in intervalul [a, 4],
astfel incit . .

o(c) = ¢(d)
§i, numdrul ¢ fiind dat, r X I g
1
. 1 . {
|d—c|<—2-(b—-a)+e. (7) p : 5,
i .
Acestor doui puncte le corespund, i
pe frontiera considerati a intervalului ! o
[4, B], dou& puncte C §i D (fig. 32), A .
astfel incit A I : I
Alf; A, C1=Aff; A, D). Fig. 82

" Fie, respectiv, C’ 5i D’ proiectiile puhctelor C §i D pe latura opusd a
intervalului [A, B]. Din egalitatea precedenti si din proprietatea de aditi-
vitate a variatiei bidimensionale, deducem

AJff; €', D] = 0.

Cu intervalul [C’, D] vom proceda ca §i cu intervalul [4, B], schim-
bind de data aceasta pe z cu y. Potrivit rationamentului ficut, vom putea
gisi pe latura CC’ doud puncte A, §i Bj, astfel incit, insemnind cu A; i
B, punctele de aceeasi ordonaté pe latura DD’, sd avem :

_Az[f; 4,, B)]=0

si
ZE'<-§—Z‘7+ €. , 7
Din (7) si (7') deducem ci
norma [4,, B,] < %norma [4, B] +«.

Cu aceasta, lema este complet demonstrati.
Pentru ceea ce urmeazi, vom lua

£ = i—norma [4, B]. ’
Atunci, inegalitatea precedentd devine

norma [4,, B|] < %norma [4, B]. (8)
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Putem trece acum la demonstrarea tedreinei.
_ Potrivit lemei 2, existd un subinterval [4;, B] al lui [4, B], de arie
mai mic decit jumdtatea ariei lui [4, B], pentru care

AJf; Ay, Byl =0.

Intervalului [4,, B,] putem si-i aplicim iar#si lema 2. Existi un inter-
val [4;, B,] continut in [4;, B,], de arie mai mic# decit jum#itatea ariei
lui [4,, B,] si astfel incit.

, AJf; Agy Byl = 0.
Continuind in acest mod, obfinem un gir de intervale
[A’ B]l [Al’ Bl]i hide ] [Am BTI 7 %y
fiecare continut in precedentul si astfel incit

norma [4,, B,] < (%Jn norma [4, B].

Aceste intervale tind deci citre un punct P interior. Vom arita ci
Df(P) = 0.

S& presupunem, intr-adevédr, Df(P) 5= 0. Pentru a facé o alegere, vom pre-
supune Df(P) > 0. Si insemndm, respectiv, cu A’ gi B’ celelalte doud
extremit4ti ale intervalului [4, B]. Insemnind, respectiv, cu (z,, ¥,) coor-
donatele punctului P, cu (a,, @,) §i (b,, b,) coordonatele punctelor 4,, B,,
vom presupune, ceea ce este totdeauna realizabil, :

Gy < %g < bpy 8y < Yo < by

Coordonatele punctelor A4;, B, vor fi, respectiv, (b,, @,) $i (@n, b,).
Putem atunci scrie, functia f fiind bidimensional derivabili in P,
.Df(.p) = lim Adf; P, Aq) = lim A(f; P,‘An) —
n-o {an — Zo) (@n — Yo) nso (bn — Zo) (@n — Yo)
= lim Aoff; Py Bn) __ lm Aylf; P, Bn) .
nso (bn — o) {(bn — o) no (an — o) (bn — Yo)

Deoarece am presupus Df(P) ?‘O, exigté un » pentru care toate cele patru
rapoarte din dreapta sint pozitive. Tinind seama de numitorii acestor ra-
poarte, vom avea deci, pentru numdrstorii respectivi, relatiile

AJf; P, 4,1 >0, . AJff; P, A43)1 <0,
Af; P, By) >0, AJff; P, Bp] < 0.
Prin urmare, ' :

AJlf; P, Ax]l — Adf; P, Aa) + Adlf; P, B,] — AJf; P; B;] > 0.

Dar, potrivit unei identit#{i evidente, primul membru al acestei inega-
litdti este egal cu AJf; A,, B,], care este nul, prin constructie. Ipoteza
Df(P) & 0 ne duce, asadar, la o contradictie §1 avem Df(P) = 0.
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II. Extensiunea formulei cregterilor finite (I. Bigel.) Dacd f este hidi-
mensional derivabili fn intervalul [A, B], atunci peniru orice- pereche
de puncte P, P’ din acest interval, de coordonate respective (a, b) si
(@', b"), existd un punet C in intervalul (P, P’), astfel ineit si avem

Aglf; P, P') = (¢’ — a) (b — b) - Df(C). 9)
S4 consider#m, intr-adevir, functia auxiliari
F(X) = f(X) + Kz — a) (y — b). (10)

Vom determina pe k-astfel incit si avem
: ‘ AJF; P, P7=0.
Dar - _
ALF; P, X]= AJlf; P, X1+ Kz — a) (y — b).
Deci & va fi determinat prin ecuatia
Adf; P, P+ k@ —a) (b —b) =0,
de unde ]
= — Ldfs P, P]
(" — a) (b" — b)

Potrivit teoremei I, existi atunci un punct € fin intervalul [P, P,
astfel incit s avem :

- DF(C) = 0.
Din (10) deducem insi
DF(X) = Df(X) + k,
prin urmare h :
. Df(C) + k= 0.
Inlocuind aici pe % prin valoarea gisiti mai sus, obtinem tocmai for-
mula ciutatd (9). »

Congecini importanti. Dacd derivata bidimensionald a unei fanctii
este nuld in intervalul [A, B, atunci f este, in acest interval, de forma

f(X) = 9(@) + ¥(z). ) ¥

Intr-adevir, si inlocuim in formula (9) punctul P’ prin punctul X, de
‘coordonate (z, y). In ipoteza Df = 0 gi presupunind punctul P fix, formula

(9) ne di
: : AJf; P, X]=0
sau, dezvoltat,

f(z, ¥) = o(z) + Y(y),

cu () = f(x, b) — f(a, b), ¥(y) = fla, y). :
Trebuie sd observiim c#, reciproe, derivata bidimensionals a unei functii

de forma :
' o(z) + U(y),,
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unde ¢ si ¢ sint ari)itrare, este nuli. De aceea, vom numi o astfel de functie
o constantd hiperbolicd (sau bidimensionald). Rezultatului precedent putem
atunci s¥-i ddm si o altd form# utild:

'Dacé doud funcii f §i g au aceeasi derivatd bidimensionald, ele diferd
-printr-o constantd bidimensionald. :

a. Primitiva hiperbolici
S4 considerim o functie f, definitd in intervalul bidimensional
esT<bh cssy<id,

integrabild in acest interval. S4 considerim in acest interval un punct
Q(z, y). Integrala .

§§ f(P)dP

extinsd asupra intervalului R’, in care doud virfuri opuse sint punctele
(a, ¢) si (z, y), variazd cu punctul Q. Vom pune -

F(Q) = SS f(P)dP. (11)
2,

Este ugor de demonstrat cd: integralg (11) este o fdnc{ie continud de
punctul Q in tot intervalul R. :

Fie, intr-adevir, Q' punctul de cpordonate (z + Az, y + A y) gi o
marginea superioard a lui |f| in intervalul R. Avem, evident,

[F(Q") — FQ)! < n(y + Ay)Az + u(z + Az)Ay,

Bfbd]  de unde

lim F(Q') = F(Q).
QU-Q

Putem merge mai departe:

-~ Teorema 1. In orice
punct in care f este continui,
integrala (11) este hiperbolic

_ dorivabili si derivata sa

0 X hiperbolicii este f.

Fig. 33 Intr-adevdir, pistrind nota-

tiille de mai sus, si insemndm

cu A R’ intervalul determinat de punctele Q, @, §i si numim cu Q", ¢” .
celelalte doud virfuri ale acestui interval (fig. 33). Avem

AF = F(Q') — F(Q") — F(Q™) + F(Q) = SS f(P) dP,

AR
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de unde, insemnind cu M si m marginile lui fin A R'.

mg gM

Deoarece

| m<fQ) = M,
rezulti

AF
Az Ay - f(Q) <o,

« fiind oscilajia lui f in intervalul A R’.
Dacd f este continuid in punctul @, atunci « tinde citre zero cind

Q Q, deci

lim
Ax—>0 A:c Ay
. Ay->0

= f(Q),

ceea ce stabileste complet teorema enuntfati.

Sd numim primitivd hiperbolici a unei funcfii f orice funcfie a cdrei
derivatd hiperbolicé este f. Avem, in acest caz,

'1‘ eorema II. Daci O(P) este o primitivi hiperbolicd oarecare a lui
f(P), atunei, in ipoteza ed f este eontinui in R, pentru orice punet Q
din acest interval, avem

SS fP) AP = B, 1) = Oz, ) — O(a, 9)+ 0@, O . (12
o
Intr-adevir, potrivit teoremei I, avem
D(F — ) =0,
identic in R, deci -
F — © = o(z) + $(y).

S4 insemndm, respectiv, cu @, @y punctele de coordonate (z, c) §i (a, y).
Avem

lim (F — @) = — ®(z, ¢),
Q-+Qyx

deci
lim o(z) si lim {(y)
x—»a y->C

existd. Insemnind, respectiv, cu ¢, §i ¢, aceste limite, vom avea
¢ + $(y) = — Va, y),
9(x) + b = — ¥(z, ),
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de unde .
@0 + Yo = — (g, ¢).
Deducem, in definitiv,

o(2) + ¥(z) = @(a, ¢) — D(z, ¢c) — V(a, y),
de unde Co

F(z, y) = ¥(z, y) — ¥z, ¢) — D(a, y) + V(a, ¢).
O primitiva hiperbolicd a lui f se poate construi cu ugurind. =!Es’(:e sufi-

cient si ne mirginim la cdutarea unei functii @, pentru care ai% existd
- zoy
gi este egald cu f(P). Dar relatia

e _
2wy L)
se poate scrie »
' 9 (90
& (52) = 1@ v
de unde, de pildd,

Yy

= Sf(x, y') dy’,

c

?13

apoi
) x .y .
®(z, y)-=de'Sf(x’, y') dy".
a [4
Pentru aceastd primitivd particulard, avem
O(a, y) = ¥z, ¢) = 0.
Deci,

Teorema III. Daci f este continud in intervalul R, avem, oricare
ar fi punctul Q(z, y) in acest interval,

fire) ap = S 'dw'§f(w’, y) dy" (13)
In particular, ©e o
b d
ig f(P) 4P =§ dz S f(z, y) dy, (13)

formuld care reduce calculul integralei duble a unei functii continue, extinsa
la un interval oarecare, la calculul a doui integrale simple iterate; aceastd
formuld a fost obtinutd, pe o altd cale, intr-un capitol anterior.
Formulele (13) si (13) rdmin valabile si in cazul in care f admite in
R puncte de discontinuitate situate pe un numdr finit de grafice de functii
continue. :



Capitolul XV
INTEGRALA DUBLA PE DOMENII NECOMPACTE

a. Domeniul de integrare nu este mirginit

Vom spune c§ un domeniu plan este nemérginit daci el contine puncte
exterioare oriciirui interval mirginit, sau — ceea ce este tot una — oricérui
cerc din plan. Un astfel de domeniu poate fi: 1° exteriorul unui domeniu
mirginit sau al unui num4r finit de domenii mérginite; 2° porfiunea de plan
limitaty de o curbi jordaniand, care se intinde indefinit in ambele sensuri
(fig. 34 si 35).

. - ;

Vom presupune cd once arc finit al frontierei unui astfel de domeniu
este de arie nuld.

Fie K un cerc al planului. Dacd acest cerc are puncte comune cu dome-
niul nemérginit D, vom insemna prin DR portiunea din D confinutd in
acest cerc.

S4 considerdm acum un gir infinit de cercuri, cu centrul intr-un punct
oarecare O al planului

Fig. 3% ' : o Fig. 85

Ky, Ky, ..., Ky, oy
de raze respective
R<R<.<R,<..,
tinzind c&tre infinit. ‘
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Orice punct P € D va fi confinut, pentru n suficient de mare, intr-un
DK,. Intr-adevir, este suficient si luim pe n astfel incit si avem R, > PO,
lucru care este totdeauna posibil, deoarece lim R, = co. Vom exprima
‘aceastd proprietate spunind ci girul . ‘

DK,, DK,, ..., DK, ...

tinde cdtre domeniul D §i vom scrie, conventional
lim DK, = D.

n->co

Mai general, girul precedent de cercuri fiind dat, vom spune ci un sir
{D,} de subdomenii ale lui D tinde citre D dac# oriciirui numir natural »
il corespunde un altul W, astfel incit s§ avem

DK, c D,, (1)

indatd ce »’ > N. Vom scrie i in acest caz -
lim D, = D, sau D, - D. @

Acest mod de ,trecere la limitd“ nu depinde nici de punctul O, nici
de sirul {R,} crescdtor divergent.

Intr-adevir, si considerim un alt sir de cercuri {K.}, cu centrul intr-un
‘punct O’ diferite de O, de raze R, formind un gir crescitor divergent. Si
presupunem cd girul de domenii {D,} tinde citre D dupd primul sistem de
cercuri, deci cd relatia (1) este verificatd pentru »’ suficient de mare. S§
ne dim atunci numdrul natural m. Existd, evident, un numir natural =,
astfel incit cercul K, sd cuprindd in interiorul siu cercul KX, adici si avem

K,cKk,.
Atunci
DK, c DK,,
de unde
DK, c Dy,

indatd ce n' > N. Regisim astfel relatia (1), in care cercurile K, sint inlo-
cuite cu cercurile K. Acest lucru ne va permite si fixdm, o dat# pentru
totdeauna, centrul cercurilor intr-un anumit punct, de pildd in origine.
Pentru cele ce vor urma, este util s& ‘dim o definitie: Vom spune ci
un domeniu D’ constituie o secfiunme a lui D, daci existi un cerc K cu
centrul in origine, continind o portiune din D si astfel incit si avem:

DK cD'c D.
Domeniile unui gir {D,} convergent citre D constituie, cel putin de la

un anumit rang, sectium ale lui .D.
Urmétoarea proprietate ne va fi foarte utild in cele ce urmeazi:

Din orice gir {D,} de secjiuni ale domeniului nemdrginit D, tinzind cditre
D, se poate extrage un gir {Dy }, astfel incit

Dy, C Dy, Dy, C ..
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si
lim D, = D.

n->co

~Vom lua %, = 1. Fie K, un cerc care si con{ini domeniul D;. Vom numi

Dy, primul domeniu din-girul
D 21 Dar seey

pentru care DK, C D;,. Fie K, un cerc care si contind pe Dy. Vom numi
Dy,, primul domeniu din sirul care incepe cu Dy, si pentru care DK, C Dy,
g-a.m.d. Sirul astfel construit indeplineste conditia ceruti. Vom numi gir
monoton crescitor de domenii orice sir in care fiecare domeniu este con-
$inut in urmitorul.

Fie f o functie definit4 in domeniul D, integrabild pe orice subdomeniu
D', mésurabil (J) (care are arie) al acestuia. Dacd existd un numdr real
J(D), astfel incit, pentru orice gir {D,} de sectiuni méasurabile (J) ale lui
D, tinzind cidtre D sd avem

lim SSf(P.) dP = J(D), @)

vom spune ci [ este integrabili pe domeniul nemirginit D* §i vom scrie

J(D) = Sg f(P).dP. (2
D

Teorema 1. Daci pentru orice gir monoton ecresedtor {D,', de sec-
fiuni ale domeniulni nemirginit D, tinzind cétre D, girul numeric cores-
punzitor

SS f(P)dP
D, .
“este convergent eitre un numir real J’, atunei:
1° Limita J' este independentd de sirul de seefiuni considerat;

2° Funetia f este integrabili-pe domeniul D si avem
SS f(P)dP = J'.

D

Fie, intr-adevdr, {D;} §i {D;} doué giruri monoton crescitoare de sec-
tiuni ale lui D, cu

lim’ SS f(P)dP = T,

D,~»D D

-

m SS f(P)dP=J".

* Se mai obisnuiegte s se spund ci expresia care figureazi in membril din dreapta
al relatiei (2') este o ,integrald convergenti“. Preferim insd si spunem ci ,.f este integra-
bilx pe D%, deoarece relatiile (2) si (2’) exprimid o adeviratd extensiune a integrabilitafii
1a domeniile nemarginite. '

~
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Utilizind procedeul de mai sus, vorn construi un sir monoton crescd-
tor {D,} de sectiuni care si aibd subgiruri infinite comune §i cu {D;} si
cu {D,}, in felul urmitor:

Vom pune D; = D,. Vom nota cu D, prima secfiune din {D,}, care
contine pe D,'. Vom nota apoi cu D; prima sectiune din girul

D3, D, ...
care contine pe D, g.a.m.d. In acest fel, obtinem girul monoton cresci-
tor {D,}, in care subsirul
{Donsa}: Dy, Ds, D, ...
este §i un subsir al lui {D;}, iar subsirul {D,,}: D,, D,, D,... este §i un

subgir al lui {D.}.
Prin ipotezd, girul numeric

(e

Dy .

este convergent. Fie atunci
lim SS f(P)dP = J.

n=+D
} n
Din proprietitile elementare ale girurilor numerice convergente, de-
ducem - . |
lim SS f(P)dP = lim SS f(P)dP =7
. ' Dan»D

Dynar™>

2n+1 en
§i, cum {Dyp,,} 8i {D,,} sint subgiruri ale girurilor convergente {D;}, {D;},
deducem, in definitiv,
| ' T =J"=.

S¥ considerfm acum un ir oarecare de sectiuni {D,} tinzind c#tre D.
Sirul numeric ‘ ' . ' :

{éif(P) ar}

este convergent citre J. Intr-adevir, fie {Dn} un sir monoton crescitor de
sectiuni in D. Vom insemna cu NV cel mai mic numir natural pentru care
Dy D D,. Atunci, pentru n > NV, orice sectiune a girului {D,} poate fi in-
chisd intre doud sectiuni ale sirului {D,}. Mai precis, pentru orice » > N
existd doud numere naturale %, si &, > k,, astfel incit

D, cD,c Dy,.-
Si punem

o(P)=f(P) +If(P),  UP)=I|f(P)I

1 O asemenea sectiune exist3 totdeauna.
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~ Avem atunci - :
, f(P) = ¢(P) — §(P),
cu ¢(P) =0, ¢(P) > 0. Din dubla incluziune precedentd, deducem

=
f oprap ={fetp ar < o2 ar

Dkn Dn Dkﬂ.

§i o relatie analogd pentru ¢(P). .
Dar girurile {D; } {Dj,} filnd giruri extrase din girul monoton cresci-
tor {D,} avem, potrivit primei piri a teoremei,
- lim SS o(P)dP = lim SS o(P)dP = J,,
. D;f =D J9

Dkn-PD D 4 D
kn kn

lim ({ yppap= fm §f wpyar -1,

D kn-bD A
Dy, kn

de unde, imediat,
lim SS f(P)dP = lim SS f(P)dP = J, —J,

Dkn»D D;‘ Dkn-)DD;c
n n

Din inegalititile precedente, precum §i din relatia evidentd

(rprap = {foprar—(f up ar,

Dn - Dn ’ Dn
deducem atunci

tim ((7(P)dP =7, - 1,
D,+D 2
. Dn . )
ceea ce demonstreazy gi partea a doua a teoremei, deoarece — potrivit pri-
mei pirti — numdrul J, — J, este independent de sirurile {Di,}s { Di}, deci
de §ll’ul {ﬁn}.
Teorema demonstrati este foarte importantd, pentru c§ ea ne permite

ca, in definirea cu ajutorul relatiilor (2), (2') a integrabilitatii i a integralei

lui f pe domeniul D, s§ ne mirginim la giruri monoton crescitoare de seciuni. -

Teorema II. Condifia necesari si suficientd pentru ca f si fie inte-
grabili pe domeniul nemirginit D este ca oricirui numir pozitiv ¢ si-i
corespundd o sectiune D = D(c), astfel incit, pentru orice pereche de
sectiuni D’, D", verificind relatiile

D'>D, D"> b,
si avem

|, fprap =, apyar| <o B
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Condijia este necesard. Intr-adévﬁr, sd presupunem functia f integrabil}
pe D si si punem

- J(D) = SS f(P) dP.
D

Vom arita ci %utem determina o sectiune D in D, astfel incit, pentru orice
sectiune D’ > D, si avem

EC2E\Wit2 dP' <= o

Intr-adevir, dacd acest lucru nu ar fi posibil, atunci, pentru orice R > 0,
ar exista cel putin o sectiune Dg, verificind relatia

DK c DR’
in care K este un cerc de razi R cu centrul in origine, si astfel inctt si avem
{ J(D) —-SSf(P) dP'g%.
Dp
S& considerim atunci un gir crescitor divergent {R,} si s& punem D, =
= Dp,. Avem, pe de o parte,
lim D, = D,
iar pe de altd parte,
| J@) [P ap|= 2.
b, :
oricare ar fi n. Ajungem la concluzia absurdi ci integrala

ig,,f(p) ap

nu poate si tindd citre J(D).

Asadar, relafia (4) este satisficutd pentru orice sectiune D’'> D. Fie
atunci D” o altd sectiune, astfel incit D” > D. Alituri de relatia (4), putem
scrie relatia: : '

]J(D) — SS f(P) dP| <% (4')

D

jar din (4) §i (4') deducem imediat relatia (3).

Condifia este suficientd. S& considerdm, intr-adevir, un sir monoton
crescdtor {D,} de sectiuni ale lui D. Existi un numér natural N(c) = N,
astfel fncit, pentru » > N, si avem D, D D. Dar atunci, potrivit relatiei (3),
presupusd satisficutd, vom avea

ISSf(P)'dP — SSf(P) d’pl <e,

pentru orice pereche de indici (m, »), astfel incit m > N, n> N.
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In baza criteriului general al lui Cauchy, aceasta inseamnj c¢¥ sirul nu-

meric :
{DSS f(P) dP}. |

n

are o limitd finitd, deci f(P) este integrabils pe D, potrivit teoremei 1.

Corolar. O conditie necesars gi suficienti pentru ca f(P) si fie inte-
grabild pe domeniul nemirginit D este ca si existe un numir real J(D),
astfel incft, pentru orice ¢ > 0, s avem '

@) — (1P ap| <, : @)
) 1

indatd ce D'> D, unde D este o sectiune e depinde de «.

Justificarea acestui corolar nu prezinti nici o dificultate. :
Integrala pe un domeniu nemdrginit, asa cum a fost definitf mai sus,
. pdstreazd principalele proprietiti ale integralei pe un domeniu marginit.
Astfel:

I. Dacd domeniul nemdrginit D este format din reunirea a doud domenii
D, i D, gi dacd f este integrabild pe fiecare din aceste domenii parfiale, atunci
f este integrabild pe D si avem, de indatd ce D, i D, n-au puncte interioare
comune,

f\rpap=({np ap +{{re) ap. )

D D, D,

. Sd presupunem, in primul rind, ¢4 unul din domeniile pariale, de pilds
D,, este mdrginit. Atunci D, este nemdrginit. Deoarece f este integrabils
pe D,, aceasta inseamni c# existd un numir J(D,), astfel incit, pentru orice
g >0, s avem o secfiune D; in D,, pentru care

IJ(DZ) ~ SS f(P) dPl <
D,
S& punem D' = D, U D, si
' 1) = ({1(P) 4P + D) )

D,
D' este o sectiune in D, iar din inegalitatea precedentd deducem
IJ(D) — SS f(P) dPl <k,

D’

ceea ce stabileste integrabilitatea lui f pe domeniul D. In asemenea conditii,
{inind seama de defini{ia numerelor J(D), J(D,), formula (6) s¢ reduce la

formula (5). _ .
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S& presupunem acum domeniile Dy §i N, nemdrginite (fig."36). Integra-
Dbilitatea lui f pe ambele domenii implicd existenta a dou#l numere J(D,)
si J(D,), astfel incit, pentru orice ¢ >0, s¥ existe o ectiune D; in Dj gl
o sectiune D; in D,, pentru care si avem simultan

|70y — (1P ap| < 2, | I — ([P aP| < 3
D’ : :

Dar reuniunea doméniilor J; §i D; con-
stituie evident o sectiome D’in D. In aseme-
nea condifii, punind

J(D) = J(Dy) + J(Dy),

din inegalitifile scrise deducem imediat

l J(D) _;Sf(P) dPI <é

Fig. 36

gi propozifia este demonstratd.

. IL Dacd f §i g sint integrabile tn D, atunci f + g este integrabild in D
st avem

Sé[f"” +g(P]dP= 515 f(P)dP + SDS""P"’P‘ (7)

Prin ipotezs, existi doud numere Jy(D) §i Jy(D), astfel incit, pentru
orice ¢ >0, sd existe o sectiune D' a lui D, pentru care avem simultan

| J{D) — SS f(P) dPI <%, | D) — SS 2(P) dPl <%.

D’ D’

Deducem de aici

|74D) + 70) = ([ + 4P |<,
)

inegalitate care demonstreazi propozifia enuntatd.

1IL. Dacé domeniul D nemdrginit este o reuniune de domenii in numdr
finit si dacd f este integrabild pe domeniul D, atunci f este integrabild pe
fiecare din domeniile partiale.

_ Aceastd proprietate va rezulta imediat din teorema fundamentald de

mai jos.

Proprietatea urmitoare joacd un rol fundamental in problema inte-
grabilitiii unei func}ii pe un domeniu nemérginit.

Teorem 3. O condifie necesard i suficients pentru ea f s3 fie integra-
bili pe domeniul nemirginit D este ca |f| sd fie integrabild pe acest
domeniu.
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Suficienta condifiei rezultd imediat din teorema II gi din inegalitatea

(frmer]< fjromjan,

(4] L]

unde ¢ este sectiune a lui D.

Rémine s¥ demonstrim necesitatea condijiei. Vom studia, in prealabil,
doud cazuri particulare:

1° Propozitia este evidenty dac#, in domeniul D, avem f(P)=0.

2° S& considerdm mulfimea E a punctelor din D pentru care

f(P) = 0.

Dacé aceastd multime este mirginits, propozitia este iardgi adevirati.

" Intr-adevir, este suficient s§ considerim o secfiune D' in D care si
- contind mul{imea E in interior. Atunci, in domeniul D — D’ avem f(P) >0
§i sintem redugi, pentru acest domeniu, la cazul precedent. Integrabilitatea
lui f pe domeniul D rezulti atunci din propozitia I de mai sus. '

- Rémine deci si stabilim suficienta conditiei, in cazul in care zerourile

“functiei f in domeniul D formeazi o mulfime E nemirginitd (deci, a for-

tiori, infinit#) de puncte. o

. Vom reproduce aici, cu mici modificiri, demonstratia foarte simpli si
naturald datd de G.M. Fichtengoltz in cursul siu de analizil. °

Vom pune
f.(P) = [f(P) 12+ f(P) , foP) ='lf(P)I; P . 8)
de unde
f(P) = [y(P) — fo(P), If(P)| =fiP)+ fuP). @)

Functiile f; si f, nu sint niciodatd negative gi nu pot fi simultan pozi-
tive. Intr-adevir, daci intr-un punct P, am avea f,(P,) >0, aceasta in-
seamnd cd f(Py) >0, in baza primei relatii (8), deci fo{ Po) = 0. Tot astfel,
. dac¥ f(P) > 0, aceasta inseamns c& f(P,) < 0, de unde fi(Py) = 0.

" Functiile f; si f, sint integrabile pe orice domeniu mirginit D’ c D.

S4 ne dim acum numirul pozitiv . In baza ipotezei din enunt §i a teo-
remei II, existd o sectiune D’ a lui D, astfel tneit pentru orice sectiune
D"> D’ 8§ avem . .

|SS f(.'p) ap | <e,

cu o= D" — D'. S considerdm un gir de sectiuni {D,} ale lui D tinzind
citre D. )

*G. M. Fichtengoltz Curs. diferentialnogo i integralnogo iscislenia, Moskova, 1951,
t. III, p. 265. -

287



Integralele SS o(P) d P, SS $(P) dP tind, in acelagi timp, cétre o limitd
D

sau cétre infinit.nlntr-ade\«'ir',l daci una din’ integrale, de pildd prima, ar
tinde citre infinit, in timp ce a doua ar avea o limit finitd, din egalitatea

gs f(P)dP = SS o(P)dP — gs U(P)dP

Dn D" n
am deduce
lim SS f(P)dP = oo,
n->w
Dn
ceea ce este in contradictie cu ipoteza noastra.

Asadar: 1° sau ambele integrale de mai sus au cite o limitd finitd si
atunci teorema este demonstratd in baza relatiilor (8’); 2° sau ambele inte- .
grale tind — crescind — citre oo. ,

Vom ardita ci aceasti din urm# ipotezi ne ducé la o contradictie.
Intr-adevir, in acest caz, putem alege sirul de sectiuni [D,] satisficind con-_
ditiei D, C Dy, (n =1, 2, ...) i astfel incit si avem, oricare ar fi n,

SS If(P)| dP > 355 |f(P)| dP + 2n. )

n+t Dn

S& punem A, = D, — D,. Inegalitatea (9) se poate scrie
(§1rey a2 >2{{ 1)1 aP + 2n. )
An n

S# presupuném, de pildd,

(ruprap=(frpyar. (10

An An
Atuneci, tinind seama de a doua relatie (8") si de inegalitatea (9') deducem )
{{rupap>(fifPyap +n. (11)

.....

In baza definitiei integralei duble, })'utem s efectudm o descompunere
a domeniului A, in domenii partiale A%, de arii respective wj, astfel incit,

insemnind cu m! marginea inferioard a functiei f; in domeniul partial Al
s# continuidm s¥ avem, in baza inegalititii (11),

3 mi- b > (17D 4P + n. a1

D,
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Este evident ci aceastd din urm inegalitate se mentine dacd, din dome-
niile partiale A}, vom p#stra numai pe acelea in care m} > 0. Vom nota
cu A, reuniunea acestor domenii. Inegalitatea (11°) devine

o mok >((1BaP £, (12)

unde X’ reprezinti o insumare extinsi numai asupra domeniilor A,. S
insemnidm cu

SS f(P)dP
An

suma integralelor functiei f;, extinse la toate domeniile reunite in A,.

In A,, avem, dupd o observatie ficutd mai sus, f(P) = f(P), deoarece
‘In orice punct al acestor domenii f)(P) >0. Pe de alti parte,

S f(P)AP=Y mi - b,

Dn

Inegalitatea (12) devine atunci

SSf(P) P > SS IftP)| dP + n.

An by

Fie ¢ un numér pozitiv, inferior diferentei dintre cei doi membri ai
inegalitéitii precedente, 5i M marginea superioary a lui |f(P)| in sectiunea
D,,;. Vom uni intre ele, precum §i.cu domeniul D,, domeniile reunite
in A, prin ,coridoare” (formate — de pildi — din linii frinte paralele intre
ele), formind astfel o noud sectiune D,,; in D
(fig. 37). Daci punem

A;s = D;H-l - Dn

gi dacd construim coridoarele suficient de
inguste, pentru ca suma ariilor lor s nu
depigeascd numirul — , atunci, din inegalita-

tea (13), deducem -

SS f(PydP > SS If(P)|dP + n >n. (14)

’
Alb n

! Este clar ci nu putem avea in toate domeniile parfiale egalitatea m = 0, de-
oarece suma Darboux corespunzitoare ar fi nuli si aceasta ar contrazice inegalitatea (11).
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Dar, potrivit primei teoreme fundamentale, putem determina un numér
natural [V, astfel incit sd avem

SS f(P) AP <, . (15)
Bn
indaty ce » > N, ceea ce contrazice inegalitatea precedentd; teorema este
astfel complet demonstrati.

Observatie Dacd, in loc de inegalitatea (10), ar fi fost satisficutd
relatia

{{rupar< SS £(P) dP,

A, A,

atunci, in locul inegalit&tii (14), am fi obfinut, printr-un rationament abso-
lut analog, inegalitatea

SS f(P) dP < — SS If(P)| dP — n < —n, (14"
Ap b
in care A, (in afari de ,coridoare“) ar fi fost constituit din puncte in care
f(P) < 0. :
Inegalitatea (15) ar fi fost inlocuitd prin
SS f(P)dP > —¢ (15)
a,
pentru n destul de mare, ceea ce ne-ar fi dus iarisi la o contradictie.
Importanta teoretici a teoremei precedente este evident.

Intr-adevir, aceasti teoremi confirm¥ faptul cd definitia datd sim-
bolului ' :

S,§f(P) P,

in cazul domeniilor nem¥rginite, conduce la un mod de convergentd foarte
»tare® pentru integralele respective, convergentd care are ca urmare 0 soli-
darizare completd a soartei integralelor

is f(P) dP s i)s |f(p)| dPp.

O asemenea echivalen{d nu are loc in cazul unei singure dimensiuni.

Din punct de vedere practic, teorema precedentd aduce o simplificare
considerabily in studiul convergentei integralelor duble, intrucit nofiunea
de integraly ,semiconvergenti® din teoria integralelor simple nu-gi mai
are corespondent in teoria integralelor .duble; divergenta integralei

is If(P)| 4P
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atrage dupd sine totdeauna divergenta integralei

SDSf(P) dp.

Sa consideriixﬁ, ca exemplu!, functia:
f(P)=e*¥-ginx
§i sd luim ca domeniu D unghiul drept determinat de relatiile
=0, y=0.

Ca sectiuni D, in acest domeniu, vom considera pitratele determinate
de axele de coordonate si de dreptele

z=n, y=n,‘(n=1, 2,3 ..).

In asemenea conditii, putem scrie

n n n n

SSlf(P)dP=§ |sin 7| dx§ e dy = Slj_";ﬂdx_s% da.

In membrul drept, integrala a doua tinde citre zero pentru n — oo.
insi prima integrals este divergentd. Deci integrala

SS eV« gin z dz dy

este divergentd. '
In acest exemplu este interesant de observat cX integralele iterate

deSe"‘”~sinxdy §i deSe"‘!’-sin zdz
o 0 o 0 :

existd i sint egale intre ele; valoarea lor comuni este =. Cu toate acestea,
§ gal 9

dupd cum am vdzut mai sus, funcfia ¢V sin z nu este integrabils pe dome-
niul corespunziitor (a se compara cu cazul domeniului méirginit).

Cazurile in care se poate stabili convergenta unei integrale duble pe
baza celor doud teoreme precedente sint foarte rare. De aceea, in practic,
ca §i In orice problemd de convergentd, se cautd conditii suficiente (,,criterii*)
pe baza céirora si se poatd stabili dacd o integrald dubli daty este sau nu
convergentd. Vom da aici citeva conditii de acest gen:

L. Dacd g este integrabild pe domeniul nemdrginit D si dacd

If(P)] < |&(P)I,
atunci f este integrabild pe D.

1 G.Fichtengolz op. cit.
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Intr-adevir, integrabilitatea pe domeniul D a lui g atrage dupi sine
integrabilitatea lui |g|. Pe de alti parte, pentru orice pereche de sectiuni
D', D", cu D"> D', avem

(jrpar—(rerar|< {f |12|ap= (§ 1epar.
D” D’ D-_D: D._D,
I1. Dacé g este integrabildi pe domeniul memdrginit D §i dacd existd

M >0 astfel incit

1(P) |

— <M

, &(P) ’

oricare ar fi punctul P in acest domeniu, atunci f este integrabild pe D.
Intr-adevir, fie

p =18,
o(P) 2P)

Cu notatiile de mai sus, {inind seama cd g este integrabild pe D si
punind ¢ = D" — D', avem

[§rmar|= fsm-werer| < fsn o

-] -]

relatie care stabileste integrabilitatea lui f, intrucit M nu depinde de o.
I11. Orice functie f care se poate pune sub forma

=22, @>2,

unde \q> este mdrginité pe domeniul nemdrginit D, iar O un punct fiz al
planului, este integrabildi pe D.
Sd punem

1
In baza criteriului precedent, este suficient si aritim cd g este inte-
grabili pe D. Or, pistrind notatiile anterioare, putem inchide domeniul
o = D" — D’ intr-o coroani circulari K, cu centrul in O si cu razele
R §i R" >R
Evident,

SS 8Py AP < S,S 8P 4P =7 ( 1:"“'2 - Rf“'z)'

Convergenta integralei
{lep ar
D .

rezulty imediat din faptul ci membrul din dreapta tinde citre zero cind
R’ - oo.
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Exemplu. Funcfia
f(P) = e—(=*+v»
esle i'ntegrabila“ pe orice domeniu nemdrginit.
Intr-adeyir, este suficient si punem

_ 24y 1
¢(P) = P g(P) = g

gi 84 observim ci ¢ este mirginitd in tot planul.
IV. Dacd, pentru un sir particular {D,} de sectiuni ale domeniului nemdr-
ginit D, tinzind cdtre acest domeniu, girul numeric corespunazdtor

{{§irenar) (16)

n

este convergent, atunci f este integrabild pe domeniul D.
Fie, intr-adevir, J(D) limita girului (16). Din sirul {D,} putem totdeauna
extrage un gir monoton crescitor de sectiuni {Dy,}. Sirul numeric corespun-

zétor |
{Isjinl(m dP}»

. este extras din girul (16), deci converge citre aceeasi limitd J(D). Presupunem
extractia deja ficutd, pentru a nu complica notatiile. In asemenea conditii,
sd considerim un gir monoton cresciitor oarecare de sectiuni {D,,} in dome-
niul D. Pentru orice m existd un n, astfel incit si avem

D,, c D,,
de unde .
S | (P)| dP < S If(P)| dP < J(D),

Dy

{{firerar)

Dm

Sl

m

deci girul monoton

ecte converéent. Rezultd cd [f], deci si f, este integrabild pe domeniul D.

Observapii. 1° Din demonstratia precedent rezults ci dacy f(P)=0
§i dacd sirul particular (16) converge citre J(D), atunci

S}§ f(P)dP = J(D).
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2° In enuntul precedent nu se poate inlocui girul (16) prin girul -

{ig fip) ap},

n

dups cum arati exemplul urmditor. S& luim
f(P) = sin (a* + ¥?)

gi 8% considerdm domeniul nemdrginit D definit de relatiille =0, y =0
(adic# unghiul zOy). De asemenea, vom lua ca gir (D,) un sir de patrate
definite de relatiile

(D) :0=z<n 0=y

Avem atunci

n

SS f(P)dP =2 S)sin z? dxs cos y2 dy,

D, v

de unde
lim SS f(P)dP =2 S sin 22 d S cosy2dy = =.
n->wo ’ 5 8

n

 Cu toate acestea, nu putem trage de aici concluzia c# f(P) este integra-
bild tn D. Intr-adevir, luind ca domenii D,, sferturi de cerc cu centrul in
origine, de raze respective, 1, 2, 3, ..., avem ‘

§5 f(Pi P =

Dy

© e 0]

m
do S p-sinp?dp = %sin2 (m?),
o

de unde se vede ci girul

{S_g ) ap}

D

nu este convergent. Deci, f nu este integrabild in unghiul considerat.

in baza celor de mai sus, se stabileste teorema: Dacd domeniul nemdr-
ginit D este o reuniune finitd de domenii si dacd f este integrabild pe dome-
niul D, atunci [ este integrabild pe fiecare din domeniile parfiale.
Proprietatea nu are nevoie de demonstratie decit peniru domeniile
artiale nemirginite ale lui D. Pe de alti parte, proprietatea este iardsi
evident3 daci numai unul din domeniile partiale ale lui D este nemdrginit.
Vom presupune deci ci D posedi cel putin doud subdomenii nemirginite;
va {i chiar suficient si demonstrim proprietatea pentru doud domenii partiale
nemirginite, fie D’ si D".
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S& presupunem c3 f nu este integrabily pe domeniul nemirginit D’.
Atunci, potrivit teoremei precedente, |f| nu este integrabild pe acest dome-
niu. S& considerim un sir {K,} de cercuri cu centrul in origine, cu razele
Ry, R,, ... tinzind cétre oo, si girurile {D,}, {D;} monoton cresciitoare,
de sectiuni in domeniile D', D", astfel incit D, > D'K,, D;,5 D"K,. Dome-
niul D,, format din reuniunea domeniilor Dy, D; constituie o sectiune in D.
Prin ipotezy,

i §,S If(P)|-dP = +oo,

deci, cu atit mai mult,

Jim {(1A(P)] 4P = + oo,

n

adicd [f| ‘nu este integrabild pe domeniul D. Dar atunci nici f nu este inte-
grabild pe acest domeniu, ceea ce este absurd. Asadar, f este integrabild
pe domeniul partial nemirginit D’.

b. Funetia nu este mirginits

Fie f o functie definiti in toate punctele unui domeniu inchis §i mirginit
D, in afar# de un punct A al acestui domeniu. Si izolim acest punct printr-o
curbd inchisi C(4). Vom insemna tot cu C(A) domeniul limitat de aceastd
curbd si cu DC(A) portiunea din D confinutd in C(A). Vom presupune
cd f nu este mirginitd in regiunea rimasi prin excluderea punctului 4 din
domeniul D, dar ci este integrabild in D — DC(A), oricare ar fi C(A). Dacd
numim, ca de obicei, diametrul unui domeniu marginea superioari a dis-
‘tantei dintre doud puncte ale sale, vom spune ci un gir de domenii C,(4),
continind punctul 4, tinde citre A, daci girul diametrelor corespunzitoare
tinde citre zero. In scris, :

lim C,(4) = A.

Dacd existd un numir real J(D), astfel incit pentru orice sir {Cn(4)}
de domenii continind punctul 4, si avem, punind E, =D — DC,(4),

Jim. SS f(P)dP = J(D),

vom spune cd f(P) este integrabili pe domeniul D gi vom scrie

J(D) = SS f(P) dP.
N

Rezultatele privitoare la integrabilitatea pe un domeniu nemé‘irgi:fif,
demonstrate in paragraful precedent, se extind, cu modificiri evidente ale

enuntfurilor, la cazul studiat aici. -
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1. Dacd pentru orice gir {C,(A)} de domenii verificind condifiile
Ci(4)D Cy(4)D ...

i tinzind cdtre punctul A, sirul numeric corespunzdtor

{{§ 1o ar}

Cnl4)

converge, atunci: 1° limita J a acestui sir numeric esle independentd de sirul
considerat; 2° f este integrabild pe D si integrala sa pe acest domeniu este
egald cu J.

11. Condifia necesard si suficientd pentru ca f sé fie integrabild pe dome-
niul D este ca oricdrui numdr pozitiv € sd-i corespundd un numdr pozitiv 3,
astfel tncit, pentru orice pereche de domenii C'(A), C"(A), de diametre infe-
rioare numdrului 3, sd avem

S\ f(P) dP — SS f(P) dPl <e

C*(A) C'(A)

111. Dacd | f | este integrabilé pe domeniul D, atunci si f este integrabild
pe acest domeniu $i reciproc.

Demonstratiile date proprietatilor corespunzitoare in cazul domeniilor
nemirginite se transpun gi aici fird modificri esentiale.

Criteriile date pentru integrabilitatea pe un domeniu nemirginit igi
au corespondentul lor in cazul studiat aici. Astfel:
1. Dacd g este integrabild pe domeniul D si |f(P)| <|g(P)l, atunci §t
[ este integrabild pe acest domeniu. -
f

11. Dacé g este integrabilé pe domeniul D si dacd raportul — este mdrginit
g

pe acest domeniu, atunci f este integrabild pe D.
I11. Dacd,, pentru un sir particular {C,(A)} de domenii tinzind cdtre.

punctul A, girul numeric
{§) wenar}
Cpla)

este convergent, atunci f este integrabild pe D.
Demonstratiile sint analoge demonstratiilor deja utilizate in acest capitol.
Explicatia paralelismului intre proprietitile enuntate mai sus gi proprie-
tatile corespunzitoare pentru domenii nemirginite este foarte simpld. S&

presupunem, pentru simplificare, punctul 4 in originea coordonatelor gi
si facem schimbarea de variabile

x=#;§7 y=;v (uz+”2#=0)° (17)

u2+ ve

Aceasty schimbare este o inversiune de pol O i de putere 1, al cdrei
determinant functional este

Dz _ 1 _
D(u, v) (u® + v2)2 <
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Din formula (17) deducem
= z = - y . 4
u zz+y2,v prnp (17)
Prin urmare, orice curbi rectificabild inchisi C din planul (z, y) se

transformd intr-o curbd €, a planului (u, v), inchisd sau cu ramuri infinite,
dupd cum curba C contine sau nu contine polul 4 de inversiune. In primul

Fig. 38 : Fig. 39

caz (fig. 38 §i 39), domeniului D inchis de curba C ii corespunde, in planul
(4, v), domeniul nemdrginit A, exterior curbei C,.

In cazul al doilea (fig. 40 si 41), domeniului D ii corespunde una din
regiunile nemdrginite ale planului, determinate de curba C,.

In ambele cazuri, oricirui sir de domenii {Cn(A)} tinzind citre punctul 4,
_fi corespunde — in planul (1, v) — un sir de sectiuni {A,} ale domeniului
transformat A, tinzind céitre acest domeniu si reciproc. Formula de schim-
bare a variabilelor

SS f(z, y) dz dy = sz( u v dudv

utf oF w4 o2 | (ud 4 vz)?’

. 7
“ay

Fig. 40 Fig. 41

297



ne arati cd orice problemi privind integrabilitatea functiei f pe domeniul ‘
D se reduce la problema integrabilitdtii functiei

F(u, v) = 1 f( u v ]

(ua_i_,,z)a. ut 4- ot u? 4 v?

pe domeniul nemirginit D. Aceasti observatie ne dispenseazd, in fapt,
si mai demonstrim teoremele precedente o dati ce ele au fost demon-
strate in cazul domeniilor infinite. .

Ca aplicatie, vom transpune la cazul studiat criteriul IIl de mai sus.

S4 presupunem, ci putem scrie funcfia f sub forma

fP) = ¥20, (@ >0)

unde ¢ este mdirginity pe domeniul D. Cu schimbarea de- variabile (17),
obtinem : .

?lz, y) dzdy = SS O(u, v) - du dv,

2~
Calh) (22 + y°

£
2 Bp oy °

unde

<I>(u,'u)=q>( et | i )

’
u2+ v2 u2+ ve

Dar, potrivit criteriului III, functia

Fu,v) = —2®9

2- 7
, (w2407 *
este integrabili pe A dacd )
‘ b— o >2,
adicd
< 2.

Asadar, orice funcjie [ care se poate scrie sub forma

f(P) = ;‘_P’f.?.

unde o < 2, iar ¢ este integrabild in sensul obisnuit (deci mdrginitd) pe dome-
niul D, este integrabild pe acest domeniu.

E zemplu. Functia
| f(P)=u(P)°log%. |

unde r = AD, iar p este continud pe domeniul D, este integrabild pe acest
domeniu. Verificarea este imediatd.
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S& considerdm cazul unei functii f definite in toate punctele unui do-
meniu D, afari de punctele unei curbe Jordan, L, situate in intregime in
acest domeniu. Vom presupune: 1° ci f tinde citre +-oco cind P tinde citre
un punct oarecare al curbei L; 2° ci fin-portiunile rimase din D prin
izolarea curbei L cu ajutorul unui subdomeniu D’ al lui D, care si con-
tind curba L in interior, functia f
este integrabild, oricare ar fi D’.
(fig. 42). Vom mai face, in sfirsit, .
ipoteza cd linia L se poate des-
compune intr-un numir finit de
arce L,, care si fie tdiate de orice
paraleld la o directie fixd, intr-un
singur punct. Dacd descompunem
atunci domeniul D in domenii,
astfel incit fiecare domeniu partial
si con{ind o singur§ linie L, Fig. 42
sintem, in cele din urmi, redust
la cazul unui domeniu D stribitut de o curbi Jordan L, reprezentabild
printr-o ecuafie de forma

Ly =), @<=z <D)

Fie
Y = @a()
o curbi situatd in D si astfel incit @4(x) > (). O astfel de curbd o vom
numi curbd superioard curbei L
Orice curbi '

Y = 94(2),

situatd in D si pentru care ¢,(z) < o(z), va fi numitd o curbd inferioard
curbet L. '

S& considerdm acum doud giruri arbitrare de curbe {C}} si {C2}, primul
format din curbe inferioare, al doilea format din curbe superioare. Curba
C} detageazd din D un domeniu partial D}, care nu contine nici un punct
al curbei L. Tot astfel, curba C2 detaseazi din D un domeniu D2 care nu
contine nici un punct al curbei L. Functia f este prin ipotezd, integrabili
pe fiecare din domeniile D}, D?. Daci integralele

(\rerap, ((cp)ap,
D, H
au cite o limitd finitd cind curbele Ci, C3 tind citre L, vom spune ci f este
integrabildé pe domeniul D. Insemnind respectiv cu J’, J” cele doud limite,
vom spune, prin definitie, _
SS f(P)YAP = J' + J".
b :

‘Toate teoremele enuntate mai_i sus se extind si la cazul studiat aici:
cititorul va putea transpuné singur aceste propozitii §i repeta, cu modifica-
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rile necesare, demonstratiile lor. Ne vom mul{umi, pentru aplicatii, s& for-
mulim un criteriu concret de integrabilitate.

Dacé funciia f se poate scrie sub forma

Py oP)
fP) [y — (=) .
unde o este mdrginitd pe domeniul D, iar B < 1, atunci f este integrabild pe

acest domeniu.
S4 considerdm, intr-adevir, domeniul A,

J definit prin relatiile
a’._g_.xgb’(?(x) - €"$y§‘?($) — ¢l

unde 0 < ¢’ < ¢”. Acest domeniu detageazd
din D un domeniu ® (fig. 43). Sa definim,
in A, o funcfie @, egali cu o cind punctul P
este in @ si cu zero cind P este in A — 9.

Vo / lz‘: ' Atunci
| —
, : SS o(P)P _ SS (P)AP (18)
| | ) ly — ol My - e(z)®
. 1 ]
7 ;i 43 b Dar daci M este o margine pentru | o(P)|,
8- deci si pentru |&(P)|, atunci
«(P)dP |o(P)|dP dpP
< <M- SS S S
ISS [y — o(2)}® SS [y — (=) ly — o(z) |
A A ] A
Punind
"=o¢(z) — ¢, ¥ =oq(x) — ¢’
putem scrie /
b 7
SS dP =des dy =b—a{”1 1 )
Dy —ol=p ) y,ly—q’(x)l“ 1—plemt et

Prin urmare, integrala (18) tinde cdtre zero odatd cu ¢, ¢” dacd f < {.
Acelagi rationament este valabil, cu aceleasi concluzii, §i pentru integrala

J& s

Oy

unde o, este domeniul detasat din D de c¥tre domeniul definit prin relaiile

asz<b o@)+ <y<o(z)+e.

Consideratiile din acest paragraf ne permit si reluim problema integrabi-
_lititii intr-un domeniu nemirginit, in conditii mai generale.
S& presupunem ci pe orice subdomeniu m¥rginit D’ al domeniului
nemirginit D existd o mulfime formatd din un numdir finit de puncte gi
de linii astfel inclt f tinde cdtre 4-oco cind P tinde cdtre un punct al acestei
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multimi. S& mai presupunem ci f este integrabili, pe domeniul D', in sensul
generalizat, definit in acest paragraf. In asemenea conditii, vom spune
cd f este integrabild pe domeniul nemdrginit D daci existd un numir real
J(D), astfel incit, pentru orice gir {D,} de sectiuni masurabile Jordan (pe care f
este integrabild in sens generalizat), tinzind citre D, si avem:

. lim SS f(P)dP = J(D).

Vom scrie

J(D) = SS f(P)dP.
D

Subliniem c& deosebirea dintre aceasti definitie i definitia dati mai
sus constd in faptul cd aici f este presupusd integrabild in sens generalizat
pe fiecare din sectiunile D,, iar nu in sensul obignuit, ca in relatia (2).
Acestei extensiuni a notiunii de integrabilitate pe un domeniu nemarginit
1 se aplicd toate rezultatele stabilite inifial, in care nu intervine conditia
ca f si fie mérginitdi pe un domeniu mirginit. In schimb, demonstratia
datd teoremei fundamentale din acest num&r nu se mai poate aplica aces-
tei extensiuni. Daci putem afirma gi in acest din urmi caz ci integrabili-
tatea lui |f| atrage dupi sine integrabilitatea lui f, nu mai putem preciza
— fird o nou demonstratie, sau un exemplu care si infirme aceasti pro-
pozitie — dacd integrabilitatea lui f, in sensul extins, atrage dupi sine inte-
grabilitatea lui [f]. : '

Exemple.
1° Sé se calculeze

Sj e~ =V dz dy,

domeniul D fiind unghiul z0y. Si se deducd de aici valoarea integralei lut
Gauss )
Se"x’ daz.

0

Functia ¢-*'-7" este integrabili pe orice domeniu nemirginit. S& luim,
in primul rind, ca sir {D,} de sectiuni, un gir de cercuri, de raze 1, 2, 3, ...,
cu centrul in origine.

Obtinem

degpe-o'dp == E —J.,-),
0

en

Ot 1) 1)

isne‘x"'y’ dz dy =
de unde
SS e~ vdxdy = Z.

. 4
D
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Luind acum, ca sir de secfiuni, girul {D,} de pitrate, definit prin relaiile
Isz<sn 0<y=n,
obtinem

n n n
—xt—y! = —x*— = - 2,
SSex’ v dz dy §dx§e v dy (§e x’dx)

Dy

—2 eyt i - 2.
iSe -y dx dy (§e Jc’d:z:)

Din confruntarea celor doud rezultate, deducem

©o

g | — 77.
Sexd:c—-T
0

Observatie Pe o alti cale, aceastd ultimi integrald a fost evaluatd si
in capitolul 5. '

9° Sd considerdm semibanda D de laturi = a, y =b. Sd se arate cd
orice funciie f care se poate pune, in aceastdé semibandd, sub forma

_ @
f=2,

unde o este o functic integrabild pe orice seciiune a lui D §i mdrginitd in D,
este integrabild pe aceastd semibandd, dacd o« > 1. : .

Fie |¢| < M. Vom considera, ca sectiuni D,, dreptunghiurile limitate
de cele trei laturi ale lui D, precum si de dreptele z = n >a.

Avem
.“fw,wdxdy=§dy§ﬂ§ﬁd%
de unde " L
frasan| < e - 2 (-

n

Membrul din dreapta are o limitd finitd pentru »n — oo, dacd « > 1.

3° Vom spune cd o funcjie f(x, y) este parfial descrescdtoare in raport cu
fiecare dintre variabile, dacd ea este descrescdtoare in raport cu I peniru
arilce' valoare a lui y si descrescdtoare in raport cu y pentru orice valoare
a lui z.

Fie f(x, y) o funcfic parfial descrescdtoare in raport cu z §i cu y, in
unghiul x0y, pozitivd in acest unghi. Sd se arate cd seria dubld

€

> 2 fim, n)

m=ine
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este convergentd sau divergentd, dupd cum integrala

{{ iz, 3) dz ay
/4 :
are sens sau nu. '
Vom lua, ca sectiuni D, in unghiul z0y, pitratele
l=z<p 0<y<p
S& notim cu T, , pitratele
m==zrz=m+1, nysn+1, (m=p n<p).

In baza ipotezei ficute asupra lui f(z, ) si a teoremei mediei, putem scrie

fm + 1,8+ 1) < SS f(z, yydz dy < fim, n),

Tm,n

de unde
p+i

p @
fim, ) < (§ (@) dz dy < 35 3 fim,

m=1 D,
§i propozitia este demonstrati. ,

Aceastd teoremd extinde, la seriile duble, criteriul integral de conver-
gentd al lui Cauchy pentru seriile simple.

4° Sd se arate cd seria dubld

n=1

o oo (“>1‘)

m=1in=1 (mz + nz)a

este convergentd.
Indicafie. Aplicatie imediatd a criteriului precedent.
5° Sd se arate cd seria dubld

-] -] 1
=5 (am + bn)“’
unde a >0, b >0, este convergenti pentru o > 2.
Punind ¢ = min (e, b) avem, evident,
(az + by)? > c*(a? + y?),
de unde
1

%

1 1 1 _1
az + by)* e’ &
( (22 + y3)?

P fiind punctul de coordonate (z, ¥).
Cum functia 5—% este integrabild, in unghiul z0y, pentru « > 2, pro-

ol'
N

prietatea enuntatd devine o consecinti a exercitiului 3°.
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6° Funcfia
f(z, y) = e—*—y* gla—1 yza—x
este integrabild in unghiul 20y, dacg « >0, > 0.
Vom lua ca sectiuni D,, in unghiul zOy, pétratele
Il<z<sn 0=y<n
Daca

1 1
ez, B=o

este integrabild pe D, in sensul obisnuit. Rémine deci s# studiem cazul
I<a< %—, o0<p <'§" Se verifici usor ci produsul z*f(z, y) rdmine
mérginit cind z — 0, dacd p.> 1. Tot astfel, dacd p> 1, produsul y* - f(z,9)
rimine mérginit pentru y — 0.

Prin urmare, f este integrabild, in sens generalizat, pe sectiunea D,.
Pe de alti parte, punind p? = 2% 4+ y? putem scrie

_ olz, )
f(z, y) = T

cu ¢ > 0, unde
pte o g21-1.923-1  pt. cos?-1 - sin%-10
eﬁn - eps .

o(, y) =

~ Cum functia ¢ rdmine mirginitd in unghiul 20y, f este integrabild in
acest unghi.
7° Sd se calculeze integrala

SS f(z, y) dz dy,

x0y

unde f este funcjia din exercifiul precedent.
S¥ considerdim pétratul

A :esr<nmesysmn, (c>0)

Avem
SSf(mr y) dz dy = S e—* e g2a—1 dg S e"v'y2ﬂ—1 dy. (*)
An € p
Punind. z = l/-l;’ Yy = l/;’ obtinem
4\\ f(z,y)dzdy = \e* ue'du-\ e vP-dy,
) oo
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de unde

4({7(z, y) dz dy = T(w) - T(@). (*%)
x0y

8° Punind

B(Q‘., ﬂ) = 2\ cos?x—1 0 - sin2k~10 de,

Ot 0| 4

sd se deducd, din calculul precedent, relajia

T TE) _ g g,
Tavs P

Dac4 in relatia (*) din exemplul precedent facem ¢ — 0, n — oo si punem
apoi z =r cos 6, y = r sin 0, obtinem

El

Sf(:c, y)dz dy = \ cos?*—! 6 -sin*-16 d6 —

x0y

O

— S =7« 2etdB-1dr — %B(a, 8) - T(x + B).
0
Din confruntarea acestei egalititi cu (**), obtinem relatia ceruti.

Observatie. Functia B (citit: ,beta“), definitd de relatia prece-
dentd, este o functie euleriand de prima spetd. Dupd cum se vede, ea este
simetrici in raport cu cele doud argumente.

O alty expresie curentd a acestei functii se obfine dacd punem cos? 6 =
= {, de unde

1

B(a, B) = Sz«—l (1 — 114t

~

0

Aceasty expresie este cunoscutd din capitolul relativ la integrale cu para-
metri, unde s-a intreprins un studiu mai aménuntit al integralelor euleriene.
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Capitolul XVI

NOTIUNILE DE SUPRAFATA
I DE ARIE A UNEI SUPRAFETE

a. Pinze

No{iunea de suprafati este un analog bidimensional al notiunii de
curbd. Pare deci natural ca teoria notiunilor de suprafa{i §i de arie a supra-
fetei si urmeze pas cu pas teoria notiunilor de curbd §i de lungime a unei
curbe. Dupd cum se gtie, notiunea de curbd s-a definit ca o clasi de dru-
muri echivalente. Insi notiunea de ,drumuri echivalente“ s-a definit cu
ajutorul notiunii- de functie continu¥ si strict crescitoare. Deoarece, pen-
tru aplicatiile de la dreaptd la dreaptd, notiunea de homeomorfism (= trans-
formare topologic#) este echivalenta cu notiunea de functie continui si strict
monotond (exercitiul), este firesc si folosim in cele ce urmeazi notiunea
de homeomorfism ca un analog, ca o generalizare a notiunii de aplicatie
continud si strict monotond.

Sd considerdm o aplicatie continud a péatratului unitate I2(0 < u < 1,
0 < v < 1) in spatiul euclidian cu trei dimensiuni. O astfel de aplicatie
revine la un sistem de trei functii reale, continue pe I2

S
Y = ) )
z = R(u, v), O<vs 1),

sistem care constituie o reprezentare parametrici R. Totalitatea punctelor
(f(u, v), g(u, v), k(u, v)) obtinute pentru (u, v) € I constituie, prin defini-
tie, imaginea reprezentdrii R i se noteazd cu I(R).

Vom numi pinzd cuplul format dintr-o reprezentare parameiricé R de
tipul (1) $i imaginea I(R) a acestei reprezentdri. Notind o pinzi cu p, putem
scrie p = {R, I(R)}. Prin ,punct al pinzei p“ in{elegem un punct care apar-
tine imaginii I(R). '

Pinza p definitd de (1) este, prin defini{ie, inchisdé dacd avem

f@@, 0) = f(u, 1), (0, v) = f(1, v),
g(“: 0) = g(ua 1): g(o’ v) = g(i) 2)),
h(u, 0) = h(u, 1), k0, v) = R(1, v),

0O<u

1
(0 1

/AN/AN

)
v< 1)

NN
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Un exemplu de pinzd inchisi se objine cu ajutorul urmitoarei reprezen-
térl parametrice:

z = sin nu cos 2ny,
. u
y = sin wu sin 27w, -

©
©

NN
VAN A)

1),
1).

v
Z = cOS wl,

Este ugor de vidzut céd, datoritd periodicititii sinusului i cosinusului,
toate conditiile din definitia pinzei inchise sint aici indeplinite.

Un punct al pinzei p, de coordonate z, y, 2z, se numeste punct multiplu
pentru p, dacd existd cel pufin doud puncte (¥, v') € I?, (u”, v") € I?,
cu urmétoarele proprietditi:

1° f(u': V) = f(u”$ v"), g(u'y 'U') = g(u’, v"), h(w, ‘vl) = h(u’, v”);

2° dacd u' = 0, atunci are loc cel pufin una dintre urmitoarele dous
situatii: u” =£ 1, 2" = o .

3° dacd u’ = 4, atunci are loc cel pufin una dintre urmitoarele doui
situafii: u” 50, v" 5 v';

4° proprietatea care se deduce din 2°, inlocuind #’ cu ' §i u” cu v”;

5° proprietatea care se deduce din 3° inlocuind u’ cu v’ §i u” cu v”".

O pinzd care nu admite nici un punct multiplu se numegte pinzd simpld.

. S& considerdm doud pinze p = {R, I(R)} si p’ = {R', I(R')}. S& pre-
supunem cd R este datd de (1), iar R’ este datd de )

z = o(u, v),

y= 4!(11, v),

z = x(u, v),

unde ¢, ¢ §i y sint functii continue pe 72 Vom spune cd pinzele p §i p
sint echivalente $i vom scrie p ~ p’, daci existd un homeomorfism « al
Iui 72 pe el insusi, astfel incit urméitoarele conditii si fie indeplinite:

(0, v) = (0, v),

oy, 0) = (u, 0),

o(l, v) = 1, v),

- o(r, 1) = (u, 1),

f(u, v) = 9(a(u, v)),
&(u, v) = (w(u, v)),
k(u, v) = y(o(u, v)),

Toate proprietitile unei relatii de echivalentd sint satisficute. Intr-ade-
vir p ~ p', lucru care se observd luind in rolul lui e aplicatia identic¥;
deci are loc proprietatea de reflexivitate. Folosind homeomorfismul invers
™!, deducem ugor cd din p ~ p’ rezultd p’ ~ p, deci are loc proprietatea
de simetrie. In sfirgit, folosind faptul c# prin compunerea a doud homeo-

u

0<us, |
0 1), (2)

(

NN
VAN

v

’

),

© 1 ;
0 1). ©)

(

N N
< W
NN
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morfisme ale lui /> se obfine tot un homeomorfism al lui I2, rezulti ci
dacd p~ p' i p’ ~ p” atunci p ~ p”, deci are loc proprietatea de tranzi-
tivitate.

Teorema. Doudl pinze echivalente au aceeasi imagine.

Demonstratie. Fie p = {R, I(R)}, p’ = {R’, I(R)} si p~ p'.
Presupunem ci R este datd de (1), iar R’ este dati de (2). Vom arita
cd I(R) = I(R'). Vom stabili mai intii cd I(R) c I(R'). Fie P(z, y, z) €
€ I(R). Existi dou3i valori u i v, astfel incit 0 S u < 1, 0 g v <1,
z = f(u, v), y = g(u, v) §i z = h(u, v). Deoarece p ~ p’, existd un homeo-
morfism o al lui /2 pe I2, astfel incit si aibd loc relatiile (3). S& punem
© = o(u, v). Avem = € I? i, notind cu u' si v’ coordonatele lui =, obti-
nem: z = o(u’, v'), y = ¢(u’, v"), z2 = y(u’, ¥’), deci punctul P de coordonate
z, y, z apartine mulfimii J(R') gi incluziunea este stabilita.

n ceea ce privegte incluziunea J(R') c I(R), ea rezultd imediat din
simetria relafiei de echivalen{d a douj pinze, insd poate fi stabilitd si fird
a face uz de aceastd proprietate, dupd cum urmeazi. Fie P’ — de coor-
donate z’, y’, 2’ — un punct din I(R’). Existd doud valori u’ §i v, astfel
incit 0 < w' < 1,0< v <1, 2’ =9, v), ¥y = $, v'), 2 =y, v).
Deoarece o este un homeomorfism al lui /2 pe I?, existi un punct = (si
numai unul) aparfinind lui J? gi astfel incit (z’, v')=w(="). Notind cu u siv
coordonatele lui =’, rezulti ¢ 0 < 2 < 1, 0 < v< 1 5 (&, ¢') = w(u, v).
Tinind seama de ultimele trei dintre relatiile (3), avem deci z’ = f(u, v),
y =g, v), 22 =hu, v) —cu 0 € u <1, 0 <wv < 1 Deci punctul P,
de coordonate z’, y’, z’, aparfine multimii J(R) si teorema este complet
demonstrati. -

Teorem&. Daci p ~ p’, iar pinza p este inchisd, atunei §i pinza p’
este inchisi.

Demonstratie. Fie u astfel incit 0 < u < 1. In baza echivalen-
tei lui p cu p’, existd un homeomorfism  cu proprietdtile (3). Avem deci,
folosind gi faptul cd p este inchisd,

o(z, 0) = ‘P(é(uv 0)) = f(u’ 0) = f(ua 1) = o(w(u, 1)) = ‘P(u1 1),

Y(u, 0) = Y(o(z, 0)) = g(u, 0) = g(u, 1) = P(w(n, 1)) = d(u, 1),

X(u1 O) = X((’)(u: 0)) = h(u, O) = h(ua 1) = X("’(ur 1)) = X(u’ 1))

?(0, v) = o(w(0, v)) = f(0, v) = f(1, v) = g(a(1, 2)) = 9(, v),

$(0, 2) = Y(a(0, v)) = g(0, v) = g(1, v) = d(a(l, 2)) = ¢4, v),

X(O’ v) = X(w((); v)) = h(07 v) = h(i: 7)) = X(w(:l: 1))) = Xu, 'I)),
deci p’ este inchisa.

Teoremd. Daei p ~ p’, iar p admite un punct multiplu, atunci
si p’ admite un punct aultiplu.

Demonstratie. Si aritim cd din proprietatea 1° a lui p rezulti

proprietatea 1° pentru p’ (ne referim la proprietitile din definitia punctului
multiplu). Existd, in baza echivalentei lui p cu p’, un homeomorfism « gi
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dou} Jpuncte (u, v;) € I?, (u, v;) € I, astfel incit (ug, v;) = w(w’, v'),
(u’l" 1)1) = m(u”) v”) §1

eluy, v1) = o(u(w’, v) = f(u', ¥') = f(u", v") = 9(w(u”, v")) = o(u;, v}),
Y, v1) = Y(o(@', ') = g(u’, v') = g(u", v") = o(u", v")) = P(ui, ),
X(u;: v;) = X(w(u’v 7")) = h(u,’ '”') = h(u”’ v”) = X(“)(u”) 7)”)) = X(u;a U;),

;leci ifi“i doud puncte (uy, v1) € I? i (uj, v}) € I? pentru care p’ satis
ace 1°.

S& ardtdm cd din proprietatea 2° alui p rezults proprietatea 2° pentru p’.
Intr-adevir, daci am avea, in relatiille de mai sus, u; =0, uj =1 si
v = v}, atunci, tinind seamd ci (0, v)) = (0, ¥;) (in baza primei proprie-
t&}i din (3)), ar rezulta u’ = 0, deci conform proprietitii 2° pentru p, am
avea u” 5= 1 sau v” 5& v". Dacd u” = 1, atunci, conform uneia din proprie-
titile (3), am avea uj =~ 1, ceea ce este contradictoriu; daci v” = v, atunci
(0, ¥') == «(0, v"), deci (0, v1) 5= (0, v;), deci v; == v;, ceea ce este iardsi
contradictoriu. Deci 2° are loc pentru p’. .

In mod analog se aratd ci, in ipotezele teoremei, §i proprietitile 3°, 4°
§i 5° au loc pentru p’ dacd ele au loc pentru p, §i teorema este demon-
stratd.

Corolar. Daci p~ p', iar p este o pinzd simpld, atunci si p’ este
o pinzi simpli.

i Exemplul de dous pinze care au aceeagi imagine, dar nu sint echivalente.
Fie p = {R, I(R)}, p’ = {R’, I(R")}, unde R este datd de z = u, y=uo,
z =0, iar R’ este dati de z = |2u — 1|, y = |20 — 1|, 2 =0, O<u<i,
0 < v < 1). Este ugor de vdzut ci pinzele p si p’ au aceeasgi imagine,
gi anume pédtratul unitate din planul Ouwv. Pinza p este, evident, simpla.

Pinza p’ nu este simpli, deoarece 2.1 _q|=]2.83 4 , deci punctul
4 & P :

(—;-, %, 0’ este multiplu. Conform corolarului de mai sus, p’ nu este echi-

valentd cu p.

Urmeazi acum si dim un sens matematic notiunii de ,,pinzi care are
arie“ i nofiunii de ,arie a unei pinze“. Vom incerca si transpunem proce-
deele folosite in cazul drumurilor, deoarece notiunea de pinzi este analogul
_ bidimensional al notiunii de drum.

Fie o pinzd p datd de reprezentarea (1). S& considerim o descompunere
A a lui /2 in domenii triunghiulare compacte T,, T, ..., T}, ..., T,
astfel incit, pentru i 5= j, T; sd n-aibd puncte intericare comune cu 7;

si I? = .Ul T;. S4 notdm cu Pi(ui, v}), Py(ub, v5) 5i Pi(ui, oi) virfurile tri-
1=

unghiului 7;. Reprezentarea R asociazi fiecdruia dintre aceste puncte un
punct bine determinat pe I(R). Si notim aceste ;‘punqte de pe I(R)
cu xf, nf, =i. Daci nu sint colineare, punctele nh, wh, w5 determini un
triunghi 7; cu virfurile pe J(R). Obtinem astfel un poliedru <, dat de

n

TA == .U Tie
i=d
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Aria poliedrului 7, va fi notatd cu ,aria t“, iar aria triunghiului =, va fi
notatd cu ,aria 7,“. Bineinteles, aici este vorba despre aria in sensul elemen-
tar, invitat in gcoala medie'. Avem

n
aria 74 = aria 7.
t=1

La doud descompuneri diferite —A §i A’ — ale lui J? corespund poliedre
75 §i Ta- de asemenea diferite, deci, in general, aria 7, 5~ aria 7,-. Obfinem
astfel o mulfime {za}, in general infinitd, formatd din numere reale pozitive.
Urmind metoda folositd in cazul drumurilor, apare natural si spunem ci
pinza p are arie atunci cind mulfimea {ro} este majorat¥. Marginea supe-
rioard a acestei mul{imi ar urma si fie, prin definitie, aria pinzei p.

Acest mod de definire a ariei unei pinze a pirut acceptabil pind in
momentul in care s-a constatat ci el vine in contradictie cu ideea intuitivd
pe care gi-o formeazi oamenii despre acest concept.
Anume, s-a constatat incd la sfirgitul secolulu:
trecut c¥, daci am urma definifia de mai sus,
atunci o cutie cilindrici nu ar avea arie. latd, in
mod precis, despre ce este vorba.

Exemplul lui H.A. Schwarz. Fie  reprezen-
tarea R datd de

T = cos u, (0 € u < 27),
y = sin u, 0 < v<h).
2=

Acestel reprezentiiri i se asociazi pinza p =
= {R, I(R)}. Este ugor de vizut ci I(R) este aict
un cilindru circular drept, cu centrul bazei in
origine, cu raza bazei egald cu 1 si cu indljimea
egald cu & (fig. 44). S considerdim un poliedru
tnscris in I(R), in felul urmitor. Imp&rtim cilindrul
in n pirti egale prin sectiuni drepte echidistante
(fig. 44; n» = 4). Impirtim apoi fiecare cerc de
sectiune In cite m pirti egale (in fig. 44 s-a luat
m = 6), avind griji ca punctele de diviziune ale
unui cerc si fie deplasate fatd de punctele de
diviziune ale cercului precedent printr-o rotatie de un unghi egal

cu Zin jurul axei cilindrului. Prin unirea tuturor-acestor puncte de divi-
m

ziune, obtinem un poliedru inscris in cilindru, format din 2 mn triunghiuri
isoscele. Aria unui astfel de triunghi se calculeaz& in modul urmétor (fig. 45).

1 Trebuie s4 atragem atentia ci nofiunea de arie a unui triunghi ca §i nofiunea de arie
a unui poligon nu sint chiar asa de simple cum pot si pard la prima vedere. Pentru unele
probleme legate de aceste notiuni, a se vedea J. Had amard, Lecii de geometrie ele~
mentard, vol. 1, Geometria pland, Ed. tehnici.
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Din faptul ¢ AB = |/ AC* 4 BC?, iar AC =0C — 04 = 1 — cos =,

. m
BC =1 rezults ci aria triunghiului BDE este
n . .

T 2 . ; . 2
smil/(i—cos—’ij-l-(ﬁ) =sinZ |/ 4sint = - 2,
m m n m 2m  n?

Aria totald a poliedrului format din cele 2 mn triunghiuri va fi

2msinZ l/h"- + 4n?sind = .
m 2m
Profitind de alegerea arbitrari a numerelor naturale m gi n, 84 considerim
un sir de poliedre inscrise in cilindrul circular drept pe care ni l-am dat,
poliedre care si fie de tipul celui de mai sus si astfel incit

. n
lim —
n->oo m2
m->co0

sd existe. Fie A valoarea acestei limite. Este clar ¢ A poate avea diverse
valori gi, in particular, se poate intimpla ca A = 4-oco. Daci A este finit,
atunci limita girului de arii ale ‘poliedrelor considerate va fi datd de

sin = . sind = Ty
lim | 2n— ™ |[ g2 4 fmtn? __2m =2ul/h2+2'_"i.
nse = 16ms ot L 4
mre m 16 ms /

Dacd’ A =0, atunci valoarea limitei corespunde ariei reale a cilindrului
considerat. Dacd insi A = 0, se obtine un rezultat diferit; se observd ci
valoarea limitei poate fi oricit de mare, cu condifia ca A si fie suficient de
mare.

Poliedrele ale c#ror arii le-am cercetat mai sus au forma indicatd in
figura 44. In figura 45 este reprezentatd o portiune dintre doud sectiuni
plane consecutive, paralele cu planul z =

Poliedrului .inscris in ~cilindru In modul
ardtat 1i corespunde, in planul Ouv al parametri-
lor, o anumitd descompunere A a intervalului
bidimensional I, definit de inegalititile 0 < u <
< 27, 0 € v < k. Anume, aceast3 descompunere
este datd de o dubli retea de drepte paralele

2hm h; hj

V——u==, p=-I

n n n

(l,j = 01:‘: 1’ ';°a Zt "’)v
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precum si de o retea de drepte paralele cu axa Ou, drepte care furnizeazd
diagonalele orizontale in paralelogramele constituite de prima retea (fig. 46).
Sirul de poliedre considerat mai sus coPespunde unui anumit gir de des-
compuneri ale lui /, de norm# tinzind la zero. Din faptul cd limita ariilor
acestor poliedre poate fi oricit de mare (pentru un sir de descompuneri con-
venabil ales), rezultd c&, in conformitate cu definitia datd mai sus, aria pin-
v zei cilindrice considerate este infinitd.
Exemplul dat de Schwarz a de-
terminat o reconsiderare nu numai a
h problemei ariei unei pinze, dar §i a
: problemei lungimii unui drum. Intr-a-
devir, faptul ci o metodd care ddduse
bune rezultate in cazul lungimii se
dovedise defectuoasi in cazul ariei
necesita o analizi mai profund4, care
si explice esenfa acestui fenomen si
sd conduc# la remedierea lui. °
: -l O astfel de e,:%)licat,ie a fost datd
0 F7/ de citre Henri Lebesgue, la inceputul
Fig. 46 secolului nostru. In cele ce urmeazi,
vom expune ideile sale. Pentru a le
face mai accesibile, ne vom referi mai intii la notiunea de lungime.
In primul rind trebuie si precizim ce inseamna apropierea dintre doud
drumuri. Fie-d, si d, doud drumuri definite pe [0, 1]. Fie 2 un homeomor-
fism al intervalului [0, 1] pe el insusi. Fie ¢, si ¢, doud valori din [0, 11,
care se corespund prin k (deci z, = &(t))). Fie M, punctul de pe d, cores-
punzitor lui ¢, §i fie M, punctul de pe d, corespunzdtor lui #,. S& punem '

ay,2(k) =U§“£ ){diSt (Mn M,)}

unde marginea superioard este luat¥ in raport cu toate perechile de puncte
corespondente prin k. Prin definifie, distana dintre drumul d, si drumul d,
va fi datd de
dist (d17 dz) == inf al,z(h),
h

ur;de marginea inferioard este luatd in raport cu toate homeomorfismele h posi-
bile. A
Pentru a obtine notiunea de distantd intre doud pinze, se procedeazd
exact ca mai sus, cu singura deosebire c& in locul intervalului [0, 1] se con-
siderd pétratul unitate.
Vom spune cd sirul de drumuri {d,} (de pinze {p,}) converge in distan{d
cdtre drumul d (pinza p) dacd
lim dist (d,,, d) = 0, (lim dist (p,, p) = 0).
T~» 00 n—>o

Scriem acest lucru in modul urmétor: {dn}ﬂ-s-t; d({p,,'}gi:t; p)-

Fie un drum d si fie {d,} un sir de drumuri poligonale care converge
in distantd cdtre d. S¥ presupunem ci sirul care are ca termen general lun-
gimea lui d, (aceasti lungime se poate calcula pe cale elementard) are limitd

312



si fie A limita lui. Fie A multimea numerelor A astfel obtinute — inclusiv
oo — pentru diferitele giruri {d,} cu proprietitile de mai sus. Oricare ar
fi drumul ¢, mulfimea A este nemirginit3 superior, dar este mérginiti infe-
rior, iar marginea ei inferioard este tocmai lungimea drumului d (daci dru
mul ¢ nu este rectificabil, atunci A confine un singur element: -+oco). Vom
numi pinzd poliedrald orice pinzd a cdrei imagine este o reuniune finiti de
domenii plane (dar situate in plane diferite) poligonale, fird puncte inte.
rioare comune doud cite doud. Fie o pinzd p si fie {p,} un sir de pinze
poliedrale care converge in distantd citre p. Si presupunem ci girul care
are ca termen general aria lui p, (aceasti arie se poate defini pe cale ele-
mentard, ca sumi a ariilor domeniilor poligonale care alcituiesc pe p,) are
limit& i fie y limita lui. Fie I’ multimea numerelor y astfel obfinute — inclu-
siv +oo (pentru diferitele giruri {p,} cu proprietdtile de mai sus). Oricare
ar fi pinza p, mul{imea I' este nemrginiti superior, dar este mirginiti
inferior, iar marginea ei inferioard va fi, prin definitie, aria pinzei p. Daci
I’ contine un singur element (pe +oo), atunci spunem ci p nu are arie;
in cazul contrar, pinza p are arie.

Teoremd. Daeci pinzele p si p’ sint echivalente, iar p are arie, atunei

§i p’ are arie gi cele doud arii sint egale.

Demonstrafie. Principiul demonstraiei va fi urmitorul: vom
ardta cd dacd un sir de pipze poliedrale converge in distant3 citre p, atunci
acest sir converge in distantd si citre p’ gi reciproc; orice sir de pinze poli-
edrale care converge in distantd ciitre p’, converge in distant{i si citre p.
Vom presupune cd p este datdi de reprezentarea (1), iar p’ este dati de
reprezentarea (2). Fie P o pinzi poliedrald de reprezentare

X = F(u) ‘U), '
O0O<uxgi,
y= G(ur U),
0<v< i),
z = H(u, v),

unde F, G si H sint continue pe I2

S& presupunem cd distanta dintre P si p este inferioari lui ¢ > 0.
Aceasta inseamnd ci existd un homeomorfism 4 al lui I2 pe 12, astfel incit,
dacd M(uy, vo) € P'si M(u, v) € p sint doud puncte care se corespund
prin %, atunci distanta de la M(u,, v,) la M(u, v) este inferioard lui e:

|F(uo’ vo)’ - f(uv v)l <es IG(uo: vo) - g(u‘l v)l <g IH(um vo) - h(u, 'U)’ <e

Existd un punct (u’, v') € I?, astfel incit (z, v) = w(u’, '), o fiind homeo-
morfismul care apare in definitia echivalentei lui p cu p’. Avem deci

F(ug, vo) — f(u, v) = F(uy, vo) — @(0u, v)) = F(uy, v) — o(u’, v'),
G("o: ”o) - g(u’ v) = G(uor vo) - 4‘(“’(“7 v)) = G(um ”o) - 4‘(“’, v')1
H(uy, vo) — h(u, v) = H(uy, vo) — x(w(z, v)) = H(uy, vy) — y(u', v').
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Notind cu M’ punctul de pe p’ de coordonate o(z’, v'), ¢(u’, '), x(u’, v')
gi tinind seamd cd

lF(um 7"0) - (P(u" '0')] < g |G(um V) — ¢(u’1 U')l <&’
| H(ug, v0) — y(u', v')| <,

rezulty ci distanta dintre M si M’ este inferioard lui <]/ 3.

S& notdm prin £ homeomorfismul obtinut prin compunerea homeomor-
fismelor & §i w. Din cele de mai sus rezultd ugor cid dacd M(u,, vo) € P,
M, v') € p’, iar (uy, vo) §i (¥, v') se corespund prin %, atunci distania
dintre M(ug, vo) 81 M(u’, v') este inferioard lui €]/3, deci distanta dintre
P si p’ este inferioard lui e]/3.

Reciproc, se aratd ci dacd distanta dintre P si p’ este inferioard lui
e, atunci distanta dintre P §i p este inferioard lui ¢]/3.

Fie acum {P,} un gir de pinze poliedrale care converge in distantd
citre p. Aceasta inseamnd c#, fiind dat ¢ > 0, existi N cu proprietatea
cd, de indatd ce n > N, dist (P,, p) < . Rezultd ci, pentru n > N, dist.
(Pn, P') < el/3B, deci {P,} converge in distanfd citre p’. Reciproc, dac#
{P,} converge in distan}{i citre p’, atunci {P,} converge in distant{a cdtre
p- Deci mul{imea valorilor limit& ale sirurilor de tipul {aria P,} este aceeasi
pentru p si pentru p’; marginea inferioard a acestei multimi este aria co-
mund a pinzelor p §i p'.

b. Notiunea de suprafati.
Suprafete care au arie

Teoremele de mai sus fac naturale gi legitime urmitoarele definitii:

Se numegste suprafatld o clasd de pinze echivalente.

Se numegte suprafaid inchisd o clasd de pinze inchise echivalente.

Se numegte suprafatd simpld o clasi de pinze simple si echivalente.

: Prin definitie, o suprafaj@ are arie dacd pinzele din care este ea formatd
?u arie. Valoarea comund a ariilor acesior pinze este, prin definifie, aria supra-

ejei. . .
Asa cum nofiunea de pinzd corespunde notiunii de drum, nofiunea de
suprafaji este analogul nofiunii de curbd iar notiunea de suprafafd care
are arie este analogul notiunii de curbd rectificabild.

Desigur, ci ar fi. de dorit si obtinem, pentru suprafete, un analog al
criteriului de rectificabilitate al lui Jordan; un astfel de analog existd, insd
din cauza complicatiilor tehnice renuntdm de a-l1 da aici. Vom prezenta,
in schimb, un alt aspect al teoriei arier unei suprafete, relativ la suprafe-
tele care admit plan tangent. In particular, vom obtine, in anumite conditii,
0 ti;aoremé. de reprezentare a ariei unei suprafete cu ajutorul unei integrale
duble.

¢. Unghiul a doui pinze
Fie p, = {R;, I(R,)} §i p; = {R,, I(R,)} doud pinze care au plan tan-

gent in fiecare punct, cu alte cuvinte pentru care aplicatiile vectoriale R,
§i R, sint diferentiabile in fiecare punct din J2 Fie y un homeomorfism
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al lui I2 pe I%gi fie (uy, v;) §i (uy v;) doud puncte generice din I2, care
se-corespund prin y, deci pentru care (z v,) = y((#,, v;)). Vom nota cu
Ry(u,, v,) imaginea lui (u,, v,) prin aplicatia R, §i cu Ry(u,, v;) imagi-
nea punctului (z,, v,) prin aplicaia R,. Vom nota cu ay(y; uy, v,; g vs)
unghiul ascutit format de planul tangent in punctul R,(u,, v,) la pinza
Py cu planul tangent in R,(u,, v,) la pinza p,. S& punem

aya(y) = sup. a(y; Uy, v5; Us, V),

marginea superioary fiind luatd in raport cu toate perechile de puncte
corespondente (z,, v,), (u,, v;) prin homeomorfismul y. S§ punem

a1 = Inf. aye(y);
Y

deci «;, este marginea inferioard a multimii {a,(y)}, adici a mulfimii dife-
ritelor margini superioare «,,(y) obtinute pentru diferitele homeomorfisme
v ale lui 12 pe I2

Unghiul format de pinza p, cu pinza p, va fi, prin definitie, dat de

N
P1y P = 9.

Evident ci se poate defini, in mod analog, unghiul format de dou# drumuri
cu tangentd.

S& observdm cd definifia dat¥ unghiului a dou# pinze cu plan tangent
se extinde si la cazul in care pinzele (sau una dintre ele) au, in unele puncte,
mai multe plane tangente, cu conditia ca in fiecare punct si avem un numir
finit de plane tangente. Intr-adevar, este suficient, in acest caz, s¥ desemnim
prin «y,(y; u;, Ug; vy, v;) pe cel mai mare dintre unghiurile format de un
plan tangent in R,(u,, v;) la p;, cu un plan tangent in R,(u,, v,) la p,.
Operatiile ulterioare, aplicate mul{imii {e,5(y; u,, v;,; us, v,)}, rémin ne-
schimbate. ’

O pinzd pentru care, in fiecare punct, planele tangente sint in numir
finit, va fi numit¥, in cele ce urmeazd, o pinzd cu plan tangent generalizat.
Este deci clar cd definitia datd mai sus unghiului a doui pinze este vala-
bild nu numai pentru pinze cu plan tangent, dar si pentru pinze cu plan
tangent generalizat. .

d. Convergenfa in directio

Fie p;, p2y ey Py .- un gir de pinze cu plan tangent generalizat. Vom
spune cd sirul {p,} converge in direcfie cditre pinza p cu plan tangent genera-
lizat, daca

lim jop = 0.
n->o
Introducindu-se, pe o cale asem#n#toare, notiunea de drum cu tangentd
generalizatd se va putea defini nofiunea de convergenti in directie si pentru
giruri de drumuri cu tangentd generalizati. .
Un caz particular important de drum cu tangenti generalizati il con-
stituie orice drum poligonal, intelegind, ca si alti dat¥, prin drum poligonal
un drum a cdrui imagine este o linie poligonali.
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Convergenja in direcfie este independentd de convergenia in distanjd. Pen-
tru simplitate, vom ilustra aceasta pe exemple care folosesc giruri de dru-
muri. s

Ezistd un sir {d,} de drumuri cu tangentd, care converge in direclie cdire
un anumit drum d, dar nu converge in distanid cdtre d. o

Pentru demonstratie, si considerdm drumul d, definit de aplicatia

gi drumul d definit de aplicatia

R-{z=t’ 0<t<
- y=0’( \t\ )o

Este ugor de viazut cé

P
d,, d = 0 pentru n = 1, 2, ...
deci girul {d,} converge in directie cidtre drumul d. Pe de alti parte, avem

dist. (d,, d) =1+ 1,
n

deci sirul {d,} nu converge in distantd citre d.

Ezistd un gir {d,} de drumuri poligonale care converge in distanjd cdtre
un anumit drum d, dar nu converge in directie cdtre d.

Pentru demonstratie, vom considera girul {d,} definit in modul urma-
tor. Se imparte segmentul [0, 1] in 2" intervale de aceeagi lungime. Pe fie-
care dintre aceste intervale, luat ca bazi, se construieste triunghiul isoscel

al cdrui virf are ordonata egald cu 1. Drumul d,= {R,, I(R,)} va{i definit
n

astfel incit I(R,) s fie reuniunea laturilor egale ale triunghiurilor isoscele
construite ca mai sus. Aplicatia R, va fi obt{inutd luind, ca functie care
di abscisa, aplicatia identicd, iar ca interval al parametrului, intervalul
[o, 11
" "Drumul d va fi prin definitie, dat de z = ¢, y =0 (0 < t < 1).
Este ugor de vazut cd ;

dist. (dy, d) = ~,
n
deci girul {d,} converge in distantd citre d. Pe de altd parte, unghiul
A~
dy, d

are o valoare diferiti de zero si independentd de numirul natural »; deci
girul {d,} nu converge in directie citre d.

Exemple similare se pot da gi pentru pinze.

Ca si altddatd, vom numi pinzd poliedrald orice pinzd a cérei imagine
este o reuniune finitd de domenii plane poligonale. Vom numi pinzd polie-

4
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drald in sens generalizat orice reuniune finit¥ de pinze, fiecare avind ca
imagine un domeniu plan care are arie, iar aceste domenii fiind fard puncte
interioare comune.

Pentru o pinzj poliedrali in sens generalizat, notiunea de arie se impune
in mod natural ca sumi a ariilor domeniilor plane din care ea este alci-
tuitd. . .

Notiunea de pinzi poliedrali este analogi notiunii de drum poligonal.
Definitia dati de Jordan lungimii unui drum folosegte siruri de drumuri
poligonale fnscrise in drumul considerat si corespunzind unor siruri de
diviziuni de normi tinzind la zero. Despre astfel de giruri de drumuri poli-
gonale se poate arita cd converg citre drumul considerat atit in distanti
cit si in directie. Insd o teoremé aseminitoare pentru siruri de pinze polie-
drale nu are loc. Mai precis, fiind dat¥ o pinzi p §i un sir de descompu-
neri triunghiulare A, ale intervalului parametrilor, de norm# tinzind la
zero, este posibil ca sirul corespunzitor de pinze poliedrale inscrise si con-
veargd cdtre pinza p numai in distant#, nu si in directie. Tocmai aceasta
este situatia in exemplul dat de Schwarz. ’

Fie p o pinzd cu plan tangent. Fie {p,}sen un gir de pinze poliedrale in
sens generalizat, care converge citre p atit in distantd cit si in directie.
S& presupunem ci sirul

aria p,, aria p,, ..., aria p,, ...

este convergent. In aceste conditii, se poate demonstra cd pinza p are arie,
iar aria este dati tocmai de limita sirului de termen general aria p,.

Nu putem da aici demonstratia acestui fapt. Eventual, el poate fi luat
ca definitie-a ariei unei pinze cu plan tangent, insi in acest caz ar tre-
bui aritat cd pentru doud siruri de pinze poliedrale in sens generalizat,
care au proprietdtile de mai sus, limitele sirurilor de arii asociate sint egale.

e. Reprezentarea ariei unei pinze
printr-o integrali dubli

Folosind acest fapt, vom da urmitoarea

Teoremid de reprezentare a ariei unei pinze prin-
tr-o integrald dubli Fie p = {r, I(r)} o pinzd pentru care
r este datd de :

z = u,
r y=uv,
2= (u7v)1

unde f admite derivate parfiale continue in domeniul compact D, eare
are arie. In aceste conditii, pinza p are arie gi

‘
i

aria p =SS l/ 1 +‘—g£)2+ (:-;)2 dz dy.
D

tratie. Fie A o descompunere a domeniului D:D =
~UD;U..UD, Fie (¢, n) € D; (1 <i<n)sifie P; acel

i
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punct din I(r) ale cirui coordonate sint &, v, si f(§;, »;). Fie T acel domeniu
din planul tangent la p in P;, a cirui proiectie ortogonald in planul Ozy este
domeniul D;. Avem

aria D; = (aria T;) * cos vy;,

unde y; este unghiul ascutit format de planul care contine pe T cu planul
Ozy. Rezultd imediat ci

cos y; = +1 ’

+ V1 + (-ggr(ﬁi’li) + (%r(aini)

deci

aria T; = (Vi + (-:—Zr+ (%’;}2)(%"{) - aria D;.

Sd punem

avem atunci

n
2&1‘1& T;=o0a (£ 5:’; ni)r
=
unde in membrul al doilea figureazi suma riemanniand a lui F relativ la A
gi la punctele (§;, m;) (1 <t < n). ,

S& notim cu 7,(A) pinza a cirei imagine este T'; si a céirei reprezentare
parametrici este definiti pe D;, luind, ca parametri chiar abscisa §i ordo-
nata. S& notim cu 7(A) pinza poliedrald in sens generalizat care se obtine
ca reuniune a pinzelor 7,(A) (1 < i < n). Avem deci

aria 7(A) = 6a (F; &;, ;)
Deoarece F este continui pe D, rezultd ci F este integrabild pe D, deci,
pentru un sir A; de descompuneri ale lui D de norm& tinzind la zero, avem

lim o s (F; €2, ) = SSF‘”" y) dz dy,
D

n->x
deci si

n—>o

lim aria ©(A,) = SS F(z, y) dz dy.
D

Teorema va fi demonstratd de indatd ce vom reusi si aritdm c# sirul
{r(A,)}nen converge ciitre pinza p, atit in distan{d cit si in direcie.

Pentru a stabili convergenta in distantd, este suficient s demonstrdm
cd pentru ¢ >0 existd un numdr y > 0, astfel incit

dist. (v(A), p) < ¢ de indati ce v(A) < .
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Va fi deci suficient si aritim ci pentru ¢ > 0 existi un 7 >0, astfel
incit, dac& v(A) < %, atunci existd un homeomorfism %, al domeniului D,
care induce o corespondentd intre t(A) si p, pentru care, notind cu M4
$i M doud puncte care se corespund prin ks(My € ©(A), M € p),sé avem

dist. (M, M) < .

Fie A o descompunere jordaniani oarecare a lui D. Vom considera ho-
meomorfismul identic al domeniului D, care induce intre t(A) §i p o cores-
porident{d in modul urm&tor: daci M € p, atunci M, va fi acel punct din
T(A) care are aceeasi abscisd ca si M gl aceeasi ordonati ca si M. Avem
deci, notind cu z §i y abscisa si ordonata punctului M $1 cu F(z, y) cota
punctului M,,

dist. (MA, M) = IF(xr y) - f(x: y) "

Existd un numir natural j(1 < j < n), astfel incit (z,y) € D; Fie
€ > 0. Deoarece f este continui pe domeniul compact D, rezulti ci f este
uniform continu pe D, deci existi %’ > 0 astfel incit

If(P) —f(Py) | <,
de indati ce
dist. (Py, P,) < 7',
Putem admite c& 4’ <e.

S& presupunem cd norma v a descompunerii A este inferioard lui .
Rezultd cd diametrul lui D; este inferior lui %', deci

If(z: y) - f(&j‘l 7)]')' <e

Pe de altd parte, deoarece (z,y) € Dj, avem, din ecuatia planului tangent
in P; la pinza p, :

F@,y) =1 m) + (¢~ &) (L) + @ =) (2,

|F(z, y)—fae,-,m)l\%lx—aﬂ- (g)j|+:y—m;‘|(g_;)j|.

Din faptul ¢ derivatele partiale ale lui f sint continue pe domeniul
compact D, rezultd cd ele sint mérginite in D, deci existd un numir real K,
astfel incit . '

deci

|F(z, y) — fE; )| < K(|o — &;] + |y — u;))
Insi din v(A) < % rezultd

l$_€jl<nla |?I“")J‘]<")'7
deci ‘
|F(z, y) — fE; n3)| < 2K7’

si, tinind seama ci 9’ < ¢, obtinem | _
1#(z, y) — fz, Y)| < |F(z, y) — &, )| + 1f(2, y) — f(E; n5)] < e(l + 2K).
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Am stabilit astfel convergen’ga in distantd a girului {t(A,)}nev cdtre
pinza p.

Pentru a stabili cd glrul {=(A,)}ne~ converge in directie citre p, folosim
un rationament oarecum analog, insd aplicat nu diferentei |F(z, y) — f(=, ¥)|,
‘ci diferentelor

oF af

oz Oz

oy Oy

oF _ of

Avem, pentru (z, y) € D,

3F (v,u) (3) (Zj)(x.m (aa;J
e I

9 ozl
aF of|_|of (of
i A )
Folosind continuitatea uniform3 a derivatelor partiale ale lui f pe D si

admitind, pentru a nu mai complica scrierea, ci pentru ¢ >0 putem alege
pe 7’ >0 acelasi cu cel de mai sus, astfel incit

(2 <e |- <

oz ozlj
pentru (z, y)< Dj, rezultd imediat convergenta in directie a girului {v(A,)}nev
citre p.
Vom schita acum extinderea teoremei precedente la cazul general al
unei pinze p = {r, I(r)}, unde r este datd de

deci

x=f((u, W 0<u<l),
rey y=2gu,2),
\ z = h(u,v), O<v <)

Vom presupune ci f, g §i kb au derivate part,lale de primul ordin continue
in I? (pitratul unitate din planul Ouv) si cd matricea

fo & B
f, & .k

are, in fiecare punct din IZ, rangul egal cu doi. Aceasta inseamni cd, in
fiecare punct din /2, cel putin unul dintre determinantii

v P by fu fo 8
A, o) = A =8 " Buy=8B=|" T, cu,n=Cc= .
g ke ko f fo &

este diferit de zero.
In aceste conditii, vom da urmitoarea

320



Teoremi. Pinza p are arie §i

ariap=SS l/mdudv=ss VEG—F¢ du dv,

\ T ]
%

unde . Vo
E=fi2 g + B,
G="1?+g*+ k2
F = fufs + gugs + kil
Demonstratie. A doua egalitate rezulty din egalitatea
. - A% 4 B* 4 C?= EG — F?,
care, la rindul ei, este o consecintd imediatd a identit¥tii lni Lagrange
@ b, b ¥ ‘
as by by ¢,

|9 = (@ 4 8 + A+ 82+ &) — (a0, + biby +
+ ¢,65)%

_‘ Rémine sj stabilim ci

ariap = SS VA B T C du do.
II

Vom considera o descompunere A a lui I%, format¥ cu paralele echidis-
tante la axele de coordonate: I? = o, U, U..UaU...Ua, Deci o este
un pétrat ale ciirui virfuri M,, M,, M, gi My au coordonate de forma

My(u;, ”;)_: Mi(u; + K, v), Ma(u; +k, Y + k), My(u;, v; + k).

S4 punem
o(u,v) = z; + ft:‘(u — )+ fr:,-(” — ),
" Yo, 0) = 9y + gyle — m) + gl — o), (%)

x(@, v) = 2, + Iy, (w — u) + kv — o)),

7 = o(uy, vy), ¥o = Y(uy, vy),  B= X(u{,‘vi),

z7 = o(u; + ’F» %), ¥1 = Y(u; + k,9)),, 21 = x(u; + &, v;),

g=o(u + ko + k), yi=d@ +Eo+k, 5= x(u; + &, v; + k)

z3 =o(uy, v; + k), ys = Y(uy v, + k), 23 = x(uy v; + k).

S& notdm cu P} punctul de coordonate 23, y3, 27 (0 < i < 3). Punctele

% Pi, P, Pj sint virfurile unui paralelogram @, situat in planul tangent

la pinza p in punctul Pg (se observd cd § = x;, yg = y;, 55 =7,). Fie ¢\ pinza

) {r, I(r)}, unde r este reprezentarea definitd pe «; g1 dati de (4), iar I(r) = Q..
Fie q(A) pinza poliedrald generalizaty care se obtine ca reuniune a pinzelor
2;(1 < i < n), Ca si in teorema precedentd, se arat¥ cd, pentru un gir A, de
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descompuneri de normd tinzind la zero, sirul {g(A,)}nen Gonverge citre ¢
in distantd si in directie. Rémine sd ardtdm cd ‘

Yim aria g(Ay) = SS VAT ¥ BT Cidu dv.

n->c
B n ’

Pentru aceasta, va trebui si evaluim aria paralelogramului Q;. Observim
i vectorul PiP; are drept componente pe axele de coordonate méirimile

Kfuiy *gusr Khuyy
iar vectorul P}P; are drept componente pe axele de coordonate mirimile
kfo Kgoy Fhuy

Aria paralelogramului Q; este egali, dupd cum se gtie, cu mirimea vecto-
rului care se obtine ca produs vectorial al vectorilor P}P;gi PyP;. Agadar

a0, = G Bl o B Tl oy TT BT OO,
aria Qi - hzv g",l h;i + h"’i f;'l, =h? Ai + B? + Cu
unde )

2

fus 8ui

ol

A; = A(u, v;), By= Bu;,v), C;=Cuy v;)-
Deci, tinind seama ci k%= aria a;, avem

n n
aria g8 = 2 aria ¢ya) = Z{ |/ A% + B? + C? - aria «; = oa(F; u;, %),
i= i=
unde .
A F(u,v) = A¥u, v) + B*u,v) + C*u, v).
Deoarece F este continud pe J2, rezulty c3, pentru v(A,) - 0, avem
lim g(A,) = lim o ay (F; 85, v) = SS VAZ+B*+Ctdudv
n->co n->o .
I3

gi teorema este complet demonstratd.

Ezemple 1° S se determine aria pinzei p definitd de = u,y =1,
2= —;- (u% + v?), unde punctul (z,v) aparfine domeniului D constituit de
unul dintre ochiurile lemniscatei (u2 4+ v2)2 = u? — v? (fig. 47).

servim c¥ [ admite derivate partiale
: continue pe D, deci, conform uneia
) dintre teoremele de mai sus, p are

\/ z arie gi

aria p = SS VIt +otdudo. '
)] \

Fig. 47
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Trecind la coordonate polare, obfinem

Ycos 26

7 7
ariap=2SdB S |/1‘_+pzpdp=§s (2 1/2 cos? — 1) deg=%—§.
0 0 0

2°.Fie f o functie cu derivati continui pe [a, b] si astfel incit f(z) >0
pentru a < z < b. S¥ presupunem c¥ planul %0z, in care se aflf mulfimea
punctelor cu coordonate de forma (2, f(z)), se rotegte cu 360° in jurul axei

Oz. Multimea descrisi in acest fel de Imaginea drumului = = ¢, z = f(t) (a <
< t < b) este imaginea pinzei p date de

z=u, (@ < <),
¥ = f(u) sin v, (0 < v < 2m),
z = f(u) cos v,

unde v este unghiul format de planul de rotatie cu planul Ozz (fig. 48).

Fig. 48

Avem .

E =12 4 f2(u) sin® v -+ f'%(u) cos? v = 1 4 f'%(u),

G = 0 + f*(u) cos® v + f2(u) sin? v = f*(u),

F =1-0 4 f(u)f'(u) sin v cos v — f(@)f'(z) sinvecosv = 0,
deci ‘ '

b b
Cariap = de VEG—F% du = Znsf(u) VIFFw du.

w
O sy o
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Capitolul XVII
INTEGRALA TRIPLA

Modul in care a fost construiti teoria integralei duble permite aplicarea
ei atit la functiile de doud variabile cit i la functiile de trei sau mai multe
_variabile. Insd, deoarece, in mod explicit, consideratiile s-au referit la func-
tiile de doud variabile, vom relua aici aceste consideratii, referindu-ne de
astd dat¥ la functiile de trei variabile. Vom trece mai repede peste chestiu-
nile care revin la o simpld schimbare de terminologie (inlocuirea »ariei®
prin ,,volum®, a ,,domeniului bidimensional“ prin ,,domeniu tridimensional®
etc.), oprindu-ne mai cu seam# la acele chestiuni care implici modificari
~ mai putin banale. Urmind pas cu pas etapele prin care am ajuns, in plan,
la notiunea de mulfime care are arie §i la nofiunea de arie a unei multimi,
se obtin, in spatiu, nofiunea de mulfime care are volum gi notiunea de vo-
lum al unei multimi. Pentru aceasta, se vor considera, in loc de poligoane, -
poliedre sau chiar numai poliedre care sint reuniuni de intervale tridimen-
sionale. Tinind seama ci pentru poliedre nofiunea de volum este cunoscutd
(a se revedea aceastd chestiune, care pune totusi §i unele probleme mai
delicate), vom putea defini volumul interior gi volumul exterior al unei mul-
timi de puncte din R®. Dac# aceste doud volume sint egale, atunei spunem
ci multimea respectivil are volum si acest volum este — prin definitie — dat
de valoarea comund a volumelor interior §i exterior. Despre un do- .
meniu din R® care are volum se spune ci este misurabil Jordan. In cele ce

.

urmeazi, atita vreme cit nu se va specifica contrariul, toate domeniile consi-

derate vor fi presupuse compacte (adicd mirginite gi luate impreuni cu fron-
tiera) si misurabile Jordan. ’

Fie F o funclie reali de. domeniu, definitd in domeniul G c R3, adica
o functie care asociazi fiecirui domeniu D CG un numdr real bine deter-
minat F(D).

Dacd, pentru orice pereche de domenii D, §i D, confinute in G 'si fard
puncte interioare comune, astfel incit D, U D, este tot un ‘domeniu, avem
F(D,U D,) = F(D,) + F(D,), atunci spunem ci F este o funcjie aditivd
de domeniu. Cel mai simplu exemplu de functie aditivd de domeniu este
volumul unui domeniu din R?; intr-adevir, avem vol. (D; U D,) = vol. D, +
+ vol. D, ori de cite ori D, §i D, n-au puncte interioare comune.
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Amintim c¢j diametrul unei mul{imi este marginea superioard a distante-
lor dintre punctele acestei multimi. s ‘
Fie (z,y,2) un punct din G. Si presupunem cd are loc urmdtoarea
situatic: existd un numdr real £ astfel incit peniru orice € >0 sd existe un
m >0 cu proprietatea cd, oricare ar fi domeniul D confinind punctul (z, y, z)

$i de diametru inferior lui v, are loc inegalitatea ‘

Ia—F‘D’|<a.

vol. D

In aceste condiyii, spunem cd funcfia F este derivabild in punctul (z, y,3)*
iar numdrul £ se numeste derivata functiei F in punctul (z,y,z) sise noteazd

dF
&= (ﬁ) (x,1,2) )
Fie f o functie reald definitd in domeniul G < R®. Dacd existd o functie
F aditivd de domeniu, definitd in G, asifel incit

(&
d VJ (x,0,2)

penitra orice punct (x, y, z) € G, atunci spunem cd f admite primitivé in do-
meniul G, iar F este, prin definitie, o primitivé in G a functiei f. Deci, deri-
vata unei functii de domeniu este o functie de punct, in timp ce primi-
tiva unei functii de punct este o functie aditivi de domeniu.

Ca si pentru functiile de dou# variabile, se demonstreazs ci primitiva
unel funcii definite in G este unic determinatd (atunci cind aceasty primi-
tivd existd).  In demonstrarea acestei teoreme intervine proprietatea de
aditivitate a primitivei ca functie de domeniu. -

= f(=, ¥, 3)

. Teorema 1, Daci f este o funclie de punct, continui in domeniul
G C R3, atunci f admite primitivi in G.

Demonstra {ie. S& considerdm mai intli cazul particular in care
- (%, y, 2) > 0 in G. Fie D un domeniu continut in G. S¥ considerim fami-
lile de planez =2, y =2, ; =2, ynde P parcurge mul{imea numerelor

n n

n
intregi (atit cele negative cit si cele pozitive — inclusiv zero), iar n este un
numér natural arbitrar, dar fixat. Fie K;, Ky, ..., K., cuburile inchise, de

muchie egald cu L formate cu planele de mai sus §i care contin puncte
n . B
din domeniul D. Fie M; marginea superioar§ a functiei f in cubul K;(1<
<i<m). S& punem .
. m )
W, = S M,vol. K, 1)
n i; i i
Este ugor de vdzut ci W, nu creste atunci cind n creste si, deoarece
- Wy > 0 (in baza faptului ci f(z,y,2) >0), existd si este finitd limita
| W =lmW,.

N>
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Valoarea W depinde, evident, de domeniul D, deci putem scrie: W = F(D).
Vom ardta cd F este tocmai primitiva func’glel finG.

Mai intii si ardtim cd functia F este aditivi. _Fie, pentru aceasta, o
descompunere a domeniului D in doud domenii D’ gi D”, fird puncte inte-
rioare comune. Si notdm cu W, suma de tipul (1) asociatd domeniului D',
cu W, suma de tipul (1) asoclaté domeniului D” §i cu W' suma de tlpul
1) asoclati mul{imii D'ND”. Avem

W =W, + W, — Wy, , (2)

deoarece cuburile care-5i dau contributia in W"’ isi vor da contribufia atit
in W, cit si in W,. S& notdm cu V; suma volumelor cuburilor K; care
contin puncte din "D'N D”. Deoarece toate domeniile cu care lucrdm au vo-
lum, rezultd c# frontiera fiecirui domeniu care apare mai sus este de vo-
lum egal cu zero. Deoarece D’ §i D" n-au puncte interioare comune, rezultd
ci D'N D" este o multime continutd atit in frontiera lui D’ cit §i in fron-
tiera lui D". Deci vol. (D'N D) = 0. Aceasta aratd cd, pentru n destul de
mare, V;’ devine oricit .de mic dorim, deci

lim V;' = 0.
:n-»w
S& notém cu M marginea superioard a functiei f in domeniul D. Avem
' o<W, < M-V,
Din relatnle stabilite rezultd
lim W;' = 0.
n->0

Dé aici gi din (2) rezultd, prin trecere la limitd,
F(D) = F(D') + F(D")

- gi aditivitatea funefiei F' este stabilitd.
Sd ardtdm acum cd

( = f(z,y,2) pentru (z,y,2) EG. . @)
d¥ J(x,u.2)

Notind cu mp, si My, marginile inferioard §i superioard ale functiei f pe do-

meniul D gi punind
m
Vo= S vol. K;
n t& i

mp Vo<W, M,V,,

obt{inem, in baza relatiei (1),

deci, pentru n — o<,

mp vol. DS W< My, vol. D.
" Ins§ W = F(D), deci
mp, vol. DK F(D)< My vol. D
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F(D) _
<M,.
vo.D D

Insi din faptul cd D este compact rezult¥ existenta a doud puncte
Pp, §i Py apartinind lui D gi astfel incit my, =f(Pp), M p=[f(Pp). Rezulty
deci ci

mp<

’ F(D) " S '
€ ——< .
f(Po)< T2 < f(pp) @
© Tinind seama acum de faptul ci f este continuy in G, rezultd ci daci
(z, y, ) este un punct din G, iar {D,} este un gir 'de domenii continute
in G, continind punctul (z, y, z) si de diametru tinzind la zero, atunci din
(4) se obtine, prin trecere la limit,

. F(Dyp)
31:2 vol.D, f@,9,2) v
§i, dupd cum se gtie, aceasti situatie este echivalents cu exprimarea prin
e a relatiei (3). Teorema este astfel demonstrati in cazul f(z, y,2)>0.
Fie acum f o func{ie continui arbitrari. In baza continuitdtii lui f pe
domeniul compact G, rezulty c# f este mirginit% pe G. Existi deci un numér
real %, astfel incit :

8(2, ¥, 2) = f(2,9,2) + k>0, pentru (z,y,2) € G.

Deoarece functia g este continu¥ §i nenegativi in G, ei i se aplici re-
zultatul obtinut in prima parte a demonstratiei. Existd o functie F, aditivy
de domeniu, derivabil¥ in fiecare punct din G si astfel ineit

% = &(2, y,2), pentru (z,y,1) € G.

S& punem
\
F(D) = Fy(D) — k - vol. D.

Functia F, ca diferenti a dous functii aditive de domeniu, este tot o
functie aditivd de domeniu; ca diferentd a doui functii derivabile este tot
o functie derivabili si

= = k= g@9,8) — k= (f(5,9,9) + B — k= (z,4,3),

deci F este primitiva functiei f. Teorema este astfel complet demonstrati.

Observatie Dupd cum se vede, demonstratia teoremei de mai sus
diferd intrucitva de demonstratia teoremei corespunzitoare la functiile de
doud variabile. Explicatia este urmdtoarea: in cazul functiilor de dous va-
riabile, s-a lucrat cu ,,volumul cilindroidului asociat functiei f gi avind ca
baz§ domeniul G“. Corespondentul acestei notiuni in cazul in care f este o
functie de trei variabile conduce la considerarea unui ,cilindroid situat in R4
i avind ca bazi un domeniu din R* i a ,msurii jordaniene a unui
astfel de cilindroid“. Pentru a' evita introducerea unor astfel de concepte
destul de complicate si neintuitive, s-a folosit calea de ‘mai sus.
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Definifia integrabilitifii unei funeii de trei variabile gi definirea integralei
, triple. Fie f o functie de punct, definitd in domeniul G c R3. Spunem ci
f este integrabild pe G dacd f admite primitivd pe G. In acest caz, notind cu
F primitiva lui f, valoarea F(G) (totdeauna unic determinaté) se numesgte
integrala functiei f pe domeniul G gi se noteazd

F(G) = SSS f(@, y, 2)dz dy dz . 5)
. G '

sau incd

F(6) = SSS f(@,y,2) dV- o (6)
G

Integrala funcfiei f se mai numeste §i integrald tripld, pentru motivul
cd se referi la functii de trei variabile reale.

Teorema de mai sus conduce-imediat la urmétorul rezultat:

Orice functie f, continud pe domeniul G C R, este integrabild pe G. Pro-
priet&tile generale enunfate si demonstrate pentru integrala dubli se trans-
fers, cu simple modificiri de terminologie, la integrala tripld. Vom enunta,
fn mod explicit, una dintre teoremele de bazd. Insd mai intii citeva definifii.

Fie A o descompunere a domeniului G C R® in domeniile D,, D,, ...,
D,, ..., D, fird puncte interioare comune doud cite doui. Numim norma
descompunerii A cel mai mare dintre diametrele domeniilor D;(1<i<n).
Fie (§;, n;, &) € D(1<i<n) i fie f o funclie definitd pe G. Expresia

n .
‘Z: f(&;,n;, G;). voOl. D; se numegte sumé riemanniand asociati functiei f, do-
=1 : ; :

meniului G, descompunerii A si punctelor (§; m; §;) §F se noteazd oa (f;

E:i, T4y ci)‘v ‘ . . .
Teorema de reprezentare a integralei triple ca
limits de sume riemanniene. Fie f continui pe domeniul

in aceste conditii, fiecirui numiir ¢ > 0 ii corespunde un numir n > 0,
astfel incit, pentru orice descompunere A .a lui G, de normi inferioard
Iui v, s3 aibd loc inegalitatea - :

U =oa(f; Epmu )l <& N
oricare ar fi punectele (§;,v;,%;) € Dyi(1<i<n).

Demonstratia acestei teoreme urmeazi pas cu pas demonstratia datd
teoremei corespunzitoare pentru integrala Riemann a functiilor de doud
variabile.

De obicei, proprietatea continuty in teorema de mai sus este luaté ca
definifie a integrabilititii si a integralei functiilor de trei variabile. Mai
precis, se adoptd urmditoarea
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v : . :
-Definitie. Fio f o funcfie reali, definiti pe domeniul G C RS, 83
presupunem e existd un numir real J eu urmitoarea proprietate: ori-
cirui numir ¢ >0 i corespunde un numir 1 > 0, astfel ineit, pentrn
- orice descompunere A a lui G, de norm4 inferioars lui 7, 58 avem inega-

litatea (7), oricare ar fi punctele (&, 7, 8)E D, (1<ign).

in aceste -

conditii, spunem c3 f este integrabili Riemann pe G, iar numirul J se
numegte integrala Riemann a lui f pe G si se noteazi ca in (5) sau (6).

Pentru functiile continue, aceastd
definitie este echivalenti cu definitia
precedentd, atit in ceea ce priveste in-
tegrabilitatea cit si in ceea ce privegte
valoarea integralei.

-5& considerdm un domeniu D si-
tuat in planul Ozy. Fie ® si ¢ doud
functii continue pe D, astfel inecit
O(z, y) < ¢(z,y) pentru orice punct
(z, y) interior lui D. S§ notim cu G

; domeniul din R® definit de inegalititile
O(z, y)<z < U(=,y), unde (z, y)ED.
Un astfel de domeniu G se numeste
simplu in raport cu aza Oz (fig. 49).
In “mod analog se definesc notiunile

de domeniu simplu in raport cu Oz %

§i domeniu simplu in raport cu 0y.
Procedind exact ca in cazul co-

respunzitor la functii de doui variabile

z

Z- ¥yl
<. > >

a———
7

Zetfgi™N
k"\.“l/,

Fig. 49

(teorema de descompunere a unei

integrale duble in integrale simple), se. obfine urmitoarea
Teoremi de descompunere a unei integrale tri-
ple intr-o integrals 8impld urmati deunadubli.
- Fie f o functie continui pe domeninl G R3, simplu in raport cu axa Oz.

Presupunind c3 domeniul G este definit

< Yz, y), (z,y) € D, unde O gi

de inegalititile ®(z, y)<z<

¢ sint continue in domeniul D c Rs,

urmitoarele integrale exists si sint egale:

Daed, in plus, domehiul D este
cuvinte daci D este definit

Y(x, v)

S(S;S f(z,9,2) dxdgdz=58[

D x, u)

S f(z, y,2) dz] dz dy. . (8)

simplu in raport cu axa Oy, cu alte
de inegaliti{i de tipul g(x)<y<h(z), ag

<%<b, unde g si % sint continue pe [a, b] §i g(z) < h(z) pentrua <

<z <b, atunei avem si

b h(x) W=x, v)

(frmnessse- i

f(z, v, z)dz] dy] dz. - (9)

G a g(x) x,y)
Integrala din membrul al doilea se scrie de obicej

b h(x)

a g(x)

Y(x, y)
fax § ay |
&(x, v)

f(a‘:, ¥,2) dz.
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Teoreme asemindtoare se pot da pentru cazurile in care G este simplu
in raport cu Oy sau in raport cu Oz. Dacd domeniul G este simplu in ra-
port cu doud sau trei dintre axele de coordonate, atunci existd mai multe
moduri de descompunere a integralei triple. Firegte cd fiecare dintre aceste
descompuneri condfice la acelagi rezultat; insd, din punctul de vedere al co-
modit#tii calculelor, una dintre aceste descompuneri poate fi preferabild
celorlalte. In aceastd privintd nu se pot da retete generale. In fiecare caz '
particular trebuie si ne orientdm dupa specificul situatiei respective. Exem-
plele care urmeazd sint semnificative in acest sens.

Ezemplul 1. Sd se studieze integrala

I =S§S zyz dz dy dz, -

unde G este definit de ‘inegalitdfile 0<z<1, 2<y<4, 5<2<8. Evi-
dent, G are volum, iar functia de sub integrald este continui. G este simplu
in raport cu Oz: avem ®¥(z,y) =S5, {(z, y) = 8, iar domeniul D, proiectia
ortogonald a lui G in planul Ozy, este definit de inegalititile 0<z<{,
2<y<4 Deci D este simplu in raport cu Oy(g(z) = 2, h(z) = 4) §i putem
aplica formula (9):

; 1d4ds d' idkmyz z=sd '31d4 .
= \dz zyzdz =\ dz , ==2\dz\z =
il o [ e o e

©

2

39‘ zy? vt ] ¢ a2 |1 117
=7S(—2-) dx=117Szdx=117.2—0
0 Q

y=2

Ezemplul 2. S se studieze integrala

I=SSS_M_,
& t+z+y+2)?

unde G este tetraedrul delimitat -de
planele

z2=0, y=0, z=0;

. z4+y+z=1 (fig. 50).
Domeniul G este definit de urma-

toarele inegalitati:
0<z<1, 0<y<l—uz,
O<zg<l—z—y.

Deci G este simplu in raport cu Oz,
iar D este simplu in raport cu Oy.

' Deoarece expresia 1 4+ = + y + 2
Fig. 50 nu se anuleazd in G, rezulti cid




functia de sub inte

grald este continud in G, deci putem aplica for-
mula (9) “ .
1 i~z 1—x—y
I=de S dy S S N
1+ 24+ y+3)3
‘ 0 0 0 _
~ Insy avem
i_af_y dz _ 1 z=l-z~y 4 1 1
) (1+2+y+2p 20t+z+y+atlz=0 | 2[(1+z+ wr 4]
i
1—=x ’ .
15[_1__1]dy=}_(_____1____£)”= "‘=_1-( 1 _3—x),
2 ] M+z+y)2 & 2 1+2z4+y 4 l|y=o 21+2 1A
deci
1
1 1 83—z 1 B—=p2 It 1 5
= — = — llog(1 — == — 2.
d 2.5)(1-1-:: 4 2(og( +2)+ g |l 2(log2 s)

Exzemplul 3. Sd se studieze integrala

I= Sls z dz‘dy dz,

unde G este definit de inegalitdyile

»2
— riore <1, 220,y>0,z>0.

Este ugor de viizut ci G este simplu in raport cu axa 0z, iar D este
simplu. in raport cu Oy. Avem '

z2 3
Pz, 9)=0,Y=z, y) =c|/ 1~ _a?—.%’

8a) = — 2V h(m) = L

a? — 22
deci, in baza formulei (9),

. -Va'—x’ ]/1—%1--'
I= de S dy S zdz,

—a _—_ 0
Y ya'—x’
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de unde

b  e— —— -
c2 3 ;Va’_x’ 2 2 y ;Va’—x’ 2 g2
_c _r ¥ = M_EZ_Y
I=3 de S (1 = sz dy czs do S ( = szdy,
—-a _.‘Zym T —-a 0 ‘

de unde, in baza parit#tii functiei de sub integrald,

a 3

3 a
. 2 - 2 -
I= 2be S (a2 — 2?)? dz = kbe S (a® — 27)2 dz = = abe>
343 3a? 4
-a 0
z Ezemplul 4. Sd se studieze integrala

I= S(S;S zdzx dy dz,

unde G este delimitat de comd
h?,
2=+

st de planul z = b (fig. 51).

Proiectia Q a conului pe planul Ozy eéste’
discul 22 + y2< R2

Aplicind formula 8, obfinem

- I=SSd:¢;dy‘ § zdz=
¢ YT

= 2(([ - 5 (@t +99)] do dy.
) |

Trecind la coordonate polare, obfinem

2 R

R2h2
1=.2%Sdes (R? — g% pdo ===
0 0

a. Schimbarea de variabile la integrala tripld

Teorema de schimbare de variabile la integrala tripld, desi se enuntd
in mod asem#n#tor cu teorema de schimbare de variabile la integrala dubls,
au mai poate fi stabilitd pe aceeagi cale, deoarece formula lui Green se aplicd
numai la domenii plane.

Ne vom multumi, in cele ce urmeazd, si enun{dm aceasty teoremi gi
s dim unele aplicatii ale el.
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Fie p 0 pinzA simpl¥, Inchisi (in sensul indicat in capitolul urmﬁtbr)
§i cu plan tangent continuu, a cdrei imagine este frontiera unui domeniu
compact. Fie T' o transformare de la spatiul (u, ¢, w) la spatiul (z, y, 2), care

aplici biunivoc domeniul A din spatiul (#, ¢, w) pe domeniul D din (z, y, 2)"

§i care, in plus, admite in A derivate partiale de primul ordin continue,
astfel incit jacobianul :

% =0 in A,
unde ecuatiile ' .
- z = o(u, v, w),

y = Y(u, v, w), (u, v, w)E A,
z = y(u, v, w), |

definesc transformarea 7.
O astfel de transformare punctuald este, prin definitie, o transformare
regulatd a lui A pe D. :

T e orem i. Daci f este continui pe D, iar T este o transtormare. regu-
“latd a Iui A pe D, atunei

3 Dfu, v, w)
Observatie In fapt, ipotezele formulate asupra transformirii 7'
sint esenfiale doar in ceea ce priveste interiorul domeniilor A gi D. Pe
{frontiera lor, ipotezele de biunivocitate gi continuitate, precum gi ipoteza de
neanulare a jacobianului pot si nu fie indeplinite, fird teami ci teorema
de schimbare de variabile va fi invalidatd (o situajie aseminitoare are loc
i la integrala dublg). ' :
"Ezxemple. Una dintre cele mai importante schimbiri de variabile
este trecerea de la coordonate carteziene la aga-numitele coordonate sferice
(fig. 52). Fie P un punct de coordonate carteziene z, y giz. Fie O unghiul format
de directia pozitiva a axei 0z cu raza vectoare OM (a se vedea figura aliturati).
Fie P’ proiectia ortogonali a punctului P in
planul Ozy. Fie ¢ unghiul format de directia z
pozitivd a axei Oz cu raza vectoare OP'. Fie p
“lungimea segmentului de dreapty OP. Mi- : : P
vimile p, 0 si ¢ constituie coordonatele sferice
ale punctului P. Aceasti denumire este justi- $
ficatd de faptul c#, pentru p fix, se obtine o
suprafatd sfericd (cu centrul in 0). Este ugor
de vizut cd intre 2z, y §i z, pe de o parte, p, 0
0 si ¢, pe de altd parte, au loc relatiile

2

z=psin Ocosg, , ' 7 ' pr
¥ = p sin 0 sin o,
2= pcos 4. Fig. 52
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In general avem . r
\ ¢=0,
0< O<gm,
0<op<2m.

Vom nota cu [/ intervalul tridimensional definit de aceste inegalitdti.
Transformarea T, care defineste trecerea de la coordonate sferice la coordo-
nate carteziene, este o transformare regulatd a lui 7 in RS, deoarece condi- .
tia de biunivocitate este neindeplinitd doar pe frontiera lui Z, iar jacobianul
transformdrii este p2 sin ‘0, deci nu se anuleazi decit pe frontiera lui I.

Iatd un exemplu de utilizare a coordonatelor sferice.

Fie relatia
(2 +y%2+ 232 = a3z (a > 0).

Aceastd relatie defineste o mulf{ime de puncte care este frontiera unui
domeniu compact D.
S# considerdm pinza

x=al/sin 0 cos ¢ sin 0 cos ¢, (0< 0<m),

y=a]/sin 0 cos ¢ sin 0 sin o, (-—E <o < .’21)

z=a [3/sin 0 cos ¢ cos 0,

Este ugor de vizut cd aceastd pinzi are ca imagine tocmai frontiera
domeniului D. D are volum, deoarece multimea de puncte definiti de re-
‘liai,;iad(xz +y2 + 2%)2 = a’z este de volum egal cu zero. Volumul lui D este

at de ' .

Sis dz dy dz = SQS p2sin 0 dp d6 do,

unde Aeste domeniul din spatiul (p, 0, ), care corespunde Ilui D prin
transformarea 7. Este ugor de vizut ci A este definit de inegalitatile

0<bgm,

SP<

’

SN ]
X E ]

0 <p<al/sin Ocoso.

Avem deci

k3 : a Vsino COos®

Sgspﬂsin 0 dpd6de= d:pSsinOdO S otde.
0

A

w‘al—’\wlﬂ
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aV 8in0 cose " g
pidp = % sin 6 cos @,

deci

E. K3 b \

SSS o%in 0 dp do.dp = & S cos<pdcpSsin2 ede-_—“’_““ssinz 0d0="2
A T 0 3 0 3
2

O altd schimbare de variabile importantd la integrala tripld este tre-
cerea de la coordonatele carteziene la aga-numitele coordonate cilindrice,
trecere definitd de relatiile

z = p cos 6, (>0, 0<0<2n),
y=opsin 0,
z=3,

unde p gi 0 sint coordonatele 'p.olare din planul Ozy. '
Se pot considera coordonate sferice generalizate, definite de

x = ap sin 0 cos @, (>0, 0<0<w, 0<p<2n),
y = Pe sin 6 sin o,
Z ="yp ¢0s 0,

unde «, B i y sint numere reale, dup# cum se pot considera coordonate cilin-
drice generalizate, definite de relatiile

% = ap co8 0, (=0, 0< 0<2n),
y = Posin O,

z2 = yz.

b. Aplicatii ale integralelor triple in mecanici gi in fizicd

Integrala triplz‘i/
- | SISJS dz dy dz

are o semnificatie geometricd deosebitdi; ea reprezintd volumul domeniului D.

Asa cum am definit notiunea de densitate a unei plici plane, se poate
defini, cu ajutorul derivatei unei functii de domeniu, notiunea de densi-
tate a unui corp material tridimensional. Daci f(z, y, 2) este densitatea in
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punctul de coordonate w,y,2, a unui corp material care ocupi domeniul
D, atunci masa acestui corp este datd de urmitoarea integrald tripla:

SIS)S f(z, y, z) dz dy da.

In afari de aceste semnificatii geometrice si fizice imediate ale inte-
gralei triple, mai sint §i altele; o parte dintre ele vor fi prezentate in cele
ce urmeazé. , .

Pentru a simplifica expunerea, vom adopta urmitorul mod de a vorbi,
frecvent folosit in fizici: in loc de a spune ci se considerd o descompunere
8 a domeniului D : D= D,V ..UD,U..UD, si termenul generic f(P,)
.aria D,(P,€D;) dintr-o sumd riemanniand a funcfiei f asociate descom-
punerii 8, vom spune ci se considerd ,elementul de functie f (daci f repre-
zintd densitatea, atunci elementul de functie f va fi numit ,elementul de
masi“). In loc de a spune cd se considerd limita citre care tind sumele
riemanniene cind norma descompunerii tinde la zero, vom spune cé ,sumim
elementele de functie f* s.a.m.d. : ‘ ‘

«) Fie un corp material care ocupd domeniul tridimensional D. Si pre-
supunem ci masele care se gisesc in acest corp exercitd o atractie newto-
niani asupra unui punct de masd 4, fie el punctul A de coordonate &, 7, L.

Forta de atractie din partea unui element de masi dm = pdV-are urmé-
toarele proiectii pe axele de coordonate: '

dF, = ";5 pdV,  dF,=Y5TedV,

z2—C .
sz= e PdV: (1)

unde

r=@E@E—8+y—1*+GE—0?3

iar z, y si z sint coordonatele unui punct P, céruia i corespunde elementul
de masi dm. Sumind, obfinem proiectiile fortei de atractie F exercitate de
corpul considerat asupra punctului A (F are drept componente pe Fy,F,
gi F,; p este densitatea): .

F, = SSS 2 fodzdyds, F,= SSS”%”de dy dz,
D ’ D

F,=SSSZ;demdydz.
D .

Tot asa, potentialul tn punctul 4 va fi

W= SSS'M'

r
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Daci punctul 4 se afli in exteriorul domeniului D, r >0, iar cele
trei integrale triple au sens, atunci se poate arita ci este legitimi deriva-
rea, sub integrald, in raport cu parametrii £, si {, §i obtinem ,

ow oW ow
W = P =F, Z_F,
aa X ' a'l) U ac z

B) Potentialul de atractie al unei sfere
| 2ty +=Re,

in punctul A situat pe axa Oz gi de cotd a, este

- . R
We=op S szS dz dy ,
. “p 2 VE+E+E—ap

unde A este domeniul din planul z0y definit de inegalitatea
2%+ y*< R? — 22

Requté cd
\

W = 2rp S (/' B*=2az + ¢ — |z — a|) dz.
=R

Insa
R " . ' .
S VRE=2az t atdz= ;:[(R +a) — i —aff] =
iy

.:.Rsz__‘.+ 2Ra, dacia> R
- &

%Ru- 2R® , daci a< R;

£ |z — o] dz = 2Ra , daci a> R;
SR a® 4 R?,dacia< K.

Avem deci
inﬂspi ,dacd a> H;
z . :
W =
(21:32 — é— rcag) p,dacia< R.

Dacé punctul A se afld in exteriorul sferei, atunci potentialul se calcu=
leazi ca §i cum toati masa sferei ar fi concentrati in centrul sferei.

33%



A doua dintre formulele obtinute aratf ci dacd am avea o coroand
sfericd cu raza interioari R, si cu raza exterioard R,, atunci potentialul .
intr-un punct interior (¢ < R,) va fi dat de diferenta

We=W,— W,= (21:33 — %wzJ o — |2n RE— _z_ na2) o = 2n(R2 — Rd)p,

deci nu depinde de pozitia punctului interior.

Pentru a trata cazul in care punctul A aparjine corpului considerat,
. vom folosi formula de schimbare de variabile pentru integrala tripld, formuld
care este valabili si pentru domenii necompacte. Anume, trecem la coordo-
nate sferice, alegind punctul A drept pol; in felul acesta, integrala tripld
care ne intereseazi devine o integral tripld pe un domeniu compact. Ddcd
izolim din corpul considerat sfera S, de razi r, si cu centrul in A, atunci

- obtfinem T
e S§§9M @

i o )
SSSS el dudy oz =ZS§§ poosqaintodrdody ! (@)

(functia p este presupusd continui). ' »
Mult mai dificild este obfinerea formulelor (1) in cazul in care punctul

A aparfine corpului considerat. : : :
Din egalitdtile (2) si (3) rezultd

SSS pdz# <2RL’%1 (L =b max. 9)1' | : (4)
So .
o SSS ple — Eldzdyds E}fxdydz <2 Lr, (5)
So :

" 84 dém acum lui £ cresterea % i s¥ considersm punctul 4, de coordo-

nate £ +- &, 1 8i C. Notdm cu r distanta AM de la A la un punct arbitrar
M(z,y,z) al corpului considerat. Notdm cu r, distanta A,M. Trebuie sd
aritim c#, pentru k—0, diferenta

A = %{SéSpdx:ydz_S§Spdx:iydz}_sls)sp :‘c;& dxdydz

tinde spre zero.
Izoldm din corpul considerat o sferd S, de razi 2k, cu centrul in A.
A se poate scrie

e

h r 13 r
0 0
—!_éis.,p{% -t —=Harayas
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Cu ajutorul inegalitétilor (4) si (5), pﬁtem evalua ugor primul §i al treilea
termen (r, = 2 ||) : '

| 4 SSSpdzdydz‘ < ZRLERE _ rrinl,

| 1] 2 r | b
" lsssﬂ-rjidxdydz, < 2rL-2|k| = 4xLlh|.

So

Pentru a evalua mai ugor primul termen, inconjurim punctul 4, cu.
sfera §; de razi 3|h|, care contine in intregime sfera §y. Utilizind din nou
incgalitatea (4), obtinem ‘

LSSSpdzdydz< iSSSpdzdyd2< 27L(3h)2 =187'£L|h|
SURY T n IA|

S
In sfirgit, introducind functia

fEn O ==

expresia intre acolade din termenul al patrulea revine la

f(g"' h,"),C) "'f(g»"): C) I 4
i fe(€, =, C)’

ceea ce, in baza formulei lui Taylor, se poate inlocui cu

gt oenny <0<,

Insi in cazul nostru avem

s _ 3z —E)? 1
\ R

si deci

. . . 4
f(’a‘l'el, 138 —»
3

unde r; este distanta A, de la M la punctul ‘A, de coordonate £ 4 02,

7L :
Din triunghiul AMA, rezulty

A M >AM — AA,.

Punctul M se afli in afara sferei Sy de raz¥ 2|k, iar A4, este evident mai
micd decit ||, deci

A4, < %AMgi A2M>—ZLAM,

adica

ry > —='r.
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Obtinem astfel inegalitates
[§5e 45 (- 2 dedy az| <16 Lin ff§ ==

th\n r
—So D-So
S& considerim acum o sferi S, de razi R, care si con{ind in interior
corpul considerat. Atunci, expresia objinuti este la rindul el majoratd de

rmR
16 LIk Ssgéoﬂ%i” = 16L|hlosoi,§|sm’ ? drdgdf =

=64 L|k| (In R — In 2[R|).
Avem, in sfirsit, ,
. |A|< Colk] + Colk| « In 2[R,
unde C, §i C, sint nigte constante ugor de calculat. Deci A tinde la zero
impreund cu & §i
LA
a T

In mod analog se obtin celelalte doud relét,ii din (1). Se poate ariita cd
% -Egi -:g- sint functii continue chiar pentru puncte A aparfinind do-
meniului /.



Capitolul XVIII o,
CURBE GENERALIZATE $I SUPRAFETE GENERALIZATE

1

In cele ce urmeazi vom folosi pentru drumuri §i pinze notatia vectoriald.
Totodat#, tinind seama cd fiecare drum apartine unei singure curbe si
fiecare pinz# apartine unei singure suprafete, vom reprezenta curbele prin
drumuri, iar suprafetele prin pinze. Aceastd conventie a mai fost dealtfel
utilizatd de-a lungul acestui manual. De asemenea, pentru uniformitatea
scrierii gi pentru simplicitatea rezultatelor, vom considera orice curb# re-
prezentatd printr-o aplicatie a intervalului [0, 1] §i orice suprafatd printr-o
aplicatie a intervalului bidimensional 0 < <1, 0 <y <1

Prin definitie, o ciurbd generalizatd este un sistem finit

C = {nicl,nzcz, 'ooo, nth},

unde C,, Cy, ..., Cy sint curbe, iar n,, mg, ..., n, sint numere intregi. In
expresia n,C;, numirul »; este un coeficient pur formal.

Facem conventia c¢i dacd in expresia unei curbe generalizate apare de
mai multe ori aceeasi curbd, cu diversi coeficienti, atunci elementele res-
pective pot fi inlocuiteé printr-unul singur, reprezentat de curba respectivi,
cu un coeficient egal cu suma algebrici a coeficientilor elementelor din
. care el provine. De exemplu,

{C1, — Cp, 2C,, 3Ce} = {Cy, 4Cs}. i
- Dacd toti n; sint egali cu zero, atunci C este, prin definitie, curba nuld.

in felul acesta, o curbi generalizati apare ca un obiect algebric; putem

efectua cu aceste obiecte aduniri gi scideri, fatd de care curbele generali-
zate alc#ituiesc un grup abelian. Adunarea si sciderea se definesc efectuind
operatiile corespunzitoare cu coeficientii. Astfel, de exemplu, fiind date
curbele C,, C; 81 C,, curbele generalizate ’ '

{C3Cy},
, {Co — 2C5}
au ca sum# curba generalizati
{Cla 4689 - 26’8}:
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iar ca‘diferentd curba generalizaty
' (C1, 2C5, 2C5).

. In mod analog, se defixiegte nofiunea de suprafaid generalizatd, ca un
sistem finit

S =. {nlsl, nzSz,N’, nkSk}7

unde S, Sy, ..., Sy sint suprafete, iar n,, n,, ..., n; sint numere intregi. Si
aici, in expresia »;S;, numirul n este un coeficient pur formal.

Dacd in expresia unei suprafete generalizate apare de mai multe ori
aceeagi suprafatd, atunci elementele respective se inlocuiesc printr-unul
singur, ca gi la curba generalizati.

Multimea suprafetelor generalizate formeaz3 un grup abelian in raport
cu operatia de adunare. | :

a. Corpuri si corpuri generalizate

Prin analogie cu definifiile de mai sus, se poate defini notiunea de corp
generalizat. Vom numi corp (a nu se confunda cu notiunea de corp din
algebrd) orice cuplu {r, I(r)}, unde r este o aplicatie continud a cubului
unitate in spafiul cu trei dimensiuni, iar I(r) este imaginea acestei repre-
zentdri. Luind ca model definitia echivalentei a doud drumuri sau a dou#
- pinze, se poate defini echivalenta a doud corpuri. Vom numi corp genera-
lizat orice sistem finit

K = {n,K,, n,K,, ey npKph

unde K,, K,, ..., K, sint corpuri, iar n,, n,, ..., n{ sint numere intregi. In
expresia n,K;, numdrul n; este un coeficient pur formal. Si aici se adopti
conventia ficutd la curbe generalizate gi la suprafete generalizate.
Observatie. In mod complet, ar fi trebuit si definim mai\int{i notiunile
de ,drum generalizat, ,pinzd generalizati“, ,volum generalizat® §i apoi
s& definim curba generalizatd ca o clasi de drumuri generalizate echivalente,
suprafata generalizatd ca o clas de pinze generalizate echivalente, iar corpul
generalizat ca o clasi de volume generalizate echivalente. Lisim pe seama
cititorului efectuarea acestui program sgi stabilirea invariantilor asociati
relatiilor de echivalentd care intervin.. :

-

b. Elemente degenerate

-~ Vom spune cd o curbd C, reprezentatd prin aplicatia-r, este degeneratd
dacd aplicatia r este constantd pe [0,1]). In mod analog, vom spune ci
suprafata S, reprezentati prin aplicatia

r:(u,v) >r(®v) O<u<i, 0<v<),

este degeneratd, dacd aplicatia r este identic constantd cel putin in raport
cu una dintre cele doud variabile. '
In mod analog se defineste nofiunea de corp degenerat.
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) In calculele pe care le vom face cu corpuri, suprafete sau curbe, nu vom
distinge intre elementele care diferi doar prin elemente degenerate (ele-
mentele sint aici curbe, suprafete sau corpuri, dupd cum este cazul). De
_ exemplu, dacd S, §i S, sint doud suprafefe degenerate, atunci vom putea -
scrie ,
{2811 Sgy — Ss} = {"" Ss}-

¢. Nofiunea de bordurd

Fie § o suprafatd definitd de aplicafia
r:(u,v)->ry) (O<u<1i), 0<v<).

S& not&m prin C; (i = 1, 2, 3, 4) curbele definite de functiile r,(1 < i<4),
dupd cum urmeazi:

i) =r(1,1),

ry(t) = r(0, t), ‘ :

rq(t) = r(t, 1), O0O<tg 1) (1)
’4(‘) = r(t, 0),

_ Semnificatia_aplicatiilor ry(1 < i < 4) este evidentd: fiecare dintre ele
este restrictia aplicatiei 7 la una dintre cele patru laturi ale ptratului uni-
tate. : ‘

Prin definitie, bordura suprafefei S este curba generalizatd notatd bS
gi definitd in felul urm#tor: . o

bS = {C1;— Cq,. —Cl, Cy}- . 2

Sensul acestei definitii nu este greu de explicat. Pentru a respecta continu-
tul ‘intuitiv al notiunii de bordur#, este natural ca ea si se defineascd, cu
ajutorul restrictiei aplicatiei r la frontiera p#tratului unitate. Ins3 este ugor
de vizut c¥, atunci cind aceastd frontierd este parcursd in sens direct, latura
inferioars este parcursi in sensul abscisei crescdtoare, iar latura din dreapta
este parcursi, in sensul ordonatei crescitoare; pe de altd parte, latura supe-
rioard este parcursi in sensul abscisei descresciitoare, iar latura din stinga
este parcursd in sensul ordonatei descresciitoare. Aceastd situafie explicd
semnul + din fata curbelor C, i C, §i semnul minus din fata curbelor C, 5i Cs.

Pentru a defini notiunea de bordurd a unei suprafete generalizate, vom
impune proprietatea de linearitate a bordurii, in felul urmétor.

Fie suprafata generalizatd

§= {nl‘gl’ gSsgy +eey MBSy}

Bordura suprafetei generalizate S este, prin definitie, curba generalizati
notat¥ bS gi datd de expresia '

bS = {nlbsl, nzsz, seey nhbSk}’
unde bS; este bordura suprafefei S; (1<i < k).
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Pentru a defini bordura unui corp, procedém in mod aseméinitor. Fie.
corpul K dat de aplicafia continud

r: (uh Uz, ua) "’\r(ulruz’ us)z (

Considerind restrictiile acestei aplicatii la fiecare dintre cele gase fete
ale cubului unitate, obtinem suprafetele S;(1 < ¢ < 6) definite de aphcat.nlv
r;(1 <1< 6), dupa cum urmeazd:

Sy 1 ry(u, 9) = r(4, u, v),
Sy : 1w, v) = r(0, u, v), (
Sg 1 rs(u, v) = r(u, 1, v), (3)
Sy 1 rou, v) = r(u, 0, v), '
S 1 rg(u, v) = r(u, v, 1),
Sg trg(u, v) = r(w, v, 0).

Bordura K a corpului K este, prin definitie, suprafa’pa S definitd in
felul urmétor:

\

bR = 5 = {83, —Sp —S0, 50 S, —Sa}- @
$i aici se neglijeazd elementele degenerate, ori ‘de cite ori ele apar.

Ezemple
_ 1) Fie curba definitd in felul urmitor:

y = R sin 2r ¢, 0<t<). (5)
z=20,

Imaginea acestei curbe este cercul cu centrul in origine §i de razi egald
cu R.
2) Aplicatia

= Rcos2xnt,
r(t)

z= Rucos2rv, (0O<u<t),
r(u,v):{ y= Rusin2ry, (0<wvkg) (6)
z2=20, :

defineste o suprafatﬁ D. Imaginea acestei suprafete este discul cu centru}
in origine, situat in planul 20y §i avind raza egald cu R.

S# determindm bordura 4D a suprafet;el D. In conformitate cu relatiile (1)
i cu deﬁm’pla bordurii, avem

= {Cl’ “'Cz» ha CS) Cd},
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unde ,
! 7

C, este datd de ry(t) = r(1,?)

z = R cos 2nt,
y = R sin 2xt,
2 =0;

. z =0,
Ceste daté de ry(t) = r(0,t) : { y =0,

z = 0;

z=1R,
C, este datd de ry(t).= r(t, 1) y=0,
‘ 2=0;

. z =1R,
C,estedatéideryt) =r(2,0): | y=0,
, : : z2=20.

Dupd cum se vede, C, este degeneratd. iar Cg coincide cu C,, deci

bD = Cl'

Asadar, bordura suprafetei D este o curbi care are ca imagine cercu!
cu centrul in origine, situat in planul 20y §i avind raza egali cu R. Aceastd
situatie corespunde perfect confinutului intuitiv al nofiunii de borduri.

3) Fie suprafata S, definitd ia felul urm#tor:

2z = R cos {2wv) sin (nu), 0 <ux<i),

r(u, ¢) :y y = Rsin (27n0) sin (xu), 0 << i) (7)
z = R cos (wu),

Tmaginea dcestei suprafete este sfera cu centrul in origine si de razi R.
S& determinim bordura suprafetei S. Avem . .

bS = {(€Cy, —Cay —C3, Ca}, .

unde
z =0,
C,este datd de ry(f) = r(1,8) :y v =0,
, z2= — R,
deci C; este degenerati;
_ z=0,
C, este datd de ry(t) = r(0,2) :{ y =0,
z2=R,
deci C, este degenerat¥ ;
z = R sin nt,
Cseste dati dery(t) =r(t,1) :{ y =0,
. 2z = R cos =t,
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z = R sin =t,
C,este datddery(t) =r(t,0):§ y=0,
‘ | z2= Rcosmt

deci Cj coincide cu C,.
In definitiv rezulti ci; neglijind elementele degenerate, avem

bS = {—Cs,ca}= {—Caacs}={0’cs}=0:

in concordantd cu faptul intuitiv cd o sferf nu are bordurd.
 4) Si considerdm un corp K definit de

z = Ru, cos (2r ug) sin (m uy), (0 < u; < 1),
r(uy, ug ug) : 3 Yy = Ruysin 2w ug) sin (muy), (0 < up < 1),
z = Ru, cos (n u,), (0 < ug < 1)

K este bula de razé R.
Bordura 6K este dati de formula (4), unde

] z = R cos (2nv) sin(x u),
S, este daté. de ry(w, v) = r(1, u,v) :{ v = R sin (2) sin (= u),
2z = R cos (7 u),
O<u<i 0<v< i)
' z=0,
y= 0,

S, este dati de ry(u, v) = r(0, u, ) :
. 2z = O;

z=0,
y=01
z= — Ru;

'S este datd de ry(u, v) = r(u, 1,v) :

z = Ru;

z = Rusin (rv),
y=0’ .

2z = Ru cos (7 v),

S; este datd de ry(u, v) = r(u, v, 1) :

iar
Ru sin (rv),
S este datd de rg(u, v) = r(u, v, 0) : 0 :

-~

- z =0,

S, este datd de ry(u, v) = r(u, 0,9) : { y=0,
z

y

3

Ru cos (),
unde, peste tot, 0 < u < 1,0 < »<1,
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- Constatim cd S; = S, iar S,, S, si' S, sint degeneraté, deci conform
relatiei (4) avem ‘ ' ' .

bK = Sl'

Insi S, este tocmai suprafata definitd de (7), deci bula de razi R are ca
bordurd suprafata definity de (7). Aceastd situatie este in' concordantd cu
acceptia intuitivd a bordurii. '

5) Fie T suprafata numit¥ tor si definity de

z = R cos (2mu) — rsin (2mv) cos (27u), (0 < u < 1),
r(u,v) : | y = Rsin (2ru) — r sin (2nv) sin (2nu), 0<v<gi),
z = r cos (2m), .

unde 0 < r < R.

S& determindm bordura suprafetei 7. In baza relatiilor (1), avem b T =:
= {Cy, —C3, —Cj, C,}, unde

z = R cos 2xt,

z = R — rsin 2=,
C, este datd de ry(t) = r(1,2) :} y =0, .
) Z = r cos 2nt;
_ = R — rsin 2xt,
- Cseste datd de ry(t) = r(0,2) 14 y =0, '
Z =r cos 2nt;
C; este datd de ry(t) = r(z, 1) : l ¥ = R sin 2xt, i
z = R cos 2nt,
C,este datd de ry(t) = r(2,0) : { y = R sin 2xt,
g=un
unde, peste tot, 0 < ¢ < 1.
Rezultd cd C, coincide cu C,, iar Cy coincide cu C,, deci
. - bT = 0. .
Acest rezultat este in concordantd cu aspectul intuitiv al problemei, deoarece
imaginea unui tor este aceea a unui cauciuc de automobil, deci este lipsitd
de borduri.
d. Integrala de-a lungul unei curbe generalizate
§i de-a lungul unei suprafefe generalizate \

In capitolul VIII s-a definit §i s-a studiat integrala curbilinie. Integrala
de-a lungul unei curbe generalizate se definegte imediat, impunind conditia
de linear‘tate.

Fie F o functie vectoriald, definity intr-un domeniu D care contine
imaginea curbei C. Daci P, Q §i R sint componentele scalare ale lui F,
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jar f, g §i & sint funct,iilé care definesc o reprezentare parametricd a lui C,
atunci, in ipoteza ci integrala curbilinie

{22, 4,2) 4z + 0@, 4, 2 dy + R(z, 9, 5) &z
C

existy, ea poate fi scrisi sub formd condensaty, vectoriald,

(.
°C
S4 ne dim acum o curbd generalizatd
C = {nlcl, nzCZ, weey nth}

§i 5% presupunem c¥ functia vectoriald F este definitd intr-un domeniu D’ ,
care confine imaginile tuturor curbelor Cy(1 < i < k). Prin definifie, vom
spune cd integrala o

‘ i SF dr
' e
existd §i vom pune

, k
{7ear=3n(rF-a,
z =t g
dacd fiecare integrali din membrul al doilea are sens. Deoarece existena
gi valoarea unei integrale curbilinii obignuite nu depind de alegerea para-
metrizfirii, rezulti ci nici existen{a gi valoarea integralei de-a lungul unei
curbe generalizate nu depind de alegerea parametrizdrilor curbelor C (1 <
<i<k).

In ceea ce priveste integrala relativd la o suprafatd generalizatd, vom
proceda in modul urmétor.

Fie F o functie vectoriald, definitd §i continud in domeniul D c R
Fie p o pinzi definitd de reprezentarea

. z = f(u, v), O<u<),
r(u,v) : y = g(u, ), O<v< 1),
z = h(u, v),

unde f,g si & admit derivate partiale de primul ordin continue pe pitratul
unitate gi :

(f(u, v), g(u,v), B(u,v)) €E Dpentru 0 < u < 1510<v <1,
S# considerdim vectorii

R (af fg _a_h) (af og ah)
u == ’ y - r.={=—*r—»=1I
ou oJu OJu v dv ov odv

: Fie P, Q si R componentele scalare ale Iui F. Si punem F (z,v) = .
= (P(f(a, v), 8(u, v), h(z, v)), Q(f(g, v), &(%,v), k(u, 2)), R(f(z, v), &, v), k(x, v)))-
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Fiind dati doi vectori a 5i &, vom nota prin
axXb - .
produsul lor vectorial gi prin
- a-b

produsul lor scalar.
Amintim c4, fiind da1;1 vectorii @ = (ay, by, ¢;) §i b = (ay, bz, C,), avem

'a*b = a,a3 + byby + 10,
a X b = (b, — 01y, a0 — €185, 1By — a0, ).

Cu aceste notatii, integrala funcfiei F relativi la pinza p va fi notatd
i definitd in modul urmétor:

§F- ds—_-SASF(u, 9)- (ry X 1y) du do,

‘ imde A este patratul umtate, iar integrala din membrul al doilea este o

integrald dubli riemanniand. Aceastd integrald dubli are sens, deoarece,

dup# ‘cum se vede ugor, functia scalard
F(u,v) - (ry X715

.

—_—

este continui pe A.

Definitia dat¥ integralei relative la o pinz¥ cu plan tangent continuu
este corespondentul firesc, pentru pinze, al formulei de reducere a integralei
curbilinii la o integrald Riemann (in cazul in care drumul considerat are
tangentd continud).

Pentru a defini integrala relatlvé la o suprafatd § presupunem cd, fiind
date dou3 pinze echivalente p’ si p”, definite prin functii 7' §i »” cu derivate
parfiale de primul ordin continue pe A, avem:

SSF(u, 9) (r X ry)dudv = SSF(u, v)(ry X ry) du do.
A

In baza acestei proprietdti, putem defini integrala unei functii vecto-
riale F continue in domeniul D, relativd la o suprafatd S cu imaginea con-
tinutd in D, prin egalitatea

§F-d3= JSF-dS,

unde p este o pinzd a suprafefei S. Bineinteles, definitia are sens pentru
acele suprafete S care contin cel putin o pinzd definitd de functii cu deri-
vate parfiale de primul ordin continue pe A. Despre o astfel de suprafatd
vom spune ci admite plan tangent continuu.

Acum este ugor si definim nofiunea de integrald relativd la o suprafatd

, Vgenerahzati
' = {nlSh nzsm ey nhSh}a

unde fiecare suprafatd S;(1 < i < %) admite plan tangent continuu.
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Fie F o functie vectoriald, definity gi jcontinud in domeniul D, care
confine imaginile tuturor suprafetelor Si(1 < i < k). Vom pune, prin de-
finitie,

R
fr-as= > SF ds.
=1
5 S
Pentru cele ce urmeazi, este necesar si mai adoptim citeva notatii
gi s& amintim unele notiuni relative la Yectori.
Vom insemna prin 57 vectorul simbolic ale cirui componente sint

2,22
oz ay, 9z -
Dacd F este o functie vectoriald cu derivate par’plale de primul ordm

continue in domeniul D, atunci convenim ca operatiile formale cu V7 §i F
sd capete urmitorul con'gmut

0P L %0 4 3R
VF=g by Ta
dR _9Q 9P__9R 2Q 9P

.V XF= (5;,‘“5 % oz 9z oyl

unde P, Q si R reprezmt%i componentele scalare ale functiei vectoriale F.

Daci f este o functie scalara cu derivate partiale de primul ordin, atunci
punem

of of
vi= (ax, am,’ 0z, ’

unde z,, %, %, sint argumentele lui £.

Vom mai utiliza formula
ab; ayb,
azb asbe

(a; X ag) * (by X by) = det (a;-d;) =

unde a,, a,, b, §i b, sint vectori.

In sfirgit, vom avea nevoie de formula de derivare a funct,ulor compuse.
Dacd f este o funcfie de x,, z,, x5 iar @, ¢ si y ‘sint functii de = si v,
atunci, punind «

r = (o(z,v), ¢(u, v), X(u: v)),
o(z, v) = fle(x, v), Y(u, v), x(z, v))
§i presupunind ci « admite derivate partiale de primul ordin, avem
‘w

E‘ = (V f)(u,u) ru. av (V f)(u.v) Ty, .
of af of
(v f)(u' W= ‘a-‘b‘ axz a-’FaJ(o(u. oh ¥ (s ), % (w, v)).

In sfirsit, vom mai utiliza formula
V X fa=vVf Xa,

unde f este functia scalari de mai sus, iar a este un vector constant
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e. Formula lui Stokes

Teorem#. Fie § o suprafafii definiti de funetii cu derivate parfiale de
al doilea ordin continue. Fie F o functie vectoriald definiti, continui
gi eu derivate partiale de al doilea ordin continue intr-un domenin D,
care contine imaginea suprafefei S. Avem

Sv“'xF- as = {F - dr, unde ¢ = bs.
S C

Demonstratie. Fie r(u,2)(0 < u <1, 0 < v < 1) o functie vec-
- toriald care definegte o pinzd a suprafetei S, astfel incit » sd admitd derivate -
partiale de ordinul al doilea cantinue in A. S¥ presupunem ci avem

.VXF-r,,<><r,,=Fu-r,,——F,,~ru=(F-r,,)u—(F°ru),,, . (8)

- egalitatea a doua fiind evidentd in baza continuitifii derivatelor parfiale
-de ordinul al doilea ale functiei r. In aceste conditii rezulti:

S VXF-d§ = SS VXFry,Xr,dudv= S\ (F-r),dudv — SS (F-ry)pdu do.
s - [ A A
Folosind notatia (1), avem, notind cu 7; derivata vectorului r;,
- B . 1
8‘7 X a8 = (F(, 1)+ 4y = F(O, v)+7,) do — { (F(w, 1) 24— F(a, 0)7,)- du.
5 0 0

Notind, peste tot, cu ¢ variabila de integrare, obtinem

1 1 1
(v xF-as=(rt,0- 1,0~ (FO,0)- raae (P 1) rp 0 +
) 0

s v
+§F(t,0) dr=Fear—\F-ar—{F-ar +{p-ar =bSSFdr. '

0 & c G ¢,

. . /

Teorema enuntatd va fi deci demonstratd de indatd ce vom ar#ta cd
are loc prima dintre egalititile (8).

‘Deoarece F intervine linear in (8), este suficient s§ demonstrim prima
dintre egalititile (8) in cazul particular al unui cimp de forma F = fa, unde a
este un vector constant, iar f este o funcfie numeric#; intr-adevir, pentru

"0 bazi vectoriald dati a,, a, aj, avem o

F = fia, + faas + fsas,

deci dac# prima dintre egalitdtile (8) este stabilitd pentru fiecare fiq;, atunci,
ca urmare a linearititii, ea va fi stabilitd §i pentru F.
Fie deci F = fa; trebuie s& demonstrim egalitatea

VXfarryXro=_Ffa*r,—fa-r,
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Deoarece A X fa = Vf X a, avem »
AXfary,Xr,=Nf Xa*ryXry

Folosind egalitatea '

b,  abs

ashy  ash,

’

a‘1 xaz'b]_‘xbz=
rezultd
| f e AF ey

@ Ty X Ty =
V XfarruXr, a’r, a-r,

In sfirgit, sinind seama de formula de derivare a functiilor compuse, ob{inem

fu fo

ar, a*r,

’

V Xfacry Ximy=

adicd tocmai egalitatea care trebuie stabilita.
Teorema este astfel complet demonstrati.

Observatie. Teorema de mai sus poate fi extinsi cu usurintd la
suprafete generalizate. '

intr-adeviir, dacd S este o suprafati generalizati datd de
S = {??'ISI, nzsz, cony nkSh},
atunci o

iv‘xF-ds;i‘éniiivx_F-ds

gi, deoarece
bS = {nleI’ ceey nhbSh},

avem, in baza teoremei stabilite mai sus,
13

éVXF-dS=§nibSSiF-dr=bSSF°dr. ’

f. Formula lui Gauss-Ostrogradski

Vom defini mai intii integrala pe un corp K definit de o functie vec-
toriald r(u,, u, us), cu derivate parfiale de primul §i de al doilea ordin
continue pe cubul unitate.

Fie f o functie reald definity intr-un domeniu care contine pe K. S&
punem

ry =

(t=1,23)

dui

o —



§i ,
(risroyrg) =ryory X1y
Prin definitie,

Sf dK = SSS f(u1, ug, ug)(ry, ry rs) du, du, dus,
K r

ori de cite ori integrala tripld din membrul al doilea are sens.
Prin I3 am notat cubul unitate. : v
Integrala functiei f relativi la un corp generalizat K = {n,K}, ..., n,Kp}
existd, prin definifie, ori de cite ori existd integralele lui f relative la corpu-
rile Ki(t = 1, ..., p) §i avem, tot prin definitie,

Sde:?:_}niSde. ) '

X X;

Acum putem enunfa urméitoarea

Teoremd. Fie F o functie vectoriali cu derivate partiale continue
intr-un domeniu D c R®. Fie K un corp continut in D si definit de o
functie vectoriald r cu derivate parfiale de primul si de al doilea ordin
continue in /3. n asemenea condiii, avem '

(v - Far=(F-as, ude 5= sx. ©)
K S

Demonstratie. Vom stabili mai intii urmitoarea egalitate:

(ryyresrs) 7 * F = (Fy*ry 1) + (Fayrg, 1)) + (F3y 11y 12). (10)

Datoritd faptului cd F intervine linear in (10), este suficient s stabilim
egalitatea (10) in cazul in care F = fa, unde a este un vector constant.
Asadar, avem de aritat cid

ful@; 1o, 73) + fula, r5,1y) + fu@yryy r3) = (ry, 1y r3)a - \Ai
sau incd :
filrg X 13) + falre X 1y) + fs(ry X 1) = (ry, 1o, 15) V f.
Vom folosi formula binecunoscutd
a X Xe)=1(a-c)h — (a-b)e,
punind
a=r,b=fic=ry Xrs

Tinind seamd c&, in baza formulei de derivare a functiilor compuse ,
avem f; = </ f* r,, obtinem urmitoarea relatie:

re X (V[ X(rg X13)) = (14, 19, 13) 7 [ — fulrs X 1g).
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Folosind din nou expresia de mai sus a produsului a X (b X ¢), insd
punind de astd datd

a=VHhb=r,ec=rs,
obtinem
VIX(ry Xrg)=fa"ra—fp*r3
deci
fslry X re) — folry X 1) = (7'1:77'2, r3) V f— fx("zl X Ig),

ceea ce revine, in esentd, la formula (10).
S4 observim cd urméitoarea egalitate este evidentd:

(Fyy gy Tg) ++ (Foy 13y 1y) + (Fg, Iy 1o) = (Fy 13, 75); + (Fy 15 7'1)zf'|' (Fy 14, )3
De aici si din formula (10), deducem egalitatea

(riyTay13) V7 + F = (Fy 1y, 15hy + (Fy15,T1)2 + (Fy 135 To)s (11)

Dupd insasi definitia integralei pe un corp K, avem

Sv .FdK = SSS (ry 7o 70) 7 - F dutg duty du,

K »

deci, tinind seama de (11),

(v - Fag = \(@, roroudu, au, az, + {07, 7, . duy duy duy +

K » r

+ SSS (F, 1y, 13)3 du,y du, dus.
Il
Vom efectua, in prima dintre integralele triple din membrul al doilea,
numai integrarea partiald in raport cu u,; in a doua, numai integrarea
partiald in raport cu u,; in a trela, numai integrarea par{iald in raport cu
u3. Obtinem

(v - F o = (§ (o rahums duy ditg — {7, rgy o dity dug +

K 2 3
11 11

+ 0§ (o ridums g dg — (§ (7, 7,72 1m0 iy g +
b1 2 .

=+ SS (F, 11y To)y,=1 duy du, —SS (F, 14y To)y,=0 du; du,.

2
12 b3

(Prin I{ s-a notat pitratul unitate din planul variabilelor u; §i u, (j 5 i 5+
F+kjk=123))
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S& notdim cu z si v variabileie de integrare in cele sase integrale duble
de mai sus. In baza notatiilor (3), avem

SV +FdR = SS F(1, u, v)ry, X ryp du dv — SS F(0,u,v)* ry X To du dv4-

X 1 I

-+ SF(u, 1,9)+ry Xry dudv — SS F(u,0, v) - ry, X ry du dv +

5. ,,
|

+ W\F(u, v, 1)+ rgy X r5, du dv — SSF(u, v, 0)* rgy X rg, du dv =

13 I
- F-dS—-SF-dS—SF as + | r dS+SFdS—SFdS -
S S, A Ss Se Ss S,
={F du={r-as
S bK

undeS=bK=Sl—'Sz—S3+S4+Ss—SG

iar prin I2 s-a notat pitratul unitate din planul variabilelor u §i ». Teorema
este astfel complet demonstrata.

Observatie. Formula (9) este valabily si in cazul mai general In
care K este un corp’ generalizat (toate celelalte ipoteze din teorema de mai
sus rdminind neschimbate). Intr-adevir, fie K = {n,K,, ..., n,K,}. Punind,
prin definitie, : ,

P
roe=gnf
§i tinind seama c&
bK = {npK,, nbK,, ..., npbKp},

iar integrala din membrul al doilea din (9) este de asemenea linear, rezulty
imediat valabilitatea formulei (9) pentru corpuri K generalizate.



Capitolul XIX

O GENERALIZARE A NOTIUNII DE INTEGRALA
. DE SUPRAFATA

REGASIREA FORMULELOR LUI OSTROGRADSK! $I STOKES. APLICATH

In cele ce urmeazi, vom da o generalizare a notiunii de integrald de
suprafati. Pe baza noii definifii, vom regdsi un caz particular al teoreme-
lor lui Ostrogradski si Stokes.

Fie p o pinz# definitd de aplicatia F(u, v) = (f(u, v), g(u, v), k(u, v)), unde
f, g i h’sint functii reale definite §i continue pe domeniul compact D din
planul Ouv. Prin ipotezd, domeniul D si pinza p au arie.

Fie F o functie reali definitd intr-un domeniu tridimensional D, care

contine imaginea pinzei p. Fie § o descompunere a domeniului D:
D=D,UD,U..UD;U..UD,

Vom nota cu p; pinza definitd de restrictia aplicatiei 7 la domeniul
compact D;(1 < i < n). Si alegem in fiecare domeniu D, cite un punct A;,
ale cirui coordonate le vom nota cu u; §i v; (1 < i < n). Vom pune

& = f(u;, v), n = g(u;, vy), Ci = hluy, v)
gi vom forma suma

os(F; £y &) = g;’F(zi, M, &) aria p;.

S presupunem c¥ existd un numir I cu urmétoarea proprietate: pen-
tru orice numir € > 0 existd un numir v > 0, astfel incit, oricare ar fi
descompunerea & a lui D, de normi inferioars lui %, i oricare ar fi alege-
rea punctelor A;(x;, »;) in domeniile D; ale lui 5, sd avem

IGG(F; Ei; Nis C,) —_— .I| < €.
In aceste conditii, spunem ci funcfia F este integrabild pe pinza p. Punem
I =SSF(x1 Y, 2) d.p

P
§i citim: integrale funciiet F pe pinza p.
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Originea fizici a acestei notiuni este urmétoarea:

S3 presupunem ci p este o pinzi materiald, iar F(z, y, z) reprezinti
de nsitatea pinzei p in punctul de coordonate z, Y, z (pentru definirea notiu-
nii de densitate se poate proceda ca si in cazul densitatii unui fir). In aceste
con ditii, dacj integrala functiei F pe pinza p existd, ea di masa pinzei p.
Dac & F(x, y, z) ar reprezenta densitatea de repartifie a unei sarcini elec-
trice, integrala lui F pe p ar reprezenta sarcina electrici totald, distribuiti
pe p.

In legiturd cu integrala pe o pinzd se demonstreazii o serie de proprie-
tdfi generale, ca distributivitatea, aditivitatea ca functie de pinzd, omogeni-
tat ea ete.

Teorema de reprezentare a integralei pe o pinzi
printr-o integrald dubli. Pistrind notatiile si ipotezele de
mai sus, si presupunem, in plus, ci functiile f, ¢ si 2 admit derivate
partiale de primul ordin continue pe D, iar integralele

I= SSF(x, v, 2)dp

»
si

7 = \§ Pifta, ), gts,0), biw, v V30 7 w0 T ) du dv
D

existi. _

T Dig, ) Dih, f) D(f, g)
(Ammtlm cd A(u,v) = Dlu, 0) B(u,v) = D, ) - Clu,v) = m]
In aceste conditii avem

I=1J.

Demonstratie. In baza ipotezei de continuitate a derivatelor
partiale ale funcfiilor f, g §i & si folosind teorema de reprezentare a ariei
unei pinze printr-o integrali dubli, avem

aria p, = SSVAz(u, %) + Bw,0) + Ciz,o)dudy (1< i <n).

b;

Aplicind teorema de medie pentru integrala dubld, obtinem existenta

unui punct 4; £ D;, astfel incit, notind cu #,; si7; coordonatele lui 4;,
83 avem .

SS V/ A%u,v) + B%(u,v) + C¥u, v)du dv =

D;

= |/ A% (@, v;) + B%&,;, v;) + C*&, ;) - aria D,
peniru 1 < i < n. Rezultd ci, punind
& = f@, %), 7 = e@, %), § = h@, v,),
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avem
GB(F; Eu :;]i,, c—t) =

= ;‘F(f(uis 7,),8(8;,7,), (B, 5,)) |/ A%®;, ;) + B@;, v;) + C*(a;, ;) - aria D; =
= 66((1); u;, ﬁi)r
unde

O(u, v) = F(f(ui v), g(u1 v), h(u1 1))),

iar o5 = (®; &;, 7;) este 0 sumi riemanniani relativd la functia @, la des-
compunerea 3 a lui D gi la punctele 4; (1 < ¢ < n).

Deoarece integralele I gi J existd, iar o egalitate se pistreazd prin
trecere la limitd, rezultd ci I = J si teorema este demonstrati.

Observatie. Se poate arita, printr-un rajionament aseménitor
celui de la reprezentarea lungimii uneci curbe printr-o integrald Riemann, cd
teorema precedentd este valabilX si fird ipoteza de existentd a integralei J,
cerind in schimb ca F si fie continui; in aceste condifii, existenta lui [
rezulti din celelalte ipoteze.

Este usor de vazut cd

Dacd p si p’ sint doud pinze echivalente, iar integrala

7 v 90

p
are sens, atunci i integrala

WFe, v, 2 ap
5
are sens, §i cele doud integrale sint egale.
Acest fapt di posibilitatea sd se defineascd integrabilitatea 1 ntegrala
unei functii F pe o suprafatd S care are arie.
Fie F o functie definitd intr-un domeniu care conjine imaginea supra-
fetei S. Vom spune cd I este integrabild pe S dacd existd o pinzd p a supra-
fetei S, astfel incit F si fie integrabili pe p. Prin definitie, )

SSF(x, Y, 2)dS = SSF(x, ¥y, 3) dp.
s v

a. Suprafete orientate

Fie S o suprafati cu plan tangent continuu. Vom spune cd S este o
suprafajd bilaterd daci se poate asocia fiecdrui punct (2, y, z) din § un
anumit sens pe normald in punctul respectiv, in aga fel incit unghiurile
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a(z, y, 2), B(x, v, 2), v(z, ¥, 2), ficute de sensul ales pe normali cu direc-
tiile pozitive ale axelor, s fie functii continue in fiecare punct din § — 5S.

O suprafati bilaterd, impreund cu o alegere a sensului pe normald,
care sd asigure continuitatea functiilor «, B s v, constituie o suprafatd
orientatd. )

Orice suprafatd de forma z = f(z, y), unde f are derivate partiale con-
tinue pe domeniul d, este bilaters; alegind in fiecare punct sensul normalei
indreptate in sus, obtinem pagina superioard a suprafetei; alegind in fiecare
punct sensul normalei indreptate in jos, obtinem pagina inferioaré a su-
prafetei. '

Orice suprafati S simpld, inchisi §i cu plan tangent continuu este o

suprafati bilaterf. Intr-adevir, se poate ar¥ta ci existi doui domenii D,
§i Dy, D, fiind mirginit, iar D,, fiind nem#rginit, in aga fel incit imag. § =
= Fr. D, = Fr. D,, S U D, U D, = R3si orice curbi care unegte un punct
din D, cu un punct din D, intilneste suprafata S. (Corespondentul teoremei
lui Jordan in spatiu.) Alegind in fiecare punct din S sensul normalei indrep-
tate spre domeniul D,, obfinem pagina interioard a suprafetei S; alegind
in fiecare punct din S sensul normalei indreptate spre domeniul D, ob{inem
Ppagina exterioard a suprafetei S. Ca un caz particular, se obtin cele douj
pagini ale unei suprafete sferice.
O suprafatd nebilaterd se numegte unilaterd. Un exemplu de suprafatd
unilaterd este banda lui Mobius, care se construiegte indoind o foaie drept-
unghiulard’ ABCD (fig. 53) in aga fel incit virful A s coincidd cu C, iar
virful D sd coincidd cu B (fig. 54).

14 D 4

Fig. 5%

Fig. 54

359



b. Formula lui Ostrogradski

Ne propunem s¥ stabilim o relatie intre integrala tripl& pe un domeniu D
gi integrala pe bordura domeniului D.

Fie D, un domeniu simplu in raport cu aza Oz, definit de inegalitdjile

oz, y) <2< Yz, y) (% 9) € d),

unde d este un domeniu compact din planul Ozy, avind ca frontierd imaginea
unei curbe cu tangentd continud, iar @ §i ¢ sint funcjii cu derivate parfiale
continue pe d §i

o(z, ¥) < Y=, ¥)
peniru (z, y) interior lui d.

Fie R o funcie continud pe un domeniu D care conjine pe D,. S& presu-
punem cd derivata parfiald

oR

0z
existd si este continud in D.
In aceste condifii avem

SS aa_}: dz dy dz = SS R(z, y, 3) cos y(x, ¥, z) dS,
5

z

unde $ = S; U S, U S;, S, este dati de z = o(z, y), S, este datd de g =
= (z, y), S; este o suprafatd arbitrard, cu plan. tangent, si a cdrei imagine
este muljimea punctelor ale cdror coordonate x, y §i z satisfac condifiile

oz, ¥) < 2 < Y=, ¥), (z, y) € Fr. 4,

iar y(z, y, 2) este unghiul format de direcia pozitivd a azei Oz cu rormala
exterioard la S in punctul (z, y, 2).

Integrala pe S se ia deci pe pagina exterioard.

Demonstratie. Integrala

S;SS aa—}: dzdy dz

z

existd in baza continuit¥tii functiei de sub integrald si a faptului ¢& D,
fiind un domeniu simplu, are arie. Avem

z=U(x,y)

SSS 2—1: dz dy dz = SS dz dy S % dz = SS’[R(x, Y L}g(x, y)) —

D, d T=¢(x,Y) d
- R(x) Y, ?(x, y))] dz dy’
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Deoarece, pentru (z, y, z) € S;, v(2, y, 2) = vy este unghiul ascufit
format de directia pozitivd a axei Oz cu normala la S, in punctul de coor-
donate z, y, z avem

1

Vo &+ (3

cos (2, ¥, 2) = cos Y(, ¥, Yz, y)) =

deci

SS R(z, y, Y(z, y)) dzdy =
d

={§ B w0 | 1+ (2 + 2 oos 10a, 3, b0o, 90 ax a.
d

In baza teoremei de reprezentare a integralei pe o suprafatd printr-o
integrald dubli gi {inind seama ci integrala

) B, 3,9 cos v(z, 4, 5) as
S] ’

existd ca urmare a continuit¥tii functiilor R si cos v, avem

SS R(z, y, Y(z, y))dzdy = SS R(z, y, z) cos y(z, y, z) dS.

d S.
Procedind in mod analog cu integrala dubli

Ss R(z, y, ¢ (2, ¥)) dzdy
d

si tinind seama ci pe suprafata §, va trebui considerat unghiul neascujit
al normalei la §; cu directia pozitivd a axei Oz (pentru ci alegerea sensului
pe normald trebuie si corespundi paginii exterioare a lui S), notind cu
v(2, y, z) acest unghi neascutit, obtinem

—1

LGS HE)

cos 'Y(xr Y, Z) = €08 Y(‘xv Y, ‘P(xa y))?=

deci, prin calcule similare celor de mai sus, rezulti

SS R(z, y, 9(z, y)) dz dy = — SSR(w, Y, z) cos y(z, y, z) dS.
d

3

In ceea ce priveste suprafata S, ea are plan tangent, deoarece frontiera
domeniului ¢ este imaginea unei curbe cu tangenti; notind cu y(z, y, 2)
unghiul normalei la §; cu axa Oz, avem

T
Y(2 9 2) =73
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in orice punct din Sj, deci
_cos y(x, ¥, 2) =0
in orice punct din S;, deci

§) B, v, 2 cos 40z, 4, D as=o.
S

Asgadar

oR
S Sa dz dy dz = SSR(x, ¥y, 2) cos y(z, ¥, z) dS +
D, 5

1

+{(Be@, 5, 2) cos v(z 3, ) 45 +{| Rz, 3, 2 cos v (5,9, 2) a5 =
S, . S,

= SSR(x, Y, 3) cos y(z, y, 2) dS

8i teorema este demonstrata.
Observatie Se foloseste uneori i urmitearea notatie:
SS R{z, y, 2) cos y(x, ¥, 3) A4S = SS R(x, y, z)dz dy.
s ' 5

In felul acesta, egalitatea din teorema precedentd devine

(§ 35 ds dy ds = (| Rz, 9, 9) da ay,
S

A} Sz

integra]a' din membrul al doilea fiind luatd pe pagina exterioari a lui S.
Schimbind, in teorema precedentd, rolurile lui z, y §i z §i anume: in-

locuind pe z cu y, pe y cu z §i pe z cu x, obtinem teorema.

Fie D, un domeniu simplu fn raport cu aze Oz, definit de inegalitdfile

u(y7 z) <z < 'u(y, z) ((yr z) € d1)7

unde d, este un domeniu compact din planul Oyz, avind ca frontierd imaginea
unei curbe cu tangentd continud, iar u §i v sint funcfii cu derivate parfiale

continue pe d, §i

u(y, 2) < 9y, 2) penim (z, y) interior lui d,.

Fie P o funcie continud pe un domeniu D, care conjine pe Dx. Sd presu-

punem cd derivata parfiald
P
oz

existd gi este continud in D,.
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In aceste conditii avem

SSS%}; dz dy dz = SS P(z, y, 2) 'cos «(, g, 2) dS,
D

o

b,

x
unde $' = 8; U §, U S, S, este datd de 2 = u(y, 3), S, este datd de z =
= o(y, 2), S; este o suprafajd arbitrard, cu plan tangent, si a cdrei imagine
este mullimea punctelor ale cdror coordonate z, y §i z satisfac condifiile

uy, z2) < = < 9y, z), (y, 2) € Fr. d,,

iar «(x, y, 3) este unghiul format de direciia pozitivd a azei Oz cu normale
exterioard la S in punctul (x, y, z). Integrala pe S' se ia deci pe pagina
exierioard. :

Se foloseste si notatia

, SS P(z, y, z) cos a(z, y, z) dS = SS P(z, y, 2) dy ds,
St 4

deci egalitatea de mai sus se scrie

. SSS 2 drdydz= SS P(z, y, 7) dy da.

x St

In sfirgit, in conditii care se deduc din ipotezele teoremei precedente
schimbind pe z cu y, pe y cu z §i pe z cu z, obfinem egalitatea

SSS gg dzdydz = SS Q(z, y, 2) cos B(g, y, z) dS
2

v

unde integrala din membrul al doilea se ia pe pagina exterioari a lui S2,
iar semnificatiile literelor Dy, Q si §2 se dedue, prin permutdri circulare,
din semnificatiile literelor D,, P si S* din teorema precedent.

Se foloseste si notatia : .

{§ 0tz 4, 2) cos Ba, 3, 2 a5 = (few, v, 2 az e

St S?

deci egalitatea de mai sus se mai poate scrie

) B
SSS -a% dx dy'dz.'= SS Q(z, y, z) dzdx.
y' . s, '_-> ]
Fie acum un domeniu compact D, simplu in raport cu fiecare dintre
axele de coordonate si avind plan tangent continuu. Fie P, Q si R trei
functii reale, continue intr-un domeniu A care contine pe D si astfel incit
derivatele partiale : , ‘ Cee
2 2 R
P oy "’ %
sint continue in A. Fiecireia dintre functiile P, Q §i R i se aplicd, in ordine,
cite una dintre cele trei teoreme precedente. Se poate arita ci cele trei
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pinze care conduc la suprafetele S, S! si S? sint pinze echivalente, deci
suprafetele S, S* si §2 sint identice. Adunind membru cu membru cele trei
egalitifi din cele trei teoreme precedente, obtinem urmitoarea formuli,
cunoscutd sub numele de formula lui Ostrogradski:

(5 33+ Fjorsri=

D -

=] 2z, 4, 5) cos & + (=, 4,2 o5 B + R(z, 9, ) cos v d,

S

unde integrala din membrul al doilea este luatd pe pagina exterioard a supra-
fetei S. ‘

Formula lui Ostrogradski se mai poate scrie

SIS)S[%E T %§'+§£de(1?/ dz:SSSP(“’v Y¥,2) dy dz + Q(=, ¥, 2) dz dz +

:+ R(z, y, z)dz dy.

in sfﬁ'git, in notatie vectoriald, formula lui Ostrogradski se scrie
SSS div. V dz dy dz = SS 77 ds,
D S

unde V(z, y, z) este vectorul de componente P(z, y, 2), Q(z; ¥, 2), R(z, ¥y, 2),
div V este divergenta lui ¥, iar 7 este vectorul de componente cos «, cos B,
cos .

Integrala din membrul al doilea al formulei lui Ostrogradski defineste
fluzul cimpului de vectori V prin suprafaja S (prin expresia ,cimpul de vec-
tori V" intelegem functia vectoriala V).

In cele ce urmeazd, vom spune despre un domeniu D care satisface
ipotezele de validitate ale formulei lui Ostrogradski c¢3 este un domeniu
ostrogradskian. '

Un cimp de vectori ¥ pentru care div V(z, y, z2) = 0 in D este, prin
definitie, un cimp solenoidal in D. Are loc urmitoarea

Teoremi#. In ipotezele si cu notatiile relative la formula lui Ostro-
gradski, eimpul de veetori V este solenoidal daci si numai daed fluxul

cimpului prin suprafaja frontieri a orieirui domeniu ostrogradskian
continut in D este egal eu zero.

Demonstratie. Dacd div V(x, y, z) = 0 in D, atunci
SSSdiv V dzr dy dz = 0,
A.
oricare ar fi domeniul compact A c D.
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Dacd, in plus, A este un domeniu ostrogradskian, atunci putem aplica
formula lui Ostrogradski gi obfinem

{{7ras =o,
- Sa
unde Sa are ca imagine frontiera lui A.

S& presupunem acum ci fluxul lui ¥ este nul prin suprafata frontierd a
oricirui domeniu ostrogradskian din D. In baza formulei lui Ostrogradski,
integrala tripld a divergentei lui ¥ este nuld pe orice domeniu ostrograds-
kian din D. Si presupunem, prin reducere la absurd, ci existi un punct
(¢, m, €) pentru care

div V(¢, 9, ) =0

si, pentru a face o alegere, fie

div V(€ 9, §) > 0.
Deoarece div. V este evident, o functie continui in D, rezulta cd existd o
sferd S(&, 9, ) cu centrul in (£, 4, {), astfel incit
div V(z, y, 2) > 0, pentru (, y, 2) € SE, ¥, ).
De aici rezultd ci
SSdiv Vdzr dy dz >0

S(E, 1, §)

i, tinind seama c¥ sfera este un domeniu ostrogradskian, megahtatea obti-
nutd contrazice faptul ci integrala divergentei lui ¥ este nuli pe orice dome-
niu ostrogradskian. Deci presupunerea cd ar exista un punct (€, 1, ¢), pen-
tru care div V(, 1, ) > 0, este falsi. In mod analog se aratd ci nu existd
nici un punct in care div ¥ si fie negativd. Teorema este astfel complet
demonstrata.

.c. Formula lui Stokes
Fie S o suprafatd definité de relajia z = f(z, y), unde f este continud pe
un domenin compact d din planul Ozy, iar derivatele parfiale.
o o o o
oz ay axay oyoz

existd gt sint continue pe d. Sd presupunem cd bordura I' a suprafefei S este
.datd de reprezentarea parametricd

z = ¢(t),
y = (), (@ <t<b),
z = fle(t), $(),



unde functiile ¢ st ¢ au derivate de primul ordin continue pe [a, b}, iar curba v,
definitd de :
' r = (P(t)g
y= ‘I’(t)’ (@ €t <b)

este bordura domeniulut d. _ )
. Fie P, Q si R trei funcfii reale definite §i continue intr-un domeniu
D care confine suprafaja S. Sd presupunem cd derivatele parfiale

op 9P 20 3@ R 2R

oy % oz 9z o= oy

existd si sint continue in D.
In aceste condijii, avem

{ 2(z, 3, 2)ds + Q(a v, Dy + Ris, 3, 205 =

T
=SS[ _g.g_?aiz’]cos a+(%§—2—i)cos B +(%%—aa—:)cos Y]dS,

unde integrala din primul membru corespunde sensului direct pe T, integrala
din membrul al doilea se ia pe pagina superioard a suprafefei S, iar o« =
= (2, ¥y, 23), B = B(=, ¥, 2), vy = v(x, Yy, z) reprezinid unghiurile fdcute de
directiile pozitive ale axelor Oz, Oy, Oz cu normala superioard la S in punctul
de coordonate z, y, 2.

Formula de mai sus poarti numele de ,formula lui Stokes“.

Demonstratie. In baza continuititii functiilor P, Q, R si a fap-
tului cd I' este rectificabil, rezulty existenta integralei curbilinii. In plus,
avem

I= S Pz, Y, 2)dz + Q(xr Y, z)dy + R(z, y, z)dz =
r

b
=S{P(<P(t), $(2), fle), $(2)) @'(8) + Qo) (@), flo@), NP’ +

+ Rloe), 401, flo), 4N [ L) @100+ (5L) v10)has

unde indicele ¢ aratd cd derivata se calculeazd in punctul de coordonate o(t),
¥(t), f(o(t), ¥(2)). Mai departe, avem

b

1=([Pew, 4 o), ¥ + Riel), flo0), 40N [2] |0+

Ty

°

a
b

+([eo, ¥o, few, 46 + R, 0, Tow, 4N (Z)] vod.
‘ yit
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S4 punem

P¥a,y) = P(z, 3, f(z ¥) + Rz, v, flz, y) oL,

Q*(x, 1) = Q@ v, flz, ) + R, v, fla, ) L "f .

Avem

b :
1=§[P*(<p(t>, $) @'(1) + Q*(o(t), Y()Y'(O}de =

a

= S P*(z, y)dz + Q*(z, y)dy,
) .

integrala curbilinie de-a lungul lui I' fiind luata in sensul direct.
Avem

S ( ) aaif:£+[layJ + Z—}:Jfay]a/"'mx’ b flz y))aa

"’3—: G+ G (G E )t e v

unde indicele f aratd cd derivata se calculeazi in punctul de coordonate

z, ¥, (@, y)-
Aplicind formula lui Green, obtinem

= pete e+ (e 0ty = [ (), = (3] E ety +

y

d9yJr foy

8, B 352 -5, o

intr-adevir, ceilalti termeni din expresia diferent,ei

aQ* _ apt
oz oy
se reduc, deoarece derivatele parfiale mixte ale lui f, fiind continue, sint
egale. |
Avem
oP
—SS % ’fdx dy = SSECOS v ds,
S
L o dudy = — Sa_P o
SS ( 5 L ayd y = Ss % Oy cos y dS.
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Insi

_o
cos P = % ,cosy:*
VirldreGlf ,/H(af) (&)
deci
‘_31=_cos;5
oy €os ¥

de unde rezulti cd

(2 onvas =~ Fonsos,
S

prin urmare

(18, Basts = ([ 3o £ =T conr)s

Tinind seama c&

ﬂ
cos o = — 0a =—?cosy,
Vre(dredr
rezultd
SdS[ggf+ ngax]d y_sss‘aocosy 29 cos oc)dS
si

(1168, %(50), ooty = (5o~ Srcon s

Insumind cele trei egalititi relative la integralele.pe d, se obtine imediat
formula lui Stokes.

Observatie 1° Formula lui Stokes constituie o generalizare a for-
mulei lui Green. Intr-adevir, daci S are ca imagine un domeniu din planul
Ozy, atunci

a=fp= ;'n » Y =0,
deci
cos a=co8s =0, cos y =1,

368



§i integrala de suprafatd din membrul al doilea al formulei lui Stokes devine

-2)as

Tinind seama cé pe S functiile P, Q si R sint functii numai de z si y, iar
contributia termenului in dz este nul4, cum pe de alti parte I' se confundd
cu vy, obtinem

0

§P<x, y)dz + Q(z, y)dy = SSS o- 5‘5 )as.

Am regisit astfel formula lui Green, insi intr-o nuan{i pufin diferitd fatd
de cea cunoscutd. Intr-adevir, in membrul al doilea figuréazi o integrald de
suprafatd relativd la pagina superioard a lui S, in timp ce integrala,dubli
(2~p)oees
oz dy
o a
are un caracter neorientat. Bineinteles insd ¢ avem

W55 os =55 0 0w

2°. Cum am mai vizut, formula lui Stokes capitd o form3 mai sintetici
dacd se utilizeazi notatia vectoriald

»Sﬁ‘df =SSﬁrot17dS,
T S

unde 7 are componentele P, Q, R, dF este un vector simbolic de componente
dz, dy, dz (aga-numitul vector al deplasirii elementare), iar % i rot. v au
semnificatiile cunoscute. Deoarece integrala din primul membru constituie
circulatia funcfiei 7 de-a lungul curbei I, rezultd c¥, in condiiile in care
s-a stabilit formula lui Stokes, fluxul rotorului func{iei % prin suprafata S
are o valoare egald cu aceea a circulatiei lui ¥ de-a lungul bordurii lui S.
Dupd cum vedem, formula lui Stokes furnizeazd conditii in care o integrald
de suprafatd nu depinde de suprafatd, ci numai de bordura ei.

d. Cimpuri potentiale

Un cimp de vectori & se numeste cimp potential in domeniul D daci
rot 7 (z, ¥, 3) =0
in orice punct (z, y, z) € D.

Ne propunem s& caracterizim cimpurile potentiale. Pentru aceasta, vom
numi suprafajd Stokes orice suprafaid care satisface conditiile In care s-a
stabilit formula lui Stokes. Vom numi bordurd Stokes in D orice curbi care
este bordura unei suprafete Stokes confinute in D.
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Teoremdi. Fie 7 un cimp de vectori definit in domeniul D §: care
satisface in D conditiile in care s-a stabilit formula lui Stokes. Cimpul
7 este potenfial in D daci si numai daci circulaia sa de-a lungul
oricirei horduri Stokes din D este egali cu zero.

Demonstratie. Condifia este necesard. S& pre‘suimnem cd
rot. %z, y, 3)=0 in D.

Fie T' o borduri Stokes in D. Existd deci o suprafatd Stokes S con
tinutd in D gi astfel ineit

bS =T.
Avem, in baza formulei lui Stokes,

| Ssdr= SSﬁ rot. 5 dS = 0
r S .

5i necesitatea conditiei este stabilita.

Condifia este suficientd. S& presupunem ci circulatia lui 7 este egald cu
zero de-a lungul oricirei borduri Stokes din D i si admitem, prin reducere
la absurd, ci existi un punct in D, fie el de coordonate £, 7, {, pentru

care
rot. 7 (§,1,8) 5= 0.
Rezultd ci cel putin una dintre diferentele -
oR_20 9P R 3Q 2P
‘ dy 0z 0s ox oz oy
este diferité de zero in punctul (§, n, §). Fie, pentru a face o alegere,
a ) s
3_2 B aa_}; G +0,
gi, pentru a fixa .ideile, s presupunem c&

("”Q ) >o

oz %y )@,mtz)
Deoarece functia

3Q - P

ox oy

este continui in punctul (£, 7, §), rezultd ci existd o sferf ¢ cu centrul in
(€, m, ), astfel incit

_ap_,
oz ‘ay,> ’

in orice punct din o. Fie p raza sfere: o.
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Vom considera suprafata S definits in felul urmétor:

z=u,
y=uv,
2=,

functiile fiind definite pe discul circular d din planul Ouv, a cirui frontiers
este cercul

(=8Pt (v—n) =%

Este ugor de vizut ¢ S are ca imagine discul care se obtine intersectind
sfera_ o cu planul care trece prin centrul ei si este paralel cu planul Ozy.
Deoarece suprafata S este o suprafati Stokes continutd in ¢, avem
a_a»

oz dy

’

in orice punct din S.
‘ T

Pe'de altd parte, in punctele lui S avem o= 8 = >

, v =20, deci cos x =
=cosP =0, cos y = 1. Rezulty

SSSﬁrotﬁdsts,(%%—%JdS > 0.

In;é, in baza formulei lui Stokes, notind cu T' bordura lui S, avem
S ¥ dF = SSI‘: rot 7 dS,
r S
deci

S 7dF > 0,
P _
In contradictie cu faptul cid circulatia lui % a fost presupusi egald cu zero
de-a lungul oricirei borduri Stokes din D. :

In baza rationamentului prin reducere la absurd, suficienta conditiei
este stabilita. = ' N



Capitolul XX
ELEMENTE DE ANALIZA NESTANDARD

1. INTRODUCERE

Creatorii calculului diferential — in special Leibniz — au pus la baza
Analizei matematice notiunea de ,,infinit mic“ — sau de ,,infinitezimald“ — §i
pe aceea de ,,infinit mare“. Aceste notiuni, ca i terminologia corespunzitoare,
au stat timp de secole la baza tratatelor de Analizi matematici. Abia in
secolul al 19-lea ,infinitii mici“ gi ,infinifii mari“ incep si cedeze locul unor
notiuni §i unei terminologii mai riguroase, promovate de matematicieni ca
A. Cauchy, K. Weierstrass, B. Riemann si al{ii, care introduc limbajul epsilon-
delta, atit de familiar azi oricirui student matematician §i chiar elevilor
de liceu. Totusi, manualele gi tratatele de Analizd au intirziat si inregistreze
aceasty versiune mai riguroasd, dar mai pufin intuitivi. Multd vreme s-a
crezut cj, in acest domeniu, rigoarea si intuitivitatea nu pot coexista, fie-
care dintre ele impunind compromisuri celeilalte. I-a revenit matematicia-
nului Abraham Robinson (Non-standard Analysis, Proceedings of the Royal
Academy of Sciences, Amsterdam, Ser. A, vol. 64, 1960, p. 432—440; a se
vedea si cartea sa cu acelasi titlu, in colectia ,Studies in Logic and the Foun-
dations of Mathematics“, North Holland, Amsterdam, 1966) meritul de a ardta
ci este posibild recuperarea cantitifilor infinitezimale §i a infinitilor” mari,
fird a se plati tribut rigorii. Astfel a luat nagtere un nou domeniu, situat
la intersectia Analizei cu Algebra i cu Logica matematici: Analiza nestan-
dard. Ne propunem si prezentdm, in cele ce urmeazi, unele aspecte mai
elementare ale Analizei nestandard, in versiunea lui Hilbert Levitz (Non-
standard Analysis: an Ezposition, Enseignement mathématique, vol. 20,
1974, fasc. 1—2, p. 9—32), a lui A. Robinson (cartea mentionatd) si aceea
mai generald a lui Machover gi Hirschfeld (a se vedea referinta in text).

2. CITEVA NOTIUNI §I REZULTATE PRELIMINARE
ADupé cum se gtie, multimea Q a numerelor rationale este inzestrati

cu o operatie de adunare + si 0 operatie de multiplicare, reprezentatd prin -
sau prin simpld juxtapunere, satisficind urmitoarele proprietéti:

1. Pentru orice a, b € Q, avem‘a +b € Q, ab € Q.
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2. Ambele operatii sint comutative gi asociative: a +b =56+ a, ab =
=ba, (a +b) +c=a -+ (b + ¢) §i (ab)ec = a(be).

3. Operatia de adunare are ca element neutru pe zero, iar cea de multi-
phcare pe unu; deci, pentru orice r € Q, avem 0 + =z i 1- 2= =z.

* 4. Are loc distributivitatea: a(b + ¢) = ab + ac. (Rezulti ugor ci 0 - z =
= 0 pentru orice z € Q).

5. Ecuatia a + x = b are solufie in Q pentru orice a,b € Q. (Solutia
ecuatiei a + z = 0 e notati —a).

6. Ecuatia az = b are solutie in Q pentru orice ¢,b € Q cu a=0.
(Solutia ecuatiei az = 1 e notati 1/a).

Cele gase proprietdifi de mai sus conferd multimii Q calitatea de cimp.

Dar mul{imea Q este inzestratd si cu o structurd de ordine, legatd de
opera;ule de adunare §i de multiplicare prin urmitoarele proprietiti:

-7. > este, in Q, o relatie de ordine.
8. Daci b > ¢, atunci, pentru orice u E Qa+bza+ec
9.1>0.

10. Dacd b > ¢ §i a > 0, atunci ab >

Daca aqﬁ-O atunci exact unul dmtre numerele a §i —a este pozitiv
iar celdlalt negativ. Aceasta rezulti din 8 si din definitia relatiei de ordine.
Putem defini |¢| = max(a, —a) §i avem, pentru orice a, |a| > 0, |a| = | —a]
§i, pentru orice a §i b, |a + b| < |a| + |b|. Pentru orice a pozitiv, existd n’
natural cu 1/n < a < n.

Proprietitile 7, 8, 9 i 10 conferd cimpului Q calitatea de cimp ordonat.

O altd proprietate importantd a lui Q.

11. Dacd a >0 si b >0, atunci existd n natural astfel incit na > b.

Proprietatea 11 conferi cimpului ordonat Q calitatea de cimp ordonat
arhimedean. S& observim c¥ proprietatea 11 este, pentru cimpuri ordonate,
echivalentd cu proprietatea: pentru orice a existd un numir natural n astfel
incit n > a.

Toate proprietitile unui cimp ordonat arhimedean (de la 1 la 11) se
regisesc in mulfimea R a numerelor reale, care insd este inzestratd, in plus,
cu proprietatea de completitudine (in sensul marginii superioare):

12. Orice parte S a lui R care este majoratd, admite o cea mai micd
majorantd. (Amintim ci S e majoratd dacd admite o majorants, adicd existd
in R un numdr 2 astfel incit z >y pentru orice y € S. Dacd, in plus, pentru
orice altd majorantd z’ avem z’ > z, atunci x este cea mai micd majorantd).

Urmitoarele rezultate privind cimpurile ordonate vor fi folosite in cele
ce urmeazd:

a. Orice cimp ordonat con’plne, ca un subcimp ordonat, multimea Q
a numerelor rationale.

b. Orice doud cimpuri ordonate complete sint izomorfe in raport cu
operatiile de adunare gi muiltiplicare si in raport cu relatia >.

¢. Orice cimp ordonat complet R’ este arhimedean; deci, pentru orice
a € R’ existi n natural cu n >a.

d. Existd cimpuri ordonate care confin muli{imea R a numerelor reale
ca un subcimp ordonat propriu.

e. Orice cimp ordonat F care contine pe R ca un subcimp ordonat
propriu este nearhimedean (si deci, in virtutea lui ¢, necomplet).

Dintre proprietdtile de mai sus, si demonstrim pe ultimele dou.
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Pentru a obtine un cimp cu proprietdtile mentionate la punctul d, si
considerdm cimpul R(X) al functiilor, rationale cu o nedeterminatd §i cu
coeficienti reali. R poate fi identificatd cu multimea functiilor polinomiale de
gradul zero, deci R este strict confinutd in R(X). Vom considera pozitivd
orice functie raionald care se exprima ca raportul a doud functii polinomiale
in care termenii de gradul cel mai inalt au coeficienti pozitivi. Pentru «, 8 €
€ R(X) punem « < P dacd B — « este o functie pozitivi. Obtinem astfel
o relatie de ordine in R(X). Proprietatea d este astfel complet demonstratd;
dar cimpul R(X) nu va juca nici un rol special in cele ce urmeaza.

Pentru a stabili proprietatea e, vom proceda prin reducere la absurd.
Fie F arhimedean. S& alegem pe « astfel incit « € F i « & R. Deoarece
F este arhimedean, existd n natural cu [a| < n. (Asa cum am vézut dupd
proprietatea 10 a unui cimp ordonat, notiunea de valoare absolutd are
sens pentru orice element al unui cimp ordonat). Fie acum A = {z € R;
z < |a|}. A admite ca majorantd pe n, deci, ca parte a lui R, care este
un cimp ordonat complet, A admite o cea mai micd majorantd s € R. Avem
§ 5 | «|, deoarece |«| nu apartine lui A. Deci s — |«| 5 0 §i putem gisi, da-
toritd faptului ci F e arhimedean, un numir natural %, astfel incit

_r
ls —lall

de unde rezulti alternativa

A 1
s — |a] >— sau — 5 >—
lal > sau a| .

In primul caz avem s — 1/k > |«| si, ca urmare a definitiei lw 4, rezulta
cd s — 1/k este o majoranti reald a lui A. In plus, s — 1/k este inferioard
celei mai mici majorante s, ceea ce este absurd.

In cazul al doilea, avem |«| >.s - 1/k, deci (s'+ 1/k) € A, ca urmare
a definitiei lui A. Insi, deoarece s e 0 majorantd a lui 4, avem s + 1/k < s,
deci & < 0, in contradictie cu faptul ¢ci numdrul k este. natural.

3. NUMERE INFINITEZIMALE, NUMERE FINITE §| NUMERE INFINITE

Ne vom situa acum intr-un cimp ordonat F care contine pe R ca un
subcimp ordonat propriu (existenta lui F rezulti din proprietatea d, para-
graful 2). Din proprietatea e rezultd cid F e nearhimedean. Ca de obicei,
vom nota cu N mulfimea numerelor naturale.

Un element a € F este, prin definitie, un rumdr infinit mic sau infinite-
zimal (sau o infinitezimald); dacd |a| < r pentru orice numdir real pozitiv r;

un numdr finit, dacd |a| < r pentru un aenume r € R;
un numdr infinit, dacd la| > r pentru orice r € R.

Evident, singurul numr real infinitezimal este zero, in timp ce orice
numir real este finit. Dar existd, in F — R, atit numere infinitezimale cit
st numere infinite; intr-adevir, din faptul ci F nu este 'arhimedean, rezultad
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©d existd in F un element b ca proprietatea b >n pentru orice » € N. De
aici rezultd b >n pentru orice n € N, deci b > r pentru orice r € R. Asa-
dar b este un numdr infinit, in timp ce 1/b este un numir infinitezimal.

- Doud numere « i B din F pot si difere printr-un numir infinitezimal.
In acest caz, scriem « ~ B §i spunem cd « este lingd B sau ci « este infinit
apropiat de B. Este ugor de vizut ci = e o relatie de echivalentd in F,
infinitezimalele formind clasa de echivalentd a lui zero.

Orice. numdr infinitezimal este finit. Deoarece orice numir real este

finit, rezultd ci suma dintre un real si un infinitezimal este un numir finit.
Reciproca este si ea. adevirati:

Teorema 3.1. Orice numir finit se reprezintd intr-un Singur fel ca sumdi a
unui numir real cu unul infinitezimal (Altfel spus, orice numir finit
este situat lingd un numir real unic determinat). -

Demonstratie. Vom stabili mai intii existenfa reprezentirii,
apoi unicitatea ei. :

Fie o bafinit si fie A = {z; € R, < a}. Din finitudinea lui « rezulta
existenta unui 7 € R cu « <r, deci r este o majorant3 a lui A. In baza
completitudinii lui R, A admite un supremum (cea mai mici majorant)
a € R. Existd doud posibilitdi: IR

I Existdi s € Rcu [« —a | =s. In acest caz, avem « = (a + s) + 0,
unde (a 4- s) € R, deci am obtinut reprezentarea doriti.

Il. |« — @ | nu este real. Pentru a arita ci « — a este si in_acest caz
un infinitezimal, vom proceda prin reducere la absurd. S3 admitem deci
cd existi s € Rcu |a —a|> s > 0. Existd doud posibilititi: I1.1. a—a>s,
deci @ — s > a, deci @ — s este 0 majorantd reali a lui A; insd a este cea
mai micd majorantd a lui 4, deci e'< @ —s, deci 0 > s, In contradictie
cu faptul cid s >0. I1.2. « —a >s, deci « >a +s, deci (a +s) < 4,
deci a 4 s < a (deoarece a e o majoranti a lui A). Rezulti ci s < 0, in
contradictie cu faptul ci s >0.

Pentru a stabili unicitatea reprezentirii, fie r, 4 ¢, = r, 4 ¢,, unde
7, T2 € R iar ¢ §i ¢, sint infinitezimale. Rezultd r, — r, = ¢, — ¢,, deci
ry — r, este un numdir real infinitezimal; insd singurul numir de acest fel
este zero, deci r, =ry §i ¢, = ¢, .

Vem da acum unele reguli de.calcul cu cele trei tipuri de elemente in-
troduse. ’

Teorema 3.2. Suma, diferen{a si produsul a douid ecantitifi finite sint
cantitifi finite. Suma si diferenta a doud ecantitiiti infinitezimale sint
infinitezimale. Produsul dintre o infinitezimali gi o cantitate finit este o
infinitezimald. Suma gi diferenta dintre o cantitate finit3 gi una infinita
sint infinite. Produsul a doud cantititi infinite este infinit. Inversul unei
cantiti{i infinite este o cantitate infinitezimali. Inversul unei infinitezi-

male nenule este infinit.
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risirgeu|a|<rygi|b|<ry Rezultd. |a+b| < |a|
deci @ + b §i a — b sint finite. De asemenea, |ab | = |
deci ab este finit. Fie acum a gi b infinitezimale. Avem | a
pentru orice r € R, deci |[a+b| < |a|+ |b]| < 2r, dec
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sint infinitezimale. Fie « o infinitezimald §i b finit. Avem |a | <7 pentru
orice r € Rgiexistir, € Reu | b | < ry. Fiind dat un numdr real arbitrar r/,
sd ludm pentru r valoarea r'[r;; avem |ab | = |« | | b | < r-ry=ry(r'[r))=T",
deci ab este o infinitezimald. Fie a finit §i P infinit; deci | | > r pentru
orice r real gi existd ryrealcu |a | < r. Avem |B+a | 2 ||B|—la]|]| >
>r — |a|sialegind r >r' + r, (unde r’ este un numar real dat), obfinem
[Bxa|>r+(ry—|al)>r, deci B+ a §i B— a sint infinite. Fie
acum « si P infinite, deci |« | >r < |B | pentru orice r real. Rezultd
| «B | >r?, deci «f este infinit. Fiind dat « infinit, avem |« | >r pentru
orice r real, deci 1/| « | < 1/r pentru orice r real, deci 1/| « | < r’ pentru
orice r’ real, deci 1/| « | este o infinitezimald. Analog se aratd c& inversul
unei infinitezimale este infinit.

Observatie. Din teorema 3.2 rezultd ci numerele finite formeazi
un inel iar infinitezimalele formeazi un ideal in acest inel.

Urmitoarele situatii sint nedeterminate: infinit 4 infinit, finit - infinit,
infinitezimal/infinitezimal, infinit/infinit, finit/finit. Operatia O - infinit nu e
nedeterminatd, ci conduce la rezultatul zero.

Teorema 3.3. Pentru orice «, B, u si v din F astfel fneit « =~ B si u~v
avem « + u~pB+v§ia —u~p — v Dacid p §i v sint finite, avem
a-u =~ B-v. Daed B este finit iar v nu este infinitezimal, avem «fu ~
= BJv. -

Demonstratie. Fie a —B=¢, u—v=c¢, unde ¢ i ¢, sint
infinitezimale. Avem (x 4 u) — (B 4+ v) = ¢, + ¢, si, conform teoremei 3.2,
€, + e, este o infinitezimald. Totodatd (x —u) — (B —v) =¢, — ¢, i,
conform teoremei 3.2, ¢, — ¢, e o infinitezimald. Am stabilit astfel primele
doud echivalente. Mai . departe, si observim c#, dacd « §i u sint finite,
atuncidin e — B = ¢, rezultia = B + ¢, iardin u — v = ¢, rezulti u = v+4-¢,
(fard ipoteza de finitudine nu putem considera sumele (« — B) 4 B si (u—v)+v,
deoarece existd pericolul ca ambii termeni ai sumei si fie infini}i, deci expre-
siile objinute sa fie nedeterminate). Avem deci au = Bv + Be, + ve; + g6,
unde «u are sens in virtutea teoremei 3.2, v este, in baza aceleiasi teoreme,
finit, iar ceilal{i trei termeni din membrul al doilea sint infinitezimale (in
baza teoremei 3.2), deci Pe; + ve; + €,c, este o infinitezimald si au = Pv.

Pentru a stabili ultima echivalentd, trebuie si ardtim ci

B+ _B__B B &
PTE

v g v V4 g v U4 g,

este o infinitezimald. Din faptul ci v nu e infinitezimal rezultd ci v 4- ¢,
nu e infinitezimal. Dacd v e finit, existd o infinitezimal¥ e; §i un numir
real r astfel incit v = r 4 ¢; (conform teoremei 3.1). Deci (punind € = 5 + ¢,
si aplicind teorema 3.2) existd r, real astfel incit

1 1 1

= = = <
|+ e Ir+ e34 55 fr 4+ ¢

de unde rezult§ ci 1/(v + ¢,) este un numir finit. Daci v este infinit, atunci
v + ¢, e infinit iar 1/(v 4 &,) e o infinitezimald (conform teoremei 3.2), deci
nu un numdr finit. Rezultd c4, in orice caz, 1/(v + ¢,) e finit. Deci ¢,/(v + ¢,),
ca produs intre o infinitezimald si un numdr finit, este o infinitezimald

ry

°
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(teorema 3.2). Mai réimine si ardtim cid diferenta primilor doi termeni din
membrul al doilea este o infinitezimald. Avém

B B =‘9( 1 1) —-g,

] )T (v+ v

v+ g v v+ g v
dacd v e finit, ultima expresie fiind produsul dintre infinitezimala e, §i un
numdir finit, deci (conform teoremei 3.2) o infinitezimald. Daci v este infinit,
atunci, conform teoremei 3.2, atit B/(v + ¢,) cit si Bfv sint infinitezimale,
deci si diferenta lor e o infinitezimald. :

4. NUMERE, FUNCTII $I RELATII NESTANDARD

Fiind dat un numir finit «, numim partea standard a lui « — notatd
cu oy numirul real (unic determinat prin teorema 3.1) lingd care se afld a.
Este ugor de vizut cd pentru orice numere finite «.§i B avem « + f = a + B,
a—B=a—B, a-B=a-p si, dacd B nu este un infinitezimal, «/B = «/8.
Faptele prezentate pind aici au fost cunoscute mult timp inainte de 1960. Abia
de aici inainte urmeaz¥ partea esentiald a Analizei nestandard. Este vorba
in primul rind de o teoremd datoratd lui A. Robinson, care aduce preciziri
asupra multimilor in care pot fi gisite infinitezimale nenule, numere infinite
si numere finite nereale. Aceastd teoremd, avindu-gi originea in Logica mate-
maticd, este urmitoarea: ‘ . .

Teorema 4.1. (A. Robinson). Existi o mulfime R* cu urmitoarele pro-
prietifi:

1. R este o submul{ime strictd a lui R¥.

2. Fiecirei aplicafii fa lui R in R (n > I) i corespunde o funcfie
f* a lui (R*)" in R*, care coincide c¢u f pe R™.

3. Fiecdirei relatii n-are A in R (n > I) ii corespunde o relatie n-ard
A* in R* care coincide cu A pe R. Relatiei de egalitate in R ii corespunde
relatia de egalitate in R*. ‘

4. Orice enun{ S formulat in termeni de: (i) anumite numere reale
(fizate); (ii) anumite funefii reale (fizate); (7ii) anumite relatii in
R (fizate); (iv) anumite variabile eu valori in R; (v) anumiifi cuantifica-
tori §i anumite operatii logice, este adeviirat in raport cu R daci si numai
dacii este adeviirat, in raport cu R¥*, enunful §* obfinut din § prin fnlo-
cuirea fieciirei funetii f(z,, ..., ,) cu funecfia corespunzitoare f* (z,, ..., Z,),
prin inloeuirea fiecdrei relafii A(z,, ..., z,) cu relajia corespunzitoare
A*(z,, ..., z,) si prin extinderea variabilelor de la punctul (iv) de la R la R*.

Inainte de a dernonstra aceasti teoremd, si facem citeva observatii.

Se poate arita cd multimea R*, a cirei existentd este afirmatd in
teorema 4.1, nu este unic determinatd. Putem presupune ci, de aici inainte,
ne fixdm atenfia asupra uneia dintre ele, de exemplu aceea care apare in
demonstratia de mai jos a teoremei 4.1. Mai este poate necesard o indi-
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catie asupra sensului in care se foloseste termenul enun{ (la punctul 4 ab
teoremei 4.1). In terminologia logicii formale, este vorba aici de anumite
enunturi constind in formule inchise corect formate ale unui limbaj genera-
lizat de primul ordin; dar dou# exemple si altele care vor urma vor fi edifi-
catoare (precizim cd lucrim numai cu enunfuri de lungime {finiti).

Ezemplul 4.1. Fie enuntul (Vz) (0 + z = z) adevirat pentru z € R;
prin’ teorema 4.1, acelasi enunt riimine adevirat cind + se inlocuieste cu
operatia +* in R* iar z parcurge pe R*.

Ezemplul 4.2. Fie f o aplicatie a lui R pe R. Enuntul (Vy) (3z)
(f(z) = y) este adevirat pentru z, y € R. Prin teorema 4.1, acelasi enunt
rdmine adevidrat cind z si y parcurge pe R* iar f se inlocuieste cu functia
asociatd f*; deci f* e o aplicatie a lui R* pe R¥*.

Convenim si spunem despre un enun} ci este adevirat in R dacd el
este adevirat cind variabilele parcurg pe R.

Elementele din R sint numere standard iar cele din R* — R sint
numere_nestandard. Aplicatiile lui R in R (n > 1), relatiile in R si sub-
multimile lui R vor f{i, respectiv, funcfii standard, relajiv standard si sub-
mulfimi standard. Deci numerele standard se confundi cu numerele feale.

Enunturile care fac obiectul teoremei 4.1 (punctul 4) sint enunjuri
admisibile. Se poate proba caracterul admisibil'al fiecirei axiome din defi-
nitia cimpurilor ordonate (a se vedea paragraful 2). Aceste axiome sint
enunturi adevidrate in R, deoarece R este un cimp ordonat. Din teorema 4.1
rezultd ci ele rdmin adevirate in R* dacid -+, X si < sint inlocuite, res-
pectiv, cu operatiile in R*: 4-*, X* <*; deci in raport cu aceste operatii
R* e un cimp ordonat care confine pe R ca un subcimp propriu, deoarece
operatiile din R* coincid, in R, cu +, X si <. In virtutea teoremei 2.1,
R* nu e arhimedean §i nu e complet.

Demonstragia teoremei 4.1. Notind ca de obicei cu N mul{imea numerelor
naturale, s& considerim inelul R(N) al aplicatiilor lui N in R. Submultimea
F(N) alui R(N) a aplicatiilor cu suport finit (adici nule pe complementara
unei multimi finite) formeazd un ideal in R(N), cu alte cuvinte F(NV) este
un subgrup aditiv (deoarece diferenta a doud functii din F(N) e tot o functie
din F(N)) iar produsul dintre o functie din F(NV) si una din R(IV) este o
functie din F(XV). Conform lemei lui Zorn, existi in R(N) un ideal maximal
M care contine pe F(N). In baza unei cunoscute teoreme din Algebri, facto-
rizarea lui R(N) prin idealul maximal M conduce la un corp R*; dealtfel,
acest fapt poate fi verificat §i direct. Acest corp confine (strict) pe R, deoa-
rece existd aplicafia injectivd naturalf a lui R in R*, care nu este o apli-
cafie surjectivi; intr-adevidr, clasa aplicatiei identice f:N — R definitd
prin f(n) = n pentru orice » € N nu are preimagine. Rezulta din teorema 2.1
cd R* nu e arhimedean si nu e complet; R* satisface toate conditiile stipu-
late in enuntul teoremei 4.1. . '

Observayii. ldeea demonstratiei teoremei 4.1 aparfine lui Cristian
Calude. (Hilbert Levitz enuntd teorema fir4 demonstratie).

Corpul R* care apare in demonstratie poate fi introdus intr-o ordine
de idei asemindtoare aceleia folosite in trecerea de la corpul Q al numerelor
rafionale la corpul R al numerelor reale. Asa cum un numir real este o
clasi de siruri echivalente de numere rationale, un numir din R* este o
clasd de siruri echivalente de numere reale. Apare o deosebire in definirea
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relatiei de echivalentd, in sensul cd, in timp ce doud giruri de numere ratio-
nale sint echivalente daci ele diferd printr-un sir care tinde la zero, doui
siruri de numere reale sint considerate echivalente dacd diferi printr-un gir
din M. Aceastd modificare a relatiei de echivalenti este necesari datoriti
faptului cd, dupd cum se gtie, prin repetarea, in R, a procedeului care ne
transferd din Q in R, nu realizdm nici un progres, ci regisim acelasi corp R.

Suficientd din punctul de vedere al Analizei matematice, demonstratia
de mai sus eludeazi unele aspecte logice importante ale teoremei lui A. Robin-
son, pentru a cdror punere in evidentd ar fi insd necesare consideratii care
depisesc cadrul si spiritul cirtii de fatd. A se vedea, in acest sens, cartea
lui A. Robinson Non-Standard Analysis, Studies in Logic and the Founda-
tions of Mathematics, North Holland, Amsterdam, 1966.

Faptul cd R* nu este complet pune in eviden{d natura logicd esential
diferitd a proprietétii de completitudine in raport cu proprietétile de defini-
tie ale cimpurilor ordonate. Intr-adevir, conditia de completitudine ,,Orice
parte majoratd, nevidi, a lui R admite un supremum® contine o variabild
care parcurge o familie de pérti ale lui R, in timp ce in enunfurile admi-
sibile (adica in cele care fac obiectul teoremei 4.1 a lui Robinson) orice varia-
bild parcurge obligatoriu nu o familie de parti ale lui R, ci o parte a lui R.

In ceea ce priveste axioma lui Arhimede, ratiunea profundd a invali-
dé#rii ei in R* este de o alti naturd. Dacd notim cu N(y) enuntul ,y este
un numir natural®, faptul ci R e arhimedean revine la enunful admisibil
(Vz) Ay) (N(y) ~ z < y), de unde rezulti cd enuntul (Vz) (Iy) (N*¥(y) ~
A~ & <*y) este adevirat in R*®, dar din el nu rezulté ¢é R* e arhimedean.
Intr-adevir, elementul y a cirui existentd este afirmati aici gi pentru care
N*(y) poate fi un numdir nestandard, adicd situat in R* — R. Dacd insi —
asa cum de fapt se gt procedeazii — cerem in definitia proprietitii de a fi
arhimedean apartenenfa lui y la N, atunci R* nu este arhimedean.

S& mai observdm, in sfirsit, ¢ datoritd utilizdrii lemei lui Zorn, R* nu
are o existentd efectivi. :

5. NUMERE NATURALE INFINITE

In cele ce urmeazi, pentru a nu incirca notiunile, vom renunta uneori
83 mai notdm cu * enunturile din R*, dacd din context va rezulta clar ci
este vorba de astfel de enunturi. De exemplu, daci vrem si spunem ci
enuntul (V) (Vy) (z < y = f(z) < f(y)) este adevarat in R¥, atunci e
de la sine.infeles cd < se'interpreteazd ca <*, f ca f* iar x i y parcurg
pe R*™.

Fie S o parte fixatd a lui R. Putem interpreta pe S ca o relatie unard
S(z), care are loc pentru z dacd z € §; deci S = {x € R; S(z)}. Putem
defini acum S§* C R* prin §* = {x € R*; S*(x)}. Deoarece S*(z) coincide
cu S(x) pe R, avem S C §*. Vom scrie uneori 2 € § in loc de S(z) si
z € §* in loc de S*(x). Teorema 4.1 ne asigurd, pentru orice S C R, de
existenta extensiei S*. Putem admite-ca enunturi admisibile pe acelea care
contin fragmentul z & §; in transferarea enunturilor de la R la R* inlo-
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cuim fragmentul z € § prin z € S*. Prin aceasta nu am incélcat cerinfa
ca in enunturile admisibile sd intre numai variabile care parcurg pirti ale
lui R. Intr-un enunt dat, functiile, relatiile i submul{imile trebuje s& rimind
fize. . ' i

Ezemplul 5.1. Fie S = {x € R; z < 6}. Enuntul (Vz) (€85 < z < 6)
este "adevirat in R, deci enunful (Vz)(z € $* < z <*6) este adevirat
in R*. Rezulti ci §* = {# € R*; x <*6}. Extensia S* a lui § este pro-
prie, deoarece, pentru orice infinitezimal} e, numdirul 5 4 ¢ apar{ine lui 5%,
dar, nefiind un numir standard, nu poate apartine lui S.

Se poate ardta cd pentru orice multime finitd 7 C R avem T = T*.
Intr-adevar, , fie T = {ay, ..., a,}. Enuntul (Vz) (rE T e[z =a,vr=
=a,v..vx=a,]) e adevirat in R, deci enunful (Vz)(r € T*<«
s[zE€aqvr=ayv..vr=ay]) e adevdrat in R* cu alte cuvinte
T* = {a,, ..., a,}.

Teorema 4.1 nu mentioneazd functii f definite pe o parte proprie D a
lui R. Putem ins4, §i pentru o astfel de functie, si definim o functie f*: D¥ — R*
in modul urmétor: Prelungim, in mod arbitrar, pe f la o functie g definitd
pe R, apoi definim pe f* ca restrictie a lui g* la D*. Definitia aceasta
este independenti de modul in care prelungim pe f la g.

Deoarece, aga cum am vizut, putem asocia fiecdrei pirti S C R o exten-
sie S* C R*, vom considera acum cazul particular S = N (mul{imea nume-
relor naturale). Extensia N* contine si numere nestandard. Intr-adevir,
enuntul ,,/NV este nemirginitd“ e adevirat in R si poate fi formulat ca un
enunt{ admisibil: (Vz) @y) (y € N A y > x);deci (V2) Ay) (y € N¥ A y>2)
este un enun} adevirat in R*, care afirmi ci N* e o parte nemdarginitd a
lui R*. Alegind un element infinit « din R*, N* va trebui si contind un
element care majoreazi pe «, deci care, cu atit mai mult, va fi un element
nestandard infinit. De fapt, orice element nestandard din N* este infinit.
Intr-adevir, putem formula ca enun} admisibil oricare din urmitoarea listd
infinitd de enunturi: 1) Toate numerele naturale sint mai mari ca 0; 2) Nu
existd nici un numir natural strict cuprins intre 0 gi 1; 3) Nu existd nici
un numdr natural strict cuprins intre 1 si 2; ...; ») Nu existd nici un numir
natural strict cuprins intre n — 2 si » — 1; ... Oricare dintre aceste enun-
turi va fi adevirat in R* cind inlocuim pe N cu N*, deci oricare element
din N* — N va fi mai mare decit orice numir real. Aceastd situajie ne
indreptiteste si numim elementele nestandard din N* numere naturale
infinite. '

Datorit faptului ci orice element din V are un succesor imediat rezulti
cd orice numdr natural infinit are un succesor imediat in N* g§i un prede-
cesor infinit imediat in N*. Dar N* nu este bine ordonats, deoarece, fiind
dat un numdr natural infinit «, in girul descendent « >a — 1 >a — 2 >...
nu existd un-cel mai mic element. S-ar putea crede ci buna ordonare a lui N*
ar putea fi dedusd din buna ordonare a lui N; dar aceasti din urm# pro-
prietate revine la enuntul ,Orice parte nevidi a lui N confine un cel mai
mic element“, care nu este admisibil, deoarece contine o variabili care
parcurge nu o parte a lui NV, ci o familie de pirti ale lui N. In schimb,
concepte ca ,numdr par“, ,numér impar“, ,numdr prim“ igi pastreazi sensul
pentru numere naturale infinite; de exemplu, dacd E C N este mul{imea
numerelor prime, atunci E* este multimea numerelor prime din N*. Dupi
cum se va vedea mai tirziu, N* este nenumirabili.
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6. LIMITA, CONTINUITATE, MARGINIRE §I COMPACITATE

~ Vom trece acum la prezentarea, in R*, a conceptelor de bazi ale Anali-
zei matematice. Definitia uzuald — in termeni de ¢ — 8 — pentru lim f(z)=L
cind z — ¢ revine la a spune cd dacd x este infinit apropiat de (dar nu egal
cu) ¢, atunci f(x) este infinit apropiat de L. Acest din urmi limbaj isi pas-
treazd sensul si in raport cu functia f*; mai mult, dupd cum arat teorema
care urmeazd, obtinem astfel o caracterizare corecti a limitei unei functii
intr-un punct.

Teorema 6.1. Fie f o funciie standard definiti pe un interval deschis
standard (z;-b), avind pe ¢ e¢a punct interior. Daed L este un numir real
standard, atunei (a) lim f(z) = L dacd si numai daci din cs-z~¢c
rezultd f(x) = L; (b) f este continui in ¢ dacd si numai daecd din z =~ ¢
rezultd f(z) ~ f(c). - .

Demonstratie. In consideratiile care urmeazi nu se va produce
nici o confuzie dacd vom omite semnul *. S3 observdm mai intii ci (b) rezulti
imediat din (a), deci e suficient si stabilim pe (a).

Pentru a stabili implicatia = din (a), sd presupunem c& lim f(z) = L.

<

x->¢
Fie z, astfel incit ¢ # z, = c. Trebuie si ardtdm ci f(z,) — L e o infinite-
zimald, deci cd | f(z,) — L | < e pentru orice ¢ real pozitiv. Fie ¢, un numir
real pozitiv, ales arbitrar, dar fixat. Trebuie si aritim ci enuntul (1)
| f(zg — L | < e, este adevdrat in R*. Conform definitiei limitei, existd un
numdr real pozitiv 3 pentru care din 0 < | z — ¢ | < 3 rezultd | f(z)—L|<e,.
Fie §, un 8 cu aceastd proprietate. Rezultd cd enuntul (V) (0<|z—¢|< 3=
[f(z) — L | <e) e adevdrat in R, deci e adevirat si in R*. In parti-
cular, enuntul (2) Din 0 < |2y— ¢ | < 8 rezultd |f(zy) — L | <g, este
adevdrat in R*. Stim insd cd pentru ¢ # zZy~c avem 0 < |Zy—c | <T
oricare ar fi r real pozitiv; deci, in particular, avem 0 < |z, — ¢ | < &,
in R*. Din aceasta si din (2) rezultd | f(z,) — L | < ¢,, adicd tocmai enuntul (1)
care trebuia stabilit.
Pentru a stabili implicaia < din (a), argumentul este diferit. Anume,
presupunem cd (3) Din ¢ # z = ¢ rezultd f(z) =~ L. Fie ¢, un numir real
pozitiv arbitrar, dar fixat. Trebuie si ardtim ci enuntul

BN B>0A(V)[0< |z—c|< 8= |f(a) —L|<cep))

este adevirat in R. Deoarece acest enunt e adinisibil, este suficient si
.aritdm cé el rdmine adevirat in R*. Ca enunt relativ la R, el afirmi exis-
tenta unui numdr real § cu anumite proprietdti. Pentru a arita ci el este
adevdrat in R*, putem alege pe 3 in asa fel incit si fie o infinitezimald
pozitivd. De fapt, vom ardta cd orice infinitezimald pozitivd poate indeplini
rolul lui 3. Intr-adevir, fie §, o infinitezimald pozitivi. Trebuie si aritim
cd enuntul

Vo0 <]z —c|<d=|flx) — L] <eg]

e adevirat in R*, Fie z, arbitrar in R¥*; trebuie si aritim ci (4) Din
0<|zg—c| < d rezultd |f(z,) — L | < e, S# presupunem deci cd (5)
0 < |xyg— ¢ | < 8. Deoarece 3§, e infinitezimal, din (5) rezultd cd c# zy=c;
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ins# in aceste conditii, {inind seami de (3), rezultd f(z,) =~ L, deci f(z,) — L
e o infinitezimald. Deoarece ¢, e real pozitiv, rezultd (4). o

Exemplul 6.1. Pentru a ardta ci prin compunerea a doud functii con-
tinue se obtine o funcfie continud putem folosi procedeul traditional, dar
urmitorul procedeu ,nestandard“ este mai direct gi mai intuitiv. Fie g con-
tinud in ¢ §i f continud in g(c). Fie 2 & ¢. Deoarece g e continui in ¢, avem
g(z) & g(c). Deoarece f e continud in g(c), rezultd f(g(x)) =~ f(g(c)). Pentru
functii definite nu pe un interval, ci pe 0 multime §, modificiri adecvate
in rationamentul de mai sus conduc la

. Teorema 6.2. Funcfia standard f definitd pe multimea standard S este
eontinud in punctul standard ¢ dacd si numai dacd pentru orice punet x
din S* infinit apropiat de ¢ avem f(z) =~ f(c).

Notiunea de ‘funcf{ie mérginitd comporti o foarte utild caracterizare
nestandard, dupd cum rezultd din teorema urméitoare (prin mirginirea unei
functii intelegem existenta unei margini standard).

Teorema 6.3. Functia standard f este mirginitdi pe mulfimea standard §
dacd gi numai dacd f*(z) este un numdr finit pentru orice x din S*.

Demonstragie. Pentru a stabili implicatia =>, fie f mirginiti
pe S. Existd deci un numir standard r, pentru care enuntul (Vz) (2 € § =
= | f(z) | < ro) este adevérat in R, deci §i in R*. Agadar, pentru z, € §*
avem |f*(z,) | < ry, deci f*(xz,) este finit.

Pentru a stabili implicatia <=, si presupunem ci f*(z) e finit pentru
orice x din S*. Urmeazd sa aritim ci enuntul (6) () (V2)(z € S =
= | f(z) | € t) este adevirat in R. Pentru aceasta, va fi suficient si ardtim
ci (6) e adevirat in R*; insd in R¥ putem lua ca ¢ orice numir pozitiv
infinit. Deoarece f*(x) e finit, vom avea | f*(z) | < ¢ pentru orice z din S*,
cu alte cuvinte enuntul (6) e adevirat in R*.

Pentru a trece la teorema urméitoare, care stabileste, printr-o demonstra-
_ tie nestandard, un rezultat clasic din Analiza standard, si observim mai

intii cd dacd {¢, d] e un interval inchis standard, atunci [¢, d]* e intervalul
inchis {# € R*; ¢ < z < d}; intr-adevir, enuntul

(Vo) (xE€[c, d]e(c < z Az < d))

e adevirat in R, deci e adevidrat §i in R*. O situatie asem&nitoare are loc
§i pentru celelalte tipuri de intervale. ‘

Teorema 6.4. Dacit func{ia standard f este continud in fiecare punct al
intervalului standard inchis [¢, d], atunci f este mirginiti pe [¢, d].

Demonstratie. In baza teoremei precedente, va fi suficient si
aritdm cd f*(z) este finit pentru orice z din [¢, d]*. Un astfel de z este
finit gi, in baza teoremei 3.1, el este infinit apropiat de un punct standard z,;
acest z, apartine lui[¢, ). In baza proprietitii de continuitate, avem f*(z) =~
= f(xy). Deoarece f este o functie standard, f(z,) este finit, iar f*(z) este |
de asemenea finit, fiind infinit apropiat de f(z,). |
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Se stie cé teorema 6.4 nu e adevidrati pentru intervale deschise. Incer-
carea de a o demonstra in aceste conditii ar esua in momentul in care ar
trebui ardtat ci'z, apartine lui (¢, d), deoarece se poate intimpla ca z, sa
fie o extremitate a intervalului (¢, d). '

Deoarece, in demonstraia de mai sus, nu s-a folosit, din ipoteza de’
»interval inchis“, decit faptul ci orice punct din [¢, d]* este infinit apropiat
de un anume punct din [¢, d}, teorema 6.4 poate fi generalizatd prin inlocui-
rea lui [¢, d] cu o multime S cu aceeasi proprietate, anume: (7) ,,Orice punct
din S* este infinit apropiat de un anume punet din S.“ Vom arita acum
cd proprietatea (7) este o condifie necesard ca orice functie continui pe S
s fle méirginitd. S& presupunem deci cd (7) nu are loc si si ardtdm cid existd
o functie continui pe S care ia o valoare infinit§ intr-un punct din S*; va
rezulta astfel ci func{ia nu este mirginitd pe S. Din falsitatea lui (7) rezulti
existenfa unui z, in S*, astfel incit, pentru orice y € S, z, nu e infinit
apropiat de y. Dac¥ z, este infinit, atunci f(z) = z e o functie continu3
cu valoare infinitd in # = #,. Dar, dacd z, ar fi finit, atunci x, ar fi infinit
apropiat de un anume numir standard y,, care nu apartine lui S, deoa-
rece (7) nu are loc. Deci funcfia f(zx) = 1/(x — y,) este continui pe §
(numitorul nu se poate anula pentru z in S, deoarece y, nu apartine lui S);
in plus, f(x,) este infinit, deoarece z, — ¥, este o infinitezimald nenuls. -

Se stie c& pentru ca orice functie reald definity gi continug pe o mulfime
reald § s& fie miirginitd este necesar si suficient ca S si fie compacti. Din
consideratiile de mai sus rezultd ci conditia (7) este si ea necesari si sufi-
cientd, deci au loc urmitoarele doud teoreme:

Teorema 6.5. 0 multime S C R este compactd dac# si numai dacd orice
punct din S* este infinit apropiat de un punet din S.

Teorema 6.6. 0 fanectie standard, continui pe o mulfime compaetd S,
este mdirginiti pe S. ‘

Caracterizarea mulfimilor compacte (teorema 6.5.) rémine valabili si
in spatii topologice generale.

Folosindu-se ideea din demonstratia teoremei 6.1., se ob{ine urmitoarea
caracterizare a funectiilor uniform continue:

Teorema 6.7. O functie standard f este uniform continui pe mulfimea
standard S dacd si numai dacd din z ~ y rezulti f*(z) = f*(y) pentru
orice z §i y din S*.

Ca un corolar se obtine

Teorema 6.8, O funcfie standard f continui pe o mulfime compacts
standard S este uniform continui pe 'S.

Demonstratie. Fie z 5i y din S*, astfel incit x~ y. In baza
compacitdfii lui S, existd x, in S astfel incit z ~ z,, deci, deoarece ~ e
tranzitivd §i simetricd, xz,~ y. Datoritd continuitdtii lui f avem f*(z)~
== f(z,) = f*(y), deci f*(x) ~f*(y), de unde rezults, in baza teoremei 6.7,
cd f este uniform continui pe S.
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7. SIRURI INFINITE. PROPRIETATEA LUI DARBOUX

Fie un gir infinit {a,} de numere reale, adici o aplicatie a lui N in R;
lui i se asociazi, prin teorema 4.1., o aplicatie a lui N* in R*, care se reduce,
pe N, la girul {a,}. Altfel spus, dup& ce epuizim termenii a, de indice finit,
girul continuj cu termeni de indice infinit, dupd cum urmeazi: a;, a,, ...; @n, -
(termeni de indice finit) .., @y 1, @x, @gq1, - (termeni de indice infinit).
Sirul 0, 0, ..., 0, ... continud cu valoarea zero §i la termenii de indice infinit,
deoarece enuntul (Vz) (z € N = a, = 0) este adevirat in R, deci si in R*.
In mod analog, girul 4, 0, 1, 0, ..., 1, 0, ... continu si alterneze cu aceleasi
valori 1 si 0 pentru termenii de indice infinit, iar girul numerelor prime
Pi> D2y ey Pn» - S€ extinde la numerele prime din N*. Unele proprietdi
ale. girurilor standard pot fi caracterizate prin comportamentul extensiilor
acestor giruri la termeni de indice infinit. Vom da citeva exemple in acest
sens. (Prin {a,}, {b,} notdm siruri standard iar prin a, b numere standard).

Teorema 7.1 (i) {a,} e mirginit daci si numai daci a, e finit pentru
_toate numerele naturale infinite «; (ii) lim a, = a dacd gi numai dacd

n->eo
a,~ a pentru orice numir natural infinit «; (iii) lim a, = co dacd si

n->co
numai daci a, e infinit pentru orice numir natural infinit «; (iv) {a.}
e un gir Cauchy daci si numai daedi a, =~ ag orieare ar fi numerele natu-
rale infinite o §i P.

Li#sim demonstratia acestei teoreme pe seama cititorului.

Teorema 7.2. Dacii lim a, = a $i lim b, = b, atunei lim (e, + b,) =a + b

n->00 n->e n->0

$i lim anbn = ab. I3
n-»co

Demonstratie. Fie « un numir natural infinit. In baza teore-
mei 7.1., avem a, = a §i b, =~ b. Rezultd ci a, si b, sint numere finite si,
folosind teorema 3.3., obfinem a, 4 b, =~ a + b §i a.b, =~ ab. Aplicind din
nou teorema 7.1., obtinem teorema 7.2.

Exemplul 7.1. Pentru a determina limita lim (n®> — n), putem proceda

n—->co

direct. Fiind dat un numir natural infinit «, avem o — a = ax — 1) =
= (infinit) (infinit). Aplicind teorema 3.2, rezulti ci a? — « este infinit,
deci limita c#utatd este infinita.

S% considerim acum o partifie a intervalului [a, 4] in n subintervale -
de aceeagi lungime, cu ajutorul punctelor ¢ = q, < @, < ... < @, = b. Dacd
not¥m cu &) punctul de rang i al partitiei formate cu j subintervale de
aceeagi lungime, avem a! = a + ((b — a)/j)i. Membrul al doilea al acestei
egalititi este o aplicatie a lui I X/ in R, unde I C R este mulfimea nume-
relor intregi. Extensia acestei aplicatii — aga cum rezult# ea din teorema 4.1
‘— este o aplicatie a lui J* X I* in R*. Vom p#stra— pentru imaginea lui af
prin aceastd extensiune — aceeasi notafie a}. Dacd o este un numdir natural
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infinit fixat, atunci, pentru 0 < i < «, af aparfine intervalului [a, b]*.
Lungimea subintervalului de rang i[a}, af,;] este egali cu infinitezimala
(b -- a)/a. Doud astfel de subintervale pot avea intersectie nevidf numai
dacd au o extremitate comund (intersectia fiind chiar aceasti extremitate).
Pertru fiecare punct af (diferit de a gi b) al partifiei existd la stinga sa
un punct af_; al partitiei care-l precedd imediat si existy la dreapta sa un
puict af,; al partitiei, care-l succedd imediat. Se poate arita ci fiecare .
pu 1ct din [a, b]* aparfine unui subinterval [af, af,;). Intr-adevir, formulats
ca un enunt admisibil (adeviirat in R), aceastd asertiune se exprimi astfel:
» ontru fiecare j € N, orice punct din [a, b] aparfine unui subinterval
[ai, al,,] pentru un anume i din J, astfel incit 0 < ¢ < j“. Prin teorema 4.1.,
obtinem un enunf corespunzitor, adevirat in R*. Particularizindu-l la cazul
| = a, obtinem enuntul ,,Orice punct din [a, b]* apartine unui subinterval
e, a7,;] pentru un anume : din I*, astfel incit 0 < i < a“.

Putem acum ardta cd partitia descrisd mai‘sus contine o infinitate
nenumérabild de puncte, de unde rezulti cd §i multimile {§ € N*; B < «}
§i N* sint nenumdérabile. In acest scop, vom defini o anumit¥ aplicatie a
mulfimii {a§, @}, ..., a2} pe intervalul standard [a, b], interval despre
care se gtie cd are puterea continuului. S& observim c#, deoarece fiecare
punct af al partifiei este un numdr finit, el este — datoritd teoremei 3.1. —
infinit apropiat de un numir real unic determinat; aplicatia pe care o avem
in vedere asociazd fiecdrui af tocmai acest numir real, care, evident apar-
tine lui [a, b). In plus, orice numir real = din [a, b] se obfine pe aceasti
cale. Intr-adevir, fie ¢ in [a, b]. Conform observatiilor de mai sus, ¢
aparfine unui interval [af, af,;] pentru un anume i astfel incit 0 <i < «
i, deoarece af =~ af,, avem ¢ =2 af.

Vom reg#si acum, pe o cale inedit, o teoremi -clasic.

Teorema 7.3. (Proprietatea lui Darboux a functiilor continue). Daci
functia stamdard f este continuli pe intervalul standard [a, b] si daci
fla) < 0 < f(b), atunei existd in [a, b] un punect ¢ pentru care f(c) = 0.

Demonstratie. Fie « un numir natural infinit. S§ formam parti-
tia infinit find {a}, af, ..., a2} descrisy mai sus. Urmitoarea asertiune
poate fi formulatd ca un enunt admisibil, adevirat in R: ,Pentru fiecare j
din N existd un cel mai mic ¢ in IV pentru care 0 < < j si f(af) > 0“.
Prin teorema 4.1., obtinem un enun{ corespunzitor, adevirat in R*. Parti-
cularizind acest enunt pentru cazul j = «, obtinem (renuntind s mai folosim
semnul * peste tot unde este cazul) enuntul: ,Existi un cel mai mic ¢
in N*, pentru care 0 < i < « §i f(af) > 0“. Pentru acest i avem f(af,) < 0.
Deoarece af este finit, e infinit apropiat de un numdir real ¢ din [a, b]
(conform teoremei 3.1). Deoarece f e o functie standard, f(¢) e un numir
standard. Din af_; ~ af obfinem ¢~ af §i ¢~ a},, deci, datoriti conti-
nuitdtii lui f, f(c) = f(ay) §i f(c) = f(af.,). Aceasta, impreund cu inegalitd-
tile f(ag) > O §i f(af,) < O stabilite mai sus, implicd faptul cd f(c) este un
numir standard infinit apropiat atit de un numir negativ cit si de unul
nenegativ. Rezultd f(c) = 0.
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8. DERIVAREA §I INTEGRAREA

Fie f o functie standard definiti pe un interval deschis standard (a, b)
gi fie x, un punct interior lui (@, b). Cu ajutorul caracterizirii nestandard a
notiunii de limitd, datd intr-un paragraf precedent, condifia ca f s& fie
diferentiabili in z, revine la existenta unui numir standard L infinit apro-
piat de (f(x, + dz) — f(x,))/dz oricare ar fi infinitezimala nenuld dx. Deri-
vata lui f in z, este egald cu L. Daci f este diferenfiabild in z, atunci,
punind dy = f(z, + dz) — f(%,), f'(x,) este tocmai partea standard a lui
dy/dx. Cu alte cuvinte, raportul dintre infinitezfmalele dy §i dx poate fi
diferit de derivata f’(z,), dar este infinit apropiat de aceasta din urma.

Exemplul 8.1. Si calculdm derivata functiei f(z) = 2 Fie dz o infini-
tezimals nenuld arbitrari. Avem dy/dz = ((z + dz)? — 2?)/dz = 2zt dz~=27,
deci partea standard a lui dy/dx este 2z, adicd dgrivata lui f(z); deci f este
diferentiabild. ' B '

Teorema 8.1. (Diferentiabilitatea functiilor compuse). Daci g e diferen-
tiabili pe (a, b) iar f e diferenfiabili pe un interval care confine valo-
rile lui g, atunci % datd de X(z) = f(g(x)) e diferen{iabild pe (a, b) si
k'(z) = f'(g(z)) - g'(x) pentru orice z din (a, b).

"Demonstratie. Fiind dat¥ o infinitezimald nenuld dz, si punem
dg = g(x + dz) — g(z) §i dk = k(z 4 dz) — k(z). Avem dk = f(g(x + dz))—
— flg(z)) = flg(z) + dg) — f(g(x)). Vom arita ci di/dx este infinit apropiat
de f'(g(z)) - g'(x). Deoarece dz e o infinitezimald iar g e continud, rezultd
cd dg e o infinitezimal3. Dacd dg = 0, atunci dk = 0, deci partea standard
a lui dg/dx este g'(xz) =0 si dh/dz =0, cu alte cuvinte avem egalitate
fintr.e' dhjdz si f'(g(z)) - g'(z). Dacd dg # 0, atunci dk/dz = (dk/dg) - (dg/dz),

eci

dh _ flgle) + dg) — flgla) e + do) — gle)
dz dg . dz

Primul factor din membrul al doilea e infinit apropiat de f'(g(z)) iar cel
de-al doilea factor e infinit apropiat de g’(x). In baza teoremei 3.3., rezultd
ci dk/dx e infinit apropiat de produsul f’(g(2)) - g'(z) §i teorema 8.1. e de-
monstrata.

Sd trecem acum la prezentarea notiunii de integrald. Fie f o funciie
standard integrabili pe intervalul standard [a, b]. Fiind dat un numér
natural standard n, fie ¢ = af < a} < ..« < at = b o partitie a intervalu-
lui [a, b] in n subintervale de aceeagi lungime. Sumele Riemann asociate

Sp = ; flal) (@@ — afy)

formeazi un sir infinit care, prin teorema 4.1., poate fi extins la un sir defi-
nit pe N*. Daci « este un numir natural infinit, s notdm cu S, termenul
de rang « al acestui gir, termen avind expresia :

f;f(a%) (af — a%.y),
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pe care o putem considera ca o sumd Riemann asociati unei partitii infinit
de fine. Folosirea, aici, a notatiei X e adecvatd, datoritd analogiei cu pro-
prietitile sumelor - Riemann standard (mtervme gi aici teorema 4.1). De
exemplu, avem

Deoarece

n-»o00 i=1

b
lim 5>flaf) (@} — afy) = | fle)ds,

rezultd, in baza caracterizirii nestandard a notiunii de limit& & unui sir §i a
faptulul cd o este un numir natural infinit, relatia

S flaf) (af — azy) = Sf(x)dx

i=1

9. CITEVA COMENTARII

In prezentarea de mai sus, scopul urmirit a fost acela de a expune
citeva nofiuni gi rezultate fundamentale ale Analizei nestandard, intr-un
mod pe cit posibil independent de instrumentele si conceptele Logicii mate-
matice (in cartea lui Robinson mentionatd in-primul paragraf, preliminariile’
logice ocupd aproape 50 de pagini). Evident, aceasta nu s-a putut face férd
a se pliti un anumit tribut, vizibil in speclal in modul de prezentare a_teo-
remei 4.1., care este de fapt teorema principald a Analizei nestandard.
Daci am fi utilizat instrumente corespunzdtoare din logicd: Calculul inferior
(sau de primul ordin) al predicatelor; ultraprodusele lui Lo$; principiul
finitudinii (Gddel, Malcev) sau, cum il numegte A. Tarski, teorema de
compacitate (afirmind c&, dacd orice parte finitd a unei mult,lml P de pro-
pozitii este consistentd, atunci multimea P ins#igi este consistentd); struc-
turile de ordin superior si limbajele corespunzitoare unor calcule de predicate
de ordin superior (care si dea posibilitatea trecerii de la constante gi varia-
bile individuale la constante §i variabile mulfimi §.a.m.d.) cu un principiu
corespunzitor de finitudine, precum gi diferite tipuri de extensiune a unei
mulfimi de propozitii, am fi putut plasa teorema 4.1 intr-un context mult
mai general §i mai precis, metodele Analizei nestandard devenind astfel
disponibile si pentru alte compartimente ale matematicii. De exemplu, in loc
de R s-ar fi putut considera, in acest caz, corpul C al numerelor complexe
gi extensiunea sa la un cimp C¥, care ar fi permis si se lucreze cu ,,poligoane
cu laturi infinitezimale si cu virfuri indexate cu elemente din N*. In acelasi
timp, legidtura dintre R* gi R este mai puternicd decit s-a putut ardta
pind aici. Dar trebuie si observdm c# unele restrictii care par impuse de
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natura restrictivi a teoremei 4.1 sint in fapt inerente, neputind fi depdsite
prin nici o generalizare a teoremei 4.1. De exemplu, nici o atare generalizare
nu ar permite s§ introducem, printre enunturile admisibile, pe acelea con-
tinind variabile care parcurg mul{imi de functii pe R, de relatii in R sau
de submulfimi ale lui R. Dac# aceasta ar fi fost posibil, atunci proprietatea
de completitudine s-ar fi exprimat printr-un enun} admisibil, care ar fi deter-
minat completitudinea lui R*, in contradictie cu punctul e din paragraful 2.
Se poate ins# arita ci existd o anumitd clasi de functii pe R¥, o anumild
clasi de relatii in R* si o anumitd clasi de pirti ale lui R* astfel incit sd
_poatd fi permis orice enunt confinind variabile care parcurg exclusiv functii,
relatii (sau) gi parti din aceste anumite clase. Robinson numesgte aceste
obiecte functii interne, relajii interne, submulfimi interne. Se poate ardta cd,
prin folosirea unei forme ameliorate a teoremei 4.1, unele demonstratii se
simplific# gi, ceea ce e mai important, unele capitole ale Analizei nestandard,
cum ar fi teoria integralei, pot fi dezvoltate in conditii mai avantajoase.

In momentul de fati, s-a acumulat, in domeniul Analizei nestandard, o
literaturd bogatd. O sintezd bibliografici recentd (D. Randolph Johnson,
Bibliography of Nonstandard Analysis — June 1975, Lecture Notes in Mathe-
matics, No. 3, Dep. of Math., Univ. of Pittsburgh, 1975, 22 pp.) trece
in revisti 275 de titluri. Inci in monografia deja mentionatd a lui Robinson
este realizat un program bogat, care acoperd aritmetica nestandard, con-
vergenta, continuitatea, diferentiabilitatea, integrabilitatea pentru functii
de una sau mai multe variabile, geometria diferentiald elementars, spatiile
topologice, spatiile metrice, teoria masurii §i integralei, teoria distributiilor,
functiile de variabild complexd, notiunea de analiticitate, spatiile normate,
spatiile Hilbert, teoria spectrald a operatorilor compacti, grupurile topologice,
algebrele Lie, calculul variational etc. Au apirut ulterior i alte monografii,
cum ar fi aceea a lui M. Machover gi J. Hirschfeld (Lectures on Non-Standard
Analysis, Springer Verlag, Berlin /Heidelberg/ New York, 1969). Intr-un
paragraf ulterior vom ardta modul in care Machover a reusit (partial) si .
dea Analizei nestandard o prezentare care permite matematicienilor nefami-
liariza}i cu logica matematic s inteleagd, intr-un limbaj de teoria multi-
milor, faptele care stau la baza teoriei lui A. Robinson. In acest fel vor fi
partial clarificate unele fapte care stau la baza teoremei 4.1 sau care-i com-
pleteazs semnificatiile, fapte care, in paragraful 4 si in paragraful de faf4,
au fost insuficient explicate.

Prezentarea de mai sus, in ciuda formei ei relativ rudimentare, permite
abordarea unor chestiuni simple, cum ar fi urmétoarele exercifii relative la

functii, relatii gi submul{imi standard:

1. O aplicatie continu# gi bijectivi a unei multimi compacte, cu valori
in R, admite o invers¥ continu¥; 2. Imaginea continud a unei mulfimi com-
pacte e compactd; 3. Fiecare dintre proprietifile: (a) ,Multimea S e des-
chis“, (b) ,,Punctul p (standard) e un punct de acumulare al mul{imii T,
admite o caracterizare nestandard; 4. O multime e compactd dacd §i numai
daci e mirginitd si inchisi; 5. S e o submul{ime proprie a lui S* dacd si
numai daci S e infinitd; 6. Dacd lim a, = 0, atunci lim (a; + a; + ...

+ an)/ﬁ —0. n>w ‘ n->co
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10. FRIVIRE RETROSPECTIVA

Ne vom intoarce acum la originile Analizei matematice, pe care le vom
reconsidera in lumina recentei dezvoltéri a Analizei nestandard. Vom urma,
in mod selectiv, analiza intreprinsd de cdtre Abraham Robinson in ultimul
capitol al cirfii sale menfionate anterior, precum gi intr-un articol rezumativ
»The Metaphysics of the Calculus“ (expresia provine de la d’Alembert),
publicat in culegerea ,Problems in the Philosophy of Mathematics® (ed.
Imr2e8 La(l):atos), North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1967,

. 28—40.
P Newton gi Leibniz sint primii care elaboreazi o teorie generald a dife-
rentierii §i integrdrii; pind atunci, nu se studiaseri decit cazuri particulare
de determinare a unor arii, volume si tangente. In timp ce Newton folosea
un limbaj variabil, referindu-se cind la infinitezimale, cind la limite sau la
anumite intuitii fizice, Leibniz punea la baza consideratiilor sale diferentiale
infiniti mici de primul ordin si de ordine superioare. In ciuda anumitor avan-
taje practice, atit versiunea lui- Newton cit gi aceea a lui Leibniz au dus la
anumite contradictii interne ale Calculului diferential si integral, o prezen-
tare satisfic#toare fiind obtinutd abia de c#tre Cauchy, autorul primei dez-
voltdri riguroase a Analizel matematice, care, ulterior, capitd un spor de
rigoare prin Weierstrass. (Sporul de rigoare la care se referd Robinson poate
fi apreciat prin urmitorul exemplu: In timp ce Cauchy credea cd din con-
tinuitatea unei functii rezultd diferentiabilitatea ei, Weierstrass d&, in 1872,
un exemplu de functie continud nederivabild in nici un punct). Prin acesti
doi matematicieni, intreaga Analizi matematicd se sprijini pe conceptul
riguros de limitd. Concomitent, utilizarea infinitilor mici §i1 a infinitilor mari
se discrediteazd, supravietuind numai terminologia corespunzitoare. La
"inceputul secolului nostru, Bertrand Russell scria: ,,... deci infinitezimalele
trebuie privite ca inutile, gregite gi contradictorii in sine din punctul de vedere
al explicirii notiunii de continuitate.“ Ficind aceastd observatie, Russell,
evident, nici nu b#nuia ci tocmai opera sa de logici matematici avea s
constituie o etapd importantd a acelei dezvoltdri a logicii matematice care
avea si ducy, la inceputul celui de-al gaptelea deceniu al secolului 20, la
reabilitarea infinitezimalelor. '

In numeroase scrieri, Leibniz insista asupra faptului ci numerele infinit
mici gi cele infinit mari sint elemente ideale, introduse pentru comoditate si
intuitivitate, argumentele in care ele sint implicate fiind echivalente cu
metoda exhaustiei a lui Arhimede. Leibniz pretinde ci ne putem dispensa
de numerele infinit mici sau mari, ele necorespunzind la nici o realitate abso-
lutd. Dar el acceptd ideea infinitului potential, aga cum e ilustrat de totali-
tatea termenilor unei progresii geometrice infinite. Dar nu e mai putin ade-
viirat, dupd cum observd Robinson, cd Leibniz se folosegte in mod constant
de infini{i mici sau mari.

Primul manual de calcul diferential il are ca autor pe marchizul De
I'Hospital, discipol fidel al lui Leibniz i al fratilor Bernoulli (dupd unii
autori ,regula lui Hospital® apartine de fapt lui Bernoulli). Manualul apare
in 1696 si e intitulat ,,Analyse des infiniments petits pour l'intelligence des
lignes courbes“. Ca punct de plecare sint luate urmaitoarele definitii:
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Definitia 1. Se numesc cantititi variabile acelea care cresc sau descresc
in mod continuu; dimpotrivd, cantititile constante r&min aceleasi, atunci
cind celelalte se schimbd...

Definitia 2. Portiunea infinit mici cu care o cantitate variabild cregte
sau descreste continuu se numeste diferenfd... (Pentru diferentd a se citi
diferentiald). Sint date exemple de diferentiale de coordonate, de arc al unei
curbe, de arie delimitatd de o curbi. Urmeazd apoi dou# axiome sub formi
de cereri sau ipoteze (amindoud apar de fapt in lucrdrile lui Leibniz ca ipo-

teze admise, dar cea de-a doua are o lungi istorie, care merge inapoi pind-

in antichitate): Cererea I. Se pot inlocui una cu alta doud cantitéti care
diferi printr-un infinit mic...; Cererea II. O linie curbd poate fi consideratd
ca provenind din asamblarea unei infinitdti de linii drepte infinit mici, deci
ca o linie poligonald cu o infinitate de laturi infinit mici, care determini,
prin unghiurile pe care le formeazi, curba.... '

Putin timp mai devreme, Newton adoptase o schemd asemindtoare
pentru notiunile si ipotezele fizice privind Principiile sale Matematice ale
Filosofiei Naturale. In esentd, acelasi era si procedeul lui Euclid §i' Arhi-
mede, pentru care o definitie e de obicei o explicatie a unui concept dat
anterior si inteles in mod intuitiv, in timp ce 0 axiomd e un enunt adevirat
din care sint obtinute pe cale deductivi alte rezultate. Deci calea axiomatici

presupune increderea in realitatea obiectelor care fac obiectul axiomelor -

(de exemplu infinitii mici i diferentialele); dar tocmai aceastd realitate nu
era recunoscuti de Leibniz. Nu este mai pufin adevirat cd astfizi sensul
termenului aziomd s-a schimbat, el referindu-se la o proprietate consideraté
ca punct de plecare intr-o teorie.

Revenind la cele doudi axiome, trebuie si observim cd prima dintre .

ele implicd o contradictie, prin faptul ci diferenta infinitezimalad dintre doud
cantitifi poate fi in acelagi timp egald cu zero si diferitd de zero (deoarece o
infinitezimals diferd de zero tot printr-o infinitezimal¥). In 1734, Berkeley a
arjtat ci aceeasi contradictie apare §i in metoda lui Newton, a fluxiunilor,
Aceastd situatie a contribuit la eclipsarea metodei infinitilor mici gi infini-
tilor mari la inceputul secolului al 19-lea. In Analiza nestandard, contra-
dictia in discufie nu mai apare, deoarece relatia dintre doud numere care
diferd printr-o infinitezimald nu mai este aici obligatoriu o relatie de egali-
tate, ci una de echivalentd. Astfel, in Analiza nestandard dy/dz e echivalent
cu f'(z) (aceasta din urmi fiind partea standard a celei dintii), in timp ce,
dupd Leibniz, dy/dz = f'(z). '

O alt¥ slibiciune a teoriei lui Leibniz §i a succesorilor sdi constd in inca-
pacitatea de a stabili cu suficientd precizie regulile care stau la baza siste-
mului lor extins de numere (incluzind, alituri de numerele finite obignuite,
numerele infinit mici i pe cele infinit mari). In 1701 (Mémoire de M.G.G. Leib-
niz touchant son sentiment sur le calcul différentiel, Journal de Trévoux,
Mathematische Schriften, ed. C.I. Gerhardt, vol. 5, 1858, p. 350) Leibniz
se exprimi in modul urmétor: ,,... gi se intimpli cd regulile finitului reugesc
in infinit ca §i cum ar exista atomi (adici elemente indivizibile ale naturii),
desi astfel de atomi nu existd, materia fiind de fapt decompozabild indefinit;
§i, reciproc, regulile infinitului reugesc in finit, ca §i cum ar exista infiniti
mici, in pofida faptului ci ei nu sint necesari, diviziunea materiei neparvenind
niciodatd la parcele infinit mici...“. Dupd cum observd Robinson, aceste
reflectii ale lu1 Leibniz exprimd intuitiv transferul de enunturi din R in R*
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i din R* in R. Dar ce fel de enunturi fac obiectul acestui transfer? De
ce oare axioma lui Arhimede nu mai e valabilg in sistemul extins al nume-
relor? Un rispuns posibil ar fi acela ¢ transferul se referd numai la enunturi
cu caracter algebric, dar acest criteriu nu e aplicabil decit in unele cazuri
simple. In fapt, ceea ce lipsea pe vremea lui Leibniz era un limbaj formal
care si permiti o exprimare precisd, 0 delimitare a enunturilor valabile atit
pentru numerele finite cit i pentru sistemul extins, incluzind infinitii mici
sau mari. In teoria lui Robinson, rdspunsul la intrebarea dacd axioma lui
Arhimede e adeviratd nu numai pentru R, ci i pentruR * este in acelasi
timp afirmativ si negativ! Dac¥ prin axioma Iui Arhimede intelegem acea
propozitie din P (a se vedea principiul finitudinii) care formalizeazd enuntul
»Pentru orice pereche de numere reale a si b astfel incit 0 <a <3, existd
un numir natural » pentru care b < na“, atunci axioma lui Arhimede e
valabils in R, deci §i in R*; in R* n putind fi realizat ca numir natural
infinit. Dacd insi prin axioma lui Arhimede intelegem faptul cd pentru
orice pereche de numere reale a §i b, 0 < a < b, existd un numér natural n
in sensul uzual, astfel incit b <a 4 a + ... + a (de n ori), atunci axioma
lui Arhimede nu e adeviratd in R*. S observim de asemenea c& intr-un
cimp ordonat nearhimedean R* existenta infinitezimalelor netriviale este
obligatorie; altfel, R* ar fi arhimedean.

In a doua jumitate a secolului al 18-lea, punctele slabe ale teoriei lui
Leibniz deveniseri vizibile, astfel incit matematicienii cautd o alternativd
pentru fundamentarea Analizei matematice. In 1797, Lagrange propune ca
punct de plecare in prezentarea Calculului diferential existenta unei dezvoltari
Taylor pentru orice functie continud. In acest fel credea Lagrange cd evitd
folosirea unor concepte contradictorii ca acelea de infinit mic, limitd, fluxiune.
Faptul este simptomatic pentru matematicienii acelui timp, a céiror nelinigte
nu privea metoda de deducfie folositd, ci alegerea conceptelor de bazi. In
ceea ce-] priveste pe d’Alembert, el punea la baza Analizei notiunea de limita:
,Se spune ci o mirime e limita alteia, cind a doua se poate apropia de
prima cu mai pufin decit o mirime datd, oricit de micé ar fi ea, fird totugi
ca mirimea care se apropie si poatd depdsi vreodatd mérimea de care se
apropie...“. Dar d’Alembert precizeazi: ,,... nu este vorba, cum se spune incd
de obicei, de cantit&ti infinit mici in calculul diferential; este vorba exclusiv
de limite de cantitsti finite. Deci metafizica infinitului gi a cantit&tilor infi-

_ nit mici ... e total inutild calculului diferenfial. Ne servim de termenul de
. infinit mic numai pentru a scurta exprimarea.“ Definitia limitei este, la

d’Alembert, conformd cu punctul modern de vedere; cu exceptia conditiei
pe care el o impune cantitatii care tinde citre o limitd de a nu deveni nicio-
datd egald cu aceasty limitd. Intr-adevir, in acest fel o functie f n-ar putea
avea limitd in nici un punct de continuitate care este punct de acumulare
in multimea sa de nivel (cum este zero pentru z sin(1/z)). De fapt, d’Alem-
bert preia ideea de limitd de la Newton, dar nu este de acord cu versiunea
acestuia din urmd, conform cireia ,,0 cantitate e infinit micd nici inainte
nici dupd disparitia ei, ¢i in momentul disparitiei ei“. ‘

Momentul urmitor este cel al lui Cauchy, care, contrar agteptirilor,
nu renunty la infinitii mici. Dar, pentru Cauchy, infinitii mici nu sint numere,
ci anumite tipuri de variabile. Iatd cum se exprimd Cauchy in faimosul siu
Curs de Analizi din 1821: ,Se numeste cantitate variabild aceea care ia
succesiv mai multe valori diferite... Daci valorile succesive atribuite aceleiagi
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variabile se apropie indefinit de o valoare fixa, astfel incit ele sfirgesc prin
a diferi de ea oricit de pufin dorim, aceasta din urm# e numitd limita tuturor
celorlalte“. Daci d’Alembert ilustra conceptul de limit# cu ajutorul sumei
unei progresii geometrice, Cauchy se referi la cerc ca limiti de poligoane
inscrise. Dar Cauchy se distanfeazi net de d’Alembert cind scrie: ,,Daci
valorile numerice succesive ale aceleiasi variabile deseresc indefinit, coborind
sub orice numdér dat, aceastd variabild devine ceea ce se numegte un infinit
mic sau o cantitate infinit micd. O variabily de acest tip are ca limit% pe
zero“. In mod analog, Cauchy explic ce inseamni cd o variabild are ca limit}
infinitul pozitiv §i discutd infinitii mici sau mari de diferite ordine. Desi
infinitii mici nu au, la Cauchy, statut de functii, ¢i statut de variabile, ei
intervin esenfial in definifia continuititii unei functii: ,,... la fonction f(x)
sera, entre les deux limites assignées i la variable z, fonction continue de
cette variable, si pour chaque valeur de z intermédiaire entre ces limites, la
valeur numérique de la différence f(2 4 «) — f(x) décroit indéfiniment avec
celle de «. En d'autres termes, la fonction f(z) restera continue par rapport &
entre les limites données, si, entre ces limites, un accroissement infiniment petit
de la variable produit toujours un accroissement infiniment petit de la fonction
elle-méme“. In termeni de Analiz§ nestandard, aceasta revine la faptul ci f,
- definitd in (a, b), este continu¥ in (, b), dacd, pentru orice infinitezimalj o,
diferenta f(x + «) — f(x) este tot o infinitezimals, oricare ar fi z in (a, b).
(Dacd oricare se referd numai la valorile standard ale lui z, obfinem conti-
nuitatea; -dacd se referd atit la valorile standard cit si la cele nestandard,
obtinem continuitatea uniformd a lui f). In contrast cu d’Alembert, care
introducea limita in locul infinitilor mici, Cauchy definegte limita i conti-
nuitatea cu ajutorul infinitilor mici. Cauchy se distanteazi §i de Leibniz, prin
faptul c& nu acceptd transferul de operatii de la cantitdfi finite la cele infi-
nite, mici sau mari; totusi, nu ezitd si defineasci suma gi raportul a doi
infiniti mici (probabil ci raportul se refer§ la posibilitatea ca ordinul infini-
tezimalei de la numdiritor si fie mai mare, egal sau mai mic decit ordinul
celei de la numitor). Toate aceste fapte nu vin in contradictie cu renumele
lui Cauchy de a fi dat o form¥ mai riguroasy — apropiat¥ de cea contem-
‘porand — Analizei. Cauchy introduce limbajul ¢ — §, dar se servegte de
el nu pentru a defini continuitatea, ci pentru a stabili o conditie necesars si
suficientd de continuitate. Pentru Cauchy, infinifii mici nu-s numai o ches-
tiune de limbaj, ci o modalitate de a rafiona, dupi cum reézulti din celebra
eroare care l-a condus la concluzia falsi ci suma unei serii de functii con-

tinue este o functie continud. Fie o serie de functii de sume partiale s,,
resturl r, §1 sumd s. Avem s = s, 4 r,. Rationamentul lui Cauchy este

urmétorul: S& considerdm cresterile lui s,(z), r,(x) si s(x) cind z creste
cu o cantitate infinit mici. In virtutea continuititii lui s, (pentru orice n),
cregterea lui s, va fi o cantitate infinit mici; cresterea lui r, va fi insen-
sibild, dupd cum §i r, va fi oricit de mic dorim, daci » e destul de mare
(Cauchy spune ,trés considérable). Deci cregterea lui. s va fi un infinit
mic. Robinson traduce acest rationament in limbajul Analizei nestandard:
Fie z; un numir standard, ¢ < z, < b. Pentru a stabili continuitatea lui s
in z, incercim si ardtdm ci s(z, 4+ «) — s(z,) e o infinitezimald pentru orice
infinitezimald «. Deoarece avem s(z, + a) — s(z;) = [s,(2, + o) — sp(2)] +
+ [rp(2y + «) — r(z))], am putea deduce, cu rationamentul de mai sus al
lui Cauchy, c& primul membru al egalititii e o infinitezimal, ca urmare a
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faptului cd fiecare dintre expresiile din membrul al doilea Sp(2) + &) — s,(xy),
Tn(%y + «) §i ru(z;) este o infinitezimaly; prima pentru orice n, celelalte
doud pentru » infinit. Ins#, dup& cum observi Robinson, acest rajionament e

gresit, cdci, degi r,(,) e infinitezimal pentru orice n infinit (deoarece z, e

standard), r,(2; 4+ «) e infinitezimal numai pentru » infinit suficient de
mare; in timp ce s,(z; 4+ «) — $,(2,) e infinitezimal pentru orice » finit §i,
deci, si pentru » infinit suficient de mic (aceasta rezulti din urméatoarea teo-
remd a lui Robinson — a se vedea cartea sa, p. 65: Fie {s,} un sir intern
pentru care s, e infinitezimal pentru orice » finit. In aceste conditii, exist&

" un numdr natural infinit v pentru care s, e infinitezimal pentru orice 7 < v).

Pentru a demonstra ci s(z; + «) — s(z,) e infinitezimal, trebuie si ne asigu-
rém cd existd un n» pentru care r,(z; + «) si diferenta Sp(zy + &) — s,(2y)
sint simultan infinitezimale. Apar doud posibilititi: (i) si cerem ca seria in

. discutie s fie uniform convergent in intervalul (g, b), astfel incit ro(z, + a)e

infinitezimal pentru orice n infinit, sau (ii) si cerem ca familia {sa()} sd fie
echicontinui pe (a, b), astfel incit s,(z; + «) — sp(z;) sd fie infinitezima®
pentru otice n infinit). Dealtfel, la scurt timp dupi aceasty gregeald a lui
Cauchy, Abel produce, in 1826, un exemplu de serie convergents de functii
continue pe (—m, ), a cldrei sumi e o functie discontinui in origine:
sin z + (1/2) sin 2z 4 (1/3) sin 3z 4+ ... (Suma este (—1/2) (= + z) pentru
—7 <2 <0, (1/2) (x — 2) pentru 0 < £ < 7 §i zero pentru z = 0). Ulte-
rior, Cauchy a examinat cu atentie contraexemplul lui Abel si a revenit asupra
rezultatului siu.

Aceeagi utilizare a infinifilor mici apare gi in definifia pe care Cauchy o
dd derivatei, care e reprezentatd ca limita raportului a doi infinifi mici Ay
§i Az. Astfel, pentru f(z) = 2™, f'(z) = ma™? rezulti ca limitd a expresiei

(et dafn —am _ oy | mim—1)

m-2 m=1
- Y Az + ... 4+ (Az)y™1,

- unde Az gi, deci, §i (z 4+ Az)™ — 2™, sint infiniti mici. Pentru Cauchy, o

functie nu se apropie de limita sa pe cale directd, ci prin intermediul unor
expresii care contin infinitezimale. Din punctul de vedere al Analizei ne-

- standard, expresia ,limita lui Ay/Az, unde Az si Ay sint infinitezimale“

revine la ,,partea standard a lui Ay/Az, unde Az si Ay sint infinitezimale®.
Dar, observdi Robinson, probabil ci pentru Cauchy aceastd exprimare ar fi
fost inacceptabils, deoarece pentru el infinitii mici, deci Az si Ay, erau
variabile, nu numere. Pentru a demonstra cd dac¥ f'(z,) >0, atunci f e
crescitoare intr-o vecindtate a lui x,, Cauchy argumenteazi c#, deoarece

- Ay/Az are ca limitd pe f'(z,) cind Az si Ay = f(z, + Az) — f(x,) sint infi-

nitezimale, gi deoarece f*(z,) > 0, rezultd cd Ay/Az trebuie s¥ fie de asemenea
pozitiv pentru valori numerice suficient de mici ale lui Az. Aici, adjectivul
numerice aratd ¢ Az e un numir ordinar, adic, in terminologia Analizei
nestandard, cd Az e un numir standard. AceastX trecere de la raportul a
doud numere infinit mici la raportul dintre dou# numere standard suficient
de mici este legitim in Analiza nestandard, putind fi justificat riguros. Insi,
din punctul de vedere al lui Cauchy, este o inconsecventd si implici o utili-
zare incongtientd a principiului continuitétii operatiilor, in trecerea de la
cantitéti finite la cele infinit mici sau mari, principiu pe care, anterior, Cauchy
l-a respins. $i in definifia integralei Cauchy se folosegte de infiniti micd
(intervalul de integrare este impértit in intervale infinit mici). Chiar dac#
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ulterior, in 1844, Cauchy isi schimbd unele opinii (considerind, de exemplu,
. diferentialele ca nigte cantititi finite, care trebuie distinse cu grijd de creg-
terile infinit mici ale variabilelor, in timp ce in 1829 afirmase ci dz e arbitrar
gi poate fi chiar infinitezimal), Cauchy rdmine in istoria Analizei ca cel care
a corelat doctrina limitelor (in traditia Newton-d’Alembert) cu aceea a infi-
nitilor mici §i mari (in traditia lui Leibniz), asezind in centrul consideratiilor

notiunea de variabili care tinde citre o limitd (in special cétre zero).

Momentul urmitor este cel al lui Bolzano (de fapt contemporan cu

Cauchy) si Weierstrass. Chiar dacd jargonul ¢ — & apare, in mod sporadic,
inci la Cauchy, el capitd o utilizare generald si sistematicd prin Bolzano
§i, mai ales, prin Weierstrass. Nu este vorba numai de un limbaj nou, ci
de o gindire noud, mult mai apropiatd de metoda exhaustiei, a lui Arhimede,
decit aceea a lui Newton, Leibniz sau Cauchy. Acest lucru nu a fost sesizat
ugor. Riemann, de exemplu, considera ci notiunea de continuitate intr-un
interval, in sensul lui Cauchy, este identicd cu notiunea de continuitate uni-
form3 introdusi de Weierstrass, aceasta din urmi fiind insd mai concretd.

Marea rispindire a ideilor lui Weierstrass a determinat un reflux al gindirii -

prin infiniti mici, dar a persistat limbajul infinifilor mici (mai cu seamd in
aplicatiile Analizei, de exemplu in Geometria diferentiald), care nu lipsegte
nici din textele lui Weierstrass. Aceastd din urmi situafie a putut sd dea
unora (printre care am vizut ci se afla gi Riemann) impresia cd nu ar exista
o deosebire esentialy intre gindirea lui Weierstrass si aceea a lui Cauchy. E
adevirat ci — cel putin spre sfirsitul carierei sale — Cauchy considera infi-
nitii mici ca un simplu limbaj provizoriu, de naturd sd scurteze expunerea,
dar nu existd vreo indicatie ci ar fi dorit i ar fi fost capabil sé-i elimine
din rationamentele sale. Dealtfel, si Leibniz pretindea cd infinitii mici sau
mari nu-s decit o abreviere a metodei exhaustiei a lui Arhimede. Dar este
greu, chiar numai pe baza exemplelor date in textul de fatd, s admitem ci
infinitii mici erau, pentru Leibniz §i Cauchy, numai o chestiune de limbaj,
deci nu una de mod de gindire. '
Influenta lui Weierstrass asupra dezvoltirii Analizei este aproape conco-
mitentd cu aceea a lui Cantor, creatorul teoriei multimilor. In acest context
al unor exigente crescinde privind rigoarea conceptelor §i rationamentelor,
teoria infinitilor mici §i mari cunoagte §i ea o noud fazi de dezvoltare. in
conformitate cu ideea lui Cauchy dup# care cantititile infinit mici sau mari
sint asociate cu comportarea unei funciii, atunci cind argumentul ei tinde
citre o valoare finitd, sau infinitd, du Bois-Reymond elaboreazi in 1875 o
teorie a ordinelor de mirime privind comportamentul asimptotic al func-
tiilor. Reprezentarea adoptatd pentru infinitul mic este acum aceea a unei
functii care tinde la zero; sub aceastd form3, infinitul mic este utilizat corect,

chiar dacd cu rezultate modeste, in Analizd, pind in zilele noastre, cum se-

poate vedea, de exemplu, in Cursul scurt de Analizd matematicd al lui A.I. Hin-
cin (Moscova, 1953; existd si o traducere roméneascd a acestei céirti) sau in
manualul lui Luzin, de asemenea tradus in roméneste.

Citre mijlocul secolului nostru, interesul pentru cimpurile nearhime-
deene (cadrul natural al Analizei nestandard) devine preponderent algebric.
Artin si Schreier dezvolty teoria cimpurilor formal-reale, care intervin ulterior
in teoria cimpurilor hiperreale a lui E. Hewitt ( Rings of Real-V alued Continuous
Functions 1, Transactions of the American Mathematical Society, 64, 1948,
p. 54—99), cimpuri care pot servi ca modele nestandard ale Analizei (deci
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pot indeplini rolul lui R*). Un factor important in dezvoltarea Analizei
nestandard l-a. jucat contribufia lui T. Skolem (1934) privind modelele ne-
standard ale Aritmeticii.

Alte incerciiri de recuperare a infinitilor mici au loc in 1904 (K. Geissler,
Grundgedanken ciner iibereuklidischen Geometrie durch die Weitenbehaftungen
des "Unendlichen, Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung,
13, 1904, p. 233—240), in 1923 (P. Natorp, Die Logischen Grundlagen der
exakten Wissenschaften, Wissenschaft und Hypothese, 12, ed. 3—2, Leipzig—
Berlin, 1923) gi, cu deosebire, in 1958, de cdtre C. Schmieden 5i D. Laugwitz
(Eine Erweiterung der Infinitesimalrechnung, Mathematische Zeitschrift, 69,
1958, p. 1—39; a se vedea §i D. Laugwitz, Anwendungen unendlichkleiner
Zahlen 1, Zur Theorie der Distributionen, 11, Ein Zugang zur Operatorenrech-
nung von Mikusinski, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik,
207, 1961, p. 53—60 si 208, 1961, p. 22—34). Acesti din urmé autori con-
siders infinitii mici sau mari ca functii, cu referire particulard la comporta-
mentul lor asimptotic, insi aceste functii sint acum siruri, adicd aplicatii
ale lui N in Q sau in R. Sistemul care rezultd in acest fel nu este un cimp
ordonat, ci un inel cu divizori ai lui zero. In ciuda acestui fapt, rezultatele
se dovedesc interesante. Intre altele, se obtine in acest cadru un substitut al
teoriei distributiilor.

Nici teoria cardinalelor si ordinalelor transfinite nu putea rimine fird
influent# asupra Analizei matematice. Aceastd influenti s-a exercitat indirect,
prin aceea ci teoria lui Cantor constituie o bazi pentru manipularea comodd
a muliimilor infinite care intervin in Analiza nestandard. Dar G. Cantor
pretindea in 1887 (Mitteilunger zur Lekre vom Transfiniten, Gesammelte
Abhandlungen — ed. E. Zermelo, Berlin 1932, p. 378—439) cd poate demon-
stra, prin consideratii de teoria multimilor, imposibilitatea numerelor infinit
mici. Ulterior, A.H. Fraenkel (Einleitung in die Mengenlchre, Grundlehren
der mathematischen Wissenschaften, vol. 9, Berlin 1928,) a sustinut de ase-
menea c4 infinifii mici nu au trecut cu succes proba eficacitatii lor in Analiza
matematicd.

Dupé parerea lui A. Robinson, Analiza nestandard nu constd atit in
introducerea unor noi entitifi matematice cit in dezvoltarea unor noi pro-
cedee deductive; numerele infinite §i cele infinit mici au, in cadrul Analizei
nestandard, o realitate nici mai slabd nici mai puternicd decit aceea a nume-
relor iraionale in Analiza standard. Ca si numerele iraionale, numerele
nestandard se introduc prin procese infinite. Prin exemplul de cimp nearhi-
medean R* pe care l-am utilizat in demonstratia teoremei 4.1, am condus
aceast analogie chiar mai departe decit o afirmi A. Robinson, deoarece ele-
mentele din R* apar aici drept clase de giruri echivalente de numere standard,
intocmai cum numerele reale sint clase de siruri echivalente de numere ratio-
nale (cu diferenta de rigoare in definirea celor doud relatii de echivalentd).

11. ANALIZA NESTANDARD FARA TEORIA TIPURILOR

Acum, dupi ce Analiza nestandard s-a dovedit a fi nu numai util, dar
gi istoriceste motivatd, si examinim o altd cale de acces la notiunile i
rezultatele ei de bazd, o cale mai accesibild, poate, pentru cei care gindesc
Analiza matematici mai mult prin structurile ei ansambliste §i topologice

" \ 393



decit prin cele logice. Ne referim aici la faptul c¥ teoria lui Robinson face 'in
mod esential apel la teoria tipurilor, putin familiari majorit&fii matemati-
cienilor; vom ciuta deci s-o eludédm, in favoarea unor procedee mai familiare,
in spiritul relatiei de apartenenté din teoria mulfimilor. Vom urma, in aceastd
privintd, pe M. Machover (prima parte din lucrarea M. Machover-J. Hirsch-
feld, Lectures on Non-standard Analysis, Lecture Notes in Matheématics 94,
Springer Verlag, Berlin, 1969). -

Punctul de plecare al lui Machover il constituie notiunea de aplicatie
continu3 f a unui spatiu topologic X in spatiul topologic Y. Continuitatea
in punctul P din X revine, intuitiv, la faptul c¥ f(z) e ling& (aproape de)
f(p) de indatd ce z e lingd P. In mod riguros, aceasta se exprimi, dupi ¢um
se stie, cu ajutorul multimilor deschise, deci al vecinitdtilor. Dar — observi
Maohover — atunci cind incercim sd descoperim o idee de demonstratie,
deci din punct de vedere euristic, utilizim versiunea lingd, nu versiunea cu
vecindtéfi; e ca §i cum x ar fi o minge foarte mici §i care, apropiindu-se
de P, determind apropierea mingii f(x) de f(P). Dar prin ce se traduce mate-
matic versiunea lingd, dacd nu prin notiunea de vecinitate? Rispunsul tradi-
{ional la aceastd intrebare era: prin nofiunea de distantd. Dar, in acest fel,
ne intoarcem tocmai la ceea ce a constituit unul din punctele de plecare ale
topologiei generale: eliberarea conceptelor de limitd si continuitate de supor-
tul lor metric. Machover pare si intoarcd istoria inapoi, prin readucerea
ideii de continuitate la originea ei metrici. Numai ¢i este vorba aici de o
intoarcere in spirald, deoarece lingd nu e modelat cu ajutorul distantei, ci
cu ajutorul infinitezimalelor. Dar cit de aproape trebuie si fie un numir
de zero pentru a fi o infinitezimald? Iar dac¥ numerele reale> nenule
nu pot fi infinitezimale, cum am - putea adiuga infinitezimalele ca
noi elemente, gtiind c# dreapta reali nu poate fi scufundati intr-
un cimp ordonat si complet, efectiv mai larg decit R? Teoria lui Ro-
binson rezolvd aceste dileme, indicind modul in care un spatiu topo-

logic X poate fi scufundat intr-un ,spatiu topologic“ )2, in aga fel incit:

(i) Pentru orice p in X mulfimea {z; z € b iz este‘linga“ p} poate fi defi-
nitd riguros, péstrindu-gi in acelagi timp virtutile intuitive despre care am

~ .
vorbit mai sus; (ii) Pentru orice proprietate matematici a lui X, X are ,,aceeasgi®
proprietate. Motivul pentru care, in aceste formuliri, anumite expresii au

A
fost agezate intre ghilimele este acela cd X nu are realmente, ci numai formal
aceleasi proprietdti ca §i X. Aceasta inseamni c#, pentru o proprietate dati a
Iui X, se considerd un enun{ care exprimy faptul ci X are aceasti proprie-
tate (aceasta se face cu ajutorul unui limbaj care va fi descris in prealabil);
apoi se reinterpreteazd acest enun{ (intr-un mod de asemenea specificat in

A
prealabil), intr-un mod care atribuie Iui X o proprietate corespunzitoare,
mai precis impune lui X aceastd proprietate. Deci fieciirei proprietiti a lui X

fi corespunde o proprietate a lui X exprimatd prin aceeasi formuld. Rezulti

astfel cd deductiile i calculele pot fi dezvoltate pentru X in acelagi fel
ca pentru X. Dar anumite teoreme relative la X pot fi stabilite prin referire

prealabild la X si, apoi, prin intoarcere la X. Aceasta este esenta Analizei
nestandard; ea nu ne permite sd descoperim nici o teoremd din Analiza standard
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care nu poate fi objinutd i direct (adici firé a face apel la elemente nestandard),
putindu-se da chiar o metodd de a converti orice demonstratie nestandard
fn una standard. Aceasta se explici prin faptul ¢ teoria lui Robinsoh nu
adaugd Analizei standard nici o axiomd noud de logicd sau de teoria mul-
timilor. Dar demonstratiile nestandard sint deseori mai intuitive gi mai
naturale, ele pot fi inventate mai ugor decit cele traditionale. Vom dez-
volta, in cele ce urmeaz4, unele detalii ale acestui mod de a vedea; in acest
fel, unele aspecte care au fost pind acum eludate vor putea fi aduse in discu-
tie iar altele, care au fost numai tangenfial atinse, cum ar fi teorema de
compacitate (sau principiul finitudinii) §i multimile interne, se vor bucura
de mai multd atentie gi vor fi tratate intr-un spirit mai apropiat de men-
talitatea ansamblistd, deci f4r¥ a se face apel la teoria tipurilor, ca in teoria
lui Robinson. '

12, UNIVERSUL DISCURSULUI

In vederea construirii, in paragraful urmitor, a unui limbaj adecvat

exprimirii enunfurilor relative la X si X, este nevoie in prealabil s& con-
struim un univers U al discursului, care contine toate obiectele matematice
relevante pentru un anumit domeniu. Primul obiect al acestui univers va
fi o multime V formati din toate obiectele considerate ca ,;atomi® (deci care
nu-s privite ca mulfimi, ci ca puncte); de exemplu, in Analiza reald sau
complexi V va fi multimea tuturor numerelor reale sau complexe.. Vom
introduce acum un operator aplicabil oricirui obiect X. Rezultatul aplicérii
sale la X este notat cu X i este: egal cu mulfimea vidd daci X nu e o
multime sau, fiind o mulfime, nu contine, ca element, nici o mulfime nevidé;
egal cu {z; existd y € X, astfel incit v € y}. Punind V, = V, si notdm
cu V, rezultatul aplicirii la V, a operatorului o si, prin recurentd, si definim
pe V,,, ca rezultat al aplicirii aceluiasi operator la V. Multimea U, obti-
nutd ca reuniune a mulfimilor V;(i =0, 1, 2, ...) este cea mai mic# mul-
time tranzitivi (in sensul cd din z € y §i y € Uy rezulti z € U,) care con-
tine pe V. Si notim cu U, reuniunea lui U, cu mulfimea pértilor Iui U,
gi, prin recurentd, si definim mul{imea Uj,, ca reuniune a mulfimii U; cu
multimea pirtilor lui U;. Universul discursului va fi constituit de reuniu-
nea U a mulimilor Ui =0, 4, 2, ...). Din tranzitivitatea (ugor de veri-
ficat) a fiecirei mulfimi U, rezultd tranzitivitatea lui U.

S& notdm cu (D operatorul de trecere de la o multime A la muljimea
D(A) a pirtilor lui A. Pentru un obiect B care nu e mulfime convenim
¢ D(B) = 0. O mulfime X e inchisé in raport cu (D daci pentru orice x
dir X, D(z) e un element din X. Multimea X e ereditard daci din yC 2
gi 2 € X rezulty y € U. X e inchisd fatd de operatorul o dacf din z € X
rezultf oz € X. '
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Teorema 12.1. Multimea U este: inchis3 in raport eu 0 ; ereditarii; inchisi
in raport cu w; inchisd in raport cu reuniuni finite.

‘ ‘Demonstra(zie. Fie z € U; existd i cu ¢ € U;. Dacd = e mul-
time, din tranzitivitatea lui U; rezultd z C U,, deci D(z) C D(U,). Aceeasi
incluziune are loc i in cazul in care x nu e multime: P(z) = 0 C P(U,).
Insd D(U;) © Uy, deci D(x) C U,,y, de unde rezultd D(z) € P(U,,,) C
C Uy, C U, deci U este inchisi in raport cu 7.

Fie acum y C 2 € U. Avem y € D(z), deci D(z) € U (conform inchi-
derii lui U in raport cu (D), de unde rezultd, in baza tranzitivititii lui U,
apartenenta lui y la U.

Pentru a ardta cd U e inchisd fatd de operatorul e introdus mai sus,

fie z in U. Existd i astfel incit € U, gi, pentru z € y, obtinem, datoriti
tranzitivitdtii lui U;, z € U;, deci vz C U}, deci vz € PU,) C U,,, C U
§i wr e un element din U. .

Si aritim acum cd dacd z,, ..., z, sint elemente din U, atunci
2, Uz,U..Ugz, e un element din U. Intr-adevir, mulfimea {z,, ..., z,}
e o parte finitd alui U, deci ea este un element din U. Insiavem w{z,, ... z,}=
=z, Uz, U ..Uz, si, deoarece U e inchisi in raport cu o, rezulti pro-
prietatea dorita.

Observagie Nu orice submultime a lui U este un element din U,
dar orice parte a unui U; e un element din U (deoarece avem z € P(U;) C
C Ui, € U). In particular, orice parte finitd a lui U e un element al
unui U;, deci al lui U (deoarece avem U, C U, C U, C ...). Acest fapt a
fost folosit in demonstratia ultimului punct al teoremei 12.1.

Interpretind perechea ordonati (z, y) ca fiind mul{imea {{z}, {z, y}}
(N. Wiener si K. Kuratowski), rezulti ci o pereche ordonati de elemente
din U e de asemenea un element din U. Pentru n > 2, putem defini prin
recurentd sistemul ordonat (z,, ..., z,) drept sistemul ordonat ((z, ...,
Zn1), %); pentru ca aceasta s fie valabil¥ si pentru » = 2, punem (1) = 2. 4
Acum putem defini produsul cartezian: XX Y = {(z, y); # € X, y € Y}
i, mai general, :

n .
XY, =Wy )€Y, t=1, .., n, deci

i=1

n n—1
XY =(X Y,-) XY, pentru orice n > 2.
i=1 i=1 ¢

Prin inductie in raport cu n, se obtine
‘ Propozifia 12.1. Universul discursului este inchis in raport cu produsele
carteziene finite. (Cu alte cuvinte, daci Y; € U pentru i =1, 2, ..., n,
atunci produsul cartezian al multimilor ¥, apartine de asemenea lui U.)
Obiectele cu care se lucreazi intr-un anumit domeniu al matematicii
se obfin prin operatori de tipul & sau (D si prin produse carteziene, in com-
binatii adecvate §i pornind de la o multime V convenabili. De exemplu,
o mulfime de functii reale de n variabile reale este o parte a lui D(R"*1)
(R fiind mul{imea numerelor reale), deci apartine lui U/. O masuri cu valori
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complexe, definitd I.Jentru»mul‘gimi din spatiul euclidian tridimensional, este
un element din D(P(R?) X R?), deci un element din U.

Vom converti acum universul U intr-un sistem matematic, prin speci-

. ficarea, in U, a unei relafii binare — relatia de apartenentd notatd cu &
gi restrinsd la U — si a doudl operatii binare, notate pr §i ap, definite astfel:

zpry = (2, y) (deci trecerea de la x gi y la perechea lor ordonatd) si

fap = = f(z) (deci trecerea de la elementul z gi functia f la valoarea lui f

in z). Putem presupune cd f ap z are sens pentru orice f §i orice z, dar dacd

f nu e o functie sau e o functie care nu e definitd in z, punem f ap z = mul-

timea vidi. Evident, are loc

Propozitia 12.2. Universul U este inchis in raport cu operajiile pr i ap.

Vom scrie de obicei prescurtat (2, y) in loc de z pry gi fz sau f(x) in
loc de fap =z, dar vom avea in vedere, ori de cite ori este cazul, implicarea
unei operatii pr sau ap. De exemplu, adunarea -+ y va fi ginditd +ap(zpr y).

13. UN LIMBA) FORMAL
PENTRU UNIVERSUL DISCURSULUI

Este vorba, de fapt, de limbajul matematic obignuit, insd intr-o forma
‘ceva mai sistematizatd gi mai explicitd ca de obicei. Si notdm acest limbaj
cu 2.

Mai intii, pentru fiecare obiect din U vom dispune, in .2, de cel putin
un simbol pentru a-l desemna; aceste simboluri sint constante sau, mai
precis, constante individuale. Numdrul lor poate fi infinit, chiar dacid numai
un numir finit dintre ele pot fi scrise in mod efectiv. Exemple: 0 pentru
multimea vidd, 8 pentru numirul opt, log pentru functia logaritm. Dacd
pentru un anume obiect nu dispunem de o notatie prealabild, vom folosi o
liters oarecare de la inceputul sau mijlocul alfabetului — rezervind literele
de la sfirgitul alfabetului pentru variabile; aceste variabile parcurg, de obicei,
universul U. Vom include in .2 gi simbolurile pr §i ap definite in paragraful
precedent; combinindu-le pe acestea cu constante §i cu variabile si consi-
derind posibile iteratii ale unora sau altora objinem termenii lui 2. Un exem-
plu de termen este ,,cos ap{+ap {rprz}}“, care poate fi abreviat ,,C08(m+2)“;
de fapt, limbajul matematic obignuit foloseste tocmai astfel de abrevieri.
Un termen care nu contine nici o variabild desemneazd un obiect din U,
dup¥ cum un termen in care fiecare variabili a fost inlocuitd cu cite un
termen fir# variabile desemneazi de asemenea un obiect din U.

_ Simbolul = desemnind egalitatea i simbolul & desemnind apartenenta
sint de asemenea incluse in .2. Vom numi formule atomice in £ expresiile
de forma z =1y sau z € y, unde = i y sint termeni din .£. Pentru a
obtine si alte formule, vom mai include in .2 conectivele 71 (simbolul nega-
tiei, citit nu sau nu este cazul), & (conjunctia §i), = (simbolul implicatiei,
echivalent cu numai dacd), V (disjunctia sau) §i < (echivalenta, cititd dacd
si numai dacd). Mai introducem fin .2 cuantificatorul universal V si pe
cel existential 3, care in mod obligatoriu trebuie si fie urmafi de cite o
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variabild (Vz inseamnd pentru orice z in U iar Iz inseamni existd z in U
astfel incit). Orice expresie obfinutd pornind de la formule atomice, prin
aplicarea, de un numir finit de ori, a unor conective si cuantificatori, con-
stituie o formuld in .0.

Existd anumite contexte in care unei variabile nu i se poate substitui o
constantd. Astfel, in expresiile 3x® sau V2 ®, unde z e o variabil§ iar ® o
formuld care contine variabila z, nu putem substitui Jui z o constanty;
spunem in acest caz, ci variabila este legatd. Situatia variabilelor legate se
aseamind cu aceea a variabilelor de integrare sau a indicilor de sumare, care
de asemenea nu pot fi substituite cu constante. In toate celelalte cazuri,
spunem cd variabilele sint libere. O formulj in care existd micar o variabila
Iiberd nu exprim¥ o aserfiune cu valoare determinatd (adevirati sau falsd),
valoarea ei depinzind de constantele care sint substituite variabilelor. O
formuld care nu confine nici o variabild liberi va fi numity propozifie. O
propozifie exprimi o asertiune determinatj — adeviarati sau falsi — rela-
tivd la sistemul matematic descris in paragraful anterior. Astfel, formula
dalz C y] nu_este o propozifie, deoarece variabila y este libers, in timp
ce formula Va3y[y =+ x] este o propozitie adeviratd, iar formula VavVylz C y]
este o propozifie falsd. (Am folosit pentru formula ~1(y = z) abrevierea
y=F z lar pentru formula Vi( € 2=t € y) abrevierea z C y). Uneori,
scrierea ®(z,, ..., x,) aratd cd este vorba de o formuli in care numai
variabilele z,, ..., z, sint libere; in acest caz, rezultatul inlocuirii variabile-
lor %y, ..., z, prin constantele ¢, ¢,, ..., ¢, este propozifia P(c,, ..., ¢,).
Semnul |= agezat in fata unei propozitii arati ci este vorba de o propozifie
adeviratd. '

14. MODELE STANDARD
S| MODELE NESTANDARD

Fie I aplicatia care asociazyi fiecdirei constante din .2 obiectul (din U)
pe care ea il desemneazdi; aceasta este o aplicatie pe U. Fie  sistemul
de obiecte (U, I, €, pr, ap), care rezumi acea interpretare a lui .2 care a
fost descrisd pind aici. Primul obiect, U, aratd domeniul de actiune al cuan-
tificatorilor din .2 (3z inseamni ,existi z in U astfel incit“ iar Yz in-
seamnd ,,pentru orice z din U are loc“); al doilea obiect, I, descrie semnifi-
catia constantelor din .2; € exprimi relatia de apartement in .2, iar pr
§i ap sint, in .2, operatiile binare pe care le-am descris intr-un paragraf
anterior. In ceea ce priveste conectivele gi relatia de egalitate =, semni-
ficatia lor va rimine aceeasi in orice interpretare. Alituri de interpretarea %
putem 1nsd considera gi alte interpretiri ale lui .£. O interpretare oarecare -
@* alui £ s-ar exprima printr-un sistem (U*, I*, €*, pr*, ap*), unde U*
este o multime nevid4, I* este o aplicajie iIn U* a mul{imii constantelor
din .2, €* este o relatie binard in U#*, iar pr* si ap* sint operatii binare
(adicd aplicatii ale lui U* X U* in U*) in raport cu care U* este inchis¥.
Semnul * are peste tot semnificafia de pseudo. Interpretarea ?/* a lui .2
revine la faptul ci 3z are semnificatia ,existd x in U* astfel incit*, o
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constantd din .2 desemneaz acel element din U* care i se asociazii prin
aplicatia I*, simbolul € din .2 desemneazy relatia €* (care poate sd fie
sau sd nu fie relaia de apartenenti) etc.; conectivele si relajia de egalitate
fsi pistreazd interpretarea uzuald. O propozifie poate dvea, in raport cu
interpretarea 7%(*, valoarea de adevidr sau fals. Notdm cu *|=p faptul
cd propozitia p este adeviratd in raport cu @(*. Doud interpretdri diferite
U* §i U* = (U*, T*, €%, pr¥, ap*) ale lui 2 sint considerate izomorfe
dacd existd o aplicatie bijectivd ¢ a lui U* pe U* astfel incit pentru orice
constantd ¢ din .2 avem I*(c) = @(I*(c)) §i astfel incit, pentru orice « §i f
din U* avem «E*f dac¥ §i numai dac o(2) € *¢(8), o(e pr*B) = p(a)pr*o(p)
si e ap*p) = g(a)ap*e(B). O aplicatie ¢ cu aceste proprietdti (exceptind
eventual proprietatea de a fi o aplicatie pe) este o scufundare izomorfd a
lui @* in AL*. :

Spunem c& (Z(* e un model pentru o colectie S de propozitii din .2 dacd
pentru orice S din § avem *|=S. Dacii doud interpretdri ale lui .2 sint
izomorfe si daci una din ele este un model al lui &, atunci, evident, i
cealalty este un model al Iui §. Cu ajutorul nofiunii de model, putem intro-
duce distinctia dintre sistemele standard si cele nestandard, distincfie care
va reveni, in esentd, la aceea dintre interpretarea initiald @ a lui £ §i orice
alti interpretare (* a lui .2; anume, @ va fi modelul standard (sau lumea
standard ) pentru colectia € a propozifiilor din £ care sint adevidrate in @,
in timp ce orice alt model ?* al lui @, care nu este izomorf cu (%, este un
model nestandard (sau o lume nestandard) al lui €. Se infelege deci ci orice
model al lui @ care este izomorf cu @ e identificat cu acesta din urmd si
considerat o varianti a modelului standard al lui €. S& observém ci din
simplul fapt c& o interpretare ?(* a lui .2 este un model al colectiei @ rezultd
ci orice propozitie adeviratd in G(* este adeviratd si in interpretarea ini-
tiald (% si reciproc, orice propozitie adevdratd in @/ este adeviratd si in @* -

J

15. SCUFUNDAREA NATURALA,
OBIECTE STANDARD
$| OBIECTE NESTANDARD

: Modelul standard al lui @ are o situatie privilegiatd fatd de orice model
nestandard al lui €, dupd cum rezulti din

Teorema 15.1. Pentru orice model ?* al lui € existd o scufundare izo-

morf3 gi numai una a lui @ in @*. (0 vom numi scufundarea naturald

a lui @ In AU*).

Demonstragie Pentru orice constantd ¢ din .2 vom nota tot cu ¢
imaginea ei in U prin aplicatia I. Si notdm cu c¢* imaginea in U a ace-
leiagi constante ¢ prin aplicafia J*. fntr-o scufundare izomorfi a lui @ in &*
este obligatoriu ca ¢* s4 corespund¥ lui ¢. Dar, deoarece unul gi acelagi obiect
din U poate corespunde, prin I, la mai multe constante din .2, trebuie s ne
asigurim c¥ imaginea acestui obiect in U* nu depinde de modul in care ale-

Y
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gem constanta (din .2) de la care el provine. Intr-adevir, fie d o altd con-
stantd din .2 a ciirei imagine prin I este obiectul ¢. Propozifia ,c = d“ este
adevdratd in 7, deci, deoarece (%* e un model al lui @, rezulti (a se vedea
sfirgitul paragrafului 14) c# aceeasi propozifie este adevdratd si in @(*,
deci ¢* trebuie si fie egal cu d*. Dacd mai tinem seami ci I e o aplicaie
pe U, rezultd c, prin corespondenfa de la ¢ la ¢* definiti mai sus, intreaga
multime U este aplicatd in multimea U*. Pentru a arita c aceastd aplica-
tie este injectivd, fie ¢ si d doud elemente distincte ale multimii U; ca si
pind aici, 8& notdm tot cu ¢ §i d simbolurile utilizate in .2 pentru desemnarea
lor. Propozitia ,c 5= d“ (sau, in formd neabreviaty, ,, 7 1(¢c = d)*) din .2 este
adevératd in @, deciea e adevidrati gi in (*, cu alte cuvinte c* trebuie s¥
fie diferit de d*.

Scufundarea lui @ in @(* este izomorf¥, deoarece, dupi cum se poate
verifica ugor, pentru orice ¢, d §i e din U, relatia ¢ € d e echivalent cu
¢* €* d*, in timp ce din ¢ = ¢ pr d rezultd e* = ¢* pr* d*jar dine =cap d
rezultd e* = ¢¥* ap* d*. . :

Observatie Din demonstrafie rezulti ci scufundarea lui % in % *
este o aplicatie pe %/* dacd.gi numai dac¥ I* este o aplicatie pe U*. Deci
un model @(* al lui @ este standard dac¥ §i numai dac I* e o aplicatie pe U*.

Ori de cite ori @ * e un model al lui @€, vom conveni si spunem ci @*
e o extensie a lui 7. Cistigim astfel o anumit4 simplificare a notatiei, putind
identifica pe ¢ cu ¢* (unde ¢ e un obiect din U/). Elementele din U* care
aparfin lui U se numesc obiecte standard, in timp ce cele din U* — U (putem
presupune, in virtutea teoremei 15.1, ¢i U C U¥*) sint obiecte nestandard;
acestea din urmi sint obiectele pentru care nu exist§ nume in .2, deci care
nu corespund, prin aplicatia /¥, unor constante din . Dac¥ a si b sint
obiecte standard, atunci avem a € b daci gi numai daci ¢ €* b, in timp ce
aprb e tot una cu apr*b iar a ap b e tot una cu a ap* b. Intr-adevir,
@* fiind o extensie a lui @, €*, pr* §i ap* au ca restrictie la U pe €,
pr i, respectiv, ap. Deoarece U este inchisi in raport cu operatiile pr i ap,
rezultatul aplicrii lor la obiecte standard e totdeauna un obiect standard.
Dacd s e standard i « € s, atunci §i « e standard (datoritd tranzitivitdpii
lui U); deci a€ *s. Reciproca insé nu e adeviratd; din faptul ¢X s e standard
i «€*s nu rezultd cd « e standard. Deci o mulfime standard poate confine
elemente nestandard (adici pseudoelemente); aceste elemente apartin mul-
timii numai ideal, nu si efectiv. Vom vedea mai jos exemple de astfel de
anomalii, care nu pot si apari decit la mul{imi infinite, dups cum rezult¥ din

Propozitia 15.1. O multime standard finitd nu poate confine -elemente
nestandard.

Demonstratie. Fie s= {a;, a5 ..., a,} o mulfime standard.
Propozifia ,Vz{r E s 2r=a,vr=10a,v...v2 = a,}* e adevirati in a,
deci e adeviratd in /*. Interpretind aceasti propozifie in @*, rezulty
cd toate elementele din s sint standard.

Observatie. Demonstratia propozitiei 15.1 nu poate fi extinsi la
mul{imi infinite, deoarece pentru s = {a,, a,, ..., a,, ...} propozitia cores-
punzitoare ar avea o lungime infinitd, deci... n-ar mai fi o propozitie.
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16. MULTIM! INTERNE
$1 MULTIMI EXTERNE

Fiec#irei notiuni matematice relative la obiecte din lumea standard fi
corespunde o notiune —* care are sens pentru obiecte din orice model 7(*
al lui @. De exemplu, o multime* e un obiect din U* care sau e mul{imea
vid sau are un membru*. O multime ordonatd* e rezultatul aplicdrii lui
pr* la douid obiecte din U*; o relajie in U* este o multime* de perechi
ordonate*. Orice multime in U este, cu atit mai mult, o mul{ime* in U*
etc. Aceste exemple aratd in ce sens va fi utilizat simbolul* in cele ce urmeazi.

A
Fie s o mulfime * gi fie s (numitd scopul lui s) colectia membrilor* ai
A A
lui s; deci s = {«; a€ *s}. Nu totdeauna mulfimea s apartine lui U si nici
micar nu e totdeauna o multime*, dar ea e un membru din D(U*). Membrii
A A
lui s sint membrii* ai lui s. Corespondenta s — s care asociazd un scop
fiecirei multimi* este o bijectie.
’ A
Propozitia 16.1. Dacd t e o submulfime* a lui s, atunci t ¢ o submulfime

'A
a lui s.

Demonstratie. In @ — deci in %* — este adeviratd propozitia
SVaVy[z C y = Viz € 2 = 2 € y]1“, unde »% C y* este o exprimare abre-
viatd a propozmel Ar=0v3IzzE x]] &ly=0v3 z[z eEylle&VizEe z=>
=z € yl*

Fiind dati o submul{ime 7 a lui s, existd doud posibilitéﬁ: 1° existd ¢

A
in U* astfel incit T = ¢ (in acest caz ¢ trebuie s3 fie o submulfime* a lui s),
caz in care Robinson numeste pe t mulfime internd sau, mai precis, submul-

{ime internd a lut g; 2° nu existd ¢ cu proprietatea de la 1°; in acest caz 7
este o mulfime externd.
A
Fie f o functie* care aplici* mul{imea* A in* multimea* B. Fie ac 4.
Avem o €% A, deci fap* « e un membru* al lui B, adici fap* « e un
membru al lui B. Rezultd ci f induce in mod natural 0 aphcat,le a— fap*a

alui 4 in B. Dar poate ex1sta o aplicatie ¢ a lui A in B care sinu fie indusa
(in modul pe care tocmai l-am descris) de nici o functie* f; mai precis, aceasta

se intimpli exact atunci cind ¢ este o submultime externd a lui A xﬁ, caz
in care vom spune ci ¢ este o funcjic externd. Vom abrevia cu («, p) relatia
o pr* B si cu fa sau f(«) relatia f ap* «, chiar dacd «, p §i f sint nestandard.

S presupunem ci extindem limbajul £ prin addugarea, la stocul de
simboluri, a unor constante noi, cu ajutorul cirora si desemnim anumite
obiecte din U*, nu neapirat cele standard. O propozitie ¢ intr-un astfel de
limbaj extins poate fi inci interpretatd ca specificind o anumitd propozifie
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asupra lui @(*. Mai precis, ar trebui s extindem /* in aga fel incit si aplice
fiecare constanti noud in obiectul din U* pe- care aceastd-constanty il
numeste. Putem utiliza notatia *|=¢ (introdusi intr-un paragraf anterior
ca o abreviere a propozitiei ,,¢ e adevdratd in #*“) si pentru propozitii in
extensiile lui .2 de tipul tocmai mentionat. Fie acum ®(z) o formulj (in .2
sau intr-o -extensie a lui .£) i s presupunem c# simbolul « numegte un
-anume obiect din U*. Spunem despre acest obiect ¢ satisface formula ®(x)
in U* dacd *|=D(a). L

Teorema 16.1. Fie s un simbol vechi sau nou, care numegte o mulfime*

-din U* gi fie v C s. In aceste condifii, v e 0 submul{ime interni a Iui s
dacd §i numai daci existi un numir natural », n obiecte din U/*, numite
cu simbolurile (vechi sau noi) B,, ..., B, si o formuld ®(y,, ..., ¥,, )
in 2 astfel incit = este multimea tuturor obiectelor care satisfac in 7/ *
formula ®(g,, ..., B, ) & z € s. (Despre = spunem in aceste conditii

cd este submultimea lui s definitd de formula ®(B,, ..., B, %).

Demonstrafie. Condifia este necesard. Fie t interni. Existd o

A
submultime* a lui s — fie ea B; — astfel incit B, = 7. S ludim n =1 i fie
®(y,, z) formula ,,z € y,“. In aceste conditii, v este exact mulfimea tuturor
obiectelor care satisfac in #* formula 2z € B, & = € s.
Conditia este suficientd. S& admitem c# este indepliniti conditia din
enun} §i fie propozitia :

Vz VY VYo ... VY, IvVa[z € v [D(yy, ..., ¥n, 2) & 2 € 2]].

Aceastd propozitie din .2 este adeviratd in 7/ ; deci ea trebuie si fie adeviratd
§i In @(*. In-particular, propozifia L

WValz € Ve [OBy -y Bry 2) & 2 € )]

(care nu-i neapédrat in 2, deoarece confine constantele s, B, ..., By, care ar
putea fi noi) trebuie si fie adevdratd in (*, ceea ce inseamni ci existd in
U* un obiect ai ciirui- membri sint exact obiectele care satisfac in % * formula
DBy, <oy Bny ) & z € s, cu alte cuvinte existd un obiect in U* ai cdrui
membri* sint tocmai membrii Iui 7; deci v e intern¥ gi teorema 16.1 e de-
monstrati.

Observatii. Se poate arita ci: 1° Daci s e o mulfime standard,
A
atunci s C s; 2° Dacd s e o multime standard care confine numai membri*

standard, atunci s == siar § confine exclusiv submul{imi interne (in parti-
cular, aceasta se intimpld ori de cite ori s e o multfime standard finit#);
3° Dacd s e o mulfime standard num¥rabil¥, dar s confine micar un membru*

nestandard, atunci. s contine cel pufin o submulfime externd (pentru a se
arita aceasta, putem lua in rolul lui s multimea numerelor naturale; in vir-

tutea lui 1° avem s C 5. Dack s = ?, aplicdm inductia¥* in raport cu t).
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17. PRINCIPIUL FINITUDINII
(TEOREMA DE COMPACITATE)

Pentru -a putea demonstra existenta extinderilor lui 7, avem nevoie de
unele pregitiri. S& observdm mai intii cd limbajul .2 este un exemplu de
limbaj de primul ordin (cu egalitate). In general, un limbaj .2’ de primul
ordin (cu egalitate) poate avea, in plus fatd de .2, diferite colec{ii de con-
stante individuale, de simboluri care numesc relatii (nu neapirat binare)
sau operatii, fiecare simbol de acest fel fiind asociat cu o multime finitd de
argumente. Pentru un .2’ dat, nofiunea de sistem de interpretare se defi-

_ negte prin analogie cu modul in care s-a definit sistemul @/* pentru interpre-
tarea lui 2.

Principiul finitudinii — sau teorema de compacitate — despre care am
mai vorbit in acest capitol, afirmd ci dacd .2 e un limbaj de primul ordin
(cu egalitate) si dacd S e o mulfime de propozifii din £ astfel incit orice
parte finitd = a lui S admite un model (adicd un sistem in care toate propozi-
title din = sint adevdrate), atunci § insdsi admite un model. Aceastd teoremd
a fost demonstratd de K. Godel in 1930 intr-un caz particular, apoi extinsd
de A. Malcev, L. Henkin i A. Robinson. O demonstratie accesibild a ei
poate fi gisitd, de exemplu, in articolul lui Robert L. Vaught Some aspects
of the theory of models (The American Mathematical Monthly, vol. 80, no. 6,
June-July 1973, part. 11, Papers in the Foundations of Mathematics, no. 13
of the Herbert Ellsworth slaught memorial papers, p. 3—37; a se vedea
in mod special p. 7—9). O metod¥ indirectd de a denionstra aceastd teoremd
const in specificarea regulilor prin care o propozitie poate fi dedusd formal
dintr-un numir finit de propozitii date. Aceasta se realizeazd in aga fel incit
mul{imea propozitiilor adevdrate intr-o anumiti interpretare este inchisid
in raport cu aplicarea regulilor specificate. Mai mult, se aratd cd daci & e o
multime formal consistentd de propozitii (adicd astfel incit pentru nici o pro-
pozitie = nu se pot deduce formal din & atit X cit gi negatia ei), atunci &
trebuie si aibd un model. Teorema de compacitate rezulti atunci din obser-
vatia faptului ci daci § n-ar avea nici un model, atunci am putea deduce
din propozitii din & o propozifie X fmpreund cu negatia ei i, deoarece in
fiecare deductie formali se folosesc numai un numir finit de propozifii din &,
ar rezulta ci T i negatia ar putea fi deduse dintr-o submultime finita a Tui &;
insi aceastd submulfime nu ar putea avea un model, deoarece in acest caz
s-ar obtine un sistem in care atit X cit §i negatia ei ar fi adevirate — ceea
ce ar fi absurd. (Pentru detalii, a se vedea L. Henkin, The completeness of
the first-order functional calculus; Journal of Symbolic Logic, vol. 14 (1949),
p. 159-—166). . o

O metodd directd de stabilire a teoremei de compacitate constd in a
congidera, pentru fiecare parte finitd $, C &, un sistem @(S8,) care e un
model al lui §,, construindu-se apoi, pentru fiecare &, C &, produsul direct
al lui %(S,). Acest produs este apoi redus modulo (adic# factorizat prin) un
anume ultrafiltru peste multimea tuturor pirtilor 8, iar produsul redus astfel
obtinut se dovedegte a fi un model al lui 8. (Pentru detalii, a se vedea Frayne,
Morel §i Scott, Reduced direct products, Fundamenta Mathematicae, vol. 51,
1962, p. 195—228). '
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Teorema de compacitate nu presupune axioma alegerii, ¢i numai prin-
cipiul idealului mazimal (mai putin restrictiv decit axioma alegerii) care
afirmd ci intr-o algebrd Boole orice ideal Boolean netrivial poate fi extins
pind la un ideal netrivial maximal. Dupid cum observi M. Machover, acest
principiu poate fi dedus, folosind metodele lui M.H. Stone din teoria sa a
reprezentérilor algebrelor Booleene, din faptul ci produsul topologic cu el
insugi, de un numdr finit de ori, al unui spatiu discret format din doud ele-
mente, este un spafiu compact. Deci teorema de compacitate este de fapt
— sub o form# deghizati — un caz foarte special al teoremei lui Tihonov
privind produsele de spatii topologice. ‘

18. RELATIl CONCURENTE

O relatie binari peste U este o parte a produsului U X U; o atare relatie
deci poate si fie sau si nu fie un membru al lui U. Putem scrie aRb ca o
abreviere a lui (a, b)) € R (adicd a Iui ,,a pr b € R*). Domeniul sting al unei
relatii binare R este multimea tuturor primilor membri ai perechilor ordo-
nate din R, adici {a; aRb pentru un anume b € U}. Dupid Robinson, relatia
binard R e concurentd, daci pentru orice intreg pozitiv n si pentru orice n
obiecte a;, ..., a, apartinind domeniului sting al lui R, existi un b pentru
care. a,Rb, ..., a,Rb. Si observim c¥ daci R e o relatie binari oarecare
iar @y, ..., a, apartin domeniului ei sting, atunci exist¥ in orice caz &,, ..., b,
astfel incit a,Rb,, ..., a,Rb,; dar pentru concurenta lui R se cere ca pentru
orice a,, ..., a, .54 putem alege b, = b, = ... = b,. De exemplu, orice ordine
lineard — fie ea strictd (<) sau slabi (<) — este concurenti. Deoarece U e
infinitd, relatia de inegalitate {(a, b);"a, b € U, a 5~ b} este concurenti.
Pentru a obtine un alt exefnplu important de astfel de relatie, fie X € U
gi fie F un filtru peste X. (Avem F C U). Fie acum R = {(4, B); BC AC X,
B € F}. Domeniul sting al lui R este F. Daci 4,, ..., 4, € F, punind
B=A4,N4,N..NA, obtinem BEF si BC A, ..., BE A,. Deci R
e concurentd. Un alt exemplu important este urmitorul. Fie X € Ui A € X.
S4 presupunem cd F c (D(X) si nici o parte finitd a lui F nu acoper pe 4
(cu alte cuvinte, daci G e o submul{ime finit§ a lui F, atunci 4 & U G).
Relatia R definitd prin R = {(B, a); B € F, a € A — B} este concurenti.

19. EXISTENTA EXTENSIILOR

Orice formuld din .2 cu dou# variabile libere — fie ea ®(2, y) — defineste
o relatie binard R, in U astfel: R, = {(a, b); |=®(a, b)}. Pentru fiecare
formuld @ pentru care R, e concurentd, introducem o constanti noud ¢(®)
si notdm cu @€(®) mulfimea tuturor propozitiilor de forma ®(a, ¢(®)), unde
a e o constantd din .2 care numegte un obiect din domeniul sting al rela-
fiei R,. Aceste propozitii se afli nu in .2, ci in limbajul .2’ obtinut din .2
prin adiugarea unor constante noi. .
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Propozitia 19.1. Fie @ =@ U {€(?); R, e concurentd}. Orice submulfime
finité @, a lui @' admite un model de forma Uy = (U, I, €, pr, ap), unde I,
(singurul obiect din componenta lui @y care diferd de obiectul corespunzdtor al

sistemului standard .U) coincide cu I pentru toate constantele vechi (adicd
din .0).

Demonstratie. Fie €, finitd, confinytd in €'. Fie @ o formuld
pentru care R, e concurentd. In aceste conditii, numai un numir finit (posibil
zeéro) de propozitii din @, se afli in €,; fie aceste propozitii ®(a,, ¢(D));...
vy D(a,, c(D)).. Deoarece R, e concurentd, existd b in U astfel incit
aRyb, ..., a,Rob. Definim pe I, in aga fel incit sd aplice simbolul ¢(®)
pe b, dar pentru orice constantd veche ¢ sd avem Io(e) = I(c). Rezultd cd
(U, e un model al lui @, §i propozitia 19.1 e demonstrata.

Prin teorema de compacitate, existd un sistem @' = (o', I, pr’, ap’)
de interpretare a lui .£’, astfel incit orice propozitie din @' e adeviratd in @'.
Fie acum U*, €*, pr* si ap* aceleasi ca i U’, €', pr' gi ap’ i fie I* res-
trictia lui I’ la vechile constante. Rezultd cd 2* = (U*, I*, €%, pr*, ap*) e
un sistem de interpretare a lui .2 in care orice propozitie din @ este adeviirata.
Robinson numeste extensie a lui 7 orice model 7/* al lui € obtinut in acest
fel dintr-un model @’ al lui @'. Este imediatd

Propozitia 19.2. Un sistem (U* de interpretare a lui £ ¢ o extensie (a
lui () dacd §i numai dacd urmdtoarele doud condifii sint satisfdcute: (1) U* e
un model al lui @; (i) pentru orice formuld ®(z, y) din £ astfel incit relafia
R, e concurentd, existd un obiect c( ®) in GL* pentru care, dacd a € U si|= D(a, b)
pentru un anume b € U, atunci *|= ®(a, c¢(D)).

20. CITEVA NOTIUNI
DE TOPOLOGIE NESTANDARD

Cadrul creat in paragrafele precedente pentru Analiza nestandard per-
mite gi o tratare nestandard a topologiei generale. Vom prezenta aici, urmin-
du-i pe Machover gi Hirschfeld (op. cit.) citeva rudimente in acest sens.

Amintim mai intii notiunile de filtru i ultrafiltru, pe care dealtfel
le-am utilizat deja mai sus. Un filtru F pe o mul{ime X este o familie nevidd
de pérti ale lui X, astfel incit, pentru 4, B € F avem AN B € F iar pentru
AEFgi AC BC X avem B € F. De obicei se mai cere unui filtru sd nu
contini partea vidi a lui X, dar Machover renunti la aceastd condifie.
Fixind o anumiti multime X € U, membrii lui X vor fi ,puncte” iar filtrele
vor fi considerate pe X. Fiind dati o familie G de parti ale lui X, vom
nota cu G, familia intersectiilor finite de membri ai lui G (intersectia unei
colectii vide fiind chiar X). Vom considera filtrul G dat de G={4;ADB
pentru un anume B € G,}; acesta este filtrul generat de G. Daci orice inter-
sectie de dou¥ multimi din G contine o submulfime din G, spunem ¢i G e 0
bazd pentru filtrul generat de G. Deoarece avem (Gy), = Gy, G, este o bazd
pentru G. Deci orice. filtru e o bazi pentru el insugi.
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Deoarece G C D(X), avem G € U si G C U. Definim nucleul lui ¢
drept mulfimea tuturor obiectelor din U* care sint puncte* ale tuturor

membrilor Iui G. Scriem Nuc G =N {4; A € G}. Deci ¢ € Nuc G daci
§i numai dac a* € A de indatéice 4 € G. (Aici, G §i A sint multimi standard,
in timp ce punctele* a pot si fie sau nu standard). Nuc G e o submulfime

(externd in cele mai multe cazuri interesante) a lui X Dacd ~ = Nuc G
pentru o anume familie G de parti ale lui X, spunem c& T e nuclear. Dim
fard demonstratie :

Teorema 20.1. Fie G C D(X) silie F = G (adicd F e filtrul generat de G).
In aceste condifii Nuc ¥ — Nuc G.

Fie G C (D(X). Dacd D* € G si D C Nuc G, spunem ci D e un membru*
infinitezimal al lui G. Dim firy demonstratie .

Teorema 20.2. Fie F un filtru; atunci F confine un membru* infinitezi-
mal. Mai general, daci G C F, atunci G e o bazi pentru F daed si
numai dacd F contine un membru* infinitezimal care aparfine* lui G.

Pentru « C 3(, definim filtrul Fil + determinat de ~ prin Fil v = {43

AcX, = c.fi\}. Existd un fel de conexiune Galois intre Nuc §i Fil, dupa
cum rezultd din teorema (pe care o reproducem fird demonstratie):

Teorema 20.3. Daci © C ¢ C 3(, atunei Fil v D Fil ¢. Pentru orice

- filtru F, Fil (Nuc) F = F. Date doui filtre F 81 G, avem F C G daei si
numai daedi Nuc F D Nuc G.

Existd deci o bijectie naturald intre filtre gi nucleele lor; in acest fel,
utilizarea filtrelor poate fi, in general, inlocuits cu utilizarea nucleelor, ceea
ce constituie o simplificare, deoarece un filtru e o familie de pérti (ale lui X),
in timp ce nucleul e o parte (a lui X).

Pentru = C X si punem T = Nuc (Fil 7). Avem = C 7, dar se poate
demonstra .

Teorema 20.4. 7 o cel mai mie v C X astfel ineit o e nuclear si v C o.

Doud tipuri speciale de filtre sint interesante din punctul de vedere ak
nucleelor lor: filtrele principale (F e principal daci existd A C X astfel incit
F o generat de {A}) si ultrafiltrele (filtrul F e un ultrafiltru daci e netrivial
#i nu poate fi extins la un filtru netrivial mai cuprinzitor). Din teorema 20.1

rezultd cd, pentru F principal, avem Nuc F = 4, deci nucleele filtrelor prin-
cipale sint exact scopurile mul{imilor standard. In particular, multimea
vidd e nucleul filtrului trivial D(X). Despre nucleele ultrafiltrelor se poate
ardta (Machover, loc. cit., p. 20) c¥ ele sint exact multimile de forma {p}

cupeX. In plus, dac¥ ¢ € {p}, atunci {g} = {p}. Se mai poate arita c&
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dacid p € X, atunci {p}= {p} e nucleul unui ultrafiltru principal; daci

P E X — X (adicid p e un punct* nestandard), atunci {p} e nucleul unui
altrafiltru liber (adicd neprincipal).

Teorema 20.5. Avem Nuc (FNG) = Nue FU Nuec G, oricare .ar fi
filtrele F §i G. (Machower, op. cit., p. 21—22).

Putem acum introduce o topologie in X luind drept mulfimi inchxse

submultimile nucleare. Intr-adevér, partea vidi e nucleul lui D(X) iar X
e nucleul lui {X}. Din teorema 20.5. rezultd ci reuniunea a doud multimi
nucleare e nucleard, in timp ce ntersectia unei familii arbitrare de multimi
nucleare e o multime nucleary, in virtutea faptului ci, pentru o familie

{F;; j € J} de filtre, avem Nuc (N {F;; j € J}) =U {Nuc F;; j € J} i,
in mod dual, NucU {F;; j € J} =N {Nuc Fj; j € J} (se folosesc teore-
mele 20.3 §i 20.4). Se constati ci o mulfime din X e inchisi si deschisd

dacd si numai dacd e nucleul unui filtru principal. X nueun spatiu Haus-

dorff. In fapt, {p} = {p} daci si numai dacid {p} e standard; insi dacd p

e nestandard, {p} e infiniti. Fie X € U i fie g o topologie in X. Robinson

definegte monada p(p) a unui punct p € X ca fiind partea comund a mulfi-
A

milor B pentru care B e o vecinitate a lui p. Familia F, a vecinititilor
lui p e un filtru §i avem p(p) = Nuc F,, i p € p(p). Evident, p(p) depinde
_ de topologia &, deci ar trebui s vorbim despre monada kg (p) indusd de
topologia ¢; insd dacdi &G e fix4, referinta la g poate fi omlsa
Conform teoremei-20.2., fiecare punct p are o vecinitate* infinitezimald

{adicd un D* € F, pentru care D C u(p)) — si deoarece vecin#tdtile deschise
ale lui p constituie o bazi pentru I, p admite o vecinitate* deschisi* infi-
nitezimala. :

Dacé g € p(p), scriem ¢ =~ p §i spunem c3 g e lingd (sau infinit apropiat
de, sau aproape egal cu) p. Lingd nu e, in general, o relatie de echivalenti;
sd observim ci daci ¢ = p, atunci ¢ poate s fie sau si nu fie standard,
insi p trebuie sy fie standard, deoarece p(p) a fost definit numai pentru
cazul in care p e un punct, nu si in cazul mai general in care el e un punct*.
Dacé ¢ =~ p pentru un anume p € X, spunem ci ¢ e un punct®* aproape-
standard. Un punct* care nu e aproape standard e numit. indepdrtat.

Teorema 20.6. (Robinson). Fie B C X; B e deschisd dacd si numai

‘dacig~p€E B mplnei q* € B cu alte cuvinte monada fiecirui punct
din B e continuti in B. B e inchiss daci i numai dacd ¢ = p, ¢* € B,
implicé p E'B, adicd orice punct a cirui monadi se intersecteazi cu B
trebnie si apartind lui B.
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Demonstratie. Conform teoremei 20.3, Fil u(p) = F,. Deci B e

A .
o vecindtate a Iui p dacd si numai daci u(p) C B. B e deschisi dacd si
numai dacd B e o vecintate a fiecirui punct din B. B e inchisi dacd i
numai daci X — B e deschisd.
Vom incheia cu

@
Teorema 20.7 (Robinson). (i) Topologia din X e de tipul T, daci i
numai daed nu existd doud puncte infinit apropiate (deci pentru ¢ € p(p),
p € p(g) avem p = q). (ii) Topologia lui X e de tipul 7, dacd §i numai
daci nici un punet nu e infinit apropiat de un altul (deci dac# g e standard
§i ¢ € u(p), atunci ¢ = p). (iii) Topologia lui X e de tipul 7, (Hausdorff)
dacd si numai daci monadele unor puncte diferite sint totdeauna dis-
juncte (adics nici un punct* nu e lingd doud puncte diferite). (iv) Punctul p
e izolat dacd §i numai dacd singurul punet* infinit apropiat de p este p

insugi (adicd p(p) = {p}).

Demonstratie. Lasind (i), (ii) si (iv) pe seama cititorului, vom
demonstra (iii). Si presupunem mai intii ci topologia e Hausdorff. In acest
caz, dacd p si ¢ sint puncte diferite, existd A € F,, B € F, astfel incit 4

si B sint disjuncte. Deci A §i B sint disjuncte*, deci 4 §i B sint disjuncte.
Cu atit mai mult, u(p) 5i p(g) trebuie si fie disjuncte. Reciproc, daci u(p)
§1 u(g) sint disjuncte, si considerim o vecinitate* infinitezimali a lui p
si o vecinditate* mf1n1tez1ma1a a lui g. Propozitia

Slxay[xer&y EF, &2z E &z € y}]]

este adevédratd in (*. Reinterpretind aceasti propozitie in lumea standard,
rezultd cd p si ¢ au vecinitdti disjuncte.

21. CONSIDERATII FINALE

Consideratiile de topologie nestandard din paragraful anterior ar putea
fi mult continuate. Avem in vedere atit lucrarea mentionati a lui Machover
gi Hirschfeld cit si altele ulterioare, cum ar fi cele ale lui Andrew Adler,
Steven F. Bellenot, C. Ward Henson, L.J. Moore, Louis Narens §i Frank
Wattenberg din volumul colectiv (editat de Albert Hurd §i Peter Loeb)
Victoria Symposium on Non-standard Analysis, Lecture Notes in Mathe-
matics, Springer Verlag, Berlin, 1974. In acelasi volum, studiul lui Elias
Zakon A new variant of nonstandard analysis (p. 313—339) (ca si articolul
pe care acesta il continud, al lui A. Robinson §i E. Zakon A set-theoretical
characterization of enlargements, Proceedings of the Pasadena Symposium
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»Applications of Model Theory to Algebra, Analysis and Probability“, editor
A. Luxemburg, Holt, Reinhart & Winston, New York, 1969, p. 109—122)
dezvolts o prezentare mai simpld a Analizei nestandard, in cadrul cdreia
extensiunile se obfin prin consideratii de teoria mulfimilor, in dauna celor
privind logicile de ordin superior. Urmérind un scop aseménitor celui pe
care §i l-au propus Machover gi Hirschfeld, Zakon realizeaz¥, pe o cale dife-
ritd, un progres in simplificarea si clarificarea prezentérii Analizei nestandard.
O alt¥ prezentare sistematici gi accesibild a domeniului in discutie e realizatd
de W.A.J. Luxemburg in articolul What is nonstandard analysis? (American
Mathematical Monthly, Number 13 of the Herbert Ellsworth Slaught Memo-
rial Papers, Papers in the Foundations of Mathematics, Part I1, vol. 80, nr. 6,
June-July 1973, p. 38—67). In acest articol, extensiile sint objinute nu
cu teorema de compacitate, ci cu ajutorul ultraproduselor. Utilizarea instru-
mentelor logice prezinti aici un spor de claritate, dar consideratiile au tot
timpul in vedere exclusiv extensiea corpului real R, spre deosebire de Macho-
ver §i Hirschfeld, care se situeazii de la inceput intr-un cadru mult mai
general. ' .

Sperim ci prin prezentarea de mai sus am dat méicar o idee despre un
domeniu fascinant al Analizei moderne, pe care K. Godel l-a considerat la
fel de important ca i Geometria neeuclidiani. Elaborat cu doi trei ani
in urmé, acest capitol va fi completat, la o viitoare editie, cu unele
rezultate recente.
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