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ENUNTURI
ALGEBRA

A I? Si se“vezolve ecuafiile:
a) 3x—1=a+2
b) 2x—1|— |3 —x{=a L}
unde a € R.

A 2= S3 se determine x € Z astfel ixlcit

Ptz
b [z 4+31 <5
cw 22 — 1 >4
ar sl +tx— 11 < 4
e 2x+ 1] —3x—2/>3
A 4. Sk 'se reprezinte grafic;
ay f:R—R, f@)=1x—1
b) SRR, flo)=|s+2/+14
c) f:R-R, SRy =12 —x + =
d f:R-K  fiy="Ix+ 1+ 13—z
of b e)>R, Az = |z — 1} — 222
A 5! Si se rezolve in numere intregi ecmatia
~ FEE+ENE+ YL+ 9=H
A 6. 2y S se-arate ci daci a, b € R astfel incit @ — b = 2 aturki
a— P =84 6ab
by Si se rezolveecuatia ¥5 L x— ¥z -3 =2, x eR




A7 Siscarateci a4+ 42®+ 4> 2154 8x, (¥) z e R!
A 8: Si'se rezolve in numere intregi ecuatia
B ypra=3
A9 Sk inte ci dach X %50 SRS € (=1, 1) si
" %+ Bt i =0
atunci's este multipiu‘de‘ 4. -
A18. Fie P(X) = 5X° 4 3X* 4 2X + 2. Se stie <& P(X) impiriit la
KX) 5 resta) 3X + 1.S3 s¢ determine I(X), stiind cigradI < 6.
A 11: S3 se simplifice fractia
e e e oo
(x + 3 (= 4+ 57
4 12, S3 se reprezinte grafic functia f : R-R
fia) = max‘(8x ~ 1, 2 — %)
A 13r Si s determine numerele intregi  astfel incit fumiral
w4 9t 14
si fie p3tratul wnui ak numir intreg
A 14* Si se.reprezinte grafic f: R— R,
“flx) =-max (min (3z o+ 1, 6 — 23,
A15* Sa se arate <3 daci 1, ¥.€ Zi a;

42
ks - Ak r =,_v }}—#i";a-.?’i!bv;“‘ 4

AlS 55 e rezolve ‘ecuatiile V i

A 2430 =2

by s+ H=twx

o 2] =3 —3] _
~unde [g] este partea intreagi a-qumirulai real .

Al7» S5 = rezolve ~:";.«,=I i

=5

3 =% ~ 1

_AI8* Si s determine functiile £, g: R—R ;ﬁhd)( 5.
’ 2/E+ D4 — =2+ 10, W aecr
: z—i-!)—Zg(:?‘-l),_s:&s"-»la,(_-V)xel.



Al9 Si se rezolve ecuatiile:

A’20.

AZL

A 22,

A 23.

A24:

A 25.

A 26.

a) |x— 1= 8§

D) Rx~1)+|x|=35

cfy x4+ 1+ 1x—2]=—8

d) s—1+ly—-21=12
Si se determine s € R astfel incif:
a) P(x + 1) + aP(3x — 1) = — 6822 — 595 + 8, (¥) x € R unde

PiX) = 1X* 43X + 2.
b) P(z)-}-AP(P(z))— B2 58 Ax+ 4, (V) x €R unde

PX) =X+ X + e
Fic polincamele P (X) = X* — £X%3 835 Q(X) — X* — 8X7 4 2.
S3 se arate c¢3 P{Q(X)) se divide ci X* — 3AX? 4 1.
Sﬁ se rezolve-ecuatia

2% 4 1]+ [8— 3] =4
Si se determine numerele intregi p si g astfel incit ecuatiile
P+N2+@p+x=2=0
Lo it ety =0

& se admitd aceleagi sobufiic »
Fie t, 2 si, respectiv, —3 restnrdeimpﬁrtlrﬂor polmomulm P(X)
la X 4- 2, X 4- 1, respectiv, X — 1. Si se determine restul impar-
firii ot P(X) la (X + 2) (X + 1} (X — 1).
Exist3 functii liniare care trec prin-punctele A (1, 2), B (2, 1),
C (3, 1) 5i D (5, 4)? Puteti determina o fonctie f : R — R al cirui
grafic si contini punctele A, B, C i D?
S3 se reprezinte grafic:

) [l OUB @R B =—x+2

b) f: (o, —~) U3 3R f(x)=2+8

—8r 1 dacix <1

9 7R R, flz) = { —ldacix>1

d) f: [—3, 7= R, f(x) ={—'x + 1 daci 2 <2

¥x— t daci 2> 2

A 27! Sise ra:alve, in numere naturale, etuatia

Bay + =57 — 3+ 2)



‘Z, se- determine numerele z € R §1 yeN §t1md cix >.1 si
. x _ 5% + 1 e
3 3y + 2

A% S5 searate ci eeuatla z(.z_j: 1}(5:—}-2) (* +3) =32 — 2 nu are.
‘ solutn nZ.’

A 3053 se rezolve ecuaha x(x’ = 1) (z + 2) = 360. -
#31’ Si-se determme multlmea
A 52+ 3 ) -
A={reZly=——"—¢€Z
e ' {x Ay =7 }

A 32 Se dau polinoamele P $lq cu prapnetatea €i L
P(x) = 049 + Q1 —5), (¥) xeR. °
Stiind ci P are coeficien{ii naturali i ci P(0) = 0 si se calculeze

P(P(3)). /
A33. rmpoxmomulm) S o S, o N 2; X + -a,, unde a,,
&, ..., 4 ¢ {0,} 27, .,9} S3.se araté ci dac} P(X} este divizibil cu

b, 1X — 5 atunci mimérul a, By y .- 18, €StE: dnlthxl ~eu 53..

AM Fief,: R> R, fo(2)= (@ + 1) 3 — 3ax +. 2a ~1;, unide @ este un

parametru real diferit de — 1. Existi punct’ comrm. tutafor graiicelot
tunctiilor f,, (¥)-aeR?

135' Fie f, gt Ro>R, f(x) = o® = x;q_ 1 : .
\___/este mmmem real. C‘/te ctiilof f:
C s g"‘ i

M 32 ﬁrit;atlcaoncarea_rﬁ itxﬁct'm - 'iii}m [a b1, a, beR a<h
si oricare - ar fi x, y €[4, b] sint-satisficute ‘inegalititile:
Vb &K+ 0 () — (D
N @S IO — F (D))
8 BB+ 0N~ FDf )
A 38! Se di E{x) definiti astfel
e I |
LT 2=
E (35 —_ : x? e ‘__,‘Lw-‘z‘ . s

1 5 1
x: —— xo  —
+ e +f

10
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L Si se determnime E(a) stiind ci a este o ridicind a &cuafie
224 5x + U'=0. o 1
A39 ‘Sﬁgse arate ci yentru»oricc neN, # > | numirul. *!

4 =%.na(n + DT 2 — )+ 3

- Y

este natural, multxplu de 3.

re.’S3 se arate ci ecuatia ax® -F bx+

s ', .tgi?biice_s‘s'i‘ﬁemgkieaiic“# @, b€ 7 impare, pumarat”
}‘?V-F 342 — Bix — 3D se- d1v1decn8 - -

‘ >_+. - : N My
3 < ,aturici cel putm amil dm mnnerele' (a) -{- P(ﬁ sau P(a) —
4 4’?{5} gste diferit de-1 s* nu este: pomAr prim. B
A47. Sise aﬁe cea mai mxca §i cea;mai ‘mate valoare Ppe care o ia luctm 5
el B
- ; T §t1md ci *, ¥ & 3, oo §i_verifick ecuatia
i 4y — 6x — 6y + 1=
A48. Fie P(X) = X‘+3X3j-/3’,§1‘9€ =X ' :
I(X) siund ci_yestdl mpartirii lui P(X) la I(X) este
t iri Jui QFX) Ta 1) este X + 11. \
A9 Fleiun pohmln "P(X).= 3x»+ 2X2.3X 4 1. S se dh
~restul impﬁrl;irillur P(X -Q-‘Z) laX — 1t
E
4
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TAS0, Fief,g :R>R,f(m)=2m+ 3 i gtmi) = 5 — m. Considerind punec-

‘tele din plan de coordenate (f(m), g(z)) puteii detenmina o funciie A :
R — R astfel incit teoate punctele apariini graficului functiel
.#?. Dack da, puteti afirma ci orice punct al graficului functiei A este

E 3 /punct de forma (f(m), g(m))?.

Siee dﬁnonstruﬁei unul §i mimai.unul dintre numerele
e 28 | gwit g | g 21 _ gent I 1
-sé& divide cu 5, ¥y » €.N.

: ., ~ f2x— 1 dack x < 1

AS2. Fief: R~ K'ﬂxr={3 — x-daci x > 1.
_S&.se rezolve ecuatia 2f(x + 4) + 3(5 — x) — 8.

A»é& Fie f: R > R, f(x) ={3x +, ldaca xS /
- S5—2x daci x> 1

$4 se rezolve ecuafia b2 — x4 1) = 0.

{—-x+z daci x < —2 -

A54 Ftef(z)— 2r— 1 dacA —2 <2 <3 -
3 +4 dacd x> 3

Si se reozlve ecuatia 2fix + 1) — Y2 — x5} =38.

e L — 3742 daci < — 1-

ASS: Fk’f(’)*"{:{-l daci — 1 < x <4
— x4 8 dacix>4

S5_se rezobv®’ mec\ramsf er" 2 1

AS‘ Flef R—ol*j'(z)a—

" S4_se reprezinte -grafic funq:na I 23 R~k¢ l{x}--rftz-{- 4).

+2daci x < — 1
A 57. Fie foncfia f : R— R, f(’)"‘{f.zdac.’a —1l<zs<2
Ix+3dacix> 2
53 se reprezinte grafic A : R — R k(x) = f(x; 3) 4 2H — 3.
A 58: Existi funcp‘l J = R — R astfe] incit
AR+ St — 2y = 6%, (¥) x € B?

A 5% S se eerceteze daci existd
-multan conditiile:
a)f(—‘--it-’ z)+f(—‘~ x) =0 W sek. i,
B S (-2 =f(3) <22, ) ’GR-

S

fonetii f: R R care “si verifice si-

P &

T

b Ve & i Rt - B e, o B



. _ a —1
A60. Fie f: R—R f(x) = sz,;irdfcaff L

Si se reprezinte grafic & R — R, k(z) = 2f{z — 1) + Hi—x +2)
A 61® Fie f : R— R cuproprietatea ci f(0) = 0 §i
) —fa+1)=2x, (¥)xe€R
Si se calculeze f{50).
A 62: Fie f : R — R o functie cu proprietatile:
A\ A0 = A1) =2
b) i) = 2f(x + 1)+f(x+2) 3, (V) xeR.
S3 se calculeze f(50).
A 63. Determinati functiile , g, » R — R stiind ci —

fR+x)—223—xy+h(2—x)=—2x18
pa—@+ga+ﬁ—ua+ﬂ=—%+n

fE+)+3g(—n—-2%@B~n=95-9
pentru orice z € R.

“*FkupmnE(z)—z'—;- 4 i ,“S@sea;ate oiE(z)>0

pentru orice z € R i orice m > 1.~ ’ r

A 637 a) Si searate ci i)entm orice %, y€ (0, on) arelocx-{-{} 2zy
b) Fie a, b, ¢, d numere reale strict pezitive astfel ca abed = 1.

Atunci are loc a2+ b2+ ¢* 4+ d5 4+ ab 4 ac + ad + bc + bd +
+ cd > 10.

A 66. a) Si se demonstreze ci polinoamele P(X] care satisfac relafia
(t+DPE—-1)=(x—-1)P(x)+2, (1), (WxeR,
dau acelagi rest la impirjirea cu X si-cu X + 1,

b) Si se determine. toate polinoamele P(X) de gradul al doilea care-
satisfac relatia (1)..

A 67 Si sé rezolve ecuatia

B e

A 68: S3 se determine toate functiile f : R — R cu proprietatea
fB+2a=ix+ 1, (W reR
5l si\_se reprezinte grafic.




x’ —[— mx'-‘ —|— nx + l
e determme mFg $1 ceala.lta ridicini a ecuatiei.

A 72 Sa se- determme domeniul de definitie al functiei: -

x+ 3

- f) = —
3z

A73. Si se determine muliimile

iul &recaxe ABC luam - Punci M I interiorul triunghio- 7
Im §1 notam AM = x,,BM' = y Cﬁ = z..Shsé demonsfreze Ie}apa

]
4

&

83 se deta‘mme % nxtm‘ai astfel inc:t numerele ‘3n— 2 si 5% -+ 6'si
fie. pitrate de sumiere pare -consecutive.

_S& se determine toate«m’feie natirale ] pentru care numirul »* 4
estc p:rm —

P‘m 'P(Zf i "X—-*ﬁcese mpar{ii:
le's, b, ¢ dtvﬁpﬁ‘n 3. mm“htphde 3 atmx oume-




REpeoral o
e
e

A 81: Sa se.rezolve sisternul :

R {3[x1+ Bl=>5
| 2[x] — 3y} = —4
A 82" S3 se.rezolfe §i si se discute sistemul~

{#zx-}—(s—m)y m 45

.-n$iund €§ -x éste o rﬁdacmi
cd expresia

A2t @ s —~
2% — 2 —x 4 2

E =

este constanta

{ unde xl, Xz smt ridicm.ile zcun;nfi date.
A 857 S3 se calcuhze expresia:

ELBA 5%+ 6 3 2 N
S Y mi2 Tmisits Piarss oo

.

.

. N
= y
E 4 o
& =5
s - e
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P

P 2

P 4

.. §i AN = 2NC. Si se arate c& AM, BN si a din C sint concu=}
~ rente.

P 5;'

P 7.

r 8.

P9

-

P16,

GEOMETRIE PLANA

Fie ABC un triunghi in care AB = 4, AC = 6, BC = 85iM ¢ (BC)
astfel incit BM = 3 MC, Si se determine AM.

Fie ABC un triunghi ascu{itunghic i M- € Int(4BC). Si se arate
¢i cel putin una dintre distaniele MA, MC, MB. este mai micd
decit. ROt cel pufin una miai mare decit R, nnde R este raza cer--
cului circumscris.

Fie ABC un triunghi §i AD § BC, D € (BC), in care AB =5, AC.
= 4 5i m(DAC) = WSisealwlmBC§1A,D ~ i
Fie ABC un triunghi, M € (BC), N € (4C elmcitBH::ZMC«

]

J

In patrulaterul convex 4BCD, AC* 4 BD}:-:AD'-&-Z&B CD +*
-4 BCs. Siseamtedtmbateﬁ:pa

Fie AA’, BB’ CC’ txei mmc zrbﬁnm‘(d
~ $i M, ¥, P mijloacele lor. Siseamteci?etﬂﬂﬂ’)( — Per(ABC)

unde Per(MNP) inseamni' perimettul lai MNP.

Fie ABC un triunghi §i AL biséctoarea unghiului 4, L € (BC). Sa-
.se arate i ALY = AB AC — BL - LC.

Fie ABCDE un pentagon yi M,N,P,Q, R, S, T, respectiv, U,
mijloacele segmentelor DE, AD AB, BD, MQ, MP, NQ, respectiv,
NP. Si se arate i SUTR este paralelogram.

Fie un pitrat ca latura 1. Sasemteciormamalegejpnncte in-
ihteriorul pitratului sag pe laturi, existy douf a ciror distanti este
Vz

maxmu:idedt—z—, H

Fie ABC un triunghi echilateral siM,, M, € (BC),M,, M, € (CA),
M, M, (4B) astel tncit BM, 'M( ,)_ai im(f,)

MaM,‘:M‘ AMQ—MsM'——M‘B Si se mte
M, M, M, M, M; M, este hexagon regulat.

G
K]
M
1

cd;

BBl

el



P11.

P12,

P14,

P 16.

P17.

P18.

P19

P 20.

‘pi1.

P22

P 2.

P15.

~.

Cum trebuie si fie un triunghi pentru ca o iniltime §i mediana cores-
pu:nzitoare si imparti unghiul din care pleaci in trei parti egale?

Sa se arate ci orjce ceviani a'unui triunghi este mai mici decit cel
putin una din Iaturile cu virful comun cu ceviana.

. Fi¢ ABCD un piitrat si punctele M € (4B), N < (CD), S& se atate

ci MN < AC

Fie ABC un triunghi echilateral si M e (4B), N € (AC). Si se arate
c¢i MN < BN si MN < CM.

Fie un triunghi echilateral de laturi1. Si se arate’ ci oricum am
alege 10 puncte in’interiorul triunghiului existi doni a ciror dlstanti

este mai mici decit —;— .

FI€ ABC un triunghisi M € (BC) astfel incit BAl. = k - MC,.k > 0.
S3 se determine A} in functie de laturile triunghiului §i de k.

Folosind eventnal problema anterioari, si se determine lungimea
medianei 5i-lungimea bisectoarei din 4 ale unui triunghi in functie
de laturile tri}mghiului.

Fie ABC un triunghi si M e (BC). Si’se arate c3
AM | BC & AB* — BM? = AC* — CM?

Fie ABC un tmmgln ascu;mmghxc siM. € (BC) astfel incit-BM =

=k - MC. 53 se arite c¥ /
AC? — AB:— BC*

_ AB — AC* — BC?
§i sd se determine lungimea indl{imii 4M in funct%numai de latari.
Fie D piciorul ini.ltunu din A intrun trianghi ABC dreptunghic

in A.S3 se arate ci suma razelor cercurilor inscrise in triunghiurile
ABC, ABD, ACD este egali cu inilfimea AD.

Fie ABC un triunghi ascutitunghi¢ si P € Int(ABC). Daci 4,, 4,,
d, sint distantele de 1a P la laturile AB, BC, C4 atunci cel pufin
una este mai mici decit 7 si cel putin una este mai mare decit r,
unde 7 este raza cercului inscris in triunghiul 4BC.

AM | BC & k =

Fiind dat trimghiul 4BC alegem un pusct oarecare pe una din la-
tarile sale 5i ducem prin el paralele la celelalte laturi ale triunghiu-
lui. Notind cu §,, S, ariile trmnghrunlor ce se formeazi §icu § aria
triunghiului dat si se arate €3

S+ S >S..

Se di un triunghi-isescel ABC cu AB = AC. Un cerc este tangent
interior cercului circumscris triunghiului' ABC §i de asemenea la-
turilor AB si AC in P, respectiv Q. Si se demonsumﬁnﬂjlocul
segmentului PQ este central cercului inscris in triunghinl 4BC.

17



P27.

P28.

P29.

P30.

. Fie ABC un triunghi A4’, BB’, CC' trei ceviene (fu neapirat con--

3L o5 e o
""AB ale unui trinoghi ascutitunghic JA.

P32

P 33.

P

18

. Fie ABC un triunghi‘oafécare ascufitunghic, D, E, F picioarele inil-

timilor, A’, B’, C’ mijloacele- laturilor BC, CA, AB 5i M, N, P
mijloacele indl{imilor. Si se arate ci dreptele A’M, B’N, C'P sint
concurente.

Fie ABC t friunghi, AA’ éeviani §i P € (A'A) astfel incit A'P =
= AA"k.:Si se exprime S{BCDY} in functie de aria S(4BC).

curente), P, € (4A'), P, € (BB'), astfel incit A'P; = kAA’";
B'P, = kyBB', C'Py; = k,LCC’ Atunci conditia necesari si sufi-
cienti pentru ca S{BP,() 4 S(CP,A) + S(AP,B) = S(ABC) este
ky Ry + by = L

Fie ABC un triunghi echilateral si M un punct in interiorul sium.
Fie A’, B’, C’ proiectiile lui M pe laturile BC, CA, respectiv, AB
S3i se arate cd BA' 4+ CB' 4 AC’ este constanti.

e
i i A o 0 R ot M 2 ¢

Fie ABC un triunghi si BB’, CC' doyi cevienie arbitrare. Fie 4, mij- }
locul lui BC. Dreptele 4,C"-si 4,B’ intersecteazi paralela lg BC dusd ==
prin 4 in punctele B, respectiv C,. Si-se arate ¢i B,B’ §i C,C' se
‘tersecfeazi pe mediana din 4 a triunghiului 4BC. g
Fie ABCD un patrulater ca B = D = 9 si fie AF yBD, CE)
LBD,E, F € (BD). Sa se arate ci BF = ED. ~ P

Fie ABC un triunghi cy toate unghiurile ascutite, O Zentrul cercului
circumscris §i H ortocentrul triunghiului 4BC. Presapineth ci bi-
s’ﬂ‘,tb‘ﬁea unghiului A este perpendiculari-pe:
m(BAC) = 60°. - ’ 2

53 se arate ci oricare ar” ﬁpnm;fel‘e A,, By

OH "S5 s& arate &

tungh ; ist3 un ‘punct comun
certurilor circumscrise ‘triunghiurior ABU;, 4,BC, 51 4,B,C.
. x N 7 1
Paralela dusi prin virful 4 al wnei trianghi oarecare ABC Ia me-
diana dusi dis B, paralela’dusk prin B la mediana din C §i pa-
ralela dusi din C la mediana din 4 se intersecteazi in punctele
4y, B,, €. 54 se arate ci: S{A,B,C,) = 35 (4BC).

In triunghiul dreptunghic ABC (m(4) = 90°) se duce inalfimea AD.
Daci-ix—-= k si se afle:
AB

%

3

a) Raportul dintre ariile triunghiurilor 4BD si ACD.

'b} Raportul diatre perimetrele triunghiurilor 4BC si ABD.

Intr-un cerc se inscrie un triunghi i i erpendi

a a mnghi ascatitunghic 4BC. P dicu-
lara in 4 pe AC mai taie cercul in M, iar perpendiculara tot ip
4 pe AB mai taie cercul in punctul N, '

'S4 se arate c3 dreptele MN §i BC s¢int paralele.
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P35 In triunghiul dreptunghic ‘4 BC (m(A) = 90% fi¢ D piciorul inilfimii
din A pe ipotenuza BC, iar E si F proiectiile lui D pe catetele 4B
si respectiv, AC. Dreptele BF si CE se intersecteaza in punctul G.

Sa se arate ci: S(4EGF) = S(BGC). __

P 36. Fie M un punct in interiorul trlunghlulm ABC si ME||AB, MF]
[|4C E, F € BC. Paralelele din £ si F Ia A4 taie Taturile AB
si AC in E’, respectiv. F' Notind cu S, S, Sz, S, ariile trianghiuri-
lor ABC, BEE' EMF si FF'C si se arate ci

o Sit S, +s,>'75
P 37. iCercurile C, 'si C, cu centrele O, §1 0, smt secante in A s5i B. Se-
{cdnta 0,4 mtersecteaza cercul Cgin C, iar secanta OpA intersecteazi
‘cercul C, InD.S3 se demonstreze ci AB, AC-si AD smt  bisectoarele |
unghiurilor triunghiului BCD.

P 38. Intriunghiul dreptunghic 4 BC (m(4) = 90°) piciorul inil{imii din
Ase proiecteazi in M pe latura AB si in ¥ pe latura AC. Si se
arate ci dreapta M.V _este-tangenti la cercurile de diametre BD si
DC si ca, dacd E, F, G sint respectiv mijloacele segmentelor BD
DC, BC, atunei are loc relatia.

S(ME® + NF%) = BC* 44 < DGt

P39 Fie un punct, M. mebil ik mfcﬁoml trrdnghmiul ABC. Notind co
y d,, d,, d, distanfele punciului M la Tathrile-BC, €4, ABs3 se cal-
’ culeze ml:mmumul expresiel

1 1 1 o
E = : -
ada +‘ bdb _L_ dt
unde a, b, ¢ sint laturile triunghiului 4BC. Si se drate ce pomtu
otupi punctu] M in acest caz. .

P 40* In triunghiul dreptunghic ABC cu ecatetele AC = b, AB=c se
inscrie un semicerc tangent catetelor §i cu diametrul pe ipotenuzi.
Si se demonstreze ¢s
a) mijlocul diametrului semicercului este piciornl bisectoar#i n-
terioare a unghiunlui 4 ; - \
b) raza' semicercului este dati de relatia )

1141

b

R ¢

P41. S3 se demionstreze ci ‘intr-un, patrulater iscriptibil ortodiagonal,
diametrul care trece prin unul din virfuri este izogonal diagonalei
care pleaCa din acest vidf..

P42 Untrapezdxeptungh:carebmmareBC———ﬁ baza mici-AD = B,
unghiurile drepte 4, B, iar AB = 4.

= 19
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2) Si se caledleze petimetrul trapezului.
b) Pe diagonsda. BD 'se ia punctul E astiel incit segmentul ED si

ﬁle—dm BP. Perpendmulagg tidicata in £ pe dreama BD mti]— E

;
n&ite dreapta ,AB jn F. Sa se arate ci tnunahmnle ABD si DEF ;

~  sint asemenea §i si se calculeze Fungimea segmentului EF. .
c) Si se calculeze distanta punctului E la dreapta BC.

P43 Se. di un. triunghi- drept\mghn: ABC cu m(A) & 90° si AC = 2a sx
AB = a. Se noteazi ca M mijlocul lai AC §i se cere:

a) si-se impartd BC in. cinci partl egale prin punctele D; E, F, G
astfel ineit BD = DE = EF = FG = GC.

b) si se arate ci triunghiurile MFC si BAC sint asemenea,
€ si se calculeze aria patrulaterulul AEFR.

P44. Si 2. arate ci intr-an patmlater ‘convex Taportil intre suma pitra-

telor diagonalelor §i Suma’ dmgouaklot este maivmic- decit semiperi-*
metrul patrulaterului.

P45, Sedi triunghiﬁf”ABC nndé m(ﬁC) < m(B/AE; Punctul D apartine
P N
—segmentulei BC astfel incit m(DAC) = w(ABC).
a) Stabiliti daca AC?* = D€ -iBC. ) .
'b) Dati, in plus, 4D y BC, liar E'5i F smt, ~proiecyiile lui D pe:
dreptele AB §i respectiv.AC, atunci avem- [ﬂw S
AC AE + 4B+ A
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GEOMETRIE 1IN SPATIU

.- Fie unghiul XOY avind misura de 45° sid € OX asifel caOA = a.

Punctul B este simetricul punctului 4 fa{i de OY, AB ) OY =
= {M}. Daci OV )| (XOY) calculati:

a) Lungimea segmentului OV, astfel ca misnra. imghmhu format

de planele (ABV) si (XOY) si fie 30°. '

b} Distania de la punctul O la planul (VAB).

c) Aria totald si volumul corpului VOAB.

Se consideri in spatiu trei semidrepte Ox, Oy, Oz formind, doui cite
doud, unghiuri de 60°. Pe semidreapta Ox se fixeazi un punct 4
astfel incit 04 = 22. Si se dedrmine distantele de la A4 la OY,
Oz si la planul (y0z).

. 'Se considers mn triunghi ‘4 BC i vn p'mct ?rcu'e'nu apartme 1a- h

nului (ABC). Si se glzeiscd v punet P
A BC astfel incit volumele tetra&eler—AVPB BPC; VCFA sk fie

egale.

Fie ABCD un tetraedru regulat de muchie-a §i M un punct interior
segmentului AC. Ducem-prin M “planul paralel cu muchiile AB gi
€D care taie muchiile BC, BD §i AD respectivin N, P 5i Q. Si se
arate ci patrulaterul MNPQ este dreptunghi- §i sk se determine x =
= AM astfel incit aria lui MNPQ si fie maximi.

Fie OABCD o piramidi patrulateri regulati cavidful 0. Prin mu-

chxa AB-se duce un plan oarecare a care taie muchiile OC, OD in
M si respectiv N.

a) Si se arate ¢ci A BMN este trapez isoscel.

b)_Sa se arate cd aria triunghiului OBM este medie gcometnci intre

ariile trmnghmrilor 0AB 51 OMN.

Fie ABCDA ’B'C‘D' un cub cu muchia de lusgime a §i M un

variabil pe muchia AB, N un punct variabil pe muchia AD, astfe}
incit AM = DN, jar P un punct variabil din planul (4’'B’C’). S&
se determine volumul maxim pe care-1 poate avea tetraedrul MNPA.

Pe muchiile AB, BC, CD st DA ale unui tetraedma regulat ABCD
se fau punctele M, N, P sirespectiv Q astfel incit s3 avem AM=BN
= CP = D@. Notim cu 0 mijlocul segmentului NQ. S& ‘e demon-
streze ci planul (MOP) este perpendicular pe dreapta N@.
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S10.

§$11.

s12.

sn.

Sit

S15.

8 16.

s$17.

-
Se tonsideri o pnra.mldl patrulateri regulatda VABCD avind toate
cele opt muchii de lungime 4. Fie C, mijlociil segmentului CV. Si
se arate ci planul (BDC)) este perpendicular pe planele (V BC), (V.DC)
§i (VAC).

'S 9. Si se demonstreze ci in orice piramidi cu baza dreptunghi si piciorul

Hnilgmm”iﬂtr-unnl din virfurile bazei, puterea a patra a misurii
celel mai lungi muchiji Iaterale este cel pufin ‘egali cu dé sase ori
_suma pifratelorlarnlqr fetelor laterale.

Fie SABCD o piramidi patrulateri, avind mauchiile laterale con-
guente. Pe muchiile laterale S4, SB, SC si SD se iau punctele M,
N, P si respectiv (, astfel incit AM + CP = BN + DQ. Notim
cu U m.qlocul segmentului MP, iar cu V mijlocul segmentului NQ.
S% 'se arate ci dreapta UV este paraleli cu planul bazei piramidet.

Pe planul triunighiului 4BC, in acelasi semispatiu, se rldlca trei
perpendiculare in punctele A, B, C pe care luim M, N, P astfel.
incit AM = a, BN = b, CP = ¢. $4 se arate ci

V(ABCMNP) ‘=—S(ABC), @+ b+ 9

Pe planul dreptunghiulii 4BCP se ridici in punctele 4, B, €, D
patm perpendiculare pe care se iau punctele M, N, P, @ astfel
incit MA = a, NB=1b, PC = ¢, QD—LSisea.rateci ‘

V(ABCDMNPQ) = —-S(ABCD) @+ b + ¢~ )’

Pe plamul pitratului ABCD dé laturi 24, in B'C Dsend:ci per-
pendicularele d;, d, si dy pe care sé Considers : jtele Bl

CM = 23, DP = a: Fie -MN () BC = {0} .
SisemtecaA eQSsls&seaﬂeS(,H_

Fie ABCD up.tetraedrii cu proprietitie &
= BD 5i AD |} BC. Si se demonstree: mﬁestetetraedrure-
gulat.

b =

~

Se consideri piranrida tmmgwﬂ ABCD cu muchule AB = BC =
= CD = DA = a. Fie M §i Tespectiy N, mijloacele muchijlor AC
si BD.

a) S&searatedMNestepelpendxcularipeAC si BD.

b) S3 se exprime lungimea segmentului MNV in funciie de @, AC §i
Umnd trei virfuri ale unui tetracdru regulat cu mijlocul iniltimii

coborite din al patrulea virf, obtinem trei drepte perpendiculare
doud cite doni. -

"Fie pbneleparalele eﬁx B, 5i punctele 4, Be 2, C, D e . $tiind,

"BD pe a este 14a s se afle: pm fiilor segmentelor AC si;

a) Lungimile x i y ale celor dous pro:ec ii.
‘b) Distanja 4 dintre planele a 5i B. i
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Fie un cub ABCDA'B'C'D’ si M mijlocul muchiei 44°, A4’ = a.
Si se afle distanfa de la punctul B la planul (MC'D’).

S 19, ‘Si se demonstreze ci d#@i M, NP sint centrele de greutate a trei

S 20,

S 21.

S 22.

§ 23

S24.

$ 25.

S 26.

§$27.

S 28.

fete ale tetraedrului ABCD, iar Q un punct oarecare din planul
celei de a patra fete, atunci raportul dintre volumele tetraedrelor
ABCD si MNPQ este 27.

Se dau punctele necoplanare 4, B, C, D. Fie punctele M, N, P, @
situate in planul (4 BC), astfel incit M este mijlocul lui AC, N este
mijlocul lui BM5 P mijlocul Iui NC si Q mijlocul lui BP.. 53 se
demonstreze ci punctele A, N, ¢, D sint coplanare si ci.MP este
paraleld cu acest plan.

Se di tetraedrul 4 A,A3A4 si M un punct in interiorul siu: Fie B,
intersectia- dreptei A4,M cu fata opusi, s = 1, 2, 3, 4. S se arate

ci printre rapoartele

f , 1= 1,2,3,4 existi cel putin unul care

nu este mai mare decit 3 si cel puiin pnul care nu este maj

mic decit 3. -

Fie ABCD un dreptunghi ca AB = 3 si BC = 4. In punctul 4 ridi-
cim pe planul dreptunghiului o perpendiculari si fie pe aceastd per-

.pendiculari un punct P astfel incit PC = 6. Si se calculeze volu-

mul tetraedrului PBCD si distan{a de la € la planul (PBD).
Fie VABC un tetraedru cu V4 = g, VB— b, VC = c5iM & (VA)

N -= (¥B), P = (VC). astfel incit: VM = m, VN, VP =p. Si
" se arate ¢i:’

V(VMNP) _ mnp
V(VABC)  abc

Fie VABCD o piramidi patrulateri regulati cu 4B = 6 §i VO = 4,
AC N BD = {0}. Si se determine VM, unde M € (VC) astfel incit.
(4BM) } (VCD). Si se determine raportul volumelor celor doui
corpuri ob{inute prin sectionarea piramidei ca planul (4 BM). .
Fie piramida VABCD cu ABCD dreptunghi, AC (O BD = {0},”
V0 1 (ABCD) si AB =4, BC =3, VO = 6. Fie « planul

perper-
dicular pe AC si care contine pe B. Fie a () CD = {E}. Si se de-
termine V(V BCE).

Care este cilindrul de volum maxim inscris intr-un con avind unghiul
inclinatiilor pe planul bazei de 45° §i aria totald constapti?

Fie 4 BC un triunghi dreptunghic isoscel (4B = 4C = a). In punctul
C se duce perpendxculara pe planul triunghiului pe care se ia un
punct S astfel incit SC = a. Daci CP ) §B, iar @ este mijlocul

segmentului SA, si se demonstreze ci patrulaterul ABPQ este
inscriptibil.

Si se exprime aria unei zone sferice in functie de mil;xmea ei bsi
razele bazelor @ si b (@ < b). (Consxderhg numai cazul in care ba-
zele sint de aceeasi parte a centrului).

s

23
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. §$29. Si se calculeze aria laterald §i volumul unui trunchi de con gtiind
+wms.  €i raza bazei'mari a trunchiului este R ¥ 3 si ci in trunchiul Tespec_
.7 tiv se poate inscrie o sferd de raza@R.
'$30. Fie - ABCP cu tetracdru astfel incit triunghiul BCD este echilate-
IR - .- . % Py 'n
1al de Jaturi ¥6 siAd ="4ABD = 45°:
a) S} se demonstreze ci:(4BC) | (4BD).
. P , .
b) Daci in plus ACB = 75* si se afle distan{a de la B la_planul
(4CD). -
$31. FieABCD urtetraedru regulat delaturs-1 5i M < (4B),N € (4C),
_Q = (BD);astfel incit AM = MB, AN = 3NC si BQ = DQ.

S5 se determine sectiunea tetraedrului prin plaml « = (MNQ) si
perimetrul acestei sectiuni.

\ $32. Fie VABCD o piramidi patrulaters r$ﬂati cu toate fefele triun-
3- t ghiuri echilaterale de laturd 1 si M = (VD) astfel incit VM = MD,
N & (VC) astfel incit VN S®3INC si P mijlogﬂ lui AB.

/ a) Sise deseneze sectiunea piramidei prin plamul (MNP)-
b) Si se-determine perithetrul poligonului de secfiune.

S 33. Fie ABC un trinnghicu AB=3, AC = |3 §i BC.—= 2}3 . Pe planul
triunghiului A BC ridjcim o perpendiculari in 4 pe care Judm punctul

- M, AM = x. Si se determine z astfel ca m{BMC) — 60°. Exists un
€ asemenea punct daci ridicim perpendiculara ta B siu in C?
$34. 0 piramidi are virfal in ¥ i ca bazs rombul ABCD. Stiind ci
diagonalele bazei sint de § 516 §i ck se intflnesc §r 0. jar inil-
{inea piramidei este V0 = 4, 8% 's¢ calcnlese e
a) Volumnl piramidei.
b) _Lungimile muchiilor.
- ¢) A si € fiind capetele diagonalei:
dreptele AV 5i CV sint perpendiculare ipize ele.

-8 35. Si se demonstreze ci intr-un tetraedru tridreptunghic VABC (7
LYB \VC j ¥V 4) suma distantelor lni V 1la dreptele AB, BC,
CA este ma1 mici ssu egali cu semiperimetrul triunghiului 4BC. In.
€e caz avem egalitate? ) )

5

$36. Fic A4’ 5i BB' iniltimi in tetraedral ABCD, concurente.
a) Si se arate ci indltimile din € 5i D sint tot concurente.
b) Avem relatia AD? 4 BC? = AC*® + BDz, -
§ 37. Doui fefe ‘litegale aliturate ale unei piramide patrulatere regulate

formeazi un'unghi de 120°. S3 se arat , _
rate. sintk nngd ‘ s¢ arate ci fetele laterale nealitu




S 38.

S 39.

S 40.

Pe semidreptele distincte Ox, Oy, Oz sxtuate intr-un plan a sc iau
punctele 4, B, C. Fie V un pumct extenor Iui a astfel mc;lt VO A=
—{\B‘- VOC. Si_se arate ca VO ] «.

Daci in tetraedrul ABCD, AD y BC si m(ADB) = m(,@) atunci
AB = AC.

Existi o piramidi VABCD in care si avem baza ABCD un ramb de
laturd @, V4 =¥VB= VC = 4, iar unghiul BAD de misura 60°?
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- 1.~ a) (lp)‘ Si se calculeze 4 =-0,03 102 4 Y500 — 0 g

SUBIECTELE CONCURSURILOR
—DE ADMITERE IN LICEE — 1990

.
)
i.

I — Sesiunea inlie — REAL

—

o) '(lp) S se determiné constinta Teald a daci notind P(X) =
=X* X + 1 avem P(l + z) = P(1. — 1), pentru orice  -eal.
a) (lﬁ; Si se reprezinte grafic functia S [-2, 1] R,
| SO =V7 4 [z —y )
— b)_ {1p} S3 se determine a dacj 1 _ 22514 — o reprezinti lungi-
xanoxle (xznisnra‘te in cin) ate Fopunui triunghi dreptunghic cu aris
cm*. 1 - ~—

<) (ip) Un cab

are. lungjméa d'. onalei de 3 cm. S3 se calculeze’
vo\luT:nnl cubulyi. e T

3 Se considers un triunghi 4BC dreptunghic in 4, avind lungimile
_ catetelor 4B = ¢, AC = b, latura 4B fiind situats intr-un plan «.
Fie D Proiectia ortogonali a Jui ¢ Pe planul a 5i CD — &, 0 <

0 3#) Sase caleulese misura unghinta €53 daci aria triunghiului .
4BC este dublul arie; triunghintui 4BD. wria e E

°hmmmmu;ul.riewémpﬁm1pdmoﬁcin.

Em—



II — Sesiunea iulie — UMAN
1. a) (1p) Sa se calculeze diferenta A— B a numerelor 4 = 0,2 X 10 §i
B=(2+6x 3) x (107 107). ~

b) (1p) Si se rezolve inecuatia x + 10 < 4(x — 2).,

«¢) (Ipy"Si se,rezolve ecuatia x 4 2 54+ 2 .
x 5

2. a) (1p) Sa se determine citul si restul impartirii polinomului &
P(X) = (X* +, 12— 2()52—5— 1) + 1990 1a X2 4+ 1.

b) (1p) Si se slmpl‘ifxce fractia
(X2 4 X) (X* + X + 1y—2
\ X+XE+X+y+2
¢) (1p) Daci a, b sint numere strict “pozitive, si se arate ci

—:— + — > 2. Deduceti ci daci 4, b, ¢ sint numere strict pozitive,
a

a+b+b+c+c—:a

c a

-

atunci > 6; in ce caz avem egalitate?

3. Se copsideri un cub ABCDA'B'C’D’ cu muchia a. Si se calculeze.
a) (1p) aria. triunghivlui ACD";
b} up) volumul tetraedrului DACD’; _ u i -
c) (1p) distantele de la"D Ia planiele (4CD " gi (BA'C ).

IIl - Sesiunea septembrie — complexitate A

1. a) (1p) Si se rezolve inecuatia: (2x — 4} (r — 5) < 0;

x4 ¥ + B= 4
b) (1p) Si se rezolve sistemul: {, + 2y =73
r+ y+2u=6

2. a) (2p) 54 se reprezinte' grafic functia f R— R,
- —t+3dacaxe(0 Oo)
b) (1p) Fie polinomul P(X) = — 3X2 4 2X,. Si-se determine
numirul real a4, astfel incit P(a - 1) = Pla);
c) (lp) Aritati ci polinomul P(X) = X"t — aX"* + (5 — 1) se di-
vide eu;X - 1, oricare ar fi numirul natura.l ”.

3. O prism3 dreapti cu baza un trapez oarecare ABCD ci 4B||CD,
«AB=125cm, CD =8 cm, BC = 13cm§xmilpmeade5cm este

\'\ 27

—
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pcndnxlare P CD Stiind ci iniltimea prismei este de 10 cm, s s
* T=— a) “(1,5p) ariile totale ale corpuriler formate in urma sectionirii; :
o b){1.,5p) volumele carpurilor fq"mate in urma sectiondrii. 3
i - ' -
, IV . Sesiunea septembrie — .complexit}le B g
o 2 - ' -
] 1.7 ) (1p) S¥'se calculeze: A= 235,44 7,6) — 625 (0,2 -'10 + 3 - 0,08); ¢
b) (1p) Si se rézolve ecuatia: 2x — 5 -—r.x..—-L » A
7

JRUEPREE

¢) (1p) Si se rezolve sistemul: { 2w+ y=38

— . X + 3_)’ = 4 —
] -
i 2. a) (1p) Si-se reprezinte grafic funcfiaf/ R — R,
*. , ,
4 / fiz) = {‘ +1 dack xef—m, 1)
—2x daci xr={l, ») -
' - b) (1#)-S3 se .simplifice fractia; 2 = o¥ T 2%
f x -
c) (lﬁ) Aritafi ci polmomnl PX) = ZX3 — 3X2 4+ 1 se divide ci’
L 8 Un paralelipiped dreptunghic .ABCDA’B'C’D’ ure dimensiunile:
Ve 4B =3 cm, BC=4cm$1A.A' 12 cm. Si se calculeze:
\

a)” ‘Iﬁ) Tangimea diagonalei sale;
b) (i) atia totald a paralelipipedului si volumul sau

— <y {1V t!.lstanta de la punctul C 1a dreapta AC'. /
e
/ 4
- ¥
. / !
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SOLUTII
ALGEBRA

. Conditia de existenta a solutici ¢ + 2> 0 (Ii=') ac[— 2, x)
Aplicim echivalenta ! f(x}| = m, m > 0 & f(x) = m sau f(x) =
=—m. Avem 3v,— 1| =a+2¢& 3x—1=a+2sauldx — | =

=—fa—2<=fa,1:=—:i—(¢z+3)53u:r=*—%(a+l)

b) Explicitim modulele i avem’ ’
,l;lx_ =1 daci xe [—%—. oo)
12Zr—1]= A : 1
41— 2% daci xe|— 0o, —
t 2

B3 — i — {3 — x daci x=(— o8, 3]
o x — 3 daci x<(3, o)

'4
Cari. xE(—‘Bo, —;} Ecuatia devine 1 —2x — (3 — r) = a 4
1= —a— 3 Din xe'lj @, —;)(=> —a—3 <%(=:¢_z>—
. ‘
>

.

Caz 2. x= [—;— 3}. Ecuajiadevine 2y — | — (3 —x)=a+ l o x =
1 - i

=-—(a2 + 5). Din xe |—, 3{ avem
= (a+5) [2 ]

l‘+5>1l—<=‘:‘ae[——;” m)

? 5 2 = as[—— —:-,_ 4]
l‘a: <3 as(— o, 4] h



-
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Caz 3. x= (3, ). Ecuatia devine 2 —-1—(z—8)=atrl& :

()x—a—ls;ldmxe(l oo)(-=)a—l>3(—a>4 .
Deci solujia este: <
, —-a—ldaca'aé!—]z—, m)
A . 4 s - 7 o
*=1 ',;+; daci a< [—- —_ 4] i
o 2
'EJ} a — 1 daci a<=(4, o) ‘
A 2. Conditiile de existentd sint 3";15 >0 5 %+ 150 de uwnde |
x
i ze(— oo, —1) U[—i—, oo) 5i deoaréce din enunt x<Z rimine ci
xef(— o0, —1 -, o Z. Fie)/——— =% keN, =
(( , )U[J ))ﬂ l z+ 1 R
3225 T AN o8 i~ 8 5i din
x4+ 1 x4+ 1 x4 1 -
k—-3eZ> + €Z={(x+1)8=>x}1f{t 1,42, :{:4 4 8}
x
de unde x={0, -2, 1, —3, 3, —5, 7, — 9} si, :din condma de
existentd, . rezults . xe{——z —3, —5, —9, 3, 7}. Verificind, valorile
e Tai x in relatia din enunt obtmem xE{—9 3l
- Altiel, Din 25 e B3
PR — k3
_k3:—3+8__l 8 —8
B—3 B3 k3
ez,a%’s €Z = (k¥— 3} i8 > &—36{331, +2, 44, 48}
Se analizeazi toate cazurile si obgmémké {2, 1} = x={—9, 8.
Deci solutii x = 3 §i x = —9.

A 3. a) Inecuatia este echivalentd cu x + 7 < @ cu tabloul
r } —e. =T + o

-

x + 7 “ — 0 L
, Deci solufie ze (o0, 7).
b} Dbseﬂ'im c&‘ff(x){ CSME —mSSf(x)<m @{j;“) g™

> —a.

In caznl mostra a - o
a[—8, 2] vem ¥ +£31<5 & ~;*,<»1+3<-54-}'xa




.€(— o, 0) ﬂl— -—;—, cm) = xEA[-— % Ol, (1)-

<0 xe(— oo, -Z—} .Din com_jitia cauzulul xE(— ®, —]n

c) Observim ci |f(x)| > m & f(x} > m.sau f(x) < — m. In cazuk
nostit 122 — 1| > 4@2x — 1 >4 sau 2x - I —422 2> 5

sau2r L —3@ e [-;— o'o) sau\ ¥ € (— 00, -—‘%] Deci solutia

este x e(— o, —-—;’-]U [._g. oo') -

d) Explicitim modulele
x| = {x‘daci x<[0, oo)
—x daci x&(—oo, 0)
I — 1 z{x — 1 daci=xe[l, o)
- 1 — x daci xs(— o, 1)
Caz 1. ¥=(— o, 0). Inecuatia devine — x — x 4 1 é‘l & 2x +

+3>0@ x| —;’— oo) si-din conditia cazului 1 obfinem s

.

Caz. 2 x=[0, 1). Inecuatia devinex +1 — x4 1 € 1 ceea

ce este adevirat. Deci orice x [0, 1), (2), reprezintid solutie.

Caz 3. x=[l, ®). Inecuatia devine x + ¥~ I K4 Ix—5 <
y 5

2,

{, 31
N1, o) =>x€-[1. 7]' (3).

Din (1), 2) i (3) avem xe[—-. = o)'um. 1 U'l":"]:f[‘ 2,21
- 3 5 ! |
Deci solutia inecuatiei_este x < E—_ EE —z-]

e} Explicitim modulele
x4+ 1 daci x=[—1, o)
1 = h
I+ 1l {—z—-—t dacd xs(— o, — 1)
x — 2 daci x={2, o)
jx — 2| = R
{2 — x daci r=(—oo, 2)
Caz . x=(—, —1). Inecuatia devine 2(—x—1)—8 (2 — x) >
>3 & x€[11, o) si deci x=(—0, —1} N [11, ®) = @, (1)

"Caz. 2. x=[—1, 2). Inecuatia devine 2(x+ 1) = 32— x) > 3@

& “"H‘ a:) si deci x<[—1, 2) N l% cn) - [% z}, @).

k) 4




et W

A B R
e s S

Caz 3. r=[2, oo). Inecuatia devine 2{x + 1) —3(x —~2) > 8¢
@ re(— o, 5] si deci-x={2, o) (— o, 5] = (2, 5]. (3).
Din El), (2) si (3) avem x= L;!:il Z)U [2,“5]_=[_7_;, 5]
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Solutie x = [%—, 5]

4/3) Avem f(x) = {x — 1 daci x> 1

1—x daci s < 1
Tabloul de valori éste

x |—o —=1 0|1 _2 4 @ L
ft 2 1o
Graficul este -

|/
Jd _
=
b) Avem = ¥+ 6 dacd x> —2
) Avem f (s} {_.,+z daci x<—2
Tabloul de valori este h

z |~ —~—4 —3[—2 -1 +c
il boes e s







d) Explicitind modulele avem

x4+ 1 daca x >—1
—z — 1 dacd z<< —1

s+ =r{ i j3— | = {

— Pentruxe(—oo, ~1)=flx) ="t —x 48— x=—2v4 2

. Pentru xe[—1, 3] »f(z}’:/:/-,{- P43 —2x=14¢
Pentru s=(3, @) = flr) =2+ 1+ x — 8 =2x — 2
[—2x + 2 daed s€(— o0, —1)
- —ADécif(ré{ 1 daci x€[— 1, 3]
2x — 2 daci x€(3, w)
Tableul de valori pentru trasarea graficului este

5 [.—3 —2 | —1 75
J@ ) 8 6 | 4 8.

1 Graficul este

). Procedism ¢a Ia d) 5i obtinem functia
.~ ¥—3 daci z&0, 1)
fla)=1 3r—5 daca Tt 2)
5 —3+ 8 dack s€2, )

3— 2 daciz g3
x— 3 daci’x >3




si tabloul B
"
AR R
(I)[ ' —%l—z --;—'[L._. o
Graficul este: ~
— -
~ [ f@)
T"

W

i

"R 5. Avem succesiv: (x(z +NHe L2+ 9+ 9= ’H(i’ ﬁl}
(22 -+ 6x) + 8+ 9 = 3y & (»2 6)’+8(I’+6¢)-1—I6
— 16 = y? <=\(;24asx.474)—7=v’ adica (2% 4 6x 4 ¢ ——y)

2+ 6x+4F9=7

Deci rezolvarea problemei se reduce la rezolvarea sistemelor
{x’+6gp__+4'~—_y=7 {:5_’+‘6z-1- t—y=1

A6 444y = b6zt 4+F=T
x=+§x+4—y=—7_ {:;1+61+4—y——~1
{ﬁ+6x+4+y=—1" 24 6x - 4f y=—7

Dupi calcule se” obtin wmiitoarele solutti: (0, ~3}, (—6, — 8).

©, 8), (—6, 8), (—2, 8), (—4. 8}, (~2, —8), (~4 —3).

A6 Avema—bp2giad— B=(+20—P=>0+6"+120+
+8— = =ﬁb(b+2)+s==s+ub

-




. .
, ,/’

) Fiea=¥5F v, b =7 x—3 Avem' @ — b= 2 §i conform cu
a) obfinem &% — b = 8+6ab adici 5+ x— v+ 3=84+6V5+x
{(t—.laﬁfj—}—;‘qz—}_O::r._—Ssaux==3 Prin veri-
- [edie directi constatin ed ambele valosi §int solnjii.

VRt zt+4x~+4-— 2‘!73""— 37; 06— 24 + #2322 -
1)-L3(\z—x+x)+l>0(=;""

iy s(sﬂ R i) 0% At (r — 1y 4

ST

‘ . :r B Y oo s \ .
&8, ‘Ecuatia se poate scrie 3 & 2x - 4% 73 =0, Pentru ca ecuafia si.
mbi ridicini reale este necesar si suficient ¢a & > 0 &4 (1—12) >
B 0<—*=1'6[ 2, 2] si deoarcce yeZ avem x:{:{;} H17 ()7

:‘-.‘am;;.»:MM;;@?maéﬁ&.mmmmzwsf«

ooy o Ve A

RO

X‘.kl.bf( = 2. Dm egalitatea-de mai sus
= I'(X) € {X) si decxI{Y) divide Pp
3}5‘ X+1A\em5g(‘+3X2 X—FI—SX*’-L—SX' "
Xq—l::.'i){"(l’-;-l)—;, =X — X=+I—5X3LX+
iﬂ X’tf+li}-£X‘——i)-(Y+I) {(5X3— X —X+1
(‘52(" ‘225—:{:- HAX 4+ )51 deci I(X} <= SY"*— X g1

& ®




All

A 12

Avem x* 4 2%y2 -} 3t = (22 - 132 %2 = (v + 2 — xy) x? +
+ ¥4 ) gt Al 0 = (x ) (\r- — %v + 32). Deci

xt + 1;3;2__‘_3,4 o (x_ _'__—\ _ “) (1.2_1_}.2 + I}) N

(F+ ) (2 + 3 @)+ n (0 — x4
)
A R
(x +3)
Si rezolvim itiecuatia 3x — [ 2> 2 — x. Avem 4x 23 & x 2 —3—
> g
. 3
Dec1p€ntrux>T=>Sx I 22— x=flx)=3x—15i
! 3 P
peniru ¥ < —4-=>3x—— l <2 — x=flr) =2 — x.
lZ — x dach x=< 2
- » 4
Rimine ci f(x) = 3
l 3r—1 daed t> T '\.\\:‘
cu graficul

X

. Fien?+ 9% + [4 = A2 u2 L Op + 14 = A2=0. Pentru caaceastd

ultimi ccnztn. de gradul al donlea"m # s& aibd solutii intregi:este
mecesar ca A sd fie patrat perfept. Avem A = 81 — 4 (14 — £y =
=81 — 56 L 4k = u2, yeZ,K = 1P > 447 =25 §i deci (0 %)
{g + 2F) = 25, Obtinem vondtoarele caruri:

7




‘)‘ Caz 1. v - 2k=1gi u+4 2%k = By=>u=13 5i £=06=n+

+9u+11_36=n¢._—ll§1u 2. E
! e G 2t PR g TR = 25 > = — 13 $i b = — "6
§

> 12 9:~+f1 36 5= — 11.5i n -= 2. ‘

‘az-‘ss.n_»"‘—'-zk—~§‘§-:u+ﬁ,,-5=>a-~§§ik = 0 = u2 Y 9u
e e i O

u——‘lk_‘ —5 <ln—{-lk-—‘—-§=ou— 5

£ {0 om=—7 gin— = 2.

'3-§11u+2k-_ I >u= |3$lk~« — 6 = n¥ 4s

0 of solufii ca la caz .

, : Car 6.« 2&-—25$1tz+2k;—1=u_~13 $i k=085
d -—_-.n-+9q+14 36::3-——1!51»

.Deusolutnm-E—'lr 2, — 7, — 2}

’i.j Al4. Sx rezolvim inecyatia 3x + 1 > 6 — 2% = 5¢ 25&x2>1L
< = ng pentm xeLI m)=3x+1>6—21=-mm (3x + 1.6 —
. "‘ﬁﬁ Iqr__pentm.,x,e(— =3+ 1 <6 —2¢ d

em fﬂ:‘*’ hax (6 —2x, ¢ + 2). Rerolvia
£ FZ obtmcm xe ( oo, %

£ + 2 pentra ze(— o; ; 1=t
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A 16.

Graficul ei este:

L

Altfel. Putem rezolva problema si grafic. Reprezentam grahc fun-

ctiile /i, fo, fs R—R, fy(x) = x + 2, fz =341 fL{x)=
=6 — 2x. Alegemn mai intii min (£, f,) = A si apoi f = max(h FAR

. .= este evidemti.

»=" Presupunem prin absurd ¢i x 5 v si alegem x* >y > x —
— ¥ >0 si decarece v, yeZ > x —y 2 1. Dnoga <t = —
~l<—a(0§1dm0<b<l=>——l<b~a<l Avem x
+a=y+b=>x—y=>b— a relatie imposibili deoarece mem-
brul sting este mai mare decit 1 $i membrul drept este mai mic strict
decit 1. izx=ysidinx+a=y 4 b=a=>5.

a) Avem x = [x] 4+ {x}, unde {x} {0, 1) cste partea fractionard
. . . . g9
a lui x. Deci x 4 3[x] =——Z—(—> [#) + {v] + 3027 = 7::- 4[zs]1+

+ {xt =4+ % Din problema anterioari avem 4[r} = 4 §i{z} =

:L;_.:[ﬂ 1 §i {} =%=:.1:=[,r]+{z}=l—{-—

~| -
n
P

Deci, solutie x = —2—

b) Din @l ge< al+ I, (VasR>[x+1]<x+ 1< [+

0
l—x<x+ | {x) N

1 =1 —zx x 1<t —x+1 4
S+ il —z g5+ x+ =°{x+1<z—x=' <t

e
aY

| 0

kX
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A 18

— ; 11, .
[[H l+2]T2.l=2k—-_1, (1).

si deci x= |0, —;—) Decarcce [x 4 1]1€Z > 1| — xeZ = v Z 5i

din x = [0, % = % = 0. Se verificd cd x = 0 este solutie.

)
o) Fie f(x) = x £ 25i g(#) =3 — x5ifie [[(x)] = [g(x)] =F
DntLglxj<k+1l=>—-k—1<—g(x) < — £k si deoarece
A fix) <k4+1 =>—1<f(x) — glx) <1 Deci conditia nece
safd pentru existen{a solutiei ecuatiei [f(x)] = [g (x)] este |f(x)—
— &M@ <L “
Avem f{x) —g(x) = x+2 -3+ x=2x—1si deci f(x)—
—gx|I<t&iZxr—1i< & — j<2y— 1< 1&0<2x<
<2=20<x<] = x=(0, 1).
Pentru-x<(0,1) = v+ 2=(2,3) = [t + 2 =2=> 3 — vl =2=
=23 —-7x€2,3)=223 —3x<3=> -3 <x—3 <~ 2=>0<
<zl =x=(0, 1] sidinx=(0, 1) rezulti solutia x=(0, 1;. |

Deoarcce membrul sting al ecuatiei este numir- infreg = x — 1 <Z
si deci x<=Z.

Caz 1. v = 2k. Ecuatia devine:

(BT . el

3 3

3

Observatic. Daca neZ 5ix={0, 1) atunci (u_;{-;ﬂ Sigr Infr-adeva
0Cxs<I=>n<<ntx<n+t = mgai=n Revenind Ia (I

avem ["yz — 1+ -—;—] =3k—-1 "§i.6btf et _Sk___H—_Z] = 2% —
—1 =[}g _z._;]' = 2k — 1 st aplicind .din nou observatia avem
h=2k— 1t =2hk=1=3=2.

Caz. 2. x — 2k + 1. Ecuatia devine:

"F6k4+3— 17 -
—_—ir 2 R .
[ N 2 ] _zk {3k J ' 2 T ~
i 3 = = ,-*—‘-L} ——Zk==~\vl,\k+li———

=2 = “'5'1 =2k = k=1 =>-%= 3.
Solutii. =2 3i x = 3.
Coffidersm relatiile din enun{ ca un sistem de doua ecuatii cu doud ™

Bmecumoscyte: fix 3- 1) §t &> — 1). Rezolvind sistemul obtiném
s+ N =2{x41) st g5 — 1) = —2x 1+ 10. Din Jix +‘;) =
t



A19

= 2?5: + 1) punind x + 1 =y avem f(3) = Z; Din gix — l):
= —2x 4 Opunind’x——l a\ema(\)—-—Z(v—l- L)-l—l =
= —2y+ 8 ﬁldCCl"(})—'——Z‘\—F?’

a) Avem ¥ — 1 Jer—1=3sauxr—1=-3&1rs]--2, 4.

b) Expligitind modulele $i* anatizind cazurile sc ajunge la solutia’

e — _i_ 2} .
., 3
¢) Ecuatia cste imposibili deoarecé membrul \tm" este pozitiv iar

membrul drept strict negativ. ~
—2 daca y>2

— a > 1 .
d) Avem jx — | ¥ — 1 daci $i y—?f—{‘
N 1 — x dacd » <4 2— ydaci y<2
Caz 1. x & (—oo,1).
Caz 1.1. v (—:)0 Z) Ecuatia devine —x 4- 1 — + = 2 adici
4 y=1=r=1—x I\Lpru'entam grafic dreapta =] —x
si tmem cont ci ¥ € (—oc, 1} §i v € {—aw2).
/
t v :
N - ] o
P~ N
- 20 x s
h -~ e \

Caz 1.2 v e Zaa) hcuatla denne -—t+ 1 -%—y— 2= 2 de unde *

¥ e (——gu l) sty e "~ [2,00), si avem

t v




-
. .Lm-a'

2 e

Caz 2. x & [1,c0).
Cat 2.1. y & (—~00,2). Ecuafia devine v = x — 1. Reprezentim -,

grafic §i réfinem doar x > | $iy <2 g

1y

(/
™
_ ~ \
‘\
; l"?.":"
2 1 i
£ 5
— {a
L 4
” Jri' x
8

Caz 2.2. y e [f_Z,m). Egu;_;ti;i devine x + ¥y — 5 = 0 pe care o re-
prezertim grafic si refinem v >t si y >2.

4

poligonul solutiilor.

Reurind solutiile (1), (2)
-

-

G
e
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. a) Deoarece relatia dati trebuie s fie adevirati pentru erice x real,

in particular ea trebaie si fie uk\rv:lratl §i pcl‘tru x =0 si avem

Ply + aP(—1) =3 =234 = — 6 5 a —=—2. Mai verificim 3

Plx + 1) — 2P(3x — 1) = —68:* — 59 + 3, (¥) * «. R. Lisim

ca exercitiu accasti verificare.

b) Din acelasi motiv ea la a) punem x« = D §i avem

POy + aP(P(0)) = 4 3i din P(0) = a = a 4 aP(e) = 4, (1).

Dar P(4) =a®+ 22 §i (1) devine a +.a(a® + 2a) = 4 = a® +

+2+a—-4=0=a"—1+2a"—-2+4+a—1=0= (a1}

Qx’ a+ 1) +2(@=t)(@+ 1)+a—~1=0=(a—1) (a¢ +
-+ 4) = 0. Singura solutie reali este & = 1. Mai \enflc.un

(cxcrcmu 1) ca

P(x) + P(P(x)) a*p223 L5483+ 4x+ 4, (¥) x<R
unde P (X) = X% 4 X + |.
Agem P(Q(X)) = O4X) — 4*(X) + 3= (X)) — DIHX) — 3) =

(X) = 1) (Q*X) = 0X) + D0 =) =X* — 3X &
+ (X)) + 0(X) + DIGX) — 3) adica (X*— 3X3 4 1)1 PQ(X)).

. Fie Qx4 1] ="k si (3 — x_ = k,. Avem &, S2vh 1< B+ 1

51 k<3—x<k+l=:k J—A2<r+4<k + &k, F 2. Dar
Ry + by ="4 51 deci 4<r——4<6=>0<x<2=xEL0 2).

Din r€[02)=20gr<2=>0g2r<4=1 <22 +1<5=
= [2x 1] {1, 2, 3, 4, (1).

Tot din xE[OZ)=;-O<r<2=> Z<—x<0=l<3—x<

L3I=[3—-x]= |}, 2, 3, §2). Din (1) s&(2) avem. urmitoarele

cazuri:
Caz. 1 {2Zx + l} = I. Din ecuatia initiald avem {3 — *} = 3.

f
x 1€tz _ o,—} .
I x + 1] 1 >{l < th l < xE[ ):xe(ﬂf,@).
Jeci. 3_x]—3 3<3—-‘<“ re{=1.0] |

Taz 2. Qe+ 1]=2=[3—x; T-2$xmmn<nstemtﬂ. i
. _ 1
{z<2x+1<3=,xe[7,1}]:"&[_;.]}’({)_
2L 3—x<3 x=(0,1° .,

Caz 3. [2x 4+ 1j=3={3—x, I st deciavem:

3
{3<2x+1<4 xE[l ]2):,5‘1_1 5).
g 3—x<2 xell,

Caz. 4 [2x 4 1]=4=>1{3— x] = 0 ceea ce este imposibil din (2).

3
Din (3}, (4 si (5) avem solutia x< {0} UH— r)u(be).
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Rezolvind primele doul ecuatii obtimem o = —3§16 = 3. ‘Inlocuind
iz ultima relatle obtinem 3(—-3) + 5 =1 = —4 =1 ceea ce este
absurd. Deci nu existi functu liniare care. trec prin 4, B;*C, D. -

Pentru chestiunea a doua ciutim functii de-forma N
_ fax + b daci x € 2 ‘i
1b1 +.¢ dack x >2 ' it

cu proprietitile f(1) = 2, f(2) = —1, f(3) = 1§i f(3) = 4 -

Obtinem sistemele - S

{a—}—b:Z ’ {3})+q=~x-
2a4+b= 1 T A5p+g=+1
. . I - 3 7
Rezolvind obtinem @ = —3, 6 = 5, p = 5 g=— dz— .

Am gisit astfel

al cirui grafic contine punctele 4, B,°C, D. . .
A 26. Pentru teate punctele vom da tabloul de vaigri i graficol. i

v} =2 b | ¢ 3 | 4 5 L
f(t)l 4 3 } N I l > Y

i

,- £x)

S/
—

/

‘-.

//







A 27.

A2

g P ;.fﬂ/f/*///l —3 2 | 3 4 jril
syl re 4 =1 |2 3 |11t
at(x)
= 3\
] -3 Ny 4 x
Tt
Avems 3ay 4- 3 == 10x — 5y + 10 = x(3y — 10) = — 5y 3 7. D
yeN rezulti 3y — 10 =£ 0 si deci 'x = -ﬁj——-,, (1). Pentru y
; 3y — 10 tre
regl avem '
‘ 7 10
¥ e -
5 37
—5y+ 7 + 0 - -
jy—10 ) — 5 — 0+
—5v+ 7 '
_— —_ 0 —
3v— 10 | + [
. . 7 10
Din x, =N si (1) =ye[—5—: T)nﬂ.=ye 2, 8.

Daci y = 2 atumci 2 =-%-(N.r Daci y = 3 atunci £ = 8.

Deci, solutiie x = 8 §i y = 2.
Deearcce yeN =3y 4+ 2£0 # avem — _x+1_ &=
3 y+ 2
Syt 2e - Bx—8 4 13y — 13) — 3= 0. Beoarece yeX
3y + 2
3}'—\lS:,&O;iave.nx=—’s——$idipz>lu > 1@

By— 137 By — 18
41




-

| == 3 —— 1 >0 f=/:-§Li—]2 > 0 cn urmitorul tablou de. semn,
; 3y 13 Y Ty 13 ,
pentru y real P b

i3

e T i

i - 3 3

‘—3.Jf+'15." "-f: T+ 0o — -
it WA — 0 4

Tt

AR Morabe M

T —— —

3y — 13

-~ Deci ye l;_z‘ ,-'TG)$i din yeN >y =5 =% —

0

2

! . .

kR A'29. Presupunem z, y<Z. Avem (xf 4 3x) (2% 4 3x +2)

i notind: x* 4 3x = ¢, obtinem #t + 2) — y? + 2=

— M F2=0>P L UL TP 1=0 = ({4 1
. §1 decarece feZ fie 33 — 1 =< k2 = 2 —R=1=(y
' 4 Ry =1 5i deci avem: de -arializat’ doul cazuii:
Caz 1. y—kb=—T i y L h=—1l=y=—1 si
22U+ =03t T2 3= B+ 3x+1=0

;4_3

SEy = — j‘:h 2

—3 €%

xgZ.

-1 i, 1a fel-€a in caz.

Avem sla— 1} fx b e+ 2) = 360 @ (a7 4 2) (2P 2 — 2) =
=360 51 notind 2 F £ =y avem y(y~2) =006y —
2y =360 = O de ande y, == 18 & 207 T
Portra p = — 18 = 42 } % = —if
Peotra ¥y =20 = 4 4 1 — 20
y= 4. i
i Deci solufii x,= =5 5i 5= 4.
A 31, Evident cidaci y<=Z atuncigi 2y €Z, dar nu si reciproc. De asemenca
este clar ci dack 2y @ Z =y ¢ Z -(in caz contrar dack y =Z = 2y Z.
€eea ce este contradictorin cu 2y ¢ Z). _
e Deci condifia necesars pentru cay<Z este 2yeZ. Din teorema de
{ : ifipirtire Qb:tmeu; 10X +6=35 (2X = 7) + 41 si deei
w s 46 52r— 7 4 4y 4
. h_{7 Ey— : + 2&’"—"7‘:23:_',—7 eZ =
2x — 7TelLl, 410,

Cazh: 2~ Tt o x=d4my=2iez

M g+ 1850 = 4R
L r—W=0=1x=—5 5

€222 27 <ol > r 2 3my = —13eZ.

-




A2

A 34

A3

b

Caz 3. 2r — 7 == 4l == x =245y 3eZ.

Cz. 4. 2x— 7 - Al=x- —17 =1t 2.
Deci 4 - {4, 3, 24, —171.
Fic P(X) = ay + ;X + 2, X2+  + ¢ X" Din I'(0) 0 = qy =

0 = P(X) = a,X 4 a,X? -5- - ¢, X*. Din relatia datd pentru
x 0=>P(0)_-Q(0)—1—Q(H-~0 §topeatru x =1 = P(H =
— Q1) + @(0) == 0. Din P (1) ():>1l 4, +— + a, =0 si
dLoarece tofi coeficiéntii sint naturali = o, oy = da, = 0.
Dect P(X) =0 = I’(P(3) 0, =

Avém a? — 4x — 5. (¥ — 3) (x 4= 1) si deoarcce acesta divide pe

P avem P () o (r—5) (v + 1) 0 (x), (¥) 1oR, = P (10) —

=3 Il -Q(10) = 55 divide pe P{10), adicd 35 divide a,10* 4
-+ a, 1071 4 @10 + ay = a8, ...

_Putem proceda astfel: fixim -doui valori a<R, diferite de —1, de

cxemplu @ = 0 §i @ = 1 si determinim punctcle comune functiilor

o st fy. Verificim apoi care dintrc-seeste puncte sint pe toate gra-

ficele functiilor f,.

Avem fy(x) = 2 — 1 §i fi(v) =23% — 32 | si determinim punc-
tele comune. Deci fo(x) = fi(x) = 2* — | == 22t 3x T+ b= %t —

— 3x + 2 = 0 = x; = 1 515, = 2. Punctele de coordonate (1, f, (1)),

(2, £,(2)) adica (1, 0), (2, 3) pot fi punctele comurie tuturor grafice-
lor functiilor /,. Ve rificim (1,0 ADh=a+1—3a+ 28— b=
=0, (¥) aE‘R — {=1}. Deci punctul (%, 0} ‘cste pe_toate. grahce}eﬁ

'funct,:iilor f.. Verificim (2,3) f2)=4a 4 1) =~ 222 1=

= 3 si deci punctul {2, 3) este pe toate grafxcelc Su-
Dcu Solutlei(l D) (2,3)
Altfel’ Observim ci dacimx + n = 0, () x=R atuncim = # = 0.
Trcbme determinate punctele de coordonate (z, B) astlel mcnt fo(2)
(¥) acsR — {—4}. Avem (a2 -+ l) @ — 3aa 422 — 1=8,
('r) 2<R.— {—1} ==-a(1- NN VIS TN 30, (¥)¢ER—
—1—1} Aceasti relatic este adevarati daci si numat daci
™ a? — 3z + 2 =
{12 — 1 T lB = 0
Rezolvind sisternul se obtin solutiile 2 =1, 8 = 0 sta=2,8=3,
Deci punctele ciutate sint {1, 0} 5i (2,3).
Punctele comune ale funcf“lor f si g sint ridicinile ecuatiei f(zx) =
== "(1) Avem ax? —x + 1l =2ax — Il @a* —2a + 1)x + 2 =
== 0 si deci, problema s-a redus la’ discutia numirglui de ridicini
reale ale ecuatiel (t).

Caz 1. @ = 0. Ecuatia (1) devine _——t’—rZ———U(-:,t—-z adica
functiile f(x) = —x + 1 5i g{x) = —1 au un punct comun d¢ abscisi
x = 2.*Verificati ci punctelc de coordonate (2, —1) se afli pe gra-,

ficele celor doua functii.

R
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Caz 2. a 0. Ecuatia (1} este @ ecuatie de gradul al doilea, iar nu-
-marul ridiciniler reale este dat de A = (24 + 1) — 8a = 44+
+4a+ 1 — $a= (20— 1)2.

“Caz 2.1. ¢ £ _12_ =" A > 0 §i deci sint deud puncte comune distincte
24414 (2a—1)
2a

Caz 2.2. &« = %:: A = 0-= ecuatia (1) -aré doud ridicini con-

-~

. . 1
de abscise x,,, = =>5=24 x,=7-

fundate x, = x, = 2 si deci f"mctijlc au un punct comun de coordo-
nate (2, 1). ‘ '

A 36. Determninim multimea 4. Se observd ¢i x = 0 si x = 1 nu sint so-
lutii 5i din xeN=>x>2. Avem [fx]<Vx <[Vx] + 1=

x—3 _y— —3 . . .
= <)z <z + 1 de unde obtinem sistemul s
g s 4 4 -
{; —3< 4=
<z + 1

_ Rezolvim prima inecuatie x 3 < 4V % . Notam Y% = ¥ si din z>
>1=y>1Avemy? — 3 <4y = y* — 4y — 8 £ 0. Pentru y avem
vy | _2Z97 24+ V7
yY—o—-38 + 0 - 0 +
Degi ye[2 — 17,2+ ¥71N( o) > y=(1, 2+ V7] = 1 <3
L2+ T =21<ix €2+ VT 1 <axgil+4)7 =2165

- din xeN » ze {2, 3, 4,...., 21}, (1)
Rezolvim a deya inecuatie 4z < z 4 1. Notam 7 = y si din
2>1=>y>1 Avem 4y <3*4 1 3% — 4y + 1 > 0. Pentru
y<R avem
y I 2—-¥5 24¥5
- ¥ —4y+ 1 + 0~ — 0 +

- .Deci ye(~m,2-¥3)y (2 + V5, »)sidiny >1=>ye (24
AV )=y >2 175 5V >24 52> (24+¥5) =

;a}z 5)9-}- 4Y5>944-2=17 si din xeN = x<{18, 19,

Din (1) 5i (2) = x< {18, 19, 20, 21}. .
Pentru x = 18 ecuatia devine 18 — 4 [¥i8] + 3 = 18 = 19, fals.
Pentru z = 19 =719 = 4[f 19]4 3 = 19 — 19, adevirat.
Peatru x = 20 = 20 = 4(¥20] 4+ 3 =20 = 19, fz.ls:

Pentru x = 21 = 21 = 4 (Y27} + 3 = (9, fal
t = 21 = 19, fals.*
e Deci 4 = {19}. "

o




A 37,

Ala.

Determinim multimea B.

Pentru x = 0 = 0 = 5 ([V0])* = 0 = 0 5i deci 0= B
Pentru x — | = 1 = 5 fals = 1 ¢ B.

Pentru x > 1 notaim ¥z =y, y > 1, -(2). Avem z = »* $i ecuatia

devine y® = 5[yj* = [yi*= f—‘.’l)in ’[_y] <y = {yP < y =
B 5

g, =>y3<5}3=>y2($—5) <0=ye(—o 5] din

('2)=>ye(l Sl=>l<y<€5=1 VT <5 > 1 <x <125

Pentrod < x < 8=1<V¥x < 2= Vxl=1si ecuatia devine
X W | = x =-5. Prin verificare 5 EB

Pentru ‘} 1<2T»2< Vx < 3> [V—} 2 si avem x =
=35 4—20=<1dec1206B

Pentru 27 <x<64=3gVa<d4=[{r]=3 35 a=45=
= 45 B.

Penu 64 < x < 125 >4 < Vx <5 = Yx]=4 51 x=280=
= 80e€ B.

Pentra © — 125 = V125 = 5 si 125 = 5 ([V125 ])? este adeyirat

$i 125eB: -
In definitiv B =0, 5,-20, '-45136:15}

Deoarece domeniul de valori este [a, b] = (¥ xeLa bl = fix)e

fix) > a (g\)‘{f(x)—a>0

ela, b]. Avem-
{ e 79

(fx) — @) (b — %3 0 = bla) — L) — ab + afix) >0 =ab<

<(e + b)f(x) — f(x) adic ceea ce sc cerea. )

b) Evident (—‘r) x, y=la, b] = f{x) € [a, 61 sifly) = fa, 817 =

{a S Sy —a 20 gofiy) — afln) — ofly) +a*2 0=
a < f(3) Hy)—a=>0

a? > “(f(x) + fty)) — Sf(y) ged-

f("):”@ i‘ﬁ";fg o (b —f () (B—fix)) 20=
— bfx) ) S+ F) 5 0 = 52 > b(f() + S — fDf3)-

Din a? 4 54 + 1 = 0 gi deoarece ev ident @ == 0, prin impartire cu

c) Avem

1 -1
a, avema+5+—l—=0(—)a+—;—=—S,U),*G"F;'{'Z:
a

=25 = a4 L =23, (@ Tomultim (1) «u @) 5i avem
a
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A3J9.

A4

' { 1
(a—:-—l—)(az—;-i\':—IlS:a"—]—-—%—a—i—,— — 115 =
a a* a a*

= — 110, (3). Ridicim la phtrat relatia (2) §i avem
at + —l-»%- 2= 23 a4t + L 527, (4). Din (1) si (4) avem
at at. k

7 b .
af X\ ety — 2635 mas Lo 2635

a 1 a! ) - a.’i (15
folosind relatia (3) obfinem a® 1+ - — — 2525, (5). Din (2), 3), (4)

. - ook 23 527 12121
si (5) avem E(a) =- M =
—110 —2525 277750
Deoarcce #{n 4 1) estc un numir natural par (numm si w1
sint consecutive si deci unul dintre ele este par) rezilta ed n3(n +
<+ 1)2 este divizibil prin 4 = 4 este natural.
Avem de analizat cazurile n == 6k, # = 64 L 1

. ﬂ'—-i6k+5.

Caz b n = 6k. Avem A =% 36k (6k + 1) (3647 - 12k — 1) +
4 3= Ok2(6k 4 1) (36K 4 12k — 1) = 3 = 3 [3k6k - 1)..] =
= 3id,

Caz. 2. n = 6k + 1 =>A=’%(6k 41 (6k 4+ 22 (36K - 126)

+ 3= 3[(6k + 1)? (3% + 124(3* + &) + 1] = 3id.
Lasim ca exercitii celelalte cazuri.

Presupunem ca ecuafia admite ridicina ra;mmlix‘—“

si fractie ireductibils, n-= 0. Avem a

N

Caz-1. m, n impale = am?, bww §i ¢a? sint fmparc iar suma a trei
numere impare este un-numir impar deci diferit de zcro.

Caz 2. m par 5i » impar = am?® par si bmn p?‘r = am® L+ bma par,
1ar cn? impar = am® 4 bmn I cn® impar §i deci nenul.

Caz 3. m impar si » par se tratéazg analog.

Avem M == x(a? = b7 L+ 3a? — b%) = (a* — b%(x + 3). Dinasib
imparc avem @ =2m + 1 §1 b=2p 4+ | gi M= (4m2 - on —

— A — APy (s L3y =4m—p) m+ p+ 1) (x+3). Evident
4§‘H-. ?ar"demonsttim i 2 divide pe (m > p)(m + p 4+ 1) (x + 3)

Caz 1. m, p pare = m — p este par = 2 divide pe m — $ = 2iL.
Caz 2. m. p impare =M — pestcpar =21 (m — py 2! L.

-~




A

€az 3. m par, » impar = m + pimpar > m + p + 1 par = 2|L.
€Caz 4. m impar, # par este analag cazului 3.
Deoarece relatia este simetrici in a, b, ¢ §i sint distincte putem

Ficsapnnie. ci @ > b > ¢ §i fiind mai maridecit 2 2 a >8> ¢ 21
sid::i b33 5ia>4

} 1 ] }
Av 4 —_,g— — D — =] = =
m ¢ 2 ad’}lﬁéi‘(“’:@ ‘2) l():: a’>
n)l—j,t_l)
16 v
’ s
Dinbs3m 500t < lin Loty Llsd o
m,3=>b>9:=ba<9=> b’> 9: b’>9()
Dine>2 = L B _b ——l— i,i.
me=t= 3’>4$c_=<1 = t’> 4 : c2>.4' @
Binui, (2) siv(3) avem S
1 —— 1_,'_ _1 .E._s_.i;__ — = —ged.
( a’)( lﬁ)(l ¢z)>/ﬂs 9 4 s 8 2 7
Ag. Dine 4 b=1=g=1-—8. Avem 8 4+ 8 = (1 —- l+baz=
N N L
=1 =304 3 L 3 3 _ 3pgseior 3(,5_&)}
+ 3l 1 + p 3% 43 y + 2 |
1 - -
?\T,dcuarccc (—;—: b)’>0.
A

In cyrsal solutiei vom folosi algoritmul lui Euclid.
€az 1, Cel mai mare divizor comun este de gradul al doilea.
Dupi algoritmul de impar{ire cu rest avem

PIX) = QX)X — )+ B—- B X +atb
Avem (3 _ p) x 4 b=0=>3—b=0g5ia S b=0de unde
¢=—35ib= 3%‘“ .
€az 2. Cel mai niare divizor comun este de gradul unu. Continuind
algoritmul hui Euclid inceput in caz |.ebinem
N —a—2b
1 X+ 3J—a 2 +R

UX) = (3 —5)X + a+ ) + o T8

ﬁmiR —p @+ 0B —a—28 .y restul impirpirii-
’ ,(3 — 8)?
tmpunem conditia ¢a R si fie zero.

€az 3.-Daci R anterior este diferit de zerg atunci polinoamele sint
Prime intre -ele.
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A45. a) Avem evident (a? — bc)? 4 (b2 — ca)? + (2 — ab)® > 0 ;i

A 46

A 47

Dacd b= 3k +2, keN > Pla) = P(by~=

 §t deci cea mai mici valeare a lui —¥_—

(a2 — b%)? 4 (%2 — 32 4 (¢ — a?)z > 0.
Die prima relati- avem .
at 4 B et %R 4 a4 a2b > 2abc (@ 4 b +-0), (1)
si din a doua ! {inem _
2(a 4 b + ¢ — 2(a%b? 4 B 4 axd) >0
at + b - ¢* - a?bh? — b 2 @22 > 0. (2)

Din (1) si (2) prin adunare §i simplificare cu 2 avem

) 4 4 4
@+ )abc(u—f—b-}-c}:o%—)a-{—b-{—c, 3
abc
by Dina- b+c=13si (8) =1 ga‘Lb'v—kcgﬂdecia‘—f-‘b‘ﬁ'
+ ¢t > atb- e
¢) Din avc =t si (3)=a‘+b‘+c‘ atb4ec

a‘em r(a) + P(b) = a4 b* + 80-5i P(a) — P(b) = (¢ — b)_
+ b >

Distingem dou:‘i- cazuri.

Caz 1, a—b*l::a-l—bq&l (a—]—b)l(P(a) P(b)
Caz 2. a— b= 1= Pfa) + P(by = 25(b + 1) + 81,

Daci b = 3k, k<X = P(e) — P(b) — 3(2k(3k 4+ 1) 4, 27)

Dach b=2k+1, heN = Ta) + P(O) =26 = 1 = 203k + 1) +

+1=32k+ 1
%+2E+ D+

+727]

Avem 2% + y2 — 6% 6y £ 17 _0»3_ - 2 6y +
+9——!-0=(x—3)'+(}—3)’ .. Pai = x —
—3I> 1= (x—: ,>1=(x~—3)1%-ty B “EB _este
in contradictie cu (1). Deei 3  4'5i din xe[S eo) =>.xel3, 4]

Analog se obtin: ¥ye [3, 1].

Din x€(3, 4] > x — 1€[2, 3]. #
Din ye(3, 4] =y~ l<[2, 3}-._< <L,
_}—l 2
2gx—18 2 -
Avem 1 . < $_<x—l =

2
este — realizati pen-
y—1 3, pe

tri = 3 5i y = 4, jar cea mai mare valoare este o
pentru 2 = 4 5iy == g, :

realizatd



A48, Avem Q(X) = I(X)Cy(X) + 5X + 11 si deci I(X)C, (X) = X* %
+ )‘f] — 10 =" (X — 2)X* + 2X + 5). Rezulti < I(X) divide pro-
us -
(X —2) (X* + 2X +5)

$i deparece gradul lui I(X) este'mai mare sau egal cu? avem ci I{X)
— Xt 4+ 2X + 5 saw I(X) = (X — 2) (X* + 2X + 5). Prin verifi-
care directi avem I(X) = X*+4 2X + 5:

A49. Fie Q(X) = P(X + 2). Atunci restul impirtirii lni P(X + 2) la
X — 1 este restul impartirii lui Q(X) la X —1 §i deci restul ciutat
este @(1) = P(3). Avem P(3) = 739 si deci restul ciutat este 789.

A50. Trebuie determinati o fumctie & : R —» R astfel ca k(f{m)) = g(m)
pentru orice m @ R. Ciutim o functie de gradul intii. Fie deci b(s) =
= ax + b. Avem A(f(m)) = g(m) = af{m) + b = g(m) = &(2m + §)
+b=5—m=>mQ2a+ 1)+M+b—5=0,(¥),u’ER.

Conditi . ~ 1=0
Condifia neeesari si suficienti este {24 +
a4+ b—5=0

3]

1 13
de unde obti j — — —b ’b.:._l_"é idecib(z) = — — £ 4 —.
) 2 obfinem 4 5 si > si deci b(x) 2 2

Verificare. h(f(m)) = — —;-f(u) + 173——: —%— (2m -+ 8) +

+ % = g(m).

N\ ] -
Deci orice punct de coordoﬁate_(f(ﬂ),g(’)) apartine g'rnﬁcului functiei
A, asadar rispunsul la priina chestion# este D4. ,
Reciproc. Fie («, p) un punct pe graficul ludk adici b(e) = f- Avem

1 A Y
-~ — et 173‘= 8. Se determini m astfel facit

s

~2 .
fom = (fom) == ‘

(x, B) = (f(m), g(m)) @ {g&m) —s © { elm) = — _i_ .t _1;\ =

43— 4 )

{—m_;_5=_ %1 +12§ ceea ce este un sistem de doud ecmatl

-.—8

. ¢ necanoscuti. Din prima ecuaic avem m = ——— Carc Ver-

- fica $i a doua relatie. Deci rispunsal la chestiuaea 2 2-a DA.

A'?I' Netim cu 4 $i B cele oloui numere §i avem succesiv. ‘
4-B= (v 4 1) — 2wz — 242 ;=M1 se?, ci
Tuma 41 4 pinl ge divide cu @ 4 b-Doci 4 - B este diviizibil

P \?\_ 55
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‘cu 3 pentru orice neN.-Rezultd & cel putin unul din’ numercle’ 4
sau B se divide cu 5. Daci presapunem ¢ aimbele numere se divid
cu 5, rezultd ¢ 5 divide si-diferenta 4 — B, ce€a ce este imposibil
degarece 4 — B = 272 care nn se divide cu 5.

. Avem

ﬂx__{_ﬂ;{;(x'—i—g}-i d’aca:t;{—4<l_==°

v B—(s+49 dacizt4a>1
Aand - — 3
Ax+ 4 — 2y + 7 dag..;nxi<'
—%— 1 daci > - 8 ‘1. ~

De asemenca
5 — 1) — taci — H
ﬂj_x_):{lp ) l_" (lax.15j '~ -
3—(5—x) “daei 55— x> 1

9 — 2x  daci 5 >4
f5-9 = { e
: x—2 — daci 1 < 4
Deosebim urmatoarele cazuri. .
Gz I. xref—x, —3). Ecuatia devine 2(2x 4 7) 4 3{x — 2)=8=
75 + 8 = 8 = x = 0 care nu este solutie deoarece 0 € (—», -3}
€az 2. ye(—-3, 4). Ecuatia devine 2 (—x — 1} ¢ x~2)=8=>
* == 16 care nu ‘este solutie deoarece 16 g (—3, 4

Caz 3. xe {4, x), Ecualhi devine 2(—x —1} + 39 —
¥ = 2 care nu este sol tie 'deoarecé 24 [4, oc

Deci ecuatia nu are solutii.

- Procedind ca la uercxgldlSLob;mM‘ » -

334+ 7 dEd xS — |
2 = - N
fx+2) {!.‘;— 2x  dack x > — |-
35 + 4 daca 0
LEREE iy
3—-2¢ daci x>0

st

Distingem wrmitoarele cazuri:

Caz 1. xe(—oc, —1]. -Ecuatia devine 3 (3x + 7y — 4 (3% + 1) =

= 9 cu Sﬂldtla,l’ = —_ a— E(—@. _l].
3 !

. e . .
Caz 2. x=(—1, 07 Ecuatia devine 31 — 2%

52 )—-4(3::+4)=39
cusolutia v — — 5 g (=1, o7,
e

N



Caz 3. x=40, m’. Ecuatia devine 3(1 — 22} — 43 — 29 =9 en
solutia. ¥ = 9=(0, ).

" Deci solutii ¥ = — ':T 5i x =9 <

A54. Analag cd’exercifiul 52 ab{inem:
| —x dacix <3

e+ )= {2,.1: +1 daad -3 <2< (1
1 — 3x daci v >2

. x daiiz4 .
2 — ¥ = {3—21: daci —1 <x <4 (2)
Ixr—2 daci 2 < —1 -
Din {1} 5i (2) obtinem urmitoarea distributie e axa reald
— @ —3 —1 2 4 +oo

C#2'l. xe(—cw, —3). Ecvajia devine AL —2) — 352 =
= 3 cu solujia x = -;:,- ‘ (—=, —3

€12 2. xe(—3, —1). Ecyatia devine 202x 3 B —30s—2="7

—3€usnlutxa xz=1¢(-3 —1] N
Caz §. xe(—1, 2). Ecuatia devine 2(2x -+ n—33—2)=3cu
solutia x =.1e(—1, 2). \

Caz 4. xe€[2, 4). Ecnatia devine 2(1 — 3a) — 3{3"’ 21) =
f:“’7—-3ceca ce este unposib‘nl.r
Caz 5. x= [4, o). Ecuatia dcwme 2 (1= 32— =3=3= ~

.

In concluzie solutia ecuatiei este x = 1.

-
.
313

- Obtinem

3y —4 dacizx<—3
f(x+2)={ x+3 dack ~3<xK2
—x4+1 dacax>2
Caz 1. ye(—o0, —3]. Inecuatia devine A £ —1'3‘3 <0y=' x €
€ (—”'19—3. on) si din xe(—o00, —3]avem ¥ [“‘ 3’ oc,} 3
N~ —3]=9 .
57
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Caz 2. x{—3, 2]. hg:'l.latia devine3x + 7€ 0 = x| —oo, _T]

~{_si deci;z""e‘(’—oo, —%]n(fa, 2] = (—3 - %]

2

2 .
Caz 3. z€(2, oo) Inecuatia devine 2 — 33 < 0 = 16[3 ‘on)il

deci . x (2, ‘m)ﬂ[ l=(2, o)

Reunind solutiile din cazurile studiate avem

xe(—s, — %]U 2, os).
A 56. Avem g

f(z+1)={2(x+4)_ 1 daci"x x4+ 42
3—(x+ 14 dacd x + ¢ > 2
h(x) f(l-l- 4 = x 7{- 7 dac? x“<—2'
—%—1 daci x> -2

Tabloul de valori esfe

x| -3 =2 | —1 0
Mx) | 1 8 | 0 -1 -
Graficil. este




As7.

ASg”

A5

Observatie. Si trasim si graficul funcfieif.

% f(?

Comparati graficele functiilor f §i A. Se obseri'i_ci-graﬁcﬁ} .ﬁmctci
h se poate obtine din graficul functiei / translatindu-l la stinga cu
4 unititi.
upi calculul lui f(x — 3).§i explicitarea modulului avem.
> z +1 daci xe(—,2]
kx) — 111 — 3% dacs: 52,4y

4— x daci }e\[s,‘ o)
Lisim ca exercifiu trasarea graficnlui. o
Presupunem c3 exista f : R — R astfel incit f(x) + fI — %) = 6x
pentru_orice x<R. Pentru z = 0 = f(0) + f(1) = 0. (1). Pentru
2 =1=f(1) + f0) = 6, (2). Din (1) §i (2} =6 =0 ceea cc esie
-absurd. Deci nu existi functii cu preprietatea enuntatd.
Presupunem c3 exist3 astfel de functii. |
Luim in relatia de la b) x =0 siavem f(0) f(1) =/(0) =IO ~
= 1) =0 = f{0) = 0 sau f{1) = 1.
Caz 1. f(0) = 0. In a) hudm = _;_ = /(1) 4 f(0) = 0.= AN =0

Tn b) punem x — | = f{A0) = f(1) — L = f(1) =1 ceea ceeste
contradictoriu.

Caz 2. f{1) = 1. In a) punem z = —;— = f(h -1-](9):: 0= f(®)=
= —T

Ao b) lnim ¥ = 1 = f(Df(0) = /(1) — | > f(0) =8 ceeR ce.este
it contradictie cu f(0) = —1.

ambele cazuri am ajums la centradictii. Peci mw existi funcili
€u proprietitile enuntate.
! 4 58
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A 60. Dupa exprimarea functiilor f{x — 1) 91 f(2 — 1) ca la exereitint

52 se ajunge Ta N
o, s n\ daci xe(—»; 0)
kx) = 2x— 3" daci x<[0,3 ]
{—- 13x 4 21 daci x={(3, o)
Eadim pr seama cititorolui ,rcpt'f:zentkca gratica.
A6l Pentru x = 0 = f{6) — f{1) = 0

Penttu 2= L = f{1) = fi2) =2 - |
Pentru x = 3 = f12) —F3) =2 2

Tentru ¥ = 49 = f{49) — f(5) == 2 - 49 ~ A
Adurtim feate cgalifitile antericare si obfinem:

A0y — 5% 21+ 2+ ...+ 49),

-

(1

Calcul3m § = 1 - 2+ 4 m. Scriind § incepind cu dltimul ter-

men avem.

S—=mt(r-—ND+G-2)+ +2+1
F=1+2+3+ +(a—1)+n

Weomtltatitatids fatitatl

-

sideci2S —mn+ 1) > S =i(”2+_‘)'

Pentra # = 49 =t 3+ 2 4 et 49 = 49?:50-' = 1225. Tinind sea=

ma gide fi0) = 0 = — f(50) = 2450 = f(50) — — 24%0.

A 62. In relatia dati facem succesiv v — 0, 2=1, ..

JO — ) + f) =3 =1
S — Y(2) -+ f3) = B

@) - 20 +f — 2 T
) — 2ft4) + fi5) = 3
,
JUT) — 2f(48) -+ f(49) = 347
“ /{(43) — 2/(49) + f(50) —=3%.
A Sumind pinila penultima relatic avem
TN+ SO [y = 1 Bt e goae, )
akuldm S = x4 424 234 4% Avem xS — 224 5 +
+ 4+ x™ 5i prin‘scidere S(1 — 2} = x — 2z} si pentrm x #

Flavem § =124 2%y + 2= £ — xwl
— =z

., % = 48 si avem




& -
3 — 313 . 3&_: 3

> - sidin (1)

Deci 34 32 4 3%+ 1 37 =
a8 __ ’
fay =14 3023
2
Inlocnind acum in ultima relatic.avem
; 8 __ 3 .
2 1+ 25 sy =
- 2 ) _

e
-

de unde f(SQ) =2 3. e
A6}. Tn relatigadona punem x — — x §i in relatia a trela x — 2 4 1.
\f(z 4 x) — 283 —a) + A2 — 1) = —2x +-8
@+ ) —203—2) + B2 —2)=9x + 1
SR+ %) — 283 — 1) A2 — x)=9x \
Relatiile anterioare le interpretim ca un sistem deﬁg:’cmutii cu trei

necunoscute f(2 + x), g(3 — x) si K2 — ). Re ind sistemul
ob{inem
fa4+ s 20 £5, g3 — 8) = x —1,- B2 — x) = —2x +1
Punem2+.\'-:}':x::-y-Z:f(y):Z}'—}—li \.
Punem '3 — F=v=sr=3—_yv>g)=2-—3
cPmem 2 x—yox-2-v=h=—3
3.
- - . 1)
.iﬁ%.:Avem_E(x) - A.g_ix-*_ P2 . m'*" - _‘___,.__) _
w me » ? L3
" —-—L"{-}Jk-_]____(_.-__l_'.g_r:_.;_v m—1 D’eouecv(x—\_
m? ¥’ m | g2 -

o1 . o
5 :") > 0sim— L> 0 rezults Efr) > 0, (¥)L3€R

A6, ) - Evident (V¥ — v’;)z >0=>40+ },,_ 2!;5»_ 2 0= x\,:!— ¥y >

=21y ().
b) In (D luidm x = a2 si vy B 24 pz > 2ah, (2). Tot in (1)
- m x = ST 4 - = AT == N .
Pumem x — gt gj y — @f = ¢* + 4* >2, (3). Din @)+ (3) avem
CEO L >+ o).

In (l) Iu:'im X = ab $i A :' E’[[ §i i_mxﬁd seama Ci abed ::IL ; ‘
2 4l > 2 Yabad — 2. (5) sidin {4) = a* 2L+ 2 %
Yabc: , (9 s - Py M}Zfabcd =2.(7}-

6 In (1) punem x = ac §i v = bd = uc %
Tot-in (1) ldm v = ad st v=bc=ad+ be > 2, (8)-

,Du;t(5)" (6), (7) 5i (8) prin adunare obtinent relatia c(czr)u’ta.. \ |

- a) In (1) facem x = 0 si avem P{—1) =, _p(gfq. 2, , 51 X ==-=

g 2P0} = 2 » P(0) _—_§ 1, (3), si infocuind in (2) avemmg(al;c&
t:;_l_—i- 2 = 1, (4). Deci P(0) = P{—1)} =} ceea ccea
e impirtirii lni P(X) la X-5i Ja X + 1 sint egale:

| 6l

1
I
i
i
_:
3
H
E]
i

'~

avem




e
S
<
%
Ba
3
i
i

A 67.

A 68

¥4

b) Fie P(X) = (X + 1)@(X) + mX + n. Din P(0) = | =>u =1
$1)dlxlleP((—l))—(l :—)?n(—{zn— L= —m+4 1 =1=m=15 Dec
P(X) = X(X + l)Q(X) + 1 §i deearece grad P = 2 => grad 0 = 0
st deci Q(X) = k.

Rimine ci P(X) —EX(X + 1)+ 1 = kX2 4+ AX + 1.

Deearece membrul drept al ecuatiei este intreg rezultd ¢ membrul:
sting este intreg si déci x — 6 sau 6 — x sint numere intregi =

x — 2 i x— 31
=>zxeZ, (1).F1ck1‘=[ ],k,:[T] k3+-l — !
ky =[x—4] Avem

2

x—1

x — 2

<k 41 § K

A

< ky+ 1

—_— x_,*
k,<’23<k,+1 ik S <kt

~n

i prin adunare eb{inem.

R L L S L R R

—6l<22—5<|x—6]+4, (2)

Caz 1. x€[6,08). Atunci (2) devine x — 6 <2x— 5< 2 — 6 + r4e
—_ P - . /"

{‘ ke 5@{;; T‘-<‘=.§J‘€{—I. 3)

2 — 5< x—2 <3

§i din conditia cazului rezulta re[—1, 3;ﬂ [6, o) = ® adicd

RU- existd solutii alé ecnatiei date tn intervalul (6, o0). 3

Caz 2. x€(,—o, 6) At‘uncr(Z) devine 6 —x <22 —5< 6— x +4&

b—2s<25—-35 (Ir—_11> ,xe’l—l,oo)
© & © B

22 —-5< 10— x 33— 15< 0 xe (—o, 5)—

Deci x& % , 5) §i din (1) = x = 4. Piin verificaréa directi in
ecuatia initiald se ebtine ci x — 4 este solutie.
- — 1
—1). ‘
Am ebtimut -
13
l —y L daci y > 1
2 2
fN=y | |
N l ?y + —zk- daci y < 1,



-

Graficul functiei este ugor de trasat. y
A69. Tn relajia dati facem x— — x §i H=x) + Y3 =1 — 2+ 2.
-Am ob{inwt astfel urmitorul sistem. “—
Y -

{ f®) + 3f—n =1 x+12
(x) + fl—x) =1—x+ 2

Rezolvind sistemul acem f(;)~= %— (312 — x1 — | s +21L
H 3
Avem )
‘ N
—_ i - 2 dakd i -2
|2—x]='{2' xdacax<2$“x+’21={ x4 -z>
x — 2 dacix > 2 —x—2daciz < — 2
v
Caz. 1 xe(—~mw, —2) = flz) = -4_4— -
= Caz 2.xe[-2,2] :f(x) = —2_,1
az 3. x=(2,08) = f(x) =
- - A

" Deci

! 4——4—3:— daci s€(—o, —2)

f) = {42 dack xel-2,2] _

X4 daci xe(2 )
[ 4 T

o {x — ) = 664. Notim = + ¥ =

‘+93=664=|7’—‘

AT0. Ecuatia dati se scrie 2(x + )

= usix—y—u, u veN, (). Avem W+ i
= 664 — 202 adica 12 este par §i deci v este par, fie v = 21 & i ue
2 4 A7 664 o P 20% — 332 = 1 =332 — 21 A ©

este par si'deci % este par, fie # = 2#;, e vy, uEN§i avem 4% +
+ 202 =$332 = 2u? _Il)- v'3= 166 =>11;1= 1 '-}Zg%g;_ 'ﬁzg;sf
Par = v, par, fie v, = 20,, 72N > 47 = 166 — 2%, =Z"33 té;lc
=83 — 4% = 42 = 83 — 29}, Daci %, ar fipar ,at.,‘mc‘“, pagtic
€€ nu se poate si deci %, este impar. Pe de altg Pﬂ?jﬁ‘i} ot
=2 LY=>ne={l, 33, 19} = 22 € {{;zl 74, 58, B (’igoareCe‘
=0 .={41, 37, 29, 17, 1}.-Dar singurul pitrat -este 1§i df
u,eu‘=uz_=15,,1:,2:,,,:4;““—_- [‘8_ o 7‘
Revenind avem x + y= 18§i x —y=4=7* =Hy="

i 3

—




AT71.

Ry
Ty

o

B bk ey

LA ;gﬂ,

b

Gl

AT2

“Determinim mul

Din x = 1 radicind rezulti m + % -+ 2 0, (1). Din ¥ = 2 1idi-
cini, rezultd 4m 4+ 2n + 9 == 0, (2). Din (1) s1 (2) rezaltd sistemul
""1'"=—1,)ﬁ=—2—m (g_{nr—'l,;’l
{410: = —9 {ﬁn,;{-'z (—2—m)=—9 lm= —572
v

Ecuatia devine 23 — > x2 + —L:': 4] = 0 & 2x5 -5t x-l-220.
- T 2

Avem) succesiv 243 = 5x2 4 v 1+ 2 = 2x% — 22T — 3a?4-3x — 24 +

+2=2x2(x— 1) — 3y (x — 1) — 2 (x — 1)= (v — 1) (28%— 3x—

—=(r—=1 22— v p 2 =2)=(xr.— 1) (v—2) v+ ).

Deci ecuatia dati este echivalenticu (3 — I)(x — 2)(2¢x —- 1) ®

de unde se obtine si a, treia radicind ~ — — —,

!
. ) z }
Conditia de existentd este: 3jx] — %24 2.5 0. Pentru a determina
domeniul rezolvim ecuatia.3lx| — 22 + 2 = 0.

Caz 1. ¥ € [0, o). Ecuatia devine 3x — x% 4- 2 -= 0 cu ridacinile

—34+¥17 3 —YU7, . 3+ ¥17
¥, = _+2F = zv /&[0' Cb) si _1.-2:_—I.2l_-.€ {O, Ot,)

+¥17
Deci —a2 +3x + 2 £ 0 pentru €0, ) — {1——#3

Caz 2. x=(— o, 0). Eéuatiq devine —3x — 2 2 = d’fcu o_sin=

gura radiciga acceptabili-¥ = —_3;-—“17; a
; X —

Deci —3x — x2 4 2L 0 pentru”sy == o0, Oy

Ramine ci, domenial de definitie-este.

n_{}__j* '

. Determinim nmaltimea 4. Problema se reduce la rezolvarea ecuatici

2L 35 £2=0.

Caz 1. x<[0, w}. Avem 2243 |1|+2=0=> 2 3x 4 2=
~xt 4 3ix] 4+ 2£ 0.

=0=23=—1-5=—2 $t deci pe’yu orice x< {0, ) avem ci

Caz 2. #(—0,0). Avem 22 4 3jxi 4 2= 06 x2— 3y 12
=0 x=1,2=2¢4i deci (¥) xe(—,0) = x> + 3ixi 2

Ramine c3 4 = 2.

< |

g 2Ux — I e {;_ Problema se redace la rezolvarea ecuatici
Caz 1. xe[l, ). Avem 4% = 21x — ! — 6 2 11y —
Z 6= 0 ¢ xis AT — =606 224 2x 1)

-8 =0=>u5 = —4g {1, ) sir,=2{l, )



€az 2. x=(— oo, 1). Ecuatia devine x2 + 2{1 — x) = 6 = 0 .23 —
~22—-3=0=x=34(—o, 1) 51 23=— t€(— o, ).

Deci B = {2, —1}. -
A74. In triunghiul ABM, x + y > ¢ deci (z + 32 sau
=y (x+ )2y e, ().
tn triunghiul BMC, ¥ + z > a4 deci (y + 2)~ > a* san
2 (y + 2 >y an, (2)
la triunghiul AMC, z 4 z > & deci (x + z)* 2 " sau
22" (x 4 2)* 2 22" b, (3).
Adunim relatiile (1), (2) si (3) i obtinem
T G )y (2w (5 ey a +,

+ 5 x* 2% "de unde, impartind cu x* y* 2* avem

(chor D e b o

_— r. I” yﬂ x’l yl zﬂ

A75. -Sistemul se serie eghivhlent astfel
{'ﬂx tmy —3mfx—y=2 (M+,I}x+ (m—— l)y 3m+ 2
2ms —my + 224y =4 2(m + |
Adunind relatiile obtinem3(m 4 1) = 3m —[— 6 <=){m +1) x=m 2.
m-L2
m 1 b
Inmult ind. pruna relatie co —2 i adunirda-le ob;mem
P =3m— y=—6m— 4+ 4(=\(m—»i)y‘/ “2m.

Daci m &£ — 1 atunci x =

23
m— 1

Daci m 2= 1 atunci y =

Deci pestru m = 1 §i m & —1 solutiile sint

3m
m -+ 1 m— 1

Daci m = 1 sistemul devine:
E =5 X = 2
{v-}-y— 3=2—%+Y (g){lx 5 @{x 5l[
2t —y=4—2x—Yy 4y = 4 X =
ceéa ce este imposibil i deci pentrum =1 sistemul nu are solutii.
65

A




Daci » = —1 sistemil devine

(—x—y+3=2—x+y _{2y=1 ={y=~”2

ceea ce este. imposibil.
m42  mf14 1 1

i b) Avem x = = =t4 ——=3—1=
~ ) _ m+ 1 m + 1 m + 1 -
S, =f——'l—g— st din y=Z rezulti.(m + 1) {1l >m + [ = 1 saum
m 41 —
Pl —1=>m=0saum=—2. .
- Pentru m = 0 = x = 2 §i pentru m = —2'= = 0.
T am— 242 ;2 o
De ‘asemenea y == n = 2 + =24 —— s5idm
m — 1 m—~1 _ m— 1
yeZ = avem (m — 1) 2 =>m — 1 =4 15im—1=+42.
el ) 7
-X Dacim — l=—-—1= m = 0=>y = 0.

Daeiwm—- I=2Z=m=3=y=.3C
Dacim — 1= —-2=sm=—1=y=1
In_ definitiv m = {0, —2, 4, 8, 1}.

A76. a) Avem :sﬁccesi}' e — 1| —38|=2&|x— 1] — 8 =2 sau |g, =
= —lH—=3=—2@x—l|=S5saujza—1l}j=1&x— 1 =5sar
f—l=—Ssaer—1l=15%aur— 1l =1&@x=6sapx=—1%

sai x = 2 sau x = Q.
Deci x={6;, =4, 2,0},

.. b _Explicitind modukal = 1f avem:

~

e~ 3 &..,B';'{x; D' daci sl )
_ =kt -~ v dack % ef— o, 1)

Caz 1. xe{l,w). Ecuagia devime |z 4+ x — = jx—2]& i2x=
—Il=i{z—21. Pinx>21=22t>2=2y—1 = 1"si deci |2x —
T A= 2r— L Avem 2r — | = |x — 2| @2y — 1 = x — 2 satr

2x — 1 =2— 246 r= — }sau 5 = 1. Deoarece sintem in cazal
x 2.1 rezulti % = 1 convine. ‘

Caz-Z. x&(— o, 1). Ecuatia deviné iz Fl—3z=x-2/&1=

=¥ -2 Oxr—-2=1 sau 1 — 2= _ 1@ g—3 saux= I
OFTeCe 1Nt acest caz ¥ < 1 rezultd ci na sint solutii.

< Deci solutie unica x — 1. '

AT77. Fie x =14 [Zde unde s — 1=¥2=(z 112 =2 =12—22=

= P=xd=2x 41|, (). Ridigind (1) Ia (;ﬂgat)_avem 2= (21 +

PR = 42% - 4x 4 15i folosind din now (1) avem * — 4 (2x +

" + 1} 4 45 + 1= 12x+ 5, (2). Ridiclad (2} 1a. pitrat avem x* ="

= {2z 451 = 14x* £ 120% + 25 5i din (1) avem 2* — 144 (2% &




+ 1) 4 120x + 25 = 408z -+ 169; (3). Ridicind () la pitrat avem
x1¢ = (408x 4 169) — 166464224 1379042 -} 28561 i din (1) avem
a' = 166 464 (2x + 1) + 137 9042 + 28 561 = 470 832x + 195 025.
Deoarece ¥ = 1 + V2 = 2% =470 832 (1 + V2 + 195025 §i deci ~
X1 = 665 857 + 470832 ¥2.
A78. Avem sistemul:

{31; — 2 = (2m)? I — 2= pn?

~

w4 6 — 2m 4 22" 5n 4 6 = 4m 4 8m + 4
Scazind prima relatie din a doua ob{inem sistemul echivalent:
2+ 8= 8m 1 1 #=4m — 2 n=4m— 2

{311 — 2 = 4m? ~ {Sru — 2 = 4 {417!’ — 12m 4 8=0
v Rezolvind a doua ccuatie avem m, = 1, my = 2= » = 2, n=0.

Pentru n =2 =3r —2=122 s5i Sm-}F6=16= 142

Pentru n = 6 = 3n — 2 = 16 = 42 5i 58 4 6. = 86 = 62

Deci solutii # = 2 i n = 6.

~

! .
AT79. Pentru.ca nt + 4 si fie prim trebuie ca el si nn’ admitd' ca factori
decit pe 1| si pe c} nsugi. Descompunem n* -} 4 in factori. n¢ + 4 =
= A i (22— = (n2— 28 4 2) (N* S
~+ 20 4 2). »
Existd doud posibilitifi: n2 — 28 2 =1 sau n?+ Zn +2=1
Paca n2— 25 + 2 =t .atupci #2<=2w 4 1'=0 =a.n ~ 1)*=0
n=1eN ‘ Y T
4 Daci n24 2n+2=1 atonci a2+ 284 1'=0= (n +1)=
=0=>n=—1¢N.
Deci pentrug — -+ -1 numvirul #* } 4 este prim, si_ deoarece ‘a0 este
natural rezulti solutia unici » = 1.
A 80. Restu] imparfirii loi P(X) 1o X — m ‘este P{w) =-am*+ bm F c. .
Daci pentru orice m, am® + bm ko= Ghg atunci, in particular,
acest fapt este adevirat si pentrum =0, 1, 2. .
Peniru’m =0 = ¢ = 3k, §i deci ¢ este multipla de 8 fie acesta c= 8q.
Pentru m = 1 = a + b + 3¢ = 34,
Pentru = 2 = 4a + 2b + 3¢ = 3h,.
Am obtinut astfel sistemul

{a+b=5(-k1—9)

40+ 26=3(kh =9
§ i - avemn

e

Inmllltin;\l prima relatie cu —2, :
2‘1\;—6(k1-kt;)*.[;3(kz—ko)=3(—ul+_ki;tkﬂ}] "
de unde rezulta c 3j2a si deoarece 8 i 2 sint prme lntre €. : .mul—
sm?gi: ; = 3p ‘atum':i din prima relae a sistemului ave:; 125 ~8lb 'L
+ kg — gp= —3p + B(ky — ) = Bl—p+ l— 9 -

S

o



. ~ B
d A 81. Sestie ci pentru‘a’-ice"i*real avem [}l < a < [a] + 1._ ‘
Avem 7] <72 < [2] +7t = 3[x] € 3x < 3[x] + 3 si deci
- 5 3] K 3x-< 3[x] + 3
I<y<Dl+ ¥ P

Pnnaﬂ;;narea acestor doud relatii obtinem
“ 3x}+ YIS Ir+y <3[x1+ [y] + 4
gt tmmd cont ¢i 3[x] [_y] = 3 savem
5 <3x—[—y <9(=)3xr“—!-y6[5 9, (1)

Din 1<y < [yl + lavem —[3]— 1 < — y < —[y] i inmol-
tind cu 3 avem —S[y] -3 —3y < —3[y]. Avem astfel

=31 —-3< -3y < —3[y]
2{xl<2x <21+ 2
'Iffin-adnnarea acestor-nltime relatii avemn '
. AT — 81 =3 < 20— 3y < Z(F] — 301 4 2
$i tinim; seama ¢i 2[4} — 3{y] = — 4 ob{inem
T <Ly —3y < —-202x—3ye(—7, —2), 2~

/ {vl) avem 5€3x+y<9=>l§_<9\:—|—3y<27 si tinind
de. (2) obtinem

BEI+Iy<?
—T K2 — 3y < —2

de unde prin adunare avem 8 < My < 356 > < 4 <-2-5—(‘>07’ 3
r<x<2,2 si, deci fxlefo, 1 ;1 i &
41 Caz 1. {x] = 0. Sistemul devme
Tyl =.5 [ -
o= {5 2 i
ceéz ce este imposibil. *

i
i

Caz 2. [x] = 1.-Sistemul devine
{3+[}’1=5 ‘DJZ-‘ !’
© i
w =3 bl=2
Decxfwlgty*ZaxE[l Z)siy-e [2, 3)




A 82,

A83.

AB4

Caz 3. [x1 = 2. Sistcmul devinc
6+ [y]=>5 [y] = —1
- v L & \
4= 3{y]= —1 [¥}= 8/3

ceea cc este imposihil.

Solutie x € [1,72) si y & {2, 3).

Inmultind ccuatia a dowa cu m — 375i adunind-o cu prima, obtinem

(2m — 3) x = 12 —3) i om = 3/2 avem 1 = 4/m. Dack
m
m = 3/2 sistemul devine

3 3 18 13
—_ 1+ —r — X+ y=—
{2 * 2 - 2(=,-'{ + 3

#+y=3 ¥+ y=3
st deci este imposibil.
. m 41
Pentru y obtinem v=——.
3 —m

Pentru chestiunca a doua analizind x constatim cim poate fi I, —1,
2, —2, 4, —4. ’

Daci m 2 —1 =z ="—4 §i y= 0.
Daci m = |l > x =24 i y = ).

Dacim =2=>x=2s1y=3 £ S

Daci, m = —2 = 5 =—2 §1 ¥ = —-gl—$i m = — 2 pu convine.
Daci m=4=>x=1 §i,y'=:}5.

Daci m = — 4 =>x=—1 §1_‘y==——3—§! m = -—4 nu cenvine.

=
In final mef—1,1, 2, 4}.

in a3 ] = : 3 — 1 — x, (1). In continnare x* =
]iu;xg\:—xx(l —l 52 ; ‘—emx%f(Z) <1 o= zxs —)_—- x{x — 23) = a2 —
— =2 | x>t =4 v — |, (3)-
Folosind (1), (2) si (3) in i avem
x,—:cz—Z(l——x)+x’~’—3x+5

‘ w2y x—1—2—x+2

3

si deci E este constantd egali cu 3.

Prin calcul elementar se gasesc % ﬁ,—’l §i 1= —8(2m + 1).
b) Avem 22+ aZ= 1+ 9(2m + )P =12 (18n'+“§::u + 5) gi ine-
cuatia este echivalenti cu Z (18m? + 18m 4 5) <TB (2m 4+ 1).




A 85

Dupi calcule avem 8m2 + 13m + 5 < 0 & $m? +,8m + 5Sm +5 <
<0@8mm4-1)LS5m+ 1) <0 (m 1) (Sm 5) <0
urméitorul tablon de semn.

3

m | —1 ——8—'
m+t |~ o + ¥
, - 8m 4+ 5 — — .0 +
myn@Emys) | + 0 — 0+

Deci solutie me’(— i, — %)

Conditiile de ex15tenta sint
1] +8x42£0 xk —1six=t—2
{x=+5x+4=,eo @{xqe—ulx;e—l
24 4x L B£O tFE—3sixsF—1

Deci domeniul de existent3 al expresieieste R — {—1, — 2, —3, —4}
Avem-succesiv urmitoarele descompuneri:
PS5+ 6=(x+2)(x+3); 2*+x+2=(x+D)(=+2W
PHOr+8=(x+(x+4; 224504 4=(x+ )(x+ 4
BT £ 12=(x + H(x+ 3); 224 4%+ 3= (x + 8) (r +1)
Inlocuind in E avem i

_EFDEELH L) x+) (v +4) (x+8)

CEENGED GFN(E+ D) (t+ D)
4§, dopk simplificiri, ob{inem

E— x—l—l‘+ x4+ 2 _ %+ 4 _ x+1 _

41T x41 x4+ 1 x4+ 1




s

1.

2.

Din BM = 3 MC i BM + MC =38 rezulti BM = 6 si MC = 2.
In triunghiul ABC aplicim teorema. lut Stewart:

ABMC — AM*BC+ AC*MB = MB - MC - BC
inlocuind si efectuind calculele se -ajunge Ia AM? = 19.

-

Vom da mai intii dous observatii.
Observatia 1. Fie M = Int ABC. Atunci BM + MC < B4 + AGC.

i

A

44




Fie BM [} AC = {D}. Evident MC < MD'+ DC = MC + MB<
< MB+ MD + DC = BD + DC < AB+ AD + DC = 4B +
\§ + AC

Observatia 2. Daci x, v, z, ¢ € R} atunci

rryLz i x €z san y Kt

Intr-adevir, presupunir;‘l prin absurd ¢d x > z si y > ¢ rezultd :c-P
+ y >z 4 ¢ ceép ce este in contradictie cu x + y L 7 4+ ¢.

~Trecem acum la rezolvarea problemei. Fie M & Int 4 BC si O centrul
cercului circumscris, O € Int ABC deoarece triunghiul este ascutit.
Deoarece AOB, BOC, COA realizeazi o partifionare a suprafetel,
rezulti ci M apartine unuia dintre triunghiurile 4B0, BOC, C04
sau pe laturi. Alegem M < Int BOC $idin obs. 1 avem BM + MC &
< BO+0C=R+ Rsi din obs. 2= BM < R sau NC €R.
Considerim acum triunghiurile AMB, BMC, CM A care rcalizeazd
o partifionare a’triunghiului ABC si deciO apartiné unuia dintre ele,
fie acesta AMC. Avem R+ R = 04 + OC < AM + M si din
obs. 2 rezulti R < AM sau R < MC. R

~"

A
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I{\l triunghiul ADC = sin 30° = be 1. PE—‘==* DC =12, (1)

1
N ® AC 2 4
Tot in triunghiul 4DC = AD* = 402 — DCt = AD = 2¥3, (2).
In triunghiul ABD — BD*— AB* — AD* = 13, (3). Din (1) si~
(3) = BC =2+ V13. ' 7

Fie CP mediana din C.Fie D € (BC) astfel incit BD = DM = MC
si E mijlocul lui CP. Vom arita ca A, E, M sint coliniarc. In triun-
ghiul ABM =>-PD este linie mijlocie = PD i} AM. In triunghial
EPD = EM este linke mijlocie = EM ] PD. Din unicitatea para-
lelei prin M la PD rezulta ca dreptele AM si EM coincid §i deci
4, E, M sint coliniare. Analog B, E, N sint celiniare §i deci AM st
BN sint concurente pe mediana CP, in mijlocul ei.
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Fie E si F mijloacele diagonalelor AC si BD. Aplicim teorema lui
Euler in patrulaterul ABCD si avem:
“
AC? + BD? + 4EF? = AB® 4 BC* 4 CD? 4 DA®

si, {inind seama de conditia din ipotczd, obtinem 4 EF2 == AB®+
¥CD*—2 AB-CD = (2EF)*— (4B — CD)? = 2EF — |AB —
— CD}|. Fie P mi{locul lui BC. In A BCD, FP este linie mijlocie
= FP =CD 2. In A ABC, EP este linie mijlocie §i deci EP =
— AB/2. Deci EP_FP=_;;|AB — CD | = EF = A EFP

_ 1§ Y
este degenerat adici, E, F, P sint coliniare. Din FP || CD si EP |[AB

" $i E, F, P coliniare rezulti 4B {| CD = ABCD trapez. Daci EF =

= 0 = mijloacele diagomnalelor coincid == 4BCD paralelogram.

E. M

Observatie. Daci DEF este un trinnghi ea

J : recare §i W, N, P sint puncte
oarecarc pe laturile lui atunci Per MNP < Pe?r DEF. P



N

P 7

”~

Intr-adevir avem evident MN § MF i
: ’ N < MF + NF, NPEND + PD si
PM < PE + ME si prin adunare avem Per MNP < I—’tr DEI?'.
Trecem la rgzolvarga_problemei. Gbservim ci mijloacele cevienelor
sint respectiv pe liniile mijlocii gi Per MNP < Per A4,BC; =

|
== -E- Per KBC.

B T

A — -~ - : - \
Aplicanr teorcma lui Stewart §i averp:

CAB2LC — AL®BC + AC2BL — BL IC BC

Impﬁrt_ind aceasta- relatic prin BC avem

YRILA - Y, 3 2 A N

‘“””‘{“C — 4LT% ACBL _ BL LC, (1).
BC BC -

Din teorema bisectoarei = BL  AC = AB LC si din (1) objinem:

ABAB-LC 4., ACACBL _prgc AB-AC - BL
BC o » BC
_ AL+ 4C-AB-LC gy gc :Ai‘c“’c (BL + LC) — AL*=

— BL ILC dar BL + LC -~ B¢ si prim stmplificare cu numitorul
dc la prima fractie se obtine relatia ceruli in enunf.

ie = SR | PQ. In triun-
PQ. Inplus SR = UT =

T sint paralelé §i egale,

tn triunghint MPQ, SK este linie mijloc
ghiul APQ, UT estc linie mijlocie = UT i}

= —% PQ. Ramine ci segmentele SR §i U

deci SUTR este paralelogram.
Obs. Saci 4E = AD = SUTK este romb = ST Y UR.
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P10. Fie a latura triunghinloi. Reami
are toate laturile congruente s

BM, - By, % si i, Baf,

Deci MM, -

Jl

B

C

Considersm M, N, P, respectiv, ¢
mijleacele laturilor 4B, BC ., CD,
respectiv, 4D si fie MP NNQG=
= 10}. Pitratul sa impirtit in 4
pitrate. Distribuim cele 5 puncte in
Pitrat i deci cel putin doud sint.
intr-un pitrat mie say pe laturile
ui. Alegem U, V in pitratul QOPD.
Rezultatul problemei P13 arati ci:

¥z
vy <op =L

‘!\
\

L

2tim c3 un poligon cste regulat dacd
i toate unghigrile congruente. Din

= 60° = M HM, este cchilateral.

#i analog MM, = a1, — % Cum evident



P11

i2. 'Fie M = (BC). Atunci unul din unghiurile

MMy = MM, = MM, = ‘?' = laturile hexagonului -3, M Mg

M M M, sint congruente, Unghial M MM, este exterior triunghiu-
lui echilateral BM M .,-:; ‘MM, M, = 120° si analog pentru cele-

lalte unghiuri.
Rimine ci poligonul este un hexagon regulat.

B M1 M > C

Fie 4 %‘\T:mnil}{n\l in care iniljimea AI i mediana A3 sint astfel
incit BAI = [AM Z—.@}n trinunghial BAM dreapta AI este
bisectoarea lui 4 §i in acelasi timp inilimme, &ci A7 este perpendicu-
lari pe BC. Rezulti ci triunghiul acesta este isoseel 5i deci BM =
— MA. Deoarece M esté piciorul medianei avem s1 BM = MC.
Reznlid ci cercul descris din M ca centru cu raza MB trece prin 4

st prin €. Unghiul BAC fiind inscriptibil intr-un semicerc este drept.

AN\
Deci BAL = %mﬂ _ 30° 5i cum ABC este complementul lui BAT,

e
se vede i unghiul B al triunghiuvlui ciutat este de 60°. Deci rispund
ptunghice care sint jumititi ale unui

ia chestiune triunghiurile dre
A/M}B sauA/lk ate mi-

trianghi echilateral.
Pt 90°. Daci AMB este acesta atunci in triu-
AMC este acesta atunci AC > AM.

3t
77

Sura mai mare sau
ghiul AMB, AB > AM. Daci




In triunghiul CMD, din problema
anterioari, MN < CM sau 3N <
< MD.

Alegem MN < MC, (1). In triun-

, AN
ghtul. AMC unghiul AMC este ob-
tuz, deoarece estc extcrior trjunghiu-
1ui dreptunghic M BC, 5i, deci MC <
<. AC(2). Din (1) si (2) = MN < AC.

P 14. In triunghiul MCN unghiul MNC este

A .mai mare decit 60° (fiind exterior iri-
unghiului AAMN) si unghiul NCM este

N mai mic decit 60° (MC fiind interioara

— unghiului ACB). Deoarece intr-un tri-
M unghi la latura mai mare ¢ opune un-

ghiul mai mare §i reciproc rezultd cd
MN < MC

B ' c In mod analog rezulta MN < BN.

P 15. Considerim impdrtirea triunghiului in 9 triunghiuri astfel: din exer-
citial P 10, M, M, M M M M ; este hexagon regulat si considerim im-
-par{irea acestuia in 6 triunghiuri echilaterale congrifente. Din BM,M,
CM,M;, AM M triunghiuri echilaterale de latufi 1/3, rezulti €3

s
|




Baate

$-au ob{inut 9 triunghinri echilaterale cangruente. Luind. 10 puncte
la intimplare rezulti ci intr-unul dintre triunghiuri exist 2 puncte.
Alegem BM M, si fie U, V cele 2 puncte. Comsiderim intersectiile
dreptei UV cu laturile triunghiului, fie acestea U,, V,. Evident
UV < U,V; si din problema anterioari avem BV, <. M ¢ sau BVl <

< BM,. In ambele cazuii BV, < —; . Deci UV S UV, < BY,< T;— .
§
a

B 1

unde a = BC i in continuare b = 4AC i c =

P16. Avem BM -4 MC = a 5i BM = k- MC de unde MC =

"3 BM =

+ 1 . : .
= AB. Aplicim relatia lut Stewart: AB*MC — AM?BC + AG*BM =
= BM AMC BC. Inlocuind avem:
= a ek _ak a a

e — AMz2a 1 b = =&
1 TR E+1 k41

- Dupi calcule se ajunge la
B(B? + ¢ — a?) A2 4 &
*+ 1y
P17 AM miediana. Luim k = 1§ideci BM = MC adici AM este mediani.
Obtinem -A312 = sz;‘:._:,:‘a_l.blqae’: bz;-‘:—%

AM bisectoare. Din teorema bisectoarei —@-I: = %C-— = BA{ =
’ c

AM? =

= % MC i lufim & = cfb. Dupd calcule gbfinem —

o+ Be¥ = chat: 20%8h-
(I

P18, Presupuenm ci AM | BC si aritim ci AB* — BM? = AC? —
— CM2. In triunghiul dreptunghic ABM = AM? = AB* — BM?
§iin ACM avem AM? — AC?* — CM?sideci AR = AB* — BM: =
= Ac2_ care. |
<" Presupunem ci 4B? — BM*= AC? — CM? i aritim ci AM |
1 BC. Presupunem prin absurd ci 'AM nu este perpendiculari pe

BC si fie Al " De N+ M avem N < (BM) sau N «
§i fie AN ) BC oarcce N = sl iy

e (MC). Alegem N <= (BM)= BN < BM si

In (triilgghiurii dreptung(hice)/lBN si ACN avem AB — BN? =
= AN? — AC:— CN? = tBf — ACt = BN? — CN?%, (2). Din ABr
— BM? — AC? — CM? = AB* — AC?* = BM? — CM?, (3). Din (2).
si (3) avem, BN? — CN? — BM?—CM?= (BN — CN)(BN-}- CN)=
= (BM — CMW{BM + €M) = (BN — CN)BC == (BM — CM)BC =
= BN — CN = BM — CM = BN — BM & CN — €M, (4). Dm

AM?2 =

9

N
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P19,

P 20.

P2

BN < BM = BN — BM < 0sidin (4 CN —CM <0 =>CN <

< CM ccea ce,este in contradictie cu (1).

o= Din problema anterioari AB? — BM? = AC?2 — MC?, "(*).

Din BM = %k - MC si BM + MC = BC rezulti MC = BC/(1 + &)
’ 2 BC2 z

Bif = kBC si din (¥) avem AB? — #*BC = AC? — BC

k1 (1 4 &)* (1 = k)?

AC® — AB? — BC*®

AB? — AC? — BC2.

.= In baza problemei anterioare estc suficient si demonstrim

A AB — MB* = AC? — MC?® AB* = AC?* = 3{ B> — MC?. Avem

BBC*  BC*  BCk — 1)

T+ Rz (14 &° k+ 1

Tnlocuind in aceasti ultimi relatic # din enunt, dupi calcule rezultd

MB — MC?* = 4AB* — AC? si deci AM ) BC. i

‘Pentru calculul lui 4} avem AM? = AC2 — CM?2 = AC? —

si dupd calcule elementare se obtine % =
S P {

MB? — MC? =

BC?
(L + A2

Inlocuind acum valoarea lui % din enun{ dupa calcule obtinem

(AB* — AC?"_ BC?
4BC?

AM? = AC? —

¥ie 7,, r,, 7 razele cercurilor inscrisé in triunghiurile 4BD, ACD.

tespectiy, ABC, p;, p,, P semiperimetrul triunghiului ABD, ACD,
respectiv, ABC si §,= S(4BD), S,= S(ACD), § = S({4BC),
Sestie & Sy =Py, Sa= P, S=pr. Rezulti ci: r, L7, + 7=
Sy S S _BDAD, CD AD , BC 4D
- == T -+

T ==

2 Pa P 2p, 2P, 2p '

= 4D (——— + =+ —), {1). Avez/l} A ABD ~-AABC de unde:

2py  2p,  2p)
BDO AB _AD BD+AB+ AD 2p, 4, BD
= e— e = ——

4B BC ~ AC  ABABC+AC 2 p P

A4 . ) D
—_-?51 analogsefibtmec =.£_ Din (1} avem 7, + 7,3 7=
3
4B 4 -
=-1D-(——+—c EC—)=ADAB+AC+BC=AD.2£=AD.
2 2 2p 2.

Obs:rvatie. Fie ABC un triunghi oarecare i #,, %,, &, lungimile inil-
fimilor corespupzitoare laturilor BC, CA, AB- Daci P « Int ABC
atunci d(P, BC) < h,, d(P, AC) < k,, d(P, AB) < h, In particular,
daca ABC este triunghi dreptunghic atunci distanta de la un punct
mterior la o cateti este mai mici decit cealalts catetd.

Revenim la solutia problemei.
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P22

Fie I centrul cercului inscris in trinnghiul ABC 51 4’ B',C’ oiec-
riile Iui pe laturi. Triunghiul se imparte tu 6 trinnghiuri dreptunghi-
ce: BlA', CIA’, CIB', AIE, AIC', BIC’. Deoarece ¢ele 2 bpei
triunghiul ABC §i sint disjuncte rezultd 3 P aparfine unuia dintre
‘ie }}131 {nterior sau pe laturi). Alegem P < Int CIB’. Atunci d(P.4C)
=T. ’ ' -
Considerim acum acoperired trinnghiului ABC cu triunghiurile
APB, BPC, CPA si presupunem ca I este in interiorul trivoghiului
APB. Cum inil{imea acestui triunghi este d(P, AB)si T este interior,
din observatie rezultd c3 d(I, AB) < d(P, AB) adica 7 < d(P, AB).
Fie P = AB i PPy | BC, P, = AC, PP, i AC, Py = BC: Notim
§, aria triunghiulal APP,, Sy aria t i fuloi B/ 5§51 €2 S aria
trinnghiulai ABC. Din aseminarea triunghiurilor ! pP, si ABG
lvemlg-l = (_‘i’i—)’ , iar din asemiinarea triunghiurilor BPP, $i
S AB T s
S 4B s S AR
st
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APz 4. BPr 7 1

————— > — & 24P%2 4 2BP2 > (AP +
<5 =5 € + (

+ BPP & 24P? 4 2BP* > AP: 4 BP: + 24P BP & AP+

+ BP* — 24P BP > 0 ® (AP — BP)? > 0 ceea ce este evident.

Ob&-%’+ % =-;- ® AP = BP ©2($,+ S,) =S &P esteha

mijlocul lui 4AB.

buie demonstrat ci:

P 23. Considerim: O centrul cer-

cului interior tangent drep-

A telor AB si AC in P si @;

D punctul de tangenti al

celor doud cercuri; L mijlo-

cul lui P@; M mijlocul lur
BC;, LT y AB.

Trebuie demonstrat ¢ LT =

= LM. Avem OP = 0D =

= 0Q ca raze ale cercu-

lui interior. In patrulaterul

inscriptibil LT BM avem

N N
LBT = TML, (1). In patru-
laterul inscriptibil LPBD

NN .
avem LBP = PDL, (2). Do

© N

(1)si (2y > ](J}L = PDM =
=PD||TM.Cum LT }|OP
si LM || OD rezulti c3 trr-
unghiurile LZM si OPD au
laturile paralele i deci sint
asemenea. Deoarece triun-
ghiul OPD este isoscel rezulta.
ci trinnghiul LT A este isos-
cel si deci LT = LM g.ed.

- Deodrece mijlocul orieire;i ceviene apartine liniei mijlocii corespun-
zAtoare rezultd M < (B'C'), N € (4°C’), P < (A'B’) si deci A'M,

B’N, C'P devin ceviene in triunghiul A'B'C’ \.

Vom verifica relatia lui Ceva. '

Evident AAC'M ~ AABD $i AAB'M ~ AACD = cCM

BM CM BD BP AF 4’ CE
= e = mas = ———§i analog i—_ _ ;AN .
D¢ T BM D N = aF oy =

A\-emg:"‘—f. AN . _22, BD . CE . AF .
BM CN 4P "D a w' W



P25:

. BD
si deoarece inalfimile xAui triunghi shat concurente rezultd ___-CD .

Ty T y ’v r -._ . ,

-i»ip‘—=\l§idin(l)=CM 4,‘ B,P=1§. deci 4'M.
AE BF, B'M C'N AP

B’N, C'P sint concurente.

i

Fie AD} BC si PP’ ) BC. Avem AA'PP’ ~ AA’AD- 5i deci
AP pp PP _

44" 4D 4D
Avem
S(BPC) _ BC.PP' PP _

S(ABC) BC-AD  AD =
=k

st deci \ ~ .

S(BPC) = k - S{4B()
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P 26. Din problema anterioard avem: S(BP,(C) = £, S(4BC), S(CP,4) =
= kS{ABC) si S(AP;B) = k,S(4ABC). Avem:
S(BP,C} + S(CP,A) + S(AP,B) = S(ABC) = (k; - ky +
+ k) S(ABC) = S(ABC} = &, + ke + kg = L.

{

P27. Ficalatura triunghiului echila-

teral. Vom~folosi teorema lui
Pitagora. Avem BA4'? = BM?—
—MA75i1CA"? = MC2— MA™
de unde prin scadere CA —
— BA'2 = MC? — BM?*= (a—
— BA') — BA™” = CM® —
— BM2=>q% — 2a BA' = CM?*—
—BAM, (1).

Analog obtinem

a2 — 2a CB' = AM? — CM?,
(2) sia* — 2a-AC’ = BM? —
— AM?= (3).

Din (1) - (2) + (3) obtinem
34— 2a(BA'+CB'+ AC")=0
de unde BA' 4+ CB'+ AC'=

3a
= — = constant.
2

P28. Vom folosi aseminarea triunghiurilor §i reciproca tgoremei Ceva.




P29,

Avem: AABC ~ AC'BA, = —Eﬁ- _ 4B si AAB'C, ~
C'4, B4,

4.C 1.8
~ ACB'A,; = e 4B si prin inmultirea relatiilor ebtinate

AC,  C,B
AC Ab _ AB BC »AlczdebAlB B,C
AC, BA,  G,B' C'4, ~ C,B’' C'4,

gasim
46,
4B,

Conform reciprocei tcoremei lui Ceva aplicatd in triunghiul 4,8,C,
rezulti c¢i .l4,, C'C,, B'B, sint concurente.~ '

Deoargce unghiurile B si D sint suplementare patrulaterul 4 BCD
este inscriptibil. Fie O centrul cercului circumscris patrulaterului,
H mijlocui coardei BP, B'D* diametrul paralel cu BD, AF (\ B'D"
= 0, CE () B'D = {N}.

{

H fiind mijlocul coardei BD = OH y BD i HD = HB. Dm. Con
structic MO — HF si NO — HE. Avem AAOM = ACON 5i dech
MO = NO de urde HF = HE. Dedi BE = BH~— HE = HD —
— HF = DF.
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P 30. Fie 4*; B’, C’, picioarele inaltimilor, E mijlocul lui AC, AM bisec-

.

1.

toarea i 4. Din ipotezi AM JOH, M = OH.
Vom arita ci triunghiul AHO este isoscel.

-

= 9%° — m (B).
Evident m (BAA') = m (OAE). Din AM bisectoare = m (ﬁm’

N Y
= m (MAO) 5i deci in triunghiul HAO, AM este inilfime gi bisec
toare = triunghiul HAOQ este isoscel, §i deci .10 — AH.

Avem AAHC' = AAOE deoarece AH — A0 si C'HA = B = AOF
DECiAC'EAE:COSA=£—=£ —1—'=m(A)=w

AC 24E 2
Fie P al doilea punct comun cercarilor circumserise trmnghmrﬂ(

fig:lBl §i CA,B,, Vom arita ci patrulatersl B4 PC, este incscrif

‘BﬂJlCIPB; patrulater - inscriptibil rezulta m{CIPB;) = 180°-
-m 1‘9 {1)- Din C B, P4, patrulater i mscriptibil rezulti ci m_(@
=19 — m ©), (2). Finind seama de (1) 5i (2) avem m (4; PC)-

—
Rt



———— g e

R AN A~ . ~
= 360° — m (A,PB,) —m (B,PC,) = 360° — [180° — m (4)] —[180° —

-~ ) ~ o~ N
~m (C)} = m (A) 4+ m () = 180° — m (B) 5i deci A,PC,5i B sint
suplementare = BA,PC, esté patrulater inscriptibil.
o . L (O . T P
P32. Triunghiurile ACE, 3i ACB’ sint asemenea deoarece CAD’ = ACB,
si AB'G = GAB, fiind alterne interne. Avem:

‘4B,  BC _ AC 24B

S (AB,C).
= = = — = 4 =
¢B’ AG AB'" AB S (AGB")

= S(AB,C) = 4S(4GB7), (1)

Deoarece G este centrul de greutate al triunghiului 4BC rezulti ci

S(46C) = 3L S (ABC) si deodrece GB' este mediand in triunghiul

AGC avem § (AGB") = % S (4GC)si deci S (AGBY) = % S (4BC).
Tlocuind acum in (1) gisim S (4B,C) = — S (ABC). Analog ob-
3
> 2 .
tinem S (AC,B) =_§_5(ABC);15(BAIC) = 2 S(4BO). Deci
S (4,B,C) = S (ABC) + S (ABC) + S(BCA) + S (CAB) =

= 5 (4BC) - (1+. _:_ + _;_ n _;:_1= 35 {ABC). Deci am obtinut c&

S (4,B,C,) = 35 (4BC).

87

5

A,
2
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P33

a) Din aseminarea triunghiurilor 4 BD $i ABC dvem:

! __4B 4D pp _ S (4BD) _( AB)’=>
R B¢ Ac T 4B S (4BC) BC

1«

Din aseminarea triunghiurilor WCD si ABC avem:

A _4D_ D | sqcpy ACt_ _BC*~ 4B

BC 4B 4C { S(4BC)  Bc2 BCz
. AB? I

1——=_ _, _1

Bc: R
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P34

P35,

si deci
- hY
./

sucny ==L sy, ().

Din (1) si (2) obtinem
S {(4BD) 1

S(4CD) k2 —1
b) Tinind scama de sirurile de rapoarte egale de la a) avem
BC AC | 4B

Per (4BD) = 4B+ 4D + BD = -+ + =
& £ R

1
& Per (4BC) si deci
Per (4BD) 1
Per (4BC) k-

SN TN
Deoarece m (BAN) = 90° = BN este diamctrusi deoarece m (3.AC)
= 90° rezuiti ci si MC este diametru. Deci in patrulaterul M BCN
diagonalele se injumititesc si sint egale. Rimine ci MBCN este
dreptunghi = MN || BC.
Avem succesiv S (BGC) = S(CED) + S\(BDE) — S (BEG) =

<1 pe d(C,DEk+%DE BE—S(BEG):—;—,- DE-AE{'LIL

2
+%DE BE—-S(BEG)z% DE (AE + BE) — S (BEG) —

~

g
i
b
S




AR T

1
2

— ' DE AB— S(BEG)=_—AF AB — S (BEG) = S (4BF) -
=

— S(BEG) = S(AEGF). Deci
S (BGC) = S (AEGF)
P36. Fie AM ) BC = {L} si notaim AM/AL =x. Din MF || AC si

FF' || AM rezulti ¢ MFF'A este paralelogram si analog, EMAE’
este tot paralelogram.

B E L F C
Din asemianarea triunghiurilor CFF’ i CAL rczulti:

Ss (I‘F‘)* _ (ABI

S(CAL) AL AL

Din aseminarea triunghiurilor BEE’ st BLA rezultd: €

Din (1) 5i (2) avem:

)’ — 22 >S5, = a2s(CAL), (D)

1+ Sy = 2(S(CAL) + S(BAL)] = x3S(4BC) = #S, (3)
Din aseminarea triunghinrilor MEL $i ABL avem
S(MEL)y (ML .. ML\?
el N =>S(MEL) — (4L 4
S(ABL) (AL ) WED (AL) SUBL.
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Din aseminarca triunghiurilor MFL si ACL rezulti

S(MFL) MUIL 2 ML\ .
— == = Hy )= | —— y, . 5).
SECT (ALJ S(MFL) [AL) S(ACL) (5)

Din (4) si (5) obtinem

S; = S(MEL) + S(MFL) = ( L[—LL) [S(ABL) + S(AGL)] =

LA

M 2 . ) ML 2 —AM 2
= (‘”‘-) S(4BC) si deci S, = MLE o _ (_‘Li) S =
AL B AL AL
AMA2 -

=(1— 228} s = (1 — 25, ¥ 6

((—Srfs=u-» - ©
Din (3) si (6) obtinem:

(7).

Sy 4+ 83+ S5 = 425 + {1 — 228 = S(1 — 2% + 219,

Avem ci | — 2x +'222 > % G2 -dr+ 42 >16 40 —4x +

1

+1206(2x — i)a > 0 creea ce este evident §i deci 1 — 2y
-—S5.
> 2

+ 222 > % . Dc aici i din (7) rezultd S, + Sz + S,

Avem 0,/-1\[) = 0:/?6 , fiiid ‘opuse la virf si deoarece trimnghiurile ..

0,4D 5i.034C sint isoscele, avem 0,40 = 0,4C = 0LA4 = 0,04,

R




P 38.

;//

N P
Dect 0,€0, = 0,D0, de unde rezultd cd patrulaterul 0,0,CD este
inscriptibil = DOA. = C0,4, T Din 0,BAD patrulater inscrip-
tibil rezultd DO 4 = DBA, -(2). Din C4AB0O, patrulater mscriptr-
bil rezulti ABC = €044, .(3). Din (1), (2) §i (3) avem DB4 = 4BC
) Py '
si deci 4B este bisectoarea unghiului DBC.
Avem BCO, = D0, si m(DOD,) = L m{dAB) = m(ACH) i deci

DCO, = ACB = AC este bisectoarea unghiului DCB. Analog .AD
este biscctoarea unghiulei BDC.

A arita cd MN este tangenti cercurilor de diametru BD respectiv
DC este echivalent cu,a arita ci MN este perpendiculard pe ME,
respectiv pe NF.

Triunghiul M BD este dreptunghic, ME este mediana unghiului drept,

"deei ME = ED, si rezultd ci triunghitul MED cste isoscel, adica

P N AN 2N .

EMD = EDM 5i fie m{EMD) = m(EDM) = 2. Dar triunghiurile
> ~ P

MBD si BDA sint asemenea si deci a — m{MAD) = m(MND}

, _ Pl N
(ANMD este dreptunghi). Rezulti m{EMD) + m(DMN) = %0°,
ME § MN. Analog s¢ arati NF | MN.

r

g




Folosind formula medianei in triunghiul BMD, respectiv triunghiul ]

DNC, se obtinet '

AID2 A B2 32 F D2 72 2

ME® — MD -{Z-JIB‘ __BD si NF2— ND ;-1 c: Df
4

si in plus in triunghiurile BMD si DNC avem M B? + MD?* = BD?
si DN* 4 NC® — DC2, dc unde
8(ME? + NF?) = 2(BD? 4 DC?) = 2(BD + DC) — 4BD - DC
N Dar BD 4+ DC = BC _ pe £ B | DG — BG ceea ce, in defi-
2 2
nitiv, di 8(AE2 + NF2) = BC? 4 4DG?
bdc - yyem
P39 Este cunoscuts inegalitatea mediilor %ﬂ- > Vabc, pentru

a, b, ¢ > 0. Scriind aceasti rclatie pentru @ = xy, b = yz, ¢ = z%
obtinem :

ry 4+ vyt 2x > Vi M)
//‘ 3

Scriind acum inegalitatea mediilor pentru a = 3, b=y §1 ¢ =1
avem M}Vﬁ_: Inmultind aceastd ultimi relatie cu (I}
obtinem : <

(x + y +2){xy + yz + 2x) 2 9xy2, (2)
Notim S, — S(MBC), Sz = S(MC4), Sy = S(MAB) avem ad, =
= 25,, bd, = 25,, cd, = 25;. Avem: .
1 .55+ 5:5;+SsS
E=l+—I—+I:L+—I—+——=’S’/4;S’S’ 'S

ad, bd, cd. 25, 25y 25, ey
9 .

2S; +S.+S)). 25

o

9 . . .

Evident ¢i minimumul expresiei E este > Se stie c3 inegalitatea
mediilor devine egalitate daci §i numai daci & ="’b. = . s
In eazul nostru egalitatea se realizeazi daci; §i pumal daci §; =39,
=S adici M este centrul de greutate alf:mnghl;nlux.

P40. Fie D si E punctele de contact ale cercului cu\EEKEtFle: Rezultd nne:
diat ci ADOE este un patrat. Diagonala AQeste §i bisectoarea un
ghiului DAE. . -
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A‘»r E B

I3

) DO .
Din aseminarea triunghiurilor DOC si ABC aven o Do 1ar
BC 4B’
din aseminarea trinnghiurilor BOE st 4BC obtmcmﬂrs QE—
BC AC

,, Adunind cele doud ma;ii si tinind seama ci 0D = OE = R avem
d BO+0C R a i 1
BOLOC _ NPYSE. I TR R
BC ac T am’ 1B R b e

P 41. Trebuie si aritini cd 4C si 4O sint izogonale. In triunghiul ABD

ele sint indl{imea §i raza cercului circumscris ce pleaca din -acelagi
virf.

g




P42

P43

Daci notim E punctul diametral opus’ﬁ; A, avem A/I'E) = A/E}) =

. ) A~ Pl )
= 90. —m(4ABD) = 90° — m(AED) = m(DAE) = m(ﬁ\‘lC) adicd
46 5i AC sint izogonale.

a) Fie M piciorul perpendicularei din D ‘em CD?
; ¢ i pe BC. Avem CD? = DM?
+ MC?®* =25 = CD = 5. Avem perimetrul 18.

F \A D »

B N M C.

b) Avem BD — CD =5 si deci ED = 2. Triunghiurile ABD i

DEF sint asemenca deoarece au unghiul D comun, m(
"DE _ FE _

== — J——

= 90°, deci au toate unghiurile egale. Avermp —
e 8 IB 4D

2 .
= Tda unde FE == §/3.

EN BE

¢) Din asemimarea triunghiurilor BEN si BDM rezulti —
: DM BD

de unde EN = 125.
AB-AC

Avem BC? — 4B? 4 AC? = 5a% = BC = a5 5i 4D =

2af’5 . . - -
Y in carc D cste piciornd perpendicularer din 4 pc EC.

.

dﬁa Cum "BC =

Din triunghiul dreptunghic ABD gisim BD =
Br'.5

— al’S urmeazi ci BD cste a cincea parte din’ BC adici B
Luind BD in compas, impartim BC in 5 parti cgale.

b) Pentru ca triunghiurile BAC §i MFC sa fie asemenca este sufi-
FC -y—(: ceea ce se verifici ime-

: . . N\ . .
clent si existe propotgzonahtatca:— = B

&

diat, inlocuind at valorile anterioare.

Ay = m(E) =




A C

et .

e.:) Avind-in vedere ‘ci perpendiculara 4D este mediatoarea segmen-
tului BE rezultd ca triunghiul BAE estc isoscel. Avem AB = - AE =

—a, AM = a, EF — MF = “V

si deci patrulaterul AEFM este

ortodiagonal. Deci § = —;- AF -EM si deoarcce EM = afZ/5 §i

2

AF = aY¥§/5 obtinem § = —

P44, Se considera patrulaterul oatecare ABCD. In triunghiurile 4BC §
) . ACD avem AB + BCA4 AC, CD + DA > AC, (1). Adunigd re
1 latiile (1) se obtine 24C < AB 4BC,+-CD DA de unde, in
multind cu AC, 24C? < AC(AB + BC + CD + DA4), (2).
'

\ Aunalog se obtine: B
"2BD* < BD(AB + BC +,CD + D4), (3)
Adunind felatiile {2) si (3) si impirtind cu AC 4+ BD obtinem
(AC* + BDY) NAC + BP) < (AB - CD + BC + DA)/2

‘P 45. Avem AADC ~ AABC, deoarece ABC = DAC si unghiul C est

comun.

AD DC AC

— T —— T e .
DWAB = = AC* = DC BC.




~
X P N )
b) Fie DE | AB. Atunci ABD = ADE, fiind unghiuri cu laturile

perpendiculare, si deci CAD = ADE = AC || ED si-din ED 1 AB
= AC ] AB de unde rezulti ci triunghiul 4BC este dreptunghic.

s Avem evident S(4DC) + S(ABD) = S(4BC) = AC DF 4 AB -
DE = AB AC i
Dar patrulaterul AEDF este dreptunghi i deci AF = DE s5i AE =
= DF.

Obtinem AC - AE + AB - AF = AB - AC adici ceea ce se cerea,
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GEOMETRIE iN SPATIU

3 $ 1. a) In triunghiul O4B = sin 45° = AM/0A = AM = ay2 si FdF-

2
oarece triunghiul este dreptunghic isoscel = OM = AM =4 VZ .

Triunghiurile OAM si OBM sint congruente deoarece OM este co-

Ve




S

2-,’

alz
Py s N 2
m (BOM) = m (40M) = 45° = AOB este unghi drept §i triunghiul
AOB este dreptunghic si isoscel. Evident AVOA = ABOV, deoarece
Vo comuni, OA = OB si sint dreptunghice = VB = VA4 = AVAB
este isoscel. Din M mijlocul i AB = VM | AB §i in A A0B;
OM ) AB. Din OM ) ABsi VM | AB = AMO cste unghiul pla-
nelor (VA B) 5i (04B). In triunghiul VOM avem tg 30° = VO/OM =
@ VO—

=210=_""1"_.

. Mai mult

muni si AM = MB si deci, OB=a si MB =

b) Considerim .. in continuare ci m (P@) = 30°" Vom arita ci
ita

4 (0, (VAB)) este lungimea inditimii din O in triunghiul VOM. Fie
OP | VM. Din 4B 10M 5i 4B ) VM = AB | (VOM) & AB | OP.
Deci OP | VM si OP | AB=OP } (VAB) adici OP = d (0, (VAB)).
In triunghiul OMP = sin 30° = OP/OM = OP = OM. - sin 30° =
_a¥f2

-—

¢) In triunghiul ¥03f = cos 30° = OM[VM = VM = d 36 . Avem

S (4BVy = —;-AB VM = "z? si V (VOAB) =%S(ABV)»OP=

= “?: . In triunghial VOM =V0=0M - tg 80° = = 26 $i S(VOB)=

— azv,ﬁ— > ! 1 . 1 .
i /6 N v v 26
Deci Spoe = 2 (—'I:—*%T’PTS) si V (VOAB) =—§“6 '

Fic 4B ) Oy. In triunghiul 04B avem sin 60° = AB/OA = AB =
~ a3 si cos 60° = OBj04 = OB = a. Analog AC = aY¥&si
OC = a.

Fic 4D | (voz). Din AD | (yoz) §i AB[Oy = BD } Oy. Analog
DC | 0:. Avem A ACD = A ABD  deoarece AC = AB 5i AD
comuni. Deci CP = BD = .D apartine bisectoarei unghiului y0z.

: 3 ..,

In triunghiul OCD avem: tg 30° = CD/OC = (D = a—— § in tri-
unghiul ACD = AD? = AC? — CD?* de unde AC* = 847/3. Rimine

¢ AD :_\1‘;:';_6..
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$ 3. Fieh=d (V, (ABC). Avem V (AVPB) =%5(.{PB)-II.V(VBPC)=

= %s (BPC)-k 5i V (VCPA) = %s (CPA)-h. Trebuie deci deter-

minat P astfel incit S(APB)=-§(BPC) == S (CPA). Aritim ca
G, centrut de grgutate, indeplintste conditia. Aceasta rezulta imediak
din exercitiul P25 luind k2 = 1/3.

Fie a planul din enunt, 4B {|'a- $i CD |}|-a. "Daci AB || a atunci
orice plan carc contine pe 4B-intersecteazi pe « dupi o dreaptd pa-
raleli. ¢u AB. In particulat planele (4BC) si (4BD) intersecteazd
pe -z dupa MN || AB si PQ || AB = MN || PQ. Analog MQ |! CD
si NP || CD = MQ || NP s5i deci MNPQ este paralelogram. .
Mai aritith ci MNPQ are un unghi drept. Pentru aceasta este SU_fl’
cient s arifim ci 4B ) CD. Fie E mijlocul 1ui CD. In triunghid!
cchilateral ACD, AE este mediani = AE j CD. Analog BE 1 CD:
Deci CD y} BE §i CD | AE - CD | (4EB) = CP | AB. _
Ramine ca MNPQ este dreptunghi. Fie AM = x = MC =a — & ¥
deoarece triunghiul MNC este tot echilateral == MN = a — %. D18
NC = a — x = BN = x i deoarece triunghiul BNP este tot echr
lateral == NP = x. Deci S(MNPQ) = x(a < x}. Avem x + @ — =
= @ i se stie % dac:‘i suma a dou} variabile pozi»tivé este constan-
ti atunci produsul lot este maxim atunci cind ¢le sint egale. Dect
X=a— %=z%x=afl = SMNPQ) = a?/4.

[ 4

- -



S 5. a) Deoaregg CD |i 4B = CD |j 2. Atunci orice plan care confine
pe CD intersecteazi pe « dupii o dreapii paraleld cu CD. Deci MN jj

iI1CD sidin CD || AB = MN || AB, (1). In triunghiul isoscel OCD

oF
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avem MN || CD = OM = ON = MC = DN  Triunghiurile BCM
$i ADN sint congruente, deoarece BC = AD, MC = ND si-BCM =
=ADN. Deci BM = AN. Din (1) si ultimul rezultat obtinut, rezultd
ABMN trapez isoscel.

b) Fie » unghiul de la virful 0 al unci fetc laterale. Avem S (0BM)=

- %OB-OM -sin %, S (0AB) — _;- 0B sin x, S (OMN) = -;—0M=

. I
sin x. Deci 5% (0BM) — % OB OM? sin® x — % 0Bt sin x- —

-OM? sin x = S (OAB)-S (OMN) c.c.t.d.

Fie AM = x = AN = a — x. Deoarece distanta de la punctul P la
1

planul (4 BCD) este a rezalti ci volumul V (PAMN) 3 ax(a—1]-

Este clar volumul -este maxim daég produsul x (@ — x) este ;Ilaxim-
Dar x + (@ — x) = a = constant si deci produsul este maxim cind
T=ad—x=>x= %:;V."m = i ai %: a3/24.

6 2




Avem A AMQ = A BNM, decarece AM = BN, AQ = BM si
MAQ = NBM. Rezulti MN = M@ = ANMQ este isoscel. MO

fiirid mediani intr-un triunghi isoscel = MO inilfime, adici MO |
1NQ. Analog PO § NQ."Din NQ | PO 5i NQ | MO = NQ | (MOP).

S 8. Deoarece (VBC) si (VCD) sint
triunghiuri echilaterale” rezulti
BC,LVC si DC,\VC=VC]
1L {BDC,). Atunci orice plan care

contine pe VC este perpendicular

pe (BDC,). In particular planele

(VBC), (VDC), (VAC) sint per-

pendiculare pe-planul (BDC,).

$ 9. Considerim AB=a, BC =5, AV>=c¢, a > b 5i a = (ABCD).
Din VA)a §i AB} BC =VB) BC. DinVA4 asi AD | DC =
= VD ) CD. Evident triunghiurile V4B si VAD sint dreptunghice.
Avem S (VAB) =% ac, S(VBC) = 7‘ bYEF & S (VCD) =
- %a Y& F & si S(VAD) = %bc si VC?— a? + b2+ c*. Trebuie

demenstrat ci: —_
VCt > 6[S? (FAB) + S2 (VBE) + S* (VCD) + S2 (VAD)]

\
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relatie- echivalentd cu:
{a? + b + ¢?)? >i [a2c? L+ b2(a2 + ) - a® (B2 + ) + VP&
, X 2

~ a2+ b2+ 22 >3 (@224 atbr b2 S att b4t —ath?—
— a2c2 — b2¢2 >0 & 248 + 200 b 20 — 2202 — 2b2¢2 — 24P >
20 (a® — b2); 4@ — 4 (B2 — B2 >0
ceea ce este evident.

$10. Fie SA4 =SB=SC = SD = I, SO} (4BCD), 4M + CP =
= BN + DQ = #. Se stie ci daci o piramidi are muchiile late
rale congruente atunci poligonut bazei se poate inscrie intr-un
cerc cu centrul in piciorul inaltimii piramidei, deci, in cazul nostra,
0. Mai mult ABCD este patrulater inscriptibil = ABCD. este pa-
trat, dreptunghic sau trapez isoscel. Vom face ¢ demonstratia pentru
ABED trapez §i lisim cititorul si analizeze celelalte cazuri (Vi ing
vitim si observati ci celelalte se pot rezolva, tinind seama de de-
monstratia pe care o facem mai jos.

Fie MM’ } (4BCD). Din SO ) (ABCD) rezulti ci planul ( ($40)
1 (4BCD) 51 deci M'€40. Ple PP' | (ABCD) si analog P’ EOC

>
3
:
¥
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$11.

o

D

- FYFr \ P ’ 1
Fie UC" | (ABCD) Avem A CPP’ ~ ACSO = % = # si
(]

E 4 k ' ]+ CP
AAMM ~ 1 450 = _"‘;’ '”}", Repulta 2 £ P ; ‘r.
A i [
My o ppr s Mo pp )
- S PPk MM A PP e K i
h ! h ' { N

deoarcce 170" exte linie mijlocie in trapezul MM’ P'P obtinem

/"i ﬁ Dect distantele de

v
la 7side Ia 17 1a planul (4 BCHY sint cgale st deci UF (4 BCD).

Analog va rezulta ca VI =

Alegem @ < b < ¢ Prin M ducem MQ | AB, QEBN, si prin ¢
ducem QR ! BC, R=CP Avem ci ABCM QR este o prisma triunghiu-
lard dreapti = V (ABCMQR) = a5 (4BC), (1). Fie MT § QR. Deoa-
rece plancle (MQR) si (BCRQ) sint perpendiculare”= M T ) (BCRQ).
. | B .
Pentru piramida MORDPN avem 17 (MQRPN) 5 S (QRPN)-

1
b — a4+ c—a) —@R
(b [ )29

—

MT - L (O PR)- QR MT =

6 3

B
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-MT = _;T (b4 c— 2a) S (MQR) si deoarccc S(MQR) =S (4BC) =

= ¥V (MQRPN) — —;-'(b 4 ¢ — 2a) S (ABC), (2).

"Din (1) si (2) avem V(ABCMNP) = V (4BCMQR) + V (MQRPN)=

—as (ABC)—l——; (b + ¢ — 2a) S (A4BC) = § (ABC)“—T%——C.

Din problema anterioari avem:

S(ABCD) a+ b+ ¢

V (ABCMNP) = s(4Bc) 2 ’;*‘ c_

2 3

V (4DCMQP) = S (ACD) £ +d+c :'s (ABCD)Y a4 d +¢
3 Jioz B3

V (BCDNPQ) = S (BCD) btc+d S(ABCD) b+ —|-d_

3 2 3 &%

V(BADNMQ) — S(BAD) 2F ‘;-If_d‘: S(AI;CD) b+ n;—}— d

Adunind toate relatiile obtinem, dupi impirtire cu 2,

¥ (4BCDMNPQ) = s(4pcp) 2E 24 et d




K,

S13, In QMC, NB este linie mijlocie = BQ = 2a = BQPA este dreptun-
.. T\ -~
ghic isoscel = m (QAB) = 45°. Analog SD = 2a s5im (.Sfd})) = 45°

. . N
$1 deo.arece m (DAB) = 90° = m '(5{46) = 180° = A =@S.

In triunghiul MCQ: MQ* = 2042 > MQ = 2af5= MS. In triun-
ghiul ABQ = AQ* — 84 = AQ =24 V2. In triunghiul dreptunghic

AMQ, AM = 2a )73 si deci S(MSQ) = %SQ - AM = 4at}6.

S14. Fie D, mijlocul lui BC. Triunghiul. ABC fiind echilateral’ rezultd
AD, ) BC. Avem BC { AD, si, din ipotezd, BC | AD = BC'}
1(4ADDy)-= BC } DD,. Avem acum ¢i triunghiurile BDD, si
CBYD, sint' congruente = CD = BD si tetraedrul este regulat.

$15. Triunghiurile 4BC si ADC sint congruente si isoscele. BM si DM
fiind mediane corespunzitoare laturilor congruente in triunghiuri
congrucnte, sint congruente. Deci BM = DM i, prin urmare, tri-
unghiul BDAf este isoscel. MN este mediani in triunghiul isoscel
BMD = 3N ) BD, (1). Analog triunghiul ANC este isoscel §i
deci NM §j AC, (2). Din (1) §i (2) rezultd a). In triunghiul BMD
aplicim formula medianei i avem:

MN~» - B."Ii '1— J‘{Dz N BI)‘: Bj[x _ ﬂ)_'. . (3)'
2 4 4
AB? BC* AcC?
In triunghiul ABC avem BM? = ;L - e
1C . AC*+ BD?
_dc¢ , (4). Inlocuind (4) in (3) obtinem MN2 = g2 — .---i;—-—-— .
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$16. Fic 40 ) (BCD) st E mijlocul lui A40. Fie 4B — a.
Avem 40 aY24T = AE == EO  ajl6 si BO = C0 == DO =
L =al'¥3.

A
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In triunghinl COL  avem CE? = CO* + EO® = ¢%2.-In triunghiul
CED avem CFE: |- ED* % + L —ar—CD* = CE LED. Ana-
log CE \EE si EB | ED.

SH. Fie ¢C i ) . i . .
l1a st 2D' { a. Dreoarece planele as t lel
=cC' b 1 I a si 8 sint paralelc =

Igl triunghiurile dreptunghice cAcC’ si DBD' avem x*  169a*—d
§1 3* = 2542 — ¢2. Din enunt z + y = 144 si deci am obtinut sis-
temul :

{.\f + vy = l4a- D' Cl

X% = 16947 —d?

A= 223a— d

Scizind ultimele doud relatii A.
avem 2 — 22 == 562% si folosind

prima rclatie gisim v — v = 4a. .
In definitiv obtinem: M

$18. Fiegz— {(MC'D’y. Deoarece C'D’ |}
| (4BB’A')y punind MN =« ) A
(1 (ABB'A’) cu N=EBB’, rezultd
MN|IC'D" = MN |[A'B". Fie
BT yNC' DinC'D’ ) (BEC'B)=
=(C'D" ) BT. Deci BT } C'D7 51 E
BT { NC" = BT J a §i deci BT
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$19.

este distanta de la B la planul «. Avem A BTN ~ AC’B’N avind

unghiurile congruente si deci BT _ NB, si inlocuind NB =
B'C' NC’'
— aj2, B'C' = a§5i NC' = a¥5/2 rezulti BT = }"5_ .

Fie M centrul de greutate al fetei ACD, N al fetei ABD si P al fetei

ABC. Fie AM

NCD={M", AN BD=1{N'}, AP N BC=
= (P} -

-y

Np

& ~\

g

C

AN._AM AP _ 2 o aseminisi results i triun-

AN’ AM' AP’ 3 §1 asemanar: rezulta ca

ghiul NPM este asemenea cu N'M'P’ = —S (NPM) — i_'friun-
M 4 o 2 bl . S(N'M'P') 9 .

ghiul N'M’'P’ fiind format din mijloacele laturilor triunghiulul

Din

BCD = sg;g'P') _1 _ SINPM) _ S(NPM)
.. L D 4 S ‘J g ’
swai _ﬁ.-l__ 1 l(BCD) S (N'M'P)
stgeoy 9 4 9 .

Deoarece NP || N'P’ gi NM || N'M’ = (NMP) || (BCD) = distan-
fa de 1a @ la planul (NMP) este distant(a dint)re” ;(tlanell (BCD) si

(NMP). Das plamal (NMP) este 1a % din distan{a de la 4 Ja planul



e —

!
(BCD). Deci d(Q, -(A’MP)):% d(A, (BCD)) si din 41) avem

%s (NMP) -d(Q, (NMP))

YMNPg) _ 11
V(4BCD) T 93 27

%s (BCD) d(A, (BCD))

$20. Este suficient si demonstrim ci A,N,Q sint coliniare.

In triunghiul CNA, MP este linie mijlocie = AN|| MP, (1).In tri~
unghiul B/PM, NQ este linie mijlocie de unde N@ || MP, (2). Pin

(1) si (2) si unicitatea paralelei Ja MP dusi prin N reaulti- 4A.V,¢

coliniare. . R
Dreptele AQ si AD fiind concurente in A resulti ol simt coplamare,

;l{eci A,N.,Q,D coplanare. . - dreants dints
eamintim ci daci o dreapti este paraleld cu o dreapti dmtr-un
plan atunci ea este paraleli cu planul. In cazul mestri MP || A@=

= MP este paraleli cu planul (ADQ).
S21. Fie A4, § (4,4;4,) 5i MM, | (4s4,4,). Avem A BMM, ~
W Y W DS TV W W W R

_ MM, S (4;4,4,) _ MM,
A AT, S (A, 4,40 A4

$i analoagele.
Dec; MMy | MM, | MM, | MM, Y (4, 4u4,40) _
A A, T A A, 5 AA's AN V{(AAdsA)
‘ : =1, (1)

= 1 $i prin armare §;
= s
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Vom demonstra prin reducere la absurd.
Presupunem prin absurd 4,3,/ MB, >3 = (4,B, — MB

> 3= ABMB,>4<MB, |AB < 11, (¥)i < {i
4

LI-MB, >
2,34} §
deciz MB,

f=l L'}

Presupuenm prin absurd AM | MB, < 3 = (dB; — MB) | MB,<

3> AB [MB< 4> MBIAB > 14, (¥) 1< (1234 '5i
4

—L > [ ceea te este, din noyw in contradictie cu (1).

i=1 AiB“ '

<.} ceea ce este in contradictie cu (1).

In triunghiul ABC = AC = 5. in triunghiul PAC =» P4 = |11
kY
Avem ¥V (BCDP) — % S(BDC) PA — 2 |Ti

Avem V (BCDP ﬂ% S(BDP) &(C (PBD)). Din 40 = 52 si

PA =¥ = PO = V502 i 5 (BPD) —;- BD PO - 5Y69/1-

Dupi ultima dormuli de volum §ism &(C,(PBD))'= _E}_Y__l_‘l—_
o 5769



A

$23. Fic A4’ ) (VBC) si MM’} (VBC).
pins -
Evident AVMM' ~ AVAA" = LES :J—I%:ﬂ ~

MM’
AA4".

A a
V(VMNP) S (VNP) MM’ __VNvVP sin (BVC) MM’ _

Avem —
V (VABC) S (BCT) A4’
wn p

abc

“VB-VC sin (BVC) AA”,

"3

T IV




)

$24. Fie a = (ABM). Din AB!|CD = CD || o, si daci (VCD) N a =
= MN = MN ||CD, N € (VD). Fie VP | 'CD s5i VP (| MN =
"={R}. Din MN |!CD si VP | CD =VR | MN s§i deoarece
(V€D) ] a=>VR )} a=VR | RQ. In triunghiul VOP = VP? =

= V0% + OP? = VP = 5. In triunghiul VPQ avem S (VPQ) = %

PQ VO — -;— VP QR = QR — 24/5. In triunghiul QPR = KP?

= QP? — QR? = 36 — (24/5)* = 36 — 23,04 = 12,96 = RP = 3,6
=>VR=VP — RP=5—3,6=1,4. Din aseminarea triunghiu-
X VR_ VM

P~y o

rilot VMN si VCD = >

T3
2%

%l

3

% I
SR
£
=

¥,

%,
e
H
=
i
&
R




—

In triunghiul ¥PC = V(2 = VP? 4 PC? = VC = {34 si din (1)
ob{inem VM o 1,633. Avem V (VABM) = i S(ABMN) VR,
J

(2). Din .aseminarea triunghiurilor V3N 'si FCD avem: I:;g =

[ZAY MN 4

—_ A = E de unde MN = 1,68. Calculim aria fra-

VD cDh vp .

—-pezului ABMN : S (ABMN) = (AB + MN) QRj2 =92,16/3, si din
(2) = V (VABMN) — _’391_'_02_" ~ 8,6. Avem V (VABCD) —

5

S(4BCD) 10/3 = 48 = V (ABCDMN) = V (VABCBH) —
— V(IF'4ABMN) ~ 39,4 st deci raportul volumelor -celor doug'
corpuri este 8,6/39,4 ~ 0,2. '

§25. Fic 4C (N BE = {F} si a = (BVE). Din AC | (VBE) = AC }
L BE. Avem A4C? = AB*+4 BC*= 25 = AC = 5. Aplicind teo-
rema catetei in. triunghiul ABC avem BC2 = CF AC = CF = 9/5
$i in triunghjul dreptunghic BFC = BF?’= BC? — CF2 =9 —
— 81/25 = 144/25 = BF = 12/5., Aplicind tcorema iniltimii in
triunghiul BCE = CF? = BF - EF = EF = 81/60 = 27/20. Deci
BE == BF + EF = 15/4.

In continuare, S (BCE) — BE -CFj2 — 278 si.V (VBCE) = >

3
S(BCE) VO = 27/4.
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8§ 26. Acceptim firi demonstrajie unmitoarea:

Lemi. Fie x §i y doud variabile pozitive a ciror sumi este constanti,

% 4.3y =1, Atunti maximumul produsului x2y se realizeazi pentrn
2l . i

=— s5i y=—.
8 sy 8

Trecem acum la rezolvarea problemei.

|
i
i
.{n

i

Fie x raza cilindrului, y inil{imea acestui cilindru si =a? aria totalda
conului. Deoarece triunghiul AHC este dreptunghic isoscel AH =
= HC. Din motive similare AE = ED si DF = FC si deci AH =
= % 4- y = HC. In triunghiul AHC, 4C = HC V2 = (x4 5) V2
aplicind formula ariei totale a unui con avem wma? = =HC? +

si
4+ nfC AC = ma? = =(¥ + y)2 + ={r + )22 de unde x + y =

= 2 — const. Volumul cilindrului % 2y. Con-
\ Vx T = . volumul cumdruluai eite = WX°Yy.

. . . 2
form lemei maximumul produsului x2y se realizeazi cind z = 1-‘—
__a=— Siy= LE a—_ si deci volumul maxim este-
i+ 2 3 Yyi+yz
v 4 az 1 a
m:

T — .,

S 14923 Vi¥yz
Din SC y (4BC) si AC } 4B §i teorema celor trei perpendiculare
rezulti S4 § AB. Din AB | AC §i AB ) SA - AB ) (S4C)
§i deci 4B 3 CQ, (1). In triunghiul dreptunghic isoscel SCA, C¢

llﬁ re -

S27.




ot

este mediani = O iniltime = CQ ] S4, (2). Din (1) §i (2) rezultd
€Q | (SAB) 5i din CP | SB = QP SB.

Deci in patrulaterul 4BPQ unghiurile 4 §i P sint drepte = ABPQ
patrulater inscriptibil. -

$28. Fic R raza sfcrei si 40, = #x, 0,0, = b.
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§ 29.

i § 39.

In cerc;;l de diametru A B aplicim puterea punctului O, fati de cerc
si avem x(2R — x) = a2, (1). Analog, din puterea punctului O,,
avem (x + k(2R — x — h) = b2, (2). Réamintim cd aria zonei este
2zRh. Inlocuind (1) in (2) avem
at — b2 4 2Rh — B2
2h

Inlocuind in prima relatie, dupi calcule, se obtine

2Rh = Y4h%a® + (a2 — 02 — h%? , de unde,. inmultind cu = rezultd

aria zonei = f (4h%® + (4% — b® — B3)?

Fie OP } BC = patrulaterele OPMB §i OPCN sint inscriptibile.
N

OB este bisectoarea unghiului #OP, OC este bisectoarea unghiului

N =
PON-gi deci, OB ] OC. Cum MB = BP = x, PC = NC = RY3
tangente duse din acelasi punct) §i A BOC este dreptunghic,. rezulti
BC? = 0B? 4+ QC? sau_(MB + NC)2 = 0B + OC%, (1).

AM_g
:-F

P -

A -
P NN
.D[

N C

~

Din trinnghiul ONC se obtine OC? = R 4- 3R? = OC = 2R. Din
trmnghlul_OM B se obtine OB% = R? 4 22 5i inlocuind in (1) avem
(* + RY3)* = R* 4 »* 4 4R* de unde . x = R/{3. Inlocuind

in formula ariei laterale a trunchiului de con gisim 18 R gi din for-
3

mula volumului trunchiului de con 7 R3,

a) Triunghiurile ABC §i ABD sint congruente deoarece AB este
comuna, BC = BD si ABC. = 4BD. Fie CE | AB.Avem A CBE=
= ADBE.\deoarece BE este comuni, BC = BD si EBC = EBD.
lﬁc\im (BED) = 90°5idinCE | AB§i DE | AB rezultd ci unghinl
CED este unghiul planelor (4BC) si (4BD). In triunghisl CBE,
sirf 45° = CE [ BC = CE = {3 = DE. Ia triunghiul CED avem.

-



-

§31.

Fie MN ) BC = {E} §i CE N c

A L

CE* + DE* = 6 = CD? §i/dici triunghiul CED este dreptunghic in
E = CE ) DE si deoarece CED era unghiul planelor (4BC .
= (4BC) | (ABD). _ e ghiul planelor (4BC) 5i (4BD)

1) Triunghiul CEB éste dreptunghic isoscel = BE.—CE =3 .In
triunghinl CEA = tg 30° = AE JCE = AE =1 3i AC* = AE? +
L CE*=4=AC=2 .si din congruenta triunghiurilor ABC si
ABD = AD = 2. Aria triunghiului ACD  este S(4CD) = 15/2
Deoarece- (4BD) } (ABC) si DE 1 AB) = DE | (4BC) -

=V (ABCD)=(1/3)S’(A_BC)-DE = (1+ ¥3)/2, (1). Pe de alti paste
V (ABCD) = (1/3) S(ACD)-4(B, (ACD)) = (1/6) Y15 -d (B, (Ac:&

(2). Din (1) §i (2) avem
i(B, (ACD)) = 3+ 13
¥5

D = {P} s Sectiunea este MNPQ.
in triunghiul AMN avem MM = AM? + AN — 2AM AN

cos 60° = —;l?,de unde MN = —!%— , (1)- In triunghiul BDA,
MQ este lidile mijlocie = MQ = 12, (2). 1n trionghiul ABC aplicim
teorema lui Menelaus si avem

EB NC MA _EB 1[4 1/2
___-_._-_*_=1=__.—-__—-_—-=1,
EC NA 'MB EC 34 12
EC+ 11
LT =1
EC 3
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de unde se giseste EC = 1/2 5i din E?#TC + 1rezulti EB = 8/2.
In triunghinl DBC aplicim teorema lui Menelaus §i avem

T EB PC @D _ P__}_a’.pj PC 12
EC BPD OB s 2 PD Yz
si'dinPC + PD = 1 = PC = 1/4 si PD = /4.

I = 8PC = PD

In triunghiul PCN avem PC = CN = 1/4 gi deoarece m(ACD) =
= 60° rezultd ci triunghinl PCN este echilatetal = PN = 1/4, (3)-
Triunghiurile DOP si AMN sint congruente deoarece QD = AM =

TN
= 12, PD = AN = 3/4 5im(BAC) — m(@DP) — 60°. Deci HN_=
= QP si deci QP = V% ().
Bin {1), {2}, (3) si (4) rezulti ci

- FE ’ t oa
Per(ME\‘PQ):E—_g_ —+ Vi+ —'=YT7+ %_

8+2V7
174 TR —T 14

——

$32. Din epunt VM = MD = 12, V]\f= 3//4, NC = 14, AP = PB =
=12 Fie MNNCP =1}, QPN BC={R}, QP N AD =

120

!a



— 1S}, MS N ¥4 = {T}. Aplicim teorema lui Menelaus in  triun-

ghiul' ¥.DC pentru transversala MQ si avem: =

D N ] !
op NC MV _ 0D Ut 12 __gp=3C=QC+
Qoc NV MD gc 34 yz . _ ¢
4+ 1=30C=0C=172 si deci @D =1 1/2 = 8/2.
Fie PU 1 CD = PU =1 siCU = 12 = QU = gc +CU =12+
4+-1/2 = 1. Din aseminarea triunghiuriler QCR §i QUP avem:

/

QU PU QP 1 1 (1) 4
In triunghiul QCR avem QR = C@* + CR2— 1j4+ 1/4=1/2 §

Li_, f1). fn triunghiul NCR avem NR* =

. . .. 8 S I )
cQ=CR rezulti ca trignghiul QCR este dreptunghic isascel =
= n (C/'Q?E) — 45° = triunghiul SD@Q cste dreptunghic isescel =
= SA = 1f2. Triunghiurile MDQ si MDS s/mi congmen/te\ deoarece
D@ = DS = 8(2, MD este comund §im (MDQ) = m (HDS) = 60°
st deci, MS = MQ si MSD = MOD. Trimmghiurie T.%S si NCQ

21
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k|

o

P AP Py
sint congruente deoarece A4S = CQ = 1/2, 1S4 = NQC 5i TAS =

N ‘
= NCQ (deoarece au suplemente de 60°). Deci MT = MN si AT =
= NC. AVCIP A TAP = A NCR deoarece NC = AT, AP=CR

si TAP = NCR de unde rezolts NR = TP. In triunghiul VMN
avem MN® — VM? + VN? — 2VM.- VN - cos 60° — % - MN =

‘=VT7.DeciMN=MT=_V%, 3). )
‘Din (1), (2) si (3) avem: Per (MNRPT) = V% + V_Z__{_ v‘li—l—
Y3 ¥z

+ T+—2— Si decg, in fine

Per (MNRPT) — —;_(vz— + V3 + V7).

5 33. Se observi ci BC? = AB? 4+ AC? si deci triunghiul 4 BC este drept-
unghic, cu unghiul drept in A.
In triunghiul AMC avem MC? = x* { 3i=> MC — {Z F 3. In
triunghiul AMB avem MB® —= x? + 9 = M B — fx2 + 9. In triun-
ghiul BMC avem

BC* = MB2+ MC* — 2MB MC - cos 60°
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~§ M.

de unde, prin inlocuire, ob{inem
12=2*4 94 a® 4+ 3 — zy’xa+9}x=+’3-—;-

adlca 222 = fx’+9Yx’ 3o dat = (x*+ 9) (»% 4 3).-Notim
=y,y>0§1avem4y-=(y+9)(y+‘3)=>y —4y—9=0
cu singura ridicini admisibili y = 2 + 13 = r = l 2 + Ji3o

Deoarece prin proiectia unui asemenea unghi pe un plan-se ob{in2 un
unghi mai mare, rezulti ci in B si C problema nu este pesibili (din

~ AB |3 s o B ane e an B
cosB_F_—z-rezulta w (B) = 30°, iar din cos C = —= VS
— % rezalts m (C) = 60°).

a) Avem V (VABCD) =— - — - AC- BD - V0 = 32.

b) Din triunghiul dreptunghic VOC deducem VC% = V02 +.0C%=
= 32 si deci VC =4 ¥2.'La fel din triunghiul dreptunghic VOB
deducem VB'=5 si deci AV = VC = 4}25i VB=VD = 5.

/)




S 35.
—

,/"

¢) Avind in vedere ci laturile ¥O si OC sint cgale (VO = OC = _4)
' 27N N
si cam unghiul VOC este drcpt urmeazi ca m (OVC) = m (VCO) =

N Pt
= 45°. La fel m (0A4V) = m (41/0) =. 45° si deci'm (AVC) = 90°
adica AV CV.

FieVA=a,VB=5b,VC.=csiV{ AB, VE } BC, VI AC.
In triunghiul VAB = 4B = fa® 4- b'—’ Exprimind -aria triunghdului

VAB in dous moduri, adica § (VA B) — _; V4 VB = _;- . 4B ;

D obtinem
VD = —__ab st analog VE = ———— _%b__c VF =2 !
- Vo T o et e
(\
Relatia din enunt este echivalenti cu
ab be ca ) L,
e toe——n< =t + >+ 102+ +
Yar + b2 Yyo2 + 2 Y2 + a? < 2 (Yar ‘
+YTT @), .
Avem 1
abr _ irm_ 2ab — . a* — B2 _ {a — b2 E

tere 2 0 deye et F




Adunind relatiile (2), (3) §i (4) obtinem (I).

Sc stie ci daci r<a, y<b, z<csizx+yter=at+bic
dtunci x = a, y =5, z =c.

Aplicind acest fapt problemei noastre rezultd ci egalitatea se reali-
zeaza dacl si numai daci a =& = c.

IFic o = (A4', BE') si CD M == {E}.

Din TD | BB si ch L A4"=CD y (4BE) = CD | 4B, (l)..Fie
CC' 1 (ABD) = CC' ) 4B, (2). Fie DD’ | (ABC)'-—->DD'1AB,_(3)..
Din (1), (2), (3) si unicitatea planului carc contine o ‘_(‘ireaptaﬁl
este perpendicular pe o alti dreapta rezulta CC* DD’ §1 CD sint
coplanare.

_ RI» = CE? — DE?® (a sc vedea g§i
) 4C? — APV = CE* — DE*. Deci

AC? + BDr = AD* + BC2.

b) Din BE 4 CD = BC?
problema P 18). Din AE Ll
ACr— AD* = BC* BD¥ =




- L A~
$37. Fie BE jVC, VM ) BC, VN [ AD. Se verifici usor ci MVN este
unghiul planelor (VBC) si (V-AD).

Avem A BCE = A DCE decoarece CE este comuni, BC = €D si
N\ P P - .
£CB.= ECD. Deci m (BEC) = m (DEC) —90° si BE — DE. Din
. ) , SR a-N .
BE ) VC si DE | VC rezulti ci unghiul BED estc unghiul planelor
- PN .
(VBC) si (¢VDC). Din enunt m (BED) = 120° Din BE = DE rezultd
cd triunghiul BED este ISObLLl §1 deoarece O este mijlocul lui BD,
avem OE | BD sim (EBO) = 30° Fie a latura pitratului 4BCD.
In “triunghiul EOB avem cos EBO — OB|BE = cos 30° = OB/BE.

2
‘Deoarece €0s 30° = {32 si OB —a J2/2 obtinem BE = 2 V . In

. . N 2
O BCE, sin BCE 22 BE/BC - sin fon - 12

N
= =2 - cos BCE =
/’4'3

-¥

1 —sin’ﬁ = ¥33. In A MCV avem tg@= VM[MC=
126



i Iﬁ VM ; V-Z— Pl
) O H
= S = Sy =212 In A VOM, cos PMO = '
s aj2 2
cos VCM ’

— N
= OM[VM = Y2/2 = m (VMO) = 45° =
Deci in triunghiul ANA unghiurile VMN si VAM au masura 45°

AN
m(NVM) = 90° adici planele (FBC) si (VAD) sint perpendiculare.

$38. Fie VP ) a, PM | OB, PN | OC. Din teorema celor trei per@ndi—
culare rezulti VM | OB si VN § OC.

N
Avem A VOM = A TON deoarcce VO este comuna, I‘/(O}I = VON
si sint triunghiuri dreptunghice. Deci V.M = VN Avem AVMP =
= A VNP deoarece VP cste comund, VM = VN si sint dreptunghice.
Deci MP = PN de unde rezulti ¢i P apartine bisectoarei unghtului
P
COB sau coincide cu 0.
o~
Analog P apartine biscctoarei unghiplui A0B sau coincide cu O.

Cum P nu poate apartine la doud bisectoare de unghiuri adiacente
rezulti P’ = 0 = V0 ) a. )

v




S 39.

S48
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Fie AE y/(BCD), EM § CD, EN j} BD. Din teorema celor trei
perpendiculare ‘rezulti AM j} CD si AN } BD.

Din BC jy AE si BC | AD = BC-j (AED) = BC } ED adica ED
este indl{ime a triunghiului BCD.

_ o _ _ . TN= i
Avem N\ ADM = A ADN dcoarcce AD este comuni, ADM=AD
si sint triunghfuri dréptunghice. Deci AM = AN.

De asemenea A\ AEM = A AEN decarece AM =AN, AE este co-
mund si sint triunghiuri dreptunghice. Deci EM = EN de unde re:
zuiti c¢i ED este bisectoarea unghiului B/DE . _
Din ED inilfime i bisectoare in triunghiul BDC tezulti ci triunghiul
BDC este isoscel = BD = CD. N

Avem A ACD = A ABD deocarece BD=CD, AD este laturd co-

LN AN
mund 5i ACD = ADB. Rimine ¢i AB = AC.

P “‘"‘?“P‘m"m €i existd o astfel de
;:': ;:3 ascutit are 807 atunci celalalt unghi are 120°.

o 2 L(ABCD). Deoarece muchiile VA, I'B, F'C sint congruente
€& trmnghiurile V40, BVO, ¥(O sint congruente §! dect

pirainidi. Daci in rombul ABCD



A0 = BO = CO0, adicd O este centrul cercului circumscris triunghiu-
Iui ABC. Avem A AOB=A BOC deoarece A0 = ©C, BO comunit

si AB=BC. Deoarece m (ﬁC) = 120° si m (ﬁO) = m(@) re-

N N
zulti m (ABO) = m (CBO) = 60°. Deci triunghiurile isoscele AOB
§i BOC au un unghi de 60° de unde rezultdt ci ele sint echilaterale.

‘Deci m (0AB) = & si-din m (DAB) = 60° rezults O < AD. Analog

0 e DC si deci O . Din VO | (ABCD) = VD } (ABCD). Dar
acest fapt este imposibil deoarece in triunghiul VDC am avea ipo-
tenuza VC = a si cateta DC = a.

Rimine ci premiza este fals}, adicd nu existl piramide.cu proprie-
tatea enunfatl.

X




SUBIECTELE CONCURSURILOR
DE ADMITERE IN LICEE— 1990

I — Sesiunea iwlie — REAL
1. ..)’ A = 3. ‘
b) Conditie » =£ 2. Ecuatia devine mx = 3m — 1. Pentru m 3% 0=
bm — 1§i din x2=>m=1. Deci pentru m= 0 §i

D K -

. o= 1
® sk 1 = 2= (3m — 1)/m.EPeniru m = 0 ecuajia devine 4 @

ceea ce este impasibil. Pentrum = 1 ecuafia devine 0= 1 cect
— e este absurd. P

¢)Avem P(14 ) =1+ 25+ 24+ a4 ax+ 1 5i P(l—3)=

, —~l—2x+s’+¢—¢z+,1deunde42‘+ux-o.("t)!‘Rﬁ
¢ 2= -2,
L —1dacds 21
= a) A 1 xjf 3daciz 0 ={z 1 dacs
%) Avem 2= sl {—zdaciz<0'lx fl 1—sdacis <t
Objinem f(z)-{‘"z’d""‘-_2<’<°. Graficul este:
1 dacd 0Cx<g 1 -
y -
(%)
. r—3
9*2 1 b's
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b) Condifii rezultate din enun{: 1 —22 >0, 4— & > 0 i
(1 — 2a) (4 — a) = 30. Se obtine 4 = —2.

c) Dacd a este muchia cubului »\diagona.la estea |3 a3 =
=3 =a=|3 i volumul cubului este 3}3.

3. a) Aplicind teorema lui Pitagora obfinem AD3 = §% — §3, BD? =
= b1 4 & — B2 '

C

b) Din AB’) AC 5i AB]CD rezulti AB ) (ACD) = AB ) AD.

Avem tg ABC = bjc si tg ABD = ADjc = Vb2 — h¥c < bfc =
P AN P _

=ty ABC = ABD < ABC. Obtincm § (4BD) = ADc¢[2 =

VB = & -2 5i V(CABD) =Tf(;.; .

¢} S{4BC)*="bj2, S(ABD) = Fi2 — k- ¢/2 5i condifia din enunt
- -~ —
devine b = 2 Y37 — A adicd h == b 13/2 = sinCAD= hfb =V¥3/2= i

P
= m(CAD) = 60°

I1 — Sesivnea iulie — UMAN

. ad4d=2 B=24— B=0.
b) Inecuatia devine 3x > 18 & xei6, x).
c) Ecuatia dev ire 522 — 27x + 10 = 0 = x; = 5§i 1, = 2/5.

2. a) Putem scrie P(X) = (X* + 1) (X4 1)*— 2] + 1990 §i  deci
citul este X4 4- 2X* — | iar restul 1990.
' ) Y(Y41)—2 _ (Y—1)(Y+2) _ X'+XI
b)NoimX*+X=¥=_ 0 ST W+ 1)(Y+2)  XHX+1
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c)-—+ >2('-)a’+ b2 > 2ab & (@ — b)2 > 0.

Avema+b b4¢ c+a

a b b ¢ ¢ a
c + av+ b + + b b,
=Tl L2 S a2 2 6 Eline
c ﬂ

penhua=b=a.

a) Avem AC = CI)' = AD’' = a ¥2. Inil{imea triunghiului echila-
teral ACD’ este a¥6/2 5i S(ACD’) = a2 ¥3/2.

b) DAGD' este piramidi regulati cu muchia laterali D4 = 4, dar

poate fi considerati si cu baza DAC si iniljimea DD’ = a. Rezultd
volumul 4%6.

¢} Scriind volumul piramidei DACD' in dona moduri, prima dlstant?
rezultl a KE[S.*Analog pentru piramida DBA'C' §i a doua distan}d

este 22 |3[3.. - .
/
IIT Sesiunea septembrie — somplexitate A
a) Tabloul de semn este
x, 2 3
2x—4 - 0 4+ ’ +
x5 — - 0 ;
(22—4) (s—5) | + . ° - ] +
Dpci z=[2, 5.

b} Scizind prima ecualie din ultima se obtine sistemul echivalent
f*+y4+z="1 x4+ y=2
— {r+2y +3<=>{x+2y=5
£=12 2= 12
Schzind acum prima ecuatie din a doua obtinem sist emul gcpivalen

‘+y=2,y=_\]'.=zde

onde x =1, y=1,2=2.
a) Tabloul de valori

-3 , =1 e 0 1 '2
12 3 0 | 2 1
I
Wﬁﬂnm; -
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b) Dupi calcule P(a — 1) = a® — 6a® + lla — 6 5i din corditic

rezulti a? — 3a4+2=0=a=1,a=12.

¢) Conditie echivalentd P(1) = 0 care se verificd imedial.

Se obtin doui prisme triunghiulare -drepte §i un paralelipiped
dreptunghic. In ACFR = BF = 12 = AE = 5. In AAED = AD

=52

o ’ ‘!‘ i T - e—!‘ : “ B.
Eh' I r ‘,
8 te
A - " N
pan '\
s
-/ roN
i i:’ e £
e P F

| Jcr




Avem §(BFC) = BF - CFj2 = 30 §i obtinem: S,,(AEDA'E'D') =
= 25(5+ 2¥2) cm?, S, (FBCF'B'C’) = 360 cm? §i
S (EFCDE'F'C'D') = 340 ‘cm?, si volumele- V(FBCF‘B'C") =
) = 300 cm® V(AEDA'E'D’) = 125 cm® §i V(EFCDE'F'C'D')=
= 400 cm?.

IV — Sesiunea septembrie — complexitate B

L a)A=35Lb)x=92. c)x=1siy=1
2. a) Tabloul de valori

L e O 0 | 1 2
fix) | o i | —2 —4
‘Graficul “este:
- 14
= \

MO

2
A\

WE=3 -2 s —N(x-2) 12

Sl d Hs—Dix+ 1) x+1
& ¢} P(1) = 0.
- 3 3) 4G =5 3i AC" = 3. b) S,.; = 192 si volumul 144.
<) F;;Pfhind in dou moduri aria triunghiului ACC’ gasim €/ =
T
g
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Ne facem o datorie de onoare din a prezenta in continuare, lista aw-
torilor de drept ai probleme}or -din aceasti lucrare.

Binici Teodor (A 52)

Bene M. (P 32) -
Borsai D. (S 4)

Bran loan (A 47)

Budescu N. si D. (S 38)

Cllesa Im (X 61)

Cosu Yoan (A 51y
Dan Radu (A 80)
Dinu A. i L (A 13)
Felea R. (P 33)
»Gaie Laurentiu (P 45)
Hirdbar C. (A 41)
Lascu Mircea (S 85)
Manea Stelian (S i)
Mcrenyn Imre (A 35)
Mirea Georgiana (A 63)
Mitracke Ioan (A 39)
orm A. (A 64)
Pt lem (5 14) (A 79, P2y
Pirsan I.lvm (A5, o 82)
Sivelescu B, (A 2, A3y
Jimion Sebastian (P 3)
Stan Dumitra (P 86)
—_—

D=

Bitinetu-Giurgin D: (A B6)

Boiciuc Gabriel (S 80)

Bostan Gheorghe (P 3, P 87)
Brinzinescu V. (A 42, S ¢, S§ S28)
Biuctiu G. (P 41)

Chme,anp Maria (S 13}

Chiriti Marcel (P 5)

Cestea. Dragomir (A 66)

Crainic Marius (S 19, S 89)
Diaconu Ioan (A 46, S 27)

Ene Aurel (A 28) ¥
Fola 1. (5 37)

Gevelegean Mibai (A 17, S 20)
Iov Gheorghe (5 6)

Ligar Jon (P 45)

Makore ‘Tiberie (A 29)
M,“hp Mikai (S 10)
Mirica Dumitru (A 6)
Neags Gheorghe (S 18)
Mn; Eu;m (A 28)
Pitrascu V. (A 749)
Pitroi Dragoy (S 40)
Pirvinesce Floria (3 21)
slmm Petre (A 87)
Simionov A. (P “)
stip3gils Octaviam (S g)
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Szoros Alexandru (A 45) Szoro$ Mugurel (A 67)
Tilici Emil .(A 85) Tiotoi Ion (A 21)
Tomescu Ioan (P 39) - Tiu C. Tonescu (P 34, P 44)
Ungur loan (S 7) Vizuroiu M. si N. (S 9)

Stossel Silviu (A 1,3, 4, 7..8, 10,12, 14, 16, 19, 20, 22, 25—27, 30, 31,
84, 44, 4850, 52—56, 60—62, 68,69,-71—73, 75—78, P 1, 3, 8, 16,
17, 19, 21, 26, S 24, 25, 31—33)
*** (A9, 11, .15, 18, 24, 38, 40, 40, 43, 58, 65, 70, 83, 84, P 4 6,
7.9, 10, 12—14, 18, 20, 22—25, 28, 30, 38, 40, 42, 43,52, 3, 11, 12,
15—17, 22, 26, 28; 29, 34, 36)

Cu incdicativul * * * se trec problemele foarte cunoscute sau proble-
mele ai cliror autori, de-a lungul anifor, au intrat in anonimat.
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