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Prefata

Acest fascicul este consacrat studiulut numerelor tniregi. In zilele noastre, un curs de aritmeticé
este compus din doud pdryi distincte.

Prima parte studiazd constructitle, mai mult sau mai putin axiomatice, ale mulgimilor N si Z.

Mulgimea N poate fi introdusd tn multe feluri. Matematicienii o obgin ca un derivat al teoriei
cardinalilor. Ratiuni tehnice evidente ne interzic o astfel de metodd,; daci ar fi fost simplu si

definim intregii plecind de la mulgimi finite, am fi ales aceasti cale; dar o anexd, care contine
organigrama unui astfel de studiv, dovedeste cd aceasta depdgseste cu mult nivelul unei clase
terminale normale.

Rémineau deci doud axiomatizdri clasice: aceea a lui Peano-Dedekind, pe care am ales-o, st
axiomatica bazatd pe proprietitile ordinale ale submulfimilor lui N. Dealifel am demonstrat
cu grijd echivalenta dintre cele doud puncte de vedere, la fel de importante.

Aziomatica lui Peano se generalizeazd foarte usor la multimea Z pe care am definit-o, intuitip,

plecind de la muljimi de intregi pozitivi §i negativi, izomorfe amindoud cu N. Nojiunea de
inductie dubli ne permite demonsiratii foarte apropiate de cele care figureazi in primul capitol.

Definirea lut Z ca multime cit, mai uzuald poale, este prezentatd intr-un gir de probleme foarte

detaliat: profesorul va putea s-o adapteze, daci doreste, la cursul sdu personal.

In orice caz, structura de inel a muljimii Z/nZ a fost stabiliti cu ajutorul unei treceri la cit,

Ni s-a pdrut interesant din punct de vedere pedagogic si variem la mazimum procedecle de
constructie, ca si nu ldsdm sd se creadd cd orice structurd algebrici se definegte automat printr-o
relatie de echivalentd bine aleasd. (De aceea, intr-un alt fascicul: € este studiat ca multime de
matrice §i nu ca mulfime cit a unui inel de polinoame, (Q este intersectia tuturor subcorpurilop
lui R — existenta ciruia este presupusd — care conjin unitatea multiplicativd ).

A doua parte este mai traditionald si cuprinde studiul divizibilitdgii.

Acest studiu I-am plasat in Z de cele mai mulc ori i nu in N, in ciuda unor complicajii care
apar pe parcurs.

Nedorind ,,si modernizdm® cu orice pre, n-am cdutat generalizarea cea mai mare. Astfel, cu
toate cii este vorba de proprietitile idealelor lui Z, am vorbit aproape exclusiv de cele ale sub-
grupurilor lui Z, deoarece, din fericire, aceste doud notiuni coincid tn acest caz, iar nofiunea
de subgrup este mat simpld.

Din contrd, n-am ezitat sd introducem de la tnceput notiunile de c.m.M.d.c. §i e.m.m.m.c.
pentru o familie de intregi — si nu pentru o mulgime — in loc si incepem cu doud numere,
iar apoi sd le extindem la familii mai bogate.

Sftrsitul capitolulut, consacrat numerelor prime, se inspiré dintr-o lucrare remarcabild a lui
Georges Papy. Fird sd insistdm ca dinsul asupra faptului ci aplicagia, care asociazd
unul tntreg pozitiv divizorii séi primi, este un caz particular al celebrei teoreme a lui Stone
asupra laticilor booleene, ni s-a pirut necesar si studiem mai de aproape aceastd injectie
remarcabild de la N in mulyimea pirtilor sale: aceasta clarificd intr-adevdr toate proprietipila
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(si anumite algoritme deja binecunoscute de elevoi) ale celui mai mare divizor gmg:n §i celud
mai mic multiplu comun. 14

Sint propuse elevilor numeroase exercifii; orice eroare din text care ne va fi semnalatd oa fi
corectatd imediat in editia urmdtoare. La fel, a fortiori, pentru erorile care s-ar pulea strecura
in textul propriu-zis sau in tabelul de numere prime, colationat deja dupd cel al lui Ferrier §i
al lui Laborde.

Congtienyi de deosebirea dintre un curs scris gi unul vorbit, am fost totusi constringt de exigentele
programei si acorddm mai mult loc pirtilor abstracte, formale, constructive, in defavoarea
poate, a aplicajiilor care constituie aritmetica propriu-zis si in acelagi timp formatoare.
Credem ci totugi colegii nogtri vor fi muljumii de faptul cd vor putea recomanda celor mai
buni eleoi aceastd carle, pentru culare sau cutare punct delicat al axiomaticii, si vor dezoolta,
donformezperienei: lorypingile\mad clasisessionaiinteligibile: pentru majoritatea clasei lor,

In tot cazul, sperdm cd vor giisi un sprijin apreciabil in-acesd faseiowl. Toate observajiile care
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MATEMATICA | CLASE TERMINALE

PROGRAME NOI

Decretul din 14 Mai 1971

SECTIUNEA A

Parte obligatorie

Functii exponentiale gi logaritmice

1. Recapitularea notiunilor relative la continuitate, la limite, la derivata unei funcfii
reale de o variabild reali. Derivata unei functii compuse.

Se va admite fari demonstratie ¢4 dacd o functie numericii este derivabild pe un inter-
val si dac derivata ei este pozitivi sau nuld pe acest interval, atunci ea este crescitoare
in sens larg pe acest interval si ci imaginea unui interval este tot un interval.
Interpretarea geometrici a derivatei.

Aplicatie la studiul si la reprezentarea graficii a citorva funciii simple (numai pe
exemple numerice).

Functia z |—» z™(n € Z).

(Nu se va cere candidatilor la bacalaureat si demonstreze direct continuitatea unei functii
say si caute direct o limitd; se va mirgini si se foloseasci teoremele generale, enunfate
fira demonstratie, cu privire la limitele sumelor, produselor, citurilor de funciii).
11.1. Exemple, scoase din stiinfele umane si naturale, de func%ii a ciiror crestere pe orice
inteé'tvail [z, = + £]. pentru orice .2 dat, este proportionald cu valoarea funcfiei in
punctul z.

2, Studiul sirurilor n |—» f(n) astfef cd #(n + 1) —(n) = kI(n), n =N, calculul lui i(n),
monotonia lui f; limita lui 1 'cind »n tinde spre + oo.

8. Se va admite existenfa, pentru orice a real strict pozitiv, a unci unice functii conti-
nue si derivabile £, definitd pe R astfel ca pentru orice pereche de numere reale (z, y)
si avem fo(z + y) = fa(2)la(y) i Ia(1) = a. Calcul lui fo(z) pentruz e Zsiz = Q.

(Se va putea admite existenfa unei rdddcini a n-a pentru orice numar real pozitiv gi
pentru orice intreg pozitiv n).

Calculul Ini ¥.{z) in funciie de £'5(0).

Notatia a* {functia exponentiald de bazi a), proprietitile exponentilor: (ab)¢ = ab® (ab)e=
= a¢h¢. Semnul i monotonia lui fg limita lui f; cind z tinde spre 4- co.

4. Numiiral e Notatiile exp z si ¢¥. Func}ia z |—» exp z va fi caracterizatd printre func= .
tiile exponentiale prin faptul cd derivata ei este 1 pentruz = 0.

Ecuatiile diferentiale y' = ky. !
B. Functia reciproci a funciiei 2|—s» a*. Notafia Log a. Logaritmii zecimali gi neperieni,
notatiile Log sau In; functia a* = ¢*L08%, 9y
Folosirea tabelelor si a riglei de calcul. . il
6. Reprezentarea graficd a functiilor exponenliale si logaritmice. *“f-

x wl
7. Studiul functiilor  |—> —a;- pentru » N, a> 1. Se va enunfa rezultatul cu privirela
X

[HEERE
fimita acestor functii cind « tinde spre 4 co.(Orice demonstratie este in afara programeils
Aplicatie la functiile logaritmice. he) i
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PROGRAMA COMPLEMENTARA

Caleulul probabilitiilor

- Spatii probabilistice finite (2, ? (), p). Exemple (plecind de la misluirea sau nu a cér-
tilor, a urnelor, ...) .

Variabila aleatoare numerick; evenimente legate de o variabild aleatoare X (de exemplu
pirtile lui Q astfel ca X(w) = q, sau X{w) < a pentru « dat) ; densitate discretd; functia
de repartitie, crestere; speranta matematici (sau valoarea medie) si varian{a unei variatii
aleatoare. Probabilitatea condifionald a unui eveniment in raport cu un eveniment de pro-
babilitate nenuli. Produs de spatii probabilistice finite; exemple. |

SECTIUNEA B

,,Rubricele programei au o ordine de enumerare. Aceasti ordine exprim# uneori un exemplu
din care profesorii s-ar putea inspira, ci nici de cum ceva obligatoriu; este, de exemplu, la
alegere posibilitatea de a schimba I.1 cu 2 (nofiunile de continuitate si de limitd ) etc...

1. — Studiul funeciilor numerice de o variabili reald

1. Notiunea de continuitate (intr-un punect, pe un interval

Definitii, limurite prin numeroase exemple §i contra-exemple. Enun%ul proprietétilor func-
tiilor continue {se vor admite teoremele cu privire la suma, produsul, citul acestor functii;
se va admite ci imaginea unui interval printr-o functie continu# este un interval).
Functia recipreci a unei functii continue strict monotoni pe un interval. Exemple.

2. Notiunea de limitd

Definitii, limuriri prin numeroase exemple si contra-exemple. Se va arita unicitatea limitei
‘i se vor admite teoremele cu privire la limita unei sume, produs, cit.

Cazuri particulare de siruri.

8. Notiunea de derivata

Revederea programei anului IB.

Derivata intr-un punct a functiei compuse a dou# funciii derivabile; a functiei reciproce a

unei funciii derivabile strict monotone.

Se va admite ci dac#l o functie numerici admite o derivats pozitivi sau nuli pe un interval,
ea este crescitoare (in sens larg) pe acest interval.

Studiul sensului de variajie al unei functii derivabile cu ajutorul semnului derivatei ei,
Exemple de reprezentare grafici de functii derivabile pe intervale (se vor evita exemplele
care prezintd dificultad{i tehnice).

II. — Calcul integral
1. Suma Riemann a unei functii numerice f de o variabili reald definiti pe un interval
inchis mirginit [a, b]. Se va admite c# daci f este continud sau monotond pe porfiuni,

b
existd un unic numir real \ f(t)d¢ de care sumele lui Riemann se apropie arbitrar cind
a
lungimea celui mai mare interval de subdiviziune este suficient de mic#.
2, Proprietitile de liniaritate ale integralei unei funciii continue sau monotone pe portiuni,
pe un interval inchis mirginit. Media unei asemenea functii. Legitura cu derivata daci
fl;ncﬁa este continui. Primitiva unei funciii continue, mul{imea primitivelor; egalitatea
Sa f(t)dt = F(b) — F(a), f fiind continui pe [a, b] 5i admifind pe F ca primitivi. Calcul de

primitive fn cazuri simple; integrarea prin parti.
8. Se vor enunfa, firi demonstrafie, proprietifile ariilor a ciror existen{d este admisd
aci (aditivitatea, unitatea de arie).



Aplicarea calculului integral la evaluarea ariei pirlii R x b definiti prin e <z b
0 < y < i(z), t fiind o funciie pozitivi, monotond pe porfiuni, apoi o functie pozitivd
continud.

Extensie la b < a si la o functie negativi.

IIl. — Functii elementare

Va fi necesar si se repartizeze diferitcle rubrici ale acestui capitol in mai multe perioade ale
anului, pentru a putea fi studiate in legituri cu titlurile I si I1.

1. Functiile z |—> 2™ (n e Z); derivate, primitive, reprezentare grafici.

2. Funciiile z 1—> 27(2 > 0, r = Q); derivate, primilive.

8. Siruri aritmetice si geometrice. Suma primilor »n termeni.

4. Functii circulare (recapitulare}; derivatele si primitivele lui z 1—> cos(az + b) si
z |—> sin{ax + b).

5. Logaritinul neperian (notatia Log)

%
Log:t=8%(x>0).
L

Limita, cind variabila pozitivi « tinde spre infinit, a lui Logz si a Tui Logz .
xz

Limita, cind « tinde spre 0, a lui 2 Logz. Reprezentarea grafici.
6. Funciia exponentiald (notatia exp).

Proprietati; derivata; reprezentarea grafici; numdirul e; notatia ¢*; limita lui ad cind 2
z

tinde spre 4+ oo. .

7. Alte functii logaritmice si exponeniiale. Relatii intre functiile exponentiale si logarit-

mice de bazd a si acelea de bazi e.

IV. — Statistici si probabilititi
Revederea programei anului I B.

SECTIUNEA D

a) Paragrafele marcate cu o stelutii nu pot face obiectul chestiunilor la cursuri, pentru
lucririle scrise sau orale, nici nu pot fi folosite, in matematici, cu ocazia unei probleme sau
exercitiu, la scris sau la oral, la bacalaureat. :

b) Rubricele programei au o ordine de enumerare. Aceastii ordine exprimé uneori o idce
din care profesorii s-ar putea inspira, nicidecum ceva obligatoriu; de exemplu, este la
alegere de a da fn 1.8 o altd introducere a numerelor complexe, de a permuta pe 11.1 si 2
(notiunea de continuitate si de limitd) ete...

¢) De cite ori va fi ocazie, se va pune in evidenti, pe exemplele studiate in diferitele capi-
tole, structurile de grup, subgrup, inel, corp, spatiu vectorial.

I. — Numere reale; calcul numeric; numere complexe

1. Insugirea (fir3 demonstratie) a proprietitilor lui R: este un corp comutativ total ordonat
(recapitulare); orice parte nevidd majorati admite un cel mai mic majorant; orice interval
din R care con{ine mai mult de un punct cont{ine un numir rational.

2, Valorile zecimale apropiate cu aproximatie de la 16=", prin lipsa si prin adaos ale unui
numir real.

Reprezentarea unui numiir real printr-un sir zecimal nelimitat (studiul periodicititii nu
este in program#). Valorile apropiate ale unui numir real, incadrare, incertitudine abso-
lutd si relativa.
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Valorile apropiate ale unei sume, ale unei diferente, ale unui produs, ale unui cit de numere
reale ale ciiror valori apropiate se cunosc. . . o . .
Vor fi ficule numeroase exercitii de calcul numeric cu ocazia studiului functiilor uzuale si
cu ocazia problemelor, pentru a pune in practicd notiunile de valori apropiate, de inca-
drare, de ordin de mirime ale unui rezultat, de incertitudine (cf. IV.8). . ]
8. Adunarea si inmultirea matricilor 2 x 2 inzestreazi mulfimea € a matricilor cu coefi-

cien{i reali de forma Z— b cu o structurd de corp comutativ. Identificarea lui R ca un

a

subcorp al lui € prin aplicatia a —>» (; 0) ; € esle un spafin vectorial de dimensiune 2 pe R.
a .

Notatia a - bi; numir complex; numere complexe conjugate; modulul unui numir com-
plex.
I1». Homomorfismul 0 al lui R pe grupul multiplicativ al numerelor complexe de modul 1
(a se revedea cursul de anul I); forma trigonometricd a unui numir complex nenul: r{cosz +
- isin z) cu r > 0 si # & R; argumentul unui asemenea numir (clasa numerelor z sau,
prin abuz de limbaj, unul din ele). . . . .
Calculul lui cos nz i al lui sin nz{z S R, n = 2, 3, 4) si linearitatea polinoamelor trigono-
metrice.
Existenta si reprezentarea geomefrici a riidicinilor a r-a ale unui numir complex (n < 4).
5. Rezolvarea ecuatiilor de gradul I si de gradul IT cu coeficienti complecsi; calculul pér{ilor
reale si imaginare ale ridicinilor; cazul coeficientilor reali.

II. — Caleul diferential

1. Functii numerice de o variabili reali: continuitate. Continuitatea ,intr-un punct®;
continuitatea pe un interval; sumi, produs, cit de functii continui; continuitatea functiei
compuse a doud functii continui (fird demonstratie). .

Se va admite fird demonstratic urmitoarea teoremi: ,daci o functie este continui pe un
interval, imaginea prin functie a acestui interval este un interval®. Aplicatie la o funcjic
continud si strict monotond pe un interval: existenfa funciiei reciproce; monotonia si
continuitalea acestei functii (se va admite continuitatea).

2, Functii numerice de o variabild reali: limite. L .
Limita unei functii atunci cind variabila tinde spre un numir real dat, spre infinit. Unici-
1atea.

Cazuri particulare de siruri.

Limita unei sume, a unui produs, a unui cit (firs demonstratic).

8. Functii numerice de o variabili reald: derivata. Revederea programei anului I D: functia
lineard tangentd intr-un punct la o funcjie datd; notatia diferentiald; derivata in acest
punct.

Functia derivati; derivata unei sume, a unui produs, a unui cit de funciii derivabile. Inter-
pretarea geometrici a derivatei (reper cartezian); ecuatia tangentei,

Definitia derivatelor succesive.

Derivata intr-un punct a functiei compuse a doux functii derivabile.

Derivata intr-un punct a reciprocii unei functii derivabile si strict monotoni.

Se va admite firi demonstratie ci daci o functie numerica este derivabild pe un interval
si dacd derivata ei este pozitivi sau nuli ea este crescitoare in sens larg pe acest intervat,
Compararea a doui functii care au aceeasi functie derivati pe un interval,

Studiul sensului de variajie al unei functii derivabile cu ajutorul semnului derivatei ei.
Reprezentarea grafici.

4. Functii vectoriale de o variabili reali.

Aplicatia unei pirti a lui R intr-un spatiu vectorial euclidian de dimensiune finiti.
Continuitatea fntr-un punct; limita unei functii cind variabila tinde spre un numir real
dat, spre infinit.

Derivata intr-un punct; daci spatiul vectorial este raportat Ia o bazi, coordonatele, in
aceastd bazd ale derivatei; functia derivati. ‘

Derivata unci sume de funcii vectoriale derivabile, a produsului unei functii vectoriale
derivabile printr-o functie numerici derivabils.

Derivata produsului scalar a doui functii vectoriale derivabile.
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f fiind continui pe [a, b] si admitind pe F ca primitiva.

Calcul de primitive; infegrarea prin périi. o . . )

2. Se vor enunta fard demonstratie proprictatile ariiloP:ai¢iror bxiktentd ¢ste: ndmisa ac

(aditivitatea, unitatea de arie...).

Aplicarea calculului integral la evaluarea ariei partii lui R x R definitp,prinz- . ;. v 3
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IV. — Exemple de functii de o variabild reals

Anumite rezultate din acest capitol, dgia;cungscute elexilamxar 184 tlusireze capitp-
lcle precedente; va fi necesar gﬁ se rg'}})%iﬁ%e" dii‘g!té?élg ﬁx’%l%cip&%nggsﬁxﬁﬁﬂol %"ng')e
mai multe etape ale anului. I L

1. Functia z I—> 2" (n e Z); derivata; pf‘imi‘f'iﬁrh.‘l‘ :,(". Tkt it |-!;‘.'iu~71,| LRl N
2. Funcfia o= am(re Q3 k% i0); defivatds pritiiyibhy 10 e ey s

3. Sifuri aritmetice §i'geometrice. Suma primilor #"termenis ' "'~ el b

4, Functii ‘citculdre! derivatels (retapitulate); detivalte si primitive dle 1ili 2 1—>'co
+ b)si 21— sin(d;'c“_}."b)jz R PO St Y s B Y E T TP L LR L

B, Logaritm neperian {notagia Liog)y -+ 1 b v ol

RN
i it

w"’!-‘.’o)i’!{lll ;
o el e 7 e
1 i

2 RO ' IREERITRY ISR TS PR R ot LT B
T U, Y2 R PRI U T T I P R I APt RS LT N B B L R L
‘Limita lui'Logz §i B , ¢ind variabila porilivil = tm(fe spre infinib, v, .00 o
x s

RS LN
DR AR
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Limila ni 2 Lege cind @ tinde spre 0. [eprezentarea grafici.

¢. I"unciia exponentiald (notlatia exp).

drroprieldi; derivata; reprezentarea grafici; numirul e; notatia ¢*; limita lui Ll cind z
@

Ainde spre - oo,

7. Alle functii logaritmice si exponentiale.

Relatii intre functiile logaritmice si exponentiale de bazit a §i cele de bazi e.

Nolatia ¢i* pentru a desemna cosx - isinz; o fiind o constanti reald, derivata functiei

a |—> cio¥,

Observagie: Studiul de exemple de funciii compuse de tip logaritmic sau exponential va fi

strict limitat la cazurile in care sint in cauzi intervalele pe care derivala pistreazii un semn

(constant si in care nedelermindrile ce trebuic inliturate sint numai acelea care au fost

cnumerate mai sus.

*8.:'Cialeul numeric.

‘I'i‘o}p‘%i'l;ea riglei de calcul;

‘I'olosn'é'a tabelelor; practica interpolitrii liniare. Tabele de logaritmi.

Intrebuintarea maginilor de calcul de birou.

9% Ecuatii diferen{iale.

Citutarea functiilor variabilei reale = odatii sau de doui ori derivabile care verifici ecuatfiile:

Yy’ = ay, a fiind o constanti reali,

¥” + % = 0, o fiind o conslantd reald nenuli (se va admite cii solutiile formeazii un

spatiu vectorial de dimensiune 2). : h

iV, 7= Elemente de algebri liniari

1. Geometridivectoriali:

a) revederea capitolului IV din anul I D.

b) sc va admile ci spatiul cuclidian real este orientabil; produsul vectorial a doi vectori
din spafiul:euclidian orientat de dimensiune 3.

2, Baricentru intr-un spatiu afin. Reper afin.

“Redutureain. caztl euclidian al lui

igw‘}u!uq codetngy b
f(M) = aMA? + bMB? + cMC?,

8. Interpretarca geometrici a unei aplicatii  1—> az -+ bla, b complexe), a £ 0, dupd
identificarca planului cu corpul numerclor complexe, datoriti alegerii unui reper orto-
normat; grupul aseméndirilor directe ale planului.

Vi il:{?l’){;;llp:i’ly‘ii't‘(‘ 1) ‘o mulfime finitii; statisticl

1. Spatii probabilistice finite ( Q, B ( Q), p).

Aplicatii misurabile (sau variabile aleatoare): probabilitatea imagine; functia de repartitie
a unei variabile alealoarc reale. Perechi de variabile aleatoare reale, legea perechii. Legi
,%ng(g;‘ggle‘_lzgqqghgtjg;}d;:p,endentii. Sistem de n variabile aleatoare independenle.

2. Valoarea medic a unei variabile alealoare cu valori in R sau R2

Valoarca medie a sumei a douil variabile aleatoare reale a unei perechi, a produsului in
cazul unei perechi independente.

Dispersia, abalerea medie a unei variabile alealoare reale.

3. Inegalitatea lui Bienaymé-Cebisev. Experiente repelate, legea micii a numerelor mari.
4. Descrierea statistici a unei populatii sau a unui esanlion {revederca programei de sta-
tisticdl din anul I D, titlul VII-1°; exercilii practice din aceasti programii; calcul de coefi-
cienti de corelatie.
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TERMINALA C si E (Preambul)

a) Paragrafglp marcate cu o stelutd nu pot face obicctul la cursuri, {)entm lucriirile scrise
sau orale, nici nu pot fi folosite, in matematici, cu ocazia unei probleme sau exercitiu, la
scris sau la oral, la bacalaureat,

SECTIUNEA C

b) Rubricele programei au o ordine de enumerare. Aceasti ordine este uneori o schitd din
care profesorii s-ar putea inspira, ¢i nicidecum ceva obligatoriu; este la alegere, de exemplu,
sd se permute in 1.3 cele trei alineate care privesc numerele intregi, III.1 si 2 (nojiunile de
continuitate i de limiti), si se dea in I1.3 o altd introducere a numerelor complexe etc....

SECTIUNEA E

b) Rubricile programei au o ordine de enumerare. Aceasti ordine este uneori o schitd din
care profesoril s-ar putea inspira, ci nicidecum ceva obligatoriu; este la alegere, de exemplu,
sd se dea in 11.3 o alté introducere a numerelor complexe, si se permute in 111 1 si 2 (notiu-
nile de continuitate si de limiti) etec.

c¢) Orideciteori va fi ocazie, se va pune in evident3, pe baza exemplelor studiate in diferi-
tele capitole, structurile de grup, subgrup, inel, corp, spatiu vectorial, precum si izomorfis-
mele, homomorfismele (nucleul), automorfismele intilnite.

SECTIUNEA C

I. — Numere naturale infregi aritmetice . .
1*. — Enuntul proprietédfilor atribuite mul{imii N a intregilor naturali. Rationament prin
recurentd. Aplicatii ale lui N intr-o multime X; notatia indiciald; exemple.

2. Inelul Z al intregilor relativi; multiplii unui intreg relativ: notatia nZ.

Congruente modulo »; inelul Z/nZ; impér{irea euclidiand in Z, in N.

Principiul sislemelor de numeratie; bazi; numeratii zecimale si binare.

8. a) Numere prime in Z; dacd p este prim, Z/pZ este un corp.

b) Descompunerea unui numir in factori primi; existent, unicitate.

¢) Cel mai mare divizor comun §i cel mai mic comun multiplu; numere prime intre ele;
identitatea lui Bézout. (Ordinea lui a), b), c) este, bine infeles, lisatii la alegerca profe-
sorului).

SECTIUNEA E

1. — Numere intregi naturale aritmetice
Exemple de rationament prin recurenti.
Exemple de folosire a notatiei indiciale.
Principiul sistemelor de numeratie; baz#; numeratie zecimald si binari.

SECTIUNEA C S1 E
II. — Numere reale. Calcul numeric. Numere complexe

1. Enumerarea (fiirik demonstratie) a proprietitilor lui R: R este un corp comutativ total
ordonat (recapitulare}; orice parte nevidd majoratd, admite un cel mai mic majorant; orice
interval din R care con{ine mai mult de un punct contfine un numiir rational.

2. Valorile zecimale cu aproximatie de 10~", prin lipsi si prin adaos, ale unui numir real.
Reprezentarca unui numir real printr-un gir zecimal nelimitat (studiul periodicititii nu
este in programd).

. Valorile aproximative ale unui numair real, incadrare, eroare absoluti si relativd,
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Valorile aproximative ale unci sume, ale unci diferente, -ale unui produs, ale unui cit de
numere reale, ale ciiror valori cu aproximatie se cunosc.

Vor fi ficute numeroase exercitii de calcul numeric cu ocazia studiului functiilor uzuale si
cu ocazia problemelor, pentru a pune in practicd notiunile de valori aproximative, de inca«
drare, de ordin de mirime al unui rezultat, de eroare (cf. V.8).

8. Adunarea si inmulfirea matricelor 2 X 2 inzestreaza mul{imea € a matricelor cu coefi-

cienti reali de forma (: - b) cu o structurd de corp comutativ. Identificarea lui R cu un
a

subcorp al lui € prin aplicatia a I—> (; 0] ; C este un spatiu vectorial de dimensiune 2
a

pe R.. Notatia a -+ bi; numere complexe; numere complexe conjugate; modulul unui
numir complex.

4. Homomorfismul 0 al lui R pe grupul multiplicativ al numerelor complexe de modul 1
(reamintire din anul I); forma trigonometricd a unui numir complex nenul: r(cosz -
+ isinz) cu r > 0 §i 2 € R; argumentul unui asemenea numir (clasa numerelor x sau,
prin abuz de limbaj, unul dintre ele). Calculul lui cos n2 si allisin nz(z = R,n = 2,3, 4)
si liniarizarea polinoamelor trigonometrice.

Existenta si reprezentarea geometrici a ridécinilor de ordinul n ale unui numir complex.
b. Rezolvarea ecuatiilor de gradul I si de gradul IT cu coeficienti complecsi; calculul partilor
reale §i imaginare ale rddacinilor; cazul coeficientilor reali.

I, — Calcul dilerential

1. Functii numerice de o variabild reald: continuitate. Continuitatea ,intr-un punct®;
continuitatea pe un interval; sumd, produs, cit de functii continui; continuitatea unctiei
compuse a douil functii continui (fdrd demonstratie).
Se va admite firi demonstratie urméitoarea teoremdi: ,daci o func}ie este continud pe un
interval, imaginea prin Iuncgie, a acestui interval, este un interval®. Aplicatie la o functie
continuit §i strict monotoni pe un interval; existenta functiei reciproce; monotonia §i
gontinuitatea acestei functii (se va admite continuitatea).
. Functii numerice de o variabili reali: limite. Limita unei funciii cind variabila tinde
spre un numir real dat, spre infinit. Unicitate. Caz particular de siruri.
Limita unei sume, a unui produs, a unui cit (firi demonstratie}.
8. Functii numerice de o variabili reald: derivarea. Revederea programei din anul I: func-
+{ia liniard tangent3 fntr-un punct la o functie datd; notatia diferentialé; derivata in acest
})unct. Functia derivati; derivata unei sume, a unui produs, a unui cit de funciii derivabile.
nterpretarea geometrici a derivatei (reper cartezian); ecuatia tangentei. Definitia deriva-
telor succesive.
Derivata intr-un punct a functiei compuse a dou# functii derivabile.
Derivata intr-un punct a reciprocei unei functii derivabile §i strict monotone.
Se va admite f4rd demonstratie ci daci o functie numerici este derivabild pe un interval
si dacdi derivata ei este pozitivd sau nuly, ea este crescitoare in sens larg pe acest interval.
Compararea a doud functii care au aceeasi functie derivata pe un interval.

Studiul sensului de variatie al unei functii derivabile cu ajutorul semnului derivatei ei,
Reprezentarea graficdi; exercifii simple de giisirea asimptotelor.

4, Functii vectoriale de o variabild reali.

Aplicatia unei p#rfi a lui R intr-un spatiu vectorial euclidian de dimensiune finit3.
Continuitalea intr-un punct; limita unei functii cind variabila tinde spre un numér real
dat, spre infinit.

Derivata intr-un punct; daci spatiul vectorial este raportat la o baz, coordonatele, in
1aceastl -hazi-ale-derivatei;, functianderivatd. ...

.Derivata unei: sume:de ‘funetii: vectoriale derivabile; a produsului unei functii vectoriale
derivabile printr-o functie:numerici detivabilii: i fioi b il

.Derivata produsulai scalar a‘doud funétii vectorialé: dérivabile. - o hiiminax oipmley/
iplidatieila ghsirea’ de tangents ;'exemple de conice si de'elice circulare. ' il wuiil
5. Cinematica punctului. ) , Afn e e
Miscarea-inui-puncts dijlivafiavunii interval din' B Iitroun spatiu-dfin éuclidian: Praiectorie,

4
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Vectorul-vitezii la un moment dat. Fiind ales un reper, coordonatele vectorului-vitezi in
acest reper. Norma vectorului-vitezi. o

Vectorul-accelerafie la un moment dat. Fiind ales un reper, coordonatele vectorului-accele-
rage fn acest reper. Studiul migcérilor circulare (viteza unghiulari); studiul migciirilor
helicoidale uniforme.

IV. — Calcul integral

1. Definitia sumelor Riemann ale unei func{ii numerice de o variabild reald pe un interval
s e s . . . . .
fnchis, mérginit. Existenta integralei pentru o functie monotoni; notafia \ f(t)d¢; primele

a
propri:tt.iti.' Se va admite cii aceste proprietii{i se extind la functii continui sau. monotone
pe portiuni.
Media unei asemenea functii pe un interval inchis, miirginit.
Legitura cu derivata in puncte in care functia este continui.
Primitive; mulfimea primitivelor; egalitatea:

S" f()dz = F(s) — Bla)

£ fiind continui pe [a, b] si admitind pe F ca primitivi.

Calcul de primitive; integrare prin parfi.

2. Se vor enunta, fird demonstratie, proprietitile ariilor a ciror existentii este admisi
aci (aditivitatea, unitatea de arie, ...).

Aplicareaf((:a%culului integral la evaluarea ariei parfii lui R X R definitd prin: a <2< b
0 <y < f=).

f fiind o functie pozitivi, monotonii pe porfiuni, apoi o functie pozitivi continui. Extensie
lab < asila 0 functic negativil.

SECTIUNEA C Sl E

8*. Aplicatii geometrice, mecanice, fizice etc... (calcul de volume; de mase, momente de
inertie; viteza si distania parcursd; intensitatea §i cantitatea: de: electricitate; puteregi
energic etc....)

Valoarea eficace a unui fenomen periodic.

V. — Exemple de functii de o variabild real}

Anumite rezultate ale acestui capitol, deja cunoscute elevilor, vor putea siilustreze capi-
tolele precedente; va fi cazul si se repartizeze diferitele rubrici ale acestui capitol intre
mai multe momente ale anului.

1. Functia = |—> 2" (n e Z); derivati; primitive.

2, Functia z 1—> 27 (r € Q: z > 0); derivatd; primitive.

8. Progresii aritmetice si geometrice. Suma primilor » termeni.

4. Functii circulare; derivate (recapitulare); derivatele si primitivele lui & \—> cos(az +- b)
si x I—> sinfax + b).

X

5. Logaritmul neperian (notatia Log si In). Lo gz = S
: t
Limita cind variabila pezitivi « tinde spre infinit a lui Logz si

—-?- {z > 0).

Logx

. Limita lui zLogz
cind z tinde spre 0.

Reprezentarca grafici.

6. Functia exponentiali (notatia exp).

Proprietdti; derivata; reprezentarea grafici; notafia e*;
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Limitalui <= cind # tinde spre + oo,

z .
7. Alte functii logaritmice si exponentiale. Relatii intre functiile logaritmice si exponentiale
de bazd a g1 acelea de bazi e.

SECTIUNEA C

Definitia lui z* unde « & R; derivata functiei z |—> 2,

SECTIUNEA C §I E

* Notatia e pentru a desemna cos # + isin z; w fiind o constants reald, derivata functiei
z |l—> ei(a)x_

Observagie: Studiul functiilor compuse de tip logaritmic sau exponential va fi strict limitat
la cazurile in care sint in evident3 intervalele pe care derivata pistreazii semn constant si
in care nedetermindrile de inliturat sint numai acelea enumerate mai sus,

SECTIUNEA C

8. Calcul numeric. Folosirea riglei de calcul; folosirea tabelelor practica interpolirii liniare.
Tabele de logaritmi. Folosirea maginilor de calcul de birou.

SECTIUNEA E

8. Calcul numeric. Revederea programelor din anul If T §i anul I E,

SECTIUNEA C SI E

9*, Ecuatii diferentiale. Cercetarea functiilor numerice, o daté sau de doui ori derivabile,
de variabild « care verifici ecuatiile: ¥y’ = ay, a fiind o constanti reala. Y+ oy =0,
fiind o constanti reald, nenul¥ (se va admite ci solutiile formeazd un spatiu vectorial de
dimensiune 2).

SECTIUNEA C §I E
VI. — Elemente de geometrie afini gi euclidians

N.B.: In acest paragraf corpul de bazi este R §i dimensiunea r este totdeauna egali cu 2
sau 8. O ,,transFormare a unei mul{imi E“ este o bijectie a lui £ pe ea fnsdsi; o aplicatie £
?]ui E in ea ins#si este o involujie daca f o f este identitate: aceasta este o transformare a
ui E.

1. Suma directd a doud subspaiii vectoriale; subspatii vectoriale suplementare. Aplicatia
liniar# a unui spatiu vectorial E intr-un spatiu vectorial F; imagine si nucleu. Adunarea si
compunerea aplicatiilor liniare, Grup liniar. Omotetii vectoriale.

2. Baricentru intr-un spatiu afin. Reper afin. Reducerea in cazul euclidian al lui:

2(M) = aMA® 4 bMB2 4 cMCE.

8. Aplicafia afin¥ a unui spafiu afin E tn el insusi, aplicatia liniard asociati. Exemple:
proiectia paraleld pe un subspatiu afin; involutii afine, punctele lor fixe; translatii si omo-
tii.

4. Aplicatii liniare ale unui spatiu vectorial euclidian in el insusi, pastrind norma; trans-
formari ortogonale (izometrii vectoriale), grup ortogonal.

Elemente fixe ale transformérilor ortogonale involutive (simetrii) in planul vectorial i in
spatiul vectorial de dimensiune 3. Orientarea planului vectorial euclidian (reamintire din
anul I).
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Studiul rolatiilor vectoriale din spatiul veclorial euclidian de dimensiunc 3 (prin definitie,
o asemenea rotatie este fie identitatea, fie o transformare ortogonald, care are ca singure
elemente fixe cele doud drepte vectoriale); grup de rotatii vectoriale; orientarea spatiului.
Produs vectorial in spatiul vectorial euclidian orientat, de dimensiune 3.

5. Definifia unei izometrii a spatiului afin euclidian. Orice izometrie este o bijectie afini.
Grup de izometrii; subgrup de deplaséri.

Simetrii, translatii, rotatii in planul afin euclidian: orice deplasare este de unul din aceste
ultime doud tipuri. ‘

Simetrii, translatii, rotatii, insurubdri in spatiul afin euclidian de dimensiune 3; se va
admite ci orice deplasare este de unul din aceste ultime trei tipuri.

Exemple simple de grupuri de izometrii care lasi neschimbati o mulfime dati.

VII. — Complemente de geometrie euclidiani pland

1. Unghiul unei perechi de semidrepte vectoriale (reamintire din anul I).

Grupul of al unghiurilor de semidrepte.

Unghiul unei perechi de drepte vectoriale (multimea a dou# rotatii vectoriale care trans-
formi pe prima in a doua). '

Grupul £’ al unghiurilor de drepte.

Homomorfismul canonic of |—> o£’; nucleul lui.

Izomorfismul lui of’ pe of dedus din homomorfismul «1—> « - « al lui of pe of
Conditia, tn cazul unghiurilor de drepte, ca patru puncte sa fie conciclice.

2. Asemiindri plane {adici aplicatii ale planului in el insusi, pistrind rapoartele de dis-
tanti). Reprezentarea prin formulele 2’ = az + b sau 3" = a2’ + b atunci cind planul a
fost identificat cu € datoriti alegerii unui reper ortonormat.

Punctele fixe ale asemindrilor. Grupul asemindrilor planului si subgrupuri remarcabile.

SECTIUNEA C

8. Studiul curbelor reprezentate, intr-un reper orlonormat, prin ecuatii de forma:
ax? + by? + 2cz+ 2y +e=0 (a4 |b]|£0)

Diferitele forme ale acestor curbe; existenta axelor sau a centrelor de simetrie, a asimpiote-
lor; ecuatii reduse; existenta tangentei.

Elipsa, hiperbola, parabola definite prin pro rietidtile punctelor lor care fac si intervind
focarele si directoarele (proprietifile tangentelor la conice sint in afara programei).
Ecuatia hiperbolei raportatd la asimptotele ei.

SECTIUNEA E
8. Studiul curbelor reprezentate, intr-un reper ortonormat prin ccuatii de forma:
az® + byt 4 2z + 2dy+ e=0(la]+ |b]F0).

Diferite forme ale acestor curbe; existenta axelor sau a centrelor de simetrie, a asimpto-

telor. Ecuatii reduse: elipsa, hiperbola, parabola.

Existenta tangentei. Ecuaéia hiperbolei raportatd la asimptotele ei.

4. Geometrie descriptivi. Chestiunile enumerate mai jos vor fi avantajos studiate in legd-

turd cu cursul de geometrie din aceastd clasa si din clasa anterioard; ele vor servi util la

ilustrarea ei.

Rotatia in jurul unei axe verticale sau de capét.

Rabaterea unui plan pe un plan orizontal sau frontal.

(li)istanta a doud puncte, a unui punct la o dreapti, a unui punct la un plan; unghiul a douid
repte.

Proiectia unui cerc: epura.

Reprezentarea unui cilindru de revolutie, a unui con de revolufie a ciirui bazi circulard

este planul orizontal de proiectic.
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Constructia prin puncte §i tangente a proiectiei orizontale (respectiv frontali) a intersectiei
unei asemenea suprafefe printr-un plan de capit (respectiv vertical). L
Reprezentarea helicei circulare drepte trasata pe un cilindru de revolutie de axi verticala.

SECTIUNEA C SI E
VIIL — Probabilitifi pe o muliime finits
1. Spalii probabilistice finite { Q, @ ( Q), p)

Aplicatii masurabile (sau variabile aleatoare): probabilitatea imagine, functia de repartifie
a unei variabile aleatoare reale.

Pereche de variabile aleatoare reale, legea perechii. Legi marginale.

Pereche independentd. Sistem de n variabile aleatoare independente.

2. Valoarea medie a unei variabile aleatoare cu valori in B sau R2.

Valoarea medie a sumei a douil variabile aleatoare reale a unei perechi, a produsului in
cazul unei perechi independente.

Dispersia, abatereca medie a unei variabile aleatoare reale. ]
8. Inegalitalea lui Bienaymé-Cebigev. Experiente repetale; legea micii a numerclor mari.

ALFABETUL GREC

A o alfa a

B B, beta b

r v gama g

A ) delta d

E £ epsilon e scurt
Z 4 zeta z

H ™ eta e lung
() 0 teta th

I L iota i

K ® kapa k

A A lambda 1

M ® miu m

N v niu n

E g esi ks

6] o omicron o scurt,
I 03 pi P

P P ro r

pX 6,6 sigma 8

T % tau t

T v ipsilon i}

D ? fi ph, £
X % hi ch

¥ ¢ psi ' Ps

Q © omega o lung
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1. NUMERE INTREGI NATURALE

1.1. Proprietdli ale mulfimii N.
1.2. Structura lui N.

1.3. Submuljimi ale lui N.

1.4. Siruri numerice.

1.5. Mulfimi finite.

1.1. PROPRIETAT! ALE MULTIMI! N

1.1.1. Notiunea de intreg

Avem intuitiv nofiunea de intreg natural. Scopul acestui capitol este de a
enunta anumite proprietiti ale acestor obiecte matematice, referindu-ne la
experienta noastrd personald i la aceea a matematicienilor care ne-au pre-
cedat. Foarte multid vreme, cunoagterea intuitivi a fost consideratd ca sufi-
cientd pentru matematicieni foarte mari, ca Pierre de Fermat?. Ast#zi sintem
in misurd si definim aceastd notiune si s& facem un studiu pur axiomatic al
ei (a se vedea anexa acestul capitol); acest studiu fiind delicat, ne vom mul-
tumi sd enun{dm proprietatile fundamentale care ne vor permite si demon-.

stram logic teoremele principale ale aritmeticii.

PROPRIETATEA /| Numerelo intregi naturale formeazi o mulfime, notati N.
1

Aceastd mul{ime este cea mai nnaturald“ dintre toate multimile matematice..
Aceastd proprietate figureazd in toate expunerile (axiomatice ‘sau nu) ale
teoriei mulfimilor — uneori sub o formd diferitd.

‘PROPRIETATEA /| Numirul zero, notat 0, este un element privilegiat al
2 . mulfimii N.

La drept vorbind, aceastd proprietate este mai degrabd o manierd de a privi-
legia un element al lui N decit o ,axiom#“ in sensul vechi al acestui cuvint.

JEEEEIEEE —
1 Pierre de Fermat (1601 —1665), jurist si matematician francez, unul dintre pirintii teoriei
numerelor si a calculului probabilititilor.
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Ea traduce de asemenea o conventie, adoptat astiizi, care nu tine de traditia
dupd care mul{imea N nu ,incepea® decit cu numirul 1. :

PROPRIETATEA |/ Orice intreg » admite un succesor unic, notat n’.
3

Aceastd proprietate este legatd de ideea naturaly dupd care existi o ordine

»bund® in N; tehnic, echivaleazi cu darea unei aplicatii f de la N in N, definit3

prin:
f=[n— in) =n

Intuitiv, succesorul lui » se obtine »addugindu-i* 1.
Vom reveni asupra acestui punct mai tirzin (a se vedea nr. 1.2.2),

PROPRIETATEA |/ Succesorul lui 0 este numirul unu, notat 1.
4

Aceasta nu este dectt traducerea ideii intuitive a succesiunii naturale a intre-
gilor, aplicate numérului 0. Alte proprietiiti echivalente — care nu sint de
fapt decit definitii ascunse, adevirate datoriti propozitiei 3 — ar putea intro-
duce aici intregii 2, 3, 4 etc...; nu le mai dim.

PROPRIETATEA / 0 nu este succesorul nici unui numir natural.
5 .

Aceastd proprietate este deja mai putin evidents; traduce impresia naivi ci
sirul intregilor este infinit.

Aratd de fapt c§, prin aplicatia f = [n |—» n’], numirul 0 nu este imaginea
niciunui alt numir, deci ci aplicatia f nu este surjectivd. Aceastd proprietate
este intdritd de urmitoarea:

PROPRIETATEA / Doi fintregi sint egali daci si numai daei suecesorii lor
6 sint egali.
Prin definitia unei aplicatii, avem evident:
(n=m) = (n" = m").
Reciproca care constituie proprietatea 6 traduce faptul cd aplicatia f este
injectivg.
PROPRIETATEA |/ Orice intreg natural diferit de 0 cste succesorul unui
7 intreg unic numit predecesorul siu.

0 este singurul numir care nu este succesorul unui alt intreg; adicd toti
ceilalfi intregi se pot obtiine cu ajutorul aplicatiei f: vom vedea mai
tirziu cd aceasta este posibil cu ajutorul unui »numdr [finit“ de operalii
‘succesive.
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1.1.2. Principiul inductiei

Sd rezumim studiul precedent: cunoagtereca numirului natural ne permite
urmitoarea formalizare a proprietatilor de mai sus:

PROPRIETATEA | Intregii naturali formeazi o multime N. Existi o apli-
8 catie f (succesiune) de la N la N. Aplicatia f este injectivi,
nu surjectivi. Existi in N un element §i numai unul,

numirul 0, eare nu aparfine imaginii aplicatiei.

Acest enunt contine toate proprietitile precedente (cu exceptia corolarelor
~evidente, ca unicitatea predecesorului unui intreg care este o consecinfd
banald a injectiviti{ii succesiunii).

Ne putem intreba dac# aceastd propozitie este suficient de puternici pentru
a servi de axiomd care sd fundamenteze teoria intregilor. Totusi, asa cum aratd
exemplul urmitor, lucrurile nu stau aga.

EXEMPLU. Sa considerim multimea A4 formati din toli intregii naturali si din numerele
rationale, pozitive si negative, al ciror numiriilor este impar si numitorul egal cu 2.
Definind in A — care esle o submulfime a corpului numerelor reale — operatia de succe-
siune prin formula:

flz) =2+ 1,

este usor de verificat ci aceastd mul{ime salisface proprictitile precedente, fird nici o
exceptie. Multimea A nu poate fi totusi identificatii cu N, deoarcce existd in 4 elemente
care nu pot fi obtinute printr-un ,numér finit*“ de succesiuni plecind de la 0.

Acest exemplu si alte exemple analoage aratd ci proprietatea 8 este insufi-
cientd; proprietatea ,ereditari“ pe care o traduce aceasti propozitie este veri-
ficatd de un numir foarte mare de mul{imi intre care nu existd nici un izo-
morfism.

Se poate arita totusi c orice multime ,ereditari“ contine o submultime izo-
morfd cu N, care este, intr-o oarecare misurd, ,cea mai mici“ dintre aceste
mulfimi. Sintem deci condusi si enuntdm o noud proprietate care va preciza
aceastdi intuitie. .

Am plecat de la un numir particular 0, si de la o aplicatie f care asociazi
fiecdrui intreg succesorul siiu. Proprietiitile 5 si 6 ne permit si definim astfel,
asa cum am vizut, o ,infinitate” de intregi prin succesiuni repetate plecind
de la 0.

Dealtfel, sintem convingi, ci abstractie ficind de timp si de material de scris,
. acest procedeu permite teoretic de a ajunge la orice intreg. Pentru a traduce
aceastd idee, matematicienii au fost condugi la urmdtoarea formalizare:
orice multime M de intregi care contine pe 0, si in care este definitd aplicatia
f, trebuie obligatoriu s cont{ind orice intreg. Dacd interzicem lui M si admitd
alte elemente decit cele care rezultd din aceste succesiuni repetate, trebuie
ca M insusi sd fie egal cu N. Vom enunfa deci proprietatea urmitoare, sau
principiul inductiei.
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PROPRIETATEA | Fie M o submulfime a lui N.
Dacd 0 apartine lui M si daci pentrn orice element al
lui M suecesorul acestui element apartine de .asemenca
lui M, atunci multimea M -este egali cu mulfimea N.

Sub formd simbolicd:

[McNsiOe MsiVnvu(neE M=n"€ M)]—[M = N]

Observapie. — Exemplul de la nr. 1.1.2. aratd ci propozitia 9 nu este deducti-

bili deloc din propozitia 8, deoarece A satisface acesteia din urmi, darstiu

si pe cea a lui N enuntatd mai sus: N este intr-adeviir o submultime a:lui’A

care-l contine pe 0 si succesorii elementelor sale, dar este distinct de A
AR l' ]

1.1.3. Proprietati recurente

RN U rAc)
Principiul inductiei admite alte formuldri echivalente. Vom da. mm.i]os.vmal
multe dintre ele care vor fi aplicate la nr. 1.1.4. Coo b bt
Primul enunt face si intervina notiunea de proprietate a unui-obiect atema-
tic (a se vedea clasa I CDE, Algebri nr. 1.2.1., pag. 26): el spune cd orice pro-
prietate ereditardé — adici ‘adevirati pentru n’ dacd este adevax;ata Jpentru

'n — este verificatd in toatd multimea N daci, si numai, ac, este: adgvaraf,a

pentru 0. Este un corolar simplu al propozn;lel 9 aplicat: la; submuliimea 3
a intregilor pentru care aceasti propozme este adeviratd.

Vom nota cu «(p) faptul cé proprietatea « este verificatd pentru intregul p.
Putem enunta teorema inducier.

TEOREMA | Fie o proprietate susceptibili de a ig,.ve,uhea.ﬁa ;dg,,intrpgn,natu-
rali. Dacii se poate demonstra. £, aceastd Jroprietate este; ade-
virati pentru intregul n' deindati co ea este verificati, mntpu
predecesorul siu n, atuncieste .suficient. sd: se: 1dempnstreze
el ea este adeviiratd peptru 0 pentm £a.,0a, saﬁe adevd atii
.pentru totl intregu. g e Pepbreess s oo e i e

Se scrie: ili:mi ['.m;:ws_;

SHERSEUTT RN

[«(0) si (Vnn) {OC(I‘,?E) :--? d(l{z')}l_—-@ [(V n) a(h? : r Y

IR

NIRRT i cSlLriiir iy -

EXEMPLU. Teorema inductiei niu ise aplici: mul{imii; 4-de la mps 9148, m./ ! ! R
Astfel, proprietatea exprimati prin; rela;xa qe ;nogahtqte,. YIS IRt i

P w>0 TR R NICES Pty (.',»i,.i)ﬂ
satisface conditiile teoremei 13/ * - " i 'H';'-* s tgotlnd ab Ak SR AR R
Sl T 'o> IR .!‘: cor o dngiice et g
e % s s dy At
Prng g ?,}0———)’:&—}- 1 >0 ATCIITRR N
dar proprietatea nu este vcrmcata de toate elementele Im A RETSENEIMTIEII IS T.
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Asa cum vom vedea, enuntul teoremei este modul cel mai practic de a tra-
duce principiul inductiei.

Existd o versiune mai fin#, degi logic echivalentd, de asemenea foarte: folo-
sitd. Ea are in vedere proprietitile intregilor mai mari sau egali cu unul din ei.
Desi nu vom defini inegalitatea intre intregi decit in paragraful urmétor
(a se vedea nr. 1.2.4), vom da aici aceastd teoremd numitd teorema induciet
restrinse, pe care o vom putea admite §i a cirei demonstratie o vom giisi
in exercitiu.

TEOREMA | Daci se poate demonstra ci o proprietate este adevirati pentru
2 un fntreg n’ deindati ce ea este adeviirati pentru predecesorul
giu n, atuneci este suficient sii se demonstreze cii ea este adevii-
rati pentru intregul p pentru ca ea si fie adeviirati pentru toti
fntregii mai mari sau egali eu p.

Se scrie:

[a(p) §i (VNn) {n > p si o(n) = «(')}] == [(Vxn) {n > p —> a(n)}]

Demonstrafia teoremei inductiei restrinse

Fic « proprietatea studiati. Si numim A reuniunea mulfimii fntregilor strict inferiori lui
p cu multimea intregilor pentru care proprietatea o este adevarati. M il contine pe 0 deoa-
rece confine toti intregii inferiori lui p i pe p.

S3 presupunem proprietatea adeviirati pentru n,

1° Dacii: n < p, atunci: n’ < p; deci:

a) sau: W < p, atunci n’ aparfine lui M;

b) sau: n’ = p, atunci prin ipotezi »’ apartine lui M.

2° Daci: n > p, prin ipoteza teoremei numrirul »’ apartine lui M. Multimea M satisface
conditiilor principiului inductiei, deci M = N, ceea cc demonstreazi tcorema.

Observatii. — 1 De fapt, in enuntul acestei teoreme, este suficient si se demon-
streze caracterul ercditar al proprietitii studiate numai pentru intregii supe-
riori lui. p.

2 O ultimi extensie a teoremei inductiei este necesard prin faptul c& ipoteza
dupji care proprietatea este ereditard (adicd [«(r) = a(n’)] este uneori dificil
de demonstrat, in timp ce se poate verifica cu usurintd proprietatea pentru n'
daci se stie ci ea este verificatd pentru tofi iniregii de la O la n (i nu numai
pentru n).

Observatiile 1 si 2 conduc deci la un enun} general al inductiei, care se va
putea demonstra riguros plecind de la principiul inductiei:

TEOREMA | Dacii o proprictate este adeviiratd pentru un fntreg p, si daci
3 este suficient ca ea si fie adevirati pentru toti intregii mai
mari sau egali cu p §i mai mici sau egali cu » pentru ca ea si fie
verificati de sucecesorul lui n, atunci aceasti proprietate este

adeviirati pentru togi intregii mai mari sau egali cu p.
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1.1.4. Rationament prin inductie

Vom folosi aici proprietitile puse in lumin la numerele 1.1.2 si 1.1.3. pe exem-
ple. In acestea, va interveni bineinteles structura lui N in toati generalitatea
8a; cum nu este vorba decit de ilustriri, nu se creeazi astfel cercuri vicioase.
1. Sd se demonstreze inegalitatea: 2™ > n.

Proprietatea este adeviratid pentru n = 0, cici:

2°=1s1>0.
Proprietatea este adevdrati pentru n = 1, cici:
N=242>1.
S& presupunem proprietatea adeviratd pentru n; avem:

2" > p,
Prin inmultire cu 2 rezulty:
2" > 2n,
Dar: 2n = n + n; prin urmare, pentru » mai mare sau egal cu 1:
n+n>n- 1.

In final:
[n>14 2" >n] —[2" > p 4 1)

Proprictatea fiind adeviratd pentru 0 si pentru orice intreg mai mare sau
egal cu 1, teorema este demonstrata.

2. Sd se demonstreze ci orice predecesor al unei putert a lui zece este un multiplu
de noud. ‘
Scriem aceasta sub forma implicativi:

(Vam) [(m = 10" — 1) — (9/m)].

(Semnul | se citeste: ,divide").
Aceastd proprietate este adevarati pentru n = 0 ciei:

(0 = 10° — 1) .— (9/0).
S& o presupunem verificaty pentru n. Atunci:
10" — 1 = 9k, °
10" — 1 =10"1 — 1 = 10(10" — 1) + 9 = 90k 4 9 = 9(10% + 1),

Proprietatea este adeviratd in baza teoremei 1.

3. Sa se demonstreze cd orice intreg mai mare sau egal cu 24 se poate scrie sub
forma:

n=5+7 (a € N,b N).
Aceastd proprietate este adevirati pentru n — 24 cici:
2=5%X24+7x2
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S-0 presupunem verificatd pentru: n > 24 (folosim aici observatia 1 de la
nr 1.1.4). Atunci:

n=n+1=5a+Tb+1=>5@—4) +70b+3) =5a+3) + 7 — 2).
Or, una din cele doud relatii:
_ a>40>2
este adeviratd, deoarece:
(@< 35ib 1) — (Bat+Th <22 < 2%).

Se pot deci gisi, pentru orice n cel putin egal cu 24, intregi convenabili. De
exemplu:

2=5X2+3)+7x%x(2-—2).
(Se poate verifica cd proprietatea este falsi pentru n = 23.)

4. Sd se demonstreze cd, intre cele N triunghiuri formate de n puncte ale
unui plan incit trei dintre ele sé nu fie niciodatd coliniare, numdrul T al
triungiurilor ale cdror unghiuri sint ascujite! este astfel incit:

4T < 3N (n > 4).

Aceastd relatie este verificatd natural pentru primii intregi (n < 2, N =
= 0, T = 0) dar nu pentru r = 3, cici s-ar putea si avem atuneci:

T=N=1.

Vom presupune deci cd n este cel putin egal cu 4. Relatia este adevirati
pentru n = 4, deoarece:
N=44 T3

Aceasta se vede distingind cazurile in care cele patru puncte formeazi un
patrulater convex — suma unghiurilor acestui patrulater fiind egali cu
patru unghiuri drepte, unul dintre ele este obligatoriu drept sau obtuz — si
cazurile in care unul dintre puncte este interior triunghiului definit de cele-
lalte trei — suma celor trei unghiuri formate in acest punct fiind egald cu
patru unghiuri drepte, unul dintre ele este obligatoriu obtuz.

Fie acum: n > 4; s& notdm M,, M,,...,M,_,, M, cele (n + 1) puncte pe care
le vom studia. Fiecare din sistemele de n puncte care se obtine scotind unul
din punctele date are, prin ipoteza inductiei, T; triunghiuri ascutitunghice
printre cele IV;, cu:

4T, < 3N.

Fiecare din cele T triunghiuri ascutitunghice aparfine la (n — 3) sisteme de
n puncte — toate acelea care au fost obtinute scotind din sistem un punct
altul decit un virf al triunghiului dat. Se deduce relatia:

m—3)T=Ty+ Ty + .k T

1 Se spune: triunghiuri ascutitunghice.



Se aratd in acelasi fel relatia:
(n—3)N=N,+ N, + ...+ N,
Inegalitatea rezultd atunci dintr-o simpld adunare.
(EXEMPLU: pentru n = 5, se gisesle N = 10 si T < 7.)
b. Se considerd un gir (u,) care satisface urmdtoarele relafii:
o =1, up < ug 4+ u; + uy + oo F Up_ge

Sd se compare up,, si 2™
S# studiem primii termeni ai girului:

=1, u;, < uy
deci, deoarece 2° = 1:
u <20

Avem:

Uy < Uy -+ Uy .
deci, deoarece u, = 1 si u; < 1: :

u, < 21, ete.
S& presupunem cd am -demonstrat relatiile:

u <2 u, <2, .y, <2, <287,
Prin adunare deducem:
Upgp < Ug+ Uy + 8y + oo uy, <1 420424, 42773,

Or:

1+2°+21+...+2"‘1=1—]-(‘1-}-2_}.22_‘_‘"_]_'211—1) —
=1+ @—-0=2
Deci:
Unyy < 2™
Dupid teorema 3, rezultd ci proprietatea este adeviirati pentru orice n.

EXERCITH

1.1. S& se demonstreze prin inductie in raport cu n cgalitateas
2.6.10...(4n — 2) = (n + 1) (n + 2)...2n {n.> 1),
1.2. Si se demonstreze prin inductie in raport cu n egalitateay
n(n 4+ 1) (2n + 1)
6

124+ 224 ..+ %=



1.8. Si se- demonstreze prin inductie in raport cu n egalitateas

134 234 4 n= L”:—“—W— (n>1).

1.4. Si se demonstreze prin inductie in raport cu n egalitatea:

124234t (n—1)n= "‘““:("+ D n>2).
1.5. Si se demonstreze prin inductie in raport cu » ci suma unghiurilor interioare. ala
unui poligon convex cu n laturi este egald cu (n. — 2) = radiani (n > 3). ‘
1.6. Si se generalizeze exercifiul nr. 1.5 la poligoane neconvexe, dar nestelate (anumite

unghiuri interioare sint atunci bigate in interior). (Vom fi condusi sii consideram- doud
cazuri in aplicarea inductiei.) : )

1.7. Si se demonstreze prin inductie in raport cu » c¥, dacii e este un intreg impar, numirul
an+2 divide intregul: ’ g.Impar, Rumaru

am — 1,

undem = 2%, cu:n > 1.
1.8. incepind de la ce valoare a lui n se poate scrie inegalitateas-

22 -1 > ¢*
cu g = 2%?

1.2. STRUCTURA LUI N

1.2.1. Axiomele lui Peano’

Printre proprietiile de mai sus vom selectiona trei, din care vom deduce logic
toate proprietitile lui N (din motive evidente, unele vor fi trecute la exereitii;
ele nu prezintd nici o dificultate deosebiti.) o

DEFINITIE | Se numegte N orice mulfime care are urmiitoarele proprietii:
1 Al Existd o injectie f, numitii succesiune, de la N 1a N.

A2 Existi un element 0, numit zero, care nu este imaginea

prin £ a niciunui element din N. '

A3 Orice submuliime a lui N care-1 confine pe O si imagines

.

prin { a tuturor elementelor sale esto egald cu N.

Axioma Al nu este alta decit proprietatea 6; axioma A2 traduce proprietatea
5; axioma A3 este principiul induciei (proprietatea 9); v

Observajie. — Este foarte ugor de ardtat cd aceste axiome sint independente,
adici existd multimi E in care se pot verifica doud din aceste axiome dar

1 Giuseppe Peano, logician si matematician italian (1858—1932)
?e fapt, ace?te axiome au fost formulate peniru prima datd in 1888 de J.W.R. Dedekind
1831 —1916). X ;
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nu gi a treia. Se cunoagte un exemplu (nr. 1.1.2) unde axioma A3 nu este
verificatd in timp ce axiomele Al si A2 sint verificate. Multimea E = {0,1}
poate servi de exemplu pentru celelalte doud cazuri; este suficient s& punem:

£0) =1

Daci f(1) = 0, E verifici A1 si A3, dar nu pe A2.

Dacd §(1) = 1, E verilicd A2 si A3, dar nu pe AL

(58 remarcim de asemenea ci N insusi verifici pe Alsi A2 dar nu pe 43,
dacd punem f(n) = 27). o
Teoremele 1, 2 si 3 sint adevirate deoarece sint simple consecinte ale axiomei
A3, eckivalente cu principiul inductiei.

S& demonstrim, ca altd teoremd foarte simpla valabils in N, cé orice intreg
diferit de 0 admite un predecesor unic (proprietatea 7).

Numirul 1 are ca predecesor pe 0 deoarece:

0 =1,

Dacd n are un predecesor, atunci n', care-1 urmeazi pe n, are ca predecesor
Be n. Deci, dupi teorema 2, orice numir diferit de 0 are un predecesor.
acd r ar fi avut ca predecesori pe p §i ¢, am fi avut:

P+ q—=1p) =1(g) =n,

In contradictie cu faptul c4 f este injectiva.
Vom enunta deci:

TEOREMA | Orice intreg diferit de 0 admite un predecesor unie,
4

1.2.2. Adunarea,

Acest paragraf este consacrat studiului unei legi de compozitie, numiti adus
nare, pe N. O vom nota prin semnul .

Vom construi suma a doi intregi naturali cu ajutorul axiomei inductiei.
S& punem a priori:

Yan, Vam:n +0 =n,n + m' = (n + m)’ (1), (2)

(Reamintim ci m’ este un simbol echivalent cu f(m), succesorul lui m.) Aceste
egalitéfi sint conforme cu ideea noastrd intuitiva despre adunare dcoarece
m’ nu este altceva decit suma (m + 1); dealtfel se poate demonstra imediat,
substituind intregul 0 intregului m in egalitatea (2):

n+1=n+0'=(n—|—0)'=n', n+1=n

(Amintim c¥ 1 a fost definit ca succesor al lui 0.)
Dacd n este dat, cunoagtem deja (n - 0) si (n + 1). SE notim cu M mul-
{imea intregilor m pentru care (n + m) este calculabily; axioma A3 si ega-
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litatea (2) aratd c# M este egald cu N, deoarece cunoasterea sumei (n 4 m)
antreneazdi cunoasterea sumei:

n+m=m+m =(@r-+m) 1L

Suma a doi intregi este deci definitd pentru orice pereche (n, m). Se poate
arita, prin inductie in raport cu m,cé nu existd decit o singur# operatie care
si satisfacd axiomele (1) si (2). (Exercitiul nr. 1.9.)

1. Asociativitatea aduniirii este o consecintd a definitiilor.

Intr-adevir, stim ci:

m+nm+00=m+n=m<+n)+0.
Egalitatea (unde vom presupune 7 §i z dati, si p variabil):

m+@m+p=m+n+p ; (4)

este deci adeviratd pentru p = 0. Daci ea este adevirat¥ pentru p, atunci:

m+ (n+p)=m+ (r+ p)
=[m + (n + p)) = [(m + n) + pY
= (m+n) +7"
Teorema 1 aratd cd egalitatea (4) este adevdratd pentru orice intreg p.

2. Comutativitatea are o demonstratie mai lungd. Vom folosi de trei ori induc-
tia pentru a dovedi egalit#tile:

n+ 0=0+4n (5)
nt+1=1-4n (6)
nt+m=m+n (7

Egalitatea (5) este adevidratd pentru n = 0; dac# este adeviiratd pentru
n, atunci:

+0=n=w+0=04+n=0+nr"

Egalitatea (5) este deci adeviratd pentru orice n: 0 este element neutru.
"Egalitatea (6) este adeviratd pentru n = 0 din ceea ce precede; dacd
ea este adeviratd pentru n, atunci:

WAL= D) l=(+ ) =U+n) =140

Egalitatea (6) este deci adeviratd pentru orice n.
“In slirsit, egalitatea (7) este adeviratd pentru n = 0 dupd (5); dacd ea
este adeviratd pentrrn m fixat i pentru un anumit n, atunci:

nt+m=@m+)+m=n+1+m=n+ (m+1)
=(n+m+l=(m+n+1
=m+ (n+1)=m+n'

Egalitatea (7) este deci adeviratd pentru orice n.
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3. Cu. toate oé adunarea nu conferd lui. N structura. de grup, asa.cum, vom
vedea mai jos, fiecare intreg este simplificabil intr-o. egalitate de sume (se.
spune ci este regulat pentru adunare).

Intr-adevir, si demonstrim echivalenta:

m+‘n=p-+ne>m=p (8)

Trebuie si demonstrim numai implicatia (=). Ea este adeviiratd pentru
n = 0; daci este adevirati pentru », atunci:

(m 4+ n'=p+n)==(m4 n]"=[p+ nl)y

de unde, prin aplicarea axiomei Al: (m + n = p + n);
aceasta implicind (m = p), echivalenta (8) este- demonstratf prin inductie
in raport cu n.

4. Si ardtdm ci, in N, O este singurul element care are un opus, adici:

m+n=0e>m=n=0 | 9

Trebuie demonstratd numai implicatia (=)
Fie n. diferit de 0; existé atunci.p astfel incit p = ne
m+n=m++p = (m- p).

Dacd m -+ n = 0, rezultd c& (m 4 p) ar fi predecesorul lui 0, ceea ce este
falg; deci:

Vi (1 # 0) —= (m + n 5= 0).

Prin contrapozitie rezulti:

m 4+ n = 0) => (n = 0).
Dar:

m+0=m,

deci: 7

(m 4+ 0 = 0) == (m = 0).
De unde rezultatul ciutat.
5, S& rezumdm. aceste propozitii intr-o teoremi.

TEOREMA | Adunarea a doi intregi este o operatie mterni definiti complet
5 pe N prin egalititile:

n+0=nn+4+m=(@m+m ’




Este asociativii si comutativii; O este element neutru si singurul
numiir care admite un opus (el insugi). Orice element este regulat
pentru adunare.

nt+(m4+p=@n+m-+p
n+m=m--n
n4+0=0+n=n
nt+p=mt+pe=n=m
n4+m=0e=n=m=0

EXERCITIU. S& se demonstreze cé doi §i cu doi fac patru.
8% revenim la definitii: 1 =0,2=1,3=2,4= 3,

24 2=241=@2+1)=2)=9%==t

1.2.3. inmultirea

Acest paragraf este consacrat studiului unei legi de compozitie, numiti inmul-
tire, pe N. O vom nota prin semnul X.

Vom construi produsul a doi intregi naturali cu ajutorul axiomei inductiei
gi a proprietétilor adunirii. Si punem a priori: .

VW, xm i X0=0,nXm =(@nXxXm-+n (10) (11)

Aceste egalititi sint conforme cu ideea noastrd intuitivd despre inmultire.
De exemplu, s& substituim intregul O intregului m in cgalilatea (11):

nxXl=nxXx0=nXx0+n=0+n=n |nxXxil=n (12)

Daci n este dat, cunoagtem deja (n X 0) si (n X 1). S& notdm cu M multi-
mea intregilor m pentru care (n X m) este calculabil: se aratd ca §i pentru
adunare cd M = N.

Produsul a doi intregi este deci bine definit pentru orice pereche (n, m); se
demonstreazd, ca si pentru adunare, cd el este unic.

1. Si demonstrim mai intii distributivitatea la stinga a inmultirii in raport cu
adunarea, adicd egalitatea:

(m + n)p = mp + np (13)

(Asa cum se obignuieste, vom scrie de acum incolo de multe ori mn in loc
de m X n.)
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Egalitatea (13) este adeviirati pentru p = 0, deoarece:
(m+n)0=0=0 4+ 0= m0 4 no.

Dacé este adeviiratd pentru p, atunci:

(m + n)p’ = (m + n)p + (m + n) = (mp + np) + (m + n
mp +[np + (m + n)] = mp + [(np + m) + u]
mp + [(m + np) + r] = mp + [m + (np + n)]
(mp + m) + (np + n) = mp’ + np".
Proprietatea este deci demonstratd prin inductie in raport cu p.
2. S& demonstram distributivitatea la dreapta:

m(n + p) = mn + mp (14)

Egalitatea (14) este adevidratd pentru p = 0, deoarece:
m(n + 0) = mn = mn 4+ 0 = mn + m0.
Dacéd este adeviratd pentru p, atunci:
m(n + p') = min + p)Y = m(n + p) + m

= (mn 4 mp) + m = mn + (mp + m)
= mn + mp'.

Proprietatea este deci demonstratd prin inductie in raport cu p.
3. Asociativitatea rezultd destul de simplu. Intr-adevir, egalitatea:

m(np) = (mn)p (15)

este adevdratd pentru p = 0. Daci este adeviratd pentru p, atunci:

m(np’) = m(np + n) = m(np) + mn
= (mn)p + (0 + mn) = (mn)p + [(mn)0 + mn]
(mn)p 4 (mn)0” = (mn)(p + 0')
(mn)p'.
Proprietatea este deci demonstrati prin inductie in raport cu p.

4. In scopul studierii comutativitdfii inmultirii, sd demonstrim mai intfi
egalitatea:

(I

On =0 (16)

Este adeviratd pentru n = 0; daci este adevirati pentru n, atunci:
0n"=0n+0=0n=0,
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ceea ce demonstreazy egalitatea (16) prin inductie in raport cu n.
Se spune cd O este absorbant pentru inmultire.
6. Regula de comutativitate:

mn = nm (17)

este deci verificatd pentru n = 0, deoarece:
md =0 = Om. -

Este verificatd prin inductie in raport cu m dacd n = 1.

Ad#ugind acest rezultat la egalitatea (12), se poate deduce c# 1 este element
neutru pentru inmultire:

in=nl =n.
Dacé egalitatea (17) este verificatd pentru n, atunci:
mn' =mn+m=nm<+m=nm+ im=n'm

dupd egalitatea (13).
Comutativitatea este deci o proprietate a inmulfirii pe N.

6. Produsul a dou# elemente nenule este nenul, ceea ce se poate traduce
prin echivalenta:

nm=0<>n=0sum=0 (18)

Trebuie demonstrati numai implicatia (=>). Deocamdatd, nu vom folost
inductia; vom folosi numai echivalenta (9), definifia inmulfirii si teorema 4,
Pentru m = 0, nu este nimic de demonstrat.

S# presupunem deci 7 nenul: el este succesorul unui intreg p; atunci:

(nm=0)===>(np’=0)=>(np+n=0)
= (np = n =0)
====-(n =O).

7. Produsul a dou# elemente diferite de 1 este diferit de 4, ceea ce se poate
traduce prin echivalenta:

nm=1<=>n=m=1 (19)

Trebuie demonstratd numai implicatia (==). Nu vom folosi, nici aiei, inductia;
vom folosi numai rezultatul precedent, teorema 4, axioma Al, echivalenta (9)
gi comutativitatea produsului.

8 — Alefy — numere intregi A 33



Dacd (nm = 1), n 5i m nu sint nuli; sint succesorii a doi intregi p si g. Si
scriem:

V=1=mm=pq=pq+p =pq+p\
In consecinti:

0=P'q+pt

de unde:

p=0,n=1,
S-ar putea ardta la fel ci:

g=0,m=1.

(Se poate observa de asemenea ci p'q = ¢ trebuie de asemenea s fie nul,
ceea ce nu face sd intervind comutativitatea.) 1 este deci singurul element al
lui N care are un invers. ’

8. Sd rezumdm aceste. propozifii intr-o teoremi:

TEOREMA / Inmulfirea a doi intregi este o operatie interns definitd complet
6 pe N prin egalititile:

0 =0, nm'=nm + n

Ea este asociativdi, ecomutativi gi distributivii in raport cu adu-
narea; 0 este element absorbant; produsul a doui elemente
nenule este nenul; 1 este element neutru gi singurul numir
care admite un invers (el insusi).

n(mp) = (nm)p; nm = mn
n(m + p) = nm 4+ np
nN=0m=0;nr=1n=n
nm=0<n=0saum=0
rm=1<n=m=1

EXERCITIU. Sd se demonstreze ci dot ori doi fac patru.
2X2=2X1=@Q2X1)+2=24+2,
Dar noi stim c# (exercifiul nr, 1.2.2):

24+ 2=4
Vom studia mai departe (nr. 1.2.4) ecuafia in numere intregis

n+ m= nm.
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1.2.4. Ordine

Conform unei intuitii foarte simple, vom defini o relatie de ordine pe N prin
posibilitatea de scidere a celui mai mic intreg din cel mai mare:

VY, Vem:n>m<=3p,n=m-+p (20)

Simbolul ,,>“ se citeste ,,mai mare sau egal cu“.

Numirul p este diferenfa intre n §i m (se noteaz§ adesea p = n — m). El
este unic (8).

Aceastd relatie di nastere la o relafie strictd, asociatid:

(n>m<>m>msintEm)<=>@pF0,n=m+p) | @)

Relatiile (n > m) §i (» > m) se mai scriu, respectivi
(m < n) si (m <n).

Aceste simboluri au numerocase aplicatii imediate. Se vor putea demonstra
direct cele care urmeazi:

mMEeN=nr>0), (n£0<=n>0<>n>1),
[ +1 >mn), (n.>0 gi m > 0)] == (n + m > 0), ete.

S3 studiem mai de aproape relatia notatd: ,, > . )
1. O astfel de relatie binara este evident o relatie de ordine, deoarece: °

2 Reflexivitate.

n=n+4+0=| n>n (22)

B Tranzitivitate.

m>msim>p)=—>n=m+qsim=p+7r)
—=>h=p+rN+e¢=p++9l=—(@®>p)

(n>msim> p)=>(n>p) (23)

B Antisimetrie.

m>msim>n—m=m-+psim=n+yq)
—h=m+q+p=nrn+ (¢g+ p)]
=== 0=¢qg+p)==(0=p) = (n=m).

(n>msi m>n)=>(n=m) (24)
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(Am aplicat echivalentele (8) §i (9) privind regularitatea intregilor la adunare
si unicitatea egalitatii (m - n = 0) in N.)
2. Relatia de inegalitate strict# este evident tranzitivd deoarece:

m=m+q9%0m=p+rr£0)=—m=p+@T+4q,r4qgs0).

(r>mgim>p)==(n>p) (25)

3. Relatia de ordine este compatibild cu adunarea: adunarea unui acelasi,
fntreg, in cei doi membri ai unei inegalitéti nu o modifici. De fapt vom de-
monstra echivalenfa mai tare:

n>m<=(n+4 p) > (m+ p) (26)

Intr-adevir: _
n>m<>m=m+g)<>[n+p)=(m+g) + p}
Proprietitile adundrii ne permit si seriem:
m+g+p=m+@+p)=m+(@+g=(m+p)+q
Cum:
(r+p)=m+p)+d<=[r+p)>m-+p)
avem3
n>m<>(n+p)>(m+ p)
La fel, presupunind p diferit de 0:

(n>m)<=[(a+p) > m+pl| @)

4. Se poate demonstra compatibilitatea relafiei de ordine cu inmul{irea:

(n > m) = (np > mp) (28)

Intr-adevir:
(n =m 4 q) == (np = mp + gp).

Produsul a doudi numere nenule fiind nenul, presupunind p diferit de 0 §ig
diferit de 0, deducem implicatia:

(n > ms§ips£0) == (np >mp) (29)




b. Ordinea pe care o studiem noi este o ordine totald, adicd doi intregi sint
comparabili intotdeauna:

neNsime N) = (n>msaum>n) (30)

Vom demonstra aceastd implicatie ca o consecin{d a unei implicatii putin
mai tare:

(ne Nsime N)=> (n >msaun = msaum > n) (31)

cele trei eventualitd}i excluzindu-se reciproc. - -
Demonstratia se face prin inductie in raport cu n. '
Pentru n» = 0, implicatia este adevératd, pentru ci:

0=mdacim=0,m >0 dacd m =£0.

Daci n este comparabil cu m, si incercm si compardm n’ 5i m. Se prezintd
trer cazuri:

B » > m; atunci: n=m-+p, p+0,
gis
n=m-+p
deci:
n >m.

R » = m; atunci:
n' =m -+ 1, deci: n’ > m.

m > n; atunci: m = n + P, p 50, de unde existenta unui intreg ¢
astfel incit:

p=¢ m=n+qg=n+4q
(Aceastd egalitate se scrie intr-adevér:
ntgd=n+@+=n+0+g=Em+H+g=nr"+9.

Dac ¢ este nul, atunci m = n’. Dac& nu: m > n’; n’ este deci intotdeauna
comparabil cu m; aceasta incheie aplicarea inductiei §i demonstreazd impli-
catiile (31) gi (30).

6. Si studiem acum reciproca implicatiei (29):

(np > mp) =>(n > m si p 5 0) (32)
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Dacd am avea (p = 0), inegalitatea (np > mp) ar fi falsi; p este deci nenul.
Dacd am avea (n = m) sau (m > n), am deduce (np = mp) sau (mp > np).
Cum noi stim c# ordinea este totald, putem trage concluzia ci excluderea
ipotezelor (n = m, m > n) antreneazi inegalitatea (n > m), de unde rezulti
teorema.

7. Implicatia (28) nu admite decit o reciprocd partiald:

(np > mp) = (n > msau p = 0) (33)

Intr-adevir cazul (p = 0) nu poate fi indepirtat aici. Dacd se presupune
P 5 0 nu rezultd cd rationamentul precedent se poate aplica.

O consecintd importantd a acestei implicatii are in vedere intregii nenuli:
ei sint regulafi fatd de inmulfire, deoarece se poate scrie:

(np'= mp) == (n = m sau p = 0) | ; (34)

(Se considerd egalitatea (np = mp) ca fiind conjunctia a doud inegalititi
(np > mp) §i (mp > np).)
8. Sd rezumim principalele proprietd{i gdsite mai sus:

TEOREMA |/ Relatia de inegalitate intre intregi este bine definit¥ in Nprin
7 echivalenta: :

n>m€>3p n=m-p

Este o relaléie de ordine totald, compatibild eu adunarea §i inmul-

tirea pe
TEOREMA | Orice inireg este regulat pentru adunare.
8 Orice intreg nenul este regulat pentru inmultire.

(n>mgi m>n)<=>(n=m) totali
(neNsimeN)=(n>msaum>n)
: (n>m<=>(n-+4p>m-+ p)

Relagi n>n; (n>m s m>p)=—>(n>p) Ordine
de ordine

Compati-

n>m=—(np>m
bilitate (n > (np 2 mp)

(np > mp) <= (n > m sau p = 0)

(n>msim > p)=—=(n>p)
(n >m)<==(n+p>m-+p)
(n > m g p 5£0) <> (np > mp)
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(np = mp) <> (n = m sau p = 0)

Sd semnaldm de asemenea o implicatie care se referd in acelasi timp la ine-
galititile nestricte si stricte:

(n>msim > p) == (n > p) (35)

EXERCITIL L. 4 se demonstreze implicatia precedentd (35).
Avem:
n=m+r
m=p-+s, s£0,

deci: ‘

n=(p+s)+r=p+(s+r).
Se stie c#:

(s 5 0) == (s + ) £ 0;

avem deci:

[n>msim>p]l=>(n> p)
Se demonsireazi la fel implicatia analoagi:

[n> msim>p]l =>(n> p)

11. Si se compare (n 4+ m) st (nm).
S# studiem diferite valori ale lui m tinind seama de comutativitatea operatiilor.

Dacd m = 0, atunci:
am=0gi n+ m=nmn,
deci:
nm<<n- m,

Cazul n = 0 este analog. . .
83 studiem deci cazurile in care n $i m admit predecesorii p si ¢:

n=p, m=gqg,n+m=p+q+2=14qg+p+1
nm=pq=pq+p=rgt+aeg+tp+1

A compara deci (n 4 m) si (nm) revine deci la a compara pe 1 si pg.
in consecinti:

m>25in>2) <> (p£0sig5£0 <> (pr>1)
<> (mn=£0 §i nm > n+ m).

(Celelalte cazuri sint foarte simple; se verificd ci avem:
m=1,n>1; n+ m>nmy
m>1n=1,; n+ m > nm.)
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Daci vrem si stim cazurile de egalitate intre sumi si produs, deducem (m = n = 0) sau,
dacd se presupune {(m >1si n > 1):

hnm=n+4+me(pg=1)<>(p=q=1)
<> (m=n=2).

Tabloul urmitor rezumd discujia (semnul indicat aratd simbolul relational care trebuie
plasat in relajia:

nm? n -+ m).

n
m 0 1 2 23

0 =

<
1
2 =

<
23 >

Ecuatia definitd prin (nm = r 4 m) nu are decit doui solutii:
0=0X0=04+0;4=2%Xx2=2+4 2.

Il}.(g[:i, se demonstreze, fdrd a folosi relagia de ordine, urmdtorul caz particular al echivalen-
j 242 H

P+ n=m+4+ m)<>(n=m)
Si studiem ecuatia definitd prin:
z+2=n4+n (z=N)

Aceasta nu admite decit o singuri solufie pentru n = 0: ea este 2 = 0.

- Sa'ngzsupunem ¢é unicitatea acestei solutii mai este verificaty pentru n; si studiem atunci
ecuatia:

z+z=n4+n"=n+4+n+ 2

zl)aczi %xisté o solutie z, acest intreg nu poate fi nul. Este deci succesorul unui anumit intreg y,
¢ unde:

y+y+2=y'+g'=x’+z’=n+n+2.
y+y=n4+n

Aceastd ultim# ecuatie, neavind decit o singurd ridicin¥ prin ipoteza induétiei, acelasi
lucru se intimpli cu:

2+ x=n"+4 n'.

Cum aceasti solufie este evidentd (este z = n’), am dovedit echivalenta studiati,
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EXERCITII

:3). gf se demonstreze cd nu exista decit o singura operatie in N care si satisfacii axiomele
unrii.

1.10. S& se demonstreze ¢i un element neutru definit pentru o operatie este unic.
1.11, Aceeagi problemi pentru un element absorbant.
1.12. S4 se demonstreze direct, plecind de la axiomele inmultirii, egalitatea:

m'n = mn + n.
1.18. S# se demonstreze ¢4 nu existd nici un intreg m astfel tncit:
n<m<n+1 (unde n este dat)
1.14, S% se demonstreze relatiile:

neN=>n20; nsft0=>n>0<=>n>1);
R+1>n);r>05im>0=2n+4 m>0)

1.15. Si se demonstreze direct, plecind de la definitia relatiei de ordine, implicatias
(neNsimeN) = (n>msaum>n)
1.16. S# se demonstreze egalititile:

[(m+ n)+ pl+ g=(m+ n) + (p+ g);
{lim+ n) + pl+ gt +r=(m+ n)+[p+ g +rk

1.17, Acelagi exercifiu pentru inmuliire.
1.18. Se pune in N:

m*n=m-+n-+ 1.

S# se studieze proprietatile acestei operafii.
1.19, Se pune in N:

m=bt+en=ct+e,p=a-+b
84 se compare intregii:
(m+a), (n+8), (p+e)
1.20. Si se numere perechile de elemente din N definite prin egalitatea (unde n este dat):
z+ y=n
1.21. 84 se demonstreze egalitatea:
{1+ 2 + 381+ .+ np={lln+ {n =1+ {n—2}1+ .. + 1)

83 se deducs valoarea comuni a celor doi membri.
1.22. S4 se reia exercifiul nr. 1.19 inlocuind adunarea cu inmultirea.
1.28, Cite bijectii f existi de la N pe N astfel incit, pentru orice intreg n:

i(n) < n?
1.24. Se pune, in N:
a—b=d, z—y=3
84 se demonstreze implicatia:
@>na>zib>y)=—>la—z>b—y).
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1.25. 84 se numere perechile de elemente din N definite prin relatiile (unde » si m sint dati):
T—y=mn K m
1.26. Si se demonstreze direct, fird a folosi relatia de ordine, echivalenfa:
(n+nt+n=m+m4 m <> (n=m.

1.27. Acelasi exercitiu cu patru termeni (si se foloseasci exercijiul rezolvat III de la
nr. 1.2.4),

1.28, Acelasi exercitiu pentru echivalenta:
(n? = m?) «=> (n = m).
1.29. 5% se rezolve, in IV ecuatia definitd prin:
x® = 18 713,

1.3. SUBMULTIMI ALE LUI N

1.3.1. Ordine gi predecesor

In N, orice inegalitate stricté poate fi inlocuit¥ prin una nestricts, gi reciproc.
intr-adevir:

n>m41<=>n>m (36)

(Singura exceptie o formeazi inegalitatea nestrictd n > 0 care nu se poate
scrie sub forma n > m.)

Aceastd echivalen{d se demonstreazd foarte simplu.

Intr-adevir: .

(n>m+1) <= (n=(m+ 1)+ p)
=>m=m+(p+1), p+1+0)<=(n>m).

(In N, niotiunea de interval este deci mai simpli ca in alte multimi ca de exem-
plu B; vom reveni asupra acestei probleme la nr. 1.4.1.)

Aceastd proprietate se poate exprima folosind termenii de majoranfi si mino-
ranfi:

DEFINITIE / Un majorant (resp. majorant strict, minorant, minorant strict)
2 al unei submulfimi nevide A a unei mulfimi ordonate E este un
element mai mare san egal (resp. strict mai mare, mai mic sau

egal, strict mai mic) ea toate elementele lui A4.

Putem enunta:
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TEOREMA | Sueccesorul unui intreg este cel mai mic dintre majorantii siii
9 strieti; predecesorul, dacd existd, este cel mai mare dintre mino-
ranii sdi strieti. ‘

(Multimea 4 nu are aici decit un singur element.)

1.3.2. Element minimum

S# considerdm o submultime nevidd A a lui N; in doud cazuri foarte simple
(A =N, A = {n}), vedem cé aceastd multime are un element minimum (sau
cel mai mic element) dacd adoptim urmétoarea definitie:

DEFINITIE /| Un element al unei submul{imi A a unei mul{imi ordonate E
3 este un element minimum (resp. maximum) al lui A daci el
este un minorant (resp. majorant) al lai A.

Un minimum, notat:
min A,

este deci in mod necesar un element al lui A; el poate sd nu existe (exemple:
E = R; A fiind mul{imea numerelor pozitive z asifel incit: z* > 2), dar
dacd existd este unic — si el va fi numit deci minimum.

In N, orice submultime nevidd admite un minimum. Vom demonstra acest
rezultat prin inductie.

Fie o (r) urmitoarea proprietate:

,A (nevidd) admite un minimum dacd confine un element mai mic sau egal
cu n“.

o (0) este adeviratd, cici A con{ine atunci pe O care este evident minimumul
sdu.

Daci a (r) este adeviratd, si considerdm o multime A care contine un intreg:

mLn+ 1.

Dacy se poate giisi un intreg (m <n 4 1) in 4, avem atunci (m < n), de
unde rezultd existenta minimumului lui A prin ipoteza inductiei.

Dac# aceasta este imposibil, din cauzi ¢i A nu contine niciunul dintre ele-
mentele strict inferioare lui (n 4+ 1), dar contine pe (n + 1); rezulti ci (n 4 1)
este minimumul lui 4.

Putem deduce urmitoarea teoremd:

TEOREMA | Orice submulfime nevidi a lui N admite un element minimum
10 unie.

(Despre o mulfime ordonati in care este adeviiratd o proprietate analoagd
cu teorema 10, se spune ci este bine ordonati; aceasta implicd ¢& ordinea este
totali.)

EXERCITIU. Si se demonstreze teorema 10 folosind multimea M @ minoran gilor lui A,
Mul{imea minorantilor lui 4:

M={m; ned="m<x n}
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con{ine evident pe 0. Daci l-ar contine.pe (m 4 1) de fiecare dat¥ cind il contine pe m,
M ar fi confundatd cu N si 4 ar fi vidi. Dar, A nu este vid#; deci existd un element pal
lui M astfel fncit ip + 1) nu apartine lui M; p minoreaz} toate elementele lui A; daci el
insugi nu aparfine lui 4, avem, pentru orice n care apartine lui 4:

(p<n)==(p+1<n),
ceea ce implicd c& (p - 1) este un minorant al lui A ceea ce este contrar ipotezeis
(p+1)& M.
Deci p apartine lui 4 deci el este minimumul.

1.3.3. Element niaximum

S4 considerdm o submultime nevidg §i majoraté A a lui N. Multimea majo-
ranfilor sdi este nevidd, prin definitia adjectivului ,,majorat“. Ea admite deci
un element minimum m: '

(n€ d)=(nm)
Dacé m nu apartine lui A, putem scrie:
e d) —m<m—=mLm—1).

(Cazul m = 0 este banal: A este format¥ atunci dintr-un singur element 0.)
Acesta aratdi ci (m — 1) este inci un majorant al lui A; cum m este cel mai
mic dintre majoranti, avem:

mgm—1,
ceea ce este fals. Prin urmare, m aparine lui 4, deci este elementul maximum
(in mod necesar unic).

TEOREMA / Orice submulfime nevid si majorats a lui N admite un element
n maximum unie,

EXERCITIU. Si se demonstreze prin inductie teorema 11.

Fie « (n) urm#toarea proprietate: -

»4 (nevidd) admite un maximum daci ea este majorati de n%

«(0) este adeviratd, cici A nu contine atunci decit pe 0.

Dack « () este adeviratd, si dacd 4 nu este vida si este majoratd de (n 4 1), atunci:
a) sau n majoreazd pe A4, care admite deci un maximum;

b) sau n nu majoreazd pe A, ceea ce dovedeste ci (n + 1) este element al lui A: este maxi-
mumul ciutat.

Existd submultimi nevide ale lui N care nu au element maximum. Este chiar
cazul lui N, cdci:

“(m=mazx N) =>(m > m4 1),
ceea ce este absurd. In consecinti:
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TEOREMA / N nu admite element maximum.,
12 ‘

Acelagi lucru se intimplé cu multimi (pN), formate din multiplii unui intreg p,
in afara cazului cind p = 0. Intr-adeviir:
(pN) = {n; 3m, n = pm},
(p = 0) = (pN = {0}).
Daci p este diferit de zero, vom arita ci nici un intreg ¢ diferit de zero nu
poate fi un majorant al lui (pN); intr-adevér:

@+Vp=q+p+e@—N>q9+p>q¢+1>¢
Deducem teorema lui Arhimede:

TEOREMA | Pentru orice intreg ¢ i orice intreg p nenul, existd un intreg n
13 astfel ineft:

np >b

1.3.4. Axiomatica ordinala a lui N

S¥ consideram o mul{ime E, inzestratdi cu o relatie de ordine (>>), pentru care
sint adevirate axiomele:

A4 E nu admite element maximum.

Ab Orice submul{ime nevidi a lui E admite un element minimum.

A6 Orice submultime nevid# si majoratd a lui E admite un element maximum.
Aceste axiome sint adevirate pentru N (a se vedea teoremele 12, 10 si 11).
Fie 0 elementul minimum al lui E, care este bine definit.

Ordinea in E este totald, deoarece, in orice mul{ime {r, m}, existi un minimum.
a) Fie n un element al lui E, i fie:

A={m; m<n}
E neavind maximum, existi in E un element strict superior lui n. Acest
element este un majorant strict al lui 4 ; deci mul{imea B a majorantilor stricti
ai lui A nu este vidi.
S& notim f(r) = »’ minimumul lui B.
Nu putem avea f(n) = 0, céci:
oLn<n
b) SH examinim egalitatea:
Daci n este diferit de m, s scriem de exemplu: n < mj de undes
(p€4)=—@<n<m—(p<m)

adici: (m € B), deci 1(n) < m sau in sfirgit: #(m) < m, ceea ce este contra-
dictoriu; rezulti c# f este injectivil. .
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¢) Fie in sfirgit M o submul{ime a lui E care-l contine pe 0 si astfel incit:
(rn € M) = (i(n) € M).
Daci M nu se confundi cu E, diferenja:
E—M={m,mecE meg M)
admite un element minimum p, in mod necesar distinct de 0. Dac# notim
¢ maximumul submultimii C nevide a minorantilor stric{i ai lui p, se vede
imediat cd ‘¢ aparfine lui M si ci:
1H9) = p;
aceasta fiind in contradictie cu faptul ci p nu apartine lui M, diferenta (E— M)
este vida gi:

E=M.
I satisface deci axiomelor A2, Al gi A3 ale lui Peano.

EXERCITIU. Sd se demonstreze egalitatea: p = 1(g).
Stim cii:
(g € C) == (g < p) = (fg) < p).
Daci am avea f (g) diferit de p, s-ar putea deduce o inegalitate falsi:
(g} < p) == (flg)  C = (ilg) < g).

Am fi putut pune deci urmitoarea definitie:

DEFINITIE / Se numeste N erice mulfime ordonati care are urmitoarele
proprietiti:
A4 N nu admite element maximum.
Ab Orice submul{ime nevidi a Iui N admite un element minimum.
- A6 Orice submulfime nevidi si majorati a lui N admite un
element maximum.

Oricare ar fi definifia aleas#-existd gi altele combinind, de exemplu, ordinea
totald, existenta unui minimum pentru N, definitia lui £ datd mai sus in ¢)
§i axioma A3 — este evident ci ea nu permite si distingem pe N de o alti
multime care i-ar fi izomorfd.! Dar se poate demonstra c¢i doui multimi N
si N care satisfac amindoud acelorasi axiome (de exemplu acelea din definitia 1),
sint in mod necesar izomorfe. N este deci bine definiti in mod ,esential®
unie.

(S& observdim cd axiomele structurii de grup nu au aceeagi proprietate, cici
doud grupuri oarecare nu sint obligatoriu izomorfe.)

1 Aceasta este conform cu punctul actual de vedere in algebri.

46



gng{ztea luiN. Si notam 1 si T succesiunile in NsiN, 05i 0 elementele definite prin axioma
e

Vom defini o bijectie g de la N pe N care si fie un izomorfism, deci astfel incit:

g(0) =0, git(n)] =Tg(n)].

Fie M mul{imea elementelor n pentru care g(n) este calculabil: axioma A8 aratici M = N.
Deci aplicatia g existd; ea este evident unici aga cum arat# o inductie simpld in raport cu ».

Fie M mul{imea imaginilor elementelor lui M prin g; axioma A8 arati ci M = N : g este
surjectivi.

S& presupunem in sfirsit ci ecuatia, definitd prin:
g(z) = g(n),
nu admite decit o singurd solutie, ceea ce este adevirat pentru n = 0:
(@ %0 => 2 = 1(m) = g(z) + ).
Ecuatia g(z) = g[f(n)] echivaleazi atunci cu:
glz) = Tg(n)].
Cum z este diferit de zero, putem pune: z = 1(y),
de unde:
Te(n)] = glz) = elfly)] = Tsly)],
fie:
g(n) = 8(y),
si in sfirsit, prin ipoteza inductiei:
y = n, z= f{(n).
Prin inductie in raport cu n, aplicatia g este injectivi. Ea este deci bijectivi.

Vom da o a treia definitie posibild, foarte diferiti de celelalte, in paragraful
or. 1.5.

1.3.5. Exponentiere

Mai existd pe N o operatie importantd, exponenticrea.
O vom defini prin egalitétile:

Van, Vam: md=1; m"™ = m"m (37) (38)

(Anumiti autori refuzi egalitatea 0° = 1 céci ea poate conduce la erori, mai
ales in analizd; deci ne vom putea mérgini la valori m nenule in cele ce urmeazi,
sau sd incepem cu m! = m.)
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1. Exponentierea este bine definitd pe N, i in mod unic. Ea are dou# proprie-
tati fundamentale.
Prima are doud aspecte:

mﬂmp = mn+p; (m")p = nl"p (39) (40)

Demonstratiile se fac prin inductie in raport cu p.

Pentru p = 0, avem: m"m® = m® = m"®; (m")° = 1 = m® = m™,
Daci este adeviratd pentru p, atunci:
a) m"mPt = mMmPm = m"Pm = mniPHl;

b) (mPl = (mMP(mM) = m"Pm"t = mP = pMP+Y), prin aplicarea egalitifii (39).

Aceastd lege nu este nici comutativa, nici asociativi, aga cum aratd urmitoa-
rele exemple:

(32 = 9) = (8 = 2%); (207 = 512) =& (64 = (2°)2).

(Ca exercitiu, se va putea justifica, de exemplu, calculul lui 2(3» plecind de
la definitiile date aici.)
2, A doua proprietate fundamentali este urmitoarea:

m"p"® = (mp)* (41)

Demonstratia se face prin inductie in raport cu z.

Pentru n = 0, avem:
m'p® =1 X 1e1c=(mp)
Daci este adeviirati pentru n, atunci:

mPHpRHL o mPmpTp = (mMp®) mp = (mp)mp = (mp)™1.

3. S3 mai semnalém inegalitatea lui Bernoullis

(m = 0) ==[m® > 1 + n(m — 1)] (42)




EXERCITIU

Sé& se demonstreze inegalitatea lui Bernoulli,
Este adeviratid pentru n = 0, deoarece:

m=1§1=1+4 0(m—1),
decis
m®> 1+ 0m — 1).
S4 o presupunem verificatd pentru n; avem:
mt> 14+ nim— 1).
Prin inmultire cu m, deducem:
m" > [1 4+ nim— 1)1[1 4+ (m — 1)]
Avem:
M+nm—10)1+ m—1)]1=1+ (n+ 1) (m — 1) 4 nim — 1P,
deci:
M+ nam—1)]l14+m—112>1+4+ (n+ 1) (m—1).
Prin tranzitivitatea relatiei de ordine, rezultii:
m > 1+ (n+ 1) (m — 1),

Relatia este deci demonstrati prin inductie in raport cu n.
Aceastd inegalitate, banali pentra n = 0, rezulti de asemenea din formula binomului:

mt=[14 (m— AP =1+ nm—1)+p,

unde p este un numir intreg (de exemplu dacd n = 2, avem: p = Caim — 1)2).
Se va arita ca exercitiu ci inegalitatea lui Bernoulli nu este stricti decit pentru:

n>2sim> 2.
fn celelalte cazuri, m = 1 sau n < 1, este o egalitate.

Inegalitatea lui Bernoulli ne permite si demonstriim o implicajie analoag}
teoremei lui Arhimede:

(m > 1) = (VYnp, in, m" >P) (43)

EXERCITIU
S& se demonstreze implicatia (43).

1. Demonstrafie directd. i .
8% luim n = p; deoarece m" = mP, gi dupl inegalitatea lui Bernoulli:

mP > 1 -+ pim — 1);

dar, deoarece m > 1:
1+ pm—1)=1+p+ pm—2),



deci:
1+pm—1)>1+p>p.
Rezults:
mP > p,

2. Demonstrarea prin inductie in raport cu p a lui m? > p(m>1).
Proprictatea este adevirati pentru p = 0: 1 > 0,
Dacii este adeviirati pentru D, se poate scric:

(p=0) = (mP+1 > p 1 1) deoarece m > 1;
(p 5 0) = (mPm > pm).

Cum:
pm=p-+1+[m—1)p—1]
avem:
pm>p+ 1,
deci:

(pF0) == mP+ > p 4 1,

4. Urmitoarele exercitii studiaz¥ inegalititile intre exponentiale.

EXERCITH »

1. Se presupune: m > n. Sd se compare m? s nP,
Pentru p = 0, are loc egalitatea.
Daci nu, se poate scrie:

mP > nb,

prin inductie restrinsi plecind de la 1.
Intr-adevir, m > n se scrie:

m! > nl;
inegalitatea m? > nP implici (m 5 0) si:
mPm > nPm > nPnp,
deci:
mP+l > Pl
1. Se presupune: m > n. Si se compare p™m si ph,
Daci p = 0 si n diferit de 0, are loc egalitatea,
Dacit p = n = 0, atunci:
Pm=0m=10 §i pr=(o =1,
deci = .
> pm,
(Egalitatea 0° = 1 nu este adesea acceptatd pentru a evita relatiile ciudate de forma celor
-de mai sus.) :
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Fie: p > 0; nici o putere a lui p nu este atunci nuld (p® = 1; p™*! = p’p, mai mare decit 0
rin inductie in raport cu r).
acd p = 1 are loc egalitatea:

. pm=1=p"
Dacid: p > 1, numai p° este egal cu 14, cici:
s>1)-=(s=r+1)=>(pp>p>1)
Are loc atunci inegalitatea, cici:
(m =n+ g, g> 0) == (p"pl > p?) == p™ > pn.

in concluzie:

(p=0=n)=>(pm < p"),

(p=0£n) = (p™ = p"),

(p =1) = (p™m = p"),
(p > 1) == {p™ > pt).

in rezumat:

TEOREMA | Exponentierea intre intregi este o operatie interndi bine definiti
14 pe N prin egalitiitile:

mPmP = mn+p; (mn)p = m"P
m"p" = (mp)"

EXERCITII

1.30. S& se demonstreze ci un element minimum este in mod necesar unic. Acelagi
exerciliu pentru un element maximum.
1.81. 4 5i B fiind doud submultimi nevide ale lui N, si se compare:

. min 4, min B, min (4 U B), min (4 (") B) {daci exist#).

1.82. Acelasi exercitiu cu maximumurile a doud sybmultimi nevide majorate ale lui N.
1.88. Se considerd o multime E care are cel:pufin. doud elemente si mulfimea F (inzestrati
cu relatia de incluziune a pirtilor sale nevide). Si se demonstreze.cd F este ordonata.
Admite ea un element minimum? S& se giiseascd eleinentele ui F' care nu sint strict supe-
rioare niciunui alt element al lui & (se spune cil aceste piirti sinl pér{i minimale pentru
incluziune).

1.34. Acelasi exercifiu cu:

F =2 (E)=FU{o}

1.85. A si B fiind dou# submult{imi nevide ale lui N, notim (4 + .B) multimea intregilor n
astfel ineit si existe ¢ in 4 i b in B cu:

n=a-b,
A+ B={n;da=sA,3bs B,n=a+ b))



S4 se compare:
min (A 4 B) §i (min 4 4 min B). -

1.86, Acelasi exercitiu cu maximumurile a doui submultimi nevide majorate ale lui N.
1.87. Acelasi exercitiu cu:

AB ={n;3a € A, 3b € B, n = ab},
comparind:
min (4B) si (min A4) (min B),

apoiy

max (AB) si (max 4) (max B).
1.38. 34 se rezolve, in N, inccuatia definitd prin:

5 < 3127,
1.39. Sa se rezolve, in N, inecuatia definiti prin:
-t g

(Se va discuta dupi valorile lui a.)

1.4. SIRURI NUMERICE

1.4.1. Intervale ale Iui N

S4 definim notiunea de interval pentru o mul{ime ordonati E (aceastd noti-
une a fost deja folositd in clasa I in cazul particular al lui R):

DEFINITIE / O submultime 1 a unei multimi ordonate E este un interval al
1 i E daci satisface implicatia:

zelsiyelszs<s<y)—Gzel)

Cunoagtem anumite intervale ale lui N3

a) mul{imea vidd este un interval.

b) N este un interval.

¢) [m, n] = {p; m < p < n} este un interval mirginit.

d) [m, + oo = {p; m < p} este un interval infinit.

(Se poate scrie, de exemplu: N = [0, 4 oo [.)

S ardtim cd aceste cazuri acoperd gama tuturor intervalelor lui N.
Orice interval nevid admite un minimum:

a=minl > 0.
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Daci este majorat, admite un maximum:
b= max [ > a,
gi I se confund¥ cu intervalul [, b]. Dac# nu, aceasta inseamnd ci:
Van, Am € 1, m > n,
ceea ce implicd cds
(n>a) == (ncl)
I se confundd atunei cu [a, + ool

TEOREMA / Nu existii decit trei feluri de intervale ale Iui N: intervalul vid,
15 intervalele mirginite [a, b] si intervalele infinite [a, -+ oo[.

Observatie. — Notatia [m, n] nu se foloseste, in general, decit pentru (mn < n);
dar poate fi comod si punem a priori:

[m, n] = [r, m],
ceea ce evitd distinctia intre extremitétile m si n.
Intervalele mirginite (se mai spune: finite) nevide au o structurd simpla:
existd un intreg p astfel incit (m, n] si fie izomorf cu [1, p]. Intr-adevir:
(m>m)=>(@n=m+r),
gi aplicafial
fi=[2z+—>2z—m+1]

este evident o bijectie crescitoare intre [m, n] 5i [1, r 4 1].
B3 Intervalele infinite, ca [n, 4+ oo, sint izomorfe cu N prin aplicatia

f=[z1—> z—n)

Observatie. — Am v&zut in clasa I (Algebrd, nr. 3.1.1) i o mulfime este finitd
dac¥ si numai dacd existd o bijectie intre aceastd multime §i mulfimea vidd
sau o mul{ime de tipul [1, p]; se poate deci defini o multime finitd ca o mul-
time in bijectie cu un interval mirginit al lui N.

Proprietitile multimilor finite se pot deduce din axiomele lui Peano.
Reciproc, structura lui N se poate defini plecind de la proprietdtile multi-
milor finite (a se vedea paragraful nr. 1.5).

EXERCITIU

Sa se demonstreze, prin inductie, c& numérul p definit mai sus este unic (se numeste
cardinalul lui I).
Daca acest rezultat ar fi fals, ar exista doi intregi p si ¢ cu, spre exemplu,: ¢ < p, astfel
incit si existe o bijec?e p intre [1, q] i1, Jr].
Aceasta este imposibil pentru p = 1. S& admitem ci o astfel de imposibilitate este demon-
stratd pentru p, gi si o dovedim pentru (p + 1).
Daci bijectia ¢ intre [1, g] si (1, p + 1] este astfel incit:

(9) = p -+ 1, se poate deduce o bijectie intre [1, ¢ — 1] si [1, p] ceea ce este imposibil
Tcazul g = 0 este imediat),
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Exista deci doi intregi u si ¢ astfel tncit:
o) =p+1,9(g=mr
S# construim o noud bijectie definitd prin:

b () = ¢ (2) pentru: z 5= u, z¢q,
b(uy=v9 dlg) =p+1

Sintem readusi la cazul precedent si leorema este deci demonstrati prin absurd.

1.4.2. Siruri

Aplicatiile de la N intr-o multime X au fost studiate de mult timp, deoarece
cle constau doar din a lua elemente ale lui X intr-o anumiti ordine. Ele au
primit un nume particular:

DEFINITIE / Un gir este o aplicatie do la N (sau de la un interval infinit al lui N)
5 intr-o multime dati.
Un gir finit este o aplicatie de la un interval finit al lui N intr-0
mulfime dati.
Dup# natura mulfimii valorilor girului (ex.: N, R, €) vom vorbi de giruri de
numere intregi, reale sau complexe.
Notatia clasicd a aplicatiilor:
u = [n 1— u(n)]

este putin folositd; o notatie veche, desemnind girul u prin simbolul (uy),
unde:
u, = u(n) (n: indicele ui u,),

este foarte comodi si incd in uz; ea provoacd totusi o confuzie regrelabild
intre girul u gi valoarea pe care o ia pentru un intreg dat.

Observatie. — Nu trebuie si se confunde notiunea de gir u, si cea de mul{ime
a valorilor girului: u nefiind neapirat injectivéd, pot exista doi indici diferiti
pentru care u, si ia aceeagi valoare. Se poate chiar ca muliimea acestor
valori si fie finitd, ca in cazul girului:

u=[rt— (—1)"

EXERCITHI

1. Sii se demonstreze cd mulgimea sirurilor in un grup G poate primi structura de grup.
Ne vom plasa in cazul cel mai frecvent in care sirurile sint definite pe tot N. Grupul G va
{i presupus aditiv. Vom defini suma a dou# siruri prin formula:

u+7=[n‘—_>'un+0n].
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Aceasty definitie este natural; bineinteles este cea a sumei a doudl aplicatii, pe care am
viizut-o deja intr-un caz garticular {clasa I, Algebrd nr. 6.1.7).

l\:Iultidmea $ a girurilor in G este atunci ea insdsi un grup. intr-adevir adunarea este asocia-
tivd deoarece:

ut (v4 w) =[nl—>up+ (on + wn)),
@+ ) + w=[n—> (tn+ on) + ¥n = tta + (0n + wnl]

Elementul neutru este girul constant care, oricirui », Ii asociazi elemeniul neutru e al gru-
pului G cici:

t=[nl—>¢],

u+t t=_[nl—>unt e=uy,
t+u=[nl—->e+ un=Un].

in sfirsit, sirul opus sirului u este sirul (—u) astfel incit:

—u=[nl—> — uy),
ut (—u)=(—ut+u=[nl=>e=t

Daci G este un corp K, mul{imea sirurilor in K poate fi inzestratd cu o inmuliire, prin
egalitatea:

v = [n |—> lann].

Totusi, aceastd inmulfire nu confera lui S o structurd de corp, ci o structuré de inel.
11. Fie un sir (un) majorat de intregul A, cu oalori in mulimea N. S se demonstreze ci existd
un intreg L astfel incit sd existe o infinitate de indici m cu: i

Um = L g A,
st un numdr finit de indici m cuz
Uy > L.

S# considerdm un intreg n i multimea Ey a intregilor upm de indice m mai mare sau egal
cu n:

Epn={z; Im>n, z=um}CN.

Aceasts multime este nevidd si majorati. Ea admite deci un maximum zp.
Incluziunea Eyp,; C Ep aratd ci:

Zpgr < 2n < 4.

Multimea H a intregilor ¥ mai mici sau egali cu-to}i zn este nevidi (0 & H) si majoratid
(de A4). Fie L elementul siu maximum:

L = max H.

L este el insusi un 2y, cici dac¥ ar fi strict inferior tuturor xy, (L 4 1) ar apartine lui H.
Fie p cel mai mic indice pentru care:

L = =zp.
Cum avem intotdecauna:

(n>p) = (L < zp < 7p),
deducem:
(n > p) == (zp = L).

L aparline deci tuturor mul{imilor 2, pentru n mai mare sau egal cu p, ceea ce demonstreazd
¢l existd o infinitate de indici m cu: :

Um = L.
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Daci q este un intreg strict superior lui L, ecuatia um = a implici (m < p), ciciz
(m > p) = (um € Ep) = (um < 2p = L),

ceea ce demonstreazd proprietatea.

1.4.3. MNotatie cu indici

Notatia u,, folositd de obicei, este foarte comodd in anumite expresii alge-
brice unde figureaza sume gi produse pe un interval [a, 6] de intregi.
Vom nota astfel:

b b
S=Zum P=nun

n=a

elementele multimii X in care este definit girul finit u astfel incit:

S = uqg + Ugyy + oo + Upy + 1
P=uaxua+xXn-Xub_1xub

(Se presupune ci existd pe X o adunare gi o inmultire asociativd. Se poate da
o definitie precisd a lui § gi P prin inductie in raport cu b). Se noteazid de
asemenea:

S =Y tn; P=Tlun.
n &la bl neEla b

EXERCITIU
X fiind chiar N, s& se compare tniregiis

=14 3> un, k= I (1 + .

n=0 n=0
Pentru m = 0, acesti intregi sint egali cu (1 + uy):
ko=lo=14+ ug i1+ uy>0.
84 presupunem ci avem:
km > hm > 0.
Atunci:
ks = (1 + umt) km = km + umar km;
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avem:

km + vmes km > bm + vmay km,
i deoarece ky > 02

b + vmey km S bm + vmags
cum:

by + umir = bmen
rezulti:
kmar = gy

Relatia este deci demonstrat3 prin inductie in raport cu m. Egalitatea are loc:
a) sau, pentru ci m = 0;
b) sau pentru toti indicii strict inferiori lui m:

hn = kn, Unsy kn = Unsq;
¢) sau inc, pentru ci up = 0 pentru toti indicii (in afard poate doar de un singur indice).
Dealtfel: '

b — bm > (uowy + uguz + ... + woum)
+ (uquy + oo + wm) + oo + (Um-1m)

asa cum se vede dezvoltind produsul km.
Exemplu. un = A — 1 pentru orice n; atunci:

kpey = M hpay =14 m (A — 1),
deci:
am > 1+ m(r—1) (conform nr. 1.3.5).

Notatia cu indici permite scrierea comodd a aplicafiei iterate a unei aplicafii
f de la o multime la ea inségi. Putem nota astiel:

f=[z1—fx)], (ze& E, 1(z) € E),
£, =1, by, =[21— K(2))],
adici:

f,=1 f,=1cl,=1%0f

EXERCITH

1. £ reprezentind operajia de succesiune in N, si se demonstreze relajia:
n = Iy, (0).
Este adeviratd pentru n = 1 cei:
1 =0 = 1(0) = 1,(0).
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Daci este adeviratd pentru n, atunci:
n+ 1= n" = f{n) =1, (0)) = fny, (0).
Orice intreg este deci ob{inut prin aplicatia 1, plecind de la 0 si printr-un numdir finit de
operatii (conform nr. 1.1.1, Proprielatea 7).
11. Dacd t §i g comutd (adici dacd fo g = g o f), sa se demonstreze relafia:
{Togln = Inogn
Este adevirati pentru n = 1, cici: :
{togh =1log=10g¢,.

Dacii este adevirati pentru n, este adevirati si pentru {n 4+ 1). Pentru demonstratie,
trebuie sd verificim mai intii (tot prin inductie) ¢ g comuta cu f,; atunci:

{Toglny = (Tog) o (fnogn)
=lo(gol)ogn=Tolhogogy
= In+ © By
De exemplu, daci 1 are acclasi sens ca in exercitiul I si dacd g este definita prin:
g=[zl—>p+ 2] (p constant),
atunci:
log=gol=[zl—>(p+ 2)+1=p+ (2+1)]

{aceasta nu este decit una din relatiile de defini{ie ale adunirii).
Deducem egalitatea:

(toghn = Inogn,
sau incd:
(Togly =[z!—> (np 4 2) + nl

Adesea se completeazd definitia de mai sus, punind a priori, aplicatia f, egald
cu identitatea:

f, = [z —> 2]

ceea ce verificd: f, = fof, =fof.

EXERCITII

1.40. Reuniunea, interseclia, diferenfa a doud intervale ale unei multimi ordonate sint
intervale?

1.41, Si se demonstreze ci toate intervalele care contin o submul{ime finitd a lui N admit
ca submultime comuni un interval particular care va fi determinat.

1.42. 8Si se demonstreze ci dacdl o proprietate este adeviratd pentru un intreg e si daci
din aceea cd ea este adeviratd pentru toti intregii n astfel incit:

agnEm<d (b fixat, a < b)
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atunci ea este adeviiratd pentru (m 4 1), se poate deduce ci ea este adeviiratii pentru toti
fntregii intervalului [a, b).

1.48. 84 se demonstreze ci sirurile definite intr-un corp K nu formeazi, in general, un corp
(a se vedea exercitiul nr. 1.4.2).

1.5. MULTIMI FINITE

1.5.1. Proprietatile muitimilor finite

Nu vom da aici, f&r& demonstratie, decit lucruri ficute deja in clasa I (Algebri,
capitolul 3).

1. O multime E este finit¥ dacd, i numai dac¥, existd un interval [1, r] al
lui N astfel incit si existe o bijectie intre aceasti multime si acest interval.
Intregul n este unic: este cardinalul lui E (multimea vidi este o multime finit#,
de cardinal 0). Imaginea unei multimi finite printr-o aplicatie este o mul-
time finit3.

2. Reuniunea si intersectia a doud multimi finite sint multimi finite §i avem:

CardE + CardF = Card(E U F) 4- Card(E N F).
Produsul cartezian este de asemenea o multime finitd:
Card (E X F) = Card E x Card F,
la fel i multimea (Z (E, F) a aplicatiilor de la £ la F:
Card (£ (E, FF) = [Card F] Card E.
Existd o bijectie intre E si F dac# si numai dacii:
Card E = Card F.
Numérul bijecfiilor este atunci:
(Card E)!.
Existd o injectie intre E si F dac# si numai dacj:
Card E  Card F.
Numdrul injectiilor este atunci:
An =mm — 1) . (m — n + 1),
cu:
m = Card F, n = Card L.
Existd o surjectie de la E pe F daci si numai daca:
Card £ > Card F.
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3. Submultimile lui E formeazi o multime finiti de cardinal:
Card (D (E) = 2Card E,
Aceste submultimi sint finite; in plus:
(F c E) = (Card F < Card E),
(F =+ E §i F C E) = (Card F < Card E).
O aplicatie de la E la ea insisi este o bijectie deindati ce ea este injectivd sau
surjectivi; multimile finite sint caracterizate prin aceastd proprietate cécl
existy intotdeauna, intr-o multime infinitd, o injectie care nu e surjectie s
o surjectie care nu e injectie (aceastd teoremd are o demonstratie delicatd).
Daci m = CardE si dacd n < m, existii:

cn = mim —1)..(m — n + 1)=—1—A’,;,
nl nl

submultimi ale lui E avind pe n drept cardinal.
Notdm adesea:

1.5.2. Definitie axiomatica

Fird a cunoagte muliimea N, se poate totusi considera notiunea de multime
finitd care nu depinde de intregii naturali, deoarece putem pleca de la urma-
toarea proprietate:

O muljime E este finitd dacd, st numai dacd, nu existd injectii nesurjective de
la Ila E.

Aceastd definitie este totusi foarte greu de folosit; am putea s-o verificim
incercind sd demonstrim direct, plecind de la aceastd definitie, urmaitoarea
teoremi foarte simpld: produsul a doud mul{imi finite este finit.

O definitie mai bun# este folositd de matematicieni in cadrul teoriei cardina-
lilor unei mul{imi oarecare, dar ea este prea delicatd pentru a o putea expune
aici.

La un nivel elementar, am putea totusi construi o teorie a muliimilor finite,
inteligibild, cu conditia si admitem urmditoarele enunturi:

a) relatia: (E < F) <> (existd o injectie de la E la F) este o relatie de ordine
totald in clasa tuturor multimilor;

b) pentru orice surjectie f de la E pe F, existi cel putin o injectie g de la F
la E astfel incit:

[y = g(2)] == [z = (y)]
(printre toate rddédcinile ecuatiei in #:
i(t) = &,
se poate alege una, particulard, pe care o notim y)j
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¢) o multime E este finitd dac3 §i numai daci o putem inzestra cu o relatie
de ordine pentru care orice submultime nevidd admite un maximum gi un
minimum.

Oricirei multimi finite fi atagim un obiect (de exemplu o multime in bijectie
cu ea) numit cardinalul acestei multimi.

Cardinalul este astfel incit doud multimi legate printr-o bijectie au acelasi
cardinal, i reciproc.

Vom admite ¢i aceasta este posibil si ¢d multimea cardinalilor multimilor
finite este si ea o multime (care nu este alta decit N).

Aceastd multime N este §i ea ordonatd prin comparare cu relatia ,<"“.
Aceastd ordine este totald.

Putem demonstra atunci anumite teoreme din paragraful 1.5, de exemplu
(E fiind mereu presupusi finitd):

1. (F c E) = (F finitd gi CardF  Card E).

2. Pentru orice F, E N F este finitd i:

Card (E N F) < Card E.

8. (F < E) « (F finitd gi Card F < Card E).
4. Dacd ¢ este o aplicatie de la E la X, atunci ¢(E) este finitd si de eardinal:

Card ¢ (E) < CardE.

b. Dacd E si F sint finite, E U F, E N F §i E X F sint finite.

6. (m < n) = ([0, m] c [0, n)).

7. [0, n] este finit¥ (demonstratia este delicatd).

8. Orice submuljime nevidd a lut N admite un element minimum.

9. Orice submuljime nevidd si majoratd a lui N este finitd gi admite un element
mazimum.

10. Orice submultime M a lui N care-]1 contine pe 0, astfel incit:

(n € M si n admite un succesor) —== (n' & M),

ge confundd cu N (n’ este cel mai mic element, dacd existd, strict mai mare
ca n).

11i Orice mul{ime a pirtilor unei mul{imi finite este finitd (demonstratia este
delicatd).

12. Existd o injectie — dar nici o surjectie — a unei multimi E in multi-
mea P (E) a partilor sale. .

13. N nu este majoratd. ‘

14. Muljimea aplicatiilor unei multimi finite intr-o multime finitd este o
multime finitd.

15. Orice element al lui N are un succesor.

16. N satisface axioma inductiei.

17. O mulfime este finitd dacd, §i numai dacd, este in bijecfie cu o submul-
time majoratd a lui N.

18. N este infinitd.

19. Orice multime infinitd contine o submultime in bijectie cu N.

l2)0. O multime este finitd dacd §i numai dacd orice injectie internd este o
ijectie. ) )

21. O mulfime este finitd dacd §i numai dacd orice surjecfie internd este o

bijectie.
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22. O multime este finitd dacd §i numai daci existi o injectie — dar nici o
surjectie — de la E la mullimea obtinuti adiugind un nou element lui E.
23. n este cardinalul mul{imii [1, n]..

Observagie. — Proprietitile 8, 9 gi 13 antreneazi, aga cum stim, .axiomele lui
Peano (a se vedea nr. 1.3.4). Adoptind atunci definitiile adunarii, inmultirii
§1 exponentierii, putem demonstra foarte ugor implicatia:

(Card E = n si Card F = m)
= (Card E X F = nm si Card (£ (E, F) = m").
In plus, dacd E si F au intersectia vidi:
n-+m=Card (EUF) (E N F = g).

Multe din proprietdtile acestor operatii se demonstreazi foarte usor plecind
de la aceste relatii cu multimi. Demonstratiile sint mai naturale decit cele
prin inductie.

EXERCITII

1.44. Se considerd un sir (u5) de numere intregi astfel incit, pentru toate perechile (n, m):
un + um — 1< upem < un+ um+ 1, 14, =1
$i se demonstreze dubla inegalitate:
: 1<un <20 (n2>1).
1.45. Se considerd un sir {up) de numerc intregi. Si se compare intregii:
m 2 m
a= (2 un) , b= E (un)®.
n=0 n=0
1.46. Se considerd doud siruri (up) si (¢n) de numere iniregi. Si se compare tntregii:
. m m m
a= (2"") (2 ap), b= 2 Un¥p.
n=0 p=v n=1
1.47. 1 fiind o aplicalie a unci mulfimi in ea insisi, punem:
fo = [z 1=> 2], Inyy = foly.
84 se demonstreze egalitatea:
) fholm = hm
1.48. Aceeasi problem3 cu egalitatea:
(rn)m = rnm-
1.49, Si se calculeze cardinalul intervalului:

[m, m + n].
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Aceeasi problemi pentru intervalul:
[m, m + n — 1).

1.60. Si se demonstreze: cardinalul unei submuliimi a unei multimi finile este mai mic
sau egal cu cardinalul acestei multimi. . ‘ .

1.61, S4 se demonstreze ci, daci o mul{ime are acelasi cardinal cu o multime finitd a ciirei
parte este, aceste doud multimi sint egale.

1.62. S# se demonstreze: cardinalul reuniunii a doud mul{imi finite este mai mi¢ sau egal
cu suma cardinalilor lor. in ce caz are loc egalitatea? -

1,68, Se considerd un sir de mul{imi E), astfel incit E, si fie finita si, pentru orice n:

Enyy C En.
S3 se demonstreze ci existd un intreg m asgfel fncft:
(n > m) => (En = Em).

(84 se studieze al doilea exercitiu rezolvat din paragraful nr. 1.4.2 si exercitiul nr. 1.50.)
1.64. S# se demonstreze teoremele enuntate la numerele 1, 2, 8, 4 din paragraful nr. 1.5.2,

PROBLEME

1.55. 1° Si se demonstreze ci existid un sir unic de numere reale definit prin relatiile:

1
Uy = 2 = ————n } 1 ..
0 y Un 8+ tney { )
2° Si se demonstreze ci, dacii punem: ‘
Jo =3+ V3
= s —
2

se pot scrie relatiile:
um > b Upnss < Ugn, Upnar < b Usnag > Usner
1.56. 1° Sii se demonstreze cii existd un §ir unic de numere intregi strict pozitive definit
prin relatiile: :
= Un %
0< uyg=a, upy; = > daci uj, este par,

Unyy = Un + 1 dacll u, este impar.

2° 84 se demonstreze c# existi o infinitate de indici » astfel incit u, = 1.
1.57. 1° Incepind de la ce valoare a lui n se poate scrie inegalitatea: -

4 1 1
nd n? (n+ 12
2° 84 se deduci inegalitatea:
5

—
4

1 1 1
1+'2—3+¥+...+ -n_3<

1,58. S# se studieze urmitorul rationament datorat logicianului si matematicianului Aifred
Tarski:
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»S3% presupunem ci, pentru orice mul{ime E, de cardinal n, am demonstrat implicajiaj
(p e Ey 5i g s Ep)=>(p=4q).

Aceastd implicatfie este adeviiratd pentru n = 1. Daca este adeviirati pentru n, s% numero-
tim elementele unei mulfimi Eyp,,:

Eﬂ’x = ‘931, T3y ooy Ty zfﬂ-l,'
Mulfimiles

Ep = {2y, %3 .o, Za}, En = {23, 23, vv0r Tnea}
sint fiecare de cardinal n. in consecinti:
Ty = T3 = oo S 2,

Ty == T3 == wes = Tnsqy

ceea ce demonstreazd teorema prin inductie in raport cu n.*

S4 se ghiseascd gregeala (ficutd cu buni stiin{4) tn acest rationament. m .
1.59. %nzfstrém mulfimea N cu operatia, notatd cu ajutorul semnului ,,*“, definiti prin
implicatiile:

{n par §i m par) == (n* m = n 4 m),
(n impar §i m impar) => (n*m =n 4+ m + 1),
(n par §i m impar) = (n * m = m * n = p),
cu:
(n>m)==$(1’=n_m_i)p
(m>n)=>(p=m-—n).

4° 34 se demonstreze cii N primeste astfel structura de grup comutativ.
2° Si se rezolve ecuafia pe N definiti prin:

z*(z+4 1) =n.

1.80. 1° 84 se studieze eventuala existen{d a aplicatiilor f de Ia N la N astfel incit; pentru
toti intregii n si m:

f(n 4+ m) = (n) + t{m).
2° Aceeasi problemi cus .
f(nm) = 8(n)t(m).

1.61. Se definegte scdderéa, notatd cu ajutorul semnului ,,—%, ca o aplicafie de la partea
N X N definita prin (n < m) la N, astfel incit: -

m-—n=p<s>m=n-+p.
4° Si se demonstreze echivalentele:
(m —n = p) <> (m+ gl —[r+ ¢] = p)
<= ([m — ¢] — [» — q] = p) (pentru ¢ < n);
(m < n) <=>(m — p < n — p) (pentru p < m);
(m =n) <= (m — p =n— p) (idem);
(m < n) <=>(m — p<< n—p) (idem).
2° 84 se demonstreze egalitatea:
plm — n) = pm — pn.
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"1.62. Se considerd doi Intregi a §i b astfel tncit:
ad =4 a=nb,n>1,b>3 (n<=N)
1° S% se demonstreze inegalitatea: o
3n-1 > p,
2° S se demonstreze echivalenfa:
(20 = yb) <= (z = y).

8° Si se demonstreze ¢ a si b nu existi. ) o
1.68. 1° 8 se determine fn N toate perechile de intregi (2, y) definiti prin:

v 1 y* << 1 000.
2° Aceeasi problemi cu:
x* -+ y¥ < 1 000.

1.64. Si se determine multimile ordonate E care satisfac douit axiome luate din axiomele
A4, A5, A6 (nr. 1.8.4), dar nu si pe a treia. (Se vor putea considera multimi finite, sau mul-
timea Z, sau multimea numerelor reale obtinute reunind pe N cu multimea numerelor de

forma | — ).

n

1.65. Se defineste un sir () de numere intregi prin urmitoarele conditii:
un = 0 dacii nu existi nici un intreg m astfel incit n = m?;
un = 1 in cazul contrar. :

1° Si se demonstreze inegalitatea:

(&) <m

2° Pentru ce numere intregi m avem egalitate in inegalitatea de mai‘sus?
8° 84 se demonstreze inegalitatea:

m 2
m < ( 3 u,,) .
n=0
1.(:6. 1° Si se demonstreze cd, pentru ca un §ir (uy) de numere intregi si satisfaci egali-
tatea: o

ungs + Un-p = 2(un + 1),
pentru orice intreg n, este necesar si suficient ca si existe doi intregi e si b astfel incit:
up = an® 4 an + b.

S4 se calculeze a si b in functie de u, si de u,.
2° Si se generalizeze la egalitatea:

Unsy + Uney = 2(un + k) (k fintreg fixat).
1.67. 1° Se d& un intreg p strict pozitiv. Fie (uy) girul definit prin:
o =1, yy = 1, unyy = pun + tn-.
S3 se calculeze u,, uy, u,.
2° Si se demonstreze relatiile:
Unsy Un-y — up = (—1)"1p;

Udy — U — Plnlingg = (—1)"=1p.

5§ — Alefy — numere intregi



8° Punem acum u, == 0. Si se stabileasci relatii de recurenti analoage cu cele care au fost
studiate in a doua problema.
1.68. 1° Se defineste sirul (u,) prin u, = 0 si relatia de recurenti:

Un = Un-p + n(—i)“.

8% se calculeze up, pentru n < 5.
2° S# se studieze sirul:

 UgyUgy sesy Ughy oee

84 se exprime wu.n, Wsh4y, Usk~, in functie de k.
1.69, Fie uy =1 ’;i v:-l——’- 0 sil formulefe de recurentfi:

(E){ Unyy = 2un + Sty
Uny = Un + 2vp
care definesc girurile (uyn) §i (vy).
S# se stabileasci:
{ Uns + Un~y = & Uy
Un4y + Uny = 4vp.

84 se demonstreze prin recurenti cii, notind prin k un intreg astfel fncit 0 < & < n, exist3
un numdr my astfel incit, oricare ar fi indicele n, s avem:

{ Un-k + Unsh = mpun
Un-k + Unsk = mp¥y,
{Se va stabili relatia:

Mpyy + mp—y = bmy,
si se va deduce ci:

mp = 2up.)




2. NUMERE iNTREGI RELATIVE

2A. Definitia muliimii Z.

2.2. Structura de inel.

2.3. Inegalitdte.

2.4. Congruente si impdrtire euclidiand.
2.5. Numerajie.

2.1. DEFINITIA MULTIMII Z

2.1.1. intregi pozitivi si negativi

Notiunea de intreg inzestrat cu un semn este foarte comuni. Fiecare cunoaste
semnificatia intuitivd a simbolurilor (4-3), (—5), (—1), etc.
Urmétoarea diagrami aratd cum se formalizeazi folosirea lor:

=

I
s’.\u
C«m
|
Ne
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Dou¥ aplicatii diferite asociazd, aceluiasi element n din N* (intregi nenuli),
cele doud simboluri (4-2) gi (—n). (Semnele ,,+-“ §i ,,—* nu au nevoie deocam-
dat3d de nici o semnificatie speciald.)
Imaginile lui N* prin aceste doud aplicatii, care se presupune c sint bijective,
sint notate, de_exemplu, P §i 9 — pentru intregi strict pozitivi gi intregi
strict negativi. Vom spune c# aceste multimi noi sint copii distincte ale lui
N*, imagini, disjuncte ale Iui N*, prin cele doud bijectii:

f=[n1— +n],

g =[n|— —n]

La reuniunea (0 U % vom adiuga multimea {0} astfel incit si obtinem doud
copii ale lui N, imagini ale lui N prin bijectii, notate tot f i g, astfel incit:
f(0) = 40 = g(0) = —0 = 0.

Aceste multimi, egale respectiv cu QU {0} si cu U {0} (intregi pozitivi sau
nuli §i intregi negativi sau nuli), nu sint disjuncte, deoarece {0} este intersec-

tia lor.
Vom numi Z reuniunea:

7= PU{0}U %

Vom rezuma constructia precedentd enuntind:

DEFINITIE | Mulfimea Z a intregilor relativi este definitd ca reuniunea a
1 trei multimi disjuncte dintre care una nu contine decit numirul
0 al lui N, celelalte doui fiind legate de N* prin bijectii.

7 nu este deci definit decit ficind abstractie de un izomorfism, ca gi N. De
aceea, in anumite probleme, este comod s ludim drept bijectie {, identitatea.

Atunci:
N* = P, N=pUi{o}
de unde incluziunea:

Ncz

EXERCITH

1. Sé& se demonstreze ci existd o bijecpie intre Z si N.
Orice element al lui Z este de tipul 0, +7n sau —n cu: n > 1. Si punem de exemplu:

9(0) = 0, ¢(+n) = 2n, ¢(—n) =2n — 1.

Este usor de vizut ci se definesic astfel un izomorfism intre Z §i N. S& ddm valorile cele
mai simple ale functiilor ¢ §i ¢~!:

z | —2 -1 0 41 42 43
?lz) | ... 3 1 0 2 4 6
n 0 1 2 3 4 5

-1
<p(n) 0 -—1 + 1 -2 +2 -3 v



(In consecinti, N ar fi putut foarte bine si serveasci de model pentru Z; ar fi fost suficient
sd punem:
I(r) = 2n, g(n) = 2n — 1.)
II. S& se defineascd un model al lui Z cu ajutorul produsului cartezian dintre N si o mulfime
de doud elemente.
(+) si (—) fiind dou# semne oarecare (dar diferite, de exemplu: + = 0, — = 1), se poate
construi mul{imea:
4=Nx {+: _}'
Dacd punem atunci:
!(n) = (n’ +): g(n) = (ns _) (n:)‘:O),

1(0) = g(0) = (0, +),

si, de exemplu:
atunci mul{imea:
B=4—{0, -)}
este izomorfi cu Z prin bijectia definiti dé egalitditile:
q’(+n) = (ns +): (P(_n') = (n! _)) 9(0) = (0, +) (n (=3 N*).

2.1.2. Succesor, predecesor si opus

In constructia lui N, functia de succesiune a jucat un rol esential. O vom pre-
lungi la multimea Z. Dorind ca (D U {0} s& fie o imagine cit mai exacté a lui
N, vom defini succesorul z* al intregului relativ z in felul urmitor:

(r € N)
(r € N*).

(+n)* = + (n + 1)
(—n)t = — (n — 1)

In special:

(+n)f =+ @)| e m.

Aplicatia astfel definitd este o bijectie intre Z si'el insusi. Intr-adevir, dacj
notim:

f—[n1— n'],

imaginea lui @ U {0} prin f este chiar D, gi orice element al lui @ este imagi-
nea unui element unic al lui) U {0} (a se vedea nr. 1.1.1,, sau or. 1.2.1., Teo-
rema 4). La fel, imaginea lui 2¢ prin f este 9 U {0}: (—n) este succesorul
lui —(n + 1), §i nu este succesorul niciunui alt intreg relativ din 2¢; 1 este
deci surjectiva. : L.
In sfirsit, @ si 2U{0} fiind disjuncte, se poate deduce c¥ f este injectiv.
Vom nota cu (z~) unicul element astfel incit:

@y=s| @en
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Acest predecesor al lui z are proprietiti simple:

(+n)" =+ (n —1) (n € N¥)
(=n)"=—(@m+1) (n € N)
(z)y" == (x € Z).
in sfirgit:
T=Yea =Yt =y~

Alituri de cele doud aplicatii definite mai sus, se impune pe Z o a treia bijec-
tie; oricéirui intreg relativ z, ii asociazdl opusul siu, notat (—z), astfel incit:

—(-+n) = — n,

—(—n) =+ n (n € N).

Aceasta este evident o bijectie, schimbind @ cu 79¢, 1dsind pe 0 — i numai
pe el — invariant. Ea este involutiva:

—[—(+n)’]=+n.}

—[=(=n]=—n

!—(—x):x

(Semnul ,,—* folosit aici nu are, a priori, nici o legédturd cu semnul ,,—* care
indic# bijectia intre N* si 9C; vom vedea mai tirziu in ce raport se afld aceste
doui semne.)

Acest:J trei bijectii sint legate, in particular, prin urméitoarea relatie funda-
mentala:

— (@) =(—2)~

si corolarul siu:

— (&7) = (—a)*

EXERCITIU
Si se demonstreze egalitd;ile' precedente:

— (a¥) = (= 2)" §i — (a7) = (— 2"
Fie relatia:

y=— (=) = (- 2~

Dacit 2 este pozitiv sau nul, atunci:

z=+4n at=+ (n+1) (rneN),
de unde: o

y=—(z¥) = — [+ 4+ 1)] = —(n + 1),
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Y
y=[—(+ P =—Ir+1)—1=—n,
sau?
y’= — %,

sis
y=(—2
Daci z este strict negativ, atunci:
g=—n, zt=—(n—1) (nesN?¥,
y=—(a*)=—[-r—11=+ (n—1),
Y=+ r—-1F=+[(rn—-1)+1]=+n,
yt = —z, y=(— z)~.
A doua relatie o deducem scriind:
3= = —z=—|(—2a=a
Prima, aplicati lui z, se scrie:
(=2 =—=&), —U-231=—[-("]=2,
adicd:
— (z7) = (— 2%

Aceste rezultate sint imediate cu ajutorul unei diagrame:

Vom rezuma aceste proprietdti enuntind:

TEOREMA | Existd trei bijectii remarcabile intre Z si Z. Prima este succe-
1 siunea, definitd prin:

| (0 =+ (+1) (n € N)
(—n)f = —(n— 1) (n € N*).

A doua este inversa primeia:

Y ===y

X~ x*
4 — >
=
-(x*) _ =(x7)
V4 . {_}) —— |
FIG, 2
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A ftreia este opozifia, definitd prin:

—(+m=—n, —(—n)=+nl (» € N)

Opozifia schimbi fntre ele bijectiile precedente:

— @) =(—2" —@)=(—2* |

2.1.3. Principiul dublei inductii

S& considerim o submultime nevidd M a lui Z, si fie ¢ unul din elementele
sale. Dacé a apartine lui @ U {0}, bijectia:

=[ml— + m]
asociazd lui M o submultime M’ a lui N; intregul m nu apartine lui M’ decit
dacd, si numai daci, +m apartine lui M. De exemplu, M’ contine intregul n
astfel incit a = +n. :
S& presupunem cd M contine succesorul gi predecesorul fieciruia dinelemen-
tele sale; M’ are atunci aceeagi proprietate. _
S& considerim mul{imea névidd M’: ea admite un element minimum g¢.
Daci q este diferit de zero, predecesorul (g — 1) al lui ¢ trebuie s& apartini
lui M’ ca predecesor al unui element al lui M’, ceea ce este contradictoriu.
Deducem cd ¢ este nul, deci c& M’ este egald cu NV dupd principiul inductiei,
sau ined: : : - '

P U {0yc M.

-0 fiind element al lui M, intregul negativ (—1) apartine deci lui M, deoarece:
(—1) =0-. ;
Acelagi rationament, cu bijectia: =
- g=m——m]

in loc de £, gi (—1) in loc de a, aratd ci:

AU {0} c M.

In final, M si Z sint egalé. Acelagi rationament se aplici bineinteles in cazul
in care a apartine lui 9¢ U {0}. Putem deci enunta urmitoarea teoremi:

TEOREMA |/ 'Oricé submulfime nevidi a lui Z care contine succesorii i prede-
2 cesorii elementelor sale se confundi cu mulfimea Z (principiul
dublei inductii).

Observajie. — Teorema precedenti rimine adevirats daci i se substituie
litera N literei Z: este suficient s remarcim c# operafia de succesiune in N
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se deduce din restrictia succesiunii lui Z la submultimea @ U {0} prin
bijectia
[+ mi— m}

EXERCITH

2.1. Se considerd doudi mul{imi disjuncte 4 si B, legate amindoui de N prin bijectiile ¢

si ¢. Si se demonstreze ci existd o bijectie intre Z §i A B.

2.2, Si se defineascd cel putin trei bijectii diferite intre Z si N. :
2.8. Si se demonstreze, prin dubli inductie, cd 5 divide pe 2° — 2 (vom admite proprie-

tatile cunoscute ale lui Z, inel comutativ).

2.4. Si se demonstreze cd teorema 2 este adevdratd in N,

2.5, Se considerd multimea E = N X N si, in aceasti multime, relatia:

(g, B) ~ (¢, d)=>a+d=b+ ¢

1° Si se demonstreze ci este o relatie de echivalenti.

2° Si se demonstreze ci multimea cit a lui E prin ‘aceasti relatie (adici mulfimea claselor

de echivalent) este izomorfa cu Z. Pentru aceasta se va putea aréita ci orice clas# are una,

5i nuingi l‘lql;]a din cele trei forme: clasa lui (», 0), clasa lui (0, 0), clasa lui (0, ») unde n apar-
ine lui N*,

%Acest exercitiu constituie prima verigd a unei alte constructii a lui Z. Ea va i completati

de exercitiile: 2.20, 2.21, 2.22 si 2.34.)

2.2. STRUCTURA DE INEL

2.2.1. Adunarea

Pe N adunarea este definit3 prin egalititile:
n+0=mn n+m=@n+m.

Si fnlocuim succesiunea in N:

[n1+— nr']
cu succesiunea in Z: '
‘ [x l—> .’5"'],
gi sd mai punem:
z24+0=2 z+y"=(x+y)* (1) (2

Unicitatea adundrii pe N aratd c&, pentru doi intregi pozitivi sau nuli, avem:

(+n) + (+ m) =+ (n+ m) 3
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Aceasta aratd cd (4 n) este egal cu:
(+ 0) + (+ 1) = 0 + (+ n).
Pe de altd parte:
z + 0* = (z + 0)* = 2,

sau:

gt =z +(+1) (%)

Si observdm in sfirgit cd se pot scrie egalititile:
Ety)V=z+@)r=2+y

de unde:

z2+y = (=z+y)" (5)

1. Ezxistenja sumei a doi intregi.

Si fixdm pe z. Multimea M a intregilor relativi y pentru care (z - y) este
calculabild contine pe 0, y* §i ¥y~ pentru orice y al lui M. Multimea M este
deci egald cu Z, si se poate calcula (x + y) pentru toate perechile (z, y) ale
lui Z2.

2. Unicitatea adunirii este evidentd. Si considerim toate aplicatiile £ ale
lui Z2 in Z astfel incit:

i(z,0) = =z, iz, y*) = [z, YT

Multimea M a intregilor y pentru care numérul f(x, y) nu depinde decit de
z, 51 nu de functia £, il contine pe 0. Daci il confine pe y, ea il contine atunci
gi pe y*, §i pe ¥y, asa cum ne aratdl egalitatea:

Yz, y7) = [i(=, y)]I~.

Multimea M este deci egald cu Z, gi aplicatia f este unici.
3. Asociativitatea adundrii se demonstreazi ca la nr. 1.2.2; egalitateas

z+(y+2d=(@+y +2 (6)

este adevidrati pentru z = 0. Dacid este adeviratd pentru z, atunci:

z4+(y+2)=z+ (y+ 2)* =
=[x+ (y + 2 =[(z + y) + 2]*
= (z + y) + z*.
La fel:
‘ z+@Y+z)=(+y + 2.

Multimea M a intregilor z pentru care egalitatea (6) este adevidraty este deci
chiar Z.
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4. Comutativitatea adundrii se arata la fel ca gi comutativitatea adunirii pe N.
Cele trei leme:

2+0=0+2 =4 (+1) = (+1) + =,

s+y=y+z | ?)

se demonstreazd prin dubld inductie.
Intr-adevir:

04+0=0+0,
[(z + 0) = (0 + 2)]
-2+ 0=2"=(2+0)"=(04 2)* =0+ 2%}
La fel:

[(z + 0) = (0 + )]
=" +0=2"=@2+0"=0+2"=0+ 27}
Deci, O este element neutru pentru adunare, gi egalitatea:
[ + (+1) = (+1) 4+ 4]
este adevdratd pentru 0. Dacé este adeviratd pentru z, atuncis
+ (+)=[z+ (+ D]+ (+1)=[z 4 (+ 1)
=[(+ 1) + 2] = (+ 1) + 2,
e+ H )= =s=2"=[z+ (+ 1)
=+ +2" =1+ 3
Este deci adevirati pentru z. Egalitateay
T+y=y+2
este adeviratd pentru z = 0. Dac# este adevirat¥ pentru 2, atuncia >
g ty=k+HDN+y=2+0+1)+y]
=z+y+(+F=2+y" =(@+3)
=@+ a)f=y+ 2"
mty=2+y = +[y + (+1)]=
= + [+ D+ y)=["+FD+y
="ty =z+y =@+
=W+ =y+2.
Comutativitatea adunérii rezultd deci din asociativitatea sa (conform nr.
1.2.2). S& notém egalitatea:

@4y = @+ y)
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B. Orice element al lui Z are un opus. Intr-adevir, egalitatea:

z+(—2)=0 (8)

este adevdratd pentru z = 0, clici 0 este propriul sfu opus.
Daci este adeviaratd pentru z, atunci:

2t +[— (8] = &* + (— 2)~ = 2%~ + (— 2)

=g+ (—2) =0,
4 [—@))=2"4(— 2 =2+ (— z)*~

6. Mulfimea Z inzestrati cu adunarea este deci un .grup comutativ, notat
(Z, +) sau Z prin abuz de limbaj:

24+ Y+2=@+y)+=2 (asociativitate)
grup { z24+0=04+z=2 (element neutru )

s+ (—x)=(—2)4+2=0 (elemente opuse)
comutativ z+y=y+=z (comutativitate)

7. Se deduce imediat regularitatea oricdrui intreg relativ la adunare. Intr-ade-
vir, daci se cunoagte egalitatea:

E+y=2+y),
se poate scrie:

t=24+0=z+[y+(=yl=(@E+y) + (-7
=@z+P+—y=z24+y+(—y))l=24+0=3

sty=i+ys> =13 ©)

8. Vom rezuma aceste proprietdti enuntind urmétoarea teorema:

TEOREMA | Adunarea a doi intregi relativi este o operatie internd bine defi«
3 . nitd pe Z prin egalitiifile:

z+0=uz 2+ y* = (v + y)*
Z este un grup comutativ pentru aceasti adunare.

Observa;ie. — Adunarea in Z o prelungeste pe cea din N; aceasta inseamni
c#f adunarea pe N induce, prin bijectia [m |I—> + m], o operatie in partea
@ U {0} a lui Z, care este restricfia la aceastd parte a adundrii lui Z.
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De exemplu, echivalenta (9) permite si se demonstreze din nou echivalenta
(8) din capitolul precedent (nr. 1.2.2).

EXEMPLE. 1. Si se studieze, in (B, +), ecuatia:
a+ xz=bh,

unde a gi b sint doi intregi relativi daji.
Dacd aceastd ecuatie admite o solutie, trebuie s avem:

2=0+z=[—a)+ a]l+ =
=(—a)+ (¢ + 2) = (— a) + b.

Reciproe, aceasti valoare convine, deoarece:
et+(—a+bl=la+ (—al+b

04+ b=
Eouatia admite deci o solutie unici:
2= (— a)4- b
Ea nu diferi de ecuatia: '
z4+a=0>b

care admite aceeasi solutie:
' z=>b+ (— a) = (— a) + b.
In particular, egalitatea adevirati: = + (+ 1) = z d¥ egalitatea’

z==z+ (—1) (10)

-11. 8& se demonstreze ci orice mulgime nevidd G inzestrati cu o adunare asociativg si comuta-
tivd este un grup dacd ecuajia?

at+ z=1b

admilte intotdeauna cel putin o solufie.
84 fixim un element ¢ fn G; existd atunci un numir e astfel incity

) ate=e+a=a
Pentru orice element b, existi un element ¢ astfel incit:
b=a+c=(e+a)tc=ct+ {atc)=e4 b

Numiirul e este deci un element neutru pentru adunare,
Pentru orice element-b, existd un element ¢ astfel incit:

e=b+4+c=c+ b

in consecinti, orice element admite un opus. (Este ugor de aritat ci e este unic ca fiind
opusul unui element dat al lui G.) -

II1. Sé se resolve, tn (Z, <), ecuatia:
zt+z=0a+ a
unde a este un intreg relativ dat. .



S84 punem: % = a + z (conform exercifiului I),
Ecuatia este echivalenty cu:
24+ 2=0.
O solutie este 3 = 0 (de unde z = a). Daci nu;
@) sau z = +n, cu n & N*; dar atunci:
3+ 3=+ (n+4 n) %0,
¢lici: n 4 n 5k 0 (conform celor de pe pagina 30);
b) sau z = —n, dar avem fn mod analog:
8+ z=—(n+n)=£0,
Singura solutie este deci z = a.
IV. Sd se compare (— z) + (— y) si —(z + y).
Avem: '
E+9)+i—(z+ y)l=0
=24+ (—a) = (z+ 0) + (— 2)
=[z+ (y+[— yll+ (— 2)
=[z+ 9) + (— 9]+ (- 2)
= (2 + 9) + [(—y) + (—a)].
Bimplificind cu (z + y), deducem:
—~Et Y= (- + (—a);
fies

—(Et = (=D + (—y)

(11)

2.2.2. inmultirea

Studiul inmultirii pe N ne va folosi pentru a defini o inmultire pe Z care s¥-i

fie o prelungire naturald. Si punem deci.

' zX0=0, XY =@Xy+2

De exemplu:

X (D=2 (+0) X (+m)=+ (n x m)

1. Si calculim suma (z X ¥~) + x} se obfine:
EXP)+z=sx () =2xy,
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de unde egalitatea:

Xy =(zXy+(—2a (16)

Produsul z X y permite deci sd se calculeze z X y* 5i © X y~; se deduce ca

s la1 ;u‘ 2.2.1 ca inmultirea este definitd, in mod wunic, prin egalit#tile (12)
(13)

2 Modificate convenabil, rafionamentele de la nr. 1.2.3 permit si se demon-

streze cd inmultirea este distributivi la stinga in raport cu adunarea, apoi

distributivd la dreapta, in sfirgit asociativd si comutatlvi Aici incéd, vom

scrie, zy pentru z X y. Egalitatea:

(x+ y)z = 22 + yz 17)

este adeviratd pentru z = 0. Dacd este adeviratd pentru z, se poate deduce,
ca la nr. 1.2.3, cd avem:

(z + y)zt = zz* + yz*.
Pe de alti parte, cu aceeagi ipotezi si folosind asociativitatea, comutativi-
tatea gi rezultatul din exemplul IV (egalitatea (11)), se poate scrie:

(+y) = (z+ y)z + [—(z + ¥)]
(22 + y2) + [(— 2) + (—y)]
= [zz + (— 2)] + [yz + (— y)]
= 2z~ + yz~.
Egalitatea (17), care dovedegte distributivitatea la stinga, este deci demon-
stratd prin dubld inductie in raport cu z.
3. Distributivitatea la dreapta:

2y + 2) =zy + 22 (18)

este adevidrat pentru z = 0.
Dacé este adeviratd pentru z, avem atunci (nr. 1.2:3):

z(y + 2*) = xy + azt,
gis
oy +27) = zly + 2~ = 2(y + 2) + [— (2]

= (xy + 22) 4+ (— 2)

= zy + [22 + (— 2)]

= 2y -+ 227
Inmultirea este deci distributivd in raport cu adunarea.
4. Se deduce asociativitatea:

2(yz) = (2y)a (19)
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tot prin dubld inductie in raport cu z. Este adevirati pentru z = 0.
Daci este adevidratd pentru z, avem atunci (nr. 1.2.3):

2(ys*) = (xy)st,
§i: _
z(yz) + 2y = 2(yz” + y)
= 2(yz7¥) = a(yz) = (xy)z;
de unde:
z(yz") = (zy)z + (— 2y) = (ay)z~.
6. Rezultd c¢a O este absorbant:

0z =0 (20)
Aceastd proprietate este adeviratd pentru z = 0; daci este adevirati pentru
x, atunci:

Ozt =0z + 0=0z=0,
02~ =0z 4 (—0) =02 + 0 = 0z = 0.

6. In sfirgit, inmulfirea este comutativa.
Intr-adevir, egalitatea:

zy = yx (21)

este adevidratd pentru y = 0 [(12) si (20)]. Este adevirat pentru y =1,
céci z(+1) = z, gi 0 dubld inductie aratd ci: z = (+1)z.
(Egalitatea x = (+1)z implica egalitatile:

zt =z + (+1) = (+1)z 4 (+1) = (+1)=z*,
m=z+ (—1) = (+1)z + (—1)
= (+1)z 4 [—(+1)] = (+1)=";

deoarece 0 = (41)0, egalitatea este adevirati pentru orice z, si (41) este
element neutru pentru inmultire.) '

7. S& presupunem ci egalitatea (21) este adeviratd pentru y; atunci:
ryt=ay + x =2y + (+)z = yz + (+1)z
= [y + (4+1))z = y*z (conform nr. 1.2.3),

2y~ = zy + (—2) = yx + (—2) = y~*z + (—2)
=[y + (+Dk + (—=2)
=[y~z + (+1)z] + (—2)
=(yz+2)+(—2)=yz+[z+ (— 2)]

=yz+0=yuza
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Comutativitatea este deci demonstrati pentru orice pereche (z, y).

8. (Z, +) fiind un grup comutativ, muljimea Z inzestratd cu cele doud legt
studlate formeazé atunci un inel comutativ unitar:

(Z, +) grup eomutativ
z(yz) = (xy)z : (asociativitate )
1
foe aly +2) = 2y + a2 } (distributivitate)
(x4 y)z = 2z + yz
comutativ | xy=yzx (comutativitate )
unitar HA=1z==¢z (element neutru )

9. Vom rezuma aceste propozitii enuntind urmétoarea teoremd:

TEOREMA/ Inmulfirea a doi intregi relativi este o operatie interni bine
definitd pe Z prin egalitiitile:

20 = 0, zy* = zy 4+ 2.

Ea este asociativi, comutativi gi distributivd in raport cu adu-
narea; 0 este un element absorbant; 1 este un element neutru;
(2, +, X ) este un inel comutativ unitar.

Observatie. — Adunarea si inmulfirea din Z prelungesc pe cele din N,

2.2.3. Proprietati diverse

1. Am notat, in trecere, egalitétile:

(+n) + (+m) = + (0 + m), @)
(+n) X (+m) = + (nm). (15)
La fel, sd determinim suma gi produsul a doi intregi negativi; mai intfi:
(=n) + (=m) = [—(+n)] + [—(+m)]
—[(+4n) + (+m)]
—[+ + m)]
—(n + m).

i

(—=n) + (—m) = — (n + m) (22y

2. Determinarea produsului este mai delicatd. Sd aritdm mai intii egali-
tatea importantd:

—z=(—1)z (23)
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care este o simpld consecintd a egalitatilor:
2+ (—2)=0=0z=[1 4 (—1D]z
=1z 4 (—l)z = z 4 (—1)z.
In particular:
41 = —(—1) = (1) (~1),
In consecinti:

z(—y) = a(—1)y] = [2(—1)}y
= [(—1)zly = (—1)zy = —azy,

Z(—y) = —ay

§i in final: .
(—2)(—y) = —[(—2)y] = —[y(—2)]
= —(—yz) = yzr = ay,

(—2)(—y) = =y

Se deduc egalititile:

(—=n) (—m) = + (nm)
(=n) (+m) = — (nm)

care constituie ,regula semnelor* bine cunoscuty.

(24)

(25)

(26)
@7

3. Rémine de determinat suma dintre un intreg pozitiv gi un intreg negativ.

Sint doud cazuri de examinat:
a)n>m<>n=m+ p. ‘
Atunci: (4-n) + (—m) = +p; prin inductie simpl4 in raport cu p:
(+m) + (—m) =0,
(+im + p') + (=m) = (+n) + (—m)
(+n)" + (—m) = [(+n) + (—m)}
= (+p)" = +p".
b)m>nesm=n-p.
Atunci: (+n) 4+ (—m) = —p; prin inductie simpli in raport cu p:
(+m) + (—m) =0,
(+n) + (=[r + p') = (+n) + (—m')
= (+n) + (—m)~ = [(+n) + (—m)]~
= (—p)” = —(+p)* = —p'.
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in final;

n>m=> (4+n) + (—m) = +(n — m) (28)
nm=> (+n) + (—m) = —(m — n) (29)

Proprietétile (3), (15), (22), (26), (27), (28) si (29), aldturate comutativitatii
fnmultirii sint suficiente pentru a defini cele dou# operatii fundamentale
pe Z. Am fi putut si le ludm ca definitii.

4. In mod obignuit se confund¥ practic elementul n al lui N cu elementul
(+r) al lui Z, ceea ce revine la a confunda @ §i N*.
Conform acestui obicei, vom scrie de acum incolo, spre exemplu:

(—n) (—m) = nm; st =z 1.
Diferenta a doi intregi relativi va fi definitd prin echivalenta:

x—y:z@x:y-l_z

sau incd prin egalitatea:

|a—y=sa+ (-») @0)
Cu aceastd notatie, putem scrie 2~ = z — 1 si:
I z—y=—(y—2) (31)

ceea ce rezumd egalititile (28) si (29), devenite familiare. ,

Evident, aceste abuzuri de limbaj si de scriere nu sint posibile decit pentru
cd operatiile de adunare, de inmulfire gi de sciidere pe Z prelungesc operatiile
cu acelagi nume pe N (unde, si observim, sciderea nu este definitd peste tot).

5. In N, egalitatea:
n4+m=0

era echivalentd cu (n = 0 §i m = 0). In Z nu este la fel; putem demonstra
numai echivalenta foarte simpli:

zty=0=y=—2 (32)

(A se vedea exercitiul I de la pagina 84.)

6. Si studiem, pe Z, ecuatia: zy = 0. . ]
Egalitatile (15), (26) si (27) arati c&, pentru toate semnele posibile ale lui z
§i y, aceastd egalitate necesitd ca wnul din factori si fie egal cu zero.

Se deduce echivalenta fundamentald:

:(xy=0)<=>(x=0sauy=0) (33)
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Se spune ci (Z, 4, X) este un wnel integra.
9. Sa studiem pe Z ecualia:

zy = 1.

?i aici, studiul diferitelor cazurf arati ci singurele solutii sint date de echiva-

enta:

(zy=1)<=(rz=y=1sauz=y=—1)

1 si (—1) sint deci singurele elemente inversabile ale lui Z.

(34)

EXERCITI!

I. Sd se demonstreze echivalenta (34).
"Produsul zy trebuind s& fie pozitiv, sintem condusi la dou# cazuri:

a) z=+ny=+mnm=1,deunde: n = m = 1;
b) 2= —n,y=—m, nm=1,de unde: n = m = 1.

II. Sd se demonstreze cd inmultirea este distributivd tn raport cu sciderea.
‘Trebuie si demonstrim egalitatea: i

zly — 3) = xy — =3,
sau incd (30):
Ay + (—3)] = zy + (—=3);
or:
oy + (—3)] = 2y + 2(—3) = 2y + (—2a).

Proprietatea este deci demonstrati.

II1. Se poate defini o exponenticre in Z?
84 punem din nou:

¥ =1, y*" = ¥y

(Astfel exponentierea o va prelungi pe cea din N.)

in particular, trebuie s4 d4m un sens lui y~. Daci z = y~1, trebuie s avem:

1=y =y{") =yly =2y

(24)

Daci y nu este egal cu 1 sau —1, aceasti egalitate este falsi. Deci nu putem prelungi la Z

exponentierea din N.

IV. Sd se dea exemple de inele unitare. S& se compare in aceste inele multimea elementelor

regulate cu cea a elementelor inversabile.

a) Si considerdm inelul (Z, 4, X). in acest inel, orice element nenul este regulat la inmul-

tire.
intr-adevir:

zy=2z<=>2(y —2) =0 (exercifiul II),

Daci: z 5+ 0, deducem: y — z = 0; de unde:

(z£0s5izy = 22) <= (y = 2)

(85)



Pe de alti parte, se stie ci 1 si (—1) sint singurele elemente inversabile (34).
Pentru ca un inel s& fie integru, este necesar si suficient ca elementele sale nenule si fie
toate regulate la inmulfire.

b) S& considerim inelul (D, 4, X) al numerelor zecimale:
n=10-y (=2, yel).

Cum este o submul{ime a corpului (@, 4, X) al numerelor rationale, D este un inel integru.
Toate elementele sale nenule sint regulate.
TBlementele inversabile ale lui D sint acelea pentru care se poate scrie o egalitate de genul:

lyl =254 (p €N, ¢ =N).

c) S& ?onsiderim un corp (K, 4, X): orice element nenul este in acelasi timp inversabil
§i regulat.

Cu toate acestea, inelul matricelor pitrate de ordin 2 cu coeficienti reali (conform Geome-
triei I, clasa 1 CDE, pagina 153) nu este un corp; dar exist3 inc identitate intre muljimea
elementelor inversabile gi aceea a elementelor regulate (sint matricele de determinant nenul).
in cazul general, orice element inversabil este evident regulat. Exemplele de mai sus aratd
¢4 nu se poate spune nimic cu privire la reciproci. ‘

EXERCITH )

2.6. Si se demonstreze egalititile:
e+ )+ 3]l+t=(z+ )+ (z+2);
e+ +Ad+0+s=(z+ 9+ s+ 0+ sk
2.7. Punem in Z:
zry=2z+4+y+ 1L

$4 se studieze proprietifile acestei operatii.

"2,8, O submul{ime H a unui grup G este un subgrup dacl nu este vidd gi dac formeazi
un grup pentru restrictia la H a operafiei grupului. S se demonstreze ci elementul neutru
al lui # si opusul in H al elementului a din H sint egale cu elementul neutru al lui G si cu
opusul lui a in G.

2.9. S4 se determine intersectia tuturor subgrupurilor lui (Z, +) care contin intregul (—3).
Este aceasta un grup?

2.10. Si se rezolve, in (Z, +), ecuatia:
s+ axt+z=a+ a4t a

2,11. Plecind de la axiomele inmultirii si se demonstreze direct egalitiifile:

zty =2y + 9,

=y + y = zy.
2,12, Si se reia exercifiul nr. 2.6 pentru inmultire.
2,18, Si se calculeze prin recurenf{di valoarea expresiei:

+(rn X m) + (+n) X (—m) (n =N, m N}

2,14, Exist3 un inel cu doud elemente?
(Se vor gasi doud solutii.)
2,15, S# se demonstreze asociativitatea si comutativitatea adunirii definite prin egalitie
tile (3), {22), (28) si (29).

2.18. Sa se exprime suma z + y in mod unic cu ajutorul literelor z, y, repetate de atitea
ori de cite ori este necesar, si al semnului ,,—*,
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2.17. Sa se studieze, pe Z, ecuatia zy = 2.
2.18. Acelasi exercifiu pentru 22 = .
2.19, 84 se defineascii, pe Z, o exponentiere partialy, adici o aplicatie de la Z x N la Z,

notatd (z, y) l—> a¥, care prelungeste pe cea din N. -
Si se calculeze suma:

(— 2+ (= 2™ 4 (— 2,

220, Urmare a exercitiului nr. 2.5:
8° S& se studieze adunarea definitd pe N X N prin egalitateas

{a, 8) + (e, d) = (a+ ¢, b + d).
4° 53 se demonstreze ci este compatibili cu relafia de echivalents ~, adici avems
[(a1 b) ~ (.9, t) ~$i (cv d) ~ (ut ")] = [(a» b) + (c’ d)] ~ [(51 t) + (u, o)1

5° 84 se deducd o adunare in multimea cit care face din aceasta un grup comutativ.,
2.21. Urmare a exercitiulut nr. 2.20.
6° Sa se studieze inmuliirea definitd pe N X N prin egalitatea:

{a, b) X (¢, d) = (ac 4 bd, ad + be).

7° 84 se demonstreze cii este compatibilid cu echivalenfa ~.

8° 84 se deducid o fnmultire in mulfimea cit care impreund cu adunarea definiti la nr. 5°,
face din aceasta un inel comutativ unitar.

292, Urinare a exercitiului nr. 2.21.

9° S& se demonstreze ci aceastd multime cit confine o submul{ime legati de N printr-o
bijectie care respectii adunarea si inmulfirea din N.

10° S& se demonstreze ci orice element nenul este regulat la inmuljire.

11° 83 se demonstreze ci existd o bijectie intre mulfimea cit 5i Z care este un izomor-
fism pentru adunare si inmulfire.

2.28. Se considerd cele doud legi definite pe Z x Z prin egalitiile:
{a, b) + {c,d) = (a4 ¢, b + d);
{a, b) X (e, d) = (ac, ad 4 be).

1° S84 se verifice ¢ii se obtine astfel un inel comutatliv unitar.
2° Punind e = (0,1), si se calculeze 2 S4 se compare (a, b) si [{a, 0) 4 (b, 0) ]
8i se calculeze {a, b)2.

2.3. INEGALITATI

2.3.1. Ordine

Relatia de ordine in Z este evident la fel cu cea din N.
Prin definitie, vom lua echivalenta:

@>y)<==[322€ PU{0}, 2=y + 7] (36)
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care ne d o prelungire a relatiei analoage in N. Vom pune i aici:

(z>y)=>(@>yd x5y @7
1. Sd not#m relatiile imediate:

zeEPUll=2>0=0> — 2z
zEP=z>0=z>1

z2€ NV} 0=0—2
zeN=>zr<li=z -1
z+4+1>z>z2—1 ete.

2. Rationamentele de la paginile 35 §i urmitoarele se aplicd integral si aratd
c¥ relatia definitd mai inainte este intr-adevir o relatie de ordine, compati-
bil% cu adunarea; se aratd de asemenea relatiile:

x>z, B>Ysiy>2 —(x>72) (38) (39)
(z>ysiy>a)=—=>(z=y) (40)
(z>y §i y>2z) = (z>72) (41)
E>y=@E+z2>y+2) (42)
>y=@+z>y+2) 43)
In particular:
T2y —y> —2 (44)
T>YE> —y >—2 (45)
(S4 se pund z = —z — y in ultimele doud echivalente.)

3. Si studiem relatiile intre inmultire gi ordine pe Z: ele fac din (%, 4, X)
un inel ordonat
Stim c# produsul a dou# elemente ale lui (D U {0} apartine lui @ U {0}, 5i c&
;())rodusul a doud elemente din (D apartine lui .
r:
(z>ysiz>0<=>(z—ycPUOsize DU
(>ysiz>0>(z—yecPDsize P
in consecinfi:

(z>y s 22> 0) —= (22 >92) (46)
(z>y ¢ z2>0)=> (22 > y2) (47)

Se pot deduce ugor, cu ajutorul relatiilor: _
£20=> —20, (—2)y=—(z),



implicatiile:

(z>y 82K 0) = (12 < y2) (48y
(x >y s5iz2<0)=> (22 < ¥2) (49)

4. Si fixdm un intreg relativ y si un intreg strict pozitiv z; existd atunci un
intreg natural n astfel incit:
(rz > y).

Acest rezultat este cunoscut sub numele de feorema lui Arhimede (conform
paginii 45). O vom demonstra aici, independent de proprietatea analoagi
din N.

Daci y este negativ sau nul, se va lua atunci n = 1, cdci:

Zl=2>0>y,

de unde: (z1 > y) (conform implicatiei (35), exercitiul 1V).
S& presupunem deci y strict pozitiv.
Atunci, avem:

y+1D>y+1>y,
si numirul » = y 4 1 convine.

' I (x > O) = (sz: aNna nx > y) . (50)

Se spune cd (Z, -, X) este un irel arhimedian. .

b. Si ardtim in sfi?rgit ¢d ordinea astfel definitd este o ordine totald. Diferenta
dintre doi intregi relativi  §i y apartine obligatoriu uneia i numai uneia
din cele trei multimi @, {0} sau 7¢. In consecinti:

I (x€2giy€c Z2)—> (zx>ysauz = ysau y > ) (51)

gia

(wEZ§iyEZ)==>(x>ysau'y>x) (52)

6. Vom rezuma aceste proprietiti enuntind urmitoarea teoremi:

TEOREMA | Relatia de inegalitate intre intregi relativi este definiti in Z
5 prin echivalenta: :

(z>y)=>[32, 2€6PU{0}, =y +2]. -

Este o relafie de ordine totali, compatibili cu adunarea din Z
§i inmulfirea cu un element pozitiv sau nul, care face din (Z,
-+, X) un inel ordonat arhimedian.

Observatie. — Un rationament analog celui de la pagina 38 aratd ci Z este
ntegru. A L -



2.3.2. Valoare absoluta

O consecintd importants a teoremei 5 este existenta unei valori absolute in Z.
Sd punem intr-adevir: : A

|+n|=|—n|=n (n € N) (53)
Egalitatile (15), (26) si (27) dau imediat egalitatea:

loy =1 o]yl - (56)

Valoarea absolutd este o surjectie de la Z pe N. Si notdm relatiile imediate:
lz|>0 (55)
|z =0<=2= (56)

S& compardm in sfirgit |2+ y | §i | x| 4 | y | Egalititile (3), (22), (28)
§i (29) aratd ci: : '

t=+4ngiy=d4m=>|z4+y| =lz|+ |yl
t=—nfiy=-—m=>|zs4+y|=|2|+|yl;
r=4ngiy=—msgin>m :
= lzt+y| =lz]l —lyI<Izl+1yh
x=+n§iy=—m:§im>n .
== |2z+yl ==z +lyI<Iz] + |yl

In consecinti:

lzd+yI<lz|l+ 1yl (67)

aceastd inegalitate fiind, de fapt, o egalitate de fiecare datd cind z i y stnt
amindoi pozitivi sau nuli sau amindoi negativi sau nuli. Ea poarti numele de
inegalitatea triunghiului. Relatiile (54), (55), (56) si (57) fac din (Z, 4, X)
un inel ‘cu valoare absolutd.

EXERCITII

1. Sd se studieze inegalitatea:
A 2® + ¥ + 2 > Sayz.

In ce caz are loc egalitatea?

Aceastd inegalitate este echivalentd cu urmitoarea: 33 — (32y)z + (2° + %) > 0, aga cum
se vede addugind (—3zy:z) in ambii membri. Formula binomului fiind valabili in orice
inel comutativ (a se vedea demonstrafia acestei formute in cursul de Algebri I din



clasa 1 CDB, pagina 108, aceastd demonstratie nefolosind decit distributivitatea, asoci-
ativitatile si comutativititile), putem scrie tnci:

32— (Bayls + (2 + yP — 32y (z 4+ y) > 0,
sau incé:
B+ (z+ 91 —3zy [z 4 (z + )1 >0,
adici:
(z+ z + y)a® — 3lz + y) + [z + y]* —32y) >0,
sau in sfirgit:
E+y+a)a —[z+ylz+ 2 -2y + 92 >0,
84 studiem semnul celui de-al doilea factor; este gi semnul dublului siu:
20 — 2z + y) 5 + 228 — 2y + 2* = (5 — 2 + (s — 9P + (¢ — yP.

Dupd proprietdjile lui N, o astfel de sum¥ de elemente pozitive sau nule (26) este strict,
pozitivid, in afara cazului cind intregii z,y si z sint egali: ea este atunci nuli,
Inegalitatea propusd este deci verificatd in urmitoarele doui cazuri:

@) sau: z = y = z (avem atunci egalitate);

b)sauw: x4+ y+z3>0

(atunci nu avem egalitate decit daci si numai daci = + y + z = 0).
I1. Sé se demonstreze inegalitatea lui Cebigev;

<< . Casin<ye< . <] =
=[o 4+ o+ o F 2+ 2+ oo+ yn) < nly + wy, ..+ Znyn)]

z— x>0, Yi—yi=>0
saus
2 — 7 <0, ¥i — yi < 0.
in amindouX cazurile, produsul (x; — ;) (yi — yj) este pozitiv sau nul; deci:
(zi — z5) (i — ¥i) = ziyi + zjy; — zyj — 2y > 0.

Se obtin astfel n? intregi relativi pozitivi sau nuli, care se pot aduna intre ei, ceea ce di
inegalitatea: .

n n n n n
}__\{ 2 ey + ziyi — miyi — zys) = (2n > xiyi) -2 (E P wiyj) =
= i=1 i=1j=1
=2 ~(5 ) o)
1= t=1 j=1

De aici se deduce inegalitatea ceruta.

Ea nu devine o egalitate decit daci si numai daci fiecare din intregii (z; — zj) (y; — ¥;)
este nul, deci daca si numai daci toti z; sint egali sau daci §i numai daci toti yj sint egaii
{dacd doi z; sint distincti, atunci: ’

(% = 2p) == (y, = yn),
de unde:

Yi = Y2 = .. = Ynoy = Yn).
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I11. Si se demonstreze inegalitatea in N:

(@ + Zp + oo+ z0)d < nB(a] + 23 + .+ 2B

Putem presupune intotdeauna ci intregii pozitivi z; sint aranjati in ordine cresciitoare.

Si punem atunci y; = z?: intregii y; sint aranjati In ordine crescitoare. Inegalitatea lui
Cebisev se scrie atunci:

n n n
3y > (3 ) (2 1)
1=1 1=1 1=1

Putem scrie din nou inegalitatea lui Cebigev, luind de astd datd y; = z;j:

"i m%}(i 1”4')2'

1=1 1=1

In final, suma (3 «;) fiind positivi sau nuli, putem inmulti cu ea aceste inegalititi

ceea ce ne di relatia cerutd.
Nu are loc egalitatea decit dacd numerele z; sint toate egale.

1V. S& se studieze in 7 legea definitd prin egalitatea:

sry=|z—yl

Aceastd lege este comutativi. Nu are element neutru, altfel am avea:
e=cexe=|e—e|=0,

gi:
z=zxe=|c—0]=]z]

ceea ce este fals in Z pentru z negativ.
Nu este asociativd. Intr-adevir:

1%2)*3=1%3=2,

1%(2%3)=1»1=0.
Toate elementele nu sint regulate la aceastd lege, deoarece:

1+2=120 (=1).

fn N, aceastd lege are o restrictie care admite un element neutru (e = 0); orice element
are un invers pentru aceastd restrictie, deoarece:

zxzx=0=e
Ecuatia (a * = = b) are intotdeauna cel putin o solutie (nu unici in general):
xz=a-+4 b

(N, ) are deci unele proprietiti ale unui grup dar nu pe principala, care este asociativi-
tatea. ’

V. Sa se demonstreze urmdtoarele relatii, unde y este un intreg pozitiv:

lz|<y<s=—-y<z<Y (58)
lzI<ysP>z<y si —2<y (59)

Aceste echivalente se folosesc foarte des, desi nu se demonstreazi decit rareori. Este ade-
virat ci sint foarte usor de stabilit cu conditia si distingem doud cazuri:

Bz=+n
N



Avem:
jJzKy<=nLy<=z<Ly,
<

inegalitatea (—y < n) fiind atunci imediati, ca si (—n < y).
z = —n,
Avem:

lzISye=n<y<e=> -z ys=> —y< 2,

inegalitatea (z < y) fiind atunci imediati.
De asemenea se pot scrie relatii analoage cu semnul ,,<*:

lz|l<ys= —y<z<ysz<y §i —z<y (60)

VI. S@ se demonstreze relatiile:
Hel—lyli<lz+yl,
flz+yi<nsilz—y|<nle=[lz|+ |yI<n]

Prima relaiie este o simpld consecin{i a inegalitatii triunghiului; tntr-adevir, presupunind
spre exemplu cd avem: | z | > | y |, este suficient s& scriem:

lTzl—=1lyli=lz]—1lyl
=lz+ 9+ (—I—-lyI<lz+ yi+|l—yl—Iyt
=|z4+yl| .

A doua relatie este foarte diferiti (ea ar fi falsi tn alte inele cu valoare absolut cum ar fi
corpul complecsilor, unde faptul ci este falsd se arati de exemplu pentru & = 2,y = 2i,
n = 3). A doua relatie se poate demonstra dupi cum urmeazi:

lz2+ y|<n=>—n—~y<< z<n— y (conform exercitiului V),
lz—ylSn=>-nr+y<az<n+y,
de unde rezultd cele patru inegalititi:
z+y<n,
T—y<n,
z+y>—n (<=>—-2z—y<n)
rT—y>—n (=> —2z+ y< 1)
Una din aceste patru inegalititi este in mod necesar inegalitatea ciutata.

2.3.3. Submultimi ale lui Z

S& considerdm o submulfime nevidi a lui Z. Contrar a ceea ce este adevirat
in N, o astfel de submul{ime nu admite in mod necesar un element minimum
(este chiar cazul lui Z). Putem totusi stabili dous teoreme interesante.

S& presupunem c# aceasti submultime M este minoratd; existd atunci un
intreg relativ e astfel incit:

zrEM-—=0a<2.
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Vom demonstra ci in M existi un element minimum. Pentru aceasta, si

considerdm multimea M’ obtinutd scdizind intregul relativ a din toate ele-
mentele lui M:

yeE M <=a+4+yec M.

M’ este o submultime a lui U {0}. Transferind in ¢ U {0} proprietétile lui
N, se vede c& M’ admite un element minimum ¢; numirul s = a 4 ¢ este
atunci un element minimum al lui M; s este evident unic.

TEOREMA | Orice submultime nevidd si minorati a lui Z admite un element
6 minimum unie.

S& presupunem acum M nevidd gi majoratd. Considerind multimea M” a
opusilor elementelor lui M, se deduce urmitoarea teoremi:

TEOREMA | Orice submultime nevidi si majorati a lui Z admite un element
7 maximum unie,

Ca si in N, orice inegalitate strictd poate fi scrisii sub forma unei inegalitéti
nestricte, §i reciproc (fird nici o exceptie de asti datd), datoritd echivalen-
telor:

z>y=zr>y—1 (61)
tLy=s<y+1 (62)

(sint simple consecinte ale echivalentei:
z22>0<=>z4+1>0).
Se deduce structura intervalelor lui Z, rezumati in urmaitoarea teoremi:

TEOREMA | Nu existi decit cinci feluri de intervale ale lui Z: intervalul vid,
8 intervalele mdrginite [z, y], intervalele infinite la dreapta[z, +oof,
intervalele infinite la stinga ]—oo, z] §i Z.

EXERCITH

1. S& se demonstreze cdé 7 nu admite nict minimum, nict mazimum. . .
N neadmitind element maximum, la fel se intimpld si cu ?, deci i cu Z. Din contr, consi-
derind mul{imea 9, pentru care relatia de ordine este relajia opusi relafiei din N, se
aratd la fel ci Z nu are element minimum,

II. Sd se demonstreze teorema 8.
Orice interval I nemajorat este astfel incit:
Vgz, 31y y> .
Prin urmare:
' zelsiz>z=>(zesl)



Daca I este nevid si minorat, / admite un minimum s. Deci:
' z>se=>zel,
gis
I ={[s, +oof.
Dacid I nu este minorat, acelasi rationament arati ci:
(zelsiz<s)=>(zel),
gi:
I=2.

Si presupuncm acum J nevid i majorat. El admite un maximum ¢ Implicatia de mai sus
aratd cé, dacdl I nu este minorat, I este egal cu J—co, t] (se va pune z=1¢).

Daci I este in acelasi timp nevid, minorat si majorat (se spune ci I este mirginitd), el
admite un minimum s, de unde:

el (s<z<Y),
si:
I=[s t).

Observatie. — Se poate demonstra cd intervalele finite nevide ale lui Z sint
intervale mirginite (conform paginii 53), ¢4 intervalele infinite la dreapta
sau la stinga sint izomorfe cu N, deci cu Z.

2.3.4. Definitii axiomatice ale lui Z

S# ddm aici, fird demonstratie, doud axiomatizari ale lui Z analoage cu axio-
matizdrile lui N de la paginile 27 si 45.

Al Existd o bijectie f, numitd succesiune intre Z si Z.

A2 Orice submultime nevidi a lui Z care confine imaginea prin f si imaginea
prin 71 a tuturor elementelor sale se confundl cu Z.

A3 Z este infinitd (aceastd axiomd echivaleazd, spre exemplu, cu existenia
unei injectiv nesurjective de la Z in Z.)

Aceste axiome seamind cu cele ale lui Peano (si le sint chiar echivalente, in
misura in care existd o bijectie intre N si Z). Datorit4 lor, succesiunea joac#

un rol esential. Se poate verifica c# paragrafele 2.2 gi 2.3 pot fi stabilite unic
cu ajutorul acestor axiome, fdrd a recurge la teoria lui N.

A’l Z este o mulfime total ordonati.

A’2 Z nu admite nici maximum niei minimum.

A’3 Orice submul{ime nevid# gi minorati a lui Z admite un element minimum.
A’4 Orice submulfime nevidi gi majorati a lui Z admite un element maximum.
Fiecare din aceste dou# axiomatiziiri este formatd din axiome independente.
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EXERCITIU

84 se demonstrese independenja axziomei A'l tn raport cu aziomele A'2, A'S §i A’%.

Este suficient si considerim mul{imea (2, 3, 4, 9) inzestrats cu relatia de divizibilitate, care
este o relatie de ordine.

EXERCITH

2.24. 84 se demonstreze relafiile de la inceputul paragrafului nr. 2.8.1.

gézts 84 se demonstreze direct ci relafia ,,<C* definitd pe Z prin urmaitoarele trei proprie-
i:

m<n<e=>(+m) < (+n) {(meN, neN),
m<n <> (—n) < (—m),
(—m) < (+n),
este o relatie de ordine totald, care coincide cu relatia definiti la nr. 2.3.1,
2.26. Se pune, in Z:
. ' T—Y=23 U—9=W
S# se demonstreze implicatia:
(z>w)=>{z—u>y—2) )
2.27. S se reia exercitiile nr. 1.30, 1.31, 1.33, 1.34, 1.85 (pagina 51). Cum trebuie
modificate enunturile pentru ca s& se aplice la Z?
2.28. Bi se reia exercifiul nr. 1.39 (pagina 52) in Z.
2.29. 54 se demonstreze implicatiile (48) si (49).

2.80. 84 se rezolve direct exercitiile rezolvate II si IIT de la paginile 90 §i 91 pentrun = 2
sin=3.

2.81. Si se demonstreze proprictatea enuntati in observajia care termind paragraful
or. 2.8.8.

2.82, 54 se determine in Z multimea numerelor = astfel incit si avem:
2% — 82 < 28.
2.88. S se demonstreze, in Z, implicatiile:
<z <y)=> (2 < 9l),
(z<y) == (2 < ¥’)-

Ce se poate spune despre reciproce?

2.84, Urmare a exercijiului nr. 2.22,

12° 8% se defineasc#, pe mulfimea cit studiat, o relatie de ordine care are proprietitile
celei definite pe Z.

13° Si se extind¥ izomorfismul definit la 11° la aceasti relatie de ordine.




2.4. CONGRUENTE SI iMPARTIRE EUCLIDIANA

2.4.1. Multipli

Fie z un intreg relativ. Si-i asociem submultimea notati zZ a multiplilor
sdi:

Yy € 2Z <> 3z2,y = 22 (63)

Se spune atunci cd: y este un multiplu al lui z, = divide pe y, z este un divizor
al lui y, aceste trei expresii fiind echivalente. De exemplu:

0Z = {0}, 12 = (—1)Z = Z.
In cazul general:

nZ = (—n)Z (n €N). (64)

Este deci inutil sd studiem mulfimile multiplilor de intregi strict negativi.

2Z este multimea numerelor pare, Z — 27 acea a numerelor impare; 1 este
wmpar, cici:

M=22=24+2)=(z2>0 53 1>2),

ceea ce este imposibil (61).
Multimea nZ este inchisd in raport cu adunarea, adicj:

| (@EnZsiyenl)— (4 y € nk) (65)

Intr-adevir:
(r=mnz §i y=mnt) =>[24+ y=n(z+1)].
Multimea nZ este inchisi in raport cu inmultirea cu un intreg oarecare, adici:

| Gentsiyen —@yen (66)

Intr-adevir:
T = nz => zy = n(zy).

Multimea nZ este deci inchisd in raport cu inmultirea, ca i in raport cu opo-
zitia:

(x € nZ) => (—z € nZ) (67)

Intr-adevir: -
T =nz §i y = nt == 3y = n(nzt)
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Adunarea si inmultirea, bine definite pe nZ, au aici proprietitile de asocia-
tivitate, de comutativitate si de distributivitate pe care le au in Z. (Totusi
nu se pistreazd toate proprietitile; astfel, nZ nu este unitar, in afard de cazul
cind = 1). In consecintd, putem enunta:

TEOREMA | Submultimea »Z a multiplilor unui fntreg pozitiv sau nul este

9 un inel comutativ. Orice mulfime a multiplilor unui intreg
relativ este de acest tip.

Observagie. — Pentru a traduce implicatia (66), mai tare decit prin simpla

inchidere relativi la inmultire, se spune cd nZ este un ideal al inelului comu-
tativ Z.

2.4.2. Congruente

Si considerdim, in Z, relatia binari:

r=y<=>z—y € nk (68)

Cum ea depinde de numirul pozitiv sau nul n, se noteazi:
r=1y mod n,

sau incd:

z=1y [n]

(se citegte: x este congruent cu y modulo n). Se numeste congruentd
modulo n; n este modulul.

Congruenta modulo 0 este egalitatea. Congruenta modulo 1 este verificatd
pentru orice pereche (z, y)-

1. O congrueni{d este o relatie de echivalenid. Intr-adevir:

Bz—s=0si0cnl)—| z=2 | (69)

Ber=ysiy=:z
—(x—y € nlsiy —z € ni)
_——a>[(x—y)+(y—z)EnZ].===c(x—z€nZ)

= (¢ = z);

2=yl y=2)=>(r=73) (70)

7 — Alefy — numere intregi



il (2= y) = (2 — y € nl)
= [— (z — y) € nk] = [(y — ) € nZ]
= (y = z).

(z=y) = (y = 2) (71)

Relatiile (69), (70) si (71) traduc respectiv reflezivitatea, tranzitivitatea si
simetria relatiei studiate.

2. Aceastd relatie este compatibild cu adunarea. Intr-adevir:

(z=y) —[(z — y) € nZ]
=>[(z 4 2) — (y + 2) € nZ]
—>(x + 2=y + 2)

Mai general:

T=ysiz=l)=s(xrt+z=y+1) | (72)

(este suficient si operdm in doi Limpi).
3. Aceastd relatie este compatibild cu inmultirea. Intr-adevir:

(#=y) =z — y) € nZ] —[(z — y)z € nZ]
=[xz — yz € nl] — (22 = yz).

Mai general:

(T=y§iz2e=1) = (22.= y1) (73)

(este suficient s operim in doi timpi).
4. Vom rezuma aceste propozilii enuntind urmitoarea teoremi:
TEOREMA | Relafia de congruentii modulo n fintre intregi relativi este defi
10 nitd pe Z prin echivalen{a:
2=y [nl<>2z— y € nk.

Este o relatie de echivalentdi, compatibili cu adunarea si inmul-
tirea pe Z. Se pot aduna sau inmulti membru cu membru doud
congruente de acelasi modul.

Relagie { xEx;(:EEySi?jEZ)%(xEZ)
de echivalen{d (z=y) = (y = 2)
[| G=ysiz=l)-=(z+z2=y+1)

Compatibilititi U z=ysiz=0)— (2z.=g)
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EXERCITIVU

Sd se determine lofi intregii relativi x astfel incit:
22+ az+1=0 [4]

Dacii aceastid problemi ar avea o solutie, s-ar pulea scrie atunci egalitatea:
z(z + 1) + 1 = 4y,

sau inci:
1 = 4y — z(z + 1).

Or, numiirul =(z -+ 1) este un numdr par. intr-adeviir, aceasta este adevirat pentru z = 0;
daci este adeviirat pentru x, atunci, este adevirat si pentru z+(a* + 1) si x {(z + 1), clei:

atat + 1) = (z - 1) (2 + 2) = 2(e + 1) + 2(z + 1),
a(a= + 1) = (z — )z = z(z + 1) + 2(—=a).

1 ar fi deci un numir par, ccea cc nu este adeviirat. Problema n-are deci nici o solutie.

2.4.3. ineiul Z/7Z

Si considerdam mullimea Z/n%, numitd maulfime cit, a clasclor de echivalenfd
relative la congruenta modulo n. S alegem doud elemente « §i 8 din aceastd
multime; o esle, de exemplu, clasa unui intreg z, 5i § aceea a unui intreg z.
Fie, in multimea « 5i B, doi alti intregi y si ¢; avem:

r=y, =1
Egalititile (72) si (73) aratd atunci cd avem:
z+z=y+1t 2=yl

Clasele de echivalenti ale intregilor (z + z) si (2z) nu depind deci decit de «
si 8, si nu de alegerile particulare ale lui z $i z in aceste clase. Putem deci
defini pe Z/nZ doud legi cit, notate ,,+“si,, -“, induse de legile inelului (Z, 4, *).
Avem:

(z € asizep) —[z+2 € @+p) (74)
z€asizeEB) =2 2E a B (75)
Notind Z clasa intregului 2, se pot scrie urmitoarele egalitdli:

Z+y=%F17;.

Z - yg=2z- %
@" = ™
Observatie. — In membrul sting al fiecdrei egalitdti, adunarea si inmultirea

sint operatii pe Z/nZ, in timp ce in membrul din dreapta, sint operatii pe
inelul Z.
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EXERCITIU
Sd se determine z astfel incit:
37— 2= ¢ [7]
Avem succesiv:
3m — 9n — 3,

O — @ =z

or:
9=2 [7;
de unde:
@) = (2,
deci:
2" — o0 = gz,
sau:
z=0.

Sd considerdm cele noud axiome ale inelului comutativ unitar (dou# asocia-
tivitdti, doud comutativitdti, doudl existente de elemente neutre, doud distri-
butivitdti, o existentd a opusului). Fiecare dintre ele di nastere la o axioma
analoaga pentru multimea Z/rZ. De exemplu:

Z+2)=c+2)=(c+B=8+ a).

Z|nZ este deci de asemenea un inel comutativ unitar. Elementele neutre din
Z/nZ sint respectiv 0 si 1 deoarece, de exemplu:

2+ 0=04+2=2)=>(0+0=0+ « = a).

Observatie. — Nu toate proprietitile lui Z se conservd obligatoriu in Z/nZ.
Astlel, faptul cd Z este integru:

2508 2550=—2:5+0

nu genereazd nici o proprietate particulard; aceasta provine din cauza neegali-
tdtilor in Z care nu se traduc neapdrat in neegalititi in Z/nZ. De altfel, pentru
n=6:

350,250, 6#0,
dar:
3+0,254£0,6=0.
Vom rezuma aceste propozitii enuntind urmitoarea teoremi:
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TEOREMA | Mulimea eit definitd pe Z.prin relatia de congruenti meodulo n
11 .  este un inel comutativ unitar, notat (Z/nZ, 4, X) sau Z/nZ.

EXERCITH

1. Si se determine relafiile de ordine totald care se pot defini pe inelul Z/nZ (n = 0)
care sint compatibile cu adunarea din acest inel.

Problema nu prezinti interces decit dacl n este _mai mare ca 1, ciici pentru n = 1, Z/nZ
nu conline decit un singur element: pe Z. Clasa 1 nu este deci 0. Si presupunem cd am
aveal mai mare ca 0 pentru o anumili relatie de ordine totald. Atunci:

2=1TFi=14+1>1+0=1>0,

B9 F1=2+1>2>0, ete...

Prin_recurentii: n =n— 1+ 1=n—1+ I>n—-1>0,
Or: n = 0; se ajunge deci la o contradictie. Inclul Z/nZ nu poate fi ordonat in acest mod,
Incgalitatea 1 < 0 ar da la fel:

T=1T31=14+1<T+0=1<0, etc
I1. Se considerd girul definit pe & prin cgalitatea:
Uy = 9n% — 60 — 1 (—2)%,
unde (—2)™ este definit prin relajia-de recurenfd:
(-2 =1, (=% = —2(-2)"

Si se calculeze up pentru: n < 3. 8d se calculeze unyy -+ 2un.

Sa se deducd clasa lui un in Z[27Z,
Calculul ne d& usor: - .

U = uy = 0, uy = 27, u; = 54
fn wpsy + 2up, termenii in (—2)® se elimind; gi ramine:
Uy + 2un = 9(n + 1)+ 2n%] — 6[n 4 1 + 20] — 3

= 27 n2

In consecin{i: unyy = 270% — Qup = :_2_;

Cum u, = 0, deducem, prin recurenid, uy = 0; pentru orice n, existd deci un intreg m in
Z astfel incit:

up = 27m.

2.4.4. impartire euclidiana pe Z

S3 reamintim teorema lui Arhimede:

(z > 0) = (VYzy, Enn, 1T > y) (50)
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Ea ne va permite si cunoastem natura lui Z/nZ, pentru n diferil de zero.
1. Si considerdm doi intregi relativi a §i b, cu b diferit de zero, gi si definim
o multime M de intregi relativi prin echivalen{a:

(t€ M)« (t>0 i Izs, t = a — bs)

Multimea M nu esle vidi; este suficient s3 aplicim teorema lui Arhimede
inlregilor x = | b | 51 y = —a; se deduce existenta unui intreg z astfel incit:

zlb | > —a
sau:
t=a+ bz >0.

Se va lua atunci, dupd caz, s = z sau s = —z. Multimea M are un element
minimum r, deoarece aceastd submullime este nevidd i minoratd (de 0);
r este pozitiv sau nul. Dacé r ar [i mai mare sau egal cu [b], am putea scrie
relatiile: : : :

r=a—by (€2,
0Lt=r—1b| = a— bs,

cus=¢-+4 1saus =g — 1 dupd caz; r n-ar fi atunci elementul minimum

al Jui M.
Existd deci col putin o pereche (g, r) de intregi relativi astfel incit:

a=bg+r, 0Kr<ib (76)

2. Aceastd pereche este unicd. Intr-adeviir, si presupunem ci avem doud
perechi care satisfac aceleasi relatii; am putea scrie atunci, de exemplu:

0 =0b(g, — ga) + (rp — 14),
de unde:
Bl gy — gol = 1ry — ryl.
Daca (¢, — ¢,) n-ar fi nul, am avea atunci:
ley — @] > 1, - [b] 19, — g1 > [,
de unde, de exemplu:
1b] > ry > rp —r = |rs — 1y > |b],
ceea ce este contradictoriu.
Deci:
L=q: $i 1y =Ty
3. g sir sint unice: q este citul §i r este restul impdrtirii cuclidiene a intregului
relativ a prin intregul relativ nenul b,
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TEOREMA | Oriciirei perechi do intregi relativi (a, b), unde b este diferit de
12 zero, putem face sii-i corespundd in mod unic o pereche (g, r)
de intregi relativi astfel ineit:

a=bg+r1 0L <|bl
Observatie. — Citul ¢ este bine determinat de dubla inegalitate:
0L a—bg<|bl.

4. S considerim un element oarecare z al lui Z si un intreg strict pozitiv n.
Impértirea euclidiani:

t=ng+y, O0<y<n
aratd cii x apartine clasei y. Inelul Z/nZ contine deci, cel mult, r elemente:
0,1,2,.,n—1

Dacs doud din aceste clase ar fi confundate, ar exista doi inlregi m §i-p astfel
incit:

oLm<p<n, p—mE nZ,
de unde:

p=0n-+p, oLp<mnm,

p=1lhn+m, oL m<n,

ceea ce contrazice unicitatea impdrtirii lui p prin n.
Z/nZ contine deci exact n elemente:

ZinZ = {0, 1, 2, ..., n — 1} (77)

TEOREMA | Inelul Z/nZ unde n este un intreg striet pozitiv, contine n ele-
13 mente pe care le putem defini ca fiind clasele fntregilor din
intervalul [0, n — 1].

EXERCITIV

Si se compare citurile in fmpdrfirile lui a la n {n > 1), si ale lut (—a) la n.
Sa scriem relatiile:

a=naq +r, ! n,

N N
A A

0
—a=nqy} ry O ry n.
Rezultd imedial: L
—a=n(—q — 1)+ [ —r)
Dacii r, este diferit de 0, avem deci:’

0O<n—r<n
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Unicitatea imp3rtirii dil ecgalitatea:
G=—@—1 rpn=n-—r.
Dacii r, este nul, atunci:
—a = n(~-q) 4 0,
de unde:
@ = —qy, rp=r =0.

Suma a doui cituri este deci egalit cu (—1), in afard de cazul cind n divide pe a in care
caz ca este nuli. ‘

2.4.5. Impartire euclidiana pe N

S& presupunem acum a pozitiv sau nul, b strict pozitiv. Impirtirea euclidians
se scrie: S ' o

a=lg+r, 0<r<b,

r este pozitiv sau nul.
Sa presupunem g strict negativ; rezulti:

q < “—11 b’] < -—b,
a=b4+rL—b+r<0,
ceea ce este fals; ¢ este deci pozitiv sau nul.

TEOREMA | Oriciirei perechi de intregi naturali (a, b), unde b este diferit de
14 zero, putem face si-i corespundi in mod unic o pereche (g, r)
de intregi naturali astfel fncit:

a=bg+r, 0r<b.

EXERCITH

L. Fie a §i b doi intregi strict pozitivi. 8& se demonstreze ci cel mai mic intreg strict
ozitiy n astfel incit b sd dividd pe an este un divizor al lui b.
d-1 impéirfim pe b prin n; rezulli:

b=ng4r, 0r<n,
fntregul b divide pe an. In consecin{ii:
an = be,
ar = a{b — nq) = bla — oq).
Deci: b divide pe ar.

Daci r nu este nul, n nu este cel mai mic fntreg cu proprietatea doriti; tn consecintd, r = 0
gi n divide pe b.

(Existenta lui n este asigurata prin faptul ¢i b divide pe ab.)
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I1. b fiind un numir strict poszitiv, sa se¢ compare citurile qy, g, 5 g5 ale impargitorilor lui a la
b, lui'2a la b §i i {2a + 6) la 2b. v 427t Go GREEMP
Avem succesiv:

a=bq + r, 0 < b
2a ="bq, + 1y : k 0 r, < b
2a -; b = 2bq; + 3 0 < ry < 2b;
2a = 2bq, -+ 2ry, 2a + b = b(2q, + 1) 4 2ry

84 presupunem ¢d avem: 2r; < b. Atunci:
b2q)) + 2r, = bgy + 1,
implicd 2¢, = g,
Pe de altd parte:
20g, -+ (b -+ 2r,) = 2bg; 4 5 {0 + 27, < 20)
implicd g, = ¢3.
In acest caz:
0 = 2q, = 2q,.
Sil presupunem din contrd ¢l avem:
b << 2r < 20
Atunciy
bi2g, + 1) + (2ry — B} = bg, + 1y
implici 2¢, + 1 = ¢o
Pe de altd parte:
24g; + 1) + (2ry — b) = 2bgy + ry
implicd ¢; + 1 = ¢s. ’
in acest caz:
G =2q, + 1 =2¢, — 1.
S4 notim spre exemplu, relajia generali:
@t 4 =0
IIL. ¢ fiind un numdr strict pozitiv, e §i b doi intregi relatioi astfel incit:
a <),

sd se demonstreze ¢& numdrul multiplilor lui ¢ cupringi intre a gi b ( posibil egali) este egol cu
(1 -+ g1 - go), unde g, i q, sint clturile smpartirilor lui (—a) gi lus b la c.

Sd punem:
—a = cq, -} ry 0 < e
b=cqy-F ry o< <e
Inegalitatea o < b implici:
4t g>—2
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Se poate scrie:

dacd si numai daci:

0<eln+ q) +ry 0<elgs — 1)+ ra
sau incd: )

— < —r; < e{n 4 ql), en — << [
ceea ce cchivaleazi cu inegalitfile: ‘

0 < efn + a1, en — g2 <0,
adici in sfirsit: .

0+ g n—¢ <0,

saus
= 8K

ceea ce demonstreazii teorema studiats, chiar daci ¢, = —¢q, — 1., S

Se poate deduce cil, pentru ¢ = b, g, 5l g, sinl opusi dacd §i numai dacd ¢ divide pe a.
Daci'nu: g, = —g, — 1 (conform exercitiului de la paragraful 2.4.4, pagina 103).

1V. b §i ¢ fiind doui numere strict pozitive, sd se compare citul q, al impdrjirii unui intreg a
a be cu citul g, al impdriirii la ¢ a citului g5 ol impérgirii lut a la b,

lAvem succesiv:

a = begy + ry, 0y < be
a = bgy + 3 0y <b;
Q3=642+r21 6<r2<0.;'1.

Rezulti:
a=0bleg,+ r) + rg= begs + (brs + ry)
a<<begs+ ble—1)+r, o
a < begy + blc — 1) + ba < beg, + be.
Dup# unicitatea citului, se deduce cgalitatea ¢, = ¢..

EXERCITII

2.85. fn enuntul exercitiului nr. 2.8, cuvintele ,,inel* si ,subinel* le inlocuim cu ,grup® si
»subgrup®; si se studieze intersectia tuturor subinelelor lui (Z, 4+, X) care contin intregul

2.86. Daci un acelasi numir poziliv divide termenii congruentei: .

z=1y [z,
si se demonstreze ci se obtine tot o congruentd impir{ind ficcare din cei trei intregi z, y
si z prin divizorul lor comun.

2,87. Si se reaminteasci regula ,,probei prin nou® a unei aduniri si a unei inmultiri. S4
se exprime in termenii congruentclor. Si se demonstreze. s

2.88. Acelagi excercitiu pentru ,proba prin unsprezece®.
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2.89. Sid se calculeze restul Smpirtivii prin 7 a numirului 24799,
2.40. Sd sc dea lablele de adunare 5i de inmulfire pentru inelele Z/nZ, cu n < 6.
2.41. Si se rezolve, in ficcare din acesie incle, ecualia: 22 = .
2.42. Si se caule, in fiecare din aceste inele, mulfimea Uy a elementelor inversabile. Si se
verifice ci aceste muliimi sint grupurk comulative pentru inmultire. Ce se poale spune
despre grupurile:
UssiU,? UysiUg?

2.48. Se impart cei doi nlregi x si y prin diferenia lor x — ¥, presupusi nenuld. Si se com-
pare citurile si resturile obfinute.
2.44. Pe N, sc imparte « la.b. Sii sc compare a cu dublul restului.
2.45. Se impart douii numere a si b prin acelasi numir ¢. Si se compare suma citurilor
obtinute cu citul lui {é - b) prin e
2.46, Cunoscind citul si restul impartirii lui a la b, se poate deduce citul si restul impartirii
lui @ la citul lui a prin &?
Aplicatii.

@ =589, b=275; a= 718, b= 39,
2.47. Din exerciliul rezolval 1V care incheie paragraful 2.4, sa se deduci o reguldl care si
dea, pe N, citul in impdr{irea unui intreg la un produs de mai multi intregi.

2.48. Fie o impirtire pe N. Ce devine citul:
a) dacii se miiregte intregul ¢ fiird a modifica pe b?
b) dacd se miregle b fird a modifica pe a?
in ce cazuri citul rimine constant?
Aplicafiv.
a= 581, b=17;a= 483, b = 75; e = 12 809, b = 628.
2.49. Si se calculeze b i ¢ sliind ¢ avem:
o= 557, r =89,
2.50, Si se caleuleze b §i r stiind ¢d avem:
e = 1517, ¢ = 75,
2.561. Sa se rezolve, pe N, ecvalia:
4231 = 713z + .
2, Acelasi excrcitiu pe Z. :
3. Si se calculeze ¢ stiind cit ¢ si r riumin invarian{i dacii se méreste a cu 52 si b cu 4.
4. Si se calculeze @ si b stiind ¢ii:
g=382, r=47, 0 < & < 300.
2.56. Si se giseasci intregii e astfel incit si avem:
1000 <<a<< 2000, b=127, q=r,
2.56. Sa se calculeze a si b sliingd eii:
a—b=>538 q=13, r= 22
2,567, Acelasi exercifiu cu:
a4 b=2006 g=2=5 r= 206
‘2,68, Si se calculeze citurile in impdrtirile lui 36 la 8 si lui 36 la 9. Sit se deducd citul
fmpdrtirii lui 3 643 Ja 878. . .
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2.59. Si se determine intregii congruenti cu 4 modulo 27 si cu 13 modulo 17

2.60. Si se reia exercitiul precedent studiind daci citarile in impértirile la 27 i 17 pot fi
egale. _

2.61. Si se studieze congruenfa:

2+ 2+1=0 [n] -
pentru urmitoarele valori ale lui n:
ne {2 3 5L
2.62. Acelasi exercitiu cu: ' '
224 22+ 1=0 ([n]

2.68. In exercitiul rezolvat II (pagina 105), si se giseasci toti fntregii «, B, v, astfel incit s
avem in cele doudl cazuri studiate: i :

agy + Bgs = Ye

2.64. Si se rezolve, pe Z/4Z, ecuatia:

22+ px+ q¢=0 (p s Z/AZ, ¢ € Z/4T).
Si se discute.
9.65. Si se demonstreze ci suma a doud numere impare consecutive .este divizibild cu 4.
Reciproca este adeviratd? ) o s
2.66. Si se demonstreze ci produsul a doud numere consecutive este divizibil cu 2. Citul
siu prin 2 se poale termina printr-o cifrd oarecare? -
2,67, 1° Care poate fi restul impartirii la 5 al pitratulu} unui numir intreg?
9° Care poate fi restul impértirii Ja 8 al patratului unui fiumdr impar?
9,68. Care sint resturile fmpérfirii la 7 ale cuburilor numerelor intregi?
?62? A este un numdr impar, egal cu suma a doud pitrate. Care este restul impAririi sale
a g . - -
2.70. Si se giseascd doud numere intregi a 5i b gtiind ci: a® — b® = 24
2.71. Si se determine n astfel incit:

a) n 4 8 si fie divizibil cu n;

b) n -+ 11 si fie divizibil cu n — 1;

¢) 3n -+ 26 si fie divizibil cu n — 4. .

2.72. 15" Si se determine resturile impartirii lui 37" la 11 cind se dau Iui n valorile: 1, 2,
8, & 5. ! ot

2° Si se deduc# resturile impartirii la 11 ale lui:

3723, 37%, 37%, 37%, 377,

3° S% se generalizeze la 37" pentru n fintreg oarccare. ‘
2.78. Care esle restul imparirii la 11 a lui N° cu NV = 705 432?
2.74. Care este restul impartirii la 8 a lui 13% x 2747
2.7, Care este restul impdrtirii la 7 a numarului (32)%8?7 .
2.76. Care este restul fmpartirii lui (57 383)* la 19? )
2,77, Si se giseascd ultimele doud cifre ale numérului: *

7
9.78. S3 se determine n astfel incit impérfirea lui n la 64 s4 dea un rest egal cu cubul citului.
2.79. Si se demonstreze ci numirul n(n + 1) (2n +- 1) cste divizibil cu 6.
2.80. Si se demonstreze ci numirul 10" (9n - 1) 4 1 este divizibil cu 9.

2.81. Si se demonstreze ci, dacd a divide pe ¢ — ', y — y',.z — #/, atunci divide pe:
xyz — 'Y’z .
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2.82, Sise demonstreze ci, dacd » este un numiir intreg oarecarce
este divizibil cu 6. & » produsul n(2n + 1)(7n+-1)

2.83. Care este restul impirtirii la 3 a numiirului:

a(n 4 1) ?
2
2.84. 5S4 se demonstreze urmitoarele congruente:
a) z\zt — 1) =0 [5];
b) 2z — 1) =0 [7];
¢) bx 4+ 15z — 1 = 0 [9] (pentru = > 1);
d) 2%-13x+2 1 1 = 0 {11] (pentru z > 1);
e) zy(x® — y?) =0 (3]
2.85. Si se determine n, stiind ci:

m=0 [Y],
in urmditoarele cazuri:

a) m=n®—n-+1, p=1;

b)) m=19" — 2, p=17;
¢)m=n4n+41, p = 13;
d) m= 2" —1, p=29

(in acest caz, s se determine clasele de echivalent ale lui m pe Z/7Z si Z/21Z.)
e) m=nd+ 3n®+ 3n — 7, p = 8 (s se calculeze (n 4 1)3).

2.5. NUMERATIA

2.5.1. Numeratia pozitionala

S considerfm un numir intreg b mai mare sau egal cu 2: il vom numi bazd
a unui sistem de numeragie, algoritm care realizeazi o bijectie intre N si siru-
rile care iau valori pe multimea {0, 1, 2, ...,b — 1} si ale cdror elemente sint
toate nule incepind cu un anumit rangl.

1. S amintim mai intii o proprietate a lui N (pagina 49):

b>1=—=Vyxn, Ixm, " >n

Multimea intregilor p, astfel incit: * < n, este vidd dacd n este egal X cu 0,
nevidi dacd n este mai mare sau egal cu 1. In acest ultim caz, ea este majoratd
conform proprietdtii precedente céci: .

p>msid™ >n == >n

1 Aceste siruri sint deci polinoame particulare.
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Aceasti multime are un element maximum- pe care-l vom nota k:

b n o< B,
S&-1 impirtim pe n la b*; deducem:

n = aqb* + ny, 0L ny < b
Cum n este strict mai mic decit b**1, g, este strict mai mic ca b. Pe de altd
parte, a, este strict pozitiv; de unde:
. 0<ay <b.
2. Si-l impartim pe n, la b*71; deducem:
M = @D ey, 0y, < BPL

Se deduce de aici dubla inegalitate:

0L a <

(Aici, ay,_, poate fi nul, ceea ce a fost imposibil pentru a,). Reincepind cu ny_,
este posibil sd construim un gir finit (@, @p_1 vy @pyeesy @) CUS

O0<ap<b 0La,<b O<<h<k),
gi:
My = @" + 1, 0L 0y < B
In parlicular, n, este nul.
3. Sa adunim membru cu membru egalitilile:
n=aqdb+n

n = @ 0% 4 oy
-
e

Rpyq = ad" + ny

)’ll = a(]bo

(de fapt este vorba de o recuren{d deghizati).
Se gasesle egalitatea:

h

n= abt+ q_ 0" + ... + ab® = 20 a,bt (78)

h=

EXERCITIU

Sa se regdseascd egalitatea (78) printr-o melodd care nu foloseste implicaia aminlitd.
* 84 presupunem de asemenea ¢d n este nenul. Sa jmpirtim pe » la b:
n=bq + ao (0 < g < ).
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S4 reincepem cu ¢,:

0 =bg+ @ (0 < ay < b),
si asa mai departe: .

ar = bghys + an (0 < ap < b).
Se giisesc astfel egalititi de tipul:

n = a,+ ba, + b%a, + ... + bhap + b’l'“qh“.
Cum b este mai mare ca 1, intregii g5 descresc strict:
n>ql>q$>--->qh.
Prin inductie se poale deduce inegalitatea:
< n—h

Existd deci un rang k& pentru care gp,; este nul (se poate chiar preciza inegalitatea
k< n — 1), de unde egalitatea ciutati:

n = ay+ ba, + ... + bkay.

Dacil k este cel mai mare indice pentru care g nu este nul, se poate deduce ¢i ax nu este
nul céci gr = ap.

4. Putem si dim acum definitia completd a sistemului de numeratie de baz# b.
Intregului n ii vom face sd-i corespundi:
a) sirul nul u, = 0 daca n = 0;

b) sirul definit prin:

uo = ao, ul = al, ey Up = a’""

i u, = 0 pentru £ strict mai mare decit %.
5. De obicei acest gir se scrie in felul urmétor:

«.000...0a,a),_,...a,...090,0,
prescurtat in:
[T PP 2 N, 2 ,
Dacid se poate face confuzie (in special cu produsul intregilor a,), se va scrie:
sau (precizind baza):

Numdirul cel mai din stinga este intotdeauna diferit de 0, in afara cazului
cind este zero pe care-l reprezentdm prin 0. Fiecdruia dintre numerele de la
01la (b — 1), i se asociazd un simbol tipografic special, numit cifrd. Orice intreg
este deci reprezentat printr-un sir finit de cifre aldturate, cu o bard deasupra
eventual.
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6. Aceasti reprezentare este surjectivd; simbolului @...a;q, i se asociaza
intregul:

R
n = 2 ah.bh
h=¢

a carui reprezentare se verifici usor, este cea de la care s-a plecat. o
Ea este injectivi. S# considerdm doud reprezentdri dilerite ale aceluiasi
fntreg:

n= i apbt = Zl_\,chb".
h=V h=0
Fie m primul rang plecind de la care ele diferd:
@y == Cg, Ay = Cyy ovey By = Cp—1y A F= Cpe
Sa seriem atunci egalititile:
n=(a+ ab + .. + apd"7) + V™ay, + bz)
= (a + a\b + ot @u 0™ A (e - by).
Din regularitatea lui 4™ la inmuliire, deducem egalitatea:
an + bz = cp + by = 3,
cu:
0<a,<b,0Le,<h
Unicitatea restului impdrtirii lui z la b arald ci avem a,, = ¢,. Coeficientii

a,, §i ¢y, fiind egali contrar ipotezei, reprezentarea lui n este unici.

TEOREMA | b fiind un intreg strict mai mare ca 1, orice intreg strict pozitiv n
15 se poate reprezenta in mod unie prin simbolul gy ...a,¢,a,,) unde
intregii a, si b sint astfel ineit:

n = qb* 4 ... 4+ ah® + a,b' + q,
eu:

O<ap<bh O<ag<bpentru 0L<h <k

2.5.2. Sistem zecimal si sistem binar

Cele doud sisteme cele mai folosite sint sistemul zecimal (b = 10) si sistemul
binar (b = 2). Aceastd carte este scrisd in sistemul zecimal; cifrele sint simbo-
lurile bine cunoscute:

{0,1,2,3,4,5,6,7, 8, 9.
Sistemul binar nu are decit doud cifre: 0 si 1.
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Tabloul de corespondenti de mai jos di scrierea, in sistemul binar, a i

ntregilor

cupringi intre 0 §i 99 (zecile se vor citi pe linie iar unititile pe coloane): ,

Unititi

4

0

1010
10100
11110
101000
110010
111100
1000110
1010000
1011010

D D NS WD = O

1
1011
10101
1111
101001
110011
111101
1000111
1016001
1011011

10
1100
10110
100060
101010
110100
111110
1001000
1016010
1011100

11

1101
10111
100001
101011,
110101
111111
1001001
1010011
1011101

100
1110
11000
100010,
101100
110110
1000000
1001010
1010100
1011110

101
1111
11001
100011
101101
110111
1000001
1001011
1010101
1011111

110} 111
10000; 10001
11010 11011

100100; 100101
101110] 101111
111000| 111001
1000010} 1000011
1001100] 10601101
1010110} 1010111
1100000] 1100001

1000
10010
11100

100110
110000
111010
1000100
1001110
1011000
1100010

1001
10011
11101

100111
110001
111011
1000101
1001111
1011001
1100011

De exemplu: 100, = o0 sutd = 1100100, = 20 + 2° + 2°
= 64(10) + gi(m) + 2;(10)'

EXERCITH

1. S se demonstreze cd un intreg secris cu p cifre in sistem
(3p — 2) cifre §i_cel mult 4p cifre in sistemul binar.

Pentru n mai mic sau egal cu 1

presupunem deci: n > 10, si:
10 < n < 107

ge deduc imediat inegalititile:

Dacii avem:

993 = gP=t < 10P-1 'y

0, enuntul este adeviirat, ciici p esl

(p>1),

n < 10P < 169 = 2P,

2t K n o< 29,

ge deduc inegalitilile:

3P"3<q,
Ip—2<g< A

gt < 4p,

care permit demonstrarea proprietitii enuntate.

ul zecimal necesitd cel pufin

¢ atunci egal cu 1. S&
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II. Existd oare un sistem de bazd b in care sd se poald scrie o egalitate de formas
z2E X 7% = Jy5599°
O astfel de egalitate se scrie:
a2 + b+ 1)2 = (b5 + b + B3 b2 4 b+ 1)
=y + b+ 1) (12 + 1),
Se deduce egalitatea: ‘
22 + b + 1) = y(b® + 1).
=y —1) + 2y
=ylb—1) (b*+ b+ 1) + 2.
{b? - b 4 1) divide pe 2y deoarece avem:
2y = (B2 + b+ 1) (a* — y[b — 1)),
Or, noi slim ci: 0 < y < b,
de unde:
0<2y<2<<h24+ 1< b4 b1,

in consecint#, egalitatea propusi este imposibil de scris oricare ar fi baza.
Egalitatea zz X zx = yyyy are, din contri, o infinitate de solutii; de exemplu§

8501 X 58( = 4ikapy)
Intr-adevir, aceasta egalitate se scrie in numeratie zecimali:
BX74+52=(X7+4X7+4x7+4
sau incd:
402 = 4 X (343 + 49 + 7 + 1).

111. Sd se demonstreze cd, pentru orice intreg n strict pozitiv, existd un intreg k si un intreg ¢t
strict positivi astfel incit, pentru orice intreg x:

(m > k) => (n divide am+l — gm),

Si considerdm sirul um, definit prin: m \—> uy = (am, b, Cimy..., m), Unde am, bm, ..., bin
sint cifrele din dreapta ale numerelor 0™, 1m, .. (n — 1)m scrise in sistemul de bazi n
(pentru n = 1, enuniul nu prezintd interes). Acesti intregi sint cifrele din dreapta ale lu-
turor numerelor #™. Dacd doud elemente ale sirului sint egale, si succesorii lor sint egali:
U = Uy == Umyy = Upyg, $1 a5a mai departe. :
Or, numirul valorilor lui uy;, este limitat ciici existd cel mult »* siruri finite de n cifre.

Aplicatia: ;
u = [mil—> upl
nu este deci injectivi; se pot giisi deci doi intregi k si ¢ astfel incit:

uy = U, (¢ > 1),
ceea ce demonstreazd proprietatea: L .
Acest exercifiu se poate interpreta in inelul Z/nZ; aplicatiile [m |—> 2™] admit aici o peri-

0udd comund ¢ plecind de la rangul k.
intr-adevir, @m, bm, ..., km sint clasele lui 0m, 17, .. (n — 1)m modulo n.
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Determinarea lui k si ¢ incepind de la n, depinde in general de descompunerea lui » in faclort
primi. Pentru n = 72, gisim spre cxempla &k = 3 si t = 6.

IV, Sa se calculeze numdrul:

1) ° 3 &, 5 7
1= N1+ 2+2 2+ 2
(- (i sraty)

“ . v s e e . .1 . .
Si se deducd dezvoltarea octald infinitd a numdrului o (sistemul octal are ca basd pe 8).
. £ 3
Nota. — Acest exercitiu face si inlervind numerele rationale.
Se giisesle ugor:
1

1 2 3 4 5 7 1 1 .1 1,1
PR I (T T A T A A I I R e e R~ e
( 8]( +3 }‘8=+8‘!+s"‘-85) 3 l~83+83+84-*85+8“+

1 1,01 1,1, 1,1 1
1 -1+ =F=F+=F—F =+ —|=1—=.
[ 8)( +8+83+8“+8‘+85}—8"] 87

Or:

7 1 1
— |+
87 87 49

1 2 3 4 5
=|l=t+=+=+=+ =+

[82 + g3 84 g5 8¢
‘Se deduce urmiloarca dezvoltare octald (49 se scrie 61 in sistem octal):
11 — 0,012345701234570123457...

(Se va pulea compara cu dezvoltarca zecimali:

A _ 0,012 345 679 012 345 679 012 1]

81

EXERCITN

2.86. Un numir n = xyz (in sistemul zecimal) este astfel incit:

n 4 86 = 73y, n — 270 = yzz.

Ce se poale spune despre numirul sya?
2.87. x i yau respeeliv 5 si 3 cifre (in sistemul zecimal),
4° Ce se poate spunc de numdirul cifrelor:

lui = -+ y? Wi 2y? lui y"?
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2° Ce se poate spune despre citul si restul impirfirii lui 2 prin y?

2.88. 1° S¥ se giseascd numerele de trei cifre (in sistemul zecimal) al ciror produs prm 8
sc termind prin 896.

2° Si se giseascd un numir de patru cifre al ciirui produs prin 7 se termini cu & 89%.
3° Sii se giseascd un numdr de trei cifre al cirui produs cu 87 se termini cu 658.

2.80. 1° Si se interpreteze schema urmitoare (inmultirca musulmani) care di produsul
lui 873 cu 34:

8§17 1|3
AN
4 3\\2\87\\2 2
3 | 24308 8
2 19 3

(873 X 34 = 29 682)
2° Sii se enunte regula si si se aplice la produsul;
3 524 x 237 = 835 188,
2.90. In tmpirtirea pe N (sistem zecimal):
a=bg+r 0Kr<b,

@ are o cifre, b are f cifre. Ce se poate spune despre numirul de cifre al lui ¢?
2.91. Acelasi exercifiu in sistemul binar, apoi in sistemul octal.

2.92, S& se scrie numiirul 4207;) in sistem binar; . .
1° Trecind prin sistemul zecimal.
2° Direct.

2.93. S# se rezolve ecuatia definitd prin:
é?3(10) = 2—7(11)-
2.94. Si se rezolve ecuatia definitd prin:
1—3?;(10) = 2—5§(b)'
2.95. 84 se rezolve ecuafia definiti prin:
303() = 523p).
2.9G, S# se exprime in sistem zecimal, reguli simple care dau clasele modulo n pentru:

n = {2, 5, 10, &, 25, 100},

116



2,97, Acelagi exercifiu pentru n = 11 (se va calcula restul medulo 11 al lui 107 — (—1)»),
Exemplu:

278 531; 753 457; 559 721,

2.98. Acelagi exercitiu pentru: n = {99, 999, 9 999}
2.99. Si se impartd 111 111 1a 111, si 3 003 la 33,

2,100, S4 se demonstreze ci 6 divide pe » dacd §i numai dacii 6 divide multiplul de patru
al sumei cifrelor lui » mai pufin de trei ori cifra din dreapta (sistemn zecimal).

2.101. Si se compare resturile impdrfirii lui » la 141 si al lui (1 000n) la 111,
83 se calculeze resturile impartirilor lui (10% 4- 404 + 1) la 111 si-lui (10 + 105 4 1)
la 111.

2,102. Si se demonstreze cii, dac d si u sint cifrele zecilor si unititilor unui numir, acest
numir este divizibil cu 4 dacit 2d 4 u este multiplu de 4.

2,108, Sii se demonstreze cii, daci ¢, d, u sint cifrele sutelor, zecilor i unititilor unui numar,
acest numiir este divizibil cu 8 daci:

4¢ 4 2d 4 u este multiplu de 8.

2,104, Fie n intreg, n > 6. S se scrie (n 4+ 1)* in sistemul de bazi n.

2,105. Un numir N se scrie abe in sistemul de bazd treisprezece (numerele zece, unsprezece
si doisprezece sint reprezentate respectiv de cifrele o, B, v).

in ce conditie N este divizibil cu: treisprezece? cu patratul lui treisprezece?

Si se scrie numirul 1001 din sistemul zecimal in sistemul cu baza treisprezece.

2.106. Si se tmpart3 la 7 numerele 10, 100, 1 000, 10 000 etc.
84 se deduci un criteriu de divizibilitate cu 7.

2,107, S# se determine cifrele z i y ale numérului 28 z 75 y penlru ca acest numir si fie
divizibil cu 3 si cu 11.

2,108, Si se determine cifrele z, y si z ale numirului 13 zy 45 z pentru ca acest numir s}
fie divizibil cu 8, 9 §i 11. :

2.109. Dou# numere sint scrise cu aceleasi cifre intr-o ordine diferiti. S& se demonstreze ci
diferenta lor este un multiplu de 9. Se intimpla acelasi lucru cu suma?

2,110. 1° Cum se poate face proba prin 5 a unei inmul{iri si a unei impiirtiri? Accastd prob#
are vreo insemnitate?

2° Aceeasi intrebare pentru proba prin 3.

2.111. Se.face produsul lui 15 724 cu 307 scriind din greseald cifra 2 a celui de al doilea
produs par{ial nenul in coloana zecilor in loc si-1 scriem in coloana sutelor. S& se demon-
streze cd proba prin 9 reugeste. S& se spund de ce?

Proba prin 11 va semnala eroarea?

2.112. 1° Si se calculeze in orice sistem de numeratie a céirui bazdi este mai mare ca 4,
Atratele numerelor 11, 111, 1 111,
Vom nota ci, in produsul 111 X 111, nu existi cifrd de transport.)

2° S se deducd de aici cdl in orice sistem de numeratie a cirui bazi este mai mare ca %,
numerele 121, 12 321, 1 234 321 sint pitrate perfecte.

2,118, Din cgalitatea:
1001 =7 x 11 X 183,

s# se deducd un criteriu de divizibilitate cu 7 si cu 13,
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2.114. Care sint resturile Impirtirii puterilor lui 10 la 45?
Si se deducit un criteriu de divizibilitate cu 45.

2.115. Si se fmpartd 1 000 la 37. Si se deduci un crileriu de divizibilitate cu 37.
2.116. S& se interpreteze ecgalitatea:

bt — 1= (b — 1) (Pt 2 p B2 b 1)
pentru:
be N si b> 2.

2.117. in ce sistem de numeratie numirul unsprezece se scrie 102?
2.118. In ce sistem de numeralic numirul 10 000 din sistemul zecimal se scrie 14 641?

2.119. Sa se scrie numirul 68 425 din sislemul zecimal in sistemul cu baza opt si in sistemul
cu baza doisprezece.

2.120, Numiirul 16 524 esle scris in sistemul cu baza saple. Si se scrie in sistemul cu baza
noud.
2,121, fn ce sistem de numeratie avem:

21 X 12 = 1 022?

2,122, In ce sislem de numeratie avem:

31 X 43 = 4437

|

2,128, in ce sistem de numeralie avem:

324 - 223 = 1 102?

2,124, in sistemul cu baza doisprezece, un numir se scrie abe. In sistemul cu baza cinei,

acelasi numiir se scrie abco. Care este acest numiir?
2,125, Cile numere de trei cifre avem intr-un sistem de bazi n?
2,126. Sa se verifice cii:

z(z+ 1) (2 + 2) (2 4 3) + 1 = (2* + 32 4 1)4

Si se deduci de aici cil, in orice sistem de numeratie a ciirui bazii esle mai mare ca 3, avem:

10 x 11 x 12 x 13 4 1 = (131)2

2.127. In ce sisteme de numeratie numiirul unsprezece se scrie cu doud cifre?

2,128, Sii se demonstreze ¢i, in orice sistem de numeralie a ciirui bazi este mai mare ca
Lrei, numiirul 1331 este cubul unui numir intreg x. Si se delermine acest numir x.

2.129. Care sint numerele, in sisiemul zecimal, care se scriu cu patru cifre in sistemul binar
si doud in sislemul duodecimal? ‘

2.130. 1° Si sc formeze tabela de adunare in sistemul cu baza cinci.

2° Sii se calculeze suma numerelor: 3 402 - 231 -J- 2 034 scrise in sistemul cu baza cinci,
folosind tabela precedenti.
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2.181. 54 se efectueze sciderea & 123 — 204, numerele fiind scrise in sistemul cu baza
cinci.

2,132, 1° S# se formeze tabela de inmulfire in sistemul cu baza sapte.

2° Sit se foloseascd aceastdi tabeld pentru a calcula produsul numerelor care se scriu, in

acest sistem, 43 si 25. Si se verifice rezultatul calculind in sistemul zecimal.
2,183. Si se cfectueze urmitoarele operaiii in sistemul binar:

10 4 10; 100 X 10; 111 x 11,
2.184. S# se rezolve ecuatia (in sistemul zecimal) definitd prin

Tabede X 3 = abedel.

2,185. Acelasi exercitiu pentru ecuatia definitd prin:

zy = (2 X ya) + 1.

PROBLEME

2.186. Fie a, b, ¢, d intregi relativi fixati. Oricdrei perechi (x, y) de intregi relativi, i se
asociazd perechea (X, Y) definitd prin: .

X = azx + by; Y =cz 1+ dy.

4° S# se demonstreze ci se obtine astfel o aplieatie ¢ de la Z x Z la el insusi.

9° 81 se scrie matricial egalititile precedente. Care sint proprietitile Jui ¢ care 0 apropie
de o aplicatie liniar§? De ce Z X Z nu este un spatiu vectorial?

3° In ce conditie ¢ este injectivi?
4° in ce condifie ¢ este surjectivd? :
5° Sa se demonstreze ci multimea aplicatiilor o peate primi o structurd de grup comutativ,

6° Sa se demonstreze ci accastdi mulfime poate primi o struclurd de inel unitar necomu-
tativ.

7° S# se delermine aplicatiile ¢ astfel incit, pentru orice alld aplicatie ¢ a mullimii, s
avem:

9oy =doq.
8° Si se demonstreze ci, dacii @ este dat, existd doi intregi relativi A si p, astfel incit:
9% = 29 + pi,

unde o = ¢ o p si unde i cste elementul noutru pentru inmullirea definitd la 6°.
2,187. Sc considerd matricile:
_ ( 0 3
- 14
2 0)

I=(1 0],
0 1

si multimea matricilor M = 32 4 y4, unde = si y sinl intregi relativi arbitrari,
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1° Si se demonstreze ci mullimea matricilor M formeazi un inel necomulaliv
Acesl inel este unijtar?

2° i‘;ﬁ se determi ;e matricile M, dacii existd, astfel incit si existe o matrice M’ din aceeasi
mullime cu:

MM = M'M = 1.

3° 8i sc demonstreze ci inelul este integru. (Se vor folosi proprietilile numerelor prime
din capitolul 3.)

2.188. Se considerd n intregi relativi z,, z,, ..., 25, astfel incit, pentru orice indice i:

foi [ <1,

1° Si se demonstreze cii, dacd suma z, + x, + ... -+ 2, este nuld, atunci suma

zy + 2z, - 325 + .. + nzp
2
o= - . N . . n
esle mai micd sau egalid ca cel mai mare intreg care este mai mic sau egal cu -
4]
2° 8i se construiasci multimile {»,, z,, ..., 25} pentru care a doua sumi este efectiv egaly

2

o . . n

cu cel mai mare intreg mai mic sau egal cu -
£ 3

2,139. Fie A un inel.

1° Si se demonstreze ci multimea AL a aplicatiilor unei multimi fixate £ in}4 este un inel,

Ce s poate spune despre AF: dacii A este unitar? daci A esle comutativ?
S3 se studieze cazul in care 4 este integru.

2° Se presupune ci E este inzestrald cu o lege multiplicativi fatd de care este un grup G,
Se presupune cii G esle finiti, si se pune in AC:

(t* g)(z) = 2, Hay™) (g(y)e
Ve

53 sc demonstreze ¢ aceastil lege, adiiugati la adunarea naturald, face din AG un inel dis-
Linct de cel care a lost studial la 1°. Ce se poate spune despre acest inel: dac A este unilar?
dacii 4 si G sint comutative?

2.140. A este un inel unitar, 4* este muliimea elementelor lui 4 care admit un invers
in A,

1° Ce se poate spune despre A*: daci A = Z? daci A este un corp?
2° 84 se demonstreze ci A* esle un grup multiplicativ,
3° Inzestram produsul carlezian A* X A cu legea:

(a, b} X (e, d) = (ac, be + d).
83 se demonstreze cii se definesle astfel un grup. Este ¢l comutativ?
4° 8i se studieze mul{imea matricilor:

unde e si b sint numere reale cu: a £ 0.

5° Ce se poate spune despre grupul construit 1a 3° pe multimea Z* x Z? (Z* are aici sensul
definit la inceputul problemei, si nu cel de Z — {0}.)
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3. NUMERE INTREG! PRIME

3.1. Intregi primi naturali.

3.2. [Intregi primi relativi.

3.3. Multipli si divizori comuni.
3.4. Intregi primi intre ei.

3.5. Algoritmu.

3.1. INTREGI PRIMI NATURALI

3.1.1. Divizibilitate in N

Am definit la numérul 2.4.1. divizibilitatea in Z : z divide y(y este un multiplu
de z) daci, si numai dacd, existd un intreg z astfel incit:

Yy = zz.

Se noteazd: z|y; simbolul ,,|“ inseamnd ,,divide*. Vom nota de asemenea cu
z Ay, »x nu divide pe y“.

N o . . " ~ A Y
€ind z divide pe y, convenim si notim citul: z = ¥£.
T

De exemplu:

| GeB) = (z]0) (1)

In afara acestei proprietiti si mai notim doui relatii foarte simple:

I z|x I (2)

| @lysiyln —Gla | @)

care sint consecinte imediate ale definiiei.
In sfirsit:

| wem —issi(—Dia | (@
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Divizibilitatea piistreazi urmitorul sens in N: intregul natural n divide intre-
gul natural m daci, si numai dacd, (-n) divide (+m); notdm: n | m. Dupd
regula scmnelor de la nr. 2.2.3, se poate scrie:

n|m<= (Ax? nd = m) (neN, meN) (5)

Relatiille: n|0,n|n,1|n
gi: (n|m§im|r)———=>(n1r)

evident sint valabile in N. Dar divizibilitatea intre intregii naturali este mai
simpld ca intre intregi relativi cdci ea defineste o relajte de ordine pariald
in N. Intr-adevir, dupd nr. 1.2.3, stim ¢ avem in N:

(nm = 1) <= (n =m = 1).

S# presupunem deci cdi doi intregi naturali n si m se divid unul pe aliul:

nim-—=—>m=nu (u €N),

mln=>n=mv (v €N);
rezultii: m = nu = (mv)u = m(vw).
Daci m nu este nul, deducem:

(1 =vu) = (v = 1) == (n = m).
Dacd i este nul, atunci:
n=nv=0=0=m

In toate cazurile, n si m sint egale:

(n|m §i (m|n)=>(n=m) | (6}

Relatiile (2), (5) i (6) permit enuntarea urmitoareil teoreme:
TEOREMA | Relatia de divizibilitate in N este o relatie de ordine parfiali..
1

Teorema 1 este adeviratd si in N*. Se poate chiar demonstra relatia urmd-
toare:

(m=£0sin|m)—=(n=0s5in<m (7y

Intr-adevir:
(m=nd=0)=>(n+0 s d+0)
= (d > 1) -= (m > n).
(Relatiile (6) si (7) sint evident false in Z; intr-adevir:
(=) 11,1 (=1, 15 (=1), 1 £ (1)
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S4 semnalim in sfirgit trei consecinfe imediate ale definitiei, adevarate in
N ca si in Z:

(| y) == (x| y2) 8
(x| ¥) = (23] y2) 9)
(z|y) si(x|2)=>(z|y+2) (10)

3.1.2. Numere prime in N

‘Orice intreg natural # ii are pe 1 si n ca divizori [(2) si (4)]. Daci n nu este
egal cu 1, admite deci cel putin doi divizori. Unii intregi au si mai mulli: 0
are o infinitate de divizori in N (orice intreg il divide pe 0); 24 are 8 divizori
in N:

div 24 = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}.

In acest paragraf, simbolul div n reprezinti mullimea divizorilor intregi
naturali ai lui n. S& convenim, penlru a simplifica, s& numim ,divizor* si
»intreg® divizorii intregi naturali §i numerele intregi naturale, pentru tot para-
graful 3.1.

Anumiti intregi, ca 13, nu au decit doi divizori:

div 13 = {1, 13}. Astlel de intregi sinl numili intregi naturali primi (prescurtat:
numere prime, in tot acest paragrafl); 24 nu cste deci numir prim: el este
mumit compus; 0 si 1 nu sint numere prime!, dar in general nu sint conside-
rate nici numere compuse. ‘
Comportamentul lor fatd de impdrtirea in N este mai special si constituie o
sursit de dificultiti de limbaj. ,

Sd rezumam acesle notiuni enuntind:

DEFINITIA / Un intreg natural este numit numir prim daci are numai doi
1 divizori eare apartin lui N. Un intreg mai mare ca 2 este numit
compus dacdi nu este prim.

Relatia (7) intre intregi nenuli:
nlm=—n<m,

-este esenliald pentru studiul numerelor prime céci ea dovedeste ci un intreg
are un numir finit de divizori. Incercirile permit deci sd se determine daca
-un intreg dat este prim (a se vedea nr. 3.1.4). Un tabel de numere prime mai
mici ca 5 000 este dat la pagina 192 i urmétoarele; extragem de acolo urmi-
‘toarele numere:

2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. 31, 37, 41, 43, 47.

‘Se poate construi un gir:
n|l— py,

1 Conventia care-l exclude pe 1 din mul{imea numerelor prime nu este absolut universald.
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astfel incit p; = 2 si unde p,,, este cel mai mic numdr prim strict mai mare
ca p,; astfel: .

P2 =3, pn =31, ps =83
p253 = 1 607, p664 999 — 10 006 721.

3.1.3. Divizori primi in N

Am observat deja ¢ intregul n ar putea avea cel mult » divizori (7). Sd presu-
punem: n > 2, si fie p cel mai mic dintre divizorii sdi diferit de 1. Dacd p
ar fi compus, am putea scrie:

n=pd, p=abcu:p>2
gi de exemplu:
p>a>b>1;

n = pd = (ab)d = a(bd),

de unde:

cu: ‘
p>a>1.

Aceasta contrazice faplul ci p este minimal: p este deci prim.

TEOREMA | Orice intreg mai mare sau egal cu 2 admite cel putin un divizor
2 prim.

Intregii 2, 3, 4, 5, 6 se pot scrie ca produse de numere prime. Yom :spune,
prin abuz de limbaj, cd un intreg poate fi considerat ca un produs de ,un®
factor. Tinind seama de aceste doud observatii, se poate scrie:
=2 3=3  4=2X2,
5 =5, =3 X 2.
Si admitem o aceastd proprietate este adevirati pentru toii intregii mai

mici sau egali cu n (conform teoremei 3, nr. 1.1.3), si sil considerdm intregul
(n ++ 1). Dacé acesta nu este prim, se poate scrie atunci egalitatea:

n + 1 = uy,
cu:
v<ndi.

Tntregul u se poate deci scrie ca produs de numere prime; la fel si intregul ¢,
deci si (n + 1). Dacd (r + 1) este prim, se poate scrie:

n+1=p, pprim

fn final. orice intreg » mai mare sau egal cu 2 este egal cu un produs de numere-
. 2 . - . A ~ - : Y

prime. Un divizor prim putind sd apard de mai multe ori in descompunere, se-

regrupeazi divizorii egali intre ei. De exemplu:

72=2%X2X2X3x3=2%x3%
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TEOREMA / Orice intreg mai mare sau egal cu 2 se poate serie ca produs de
3 numere prime naturale.

Se poate demonstra teorema 3, altfel, ca un corolar al teoremei 2.

Sii presupunem fntr-adeviir, ci existi doi intregi pentru care teorema 3 este falsi. Fie n
cel mai mic dintre ei; n nefiind prim admite totusi un divizor prim p. Dar atunci:

n=pm, m<n.

Teorema 3 fiind adeviratd pentru m, se ajunge la o contradictie.

O altd consecin}i a teoremei 2 este importantd. S¥ presupunem ci nu existi
decit s numere prime p;, p,,...,p,, §i 8 considerim intregul:

= PiP2--Ps + 1;
r admite un divizor prim p. Totusi, fiecare din egalititile:
P=Pn P=DPp:y P=Pp,

este evident falsd, deoarece p nu divide pe 1. Exist# deci o infinitate de numere
prime (sau incd: existd un numir prim mai mare ca un intreg dat).
Enuntim:

TEOREMA | Existd o infinitate de numere prime naturale,
8 . .

EXERCITIU

Sd se demonstreze inegalitatea:
Pn < 2™ (n > 1), unde m = 21,
Aceastdl inegalitale este adeviratd pentru n = 1 cdci:
p;y =25 2< 22
S3% o presupunem adeviratd pentru n; atunci intregul:
@ = ppa...pn + 1

admite un divizer prim ¢ strict mai mare ca py.
Dar se poate scrie:

Pra S 4 @< 222928 977 4 4,
Avem:
9203 .. 22 — 9"V,
deci a fortiori:
a<hXx 2(27'“_2),
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sau:
a < 2r,

cu:
o+l _g on+l
r=22 x 2 ) =¥,

ceea ce demonsireazit inegalilalea:

Py < 2:"1,

si proprietalea ceruti.

Si mai ddm incd o demonstratie, pulin diferitd, a teoremei 4. S& presupunem
intr-adeviir ¢d toate numerele prime sint mai mici ca un anumit intreg m.
Atunci, intregul:

n=m!+4+1

admite cel putin un divizor prim p, care este in mod necesar strict mai mare
«a n, de unde o contradictie.

3.1.4. Proprietati diverse

1. Ciutarea numerelor prime este delicati. Si reamintim principiul ciurulu
lui Eratostene; pentru a determina dacd un numir fixat (419 de exemplu)
este prim, trebuic incercaii toti divizorii eventuali d astfel incit:

d < 419.
De fapt, este suficient sd-i ciutdim pe aceia care sint astfel incit:
d* < 419,

cici o descompunere: 419 =d X n
este astfel incit, dacd d este cel mai mic dintre cei doi divizori, atunci:

d X n> d? deci: d* < 419.

Este deci suficient si Indim: d < 21 cdci 21* > 419.

Pe de altd parte, teorema 2 arald cd este suficient sd ne limitim la valorile
lui d care sint numere prime (cel mai mic divizor al lui 419 este prim).
Pe un tabel care di intregii de la 1 la 419, se laie deci multiplii lui 2 (plecind
de la 4 = 2?), apoi aceia ai lui 3 (plecind de la 9 = 3% etc.

In cazul ales, se considerd deci succesiv multiplii lui 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 si
19. Numerele netiiate sint numerele prime mai mici sau egale cu 419. Cum
419 nu este tdiat, el este prim.

O asezare regulatd a numerelor atrage dupd sine o asezare regulatd a multi-
plilor lui 2, 3, 5 cte. Ea ne poate ajuta in cele de mai sus.

9. Putem imbunilidti putin aceastd metodd ciiutind numerele prime numai
in anumite giruri aritmetice; astfel, numerele de forma:

2n -+ 0, 3n 4 0, 6n -- 0,
6n + 2, 6n 4 3, 6n 4 4
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sint evident compuse (in afara valorilor exceplionale, ca n = 0). De aceea se
cautd numerele prime numai in cele doud siruri: '

n\— 6n 4 1, nil~>6n+5
(numai 2 si 3 nu sint in aceste siruri).
3. Se poate ardta cii se obtine cea mai mare eficacitate in ciutarea numerelor
prime mai mici sau egale decit intregul a studiind girurile de forma:
nil— i\n 4+ u,

unde A este un produs de numere prime.
De exemplu, s luim A = 30 = 2'x 3 x 5;
p nu poate lua decit valorile:
e {1,711, 13, 17, 19, 23, 29)
(numai 2, 3, 5 nu sint in aceste opt siruri).
Pentru @ = 419, este suficient si marginim valorile lui » la 13 cici:
30 x 14 > 419,
4. Numere prime mai mict ca 420.
P=2, 3,5 si:

., ! l 7 11 13 17 19 23 29
0 7 | U 13 17 | 19 | 23 | 29
1 31 37 | 41 43 47 53 59
2 61 67 71 73 79 83 89
3 97 101 103 107 109 113
4 127 131 137 139 149
5 151 157 163 167 173 179
6 | 181 191 | 193 | 197 | 199 '

7 |21 223 | 227 | 229 | 233 | 239
8 241 251 257 263 269
9 | 271 | 277 | 281 | 283 293

10 307 | 311 | 313 | 317

11 | 331 | 337 | 347 | 349 | 353 | 359
12 367 373 379 383 389
13 397 | 401 | 409 419

. Distributia numerelor prime nu este regulati. Astfel, se pot construi
giruri de n intregi conseculivi compusi toti (este suficient si punem m =
= (n 4 1)!, si sd considerdm sirul finit:

m+2,m+3,m+4 .,m+n—14,m+nm+n+1).
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Se pot totusi demonstra anumite teoreme, foarte dificile, ca:

@) Dacd a si b nu au divizori comuni, existd o infinitate de numere prime de
forma:

p = an + b (Dirichlet).
b) tntre n si 2n, existd cel putin un numdir prim:
n<p<2n (Cebisev).

¢) Orice numir impar mai mare ca 33'% gste suma a trei numere prime (Vino-
gradov).

d) Pentru m fixat, avem:
lim [n I—> L’ﬂi-"ﬂ'-] — 1. (Hadamard, de la Vallée Poussin)-
+o Pum

De exemplu:

1py + 23py _ 11 X 83423 X 31 1626 4 oy
Pass 1607 1607

Acest ultim rezultat este o consecintd a egalitatii:

lim [n j—s 1 —] =1,
4o nlogn

EXERCITIU

Sa se demonstreze cé existd o infinitate de numere prime de forma:
p = 4n - 3.
Si presupunem ci ipoteza este falsdl §i sii considerim produsul @ al numerelor prime:
3, 7, 1, 19, ..,
de forma (4n + 3). Atunci intregul impar:
b=bha—1
nu are decit divizori primi de forma:
g=1In+1,
ciici nici un numir prim de_ forma (4n 4 3} nu-l poate divide pe b.
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Dar deoarece ¢ = 1 [4], egalilatea b = ¢y¢....qm conduce la congruenta:
=1 [4]

care estc falsi; aceastii contradictie demonstreazi rezullatul cnunfat.

EXERCITH

8.1. Sii sc rezolve ecuatia definitd pe Z prin:
9z — 15y = 1.

8.2, Intregii 2 309, 2 501, 4 825, 7 281 sint primi?
8.3. Intregii 111,1 111,11 111,111 111,1 111 111 sint primi?

8.4. Si se demonstreze ci intr-un grup de zece numere ca cele de mai sus nu pot si existe
mai mult de patru numere prime.

8.5. Si se demonstreze cil existd o infinitate de numere prime de forma:
p=4n—1.
8.8. Sii sec demonstreze cit existid o infinilale de numere prime de forma:
p=6n-—1.

8.7. Sii se demonstreze cii, dacii p 5i 8p — 1 sint prime, 8p + 1 csle compus. (Si se stu-
dieze congruentele modulo 3.)

8.8. Si sc demonstreze cii, dacit p si 8p® + 1 sint prime, 8p* — 1 este compus.

8.9. Si sc demonstreze ci descompuncrea din_teorema 8 este unicil.
{Se va considera cel mai mic intreg a care admite dou& descompuneri distincte:

a = nym,...mp, m < m <. < mp,

@ = NyN,...Nnq, n < Ny K .. < R,

si se va ariila succesiv cii m, este dislinct de n,, cii m; nu poate divide citul lui a prin n,
gi cii egalitafile m; < ny si n, < m, sint false amindoud.)

8.10. Sit se descompuni in factori urmatorii intregi:

450, 480, 1 600, 1 848, 3 960, 6 006, 8 200, 1 332, 8 472, 18 840,“16 808, 111 111, 111 333
125 250, 125 375, 183 652, 288 144, 360 360.

8.11. Si se descompunit in factori Fird si se calculeze, intregii n!, cu n mai mic sau egal

cu 15,

8.12, Si se determine exponentul intregului 3 in descompunerea numiirului 100!

8.18. Si se demonslreze c¢i suma a doi inlregi impari consecutivi esle divizibild cu &.

8.14. Carc este reslnl modulo 3 al intregului "’_{“’.;"Z_;i.)_?
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8.15. Si se calculeze restul modulo 7 al intregului (32)%.

8.16. Ce se poate spunc despre restul modulo 5 al pitratului unui numdr intreg? Ce se poale

spune despre restul modulo 8 al pitratului unui numir impar?

8.17. 84 se rezolve congruenicle:

22=0 [7];
2=1 [7];
22=2 [7);
z2=3 [7]

8.18, Care sint intregii relalivi a astfel incit congruenta:

sd aibd cel putin o solutie?

2=a [7]

8.19. Si se demonstreze cii dacii un intreg z divide intregii a’—a, b'—b si ¢’—e, el divide
atunci intregii a’d’c’ — abe si (@’d’¢’)* — (abe)® (n & N).

8.20. Care sint intregii n:

a) astfel incit » sd dividd pe (n + 8)?
b) astfel incit (n — 1) si dividd pe (n + 11)?
¢) astfel incit n — 4 si dividd pe 3n 4 247

8.21. Si se demonstreze ci intregul z(x + 1) (z + 2) este divizibil cu 2 si cu 3.
8.22, Si se rezolve congruenfa:

8.23. Si se demonstreze cit intregul z(z 4 1)(z + 2){z 4 3)(z + 4) este divizibil cu 3

cu 5 si cu 8.

8.24. Si se demonstreze ci intregul:

este un multiplu de 9.

z{z 4+ 1) 24+ 1) =0 [6]

10%(9n — 1) 4+ 1, (n N)

8.25. Si se demonstreze cdl intregul relativ:

este divizibil cu 2 si cu 3.

22z + 1){(7z2+ 1), € Z

8.26, Si se demonstreze cii intregul relativ:

este un multiplu de 3, (=, y) € Z2.

3.27. Sa se demon§trezp cd, pentru ca un numdr scris in sistemul zecimal si fie divizibil
cu 6, este necesar si suficient ca suma dintre cifra unititilor si de patru ori suma celorlalie

cifre si fie divizibild cu 6.
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8.28. Si se demonstreze ci, oricare ar fi » aparfinind lui N:
m— 72 = 12 [36];
97 — 972 = 16 [64];
11" — 1172 = 20 [100];
(2m 4+ 1) — 2m + 1)*2 = 4m [4m?], m  N.
8.29. Sit se demonslreze ci intregul: @ = py + ppyy Nu este prim si o divizorii sii primi
sint strict mai mici ca p, (p, este al n-lea numar prim nalural).
8.30. Si sc demonstreze cit cgalitatea:

Pnsr=pan+ 2
implicd una din cele trei congruente:
Ppn= —1 [30], pp =11 ([30], pp = 17 [30]
8.31. Sd sc determine doud numere prime naturale p si ¢ astfel incit:
pP =8¢+ 1.

8.32, Si se demonstreze cd, dacdl ™ — 1 este prim, a trebuie si fic egal cu 2.

Si se demonstreze cii, dac n este compus, 2% — 1 nu este prim.

S se demonstreze ci, daci p esle prim, 22 — 1 este prim pentru anumite valori ale lui P
si este compus pentru alte valori ale lui p.

(Numerele prime de forma 2P — 1 sint numite numerele lui Mersenne,)

8.33. Siise demonstreze ¢, dacd 2" 4- 1 este prim, n trebuie si fie o putere a lui 2. (Nume-
rele prime de forma 22" 4 1 sint numite numerele lui Fermat.)
Si se verifice, prin congruente modulo 641, congruenta:

2% 4+ 1=0 [641]

Exist® numere prime de forma " 4 1, cu: a > 2?
8.34. Si se descompund in factori toate numerele:

n=a"+4 (0 a<6)
Existi numere prime de aceastii formi?

8.35, Si sc demonstreze ci, dacd p, ¢, » sint trei numere prime mai mari sau cgale ca 5,
intregul p? 4 ¢ + r® este compus. ‘

8.36. Si se demonstreze ci suma a cel putin doi intregi impari consecutivi este compusi.
8.37. Si se determine restul modulo 5 al intregului:

(2 222)3 333 . (3 333)2 22,
8.38. Sii se determine intregii » astfel incit 13 s dividi intregul:
3" 4 gn 4 1,
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4,89, SA se calculeze produsul:
(a® — a + 1){a® + e + 1).

Numiirul a* + @2 + 1 poate fi prim?
8.40. Sia se demonstreze cii, dacii p este un numiir prim:

{p]1806) <=> (p — 11 806).

3.2. INTREGI PRIMI RELATIVI

3.2.1. Numere prime in Z

Orice intreg relativ z are 1,(—1), z §i (—=z) ca divizori care apartin lui Z.
Anumiti intregi au gi mai multi; de exemplu, 24 are 16 divizori, care formeazi
multimea (conform nr. 3.1.2):

div 24 = {1, —1, 2, —2, 3, —3, 4, —4, 6, —6, 8, —8, 12, —12, 24, —24}.
(Aici, div z este multimea divizorilor lui z care apartin lui Z.)
Implicatia:
tx = yz2) = (lz| = ly] lzl)
aratd cd multimea div z este formatd din divizorii lui |z| care apartin lui N
§i din opusii lor.
Anumiti intregi, ca (—13) sau (417), nu au decit patru divizori, de exemplu:
div(—13) = {+1, —1, +13, —13}.
Putem stabili imediat teorema urmitoare:

TEOREMA / Un intreg relativ este numit prim daci el are exact patru divizori
5 care aparfin lui Z. Un intreg relativ este prim daei i numai daci
valoarea sa absolutd este un numér prim natural; el este compus

daed §i numai dacii valoarea sa ahsoluti este compusi.

Teorema 4 se generalizeazii imediat. Teorema 3 poate fi extinsd i ea la Z.
Introducem pentru aceasta notiunea de unitate in Z; o unitate este un divizor
al im 1, deci unul din cele doud numere 1 §i (—1). Deducem atunci imediat
teorema urmadtoare:

TEOREMA | Orice intreg relativ diferit de —1, 0 sau 1 se poate serie ca produs
6 de numere prime naturale si de o unitate.

Divizibilitatea in Z se reduce imediat la divizibilitatea in N si la considerarea
semnelor factorilor.
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In anumite probleme, poate fi avantajos s3 considerim congruenje de module
negative. De aceea convenim spre -exemplu si punem:

Z)22 = %) (—2)L (1)

(cu conditia de a identifica, bineinteles, pe N eu € U {0}. Astlel, studiul ine-
lelor Z/pZ, unde p este prim in Z, este identic cu cel al inelelo: Z/pZ, unde p
este prim in N, .

3.2.2. Corpuri Z/pZ

Si considerdm un element « nenul al inelului Z/pZ, unde p este un intreg
relativ diferit de 0 sau 1. -
1. Si presupunem ci existd un element § renul al acestui inel astfel incit:

o af = 0.
(De exemplu, in Z/30Z, putem secric:
«a=3p=20 af =3 x 20 = 60 = 0).
B este clasa unui in.treg b, cu:
| 0<b<|pl
Fie ¢ cel mai mic intreg astfel incit:
0O<c<|pl, y=¢ ay=0.
Cum « nu este clasa nuli, ¢ este diferit de 1:
‘ , 1<e<|pl
Sa impartim pe p la ¢:
p=cg+rn 0<r<e
Atunei: .
of = a(p — ¢q) =0 — ayg = 0.
Cum ¢ este minimum, avem deci r = 0, si ¢ divide pe | p | (conform exerci-
tiului 1, nr. 2.4.5). Pentru p = 30, « = 3, se giiseste, intr-adevir, ¢ = 10.
2. Si presupunem p prim; ¢ este atunci egal cu 1 sau cu | p |, dar cele doud
cazuri sint excluse de inegalitatea:
1<e<l|pl

In inelul Z/pZ, produsul a doui elemente nenule este deci de asemenea nenul;
Z/pZ este un inel integru dacii p este prim. Dacd p este compus, Z/pZ nu este
integru cici: :

(p=ab) —> (@ x b =ab=0).
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3. Aplicatia definitd prin:
f = [ 1—> of] (x5 0)
este injectivd clici:
(3 =ay) «= (alf — ) =0) = B —¥ = 0). .
Imaginea lui Z/pZ prin f are deci acelasi cardinal ca Z/pZ, care are p ele-
mente; Aplicatia f este deci surjectivi. Lxistd deci o clasi B astfel incit: of = 1.
Cum 1 este element neutru pentru inmultire, « este deci inversabil in Z/pZ,

care este un corp cu p elemente. Se noteazii in general I,
Reciproc, daci Z[pZ este un corp, este a fortiori un inel integru, cdci:

(@0 si of =0) = (B = a1(af) = ot 0 = 0).
Am vizut cii aceasta interzicea lui p si fie compus.

4. Z/0Z este un inel izomorf cu Z; acest inel este deci integru, dar nu este

corp.
Z/AZ este o mullime cu un singur element: nu este corp, ciici grupul multi-
plicativ al unui corp nu este vid. Este deci un inel integru care nu este corp.

TEOREMA | Inelul Z/pZ este un corp, notat I, dacii si numai dacii p este
7 prim. Este un inel integru dacii i numai daci p nu este compus.

. S# transcriem teorema 5 in Z. Daci p este un numdr prim, $i dacé produ-
pul: «f = a X b = ab

este clasa nuli (adicd dacdl p divide pe ab), atunci « = 0 sau B = 0 (adicd p
divide pe a sau p divide pe b).

(pprimgip|ab) —=(plasaup|d) | . (12)

TEOREMA / Un numir prim nu divide un produs de factori decit daci, si
8 numai dacii, divide eel putin unul din ei.

6. Sd presupunem ci un intreg n mai mare sau egal.ca 2 admite doud descom-
puneri distincte in produs de numere prime naturale (nu vom distinge descom-
punerile care diferi numai prin ordine): presupunem deci c& existd un numdr
prim p cu un exponent & in unul, §i cu un exponent A.(care poate {i nul) in
altul, astfel incit:

n=ptm=p'r, k. >h>0.
Deducem: ,
r=pm, k—hk>1.
p divide deci pe r; or r este un produs de numere prime distincte de p; prin

inductie in raport cu numirul de divizori primi ai lui r, se aratd ugor cd se
contrazice teorema 6. In final: T

TEOREMA | Descompunerea unui numiir intreg mai mare sau egal eu 2
9 intr-un produs de numere prime naturale este posibild intr-un
mod unic, atunci eind se face abstracfié de ordinea factorilor.
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7. Putem extinde teorema 9 la Z, in acclasi mod in care am trecut deja de la
teorema 3, valabili in N, la teorema 6, valabili in Z.
Putem deci enunta:

TEOREMA | Descompunerea unui numir intreg relativ diferit de —1, 0
10 sau 1 fntr-un produs de numere prime naturale si de o unitate
este posibili intr-un mod unie, atunei cind se face abstracfie do

ordinea factorilor. '

Si dam alte douii demonstratii ale faptului ci Z/pZ este un corp pentru p prim.

B Se demonslreazi, cum am fiicul-o mai inainte, ci Z/pZ este inlegru.
Sd considerim atunci ¢ clasi nenuldl «, si puterile sale succesive:

u

a, a2, o3, ..., a¥, ..., ¥, ...

Cum numirul clementelor lui Z/pZ este finit, existdi in mod obligatoriu doi exponenti u
si ¢ astfel incit: -~
u<v, a¥ = ob,
sau incd: C _
0 = %% — 1),
ceea ce implicd, deoarece « este diferit de 0:
0= ot¥ — 1,
Prin urmare:
a X at-¥=l =1;

deci « este inversabil; Z/nZ ¢:le un corp.
A doua demonstratie ar: {1#-1ltfel. Fie submullimea G a mulliplilor lui « care apartin

lui Z/pZ; G este un grap adiliv ciici il conline pe 0 si:
af + ay = (B + v),
x(—B) = —(af).

Relatia, definitid in inelul Z/pZ prin: .

B - Y€ Gr

este o relatie de echivalenti (conform demonstratiei date la nr. 2.4.2). Fiecare din clase

contine acelasi numir de elemente, egal cu cardinalul lui G. Acest cardinal divide deci pe

| p I, cardinal al inclului Z/pZ; cl este deci egal cu 1 sau | p |.
Dacil « nu este clasa nulii, G con{ine pe 0 si «; cardinalul siiu este deci | p |; de unde:

‘G = Z/pZ.
Rezultd existenta unui element B astfel incit:
«Bf=1eC.

La numiirul 3.4.3. vom da a patra demonstralic a acestei leoreme fundamentale.

3.2.3. Exercitii referitoare la divizibilitate

Problemele referitoare la divizibilitatea in Z, si mai ales acelea referitoare Ja
numere prime, sint foarte numeroase. Noi am grupat aici citeva exercifii
tipice in care nu intervin notfiunile de ¢.m.M.d.c si c.m.m.m. ¢ pe care le vom
trata mai tirziu.
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EXERCITH

1. Cu ajutorul exercifiului nr. 1.62 (pagina 52), si se rezoloe ecusiia definit@ pe N prin:
xV - y¥.

S# presupunem: x>y > 0. :

Egalitatea x¥ = y¥ X y¥=V arald cd y¥ divide pe a¥. Fie p un divizor prim al Jui y;el
figureazii cu exponentul m. In yV figurcazi deci divizorul p™v. Fie /& exponentul lui p in
z (k = 0 dacii p nu divide pe x). Daloril& unicitilii descompunerii, pt¥ figureazit in a¥ si
avem deci:

(my < ky) = (m < k).

Aceastii relatie fiind adeviiratii pentru orice divizor prim al lui y, se poate deduce cil ¥
divide pe z; de unde cgalitalea:

£ = ny.

Exereitiul nr. 1.62 arati cit aceastii egalilate nu este verificati peatru n mai pare ca 1 si
y mai mare sau egal cu 3. .
Cazul n = 1 di solufia imedialit x = y (chiar pentru y = 0).
Cazul y = 1 csle de asemenea imediat:
s=x'=1"=1=y.

fn sfirgit, pentru y = 2, avem:

x = 2n, a%= 2%,
4n? = 220 sau (2n)2 = (214,
fie:
2n = 2" (exercitiul nr. 1.28, pagina 42},

n = 27",

Or stim (or. 1.3.5, pagina 48) cit aceasla echivaleazii cu n =1 {de unde x = y = 2) sau
cu n = 2 {de unde « = &, y = 2). ‘
fn final ccuatia ¥ = y* admite solutiile x = y si:

z=45iy=2, r=251y =>4
1. Si se demonstreze ci, pentru x, y, z, t elemente ale lui Z, egalitatea:
a2 4 5y = 2(z2 | 5¢8)

este echivalentd cu:

r=y=z=1=0.

Si punem: n = x* — 23 = (—5) (y* — 2¢%). Mullimea M a iatregilor nenuli » care se
pot scrie sub aceastit dubli formii este, poate, vidi. Daci nu este vidi, si consideriim intre-
gul n din aceastii mullime care are cea mai mici valoare absolutd. Atunci:

x?

1]

222 5]

Si presupunem mai intii ¢t 5 divide pe z; alunci:
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Intregul 5 fiind prim, deducem z = 0; de unde:

&= 04 3= 50, n == —5m
{cu m = 100 — 543,
si:
m= y*— 22 = {—35) (v — 20%),

fntregul » fiind minim, accastii cgalilale esle contradicloric ciiei:

—n
mj|=|—-1y|<|n}
| m ] Isl In]

Deci, 5 nu divide pe z. Dar alunci, 3 are un invers w care apartine i Z/5Z; de wnde$

3 — (&) @ = (@t

Dar pitralcle elementelor lui 4/5% sint respectiv egale en:

=0 V=N=1 B=3P=4j
si nici unul din ele nw este egal cu 2,
fn final, 2 este nul; ¢e unde:
A %3 — 232 = 0,
Yt — 22 = 0.

Egalitalea a? = 23% aratll, ca i in exercifiul precedent, ¢ii z divide pe z {se vor considera
tofi divizorii primi ai i z); de unde egalititile:

x = k3, 1 = 2 (dacli 3 3£ 1),
Nu existii inlregi astfel incil 42 = 2; dedncem i s si 2 sint nuli,
Se intimpli acelasi lnera cu y si ¢
HI. Si se resolve ecuatia definitd pe N prin:
23 | yd = 45,
Si o scricm sub forma:
x® = y¥y® — 1)

y? divide pe a3 Peci, y divide pe x; sii punem:
@ = Ay, A* = yly® — 1) (dacd y == 0).

Printre divizorii primi i Jui g, si-i grupim pe loli care sint la pdtrat pentra a forma un
rumir u?, citul lni y prin «* ncavind nici un divizor la pitrat altul decit 1, de exemplu:

¥ = 360 == 29335 == (2 X 3)2(2 x 5).
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Se poate scric alunci:

(y = u%) => (u® | 22} —= (u ] M.
Punind in sfirsit 2 = pu, deducem:
p? = o(y® — 1) = o(us? — 1) (u == 0).

Cum ¢ nu admite nici un divizor la pitrat, trebuie ca (150 — 1) s# fic multiplu de ¢; dar
aceasta implicd ¢ divide pe 1, deci ¢d v = 1 (sintem in N), satt'in sfirgit:

p'2=u6_11
(0 + p) (w0 — p) = 1.

33 + (‘iwl u? — p fiind atunci in mod obligatoriu cgale (fie cu 1, fi¢ cu —1), deducem p = 03
e unde:

A=0s5i z=0.
Singurele solulii ale ecuafiei sint deci:
(y=0,2=0)sau (y =1, = 0).

IV. Acelagi exercifiv ca precedentul, x §i y aparjinind lui Z.

Sint valabile accleasi rationamente cu conditia de a_admite cii ¢ poate fi atunci negativ.
Dar conditia (v | 1) conduce la ¢ = 1 sau ¢ = —1. In acest ultim caz:

pE=ul 4 1,
v+ @) (o — u®) = 1;
de unde u = 0 si, in slirgit:
y=xz=0,

Trecerea de la N 1a Z nu dé solutii noi.

V. A i B fiind doi intregi strict poszitivt care nu sint multipli ai unui numdr prim p, si se
demonstreze cd ecuatia definitd prin p = Aa® + By? nu are decit cel mult o solujie care apar-
tine lui N.

S& presupunem ci existd doud solufii:

p = Aa? 4 By? = Aa® 4+ Bb?,
(b° — y?p = B(4a? + By’) — y*(Aa* + BY)
= A(b%2® — a2y?).
Existd deci o unitate:
£ E {_1: +'I}
astfel incit p divide (bz 4 eay). Sd punem:
bz + ecay = Ap.
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S# folosim aceasld relajic in egalilatea, usor de verificat:
(Aaz — €Bby)? -+ AB(bx + cay)® = (Ae® + Bb?) (422 4+ By?.

Deducem: .
(Aaz — ©Bby)? 4 ABI}p* = p,
de unde:
ABR 1L,

Pentrs 3. = 0, se glisegte € = —1, si egalililile:

bz = ay,
(2 z—(k)z_Aaz_*_ Bb? 1
x) y Az? + Byt
de unde:
z=ay=>b

Pentru A = A = B = 1, gisim:
ar = by, € = +1,

de unde:
i)z—(i)z_ 02-}- h2 =4
[y =) P4
sis

x=0b y=a

1) decit
i + 3% nu

fntr-un singur mod (exemplu: 29 = 5% 4 22) sau in nici unul (exempiu: 7
are solutii).

fn particular, un numir prim nu cste suma a doud numere la pitrat(A = B

=
22

VI. 8d se demonstrese cd nwmdrul p = 2n + 1 este prim dacd gi numai dacd nu figureazd
in urmdtorul tablou infinit:

A 7 10 13 16

7 12 17 22 27
10 17 24 31 38 .
13 22 31 40 49
16 27 38 49 60

.
H M :
. . . H

unde a m-a linie este o progresie aritmeticy de rajie (2m - 1), prima coloani fiind pfogresia
aritmetici de ratie 3, cu primul termen 4. ' ‘
Se poate arita ugor ci-primul termen al liniei a m-a este egal cu:
3m + 1.
Deducem atunei termenul de rang k din a m-a linie:
amp = [k — 1)(2m + 1) + (3m + 1)
= 2mk 4 m -+ k.
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Dacii p esle compus, & este produsul a doi intregi obligatoriu impari:

p = (2m 4 1) 2k + 1);
de unde:
n__p-1=4mk+ 2k 4 2m

2 2

= 0mk-

Reciproc, n = ap  implicd ci p este compus.
VII. Se considerd sirud definit prin:

n,._,.,,n:mat_u,

Sd se demonsireze cd numdrul p =2n 4 1 este prim dacd gi numari dacd primii n termeni ai
sirului au resturi distincle in impdriirea la p. .
Daci p este prim si dacii:

1m<kn,

atunci: o
2{up — um) = (k — m) (k + m + 1),
cu: »
<k-—m<l.<n<p.
G H

L+m+i nd+m4+1<2r<p.

p nu divide deci mcx unul din termenii produsuluu 2(uy‘ - um) si nu dmde deci nici pe
Up — Um.
Daci p este compus, si punem:

p=ab(a>3,b>3).

a si b sint lmpare ¢ — 2b nu este nul. Dlstmgcm mai multe cazuri:
WMa—2b>1
Si punem atuncn

a—1 __a—i

’
giisim:

1< m<kn, up —um =ab = p,
Wa— 20 < —1. - o ’ : :
Si punem atunci:

a1 -}~
m=b-———42 ’ k-"—‘b-[-a—-——;i'

glisim:
1< m<k<n, up — um = ab = p.
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Dacii ¢ — 2b eslc egal cu 1 sau cu —1, se vede atunci ugor ci avem:

sau: b— 2a>1,

sau: b—2a < -1,

si continuiim in acelasi mod. {Acest rezultat se pare ci este datorat lui Guillaume.)
VIIL. Sd se demonstreze cd nu existi nici un fntreg n astfel incit mulfimea:

E={nn+4,n+2n+4+3n4 4 n+ 5}

sd se poatd descompune in doud submultimi complementare astfel incit produsele elementelor

din aceste submulpimi sd fie egale.

gﬂugtirrll)ea E care contine cel mult un multiplu de 7, nu trebuie si contind nici un multiplu
e 7. Deci:

n=1, [7]
m = n(n + 1){n + 2)(n + 3)(n + &)(n + 5)
1X2X3XE&X5X6=720=6 [7]

Dar, prin ipotezd, m este un patrat perfect:
m=k =6 [7]
Or in Z/7Z:
R =D t= =1, =553 =02=2

Deci nu exist# nici un numir k astfel incit k2 = 6 [7].

EXERCITII

8.41. Si se demonstreze ci intregul natural n este prim sau egal cu 9 daci, si numai dacd,
el nu divide intregul m!, unde m este definit prin n = 2m + 1.

8.42. S4 se demonstreze cii intregul natural n divide intregul m!, unde m este astfel incit
n = 2m, in afari de cazul ¢ind n = 2 sau n = 4.

8.43. Si se calculeze exponentul numirului natural prim p in produsul:
(n+ 1) (n+ 2) o (m+ Nm,
unde m = pn.
8.44. Si se demonstreze ci aplicafia:
{a, b) |—> 2(2b + 1)

este o bijectie intre N X Nsi N.
8.45. Si se demonstreze cit relatia pe N x N, definitd prin:

[{a, b) < (e, d)] == [29(2a + 1) < 2b(2¢ + 1)],

este o relatie de ordine totald; N X N nu are atunci nici cel mai mare nici cel mai mic ele-
ment.
8.46. Si se demonstreze egalitatea, in inelul Z/48Z:

234 822 =2+ 3. .
8.47. n fiind cubul unui numir prim p, s se rezolve in inelul Z/nZ ccuatiile definite prin:
B=g 22=0 22=1,
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8.48. In corpul Z/7Z si se rezolve ecuatia definita prin:
2% = 822 4 2.
3.49. Se consideri mulfimea E a ecuatiilor de gradul doi definile prin:
2+ az 4 b = 0,

unde a si b sint elemente ale corpului Z/pZ. Si se numere elementele din muliimea E.
8.50. In corpul Z/pZ si sc numere elementele din multimea F a polincamelor de¢ forma:

(z — u) (z — o).

Si se deduci de aici ¢l In acest corp exisld ecuafii de gradul doi carc nu admit nici o solutie.

=

3.3. MULTIPLI Sl DIVIZORI COMUNi

3.3.1. Subgrupuri ale lui Z

Stim cd adunarea face din Z un grup aditiv. O submul{ime ca nZ, unde »
este un intreg natural, este incd un grup in raport cu restrictia acestei adundri.
Intr-adevir, suma a doud elemente din nZ apartine lui nZ; ea este si asocia-
tivd. Pe de altd parte, 0 este element neutru in »nZ ca si in Z, si opusul unui
element din nZ este de asemenea element din »nZ (conform nr. 2.4.1, pagina

96):

nx 4 ny = n(z + y)
0=n0
—(nz) = n(—2z).

Vom spune cii nZ cste un subgrup al lui Z. In general, o submultime / a unui
grup G inzestrat cu o lege ,,*“ este un subgrup dacd si numai daci H contine
elementul neutru al lui G, opusii elementelor sale, si daci H este considerat
in raport cu legea ,*“.

EXERCITIU

Sd se demonstrese cd I este un subgrup al grupului multiplicativ (G, X) dacd si numai dacis
HEQ@si(ecHsibeH) — (a x bt = H).
- Multimea H nu este vidi. Fic « un clement care apartine lui H; prin ipotezi:
aell) — (e =20a X a! € H);

deci, /I contine clementul neutru.
B Avem acum:

fees Hsiacs H) — (e X a! € H);
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or:
eX «t=ga
deci, H contine opusul lui a.
In sfirsit:
ceeHsibe H) —s (e = Hsi b~ = H)
=>[a X b=aX (b!)! e H];

deci, H contine produsul lui & cu b.
Reciproc, aceste conditii suficiente sint evident necesare.
n cazul unui grup aditiv, ele se scriu:

HtQ, ccHsibe H) —s (¢ — b & H).

Ele sint verificate evident pentru Z si nZ cici:
0 € nZ, (nz) — (ny) = n(z — y),

si n{z — y) apar{ine lui »Z.

Sd demonstrdm cd Z nu admite alte subgrupuri decit grupurile nZ.
Intr-adevir, fie H un subgrup al lui Z. Dac& nu este egal cu {0} = 0%, el
contine cel pufin un element nenul.
Fie n cel mai mic intreg strict pozitiv astfel incit s3 existe in /7 un element de
valoare absolutd n:

z € H, 2] = n.

Daci avem z = n sau z = —n, se deduce in ambele cazuri ¢ n aparfine
lui H. Se intimpld deci acelasi lucru cu toate numerele de forma:

y = nk, (k € Z). .
Intr-adevir este suficient si o demonstrim prin inductie dubli in raport cu £:
nlk + 1) = nk 4 n,

deci:

(nk € H) = (n(k + 1) € H);

nlk — 1) = nk + (—n),

deci:

(nk € H) = (n(k — 1) € H).
Fie in sfirgit un element oarecare z al lui H. Impirtind pe z la n, deducem:

z=nk+r, oLr< i,
sau:
r=z— nk =z 4 n(—k);
deci:
re H.
Intregul n fiind minim, deducem r = 0, de unde z = nk; H si nZ sint egale.

Deci toate multimile nZ sint subgrupuri ale lui Z (la fel de altfel ca si subinelele
gi idealele lui Z, considerat ca inel). Se spune c& n este generatorul lui nZ.
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TEOREMA | Subgrupurile grapului aditiv Z sint mulfimile »Z de multipli
1n ai intregilor naturali »n.

3.3.2. Cel mai mic multiplu comun {(c. m.m.m.c.)

Chiar definilia unui subgrup aratd cii intersec{ia unei familii de subgrupuri,
adici multimea elementelor care aparfin tuturor subgrupurilor familiei, este
tot un subgrup. (Aceasta este adevirat chiar si pentru o lamilie infinitd).
1. Si considerdm deci o familie nevidd A de inlregi relativi. Multimea multi-
plilor comuni tuturor elémentelor lui A este tot un subgrup, de forma rZ.
Generatorul n al lui nZ este numit cel mai mic multiplu comun al elementelor
lui A (prescurtat: c.m.m.m.c); el divide toti multiplii comuni.

JEOREMA / Multimea multiplilor comuni ai elementelor unei familii nevide
12 de intregi relativi este formatd din multiplii unui intreg natural,
numit c.n.m.m.c al elementelor familiei.

De exemplu, daci A = Z, c.m.m.m.c este cgal cu 0, singurul clement comun

tuturor nZ.

Daci A = {z}, c.m.m.m.c este egal cu | z |.

2. Dacii familia A este infinitd, c.m.m.m.c este in mod obligatoriu 0, cici
c.m.m.m.c are o infinitate de divizori.

Din contrii, dacd familia A este [initd, produsul tuturor elementelor lui A
este evident un multiplu comun: ¢c.m.m.m.c nu este nul deeit in cazul in care
A il contine pe 0.

TEOREMA | C.m.m.m.c al elementelor unei familii este diferit de 0 daeit si
13 numai dacd aceastd familie este finiti gi nu contine pe 0. El
divide atunci produsul elementelor familiei.

3. Pentru doud clemente ¢ st b, c.m.m.m.c s¢ noteazi prin simbolul ,,_%;
de exemplu:

10 — 6 = 30,
deoarece (10Z) N (6Z) = 30Z.
Se obtin imediat egalititile:
a_b=b_a (13)
ava=a\_,1—_—;a; (14)
a—0=0 (15)
gi relatiile:
al(a —b), bila?) (16) (17)
(a — b)|ab (18)
(@] z §i b]2) o= ([a — b} |2) (19)
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Relatia de definitie a c.m.m.m.c se poale scrie:

TN VE— ()T | 20)

4. Aceste relatii se pot obline printr-un caleul simpla cu mul{imi.
Intr-adevir, egalititile (13), (14) si (15) sint simple traduceri ale egalititilor:

aZ N VZ = bZ N aZ,
aZNaZ =aZ N1Z = | a |Z,
aZ N 0Z = 0Z.

Pe de alti parte, relatia (a | b) este echivalentii cu (b = ac); orice element al
lui bZ cste deci multiplu de @; de unde incluziunea:

VZ c aZ.

Reciproc, aceastd incluziune implicd b aparline lui @Z, si este deci multiplu
de a. Prin urmare:

(a] b) < (VZC aZ) (21)

b. Aceastd echivalentii ne permite si scriem imediat relatiile (16), (17) st
(19) cu ajutorul multimilor:

(a — VY2 caZ, (a - D)Z C 7,

27 caZ) si (2Z CVZ)] <= [2Z — (a — D)Z]).
Traducerea cu ajutorul mullimilor a relalici (18) esle mai pulin evidentd:

(ab)Z c (a — D)Z.
Ea provine din cele doud incluziuni:
‘ (ab)Z CaZ, (ab)Z — bE
care implicii relatia:
(ab)Z < (aZ N bZ) = (a — D)Z.

6. Sd notim In sfirgit echivalenta importanta:

(@] ) e=>(a— b)=|b]) (22)

deoarece:
(2]|d) < (V& CaZ) < (@ZNDL = | b | 7).
(Sii reamintim cd c.m.m.m.c este obligatoriu pozitiv sau nul.)

7. Interseclia a trei mullimi A, B si C se poate scrie intr-una din cele doud
forme cchivalente:
AN(BNC)=((ANB)NC,
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De exemplu:
(aZ) N [(VZ) N (cZ)] = [(aZ) N BZ)] N (cZ).

C.m.m.m.c a trei intregi se poate deci scrie intr-una din urmitoarele dous
forme echivalente:

a—(b—c)=(a_b)—c (23)

TEOREMA / C.m.m.m.c a doi intregi definegte o lege comutativi si asoeiativii
14 in Z, notatd prin semnul , _*.

Aceastd lege are un element absorbant, carceste 0. Darnu are elementneutru in Za-e)
este pozitiv sau nul si nu poate fi egal cu a daci a este strict negativ). Din conlri,
existd o restrictie la N alegii c.m.m.m. ¢ pentru care 1 este neutru:

n—1l=1<n=n(n>0)
1 este de altfe) singurul element care are un invers in N fati de aceastd lege, ciicis
(n>1)=>n—1>n>1).
Nici un element nu este regulat la aceastd lege cici:

a—1l=a-—(—-1)=|al.

EXERCITHI

1 Sa se compare intregii {(a — b) X (¢ — d) si {ac — bd).
8% punem:

u=a—b o=c—d, w=up

u este multiplu de a, ¢ este multiplu de ¢ : w este deci multip Iv de ac. La fel, w este multiplu
de bd. Prin urmare, (ac— bd) divide pe w:

(ac — bd) [ {a~ b) (e~ d).

%‘r} general nu are loc egalitatea, asa cum arat¥ urmiitorul exemplu numeric.
ie:

a=1,b=c=2 d=3,
Avem:
ac— bd = 2— 6 = 6,
a—b=1-2=2,
C ~— d = 2 S~ 3 = 6,
(a—b) (e~ d) = 12,
II. Legea c.m.m.m.c este distributivd in raport: cu adunarea pe Z? cu inmultirea pe Z?
Egalitatea evidentd: 2 (n 4+ n) = 2—n (2—n este egal cu n dacii n este par, si cu 2»

dacd n este impar) aratd ci prima distributivitate studiati nu este verificati in general,
A doua nu este nici ea verificatd, dupi cum arati exemplul:

2=2—(1 X N]E[2—1) (2—1) = 22 = 4],
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3.3.3. Cel mai mare divizor comun (c.m.M.d.c.)

In timp ce intersectia unei familii de subgrupuri este un subgrup, reuniunee
acestor subgrupuri nu este intotdeauna un grup. De exemplu, {0, 3} si {0, 2, 4}
sint subgrupuri ale lui Z/6Z, dar reuniunea lor {0, 2, 3, 4} nu este subgrup
al lui Z/6Z. ,

Cel mai mic subgrup aditiv care contine o familie de subgrupuri — pe care
o vom presupune finitd pentru simplificare — este multimea sumelor de ele-
mente luate din fiecare din subgrupuri. (Exercitiul nr. 3.57, permite gisirea
unei demonstratii a acestui rezultat.)

1. A fiind o familie finit3 de intregi relativi:
A={abe..,1,
cel mai mic subgrup H care contine:
aZ UbZ U Z U ..UIlZ
este deci muliimea H a numerelor de forma:

x=oaa -+ pb+ yc+ .. + N,
unde «, B, ¥, ..., A sint intregi relativi.
Si verificim ci H este un subgrup al lui Z:

0=0a-+0b-4 0c+ ..+ 0l

—z = (—a)a 4 (=B + (—v)c + ... + (=2,
g4+ 2 = (x-+eada+ @ +BW+ .+ O+ NN
(Este inutil si verificim asociativitatea adunirii, cdici ea este adeviratd
pe Z.)
2. Multimea H este deci de forma nZ, cu n aparfinind lui N. Generatorul n
al lui H este numit cel mai mare divizor comun al elementelor lui A (prescurtat:
c.m.M.d.c); el divide toate combinatiile liniare:
z=aa-+ Bb+ ... + N.

Intregul z apartine si el lui H; el se poate deci scrie sub forma:

n=uatob+..41l (24)

3. De exemplu, a apar;ixie Iui H, deoarece se poate scrie:
a=1a -} 0b + ... 4+ OL

Deci, n divide pe a; la fel, n divide toate celelalte elemente ale lui A4: este un
divizor comun. La fel, orice divizor al lui n divide toate elementele lui A.
Reciproc, orice divizor comun elementelor lui A divide pe » dupd relatia (24),
pe care o numim identitatea lui Bezout (datoratd de fapt lui Bachet).
Deducem egalitatea importantd in care intervin mul{imi:

div n = (div a)N (die b) N...N (die 1) (25)
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TEOREMA | Mulfimea divizorilor comuni elementelor unei familii finite
15 nevidi de intregi relativi este formatii din divizorii unui intreg
natural, numit ¢.m.M.d.c al elementelor familiei.
El genereazi subgrupul combinatiilor liniare ale elementelor
familiei.

Restrictia care impune familiei A si fie finitd nu este esentiald; este suficient in acest caz
si-1 definim pe H ca multimea combinatiilor liniare ale elementelor lui A in care numirul
coeficientilor nenuli este finit (de exemplu, mul{imea polinoamelor este egald cu aceea a
combinatiilor liniare de monoame anz®, care satisfac accastid conditie).

4. Pentru doud elemente ¢ sid c.m.M.d.c se noteazi cu semnul ,—“; de
exemplu:

10 ~ 6 = 2,

deoarece (div 10)N (div 6) = div 2.
Se obtin imediat egalitétile:

ab=b—a (26)
a~a=a~0=|al (27)
a~1=1 (28)
gi relatiile:
(a-b)|la(a~0b)|b (29) (30)
z|asiz|b) s (x| [a~b]), 31)

b. Egalititile (25), (27) si (28) sint simple transcrieri ale egalititilor:
div aNdiv b = div b N div q,
divanNdivae=divanNdi0=di |a|,
divandivl = div 1.
Pe de altd parte, relatia (a | b) este echivalentd cu (b = ac); orice divizor
al lui e divide deci pe b; de unde incluziunea: div a c div b.

Reciproc, aceastd incluziune implicd a apartine lui div b, si divide deci pe b.
Prin urmare:

, ' (@ | 8) <= (div a C div ) ~ (32)

6. Aceastd echivalentd permite scrierea imediatd a relatiilor (29), (30) si (31)
cu ajutorul multimilor:

div(a ~ b) Cdiv a, div(a ~b) cdiv b,
[(div z Cdiv a) §i (div z Cdiv b)] «=[div xCdiv (@~ b))
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S# notdm in sfirsit echivalen{a importanti:

(@D e=s(a~b)=]a]) : 33)

deoarece:
(@ ]b) e (div ac div b) <= (div aNdiv b = div |a |).
{S4 reamintim ¢i c.m.M.d.c este obligatoriu pozitiv sau nul.)

7. Reuniunea a trei multimi A, B gi C se poate scrie sub una din cele doud
forme echivalente:

AU(BUC)=(AUB)UC.
De exemplu:
(div @) U [(die b) U (div ¢)] = [(div ) U (div b)] U (div c).

C.m.M.d.c a trei intregi se poate deci scrie sub una din cele doud forme echi-
valente:

a—~(b—c) = (a—b)—c¢ (33)

TEOREMA | C.m.M.d.c a doi intregi defineste o lege comutativi si asociativi
16 pe Z, notatd prin semnul ,—~

Aceastit lege are un element absorbant care este 1. Dar nu are element neutru in Z. Din
contri, existit o restrictie la N a legii c.m.M.d.c pentru care 0 este neutru:

n~0=0~n=n (n > 0).
Elementul 0 este de altfel singurul element care are un invers in N p entru aceastd lege céici:
(n~m=10)=(0]n) = (n=0).
Nici un element nu este regulat la aceastd lege, cdci:
' g1 =an~(—1) =1, desi 15 —1.

§8 O proprietate importanti a ¢.m.m.m.c gi a c.m.M.d.c.
Vom demonstra egalitdlile urmdtoare pentru c.m.m.m.c. §i cm.M.d.c.:

|a |(b—c) = ab—ac . (34)
la|(b~c)=ab~ac (35)

S§ studiem prima egalitate:
[n € (@TN )<= € 62N Z)]
<> ( ([b—c] l;‘)

<= (alb—c] | n).
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Egalitatea (34) se deduce observind inegalitatea:
la](d—c)>0.

A doua s-ar putea demonstra analog folosind mulfimile div b i div ¢. Dar se
poate obtine gi direct plecind de la combinatiile liniare:

ab + yac = a(8b + vc).

Multimea multiplilor lui (ab—~ac) se obtine deci inmultind cu a multiplii lui
(b~c); se deduce egalitatea (35) deoarece:

la|(b~c)>0.

Inmultireaeste deci distributivi, pe N, in raport cu legile c.m.m.m.c.
si c.m.M.d.c.

EXERCITII

1. Sd se determine c.m.m.m.c i c.m.M.d.c al numerelor:
a?, ab, b2,

cunoscind: a ~ b sia— b
Putem scrie:

[0 — ab] — % = [a® — (ab — ab)] — b?
= [a? — ab] — [ab — b?]
=[lal{a—b]-I[1b](a—b)]
=[lal—1b]][a—b]
= [a — b]{a — b] = (a— b)%
Se poate demonstra analog egalitatea:
@ ~ab —~b* = (a ~b)%
{Se va putea studia ca exercifiu c.m.m.m.c. si c.m.M.d.c. al intregilor;
a’, a%, ab?, b3 etc.)
11. 84 se rezolve, pe N ecuatia definitd prin:
e+ y—1=z—y.
{z — 1) este un multiplu de y deoarece:
T—1=(x—y) -y
Si punem deci:

z—1=2y.
La fel:
y—1=ypxr

84 studiem cazurile in care {2 = 0) sau (y = 0);
Deducem atunci:

(2=0—=s(y—~1=0y=10) = (y =1),

=0 -=(r—1=2—0=0) == (¢ =1).
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Abslractic ficind de acesle doudl cazuri, A §i p sint pozitivi sau nuli. Insi avem egalitatea:
y=1+ pz=1+ p(l+ ),
(me—1y+p+1=0

Cum (p - 1) esle strict pozitiv, trebuie ca (2w — 1) si fie strict negativ; de unde:

o<,
sau incii:

=0,
Deducem alunci:

A=0=(z=1) = (y=1-1y),
=10 =y =1) == (z = x—1).
Ecuatia are aceeasi multime de solutii ca:
(z—1)(y—1 =0
{II. S5& se rezolve, pe Z, ecuaia definiti prin:
zty+l=2~y

C.mM.d.c. (x ~ y) divide pe z si y, deci pe (z 4 y). Prin urmare il divide pe 1 si este deci
egal cu 1. Deducem:

z—~y=1 z+y=2
8d-1 fixiim pe z care aparfine lui Z. Dacd z este par, y este de asemenea par si ¢.m.M.d.c.
nu este egal cu 1. Trebuie deci ca z si fie impar. In acest caz, orice divizor poziliv comun

lui z si lui y = 2 — z trebuic si dividii suma lor egali cu 2. Cum 2 nu-l divide pe =z,
avem:

z~y =1
Existd deci o infinitate de solufii date prin:
z=14 23 y=1— 2z z e Z).

EXERCITII

8.61. Si sc¢ demonstreze implicatia:
(z~y=2z—y)=(lzl=1y]
Reciproca esle adevﬁraﬂ.ﬁ?
8.62. S& se compare inlregii:
a~b~c (a+ nb) ~b~ec
8.68. Si se demonstreze egalitatea:
[a—b—cl=[{a—b)~ b~ dl
8.54. 84 se demonstreze pe Z egalitatea:
z—~(z+ 1) =z ~ (22 + 1).

2.56. m si n fiind intregi nalurali distincii, sit se calculeze c.m.M.d.c. al intregilor (mz 4 1)
si (nz 4 1).
8.66. Si se verifice egalitatea:
14 ~ 611 =1
Sé se stabileascdi numdirul:
322 ~ 546 —~ 611.
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8.57. Sii se demonstreze cii Z/pZ care csic corp admite douii subgrupuri adilive si numab
douil. Si se determine subgrupurile aditive ale inclului Z/12Z.

1.58. Si se demonstreze ¢ii Q, corpul numerclor ralionale, admite un subgrup aditiv (de
exemplu, acela al numerelor zecimale) care nu este mulfimea multiplilor unui rational dat.

3.4. INTREGI PRIMI iNTRE EI

3.4.1. ldentitatea lui Bezout

Vom spune cd intregii sint primi intre ¢i in ansamblul lor (prescurtat: primi
fntre e1) dacd c.m.M.d.c. al lor este egal cu 1.

DEFINITIA |/ Elementele unei familii finite nevide de infregi sint prime
2 fntre ele dacii §i numai daci c.m.M.d.c al lor este egal cu 1.

1. Pentru ca un subgrup al lui Z si fie egal cu 1Z, este necesar si suficient ca
el si-1 contind pe 1. Pentru ca intregii relativi (a, b, c, ... ,I) s fie primi intre
e, este necesar si suficient ca si existe intregi relativi u, ¢, w, ..., ¢ astfel incit:

l=au+bo4cw ...+ U (36)

TEOREMA | Pentru ca niste intregi si fie primi intre ei, este necesar si sufi-
17 cient sii existe o combinatie linearii de acesti intregi cu eocficienti
intregi care si fie egald eu 1 (teorema lui Bachet-Bezout), sau

s& nu existe nici un divizor comun al acestor intregi.

BXEMPLU. intregii 6, 10 si 15 sint primi intre ci deoarece se poate scrie egalitatea:
1X6-+1x10+ (—1) X 15 = 1.
83 ohserviim totusi ci nu sint primi intre ei doi cite doi, deoarcce:
6 ~10=2 6~15=3, 10 ~13 = 5,

Cu toate acestea:
6 ~10 15 = 1.

2. Cazul a doi intregi esle mai simplu; a si b sint primi intre ei dacd gi numai
dacd existd doi intregi u si ¢ astfel incit:

au 4 bo =1 (37)

De obicei, aceastd cgalilale poartd numele de identitatea lui Bezout.

S3 noliim cd a si b sint primi intre ei dacd si numai daci, |a]st|b} sint
primi intre ei.

0 este prim cu 1 i cu (—1); 1 s5i (—1) sint prime cu toli intregii relativi.
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3. Si# indepirtim acesle cazuri si sii luim:
la|>2 |1b]>2
Si plecim de la o percche (u,, #o) astfel incit:
any + bvy = 1.
Si imparim pe u, la b; deducem:
u, = bqg + u, oLu<|dl

u = 0 nu convine, ciici b ar divide pe au, si by, deci pe 1.
In consecinti:

O<u<l}bl

'S4 punem atunci:

_ v = ¢y + aq.
Deducem:

au 4 bo = a(uy — bq) + by, + ag) = auy + bo, = 1.
Avem:
[bo|=|1—aul|si|l—au|<1+ |an],

sau:

| <1+ |alu
Peocarece: 0 < u < |b |, avem:
a1 b —4,

deci:
el <L+ lal(lp] —1).
Deoarece: |a] > 2, avem:
e | <jab| —2+1<]|ab].
1In consecinti:
o0Ll|vi<]al

¢ = 0 nu convine ciici au ar fiegalcu 1, dc unde | a | = L.
‘Se vede deci ¢i putem giisi o pereche (u, ¢) astfel incit:

au+be=1,0<u<|b,0<|v|<|e]

cind a gi b sint diferiti de 0, 1 §i —1.
4. Dacda avem:

a>2sb>2,
deducem atunci:
bw=1—ausgil—au<<(l—uag0

(38)
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de unde relatiile:

l<u<bl<—v<a (39)

(Se obignuieste atunci schimbarea lui ¢ in (—¢), cu scopul de a obtine o egali-
tate intre numere pozitive. De exemplu:

(9 ~13=1) = (9 x 3 — 13 x 2 = 1)),

3.4.2. Teorema lui Gauss

Identitatea lui Bezout are un corolar fundamental cunoscut sub numele de
leorema lui Gauss, cu toate ci fusese deja folositd de Euclid (aceastd teoremit
ar fi putut fi demonstratd direct ca o consecintil a teoremei 8 (pagina 134).
aga cum a ficut-o Gauss in Disquisitiones Arithmeticae).

S4 presupunem ci intregul ¢ divide produsul (bc) si este prim cu b:

a|be a~b=1,
Putem scrie egalititile:
ad = be au 4 by =1,
acu - bev = ¢,
alcu + dv) = c.
Rezultd ci a divide pe c.

TEOREMA  Dacii a divide pe (bc) si este prim cu b, atunci ¢ divide pe ¢ (teo-
18 rema lui Gauss).

De asemenea se poate deduce teorema lui Gauss din cgalitatea (35).
Intr-adeviir:
(@ —~b=1) == (ac ~ be = |c|).

Dar, a divide pe ac si be; el divide atunci §i c.m.M.d.c. al lor, | ¢ I
Se deduce imediat ¢ a divide pe c.

Aceastd teoremd ‘este folositi in majoritatea rajionamentelor de aritmetici..
Teorema 8 este un simplu corolar al ei.

EXERCITII

I. 8d se studieze ecuafia definiti pe Z prin:
ax + by = ¢ (ab = 0).

Dacii aceasti ecuatie are o solutie, ¢ este 0 combinaiic liniari de « si b, deci un multiplu al
c¢.m.M.d.c. al lor 4. . .
Sd presupunem cii aceasld conditie necesari este fndeplinili si si punem:

a=dx, b=dB c=dy,
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de unde ecuatia echivalenti (ciici d este diferit de zero):
oz + By = Y.
a si B sint prime intre cle ciici orice divizor comun § al lui « 5i al lui B este astiel tncit (d3)

divide a si b, deci pe d.
Existd deci u §i ¢ astfel incit:

au + P = 1.
Putem deci obline o solujic parliculard:
Ty = YU, Yo = Y”
Pentru a obtine toale solufiile, si scriem:
0 = oz + Py — oy — Byo;
alz — xo) = Blyo — ¥)-

« este prim cu B i divide pe B(yo — ¥)-
Trebuie deci si avem:

Yo—y =D (e 1Z),
de unde:
Y=Y — )‘“:
“(x - wl)) = B)‘aa
x— x5= 23 (= == 0).
Dacil « §i d sint diferiti de 0, se obfin deci toate solutiile cu ajutorul formulelors
cu + A cw — A
T =— = e,
d d
Ecuatia nu are solutii daci d nu divide pe c.

11. S& se demonstreze cd, dacd a §i b sint prime intre ele §i mai mari sau egale ca 2, existd o
pereche unici (u, v) astfel incit:

au—bo=1, 0<u<d 0<ov<a.

Existenta a fost demonslrati in paragraful precedent. Unicitatea este o consecin{il imediatd
a teoremei lui Gauss; intr-adevir: .

(eu — bo = azx — by) <=> (a[u — =] = by — yl)
& trebuie deci si dividid pe (¢ — z); de unde:
= nb+ u.
Condifia: 0 < 2 < b di singura solutie:
z=u
II1. S& se rezolve ecuatia definitd pe Z prin:

x

9

W e

= 3, z ~y =18,

Ecuatia se mai scrie:
br — 9y =108, 9|z, 4|y, 2~y=18
Exercitiul I ne permite si o rezolvim; intr-adevir:
X T7—9X3=1,
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de unde:
o=108 X 74 92, y =108 X 34 47 (A € Z),
sau incd:

z Y
— = 8& + 2 -~ =814 A,
g =St N =81+

Rimine de rezolvat ecualia in A:
(756 + 93) —~ (324 4 42) = 18,
18 trebuie s# divida pe 92 si 42 : A trebuie si fie multiplu de 2 si de 9, deci de 18, clicis
(18 [90) === (21 2), (18]42) = (9122) ==(9]2)

54 punem:
A = 18u.

Rezultd, dupd relatia (35):
(42 4 9p) —~ (18 + 4p) = 1.

Dacil u esle un multiplu de 2 sau de 3, nu existd solutii cdici 6 divide 42 si 18. Deci p este:
de forma:

p=~060+4+ 1 sau p= 6t — 1,
Si incercim p = 6¢ + 1; deducem:
3(18t - 17) — 2{12¢ - 11) =1,
ceca ce este exact deoarece se poale scrie:
4 X [3(18t + 17)] — 9[2(12¢ + 11)] = 6,

si divizorii lui 6 nu pot divide nici pe 3(18¢ 4+ 17), nici pe 2{12¢ 4+ 11). Si incereiim de:
asemenea pe p = 6t — 1; rezulti:

3(181 + 11) —~ 2012t + 7) = 1,
eeea ce este exact deoarcce se poate scrie:
& X [3(18¢ -+ 11)] — 9[2(12¢ 4 7)] = 6,

si divizorii lui 6 nu pot divide nici pe 3(18t + 11), nici pe 2(12¢t 4 7),
in concluzie, p = 6t + 1 convine; de unde solutiile:
{x = 54(18¢ + 17), y = 36(12t + 11);
x = 54(18¢ - 11), y = 36(12t 4+ 7) (t = 2).

3.4.3. Elementele inversabile ale lui Z/nZ

1. Si considerdm un element o al inelului Z/nZ; « este clasa unui intreg a.

S# presupunem cd « este inversabil, deci existd o clasd B cu: of = 1.
B fiind clasa unui intreg b putem scrie:

ab = 1[n),
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sau fincd:
nlab—1,
adicd:
1= ab — nm.
Intregii a si n sint deci primi intre ei, dupd identitatea lui Bezout.
Reciproc, dacé a si n sint primi intre ei, existd intregii b si m astfel incit:

1 =ab—nm,

ab = 1.
TEOREMA | Clasa unui intreg a este inversabili in inelul Z/nZ dacii si numai
19 dacit a §i n sint primi intre ei.

9. Elementele inversabile ale lni Z/nZ formeazi un grup multiplicativ. In
adevir, produsul a doud elemente inversabile este inversabil, deoarece:

(@p =T, v8=T1) == (ax][e8] = 1).
Acest llrodus este asociativ si comutativ, deoarece acest lucru are loc in
Z/nZ; 1 este inversabil, cdci:
i1=1
In sfirsit, fiecare element inversabil are, chiar prin definitie, un invers care
este si el inversabil.

TEOREMA | Elementele inversabile ale inelului Z/nZ formecazi un grup
20 comutativ pentru inmultire.

3. Si considerdm aplicatia:
f = [£ 1—> af]
definitd pe Z/nZ, unde « este inversabil (o = 1).
Aceastd aplicatie este injectivd, cdci:
(e = an) —> (s — 1) =0) = € — 1 = palf — ] =0
Daci £ este inversabil, atunci f(€) este inversabil, cdci:
(En = 1) —> ([«E][Bn] = 1)
Imaginea prin f a multimii:
{og, gy vy o}

de elemente inversabile ale lui Z/nZ este deci chiar aceastd mulfime.
Prin urmare:

PICARCIEEE () (CIARS (M R {0y 0. s Byn)e

Produsul (x,%,...2,,) este inversabil. Se poate deci simplifica aceastd egalitate
gi se obtine:
anl = 10
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Aceastd relatie este cunoscutd sub numele de teorema lui Euler; m este indi-
catorul lui n; se noteazi adesea:

m = ¢(n).
4. Si reamintim teorema urmétoare a ciirei demonstratie este imediati.
TEOREMA / Un numiir prim este prim cu orice intreg pe caro nu-l divide.
21
S# presupunem z prim. Vom pune n = p. Printre cele p clase:
{61 I’ 5, vy P — 1}1

existil (p — 1) care sint inversabile, cdci intregii (1, 2, ..., p — 1) sint primi
cu p.
Teorema lui Euler se scrie deci acum:

p ¥V a)=(@1=1),

sau incd:

(pprimsi p V a) —> (aP~* = 1[p]) (40)

Accasta este celebra teoremd a lui Fermat.
Aceastd teoremd are corolarul imediat:

(p prim §i ¢ € Z) — (a® = a[p) - (41)

Toate elementele lui Z/pZ, cu exceptia lui 0, avind un invers, se regiseste deci
¢d Z[pZ este un corp cind p este prim.

5. Si considerdm elementele nenule ale lui Z/pZ:

1,23, ..,p—1.

Produsul lor este egal cu:

ITX2xwxp—1=Tx2x ..X(p—1) = (p=D)L
Dar fiecare dintre ele are inversul diferit de el insusi, cu exceptia cazului:
z? =1,
care este echivalent cu:
0=@-N)=EF-1E+1),
deci cu:
z=1sauz=—T=p_1.

Putem deci asocia doud cite doudl elementele inversibile in acest produs;
ramine: :

IXP—1='—I..
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De unde se deduce teorema lui Wilson:

(p— D= =1,
sau incid:

(p prim) =>[(p — )= —1[p]L

Exemplu. p = 13.

=TXT2 X [2x7] X (3X9) x [4x10] x [5x8] x [6x11] =12 = —1.

6. Si considerdm un intreg @ neprim cu r, dar nu multiplu al lui n:
' «=az0.
Sd punem:
d=a~nsid>1
d divide in acelagi timp « i n; in consecintd:

a><1=n Xg-’
d d

sau inci:
ax —;55 0 [nl

Intregul % nu este un multiplu de n; clasa sa B este deci nenuld; dar aB = 0.

Se spune ci « este un divizor al lui zero, adicd un element nenul care divide
pe 0 in Z/nZ. . )

7. Pentru ca @ si fie un divizor al lui zero, este deci suficient (i necesar dupd
teorema 19 deoarece un element inversabil nu poate fi un divizor al lui 0) ca
a si n si nu fie primi intre ei, §i ca n sd nu dividd pe a.

Si presupunem ci n este compus. Existd atunci elemente @, divizori ai lui
zero care apartin lui Z/nZ:

).

(n=ab)—>@=0b=0
Produsul:

gl x 2 X wxn—1)=ar—1]

este deci nul, deoareced figureaz in multimea (1, 2, ..., @ — 1).
Prin urmare, (o — 1)1 nu poate fi egal cu (—1). Reciproca teoremei lui Wilson
este deci adevidirati; de unde:

(p prim) < ([p — 1]l = —1[p]) (42)

De altfel se poate verifica ci:
(p=1=1(p— 1)1 = 0 [1]};
(p=4) = (p — I = 2 [4]];
(p compus, diferit de 4) ==[(p — 1)l = 0 [pl)
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3.4.4. Proprietati diverse

1. Si considerdm o familie de intregi nu toti nuli (a, b, ¢, ..., 1) si c.m.M.d.c. al
lor n, care este deci nenul:

n=au-+bv 4 cwv 4 ... It
Impiriim prin n, ceea ce este posibil deoarece a, b, ¢, ..., I sint multipli ai
lui n:
1=2utby . 41,
n n n

. (a b 1y .. I .
Intregii (ﬁ » —» =3 wu,— | sint deci primi intre ei.
n n n n
Reciproe, si considerdm intregii (a’, I, ¢/, ..., I’) primi intre ei (deci nu sint
toti nuli):
1=dadu+4bv 4 ..F 1t
Inmulfim cu un intreg strict -pozitiv n; se obtine:

n=au-+ bv 4 ..+ U,

cuaeg=na,b=nb,..,1=nl

Intregul n este un multiplu al c.m.M.d.c. al (a, b, ¢, ..., I); dar n divide evident
{(a, b, ¢, ..., 1) si divide deci acest c.m.M.d.c.

Prin urmare r, care este pozitiv, este c.m.M.d.c. studiat.

TEOREMA | Intregul strict pozitiv n este c.m.M.d.c. al unei familii finite de

22 intregi nu toti nuli (a, b, c, ..., 1) daci si numai daed eiturile
(1, t,e, ., i) sint prime intre ele,
n n n n

2. Sé considerdm o familie de intregi nenuli (g, b, ¢, ..., I) si c.m.m.m.c. al

lor m, care este deci nenul; intregii (ﬂ ’ i;i, ver '—H au un ¢.m.M.d.c. egal cud,
a 4

nenul. Dacé d este diferit de 1, se vede ci intregul:

' m
m=—<<m
d

este un multiplu comun al intregilor (q, , ¢, ..., 1), cdeci:
(m = ad’) = (m' =aX %')

Cum orice multiplu comun trebuie si fie un multiplu al c.m.m.m.c., m’ trebuie
sd fie un multiplu al lui m, ceea ce este contradictoriu.

3. Reciproc, dacd m este un multiplu comun strict pozitiv al intregilor (a, b,

¢, ..., 1) astfel incit citurile @’ =2, I’ = 1;1 S =% sd fie prime intre ele,
a

atunci m este c.m.m.m.c.
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In adevir, dacd p este c.m.m.m.c., p. divide pe m:.
m = kp., k > Oo

Sé considerdm citurile (a — ) '[3 =£ ., A= _"_}:
e b i
(m = kaa) == (a’' = ka) = (k | a')
C(m o= KR = (' = k7)== (k | 1').

(a', b, ..., l') fiind primi fntre ei, & divide pe c.m.M.d.c. al lor, 1; de unde:

Observajie. Aceeasi metodd conduce la urmitoarea identitate mai generald
unde u este c.m.m.m.c.:

r m m m
wim)=> N = ST T AN ey T .
(u | m) ) i»l( ——~7 z)]

In adevir, k este c.m.M.d.c. al lui o', ¥, ..., I' deoarece o ~ B ~ vom A = L

TEOREMA | Intregul strict poziliv m este e.m.m.m.c. al unei familii finite
23 de intregi nenuli (¢, b, c, ..., ) daed si numai daci efturile ('Z

= "2) sint prime futre ele (sau striine).
4. Si considerim cazul a doi intregi nenuli a i b. S& notdm, .clasie, eudsi m
respectiv e.m.M.d.c. §i c.m.m.m.c. al lor:
d>0,a=da, b=2aV, o'~V = 1.
Fie:
’ ' b a ,
m=ab' =a-=--b = ab
d d
m’ este un multiplu comun al lui a g al Jui b; se poate deci serie:  mim’.

Pe de altd parte:

I ' ’
’ m P m g, m m m
O === X =, === x=,
b m b a m a

™ divide pe @’ 51 b’ si este deci egal cu 1 sau cu —1. Se deduee egalitatea (care
m

reiese de fapt din conditia '—"—A'—E- = }:
a
m=|m]|
|ab | = dm.

11 — Alef g — numere intregi "6]



Dacé unul din numere este nul, c.m.m.m.c. este nul gi formula este de ase-
menea adevirati:

|ab] = (a ~b) (a— b) ‘ (43)
TEOREMA | Produsul dintre c.m.M.d.c. i c.m.m.m.c. a doi intregi este egal
24 cu produsul valorilor lor absolute.
EXERCITH
L. (ay, ay, ..., an) fiind intregi strict poszitivi, M unul din multiplii lor comuni strict pozi-
tivi, d, c.m.M.d.c. al lor, bic itul — §i p c.m.m.n.c. al intregilor b;. S& se demonstreze rela-
a;
tia: M = dy. '

“Si notdm:

M
l‘-=bi3i=‘;pi: By ~Br—~ e ~Bn=1.
14

MM este un multiplu comun al intregilor b;, deci un multiplu al c.m.m.m.c. al lor:
(M = ky) == (a; = kBy).

k divide pe fiecare din iniregii a;; citurile B; fiind prime intre ele, k este deci c.m.M.d.c.
al acestor intregi; de unde:

k=d, M= dy,

M = (ay~ay~ ... ~an) (Mvﬂ_l_v vﬂ—l)
a; ay an

De exemplu, pentru n = 2, dacd M este c.m.m.m.c. al lui a; §i a,, se obtine:

a, — a a; ~ a
a‘va2=(alf\ag)[ L 2 X 1 2]

a; Qa,

M .M RPN . «
deoarece — si — sint aici primi intre ei}, sau incii:
a; Qg

ey = (a; ~ a,) (a; — ap).

Schimbind a; cu M , M réminind acelasi, se obfine:
: .

De exemplu (n = 3, M = abe):
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abe = (@ —~ b —~ ¢) (be — ac — ab) = (@ — b — ¢) {bc ~ ac —~ ab)

{A se vedea observatia din paragraful 8.)
I1. S se demonstreze, cu ajutorul exercifiului I, egalitatea:

k—~(a,—ay— . —ay) = [k~ a)) — ... — (k — ayp)

S# notim:
m= alvazv...van,
m = ajbi, (b — by — ... ~ by = 1),
k—~a; = ¢
k= cidi,
a; = cie; (di ~ ¢ = 1).
Atunci: ‘

k~m = cildi —~ bie)) = ci(ld; ~ dibi] ~ biey) =
= cild; —~ bild; — €]} = ¢;(di — b;).

S inlocuim, in formula a doua din exercifiul precedent, M prin (k —~ m), ¢; prin ¢;; se
obtine:

k—~m = (¢; — s — o — ) ([dy — U] —~ ... —~[dy — by]).
Dar, intregii b; sint primi intre ei; avem deci:

(dy — b)) ~ oo ~ (dn —~ tn) = (by = by — ... ~bp) ~ (d; ~ ... ~dp) = :
=1~ {dy —~ . ~dy) =1,
sau;

k—m=¢ —¢;— ... —¢p,

care este egalitatea ciutata.

b. Locutiunile ,cel mai mic multiplu comun® si ,.cel mai mare divizor comun*
nu se referd, cum s-ar putea crede, la relatia de ordine (<) pe Z ,ci la relatia
(1) de divizibilitate. Dacd ne mirginim la N, relatia (|) este o relatie de ordine
(partiald); adjectivele ,mic* si ,mare" se referd la aceastd relatie de ordine.
De exemplu: '

(n]0) = (0 este mai ,mare" ca n).

Evident, daci ne limitim la intregi strict pozitivi, implicatia:

(rlm) = (n L m).
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aratd cd c.m.m.m.c. §i c.m.M.d.c. sint, in acest caz, cel mai mic multipu.
comun §i cel mai mare divizor comun si in sensul relatiei de ordine uzuald

(<)

EXERCITII

8.59. Sil se demonstreze cil produsul a trei numere pare conseculive este un multiplu de 48
3.60. Sii se determine intregii congruenti cu 5 modulo 12 si cu 14 modulo 15.

8.61. Si sc calculeze restul impirtirii lui x(x 4 1) (22 - 1). prin 6, si restul :impartirii
citului prin 5. (Se vor distinge mai multe cazuri).

3.62. Sii se demonstreze cit 120 divide intregul:

2{z+ 1) (z + 2) (x4 3) (z + 4).

8.68. Si sc determine cel mai mic intreg pozitiv congruent cu 4 modulo 12, 17, 45 si 70.
3.64. 84 se determine intregii n astfel incit:

1 000 < n < 2 000,

n=—1 [m],
pentru toale valorile lui m din multimea:
{15, 18, 25).
3.65. Sa se dcmopstreze congruenfa:
x2%(2® — 1) (2* — 16) = 0 [860].
8.66. 84 se rezolve ecuatia definitd pe Z prin:
22 — y? = 2.
8.67. Si se rezolve, in inclul Z/30Z, ecua;ig definitd prin:
25 = x,
8.68. Sii se rezolve, in Z, ecuatia definild prin:
Sz —ty=1,
8.69. Acelasi exercitiu cu ccuatia definitd prin:
Tz — 9y =1,
8.70. Si se demonstreze implicatia:
(@a=b= 1) ==>(an ~pn = 1),
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8.71. Si s¢ calculeze numirul:
(15a 4 4b) —~ (11a:+ 8b),
in functie de intregul (@ ~ b).

8.72. Si se generalizeze exercitiul nr. 3.69 pentru numereles

(pa + gb) ~ (ra + sb),
cu:
ps—qr =1,

8.78. Sit se rezolve ecuafia definitd prin:
22—z = 'lb‘n,xez,
cu 103 < n < 10%
8.74. Sa se calculeze numirul:
z— (z+ 1) — (z + 2).
8.75. Si se calculeze numirul: '
(a+8) ~ (a—b),

fn functic de d = a — b.
8.76. Si se rezolve ecuatia definitd pe Z prin:

22— y* = p,

unde p esle un numdr prim dat.
8.77. Sa se verifice egalitatea:

6 X 7 X 18 = 546.

84 se deducidt congruenta:
28 =z [546).

-~ 8.78. Si se determine intregii z astfel fneft: -
5422+ 1, 13|42+ 1.
8.79. Si se calculeze restul impdrtirii intregului:

3m+d — 26n — 27
prin 169.
8.80. Si se demonstreze implicatia:
{a —~b=1) =[(a% + ab?) ~({a + ab + b) = 1]

8.81(. QSi se)demonstreze cii, dacid p este un numir prim mai mare sau egal cu 5, 24 divide
pe (p? — 1). : :
8.82. Si se demonstreze ci, a si b fiind primi intre ei, (a2 — b%) nu este un pétrat perfect
decit dacd si numai dacd, (e + b) 5i (a'— b) sint pétrate perfecte, sau daca sint pitrate
perfecte inmultite cu 2.

8.88. a si b fiind prime intre ele, si se demonstreze relafia:

[(a + b) — (a® + ab + b%]13.
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8.84, Si se demonstreze implicafia:
{@ ~b ~¢ = 1) —p (abc —[ab + bec + ca] = 1).

8.85. Si se demonstreze ci, dacii p este un numir prim, coeficientii binomiali C},, C;‘:, ey
«. ,CB™1 sint divizibili prin p.
8.86. Sise demonstreze i, dacil existdl doi intregi a §i b astfel incit:

n? = a? 4 202 (n € N),
se pot determina doi intregi o i B astfel incit:
n = (a —~ b) (e 4 2p2).
8.87. Si se demonstreze cit ecuatia, definitd pe Z prin:
82 = y® + 2,

nu admite nici o solutie.
8.88. Si se rezolve ecuatia definitid pe Z prin:

zn® — y(n + 1) = 1,
unde n este un intreg dat.
8.89. Si se rezolve ecuatia definitd pe Z prin:
z—y)=z+y9.
8.90. Si se demonsireze egalitatea:
a—~({b—c)=(a~b)— {a—¢).
8.91. Si sc determine toti intregii naturali n astfel incit orice divizor prim al lui (n® — 1)
sd dividd pe (n2 — 1) (n® — 1).
8.92. Si se calculeze numiirul:

(2n+'.' — ?_11) —_ (3n+2 _— 3n).

8.98. Cunoscind intregul natural n §i intregul prim natural p, sii se delermine intregii
a, b, ¢ astfel incit:

la—b]l=1c¢~n=1,
¢} a® — b® | = npab.

8.94. a si b fiind primi intre ei, se ia:
au + bo = 1.
8ii sc determine toti intregii = astfel incit:

zs€?2 z=1 [a], z=1 [b)
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83 se generalizeze la congruentele:
z=a«a [a],z=p [b]
8.95. Si se rezolve ecuatia definiti pe Z prin?
zy = 5z + 3y + 75,
8.96. Si se demonstreze ci, dacd p si ¢ sint numere prime mai mari sau egale cu 7, numirul:

(p* = 1)t — 1) (P° — ¢°)

este un multiplu de 580 608,

3.5. ALGORITMI

3.5.1. Algoritmul lui Euclid

Un algoritm este 0 mul{ime de reguli care permit unui automat sau unui calcu-
lator uman, actionind ca un automat — si efectueze un anumit calcul.

1. Un prim algoritm consti in calculul ¢.m.M.d.c. al mai multor numere;
calculul acestul ¢.m.M.d.c. poate fi redus la mai multe calcule ale ¢.m.M.d.c.
a cite doud numere, deoarece operatia de intersectie a multimilor este asocia-
tiva:

(div a) N (div b) N (div ¢) = (div a) N[(div b) N (div ¢)] =
= (div a) N (div[b ~c]).
Pe de altd parte, egalitatea:
a~b=|a|~|b]

permite si ne ocupim de intregi pozitivi; o fiind atunci neutru pentru opera-
{ia ¢.m.M.d.c., putem presupune a si b strict pozitivi, cu: ¢ > b.

2. Si considerim o egalitate de forma:
a=0bg+r
Este evident cd avem:
(div a) N (div b) = (div b) N (div r),
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deoarcce:
(@ =2’ 5ib = N') = (r = Na' — Vq)),
=W sir=n)=—(a= g+ rr‘]).

Sa efectudim deci impdértirile euclidicne succesive:

a=10bq +nr, . 0L <b,
b=rg,+ry 0Lry<ry
Ty = Tyfs + 1, 0y <ry
Tpeo = Tp_1Gn + Ty 0L <1y

De unde se pot deduce, in special, inegalititile urmitoare:
n<Lb—1, b —-2,..,n<b—*k

3. Dupi un anumit numir de etape (cel mult b impdrtiri), existd deci un intreg
n astfel incit:

Pny = 0, 'm0 (dacd n 5= 0).
Atunci egalitatea: '

Ty = Fafnay (CU Ty = b, 1, = a)
aratd ci:
(div a) N (div b) = (div b) N (div r)) = (div ry) N (div 1) = ...
= (div r,_y) n (div 1) = (div 1), cicl 1, ! r_,

Intregul r,, care este strict pozitiv, este deci c.m.M.d.c. al lui a st b:

Tm=a—b (44)

EXEMPLU. a = 30576, b = 6600,
Vom aseza:

a) in prima linie, cilurile ¢,q,...qn413

b) in a doua, intregii a, b, ry, 7y, ..., Paoy, Fas

c¢) in a lreia, produscle bgy, rgu, .., Faeygn, Pndnar}
d) in ultima, in sfirsit, resturile r), ry, ..., Py, 7, 0.

I: 4 1 1 1 2 1 1 1 1 5 (n = 9)

30576 G600 | 4176 | 2424 | 1752 | 672 | 408 | 264 | 144 | 120 24

26400 4176 | 2424 { 1752 | 1344 | 408 | 264 | 144 | 120 120 “I ’

4176 2424 | 1752 | 672 | 408 | 264 | 144 | 120 24| O |




Deci:
30576 —~ 6600 = 24.
Verificare:
30576 = 24 X 1274; 6600 = 2& X 275;
1274 — 275 = 1, cici 1274 X 49 — 275 X 227 = 1.

4. Algoritmul precedent este cunoscut sub numele de algoritmul lui Euclid.
El permite s¥ regésim identitatea lui Bezout. In adevir:

a=a-14+b-0,b=a-0+4+5-1,
ry=a+ (—q)b, ra = b — g, = (—qz)a + (1 -+ q.:95)b.
S& presupunem c# avem, datoritd ipotezei inductiei:
Th—g = Qg + b04_o, They = @Uy_y + bop_y;
rezultd ci:
Th = Ppeg — Tieafr = QUp—o—Up_1q1) + H(Vp—2 — Vp—1qr) =

= auy, + bop.
In particular:

a~b = r, = au, - bop.

EXEMPLU. 83 reluim: a = 30576, b = 6600.
rn=47=a—4b;ro=5b—r; =50 —a;
ry=ry — ry=2a — 9; ry =r, — r; = 14b — 3a;
rs = ry — 2ry = 8a — 37b; rg = ry — r; = 51b — 11a;
r,=ry — rg = 19a — 88b; ry = rg — r; = 1395 — 30a;

ry = r, — ry = 49 — 227,
in adevir:
24 = 49 X 30576 — 227 X 6600,

Algoritmul lui Euclid di imediat regula:
(@a>03s8b>034 ¢c>0) = (ab~ac= afb~c)).
(Se poate deduce de aici teorema lui Gauss: a se vedea pagina 154).
5. C.m.m.m.c. a doudl numere se obfine prin formula:
m=§m>mb>m
Se poate deduce c.m.m.m.c. al mai multor intregi (in numir finit), deoarece
de exemplu: '
aZNVLNcZ = aZ NZN cZ] = aZ N[(b — c)Z] etc.
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EXEMPLU. Fie tot: ¢ = 30576, b = 6600,

Avem:

b = 1274 X 6600.

de unde: m = 8408400,

6. Pentru a verifica ci d este c.m.M.d.c. al lui @ si b, trebuie s3 ardtim ci d
divide pe a i b, si ci:

a b
_—N e —

d a4 7
deci, de exemplu, si giisim u §i ¢ astfel incit:
a b
- —v=1
7 u 4 7 v
O astfel de ciutare se poate face In mai multe feluri; algoritmul lui Euclid

furnizeazd, cum s-a vizut, o solulie a acestei ecuatii in u si v. Dar se pot folosi
de asemenea congruentele care micsoreazi numirul tatondrilor necesare.

EXEMPLU. Si se rezolve ecuatia definiti prin:
1274u + 2750 = 1, 0 < u < 275.
2735 este vizibil divizibil prin 5; de unde:
12%4u =1 [5]
—u=1 [5]
u=4& [5]
275 este vizibil divizibil prin 11; de unde:
12740 = 1 [11]
Ju=1 [11]
u=5 [11]
Trebuie deci sd rezolvim dubla congruenti:

=4 [5], u=5 [11],
fie:
#=>5\+ 4 =1y + 5,
5% — 11y = 1.
O solutie evidenti estes
A= =2, u=—1,
de unde:
5(2 + 2) = 11 + 1),
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gi, dupii teorema lui Gauss:

g+ 1= 5.
w=11g 4 5 = 550 — 6 = 49 [55].
Pentru ¢ = 1, se gisesle u = 49, care convine efecliv. Se gisesle apoi 0 = —227.

3.5.2. Divizori primari

Printre toti intregii, se distinge o familie particulari, care este aceea a intre-
gilor naturali care nu admit decit un singur divizor prim. S& enuntim:

DEFINITIA / Un numiir primar este o putere de exponent mai mare sau egal
3 eu zero a unui numir prim.

Existi o infinitate de numere primare; si notim cu P muliimea formatd cu
aceste numere:

P={1,2 22 2,..2"..,3, 3% ..,3%.,5 52 ..., 7, .y 11,0}
1. Orice intreg altul decit O este un produs dintre o unitate si un produs de
numere primare; de exemplu:
—18 900 = (—1)22-3%-52- 7.
Divizorii primari ai intregului natural: n = p*¢*", unde p, ¢, 7 sint numere
prime, sint numerele:
{1, p, P 1% 0 PN D% & 05 s ¢ 1y 1% ey 1T

Si notdm cu f aplicatia de la multimea V¥ la mul{imea (D(P) a submultimilor
lui. P care, la orice intreg strict pozitiv, asociazd multimea divizorilor sii pri-
mari: De exemplu:

(1) = {1}, 12) = {1, 2
1(3) = {1, 3}, #(6) = {1, 2, 3},
£(12) = {1, 2, 3, 4}, .
£(18900) = {1, 2, 4, 3, 9, 27, 5, 25, 7}.
Cardinalul lui f(p*g®r) este egal cu:
«+B+v+1L

2. Aplicatia f este injectivi. In adevir, doi intregi diferiti au descompuneri
diferite in numere prime; existd un numér prim p §i un numdr primar p*cave
divide pe unul dintre intregi si nu pe celilalt; de exemplu:

120 — 2-3:5, 60 =22:3"5,
81120, 8 ) 60.
8 € 2(120), 8 & 1(60).
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Aplicatia 1 nu este surjectivd; multimea {1, 4} nu este imaginea prin f a nici
unui intreg, deoarece:

bln=>2]n
3. S# presupunem c# m divide pe n:
n=mXk
Divizorii primari ai lui m sint divizorii primari ai lui n;
deci:
(m | n) == [{(m) C {(n)].

Reciproca este adeviirati; Si presupunem in adevir e¢i m are trei divizori
primi (p, g, r), de unde egalitatile:

m = p*g*rY, f(m) = {4, Py P% s P% @ oo €5 Ty sy r.
P*% ¢° §i r¥ divid pe n; de exemplu:
r = p*u.

g® divide pe n si este prim cu p* (prin definitia ¢.m.M.d.c.); ¢* divide deci pe &
(teorema lui Gauss):

u = gbo,
De asemenea, r* divide pe n, deci pe u si ¢:
¢ =T1r'w, n = pPriw = mw.

(Demonstratia se adapteaza ugor, prin inductie, la un numir oarecare de divi-
zori ai lui m). In sfirsit:

(m | 1) <> ((m) Ci(n)) | . (45)

Aceastd implicatie permite s regisim c4 f este injectivdi deoarece, in N:
(m|n) si (n|m) = (n=m).

4. S& considerim o familie finitd A de intregi strict pozitivi (a, b, c,...), si
intersectia:

I =1e)Nid)N )N ...

Intersectia & este {initd, cici este o submulfime a mulfimii finite ¥(a). Fie
Py 4, T, ... numerele prime care figureazi in . Intregul primar p* apartine lui
J dacd §i numai dacd p* divide toti intregii din familia A.
Fie « cel mai mare intreg astfel ca p* s apartini lui J; dupa observatia pre-
cedentd, se poate scrie incluziunea:

{1, p, P ... p*} C O

p* este cea mai mare putere a lui p care divide toti intregii lui A.
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Sé calculdm la fel numerele ¢?, 1, ..., care constituie cele mai mari puteri ale
numerelor prime g, r, ... care divid toti intregii lui A; se poate scrie:

J = {17 b p21 s P4 4, 92, asey (/Bq Ty oeiny fr,...}.
Fie n produsul (finit)
n=p*XqxXrx..

Se deduce egalitatea: J = f(n),
apoi incluziunile:

f(n) cf(a), ¥(n) C£(d), f(n) c(c), ...,
gi relatiile: n [ a, n | b, n|e¢, ..

b. n este deci un divizor comun al lui a, b, c, ... Orice divizor comun m este
astfel incit:

ml|a,m|b m]e,..,
deci astfel incit:
f(m) c H(a), I(m) C 1(}), f(m) < i(c), ...,
adicd: f(m) c J.
Cum J = f(n), avem:
f(m) c f(n);

~deci, m este un divizor al lui n.
Divizorii comuni elementelor lui A sint divizorii lui #, si reciproc. Am definit
- astfel din nou c.m.M.d.c. al elementelor lui 4:

n = a’\bI\CAIOQ l

In particular:

fla~b) =M@ N1E) | @>0, b>0 (46)

TEOREMA / C.m.M.d.c. al unei familii finite de intregi striet pozitivi este
25 produsul numerelor primare p* ¢°, rY, ... unde «, B, v, ... sint
eei mai mari intregi astfel incit aceste numere si dividd toti

Intregii familiei.

EXEMPLU. a = 30576, b = 6600.
Stim cd c.m.M.d.c. este egal cu 24 (a se vedea paragraful precedent, pagina 205).
n adevir:
a= 2431 72.131, b= 23+3L.52¢ 411,
de unde:
a—~b=23+31+50-70.110413% = 23+3 = 24,
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Aici:
f(a) = {1, 2, 4, 8, 16, 3, 7, 49, 13},
i) = {1, 2, 4, 8, 3, 5, 25, 11},
fla ~b) = {1, 2, 4, 8, 3).

7. Teoria precedentii se poate extinde la intregi negativi, punind:

1(—n) = 1(n),
(atunci f nu mai este injectivi) si la. zero, punind:
f0) =P

(care redii, de exemplu; egalitatea:
O~r=]al)

Toate proprietitile c.m.M.d.c. sint atunci imediate, cici ele se reduc la pro-
prietitile bine cunoscute de la multimi:

a~b="b—~a a-1=1,
a~b~c) = (a~b)~c¢
a~a=|al] etc.

EXERCITIU

n fiind un intreg: strict pozitiv, fie vp(n) intregul. positiv sau nul x astfel.incit p* divide pe
n, iar p**1 nu divide pe n (p fiind un nwmdr prim).

Si se studieze proprietitile aplicatiei vp .
Daci « = op(n), atunci {1, p, p? ..., p*} este submultimea lui f{n) care contine puterile
lui p care divid pe n; « este egal cu 0 dacii p nu divide pe-n.

Daci m divide pe n, atunci:

op(m) < op(n),

pentru orice intreg prim p. . . .
Reciproc, dacit aceasti inegalilale este adevitrald pentru toti intregii primi, atunci m divide
pe n; m este egal cu n daci si numai dacii:

o,;(m) = "P-(u)’
pentru orice intreg prim p, cici:
n= ovnmqpq(")rp'r(n’..a

Daci d este c.m.M.d.c. al lui m si n, atunci pentru orice p, vp(d) este cel mai mic dintre cei
doi intregi vp{m) si op(n); d’ este un divizor comun al lui m si al lui » dacit si numai dacit
penlru orice inireg prim p:

opld’) < op(m),  epld’) < opln).
Si considerim produsul mn; atunci:
ap(mn) = vp{m) 4 op(n).
Dacil s este suma dinlre m si n, atunci:
op{m) < opls),  ep(n) < opls).
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De exemplu:
m = 435, n = 216, s = 261,
e3(tm) = 2, eg(n) = 3, e5s) = 2,
m = 45, n = 207, s = 252,
v3(m) = 2, v3(n) = 2,.04(s) = 2.
m = 45, n = 198, s = 243,
_ wglm) = 2, 0y(n) = 2, ofs) = 5.
Dacii: op(m) < ep(n), atunci:
eplm -+ n) = ep(m).
Dacd: op(m) = op(n), alunci:
Cwplm + n) > epn).
vp este o valoare relativi la numdrul prim p.

3.5.3. Aplicatii

1. Divizorii primari permit si se calculeze si c.m.m.m.c. al elementelor unei
Tamilii finite A de intregi strict pozitivi (a, D, ¢, ...). In adevir, si considerim
reuntunea:

R = f(a) Ud(h) U Hc) U ...

Reuniunea 2 este finitd, ciici familia A este finitd, §i fiecare din multimile
1(a) este finitd. Fie p, ¢, r, ..., numerele prime care figureazi in R. Intregul
primar p"* apartine lui @ dacd si numai dacd p* divide cel putin un intreg
din A.
Fie « cel mai mare intreg astfel cd p* apartine lui ®@; dupd observatia prece-
«dentd, se poate scrie incluziunea: ’

{1, p, p% ..., p*} C .

p* este cea mai mare putere « lui p care divide cel putin un intreg din A. S&
calculiim la fel ¢, r¥, ... care constituie cele mai mari puteri ale primilor ¢, 7, ...
care divid cel pulin un intreg din A.

Se poate scrie:

=11, p, PY e D% @ Y e @B L
Fie m produsul ({init):
m=p* X ¢ Xrx..
Se deduce -de aci-egalitatea:
R = f(m),
apoi incluziunile:
fta) cfim), 1(b) c f(m), ¥(c) ciim), ...
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si relatiile:
almb|mc|m,..
2. m este un multiplu comun al lui g, b, ¢, ... Orice multiplu comun 7 este astiel
fncit:
aln, bln, ¢cln, ..
deci astfel inecit:
f(a) c f(r), 1(]) < f(r), i(c) Ci(n), ...,

adica: 2 ci(n). ‘
Cum R = f(m), avem: ,

f(m) < ¥(n); |
de unde rezultd ci n este un multiplu al lui m. Multiplii comuni ai elementelor

lui A sint multiplii lui m, §i reciproc. Am definit astfel, din nou, c.m.m.m.c.
al elementelor Ini A: .

l m=a_b_c—..

In particular:

| Heo b)=Ha)UI®) | (a>0, b >0) (47)

TEOREMA / C.m.m.m.c. al unei familii finite de intregi striet pozitivi este
26 produsul numerelor primare p*, ¢®, rv, ..., unde «, B, vy, ... sint
cei mai mari intregi astfel ¢ numerele p*, ¢®, rv, ... divid cel

putin un intreg al familiei.

EXEMPLU. a = 30576, b = 6600,
Stim c¢i c.m.m.m.c. al acestor doud numere este egal cu 8408400 (a se vedea paragraful
nr. 8.5.1, pagina 170). In adevir:
a= 218172, 13!, b = 23+ 31.52. 111,

de unde:

a—b=2%+3152- 72111 13! = 8408400.
Aici:

f(a) = {1, 2, &, 8, 16, 3, 7, 49, 13},

1706) = {1, 2, 4, 8, 3, 5, 25, 11},

fla—b) = {1, 2, 4, 8, 3, 5, 25, 7, 49, 11, 13}.

3. Teoremele 25 si 26 se pot formula sub forma unei reguli care se foloseste
foarte des.

1° Pentru a calcula ¢.n.M.d.c. al unei familii finite de intregi strict pozitivi,
se tnmulfesc divizorii primi care divid toti intregii familiei cu exponentul
cel mai mic cu care ei apar in descompunerile elementelor familiei.
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2° Pentru a calcula c.m.m.m.c. al unei familii finite de intregi strict pozitivi,
se inmul{esc divizorii primi care divid cel pufin unul din intregii familiei cu
ﬁﬁ)onentul cel mai mare cu care ei apar in descompunerile elementelor fami-
A'si;fel, in cazul a doi intregi:
‘ a = p*¢*rY, b = p*gP'rv'.
se poate scrie:

a—b = pUq"" (u = sup(a, '), ¢ = sup(g, B'), w = sup(y, ¥')).

a—~b = p¥g'r" (' = inf(a, '), ¢’ = inf(B, '), w' = inf(y, ¥')
Cum avem evident:

‘ sup(x, y) + inf(z, y) = = 4+ 3,
rezultd formula cunoscutd:
ab = (a — b)a~bd) (a >0, b > 0).

4, Extinzind aplicatia f la zero si la intregii negativi, se regdsesc imediat
egalititile:

0_a=0,
avb=bva, avi—_— Ial,
a_(b_c)=(a<-b)—e

a—a=|a] etec.

Observatie. Aceastd extensie permite si se considere i c.m.M.d.c. al unei familii
infinite de intregi relativi, cdci intersectia c/ este intotdeauna finitd. Dimpo-
trivd, ea nu mai dd pe c.m.m.m.c. al unei familii infinite (care este nul daca
familia confine o infinitate de intregi diferiti) cum aratd exemplul familiei A
a numerelor prime naturale, pentru care @ este diferit de £(0).

5. Aplicatia f permite si se demonstreze instantaneu relatii importante ca
acestea:

e~ (ab)=la| (48)
a—~(b_c)=(ab)_(a~c) (49)

Este suficient si veriflicim aceste formule in cazul cind intregii sint strict
pozitivi (cazul abc = 0 fiind foarte simplu se examineazd direct). Punind:
A = H(a), B = i(b), C = i(c), este destul s& se scrie relatiile din teoria mul-
timilor:

A (B~C)=(4 < B)~(4 <)
177



Se arati in mad analog egalititile:

a_(a~b)=]a] : (50)
a—(b~c) = (a_b)~(a—c) (51)

TEOREMA | Operatiile binare definite prin ec.m.m.m.c. si e.m.M.d.c. sint
27 distributive una in raport cu ecealaltii.

(Ne putem referi si la exercitiul nr. 3.120 de la pagina 180).

6. In general, aplicatia f este un izomorfism intre N* si imaginea sa, care este

o submultime a multimii p&etilor lui P. Operatiilor (c.m.m.m.c., c.m.M.d.c.)

le corespund operatiile (reuniune, intersectie); numarului 0 ii corespunde mul-

timea {1}; relafiei de divizibilitate ii corespunde relatia de incluziune.

Orice propozilie relativd la divizibilitatea in N* se poate traduce printr-o pro-

pozilie in f(N*), si reciproc. Aceste doud mulfimi sint numite latici (distribu-

tive); ele sint izomorfe.

EXERCITII

1. Sé& se caleuleze valoarea ¢p a c.m.m.m.c. al intregilor m si n.
Teorema 26 aratil imediait ¢i pp(m—n) esle cel mai mare dintre intregi vp(m) i ep(n), In
parlicular:

vp(m) -+ vp(n) = ep(m — n) + ep(m ~n).

Accasta esle relatia pe care am folosit-o pentru a regiisi cgalitalea:
ab = {(a — b) (a ~b).
11. Se considerd doi intregi striel positivi a si b, primi intre ei. Si se demonsireze egalitatea:

a—~bxr = a~ux.

Aceastii egalitale este adeviirald pentru z = 0. Dacii = nu esle nul, este suficient sii presu-
punem cit z este strict pozitiv. Orice divizor comun lui a $i lui 2 divide evident pe a si pe-b=.
Reciproe, si considerim un intreg n, care divide pe a i pe bz. Cum:
f{a} M 1B) = {4} si £(n) C Ifa),

fin) N EB) = {1},

n—~b = 1,

rezubbds

sau:

n divizind pe bz si fiind prim cu b divide deci pe . Multimile (div a M divba) si (div & N

div z) fiind egale, cei mai mari divizori comuni sint deci egali.
Ik S se regaseeascd resultatul exercifului II de mai sus cu ajutorul identitipii lui Bezout.
Sa. ludim:
au - by = 1.
Orice numir de forma {xa + pbz) este evident de forma (e + p'z).
Reciproc:

n= Na+4 p'r= Ya-+ p'lau + bo)z = (X 4 puz)e + (Lo)bz =
= ha + pbz.

Generatorii grupurilor combinatiilor liniare: ale lui (a, bz} si ale-lui (a, 2) sint deci egali,
ceea ce demonstreazil egalitatea studiati.
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EXERCITH

8.97. Si se determine inlregii » astfel ca sd avem, in inclul.Z/nZ, echivalenfa:
@y £ 0, oy = 0) <=> Im, am ="0).
8.98. Dacd 2 este un inlreg primar, n = p, si se demonstreze implicatia:
(n 4 @) == ([Pt — 1 =0 [n]).

3.99. Si se determine c.m.M.d.c. si c.m.m.m.c. al numerelor familiei (240, —252, 792).
8.100. Acceasi problemd pentru familiile:

(6652, 924), (27634, 6551), (49980, 28420),
(180, 606, 750), —(390, —720, —450),
(540, 1008, 756), (49980, 33810, 28420, 4116).
3.101. Si se determine numerele inferioare lui 50 si prime cu 80.
‘8.102. Sit se rezolve in N ecuatia definité prin:
380 —~ z = 5, z < 100.
3.103. Si se rezolve in N ccualia definitd prin:
m-4 n=420,m~n=12,
8.104. Accecasi problemid pentlru:
bt =m>n, m—~n=16.
8.105. ‘Aceeasi problemid pentru:
mn = 6480, m ~ n = 18,
8.106. Si sc rezolve in Z sistemul de ecuatii definil prin:
z—~y=y~z=3—~zxz="17,
x4 y+ 3= 225, z~—y~—zz=1785
8.107. Si se rezolve in Z sistemul de congruente definit:prin:
z=1 [74], 2= —1 [8)

8.108. Si se rezolve, in inclul Z/nZ, ecuatiile definite prin:
22 =z, 2 =1, 2t =0,
sliind ci n este produsul a doudl numere prime distincle (exemple: n = 6,n = 15, n = 803).
.8.109. Si se calculeze: numerele intregi:
an ~ b®, gt~ ",
tn functic de d = a —~ b, m = a = b.
8.110. Si se calculeze numecrele intregi:
108 — 144, 128 — 230, 1848 — 1950,
480 — 874 — 1028, 480 — 210 — 735 — 491,

8.111. Si se rezolve in Z ccuafia definitd prin:
6~ x =96,
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8.112. Si se rezolve in Z sistemele definite prin:

1° zy = 1512, z — y = 252.

2° gy = 300, a2 — y = 60.

3° z+ y =276, x— y = 1440,

£ (z~—y) — (xr ~y) = 187,

5°(z—y) — 3z —~y) =108, 10 < 2~y < 15.
6 z~y=25 z—y=30

7° z—~y =30, x—y = 300,

8° z ~y = 60, x~— y = 300.

8.118. S# se determinc un intreg » care si admiti 40 divizori in Z, stiind cil {n — 16) este
produsul a doi intregi naturali primi.

8.114, Si se rezolve in N ecuatia definild prin:

a® — y? = 240,
8.115. n fiind unul din urmifoarele trei numere intrezi 28, 496 sau 8128, si se calculeze
semisuma divizorilor sii (astfel de intregi se numesc perfecti).

8.116. Aceeasi problemd pentru intregii 220 si 284 (care se numesc amiabile).
Aceeasi problem# pentru 18416 si 17296.
Aceeasi problemd pentru 22 X 37 §i 2 X 5 x 112

8.117. Se dau relatiile:
0O<m<n,n|m?
d=m~—n, m =dm, n=dn,
S4 se demonstreze cii n, divide pe d, si ¢i n are un divizor un pitrat mai mare ca 1.
8.118. S se demonstreze egalitalea:
zyzlz ~y —~z) = (2—y—2 (z~y) [y ~2) —~2).
8.119. Si se demonstreze egalitatea:
g~y ly—~3)(z—~2)=(2~y—~3) (2y ~yz 7 z2).
8.120. S3 se demonstreze egalitatea:
t—~N—(ly—~2)—(z~2)=(z—y)~ (v —32—(z—a)
Se pot schimba rolurile simbolurilor ~ i ~—?
8.121. Si se demonstreze implicafia:
[le~2)=(@a—~y)sile—a)=(a—yl=s[lz]| =[y|]

3.122. z, y, z fiind multimi, iar simbolurile ~ si — reprezentind atunci intersectia si reuniu-
nfa,tre}igtulti din exercitiile de la 8.118. la 8.121 mai sint exacte? Daci da, si fie demon-
strate direct.

8.128. p, g, r fiind trei numere prime, «, B, v fiind trei intregi, sit se demonstreze ci intregul:
=p-—U—@g—10)—(-1)
este aslfel incit intregul:
St= (p* = p*Y) — (¢® —gf~) — (rY — r¥=1)
divide intregul:
n = p%=igh lry-ig,
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8.124. Sid se rezolve in N ecuatia definit} prin:
2? + y* + 2 = 2azy + yz + 22).

(S4 se observe ci 4xy este un pitrat.)

3.1125. Dacd intregul a™ 4 d" este un numir prim, c.m.M.d.c. al lni m si n este o putere
a lui 2

8.126. 84 se rezolve in Z sistemul definit prin:
2® — y? = 7344, x —~ y = 12.
3.127. 83 se determine intregii naturali m si n care au 45 divizori comuni astfel incit:
m 4+ n = 127008,

8.128, 54 se demonstreze ci, dacdl d este c.m.M.d.c. al intregilor naturali m§i n, (ad — bd)
este c.m.M.d.c. al intregilor (am — b™) si (a® — b®) dacid a este mai mare decit b.
8.129. Si se demonstreze ci existenta intregilor u si ¢ astfel incit:

O=au—1by, 0< |u|<bh 0<|v|<a

echivaleazi cu relatia:
(a —~b) > 1.

8.180. Numirul 37 se bucurd de curioasa proprietate ilustratd prin egalitatea:
3 X 7X87=77. ’

Existé alfi intregi mai mici ca 100 cu aceeasi proprietate?
8.131. 84 se rezolve in N ecuaiia definitd prin:

M0z + y) (2 + y) = 22+ 3

3.132. a si b fiind primi inire ele, o’ si & fiind de semenea primi intre ele, si se
demonstreze echivalenta: .

b~V =1) <= [bb' ~ (ab’ + a'B) = 1].
8.133. Si se demonstreze in N implicatia:
(22 + ¥* = 22%) — (2% = y® [48]).
3.134. S3 se demonstreze implicatia:
(z*4+ ¥ =2%) — (xy = 0 [6] i zyz =0 [30]).
3.185. S& se demonstreze implicatia:
(2 + y* =2 §i =0 [6]) = (zyz = 0 [1080]).
3.186. Sa se determine intregii n astfel incit:
100 < n? < 105 n2 =0 [54].
3.187. Sa se determine intregii relativi = si y astfel incit:
z— y = 340, z(y + 25) = y(z + 20).
8.138. Si se rezolve in N ecuatia definiti prin:
2z+1) 2y + 1) = (z+ 1) (y + 1)a
3.189. Si se rezolve in N ecuatia definitd prin:

(z — 27) (y + 12) = ay.
Sa se calculeze x — y pentru fiecare dintre solutii.
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8.140. Si se, demonstreze ¢ a si b fiind numere intregi prime intre cle c.m.M.d.c. al lul
- n
(@ — b) 5i =" divide pe n.
a—12b

PROBLEME

3.141. Tic a si b doi intrcgi naturali primi intre ei. Se consideri numerele (a, 24, 3q,
«e s{b—2)a, (b—1)a) si resturile acestor numere la impértirea prin b.

1° Si se demonstreze cii toate resturile sint diferite.

2° Si se deducit existenta unui numir z astfel incit:

bllaz—1), 1 <2< b.

3° Aplicatie. a = 13, b = 8.
4° Si se regiscascd prin aceastdi metodi identitatea lui Bachet-Bezout.
3.142, Se considerd sirul (up) definit prin:
Uy =0, uy =1, up = tny + Up-, (0> 2).

1° Sii se calculeze uy, pentru » mai mic sau egal cu 10.
2° Si se demonstreze relatiile:

Ug b Wy F Uyt et Upy = Uy — 1 (1)

Untineg — Unoy = (=170 (n > 2);

Ungp-y = Un-ylip—y + Untip (n > p >1).
3° Si se calculeze numirul:

Un = Untie

4° 83 se demonstreze implicatia:

(n—~m=d) = (un ~ um = ug).

(Acest sir se numeste sirul lui Fibonacei.) .
3.143. q, b, c sint respectiv cifrele unititilor, zecilor si sutelor ale unui numdir intreg n. 84

se calculeze «, b, ¢ in fiecare din cazurile urmitoare:
1°a=¢n=0 [8,n=0 [5]
2a=c¢,n=0 [3,n=0 [11]

3°n=0 [3,n=0 [5,n=0 [11]

®n=0 [3,n=0 [53], n=m?(meN).

3.144, 1° Si se rezolve ecualia definiti pe inelul Z/5Z prin: 2* = &, unde k este un intreg
dat.

2° Se consideril doi intregi naturali a §i b astfel ca a® si b° si aibil aceeasi cifrd a unild-
tilor in scrierea zecimald. Si sc demonstreze cii @ — b este divizibil prin 10, si ci o — &
este divizibil prin 20.

3° 8i se calculeze atunci a si b siiind cii:

a? — b? = 1940.

1]

4° Aceeasi problemit pentru:
a? — b = 1920,

8.1456 Se comsiderd sirul (up) definit prin:

=1, u, =1, up = tpy + 2up-, (n>2).
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1° Si se determine clasa lui u, modulo 2.
2° Sd se calculeze numerele:

Up ~ Ungy Un — Unga.

3° Sd se demonstreze egalitatea:
Unep = Un4ylp + 2“7;“[.1 (p > 1).
A° S& se calculeze numirul:

Un — Upgg.
8.146, 1° Si se rezolve ecuatia definitd pe inelul Z/4Z prin:
22 =k,

unde k este un fntreg dat.
2° Se consideri sistemul definit pe Z prin:

{z2+ y* =2,
r~y~z=1.

81 se demonstireze ci 5 este impar, ca si unul dintre cei doi intregi = §i y, celilalt fiind par.
3° Se presupunc cd y este par. Si se calculeze:

¥+ 2)~(y — 2.
4° Si se demonslreze atunei c¢it se peate scrie:
y+z=u} y—z=0, u~o=1,

u $i ¢ fiind doi intregi impari.

5° Si se determine toate solutiile problemei in functie de doi parametri arbitrari u i o,
intregi impari.

6° Si se determine efectiv loate soluliile astfel ineit:

l<ae<20, 0<y<<20, 0<2z<20.
7° S8i se rezolve ccuatia definitd pe Z prin:
a4 y? =z
8° Se pune atunci:
rlzl+ lyl+1z1)=1ayl, zyz£0.

Si se demonstreze c& r este un intreg natural.
8.147. 1° msi n fiind doi intregi naturali astfel incit: n > 2, se consideri intregii:

a=mn, b=mn—1).

83 se calculeze (@ — b) in funclie de m si n, apoi de a i b.
2° 84 se rezolve ecuatia definitd pe Z prin:

T~y = —Y.
3° Aplicatie. S& se determine efecliv toate solutiile sliind ci:
z~— y = 30.
4° Se considerd intregii:
a = 24z(5y + 3), b = 152(8y + 5), ¢ = 40z(3y + 2),
unde =z, y, z sint intregi naturali. Si se calculeze cei mai mari divizori comuni ai numerelar
asib, bsic csiasi difecrentele dintre aceste numere.
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5° Si 'se calculeze numirul:
a~b~—~c¢,

8.148. Se dau intregii naturali nenuli:
e>b a~b=d, a—-b=m
4° n fiind un intreg dat astfel incit:
a=n(2n—1), b= (n—1)(2rn—1),

si se calculeze d si m.
2° Se presupune acum cé:

mia + b) = abd. (1)
84 se calculeze a si b in funcie de p = %si q= %.
8° a si b satisficind relatia (1), se presupune cii se mai poate scrie:
d=a—b. (2)

S se calculeze a si b.
4° 84 se deducd relatia:

(a —b*=a+b (3)
5° Se presupune ci a si b satisfac relatia (3). Egalitétile (1) si (2) sint satisfécute?
6° Se di atunci restul r impdrtirii lui a prin b. 84 se calculeze a §i b stiind ca » nu cste nul

7° Aplicagie. r = 11.
3.149. n este un intreg natural. Se consider# ecuatia definitd pe Z prin:

(z — 2n) (y — 2n) = 2n2
1° Se pune:

d = (x — 2n) ~ (y — 2n).
83 se demonstreze relatia: d | (z —~ y).
2° S# se demonsireze relatia:

2?4+ yP=(z+4 y— 20
Si se deducd ¢i (x — y) divide pe d.
3° S# se demonstreze ¢ {z — y) divide pe n.
4° Sa se calculeze z si y, stiind cd:

¢~y =1, n=30,

8.150. m este un intreg pozitiv dat.
1° Si se demonstreze relafia:

2 "‘(""H) =8 (m>1).
=1

2° g fiind un intreg impar, si se demonstreze implicatia:
(n=m [a]) =2 (Sn = Sm [a]).
84 se deduci solutiile ecuatiei definitd pe corpul Z/11Z prin;
Sm=F,
unde k este un intreg dat.
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3° z fiind un fntreg strick mai mare ca 1, sii se demonstreze ci existii un intreg m unic
astfel incit:

Sm < r < Sgn.].l.

&° Se consideri: -

I(2) = Sp.
S3 se demonstreze inegalitatea:

[ — f{z) — 1P < 2z.

5° Se presupune pe viitor cii existd un intreg n astiel incit:

Sm = nZ.
S# se demonstreze ci unul dintre numerele m si (m 4 1) este un pitlrat perfect impar.
Exemplu: m = 8.

6° Si se demonstreze atunci cii, dacit m este par si ci dacd m’ = 4m(m + 1), Sy’ este un
}S)élrat perfect.
3 se deducd cii exisld o infinitate de intregi m astfel ca Sy, sii fie un pitral perfect.

7° 84 se demonstreze implicatia:
(Sm = n%) s Ak, Ixh, m = Gk{k + 1), Sp = A2

8.161. z, y, z sint Lrei intregi pozitivi astfel incit:

1,11

r y 3
84 se demonstreze ci existd intregi a, b, ¢ astfel incit:
‘ x = ala + b)e, y = bla + b)e, 3 = abe.
8.152. n este un intreg nenul a cirui descompunere in factori primi se scrie sub forma:

n=p%Pr* (@>0,B>0,v>0).
4° S# se demonstreze ci numirul divizorilor lui n este dat prin egalitatea:
N=(a+ 1) B+ 1)y + 1)
Aplicagie. n = 300.
2° Ce se poate spune despre N daci n este un pdtrat perfect? Si se studieze reciproca.
3° 8% se generalizeze la intregii » avind un numdr oarecare de divizori primi.
4° S4 se determine cei mai mici intregi avind respectiv 18 si 400 divizori.
5° n avind aceeasi formi ca la 1° si se determine ci suma divizorilor siii este datd prin
egalitatea:
_ (pa+l __‘1) (qa-(-l _— 1) (,-'Y-l-t — .1)
(p—1(g— 1 -1

6° p fiind produsul divizorilor lui n, si se demonstreze egalitatea: p? = nV,
8.158. Si se determine un fintreg n asifel incit:

N=09, n= 8p+1,

unde p este prim (acest exercifiu foloseste rezuitatele problemei nr. 8.152).

8.154. 1° a si b sint doi Intregi primi intre ei, astfel incit: e < &.
Si se demonstreze ci resturile la impértirile prin & ale numerelor

(k, a+ k&, 2a+ Kk ., (b = 2)a+ Kk, (b — 1)a -+ k)
sint toate distincte daci: 0 <k < a.
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2° ¢{n) fiind: numérul intregilor m astfel incit:
b<m<gKn, m—~n=1 (n>1),
s se demonslreze implicalia:
(@ ~b=1) = p(ab) = ¢(a)e(b)).
3° p fiind un numir prim, si se calculeze numirul;
¢(p*) (x=N).
q §i r fiind alte doudt numere prime, si se calculeze numirul:
o(p gPr).
Aplicatie. n = 300.
4° S3 se demonstreze relatiile:
o(mn) > o(m)p(n);
[p(mn) = o(m)p(n)] «=>[m —~ n = 1];
(m | 0 e (moln) < np(m));
(m | n == (p(m)q!n);
[p(m ~ n)]| {ptm) —~ o(n)];
[o(m) — #(n)] | [p(m — n)].
5° Sii se demonsircze echivalenfa:
[mho(m) = nkp(n)] «=>[m =n] (k> 1).

{Sc va considera cel mai mare numiir prim p care divide pe mn, si exponentul « astfel incit,
de exemplu, p* divide pe m, p*+! nu divide nici pe m nici pe n.)

6° Se noteazdt n = p*¢Pry(a > B > ¥),

unde p, g, r sint trei numere prime diferite. S3 se demonstreze incgalitatea:

o) <n — a
8.155. a si b sinl doi intregi astfel imcit:
a>b>1, a~b=1,
1° Si se demonstreze cit exista doi inlregi A si w astfel incit:
M—-phb=10< A< 0<p<®m
2° Si se demonstreze cil ccuatia definitd pe N prin:
ax + by=n

arc cel pulin o pereche solutie (z, y) dacit n este mai mare sau egal cu ab, si cel mult o pereche
(z, y) drept selutie in caz contrar.

3° Sii se demonstreze cit ecuatia ax - by = n admite exact o solufie pentru:
fa—1) b —-1)<n<ab
Aplicatie. a = 13, b = 20. Si se calculeze z si y, in cazul in care existd pentru: n < ab.
8.1536. Si se studieze in Z ccuatia definitd prin:
a? | 5y? = z2,
Se noleazdi 8 = = ~ .
4° Si se demonstreze ci este suficient si se sludieze cazul 8§ = 1:

T36



2° Se noteazi atunci:
d= (22— £) — (4 2).

S# se demonstreze cii d divide pe 2.
8° Si se demonstreze cii, dacii d = 1, exislii douli:-numere impare u §i ¢ astfel incit:

y = up, 2z = bu* 4 o
4° S¥ se demonstreze cit, daci d =2, exisld doufi 'numere impare u si ¢ astfel incit:
y = 2up, £ = 5u® -+ ¢%
5° S4 se rezolve ecuatia propusil.
8.157. 1° Se considerd ecuatia delinitd pe N prin:
zys=x+ y+ z— 2
Si se demonstreze cii se poate scrie, de exemplu:
1<z<y<s<s.

2° S# se determine toale solutiile (‘SIC vor giisi zece).
3° Se considerd ecuatia definitid pe N prin:
a~b—c=at b+ e

8% se demonstreze cit a divide pe (b 4 ¢), b divide pe (¢ + a) si ¢ divide pe (a + ‘B)..
4° S se foloseascit primele doud chestiuni pentru a rezolva ecualia propusi.
8.158. Si se rezolve sistemul definit pe N prin:

zy + yz 4 zx = zyz + 2.

z+ y-+ = xys.
8.159. Se consideri ecuatia definitii pe N prin:

2+ yer=22 0<es<y, z~y—~s=1.

1° Si se demonstlreze ci existi doi inlregi u si v astfel incit:

z=u+ v, y=u—9.
2° 84 se deducit din rezullalele problemei nr. 8.144 cii existd doi intregi & i & astfel tncit:

= h? — 2%k — k%, y =K+ Shk — k2, z = K%+ 2

8.160. Fic un incl comutativ unitar (4, 4-, °), unde elementul neutru al aduniirii este-
notat 0, iar elementul neutru al inmultirii esle notat e. Fie o un element al lui 4.
A. 1° Tie of produsul cartezian A X A. Se inzestreazd aceastd mullime cu o adunare si o.
fnmultire definite prin:

(a, b) + (e, d) = (a4 ¢, b+ d),
(a, b) (e, d) = (ac + abd, ad + be).

Sit se demonstreze ei (o, 4+, °) este un inel comutativ unitar,
9° Fie of, produsul 4 x {0}. Sit sc demonsireze cé se poate defini, prin restrictiala ofx a
legilor lui <f, o struclurd de inel.
Dacil se noteazii:
f =[a|—> (a, 0)]

f este un izomorfism intre A si ot Se vor identifioa pe viitor A si ofy.
8° Fie w = (0,7¢). S se demonstreze egalitatea:

w? = («,0).
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4° Se presupune pe viitor cii 4 este un inel integru si ci egalitatea (22 = 0) implica egali-
tatea cu 0 a lui 2. '
Si se rezolve ecuatia definitd prin:
(xv y) ($, y) = (“9 0)-

Si se deduci ¢ orice element z al lui s se poate scrie sub forma:

z=a—}- wb (aEA, bEA, co2=a),
B. Se presupune, in accastd chestiune, ci o este nul si ci A este corpul numerelor reale;
o este atunci muliimea numerelor duale.

1° S3 se demonstreze cii o nu este integru.
9° 8% se determine elementele lui o care admit un invers la inmultire.
3° Si se studieze unicitatea descompunerii:

s=a+ b c=(0, 1)
4° 83 se sludieze cxistenta ridicinilor pitrate ale numirului dual:

z = a -} cbh.
5° Si se rezolve ecuatia de gradul doi definitd pe o prin:
24 pstq=0 (ped qe d).
(.. Sc presupune ci A esle integru, ¢ nu existd nici un element 8 in 4 astfel &i a2 =B, si
cit egalitatea (2z = 0) implici egalitatea cu 0 a lui =.
1° Si se studieze unicitatea descompunerii:
z=a+ wb (a €= A, bed o=a)
2° Se va nota pe viitor:
Z=a— ob
Si se demonstreze ci aplicalia:
[z \—s Z]
1z + =) = 1(s) + 1(z'), Hzz') = Ua)().

Care este natura lui 1?
3° Se pune ¢(z) = z3. Si se demonstreze egalitéfile:

ola) = ot — abt;

o(s2') = olz)e(s).
4° Si se demonstreze it elementul 3 admite un invers in o dac# si numai dacl (z) admite
wn invers in A. Si se deducil ¢ii of este un corp dacd A este un corp.
D. Se presupune ci A este un corp, ¢ii nu existd nici un clement @ in A astfel ca 2> =8

si ca egalitatea (2z = 0) implicd egalitatca cu 0 a lui x.
Se considerd mulfimea M (=) a matricelor pitrate de ordinul doi cu elemente in A de

forma:
M(a, b) =(" “"].
b a

1° Si se defineascd pe W(z) o adunare si o inmullire, inspirate din acele ale matricelor
reale, care ii dau o structurdt de inel comutativ.

2° Sit se demonstreze cd “W{«) este un corp.
3° Sa sc regiiseascit acest rezultat considerind aplicatia:
g = [a+ wb = Ma, b)].
4° i se rezolve ecualia definitd pe o prin: .
22— a=0.

5° Aplicagie. Se ia A = Z/37. S4 se demonstreze ci se poate lua a = 2. Cite elemente are
oA? Si se aleituiascd tabelele acestui corp.

satisface cgalitatile:
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6° Si se examineze cazul cind A este unul dintre corpurile Q sau R (numere rationale sau
reale) si in care « = —1.

8.161. Fie R® produsul cartezian al mulfimii realilor prin ea insdsi. Uy element al lui R®
este notat z = (a. B)

?‘ie~ lt; transformarea lui R? care, lui z = (a, B), face si-i corespunda , _ («!, B) astfel
mcit:

o = ax + b8

B’ = ca + dﬂ:

unde a, b, ¢ sint intregi relativi.
La fiecare transformare &, se asociazi matricea pitratd de ordinul doi T = ({l- Z] » al
[

cirei determinant este notat
A = ad — be.
Se noteazdi prin (&) mul{imea transformirilor .

I 1° OUt;ansl‘ormare U aparfinind lui (3) lasa fiecare pereche invarianti. Care este matri-
cea sa

2° S& se demonstreze echivalenja:
=8 <=T=T.

3° Si se demonstreze ci matricea lui 8" = 8’ 0 % este 77 = T'T, unde 7”7 reprezintd
produsul matricei 7 prin matricea 7. Se reamintegte c¢i produsul matricelor este, in
general, necomutativ.

Sa se calculeze determinantii A, A’ si A” asociati lui T, T'si T”.

S4 se exprime A” cu ajutorul lui Asi A"

'4° Se compun un numir oarecare de transformiri ale familiei (3).

Notatia P arati ci transformarea @ s-a efectuat de p ori.

Matricea lui 3P cste notatdi 7P. Si se demonstreze ci acest produs este asociativ.

5° S& se demonstreze cdi transformarea & admite o transformare inversi -! dacii si numai
daci matricea T este inversabild, adici dacd, lui 7 i se poate asocia 7-! astfel incit:

TT = TT'=U.
Se va demonstra cil este astfel, daci si numai daci, A = 1 sau A = —1. Matricea 7T-! cste
inversabili? Daci da, care este matricea sa inversi?

11. In aceastd sectiune, se restring transformirile considerate ale familiei (3) la acelea a
ciror matrice este inversabildi (A = 1 sau A = —1).
T se numeste pard dacd A = 1 si impard dack A = —1.

1° 53 se demonstreze ci, dacd & si &’ aparfin acestei familii restrinse, atunci 3” = 3’ 0 5,
:lipartine de asemenea acestei familii. S& se studieze paritatea lui 7”7 dup# parititile lui T si
ui 77,
2° Se consideri mulfimea £ a patru matrice U:
1=(1 °].J=(_1 o]’ K =1J.
1 —1 0 —1)

Si se demonslreze cii, pentru produsul matricelor, E este un grup comutativ. Se va intocmi
tabela inmultirii lui E.

111. in aceasti sectiune, se studiazi matricele 7' ale ciror elemente a, b, ¢, d fiind numere
fntregi sint numai pozitive sau nule, si mai mult satisfac conditia A = 1 (matrice pare). Se

pune:
1 1 - 1 0
A= i A= .
b )ra=( 3

1° Si se studieze legea de formare a lui 74 si a Iui TA4. Si se calculeze AP si A1

2° Si se demonstreze ci, daci matricea T este diferiti de U, se poate defermina,
fntr-un singur mod, o matrice 7 astfel ca si avem una si numai una dintre urmitoarele,

doud relatii:
T=TAsawu T=TA4.
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Si se deduch cit este posibil sil se descompund T ‘in'tr-un singur mod ‘ntr-vm jprodus finit
de matrice A si A.

Exemplu:
T = (377 70 .
70 13
3° Fie ccuatia definitd pe N prin:
73y — 47z = 1.

Si se determine toate solutiile. In acest scop, se va aplica o descompumere :de tipul prece-
dent al matricei T = (7 )
z oy

4° Fie T, si T, douil matrice comutabile (7,7, = 7T,T.). Si se demonstireze, folosind o

. o - P 2oL A2 ~ o
descompunere de tipul ITI, 2°, cil existd alunci o matrice 7' astiel cii, sau T, = 1,75, sau
T, = 1,T; 8i se demonstreze ci T,, T, 75 sint permutabile douii-dite -douit.

IV. Printre matricele definite in sectiunea ITI, se considerd familia () formatii-din cele care
sint de forma:

Pe(® ) ama—eny,
c a

unde k este un intreg fixat, strict pozitiv, si a si ¢ doi intregi strict pozitivi.

Nu se cere aici sit se demonstreze existenta intregilor a si ¢ care verificii relatiaa? — ke = 1;
aceastil existentil va fi admisd in cazul.general si verificali mai-tirziu pe-untoxemplu nume-
ric.

1° Fie T o matrice diferitd de U si care verificii restrictiile din I11. Sii se.demonstreze cit T
comutd cu o matrice F' dacit si numai dacit 7" apartine ea insisi familiei ((%).

Care este produsul a doud matrice care apartin familiei (¥)?

Si se demonstreze cii loate matricele familici (F) sint de forma FJ, unde p-este un intreg

ag ke

ozitiv oarecare si I', = » unde a, si ¢, sint cei mai mici intregi -pozitivi care
p [ 0 ? 1}

co aq
verificit ag — ke = 1, axceptind perechea banali (1,0).
2° Sii se deducit din aceste proprietiiti o metodi care sit permitii sit se determine ‘toate,pere-
chile (z, y) de inlregi pozitivi, solutii ale ecuatici definite pe N prin:
z? — ky? =1,

incepind cu solutia {z,, y,) formati .din intregii .pozilivi cci mai miciposibili, exceptind
perechea banala (1, 0).
Ezemplu. Si se determine prin acest procedeu alte douii perechi, solutii intregi ale ccuatiei
definite prin:

2% — 15y% = 1,
pornind de la solutia (4, 1). =
4° Si se demonstreze cli, in descompunerea lui F in produse de factori de tipul A si 4, cei
echidistan{i de extremi sint identici. ‘S& se verifice aceastd -proprietlate pe exemplul;

_ (31 120

8 B] |
N.B. Se spune cii perechea (z, y) este mai micd decit perechea (2’ y’) dacis
sau;
x <z,
sau:
z=2a si y<y,
3.162. Fie n un fintreg scris in sistem zecimal:

R = apag ; ... 00,0
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'1‘]’ S]ﬁ se demonstreze ci resturile lui n la tmpirtirile prin 2 si prin 5 sint egale cu acclea
ale lui a,.

2;’ Slﬁ se demonstreze ci resturile lui n la impiértirile prin 3 si prin 9 sint egale cu acelea
ale lui:

. s=day 4 a, 4 a, + ... + ap.
3° Sia se demonstreze-cii restul lui » la impiirfirea prin 11 este egal cu acela al lui:
t=ay — @ + @y — v + (—1) kay.

4° 84 se: deduci echivalen{ele urmitoare:

2 | n <= a5 = {0,214,6;8};

5|n<>a, {0,5});

d|lne=>ayt+ a0y + ay+ ... + ap =0 [3];

Mine>ay— a4 ay— ... + (=) kap, = 0 [11].

5° Si se deasregulile-care permit sii:se giseasci resturile lui » la impiirtirile prin 4, 8, 25 si
criteriile de divizibilitate prin aceste numere.

Tabela numerefor prime de Ia 17 la 5000,

Aceastd tabeld permite descompunerea unui intreg natural in diviziori primari. Fiind dat un
intreg (fie, de exemplu, n = 86020}, se cauti. divizorii sii primi incepind cu cel mai mic,
Trebuie deci:séi-efectuim un anumit numir de tatoniri impirtind prin 2, 3, 5, 7, 11 etc.
pinii se obfine un rest nul. Se reincepe apoi operatia asupra citului.

Astlel:
n = 86020 = 2 x 43010, 43010 = 2 x 21505,
21505 = 5 X 4301, 4301 = 11 X 391,
391 = 17 x 23,
de unde:

n=2%x%5x 11 x 17 X 23.
Cilurile si divizorii succesivi se agazi intr-un tablou vertical:

86020 | 2
43010 | 2
21505 [ 5
4301 | 11
391 | 17
23 | 23

1

Tabela permite o ciiutare rapidd a celui mai mic divizor prim al unui intreg natural,
Dacii-acesta-este-unul din numerele 2, 3, 5 sau 11, exercitiul nr. 3.162 (pagina 190) di imediat
criteriile care permrit si-1 recunoascii. Dacd nu e cazul, se divide atunci intregul studiat
prin numirul:

1001 = 7 X 11 X 13
Este atunci foarte simplu de verificat dacit intregul esle divizibil prin 7 sau prin 13.
Dacit aceste incerciiri nu dau rezultat si daci intregul este mai mic sau cgal cu 5000, tabela
contine in paranteze, cel mai mic divizor al acestui intreg (care este obligatoriu un numir
prim cel putin egal cu 17). Dacii numiirul y figureazi in tabeld firi nici o indicatie, rezult®
cit este numir prim. Astfcl, de exemplu: .
a) 3413 cste prim.
b) 3427 admite pe-23 ca cel mai mic divizor:

3427 = 23 X 149;

149 este prim, cum se poate verifica cu ajutorul tabelei; dar accasta nu este necesar, ciici
egalitatea 3427 = 23ab (23 < a < b) ar da 149 = ab > 282, ceea ce esle vizibil inexact.
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