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ANALIZA MATEMATICA

I. NUMERE REALE SI FUNCTII

MULTIMEA NUMERELOR REALE
AXIOME

Pe parcursul anilor anteriori de studii am folosit proprietatile numerelor naturale,
ntregi, rationale si reale. Cele mai multe proprietati ale acestor numere se refereau la
operatiile pe care le putem efectua cu aceste numere. Tn acest capitol introductiv vom trece
n revista principalele proprietati ale operatiilor elementare, proprietati care se refera la
ordonarea numerelor reale si vom introduce alte cateva axiome care exprima anumite
calitati ale multimii numerelor reale (deci nu numai ale numerelor). Vom nota multimea
numerelor reale cu R.

Definitia riguroasa, axiomatica, a multimii numerelor reale este o constructie
matematica ce s-a cristalizat pe parcursul a mai multor secole, prin efortul celor mai
mari matematicieni. Noi nu vom Tncerca sa parcurgem aceasta constructie, vom selecta
numai elementele necesare pentru intelegerea fenomenelor pe care le vom studia.

Reamintim reprezentarea graficd a numerelor reale folosind 0 axa orientata si
gradata. Astfel, daca pe o dreapta fixam o directie (vezi figura 1), un punct numit

origine si 0 unitate de masura (deci, in fond, daca fixam doua puncte), atunci am
ini 3 3 5_4 2 1 12 45
definit o axa reala. o - 54 55 35 3%
—t > —————————————
0 1 -2 -1 0 1 2
Figura 1a Figura 1b

Pe aceasta axa putem construi (cu rigla si compasul) imaginea numerelor
naturale, intregi si rationale. Numerele pozitive vor fi reprezentate in sensul pozitiv iar
cele negative Tn sens negativ. De asemenea putem construi si alte marimi care nu sunt
rationale, de exemplu ipotenuza unui triunghi dreptunghic si isoscel cu cateta 1.
Lungimea acestui segment este /2 si /2 ¢ Q. Folosind o procedura similara putem
construi orice segment de lungime </, unde r € Q. Dar multimea numerelor a caror
imagine se pot construi efectiv (cu rigla negradata si cu compasul, deci in sens
geometric) nu este intreaga multime a numerelor reale.

VA i De exemplu nu putem construi imaginea numarului
igura 2 . . . o -

3/2 . Demonstratia acestui fapt nu este deloc simpla si cu
toate ci problema este cunoscuta Tnca din antichitate
(problema dublarii cubului, sau problema din Delos),
¢ demonstratia imposibilitatii constructiei a fost data in
cadrul teoriei lui Galois abia Tn secolul XIX (intre timp
5 7z » mai multi matematicieni au dat solutii ingenioase folosind
insa curbe speciale cum ar fi conchoida, sau cisoida). In

cele ce urmeaza nu ne vom ocupa de acest aspect al constructibilitatii, ci vom
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presupune ca orice numar real poate fi reprezentat in mod unic pe axa reala, deci
exista o bijectie intre punctele dreptei si numerele reale.
Axiomele adunarii si inmultirii

Reamintim proprietatile fundamentale ale adunarii si Tnmultirii:

A1. Pentru orice a,b € R exista un numar real unic notat cu a + b;
A2. a+b=0b+a, Va,b € R (comutativitate);
A3. (a+b)+c=a+(b+c), Ya,b,c e R (asociativitate);

A4. Exista un numar real notat cu 0 pentru care a +0 = a, oricare ar fi a € R;
AS5. Pentru orice numar real a existd un numar z € R cu proprietatea a + z = 0
(x este opusul numarului « si se noteaza cu —a ).

M1. Pentru orice a,b € R exista un numar real unic notatcu a-b;
M2.a-b=b-a, Va,b e R (comutativitate);
M3. (ab)c = a(be), Ya,b,c € R (asociativitate);

M4. Existd un numar in R” notat cu 1, pentru care 1-a = a, oricare ar fi a € R;
MS. Pentru orice numar real o diferitde 0 existd z € R cu proprietatea a -z =1

< . S ) 1
(numarul z este inversul numarului «, si se noteaza cu —).
a

Principala legatura intre cele doua operatii este data de axioma

D. (a+b)-c=a-c+b-c, Va,b,c € R (Inmultirea este distributiva fata de adunare).

Observatie. Axiomele Al, ..., A5, M1, ..., M5, D se numesc axiomele structurii de
corp si vor fi studiate pe larg in clasa a Xll-a.

Consecinte

Operatii cu numere reale

Pentru orice a,b € R, c € R, d € R exista un singur numar z € R cu proprietatea
a+x=>5b (respectivc-z=d),

. . 1
sianume z = b+ (—a) (respectiv z =d-—).
C
Numarul precedent z este diferenta numerelor b si a (in al doilea caz este catul
. . . d
numerelor d si ¢) si se noteaza cu b — a (respectiv —).
C

Demonstram existenta si unicitatea solutiei ecuatiei a+x =b folosind
axiomele. Daca a si b sunt numere reale, atunci exista =z =b-+ (—a). Pe baza
axiomelor A1 si A5 deducem a +z =a+ (b+ (—a)) = a + ((—a) + b).

Deci pe baza axiomei A2 rezultd a + 2 = (a + (—a)) +b=0+b=1b.

Astfel z este intr-adevar o solutie a ecuatiei date.

Daca pentru un z € R are loc a+ x =5, atunci adundnd (—a) Tn ambii
membri obtinem: (a+2)+(—a)=b+ (—a).
Folosind Al si A2 rezultd (z +a)+ (—a) =b+(—a), si x4+ (a + (—a)) = b+ (—a).
Aplicand pe rand axiomele A3, ASsi A4 rezulta x + 0 =0+ (—a), = b+ (—a).
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Tn consecinta exista o singura solutie a ecuatiei a4+ =b. In mod similar putem
demonstra existenta si unicitatea solutiei Tn cazul ecuatiei ¢-z =d .
Observatii. 1. Din axiomele Al, ..., A5, M1, ..., M5, D putem demonstra toate
proprietatile numerelor reale folosite pana acum.
2. Conform A3 are loc (a+b)+c=a+(b+c), Ya,b,c € R, deci putem defini
suma a mai multor termeni:

a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c). (1)
Din (1) si din axiomele A2 si A3 rezulta ca rezultatul sumei nu depinde nici de
ordinea termenilor, deoarece b +c+a=(b+c)+a=a+(b+c)=a+b+c.

Astfel pentru 0 suma cu trei termeni rezultatul nu depinde de ordinea termenilor.
Folosind un rationament inductiv putem arata ca numarul termenilor poate fi arbitrar.
Tn mod analog folosind M3 obtinem abc = (ab)c = a(be), si rezultatul produsului nu

depinde de ordinea factorilor.

Axiomele ordonarii
Urmatoarele patru axiome se refera la ordonarea numerelor reale:

R1. Pentru orice doua numere reale a,b € R are loc exact una din urmatoarele trei
relatii a > b, a = b, b > a (trihotomie);

R2. Dacd a > b si b > ¢, atunci a > ¢ (tranzitivitate);

R3.Dacia>b,ceR,atuncia+c>b+c;

R4. Daca a > b si ¢ >0, atunci ac > bc.

Definitii si notatii. Relatia a > b se citeste: a este mai mare decét b (sau b este
mai mic decéat a), notatiile a > b si b < a reprezentdnd acelasi lucru. Prin simbolul
a > b intelegem faptul ca are loc una din relatiile a >b sau a =b. Daca a >0,
atunci a este un numar pozitiv, iar daca a < 0, atunci a este negativ. Inegalitatea
a > 0 exprima faptul ca a este un numar nenegativ, iar inegalitatea a < 0 este

verificata de numerele nepozitive.

Definitie. a) Daca multimea A C R contine un element care este mai mare decét
toate celelalte elemente ale multimii, atunci vom spune ca acest element este maximul
mulzimii, sau cel mai mare element al multimii A si 7l vom nota cu max A .

b) Daca multimea A contine un element care este mai mic decét toate celelalte
elemente, atunci vom numi acest element cel mai mic element al multimii A, sau
minimul mulzimii A si 1l notam cu min A .

Astfel avem:
M=maxA & a<M,VacAsi McA,

m=mind & m<a VacAsimeA.

Mentionam ca nu orice multime are maxim sau minim. De exemplu intervalul (1,2)

nu are nici cel mai mic element si nici cel mai mare element. Cel mai mic element al
multimii [1,2) este 1 si nu are cel mai mare element, iar intervalul (1,2] nu are cel

mai mic element si cel mai mare element al intervalului este 2.
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Axioma supremumului

Definitie. Multimea de numere reale A este marginita superior (inferior), daca
exista numarul real K (respectiv k) astfel incat pentru orice € A sa avem inegali-
tatea © < K (z > k). Numarul K (k) este un majorant (minorant) al multimii A.
Printr-o multime marginita intelegem o multime marginita atat inferior cat si superior.

Urmatoarea axioma, desi pare foarte intuitiva, exprima o proprietate ce caracterizeaza
multimea numerelor reale (daca toate axiomele precedente sunt verificate).

F. Daca A = @ este o multime marginita superior, atunci exista un numar real H
cu urmatoarele doua proprietati:
1. pentruorice z € A are loc z < H;
2. daca K este un majorant al multimii A, atunci H < K .

Intuitiv acest numar H este cel mai mic majorant al multimii A, deci axioma in fond
afirma ca multimea majorantilor ale unei multimi marginite superior are un cel mai
mic element.

Sa observam ca acest numar H este unic. Daca H si H ar avea aceleasi
proprietati, atunci conform proprietatii 1. atdtt 7, cat si H ar fi un majorant pentru
multimea A, deci aplicAnd proprietatea 2. odata pentru H si odata pentru H ar
rezulta pe de o parte H < H , iar pe de alti parte H < H ,deci H = H .

Numarul H a carui existenta este garantatad de axioma F se numeste cel mai mic
majorant al multimii A, sau supremumul multimii A si se noteaza cu sup A = H .

Din axioma F rezulta o proprietate analoaga relativ la multimile marginite inferior:

Proprietate. Daca A este o multime marginita inferior, atunci exista un numar A
Cu proprietatile

1. pentru orice z € A are loc z > h;

2. daca £ este un minorant al multimii A, atunci £ <h.

Numarul 7 este cel mai mare minorant al multimii A, sau infimumul multimii A si
se noteaza cu inf A = h.
Demonstratie. Consideram multimea B:{ze]R|—a:eA}. Daca k este un
minorant al multimii A, atunci K = —k este un majorant al multimii B si invers,
deci B este marginit superior. Daca H = sup B, atunci pentru orice y € B are loc
y < H , deci numarul h = —H este un minorant al multimii A (pentru orice x € A
areloc h <z) @
Daca k este un minorant arbitrar al multimii A, atunci K = —k este un majorant al
multimii B, deci conform axiomei F are loc inegalitatea H < K . Astfel — K < —-H ,
deci £k <h. 2
Din proprietatile (1) si (2) rezulta existenta infimumului.

Astfel daca A este o multime marginita, atunci admite atat un infimum, cat si
un supremum. Urmatoarele doua caracterizari sunt importante in aplicatii:
a) Fie A o multime marginita superior si H = sup A. Din definitia numarului H
rezulta ca multimea A nu contine nici un element mai mare decat H , dar pentru
orice € > 0 numarul H — e nu este majorant, deci exista in A cel putin un element
x € A pentrucare x > H —¢.
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b) Daca multimea B este marginita inferior si »~ = inf B, atunci B nu are nici un
element mai mic decét A, insa pentru orice £ > 0 are cel putin un element mai mic
decat h+¢ (V € > 0 exista y € B cu proprietatea y < h + ¢).
Exemple. 1. Folosind notatiile:

R, ={zeRjz>0}, R, ={zeRlz>0}, R_={zeRjz<0},
R™ :{a:G]R|a:<O}
putem afirma ca multimile R_ si R’ sunt marginite superior si ambele multimi au
supremumul 0: supR_=supR’ =0. Multimea R_ contine propriul saiu
supremum, iar multimea R” nu contine acest supremum.
2. Multimea A = (1,00) este marginita inferior dar nu este marginita superior.
0<z, Yre A, deci 0 este un minorant al multimii A. Multimea minorantilor

multimii A este intervalul (—oo,1] si cel mai mare element al acestui interval este 1,

deci infimumul multimii A este 1. Se poate observa ca multimea A nu are nici cel
mai mic si nici cel mai mare element.
3. Multimea B =1[5,2002) este marginita atat inferior cat si superior deoarece

5 <x <2002, Vze B. Multimea marginilor inferioare este (—oc,5] si multimea

marginilor superioare este [2002,00). Astfel supremumul multimii B este 2002 si

infimumul este 5. Tn acelasi timp se poate observa ca cel mai mic element al multimii

B este 5, dar aceasta multime nu are cel mai mare element.

4. Multimea N nu este marginita superior, dar 0 fiind cel mai mic element al multi-

mii este si 0 margine inferioara, mai mult este chiar cea mai mare margine inferioara.
Tn paragrafele urmatoare demonstram cateva consecinte foarte importante ale

axiomelor prezentate.

Axioma lui Arhimede

Vom aplica de foarte multe ori urmatoarea proprietate, numita axioma lui Arhimede:

A. Pentru orice doua numere pozitive a si b exista un numar natural n cu
proprietatea n-a > b.

Consecinte. 1. Pentru ¢ =1 rezulta ca pentru orice numar real b exista un numar
natural mai mare decét b .

2. O consecinta a axiomelor A si F este existenta partii intregi a unui numar oarecare.
Astfel pentru Vz € R existd n € Z cu proprietatea n <z <n + 1. Numarul n este

partea intreaga a numarului real x si se noteaza cu [z):
zl<z<lz]+1, VzeR.

Cu ajutorul partii intregi definim si partea fractionara a numarului =, notata cu {z},
prin egalitatea

{zy=2—[z], Ve € R,
Din definitie rezultaca 0 <{z} <1, V z € R.
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Exemple. 1. Partea intreagd a numarului = =2,3 este [2,3]=2 si partea

fractionara este {2,3} =0,3. Tn cazul numerelor pozitive cifrele de dupi virgula

zecimala alcatuiesc partea fractionara si cele care sunt Tnaintea virgulei formeaza
partea Tntreaga.
2. Pentru z = —5,8 avem [—5,8] = —6, deoarece —6 < —5,8 < —5. Astfel partea
fractionara este {—5,8} = —5,84+6=0,2.
3. Pentru orice doua numere reale a,b € R cu proprietatea a < b, exista r € Q
astfel incat a <r <b.
Intr-adevar b —a > 0 si din axioma lui Arhimede pentru numerele pozitive b —a si
1, 3ne N astfel incat n(b—a)>1, deci na+1<nb. Pe de alta parte exista
[nal=m € Z, de unde rezulta ca m <na<m+1, deci m+1<na+1<nb.
m—+1 .m—+1

€Q.

<bsi
4. Din consecinta 2. rezulta ca intre doua numere reale oarecare a,b € R, a <b

Astfel na < m +1 < nb, In consecinta a <
n n

exista o infinitate de numere rationale. Tntr-adevir daci r € Q si a <r < b, atunci
exista 1, € Q astfel incat a <7, <r, etc.
5. Pentru orice doua numere reale a,b € R cu proprietatea a < b, exista r € R\ Q

astfel incat a <7 <b.
Dacid a < b, atunci conform R3 are loc a — /2 < b —+/2, deci din consecinta 2.
JgeQ cu a—2<qg<b—+2, de unde a<qg+~2<b, unde evident

¢+V2€eR\Q.

6. Din consecinta 4. rezulta ca intre doua numere reale oarecare a,b € R, a <b
exista o infinitate de numere irationale.

Problema rezolvata. Determinati minimul, maximul, infimumul si supremumul

mmmnA:{ nEN}

n—+1

Deoarece 0 <

" < %,v n e N, multimea A este marginita, deci existi atat
infimumul multimii cét si supremumul acesteia. Cel mai mare element al multimii este
%, deci acesta e si supremumul multimii. Demonstram ca 0 este infimumul multimii.
Pentru a arata aceasta proprietate este necesar si suficient sa aratam:

1.0<

.V n e N, care este adevarata;
n+1

2.Ve>0 Ine N cuproprietatea

<eg.
n +

A . . 1 .
Ultima inegalitate este echivalenti cu ——1 < n, deci n >
9

l—1]+1.Pedealt€1
3
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1 .
parte +1=1|=|, deci numarul n = max[—

Lo
€

e g
Astfel inf A = 0. Deoarece 0 ¢ A, multimea A nu poate avea cel mai mic element.

,1] verifica inegalitatea ceruta.

Exercitii propuse
1. Determinati infimumul, supremumul, minimul si maximul urmatoarelor multimi
(daca exista):
a) A=17; b) A=Q; c) A=(—00,5); d) A =(—00,10];
e) A= (7,00); f) A=[2000,00); g) A= (-3,100); h) A =[-813);
i) (-35]U{11}; j) A=(-02UB,0); k) (~25]U(6,103];
ne N*} :

on?

l)A:{ neN}; m)A:{2
n +1

n) 4={seR|lz-2<1}; o) A={recQ|V2r+3 <af;
Lﬂg;‘%o};q) A:{xeR‘\/x—2m>l}.

T+

n-+2

p)A:ixER

2. Determinati partea intreaga si partea fractionara a urmatoarelor numere:
2
a) azz; b) a:—ﬁ; c)a= d ,neN";d) az?L,nEN.
5 3 n+3 n +2

3. Rezolvati ecuatiile:
a) Hllzx—z; b)

41:—{—1}_
5

3$—1]

Probleme propuse
1. Demonstrati ca daca exista expresiile din urmatoarele egalitati (A, B C R), atunci

egalitatile sunt adevarate:
a) inf (A + B) = inf A + inf B , unde A+B:{a+b‘a€A,beB};

b) sup(A + B) =sup A + sup B;
c) inf(A-A) = A-inf A, unde A-A:{A-a‘aeA} siAER,;

d) sup(A\-A)=X-supA,unde \eR, .
Demonstrati ca obtinem egalitati daca inlocuim in relatiile precedente infimumul cu
supremum si minimul cu maxim.
2. Aratati ca daca f,g:[a, b] — R si exista expresiile din relatiile de mai jos, atunci
inegalitatile sunt adevarate:

a) max (f(z) + g(2)) < max f(z) + max g(x);

a,b] z€la,b] z€la,b]
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b) min (f(z) + g(z)) > min f(z) + min g(z);

€la,b] z€[a,b] z€la,b]

¢) max (f(2)- g(x)) < max f(z) -max g(z) , dack f.g:[a.b] > R

€la,b] z€a,b]
Inegalitati similare au loc si pentru minimul functiilor, respectiv infimumul si
supremumul.
3. Demonstrati cadaca a <b, Yaec A si Vbe B (A, B C R), atunci
sup A <inf B.
4. Calculati partea intreaga si partea fractionara a urmatoarelor expresii:

a) (2+v3)"; B +tn-1,neN; c)@,nel\?.

5. Calculati sumele:

a)Z[\/szrkJr E b)%[ k“], c)z"j{(3+2f)}

k=1

6. Calculati min {max{x +y+zyt+ 2+, +x—|—y}}

z,y,2€R

FUNCTII REALE

Tn clasele anterioare am definit notiunea de functie reala cu variabila reala.
Am studiat cateva proprietati ale functiilor (monotonie, paritate, periodicitate,
injectivitate, surjectivitate, bijectivitate, convexitate, concavitate). Am trasat graficele
unor functii importante, punand in evidenta semnificatia graficului Tn studiul acestora.
Am studiat si cateva operatii cu functii, precum si functia inversa.
Tn acest capitol vom trece n revista cele mai importante functii studiate (functiile
putere, exponentiale, logaritmice, trigonometrice), de asemenea vom defini functia
polinomiala. Vom reaminti proprietatile importante ale acestor functii, vom trasa
graficele lor, urméand ca in capitolele ulterioare sa putem argumenta aceste proprietati
cu mijloacele analizei matematice.

Tnainte de toate reamintim cteva proprietati importante in studiul functiilor:
Monotonie

Spunem ca functia f: D C R — R este crescatoare (strict crescatoare) pe intervalul
I C D, daci pentruorice z,, € I, z, <, avem f(z,) < f(=,) (f(2) < f(2,)).
Spunem ca functia f: D C R — R este descrescatoare (strict descrescatoare) pe
I C D, dacd pentruorice z,, € I, x, <, avem f(z,)> f(z,) (f(z,)> f(z,)).
Spunem ca functia f: D C R — R este monotona (strict monotona) pe I C D, daca

este crescatoare sau descrescatoare pe I (respectiv strict crescatoare sau strict
descrescatoare).

Observatii. 1. Orice functie strict monotona este in acelasi timp si monotona.

2. Monotonia functiei f: D C R — R se poate studia si cu semnul raportului
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flz) = f ()
Ty — Ty
Daca fractia este pozitiva (strict pozitiva) pentru Vz,, € I C D, z, = z,, atunci

functia este crescatoare (strict crescatoare) pe 1.
Daca fractia este negativa (strict negativd) pentru Vr,, € I C D, z, = z,, atunci

functia este descrescatoare (strict descrescatoare) pe I .

,unde z,, € D si z, = z,.

Puncte de extrem ale functiilor

Definitie. Spunem ca punctul (z,, f(z,)) este punct de maxim (minim) al functiei
f:DCR—R (z,€D),daci f(z,)> f@) (f(z)) < f))VzeD.

Spunem ca punctul (z,, f (z,)) este punct de extrem al functiei f: D C R — R, daca
este punct de minim sau maxim.

Convexitate si concavitate

Definitie. 1. Functia f: D C R — R este convexa pe intervalul I C D, daca
pentru orice z,, z, € I (z, < z,) siorice A €0, 1] avem

f(>‘$1 +(1— )\)IQ) < Af(%) +(1- A)f(%) .
2. Functia f: D CR — R este concava pe intervalul I C D, daca pentru orice
z, z, €1 (z, <w,) siorice A €[0, 1] avem

FOz + 1 =Nz) >N (z)+ 1= N) f(z,).

Observatii. 1. Daca inegalitatile din definitie sunt stricte, vorbim despre functie
strict convexa, respectiv strict concava.

2. Aceste inegalitati exprima faptul ca fiecare coarda a graficului functiei convexe f
este deasupra arcului de grafic corespunzator (fig. 3) si fiecare arc al graficului
functiei concave f este deasupra coardei respective (fig. 4). Astfel daca varfurile unui
poligon cu n laturi se afla pe graficul unei functii convexe, atunci centrul de masa
asociat acestor puncte si ponderilor A, \,,\,;,...; A\, se va afla deasupra graficului

functiei. Tn cazul graficului unei functii concave situatia este inversa, graficul este
deasupra centrului de masa. Aceste proprietati sunt exprimate prin teorema lui Jensen.
Ya Ya

=

y=f(z)

Figura 3 Figura 4
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Teorema. (Jensen) Functia f:1 — R este convexa pe [, daca si numai daca

pentru orice x,, x,, ..., », € I siorice A, \,, ..., A, €[0,1] cu Y A =1 avem
k=1

[ka Z)\kf(azk).

.s < 1 .. . .
Observatii. 1. Daca \ =\, = ... =)\ = —, atunci inegalitatea precedenta se
n
. 1
scrie sub forma f [ Z
n

n
Zf 7)
k=1

2. Teorema precedenta se poate demonstra prin inductie dupa n .
3. In cazul functiilor concave are loc inegalitatea inversa.

Injectivitate, surjectivitate, bijectivitate

Definitii

Functia f : A — B esteinjectiva, daca Vz,, z, € A, 2, =z, = f(z,) = f(=,).
Functia f : A — B este surjectiva, daca Vy € B Jz € A astfel incat f(x) =y.
Functia f: A — B este bijectiva, daca este injectiva si surjectiva.

Interpretare grafica
Daca A,BC R, atunci imaginea 1in sistemul cartezian a multimii

Grf= {(x,f(x))|x € A} este graficul functiei f: A — B.

Daca o functie este injectiva, atunci orice dreapta paralela cu axa Oz intersec-
teaza graficul functiei Tn cel mult un punct. Functia din figura 5 nu este injectiva,
deoarece de exemplu dreapta d, intersecteaza graficul in doua puncte diferite (adica

pentru z, = z,, f(z,) = f(z,)). Functiile din figurile 6 si 7 sunt injective.
Daca o functie este surjectiva, atunci orice dreaptd paralela cu axa Oz, dusa
intr-un punct al codomeniului reprezentat pe axa Oy , intersecteaza graficul functiei in

cel putin un punct. Functia din figura 5 nu este surjectiva, daca are codomeniul R,
deoarece de exemplu dreptele d, si d, nu intersecteaza graficul, dar este surjectiva

daca f :[a,b] — [c,d]. La fel functia cu graficul in figura 6 nu este surjectiva daca are
codomeniul R, dar se poate restrange la o functie surjectiva. Functia din figura 7 este
surjectiva.

In general pentru orice functie f:A— B, functia f:A— Imf este

surjectiva (Im f este imaginea functiei, Im f = f (A4 {f(x)|xe A})

Daca o functie este bijectiva, atunci orice dreapta paralela cu axa Oz
intersecteaza graficul functiei intr-un punct.

De exemplu functia cu graficul in figura 7 este bijectiva.
Observatie. Orice functie strict monotona este injectiva.
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0 Ya Ya Ya
: 1 1/
— \f%\ i % / > /I >
C
o / /
Figura 5 Figura 6 Figura 7

Functia inversa

Definitie. O functie f: A — B este inversabila, daca exista functia g : B — A
astfel iIncdt fog=1,si gof=1,,undel,:A— A, 1, (@) =1z Vze A este
functia identica a multimii A.

Daca exista functia g, atunci ea este unica si se noteazacu g = f'.
Am demonstrat in clasa a X-a si urmatoarea teorema:

Teorema. Functia f: A — B este inversabila daca si numai daca este bijectiva.

Pe baza cunostintelor din clasa a X-a mai putem afirma urmatoarea teorema:

Teorema. Daci f: A — B, A,B C R este bijectivisi f ' : B — A este inversa

sa, atunci sunt adevarate urmatoarele proprietati:
a) Daca f este monotond, atunci f~' este monotoni cu aceeasi monotonie.

b) Daca f este crescitoare si convexa (concavi) atunci f~' este concavi (convexi)
c) Daci f este descrescitoare si convexi (concavi) atunci f~' este convexa (concava)

Y 4
Figura 8 Figura 9
YA M P
b [T
| |
| T \\ |
al M2 o
1 g
P a b 0
3
Interpretare grafica

Daca punctul M (a,b) (a € ACR, be BCR) este un punct al graficului
functiei inversabile f:A4 — B, atunci f@ =b, deci f'(b)=f"(f@)=a;
rezulta ca punctul M’'(b,a) apartine graficului functiei inverse. Punctele M si M’
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sunt simetrice fata de prima bisectoare (y = z ) (fig. 8), deci putem afirma urmatoarea
teorema:

Teorema. Daci functia f: A — B (A, B C R) este bijectivisi f~' : B — A este
inversa sa, atunci graficele functiilor f si f~' sunt simetrice fata de prima bisectoare.
(fig. 9)

Functii cu graficul simetric fata de o dreapta,
fata de un punct, periodicitate

Definitii

1. Spunem ca o multime D C R este simetrica fata de a« € R, daca pentru orice
xeDavem2a—z €D (adicAa—ae€eD = a+aeD).

Pentru a = 0 spunem ca multimea este simetrica (r € D = —x € D).

2. Daca multimea D C R este simetrica fata de a € R si f(2a—2)= f(@)
Yz € D, atunci graficul functiei este simetric fata de dreapta = = a (fig. 10).

3. Incazul a =0, daci f(z) = f(—x), pentru orice = € D, spunem ca functia este

funcrie para, si graficul functiei este simetric fatd de axa Oy .

4. Daca multimea D C R este simetrica fata de a € R si f(2a —z) =2b— f ()
pentru orice z € D, atunci graficul functiei este simetric fata de punctul (a,b). Daca
a € D ,atunci f(a) =b (fig. 11).

5. In cazul a=b=0, daci f(—2)=—f) Vze D, spunem ca functia este
funcrie impara, si graficul functiei este simetric fata de origine.

\Z/u Y A
Figura 10 fea-z)}--mmm) Figura 11
\I_( plo |

I o

I 1 1

i > f(x)/_ o

T T AR - =

r a 2a-x %

6. Functia f:D — R este periodica, daca exista
teR" cu zeD implici z+4+teD i
f(x+t)=f@ Vze D. Decigraficul functiei se
poate obtine din graficul restrans pe multimea
[a,b) N D (b—a = t) prin translatii paralele cu axa
Ozx , de lungime |nt|, n € Z (fig. 12). Cel mai mic
numar pozitiv T (daca existd) cu proprietatea
f(e+T)=f@, YzeD se numeste perioda Figura 12

principala a functiei, toate celelalte numere ¢ cu
aceasta proprietate fiind perioade ale functiei.

yl\

g
| >
T

\&

“‘Q‘f#““‘(\“‘
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Functia putere

Definitie. Numim funcsie putere functia f, : R’ — R, f (z)=2z",unde a € R".

Teorema
a)Dacd o > 0, atunci functia f, : R, — R, f (z)= 2" este strict crescatoare.

b)Daca a < 0, atunci functia f, : R%. — R, f (z) = 2" este strict descrescatoare.

c)Daci a =0, atunci functia f, : R — R, f (z) =1 este constanta.

Observatii
1. Daca n este numar natural nenul, atunci functia putere f poate fi definita pe R
si are urmatorele proprietati:
a)Daci n € N este numar par, atunci functia f, : R — R, f, (z) = 2" este para,
strict descrescatoare pe (—oc,0) si strict crescatoare pe [0,00).

b)Daci n € N este numar impar, atunci functia f, : R — R, f, (v) = 2" este
impara si strict crescatoare pe R.
2. Daca ae€R\[0,1), atunci functia f, este strict convexa, iar dacd « € (0,1],
atunci functia f, este strict concava.

3. Daci a€ R atunci f,: R, — R, f (x)=2" este bijectiva, inversa sa fiind
1
fl :Ri —>R:, fl(x):a:”.

o «
1

4. N-am tratat separat functia radical deoarece ¥z = z , deci functia f : ]R*+ — R,
f(x) = ¥z este tot o functie putere si este inversa functiei f,, care in cazul n

_ impar poate fi definitd pe R.

In figura 13 am reprezentat grafic cateva functii putere.

‘,‘ Figura 13
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Functia exponentiala si functia logaritmica

Definitie. Numim funcsie exponensiala de baza a € (0,00)\ {1} functia
LR=R,, f(@=a".

Pe baza studiilor din clasa a X-a putem afirma urmatoarele proprietati referitoare la
monotonia, convexitatea, bijectivitatea functiei:

Teorema
a)Daca a > 1, atunci functia f, este strict crescatoare.

b)Daca 0 < a <1, atunci functia f, este strict descrescatoare.
c)Functia f, este bijectiva pentru orice a € (0,00) \ {1} .
d)Functia f, este convexa pentru orice a € (0,00) \ {1}.

In figurile 14 si 15 am trasat graficele functiilor exponentiale pentru cazurile
O<a<lsiax>1.

a‘\ yA

0<a<1 ~——

0 z 0
Figura 14 Figura 15

Definitie. Funcsia logaritmica de baza a € (0,00)\ {1} este inversa functiei
exponentiale f,: R — R*, f, () =a", f':(0,00) = R f ') =log, .
Pe baza proprietatilor functiei exponentiale putem afirma urmatoarea teorema:

Teorema
a)Daca a > 1, atunci functia log, : R", — R este strict crescatoare si concava.

b)Daca 0 < a <1, atunci functia log, : R’ — R este strict descrescatoare si convexa.
c)Functia log, : R", — R este bijectiva Va € (0,00) \ {1}.

In figurile 16 si 17 am

Y Yoasl . ..
T O<a<1 Y trasat graficele functiilor
logaritmice pentru
log z cazurile O0<a<1 si
e a>1.
9) z”
logax
Figura 16 igura 17
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Functiile trigonometrice

Din clasele precedente cunoasteti cercul trigonometric si functiile trigonometrice.
Vom reaminti doar cele mai importante proprietati ale lor, respectiv vom trasa graficul
lor.

Functiile sin si arcsin

Cele mai importante proprietati ale functiei sin : R — R sunt:
a) Este periodica cu perioada principala 27 , astfel sin(z + 27) = sinz, Vz € R.
b) Este functie impara, sin(—xz) = —sinz, Vz € R.

(4k—=1)7m (dk+1)7

c) Este crescatoare pe intervalele de forma , 5

(dk+1)m (4k+3)7

I

si descrescatoare pe intervalele ,unde k€ Z.

d) Este marginita, —1 <sinz <1, Vz € R. In punctele @, ke are

(4k+1)7

puncte de minim, minimul functiei fiind —1, iar in punctele , ke€Z are

puncte de maxim, maximul functiei fiind 1.

e) In punctele kr se anuleaza, deci sinkr =0, k€ Z.

f) Este convexa pe intervalele [(Qk —1)m, 2k7r] si concava pe intervalele
[2km,(2k + 1) 7| (k € Z).

T

~5
In figurile 18, 19 si 20 am trasat graficul functiei sin pe [0,7], [-m, 7] si R,
bazandu-ne pe proprietitile mentionate.

g) Restrictia sin : — [~1,1] este bijectiva.

y A

B~

RS I AT 1y

L I

2 I
1

Figura 20
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Definitie. Inversa functiei Y 4
sin : —Z,E — [-1,1] este functia arcsinus: % _______
arcsin : [-1,1] — ‘—%,g], pentru z € [-1,1], - /,4'7":
m™ T -L . : i
arcsinz =y del__’_} si siny ==z. 2 1 0 L
272 T I =%
Principalele proprietati ale functiei ! i P
LY
arcsin : [-1,1] — ‘—g,z sunt: =l -1
a)Este crescatoare pe [-1,1). 7T -3
b) Este functie impara. Figura 21

c) Se anuleaza in punctul 0.
d)Este concava pe [—1,0] si convexa pe [0,1].

Graficul functiei este simetricul graficului functiei sin :

—3,3}—> [—1,1] fata de
2°2

prima bisectoare si este reprezentat in figura 21.

Functiile cos si arccos

Cele mai importante proprietati ale functiei cos: R — R sunt:

a) Este periodica cu perioada principala 27, astfel cos(x + 27) = cosz Vz € R.

b) Este functie pard, cos(—z) = cosz, Vz € R.

c)Este crescitoare pe intervalele de forma [(2k —1)m,2kn| si descrescitoare pe
intervalele [2km,(2k + 1) 7|, unde k € Z.

d)Este marginiti, —1<cosz<1, Vze€R. In punctele (2k —1)7, k€ Z are
puncte de minim, minimul functiei fiind —1, iar in punctele 2kw, k € Z are puncte
de maxim, maximul functiei fiind1.

2k+1)m 2k +1)7
2

e)1n punctele ( se anuleaza, deci cos (

=0,keZ.

(4k+1) 7 (4k+3)7
’ 2

f) Este convexa pe intervalele si concava pe intervalele

(kez).

)

2 2
g) Restrictia cos : [0, 7] — [—1,1] este bijectiva.

[(4k—1)7r (4k+1)m

h)cos[x—g]:sinx, VreR.
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Pe baza ultimei relatii graficul functiei cos se poate obtine din graficul functiei sin

printr-o translatie de vector [—g, 0} , Ceea ce este reprezentat n figura 22.

___T__Et

Figura 22

Definitie. Inversa functiei y
cos : [0, 7] — [—1,1] este functia arccosinus:

arccos : [—1,1] — [0, 7], pentru z € [-1,1], arc cos

arccosz =y < y €[0,7] si siny = z.

Principalele  proprietati  ale  functiei
arccos : [—1,1] — [0, 7] sunt:
a) Este descrescatoare pe [—1,1].
b) Nu este nici para, nici impara. -1 .
c)Seanuleazainpunctul 1. 4 C0S..
d)Este convexa pe [—1,0] si concava pe

[0,1] : Figura 23

Graficul functiei este simetricul graficului functiei cos :[0,7] — [-1,1] fatd de prima
bisectoare si este reprezentat in figura 23.
Functiile tg si arctg

keZ}aR, tgxzsmx se numeste
COS T

Definitie. Functia tg:R\

(2k+1)7
|25

functia tangenta (s-au scos din domeniul de definitie valorile, unde cos se anuleaza).

Cele mai importante proprietati ale functiei sunt:
a)Este periodica cu perioada principala 7, astfel tg(z+ 7)) =tgz,

VxeR\{@

keZ}.

b) Este functie impari, tg(—z) = —tgz, V2 € R\ {M

keZ}.

c) Este crescatoare pe intervalele de forma

[(Qk—l)w (2k+1)7 ke

’ 2
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d)Este surjectiva.
e)In punctele k7 se anuleaza, deci tgknr =0, k € Z.

2k:+1)7r]

f) Este convexa pe intervalele lm,(

si concava pe intervalele

(keZ).

g) Restrictia tg : [—g,g] — R este bijectiva.

Graficul functiei este trasat in figura 24.

yk

A\

= g
= Ay H

2n 5

~

4 NE
A
EY

|
|
|
I
|
|
I
|
|
I
|
|
I
5n 1 2T[73
I
|
|
I
|
|
I
|
|
I
I
|
I
I

[ N

Figura 24

Definitie. Inversa functiei tg : [—g,g] — R este functia arctangenta:

arctg : R — {—g,g], pentru x € R, arctgr =y < y € [—g,g}, tgy =x.
y4 Principalele proprietati ale functiei
9 arctg : R — [—Z,z] sunt:
22

a) Este crescatoare pe R.
TG 7 e = 2 = b) Este impara, arctg(—z) = —arctgx.
> ¢)Seanuleaza in punctul 0.

1
— - : X T ™
fp Ay d) Este marginita 5 <arctgr < 3 VreR.
l: 1
E | e)Este convexa pe R si concavipe R, .
I I . .. . . . . ..
I [ Graficul functiei este simetricul graficului functiei
Figura 25 tg [—g,g] — R fata de prima bisectoare si

este reprezentat in figura 25.
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Functiile ctg si arcctg

cps - 1
Definitie. Functia ctg: R\ {k:7r|k: € Z} — R, ctgzr = Cf)sx = —— Se numeste
sinz tgx
functia cotangenta (s-au scos din domeniul de definitie valorile, unde sin se
anuleaza).

Cele mai importante proprietati ale functiei sunt:
a)Este periodica cu perioada principala w, astfel ctg(z+ 7)) =-ctgz,

Vz € R\ {kr|k € Z} .
b) Este functie impard, ctg(—2) = —ctgz, Vz € R\ {kn|k € Z} .
c) Este descrescatoare pe intervalele de forma (km,(k+ 1)), k € Z.
d)Este surjectiva.

(2k +1)
2

T . .
se anuleaza, deci ctg

[km_,(2k+1)7r

(2k+1)m

e)1n punctele =0,k€eZ.

f) Este convexa pe intervalele

l(2k—1)7r’k7r

si concavi pe intervalele

(keZ).

g) Restrictia ctg : (0,7) — R este bijectiva.
Graficul functiei este trasat in figura 26.

\4

oA
Y]

M‘%’
pmm—— Al ___.

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
=211
I
]
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Figura 26

Definitie. Inversa functiei ctg: (0,7) — R este functia arccotangenta:
arcctg : R — (0,7), pentru z € R, arcctgz =y < y € (0,7), ctgy = z.
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Principalele proprietati ale functiei yt
arcctg : R — (0,7) sunt: :
a) Este descrescatoare pe R. :
b)Este marginita 0 < arcctgzr <7 = oomo_—— R S N

Vo eR RN |
c)Este concava pe R_ si convexa pe S . arc ctg

R @)

. 5
. .. f . -
Graficul ~ functiei  este  simetricul %
g

1

graficului functiei ctg:(0,7) — R fata

de prima bisectoare si este reprezentat in : ctg
figura 27. 1

Figura 27

Functii polinomiale

Definitii. Se numeste funcrie polinomiala functia f : R — R,

faw=a1r"+a, 2" +..+a2’+ar+a, aq R, a =0.

Numarul natural n se numeste gradul funcriei polinomiale si se noteaza gr f = n.
Numerele a, se numesc coeficiensii funcriei, a,z" se numeste termenul dominant, a,
coeficientul dominant, iar a, termenul liber.

Observatii. 1. Functiile suma si produs a doua functii polinomiale sunt functii poli-
nomiale, deoarece se obtin din adunarea si inmultirea termenilor de forma a2 si bz’ .
2. Daca f,¢g:R — R sunt functii polinomiale, atunci gr(f + ¢) < max (gr f,grg)
(termenii dominanti se reduc, daca coeficientii dominanti sunt numere reale opuse) si
gr(f-g)=grf+eryg.

Tn prezentul paragraf vom reaminti mai detaliat functiile polinomiale studiate Tn

clasele anterioare, adica cele de gradul 0, 1 respectiv 2, urménd ca in capitolele
ulterioare sa le putem studia si pe cele de grad mai mare cu mijloacele analizei

matematice. Ay
Functia polinomiala de grad 0 este de fapt functia

constantd cu graficul o dreaptd paralela cu axa Oz. f)=a__ |4

(Fig.28)

Functia polinomiala de grad 1 este de forma
fR—=R, f(@)=az+b, a,be R, a=0. Stim din
clasele anterioare ca pentru a <0 functia este strict

=Y

< e . b .
descrescitoare, este pozitiva pe intervalul |—oo,——| si
a Figura'28.

negativa pe [—9,+oo], iar pentru a > 0 este strict crescatoare, negativa pe intervalul
a
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a a
cazuri. Graficul functiei este o dreapta. (Fig. 29 si 30)
Y

b) . e b b e .
—o0,——| si pozitiva pe |——,+oc|. x =—— este radacina functiei in ambele
[0

2Y

fz)=Faz+b

Figura 29 Figura 30

Functia polinomiala de gradul doi este de forma
f:R—=R, f@)y=ar’+br+c,abccR,a=0.
Graficul functiei este o parabola concava pentru a < 0 si convexa pentru a > 0.
Daci discriminantul A = b* — 4ac > 0, atunci parabola intersecteaza axa Oz n doua
b+ A (—b—A
—= 0| si |————,0].
2a 2a

puncte distincte Daca A =0, parabola este

N b 5 .
tangenta la axa Oz 1n punctul (—2—,0]. Daca A <0 atunci parabola nu
a
intersecteaza axa Oz .

Pentru a < 0 functia este strict crescatoare pe (—oo,—Qi] si strict descrescatoare pe
a

[—2i,+oo]. Pentru >0 este strict descrescatoare pe [—oo,—zi] sl strict
a a

b . . .
crescatoare pe [—Qi,+oo]. Dreapta z = 2 este axa de simetrie a parabolei.
a a

A . b A - -
Varful parabolei este punctul V[_z_’_4_]’ care este punct de minim al functiei
a a

pentru a > 0, respectiv punct de maxim pentru a < 0.
Semnul functiei pentru A < 0 este acelasi cu semnul lui o pentru orice z € R .

. . b - A
Daca A =0, atunci pentru z, = x, = —— functia ia valoarea 0, iar in celelalte
a
numere reale are acelasi semn cu semnul lui a .
£ . —-bE VA . N e
Daca A > 0, atunci in z,, = ———— ia valoarea 0, Tntre radacini are semnul opus
' a

lui @, iar in afara radacinilor are acelasi semn cu semnul lui a.
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Observatie. Se poate demonstra ca punctele graficului functiei f:R — R,

. A+1) .
f(x) =az® + bz +c sunt la aceeasi distanta de punctul F(—i,— 4+ ] si
[0

—1 Y &
dreapta y:—4—. Punctul F se numeste focarul parabolei, iar dreapta
a

y=— se numeste dreapta directoare a parabolei.

a

Proprietatile functiei de gradul doi, respectiv graficele, sunt schitate pentru
fiecare caz in parte Th urmatorul tabel:

A <O A>0
(z,, ¢ R) A=0(z, =z,€R) 5, €R, 3, = 1,
o
\%
S
flo) | ——0+++0--
NN\
+ “y +
+ +
+ b +
+ "%a +
WL S X
o A PSS
4 @V
b b b
xT —% X 11.2*7% X xl _% .’I/'Q
F4+0-_A 0+
f(x) + + + + f(x) ++0++ f(x) 4a
NN\ AN\ A4

Tn urmatoarele figuri sunt schitate graficele unor functii polinomiale de grad mai mare.
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A
fo)=2*-3z W v 4
fla)=2*

Figura 31 Figura 32

R"

Ay V4 A y
\ flo)=22" 22°2+1
fa)== Figura 34

Figura 33

4

Stim din clasele anterioare ca daca z,,z, € R sunt radacinile functiei de
gradul doi f:R —» R, f(x) =az’ +bz+c (a,b,c€R, a=0), atunci functia se
poate scrie in forma f(z)=a(z—=z)(z —x,), iar dacad in plus z, =z,, atunci
spunem ca z, este radacina dubla si f(z) = a(z — =, )2 De asemenea, pentru functia
de gradul intdi ¢:R— R, g@=ax+b (a,beR, a=0), avem

b b . -
g = a[a: + —) =a(z—x,),unde z, = —= este radacina functiei.
a a

Sa studiem daca avem asemenea proprietati si pentru functiile polinomiale de
grad mai mare.
Daca z, €R este radacina functiei, f:R—R,

f@ =aa" + ...+ az+q,, atunciavem f(z,) =0, deci
f@=fw—[f(z)=aqa,(z"—2)+a,, (:13"“1 — :c'l’“l) +.ota(z—z)=
a,(z—z)(a" " F "+t ) e, (r ) (2" e )
wta(z—z)=(z—2)g@, Yz €R
unde g:R — R este o functie polinomiala de grad n —1. Reciproc, daca functia
polinomiald f se poate scrie sub forma f(z) = (z —z,)g(x), Yz € R cu g functie

polinomiala, atunci z, evident este radacina lui f. Deci putem afirma urmatoarea
teorema:
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Teorema. z, € R este radacina functiei polinomiale f de grad n, daca exista

functia polinomiald ¢ de grad n —1 astfel incat f(z) = (z — z,)g(®), Vz € R.

Observatii. 1. Teorema precedenta este de fapt Teorema lui Bézout (care se refera

la polinoame) in forma functionala.

2. O functie polinomiala de grad »n nu poate avea mai mult de n radacini.

3. Daca functia polinomiala f: R — R, f(@) =a,2" +...4+ a2 + q,

are n radacini distincte (z,, z,,..., z, ), atunci se poate scrie sub forma:
f@=a,(z—z)(z—2)..(z—z,).

4. Daca z, este radacin a functiei polinomiale f, f(z) =(z—z,)g@), Vz € R si

radacina a functiei polinomiale 7 , spunem ca z, este radicina dubla a lui f . Tn cazul

acesta f sescrie: f(x) = (z—z,) h@), Yz €R

5. Analog se poate defini radacina multipla. Spunem ca z, este radacina multipla de
ordin k£ a functiei polinomiale f de grad n, daca exista functia polinomiala ¢ de
grad n — k astfel incat f(z) = (z—=,) g(@) si g(z,)= 0. k se numeste ordinul de
multiplicitate a radacinii z, .

6. Daca z,,w,,...,z, € R sunt radacini multiplu de ordin n,n,,...,n, € N,
n, +n, +..+n, =n alefunctiei f:R—R, f@) =a,z" +...+ a2z + q,, atunci
fw=a (z—2)" (z—2,)" ..(z—z)".

Problema rezolvata

Si se determine radicinile functiei f: R — R, f(2) = 5z" — 32" —2 si apoi si se
studieze monotonia si semnul functiei.

Rezolvare. Fie functiile g,»: R — R, g(z) = 5z° — 3z —2 si h(z) = z°; atunci

. .. . 2 .
f = goh. Radacinile functiei ¢ sunt y, =1 si y, :_E' Deci pentru calculul
radacinilor functiei f avem h(x) = z° € {1,—5}, de unde radacinile functiei f sunt

2
x,, = +1 (h nu poate lua valoarea _E)'

Tabelele de variatie ale functiilor ¢ si h sunt:

v —00 -1 By ES 0 3 1 +00
10 10

7 3 3

(I)‘—i-oo\l\—\O/—/l/—i-oo
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v —00 —% 0 % 1 +00

I e 0 0 N 22 \—%/0/ +o0
++++++++ 00— ——— - 0 ++++++

Consideram restrictiile functiilor » si ¢ functiile 5, :[—oo,— % — %,+oo]

descrescatoare,  h, :|—

3,0 H[O,i} descrescatoare,  h, : |0, fi — [0,31
10 10 ‘ 10 10
< 3 3 y 3
crescatoare, hy | |—,+00| — |—,+00 crescatoare, g 0, ——R

10 10 10
descrescatoare, g, :[%,—l—oo] — R crescatoare. Astfel
3
o v (T
g, oh, pe |— E,O]
g, oh, pe |0, i]

oh e ‘[i +00
92 4 p 107

din proprietatea compunerii functiilor monotone, avem f descrescatoare pe

3 . 3 3 3
—00,,[—1 s1 |0, [— —.—,0] sl |, [—,+0c0].
10 10 10 10
Pentru studiul semnului functiei f trebuie sa studiem semnul lui g doar pe multimea
[0,00), deoarece h ia numai valori pozitive. Deci daca & (z) € (0,1), adica pe (—1,1)
f@ <0 sipe (—oo,—1)U(1l,00) f(z)>0.

Aceasta nu este cea mai simpla cale a studiului monotoniei si semnului functiei; mai
tarziu le vom putea studia cu mijloacele analizei matematice.

, iar crescatoare pe intervalele

Exercitii si probleme

1. Studiati care din urmatoarele functii sunt pare sau impare (D este domeniul
maxim de definitie):
7’ 1 1
a :D—R, f(z) = ——; b :D—-R, f(z)=—+ ;
) fiD =R f@) == B) DR, )= — =

c) f,:D—R, f(r)=12"+sinz;d) f,:[-1, 2]—R, fi(z)=2"+2".
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2. Studiati periodicitatea functiilor:
a) f:R—R, f(z)={3z};

L, ze@Q o
b) f:R—-R, f(zx)= 0, 1€R\Q (functia Dirichlet).

3. Demonstrati ca daca functia f : R — R satisface egalitatea

flz4a)= % +f(z)— f*(z), Vz € R, atunci f este periodica.

4. Demonstrati ca daca functia f:R — R\ {1} satisface egalitatea

fle+2)=

L , Vo € R atunci f este periodica.
1— f(z)

5. Studiati monotonia urmatoarelor functii:

a)f:(—OO,—l)—”R:f(I):lfxz;

2 —2x+1
b) g: R\ {-1} = R, g(z) = ————;
z+1
c)h:R—R,hz)=12"—-32"+42+1.
6. Demonstrati ca dacd «a,a,,....,a, € R, (a, =0), atunci functia f: R, — R,

f(z) =ay" +azx"" +..4a, &+ a, este crescatoare. Dati exemplu de functie
[:R, =R, f(z) =aq1" +a2" " +..4+a, x+a,, care nu este monotona.pe R, .
7. Stabiliti daca este adevarata afirmatia:
Radacinile ecuatiei z* + bz + ¢ =0 sunt in intervalul (—1,1) dacd si numai daca
1+b+c¢>0,1-b4+c>0si|cl<.
8. Trasati graficul urmatoarelor functii:
a) f:R— R, f(z)=max{z, 2°}; b) f:R — R, f(z) = min{z, z°}.

n—1

9. Consideram graficele familiei de functii f, :R — R, f (z)=2"+2mz+m

(m € R). Pentru ce valori ale lui m varful parabolei asociate se regaseste n
primul cadran? Deduceti o relatie independenta de m intre coordonatele varfului.
10. Studiati injectivitatea functiei f: N — R,
0, n=20

Jin) = n(NZn+1—vZn—1),n>0

11. Exista functii f: R — R cu proprietatea (fo f)(z) = 2> -2, Vz € R?
12. Determinati numerele a,b € N astfel incat radacinile ecuatiilor z° + az +b = 0
si 2° + bz +a =0 sifie numere rationale.

13. Exista functii injective f:R— R cu proprietatea f(z*)— f*(z)>

~ | =

Vr e R?
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II. SIRURI DE NUMERE REALE

Definitii. 1. O functie f: N — R sau f:N\{0,1,2,...,k} — R se numeste sir de
numere reale (k € N*).

2.Daci f:N — R este un sir de numere reale, atunci numerele f(n) sunt termenii
sirului, mai precis f(n) este termenul de rang n (al n -lea termen). De regula pentru
termenul general vom folosi notatia a, = f(n), iar cu simbolul (a,) _ sau (a,)

n>1 neN’

vom nota sirul.

Observatie. Nu este necesar ca numerele o, sa fie distincte. Indicele precizeaza
locul termenului respectiv in sir. De exemplu termenii sirului definit de functia

f:N >R, f(n)z[% sunt

0,0,1,1,1,2,2,2, ...
Am studiat diferitele proprietati ale sirurilor si in clasele anterioare. In paragraful
urmator vom recapitula cateva proprietati fundamentale.

MODURI DE DEFINIRE ALE UNUI SIR

1. Definitia sirului prin termenul general. Cel mai simplu mod este de a
defini termenul general in functie de indicele termenului respectiv. De exemplu pentru
il‘ula—n—_1 VneN avem a, =0 a—l a 99 a _ 2001
$ n n 1 r B2 g Qoo T g B T 50000
2 n—1

. . . 1
deci am obtinut urmatorul sir: 0, =, =, ..., -
2 3 n

.. . -1
Putem folosi si notatia [n ) .
n n>1

2. Definitia recursiva. Daca precizam o metoda de calcul prin care putem
calcula fiecare termen (de la un rang incolo) folosind termenii precedenti, atunci
spunem ca am definit sirul in mod recursiv (sau prin recurenta).
Exemple

1) a =1,0a,, =2a, Vn>1.
Aceasti recurenta determina o progresie geometrici, termenul general este a, = 2",

2)a,=1,0,=2,0a,,=2a, —1.
Primii termeni ai sirului sunt: o, =1, a, =2, a;, =1, a, =3, a;, =1, a;, =5,
a, =1, a,=9, ag =1, a, =17. Se poate observa cd termenii de rang impar sunt
egali cu 1 iar cei de rang par a,, = 2" +1, ceea ce se demonstreaza prin inductie
matematica.

3)a,=1,a=1,a,=aqa, 6 +a,, daca n>3.
Primii termeni ai sirului sunt:

a=1,a,=1,0,=2,0a,=3,a,=5,q¢,=8,a, =13, ..
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Formula termenului general nu se poate observa, desi procedeul de calcul este foarte
simplu. Se poate demonstra prin inductie ca

L L[1eV5) (1-V5)
"I 2 2

Acest sir poarta numele de sirul lui Fibonacci si apare Th mai multe probleme de
numarare. Tn paragraful urmator vom demonstra o teorema care ne va permite sa
calculam termenul general.

4) Daca a, =1, a,=3, a, =2a, , —a, ,, Unde n > 3, atunci primii zece
termeni sunt:1, 3,5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19.
Astfel putem formula o ipoteza relativ la formula termenului general, si anume
a, =2n—1. Aceasta formuld se poate demonstra foarte usor folosind metoda
inductiei matematice.

5)a=1,a,,=a +a +..+a, astfel a, =1, a, =4, a, =8 si se poate

 VneN .

demonstra prin inductie matematici, ci a, =2"'. Se poate observa ca
a,., =a, +a, = 2a,, deci recurenta se poate scrie mult mai simplu.

3. Ca si in cazul functiilor putem avea o serie Tntreaga de alte modalitati de a defini un
sir. De exemplu daca consideram sirul format din cifrele zecimale ale numarului /3,
atunci sirul este definit, dar calcularea termenului general nu este o problema simpla.
Tn unele cazuri demonstrarea echivalentei dintre diversele definitii ale aceluiasi sir
impune dificultati de ordin tehnic. De exemplu consideram sirul
a, = min (z" +y").
z4y=1

r +vyY .
y In care

1 . . .
Sa demonstram ca a, = = Folosind inegalitatea L ;r Y<.

. 1
egalitatea are loc pentru z = y[z E] rezulta a, = 1

Pentru a avea o imagine intuitiva asupra comportarii sirului putem reprezenta grafic
termenii sirului. Astfel pentru sirul (a,) _ putem reprezenta:

a) punctele (n,a,) In plan;

b) punctele de abscisa a, pe axa.
Exemplu. Sa reprezentam grafic sirul

1 23 4 (1) 2
2" 34" 577 n+1""
Reprezentirile grafice sunt date in figura35.
(l_lkg a) b)
% X : .4 15
i . i > I I >
5 ) P 3> U L >
-% - R Figura 35 30 4
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Exercitii si probleme rezolvate

. A 1
1. Sa se determine termenul general al sirului o, =1, a,,, = a; .
N L . 2 5) 14
Rezolvare. Primii termeni ai sirului sunt a, =1, a :g, a, :5, a, :E’
41 4l . :
%= Se observa ca a, = ?’Q—t , ceea ce se demonstreaza prin inductie.

Nu Tntotdeauna se observa asa de usor termenul general din primii termeni. Tn cazul
sirului de mai sus se observa ca fiecare termen este ,,aproape” o treime a termenului
precedent, deci seamani cu o progresie geometrica. In general sirurile date de
recurenta de forma a,,, =a-a,+b (a=1, b=0) se pot numi si progresii

aritmetico-geometrice si au termenul general de forma a, = ¢, -a" + ¢, .

Daci nu observam din primii termeni termenul general al sirului, o putem transforma
in progresie geometrica adunand « la ambele parti ai relatiei de recurenta devenind

a,,, +a ZQ"THJra si_exprimam numarul « astfel ca %+1+a:a,,,;a, de
n—1
aici o :_l. Deci a, _l:[al —%%,deunde a, :l+ 1 - 3 4:11.
2 2 23" 9 9.3 9.3

Tot o progresie geometrica obtinem daca scadem doua relatii de recurenta consecuti-
a .. —a 1
i~ _ _ntl ) _ A
ve, adica a,,, —a, = T de unde «a,., —a, = (a, —al)-F. Adunénd

aceste relatii pentru 1, 2, ..., n —1, obtinem acelasi rezultat. o
O alta modalitate ar fi sa Tnmultim ambii membri ai relatiei de recurenta

1 ‘ ) S
a, = G 1 cu 3" (sau cu —) si sa le adunam pentru k = 2,n membru cu
3 3"

n—1
membru: > 3"'a, = (3" *a,_, +3"*), de unde 3"'a, =aq +ST
obtinand rezUltatul precedent.

2. Sa se determine termenul general al sirului ¢, =2, a, , = O
3+ 4a,

Rezolvare. Se poate proceda si aici prin calculul primilor termeni, respectiv
demonstrarea formulei termenului general prin inductie.
Acum sa transformam relatia prin inlaturarea fractiei, devenind 3a, ., + 4a,q,,, = a,.

Din recurenta initiala rezulta imediat, ca toti termenii sirului sunt nenuli, deci putem

N I - - 1 N
imparti ultima relatie cu a,a, ,, obtinand _3 + 4, care se poate transforma in
an+1 an

. o1 1 | w1

progresia geometrichk ——+2=3|—+2|. De aici —+2=3""|—+2]|,
a’n+1 an a’n a’l
n—1
rezultand ca — = 25— 2, deci a, = %
a 2 5-3" —4

n

3. Si se determine termenul general al sirului o, =1, a, = 2, a,,, =4/a,(q

nt2

an+1 ) .
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Rezolvare. Relatia de recurentd este echivalenti cu a,a,,, = a’,, +a,a,,,, din

aceasta relatie rezultand ca, daca doi termeni consecutivi sunt strict pozitivi, atunci si
urmatorul termen este strict pozitiv; primii doi termeni ai sirului fiind strict pozitivi
rezulta ca toti termenii sirului sunt strict pozitivi. Impartind ultima relatie prin a,a, ., ,

. a a, . Q a ~ . .
obtinem 2 = 41, deci - =-2+4+n—1=n+1. Inmultind relatiile

an +1 an a’n al

a —_— . a, .
—~ =k pentru k = 2,n, obtinem —~ = n!, deci a, = n!.
ak—l 0/1

Exercitii propuse
1. Urmatoarele siruri sunt date prin termenul general. Calculati primii patru termeni si
reprezentati grafic acesti termeni:

- 2 1 2 _
a)a, == i b) a, = ”‘2"; o/ ="
n+2 n nl
nd 1 1 PP+22+...+n’
da=C000 ea=ltot.doifa = = ;
1+2+4...
g) a, :y1 h) a, :1+Sinn_7r; i) a, = sinn—ﬂ—i—cosn—ﬂ-;
n (n+1) 2 4 4
i L 1 1 n+11 1 1 1
a :1__+___+"'+ _1 _l k a’n:1+_+_+---+_.
e 2 3 4 =D n ) a, 3 3 3"

2. Calculati urmatorii sase termeni ai sirurilor:

a)a, =2,a =3a,_,,dacin>2:b)a =1, an:%,dacénZQ;

n—171
c)a=1,a,=4,0,=9,0a,=3a,,—3a,,+a, ,,dacan>4,
d)ya =1,a0,=4,0,=2,0a,=8,a,=5,0a,=7,0a,=a, ;,dacan>7.
3. Determinati termenul general al urmatoarelor siruri:
a)a =1,q,,=aqa,/5; b)a =2,0a,,=a,—2;
=3a, +4; d)a =3,0a,,=a,+n;
e a=2a-=14a,=2a,, —a +1;fa=>5,a, =a —4a, +6;

c) al = _1’ a’n+1

J— —_— P 2 —_— .
g) a = 37 ay = 37 a’n+2 : a’n - a’n+1 2a’n+1 an :

4. Determinati termenul general al urmatoarelor siruri:

1 T . -
a =—, = Vn > 0; (admitere, 1991, Timisoara
) Z, 3 T, 1+ 2z, = ( $ )
b)z,=1 =z, = — L yp>0; (admitere 1993, Timisoara)

n+1 %¢1+xn3

« _ 2 .
c)z, =32, =4 =z,,=2,,—nr, VYVn>1,

d) .TO — ]_7 xl = 2 ‘Tn+1 = xn + 6 ,‘rn—l vn 2 1 ’

1
e)zr, =3z, =2 :1;n+2—|-x—:2 Vn>1.
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RECURENTE LINIARE DE ORDINUL DOI

Definitie. O relatie de recurenti de forma z,,, =a-,,, +b-2,, Vn €N este 0

relatie de recurenta liniara de ordinul doi, dacéd a,b € C (sau a,b € R), b= 0.

Prima data vom studia cateva cazuri particulare.
Problema. Determinati termenul general al sirului definit prin relatiile
Ty =32, —2-x,,1 =3,1,=5.
Rezolvare. Urmatorii termeni sunt z, =9, z, =17, z, = 33, z, = 65. Se poate
observa ca termenii sirului sunt mai mari cu o unitate decat puterile lui 2. Astfel
putem formula ipoteza z, = 2" + 1. Aceasta relatie se poate demonstra folosind
metoda inductiei matematice. Tn continuare prezentim o metoda care se poate
generaliza. Pentru acesta regrupam termenii recurentei in modul urmator:

mn+2 - ‘rn+1 = 2(x72,+1 - xn)'

x_ recurenta se reduce la y

n+l — Yn

Astfel cu notatia y, =«
(y,) ., este o progresie geometrici. Din formula termenului general rezulta

=2y, , adica sirul

n+1
y, =y, 2" =2", deci z,,,—z,=2". De aici putem determina formula
termenului general pentru sirul (;zc)>1 daca scriem aceasta relatie pe radnd pentru
valorile n —1,n — 2,...,2,1 si adunam relatiile obtinute. Astfel ajungem la egalitatea

T, -1, =2+2"+..+ 2",

de unde rezultd ca z, = 2" + 1. Acest rationament are avantajul ca se poate aplica
pentru orice valori initiale. Daca xz, si x, sunt numere arbitrare, atunci obtinem

y, = (z, —2,)2" " siastfel z, —z, = (z, — %)(2”72 +2" et 24 1) :
de unde z, = (22, — z,) + (2, —2,)2" ", VneN .

Sa studiem ce relatie trebuie sa existe intre 7,7, si a,b pentru ca o relatie de recurenta de forma
T,y +b-z, sa se transforme prin schimbarea y, =z

Yot =T, -y,. Daca Tinlocuim fin relatia y,., =mn -y, expresia y, =z,., —7 T

=a-7x,

et —n -z, ntr-o recurentd de forma

obtinem

n+1
n?t

I?H»Z - Tl : I?H»l = TZ : <$n+1 - Tl ) zn) N De aICi I?H»Z = (rl + G)szrl - TITZ : In‘ dec' 7“1 $| TQ Sunt SOIutiIIe

n+n=a

sistemului algebric
neT, =—b

. Pe de alta parte solutiile acestui sistem sunt radacinile ecuatiei de
radul doi 7° —a-r—b =0, deci putem obtine numerele r,r, pur si simplu rezolvand ecuatia
5 1272 3

2

precedenta. Astfel obtinem z, —rz, , =(z, —nz ) ", si dacd scriem aceastd relatie pentru

n,n—1,n—2,...,2, le inmultim pe rdnd cu numerele 1, r, ', ..., """ si le adunam membru cu

n—2
membru, atunci obtinem z, — "'z, = (z, —n, 5’71)[2 rt ~7:2”“]
k=0

dupa cum se vede din urmatoarea schema:
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Ty — [T :(%771%)'772

n—2

n—1 (- — k n—2—Fk
z, =1 (£zn-xl)[§ ey

k=0

—_—

n—2
Dacd 17 =mn, atunci r"'—n'"=(n —7“2)[2 73””7“2"], deci z,=¢ -1 +c¢,-7), unde
k=0

Ty — 10T . T, —N"T .
¢ = ——24% si ¢, = —=2—"— (evident r,, = 0 deoarece b = 0)..
n(n =) 1y (1, — 1)

§ L2 s . y 2rz, — T,

Daca r, =rn, =, atunci Y _n" " = (n—1)r"", deci z, = (k +k, -n)-r", unde & =05
k=0

. T, — T, .
si k, = (evident 7 = 0 deoarece b = 0).

2
T
In cazul in care coeficientii sunt numere reale dar radacinile nu sunt reale, atunci cele doua radacini

complexe sunt conjugate. Folosind forma trigonometrici avem r, = p(cosp +¢-sing), si astfel

p jug g 2 =P ® ®)r s

2px, COS Y — T, T, Cos @ — 1, p° cos 2p
- .

rezultd z, = p" (k, - cosnp + k, -sinne) , unde k, = 5
p’cosp

si k, =

Pe baza acestor cazuri putem enunta urmatoarea teorema:

Teorema. Fie sirul (z,) _, definit prin recurenta
b = 0 si ecuaria caracteristici r* —a-r—b=0.

1. Daca radacinile ecuatiei caracteristice sunt r, = r, € R, atunci termenul general al
sirului de forma z, = ¢, - " +¢, -1, ¢ si ¢, constante.

2. Daca radacinile ecuatiei caracteristice sunt numerele r, = n, = r, atunci termenul
general al sirului are forma z, = (k, + k, -n)-r", k, si k, constante.

3. Daca radacinile ecuatiei caracteristice sunt r, =, ¢ R, atunci termenul general al
sirului  este de forma =z, = p" (k, -cosnp +k,-sinng), unde ¢ si p sunt
argumentul respectiv modulul radacinilor, &, si k, constante.

Constantele se pot determina in fiecare caz din valorile initiale z, si z,.

o =@, +b-x,,abeR,

Observatie. Primele doua cazuri sunt valabile si pentru a,b€C, b=0 cu

radacinile ecuatiei caracteristice nu neaparat reale.
Probleme rezolvate
1. In cazul sirului lui Fibonacci ( pag. 32) ecuatia caracteristici este 2> —2—1=0,

\/3 n + 6 =1

. W 1+ . . . .
deci radacinile sunt 7, , = — si astfel din relatiile determinam

C1712 + 627"22 =1
constantele ¢, si c,. In final obtinem formula de la pagina 32.

2. Sa se determine termenul general al sirului, z, .z, = 5z,z, ., + 62,7, ,,

1

=

Rezolvare. Din relatia de recurenta reiese ca primii termeni fiind strict pozitivi, toti

r =1, x,
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termenii sirului sunt strict pozitivi. Putem Tmparti ambii membri ai relatiei cu
5

+ —, acesta fiind o recurenta liniara de ordinul

n+1 In

‘/L"n,l‘nJrlanrQ 1 Obgl nand

X Hy

n+2

. . 1 . -
doi pentru sirul (?Jn )n>1v y, = — CuU ecuatia caracteristici z° —5z—6=0.
- X

n

Radacinile ecuatiei sunt , = —1 si n, = 6, deci sirul are termenul general de forma
Y, = ¢ (=1)" +¢,-6".

A . _cl + 662 = 1 . A .
Rezolvand sistemul ¢+ 36c, = 41" obtinem ¢ =-5 s ¢, =1, deci
y, =5- (1" +6"si z, = ;4

5-(=1)" 46"

Exercitii si probleme
1. Determinati termenul general al sirurilor:

13 1 o .
a) ‘Z‘n+2 = 5‘Z‘n+1 76‘Z‘n ! 'Tl = ]‘7 'TZ :g’ b) 6xn+2 = 5$’/L+1 7‘In 1 ‘Tl = g’ :EQ = % 1
c)z,.,=4z, , —4z,, 2, =6,2,=20;d) 2., =2, —2,, 7, =2, 1, =1;

) 3 2
e) - = =+ » Oy = 5 » Ty = 11 ; ﬂ Ly, = 3xnwn+2 - 2xn+1$n+2 .

In In+1 In—l

2. Aratati ca daca termenii sirului (z,)  verifica relatia z,,, =a-z,, +b-z,
pentru orice n € N', atunci 27, —a-x,,, -z, —b-2) =(=1)""b"" (a5 — az,z, —bay).
3. Demonstrati ca exista o infinitate de numere intregi x, astfel incat toti termenii
sirului z,,, =2z, + /322 +1 sunt numere intregi, unde semnul se alege arbitrar
pentru fiecare n € N.. (Concursul Rado Ferenc, 2002)

SIRURI MARGINITE

Definitie. Sirul (a, )n>1 este marginit daca multimea 7' formata din termenii sirului

este marginita. Daca T este marginita superior, atunci sirul este marginit superior, iar
in cazul in care T' este marginita inferior, atunci spunem ca sirul este marginit inferior.

Folosind definitia marginirii obtinem

1. Sirul (a,) _, este marginit daca exista numarul pozitiv M/ astfel incét pentru orice
neN siavem |a,|< M.
2. Sirul (a,) .. este marginit inferior daca exista un numar real M cu proprietatea

a, > M ,oricarearfi n > 1.
3. Sirul (a )%N* este marginit superior daca exista un numar real M cu proprietatea
a, <M, oricarearfi n > 1.
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Din aceste definitii rezulta ca sirul (a,) _ este marginit daca si numai daca este
marginit superior si marginit inferior.
Daca sirul (a) nu este marginit, atunci pentru orice numar pozitiv M exista

n>1
cel putin un termen a, cu proprietatea |a,| > M .
Exercitiu. Formulati urmatoarele doua proprietati folosind inegalitati:

a) sirul (a,) _ nu este marginit superior; b) sirul (a,) _ nu este marginit inferior.

Exercitii rezolvate
Sa studiem marginirea urmatoarelor siruri:

1. Sirul cu termenul general o, = n:?’, n € N’ este marginit, deoarece
n
2 2 DH+1 1 «
0ca —2n*3 _20+DFL_ o 1 51 3 ypeN.
n—|—1 n—+1 n—+1
. 1 1 . -
2. Sirul a, —1+2+22 +.. +§, n € N este marginit deoarece 0 este un

minorant si 2 este un majorant: a, = T = , deci 0<a, <2,
1—=
2

ey

VneN .

1 1 1 . .. . .. .
3. Sirul o, =1+ = 52 + = 3 +..+—, ne N este marginit, un minorant fiind 1 si
’I"L

un majorant fiind 2. Intr-adevar inegalitatea 1 < a, este evidenti din definitia sirului.
Demonstram a, < 2.

1 1 1 1 1 1
It gttt g <l+odoato b=
3 1-2 2-3 (n—1)-n
1 1 1 1 1 1 1 1
=l4+l—=+-——H-——F..+ ——=2-—<2.
22 3 3 4 n—1 n n
4. Sirul q, Sml +sm2+...+smn este marginit deoarece —1<a, <1, VneN'.
n n n
n’ + 2 " -
5. Sirul a, = (—1)" 3 n € N nu este marginit. Intr-adevar pentru n > 3 are loc
n
2
inegalitatea |a, | > w2 LM Geci oricum am fixa numarul real M exista
n+n 2 n 2

numarul natural n > 2M , si astfel |a,| > M .
6. Sa se studieze marginirea sirului a, =2, a,,, =2 +a, , ¥Yn € N, Termenii

sirului sunt numere pozitive, deci sirul este marginit inferior. Demonstram ca 2 este
un majorant. Este clar ca o, <2. Pe de alta parte daca a, <2, atunci

a,., =2+ a, <2+ 2 = 2, deci pe baza principiului inductiei matematice rezulta
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an<2,Vn€N*.

7. Sa se studieze marginirea sirului (nsinn)

n>1"

Stim cd sinn este Intre —1 si 1,
dar s-ar putea ntampla ca pentru n oricat ; Figura\36
de mare sinn si fie atdt de mic incat e .
produsul nsinn sa fie marginit de un / Xo{ii \
numar M . Pe de altd parte daca reusim sa . ' .
aratim ca exista z, >0 astfel Tncat
oricum am fixa numarul N > 0 gasimun n, > N cu proprietatea sinn, > z,, atunci
rezulta ca sirul studiat nu este marginit deoarece n, sinn, > n,x, > Nz,, si N poate
fi arbitrar de mare.

Consideram graficul functiei sinus pe intervalul (2km,(2k + 1)), unde k € N'.
Daca alegem z, € (0,1) astfel incat lungimea intervalului [a,b] sa fie mai mare decat
1, atunci in intervalul (a,b) exista cel putin un numar natural. Valoarea functiei in

X
2kr a n b (2k+D)n >

acest numar natural este mai mare decét z, . Intervalul |2k + %, 2k +1)m — %

) . .. . . . 27 .
satisface aceasta conditie deoarece lungimea intervalului este 3 >1 si x, este

1 = . . . .
sin[2k7r + %J = 3 In consecinta sirul studiat nu este marginit.

SIRURI MONOTONE

Definitii. Sirul (“n)m este crescator (descrescator) daca pentru orice n € N* are
loc inegalitatea a, < a,., (respectiv a, >a,_,).

Sirul (a,) . este strict crescator (descrescator) daca pentru orice n € N are loc
inegalitatea a, < a, , (respectiva, >a,. ).

Sirul (a,) - este monoton, daci este crescator sau descrescator.

Sirul (a,), . este strict monoton, daca este strict crescator sau strict descrescator.

Observatie. Daca sirul (a,) _ este strict monoton, atunci este monoton.

. .. . 2
Exemple. 1. Sa se studieze monotonia sirului 3, 2, g g, nt I
n
Examinand primii termeni, rezulta ca daca sirul este monoton, atunci poate fi numai
" . 2 2 2
descrescator. Daca n € N, atunci a, —a, , = >0,

g_n—i-l:n(n—l—l)

VneN , decia, >a, ., , VneN . Astfel sirul este strict descrescator.

n+1"

3
i +1,n€N*.
n—+2

2. Sa se studieze monotonia sirului b, =
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28 n - o e . <
b==,b0,=—,0b = = deci incercam sa demonstram ca sirul este crescator.

n’ +1 - (n+1)y° +1 _
n+2 (n+1)+2 Y
<n3+1>(n+3):n4+3n3+n+3,
((n+1)3 +1)(n+2):n4 +5n° +9n° 4+ 8n + 4,
sin' +50° +9n° +8n+4>n" +3n’ +n+ 3, pentru orice n € N
3. Sirul cu termenul general a, = (—1)" nu este monoton deoarece a, < a, > a,.
4. Si se studieze monotonia sirului ¢, =2, a,., =2+a,, VneN .

Din egalitatile a, = V2 +v2 > V2 si a, = V2 + 2+ 2 > 2+ 2 = q, rezulta
ca sirul nu poate fi descrescator. Pe de alta parte, daca primii n termeni sunt in ordine
crescatoare, atunci din relatia a, , <a, rezulta \/2+a, , </2+a, , deci pe baza

relatiei de recurentd a, < a, . Pe baza principiului inductiei matematice sirul este
crescator.

deoarece

Dacid n € N, atunci b, =

. - .. . e . a .
Observatie. In cazul sirurilor cu termeni pozitivi raportul —- este subunitar

an
(supraunitar) pentru orice n>1 daca si numai daca sirul este descrescator
2" : 2" ! 2
(crescator). De exemplu daca a, = —, atunci Gur1 L <1,
n! a, (n+1! 2" n+1

deci sirul este descrescitor.

Exercitii si probleme
1. Studiati monotonia si marginirea urmatoarelor siruri (n € N°):

1 — —

a) a, = —; b) a, = 25 ; ¢)a, =01,
on n°+1 6n +5
d) an:cosng; e) an:nzsinng; f) a, = L

1+n2sin2n§.

2. Studiati monotonia si marginirea urmatoarelor siruri recurente:

a) al = \/§’ an+1 = \/3+a’n 7b) al = ]' ' a’rHrl = 32+an ’c) al = 1’ a‘ﬂ,+1 = a”Z—E) ’
1
a'll + T
d)a, =3, a,,=—";€ =10, aq, =a —10a,+30.
3. Studiati marginirea urmatoarelor siruri (a,) _ :
2
a) a’n_ L ; b) a’n:2n2+3; C) OJHZM;

41’ n
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d)a, =vyn+3—-Jn+1; e)a":cos%—i-sin%;
l—i—l—i-l%— +1”
fa=—2 A L), g, IrZievn
" 2420 4. 2" " 3n® +5n
"+ 4" . 1 1 1
h)an:3+ ; i) a, = + +..+=—
5" n+1 n+2 2n

4. Stabiliti monotonia urmatoarelor siruri:

n’ n+1 1 1 1
a)a, = D) a, = ;€)a, =In+1-Yn;d)a, =—+—+...+ =,
) n 77,+2 ) 3n ) ) 211 2n+1 22n
“k(k+1 |
2_Hk+1) 2. nl (—1) 5" 4.8 dn
e) a, = ’ﬂa’n: ’g) a’n:—’h) a, = .
n" © (n+D)! 5-9-...-(4n+1)

=
2K
k=1

5. Fie a,, a,, a,, a, si a, cinci numere reale. Demonstrati ca putem sterge doua

dintre acestea astfel incat cele care raiman sa formeze un sir finit monoton.

SIRURI CONVERGENTE

Vecinatati ale unui numar real

Definitie. Multimea V se numeste vecinatate a punctului z , daca exista un interval
(a,b) CV astfel incat a < z < b. Multimea tuturor vecinatatilor ale punctului z o
notamcu V(x).

Observatii. 1. Orice numar real z are o infinitate de vecinatati.
2. Daca ¢ > 0, atunci intervalul (a —e, a + ) se numeste vecinatatea de raza ¢ a
numarului o . Aceste vecinatati se numesc vecinatati simetrice ale punctului a .

3. Tn orice vecinatate a punctului z exista o vecinatate simetrica si orice vecinatate a
punctului z poate fi inclusa intr-o vecinatate simetrica.

Exemple. 1) Intervalul (—1,5) este o vecinatate a punctului 0.
2) Intervalul (—7,11) este o vecinatate simetrica a numarului 2 (raza fiind 9).
Problema rezolvata

a) Sa se arate ca toti termenii sirului o, = n > 1 sunt n vecinatatea

2 1
n
simetrica de lungime 2 a originii.
2
3

n

b) Sa se arate ca termenii sirului ¢, = —, n > 1, exceptand doi termeni, sunt

N . . . . 1 .
in vecinatatea simetrica de lungime 3 a punctului 0.

c) Sa se determine raza celei mai mici vecinatati simetrice a originii care
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. . N . 1 - . A
contine toti termenii sirului =z, = W cu indice mai mare decét 100.
n

Rezolvare. a) Vecinatatea simetrica de lungime 2 a originii este intervalul (—1,1).

1 . . L N .
Cum -1 < pwel <1, ¥n € N, toti termenii sirului sunt Tn aceasta vecinatate.
n

. . . . 1 . 11 o
b) Vecinatatea simetrica de lungime 3 este intervalul [—E,g]. Inegalitatile

1 2 1 L . s Py .
5 <—=< rt Vn >3 implica faptul ca toti termenii sirului cu indice mai mare
"

A A - . = .. 1 . 1 1 .
decat 2 sunt in aceasta vecinatate. In acelasi timp a, =2 > s sl a, = 1 > e deci

acesti termeni nu sunt Tn vecinatatea considerata.
c) Vecinatatile simetrice ale originii sunt intervalele de forma (—¢,¢), deci pentru ca

A o 1
termenii sirului sa fie Tn aceasta vecinatate este necesar ca —¢ < ——— < € pentru

(n+1)

orice n >101. Astfel (n+ 1)2 > l, adica inegalitatea n > \ﬁ —1 trebuie sa fie
g g

verificata pentru n > 101. Astfel obtinem \/I —1 <101, deci intervalul cautat este
(N

o7 o7

101°7101° )
Folosind un rationament analog putem demonstra ca orice vecinatate a punctului 0
contine cel putin un termen al sirului si ca nu exista alt punct cu aceasta proprietate. Pe
de alta parte daca consideram multimea A = [0,1), atunci fiecare punct = al acestei

multimii A are urmatoarea proprietate: orice vecinatate a punctului x contine cel
putin un punct al multimii A\ {z}. Pentru a descrie mai usor asemenea situatii

introducem urmatoarele notiuni:

Definitii. 1. Punctul « € R este un punct de acumulare pentru multimea A C R,
daca orice vecinatate a punctului a contine cel putin un element al multimii A, diferit
de a (VV eV(a): VN(A\{a}) = 2).

2. Punctul a € A este un punct izolat al multimii A C R, daca exista o vecinatate a
punctului « care nu intersecteaza multimea A\ {a} (deci daca punctul a nu este
punct de acumulare) (3V €V (a): VN (A \ {a}) = 2).

Inchiderea multimii numerelor reale
Pentru o tratare mai unitara introducem multimea R = R U {+o00} . Vom spune ca
punctul oo are vecinatati de forma (a,00), iar punctul —oo are vecinatati de forma

(—00,a). Multimea R se numeste inchiderea mulzimii numerelor reale.
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Limita unui sir, siruri convergente

Definitie. Numarul o€ R este limita sirului (a,) , dacd in afara oricarei
vecinatati a punctului a sirul are cel mult un numar finit de termeni.

Notatie. Prin simbolul lim a, = a Tntelegem ca limita sirului (a,)  este a; mai

n—oo

putem citi si sub forma: ,,a, tinde la a” sau ,,a, tinde la a cand n tinde la infinit”.
Se mai poate folosi si notatia a, — a.

Deoarece orice vecinatate a punctului « € R poate fi inclusa intr-o vecinatate
simetrica si in acelasi timp orice vecinatate contine o vecinatate simetrica, in definitia
anterioara este suficient sa consideram vecinatati simetrice. Pe de alta parte numarul
a, este in vecinatatea de raza « a punctului ¢ daca si numai daca are loc inegalitatea

n>1

|a, —a| < e. Daca in afara acestei vecinatati V' sirul are numai un numar finit de

termeni, atunci de la un rang incolo toti termenii sirului sunt in vecinatatea V', deci
notand cu n(e) maximul indicilor termenilor din afara vecinatatii putem scrie ca

la, —a|<e, Vn>n(e) (neN'). Astfel definitia anterioara este echivalenta cu

urmatoarea caracterizare:
Criteriul de convergentd cu e. Numarul o« € R este limita sirului (a,)

n>1

daca pentru orice ¢ > 0 exista numarul natural n(c) astfel incat:
o, —a|<e, Vn>mn(e) (neN).

Exemple. 1) Pentru sirul o, =

\E

2) Calculand termenii sirului a, =

———— n>1 si Ve>0 are loc inegalitatea
mr1f "8 g

|a, — 0] < e, dacd n > , deci limita sirului (an)n21 este 0.

2 n
w obtinem a, = ~,a, — 2,4, = >
n” +1 2 2
= @,% = ﬁ,a6 Faal i,a7 -0 12. Astfel termenii cu indice par
e~ 26 ° 37 37 50 50 :
sunt mai mari decat 2, si termenii cu indice impar sunt mai mici decat 2. Mai mult se
poate observa ca distanta fata de 2 este din ce in ce mai mica. Din acest motiv

incercam sa aratam ca limita sirului (a,) _ este 2. Avem urmatoarele echivalente:

—1)"n—2
0 —2<ce|CLn=2
n- +1

)

ay

6, €(2-e2+¢) e <e ()

n

n—2

n® 41

Daca n este par atunci (1) este echivalenta cu < e, lar daca n este impar,

n -+ 2 . .. .. .
2+ N < €. Multimea solutiilor primei inegalitati este

14+ +—4e® —8 +1
, 00
2e

atunci cu inegalitatea
n- +

[[ 1— 4 —8e +1

2e

U NN,
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iar multimea solutiilor celei de a doua inegalitati este

[[ 1oJ—42 +8c+1) (144 +8c+1
oo 2¢e 0

U NN.

2e

Dacd una din expresiile de sub radical este negativd, atunci inegalitatea
corespunzatoare are loc pentru orice numar natural. Astfel pentru numarul (expresiile
inexistente nu se iau in considerare)

1 —4e* — 11 —4¢* 1
n(a):max[ —i-\/ 5 8 + , —i-\/ e+ 8 + ,O],

2¢e 2e
a, — 2| <e,Vn>n(e). n consecinta limita sirului este 2.

are loc inegalitatea

Definitie. Sirurile care au limita finita se numesc siruri convergente, iar sirurile care
nu au limita finita sau nu au limita se numesc siruri divergente.

Observatii. 1. Numarul n(e) din definitie se numeste numar de prag. Numarul de
prag nu este determinat in mod unic, deoarece daca n(e) este numar de prag, atunci
orice numar mai mare decat n(c) este un numar de prag. in general nu se determina cel mai
mic prag posibil.

2. Conform definitiei un sir este divergent daca nu are limita sau are limita si aceasta
este +oo.

L
n
ca limita acestui sir este 0. Pentru a demonstra acest fapt consideram « > 0.

Exemple. 1. Sirul [ ] apare foarte frecvent in exercitii. Intuitia ne sugereaza
neN’

n &

l—O‘<€,dacén>lsi neN.

< AU . . . . 1
Daca ¢ > 0, atunci exista — si cel mai mic numar natural mai mare decat — este

8 3
1 L . . . 1
n, =|—|+1, deci oricare ar fi n >n, are loc inegalitatea ——0‘<5. Astfel
9 n
1
lim—=0.
n—oo n

2. Folosind definitia limitei putem afirma, ca orice sir constant este convergent si
limita sirului este chiar valoarea comuna a termenilor.
3. Sirul (m),ey Nu este convergent (este divergent), deoarece oricum am alege

numarul real o existd € > 0 si n € N cu proprietatea |n — al > ¢ (din axioma lui
Arhimede).

4. Sirul ((—1)")]@* este divergent, deoarece distanta a doi termeni consecutivi este 2

. . . . 1 .
si astfel pentru orice a € R, vecinatatea punctului a de raza ¢ = 5 nu poate contine

doi termeni consecutivi (aceasta vecinatate fiind un interval de lungimea 1).
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Pentru cazul in care limita sirului este oo putem formula caracterizari similare
cu caracterizarea ¢, folosind vecinatitile punctelor +oo . Obtinem urmatoarea teorema:

Teorema. a) lim a, = oo, dacad pentru V M € R exista n(M) € N cu proprietatea

n—0o0

a, > M, ¥n>n(M).
b) lima, = —o0, daca pentru VM € R exista n(M)e N cu proprietatea

n—00

a, <M, ¥n>n(M).

Probleme rezolvate

De foarte multe ori studiul convergentei unui sir nu este o problema usoara, deoa-
rece studiul sirului se poate reduce la studiul altor siruri, eventual mai simple. Din acest
motiv este foarte util rezolvarea multor probleme si exercitii. Pentru a formula ipoteze
corecte relativ la comportarea si limita unui sir calculatorul poate fi un instrument util.

. . . —1 *
1. Si se studieze convergenta sirului a, = ,neN .
5 + 2
1
1 3= » 1.2
Rezolvare. Deoarece = 721, , si pentru n suficient de mare — si — sunt
m+2 g +2 n n

. - n._. - e
foarte mici in raport cu ceilalti operanzi, valoarea fractiei ar trebui sa fie foarte
aproape de 3/5. Demonstram ca limita sirului este 3/5. Fie € > 0 un numar fixat.

: 3| |3n—1 3| [15n—5—15n—¢6| 11
Inegalitatea |a, — —| = ——|= = <e
5l B +2 | 5(6n+2) | 5(n+2)
are loc daca M > l, adica, daca n > é[;—l - 2] . Astfel luand
S IS

n(e) = max {1,

e

are loc inegalitaea |a, — %‘ < € pentru orice n > n(e), deci limita sirului este g

2
2. Sa se studieze convergenta sirului a, = %
n —_—
3 1
N m!—3n+1 2T, tor
Rezolvare. Procedand in mod analog o = T deci limita
2 - T
sirului ar trebui sa fie 3 Fie £ > 0 un numar fixat.
2‘ 9’ —3n +1 | —on+5|  on-5 9n 3n 3
a/n 2 — 2—— == = 5 < B = —,
3 30’ —1 337 —1)] 3(3n’ T 30 —1) "2 2n

pentru orice n € N'. Deci

2 3 . 3 .
a, ——| < — < e, daca n > — si astfel un prag
3l 2n 2¢e
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2
—|+1.1n consecintd lim w _2
2e n—oo 3n° —1 3

Se poate observa ca pentru a obtine numarul de prag am folosit estimari grosiere
dar totusi eficiente pentru scopul propus. Tn foarte multe cazuri asemenea majorari sau
minorari sunt esentiale pentru a reduce volumul de calcul, sau efectiv pentru a nu

ajunge la inegalitati care nu se pot rezolva.

corespunzator este n(e) =

2
3. Si se studieze convergenta sirului a, = %
n® —
2 3 n 1
2 T
Rezolvare. 2”3 33n1+1 = —1t—T— deci vom fincerca sa demonstram ca
L 2n° — 1 2n’ — 1 f
limita girului este 0. 713& —-0|= ng& 3% -3 < ¢, daca
3n” —1 3n” —1 2n 2n
2
n>i,deci limwzo.
2¢ nese 3p —1
2 2 2
4. Sa se studieze convergenta sirului a, = L +2 t o
n
Rezolvare. Folosind identitatea 1> +2° + ...+ n’ = n(n+1)(@n+1) obtinem
0 = n(n+1)(32n+1) _ (n+1)(22n+1) :l[l—i—l] 2+l],
6n 6n n n

e . . .2 1 . .
deci limita sirului ar trebui sa fie - = 3 Daci e > 0 este un numar fixat, atunci

1 3n+1 4n 2 2
a, ——| = :3—<s,pentrUn>—,

3 6n’ 60’ n 3e
i 2 . 1
deci putem alege n(c) = S| 1 i astfel rezulta ca lim o, = .
& n—00
5. Si se studieze convergenta sirului a, = \n’ +n —n.
2 9 )
4 - 1
Rezolvare.an:(m_n) n4ntn_n+4n-n

\/n2+n+n_\/n2+n+n \/l—|—1+1,
n

. A Y 1 . .
si astfel Tncercam sa aratam ca limita este 5 Fie £ > 0 un numar fixat.

1
2- 1+=—1
an—%‘— 11 —1: 1n =
1+ +1 2[ 1++1]
n n




Siruri de numere reale 47

1 [
1+--1 1+—-1 1+l—1 1 1
= ”1 < 4" = ”1 <8—<6,dacén>8—,
2[ 1+ +1 4[/1++1 " c
n n
deci rlim( n2+n—n):%.

6. Sa se arate ca sirul z, , =2+=z,, n>1, z, =1 este convergent si si se

calculeze limita sirului.

Rezolvare. Sirul este crescator si are termeni mai mici decat 2 (a se vedea
problemele rezolvate la monotonia si marginirea sirurilor). In cele ce urmeaza
demonstram ca limita sirului este 2.

x, —2
2+z, +2°
1 . ) .

— . Din aceasta inegalitate rezulta ca pentru
2Tl

T, —2=2+x, —2= deci |z

2

z,—2| si astfel

n+1

1

n(e) = [log, [é]

Din rezolvarea acestor probleme se vede foarte bine ca folosirea definitiei necesita n
unele cazuri o ingeniozitate si o perspicacitate destul de mare. Astfel pentru a calcula
intr-un mod eficace limitele sirurilor avem nevoie de proprietati cu ajutorul carora
putem evita folosirea definitiei ori de céate ori acest lucru este posibil. Din acest motiv
n restul capitolului vom demonstra astfel de proprietati.

+1 are loc inegalitatea |z, — 2| <, Vn > n(e), deci limz, = 2.

Exercitii propuse

Studiati convergenta urmatoarelor siruri, si calculati limitele lor.

n — 2_1
a) o, = o b) q, = ——; c)a, = 2—;
m+3 dn —1 n? 41
2 2
g = Fn=5. o, -3, fao o dontl
P+2 4. 40" 42 4.0, P42 .40’
g)a, = ; h) a, = . ;i) a, = 7 ;
n n n
. 3"+1
ia, =———; k) a, =42 1) a,=n+1—-+n—-1;

2.3" 1

m)a, =+n’+n-—n; n)an:\/nQ—i-l—\/nZ—l-

Proprietati ale sirurilor

1. Tn definitia limitei, se cere numai existenta numarului a pentru care orice veci-
natate a acestui punct contine termenii sirului (an) cu exceptia unui numar finit de

n>1
termeni. Intuitiv acest numar o trebuie sa fie unic (daca exista), deoarece doua numere
diferite se pot separa cu ajutorul a doua vecinatati. Demonstram unicitatea limitei.
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Sa presupunem ci sirul (a,) . are doud limite, si anume a si b cu a="b.

neN

< . - . . a—>b .
Daca consideram vecinatatile punctelor o si b de raza e :| 3 |, atunci aceste

vecinatati sunt disjuncte. Pe de alta parte exista n,(e) si n,(c) astfel ca toti termenii

. . A . b— b— o
sirului pentru care n > n () sa fie n vecinatatea [a—l 3 a',a+| 3a|] si toti

termenii pentru care n >n,(e) sa fie in

£ 1 A Y £
a-

" b >
7 b ] L4 =

a dte  be b Vre oz .. b—a b—a -
Fiaura 37 vecinatatea [b—l 3 |,b+| 3 | . Cele doua

vecinatati fiind disjuncte obtinem o contradictie (ar trebui ca toti termenii sirului
pentru care n > max (n, (£),n, (¢)) sa fie in ambele intervale.

Folosind un rationament analog putem arata ca limita este unica si in cazul in care nu
este finita. Astfel putem enunta urmatoarea teorema:

[Teorema. Daca existi limita unui sir, atunci este unica|

2. Sa studiem legatura dintre marginirea unui sir si convergenta acestuia. In
exemplele precedente am vazut ca exista siruri marginite care nu sunt convergente (de

exemplu a, = (—1)", n € N'). Pe de alta parte toate sirurile convergente din aceste
exemple erau si marginite.
Sa presupunem ca (a,)

n>1

este un sir convergent si are limita a. Tn acest caz
pentru Ve >0 exista n(c) cu proprietatea |a, —a| <&, dacid n > n(e). Astfel i
afara vecinatatii (a — e, a + ) sirul poate avea un numar finit de termeni. Daca sirul

are termen mai mare decat a + e, atunci fie M cel mai mare termen cu aceastid
proprietate, in caz contrar M sa fie a + . In mod analog fie m cel mai mic termen
mai mic decat a — ¢, daca existd asemenea termen, si a — e dacid nu exista termen
mai mic decat a — ¢ . Tn consecinta toti termenii sirului sunt in intervalul [m, M], deci

sirul este marginit. Astfel am demonstrat urmatoarea teorema:

[Teoremi. Orice sir convergent este marginit.|
Aceasta teorema ne arata ca marginirea sirului este o conditie necesara pentru
convergenta acestuia. Pe de altd parte exemplul a, = (—1)" aratd ca marginirea nu
este suficienta pentru convergenta.

3. Folosind sirurile (a,) _, si (b,),., sa construim sirul (c,),

., cu ajutorul

relatiilor ¢,, , =a,, c,, =b,, adica:

a, b, ay, by, a,, b, ;...

n !

Demonstram ca daca lim a, = lim b, = a, atunci limc¢, = a.

n—oo n—oo n—00

Fie € >0 un numar fixat. Din conditiile date rezulta ca exista N,(¢) si N,(¢) cu
proprietatea |a, — a| < &, pentru n > N,(¢) si b, —a| < e, pentru n > N,(¢). Astfel
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o, —a| <e, dacd k:>2max{N1(e),N2(€)}, deci pentru orice &3>0 existd

n(e) € N' astfel incat pentru orice k> n(c) are loc |, —a|<e. In consecinti
lim ¢, = a. Rationamentul este analog si in cazul in care limita nu este finita.

n—0o0

4. Consideram sirul (a,) _ . Sirurile
oy Qpyeeey Gy ooy Oy gy Gy Gy 1y evey Gy Gy enes Gy y e
se obtin din (a,) _ prin suprimarea unor termeni. Aceste siruri le vom numi

subsirurile sirului (a,)

n>1"

Definitie. Sirul (a, )M este un subsir al sirului (a,) _, daca
1<n <n, <ny, <...<n, <..

Primul termen al subsirului este a , al doilea termen este a

., €tc. Din definitie
rezultici n, >k, Vk € N .

Consideram girul

1 . . 1 .1
—) si subsirul [—] . Dupa cum am vazut lim —=0.
n n>1 n n>1 n—eomn

Este evident ca limita subsirului este aceeasi ca si limita sirului. Este deci natural sa ne
intrebam daca acest fenomen este general. Mai precis daca lim a, = a si (% )M este

n—00

un subsir al sirului (a,) _, atunci lima, =a.

nzl' k—o00 T
Fie a € R limita sirului si sa fixam un ¢ pozitiv. Conform presupunerii exista
n(e) € N astfel incat pentru orice n>mn(c) are loc |a, —a| <e. Astfel daci

k > n(e), atunci datorita inegalitatii n, > k are loc si inegalitatea ‘am - a‘ <e.ln
consecinta are loc egalitatea Alirn a, =a. Tn cazul in care limita nu este finita,
rationamentul este analog, deci obtinem urmatoarea teorema:

Teorema. Daca sirul (a,) _ are limita a, atunci orice subsir al sau are limita a..

Observatie. Si un sir divergent poate avea subsiruri convergente dupa cum se vede
din exemplul a, = (—1)". Termenii de rang par respectiv cei de rang impar formeaza
cate un subsir constant, deci si convergent.

5. Consideram sirul (a,) _ si construim un alt sir prin adaugarea unor

termeni la inceputul sirului. Astfel din sirul a,, a,, as,..., a,,... construim sirul
b, by,...., b, a, a,,...,a,....

Daca lim a, = a, atunci ce putem afirma despre convergenta sirului construit? Fie V'

n—0o0

0 vecinatate arbitrara a limitei o . Din conditia a, — a rezulta ca sirul (a,) _ poate

avea numai un numar finit de termeni Tn afara acestei vecinatati, deci sirul nou
construit poate avea cu cel mult £ termeni mai multi in afara vecinatatii V. Astfel si
limita sirului nou construit este a .
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Problema rezolvata. Demonstrati ca daca subsirurile (a,,)  si (a,,_,)  ale

n>1
sirului (a,)
convergent.
Demonstratie. Fie [ limita comuna a sirurilor (a,,) _ si (a,,_,) _ . Pentru orice

sunt convergente si au aceeasi limita, atunci sirul (a,)  este

n>1 n>1

Ve >0 existi numerele naturale n, (e) si n,(e) astfel incat |a,, —I|<e, dacd
n>mny(e) sila,, , — | <e,dacd m > n,(e). Astfel pentru n > max {n,(¢),n,(c)}
are loc |a, — | < e, deci sirul (a,) ., este convergent si are limita /.

Probleme propuse

1. Demonstrati ca sirul a, = Sin%, Vn e N este divergent.

L . . 1 w1
2. Studiati convergenta sirului a, = —+(—=1)"—, n > 1.
n n

3. Demonstrati ca daca subsirurile (a,,) _, (a,,,) _, si (ay,) _, alesirului (a,)
sunt convergente, atunci sirul (a,) _ este convergent.

Operatii cu siruri convergente

- . L 2n° — 1 .
Intr-unul din exemplele precedente am studiat sirul a, = % Am scris
nd —
28,1
2 3
termenul general in forma a, :W si am demonstrat ca limita sirului este 0.
3——

. A . - o n' . . - .
Considerand numai numaratorul, acesta se poate scrie ca si suma sirurilor
3

2
nnzl’ n? n

unei sume Tn functie de limitele termenilor, atunci am avea un procedeu de calcul care

, [—] . Aceste siruri au limita 0, deci, daca am putea calcula limita
n>1 n>1

< A . . 1 -
sa nu apeleze la vecinatati. Mai mult, am demonstrat ca sirul (—] are limita 0.
n n>1

. . 2 1 1 1 1 1
Folosmdaceastéegalltateputemarétacé—:—+——>O;E:—+—+——>0;
n n n n n n n
3 3 1 1 1 1 1
_2:_.__> ’_5: _____ _>0
n n n n n n n

Numaratorul poate fi descompus in mod similar; daca consideram numarul 3 ca si
termenul general al sirului constant 3, atunci acest sir este convergent si are limita 3.

1 . . C . 1 ~ . .
Dacd — — 0, atunci rezultd de aici cd 3 —— — 37 In final daca numaratorul are
n n

limita 0, iar numitorul limita 3, atunci putem afirma ca fractia studiata are limita 0/3?
Aceste ntrebari se pot formula in mod general astfel:
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Fie (a,),., si (b,),., doud siruri convergente pentru care lima, =a si limb, =b

n—00 n—oo

(a,b € R). Rezulta de aici ca
a) sirul (a, +0,) _ este convergentsi lim (a, +b,) =a+b;

b) sirul (a, -b,) _, este convergent si lim ab, = ab;

c) pentru b = 0 sirul [a—"] este convergent si lim G %?
n Jn>1

Studiem aceste intrebari pe rand:

a) Pentru ca sirul (a,+b,)  sa fie convergent si sia avem

lim (a, +b,) = lim a, 4+ lim b, = a + b, consideram un ¢ > 0 fixat. Din conditiile

n—o0

lima, =a si limb, =b rezulta existenta numerelor naturale N,(¢) si N,(e) cu

n—oo n—o0

proprietatile: |a, — a| - daCa n > N, () si |b — b < % dacd n > N,(e).

|—| + (b,

daca n > maX{Nl(s), N,(e)}, deci are loc urmatoarea teorema:

9 S
<_+_:€!
2 2

Dacd lima, =a € R si limb, =b € R, atunci
hm(a +b,)=lima, + limb, =a+b.

n—oo

b) Demonstram ca dacd lima, =acR si limb, 6 =be€R, atunci

lim (a,b,) = lim a, - lim b, = ab. Prin transformari simple putem scrie:

ab, — ab| = |anbn —ab, +ab, — ab| = |(an —a)b, +a(b, — b)| <

= 0]

rezultd marginirea acestui sir, deci

Pe de alta parte, din convergenta sirului (b,)

n>1

exista un numar real K > 0 cu proprietatea . Daca limita

sirului (a,) _ este diferita de 0, atunci din lim a, = a rezultd existenta numarului

n>1 n— o0

N, (e) cu proprietatea ca pentru orice n > N,() avem o, —a| < % sidinb, —b

rezultd ca existd numarul natural N,(s) pentru care [b, — b < i, dacd n > N,(e).
2a

b|<— K +lal- T—s,pentru
2la

Astfel avem |a,b
2K

ab|<|

n > max {Nl(a),NQ(a)} = N(e).

Daca a = 0, atunci lal - |b, — b| = 0, deci putem neglija acest termen din majorare si
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astfel obtinem acelasi rezultat:

a —0|§

n-n

a, -K<i-K:£<s, pentru
’ 2K 2

n > N,(g) . Pe baza acestor consideratii rezulta ca pentru orice ¢ > 0 exista N(g) cu
proprietatea |a,b, — ab| < & pentru n > N(¢). Astfel are loc urmatoarea teorema:

Dacd lima, =a € R si limb, =b e R, atunci lim (a,b,) = limq, - lim b, = ab.

c) Conditia b = 0 este esentiala dupa cum se vede din exemplul urmator:
1 . 1 . .
Daca a, = — si b, = —, atunci % =n, deci [&
n

] nu este convergent.
n
n>1

n n

Daca lim b, = b = 0, atunci pentru g exista N € N cu proprietatea b, — b| <g

oricare ar fi n > N . Astfel b, = 0, pentru n > N .
Schimband un numar finit de termeni convergenta nu se b_\%\ | b+@ x
modifica, deci putem presupune ca lim 5, =0 si b, = 0, Figura 38

* . .1 1 .
Vn € N . Daca reusim sa aratam ca lim — = 7’ atunci

proprietatea c) se reduce la b), deoarece conform proprietatii b) am avea lima, = a

n—00
1

| 1 . .q 1
si im —=—,decisi +=q,-——a-—=
n—o0 fy b b b b

n n n

SRS

n b b

Studiem sirul [i] . Vrem sa aratim ca lim 1 = 1.
n>1
Din conditiile limb, =b=0 si b, =0 rezultd ca exista d >0 cu proprietatea

|b| >d, neN si |b| >d (d este minimul modulului termenilor care se afla in afara

n—00

vecinatatii de raza %a numarului b. Pentru ¢ >0 fixat din conditia limb, = b

existd N(ed?) astfel ca

b, —b| < e-d* pentruorice n > N(ed’). Astfel

1 1 b, —b b —b 1
LI R DT D WY
b, bl |p, -0 d d
deci |— — =[ < &, Vn > N(ed*). In consecinta sunt valabile urmatoarele teoreme:
. . s | 1 1
Daca limb, =bc R sib, =0, VneN , atunci lim — = =—.
n—00 n—00 bn lim bn b

n—0o0

Daci lima, =a € R, limb, =be R si b, =0, ¥ n>1,atunci
. lima,
lim 2 =222 — = —

n—ch limb, b

n—oo
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Observatie. Din cazul b) rezulta ca daca limae, =a€R si ce R, atunci

n—oo

lim(c-a,)=c-lima, =ca.

Astfel daci lim a, = a, atunci lim (—a,) = —a, iar de aici rezulta (folosind a)) ca
daca lima, = a, limb, = b, atunci lim (a, —b,) = lima, — limb, =a—b.

n—00 n—0o0 n—0o0 n—0o0 n—0o0

Exemple. 1. iz — 0, deoarece l — 0.
n

n
2. limiezo,deoareceig:l‘%si liml:O, limi?:o.
nﬂocn‘ n‘ n n n—oo n, n—oo n,
3. lim 2 =0, deoarece lim —=20.
g 1
4. lim 3n—1 = lim n :§,deoarece lim[B—l}:Z% si lim[5+z]:5.
n— 00 5n+2 n~>oc5+g 5 n—00 n n—00 n
n
3 1 1
4 3 o 2—*4‘73—74
5. lim 271 372 Rkt S T i — 2 din relatiile
n~>oc7rn/ _|_5n +2n_4 n~>oc7+72+75_74 7
n n
lim 2—§+i3—i4]:2 si lim[?#—%—i—%—%]:?.
n—00 n o n n g n n n
Este evident ca daca lima,=a, limb =b, lime, =c, atunci folosind

proprietatea a) de doua ori obtinem:
lim (a, + b, +¢,)=lim(a, +b,)+ limec, =(a+b)+c=a+b+c.

n—od

3 —2mP+n+1

6. Sa se studieze convergenta sirului a, =

an® +n+1
1 1
n—2+—+ 5
Scriem termenul general sub forma a, = T i T I Numitorul are limita 4 si
44+ —+—
- - - n .n -
numaratorul are limita oo . Astfel ar trebui sa avem lim a, = oo, desi pentru a calcula

n—00

aceastd limitd nu putem aplica proprietitile precedente. Efectuam o demonstratie
directa. Fixam un numar real K > 0.

1 1
n—2+ 4 2n n
a, = T > =—> K ,daci n > 3K,
4_|_f+72 442 3
n n

deci lima, = 0.

n—oo

Tn cazul general fie (a,) _ si (b,) _, doud siruri cu proprietatile:

lima, = o0, limb, =b,5>0,b, =0, YneN .

n—00 n—00
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. ..o .a
Rezulti de aici ca lim = = 00 ?
n—oo
n

Fara a restrange generalitatea putem presupune ca a, > 0 si b, > 0. Din conditia
lim b, = b > 0 rezulta casirul (,) _ este marginit superior, deci exista M > 0 cu

n—oo

proprietatea b, < M, Vn >1.Daca K > 0 este un numar fixat, atunci

% > % > K, pentru a, > MK . Pe de altd parte egalitatea lima, = oo implica

existenta unui numar natural N pentru care a, > MK , daca n > N . Astfel pentru

n > N, are loc inegalitatea Z—" > K . Numarul K fiind arbitrar rezultd lim = = oo

n—00
n )

7. Daca lim a, = a si a, > 0 pentru orice numar natural », atunci lima, =a > 0.

n—oo n—o00

o N e eyt . la . - . g s
Daca a <0 atunci in afara vecinatatii de raza % sirul are numai o infinitate de

termeni si acesta contrazice ipoteza a, > 0, Vn > 0.
Problema. Demonstrati cd dacd lima, =ac R, a, >0, atunci lim ,/a, = Va.

n—00 n—00

Solutie. Daci a = 0, atunci pentru orice £ >0 are loc | /a, — 0| = /a, < ¢, daca

a, < &”. Pe de alta parte, din relatia lim a, = 0 rezulta pentru * > 0 existd numarul

n—o0

natural N(e*) cu proprietatea a, < ¢, oricare ar fi n > N(e°). Astfel lim \fa, = 0.

Daca a > 0, atunci
a_ +Ja a —a a —a
|@_ﬁ|:(@_\/a_).\/7 |: o, —d §|n |
Jo, +va| Ja, +va~ a

Pentru ¢ >0 din relatia a, — a rezultd cd ¢-va >0, deci existdi N(s/a) cu
proprietatea |a — a| < ea, oricare ar fi n > N(esa). Astfel pentru n > N(sva)
<&
a Ja

lim \fa, = [lima, = a.

n—00 n—o0

Tn mod similar putem demonstra ca pentru k € N*, k& > 2 si lim a, = a, unde pentru

n—0o0

—a ~ .
| e . In consecinta

are loc |\/a, — a| < .

k par au loc inegalitatile a, > 0, Vn > 1, este valabila egalitatea
lim &/a, = p/lima, = ¥a .

Exercitii si probleme
1. Studiati convergenta urmatoarelor siruri:
2 3
:1 2n; b)aﬂ:n2n; _ on® —1
3n+95 - 3n"+5

a)a

n
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2 2
d)a”:2n +1; e)a [3——][6—1— ) ﬂa”:6 n+n2 2.
n—+2 n 3+n 3n +1
2. Studiati convergenta urmatoarelor giruri:
Jn+1 20 +3n +1.
a) a’n =, b) aﬂ = " ]
3Vn +2 " Yn+Bn+1

_¥n-1, 4o =0 +2
Wt N
3. Stabiliti valoarea de adevar a afirmatiei:

»Daca (a, +1,) _, este convergent, atunci (a,) _, si (b,)
(daca afirmatia este adevarata, atunci demonstrati afirmatia, iar ih caz contrar dati un
contraexemplu.)

4. Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:
a) Daci (a,—0b,) , este convergent, atunci (a,)  si (b,) _, sunt
convergente;
b) Daca

c)a

sunt convergente”

a,-b,) ., esteconvergent, atunci (a,) , si (b,) ., suntconvergente;

a,
— sunt convergente;
b n>1

n

(
c) Daca [

n>1

d) Daca (a, +1,),, este divergent, atunci
(a,

e) Daci (a, +0,) _, este divergent, atunci (a,) _, sau (b,) _, este divergent;
f) Daca (a, +5,),., si (a,),., suntdivergente, atunci (b, ) _, este divergent;

g) Daci (a, -b,) _ si (a, ); sunt convergente, atunci (bn);>1 este convegent.
5. Demonstrati ca daca lim a, —a, lim b,=>b si a, >0, peﬁtru orice n e N,

n—00 n—00

atunci a > b. Daci a, > b, pentru orice n € N', atunci rezulti ci a > b ?

(
este convergent, atunci (a,) _, si (b,)
(a,),., si (b,),., suntdivergente;

Siruri care au limita +oo

Dupa cum am vazut limita unui sir divergent fie ca nu exista, fie este +oo . Sirurile
pentru care limita exista (dar nu este finitd) se pot caracteriza cu ajutorul urmatoarei
teoreme:

Teorema. a) lima, = 400, dacd pentru orice numar real K exista n(K)e€ N

n—00

astfel incat a, > K oricarear fi n > n(K).
b) lima, = —oo, daca pentru orice numar real K exista n(K)e N astfel Incat

n—00

a, < K oricare ar fi n > n(K).

Exemplu. Sirul (n® + l)n21 are limita oo, sirul (_"3)@1 are limita —oo, iar sirul

((=1)"n*) _ nuare limita deoarece are doua subsiruri cu limite diferite.
Tn paragraful urmator vom studia operatiile ce se pot efectua cu asemenea siruri.
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Exercitii si probleme
1. Pentru ca a, — oo, nemarginirea sirului (a, )

n>1

a) este necesara; b) este suficients;

c) este necesara si suficienta; d) nu este nici necesara si nici suficienta?
2. Care dintre urmatoarele siruri au limita oo si care au limita —oo?

2 3 3 2
1— 3 1
a)ag =—>—; b)a, = ”;c)an:”QJr—”Jr.
3n+1 n+2 n +n+1
d) a, = nsin [n g), e) a, = n’ cos” (nm).

CAZURI DE NEDETERMINARE

La studiul operatiilor cu siruri convergente am vazut ca in unele cazuri pentru a
calcula limita unei expresii (de exemplu 0 suma) nu este necesar ca toti termenii sa

convearga. De exemplu pentru a calcula limita lim (n2 + n) = oo este de ajuns sa

n—oo
demonstram ci fiecare termen (n* si n) are limita +oo . Astfel e natural sia admitem
cd oo + oo = oo . Dar ce intelegem de fapt prin aceasta egalitate (termenii sumei nu
sunt numere reale)? Prin egalitatea oo + oo = oo Tntelegem faptul ca pentru orice

doua siruri (a,) _, si (b,),., culimita +oo, sirul suma (a, +b,) _, are limita +oo.
In mod similar daci a,b,c € R, atunci prin egalitatta a+b=c, (a-b=c,
a/b=c, a" =c etc.) intelegem faptul ci pentru orice doua siruri lima, = a si
limb, = b, are loc lim (a, +b,)=c (lima, b, =c,lima, /b, =c,lima =c,
etc.). Urmatorul exemplu ne aratd ca nu putem efectua orice operatie cu elementele
multimii R . De exemplu diferenta dintre doua siruri care au limita +oco poate avea

orice  comportare  lim(n’ —n)=o0,  lim(n®—2n*)= lim(-n’)=—ooc,

lim ((n2 +k)— nQ) =k si lim [[n + sin 1] - n] nu exista. Astfel cazul oo — o
n—oo n—oo n

este un caz de nedeterminare. Pentru a clarifica situatia studiem pe rand cazurile de
nedeterminare pentru fiecare operatie elementara in parte.

1. Adunarea

Cazurile in care putem efectua adunarea sunt (a € R):

a+00=400,00+00=00, a+(—00) =—00+a=—00, —00+ (—00) = —00.
Demonstrarea acestor proprietati este imediatd pe baza definitiei. Demonstram prima
egalitate. Fie a« € R, daca lima, = a si lim b, = oo, atunci pentru orice K € R si

orice £ > 0 exista n(K) € N si n(e) astfel incat:
a—e<a,<a-+e,dacan>n(e)si K—a+1<b, , daca n > n(K).
Deci pentru ¢ =1 exista numarul natural N(K) = max{n(e),n(K)}, cu proprietatea

K <a, +10,,oricarear fi n > N(K).
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Pe baza definitiei obtinem lim (a, +b,) = co, deci a + 0o = co.

n—00

Observatii.
1. Cazurile oo+ (—00) = 00— 00 si —oo + oo sunt de nedeterminare deoarece
din conditiile lim a, = +o00 si limb, = —oo nu rezultd nici convergenta, nici

n—oo n—oo

divergenta sirului (a, +b,)

n>1"

2. Daci sirul (a,) , este marginit inferior si limb, =400, atunci

n—oo

lim (a, +b,) = cc.

n—o0

3. Daci sirul (a,) , este marginit superior i limb = —oo, atunci

n—00

lim (a, + b,) = —c0.

n—o0

4. In general, dacd sirul (a,) , este marginit si limb, ==+oo, atunci

n—oo

lim (a, + b, ) = +o0.

n—o0

2. Inmultirea
Cazurile in care putem efectua inmultirea sunt:

a-00=00-a=00 §l a-(—00) = (—00)-a =—00,daca a >0;
a-00=00-a=—00 $i a-(—00) = (—00)-a =00,dacd a <0;
00 - 00 = (—00) (—00) = 00}
00+ (—00) = (—00) - 00 = —00.
Observatii
1. Cazurile 0-oc0 si 0-(—o0) sunt de nedeterminare, deoarece din relatiile
%in; a, =0 si Tllirglc b, = oo (sau Tllirglc b, = —o0) nu rezultd nici convergenta si nici

divergenta sirului (a, - b

n 7")n21 :
2. Dacasirul (a,) _ este marginit si lim b, = 0, atunci lim (a, -b,) =0
3. Impartirea
Cazurile Tn care putem efectua Tmpartirea sunt

a . a o <

— =0 si —— =0, dacd a este un numar real oarecare.
(0. ¢] —00

Observatie. Din conditiile lima, =400 si  limb, = +oo, sau

n—oo n—0o0

n—od n—oo
n

. 4 o . . . a, .
lima, = lim b, = 0, nu rezultd convergenta sau divergenta sirului [—] , deci
n>1

. oo =00 ©.9] —o0
cazurile —, , ,
oo =00 =00 o

4. Radicali

0 . .
0 sunt cazuri de nedeterminare.

150 = oo si #/~=o0 = —oco, pentru orice k € N
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5. Puteri

lim b, ;
o
) =a.

Daca glrglo a, =a€R’, }Lmolc b, = b€ R,atunci lima, " = (lim a,
Cazurile in care operatia se poate efectua si apare simbolul +oco sunt:
Daca a >1,atunci ¢ =ocosi a™ =0.
Daci 0 <a<1,atunci ¢ =0 si a™ = 0.
Daca a > 0, atunci oco” = oo, iardaca a < 0, atunci oco” = 0.
00 =00, 00 X =0.
Daci a=0,a, >0 Vn>1si be R, U{+oo},atunci lima," =0.

n—0oo

Dacia=0,a, >0 VYn>1si be R U{—oo},atunci lima," = +oo.

n—0o0

Daca a = b =0, atunci sirul (ab) poate avea orice comportare, deci cazul 0” este

de nedeterminare. Tn mod similar si cazurile 1°, oo”, 1™ sunt de nedeterminare.

Foarte des forma nedeterminarii poate fi transformata intr-una mai convenabila. Pentru
a calcula limitele care conduc la cazuri de nedeterminare vom demonstra criterii si
teoreme speciale. Cele mai utile vor fi acelea care implica transformarea limitelor in
limite de functii si folosirea derivatelor.
p p—1
Problema. Fie o, = An” + A - tet 4, , pgeN n>n,, nn, €N,
Bn' + Bn'" +...+ B,

A),B,€R’, Bjn'+...+ B, =0 Vn > n,.Calculai limita lim a, .

n—0o0

Rezolvare. Scriem sirul sub forma:

p—

A A
A+ =+t
a, =n"": I Bn .
Bo—i-...-i-nf;’
A,

Daci p =q, atunci n” * =1, pentru orice n € N', deci lima, = B (deoarece

n—o0
0

numarul termenilor este fixat atdt in numitor cét si in numarator, deci putem aplica
proprietatile sirurilor convergente). Daca p>g¢, atunci p—q >0, deci

. _ _ . . A . .
limn"" =00"" =00 i astfel lima, = [sgn E‘)] -00. Daca p<gq, atunci
n—00 n—00 0

p—qg<0, deci limn"* = limi =0 si astfel lima, =0. Am demonstrat

n—00 n—00 m n—00

urmitoarea proprietate:

An? +An" + .+ A
Teoremd. Daci a, = — - 2
Bn'+Bn" +..+ B,

A,B,€R’, Bjn" + ...+ B, =0 Vn > n,, atunci

, p,q €N, n>n,, nn, €N,
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.AO —
_Bo’ p=4q
lima, = sgnﬁ-oo, D> q;
n—00 BO
0, p<gq

Problema rezolvata. Sai se calculeze limitele:

a) lim(\/rf—{—l—n); b) limn(\/nQ—i—l—n).

n—00 n—00

Rezolvare. a) Limita data este o nedeterminare de forma oo— oo, deci
transformam termenul general pentru a inlatura aceasta nedeterminare:

\/m_n_n2+1—n2_ 1 1 1
B 2 - 2 - T 1
P +14n nP+1+4n n 1+L 41

n

A doua fractie are limita 5 iar prima are limita O, deci produsul lor are limita 0.

b) Conform punctului a) avem o nedeterminare de forma oo - 0. Pe de alta parte

n(\/nQ +1 —n) = + deci limita este %
14+ +1
n

CRITERII DE COMPARATIE

Dacd 0 <a, <b, si limita sirului (b este 0, atunci folosind criteriul cu ¢

n )nzl

putem determina n(e) relativ la sirul a, folosind acelasi n(s) ca si in cazul sirului
b, . Acelasi rationament se poate aplica si Tn cazul in care a, <b, si limita sirului

(a,), ., este oo. Aceste observatii conduc la urmatoarea teorema:

Teorema. a) Daci 0<a, <b,, VneN si limb =0, atunci lima, =0

(criteriul majorarii).
b) Daci a, <b,, Vne N si lima, = oo, atunci lim b, = oo (criteriul minorarii).

n !
n—00 n—00

Demonstratie. a) Conform conditiilor date pentru V ¢ >0, dn(e)e N cu
proprietatea 0 <b, <e, Vn >n(e), deci are loc si inegalitatea 0 < a, <& pentru

orice n > n(e) . Astfel pe baza criteriului cu ¢, rezulta lima, = 0.

n—o0

b) Din criteriul cu e rezulta ca pentru orice K > 0, exista n(K) € N cu proprietatea
K < a,, pentru orice n > n(K). Astfel are loc si inegalitatea K < b pentru orice
n>n(K),deci limb, = cc.

n—oo
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Proprietatile anterioare sunt cazuri particulare ale urmatoarei teoreme (care insa poate
fi demonstrata folosind aceste cazuri speciale):

Teorema. (criteriul clestelui) Daca a, <b, <c,, Vn>1 si au loc relatiile

lima, = lim¢, =€ R, atunci limb, =1[.

n—od n—00 n—od

Demonstratie. Presupunem [€R. Din 0<b —a,<c¢,—a,, VYn>1 si

lim (¢, —a,)=1—1=0, rezulta (criteriul majorarii) lim (b, —a,)=0. Pe de alta

n—0o0

parte lima, =/ € R, deci limb, =1. In cazul [¢€ {+occ} implicatia rezulta

n—o0 n—0oo

aplicand partea a doua din teorema precedenta. De fapt in cazul [ = +oco este
suficienta inegalitatea a, < b, iar in cazul [ = —oo inegalitatea b, <c, .

Aplicatii
1. Pentru orice numar real z, € R exista un sir de numere rationale, respectiv un sir
de numere irationale, care sa tinda la z, .

. 1 Lo .
Pentru n € N avem z, <z, =z, + —, deci exista a, € Q, respectiv b, € R\ Q
n

astfel incat z, <a, <z, si z,<b, <z,, dar limz, = lim z, = z,, deci pe baza

n—o0 n—00

n

criteriului clestelui lim a, = lim b, =z, .
n—oo n—00

2 2 2
n

2. Consideram sirul z, =

5 +— ot = .
n°+1 n +2 n° +n
Sa se studieze convergenta sirului si calculati limita acestuia in caz de convergenta.
Fiecare termen al sumei are limita 0, totusi nu putem afirma ca suma are limita 0,
deoarece numarul termenilor nu este fixat (depinde de n). Pentru a calcula limita
sirului z, construim o aproximare inferioara si 0 aproximare superioara.

nZ n2 n2 n2 nS
T, 2 — + Tt =n-— ~ 3 '
n'+n n +n n"+n n+n n+n
7L2 n2 TL2 7L2 TLS
xng 3 + 3 ++3—:n 3 = 3 )
n”+1 n 41 n” 41 n”+1 n' +1
3 3
Astfel pentru orice n € N™ au loc inegalitatile a, = 3n <z, <— =, .Pede
n°+n n” +1
altd parte lim a, =1 = lim b, , deci sirul (z,) _ este convergent si are limita 1.
. . . 1 1 .
3. Sa se studieze convergenta sirului b, = — +— +o = si sa se
n+1 n"+2 n°+n

calculeze limita sirului.
Construim doua aproximari pentru b, folosind cel mai mare si cel mai mic termen al

1
n* +n n?4+1
Din relatiile lim ¢, = 0 = lim @, pe baza criteriului clestelui rezulta lim b, = 0.

n—oo n—0o0 n—o0

<b <n-

— Yy =

sumei: a, =n -

c, -
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4. Sa se studieze convergenta sirului b, =

= L + .+ ! si
\/n +1 \/n2+2 n’ +n
calculati limita acestui sir.

Ca si Tn problema precedenta n - Pe de alta parte

1 1
—<ph <n——.
\/nQ—i—n =0=n \/n2+

1 .
lim ——— = lim —— =1 i lim —— = lim ——— =1, deci
n—00 n—oo 1 —"_ l n—oo n + n—0o0 1 + L
n
limb, =1.

n—oo

5. Sa se studieze convergenta sirului (¥/7) _, si sa se calculeze limita sirului.

Este evident ca pentru n >1, avem %n >1. Prezenta radicalului de ordin n
sugereaza o aproximare folosind inegalitatea mediilor. Pentru a obtine o estimare
superioara corespunzatoare alegem factorii produsului in modul urmator:

1< 9 = \/11 1dn < _2+*/ﬁ+ﬁ:1+2[i—1].
n N
Dacda, =1,¢c, =1+2 L—lJ pentru orice n € N, atunci
N/
a —1<W<1+2[L—l]—c'
n — — \/ﬁ n n?

deoarece lima, =1 si lim ¢, =1, deducem din criteriul clestelui ca lim ¥/n =1.

n—oo n—00 n—0o0

. .. . . n
6. Sa se calculeze limita sirului o, = o n>1.

n n n n 1
<7: n: 0 1 2 ‘HS 1 2: 1’
2" (1+1) C,+C +C +..+C — C,+C M=
2
deci lima, =0.
. . 4 . 1 1 1
7. Sa se calculeze limita sirului o, = 1+5+§+...+—, n>1.
n
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
PR R -k Sk b i i i B S i +—=1+2, unde
1 2 3 4 5 2 4 4 8 2 2 2
—mv—/

2" <n < 2", deci  m =[log,n]—1. Dacd n — oo, atunci si m — oo, n
consecinta lim a, = co.

n—0oo

e . 1 1 1
8. Sa se calculeze limita sirului a, =14+ -+ -+ ...+ ,n>1.
3 5 2n —1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 m
-+ —=—t+=-t+=+—=.+ >l+—+—t+—F+—+. =+t —=1+—,
1 3 5 7 9 2n-1 4 8 8 16 2 2 4
[V ———
22 hye,

analog ca in problema precedenta rezultand lim a, = oo

n—oo
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Exercitii si probleme
1. Studiati convergenta urmatoarelor siruri:
n n n 1 1 1

a) a, = + +...+ 'b)a, = + +.t—;

) . n+1 n*+2 n®+n ) n4+1 n’+2 (n+1)°

1 1 1 cosl+cos2+...4 cosn
C) a, = > + = ++%—, d) a, = + j + ;
Yn® +1 Yn® +2 In® +n n
e)an:5—; i)aﬂ:1'3-5-...-(271—1).
- n! ’ 2:4-6-...-(2n)
2. Studiati convergenta sirului
n’ n’ n’ n’

a’H,

= + + — + ...+ .
n+1 nP+2 P43 n® +n’

Sl

k=1

3. Calculati limita lim

n—o0

4. Studiati convergenta sirului

@ =ttt
n n2_|_1 n2+22 n2+32 n2+n2 '
Observatie. Daca in problema 4. folosim estimari bazate pe cel mai mic si cel mai
2 2
mare termen, atunci obtinem b, = —, ¢, = — N cu proprietatea b, <a, <c, .
n

Pe de alta parte limb, = 5 =1=lim¢,, deci nu putem aplica criteriul clestelui

n—0o0

pentru studiul convergentei. Daca insa sirul este convergent, atunci din inegalitatile

L . N 1 .
precedente rezulta ca limita sirului este Tntre 5 sil.

SIRURI MONOTONE SI MARGINITE

Problema. Si se studieze legatura intre limita unui sir convergent si punctele de
acumulare ale multimii formate din termenii sirului.

Rezolvare. Dacd multimea formata din termenii sirului este finita, atunci multimea
nu are puncte de acumulare. Daca insa aceasta multime este infinita, atunci limita
sirului (1) este un punct de acumulare deoarece orice vecinatate a punctului [ contine
o infinitate de termeni si astfel contine si termeni diferiti de /. Pe de alta parte daca
a = [, atunci a are 0 vecinatate care contine numai un numar finit de termeni ai
sirului si astfel exista si o vecinitate V, pentru care V, \ {a} este multime vida. Tn

consecinta daca sirul nu este constant de la un rang incolo si este convergent, atunci
limita sirului este de fapt unicul punct de acumulare al multimii formate din termenii
sirului.

Problema. Fie (a,) _ un sir strict crescator si marginit superior. Cate puncte de

n>1

acumulare poate avea multimea formata din termenii sirului?
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Rezolvare. Notam cu H multimea formata din termenii sirului. H este marginita
superior, deci are un supremum. Demonstram ca numarul s = sup H este singurul
punct de acumulare. Deoarece sirul este strict crescator, s¢ H. Din definitia
supremumului rezulta ca orice vecinatate a punctului s contine cel putin un element al
sirului (n caz contrar ar exista 0 margine superioara mai mica decét s), deci s este un
punct de acumulare al multimii H . Pe de altd parte daca a > s, atunci exista o
vecinatate a punctului a care nu contine numarul s, deci nu contine nici un termen al
sirului. Daca a < s, atunci din definitia supremumului rezulta existenta unui numar
n, cu proprietatea a < a, <s. De aici rezulta ca vecinatatea punctului « care are ca

si extremitate superioard numarul a, contine un numar finit de termeni ai sirului.
Daca notam cu m cea mai mica distanta nenula dintre numerele a, cu n <n, si

. . . . m . . . e .
punctul a, atunci vecinatatea punctului a de raza ) nu contine nici un termen diferit

de a si astfel punctul a nu este un punct de acumulare. Tn consecinta singurul punct
de acumulare este s.

Pe baza criteriului cu e rezulta ca acest supremum este chiar limita sirului, deoarece
daca € > 0, atunci existd n(c) € N astfel incdt s —e <a,., <s si din monotonia
sirului obtinem s —e < a, < s,pentru n > n(c), deci lim a, = s. Daca sirul nu este

n—oo

strict crescator, dar este crescator, atunci egalitatea lim a, = s se pastreaza deoarece

n—oo

daca sirul are o infinitate de termeni diferiti, atunci rationamentul precedent este
valabil, iar daca multimea formata din termenii sirului este finita, atunci sirul este
constant de la un rang incolo, adica exista k£ € N astfel incat a, = s, pentru n > k.
Folosind un rationament analog putem demonstra cd pentru un sir descrescator si
marginit inferior limita sirului este chiar infimumul multimii formate din termenii
sirului. Obtinem astfel urmatoarea teorema:

Teorema
1. Dacasirul (a,) _ este crescator si marginit superior, atunci este convergent.

2. Daca sirul (an )n>1 este descrescator si marginit inferior, atunci este convergent.

3. Daca sirul (aﬂ )n>1 este monoton si marginit, atunci este convergent

. 1 5 )
Exemple. 1) Sirul [1——] este crescator si 2 este % x
n n>1 I it i i —>
i Y £ N 0 131 2
un majorant, deci sirul este convergent. 24
In figura 39 am reprezentat cativa termeni ai Figura 39

sirului. Datoritd monotoniei sirului punctele corespunzatoare vor avea abscise din ce
n ce mai mari, dar totusi nu vor depasi numarul 2 (de fapt nu vor depasi nici numarul
1). Astfel este necesara o condensare a acestor puncte. Este foarte usor de aratat ca

. . 1 . . . o
lim a, = lim (1 — —] =1, deci aceasta condensare a punctelor se realizeaza in jurul

n—o0 n—00 n

punctului 1.
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. . 1 1 .
2) Consideram sirul a, =1 +2—2+ ot —,neN.
n

1 1 1 1 1
a, :1+§+...+—2§1+—+—+...+—:
n

1-2 2.3 (n—1)n
:1+[1_l]+[l_l]+ +[ 1 _1]:1+1_l:2_l<2,
2 2 3 n—1 n n n
deci 2 este un majorant al sirului. Deoarece a, > 1, pentru orice n € N, sirul este

marginit.

1 ..
Pe de alta parte a,,, —a, = ———= >0, Vn >1, deci sirul este crescator, rezulta

" (n+1)
ca sirul este convergent.

Limita sirului se poate calcula folosind criteriul clestelui, dar este necesar construirea
2

unor siruri aproximante. L. Euler a demonstrat pentru prima data ca lim a, = %

n—o0

3) Sa se studieze convergenta sirului a, = ", daca a € R.
Cazul 1. Daca a€(0,1), atunci 0<a"" <a", Vne N, deci sirul este

descrescator si marginit inferior. Tn consecinta este convergent. Pe de alta parte
a,, =a-a,, deci lima, , =a-lima,. Dar lima,,, = lima,, si astfel cu notatia
n—0o0

n—oo n—0o0 n—oo

n+1

lima, =1 € R, obtinem [ =0, deoarece a < 1.

n—0o0

Cazul 2. Daca a > 1, atunci a, , > a,. Daca sirul ar fi marginit superior, atunci
ar fi convergent, deci cu notatia [ = lim a, € R am obtine [ = a-1. Astfel limita ar

n—0o0

trebui sa fie 0, ceea ce este absurd deoarece toti termenii sirului sunt mai mari decat
1. In consecinta sirul nu este marginit, deci pe baza monotoniei rezulta lim a, = co.

n—0o0

Cazul 3. Dacd a € (—1,0), atunci |a"| = |al", deci lima, =0.

Cazul 4. Daca a < —1, atunci sirul nu este convergent deoarece distanta dintre
doi termeni consecutivi este cel putin 2. Subsirul format din termenii cu indice par are
limita +oo, iar subsirul format din termenii de indice impar au limita —co.

Cazul 5. Daca a =1, atunci a, =1, Vn > 1, deci lima, =1.

n—00

Obtinem astfel urmatoarea teorema:

0, —-1l<a<l;

1, a=1;
Teorema. %LH; a" = s, a>1;

Ea a S -1

4) Sa se studieze monotonia sirului a,,, = a, — a’

n n

a, = a €10,1] si sa se calculeze

limita sirului.

Din relatia de recurenta obtinem a a, = —a’ <0, deci sirul este descrescator.

n+1 ~ Yn
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Din conditia a, € [0,1] deducem a, = a, (1 —q,) € [0,1] si Tn general daca a, € [0,1],

atunci a,,, = a, (1—a,) €[0,1]. Pe baza principiului inductiei matematice a, € [0,1],

n+1
Vn >1. Sirul fiind descrescator si marginit, este convergent. Daca [ este limita
sirului, atunci trecand la limita in relatia de recurenti rezultici [ = — 1, deci [ = 0.
Astfel lima, =0.

n—oo

Aplicatie (lema lui Cesaro)

[Orice sir marginit are un subsir convergent.|

Demonstratie. Notam cu M si cu m supremumul respectiv infimumul multimii H
formata din termenii sirului. Daca H este multime finita, atunci cel putin o valoare se
repeta de o infinitate de ori, deci exista un subsir constant si acest subsir este convergent.
Daca H este multime infinita atunci ideea demonstratiei este urmatoarea observatie:

Daca intervalul [a,b] contine o infinitate de elemente dintr-o multime H , atunci unul

din intervalele ath a+tb

a, , b| contine o infinitate de elemente ale multimii H .

Aceasta observatie este triviala, deoarece in caz contrar reuniunea celor doua
subintervale ar contine un numar finit de elemente ale multimii H . Folosind aceasta

observatie in mod repetat putem construi sirurile (a,) _ si (b,) _, pentru care

a,=m, by=M si [a,,,b,,| este jumatatea intervalului [a,,b,| care contine o

n+17 “n+1
infinitate de elemente ale multimii . Astfel b, —a, = T ambele siruri sunt

monotone si marginite. Tn consecinta sirurile sunt convergente si pe baza egalittii
M—-—m . - e L . .. .
b, —a, = = rezultand ca sirurile au aceeasi limita. Daca [ este limita comuna a

celor doua siruri, atunci orice vecinatate de raza ¢ > 0 contine o infinitate de termeni

ai sirului, deci putem extrage un subsir care sa convearga catre [ .

Exercitiu. Demonstrati ca urmatoarele siruri sunt convergente si calculati limita lor:
a) a, = ¥a, unde a € (0,00) este un numar fixat;

b)a, =%¥n,Vn>1.

Criteriul raportului

Tn paragraful precedent am vazut ca progresiile geometrice care au ratia mai mica
decéat 1 sunt convergente si au limita 0. Un sir poate sa aiba aceeasi comportare chiar
daca nu este progresie geometrica, dar poate fi majorat de o progresie cu aceasta
proprietate. Urmatoarea teorema exprima de fapt conditiile cu ajutorul cirora un sir
poate fi comparat cu 0 progresie geometrica.
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Teorema. (criteriul raportului) Daca (a,) _, este un sir format din termeni pozitivi,

. ..a . . . ..
si lim =+ = [, atunci au loc urmatoarele implicatii:

n—00 an
1. Dacid [ <1, atuncisirul (a,) _ esteconvergentsi are limita 0.
Daca [ <1, atunci sirul z, = Z“k este convergent.

k=1
Daca [ > 1, atunci sirul (a,) _ este divergent si are limita oo .

.

P e N

Dacd [ > 1, atunci sirul z, = Zak este divergent.
k=1

5. Daca | =1,atuncisirul (a,) _ poate fi convergent, dar poate fisi divergent.

Demonstratie. 1. Datoritd conditiei [ <1, pentru orice € > 0 cu proprietatea
[+ e <1 exista numarul natural n(e) cu proprietatea Gt clte<l, Vn > n(e).

n

Astfel a,,, <a,-(I+¢)", k>1, deci a, <a,. -(I+ e)'™" daca n>n(e).

n

e fiind fixat (deci si n(e) este fixat) pe baza criteriului majorarii rezultd lima, = 0.

n—o0

2. Pe baza inegalitatilor precedente

n(e)—1 n—n(e) 1
D SURTIND SURE I SRR T
k=1 k=0 —l-¢’

deci sirul (z,) _ este marginit superior. Pe de alta parte termenii sirului (a,) _ fiind

pozitivi (z,) _ este crescator, deci este convergent.
3-4. Din conditia [ > 1 rezulta ca pentru orice ¢ > 0 cu proprietatea [ — ¢ > 1 exista
numarul natural n(e) cu proprietatea Gt S 1—e>1, Yn> n(e). Din aceasta

inegalitate rezulta ca a,,, >a,-(I—¢)', k>1, deci a, >a,,, -(I—¢)" ", daca
n > n(e). e fiind fixat sirul cu termenul general a, ., - (1 —¢)" " are limita oo, deci
lim a, = oo . De aici divergenta sirului z, este evidenta, deoarece z, > a, .

n—oo

. 1 .. . a s A
5. Pentru a, = n® respectiv a, = — limita lim —*- este 1, dar in primul caz atét
n

n—oo an
sirul (a,) _ cétsi (z,)  estedivergent, iar in al doilea caz ambele sunt convergente.
Aplicatii
1. Sa se studieze convergenta sirului a, = P(n)a", unde P este o functie
polinomiala de grad m si a € (—1,1).

:IP(IZL(—H I lal rezultd lim |2+ Gt
n

n+

Din relatia |
a

= lal, deci pentru |al <1 limita

n—o0 a

sirului este 0.
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n

2. Sa se calculeze limita sirului a, = —,n=L
n.

fm &= 2022 e lima, — 0.
nooeq (n41)1 2" n+l oo "
Exercitii si probleme
1. Consideram urmatoarele posibile proprietati ale sirului (z,) _ :
p: (z,),., estemonoton;  p,: (z,) _ este marginit;
py: (z,) _, are limita; p,: (z,) _, este convergent
ps: (z,), ., esteperiodic;  p;: (z,) _, esteconstant.
a) Scrieti (justificand raspunsul) toate implicatiile p, — p,
b) Scrieti (justificand raspunsul) toate implicatiile (p, A p,) — p; -
2. Studiati monotonia urmatoarelor siruri:

a)an:a—,a>0,n21; b) a, = a2 ,
n! 1+a)l+a)...1+a")

,a>0n2>1,;

_ala+1)(a+2)..(a+n) . " .
) = Dby L e sbnzl

3. Demonstrati ca daca sirul (a,) _ are termeni pozitivi, iar sirul z, =a,,, —a-q,

n>1

este convergent pentru un numar 0 < « < 1, atunci sirul (a )n>1 este convergent.
4. Demonstrati ca daca termenii sirului (a) sunt numere pozitive si satisfac

a’n+1 + a’n

n>1

inegalitatea a, ., <

n+2

pentru orice n >1, atunci sirul (a,) este

convergent.

Numarul e
. . . 1)
Sa studiem convergenta sirului o, = [1 + —] .
n
Metoda 1. Aplicam inegalitatea lui Bernoulli:

a, :[1+1] 21+n-l:2,pentruorice neN .
n

n
W oW < U . 9 64
Demonstram ca sirul este crescator si marginit superior. a, =2, a, = 1 =5
n+1 1 n
deci a; < a, < a,. Demonstramca a,,, = [1 + ] > [1 + —] =a,.
n+1 n '

Prin transformari echivalente obtinem:

n+2]n+1 [n—{—l}" [n+2
> =

n+1 n+1

n

2 n
n+ { n ]>1<:>

an+1 > a’n g [
n+1 (n+1

n
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2yom 2
2n + 2n 'n—i— 1.
n 4+ 2n+1 n+1
n’ +2n ".n—{—2_[1_ 1 ]n‘n+2
n“+2n+1) n+1l n+2n+1) n+1
3 2
>[1_ : n J'n+2:ng+3n2+3n+2>1’
n +2n+1) n+1 n +3n"+3n+1

unde am aplicat inegalitatea lui Bernoulli. Astfel a,,, > a,, pentru orice n € N'.

Demonstram marginirea sirului folosind dezvoltarea binomului:
1) 1
=[1+—] =1+0C,- +O2 —+ +C ==
n

n"

:1+1+l[1—1]+i-[1—1][1__]+ S [ -l] [ "—1],
2! n 3! n n n

) 1 n 1

deci: an:[1_|__] <1_|_1+ + = + 4 =<

n 2! 3! n!

11 1 1_[1]

<1414+ op+ot oy =14+ —2

2 2 271 1_7

2

Tn consecinta sirul este marginit (2<a, <3, YneN') si crescator, deci este

<14+2=3.

convergent si limita sirului satisface inegalitatile 2 < lima, < 3.

n—0o0

. 1Y .
Metoda 2. Demonstram ca sirul e, = [1 + —] este crescator, sirul
n

n+1
en = |1+ —] este descrescator si ca cele doua siruri au aceeasi limita. Inegalitatea
n

. . . 1y 2 .
e, <e,., este echivalenta cu inegalitatea »+! [1 + —] 1< n , sl aceasta este
n n+1
. . .. 1 .
inegalitatea mediilor pentru numerele z, =z, =...=2, =1+—si z,,, =1.
n

Tn mod similar inegalitatea €..: < &, poate fi pusa sub urmatoarele forme:

1 n+2 1 n+1 2 n+2 1 n+1
[1+ ] <[1+—] <:>[n+ ] <[n+ ] ~
n—+1 n n+1 n

n n+1 Tl+1 n+2 n n+1 Tl+1
=4 < & 2 1< .
n+1 n+2 n—+1 n—+2

Ultima inegalitate este inegalitatea mediilor pentru numerele
=1.

iE] = IQ == In+1 = s $n+2

n+1
Pe de alta parte e, < e., deci ambele siruri sunt convergente deoarece termenii sirului
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(¢,),., sunt majorati de termenii sirului (e.),., si termenii sirului (2.),., sunt

n>1

minorati de termenii sirului (e,) _ datorita inegalitatilor de mai jos:
e <e<e<..<e <en<..<es<er<el.

. _ - - - 1
Astfel daca lime, = si lime, =, atunci din relatia e, =e, -[1 +—J rezulta ca
n

n—0o0 n—oo

6
cele doua limite coincid. Pe de alta parte e, =2 si e; = [1 + é) ~ 2,985984... < 3,
deci 2<e, <3, Vn>1.

Limita sirului (e,) _ se noteaza cu e. Valoarea aproximativa a acestei constante este
e =2,718281.... Numarul e este baza logaritmului natural notat cu Inz .

n n+1
Pe baza celor precedente: lim [1 + l] = lim [1 + —J =e
n

n—oo n n—oo

Consecinta. Din inegalitatile e, <e, ., si €.+1 <e, rezulta ca
1 1
——<In(n+1)—lnn<—,n>1.
n+1 n

. . < . . . 1 1 1
Aplicatie. Sa studiem convergenta sirului ¢, =1+ 5 + §+ et ——Inn,n>1
n

Inegalitatea ¢

n

1 <c, este echivalentd cu

<In(n+1)—1Inn, deci pe baza
n—+

inegalitatii precedente sirul (cn )n>1 este descrescator. Pe de altd parte putem scrie:
In2—Inl<1

In(n+1)—Inn <

1
1
n—1

1
Inn +1) <14+ +

Deci

1 . Lo .
N <In(n+1)—Inn <c,. Astfel sirul este marginit inferior (are termeni

pozitivi) si fiind descrescator este convergent. Limita sirului (cn )n>1 se noteaza cu c si

se numeste constanta lui Euler. Este o problema Tncia nerezolvata, dacid aceasta
constanta este un numar rational sau nu.

Probleme propuse

1. Demonstrati ca lim[ ! + 1 +...+i:ln2.
nooelp 41 n+2 2n

2. Arétati ca daca pentru sirul cu termeni pozitivi (an)w1 are loc egalitatea

=1>0,atunci lima, =0.

n—0o0 a n—oo

n+1

limn[ @, -1
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Cazul de nedeterminare 1~

Cazul de nedeterminare de forma 1 se poate transforma in alte nedeterminari
folosind urmatoarea teorema:

"’;7 .

=e, dacd limz, = +oo (sau limz, = —o0) si (z,)

n—oo

RS
T

n

Teorema. lim

n—oo

este un sir de numere reale.

Demonstratie. Presupunem c¢i z, >0,Vn>1 si limz = +oo. Daca

n—oo

[z,] =m,, atunci din conditia lim z, = +oo rezulta ca limm, =oc. Pe baza
s s . 1 1 .
proprietatilor partii intregi avem: m, <z, <m,_ +1,deci — > — > , deci
mn ‘Tn mn +
1
1+—21+i>1—|— X .
m, z, m, +1
Ridicand aceasta inegalitate la puterea z, deducem
1" 1| 1"
1+—| >{14+—| >|1+ .
mn :E’Hr mn + 1
z, 1 m 1 z, 1 m+1
Pe de alta parte |1+ > 1+ si|1+—| <|[1+—]| ,deci
mn 1 mn + 1 mn n
1 m, +1 1 z, m,
1+— >|1+— >|1+
m, z, m, +1
m+1 1 m
Dar lim [1 + —) = lim [1 + —] =e, deci pe baza criteriului clestelui
n—00 m n—00 m + ].
obtinem: lim |1+ —] =e.
n—0o0 "E”

Folosind un rationament similar putem arata si urmatoarea proprietate:

Consecinte
1
1.Dacd z, >0 Vn>1si limz, =0,atunci lim (1+z,)= =e.
1
2.Daca —1<z, <0 Vn>1si limz, =0,atunci lim (1+z,)= =e.

n—oo n—o0

E

] " = lim [(1—1—3/“)%,

n—oo n—oo n—oo

o = o
Intr-adevar  lim (1+z, ) = lim[ ]H =e, unde

142z,
0<y, = 1::5 —0.
x’ll

3. Pe baza consecintelor anterioare rezulta cadaca —1 <z, Vn>1si limz, =0,

n—00

1
atunci lim (14 z, )= =e.

n—oo
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Exemple

1. Sa se calculeze lim

n—o0

nQ +3 n-—2
n2 .

1

Avem cazul de nedeterminare 1* si incercam sa aducem sirul la forma (1 + z, )= cu

3(n’-2)

9 3 n?—2 3 ”72‘3‘("2;2) 3 ﬁ n?
limzn:O.lim[n i ] :hm[1+—2]3 " —lim [1+—9]3 —
n—oo n—oo n n—oo n n—00 n‘

N

2. Sa se calculeze lim [M] .

n—e\nan 4+ n+1

N _nﬁ+7t+1_ —2n/n

. nJn —n + 1 . 2n 2n nn+n+1 9 1

lim|——| =lm|l——— =e’ ==
el +n+1) Toowlt ndm4nA+1 ¢

Exercitii si probleme
1. Calculati urmatoarele limite:

) 3 3n—2 3n—2 2 1 n I
a) lim | F b lim[2n+2] ¢) lim| 730 F1 ;d)m[ﬂ] :
n—oo| n + 1 n—oo| 2n, 4+ 1 n—oo| +n+1 n—00 7'L+3\/7L+2
>k v
e) lim (2vm(Vn+1—va)| ;) 1im[1+£] :g) lim|14++2—| ; h) lim [1+sin—] .
n—o0 n—od n n—oo n n—oo n
2. Demonstrati ca daca lim z, = 0, atunci
T, T, 1 1
a)limE L1 b im e o i 20 7)
n—0o0 xn n—oo ‘Z‘n n—0o0 xn
3. Demonstrati ca dacd lim z, = a, atunci lime™ =e¢” si limlnz, =Ina.
p n
4. Calculati limitele a) lim n(¥/a —1);b) lim — | c) lim|+=L—| .
n— 00 n—o0 n—oo p

Teorema Cezaro-Stolz

Fie (a,),., unsir oarecare, iar (b,) _, un sir strict monoton si nemarginit. Daca

T .oa ., —a e e . .ooa . .
existd limita lim —*—" = [  atunci existi si limita lim b_ si are loc egalitatea
n—00 f— n—00
n+1 n n

lim & = Jjm Zest "%
e n nmee bn+1 - bn
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Demonstratie. Fie ¢ >0 un numar fixat. Conform conditiilor existi N € N° cu proprietatea

Q —Q, £ R . 1> Q, —aq, &
ol < = oricarearfin> N.Astfel — = <L " _ <= n>N
bn,+l _bn 2 n+1 _bn 2
. £ aQa, —aQ I
deci l—— <2 " <]+, n>N.
2 bn,+17bn 2

Tnmultind cu b

e — 0, >0 rezulta

(1= 50 —0) <o =, <[4£ (0, -0, e > .

Pentru n € {N +1, N+2,.., n7} obtinem

€ €
[l - 5] (b/v+k+1 - bN+k) < Ay i1 — Oy, < [l + 5} (bN+k+l - bN+lr) '

Tnsumand aceste inegalitati obtinem
E 1 1 8 n
[l - E] Z (bN+/c+1 - bN+k) < Z (aN+k+1 - aN+/c) < [l + 5] Z (bN+k+1 - bN“C) )
k=1 k=1 k=1
Dar doua din cele trei sume se pot calcula, si astfel obtinem:

[l - %} (bNJrnJrl - bN+l) < (a1\"+n+l - aNH) < [l = %} (bN+"+1 - b“”rl) !

_— € €
adica: [l - 5} (bmwnﬂ - bN+1) tay, <ayyn < [l + EJ (b;\’+71+l - bN+l) tay, -

Tmpartind aceasta inegalitate cu b

vans: TZUIE CE

[l - E] (bN+n+1 — bNH) + Ay 41 < AN yn+1 < [l + E] (bN+n+1 - bN+1) + Ay
2 b;’\r"+n+1 bN+n+1 N+n+1 2 bN+n+1 b
adica € + €. by . by + Ay < Onintt < & by . loy,, + Ay 41
2 20 b b b 2b b b

N+n+1

N+n+1 N+n+1 N+n+1 N+n+1 N+n+1 N+n+1 N+n+1

n—00 b b b b

N+n+1 N+n+1 N+n+1 N+n+1 N+n+1 N+n+1

b 1) b b
Pe de alta parte lim[ v & Ova | O ]01im[_€ Ner  POva o B ,

deoarece — 0 (sirul (b”)n>1 fiind nemarginit). Criteriul clestelui implica

N+n+1

n—00 n—o0

lim[a"— J_o = lim & — 1,

n

Observatie. Teorema este valabild si in cazul in care (a,) _ si (b,) _ suntsiruri

n>1

cu limita 0 si (b,)  este strict descrescator (a se vedea RMT 2/1992, articolul
semnat de Irina Rizzoli)

Consecinte

. . . 1
1. Dacasirul (z,) _ este convergentsi limz, =, atunci lim —» "z, = 1.

n—o0 n—oo n k=1

n
Demonstratie. Sirurile o, = > "z, si b, = n satisfac conditiile teoremei Cesaro-

k=1
... a ., —a . a . N

Stolz i lim “—" = lim —**—— = lim @, = [, deci lim —Zz" =1.
n—00 bn+1 — bn n—00 (n + 1) -n n—00 n—oc q, 4=
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2. Daca sirul (:1:) are termeni pozitivi si lim z, = [, atunci

n—0o0

lim ¢/z, -z, 25w, = 1.

n—oo

Demonstratie. Sirul y, =Inyz -2, 7, ...-2, = —Zlnx este convergent si
N p=1

are limita In/, pe baza proprietatii precedente. De aici rezulta ca sirul z, =e™ are
limita e™' = 1.

3. Daca pentru sirul cu termeni pozitivi (z,) = lim =+ Dt — 1, atunci lim oz, = 1.

n>l 0 I n—o0

Demonstratie. Sirurile o, =Inz, si b, = n satisfac conditiile teoremei Cesaro-

Stolz, si

R ) . Inz  —Inz . x
lim 2 — Jjm —H ™" — im In 2 = In/,
n—00 bn+1 — bn n—00 (n + 1) —n n—o0 T

n

deci lim llnx =In!, adica hmq/? =1.

n—0o0 n n—00
Exercitii
1. Calculati urmatoarele limite folosind criteriul Cesaro-Stolz :
4 4 4 4
2 17+ 27 P4 P x
a)hm1+ +3r+ o b) lim +2"+ 3"+ +n,p€N;
n—00 n’ n—00 nP+1
7 kk
o L
c) lim ==——; d) lim — ) —;
n—oo p n—oolnn = k
. 142134 4! . 1" +2"+3"+ ... +nf 1
e) lim f) im n = — .
n—oo (2n)! n—00 n? p+1

2. Calculati urmatoarele limite folosind consecintele criteriului Cesaro Stolz:

E+k+ 1
a) lim /> ¥k; b) lim . / c) lim / -
n—00 ; n—oo k4 -+ 2]{; n—00 ' 6

: |
d) lim nm; e) li '; f) lim » sm; sin~-sin = - ...-sin — .

n—00 (3n)' n—oo n—00 3 4 n

Aplicatii ale sirurilor la rezolvarea unor probleme

1. Determinati numarul real =, daci [na*| = [nx1-+ n, pentru orice n > 100, unde
z] reprezinta partea intreaga a numarului z .

Solutie. Prima data demonstram ca lim [ny] =y, pentru orice y € R. Din definitia

n—oo n

partii intregi rezulta [ny] <ny <[ny]+1,
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. 1
adica y——< (] <y
n n
Trecand la limita in aceasta inegalitate (pe baza criteriului clestelui) rezulta
lim M = y. Astfel daca impartim ambii membri ai ecuatiei date si trecem la limita
n—oo n
2
nxr 5
cu n — oo, obtinem: limu: lim@+1,adicé ©=z+1.
n—00 n n—oo
s § : : 1+£5 :
Rezolvand aceastd ecuatie de gradul 2 obtinem z,, = 5 Pentru aceste valori
. , 3++5 . 3++5 1+£+5
obtinem z;, = 2\/7 , deci [na:fQ] =1n 2\/7 = n /5 =n+ [nww],

ceea ce arata ca valorile determinate satisfac intr-adevir egalitatea data pentru orice
n € N (deci si pentru n > 100).

2. Fie z,y € R" doud numere diferite. Demonstrati ca daci [nz]|[ny], pentru orice

n € N, atunci z, y si Y sunt numere intregi. (Andrés Szilard)
xz

Solutie. Din axioma lui Arhimede rezulta ca exista n, € N astfel incat [nz] =0,
pentru orice n >n,. Conform conditiilor date functia f:{z € N|z>n,} - R,

[ny]

definita prin  f(n) = ia numai valori intregi. Pe de alta parte

lim f(n) = lim ny] = lim lny] n ~ Y R, deci exista n, astfel incat functia f
n—00 n—00 [nm] n—oo n, [nx] T

este constanta pentru n > n, . Astfel Y este in imaginea functiei f, deci este un
T

numar intreg. Notam cu k € Z valoarea acestui raport. Din proprietatea data rezulta ca
[nkz] = k[nz], Yn >n, si . Dacad nz = [nz]+ «,, atunci nkz = k[nz|+ ke, , deci

n? n!

egalitatea [nkx|= k[nz] are loc pentru orice Vn >n,, dacd si numai daca
1 . 1
a, = {nr} < T Vn>mn,. nt =nlzl+ n{zk, deci {nz} ={n{z}} < T Yn>mn,.

Daca {z} >0, exista datoriti axiomei Ilui Arhimede n >mn, astfel fincat

(n—mn,)-{zy >1, deci sirul ([n{z}]) nu este constant, in consecinta exista doi

n>n;
termeni consecutivi diferiti, adica 9n >1 cu [(n +1)- {x}] —[n-{z} =1. Mai mare
de 1 nu poate fi, deoarece diferenta numerelor este {z} <1.

. 1 1 . L
Stiind ca {n{m}}<E, rezulta ca {$}>1_E’ de unde toti termenii sirului

(In{z}),., sunt diferiti, ceea ce conduce la relatia [(n+1){z}]=[n{z}]+1

Vn > n,, de unde prin inductie matematica deducem ca [(n + m){z}] = [n{z}]+ m

n>n,
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Vn>n, si YmeN. Avand {2z} <1 si sirul 1— (1/n) — 1, rezultd ca exista

1 . . .
m € N astfel ca {z} <1——, de aici obtinem m {z} < m —1, deci
m

n{z¥+m =[n{zr +m{a ] <[n{xy+m—1]=[n{z}+m—1 contradictie.
Deci {(z} =0 =z € Z.
Folosind un rationament analog rezulta ci si partea fractionara a numarului y este 0,
deci y € Z. Astfel z € Z, EeZ,deci siyeZ.

T

3. Pe o tabla goala scriem perechea de numere (z,,y,) si In fiecare pas stergem

perechea de pe tabla si in locul perechii (z,y) scriem perechea [6:6 _g 3 , 37 421431 .

Care este conditia necesara si suficienta pentru ca sa apara doua numere egale?
(Concursul Radé Ferenc, 2003)

In
Solutie. Notam cu perechea care se afla pe tabla dupa » pasi. Recurenta data
T, T, 6/5 3/5
se scrie sub forma =A- ,unde A = . Astfel obtinem
n+1 n 3/5 14/5
x T, a b n n+1 n+2
n . n n — . 1
— A= ,undean:9+3,bn:3 ?)slcn:3 + , Vn>1.
Yn Yo b, «c, 10 10

. . . . a,% + by, =2 .
Daca z, =y, = z, atunci obtinem sistemul liniar . Folosind regula
Ty + Y, =2

n

: —b,) . = _ —b 2
lui Cramer rezulta z, :—Zg”tAn") sl y, = ke 74 (d(lLtA> ,deci o =5 b" = 36 —; .
€ ( € yO an Y -
- -2 . . e .
De aici 3" = 6%—%, deci conditia necesara si suficienta pentru aparitia a doua
z, + 3y,
6z, — 2y,
numere egale este log, ——— € N

z, + 3y,
4. Consideram sirul definit prin relatiile d, = 2,

dn+1 - \/d’f +%n+2(_1)n7 Vn 2 L.

a) Sa se demonstreze ca daca M si N sunt doua puncte fixate in plan si

MN = /54 2+/3 , atunci pentru orice n € N existd un punct P, in plan pentru care
RLM = d2n71 Sl PHN = d2
b) Sa se demonstreze ca daca toate punctele (P,) _ se afla in acelasi semiplan fata de

n "

dreapta MN , atunci punctele (P )n>1 sunt coliniare. (Concursul Rad6 Ferenc, 2004)

n
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Rezolvare. Din recurenta d, =2 si d, =1, deci folosind
teorema cosinusului rezulta m(MPN) =150°. Pe de alti
parte d, =~/7 si d, =~+2. Daci a = m(P,PN), atunci
aplicand teorema cosinusului in triunghiurile MPP, si

2 _ 1 . 2 o
NPP, rezulta cosa = a si cos(210 —a) = v 3 ,
x 4z
2
unde PP, =z. De aici sina = —(1+\/§)x2—\/§, si pe
X
baza relatiei sin® a + cos’ a« =1 rezulta: P Fiaura 40
2 —1)(z* -3 x2—12 2 4
—(1+J§)2< )(2 >:( 2) . Astfel z° € 1,9+—‘/§ . Daca z° =1,
4z 4z 13
atunci PP, =1, m(PPN)=90° si m(BPM)=120°. Deoarece acest caz
furnizeaza o constructie posibild putem renunta la cazul z* :%> 1. In

continuare vom demonstra ca toate punctele P, j > 3 se afla pe dreapta FF,.

Folosind recurenta obtinem d, .,

=d; +2n—1, deci:
d§n+2_1—|—z(2k—1):1+n2 si d ,=3+(m+1’=n"+4+2n, daci

n>1. Daca consideram pe dreapta PP, punctele (P, )  astfel ca PP

n+1 = !

Vn >1, atunci Mﬂ2+1—n2+4+2-2-n'%:d22n+1 si NP’ =1+n>=4d;

2n+2 *
Din unicitatea constructiei rezulta proprietatea ceruta.

5. Sa se demonstreze ca daca n progresii aritmetice avand ratiile r,, r

formeaza o partitie a multimii numerelor naturale (fiecare numar natural apartine exact
. . .1 1 1
unei progresii), atunci —+ —+ ... +—=1.
noon T

Solutie. Vom prezenta doua solutii:
I. Fie a, j =1n primul element din progresia cu ratia r; si consideram sumele

(Lj

S = hmZx“ =N = —, pentru z € (—1,1).
xl

n—oo —0 k=0

Deoarece (a, + kr,) sunt progresii aritmetice si formeaza a partitie a multimii N,
k>0

avem ZS = hmZa: =) =
k=0

n—00
k=0

3

- demz:1Jr R S— —=1.Daca z — 1, atunci
X .’E .'II7
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7

« .. 1 ey |
membrul stang are limita Z—, deci Z— =1.
=T =7
Observatie. 7, 7,, ..., 7, nu pot fi toate diferite.

Numerele S, exista si sunt aceleasi pentru numere complexe cu |z| < 1. Daca
r = max{r |j = 1,n}, atunci exista cel putin doua valori j € {1,2,...,n} pentru care
r=r,. Tn caz contrar daca z tinde catre radacina de ordin a unitatii » cu cel mai mic

argument nenul, atunci membrul stang tinde la oo, ceea ce este imposibil. (Daca
z, = x, + 1y, este un sir de numere complexe, atunci lim z, = x + iy daca si numai

daca %ggxn =z, %L%yn =y.)

II. Fie a,, a,, ..., a, primii termeni ai progresiilor si N un numar natural nenul.
Existd exact N numere naturale mai mici decat NV ; anume 0,1,2,....N —1

Sa presupunem ca k, termeni ai progresiei de ordin ¢ sunt mai mici decat N : acestia
sunt a,, a, +7,, ..., a, + (k, — 1)r, siatunciavem a, + (k, —1)r, <N si

a, +kr, > N .

- — G

N N
Rezulta <k < +1 (1)

T

Avem, k, +k, +...+k, = N siinsumand relatiile (1) deducem

N—al+N—aZ+m+N—an§N<N—(11+N—a?+mjL
i T T n T n
n 1 1 1 1
unde 1 - — < —4+ —+ ...+ ———
N n r. N

n

a Qa Q
1 2 i
Tl 702 L

n

<1

Trecand la limita dupa N ; rezulta egalitatea ceruta.

6. O expeditie soseste la marginea desertului. Pentru a traversa desertul au la
dispozitie un vehicul Tn care se poate incarca combustibil (cu rezerve cu tot) pentru a
parcurge distanta de = km. Tn schimb au la dispozitie o cantitate nelimitata de
combustibil si pot crea depozite de combustibil Tn desert (tot cu ajutorul vehiculului).
Sa se demonstreze ca oricéat de lat ar fi desertul, expeditia poate sa traverseze.
Solutie. Pentru a strabate ultima portiune de = km au nevoie de un depozit in care sa
aiba combustibilul necesar pentru acesti = km. Acest depozit poate fi creat in trei ture

daca cu g km Tnainte pot crea un depozit cu combustibil suficient pentru 2z km (in

prima turd pornim cu combustibil pentru =z km si ajungem cu combustibil pentru

2 . . . -
?w km , din care depozitam % retinand % pentru intoarcere, a doua tura la fel, astfel

. 2z . . L. N ]
ramane 5 din care nu mai trebuie sa retinem pentru Tntoarcere). Acest depozit poate

fi creat daca cu g km Tnainte reusim sa depozitam combustibil pentru 3z km
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N . 2 .
(deoarece in 3 ture consumam combustibil pentru 2-?I+§:x km, si astfel

. _ 4 . .
depozitam combustibil pentru 2-3%+ % = 2x km). Folosind acest rationament la

pasul j avem nevoie de (j+ 1) ture in care putem crea un depozit suficient pentru

jr km cu depozitul precedent la km distantd cu combustibil pentru

2j+1
(7 + 1)z km (combustibilul consumat fiind ;- ,I + ‘I =z si cel depozitat
274+1 2541

o (27—-1 27 ‘ . N .

J- ( ‘]‘ )z + ,]x = jx) . Distantele intre punctele de depozit sunt z , f,
27+1 27 +1 3

T - . 1 1

, , deci distanta parcursa este x|1+ —+ —+ ... + —

27+1 3 5 27 +1

(SR

. Pe de alta parte sirul

1 1 . - . <
r,=1+—+—-+..+ este divergent si limz, = oo, deci dacd d este
3 95 2n+1 n—00

latimea desertului, atunci exista n € N* pentru care x, > d . Astfel expeditia poate
strabate desertul folosind algoritmul precedent.

Probleme rezolvate

1. Consideram sirul (a,) _, definit prin relatiile ¢, =1, a,,, =sina,, Vn e N .
Si se demonstreze ca sirul (naj)n>l este marginit. Ce se poate afirma despre

convergenta sirului (na; ) _ ?

n>1 )

Solutie. Demonstram inegalitatea cosz < ,pentru 0 < z < g

1
V14 T

. D Pe figura 41 aria triunghiului OBC' este Slﬂ, aria
Figura 41. 2

sectorului de cerc OBC' este % si aria triunghiului
tgx

OBD este thI deci are loc inegalitatea

. . m
sinz < z < tgz , pentru orice z € [0,5] .

. 2
. S sin” x 1
Deci rezultid 1+ 2” cosz < /1 +tg’ z cosz =cosz-,[1+ S— = COSIT- =1,
cos™ x Cos T

1
cosz-1+2° <1 = cosx<—2,dacé xG[O,g].
1+
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Folosind metoda inductiei matematice aratamca 0 < a, < 2 /l , Vn>1.
n
1 .. .
Pentru n =1 avem 0 < a, =sin1 <1< Q\E = 2, deci inegalitatea este adevarata;

Pentru n = 2 avem 0 < sin(sinl) < 2\/2 = /2, adevarat.

Daca pentru un k£ > 2 fixat avem q, < 2\/% , atunci
zﬁ] |
k
1 1 1
2s8in — <2 ,
\ﬂ JE * Tk \/; 1

1+
k

a,., = sina, <sin

0<a,,, =sinag, <sin

1, [
\/_ \/k+1 E+1'

Uy <2—=

deci conform principiului inductiei matematice inegalitatea este adevarata pentru orice
n € N'. Astfel deducem 0 < na’ <4, Vn € N, deci sirul (nai)n>1 este marginit.

Se poate demonstra ca sirul este monoton, deci este si convergent. Vom reveni asupra
acestui sir dupa introducerea limitelor de functii si a derivatelor.
2. Fie a > 1, sa se studieze convergenta sirului (¥/a)

n>1"

Rezolvare. "W/a < ¥a, VneN , deoarece ridicand la puterea n(n+1)
inegalitatea este echivalentd cu ao" < a"*'. Astfel sirul (va),

n>1

este descrescator si
1

marginit inferior (deoarece %a >1), deci este convergent. %/a =a" si limita

exponentului este 0, deci conform operatiilor cu limite lim ¢/a =1 .

n—oo

Sa demonstram aceasta egalitate folosind criteriul cu e. Inegalitatile |¢/a —1| <e,
Ya —1<e si ¥a < e+ 1 sunt echivalente, iar ultima inegalitate este echivalenta cu

lg¥/a <lg(e+1), adica lga < lg(e+1), care este verificata pentru n > _lge
n lg(e +1)
(deocarece € 1 >1). Astfel n(e) = _lga +1si lim%a=1.
1g (8 + 1) n—oo

3. Sa se arate ca lim

n—oo «'

R - o - . * n K
Rezolvare. Prima data demonstram ca pentru orice n € N are loc n! > (5} .
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Demonstram aceasta inegalitate folosind metoda inductiei matematice:

. . 1
Pentru n = 1, inegalitatea este adevarata deoarece 1 > 5'

Presupunem ca inegalitatea are loc pentru n si aratam ca are loc si pentru (n +1).

(n+1)!=m+1)n!>(n +1)[%]" = [”;)”] : [71—}—31] > [”gl]wl,

deoarece [1 + —] < 3. Conform principiului inductiei matematice inegalitatea are loc
n

pentru orice n € N, Astfel 0 <— L <l:§ si criteriul clestelui implica lim 1

gnl " n—0 {/p|

Observatiel. Daca folosim consecinta criteriului Cesaro-Stolz, atunci obtinem o
demonstratie mult mai simpla si mai schematica.

=0.

w

. . . (3"
4. Sa se studieze convergenta sirului [—'] :
n. n>1

Rezolvare. Daca n > 3, atunci

n n—3 n n
3 3333. .§<2[3] :32 [z] Cum lim[g] =0, din

nl 1234  n-24 3 n—00
criteriul clestelui rezulta lim — = 0.
n—oon !

Observatie. Daca folosim criteriul raportului, putem evita majorarile concrete.

3

. . . . [n
5. Si se studieze convergenta sirului [—n] :
n>1

3

3
Rezolvare. =|——| , deci este suficient sa studiem sirul o, = ——.
[JE)_] (%)
Inegalitatea /5 > 1 sugereaza ca numitorul creste mult mai rapid decat numaratorul,
deci lim — \/_ =0.Fie 35 =1+ a, a > 0. Astfel avem
0 < n . n < n < n
(¥5)  (Q+a) 4 ,aqn=D) . Tnlmod) .
2 2
Pe de alta parte n = 2 — 0, deci conform criteriului clestelui sirul
n(n=1) , (n-Da
2

(a,),., este convergentsi lima, =0.

n—oo

! Solutiile prezentate aici nu sunt cele mai simple si nici nu exemplifica eficacitatea criteriilor
demonstrate, dar contin totusi idei care se pot folosi si Tn alte cazuri.
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De aici deducem ca sirul

n

3
—] = (ay) _ este convergent si are limita 0.
n>
n>1

Observatie. Folosind criteriul raportului obtinem o rezolvare mai simpla.

6. Fie e":[1+l sl s, —1+11'+ L +.. +i Sa se demonstreze ca
n

lims, =lime, =e.

n—oo n—oo

. 1 A
Rezolvare. Sirul (s ) _ este crescator, deoarece s, , —s, :( Y >0 sin
= n :

. . . 1 1
plus este marginit superior pentru ci s, <1+1+§+ +...+ < 3. Astfel

22 271—1
sirul (s,) _, este convergent, si rimane de aratat ca are limita e.
Folosind binomul lui Newton deducem

:(1+l] :1+n.l+nn_1.i2+m+n(n;n)'“2'l.i§
n n n n n!
1 1 1
<l4+14+=+—+4+.. +—= S,
21 3!

deci e, < s si astfel hm e, < hrn s, ,adica lim s, Z e. (1)

Pe de alta parte fixand k£ € N, pentru n > k neglijand termenii de rang mai mare
decat (k + 1) din dezvoltarea binomului rezulta ca:

e >141+ (n 1) l_i_n(n—l)(n—Q)'i_i_m_i_n(n—l)...(n—k—i—l).i:
2! n’ 3! n* k!
:1+1+i[1—1]+ ] [1——][1—2]+ 4= [1—1]...[1—]“_1].
2! n 3! n n k! n n
Dar limita membrului stdng (n — oo ) este e, iar limita membrului drept este chiar s, :
lim{14+1+— ! [1—1]+ 4= ! [1—1][1—3] [1—u] =1+1+— ! +.. +i
n—00 2 k’ n n n 2 k'

1 .
Astfel 621—|—F+...—|—H:Sk,,d60| ezgimsk.(Z)

Din relatiile (1) si (2) rezulta lim s, = e. Convergenta sirului (s,) _ fiind mai rapida
este mai usor de folosit Tn aproximarea numarului e

7. Sa se demonsteze ca numarul e este irational!

Demonstratie. Presupunem contrariul, deci e :£, unde p,gqe€Z, g=0. Din

q
inegalitatile 2 < e < 3, rezulta ca e nu este numar intreg, deci ¢ > 2. Din problema

precedenta 2 + % + ...+ i' < e Vn e N'.Pedealti parte pentru s, din problema6 avem:
. n.
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1.[ (N 1 N 1 N
n+l (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)(n+3)
1

A D+ 2) (k)
! 4+ L <
(n+1)(n+2)(n+3) (n+1)(n+2)...(n+ k)
Ly L - ! 4ot L ]
n+3 (n+3)(n+4) (n+4)(n+5) (n+k—1)(n+k)

VneN', Vke N .

1
St Dn+2)

:(n+1)1(n+2)[n—2k3_n—li—k]

Deci
<2+1+ +1+1 1+ 1 n 1 (2_1]
ok 2! nin+l (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)\n+3 n+k
Trecand la limita dupa & in ultima inegalitate, obtinem:
e<2+1+ +1+1 ! + L + 2 , de unde
2! nlln+1l (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)(n+3)
1 1 1
rezultaca e<24+ —+...+ —+ ——
2! n! nln

L o 1 1
Deci exista 6, € (0,1) astfel incat e = 2 +2—+ ...+—+

" De aici rezulta ca
n-n!

q 21 3| ql q- q|
unde 0 <6, <1. Tnmultind atat membrul stang cat si membrul drept cu ¢! deducem

0, 0, 0
plg—1)!= 2~|—2 + |+ -+ ] 4+, unde 0 <2 <1<1 deci - nu este
! q

3! q9 q q

A . 1 1 A .
numar intreg. Pe de altd parte p(q—1)! si [2 + 21 + .ot —']q! sunt numere intregi,
! q!

. 0 . . . . o
deci si numarul — trebuie sa fie intreg. Contradictia obtinuta implica faptul ca e este
q

irational.

8. Consideram sirul definit prin a, = a,.,=+2+a,, dacincN .
Sa se studieze convergenta sirului.

Rezolvare. Termenii sirului sunt 2, +24++2, V2++2+42,

\/2 +4/2+...4++/2, ... Folosind principiul inductiei matematice demonstram ca sirul
este crescator.
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a, > a, sidacd a, >a, ,,atunci a’,, =2+a,, a =2+a, ,, deci

a72L+1 - a721 = (anfl - an)<an+l + an) > an - a’n—l .
Din ipoteza de inductie deducem a,,, > a, si astfel sirul este crescator. Pe de alta

=2+a, <+2+2=2, deci tot

n+1

parte a, = /2 <2 si daci a, <2, atunci a

n+1

pe baza principiului inductiei matematice rezulti ca a, < 2, pentru orice n € N,
Sirul fiind crescator si marginit superior este convergent. Daca notam cu « limita
sirului, atunci trecand la limita in relatia de recurentd a,,, = ./2+a,, Obtinem

. 1+ s
a=+2+a (deoarece lima,, , =lima, =a), deci a= T?) Termenii sirului

n—0o0

sunt numere pozitive, deci ¢ = lima, = 2.

Atragem atentia ca trecerea la limitd in recurentd este posibila numai dupa
demonstrarea convergentei (sau pentru a obtine un rationament intuitiv, care ulterior
va fi transformat intr-un rationament riguros). Exemplul urmator arata ca trecerea la
limita Tn recurenta, fara demonstrarea convergentei poate conduce la rezultate gresite.

Daci a, =2 si a,, =2a,, ncN, atunci cu notatia lima, =a rezultd

n
n—o0

lima _, =0 siastfel a =2a. Aceasta egalitate are loc numai pentru ¢ = 0 (daca

o0

n+1

a € R). Pe de alta parte termenul general este a, =2", iar sirul (2")  nu este

convergent. Rationamente de acest tip pot fi folosite tocmai pentru a arata ca anumite
siruri nu sunt convergente.

9. Determinati  termenul  general al sirului  definit prin  relatiile

T, =T,

n—00
5 n

+n+1—[g}, Vn >2 si x, =1.Demonstrati ca Jim & =1,

(Concursul Radé Ferenc, 2003)
Solutie. Am intocmit urmatorul tabel cu primii 16 termeni ai sirului:

nll 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

zZ, 11 3 4 6 7 8 9 11 12 13 14 15 16 17 18 20

r,—nm]10 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 3 4

Se poate observa ca daca indicele este Tntre doua puteri consecutive ale lui 2 termenii
sirului sunt numere consecutive si daca indicele este o putere a lui 2, atunci diferenta

intre z, si x, , este 2. Astfel diferenta 2, —n este k, daci n este intre 2° si
2" 1. Daca 2" <n<2""' —1, atunci k = [log, n], deci termenul general ar fi
z, =n+[log,n]. Demonstram aceasta egalitate folosind metoda inductiei
matematice: P(n): =z, =k+|[log, k], VE<2"—1.
Pe baza tabelului de mai sus este adevarata pentru n € {1,2,3,4} .
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Dacid P(n) este adevaratisi 2" <k < 2" —1, atunci 2"' <

E}gQ”—l,deci
2

log,

7 :xm—l—k—H—[g]:‘E}—k §”+k+1_[§}:

5 2
=n—1+k+1=k+n=Fk+/log,k|,
adica este adevarata si P(n + 1). Pe baza principiului inductiei matematice
z, = k+[log, k], Vke N,

In o BT 1 =0, deci folosind

Pe de alta parte lim log, z = lim
Tr—0o0 ‘I‘ Tr—00 x . ln 2 Tr—00 x . ln 2

inegalitatea —1 + log, n < [log, n] < log, n si criteriul clestelui rezulta lim == =1
T—00 1
10. Termenii sirului (z,) _ satisfac relatia de recurenta z,,, = 2z, + ‘;—} Vn>1.

Determinati termenul general daca z, = 5. (Concursul Rado Ferenc, 2004)

Solutie. Pe baza recurentei avem
r,=1042=12, 2, =244+3=27,2, =54+ 3 =57.

mTL

Folosind inductia dupa n», demonstram ca 2—} =3,V n > 2, mai precis demonstram

afirmatia: P(n): x—l’j =3, V2<k<n.
- T 5 T 1 T T 1 T T 1
Insumand egalitatile = = “n 1 3. —  “n — ol e, B =243
g 5 2n+1 2n 2n+1 2n 2n—1 271 23 22 23
rezulta ca %:ﬁ+§[1+l+...+ ”12]:3+§{1— 11]
2" 4 8 2 2 4 2"
deci 4> w3 si astfel Lus1| _ 3 pe baza principiului inductiei matematice
2n+1 2n+1
;— =3,Vn>2,deci z,,,=12-2""+3.-2""' -3=15-2" -3 ,Vn>2.

Exercitii si probleme
I.
1. Studiati convergenta urmatoarelor siruri si calculati limita fiecarui sir convergent:

n—2 2n°+1. 14447 +..+Bn-2).

a) a/n: - B} ] b) an 2 !
obn+1 3nT+2 ) 1+4n—n
n—1
¢) a = n : d) an:l—l—?)—l—...—l—?) :
1+34+5+...(2n—1) 9"
3+6+94+...4+3n . 1 2 n
e) an: m > ) f)an: 2 B 3 y
\/n +p?ad n+1 n +2 n +n
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1 1 1 1
g)a B +§+?+..-+37. h) B 3n2+2n+1 .
! TP " 4D+ 42+t (n+n)’
2 2"
. 20 +1—n?+1. (Bn+1)+@Bn+2)+..+4n .
1) an = 1 ) n = 4
n+3 \/n4 +n’+2
_ 3
k)aﬂ:2+5+8+...+(3n 1); 1) q = n
n-+95 \/n —|—n—|—1—|—\/n +1
2. Calculati limitele:
5 o 4
a) lim (3n® —2n+5); b) lim (=7n" +2n° 4+ 3); ¢ lim 227 3" +1,
hn—2 . =220t + 3307 + 1 .o’ =3n"+2n -3
d) lim ——; e) lim 5 ; f) lim 5 5
n— 3n° 41 n—o0 NG n—c 2n® —5n® 42
—_— — 3 —
¢) lim 3? 23 n\é?+2n2 34 i YL
n—oc 21 — 5n® + 2 = 22y —5nt+ 2" nex p—1
- n+1 3\/n+ . =30’ 2
j) Iim ——: k) lim ——— 1) lim ———;
n—00 n2 +n+1 n—oo 2./n n—00 \/%_i_l
m) lim 1] +[2] ; n) lim [5"+(0,5)”’]; o) lim 2[§] —3[2] ;
n—0o0 2 3 n—oo n—0o0 2 5
. 2n + 7n . 477
| — ; r) lim .
p) nl_lllc TL2 +1 ( ) ] q-) 5 3n 871 ) N 00 22n _1
3. Calculati urmatoarele limite:
- 1 o~ 1 - 1
a) lim ;  b) lim ; c) im) ————;
) Mo; k(k + 1) ) Mok; K —4 ) m;(%fl)(?kﬂ)
4 " "k +1)!
4 im S gy L g limZM;
n—oo = k5 (k 4+ 1) n—oo = k(k +1)(k + 2) n—oot= (n+1)!
ok K k-1
lim ; h) lim  ———;
g lm ) o ) Jim D o
n 4k . 1
i) lim » ———. j) lim
) vwﬂw;4k4+1 ) n~w;(k+1)\/E+k\/k+1

4. Calculati urmatoarele limite:

i(% —1y Zk ik(k +2) ik(zk ~1)

a) hm— b) lim —£=! ! ;c) limA=——: d) lim 4=

= Z (Bh_op  E3nt LT amx 100" +5 s O
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5. Calculati si discutati urmatoarele limite:
a) lim(\/n2+2—\/n2—n+1); g) rlim\/nz—f—l—)\\/nQ—l

b) lim(\/n2 +n+1—+n’ —n+1); h) lim {2n* +1 - M\n’ —1;

n—00

c) ig{l@(\/nvLQ\/F—\/n—i—llx/r—i—l); i) lim \/(1—(1) n +2n;

n—0o0 n
d) limn(\/n2+2—n); j) lim §/n3+2n2—|—1—)\§/n3—1
e) imn+n+vn —yn+n—n; k)lim
) 7L~»oo\/ \/ )7L~>oo ,3/n+ _\/_

f) hm(%/n3+n2 +1 —%/n3—n2 —1—1); 1) lim‘n'(é/n—i—a —%/n—i—b).

6. Calculati urmatoarele limite:

2 n?—2 3n+1 9 n?-2
a) lim |21 b) lim| 21| ;o) tm|Z 3|
n—00 n n—00 n —+ 1 n—00 3n

4 lim{2n2+3}” - ) hm[2n\/ﬁ+n—1]""“,
n—00 n2 ! n—00 ,TLJ p— 1 !

f) limn (Y3 +¥4—-2); g limn (Y2006 — ¥1989).

n—oo n—o0

7. Determinati numerele a,b € R astfel incat:

a) hm(\jn +3n+2 +an+b)—1 b) 11m(§/n3+an2+bn+c—n):a;

n—oQ

(b+1)n+1
. [cm +bn® —l—cn—i—l] o
c) lim =e
N —cn® +3
8. Studiati convergenta urmatoarelor giruri:
1 1 1 1 1
a)a, =——+ +oit——1b)a, = ——+ +.o = ;
241 2°+1 2" +1 3+1 3 +1 3" +1
1 1 1 1 1 1
c)a, =~++- ; da, =1+ g+m+..+—
21 3! (n+1)! 3
1 1
ea, =1+—+—+..+—, ze(l,+x)
2 3 n

9. Aritati ci daca lim a, = a, atunci hm |a | =lal.

n—00

10. Daca (an )’H,EN* este convergent rezulta ca si (an)n21 este convergent?

11. Studiati convergenta sirului (nsinn)

n>1"
12.Pentru |g| <1 consideram sirul a, =1+ 2¢ + 3¢* +...+ ng"'. Demonstrati ca
acest sir este convergent si calculati limita sa.
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13.Fie a,=1-2¢+3¢ —4¢" +...+(=1)""'ng"", unde |¢/<1. Studiati
convergenta sirului si calculati limita in caz de convergenta.

14. Consideram sirul @, =1, a,,, =./1+4a, , n € N'. Studiati convergenta sirului
si calculati limita in caz de convergenta.

15. Calculati limita sirului (/" + 5" ) _,»dacd a>b>0.

n

16. Calculati limita sirului z, = ¥/a" +b" +¢" ,dacd a >b>c>0.
17. Calculati limita sirului a, = v - (Vn +1 — va).

18. Calculati limita sirului definit prin a, = [1 + 21] .

n

l+a+a*+..+a"

19. Consideram sirul a, = -
1+b4+0"+...+0"

, unde jal <1 si |p|<1. Calculati

limita sirului.
20. Calculati limita lim (V2 - 42 - %2 -...- ¥/2).

1 3 ) 2n —1
2 2 2

nf, 2 |
22. Calculati lim M
n—00 n + ]_

21. Calculati lim

n—oo 2

23. Demonstrati ca lim [lé-...- 2 _1] =0.
(2 4 om

e o 1" 3

24.Aratatica 0 <e —[1 + —] < —.

n n

daca n>1.

n?

25.Definim sirul (a,) _, prin relatile o, =1 si q,,, =99,

Determinati termenul general al sirului si calculati limita lim —-.

n—oo

L oy . . 1
26. Fie sirul (a,) _, definit prin a, =1 si a, = |~ +1]<a1 +a,+..+a, ), daca
> n—
n>1. Determinati formula termenului general a, si calculati limita
. a,
lim ——2——.
n—oo (g —1)2"

27.Termenii sirului (z,) verifica relatia «,,, —2z, +2, , =1. Determinati
formula termenului general, daca z, =1 si 2, = 2.

II.

1. Determinati toate sirurile de numere naturale pentru care
n-c 1
—hEL yhen.

xn+2 -

T, +n
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. . 2 - -
2. Aratati casirul z,,, = 5" > 1 este periodic (daca este definit).

— T

n

_ kQ .(In+1 — xn)

3. Demonstrati ca daca z,,z, € (—k,k), =« E
— T,

o ,  Vn >0 atunci

n+1
sirul (z,) _, este periodic.

4. Determinati  formula  termenului  general al sirului  (z,) =~ dacd
r, =2, -3z, ,, Yn>1 z,€[-22].
5. Determinati termenul general al sirului definit prin
z, =1, xnﬂ(l—i— 1+x§):xn, Vn >0

(Bencze Mihaly)
2z, ,—3
' 31"”71 - 4

satisfac relatia =, =1, z,,, =2z, —3(—1)", Vn > 1.

6. Calculati termenul general al sirului z, = -1, = , VYn>1.

7. Termenii sirului (z,)

neN n+1

Demonstrati cd z, , =2" +(—1)", Vn>1.

(Bacalaureat,1998, Israel)
8. Demonstrati ca termenii sirului definit prin

z, =12 =41, z, ., = 3z, +,/8(a:§ —I—xZH), Vn >0

sunt numere naturale.

9. Un bloc cu n etaje trebuie vopsit cu doua culori (rosu si alb) in asa fel incét sa nu
aiba doua etaje consecutive vopsite cu rosu (fiecare etaj este fie rosu, fie alb). Cate
colorari distincte exista?

10.  Studiati convergenta sirului z, , =2" —1, z, € R.

11.  Consideram sirul definit prin z ., = Ja+z,, x, € R. Determinati valorile

n+1

z, pentru care sirul este corect definit si studiati convergenta sirului.

12.  Studiati convergenta urmatoarelor siruri recurente:

1 2
Tta a =0; b)a,,=1+—, q=1.

n

a) a’n+1 =

n

. . L1 A
13. Demonstrati ca sirul =z :—2\/n+1—|—§ ﬁ este convergent si limita
k=1

sirului este Tn intervalul (-2, 1).
14.  Calculati urmatoarele limite:

n 2 n
a) limn[l—i—l} —el; b) lim n | = — lQ
n—o00 n n—o0 6 =l k
15.  Calculati suma Zarctg% si apoi limita sumei cand n — oo .
P E+k+1

16. Calculati limita urmatoarelor siruri:
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a) a, = [1 1L

O Rl

b) bn—[l— ! ][1— 2 ][1— 5 ]...[1— L ];
n+1 n+1 n—+1 n—+1

o 2—1 3-1 4£-1 n’-1
241 41 41T R4l
17.  Calculati urmatoarele limite:

. n n _ n 2
a) nlgngoz%: b) giggozg; o) lim S ML gy gy 303K+ IELL
k=1 '

c) c

—o0 4= 5 n—00 — k’; <k + 1)
k;4 + k? ‘I’ 1 . n k? n k ‘I’ 1 n
e) lim : lim  —; hm In :h) lim :
) n—»oo; k4+k f) n—»:x:;Qk g) Z ) n—»oo;n +n

B o . = sink )
i) E%ZF’ i) %LHOICZ —ik) lim,y Zk ) lim, Zk

k=1 n k*l
18. Calculati limitele:

a) limn-(¥a —"Ya); b) lian[ﬂ/E—#(/I—Q]; c) limw;
n—oo n—oo a n—oo n

d) limn[ ntl —1]; e) lim 3"
n

4/l—i-k—Z—l ; f) limisinw—k'
n—o00 +2 fn/3 ! n—o00 = rrLQ !

19.  Aratati ca sirul cu termenul general a, = sinn nuare limita.

20.  Calculati limita lim sin|z./n(n + 1))

n—00

21. Calculati limita lim{<2+\/§)"}, daci {z} este partea fractionard a

n—0o0

numarului z
22.  Aratati casirul (z,) x>0z, =z, ,(2—az,_,),Vne N", unde a >0
este convergent si calculati limita sa. (Concursul Hegyi Lajos, 2005)
a, +b,
2
ab cu a =a, b =0, 0<a<b. Demonstrati ca sirurile sunt

n+1 = non
convergente si au aceeasi limita.
24.  Aratati ca dacasirurile (a,) , si (b,),., verifica relaiile:

23.  Fiesirurile (a,) _,, (b,),., definite prin relatiile de recurentd a,,, =

si b

a) lima, =a;  b) 11m2 b,.,=b; )b >0,daca k>1,

n—oo

atunci lim Zawk o =ab. (a,0 € R)

n—00

25.  Pentrusirurile (a,) _, si (b,),., avem lima, =a si limb, =b.

n—0o0 n—00
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20

. ) 1 n
Demonstrati ca lim —> "a, b, = ab.

e ()
26.  Termeniisirului (x,) _ . verifica recurenta:

2¢, ,  _ n(n+1)
‘Tn—s—l —Z, (n - 1)2 ,

pentru orice n > 2, iar x; =2 si x, = 2.

a) Determinati formula termenului general.

b) Studiati marginirea sirului (z,) _ ..
n+l

2.
2 [T Zy...T,,

c) Calculati limita lim
n—oo €T

n+1
27.  Termenii sirului (z,) _ . verifica relatia 4z,2, ., —2(n—1)z, , = 3n —2,

. . 3 N . .
pentru orice n > 2, x; =0 si z, = Z Determinati formula termenului general si

W[ TyTs...T,

calculati lim
n—odo n
x2+$2+ +$2
28.  Aratati ca daca sirul (z,) are proprietatea lim ~——=———" =0,
= n—00 n

DA BT F T Este adevirata si reciproca?

atunci lim

n—oo n

Fie (a,) ., un sir de numere reale si dreptele e, :a, 2+ ay=0. Fie

( . )k21 si (amL )@1 subsirurile pentru care e, ,, L e, respective, e, VE>1.
(Concursul Hegyi Lajos, 2004).

29.

Studiati convergenta acestor subsiruri.

30.  Demonstrati ca:
N L + ! ,n > 1 este monoton;

a) Sirul (z T, = +
)$ <")”21 " n+1l n+2 n+n
format din numerele 0 si 1 astfel incat

b) Exista sirul (a,) _,,
(OJM, 2001)

: [ a’l a’2 n 1
lim + +...+ =—
nme(n+1 n+2 n+n 2

un sir de numere reale care verifica relatia

31. Fie (x” )n20
l'n>(l'"+1 + I'n, + ]‘) g 0’ vn 2 O '

(l‘n+1 -

a) Demonstrati ca sirul este marginit.
b) Este posibil ca sirul sa fie convergent?
M. Baluna, M. Piticari OJM, 2006
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II1. LIMITE DE FUNCTII

DEFINITIA LIMITEI UNEI FUNCTII INTR-UN PUNCT

Consideram functia f: D — R (D CR) si studiem comportarea valorilor
functiei n jurul punctului z,. Pentru o formulare mai precisa: fie (37")7»1 un sir de
puncte n care functia este definita ((z, )7,,>1 c D), z, =z, Yn €N cu proprietatea

lim z, = x,,. Daca sirul valorilor (f(:r;)) este convergent si are aceeasi limita [

n—0o0

oricum am alege sirul (xn)n>1 convergent la z,, atunci spunem ca functia f tinde la [

n>1

cand z tinde la z, .
Observatie. Astfel de siruri exista daca si numai daca z, este punct de acumulare al

multimii D, deci limita functiei se poate defini numai in punctele de acumulare ale
domeniului de definitie.

-1
) ) 1:2 , 2t =1
Exemple. 1. Fie functia f:R - R fa) =1{7 —1 . Pentru z, =1
1, =1
consideram un sir (z,) _ cu proprietatea limz, =1 si z, = +1, Yn >1. Tn acest
rz —1 1 . . s ..
caz f(x,)= - = i astfel folosind proprietatile operatiilor cu
f(=,) TS proprietatile operat
L 1 1
siruri convergente deducem lim f(z,) = ———— =—=. Daca luam z, = -1,
100 ' limz, +1 2
atunci din conditiile z, = +1, Vn >1 si limz, = —1 rezulta
z, —1 1

M) = e 0 "ot

Astfel sirul ( f(xn))n21 nu este convergent
si nici nu are limita deoarece pentru siruri- 0oA
le (x,) _, cuproprietatea z, +1 < 0 ob-
tinem h;rglo f(z,) = —o0, iar pentru sirurile
(2,),., cu proprietatea z, +1 > 0 obti-
nem lim (xz,) = 00.

n—oo

Astfel daca x, =1, atunci exista un

| ol

numar [ astfel ca pentru orice sir () Figura 42.

n>1

cu proprietatta limz, =1 si z, =1

n—0o0
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(z, € D) rezulta lim f(z,) = [. Pe de altd parte pentru punctul z, = —1 nu exista un

astfel de numar I. Daca insa functia ar fi definita numai pentru valorile z > —1 sau
numai pentru valorile = <—1, atunci sirul (f(z,)) ar avea limitd si Tn cazul
n>

lim z, = —1. Tn figura 42 am schitat graficul functiei. Comportarea se poate citi si de

pe acest grafic, insa de regula graficul functiei se poate construi numai studiind
proprietatile functiei.
1 N

2. Sa studiem comportarea functiei f:R\ {1} - R, f(a:):l T in
x_

vecinatatea punctului z, =1.
1¢ D, dar z,=1 este un punct de acumulare al domeniului de definitie

D =R\ {1}. Astfel daca z, =1 si limz, =1, atunci |z, —1| are limita O si din

n
n—00

>0 rezultd lim f(z,) = lim ;” = +00.
n—o0 n—oo | —

n
Pentru fixarea notiunilor dam urmatoarea definitie:

inegalitatea

Definitie. Fie functia f: D — R si z, un punct de acumulare al multimii D.
Spunem ca limita funcriei f Tn punctul z, este [, daca pentru orice sir (ar:n)n>1 cu

z,€D,neN, z, =1, VneN silimaz, =z, areloc lim f(z,)=1.

n—00 n—o0

Notatie. Folosim notatia lim f(z) = si spunem ca in punctul z, functia f are

T

limita [ sau f(z) tinde la [ cand z tinde la z, .

Observatii. 1. Folosind definitia limitei cu ajutorul vecinatatilor putem formula
urmatoarea definitie echivalenta:

Definitia cu vecinatati. Egalitatea lim f(z) =1 are loc daca si numai daca

T

pentru orice vecinatate V € V(/) a lui I (I poate sa fie un numar real sau +oo ) exista
o vecinatate U €V (z,) pentru care are loc implicatia: z € U \ {z,} = f(z) €V .

Demonstratie. Prima data demonstram suficienta. Fie (z,)

n>1

un sir pentru care
z, € D\{z,},¥Yn>1 si limz, ==x,. Pentru orice £ >0 consideram vecinatatea

V =(l—¢,l+¢). Daca are loc proprietatea enuntata, atunci exista U €V (z,) si deci
existd si o vecinatate simetrica in interiorul acesteia, deci exista (<) > 0 astfel ca
0<|z, —xz)|< 6=, eU= f(z,) € V.Pedealta parte din egalitatea lim z, = z,

n—o0

deducem existenta unui numar n(6)€ N cu proprietatea

z, —x,| <&, daca

)(=n(6(e))) cu

n(e
proprietatea |f(a:) - l| < e, pentru orice n > n(e). Astfel lim f(z,) =1, deci

n—oo

n > n(6(e)). Astfel pentru orice £ > 0 exista numarul natural
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(2,), ., fiind arbitrar obtinem lim f (z) = 1.

T
Pentru a demonstra ca aceasta proprietate este si necesara folosim metoda reducerii la
absurd. Presupunem ca pentru orice sir (z,)  cu proprietatea z, € D, neN,

xz, = z,, pentru orice n € N" §i limaz, =z, avem lim f(z,)=1 si nu are loc
n—oo

n—0o0

proprietatea cu vecinatatile. Astfel exista V' € V() astfel incat in orice vecinatate
UeV (z,) exista z €U\ {z,} pentru care f(z)¢ V. Consideram vecinatatile de

1) .
forma U, = [1:0 - l,xo + —] si notam un punct = € U, pentru care f(z)¢ V cu z, .
n n

Am construit astfel un sir (z,) _ cu proprietatea z, € U, \ {z,} si f(z,) ¢V .Pede

alta parte limita sirului (z,)  este =z,, deci lim f(z,)=1. Aceastd egalitate

n=1 n—00

contrazice relatiile f(z,) ¢V, Vn >1 deci proprietatea enuntata este echivalenta cu
definitia data. L
2. Geometric aceasta definitie inseamna n J(E)] E— . :
cazul [ € R, ca pentru orice V eV (I) P

exista un dreptunghi determinat de aceasta
vecinitate astfel ca Tn afara punctului

(zy,f (x,)) toate punctele graficului ,
corespunzatoare multimii U, sa fie T >
interiorul acestui dreptunghi. Tn figura 43 ARE
vecinatatii 'V, a lui [ T1i corespunde U
vecinitatea U, a lui x, (nu este unical) si Figura 43. —
toate punctele graficului corespunzatoare O
multimii U, mai putin punctul (z,, f(z,))

sunt in interiorul dreptunghiului hasurat cu culoare mai inchisa. Pentru vecinatatea mai
mica V, a lui [ analog se poate construi un astfel de dreptunghi (hasurat cu culoare

mai deschisa) si vecinatatea U, a lui z .
Mentionam, ca nu este obligatoriu ca punctul (xo,f(:ng)) si fie Tn afara acestui

dreptunghi.
3. Folosind numai vecinatati simetrice putem formula o alta definitie echivalenta:

Criteriul € — §. Egalitatea lim f(z) =1 € R are loc daca si numai daca pentru

T

orice ¢ > 0 exista 6 > 0 astfel incat are loc implicatia: |z — z,| < § = |f(z)— | <.

4. 1Tn cazul [ = +oco acest criteriu are urmitoarea forma:

lim f(x) =00 (sau —oc), daca pentru orice K € R exista 6 >0 astfel incat

T— )

inegalitatea 0 < |z — x| < 6 saimplice f(2) > K (f (@) < K).
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Ji-\2

Exemple. 1. f:(0,3)\ {2} = R, f@) = . Sa studiem existenta limitei

inpunctul z, = 2.
Punctul z, = 2 este un punct de acumulare al domeniului de definitie (desi functia nu
este definita in z, ), deci putem vorbi de limita functiei in acest punct.

VT =2 1
VT —2)(VE+2) VT2

daca z =2, deci pentru orice sir cu

f =
(

proprietatea z, — 2, 7, =2, Yne N, f(z,)

Ll itmf(e) =
[T ++2 o N2
Tn consecinta lim VE-N2 1 .
=2 g2 2/2

2. Graficul functiei f: R\ {0,1} - R, f(») = % este reprezentat in figura 44.
i —T

Sa studiem existenta limitelor 1irr(}f(x) si lirrllf(:r).

Conform graficului Tn vecinitatea punctului

x = 0 functia are limita co.

Daca K >0 este un numar arbitrar, atunci
1 2 1 .

—>—>K, entru z<-— i

’(1—-z) 2° P y °

4 |:c|<\/z. Astfel dacd 6§ = min l, 2 ,
i1 K 2’ K

: atunci pentru O<lzl<é obtinem
: 1

5 > K. De aici rezultd ca pentru
Figura 44 T (1 —x)

orice numar pozitiv K exista 6 > 0 astfel

My

o | --

N Al e . 1 A
incat din inegalitatea 0 < |z| < 6 rezulta f(z) = ﬁ > K . Conform definitiei
T — X

5 - 1
acesta inseamna lim ———— = oo

n—oo g (1 — 1)

T . < C e 1 o1 .
In capitolul precedent am vazut ca daca lim a, = oo, atunci lim — = 0 si invers

n—0o0 n—oo a
n

. . 1 . .
daca lima, =0 si a, >0, atunci lim — = oo . Folosind aceasta proprietate putem

n—o0 n—00 a/
n

demonstra aceeasi egalitate pe baza definitiei cu siruri. Daca z, — 0,
z, =0,VneN este un sir arbitrar, atunci pentru n suficient de mare are loc

inegalitatea z” - (1 —z,) > 0. Pe de altd parte 2 - (1 —z,) — 0, deci

lim ———— = 0.
nﬂx;(l_%) &
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Conform graficului, in punctul z, =1 functia nu are limita, deoarece pentru
x <1 valorile functiei tind spre -+oo, iar pentru x > 1 valorile functiei tind spre
—oo. Demonstram acest fapt folosind siruri. Dacd (z,) _ este un sir pentru care

n>1

z,>1si limaz, =1,atunci 2 (1—x,)<0, Vn €N’ si astfel

n—0o0

li —00.
ﬂljrolox (1—$) >
2

Dacdinsd z, <1, atunci z’ (1 — =, )>0 si 2 (1—z,) — 0, deci

lim ————— = 0.
n—0o0 xi (1 — xn)
Din cele doua proprietati anterioare rezulta ca functia nu are limita in punctul =z, = 1.

3. Fie functia f: R\ {0} = R, f) = % In punctul z, = 0 functia nu are limita
X

1, >0

-1, z<0

={f(z)]x €U} ={-1,1} si aceastd multime nu poate fi inclusa in vecinatati
oricat de mici ale unui punct I

Din exemplele studiate rezulta ca n unele cazuri ar fi mai simplu sa calculam limitele
numai cand z, < z,, Yvn >1 sau z, >z, Vn >1. Pentru a clarifica rolul acestor

limite introducem notiunea de limite laterale.

deoarece f(x) = si astfel pentru orice vecinatate U a punctului z, avem

Limite laterale

Definitii

1. Daca z, este punct de acumulare al multimii D N (—oo,z,) si pentru orice sir
(z,),., cu proprietatile z, < z,, , € D si z, — =, are loc lim f(z,) =, atunci [,

n—oo

este limita la stanga a functiei f n punctul z, .

Folosim urmatoarele notatii: lim f(z) =, sau hm f@=1.

Tz, z /1y
<y

Cateodata pentru simplificarea notatiilor se foloseste f (xo — 0) inlocde I,.

2. Daca z, este punct de acumulare al multimii DN (z,,00) si pentru orice sir
(%,),., cu proprietatile =, > x,, z, € D si z, — =, are loc lim f(=z,) = 1, atunci ,

n—oo

este I|m|ta la dreapta a functiei f in punctul z,

Folosim urmatoarele notatii: lim f (z) = [, sau hmf(x) =1,.

T
>3,

Cateodata pentru simplificarea notatiilor se foloseste f(z, 4+ 0) n loc de /.

Cele doua limite (limita la stdnga si limita la dreapta) se numesc limite laterale.
Astfel in exemplul 3 din paragraful precedent avem:
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. . .z - L e T
lgglf(x) = b =lm f(z) = lim - = 1 %f(@ =L =lim f(z) = lim. > =—1.

Observatii. 1. Daca [, = [,, atunci nu exista limita functiei in punctul z, .

2. Daca limita functiei f:D — R in punctul z, este [ si z, este punct de
acumulare atat pentru D N (—oc,z,) cat si pentru D N (x,,00), atunci in punctul z,
exista limite laterale si avem relatiile: lg% fa)=1= h\rfi f = }Lr%f(x).

3. Astfel daca =z, este punct de acumulare atat pentru DN (—oo,z,) cat si
pentru D N (z,,00), atunci limita functiei in punctul z, exista daca si numai daca
exista limitele laterale Tn acest punct si acestea sunt egale.

Exemple

1
1. 1in3(1+x);:e. Daca z, >0 si =z, — 0, atunci (din proprietatile
1

1
demonstrate in capitolul precedent) /, = lim (14 z, )= =e = 11{% (14 z):.
5 - . 1 - \ -
In mod similar obtinem 11;1((}(14— z): = e si din egalitatea celor doua limite laterale

L
T

rezulta 1irr& (1+2z): =e.

1 x . .
2. lim(—Zk: oo, VkeN . Daca r, — z, si ¥, =z,Vn>1, atunci
=3 (p — :I:()
- . 2k o 2k -
z, —x, — 0 si astfel lim(z, —z,)" =0. Pe de altd parte (z, —=,)" >0, deci

n—00
. 1 o 1
lim —— - = o0, adica lim - = 00.
n—00 (q’.n — xo) r—y (o — %)

Limita functiilor spre +oco

Tn cazurile precedente am studiat limita unei functii intr-un punct = , € R. n

mod similar putem defini limita functiei la +o0c sau la —oo folosind limita unor siruri
(z,). ., pentru care z, — oo. Daca functia f este definita pe un interval (a,+ co),

atunci prin limita sirului spre +oo ntelegem limita comuna a sirurilor (f(a;))

nzl’

cand z, — oo, bineinteles in cazul in care aceasta limita comuna exista.

Definitie. Limita functiei f:(a,+00) — R (a € R), spre oo este [, daca pentru
orice sir z, € (a,~+00) cu proprietatea lim z, = oo avem lim f(z,)=1.

n—o0 n—oo

Folosim notatia lim f(z) =1.
Observatie. Limita functiei f:(a,+00) — R (a € R), spre oo este [ € R, daca
pentru orice ¢ > 0 exista K € R astfel ncat pentru orice =z > K, avem |f () — | <e.
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Definitie. Limita functiei f:(—oo,a) = R (a € R), spre —oo este [, daca pentru
orice sir z, € (—oo,a) cu proprietatea lim z, = —co avem lim f(z,) = (.

n—00 n—00

Folosim notatia lim f(x) =1.

Observatii. 1. Limita functiei f:(—oc,a) = R (a € R),n —oo este [ € R, daca
pentru orice ¢ > 0 exista K € R cu proprietatea:
<K= |[fw-l<e.

Daca limita din definitiile precedente nu este un numar real (deci este 400 sau —c0),
atunci spunem ca f tinde la oo cand z tinde la +£oo. De exemplu pentru
f:R—=R, f=2"avem lim f(2) = oo si lim f(z) = —oc0.

2. Daca exista limita la +oo a functiei f:(a,+00) — R, atunci exista si limita
sirului (f () . (n, >a): lim f(n) = lim f ().

n>ng

Probleme rezolvate

1. Sa se calculeze urmatoarele limite:

2
a) Tim 2 + b) lim (Vo* +1-2); ¢) lim VAL g g BT L

zaoox — T—00 T——00 €T T——00 l‘ +l‘
Rezolvare. a) Consideram un sir arbitrar (x,) _, care tinde la oo; atunci
1
2 1+7
lim —% = lim ~ =1 (pe baza operatiilor cu siruri).

Altfel trebuie sa demonstram ca Ve >0, 3K € R astfel incat pentru Vz > K

‘41 S : 2
m2 + T 1| < c.Pentru z > 1 ultima inegalitate este echivalenti cu * > T2 deci
T — 3

2
existi K = |“ "2 Deci lim $2+1 =1.
€ e—oo g7 —1

b) Pentru sirul (z,) _, care tinde la co avem

7121’

lim(w/xi—l—l—xn):lim%:O:lim( 41— ):O
)

n—o0 n—oo J/.n +1 _'_J/.n T—00

c) Fiesirul (z,) _, care tinde la —oo; atunci sirul (y, o1 Yo =, tinde la oo si
2 2

Y F | . +1 . 1 .

putem scrie lim ——— = lim NI T gim +— = —1, deci
n—oo :L‘n n—oo _yn n—oo n
2
\ 1

lim ML

T——00 x

d) analog punctului ¢) consideram sirul (y, ) _, care tinde la oo si

n>1"!
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o [1 SRS
i — 1 n 3 324
limM:lim y’i Yo =—00 = limeL:
Nn—00 yn — yn n—00 1 o T——00 €T + x
Y
2. Sa se studieze existenta limitei la +oco pentru functia f : R — R, f(x) = zsinz.

Rezolvare. Demonstram ca nu exista limita spre +oo.

—0Q.

n—00

|. Consideram sirul z, = ng 27n . In mod evident lim z, = oo si
f(z,)= [g + 27rn]sin[g+ 27m] = g + 27n, deci lim f(z,) = oo.
. 3 .
[1. Pentru sirul cu termenul general y, = 77r+ 2mn avem y, — oo si

Flo) = (2 2mnsin 2+ 2mn) = (224 2] (1), dect 1 7 (0,) = —oc.

Conform 1. si Il. nu exista lim (zsinz).

Tr—00

3. Sa se calculeze: lim sin? (ﬂ'\/n2 + n) .

n—oo

Rezolvare. Efectuam urmatoarele transformari:

lim sin® myn® +n = lim‘siDQ{ n—i—%]w—i— mn® +n —[77/4-%]7[' } =
L
lim cos® {77 Jnt +n —(n—i—l]” = lim cos® |7 - 4 =cos’0=1.
n—00 2 n—00 ) 1
n —|—n+n+§

4. Sa se calculeze limita li{r& z" (limita la stdnga nu are sens).
T

Rezolvare. Pentru functia f(z) =2 avem In f(z) =z -Inz, deci cu notatia
Inz =y obtinem y — —oo cand z — 0 si z > 0. Avem de calculat limita expresiei
e’ -y cand y — —oo. Cu schimbarea de variabila z = —y este suficient sa calculam

.. .. o . s .
limita functiei —z-[—] cand z — oo . Daca z, — oo, atunci din inegalitatea
e

[z"} <z, < [z"}—i—l

—_ n

[z,,]+l 2y [z,,y]
rezulta [z][l] <z, [1] <([z.]+ 1)[1] .
€ € €

Pe de alta parte limn-a" = 0, daca 0 < a <1 si astfel din criteriul clestelui rezulta

n—00

1) - 1)
lim z, [—] = 0. De aici rezultd lim [—zn [—] ] =0, limye”™ =0,unde y, =—z,

n—00 e n—00 e n—00

siinfinal lim z, Inz, =0, deci lim z," =1.Deci limz" =1.

n—00 n—00 z\,0
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PROPRIETATILE LIMITELOR

Am vazut si pe parcursul rezolvarii exercitiilor precedente ca in anumite cazuri
putem efectua aceleasi operatii atat cu limite de functii cat si cu limite de siruri. Astfel,
daca lim f(x) =1, hm g =1, si l, R, atunci pentru orice sir (z,)  cu

proprietatile hm:z:n:xo si (z,).,C(D,ND,)\{z,} avem limf(z,)=1 si
lim g(z,) =1,. Pe baza proprietatilor sirurilor convergente rezultai ca sirul

h(z,)=f(z,)+ g(z,) este convergent si are limita [ +1I,. De aici deducem
lim (f(z) + g(z)) = |, +1,. Acest rationament este corect si in cazul I, €R cu

conditia ca [, + I, sa nu fie un caz de nedeterminare.

Teorema. Daca exista lim f(z) = [ si hmg(x) =1,,iar [, + [, nu este un caz de

T—Ty

nedeterminare (co—oc Ssau —oo+ oo), atunci functia h:D,ND, — R,
h(z) = f(x)+ g(x) are limita in punctul z, si
hm (fo+gw@)= hmf(m)—i— lim gx) =1 +1,.

T—x)

Tn mod similar toate proprietatile demonstrate pentru limite de siruri se transfera in
mod natural la limite de functii. In teorema urmatoare am cuprins aceste proprietati:

1. Daca f:D — R, =z, este un punct de acumulare a multimii D si exista
lim f (z) = I atunci exista lim |f(ac)| si are loc relatia lim |f(x)| =11.

T

2. Daci f,g: D —R, |f(x)—l|§g(x> VreD si hmg(m)—(], atunci exista

T—T)

lim f(x) si lim f(x) =1.

T— T T—1

3. Daca f,g: D — R, fx) > gz, pentru orice x € D si lim g(z) = oo, atunci

T—T)

lim f(x) =

T

4.Daca f,g: D — R, f) < g, pentru orice z € D si lim g(x) = —o0, atunci

T— )

lim f(x) =—

5. Daca functiile f,g: D — R au limita n punctul z, si existdi V €V (z,) in care
are loc relatia f(x) < g(@), Yz € VN D, z = x,, atunci hrn f@ < hm g .

Consecinte
a) Daca f(x) >0 siexistd lim f(x),atunci lim f(z) > 0.

T— T -1

b) Daca f(x) <0 siexista lim f(z), atunci lim f(z) <0.

T -1

6. Daca lim f(x) =1, hm g(x) =1, si [, + 1, nueste un caz de nedeterminare,

T

atunci exista lim (f (z) + g( )) si im (f (@) + g(@) = lim f (@) + lim g(x) =1, +1,.




100 Limite de functii

7. Daca lim f) =1, hm g(x) =1, si [ -1, nueste un caz de nedeterminare, atunci

T—x)

=1l,.

exista lim (f(:z:) -g(z)) s lim (fmgw)= (lim f(a:)) . (lim g(@

T— )

Consecmta Daca exista hm f @) =1, atunci hrn cf(x)y=c hm fx) = cl, pentru

orice ce R,
8. Daca functiile f si g au limita [ respectiv [, n z,, [, =0 si g(x)=0 intr-o

- —/
vecinatate a punctului z,, atunci lim ama =1 daci X nu este un caz

v g (x) }LH}O g |, l,
de nedeterminare. Cazurile exceptate (de nedeterminare) sunt: i—, % % (a=0).
9. Daca }LI?f(I)ZliO si 1113;g<a:>=0 cu g >0 (sau g(z)<0) intr-o
0 fa@ f@

vecinatate a lui ¢, atunci lim =sgnl-oco (respectiv lim ——

=sgnl-(—o0)).
T g(I) T3 g )

] .
Deci — = sgn!- oo si n =sgnl-(—o0).
N _
10. Daca g: D, — R, =z, este un punct de acumulare pentru D , lim g(x) =1, si

f:D, — R, [, este un punct de acumulare pentru D,, iar lirrllf(x) =, atunci
lim f(g)=1,.

Observatie. Proprietatile de mai sus sunt adevarate si pentru z, = £oo, daca
domeniile de definitie sunt de forma (—oo,a) sau (a,+o0).
Cazuri particulare. 1. Daca f: D, — R, z, este un punct de acumulare pentru

D, si lim f(z) =, atunci lim e/ = ¢'

T T

2. Daca f: D, — R, =, este un punct de acumulare pentru D, si hm f=1>0,

atunci lim In (f(z)) = Ini.

n—1

3. Daca P@=az"+a, v
lim P (z) = P(z,), dacd z, € R.

T,

4.Dacd P(x)=az2" +a, " " +..+az+ q,, atunci

+..+azr+aq, este un polinom, atunci

lim P(x) = lim (anx ) =sgna, - oo si
T—+00 T—+
lim P(z) = lim (a,z") =sgna, - (—1)"

r——00

-00, dacd a, = 0.

P
5.Daca P(z) si Q(z) suntfunctii polinomiale si @ (z,) = 0, atunci lim @ _ (%) )
T—T, Q((I;) Q(‘TO)

6. Daca P(w)y=a2"+..+azx+aqa,, Q@ =ba"+..+bzx+b, sunt functii
polinomiale, cu a, = 0 si b, = 0, atunci:
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a’ll
b_, m=n;
aﬂ
P sgn —- - 00, n>m, T — 00;
lim = m
z—+o00 Q () a, -
sgnbi-(—l)’ o0, m>m, T — —00;
07 n<m.
Probleme rezolvate
1. Sa se demonstreze ca daca lim z, = z,, atunci
a) limlnz, =Inz,,unde z, >0, z, >0 Vn e N;
b) lime™ =e"; c) limsinz, = sinx,.

n—0o0 n—o0

Sa se formuleze aceste proprietati folosind limite de functii.

. zZ, r, — X o
Demonstratie. a) Inz, —Inz, =ln—= = ln[l + ”—0] Conform conditiilor
Lo Zy

date avem lim 22 —%0 — 0, deci lim [1 + u] " — ¢ i astfel pentru Ve > 0
Ly

n—0o0 :E(] n—00

To

1+u]%_zu <e+e,Vn>n(e).
Z,

existd n(e) € N astfel ca e — e <

Presupunem ca exponentul este pozitiv (in caz contrar semnul inegalitatilor se schimba,
dar rationamentul raméane valabil). Astfel avem

ln(e—s)u< In l—f—u < ln(e—i—a)u, Vn>n(e),
Lo Zy Zy
deci pe baza criteriului clestelui lim In |1+ L= %1~ 0, adica lim In r, =Inz,.
n—oo xO n—oo
b) Din limz, =z, rezultd ca pentru Ve >0 exista n(c)e N astfel ca

_1n[%+1] <z, -3 < ln[i+1] Vn > n(e), de unde
e’ e’

To

A € I

- <" < —+1= —— <"t —-1l<—=

e’ +e¢ e e’ +e¢ e’
€ Z, —T € , 4 3 z, ¢
—— <" ]l <—= —e<e" —e" <e= lime™ =e".

6‘10 6'1’0 n—00
¢ : LT, =Ty T, . m, — I,

c) [sinz, —sinx,| = 2|sin cos < 2|sin <l|lz, —=x,|,
n 0 2 — n 0

daca

T, — T | <X Am folosit inegalitatea sinz < x pentru z € |0 .
n 0 2 9 2
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Criteriul majorarii implicd lim sinz, = sinz,.
n—oo

Folosind limite de functii putem formula aceste proprietati in modul urmator:
a) limlnz =Inz,; b) lime" =e”; c) limsinz = sinz,,.

T2 1 =1

2. Sa se demonstreze ca daca f:[a,b] —[c,d] este o functie bijectiva si
lim f(x) = f(z,), Y=, €[a,b], atunci lim f~(y) = 7" (y,), Yy, €[c,d].

Y=—Y%

Demonstratie. Consideram un sir arbitrar y, — vy, cu y, =y, n>1. Din
bijectivitatea functiei f rezulta ca existd un sir (z,) _ astfel ca f(z,)=y,, n >1.
Pentru a arata egalitatea propusa este suficient sa demonstram ca sirul (:z)>1 este

convergent si are limita z, = f~' (y,) . Pe de alta parte sirul (z,) _ este marginit, deci

are un subsir convergent. Fie [ limita acestui subsir. Aplicand conditia data acestui
subsir rezultd ca f(I) =y,, deci I = ' (y,). Daca sirul (z,) _ nu ar fi convergent,

n>1
atunci ar exista un alt subsir convergent cu limita I’ = [ . Dar pentru aceasti limiti [’
am avea f(l’):yo si astfel din bijectivitatea functiei f ar rezulta I’ =1. In

consecinta sirul (z,) _, este convergent si are limita z, = /' (y,).

Consecinta. Daca lim z, = z,, atunci lim arcsinz, = arcsinz,, unde z, € [—1,1].

7 4+2r+3 <1
e.t+l :1:2_1

)

3. Sa se calculeze limitele laterale ale functiei f: R — R, f(z)=
inpunctul z, = —1.
Solutie. lim f(z) = h/m1<x2 +2z+3)=1-2+3=2, deoarece pentru un sir

arbitrar cu proprietatea z, — —1 avem 2’ +2z, +3 —1-2+3=2. In mod
similar avem li\m1 f(z) = li\m e’ =¢€" =1, deci limita la dreapta este 1 si limita la
TN~ oN\—1

stinga este 2.

LIMITE FUNDAMENTALE

. sinz . L
1. [lim " = 1| (= este dat in radiani).
Demonstratie. f(—x) = SIn(-7) _ ZsmT _ sing f, deci f) = Sin
—T —ZT X T

este o functie para, si astfel este suficient sa calculam limita in cazul = > 0.

Daca Tmpartim fiecare membru cu sinz >0, obtinem 1< < , adica

sinz coszx
sin z

1> > cosz. Pe de alta parte lin01 cosx =1 si hn(}l =1, deci pe baza criteriului

Zz
clestelui rezulta
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. sinzx
lim =

z—0 €T

1.

Consecinte. 1) lim 20T g ;2) lim 8L — 1 : 3) [lim

z—0 €T z—0 z—0 €T

arctgr

1}

Demonstratie. 1) Din relatia ljrrg sinz = sin0 = 0 deducem ljrr(} arcsinz = 0 si
astfel din proprietatea 9 rezulta limw

- =1. Dar sin(arcsinz) =z, deci
#=0arcsinxy

arcsinx

limL. =1 si astfel pe baza proprietatii 8. rezulta lim 1.
=0 aresin =0 T
i 1 . . i .
2) limtg—x = lim 222 =1 din proprietatea 7, deoarece lim ST si
z—=0 z—0 €T cos z—0 €T
lim =1.
=0 coS T

sinx

3) Ca si 1), din limtgz = lim =0 rezultd limarctgz =0 si astfel din
z—0 =0 cos z—0

proprietatea 9 si punctul 2) obtinem hmw:l. Dar tg(arctgz) =z si

+=0 arctgx

arctgr 1

astfel lim = 1. Pe baza proprietatii 8. rezulta lim
=0 arctg x =0

1
2. |lim(1+z)r =e

z—0

Demonstratie. Am demonstrat aceasta egalitate in paragraful Limite laterale.

3. |lim Inl + 2)

z—0 €T

=1

Demonstratie. Din limita precedenta si proprietatea 9 (cazul particular 2) obtinem:

1
limM:lngln(l—i—x)E =lne=1.

z—0 €T

4 lim &=t —1

z—0 €T

Demonstratie. Dacdi = — 0, atunci In(l1+z)—Inl=0, deci n limita
considerata efectuand schimbarea de variabilda z = In (1 + y) obtinem:

T In(l+y)
lim & 1:lim;:limL:
=0 g =0 In(1+y) v0ln(l+y)
. . ) a.'r, o 1 ) zlna L a.’r, o
Consecinta. lim = lim ‘Ina = Ina, deci lim =Ina.

z—0 €T z—=0 . ln a z—0 €T
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Exercitii rezolvate
S3 se calculeze urmatoarele limite:

J1+ zsinz —+Jcos2z

xr
tg? =
&5

1) lim s?n 233; 2) lim cosz:r ; 3) li cos:z;— .

2=0 sin 3z e Al Tﬂo T

2

4) im YLECSZ . gy YLECOST g

z /' €T — T AN €T — T —0

_ 1

7) lin& arctg (r + a) — arctga unde R 8) lin% (1 n x2>1 ;

Tr— :I: r—

sinz

10) hm[slnflj]a:sinm ’

9) liHll (z + sin 7ra:)

z—0 €T

1
11) lzlilg (3 + ,],‘)tgz ;

1
12) lim (ln ex)nrr ] 13) lim arctg z + arctg 2z 4 ... + arctgnz Cmon € N’
=1 =0In(1+2)+In(1+2x)+...+In(1+ mz)
1
T 3 T z\
14) hm3 —z . 15) lim M; 16)1m[a +b]L,a,b>O;
=3 r — 3 z—0 €T z—0
sin sin 2z 1'2 z°
17) lm<—° ; 18) lim L abeR . \{1}, a=b;
o= Y’ — 7 +=0 In (cos 2z)
19) lim [ln (1427)- ln(l + é]] .
Tr—0o0 m
Rezolvare. 1) lim S?n 22 _ lim 2 v, v 2w _ 2 din proprietatea 7.
=0gindx +—0 2r sindzr 3z
deoarece lim sin2e =1, lim N =1si th_a:: 2.
=0 Qg *=0 §in 3 =0 3x 3
Observatie. In general lim SIMAT _ iy 20T -'b—x-g = 2, unde a,beR’.
+=0ginbr =0 ax sinbr b b
Analog, daci functile f si ¢ sunt bine definite, a,beR’,
f @ € {ax,sin az, tg ax, arcsin az, arctg az} i
g () € {bx,sin bz, tg bz, arcsin bz, arctg bz} , atunci hmf( n_a
z—0 g(([;) b
.
cod: sm(2 — x)
2) li lim ——=—+ 1 din proprietatea 9
z—»E T — — z—vg — — 2
2 2 ,
—2sin® =~ sin —
m 052 1. 1 o 1
3) 1—»0 1'2 B lzli% :EQ o _§£1£% E B 5
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9cos? L cos < sin ™%
J1+4cosz ~ lim 2 _ 2lim—2 :ﬁlim—2——£

4) lim = -
/T =T L /T — T /T =T 2
2COS — cos— sm 7~
\/1 \/ 2
teosT —J/21im ——\/_hm 2 —£.
r\7r T — T r\7r T —1T aNT O — T /T =T 2
6) lim \/1+zs1nz$—\/cos2$ —lim 1+ zsinz — cos2z _
o0 tg’ 5 =0 tg? (\/1 + zsinz + +Jcos Zx)
2
. .92 . .
:lhmazsmx—i-Zsm T :llim T .smx_i_ |sinz —6.
2 z—0 th E 2 z—0 tgz tg E tg{
2 2 2 2

7) Se stie ca  pentru r,y,x—y € R\ {@

ke Z} avem

tgr —tgy

tglr—y)=
8 2 1+ tgztgy

, de unde pentru xz = arctga si y = arctgb (ab=—1)

rezultd ca tg(arctga — arctgb) = a_—b' Daca arctga — arctgb € [—z,z), atunci
1+ab 2°2

a—
arctga — arctg b = arctg

Deoarece limarctg(z + a) = arctga, pentru
14+a 2=0

€:g>0, 36 > 0 astfel incét arctg(x+a)—arctgaE[—g,g], V€ (-6,6).

arctg% 1 1
Deci putem scrie limita ceruta: lim +x(:1: taa, - -
iy 1+(x+a)a 1+a
1+ (zx+a)a

1 1
2

8) 13(1 +2t) = m\(l + a2’ )

- 1
=

= ¢" deoarece hm(l +x ) = ¢ conform

proprietatii 9. si egalitatii 1irr3(l + x); =e.

. . tgﬂ . . A%(zflJrsin(frffm'))SinZ
9) hIIll (z + sinmz)*2 = hrr11 (14 (z — 1+ sin(r — 7p)))e-t+sinr—ro cos-
. T . T
lim(:z: —1+sin(m(l— w))>—7rzx = lim(m —1+sin(m(l— :1:)))—7% =
. cos— ! cos—
2 2
—1+si 1-—- 2 . s 2 2
= lim = + sin m)):——+2.DECI lim(z +sinmz)®2 =e ~.
z—1 . 7T(]. — IL') T z—1

S1n

2
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10) lim ST _ 1, limﬂ = lim% = 0o. Deci avem cazul de
=0 =0 r —SsInx z—0 -1
sinx
nedeterminare 1. lim Smx]“m :lim[l + M]( ) =e'.
z—0 T 1% z—0 T
1 1 3" 4a-l
11) hl’% (3I =+ {I})tga: = hl’% (1 =+ 3I + x— 1)3T+.’7371 T —
T— 1+ z—
1 (3°-1 & | @ ] )
= hgn (1 + 3I —|— T — 1>3z+z—1l T tgw ‘ tgz) = eln3+1 = 36 .
1 1 In(l4z-1)  a-1 1
12) hIIl] (ln e{L‘)sinmc i: hn’ll (1 —|— ln J,‘)ln;r, -1 sint(l-z) = e 7 .
T— 1" z—
13) Lm arctg x + arctg 2z + ... 4+ arctg nx
=0In(l+2)+In(1+422)+...+In(1+ mz)
arctg x L9, arctg 2x Yotn- arctg nz
— lim x 2z nx _
a—0 In (14 z) Y In(1+ 2z) Y otm. In(1+ mz)
T 2z me
142440 n(n+1)
1+24+..4+m m(m+1)
EA: T 93 3.3
14) lim3 . lim3 3+3 4 . Pe de alta parte
=3 r—3 z—3 r—3
T 93 =3 ) y .
Iimg 3 :33hm3 1:33lim3 1:27.1n35|
=3 —3 =3 r—3 y—0 Y
38 3—2)(9+ 3z + 27
N A A Gl ):—lim(9+3x+x2>:—27,
=3 1 — 3 r—3 T — 3 T—3
T 3
deci limZ—" = 27(In3—1).
=3 —3
— In(1—2sin’ 2z
15) lim In (cos 2z) ~ m In (14 cos2x —1) ~ im ( ) _
z—0 xQ z—0 xQ z—0 xQ
In(1—2sin’z) —9gin? In(1—2sin’*z i 2
= lim ( — ). 25007 lim ( — )-[Slm) =-2.
e=0  —2sin" x T e=0  —2sin" x x
1 1
16) lim{a i ] - lim[1+—a —1+b _1]z -
z—0 2 z—0 2
a’—1+b"—1
am -1 + bT -1 ﬁ 2z hmqulerTfl Ina+Inbd
lin% [14——2 ] —e 2 —¢ 2 =ifab.
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esin?z (esinz(l—Qcosz) _ 1)

sinz (1 —2cosz)

e
17) lim = lim =
) i—r g —qp o7 sinz(l—2cosx) Ira® — 7
3. lim sin (7 — 1) ({/_+7r/—+7r) 9 iy ST = D) _79.
paen 7T($ —7r) HW(:E—W)(QH-W) 2

18) lim—— 2 = hm[“

+=0 In (cos 2z)

a _ 1 bz?z

-1

)
—2sin” x T

2

2 2
X x

:(lna—lnb)[—%]zln\/g.

19) lim [ln(l +27)-In [1 + %]] = lim

]'1n(1—2sin2 x) ' —2sin’z

N

x
1
3:1:1n2—|—31n[1+1] In [ I—l—l) 1
= lim 2 =32+ 3lim —2Z 2. —— = 3In2
T—00 T Z—00 1 - 21
21
Exercitii
Calculati urmatoarele limite:
1) lim sin 100z . 2) i sm nw ; 3) lim sin 3z 4) lim c2osx ;
—0 z—»O z—0 tg 2:13 z—0 xT
5) lim —coszw . 6) lm —COST | L 7) lim cos2z 8) lin COST |
=0 x 2=0 7 tgdz vy T sindz
9). hm —sinz | 10)1 sinz — 11)]1 [ 1 _L]; 12) i \/1+x—1
=0 g4 sinz sinz tgr P z
3/ _
13) im 2 -1, 14)11m[ L2 ] 15)11m[ L3 ];
70 T =tz -1 27 -1 =iz -1 2° -1
2 ) 1
16) lim|1 + ; 17) lim(1+sina®)*;  18) lim (1 4 sinz)™";
z—0 2:1; _|_ 1 z—0 z—0

1
19) hm[? N —]’ *
3

z—3

22) limz™";
z\,0
blnlv

25) hm
\,0

1

20) 1113}(:1: +e')e;
23) limsinz”;
z\,0

1 z—1
1] ’

26) lim
\1

21) lim (tg :L')"gM :

T——

. -1,
24) 111{13(1 —Jz)

27) lim (tgz)™";
z/

2
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28) lim In (1 + arcsin z) . 20) lim 1 - ¢ . 30) lim ™ —a™
70 T =0 sinx =0 —a
1 . A
31)lim[ " |, n>2neN; 32) lim|—— " | nmeN".
-1\ p —1 -1 a1l " — 1 "1

Exercitii si probleme
1. Formulati cu ajutorul inegalitatilor:
a) limita functiei f spre oo este —oo;
b) limita functiei f spre —oo este +o00;
c) limita functiei f spre —oo este —co.
2. Demonstrati ca daca f: R — R este periodica si nu este constanta, atunci nu are
limita la +o0 sinici la —oo.

3
. .. —1 A
3. Consideram functiile f:R—R, f@) = ;E Calculati limitele
3"+ +2
lim f(z) si lim f(2).
4. Calculati urmatoarele limite:
2’ —a’ z* —a’ sin® 2z
a) lim : b) lim : c) lim —
r—a x — a r—a x —_ C[/ z—0 "I:l
cos ¥ —gin
- _ no__ . n . 3 _ 3
d) lim—2—2; o) imX =% peN: g lim =Y,
gy CosZT e L — @ rme p—q
) lim 2™ o p e N h) lm Sl i) lim 82
Tr—T Sln nx Tr—T 7‘[‘ —_ x z—0 x
!
S — n _n %
i) lim 8™ o eN: k) lim—2 )imYE =Y L enN
=0 81N nx =0 81N T e —q
1
. Nlt+z+a2’ -1 Tz —J142? . T
m) lim : n) lim ;0) lim — ;
z—0 €T z—0 [1 _|_ T — 1 z—=0 sInzx
. COST —COS2T . cos2x —cos3zx
p) lim ——————; ) lim —————;
z—0 T z—0 T
1‘) lim cos mx —2 COSTL:I," m, n € N*
z—0 €T
5. Aratatica limn (e —1)=1.
6. Calculati limita lim n(¥/a —1),daca a > 0.
Calculati urmatoarele limite:
441, Nb—x -2 . sin bx

7. lim ~————; 8. lim ———— 9. lim ——;
I | =1 10—z —3 =0 142z —1
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10.

13.

16.
19.

22.

24.
25.

27.

30.

31.

32.

33.
34.

vecinatate a originii, atunci lim f
35. Determinati =, daca lim

36. Demonstrati ca functia f(z) =

. NT+9-5. mME—b—Na—b
lim —————; 11. lim 7 2
z—16 \/5_4 T—a r —a
g YEP272. 14, ppy 1T o052,
2 Jr+7—3 =7 sing

1
lim[tngw; 17. hmw;
=0 g +=0 tg 2 — sin 2z
hmx'arcsmx_ 20. hmM-

=0 /1 — 2° ’

m

)
z—0

X

lim =~ _1,unde m,neN';

a=l gt —1

iy (L= VE) (L= ¥T)... (1 - /)

1 (1_23)7171

"Llianoo Q/(x +a)(z+a)..(z+a,)— x}; 26.

23.

109
A —
La>b; 12, lim S50 —cosbz.
e=0 sin” 3z
15. lim 22— L.
z—0 T
. . 1
18. £1£r01(cos(sm z) Jarsin s
21. lim , z>0;
n~>oo1+$"
2 n
hmx—l—x +..+z n, nEN*;
o=l r—1

,unde n > 2, neN;

3
limxz(\/m—i—Z—Q\/x—l—l—i—ﬁ);

27
7 +1

. lim :
m[:ﬁ -2

V@

1-z
] ; 29

lim

Tr—00

[1+$
2+

lim (sin Jr+1—sin ﬁ) ; 28.
, 1
lin%[m]x,unde a>0,b>0sic>0;

c o 9. T
Demonstrati ca lim

Demonstrati ca lim

n

z—00 q°

log,

X

T—00

=0,dacia>1,neN".

:x:0,dacéa>1$is>0.

Reprezentati punctele M (z,y) pentru care lim §/lz" + |y|" =1.
Demonstrati ca daca lim f(z) =0 si g este o functie marginita, definita intr-o

T,

2000

1

(xz)g(z) = 0. Calculati lim

sinxz — cosz

T—00

T

—xn’ —(n—1) 2001

sin x

COST

nu are limita spre co.

37. Calculati lim ¥/a" + 0" +¢" ,daci a > b >c¢ > 0.

n—00

38. Calculati lim /a"b" +a"c" +b"c" ,daci a >b>¢c>0.

n—oo

Calculati urmatoarele limite:

39.

T

a —x

lim

=0 r—a

a

La € RO\ {1}

2

40. lim &~
=0 ]n cos 2z

,a,bERi\{l},azb;
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41, iy Y080z — Yeosba, 42. i -1

20 arctg’ =1ty —1

z _1 1 1 ax

43. lim>———; 44. limn(;eh), a,beR;

=tz —1 Holn(l—i—e")
45. hrnlnln(e_—i—ax)) a,b € ]Ri;

=0 Inln (e + bz)

— 3 _n

46. lim (1—<eosz)(1 J;(f:v)...(l Ycos T ) ;

T— €T ’

1—sinz)(l—sin’z)...(1 —sin" z

47. lim( )< 5 ) ( ) :

oy cos™ x
48. hml—cosm-cos2m-2cos3x-...-cosnm;

z—0 T

Inj(1+vz)1+¥z)...(1+ Xz

49, tim 20+ D)1+ 7). (14 VE)]

z—0 m;
50. Functia f:(—a,a) — R satisface conditia lirrgm — 1 iar pentrusirul (z,,)

T— T " in>1k=Ln

are loc urmatoarea proprietate:
Ve >0, In(e) € N astfel incat

> ()

Demonstrati ca lim&=l =1,

n—00
: :xk,n
k=1

51. Calculati urmatoarele limite (p € N):
n k.P n kp n k;
a) lim) | [1+—=—1|;  b)lim ) sin—-; ¢ 1gnH[1+sin—2].
k=1 n ka1 n ) n

52. Aratati ca daca f : (—a,a) — R si limM =1, atunci sirul

<e,¥Vn>n(e),Vk=1n.

I/@ n

z—=0
a,=> f [%] —Inn este convergent.
k=1
53. Demonstrati ca daca f : (—a,a) — R si lin‘%M =1, atunci
=0 g
2n p
lim f[—]:pln?).
n—00 ; n + k
1, r€Q;
54. Demonstrati ca functia f: R — R, f@) = nu are limita in nici
’ Ha fiR=R, f@=10  cr\Q

unpunct z € R.
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55. Consideram functia f: R — R,

l, T :ﬂ,cu m,n € Z, (m,n) =1n > 0;
n n

f@) =10, zeR\Q;
1, x=

Aratati ca functia are limita 0 in fiecare punct irational.
56. Determinati numerele pozitive « pentru care limz"{z"} =0, unde

n—oo

{2"} = 2" —[2"] este partea fractionara a numarului z" .
57. Calculati lim sin(m/n2 + 1).

n—oo

58. Calculati lim [cosg . cos% “...+COS i)

n—oo n

. - . N 1

59. Sirul  (z,) _, este definit prin relatile 1z =2, x,=2 +§,

1 .
Ty =2+ ——F—n22. Calculati lim z, .

3 + - n—00

x"71

60. Fie sirul (z,) _ definit prin relatiile z,, = S| +i], unde ne N, 2, >0
- ',1:71,

si a > 0. Demonstrati ca sirul este convergent si calculati limita lim z, .

n—00

,unde n e N'.

61. Calculati limita sirului definit prin z, = 2001, z,,, = 3
—_— ‘Z‘n
<z, +z,,pentruorice n, m € N.

n+m — “'n

62*. Sirul (z,) _ satisface inegalitatea 0 < x
xn I_’n

Aratati ca: a) sirul[ ] este marginit; b) sirul{ ] este convergent.
n>1 n>1

n n

Calculati limita sirului [””—] .
n n>1
Probleme pregatitoare pentru bacalaureat si admitere

1. Calculati limita lim (m t1-Jart rz+ 3) (discutie). (Admitere, 1991.)

r—00

1 1
2. Calculati limitele laterale ale functiei f: R\ {0,—1} — R, f(z) = 2° [em - ez“]

in punctul z, = 0. (Admitere, 1992, Bucuresti)
3. Calculati limz"Inz. (Admitere, 1992, Bucuresti)

z—0

>0
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4. Studiati convergenta sirului z,,, =2’ —2z, +2, 7, € [1,2} si In caz de

convergenta calculati lim z, . (Admitere, 1992, Bucuresti)

n—oo

2n n
L Lo ot —=22" —a
5. Determinati numerele a € R pentru care limita hn}W
P T —

finita. (Admitere, 1997, Bucuresti)
6. Consideram numerele fixate (z,),_— si definimsirul (L,) _, prin relatia

n

L =lim (:U—Q/(x—xl)(ac— xz)(x—xn))

r—00

exista si este

S . . . R/
Calculati L, n functie de (z,) __, iar apoi calculati limita lim —.

n—0o0 n

(Admitere, 1997, Bucuresti)
7. Determinati valorile parametrilor a,b astfel 1incat functia f:R — R,

sa satisfaca egalitatea 111121 f(x)= f(2) si sa existe

2’ +a, dacd z <2
ar +0b, daca z > 2;

lin%Lg(Q). (Admitere, 1998, Timisoara)
T— €T —

1 *
8. Calculati lirrg(l +sinz +sin2z +...+sinnz):, n € N\ {1}.

(Admitere, 1999, Baia Mare)
9. Calculati limita nm[l— L ] (Admitere, 1999, Constanta)

=oly e —1

10. Determinati valorile parametrilor a,b dacd lim (\3/(13:3 +b2* — Zx) = —%.

Tr—00

(Admitere, 1999, Constanta)
11. Determinati valorile parametrilor a,b astfel ca functia f:R\{l1} - R,

2
f(z) = T2 G erifice relatiile lim f(z) = 1 si lim f(z)— 2 = 2.
I p— T—00 Tr—00
(Varianta bacalaureat, 1997)
In(z*> +1)—In(7" +1
12. Calculati lim ( ) (TF ) (Varianta bacalaureat, 2001)
Tr—T .’1: —_ 'n'

1
13. Calculati lim (lirrg (cosz-cos2z ... cos nx)“) . (Varianta bacalaureat, 2002)

. . 1 T
14. Aratati ca functia f: R\ {0} — R, f(z) = —(cosz —1) nu are limita in punctul
T
z=0. (Varianta bacalaureat, 2002)
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IV. FUNCTII CONTINUE

Tn capitolul precedent am studiat comportarea functiilor in vecinatatea unui
punct de acumulare al domeniului de definitie. Daca punctul z, apartine multimii D

si f: D — R este o functie, atunci comportarea in jurul punctului z, se poate raporta
la valoarea functiei n punctul z,. Mai precis studiem urmatoarea problema:

Fie f: D — R o functie si z, € D un punct. Ce consecinte si ce semnificatii
(geometrice, etc.) are faptul ca pentru orice sir (acn)nZl cu termenii din multimea D,
pentru care z, — a, sirul (f(z,)) _ tindela f(z,)?

Functiile care poseda aceasta proprietate se numesc functii continue in punctul
z, . In aceasta formulare nu este necesar ca punctul z, sa fie punct de acumulare al

multimii D, deoarece n cazul in care z, este un punct izolat al multimii D, atunci
din conditia x, — x, rezulta ca sirul (x,) _ este constant de la un rang fncolo, adica

x, = x,, pentru n > k. Astfel f(z,)= f(z,), pentru n >k si lim f(z,) = f ().

DEFINITIA FUNCTIILOR CONTINUE

Definitie. Fie f: D — R si 2, € D. Functia f este continua in punctul z,, daca
pentru orice sir cu proprietatea x, — x,, x, € D, ¥n > 1 are loc egalitatea

tim f(z,) = £(a,).

Observatii. 1. Din aceasta definitie rezulta automat ca functia este continua in toate
punctele izolate ale multimii D.

2. Folosind definitia limitei cu ajutorul vecinatatilor putem formula urmatoarea
definitie echivalenta:

Definitia cu vecinatati. Functia y
f este continua in punctul z,, daca
daca pentru orice vecinatate
VeV (f(z)) a lui f(z,) exista o

vecinatate U € V (z,) pentru care are

loc implicatia: P >
rel = fameV. CE T

3. Geometric aceasta definitie Tnseamna ;}‘

ca pentru orice V € V(f(z,)) existd un —

dreptunghi  determinat de  aceasta U

vecinatate astfel ca toate punctele Figura 45.

graficului corespunzatoare multimii U, sa
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fie n interiorul acestui dreptunghi. Tn figura 45, vecinatatii V, a lui [ Ti corespunde
vecinatatea U, a lui z, (nu este unical!) si toate punctele graficului corespunzatoare
multimii U, sunt in interiorul dreptunghiului hasurat cu culoare mai inchisa. Pentru
vecinatatea mai mica V, a lui [/, analog, se poate construi un astfel de dreptunghi
(hasurat cu culoare mai deschisa) si vecinatatea U, a lui z, .

4. Pe baza criteriului € —§ pentru limite de functii putem formula urmatoarea
caracterizare:

Criteriul € — ¢ . Functia f: D — R este continua in z, € D daca si numai daca
pentru orice € >0 exista § > 0 astfel incat pentru orice =z € D cu proprietatea
| — x,| < &, s avem |f (@) — f(z,)| < e (dacd z, este punct izolat, atunci existi &
pentru care in vecinatatea de raza 6 a punctului xz, multimea D nu mai are alte
puncte in afara de z, ).

Exemple
1. Sa studiem continuitatea functiei f: R — R, f) =ax+0b, a,b € R ntr-un

punct =z, €R. Fie un sir de numere reale z, — z,; atunci
lim f(z,) = lim (az, + b) = az, + b = f(z,). Deci f este continua Tn orice punct.

2. Sa studiem continuitatea functiei f : R — R, f(z) =22 +1 npunctul z, = 2.
Folosim definitia. Presupunem ca limz, =2, z, € R si studiem convergenta sirului

f(z,) =12z} +1.

lim f(z,) = lim (2z) +1) = 2lim 2 +1 = Q(Iim xn)B +1=17=f(2),

n—oo n—oo

deci functia data este continua in punctul z, = 2.
Folosind criteriul ¢ —§ avem de stabilit corespondenta intre ¢ si 6. Fie ¢ >0 un
numar fixat.

[f@ = f(z) = o’ +1-2-2° —1| = 2|2" — 2*| = 2|w — 2||2* + 22 + 2°);
|f(x)—f(x0)|: 2|ac—2||31:2 +2x+4| :2(302 +2x+4)|x—2|<5,
S 9 9 9

daca |z — 2| < —— < = =z
o =2 2(2" +22+4) 2min(e’ +20+4) 2f(-1) 6
re

Astfel pentru orice e > 0 exista 6 = % > (0 cu proprietatea |f(a:> — f(2)| < € pentru

orice z € R cu proprietatea |z — 2| < é . Astfel functia este continua in punctul z, =2.
3. Functia f:R — R, f() =sinz este continua in fiecare punct z, € R,
T + |

_I‘]'cos |$—z0|'1,
| | 2 |

si astfel inegalitatea |f () — f(,)| = |sinz —sinz,| < |z —z,| <c este adevirata

. T
sin <2

deoarece |f (z) — f(z,)| = |sinz — sin z,| = 2

dacid |z — x| < S =¢.
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4. Functia f nu este continua in punctul z, € D daca exista un sir (z,)  C D

pentru care lim f(z,) = f(z,).

Acesta se poate realiza daca limita nu exista, sau daca limita exista dar nu este egala
cu valoarea functiei in z, . Fie z, € D un punct de acumulare atat pentru D N (z,,00)
cét si pentru (—oo,z,). Folosind limite laterale este evident ca pentru continuitatea in
z, este necesar si suficient ca limitele laterale sa existe si sa fie egale cu f(z,). Daca
functia f nu este continua in punctul z, € D, atunci spunem ca z, este un punct de
discontinuitate al functiei f . Avand in vedere diferitele comportari in jurul unui punct
de discontinuitate introducem urmatoarele notiuni.

Definitie. Punctul z, € D este un punct de discontinuitate de spesa intai, daca n
x, exista cele doua limite laterale si ambele sunt finite. Toate celelalte puncte de
discontinuitate se numesc puncte de discontinuitate de spera a doua.

Exemplu. Sa se studieze continuitatea urmatoarelor functii si stabiliti natura
discontinuitatilor.

L, z>0 z, x=0;
a) f:R—=R, f(x)y=sgnz =10, 2=0;b) f,:R—=R, f,@) =
2, z=0
-1, z <0.
i 0; 1 x>0
o) :R=R, =" """ 4 f:R-R, fiam={z ’
0, z=0. 0, z<0.
A Solutie. a) Functia f, este constanta in
y orice vecinatate a punctului z, = 0, care
1 nu contine punctul 0. Astfel functia f
¢ este continua n orice punct z, = 0. Tn
5|9 punctul z, =0 avem 9}%1[1(1'):_1 si
N x’ li{%fl(l“) =1, deci functia nu are limita
4 in punctul z, =0 si astfel nu este
-] Figura 46 continua. Cum ambele limite laterale sunt
finite, punctul z, = 0 este un punct de

discontinuitate de prima speta (Fig. 46).
b) Functia f, este de gradul intai in orice vecinatate a punctului z, = 0, care nu
contine punctul 0. Astfel £, este continua n orice punct z, = 0. Tn punctul z, = 0,
avem lir%]g(x) :lin%x:O, deci exista limita functiei Tn acest punct. Cu toate

acestea functia nu este continua deoarece aceasta limita nu este egala cu valoarea
functiei in punctul z, = 0.

oo 1 . N 1 . 1
c) Limita limsin — nu exista deoarece pentru sirurile z, = — si y, = ———,
=0z 2nm I+ —

2
n > 1 valorile functiei au limite diferite, deci functia nu este continua. Pe de alta parte
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din sirurile precedente fiind cu termeni pozitivi, nu exista nici limita de la dreapta (si
nici limita de la stanga deoarece functia este impara), deci punctul z, = 0 este un

punct de discontinuitate.
d) Din h{%% =400 s £i% f.(x) = 0 rezulta ca functia nu este continua in 0 si are
un punct de discontinuitate de speta a doua.
5. Functia f) =2z", f:R— R este continua in punctul z, =1, deoarece
|f(:v)—f(1)|:|ac3 —13|:|:1:—1||51:2 +a:—|—1|<e,dacé

€ g 9

3
| | P +r+1 min<x2+x+1) [1J2 1 3 3
4

2
. 4e . 4e . . A
Astfel |f @) — f(1)|<e, daca [z —1] < 5 deci 6 = > si functia este continua Tn

z, =1.
Observatie. In studiul continuitatii functiilor care sunt definite prin legi (formule)
diferite in multimile D N (z,,00) si D N (—o0,z,) folosim de regula limitele laterale
deoarece functia f :[a,b] — R este continuain z, € (a,b) daca si numai daca

lim f(2) = lim f(2) = J (z,)

<y >

Exercitii

Studiati continuitatea urmatoarelor functii in punctele precizate:
1 3
1. f:[-L1] =R, fa=2"+1,2=0, 7T

1
2. f:[-34] >R, f)=——, z=0,2, 1.

=1, <0

3. f:R—=R, fr)= 3 41, >0 7

=0, -1, 2.

r—1, z<-1
RS R, fao=1{2"-3, z€[-11],2=0, -1, 1.
3xr+1, x>1

H

1 N
5. f:R—=R, fw={ry=c—1Iz], z=1, 2, 3 unde [z] este partea Tntreaga a

numarului z si {x} este partea fractionara a numarului z .
6. Determinati domeniul de continuitate a functiei f(z) =tgzx.

L z=0
7. f) =12’ ,z=0,1,-1.

0, z=0
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1, z€Z
8. fn) = 0, xeR\Z,x:O,l,—Q.

9. f:R—=R, fm=2"+2°,2=1,3.

10. f:R—> R, f(z)=sinz+cosz, x:O,%,Tr.
1 3

11. f: [, 2] =R, fmy =2+ —, 1::5.
x

o : LzeQ N .
12. Consideram functia f: R — R, f) = {0, reR\Q" Aratati ca f nu este

continua in nici un punct z, .
. . . . 1
13*. Fie f:R — R o functie continua cu proprietatea f[r+—] = f () pentru
n

orice numar rational ~ si n € N'. Demonstrati ci f este o functie constanta.

Ecuatia functionala a lui Cauchy

Problema. Determinati toate functiile continue f: R — R pentru care
flz+y)=f@+f(y) (1)
oricare ar fi z,y € R.
Rezolvare. Din relatia (1) pentru = y = 0 obtinem:
F0)=7(0+0)=f(0)+f(0)=2f(0),
deci f(0) =0.Pentru z =y rezulta
fRx)=fx+z)=fw+ f@ =2fw@
si astfel prin inductie matematica putem demonstra ca
fm-my=n-fw,VzeR )
pentru orice n € N". Tntr-adevar daca aceasta proprietate este valabila pentru n , atunci
f((n+1)z)=fnz+2)=fa) + f@ =nf @+ f@ =(n+1)f@,
deci este valabila si pentru (n + 1). Pe baza principiului inductiei matematice relatia
(2) este valabila pentru orice n € N.
0=f0)=f@@+ED)=f@+ f),
deci f(—z)=—f(x) Yz e R.Daci ne N, atunci

f((—mz) = f(—nv) = —f (nx) = —nf (1),
deci pentru orice k € Z si x € R avem
flk-z)=k- - f@.

m .
Daca — € Q, m,neZ, n>0,atunci
n

m-f(x)—f(m-x)—f[n-%x]—n-f[mm],deci

n



118 Functii continue

f[ﬁx]:%f(x).

n
De aici rezulta ca pentru orice r € Q si z € R avem
fa-o=r-fw,
deci pentru 7€ @Q avem f(r)=r-f(1). In continuare demonstram ci aceasti
egalitate se poate extinde si la cazul r € R. Pentru o € R consideram un sir de
numere rationale () _, pentru care lim 7, = a . Folosind continuitatea functiei f n

punctul « obtinem
fla = lim f(r,) = lim (r,f (1)) = (lim nl)f(l) =af(1).
Tn consecinta f(a) = «- f(1) pentru orice o € R, deci singurele functii continue

care satisfac relatia (1) pentru orice x,y € R sunt cele de forma f(x) =m -z, unde

m e R.
Observatii. Ecuatia functionala (1) se numeste ecuatia lui Cauchy si are o infinitate
de solutii care nu sunt continue. Functiile elementare (functia putere, functia
exponentiala, functia logaritmica, etc.) se pot defini prin ecuatii functionale si foarte
multe dintre acestea se pot rezolva printr-un procedeu analog celui prezentat mai
Tnainte.

OPERATII CU FUNCTII CONTINUE

Pentru a studia Tntr-un mod mai convenabil continuitatea functiilor avem nevoie
de proprietati care leaga operatiile algebrice de continuitate. Astfel de exemplu pentru
a studia continuitatea functiei f(x) =sinx 4+ cosz ar fi mai simplu sa studiem

separat functiile sinz si cosz daca continuitatea s-ar transfera de la operanzi la
rezultat.
Problema. Sa studiem daca continuitatea functiilor f si ¢ in punctul z, garanteaza

continuitatea functiei suma f + ¢ n acelasi punct z, .

Rezolvare. Consideram un sir (z,) _ cu proprietatea z, — z,. Din continuitatea

n>1
functiilor f si ¢ Tn punctul z, rezultd lim f(z,) = f(z,) si limg(z,) = g(z,).
Astfel pe baza proprietatilor sirurilor conve?;:nte obtinem o

lim [f(z,) + g (z,)] = lim £ (z,) + lim g (z,) = f(z,) + g(z,) = (f + 9) (=),
dec;

lim (f + ) (@) = lim f () + lim g (@) = f () + 9(,) = (f + 9)(=,),

adica f —|—Ug este continua Tnu , . 0
Din acest rationament rezulta ca toate proprietatile limitelor de siruri se pot transfera

automat la studiul functiilor continue. Pentru fixarea ideilor si a notiunilor enuntam
urmatorea teorema:
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Teorema. Fie f,g: D — R doua functii si z, € D.
a) Daca functiile f si g sunt continuein z,, atunci si f + ¢ este continuain z, .
b) Daca functiile f si g sunt continue in z,, atuncisi f - g este continua in z, .
c) Daca functiile f si g sunt continue in z,, si g(z,)=0, atunci ! este

9
continua in punctul z, .

d) Daca functia f: D — E este continua in punctul z, € D si functia g: £ — R
este continua in punctul y, = f(z,), y, € E (DCR si ECR), atunci functia
compusa go f este continuain z, .

e) Daca functiile f: D — R, si g: D — R sunt continue in punctul z,, atunci si

functia w: D — R, u(@) =[f @] este continuan z, .

Cazuri particulare. Daca functia f: D — E este continua in z, € D, atunci
functiile de mai jos sunt continue in z, € D :
a)g:D—R,g@=ad",unde a >0 sia=1.
b) h:D— R, hx)=log, f(z),unde f(x)>0,Vz>0sia>0,a=1.
c)k:D—R, k@ =sinf@).
In loc de functia sinus putem considera orice alta functie trigonometrica cos,tg,

ctg, arcsin, arccos, arctg, arcctg cu conditia ca f(x,) sa fie in domeniul de definitie

al functiei respective (de exemplu la tangenta f(xz,) sa nu fie de forma (2k + l)g).

Observatie. n capitolul ,,Limite de functii” am vazut ca functiile polinomiale,
exponentiale, trigonometrice si inversele acestora sunt de fapt functii continue (vezi
exercitiile rezolvate). Tn cele ce urmeaza vom numi funcrii elementare functiile care se
pot obtine din acestea printr-un numar finit de adunari, inmultiri, Tmpartiri, ridicari la
putere, compunere. Pe baza proprietatilor de mai sus functiile elementare sunt
continue pe domeniul lor de definitie.

Exercitii si probleme

1. Determinati punctele de continuitate ale functiei f: R — R, f(x) =2", ne N .
2. Studiati continuitatea functiei f: R — R, f(z) =sinz-cosz n punctele z =0
siz=m.

3. a) Demonstrati ca daca functia f este continua in punctul z, si f(xo) = 0, atunci

. 1 U
si functia ? este continua in punctul z, .

b) Demonstrati ca daca functiile f si g sunt continue in z, si g(z,)= 0, atunci

f

si — este continua in z, .
9
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4. Determinati domeniul de continuitate al urmatoarelor functii

a) f:R\{O}HR,fm:%; b) f:ReR,f(x)Z;_z,
T 1+sin"zx

T

c) [:R\{-L1} =R, f) = 5 1;
22—

d) f:R—R, f(x) = max(sinz,cosz).
5. Demonstrati ca daca functia f este continua in punctul z, atunci si |f| este
continua in acel punct.
6. Determinati valoarea de adevir a reciprocei propozitiei precedente.
7. Studiati continuitatea urmatoarelor functii:

r+2 >0 .
W= { v, <0’ b) fiR—R, f@)=(20+1)";
l z>1
z’
c) fx)=cos’z +2cosz +1; d) f@ =10, -1<z<1;
—, z<—-1
;2, r=—1 ( ’ r<0
e) fx)={(z+1) . f) fa =10, z=0;
0, z=-1 —(z+1)", 2>0

7%, T € I——H, zeQ
8. Demonstrati ca functia f: R, — R, f(@) = JT este continua pe domeniul de
definitie.
9. Determinati domeniul maxim de definitie a functiei f() =<2 -1 si

demonstrati ca functia data este continua pe acest domeniu.
10. Determinati punctele de discontinuitate ale urmatoarelor functii:

a)f:]R—>]R,f(:I:):liml+1 ; b) f:R—R, f = lim 1+ 2™ ;

n—oo

2n

+ I . 'Vl.’l}

c) f:RﬂR,f(z)zlimx ;d) f:R->R, f)= maX(IQ, 1:)
14 €™

n—oo

11. Studiati continuitatea urmatoarelor functii:
a) f:R— R, f) =I[x],unde [x] este partea ntreaga a numarului x

b) f:R — R, f(@) ={z}, unde {z} este partea fractionara a numarului z
12. Determinati functiile f: R — R care sunt continue in punctul z = 0 si satisfac
ecuatia functionala f (z) + f(2x) = 0, pentru orice z € R.
13. Determinati functiile f: R — R, daca
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- fy)+y- f@=(@+y) f@-f(y)
pentru orice z, y € R . Cate functii continue satisfac ecuatia precedenta?

14*. Functiile periodice f, g: R — R satisfac relatia
lim [f (@) — g @] = 0.
Demonstratica f = g.
15%*. Determinati toate functiile continue f:(0,00) — R pentru care f(z) = f(a?),
oricare ar fi z € R', = (0,+00).
16. Determinati toate functiile continue f:(—1,1)— R care verificdi ecuatia

T4y
142y

functionala f )+ f(y) = f , pentru orice z, y € (—1,1).

FUNCTII CONTINUE PE UN INTERVAL

Definitie. Functia f este continua pe intervalul I, daca este continua in fiecare
punct al intervalului 7. Mai general functia f: D — R este continud daca este
continua Tn fiecare punct z, € D .

Teorema din paragraful precedent implica urmatoarea teorema:

Teorema. a) Daca functiile f: D — R si g: D — R sunt continue atunci si
functia f+¢g:D — R, (f+ g)@) = f (@) + g(x) este continua.

b) Daca functiile f:D—R si ¢g:D — R sunt continue, atunci functia
f-9g:D—=R,(f g)@ = fx-g(x) pentruorice z € D, este continua.

c) Daca functiile f: D — R si g: D — R sunt continue, si g(z) = 0 pentru

f](x)z f@

orice z € D, atunci functia |~
q g ()

d) Daca functiile f:D — E si g: E — R sunt continue (D C R si FCR),
atunci functia compusa go f: D — R este continua.

e) Daca functia f:D — E este continua si bijectiva (DC R, FCR sunt
intervale), atunci functia inversa f~' : E — D este continua.

, x € D este continua.

f) Daca functiile f:D— R, si g:D— R sunt continue, atunci functia
u:D— R, u@ =(f@)" estecontinui.

Cazuri particulare. Daci functia f: D — F este continua, atunci urmatoarele
functii sunt continue:
a)g:D—-R,g@=a"",unde a >0 sia=1.
b) h:D— R, h(zx)=log, f(x),unde f(x)>0, YV >0sia>0,a=1.
c)k:D—R, k@) =sinf().

f@
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Exemple.
1. f:[-L1] =R, f() = z”+ 2 este continua pe intervalul 7 =[—1,1];
2. f:[1,4] = R, f@) = 2z° +1 este continua pe intervalul I = [1,4];

1 . .
3. f:]1,2] = R, f(z) =~ este continua pe intervalul I =[1,2];
X

1 . .
4. f:(0,1) = R, f(2) = — este continua pe intervalul I = (0,1).
T

Majoritatea functiilor studiate p&na acum sunt continue pe un interval
corespunzator. Astfel intuitia ne sugereaza ca aceste functii (definite pe un interval

inchis) sunt marginite si in plus dacad f(z,) < f(z,), atunci f ia toate valorile Tntre
f(x,) si f(z,) pe intervalul determinat de punctele x, si z,. Totusi intuitia poate fi
gresita, mai ales dacd se bazeaza pe o reprezentare grafica. Se pot defini curbe
continue care nu se pot reprezenta grafic si astfel pentru a demonstra validitatea unei
afirmatii referitoare la functii continue este necesar un rationament care este oarecum
independent de reprezentarile intuitive. In paragrafele care urmeaza vom demonstra
proprietati foarte simple din punct de vedere intuitiv, dar care necesita totusi o
demonstratie riguroasa.

Teorema lui Bolzano! si proprietatea lui Darboux

Sa consideram urmatoarele trei proprietati:
1. O functie continua transforma orice interval in interval.
In termeni mai precisi daca f:[a,b] — R este o functie continua, z,, € [a,b],

z, <z, doud puncte arbitrare, f(z,)=y,, f(z,)=y,, atunci pentru orice
Yo € [U1,%,] (saU y , € [y,,y,]) existd =z, € [z,,z,] cu proprietatea f(z,) =y, .
2. Daca functia continua f:[a,b] — R ia o valorare pozitivd in z, €[a,b] si 0
valoare negativa in z, € [a,b], atunci exista c € [z,,,] astfel incat f(c) =0.
3. Imaginea unei functii continue, definite pe un interval inchis este un interval inchis.

A doua proprietate este un caz particular al primei proprietati; totusi vom vedea
ca prima proprietate poate fi demonstrata cu ajutorul acesteia. Desi intuitiv prima
proprietate pare a fi echivalenta cu continuitatea functiei, vom vedea ca exista functii
care nu sunt continue si totusi au aceastd proprietate. Din acest motiv aceasta
proprietate poarta denumirea de ,,proprietatea valorilor intermediare” sau proprietatea
lui Darboux. Pentru fixarea notiunilor formulam urmatoarea definitie:

Definitie. Functia f:[a,b] — R are proprietatea lui Darboux, daca pentru orice

T, € [(l, b]’ T, <, sl orice Yo € (f($1)7f($2)) (sau y 0 € (f(xQ)?f(xl))) exista
z, € (z,,3,) cu proprietatea f(z,)=y,.

! Bernard Bolzano (1781-1848) a fost un preot crestin cu preocupari scolastice care a pus un accent foarte
mare pe fundamentarea riguroasa a analizei matematice.
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Observatie. Aceasta definitie este echivalenta cu faptul ca functia transforma orice
subinterval al domeniului de definitie [a,b] Tntr-un interval.

Exemplu. Si demonstram ca functia f: R, — R, f(z) =2* +1 are proprietatea
lui Darboux.
Daci z,, €R, si y, € (2] +1a; +1), atunci numarul z, = fy, —1 este in

intervalul (z,,z,) si f(z,) =y,, deci functia f are proprietatea lui Darboux.

Prima data demonstram a doua proprietate. Datorita importantei acesteia in aplicatii 0
enuntam ca o teorema separata.

Teorema. (Bolzano) Daca functia f:[a,b] — R este continud (a<b) si
f - f(b) <0, atunci exista ¢ € (a,b) cu proprietatea f(¢c) =0.

Demonstratie. Fara a restrdnge generalitatea, putem presupune ca f(a)<0.
Consideram multimea H:{xe[a,b]‘f(x)<0}. H este o multime nevida si

marginita deoarece este o submultime a intervalului [a,b], si a € H. Conform
axiomei supremumului existd s = sup H. Demonstram ca f(s)=0 si a <s<b.
Din conditiile teoremei rezulta ca exista ¢ > 0 pentru care f(a)+ec <0< f(b)—¢.
Datorita continuitatii functiei f, obtinem Li{r{}f(x) = f(a) si g;r}}f(x) = f(b), deci
existd 6(¢) > 0 cu proprietatea f(z) < f(a)+e <0< f(b)—e < f(y),

pentru orice a <z <a+6(e) si b—0d(e) <y <b. De aici rezulta ca a <s<b.
Daca f(s) < 0, atunci datorita continuitatii in s a functiei f rezulta ca exista 6 >0
astfel incat f(x) <0 pentru orice z € (s — 6,s+ ) si astfel H are si elemente mai
mari decdt s. Din aceasta contradictie deducem f(s)> 0. Pe de altd parte daca
f(s)> 0, atunci continuitatea functiei f Tn punctul s implica existenta unui numar
6>0 cu proprietatea f(x)>0 pentru orice z€(s—d,s+06). Din aceastd

inegalitate rezulta ca H admite 0 margine superioara mai mica decat s, ceea ce
contravine alegerii lui s. In consecinta f(s) =0.

Din aceasta teorema rezulta prima proprietate:

Teorema. Daca functia f:[a,b] — R este continua, atunci are proprietatea lui
Darboux.

Demonstratie. Fie z,, € [a,] doua numere fixate si y, € [f(z,), f(,)] un numar
oarecare. Consideram functia continua g¢:[a,b] —» R, g(x) = f(z)—y,. Datorita
alegerii acestor valori avem g(z,) = f(z,)—y, <0 si g(z,) = f(z,) —y, >0,

deci existd z, € (z,,z,) pentru care g(z,) = f(z,)—y, = 0. In consecinta functia f
are proprietatea lui Darboux.
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.1
Exemplu. Sa demonstram ca functia f: R — [-1,1], f(z)= s 2 OO are
a, T =

proprietatea lui Darboux pentru orice a € [—1,1].
Demonstratie. Dacd 0 <z, <z, sau z, <z, <0, atunci functia f este continua
pe intervalul [z,,z,], deci are proprietatea lui Darboux pe acest interval. Astfel ia toate
valorile intre f(z,) si f(z,) pe intervalul (z,,z,). Daca z, <0<uz,, sau
r, <0 < z,,atunciinsirurile 2z , = i;w, n>1siz,,= i;ﬂ, n>1
2nm + — 2nm — 5

putem alege semnele astfel incat termeni acestora sa fie in interiorul intervalului
(z,,2,) delaunrang n(z,,z,) € N incolo. Astfel

[~11]> f([xn%]) > f([znhan]) =[-11],
deci imaginea functiei pe intervalul [z,,,] este [—1,1] (independent de a). Din toate
acestea rezulta ca functia are proprietatea lui Darboux.

Observatii. 1. Interpretarea grafica este urmatoarea: Daca graficul unei functii
continue trece prin punctele A(a, f (@) si B(b,f(b)), iar A este deasupra axei reale
si B este sub axa Oz , atunci graficul se intersecteaza cu axa Oz 1n cel putin un punct
de abscisa ¢ € (a,b) (sau cu alte cuvinte ecuatia f (x) = 0 are cel putin o solutie Tntre
a si b). Vezifigura 47.

2. Daca consideram functia al carei grafic este reprezentat in figura 48, atunci
proprietatile  anterioare nu  mai sunt valabile. Functia f:R— R,

1+z, x>0 - - | o
s —1+a, o <0 MMAENCIIN din cele trei proprietati enumerate.
y A
B(b, f(b
f(b)>0 f-==-===nn=----=- (b, f(b)) yA
>
’ " —>
© X

@0 [N @

Figura 47 Figura 48
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Teorema lui Weierstrass

Proprietatea a treia din paragraful precedent poartd numele matematicianului
Karl Weierstrass (1815-1897).

Teorema. Daca functia f:[a,b] — R este continua (a <b), atunci exista
¢, ¢, € la,b] astfel incat
f(e))=M =max f(2); f(c,)=m=min f ().

z€la,b] z€la,b]

Observatie. Proprietatea poate fi formulata si in modul urmator: orice functie
continua pe un interval inchis este marginita si Tsi atinge marginile pe acest interval.
Demonstratie. Demonstram ca imaginea functiei este o multime marginita. Daca

nu ar fi asa, atunci ar exista un sir (i’/n)m C Im f culimita co sau —oo. Pentru acest
sir exista sirul (z,) _ C[a,b] pentru care f(z,)=1y,, n>1. Darsirul (z,) _ fiind
marginit admite un subsir convergent (% )M. Daca [ este limita acestui subsir

convergent, atunci din faptul ca intervalul este inchis rezultd ca [ € [a,b] si astfel
functia f este continua in [, deci %im f (%) = f(l). Pe de alta parte aceasta egalitate

este Tn contradictie cu alegerea sirului (y,) deoarece sirul ( f (mn ))k 1 este un
k o>

n>1 i
subsir al sirului (y)>1 si astfel nu poate avea limita finita. Daca imaginea este
marginita, atunci datorita axiomei supremumului si a infimumului exista
M =supIm f si m =infIm f. Raméane sa aratam ca M,m € Im f . Din definitia

supremumului rezultd ca exista un sir (z,) _ C[a,b] pentru care lim f(z,)= M.

7121 n—0o0

Din (z,) _, C [a,b] deducem ci acest sir admite un subsir convergent, deci notand cu

I, limita subsirului convergent rezulti M = f(J,) € Im f. Tn mod similar deducem
melmf.

Probleme rezolvate
1. Sia se demonstreze ca daca functia

f:[0,1] —[0,1] este continud, atunci v A

exista  z,€[0,1] cu  proprietatea i :

f(z,) ==z, (x, este un punct fix al (%6, Xoi
functiei f).
Demonstratie. Consideram functia P
continuda ¢ :[0,1] = R, p@) = f@) —z. 0 X, 1 x)
Daca ¢(0)=0, atunci f(0)—0=0,

adica f(0)=0. Daca ¢(1)=0, atunci

f(1)=1, deci putem presupune ca Figura 49
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©(0) =0 si ¢(1)= 0. Din aceste conditii si din faptul ca valorile functiei f suntin
intervalul [0,1] rezulta ca ¢ (0)=f(0)>0 si p(1)=f(1)—1<1—-1=0. Astfel
putem aplica functiei ¢ teorema lui Bolzano pe intervalul [0,1]. Tn consecinti exista
z, € (0,1) astfel incat ¢ (z,) = 0. Aceasta egalitate implica f(z,) = =,, deci functia
f are cel putin un punct fix.

2. Sa se demonstreze ca fiecare functie polinomiala de grad impar admite cel putin o
radacina nenula.

Demonstratie. Fira a restrdnge generalitatea putem presupune ca coeficientul
dominant este 1 (in caz contrar impartim ecuatia polinomialda cu coeficientul
dominant): f(z) = 2*"" +a 2™ + ... + a,,z + ay,,, -

Din relatiile lim f(2) = (—00)*"*' = —oco si lim f(2) = (+00)*""" = 400 rezulta
T—+00

ca functia ia atat valori negative cat si valori pozitive. Pe baza teoremei lui Bolzano
exista z, € R cu proprietatea f(z,) =0.

3. Functia f:][0,7] — R, f(z) =1+ 2sinz este continua pe intervalul [0, 7]. S se
determine valorile extreme ale acestei functii.

Rezolvare. Din inegalitatile 0 <sinz <1, pentru orice z€0,x], rezulta
0<2sinz <2 si deci 1<1+2sinz<3. Astfel 1< fx)<3, pentru orice
z € [0,7]. Pe de alta parte %%f(:r) =3= f[g] si ;ggﬁ}]f@) =1=f(0)= fwum,

deci pe baza continuitatii functiei f, imaginea intervalului [0,7] este

Im f = f([0,7]) = [1,3].
4. Sa se demonstreze ca daca functia f :[a,b] — R este continua, f(a)= f(b) si
pentru orice z € (a,b) are loc inegalitatea f(z)> f(a), atunci pentru orice
0 <1< b—a exista o coarda paralela cu axa Oz si de lungime [ pe graficul functiei f .
Demonstratie. Fie 0 <l <b—a.
v A Pe intervalul [a,b—1] definim
functia ~ Tn modul urmator:
hix)=f(z+1)— f@.
B(b, f(b)) Datorita conditiilor avem
h(a)=f(l+a)—f@ >0 si
>  h(b-1)=7(0)-fB-D<0.

a Xo o] Xo * 1 b < A . . s
X Daca in una din cele doua inegalitati

precedente are loc egalitatea, atunci

nu avem ce demonstra. In caz contrar

Figura 50 putem aplica teorema lui Bolzano

(h(@)>0 si h(b—1)<0), deci
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existd z, € (a,b— 1) cu proprietatea h(z,) = 0. Aceasta egalitate este echivalenta cu
f(z, +1)— f(z,) = 0, deci graficul admite o coarda de lungime [, paraleld cu Oz .
5. Functia f: R — R satisface urmatoarele doua proprietati:

(1) pentru orice z, y € R areloc f(z)— f(y)<k-(z—y),unde k> 0;

(2) functia f este continua pe multimea R .
Sa se demonstreze ca functia f este bijectiva.
Demonstratie. I. Pentru z, <z, avem f(z,)— f(z,)<k(z, —=,)<0, deci
f(z) < f(z,). De aici rezulta ca functia este strict monotona, deci injectiva.

II. Din conditia (1) f(x) <k-z—k-y+ f(y).Pentru y fixatsi z — —co
rezulti lim f(z) = —oo, deoarece limx(ka: —ky + f(y)) = —oc . In mod analog

T——00

f(y) > ky+ f () —kx, deci pentru z € R fixatsi y — oo rezulta lim f(y) = +oo,
y—+00
deoarece lim (ky + f(2) —kz) = +oo0.
y—+00

Din aceste proprietati rezulta ca functia f ia toate valorile intre —oco si +oo, deci
este si surjectiva. Tn consecinta f este bijectiva.
6. Studiul semnului unei functii continue.

Daca f este o functie continua pe intervalul I si f(z) = 0 pentru orice z € I,
atunci f nu Tsi poate schimba semnul pe I.

Intr-adevar daca ar exista a, b€ I cu proprietatea f(a) <0 si f(b) >0,

atunci pe baza teoremei lui Bolzano am avea ¢ € I cu proprietatea f(¢) =0.

Aceasta proprietate se poate folosi pentru studiul semnului unei functii
continue. Presupunem ca functia continua f : I — R are un numar finit de radacini in

intervalul I notate cu =z, z,, ..., 2, ., ... , 2, (in ordine crescatoare). Cum
functia f nu are radacina in nici unul din intervalele I, = (xk,a:m), Tsi pastreaza
semnul pe aceste intervale. Tn mod similar daca ecuatia f (z) = 0 nu are radacini mai
mici decat x, si nici radacini mai mari decat z,, atunci are semn constant si pe
intervalele (—oo,z,) N1 respectiv (z,,00)NI. Calculand valoarea functiei intr-un
punct arbitrar al intervalului I, putem stabili semnul functiei pe intregul interval I, .
S studiem semnul functiei f: R — R, f(x) = 2° — 62> + 11z —6.

Rezolvare. f(x)=(z—1)(x—2)(x—3) pentru orice z € R, deci radacinile
ecuatiei f(x) =0 sunt z, =1, z, =2, z, = 3. Astfel functia Tsi pastreaza semnul
pe intervalele I, =(—o0,1); I, =(L2); I,=(23); I, =(3,+00). Calculand

. ... 3 . b L o
valorile functiei in 5 si 5 respectiv limita spre +oo si limita spre —oco putem

Tntocmi urmatorul tabel:
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T ‘—00 1 2 3 +00

f ‘—OO ——— 0 +++ 0 - 0 +++ +00

. 3 39 ) 3 .

xlirinoof(x):—oo, f[g]:§>0, f[E]:—§<0, wlirgcf(m)z—koo.
7*. Sa se determine functiile f: R’ — R, pentru care

1) f(z-f(y)) =y f oricarearfi z, y e R ;

(2) f)—0,daci z — +o0. (A XXIV.-a OIM)
Rezolvare. Din relatia (1) pentru y = = obtinem

flz-f@)=z-f@.
Astfel b =z - f (z) este punct fix al functie f pentru orice z € R, (adica f(b) =b).
Fie a € R, un punct fix al functiei f . Daca pentru n > 2 are loc relatia:
f(an—1> — an—l ,

atunci f(a") = f(a . a"il) = f(a - f(a"H)) =a"'-f@w=a""-a=a", deci toate
numerele a" (n € N*) sunt puncte fixe ale functiei f . Pe de alta parte

a=f@=f(1l-a)=f(l-f)=a-f(1)

deoarece a = 0 si astfel dinrelatia a = a - f(1) rezulta f(1) =1. Dar
1 1 1
o 12 = 13- s@| = f[5a) = 1) =1,
a a a
1 | . 1 1 . .
de unde f[—] = — si printr-un rationament analog f[T] = — pentru orice n € N .
a a a a

Astfel toate numerele o" (k € Z) sunt puncte fixe. Daci a = 1, atunci exista un sir
de forma z, = ™ (+n pentru a >1 si —n pentru a <1) cu limita +o00 pentru
care limita sirului (f(mn))n>1 este tot +oo (deoarece termenii sirului sunt puncte fixe).
Aceasta proprietate este in contradictie cu conditia a doua, deci a = 1. Tn consecinti

. x . 1
pentru orice z € R, avem z- f(z) =1, deci f(x)=—, V2 >0.
T

8. Si se demonstreze ci ecuatia 2" — 2" ' —1 =0, n > 2 are o0 singuri radicina 1

intervalul [1,2]. Notand cu «, aceasta radacina, sa se demonstreze ca sirul ()

neN’
este convergent si sa se calculeze limita sirului.
Demonstratie. Consideram functia f, :[1,2] - R, f (x)=2"—2""'—1. Din

inegalitatile f (1)=-1<0 si £ (2)=2""-1>0 V¥n>2 si din continuitatea
functiei f rezulta pe baza teoremei lui Bolzano ca exista cel putin o radacina in

n
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intervalul [1,2]. Pe de alta parte, functia este strict crescatoare pe acest interval, deci
nu poate avea mai mult de o radacina. Daca «, =1+ ¢,, este singura radacina a
ecuatiei, atuncidin 1 < o, <2, rezulta 1 > ¢, > 0. Astfel avem
0=(1+t) —(1+t) " —1=0+t) 1+t -1]-1=¢t (1+t)  —1.
Aplicand inegalitatea lui Bernoulli deducem
L=t,(1+¢) " >t [1+(n-1)t],
deci
(n—1)t+t, —1<0.
Din ¢, > 0 rezulta

01 <—1+J4n—3<2Jn—1 S A

20D T2e-n) Vel

Cum lim =0, pe baza criteriului clestelui rezultd lim ¢ = 0. Astfel sirul

n—00 n —_ 1 n—0o0

(a,),., esteconvergentsi lim o, =1.

9. Sa se dea exemplu de o functie continua si inversabila a carei functie inversa nu
este continua.

Rezolvare. In mod evident domeniul de definitie nu poate fi un interval.
Consideram multimea E C R definita prin £ = (—o0,—1)U {0} U (1,+00) si functia
f: E — R definita prin:

r+1 z<-1
f ) =10, z=20
r—1, z>1

Functia este strict crescatoare si este continua (punctul z =0 este punct izolat al
domeniului de definitie, deci functia este continua Tn acest punct). Pe de alta parte

xr—1, <0
f':R — E este definita prin f~' (z) = {0, x = 0 si este o functie discontinua
z+1, >0

~ - . -1 A 1 -1 — A H -1 —
inz, =0 (Eggj’ (x)y=-1, f(0)=0si kf%f (r)=1)

10. Se dau in plan sistemele de puncte A4, 4,,...,A si B,,B,,..., B, avand centre de

greutate diferite. Demonstrati ca exista un punct P astfel incat
PA + PA,+...PA = PB, + PB,+...+ PB,.

(Marius Cavachi, ONM, 2006)
Rezolvare. Consideram un sistem de coordonate Tn care cele doua centre de

greutate au abscise diferite si notam coordonatele punctelor A (z;,y,), B,(z,y!),
1<i<n.Daca P(z,0) este un punct variabil, atunci definim functia f : R — R,
f(x) = PA, + PA, +...+ PA, — PB, — PB,—...— PB,.
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Aceasta functie este continua si avem urmatoarele egalitati:
tim f(a) = Y- Vo — 0 + 97 o =l 4| =

k=1
n _9 o 2 n _
=) lim oo —m) Y =Yz —-> xm=1=0si

N I i oY | C A T SR B

lim f(z) =) (@ — 2, +y; —(z—2) +y£2]=
=1
n - ) 2 02 n n
=Y lim 20(n, =)+ Y b => 2, — > x =-1.
— 0 2 2 7\2 12 — =1
b=t V@ —z) +y + \/(x - xk) + Y = y=!

Din cele doua limite precedente rezulta ca functia f ia atat valori negative cét si
valori pozitive, deci fiind continua exista z, pentru care f(z,) = 0. In consecinta
pentru punctul P(z,,0) avem PA, + PA, +...PA = PB, + PB, +...+ PB, .

Exercitii si probleme

1. Studiati continuitatea urmatoarelor functii:

327 +1-1
—27 x ¢ O
a) f:R—=R, flz)= 5 7 ; (Bacalaureat, 1989.)
57
e"+Inx, z€ (0,1}
b)f:(O,oo)HR,f(x): 1 :

x-’”j, x>1
- 2’ sin —
o) (0.7~ R S = {2, a=0
1,3c z=10
1
2_
d) fiR-R, f@) =" ) =0
1, r=20
P+ +z, z€Q
e)fiRHR,f(x):{zlx—l—?), reR\Q’
f) f:R R, f(z) = lim CO”L'?;”'@ ; (Admitere, 1990, Galati)

| o 2+a" (28 +5)
g) f:(0,+00) = R, f(z) = lim z(z" +5)
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2. Determinati valoarea parametrului o astfel incat functiile urmatoare sa fie
continue:

a)f:R_”R,f(x):l(sinx—i—e")w, z=0.
a, z=0

' +d’, w€(—o0,a]
3r—a, z€(a,00)

b)f:R—MR,f(a:):{

c)f:R—R, f(z)=lim |t —1]- €™ + a(z +17e™

;7 (Admitere, 1977, Galati)

A o e
e, z €[0,1]
d)f:[0,2] = R, f(z) = .. sin(x —1) re(1,2] (Admitere, 1996, Bucuresti)
=5z +4’ ’

3. Demonstrati ca urmatoarele functii au proprietatea lui Darboux:

xsin1 z=0 Sin1 x=0
a) f(o) = 2’ ; b) famy=1 2’ .
) 0, z Tr = O ) O’ v r = O
4. Demonstrati ca urmatoarele functii nu au proprietatea lui Darboux:
z 1 x>0
e’, x <0 ’
a) f(x) = r4+2 >0 b) f(x)=410, zx=0.
-1, z<0
5. D trati ci functia f: R — R _Jm, wed ietat
. Demonstrati ca functia f: R — R, f(z)= 2, z€R\Q nu are proprietatea

lui Darboux si determinati toate intervalele a caror imagine este tot un interval.
6. Demonstrati ci ecuatia z° — 62" — 32° + 2> —x —1 = 0 are cel putin o radicina
pozitiva.
7. Demonstrati ca ecuatia = = cosx are cel putin o radacina reala.
8. Demonstrati ca ecuatia Jo' +2+2=32" —8z+1 are cel putin o radacina
reala.
9. Stabiliti semnul functiilor:
a) f:(l,400) = R, f(x) :(x2 —5x+6)'ln(x—1);
T
b) f:R—(-1,1), f(x) =—;
) ( ) 1+ |zl
c) f:[0,27r] > R, f(z)=sinz + cosz;

d fR-R, fo)=2"—-3z+2;
e) f:RHR,f(x):(xQ—x)-ez;




132 Functii continue

10.Demonstrati ca functia f:R — (—1,1), f) = este inversabila si

1+ |zl
f':(=1,1) — R este o functie continua.
11.Determinati  toate  functiile  continue  f:[0,1] — R  pentru care
f(z-f@)= f oricare ar fi z €[0,1].
12. Demonstrati ca daca functia f: 7 — R are proprietatea lui Darboux, atunci nu

are puncte de discontinuitate de prima speta
13. Aratati ca daca functia f:I — R este injectiva si continua, atunci este strict

monotona.

14. Demonstrati ca daca functia f: I — R este monotona si Im f = f(I) este un
interval, atunci f este continua.

15. Demonstrati ca daca functia f :[a,b] — [a,b] are proprietatea lui Darboux si

admite un numar finit de discontinuitati, atunci are cel putin un punct fix.
16. Determinati functiile continue f : (0,00) — R pentru care

flzy) = f(x)+ f(y), Yo,y >0.
17. Demonstrati ca daca f :[a,b] — (a,b) este o functie continua, atunci pentru orice
n>3 existi 0 progresie aritmetica (Ck-)k:r C (a,b) cu proprietatea

,n

if (Ck) = ch (OJM, Dan Stefan Marinescu)
k=1 k=1

18. Functia continua f: R — R are urmatoarea proprietate:
sirul (z,) _ este convergent daca si numai daca sirul (f ($n)>n>1 este convergent.

Demonstrati ca functia f nu este marginita. (Olimpiada judeteana)
. . 1 1 1 .
19.Demonstrati ca ecuatia + + ...+ =In2 are o0 singura
142 24z n+x
radacina pozitiva. Daca notam cu z, aceastd radacina pozitiva, calculati limita
lim 2o, (OJM, Cristinel Mortici)
n—00 n

20. Determinati toate functiile continue f : [0,00) — [0,00) pentru care
f(f@)+ f@ =2z, Yz €[0,00). (Dorel Mihet)
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3

V. FUNCTII DERIVABILE

PROBLEME CARE CONDUC LA NOTIUNEA DE DERIVATA

1. Definitia vitezei instantanee

Fie M un punct mobil care efectueaza o miscare uniforma de-a lungul unei
drepte. Astfel traiectoria este o dreapta si in intervale de timp egale punctul parcurge
distante egale, deci distanta parcursa este direct proportionala cu timpul. Constanta de
proportionalitate este chiar viteza punctului si arata distanta parcursa intr-o unitate de
timp. Daca notam viteza cu v, timpul miscarii cu ¢ si distanta parcursa cu s, atunci

S
v=—.
t
Miscarea fiind uniforma putem spune ca viteza este aceeasi in fiecare moment.
Daca miscarea este rectilinie (deci traiectoria este o dreapta) dar nu mai este uniforma,

atunci distantele parcurse intr-o unitate de timp nu mai sunt egale. Daca notam cu
s(t) distanta parcursa pana in momentul ¢, atunci distanta parcursa intre momentele

t, si t este As=s(t)—s(t,). Astfel viteza medie pe aceasta perioada At =t — ¢
As  s(t)—s(t,)

At =t

Daca aceasta fractie are limita cand ¢ — ¢,, atunci vom spune ca limita expresiei este
viteza instantanee in momentul ¢,, sau simplu viteza in momentul ¢,. Vom nota

aceasta viteza cu v(t,) . Astfel v(¢,) = gmoi—i = pr}qw
L— 1 — 0

este v, =

daca aceasta limita exista.
Observatie. Daca functia f: D — R descrie 0 marime oarecare M in functie de

timp, atunci viteza de schimbare a marimii M n momentul ¢, se poate defini prin

t)— [t
AN A S
daca aceasta limita exista.
2. Problema tangentei
Consideram functia f:R — R, f@) =" si
notam cu m(x) panta secantei ce trece prin punctul

fixat M, (1,1) si punctul mobil M(z,z*). Sa studiem

daca aceasta functie are limita in punctul 1.
Panta coardei M M se poate exprima prin relatia
2t —1
m(x) = , Figura 51
z—1
deci suntem condusi la calcularea limitei
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2
i

m = limm(z) = lim lzlim(x—i—l):Q.
-1 =1 r—1 -1
Cénd punctul mobil M se apropie de punctul M, (1,1), atunci coarda
corespunzatoare se apropie de tangenta in acest punct, deci vom spune ca dreapta care
trece prin M, si are panta m = 2 este tangenta in acest punct la graficul functiei.
Astfel ecuatia tangentei este
y—1=2(z—-1).
Tn general daci f:D — R este o functie, z, € D este un punct de acumulare a
domeniului D, atunci pantele coardelor ce trec prin z, sunt de forma
m(z) = fz)= =) Astfel, daca exista limita lim L&) = /() _
T— 2, T — @,

spune ca graficul functiei admite o tangenta in acest punct si limita precedenta este
chiar panta tangentei. Daca m € R atunci ecuatia tangentei in punctul z, la graficul
functiei este

m , atunci vom

y— f(z,) = m(z —z,).
Daca m € {£oo}, atunci vom spune ca

tangenta este verticala si astfel ecuatia
tangentei este de forma z = z,.

Observatie. In cazul curbelor studiate Tn
gimnaziu (de exemplu cercul) am definit
tangenta ca dreapta care intersecteaza curba
ntr-un singur punct. Aceasta definitie nu se
poate folosi in general. De exemplu relativ la
graficul functiei f: R — R, f(z) = |zl toate
dreptele care trec prin origine au aceasta
proprietate, totusi nu putem spune ca acestea
ar fi tangentele graficului. (vezi figura 52).

Figura 52

DEFINITIA DERIVATEI

Tn problemele anterioare am
fost nevoiti sa studiem (calculam) y
4(& (x))

_ Figura 53
limite de forma limM,

unde f este o functie oarecare.

e . . ()
Datorita frecventei cu care aceasti )
expresie apare in diverse situatii o
precum si proprietatilor importante 5 > X >

care  finlesnesc  studiul  altor
proprietati ale functiei f introducem aceasta limita ca o notiune separata.




Functii derivabile 135

Definitii. 1. Fie z, € D un punct de acumulare a multimii D . Spunem ca functia

f:D — R are derivata in punctul z,, daca exista limita lim m)_—f(%)
=% Tr—x,

n care aceasta limita este m spunem ca m este derivata functiei f n punctul z, si
. () — flz A
o notam cu f'(z,) . Adica f'(z,) = limf—f(“) ~ fim 2
=n g — g, Az=0 A
2. Functia f:D — R se numeste derivabila in punctul z,, daca exista limita
() = tim LS )

aoa -,

n cazul

si aceasta limita este finita.

Observatii. 1. Daci existd numarul real f’(z,), atunci pentru orice ¢ > 0 exista

f(a:)—f(xﬂ)

§>0 astfel incat pentru 0<|z—z,|<§ sa avem
T — 1,

—f(z,)|<e.

0.

J— J— / N
Astfel putem scrie ci lim |f(x) f(ay) = I (@ :1:0)| =
e T— T, |
2. Daca lim 1~ (%)
el T — T,
derivata in acest punct, derivata fiind +oo .

= +o00, atunci functia f nu este derivabila in z,, dar are

Definitii. 1. Daca functia f este derivabila in fiecare punct al multimii £ C D,
atunci spunem ca functia f este derivabila pe multimea E .
2. Functia f': E—R care ataseaza fiecirui = € E valoarea derivatei in punctul =, ,

df

adica f'(z;) este derivata functiei f si se noteaza cu f’ saucu - (notatia lui Leibniz)
X

Interpretarea derivatei. Conform problemelor introductive putem spune ca
daca functia f admite derivata in punctul z,, atunci graficul functiei are tangenta in

punctul M, (xo,f(xo)) iar in cazul Tn care f'(z,) = m € R, derivata este chiar panta
tangentei. Daca derivata este 4oo, atunci tangenta este verticala. In primul caz
ecuatia tangentei se scrie sub forma y — f(z,) = f'(z,)- (z — z,), iar In al doilea caz
ecuatia tangentei este z = z,.
Exemple. 1. Si se studieze derivabilitatea functiei f: R — R, f(z) = 2°.
Solutie. Fixam punctul arbitrar z, € R si calculam limita

lim f(a:)——f(xo) = lim (2 —2)(z+ ) = lim (z + 7,) = 2z,.

T— 1, €T — :1;'0 T, T — ',EU T—T

Astfel functia f este derivabila in orice punct z, €R si derivatain z, este f'(z) =2z .
De aici rezulta ca derivata functiei f este functia f': R — R, f'(x) = 2z.
Geometric aceasta proprietate exprima faptul ca in punctul A, (a:o, a:§) exista tangenta




136 Functii derivabile

la parabola y = z” si aceastd tangenta are ecuatia y — =) = 2z, (z — z,) , adica
y=2z,-7—7,.

2. Sa se studieze derivabilitatea functiei f: R — R, f(x) =2z",unde n € N,

Solutie. Fixam punctul z, € R.

. f(l') - f(lb) . x” - xz)l . = n—1—k _k n—1
lim ———— = lim — = lim g 2 My =0y,
Ty I —_ xo T— Ty x — x(] T—Iy k=0

n—1-k_k

deoarece lim x z) =)', daca k€ {1,2,3,...,n —1} si suma din paranteza are

n  termeni. UAstfeI functia studiata este derivabila in orice punct z, € R, si
f'(z,) =n-=z;"". In consecinta derivata functiei f este:

ffPR-R, fftmy=n-2"", V2 eR.
Consecinta. Functia f:R — R, f)=c, unde cec R este derivabila si
derivata este functia identic nula (/' (z,) = 0 pentru orice z, € R).
3. Sa se studieze derivabilitatea functiei f: R — R, f (@) =I|z|.

Rezolvare. Fixam punctul z, > 0. Daca |x — :1:0| < % atunci si = este pozitiv, deci

avem limf(x)_—f(%) = lim ol = | lim =—70 — 1, Deci f'(z,) =1, pentru
T—I x — x(} T— Iy x — x(} T—I x — x(]

z, > 0.Daca x, < 0, atunci in mod analog putem scrie
f@—[(x) _ . lwi=n] _

T

lim —lim -1,
T—Ty x —_ ‘Z‘O T—Ty x —_ ‘Z'O T—Ty x —_ xo
deci f'(z,) = —1, pentru z, < 0. In punctul z, = 0 avem
lim—f(x) — /() = limm — lim—% =1 si lim—f($) —f(0) —limZ = 1,

z,/0 x—0 z,/0 z/0 z\}? x—0 N\0
deci in punctul z, = 0 nu exista derivata functiei f . In consecinta functia f este

derivabili pe R si in origine nu admite derivata.

Continuitatea functiilor derivabile

Teorema. Daca functia f: D — R este derivabila in punctul z, € D, atunci este
continua in acest punct.

Demonstratie. Pe baza definitiei z, este punct de acumulare al multimii D si

f(zy) = f(x)——f(xo)_{_ a(z), unde lim a(x) = 0, deci
r—, Ty
@ — f(xo)
r— X
f = f(a:o) + f’(a:o)(x — :1:0) - oz(x)(a: — %) .
De aici rezultd ca lim f (z) = f(z,), deci f este continua Tn punctul z, € D.

T,

= f’(%) — a(x) siastfel
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Derivate laterale

Folosind limite laterale in definitia derivatei obtinem alte doua notiuni folositoare.

Definitii. 1. Dacd z, € D este un punct de acumulare al multimii (—oo,z,)N D si

exists limita Tim 2.2 =4 (%)

, atunci numim aceasta limitd derivata la stanga a
ST — 1,

functiei £ in punctul z, si o notimcu £’ (z,) saucu f'(z, —0). Astfel
/ / . f@ — f(=)
z,)=f(z,—0)=lim ———=
F (@) = # (1~ 0) = lim H2
2. Daca z, € D este un punct de acumulare al multimii (z,,+oc0)N D, si exista

limita 1im =S (%)

ix , atunci numim aceasta limita derivata la dreapta a functiei
T Iy x — xo

£ in punctul z, si o notam cu f, (z,) saucu f'(z, + 0). Astfel avem
‘ffl,(xﬂ) - f,(xo +0) = lirnf(z)_—f(%)_

FANES €T — :1;0

Observatie. Dacd z, este punct de acumulare atat pentru multimea (—oo,z,)N D,
cat si pentru multimea (z,,+oc)N D, atunci functia f:D — R este derivabild in

punctul =, daca si numai daca £ (z,) = £, (z,) si ambele limite sunt finite.

Exercitii.
1. Studiati derivabilitatea functiilor de mai jos in punctele date.
a) fawy=x-1zl,In 0; b) f(x)=1Inlxl,in 1 s —1;
s 2
c) faw=|z-1P @+, inlsi-1; d) fa@r=——1inlsi-1;
) f@ =|@=17@+1)|,inls ) @) =————— 1y
1—2* lz1<1 1
e) fw = nilsi—1; z) = arccos(4z —1) Tn =;
V@ =1 e f) f(2) (4z=1) n
1n<x2+1>, z>0 _ 0 f Vo1, z>-1 )
= In ) = n —1:
a’/‘_

) 3'=1, >0 _
l)f(x):{sinx, $<0Inx0:O.

2. a) Determinati valorile parametrilor a,b astfel ca functia f:(0,00) — R,

S In* z, z € (0,€]
)= ax’ +br+c, T>e

b) Determinati valorile parametrilor a,b astfel ca functia f:[-1,1] = R,

sa fie derivabild in e.
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sinz

, ze|—1,0
s = 2 -10)
’ +ax+b, zel01]

f@)| <1, Ve e[-1,1].

sa fie derivabila in punctul 0, iar pentru valorile

determinate aratati ca

DERIVATELE FUNCTIILOR ELEMENTARE
1. Derivata functiei radical
Consideram functia f : (0,400) — R, f(z) =¥z, n € N si punctul z, > 0.

lim - -
S () (4
lim VT 4 =
— (ﬁ_\/x—o>(\/F+ Wz, 4 Jﬁ/x?)

1 1
—-zp .

1
B Q/ngl + (/ng1 + gl . n’(/x(’)‘*l T n
Deci f(x) = ¥z este derivabila in fiecare punct x > 0 si

!
= 1 = 1
%,:[In] = —.n — )
( ) n n- n[l‘n—l

Exercitii. Determinati domeniul maxim de derivabilitate a urmatoarelor functii si
calculati derivatele:

2
1. f(ar=¥7;2. f(my=12%;3. f»)=2VT ;4. f(@®=(22+1)(¥7+3Jz +1)

2. Derivata functiei exponentiale

Consideram functia f : R — (0,00), f(z) =a", unde a € (0,00)\ {1}.

x iy T— t
.oa’—a” .oat " —1 .oa —1
lm —=4a¢" - lim ——— = a™ - lim
T L — X, ToT L — T t—0 t

=a" -Ina.

. ! ~ . N
Deci|(a”) = a” -Ina| Tn caz particular avem |(e") = ¢€"|.

3. Derivata functiei logaritm
Fie functia f: (0,+00) — R, f(2) =Inz si punctul z, > 0.

T —x,

In|1+
[ x, ] 1 1 I In(1+¢) 1
:1;—1;0 —_—= — . im—-—--4 = —

f'(z,) = lim Inz Iz _ lim

z— T, T —x, T—1

1
t—0

T, T, t Z,

z,

. 1 . . . 1
deci |(In 96) = ; , Y& > 0. Din acest rezultat si relatia log, x = ln—x deducem ca
na
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! 1
(loga x) = )
z-Ina
4. Derivatele functiilor sinus si cosinus
1. Sa calculam derivata functiei f: R — R, f(z) =sinz.
Daca z, € R este fixat, atunci
. XT— X T+ . T—Z
. . 2sin % cos 0 sin L
. sinz —sing, . 2 . 9 T+,
lim = lim = lim % cos
T—1 €T — :1;0 T T — :E(J T 0 2
2
. T — X,
sin
: 2 . T+ 2
= lim ——2— " lim cos =1-cosz, = cosz,,
T—1) 0 T,
2

deoarece functia cosinus este continua n orice punct z, € R. Astfel functia

f (x) = sinz este derivabila si avem

(sinz) = cosz|
2. Sa calculam derivata functiei f: R — R, f(z) = cosz.
Daca z, € R este un numar arbitrar fixat, atunci

B e ol N A 8
COST — COS T, —2sin s
lim —————"0% — Jim 2 2 _
.’K*HI,‘O a;‘ —_— 'Z‘O JI,‘H.’I,'O ‘I‘ —_— xo
. T—
sin ——>
.. Ttz . 2 . .
= lim sin lim ——%— = —sinz, deci
T 1 2 -1 0
2
! .
(cosz) = —sInz|,

OPERATII CU FUNCTII DERIVABILE

Ca si in cazul functiilor continue suntem interesati de compatibilitatea dintre
proprietatea de derivabilitate si operatiile algebrice. Aceste proprietati vizeaza n

primul r&nd obtinerea unor proceduri simple de calcul.

1. Derivata sumei

Presupunem ca functiile f,g: D — R sunt derivabile in punctul de acumulare

z, € D . Astfel existd lim f(x)_—f(x“)
o = T T —x,

T — T, T —x,

= F(n) 5i tim LD 9(@)

= g'(xo). Pe
de alta parte raportul de crestere corespunzator functiei suma (f + g) este
(9@ —(F+9)(m) _f@+g@—f(z)-g(=) _
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_f@-f(m) s@-g(x)

T — I, T — 1,

v T —x,

deci functia f + ¢ este derivabila si derivata sumei este suma derivatelor:
(f+9)=f+4d|

Exercitii
1. Calculati derivatele urmatoarelor functii:
a) ¢+ 2%; b) z + 3; c)<x2+x—1)2.

2. Calculati derivatele urmatoarelor functii si determinati domeniul de derivabilitate
a urmatoarelor functii:

a) f(z) =sinz + cosz; b) f(z) = cosz —tgz;c) f(x)=ctgz+5";
) f(s)=log, o[ L]

pe) flo) =¥ + ¥ ) fa) =" +—— =
xT T
3. Fie f, f, f, .., f, functii derivabile in punctul =z, (ne€N’). Studiati

derivabilitatea functiei f, +f,+f,+ ... +f = ka in punctul z, si calculati
k=1
derivata sumei, daca exista.
4. Demonstrati ca daca f si g sunt functii derivabile in z,, atunci f—g este

derivabilain z, si (f —g) (z,) = f'(z,) — ¢ ().
5. Daca f si g nu sunt derivabile in punctul z,, rezulta ca suma f+ g nu este
derivabilain z,?

2. Derivata produsului
Presupunem ca functiile f,¢g: D — R sunt derivabile Tn punctul de acumulare

z, € D si studiem derivabilitatea produsului f - g n punctul z, .

Daci exista lljglf(x):—f(x()) = f'(z,) si lgnw = ¢'(=,), atunci putem
scrie 0 0
f@g@—fa)o(n) _ @@ fa)o@+ flz)g@—f(n)gla) _
T — T, T — 1,
_fwoflm) 'g<x)+f(a:o)-—f(x)_f<x°),
r— I, r— I,
deci i LD o) o) 4 () ' ().

T— I xr — :1;0
Astfel daca f si g sunt derivabile in z,, atunci functia f - ¢ este derivabila in
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punctul z, si (fg)' (z,) = f'(z,) 9 (z,) + f(%,) ¢’ (=,)-

!/
Prescurtat putem scrie: (f-9) =f-9+f-9|
Consecinta. Daca functia f: D — R este derivabila in punctul de acumulare
z, € D, si c € R este o constanta, atunci functia (c- f): D — R este derivabila in

/

z, si (e f) () =c f'(=)].

Exercitii si probleme
1. Studiati derivabilitatea functiilor si calculati derivatele lor:

a) f@ =(z+1)(22" +1); b) f(@) = |2P’;
c) f(m):(3z3+x—1>(x2—4$+5); d) f) =zl —lz1+ 2.

2. Calculati derivatele urmatoarelor functii pe domeniile in care functiile sunt
derivabile:

a) f(z) =3z -Inz; b) f(z)=2"-¢"; c) f(m):l-sinm;

T
d) f(z) =%z -3"; e) f(x)=5"-cosz; f) f(z)=mn2 -(Igz) Vz;
g) f(x):%-lnx—i-ﬁxg-tgz; h) f(x)z%m-ctgx—l—lnél.

3. Fie f, f,, f, functii derivabile in punctul z,. Studiati derivabilitatea produsului
fi.ff, si exprimati derivata produsului Tn functie de derivatele celor trei factori.
4. Consideram functiile f, f,, ..., f, derivabile n punctul =z,. Studiati

derivabilitatea produsului ff, ... f, = ﬁj; si exprimati derivata acestui produs n
k=1
functie de derivatele factorilor.
5. Calculati derivatele urmatoarelor functii:
a) f(z)=10z-Inz-e"; b) f(x)="7Jz -sinz-tgz;
c) f(z) =¥z -log,x-cosz-5".
6. a) Demonstrati ca daca radacinile polinomului P € R[X]| sunt numerele reale
x,,%,,...,, distincte doua cate doua, atunci

1 1 1 P'(z)
+ + .t = , Ve e R\ {2, 2,,....2, ¢ .
T—x T—, r—z, P(x) \{1 : }
. 1 1 1 -
b) Calculati suma + +...+ , daca =z,x,,..,z, sunt
1+ 14z, 14z,

radacinile polinomului P(X) = X" — X 4+ 1.
7. Daca f si g nusunt derivabile in punctul z,, rezulta de aici ca nici functia f - g
nu este derivabila in z, ?
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3. Derivata raportului

f

Studiem derivabilitatea fractiei = n punctul z,, daca functiile f,g: D — R
9

AT . . 1
sunt derivabile Tn punctul de acumulare z, € D si f. Pe baza egalitatii ! =f-=
g g

- . | Y .
este suficient sa calculam derivata functiei —, daca ¢ este derivabila in punctul z, si
g

g(%) =0.
BN
hmg(ﬂ?)—g(%):hmg(x)—g(:ﬁo)'[_ 1 ]:_9;(%),
saa—g, e o-m | g(@)s@) ¢ (w)
1 1 , 9 (z,)
deci — este derivabila si avem _(%)J = —=,
g g 9" ()
/
. [1 g
Prescurtat putem scrie: = ===\
g g
Astfel putem calcula derivata functiei ! =/ 7 in punctul z, :
g 9
fal 1 1 1
iz =f=| (z) = f'(= +fa:'[—]:1::
)[4 )= ) 2+ 1) [ @)
gl 1 f(aro)-g/(%)_f/(%) g(% _f(xo) gl(xo)
=f (%) 2 = 2
g(%) g (xo) g (xo)
/ / /
" - 3 5 S _f9—Tfg
n consecinta avem urmatoarea regula de derivare: P = —g2 .
Exemple. 1. Functiile f,g:R —R, fa =22"—z si g =2z"'+2 sunt
derivabile Tn orice punct z € R si g(z) >0, Vz € R, deci functia ! este derivabila
g

n orice punct z € R . Derivata se poate calcula folosind formula precedenta:

[23;3 - $]/ _ (6x2 - 1)(1’4 + 2) - (2$3 - I)<4I3> _ —22° + 32" +122° -2
't +2 (x4 + 2)2 (334 + 1)2 '

sinz

este derivabila in fiecare

2. Functia f:R\{EJrlmr}—ﬂR, f@ =tgx =
2 COS T

punct al domeniului de definitie si derivata in z, este ——, deoarece

cos” T,
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. / . .
. — (= 1
(tgx)/:[smx _ COST-COST s;nx ( smx): _ v b (ke ).
cos T cos ¥ cos™ x 2
Tn mod analog si functia f (z) = ctga este derivabila (z = kr (k € Z)) si avem
/ cosz) —sinz-sinz —cosz.cosz 1
(ctgz) =|— = — ==
sin x sin” z sin” z

Exercitii

Calculati derivatele urmatoarelor functii in punctele precizate si determinati domeniul
maxim definitie si de derivabilitate

a) f(x)zxff—;il,%zl; b) f(x):;L,neN*,xO:Q;

c) f(x):%,xo——l, d)f(x):m, , ==+1;

) fa) = -2, = 0 nf<x>=f£j_;; 8 fw——1:

b fw =t ) o) = EEE ) = 2T
T tgx + si 1

K) () = = 1)f<x>=§Tf§;m)f<x>=b§%.

4. Derivata functiilor compuse

Functiile sin2z sau sin® z sunt functii compuse. Functiile ¢g,h: R — R, prin
a caror compunere rezultd functia f:R — R, f(@) =sin(2z) (f=goh cu
g =sinz si k@ =2z) sau f(@ =(sinz) =sin’z (g =2 si
h(zx)=sinz) sunt derivabile. Este important sa putem calcula derivata functiei

compuse folosind derivatele celor doua functii. Tn general calculam derivata functiei
(fog)@ = f(g) inpunctul z, cu ajutorul derivatelor functiilor f si g.

oy JO@) = Fg(@)) N le@) = flg(@)) g —g(z,)| _

a—ay T -z, =l g@) —g(z,) T — 1,

— lim fan—f(u) i 9@ —g(z,)
u— uU— U, T— T, T —x,

unde v = g(), u, = g(z,). Daca z — g, , atunci u — u, = g(z, ), deci

Jlg@)—=flg(=

lim ( ) < ( 0)) = f/(g(xo)).g/(xo).
Ty T— T,

Sub o forma mai compacta putem scrie:

(fog) =(fog)d
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2 1
Exemple. 1. Functia f(x) = 23 = {/2” este compunerea functiilor z° si z°.

/ 1y 1 -2
Pe de alta parte (2”) = 2u si [ay‘J =30 3, deci
2/ 1 2 1
f’(m): 3 :2-$3-l-$3:2x3.
3 3

Tn general daca m, n € N, atunci

my/ m
o m T
xn = —. " I

n
2. Daci f(z) =+/z° + 2z +1, atunci

1 1
f’(m):§($2+x+1) 2.(2z41) =

2r+1

2\/x2—|—x+1.

3. Dacd f(2) =sin” z, atunci f' (z) = 50sin" z - cos z.
4 H / 3 3 3 !
4. Daca f(x) = cos (x3 + ZE) ,atunci f'(z) = 4cos’ (.’E + x) . (cos(m‘ + :c)) =
. !
= 4 cos’ (51:3 + x)(— sin (:113 + 51:)) (:1:3 + :U) =—4 (31‘2 + 1)0053 (:1:3 + x)sin (x3 + m) .
5. Dacd f () = (sinz)’ = sin’ z, atunci f'(z) = 3sin z(sinz) = 3sin’zcosz.
6. Daci f(z) = sin 2z, atunci f'(z) = cos2z - (2z) = 2cos2z .
7. Daci f(x) = (22" —52° +6) , atunci f' @) = 8(2z" — 5a* +6) (82° —10z).
1
8. Dacd f(z) =+a’ — 2 =(a’ —2°)?, atunci

1
= %(cf - xQ)_5 (—2z) = , pentru z € (—a,a).

—x
NI
9. Daci f(x) = sin’ 5z, atunci f’(x) = 3sin® 5z - 5cos 5z = 15sin” 5z - cos bz .
Exercitii

I. Determinati domeniul maxim de derivabilitate si calculati derivatele urmatoarelor
functii:

1) far=01—2)1+2); 2) g@) =" +8z+4; 3) f(x):cosfz;
)
sin” x f ‘
YViw=o""T 5) fay =2’ Inx; 6) f(x)=¢€""-Inz;
)/ e +x+1 ) f ) f

7) f(x)zli; 8) f(x)=12"cosz+2’sinz;9) f(x) = zsinz;
nz



Functii derivabile 145

. sinz + cosx tgx
10) f(x) =sinzcosz; 11) fo) =————; 12) f(x) = ——;
)i )i P —zr+1 )7 2> +1

+ 6 6 o
13) f@) = (8 +2);14) fp = 22 LTS L L. 15) fay =it 522

4 4 1
sin"x+cos z—1

16) fw=¢""; 17) f@ =In(2" —42*); 18) f(») = Jtgz ;
19) f@) =5""; 20) f@) =log,, (8:62 - 2x3) ;o 21) f)=cos(2z—1);
22) f) =cos’3z; 23) f) = lg(2x3 - 4x2) ; 24) f(my=z-tg’x;

1

25) f(1) =sinvaz; 26) f(z)=Yeosz —sinz;  27) f) =3";

28) f@)=——: 29) fa =(a* +52-8)" -2°; 30) flz) =’ +1;
COS 2T
31) f) =1Insinz; 32) f(z) = —51 ; 33) f(z) = tg’ (x2 + 1:4);
In”(3z)
) 3
34) f(z) = e 35) f(z) = .
\/log2 (134 +2° + 1)
II.
1. Aratati ca functia f(x)=cJ1+2*, z€R verifica relatia f'(2) = fi(mi
T

pentru orice z € R.
2. Deduceti o regulid de derivare pentru functiile de forma h(z) = f(z)"", unde

f:D— R, si g: D— R sunt functii derivabile. Pe baza acestei reguli calculati
derivatele urmatoarelor functii:
a) f(z)=1"; b) f(z)= (2" +1)""; c) flz)=a""
3. Demonstrati ca daca functiile f,: D — R sunt derivabile i, =1,3, atunci

functia

fu(@) fio(e)  fis(2)

Alz) = \fu(z)  fo(z) fs(a)|, Yz €D
Fa(@) fo()  fi()

S

este derivabila si
M@ fae) fa@)| (@ R R@ s @) fe) )
N(2) = fy(0) ful@) fol@)| +|h @) fa@) M@+ @) fu@) f).
fu@) fol@) fo@) @) @) @) |f) fi@) fi)
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4. Calculati derivatele urmatoarelor functii:

a) f@@ = $+1; b) faw)y=+2"+2; ¢) f)=2" """,

z—1
d) f(x)=Inlnz; e) f(x):(x2+1)sin(2x+1);
f) f)=e""; g) fw=z-Inx; h) f@) = (z+1)e™;
i) fa)=e"Inz; j) f) =2"sin"z; k) f(x):(e"’—i—:c)u;
1) f(x)=¢e"cos’z; m) f(z) = (sinz + cosz)’;

24+ Inz 2’ —r+1
n) f =220 o) fw = (FEE
p) f@)=e™"; q) f(x):(sin3x+7)7;

r) f(x) =sinsinsinz; s) f(@) = <x2 —x+ 2)100.
5. Calculati derivata functiei f(z) = z*, = >0 dacd « este un numar irational.
6. Scrieti ecuatia tangentelor la graficele urmatoarelor functii in punctele precizate:
a) fam =2"+z+1, M1, 3); b) f(x) = cos2z, M,(m, 1);
c) faw)y=Inz, M3, In3); d) fa)=e", M,(0,1);
7. Fie functia f(x) = 2® — 3z — 6. Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei in
punctul de abscisa z, = —1* al acestui grafic.
8. f(x) = *. Scrieti ecuatia tangentei in punctul arbitrar z, € R .
9. f ==xz(x—1)(x+2)(x+ 3).Scrieti ecuatia tangentei in punctul z, =1.
10. f(x) = (z —2)* (= + 3) . Scrieti ecuatia tangentei in punctul z, = 2.
11. f(x) = (z — 3)/T — . Scrieti ecuatia tangentei in punctul z, = 3.
12. f(zx) =+/5+ 2° . Scrieti ecuatia tangentei in punctul graficului cu ordonata
Yo =3
13. Determinati coordonatele punctului M de pe graficul functiei f(z) =1+ 2’

n care tangenta este paralela cu dreapta y = ng 1.

14. Determinati punctul M de pe graficul functiei f(x) = (1—z)(1+ z)* in care
tangenta la grafic trece prin punctul (—1, 0).

15. Studiati  existenta unei tangente comune pentru graficele functiilor
faw=z"+4z+8si gy =a"+8z+4.

1 Tn cele ce urmeaza, daca nu exista pericolul crearii unei confuzii, vom spune doar tangenta in
punctul z, .
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16.Determinati ecuatia dreptei care este tangentd la graficul functiei
f@ =2"—22° + 2* + 2 — 2 In doua puncte.

17.Consideram functia f:R\ {%} — R, f(z)= gx +; , unde a € R este un

parametru real. Determinati valoarea parametrului astfel Tncét tangenta in punctul
de abscisa z, sa formeze un unghi de masura 45° cu axa Oy .
18. Determinati valorile parametrilor m si n astfel ca graficele functiilor

flx)= % si g(z) = mz® + nz + 1 sa fie tangente In punctul de abscisa 2.
T

5. Derivata functiei inverse

Daca I C R este un interval si f: 1 — R o functie continua, atunci multimea
f(I) este tot un interval. Functia f:I — f(I) este surjectiva, deci daca f este si
injectiva, atunci inversa acestei functii f':J — I (cu J = f(I)) este o functie

continua. Urmatoarea teorema asigura derivabilitatea functiei inverse in conditii foarte
generale.

Teorema. Daca [ si J sunt intervale, f:I — J este o functie bijectivd si
derivabila in z, € I cu f/(xo) = 0, atunci functia f' este derivabila in punctul
y, = f(z,) € J siavem egalitatea

1y 1
(f ) (f(xo)) — f/(xo)'
Demonstratie. Ilim fﬁl(y) —/ (yo) = lim =% = ,1 , unde am
Y=Y Y=Y % f(J:) - f(xo) f (Io)

efectuat schimbarea de variabild f ' (y) = z n limita. De aici rezultd ca functia f '
este derivabila in punctul y, = f(z,) si are loc relatia din enunt.
Consecinta. Daca f este derivabila pe I si f/(z)=0, V z €I, atunci f ' este

derivabili pe J = f(I) si are loc relatia (ffl)/ (f) = , Vzel sau

1
f @
(f’l)/ (@) = % Vz € J. Aceste relatii pot fi obtinute derivand egalitatile
F(f @)
(flof)m=f'(f@w)==z, Vael, respectiv (fof )@ =f(f"'w)=uz,
Vezeld.

1y 1
Prescurtat putem scrie |(f ') =
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Exercitii rezolvate

1. Functia f: —g, g] — [—1, 1}, f(x)=sinz este strict crescatoare pe intervalul
[—g, g] deci are o inversa f ' :[—1, 1] — —g, g , f'(z) = arcsin . Folosind

regula de derivare a functiei inverse obtinem:
1 1

1
cos (arcsin x) B \/1 — sin” (arcsin z) B NI
2. Functia f:[0, 7] — [-1, 1], f(x) = cosz este strict descrescatoare, deci exista

(arcsinz) = ,daca z € (-1, 1).

' =arccos:[-1, 1] — [0, 7], si

—1 ! _ ! 1 _ 1 _ ]_
(f @) = arccos) = — =— - - _,
—sin (arccos ) \/1 — cos” (arccos ) Ji—z

pentru z € (—1, 1).

3. Functia f : [—%, %] — R, f(x) = tgx este strict crescatoare, deci exista
-1, ™ T 1 o R .
fT:R— 55 [ (x) = arctgz, si are loc relatia
/ 1 5 1 1
arctgr) = —— = = cos” (arctgz) = = .
(arctg 2) 1 (arctg ) 1+ tg’ (arctgz) 1+ 27

cos’ (arctg z)
4. Sase arate cd functia f: R, — [I,+00), f(2) =" +2* + 2 + 1 este bijectiva,
/
inversa sa este derivabila si sa se calculeze (f') (4).
Solutie. f este continua si derivabild, f' (z) =42’ +22+1>0, V2 >0, deci f
strict crescatoare, in consecinta este injectiva. f(0) =1 si lim f(z) = 400, f fiind

continua si crescatoare, rezultd ca Im f = [1,+o00), deci este si surjectiva. f'(z) =0,

Vz > 0 deci inversa este derivabila cu (f‘l)/ (y) = m Pentru y = 4, avem
. / 1 1
= f(1), deci (f) (4) = —— =~
y=f(1),deci (/') (4) R,

Observatie. In exemplul precedent am vizut ci se poate calcula derivata functiei
inverse intr-un punct fara a calcula functia inversa.
Exercitii

1. Determinati domeniul maxim de derivabilitate a urmatoarelor functii si calculati
derivatele lor:

a) f(z) =z -z Yz ; b) f(z) =2z — %arctg 2z + garctgg;
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c) f(z) = arcsin L+3z ; d) f(x) = arccos 5 ;
e) f(z) = brarcsin 3z ; f) %arccos(ac2 + 1);
g) f(z) = 3\2/§ arctg 23_;’__ 1 ; h) f(z) = (.’Ez + 1) arctgz ;

i) f(z) = arcsin(cos ).

2. Aratati cd functia f: R, — [1,+00), f(z) =2’ +1 este inversabil cu inversa

o . ! N 5 . A N\ 5 )
derivabila si calculati (ffl) (\/10) in doua moduri (calculand functia inversa respectiv
fara a calcula inversa functiei).

. . 1 . .
3. Aratati cd functia f : (—oo,—1] — (0,1], f(2) = -——— este inversabila cu

T +zr+1
inversa derivabili si calculati (ffl)/ [&] .
4. Ardtati ca functia f:R, — R, f@) =2a"+2z+In(z") este inversabild cu
inversa derivabila si calculati( /™' )/ (3).

Derivate de ordin superior

Definitii. 1. Functia f: D — R este de doua ori derivabila Tn punctul de
acumulare z, € D daca f este derivabila intr-o vecinatate V' N D a punctului z, si

functia derivata f': V N D — R este derivabild in punctul z, . Derivata functiei f’ Tn
punctul z, este derivata de ordinul doi a functiei f in punctul z, si se noteaza cu

/
() () = 1" (o).
Daci f' este derivabili pe multimea D, atunci spunem ci functia f este de doua ori
/

derivabild pe D si notam derivata a doua cu f” = (f') saucu f®.

2. Functia f: D — R este derivabila de n ori (n > 2) in punctul z,, daca f este
derivabila de (n — 1) ori intr-o vecinatate V' N D a punctului z, si derivata de ordin
(n —1) este derivabila in punctul z, € D.

!
Folosim notatia /™ (z,) = (f(‘”*”) (z,) pentru derivata de ordin n n punctul z,.

Daca functia f: D — R este de n -ori derivabild pe D, atunci functia ™ : D — R,

f(z) = (f‘”*”), (z) este derivata de ordin » a functiei f .
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Daca pentru orice n >1, n € N functia f este de n ori derivabila (Intr-un
punct sau pe o multime), atunci spunem ca f este indefinit derivabila sau ca f este

de clasa oo (In punctul respectiv sau pe multimea respectiva). Pentru a pastra o notatie
unitara vom admite ca derivata de ordin zero este chiar functia f .

Exemple

1. Functia f: R — R, f() =2 (k€ N) este indefinit derivabila si f"(z) = k!,
f™(x)=0,daca n > k.

2. Functia f:R\ {0} — R, f(x):l admite derivate de orice ordin si avem
X

-1)"-n!
f‘”’(m):%,unde n>1,z=0.
T
3. Pentru functia f(z) =¢" avem f™ (x)=¢", neN, z € R.

4. Sin(")xzsin[x—f—n-%], neN,zeR.

5. cos("):r::cos[ac—i—n'g], neN,zcR.

(=" -(n—l)!, neN

6. (In x)(m = -

X
7. (aw)(m :aw 'ln"a, ((1>0)

Exercitii

1. Daca functiile uw: D — R si v: D — R sunt de n ori derivabile, atunci
a) (U + U)(n) — u(n) + ,U(n);

b) (u- )™ = 205@4“1}“”47) (Formula lui Leibniz)
k=0

2. Calculati derivata a doua pentru urmatoarele functii:
a) fary=1J1+2°; b) f@=zhaz; c) far=e";
d) f @ = (142’ )arctgz.

3. Calculati f(0), f/(0) si f”(0),daca f(x) = e™" -cos(sinz).
4. Demonstrati ca functiile date sunt de doua ori derivabile Tn punctele precizate:

arctgz, >0
a) f:R—>R, flz)=4

f y x, =0;
@4z, z<0

sinQ:zz, z <0
b) f:R—-R, f(z)= , , 2, =0;
x, ©>0

c) f:R—R, fz) =206, z, =3.
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5. Determinati valorile parametrilor a,b,c € R astfel ca functia f:R — R,

ax’ +b, x <0

flw) =

= , sa fie de doua ori derivabila pe R.
c:c—|—4—i—ln<x —x—i—l), <0

6. Determinati valoarea parametrului o € R astfel ca functia f:R — R,
f(z) =x-e” si satisfaca relatia f"”(z)— f"(z)—8f'(z) +12f(z) = 0 pentru
orice x € R.

7. Demonstrati ca derivata de ordin n a functiei f: R — R, f(z)= (39c2 - 4)e“’

are forma f"(z) = (32" +a,z +0,)e" pentru orice n € N, unde a,,b, sunt

numere reale. Exprimati numerele a, si b, in functie de n .
Inz

8. Calculati derivata de ordin n a functiei f:(0, c0) — R, f(x) =—.
T

9. Consideram functia f(z) = ¢, cosz + ¢,sinz, unde ¢, ¢, € R. Demonstrati ca
@+ fa=0.

10. Calculati derivata de ordin n pentru urmatoarele functii:

a) f:R—R, f(z)=2"¢"; b) f:R— R, f(z)=12"-¢";

c)f:(0,00) =R, f(z)=2z-lnz; d)f:(-L,1)—=R, f(z)= xln(l—:ﬁ);

3
X

e)f:R\{O,l},f(I):m m;

1
(1-2)
g) [ R—R, f(x):(l—xz)-cosx; h) f:R—R, f(x):e_zg.
11. Spunem ca graficele functiilor f: D — R si g: D — R sunt tangente de ordin
n I punctul z, daca f"(z,)=g¢" (z,), k=0n si " (z,)=g""(z,).
Determinati ordinul de tangenta a urmatoarelor perechi de functii:

; ) f:R\{1,2} =R, fr)=

2

5 1 -
a) fz)=2"si g(z) =2 +1——; b) f(z)=e" si g(:v):%—i-x—f—l.
Zz
12. Calculati unghiul format de graficele functiilor f si g Tn punctele de intersectie:
a) f(z) =(z—2) si g(z) =4z — 2" —4; b) f(z)=sinz si g(z) = cosz.

1
_ _ e we(-11)
13.Demonstrati ca functia f:R — R, f(z)= este
P(z), xeR\(—l, 1)
indefinit derivabila daca si numai daca functia polinomiala P este identic nula.
(Admitere, Cluj Napoca)
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7 f Domeniul de
derivabilitate
2", neN nz" ! R
™, ne? mz™ " R\ {0}
x“,aGR\Z a-gj"’*l (0700)
e’ e’ R
a",a>0,a=1 o’ -lna R
1
Inz — (0,00)
z
log,z,a>0,a=1 1 (0,00)
zlna
sin x COS L R
COS L —sinzx R
tgx 12 =1+tg’z R\{(2k+1) keZ}
cos” x
ctgx '_21 =—1—ctg’z R\ {k’7r| ke Z}
sin” z
1
arcsin x \/ﬁ (—17 1)
-1
arccos & > (-11)
11—z
arctgz ! R
1+ 2*
arcctg x -1 R
1+ 22
(f+g) =f+¢
/
(f-9) =f-9+f4d
/ !/ ’ ’
[1] _ 9 [i] o914
g 9 g 9
(F(g(x))) =f'(())‘ ’(56)
f (n) Z (n—*k)
a / glT)—
(f@)y@) = gla)- f@)™" - f@)+ f@)” In f(z)- g'(2)
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VI. PROPRIETATILE FUNCTIILOR DERIVABILE

Tn acest capitol studiem legatura dintre derivabilitatea unei functii si diferitele
alte proprietati, cum ar fi injectivitatea, monotonia, convexitatea, punctele de extrem
etc. Pentru a evidentia aceste legaturi avem nevoie de cateva teoreme fundamentale.

TEOREMELE FUNDAMENTALE ALE ANALIZEI MATEMATICE

Prima data stabilim rolul derivatei in cautarea punctelor de extrem ale unei
functii derivabile. Fie DC R, z, € D si f: D — R o functie.

Definitii. 1. Punctul z, este un punct de maxim local al functiei f, daca exista o
vecinatate V €V (z,) (a punctului z,) astfel incat f (z) < f(z,), Ve € DNV .

2. Punctul z, este un punct de minim local al functiei f, daca exista o vecinatate
V eV (z,) (apunctului z,) astfel incat f(z)> f(z,), Vee DNV.

3. Daci inegalitatea f (z) < f(x,) este verificata pentru orice = € D, atunci punctul
x, este un punct de maxim global.
4. Daca inegalitatea f (x) > f(:z:o) are loc pentru orice z € D, atunci z, se numeste

punct de minim global al functiei f .

5. Punctele de minim si de maxim local sunt punctele de extrem local, iar punctele de
minim si de maxim global se numesc puncte de extrem global.

6. Valorile functiei Tn punctele de extrem se numesc extremele funcriei. Acestea pot fi
locale sau globale dupa cum punctul de extrem este un punct de extrem local sau unul
global.

Functia al carei grafic este reprezentat in figura 54 are un vA
punct de maxim global in &, un punct de minim global z,
si Tn afara de aceste puncte de extrem functia mai admite
punctele de maxim local a si z, si punctul de minim

local z,. Conform graficului tangentele in punctele J R
z,,T,,7, sunt orizontale, iar in capetele intervalului 2 o[% % % p X
tangenta poate avea orice directie. Aceasta comportare Figura 54

indicd faptul ca depistarea punctelor de extrem local

interioare este o problema diferita de determinarea punctelor de extrem. Bineinteles
daca determinam punctele de extrem interioare, atunci prin compararea valorilor n
aceste puncte si capetele intervalului de definitie vom putea stabili punctele de extrem
global. Pentru a fixa aceste idei vom demonstra cateva teoreme.

1. Teorema lui Fermat

Daca [ este uninterval, f:I — R o functie derivabila in z,, si z, este un punct de
extrem local n interiorul intervalului I, atunci f'(z,) = 0.
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Demonstratie. Fard a restrange generalitatea putem presupune ca z, este un punct
de maxim local. Astfel exista V €V (z,) pentrucare f () < f(z,), VzeINV,

deci f(x)— f(z,) <0, Vz e INV . De aici rezulta ca

7 () = tim LD 7@ o G ) = i LD @)
ff:ri,o T — T f:rt,ﬂ T — T,

Dar functia este derivabila, deci cele doua derivate laterale coincid, si astfel egalitatea
f/ (z,) = ﬁ,l (z,) implica fd/ (z,) = fsl (z)) = f'(z,)=0.
Observatii. 1. Tn cazul functiei f:[-1,1] — R, f(x) = 2’ punctele 2 = 41 sunt

singurele puncte de extrem si f’(41) = 3. Acest contraexemplu arati ci teorema se

poate aplica numai punctelor de extrem interioare.
2. Functia f: R — R, f(z)=|z| are punctul de minim local (global) z =0, dar

f'(0)= 0, deoarece f'(0) nu existd n punctul de extrem
(£ (0)=1,£'(0)=~1).

3. Din aceste observatii rezulta ca ipotezele sunt necesare.
-1 4. Pentru functia din exemplul 1. avem f’(z) = 32*, deci

f(0)=0 si punctul z =0 nu este punct de extrem,
deoarece f(x) <0 pentru z<0 si f(x) >0 pentru
z > 0. Deci nu toate punctele z, pentru care f'(z,) =0

Figura 55 sunt puncte de extrem. Tn figura 55 se vede ¢ axa Oz este
tangenta la grafic.

Definitie. Daca f: D — R este o functie derivabila, atunci elementele multimii
S, = {x cintD | f(x) = 0} se numesc punctele stagionare ale functiei f .

5. Tn consecinta punctele de extrem ale unei functii derivabile trebuie cautate printre
radacinile derivatei, dar acestea nu sunt neaparat puncte de extrem.

2. Teorema lui Rolle

Daca functia f:[a,b] — R este continua pe intervalul [a,b], este derivabila pe (a,b)

si f(a) = f(b), atunci existd c € (a, b) cu proprietatea f'(c) =0.

Demonstratie. Daci f este functie constanti, atunci f'(x) =0 pentru orice
r € (a,b). Daca f nu este constantd, atunci exista z, € (a,b) astfel Tncat
f(z,)> f(a) sau f(z,) < f(a). Intervalul de definitie este un interval inchis, deci
pe baza teoremei lui Weierstrass exista M = f(c,) =maxf(z) i

z€[a,b]

m=f(c,) = m[irl}]f(a:). Numerele ¢, si ¢, nu pot fi ambele in capetele intervalului,
z€|a,
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deci cel putin unul dintre ele este un punct de extrem local in interiorul intervalului.
Conform teoremei lui Fermat derivata Tn acest punct este 0. Deci exista ¢ € {c,,¢,}
astfel ca f'(c) =0 si c € (a,b).

Interpretarea geometrica y
Din interpretarea geometrica a derivatei rezultd  f(g)=f(n)
ca in cazul functiilor care satisfac conditiile

teoremei, existi un punct interior Tn care

derivata este 0, deci tangenta la grafic in acest

punct este orizontala. Folosind faptul ca in acest : : :
caz si coarda AB este orizontala putem spune i ; 5 >
ca tangenta este paralela cu coarda AB. In o] @ ¢ b X
teorema urmatoare demonstram ca aceasta
proprietate este valabila si in cazul in care
coarda nu este orizontala.

Observatie. Functiile f:[a,b] — R continue pe [a,b] si derivabile pe (a,b) se

Figura 56

numesc functii cu proprietatea lui Rolle.
Exemple. 1. Functia f:[0,1]— R, f() =2"—z are proprietatea Rolle,
f(0)= f(1) =0, deci se poate aplica teorema lui Rolle, astfel exista ¢ € (1,2) cu

f'ey=0. f'(x)=2x—1, deci c:%e(o,l).

2. Functia f:[1,2] = R, f@) =,/(z—1)(2—z) este continua pe[1,2], derivabila
—2z+4+3
2(z—1)(2—2)

aplica teorema lui Rolle, de unde rezulta ci exista ¢ € (1,2) astfel incat f'(c) =0.1n

pe (1,2) cu f') = Vz € (1,2) si f(1)= f(2), deci se poate

. 3
cazul acesta putem determina numarul ¢ = 5 €(1,2).

Observatie. In exemplul precedent se observa ca derivabilitatea functiei nu este
necesara in capetele intervalului.

3. Teorema lui Lagrange

Daca functia f :[a,b] — R are proprietatea lui Rolle pe intervalul [a,b], atunci
exista ¢ € (a,b) astfel incét

f(b)—f(a).

/
(c)=
Je b—a

Demonstratie. Intuitiv aceasta proprietate s-ar putea demonstra prin schimbarea
axelor de coordonate, astfel ca axa Oz sa devina paralela cu coarda AB . Tn acest caz
am aplica teorema lui Rolle pentru transformata functiei. Tn locul schimbarii axelor de
coordonate vom construi o functie ajutatoare a carei derivata se anuleaza daca si
numai daca este verificata relatia din enunt (astfel evitam transformarea efectiva a
intervalului de definitie). Daca derivata functiei F :[a,b] — R este
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f(z)— M , atunci functia este F(z) = f(z)—x -
—a
Aceastda functie este continua pe [a,b] si
derivabila pe (a,b), si In plus verifica egalitatile
F(a) = M = F(b), deci putem aplica
—a
teorema Ilui Rolle. Astfel rezulta ca exista

c€(a,b), pentru care F'(c)=0 si deci 5 >
b fo) N b
f/(c) = fT . Figura 57
f(b) = f(a)

Interpretarea geometrica. Panta coardei AB este : , deci relatia din
—a

teorema exprima chiar faptul ca exista un punct interior ¢ in care tangenta la graficul

functiei este paralela cu coarda AB . (vezi figura 57).

X

Exemple. 1. Functia f:[0,1] = R, f() = ", este continua si derivabila pe
T

. 1 . . .
intervalul [0,1], f'(2) = W deci se poate aplica teorema lui Lagrange. Astfel
T
. 1)— . 1 1
existd ¢ € (0,1) cu f'(c) = () f(o),deu s =—=c=—14+2;dar
1-0 (c+1) 2

€ (0,1), deci ¢ = /2 —1 este singurul punct intermediar cu aceasta proprietate.
2. Functia f:[n,n+1]— R, f(@) =Inz, (n € N') are proprietatea lui Rolle, deci

se poate aplica teorema lui Lagrange, astfel exista ¢ € (n,n +1) cu
— .1
flntl)=fo ;adica —=1In(n+1)—1Inn, deunde ¢ :;.
n+l-—n c ln(n + 1]
n

e =

1
n+1

1 1
Cc
. . A . N 1 1
inegalitatea demonstrata in capitolul Siruri: Pl <ln(n+1)—Ilnn<—.
n n

< —, de unde rezulta
n

Observatie. Deoarece n<c<n+1= <

4. Teorema lui Cauchy

Din punct de vedere tehnic in teorema lui Lagrange structura numaratorului
este identici cu structura numitorului daca expresia b—a 0 scriem sub forma
g(b) — g(a), unde ¢ este functia identica. In acest paragraf demonstram ca la numitor

putem avea o alta functie derivabila ¢.

Teorema. Daca functiile f, g :[a,b] — R au proprietatea lui Rolle pe intervalul
la,b] si g'(z) = 0 pentru orice = € (a,b), atunci exista c € (a,b) astfel incat:

fO)—f@ _ f©
gb)—gla) g
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Demonstratie. Din teorema lui Lagrange si din conditia ¢’ (z) = 0, Vz € (a,b),
rezulta ca g(a) = g(b). Ca si in demonstratia teoremei lui Lagrange construim o

functie ajutatoare a carei derivata se anuleaza daca si numai daca are loc relatia din
teorema. Consideram astfel functia

hz)=(f(b)— f@) g@ —(g(b)— g@)-f@
definita pentru orice z € [a,b]. Functia h este continua pe [a,b] si derivabila pe
(a,b). Pe de alta parte h(a) = h(b), deci putem aplica teorema lui Rolle functiei » pe
intervalul [a,b]. Astfel rezulta existenta unei valori intermediare c¢ € (a,b) cu

proprietatea h’(c) = 0. Dar aceasti relatie se poate scrie sub forma
W =(f(b)—f@)g' @ —(g(b)—gw@)f'c)=0,
si datorita conditiei ¢’(c) = 0, rezulta
fo)—fw@ _ fl©

9(b)—gla) g’
Exemplu. Functiile f,g:[1,2] = R, f(x) =2"+1, g(x) =Inx au proprietatea

. 1 . A . .
lui Rolle pe [1,2], f'(x) =2z, ¢'(x) = —, deci aplicand teorema lui Cauchy exista
T

[ fQ=11) _ 52

3 . 3
; ¢ =—,c>0,deci c =, [—.
g g(2)—g() In2 In4

Observatie. Teoremele lui Lagrange si Cauchy se numesc teoreme de medii, sau
teoreme ale cresterilor finite.

ce(L,2) cu

5. Teorema lui Darboux
|Dacé I esteuninterval si f: 1 — R o functie derivabila, atunci functia f’ are proprietatea lui Darboux.l

Demonstratie. Fie a, b€, a<b. Considerim A€ R un numir intre f'(a) si f'(b) si

demonstram ca existd ¢ € [a,b] astfel incat f’(c) = A . Fara a restrange generalitatea putem presupune ca
'@ < f'(b) si f'@ < X< f'(b).Construim functia derivabili g: I — R, g(z) = f () — Az . Este
suficient sa aratam ca aceasta functie are un punct de extrem local in interiorul intervalului (a,b). Daca
existd ¢ € (a,b) astfel ca g’ (c) = 0, atunci rezultd f'(c) = . Pe de alta parte ¢’ (b) = f'(b) — A > 0 si
f . — A —g(b . .
g' (@ = f(a)— A< 0 deci hmM <0 si hnz}Lg() > 0. Astfel existd ¢ >0 si un
T—a ./L’ —_ (J/ T a;’ —_—
z>a z<b

8 > 0 corespunzator pentru care:

M<_5,dacéa<x<a+5 si
r—a
Mi(b)>5,dacéb—5<x<b.

T —

De aici rezulta ca
g(z) < —e(z —a) + g(a) < g(a) ,dacd a <z <a+6 si
g(z) < gb)+e(z—b) < gb),daca b—6 <z <b.
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Din aceste inegalitati rezulta ca functia g nu Tsi poate lua minimul nici in punctul « si nici Tn punctul b .

proprietatea A\ = f’(c¢). De aici rezulti ci f’ are proprietatea lui Darboux.
Consecinta. Dacid [ este un interval si f: I — R este o functie derivabili pentru care f'(z) =0,
pentru orice = € I, atunci f’(2z) > 0 pentruorice = € I sau f'(z) < 0, pentru orice = € I .

Exercitii
1. Determinati punctele stationare ale urmatoarelor functii. Stabiliti care dintre ele
sunt punte de extrem, respectiv determinati si puntele de extrem, care nu sunt puncte
stationare:

a) f:[0,2] > R, fmy=2"—3z;b) f:[0,21] = R, f(z)=sinz;

¢) f:R—R, fm=]"~1; d) [:R->R, f=4s"—62"+3z.
2. Demonstrati i daca z,, z, € R, atunci |[cosz, — cosz,| < |z, — z,|.
3. Aritati ca ecuatia #° = xsinz + cosz are exact doua solutii in intervalul [-2,2].
4. Demonstrati ca toate radicinile ecuatiei f'(z) =0 sunt reale daci f:R — R,
fw=(@-1)(z+2)(z—-3)(z+4).
5. Demonstrati ca functia f : R — R, f () = z° + 2° + 2z este injectiva.
6. Determinati valoarea intermediara ¢ din teorema lui Lagrange pentru urmatoarele
functii:

a) f:[0,2] = 1[0,4], fam =42*; b) f:[O,l]e[O,%], f(x) = arctgz.

7. Demonstrati ci ecuatia 2’ + ' +2* +10x—5=0 are 0 singura radacina

8. Studiati aplicabilitatea teoremei lui Rolle in cazul urmatoarelor functii:

a) fay =3, I=[-1,1]; b) f(z)=In(1+al), [ =[-1, 1];
cos T, nggz

o) fm) =" +4, I =[-55]; d) f(z)= I Rk
sin z, Z<x§5 2

243,z €[-1, 0]

e) f(z) = CI=[-1,1].

2* +3,2€(0,1]

9. Demonstrati ci dacd a,,a,,a,,...,a, ER’ si af +aj +..+a >n, VR
atunci @, -a, -...-a, =1.

10. Demonstrati ca daca functiile f , , :[a, b] — R sunt continue pe intervalul [a, b]

si derivabile pe (a, b) atunci exista ¢ € (a, b) cu proprietatea:
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£ £ £
f@) fla) fla)]=0.
IHOBAORNAD

11. Se poate aplica teorema lui Lagrange pentru functiile de mai jos (pe intervalele
precizate)?

a) fam=1+¥z, I =[-1,1]; b) f(z)="—, I =|0.a), a>0;
-z
c) f(z)=zlnz, I:[a,b}, b>a>0; d) flz)=1+z—-2", I=[-21];
T2 e[-4,0]
e) fl)=1 2 =14, 3];
Jr+1,2€(0,3]

. . . 1 .
12. Putem aplica teorema lui Lagrange functiei f(x) = — pe intervalul (a, b), daca
T

a-b<0?
13. Determinati punctele de pe graficul functiei f(z) =z’ in care tangenta este
paralela cu dreapta determinata de punctele A(—1, —1) si B(2, 8).

14. Care dintre perechile de functii date mai jos satisfac conditiile teoremei lui
Cauchy:

a) f(z)=Inz si g(m)z%, I=1[1e¢l;
r+3, —2<zr<1
b) f(z) = m1—7’ 1§$§5,g(x):x,fz[—2,5};

c) f(z)=2", gz) =2", I =[-1, 1];
d) f(z)=Inz si g(x):f—Q, I=11 €.

Probleme

1. Consideram ecuatia z-Inn—n-Ilnz =0, unde n>1, n € N, z > 0. Stabiliti
numarul radacinilor in intervalul I = (0, 4 c0).

2. Pentru ce valori o ecuatia 1+ sin® az = cosz are exact o radacina?
3. Fie f:[a, b] — R o functie derivabila si a,b € R doua numere cu proprietatea

a-b > 0.Demonstrati ca exista ¢ € [a, b] astfel incat
a b

f@  f(b)

1

_— =f@—-c-fl©.
a—>b
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1 1 1
4. Fie fa)=|3—x 5-32° 32’ —1|. Demonstrati ci exista c < (0,1) cu
20 —1 32° -1 72°—1

proprietatea f'(c) =0.
5. Exista functii neliniare, definite pe R, care admit derivate de orice ordin si pentru

care ‘f (x)‘ < —,oricarearfiz € R si ke N?

6. Fie f:R — R o functie impara derivabila. Demonstrati ci f': R — R este 0
functie para. Este adevarata afirmatia inversa?
7. Demonstrati ca functia f: R — R, f(x) =122° +12a2” — 8ax — 3 are cel putin

i o . @ C C - .
8. Numerele reale ¢, ¢, ..., ¢, verifica relatia ¢, +51+§2...+ n N = 0. Aratati
ci ecuatia ¢, + ¢,v + ¢,z° + ... +¢, 2" +¢,2" =0 are cel putin o solutie intre 0
si 1.

9. Demonstrati ca daca functia f : R — R satisface inegalitatea
|f(z+h)— f(z—h)| <h’®
pentru orice z € R si orice » > 0, atunci f este o constanta.
10. a) Exprimati derivata functiei

L@) L) fi(2) fi(2)
al b G d,
U:[a,b}—ﬂR,U(m): . ! . p
s by Gy dy

cu ajutorul derivatelor functiilor f :[a, b] — R, daci a.,b,,c,d, € R i=1,4.

b) Functiile f,g:[a, b)) — R sunt de doua ori derivabile pe (a,b).

Demonstrati ca pentru V z,,,,z, € [a, b] exista ¢ € (a, b) cu proprietatea:

)
1z g(z) f (@)
'O 2 g(@)-g" O = f(n)=
1z, g(z,) 1z, f(z)
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VII. ELIMINAREA CAZURILOR DE NEDETERMINARE

Regula lui ’Hospital
Folosind teorema lui Lagrange putem estima valoarea functiei f in punctul z
cu ajutorul valorii in punctul z, si cu valoarea derivatei intr-un punct intermediar. in
anumite cazuri aceasta estimare ne da posibilitatea de a calcula anumite expresii (de
exemplu limite). Daca limita lim f@
w=n g (1)
functiile f respectiv ¢ satisfac conditiile teoremei lui Lagrange (sau Cauchy) in
vecinatatea V' a punctului z, , adica sunt continue si derivabile in vecinatatea V', atunci
aplicand teorema lui Lagrange (sau Cauchy) pe intervalul [z,,z], cdnd z € V' deducem

! !/
existenta valorilor c, , , pentru care: f@) _f@)-fw) 2 f,(cl) = f,(cl) :
| g@)  g@)—g(z,) z-¢'(c) d'(c)
La prima egalitate am folosit egalitatile f(x,) = g(x,) = 0 care exprima tocmai faptul

. 0o .
este un caz de nedeterminare de forma —, si

. . 0 ™ .
ca avem o nedeterminare de forma ° (deoarece functiile sunt continue). Pentru z — z,

rezulta ¢, , — =, , deci daca exista limitele hmf @) =1 si hmg @ =1Lecul,=0,

@) _ ”

_— l . ¢ C o .
atunci lim @ = l_l Daci aplicam teorema lui Cauchy, atunci obtinem aceeasi valoare
T g €T 9
intermediara atat in numitor cét si in numarator, deci nu este nevoie de existenta limitelor

lim f'(z) =1, si hmg (z) = 1,, este suficient sa existe lim HE E :
T T2y g T

urmatoarea proprletate importanta:

. Astfel am obtinut

Teorema. (regulalui I’'Hospital pentru cazul 0/0)
Fie f,9:[a,b] = R (a,b€ R, a<b) functii continue in z, € [a,b] care satisfac
urmatoarele proprietati:

1. functiile f si g sunt derivabile pe V N[a,b]\ {z,} (unde V €V (z,)),

2. f(l’o) = g(xﬂ) =0,

3. ¢'(x) = 0 intr-o vecinatate a punctului =, ,

/!
4. exista lim f )
T— 1) g (:17)

/
Tn aceste conditii exista lim —— f @ si lim f @ = lim f @)
T g(aj) T g(aj) T g (:17)

Demonstratie. Aplicam teorema lui Cauchy pe intervalul [z, —¢,z, + ], unde ¢

este ales astfel ca intervalul sa fie in interiorul vecinatatilor de la punctele 1 si 3 (functia
fiind derivabila pe acest interval este si continua, deci conditiile teoremei sunt
_ _ / /
verificate). fa = flm) _ (= Iﬂ)f/(C) — f/(c)
g(x)—g(xo) (z—xo)g © g(e)
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Cand = — z, obtinem ¢ — z,, deci in cazul z — =z, limita membrului drept este
!/

. )
lim f/
T—1) g (m)
Putem renunta la conditia de continuitate in punctul z,. Tn schimb vom avea nevoie
de existenta limitelor celor doua functii in acest punct.

. Astfel si membrul stdng are aceeasi limita, deci demonstratia este completa.

Teorema. (regula lui I’Hospital pentru cazul 0/0)
Fie f, g:[a, b] = R (a, b€ R, a < b) doua functii si z, € [a, b]. Daca
1. functiile f si g suntderivabile pe V N[a, b]\ {z,},unde V €V (z,)),
. lim f(@) = limg@) =0,

T z— 1

2
3. ¢'(@) nueste 0 daca = este in vecinatatea punctului z, si este diferit de z,,
4

/
. exista lim f,(z) :
= g ()
/
atunci exista lim f@ si avem egalitatea lim f@ = lim f/(x) .
T, g(x) T g(I) =T g ()

Demonstratie

. < . 0, T=1% . 0, TI=1,
Aplicam teorema precedenta functiilor f, (z) = f@),r=a sl g () = 9@z
) 0 Y 0

Observatie. In teoremele precedente nu este necesara derivabilitatea in punctul z, .
Daca functiile sunt derivabile in acest punct, atunci din relatiile f(z,) = g(z,) =0

f@ — f(z,)
deducem fw_ -
g (x) g(x)—g(%)
T — 1,
f/(370>

si astfel cand z — z, membrul drept tinde la (cu conditia ¢'(z,)=0). In

g ()

consecinta si membrul stdng are aceeasi limita. Avem deci urmatoarea teorema:

Teorema (Cauchy)
Daca I CR este un interval, z,€I si f,g:I — R sunt douda functii cu

proprietatile:
1. f(xo):g(%):();
2. f si g derivabile™n z, si ¢'(z,) =0,
atunci exista o vecinatate V' a punctului z, in care g(z)=0, Vz eV \{z} s

@ S

—ngle)  gl(m)

Este evident cd Tn anumite cazuri se pot aplica toate cele trei teoreme de mai Tnainte,
dar sunt si cazuri n care putem aplica numai una din acestea.
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2

Exemple. 1. Si se calculeze limita lim ~—
=1 Ingx
. .. 1 .
Rezolvare. Consideram functiile f g: [E,g] —R, fw=z"-1 i
g(x) =1Inz. Aceste functii sunt continue si derivabile pe domeniul de definitie si
/
. 2
lim f (@) = limg(@) = 0, iar lim? 2 — lim =" = lim22° = 2. Astfel pe baza
z—1 z—1 z—1 g (w) z—1 - r—1
T
A . S 2 —1
teoremei lui I’Hospital (sau a teoremei lui Cauchy) avem liHll ] =2.
T— nxT
Observatie. Folosind transformari elementare putem calcula limita si fara derivate:
2
—1 —1 t 2
lim S = lim = lim(z + 1) = lim ——lim (z + 1) = = = 2,
z—1 lnx z—1 hlfL' z—1 t—0 ln (t -+ 1) z—1 1
2. S se calculeze limita lim <—
=0 sIinx
. 11 . 4 . ..
Rezolvare. Fie f,g: [—5,5] — R, fxy=¢"—1si gx)=sinz. Aceste functii

sunt continue si derivabile pe domeniul de definitie, hn%f(x) = lirr(}g(a;) =0 si
/ z /
lim £ i ¢ — 1| = LO],
=0 g'(x) *=0cosz g'(0)

e’ —1

Din regula lui I’Hospital (sau teorema lui Cauchy) rezulta lin% - =1.
=0 ST
Observatie. Ca si in cazul precedent limita se poate calcula si fara derivate:
im &t i E T o
=0 8In x =0 sinx

. Lo et tet =2
3. Sa se calculeze limita lim ——— .
=0 ] —coszx

Rezolvare. Consideram functiile f,g:(-11)— R, f@ =¢" +e"—2 gl
g(x) =1— cosx. Functiile sunt continue si derivabile si avem
! z —x
@) et
=0 g'(x)  +=0 sinzx

Aceastd limita este tot de forma % deci pentru a o calcula vom aplica acelasi

procedeu. Functiile f' si ¢’ sunt derivabile si

/
/
(l‘) " T —T
i L ® B TR N SRS
2=0 (g’)l () =0 g"(z) @0 cosw
. T _ —T i T —T _ 2
deci lim &% = 2 si astfel avem lim& ¢ —2_o

=0 ging =0 1 —cosz
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Observatie. Folosind numai limite elementare avem:

T
x 71‘_2 .’L’_12 1 1:_12 —
lim & =2, (€ )x=2-hm—,[e ] 2_| =2
—0 1— COSZL z—0 261? SinQ nd z—0 el T Si]_’l nd
2
—sinz

- . . . €T
4. Sa se calculeze limita hr%

Rezolvare. Functiile f,g:(-1,1) >R, f@m=z—sinz si g@ =2z sunt
continue si derivabile si avem pe rénd egalitatile

3

. flae . 1—cosz .
lim = = lim — =1 5 =—.
z—0 q () z—0 Bx z—0 3:1/' z—0 < 6 6

Pe baza teoremei lui I’Hospital (aici nu putem aplica teorema lui Cauchy)
. x—sinz 1
hm—g = —.
—0 T 6

5. Consideram sirul definit prin relatiile z,., =sinz

n!

n>1, xge[o,g]. Sa se

calculeze limita lim /n -z, .

n—00

Rezolvare. Sirul (z,) _  este strict descrescator si cu termeni pozitivi, deci este

convergent. Daca trecem la limita in relatia de recurenta, deducem [ = sin/, unde [
este limita sirului (z,) _ . De aici rezulta ca sirul (z,) _ este convergent si are limita

0. Vom calcula limita patratului expresiei </n - z, folosind limita functiilor.

. .n
limn -2’ = lim —
n—00 n—00 1

2

- - - - . - n - - -
Folosind criteriul Cesaro-Stolz este suficient sa calculam limita
2 2

. n+l—n . T
lim = lim —*"
n—oo 1 1 n—oo x p— x

2 — —2 n n+1
$n+1 xn

Pe de alta parte limz, =0, deci este suficient sa calculam limita functiei

n—0o0

2 22
f(z) = f > f in punctul 0. Dar
T —SsInn T
2 s 2 .92 4 3
1
i Z NS Ty F i % gim -8
0t —sinty om0 gt e0g —sintx o0 g —sing o0 ST 2
T
Deci lim «/n -7, =+/3.
6. Sa se calculeze limita limf(x) daci f,g:R =R, f) = n T€Q i
’ TﬂOga’;) 79' ' - tgx,ZEER\@S

ezz—l, zeQ

g = l—cosz, z€R\Q"
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Rezolvare. Functiile f si g nu sunt continue si nici derivabile intr-o vecinatate a
punctului z, = 0, deci nu putem aplica regula lui I’Hospital. Pe de alta parte functiile
sunt continue si derivabile in punctul z, =0, f(0)=g(0)=0, f(0)=1 si
f@) _ f10) _1_

g’ (0) = 1. Astfel pe baza teoremei lui Cauchy obtinem lim —K =
=0 g(x) g (0) 1
1}3 COS —

7. Sa se calculeze limita lim ——Z .
1=0] — coszx

) - ; .1
Rezolvare. Derivata functiei f: R" — R, f(x) = 2’ cos— este

X
1 1
f'(z) = 32% cos— + xsin—.
T X
7 ?>x200s,l+:1:s,i11l N o
Astfel ——— = L L, unde g(z) =1—cosz. De aici rezulta ci limita
g (x) sin x
f @ f!@

raportului

—— este 0 nedeterminare de forma Y Pe de alta parte limita lim —;

g () 0 =0 g (x)
nu exista, deci nu putem aplica regula lui I’Hospital si nici teorema lui Cauchy.
Folosind calcule elementare obtinem:

2
limf(x):lim i -lim[mcosl]:ZO:O.
=0 g(x) @01 —cosx =0 T

Observatii. 1. Din exemplele precedente rezulta ca pentru corectitudinea rationamen-
tului este absolut necesar verificarea tuturor conditiilor, altfel putem ajunge la rezultat
corect printr-un rationament absurd, sau putem ajunge la concluzii complet gresite.

2. Tn multe cazuri (vezi exemplul 5) este avantajoasi combinarea metodelor
elementare cu regula lui I’Hospital in vederea simplificarii calculelor.

.- (0.9] . . o
Nedeterminarile de forma — se pot reduce la cazul studiat, totusi enuntam teoremele
(0.}

precedente si pentru acest caz.

Teorema. (I'Hospital) Daca a,beR, a<b, z,€(ab) si functiile
f, g:(a,b) — R satisfac conditiile:

1. f si g sunt derivabile,

2. ¢ =0, z€(ab),

3. lim|g@)| = o0,

-1

i
4. exista lim f,(x),
= g ()
/
atunci exista lim& si avem lim f@ = lim f/(x) .
T g({p) T g(I) =g (x)
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Demonstratie. Fie hmf @)
r=a g (QE)

deducem g () = 0 si g este strict monotona pe un interval (a — ¢,a). Daca (z,) _,

= 1. Din conditia lim|g )| =00 si ¢'(z)=0,

z, € (a,b) este un sir cu proprietatea lim z, = a, atunci pe baza teoremei lui Cauchy

n—0o0

fla) = fzn) _ fle)
9(z.)=9(z,.)  d'(c)

exista ¢, € (z,,,,,) astfel incat
/
Din conditia limz, =a rezulta limc, =a si astfel lim%: [. De aici
n—oo n—oo n—od g Cn

. f(xn) - f<x7L+l>
deducem %g?c g(mn) - g(mn)

=1 si pe baza teoremei lui Cézaro-Stolz rezulta

lim % =1.Sirul (z,) _ estearbitrar, deci avem egalitatea
= g(z,

1mf(ac) lim f (x)

T, g(z) T—1, g (I)
Observatie. Regula lui I’Hospital se poate aplica si in cazul in care z, este +oo.
Tn continuare ne vom referi la toate aceste teoreme sub numele de regula (regulile) lui
I’Hospital.

o ... Inzx
Exemple. 1. Sa se calculeze limita lim ——.
Tr—00 x

Rezolvare. Pentru functiile f:(0,00) = R, f@) =Ilnz si g:(0,00) — R,
g(x)=x avem lim f(x) = lim g(x) = oo si aceste functii sunt derivabile pe

T—00 Ir—00

domeniul de definitie, deci sunt verificate conditiile teoremei lui I’Hospital.

/
1 o1 o]
Pe de alta parte lim f @) 4 = lim = = 0, deci lim 2T exista si lim L
T—00 g (w) T—00 z—00 T T—00

Observatie. Tn mod analog hmln— =0,dacd a >0 si lim In o =0, daca P

T—00 l‘ T—00 P(m)

este o functie polinomiala.
= . T
2. Sd se calculeze lim — .

Tr—00 6

Rezolvare. Functiile f(x) =z si g(z) =" sunt continue si derivabile pe R, si

! 1 1 . A .
lim f,(x) = lim — = — = 0, deci pe baza regulii lui I’Hospital avem lim% =0.
Z—00 g (ZL') z—00 " o0 T—00 @
2
3. Sa se calculeze lim x—
r—00 e‘
Rezolvare. Functiile f(z) = 2" si g(x) = ¢” sunt continue si derivabile pe R, si

lim f Exi lim — 20 (folosind exemplul precedent sau aplicand regula lui
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2

I’Hospital), deci lim —— = 0.

T—00 @

.o L - . .. P - .
Observatie. In mod similar putem arita ca lim (z) =0, daca P este functie

z—00  e”

polinomiala.

APLICAIIILE REGULILOR L’HOSPITAL IN CAZURILE DE NEDETERMINARE
1. Cazul 0:-c©

Dacd a, b€ R, a<b, z,€(a,b) si functiile f, g:(a, b) — R sunt derivabile,
lim f(x) =0 si lim g(z) = co atunci limita lim f(x)-g(z) (care este de forma

T T -1

0 - 00 se poate reduce la o nedeterminare de forma 0 sau 2, deoarece g(x) =0

o0
f@- g = f(1:13) ,unde lim f (z) = lim =0 sau
r—a T—a g(x)
g (x)

. . 1
f(x)~g(x):$,unde lim g () = lim =00
r—a T—a f(ﬁl?)

f@
A doua transformare este posibila numai in cazul in care f Tsi pastreaza semnul intr-o
vecinatate a originii.
Exemple

1. Sa se calculeze lim [a: - Z] tgz.

T—o—

Rezolvare. Limita este un caz de nedeterminare de forma 0-oo, deci efectuam
urmatoarele transformari:

3
N T
lim —2 L 2/

o = lim = lim (— sin® m) =-1,

iog CgT ooy (ctg :1:)/ Ty

si astfel lin%[x — g] “tgax =—1.
.’I?HE

2. Si se calculeze lim (tg” 2 - Insin z).
z—0
>0

Rezolvare. Si in acest caz avem o nedeterminare de forma 0 - oo, deci putem scrie
pe rand:

. COoST
. . . Insi ... (Insinz . ;
hm(tg2 z - Insin x) = thQHI si hm( 2 = lim S0 & =0,
z—0 z—0 z—0 z—0
>0 >0 Ctg L >0 <Ctg2 I) >0 2Ctg$ [— 5 ]
sin® z
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deci lziirg(tg2 z - Insin ac) =0.
x>0
2. Cazul co — oo
Daca limita de calculat are forma lim[f (z)— g(z)], unde lim f(z) = oo si
limg(x) =00, atunci f(z) =0 si g(;;; 0, deci putem efe:ﬁ?lja urmatoarele

T—a

transformari:

fa—g@ =

]-f(:z:)-g(a:) sau

_Jw
g (x) '

g a f

f(a:)—g(x)zf(x)-[l

1

f a g(m
problema la un caz de forma oo-0. Tn al doilea caz limita lim (f(z) — g(z)) se

r—a

Tn acest mod 1im(f(:v)—g(x))zlimf(a:)g(z)[ ] deci reducem

reduce la calculul unei limite de forma —.

0
Exemple
1. Si se calculeze lim [L S ]
=l\lnz z-—1
Rezolvare. Avem o nedeterminare de forma oo — oo, deci o transformam fntr-o
. . > . 1 T z—1—zlnz
forma pentru care se poate aplica regula lui I’Hospital. — =
Inz z-1 (z—1)lnz

. . . . . 0 . .
si pentru aceasta expresie obtinem o nedeterminare de forma 0’ adica se poate aplica

regula lui I’Hospital:

.o 1—-Inz-—1 . —zlnz . —Inzx—1 1
b — T it i B herz 2
Y s>lglng+2z—1 21 Inz+2 2
x
deci lim[L— 4 J:—l.
s=1\lnz z-—1 2
. . (1 2
2. Sa se calculeze lim | — — — .
a—oly e —1

Rezolvare. Nedeterminarea este de forma oo — oo . Scriind expresia sub forma
12 1 [ |2 ]

z e -1 =z e’ —1

avem lim[l— 2z ]:—1,deci lim[l— 2 J:—oo.
z—0 6'T’ — =0\ g em — 1
>0 >0
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3. Cazurile 0°, oo’, 1°
Daci a,b€R, a<b si f,g:(a, b)— R, unde f(z)>0 pentru orice
z€(a,b), limf@=limg@ =0 sau limf(@) =00 si limg) =0 sau

=Ty T2 =Ty

lim f(x) =1 si lim g(2) = oo, atunci la calculul limitei lim [f(z))"" pot aparea

T, -1 =1

cazurile 0°, oo, 1™. Tn toate cele trei cazuri putem reduce calculul limitei la o
nedeterminare de forma 0-oo cu ajutorul egalitatii [f ()] = e/“"™/”. Mai precis
daca existd lim g (2)-In f (z), atunci exista si limita lim [f (2)]""" si avem egalitatea

r—a

lim g@)In f(x)
i

lim [f (»)]"" = e

-,

Exemple

1. Si se calculeze limita lin% B,
€Tr—

>0
i L) . . Inx .
Rezolvare. Nedeterminarea este de forma 0°. Insa hn%(tgx-ln T) = lim si
>0 >0 Ctgﬂ;
DT o0 . LA A . .
aceasta limita este de forma —, deci aplicand regula lui I’Hospital obtinem
(0. ¢]
_ . lim tg z-Inx
] . sin® z : . tes 0 0
lim —2%— = lim|— =0, si astfel limz"*" = ¢’ =e' =1.
z—0 ]- z—0 T z—0
>0 T T o >0 >0
Sin- r

5 oo 1Y
2. Sa se calculeze limita lim [ln—] :
T— €T

x>0

Rezolvare. Este 0 nedeterminare de forma oc’ . Pe de alta parte

. 1 . In(—Inz . x
hmxln[ln—] = hmg =lim—— =20,
z—0 T z—0 l z—0 ln €T
>0 >0 >0
T
1 r liII(l) z1n lnl
z = -
deci lim[ln— =€ =e' =1.
z—0 €T

>0

.. . . o2
3. Sa se calculeze limita lim (sinz)™ *.

Tr——

2
Rezolvare. Este o nedeterminare de forma 1.
Insinz sin® z 1 . . W2 -
— = —=,deci lim(sinz)® " =e 2.
2 ks

T——

lim tg’ r-Insinz = lim = lim

LHE Lﬁ% Ctg €T ,1,'4}%




170 Eliminarea cazurilor de nedeterminare

Exercitii
1. Calculati urmatoarele limite:
a) lim 84—, b) lim 837 o) limE =% 4>0;
#=0 x —sinx 7 g =0
-1 - 1
d) im—2 "= ;) lim COS(SI“B 3T f lim —= (¢ >0);
>llng —x+1 70 x a—too x°
! tgx—1_, .. 1-—
g) lim — (¢a>0,n>0); h)lmZ=87 "= ) lim———=;
T—+00 e z—0 T =0 r° .s1n" 1
1) —2(e" —1 -
j) lim (e’ +1) g (e ); k) lim—>—2%
@=0 T s-llng —z 41
In (si
1) Jim n(smax), ab>0: m) lim T — T COST
»~0 In (sin bz) +=0 g sinx + sin’ 2’
) ) 1
n)hme —xsmx—cosx; o)hm(1+x)m_e,a>0;
2=0 1—cosz 2=0 ¢
x>0
) lim JCOST — 3/cosT )li 3/1+x—|—\“/1—x—2
Py sin® z ’ Ve sin® z
2. Studiati aplicabilitatea regulii lui I’Hospital in urmatoarele cazuri:
2 o1 )
a) lim :1: .sm; ; b) lim e (cosﬁ:z: + 2sinx) + e -sin’z ;
=0 ging 7400 e " -(cosz+sinz)
o) hmx—s%nx ; d) lim 1+x+smxcossfv .
=0 ¥ +sinz s= (z + sinzcosx)e™”

3. Calculati limitele:
R

. . o . . o . : z . 1-z »
a) lwlﬁrll[lnx In(1—2z)|;b) IJI{I(}x Inz (¢ >0); c) IJI{I(}x ; d) lalirllx
e) lim (tgz)**; f) lim [ln 1] ; g)lim [ctgm —l]; h) lim |sin 2[*";
w*}% 1:00 €T z—0 T z—0
y &> N
i 1im| S TT ) lmatet, neN; k) lim [22””1 - ];
T—00 ﬁE —a T—00 =1 g +$—2 ./L'lnx
1 1
1) lim 2’ |e” — ez“] ; m) lir% (a” —1)".

4. Demonstrati ca daca functia f: R — R admite derivate de orice ordin, atunci
pentru functia polinomiala

P(e) = () + 100

f//(x0>
1 (2

2 F )y

_:1:0)2+...—|— .

_$O)+

are loc egalitatea lim M = 0 (Polinomul P, se numeste polinomul de
=% r—,
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grad n al lui Taylor, atasat functiei f n punctul z,).
5. Demonstrati ca daca functia f: R — R admite derivate de orice ordin iar sirul
(P,(x)) ., este convergent, atunci limita este f(x) (notatiile sunt cele din problema
preceden_té). Scrieti polinoamele Taylor de grad n pentru urmatoarele functii:

a) f(z)=¢"; b) f(z) =sinz; c) f(z)=cosz;

d) f(z)=(1+2)", a €eR; e) flx)y=In(1+1z).

Probleme pregatitoare pentru examene
1
1. Aratati ca functia f :(0,00) — R, f(z) = (1+ )= este strict descrescatoare.
(Admitere, 1976.)

2. Fie functiile f,g:R - R, f(z)= limHi, g(r) =e""'. Se poate aplica

n—00 1+ e’!LZ‘
teorema lui Lagrange functiei h:[—1,1] = R, h(z)=(go f)(z)? Determinati

valoarea constantei ¢ € (—1,1) (daca exista) pentru care w =h(c).
(Admitere, 1992)

2 +mz+n, ze€[-10]

3. Pentru functia f:[-1,1] = R, f(z)= P’ + 4z 44, ze (0]

notam cu S

suma valorilor parametrilor m,n,p pentru care functia f satisface conditiile

teoremei lui Rolle si cu C' suma valorilor intermediare obtinute prin aplicarea
teoremei lui Rolle. Calculati S si A. (Admitere, 1992)

4. Calculati derivata functiei f:R\{-1,1} =R, f(z)=z-e” ' si limitele
h\m1 f'(z) si h/ml f/(z) . Demonstrati ci ecuatia f'(z) = 0 admite o radicina mai

mare decét 2. (Varianta bacalaureat)

5. Demonstrati ca functia f:(0,00) = R, f(z)==z- cos ™ verifica inegalitatea
X

flzx+1)— f(z)>1,daca z > 2. (Varianta bacalaureat 2001.)

6. Demonstrati ca daca z,,,,...,x, sunt numere reale distincte doua cate doua,

atunci pentru functia polinomiala P(z) = (z — z,)(z — ,)...(z — z,) avem

L 1 L
Pl (.’E1> Pl ($2> P/ ("I:n) B .




172 Studiul functiilor

VIII. STUDIUL FUNCTIILOR

STUDIUL MONOTONIEI, INEGALITATI

Consideram functia continui f :[a,b] — R si derivabila pe (a,b). In clasa a
f@—fy)
T—y
aceasta fractie este pozitiva pentru orice z,y € [a,b], atunci f este crescitoare pe
[a,b], iar daca fractia este negativa pentru orice =z,y € [a,b], atunci f este
descrescatoare pe [a,b]. Pe de alta parte, pe baza teoremei lui Lagrange valoarea
fractiei este egala cu valoarea derivatei intr-un punct intermediar, deci in cazul in care
f'(c) >0 pentru orice ¢ € (a,b), atunci f este crescatoare pe [a,b], iar in cazul in
care f'(¢c)<0, Vee(a,b), atunci f este descrescitoare pe intervalul [a,b].
Intrebarea este daca aceste conditii sunt si necesare pentru monotonia functiei f .
Daca demonstram ca aceste conditii sunt necesare si suficiente pentru monotonia
functiei f, atunci obtinem o caracterizare a monotoniei (pentru functii derivabile) cu

ajutorul careia monotonia se poate studia prin semnul unor expresii de o singura
variabila  (pe cand  semnul fractiei

A &
J(@)-f(y) P f(fz:>—f(y) se poate studia mult mai greoi

IX-a am studiat monotonia functiei f folosind semnul expresiei . Daca

t9(9)= =fle) zT—y

din cauza celor doua variabile independente.
Intuitiv daca f este o functie continua cu
o derivata continud (deci care admite o
reprezentare graficai ca Tn figura alaturata)
pentru orice ¢ € (a,b) existda x,y apropiate de

-y

C —
g y ¢ astfel incat 2P =SW) _ 1) pentru a
=Yy
Figura 58 clarifica aceste  proprietiti demonstram

urmatoarea teorema.

Teorema. Fie [ :[a,b] — R o functie continua pe [a,b] si derivabila pe (a,b).

a) Dacd f'(x) > 0 pentru orice = € (a,b), atunci f este strict crescatoare pe (a, b).
b) Daca f'(x) > 0 pentru orice z € (a,b), atunci f este crescatoare pe (a, b).

c) Daci f'(x) <0 pentru orice z € (a,b), atunci f este strict descrescitoare pe
(a, b).

d) Daci f'(x) <0 pentru orice x € (a, b), atunci f este descrescatoare pe (a, b).

Reciprocele proprietatilor b) si d) sunt de asemenea adevarate, pe cand reciprocele
afirmatiilor a) si ¢) nu sunt adevarate.
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Demonstratie. Demonstram numai afirmatia a), celelalte se pot demonstra in mod
similar. Daca z, < x, sunt doua puncte arbitrare din intervalul (a, b), atunci conform

teoremei lui Lagrange exista z, < ¢ < x, astfel incat

f(z)=f(z)=f©-(z,—z,)
Daci f'(x) > 0 pentruorice x € (a, b), atunci f'(c) > 0 si din conditia z, — 2, > 0
rezultd f(z,) < f(z,). Punctele z, <z, au fost alese arbitrar in intervalul (a, b),
deci f este strict crescatoare pe intervalul (a, b).
Consecinta. Fie f:[a, b — R o functie continua pe [a,b] si derivabila pe (a, b).
Daca derivata lui f este identic nula pe (a, b), atunci f este o functie constanta.
Demonstratie. Pe baza teoremei precedente f este crescatoare si descrescatoare
in acelasi timp, deci pentru z, <z, avem f(z,)<f(z,) si f(z)> f(z,). Din
aceste doua inegalitati rezultd f(z,) = f(z,), deci f este o functie constanta.
Observatie. Faptul ca f este definit pe un interval, este crucial atat Tn teorema
precedenta, cat si in consecintele ei. llustram acesta prin doua exemple. Daca

o ) 1, z€(0,1)

f:(0,1)U(2,3) — R este definita prin f(z) = {27 re(2 3)
atunci f este derivabila pe domeniul de definitie si f'(z) =0, Yz € (0, 1)U (2, 3),
dar f nu este constanta pe domeniul de definitie. Tn mod similar functia
4z, z €[0,1]
z, z€[23]

este derivabila pe domeniul de definitie si derivata este strict pozitiva. Cu toate acestea
f nu este crescatoare, deoarece f(1)=4>2= f(2).

f:10,1]U[2,3] = R, f(x):{

Determinarea punctelor de extrem. Conform y
teoremei lui Fermat daca o functie derivabila pe un interval

are un punct de extrem n interiorul acestui interval, atunci

derivata in punctul de extrem este 0. Astfel punctele de

extrem sunt zerourile derivatei sau nu sunt puncte interioare o) x
ale domeniului de definitie. Tn general punctele de extrem
care nu sunt puncte interioare domeniului de definitie se pot
depista foarte usor (in cazul functiilor de o variabila reala),
deci raméne sa stabilim criterii pentru ca un punct in care Figura 59

derivata functiei este 0 sa fie punct de extrem.

Pe baza teoremei lui Fermat, daca D este un interval, atunci toate punctele de extrem
din interiorul intervalului sunt puncte stationare. Am vazut in capitolul VI ca nu toate
punctele stationare sunt puncte de extrem. (De exemplu pentru functia f: R — R,

f () =x* avem f'(0) =0 si punctul z = 0 nu este punct de extrem (functia f este
crescatoare pe R, se vede si in figura 59 , cd axa Oz este tangenta la grafic).
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Teorema. Daci f:(a,b) — R este o functie derivabild si f':(a,b) — R este
continua Tn punctul stationar =, si functia f’ Tsi schimba semnul in z, (f'(z) <0,
dacd z € (v, — 8,2,) si f'(x)>0, dacd = € (z,,7, +6), unde § € R’ sau invers),
atunci functia f are punct de extremin z, € (a,b).

Demonstratie. Dacid f'(v) <0, z € (z, — 6,7,), atunci f este descrescatoare pe
acest interval. Din f'(z) >0, z € (z,,z, + &) deducem ca f este crescitoare pe
intervalul (z,,z, + ¢). Astfel din continuitatea functiei f rezultda f(z) > f(x,) pentru
orice z € (z, —6,z,+ ), deci z, este un punct de minim local. Daca pentru
z € (v, — 6,z,) avem f'(z) > 0 iar pentru x € (z,,7, + ), f'(x) <0, atunci f este
crescatoare pe intervalul (z, — 8,z,) si este descrescatoare pe intervalul (z,,z, + ).

Astfel z, este punct de maxim local. Pentru o vizualizare mai buna am inclus aceste

cazuri Tn urmatoarele tabele:
Punct de maxim

£ L, —0 Zy z,+0
fr@ +4++4+++ 0  —————_
f@ P I () ~

Punct de minim

< L, —0 Lo T, + 6
fw | e 0 + 4+
f AW f(%> e

Aplicatii

1. Pentru functia f: (0, + 00) - R, f(z) =Inx avem f'(z) = 1 > 0 pe intervalul
T

I =(0,+00), deci f este strict crescatoare pe I .

1 . 1 -1

2. Daci f:R\{0} =R, f@) =z+=, atunci f' () :1——2:I—2. Astfel
T T Z

punctele stationare sunt x = —1 si =z =1. Pentru a identifica punctele de extrem

stabilim intervalele de monotonie studiind semnul derivatei. Pe baza rezultatelor

obtinute putem intocmi urmatorul tabel, numit si tabelul de variatie al functiei f .

T —00 —1 —1+6 0 1—06 1 +00
ffa | ++++ 0 _—— | === 0 ++++
f@ / 2 N | N 2 /

Functia f este crescatoare pe intervalul I, = (—oo,—1] si descrescatoare pe
intervalul I, =[—1,0) (deoarece derivata este pozitiva pe I, si negativa pe I,).

Astfel punctul z = —1 este un punct de maxim local.
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Functia f este descrescatoare pe intervalul I, = (0,1] si este crescatoare pe
intervalul I, = [1,+00), deci punctul z =1 este un punct de minim local.

Pe baza acestor rezultate putem afirma ca f(x)>2, daca z >0, si
fx)<—2,dacd £ <0.
Observatie. Aceste inegalitati au fost demonstrate Tnca in clasa a VIl-a, deci ele nu

reprezinta nici o noutate. Noutatea consta n faptul ca avem un instrument extrem de

puternic pentru a stabili astfel de inegalitati.
3

. . T . .
3. Sa se demonstreze ca z — E <sinz < z,dacd z>0.

Solutie. Fie f :[0,00) >R, f(z)=x—sinz. Avem f' (z)=1—cosz >0,

daci >0, (f (@) =0« x=0), deci f este strict crescatoare pe [0,00) . De aici
rezulta f£,(0) < f, (x), adica 0 < z —sinz, pentru orice = > 0. Pentru a stabili prima

inegalitate consideram o alta functie ajutatoare. Fie functia f,:[0,00) — R,
3 2
f;(x):a:—%—sinx. Calculand derivata obtinem (ac):1—%—cosw. Pentru a

stabili semnul acestei functii studiem derivata acesteia, deci calculam functia f2”.
]”2”<:c>:sin:c—x§0, daca z >0 (f2”<x):0<:>:c:0) si astfel pe baza
inegalitatii precedente deducem ci f, este descrescatoare. Astfel f£'(0)> f/(z),

pentru = > 0. Dar £,(0) =0, deci £, (z) <0, pentru z > 0, ceea ce inseamna ca f,
este strict descrescitoare pe intervalul [0,00). Tn final obtinem f,(z) < £,(0) =0,

deci inegalitatea ceruta.
4. Sd se arate ca l11(12(71 +1) T P e LAV SIS P + n3

2 2 o 2 2 3
Demonstratie. Functia f (z) = ln—x x > 0 este derivata functiei F(z) = %an z,
x>0 si aceasta functie satisface g:ondigiile teoremei lui Lagrange. Daca aplicam

teorema lui Lagrange pentru functia F pe intervalul [k,k +1], unde 3 <k <n,
atunci pentru fiecare k € {3,4,5,6,...,n} exista ¢, € (k,k + 1) astfel incat

Lz b1y = Lo =100
2 2 c,
Pe de alta parte f'(z) = 1- IQM: , deci f/(z) <0 pentru z > e si astfel din conditia
X
k>3 > e rezulta ln(k_;l) < Inc, < Ink . Din consideratiile precedente rezulta:
G
In(k+1) 1

<—ln2(k+1)—lln2k<M,daCé k>3.
~ E+1 2 2 k
Insumand membrii corespunzatori, obtinem pe de o parte:
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b gk _nd des
=k 3 =k 3 2=
. ) 1<, , ) " Ink
iar pe de alta parte 52[111 (k+1)—In*k] <> —.
k=3

k=3
Prima inegalitate este chiar a doua inegalitatea propusa, iar din egalitatea

1¢ 1
— In*(k+1)—In*k|==|In*(n+1)—1n>3
3 2 [n* (k1) = In* k= " (0 +1) ~ In"3]
deducem si prima inegalitate propusa.
2

T 2arctgx
+ 2

5. Sa se demonstreze ca functia f:[0,00) — R, f(x) = arccos N

este constanta.
Demonstratie. Calculam derivata functiei f:

P = -1 ‘—233(1—1—332)—(1—302)2:5_ 2 _
1—9:22 (1—1—:52)2 L+4’
1_[1+x2]
1 4z 2

_%‘1+x2 _1+1‘2
Din f'(z) =0, pentru = > 0 rezulti ca f este constanti pe (0,+occ). Pe de alti parte
f(0) = 0 sifunctia f este continua pe [0,00), deci f(z) =0, pentru orice = > 0.
Practic am demonstrat urmatoarea formula trigonometrica:

&
ATCCoOS — 332 = 2arctgx,daca £ > 0.
+ 2

6. Sa se determine toate functiile derivabile f : R — R pentru care

ffo=a-f@), Yz € R.
Rezolvare. Reducem la 0 membrul drept si Tnmultim egalitatea obtinuta prin e~
Obtinem astfel ffa e+ fa-(—ae™ =0
deci derivata functiei ¢: R — R, g(x) =¢ “f(x) este identic 0 pe R. Datorita
consecintelor teoremei lui Lagrange functia ¢ este constanta pe R, deci exista ¢ € R
astfel incat e ™ f (x) = ¢, Vz € R. De aici obtinem f(x) =c-e", Vz € R.
7. Sa se construiasca o piramida regulata de volum minim, circumscrisa unui cub de
latura o (baza piramidei este Tn planul determinat de o fata a cubului, iar varfurile
cubului care nu sunt Tn acest plan sunt situate pe muchiile piramidei, vezi figura 60).
Solutie. Notaim AC = h si exprimam volumul piramidei Tn functie de aceasta
marime. Conform notatiilor din figura rezulta AB = % AO=a si —(— = f ;: a ,

2

. Baza piramidei este 20M , deci volumul piramidei se poate

ar

deci OM = M
2h

calcula prin formula
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Figura 60/
(20MY (a+h)  da*(a+h) A
V(h)= = 5 . i
3 3h il
Pentru a obtine volumul minim determinam punctele de extrem :
ale functiei . Din ecuatia V' (k) = 0 obtinem SN
9 2,2 3 / !
V’(h):a— 3(a+h)h / 2h(a+ h) _0. /4l
3 ! P
9 9 ,}""/ 1 7
3h" —2h(a+h)=0, h*—2ah =0, A O T
si din conditia » > 0 rezulta h = 2a. Se poate verifica foarte
usor ca acest punct este intr-adevar un punct de minim pentru V.
Exercitii si probleme
1. Studiati monotonia urmatoarelor functii:
1 #
a) f:R\{0} =R, fw=2——; b) f:R, =R, f(®) =z -Inz,
T
1
c) f:[0,2nr] = R, f(@) =sinz+cosz; d) f[:R—=R, f(2) = 5——.
r+zr+1

Are functia f: R — [—g, g) f (x) = arctg x puncte de extrem?

Determinati punctele de extrem ale functiei f: R — R, f(2) = 22> — 6.

Determinati intervalele de monotonie ale functiei f: R — R, f(z) =¢ " .
Aratati ca daca functiile F' si G sunt derivabile pe [a,b], pentru orice z € [a,

apkw N

]

avem F'(z) <G' (1), si F(a) = G(a), atunci F(z) < G(x), pentru orice z € [a,b].

. .. x . 1
6. Fiefunctiile f,g: R — R, f(z) = arctgz si g(x) = —arctg—.
T

Calculati f'(x) si ¢'(a). Studiati monotonia acestor functii pe intervalele

I, = (—00,0) si I, = (0,400), iar dupi aceea pe R.
7. Demonstrati ca daca functia f : R — R verifica inegalitatea

|f (@) — f )| < (z—y)” pentruorice z si y,atunci f este o functie constanta.

8. Consideram functia g:R — R cu derivata marginita (|g'(x)| <M Vaz e

R).

Pentru ¢ > 0 fixat construim functia f (z) =z +¢-g@), Yz € R. Demonstrati

ca pentru ¢ suficient de mic functia f este injectiva.
9. Aritati ca daca functia f: R, — R este derivabildsi lim f’(z) = 0, atunci
r——+00
pentru functia g : R, — R, g(z) = f(z+1)— f(2),avem lim g(z) =0.
r—+00
10.Functia f: R, — R satisface urmatoarele conditii:

a) f este continua pentru z > 0, b) existd f'(z) daci x>0, c) f’ este crescitoare.

Aratati ca functia g: R, — R, g(z) = f@ (z > 0) este crescatoare.
X

11. Demonstrati urmatoarele inegalitati:
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2
a) ¢’ >1+,dacd z = 0; b)x—%<1n(1+$)<$’da(35$>0;

.2
12. Ardtaticd — -z <sinz <z, pentru 0 < z <g.

T

13. O statuie de Tnaltime [ a fost agezata pe un piedestal de inaltime A . La ce distanta
de statuie trebuie sa se opreasca un om cu inaltimea b, pentru a vedea statuia sub
un unghi maxim.

14.In interiorul unui acoperis de forma unui con, vrem sa punem un butoi cilindric.
Determinati volumul maxim al butoiului daca generatoarele conului formeaza un
unghi de 45° cu planul bazei si raza bazei este R .

15.Notam cu f(x) raportul dintre volumul conului avand raza bazei R si
generatoarea z si volumul sferei Tnscrise Tn acest con. Determinati minimul
functiei f(x).

16. Dintr-un carton de dimensiunile a xb decupam de la colturi patru patrate de
latura x si indoim cele patru dreptunghiuri ca sa obtinem o cutie de forma unui
paralelipiped dreptunghic. Determinati valoarea lui = pentru care volumul cutiei
este maxim.

17. Dintr-un carton de forma unui disc de raza R decupam un sector circular avand
unghiul la centru egal cu «. Din partea ramasa formam o pélnie. Determinati
valoarea unghiului « pentru care volumul péalniei este maxim.

18. Tintim cu arcul un punct aflat la distanta d si Tnaltimea n-d fata de noi.
Determinati valoarea minima a vitezei initiale, pentru ca sageata sa atinga tinta
(neglijam rezistenta aerului).

19. Prin ansamblul a doua rezistoare R, si R, legate in paralel trece un curent de
intensitatea 7. Determinati relatia dintre rezistente si intensitatea curentului ce
trece prin ele daca pierderea de céaldura datorata efectului Joule-Lenz este minima.
(daca prin rezistenta R trece curentul I, atunci pierderea de cilduri este R-1°)

STUDIUL DERIVABILITATII FOLOSIND TEOREMA LUI LAGRANGE

Din teorema lui Lagrange deducem urmatoarea teorema:

Teorema. Daca functia continud f:(z, —¢e,z,+¢)— R are derivata pe
(z,— &3, +¢)\{z,} si existdi lim f'(z), atunci f are derivata si n z, si

) = lim f'(2).

Demonstratie. Fie z € (z, —e,z, +¢)\ {z,} un punct arbitrar. Pe intervalul
[z,z,] sau [z,z,] putem aplica teorema lui Lagrange (deoarece in capatul intervalului
nu se cere derivabilitatea functiei), deci exista ¢, € (z,z,) astfel ca
f/(CT) n flz)—f (%)
T — T,
limita membrului drept este lim f’(z). Astfel functia f este derivabila in punctul z,

T— )

si derivata este egala cu aceasta limita.

.Daca z — z,,din ¢, € (z, z,) rezulticasi ¢, — z,, deci
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Aplicatii. 1. Sa se studieze derivabilitatea functiei

4+ r+1,2<0
f:R—>R,f($):{e:x7 .’17>0

Rezolvare. Functia este continua si derivabila pe R \ {0} deoarece n fiecare punct
al acestei multimi este functie elementara (fie polinom, fie exponentiald). Pentru a
stabili continuitatea in punctul z, =0 calculam limitele laterale Tn acest punct
]i{l(l)f(.l') =" =1 si li%f(x) =1= f(0), deci f este continua in 0. Pe de alta

, 20 +1, x <0 deci lim f/ 0 S .
parte f'(z) = o 2> 0 dec E}{%f(m):e =1 si h;r(}f () =1. Din aceste

9

relatii deducem existenta limitei lim f’(z). Conform teoremei precedente f este

=T

derivabila in origine si avem f'(0) = lim f'(z) =1.

Observatie. Daca f este derivabila, atunci derivata are proprietatea lui Darboux.
Pe de alta parte o functie cu proprietatea lui Darboux nu poate avea punct de
discontinuitate de prima speta. Astfel daca functia continua f : (z, —¢,z, +¢) — R
este derivabila pe (z, —e,z, + )\ {z,} si In punctul z, limitele laterale ale derivatei
exista, dar nu sunt egale, atunci functia f nu este derivabila in punctul z, .

2. Sa se determine parametrii a,b astfel ca functia

't tar+2, x<0

b+In(l+2'), >0 sa fie derivabila.

fRoR, fo)=

Rezolvare. Orice functie derivabila pe un interval este continua pe acel interval,
deci prima data trebuie studiata continuitatea acestei functii. Conditia continuitatii este
h{{} f(z) = l.i}{} f(z) = f(0). De aici rezulta b = 2. Conform observatiei de la exer-

citiul precedent este necesar si suficient sa avem li{% fl(z) = li;rg f(z), adici a =0.

Exercitii

Studiati derivabilitatea urmatoarelor functii:

In(z4+1)—z, >0 %, x>0
1. f:R—->R, f(@)=1 4 <0;2.f:]R—>]R,f(x): T :
T T 2 +1,2<0

T

arctgz, * <0
sinzg, >0

e <0
3-f:R—>R,f<x>:{

x2+ax+b,a?20;4'f:R_)R’f(‘T):{

max{x,xQ,xg}, z<0
5. f:R->R, f= ;
/ - / min{1+x,l,ez}, x>0

x
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xr
carctg——+ b, z <
6.f:R—>]R,f(m):aang +b, <3

b + 1, >3
7, z€R\Q

7. f:R—=R, f(z)=1 , :
z’, zeQ

FUNCTII CONVEXE SI FUNCTII CONCAVE

Tn acest paragraf cu I notam un interval.

Tn capitolul 1 am reamintit definitiile functiilor convexe si concave si faptul ca
fiecare coarda a graficului functiei convexe este deasupra arcului de grafic
corespunzator si fiecare arc a graficului functiei concave este deasupra coardei
respective. Astfel, daca f este o functie convexa si este derivabila pe [a, b], atunci

pentru fiecare punct z, €[a,b] graficul functiei este deasupra tangentei duse Tn
punctul de abscisa z, al acestui grafic. Pentru functii concave tangenta este deasupra

graficului pentru fiecare punct =z, € [a,b]. Acest aspect intuitiv sugereaza a

caracterizare a convexitatii si a concavitatii cu ajutorul derivatelor. Tn acest paragraf
vom clarifica legatura dintre convexitate si continuitate si vom deduce criterii simple
de convexitate folosind derivata a doua.

Definitie. Daca f:I — R este o functie si z, € I este un punct arbitrar, atunci
[ — f(zo)
T —x,
funcria panta in punctul z, (aceasta functie ne da panta coardei care trece prin

punctele de abscisa z, si « ale graficului functiei f)

introducem functia K, : I\ {z,} = R, K, (x) = pe care 0 vom numi

Teorema. O functie definita pe D este convexa pe intervalul I C D, daca si numai
daca fiecare functie panta K, :1\ {z,} — R (asociatd punctelor z, € I) este

crescatoare.

Demonstratie. Fie / C D un interval si a € I un punct arbitrar. Aratam ca daca
f este convexa atunci pentru fiecare a € I functia K, este crescatoare. Consideram

z, T, € I\ {a}, z, <z, si demonstram

(1) K, ()< K, ()
Tn functie de pozitia relativa a punctelor a, z,, =, distingem urmatoarele trei cazuri:
a)a<z <z, b))z <z, <a; c)z, <a<uz,.

Dacid z, € (a,m,), atunci exista A € (0,1) astfel ca z, =X-a+(1—X)-z,. Din
definitia convexitatii obtinem:
K, (5) = L) =@ M@+ A= Nf(n)-f@

T, —a T, —a
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(@)= f@ _a-uz flay) -~ f@ _ (@)= @

T, —a a— T, T, —a Ty —@Q

=(1-X) :Ka(%)'

In mod analog deducem inegalitatea K, (z,) < K, (z,) si in cazul b). In cazul c)

folosim cele doua proprietati deja demonstrate si egalitatea evidenta
2 K, (y)= K, @ (myel, z=y).

Putemscrie K, (z,) = K, (@) < K, (z,)=K, ()< K, () = K, (z,)

Lo
deci inegalitatea este adevarata si n acest caz.
Pentru a demonstra implicatia inversa presupunem ca fiecare functie panta

K, :1\{z,} — R este crescatoare si demonstram ca functia f este convexa. Fixam

Z

elementele z,, z, € I, =, <, in mod arbitrar si consideram punctul z € (z,, z,).

Pentru A = —— 22 avem relatiile
Ty — &y
. T, —T
Ae(0,), z=Xg; +(1—=N)a, si 1 -\ =—"+——.
Ty — Ly
Folosind aceste relatii si proprietatea (2) avem urmatoarele egalitati:

K, ()= K, (@ = flz)—fw _ f(z)—f@

A (1= M) (z —=,)
i K, (z,) =K, (a:):f(%):f(x):f)(\%)—_f(;c).

flr)—t@ _f(w)-fw@
1T=N(z,—2) " Az, —1)
de unde obtinem f(Az, +(1—A)z,) = f @) < Af(z)+ 1= X\)f(z,)
adica f este o functie convexa.
Teorema. Daca f: [ — R este o functie convexa pe I = (a,b), atunci in fiecare

K, este crescatoare, deci

punct x;, € I exista derivata la dreapta si la stanga a lui f si f este continua pe (a,b).

Demonstratie. Functia K

Lo

este crescatoare, deci exista limitele lim K, (z) si
T—I

.’l«'<.’l}“

lim K, (v). Daca a <z, <, <b, atunci pe baza teoremei precedente obtinem

T— T
>3

K, (z)= K, (z,) < K, (z,) = K, (z), pentru orice =z, <z <u,. Astfel deducem

inegalitatile Fl(@) < f () < fl(2) < f ().

Din aceste relatii rezulta ca in punctele interioare ale intervalului derivatele laterale
sunt finite, deci functia este continua in aceste puncte.

Observatie. Din demonstratia precedenta rezulta ca in cazul unei functii convexe
derivabile derivata este o functie crescatoare. De aici rezulta teorema de caracterizare
a functiilor convexe pentru care derivata a doua exista.
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Teorema. Consideram functia de doua ori derivabila f: [ — R.
1. Functia f este convexi daca si numai daca f'/(z) > 0 pentru orice z € I .
2. Functia f este concava daci si numai daca f”'(z) < 0 pentru orice z € I .

Demonstratie. Daci f'/(z) > 0 pentru x € I, atunci functia f’ este crescitoare.
Dacd z, <z < z,, atunci aplicam teorema lui Lagrange pe intervalele [z,z| si

x,1,|. Astfel obtinem ¢, < x < ¢, cu proprietatea
2 5 1 2

f(xi:];(%) = fi(e,) < f'(c,) = f(x;:):i(l') ,
adica (2, —2)f(z) < (2, —2) f(2,) + (2 — ) f(z,).

Cu notatia « = (1 — )z, + Az, obtinem chiar inegalitatea din definitia convexitatii.
Pe de alta parte daca f este derivabila de doua ori si este convexa atunci din
demonstratia teoremei precedente rezulti ca f’ este crescatoare si astfel derivata a
doua este nenegativa.

Folosind aceasta teorema putem studia convexitatea unor functii ntr-o maniera foarte
simpla.

Definitie. Daca functia continua ) Cyr }
f:(z, — &2, +¢) — R admite derivata in punctul f20 TR0 10
z, , este convexa pe intervalul (z, — €, z,) si concava ' '

pe (z,,, + ), sau invers, atunci spunem ca punctul
x, este un punct de inflexiune al functiei f .

1,

Tn figura 61 functia reprezentati este convexa pe Fls)=0
T)=

intervalele (—oo,z,) si (z,,4+00) si concava pe

intervalul  (z,,2,), deci punctele (z,f(z)) si Figura 61

(2, f (x,)) sunt puncte de inflexiune ale functiei.

Daca f este de doua ori derivabila, atunci ' are proprietatea lui Darboux, deci Tsi
poate schimba semnul numai daca ia valoarea 0. Astfel obtinem urmatoarea teorema.

Teorema. Daca functia f :(a,b) — Reste de doua ori derivabila si z, € (a,b) este
un punct de inflexiune, atunci f”(z,) =0.

Observatie. Daca functia nu este de doua ori derivabila pe intervalul (a,b), atunci
pot exista puncte de inflexiune in care f”(x) nueste 0.
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Legatura intre punctele de extrem si derivata a doua

La studiul punctelor de extrem am vazut ca pot exista puncte stationare care sa
nu fie puncte de extrem. Daca insa in vecinatatea unui punct stationar functia este
convexa sau concava, atunci intuitia ar cere ca punctul stationar sa fie punct de extrem.
Teorema urmatoare precizeaza conditiile necesare.

Teorema. 1. Daca functia f:(a,b) — R este de doua ori derivabild, « € (a,b)

este un punct stationar si f” (o) > 0, atunci z, = « este un punct de minim local.
2. Daca functia f:(a, b) — R este de doua ori derivabila « € (a,b) este un punct

stationar si f” (a) < 0, atunci z, = « este un punct de maxim local.
In figura 62 1n vecinatatea punctelor stationare z, si
x, functia este convexa, deci sunt puncte de minim
local, iar Tn vecinatatea punctului stationar z,

functia este concava, deci este punct de maxim local.
Exemple

1. (sinz)’ = —sinz <0, pentru orice z € [0, 7],

deci functia f(z)=sinz este concavd pe acest
interval.
2. Pentru functia f:[-1,1] — R, f(x) = 2", avem

Figura 62

(ac4)” =12z* >0, deci f este convexa pe intervalul [—1,1].
3. In cazul functiei f:R—R, f() =2z"—6z avem f'(z)=6z"—6,
f"(x) =12z . Punctele stationare se obtin rezolvand ecuatia
f'(z)=0,adicd 62° —6=0,deunde z =1 sau z = —1.
Functia f este crescatoare pe intervalul I, = (—o0,—1),
deoarece f'(z)>0 pe I, si este descrescitoare pe

intervalul I, = (—1,1) deoarece pe acest interval f'(z) < 0. T
Pe intervalul I, = (1,+00) avem f'(x) >0, deci f este

crescatoare. In mod similar din semnul derivatei a doua

deducem intervalele de convexitate. f”(x) <0, daci z <0

si f") >0, dacd z>0. Pe baza acestor consideratii  Figura 63

putem ntocmi tabelul de variatie:

z | —00 —1 0 1 +00
flan | ++++ o -—-— 6 ———— 0 ++++
" @ ———— 12 ———= 0 +++4+ 12 +++4
f@ concav 4 concav 0 convex —4 convex

/ Mazx N Infl. N Main /

Tn figura 63 am schitat graficul acestei functii.
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Exercitii si probleme

1. Studiati convexitatea si concavitatea urmatoarelor functii:
a) f:R—>R, f(x)=cosz; b) f:[—g, g]—ﬂR, f@ =tgx;

c) fRoR, fa=e"; d) f:R—>R, f(z)=arctgz]
e) f:R=R,fm=2"-2;f) f:R—=R, fo)=1"—32" +42° — 32.
2. Stabiliti intervalele de convexitate si de concavitate ale urmatoarelor functii,

precizand la fiecare si punctele de inflexiune (functiile sunt definite pe domeniul
maxim de definitie):

3 5
a) faory=32"-2"; b) fmy=—— (a>0); ¢) f@) =z+2?;
a +z
d) faw)=+1+2"; e) f(x) =z +sinz; f) f(m):ln(l—l—mQ);
g) fary=14+%¥z; h) f@) =x+sinz; i) fay=2" (n>1);
j) fa)=e"; k) foy=zlnz; 1) f(x):hl—$.
x

3. Aratati ca daca functia continua f : (a, b) — R verifica inegalitatea

B <190 oy ea

atunci f este convexa si dati exemplu de o functie care nu este convexa si verifica

relatia de mai inainte.

4. Aratati ca daca f este convexa pe (a, b) si a <z, <z, <z, < b, atunci
f(x2>_f($1) f(a:S)_f(‘Tl) f(%)_f(%)

< < .

Ty — I T3 — T3 — Ty

REPREZENTAREA GRAFICA A FUNCTIILOR
ASIMPTOTE

n cazul curbelor ale caror grafic nu este marginit (nu se poate Tncadra ntr-un
dreptunghi) se pune problema de a descrie comportarea spre infinit a acestora. Mai
precis cautam identificarea unor curbe simple (drepte, parabole, etc.) astfel Tncat
graficul functiei f sa se apropie oricat de mult de aceste curbe.

1. Asimptote verticale

Definitie. Daca intr-un punct a (a € R) cel putin una din limitele laterale ale
functiei f: D — R este egala cu oo sau —oo, atunci dreapta de ecuatie x = a (care
este paralela cu axa Oy ) se numeste asimptota verticala a functiei f .

Observatie. Dacd [ este definitd in punctul « si este continuia Tn acest punct,
atunci li;nf(a:) = li{nf(a:) = f(w),

deci functia nu poate avea asimptota verticala n acest punct.
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Exemple

1. Tn cazul functiei f : [—g,g] — R, f(@) =tgr avem limtgz = 400 si
z,/—

2

lim = —oo, deci dreptele z :g si ¢ = —g sunt asimptote verticale ale acestei
TN\, ——
2

functii. Daca studiem functia tg : D — R, unde D este domeniul maxim de definitie,
atunci functia are o infinitate de asimptote verticale si aceste asimptote sunt dreptele
e

2. Axa Oy este asimptota verticala a functiei f:(0,00) — R, f(z) = Inx deoarece

limlnz = —00.
z\,0

logx

tgx

NE]
O
NIE]

/ Figura 64. Figura 65.

. ! . 1
3. Axa Oy este asimptota verticala a functiei f(x)=—, z =0, deoarece
T

. 1
lim— = —o0 i lim— = 400.
z,/0 N0

v

Figura 66.
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2. Asimptote orizontale

Pe figura precedenta graficul se apropie de dreapta y =0 cand z — +oco.

Daca graficul unei functii se apropie oricat de mult de o dreapta orizontala, atunci vom
numi aceasta dreapta o asimptota orizontala a functiei respective.

Definitie. Dreapta y = a este asimptota orizontala a functiei f:(a,00) — R spre
+00, daca lim f(z) = a. In mod similar, dreapta y = a este asimptota orizontala

T—00

spre —oo a functiei f :(—oc,a) — R, dacd lim f(z)=a.

3. Asimptote oblice
Distanta dintre punctul de abscisa z, apartindnd dreptei y = mz +n si
punctul cu aceeasi abscisa de pe graficul functiei f este |f(x0)—mx0 —n|, deci

graficul functiei se apropie oricat de mult de aceasta dreapta daca si numai daca limita
acestei expresii este 0. Astfel obtinem urmatoarea definitie:

Definitie. Dreapta y = mxz + n este asimptota oblica a functiei f:(a, c0) = R

spre oo daca si numai daca
(1) lim [f (@) —(mz+n)]=0.

T—+00

Tn mod similar daca domeniul de definitie contine un interval de forma (—oc, a),
atunci dreapta y = mz + n este asimptota oblica spre —oco, daca

(2) lim [f (@) —(mz +n)]=0.
Pentru a obtine o regula de calcul scriem (1) sub forma lim z f@ _ ml =0, de
T—+00 €T
unde rezulta ca m = lim [@ sin = lim [f () —mz].
T——+00 €T r——+00

Astfel avem urmatoarea regula de calcul pentru asimptotele oblice:

a) Calculam m = lim f(x).

T—+00 T
b) Daca m este finit, atunci calculam n = lim [f (z) — mz].

r——+00

c) Daca si n este finit, atunci dreapta de ecuatie y = mx 4+ n este asimptota
oblica spre +o0.
Tn mod identic obtinem asimptota oblica spre —oc. Dreapta y = m’z 4+ n’ este

asimptoti oblica a functiei f spre —oo dacd si numai daci m' = lim f@

r——00 T

s
n' = li{n [f(a:) — m'a:].

Observatii. 1. Dacid una din cele doua limite nu exista sau nu este finita, atunci
functia nu are asimptota oblica in directia respectiva.

2. Din definitie rezulta ca o functie nu poate avea atat asimptota orizontala cat si
asimptota oblica spre +oo (respectiv —oo)
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Exemple. 1. Sa se determine asimptotele functiei f: R\ {0} - R, f@) =z + l.
X

Rezolvare. In punctul z =0 functia are o asimptota verticala deoarece

r——+00

f(—i—O):liml:—i—oo si f(—O):liml:—oo. Cum m = lim [l—l—i?]zl si
N0 z,/0 €T

1
n = lim [x+——1'x]:0,dreapta y =z este VT
r—+00 €T
asimptota oblica spre +o0o. Spre —oo obtinem n
mod similar m' = lim L% 1 si I

T——0

v

n'zlim[fn%—l—x]:O, deci y=2x este

T——00 €T

asimptota oblica si spre —oo

Studiind derivata f’(ac):l—i putem
xr

2

intocmi urmatorul tabel de variatie: Figura 67
LI-00 —1 0 1 +00
| ++++ I | 0 44+
— OO
f@ /=2 \ | \ 2 s
Maz Min

fl)=0, daca z, , = +1. f”(m):ig>0, daci z>0. ") <0, daca
x

x < 0. Graficul functiei este reprezentat pe figura 67.

2. Functia f:R — R, f(x) =2 nu are asimptote deoarece este continui pe R
2
(deci nu are asimptote verticale) si lim T — oo dar lim 2 = 400 (deci f nu

T—+00 T—+00
are nici asimptote oblice si nici orizontale).
3. Si se determine asimptotele functiei f: R — R, f(x) =+/z> +1.

Solutie. Spre +4oo obtinem m = lim —M_ lim 1+i2:1, si

T—+00 T T—+00 x

n = lim

T—+00

Nzt 41— x} = lim ; =0, deci prima bisectoare este
a=too Jp? 41 41

asimptota spre oo . Pentru ramura spre —oo avem

m' = lim ~—— T4l m,/ —hm— 1—|—i2:_1'

Tr——00 x IHOCx

n/:hm( )—Ilm 1 =0,

r——00

deci obtinem asimptota y = —z .
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Exercitii

1. Determinati asimptotele urmatoarelor functii:

2 2
a) fap="—2F1. b)fa=——: o fa=""T1
z—1 1—2 T
1_ 3
d) fay =t o) fwm=""2":  f)fa=e;
P —4 T
g)f<$>:1n<1—952>; h) f(x) = ze"; i)f(a:):x—i—ln—x;
T
i) f@=VJ2*+2 +z; k) f) =R2" —2*; l)f(x):ﬁ/x_z;
[ 1
m) f @) =z, z n)f(x>=z—+1; o) f(x)=e";
1—=2 2r —3

I AR =)
Q f@=Ya—17(+1).

Reprezentare grafica

Daca f: D — R (D CR) este o functie, atunci multimea G = {( f(:z:) |z € D}

se numeste graficul functiei. Reprezentarea grafici a unei functii inseamna
reprezentarea acestei multimi in sistemul cartezian de coordonate.
Pentru a obtine reprezentarea grafica, vom parcurge urmatorii pasi:

I. determinam domeniul maxim de definitie (daca nu este precizat);

I1. determinam intersectiile cu axele de coordonate;

III. determinam asimptotele;

IV. studiem continuitatea functiei, iar in punctele de contiunuitate studiem
derivabilitatea

V. folosind f’ determinam intervalele de monotonie si punctele de extrem;

VI. folosind f” determinim intervalele de convexitate si punctele de

inflexiune;

VII. intocmim tabelul de variatie a functiei;

VIII. trasam graficul functiei.

Nu este absolut necesar respectarea ordinii acestor etape, si uneori este
avantajos daca putem identifica proprietati specifice cu ajutorul carora putem reduce
intervalul de studiat, de exemplu paritatea, sau periodicitatea. La studiul continuitatii
si a derivabilitatii este necesar calcularea limitelor respectiv a derivatelor laterale chiar
daca functia nu este continua sau derivabila. Punctele de discontinuitate ale derivatei
pot fi clasificate dupa cum urmeaza:

1. Puncte unghiulare. Punctul z, € (a,b) se numeste punct unghiular al functiei

continue f:(a,b) — R daca in z, tangenta spre dreapta si tangenta spre stanga
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formeaza un unghi diferit de 0. Acesta inseamna ca cele doua derivate laterale exista

dar nu sunt egale si cel putin una din cele doua limite laterale este finita. (fig. 68 si 69).
A : A ;

v oo y

Figura
68

2. Punct de intoarcere. Punctul z, € (a,b) se numeste punct de intoarcere a
functiei continue f :(a,b) — R daca cele doua derivate laterale exista si una este egala
cu +oo, iar cealalta cu —oo . Tn acest caz cele doua tangente formeaza un unghi de 0°.

Figura
70

A

A

Figura
71

in figura 70 f'(z,) = +oo si f, (,) = —oc (functia este crescatoare si convexa pe
un interval (z, — ¢,z,), descrescatoare si convexa pe un interval (z,,z, + ¢) , iar in

figura 71 f(z,) = —oo si f,(z,) = +oo (functia este descrescatore si concavi pe
un interval (z, —e,z,), crescatoare si concava pe un interval (z,,z, +¢), unde
e > 0 suficient de mic.

Observatie. Punctul z, € (a, b) este punct de inflexiune a functiei f:(a, b)) — R,

daca cele doua derivate laterale exista in acest punct si ambele sunt egale cu +oco sau
cu —oo. In acest punct nu exista a doua derivata, deci nu este necesara conditia
anularii derivatei a doua intr-un punct pentru a fi punct de inflexiune.

Figura
72

A

Y

A

Y

\}

Figura
73
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in figura 72 f'(x,) = f/ (z,) = +oo si functia este crescatoare pe un interval
(z, —e,z, +¢), convexa pe (z,—e¢,z,)si concavd pe (z,,z,+¢), iar in fig 73
£/ (z,) = f/ (z,) = —oo si functia este descrescatoare pe un interval (z, — &, 2, + ¢),
concava pe (z, — &, , ) si convexd pe (z,,z, + €) pentruun e > 0 suficient de mic.
Exemple

1. Si se reprezinte grafic functia f () = z°.

I. D=R, f:R—R.

II. Graficul intersecteaza axele de coordonate in punctul (0, 0).

f(—=2) = (=) = —2® = —f (), deci functia este impari (graficul este simetric fati

de origine)
III., IV. Functia nu are asimptota verticala, deoarece f este continua pe R.
lim f(z) = —o0; lim f(x) = + 0,
T——00 (—o0)? T—+00 (+00)
deci f nuadmite nici asimptota orizontala. Din egalitatile
lim —f(x) = +o0, lim _f(a:) =400
r——+00 €T T——00 €T

deducem ca f nu are nici o asimptota.

V. fl(e)=32">0, Yz €R, si egalitatea este verificata numai pentru z =0.
Astfel functia f este crescatoare pe R .

VI. f"(x) =6z, deci functia este concava pe
(—00,0) si convexa pe (0,00), iar punctul z = 0 | —

A

y

este un punct de inflexiune.
VII. Conform consideratiilor de mai nainte tabelul
de variatie este

z -0 0 +00
J @ ++++ 0 ++++
f"@ ———— 0 ++++
f@ /! 0 /
concav convex Figura 74

Pe baza tabelului obtinem figura 74.

2. Si se reprezinte graficul functiei f:R — R, f(m) =e " .
Rezolvare. Graficul nu taie axa Oz, deoarece functia exponentiala ia numai valori
strict pozitive. Din egalitatea lim e =e > =0 rezultd ci axa Oz este asimptota

T—+00

orizontala In ambele directii. Graficul functiei intersecteaza axa Oy n punctul (0,1)

si f(x) = —2ze¢" | deci punctul z = 0 este singurul punct stationar. Tn acest punct
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' 1si schimba semnul, deci este si un punct de extrem local. f”(z) = 2" (22 —1)

. . 2 .
de unde rezulta ca punctele de inflexiune sunt z,, = ig (in aceste puncte se

schimba semnul derivatei a doua). Pe baza acestor calcule putem Tntocmi urmatorul
tabel de variatie:

x |-o0 —ﬁ 0 ﬂ +00
2 2
J@ ++++ 0 N —
ff@ | ++++ 0 S 0 4++++
f@ / ot / 1 N \
Functia este convexa pe intervalele A
y
2 . .
—00, — £ sl ﬂ, + o0 lar
2 2 l

3 B

concava pe [—7, 7] Functia este

para, deoarece f(—z)= f(z), deci

0
graficul functiei este simetric fata de axa 12 {2 X
Oy . Graficul functiei (vezi figura 75) se T2 i

numeste curba lui Gauss si are foarte Figura 75

multe aplicatii n statistica.

3. Sa se reprezinte grafic functia f : R — R, f(z) = 2sinx — sin 2x.
Rezolvare. Pe baza egalititii f(m —x) = —f (7 + x) graficul functiei este simetric
fata de punctul (7,0). Pe de alta parte perioada principala a functiei este 7' = 27,

deci este suficient sa reprezentam graficul functiei pe intervalul [0, 27r}. Datorita

simetriei este de ajuns si intervalul [0,7]. Graficul intersecteaza axele Tn punctele
(0,0) si (m,0).
f (@) =2sinx —2sinzcosx = 2sinz (1 — cosx), deci
f'@) =21 —cosz)(2cosx +1).

.. ) . . . 2T
De aici rezulta ca n intervalul considerat numai z =0 si = = Y sunt puncte

stationare.
f"@) =2sinx(4cosz—1)=0,

. . 1 . . A
deci =0, z=m7,si z = arccosz sunt punctele de inflexiune in [0,7]. Conform

acestor calcule obtinem urmatorul tabel de variatie:
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z| 0 arccos(1/4) 27 /3 P
fa|o ++++ 0 E—
ffa o ++++ 0 o 0
falo /! Maz N 0
convexa | concava
Tn figura 76 avem reprezentarea grafica a functiei.
A
y
305
il R
9) {
X Figura 76
3(3
-2
4. Sa se reprezinte grafic functia f: R\ {-1,1} = R, f@) = — T
x J—

Rezolvare. Graficul intersecteaza axele numai 1in origine Din relatiile

. 1 .
lim f()= lim f(z)=lim——==0 rezulta ca axa Oz este asimptota

Tr——00 T——+00 Tr—00 1

orizontala in ambele directii. Funcgia este impara, deci graficul este simetric n raport

Cu originea. lim =—00, lim—; =400 (deci si lim = —00,
1?1 eo-lgp” —1 a1 g? ]
r<—1 r>—1 <l
linll 5 = +00), adica dreptele z =1 si z=—1 sunt asimptote verticale.
w1 LT
zt +1
Derivata este negativa f'(z) = —W < 0, deci functia este descrescatoare pe
z°—1
. . o 20(a” +3) .
toate intervalele domeniului de definitie. f (a:)zﬁ, si astfel obtinem
z -1
urmatorul tabel de variatie:
x |00 -1 0 1 400
Fa | ———- | - | -
flay | ———— | +4+++ 0 ———— | ++++ 0
fam o N —oo|4+00 N\, 0 N\, —oo|+4o0 . 0

concava | convexa | concavi | convexa
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Reprezentarea grafica este data in figura 77.
yk

Figura 77
5. Sa se reprezinte functia f: R —= R, f(x)=a",a=1,a>0.
I. D=R.
II. f(0) =1, deci graficul intersecteaza axa Oy in punctul ((), 1). Din inegalitatea

f @ =a" >0 rezulta ca graficul functiei nu intersecteaza axa Oz .

oo, a>1 0, a>1

III. 1 — , L v = . Deci axa Oz este
mirgoa 0, 0<ax<1 .rilgoa o0, 0<a<1 v

asimptota orizontala spre —oo in cazul a > 1 sispre oo daca 0 <a < 1.

IV. Functia este continua si derivabila pe R.

V. ffim) =a"lna>0,dacd a>1,si f(x)<0,dacid 0<a<1, deci functia
este strict crescatoare pentru a > 1, strict descrescatoare pentru 0 <a <1 si nu
are nici un punct de extrem.

VI. f") =a"(Ina)’ > 0 pentruorice z € R, deci functia este convexa.

VII. Tabelul de variatie pentru a > 1 .

L Mai®® 0 +00
() ++++ ++++ ++++ A+
() ++++ F+++ +F+++ A+
fa |0 J/ 1 e +00

convexa
Tabelul de variatie pentru 0 <a <1.

T | —0 0 400
foy| - —— ———= ———= === - ===
() +4+++ ++++ A+ A A
f | +oo AN 1 AN 0

convexa
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Reprezentarea grafica este data in figura 78.

Figura

N [ 78
y=a, a<1’\

“my
EL]
--------------
.

®)
v

6. Tn exemplul precedent am construit graficul functiei exponentiale. Aceasta functie
este injectiva (se vede atat din tabelul de variatie, cat si din grafic), f(R) = (0, + o),

deci functia f: R — R’ este si surjectiva. Astfel exista inversa functiei exponentiale

si graficul functiei inverse este simetricul graficului in raport cu prima bisectoare.
Conform teoremelor generale referitoare la continuitatea si derivabilitatea functiei

inverse, functia f~':(0, + o0) = R, f'(x)=1log, = este continui si derivabil.

Graficul acestei functii este reprezentat in figura 79, iar comportarea functiei se poate
citi din urmatorul tabel de variatie.

Cazul 0<ax<1

Cazul a > 1
/
foll ———= ———- @l ++++ ++++
ffa || ++++ ++++ o || ———— ———_
f@ -0 o 0 N\ A f@ +c0 /0 / -0
convexa concava
"\
!
=§‘ f(x)=log.x, a>1
i
i
4
4 ,
5 S

Figura 79

\‘ f(x)=log,x, a<1

‘\
\\
~,

~
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7. Sa se reprezinte grafic functia f : R — [—g, %] fx) =arctgx.
. s . ™
Rezolvare. D=R= (—00, + oo), lim f(x) = 5; lim f () = -
T—+00 T——00

f(0)=0.y= T siy = T sunt asimptote orizontale, f'(x) = L > > 0 pentru
2 2 1+z

. . . 2 .
orice z € R, deci f este strict crescitoare. f”(x) = —%, deci z =0 este

(1 +x )
singurul punct de inflexiune (deoarece f”(x) >0, daci =<0 si f"(z) <0, daca
x > 0). Putem intocmi urmatorul tabel de variatie:

x| —o0 0 400
J @ ++++ ++++ FH+++ A+
f" @ ++++ 0 ——
™ ™
@ | —= —
! : / 0 / :
convexa | concava
Pe baza tabelului trasam graficul functiei:
yA
Figura 80
I
TN £SO
O R
XV
.......................... _ﬂ
2
8. Si se reprezinte grafic functia f:R — R, f() = % =shz (sinus
hiperbolic).
Rezolvare. Functia este definita pe R si este continua. Graficul intersecteaza axele
de coordonate in (0, 0). lim f(z)=+o0, lim f(x)=—o00, lim M =400 si
T—+00 T——00 T—+00
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lim 1) = —o0, deci functia nu admite nici o asimptota. f'(z) = % >0,
rT——00 1
deci f este strict crescitoare. f”(z)= % = fx) <0, pentru z<0 si
f"x)>0,daci = > 0, deci obtinem urmatorul tabel de variatie:
z | —oc0 0 400
@ e ol o o e
flamy | memmmeemeeaaas 0 +H++ 4+
f@ | —0 /! 0 /! 400
concavi | convexi
Reprezentarea grafica este data in figura 81.: v
yA ( :
y:ShI ': ////
"' ///

Figura 81 e Figura 82

Observatie. Deoarece f'(0) =1, tangenta n origine este exact prima bisectoare.
Este indicat cateodata si la reprezentarea grafica a altor functii calculul derivatei n

anumite puncte.
9. Functia sh: R — R este bijectiva, deci admite inversa sh™' : R — R. Calculati

expresia functiei inverse si reprezentati grafic aceasta functie.
t —t
e —e€ . .
= 2. Cu notatia ¢ =u obtinem

Rezolvare. Rezolvam ecuatia sht =

. 1 . . . <
ecuatia u —— = 2z, deci v =z £+/z° +1. Din relatia u =¢' rezulti ci u este
u

pozitiva, deci e =z ++/z° +1, si astfel t =sh 'z = ln(a: +1+ :132). De aici

functia inversa este
sh'z = f(2) = ln(:v—i- 7 +1).
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Reprezentarea grafici se poate obtine fie studiind direct functia f~', fie prin
construirea simetricului graficului functiei f fata de prima bisectoare. Tabelul de
variatie este urmatorul:

z | —oo 0 400
f @ i o i o o o o o o e o B
JRE)) FEF A+ 0 e e memmmeeeeeao
RCON S / 0 / oo
convexa | concava

Reprezentarea grafica a functiei inverse este data in figura 82.

10. Reprezentati functia f(z) = x + /2> —1 pe domeniul maxim de definitie.
Rezolvare. I. Din conditia de existenti a radicalului avem 2* —1>0, deci
D= (—oo, —1]u[1, +oo).
II. Graficul functiei nu intersecteaza axele de coordonate, functia nu este nici para,
nici impara, nici periodica.
III, IV. Functia nu are asimptota verticala deoarece este continui pe D.
-1 -1
lim f() = lim (\/$2—1+x): lim = =0,
T——00 T——00 T——00 \/xQ _ 1 — +OO
deci y = 0 este asimptota orizontala spre —oo.

lim fx) =400, m= lim f@ = lim [1+ fl—%]: 2,
T——+00 T—~+00 s r—+00 €T
n = lim (f@) —mz)= lim (\/xz—l—x):lim 1 = -1 =0,
Z—+00 z—+00 T—+00 \/.'1,‘2 -1 1z +00

deci dreapta y = 2z este asimptota oblica spre +oo .

V. flaoy=1+ Zx

N —1
derivabila in punctele z = +1.
F ()= f(-1-0) = lim f'(0) = —oc; f/ (1) = f(1+0) = lim /' @) = +o0,
r<—1 r>1

deci in punctele z = &1 derivata la stanga respectiv la dreapta este infinita (tangenta
este paralela cu axa Oy ).

') <0,daci x <—1 si f'(z)>0,dacid = > 1, deci functia este descrescitoare
pe intervalul (—oo,—1) si este crescatoare pe intervalul (1,+00).

, daca x € (—oo, —1)U(1, + oo) si functia nu este
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1
(a:2 - 1)\/$2 —1
adica f este concava pe domeniul maxim de definitie.
VII. Obtinem urmatorul tabel de variatie:

VL. ") =— <O,a:€(—oo,—1)u(1,+oo),

e | —1 M 1 +00
TRC N T —— = i Tt s
ffa | e I
f@ o \ —1 M 1 / +00

concava concava

Reprezentarea grafica este data in figura 83.

A

y

v

/! Figura 83

11. S se reprezinte grafic functia f : R — R, f () = {2’ (z —1).
Rezolvare. Graficul functiei intersecteaza axele in punctele de coordonate (0,0) si
(1,0). Functia este continua pe R, deci nu are asimptote verticale. lim f (z) = oo si

lim f(z) = —oo, deci nu are nici asimptote orizontale.
3 2
— ‘ 1
lim f@ _ lim 3= 3x =1, lim (f(z)—z)= lim (\?’lw‘;—xQ—a:):—g,

koo r—=+00 T r—+00 T—+00

. 1 . . .
deci y = x — 3 este asimptota oblica spre —oo si spre +oo.
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Functia este derivabili pe R\{0,1} si f= ,[ — %
X

N
T 3 ac — 1
punctul (0,0) este punct de intoarcere. f’ (1) = £, (1) = +oo, deci punctul (1,0) este

2%/1]

punct de inflexiune. Derivata se anuleaza in punctul [g,—?

x—l

vz e R\ {0,1}. £’ (0) = lim| = = +o00, f(0)=—o0, deci

. Functia derivata este
continua pe R\ {0,1}, deci nu Tsi schimba semnul pe intervalele (—oc,0), [0,2],

[%,1] si (1,00). Astfel f'(z)>0, daca xE(—oo,O)U[%,—i—oo]\{l}, iar

M

f'(x)<0,daca x € (1,+00); punctul [%,—? este punct de minim local. Datorita

expresiei complicate a derivatei a doua, intocmim tabelul de variatie cu aceste date,
din care se poate intui si convexitatea respectiv concavitatea functiei. Functia este
reprezentata in figura 84.

0 2 1 +00

T |—o0 3
J @ ++++ too[-o0o—=—— 0 ++++ +oo|too ++++
f@ | oo ////0\\\\—%////0///%0

Functia este reprezentata in figura 84.

ylk

Figura 8/
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STUDIUL ECUATIILOR
1. Separarea solutiilor prin metoda grafica

Daca solutiile ecuatiei f (z) = 0 nu se pot calcula exact, atunci in multe cazuri
este foarte util sa determinam pentru fiecare solutie z, un interval I, astfel incat
z, € I, siintervalele determinate pentru solutii distincte sa fie disjuncte. Cu cat lun-
gimea intervalului [, este mai mica cu atat localizarea solutiei este mai precisa. Pro-
cedeul prin care se obtin aceste intervale se numeste separarea zerourilor functiei f .
Daca functia f este continua si derivabila, atunci din tabelul de variatie si
eventual dintr-un grafic aproximativ putem identifica intervalele care contin zerourile
si prin Tncercari succesive putem eventual reduce lungimile acestor intervale. Acest
procedeu deseori contine si pasi intuitivi, deci ilustram procedeul numai prin exemple.
Exemple
1. Sa se separe solutiile ecuatiei f(z) = 2° — 32> — 92 +10=0.
I. f'(z) = 32> —6x—9 deci solutiile ecuatiei f/(z)=0 sunt z, = —1 si =, = 3.
Folosind numai prima derivata obtinem urmatorul tabel de variatie:

T —00 -1 3 +00
f(z) + 0 - 0 +
f(z) —00 / 15 N\ -17 /! +00

Din acest tabel rezulta ca functia este strict crescatoare pe intervalul
,—1), deci poate avea un singur zero Tn acest interval. Pe de alta parte

= (o0
( 1) > O sl hm f( ) = —oo, deci are un singur zero n acest interval. Pe intervalul
=(-1

,3) funcgla este strict descrescatoare si f(—1)=15>0 respectiv
f( )=—17<0, deci exista un zero unic z,€(—1,3)=1,. Pe intervalul
I, = (3,00) functia este strict crescatoare si f(3) = —17 <0, lim f(z) = + oo, deci

T—+00
si in I, exista un singur zero. Astfel
ecuatia are trei solutii reale si
acestea se afla 1n intervalele
z, € (—oo,—1), z, € (-1,3),

€ (3,400). Pentru o localizare

x> mai precisd vom reduce lungimile
intervalelor. Acesta se poate face
prin incercari repetate cautand in
fiecare interval cate un subinterval
pe care functia f Tsi schimba

Figura 85 semnul. =z, € (—3,—2), deoarece
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f(-2)=8>0, f(-3)=-17<0. ,€(0,1), deoarece f(0)=10>0,
f1)=-1<0si x, € (4,5), deoarece f(4)=-10<0, f(5)=15>0.

Graficul (aproximativ) este reprezentat in figura 85.

2. Sa se determine numarul solutiilor ecuatiei sinz = g

Rezolvare.  Reprezentam  grafic

functiile f si g corespunzatoare celor y 0

doi membri ai ecuatiei si determinam \r/"‘\
numarul  punctelor de intersectie. \

Conform graficelor celor doua functii ~ SI"X \ olf \

dreapta g(z) :% intersecteaza graficul ‘\\; ' \\ g
functiei f(z) =sinz 1in trei puncte: \

x 6[—77—1] z,=0six € zﬂ']

! ’ 2 P % 27 . Figura 86

3. (Discutia Tn raport cu un parametru)
Sa se discute numarul si pozitia solutiilor ecuatiei P(z) =0 n functie de

parametrul real a, daci P(z) = 2° —a2® + a.
3

Rezolvare. Exprimam parametrul o din ecuatia datd: o = . Deoarece

2
l

P1)=1=0 si P(—1)=—1=0 numerele z =1 si x =—1 nu sunt solutii pentru
3

nici o valoare a . Tn continuare studiem functiile f(z) = f N si g(z)=a:
:L' J—
2 273
f/(x):L):(]@xlzo, ngzzi\/g

(2" 1) |
L —/3 -1 0 1 V3 +00
f@l  + o - | - 0 - | - 0 +
] oo /7 BN LT N g NN B

Dreptele z = 41 sunt asimptote verticale, m = lim 1)

Tr——00 x

=1, n=0, deci prima

bisectoare este asimptota oblica spre +oo. Analog m = lim f) =1, n=0, deci
z—+00

dreapta y = x este asimptota oblica si spre —oo. Din semnul derivatei deducem ca

M[—\/g, — %] este singurul punct de maxim si N[\/§, %] este singurul punct

de minim, iar graficul este reprezentat in figura 87.
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De pe acest grafic se poate citi numarul punctelor de intersectie al graficului cu
graficul functiei ¢(z) =a pentru diferitele valori ale parametrului «. Obtinem
urmatorul tabel:

Valorile lui a Numarul si pozitia
solutiilor
T, € _007_\/§
33 L ( )
a<——2 x2€<—\/§7_1> o
1'3 € (071)
_ 3\/§ T, =2, = _\/g
2 z, € (0.1)
_¥<a<0 z, €(0,1)
a = T = Ty = T3 = 0
O<a<¥ z, € (—=1,0)
— 3\/§ £E1 = {L‘2 g \/§
a= 9 z, € (—=1,0) Figura 87
z, € (—=1,0)
a > ﬁ T, € (1’\/§)
2 z, € (x/g,oo)

2. Separarea solutiilor folosind teorema lui Rolle (Sirul lui Rolle)

Conform teoremei lui Rolle intre doua solutii ale ecuatiei f(z) =0 exista cel
putin o solutie a ecuatiei f'(z) = 0, dacid f satisface conditiile teoremei lui Rolle. Pe
de altad parte daca f este o functie derivabila si o respectiv G sunt doua solutii
consecutive ale ecuatiei f/(x) =0, atunci intre o si 8 ecuatia f(z)= 0 nu poate
avea mai mult de o solutie. Tntr-adevar daci ecuatia f(z)=0 ar avea solutiile
r, <z, intre « si 3, atunci aplicand teorema lui Rolle pe intervalul [z,,z,] ar exista
c € (z,,z,) astfel incat f'(c) =0 si a <c < 3. Acesta ar contrazice faptul cd « si
(B sunt doua solutii consecutive. Bineinteles este posibil ca intre doua zerouri ale
derivatei sa nu existe nici un zero al functiei f . Acest caz nsa se poate depista foarte
usor calculand valorile functiei in punctele « si 3. Daca f(«)- f(8) <0, atunci
ecuatia f(z) =0 are exact o solutie n intervalul («,3), Tn caz contrar ecuatia
f(x) =0 nu are nici o solutie Tn acest interval. Tn consecinta daca solutiile ecuatiei
flz)y=0sunta <z, <z, <..<z, <b,atunci numarul schimbarilor de semn n
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tabelul alaturat este chiar numarul solutiilor din intervalul [a,b] .
x | a ! Ly z, b

f@) | imf@) @) S@w) - @) lwfe)

z,/'b

Sirul din al doilea rand se numeste sirul lui Rolle atasat functiei f pe intervalul [a,b]
si se poate folosi pentru separarea solutiilor ecuatiei f(z) =0.

Exemple
1. Sa se separe solutiile ecuatiei f(z) = 3z* — 42 — 122> +10 = 0.
Rezolvare. f'(z)=12z(2"—2—-2)=0« z=—-1,2 =0,z =2. Astfel obtinem
urmatorul tabel:
P -1 0 2 +00
f@) | 4o +5 +10 22 oo
Pe intervalul (—oo,—1) functia f nu are zerouri (derivata nu are zero, deci fiind
continua nu Tsi schimba semnul, adica f este monotona; in capetele intervalului ia
numai valori pozitive, deci ia valori pozitive in intregul interval). Tn capetele
intervalului (—1,0) functia are acelasi semn si derivata nu are zerouri Tn acest
interval, deci nici functia nu poate avea zerouri. In intervalul (0,2) functia are oun
singur zero z;, € (0,2), la fel si in intervalul (2,400), z, € (2,400). Astfel ecuatia
are doua solutii reale. Pentru a restrnge intervalele putem calcula valoarea functiei si
in alte puncte. Din f(1) = -3 <0, f(3) =37 >0, rezultaca z, € (1,2) si z, € (2,3).
2. (Discutia in raport cu un parametru)
Sa se discute n raport cu parametrul ¢ numarul si pozitia solutiilor reale ale ecuatiei:
f(z)=3z" —42° — 122" +a = 0.
Rezolvare. Solutiile ecuatiei f/(zr)=0 sunt z=—1, z=0 si z=2, deci
obtinem urmatorul sir al lui Rolle:
(lim f(z) = +oo, lim f(z) = +00):
| - -1 0 2 —+00
f@) | o  a-5 a a—32  +oc

Pentru a calcula numarul schimbarilor de semn avem nevoie de semnul expresiilor din
acest tabel. Astfel obtinem urmatoarele tabele:

a | - 5 —+00 . a | — 32 ~+00
a—5 | - 0 + PEET 0 +
Conform acestor tabele valorile critice sunt a, =0, a, =5, a, = 32, deci obtinem

cazurile a < 0,a=0,0<a <5, a=55<a<32,1=232 a>32.
Efectuand calculele in fiecare din aceste cazuri putem Tntocmi urmatorul tabel:
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f(:l?) 400 g—5 a a—32 +oo onciuzitle
a<0 + B - - + zl 6(_007_1)1 $2 6(2,00)
a=20 + — 0 _ + z, € (—o0,—1), 2, =2, =0,
_ 334 € (2700)
0<a<s + - + _ + 1'16(—00,—1>,x26(—1,0),
a=5 + 0 + _ + =1z, =-1, z,€(0,2),
_ z, € (2,00)
b <a<32 + + + - + 7, €(0,2), 1, € (2,00)
a =32 + + + 0 + T, =T, = 2
a>32 * ot + + nu are solutii reale
Exercitii

1. Separati solutiile reale ale ecuatiei z° —3z° — 9z +8 = 0.
2. Separati solutiile reale ale urmatoarelor ecuatii:

a) 2’ — 42" +7x—-12=0; b) 2° —52° =502 +10 =0;
c) Nt =2 =9 — 2% d) |x4—1|:x+2.
3. Discutati in functie de valoarea parametrului m solutiile ecuatiei:
flz)=2"-32"-92+m =0.
4. Folosind metoda grafica separati solutiile urmatoarelor ecuatii:

a) 2" = 3x°: b) ¢’ =cosz; c) sinz = z*:

d)lgz+2=0; e) lgx =sinz,; f) tgz+2—-1=0.
5. Discutati solutiile urmatoarelor ecuatii in raport cu parametrul real o € R:

a) 2’ —ar+1=0; b)a’—z—-a=0; c)e'=x+a;

d) Inz=z+a; e) sinz + cosz =a; f)z—Vr+a=0;

g) 2" —22°+a=0; h) arctgz = axr.

Aplicatii ale studiului functiilor

. n k
1. S3 se calculeze suma 227
k=1

Rezolvare. Consideram functia f: R\ {1} — R definita prin
n+1

. —1 . N
f(z)=14z+2"+--+2",adica f(z)= x—l Calculam derivata functiei in
doua moduri: fl@)=142z+32" +-+na"" =) k'

k=1

) — (n+ 12" (z—1)— (""" =1) _ nz"" —(n+1)z" +1
@) — e

Cele doua moduri de calcul ne conduc la acelasi rezultat, deci
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n n+l n
Skett =T — AL AL R gy
k=1 (l‘_l)

o TN . . 1 .. . 1 .
Inlocuind n aceasta identitate x = 5 si Tnmultind cu 5 obtinem

1 1
n k, 1nF_(n+1)§+1_2n+1_n_2

Lok 9 1 B 2"

2. Saserezolve ecuatia 3" +15" = 7" +11", z € R.
Solutie. Scriem ecuatia sub forma
15" —11" =7"-3"

si consideram functia f(y) = y", unde x este fixat. Aplicam teorema lui Lagrange pe
intervalele [3,7] si [11,15]:

fA5) = fA1)=4-f'(¢,)=4-z-¢ ", cuc €(3,7)

f(—fB)=4-f(c,)=4-z-¢, ", cuc, €(11,15).
Astfel din ecuatia data obtinem x(c'[l — cf’*l) = 0. z = 0 este o solutie a ecuatiei
initiale, deci pentru a determina celelalte solutii putem presupune ca = = 0 . In acest
caz ¢ ', si din conditiile ¢, € (3,7) respectiv ¢, € (11,15) deducem
z —1=0.1Tn consecinta ecuatia data are numai solutiile z, =0 si z, = 1.

_
_62

3. Functia f:[0,1] — R este de doua ori derivabila si satisface inegalitatea
(@) +2f(z)+ f(x) <0, V2 €[0,1].
Demonstrati ca daca f(0) = f(1) =0, atunci f(z) >0, Yz €[0,1].
(Concursul Székely Miko, 2002)
Rezolvare. Inmultim inegalitatea datd cu e’ si obtinem (f(z)- e‘”)” <0,
vz €[0,1], deci functia g(z) = f(z)-e" este concava pe intervalul [0,1]. Din
definitia concavitatii rezulta ca arcul de grafic determinat de punctele de abscisa z, =0

si ¥, =1 este deasupra coardei determinate de aceleasi puncte, deci functia g este
nenegativa pe intervalul [0,1]. De aici rezulta ca nici functia f nu ia valori negative.

4. Sa se demonstreze ca daca z,y,z € Ri, atunci
) (z+y+2)"" ey (@ +y) My + ) (e a)T
b) (z+y+ 2) " ey 2 > (4 ) (y + 2) " (2 4 1)
(Andras Szilard, American Mathematical Monthly, 106(1999), problema 10766)
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Solutie. Consideram functia
glo)=(@+y+2) +a2"+y" +2" —(z2+y) —(y+2) —(2+2)", unde y si z
sunt parametri nenegativi. Avem ¢(0) = 0 si

g'(z) = p[(x +y+2) 2 () = (2 + x)p’l] .
Daca h :[0,00) — R, h(y) = p[(w +y+2) = (r4y) T = (2 + x)pfl],
atunci £(0) =0 si h'(y) = p(p—D)[(z +y + 2)"* — (2 + )" *]. Daca p > 2, atunci
h'(y) > 0, deci pe baza relatiei h(0) = 0, rezultd h(y) >0, Vy > 0. Pe de alta parte
aceasta inegalitate implicd ¢'(z) >0, Vz > 0 si astfel din relatia g(0) = 0 deducem
g(z) >0, V 2 >0.1nmod analog obtinem g(z) >0, ¥V > 0 sin cazul p €[0,1]
si g(z) <0,V x>0 pentru p € [1,2]. De aici rezulta ca functia f :[0,00) — R,
fp)=@@+y+2)+2"+y" +2" —(x+y) —(y+2) —(z+ )" (unde z,y,2

sunt parametri nenegativi) are urmatorul tabel de variatie:
p| [0,1] 1,2] [2, 00)
f(p) | + - +
Datoritd acestui tabel de variatie si relatiilor f(1) =0, f(2) = 0 este necesar sa avem
f/) <0 si f(2) > 0. Pe de alt parte
ffp)=@+y+2In(z+y+2)+2’nz+y" Iny+2"Inz—
—(z+y)'In(z+y)—(y+2)"'In(y +2) - (z+ 2)" In(z + z),

deci inegalititile f/(1) <0 si f/(2) > 0 sunt echivalente cu urmatoarele

(z4+y+2)n(z+y+z)+zlnz+ylny+zlnz <

<(@@+ynlz+y)+@y+2)nly+2)+ (z+ 2)In(z + ),

respectiv
(z+y+2fIn(z+y+2)+2°nz+y’ lny+2°Inz >
> (z+y) In(z +y)+(y+2) In(y +2) + (2 + 2)" In(z + 2).
Aceste inegalitati sunt echivalente cu cele propuse.
5. O pata de ulei curge pe un rau (presupunem ca suprafata apei este neteda). La un

moment dat ea intersecteaza umbra unui fir de telegraf. Sa se demonstreze ca exista un
moment in care umbra firului Tmparte pata de ulei in doua portiuni de aceeasi arie.

Solutie. Consideram momentul ¢, = 0 ca fiind momentul in care pata intersecteaza
umbra firului, ¢, momentul In care pata trece complet de umbra si notam cu S, (¢) aria
portiunii care a trecut de umbra si cu S,(¢) aria portiunii care inca nu a trecut de
umbra firului la momentul ¢ . Functia f(t) = S,(t) —S,(t) este continua, f(t,) <O si
f(t,) >0 deci existd un moment ¢ n care f(t) = 0. In acest moment umbra firului
Tmparte Tn doua parti de arii egale pata de ulei.
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6. Consideram ramificatia ABCD formata de doua vase de sange. Sa se determine
unghiul z astfel ca lucrul mecanic efectuat de inima pe portiunea ABC' sa fie
minima.

Solutie. Consideram circulatia sanguina ca fiind curgerea stratificata a unui fluid
incompresibil. Conform legii lui Poiseuille rezistenta
intdmpinata intr-un tub (vasul de sange) de raza r este

£4. Cu notatiile CD =h si AD =d (vezi figura
r

alaturata) obtinem AB =d —hctgz si BC = .h , A Ak ln
sinx B D
deci remste;;a Ze portiunea ;:130 este Figura 88
—hctgx
o -sfihse, b
n 7, Sinw
. kh |1 ) . !
Din f/(z) = — > [—4— Coiz] rezulta ca unghiul optimal este z = arccosrl—4
sm-Tr\n T T,

7. Viteza unei barci cu motor este v, = 20km /h Tn momentul Tn care i se opreste
motorul. Tn 40s viteza barcii scade la v, = 8km /h . Si se calculeze viteza barcii

dupa 2 minute de la oprirea motorului, daca forta de rezistenta a apei este direct
proportionala cu viteza barcii (si viteza apei este 0).

Solutie. Daca v(t) este viteza apei la momentul ¢, atunci acceleratia momentana
este a(t) = v'(t), deci a doua lege fundamentala a dinamicii (F = m -a) implica
relatia
—k-v(t) = F(t)=m-v/(t).
k

. g k . . —t - .
De aici rezulta v'(t) + —u(t) = 0, deci inmultind cu e™ aceasta ecuatie, deducem
m

/
L ) P . . L .
[v(t)e”” ] = 0. Consecintele teoremei lui Lagrange implica v(t)e™ = ¢, deci
—k

o(t)=c-em . Daca t = 0, atunci obtinem %m/s =y, = v(0) = ¢, deci

I

k
o(t) = % -¢ ' Folosind a doua conditie putem elimina si valoarea ﬁ deoarece
N m
k, 42
im/s =, = v(40) = 2-e ’”40, adica R ilnz. Astfel v(t) = 26401 5
3,6 3,6 m 40 5 3,6

si de aici obtinem
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3
v(120):2[gJ _ 820 32 m/s:gkm/hzl,%km/h.
36(5)  36-125 3.6-25 2

8. Sa se rezolve sistemul de ecuatii

Vo' =27+ 6 -log,(6 —y) =z
VY =2y +6log,(6—2) =y
V2 —22+6-log,(6 —7) = 2

Rezolvare. Consideram functiile f,g:(—00,6) = R, f(z)= S —
NT' =246
g@) =log, (6 —1x). Functiile sunt continue si derivabile cu
6—x .
) = >0 Vz€(—00,6)si ¢(2)=——— <0
\/x2—2$+6(:132—21:+6) ( ) (z—6)In3

Vz € (—00,6). Deci f este strict crescatoare si g este strict descrescatoare. Pe de alta

g(y)=rfw@
parte sistemul este echivalent cu {g(z) = f(y) . Daca presupunem z <y < z, avem
g@ = f

f@<f(y)<fw si g >g(y)> gz, de unde pe baza egalitatilor din sistem,
avem f(z) > f > f(y), deci f) = f(y)= =z =y, decarece f este strict
monotona, deci injectiva. Inlocuind in egalitatile sistemului, obtinem g (z) = f () si
g(»)=fx) = ==z, deci z =y = 2. Analog daca presupunem orice alta ordine
intre z, y si z, obtinem z =y = 2. Deci trebuie sa rezolvam ecuatia f (z) = g(x),

acesta avand maxim o solutie, deoarece o functie crescatoare si una descrescatoare are
maxim un punct de intersectie. Aceasta solutieeste x = 3,deci z =y=2=3

9. Consideram functia f(z) = 2® —3z+ 3 si definim sirul (z,) _ prin recurenta

f(z,)

z,,, =1, — "~ cu z, € R. Demonstrati ca pentru orice p € N exista z, € R

T T )

astfel ncat sirul anterior sa fie periodic, cu perioada p si =z, = z;,, dacd
0<uj<p—1sii=j.

f(z) 22° —3
f(z) B 3(1‘2 - 1)
z, = F(F(z,))), .., z,=F"(z,), unde F" =Fo--oF. Pe de alti parte

n

Solutie. F(z) =z — , deci sirul construit are forma z, = F(z,),
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%(mg—i’)x—i{%). Deoarece functia f este crescitoare pe
(3(«* ~1))

intervalul (1,00) rezulta ca F'(x) >0 pe acest interval. 1i{r11F(x):—oo si

Fl(z) =

lim F'(x) = oo, deci functia F :(1,00) — R este inversabila. Daca G : R — (1,00)

Tr—00

este inversa acestei functii, atunci definim functia H:(—1,0]— R,
H(z) = F(z)— G"(z). G V(-1) fiind definita, rezulta ca lim H (x) = oo Dar
G ia numai valori mai mari decadt 1 si F(0)=1, deci H() < 0. Pe baza
continuitatii functiei H rezulta ca exista z, € (—1,0] pentru care H(z,)= 0. Pentru
aceasta valoare z, avem z, = F""(z,) = F" V(F(z,)) = F" (G" () = x, si
2, =G" V() > 2, =G"(z,)>...>1, , =CG(z,) >z, deoarece G(z)>uz
pentru orice z € R.

Exercitii si probleme

Reprezentati grafic urmatoarele functii:

1
1. f) =(z+1)7(z—1); 2.f($):a:+—; 3. fin = o
:L‘ —
-3
4. fr)y=12"—32>+2; 5. f(ay=vr+J5—1z; 6. f(x)= —;
Vo' +4
7. f(m)y=(z—1)e"; 8. f:[O, 27rl—>R, fx) =2cosx —cos2z;
9. f(m)y=3xr -3z +1,; 10. f:[O, 277]—>R, f(x)=sinz-sin2z;

11. f: [—575]%R f) =tgxr+sing;
12.f:[0,27r]—>]R,f(x):sin4ac+cos4x;

13. f(x) =Inz —arctgz; 14. f(x):(x_1>2(x+2)z; 15. feo— 21+1;
T

16. f(x) = arctg2z; 17. f) = Ve ; 18. f(x) = |zl(z + 2);
x
2_
19. f(z) =22 —1; 20. f(m) = 2" — 20+ 20: 21. f(a) = L 10T,
x
22. f(x)=sinx + cosz; 23. fwy=z—Inzx; 24. f(x) =z —sinz;
3
25. fx) =3z —1) (z+1); 26. f(x):9ac+ai :
rT—z

2'7. Care numar este mai mare, A =¢" sau B = 7°?
28. Ordonati numerele A = sin2002 si B = sin2001 .
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29. Determinati numarul solutiilor reale ale ecuatiei =+ e” = 0. Determinati un
interval de lungime 1 care sa contina toate solutiile ecuatiei.
30. Determinati numarul solutiilor reale ale ecuatiei xlgz =1. Determinati un

interval de lungime 1 care sa contina toate solutiile ecuatiei.
31. Cate radacini are ecuatia »> = cosz ? Determinati un interval I C [—1,1} care

32. Determinati valorile parametrilor a, b astfel ca dreapta de ecuatie y = ax + b sa
intersecteze graficul functiei g(z) = 2° — 32” + 2 ntr-un punct de abscisi z, = —1.
33. Determinati parametrii b si c astfel ca graficul functiei f(z) = 2* + bz +c si
fie tangent la graficul functiei g (x) = " ntr-un punct de abscisa = = 0.

34. Calculati minimul functiei f(z) =z —asinz pe intervalul [(), 77/2} n functie de

valoarea parametrului a .

35. Pentru ce valori o exista cel putin un numar z care sa fie egal cu logaritmul sau

n baza a.

36. Reprezentati grafic urmatoarele functii:
1-z Inz

a) f(x) = arccos ;o b) f(o)=—;
1-2z T

2 c 2 .
sin x;

c) fam=e

2 . ‘
d)f(x):arcsinl_i_xQ; e) fx) =3z —1°; f) far=R2" —32* +1;
T

1‘4 :ES
g) f@ Aty ) f x+1[3+$

37. Determinati maximul functiei f(z) = max {2 |z, |1 + x|}

38. Demonstrati urmatoarele inegalitati:
a) |asina:—|— bcosm| <Aa’+b;b) |3x—m3| <2,halz1<2.

39. Determinati punctele de extrem ale urmatoarelor functii
2 n

a) fa)y=|1+x+ % + ...+ x—‘J e " (n este un numar natural);
. n.:
L 2
b) f)=2°(1—1z)3.
40. Demonstrati urmatoarele inegalitati si evidentiati interpretarea lor geometrica:

z Y +y
a) —;e >e? (z=vy);

b) zlnz +ylny > (z+y)ln

Tty

,daca x>0 siy>0.
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CONICE
CERCUL

Definitia cercului ca loc geometric este cunoscuta inca din ciclul gimnazial. Pentru
fixarea ideilor reamintim definitia cercului:

Definitie. Cercul de centru O siraza r este locul geometric al punctelor din plan
care se afla la distanta ~ fata de punctul O.

Ecuatia cercului
Consideram cercul de centru O(0,0) si raza r. Distanta punctului M(z, y) fata de
origine este \/z° +y°, deci din definitie obtinem /z° +3> = r. Astfel ecuatia
cercului de raza r cu centrul In origine este:

(C) 2+y° =71 (1),
(Din transformarile echivalente rezulta ca toate punctele care satisfac ecuatia (1) se

afla pe acest cerc) A
A A y
YETSyM(xY)
1
< : vy
1
) X ' >
@ X
Figura 89 Figura 90 Figura 91

Daca centrul cercului are coordonatele O, (z,, y,) si raza este r, atunci conditia ca

punctul M(z, y) sa fie pe cerc se exprima prin relatia \/(x — %)2 +(y— yo)2 =r,
care este echivalenta cu ecuatia
(©C) @—x)+y—y)=r".2

Ecuatia (2) reprezintd ecuatia cercului de centru O, (z,, y,) siraza r.
Observatie. Cercul C(O,,r) se obtine din cercul C(O,r) prin translatia cu vecto-
rul (z,,y,) (figura 91), deci ecuatia poate fi dedusa si pe baza acestei transformari.
Daca in ecuatia (2) efectuam calculele, atunci obtinem

4y —2:E0:1:—2y0y+(:13§ —i—yi —7’2) =0,
deci comparénd cu ecuatia patratica generala

Az’ +2Bxy + Cy’ +2Dz + 2By + F =0
deducem ca aceastd ultima ecuatie reprezinta un cerc numai in cazul A = C = 0 si
B = 0. In acest caz prin impartire cu A putem scrie

(C) 22+y" +2az+2by+c=0.(3)

Aceasta ecuatie este ecuasia carteziana generala sau ecuayia implicita a cercului.
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Ecuatia poate fi scrisa si sub forma
(z+a) +(y+0) —(a2 + b* —c)z(),

deci in functie de a,b,c € R putem avea urmatoarele situatii:

1° dacd a® +b* < c, atunci nu exista perechi (z,y) € R* care si verifice
relatia (3). Tn acest caz se spune fie ci avem un cerc imaginar, fie ca locul geometric
este 0 multime vidi (daci se lucreaza numai in R?);

2° daca a® +b*> = ¢, atunci locul geometric este format dintr-un singur punct
P(—a,—b) si se spune ca avem un cerc degenerat;

3°daci o’ + b > ¢, atunci ecuatia (3) reprezinta cercul de centru P(—a,—b)

siraza r =+/a* +b° —c.
Reprezentarea grafica a cercului

Fie cercul de centru C(a,b) siraza r . Ecuatia cercului este:
() (x—a)® +(y—0b) =r°.
Daca exprimam variabila y in functie de x , obtinem:
(y—b) =r' —@—a?®, y, =bEtr’ —(z—a),
deci cercul este reuniunea graficelor urmatoarelor doua functii continue:
f@)=b+r'—@—a) si f(z)=b—r" —(x—a).

Astfel multimea C' se poate scrie sub forma C = G, UG, .

Reprezentam grafic functia f(z) = b+ \Jr’ —(z —a)? .

I. Domeniul maxim de definitie se obtine din conditia > — (z — a)? > 0. Inegalitatea
(x —a)* <r’ este echivalenti cu |z—al<r, adici —r<z—a<r si astfel
D=la—r,a+r].

—(z — — .
II. flz)= (x—a) = — (z—0) , deci f este crescatoare pe
2\/7*2 —(z —a)? \/r2 —(z —a)?
intervalul [a —r,a| si este descrescatoare pe intervalul [a,a + r]. Din expresia

derivatei a doua deducem ca functia este concava.

III. Domeniul de definitie este un interval inchis si marginit, iar functia este continua
pe acest interval, deci nu are nici o asimptota.

IV. Tabelul de variatie al functiei:

X a—7T 1] a+r
£l@) | e * 0o - ol
f@| - - = - -
f(z) b b+ N b

Astfel graficul functiei este reprezentat in figura 92. Tn mod similar obtinem graficul
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functiei f, reprezentat in figura 93.
)ﬂk y“

Figura Figura

o T .
92 " \ / 93

Pozitia relativa a unui cerc si a unei drepte

Q
>
v
<
=

Dupa cum se stie din ciclul gimnazial pentru pozitia relativa a unei drepte fata de
un cerc putem avea urmatoarele trei posibilitati (vezi figurile 94, 95, 96):
1. cele doua multimi sunt disjuncte, deci dreapta nu intersecteaza cercul (fig. 94)
2. cele doua multimi au un singur punct comun, deci dreapta este tangenta a
cercului (fig. 95)
3. cele doua multimi au doua puncte comune, deci dreapta este o0 secanta a
cercului (fig. 96)

OFORS

Figura 94 Figura 95 Figura 96

Aceste cazuri se pot caracteriza prin numarul solutiilor sistemului
2 2 2
Ci(z—z) +(y—y,) =7
d:ax+by+c=0
Daca numarul solutiilor este 0, atunci dreapta d nu intersecteaza cercul C', daca
numarul solutiilor este 1, atunci d este tangenta cercului C', iar In cazul in care
exista doua solutii, atunci dreapta d este o secanta pentru cercul C'. Daca eliminam

una din necunoscute folosind a doua ecuatie, atunci cazurile precedente se pot distinge
dupacum A <0, A =0 sau A > 0 Tn ecuatia de gradul doi care se obtine.

Ecuatia tangentei si a normalei intr-un punct

Rezolvam aceasta problema intr-un cadru mai general. Consideram curba de ecuatie
Az’ + By +Cry+ Dz + Ey+F =0

si vom determina ecuatia tangentei Tn punctul (=, ). Din aceasti ecuatie se poate

explicita y ca functie de z ; astfel, derivand membrul doi si exprimand derivata 3" se
obtine acelasi rezultat ca si in cazul in care am proceda invers (explicitdnd prima data
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y si calculand derivata functiei obtinute). Astfel avem
24z +2Byy’ + Cy + Cxy' + D+ Ey' =0,
24z +Cy+ D
- 2By+Cr+FE
24z, +Cy, + D
B 2By, +Cx, + E

deci y' = , Ceea ce arata ca panta tangentei In punctul (z,,7,) este

. De aici deducem ecuatia tangentei:

Y=y, __2Ax1+CyI—I—D

T - 2By, +Cr, + F

2Azx+2Byy + C(:vly + ylrc) + D(x — ml) + E(y — y1> —Z(Axf + Byl2 + Cxlyl) =0, (6)
Dar (z,,y,) este un punct al curbei, deci Az’ + By’ +Cry, = —Dz, — Ey, — F si
astfel obtinem
(6) & 24Azz +2Byy —I—C(a:ly+y13:>+D(3: —I—ml) —I—E(y+y1>+2F =0<
zY+ Yz .a;—i—xl ‘y—i—yl

2
Ecuatia (7) se numeste ecuatia tangentei obtinuta prin dublare, deoarece se obtine din

ecuatia curbei prin urmatoarele transformari:

2 2 :Cly-l_ylx $1+'/1; - yl+y
T =TT,y —>yly,$y—>T,x—> sl y — 5

+D +E LE=0(7)

Azz+ Byy+C-

Astfel ecuatia tangentei Tn punctul (z,,y,) € C la cercul (1) este:

TT Yy = r* (8)
Observatie. Aceleasi rezultate se obtin si daca scriem ecuatia tangentei la graficul
functiilor £, respectiv f, Tn punctele (z,,/ (z,)) respectiv (z,, f, (z,)). Intr-adevar

ecuatia tangentei n punctul de abscisa z,, la graficul functiei f, este
y—hlz y—y T, —a y—y L —a
1(1>:f1'(3:1)<:> | G 2 1 _ < 1M PN
T—Z | \/7“ —(xl—a) =% ¥ —0

S rrtyy—artar, —by+by —a —y =0 <

<z + Yy — ax + axr, — by + by, — 2ax, —2by, +a* + b -1’ =0 <
J"—{_‘Tl _2by+y1

x4+ Yy —2a +a*+b -1 =0.

Y Definitie. Perpendiculara dusa dintr-un punct al unei curbe
n pe tangenta din acel punct se numeste normala curbei in acel
punct. (fig. 97)
Din ecuatia (8) rezulta ca ecuatia normalei la cercul (1) in
punctul (z,,y,) € C este

Figura 97 byr—ry= 0 (9)
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Exercitii si probleme

1. Determinati centrul si raza urmatoarelor cercuri:
a)z’+y' —4dz=0
b))z’ +y +6y—-T7=0
c)z’ +y +22—-10y+1=0
d) 32° +3y* — 42— 6y —15=0
2. Scrieti ecuatia cercului de centru M (—3,2) si diametru d = 8 . Scrieti ecuatia
tangentelor duse prin punctele de abscisa 2, = 0.
3. Determinati coordonatele centrului si raza cercului de ecuatie
4y —4z—-2y—20=0.
Scrieti ecuatia tangentei in punctul M (3,7).
4. Determinati ecuatia cercului circumscris triunghiului ABC', daca coordonatele
varfurilor sunt: A(—2,—1), B(0,—5) si C'(6,3).
5. Scrieti ecuatia cercului cu centrul Tn punctul A (6,7) care este tangent dreptei
5r—12y—24=0.
6. Fie cercul de ecuatie 2 + y* — 42 +2y —5 = 0. Scrieti ecuatia normalei care
este perpendiculara pe dreapta x —2y +1=0.
7. Un cerc de centru M (3,—1) determina un segment de lungime 6 pe dreapta
2x — b5y + 18 = 0. Determinati ecuatia cercului.
8. Diametrul AB al unui cerc cu centrul in O are lungimea 4a (a > 0). Fie M
un punct variabil al acestui cerc.
a) Scrieti ecuatiile cercurilor circumscrise triunghiurilor AOM si BOM .
b) Notam cu P si @ centrele celor doua cercuri anterioare. Demonstrati ca
produsul distantelor punctelor P si () de la dreapta AB este constanta si
AP 1 BQ.
c) Determinati locul geometric al punctului de intersectie al dreptelor AP si
BQ.
9. Determinati locul geometric al punctului de intersectie al dreptelor
d:zcosa+y=1sid :z—ycosa=1(aecR).

ELIPSA

Definitie. Locul geometric al punctelor M pentru care suma distantelor de la
punctele fixate A si B este constantd (si mai mare decét distanta AB) se numeste
elipsa. Punctele A si B sunt focarele elipsei, dreapta AB este dreapta focala iar
segmentele determinate de un punct oarecare al elipsei si cele doua focare sunt razele
directoare.

Pentru a forma o imagine intuitiva asupra formei acestui loc geometric putem efectua
urmatoarea constructie: sa fixam capetele unei sfori de lungime [ in punctele A si B
si miscam creionul astfel incat sfoara sa raimana ntinsa pe tot parcursul miscarii.
Figura obtinuta va fi chiar o elipsa. (figura 98 si 99)
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Figura 98 Figura 99

XN
Observatie. Daca cele doua focare coincid, atunci locul geometric obtinut va fi
chiar un cerc. Astfel elipsa poate fi considerata ca o generalizare a cercului.

Ecuatia canonica a elipsei

Consideram un sistem de coordonate Tn care dreapta determinata de cele doua focare
este axa Oz si mediatoarea segmentului determinat de cele doua focare este axa Oy .

Astfel putem presupune ci cele doud focare au coordonatele F(c, 0) si F)(—c, 0).

Notam cu 2a suma distantelor punctului M(z, y) de la cele doua focare (fig. 100).

Cele doua distante sunt +/(z — ¢)* +* si [(z + ¢)* +y* , deci obtinem urmatoarele
ecuatii echivalente:
Jae—cP + ¢ +@+ef +1* =20 & Jz—cf +4* =2a—J(z + ) + ¢

S@E—c+y =4+ @ +e) +y —daf(z+e) +9°

(daca (z +c)* +y° < 4a® (2)).

Reducand temenii asemenea obtinem:
a(z+c) +y =a* +1c & aQ((a:—i—c)Q —i—yQ):(a? +.TC)2

daca a” + zc > 0 (2), deci ajungem la ecuatia (a* — ¢*) 2’ +a’y’ = a* (a* — ¢)

2 2

care poate fi scrisa sub forma x_2 +— J >=1(3).
a a —c

Pe de alta parte daca conditiile (1) si (2) nu sunt verificate, atunci pornind de la relatia
initiala am ajunge la contradictie, deci nu pot exista puncte care sa aiba proprietatea
cerutd si sa nu satisfaca aceste doua conditii. Pe de alta parte putem verifica usor ca
daca z si y satisfac relatia (3), atunci sunt

NE verificate si conditiile (1) si (2). Astfel
relatia (3) este ecuatia elipsei in sistemul de

7 “ coordonate ales. Daca elipsa intersecteaza
al & ¢S \a_, axa Oy in punctele B(0,b) si B'(0,—b),
M\ OjA atunci din triunghiul dreptunghic OBF,
obtinem b* =4’ —c*. Astfel obtinem

, ecuatia canonica a elipsei:
Figura 100 5 9

(E) Z—2+§—2=1(4)
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Daca (z, y) € E, atunci (—z,y),(z,—y),(—z,—y) € E, deci elipsa este simetrica atét

fatd de axele de coordonate, cét si fatd de origine. Daca intersectiile cu axa Oz sunt
punctele A si A’, atunci avem relatia:
204 = AF + AF, = A'F, + AF, = AA’,

deci punctele A si A’ au abscisele a respectiv —a . Segmentul AA’ este axa mare a
elipsei, iar segmentul BB’ este axa mica. Astfel a si b sunt lungimile celor doui
semiaxe. Numarul ¢ care exprima distanta dintre centrul elipsei (O) si cele doua
focare se numeste excentricitatea liniara a elipsei, iar raportul dintre excentricitatea
liniara si semiaxa mare se numeste excentricitatea numerica a elipsei. Daca ne referim
la excentricitatea elipsei (fara a preciza daca este vorba de excentricitatea liniara sau
cea numerica), atunci in mod implicit ne referim la excentricitatea numerica. Aceasta
excentricitate se noteaza cu e si avem relatia:

2
e= £ 1— [2] .
a [0
Jumatatea lungimii coardei ce trece printr-un focar si este perpendiculara pe axa mare
se noteaza cu p si poarta numele de parametrul elipsei. Din ecuatia canonica obtinem
b2
p=—.
Figura 101: Datele elipsei
- b F, F, —focare
O —centru
FF, -axa focala
F F, = 2c - distanta focala
@ ¢ — excentricitatea liniara

AA" = 2a - axa mare
Y - M a — lungimea semiaxei mari
BB’ = 2b — axa mica
b — lungimea semiaxei mici
7, T, — raze directoare

(r, +1, =2a)

< 22 > p- parametru

Daca translatam elipsa cu vectorul (a,0) (sau sistemul de coordonate cu (—a,0))
obtinem ecuatia:
(x—a) o , 2%z b2’
C Lty = —
a’ b’ Y a a’

a5}
.
o
o
=N
o

v

2b

>4
Ny

>

A
A4

2c

SEqy = 2px—£x2 (5).
a

Daca translatam elipsa cu vectorul (z, y,) (figura 102), / 72}\

atunci ecuatia se transforma n: é %
2 2 0
= Y —, A
) L=al o) N A

a b Figura 102
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Reprezentarea grafica a elipsei
2
¥

Vom reprezenta grafic elipsa de ecuatie (F) )

+

=1,unde a,b>0.

. N b . 5 . .
Ca si Tn cazul cercului obtinem y = +— \/a —° , deci reprezentam grafic functiile

:_é /a2_x2

£ :[—a,a] = 10,0], f (@) = \/a —a2* si f, :[—a,a] — [-b,0], f,( |

deoarece £ =G, UG, .

VVom reprezenta grafic functia f,.

I. Domeniul maxim de definitie se obtine din conditia «* —2° >0, astfel
D =[-a,a].

II. fl2)=- b deci f, este crescatoare pe intervalul [—a,0] si este

a\/a2 —.’E2 ,

descrescatoare pe intervalul [0,a]. Din expresia derivatei a doua deducem ca functia

este concava.

III. Domeniul de definitie este un interval inchis si margini
pe acest interval, deci nu are nici o asimptota.

IV. Tabelul de variatie al functiei:

t, iar functia este continua

v

X —a a
fi/ ‘T) |+OO + - 7oo|
"
Al - - = - -
/() 0 / b\ 0
Graficele sunt reprezentate n figurile 103 si 104
Ay Ay
Figura 103 bl Figura 10/
-/J;\a ‘ a 3 )

Pozitia relativa a unei drepte si a unei elipse

Ca si in cazul cercului pot aparea urmatoarele trei situatii:
1. dreapta nu intersecteaza elipsa (fig. 105)

2. dreapta este tangenta elipsei, deci exista un singur punct comun (fig. 106)
3. dreapta este o secantd a elipsei, deci exista doua puncte de intersectie (fig. 107)

Coordonatele punctelor de intersectie se obtin si n acest caz rezolvand sistemul

format din ecuatia elipsei si ecuatia dreptei.
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-

Figura 105. Figura 106 Figura 107

Ecuatia tangentei si a normalei intr-un punct

Folosind ecuatia generala obtinuta prin dublare putem scrie
ecuatia tangentei n punctul (z,y,):

le yly
L oe n (7
a’ b ) .
(fig. 108). Pe baza acestei ecuatii normala in acelasi punct are Figura 108

ecuatia:

Ty YT 1 1
e

Exercitii si probleme

1. Scrieti ecuatia elipsei in urmatoarele cazuri si reprezentati grafic elipsa:
a) focarele sunt F (—1,0) si F, (1,0), iar lungimea semiaxei mari este a = 5;

b) F (1,2) este un focar si C'(1,4) este centrul elipsei, iar lungimea semiaxei

mari este a = 10;
c) centrul este in origine, axele de coordonate sunt si axele elipsei, iar elipsa trece

prin punctele A[4,§] si A[—3,%];

d) axa mare este egala cu 26, iar focarele sunt F (14,0) si F, (—10,0).

»

Scrieti ecuatia canonica a elipsei 162” + 25y + 32z — 100y — 284 = 0.

3. Determinati ecuatia tangentei prin punctul de abscisa =, =5 al ei, daca ecuatia
elipsei este 42” + 9y* = 676 .

4. Demonstrati ca dacd M este un punct arbitrar al elipsei cu centrul in O si cu

focarele F respectiv F,, atunci MEF - MF, + MO* = o’ +0°, unde a si b

reprezinta semiaxa mare, respectiv semiaxa mica.

5. Demonstrati ca dintre toate triunghiurile care au o laturda de lungime [ si
semiperimetrul p, cel isoscel are cea mai mare arie.

6. Demonstrati ca tangenta si normala ntr-un punct al elipsei sunt bisectoarele
unghiului determinat de cele doua raze directoare (aceasta proprietate poarta
numele de proprietatea optica a elipsei deoarece, astfel, razele de lumina care
pornesc dintr-un focar sunt reflectate spre celalalt focar).
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Hiperbola

Definitie. Locul geometric al punctelor M
pentru care

IMF, — MF,|=2a,
unde F si F, sunt doua puncte fixate si
F.F, >2a, se numeste hiperbola. Punctele F si
F, sunt focarele hiperbolei, dreapta FF, este

dreapta focala, iar segmentele determinate de
focare si de un punct arbitrar al hiperbolei se
numesc raze directoare.

Figura 109

Ecuatia canonica a hiperbolei

Consideram un sistem de coordonate in care dreapta focala este axa Ox si dreapta
Oy este mediatoarea segmentului F,F,. Astfel, coordonatele focarelor sunt F(c, 0)

si F(—c, 0). Daca M(z, y) este un punct arbitrar, atunci relatia din definitie devine:
‘\/(:c —c) 4y — \/(:c +e) +9

S@—c+y =4+ @ +c) +y TdaJ(z+c) +y° <

=20 < J(z—cf +y =20+ (z+ ) + ¢

tay(z +c) +y° :a2+xc<:>a2((x+c)2+y2):(a2+mc)2 =

2 2
X
(02—a2>x2—a2y2:a2(02—a2><:>—2— 2y > =1.
a cC —a
Din aceasta ecuatie rezulta ca punctele de intersectie ale hiperbolei cu axa Oz sunt

punctele A(a, 0) si A’(—a, 0). Numim aceste puncte varfurile hiperbolei, iar axa

AA" axa reali. Lungimea AA’ =2a se numeste

lungimea axei reale. Daca construim rombul de

diagonala AA’ si laturd ¢, atunci dreapta suport a
B celeilalte diagonale se numeste axa imaginara a

hiperbolei, iar lungimea 2b lungimea axei imaginare.
F, JA_O 3 Din constructie rezulti ci b* =c¢* —a’, si astfel
ecuatia hiperbolei este:

.Z'2 y?
H =Z—-=Z=1(@1
(H) Z-f=1(@)
Aceasta ecuatie este ecuatia canonica a hiperbolei.
Daca (z,y)€ H, atunci (z,—y), (—=z,v),

Figura 110

(—z,—y) € H , deci hiperbola este simetrica atét fata de axele ei cat si fata de originea
sistemului ales. Din acest motiv punctul O se numeste centrul hiperbolei. Distanta ¢
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se numeste excentricitatea liniara iar raportul dintre excentricitatea liniara si lungimea
semiaxei reale este excentricitatea numerica. Excentricitatea numerica se noteaza cu e

, bY’ - , :
si avem formula e = o i+ [—] . Jumatatea lungimii coardei ce trece printr-un
a a

focar si este perpendiculara pe axa reald se numeste parametrul hiperbolei si se
2

noteaza cu p . Din ecuatia (1) pentru z = +c deducem p = —.
a

d, d, Figura 111:Datele hiperbolei

E, F, - focare
O - centru
“ FF, = 2c - distanta focala
t y ¢ — excentricitatea liniara

P AA" =2q - axareal
> a — semiaxa reald
' BB’ = 2b - axa imaginara
b — semiaxa imaginara
B’ T, 1, —raze directoare

2b

g (=] =20)
p — parametru
2h d,, d,-asimptote

A
Y

Daca efectuam o translatie de vector (—a, 0), atunci

ecuatia hiperbolei devine:
(x+a) o 20°r bz’
g =ley = +—
a b a a

o(H) o =2pr+L2* @). (fig.112)
a

Figura 112

Reprezentarea grafica a hiperbolei

Vom reprezenta grafic hiperbola de ecuatie:
2

2
z Y
H ——Z-=1,unde a,b>0.
( ) (12 b2
Daca exprimam y in functie de = rezulta:

Yy = :l:gxlx2 —a.
a
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Astfel hiperbola este reuniunea graficelor urmatoarelor doua functii:

ficooalUlato) = R, fio) =2\ —a 5
fi i (—o0,—a]U[a,+0) = R, f(z)= —S\/Z‘Q —a’.

Reprezentam grafic functia f,. Graficul functiei f, este simetricul acestuia in raport cu

axa Oz .
I. lim f(z) =+oo, lim f(z)=+o0,iar
T——00 T—+00

9 a b a
DRYEAN E iy =zl 1= —
b
mzlimmz lim & & = lim & Y & _—_ -
Tr——00 a;‘ r——00 x r——00 $ a
b 5 b
n = lim [f(z) — mz]= lim |-z’ —a’ +—2|=0,
T——00 z—=—0| a
) . . b
deci spre —oo avem asimptota oblica y = ——z.
a
Pentru ramura spre +oo obtinem m = lim /@) = —, n =0, deci asimptota oblica
T——+00 T Qa

- b
inacest caz este y = —z.

a

b T . .

II. f'(2) = ———=——, nu este definita in punctele z = +a, este negativa pentru
hiz)=— N p gativa p

x < 0 si este pozitiva pentru = > 0.

lim f/() = — = =00, lim f/() = — = +oo,
deciin f/(—a—) = —o0 si f/(a+) = +0.
III. Tabelul de variatie:
x —00 —a i a +o00
£ (x) - - ,ool 1 [ + +
f(z) ~+00 N\ 0 1 0 /! +o0
" i Tn figura 113 linia continua reprezinti

graficul functiei f, asimptotele sunt

trasate cu linie punctata, iar linia
intrerupta corespunde graficului functiei

5

Figura 43
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Pozitia relativa a unei drepte si a unei hiperbole

Coordonatele punctelor de intersectie ale dreptei d:az+by+c¢, =0 cu elipsa

2 2
x—2 — Z—2 =1 se pot obtine rezolvand sistemul
a
I2 yZ
adpC
a b

azr+by+c =0

Acest sistem ne conduce la o ecuatie de gradul doi, deci putem avea urmatoarele trei
cazuri:

1. dreapta d nu intersecteaza hiperbola (fig. 114)

2. dreapta d este tangenta hiperbolei (fig. 115)

3. dreapta d intersecteaza hiperbola in doua puncte (fig. 116)

YDA 2L

Figura 114 Figura 115 Figura 116

Ecuatia tangentei si a normalei intr-un punct
Prin dublare obtinem ecuatia tangentei prin punctul (z,,y,) care

vy Figura 117

apartine hiperbolei (1): — 2 1 (13)
a

Astfel ecuatia normalei este:
Ty  Yr 11
e[z a0
Exercitii si probleme
1. Determinati semiaxele, coordonatele focarelor si scrieti ecuatiile asimptotelor
pentru hiperbola 9z” — 16y° = 144.
2. Scrieti ecuatia canonica a hiperbolei 92° — 16y° + 90z + 32y — 367 = 0 si

determinati coordonatele centrului.
3. Determinati ecuatia hiperbolei care trece prin punctul P(9,4) si satisface
urmatoarele doua proprietati:
a) axa reala are lungimea 6 ;
b) axa reala este chiar axa Oz .
4. Scrieti ecuatia hiperbolei cu focarele F, (2,2) si F, (—2,—2), daca lungimea axei

reale este 4. Determinati ecuatiile asimptotelor si ecuatia tangentelor in punctele
de abscisa z, = 3.
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10.

Determinati ecuatia hiperbolei cu focarele F (4,0) si F, (—4,0), daci lungimea
axei reale este 6. Scrieti ecuatiile asimptotelor si ecuatia tangentelor in punctele
de abscisa 7, = —5.

Scrieti ecuatiile asimptotelor si ecuatiile tangentelor in punctele de abscisa
2 2

x, = —4 pentru hiperbola % — % =1

Fie M un punct oarecare al hiperbolei cu centrul in O si cu focarele in F,
respectiv. F,. Demonstrati ca MO’ — MF, - MF, =a* —b°, unde a si b
reprezinta lungimea celor doua semiaxe.

2 2

Calculati aria triunghiului determinat de asimptotele hiperbolei % — % =1si

dreapta 9z + 2y —24=0.
Pe axa Ox a sistemului cartezian de coordonate Oy sa consideram punctele A
si N astfel incat produsul absciselor lor si fie *. Prin punctele M si N ducem

b . b . .
doua drepte cu pantele — respectiv. ——. Sa se determine locul geometric al
a a

punctului de intersectie a celor doua drepte (a,b € Ri sunt fixate).

Printr-un punct arbitrar P din planul unei hiperbole ducem paralele la
asimptotele hiperbolei si notam cu M si N punctele de intersectie ale acestor
drepte cu hiperbola.

a) Determinati locul geometric al punctelor P, pentru care MN trece prin

centrul hiperbolei.

b) Determinati locul geometric al punctelor P, pentru care MN este

paralela cu una din axele hiperbolei.

11.

Demonstrati ca tangenta si normala Tntr-un punct al hiperbolei sunt bisectoarele
unghiului determinat de cele doua raze directoare (proprietatea optica).

Parabola

Definitie. Locul geometric al punctelor egal departate
de o dreapta fixata v si un punct fix F se numeste
parabola.

Punctul F este focarul parabolei, v este dreapta
directoare, iar perpendiculara din focar pe dreapta
directoare este axa parabolei. Distanta de la focar la
dreapta directoare se noteaza cu p si este parametrul

Figura 117. parabolei.
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Ecuatia canonica a parabolei

Consideram un sistem de coordonate in care axa Oz este
chiar axa parabolei si axa Oy este mediatoarea segmentului

determinat de focar si proiectia focarului pe dreapta M

\4

F

ecuatia dreptei directoare v:x = —g (vezi figura 118). \
1z

Daca M(x, y) este un punct arbitrar al parabolei, atunci
Figura 118.

directoare. Astfel focarul are coordonatele F[%,OJ si

conform definitiei avem:

2
p 2
rT——| +ty =
[ 2} Y

2

2
adica z” —px+%+y2 = —i—px—i—pz si astfel

(P) y* =2px (1).
Ecuatia (1) se numeste ecuatia canonica a parabolei. Daca (z, y)€ P, atunci

x+£
2

(z,—y) € (P), deci axa Oz este si axa de simetrie. Punctul O este varful parabolei.

Reprezentarea grafica a parabolei

VVom reprezenta parabola de ecuatie
(P) y* = 2px.
Presupunem p > 0. Exprimand y n functie de = obtinem y = +./2pz , deci avem
nevoie de reprezentarea grafica a functiilor:
fl : [0,+OO) - [0,+OO), fi(I) — \]2pr ) fz : [07+OO) - (—OO, O]a fQ("E) = _\/2px :

Pentru functia f, obtinem urmatorul tabel de variatie:

T 0 +00 y
(@) . ¥
£ (@) - .
fi(z) 0 / +0o0 Y

Ca si in cazul precedent graficul functiei f este

ramura superioara (partea care se afla deasupra axei
Oz), iar graficul functiei f, este ramura inferioara. Figura 119

(fig. 119)

Pozitia relativa a unei drepte si a unei parabole

Ca si Tn cazul cercului, elipsei si a hiperbolei coordonatele punctelor de intersectie se
obtin din rezolvarea sistemului format din ecuatia dreptei si a parabolei. Acest sistem
se reduce la o ecuatie de gradul doi, deci putem avea urmatoarele cazuri:



226 Studiul functiilor

1. dreapta nu intersecteaza parabola (fig. 120)
2. dreapta este tangenta parabolei (fig. 121)
3. dreapta are doua puncte comune cu parabola (fig. 1220)

L

Fiqura 120 Fiqura 121 Fiqura 122
Ecuatia tangentei si a normalei intr-un punct al parabolei

n Folosind dedublarea, obtinem pentru ecuatia (1) Tn punctul (z,,y,)
al parabolei ecuatia e : g,y = p(z + =, ) (6)
Din aceasta ecuatie rezulta ecuatia normalei:

Figura 123 n:py—ylx:(p—xl)yl ().

Exercitii si probleme

1. Scrieti ecuatia parabolei cu varful in origine, care
a) admite axa Oz ca axa de simetrie si trece pin punctul A(—1,3);
b) are ca axa de simetrie axa Oy si trece prin punctul B (4,-8).
2. Determinati coordonatele varfului, valoarea parametrului si panta axei de simetrie
pentru parabola y° —10z° —2y —19 =0.
3. Determinati ecuatiile tangentelor parabolei y* = 12z duse prin punctele acestuia
de abscisa 7, = 2.

4. Determinati ecuatiile tangentelor parabolei y* = 2z duse prin punctul A(—1,0).

Calculati aria patrulaterului determinat de cele doua tangente si normalele n
punctele de tangenta.

5. Arcada unui pod este de forma unei parabole. Determinati parametrul parabolei
daca sageata arcului (distanta de la cel mai inalt punct la dreapta determinata de
punctele de sprijin) este de 6 m si distanta dintre piloanele de la extremitati este
24m .

6. 1Infigura alaturata (figura 123) este data structura unui dispozitiv de sustinere
parabolic (cele doua arcuri sunt arcuri parabolice)
a) determinati ecuatiile celor doua arcuri;
b) determinati lungimile A A si AC,.
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De ce conice?

Cercul, parabola, elipsa sau hiperbola apar des si Tn naturd. Daca aruncam
orizontal sau oblic un corp, atunci acesta descrie un arc de parabola (fig. 124). Daca
ati rezolvat problemele propuse, cunoasteti si proprietatile optice ale acestor curbe.
Legile lui Kepler (1571-1630) apartin de cunostintele astronomice elementare. Prima
lege spune ca planetele se rotesc in jurul Soarelui pe orbita eliptica si Soarele este ntr-

unul din focarele acesteia (fig. 125) 7
Planeta

/ ™\
Figura 124 Figura 125

Astazi este deja cunoscut faptul ca satelitii artificiali se invart in jurul Paméantului
pe orbite eliptice sau circulare. Pentru cercetarea corpurilor ceresti Tndepartate au fost
lansate sonde, care nu revin pe Pamént, cu o viteza initiala foarte mare, traiectoria
acestora fiind o orbita hiperbolica.

Astazi se considera cunostinte de fizica elementara faptul ca orbitele rachetelor, a
navelor cosmice trimise n spatiu depinzand de viteza de lansare, pot fi:
e elipsa cu focarul mai indepartat de locul lansarii in centrul Pamantului (fig.126)
e cerc (fig. 127)
e elipsa cu focarul mai apropiat de locul lansarii in centrul Paméantului (fig. 128)

e hiperbola cu un focar in centrul Pamantului, ( fig. 129).
Acestea arata ca cercul, elipsa, parabola si hiperbola sunt inrudite.

Figura 126 Figura 127 Figura 128 Figura 129

Studiul miscarii corpurilor cu metode matematice a inceput deja in secolele
XVI-XVII., dar notiunile de cerc, elipsa, parabola au aparut cu mult in urma, deja in
secolul 1I. i.e., la grecii antici. Acestia au descoperit Th mai multe probleme
matematice, ca intersectand suprafata laterala a unui con drept cu plane diferite, se
obtin curbe. Aceste curbe se numesc conice.

Conica este o elipsa, daca planul secant nu este paralel cu nici o0 generatoare a
conului. Daca planul secant este perpendicular pe axa conului, atunci sectiunea este
un cerc. Deci si acest fapt arata ca cercul este o elipsa particulara.

Daci planul secant este paralel cu o singura generatoare a conului, atunci conica
este o0 parabola.

Daca planul secant este paralel cu doua generatoare a conului, atunci conica este
o0 hiperbold.
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‘zéﬁv 4
N\
Figura 130: Figura 131: Figura 132: Figura 133:
Cerc Elipsa Parabola Hiperbola

Daca planul secant trece prin varful conului,
atunci obtinem conice degenerate. n loc de elipsa
obtinem punct (elipsa degenerata), in loc de
parabola obtinem dreapta punct (parabola
degenerata) si in loc de hiperbola obtinem doua
drepte secante (hiperbola degenerata).

Fig 134 Ecuatia unei conice arbitrare este urmatoarea:

Conice degenerate Az’ + By2 +Cry+Dx+ FEy+F =0
(A* 4+ B* + C* = 0), mai mult curbele cu ecuatia precedenti sunt (am enumerat aici

si cele degenerate, respectiv multimea vida). Aceasta ecuatie cu cateva transformari se
poate restrange la una din urmatoarele:

Cerc Elipsa Hiperbola
2 2 2 2 2 2 2
a b a b
Parabola Doud drepte secante Doua drepte paralele
Yy =2pz oy 2 —a*>=0
——=z=0
a b
Doua drepte confundate Punct Mulzime vida
2 2 2 2 2
z =0 z Y g Y
—+==0 —+4+=+1=0
a’ i b’ a’ i b i
° 1)
Fig. 135

Curbe de gradul doi
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Exercitii

10.

Demonstrati ci cercul K : 2* 4+ y° = 1 nu este graficul unei functii, dar se poate

scrie ca reuniunea graficelor a doua functii.

Determinati  aria  triunghiului ~ determinat de asimptotele hiperbolei
2 2

T Y q-0 si dreapta de ecuatie 9z + 2y — 25 =0.

4 9
Trasati graficele urmatoarelor functii:

a) f:D—-R, flx)=+z+1;
b) /:D - R f(a) = I+ 2)G-o);
c) f:D—R, f(x):%\/x2—2x—3.

Graficul functiei f(x):e*"’z (f:R—R) se numeste curba lui Gauss.

Determinati punctele in care cercul de centru O si raza 1 intersecteaza aceasta
curba. Demonstrati ca cele doua curbe admit o tangenta comuna.

Determinati locul geometric al punctelor M(z,y) pentru care T + % =1.
.’L’2
Construiti graficul functiei f: R — R, f(z) = Z_ 1].

Tnscrieti un dreptunghi de arie maxima n ellpsa — + z—Q =1, astfel incét laturile
(Z

dreptunghiului sa fie paralele cu axele de coordonate (0 <b < a).
Determinati distanta minima intre punctul M(p, p) si punctele parabolei de

ecuatie y* = 2pzx .

Determinati distanta punctului A(2,0) de la cercul de ecuatie z* + y* = 1.
2 2

Determinati cea mai lunga coarda a elipsei m—Q + Z_Q =1 (0<b<a), care trece
a

prin punctul B(0,0).
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IX. PROBLEME RECAPITULATIVE

1. Determinati numarul real o astfel ca limita lim n" (\/n+«/_ —\/n—\/ﬁ) sa
fie un numar real.
2. Demonstrati ca daca a + b+ 1= 0, atunci

lim (ayn +1+byn+2+n+3)=0si

n—oo

lim l[aln(3+n)+bn(2+n)+In(l+n)|=0.
i lel < 1. Demonstrati ca sirul

z, =ac+(a+ab)c’ +(a+ab+ab®)c’ + ..+ (a+ab+ ..+ ab") "

este convergent si calculati limita acestui sir.
4. a) Determinati valorile parametrilor a si b, daca

11111(\3/1—713 —an—b): 0.
b) Determinati valorile parametrilor a, b si ¢, daca
1imn(an—|— 2—|—bn+cn2) =1.

i i i A 4’![ n
5. Studiati convergenta sirului z, = .
3"+ 6"

si calculati limita lim z, .

n—0oo

6. Studiati convergenta sirului b, = (1+ 1){1 + %} [1 +1] si calculati limita
n

- b |
sirului o, = |+
' b

n

7. Calculati limita lim | | i
n— o0 _I_l
e . 1 1 1
8. Calculati limita lim |1+ —|{14+ = ... |1+ — :
500 3 8 n" +2n

) 22 25 2n+1
9. Calculati limita lim + 55—+ T :
(341 3 +1 0 3 +1 3 +1

10. Fiesirul z, = L-FL‘F +;. Calculati limita lim 2" [x —i] .

1-3 2-4 n-(n+2) n—c0
1 w2 . . - 1
11. Dacastimcd lim Y — = —, calculati limita sirului y = B
S n‘}m; ]{,‘2 6 5 S yn kz:; (2]€ _ 1)2

1
12. Fie z, = lim (1—zsinnz)” si y, =z, +x, + ... + x,. Demonstrati ca sirul
(%), este convergent si calculati lim y, .

11
, |- Calculai limita sirului 9 unde a, si b, sunt

n

13. Consideram matricea A =
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elementele de pe prima linie a matricei A" (in aceasta ordine).

1 1
14. Demonstrati ca sirurile definite prin 2, =14+ — + — —2yn+1
RN
sl y, = \/_ \/_ + .. + — 2+/n sunt convergente, au aceeasi limita si

limita lor este Tn intervalul (—2,— 1) .

15. Studiati convergenta sirului a, = /1 +a’ ,, n>1daci a =1.

. . . 1 1
16. Studiati convergenta sirului a, = Py n >1,daca a, = d
- an*l

17. Studiati convergenta sirului definit prin relatiile ¢, =2, a,,, =2+—, ne N .
a,

n

18. Definim sirul (z,) _ prin relatiile z, =0, z,,, =5z, + 242 +1, neN".
Avratati ca toate elementele sirului sunt numere naturale.

19. Exista siruri cu termeni strict pozitivi «,, a@,, ... , a,, ... pentru care
a n>17?

n+2 = a’n - a’n+1 !

20. Fie sirul (z,) _ definit prin recurenta z,,, = n —z,. Aratati ca daca z, =0,

atunci sirurile [ - J si (z, —«/n)  sunt convergente. Calculati si limitele
N Jn>1 B

acestor siruri!
21. Studiati convergenta sirurilor (z,)  si (y,) _, definite prin relatiile

2 2
Ln Y
x, , =—"L—siy =—2—,unde z, +y, = 0.
+1 x’ll + yn 71, + yTL ' '
22. Studiati convergenta urmatoarelor siruri si in caz de convergenta calculati limita
lor:
a) x(] _1 xn+1 = a’+$n; b) $0€R+, $n+1:1n(1+$n)’
2 2
c) %G(Oal)’wm:%—xzi d) xﬂza(aio)'xn+1:%;
I’!l
e)z,€[,2], z,,, =2 —2z, +2.
23. Folosind limita functiilor, calculati urmatoarele limite:
3 . k n’ n’ +1
a)a, =nsin=; b)a, =n¥3-n; c)a, =) tg—;d)a, =—In — .
) n 7 ) ) ; g n? ) 5 nJ
2 sin—|, z >0
24. Fie functiile f,g: R, — R f(z) =121 si g(z) ={rz x|’ . Aratati ca
0, z=0

functia g o f are limita in punctul z, = 0, iar f o g nuare limita in acest punct.

. . 1 IO
25. Demonstrati ca functia f(z) = ——— nu are limita in punctul z, =0, iar
]+ 2+ 1

nu are limita in punctul z, =1.

functia g(z) = cos
x —_—
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26. Determinati valorile parametrului o € R, daci inegalitatea az® + az +3 >3
este adevarata pentru V z € R. Pentru aceste valori a calculati limita

lim(x+2—\/ax2+ax+3).

27. Aratati ca functia f : R — R, f(x) = |z| nu este o functie polinomiala.
28. Studiati periodicitatea, continuitatea si derivabilitatea functiei f:R — R,
f(x) =sinlzl.
29. Determinati punctele de discontinuitate ale urmatoarelor functii:
.11 1
rsin——+ —cos—, =0,

a)fRHR,f(IL'):{O T T xeO’

‘—r43, z€
S AR

30. Demonstrati ca daca f : (O,g] — (0,2) este o functie pentru care

(go f)(z)=cosz, Vze [O,g], unde ¢:(0,2) — R,
2

=z, z€(0,1] 7T
g(z) = §+1 ,atunci f este continua pe intervalul [O’EJ'
3 @ € (L,2)

31. Functiile f,g:[-1,1] — R sunt continue. Demonstrati ca
a) daca existd a,b € [-1,1], a <b astfel ca f(a) = g(b) si f(b) = g(a), atunci
exista si ¢ € [—1,1] pentru care f(c) = g(c).
b) exista u,v € [—1,1], astfel ca f(u) = u si f(v)=—v.

32. Studiati proprietatea Darboux pentru urmatoarele functii:

x2sinl cosl z=0
a) f:R—R, f&)={——L, 220;b) f:R>R, fla)={ =z’ :
sin z a, =0
0, r=20
1 2
—. =, 0 T, zeQ
c) f:R—-R, f(r)= COSx COSII¢ ;d)fiR_)R’f(x):{l_xxzo-
0, IEZO 9

33. Demonstrati ca daca functia f :[0,2] — [0,1]U[2,3] are proprietatea lui Darboux
si f(1) =0, atunci f nu este injectiva si nici surjectiva.
34. Aratati ca daca functia f:R — R verifica relatia f(f(z))+2=0, VzeR
atunci f nu are proprietatea lui Darboux.
35. Determinati toate functiile continue f: R — R pentru care
f(f@)+sinz=0,VzeR
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36. Fie f:[a,b] — R continua, astfel incat orice punct z, € [a,b] este de maxim
local. Sa se arate ca f este constanta.

37. Si se arate ca nu exista functii continue f: R — R cu proprietatea:

f () e Q dacd si numaidaca f(z+1)€ Q.

38. Fie f:]0,1] — R continua astfel ca f(0) = f(1). Sa se arate ca pentru

. . 1 .
orice n € N existd z,,z, €[0,1] astfel ca |z, — z,| = = si f(z,) = f(z,).
n
39. Determinati valorile parametrului « € R pentru care functia f:R — R,
-1 nx 1 2 —nx
fa) = tim AU Falr b1 e
n—00 e + e
40. Aratati ca ecuatia z° +2° +maz —1=0 are cel putin o solutie in intervalul
[—1,1] pentru orice m € R .
41. Determinati functiile continue f: R — R, pentru care
fe+y)=f@)+ fy)+a, Yoy eR,

unde o este o constanta fixata.
42. Functia f:[0,00) — R este continua in 0 si verifica ecuatia functionala

este continua pe R.

f(z) = f(a*), pentru orice = > 0. Demonstrati ca f este o functie constanta.

43. Functia f:R — R verifica egalitatea |f(z)— f(y)|=1, dacd |z—y|=1.
Rezulta de aici ¢a | f (2) — f (y)| = |z — y| pentru orice z, y € R ?

44. Exista functii continue f: R — R pentrucare f(f(x)=¢", Vz €R?

45. Demonstrati ca functia f: R — R, f(z) = cosz + cosmz nu este periodica.

46. Determinati functia derivabila f: R — R, daca |f(a:) - f(?/)| = |z —y| pentru
orice z, ye R,

47. Punctul z, este un punct fix al functiei ¢ : D — R daca z, € D si ¢(z,) = z,.
Demonstrati ca daca f: R — R este continud si (f o f) are cel putin un punct
fix, atunci si f are cel putin un punct fix.

48. Demonstrati ca h{]% 2/ =1, daca f este o functie continua si £i{r3f(x) =0.

49. Functia f: R — R satisface inegalitatea |f(x) — 2’| < 2zl pentru orice z € R

Demonstrati ca f(0) =0 si f este continua n origine.
50. Determinati valorile parametrilor a,b astfel ca functia f:R— R,

: byr<2 __ . N
f(z) = {Z:z j: ZI +h i; o Sa fie derivabila pe domeniul ei de definitie.

51. Functia f:[-1,1] — R verifica inegalititile z < f(z) <2’ +=z, Vz €[-1,1].

Aratati ca f este derivabila in 0 si calculati f/(0).
52. Studiati si discutati continuitatea si derivabilitatea functiei f: R — R,
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_ et =3z +2, 2€(0,3)

n raport cu valorile parametrilor a si b.
asintz +b, x¢(0,3) P P f

f(@)

. 1 — , 1 .
53.Fie f:D—R, f(z)= Ex/xz -z +§arcsin\/x7, unde D este domeniul
maxim de definitie. Determinati valorile parametrilor a,b,c astfel ca functia

f@, ze(-1,0)

I sa fie de doud ori

definita prin g:(—1L00) = R, gx) = {

derivabila.
54. Determinati valoarea parametrului a € R astfel incat functia

f@ = (21— a)* - 3zl
sa fie derivabila in punctul x = 0.
55. Determinati valoarea parametrului « € R astfel incat functia

f@=lzP+a" —2-(a+1)-|zl
sa fie derivabila in punctul z = 0.
56. Pentru fiecare n €N definim functia f :[-1,1]— R prin relatiile

nr

azr+e”, v<0 . o

f.(z)= b, 530 unde (a,)., si (b,),., sunt doua siruri de numere
reale. Determinati (a,) _ si (b,) _, astfel ca functiile f, sa satisfaca conditiile
teoremei lui Lagrange. Notam cu ¢, valoarea intermediara obtinuta din teorema
lui Lagrange, aplicata functiei f, pe intervalul [—1,1]. Calculati limita sirurilor
(cn)n21 si (n'cn)@.

57. Determinati valoarea parametrului m € R, daca functia f:[-1,1]— R,
flz)= ‘(1 + x)* — 3™| este derivabila pe intervalul (—1,1).

58. Determinati valoarea parametrului m € R pentru care functia f:R — R,
f(z) = {faz* — (a — 1)z + a este derivabila pe R.

59. Demonstrati ca existi o unica functie f:[0,00)— R pentru care

(f(z)) +zf(xr)=1, Yo >0. Aratati ci aceasti functie este derivabila si

N
Jla) = :1c—i-3f2(ac)'v 20.

60. Fie functia f:R— R, f(z)=max(sinz,m+ cosz). Pentru ce valoare
m € R, functia f este derivabila pe R ?
61. Calculati derivata de ordin n a functiei f: D — R,
T+5
) = T T ite —
definitie.
62. Aritati ca functia f: R — R, f(z) = In(1+ 2”) nu este o functie polinomiala.

,unde n e N’ si D este domeniul maxim de
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63.

64.

Consideram functia f :[-1,1] — R, f(z) = arcsin’ z.
a) Demonstrati ca f admite derivate de orice ordin si pentru k£ >3 exista
numerele reale a,,b, astfel ca

(1—a*) f9(2) + a, -2 - f* (@) + b,/ (2) = 0, Vo € [-1,1].

b) Calculati f"(0).

a) Calculati derivata functiei f: R — R,

2x —2z 1
flo)=| 1-2° A |
-2 —a+2 x—2

si rezolvati ecuatia f'(z) = 0.
b) Determinati valoarea parametrului « astfel ca ecuatia f(z) =0 sa admita cel

putin o radacina dubla.
65.

Numerele z,,z,,z,,z,,z, suntradacinile functiei polinomiale:
P(z)=52" -3z + 2 +2.

Calculati urmétoarele sume:

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.
73.

)y b)Y

—_—.
0T+ = (1-2z,)
Calculati urmatoarele sume, folosind derivatele unor functii

a) Yokt b)ik-(k—l c)Zk

d)Zk )-CF k+1- ﬂ;(—

Fie funcgllle f,g:]R—>]R, f(z) =sinz 4 2sin2z + ...+ nsinnz  si
g(z) = cosz + 2cos2z + ...+ ncosne . Aratati ca exista ¢ € [0,27] astfel Incat

fle)=g(c).
Aratati ca pentru orice m <1, inegalitatea e¢” > mxz + 1 este verificata pentru
orice z > 0.
Determinati numerele a > 0 pentru care inegalitatea «” > ax are loc pentru
orice z > 0.
Demonstrati ca functia f: R — (1,400), f(z)=4"+2"+1 este bijectiva si

calculati (') (3).
Pentru ce valori ale lui m € R, functia f: R — R, f(z)= ln(l + m2)—mx

este crescatoare pe R ?

Care numar este mai mare a = 3%, sau b = 5% ?

Determinati functia polinomiala f: R — R, de grad minim, pentru care 6 este
un maxim local atins Tn punctul z =1 si 2 este un minim local atins Tn punctul
r=3.
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2
74. a) Fie functia f: R - R, f(z)= T _ar Determinati valoarea parametrului

2
oo +1
a, astfel ca f sa admitd un punct de extrem aflat la o distanta de 2 unitati fata
de axa Oy .
b) Demonstrati ca nu exista o € R pentru care f si fie strict monotona pe R .

75. a) Aratati cd pentru V> 2 avem 0 < In(In(k + 1)) — In(lnk) < %

Ink
b) Calculati limita Jim > —— .
o Tk

76. Determinati valorile parametrilor a,b, daca graficul functiei f:D — R,
_ 2¢° +az + b

J(@) z+1

Daca a = 5, determinati valoarea parametrului b astfel ca f sa aiba o asimptota
verticala.

77. Fie functia f: R — R, f(z)= 2" + . Aritati ca f este bijectivi. Daci notam
cu g:R—R inversa functiei f, calculati g¢'(2), ¢"(2) si limita
l:rrolomp [g(z) — ¥z],daca pe R.

admite dreapta y = 2z + 3 ca asimptota oblica spre +oc.

78. Demonstrati ci ecuatia 7° —2° —2 —1=0 admite o singurd radicina reala.
Daca notam cu z, radacina reald si cu x,,z, celelalte doua radacini, sa se
calculeze limita lim z; + w3 .

n—oo

79. a) Demonstrati ci ecuatia 2¢” +2°+18z—6=0 are o singuri radacina

pozitiva z, .
. 11
b) Demonstrati ca z, € 5
80. Discutati in raport cu parametrul m , numarul radacinilor urmatoarelor ecuatii:
-5
a) z =m; b)z' —42° +m=0; c) e =ma’.
T+ 2

Demonstrati ca pentru m = /e ultima ecuatie admite o singura radacina si

81. a) Aritati ci pentru orice valoare reald m, ecuatia z° 4+ x +m = 0 admite o

b) Demonstrati ca sirul (z,) ~ definit pin relatile =z, =a>0 i
z)  +z,., =, n>1 este definit corect. Calculati limita acestui sir.

82. Consideram functia f(z) = 7 = (D este domeniul maxim de definitie).

NVa—x
a) Determinati valoarea parametrului o astfel incat graficul functiei sa admita in
punctul z = —1 un punct de inflexiune;

b) pentru a :% reprezentati grafic functia f .
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83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

Fie functia f: R — (0,00), f(z) =2 ++2* +1.
a) Demonstrati ca pentru Vn > 2 derivata de ordin n a functiei f se poate scrie

1
sub forma f"(z) = (z* +1) 2Q,(z), unde Q, este o functie rationala (raportul
a doua functii polinomiale) ale carui numitor nu are nici o radacina reala.
b) Demonstrati ca f este o functie bijectiva si calculati inversa sa.
a+Ina?
r—1 )
a) Determinati locul geometric al punctelor de inflexiune ale lui f, daca a este

variabil.
b) Pentru a = 2 reprezentati grafic functia f .

Determinati numarul punctelor de inflexiune ale functiei f:R — R,

J@) =77 a1,
Demonstrati ca pentru functia f(z) = e “sinz au loc inegalitatile |f(z)| <1,
|f’(x)| <2, |f”(a:)| < 2 pentru orice z > 0.

Reprezentati grafic urmatoarele functii f: D — R, daca D este domeniul
maxim de definitie pentru fiecare functie in parte:

2
X

Consideram functia f, : D — R, f(z) =

a) f(x) = —; b) ftry=2z—-1++Jx—1;
V' +1

c) f(x):|1n|x|+x|; d) f(:z:):x+lnx2;
2

e) f(x)z%—%lna:; f) far=2"-22" +1.

Demonstrati ca exista o singura functie derivabila f:R — R care satisface
egalitatea f’'(x) = 3f (), pentru orice = € R si pentru care f(0)= 3.

Fie f: R — R o functie derivabila. Demonstrati ca

a)daci f este para (impard), atunci f' este impari (para);

b) daca f este periodici de perioadd p = 0, atunci si f’ este periodici si admite
perioada p.

Sunt adevarate reciprocele acestor proprietati?
Determinati functia derivabila f: R — R pentru care f(1) =1 si

flea+y)=fw+f(y)+azy, Vz,y eR.
Determinati  functiile f:R — R, continue 1in origine, pentru care
fle+y)=f@w+fly)+ay, Yo,y eR.
Aritati ca existi c € (0, 1) astfel incat f(e) < f'(c), daca f este o functie
derivabila si neconstanta definita pe intervalul [0,1] si f(0)=0.

. T
Demonstrati ca
41

<In(xz+1), pentruorice z > 0.

Demonstrati cd sinz + tgx > 2z, dacd = € [0, g]
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95. Demonstrati ca daca functia f admite derivata a doua f” (x), atunci
h —h)—2
h—0 h
96. Determinati  functiile f:R — R care satisfac ecuatia functionala
f@-f(y)= f(z—y) pentruorice z, y € R.
97. Determinati valorile a pentru care ecuatia /= — 2 ++/8 — 2z = a are cel putin
o solutie?
98. Consideram ecuatia sinz = Az, unde 0 < A\ <1. Demonstrati ca cea mai mica
radacina strict pozitivi a acestei ecuatii este o functie descrescatoare a
2

(4n+ D)7’

parametrului \. Céte radacini pozitive are aceasta ecuatie daca \ =

unde n este un numar intreg?
99. Rezolvati ecuatia e’ —e™* = 21n(ac + 1+ 2 )

100. Rezolvati ecuatia (v3) -2 =1.

I2+y2:1

101. Rezolvati sistemul {xy o unde z >0, y>0.

102. Rezolvati ecuatia
reR.
103. Rezolvati sistemul

—[z]1 =4, unde [z] este partea intreaga a numarului real

' +y'+2' =3
o4y +2=3.
4y +2°=3

104. Rezolvati sistemul

T+, = x§

T, + x5 = xi

Ty +x, = :Ef .

2
T, +x, =1

Lxs—i—xl :xg
Ty + Yz + a2
r+y+z

105. Ce valori poate lua expresia ,daca x>0, y>0, 2>0si

xyz =17
106. Cate solutii are urmatorul sistem de ecuatii

cosz, =,
COST, = T,

COS Tag1 = Lago2
COS 372002 = xl
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PROBLEME PREGATITOARE PENTRU BACALAUREAT

20 +1
(m2+1)(x2+2x+2
definitprin a, = f(1) + f(2)+...+ f(n), Vne N,

a b
:1:2—{—1+(:1:—|—1)2+1

1. Seconsiderafunctia f: R — R, f(z) =

) Sl SirUI (an)nzl

, Vx € R.

a)Determinati a,b € R astfel incat f(zx) =

b)Calculati f'(z), 7€ R.
c) Determinati ecuatia asimptotei spre oo la graficul functiei.
d)Calculati gljglo a, .
2. Seconsiderafunctia f: R — R, fx)=3"+3".
a) Aratati ca functia este para.
b)Calculati '),z €R.
c)Aratati ca f este strict descrescatoare pe (—oo,0] si strict crescatoare pe
[0,400).
d)Aratati ca functia f este convexa pe R.
e)Rezolvati ecuatia 3" + 3" =4z +6.
3. Se considera sirurile (a,) _ si (b,) _, definite prin a, =2,
2a,,,=a,—2n—3 sl b, = a, +2n—1,YneN,
a) Calculati a, si b,.
b) Aratati ca (b,) _, este progresie geometrica.
c) Determinati termenul general al sirului (a,)

n>0 "

d)Calculati suma s, = Zak .
k=0
e) Studiati existenta limitelor sirurilor (a,) _ . (b,) _, si (s,) _, -
4. Seconsidera functia f: R — R, f (@) =e"(2° + z).

a) Determinati asimptotele graficului functiei.
b) Determinati punctele de inflexiune ale graficului.

Aratati ca " () =e" (.’I}2 +@2n+1)z+ n2), VzeR, VneN.

o) Aritati ¢ 17 +2° + 8 + ..+ n? = L0LE 1)6(2n +1)
! " " )
d)Calculati limita lim FO+/1 (O)+f3<0)+-'-+f 0)
n—o0 n
5. Se considera functia f: R — R, f(z) = ze*.
a) Calculati limita lingf(m)—;x,
r— x

n—0o0

b) Consideram sirul (a,) _ , a, = f[l] . Calculati lim n(na, —1).
= n
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c)Daca " (z)= e (a,z+b,), Vo € R, Vn € N, stabiliti relatia de recurenta
pentru (b,) _,.
d)Aratatica b, =n-2"".

6. Fiefunctia f: R —>[—g 5] f(x) = arctgz.

a)Calculati limita lim —— f(x)

g0
b)Calculati f'(x), z€R.
c) Determinati multimea valorilor functiei g: R — R, g = (2" + 1) f'@).
d)Aritati ca f" @)« (2’ +1)+2n- f" @z +n(n—1)- [ @ =0,
VreR, Vn>1.
e)Aratatica f"*V(0)=n(1—n)f""(0) ¥Yn>1.
f) Calculati f*" (0).
7. Seconsiderafunctia f :R — R, f () =
T +a
a)Aratati ca f, este functie impara si ca are o singura asimptota.
b)Calculati f(z) si determinati punctele de extrem ale functiei.
c) Stabiliti intervalele de monotonie ale functiei.
d)Calculati f"(x) si determinati punctele de inflexiune.
e)Dacda M si N punctele de minim, respectiv maxim ale functiei, iar I si J

punctele de inflexiune diferite de originea reperului. Aratati ca MINJ este
paralelogram. Determinati « > 0 astfel incat MINJ sa fie dreptunghi.
3 5
8. Fiefunctiile f,g:R — R, f(x) =sinz —z + — —
6 120

a>0.

2

si g(x) = sin(xz).

a)Calculati f* (), z € R.

b)Aratatici f(0) = f'(0)= f"(0)=...= f9(0)=0.

c) Calculati limita 1}33 f; 2

d)Demonstrati cd f” (z) <0 Vz € R.

e) Demonstrati ca x—%gsinx gx—%+% YV >0.

2
9. Fie functiile f,g:(0,00) — R, f(x):ln(l—l—x)—x—i—% si
:L_Z .'1/'3
(r)=In(Q+z)—z+—-—=—.
g (1+2) 5 3

a)Calculati f'(z) si '), 7 €(0,00).
b)Aratati ca g(x) <0< f(x) Ve >0.
k
n’

n

c) Calculati limita lim H[l + =

k=1
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Ina, —%]:é, unde a, :H[1+£2].

k=1 n

d)Demonstrati ca lim n

n—0o0

e) Calculati limita lim n(a, — Ve)

n—oo

10. Fie functiile f: (0,00) — R, f(z) = zcos - si g;[_z Z}_)R,
X

2
g(xr) =cosx +sinz.

_r z]

2’ 2]

a)Calculati f'(x) pentru z € (0,00) si ¢’ (x) pentru z €

|

(
b)Aritati cd ¢'(z) >0, Vr € [0,

o |3

c)Aratati ci g(2) > 1, Vo € [o,z

[\
—_—

d)Demonstratica f(z+1)— f@) >1, Vo > 2.

e) Demonstrati ca f(n) >n—2, Vn > 3.
f) Caleulagi lim 2@ £t JOO

n—o0

(Varianta bacalaureat, 2001)

11.Fie functia f:(0,00) = R, f(x)=2z", a € R.

a)Calculati f'(z), reR.

b) Ariatati ca exista ¢, € (2,3) si d, € (4,5) astfel incat 3° —2° =a-c!' si

5'— 4" =q-d.

c) Aratati ca pentru orice functii ¢ : R — (2,3) si h: R — (4,5), ecuatia

z-(g@)™ = x-(h) " are numai solutiile z =0 si z =1.

d)Rezolvati ecuatia 3" + 4" =2" +5", z € R.

e)Aratati ca 3" + 4" > 2" + 5", Vz € (0,1).

3 1 4

) 2
Aratati ca + > +—.
f ’ In3 In4 In2 Inb

(Varianta bacalaureat, 2001)
12.Fie functia f:(0,00) = R, f(x) =z —e¢lnz.
a) Calculati f'(z), z € (0,00).
b) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f .
c)Aratatica fx) >0, Vo >0.
d)Aratatica e” > z°, Vz > 0.

e+l

1—|—1,V90>0.

T

e) Aratati ca e >

e+
(Varianta bacalaureat, 2001)

13. Fie functia f:(0,1) — (0,1), f (x) = 2(1 — v )’. Consideram sirul (z,) _ .cu
xl 6 (0’1)’ x7z+1 = f(‘rn,)’ n 2 1
a) Aratati ca sirul (x,) _ este descrescator.

n>1"
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b) Calculati limita lim z, .

n—o0

c)Pentru a € R, aratati ca lim

=a.
Nn—00 n -1
S 1 1
d)Demonstrati ca lim ——|=1.
e \[anrl In
e) Daca sirul (y)>1 y, = n'z, are limita finita si nenula, calculati numarul

a€R.

14.Fie functia f:— [0,00) = R, f(2) = 2" — oz, unde a € (0,1).
a) Calculati f'(z), z € (0,00).
b)Ardtati cd f'(z) >0, Yz € (0,1) si f'(2) <0, Vz € (1,00).
c) Aratati inegalitatea z* —az <1—«, Vz > 0.
d)Demonstrati ca a"b’ < aa + Bb Va,b,a,3>0, a+ 3 =1.

it x st . 1 1
e)Aratatica st < —+4 — Vs,t >0 sl pg>1lcu —+—=1.
p q p g
. . 1 1 .
f) Aratati ca, daca a,,a,,...,a,,b,,b,,...,0, € R, p,g >1, —+—=1, atunci
P q
1 1
ab +...+ab <(al+.+a)r (b + ...+ b')1.
(Bacalaureat 2004)

. N . 1 1 2
15. Se considera sirurile (a,) _ ,si (b,) ., a, =1+ St ln[n + EJ,
> > n

b, :1—|—%+...+l—ln[n+%] Wn € N'. Fie functiile f,g: (0,00) — R,

n
3 1) .
f = —Inlz4+—=|+Injz+=|si
T+ 2 2
) 2
g(x) = —Injlz4+—=|+1In|z+—|.
z 3 3

a)Calculati ') si ¢' @), 7 €(0,00).

b) Aratati ca }Lrglof(a:) =0 si }LII;g(I) =0.

c)Aritatici f'(z)>0si ¢ (@) <0 Ve (0,00).

d)Aratatica g(x) <0< f(x) Vx>0,

e) Aratati ca sirul (a,) _ este strict crescator si sirul (b,) _ este strict
descrescator.

f) Demonstratica 0 < b, —a, < i, VneN .
n

g) Demonstrati ca sirul (a,) _ este convergent si limita sa are primele doua
zecimale egale cu primele doua zecimale ale termenului a,, .
(Bacalaureat 2004)
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ALGEBRA

I. PERMUTARI

Definitie. Daci neN', atunci numim orice functie  bijectiva
f:{1,2,3,....,n} — {1,2,3,...,n} o permutare de ordin n sau o permutare a multimii
{1,2,3,...,n}.

Notatii. 1. Pentru n fixat notam multimea permutarilor de ordin n cu S, .
2. De obicei definim o permutare cu tabelul care defineste functia. Astfel daca
f:{1,2,3,4} — {1,2,3,4} este definit prin tabelul
+ |1]2]3]4
1

fa | 3]2[4]
1 2 3 4
atunci vom scrie f= [3 9 4 1} .

3. Tn general vom nota permutirile cu litere grecesti, exceptie facand permutarea iden-
tica (care corespunde functiei identice f(k) =k, 1 <k <n)pecareonotamcu e, :

1 2 3 -+ n
&= [1 2 3 .. n]
Observatie. In definitia unei permutiri o €S, prima linie contine numerele
{1,2,3,...,n} Tn ordine crescatoare, iar al doilea rand contine aceleasi numere (deci
fiecare numar exact odata) intr-o ordine oarecare.
Daca o € S, , atunci inserand n + 1 n linia a doua si inlocuind prima linie cu
numerele {1,2,3,...,n,n + 1} obtinem o permutare de ordin (n +1):

1 2 3 4 123 4 5
39 4 17135 2 4 1735 2 4 1|

Tn acest mod din fiecare permutare o € S, putem genera (n -+ 1) permutari de ordin
(n+1). Pe de alta parte aceasta generare se poate inversa deoarece decupand numarul
(n+1) din a doua linie si pastrand ordinea celorlalte elemente (inlocuind prima linie
cu {1,2,3,...,n}) obtinem permutarea din care am pornit.

1 2 3 4 5 1 2 3 4
3241_)[3241]_%,241'
Astfel sunt de (n + 1) ori mai multe permutari de ordin (n + 1), decat permutari de
ordin n, deci notand cu P, numarul permutarilor de ordin n (P, =S, |), obtinem

P., =(n+1)-P, . Astfel deducem:

n+1
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P,=n-P_, =nn—1P,_,=nn—-1)(n-2)P, ;= =nn—-1)2-PF =n!,
Am obtinut urmatoarea teorema:

Teorema. Numarul permutarilor de ordin n este P, =n!.
Acest rezultat este cunoscut din clasele anterioare, permutarile fiind studiate in cadrul
combinatoricii. In acest capitol vom studia si operatiile care se pot efectua cu permutari.

3 2 1
(aoﬁ)ﬂ)zcﬂﬁ(n)zcﬂ2)—2 (aoﬁ =a(8(2))=a@3)=1,
(aoB)3)=a(B(3)=al)=23,

1 2 3 12 3
Consideram permutarile oo = si 8= si calculam compunerea lor.

1 2 3
deci ao 8 = [2 1 3]. Pentru simplitatea notatiilor vom nota aceastd compunere cu
1 2 3
B=ly 1 3

si vom spune ca am Tnmultit cele doua permutari.
In mod analog obtinem

Ba(l) = Bla(l)=B(3) =1, fa(2) = B(a(2) = B(2) = 3,
Ba(3)=p(a(3))=p1) =

1 2 3

deci ﬁa:[l 3 9

Tn general prin inmultirea a doua permutiri obtinem o alta permutare, deoarece
compunerea a doua functii bijective este bijectiva. Exemplul precedent arata ca
inmultirea permutarilor nu este comutativa.
Un procedeu simplu de calcul a inmultirii este urmatoarea:

a) scriem elementele primei linii (putem Tnmulti numai permutari de acelasi
ordin deci prima linie o putem scrie din start)

b) pentru un element fixat ¢ din prima linie a produsului cautam numarul
corespunzator acestui element din a doua linie a ultimului factor:

RN
1 2 3 41| 2 3 4] (] 2 3 4
72 3 04 1|2 41 3|7
si astfel pentru un 5 am identificat 7(j);

c) cautam acest numar in prima linie a primei permutari:

.Observamca af €S,, fa €S, si af = Pa.

RN
1 2 3 4
o (o] 2 3 4
2 41 3

si astfel am identificat o (7 (¢)), deci acest numar va fi elementul corespunzator
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numarului ¢ Tn produsul celor doua permutari.

1 2] 3|a(] 2 3 4] (i) 2 3 4
aT = =
203 4l1lll2] 4 1 3

1 [2] 3 4|ffi] 2 3 4) (@ 2 3 4
deci = = :
T=12 3] 4 1|l2] 4 1 3|7 |3
Astfel obtinem produsul:
1 2 3 41 2 3 4 1 2 3 4
=12 3 4 1|2 4 1 3|73 1 2 4|
Orice permutare fiind o functie bijectiva, are si o inversa. Pentru a calcula inversa unei
permutari folosim definitia inversei:

o(i)=j & o' (j) =1,

deci schimband cele doua linii si ordonand coloanele dupa elementele primei linii
obtinem inversa permutarii o :

1 2 3 4 4 2 1 3 1 2 3 4
— —

4 2 1 3 1 2 3 4 3 2 41

1 2 3 4 1 2 3 4

4 2 1 3 3 2 41

deci inversa permutirii o = . Tn mod evident

] este o' =

compunerea (inmultirea) permutarilor o si o' este permutarea identica.

Exercitii rezolvate

6 32145 216 345

Rezolvare. Folosind algoritmul precedent avem:
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
oT = )

3 6 5 2 1 4 5 6 1 2 3 4

2. Sa se calculeze inversele permutarilor precedente.
Rezolvare. Inversand liniile si ordonand obtinem:

1 2 3 45 6 1 2 3 45 6
ol = si 7' = .

1 23 456 123456
1. Sa se calculeze o7 si 70, dacd o = si 7= .

]si TO =

4 3 2 5 6 1 21 4 5 6 3

-1_-1

3. Sasecalculeze o '7 ' sisisearateci o 'r!

= (to)7!.
1 2 3 45 6

-1_-1 __ — 1
UT_[345612 (o)



246 Permutari

4. Sa se calculeze o” si sa se determine cel mai mic numar natural n € N* pentru
care 0" =e¢;.
Rezolvare. Folosind algoritmul de Tnmultire obtinem pe rand:

(123456 (123456 (123456
=5 9236147 = 10 =11 9 3 4 5 ¢

deci cel mai mic numar natural pentru care ¢" = ¢, este n = 4.
5.Sisearateci S, = {0 '|o € 5,}.

Demonstratie

12 3)(1 2 3)(1 2 3)(1 2 3)(1 2 3)(1 2 3
= ; multim
% 1 2 3111 3 2){2 1 3}'|12 3 1|3 1 2|13 2 1|’ uitimea

inverselor acestora este:

12 3)(1 2 3)(1 2 3)(1 2 3)(1L 2 3)(1 2 3

f = . Imediat se
5 1 2 3’1t 3 20 ’ ’

constata cia S, = S, .

Observatie. Ingeneral S, = 5., unde S, = {0 '|o € 5,}.

Incluziunea S! C S, este evidenta, deoarece inversa oricarei permutari din S, este o
permutare din S, . Reciproc, dacd 7€ S,, atunci pentru oc=7"'€S, avem
o' =7,deci 7€ S’ .Inconsecinta S, ¢ S/, deci S, =S’ .

De fapt observatia precedenta este echivalenta cu faptul ca functia f:S5, — S ,

n!

f(o)=o"" este bijectiva.

1 2 3
6. Si se arate ca pentru o = |, 1],avem S, ={or|r € 8,} ={ro|r € 5,}.
Demonstratie.
Compunénd elementele multimii
1 2 3)(1 2 3)(1 2 3)(1L 2 3)(1 2 3)(1 2 3
=0 2 sl 3 2Pl2 1 2 3 1ls 1 o2ls 2 1

la stdnga, respectiv la dreapta cu o respectand ordinea, obtinem:

, 12 3)(1 2 3)(1 2 3)1(1 2 31(1 23123
53_{UT|T€SB}_{231’213’321’312’123’132'
respectiv

, 12 3)(1 2 3)(1 2 3)(1 2 3(123)(1 23
Si={rolresi=1ly 3 1lls 2 1l{1 3 23 1 2Pl 2 sPle 1 3

Deci S, = {0'7' Ir € SS} = {7’0|7’ € Sg}.
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Observatie. In general pentru orice o€, avem S ={or|r€f, }=
= {T0'|7' € Sn}. De fapt functiile f,¢:S, —S,, f(r) =07 §i g(t) =70 sunt

bijective. Este suficient sa demonstram injectivitatea, deoarece domeniul si codomeniul
au acelasi numar de elemente. Tn cazul functiei f, daca f(7,)= f(r,), atunci

or, = or, Inmultind la stanga aceasta ultima relatie cu o', obtinem ¢ 7, = 7,, deci
functia f este injectiva. Analog se demonstreaza si injectivitatea functiei g .

Cicluri

Definitie. Fie i,i,,...,4, numere naturale diferite intre 1 si n. Daca restrictia
permutarii « € S, lamultimea {1,2,...,n}\ {z‘l,ig,...,ir} este functia identica si au loc
egalitatile

aliy) =1y, a(iy) =1iy,..., a(i,_) =1, a(i,) =1,
atunci spunem ca « este un ciclu de lungime » (sau un r ciclu) si notam

a:(zl [ 7,,,).

Observatii
1. Ciclurile de lungime 1 sunt de fapt permutarile identice.
2. Ciclurile de lungime 2 se numesc transpozifii.

Exemple
1 2 3 4 123 45
2341:(1234);51423:(15342);
2 3 4
[; _— z]:(l 2 3)(4)(5):(1 P 3).

Definitie. Daca o si § suntdoua permutari din S, , atunci vom spune ca acestea sunt disjuncte, daca
pentru orice z € {1,2,3,....,n} cu proprietatea «(z) =z, are loc () ==z si pentru orice
y€{1,2,3,...,n} cu proprietatea 3(y) =1y, are loc «(y)=y. Bineinteles pot exista elemente
z€{1,2,....,n} pentrucare a(z) = 3z =z.

Exemple

1. Permutirile o = sunt disjuncte

1234567 8 123 45 6 78
25341768$|B:12845673

deocarece « (k) =k pentru ke {1,2,56,7}, iar G(k) =k pentru aceste valori; pe de alta parte
B (k) =k pentru k<€ {3,8}, iar a(k) =k pentru aceste valori. Exista si elementul 4 pentru care
a(d)=064)=4.

2. Ciclurile a=(1 3 7) si 8 =(2 6) dinS, suntdisjuncte, deoarece elementele pentru care « (k) = k
sunt 1, 3 si 7, valori in care (k) =k, iar elementele pentru care 3(k) =k sunt 2 si 6, valori in
care (k) ==Fk.
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Observatie. Ciclurile (i] by e z) si (jl Jy e jk) din S, sunt disjuncte, daca multimile

{iy, s ey } st {Gis Goys Ji } SUNE disjuncte.
Exercitiu rezolvat. Fie a=(1 2)si S=(1 3 4 2 5) din S,. Sa se calculeze v = a3 si

sa se descompuna produsul Tn produsul unor cicluri disjuncte.
Rezolvare. y(1)=a(8(1)=a(3)=3, v(3)=a(8(3)) = a(4) =4,
7(4) = a(B(4)) = «(2) = 1. Astfel am obtinut un ciclu al produsului. Pentru a calcula ~(2) si v (5)
scriem
7(2)=a(B(2)=a()=5si y(5) = a(B(5)) = a(l) =2, deci
1 2 3 4 5]

af=01 2)(1 3 4 2 5)=(1 3 42 5)_[3 AY

Se poate observa ca n cazul ciclurilor disjuncte produsul este comutativ si se poate calcula doar scriind
ciclurile Tn aceeasi permutare, fard partea identica si completand cu corespondenta identica in rest.
Formulam aceasta proprietate si in forma unei teoreme:

Teorema. Dacd « si 8 suntcicluri disjuncte, atunci permutarea

a(k), alk) =k
o(k) =18k), B(k) =k este egald atat cu o8 catsicu Ba, deci af = fa =0 .
b, oa(k)= (k) =k

Din aceasta proprietate rezulta un algoritm de descompunere in cicluri disjuncte a permutarilor. Luam de
123456789

exemplu permutarea o = 365014 &% oN

Pornind din 1 putem identifica ciclul 1 — 3 — 5 — 1. Primul element care nu este inclus in acest ciclu
este 2. Pornind din acest element obtinem ciclul 2 — 6 — 4 — 9 — 2. Primul element care nu este
inclus Tn nici una din ciclurile precedente este 7, si astfel obtinem ciclul 7 — 8 — 7. Tn final pe baza
teoremei precedente deducem o = (1 3 5)(2 6 4 9)(7 8). Este clar ca procedeul se va termina ntr-un

numar finit de pasi pentru orice permutare si vom obtine cicluri disjuncte, deci avem urmatoarea teorema:

Teorema. Orice permutare « € S, se poate descompune in mod unic in produs de cicluri disjuncte

(avand lungimea cel putin 2).

Consecinta. Orice permutare se poate descompune in produs de transpozitii.

Demonstratie. Pe baza teoremei precedente este suficient si descompunem un ciclu oarecare n

produs de transpozitii. Pe de alta parte (1 2 ... r)=(1 r)(1 r—1)...(1 2), deci proprietatea este

adevarata.

Observatie. Descompunerea n transpozitii nu mai este unica dupa cum rezulta din urmatorul exemplu:
12 3)=@1 3010 2)=(2 3)1 3)=1 3)(4 2)1 2)1 4).

Totusi putem observa ca n aceste descompuneri paritatea numarului de transpozitii din descompunere nu

se schimba. Pentru a demonstra aceasta proprietate avem nevoie de o notiune importanta.

Definitie. Perechea (i,7) se numeste o inversiune a permutarii o dacd i < j si

o(i) > o(7) . Numarul inversiunilor unei permutari o se noteaza cu n(c) si numarul
(o) = (—1)"”) se numeste signatura permutzrii. Daca (o) = —1 atunci spunem ca
o este 0 permutare imparg, iar in caz contrar ¢ este 0 permutare pard.

Este clar ca pentru orice pereche (i, j) fractia a(i) = olj) este negativa daca si numai

t—=J
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daca perechea (i,7) este o inversiune. Astfel semnul produsului H M

1<i<j<n t—=]
este chiar signatura permutarii (—1)"”’. Pe de alta parte datorita bijectivitatii functiei
o in produsul anterior apar atat in numitor cét si in numarator toate diferentele
posibile de forma =+(i—j), unde 1<i< j<n. Astfel valoarea absoluta a
rodusului este 1, deci am demonstrat urmatoarea relatie:

Teorema. Dacd o € S, atunci (o) = H M.
1<i<j<n 1=

Folosind aceastd teorema putem calcula signatura unui produs folosind signatura
factorilor.

op(i) — op(J) op(i) —op(j) (i) — ¢(j)
elop) = — T = - N - ——=> = e(0)e(p) .
1§i1<_][§n 1 — j 1§i1<_]['§n SD(Z) - SO(]) 17— .7
Ultima egalitate se obtine folosind bijectivitatea functiei ¢ ; astfel inmultind separat
fractiile M obtinem chiar £(o).
(i) — ¢(j)

Teorema. Daca o si ¢ suntdoud permutari din S, , atunci (o) = e(0)e(p) .

)

Consecinta. Pentru orice permutare o € S, , avem £(o ') = € (o).

n !

Intr-adevar 1 =¢(e,) = 6(0’0‘71> = 5(0)5(071> , deci (o) = 5(071>.

Exercitii si probleme rezolvate

1. a) Sa se demonstreze ca orice transpozitie este 0 permutare impara.

b) Si se demonstreze ca un r ciclu are signatura (—1)"".

Rezolvare. a) Consideram transpozitia (i,7) (i < j). Numerele ntre i si j
formeaza inversiune atat cu 7 cat si cu j (deci aici avem un numar par de inversiuni)
si in plus apare inversiunea formata de perechea (i, ).

b) Folosind reprezentarea o = (i, i, ... i) ={(4 %)(¢ .)...(4, 1), punctul a)
si teorema precedenta rezulta e(o) = (—1)"".

Observatie. Din teorema precedenta rezultd ca observatia privind paritatea
numarului de transpozitii din descompunerea unei permutari este valabila si Tn general,
deoarece 0 permutare para se poate descompune intr-un numar par de transpozitii si 0
permutare impara intr-un numar impar de transpozitii.

12 3 45 6 7 8 9 10
13496 10 2 7 8 5|
Solutie. 1) Calculam numarul de inversiuni. Este suficient sa cautam pentru fiecare
1 < <10 perechile (z,7) care formeaza inversiune si j > 7, cu alte cuvinte trebuie
sa determinam pentru fiecare (i) numarul numerelor mai mici decét o(i) si care sunt
dupa o(7) in a doua linie. Astfel pentru ¢(1) =1 nu avem nici un numar mai mic

2. Sa se determine signatura permutarii o =
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decat 1 dupa 1, in a doua linie. Pentru o(2) =3 singurul numar mai mic decat 3

care este dupa 3 este 2 = o(7), deci perechea (2,7) formeazi o inversiune. Tn acelasi

mod pentru o(3) = 4 obtinem inversiune (o(7) = 2), iar pentru o(4) = 9 obtinem

numerele 6,2,7,8 5 mai mici decat 9 si care sunt dupa 9 in al doilea rand. Astfel

avem 5 inversiuni. Similar obtinem pe rand 2,4,0,1,1 inversiuni pentru numerele

6,10,2,7 respectiv 8. In total avem deci 0+1+1+5+24+4+0+1+1=15

inversiuni, deci (o) = (—1)"° = —1.

2) Descompunem permutarea in produs de cicluri disjuncte:
c=(234987)(5610).

Astfel e(o) = (1)’ (=1 = —1.

Aplicatie. (Jocul 15) Consideram un patrat 4 x 4 in care apar numerele de la 1 la

15 un patratel raméanand liber. Printr-un pas intelegem mutarea unui numar pe

patratelul liber, dacad patratelul in care se afla numarul este vecin cu cel liber (au o
latura comuna). Bineinteles ca astfel patratelul liber va avea alta pozitie. Sa se

demonstreze ca din prima configuratie nu putem obtine a doua configuratie:
1 12 |3 |4 1 12 |3 |4
5 |6 |7 |8 5 |6 |7 |8
9 |10 |11 |12 9 |10 |11 |12
13 |14 |15 13 |15 |14

Rezolvare. Presupunem ca putem obtine a doua configuratie din prima. Atasam
unei configuratii o permutare din S,, numerotand patratele ca in prima figura si n
plus numerotam cu 16 patratelul liber din aceasta configuratie.

Pentru a intelege mai bine aceasta constructie o ilustram printr-un exemplu.
Configuratiei

1212 |15]8
1 |3 [14]4
10 9 |13
7 115 |6

1i atasam permutarea
[1 2345678910111213141516]

12 2 15 8 1 3 14 4 10 16 9 13 7 11 5 6

Al doilea rénd se obtine atagdnd numarului fiecarui patratel numarul din patratelul
respectiv sau 16 daca patratelul este liber. Astfel un pas reprezinta inmultirea cu o
transpozitie de forma (i,16). Deoarece patratelul liber se afla n acelasi loc Tn ambele

configuratii numarul pasilor prin care se poate obtine a doua configuratie din prima,
este par deci si numarul transpozitiilor cu care inmultim permutarile corespunzatoare.
Astfel permutarile atasate celor doua configuratii sunt de aceeasi paritate. Pe de alta
parte cele doua permutari sunt
12345678910111213141516]_

si

123 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
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123 456 7 89 10 11 12 13 15 14 16

deci au paritati diferite.

12345678910111213141516]

1 2 3 4 5 6

9 5 3 4 6 1] nu are solutii in S;.

3. Si se demonstreze ci ecuatia o' = [

Solutie. Folosind teorema precedentd avem e(c!) = (¢(0))' =1, deci daca ecuatia
1 2 3 45 6

25 3 461
para. Pe de alta parte £(¢) = (—1)" = —1, deci ecuatia nu poate avea nici o solutie.

4. Si se determine cel mai mic numar natural n € N* pentru care o" = e » unde
12345678910111213141516}

T2 345618910 11 12 13 7 14 15 16

daca ar avea solutie, atunci permutarea ¢ = ] ar fi o permutare

g

Solutie. Descompunem permutarea in cicluri disjuncte.
o=(1 23 45 6)7 89 10 11 12 13)=cc,.

Datorita comutativitatii tnmultirii ciclurilor disjuncte obtinem
o' =c¢lc .
Pe de alta parte daca ¢, si ¢, sunt cicluri disjuncte, atunci ¢ si ¢, sunt permutari
disjuncte, deci egalitatea precedenta este adevirata daca si numai daca
o =eg sl =e;.
Dar dacid ¢ este un r ciclu, atunci ¢" este permutare identica daca si numai daca m
se divide cu r, deci n trebuie sa fie un numar divizibil cu 6 sicu 7. Astfel cel mai

mic numar natural nenul cu proprietatea ceruta este 42.

Exercitii si probleme propuse

1. Calculati o7 si 7o daca

1234 5 123 45
Ao=ls 41 23 5'72[2 5 4 3 1];
123456 7) 1234567
Plo=lz 1 93 45 GJSIT:[S 456 71 2];
1234567 8 12345678
C)U:61857234J$|T:[26784153]'
2.* Descompuneti in cicluri disjuncte urmatoarele permutari si calculati o> :
1234567 1234567
a)a:5231756;b)U:4671523};
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123 45 6 7 8
1 85 7 2 46 3

123 45 6 78 9 10

c)o= 58 6 3 7 429 10 1

d) o=

3. Determinati cel mai mic numar natural n € N™ pentru care ¢" = e,,, daca

12345678 9 10
o=l s 637420910 1]

123 4 56789 10
b)U:53710486129]'

4. Calculati inversele permutarilor din exercitiile precedente.

5. Demonstrati ca pentru orice o € S, existd p € N astfel incat o’ =, .

6. Demonstrati ca daca oz = xo, pentru orice z €S, atunci o este permutarea
identica din S, .

4 76 51 3 2
1 2 3 4 5
23145

9. Consideram numerele a, < a, <...<a,. Determinati permutarea o € S, pentru

(1 234567
7. Rezolvati in S. ecuatia 2* = .

8. Aritati ci ecuatia z° = [ ] nu are nici o solutie in S, .

n
care suma » a,a,,, este minima (respectiv maxima).
k=1

10. 1n varfurile unui poligon regulat cu = laturi scriem numerele 1,2,....n. Pe

fiecare latura scriem produsul numerelor din cele doua capete. Determinati aranjarea
numerelor din varfuri astfel ca suma numerelor de pe laturi sa fie minima (in figura de
mai jos am ilustrat aranjarea optimala pentru n = 6)

(Andrés Szilard, Concursul Vojtéch Jarnik, 2002, Ostrava)
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II. MATRICE

Unele marimi Tntélnite Tn viata de zi cu zi nu pot fi exprimate cu un singur
numar. Cateodatd este necesar un sir sau un tabel de numere. Asemenea tabele am
intocmit si in anii precedenti de studii. De exemplu pentru a reprezenta cheltuielile
familiale este mult mai usor sa scriem valorile intr-un tabel :

Luna Cheltuieli comune Alimente Tmbracaminte Altele
Noiembrie 250 500 500 750
Decembrie 400 1000 1200 1000

Tn capitolul acesta vom introduce notiunea de matrice. Deja Tn secolul al IV-lea T.Hr.
au fost folosite pentru rezolvarea sistemelor liniare, dar notiunea de matrice a fost
introdusa abia Tn 1850 de James Joseph Sylvester (1814-1897). Multi alti
matematicieni au contribuit la crearea teoriei matricelor dintre care cel mai important
de mentionat Arthur Cayley (1821-1895). Matricele se folosesc in nenumarate
domenii ale stiintei (modele economice, criptografie, teoria grafurilor, echilibrul
corpurilor rigide, genetica etc.).

Exemple. 1. Tabelul din introducere, se mai poate scrie si in forma
250 500 500 750

daca cunoastem continutul primei linii si al primei coloane.
400 1000 1200 1000|' $ , P sialp

2. Daca vrem sa reprezentam distantele intre orasele A, B, C si D doua céte doua pe
cale ferata respectiv pe sosea, cea mai comoda forma de reprezentare este (distantele
pe cale ferata sub diagonala, cele pe sosea deasupra diagonalei):

A B C D
A 0 120km | 200km | 155km
B | 100km | 0 S0km | 110km
C | 190km | 90km |0 160 km
D 150 km 100 km 150 km 0
0 120 200 155
100 0 80 110
sau 190 90 0 160

150 100 150 O

Definitie. Fie (m,n € N'). Numim matrice de tip m x n peste R (sau C) o functie:

A:{1,2,....m} x{L,2,...,n} - R (sauC).
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Observatii

1. Daca notam A (i, j) = a,, Vi€ {1,2,...,m},Vj € {1,2,...,n}, matricei A ise poate
asocia un tablou dreptunghiular cu m linii si n coloane de numere reale (respectiv
complexe), pe care Tl vom nota tot cu A. Vom spune ca matricea A are m linii si n
coloane. Tn general 0 matrice A se reprezinta sub forma:

all al? aln
aZl a22 aZn
A= — ( ; )Zi
J=Ln
ml am? o a”"r”
al 1 a’l 2 a’l'n, a’l 1 al 2 a’l n
] . Ay Gy vt Oy, (g1 Qg Ay,
2. Se mai folosesc notatiile: A =| . . . | sau A= )
a’ml a’m2 T amn a’ml am? T a’mn

3. Notam cu M, , (R) multimea matricelor cu m linii si n coloane si cu elemente

m,n

reale. Deci M, (R) este multimea matricelor reale de tip m x n. Tn mod analog cu
M, . (X) notam multimea matricelor de tip m x n cu elemente din multimea X .

m,n

4. Matricele pentru care m = n Se numesc matrice patratice, iar multimea matricelor
patratice de tip n x n cu elemente din multimea X se noteaza cu M, (X).

5. Matricele de tip 1 x n , adica cu o singura linie se numesc matrice linie, iar cele de
tip m x 1, adica cu o singura coloana se numesc matrice coloand.

6. Matricele linie si coloana se pot identifica cu un element din C" (sau R" etc.) si
se mai numesc vectori.

OPERATII CU MATRICE

1. inmultirea unei matrice cu un scalar

Pentru prepararea a doua torturi avem nevoie de urmatoarele materii prime (celelalte
ingrediente le-am procurat deja): pentru primul tort 150 g zahar, 50 g faina, 8 oua,
300 g de capsuni, iar pentru al doilea tort 120 g zahar, 80¢g faina, 6 oua, 200g de

ciocolata.
Datele acestea le putem reprezenta in urmatorul tabel, respectiv matricea:

Zahar | Faina | Oua | Capsuni | Ciocolata
T 150g | 50g 8 300g 0

T, 120g 80g 6 0 200g
150 50 8 300 O

“ 1120 80 6 0 200

X
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Daca vrem sa preparam numai jumatate de portie, trebuie sa inmultim fiecare element
75 25 4 150 O
60 40 3 0 100|

De fapt am introdus in cele de mai sus inmultirea unei matrice cu un numar real
(complex, etc.)

Definitie. Daci A = (a;):

al matricei cu 0,5 astfel obtinem matricea ¥ =

€M, (C)si AeC,atunci A-A = (b, ):—tz, unde
- j=Tm

2
j=In

by =A-a,, Vi=Lm, Vj=1n,adica \A = (A, )i-rz.

ij ij 77 Tm
1 -2 3 —6 1 3 —2 i 3i —2i
Exemple. 3-|— 1 (=-3 3 |—=|—% -2 20 |=|1 —-1-2 =2
1 0 3 0 0 1 11— 0 i 144

2. Adunarea matricelor

Daca vrem sa calculam in exemplul precedent cantitatea ingredientelor pentru o portie
si jumatate, putem sa Tnmultim matricea X cu 1,5 sau sa adunam elementele

corespunzatoare ale matricei X cu cele ale lui Y :
1504+75 50+25 8+4 300+ 150 0+0
120460 80+40 6+3 040  200+100|

[225 75 12 450 0]

X+Y =

“l180 120 9 0 300|

Definitie. Daca A,Be M,  (C), A= (aij)z-:m si B= (le> m , atunci
j=Ln

A+B:(c )lj, unde ¢, = a, +b,, adicd A+ B = (a +b)
1,n

i !

1,m
17

H‘S

De fapt a aduna doua matrice de acelasi tip (doar acestea se pot aduna) Tnseamna sa
adunam elementele corespunzatoare, adica de pe aceeasi linie si aceeasi coloana.

1 =2 1 2 2 0
Exemple. 1. (-1 1 |[+(2 —1+4+4|=| 1 1|,
1ol i o 14+i 0
12 1 2] (2 o
2. |2 —1+il+|-1 1|=| 1 il;
§ o 1 0| [1+i 0
1 32 —54) (0 0 0) (1 32 —54
312 0 000}220 21}'
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1 3) (=1 =3} (0 0
4. 2 47| —4] 0 0}
1 2 (0 —1)] (=3 2) (1 1) (=3 2} (=2 3
S [—1 31T —1 —2|| |1 0]:[—2 1| 0]:[—1 1];
1 2] ((0 —1) (=3 2] (1 2 (=3 1) (=2 3
61y s t||o1 —2| |1 0]]:[—1 3171 o —2]:[—1 1];
1 14i -2 0 3 343 -6 0) (6 6+6i —12 0
7'2'[3'0 —2 3 —1”:2'0 6 9 —3]:[0 —12 18 —6];
1 145 -2 0) (6 646 —12 0
8'6'[0 2 3 —1]:[0 12 18 —6];
'1 -1 —34+1 3—1
9, (—3+z)0 = 0 _1_32]
1 -1 1 —1) (=3 3 (i —i) (-3+i 3—i
10. (_3)[0 i T o z]:[o _3i| T o —1J_ 0 —1—32'};
1 iy (-2 —i 1 0] (=2 0
11'2'[[—3 2| T34 —1”:2'[2' 1 :[2@‘ 2];
1 2 iy (2 2% (-4 -2 (-2 0
12. 24 5 9|72 544 —1]: 6 4| |6+2 —2]:[% 2]

Pe baza exemplelor de mai sus intuim ca proprietatile adunarii numerelor complexe
(comutativitate, asociativitate, existenta elementului neutru respectiv a opusului) sunt
adevarate si la adunarea matricelor. Sa verificim aceste proprietti in cazul general.

Fie A,B,CeM,, (C), A=(ay)mmi B=(b;)tm, C=(c;)m. Atunci
j=Ln j=ln =In

folosind proprietatile adunarii numerelor complexe avem:
1. A+B:(azj+bﬁ)z~:, (b +a, ) m=B+A,

— =
j=ln Ln

2. (A+B)+C =(a, +0,) = (o, +b,)+ ¢ }imz
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=0 =A+4;

m,n

g

4. Pentru matricea A’ = (—a, )it , avem A+ A’ = (%' — %‘)ié
J

1m

,m
N

|

i _
notim A’ = —A si numim opusul matricei A. Mai mult —A = (—1)-A.
5. Evidentpentru « € C, «-0,,, =0, ,,iar 0-A=0

m,n ! m,n "
Daca o, € C, avem

3. inmulgirea matricelor

Sa consideram exemplul de la Tnceput si urmatoarele date:
preturile Tn doua unitati comerciale diferite sunt: in unitatea A 1kg de zahar costa 3
lei, 1kg de faina 2,5 lei, un ou 0,3 lei, 1kg de capsuni 7 lei, 1kg de ciocolata 20
lei; In unitatea B preturile sunt: 1kg de zahar 2,8 lei, 1kg de faina 3 lei, unou 0,4
lei, 1kg de capsuni 6 lei, 1kg de ciocolata 22 lei.

Reprezentam aceste date in urmatorul tabel:

Zahar | Fdinda | Oua | Capsuni | Ciocolata
Pret A (lei/kgsaubuc.) | 3 2,5 0,3 | 7 20

Pret B (lei/kg sau buc.) | 2,8 3 0,4 |6 22

Vrem sa calculam in care dintre cele doua unitati merita mai mult sa facem
cumparaturile. Pretul ingredientelor pentru primul tort in prima unitate este
p, =0,15-3+0,05-25+8-0,34+0,3-740-20 = 5,075.
Tn a doua unitate pretul este
Py, =0,15-2,840,05-34+8-0,4+0,3-6+0-22 =5,57.
Pretul ingredientelor tortului al doilea in prima unitate:
Py =0,12-3+0,08-2,5+6-0,34+0-74+0,2-20 =6,36,
iar in a doua unitate
Py =0,12-2,84-0,08-3+6-0,44+0-64+0,2-22 =7,376.
Este clar ca merita sa facem cumparaturile in prima unitate. Dar procedeul e important
din alt punct de vedere.

3 28
2.5 3

0,15 0,05 8 0,3 0

Fie X = matri ntitatilor si Y =(0,3 0,4
ie 012 008 6 0 0,2 atricea cantitatilor si A cea a

20 22
preturilor in cele doua unitati reprezentate pe coloane. Observam ca p,, a fost obtinut
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prin inmultirea elementelor din prima linie a matricei X cu elementele corespunzatoare
din prima coloana a matricei Y si insumate. Analog p,, din prima linie a matricei X si

a doua coloana a matricei Y samd. Evident pentru a putea efectua aceste operatii este
necesar ca numarul coloanelor matricei X sa fie acelasi cu numarul liniilor matricei Y.
Diz

Dy
Matricea astfel obtinuta [

] este produsul matricelor X si Y.
91 Do

Definitie. Daci A =(a,)—m € M, (C) si B=(b;)—z € M, (C), atunci

=
j=ln i=1p

3

produsul acestor matrice este matricea A- B = (cij)i:m eM, (Ccuc, =) ab,;.
1:7? ) k=1 )
Exemple
1 1 2)(1-=3) (1-1+2:(-2) 1-(=3)+2-(-7) -3 —17
=3 A =27 T (-3) 1+4-(-2)  (-3)-(=3)+4-(—=D)||-11-19])
10-2|[-2 1] [1-(-2)+0-14(-2)-3 1-140-(-4)+(-2)-0] [-8 1
2.(31—-4|| 1-4|=|3-(-2)+1-1+(-4)-3 3-1+1-(—4)+(—4)-0|=|-17 —1};
10 03 O 1-(=2)+0-1+0-3  1-1+0-(-4)+0-0 -2 1
1o o2)Y 2 2 2 0 210 o oy P 20
3. 0 -1 0 1 —1|= 11l 4. (1 -1 0 -1 0 =1 1 2
1 0 1 0 1 0 2
1 2)(3 -2 7 0 3 =21 2 7 0
5. = ; 6. = ;
-2 3|12 1 0o 7 2 1{—-2 3 0 7
1 1)}3 O 5 1 3 01 1 3 3
7 — y 8' = ’
0 —1}|2 1 —2m=1 2 1110 -1 2 1
1
8 0 00O 0000 0 00 8 00
9. |-2 = ; 10. -2 = ;
g 0 00O 00 0 0p 0 00 g 0 of
5 3 0000 5 3
1 0)3 -1 3 -1 6 -2
-1 2{j0 1 -3 3 -6 6|
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1 0 2 1 0 2 3 3
14. 1 —1|+|-1 1|= 0 0|l= ;
1

0 0

1 0 2 1 0 2 2 92 (1 1 3 3
500 Z1 ol Yo —1 oo™t YT 1T 21T o of
1 0 0 1
1020210 102_42 -2 2
1610 1 olllt M2 1Tl -1 ol 2 Y73 1)
1 0 1 0
1o 21 o 2210 22
17'0—101_1—21:—11 21 31’
1 0
32 —1](1 0 0] (3 2 -1 100 2 —1 2 —1
18. (1 1 o/llo 1 o|=|1 1 o01:19.]0 1 0l =11 ol
25 1]lo o 1] |2 5 1 00 1 25 1
01 2o 1 0 100 1 olfo 1 2] (1 0o
20.|1 0 of|l=5 0 2|=|0 1 o;21.|-5 0 2|1 0 o|l=|o 1 o
03513 01 001 3 0 —1/lo 3 5| o 0 1

Ca si la adunare intuim céteva proprietati (asociativitate, distributivitate,
existenta elementului neutru pentru matrice patratice). Sa le verificam in caz general.

1. Din exemplele 3. si 4. observam ca inmultirea matricelor nu este comutativa; mai
mult, daca exista produsele AB si BA nu sunt matrice de acelasi tip, doar in cazul
matricelor patratice, dar nici Tn acest caz nu avem neaparat comutativitate (exemplele
5.,6.,7.5i8)).

2.Daci acC, Ae M, (C), Be M, (C)avem:

(2d) B = (aam)i’:@(b%)zz = (e )=, ¢ = Zn:( ) i = ZO‘% i
a(AB) = (O‘dik)i:z' dy = ) azb ZO‘% i

A(aB) = (“ij)i@(abjk)iﬁ = () Zau (ab ) Zaau i
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Deci (ad)-B = a(AB) = A(aB).
3.Daca Ae M, (C), B,CeM, (C),avem

m,n

AB+C)= ( )1m<bjk+cﬂw)

J
j=ln k

AB+AC=[eik +f:k};::;'z + fi= Zau k Eau Cir = Z( @05, + @yC ﬂf)

j=1
Deci A-(B+C)=AB+ AC.
Analog se poate arata ca pentru A€ M, (C), B,C € M, (C)
(B+C)-A=BA+CA.
4.Daci Ae M, (C),BeM, (C),CeM,, (C)avem:

m,n

T

j: = (dy )=rm, dy= " azy(bjk +Cjk> (%bﬂc Gy ﬂ»)

k=Tp ‘o e

AB:DGM (C)adikzzaﬂbﬂs"’

m,p

(AB)C =D-C = EGMM(C)

=

p

n
€ — E :dikckj = E :[E :a’ilblk]ckj = ailblkckj )
=1 =1 =1

k=1 1=1

b
B-C=FeM,,(C), f :Zblkckj,

n_p
A-(BC)=AF=GeM, (C ' 0y = Z% = Z uzbzk% Zza’ilblkckj .

=1 =1 k=1
Din aceste exprimari deducem ca proprletatea de asomatlwtate se reduce la

proprietatea de invarianta fata de ordinea sumarii a sumelor duble >~ "z, . Asadar

i=1 j=1
n_m

daca aratim ca ZZIJ =Y > x,, atunci rezulti ci e, = g, deci are loc si
i=1 j=1 j=1 i=1

relatia (A-B)-C =A-(B-C).

Lema. Dacd z, € C pentru i =1,m si j =1,n, atunci

S, =3, (*)

i=1 j=1 j=1 i=1

Demonstratie. Consideram matricea X = (m ) . qu este suma elementelor
T j=1

m n
de pe linia i, deci suma » °> ", este suma sumelor de pe liniile matricei X . Pe de
i=1 j=1
m n m

altd parte "z, este suma elementelor de pe coloana j, deci » > ", reprezinta
=1 j=1 i=1

suma sumelor elementelor de pe toate coloanele. Tn ambele cazuri am calculat suma

tuturor elementelor matricei X si, datorita comutativitatii, aceste doua moduri de

calcul a sumei conduc la acelasi rezultat.
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1, pentru ¢ = j

100 ..0

010..0

001..0 :(@)LFEGM" (©). & =1o pentru ; = § (0 este
1

simbolul lui Kronecker). Pentru A :(alj) o eM
i, j=1,n

n

(C) avem A-1, Z(bty)“:—v

n

unde bijzzaik&w:ai1-0+...+ai(171)-0—|—a 1+a;,-0+..4+4q, -0=q,.

in ij

Deci A-1, _A Analog T, - A = (¢, )”Mcu

C,; —Z%% 0-a,+..+0-q,,+1a;,+0-a,,,,+..+0-a, =a,, deci
I A A

Definitie
100 ..0
010 ..0

Matricea I, ={0 0 1 ... 0 :(62.],)”:ﬁ € M, (C) se numeste matricea unitate.
000O0..1

6. Tn exemplele 20. si 21. observam ca exista matrice prin ale caror inmultire in orice
ordine rezulta matricea unitate. Aceste matrice sunt matrice inverse.

Definitie. Matricca A< M, (C) este inversabila, daca exista matricea
A"e M, (C) cu proprietatea AA"= A’A =1 . Matricea A’ se numeste inversa
matricei A sise noteazicu A",

Observatie. Daca exista matricea inversa, atunci ea este unica Intr-adevar daca
pentru A” € M (C), AA" = A"A = I, atunci avem

A”:A”‘I":A//(AA/>:(A//A>A/:_[nA/:A/.

Definitie. Daca A€ M, (C), atunci putem defini puterile matricei Th modul
urmator:
A=1,A"'=A, A=4-4,
A=A A=A A=A4-4-4,
A=A A=A A=A A=4-4-4-A
sitngeneral A" = A" - A.
Asociativitatea garanteaza valabilitatea urmatoarelor proprietati:
1. A" AP =A""7" VY m,peN,VAe M, (C);
2. (A")' =A"", Y m,peN,VAe M, (C);

3. (NA)"=A"-A", VmeN,VAe M, (C), ¥ xeC.

Pe baza proprietatilor demonstrate putem afirma urmatoarea teorema:
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Teorema
1. A+ B=B+ A, VA,Be M, (C);
2. (A+B)+C=A+(B+C), VABCeM,, (C);
3.4+0,,=0,, +A=A4, vAe M, (C);
4. A+(-A)=(-A)+A=0,, VAeM, (C),
5. a-(BA)=(aB) A4, Vo, C,VAe M, (C);
6. a-(A+B)=ad+aB, VaoeC,VA,Be M, (C);
7. (a+3)-A=aA+ A, Vo, C,vAe M, (C);
8.1.-A=A4,VAe M, (C);
9.(-1)-A=-A4,v¥4Ae M, (C)
10. 0-A=0,,,VAe M, (C);
11. «-0,,, =0, ,, Vae C,;
12. A-0,,=0,.,,0,, -A=0, VAeM,  (C),

13. (aA)-B=a(AB)= A(aB), YaecC,VAe M, (C), VBe M, (C);
14. A-(B-C)=(A-B)-C,VAeM, (C),VBeM, (C),¥YCeM,, (C);
15. A-(B+C)=AB+ AC, VAe M, (C), VB,C e M, (C);

16. (B+C)-A=BA+CA, vAe M, (C),vB,Ce M, (C);

17. A-1, =1,-A=A, VAeM, (C);

18. A" - A" = A", Vm,peN,VAe M, (C);

19. (A") =A™, ¥ m,peN,YAe M, (C);

20. (A-A)"=XA"-A", VmeN,VAe M, (C),V reC.

Probleme rezolvate

: ab - .
1. Si se arate ca matricea A = [C d] verifica ecuatia

A* —(a+d)A+(ad —bc)I, =0,.

) a b) (a b
A:A'A:cd'cd:

Demonstratie

a’ +bc ab+bd
ac+dc be+ d?
a* +bc ab+bd) ((a+d)a (a+d)b
ac+dc be+d*| |(a+d)c (a—i—d)d+

ad — be 0 00
Tl 0 ad—be|=|0 0| = O

deci A* —(a+d)A+ (ad —bc)l, =
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Observatie. Daci A =(a,) __, atunci elementele q,, i=1n formeazi
,j=1n '

diagonala principala a matricei, iar elementele a,, , , formeazd diagonala

secundard. Tn general daca A este o matrice patratica, atunci suma elementelor de pe
diagonala principala se numeste urma matricei si se noteaza cu TrA . Deci pentru

n 5 N a b
A= (aij)z_‘ o avem Trd = Z;aﬁ . Numarul ad —be atasat matricei A =1, ,

este determinantul matricei si se noteaza cu det A. Astfel egalitatea din enunt are
forma

A —(TrA) A+ (det A)I, = 0,.
Aceasta relatie este un caz particular al teoremei Cayley-Hamilton.

2. Sa se rezolve sistemul

8 =95
2X-3Y =|-5 3
0 —10
-1 -1
3X4+2Y=| 12 -2
—-13 11

unde X, Y € M,, (R).

Rezolvare. Inmultim prima ecuatie cu 2, a doua cu 3 si adunam relatiile obtinute.

16 —10 1-1
4X —-6Y =|-10 6 Astfel X =| 2 0].
0 —20 -3 1
3 _3 Tn mod analog avem
9X+6Y =| 36 —6 9 1
-39 33 Y =|3-1[.
+ —2 4
13 —13
13X =| 26 0
-39 13

Observatie. In unele cazuri nu este avantajos si lucram separat cu elementele
matricelor care intervin Tn problema. Daca consideram X :( U) si

‘H‘

1

ol

J
Y = (y]> 13 atunci pentru elementele =z, si y, ar fi trebuit sa rezolvam 6 sisteme
il

cu cate doua ecuagu si cate doua necunoscute.
3. Sasearatecadaca A,Be€ M, (C) si AB = BA atunci
(A+B) = A’ +2AB+ B* si A —B* = (A+ B)(B—A).
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Demonstratie
(A+BY'=(A+B)(A+B)=(A+B)-A+(A+B)-B=A>+BA+ AB+ B* =
= A" +2AB+ B,
(A+B)(A-B)=(A+B)-A—(A+B)-B=A"+ BA— AB+ B* = A* - B*.
Observatie. Deoarece singura diferenta dintre proprietatile operatiilor cu matrice si
proprietatile operatiilor cu numere reale este lipsa comutativitatii la produsul a doua

matrice, formulele prescurtate de calcul devin adevarate pentru orice doua matrice care
comuta. Astfel avem urmatoarele relatii:

Teorema. Dacd A,B e M, (C) si AB = BA, atunci
a) A" —B"'=(A-B) (A" +A"°B+ ... + AB"* + B");
b) A2k+l + B?l»"+1 — (A + B) (A2k, _ AQl.tle + = ABQI.‘,fl + BQk)’
c) (A+B) = A"+ CIA"' B+ C?A"*B* + ... + C/'AB" 4+ B".

4. Fie A = (a) , B= (b}) s TrA= Zla respectiv Tr B = Zlb .Sa

i, j=1n
se demonstreze urmatoarele egalitati:
a) Tr(A-A)=X-TrA, VAe M, (C)

b) Tr(A+B)=TrA+TrB, VA Be M, (C);
c) Tr(A-B)=Tr(B-A), VA,Be M, (C).

Demonstratie

n

a) Tr(A-A)=> (Aa,)=A> Ja, =ATrA.
i=1 i=1
b) Tr(A+B)=) (a, +b,)= ZQiZ + an =TrA+TrB.
i=1 i=1 i=1
c) Notam cu C' si D produsul A-B respectiv B-A. Din definitia produsului
rezulta

7 T

Tr(AB)=TrC = icii =Y "> apb,,
i=1

i=1 j=1
n

Tr(BA)=TrD = idﬂ. = Zibﬁ% :
j=1

j=1 i=1
Pe de alta parte suma dubla este independentd de ordinea sumelor, deci
Tr(AB) = Tr(BA).
Exercitiu. Sa se arate ca pentru A,B € M, (C) nuputemavea AB— BA=1,.

Rezolvare. Daci AB— BA =1, atunci Tr(I,) = Tr(AB — BA) . Pe de alta parte

n!

Trl, =n si Tr(AB— BA)=Tr(AB)—Tr(BA)=0,deci AB—BA=1,.
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11
1+= =
n n

5. Consideram matricea A, = ,unde n > 1. Sase calculeze lim A .

1 1 n—0o0
- 1—=
n n
Rezolvare. Sirul de matrice (An),,,>1, A = (aij (n))lggg este convergent daca si
- 1<j<2

numai daca sirurile (a; (n)),., suntconvergente pentru orice i, j =1, 2.

lim[l—l—l]: lim[l—l]zl si lim%: liml:O,deCi lim A, :[1 O].

n—o0 n n—o0 n n—o0 n n—0o0 n n—oo O 1

Aplicatie practica

1. Trei statii de purificare a apei primesc apa din trei surse. De la izvorul I, din lacul
L sidinraul R. Daca notamcu S,, S, si S, cele trei statii, atunci cantitatea totala
furnizata de surse este distribuita dupa cum urmeaza:
I:1/3 dincantitatela S;, 1/3 la S, si1/3 la S;;
L:1/2 dincantitatela S,, 1/4 la S, si1/4 la S;;
R:0laS,1/21a8,sil/2Ilas,.
Noténd cantitatile furnizate la cele trei surse (I/,L,R) cu x,y respectiv z, sa se
calculeze cantitatile obtinute de cele trei statii.
Rezolvare. Putem reprezenta datele intr-o matrice dupa cum urmeaza:
in prima coloana trecem procentele de la prima sursa (1),
n a doua coloana trecem procentele de la sursa a doua ( ),

n ultima coloana trecem procentele de la a treia sursa
(astfel ca procentele dintr-o linie sa corespunda unei statii).

1 1

- -0

3 2
Obtinem matricea T = 111 :

3 4 2

111

3 4 2

. . . 1 1 .
Debitul la prima statie este dlzx-§+y-§+z-0, la a doua statie

1 1 1 . . 1 1 1 .
dy=x-—+y-—+z-— lar laatreia d, =2-—+y-—+z-—. Daca consideram
3 4 2 ' 3 4 2
T dl
vectorul v = |y | care reprezinta debitul la surse, si vectorul d = |d, | care reprezinta
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debitul la statii, atunci am obtinut relatia

d=T-v.
Observatie. Matricea 7' se numeste matrice de tranzitie atasatd problemei. O
matrice a carei elemente sunt nenegative si Tn care suma elementelor de pe fiecare
coloana este 1 se numeste matrice stohastica (sau stocastica).

Exercitii

1. Calculati matricele A+ B, A— B, 2A + 3B daca

(2-1 3|, (130
A_& 3J“B_L20J'

2. Rezolvati ecuatiile matriceale

2 1 -31 113 735
a)[3-2|+X=| 20|; b) 2X +|5 4 2|=[16 0.
1 0 —-11 788 356
3. Efectuati operatiile:
11 2—1 V -1 -2 3 13 3| |-1] |-1
a) 2- -3 ;b)) |[—1 =3 T7|-| 2 |+]|2]|;
3 4 1 2 -1 -2 1 3 1 4 92 1 1
12 3) (742 (1 0)(3 4) 1-2) (1—-1 o) | 1
) log—1—2/"| LO]+|2 —1ffo—1]s D3 7|3 42| 0 4
1 -1 2
1-1] (9 1y (3 111 a’
e)23-H3_J+p}e1—ﬂ; f)la b ¢ b b ;
4 5 a? b? CZ ¢ 62
abeliil unde ¢, ¢, si g, sunt a b} (a—b
g)|bcallg & & . i h) |y ulle .
cable 2 2 radacinile de ordin 3 a a
b2 7)) ale unitatii;
. 3 11y .
4. Calculati A", daca A = [1 0] sine{2 3 4}.
. o 5 21
5. Calculati expresia A" —5A +61,,daca A =|¢ 3|.

6. Rezolvati urmatoarele sisteme de ecuatii:
1 10
8—-955
y b)

4-3-14
-3 8 15

2X—Y_[
a)
X+3Y:[

X+Y =1,
X-Y =0,
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111
7. Calculati A*, A’ si A", daci A=|1 ¢ €°| si ¢ este o radacina de ordin trei a
1 e
unitatii.
8. Rezolvati urmatoarele ecuatii
01
a) XZZ[IO,XeMz(C); b) X>=1,, X € M,(R);
2 . 2 7 6
c) X>=0,, X € M,(R); d) X*=|g 7|, X € M,(R).

9. Demonstrati ca exista o infinitate de matrice A € M, (Z), pentru care A*=1,.

1 2 1 2
10. Determinati matricele X € M, (R), pentru care [_2 1]X = X[_2 1].

2k

. (1 &
11. Calculati > | 1 1
k

()

1 |, daca ¢ este o radacina de ordin 3 aunitatiisi ¢ ¢ R..
Ll PURETRE T
CALCULUL PUTERILOR UNEI MATRICE

Rationamente euristice
La definirea operatiilor am vazut ca, pentru orice matrice A € M, (C) putem defini matricea A" cu

n € N' n mod recursiv. Pe de alta parte in unele situatii avem nevoie de forma explicita a matricei A" .
In acest paragraf rezolvam céateva probleme n care forma generala se poate intui calculand cateva cazuri
particulare. Vom folosi numai matrice A € M, (C) sau A € M, (C).

Probleme rezolvate

010
1. Sasecalculeze A" ,daci ne N si A=|0 0 1
0 00
Solutie. Calculam A" pentru cateva valori n si ihcercam sa observam comportamentul general.
010|010 0 01 0 0 1](0 1 0 0 00
A =|0 0 1|0 0 1|=|0 O 0|, A>=|0 0 0f-|0 0 1{=|0 0 O,
0 0 00 0 O 0 00 0 0 0|0 O O 000

A=A A=0,-4=0,, A"=A4"-A=0,-A=0, siastfel A" =0, pentru orice n > 3. Astfel
avem urmatorul rezultat:

010 001 000
A'=l0 0 1|, A*=|0 0 0|, A"=|0 0 0|=0,,daci n >3
000 000 000

11
2. Sa se calculeze A" ,daca A = [0 ] .

. 11) (11 12 . 12)(11 13
S (AR (YY)




268 Matrice

y 1 3) (11 114

A4:[0 1]'[0 1]:[0 1]-
Observam ca nici diagonala si nici elementul de sub diagonald nu se schimba, iar elementul din coltul
superior din dreapta coincide cu exponentul din A". Astfel pare o ipoteza plauzibila relatia

1
A*‘:[O ’i],\ﬂ;y.

Demonstram aceasta egalitate prin metoda inductiei matematice. Daca A" = [() 1] atunci
1 n) (11 1 n+1
n+1 n
AT =4 'A:[o 1]'[0 1]:[0 1 ]
deci pe baza principiului inductiei matematice deducem A" = [0 1] pentru orice n > 1.

. b .
3. Sase calculeze A" pentru matricea A= [8 a+b] (a,beR)si neN .

Solutie
, fa b a b a® 2ab+ b
A:0a+b'0a+b:0 (a+b?|
s a® 2ab+ b’ a b * 3a’b + 3ab® + b’
10 (a4} 0a+b (a+ b’ ,
A a® 3a’b + 3ab® + b’ ' 4d’b + 60’ + dab’ + b’
10 (a+0) 0a+b (a+b)' '
Pe baza acestor egalitati putem formula ipoteza
\ a?l (a + b)’!l n
A :[0 @by |on=1 (*)

! 3 i i n i ) a?l b n _ n
Demonstram aceasta afirmatie prin metoda inductiei matematice. Daca A" = [0 ( (a+b)" ] este

adevarata pentru un n fixat, atunci avem

A,Hrl _ an (a+b)n 70171 a b B arH»l anb+(a+b)n+l 704”+l 7&”[)
70 ((l-‘rb)” 0a+b—0 (a+b)n+1

3 an+l (CL+ b)n+l 7an+1

10 (a4b)™ |

deci A"*' are aceeasi forma si astfel pe baza principiului inductiei matematice, relatia (*) este adevarata
pentru orice n > 1.

Exercitii

*

Calculati A" pentru urmatoarele matrice (n € N ):

0 e e° a 0 a 0 a 10 01
a)A: e”0 0 ,b)A: C)A OOO,d)A:[a 1],6)14:[_1 0],
0 00 0 a0 a

1 2 1 2 11 111 010
111 010




Matrice 269

Metoda sirurilor recurente

Tn paragraful precedent am vazut ci dupa formularea unei ipoteze corecte demonstratia inductiva este de
obicei foarte simpla si necesita doar efectuarea unor operatii. Pe de alta parte se poate intdmpla ca nu
putem scrie forma explicitd a lui A", dar observam anumite relatii intre puterile consecutive. Tn aceste
cazuri introducem siruri si incercam sa concretizam observatiile noastre in relatii de recurente. Astfel
calculul matricei A" se va reduce la calculul termenului general al unui sir recurent.

Probleme rezolvate

111
1. Sasecalculeze A" ,daca A=|0 1 1].
001
Solutie. Prima data calculam cateva puteri:
123 ) 136 1410
A=|012|,A*=]013|,A"=|01 4].
001 001 001
Pe baza acestor calcule formula generala ar fi ceva de genul:
1n?
A" =101 n]|.
001
Bineinteles cazul fericit ar fi acela n care observam ca sirul elementelor din coltul superior drept, adica
sirul 1,3,6,10,..., ... are proprietatea ca sirul diferentelor termenilor consecutivi (2,3,4,...) coincide cu
. . . . . 1
sirul exponentilor. Astfel elementul din coltul superior dreptar fi 1+2+ ... + n = % . Daca am

reusit sa formulam aceasta ipoteza, atunci demonstratia necesita numai efectuarea unui produs. Pe de alta
parte se poate Intdmpla sa nu observam aceasta formula. In acest caz sa notam cu a, elementul din coltul

superior drept al matricei A" .

1n a,
Astfel A" =|0 1 n | pentru orice n >1, unde (a,) _, este un sir necunoscut. Efectuand produsul
001 -

A" - A putem determina o recurenta pentru sirul (a, )

n>1 "

lna,||111 1 n+la,+n+1
AT =A"A=[01n|-|011|=]|0 1 n+1
001]l0o01 0 0 1

1na,
deci pe de o parte am demonstrat (inductiv) ca egalitatea A" =|0 1 n | este valabila pentru orice
001
n >1, iar pe de altd parte am obtinut o relatie de recurenta pentru sirul (a ., =a,+(n+1).

n )n21 :

Pe baza acestei recurente avem:
a, =a,,+n

a,, =a,,+(n-1)
a,_, =a, 5+ (n - 2)

a, :(11—0—2—0—3—0—...—0—(n—1)—|—n:M
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n(n+1)
2
n

or 3

1
Astfel pentru orice n > 1 avem A" =10
0

Observatie. Daca formula pentru elementul din coltul superior drept a provenit dintr-o observatie,
atunci demonstratia inductiva este necesara, dar daci am folosit sirul (a, ) atunci acest pas este de

n>1"

prisos, deoarece obtinerea recurentei este practic echivalenta cu pasul inductiv.

11) . .
2. Sasecalculeze A" ,daca A = [1 0] sineN .

= =

Solutie. A = [f i] A = [?2’ f] A = [§ 3] A = [§ §] A [élf 2] .
Pe baza calculelor precedente nu putem formula o ipoteza privind termenul general, dar putem observa
mai multe proprietati simple:

« elementele de pe diagonala secundara sunt egale;

« elementul din coltul superior stang este egal cu suma elementelor de pe ultima coloani (1 =1+0,
2=1+1,3=2+1,5=3+4+2,8=5+3,13=8+5)

« unele elemente din A" se gasesc si in A"*', mai precis elementul din coltul superior stanga in A"
este identic cu elementele de pe diagonala secundari din A", etc.
Pe baza acestor observatii A" are urmatoarea forma:

o[ Fb
a =t

n n

Astfel avem

n

ArHr] _ a‘n +bn bn ]‘ ]‘ ) an +an an +bn
—| b a,|'|1 0|~ a,+09, b, |’

deci intr-adevar a,, =b, si b

7

w1 =a, +0b, . Din aceste relatii deducem a, , =a,, +a,, pentru
n > 1. Termenul general al acestui sir se poate cauta sub forma a, =¢, -1" +¢, -7, unde r, , sunt
radicinile ecuatiei 7* —r —1 = 0. Din conditiile a, = 0 si a, =1 determindm constantele ¢, si ¢, si
ajungem la formula

. 7L 1+\/5n—1_1_\/5u—1
n \/5 2 2 '
. n Api2 Qpyl
dec' A = (a’u,+l a’n ) ’
Observatie. Cu notatia F, = a,,, apare sirul lui Fibonacci, deci
n Er,+1 F::
A - [Er Ev,l] '

Aceasta reprezentare poate fi utila chiar si in demonstrarea unor proprietati referitoare la sirul lui
Fibonacci.

Tn paragraful urmitor vom vedea ca de obicei elementele matricei A" satisfac aceeasi recurenta.
Exercitii

Calculati A", daci n e N*.
—a a a

a 0 a 11
a) A=| a—a a|; B) A=|00b 0f;c) A=|10
a a—a a 0 a 11
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0a 0 6 5 a 2b a
d) A=1|b 0 b|; e) A= ; f) A=|b 2a b
0a0 -3 -2 a 2b a

Metoda ecuatiei caracteristice

b
d

A’ =(a+d)A—(ad —bc)l,.

Pe baza teoremei Cayley-Hamilton (n = 2) matricea A = [f ] , verifica egalitatea

Astfel pentru orice n > 1 obtinem
A" =(a+d)A"" —(ad —bc) A",

CH d

n

[a’n+2 bn+2

. a, b . .
Deci daca A" :[ " ] , pentru orice n > 1, atunci

a’n+l bn+l ( ) a’n b!l
—(ad —be)- .
n+1 dn+1 Cn dn

de unde rezulta ca sirurile (o) ., (b)., (c). si (d,)., satisfac recurenta

¢ dn+2 C

]—(a+d)~

n+2

z,., =(a+d)z,,, —(ad —bc)z,, numai valorile initiale sunt diferite. Aceastd recurentd este o
recurentd liniara de ordinul doi si avem urmatoarea teorema de reprezentare pentru termenul general

e + ¢y, daca A >0

a, =1(en+c)r", dacd A=0 ,

" (¢, cosnp + ¢, sinngp), dacd A <0
unde A este discriminantul ecuatiei r* —(a+d)r+(ad —bc)=0; n si n, sunt radacinile acestei
ecuatii in cazul A > 0, r este radacina in cazul A =0 iar r-(cosp £ isin¢) sunt radacinile in cazul
A < 0. Aceastd teorema de reprezentare se poate demonstra prin inductie.
Folosind aceasta metoda putem calcula A" pentru orice matrice A de ordinul 2.

Observatie. Dupa demonstrarea teoremei Cayley-Hamilton pentru matrice de ordinul n putem
extinde aceasta metoda la matrice arbitrare.

Exercitii rezolvate

o " < . (7 3
1. Sase calculeze A", daca A_[4 11].

Rezolvare. TrA=7+11=18, detA=77—-12=065, deci ecuatia caracteristici este
r? —18r + 65 = 0 cu radacinile n, =5 si r, = 13.

. (7 3)(7 3)_(61 54 o (a b, :
A® = [4 11]-[4 11] = [72 133] ,decidaca A" = [C d ],atunu

a, =k -5" +k, -13"
b, =k, -5" +k, -13"
¢, =k 5" +k 13"
d, =k, -5" +k -13",
unde constantele %, , k,, ..., ks se pot determina din conditiile initiale (pentru aceste conditii am calculat
A%).
5k, + 13k, =7

Din a, = 7 si a, = 61 obtinem sistemul ,
=050 ’ 95k, + 169k, = 61
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deci kL:% si kZ:i.in mod analog deducem kgz—é, ki ==, k=—=, k:G:%, Ic.:Z si

ky = g , deci pentru orice n > 1 avem

3.5 +13" 3-(13" —5")

A — 4 8
13” _ 57? 57? + 3 . 1377
2 4

2. Sasecalculeze A", dacd A = [% _?}]
Rezolvare. TrA =4, detA=1-3—1-(—1) =4, deci ecuatia caracteristica este r* —4r +4 =0

U - a, b,
si radacinile sunt 7, , = 2. Dacd A" = [Cn g ] pentru n > 1 atunci sirurile (a,) . (), (c,),.,

si (d,) _, satisfac recurenta x,, ., = 4z, —4x, si astfel termenul general al acestor siruri are forma

n

1
} 0 —4 oy k==
(kn+k,)-2". Dar A® = i s ] deci o, =1 si a, =0, adica { =~ 2 . Rezolvand sistemul
2% +k =0
deducem k, = —% si k, =1, deci a, =2""-(2—mn) pentru orice n >1. Tn mod similar obtinem
b,=-n-2"" ¢ =n-2""si d =2""-(2+n), deci pentru orice n > 1 avem
An 2‘”*1 (2 - /n/) —n- 2!1,71
- n- 27('1 2"*] (2 + 7l) .

3. Sasecalculeze A", daca A = [2 721]

Rezolvare. TrA =2, detA =4, deci ecuatia caracteristica este r’> —2r 44 =0 cu radacinile

7y =1ii\/§:2-[cosz+isinz].
' 3 3

Cu notatia A" = % bl avem o — 2" by - cos 4k, -sin |, A% = 4 =21 Geci obtinem
C” dn ! 3 3 8 0
b, + kA3 =0 3
istemul Lo : lutiile  sistemului nt =1 i = i
sistemu {kl+k2x/§=2 Solutiile  sistemului  su k, S k, 3 dec
" nr N3 . nw
a, = 2" -|cos— — —-sin —|.
3 3 3
Tn mod analog obtinem
PR 0 S S A VY PO U J i
3 3 3 3 3 3 3
deci
n \/§ .. nm \/§ nm
0S — — ——SIn— ——Sin—
AH 2" 3 3
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Observatie. Calculand A°, observim ci A° =2°I, si astfel putem calcula A" si fara ecuatia

caracteristica.
Aceasta metoda se poate aplica la calculul matricei A" pentru orice matrice A . In unele cazuri totusi
exista si metode mai simple. In urmatoarele doua paragrafe prezentam doua astfel de situatii.

Exercitii
Calculati A" pentru urmatoarele matrice, daca n € N".
1 -2 3 1 4 =2
a)A:25, b)A:S_l,c)A:1 1l
a b

Calculul puterilor unei matrice de forma

a b

b se poate scrie si astfel:

Matricea [

cosp sing

—sing cosyp|’

a b
a b [2 2 2 P
[b aJ—\/a2+b2~ ai—;b a;_b =a® + b -
[+ J&+0

unde ¢ = arctgé.
a

Pe de alta parte, folosind formulele trigonometrice cunoscute avem

cosy, sing, cosp, sing,

—sing, cose, | |—sing, cosyp,

[ cos g, cosp, —sinp, sing,  cosy, sinp, + sin ¢, cos @,

— (cos , sin ¢, — sin ¢, cos 902) COS (p; €COS , — Sin @, $inp,

cosp singy

B cos (901 + 992) sin (901 + 992)
—sin(p, +¢,) cos(p + )

5 [ cosny  sinngp

—singp cosyp —sinng cosngp

a b)Y , [ cosng  sinng b
Deci = b )2 ,unde ¢ = arctg—.
—b (a y ) —sinng cosngp ¥ =arc ga
Exercitii
-1 1 IENE]
Calculati A" n cazul matricelor: a) A = b)) A=
-1 -1 B o1

Metoda descompunerii
La studiul proprietatilor operatiilor cu matrice am vazut ca dacd AB = BA, (A,B € M, (C)), atunci
(A+B) = A" + C]A"'B+ C?A"*B* + ... + C/'AB"™ + B*.

Astfel daca matricea X se poate reprezenta ca suma a douda matrice care comuta, atunci calculul puterilor
lui X se reduce la calculul puterilor matricelor din descompunere si la calculul unor sume. Cel mai
simplu caz este cand un termen al sumei este de forma « - I, , deoarece in acestcaz al, - B = B-al, .

n?
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Problema
b
a b a C
Folosind aceastd metoda sa se calculeze puterile matricelor X = 0 ath siY=|0 a 0.
a
a

0 b

Solutie. X =a- [,
olutie oL+,

0 b3
BB —
0 b3

Demonstratia inductiva a acestei proprietati se rezuma la

], deci avem de calculat puterile matricei B =

0 b ) 0 b
. B*= ,
0 b 0 ¥

si astfel putem formula ipoteza

0 bTI
0 0"

Bn —

], pentru orice n > 1.

0 b77 0 b 0 b7v+1
. = . Pe de alta parte

0 b” O b 0 bn+1

(a-1,)" =a"-1I,, deci avem

X" = (1”[2 + CTILCL?FIB + C’?CLTHZB2 + C’le/ykgB3 + ...+ C:IIUBn =

a" Cha" b+ Cla" 0" + ...+ Cllab" ' + b
0 a" +Ca" b+ C%" W 4 . +C ab" T b

Folosind teorema de dezvoltare a binomului
a"+Cla" b+ C2a" 0 + .+ C b + 0" = (a+b)",

a'n (a + b)” _ au,
obtinem X" = .-
0 (a+10)
0 b ¢ 0 b ¢
Y=a-I,4+|0 0 b],deciavem de calculat puterile matricei C = |0 0 b|. Acestea se pot calcula
0 0 0 0 0 0
0 0 v 0 0 0
foarte simplu C* =0 0 0|si C*=|0 0 0, deci
0 0 0 0

Y"=a"l, + C}La"”C + Cja”’QC’2 =
a" 0 0 0 C}Lanilb Cia”flc 0 0 C;zbanﬁbz
=0 a" 0]|+]|0 0 Cla"'b|+|0 0 0 _

0 0 a 0 0 0 00 0
an n an—lb n aln—lc + n (77/2— 1) . an—2b2
— 0 an n - a'rrlb

0 0 a"
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Exercitii

Calculati puterile urmatoarelor matrice:

a+b 0 a a 0 b
a) A= 0 b 0 |; b) A=|0 a+0b 0f;
a 0 a+bd b 0 a
1 01 10
c) A=|1 1 0f; d A=[2 1 0
0 01 3 21

Aplicatii practice
1. Modelul fortei de munca

Tntr-o societate un individ apt de munca se poate afla, la un moment dat ¢, in una din urmatoarele trei
stari:

s, -individul lucreaza Tn specialitatea sa;

s, -individul lucreaza Tn alta specialitate;

s, -individul nu lucreaza.

Notiam cu p,; procentul acelora din starea s, , care in intervalul de timp [¢,¢ + At) trec la starea s, si cu
y, | numarul indivizilor in cele trei stari la momentul ¢ + nAt.

a) Si se deduci o reprezentare pentru =, , y, , 2, in functie de z,, y,, z, si matricea P = (p,j)

n

J 1§L/§3.
0,7 0,2 0,1
b) Daca P =|0,1 0,6 0,3], atunci sa se obtina datele unui stadiu de echilibru (echilibrul Tnseamna
0,1 0,1 0,8

ca numarul indivizilor Tn cele trei stiri este constant).

c) Demonstrati ci dacd T, y si z reprezinti numarul de indivizi in starea echilibru, atunci
limz, =z, limy, =y si limz, =%.
n—00 n—0o0 n—o0

Rezolvare. La momentul ¢ + (n +1)At cei care sunt in starea s, provin din starile s, s, si s, si
anume p,z, din starea s, p,y, din starea s, si p,z, din starea s,. Deci obtinem urmatoarele

Ty = Puly + DY, T Puz,
recurente: Ypi1 = P2, + Dol + P3p2, -
Zyp1 = DPi3®, F Dos¥Y, T Di32,

wn+1 wn
Sub forma matriceala avem Yo | =Py, |
zZ zZ

n+1 n
by P P

unde P =|p, D, Do |- Dinaceasta egalitate deducem
p:il p32 p33
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zn IO
Y, :(P‘)” Yl Vn>1,
2 2

deci evolutia structurii sociale se poate modela calculand puterile unei matrice.

51
8|
8|

b) Daca |y | este o stare de echilibru atunci = P'.|y|, deci obtinem sistemul:
z

SIS
ST

0,72+0,1§+0,1Z =7
0,27 +0,6540,1z2 =7.
0,124 0,15+0,82 =z

Rezolvand sistemul rezulta z = 0,25N, y = 0,25N si z =0,25N , unde N este numarul total de
indivizi din populatie.
c) Prin ridicari succesive la patrat putem demonstra ca
0,25 0,25 0,5
(P =[0,25 0,25 0,5
0,25 0,25 0,5

si astfel pe baza punctului b) rezulta ca sirurile (z,) ., (y,) _, si (z,),., sunt constante de la un rang

ncolo.
Observatii. 1. O matrice A se numeste dublu stohastici daci matricele A si ‘A sunt stohastice.
2. Proprietatea de mai Tnainte este valabila si n general. Daca A este o matrice dublu stohastica, atunci

exista o matrice B astfel incat lim A" = B (adica lim a’ = b, unde A" = (a,) ).

n—o0 I 1<i,j<m

2. Un model din biomatematica
Sa consideram doua specii de animale care se vaneaza reciproc (de exemplu hienele si leii Tn savana
africana). Daca notam cu z, si y, numarul indivizilor dupa n ani din cele doua specii, atunci modelam

urmatoarele doua fenomene:
a) nasterea unor indivizi noi si disparitia altora conduce la modificarea numarului total al
speciei respective cu un procent p; p poate fi negativ daca mortalitatea este mai mare decét natalitatea;

Fie procentul 10% pentru hiene si —10% pentru lei

b) cealaltd specie ucide un numar de indivizi direct proportional cu numarul pradatorilor. Fie
acest raport 15% Tn cazul hienelor ucisi de lei, iar 20% 7n cazul leilor ucisi de hiene.
Astfel obtinem urmatoarele recurente:

z,, = Ll-z,—0,15-y,
{yw = 0,9-y,—02-z, °
Sub forma matriceala avem
T 1,1 —-0,15)(=, z, T,
[ym] - [0,2 0.9 J[y]de Hnde [y] =4 [yo
deci evolutia numarului de indivizi din cele doua specii depinde de comportarea functiei f(n) = A",
1,1 —0,15
-0,2 0,9 ]

unde A =

Fie z, =100 numarul initial al hienelor si y, = 200 numarul initial al leilor. Pentru a vedea cum se
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comporta numarul indivizilor din cele doua specii, trebuie sa calculim matricea A". TrA =2,
det A = 0,96, deci ecuatia caracteristicd este r* —2r + 0,96 = 0 cu radacinile , = 0,8 si n, =13,

decidaci A" = [a" b”],atunci
C d!l,

n

a, =k -(0,8)" +k,(1,2)"
b, =k, (0.8) +k, (1,2)'
:k:,, (0.8)" + &, -(1,2)'
= k- (0,8)" + k- (1,2)",
de unde determinand constantele %, , k:z, . kg din conditiile initiale, obtinem
(0,8)" +3-(1,2)" 3-((0,8)" —(1,2)")
4 — 4 8
(0,8)" —(1,2)" 3-(0,8)" +(1,2)"
2 4
" . " 3-((0,8)" —(1,2)"
Deci o,  (©8) +43 2, 3-( )8 L2y)

1 n 1 n n
= g(0,8) (23, + 3y, ) + g(1,2) (2z, —y,) =100-(0,8)" s

(0,8) —(1,2)"  3-(0,8)" +(1,2)"

= T, + 1
Yn 9 0 4 Yo

]_ n ]. n n
= 1(0,8) (2, + 3y0)—2(1,2) (2z, —y,) = 200-(0,8)".

Observam ca ambele specii sunt pe cale de disparitie, descrescand Tn progresie geometrica.

T4 2 1

—g 5|90 |3 o

a) Demonstratica AC = CB.

b) Calculati B", daci n e N". (Admitere, 1998.)

Exercitii
11

B=
0 1|’

1. Fie matricele A =

cos’z sin’z

2. Calculati A" pentru matricea A [ . o P
S r COS T

] si demonstrati ca

lim A" =

n—00

N = o=
N | = N =

3. Rezolvati urmitoarele ecuatii matriciale, daca X € M, (R):

2 3 0 -1
a) X' = [4 6] b) X":[1 0]-

bz + 31 . Calculati iteratele acestei functii (iterata de ordin n este

4. Fie f:R\{%}HR, Fa =
functia fofo ..o f).

[ ——)
n

5. Pentru 0 matrice A € M, (R) notamcu a,, b,, ¢, si d, elementele matricei A" . Stabiliti o conditie

n

necesara si suficienta pentru convergenta sirurilor (a,) _, (b,) . (¢,),., si (d,) _, .
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Probleme

1. Determinati matriceaA € M, (R),dacda A- X = X - A, pentruorice X € M, (R).
2. Arataticidaci A" =0, (A€ M,(R)),si ke N\{1},atunci 4> =0,.
3. Demonstrati ca daca A € M, (R), atunci pentru orice k € N exista o, 5, € R

astfel ca A" = a, A+ B.1,.

4. Aratati ci dacd A,Be M, (R), BA* =B’ si 4AB+1, =3BA, atunci
AB = BA.

a  a)
5. Fie [ J =
a. a

3 4

bl b?
b, b,
aritmetica, atunci si b, —b,, b, — b, si b, — b, suntn progresie aritmetica.

6. Aratati ca dacda A € M, (R), atunci exista o infinitate de matrice X € M, (R)
pentru care X* —(Tr A) X + (det A)I, = 0,.

7. Demonstrati ca daca A, B € M, (C), TrA-TrB =0 si A’> + B> = A*B*, atunci
AB = BA.

8. Demonstrati cd daca A=A (A€ M,(C)), atunci matricea B =24 — I,
satisface relatia B> = I .

9. Demonstrati ca daca suma elementelor de pe fiecare linie a matricelor
A,B e M, (C) este egala cu 1, atunci produsul A - B are aceeasi proprietate.

. Demonstrati ca daca a,, a,, a,, a, este 0 progresie

10. Daci A = (a,)—im, atunci notam cu ‘A matricea (b, );-z, unde b, =a,
j=In i=I,m

Vi=1m si Vj=1,n si 0 numim matricea transpusa (matricea transpusa se obtine
din A schimband liniile cu coloanele). Aratati ca

a) " (A+B)="'A+'B,VABe M, (C);

b) '(A-B)="'B-'A, VA, Be M, (C);

c) Daca Ae M, (C) este inVersabiIé, atunci ‘A este inversabila i
(‘4) " ="(47)
11. Matricea A€ M, (C) se numeste ortogonala dacd A-‘A = I, . Determinati
matricele ortogonale din A, (R).

12. Demonstrati ca produsul a doua matrice ortogonale este tot 0 matrice ortogonala.
13. Demonstrati ca X € M, (C) este o matrice diagonala daca si numai daca

X-A=A-X pentru orice matrice diagonala A € M, (C).
14. Cate matrice A € M, , (R) au toate elementele in multimea {—1, 0, 1} ?

m,n

15. Cate matrice de tip m xn au toate elementele in multimea {—1,1} astfel ca
produsul pe fiecare linie si coloana sa fie —17?
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III. REZOLVAREA SISTEMELOR LINIARE

Multe probleme practice conduc la rezolvarea unor sisteme liniare. n clasele
precedente s-au rezolvat numeroase probleme prin reducerea la un sistem liniar. Cu
toate acestea metodele de rezolvare nu au fost sistematizate si generalizate pentru
cazul sistemelor cu mai multe variabile si nici pentru cazul sistemelor cu doua sau trei
necunoscute nu s-a facut o discutie exhaustiva a cazurilor posibile. Tn acest capitol, n
primul rand descriem mai multe metode de rezolvare care se pot aplica sistemelor
liniare indiferent de numarul necunoscutelor, iar pe de altd parte demonstram céteva
teoreme care permit discutia acestor sisteme. Pentru atingerea acestor obiective vom
avea nevoie de cateva notiuni (instrumente) foarte importante cum ar fi determinantul
unei matrice, rangul unei matrice, inversa matricei, etc.

Sisteme cu 2 sau 3 necunoscute

Definitie. Numim sistem liniar un sistem de ecuatii, care contine ecuatii de
forma a,7, + a,z, +...+a,x, = b, unde z,, i = 1,n sunt necunoscutele iar a, € C

n-on

si b € C sunt numere fixate.

Pentru fixarea ideilor de baza si studiem céateva sisteme liniare prin metodele deja
cunoscute.
Problema 1. Sa se discute in functie de parametrii a si b sistemul

r+2y==>

ar —y =1
Solutie. Din ecuatia a doua exprimam necunoscuta y si o inlocuim in prima ecuatie
(sau inmultim a doua ecuatie cu 2 si adunam cele doua ecuatii). Astfel ajungem la

. . 2 . .
ecuatia (2a +1)r =b+ 2. Daca 2a +1 =0, atunci z = b+ si de aici rezulta ca

a+

ab—1
y=ar—1= .

2a +1
Daca 2a+1=0, atunci in cazul b+ 2 =0 obtinem o contradictie, iar pentru

1 T4 2y =-2
a= -5 si b =—2 sistemul este _lI =1 care este format din doua ecuatii
2
echivalente, deci forma tuturor solutiilor Tn acest caz este
r=-2-—2t

aZ + ay = b

Uy % + Gy = b,

Solutie. Daca numerele q,,,qa,,,qa,,,a, sunt toate nule, atunci pentru b, =b, =0
multimea solutiilor este R*, iar pentru (b,,b,) = (0,0) multimea solutiilor este

Problema 2. Sa se rezolve si sa se discute sistemul
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multimea vida. Daca printre aceste numere exista cel putin unul nenul, atunci putem
presupune a,, = 0 (in caz contrar schimbam ecuatiile sau necunoscutele).

. . . . b —a . . .
Astfel din prima ecuatie obtinem z = 1_12?/, iar ecuatia a doua devine:
ayy
(au Ty — Ay -a12)y — ayy 'b2 — 0y 'b1 .
ayy ayy

deci avem urmatoarele cazuri de discutat:
- Daca q,,a,, — a,,a,, = 0, atunci pentru orice b,,b, € R solutia este unica si are forma

b -Gy —b,-ay, ay by —ay - b

x = sl y= .
iy~ Ggp = oy~ Gy (g " gy — Qyp Oy _
- Daca a,a,, —a,a, =0, atunci pentru a,b, —a, b, = ba,, —ba, =0 existda o
infinitate de solutii si forma parametrica a acestor solutii este
_ b — a,a
a; , 0 € R.
y=a

In cazul a,a,, — aya, =0 si a,b, — ayb, = 0 sistemul nu are nici o solutie. Tn acest
caz spunem ci sistemul este incompatibil.

Din rationamentul precedent rezulta ca expresiile a,,a,, — a,a,,, a,,0, —a,b, sl
ba,, — b,a,, joaca un rol cheie in discutia si rezolvarea sistemului. Sistemul initial se
mai poate scrie si sub forma matriceala:

QA (T b,
[am am][yJ:[bz] @)

Pentru simplificarea exprimarii introducem urmatoarele notiuni:

X

Ay Gy
Definitie. a) Matricea A = [a ) ] este matricea sistemului (1)
21 22

b) Numarul a,,a,, — a,a,, este determinantul matricei A si se noteaza
Gy Oy

cu det A. Tn cele ce urmeaza vom folosi scrierea det A = “ si vom spune ca

21 22

det A este determinantul sistemului (1).

Observatie. Determinantul matricei patratice de ordin 2 se mai numeste
determinant de ordin 2.

Folosind aceste notiuni rezultatele obtinute pe parcursul rezolvarii problemei 2 se pot
rezuma in urmatoarea teorema:

Teorema 1. Daca determinantul sistemului (1) este diferit de 0, atunci sistemul are
solutie unica pentru orice b,,b, € R si solutia se obtine din formulele

b, ay a, b

b, ay, ay b,
T = y =

Gy Gy Gy Gy




Rezolvarea sistemelor liniare 281

(determinantii din numarator se obtin Tnlocuind pe rand coeficientii necunoscutelor z
si y cu coloana care contine termenii liberi).

Tn acest caz spunem ca sistemul este compatibil determinat.

% Gy . . .
2. Daca = 0, atunci avem doua cazuri:
21 22
b, ay a, b . . | A .
a) pentru = 0 sau = 0 sistemul nu are nici o solutie si spunem ca
b, ay, Ay Oy
sistemul este incompatibil;
b ay,| ey b . e .
b) pentru = = 0, sistemul admite o infinitate de solutii si spunem
b, ay Ay b,

ca sistemul este compatibil nedeterminat.

Principalul obiectiv al acestui capitol este de a arata ca situatia nu este cu mult mai
complicata nici in cazul general, doar ca expresiile care guverneaza aceste cazuri se
pot calcula ceva mai complicat.

. N . [Qy G\ (T b Y o
Observatie. Solutia sistemului (a21 %2) vyl =1 obtinuta pe parcursul rezolvarii
B
. o) T b
|
problemei 2 poate fi scrisa sub forma | | —| det4 det Al
Y _ 0y a4y b,
detA detA
Exercitiu. Calculati produsele A-B si B- A daca
TRt A Aoy —Qypy
Qy; Qg det A|=@n Oy
Rezolvare
B 1 Ay 0oy — Aoy =0y Gy + oy 1 det A 0 B 1o
N det A |GGy — Gl —0y Ay + gy N det A 0 detA| |0 1
B.A 1 Qopyy — Qyply; Aoplyy — AppQoy 1 det A 0 10
Cdet A |00y + 00y —yG, 000 | det A 0 detA| |0 1

Aceste rezultate arata ca Th cazul det A = 0, B este inversa matricei A.
Pe baza celor de mai Tnainte putem afirma ca daca det A = 0, atunci inversa matricei

Uy —0y,
al] a]?
A= este matricea | d¢t4  detA |
o1 Oy —Qyy ayy
detA detA

Folosind proprietatile matricelor rezolvarea sistemului poate fi efectuata si in modul
urmator (daca se cunoaste inversa matricei A):
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Ay Ay Y

71' - 71. B ;G B z B b,
(A"-A)v=A"-b ,unde A = v=[ b= |
. b b,

v=A""b

Coloanele matricei inverse sunt de fapt solutiile sistemelor
apt+any =1 laz+a,y=0
i :
AT + gy = 0 ; Uy T + Ay =1

X Z.
Daca yl si [yz] sunt solutiile celor doua sisteme de mai inainte, atunci solutia
1 2
. ez tany =19 .
sistemului __ . sepoate obtine sub forma
U5, T + gy = by

T, T, T, ZT,) (b
bl.[yl]_FbQ'yQ]_ Yy yz]'bQ )
Sa studiem aceleasi probleme in cazul sistemelor formate din trei ecuatii si care

contin trei necunoscute
Problema. Sa se rezolve sistemul liniar:

T+y+2z=11
204+ 3y—2=-5
3x—2y—3z=-2

Solutie. Exprimam z din prima ecuatie si Tnlocuim in celelalte doua. Astfel
r4+y+2z=11

obtinem sistemul. y — bz = —27 Ultimele doua ecuatii formeaza un sistem cu
—by —9z =-35

doua necunoscute ih y si z. Daca exprimam y din ecuatia a doua (y = 5z — 27) si

r4+y+2z=11
inlocuim in ultima ecuatie, obtinem y—bz=-—27 .Deaicirezulta z =5, deci
—34z =-170

pe baza ecuatiei a doua y = —2 si in final din prima ecuatie rezulta z = 3.

Bineinteles eliminarea necunoscutelor poate fi facuta in orice ordine. De exemplu daca
n primul pas exprimam necunoscuta z din prima ecuatie, atunci ajungem la sistemul

z2—2x—3y=>5
x4+ Ty =1

—3r—1ly =13

. . 1-7 N . .
Din ecuatia a doua rezultd =z = Ty deci obtinem sistemul echivalent
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z—2rx—3y =25
S5r+Ty=1
— 34y =68

Aceastd metoda de rezolvare a sistemelor se numeste metoda de eliminare a lui Gauss.
Pentru alegerea primului pas avem cel mult 9 posibilitati (alegem necunoscuta pe care
o0 eliminam si ecuatia pe care o folosim pentru eliminare) iar pentru alegerea pasului
urmator cel mult 4 posibilitati. Astfel putem ajunge la acelasi rezultat in cel mult
9-4 = 36 variante. Analizdnd cele doua variante de mai Tnainte observam ca n
ultima ecuatie coeficientul necunoscutei este acelasi in ambele cazuri. Sa fie oare o
coincidenta?

Pentru clarificarea situatiei sa rezolvam urmatoarea problema generala:

Problema. Sa se rezolve si sa se discute sistemul

ayT + apy + a2 = b
Uy T + Ay + Ayy2 = b,
(5, % + Ay + Qggz = by

unde a,,b, € R, i,j =1,3.

i i
Solutie. Daci a, =0, Vi,j =1,3, atunci pentru (b,b,,b,) =(0,0,0) multimea
solutiilor este R?, iar in caz contrar sistemul este incompatibil. Daci exista a; diferit

de 0 cu 4,5 € {1,2,3}, atunci schimbéand eventual ordinea ecuatiilor (si reindexand

coeficientii) sau schimb&nd numai necunoscutele intre ele, putem presupune ca n
prima ecuatie coeficientul lui = este diferit de 0. Astfel putem exprima z din prima
ecuatie:

b —apy — a2

Tr=
all
si astfel ajungem la sistemul
m—{—auy—i—awz: b
all all all
Ay - Qg — Qyp Gy Gz~ Qyp — Gyy " Oy by -y —ay - b
Y+
ay, ay a,
Qg+ Qoy — Gy * @ Ay Qo — Qs - G G, b, —ay - b
11 2 12 31 11 1 1 11 31 1
3 g 4 33 3 %1, 3 3
ayy ayy ayy

sau inmultind fiecare ecuatie cu a,, :

Ay T+, y+a,-2=>5

(ay gy — ay, - ay )y + (023 TGy = Ay a13)z =ay, b, —a, b

(y Qg — @y - gy )y + (@, - Agy — Ay - Ag))2 = ayy - by — gy - by
Daca eliminam necunoscuta ¥, atunci coeficientul lui z este

(a11a22 - a12a21)(a11a33 - a13a31) - (azsau - a21a13) (a11a32 - a12a31> =
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=0y (a11a22a33 T Qo+ O30y, Ay — Oy Oogllyy — A0y gy — a13a22a31> :
Observatie. Se poate verifica printr-un calcul simplu ca expresia obtinuta n
parantezi este independenta de alegerea pasilor, deci la ultima ecuatie obtinem mereu
acelasi coeficient.
Notam cu A expresia din paranteza anterioara:

A = 0,050 + 01509305, + Q305,050 — 0y Qoylgy — 1505 gy — ;305,05
Dupa efectuarea calculelor si simplificarea cu a,, obtinem ecuatia
A=A @)
unde
Ap = byag + 41,0505 + a130y05 — biayas, — 410,05 — a3a5,0; .

Expresia A, are aceeasi structura casi A numai ca in loc de a,,,a,, si a,, apar
termenii liberi ai sistemului. Pentru a simplifica exprimarea introducem urmatoarea
notiune:

Definitie. Expresia
A= ay,0,)55 015003057+ 0130y, 05— Oy Qg0 0190y, Qag— )35,
all a’l? a13
se numeste determinantul matricei A =|a,, a, a,,| sisenoteazacu detA.

Q31 A3y Qg3

In continuare vom folosi notatia
Ay Qg Gy
det A =lay, a, ay
Qs
si in cazul in care A este matricea sistemului vom spune ca det A este determinantul
sistemului.
Observatii. 1. Determinantul matricei patratice de ordin 3 se mai numeste
determinant de ordin 3.
2. Putem observa ca produsele care apar in dezvoltarea determinantilor de ordin 2 si
3 au factorii din coloane si randuri diferite, deci fiecare termen are forma a,, a,, a;, ,
cu {4,%,%} = {1,2,3} pentru determinantul de ordin 3, respectiv aq,a,, ,
{i,,i,} = {1,2} pentru determinantul de ordin 2. Astfel considerand permutarea
1 2 3 - 1 2 - . - . - ~
o=|. . .| respectiv o=|. .| identificam permutirile care intervin in
7’1 12 7’3 7’1 7’2

dezvoltarea determinantului
Uy Gy Gy
det A =lay Gy Gy = 00005 + 00005 + Q3005 — 030005 — Gyl Gy — ;050 ,
(3 Qg Qg

deci putem alcatui urmatorul tabel:
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Termenul Permutarea Signatura
dezvoltarii corespunzatoare permutarii
1 2 3
(11 09y 033 1 92 3 1
1 2 3
Q109303 9 3 1 1
1 2 3
Q305,039 31 9 1
1 2 3
01300503 3 9 1 -1
1 2 3
Q505,033 2 1 3 -1
1 2 3
01093039 13 9 -1

Observam ca apar toate permutarile de ordin 3 (deci toate elementele multimiiS, ).
Astfel dezvoltarea determinantului poate fi scrisé sub forma

det A = Z (1)%20(2)%30(3) -

€S,

Pentru determinantul de ordin 2 avem aceeasi dezvoltare
Ay Ggy — Qpply = z E(U)a’lo(l)a’Qo(Q) :
gES,

Pentru a usura calcularea determinantului de ordin trei mentionam urmatoarele reguli:
1. Regula lui Sarrus. Scriem primele doud linii sub determinant |, , 4
(vezi figura alaturata) si calculam produsul elementelor pe fiecare | . 2%~ ®
diagonala. Un astfel de produs va avea semnul plus daci provine 1 ’azé\ %s
dintr-o diagonala paralela cu diagonala principala si are semnul minus 3;\ 32\ Ay
daca provine dintr-o diagonald paralela cu diagonala secundara: % A 3y

+a11a22a33 + a21a320’13 + a31a120’23 - az a2?2\a23

T 03099031 — Qoglzpyy — (330,50

2. Regula triunghiului. Pe figurile alaturate se |, a, a,
pot vedea triunghiurile care determina produsele cu semn | e A
pozitiv si cele care determina produsele cu semn negativ. 323 az
a

31 32 31 3
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b ay  ay A
Inrelatia (2) avem A, =|b, a,, ayl, deciincazul A = 0, obtinem z = Kl

by ay  ag
Tn mod analog putem deduce y = % si z= % unde

a, b ay a, a, b
A2:a21 bQ Qg3 $I A3:a21 Qyy b?'

ay by ay Q3 Q3

Astfel putem formula urmatoarea teorema:

anT + apy + az = b
Teorema. Daca determinantul sistemului {a,,x + a,y + a,,z = b, este diferitde 0,
Uy % + Gy + agyz = b,

atunci sistemul are solutie unicé, adica este compatibil determinat, si aceasta solutie se
obtine prin formulele:
A, A A,

r=—"L,y=—"235i2=—"2

A A A
Gy Gy
unde A =la, a, a,| este determinantul sistemuluiiar A, , A, si A, se obtin din
Qg3 Gz Gy
A Tnlocuind pe rand coeficientii necunoscutelor z, y respectiv z cu termenii liberi.

Aceasta metoda de calcul a solutiilor poartd numele de regula lui Cramer iar sistemele
pentru care se poate aplica se numesc de tip Cramer.

Observatie. Din relatiile A-z=A,, A-y=A, si A-z=A, rezulta ca daca
A = 0 si unul din determinantii A, , A, si A, este diferit de 0, atunci sistemul este
incompatibil. Cazul A = A, = A, = A, =01l vom trata mai tarziu.

Aplicatie practica

O ntreprindere miniera extrage un zacamant care contine cupru, fier, sulf si alte
componente. Tn urma analizelor s-a stabilit ¢ raportand la o cantitate m de zacamant,
cantitatile de cupru, fier si sulf sunt de 21, 16 respectiv 31 moli. Pe de alta parte
aceste elemente provin din trei minerale: calcopirita (CuFeS,), troilita (FeS) si
bornita (Cu, FeS,). Calculati numarul de moli ai acestor minerale continute in
cantitatea analizata m .

Rezolvare. Daca notam cu z,y respectiv z numarul de moli de calcopirita, troilita si
bornita continut n cantitatea analizata m , atunci obtinem sistemul liniar:




Rezolvarea sistemelor liniare 287

x+ 5z =21 (Cu)
zt+y+z =16 (Fe).
2e+y+42z =31 (S)

Sistemul este sistem Cramer, deci compatibil determinat si solutiaeste z =6, y =7,

z = 3, deci cantitatea analizatad contine 6 moli calcopiritad, 7 moli troilitd si 3 moli
bornita.

Exercitii rezolvate
1. Si se calculeze determinantii:

1 00 0 0 2 0 0
a)l0 2 0f; b)|0 2 0, c)|l-1 =2 0f;
0 0 3 30 1 4 3
-2 2 3 -2 2 3 0 0 1
djo -1 1f; e)|1 -1 0 fllo —2 4.
0 0 3 1 0 0 5 2 3
Rezolvare
100 0 01
a0 2 0[=1-2-3=6; b)0 2 0=-1-2-3=-6;
0 0 3 300
2 0 -2 2 3
c)l-1 -2 0|=2-(-2)-3=-12; d)|0 -1 1|=(-2)(-1)-3;
1 4 0 0 3
-2 2 3 0 0 1
e)|1 -1 0|==3-(-1)-1=3; £H[0 -2 4=-1-(-2)-5.
1 0 O 5 2 3

Observatie. In fiecare din cele sase exemple determinantul este produsul sau
opusul produsului elementelor de pe diagonala, deoarece acesta este singurul produs,
care nu contine un element nul.

Definitie. Daca toate elementele unei matrice in afara celor de pe una dintre
diagonale sunt nule, aceasta matrice se numeste matrice diagonalda.

Daca toate elementele deasupra sau sub una dintre diagonale sunt nule, atunci matricea
se numeste matrice triunghiulara.
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Determinantul matricei triunghiulare este egal cu produsul sau opusul produsului

a, 0 0 0 0 ay
elementelor de pe diagonala: [0 a, 0|=a,0ya0; , |0 ay 0= —a,0p0,,
0 0 ay a; 0 O
12 3 _ 123 _ _
deoarece permutarea a:[ 1 9 3} este para si 7= 3 9 1 este impara, iar

numai produsele corespunzatoare acestor permutari sunt nenule.
Analog determinantul matricei triunghiulare este egal cu produsul sau opusul
produsului elementelor de pe diagonala:

aq, 0 O Qy Gy Gy ay Gy Oy 0 0 a4
Ay Gy O[=|0 Gy Q| =a0005 S |0y Gy O[={0 @y Gy =—03;0,0,
Qg Qg Oy 0 0 ay a 0 0 (g gy Qg
2 -3y+2="7
2. Saserezolve sistemul: jz +y —2z = —4.
r—y+32=28
Rezolvare. Determinantul sistemului este
2 -3 1
A=|l 1 —=2/=15= 0, deci putem aplica regula lui Cramer.
1 -1 3
7 -3 1 2 7 1 2 -3 7
A=-4 1 =-2/=15,A,=|1 -4 -2/=-15,A,=]1 1 —4=30.
8 -1 3 1 8 3 1 -1 8

2

Decigc:ﬁ:Ly:A =-1 siz:ﬁ:z
A A A

20 —y+z2=1
3. Sa serezolve sistemul: {—z +y—2=—1.
—r+2y—2z=1
Rezolvare. Determinantul sistemului este
2 -1 1 2 1 1
-1 1 —-1=0,A,=-1 —1 —1]=3==0, decisistemul este incompatibil.
-1 2 =2 -1 1 =2
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Proprietatile determinantilor de ordin 2 si 3

Tnainte de a trece la rezolvarea sistemelor in cazul general sa studiem proprieta-
tile determinantilor de ordin 2 si 3 pentru a defini determinantii de ordin superior.

Problema. Cum se schimba determinantul matricei A € M, (C) daca

a) schimbam liniile cu coloanele (sau invers);

b) schimbam doua linii (coloane) intre ele;

c) inmultim elementele unei linii (coloane) cu un numar fixat;

d) inlocuim fiecare element cu conjugatul sau.
Solutie. a) Triunghiurile care determina produsele la regula triunghiului sunt
simetrice fata de diagonala principala, deci nu se schimba rezultatul daca schimbam
liniile cu coloanele, deci avem det A = det ‘A | adica

QG Gy Gy Gy
Gyp  Qgg Qo3| = |Gy gy Q3o -

Az Q3 Agg Qi3 Qo3 Qg3

Altfel det ‘A = Z € (0) Q10,200,453 » 1N ACElasi timp o fiind o functie bijectiva,

=

AVEM 0,110y 9G35 = Gy o1 Ot )0y, 1 5, 18T CAND o parcurge multimea S, atunci
o' parcurge multimea S, . Deci
det A = Z €08y 1 1)y o1 ) g1 (5 = Z 5(771)%7(1)@27(2)@37(3) = det A, unde am

o€,y TES;
folosit faptul ci (7)) = e (7).

Evident a doua demonstratie pentru cazul determinantilor de ordin trei este mult mai
complicata decét prima, dar vom vedea folosul permutarilor la determinantii de ordin
mai mare.

b) Din proprietatea de la punctul a) rezulta ca este suficient sa verificam comportarea
determinantilor la schimbarea coloanelor.

Mai ntéi sa verificam cateva exemple.

1 3 3 1

1 o= 5, 9 & —5. Observam ca cele doua diagonale s-au schimbat, deci si
semnul produselor s-a schimbat, in consecinta determinantul obtinut prin schimbarea
coloanelor sau a liniilor este opusul determinantului initial.

“ \, Gy Ay Ay A a Qyy A
In general, daca A = | , A = o | s A= , atunci
21

21
o1 Oy Coy Gy Gy
det A = a,,a,, — a1,0,,, det A, = a,a0,, — a0, = —det A si
det A, = a,,a,, — a,,a,, = —det A.

1 0 1
Tn cazul matricelor de ordin 3, sa consideram determinantul: A=l2 -1 0=-1,;
-1 1 2
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0 1 1
schimbéand prima si a doua coloana, obtinem A, =-1 2 0/=1. Daca in
1 -1 2

determinantul A, punem prima coloana in locul celei de a treia, a doua n locul primei

0 1 1
coloane, a treia in locul celei de a doua, obtinem A, =|-1 0 2 |=—1. De fapt
1 2 -1

determinantul A, l-am obtinut din A, prin doua schimbari de coloane (prima cu a

doua, apoi a doua cu a treia). Deci daca in general o schimbare de coloana conduce la
schimbarea semnului determinantului, atunci prin schimbari succesive de coloane
intr-un determinant obtinem determinantul initial sau opusul lui.
Sa verificam Tn caz general ce inseamna o schimbare de coloane.

all a’l? a13 a’l? all a13
Fie A=la, a, ay|si A4 =|a, a, ayl;atunci

a a

31 d3p Qg Az Q3 Qg3
det A, = a,)0y,Q55 + ;1053059 + Q1300905 — Gy Ayl — Q150305 — Gy30,,05 = —det A
Analog, proprietatea se poate demonstra pentru schimbarea oricaror doua coloane.
De fapt schimbarea ordinii coloanelor este o permutare a lor (adica daca matricea
initiala este (C, C, C,), unde C; semnifica coloana i, aplicAndu-i permutarea o,
obtinem matricea (C,,, C,, C,s)). Schimbarea succesiva a cate doua coloane

corespunde unui produs de transpozitii. Transpozitiile fiind permutari impare, si de
aici presupunem ca rezulta schimbarea semnului determinantului la o schimbare de
coloane. Sa verificim schimbarea determinantului Tn cazul permutarii o a coloanelor.

Aoy G2 Qg3
Daca A, = |ay,q) Gyp) oz |, AVEM
A3,0)  W3p2) Q303

det A2 = Z €(m) alT(0(1))a27(0(2))a37(0(3)) )

TES;

Daca 7 parcurge multimea S,, atunci si 7o parcurge multimea S,. Stim ca

e(to) =e(m)e(o), deci e(T) = E((m; = e(10o)e (o). Astfel cu substitutia 6 = 7o
elo
obtinem det 4, = Z5(0)5(5)a15(1>a26<2>a35(3> =c(o)det A.

LIS
Deci daca o este o transpozitie, atunci intr-adevar determinantul Tsi schimba semnul.
Consecinta. Daca doua linii sau coloane ale unui determinant coincid, atunci
determinantul este egal cu 0.
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Demonstratie. Schimband doua linii sau coloane se schimba semnul
determinantului. Pe de alta parte schimband doua linii sau coloane identice
determinantul nu se schimba. Cele doua proprietati se pot realiza numai Tn cazul Tn
care determinantul este egal cu 0.
c) Fiecare produs din dezvoltarea determinantului contine exact un element din fiecare
linie si din fiecare coloana. Astfel inmultind elementele unei linii sau coloane cu un
numar fixat « Tnmultim si determinantul cu « . Scriind acesta cu exactitate, Tnmultind
de exemplu prima coloani cu «, avem
det 4, = Zs(a) (ozala(l))a%(g)a30<3) =det4, = az E(0) Ay 1)y 5y (z) = et A
oeS; oeS;y
Consecinta. Daca un determinant are doua linii (sau coloane) proportionale, atunci
determinantul este egal cu 0.
Demonstratie. Notam cu A matricea cu doua linii (coloane) proportionale.
Datorita egalitatilor a, =a-q,;, j = 1,3 obtinem «-det A = det 4, = 0, deoarece
A, seobtine din A prin inmultirea liniei 7, cu « si astfel A, are doua linii identice.
d) Deoarece pentru orice z,,z, € C avem z, -z, =2 -2, §l 2, + 2, =2, + 2,, lar in
calculul determinantului folosim doar Tnmultiri si adunari ale elementelor, obtinem
det A = det A adica

G Gy QG Gy
Qo; Qgg Qo3| = [|Ay;  Qgy Qo3
Qg G3p  (gg G3; Q3 Qg3

Problema. Sa se exprime determinatul de ordin 3 cu determinanti de ordin 2.
Solutie. Grupam termenii dezvoltarii dupa elementele primei coloane:

det A = a),0,55 + 0505505, + C130,03 — Gy, 05305 — G150y, Ay — Gy30005 =
=y  (Ayylg5 — A3y, ) — ayy (05055 — A305) + gy (0,055 — a,30,,) =
Aoy Qo3 P! Gy Gy
= Qg gyl o1 ” Qgy gy = Aoy Qo

Aceasta exprimare poarta numele de dezvoltarea determinantului dupa prima linie.
Exprimari similare se pot obtine grupand termenii dupa elementele altei coloane sau
linii. Astfel putem obtine dezvoltarea dupa o linie sau coloana oarecare. Analizand
mai multe grupari posibile se poate observa ca in general elementul a, este inmultit
cu determinatul care se obtine din A prin suprimarea liniei si a coloanei care contine
acest element si cu (—1)".

Definitie. Determinantul care se obtine prin suprimarea liniei 7 si coloanei j se
numeste minorul elementului a; si se noteazi cu d;, iar numarul (—1)"'d, este
complementul algebric al elementului a; Tn matricea A. Complementul algebric al
elementului a; se noteazacu D,,.

i+

Cu aceste notatii rezultatul din problema precedenta se poate formula in modul urmator:
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Teorema. Daca A € M, (C), atunci

3 3
detA=>a,-D,=> a, D, Vije{1,23}.
i=1 j=1

Observatie. Aceasta scriere existda si in cazul determinantilor de ordin 2.

Gy Oy . . . . . .
PP R TR SR PR unde a,, si a, pot fi considerati ca determinanti de
ordin 1.

Consecinte

1. Daca doi determinanti de ordin 3 difera numai printr-o linie (coloana), atunci suma
lor este determinantul matricei ce se obtine adunand aceste doua coloane (linii) si
pastrand celelalte linii (coloane).

Exemplu

Ty Gy G Ty Oy Gy T+ T, ay Oy
Yo Qo Gog| T |Yy Gy Gog| =|Yy T+ Yy Ay Aoy
2y Q3 A3y Ry Q3 Qg3 2+ 2y Gy Gy

Demonstratie. Dezvoltand determinantii dupa prima coloana obtinem

Ty G G Ty Gp Gy

Aoy Qo3 QG5 Gy O3
Yo Gy Qog| T Yy Ay Gyy| =T Qg G| Y- Agy  Qyy T2 (yy Qo T
2 Qg Gg3 Ry Q3 Qg
Ay Qo3 Qpp Qg3 QG
o Qg Gyl Yo A3y Qg3 ta Ay Qo3 -
Oy Qo3 G Qg3 CLICT BAE G G
:<$1+I2)‘ 4y,  ay _<y1 +yQ)' Oy Gy +(Z1+22)' ay Gy =% tY Gy ay

2tz Gy ag
2. Daca intr-un determinant adunam la o linie (coloana) elementele corespunzatoare
unei alte linii (coloane) inmultite cu un numar fixat, atunci valoarea determinantului
nu se schimba.

Demonstratie. Presupunem ca lucram cu primele doua coloane (daci nu, atunci
prin schimbari de coloane putem ajunge la aceasta situatie).

Gy G -Gy Gy G ay + Q- Qy G, G

Gyp Qgy Qo3 tla-ay,  ay Qo3| = |0y +ta-a, ay Qo3

(3 Qg Ggg| |- Qgy A3y Qg Uy + Qg gy (g
pe baza proprietatii anterioare. Tnsi al doilea determinant este 0 (avand doua coloane
proportionale), deci demonstratia este completa.

Deci pentru simplificarea calculelor putem reduce determinantul la determinant cu cat
mai multe zerouri pe-o linie sau pe-o coloana.
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Observatie. Spunem ca numarul o € R este combinarie liniara a numerelor reale

a, @, .. a,, daca existda numerele reale o, «,, .., «, astfel incat
a=aoa +oa,+...+aa,. Analog se poate defini combinatia liniara

v = v + a,u, + ...+ o,v, a vectorilor (matrice linie sau coloana) v, v,, ..., v, (de
exemplu pentru v, =(12), v,=(—2 1) si v, =(03) si numerele o =2,
a, =—1, oo, =3, obtinem o combinatie liniara ov= 20, —v, + 3vu, =
=2-(12)— (-2 1)+3-(0 3) = (4 12)).

Astfel pe baza problemei precedente adunand la o coloana (linie) combinatia liniara a
celorlalte coloane (linii), valoarea determinantului nu se schimba.

3. Determinantul produsului a doua matrice este egal cu produsul determinantilor.
Demonstratie

Q) by, by, . ay by + apby, by, +agby,
st B= ,deci AB =

a
22 by by g b+ Agoby Ay by + gy,

. ay,
Fie A =
a’?l
Observam ca fiecare coloana este combinatia liniara a coloanelor matricei A.
ayby + apby,  ayby, + by, ayby  ayby, + ab,, Aobyy by + by,

Ay b+ Agoby  yibyy + gy, A by Ayl + gyl Qgobyy  Ugybyy + Qgybiy

; ay by + by, . Ay Qb+ by,
Y Ay yibyy + Agybyy A Ayy  Qy;byy + Ggoby, B
Gy Gy Gy Gy Gy Gy Gy Gy
by, by, 4y Gy + 0;,b5 ay Gy + by, by, 4y Gy + by1b59 Uy Gy =
a; @

- |(b,byy — byby,) = det A - det B
2

Bineinteles era mai simplu de demonstrat prin calcul direct, dar acest procedeu ne va
folosi la demonstrarea proprietatii pentru determinanti de ordin mai mare.

Ay Gy Gy bn b12 b13
Fie A=|ay, a, ay|si B=|b, b, b,],atunci

a3 Qg Qg by, by by

by + apby +agby, ¢, o , a,  Cp
det AB = |ay,b, + ayby, + ayby  Cyy  Cyy| = E :bm a
k=1

Ay, + Ay +ag3by oy Qg C3 Cy3
Continuénd procedeul obtinem si determinanti cu coloane identice, deci

1
ok Caa Cog

3 Gy, Gy Gy 3 Gy Gy Cyg 3 Oy, Oy Oy
E :bm Qo Cpp Cy3| = § :bk,lij Qo Qg Co3| = E : bklb_y'2b1'3 Qg gy Gy,

k=1 k=1 kyja=1
Qg Cyp Cag k=3 Q3. Q35 Cg3 k=j=izk G, Q3; Qg

Tn aceasti ultima suma fiecarui triplet (k, 5,4) 7i corespunde o permutare din S, si



294 Rezolvarea sistemelor liniare

reciproc. Deci putem scrie:

o) Gio2)  Gio(3)

> b 033 |T201)  B202)  Q2o(3) Z b, ,(3)3€ (0)det A =

oESy oSy
U350 A302)  D3(3)

= det Adet ‘B = det Adet B
Exercitii rezolvate
1. Sa se calculeze urmatorii determinanti:

cosa —sina 5 +7T 3 -2
a) A =] . ; b) A, = ;
sinav  cos« 3+V2 5 =T
1 2 -3 5 7 3
c)A, =0 2 1] d) A -3 2 —4;
3 -1 2 -8 3 2
1 3 1 1 -1 1
e) A, =2 -3 -1}, f)A, =12 1 0.
3 0 2 -3 -3 1
Rezolvare

a) A, =cosa-cosa—sina-(—sina) = cos’ a +sin*a =1.

B) A,=(5 + V7)(V5 — +T)— (V3 —vZ) (V5 + V2) =(5— ) — (3—2) = 3.

1 2 -3 )
c) A, ETo 2 1|=1-(-1)" o=
0 -7 11
5 7 3 10 7 3 0 7 17
d)A, =[-3 2 —4 QCSC'%- 6 2 -4 6 2 o|=
-8 3 2 -16 3 2 -16 3 8
1 1
3C,+C, —C, o 7 17 1 3117
2 170 242
= 0 2 0|==-2-(-1". = 248 + 119 = 367.
2 -7 8
-7 3 8
1 3 1 3 0 0
Li+Ly—1L 11_3 -1
e)A. =2 -3 —-1"="]2 -3 —-1=3-(-1)" 0 9 = —18;

3 0 2 3 0 2
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1 -11 1 -1 1
HAa,=|2 1 0"Z"2 1 0=0,deoarece L, = —2L,.
-3 -3 1 -4 -2 0

2. Sa se calculeze determinantii urmatori si sa se scrie rezultatul sub forma unui produs:
a’ ab b’ a b c 1 1 1

a) A =[b> o ab; b)A,=|b+c c+a a+b|;c)A,=|a b c|.
ab b d’ V' +c* S +ad’ at + b a b

Rezolvare. a) Scadem prima coloana din celelalte doud si scoatem factorul comun
(b — a) din ultimele doua coloane astfel obtinute:

a°@ a-(b—a) (b—a)(b+a) a’ a b+a
A =" (a—b)a+bd) b-(a—d) |=0—a)-® —(a+bd) b
ab b-(b—a) a-(a—0) ab b —a
Adunam ultimele doua linii la prima linie:
a’ +b* +ab 0 0
A =(b—a)- b’ —(a+b) —bl=
ab b —a
—(a+0b) —b

_ _ 2‘ 2 2 . —
=(b—a) (a +0b —l—ab) ; .

2

=(b—a) -(a* +0° +ab)-[a® +ab+b2]:[(b—a)-(b2 —i—ab—i—aQ)r =(b*—a’) .
Solutia 2. Adunam ultimele doua coloane la prima si scoatem factorul comun:

1 ab b’ 1 ab b’
A =(a’+ab+0")[l o ab|=(a"+ab+0b")|0 ala—b)  bla—b) |=
1 b0 d 0 b(b—a) (a—b)(a+Db)
a —b

2

=(a* + ab+b*)(a—b)’ =(a* + ab+b*)a —b)*(a® + ab + b*)=(a’ — °) .

b a—+b

b) Scadem prima coloana din celelalte doua, apoi adunam a doua linie la prima si
reducem la un determinant de ordinul 2:

a b—a c—a a 1 1
A,=|b+c a—-b a—c|=0b—-a)(c—a)|b+c -1 -1 |=
V' +c a' b a—-c b+ —(a+b) —(a+c)
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a+b+c 0 0
=(b—-a)c—a)| b+c —1 -1 |=

v +c® —(a+b) —(a+c)

1 1

=0b—a)c—a)a+b+c)- =0b—a)c—a)c—Db)(a+b+c)

a+ba+tec

c) Putem dezvolta determinantul folosind regula lui Sarrus, sau regula triunghiului,
dar este mai greu sa observam factorizarea dorita din aceasta descompunere. Din acest
motiv este mai util sa Tncercam scoaterea unor factori pe parcursul dezvoltarii folosind
proprietatile determinantilor.

1 1 1 1 0 0 1 0 0

a b o b—a c—a|=|a b—a c—a =
=Gy~ Cy

a b o ad b —a —a’| |8 (b—a)(b+a) c—a)c+a)

1 0 0 1 0 0
=(b—-a)c—wla 1 Crc:ﬁcz(b—a)(c—a) a 1 0 |=
2 2

a° b+a c+a a- b4+a c—b
=(b—a)c—a)(c—Db).

1 1 1
Deci j[a b c¢|=(b—a)c—a)(c—0).Acestdeterminant se numeste determinant
a bl
Vandermonde.
3. Sa se calculeze determinantii urmatoarelor matrice:
b
a b a C
a)Alz—ba; b) A, =|b ¢ af.
c a b
Rezolvare

a) detA, = a’ +0°.
b) det A, = acb + bac + cba — ¢* —a®> — b’ = 3abc —a®> — b’ — ¢’
4. Fara a calcula determinantii, sa se demonstreze urmatoarele egalitati:
o +b b+te o+g a; G, ag
a)la, +b, b,+c, ¢, +a|=2|b b, b (admitere 1985),

a,+b, by+c, c;+a, G G G



Rezolvarea sistemelor liniare 297

2 2
bec ab ca bc a” a

b) [ab ac bc|=|b" ac b*|.
ac be abl |2 & ab

Demonstratie
a) Folosind proprietatile determinantilor putem scrie:

a'l + bl bl + Cl Cl + al al bl + Cl Cl + al bl bl + Cl Cl + al
a,+b, b,+c, c,+a,l=la, b+c, ¢ +a|+b, b+c, ¢ +a=
a;+b, bytcy o tay a; byt cytay |by byte cpta

o b ct+a a ¢ ¢ +aq b b ¢+ b o o+a
=la, b c,+a,|+la, ¢ c+a|+lb, b cta|+|b, ¢ ¢ Fa,|=

a; ¢ ¢ ta
a; by cytayl (% G GHal b b ocytay| |b, ¢ ¢ +ay

a’l bl Cl bl Cl a’l a’l bl Cl
=la, b c|+1b ¢ a|=2-|a, b ¢,

ay by el by ¢y oay a; by
deoarece ceilalti determinanti sunt nuli si |b, ¢, a,|=|a, b, ¢,|,primul deter-

minant obtinandu-se din al doilea prin doua schimbari succesive de coloane.
b) Inmultim prima linie cu a, a doua cu b si ultima linie cu ¢ (daca abc = 0 ):

be ab ca abe a* cd’

ab ac be - ab> abc bc|.(1)
abe

ac bc ab ac® bc®  abe

Scoatem factorul comun « din prima coloana, b din coloana a doua si ¢ din ultima
coloana:

abe a’b  ca® be o @
ab®> abc b'c|=abclb® ac b*|.(2)
ac® bc®  abe ¢ ¢ ab

Din (1) si (2) rezulta egalitatea ceruta. Daca abc = 0, atunci avem doua posibilitati.
Daca cel putin doua din numerele a,b si ¢ sunt egale cu 0, atunci ambii determinanti

sunt egali cu 0, iar in caz contrar putem scoate factorul comun in fiecare linie si adu-
nam doud coloane la cea de a treia. De exemplu pentru a = 0 si bec = 0 putem scrie:
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be 0 0 1 00 1 0 0 |pc 0 O

0 0 bel=(bc)’l0 0 1j=(be)’L 0 1|=1[p> 0 b*.

ObCO 010 ].].0 02020
a1

5. Calculati determinantul A = |z, =z, =z,|,daca z;, z, si x; suntsolutiile ecuatiei
Ty I T

2’2" +5x+2=0. (Admitere 1987).

Rezolvare. Dezvoltam determinantul folosind regula lui Sarrus:

A= 2w, 150,24 T50,0,— Ty — 7 — 1= 13,5 (T 1,4 2y) — (1) 4+ 3y 4 1),
Din enunt rezulta cd 2'—-2’+5r+2=(z—=)(z—1,)(z—=2,), deci
T, +x,+r, =1, zr,x, =-2 s v, + 2,2, + 2,0, = 5. Astfel avem

o+ x4 = (5 41, —l—xS)Q —2(z,@y + Ty + 1,1, ) =1 = 2.5 =9,
T T, = (xf + ] +x§)2 —Q(xfmg + 2i7s + :Efxf) =
=(-9) - 2<($1$2 + 1,7, + 1,7, )2 — 2z,mym, (2, + @, + 1:3)) =
=81—-2-(25—2-(=2)-1) =81 —58 = 23.
Deci A =(—2)-1—-23 =-25.

Exercitii si probleme
1. Calculati determinantii:

3 x 1 log, b . 213 79
a)2 $+1;b) bga 1 abeR N\{1};¢c) -9 5 —4;d)|5 -2 4|;
4 7 1 3 0 —6
2. Calculati determinantii
—i 1+ i 1 e ¢ l+e ¢ 1
A =11 1 2, A, =|e & 1|,A,=| ¢ 1+e 1 |
2% 1 21 e 1 e l1+e¢

daca ¢ este o radacina de ordin 3 a unitatii.
3. Aratati ca

be a a 1 a a
ca b bl=[ b V| Ya,bceC.

ab ¢ & 1 & ¢
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4. Calculati determinantul
a* (a+17 (a+2)
A= (b+1)7 (b+2)

¢ (c+17 (c+2)
(Admitere, 1999.)
5. Calculati determinantii, daca z,y,z € R
sy z+y 20y @y wty
a)| z z2+y oy |; b)|z°+y° 2xy ozt
T+ 2z Z T T4y T4y 2
7’ y° 2 @ (y—2z2) yz
o)y +2 4+ 4y, d) v @—2? 2z
Yz xz Ty 2 (z— y)2 2y
6. Rezolvati ecuatia -z ab ac
ba b*—x bc |=0,dacd a,b,c € R.
ca cb -z
7. Calculati urmatorii determinanti:
1 1 1 sin® z cos’z  sin2z
a) A, =|cosa cosb cosc|; b) A, = cos’ sinz  sin2z|;
cos2a cos2b cos2c 14sin2z -1 1
(Admitere, 1998.)
8. Rezolvati ecuatia A (z) = 0, daca
l-z 2 =
Ax)=| = r -
2 2 2
1+2° z v (Varianta Bacalaureat, 1999.)
9. Calculati determinantul 5, T, 1
A=z, = =
Ty Ty Ty

daci m,,7,,r, sunt radacinile ecuatiei z° — 27° + 2z +17=0.

(Admitere, 1999.)
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10. Calculati determinantul 2 @,

. 2
A=z, z 1
2

Iy I L

n functie de a,b,c, daca z,,z,,, sunt radacinile ecuatiei 2* + az” + bz + ¢ = 0.
(Admitere, 1995.)

11. Calculati determinantul 1 1 1

A=z, z,

2 2 2

Ty Ty g

daci =,,7,,, sunt radacinile ecuatiei z° + pz +¢q = 0.

12. Demonstrati ca dacd a’ + b” + ¢* =1 (a,b,c € R), atunci |A| <1, daca

a b ¢
A=l|c a b.
b ¢ a

13. Determinati valorile m € R pentru care ecuatia
2z —2z 1

1— 22 z? —-11=0
—2r—m x+m x—2

admite o radacina dubla. (Admitere, 1998.)
INVERSA UNEI MATRICE

Daca In matricea A nlocuim coloana & cu coloana j atunci determinantul devine 0.
Daca insa dezvoltam acest determinant dupa coloana j, atunci obtinem

3
Zaij-Dik =0. Ca exemplu concret putem considera cazul k=1 si j=2:
i=1

a, Dy + a5, Dy + a5, Dy = det A, = 0, unde
Q. Gy Oy
Ay =y Gy ay).
Ay, @
Egalitatile de mai Thainte ne conduc la relatiile
3 0, daca j =k

oD = .
Za” " det A, dacaj =k

32
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Aceste egalitati se pot cuprinde intr-o singura relatie folosind produsul a doua matrice.
Va trebui doar si construim o matrice care contine elementele D, n ordinea

corespunzitoare. Construim matricea A~ dupa urmatoarele reguli:
* scriem transpusa matricei A
* schimbam fiecare element in aceasta matrice cu complementul algebric

Matricea A" este adjuncta matricei A.

Consecinta. Daca A € M,(C) si A" =(D}) _,unde D/ =D, atunci
: ] i,j=1,3 1 Jb
A-A=A A= (detA)I,.
‘Dll D21 ‘D3l
Demonstratie. Daci A" =|D, D,, D,,|,atunci
D13 D23 D?%
a, Dy +ap Dy, +a, Dy 0 0
A-A = 0 o, Dy + a0, Dy + a3 Dy 0 =
0 0 5, Dy + ag, Dy, + a3 Dy
= (det A)- I,.
Tn mod similar se arata ca A - A = (det A)I,. Folosind aceste egalitati in cazul
det A = 0 putem construi inversa matricei A prin relatia A~ = , iA AT
(§)

A-AT=A"A=1,.
Ca si in cazul matricelor de ordinul 2 am obtinut si Tn acest caz o metoda de calcul
pentru inversa unei matrice de ordinul 3:

Teorema. Matricea A € M, (C) admite inversa daca si numai daca det A = 0 si in
1

det
matricei A prin inlocuirea fiecarui element cu complementul sau algebric).

acest caz A~ = A", unde A" este matricea adjuncta (obtinuta din transpusa

Observatie. Ca si In cazul sistemelor cu doua necunoscute, putem rezolva un sistem
de trei ecuatii si trei necunoscute cu determinantul nenul cu ajutorul matricei inverse.
anT + a,y +apz = b
Fie sistemul {a,,2 + a,y + a,,z = b, cu determinantul nenul.
4y % + Ay + gz = b,

Ay Gy Oy z b
Notand A =|a, a, ay|, v=|y|, b=|b|, sistemul se poate scrie astfel
(g Gz Qg z b,

Av = b inmultind la stangacu A~", obtinem v = A™'b.
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1 0 -1
Exemple. 1. Sa calculam inversa matricei A= 2 1 1
-2 3 2
detA=—-9=0, deci existi A'. Pentru a calcula matricea adjuncti, scriem
1 2 -2
transpusa matricei: ‘A=|0 1 3 |. Calculam complementii algebrici ale
-1 1 2
elementelor:
D’—1 o 1, D), = v I 3 D’:O 1:1
T2 o 12 A S T |
D/:Q_Q:GD’:1_2:0D’: 12:_3
2 1 2 Lo 1 2 N > 11 '
D; :2 _2_8 D; :—1 e 3 D’Azl 2:1
S Lo 0 3 TTE 1 '
-1 -3 1
Deci matricea adjunctaeste A" =|—6 0 —3| si inversa matricei A,
8 -3 1
11 1
9 3 9
A7l = 2 0 l
3 3
811
9 3 9
r—y=1

2. Sarezolvam sistemul {2z +y + 2z = 2
—2x+3y+22=-3

Rezolvare. Observim ca matricea sistemului este matricea din primul exemplu,

11 1
9 3 9
deci este inversabilacu A = % 0 % . Astfel
81 1
9 3 9




Rezolvarea sistemelor liniare 303

1 1 1 1 2 1 10

$ 1 9 3 9[1 9 3 3 9

y=A*12:2 o Lllal=| 2.4 I

3 3 3 3

-3 8§ 1 1|3 8 2 1 1

9 3 9 9 3 3 9
. . . 1 1 . 1
Deci solutia sistemului este z = ?0 y= —3 si z= e

Rangul unei matrice

Am lasat deschis cazul A=A =A,=A,=0 la discutia rezolvabilitatii
sistemelor liniare. Sa rezolvam cateva sisteme cu aceasta proprietate:

2 —-3y+z2=1
a)iz+y—2z=-1 (1)

r—A4y+22=2

Determinantul sistemului este 0, iar determinantii A,, A,, A, sunt tot nuli.

Observam ca scazand a doua ecuatie din prima, obtinem a treia ecuatie. Deci daca
necunoscutele satisfac primele doua ecuatii, atunci o satisfac si pe a treia, n
consecinta este suficient sa lucram cu primele doua. Consideram una dintre
necunoscute ca parametru, de exemplu z = «, si sistemul format din primele doua
—3ytz=1-2a . 3a . S5a
(2), care are solutiille y=— si z2=1+—.

ecuatii devine {
y—z=—1—« 2 2

Deci sistemul are o infinitate de solutii, multimea solutiilor fiind

S = [a,g—a,1+5—a)oz€R .
2 2
2r—3y=1-p
Daca alegem ca parametru z = (3, obtinem sistemul 3), cu
9 p 8, obt tty=—140 )
.. 20 —2 — . o .
solutiile z = ﬁ—, Y= ?’BT?’ Efectudnd substitutia =1+ 570[’ obtinem

acelasi rezultat ca si in cazul cand parametrul a fost z . Deci rezultatul nu depinde de
parametrul ales.

2v4+2y+2=>5
b) iz+y—2z=1 (4)
—r—y+4z=2

Determinantul sistemului este 0, iar determinantii A, A,, A, sunt toate nule.
Scazand din prima ecuatie de trei ori a doua, obtinem a treia ecuatie. Deci este suficient
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20+2y=5—-7
r+y=1+p

(5), acest sistem avand solutii numai in cazul 8 =1, adica z =1 si cele doua ecuatii
sunt echivalente; solutiile sunt z = a, y =2—a, z =1, adica si avem o infinitate

de solutii. Daca alegem din start ca parametru =z = «, obtinem sistemul
20+ 2=5-2a

sd lucram cu primele doua ecuatii. Daca z = (3, obtinem sistemul

(6) cu solutiile y =2 —a si z=1.

y—z=1—-«a
T—y+2z2=2

c) {—2x+2y—4z=3 (7)
—r+y—22=5

Si in acest caz avem A=A, = A, = A, =0, ultima ecuatie fiind suma primelor

T—y=2-2«x

doua. Alegand parametru z = «, obtinem (8), care are solutii

2242y =3+ 4o
pentru —2(2 — 2a) = 3+ 4«, ceea ce conduce la o contradictie, deci sistemul este
incompatibil.

r—y+2z2=1
d) {-3x+3y—62=-3(9)

—r+y—2z=-1

Si in acest caz avem A=A, =A, =A, =0. Observam ca cele trei ecuatii sunt

echivalente, adica a doua si a treia se obtin din prima inmultita cu —3, respectiv —1.
Tn cazul acesta este suficient si lucrim cu prima ecuatie. Aceasta avand trei
necunoscute, alegem parametrii z =« si y =0 si astfel z= M, deci
sistemul are o infinitate de solutii.

Observatii. 1. La acelasi rezultat am fi ajuns si Tn cazul Tn care eliminam alta
ecuatie n fiecare dintre exemple.

2. Tn fiecare din primele trei exemple am redus sistemele de ecuatii la sisteme de douz
ecuatii. Sistemele (2), (3) si (7) sunt sisteme Cramer, adica cu determinantul nenul,
deci au o solutie unica depinzénd de parametru.

3. Sistemele (5) si (8) au determinantul nul, deci conditia de compatibilitate este ca
determinantii obtinuti prin inlocuirea pe rand a coloanelor cu coloana termenilor liberi
sa fie nuli, deci in cazul sistemului (5) aceste conditii devin:
5—6 2 |5 2 -1 2 2 5—0

+ 0

1+8 1| 1 11 1 1+8

ceea ce este echivalenta cu 3 =1, iar in cazul sistemului (8) conditiile sunt

2 5
11

2 -1

A=
11
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, 2—200 — 2 — -2 — , 1 2—2 1 1 -

p— p— :0 i p— p— :0.
A=5i40 2|73 2| TYa 2|70 AT 540 T2 312 4
Coeficientul lui 3, respectiv «, in fiecare caz este un minor de ordin 2 al matricei
) ) ) - 5 21 |12 5] 2 -1 ) 1 2 N )
sistemului. Determinantii Ll 1l s e si 9 3 sunt minori de ordin 2,

2 2 1 5 1 -1 2 1
care contin termenii liberi, ai matricelor | 1 1 —1 1| respectiv|—-3 3 —6 —3|,
-1 -1 4 2 -1 1 2 -1

facand abstractie de o schimbare de coloana, ceea ce nu modifica faptul ca determi-
nantul este sau nu nul. Ultimele doua matrice au fost obtinute din matricea sistemului
prin adaugarea coloanei termenilor liberi.

Definitie. Matricea obtinuta din matricea unui sistem liniar prin adaugarea coloanei
termenilor liberi se numeste matricea extinsa a sistemului.

. . T+ apy = b ) . — a, a, b
Astfel in cazul sistemului matricea extinsa este 4 = ,
Ay T + ayy = b, Gy Gy by
ayT + aLy + a2 = b G, G, 4y b

iar matricea extinsa a sistemului {a, + a,y + a2 = b, este A=|a, a, ay, b,|.
4y + Ay + az = b, Oy G Gy by

4. Tn cazul exemplului 4. toti minorii de ordin doi ai matricei sistemului, respectiv ai
matricei extinse sunt nuli.
Deci putem afirma urmatoarea teorema:

Teorema.
anT + a4,y +az = b

In cazul sistemului {a, > + ay,y + a2z =b,, daci A=A, =A,=A, =0 avem
a3y T + gy + A3z = by

urmatoarele cazuri:

a) daca matricea sistemului are un minor de ordin 2 nenul, atunci sistemul este
compatibil nedeterminat;

b) daca toti minorii de ordin 2 ai matricei sistemului sunt nuli si matricea extinsa are
minor nenul, atunci sistemul este incompatibil;

c) daca toti minorii de ordin 2 ai matricei sistemului si ai matricei extinse sunt nuli,
atunci sistemul este compatibil nedeterminat (daca cel putin unul dintre coeficientii a,;

este nenul).

Lema. Daca determinantul unei matrice este nul, atunci cel putin una dintre linii
(coloane) este combinatia liniara a celorlalte.
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Daca matricea este matricea nula, atunci afirmatia este evidenta.
Gy Gy

Pentru matricea A =
91 gy

] ,avem det A = a,,a,, — a,0,, =0

. Qa . a. . a.
Presupunem a,, = 0, atunci a,, = = -a,, si a,, = —=-a,,deci L, =—=2-L,.
1 1 yy

0’11 alQ a’13
Pentru matricea A =|a,, a,, a,, | distingem doua cazuri:

(3 Gz Gg
I. Daca toti minorii de ordin doi sunt nuli, atunci presupunand a,, =0 avem
L=%.1siL=%.1

-
ap ayy
II. Daca avem minor de ordin 2 nenul, putem presupune ca acesta este d,, = 0 (in caz

contrar procedeul este similar). Avem detA =a,d, —a,d, + a,d;, =0, deci

_dy _ dy
ay = d gy d as; -
1 1
dy, o dy, _ (a0 — a0 )a,, o (T
g f2 T T =
11 11 Qgplizz — Qo3 Qgplzz — Qo3

— 019033009 — 3037099 — (1509303, + Q13097039 2 “r (a33a22 — (1236132) _

a
12
Agplz3 — Qo3sy Q33099 — Qo303

Analog se obtine @azg - Ea“ =a,,.Deci L, = %LQ - %Lg

11 11 11 11
Demonstratia teoremei. a) Conform lemei una dintre liniile matricei
sistemului este combinatie liniara a celorlalte doua, iar Tnlocuind una dintre coloane cu
coloana termenilor liberi obtinem aceeasi combinatie liniara, deci putem spune ca una
dintre liniile matricei extinse este combinatie liniara a celorlalte doua, de unde rezulta
ca una dintre ecuatii se poate obtine din celelalte doua. Deci elimin&nd aceasta ecuatie,
obtinem doua ecuatii. Am vazut in demonstratia lemei ca minorul de ordin doi nenul
este continut in liniile a caror combinatie liniara este cea de a treia linie, deci daca
alegem adecvat parametrul obtinem un sistem Cramer.
b) Tn acest caz doi din membrii stangi ai ecuatiilor reprezinta multipli ai celui de-al
treilea si nu sunt adevarate aceleasi relatii de multiplicitate si pentru termenii liberi,
ceea ce conduce la contradictie. (de exemplu 1n cazul sistemului (7)
—2r42y—4z=-2(z—y+2z),iar 3=-2-2).

c) Tn acest caz doua dintre ecuatii se pot obtine din a treia ecuatie prin inmultire cu un
numar real (complex), deci sistemul se reduce la o singura ecuatie, unde daca
coeficientul unuia dintre necunoscute este nenul, acesta se poate exprima n functie de
celelalte doua.

Pentru simplificarea proprietatilor de mai sus introducem o noua notiune:
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Definitie. Numim rangul matricei nenule A € M,  (C) si il notim cu rang A, cel

mai mare numar ~ € N* pentru care exista un minor de ordin 7 nenul, iar toti minorii
de ordin mai mare decét » sunt nuli. Rangul matricei nule prin definitie este 0.

Daca folosim aceasta definitie pentru a calcula de exemplu rangul unei matrice
patratice de ordinul trei si avand rangul 1 trebuie sa calculam 9 determinanti de
ordinul doi. Pentru a simplifica aceste calcule enuntam urmatoarea teorema:

Teorema. Rangul matricei A € M, (C) este r daca si numai daca exista un minor

m,n

de ordin ~ nenul, iar toti minorii de ordin  + 1 care contin acest minor sunt nuli.

Demonstratie. Implicatia directa rezulta imediat din definitie. Sa demonstram
cealalta implicatie. Fie o matrice A € M, (C) (analog se demonstreaza si Tn celelalte
cazuri) Pentru =1, presupunem a,, = 0. Minorii de ordin doi, care 1l contine pe a,,

¢ 4 (TR T q Q3 i A QG tia fiind
sunt: d.. =  d., = L d, = L d, = acestia fiin
5 91 Qo 2 ay gy B ay  ay 2 33
. a A a > o a. ‘ a.
nulicu a, =0 avem [} = 2% [P =207 [P =37 [*=23L" unde
ay, ay, ayy ayy

.. - - A - Qa -
cu L] am notat linia & a minorului d. Astfel avem in matricea A: L, = 21, si
all

L, =-LL , deci minorii de ordin doi care contin prima linie sunt nuli, iar
all
determinantul matricei este evident nul (avem doua linii proportionale). Daca a,, = 0

sau a,, = 0, atunci L, = hL2 sau L, = &Li,, deci minorii de ordin doi alcatuiti din
ay as

a doua si a treia linie sunt nuli. Daca a,, = a,, = 0, atunci a doua si a treia linie sunt

identic nule, deci si minorii de ordin doi alcatuiti din a doua si a treia linie sunt nuli.

Pentru cazul r» = 2, fie d,, = 0. Determinantul matricei este nul, deci rangul este 2

(daca numarul liniilor sau coloanelor ar fi mai mare decat 3, analog ca in cazul
precedent am obtine ca toate liniile, respectiv coloanele sunt combinatii liniare a
primelor doua linii, respectiv coloane).

Cunoscand notiunea de rang, teorema rezolvabilitatii unui sistem se poate afirma si
astfel:

Teorema Kronecker-Capelli

ay &+ Y +az = b
Sistemul {a, = + a,y +a,,z = b, este compatibil daca si numai daca rang A = rang A.

Uy T + Y + gz = by

Observatii. 1. Daca rang A = 3, atunci sistemul este compatibil determinat, iar
daci rang A = rang A < 3 este compatibil nedeterminat.




308 Rezolvarea sistemelor liniare

2. Daci rang A =rang A = r < 3, alegem un minor nenul de ordin » al matricei

A, pe care il numim minor principal. Necunoscutele care au drept coeficienti
elementele acestui minor le vom numi necunoscute principale, celelalte necunoscute
fiind necunoscute secundare, acestea din urma fiind considerate parametri. Astfel
obtinem un sistem Cramer cu r ecuatii si » necunoscute.

3. Daca alegem in matricea sistemului un minor principal, atunci pentru ca sistemul
sa fie compatibil, toti minorii de ordin r+ 1 ai matricei extinse care contin acest
minor trebuie sa fie nuli. Numim acesti minori determinanyi caracteristici. Deci putem
afirma urmatoarea teorema:

Teorema Rouché

ay &+ Y +az = b
Sistemul Ja,z+a,y+a,z="0b, este compatibil daca si numai daca determinantii

T + Ay + a2 = by
caracteristici sunt nuli.

Consecinta. Daca b, = b, = b, = 0, atunci in cazul A = 0 sistemul admite numai
solutia (0,0,0), iar in cazul A = 0 exista o infinitate de solutii.

Demonstratie. Deoarece coloana termenilor liberi este identic nula, rezulta ca
determinantii caracteristici sunt nuli, deci sistemul este compatibil. Daca det A = 0,
atunci sistemul are solutie unica, deci numai solutia (0,0,0). Daca det A = 0, atunci

rang A = rang A < 3, deci sistemul este compatibil nedeterminat, adica in afara
solutiei (0,0,0), are o infinitate de solutii.

Observatie. Sistemele de acest tip sunt sisteme liniare omogene si admit
ntotdeauna solutia banala sau triviala (0,0,0).

Exercitii rezolvate

3z —-2y+2=2
1. Si se rezolve sistemul {1z + 2y — 2 =1
z—6y+32=0
Rezolvare.
3 -2 1 3 _9
Matricea sistemului este A =1 2 —1|,cu detA=0; d, = ] =8=0,
1 -6 3
deci este minor principal.  Singurul  determinant  caracteristic  este
3 =2 2

A, =l 2 1] =0, decisistemul este compatibil nedeterminat. Astfel = si y sunt
1 -6 0
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necunoscute principale si z = « necunoscuta secundara, iar sistemul se reduce la

Jr—2y=2—«
sistemul Cramer: [ cu solutiile z = % y = datl

. Deci multimea
r+2y=14a« ’

solutiilor este S = {[%, 4a8+ L ,a]‘a € R}.

T—yYy—2=2
2. Saserezolve sistemul {z +2y — 3z =4 .
3xr+3y—T72=0

1 -1 -1
Matricea sistemului este A =1 2 —3|,cu detA=0; d, = 1 - =3=0,
3 3 -7
deci acesta este un minor principal. Singurul determinant caracteristic este
1 -1 2
A =1 2 4]=-30=0, deci sistemul este incompatibil.
3 3 0

Calculul rangului unei matrice
1 -1 2
Sa calculam rangul matricei A= 2 -2 3
-1 1 -1

-1 1 -1
Elementul a,, =1 = 0, deci rangul este cel putin 1. Consideram minorii de ordin 2
care contin acest element (spunem ca acestia au fost obtinuti prin bordarea minorului
de ordinul 1 cu celelalte coloane si linii), calculand minorii de ordin doi pana céand
gasim unul nenul. Daca nu gasim un asemenea minor, atunci rangul matricei este 1.
1 -1

Prin bordarea cu a doua linie si a doua coloana, obtinem minorul A, = 5 o= 0,

deci trebuie sa continuam procedeul. Bordand cu a doua linie si a treia coloana,
1 2

2 3

determinantul matricei: det A = 0. Deci rang A = 2.

obtinem A, = =—1=0. Deci trebuie sa bordam acest minor, obtinand
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Transformari elementare

Am vazut la proprietatile determinantilor ca adunand la o coloana sau linie o alta coloana respectiv o alta
linie inmultita cu un numar nenul, valoarea determinantului nu se schimba; daca schimbam doua linii sau
coloane Tntre ele se schimba numai semnul determinantului, iardaca inmultim o linie sau o coloana cu un
numar, atunci si determinantul se Tnmulteste cu acel numar; daca acest numar este nenul, atunci reultatul
va fi un numar nul sau nenul Tn functie de valoarea initiald a determinantului (nula respectiv nenula).
Astfel, aplicand asemenea transformari unei matrice, nu se schimba rangul.

Definitie. O transformare elementara de linii (coloane) Tnseamni fie ca:

a) Inmultim sau Tmpartim elementele unei linii (coloane) cu un numar nenul;

b) schimbam intre ele doua linii (coloane);

c) adunam elementelor unei linii (coloana) elementele unei alte linii inmultite cu un numar fixat si nenul 7 .

Vom spune ca matricele A si B sunt echivalente, daci din A putem obtine matricea B prin
transformari elementare. Folosim notatia A ~ B.

Observatii. 1. Daca B poate fi obtinutd din A prin transformari elementare de linii, atunci inseamna
ca sistemele liniare asociate matricelor A si B ca matrice extinse sunt echivalente, adica unul poate fi
obtinut din celdlalt prin Tnmultirea unor ecuatii cu un numar nenul, schimbarea ecuatiilor, adunarea unor
ecuatii Tnmultite cu un numar fixat la alte ecuatii.

2. Daca B poate fi obtinuta din A prin transformari elementare, atunci si A poate fi obtinuta din B

prin transformari elementare, deci aceste transformari sunt inversabile.

Exemple
1 -1 2
1. Sa calculam rangul matricei A =| 2 —2 3 | cu ajutorul transformarilor elementare.
-1 1 -1
1 -1 2 1 -1 2 1 2 -1 12 -1 10 —1
L,—2L —L, Cy =0, L,(-1) L—2L,—L,
2 -2 L 0 0 —1]°~"’[0 0| ~"0 1 0 Lff,“__gf,go 1o
-1 1 -1 0 O 1 0 1 0 01 0 00 O

Aceasta ultima matrice are rangul 2. In fiecare caz prin asemenea transformari, ajungem la o matrice I,

in coltul stang superior al matricei, iar in restul liniilor (sau a coloanelor) numai cu zerouri, unde
r=rangA.

32 -2y+2=2
2. Consideram sistemul {z + 2y —z =1 . Sa verificam ce Tnseamna din punct de vedere al sistemului
z—6y+32=0
transformarile elementare de linii aplicate matricei extinse? Tn continuare tratim paralel aceste schimbari:
3—2y+z2=2 |3 -2 1 |2
L3
r+2y—z=1 1 2 _—11l~
r—6y+32=0 1 -6 310
2 1 2
Tyt -z=— 1 22 12
3 3 3 3 313 L,—L —L
R B
r+2y—z=1 ~11 2 =111 ~
L3 —LIHL'?
z—6y+32=0 1 -6 310
Scadem prima ecuatie din celelalte doua.
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2 2 2 1 2
rT——y+t—z=— 1 - =1z
373 3 3003 |3
8 4 1 8 8 4|1 |byh
—Yy——2z=— s — ~ |0 — —— - ~
3 3 3 3 3 313
608 2 o 16 8 |2
3773 3 3 313
1 2
T—-Y+—-z=— 1 22 172
37 3 3 313 j
L+2L —L
y-1.-1 ~loo1 SR pLpraeT
2 8 2|8 L:er?LzHL:s
8 16 8 2
—SYytoz=— 0 —— = |-=
3 3 3 3 3
- . . 2 . 16 .
Inmultim a doua ecuatie cu 3 apoi cu 3 si 0
adunam la prima, respectiv la a treia ecuatie.
. _3 3
1 10 0 4
1
y——z== ~10 1 L)L
2 8 218
0=0 00 0 |0

Nu mai putem efectua alte transformari. Observam ca ultima linie este nul, deci rang A = rang A = 2.

. . .. 3 1 1 . . .
Alegem parametrul z = « si astfel obtinem solutiile z = 7 y = 3 + §a si z = a . Deci cu ajutorul

transformarilor elementare putem rezolva si sisteme de ecuatii fara a verifica dinainte compatibilitatea.
Elementele cu care am Tmpartit la fiecare pas (elementele incercuite) se numesc elemente pivot.

r—y—z2=2
3. Sa rezolvam sistemul {z + 2y — 3z =4
3z+3y—72=0

1 -1 —1(2 L -1 —1)2 I -1 -112
L,—L—L, L,:3
12—342&“0—243v01—gé
L3*3L1*>L3 L3—2L2HL3 3 3
3 3 —-7]10 0 6 —4|-6 00 0 |-14
Observam cia nu mai e nevoie de alte calcule, deoarece ultimei linii Ti corespunde ecuatia

0-z+0-y+0-z=—14, deci sistemul este incompatibil. Tn general, daca obtinem numai zerouri pe o

linie a matricei si un numar nenul Tn coloana termenilor liberi pe aceeasi linie, atunci sistemul este
incompatibil.

T—y—2=2
4. Sarezolvam sistemul {z +y—22=4.
204+ 2=1
I -1 —112 L =1 —1]2 L1
L,—L —L L,:2 L,:4
11 =2 4L:—2?1ﬁ;0 —112 Lr?%;;o 1 —% 1 Lﬁ;‘;ﬂ

2 0 11 0 2 3 |-3 0 o [ |-
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10 —g 3 7
1 Lyaly =L 2 : 1
~10 1 —= ~ 0 1 1(.Deciz=—,y=1, z=—.
2 L4311 4
5 179 T 1
00 1 |_2 0 0 1|2
4 4
Sa verificam ce se Tntdmpla, daca termenii liberi sunt arbitrari, adica sistemul este
r—y—z=2>0
TH+y—2z=0,.
2z + 2z =1
1 -1 —11p, L =1 =1 1 21 _ g
Ly=L =1 Ly:2 1 —bl + bz
1 1 -2 bt | —1|=b +b, RN @ 5 . ~
2 0 1 b3 0 2 3 b:ibel 0 0 7b17b2+b3
b +b
1o _3] AT EFSIE P 44
2 2 . 0 g' 87 8°
Ly 1 —b +b L+5L—1 5 3 1
P L —1 2 fo 1 0|—=b+=b+=0,1.
4 +Ly 1 2 L +=L,—L 8 8 8
00 1 [=b—b4b| > OO0 1 1 1
S e T —=b ——b, + =0,
4 4 4 4
113 o1 3
- 8 8 8|y 8 8
Deci |y|= 531 b,| Rezultici A™' = o3 Ly
8 8 8 8 8
ol 1o _L 1t
4 4 4 4

De fapt a aplica transformarile termenilor liberi, este acelasi lucru cu a aplica transformarile matricei 1,

xz bl bl bl
deoarece sistemul initial se poate scrie si astfel: A-|y|=1,-b,| I, -|b, | =|b,
z b, b, b,

Deci cu transformarile elementare de linii din care obtinem dintr-o matrice A matricea I, , din matricea

I, obtinem matricea A~'. Dacd la un pas schimbdm doua coloane Tn prima matrice, atunci schimbam
coloanele corespunzatoare in a doua matrice. Pentru efectuarea acestor transformari putem construi un
algoritm foarte simplu:

1. Scriem coloanele matricei I, dupa coloanele matricei A, obtindnd astfel o matrice 3 x6:

M=(4 | 13)

2. Efectuam transformari elementare cu linii Tn matricea M astfel ca in primele 3 coloane si apara
matricea I, . Daca avem nevoie de schimbarea coloanelor ¢ si j, atunci schimbam si coloana 3+ cu
coloana 3+ ;.

3. Ultimele 3 coloane formeaza matricea A~ (daca matricea A nu este inversabila, atunci la un
moment nu mai putem continua, avand o linie sau o coloana identic nula.




Rezolvarea sistemelor liniare

313

1 2 -1
Exemplu. Si calculam inversa matricei A =3 0 2
11 1
Solutie
2 -11 0 0 1 2 —11 0
—3L1+L__)HL2
= ~ -3 1
(A|1,,) 30 200 10 ) 5(-3
1 1 1(0 0 1 0 -1 2|-1 0
2 1
1 2 —1f1 0 0 10 210 3
1
o] PR S S b ] PRI (B R
6| 2 6 Ly+Ly—L, 6| 2 6
0 -1 2|-1 0 1 7 1 1
00 |-||-7 —=
6ll 2 6
IOEO l0 100g 3
6 3 3 5 7 7
7%:% T Oaf«ﬁirﬂzo Lollo2
6| 2 6 7%L3+L1HL1 7 7
00 1|3 16 0o 1].3 L
7 T T 7 7
2 3 _4
T 7
Deci R N S
7 T 7
3 16
T 7
Exercitiu rezolvat
Sa efectuam urmatoarele inmultiri de matrice:
7 0 0 1 2 T 27 1 00 2 1 2 2 1 2
a)|0 1 0|-|-2 1|=|-2 1]|; b)|0 7 0|-|-1 2 1|=|-7 27 7|;
0 01 3 1 3 1 0 01 3 0 3 3 0 3
1210 1 27 2 1 2|11 0 0 2 T 2
c)—21[0 J——z 7|; d) [-1 2 0 7 0|=|-1 27 1|;
T
3 1 3 7 3 0 0 0 1 3 0 3
1 0 0|2 1 2 2 1 2 0 0 1|1 2 3 1
e)|0 0 1||-1 2 1|=[3 0 3|; )0 1 0||-2 1|=|-2 1
01 0|3 0 3 -1 21 1 0 03 1 1 2
2 1 2|11 0 0 2 21 120121
g -1 2 1//0 1|=|-1 1 2f; h)—21[10]_1—2;
3 0 3]0 1 0 3 30 3 1 1 3
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1 0 7||2 1 2 2437 140-7 2437
ij|0 1 0f|-1 2 1|=| -1 2 1 ;
00 113 0 3 3 0 3
1 0 0|1 2 1 2
ilm 1 -2 1|=|7-2 27+1{;
0 0 1)3 1 3 1
2 1 2|1 0 7 2 1 27+2 1 2 1 0 1+27 2
k)|-1 2 1|0 1 0O|=|-1 2 —7+1|;1) (-2 1[7_ 1]:2+T 11.
3 0 3/]|0 0 1 3 0 3r+3 3 1 3+7 1

Observatii. 1. Din exemplele de mai sus observam ca fiecarei transformari elementare 7i putem asocia
0 matrice, dupa cum urmeaza:

7 0 0] (1 0O
a) Daca in matricea I, fnmultim coloana ¢ cu un 7 (obtinand matricele |0 1 0f, (0 = 0],
0 01 0 01
1 00
0 1 0}), Inmultirea la stdnga a unei matrice de tip 3 x k£ cu aceasta matrice, inmulteste linia ¢ cu =
00 7

si raman neschimbate celelalte linii, acelasi lucru intamplandu-se cu coloanele daca inmultim la dreapta o
matrice detip k£ x 3 (exemplele a), b), c), d)).
00 1l {1 0O
b) Daca in matricea I, schimbam coloanele ¢ si j (4 = j) (obtinand matricele {0 1 0f, |0 0 1],
1 0 010 1 O

010
1 0 0})Inmultirea la stdnga schimba liniile 7 si j, iar la dreapta coloanele (ex. e), f), g), h)).
0 01

c) Daca in matricea I, lasam diagonala neschimbata si pe pozitia (7, j) (¢ = 7 ), schimbam zeroul cu un
7, inmultind la stanga cu o matrice, este echivalent cu inmultirea liniei 7 cu 7 si adunarea la linia j.

Acelasi lucru se intdmpla cu coloanele la inmultirea la dreapta. (ex. i), j), k), I)).

2. Pe baza proprietatilor precedente transformarile folosite la calculul determinantilor pot fi considerate
si ca Tnmultiri cu matrice de forma speciala. Pentru fixarea notiunilor vom numi aceste matrice
transformari elementare.

3. Determinantii transformarilor elementare in cazul a) sunt egali cu 7, Tn cazul b) cu —1, iar in cazul c)
cul.

4. Daca det(A) = 0, notim cu E,, E,,..., E, matricele asociate transformarilor elementare cu ajutorul

carora obtinem matricea identitate. £ -E_, -...- E, - A = I,. Deoarece det A = 0, existi A~ si astfel
obtinem (inmultim la dreapta cu A™'): E, -E,_ -...-E -1, =A". Deci intr-adevar daci prin
transformarile B, — E, — ... — E, din A obtinem I, , atunci cu aceleasi transformari din I, obtinem
A
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5. Orice matrice inversabila se poate scrie ca produsul unor transformari elementare,
A=E"-E,"..E'. Daci la pasul i elementul pivot este p,, adici am Tmpartit cu ¢ o linie sau o
g . 1 _ . . -
coloani, atunci det E, = — , astfel det ;' = p, . Deci determinantul matricei este produsul elementelor
b;
pivot respectiv (71)’“, unde % este numarul schimbarilor de linie sau coloana.

Exercitii rezolvate

1. Sa se rezolve urmatoarele sisteme liniare
a) folosind regula lui Cramer;
b) folosind metoda eliminarii;
c) calculand inversa matricei sistemului;
d*) cu ajutorul transformarilor elementare.

[6x+5y:17 20+ 3y — 4z =—1
. s II. ;2 4+y—2=0
13z + 7y =10 w9yt dr—4
Rezolvare
6 5 17 5
I. A = =42—-65=-23, A, = =119 —-50 = i
a) 13 7 65 3, A, 10 7 9—50=169 sl
—-11 17
A, 3 10 110 — 51 161 . Deci
N Vs [
A —23 A —-23
II.
2 3 —4 -2 -1 -4
-2 -1
A=]1 1 —-1|=|0 0 1= =-—1;
3 2
-1 -2 4 3 2 4
—1 —4 -1 -1 —4
3 -1 -1
A = 1 —1=|0 0 -—-1= 49 =2
4 =2 4 4 2 4
2 -1 —4 -2 -1 -4
-2 -1
) 0 0 O 5 4 5:
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2 3 -1 2 1 -1 1 1
Ay=11 1 0f=[1 0 0|==  |=-3
-1 -2 4 -1 -1 4
Astfela::ﬁ:—Z,y:ﬁ:S sizzﬁz&
A A A
b) I. Inmultim a doua ecuatie cu 6, prima cu 13 si le scadem. Obtinem
. . 17—
—23y = —161, deci y = 7. De aici rezulta z = =5y _ -3.

II. Schimbam primele doua ecuatii si efectuam pe rand urmatoarele transformari:

x+y—2=0 r+y—2=0 r+y—z=0
24+ 3y—4dz=-1<=2y—22=-1 <= jy—2z2=-1
—r—2y+4z=14 —y+3z=4 z2=3

Astfel y=22—1=5siz=—-y+2=-54+3=-2.

| . Forma matriceala este
6 5| (z 17
13 7 '[y]_ 10"

o 6 5 t 6 13) . 7 =5
Transpusa matricei A = 13 7 este ‘A = 5 7|8 adjuncta A = 13 6
1 (7 -5
Dar detA=6-7T—5-13=—-23, deci A' =——. si astfel obtinem
23 |13 6

solutia
z 17 1 7 =5) (17 1 69 -3
— Ail . _ . . = —— = .
[Z/} 10 23 |—13 6 ||10 23 |—161 7
II. Scriem sistemul sub forma:
2 3 4|l -1
1 1 —1fly|=|o0
-1 -2 4 (|7 4

2 3 —4
Transpusa si adjuncta matricei A= 1 1 —1|sunt
-1 -2 4
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2 1 -1 2 —4 1
‘A=|3 1 -—2|sid=|-3 4 -=2|.
-4 -1 4 -1 1 -1
-2 4 -1
. _ 1 x
Cum det A = —1 obtinem A™' = A =13 -4 2
det A
1 -1 1
Tn consecinta solutia sistemului este
T -1| (-2 4 -=1][-1] (-9
=A"0|=[3 -4 2] 0(|=]|5
z -1 114 3
5 17 23
I [6] 517|561 % %L2—13L1—>[,21 6 ry in[—@h % %
Sl R FU) o PP B 0 |-23]|_ 161 0 1|7
6 6
L-2L L (1 0|-3
1762 1 Co _—
[0 1 ],dem:c 3siy="7.
208 4l f1 1 -l Lt 1o
IL[1 1 1[0 '~°2 3 —4|-1? ~ °* 2| —1|~
L3+L14L3
-1 -2 4 |4 -1 -2 4 |4 0 -1 3|4
10 1|1 00— , _
L17L2*>L1 LlngﬂL1 2 . I 2
~ 01 —2|-1 ~ 0 1 0| 5],deci|y|=]|5
Ly+L,—L, Ly+2L,— 1L,
00 113 0 3 z 3

2. Sa se studieze compatibilitatea urmatoarelor sisteme liniare, iar in caz de
compatibilitate sa se rezolve in R :

T—=3y+z2=3 T+y+z=3 r—2y—2=3
a){2z+y—2=0,; b){2z2+y—2=9,; c){—=z+y+22=0.
dr—dy+2=6 T—2y—3z=2 3xr—4y—52=06
1 -3 1
Rezolvare. a) Solutial. Determinantul sistemului este |2 1 —1/=0, deci
4 =5 1
1 -3

nu este sistem Cramer. A, = =T =0, deci poate fi ales ca minor principal.

2
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1 -3 3
Singurul determinant caracteristic este |2 1 0| = 0, deci sistemul este compatibil
4 -5 6

nedeterminat.
Observam ca = si y sunt necunoscute principale, iar z = o necunoscuta secundara.

r-3y=3-a 3+ 2a

, care are solutiile z =

aER}.

Astfel trebuie si rezolvam sistemul [
2r+y=«a

siy= 3a7 6 . Deci solutiile sistemului sunt S = {[

Y

34+2a 3a—6 ]
,Q

Solutia 2.
1 -3 1|3 1 -3 1|3 ve ik
Ly—2L,—1L, LT 3 6 | L+3L,—1,
2 1 -0~ Mo —3]-6|, ~ 10 1 i
4 -5 116 0o 7 -3|-6 0 0 0 0
1o 2|3
7|7
~10 1 _3|.¢ , deci solutiile sunt z = a, x:§+ga si y:—§+§a.
7|7 77 7T
00 010
1 1 1
b) Solutia 1. Determinantul sistemului este A=2 1 —1=-5=0, deci
1 -2 -3
putem aplica regula lui Cramer:
31 1 1 3 1 1 1 3
A =19 1 —1:—10,Ay:2 9 —1|=—-15,A, =12 1 9/=10.
2 -2 -3 1 2 -3 1 -2 2
. .. A A . A
Deci solutiilesunt z = =+ =2, y=—*2L=3si 2=—2=-2.
A A A
Solutia 2.
11 113 11 1|3 11 113
Ly=20— L, Lyx(-1) L—L—1
2 1 —-119 L 0 -3 3|~l0 1 3 L
1 -2 =32 0 -3 —4|-1 0 -3 —4|-1
10 -2 6 1 -2 6 100 z 2
01 3| -3|%0 3| =3[0 1 0] 3| decily|=]3
L=3L,—1,
00 [ |10 |0 0 1 |-2 00 1|-2 zl =2
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3. Sa se determine valorile reale a,b pentru care sistemul urmator
a) este incompatibil; b) este compatibil nedeterminat si sa se rezolve in acest caz:

ar+y—22=2
2r+y+32=1
2a—Dz+2y+2=0

Rezolvare. Solutia 1. a) Daca sistemul este incompatibil, atunci determinatul
sistemului este 0 (matricea sistemului fiind o matrice patratica). Ecuatia

a 1 -2
A=| 2 1 3 |=0 se poate scrie sub forma:
20—1 2 1

a+3(2a—1)—8+2(2a—1)—6a—2 =0 adici 5a —15=0.
Deci A = 0 numai pentru a = 3. Tn acest caz obtinem sistemul:

3z4+y—2z=2
2z+y+3z2=1.
Sr+2y+z2z=10

De aici putem observa ca 5z + 2y + z = (3z + y — 22) + (2z + y + 3z), deci pentru
b =3 sistemul ar fi compatibil. Astfel conditia de incompatibilitate este a = 3 si
b=3.

Observatie. Putem obtine acelasi rezultat si din conditia ca rangul matricei extinse
sa fie diferit de rangul matricei sistemului. Daca folosim acest rationament, atunci

3 1
putem lua ca minor principal = 1=0 si b trebuie sa fie diferita de solutia
3 1 2
ecuatiei 2 1 1|=0.
5 2 b
b) Din a) rezulta ca sistemul este compatibil nedeterminat pentru ¢ = 3 si b = 3.
—22=2
X 3z +y—2z 3 1
In acest caz avem sistemul {2z +y+ 3z =1 cu minorul principal 5 1|7 1=0.

Sr4+2y+2=3
3z+y=2+4+2c

Alegem z = o, astfel
gem z =« 24+ y=1-3a

,deci z=1+5basiy=—-1-13a.
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Solutia 2.
1 3|1
a 1 212 1 3|1 L by
L <—>L2 L] 2 L 7u,L] 4>L2
2 1 1| ~ a 1 -2(2|~ a 1 —-212 ~
L~(2a-1)L, —L,
2a—1 2 1 |b 20—1 2 1 |b 2a—1 2 1 |b
T R
1
0 2—a —-4-—3a 4—a Ly—-2L,— 1L, 2—a —4-3a|4—a| bs
2 2 2 2 2 Ly=L,
0 5—2a 5—6a |20—2a+1 0 l E 20— 7
2 2 2 2 2 2
;1 3 1
9 9 9 LI’L*QHLI 1 0 -5 4—b
0 1 13 |2-7 A 01 13 27
Ly .
0 2—a —4—3a|4—al” 27 *l0 0 5(a—3)|ab—4a—2b+9
2 2 2

Sistemul este incompatibil daca si numai daca ¢ —3=0 si ab—4a—2b+9 =0, adica a =3 si
b=3.

Sistemul este compatibil nedeterminat daca si numai daca ¢ —3 =0 si ab—4a—2b+9 =0, adica
a=3sib=3.

n acest caz avem ultima linie nula, z=q«, r=4—b+5a=1+ b« si
y=20—7—13a=-1-13c.

4. Sa se determine valorile parametrului m € R pentru care sistemul

T+2y+z2=1
T—Y+2z2=2
2mx +m'y + 3z =3
admite solutie unica. (Admitere 1997)
Solutie. Sistemul admite solutie unica daca si numai daca A = 0, unde
1 2 1

A=|1 -1 2.
2m m* 3
Dezvoltand determinantul dupi regula lui Sarrus obtinem A = —m*+10m —9.
Radacinile ecuatiei m® —10m + 9 =0 sunt m, =1 si m, = 9, deci sistemul admite
solutie unicd pentru m € R\ {1,9} .

5. Si se rezolve sistemul 7 —ay + a2 = a*

r—by+bz="b"
x—cy+62z:c4

dacia=b=c=a.
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Solutia 1. Determinantul matricei sistemului este
1 —a d

A=l —b b|=—(b—a)c—a)(c—0b)=0 (Vandermonde).

1 — ¢
Astfel putem aplica regula lui Cramer. Calculam determinantii:
4 2 3 4 2 2 4
a a a 1 a a 1 a a 1 a a

A =" b Vl=—abe-l b B[, A, =1 b Bl=—[1 b b|si

¢t ¢ ¢ 1 ¢ ¢ 1 ¢t & 1 ¢ ¢
1 a a
A, =1 b b,
1 ¢ ¢
1 a a’
1 b*+ab+ad’

A, =—abc-|0 b—a b —ad’|=—abc(b—a)c—a)-

2 2

1 ¢c"4+ac+a
3 3

0 c—a ¢ —a

=—abc(b—a)c—a)(c—=Db)(a+b+c),
A, == —a’)(¢ —a’)(¢* —b*) = (b—a) e~ (c = b)(a+b)(b+e)(c +a),

4
1 a a

Ay=—|0 b—a b —a'|=—(b—a)c—a)-
0 c—a c¢'—ad

:—(b—a)(c—a)~[c3—b3+a(02—b2>+a2(c—b)]:

1 b +ba+ba’+a°

1 F+cfa+ca®+a°

:—(b—a)(c—a)(c—b)-[62+cb+b2—|—ac—l—ab+a2].

. .. . A
Din relatiile obtinute rezulta = = Kl =abc(a+b+c),

y:%:(a—l—b)(a—{—c)(c—i—b) si z:%:ag+bg+c2+ab+ac+bc.

Solutia 2. Consideram functia polinomiald P(t) = t* — ¢’z + ty — x . Ecuatiile date
exprima faptul ca numerele a, b si ¢ sunt zerourile lui P, deci

P(t) = (t—a)(t = b)(t —c)-Q(t) (*).
Pe de alta parte grP =4, deci @ este o functie polinomiala de gradul ntai si
coeficientul termenului dominant este 1, adica Q(t) =t + s. Coeficientul termenului

t* in produsul (¢t —a)(t—b)(t—c)(t+s) este s—a—0b—c, deci egalitatea (*)
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implica s=a+0b+c. Dupa efectuarea operatiilor si identificarea coeficientilor
obtinem:
z=(a+b+c) —ab—ac—bc=a*+b +c +ab+ac+ be,
y=(a+b+c)(ab+ac+bc)+abc=(a+b)(a+c)(b+c)si
z=abc(a+b+c).

Exercitii si probleme
1. Calculati rangul urmatoarelor matrice:

1 =1 0 1 9 3 1 0 2 0
a)A=|2 1 —1;b)A:_1 9 _3;c)A:1 -1 0 0
0o 3 -1 3 0 1 -1
2. Calculati inversele urmatoarelor matrice:
-1 -3 8 -7 —4 4
Ay —4]; LT —9]; 3 5];
9 -9 —-10 -9 2 3
a9, 1]; e _, _1]; ﬂ[3 ];
3. Calculati inversele urmatoarelor matrice:
7T -2 8 -4 4 0 7T 5 =7
a)|b —8 6]; b) [-9 10 0}; c)|l0 -2 3
2 8 2 -8 3 1 8 7 —-10
10 -6 -3 5 1 5 6 -7 —10
d|-5 7 —1|; €| 0 1 0f;, H|2 3 0
6 0 -4 -10 9 -9 -2 =2 1
4. Determinati valorile parametrului m € R astfel ca matricea
2 z 3
A=z -1 =z
1 2 m
sa fie inversabila pentru orice z € R . (Admitere, 1998.)
5. Fie matricele
1 2 3 69 8
A=|2 3 4|si B= 01 6]'
3 4 1

Rezolvati ecuatia XA = B.. (Admitere, 1999.)
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6. Rezolvati urmatoarele ecuatii:

3 6 8 1 4 5 4 1 0 1 11 0 1 2
a) X1 3 1|=|2 7 5|;b)|1 2 3|-X-|0 1 1|=|1 0 2|.
1 6 3 3 78 5 0 2 0 01 2 01

7. Rezolvati sistemele de ecuatii:

2r -3y =3 xT—2y =3 3r4+y—2z=2 T—y=>
: ; ;d ;
Wiy =s P oriay=—6 Jo—yrz=5 Vi
T—2y+2=6 x+z2=3 T—y+z2=2
e){-2z+y+z=-3;f){22+y+2=3 ;g {2r+y+z2=3
T+y—2z=-3 —T+y—22=-6 3y—z=2

8. Rezolvati sistemul stytz=a

T+ey+ez=0b
T+eyt+ez=c
daca a,b,c € C si ¢ este o radacina de ordinul trei a unitatii. (Admitere, 1998.)

9. Rezolvati sistemul az + by +cz =0

becx 4+ acy + abz =0,
r+y+z=1

dacia=b=c=a.
10. Determinati valoarea parametrului m € R astfel ca sistemul

r+y+z=1
z+2y+mz =2
r+4y+mzt =4

sa admita o solutie unica si rezolvati sistemul Tn acest caz. (Admitere, 1999.)
11. Discutati sistemul liniar

1+Nz+y+2=0
r+1+Ny+z=2A
z+y+1+A)z=\
n functie de parametrul real A € R. (Admitere, 1999.)
r+ay+az+a =0
12. Rezolvati sistemul {2z + by + 0’2+ =0 daci a =b=c=a.

THcey+cz4+c =0



324 Rezolvarea sistemelor liniare

13. Determinati solutiile sistemului

x Y z
-+ —1
(a+ @) a+a b+«
x Y z
+ - =1
(a+ 8 a+pB b+p
T
(a+v) a+v b+y

daca «, 3,7 sunt numere distincte doua cate doua si fractiile au sens.
14. Discutati si rezolvati urmatoarele sisteme liniare:

ar+y+z=1 ax+4y+72=0
a)jz+ay+z2=>0,abeC; b) 2c+ay+72=0, a € R;
z+y+az="0 7 —2y+az=0
(m+1)zx+y+2=0 ar+ Oy +2z=1
c)iz+2(m—-1)y—2=0,aeR; d){az+(26-1)y+32=1 , a, BER.
z—2y+az=0 ar+Py+(8+3)z=26-1

15. Demonstrati ca pentru a,b,c € Z sistemul

1
Ea::aac+by+cz

1
<§y:cx+ay+bz

1
Ez:bx—i-cy—i-az

admite numai solutia z =y =2 =0. (Admitere, 1987.)
16. Rezolvati sistemul

—bx 4 az = cxz
br —cy = ayx
cy —az = bzy

daci a,b,c € R".
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SISTEME LINIARE CU 71 NECUNOSCUTE SI DETERMINANTI DE ORDIN 71 .

Tn acest paragraf definim determinantii de ordin n si extindem toate teoremele din
acest capitol la cazul sistemelor cu n necunoscute (matricelor de ordin n).

Definitie. Dacd A = (%) — €M, (C), atunci numim determinantul matricei A

j=Ln

numarul Z% ,, unde D,; este complementul algebric al elementului a,,, deci
j=1

D, =(=1)""-d,;, unde d,; este minorul corespunzator elementului a,; (adica un

determinant de ordinul n —1). Astfel
detA = Zau Dy,
j=1

Observatie. d,; fiind un determinant de ordin n —1 si determinantul de ordin 2
fiind definit, pe baza principiului inductiei matematice rezulta ca definitia este corecta.
Am vazut ca determinantii de ordinul 2 si 3 se pot defini si cu ajutorul permutarilor,
ceea ce Tn cazurile respective nu era indicat. Tn cazul determinantilor de ordin n, de
foarte multe ori calculul este usurat de folosirea permutarilor. Deci determinantul de
ordin n se poate defini si in modul urmator:

Definitie. Daci A = (a,) _ € M, (C), atunci

i,7=1,n

detA = Z O )y 1)) " O -

oes,

Pentru a demonstra echivalenta celor doua definitii este suficient sa aratam ca folosind
aceasta definitie putem obtine aceeasi recurenta pentru dezvoltarea determinantului.
Folosim un argument inductiv, dupa ordinul determinantului. Pentru n = 2 si n = 3
am vazut ca cele doua definitii sunt echivalente. Presupunem ca dezvoltarile sunt
echivalente pentru £ < n — 1 si demonstram ca sunt echivalente si pentru n . Fie

A= (aq)l ., 0 matrice. Demonstram ca suma det A = > e(0)y 1 G a) i

ges,
este chiar dezvoltarea dupa prima linie (de fapt suma fiind simetrica, este dezvoltarea
dupa o linie/coloana arbitrard). Grupam termenii sumei care contin a,; si astfel

coeficientul lui a,; este chiar > &(0)ay, +a
€S,
o(1)=

no(n) *

1 2 ik o n
1 2 o ke -1
1) 7(2) - 7(k) -+ T(n-1)

Pe de alta parte daca din permutarea o = [ construim

permutarea [ ] dupa regulile

ok +1), pentru o(k + 1) <

k) = ,unde 1 <k<n-—1.
o(k+1)—1, pentru o(k+1)>




326 Rezolvarea sistemelor liniare

Sa vedem un exemplu concret: pentru n = 6, j = 3, cu transformarea de mai sus din

1 2 3 45 6
permutarea o = 3415 6 2] obtinem
1 2 3 4 ) 1 2 3 4 5
T:[(4—1) 1 (5-1) (6-1) 2 :[3 1 4 5 2]'

De fapt de ce aceasta permutare? Permutarii o Ti corespunde Tn determinantul matricei
de tip 6 x 6 produsul ¢ (0)a,,a,,a,a,50::a, . Suprimand prima linie si a treia coloana
n aceasta matrice, in minorul lui a,, fiecare linie ,,urca” o pozitie, coloanele dinaintea

coloanei a treia din matrice Tsi pastreaza pozitia, iar coloanele de dupa coloana a treia

,»,Se mutd” cu o coloana la stinga. Astfel elementele din produsul anterior vor fi pe
pozitiile: a,, — (1,3), a;; — (2,1), a,; — (3,4), a5, — (4,5) si a5 — (5,2).

£ Fal fal £1. £
1T HIE }y bt T - T

gy Gy Gog oy og
Ggp 3z Cag  fgp g
Uy Gy Gz Oy (g

Qg Ggp  Gey gy Ogg
B! 63 Qe T O

Inversiunile din permutarea o sunt (1,3), (1,6), (2,3), (2,6), (4,6), (5,6). Primele
doua inversiuni dispar in permutarea 7 , iar celorlalte le corespund (1,2), (1,5),
(3,5) respectiv (4,5). Acest fapt este ilustrat bine Th urmatoarea figura:

1 2%3 4 5 6
|3 ! l H l) £)
1 2 3 4 5

Deci de fapt au disparut inversiunile (1,k) cu o (k) < 3.
Tn consecinta in cazul general avem e(o’) = (—1)''e(7), deoarece dispar inversiunile

(LE), o(k)€{1,2,...,5—1} sisuma  &(0)ay, . -a,,,, devine
o€S,
o(1)=

i
(_ ]‘)j+ z E(T)a’l'r(l) ’ ”a’nfl'r(nfl) ’
TES, |
deoarece din 7 putem reconstrui in mod unic permutarea o si Se obtin toate permuta-
rile posibile 7. Astfel folosind ipoteza de inductie rezulta

n

Z €(U)ala(l)a20(2) Oy = Z (_ 1)j_la1jdlj

€S, j=1
unde d,; este determinantul matricei ce se obtine suprimand prima linie si coloana j .
n consecinta cele doua definitii sunt echivalente.
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Desi in prima definitie folosim numai dezvoltarea dupa prima linie, putem arata ca
obtinem acelasi rezultat dezvoltdnd determinantul dupa orice alta linie sau coloana.
Aceasti proprietate o formulam Th urmatoarea teorema.

Teorema. Deteminantul se poate dezvolta dupa orice coloana sau linie, adica

detA:zn:aik- D, Zak]- o Vi, j=1n.
k=1

Demonstratie. Pentru n =2 si n =3 am demonstrat aceasta proprietate, deci pe baza principiului
inductiei matematice este suficient sa demonstram ca dacd proprietatea este adevarata pentru orice
determinant de ordin (n — 1), atunci ea este valabila si pentru orice determinant de ordin.

Fie A€ M, (C) o matrice de ordinul n

1+
detA Zalj 15 Zalj ] lj:
= Zau (_1)1#7 Zazk (_1)071)”: dz/\'] + Z iy, _1)(171)“%’71) dzkj =

k=j+1
_ Zzalj l/\ :+lv+J d + Z Z alj lk I+]-'+j*1 dlk]‘ _
Jj=1 k=1 j=1 k=j+1
= Z iy, (_1)7’” ay; (=1 dzkj + Z Q. (_1)7H Qy; (_1)‘771 dik] =
kj=1 k=1
k<j k>j
= Z Z a, (=1) . al/( 1y dm; =T Zzam Hk a; (_1)j+1 dmg =
F=1 j=kt1 =1 =1
_Zalk( 1) Za“( 1]Hd — Za“ l)JdW
j=k+1
unde d,, Zak ()", + Z (1) g, reprezinta dezvoltarea minorului d,; dupa
k=j+1

linia i—1; de fapt se obtine din determinantul initial prin suprimarea liniilor 1 si ¢ respectiv a
coloanelor % si j. Deci in acelasi timp este si minorul elementului a,; T determinantul obtinut prin

suprimarea liniei 4 si a coloanei & n determinantul initial.

k-1 n
1+j 1+(5-1)
Astfel dpy =Y a, ()" dy + > a, (1),
j=1 J=k+1
unde d,, este minorul corespunzator elementului a,, Tn determinantul initial de ordin n .
Astfel det A = Zam Y, = Z(L‘kD
deci det A poate fi dezvoltat si dupa Imla i.
(i i I ST ib) Ui+ 0 M- 13 gy o e
g - 2% Qerry o+ Gy % R
G-t Gine Opng-1y G Genpny o0 Gangon ey Gengen o G
s o Ty E Ty e 7 e R T
Qaprn gy Qanp—y  %geve Yediesy oo Qorng-y Yy Qengn 0 Qe
Gy Qgy  --r Oy nle Ooprry  -o0 Gagyy g Qogrry -0 Oon

Ca si in demonstratia de mai inainte putem obtine dezvoltarea det A = Z a,;D;; pornind de la
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dezvoltarea det A = Z a, D, , deci este suficient sa demonstram aceasta egalitate.

i=1
Si in acest caz folosim principiul inductiei matematice. Presupunem ca orice determinant de ordin
(n —1) poate fi dezvoltat dupa prima coloana. Conform definitiei avem

detA =) a,D, =a,D,+Y a,(-1)" [E a ()" | =
J=1 j=2 k=2

n

=a,D, + Zakl (_1)1H [Z Qy; (_1)(‘771)“ d/fl] =a,D, + Za’kl (_I)Hk dy =
= =

k=2

=a,D, + Za’lekl = Zalekl )
k=2 k=1

unde dj, este minorul lui a,, T d;, si este In acelasi timp minorul lui a,; n d,,; de fapt este
determinantul matricei obtinuta prin suprimarea primei coloane si a coloanei j respectiv a primei linii si
aliniei % .

Consecinta. Toate proprietatile determinantilor de ordin 3 se extind in mod
automat la determinantii de ordin superior, deoarece de fiecare data dezvoltand
determinantul dupa o linie (coloana), proprietatea se reduce la proprietatea

corespunzatoare a unor determinanti de ordin inferior.
In urmatoarea teorema am formulat cele mai importante proprietati:

Teorema. Daca A, B,C € M, (C), atunci urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

a) det A = det ‘A, unde ‘A este transpusa matricei A

b) Daca schimbam fntre ele doua linii sau coloane ale matricei A, atunci se
schimba semnul determinantului.

c) Daca inmultim elementele unei linii (coloane) cu un numar fixat «, atunci si
determinantul se Tnmulteste cu « .

d) Daca A are doua linii (coloane) identice sau proportionale, atunci determinantul lui
Aeste 0.

e) Daca A si B difera intr-o singura linie (coloana), atunci

det A+ det B =detC,
unde matricea C' se obtine adunand liniile (coloanele) neidentice si pastrand toate
celelalte coloane.

f) Daca inmultim elementele unei linii (coloane) cu un numar fixat « si le
adunam la elementele corespunzatoare ale unei alte linii (coloane) atunci
determinantul nu se schimba.

g) Daca o linie (coloana) este combinatia liniara a altor linii (coloane), atunci
determinantul este 0.

h) detA=> a,D, =) aD, Vij=1n.
i=1 j=1

i) ED%DUC =0,daca k= j.
1=l

jJA-A =A -A=(detA)I,, unde A" este adjuncta matricei A si se obtine din

transpusa lui A prin inlocuirea fiecarui element cu complementul sau algebric.
k) det AB =det A-detB.
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Sa demonstram cateva proprietati folosind definitia cu permutari.
a) det'A = €(0) ;a0 Gy, ; I acelasi timp o fiind o functie

agmn !
€S,

bijectiva, avem a,,a,) - Gy = ;10 Gypr ) " G, 1)+ 181 CAND o parcurge
multimea S,, atunci o' parcurge multimea S, . Deci

t
det'A = Z:es(a)a1 )iz e Byt Es(T)alT (ara) *oee Gy = det A,

oes, TES,
unde am folosit faptul ci «(7') = e (7).

b) Ca si in cazul determinantilor de ordin 3, putem demonstra ca schimband
coloanele (sau liniile) matricei corespunzator unei permutari o€ S , adica din

A= (%), __ obtinand A = (aw(].)) , semnul determinantului se Tnmulteste cu
i,7=1n

0= 1n

signatura permutrii o . Intr-adevar det A’ = Y e (1a,

TES;
Daca 7 parcurge multimea S, , atunci si 7o parcurge multimea S,, iar

e(1) = e(To)e (o). Astfel cu substitutia 6 = 7o obtinem
det A’ = Zs(o)a 50y as(2) *

IS
Daca schimbam doua linii sau coloane, atunci o este o transpozitie, deci
determinantul Tsi schimba semnul.
k) Folosind proprietétile c) si e) obtinem

det AB = Zb e(o)det A = det Adet 'B = det Adet B.

ces,

7- a( ) eeet a’m’(ﬁ(n))

=¢e(o)detA.

nb(n)

a(n)w

Celelalte proprietati nu le demonstram cu ajutorul permutarilor, deoarece nu se
schimba linii sau coloane, unde permutarile ar avea rol important.

Am vazut ca, demonstrarea faptului ca dezvoltarea unui determinant nu depinde
de linia sau coloana dupa care dezvoltam, necesita multa atentie la folosirea indicilor
si sunt mari sanse de greseala. Proprietatea de mai sus poate fi demonstrata cu usurinta
cu ajutorul permutarilor.

Admitem ca determinantul se poate dezvolta dupa prima linie, si vrem sa
demonstrim ¢ » a,.D,; = > "a,D, .

j=1 j=1
Schimband liniile matricei astfel ca linia ¢ sa fie prima si ordinea restului sa nu se

schimbe, acestei schimbari i corespunde ciclul o = (1 2 ... i), care are signatura
(—=1)"". Pe de alta parte minorii elementului a, Tn noua matrice sunt aceiasi ca si in

matricea initiala, deoarece ordinea liniilor nu se schimba in afara liniei ¢, care se
suprimé in ambele cazuri. Deci

7 " 1+., B n i B n
det A= Z% Td; =3 0, (-1)"d; =} a,D,
j=1 =1
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Exercitii rezolvate

1. Si se calculeze urmatorii determinati:

-3 2 3 -1 2
1 2 3 4 0 1 2 3
1 4 1 2 -4
5 6 7 8 -1 0 4 5 5 oo o
AAM=lg 19113 19 P*T| o 4 o >
0O 0 4 0 1
13 14 15 16 -3 -5 -6 0
1 1 3 ©
Rezolvare
1 2 3 4 1 1 2 4
5 6 7 8| .0 .l 1 2 8 (deoarece coloanele
A — 12 _ . ..
A8 =g 10 11 12 aalo 1 2 190 dinmijlocsunt
proportionale)
13 14 15 16 13 1 2 16
0 1 2 3 0 1 2 3
-1 0 4 5., .. . |-1 0 4 5
b) A, = Stz _
-2 —4 0 6 —2Ly+ Ly — Ly 0 —4 —8 —4
-3 -5 —6 0 0 -5 —18 -15
1 2 3 1 2 3
— (=) (=14 =8 —d|=(=4)-1 2 1 |=
-5 —18 -—15 -5 —18 -—15
1 0 3 3
_201‘22*02 (_4) 1 0 1 _ (_4)(_8) (_1)3+2 . - _
-5 —8 -—15
=(-32)-(—2) =64
-3 2 -5 -1 2
-3 2 -5 -1
1 4 —-15 2 —4 . A 5 9
c) A, CETHZ —2 -6 -2 2|=1.(-1)"". _

3 -2 -6 -2
1 5 =23 3
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-3 2 -5 -1

-5 8 =25
B 1 D RS RS AR Y PR
3L, 4Ly 1L, 9 -8 4 0] J
2L+ Ly — L -8 11 -38
-8 11 =38 0
3 8 -—25 3 32 37
GGG oy _ SC|+2—’02 1), —
= (-1)-1 -8 —4C.+03—>03( -1 0 0
3 11 -38 3 35 =50
ot 32 —37 32 37
(=1)-1-(=1) 35 —50 7 -10
5 —37 5 —929
Cy+C—C,y 3C,4+Cy,—C,
410 4 _|=5-(5-66)=5-(-61) =305

2. Sa se calculeze urmatorii determinanti:

0 00 0 1 1 000 0
1 0 0 0
0 0 0 -3 0 2 4 00 0
0 -200 001 0 0 5 110 0
Ay o 3 o P ’ ©)
0 20 0 0 32 5 2 0
0 0 0 —1
100 0 0 13 0 3 —4
Rezolvare
1 0 0 0
0 -2 0 0 S —2 00
—(—1)" 1. —1.(—=92)-3-(=1) = 6.
Al o g o|=CDT0 3 0[=1(-2)3(-)=6
0 0 0 —1 00 —1

Altfel daca dezvoltam determinantul cu ajutorul permutarilor, singura permutare
careia Ti corespunde un produs nenul este permutarea identica.

Observatie. In general se poate demonstra prin metoda inductiei matematice, ca
determinantul matricei diagonale cu elemente nenule (eventual si nule) doar pe
diagonala principala este produsul elementelor de pe diagonala, adica

a, 0 0
0 a,
_ ol= Q0.0
0 0 a,
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0 0 0. 0 1
0 00 -3 0 00
- 0 01
b)|0 0 1 0 O=1.(—1)" vro =-3-(-D""0 2 0/=6
0 2 0 0 O 0200
-1
-1 0 0 0 —
-1 0 0 0 0
Altfel daca dezvoltim determinantul cu ajutorul permutarilor, singura permutare
1 2 3 45

careia Ti corespunde un produs nenul este permutarea
a P P P 5 43 2 1

] Ccu signatura

(=1)"****" = 1. Deci determinantul este produsul elementelor de pe diagonala

secundara.
~ 1 2 n—1 n
In general signatura permutarii este
n n—1 .. 2 1
0 0 a,,
(n=Dn a . Qo (y— 0 (n—1)n
(_1)1+2+.“+n71:(—1) 2 DeCl 0 . 2(‘.1) : :(—1) 9 ahza?(n—l)‘“anl
a, 0 0
1 0 0.0 O
2 4 0 0 O NG 00
1
5 1 1 0 0 ! Loo L
c) A =107, o, =4 2 0)=-32.
303 —4 03 -
-1 3 0 3 —4

Rezultatul este iarasi produsul elementelor de pe diagonala principala, iar explicatia
este aceeasi ca si la matricele diagonale.
In general in cazul matricelor triunghiulare avem:

a;, 0 ¥ 0 Ay Gy o y,,
Qo Gy : 0 a, .
ol Tl - = a,0yy...0,, S
a, 1) Oon 0 0 a,,
Oy U1y Oy 0 0 ay,
Qo(n-1) 0 : : Qo) Qo (n=)n
. . = ) ] Cl=(=1) 2 Aoy 1)y -
Apan - . : 0o . . :
ayy 0 0 Gy Gy @y,
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Exercitii si probleme

1. Calculati determinantii:

=W NN
W NN

2. Calculati determinantii

=
A =i
2i

daca ¢ este o radacina de ordin 3 a unitatii.

0
d
b
0

3. Aratati ca

4. Calculati determinantii:

a) A =

5. Calculati determinantii (z,y,z € R,a,b,c,d,e, f € R)
2
Y

2

T zy

2 2
Zz

Y

Y Ty

2

Ty yZ Zz

w o ay Y

1
2 01 2 3
3
2 3 0 2 1 5
off Pl 1 o g °)1
2 1 2 3 0
-2
14i i 1 e &
1 21, A, =|¢ e’ 1, A; =
1 [ e 1 e
b 0 0 ¢ d O
0 ¢ b a b
Oa:cdc
d 0 0 a b O
r a a a a T T x
a T a a T T
v b) A, = ,
a a T a r ¢ x
a a a T xxxd

Ty
Ty

x

2

6. Calculati determinantul

CcoS 1
1 Ccos
; b)
0 1
0 0
1
zl
A — I12
)

0
1

0
0

COsS T 1

1

Ty Ty T,

2 92 9
Ty T3 Ty

3 3

T, T, T,

; €)

—b

1 4 3

5 =3 1

-3 4 2]

2 3 0

-5 7 4
€ 1

1+4¢ 1 1,

e 1l4e¢

[ S

o

n functie de r, daca z,,x,, x,,, sunt termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice

cu ratia r.

(Admitere, 1995.)
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7. Determinati ordinul de multiplicitate a radacinii z =1 a functiei polinomiale

1 2 28 2°
1 1 1
P@ =
PTh o2 3 4
L4 916 (Admitere, 1998.)
8. Calculati determinantul de ordin n :
-1 a a
a -1 a
A =
@ a ~ (Admitere, 1995.)
9. Calculati urmatorii determinanti:
01 - 1 -1 1 - 1
10 -1 1 -1 - 1
a)A, = .. b) A, =1, N
11 -0 1 1 - -1
120 3! ... nl 1 oa 02 e OF
21 21 3! .. ! -
" 1 C7lz,+1 Csﬂ Cvl:i
) A =30 3 31 . qal; d)A =]
nl !l onl e on! 1 Ciﬂ-fl C§+k—1 053;71
10. Calculati determinantul 1+a a, a - a,
al ]‘+a2 a3 a’n
A =
a a, as 1+a,

INVERSA UNEI MATRICE

Pe baza proprietatii h) din teorema precedenta putem construi inversa matricei
A daca det A =0 si putem demonstra regula lui Cramer pentru sisteme de orice
ordin. Un sistem liniar cu n necunoscute si n ecuatii are forma A-xz = b, unde
Ae M, (C), z,beR".
Deoarece A-A" = A" -A=detA-I ,daci det A = 0, atunci matricea
1 *
= A
det A
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este inversa matricei A (B-A=A-B=1,), deci inmultind la stanga relatia
A-z=bcu A", obtinem z = A" -b. Dar

Dy Dy Dy,
A A A
Dy Dy D
A=A A A |,unde A =det A4,
1n D?n %
A A A

si astfel

n D}ﬁ Z bi‘Dij

G ;A R N

Expresia care apare la numarator este de fapt dezvoltarea determinantului A,
care se obtine din A ‘inlocuind coloana coeficientilor lui x; cu termenii liberi.
Daca Tnmultim relatia A-2 =b numai cu A", atunci obtinem A-z, =A,, decisi
discutia cazului A = 0 este similara cu cea din cazul n € {2,3}.
Formulam aceste proprietati si sub forma unei teoreme:

Teorema

a) Daci det A = 0, atunci A" = 1 AT
- detA ) )
b) Daca det A = 0, atunci sistemul A-x=0b, A€ M, (R) are solutie unica

pentru orice b € R" si aceasta solutie se obtine din formulele

I]':Kj7 ]:L_n,

unde A =detA si A, se obtine in A prin nlocuirea coloanei j cu coloana
termenilor liberi (adica b) (regulalui Cramer).

c) Daca det A = 0 si existd j € {1,2,...,n} pentru care A, = 0, atunci sistemul
este incompatibil .

Exercitii rezolvate

1. Si se calculeze inversa matricei
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Rezolvare. -1 -1 -1
qepa ot 0 _2=—02 _02 :z:—wio
=234 |0 =2 0 =2 ’
0 -2 —2 of 2720
deci A este inversabila.
‘A=A
1 -1 -1
D,=D,=D,=D,=|-1 1 —1=-4
-1 -1 1
-1 -1 -1 -1 1 -1
D,=D,=—|-1 1 —1=4;D,=D, =|-1 -1 —1|=4;
-1 -1 1 -1 -1 1
-1 1 -1 1 -1 -1
D,=D,=—--1 =1 1|=4;D,=D,,=—|-1 -1 —1=4;
-1 -1 -1 -1 -1 1
1 -1 -1 1 -1 -1
D,=D,=|-1 -1 1|=4;D,=D,=—-1 1 —1=
-1 -1 -1 -1 -1 -1
S S R
4 4 4 4 4 4 4 4
11
Deci A" = ! _44 _44 j;astfelAlz 111 41 14 111
4 4 4 —4 4 4 4 4
b1 11
4 4 4 4

2. Sa se rezolve sistemul

r—y—z—t=1

—r+y—z—t=1
—rz—y+z—t=1
—r—y—z+t=1

Rezolvare. Solutia 1. Observim ca matricea sistemului este matricea din

exercitiul precedent, deci
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11 11 1
O R EY A
11 11 1
I Y| 1 N I
2 11 1 11 1
t| | 4 4 a4 ally] | 2
11 1 1 1
44 44 2

Solutia 2. Sistemul este sistem Cramer (A =detA =—16 = 0), deci putem
aplica regula lui Cramer.
1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1

1 —1 =10 2 0 0

1
A=l 01 o 0 o2 oY
1 -1 -1 1 0 0 0 2
1 1 -1 -1
A :—1 1 -1 —101;02A .
N S S T B | P/
-1 1 -1 1
analog cu o schimbare de linii si una de coloane obtinem A, = A, = 8.
DeCix:y:z:t:—%
Solutia 3. Observam ca insumand membru cu membru ecuatiile sistemului,

obtinem:
—2(z+y+z+t)=4, deci z+y+z+t=-2. Astfel din prima ecuatie a
sistemului avem 2z =14z+y+z+t=—1, deci x:—%. Analog obtinem

celelalte necunoscute.
RANGUL UNEI MATRICE DE TIP m XN

Ca si Tn cazul sistemelor de trei ecuatii si trei necunoscute, in cazul A =0 si A, =0,
i = 1,n avem nevoie de o discutie mai sofisticata. Pentru aceasta introducem si aici
notiunea de rang al matricei.

Definitie. Numim rangul matricel nenule A € M

m,n

(C) si 7l notam cu rang A, cel

mai mare numar ~ € N* pentru care exista un minor de ordin ~ nenul, iar toti minorii
de ordin mai mare decét » sunt nuli. Rangul matricei nule prin definitie este 0.
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Se poate demonstra si Tn cazul acesta urmatoarea teorema:

Teorema. Rangul matricei A € M, (C) este r daca si numai daca exista un minor
de ordin r nenul, iar toti minorii de ordin  + 1 care contin acest minor sunt nuli.

Observatie. Este evident ca pentru A € M, (C), avem rang A < min{m,n}.
Exemplu

Sa calculam rangul matricei A =

-1

A =1=0;
, 1 2 , 1 -1
A = = 'A = = :
e R il "I I Al
1 2 -1 1 -1 1 1 -1 3
Al=12 4 1[=0;A)=]2 1 5=0;A=)2 1 1=13=0;
0 0 2 0o 2 2 0o 2 1
1 -1 3
2 4 1 1
Al = 0 9 1 = 0 (a doua coloana este dublul primei)
-1 -2 0 3
1 -1 1 3 0 -1 -1 6
-1 -1
2 1 9 4.2 10 1 1 7 6
A = = =—1-(-n)"1 1 7=
! 0o 2 2 1L+-5|0 2 2 1
-1 0 -2 3 -1 0 -2 3 221

Deci rang A = 3.

Si in cazul acesta prin transformari elementare nu se schimba rangul matricei, deci Tncercam sa
construim matricea I, .

Matricea din exemplul precedent se transforma astfel:
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1 2 -1 1 3 12 -1 1 3 11 2 1 3
2 4 1 5 1goa-nf0 0 3 3 =5lggl0 3 0 3 -5l g
0o 0 2 2 1|L+L-L(0 0 2 2 1 0 2 0 2 1
-1 -2 0 -2 3 00 -1 -1 6 0 -1 0 -1 6
Acest pas de schimbare a liniilor nu este strict necesar, dar il executam ca sa evitam folosirea fractiilor.
1 1 2 1 3 102 0 9 10 9 0 2
0 0 =1 6| 1y [0 1 01 —6lcc|0 1 =6 1 03
“lo 2 0 2 1@:@%&3000013N0000N
0 3 0 3 —H[Lt3L=Li0 0 0 0 7 00 7 00O
10 9 0 2 10 0 0 2
01 —6 1 05/ 20 1 01 0
~loo 1 0 o0 L;7,Z;HL4 0010 ol Deci rang A = 3.
00 7 00 0 000

Observatie. Daci Ae M, (C), rangA =r, atunci prin transformari elementare de linie si
schimbari de coloane putem ajunge la o matrice de forma:

100 -« 0 |
01 0 -« 0 |
00 1 0 | X
|
0 0 0 1 ,unde X e M, (C).
— — — — — + & — L — —
oo o0 -0 1] 00O0O0 - 0
S YOR Y
oo o0 -0 | 0O0O0 - 0

. 1 X
Vom nota aceasta matrice cu P = [ ! 0 ] .

m—r,n
Daca efectuam adecvat transformari elementare de coloane si schimbari de linie ajungem la o matrice de
I

forma @) = (0] ,unde X e M

m,n-r m—r,r ((C) :
X

De fapt I, poate fi construit oriunde astfel ca in restul liniilor sau a coloanelor sa fie numai zerouri.

Teorema
0, 1=
a) Daca inmultim la dreapta matricea A € M,,, (C) cu matricea B = (bi])”:n, by=17, i=j=k
o L i=j=k

atunci rezultatul se poate obtine din A si prin inmultirea elementelor din coloana & cu 7.
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1 2r 01
-1 30 2 1|

b) Daca inmultim de la stanga cu D = (d ) . definit prin

Exemplu 13 2 1llo

0 0

o

0

1 2 0 )0 7 0
oo
0

= o O O

Y

0, i= ]
d;, =1T, i=j=k,
1, i=j=k

atunci aceasta operatie este echivalenta cu inmultire liniei £ cu 7.

100 01 =10 (1 -1 0
o1 o0oll2 2 1| |2 2 1
Exemplu 007 o4 0o 1| |ar 0
000 15 3 2 |5 3 2

Tn cazul general avem urmatoarea teorema:
c) Dacd inmultim matricca Ae M, (C) la dreapta cu B=(b,),, . definiti prin

k=1,
lvk:l 4747]{:71: iy J) sé kvl: jy @ . C e A . L
# {67k (k1) = (i) sau (k1) = (5.1) , atunci coloanele i si j Tsi schimba pozitia si

1 =10, altfel
restul coloanelor raiméne neschimbat.
000
1 1 3 -2 00 1 1 -2 31
Exemplu 220—1~0010:2—102
-3 1 1 — 11
3 3 0100 3 3
d) Daca inmultim de la stanga cu D = [d,, ], , definita prin

Lk =1¢{j}, (k1) =(i,j)sau (k1) = (4,i)

4 =10, altfel :

atunci schimbam de fapt linia ¢ cu linia j .
0 00 1)1 -1 2 1

o10o0llo of [0 o
Exemplu 001 0/-1 ol -1 o
1too0of2 1] [1 -1

e) Daca inmultim matricea A € M, , (C) cu B = (b,), .-, definita prin

Lk=1

bu =17 (k7l) = (7'5])’
0, altfel

atunci obtinem o matrice care poate fi obtinuta si prin adunarea la coloana j acoloanei i Tnmultiti cu 7 .
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100 7
1 1 3 =2 010 0 1 13 7-2
Exemplu 2 20 —-1f- 001 ol° 2 20 2r-1
-3 1 1 3 00 0 1 -3 1 1 —37+4+3

f) Daca inmultim matricea A € M, , (C) cu D = (dy,), .. , definita prin

m,n 7

L k=1
dy =17, (k1) = (i,5),
0, altfel
atunci obtinem o matrice care poate fi obtinuta si prin adunarea la linia j a liniei ¢ Tnmultita cu 7 .
1 0 0 01 -1 1 —1
01 0 0fjO0 1 0 1
Exemplu 01 0|-1 2|7 |r-1 —r+2
0 0 0 1} 2 1 2 1

Observatii. 1. Determinantii transformarilor elementare Th cazurile a) si b) sunt egali cu 7, In
cazurile ¢) si d) cu —1, iar In cazurile e) si f) cu 1. Deci daca 7 = 0, atunci transformarile elementare
sunt inversabile si inversele sunt tot transformari elementare.

2. Daca pentru A€ M, (C) avem detA =0, atunci deoarece rang A =n prin transformari

elementare obtinem I, . Deci exista transformarile elementare £, — E, — E;, — ... — E_ astfel ncat
E E_ -.-E-A=1, de unde E -E_ -..-BE-I =A", deci daca efectuim aceleasi

q
transformari pe care le-am efectuat asupra lui A, pornind de la matricea I,, atunci rezultatul va fi

inversa matricei A . Pentru efectuarea acestor transformari putem construi algoritmul cunoscut de la
matricele de ordin 3:
I. Scriem coloanele matricei I, dupa coloanele matricei A, obtinand astfel o matrice n x2n :

M=4| 1]
II. Efectuam transformari elementare cu linii In matricea M astfel ca in primele n coloane sa
apara matricea I, . Daca avem nevoie de schimbarea coloanelor i si j, atunci schimbam si coloana
n + 14 cucoloana n + j.

III. Ultimele n coloane formeaza matricea A", daca exista.
Elementele cu care am Tmpartit in fiecare pas (elementele Tncercuite) se numesc elemente pivot.

3. Din2.rezultaicadaca A€ M, (C), det A = 0, atunci A se poate scrie ca produs de transformari
elementare, si anume A = E;' - E,'...E" . Deci si aici determinantul matricei este produsul

elementelor pivot respectiv (—1)*, unde % este numarul schimbarilor de linie sau coloana.
4.Daca Ae M, ,(C)si Be M, (C),atunci rang AB < min {rang A,rang B} .

m,n

Demonstratie. Dacd matricea A prin intermediul transformarilor E,, F,,..., E, poate fi adusa la

T

forma D, =

0 ],atunm cu aceleasi transformari din A - B obtinem D, - B . Astfel

m—r.n

EE_ ..E -AB=DB.

¢ g1

Dar D, - B are cel putin atatea linii identic nule, cate suntn D, si astfel rang (AB) <rang A (1).

I

r

Daca matricea B poate fi adusa la forma D, = @) prin transformari elementare atunci
X

m,n—r
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B-FF,..F,=D,, deci AB-FF,...F, =AD,. Cumin AD, sunt cel putin atatea coloane identic
nule casiin D, , rezultd rang (AB) < rang B (2).
Din (1) si (2) rezulta rang(AB) < min (rang 4,rang B) .

Exercitii rezolvate
1. Sa se calculeze rangul urmatoarelor matrice:

1 2 0
2 -1 0 -2
1 2 3 -3 -2 1 =5 S
a)A=-2 1 -1 —4;b)B=|3 -1 Tl;¢c)C= wZY 5 o
30 3 3 ) ;» . W 5 5 —3
Rezolvare
1 2
Solut,:ial.a)A}:le;Af:_2 1:5¢0;
1 2 3 1 2 -3
Al=|-2 1 —1=0;A}=|-2 1 —4{=0,deci rang4 = 2.
3 0 3 3 0 3
- 1 2 0
b)A}:l::O;Af:_Q 1:5¢0;A§:— 1 —-5=0;
3 -1 7
1 2 0
A} =|-2 1 —5=21=0,deci rang B = 3.
0 3 1
N\ 2 —1 0
c)Aizzio;Afzg 1:5¢0;Af:3 1 1=16=0;
-1 0 3
2 -1 0 -2 0 -1 0 0
3 01 1 1o |5 1 1 -1 oob A
100 3 2|eeeel-1 0 3 2|T[ L3 2[F18T=0
0 2 5 -3 4 2 05 -7 I* 2T

deci rang(C =4
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1 2 3 -3 12 3 =3 1 2 3 -3
Ly

Solutia2.a) |-2 1 -1 —4 T 0 5 —10/~10 1 1 -2 7 4

3 0 3 3 0 -6 —6 12 0 -6 —6 12

Ly+20—1, L-2L,—1,
~ ~

01 1
1 1 —2|.Deci rangA =2.
00 O

S O =
= O
o

[N

-2 1 -5 —2 -5 7
g 0 L,—L,

€,-2C, c5) 3 —

b3 -1 7|75 7 7 |¥ 7 |eira0,-6

~Y
Cy+5C,—C;

o
W~

gl oo~ ©
w

|
ot | DN

|

)

. De fapt dupa acest pas ne dam seama ca rang B = 3, deoarece

2
A= o=y © =
Q= U= Uty ©

dupa urmatorul pas obtinem I, , iar rangul nu poate fi mai mare de 3.

-2 0 3 2 1 0 -3 -2
LiE=g) 3 1 1 1| gy |0 107 | 5+1,-1

1 3
~Y ~Y ~Y
2 2 -1 0 =2|LL—L|0 —1 6 2 |L,-2L,-L,
L+2L—L

-3 0 2 5 =3 0 2 5 -3

c)

|
—
o
ol = O

10 7 L,:16 N1 10 7 L+3L,— 1L 010 Z L4:{7%]

i by, . ;

= | L,-10L,— L
g 1?5 27 00t 16 |2t |0 01 =
DR NEd

16

o O O =
—

16 1

5
L+l —L |0
~

137] =—137.

0 . .
ol Deci rangC =4 si detC:(fl)(fl)lﬁ[fE

o o = O

L L—L, 0

3
4
9 |L-21,-1 [0
16 | 16
1
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2. Sa se calculeze inversele urmatoarelor matrice:

<t —~ N M

™ < o~ AN

A & <H A

— AN N <#

-1
~1
» b) B

-1
-1
1
-1

-1
1
-1
—1

1
-1
-1
-1

a) A

Rezolvare

l

-1/1 0 0 O
-2(1 1 0 0
-2(1 010

0

-1
-2

-1
0
—2
—2

1
0
0
0

{

-1/1 0 0 0
-1{0 1 0 O
-1(0 0 1 0

-1 -1
1 -1
-1
-1

1

Lyl

+L—L
~J
2,34

~

0
—2

i

i

L

1
-1
-1

1
-1

a)

1001

0 0 01

1

-1

-1
1

0
-2

1
0
0
0

!

l

-1 -1 -1|1 00 0
—2(1 0 1 0
—2(1 1 0 0

1

L+l =1

0

Ly:(~2)

0
-2
-2

0

~

~

L,+2L,—L,

0|1 001

-2

0

o o o

— | N —
| | e o
| |

o o — | N

i i

— | N ,_2 N
S o~ = <
i
| o~ O
o —~ o o
—- o o o

—_ L4
a
3k
=&
=T
3
o o o

— —
| & ,20
| |
) o —

—

— | “21
o - o«
— N o~
< - ,
o - o o
- o o o

o o o A
—
| — | v o — | <t
| | |
A
| & o — N | <t
| I |
=N =N ] <
- | I |
— — — —
o o —H ©
(=T = =]
— o O o
~t
L4N
o [en) (e} —
i A i
| & | & o _
I I
i i i
| o | N _
| I
— —
- | & ,21_‘
| I
L i Lo !
o o = o
o~ o O
— o o o
%1
<52
I
=

— | < | |
Il
T
<t
S
D
[a)]
— | | <
“ ,_ — | <t
i i i
RIS R
| | |
— | <t — |t |
AT
— | < | <
“e T
o o o -
o O~ O
o —+H O O
— O O O
T s
o
T
[
=

det A = (—1)(=2)(~2) -4 = —16.
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b) Solutia 1.

1234 12 3 4
2341, -1 —=2 -7 [* 72
it _l_9 _3g

3 4 1 9|i=2340 —2 -8 =10
~7 -1
s1 23 o7 w0 —wf TN

-7
—10{ =160 = 0, deci 3B ".
—13

341 2 4 1
'‘B=B,D,=4 1 2/=-36,D,=D,,=—3 1 2 =4,
1 2 3 42 3

2 31 2 3 4
D,=D, =3 4 2/=4,D,=D, =—|3 4 1/=44, D,
4 1 3 4 1 2
1 2 4 1 2 3
D,=D,=—3 4 2/=44, D, =D, =|3 4 1|=-36, D,,
4 1 3 4 1 2
1 2 3 1 2 3
D34:D43:_2 3 4:41D44:2 3 4:4
4 1 2 3
9 1
36 4 4 44 140 410
4 4 44 —36 - =
P - 40 40
Deci B = ,astfel B' =
4 44 —36 i E
44 -36 4 4 40 40
H -9
40 40
123 4[1 00 0 1 2 3 4011 0
) 234 1{010 0|0 [=1] -2 -7[-21
Solutia 2. 1.\ 1 910 0 1 o|%alo —2 —s —10]-3 0
4123|0001 0 -7 —10 —13|-4 0
1 2 411 0 00 10 -1 —10|-3
001 2 7|2 =10 0|01l 2 72
0 -2 -8 —-10|-3 0 1 0 iﬁg?ﬁ% 00 4|1
y Ty =1
0 -7 —10 —13|-4 0 0 1 00 4 36|10

1 3 4
1 2(=4,
4 2 3
1 4
3 1|=-36,

4 1 3
1ou
40 40
9
40 40
9 1
40 40
11
40 40
0

0\, (-1
0

1

0 0
0 0

1 0l”
01
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10 -1 —-10] 3 2 00
gy (01 2 7 |2 7L 00
1:1+L:;L1 00 1 1|11 0 Lfﬁ_;ﬂ/:z
4 2 4
00 0 40 |4, 9 1 ;
1B s 1 Bl
100 —11| 4 2 4 100 —11 54214
010 9|3 5 Loghuloro of5 2 5 0
~loo 1 -1 2 2 ~ ~
IR 001 -1 1 1 1
00 0 4 2 4 ooo 1| 4+ 2 4
11 -9 1 1 n -9 1 1
40 40 40 40
29 1 11
L0 0 11| 40 40 40 40
11 19
gt |0 109 g g0 a0 a0
L9L-5,|0 01 —1| 1 11 9 1
Ly+L =L, a0 an N
000 1 40 40 40 40
mwo -9 1 1
40 40 40 40

9 1 1 11

40 40 40 40
11 1 9
40 40 40 40
1 11 9 1

40 40 40 40
11 -9 1 1

40 40 40 40

Deci B! = si det B = (—1)(—4)- 40 = 160

REZOLVABILITATEA SISTEMELOR IN CAZ GENERAL

Am vizut In cazul sistemelor de trei ecuatii si trei necunoscute, ca efectuand transformari
elementare matricei extinse pentru a obtine matricea identitate, de fapt eliminam necunoscutele
sistemului. Acest lucru raiméne valabil si Tn cazul general.

anT, + auT, +..a,z, = b
.. Uy Ty + QgpTy + .00, T, = bQ
Fie sistemul
2y + Q0T + .0, T, = bm
z, b,
T, bz
Sistemul se poate scrie si in forma Az = b, unde A = (a, )= € M, (C), z=|. |, b=|. |.Daca
In : :
Jn b??l
) » i I, X)
rang A = r, aducem prin transformarile E, ,..., E, la matricea D = 0 , adica
m-—r,n
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..Eb, ceea ce Tnseamnd ca prin aceste

transformari pentru ca sistemul sa fie compatibil, pe ultimele m — r pozitii ale termenilor liberi trebuie
sa apara zerouri, adica si rangul matricei extinse trebuie sa fie r .
Astfel teoremele Kronecker-Capelli si Rouché sunt adevarate si in cazul general:

E,E,,.

.E,A=D; astfel sistemul devine Dz =EE

q-1°

Teorema Kronecker-Capelli
a,r, + a,T, +..a,T, =b

Ay, Ty + ATy + .0y, T, = b

Sistemul " ’ este compatibil daca si numai daca

n

a, ., +a,.,%, +..a,1z, =b

mn-—n m

rang A = rang A.

Observatii. 1. Daci rang A =rang A =n, atunci sistemul este compatibil
determinat, iar daca rang A = rang A < n, este compatibil nedeterminat.

2. Daci rang A = rang A = r < n, alegem un minor de ordin r al matricei A, pe

care 1l numim minor principal. Necunoscutele care au drept coeficienti elementele
acestui minor le numim necunoscute principale, celelalte necunoscute fiind
necunoscute secundare, acestea din urma fiind considerate parametri. Astfel obtinem
un sistem Cramer cu r ecuatii si r necunoscute. Deci solutiile se pot exprima in
functie de n — r parametri.

3. Daca alegem in matricea sistemului un minor principal, atunci pentru ca sistemul
sa fie compatibil toti minorii de ordin ~+1 ai matricei extinse, care contin acest
minor trebuie sa fie nuli. Numim acesti minori determinanti caracteristici. Deci putem
afirma urmatoarea teorema:

Teorema Rouché
0, T, + G, T, +...0,%

—

. Ay Ty + ATy + .05, T, = - .. . .
Sistemul este compatibil dacid si numai daca

a,x +a,,r,+..a,1r =b,

mn-n

determinantii caracteristici sunt nuli.

Consecinta. Daci b =b, =...=0, =0, atunci In cazul rang A = rang A = n
sistemul admite numai solutia (0,0,...,0), iar in cazul rang A = rang A < n_exista 0

infinitate de solutii.
Demonstratie. Deoarece coloana termenilor liberi este identic nula, rezulta ca
determinantii caracteristici sunt nuli, deci sistemul este compatibil. Daca

rang A =rang A = n, atunci sistemul are solutie unici, deci numai solutia
(0,0,...,0). Daca rang A = rang A < n , sistemul este compatibil nedeterminat, adica
n afara solutiei (0,0,...,0), are o infinitate de solutii.
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Observatie. Sistemele de acest tip sunt sisteme liniare omogene si admit
intotdeauna solutia banala sau triviala (0,0,...0) .

Exercitii rezolvate

1. Sa se rezolve urmatorul sistem liniar
a) folosind regula lui Cramer; b) folosind metoda eliminarii;
c) calculand inversa matricei sistemului; d*) cu ajutorul transformarilor elementare.
zT+y+z+it=-2
20 — 3y + 32+ 2t = —6
3242y +524+3t=—-1"
Sr—2y+ 7242t =1

1 1 11 1 0 0 0
2 339 |2 -51 0of [>10°
AA=l 9 537 12 o[ 207
5 279 5792 g 7273
-5 1
=(=3)-|_, =3 (-9 =27;
0 1 00
19 3 6 s -12 6 5 4 25
A=l, o 4 q=-3 3 =911 1=
3 2 0 4 -3 -9 4 1 3 4
4 6 9 6 o
=9:-1 0 0=9:| [=9:(-6)=-54;
1 45
1 -2 11 1 0 0 0
2 —6 3 2 2 —2 1 210 -2 1
Ba=ls 1 5373 5 2 of |7 2 VT35 o7
501 79 |[p o112 —g 11273
1 1 -21 /1 0 0 0
2 3 62 [p -5 -2 of [> 20 -5 =2
A=ls 9 1 gTls 1 5 o[ 7 OF TRy 5T
—7 11 -3

5 =2 1 2 b =7 11 -3
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1 1 1 -2 1t 0 0 0
9 33 -6 |2 -5 1 -2 [°1 72
Bi=ls 9 5 T -1 2 5|72 3T
5 27 1| [p -7 2 1| 72U
I P 1 3
=-1 0 0 |=|, , =129 =-4:27.
—7 —12 —24

Pe baza regulii lui Cramer obtinem z = -2,y =1, 2 =3 si t = —4.

b) Din prima ecuatie exprimam necunoscuta z si inlocuim in celelalte ecuatii, apoi
exprimam y din ecuatia a doua si inlocuim Tn ultimele doua, etc. Obtinem pe rand

urmatoarele sisteme echivalente:
z+y+z+t=-2 |[z+y+z+t=-2

-5y +z=-2 -5y +z=-2
Yy+2z2=95 -9z = -27
Ty+2:—3t=11 |32—15¢ = 69
Din ecuatia a treia rezulti z = 3, deci ¢ = —4 din ultima ecuatie si y = __; 21
dinadoua. Astfel t =—-2—y—2—t=-2—-1—-3+4=-2.
c) Matricea sistemului este
1 1 1 1
2 -3 3 2
A=l3 9 5 3f
5 =2 7 2
1 2 3 5 51 -3 —-21 9
132 -2 |3 =6 3 0
Astfel A=l g 5 7| T 23 15 o
1 2 3 2 12 12 3 -9
T 51 -3 —-21 9 (-2 —54 —2
vyl 1|3 -6 3 of-6] |27 1
det A = 27, deci 7571239 23 15 oll-1|T37 ] &1 |73
t

1212 3 —-9j| 1 —108 —4
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d)
1 1 1 1|-2 1 1 1 1]1]-2 1 1 1 11|-2
_ 2 -3 3 2|-6|; 910 =5 1 0|-2 Ly(—1) 0 1 —2 0|—5
A= S S ~
3 2 5 3|-1{-34—-L|0 -1 2 0|5 |[L=L|0 =5 1 0 |-2
L,-5L,—L,
5 =2 7 2|1 0 -7 2 =311 0 -7 2 =3|11
10 3 1] 3 10 3 1|3
L-r,-r (001 =2 0 =51, 090 1 =2 0|5, 3,1
L45L,—L, =271 T oo 1 0l 3 |Le2moL
ijrr?L;HL; 00 0 Liimi:ﬁt
0 0 —12 —3|—24 0 0 —12 —3|-24
100 1]/-6 1 0 0 1]-6 1 0 0 0]-2 z -2
010 01,4301 00 1|gr-g]|01 001 y 1
~ . Deci =
001 013 001 0|3 001 0|3 P 3
00 0 —3|12 000 1|—4 00 0 1|—4 t —4

2. Sa se studieze compatibilitatea urmatoarelor sisteme liniare, iar in caz de
compatibilitate sa se si rezolve:

T—3y+z2=3
2zr4+y—2=0 r—3y+z—t+2u=3
a) 4z —by+2=6; b) {2z +y—2z+t—u=0 .
T+y—22=2 dr —dy+z2+t==6
—r+2y—z=1
Rezolvare

a) Solutia 1
Sa calculam rangul matricei sistemului.

1 -3 1
2 1 -1
1 -3
A=4 -5 1 1 =7 = 0, deci calculim minorii de ordin 3, care contin
1 1 -2
-1 2 -1
1 -3 1 1 -3 1
acestminor. 2 1 —1/=0,2 1 —1=-9=0,deci rang4d=3.
4 -5 1 1 1 =2

Sa calculam determinantii caracteristici.
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1 -3 1 3 1 -3 1 3 1 -3 1 b
201 =10, L0 0 =2 ol 00 0
4 -5 -2 6/ |4 -5 -2 6| |4 =5 -2 14]
1 1 -1 2 1 1 -1 2 1 1 -1 4
-3 1 5
=—|-5 —2 14{=-51= 0, deci sistemul este incompatibil.
1 -1 4
Solutia 2.
1 -3 13 1 -3 1|6 1 =3 116
2 1 10|00 7 =3|-6] 7 [0 1 < (N
A ) L—dL~L, L,21,—1, 7 7 |1 +30,—1L,
B B P Ll Bl IV [ IO R I P
4 1 4 4 3 3 2 3
1 1 —2(2|L+—-L [0 4 —4| 5| L—L 0 5 0 7 [Lohl
-1 2 -1]1 0 5 017 iy
1o 2|6 Lo 2| ¢ 1o -2 6
T 7 7|7 T 7
0 1 fé _B 01 _§ _g 0 1 —é _E
T ufy T T, T 7
~lo o |-16]] 8| ~ 81 '~ Joo 1|8
7| 7 00 117 16
0o B 109 0 o 1|19 00 o0 |4
7 7 7|07 112
00 0 0 00 0] 0 00 0] O

Pe linia a patra avem coeficientii necunoscutelor zerouri si termenul liber diferit de zero, deci sistemul
este incompatibil.

b) Solutia 1.
Sa calculam rangul matricei sistemului.

1 -3 1 -1 2

1 -3
A=2 1 -1 1 -1}, 9 1 =7 = 0, deci calculam minorii de ordin 3,
4 =5 1 1 0
1 -3 1 1 -3 -1
care continacestminor. 2 1 —1|=0,2 1 1|=14-=0,deci rangA =3,
4 -5 1 4 =5 1

astfel si rang A = 3, deci sistemul este compatibil nedeterminat (numarul
necunoscutelor este mai mare decét 3). Necunoscutele principale sunt =, y si ¢, iar
cele secundare z = « si u = (. Sistemul Cramer pe care trebuie sa il rezolvam este:
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r—3y—t=3—a—20
2e+y+t=a+p
dx—dy+t=6—«a

A=14,
3-a-23 -3 -1 | 3-8 20
a—23 B 3.8 9
A= 1 1= 1 1=— —da—45+6,
= ath o+ 9—2a—25 — AT
6—a -5 1| [9-2a—-23 -8 0
1 3-a-28 -1 |1 3-a-28 -1
a—20 a—20 3 33
A =2 1|=3 3- 0=-— —6a+ 12,
v ath b 5 9_2a_28" 0t
4 6-a 1| 5 9-2a-28 0

1 -3 3-a-28 1 -3 3-a-238| [I -3 3-a-28

A=2 1  a+8 | =0 7 3a+53-6 =0 7 3a+53—6=213.
4 -5 66—« 0 7 3a+83—-6/ |0 0 30
. 200 — 2 3 (%61 —12 3
SR LR LT B NG
Solutia 2.
1 -3 1 -1 213 I -3 1 -1 2|3
L,~2L —L, oL, L,
21—11—10L4T]L0—33—5—6 s
4 =5 1 1 0|6 0o 7 -3 5 —-8|-6
T Y z t u
2 2 11 3
_ _ 10 — = —| =
1 3 1 1 2 3 7 7 71 7
0 1 .3 3 5 _§L1+3,£,2HL10 1 _3 3 _5|_6 03,:04
7T 7 7 7 77 7 7| Ly2
0o 0 0 2 =3]0 00 O -3 0
T Y t z U T Y t z [
102 .2 1|3 100 -2 2|3
7 7 T 7 ) 7 7 7
0 1 3 3 5| 6|hEhTAl 3 1| 6
7 7 7 7L)7%L3HL2 7 14 7
001 0 2|0 001 0 3]0
2 2
Decix:3+2a_2ﬁ, :_12+6a+ﬁ,z:a,t:—%,siu:5.
7 14 2

3. Sa se calculeze inversa matricei A € M, (R), n > 3 definita prin
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-1 1 1 1
1 -1 1 1
A=|1 1 -1 1
1 1 1 -1
Solutia 1.
x b

. Lo | . .
Rezolvam sistemul A -z = b cu necunoscutele z =| : | si termenul liber b = | *

I’Hv b

Sistemul are forma —T, + T+ Ty T, =0
T =Tyttt 3, =0,

o+ x,+r,+—x, =0

n n

deci cu notatia S = z, + z, +---+ x, ecuatiile pot fi scrise sub forma S — 2z, = b,.

De aici deducem z, = E(S —b,) i =1,n.Din definitia sumei S, avem

i3

n 1 n
S:;xi :ZE(S—@):%S—;@,

1=1

deci S = —2—>"b,,siastfel 7, = —|—=—3 b —b, | =
n—24%3 - 2 i=1 ’

n—2<
1 1 1 3—n 1 1

=b +b + -+, + b, + b, 4 b, ——.
'"'n—2 “Fn-2 Py Tp—2 Uy _2 "n—2
1 0 0

o . 0 1 .

Considerand pentru b vectori de forma b=|.|, b=|:| ... respectiv b =

0 0 1

solutiile sistemelor corespunzatoare sunt de fapt coloanele matricei inverse. Astfel
obtinem urmatoarea forma pentru inversa matricei A:

3—n 1 1 1
n—-2 n—-2 n—-2  n-—2

1 3—n 1 1
Atlt=|In—-2 n—-2 n-2 o2
1 1 1 3—n
n—2 n—2 n-—2 n—2
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Solutia 2. Matricca A se poate scrie sub forma A= FE —2I , unde toate

elementele lui £ sunt egale cu 1. Pe de alti parte, daca calculim A’ obtinem
A* =4I, = (n—4)E, deci A> —(n—4)A =2(n—2)I,. Din aceasta relatie rezulta
L _(A-m-w1).

2(n—2)

4. Sa se rezolve sistemul ar +by+cz+dt =0
br —ay+dz—ct=0
ct—dy—az+0t=0"
dr+cy—bz—at=0

ca A=

daci a,b,c,d nu sunt toate nule.
Solutie. Inmultim prima ecuatie cu a, a doua cu b, a treia cu ¢ si ultima cu d si
adunim membru cu membru egalitatile obtinute. Rezulta (a’ +b* + ¢* +d”)a =0,

deci z=0. Tn mod analog deducem y =z =t =0 (factorii cu care inmultim n
celelalte cazuri sunt pe rand (b, —a,—d,c), (¢,d,—a,—b) si (d,—c,b,—a)).
Exercitii si probleme

1. Calculati rangul urmatoarelor matrice

1 -1 2 1 -2 2 0 -3
0 0 1 0o 1 1 2 1 o -l
a)_240,b)_13_124,0)0—12—111,
1 1 0 1 2 0 -1 1 00 0 1 31
1 0 0 -1
1 -2 01 0 1
0 1 -1 1
2 -1 1 0 -3 1
01 21 2 2 oot
d) N I
1 2 30 -1 2
-1 1 1 o0
4 —1 4 1 —4 4
0 1 1 -1
2. Calculati inversele urmatoarelor matrice:
1000 00 01 6 10 —7 10
2100 00 1 2 123 -8 4 0 -7
Aly 91 oP o1 2 39233 7 7 4f
2 2 2 1 1 2 3 4 312 -6 8 -4 -9
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-4 -2 -1 =8 -9 0 —4 8
4 -8 —-10 3 8 3 6 -3
Ny g 3 s 1 5 @
-7 5 6 7 -2 7 5 9
-4 5 5 =7 0 9 9 -3
0 5 1 -9 —-10 -1 8 0
hl|l -3 -4 9 1| 4|9 10 2
6 -4 -8 -3 —6 4 -1 -8
3 -1 10 -5 4 8 -5 —4
3. Calculati inversele urmatoarelor matrice:
111 - 1 01 1 1
101 -1 101 1
a)fl 1.0 - 1], b)|1 1 0 = 1f: ¢
111 -0 1 1 1 0
4. Rezolvati ecuatia: (1 1 1 1 1 2 3
0 1 1 1 01 2
0 01 1l.x =10 0 1
0O 00 -1 0 00

5. Rezolvati urmatoarele sisteme in R :

r+y+8z=11

30—y 4 dz = T4y+z+t=2
a)‘2x+2y+z:—7;b) THyt+z-t=0; ¢

stytr—4 rT+y—z2+t=4

6. Discutati si rezolvati urmatoarele sisteme liniare:
22, + vy ;=7
ox, — X, + 2z, =8
Tz, — 4z, = =2

T+, +r =«

rT+y+z=

, € R ;D)

3r+4z=c

T, +3T, — 20, =a—95

0

2e—y+32=0
—z+ay+2z=3"

355
-4 -9 5
4 —4 3
9 —1 —4f
-5 2 =5
-9
—4 -6
~10 3|
10
-9
1 1 1
01 1
00 1]
0 0 1
n
n—1
n—2|
1

20 -3y +4z =1
3r—y+z2=1

r—12y + 11z = -1
4dr —15y +92 =0

a,b,c e R;
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4z, + 2, + La+ 1)z, + 2, =—1
c)z +az, +az, +x, =—1 .o,BeER
T — Ty + T, + B, =1y
7. Rezolvati sistemul [z]+[y]+[2] = 2
2] —[y] - 2z] = -2
(] + 4y + 5[z] =8
2[z] + 5ly] + 6[2] = 10

unde am notat cu [n] partea Intreaga a numarului n . (Admitere, 1998.)
8. Rezolvati sistemul mz+y+z=0

z+my+z2=0

r+y+mz=0"

P+ +2 =3

Discutie. (Admitere, 1999.)
9. Rezolvati sistemul r+y+z+t=1

ax + by + cz+dt =m
r+by+ccr+dt=m*"

a’r + b3y +clz+dt=m?

unde a,b,c,d sunt numere reale distincte doua cate doua.
Probleme rezolvate

1. Sa se demonstreze ca det A" = (det A)", Vn € N.

Demonstratie. Pentru n =1 afirmatia este triviala. Daca det A" = (det A4)",
atunci det A"*' = det (A" - A) = det A" - det A = (det A)" - det A = (det A)""", deci

pe baza principiului inductiei matematice relatia este valabila pentru orice n € N™.
2. Sa se exprime det A" si det A” In functie de det A.
Solutie. Pe baza egalittii A- A =1 avem detA-det A =detl =1, deci

det A" = (det A)™", bineinteles daca det(A) = 0.

Observatie. Astfel det A' = (det A)", Vk € Z’, daca det A = 0.

Din egalitatea A-A =detA-I, deducem detA-detA” = (detA)", deci
det A" = (det A)"™", dacd det(A4) = 0. Pe de alta parte daca det(A4) = 0, atunci din
egalitatea A- A" = det(A)I, rezulta A- A" =0, . Daca det(A") = 0, atunci ar exista
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(A)" si inmultind relatia A- A" =0, cu (A")"" la dreapta am obtine A =0, . Tnsa
in acest caz si A =0, deci am obtine o contradictie. Tn consecinti daca
det(A) =0, atunci si det(A") =0, deci relatia det A" = (det A)""" este valabila si
n acest caz.

4. Sa se demonstreze daca numerele naturale a si b se pot reprezenta sub forma

2’ +2y* cu z,y € N, atunci si numirul ab se poate reprezenta sub aceeasi forma.
r oy

Demonstratie. Consideram multimea de matrice M = [[—Qy »

z,yEZ].

=2y |2y, @ —2(y1m2 + xlyZ) —2yy, +xx,
deci daca M, M, € M, atunci M, M, € M . Din det(M,M,)= det M, -det M,,
obtinem (z7 + 2y7) (2 + 243 ) = (2,3, — 2y,9,)" + 2(z,9, +y,7,)’, de unde rezulta
proprietatea ceruta.

Observatie. Identitatea se poate demonstra si prin calcul direct.

5. Si se demonstreze ca daca A, Be M, (R) si AB=BA, atunci

det(A2 + BQ) >0.
Demonstratie. Din relatia AB = BA, deducem A’ + B* = (A +iB)(A—iB),
deci det(A’ + B’)=det(A+iB)-det(A—iB). Pe de alta parte daca
det(A +iB) = z, atunci det(A4 —iB) =z, si astfel
det(A* + B*)=z-Z2 =12 > 0.
6. Sa se demonstreze cadaca A € M,, ., (R) si A = p> —4¢ <0, atunci
A —pA+ql, =0

2n+1 2n41 "

1 2

Z y1][ L, y?} [ T, — 2y1y2 .Y, + YT,

Demonstratie
2

2
A2 _pA+qIQIL+1 = A2 - 2'§A+pz"[2n+l +[q _pZ]IZTl+1 =

2 2
P p —4q
= [A - 51271-%—1] - 4 I

Astfel dacd A°> — pA+ql. =0

2n+1 2n+1"

p Popi—4q
(A_EI%,H] = 4 ‘[2n+1'

2n+1"*

atunci

Din aceasta relatie obtinem

P P 2 (p?—4q)"" P’ —4q
0<det’ [A——I%H]zdet[A——I%H]: -det 1, , =
2 g 1 1

2n+1

<0.

2n+1""

Din contradictia obtinuta rezulta ca A> — pA + ¢I,,., nu este egali cu 0,,..

n+1
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7. Fie A€ M,(R). Demonstrati ca daci existi k € N cu proprietatea A" =0O,,

2
atunci A* = 0,.

Demonstratie. Din relatia A* =0, rezulti (detA)' =0, deci detA=0.
Conform teoremei Cayley-Hamilton (pentru n = 2) obtinem A* = (a + d)- A si astfel

A" =(a+d)"-A Vk>2. Daci (a+d)"' =0, aunci a+d=0, deci
A* =0,.Incazul (a+d)"™" =0 rezulta A = O, deci si in acest caz avem A’ = O, .

2
8. Sa se discute sistemul [z +2y+z2=1
20+my+2=2

r—3y+2z=3
daca m € R este un parametru real (Bacalaureat 1990.)
1 2 1
Solutia 1. Determinantul sistemului este A =2 m 1|=m—9, deci pentru
1-3 2
m = 9 sistemul este compatibil determinat. Calculam solutiile cu regula lui Cramer:
1 2 1 111 1 21
A=2 m ll=-m-5,A,=2 2 1|=2s5i A, =2 m 2/=2m-8.
3-3 2 1 3 2 1-3 3
Deci pentru m = 9 obginemx:—m+5,y: 2 siz:M.
~ m—9 m—9 m—9
In cazul m =9 studiem compatibilitatea sistemului. Matricea sistemului este
1 2 1 1 2 1 1
A=1|2 9 1| iar matricea extinsa A =[2 9 1 2|. Cum detA =0, rezulta
1-3 2 1 -3 -2 3

1 2
ca rang A < 2. Dar 9 9 =5=0,deci rang A =2.

1 2 1
Tnacelagitimp 2 9 2[=10=0, deci rang A = 3. Din relatia rang A = rang A
1 -3 3

rezulta ca sistemul este incompatibil.

Solutia 2. Rangul celor doua matrice se poate determina si prin transformari elementare dupa cum
1 2 11 1 2 1 1 1 2 1 1
L
0 m—4 -1 0 0 -5 1 2~

) 7 h
~
3 3 3 1

L
urmeaza: |2 m 1 2
’ : L:HL
1 -3 2 3 0 -5 1 2 0 m—4 -1 0
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7 9
10 — =
1 2 1 1 5 5
~lo 1 71 72 *Qsz»\[;lHLl 0 71 72
5 5 7(m,74)L2+L3~>L3 5 5
0 -4 -1 0 -9 2(m—4
m 0o ™ 9 2(m—4)
5 5
De aici putem observa ca in cazul m = 9 avem rangA=rang A=3, iar in cazul m =9 obtinem
0
rangA=2 si rang A = 3 (deoarece schimband ultimele dous coloane putem obtine si coloana |0|).
1

Din aceste transformari putem citi si solutia:
_2(m—4) 5  2(m—4)

5 m—9 m—9

yo 2,1 2 2m-d) 2m-9)+2m-d) 2
5 5 5 5(m—09) 5(m—9) m—9
. 9 7 9(m—9)—14(m —4) m+5
sic==——2z= =— .
5 5 5(m—9) m—9

. < o . m—9 A . . .
Observatie. Daca efectuam inca un pas cu pivotul — = 0, atunci Tn ultima coloana apar chiar

aceste rezultate.

9. Sa se rezolve sistemul liniar
T+y+z2—2t=95
20 +y—2z+t=m ,
20 — 3y +mz+2mt = 3

daca z,vy,z,t,m € R. Discutie.
Solutia 1.

1 1 1 =2 1 1
Matricea sistemului este A =2 1 —2 1 |, 9 1= —1 =0 si bordam acest
2—3 m 2m

1 1 1
determinant cu ultima linie si coloanele a treia si a patra: 2 1 —2/=—m —18.
2 -3 m
Daca m = —18, atunci rang A = rangZ =3, t = o este necunoscuta secundara si
obtinem sistemul Cramer:
T+y+z2=5+4+2a
214+y—2z=m—« ;
2z — 3y +mz = 3 —2ma
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5+20 1 1
A, =lm—a 1 =2=-m*+2m—39+9%(m—1),
3—2ma -3 m
1 54+2a 1
A =2 m—a —2=m’—12m—8—a(13m+6),
2 3-2ma m
1 1 542«
A =2 1 m—a|=5m—43+ a(2m—21).
2 =3 3-2ma«a
Deci solutiile sunt
m’® —2m + 39 m—1 —m® +12m + 8 13m 46
T = —9a- , Y = o ,
m + 18 m + 18 m+ 18 m + 18
43 —5m 2m — 21
z= —a-
m + 18 m +18

, t =a,unde a € R este un parametru real.

1 1 =2
Pentru m = —18, bordand cu a patra coloana, obtinem 2 1 1 |=57=0, deci
2 -3 -36

Cu necunoscuta secundara z = «, avem sistemul Cramer
rT4+y—2t=5—«
224+ y+t=-1842a ;
2z — 3y — 36t = 3+ 18«

S —« 1 2 1 5—« —2
A, =-1842a 1 1=1Ta-912, A =2 —18+2a 1 |=931-228a,
3+18«x —3 —36 2 3+18a —36
1 1 d—«
A =12 1 —18+2a:—133,decix:—16+3a,y:%—éla,z:a,si
2 -3 3+18«

t = ;g, unde o € R este un parametru real.
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111 -2 5
Solutia 2. Determinam rangul matricei A={2 1 -2 1 m]| folosind transformari elementare:
2—3 m 2m 3
1 1 -2 5 11 1 -2 5
A~10 —4 5 m—10|~[0 1 4 -5 10—m|~
0 =5 m—2 2m+4 -7 0 =5 m—2 2m+4 -7
10 =3 3 —54m
—L,+L—L
~ 1 4 -5 10—m
5L2+L3*>L3

0 0 m+18 2m—21 43—-5m

Daca m = —18, atunci nu putem alege m + 18 ca pivot, dar in acest caz 2m — 21 = —57 = 0, deci
schimbénd coloana a treia cu a patra (se schimba si z cu ¢ ) putem scrie

(1 0 3 —3-23 - 10 -3 3 —5+m

A~|0 1-5 4 28 |pentru m=—-18 si A~|0 1 4 -5 10—m | daca m = —18.
0 0-57 0 133 00 2m—21 43—5m
m+18 m+18

Tn primul caz (m = —18) rang A = rang A = 3 si

10 3 -3 23 1 0 0 =3 —-16

Z~0175428~01044—39,
00 1 0 | o010 _7
3 3
deci solutiile sunt ¢ = —% (deoarece Tn urma schimbarii celor doua coloane Tn coloana a treia apar

NPT 4 .
coeficientiilui t) z =«, y = ?9 —4a si ¥ =—16+ 3, unde o € R este un parametru real.
Tn al doilea caz prin transformarile 3L, + L, — L, si —4L, + L, — L, obtinem

9m —9 m? —2m + 39

1 0
m+ 18 m+ 18
— )
I~l0 1 0 _13m+6 m- 4+ 12m + 8 ’
m+ 18 m+ 18
0 0 2m — 21 43 — bm
m+18 m+ 18
J— 27 —
deci rang A = rang A = 3 si solutiile sunt z=" 2m+39—9a~ m—1 ,
m+ 18 m+18
— 2 — —
= m+12m+8+ 13m +6 z:43 5m—a-2m 21 si t =a,unde a € R esteun

a )
m + 18 m+ 18 m+ 18 m 4+ 18
parametru real.

10. Sa se demonstreze ca daca Ay, A, A,,...,A € M, (C) si
A +zA +2°A+...+3"4,=0,,, VzeR,

atunCI A() - 141 - A2 = .. = Ap = Om./n,'
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Demonstratie. Notim elementele lui 4, cu ol pentru k=10,p, i=1m si
j=1n. In membrul sting obtinem o matricc A Tn care elementul . este

Y

b
Zx” -a}f" . Astfel fiecare element Tn matricea A este un polinom de grad cel mult p.
k=0

Valoarea polinomului fiind 0 pentru orice z € R, polinomul este identic nul, deci toti
coeficientii sunt egali cu 0. Astfel obtinem o) =0, k=0,p, i=1Lm , j =1Lnm,
deci 4 =0O,,, k=0,p.

m,n !

P q )
Consecintd. Daci » A -2'=) Ba',VzeR, unde A, B, €M, (C),
k=0 Jj=0

m,n

k=0,p, j=0,q,atunci p=gq si A, =B, Vk=0,p.
d

11. Sa se arate ca matricea a b ¢
b —a d —c
A= c —d —a b/
d ¢ —-b —a

unde a,b,c,d € R si a® +b° + ¢* +d* = 0 este inversabila si sa se afle inversa ei.

Rezolvare. Calculam produsul A" - A si obtinem:
S 0 0

0 S 0
0 0 S
0 0 O

A A=

unde S = a® +b* + ¢* + d*. Datorita egalitatilor
det A = det A" si det(AB) = detA-detB
obtinem
(det A = (a® +b* +¢* +d*) =0,
deci A este inversabila. Tnmultind egalitatea A" - A = (a® + 0> +¢* +d*)I, cu A
1 A

la dreapta deducem A~ ' =
P o> +b+cE+d?

Exercitii si probleme
1. Demonstrati ca nu exista A € M, (R) cu proprietatea

A’ =

2 —1
4 _ 2] (Olimpiada, faza locala, 1998)

2. Determinati matricea X € M, (R) pentru care
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det(A-X+1,)>0, VAe M, (R)

(Olimpiada, faza locala, 1992)
(R), Be M, (R) cel putin una din
matricele  AB si BA este singulara. Calculati det(BA), daca AB =1, si
AeM,,(R), Be M,,(R)!
4. Demonstraticadaca A-B=1,, A, Be M, (C),atunci B-A=1.
5. Demonstrati ca daci A,B ¢ M,(R), AB= BA si det(A2 +B2) =0, atunci
det(A+ B)=det(A—B)=0.
6. Demonstrati ca daca A4,B,C € M,(R), AB=BA, AC =CA si BC =CB,
atunci det(A® + B* + C* —AB— AC — BC)>0. (Olimpiada, faza locala 1987)

3. Demonstrati ca pentru m =n, Ae M

m,n

. . 2 2 * .
7. Demonstrati ca daca A,Be€ M, (C) si w= cos =X 4+ z’sin—w, n € N, atunci
n n

idet(/l + ka) =n-(det A+ det B).
k=0

(Olimpiada, faza judeteana, 1997)
> Z|%‘|' Vi=1n,
j=1

‘jzi

8. Demonstrati ca daca In matricea A = (a,) avem

Q,

i,j=I,n w

atunci det A = 0.
9. Pentru matricele 4,B € M, (R) exista k,m e N', astfel ca A* = B" =0, si
AB = BA.Demonstratica I, — AB si I, — A— B sunt inversabile

(Concursul Traian Lalescu, 2001)
10. Pentru matricea A € M, (C) existd k € N astfel incat A* = O, . Demonstrati ca
I — A este inversabila.

11. Matricele 4, B € M, (R) satisfac relatia A’B = A> — B. Demonstrati ca

AB = BA.
12. Matricea A € M, (C) verifica relatia A-'A = —I . Aratati ca
det(A + 'A) = det (I, + A). (Concursul Gh. Vréanceanu, 1990.)

13. Demonstrati ca functia P:R — R, P(\)=det(A—Al,) este o functie
polinomiala de gradul » in care

a) coeficientul termenului dominant este (—1)";

b) termenul liber este det A ;

c) coeficientul termenului X" este (—1)" ' TrA.
14. Demonstrati ca pentru radacinile X, )\,,...,\, ale ecuatiei det(A—XI,)=0

avem urmatoarele relatii
a) A\ + A +...+ A =Tr4;
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b) AN ..o A =detA.
Observatie. A\, \,,...,\, suntvalorile proprii ale matricei A.

15. (Teorema Cayley-Hamilton) Demonstrati ca daca functia polinomiala
P(X\)=det(A—\I,)

este de forma P(\) = Z ¢, - A",
k=0
atunci e, +eA+c, A+ .. +c A" =0,.

16. Demonstrati ca daca matricea A € M, (R) satisface ecuatia
A"+ e A+ 4, =0,,

atunci toate valorile proprii satisfac ecuatia 2" + ¢,2" ' +...+¢, = 0.
17. Demonstrati ca daca exista o functie polinomiala P pentru care P(0) =0 si

P(A)=0,,atunci A este inversabila. (Concursul Gh. Vranceanu, 1992.)
18. Demonstrati ci dacd A> = A+ 1I,, (A € M, (R)), atunci
a)nl_Q\/gSTrASnl—i_Z\/g; b) det A < 1+2\/3] .

19. Pentru matricea A € M, (R) exista k € N" astfel ca A* = O, . Demonstrati ci
A" =0,.

20. Demonstrati cd daca A°*=4A4-3I,, (A€ A (R)), atunci existd
p €{0,1,2,...,n} astfel ca det A = 3",

21. Demonstrati ca daca A,Be M, (C), atunci functia f:C— C,
f@) =det(A+ zB) este o functie polinomiala de grad n fin care coeficientul

termenului dominant este det B si termenul liber este det A.
22. Aratati ci daca A € M, (R) satisface relatia A> = A+ I, atunci detA >0,

(C. Cocea, 1986.)
23. Demonstrati ca daca A4, B € M, (R) si det(A2 + B"’) =0, atunci det A = det B.

24. Demonstrati ca daca A,Be M,(R) si det(AB+ BA)<0, atunci
det(A2 +B*)>0. (Olimpiada, faza nationala, 1996.)
25. Matricele A,B,C € M, (R) comuta intre ele doua cate doua (AB = BA,
AC =CA si BC = CB)si detC = 0. Demonstrati ca det(A* + B>+ C*) > 0.
26. Matricea A€ M,(Q) satisface relatia det(A* —2I,)=0. Demonstrati ca
A* =21, si det A = —2. (Olimpiada, faza judeteans, 1996.)
27. Fie A,B € M, (Z). Daca matricea A+ k- B este inversabila pentru k = 0,2n
si inversa este in M (Z), atunci si A+ (2n+1)B este inversabila si
[A+(2n+1)B] ' € M, (Z).
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IV. APLICATII GEOMETRICE

ECUATIA DREPTEI. RECAPITULARE

Fie Oy un reper cartezian In plan. Pe parcursul anilor precedenti am studiat
problema coliniaritatii a trei puncte si diferitele ecuatii ale dreptei. Sa reluam pe scurt
cateva din aceste proprietati. Fie M(z,y), A(z,,y,) si B(z,,y,) trei puncte in plan
astfel incat x, = =, = x = z, . Daca ducem paralelele d, si d, la Oz prin A si B si
consideram P, € d,, P, € d, (conform figurii 1) atunci conditia necesara si suficienta

pentru coliniaritatea punctelor este MBP, = BAP, .

Dar tg MBD, = 2—% i tg BAP, = %2— Y% deci conditia de coliniaritate este
T —z, T, — I,
Y—1Y, _ Yo — Y

T—T, Ty—T

A A
y Ayl(zz ) y M(zy9)
a2 -1,
Yo=Yy B(2,y,)
A(xligi_/ A(z,yy)
ty Ty B g z,
) 0]
Figura 1 Figura 2

Aceasta relatie reprezinta in acelasi timp si ecuatia dreptei care trece prin punctele
A(z,,y,) si B(z,,y,). De aici deducem

Yo — Y
y=—">(r—1,)+m,,
Ty — &
deci
y=mr—+n,
unde m=L2"Y  este panta dreptei (sau coeficientul unghiular) i
Ty = I
n=uw,—, Y2 7% este ordonata punctului de intersectie a dreptei cu axa Oy
T, — X

(ordonata la origine).
Daca z, = r,, atunci dreapta determinata de punctele A si B este paralela cu axa
Oy (fig. 2), deci ecuatia dreptei ce trece prin A si B este

T=ux.
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Pentru a trata simultan ambele cazuri avem nevoie de ecuatia generala a dreptei:
ax+by+c=0,

unde a,b,c € R si a’+b> = 0. Putem verifica foarte usor ca in cazul b =0,

obtinem y:—%x—%, deci cu notatia —%:m si —%:n ecuatia (1). Daca

. . c . . -
b=0, atunci a = 0 si deducem z = —— = constant. Folosind ecuatia generala a
a

dreptei putem reformula conditia de coliniaritate a trei puncte si putem demonstra un
criteriu simplu pentru concurenta a trei drepte. Punctele M, (z,,vy,), My(z,,v,) s

M,(x,,y,) sunt coliniare daca existd a,b,c € R, a’ +b* = 0 astfel incat dreapta de
ecuatie d:ax + by+c =0 sa contina toate cele trei puncte. Dar M, € d, daca si
numai daca ax, + by, + ¢ = 0, deci obtinem sistemul:
ar, +by, +c¢ =0
ar, +by, +c¢ =0
ar, +by, +c =0
cu necunoscutele a,b si c. Din conditia a® + b” = 0 deducem ci acest sistem trebuie
sd aiba o solutie netriviala. Astfel conditia de coliniaritate este
oy 1
z, Y, 1=0.
T, Yy 1
Aceasta conditie cuprinde atat cazul =, = z,, cat si cazul z, = z,, deci nu mai este
nevoie de discutie in functie de abscisele punctelor.

Teorema
Conditia de coliniaritate a punctelor M, (z,,v,), M,(z,,y,) si M,(x;,y,) este

oy 1
z, Y, 1=0.
T, oy 1

Exemplu. Si se studieze coliniaritatea punctelor A(1,1), B(2,4) si C(—3,—11).
Rezolvare. Calculam determinantul

1 1 1
A=]|2 4 1.
-3 —-11 1

Efectuand transformarile (—2)L, + L, — L, si 3L, + L, — L, obtinem
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1 1 1
A=|0 2 -1,
0 -8 4
2 -1
deci A:l-_8 4 =8—8=0. De aici rezulta ca punctele A, B si C sunt
coliniare.

Intersectia a doua drepte in plan

Consideram dreptele d, si d, date prin ecuatiile lor generale:
d: aqz+by+c =0
dy: ax+by+c, =0.
Daca punctul M(z,,y,) apartine atat dreptei d, cat si dreptei d,, atunci (z,,y,) este 0
_ ) _ ar+by+c =0
solutie a sistemului :
ar+by+c, =0

Datorita proprietatilor referitoare la sistemele liniare avem urmatoarele cazuri:

a, b
1. Daca = 0, atunci sistemul este compatibil determinat, deci admite o unica

a; 0y

solutie. Tn acest caz cele doui drepte sunt secante, iar unica solutie a sistemului
reprezinta coordonatele punctului de intersectie.

a b . v s
2. Daca = 0, atunci avem doua posibilitati:
ay O
) g o T ¢ b -
a) sistemul este incompatibil, adica o ol™ 0 sau = (. In acest caz
2 2 C, 0,
dreptele sunt paralele (nu au nici un punct comun).
a’l Cl cl bl
b) sistemul este compatibil nedeterminat, adica a =0 si b= 0.
2 2 C2 o)
Tn acest caz cele doua drepte au o infinitate de puncte comune, deci sunt confundate.
Exemplu. Consideram dreptele d: 2z-3y+1=0

dy: ax+y+b=0,
unde a,b € R . Sa se discute pozitia relativa a celor doua drepte.
Rezolvare.
2 -3

l.a 1

=243as5i24+3a=0&a= —%, deci pentru a € R\{—%} dreptele
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sunt secante (au un singur punct comun).
2 1

2 : 2 —3 1
2. Dacéd a = 3 atunci calculam A, =| 2 ; :2b+§ si A, =

——3b—1.
I

A =0&b= —% si A, =0&0= —%, deci pentru b = —% cele doua drepte sunt

. 1 . .
confundate si pentru b = -3 sunt paralele. Pentru sistematizarea rezultatelor

rezumam cazurile discutate Tn urmatorul tabel:

a b Pozitia relativa
2 1
-—— —— drepte confundate
3 3
2Ry { 1} drepte paralel
3 3 repte paralele
2
R\ -3 R drepte secante

Concurenta a trei drepte
Consideram dreptele
d: ar+by+c=0,d: azr+by+c,=0slar+by+c=0.

Aceste drepte sunt concurente in punctul A(z,,y,) daca si numai daca (z,,y,) este
solutie a sistemului

az+by+c =0
a,r +by+c,=0.
a,x+by+c, =0

Dar (z,,y,) este solutie a sistemului daca si numai daca (z,,y,,1) este solutia
nebanala a sistemului

az+by+cz=0
a,x + by +c,z =0.
a,x + by +cz2 =0
Conditia necesara si suficienta ca sistemul anterior sa admita o solutie nebanala este ca
a b ¢

a, b, ¢|=0.

Am ajuns la urmatoarea:



Aplicatii geometrice 369

Teorema. Dreptele neparalele si neconfundate doua cate doud d, : a .z +by +c =0,

d,: a,x+by+c,=0sid, : azx+by+c, =0 suntconcurente daca si numai daca

o b ¢
a, b, ¢|=0.

a; by ¢

Exemplu. Sa se arate ca dreptele 3z —4y+6=0, y=2x—1 si ba—2y=4
sunt concurente si sa se calculeze coordonatele punctului de intersectie.

Rezolvare. Identificam coeficientii (conform ecuatiilor generale) si avem de
calculat determinantul

3 -4 6
A=2 -1 -—1f.
5 —2 -4
Dupa efectuarea transformarilor 2C, + C, — C| si —C, + C, — C, obtinem:
-5 —4 10 5 10
A=10 -1 0/=(D,; =0,
1 -2 -2

deci dreptele sunt concurente (deoarece nici 0 pereche nu este confundata).
Coordonatele punctului de intersectie se pot obtine rezolvand sistemul

3r—4y+6=0
20 —y—1 =0
5c—2y—4=0
sau oricare din sistemele:
3z—4y = -6 3r—4y = -6 or—2y =4
22—y =1 : br—2y =4 ! 22—y =1

Coordonatele punctului de intersectie sunt (2,3).

Probleme rezolvate

1. Sa se demonstreze ca Tnaltimile unui triunghi sunt concurente.

Rezolvare. Consideram punctele A (z,,y,), A,(z,,y,) si A,(z,;,y,). Panta dreptei

A A, este m, = P % deci panta dreptelor perpendiculare pe A,A, este
Ty — X,

1 . — . . . . .
my="—— = — Ty — 5 Ecuatia dreptei ce trece prin A, si este perpendiculara pe
m, Ys — Y
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AA, este LI =/ = BT adica
T —I Ys — Yo
y(ys - y?) + I(Is - 132) - [yl(yJ - y?) + ‘Tl($3 - Iz)] =0.
Observam ca aceasta ecuatie este corecta chiar si in cazul z, =z, sau y, = y,.

Ecuatiile celorlalte Tnaltimi se obtin prin permutarea ciclica a indicilor, deci pentru a
demonstra concurenta Tnaltimilor avem de aratat ca

Ys =Yy Ty — Ty Y (Y5 —Y) + 3 (25 — T,)
Y —Ys T — Ty Y(yy —¥s) + 3y(2 — 7)) = 0.
Yo =y Ty — 1 Ys(y, — )+ wy(w, — 3))

Pe de alta parte suma elementelor pe fiecare coloana este 0, deci determinantul este 0
si astfel demonstratia este completa.

Yy y
A (1) Ay (z1.91)

Ay, Ay(zy.y,)

Ay Aylzpyy)

Figura 3 Figura 4

2. Sa se demonstreze ca medianele unui triunghi sunt concurente si sa se calculeze

coordonatele punctului de intersectie (adicd coordonatele centrului de greutate).

Rezolvare. Folosim notatiile din problema precedenta. Mijlocul M, al laturii A,A4,

Ty + Ty Yyt Yy
2 72

are coordonatele M, , deci mediana AM, are ecuatia
Yty
Yy—uy % 2 . . . .
= . Aceasta ecuatie poate fi scrisa sub forma
T—z Ty + 2y |
1 T, ————

2
y(Qxl — I _xs)_$(2y1 — Y _ys)_yl (2% — Ty — x3)+ $1(2y1 — Y _yg) =0.
Observam ca si aceasta ecuatie este valabila si in cazul z, = % Ecuatiile

celorlalte mediane se obtin si Tn acest caz printr-o permutare ciclici a indicilor
(1—-2—3—1), deci pentru completitudinea demonstratiei este suficient sa
verificam egalitatea

20—y — Ty 2y, — Y, — Y, —yl(Qxl—xz—x3)+xl(2yl—y2—y3)
20, — 2y — 7, 2y, — Y3 — Y, —y2(2x2—xg—xl)—f—xQ(QyQ—yg—yl) =0.
20, — 1, — 1y 2y, — Y — Yy —y3(2m3—x1—x2)+x3(2y3—y1—y2)

Si in acest caz suma elementelor de pe fiecare coloana este 0, deci determinantul este 0.
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Aria unui triunghi

Consideram punctele A (z,,v,), A,(z,,y,) si Ay(z,;,y,) astfel Incat originea sa fie in
interiorul triunghiului (fig. 5). Astfel

AIAAA) = AIAOA]+ A[A0A] + AIA0A],
deci este suficient sa exprimam aria A[4,0A4,] (datorita notatiilor simetrice celelalte

exprimari se pot obtine prin permutarea indicilor). Folosind notatiile din figura 6
alaturata avem urmatoarea relatie:

AIAOA,) + A[A A M)+ AJOA,P ]+ AOAQ,] = AOPMQ,].

Y A

Ay (2,7

Ay(35)
ZT

: A:s( Ly y:s)

(@) . (@70)

Ay (9 4y)

Figura 5 Figura 6

Pe de alta parte
1
A[AAM] = 5(% —y;) (25 — 1)

1
A[A,OR] = 5%3/3

1
A[OA1Q1] = 5131%
A[OPMQ,] = y,x,,

deci
1 1 1 1 1 1
A[AOA;] =y, — 551713/1 - E%ys - 5915173 - 53/3:171 + §y3x3 + 5%3/1 =
1( ) 1% 4 1% %
= 9 YTy — Y3y ) = Y = olTs  vs|

Modulul rezultatului obtinut este independent de pozitia relativa a punctelor A4, si A,

fatd de axele de coordonate desi ariile folosite pe parcurs pot avea alte exprimari.
Astfel obtinem:

r oy 1

1
:iE% Y, 1,

Ty Yy

T3 Y3

Ty Y

T3 Y3

Ty Y

Ly Y

1

A[AlAzAs] = :l:E

T, Yy, 1
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unde semnul trebuie ales astfel ca membrul drept sa fie pozitiv.

Y

By(x5u,y,-0)

Figura 7

Daca initial O nu este n interiorul triunghiului, atunci translatam triunghiul A A, A,
astfel ca O sa fie in interiorul triunghiului translatat (fig. 7). Daca B,B,B, este
triunghiul translatat, atunci exista (u,v) € R* (componentele vectorului de translatie)
astfel ca punctele B,, B, si B, sa aiba coordonatele:

B (2, —u,y, —u), By(w, —u,y, —u), By(zy —u,y5 —u).

o —u y—v 1 oy 1
1 1
Astfel A[A A A= A[B,B,B,] = S| v 1= S b 1f1.
T, —u Yy, —v 1 T, Yy, 1

Ultima egalitate se obtine prin transformarile v-C, +C, — C, si v-C, +C, — C,.
Am demonstrat deci urmatoarea teorema:

Teorema. Aria triunghiului determinat de punctele A (z,y,), A(z,,v,) si
As(xz;ays) este

. oy 1
A[A1A2A3]:§ T, Yy, 1|

T, Y, 1

Observatie. Folosind formula pentru distanta unui punct de la o dreapta putem
demonstra aceeasi formula intr-o maniera mai simpla. Reamintim urmatoarea teorema:

Distanta de la punctul M(z,,y,) la dreapta d: az+ by +c =0 este %.
a +b

Aria triunghiului 4, 4,4, se poate exprima prin éAZA3 -h,unde h este distanta de la

punctul A (z,,y,) de ladreapta A,A, Ecuatia dreptei A4,A, este
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Y=Yy Y3 — Yy

T—T, Ty—T,

care poate fi scrisa sub forma

Yy —2,) = 2(yy — Yy) — Yo(T5 — 2,) + 2,(y; — 4,) = 0,
deci
|(x3 — Ty — (3/3 - 3/2) — YTy + xzy3|

\/(xs - x2)2 + (yS - 92)2

Pe de alta parte 4,4, = \(z, —x,)’ + (3, — v, , deci

h =

1 1
A[AAA ] = EAQAJ h = §|$3y1 = Tyl T LYy — Y — Yoy + ToYs| =

z oy 1
=—|lz v 1
Ty Yy 1
Exemplu. Sa se calculeze aria triunghiului determinat de punctele A(1,2), B(4,—2)
si C(3,1).
Rezolvare. Folosind teorema anterioara avem de calculat determinantul:
1 2 1 1 2 1 3 4
AAAA] =l —2 af|=Lllp -4 of|=L|[ ][=2.
2 2 2012 -1 2
3 1 1 2 -1 0

Observatie. Punctele A, B si C' sunt coliniare daca si numai daca o[ABC| =0,
deci din teorema precedenta rezulta si criteriul de coliniaritate.

Probleme rezolvate

1. Sa se stabileasca o conditie necesara si suficienta pentru concurenta dreptelor d, ,
d, si d, determinate de perechile de puncte A(z,,v,), A'(z],y]), B(x,,v,), B'(z},4})
si C(2y,9,), C'(:Eg,y;).

Rezolvare. Ecuatia dreptei AA’ este
Y=Y _ YU

/
rT—x T T

adica
!/ !/ !/ !/
y(lﬁ - 331) - x(% - y1) -y + 2y =0.
Celelalte ecuatii se obtin prin schimbarea indicilor, deci aplicand conditia de
concurenta pentru trei drepte date prin ecuatiile lor generale, obtinem conditia:
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/ / / !
=T Y Y Y Ty

/ / / 'l =0
Lo =Ty Yo — Yo Loy — LYp| = U

/ / o
Ty =Ty Y3 — Y3 Tgls — T3Ys

2. Consideram punctele A(A\ 1), B(A+3,1), C(LA—1) si D(I,A+2). Sa se
determine locul geometric al intersectiei dreptelor AD si BC cand X parcurge

multimea numerelor reale.
Rezolvare. Scriem ecuatiile dreptelor AD si BC':

AD: Y=L AT 2L ica g =\ — a1+ ) = -\ — 241
T —A 1-A
Bo: —¥4=L 272 dica g(A+2)4a(A—2) = N + 23 —4
"r-A-3 1-)A-3 Y B
Determinantul sistemului format din cele doua ecuatii este:
1-X —(1+2N)
A+2  A-=2

Pentru A = 0 cele doua drepte nu se intersecteaza, iar pentru A = 0 unicul punct de
intersectie M(z,,y,) are coordonatele:

I N ) N |
A _)\+2 AN +22—4 _3)\2+9)\—6 G

‘TA: -
A 2\ 2\
AP =20 +1 —(1+ )
2
y/\:ﬂ: A 4+2\—4 A—2 :3)\24-3)\—6.

A 2\ 2\
Ecuatia locului geometric se obtine elimindnd parametrul A din aceste doua ecuatii si
studiind valorile posibile ale lui z, respectiv y,. Daca scadem cele doua egalitati
anterioare, atunci obtinem relatia
Yy — 1, =—1,
deci locul geometric este o submultime a dreptei de ecuatie y —x +1 = 0. De fapt

aceasta relatie se poate obtine si prin adunarea celor doua ecuatii (deci fara a scrie
forma solutiilor). Pentru a identifica submultimea dreptei care corespunde locului
geometric determinam imaginea functiei A\ — z, sau a functiei A — y, (A= 0). Din

formula obtinuta pentru z, rezulta:
3N +(9—-22,)A—6=0.
Dar A € R\ {0}, deci discriminantul acestei ecuatii de gradul doi nu poate fi negativ.

Astfel obtinem conditia
(9—22,) +12-6>0.
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A = 0 nu este radacina a ecuatiei pentru nici o valoare z,, deci alta conditie nu mai
avem. Pe de alta parte inegalitatea precedenta este verificata pentru orice z, € R.

3. Sa se stabileasca o conditie necesara si suficienta pentru ca punctele M, (z;,v,),
1 < < 4 safie situate pe acelasi cerc.
Solutie. Ecuatia cercului cu centrul in O(z,,y,) si raza R se obtine din relatia
MO* = R’, deci ecuatia este
(z =2 +(y—y,) = R".

Aceasta ecuatie este de forma

2’ +y? — 22z, — 2yy, + 35 +y. — R* =0.
Daca punctele M,, M,, M, si M, sunt situate pe acest cerc, atunci obtinem sistemul
de ecuatii:
z+y tax, +by +c =0

m§+y§+a1:2—|—by2+c =0
5+ y; + azy + by, + ¢ =0
7y +y; +az, by, +c =0

unde a =—2z,, b=-2y, si ¢c=ua, +y, — R*. Relatiile de mai Tnainte implica
faptul ca (1,a,b,c) este o solutie nebanala a sistemului liniar si omogen (cu
necunoscutele d,a,b si ¢):

d<x1+y1)+ax1—l—byl—|—c =0
d(xz—{—yz)—{—a%—l—by?—kc =0
d(a2 +y2)+az, +by, +c =0

d(x4 +y4)+ax4 +by, +c =0

Pe de alta parte daca acest sistem admite solutii nebanale si punctele M,, M,, M,
respectiv M, nu sunt situate pe o dreapta, atunci are si o solutie de forma (1,a,b,c)
(fmpartim cu d = 0). Astfel conditia de conciclicitate este

x12 + y12 oy 1
oty 1,y 1

2

x§+y3 Ty Yy 1

Ii+yi r, y, 1
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L U
Lo Ty Yy

unde rangul matricei M =
T3 Ys

Ty Yy

este 3 (aceastd conditie garanteaza ca

—_ = =

punctele nu sunt coliniare).
4. (Bacalaureat 2004) In sistemul cartezian de coordonate xzQOy se considera

multimea L = {(k,p) ‘k,p € Z}. Daca XYZ este un triunghi, notam cu S,,, aria sa.
a) Daca A(z,vy,), B(z,,y,) si C(z,,y,) sunt puncte necoliniare din plan, sa se
determine a € R astfel incat sa avem egalitatea
1 1 1
Sipe =la-|z, z, x.
Yo Yo Y

b) Sa se arate ca daca avem un triunghi cu varfurile in puncte din multimea L,
atunci aria sa este un numar rational.

c) Care este aria unui triunghi echilateral de latura [ ?

d) Sa se arate ca patratul lungimii oricarui segment cu capetele in punctele din
multimea L este un numar intreg.

€) Sa se arate ca nu exista nici un triunghi echilateral cu toate varfurile in puncte
din multimea L .

f) Sa se arate ca nu exista nici un poligon regulat cu 2004 laturi, avand toate
varfurile Tn puncte din multimea L .
Rezolvare. a) Folosind teorema referitoare la aria unui triunghi in functie de

coordonatele varfurilor, obtinem a € {i %}

b) Daca z,,x,,,,Y,,Y,.y; € Z, atunci din dezvoltarea determinantului rezulta ca

1 1 1
T, T, x| € Z (efectuam numai inmultiri, adunari si scaderi), deci S,,, € Q.
Y Y Y
c) Daca M este mijlocul lui BC, atunci MC :é. Dar A AMC =AAMB (cazul
LUL: AB=AC, BM = MC, B=0C), deci AMB = AMC si astfel AM este si
r3
2 —

inaltime, deci din teorema lui Pitagora AM =.,|I" —— = -5 Tn final

4
’J3
o

S.pe = %BC’ CAM =

d) Dacd M(z,,y,) € L si N(z,,y,) € L,atunci MN* = (z, —z,)* + (v, —9,)* € N.
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e) Daca toate varfurile unui triunghi echilateral ABC ar fi in L, atunci conform

punctului d) am avea ?e€ N. Din b) rezultdi S,,, €Q, deci ar rezulta
4 C Ao . N

V3 = % € Q, ceea ce este absurd, deci varfurile nu pot fi toate in L. Pentru

completitudinea demonstratiei aratim ci /3 ¢ Q. Daci /3 € Q, atunci exista

m,n € N, cu (m,n) =1 (cel mai mare divizor comun al numerelor m si n este 1,

adica fractia T este ireductibila) astfel ca V3 =" Din aceasta relatie rezulta
n n

m’ = 3n”, adica m*:3, deci si m:3 (daca m nu este divizibil cu 3, atunci m are

forma 3k 41, deci m’ este de forma 3M +1 si astfel m* nu ar fi divizibil cu 3).

Astfel existai m, € N cu proprietatea m = 3m,. De aici rezulti n* = 3m;, deci

n*:3, adici n:3. Pe de alti parte in acest caz (m,n) > 3 (pentru ca 3 este un divizor
comun), deci obtinem o contradictie. Tn consecinta /3 ¢ Q.

f) Sa presupunem ca exista un poligon regulat cu 2004 laturi, avand toate varfurile in
L . Poligonul se poate descompune in 2002 triunghiuri, fiecare cu varfurile in L (prin
trasarea diagonalelor dintr-un varf fixat). Cum suma a 2002 numere rationale este un
numar rational, rezulta ca aria poligonului este un numar rational. Pe de alta parte
notand cu [ latura poligonului, apotema A (vezi figura) se poate exprima sub forma

2
h= ;ﬂ si astfel aria poligonului este S = —— . Ramane de aratat ca
2tg 4tg——
2004 2004
tgL ¢ Q. Pe baza formulei tg(z + y) = tsrttey rezulta ca daca tgx € Q,
2004 1—tgzrtgy

atunci tgnr € Q pentru orice n e N. Astfel din tgﬁé@ ar rezulta

V3 = tg% =tg [668 . ﬁ] € QQ si aceasta este o contradictie. Astfel si ipoteza este

falsa, deci nu exista nici un poligon regulat cu 2004 laturi care sa aiba toate varfurile

n L.
B M C All'Ag
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Exercitii si probleme propuse

1. Un triunghi echilateral ABC are varful A fixat, iar varful B este variabil pe o
dreaptd d. Sa se determine locul geometric al varfului C .
2. Aflati locul geometric al centrelor dreptunghiurilor inscrise intr-un triunghi dat si
care au una din laturi situate pe baza triunghiului.
3. Calculati lungimile medianelor triunghiului determinat de punctele A(-1,2),
B(1,6) si C(—4,4).
4. Calculati lungimile Tnaltimilor triunghiului determinat de punctele A(1,2),
B(—1,6) si C(4,4).
5. Varfurile unui triunghi au coordonatele (2,1), (1,—1) si (—5,3). Scrieti
a) ecuatiile dreptelor suport a laturilor;
b) ecuatiile paralelelor la laturi prin varfurile opuse;
c) ecuatiile medianelor;
d) ecuatiile inaltimilor;
e) ecuatiile bisectoarelor;
f) ecuatiile mediatoarelor.
Determinati coordonatele
g) centrului de greutate;
h) ortocentrului;
i) centrului cercului inscris;
j) centrului cercului circumscris.
6. Scrieti ecuatiile dreptelor care trec prin perechile de puncte
a) A(LQ), B<07 3), b) A<_27 4)1 B(57 7): C) A(l,l), B<_27_8)'
7. Fie d, si d, doua drepte oarecare si A, A, A, €d, respectiv B, B,,B, €d,.
Construim intersectiile AB,NAB ={M}, AB,NAB ={M,} si
AB, N A,B, = {M,}. Aratati ca punctele M,, M, si M, suntcoliniare.
8. (Teorema lui Newton-Gauss) Fie A A,A,A, un patrulater oarecare,
{E} = AA NAA si {F}=AA NAA,. Demonstrati ca mijloacele segmentelor
AA,, AA, si EF sunt coliniare.
9. (Teorema lui Menelaus) Fie A A,A, un triunghi si B € AA,, B, c AA
. o A B A,B . AB
respectiv B, € A A, astfel incat AB A, ==\ s5i =2
BlAS B2A1 B3A2
capunctele B, B, si B, sunt coliniare daca si numai daca A\, = —1.
10. (Teorema lui Ceva) Fie A A,A, un triunghi si B, € A,A,, B, € AA respectiv

B e AA astfel incat 2By, Al g AB
‘ B4, B, A, BA,

dreptele A, B,, A,B, si A,B, sunt concurente daca si numai daca A\, = 1.

= )\,. Demonstrati

N

A;. Demonstrati ca
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V. EXERCITII SI PROBLEME RECAPITULATIVE

MATRICE SI PROPRIETATILE MATRICELOR

1 5 -2 3 -1 2
2 6 0 1 3 —4
1. Sedau matricele A = 3 7 , B= i 5 si C = 09 . Calculati:
4 8 3 2 -7 =3
a) A+ B; b) C - B; c) (A+B)+C;
d) A+(B+0); e) 2A+ 3B; f) A-2B+3C.
_ -1 3 4 2 0 -1} 0 1 -1
2. Se dau matricele A = 5 o0 —o'P=|3 10 _7 si C = 1 _o 1].
Calculati:
a) A+ B; b) (A+ B)+C; c) A-B+C;
d) 34-2B+C,; e) A+ B+ C, f) A+2B+3C.
1 2 -1 5 4 3
3. FieA=|4 3 —-2|siB=|2 1 7|.Calculati:
1 5 -3 -5 3 2
a) A-B; b) B-A4; c) AB— BA;
d) A°; e) A’ - B*; f) (A—B)(A+ B).
1 -1 2 -5 -5 -1 -4 -1 -9
4. FieA=|3 4 1|,B=|13 14 9 |siC=|1 3 5
-2 0 -1 0 2 =2 8 2 7
Calculati:
a) A-B; b) B-A; c) (A+BY;
d) A* +2AB + B*; e) AC; f) CA.
1 2 3 b4 =2
5. Fie A= 0 -1 1 si B=|0 3 1 |.Calculati:
2 0 1

a) A-B'; b) B-A"; c) A-(AB)'; d) A'-(AB).
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10.

11.

12.

-1 2 0
0 -1 2
Fie A = i B=|4 1 2|.Calculati:
3 1 of° ’
-3 4 1
a) A-B'; b) B-A'; c) A-(AB);  d) A'-(AB).
Rezolvati urmatoarele sisteme matriceale:
1 2
2X4+3Y =0 -1 Yoy 1 2 3
3 9 YTl 01
a) : b)
1 0 3 21
X-Y=
3X-2Y=4 5 0 41
-2 1
Rezolvati urmatoarele sisteme matriceale:
1
X-2Y=|4 oy 0 1 3
7 =475
a) ; b) .
3 -2 4 3
—4X 4+ 3Y =
2X +3Y =|-2 5 =27
1

Determinati numerele reale z,vy,z si ¢ astfel incat sa fie adevirata egalitatea:

z 1 =2 1 2z t -4 13 5
Sy 4 y+2—310]:[0 63]
Rezolvati urmatoarele ecuatii matriceale:

1 5 -1 3 1 2 3 01 2
a)2X 4, 7:[1 s Do o 1]_X:[o 0 1}'
Rezolvati urmatoarele ecuatii matriceale:

1 4 4 10 1 4 5 -3 2 3
A3XFs 6172 o b)231]_2X:4 5—1]'
Determinati matricea X , daca

1 2 1 2 1 2
a)|-3 4|-x=[17 4; b) X-|—3 4:(8 0).
2 1 -4 1 2 1
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13. Rezolvati urmatoarele ecuatii:

1 2 3 1 1 2 3 0 1 2 3 0
a)|3 2 1|X=|0]; b)[3 2 1|X=|1|; ¢)|3 2 1|X=|0];
011 0 011 0 011 1
1 2 3 1 00
d)|3 2 1{X=|0 1 0].Ceobservati?
0 11 0 01

14. Aratati ca pentru orice A € M (R) exista B,C € M, (R) astfel incat

A=B+C
B=B . (1)
C=-C'

Demonstrati ca pentru A fixat, matricele B si C' sunt determinate Th mod unic de
relatiile (1).

0 1

15. Fie matricea A =
10

a) Calculati A*;
b) Aritati ca (A —1,)(A + 1,) = O, fara ca vreunul din factorii produsului

(A—1,)(A+1,) sifieegal cu O,.

16. Fie matricea A =

o = O

0
0
1

o O =

a) Calculati A*;
b) Demonstrati ca A* — I, = (A—I)(4’ + A+1,)=0,;
c) Rezulti de aicica A* + A+ 1, =0,?

1'7. Fie matricea A =

oS = O

0 0
0 0]. Calculati A*".
10
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18.

19.

20.
21.
22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

00 - 00O
10 0 0
Fie matricea A = |0 1 0 Ole M (R).Calculati A>, A*, A" si A",
0 0 1 0
0 0 01
1 0 0 0
Fie matricea A = |0 1 0 Ole M, (R). Calculati A*, A® si A".
00 - 10

Determinati matricele A € M,(R) pentru care A*> = 1I,.

(
Determinati matricele A € M,(IR) pentru care 4> = 0, .

a b
(Cayley-Hamilton) Aratati ca matricea A = d] satisface ecuatia
C

A —(a+d)A+(ad —be)[, =0,
Aratati ca matricea A € M,(R) verifica ecuatia
AP —TrA-A> +Tr A -A+detA-[3 = 03,
unde A" este matricea adjuncti a lui A.

Determinati toate matricele X € M, (R) pentrucare A- X = X - A, unde
-2 1
A= .
1 4
Determinati toate matricele X € M,(R) pentrucare A- X = X - A, unde
1 2
A= .
3 4
Aratati ca pentru orice A € M,(R) exista o infinitate de matrice X € M,(R)
pentrucare A- X =X -A.
5 2
Fie matricea A = o 1| Demonstrati ca A" = 3""' (nA —3(n —1)1,),
Vn>1.
Demonstrati ci pentru orice A € M,(R) si n € N existd a,,b, € R astfel incat

A =a A+b, -1,
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-1 -1 0
29. Consideram matricea A =| 1 0 0f.
0 0 1

a) Verificati egalitatea 4> + A* + A=0,;
b) Aratatica I, =a-A+b-A*+c-A’, Va,b,c€ER.

(Varianta bacalaureat, 2005)
30. Spunem ca matricea A € M,(R) este nilpotenta daca exista n € N* astfel Incat
A" =0,.

2

a b
a) Aratati ca daca A = d] este nilpotenta, atunci a +d =0 si ad —bc = 0.
Cc

b) Aratati ca matricea I, nu poate fi scrisa ca o suma finita de matrice nilpotente.
(Bacalaureat, 2005)
31. Aratati ca ecuatia AB — BA = I, nuare solutiein M (R).
1 2

32. Se da matricea A = 0 1

a) Determinati toate matricele X € M,(C) pentru care AX = XA.
b) Rezolvati in M,(C) ecuatia X" = A,unde n € N'.
33.Fie A€ M (R). Aratati ca daca

a) A'-A=0,,atunci A=0,; b)A-A=24A-1  atunci A=1,.
34.Fie E o matrice patratica ale carei elemente sunt toate egale cu 1 (£ € M (R)).
Aratati ca
a) B’ =nk; b) (I,",—E)[I"— ! 1E]:I”.
n J—

35. Demonstrati ca daca AX = XA pentru orice X € M,(RR), atunci exista ¢ € R
astfelca A =c- 1,.

36. Consideram functia f:D — R definita prin f(z) = axi; unde D este
CT
determinat astfel ca functia fo fo---o f sa fie definita pe D. Demonstrati ca
axtb a b f(a, b,
= -2 7 ynde = .
f : flLO(Jri - f (x) Cn,‘r —"_ dﬂ, c d cﬂ dﬂ

37.Sasearatecadaca A,B€ M, (R) si AB= BA, atunci
a) (A+ B =A*+2AB+ B*; b) (A+B)’ = A’ +3A’B+ 3AB* + B?;

n—1

) (A+ By = A"+ > C'A" " B" + B", Vn>1.
k=1
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38.Sasearate cadaca A,B € M, (R) si AB = BA, atunci
a) A’ —B*=(A—B)(A+B); b)A’-B=(A-B)(A’+AB+ B*);
c) A" —B"=(A—B)(A"' + A" B+ + AB"? + B"').

39.Fie A € M, (C). Demonstrati urmatoarele echivalente:
a) =A< A-1)=1, b)A=I & A+I)=2(4+1,).

\/g 1 102 1 O
40. Aritati ca =2 .

-1 3 0 1

01
41.Rezolvati in M,(Z) ecuatia X" — X" + X" = [0 s N
(Etapa locala, jud. Timis, 2004)
8 =9

42.a) Aflati matricele A € M,(Z) care satisfac ecuatia A* —5A = 5 _3|"

b) Calculati A", n € N pentru solutia ecuatiei de la punctul a).
(Etapa locala, lasi, Mihai Craciun)
43. Calculati inversele urmatoarelor matrice:

10 -2 1 2 —-10 -3
A\ —2]; b) [2 10]; | g —2];
2 5 1 -7 -3 -2
0 3]; e, 7]; ﬂ[G 5]'
44. Calculati inversele urmatoarelor matrice:
8 —10 -1 6 —4 3 2 5 6
a) (10 1 1 b)|7 0 6 c)|3 10 9|
1 0 0 2 5 4 -1 4 -1
1 -7 4 6 -3 6 —2 7 -9
d|(-2 4 -1 e)|l-10 1 1 f)|-10 —10 4
10 -3 -7 4 3 -10 -2 -4 3
45. Calculati inversele urmatoarelor matrice:
-9 -7 -1 4 -10 -5 1 -9 -5 5 6 0
9 4 3 =2 10 1 1 3 -6 10 7 5
Mo 6 -1 7 e s a4 3 VN o7 o3 6]
-2 -8 1 -3 -8 5 -3 -5 8 -7 0 -9
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10 O 7T —4 -5 -8 7 1
-2 0 ) 2 4 1 1 -3
Dz 4 0 5 7 2 9 _of
9 —4 —-10 4 -8 -1 1 4
46. Calculati inversele urmatoarelor matrice:
-2 2 3 -6 -2 1 10 -5 6 —1
3 -6 5 —4 =8 0o 8 -5 -1 4
a)[10 =10 1 -1 -7/ p)|-2 7 -5 —10 7
6 4 -5 =10 9 0 -3 3 -5 1
7T -9 -2 2 9 -8 -5 -8 &8 -—10
DETERMINANTI SI SISTEME
1. Calculati determinantii de ordinul doi:
1 3 2 4 -1 3 144 244
Ay Pllg 5 oy oM oy
sinx cosx 2% 1 a*—b a’+a’b+ab’ + b
e) —cosz sinz 0 glo2e  glo ! g) a—2> a® + b’
2. Calculati determinantii de ordinul doi:
V201 cosa  sina a b
a) J6 \/ﬁ; b) —sin « cosa; c) —b a;
a+b o —b a’+b° ac+bd
d) ; e) .
1 a—Db ac+bd ¢ +d°
1 2 3
3. Consideram determinantul A =|—1 0 1|. Calculati A folosind
2 1 3

a) regula lui Sarrus;

c) dezvoltarea dupa prima linie;

b) regula triunghiului;
d) dezvoltarea dupa a doua coloana;

e) proprietatile determinantilor.

Aceeasi problema pentru A =10

1 4

-3 5.

2 4
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z 1 1 1
1 =z 1 1
4. Calculati determinantul A(z) = 1 s 1 si rezolvati ecuatia A(z) =0.
1 1 T
5. Calculati urmatorii determinanti:
a b a+bd a—b—c 2a 2a
a) A=| b a-+b a |; b) A= 2b b—a—c 2b :
a+b a b 2c 2c c—a—>
2ab  a® 40 a+b
c)A=a"+b 2ab a+b|.
a+b a+b 2
a+b® b+ c+a’
6. Calculati A =|a"+b" b*+c* & +d’|.
a’+b" b+t S +a
a*+1 ab ac
7. Scrieti determinantul A =| ab 0> +1  be | subforma unui produs.
ac be 41
8. Calculati determinantii de tip Vandermonde:
1 1 1 1 1 1 1
1 1 L a b ¢ d a, a, a,
a)ab;b)a b c;c)a2 2o dQ;d) . . .
TN a v o d o™ ey a;”
9. Fara a calcula determinantii aratati ca
1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1
a)la b cl=(a+b+c)la b c|;b)|@® ¥ |=(ab+ac+bc)la b cl.
a v a b a@ v a b
I 1 1 bc ac ab
10. Fari a calcula determinantii aratati ca |[a®> b° ¢’|=|a b ¢
a b a b o
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T, T, Ty
11. Calculati determinantul A = |z, z, |, daca z,, z, si z, sunt radacinile
Ty Ty Ty
ecuatiei z° + pr+¢=0, p,gER.
Ty Ty Ty
12. Calculati determinantul A =z, z, |, daca z,, z, si z, sunt radacinile
Ty Iy Iy
ecuatiei z° —3z° +2r+1=0.
13. Aratati ca daca matricele A,B e M,(R) comuta intre ele, atunci functia
f:R — R definita prin f(z) = det(A4 + zB) poate fi scrisa sub forma:
f(z) = det(B)-2* +mx + det(A),unde m € R,
rT—a b c
14. Arataticaecuatia| ¢z —a b | = 0 nu poate avea trei radacini reale
b c T—a
distincte.
3z +2y+mz=0
15. Pentru ce valori ale parametrului m € R, sistemul {mz + 3y + 2z = 0 admite si
2r+my+32=0
alte solutii Tn afara de solutia nula? (Admitere 1997, Bucuresti)
1 1 1 1
1 14+aq 1 1
16. Calculati valoarea determinantului A = |1 1 1+a; I |n
11 1 1+a’
functie de a, si r daca numerele qa,,a,,...,a, formeaza o progresie aritmetica cu
ratia r .
a+x a a
a a+x a
17. Fie sirul (a,),_, definitprin o, = . Calculati
a a a+x
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2—a a—zr x—1
18. Pentru ce valoare a € R ecuatia | 1— 2’ 7’ —1 | =0 admite o
2—a—2x x+a -2
radacina dubla intreaga?

4 4 4 Xy Lyly Tyl
T+, +

19. Calculati £ = —; 5 5
2 e

2 -
(z2,3,) — |wz, Tyx, 3,| dacd z;,w,,z, sunt
Iyy  Iyly Tyl

radacinile ecuatiei 2° —az +1=0.

sin® —cos’z sin2x
20. Se considera functia f(z) =| cos’rz  —sin’z sin2x|. Aduceti f laforma
1+ sin2zx 1 1

cea mai simpla.
(Admitere 2005, Timisoara)
21. Determinati valorile parametrului « € R pentru care sistemul urmator admite

o, — T, — 2, =0
solutii nenule yz, 4 4z, — 2z, =0.
z, — 2z, +2z, =0
(Admitere, 2005, Oradea)
mx +y— 2z =2
22. Se considera sistemul 24+ y+ 32 =1, unde m si n sunt parametri
Cm—-1z+2y+2z =n
reali. Calculati valoarea lui « daca
A= {(m,n) S R2|sistemul este compatibil nedeterminat} si

o= Z (mQ—i-nQ).

(m,n)eA
(Admitere, 2005, ASE Bucuresti)
mr+y+z = 1
23. Fiesistemul {z+my+2z = m ,unde me R.
r+y+mz = m’—3

a) Determinati m € R astfel incat sistemul sa fie compatibil determinat.
b) Rezolvati sistemul pentru m = —2.
(Admitere, 2005, Brasov)
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I4+mz+y+z = 1
24. Fiesistemul z+(1+m)y+2z = m ,meR.

c+y+1+m)z = m
a) Pentru ce valori ale lui m , sistemul este compatibil determinat;
b) Rezolvati sistemul pentru m = 2 si pentru m = 0.
(Admitere, 2005, Baia Mare)
25. Calculati rangul urmatoarelor matrice:

1 1 0
1 23 45 6 0 01
a)|-2 4 -6 8 —10 12|; b)|l 0 0},
-1 2 3 75 6 110
011
1 -1 2
1 23 -5 7 5 1 7
c)|l-2 1 =3 2 1 |; d| 5, _
-8 1
0 5 3 8 15 9 4 9
26. Calculati rangul urmatoarelor matrice:
1 2 3 -1 1 -1 2 3
2 0 -1 4 2 =2 46
Ay g5 2| PV 12 o 3
1 6 10 -7 1 0 49
10 0 -1 2
-1 4 5 3
3 -1 2 0 1
21 2 1 4 -3 2
g1 20| d) '
6 0 6 —4 5
1 -2 30
3 2 8 =5 2
27. Rezolvati urmatoarele sisteme:
T, +2z -z, +z, =1 T, +2z -z, +z, =1
a) \z, + 22, —2,—z, = -1, b))z +22,—2,—2, = -—1;

z, +2z,—z,+2z, = 2 z, +2z,—z,+2z, = 3
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T, + T, — 2. =1
x1+2x2+{;x3 6 O =7
lo, — 2z, — 42, = -5 d) 20 h - :
©) ;11:1+32:L~2—xz , 3z, + 20, — 4z, = —6’
—r, +4z, +3r; = 5
z, + 7, + 4 = 3
z, + 2z, + 3z, —4z, = 9 z, + 2, — 22, + x, + x4 =1
e) {2z, -3z, +z,+2, = —5; f){2z, —x, +2,—4z,+22, = 3.
-z, + 1, — 21, =1 4o, + 2y — 3wy — 22, +4x, = 6
28. Rezolvati urmatoarele sisteme cu doua necunoscute:
dr+5y =12 —Tr+7Ty =-28 3r—4y =-2
D orosy =-18 D aw—6y ——6' a6y =-20
—r—2y =T 3z +By =8 V2 +3y =5
Mseray =2 N@oyg =0 ”{ﬁxwﬁy —2f5
29. Rezolvati urmatoarele sisteme cu trei necunoscute:
y—62z = -3 y—2z = 0
a){de+dy—7z = -=-3; b) {22+ Ty+5z = —44;
L—7$—8y+4z = 3 204+ 3y—2z = -—12
2+3 = 8 [ st2y-3: = 1
c){—6x—3y+z2 = —7; d) { —z+3y—2z2 -6 ;
Tz+Ty+6z = 26 —3r+6y—2z = —18
—3z—-6y—T7z = —6 6z —2y+2z = 1
e){7r+3y+52z2 = 14, f) jz -2y +72 = 12.
dr+4y—3z = 8 3z—T7y+z2z = 19
30. Rezolvati urmatoarele sisteme cu patru necunoscute:
Te—Ty—8+4t = 1 —br—2y+22+5t = 6
—6r+by—72—Tt = =25 —y — 62 + 6t = 6
a) -3z — 6y — 7t = —2; b) —4r 44y +22+4t = 4;
L 3r—4y—z = 7 3z + 3y — 52 =1
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6r+3y—4z—5t = 4 Tx—T7y—8+4t = 1
—Tr+y+2—-6t = -39 —6x+dy—72—7t = —25

N rioyti—6t = —43 D eyt = -2
—3r—-2y—Tz+4t = 21 3r—4y—z = 7
~4:1:—i—5y—i—5z—4t = -7 —r—4y+42z4+6t = 36

r—4y+52—Tt 20 6r+6y—2z—t = —5H2

O g ihytTost = 23 D sei6ytr6:-8t = —22°
—8rx+y—T7z—5t = 49 Tx —z—4t = =37

31. Rezolvati urmatoarele sisteme
6z, — 4z, + 62, + 3z, — 8z, = —12
-z, + 2z, + 62, — 22, —z, = -7

a) 5z, + z, + 4z, — 3z, —10;

2z, + x, + 4w, — 62, = =25
—4xz, — 3z, — 57, + 02, — 2z, = 36
—2z, + 2z, + 4z, + 6z, = —6
-5z, — Tz, + 4z, = 32
b) 6z, — 2z, —4z, + 5z, + 4z, = -—16,
o5z, — 2y + 2z, + Tz, + 42, = =31
-3z, — 2%, + 3z, + 42, — 8z, = 38
32. Demonstrati ca daca A € M,(R) si det(A4 + Iz) =0, atunci det(A)=1.
(Etapa locala, 2004, Calarasi)
vz (22 +y+ 2) = 42
33. Rezolvati in R sistemul: {zz(z + 2y + 2) = 24. (Gheorghe Szollésy)
zy(z+y+22)=18
U+ v = 1
ur +vy = a
34. Rezolvati Tn multimea numerelor reale sistemul wr +vf = a®’ unde
ur® +vy* = a’
acR.
35. Demonstrati ci dacd A € M, (R) si A> = A+ I, atunci |det(A) < 2".
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36
37

. Demonstrati ca daca A,B € M, (C), atunci det(I, + AB) = det(I, + BA).
. Aratati ca daca A, B € M (C), atunci are loc echivalenta:
I, + AB inversabila & I + BA inversabila.

38. Fie p,q € R astfel ca p* — 4q < 0. Aratati ci daci n este un numar impar si
Ae M,(R),atunci A> + pA+ql, =O,.
iy a’l a’? T n
al z 0’2 n
39. Calculati determinantul A = (% % T = Gyl
a, G, Qg x
1+ Ty Z3 Ly
T 14+, =, z,
40. Calculati determinantul A = ) .
m1 IQ I{i T ]‘ + mn
41. Matricea A = (a”)1<' _senumeste stohastica, daca are numai elemente
Y <i,J<n
nenegative si suma elementelor de pe fiecare linie este 1. Matricea A se humeste
dublu stohastica daca atat A catsi A’ sunt matrice stohastice. Demonstrati ca:
a) produsul a doua matrice stohastice este 0 matrice stohastica;
b) produsul a doua matrice dublu stohastice este o matrice dublu stohastica.
42. Calculati intensitatea curentului in laturile retelei electrice din figura de mai jos

daca se cunosc valorile £, =80V, E, =40V, R =20, R, =2Q, R, =10,
R, =8Q, R, =4Q, R, =6Q si R, =109Q.

RIH(}; R, L/I}DHR?
e
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TEST RECAPITULATIV

2 1 5 4
1. Rezolvati i iceald = .
ezolvati ecuatia matriceala 5 4 X 45

T, T, T

2. Calculati determinantul A = |z, =z, =z,| daca z,,x,,x, suntradacinile ecuatiei

Ty Iy T
2’ —22° +3r—-1=0.
z 2 2 2
2 z 2 2
3. Calculati suma numerelor reale pentru care =0.
’ 2 2 x 2
2 2 2 =z
4. Calculati suma radacinilor ecuatiei precedente.
5. Rezolvati sistemul
3z, +4z, — oz, + Tz, = 0
22, =3z, + 32, — 2z, = 0
4o, + 11z, — 132, + 162, = 0
3z, — 13z, + 142, — 13z, = 0

6. Pentru ce valori a,b € R este compatibil sistemul

ar+y+z = 4
r+by+z = 3.
r+20y+2z = 4
010
7. Fiematricea A=|1 0 1|.Calculati A" pentru n € N,
010
1 2 -1 0
_ o 01 1 -2
8. Calculati rangul matricei A = 9 5 _1 _9
1 5 2 -6

9. Calculati aria triunghiului determinat de punctele A(1,1), B(—3,—2) si
C(—2,3).
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1 0 -1 2

_ _ 1 1 2 -1

10. Calculati determinantul 1 3 0
-3 1 2 3

PROBLEME PREGATITOARE PENTRU BACALAUREAT
1 2 1 0

1 3 01
[:M,(R)— M,(R), f(X)=AX — XA.
a) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A .

b) Sase calculeze f(0,) si f(1,).

1. Se considera matricele, A = , I, =

0

0 0
, 0, = 0 si functia

c) Sasearateca f(aX)=af(X), VX €M, (R)si VaeR.
d) Sasearatecd f(X+Y)=/f(X)+f(Y), VX,Y € M,(R).
e) Sase arate ca functia f nu este nici injectiva, nici surjectiva.
(Varianta Bacalaureat, 2005)
1 0 0 0 0 1 1 0
i K = .
01 0 0 0 of ¥ 00

Spunem ca matricea M € M, (R) este nilpotenta, daca existda n € N, astfel
incat M" = O, .
a) Sa se verifice ca matricele O, si J sunt nilpotente.

2. Se considera matricele I, :[ , 0, = ,J =

b) Sa se arate ca matricea K nu este nici inversabila nici nilpotenta.

q

p
c) Sase arate cd, daca matricea X € M, (R) este X = [T s

] , atunci avem

identitatea X* — (p + s) X + (ps —rq) I, = O,.
a b

d) Sa se arate ca, daca matricea A = p
&

€ M, (R) verifica relatia A* = O,,

atunci a+d =0 si ad—bc=0.
e) Si se arate ca dacd matricea B € M, (R) este nilpotentd, atunci B*> = O, .

f) Sa se arate ca matricea I, nu poate fi scrisa ca o suma finita de matrice
nilpotente.
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(Bacalaureat, 2005)

a b
,unde z

a b o
3. Daca X € M,(C), X :[ J,notém prin X , matricea
C

c d

desemneaza conjugatul numarului complex z . Consideram functia
f:M,(C)— M,(C), f(X)= X.Pentruo matrice A< M,(C), inversabila,
definim functia g, : M, (C) — M, (C), g,(X)=A-X- A, VX € M, (C).
a) Saseverificecaztw=z+wsiz-w=z-w, Vz,weC.
b) Sasearatecd f(X+Y)=f(X)+f(Y)si f(X-Y)=f(X)-f(Y),
VXY € M,(C).
c) Sasearatecd (fof)(X)=X, VX e M,(C).
d) Sa se arate ca functia f este inversabila si sa se calculeze inversa sa.
e) Sase arate ca functia g, este bijectiva, g, (X +Y)=g,(X)+g,(Y) si
9,(X-Y) =g,(X)-g,(Y), VX,Y € M, (C).
f) Sa se arate ca functia f are proprietatea ca f = g,, pentru orice matrice
inversabila A € M, (C).

(Varianta Bacalaureat, 2004)

3 21 1 00
4. Se considera matricele A=|6 4 2|,I,=(0 1 O|siB=1I1,+A.
9 6 3 0 01

a) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A.

1

b) Daca X =|2|si Y = (3 2 1), sa se calculeze matricea S = A— X -Y.
3

c) Sise verificeca A* =104,

d) Sa se arate ca matricea B este inversabila si inversa sa este matricea

Bl =1,—>4.
ST
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e) Sa se gaseasca trei matrice U,V,W € M,(C) de rang 1, astfel incat

B=U+V+W.
f) Sase arate ca oricare ar fi doua matrice, C', D € M, (C) de rang 1, avem
C+D=B.
(Varianta Bacalaureat, 2004)
0 00 0 00
5. Tnmultimea M, (C) se considera matricele A=|1 0 0|, O, =[0 0 O0]si
010 0 00

functia f : M, (C) — M, (C) , f(X)=X".

a) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A.
b) Sise calculeze A° si A°.
c) Sasearatecidaca Y € M,(C) si YA = AY , atunci exista a,b,c € C, astfel

a 0 O
incat Y =|b a 0.

c b a

a 0 0
d) Sasearatecd, dacda Z =|b a 0} unde a,b,c € C si det(Z) =0, atunci
c b a
7 =0,.
e) Sa se gaseasca doua matrice U =V € M, (C), astfel incat f(U)= f(V).

f) Sa se demonstreze ca ecuatia f(X)= A nuare solutii in multimea M, (C).
(Varianta Bacalaureat, 2004)

-1 -1 0 1 00 000
6. Se considerda matricele A=|1 0 0|,I,=|0 1 0|siO,=|0 0 0].
0 1 0 0 01 0 00

a) Sa se calculeze determinantul si rangul matricei A.

b) Si se calculeze matricele A* si A°.

c) Saseverificecd A+ A°+A=0,.

d) Sa se gaseasca o matrice B € M, (R), B = O,, cu proprietatea

AB=BA=0,.
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e) Sasearateci A™” = A.
f) Sisearateci I, = aA + bA* +cA® |, Va,b,c € R.
(Bacalaureat, 2005)

10

7. Tn multimea M, (R) se considerd matricea I, = [0 1] precum si submultimea

0

a) Saseverificeca I, € G.

a b
G = . ‘ a,c€(0,00),b € R

b

C

a
b) Sa se calculeze determinantul matricei M = [O €eaqG.

c) Sasearatecidaca A,Be€ G ,atunci A-BeG.

a b
d) Sa se verifice ca daca C = 0 € G, atunci matricea D =
C

© =

b
ac
l eqG
C

siC-D=D-C=1,.
e) Sa se gaseasca doua matrice U,V € G pentrucare U -V =V -U .
f) Utilizdnd metoda inductiei matematice, sa se arate ca

a b n an b(gn—l +a”_20+...+(lcn_2 +Cn—1>
= , VneN", Va,b,ceR.
0 ¢ 0 c"
-1 =B
8. Fie matricea A = — .
213 -1

a) Calculati det 4;

b) Calculati A™';

c) Rezolvati ecuatia AX = /31, ;

d) Avritati ca pentru orice n € N existid a,,b € R astfel incat A" =a, A+ b I,;

n)n

e) Aflati cel mai mic k¥ € N astfel incat A" = I,.
a b
2b a

eqG.

9. Fie submultimea G = [

o’ =20 =1,a,b € Q] amultimii M, (Q).

1 0
0 1
b) Aratati cadaca A, B € G, atunci AB € G .

a) Aratatica I, =
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10. Fie submultimea G = k

a)
b)
c)
d)
e)

0
11.Fie matricea 4 = |0
1

a)
b)
c)

d)

e)

a b
Arataticadaca X e G, X = [% ] atunci X este inversabila si calculati
a
inversa sa.
a b
Dati exemplu de doua matrice A€ G, A = 90 pentru care b = 0.
a

a b

Demonstrati cadaca Be G, B = 90 , a>0 si b>0,atunci pentru
a

orice n € N* avem relatia B" = I, .
a 0
b 1

€ (0,4+00),b € ]R} a multimii M, (R).

Demonstratica I, € G .

Demonstrati ca daca A, B € G, atunci AB € G .

Demonstrati ca daca C' € G, atunci exista D € G astfel incat CD = DC = I,.
Dati exemplu de doua matrice S, T € G astfel incat ST = TS .

Demonstrati ci pentru orice A € G si n € N existi X € G astfel incat
X"=A.

o O =
o = O

Calculati det A .
Calculati matricele A4 si A”.
Aratati ca A este inversabila si determinati inversa sa.

2 00
Rezolvati ecuatia A- X = B in M,(R),unde B={4 0 4|.
2 90

2006

2 30
Calculati matricea [0 2 3
3 0 2
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12. Fie sistemul
mr+y=1
mz +my + 2z =2
z+y+z=1

a) Calculati determinantul sistemului.
b) Daca pentru m =1 determinantul sistemului este 0, determinati celelalte
zerouri ale determinantului.
c) Studiati compatibilitatea sistemului pentru m = 1.
d) Rezolvati sistemul in cazul m = 2.
e) Calculati inversa matricei sistemului in cazul m = 0.
13. Tn sistemul cartezian de coordonate zOy se consideri punctele A (—n,n”),
neN.
a) Scrieti coordonatele punctelor A4, si A4, ;

b) Scrieti ecuatia dreptei 4,4, ;
c) Demonstrati ca aria triunghiului A A . A

n* n+1""n+2

nu depinde de n.
14.Tn sistemul cartezian de coordonate zOy se considera punctele A(1,1), B(3,3) si
C(~1,2).
a) Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC .

b) Sa se calculeze panta dreptei AB.
c) Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul C' si are aceeasi panta cu

dreapta AB. (Bacalaureat, 2001, varianta 2, profil industrial)
15.Tn sistemul cartezian de coordonate 2Oy se considera punctele A(6,0), B(0,6)
si 0(12,12).

a) Sa se determine aria triunghiului ABC .

b) Sa se determine coordonatele punctului M(u,v), astfel incét
MA = MB = MC.

c) Sa se scrie ecuatia cercului care trece prin punctele A, B si C'.

16. Tn sistemul cartezian de coordonate 2Oy se considera punctele A(1,1), B(2,0),
C(3,—1) sidreapta d :z —y =0.
a) Scrieti ecuatia dreptei AB.
b) Arétati ca punctele A, B si C' sunt coliniare.
c) Calculati distanta de la punctul C' la dreapta d .

17. Sa se determine punctul de intersectie a mediatoarelor segmentelor AB si AC,
unde A(2,5), B(5,1) si C(—2,2).
(Bacalaureat, 1998, varianta 8, profil economic)
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Indicatii si raspunsuri

Analiza matematica

Capitolul I. Pag. 11. Exercitii 1. a) nu existi; b) nu existi; ¢) Ainf,min,max, supA =>5;
d) Zinf,min , supA=maxA=10; e) Zmin,max,sup , infA=7; f) inf A= min A = 2000,
Asup,max; g) infA=-3, supA=100, Zmin,max; h) infA=mind= -8, supAd =13,
Amax; i) , Amin, supA=maxA=11; j) nu existi; k) Amin, , supA =maxA=103;
1) infA=mind=0, Amax, supAd=1; m) infA=0, supAd=2; ZAmin max;
n) infA=mind=1; supA=maxA=3; o) mnAd=infA=3, Asup,max; p) infAd= -3,

Zmimsup,max ;r)infA=5, Zmin,sup,max .

n-—4
2.a)3,—-:b)—-45,0;¢c) 0, :d)0,0pt. n=0;1,0pt. n=1si2, t. n>2;
) ) ) i3 ) p p $ n2+2p >

21| b) [77 ) —17—1]%1,5]49 7] q) {6“1 keZ} e)z=1.

2 74 3 4 33 43 3
Probleme. 1. a) infA<a, Va€A, infB<b, VbeB = infA+infB<a+b,
V(a+b)e(A+ B), deci infA+infB este minorant pentru A+ B. Pentru >0, Ja€ A si

3. a)

JWbeB al ian+§>a si infB+g>b, deci 3a+beA+B cu infA+infBre>ath,

astfel inf A+ inf B = inf (A + B).
Analog se demonstreaza punctele b), c) si d) respectiv pentru max, min .
2. a) M= Itn[ai]{f(t) > fw, , Vzelad = M +M>f@m+g@, YVrelab =

M, + M, > m[aﬁ(f(:p) + g(2)) . Analog pentru punctele b) si c). 3. Toate elementele multimii A sunt
TEa,

minoranti pentru B, deci a <infB, Va€ A, deci infB este majorant pentru A, rezulta ca
supA <inf B.

4. a) [(2 + x/§)m ] (2+ f)m (2 \/5)2001 Y {(2 N \6)2001} 1 (oo ﬁ)m |

b) nP<ni+n+l<n’+2n+1 = {\/nQ—l—n—l—l]:n, {\/n2+n+l}:\/n2+n+1—n;

c) ne{3k3k+2/ke N} ”(”6“):”("6“) si {@}:o. n=3k+1 =

n(n6+1)}:n(n—|;51)—2]{n(n(;—l)}:%_s n+1 b&fk k+1 52446781613;
. . 5 1)(1-(2-2.2

c);(l—(i’)—%@))n—(\/_ I 2( J—>).6.i.

Pag. 29. 1. a) para; b) impara; c) nici una; d) nici una, domeniul nu este simetric; 2. a) periodica

T = 5; b) periodica, orice numar rational este perioada, nu are perioada principala. 3. Cu substitutia

z—z+a obtinem f(z+2a)=f@) . 4. Aplicim de douda ori substituta z—z+2 =
fl@e+6)=fw@ . 5. a) \;;b) / pe (—o0,—3) si (Loo), \, pe (=3,—1) si (=1,1); ¢) /.
6. Rezulta din faptul cd z* este crescitoare pe R, . f(z) =2 —3z+2 nu este monotond pe R,

7. z,€(-11) < f(1)>0, f(-1)>0, —zie(—l,l), —43<0. Afirmatia este adevarata.
a a

9. m € (—00,0), y, = —2; — 7, . 10.inj.; 11. Se arati cd daci = este solutia ecuatiei z = z° —2 sau
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aecuatiei z = (xz - 2) —2,atuncisi f(x) este solutia acestei ecuatii. Astfel f(—1),f(2) € {—1,2},iar
-1+ -1+ ~ N . L . .
f[Q\/_] € {1, 2,2\/3} . In fiecare caz in parte ajungem la contradictie, deci nu exista astfel de

functie. 12. (a,b) € {(0,0),(4,4),(6,5),(5,6)} . 13. f(0) = f(1) :é,deci f nu poate fi injectiva.

n’—n+6 (n—1)(n—4)

Capitolul II. Pag. 34. 3. a) ib)4—-2n;¢c) 3" —2;d) 5 e) h +2;
, , gt 1 1
3-(-D)"'2n—-DN=3-(-1)"-1-3-5-...-(2n—1); 243 . 4.a b ;
f) 3-(=1)"( ) (=1 ( )+ 8) )2n+3 )i/n_+1
2" 1
) nt3:d) 27 ;e L2
3"+ 2" 1 1 nm nmw 55-3"
Pag. 37. 1. a :b) — ic) 2°(1+2n); d) cos— ++/3sin— ; ) ——
& A Voo )i d) cos™y 3 % iy

f)

Pl 2. Se foloseste metoda inductiei matematice. 3. Din relatia de recurenta prin ridicare la patrat

obtinem ., +a’ —4x,1,,, =1, de unde =z, =2z,,, =32, +1. Dacd in prima relatie avem +,
atunci in aceasta din urma avem . Alegand z, = 0 si In recurenta initialda numai + , obtinem z, =4 si
z, ,+z,, =4z, , astfel z, € Z, Vn e N. Daci alegem peste tot —, atunci obtinem acelasi sir cu
semn contrar. Pornind de la oricare membru al sirului, pentru + obtinem membrul urmator din sirul
initial, iar pentru — membrul precedent.

Pag 40. 1. a) N\, 0<q, <1;b) a, <a; > a,, nueste monoton, —1<gq, < % ;c) descrescator,

2 - -
0<a, < ﬁ; d) nu este monoton, |a nu este monoton si nici marginit; f) nu este monoton,

0<a, <1. 2. a) crescitor, /3 <a, < i b) 7, 1<a,<2;¢) /, 1<a <§; d) \,,

— “'n

1<a, <3;e) /', nemarginit superior. 3. a), d), f),i) 0<a, <1;b), c), g)
h) 0 <a, <2.4) a) crescator; b), c), d), e), f), h) \; g) nu este monoton. 5. Alegem cel mai mic si
cel mai mare numar si distingem doua cazuri: daca sunt pe pozitii consecutive n sir sau daca nu sunt.

Pag. 47. a) lima, :%; b), e), h), 1), n) lima, =0; c), k) lima, =1; d) lima, = 3; 1), g),

m) divergent; i) hma = l ;) lima,

n—00

n—o0

1 .
Pag. 50 1. g, =0, a,,=1; 2. a,=——0, a,,, =0, deci lima, =0. 3. a,, — 1,
n

Aoy = by ay, — b (a5,) C(ay,) i (ag,) C(ay,) = I, =1, analog pentru (a;, ) = & =1, , deci

L =1.
2 1 . 2 1 .
Pag 54. 1. a) a, — —g;b) 3 ;¢) 0; d)divergent; e) 18; f) 3 2. a) 3 ;' b) 22 ; c) divergent; d) 1.

3. Falsi, a, =n, b,=-n.4.a),b), d),f),gF e A S5 a-b>0= lim(a,—b)>0 =
n—
>
n+l n+l1
Pag. 56. 1. a) A, b),c),d) F. 2. a), ¢), e) oo, b) —oo, d) nici una.

a—b>0.Pentru a, > b, nurezulta a > b, doar a > b, de exemplu

Jar 121
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! ? 2n +1 2n +1
Pag. 62. 1. a) ——<a <——, a,—1; b) T <q<2FL 4 0;
n"+n n°+1 (n+1) n’+1
54 5!175
) <a,< <——— , a,—1;d) —5<aq <5, a,—0; e an<*'[*] ’
n’+n In® +1 n n 4! 16
a, - 0; f) a, < ! a —0; 2. a >n75 divergent; 3. a, < giLE
n ’ n \/m' n ' . n n3+n2’ ’ . n £ QTLZ’
7 k\/ﬁ 1

D P (—

Sw(Trn+l) "L
Pag. 65. a) Pt. a>1, 1<q,<a si \, = convergent. Dacd a, —1>1, a, —1,
a, :\/@—uﬁ:l, I =1. Analog pentru celelalte cazuri. b) \, si marginit, a, — 1, a,, — 1,
a, =42 Ja, > Jl=1>1=1=1.
Pag. 67. 1. a) p,—p,, Pg—Div P = D50 Dg—Dos B) pAD, =Dy D3AD— Dy,

PiANDy = Pyy PsADL = Der P ADg =Py PgAD =Dy DiAD = Dy, Ps APy D
2.a),b),c)a, —0.

o n—3 n—2 n—1
3.a,=2, ,+az, ,+..+a" ', +a" T, +

a.z,—1.e>0,3n al |z, —l|<e Vn>n,

— 0.

g ny —1

M n—1
L,  1za +at (|x - l| + oz|x —l| otz — +a"”a1) 2
l-« 1-
Deci a, — % . (Este adevarat pentru Va € (—11). 4. z, =a,.,

1 . .
+ §an este descrescator si pozitiv,
—

deci convergent. Din problema precedenta rezulta ca (aﬂ) este convergent.

Pag. 69. 1. Folosim inegalitatea

L 1 <In(n+1)—Inn <l. 2. Se arata ca de laun n, Tncolo

n+ n
l 1 1
Ina, —Ina, , >— astfel Ina, —Ina, > —|—+ +...+ — 00 = Ina, - —00 =
4n ! n, n,+1 n—1
a, — 0.
Pag. 71. 1. a) ¢°; b) x/e—3'c)l'd)1 daci a < ~; e?, dacd a =~ Odacaa>l'e)i'
; 1 e 7 . 5 ¢ 5 RALUETE

1
fe;g)veih)e.2.¢)n(l+z,)n —»lne=1;a)y, =" —1—0, —L  1;
In(1+y,)

T, Ina __
b) eil-lna —Ina; 3. vezi pag. 101. 4. a) Ina; b) Vab ; c)» a,-a,-a, .

z,lna
Pag. 73. 1. a) l'b)i'c) d)l'e)O'f)l 2. a), b) d)l'c)i'e)l'ﬂo
. . . 51 p+1l ' i) i) 2' . 1 1 ’ 24! 6l .

Pag. 84. 1. 1. a) f%; b) -3

: R P U ca e 1
2,0),(’.) Ove)21ﬂ21g)4vh) 211) 1,])2,k),l)00

2. a), k), n), 0) oo ; b), ), 1), p) —oo; d), g),i), m), q) 0;¢c) 10; 7 %;h) —% i) 1.

3.a),d),g),i),j)1;b)%;c),h)%;e)i;ﬂoo.4.a)%;b)é;c)$;d)4.5.a)%;
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b),d) 1;c) —1; e) O;i')%;g)() pt. A=1, 0o pt. A<1si —co pt. A>1;h) 0 pt. A=32, c0

Pt A <32 si —oo pt. A>32 ;i) [1-d’|;]) % pt. A=1, co pt. A<1 si —oo pt. A>1;k) oo ;

1) 0 pt. a=1b sau k<§,oo pt.k>§$ia>b,—oo pt.k>§ si a<b. 6. a)l;b)%;
4 4 4 e e

2006 1 1

c)e) 0;d ; In12; In——;7)a)a=-1, b=——;b) a=0;c¢c) a=0, b=——,
)e) 05d) oo ) In12; g) InT i 7) a) a Siba=0;¢)a 5

c= % 8. a), b), c), d) convergente; e) divergent. 9. Rezulta din

—lal| <a, —a|. 10. Nu. Ex.

an

nanrlf(n‘l’l)qn‘i’l*) 1

a, = (—1)". 11. Nu este marginit, deci nici convergent. 12. a, =

n (¢—1) (-17"
1 _
13.0 - —1 14,0 -1V 45 0 4 16,5 —a.17. 118, evE. 19, 120
(1+4q) 2 2 1-a
20. 2. 21.3.22.0.23. ¢, < L .24, [1+l] crescator si tinde la e, deci [1+1] <e,
\3n+1 n n
177, n+1 1 n 1 n 1 n—1
I T O T
n n n n) n n n 4"
-1 -1 2
26. an-n =a +..+ta,, =>a,=a,, - L n.n :>an+1:2an~n+
n+1 n+2 n+1 n+1
1
a, =2""(n+1). limﬁ”l): —.27. Adunam recurenteledelal lan. z, —z, , =n.
n—oo : ni
g =14 20D
2
Pag. 87.1I1. 1. z, =1 Vne N\{1}, », €N arbitrar. 2. z,,, =z, .3. 2, =z,.
T N ] 0 6n —1
4. o = arccos—2, z =2cos(3"a). 5. = arctgze, , =2 gz =tg——. 6. z = .
2 n ( ) yn g n yn+1 2 n g2n,+2 n 6n+1
7. w,,+%,=2z,+2z,,. 8. Se demonstreazi ci 3z,,-—=,=.8(zl,+a2,) =

T, =3%,,,+3,,—2,.9 =2, a,=3, a,,=a,,+a, 10. Pt z,>1 este divergent.

n

1 1 .
Pentru z, € (—o0,1), 2, = 0. Pt. 7, =1, z, =1, VneN. 11. Pt. a<—Z; Az, . Pt. a:—z si

z, > é sirul este convergent si are limita é Pt a=0 si z,=0,avem 2z, =0—0.Pt. a >0 si
. Lo Ni F 2 . .
z, > —a sirul este convergent cu limita w. 12. a) a, = —" — ——— ((F,)sirul lui
2 EHH 1+\/3
Fibonacci), b) a, = bb" —2,b =2 ,+(-1)", b, =1. 13. descrescator si z, >—2, VneN.
n—1
e 1) 1) e .
14. a) <e—|1+—| < , n||1+—| —e|— —=;b) Se aplica Cesaro-Stolz.
2n +2 n 2n+1 n 2
R 1
15. arctg—— = arctg(k +1) —arctgk, si limita este E. 16. a) —; b),i),j) O0:; c
e g(k+1) gk, s 1 ) 5+ b)) ) )

N~ W

17. a),d)l;b)%;c)?%;e),g),l) oo ; f) 6;h)i;k)p.18.a),e) 0;b) In*a;c)1;d) ——;
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V2
2

(8k—3)7m

19. Pentru n, = 1 +1, avem a, € si

Ty

N |

[EESL

+17 SI mk:[

a, € deci aceste subsiruri nu pot avea aceeasi limita.

my,

L
2

20. (-1 sin(7r n(n+ 1)) = sin(m/n(n +1) — mr) — g , deci sirul initial nu este convergent.

21. {(2+J§)n}:lf{(2fﬁ)n}ﬂl. 22. Pt. z, E[O%], sirul ar limita %; pt. z, =§, avem

ndn

z, =0, Vk >1 sipentru z, > %, sirul tinde la —oco. 28. a,,b, €[a,b],(a,) /', (b,) \, si trecem la

limita n relatiile de recurenti. 24. |Z by — ab| = |Z(a"+k —a)b,,, + a((z b,M) - b)| .

n

25. Spargem suma in doua si majoram fiecare parte conform conditiilor. 26. a) z, = 2—; b) 2" > n®
n

n 2 2 2
Vn>4;c) an:y,,Mﬂe_27. zn:n l,anHi.28. |z1+...+xnls x1+"'+xn.
n! 2n 2 | n | n

&
Reciproc, contraexemplu z, = (—1)". 29. (a,, ) constant, (a, ) progresie geometrica.

Capitolul III. Pag. 107. 1. 100;2. n; 3. §;4. l;5. 0;6. A4;17. —1,8. —1;9. l;
2 4 2 4 2
1 1 1 1 1 y 1
10. ——;11.0;12. —;13. —;14. —;15.1;16-18. ¢;19. —; 20. ¢*; 21. —;22-28. 1;
2 2 3 2 e e
29, —1,30. Ing-a™ cosa; 31. "—L:32. M ="

2
Pag. 108. 2. Dacd f(z,) = f(y,), z, = f(zy +nT) = f(z,), y, = f(y, +nT) — f(y,) sunt

2
subsiruri cu limite diferite. 3. %;4. a) 2a;b) 3a”;c) 8;d) g;e) na""'; f) %a irg) D
n

n—1

B)1ik,0) Z:1)-a * im)n) ip)iq) 2 in)

10 211, — L ;121893 31415, 0;16. 1;17. 27 18. L 10, —2:20. 0.

3 4a~a —b 9 2 8 Je

21 1pta<l, tpto=t optz>1.22 .23 M2l .0q 1.5 atta, .
2 2 n 2 n! n

n n 2n
26. —i;27.0;28.1;29.63;30.3/@()(:;31.ay>y3 v @@y

QL 2n [ P ]Zn 2:n,
a?" .
2n

32. y =log, = sifolosim problema precedentd. 33. Patratul cu varfurile (1,1), (-1,1), (—1,—1) si
(L-1).34. k> 0:jg@)| <k = |[f@gw@)| <k|f@)| — 0.35. z=2001.

2 2
n —m

. 6. 1na;7.Z;8.%;9.5;

36. z, =27mn, y, =27m+§, f(z,)—0, f(y,)—1.87. a;38. ab;39. a"(lna—1);

2 2 |
40. m\/E; a1. = 9 a3 ™.43 1:44.1;45. % 46. — L :a7. . 4s.
a m n m b 2" op! "
W; 49. 1; 50. Se foloseste definitia limitei cu <. 51. a) 2 ;' b) L;
12 p+1 p+1
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52. Se demonstreaza ca Y  f [é] —Z% este convergent si se foloseste ci Z% —Ilnn este
convergent. 53. > i =p(S;, ~In3n—S, +Inn+1n3), unde S, = Z% . 54. Pentru price nr.
= k=1

real existd sir de numere rationale respectiv sir de numere irationale cu aceasta limita. 55. Pentru

* 1 . .
o, =22 cQ, q €N, 2, -1, avem f(z,)=—, demonstram ci (g,) nu are subsir constant, deci
qn qﬁ

tinde la oo, astfel f(z,)— 0. Pentru siruri care contin si numere irationale este evident. 56. Pentru

z€[0,1JUN este evident. Daci x>1, [z ["T =

=2 - {IZ"} —(z" - {x"})2 =2-2"{a"} - {ZE%} —{z"}’ -0 = 3n, al. [x2”] =[z"] Yn>n, =
1 1

o] =" " = 2 = [¢"]=42", ¥n>n, = z€N.57. 0; 58,
- .

3+15
3

sin x

; 59. (JTQL.) si (x2k+l)

sunt monotone si marginite si au aceeasi limita:

. 60. z, > a (din ineg. mediilor), \ si cu

- 1 . o1 : 2
limita <o . 61. z, <—, crescator si cu limita —. 62. 0 < I <a,, I < M =Y,
3 3 n n n(n—1)
2 1 1 . .
nt Yost —ﬂyn << y, » pe baza teoremei clestelui, Lo este
n n

(y,) descrescator si pozitiv, iar

3

convergent si are aceeasi limitacu y,. z, — 0.

Pag. 111. 1. é(azl), —o00 (a>1), 0 (a€0,1)).2.1,=0,1],=00.3.0.4. 2,dc.z, =2

n(n+1)

si 1,dc. z, €[1,2). 5. —1 6. lim L, =limz,.7. (40);8.¢ % ;9. %; 10. (8,—-4); 11. (1,1);
n—00 n n—00
27 -1
12. —; ;13.e6;14. 0.
T +1
- . " . . 2 1
Capitolul IV. Pag. 116. 5. In % continua, in 1 si 2 nu este continua. 6. R\{(k;)ﬂ ke Z};

7. Continuan 1 si —1, discontinua in 0. 8. Este discontinuain Vz € Z . 9., 10.,11. continua.

12 . Vezi pr. 54. pag. 110. 13. Se demonstreaza prin inductie ca f () = f(0), Vr € Q si se foloseste

faptul ca pentru orice numar real exista sir de numere rationale cu aceasta limita.

Pag. 119. 1. R; 2. cont; 3. a) 3z, —z,, f(z,)=0 VYn, z, -z, = f(z,)— f(z,) =
L 1 4 a)-d)domeniul de definitie; 5. @l = |f ()| < |f @~ £(z,)

f(zn) f(IU)

r—1Lz <0

r+1le>0 7. g) Este continui in punctele in care z* = 3z —2;

6. Fals. Contraexemplu: f(z) = {
1L |zl <1

8.z, =z, = Jr, = JT,.9. D=R\(-11).10.a) f) = %, r==41,-1,1;

0, lzl >1
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1, 2 <1 z, <0
b) fw =1 , continua pe R 7 c) f(z) =70, z=0 continuape R ;
o, |zl >1
', 2>0
z, z €(0,1)
d (z) = continua pe R. 11., 12. Continue pe R\Z. 13. f (@ =0,
) f 75 e R\ (0,1) p ) p \ h

0,z=0

i f, sunt continue.
Lzwo' h S b

L@ =1, fg(m)—{

14. ‘g(a:%—Tf)—g(z)‘ = ‘g(az%—Tf +nTg)—f(x+Tf +n1})+f(a:+nTg)—g(m+nTg)‘ —-0=T
perioada a lui g, analog 7, perioada a lui f , astfel f(z)— g(x) = f(z+nT};)—g(z +nT},) — 0, daca
T, >0, deci f(z)—g(@ =0, iar pentru functii constante este evident. 15. f¥z)=fa@ =

f@=fQ1) Vz.16. h:(0,00) = (—1L1), h(u)= 11” bijectiva, ecuatia se poate scrie in forma
u
(foh)(u)+(foh)(v)=(foh)(uv), Yu,v e (0,00) siobtinem f(z)= c-lnil
T
0, lzI>1

Pag. 130. 1. a), b), continue; ¢) nu este continudain 0;d) f@ =41, =x=0

*

kx®, |zl € keN

11
NZESEN

cosz, =<0

este continua pe R\{i\/%k € N*}; e) Continua in punctele —1, +/3; f) f@ =11, z=0
|z =1, z>0
2
—  ze(=L1)\{0}
5x
2
este continua pe R ; g) f(x) = 57 lzl > 1 continui pe R™\ {£1}.2. a) ¢*;
é, r=1
3
a(z+17, <0
b) {-2,0,1};¢) fw) = I;a, r=0 = a=1;d) —3¢*. 3. a) functia este continui; b) Pentru

lz—1, z>0

orice vecinatate a lui 0 exista n suficient de mare a.l. [—L,L]CV. f % =1,
2nm 2nm oInmT 4+ =
2
f ﬁ =—1,deci f(V)=[-11].4. a) f([fl,()]):E,l]U{Q};b) f(R)={-1,0,1}.

2nm + —
2
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5. f(1)=1, f(v5)=5,iar 4¢ Imf. Tn general pentru orice = >0, daci vz €Q si ¥ ¢Q,
zdImf. 6. f(0)=—-1<0, limf@ =00 si f continud. 7. f(x)=x—cosz continug,

f(0)=-1<0, f[g]:g>0. 8. fw=+r'+r+2-3" —8x+1 continua,
f(=1)=+2-2<0, f(0)=1>0.9.a) fax)<0 pe (1,2)U(2,3), f@ >0 pe (3,00);

c) Folosim sinm—l—cosx:\/gsin[m—f—z 1 d) fa)=(x—1)7(z+2). 10. f este continua, strict

crescdtoare, lim f(z) =1, lim f(z)= -1, deci este bijectivi. 11. Demonstram prin inductie ci

flaf" @)= f@, Yn>1, de unde f”(gc)gl Vn>1 si Vo e(0,1], deci f(x <1, trecem la
X

limita dupa n n prima egalitate. 12. Folosim metoda reducerii la absurd si definitia limitei cu vecinatati
pentru vecinatati disjuncte ale limitelor laterale. 13. Presupunem contrariul si obtinem ca functia nu are
proprietatea lui Darboux. 14. Daca functia nu este continua, atunci numai puncte de discontinuitate de
speta intai poate avea, deoarece este monotond. 16. f(z) = clnz . 18. Daca ar fi marginita, atunci orice

sir (f(z,)) este marginit, deci are subsir ( f (% )) convergent =orice sir (z,) are subsir convergent.

19. f = ! + L +...+ L —1In2 strict descrescatoare, f(0)>0, limfn(:r):—ln2<0,
' 1+q: 2+ n+z 7200

Capitolul. V. Pag. 137. 1. a) f’ (O) =0;b) f'(1 ) =1,f'(-1)=-1; c) f (—1) = 0; d) derivabila

nisi-lie) f(-) =1 f(-)=2, f)=-2, fN)=-1:9 f& —~1:8) f/(0)=0;h)

AP (-1):0) ZF0). 2.a) b=—T2: e =F3 Lcrib)b=1,a=0.
e e

Pag. 140.3. (f+..+ £) = f +..+ f';
A (f(a:)—g(x))—(f(a:o)—g(wo)):f<w>—f(%)_g<w>—9(%).

T —T, T — T, T — T,
—32” 0
. 7Y , 2z +1, x <0
Pag. 141. 1. =10, =0; = ,in0n rivabila.
ag b) ff@ 0, z=0;d) f'@® 9% —1, 7 <0 0 nu este derivabila

32°, x>0

A (f b ) =F i f L bt b h £

6.b)x:—1,P(’1):— L - ].7.Nu.
P(-1) x, +1 T,
Pag. 143. a) 3, R;b) —W, R"; d) f’(—l):i:f'(l), R ;i) (0,00);7) R\{xcosx:—%};

k),1) R ;m) (0,00)\ {3}.

3 3r—4 acos~Jax
Pag. 145.1. 14. f(x)=—; R kezi.17. , (2, .25, ——, (0, t.
¢ rw=2ir [Brez) a7 2oL ). 25, S99 (0,00 p

l
0>0, (~00,0) pt. a <0.27. — 2330 R 31, | (@km 2k +1)7). 32. —— ,Ri\{l}.
z vz In” 3z 3
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33, B\ i\/./(4k+2)7r+1—1
2

z—1
k €N} . 34. ﬁez“, R\ {-1}.

-3 .
' 21n2(q:4+a:2+1>\/10g§<$4+x2+1) ’
1 i z—1 d 1 :
(z=1)"Vz+1 zlnz

J— p— 2 p—
o) 2 f : Inz 22z l)lnan2 T 4w 1.
T —z+1 zln*z

6.a)y=4r—-1;b)y=1;¢)3y—2—3In3+1=0;d) y—2z—-1=0.7. y+52+7=0;
8. y—2x0x+x§:O;9. y=8r—8;10. y=0;11. y=22—-6;12. 3y—2x—-5=0,
y+2x—-5=0;

35

II. 3. Prin calcul direct. 4. a) —

13. [ﬁm ;14. M(0,1);15. y =8z +4; 16. f’(ml):f’(xz):M;
3 3 T, — Ty
_9Yy
17. a:—w;m, m=" n=_2
2 36 9
17 - . 4z" + 562 +5 3 [ 1]
Pag. 148.1.a) —z *, R, ;b) ———————+—, R;¢) ———, |-1,=|;d) R\ {£1},
g )24‘T + ) ($z+1)(4$z+1) )m 3 ) \{ }
ILZ, [L'E(*l,l)
fla= e ; f) Este definita numaiin 0; g) —————, R ;i) discutie dupa
1+z
! !
v 3 () (F(=3)54 (F71) (1)
22° + 3z 1 2 5 2x
Pag. 150. 2. a) ——————; b) —; c) e " (42" —2); d) 2arctgz + —; 3. 11,0.
(14 2°)J1+2° T ( ) 14 2?

4. a) f"(0)=0;b) f"(0)=2;¢c) f(3)=0.5. a:%, b=4, c=1.6. a=2. 7. inductie.

a,+0b, Inz e 1 1
8. T‘ biwl:i(n‘kl)bn’ a‘n+1:bn,7(n+]‘)a’n7 an:(_l) ln'[1+§++;]r
b, =(-1)"-n!. 10. a) ¢ (IZ +2nz+n(n —1)) ;b)) 2" (4x2 + 4nz + n(n—l)) ;
—1)"%(n—2)! . 1 1
c) fa=1+hz, f(m(:z:):%, n>2; e (-1)"n! s
2:n, le» (:Efl)
) fw=z+3-———+-5 11.a)1:b)2.12.8) 0:b) X.
z—1 x-2 2
13. P"(1)=P"(-1)=0,VneN=P@w=>-1)"(z+1)"Q, @, VneN = P =0,
VreR.

Capitolul VI. Pag. 158. 1. a) (1,—2) punct de minim; b) [g,o] punct de maxim, [3%70] punct de
minim; ¢) (0,1) punct stationar (maxim), (—1,0), (1,0) puncte de minim, dar nu sunt puncte stationare. d)

11 . . .
[5,5] punct stationar, dar nu este punct de extrem. 2. Se aplici teorema lui Lagrange.
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3. f' are un singur zero in intervalul [-2,2] = f are cel mult doua zerouri in [—2,2]. f[—g] >0,

f(0)<o0, f[g] >0.4. f are patru zerouri = f’ are cel putin trei zerouri, dar este functie polinomiala

de grad trei, deci are exact trei zerouri. 5. f strict crescitoare. 6. a) 2 ; b) /477r 7. f /" pe (0,00),
™

f(0)<o0, f[%] >0. 8. a), b) f nu este derivabila in 0. c), e) da; d) nu este derivabild Tn

~ 3

g)f@w=a ++a —n, f(0)=0, f@ >0, Vz € R, f derivabili= f'(0)=0.

f@ f@ fiw
10. Aplicam t. Lagrange pt. g(») =|f(@ f,(@ f,(@|. 11. a) Nu este deriv. in 0; b) a <1;
L) £®) £(0)
c)-e)da. 12. Nu. 13. (1), (—=1,—1); 14. a), b), d) da; c) nu.
Pag. 159. 1) 1;2. « € R\ Q; 3. T. Cauchy pt. @ si l;4. T.Rolle; 5. f@) = sing;G. Afirmatia
T xz

n k+1 _ _
inversi nu este adevarata. f () = = +1.8. T.Rollept. f(x) =) ar .9, |f(x) f(%)' < o —
= k+1 | T —T, | 4

= f'(=,) = 0. 10. a) Prima linie contine derivatele functiilor, constantele nu se schimb. b) T. Rolle pt.

lz f(@® gw
h) =1z f(z,) g(z) si M @.

Ina

Capitolul VII. Pag. 170. 1. a) 2; b) %;c) ?;d) 7 e) %;f)-g) 0; h) —%;i) 00 ; j) é;
k) 1;1) i;m) 1;n) 0 pt. a<2; -1 pt. a=2, —co pt. a >2; 0) —%;p) —%.2. a), d) nu;

b), c) da. 3. a), b), g),j) 0;c), f), h),i),1), m) 1; d-e) % , k) % . 4. Cu definitia derivatei si a limitei.

n 9 2k+1
T T T T P T n—1
5.a)l+=+4+—;b) =——4 -+ (-1) —— k= };
) 1! n! )1! 3! =D (2k +1)! 2
.'L'Z $4 ' .'L'Qk n
c)l——+——t(-1) ck==]
) 21 4! =) (2Kk)! 2
_ _ _ 2 n
A 148100 D, ez Delezndl) gy 20 Lt
1! 21 n! 1 2 n
11’$<0 er <0
Pag. 171. 2. f(x) = 571::0, g(f @) ={+e,z =0, nuse poate aplica t. Lagrange. 3. S =1,
z,2>0 e'x>0

zt =2t -2 —x+1
(a* =)

A= % 4, flay=e" - . 5. T. Lagrange pe [z,z +1].
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Capitolul VII. Pag. 177. 1. a) " pe (—o0,0) si pe (0,00); b) \, pe [071] si /' pe [—,oo];
€ e

7r57r

» O\ pe

c)/pe[, }slpe{f

;d) N\, pe [—007—%] si /' pe [ %, ] 2. Nu.
3. [g,—g] punct de minim. 4.  pe (—o0,0) si N\, pe (0,00). 5. G —Fw@ .
1 .
6. f'(x) = ¢'(x) = —— . 7. Vezi 9pag. 159.
=g e pag

8. 1-eM < flt@y<1+eM, dacd 5<$ = f/>0 = f . 9. T. Lagrange pe (z,z+1).

10. T. Lagr. pe (0,2).11. a) fa@ =e" —1—z \, pe (—o00,0) si  pe (0,00) = f@) >0,
2

Ve eR"; b) fl(a:):ln(l—l—q;)—x—i-% st fao=n(l4+z)—z \,. 12. f(z):sinx—z—m,

f’(m):cosz—% = 3z, G[O’g]: f(z)=0.f /7 pe (0,z;) si \, pe [zl, ] f(0)= [E] :7TO

3 2
. = 4mR . 15. f(:E) — M
27 4R(z — R)

a+b—+a*+b>—ab
G .

= f@>0 Vxe[o,g]. 14. V@ =ns*(R—1z),

fonw=fBR)=2.16. V() =z(a—2z)(b—2z), z, =

o*R*4n? —a?
247° '
Pag. 179. 1-2. f/(0)=0.3. f/(0)=1,dacia=b—-1.4. f(0)=1

17. Vi =

z2, z <0
5. fwy={l1+z, z € 0,\/3_1 nu este continuan 0. 6. Pt. a = 12 si b= 2 derivabila
2 3r—4 3mr—4
] IZ\/E_l
T 2

si f/(3)=

1 7. Este derivabilda numaiin 0.

Pag. 184. 1. a) convexa pe [2kw+g,2kw+3§] si concava pe [2kw—g,2kw+g], keZ,
ﬁ] g [ﬁ

- m . o m - -
b) concava pe [—570] si convexa pe [0’5 ; €) convexi pe [00,2 2,oo], concavi pe

[—\/2— é—] d) convexa pe (—oo,0) si concava pe (0,00); €) convexa pe [—007_‘/55] i [*{5700],
concavi pe _££ f) convexi pe _007_\/9-‘-\/5 ’ _\/9—«/ﬁ7 9421
59 15
9++21 " _
15 ,00 |, concava Tn afara acestor intervale.

2. a) convexa pe (—oo,1), concava pe (1,00), punct de inflexiune: (1,2); b) convexa pe (—o0,0),
concava pe (0,00), punct de inflexiune: (0,a); ¢) concava pe (—oc,0), convexa pe (0,00), punct de
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inflexiune: (0,0) (nu exista f”(0)); d) convexd pe R ; e) convexa pe ((2k —1)m,2km), concava pe
(2k,(2k + 1)), puncte de inflexiune: (km,km +(~1)") ; f) concava pe (—oc,0), convexa pe (0,00),
punct de inflexiune: (0,0); g) convexa pe (—oo,0), concava pe (0,00), In 0 nu este derivabila,
F/(0) = f/(0) = co = (0,1) punct de inflexiune.; h) discutie dupa paritatea lui n ; i) convexi pe R ;

j) convexa pe (0,00) ; k) concava pe (O,x/eig), convexa pe (J?,oo) , punct de inflexiune: [\/e—ﬂj_i]
24e

Pag. 188. 1. a), ¢), i) y=z;b) y=0;d) y=z+1;e) y=—z; f), h) y=0 (—0);

g) r=-1, z=1;j) y=2x+%; k), q) y::pfé; 1) nu are; m) z=1; n) y:% (400),

1 R | - e L
y=—5 (coo)i0) y=1;2=0;p) y=2— (+00), y =~z — (~0).

Pag. 204. 1. (—oo,—1), (—13), (3,00). 2. ¢) nu are solutii; d) (—2,—1), (1,2). 3. o solutie pt.
m € (—o0,—27) U (5,00) ; doua solutii pt. m € {—27,5} si trei solutii pt. m € (—27,5). 4. a) (—1,0),
0.1): b) [_(4k+1)7r (4k—1)7r]

e) [g,w], [27r,5—7r], [%,10]; f) [(zkil)ﬂ,(2k+1)ﬂ], k€ Z.5. a)osolutie pt. a € [—oo, 325]

7—2k7r], [—ka,— , keN', {0}; ¢) {0}, (0,1); d) (0,1);

2 2 2

3
. 2 . .
doua solutii pt. a = i trei solutii pt. a €

332

, doua

; 2
,00|; b) o solutie pt. a € (—00,0|U|——=,
] ) fle pt. a € (—oo,0) [3%/5 OO]

2 . .. . .
= trei solutii pt. a € , €) nu are solutii pt. a <1, o solutie pt. « =1, doua

2
332 342

solutii pt. a >1; d) nu are solutii pt. @ > —1, o solutie pt. « = —1, doua solutii pt.a < —1; e) nu are

solutii pt. a = 0,

solutii pt. lal >+/2, are o infinitate de solutii pt. lal <~+/2; f) nu are solutii pt. a > 1 o solutie

pt.ae(—oo,o)u{i}, doua solutii pt.a €

0&]; g) nu are solutii pt. «>1, doud solutii
pt.a € (—oo,0)U {1}, trei solutii pt.a =0 si patru solutii pentru « € (0,1); h) nu are solutii pt.
a € (—00,0)U(1,00), 0 solutie pt. a € {0,1}, doua solutii pt. a € (0,1).

Pag. 209. 29. 1, (-10); 30. 1, (2,3); 31. 2, (—L1]; 32. a—b=2; 33. b=c=1;

min

34. a<X = f =0, a>% = f —"_4;35. ac(01); 37. 2; 38. a) tga, =L =
2 2 2 3 b
a b
sing, = + ————, c0ST, = —ox
’ a’ + b NS
z" [1 Q/Z]

; b) puncte de extrem: —2, —1, 1, 2.

39.a) /(= ——'e’f. Discutie Tn functie de paritatea lui = ; b) 373 (1,0) . 40. Rezulta din
n:

convexitatea functiilor.
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gl]\/%
37 3

Pag 215. 1. d) [ 4. (3,—1), r=5; 5. Se reduce la o ecuatie de gradul doi, a carui

L 2a* — 24*
discriminant este 0. 6. y+2z—3=0; 8. b) P[—a,a(w‘” , Q[—a,‘”az’”], dd, =a*;
Yu Yu
c) cercul dat. 9. C [L%;Q
2°2) 2

Pag. 219. 4. Egalitatea din enunt se poate reduce la forma

\/(x2 +y + 02)2 4’ =ad"+ b+ — (x2 +y° 4+ 02) si folosim faptul ca b* 4 ¢* = @*. 5. Fixam
latura de lungime data, al treilea varf descrie o elipsa cu axa mare aceasta latura (mai putin varfurile date).
6. M(z,,y,) € E, P(z,y) un punct de pe una dintre bisectoare, avem

(2 + )y =y, (x + )| _ (2, — )y — gy (@ — 0|

, de unde prin calcul direct obtinem ca P este pe

\/(370 + c)2 + 9 \/(370 - c)2 +
normala sau tangenta in M a elipsei.
0 0 1 : I
Pag. 223.8. L2 3 1|-12.0 .- Fi ,_bmvco T vy
2 2 a 2 a~ b

4 —6 1

Pag. 229. 4. f(») = (e"'?)Q +x \, pe —00,0 si  pe (0,00), (0,1) este punct de minim.
Algebra

Pag. 251. 1. a) o-7= . 2. a) o= (14)(576),

4 3 2 15 13 2 5 4

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
, T-0O=

o™ = ¢* = (567). 3. Descompunem in cicluri disjuncte si calculim c.m.m.m.c. al lungimilor acestor

cicluri. 5. Multimea S, fiind finitd sirul o,0°,...,0",... nu poate avea o infinitate de termeni diferiti,
deci exista m,,m, € N, m, < m, pentru care o™ = ¢™ . Tnmultind cu inversa permutirii o™ si notand
p =m, —m, obtinem o’ = ¢, . Folosind descompunerea in cicluri disjuncte, p va fi c.m.m.m.c. al
lungimilor acestor cicluri. 6. Consideram numai transpozitii = = (1) . 7. Folosind descompunerea in
cicluri disjuncte obtinem solutiile z = (154)(2763) respectiv z = (154)(2367). 8. Prin ridicarea la

puterea 3 a unei permutéri nu putem obtine o permutare formatd dintr-un singur ciclu de lungime 3.

1 2 - n—1 n
9. Suma minima se obtine pentru permutarea o =
’ n n—1 - 2 1

] , lar cea maxima pentru

permutarea identica.

; a b
Matrice pag. 266. 8. a)a—de{liz},b:c:ii~a;b)X:[c a] unde a® +bc =1, sau
a 0 a b , 00 1(8 6) .
X=0 a,undeae{il},c)X:c —a undea%—bc:(),sauX:0 O’d)iZS Ssl
1 (6 6 a 1—a ) T oy
iﬁ 3 6l 9. De exemplu X = lva —al CU a €Z. 10. Consideram X[z t] si
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10
01

x

obtinem X = [

Y
—y a;] unde z,y € R. Pag. 278. 1. A—c~[

], unde ¢ € R. 2. Din relatia

A* —(TrA)A+detA- 1, = 0, deducem (TrA)A"" = det(A)- A"* =0,, deoarece detA = 0. Astfel
TrA=0,sau A" =0,. Tn primul caz egalitatea dorita se obtine din prima relatie folosita. Tn al doilea
caz foloim un argument inductiv. 3. Folosim teorema lui Cayley Hamilton si un rationament inductiv.
Rezolvarea sistemelor liniare

Pag. 298 3. Tnmultim liniile din membrul drept cu a, b respectiv ¢ si scoatem factorul comun abe
din prima coloana. 4. 4(a —b)(b —c)(a —¢);

5.a) —4zyz;b) 0;¢c) (z—y)(y—2)(z—2)(z +y+ z)(zz +9* + 22) ;

d) (Z+y’'+2)y—2)z—2)y—2) (@ +y+2);6. 2, =0, 7, =a’ + " +¢*;

8. Alr)=—2*(z+1);

9. A =3zz,2, — J:f - :17;‘ —xg = —(a:l +z, + $3)<l’12 + :1722 + x§ — T,Ty — TyTy — x3$1> =

=-2(4-3-2)=4.10. A = zl2)7] + 23,77, — 7, — 7 —7; = ¢’ —2c—a’ +4a’b — dac —2b*.

11 1|t owm w3088,
Conform relatiilor lui Viéte. 11. Consideram produsul M = |z, z, z,{|1 =z, 2 |=[S, S, S|,
R ol | B Sy S5 S,

unde S, = z/ + ] 4z, pentru 1 < j < 4. Din proprietitile determinantilor deducem det(M) = A®.

1(—4 3 (=9 7 1(5 —4
Pag.322.1.a)2,b)1,c)3.2.a)?_1 _l,b)—g_10 8,c) “sls a4l
—-64 68 52 10 -4 0 -1 1 1
3. a) L 2 -2 =21;b) 1 9 —4 0{;c) L 124 —14 -91|.
4 4 11
56 —60 —46 53 —20 —4 86 -9 —64
. 1 et . 10 —-26 17
4.m€[—oo75]u(2,oo) S.X:1 1 _1,6.X:a7 7T 14|,7.e)rz=2=3+y;
19 1 5

fly=—2,2=3—2.8. mzé(a—kb—%c), y:é(a+sc+52b) si zz%(a—i—sb—O—eZc).

a(b+c) __blato . c(a+0)

x:(a—c)(b—a)'y (b—c)(a—b)s c—a)b—c)
z=—(a+b+c).

.12, 2= —abc, y=ab+bc+ca si
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