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PREFATA*

Invdgamintul logicii matematice se rdspindeste din ce in ce mai
mult in jara noastrd. _

De logicd matematicd au mnevoie matematicienii. Incd din anul
scolar 1933—1934 s-a predat un astfel de curs la Universitatea din
Iagi, iar in 1942 s-a infiinjat la Universitatea din Bucuresti o catedrd.
de ,, Analizd superioard gi logicd matematicd”. De logicd matematicd
an nevoie filozofii. La faculiatea de filozofie a Universitdtii din Bucu-~
regti asifel de cursuri se predau de peste doud decenii.

De logicd matematicd au mevoie inginerii. Pe de o parie inginerit
care se ocupd de automaticd. La facultatea de matematicd a Universitdpic
din Bucuregti se predaw cursuri in care algebra logicii este folositd
pentru studiul automatelor fimite tned din 1953.

De logicd matematicd au mevoie tofi cei ce se ocupd de informaticd.
Pentru ei in primul rind publicdm acest text.

Gr. C. Moisil ,

1 martie 1973

\

*) Prefata a fost scrisd pentru lucrarea publicati de Centrul de multiplicare al Unis
versititii din Bucuresti.
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DIN PREFATA AUTORILOR

Logica matematicd a devenit in ultimii ani obiectul a numeroase
cursurt in invdjdmintul matematic §i tehnic. Dacd problema manualelor
poate fi consideratd ce fiind in linit mari rezolvaid, totusi cet care
1in seminarit intimpind mare dificultdfi. Cauze constd tn aceea cd un
numdr mare de astfel de probleme este dispersat prin diferite cdrji.
Nu existd un volum in care sd fie adunate toate aceste probleme gt in
care 8d fie date unele indicalii pentru rezolvarea lor. De asemenea,
trebuie mengionat cd in literatura mondiald nu a existat practic nici
o experienid in privinja aledtuirit unei culegeri speciale de probleme
de logicd matematicd, sarcind ou care s-a obligat catedra de algebrd si
logicd matematicd a Universitifii de Stat din Novosibirsk.

In stabilirea structurii tematice a lucrdrii, mu a fost posibil sd
evitdm teoria muliimilor. Aceasta, deoarece rezolvarea problemelor de
teoria mulfimilor constituie un mijloc minunat de pregdtire in vederea
stdpinirii bazelor logicii matematice, insdgi teoria mullimilor fiind
cel mai tipic obiect pentru aplicarea mijloacelor logicii matematice
st teoriei algoritmilor.

Autorit gi-au propus culegerea problemelor ca scop principal. Din
aceastd cauzd, lucrarea contine foarte pupine probleme create de autori.
Dacd problemele me-au pldcut, nu am ezitat 3& le ludm din alte cdrii;
numeroase probleme ne-au fost propuse de membrii catedrei moastre.

Definitiile de bazd sint date la inceputul fiecirui paragraf. Uneors
a trebuit sd modificdm unele definifit standard, dar asifel de situapis
stnt pugine. Avind in vedere cd in privinja multor definitii nu ewistd
un acord deplin, acestea nu pot provoca mari nepldceri. Teoremele
de bazd sint formulate ca probleme.

Lucrarea confine foarte pujine probleme dificile; acesica au fost
notate cu un asterisc. Unele rdspunsuri sint doar schifate.



In carte sint folosite urmdtoarele notafii convenjionale, de largd
circulatie : '

N — muljimea numerelor naturale;

R — mulfimea numerelor reale ;

{2| ... X ...} — mulfimea elementelor x care salisfac condifia
.. X ..., samd.

Autoris, convingi cd aledtuirea unei astfel de culegeri de probleme
este o treabd foarte grea, se consoleazd cu faptul cd aceasta este o incer-
care fdcutd intr-un anumit domeniu de activitate, asupra cdruia in
viitor va fi depusd o serioasd muncd de finisare gi prelucrare.

I. A. Lavrov
L. L. Maksimova

Novosibirsk, 6 dee. 1970

.()
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LISTA DE SIMBOLURI g

implicatie logica (daci..., atunci...)
<> echivalentd logici (dacii si numai
daci)
U  reuniune
7] reunit cu
n intersectat cu
N  intersectie
muliime vidd
C inclus in
include pe
€  apartine
nu apartine
£ diferit de
{-«.) parantezi
» ] interval Inchis
o compus cu

=
9
2
¢
[

WLHTN<>®QVAAT

functie inversa
mai mic sau egal
mai mic

mai mare
echivalent cu

nu este echivalent

cardinalul multimii A

semnul conjunctiei

semnul negatiei logice

semnul disjunctiei . X
semnul de incluziune strictd

semnul deductiei logice

identic cu

cuantificatorul universal

cuantificatorul existential
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Capitolul 1
TEORIA MULTIMILOR

1.1. Operatii eu multimi

" Vom presupune cé toate mulfimile sint submulfimi ale unei
mulfimi U, numitd mulfime totald. Vom utiliza urmétoarele simboluri :

A c B < oricare ar fi #, dacd x e A, atunci x € B;
A=B<Ac Bsi Bc A;

2 e€eAUB<xecA sau ve B;

ze|J A <> existd i, eI astfel incit = € 4,, ;

sel

zeAn BeazeAdsize B;
meQIA,aweA'. oricare ar fi te1;
veAd —Besecd §i a¢B;

ze — A cmél;

x ¢O oricare ar fi «;

P(4) — mulfimea tuturor submultimilor mulfimii 4.

11



1. 84 se demonstreze :

a) Ac A;

b) daci A< Bsi Be O, atunci A < C;
c) AnBcs Ac Au B.

2. 8% se demonstreze c#i, daci A este mulfimea rdd#cinilor
ecuatiei @ —7x +6 =0 §i B = {1, 6}, atunci 4 = B.

3. S& se demonstreze ci O # {@}.

4. 3% se demonstreze ci {{1, 2}}, {2, 3}} # {1, 2, 3}.
5. 84 se demonstreze c¥ oricare ar fi 4 :

a8)9<c A,

b) daci A< @, atunci A=0.

6. 84 se demonstreze ci existd numai o mulfime care nu are
nici un element.
7. Existd mulfimile A, B i O, astfel incit

AnB#@, AnC=0, (An B)— (C=0?

o~

8. Si se demonstreze ci mulfimea tuturor ridicinilor polinomului
{(®) = f(x) - o(#) este reuniunea mulfimilor ridicinilor polinoa-
melor f(x) $i o(z).

9. S% se demonstreze ci mulfimea tuturor ridicinilor reale ale
polinomului {(x) = f*(x) + ¢*(x) este intersecfia mulfimilor ridi-
cinilor reale ale polinoamelor f(2) si ¢(x).

10. S& se demonstreze c#

Acs B« AUB=B+AnB=A<A-B =
=0 «(—-A) U B =T.

11. S& se demonsireze urmitoarele identit di :

a) AUAd =AnA=A4;

b) AnB=Bn4A;

c) AuB=BuU A;

12



d) An(BnC) =4 nB)nC;

S e AU(BUC) =(4uUB)uUC;

" HAn(BuC=(AnB)u(dn0);

g Au(B nC=(AuB)yn(du C);

" h)yAnBu(CnD)y=AulC)n(Bulnn
n(4 uD)n(BuD);

i)(AuBynA=(A nBuAd=A4;

i) —(4 n B)=(—4) v (—B);

k} —(A v B) =(—4) n (—B);

1) A—(BuC)=(4—B) n(d—0);

m)A—-(BnC =(A—-B)u(4d-0);

n) A —(4 —B)’=A‘n B;

0)A—B=A4—(4 n B);

p)A n(B—-C)=(4A nB)—(4 n0);

rY(A—-B)—-C=(4-0C)—(B—-0)=4—(Buy ()

8) AuUB=A U (B—A); ‘

§) —(—4) =4;

t) A v (—A)=TU;

~u) A n(—4) =0;

V(AUB)U[An(—B)]=(AuB)n[d u(—B)]=4;

z) [(—4) u Bl n A =An B.



12. S& se demonstreze ci

a) AUBc CeAc (Csi Bc O
b)AcsBnCesAcBsiAcC;

c) AnBcsC«sAc(—B)uCC;

d) AcsBuC<«An(—B) c0;
e)(A—B)uUB=A<BcA;
f(AnB)uC=4n(Bul)«CcA

13. Si se determine toate submulfimile multimilor : @, {9}, -

{ o}, {1,2}.

14. S4 se demonstreze ci o multime formatd din n elemente

are 2" submultimi.

4,

15. S& se demonstreze ci oricare ar fi a, b, ¢, d :
e} (@ 8)} = {{oh {c, @Y} = a =osib=a.

16. Care din urm#toarele a.ﬁrma,tii sint adevirate, oricare ar fi
Bsi C%

a) Dacé Aele B e C, atunci AeC

b) Daci A = B §i Be(, atunci A e€C.

¢c) Daci A nBc —Csi A UCgc B, atunci A n C =0.
d) Dacd A # B si B # C, atunci 4 # C.

e)Daci A < —(BUO)si B —(A v C), atunci B =9@.

17. S& se demonstreze cé oricare ar fi A, 4,,...,4,, dack
A, s A, c... 2 A, c A4,

atunci A, =4, =... =A4,.

14



' 18. Pentru fiecare numér intreg pozitiv # sé se indice o mulfime
A, format} din n elemente, cu proprietatea ci dac# @; y € A,; atunci

xey sau y €.
19. S se rezolve sistemul de ecuatii
A nX=B]
AvX=0C
unde A4, Bsi C sint muli;,lml date i B < A4 c C.
20. S se rezolve sistemul de ecuatii
A—-X=B}
X -A=C
unde 4, B si C sint multimi date i B< 4, A nC =0.
21. Fiind date sistemele de mulfimi {4 }ic; $i {B,}ier, unde I
este o muliime oarecare, si se rezolve sistemul :
a) A,n X = B, iel;
b) A‘UFX'-:-.B‘, 'I:EI.
Ce conditii trebuie si satisfaci A, §i B, ca aceste sisteme s¥ aib#

solutii ¢
22. S4 se demonstreze ci

a)A B¢>(A B) u (B — A)

-b) orice eeuatle relativd la muli;nnea X care are in membrul
al doilea O, este echlvalent‘é, cu ecuafia

(4 n X) y [B 0 (-X)] =0,

unde A i B sint mulfimi, in reprezentarea céirora nu se afld simbolul
X; T o .
c¢) sistemul de ecuatii }
AnX=0 }

Bn(-X)= .

15



are solufie, dacd §i numai daci Bc — A. Dacd aceasty condifie
este indeplinit#, solufie a sistemului este orice multime X, astfel
incit
B Xc — 4.
23. a) Si se descrie metoda de rezolvare a sistemului de ecuatii

cu o necunoscutf ;
b) folosind aceastd metoddi, si se rezolve sistemul urmitor :

[Au(-X)In(XuB)=XuC
(XnB)uC = — (X n A) }

Ce condifii trebuie s# satisfacd A, B gi C ca acest sistem sd aibi
solufie ¥ ‘

24. S3 se demonstreze ci orice mulfime este :

a) reuniunea tuturor submulfimilor sale,

b) reuniunea tuturor submulfimilor sale finite,

¢) reuniunea tuturor submulfimilor sale cu cite un singur element.

25. Fiind dat girul de mulfimi

X,2X,2X;2--:2X,2 -,
8% se demonstreze ci intersecfia multimilor din orice subsir infinit
al acestui sir de mulfimi coincide cu intersectia mulfimilor din
intregul gir. ~ ‘
26. Fiind dat girul de mulimi
X, e X,c X3¢ r--c X, -,
8% se demonstreze cii reuniunea mulfimilor din orice subsir infinit al
acestui gir de mulfimi coincide cu reuniunea mulgimilor din intregul gir,
27. 8% se demonstreze urmitoarele identitéiti : B

a’) kLEJK HLAM - ILEJL kLEJKAu 5
B L QA = ) eAws
©) = (U4 =0 (—4y);

16



d) —(N4) =U (—4;

kEK k€K
e) ‘%LA, ] ‘LEJTB, =tLéJT(A‘ uB);
) Y(Bnd)=BnU4;
g) N(BU4) =B uQA;
W) U, Qdn =, Yo

28. S84 se demonstreze ci
a) dach A, = B oricare ar fi e T, atunci | 4, B;
teT

b) dach B < A, oricare ar fi te T, atunci B < () 4,;
teT

c) daci A, c B, oricare ar fi te T, atunci |J A<s UTB, g
teT te

N4, N B,
teT teT
29. S4 se demonstreze ci daci N 4, n N B, =@, atunci
N1 n=1
N4,< U 4,0 (Bpey — B,
-unde

B,2UA,uU B,

n=1 f=1

30. S3 se demonstreze c# Q{A"= .Q{B"’ unde
B=A,B,=4,—(4, U ... U4,,), (@ >1)
1.2. Relatii si funetii
Vom face urmitoarele notatii:
Ay X... X Ay={{ayye--y 08> @ € 4y ., 0, €4},
Ar={(ay ...y 8,010y, Q5. .y 0, € A}

17
e=e1



1. 84 se demonstreze c# existd 4, B §i C, astfel incit

2) A XB#BXA;

b) A x (B x C) # (A x B) x C.

2. 54 se giseascd interpretarea geometrics a urmitoarelor mul-
{imi :

a) [a,b] x [¢, d], unde [a, b] §i [¢, d] sint intervale ale dreptei
reale # ;

b) [a, b}?;
c) [e, b}3;
a) @~

3. S# se demonstreze ¢i (4 n B)x (€ n D) = (4 x C) n (B xD).
4. S& se determine A, B, G §i D astfel incit

(AU B) x (0 uD)# (A xC) u (B x D)

5. S& se demonstreze cé

2) (AUB)x C=(A4AxC)u (Bx 0);

b) (AU B)x (Cu D)=(Ax C)u (Bx C)u (4 x D) U (Bx D);
¢) (A —B) xC=(4 xC) —(B x0);

d) AcB§iCcsD«eAxCc B xD;

) AXB=(AXY)n(XxB),unde A cXsiBcY;

f) (A x B)=[(—4)x U] v [U x (— B)], unde U este mul-
timea totald;

g)dack A X B=C x D, atunci A =C gi B = D (aici
A, B,C,D #0); :

W) UA,xUB=_U_ (4,xB);

LX=t T <> e8xT
DNA,xN4= N (4,X B);
seS teT <8,t>€ESXT

18



(A XB)u(C xD)s (A v C) x(BuD). Ce condifii tre-
buie sd satisfaci A, B, C i D ca s se obtind egalitatea? o
#*

6. Fie A, B#0 8i (4 x B) U (B xA) =C x D. 8% se de-
monstreze ¢ A = B =C = D. ‘

Submultimile R ale mulfimii A x B le vom numi relafii binare
intre elementele mulfimilor A §i B. Fie

(y)eR'=(y,a)eR;
— R=(Ax B)— R;

3p = {®| existd y, astfel incit (@, y) € K};
pr= {y| existd «, astfel incit (=, y) e R};
RT X ={a, |z, y>e R i e X};
BLY ={{zyp|<{my>eR si yeX};

R (X) ={yl<{®,y>eR 5i zeX}.

Fie Ry c A x Bsi B, = B x C. Vom defini relatia E,c R, care
va fi numitd produsul lui R, cu R,:

R,° R, = {(&,y)| existd z astfel incit (w,2) € By, <2,y)> € By}.

Relatia f = A x B o vom numi functie dela Ala B (f: A - B),
dacd §=A §i din (=, y) e f §i (@, ¥y €f, urmeazd c& y, =¥,,
oricare ar fi @, ¥y, ¥,. Dacéd f este functie, atunci vom serie y = f(z)
in loc de (@, y) €f. Pentru orice muljime A definim i,: 4 — A
in felul urmétor : E

iy ()= .

Functia f se numegte injectivd dacd y = f(«,) 5i y = f(@,), atunci
@, = m, oricare ar fi @, @ ¥.

Vom spune ci funcfia f: A — B realizeazd o corespondentd
biunivocd intre A si B, dacd 3, = A, p, = B §i f este injectivi.
O corespondents biunivocd f: 4 — A se numesgte permutare a mul-
timii A. Mulfimea tuturor functiilor de la A la B o vom nota prin

B4, Vom nota A )
IL A= {f17: 1>\ 4,5 f5) € 4.

iel

19



7. 84 se determine 3y, pg, B!, R° R, Ro R-!, R~'oR pentru

relaiile :

a) R={Kz,pd|oyyeRsia +y <0},
b) R = {{=, y)| @,y € N si « divide pe y}.
8. 84 se demonstreze c#

2) (=0 «>R=0 < px=0;

b) 3z = Pp, Pr— = 3p.

9. S§ se demonstreze c#

2) daci Y # @, atunci dxxr=X;

b) dacd X # 9, atunci Pxxr= Y .
10. Si se demonstreze ci pentru orice relajie binard R :

a) RUR=RnR —%&;
b) (B9 = B

¢) (B, u Ry)~'= Ri'u R7';
d) (R, n R,)~'= B n R3!;
6) —R-1=(—R)-L.

11. Pentru ce relatii binare este adevirat ci

R-1= — R?%
12. Tie X §i Y mulfimi finite, alc#tuite respectiv din m §i n

elemente.

X

20

a) Cite relafii binare existd intre elementele mulfimilor X gi Y ¢
b) Cite functii existé de 1a X la Y ¢

¢) Cite functii injective existé de 1o X la Y2

d) I]g’%ntm care m §i n existi o corespondentd biunivocd intre
§i



13. S4 se demonstreze cd pentru orice relafii binare au loc ega-

litétile :

a) R0 (Byo By) = (R,° Ry)° By;
b) (B, ° Ry)~'= Rg'° Bi*;
c) (‘EJIR.-)°Q =‘LéJI(Ra°Q);
d) @ (U B)) =U (@ Ey).

1€l i€l
14. S% se determine R, si @ astfel incit:
2) Qo (N By) # N (Q° Ry);

iel ier
D) (N R)°Q@ # N (B °@Q)

iel iel

15. Relatiile binare formeaz grup fat¥ de operatiile o gi —' ¢
16. Si se demonstreze ci :

a) dacd R, = Ry, atunci Qo B, = @ Ry;
b) dacd R, < R, atunci B,° Q< R, Q.
17. Si se demonstreze ci :.

2) fT X=iz°f;
DYRLY=(R'TY)L

18. 84 se demonstreze cd

@) dacd X, Y+ @; atunci Y* #@;

b) YXc P(XX X);

c) P(An B)=P(A)n P(B);

d) P (iQI A,) =QIP (4.



~19. 8% se stabileased o corespondentd biunivocd intre Angi Af
pentru I ={1,...,n}. .

20. Folosind definifia datd, scriefi mulfimea 2@, unde @ este
mulfimea numerelor reale.

21. B4 se demonstreze c# dach f: A — B §i g:B - C sint
functii, atunci (fog): 4 — C este funciie.

22. In ce conditii fo g este funcfie injectivi ¢ .

23. Presupunem ci 4, B, A,, B, sint mulfimi astfel incit 4 se
giseste in corespondentd biunivoed cu A4,, iar B cu B,. S4 se arate ci :

a) se poate stabili o coresponden{# biunivocid intre A x B gi
A, X By;

b) intre A2 gi AP,

c)dach An B0 §i A, n B,=0, atunci se poate stabili o
corespondentd biunivocd intre Au B §i 4,u B,. '

24. 8% se demonstreze ci se poate stabili o corespondents biuni-
vocd intre mulfimile :

2) AX B i Bx A;

b) AX(Bx C) §i (Ax B)x C;

c) (Ax B)° §i A°x B°;

Q) (47)° 5i 4749

e) ABYCgi AB x A% daci B n C =@.

25. Fie ¢ : A — A o permutare & mulfimii A. S§ se demonstreze
cd ¢~ este 0 permutare & mulfimii 4.

26. 83 se demonstreze c# mulfimea permut#rilor mulfimii A
formeazd un grup fatd de operafia o.

27. Fie ¢ : A—B o corespondent# biunivoci. S5 se demonstreze ¢4
a) ¢! este o corespondentd biunivocs intre B si A4 ;

b) o7l o @p=14;

c) o o™l =1,
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‘In problemele 28 —38 f: X - Y, A, X §i B;c Y pentru
ielu{1,2).

28. S84 se demonstreze cd :
a) (4, U 4,)=f(4,) U f(4,);
b) (Y 4= (4.

29. 84 se demonstreze ci :
a) fl4, n 4,) < f(4,) n f(4,);

b) F(N 4:) = N f(4))
1= 4 ter

§i c3 incluziunea nu poate fi inlocuité cu egalitatea.
30. S& se demonstreze ci

F(4, n Ap)= f(4,) n f(4,),

oricare ar fi 4, §i 4,, dacd §i numai dac f este o functie injectivi.
31. 34 se demonstreze ci f(4,) — f(4,) < f(4, — 4,).

32. 84 se demonstreze ci dacd in exemplul precedent funectia
f se ia injectivdi, atunci are loc egalitatea.

33. S& se demonstreze ci dacd A,< A, a.tuncl f(4,) s f(4,).
34%. S4 se demonstreze ci j_'(Al) =0« A =0.
35. 8% se demonstreze urmétoarele identitéti :

a) f~1(B,U B,)=f"Y(B,) U f~(B,);
© ) f-4U B) = U f-(B));
BRSSP ier
c) f~YByn By) =B, n f~(Bs);
a) 1N By) =N f~(By);
ier i€l
e) f~Y(B,— By)=f1(B,) — f~XBy).
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36. S# se demonstreze cd dacd B, < B,, atunci f-1(B,;) = f~1(B,).
37. 84 se demonstreze ci f}(B,)=90 <« B, n f(X) = 0.
38. S& se demonstreze :

) 4,2 F1(F(4);

b) (/" (By) = By n fX);

¢) f(4,) n By=f(4, n f7(By));

d) f(d)n Bi=F <4, nf1(B,)=0

e) f(4,) < B, < 4, < f~YB,).

39. Fie f: A —» B. Vom defini f, : P(4)>P(B),f*: P(B)—>.P(A)

prin f, (X) ={f(2) 12 X} 5i ¥ (V) = {o| f{z) € 7). In ce
condiii f* o fy=1,.p)% ce condifii fy o f* = 4504, ¢

40. Cu notatiile din problema anterioar#, s se demonstreze cé
a) XX n Y)=F*X) n fXY);
b) (g° f*(X) = f*(g*(X)).

41. Pentru orice multime 4 vom nota prin X , urmétoarea functie
(functia caracteristici a mulfimii 4) :

0, dach z ¢ A4,
4®)=
1, daed z € A.

Vom defini funcfia f: P(U)— {0, 1}V astfel: f(4) =X, oricare ar
fi A eP(U). 84 se demonstreze ci f este o corespondenf# biunivocs
intre P(U) si {0, 1}7.

42. S84 se demonstreze:
2) XU (#)=1;
b) X (2)=0;
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e) Xoa(@)=1—X4(2);
d) Xups (2)=X4 (@) X (2);
e) X4z (2)= X4 (#) — Xunz (¥);

f) daci A= U A,, atunci XA(W)— xh.(w),
g) daci A = 4,, atunci X 4 () = min X 4 ().
’ i€l fel

43. S# se demonstreze proprietitile de distributivitate completé :
) U NA4;= ﬂ U 4y s
eJi iel

I jed

b) N U Au= U N -Amw

i€l i€y 1€ eI
44. S& se demonstreze ci A’,=TJ 4, unde A,= A, oricare ar
fiiel i
45. Fie 4, c X,). S84 se demonstreze ci

a) II-.A‘ =N1II Ay, unde’ ds = A,, Ay, =X;, pentru ¢ # 4,.

i€l teri el

b) I Xi— 1 4:i=U II B, unde By;=X;— A;; By, = X,
ier iel iel el
pentru ¢ # 4.
46. S3 se demonstreze ci

2) N [I4u=TL N 4u;

8ES teT teT se8

b) dacd X, n X, =@ pentru ¢ # ', atunci se poate stabili o
coresponden{sd biunivoc# intre

y(cgrx‘) si I ¥=;

ter
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¢) se poate stabili o coresponden{# biunivoc# intre

(TL ¥)%si [T Y7

teT teT
¢ .
47. S3 se demonstreze cd dacd F, # @ oricare ar fi { € T, atunci

II F,+# 9 (una din formuliirile axiomei alegerii).
ter

48. Si se demonstreze c# intre H Y, si (H Y, ) x (H X,) se

poate stabili o corespondenta bmmvocé, daca Tv T2 =T i
T'nT,=0.

1.3. Relatii binare speciale

Vom consxdera mai departe relatiile binare numai intr eelementele
mulfimilor 4 gi A. :

Relatia binard B o vom numi rela,tae de eckwalemd pe multmmea
A, dacd : = .

1) (=, #) € R oricare ar fi # € 4 (reflexivitate),
2) dacd {z,y) e R, atunci <y, #) e B (simetrie),
3) dacd (@, y) € R si (y, 2) € R, atunci {z, z) € R (tranzitivitate).

[#]r ={y| <=, y) € B} o vom numi clasa de echivalen}# relatlv
la R a elementului .

1. Pe mulfimile N §i ¥ x N vom defini R, Q, S astfel: '

a) {a,b) e R, <+ a — b se divide prin m (m > 0),

b) e, b, (¢, @>>eQ <+a +d =b +e,

e) Ka, b, (e, d>>e8 <> [(a -d=Db:c i b+#0 s d # 0) sau
(@ =¢b=0,d =0)].
S# se demonstreze ci R, Q si S sint relatii de echivalent.
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2. 83 se demonstreze cti dacd R este relatie de echivalents,
atunci :

a) 2 € []g,
) <&, 9> € B > [@]; = [¥]a-
3. S% se demonstreze ci dacii R este relajie de echivalentd,

atunci E-! este, de asemenea, relatie de echivalentfé.

4. Tie R < 82 S# se demonstreze ci R este relatie de echivalen{a
<« (Re R u i, = R.

5. Si se demonstreze ci dach R, si R, sint relatii de echivalentd
pe 8, atunci

a) Ro R, = 82 < R, = 8%

b) dacé R, o R, = 82, atunci B, o B, = 82

6. S% se demonstreze ci existd o corespondent# biunivocd intre
clasa tuturor partifiilor mulfimii A §i familia tuturor relafiilor de
echivalentd pe A (Familia {4}ier 0 Vom numi partitie & Iui A,
dacd

a) A,n A, =0 pentrui # j;
b) U4, =4.)

iel

. 7. S% se demonstreze ci R este relatie de echivalentd pe S, dack
si numai dacd existéh un sistem £ de mulfimi disjuncte dou® cite
doud, astfel incit

R=yUOCxC s UC=2=,.
cep deg )

8. Si se demonstreze ci dacd relajia E pe mulfimea A este
simetric §i tranzitivd si 3z U Pr= 4, atunci R este relatie de
echivalentd pe mulfimea A. ) ]

9. Fie f: A — B o funcjie oarecare. Vom lua

Q = {K=, y>| fla) = f(y)}-



S3 se demonstreze ci Q este relatie de echivalentd pe A si pentru
aplicafia f existd descompunerea

f=cof,

unde ¢ este aplicafia naturald o lui 4 pe AlQ ={[x]| ved),
adicd e(w) = [w],, iar f’ este o corespondenfd biunivocs intre A4/Q
§i f(4).

10. S& se demonstreze c# intersecfia relatiilor de echivalents
din orice sistem de relafii de echivalentd pe mulfimea A este relatie
de echivalentd pe A.

11. 84 se demonstreze c# produsul R o R, a doudl relatii de

echivalentd R, §i R, este relajie de echivalents, dacd gi numai dacs
Ryo B, = R, R,

12. 84 se demonstreze ci daci R, si R, sint relatii de echivalents
$i ‘Rl o .Rz = .Rz ° ‘R].’ artlln.(}i ‘Rl + .Rz = o .Rz, 'llnde Rl + -Rz
este cea mai micé relatie de echivalenfs care include pe B, U R,.

13. 84 se demonstreze ¢ pentru orice familie de relatii de echi-
valentd {R }: e existd o relatie de echivalen{d @ astfel incit | B, =
i€l

§i pentru orice relafie de echivalentd R, daci | R, < R, atunci
Q < R. i€r

14. 84 se demonstreze ci

Poia=Y, Ci 1y, (Do = 1),

i=0

unde p, este numdrul relaiilor de echivalen{# pe o mulfime format#
din 7» elemente.

O relafie binar# R o vom numi relatie de ordine pariald pe mul-
jimea A, daci

a) (@, ) € R oricare ar fi xe 4 (veflexivitate)

b) dacd <(w,y>e R si (y,x)e R, atunci @ =y (antisimetrie),

c) dacd (@, y> € R i {y, 2) € R, atunci (@, 2> € E (tranzitivitate).

O relafie de ordine partiald R pe mulfimes A o vom numi totald,
dacd pentru w e 4 i y e A are loc {®,y) e R sau {y, > ¢ R. Dacs
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R este o relatie de ordine partiald si (=, y) € R, atunci vom scrie
z < y. Vom scrie # <y, dach # Sy §i @ # 9.

Mulfimea A4 cu o relajie de ordine partiald (totald) datd pe ea
o vom numi mulfime parfial (total) ordonatd, prescurtat m.p.o.
(m.t.0.) §i 0 vom nota prin A <.

Un element @ € A il vom numi magimal (minimel), dacd din
faptul ¢ ¢ < @, (#< a) rezultd @ = 2. Un element @ € 4 il numim
cel mai mare (cel mai mic), dacd # < @, (@ < ), oricare ar fi we A.
O submultime § & muljimii 4 o vom numi lan} intr-o m.p.o.
(A; <), dach 8 este total ordonatd de relatia < <82 O m.t.o.
{A; <) o vom numi bine ordonaid, dacd fiecare submulfime nevidd
a multimii 4 are cel mai mic element. In acest caz relafia de ordine
< 0 vom numi relaie de bund ordonare. Relatia de ordine B! o
vom numi duala relatiei de ordine partialy K. Fie f: X — ¥, X
§i Y —m.p.o. Vom spune, c@ f este o aplicatie monotond, dacd din
x, < @, urmeazd f(z) < f(w,), oricare ar fi elementele &, @, € X.
Dacd f este corespondentéd biunivoe#, iar f §i f~! sint monotone,
atunei f il numim szomorfism al m.p.o. X si Y, iar X i Y le numim
izomorfe.

15. S3 se demonstreze ci mulfimea tuturor submulfimilor unei
mulfimi date A este ordonatd partial de relatia de incluziune <.

16. Fie < §i < definite pe mulfimea N ={0,1,...} in mod
< — 3

obignuit. S% se demonstreze ¢& <o < # <j Lo <= <3}
<oz = N2

17. S% se demonstreze cii i, este o relatie de ordine parfiald
pe A.

18. Fie a < b <> a, b € N si a divide b. Consideriim, cé 0 divide 0.
§_5;_se demonstreze ci < este o relatie de ordine pariald pe N.

19. S§ se demonstreze independenta proprietitilor de reflexi-
vitate, simetrie, antisimetrie gi tranzitivitate.

20. a) 8% se demonstreze c fiecare m.p.o. confine cel mult
un cel mai mare (mic) element.

b) S% se demonstreze cé cel mai mare (mic) element al unei
m.p.o. este unicul element maximal (minimal). :

¢) S# se construiascd un exemplu de m.p.o. care si aibd numai
un element minimal, dar s# nu aib# cel mai mic element.

21. S# se demonstreze ci dach R este relatie de ordine partiald,
atunci R-! este relajie de ordine parfiald.

99 S se arate ci dacd {R}ic: este sistemul relatiilor de ordine
parfiald pe mulfimea A, atunci DI R, este relatia de ordine par-

€

fiald pe mulfimea A.
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23. O relafie B o vom numi relatie de preordine pe 4, daci R
este reflexivd si tranzitivd. 8% se demonstreze c¢i R este relafie
de preordine daci i numai dacd B = (R R) U 4,. o

24. Fie R o relatie de preordine pe 4. S punem
& ~b<w(a,byeR §i (bya)eR.
S4 se demonstreze ci
a) ~ este o relajie de echivalenty pe 4,
-»b) dacd @ ~a', b ~ ¥, (a,b) e R, atunci (a’,b') e R,
¢) R, este relatie de ordine pe 4/~, unde
{[e], [b]) € B, <> (@, b) € R.

25. 84 se demonstreze ci daci R este o relatie de ordine parfials
{totald, de bund ordonare) pe X si 4 < X, atunci B n A2? este
relafie de ordine partiald (totali, de buni ordonare) pe A.

26. Fie < o relatie de ordine partiald pe X. S% se demonstreze
¢d < nu este reflexivi (x 4 x oricare ar fi z e X) gi este tranzitivi.

27. 84 se demonstreze ci dac# o anumitd relafie < pe X nu
este reflexivi i este transzitivi, atunci relafiaz < y < 2 < y sau
o =y este relafie de ordine parfialy pe X.

28. 84 se demonstreze ci dacsh (X; <) §i <X’; <’) sint m.p.o.
§i f: X — X' este funcfie injectivi monotons, atunci f~1 poate si
nu fie monotoni.

3% se considere cazul, cind (X, <) este o m.t.o.

29. 8% se arate cd orice m.p.o. X este izomorf$ cu un anumit
sistem de submultimi ale mulfimii X ordonat cu incluziunea <s.

30. Fie R, si R, relatii de ordine totals pe mulginea 4.
In ce condifii R, R, este relatie de ordine total$$

'31. 84 se demonstreze ci orice m.p.o. finit# nevidi A contine
elementele minimal §i maximal. ’ i

32. 8% se demonstreze ci orice mulfime finit3 poate fi ordo-
natd total. ' '

~33. Si se demonstreze ci orice relajie de ordine partiald R . pe
mulfimea A poate fi prelungité ping la o relafie de ordine total
Q pe mulfimea 4, adici R < Q. : L
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. 34 Fie o: X x X > X §i
| o(z, ) = o(y, ),
- o(w, ‘P(y’ 2)) = e(o(, ¥), 2),

o(x, x) = .

Definim z < y < (%, y) = .

' S% se demonstreze ci :

‘a) < este o relatie de ordine parfiald pe X,

b) dacs X are cel mai mic element 0, atunci ¢(0, ) =0, .

c) o(x, ¥) <= oz, ¥) <Y,
d) dack z < @ i 2z <y, atunci z < ¢(%, ¥).

35. S% se demonstreze ci orice submulfime a mulfimii P(4),
ordonat# prin incluziune, are cea mai micd margine superioard i
cea mai mare margine inferioard. _

36. Fie 4 o m.p.o., in care fiecare lan} are cel mult m elemente
jar orice submulfime de elemente mnecomparabile dou# cite doud
const® din cel mult # elemente. S& se demonstreze ci A are cel mult
mn elemente. ’

37. Fio <4;<,> §i (B; <. O mp.o.(Ax B; <) o vom

numi produsul lor direct dacd {ay, b)) < <@g by <> 8;<40g by <pbe

pentru a,, a; € A, b, b, € B. Si se demonstreze ci < este o relatie
de ordine parfiali pe 4 x B.

38. Fie (X; <) o m.p.o., a,be}X 5i & < b. Mulfimea
[a,b] = {#|a < © < b}

o vom numi segment. S se demonstreze ci mul{imea tuturor seg-
mentelor unei m.p.o. (X; <) este parial ordonatd de relatia de
ineluziune §i este izomorfd unei submul{imi a produsului direct
dintre m.p.o. X g§i duala ei. .

39. M.p.o. (X ; <) o vom numi autoduald,daci ea este izomorfd
cu m.p.o., duala sa. Si se demonstreze cd: o

) exist#% numai dou# mul{imi  parfial ordonate neizomorfe
fornllgte din dou# elemente, fiecare din aceste mulfimi fiind auto-
duals. ‘ : .
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b) exist# cinei mulfimi parfial ordonate neizomorfe doud cite
doud formate din trei elemente, iar trei din aceste multimi sin
autoduale.

40. Vom spune ci o m.p.o. (A; <) satisface:

1) condijia de minimalitate, daci orice submulfime nevidi M
2 mulfimii 4 are cel putin un element minimal ;

2) condifia de rupere a lanjurilor descrescitoare, dacé orice lant
strict descrescitor in A este finit;

3) condijia de inducjie, daci pentru orice proprietate T este
indeplinit# condifia : din presupunerea c# proprietatea T' este ade-
vératd pentru toate elementele care preced strict un element oare-
care a € A, rezultd proprietatea T adeviratd pentru a; atunci toate
elementele mulfimii 4 se bucur# de proprietatea 7. S% se demon-
streze echivalen{a dintre toate aceste condifii.

41. 84 se arate ¢ o m.p.o. (4 ; <) satisface condifia de mini-
malitate dac# §i numai dach toate langurile ei sint bine
ordonate.

42. 84 se scrie toate m.t.0. A4, care se bucurd de proprietatea
cd pentru orice e < b existd numai un numir finit de elemente ¢
astfel incit ¢ <e¢ < b.

43. Fie (M ; R) §i (M ; R~*) multimi bine ordonate. S& se de-
termine toate astfel de mulfimi M.

44. Mulfimea M o vom numi latice (structurd), dacd ea este
parfial ordonat# si pentru orice pereche de elemente @, ¥ € M existd
margine inferioard # n y §i margine superioar# # U y. S3 se arate ¢4 :

s UY=yU® 2Ny =y0n ‘
b)au(yuz)=(@uy) us @n(ynz=(@ny ne,

)(zny) Uy =y, 2 n(x Uy =ux

45. Presupunem cd in mulfimea M sint date operatiile binare
U §i n care satisfac identitdtile a), b)sic) din problema prece-
dents.

a) 8% se demonstreze c¢ii # U ¥ =y pentru z,ye M, dacd si
numai dacd ¢ n y = .

b) Definim # <y <% ny = . 8% se arate ci M este latice
relativ la <, iar marginea inferioars §i marginea superioar# ale
elementelor @ §i y coincid respectiv cu # n y8iouy.
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46. Mulfimea M cu operatiile binare U §i n date pe ea o vom
numi algebrd booleand, dacd :

a) M este latice relativ 1a U gi n (satisface identitétile a, b, ¢
din problema 44),

b)(zuy) nz=(2nz) Uy na),
c)(zny) uz=(rU 2) n(y U2),

d) pentru orice a e M existd b e M astfel incit (¢ n d) U c =¢
§i (@ U D) ne¢ =c oricare ar fi ¢ e M (un astfel de element b va

fi notat prin a).

S% se demonstreze c# in orice algebrd booleani :

2) existd cel mai mic gi cel mai mare element; le vom nota
prin O §i 1;

b) pentru orice a € M existd & unic;

g)a <b<a np =0 (vezi problema 45, b).

47. Si se demonstreze cd P (A) pentru orice mulfime A este o
algebrd booleand relativ la U, n.

48*. Si se arate cd orice algebr# booleand este izomorfd cu o
algebrd a2 submulfimilor unei multimi convenabil alese (teorema
lui Stone).

49*. S4% se demonstreze c# orice algebri booleand finitd este
izomorf# cu algebra tuturor submultimilor unei mulfimi conve-
nabil alese. : '

1.4. Numere cardinale

Vom spune c# mulfimea A este echivalentd cu multimea B (sim-
bolic A ~ B), dac# intre elementele Ini A §i B se poate stabili o
corespondent# biunivocd.
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Vom numi puferea muljimii A clasa tuturor mulfimilor 4 echi-
valente cu mulfimea 4 §i vom nota

A ={B|B ~ 4)}.

Vom scrie #» = 4, unde 4,= {0,1, ...,n — 1}, # e N. Orice mul-
time 4, echivalentd cu A4, pentru un anumit #, o vom numi finitd,
unde n# este numirul elementelor mulfimii A.

Orice mulfime. 4 echivalentd cu mulfimea N = {0,1,2,...}
o vom numi numdrabild §i puterea ei o vom nota cu N,

Orice mulfime 4, echivalentd cu mulfimea numerelor reale o
vom numi continuum §i puterea ei va fi notatd prin e.

Puterile diferitelor mulfimi vor fi numite numere cardinale.
Numerele cardinale ale mulfimilor finite le vom numi finite, iar
ale mulfimilor infinite — infinite. o

Vom spune, ¢ A < B, daci A ~ B,, unde B, este o submul-
time & multimii B. Dacd 4 < B §i A ~ B, atunci spunem, ¢i 4 <B.

1. S& se demonstreze :

a) 4 ~ A,

b) dack A ~ B, atunci B ~ A4,

c) daci 4 ~ B si B ~ C, atunci 4 ~ C.

2. 5% se demonstreze c3 dach A ~ B, atunci 4 = B.

3% Tie Ao A4, 24,5 A4 ~ A4, Si se demonstreze cd 4 ~ A4,.
4&*. Teorema Cantor-Bernstein. Fie A ~ B, B si B ~ 4, c A.
S4 se demonstreze c¢i 4 ~ B. '

5. 84 se demonstreze ci o multime finitd nu este echivalentd
cu nici o submultime proprie a sa §i cu nici o supramultime pro-
prire a 82. ‘

6. S& se demonstreze ci doud mulfimi finite sint echivalente
dacd si numai dacd ele conpin acelagi numir de elemente.

7. 8% se demonstreze ci o mulfime este infinitd, dacd §i numai
dacd ea este echivalentd cu o submulfime proprie a sa.

8. 84 se demonstreze c¢d din orice mulfime infinitd se poate
extrage o submulfime numérabild. L .
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9. Sid se demonstreze ci orice submulfime & unei mulfimi numi-
rabile este numéirabild sau finitd.

10. 84 presupunem c& domeniul de definitie al unei funetii
este numdirabil. S& se demonstreze cii domeniul valorilor acestei
funetii este finit sau numéirabil.

11. 84 se demonstreze ci dacd dintr-o mulfime numdrabild se
extrage o mulfime finitd, atunci mulfimea rimass va fi numéirabili.

12. 8% se demonstreze ci

a) dacd A §i B sint numirabile, atunci A U B este numirabili,

b) dacd toate A; sint finite, nevide §i disjuncte, atunci U A;
este numérabilid. .

13. S se demonstreze ci

a) dacd A este infinitd §i B este o mulfime finitd sau numﬁ,ra-
bild, atunci 4 U B ~ 4,

b) dacd A este mf]mté. $i numérabild, iar B este finitd sau numi-
rabild, atunci A — B ~ A.

14. B4 se arate cd dacs A,, A,, ..., A, sint numéirabile, atunci
A, x A, X ... x A, este numirabili. , : .

+15..84 se demonstreze ci

2) mulfimea numerelor rationale este numara,bllﬁ,

b) mulfimea numerelor rafionale din segmentul [a, b] este
numarabild (e # b),

c¢) multimea perechilor {z, %), unde si y sint numere ratio-
nale, este numdirabild.

16. S4 se demonstreze ¢ mulfimea tuturor submultlmllor unei
mulfimi numérabile este numérabili.

17. 84 se demonstreze ci mulfimea tuturor girurilor finite,
formate din elementele unei mul{imi numéirabile, este o multime
numérabili.

18. S& se demonstreze c# mulfimea polinoamelor cu coeficienti
intregi este numdrabild.

19. 84 se demonstreze numérablhtabea, mulfimii numerelor alge-
brice, adicd a numerelor care sint rid#cini ale polinoamelor cu coefi-
cienti intregi.

20. Si se demonstreze ci multlmea, 1nterva,lelor disjuncte de pe
axa reald este cel mult numérabili.

21. Fie 4 o mulfime numéirabil de puncte pe ax#. Se poate
alege a astfel ca si avem {# +-alzed} n A =07
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22, S% se demonstreze ci daci A < # si existd & > 0 astfel
fneit {¢ —y| > 3, oricare ar fi elementele diferite # gi y din 4,
atunci A este finitd sau numéirabild.

23. S& se demonstreze ci mulfimea punctelor de discontinuitate
ale unei functii monotone pe axa reald este cel mult numérabils.

24%. S4 se demonstreze ci

a) (0,1) ~ [0,1] ~ (0,1] ~ [0, 1);

b) [a, b] ~ [¢,d]), unde @ < b, ¢ < d;
¢) {a,b] ~ .

25. S se stabileased o corespondentd biunivocid intre punctele
unui segment i punctele unui pédtrat.

26. Si se demonstreze c¢i mulfimile punctelor a doud circum-
ferinte sint echivalente.

27. S84 se demonstreze ci " ~ Z™, (n,m = 1).

28. S# se stabileascd o corespondentd biunivocs intre punctele
unui pitrat i ale unui plan.

29*, 8% se demonstreze ci mulfimea punctelor din segmentul
[0, 1] nu este numérabild.

30. Si se demonstreze c# reuniunea unui numir finit sau 2
unei mulfimi numérabile de mulfimi de putere ¢ are puterea .

31. Care este puterea mulfimii numerelor irationale?

32. Si se demonstreze existenta numerelor transcendente (neal-
gebrice).

33. Si se demonstreze ci mulfimea tuturor girurilor de numere
naturale are puterea e.

34. 84 se arate cd

a) dacd toti 4; sint continuumuri, atunci 4, x 4, X - X 4,=¢;

b) dacd A; = o oricare ar fi ¢ si I =y, atunci Il 4,=c.

i€l

35. S4 se demonstreze ci mulfimea tuturor sirurilor compuse

din 0 §i 1 are puterea ec.

36. Care este puterea mulfimii :

a) funcjiilor monotone pe axa reald,
b) sirurile de numere reale,

c¢) functiilor continue pe axa reald?
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37. S& se demonstreze cf,:
a) dach A=BuU C si A=¢, atunci B=¢ sau ¢ = ¢;

b) dacd 4 = CJ A, s A= ¢, atunci cel pufin unul din 4, are
n=0
puterea c.

38*. S4 se demonstreze c# mulfimea functiilor reale definite
pe intervalul [0, 1] are puterea mai mare decit c.

39. Care este puterea mulfimii functiilor definite pe [a, b] 5i
discontinue cel pufin intr-un punct?

40*. S se demonstreze ci mulfimea P(4) a submultimilor
multimii 4 are puterea mai mare decit a lui A.

1.5. Numere ordinale

Fie A §i B multimi total ordonate. Vom numi mulfimea 4 ase-
menea cu B (simbolic A ~ B), dac# ele sint izomorfe ca multimi
parfial ordonate.

Vom numi tipul de ordine al m.t.o. A clasa tuturor m.t.o. ase-
menes cu A si vom nota A= {B| B~ 4).

Vom scrie n= 4, unde 4={0,1,...,n—1}.
Noté#m prin o, =, 4, A tipurile de ordine ale mulimilor nume-

relor naturale, numerelor intregi, numerelor rationale §i numerelor
reale relativ la ordinea lor naturali.

Dac# « este tipul de ordine al mulfimii 4, atunci prin «* notim
tipul de ordine al mulfimii 4 cu ordinea duali.

Vom numi tdieturd inifiald extras$ din m.t.o. A de elementul
a € A multimea
A, ={z|vecd, x < a).
Fiind date m.t.o. (L; < ) i un sistem de m.t.o. disjuncte ¢4, ; <>

(Ae L), vom numi sume tipurilor de ordine A, §i vom nota
Y, 4, tipul de ordine al m.t.o. S=AU A, cu ordinea <,, definiti
€L

A€l
astfel :

T,y (e Ay siyedygih< N)sau(w,yedsia <,y).

Fie o si B tipurile de ordine ale m.t.o. {4; <, si {B; <p).

37



Tipul de ordine y il vom numi produsul lui « cu B §i-1 vom

nota prin «-B, dacdk y=4 X B §i ordinea totaldi pe A x B este
deﬁnité, astfel :

(@, Y1) S (B Yod<> (Y1 <p Yo) 82U (yy = ¥, §i & <4 @),

YVom nota o" = a-0-- -«
—f—d
n factori

1. Sa. se demonstreze ci dacd dous mulfimi ordonate smt ase-
menea, atunci ele sint §i echivalente. :

2. 84 se demonstreze ci orice mulfime .4, echivalentd cu o
multime total ordonatd B, poate fi ordonatd total, astfel incit A
s# devind asemenea cu B.

3. 84 se arate ci mulfimea formatd din n elemente poate fi
erdonatid total in n! moduri.

4. 8% se demonstreze c# toa.te mulfimile total ordonate finite
cu aceeagi putere sint asemenea intre ele.

5. S% se demonstreze ci pentru multimi infinite. a,flrmat,m din
problema precedent# este falsé.

6. Fie A,.B, C mulfimi total ordonate. S se demonstreze c& :

a) Ao~ A,
- b) dacs A o~ B, atunci B =~ 4,

¢) daci A~ B §i B (, atunci A ~ C.

7. S4& se demonstreze cé :

a) dacé 4 = B, atunci A = B, dar reciproca nu este adevirats,

" 'b) dacs A= B, atunci A= B, dar reciproca nu este adeviirats.

8. 8% se arate cd («*)* = o pentru orice tip de ordine o.
9. 83 se demonstreze c# tipul de ordine al oricdrui interval
(nu segment) de numere reale este A.

. 10. -S4 se arate cd n*==.
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11. Sd se demonstreze ci pentru orice multime total ordonaté A
gieg a'ed:

a) a ¢d,

b) dacd a este cel mai mic element al lui 4, atunci A‘,,=ﬂ,
c) A, este o multime total ordonaté, o

d) daci a< a', atunci (4dq), = 4,.

12, S84 se arate ci muljimea H a tdieturilor unei mulfimi total
ordonate 4, ordonatd cu relajia de incluziune, este asemenea cu A.

13. S se demonstreze cd oricare ar fi muljimea numéirabild
total ordonati A, din mulfimea numerslor rafionale @ poate fi
extrasd o parte ¢, asemenea cu mulfimea A.

14. S% se demonstreze corectitudines definitiilor sumei §i pro-
dusului tipurilor de ordine.

15. 84 se demonstreze ci «-f = Y A,, undeL=8, 4, = o
AEL
16. S& se demonstreze cé :

ca) e+ BB+ o

b) a+ (B+y)=(a+B)+ 1,

¢) 2 43 =5 |
H1to=qdrotlso,

e) o*+ o =,

f) ntn=m,

g) A1+ A=),

h) A4 A% 2,

i) 14+ A+ 1 este tipul de ordine al segmentului [a, b].
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17. 84 se arate cd :
a) (a+ ) =p*+ o*,
b) (af)* = a*p*.
18. S& se demonstreze ci:
a) af # Ba,
b) «(By) = (aB)y,
e) a(B+v)=aB + ay,
d) («+ )y # ay+ By,
e) n*=,
f) (09)?=(0y+ )}
g) wn # wn + o.
. 19. S84 se construiascéi mulfimile cu tipurile de ordine ?, w?,
¥ ’20 .Sé, se demonstreze ci
) orice mulfime total ordonats finité este bine ordonats,
b) ¥ ={0,1,2,...} este bine ordonati,

) M ={0,2,4,...,1,3,5,...} este bine ordonats,
d) L ={...,-3, —2,— 1,0} nu este bine ordonati.

21. 84 se demonstreze ci orice mulfime nevid#i bine ordonat#
are cel mai mic element.

22. 8% se demonstreze ci dacd A o B si A este bine ordonats,
atunci B este bine ordonati.

23. 84 se arate ci pentru fiecare element al unei mulfimi A
bine ordonate, cu exceptia- celui mai mare, existd un element ime-
diat urmdtor.
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24 Se poate extrage dintr-o mulfime bine ordonati un lan
descrescitor infinit de elemente #;, > #, > @5 > ...%

25. Fie A o mulfime bine ordonat# §i B < A. S se demonstreze
cé nu exist# nici o corespondentéd biunivoecd f: A — B, incit pentru
un anumit element a € 4 s avem f(a) < a.

26. S% se demonstreze ¢ o mulfime bine ordonatd nu poate fi
asemenea cu o tdieturd a sa sau cu o parte 9 unei tdieturi ale sale,

27. 8% se demonstreze c& doud tdieturi diferite ale unei mul-
timi bine ordonate nu pot fi asemenea.

28. S# se demonstreze ¢ nu existd mai mult de un izomorfism
intre dou# mulfimi bine ordonate.

29*. S& se demonstreze c# din dou# mul{imi bine ordonate una
este asemenea cu cealaltd sau cu o tdieturd a2 acesteia.

30. Si se arate cd o m.t.0. este finitd, daci §i numai dacd ea
este bine ordonati relativ atit la ordinea daté cit §i 1a ordinea duali.

31. Fie A o mulfime bine ordonaté gi B < A4, si pentru orice
element # € A mulfimea B indeplinegte condifia: daci A, < B,
atunci « e B, rezultd B = A (principiul inductiei transfinite).

Tipurile de ordine ale mulfimilor bine ordonate vor fi numite
numere ordinale sau de ordine. Dacd o« i B sint numere ordinale,
vom spube ¢d « < B, dacsd orice mulfime A cu tipul de ordine «
este izomorfd cu o tdietursd inifiald a mulfimii B cu tipul de ordine p.

32. Fie «, $ doud numere ordinale arbitrare. Si se demonstreze c# :

a) e <P sauf < asauf =aq

b) din conditiile date mai sus pentru « i f numai una este inde-
plinité.

33. 84 se demonstreze c# orice multime de numere ordinale
este bine ordonats. :

34. Fie W, = {B|B < a}, unde « §i B sint numere ordinale.
S84 se arate cd W, = «.

35. S84 se demonstreze c# pentru fiecare mulfime de numere
ordinale S existd un numér ordinal, mai mare decit toate numerele
din §.

36. S4 se demonstreze ¢ « -+ 1 este numirul ordinal imediat
urmator lui «.

37. Fie Q clasa tuturor numerelor ordinale. Si se demonstreze
cd pentru orice « € Q are loc una i numai una dintre afirmatii :
a2) a =0,

b) {BIBeQsip < «} are element maximal,
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¢) @ #0 §i o« =sup {B|P < @, P eQ} (un astfel de « se numegte
limitd). :

38. Si se demonstreze c# orice numiir ordinal se reprezinté sub
forma A + n, unde A este numir limitd sau egal cu 0.

39. S& se demonstreze cd :

a) suma 2 doud numere ordinale este numéir ordinal,

b) produsul 2 doud numere ordinale este un numir ordinal,

¢) suma ordonatdi @& numerelor ordinale, unde mulfimea de
indexare este bine ordonatd, este numir ordinal.

40. S4 se demonstreze c#

a) dacd « < B, atunci y 4 « <'y + B,

b) dacd « < B, atunei « +y < B 4 v,

o)B+ry>v,

d) dacd « > B, atunci existé numai un numir ordinal astfel
incit « = B + v; il vom numi pe y diferenfa dintre « §i g §i il vom
nota prin « — B,

e) dacd o > a; > B, atunci @ —f > o, — B,

f) dacéh o« > B, = By atunci « — By < « — By,

) g) dacd « < B, atunci ya < yB, pentru y # 0,
- h) dacd « < B, atunci ay < B,
i) dacd B > v, atunei «(B —y) = af — avy,

j) dacd B > 0, atunci pentru orice « existd y g§i p, astfel ineit
« =By +p, p <P §ivy, P sint unic determinate,

k) dacd «, + B, =« 4 B 5iB; > B, atunci o, < a.

41. Fie proprietatea P astfel incit, pentru orice numér ordinal
3, din faptul cd toate numerele ordinale . < A se bucur# de proprie-
tatea P, urmeazd ci A se bucurd de proprietatea P. S se demon-
streze ci toate numerele ordinale se bucurd de proprietatea P (prin-
cipiul inductiei transfinite pentru numere ordinale).

%42, Definim :

v -1,

.YE+1 — Yf Yy

"= Z v* pentru A limita.
i
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‘@) S% se construiased mulfimea cu tipul de ordine w®.

b) S& se demonstreze cd dach « < B, atunci y* < v? pentru
¥ # 0,

c) 5S4 se demonstreze cdh yHt1 =8 .y, :

d) S& se arate cd dacdk o =a +Bgip #0, atunei B —mc

43*. 8% se demonstreze echivalenta dintre urmitoarele afirmagii.

1. Lema Wi Zorn. O multime parfial ordonatd, in care fiecare
submulfime total ordonat# are o margine supenoa,ré -confine ele-
mentul maximal.

2. Lema lui Kuratowski. Orice lan} al unei mulfimi parfial ordo-
nate face parte dintr-un lan{ maximal.

3. Axioma alegerii. Fie X, o mulfime nevidd pentru fiecare
a e A. Atunci existd o funct.le de alegere f: A — |J X, astfel ineit
f(a) e X, pentru orice a € 4. a€d

4. Azioma lui Zermelo. Pentru fiecare familie % de mulfimi
nevide disjuncte existé o mulfime C, astfel incit A n C pentru
fiecare A e A este aleituitd numai dintr-un punct.

5. Principiul bunei ordondri. Fiecare mulfime poate fi bine
ordonati.

44. Fie E o m.p.o., in care fiecare lan} are o margine superioars,
§i a e E. Si se demonstreze c existd un element maximal m eE
astfel incit m> a.

45. Fie § mul{imea submulfimilor mulfimii # astfel incit pentru
fiecare lant C (ordonat dupd incluziune) reuniunea mulfimilor din
C face parte din §. Sé& se demonstreze atunci ci § are un element
maximal.

1.6. Operatii cu numere cardinale

Numirul cardinal m il vom numi suma numerelor cardinale n,
8i n, §i-1 vom nota prin n; + n,, dacd fiecare mulfime de putere m
este echivalenti cu reuniunea & dou# mulfimi disjuncte de puteri
n, §i n,. In mod analog, numirul cardinal m il vom numi suma nume-

relor cardinale n, (i € I), si il vom nota cu Z n,, dacd fiecare mul-
time de putere m este echivalentd cu U A‘, unde A‘— n, §i toate

mulfimile 4; sint dou# cite dou d1s1uncte
Numirul cardinal m i1 vom numi produsul numerelor cardinale
n; $i n, gi-1 vom nota prin n; - ny dacd fiecare mul{ime de putere
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m este echivalentd cu A x B, unde A §i B au puterile n 8i n,. Ana-
log, numiirul cardinal m il vom numi produsul numerelor cardinale

W (i€I), §i il vom nota cu m=1II n;, dacs fiecare mulfime de
i€I
putere m este echivalents cu JI A4, unde 4= n,
icl

Numirul cardinal m il vom numi ridicarea lui ny, la puterea n,

pentru numerele cardinale n, §i n, §i-1 vom nota prin n?, daci fie-
care multime de putere m este echivalentd cu A%, unde A §i B an
puterile n; gi n,.

1. 834 se demonstreze cii pentru puterile arbitrare o i B se inde-
plineste una §i numai una din relatiile «=8, a< f sau B < «.

2. 84 se demonstreze ci numerele cardinale sint ordonate cu
relatia <.

3. 84 se arate c# printre numerele cardinale nu existd unul
cel mai mare.

4. S3 se demonstreze ci
2) No+ No= No»
b) &o + c=¢.

¢) pentru orice mulfimi 4, §i A, existd mulfimile B, 5i By, astfel
i.ncit A1~ Bl’ A2~ Bz Qi Bl n Bz=@,

d) existd totdeauna suma 2 dousi numere cardinale.

5. 8% se demonstreze ci pentru numere cardinale arbitrare :
a) my+ ng=n,+ n,,

b) 1, + (ng + ng)= (n;+ ny) + ng.

6. Fie A, B, C muljimi finite. S% se demonstreze ci :

o) 4u B=4+B—-4n B,

b) AUBU C=4A+B+C—A0NB—An0—EBn C +

+A4nBnC.



7. 8% se demonstreze ci

a). ¥y No = Noy

b) Ny e=¢,

¢) No-« = o pentru orice numir cardinal infinit o,

d) daci A~ B i C ~ D, atunci Ax C~ Bx D,

e) produsul a doud numere cardinale existd totdeauna.
8. S§ se demonstreze ¢ pentru numere cardinale arbitrare
&) My ng= NNy,

b) 1y +(ng -ng)= (my *ng) 'y,

e) 1y (ny+ ng)= (g ng) + (1 °ng),

d) n -l =ny

9. Si se demonstreze ci «? = a, dach o este un numir cardinal
infinit.

10. Si se arate ci dacd « §i B sint numere cardinale i unul din
ele este infinit, atunci «-B= o+ p=max («, p), dacd a«# 0 si
B # 0.

11. Si se demonstreze :

2) P ¢
b) t'gom =0
c) No=¢.

12. S% se demonstreze c¢i pentru donud numere cardinale « §i @
totdeauna existd of.

13. Si se demonstreze ci pentru numere cardinale arbitrare :
2) np+a=nb -nd,

b) (n-p)a=ni-p9,

¢) (nb)a = nbs,

d) nl=n,

e)ln =1,
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14. S3 se demonstreze ci P(4) = o4.
15. 84 se demonstreze c# pentru numere cardinale arbitrare:

a) dacd m< n §i n < p, atunci m< p,

b) dacd m< n, atunci m+p < n+ p,

¢) dacd m< n, atunci mp < np,

d) dacd m< n, atunci mP < nP,

e) dacd m< n, atunci pm < pn,

f) m4+ n=n daci si numai daci N,:m< n,

g) dacd n+ m= nsi ;> n, atunci n,+ m = n,,

bh) n4+ m=n dacd si numai daci n+km=n (ke XN),
i) n+ m=n, dacd si numai dacd n+ Ny m=n,

j) m< 2™

16. S4 se demonstreze ¢ pentru numere cardinale arbitrare :
a) dacs 2™ > No, atunci 2" > 2’*0,

b) dacd mn=N,, atunci m=2yN,, cind n este finit.

17. 84 se demonsireze c# dacii X este infinit, atunci2% ~XZ,
18. S& se demonstreze ci pentrn numere cardinale arbitrare :

a) dacd n> N,, atunci 2" =n",
b) dacih 1< m< n, n> N, atunci mn= nn,
19. Si se demonstreze ci pentru numere cardinale arbitrare :

2) m+0=m-1l=m,



b) dact I=m, u,= n oricare ar fi i eI, atunci m-n= Y n,
iel

¢) dacd m-+1=n-1, atunei m=n,
d) dacd 2n;= 2n,, atunci n; = n,

20. S4 se demonstreze ci dacd n > N, este un numéir cardinal
si « este un numir ordinal, astfel incit fiecare multime cu tipul
de oxdine « are puterea <1, atunci pentru un sir dat A (§ < a),

unde Ag= n, se poate construi un gir B; (§ < «) astfel incit|J 4=
—-%J By, B;=n §i By n By, =0, dach £ #E, §i Brc Ag.

21. Fie n> Ny {}ier familia numerelor care nu sint mai
mari ca n, I < n. 8% se demonstreze ¢ Y, o, <n.

22. Fie « §i p numere cardinale, I = ‘seil o; = o pentru fiecare

iel. S84 se demonstreze ci «f=JI .
ier
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Capitolul 2

LOGICA MATEMATICA

2.1, Caleulul propozitiilor

Vom considera alfabetul y = Y1 + v2 + v;, unde
1w={4,B,C, .., 4,4, ...} sint variabile propozitionale,
Y2 ={>, A, Vv,"1} sint simboluri logice (conective)
va ={(, )} sint simboluri auxiliare.

Definifia expresiei :
1) variabila propozitionald este expresie,

2) dack U si B sint expresii, atunci U (A> B), (A A B),
(U v B) sint expresii, ‘

3) nu existd alte expresii, in afara celor indicate la punctele
1si2.

1. B4 se determine care dintre urmitoarele cuvinte sint expresii :
2) (A A B)C D,

b) (A A B)> ©,

¢) (4 > B)a 71 0),

d) (((04) > B) > 11(C v D)).
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tel\g. in cite moduri pot fi puse parantezele intre termenii cuvin-

OT:

a) A> 1Bv C A D,

b) A> B> C > 14 5 1B,
ca si obfinem expresii?

3. S4 se scrie toate subexpresiile expresiilor :

2) (A > B)A (B> 0) > (N4 v 0)),

b) ((4 o B) > ((4 > 11B) > 11B)).

4. Si se demonstreze ci orice expresie €, care nu este variabild
propozitionald, poate fi reprezentatd in mod unic intr-una din urmé-
toarele forme: - 2, (AV B), (A A B), (A > B) cu anumite ex-
presii A §i B.

5. S% se demonstreze ci rezultatul substituirii expresiei € in
expresia U in locul subexpresiei B este tot o expresie.

S% considerdm calculul propozitiilor. Axiomele calculului pro-
pozitiilor sint urmétoarele expresii: _

1, (%A > (B > N),
2. ((A> B)> (AU (B> €) > (A> ),
3. (A A B)> A,
4. (A A B) > B),

(%13

- (Ao (B> (AA B)),

(A > (AV B)),

(B > (AV B)),

(AU> €) > (B> € > (AV B) > §))),

® ® N &

(A > B) > (A > 1B) o 1Y),
10. (1A > A),
unde 9, B, € sint orice expresii.
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Caleulul propozitiilor are urméitoarea Teguld de déA«ﬁctie (/modus

ponens) :
A (A> B) |
% ]
B se numeste consecin{d imediatd a expresiilor A i (A o B).
Deducjie in calculul propozitiilor se numeste o ingiruire finitd
de expresii 9, ..., A, astfel incit pentru fiecare 5, (1<i<Ek),
A; este fie axiomd fie consecintd imediatd a expresiilor anterioare.
Deductie din multimea de expresii T' este o ingiruire 9, ..., %,
astfel incit pentru fiecare ¢, (1 < ¢ < k), U, este fie axioms, fie una
din expresiile din T', fie consecinfé imediats a expresiilor anterioare.
Vom serie |- (I'|-A), dacd existd o deductie (deductie din T),
care se termind cu expresia U.
Mulfimea: de expresii I' o numim contradictorie, dacd existd o
expresie U astfel incit I'|- A si '}~ 1A ; necontradictorie in caz
contrar.

6. Sint deductii urmitoarcle ingiruiri de expresii :
a) (4 > (4 v B);

b) (4> (4V B), ((4d>(4Vv B)> (B> (4> (4dv BY),
(B> (4> (4v B));

¢) (4> (B> A)), ((A> (B> A4))> B), B?

7. S se arate c# urmitoarele expresii sint deductibile :

a) (4 o 4),

b) (A v 4) 5 4),

¢) (4 o 114) o 74).

8. 8% se demonstreze urmitoarea reguli de substitutie : daci
expresia U este deductibild, atunci S%QI este de asemenea deduc-

tibild, unde SFA este substitutia expresiei B in locul variabilei A
peste tot unde aceasta apare in expresia 9.

9. Din care ipoteze T este deduc}ie fiecare dintre urmitoarele
ingiruiri de expresii?

a) (4> (B> 0)), 4, (B> 0), B, C,
b) (A> (Ao (4 A A)), 4, (4> (4 A 4)), (4 A A).
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10. S§ se demonstreze urmitoarele reguli de deductie :
a) AR A,
T ,
A A
B8,%B,I' - A
B, A
r,%,8,T, €
r,38,%4-¢C
AT B
r,Tr,—~3
Ay ..., LB
f) ~ — .
Ségll’ . .,S@ QIk I'_S(g%

(Aiei Ty, Ty, I’ sint mulfimi arbitrare de exprésii).

b)

-

c)

d)

e)

11. S se demonstreze teoremadeducfiei :

A+
IT'~A>B

.

12. S4 se demonstreze urmitoarele reguli de deductie:

a) T, A, B|- (A A B) (introducerea lui A),

b) T, AL (AV B)

¢) I, AR (B vV A) . (introducerea lui v),

g D 8; T, A8 '
- r-"1¥%

(introducerea lui v),

(introducerea lui 1),

e) T, (U A B) | &
£) T, (%A A B)- B
T9-G;T,8C
& T VB e
h) T, 7] 1 - o

(eliminarea Iui A),

(eliminarea Iui A),
(eliminarea lui v),

(eliminarea lui 7).



13. 84 se demonstreze c§ T' este necontradictorie, dacd si numai

dac# exist$ o expresie, care nu este deductibily din .

14. S& se demonstreze urmitoarele reguli :
a) (A> B), (B> € (A> €),

b) (A > (B> ) (B> (A> €),
¢) (A> (B> C)F (AA B) > €),
d) ((AAB)s5CV|-(A> (B> €)),
e) (A> B)|- (B> €) > (A> €)),
£) (A> B (€5 % > (€> B),
g) (U> B)|- (€A A) > (€ A B)),
h) (U > B) (A A €) 5 (B A €),
i) (A> B)| ((Av €) 5 (BV E)),
(Ao BV W 5 (Cv B)),
k) 71U (A > B),

1) AL (A > B),

m) B|- (A > B),

n) (A> B)|- (18 > A),

0) (A> AB)| (B > 1),

P) (MA> B)|- (1B > U,

) (1A D AB)|- (B o A
15. Considerind (A= B) =((A > B) A (B o A)),¥sd se de-

monstreze urméitoarele reguli :

2) (Ao B), (B> Y (A=18),
b) (A= B (A > B),
¢) (A= B))|- (B > %),

. 4) (A= 3), (A+ B),
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@) (¥ =),

f) (W= B) (1U="193B),

g) (A= B)|- (B = ),

h) (% = B),(B = €) |- (A = 6),
i) (A= B} (A> €)= (B> ),
i) (A= B (A A €)= (B A €),
k) (A= B)|- (Av €) = (B v ©)),
1) (% = B)|- (€ > %) = (€ > B))

16. 8% se demonstreze teorema substitufiei. Daci A, B si €
sint expresii §i @ este o subexpresie & expresiei €, atunci (%A = B) |-

- (¢§ = (s:%), unde @3} este rezultatul inlocuirii cu expresia A 2

subexpresiei @ in expresia €.
17. 84 se demonstreze urméitoarele reguli :

2) (A A B) A €)= (AA (B A E)),

b) H((AV B) v €)= (AV (B v ),

¢) - (U A B)=(BA A)),

d) - (Av B)=(B Vv A,

e) F((AA(BvVE)=((AA B)V (A A ),
) F((AV(B A E)=((UY B) A (AV E)),
g F (UA A=A,

h) b (A v W) = %),

i) F{(AV(AA B)) = A,

) F(AA(AV B) = A),

k) (O ua=s %),

) (U A ),

m)jl (A v 1Y),
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n) H(A v B) = (Y A 1B)),
o) FH(A A B)=T1T(1U Vv 1Y),
P) F((A > B)= (A A 1B)),
r) F((A> B)= ("YU vV ),

8) F(A A B) = (A > 1B)),
t) F(YA v B)= (1Y - B)),

u) H((UAB)= (A Vv 1Y),
V) F((AVB) = (1Y A 1B)),
W) (¥="79),

x) (7Y = 7).

Vom considera calculul secvential. Aziomele §i regulile de deduc-
ale acestui caleul sint urmétoarele :

1. A 9,

=T, -8B
‘T, T, (AASB)
3 TH(AAD)

I'%
LA

'3

IANT |
‘Tr@ve)

T-%8
"TE(AVSB)
I‘ll—(ﬂlva);Pz,?Il—G;I‘s,%l—(E’
. I, Ty, T €

T, A B
"TH(Ys®)

1

7

9

10.

11.

12.

13.

14.

Dy - (UsB); Ty - A
. I, -8 '
T,
ijﬂ’
LT,

I, T+

| ) '

o«

T+

T -

'~%

38 o’
I, 9,8,

. Iy, B, A, Ty ,

6. T U, Ty

T, o,T,+—



unde o, B, € sint expresii arbitrare, I, I';, T'y, I'; sint mulfimi
de expresii.

Deductie in calculul secvenfial este o ingiruire finitd de secvente
T,y e Xy astfel incit pentru fiecare 4, (1 < ¢ < k), Z; este fie
axioms, fie consecintd imediatd dupd regulile 2 —16 ale secventelor
anterioare.

18. S& se deducd secvenfele :

a) (A > A),

b) (A> B), (B> €), UL,

e) (1A= A,

d) (A (B> Q) (Ao B), AL G,
e) (> B), 1B 1Y,

f) AIBE (U B).

19. S4 se demonstreze regula de substitufie :

dacd A, .. ;, A - B, atunci 8L, ..y SE o, |- Rig: 2
20. S% se demonstreze secvenfa (teorema substitutiei) :
(% = B) (€} = CR) (vezi problema 16).
21. Deducefi urmétoarele secvenfe :
a) F(1(AAB)=(1AV IB)),
b) F(AV B)=(T1AA 1B)),
¢) (%> B)y=(1AV B)),
d) F(AVv 1A,
&) (Ao B)V (B> A)),
f) (AA(BVE) (AA B)V(AA C)),
g) (A A B)|- (B A A,
h) (A A (BAC)E (AA B) A C),
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) (AA B) A O (A A (B A Q)
) (Av B)|-(BV A,

k) (v (BvV )| (Av B) v E),
) (Av B)v E)|(AV (B v E)).

22. S% se demonstreze ci:

a) din demonstrabilitatea secventelor I' |- A; T, AL B urmeazs
demonstrabilitatea secventei I' |- B; .

b) din demonstrabilitatea secventelor I', o |- C; I, 8¢
urmeazd demonstrabilitatea secvenpei I', (U v B)-¢;

¢) din demonstrabilitatea secventelor I', |- (A > B); Iy |- (B> €)
urmeazd demonstrabilitatea secventei I, I, | (% o €).

23. S% se demonstreze ci dac# expresia U este demonstrabild
in calculul propozitional, atunci secventa |- U este demonstrabild
in caleulul secvential.

24*. S84 se demonstreze ci :

a) dacd secvenfa Ay, ..., U, |- B este demonstrabily in caleulul
secvenyial, atunci regula U, ..., AU |- B este demonstrabild in
calculul propozifional ;

b) dacd secventa U,..., U, |- B este demonstrabils in cal-
culul secvenfial, atunci regula 9, .. o Wl (B A 7] B) este demon-
strabild in caleulul propozifional;

c) dacd secvenfa |-B este demonstrabili in calculul secvential,
atunci expresia B este deductibild in calculul propozifional.

25*. 34 se demonstreze teorema de interpolare: dac secventa
A |- B este demonstrabild, iar secventele A |- §i |- B sint nedemon-
strabile, atunci existd o expresie €, toate variabilele cireis intra
atit In A cit 4i in B, astfel incit secventele A |- € §i € B sint
demonstrabile.

26. Si se construiascd pentru secvenele

2) 1(MBv O)}- (4> B),
b) 1(4d > 1(BAD) (D> 4>0)>0
expresii €, a ciror existents este afirmats in problema anterioars.
27. Fie € calculul propozitiilor cu axiomele :
& (%> (B> A,
€, (> (B>5C)> ((A> B) > (A > €))),
€ (MA> 1B)> (B> AY).
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si regula de deductie
= (ASB)
B
Vom pune prin definifie
(A AB)="1(A> T1B), (AV B) =("A> B).

8% se demonstreze ci calculul € este echivalent cu calculul propo-
zitiilor definit dup# problema 5 din §2.1.

2.2, Algebra propozitiilor

Vom interpreta simbolurile logice ca funcfii definite pe mul-
timea {a, f}, cu valori in {a, f}, cu ajutorul urmitoarelor tabele :

Negatia  Conjuncfia  Disjunctia Implicatia

a|f va,L >|a|f

] | A

alala a|a|f

Tia @
el 777 iial7] [71ala

Atunci fiecare expresie va fi interpretatd ca o funcfie a algebrei
logicii, adici drept o funcfie definitd pe mulfimea {a, f}, cu valori
in {a,f}, obfinutd din 71, A, v, o, dupd regulile de constructie
a expresiei date. Aceastd functie poate fi datd sub forma unui tabel
pe care il vom numi fabel de adevdr al expresiei date. Doud expresii
A si B, care depind de aceleagi variabile, le vom numi echivalente
si vom scrie %A ~ B, dach aceste expresii au tabele de adevir iden-
tice. Numim expresie realizabild (nerealizabilé), dach existd un astfel
de sistem de valori ale variabilelor, pentru care expresia dat#d capiti
valoarea a (f); identic adevdratd (identic falsd), dach expresia capitd
valoarea a (f) pentru toate sistemele de valori ale variabilelor.

Tn problemele 19 —32 se utilizeazsi definitiile din cartea: Ia-
blonski, 8. V., Gavrilov, G. P., Kudreavtev, V. B. Functiile algebrei
logicii gi clasele lui Post. Moscova, 1966.

1. S& se construiascd tabelele de adeviir pentru expresiile :

2) (P> @)V (P> (@A P)),
b) (H(P> (@ A P)> (PV R),
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varate :

¢) (P A (@>P))>71P),

d) (PA11Q) > Q) 5 (P > Q)),

&) (P> (@>R)>((P>Q) > (P> R,
HUPA@VvIAP)A(1Q> P)v ).

2, S% se demonstreze reahzabﬂitatea expresiilor :
&) (P> 1 P),

b) (P > Q) > (@ > P)),

¢) (@ >(PAR)AT(PVR)> Q).

3. B4 se demonstreze ci urmitoarele expresii sint identic ade-

a) (P> Qv (Q> P),

b) (P> Q) v (P> 1)),

) (P>(Q>(PaQ),

d) (P> @ =(Q> R > (P> Ry,
e) (NP> Q) > (Q > P)),

f) (P> (Q > P)).

4. Pentru ce valori ale variabilelor X, ¥, Z,U,V,W urmi-

toarele expresii sint false?

2) (X=o(¥YA2)>5 (MY >1X)>7),

b) (XA D)V (XAZ)V(ZAZ)Y (UAT) v (TAW) v (W A Vv
v({(MX AU, - ‘ :

) (XvI)vZ) > (XvI) A (XvI), '

D(XVvI)A(TVEZ)A(ZV X)) (X AT) A 2),

e) (XvY) s (XA TX)v(XAT)).

5. 84 se demonstreze ci dacd expresiile 2 5i (A 5 B) sintbiden-

tic adevirate, atunci B este identic adevirats.
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6. Si se demonstreze cii dacd expresia 2 este identic adevi-
ratd, iar expresia B se obtine din expresia U prin inlocuirea expre-
siei € in locul variabilei P peste tot unde ea apare, atunci expresia
B este identic adevirati. ,

7. 8% se demonstreze cii daci expresiile (A v B), (A > C),
{B > D) sint identic adevérate, atunci expresia (€ v D) este identic
adevirati.

8. S se demonstreze c¥ dacd expresiile (A v B), (1€ Vv 1B)
siéxt identic adevirate, atunci expresia (% > 7€) este identic ade-
viratéd. ;

9. S% se demonstreze cé

2) A ~ Y, |

b)) A~B=>B ~ 1Y,

c) U~Bsi B~C=>A~C. ‘
10. S% se demonstreze ci din A, ~ A, §i B, ~ B, rezultd :
a) 1Y ~ 11Uy, V

b) (U A By) ~ (U A By),

) (Uy v By) ~ (A v By),

d) (U, o B,) ~ (U o B,).

11. S% se demonstreze ci dach % ~ B, atunci 8§ % ~ 85B, unde
Sé & este rezultatul substitutiei expresiei € in expresia ¥ in locul
variabilei A peste tot unde ea apare. ~

12. S% se demonstreze ci dacd B ~ €, atuneci Qiggw A, unde

‘i[% este rezultatul inlccuirii subexpresiei €, acolo unde ea se afld
in expresia o, cu expresia B. ' '

13. S% se demonstreze echivalentele :

a) (A A Ad)~A4,

b) (4 A B) ~ (B A 4),

¢) (A A (Bv )~ ((4AB)AQC),

d) (A A (BVC) ~((4 A B).v (4 A 0),

b9
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e) (A A(BvA4)~A4A,

f) (Av A) ~ 4,

8) (Av B) ~ (Bv 4),

h)(Av(Bv C)) ~((Av B)v 0),

i) (Av(BAC) ~(AvV B) A (4 v 0y,

) (A v (B A A)~ A.

14. S# se demonstreze echivalentele :

a2) 114 ~ 4,

b)(4 > B)~(T4dv B,

¢) 1(4 A B)~(T14vB),

d) (4 5 B) ~ (4 A 1 B),

e) 1(Av B) ~(14A AT B),

f)(A A(BvAB) ~4,

g) (4V (BA 1B)) ~ 4,

h) (45 74)~74,

i) ((AvB)A (AvO0) A (BvD) A (CvD)) ~ ((AA D)v(BA (),

N AAAVOA(BYVO)~(Aa B) v (A A 0)),

k) ((AvB)A (BvC)) A (CvA)) ~ (((A AB)V(B AC)V(C A A4,

1) (AvB)A (BVC) A (CVD)) ~ (4 A C)v (BAC)v (B ADY)),

m(AvBvC)A(BvCvD)A(CvD vA4)) ~
~({(AAB)yv(4Aa D)V(B_AD)VC'),

n) (4v B) A (Av1B)) ~ 4,

0) (AAB)V(AVvB)A(WAvV 71 B))) ~ (4 v B),

P)(AVv (T4 A B)~(4vV B).



(e

15. S84 se demonstreze cd pentru fiecare expresie existd o ex-
presie echivalents ei cu negatii restrinse, adicii o expresie, in care
nu existd simbolul o, iar negafiile se aplici numai variabilelor
propozitionale.

16. Fie U o formuld cu negatii restrinse, iar A’ se obtine din A
prin inlocuirea Iui A eu v, v cu A i & variabilelor 4; cu14,. 83
se demonstreze c& A’ ~ TU.

17. Fie U §i B expresii cu negafii restrinse si A*, B* expresii
duale respectiv lui o §i B (U* se obfine din A prin inlocuires lui
Acu V, Vv cu A). 8% se demonstreze ci din A ~ B rezultd A* ~ B*
(legea dualitdfii).

18. Fie (A = B) =((A > B)A (B o A)). S& se demonstreze ci :
2) (A= 9UA) ~ (B =3B),
b) (% = (B = €) ~ (A= B) = ©).

19. Si se demonstreze c# urmitoarele sisteme de funcfii sint
complete :

a) {~, 1},
b) {v, I},
¢) {=, 7}

20. S se demonstreze ci urmitoarele sisteme de funetii nu
sint complete :

a) {A,Vv,o}h
b) {1}.

21. S3 se demonstreze ci urmitoarele sisteme de functii sint
complete :

a) {|} (Aici (4 | B) = (714 A 71 B), funcfia | se numeste hagura
lui Sheffer).

b) {}} (Aici (4} B) ~ (14 v 1B).

¢) {>,f} (Aici f este o expresie identic fals# arbitrard).
d) {®, A} (Aici (4@ B) ~7 (4 = B)),

e) {®, v}
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22. B4 se arate cii urmitoarele sisteme de functii sint indepen-
dente :

) {1, =},
b) {1, ®},
¢) {=,®},

d) {=, v}
23. S& se arate cii urmitoarele sisteme de functii sint complete
5i independente : . :

a’) {37¢}
b) {a,f, [.,.,.1}
¢) {=, v, f},

unde (A B) ~1(B> A), [4, B,C] ~((Ba A) v (1B A 0)), a
sint expresii identic adevirate. : :

24. Aritati cd =, ® nu alcfituiesc un sistem complet de functii.
Giésiti toate mijloacele posibile de 2 face acest sistem sistem com-

plet independent de functii prin adiugarea a cel mult 2 fanetiilor
de doud variabile.

25. 84 se demonstreze cd :

a) funcfiile A si v sint monoton crescitoare,

b) funcfia 71 este monoton descrescitoare,

c) funcfia > este monoton crescitoare dup# primul argument
si monoton descresciitoare dupd al doilea argument. (Considerim,
cd f este mai mic decit a).

26. Ce sistem format dintr-o functie de douid variabile este com-
Plet? Si se determine toate aceste functii.

27. S4 se dea un exemplu de sistem complet de funetii :
a) format dintr-o funefie de trei variabile, '
b) format dintr-o funcfie de » wvariabile (n>2).

28. 84 se demonstreze cii functiile care reproduc pe a formeazi
o clasd precompletii.

29. S# se demonstreze ci functiile care reproduc pe f formeazi
0 clasd precomplets. ‘
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30. Si se demonstreze ci urmitoarele functii formeazd clase
precomplete : '

a) funectiile autoduale,

b) functiile monotone,

c) functiile liniare.

31*. S se demonstreze e nu existd clase precomplete diferite
de cele mentionate in problemele 28 —30 (teorema lui E. Post).

32*. S% se demonstreze cd orice bazd a oriciirei clase inchise
confine cel mult patru funcfii (teorema lui S. V. Tablonski).

33. S# se scrie toate funciile algebrei logicii, care depind de
doud variabile. 8% se exprime aceste funetii cu ajutorul lui A, v §i 1.

34. Cite functii ale algebrei logicii depind de n variabile?

35. Pentru un sistem de valori ale variabilelor, folosind numai
A (V) si se construiased o expresie din variabile §i negatiile lor,
adeviratd (fals#) numai pentru acest sistem de valori ale variabilelor.
[Vom numi o astfel de expresie: conjunctie (disjunctie) elementard,
corespunzitoare sistemului dat de valori ale variabilelor].

36. S4 se demonstreze cii orice expresie A este echivalentd cu
o disjunctie de conjunctii elementare, corespunziitoare acelor sis-
teme ge valori ale variabilelor, pentru care expresia daté este ade-
varatd. '

37. S84 se demonstreze ci orice expresie U este echivalentd cu
o conjuncfie de disjunctii elementare, corespunzitoare acelor sis-
teme de valori ale variabilelor pentru care expresia datd este falsd.

38. S% se construiascd o expresie U astfel incit expresiile :
a) (A AQ>1P)5((P>71Q) > A),
D) ((R>(1@Q A P))> A)yos (AA (P> Q) A R))

s fie identic adevérate.

39. S& se construiascd o expresie de trei variabile care este ade-
viratd, dach §i numai dacd numai doud variabile sint false.

40. S% se construiascd o expresie de trei variabile, care ia ace-
leagi valori ca §i majoritatea (minoritatea) variabilelor.

41. S& se demonstreze ci pentru fiecare expresie existd echi-
valentd cu ea: - : o

a) o formi normald conjunctivd (f.n.c.), adicd o conjunctie de
anumite disjunctii elementare,
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b) o form# normaly disjunctivi (f.n.d.), adici o disjuncfie de
anumite conjunectii elementare.

42. 83 se aducy la forma normals disjunctivi i conjunctivy :
a) (4 > B) > (C 5 14)) > (B > 0)),

b) ((((A > B) 5 14) > °1B) 5 10) 5 0),

¢) ((4d>(B>0) > (4> 70 > (4 > 1B))).

43. 8% se aduc# la forma normals disjunctivd completd, adici
la fn.d., in care toate conjunctiile elementare depind de fiecare
variabild care face parte din expresia datd :

a) (M4 > 1B) o (BAC)> (4 A ),
b) ((4 > B)> 114) 5 (4 > (B A A))),
¢) (((4 A B)s 114) A 71 ((4 A B) 5 IB)).

44. 84 se aducd la forma normal conjunctivé, completd, adics
la f.n.c., in care toate disjunctiile elementare depind de fiecare
variabild care face parte din expresia daty :

2) ((C o> 4) 5 (N (Bv 0) o A)),
b) (T((4 A B)ys A)v (4 A (Bv (),
) (MAA(BVO)> (4 A B) v ().

45. 8% se demonstreze c# pentru fiecare expresie realizabils
existé o form# normald disjunctivi complets (f.n.d.c.), echivalents
cu ea. :

46. 84 se demonstreze ci pentru fiecare expresie nerealizabils
existd o form# normald conjunctivi complets (f.n.c.c.), echivalents
cu ea.

47. 5% se demonstreze cii o expresie de n variabile este o expresie
identic adevirat# (identic falss), dacs §i numai daci f.n.d.c. (f.n.c.c.)
2 el confine 2" conjunctii (disjunctii) .elementare.

48. 8% se demonstreze cii expresia (X, ..., X,) este echi-
valentd cu expresia

(Vv L((Xg' A AXEY A Yoy, .., Oy Xivry .oy X))

- TP

(descompunerea expresiei dup# % variabile). Aieci
o;e{a,f}, X=X, X =12X.
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49. Fie expresia U scrisé in f.n.d.c. Construim formula B in
modul urmitor :

1) scriem conjuncfia termenilor disjunctivi, care nu intrf in A,

2) inlocuim A cu v, v ecu A, 4; cu 14, 114, cu A,
84 se demonstreze ci formula B este f.n.c.c. a expresiei 9.

50. 53 se demonstreze ci expresia U de variabile P,, . . ., P, este
echivalentd cu o expiesie, care confine numai A, v, o, dacd $i
numai dac# in f.n.c.c. a ei lipsegte termenul

AP v...v P,

51. Fie o expresie 2 care nu conjine alte conective in afard
de = (vezi problema 18). Si se demonstreze ci U este identic ade-
viratd, dacd §i numai daci fiecare variabili face parte din U de
un numir par de ori.

52. Fie o expresie % care nu conjine alte conective in afari
de = si 1. S4 se demonstreze cé U este identic adeviratd, dacd si
numai dacd fiecare variabild si semnul de negafie face parte din %A
de un numdr par de ori.

53. Avind f.n.c.c. a expresiei ¥, si se alcituiases :

a) f.n.d.c. a lui A*, unde A* este duala Iui A (vezi problema 17),
b) f.n.c.c. & expresiei 1Y,
¢) f.n.d.c. & expresiei —19.

54. Avind fn.d.c. a expresiei 1 si f.n.c.c. a lui B, si se aledi-
{uiaged :

a) f.n.c.c. i f.n.d.c. ale expresiei (A v B),
b) f.n.c.c. i f.n.d.c. ale expresiei (A A B),
c¢) f.n.c.c. §i f.n.d.c. ale expresiei (A 5 B).

'55. Din. contactele 4, B, ¢ s se aleiituiasch o schemd astfel
incit ea sé fie inchisd, dacs gi numai dac# este inchisé orice pereche
din cele trei contacte 4, B, C.

56. 84 se alcituiascd schemele cu relee si contacte pentru ex-
Presiile : - ‘ :

8) (X>T)a(¥>2),

b) (X > T) A (T 5 2) > (X > 2)),
¢) (X>¥) > (X A(Yv2Z)),

d) (X > (T > 2) > (Y 5> X)),
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57. S84 se s1mphflce schemele

2)
X B
X——L ¥
Y — . z B
f— —
—— 12 !
‘——————IY————
j/A—
b) .
X
— X —Y —
. : Yy -—
- X » S
Y Z
—_ . ¥ —— 17— .
- — Y — |
X 1z
“—-X";—lzf' '
e [

Fie A o expresie, din algebra propozitiilor, de vana.bxle
A,4,,.. A,,, in scrierea ciireia intilnim numai conectivele A, v §i 1.

Vom nota cu A€(x) o expresie din teoria mulfimilor, obtmuté.
din N prin substituirea expresiilor eZl, w®eZ, respectlv in
locul variabilelor A4,, . . o Ay

Vom nota cu Zy expresm, care se obfine dm expresia A prin
inlocuirea variabilelor 4, cu simbolurile Z, , si & simbolurilor A, v, 71
respectiv cu simbolurile Ny, U, —.

58. S84 se demonstreze ci -

a) (A v B)€(2) ~ (A (7) v B¢ (7)),
b) (A A B)¢ (@) ~ (A€ (%) A BE (),
¢) (M€ () ~ TuE ().
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59. S#4 se demonstreze ci : . B
totalﬁ', . T : 7
b)’ ZQIV B =Zm u ZB, ' , ‘:f'c.‘ 5
9. Bunm =%yn Zy. . SO .
60. S& se demonstreze ci in teoria mulfimilor 9r€(w) <> # e Z.
61. 8% se demonstreze c# : S
a) dacd A §i B sint logic echivalente, atunei Zy = Zy,
b) daci (U 5 B) este identic adevirati, atunci Zy < Zy,
c) dacd U este identic adeviirati, atunci Zy = E,
d) dacd U este identic fals¥, atunci Zy = @.

62. Si se demonstreze c4 dacd Zy = F pentru multirhi arbitrare
Zy .2, < B, atunci U este identic adevirati.

63. In baza ciiror echivalenfe ale algebrei propozitiilor se pot
obtine urmitoarele teoreme ale teoriei mulfimilor :

a) (XuY)uZ=Xu (Tvu 2),
b) Xn¥ =Yn X,

e —(XnY)=—-Xu —-Y%,
d)——X=X¢%

64. Care teoreme din teoria mulfimilor se pot obfine din urms-
toarele formule identic adevirate §i echivalente ale algebrei pro-
pozitiilor :

2) (4 A (N4 v B) > B),
b)(4A(Adv B) ~ A4,

¢) (4 v 14),

d) (4 A B) 5 (A v B)),

e) (A A B) ~(B A A),

f) A ~ (A A (Bv T1B)),

g) (4 A By ~(1A v 1B),
h) ((A4AByvdd) ~A*
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65. Si se demonstreze cé : :

a) toate axiomele din calculul propozitiilor sint identic adevéra,te,

b) toate formulele demonstrabile -in calenlul propozwulor sint
identic adevirate.

66*. Si se demonstreze teorema de completitudine : orice expre-
sie identic adeviratd este demonstrabild in calculul propozitiilor.

67. Sint demonstrabile in caleculul propozifiilor urmiitoarele
expresii i reguli :

a) ((A v B) > (4 A B)), ' '
b)-((4 > B) > B) = 4), .
¢) (4 > B) > B) o B),

d) (7 (A4 v 4) > (4 v 14)),
e) AF 1(4 o 14),

f) (4> B)|- (B> 4)%

68. Si se determine astfel de expresii U §i B, ca din demonstra-
bilitatea lui A si rezulte demonstrabilitatea lui B, insd s avem
A B.

69. S se demonstreze ci daci expresia A, toate variabilele
cireia sint P, ..., P,, nu este demonstrabild in calculul propozi-
tiilor, atunci ex1sta expresii B,, ..., B, astfel incit

- SP,,.. ;:"IQI

70%. S84 se demonstreze independenta axiomelor ca;lcululm pro-
pozitiilor.

71*, 8% se demonstreze independenta axiomelor calcululwi €
(vezi § 2.1, problema 27). .

2.3. Limbajul ealeulului restrins al predicatelor (c.r.p.)

Vom considera alfabetul y =3 U yaU y3U v, U v5, unde:
v, = {®,¥,2 2, ®,...} — variabile obiect,

vy = {P® Yeca — simboluri predicative,
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formula signaturii oy = ¢ U.M fird variabile legate. Valoarea ade-
odratd a propozifiei U in M o definim prin inductie: M |= A va
fnsemna c# A este adeviratd, in M :

a) M PPty . . o o) (@i B, . . ., T; sint termenii signaturii o,
f4rd variabile libere), dacd §i numai dacd Pi* (1,,...,0) este ade-
wviratéd: in M; : ,

b) M |= (% A B) dacit 5i numai daci M= A si M = B;

¢) M= (A v B) dacd si numai dacd M |= A sau M |= B;

d) M = (A o B) dacd §i numai dacd M |= A sau M = B;

e)MEYU dacd si numai dac# M|FE U;

f}'![fgot I (V@)¥(x) dack 5i numai dacd M = A(m), oricare ar fi
m e HE

g) M |= (30)2(w) dach 5i numai dacs M |= A(m) pentru un anu-
mit m e M.

Formula signaturii ¢, U(xy, . . ., 7;), ale cirei variabile a, .. ., &
gint toate libere, o vom numi adevdraii in M = (M ; o) respectiv
pentru valorile variabilelor my, . . ., m,, dacé propozifia A(myy .. ., M)
este adeviratd in M. Tn caz contrar, ¥ este consideratd falsd in
M = M5 o).

1. Fie fi, g2, h® simboluri funcfionale respectiv de o variabili,
‘de dous variabile §i de trei variabile. Sint termeni urmitoarele
‘cuvinte ? :

a) 1 (g (2, ¥)),
b) g*(f* (2), h¥(=, Y, 2)),
e) f*(g® (@), h¥(x, ¥, 2)).

2. Fie f2, g% h® aceleagi ca in problema anterioard si P, Q3
simboluri predicative respectiv de o variabild §i de trei variabile.
Sint formule urmitoarele cuvinte?

a) Q3 (x, f1(x), k3 (¥, 2, ?)),

b) (PYz) o (V) (Q*(, y,2) A P (g*(w, ¥))),
¢) @(P(a), 1 (9), 2), |
d) f1 (k3 (z, y, 2)).
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Y = {ft%es — simboluri funcfionale,
Ye={>,A,v,1, V¥, 3} — simboluri logice,
s ={,(,)} — simboluri auxiliare,

6 =y, U ¥, il numim signaturé. In cele ce urmeazi vom fixa
o signaturd. Vom da definifia fermenilor signaturii o.

1. Variabila obiect este termen.

2. Dacd f* este simbol functional den variabile din ¢ §i t;,.. ., ¢,
sint termeni, atunci f* (4, ...,%,) este termen.

3. Nu existd nici un termen, in afard de cei construifi la punctele
1, 2.

Vom numi formuld atomicd 2 signaturii o orice cuvint P*(i,, . . ., 1,),
unde P" este simbol predicativ de n variabile din o, iar t,,...,1¢,
sint termenii signaturii . Vom da definitia formulei signaturii o:

1. Formula atomicé este formuld.

2. Dacd U 5i B sint formule, atunci —1A, (A A B), (A v B),
(A > B) sint formule.

3. Dacd A este formuld, atunei (Vz)¥, (I2)A sint formule.
(In acest caz U se numeste domeniul de actiune al cuantificatorului
( Vo) respectiv al lui ( 3z)).

‘4. Nu existd nici o alti formuld, in afari de cele construite la
punctele 1—3.

Variabila 2 care intr# intr-o formuls se numeste legatd, dacs ea
se gisegte in domeniul de actiune 2l cuantificatorului ( Vo) sau (3z),
i liberd in caz contrar. Subcuvintul unei formule, care el insugi

- este o formuld, se numeste subformuld. Dacd A(z) este o formuld

cu o variabild liberd x, atunci cu A(y) vom nota formula obtinutd
din ¥U(x) prin substituirea cu y a variabilei libere 2 peste tot unde
ea apare. ,

Vom numi sistem algebric M = (M ; o) al signaturii

o = {P}iery {fitiess {@m}ren),

mulfimea nevidd M cu predicatele P, date pe ea, cu functiile f; §i
elementele a; puse in eviden{# in o. Daci o < o', atunci M, =
= (M ; o) o vom numi resirictia lui M, = (M ; ¢’), iar M, extensia
Iui M,. Dacd M < M', atunci M, = (M ; ¢) il numim subsistem
al lni M, = (M’; o), iar M, extinderea Ini M,. Dacd M # M’, atunci
subsistemul (extinderea) il numim propriu. Vom numi model sis-
temul algebric M = (M ; o), dacd o nu contine simboluri funcjionale.

Vom numi pe M puterea lui M = (M ; o) 51 0 vom nota cu M. Vom
numi propozifia signaturii o, relativ la sistemul algebric M = (M ; o),

69



3. 84 se demonstreze c¢i cuvintul

(32) (VY1) ... (V) (P(H) A ... A P(y,), ,
unde P este simbol predicativ de. o variabili, nu este formuli.

4. S3 se scrie toate subformulele formulei .

a) @*(f* (=), g% (=,9)),
b) ((32)Q2 (2, 9) > (P (g* (%, 9)) A (Vz) PYz))).

5. a) Descriefi mulfimea termenilor pentru o variabild « si
simbolul functional f,
b) la fel pentru f2,

In problemele 6—13 avem M = (¥ ; 83, P?), unde
83z, y, 2) = E@d}—i—y-z,
PYw,y,2) =E = -y ==z

6. S se scrie o formul¥ cu o variabild liberii », adeviratd dacs
81 numai dacd : ‘

a) ¢ =0,
b) v =1,
c) ¥ =2,

d)  este par,
e) « este impar,
f) « este numir prim.

7. 84 se scrie o formuld cu doud va,na,blle libere 2 si Y, adevé,-
ratd dacé si numai dacid :

a) =y,

b) z <y,

c) <Y,

d) « divide y,

e) # §i y sint numere prime gemene*,

* Doud numere prime se numesc gemene, daci diferenta lor este egalé cu doi. (N.R.)
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8. Si se scrie o formuld cu trei variabile libere #,y §i 2, adevi-
ratd dacd §i numai dacs :

a) z este cel mai mic multiplu comun 2l lui @ §i ¥,

b) z este cel mai mare divizor comun al lui @ $i y.

9. Si se scrie propozifia care exprimi :

2) comutativitatea adunirii,

b) asociativitatea adunirii,

¢) comutativitatea inmulfirii, =

d) asociativitatea inmulfirii,

e) distributivitatea adunirii fati de inmulijire,

f) infinitatea mulfimii numerelor prime,

g) ci fiecare numir este suma a patru pétrate,

h) existenta celui mai mic multiplu comun g§i celui mai mare
divizor comun pentru numere diferite de zero.

10. S# se scrie propozifia care exprimi :

a) inexistenfa unitdfii,

b) ¢ numerele prime sint in numir finit,

¢) ci orice numir poate fi reprezentat sub forma sumei & doud
pétrate,

d) ci pentru fiecare numir existd unul strict mai mic,

e) existenta celui mai mare numir natural.
Sint adevirate aceste propozifii in sistemul nostru?

11. S& se scrie ci:

a) sirul numerelor prime gemene este infinit,

_b) orice numéir par, mai mare ca 2, este suma a doud numere
prime.

12. S§ se scrie ci ecuafia 3z + 2a% 4+ 1 =0 are exact doud
ridicini.

13. S# se scrie ci sistemul de ecuabii

3z —y =0
x4y =2 }

nu are solutie.

14. Fie M o m.p.o. §i Q2(2,¥) = E <« x <y. S& se scrie ci:

a) z este cel mai mic element,

b) = este elementul minimal,

¢) «# este cuprins intre ¥y §i 2z,

d) mulfimea M este dens ordonati,

e) fiecare element maximal este minimal,

f) mulfimea M este total ordonati.

72



15. Fie M = P(4), unde A este o mulfime arbitrard si

Pz, y)=FE > x<y.
Sd se scrie ci:

a) @ este intersecfia lui y §i 2,
b) = este reuniunea lui y §i 2,
c) ¢ =0,
d) z = A4,
e) « este complementara lui y.

16. Vom considera M = (P(4); f3, ¢* ), unde f*(z,y) =on y,
g¥ @, y) = 2 Uy. S& se scrie cd:

a) ¢ <9,
b) # este o mulfime cu un element.

17. Fie M = (N, P, g»), unde ¢'(x) =« +1, iar P! este un
predicat arbitrar de o variabild. S& se scrie axioma inductiei pentru P,

18. Fie M = (M ; @2, P'), unde M este o multime bine ordonats,
Qz(w, YN <Y, P un predicat arbitrar de o variabild. S& se
scrie axioma inducfiei transfinite pentru P2

2.4. Realizabilitatea formulelor e.r.p.

Numim realizabilé o formuld A(w,, ..., 2,) a signaturii o, dacs
existd un sistem algebric M = (M ; o), astfel incit W(z,...,s,)
este adeviratd in M pentru anumite valori ale variabilelor. Formula
W@y .+ oy @) 2 signaturii ¢ o vom numi identic adevdraid, dach
W(wy, . . ., @) este adeviratd in fiecare sistem algebric al signaturii
¢ pentru orice valori ale variabilelor. Vom spune c# formula A
rezultd tn mod semaniic dintr-o mul{ime de formule I' (simbolic
I' = %), dacH, pentru orice sistem algebric M, din veridicitatea
in M a tuturor formulelor din I' pentru anumite valori ale variabile-
lor rezultd veridicitatea lui 2 in M pentru aceleasi valori ale varia-
bilelor. Vom nota prin %A ~ B, dacd A = Bgi B = A.

1. S§ se demonstreze ci o formuld @ a signaturii o este reali-
zabild in sistemul algebric M = (M ; o) dacd i numai dac#d
@ este realizabild in orice extensie M' = (M'; ¢*).

2. 84 se demonstreze c# pentru orice propozitie U a signaturii o,
care se referd la sistemul algebric M = (M ; ¢), avem M = A sau
MmEA
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3. S& se demonstreze ci

a) A este realizabild, dach i numai dacd 719 nu este identic
adeviratd ; '

b) A este identic adeviratd, dacd si numai dacd 1A nu este
realizabild.

4. Si se demonstreze ci o formuld fard cuantificatori este identic
adeviratd, dacd i numai dacé ea poate fi obfinutd printr-o substi-
tutie dintr-o formul# identic adeviraté a caleulului propozitiilor.

5. 8% se demonstreze ci

a) dacid o V-formuld inchisd, adicd care are forma (Va,)...
oo (Vo) AU(2y, . . ., x,), unde A este o formuld fird cuantificatori, este
adeviratd intr-un sistem algebric, atunci ea este adeviratd in orice
subsistem al sdu;

b) dacd o 3I-formuld inchisd, adici care are forma (3z)...
...(32,)%(z,,..., v,), unde A este o formuld fird cuantificatori, este
adeviratd intr-un sistem algebric, atunci ea este adeviratd in orice
extindere a sa. ’

6. Sint realizabile urmétoarele formule?
a) (37) P(w),

b) (V) P(x),

¢) (32)(Vy)(Q(z, ©) A 1Q(z,9)),

d) (3)(3y) (P(@) A 1 PY)),

e) (32) (YY) (Q(z,y) o (V2) R(w, y, 2)),

f) (P(=) > (Vy) P(y),

7. Sint identic adevirate urméitoarele formule ?
a) ((32) P(x) > (Va) P(a)),

b) (32) (YY) Qz, ¥) > (Vy) (32) Q(z, ¥)),
¢) (3 x) P(x) o (V=) P(w)), \

d) (Vo) (3y) @z, ¥) = (39) (VY 2) Q(«, ¥)).

8. S se dea un exemplu de formuld A(zx), astfel incit sd fie
realizabild urmétoarea formul : : : "

a) (Vo) Wa) > UL,

b) T(AE) > (I2) Aw)).
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9. Si se demonstreze cé formula
(Va)(3y) Pz, y) A (V&) (YY) (P(2,9) o
> 1Py, #)) A (V&) (V) (V2) (P(2,9) > (P(y,2) > P(#, %))
qfaisitl;lgt el:ea.liza.bilé, intr-un anumit model infinit i falsd in toate cele
10. Si se demonstreze ci formula | |
(30) (V) (Fla, 9) > (VF(y; a) > (F(z, o) = Fg, y))

este adeviratd in orice model, care confine cel mult trei elemente.

11. S% se demonstreze ci urmitoarele formule sint adevirate
in orice model finit, dar nu sint identic adevirate :

a) ( 3“”) (Vy)(32) (F(y,2) o -F(w’ z) > (-F(my z) o F(y, ?))),
b) (V@) (V@) (V @5) (F(@y #1) A (F(@y, T3) o (F(@yy @) v
v F(@, ) 5 (3N(YDF@ ).

12. S# se dea un exemplu de formuls falss in toate modelele cu un
pumir impar de elemente astfel incit pentru fiecare numir par »
53 existe un model de putere n, in care aceasts formuld s¥ fie ade-
viraté. '

13. 8% se scrie o formuld cu predicate de o variabild, care este
realizabild numai in modele ce confin cel putin cinci elemente.

14. S& se demonstreze ci urmitoarele formule sint identic ade-
virate : : .

a) (N@z) Aw) o (V=) W),

b) ((32) (A(@) A (B> €@) o (V&) (Ae) > 7€) 2 1B)),
unde B nu contine nici o variabild liberd z,

e) (Vo) (A(®) > 1B(@) 2.7 ((32) Aa) A (V) B(=)),

'd) (Vo) (A=) o> 1B(2)) > ((Va) W) A (37) B(2))-

15. S% se demonstreze:

a) T1(Va) (@) ~ (32) 1W(),

b) 1(@32) A(x) ~ (Vo) 1A(®),



¢) (Vo) U(z) A (Vo)B(2)) ~ (Vo) (U(x) A B(w)),

d) (F2)A(x) v (I2)B(=)) ~ (32) (U(2) v B(2)),

e) (AvV (Vo)B(x))~ (Ve ((UVv B(x)), aici A nu confine variabila
liberd =,

) (WA (F2)B(x)) ~ (I2) (A A B(w)), aici A nu confine varia-
bila liberd @,

g) (V) U(x) ~ (Vy) U(y), aici () nu contine variabila liberd
y si U(y) nu conpine variabila liberd =,

h) (32) A(x) ~ (Iy) A(y), aici A(x) nu contine variabila liberd
y §i U(y) nu conpine variabila liberd x.

16. S& se demonstreze teorema substitutiei : dact A ~ B, atunci
Cy ~ Cy.

17. S& se demonstreze c¢d pentru orice formuld existdi o formuls
normald prenexd echivalentd cu ea, adici o formuli de forma
(@my) . . . (Q,)U(xy, . . ., %), unde A(z,, ..., x,) este o formuld fird
cuantificatori, iar @, este V sau 3.

18. S& se aduc# la forma normald preneii:
2) (3)(Vy)(32) (Yu)Y,

b) ((32) (Vy) A A (3)(Vy)B),

c) ((3a)(Vy) A v (Ia)(Vy)B),

d) (3o)(Vvy) A c (I2)(Vy)B).

19, Fie M = (M; o) §i M = {my,...,m}. Fie €(v) o formuls,
cu variabila liberd », a signaturii ¢,, = ¢ U M. S§ se demonstreze :

W E(3z)C(z) M = ((S(ml) V...V E(m,)),
M= (Vo) C(r) M = (E(my) A ... A C(m,)).

20. 8% se demonstreze c# dacd un sistem algebric M este finit,
atunci pentru fiecare formuld A se poate construi o formuld
fard cuantificatori A*, astfel incit in M este adeviratd formula
(Ao A*) A (A* o A). .

21. S& se demonstreze ci daci un sistem algebric este finit,
atunci pentru fiecare formulé se poate verifica, intr-un numir finit
de pagi, dacd este realizabild sau nu in acest sistem.
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.22, 84 se demonstreze ci o formuld de forma
(Vay) ... (V2,) Ay, . .., 2,), unde W(z,, ..., z,)

este o formuld fird cuantificatori, este identic adeviratd, dacd si
numai dacd ea este adeviratid in fiecare model cu m elemente.

'23. 84 se demonstreze ci o formuli de forma
(3@)...(32,) U=y, . . ., 2,), unde Az, ..., z,)

este o formuld fird cuantificatori, este identic adeviratd dacd si
numai daci ea este adeviiratd in fiecare model cu un element.

24. 84 se demonstreze ¢ o formuldi de forma

(Vo). o . (V2,) (391« (39,) WYy, - -y Yu)yunde W@y .oy @ Yo oo o5 Ya)

este o formuld fird cuantificatori, este identic adeviratd dac# si

numai dacd ea este adeviratd in fiecare model cu m elemente.
25. Fie A o formuld a signaturii o =<{P,..., P,), unde

Py ..., P, sint simboluri predicative de o variabild. 4 se demon-

streze ca " este realizabill, dacé §i numai dacd A este realizabild
in modele care confin cel mult 2° elemente.

- 26. Sint realizabile urmitoarele formule?

2) (Vo) (3y) (P(#) = 1 P(y)),
b) (3#) (Vy) (32) (Py(@) = (Paly) v Py(2)))-

In problemele 27 —29 se considerd o clasi de modele cu un sin-

‘gur; predicat =, unde « =y este adevﬁ,rat dacd §i numai dacd
z sx ¥ coincid.

“27. 8% se scrie o propozitie a signaturii {=}:
a) adeviratd in toate modelele care confin cel mult # elemente
(n =2 1),
;b) adevaraxté in toate modelele care contin cel pufin n elemente
(n >1)
e) afd.evira,tﬁ, pentru toate modelele care confin exact » elemente
(n 2 1).
- 28%. Fie
E, =(3w1) - (3% )(/\ @, # ;).

a) Sé se demonstreze ¢ B, este adeviratd pentru fiecare model
care- ~confine cel pugin » elemente ;
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b) S84 se demonstreze echivalenta dintre urméitoarele formule :

(30)(( A\ @:# @) A (A0 # @) 5 (A @ # @) A Bos).

) £, i<n i<n 45, i<n Coa
. ¢) S& se demonstreze c#i .fiecare propozifie a signaturii: {=}
este echivalentd cu o formuld construity din Z,, ..., E, cu ajutorul
conectivelor A, v §i 7. '

d) Vom numi spectrul formulei @ totalitatea puterilor modelelor
in care este realizabili formula @. S se arate, ci fiecare formuls,
construitd din E,, ..., B, cu ajutorul conectivelor A, v, -], aré un
spectru, care este reuniunea unui numir finit de intervale de forma

{mla <m <b,aeN, belN §i {m|m > a, ac N}

. €) 84 se arate c# o propozitie a signaturii { =} este identic-ade-
viratd, dacd §i numai dacii ea are spectrul {m|m > 1}.

29. 84 se determine un sistem infinit de formule ale signaturii
{ =}, care este realizabil numai in modele infinite.

. 30. Fie 6 = ({P}ien {fi}1es, {@}rex), iar T mulfimea tuturor ter-
menilor signaturii o. 84 se determine pe 7 predicate i funetii,
astfel incit 7' s4 devind un sistem algebric al signaturii o.

31*. 84 se demonstreze ci pentru fiecare formuli U a signaturii
o_existd o anumitd V-formuld A’ a signaturii o', obfinut# prin
addugare la ¢ a unor noi simboluri funcionale, care se buecuri
de urmitoarea proprietate: pentru fiecare sistem M = (I ; o),
A este adeviratd in M, dacd si numai dacd A’ este adeviratd intr-o
extensie M’ = (M ; o’). i

32. Pentru formula (V) (32) (Vy) (Ju)((y > 2oy > &) A (w.<2) A
A (u < ) 8% se construiascd o V-formuld a cirei existentd este
afirmatd in problema 31. Pentru sistemul M = (N; <) si se deter-
mine extensia necesars. o

33. Pentru formula (Vz)(Vy)(32)(3t)(P(x,t) A 1Py, 2)) 8i se
construiascd o Y-formuld, a cirei existentd este afirmatd in pro-
blema 31. Pentru fiecare sistem MM = (M ; P), unde M ={1, 2},
sd se determine extensia convenabild.

34. 84 se demonstreze ci dacd o formuli a signaturii o este
realizabild, atunci ea este realizabili pe o anumité algebri a ter-
menilor signaturii ¢’ 2 o. :

35. a) Si presupunem ci AU(w, y) nu confine variabile libere,
diferite de « i y. 8% se demonstreze ci (Va)(3y) A(w,y) - este
identic adevirati, dacd# si numai dacid este identic adevirats
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(V=) ((3y) Az, y) o P(x)) > (V2) P(x)), unde P este simbol pre-
dicativ de o variabild care nu face parte din A(w, y);

b) 8§ se demonstreze c# pentru fiecare propozifie 2 se poate
construi o propozifie A’ de forma (3Ia,)...(3=,)(Vy)...(Vy,) U
(forma normald a lui Skolem pentru ), astfel incit A si fie identic
adeviratd, dacd si numai daci A’ este identic adevirats.

36. Fie U’ forma normald 2 lui Skolem & propozifiei . Si se
arate ¢ A ~ A’ nu este adeviratd in general. Este adevirat tot-
deauna ¢ A | A’ ? Intrebare analoagi pentru A’ k= 9A.

37. 84 se aducid la forma normald a lui Skolem :
2) ((32)(Vy)Q(=,¥) > (V2(3Y)Q(=, 9)),

b) (3a)(V¥y)(32) (V) E(z, ¥, 2, v),

e) (V&) (3y)(Vz)(3v) B(z, ¥, 2, v).

2.5. Caleulul restrins al predicatelor

Vom fixa o anumitdi signaturd o, care este formati numai din
litere predicative. Vom numi axiome ale calculului restrins al pre-
dicatelor (c.r.p.) urmitoarele formule ale signaturii o: :

1. (A> (B> W),
2. (Ao B)> (A> (B> €) > (A> €),
S8 (U A B)o %,
4. (U A B) > B),
5. (Yo (B> (AA B)),
6. (U (Av B)), .
7. (B o (AV BY),
8. (A> €)> ((B> €) > (AUV B) > §),
09 (Ao B)> (A> 1B) > A)),
10. (1A 5 A),
11. ((Ve) A(z) o A1),
12, (A(t) o () A=)
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In axiomele 1 —10 91, B, € sint formule oarecare ; in axiomele 11 —12
A(x) este o formuli, ¢ este o variabild obiect astfel incit nici un
din formula A(z) nu se giseste in domeniul de acfiune al cusnti-
ficatorului in raport cu ¢, A(¢) este o formul# obtinuti din (x)
prin inlocuirea cu ¢ a variabilei libere  peste tot unde aceasta apare.
Regulile de deductie pentru c.r.p. sint: o

A(A> 95)"
B

;. _(€o%w)
(€= (vy) Uly)
(W) >€)

" ((3y)U(y) > €)

astfel incit in regulile II §i IIT variabila # nu intrd liber in G, si Y
nu intrd liber in %A(z). B se numesgte consecintd imediatd a formulelor
A si (Ao B) dupd regula I (€ > (vy) Aly)) si ((Iy)Uy) > €)
sint consecinge imediate ale formulelor (€ > A(x)) dups regula II
§i respectiv (UA(x) > €) dupd regula III. e

Deductie in cr.p. se numeste o insugire finitd de formule
Ay, Ay, . . ., U,, astfel incit A, oricare arfi i, (1 <i <¥), este fie axioms,
fie consecintd imediat# a unei singure sau a dou# din formulele
anterioare. :

Deductie dintr-o multime finitd de formule I' este o ingiruire
Ay, Wy .. .y Wy, astfel incit A, oricare ar fi i, (1 < i < k), este
fie axiomd, fie una din formulele I', fie consecints imediatd 2 unei
singure sau & doud din formulele anterioare, astfel incit cu regulile
IT i III pot fi legate numai variabilele care nu sint libere in T.

Vom scrie |- %, dacé existd o deductie care se termind cu for-
mula 9A. N

Vom serie I' |- o, dacé existd o submulfime finitd I'y 2 mulfimii
T 8i o deductie din I'y care se terming cu formula 9. :

Mulfimea de formule I' o vom numi neconiradictorie, daci nu
existd nici o formuld U astfel, ca I'|- A i I'}- 1. In caz contrar,
I se numesgte conwradictorie.

Mulfimea de formule I' ale signaturii ¢ o vom numi completd,
dacd pentru fiecare formuld inchis$ A a signaturii o avem I'|- U
sau I'- 1% In caz contrar, I' se numegte incompletd.

1. S3 se arate c4 o deductie din multimes vidi de formule este o
deductie in c.r.p. _ ,.

I

II1
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2. Sint deductii urmétoarele ingiruiri?

a) ((Va)(3y) A2, y) > (3y)U(z, 2)),

b) (V&) P(#) > P(y)), (Vo) P(x) > (Vy) P(y)),

unde P este o variabild predicativih de o variabild;

¢) (Vo) U(z) > Aw)), (A=) > (Io)U(w)),
(U(z) > (F2)A(®)) > (Vo) U(2) > (A2) > (I2)U(2)))),
((Vo)U(z) > (A(x) o (32)A(2)),
(Vo)U(z)> Ax)) > (Y2)A=) > (@) > (I2)A(@))) >
> ((Vo)U(x) > () A(«)))),
(Vo) U(@)> (Ax) > (o) A(w))) > (Vo) We) > () A2),
(Vo) U(z) > (I2) A(@)).

3. Ce conditii trebuie s& satisfacd formula WA(x) ca urmétoarele
insiruiri s& fie deducii? '

2) (Ay) > (F2)U(@), ((39)A(y) o (32)A(@));
b) ((V2)%(x) o A(Y)), ((Yo)A(z) > (Vy)A(y)).

4. S4% se construiascid deductiile formulelor : g
a) (Vo) (Vy) U, y) > (Vy) (Vo) A(2, v));

b) ((32)(3y) Wz, y) > (3y) @F0) W=, 9)) ;

e) ((3) (vy),A(x, y) o (Vy)(I2) W=, ¥)).

5. Sint urmitoarele ingiruiri de formule deductii dim
I'={€C 5 A(wx)}, unde € nu conjine variabila liberd x :

2) (€ o Aa)), (€ > (YO)U(@));
b) ((€> A@)) > (B(Y) o (€ > Wa)))), (€ > A)),
(B(y) > (€ > A@)), (F)B(y) > (€ > U(z))),

daci € §i A(x) nu contin variabila liberd y?
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6. Si se construiascd deductiile din I' = {(Va)(A(z) > B(2))}
ale urmétoarelor formule :

a) ((32)U(z) > (I2)B(2)),
b) ((Vy) Ay) > (Vz) B(2)).

7. 84 se demonstreze ci dacd I'- A 4i I' < I'), atunci I} |- A.
8. 84 se determine I'y, A si B astfel incit deductia B din I' si
nu fie deductie B din {T', A}.
9*, S& se demonstreze c#, dacd I'- A si I, AU B, atunci
' 8.
10. S& se demonstreze teorema deductiei pentru c.r.p.:
dacd T, AL B, atunci T'| (%A > B).
11. 8% se demonstreze c# regulile de deducfie derivate in cal-
culul propozifiilor (vezi §2.1, problema 12) sint derivate si in c.r.p.
12. S& se demonstreze urmétoarele reguli : -
2) V-eliminare : (V&)A(2) - A(?), unde A(x) §i ¢ se supun ace-
‘lorasgi condifii ca §i in axioma II,
b) 3-introducere : A(f) |- (3Ix)W(x) pentru aceleagi condifii ca
5i in a)
c) V’-introducere: .
T'| %)
\ T} (Vo) %)
unde # nu intri liber in formulele din T,
d) 3J-eliminare : -
I, Ax) |- B
T, (30)U(x)}- B

unde # nu intrd liber nici in formulele din T, nici in formula 3.

13. S4 se demonstreze ci formula A(x) este deductibily dacs
§i numai dacé este deductibil® formula ( Va)A(z).

14. S84 se demonstreze cii urmitoarele formule sint deductibile :

a) ((Vo)U = A), aici A nu confine variabila liberd  z,
b) ((3z)A = A), aici A nu confine variabila liberd =,
¢) ((Ya)(Vy) Ulx, y) = (Vy) (V=) Az, ¥)),
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d) ((32)(3y) W, y) = (3y) (I2)A(, v)),

e) ((Vo)(Vy) A, y) > (Va)U(2, 2)),

f) (32)%(w, #) > (F2)(3y)U(2, 9)),

g) ((32)W(z)= (V)1 Ax)),

h) (Vo) A(e) = 1(3I2)71U(2)),

i) ((Ve)UA(z) = (F2)71A(x)),

i) ((32)U(x) = (Vo)1 U()),

k) ((Vo)W(x) A (V2)B(2) = (Vo) (A(2) A B(2))),

) ((32)U(2) v (F2)B(x)) = (32)(A(x) v B())),

m) ((U A (Vo)B(x)) = (Vo) (A A B(x))), aici A nu confine va-
riabila liberd ,

n) (A v (32)B(x)) = (I2)(A v B(x))), aici A nu confine varia-
bila liberd =, .

0) ((A A (37)B(2)) = () (A A B(a))), aici A nu conpine va-
riabila liberd o,

P) (A v (V2)B(x)) = (Vo) (A v B(z))), aici A nu confine va-
riabila liberd o, )

q) ((32)(A(x) A B(2)) > ((Bév)ﬁl(w) A (32)B(2))),

1) (((V2)%W(z) v (V2)B(2)) > (V2)(A®) v B())),

8) ((Vo)(UA o> B(2x)) = (U > (Va)B(x))), aici A nu confine va-
riabila libers e,

t) (Vo) (U(z) > B)) = ((I2)U(x) > B)), aici B nu cont,ine va-
riabila liberd , .

u) ((32)AU(x) > B) = ((Vw)&((w) > B)), aici B nu confine varia-
bila liberd =,

v) ((3)(A > B(2)) = (A > (aw)ﬁ(az))), aici 9 nu confine va-
riabila liberd «,

x) ((32)(Aa) > B(a)) = (Vo) U(2) > (32)B(2))).
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15. 84 se demonstreze c# dach |-(U = B), atunci:

2) (U =13B),

b) H(¥Y A €) = (B A €),

©) (€ A A)=(C A B)),

d) |- ((Av €)= (B Vv Q)),

e) |- ((€ v A) = (C v B)),

) - (A> €) = (3B > €),

8 € > A= (€ > B)),

h) |- ((V2)¥ = (V2)8B),

i) F((32)U = (I2)B).

16. 84 se deducs teorema substitufiei in c.r.p. :
dacd |-(U = B), atunci |- (Cy = Cp),

unde Cy: este rezultatul inlocuirii unui anumit A din €y cu B.

17. S4 se demonstreze ci pentru fiecare formuld existd o formuls
normal¥ prenexd echivalentd cu ea.

18. S& se aduci la formula normald prenexs :
a) (Vo) (3y)((A2) > By, 2)) o (V&) (V2)B(x, 2) A AY))),

b) (V) P(w) o (Vy)((V2) Q(=, 2) > (Vy) P(y))).

19. Fie A o formuld construitd din formule atomice §i din nega-
tiile lor cu ajutorul lui A, v gi cuantificatorilor Vv, 3 in raport cu
diferite variabile. Fie A+ rezultatul inlocuirii lni A cu v, a lui v
cu A,alui Veun 3,alui 3cu Vgiaformulelor atomice cu negatiile
Jor. S& se demonstreze c# |- (A = 1 A).

20. Fie @’ obtinutd din @ prin inlocuirea lui A cu v, a lui v
en A, alui 3 cu Vgialui Veu 3. S& se demonstreze :

2) dacd |- (® > ¢), atunei |- (¢’ o D),
_b) dacd |- (O = ¢), atunci |- (O’ = ¢’).
21. S84 presupunem c# 2, ...,2, nu sint legate in A(z,, ..., z,)

§i B(zy, .. ., 2,) 5i fie A~ B. B4 se demonstreze ci existd o deducie
B(z, . - - 2,) din Az, .. ., 2,), in care 2, ..., 2, nu sint legate.

84



.22, S§ presupunem ci z, ..., 2, nu sint legate in W(z, . . ., 2,)
§i B(2y - - -y %)y 10T &y, ..., @, sint variabile care nu fac parte din
Mgy .« 1 2,) §1 B(2y - - -y 7). S se demonstreze cd A(z, . .., 2)F
b= B2y o o 09 2g) < U(@Dyy o o oy T B2y, .« oy Ty).

23. Fie I' mulfimea de formule ale signaturii ¢ 8i % o formuld

. @ signaturii ¢. S% se demonstreze. ci daci I' |- ¥, atunci existdh o

deductie 2 lui ¥ din T, care este alcituity numai din formulele
signaturii o.

- 24*. S4% se demonstreze teorema lui Lindenbaum : orice mulfime
necontradictorie de formule poate fi extinsé la o mulfime complets
necontradictorie. ) ,

25% Si se demonstreze ci dacd I'|- 2, atunci I' = U (din T
rezultd A in mod semantic).

26*, Si se demonstreze ci toate formulele deductibile in c.r.p.
sint formule identic adevirate (teorema de completitudine).

' '27. S% se demonstreze c¢i dacé o multime de formule este reali-
zabild, atunci ea este necontradictorie.

28*, Si se demonstreze teorema Lowenheim-Skolem : orice mul-
time necontradictorie de formule inchise ale unei signaturi numé-
rabile este realizabily intr-un model numirabil.

29 8% se demonstreze ci dacd o formuld inchisé A este nede-
ductibild in c.r.p., atunci 1% este realizabili in mulfimea nume-
relor naturale.

' 30. S# se demonstreze ci dacé o formuld inchisd U este identic
adeviratd, atunci A este deductibild in c.r.p.

_.31. S se arate cii dacd o formuld inchisd A este adeviratd pe
toate modelele pe mulfimea numerelor naturale, atunci 2 este
identic adevirata.

:32. 84 se demonstreze ci dacd o formuld inchiséi U este reali-
zabild intr-un model, atunci A este realizabild pe mulfimea nume-
relor- naturale.

.33*. S% se demonstreze ci dacd mulfimea I' de formule inchise
este numrabily si fiecare submulfime finit% @ lui T' este realizabild,
atunci intreaga mulfime I' este realizabili.

3%. S% se demonstreze ci dacd o formuld inchisd A este adevi-
rat¥ pe fiecare model, in care sint adeviirate formulele unei mulfimi
numérabile T, atunei I'|- 2. :

.~ 85. 84 se demonstreze ci dacd negatia fiecirei conjunctii a
unii numir finit de formule inchise ale unei mulfimi numérabile I'
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este nedemonstrabild in c.r.p., atuncl toate formulele din 1" slnt
simultan realizabile.

36. S4 se demonstreze teorema de echivalenjé pentru ﬁecare
formuld U i fiecare mulfime I': I' |- U este echivalentd cu I' = 9.

37*. S# se demonstreze teorema de compactitate a lui A. 1. Malfev :
dacdi I |= ¥, a.tuncl Ty = % pentru o anumité submulfime ﬁmta, .
Ty eI

38. S84 se arate ci o mulfime de formule are un model da.cé.
i numai dacd fiecare submulfime finitd a acestela are un
model.

39. S& se demonstreze ci pentru ca U si fie demonstrabt]a, -
este suficient ca U 88 fie adeviratd pe toate modelele finite. '

40. 84 se demonstreze cd : NS

a) fiecare multime necontradictorie de formule T este reali-

zabild intr-un model, a cirui putere este max (N, I);

b) dacd nu este a,devﬁrat cd I'l- 719U, atunci existd un model
M astfel incit I' gi U sint realizabile in M §i M = max (N, ) ; ;

¢) dach B nu este deductibild din I', atunci existd un model
M, in care toate formulele I" sint reallzablle, B este nerealizabild,

W = max (N, 1)

41. Presupunem ci o mulfime I’ este realizabild intr-un model
infinit. S& se demonstreze c¢& pentru orice numir ca.rdmal
m>max (Mg, I') existd un model pentru I’ de putere m. .. ,

42. S% se demonstreze c# dacd o anumitd mulfime de formule
pentru fiecare numir natural » are un model de putere mai mare
decit n, atunci aceastd mulfime are un model infinit.

43. 8% se demonstreze cd nu existd nici o formuld adevéra.ta
pe toate modelele finite gi fals# pe fiecare model infinit.

4. Si se demonstreze ci dacd formula U este adeviratd’ pe
toate grupurile infinite, atunci U este adevirati pe toate grupurlle
finite de ordin suficient de mare.

45. Fie U o formuld fird cuantificatori in c.r.p. Si se demon—
streze cd |-U dacd si numai daci A este deductlblla numai
din axiomele 1 —10 dupi regula, 1.

2.6. Teorii axiomatice

Numim teorie elementard a signaturii ¢ o mult,lme de propomtu
T, care confine toate propozifiile signaturii o, deductibile din T
in caleulul predicatelor. Vom numi sistem de aziome pentru teoria
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T o mulfime oarecare de formule. A < T, din care sint deductibile
toate propozitiile din 7. Vom numi model al teoriei T orice sistem
algebric, in care sint realizabile toate formulele din 7.

1. S4 se demonstreze ci dacd I' este mulfimea axiomelor teoriei
T de signaturd o §i M este sistemul algebric de signaturd o, in care
sint adevirate toate formulele din I, atunci in M sint adevirate
propozitiile din 7'

2. Presupunem ci propozifia U este adeviratd in orice sistem,
in care sint adevirate toate axiomele teoriei T'. S& se demonstreze
cd A apartine lui T (vezi § 2.5, problema 36).

Fie 6, = {=}. Notém prin E o teorie, ale cdrei axiome sint:

El. (V&) (2 = =),

E2. (Vo) (V) (V) (=Y A (y =2) o (# =2)),

E3. (Vo) (Vy)((z =¥) > (¥ = 2)).

3. Si se demonstreze ¢ pentru fiecare formuld A(x) de signaturd
6, cu o variabild liberd formula

(V2) (YY) ((z =¥) > (U(x) = Wy)))
aparfine lui ¥, unde y nu face parte din A(z).

4. S% se demonstreze ci teoria F este incompletd, adicd existd
o propozitie %, astfel incit in ¥ nu este demonstrabilé nici 2, nici 77 A.

5. Fie T' o teorie de signaturd o, cu axiomele ¥1, E2, E3 §i mul-
timea infinitd de axiome : ~

B4 (Vo) .. (VB) (27 = %) A oo A (@ =1,)) D
S (U(@yy o oo s@,) = WYyy o+ 5 Yn))

pentru fiecare formulé (..., z,) de signaturd o, toate variabi-
lele libere ale cireia sint =y, ..., #,. S% se demonstreze ci dacd o
este finitd, atunci schema axiomelor -E4 poate fi inlocuitd cu o
multime finité de axiome.

6*. S§ se demonstreze ci fiecare formuli identic adeviratd
de signaturi ¢ este deductibild in I (vezi § 2.4, problema 28).

7. S& se construiascd un algoritm care 8% permitd s# aflim,
dacd orice formuld de signaturd o, aparfine lui K.

Vom considera urmitoarea signaturd o= <0, 8, +, -, =), unde
0 este simbolul unei func}ii de zero variabile, 8 este simbolul unei
functii de o variabild, + si - sint simbolurile unor functii de doud
variabile, iar = este simbolul unui predicat de doud variabile.
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Prin @ vom nota o teorie, axiomele c#reia sint :
Q1. (Vo) (YY) ((8(2) = 8(3)) = (z =y)),

Q2 (V&) (YY) (V2)((m=19) A (2 =2)) > (y = 2)),
Q3. (V) (8(2) # 0),

Qs (V) (Vy) (( =) > (8(z) = S(y))),

Q5. (Vo) ((= # 0) > (3y) (= = 8(v))),

Qs (V) (Vy)(z + 8(y) = S(z +v)),

Q7. (Vo) (2+ 0= ),

Q5. (Va)(z -0 =0),

Qs (Vo) (Vy)(2-By) =2y + a).

8. B4 se demonstreze ci Q este o teorie colectivs.

9*. Sistemul de axiome {@,, ..., Q,} este independent?

10*. 8% se demonstreze ci in teoria @ nu sint demonstrabile
formulele :

a) (Vo) (2 # 8()),
b) (V2)(0 + = = =),
¢) (V&) (0 2 = 0),
a) (Vo) (Vy)(z +y=1y9 + ),
e) (Y#) (Vy) (Vo) (2 + 9)+ 2z = & 4 (y+ 2)),
) (va)(vy) (e y=y- @), ,
g) (Vo) (Vy)(V2)((2-9) 2 == (y- 2)),
h) (V=) (= < @), '
i) (va)(Vy) (V) (z- (y+2) = (@ 9)+ (z- 2)).
(aici (2 < ¥) gz (32) (2 + &= y)).
11. Sint demonstra,bile in teoria @ formulele :
2) (Vo) (Vy) ((#+y = 0) o (2 =0)),
) (Vo) (Vy) ((@-y =0) > (&= 0) v (y=0)));
- ¢) (Vo) (2= =),
d) (Vz)(Vy)((z=19) o (y==))?
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12. S4 se demonstreze c# orice model al teoriei @ este infinit.

13. S% se defineascd funcgiile 0, S, + si- , astfel incit un model
al teoriei @ si fie multimea : ‘

a) N ={0,1,2,...},

b) N v {a}={0,1,2,...,a}, (a ¢ ),

¢) N u {a, b}, (a,b ¢ N),

QN uN={0,1,2...,800a,...}, (g ¢ N, oricare ar fi i).

14*. Se pot defini functiile 0, 8, + §i - , astfel ca model al teoriei
Q s devind :

2) multimea numerelor intregi,

b) mulfimea numerelor rafionale nenegative,

¢) mulfimea numerelor rationale,

-d) mulfimea numerelor reale,

e) mulfimea numerelor complexe?

Vom adiiuga axiomelor @, — @, 0 mulfime infinitd de formule
de forma

(V9)((A(0) A (Vo) (A@) > A(S(2)))) > Ay)),

unde 9I(v) este orice formuld de signaturd o cu o variabild liberd v.
Vom nota cu P teoria care se bazeaz# pe aceste axiome. Avem
P = Q. Mulfimea numerelor naturale cu elementul 0 pus in evi-
dentd, cu operatia s(#) = & + 1 si adunarea §i inmulfirea obignuite
o vom numi model standard Mt =<N;0,8, +,+, => al teoriei P.

15. S§ se demonstreze cii teoria P este compatibild.

16*. Si se demonstreze independenta sistemului de axiome ale
teoriei P.

17. S% se demonstreze c# toate formulele din exercitiul 10 sint
demonstrabile in teoria P. _

18*. S% se demonstreze ci existi un model nestandard (adica
neizomorf cu %) al teoriei P.

19. Si se demonstreze cf in teoria P sint demonstrabile for-
mulele : ‘

a) (V&) (Vy)(Ve)((z=19) > (& + 2=y + 2)),

b) (V&) (Vy)(Ve)((m =9) > (#-2 =y 2)),
e) (Vo) (Vy) (V2) ((x+ 2 =y +2) o (#=19)),
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d) (V) (Vy)(V2)(2# 0 o (2 2=y 2) 5 (2=1y))),
' é) (Vo) (# < 8()) (aici z < Y= (z<y A £ 7)),
f) (V2)(0 < S(x)),

g) (V&) (0 < =),

h) (V) (Vy)(y# 0> & -y > =),

i). (Vo) (V) (2 + 9> a),

B (Vey)(y# 0> (Igr)(m=gy+7 A r<y)),

k) (Yeygirigar) (@=qy+ 1 A o= gy +

Tr AN<Y AT, <Y) D (@ =g A 1 =1y)).

20. S& se introducd in teoria P nofiunea de numir prim gi 8
se demonstreze, ci pe modelele teoriei P mulfimea numerelor prime
este infinitd. :

In modelele de signaturi ¢ vom introduce urmstoarele notatii :
By=10, Ay = 8(0), . .., Apyr = S(A,), . . .

Vom defini teoria R. Axiomele ei vor fi mulfimea infiniti de
formule de forma : :

B A, +A = Ay | (pentru fiecare n si p),
R, A, - A=A, (pentru fiecare » si p),
R, A, #A, (pentru fiecare n 5= p),

B, (Va)o<A,o(@=Ayv...va =A)) (pentru fiecare n);.
Ry (Va)(x< A, v A, < %) (pentru fiecare ). f
21. S% se demonstreze ci R < Q. -
22*, Sistemul de axiome ale teoriei R este independent ?

Vom considera spafiul euclidian tridimensional si urmitoa,téle
predicate :

P(z) = ,,& este punct”,
D(z) = ,,x este dreapts?”,
II(x) = ,,x este plan?”,

Az, y) = ,,x se afli pe y”..
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...23. S# se scrie urmitoarele formule : :
a) dous puncte determind o dreaptd; daci aceste puncte sint
diferite, atunci dreapta este unici, -
b) trei puncte necoliniare determin# un singur plan, -
¢) definifia dreptelor paralele, :
)] definifia planelor paralele.
9%. Si se scrie axioma lui Euclid a dreptelor paralele.
95. S% se scrie axioma Iui Lobacevski a dreptelor paralele.
26. S# se aleagi predicatele si s# se scrie axiomele lui Hilbert
pentru geometria euclidian# (vezi Hilbert, D. Fundamentele geome-
triei, 1948). ' '

27. Problemi analoagi pentru geometria lui Lobacevski.

28. Problemi analoagd pentru geometria lni Riemman.
.. Vom considera modele cu un predicat de dou variabile E(x, y).

~-29, S& se scrie cd predicatul dat R(«,y) este:
" a) reflexiv,

b) simetric,

¢) tranzitiv,

d) R(x,y) este relatie de echivalents,

e) R(z,y) este relatie de ordine pariald,

f) R(z,y) este relatie de ordine totald.

30. S& se scrie cu signatura t = { <) axiomele pentru :

a) mulfime dens ordonats,
b) mulfime ordonatd cu cel mai mare §i' cel mai mic element,
¢) mulfime ordonatd discret,
d) latice,
e) latice distributivi,
f) laticea lui Dedekind,
g) latice distributivi cu complementare relative,
h) algebrd booleand,
i) algebry atomicd booleand,
81. S# se scrie intr-o signaturi convenabild axiomele pentru:
a) cvasigrup,
b) grupoid,
¢) semigrup, .
-d) semigrup comutativ,
. €) semigrup comutativ cu simplificare.
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32. B4 se scrie intr-o signaturd convenabild axiomele pentru :

a) grup, ‘ k
b) grup abelian, S
¢) grup abelian ordonat, C i
d) grup complet. e
33. 84 se scrie intr-o signaturd convenabild axiomele pentru :
a) inel,
b) inel asociativ §i comutativ,
¢) inel- Lie,
d) domeniu de integritate,
e) corp necomutativ,
f) corp, -
g) corp algebrie inchis, o
h) corp real inchis. : : i
- 34 In problemele 30 —33 si se studieze independenta sistemaului
de axiome. S# se determine sistemele de axiome independente.
Fie ZF teoria signaturii (e, = ), unde ¢ este predicat de doui
variabile cu axiomele :
ZF,. Axioma extensionalit#tii :

(Vay) ((Ve) (cev =2ey) = z=y).
ZF, Axioma perechilor :
(Vay)(32) (Vo) (vez= (v =@ v 0 = g)).
ZF,. Axioma . submulfimilor :
(V) (39)(V2) (e ey = (e @ A D(z)),

unde ®@(z) este o formuld cu o variabily libers .
ZF,. Axioma mulfimii pérfilor :

(Vo) (Jy)(V2)(zey = (Yo)vez o v € T)).
ZF;. Axioma reuniunii : _
(V) (3y)(V2)(zey = (Jw)(zew A we 2)).
ZF,. Axioma alegerii: - j'.;:
(V@) {(V9)(V2)(y e @ A ze @) > [(I0)(v€y) A((Iu)(wer Aucy)o
>z=y)))o (Ju)(V)(texs (Fv)(Vw) [u=w = (weu A wet)])}.
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ZF,. Axioma infinitéatii :

(32)[(V9) ((32)(zey) > ye o) A
A(Vw)(wea o> (Yu)((Vo)(veu=s (v=wVvrvew)) > uecz)l
ZF,. Axioma de fundamentare :

(Ve)[(Y9) 1y ea) v (IY)(yea A (Vo) (zex > T1(2eY))]-
ZF,. Axioma substituirii : ’
(Vo) {(Vyew) [(y e o A U5, 2) A Yy, w)) > 2 =w] >

o (Ar)(Vs)[ser=(Af)(teax A Y[t 8)]},

unde (i, s) este o formuld ZF.
35. S& se demonstreze urmétoarele teoreme :

a) existd mulfimea vidd @ :(32)(Vy)lyex;
b) (Vz)zwex;

e) (Vey)(Mwey v 1y ea);

d) .a.xioma, perechii ordonate :

(Vabed) (a, by = (¢, @) o (a =¢ A b = @)),
unde :

<a, by = {{a}, {0, B},

2= {a};(\/m) (xez = =a),

= {a; b}ﬁ(‘v’w)(mezs (r=avae= b));
e) existenfa lui n « pentru fiecare , adicd

(V®) (3y)(V2)(zey = (Yw) (w e & o 2 ew)).

36. Vom defini predicatul Ord (v)(,,# este numir ordinal”) cu
ajutorul conditiei :

Ord (s) = (Vy2) [z €y A yewx)ozed] A (V)[(yew A ze®) o
> (zeyvy=zvyez)l
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S& se demonstreze ci
a) (Vay) [(Ord (#) A (y €)) > Ord (y)1;
b) (Vayz) [Ord (2) > (yez > (ey > v e2)];
¢) (Vay)[(Ord (z) A Ord (y)) > (Feyvyea v o =y)]
(numerele ordinale sint comparabile in raport cu € );
d) (V2){Ord(2) > (Vy) [(Vo) (vey = (vew v v= )) > Ord(9)]};
e) (Vo) {(Vy)(yex > Ord(y)) > (3) [ce@ A (Vo) (vew > wea)]};
f) inductia transfinits : ,
{[(V2) (V) ez > B(2) A (V&) (YY) (¥ € @ > D(Y)) 5 B(x))] >
> (Va) (Ord (a) > D(x))},
unde ®(z) este o formul¥ arbitrard cu o variabild liberd 2.
37. Vom defini § = sups;(‘v’w)(wes >Zed) AOrd(d) A
A(V2) (Vo) (xes > wez) A Ord(2)) > (Sezv S = 2)).
S% se demonstreze ci ( Vs) {(V#) (z e s 5 Ord (2)) o (38)(8 = sup s)}.
38. Vom defini &, functiile §, 4 si -:
S(@) =2 u {a},
x = mﬁﬁew A (YY) (yex 5 8(y)ex) A Ord (o) A
A (V2)[(0 €2 A (Vy) (¥ ez (s(y)€2) A Ord (2)) o (v = o v @ € 2)],
o« + G =uq, | 9 =0,
o +B=sup{aty|lyep}), o -B =supf{a-y|yep
S& se demonstreze ci
2) (3z)z= o,
b) (Vay)(@ew A yew) s [(32)(z= 8(2) A (32)(e= + 3) A
A (32) (2 = ay)]}.
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"39*, S se demonstreze c dacd ¥ aparfine teoriei P (vezi §2.6,
problema, 15), atunci formule A’', obfinuték din A cu’ restmngerea

 cuantificatorilor la mulmmea ©, a,pa;rtme teoriei ZF

2.7. Filtre si produse de filtrare- :

Se numegte filtru pe multumea, I o submulfime nevulé, i’y a mul-
timii P(I), care satisface condifiile :

3)0¢8

b) dacd X, Y e &, atuncl (X nXY)e g,

¢) daca,Xe%,XCY c & atuncl Ye%
Filtrul 55, care satisface condifia :

d) X e ¥ san (I — X)e §, oricare ar 4i X < I,

se numeste ultrafdtru pe I. Filtrul § se numeste pr mmpa,l daca
contine cel mai mic element. Filtrul § se numeste numdrabil com-
plet, dacd pentru orice sistem numirabil de elemente din & mter-
sectia lor aparfine lui §. :

1. S% se demonstreze ci dacd § este filtru pe I, atunci I € §,

2. Fie X = 1. S4% se demonstreze i {Y|YcIsi Y2X}
este filtrn pe I.

3. Fie § filtru pe I i J e §. Si se arate cd G ={XnJ|Xe§}

,este filtru pe J, §i de asemenea ci dacdi § nu este filtru principal,
atunci nici §, nu este filtru principal.

4. S4 se demonstreze ci dacd o multime finitd apartine flltrulul,
atunei acest filtru este principal.

5. S# se demonstreze ci orice ultrafiltru care nu este prmclpa.l
ont,me toate mulfimile care au complementare finite.

6. Si se demonstreze cd filtrul § pe I este ultmflltru, daci
§i numai dac# F este mulfime maximali in mulfimea tuturor
flltrelor pe I, ordonaté cu incluziune.

- 7. S& se demonstreze ci in mulfimea ® a filtrelor pe I, ordona,ti
cu mcluzmne, {I} este cel mai mic element. 8% se arate de asemenea,

ci dacs I > 2 atunci in ® nu existd cel mai mare element.
8. Fie I o mulfime infinits de putere o §i ® ={X | X = I si

T—X < o). S84 se demonstreze cf @ este filtru pe I. (Acest filtru
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se numeste fillru minimal Fréchet). In general filtru Fréchet pe I
se numegte orice filtru care contine .. T

9. Si se demonstreze ci sistemul ¢ al submulfimilor mulfimii-I
este confinut intr-un filtru Fréchet dac# gi numai daci orice inter-
sectie 2 unui numir finit de mulfimi ale sistemului are puterea egald
cu puterea mulfimii I.

10. S& se demonstreze ci orice ultrafiltru pe o mulfime numi-
rabild gi care nu este principal este filtru Fréchet.

11. 83 se demonstreze ci pentru ca pe I si existe un filtru care
83 contind o mulfime 8 = P(I), este necesar §i suficient ca inter-
sectia oricdrui numir finit de elemente din S s fie nevids.

12. 84 se demonstreze c# dacd reuniunes unei fingiruiri finite
{4}icn de submulfimi ale mulfimii I aparfine ultrafiltrului %
atunei cel pufin una dintre mulfimile 4, aparfine lui §.

13*. 84 se arate c# orice filtru poate fi extins la un ultrafiltru.
14. S& se demonstreze ci orice filtru este intersectia tuturor

ultrafiltrelor care-l confin.

15. Fie § un filtru pe I, A cI i §,={XnAd|Xeg} S&
se demonstreze c& pentru ca §, sé fie filtru pe .4, este necesar si
suficient ca s avem X n 4 # O, oricare ar fi X e &.

- 16.-Fie § un ultrafiltrupe I, A =I5 §,={XnAd|Xe &}-
S& se demonstreze c# pentru ca §, sd fie ultrafiltru pe A, este necesar
§i suficient ca A e §.

17. Fie § si 6 filtre pe I. S% se demonstreze ci
NG ={XUY|Xe§s Ye6l

18. Fie § un ultrafiltru, iar G,, Gz, @, filtre pe I. 84 se
demonstreze cd dacd § 2 Gy n ... n G,, atunci existd 4, (1 <i <m),
astfel incit § = G,.

19. 84 se construiascd un ultrafiltru § si o familie de ultrafiltre
{G};c, astfel incit § 2 QJG,, insd § s nu contind @, pentru

niei un j.
20. 8% se demonstreze ci () §, unde § este ultrafiltru, confine
cel mult un punct.

In cele ce urmeazd, vom presupune c¥ signatura o contine sim-
bolul predicativ binar =, unde pentru sistemele algebrice consi-
derate # =y este adeviratd, dacd gi numai dack z 5i ¥ coinecid.
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Fie A =(4;0) §i B =(B; c). Aplicatia ¢: 4 — B se ‘nu-
megte omomorfism de la A in B, dac# pentru fiecare Ay evya, €A

) Al PYay, ..., a,)= B = P'(q(a),..., ¢(a,) oricare ar fi
simbolul predicativ P" € o;

b) o(F(ay, ..., a,)) =F"(¢(a),..., 9(a,)), oricare ar fi simbolul
fanctional F* ¢ o.
a Omomorfismul ¢ : 4 — B il numim tare, dacs indeplineste con-
ifis : .
e) dacd B = P'(¢(ay), ..., ¢(a,)), atunci existd @,..,6,€ A,
astfel incit o(a,) = g(a1), ..., 9(a,) = o(a;) si %Ak Pai,...,al)
Corespondenfa biunivoc# ¢ intre A §i B o numim izomorfism
dels U in B, dack ¢ §i o~ sint omomorfisme. o :
Sistemele algebrice ¥ §i B le vom numi tzomorfe, dach - existd

.

un izomorfism de la U in B §i vom scrie U o B. Dacd A este. izo-
morf} cu un subsistem al sistemului 9B, atunci A se numeste szo-
morfa scufunddrii in B. '
Fie EQI,,}‘H familis sistemelor algebrice ale signaturii o, iar A
mulfimile de baz# ale lni %A, o a
Sistemul algebric % = ¢ I1 4;; ¢) il vom numi produsul direct
© ser : '

(TL %) al sistemului @, ;nde
~ a) pentru fiecare simbol Predicativ P"e s,
A= Pfy .. ofa) < Wk P, ..., 1i6),

oricare ar fi ¢ e I,
b) pentru fiecare simbol funcfional F" e o,

FYfuy -« o fi) (6) =F(fy(5), . « ., 1,(3)).
Fie § un filru po I. Yom detini po I 4, rolafia
I59=6 116 =g} e &
 IE={ifga
TLAJS=(f]517e 14,

§i fie

Presupunem o# pentru simbolul predicativ de » variabile P* din &
P"(fllﬁ, o -7'fn/?) =a ﬁ’{"l P‘(fl(‘)y .o "fn("))= a} e ﬁ :,t o

7
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gi ¢3 pentru simbolul funcfional de n variebile F* din o

P ([T « o 1) =F*fy .- 2 L& 4
Sistemul «A =‘III AT = <‘IIIA‘/S§; ¢ ) cu predicatele gi funcfiile
€ € .
astfel definite se numegte produs filirat (sau redus) al sistemelor

U, in raport cu filtrul §.
Dacd § este ultrafiltru, atunci II A/ se numegte ultraprodus.

Dae toti U, coincid si sint egali cu ﬁt, atnncl‘ll U;/F se numegte
eI . .

ultraputere a lni A gi se noteazd A![D,
21, S# se demonstreze cii § este o relajie de echivalenté pe ‘II A
€l

22, 84 se demonstreze ci dacdh f; 5 flyoeesfa ¥ fay atunei:

a) PYfy/Ty -+ s Jul &) = P(f3[8y -« s ol B)s
b) ¢*(fy .- ’fn) x F(fiy - « 2 Jo)-
23, S% se demon.streze ci oricare ar fi I,
L e L5, e § = (1

24. S% se demonstreze c¥ dacih o formulf care nu confine
§i o este adeviiratd pe produsul direct l'I QI‘, atunci es este adeviratd

pe produsul filtrat II A/ in ra.port cn fiecare filtru §.

25. 8§ se demonstreze cd dacd §, &, sint filtre pe I 5i § = &y
atunci aplicatia ¢, definité prin cp( f/‘{y) = f| &, este omomorfism
de la l'I AU pe H D

26. Fle Je i; §1 & filtru pe I. S& se demonstreze ci
H “’16/3g II 911/3“
unde §, este filtrul obtannt prin mterseci;.la lui J cu mulfimile fil-

trului §. In particular, daci § este filtrul principal, aletituit "din
supramulfimile mulfimii J 3 atunei

H‘ll‘/i'fN IIQ[,

lier

27. Fie I finitd si § filtru pe I. Sé se demonstreze cé l'I QI‘/ 3 este
izomorf cu produsul direct al unor sisteme ;.
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28. Fie {I, | ke K} o partifie a lui I si fie date pe I, filtrele
&, iar pe K filtrul *. Si se arate ci

F={XcIl{k|lkeKsi Xnle§}ed*
este filtru pe I si oricare ar fi U, (iel),
T o0/ o T (11 9/5,)/5*
(legea asociativii pentru produse filtrate).

29. S# se demonstreze ci dacd intersectia J a tuturor mulfimilor
filtrului § pe I este nevidd §i nu aparfine lui §, atunci

IL U [§ o~ T A - (11 s [F0),

i€l jeJ Bes
unde J'=TI—J §i &; este filtru pe J’, obfinut prin intersectia
lui J' cu toate mulfimile filtrului §.

30. Fie ¢,: %, - B, omomorfisme, ¢ (f/F) = (¢'(f))/F, unde
(¢ (MNF) = @,(f(j)) pentru fe II A, jel. Si se demonstreze atunci.
iel

€
¢ ¢ este omomorfism de la TT ,/F in I1 B,/F. S§ se demonstreze
ierl {el
cd dacd ¢, sint omomorfisme (izomorfisme) tari, atunci asa este si ¢'.

31. O formuld @ (2, ..., ,)a signaturii Q o vom numi filtratd
conditional in raport cu filtrul § pe I, dac# pentru orice sistem al-
gebric A, (i e I) al signaturii Q gi orice a,, ..., a, e [I,, din aceea

iel

cd {¢ | A = D (ay(i), - . ., a,(1)} € F rezulty ci
IL9/§ O/, . .., a,/F).

S& se demonstreze ci dacd @, §i @, sint filtrate condifional in

raport cu §, atunci (®, A @,), (I2) D, (Vx)Dd, sint, de asemenes,
filtrate condifional in raport cu §

32. Vom spune c& formula ®(zy,...,x,) 2 signaturii Q este
filtratd in raport cu filtrul § pe I, dacéi pentru orice sistem algebric
Ay (tel) al signaturii Qsi orice ay,..., a, € T A, {i| W,

fer

= ®(ay(), . ., ,(i)} €  dack 5i numai dack 11 9,/§ = (@G, 0] F)-
€

Sd se demonstreze ci dacé @, si O, sint filtrate in raport cu §,
atunci (®, A ®,), (32)d, sint filtrate tot in raport cu .

33. S§ se demonstreze cé formulele atomice sint filtrate in ra-
port cu orice filtru.
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8%. Fie @ filtratd in raport cu ultrafiltrul §. S4% se demonstreze
ed O este filtratd in raport cu §.

35. S4% se demonstreze c# orice formuld este filtratd in raport
cu orice ultrafiltru (teorema lui Losi).

36. Fie ®@, filtrat# in raport cu filtrul § pe I, iar ®@, filtratd con-
ditional in raport cu §. S% se demonsireze ci (¥, > ®,) este fil-
tratd condifional in raport cu .

37. O formul# o vom numi formu.a lui Hornov, dack ea se obtine
din formule de forma 1®,, (¥, o ¥,), P, unde ®, este conjunctie
de formule atomice, iar @, este formuld atomics, cu ajutorul ope-
ratiei de conjunctie gi aplicarea cuantificatorilor. 5% se demonstreze
;35, formulele lui Hornov sint filtrate condifional in raport cu orice
iltra.

38. S% se demonstreze ci ultraprodusul de mulfimi total ordo-
nate este total ordonat.

39. S§ se demonstreze ¢3 produsul filtrat al mulfimilor preor-
donate este preordonat (vezi § 1.3, problema 23).

40. Si se demonstreze c# produsul filtrat al mulfimilor partial
ordonate este parfial ordonat.

41. S4 presupunem ci un sistem finit A confine n elemente.
S# se demonstreze c# orice ultraputere a lui U contine tot n elemente.

42, S% se arate ci dach puterile tuturor factorilor nu sint mai
mari ca numirul natural n, atunci puterea ultraputerilor nu este
mai mare ¢a n.

43. 8% se demonstreze c3 orice produs filtrat al sistemelor infi-
nite este infinit.

44%. S% presupunem ci pentru orice n in familia {W}ier existd

numai un numir finit de sisteme de putere n. S& se demonstreze
ci in acest caz ultraprodusul III A,/§ in raport cu un ultrafiltru
. ‘e

neprincipal § este infinit. _

45. S84 presupunem c# toti factorli U., (« e N), sint finifi sau
numérabili, § este un ultrafiltru neprincipal pe mulfimea numerelor
naturale N gi {« | Uz = n} ¢ &, oricare ar fi » natural. Si se demon-
streze c# puterea HNQI «/ & este un continuum.

13

46. S% se demonstreze c# pentru orice sistem algebric infinit
9 §i orice putere datd m existé o ultraputere a sistemului A cu
puterea mai mare decit m.
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47. 8% ge demonstreze ¢ pentru orice multime infinith I existd
un filtra § pe I, astfel incit pentru orice filtru §, pe I, care contine
&, §i fiecare sistem infinit %A,

CHEAPY

48. S se demonstreze ¢ dacd § nu este un ultrafiltru complet

numirabil §i pentru orice » natural {i | U, =n} ¢ §, atunci I A/F
are puterea cel pufin cit & continuumului. i€l

49*. Fie § un ultrafiltru neprincipal pe XN, iar Zp, grupuri
ciclice de ordin p,, (pp =2, P, =3, P =5,...). S se demon-
streze c# ‘I'Ipr‘/i’y este izomorf cu produsul direct al continuumului

N

copie a grupului aditiv al numerclor rationale.

50. Presupunem c¢¥ o este o signaturd finit#, (W, = (II;; od}er
este sistemul sistemelor algebrice finite ale signaturii ¢ §i exista »
astfel incit M, < n. S4% se demonstreze ci pentru orice ultrefiltru §
pe I existd 1, eI astfel incit ‘HI W/ &= U

€

51. S3% se demonstreze c3 daci § este un ultrafiltru complet
nenumirabil pe I i sistemul algebric U este infinit, atunci scufun-
darea naturald o: A - | F, adichk ¢(e) =f|/F, unde f(3) =a,
oricare ar fi 4 eI, nu va fi o aplicatie biunivocs a lui A pe A/§.

52*, S3% se demonstreze ci dacd orice submodel finit al modelului
A este izomorf scufundat intr-un model din clasa modelelor K,
atunci 9 este izomorf scufundat intr-un ultreprodus convenabil
al modelelor din XK.

2.8. Clase axiomatizabile

Clasa K 2 sistemelor algebrice de signatur# ¢ o vom numi clasd
awiomatizabild, dacl existd un ansamblu 3 de formule de signaturé o,
pentru care K este familia tuturor modelelor. In acest caz X se
numegte sistem de awiome pentru K. Sistemele algebrice din clasa K
le vom numi K-sisteme. Vom numi K-subsistem (K-extindere) @
unui sistem dat o un sistem din clasa K, care este subsistem (extin-
dere) al lni . Clasa K o vom numi absirecid, daci impreunsd cu
orice sistem algebric K confine toate sistemele algebrice izomorfe
cu- ea. Sistemele A =(4;0) §i B =(B; o) le vom numi echi-
valente elementar, daci pentru orice propozitie ® & signaturii o¢:

AUE & =B 0.
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Aplicagia ¢: A - B 0o vom numi elementarsi, dacii pentru orice
formulé ®(z,, ..., x,) §i orice a,,...,a,e4:

AE Oay, ..., a)= Bk Oo(a),..., 9a,).

A se numegte subsistem elementar al lui B, iar B extindere elementard
a lui U (simbolic A < B), dacd

2) A este subsistem al lui B,

b) aplicatia identicd a lui A in B este elementari.

Vom spune ci clasa K este universal axiomatizabild, dacd existi
un sistem de axiome pentru K, care este format din Y-formule
(vezi § 2.4, problema 5).

1. S4 se demonstreze cé reuniunea si intersectia claselor axio-
matizabile sint clase axiomatizabile.

2. Fie K o clasd axiomatizabili, A e K si A’ izomorfd cu 9.
S& se arate ed A' e K.

3. Fie K o clasii axiomatizabild {i |ieI, A, eK}e & unde §
este ultrafiltru pe I. S& se demonstreze c¢i II U /§F e K.
iel

4*. Si so demonstreze ci clasa K este axiomatizabild dacd si
numai dacd K este abstractd, inchisi in raport cu ultraprodusele
§i inchisé in raport cu formarea subsistemelor elementare.

5. 83 se demonstreze ci dac# clasa K a sistemelor algebrice
este axiomatizabils, atunci clasa K a tuturor sistemelor infinite
din K este tot axiomatizabild.

6. Fie K o clasd axiomatizabild, care contpine sisteme finite cu
un numir oricit de mare de elemente. S% se construiascd un sistem
infinit din clasa K. S& se demonstreze ci K confine un sistem infinit
@ cdrui putere este cel mult cit puterea continuumului.

7. 84 se demonstreze ci nu sint axiomatizabile :
© a) clasa grupurilor finite,

. b) clasa grupurilor abeliene finite

-c) clasa grupurilor libere, ‘

~d) clasa grupurilor ciclice.

8. S4 se demonstreze cé clasa corpurilor de caracteristicd finitd
este neaxiomatizabili. _ ‘

9. Fie Ay, Ay, ... familia mulfimilor bine ordonate si A, > .
S4 se demonstreze cd ultraprodusul ‘II A,/& este bine ordonat

N

in raport cu ordinea indus#, dacd §i numai dacd § este ultrafiltru
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principal. Si se deducd de aici c¢é clasa multimilor bine ordonate
este neaxiomatizabild.
10. Fie K o clasd axiomatizabild finitd (numéirul axiomelor este
finit) i T A;/F € K, unde § este ultrafiltru pe I. Si se demonstreze
iel

€
edh {i | Uye K} e G.

11*. S% se construiasci un exemplu de clasi axiomatizabild
K, astfel incit aceastd clasd K si confini modele finite cu un numéir
oricit de mare de elemente, iar toate modelele infinite din K s
aibd puterea egald saun mai mare decit puterea continuumului.

12%, S84 se construiasci un exemplu de clasi axiomatizabild,
astfel incit in K si existe un model numérabil, iar toate modelele
clasei K diferite de acesta, care sint extinderi ale acestui model,
s aibd puterea egald sau mai mare decit puterea continuumului.

13*. S84 se demonstreze ci clasa K este axiomatizabild, dacd
si numai daci ea este inchisé in raport cu uliraprodusele §i echi-
valena elementari.

14. 84 presupunem cd clasa K este axiomatizabild, P.K este
clasa produselor directe ale sistemelor din K, iar SPK este clasa
sistemelor izomorfe subsistemelor din PK. S§ se demonstreze ci
clasa SPK este universal axiomatizabild.

15*, Si se arate cd clasa K este universal axiomatizabild, dacd
i numai dacd K este inchis# relativ la ultraproduse, este abstractéd
§i ereditard (inchisd relativ la luarea subsistemelor).

16*. Si se demonstreze teorema de compaclilate: fie datd o
familie infinit4 de clase axiomatizabile. Dacéd intersectia fiecdrei
subfamilii finite 2 claselor acestei familii este nevid#, atunci inter-
sectia tuturor claselor familiei este nevid. '

17. S84 se demonstreze ci pentru ca clasa K si fie axiomatizabild
finit, este necesar §i suficient, ca clasa K si complementara ei si
fie axiomatizabile.

18. Fie K o clasi axiomatizabilid. Si se demonstreze ci dacd K
confine sisteme finite cu un numir oricit de mare de elemente,
atunci din aceea c# ‘HI A /F e K nu urmeazd ci {i | W, e K} e §.

€

19. Si se demonstreze ci orice mulfime finitd sau numirabild
de elemente ale unui sistem dintr-o clasé axiomatizabild K de sig-
naturd finitd este inclusd infr-un subsistem K finit sau numérabil
al acestui sistem.

20. S4 se demonstreze c¢i orice sistem dintr-o clasd axiomati-
zabily K de signaturid finité confine un K-subsistem finit sau numi-
rabil.
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21. 8% se demonstreze teorema Lévenheim-Skolem: Fie K o
clasi axiomatizabili, a cirei signaturdi Q are puterea p §i fie
A =(4; Q) un K-sistem. Atunci fiecare submulfime 4’'c 4, care
are puterea m, este inchis# intr-un K-subsistem convenabil al sis-
temului U de putere mai micd sau egald cu m +p + N

22. S% se demonstreze teorema de extindere a lui A. I. Malfev:
Dac¥ U este un sistem infinit al clasei axiomatizabile K §i m un
numir cardinal arbitrar, atunci in X se va gisi un sistem de putere
mai mare ¢ m §i care confine pe U ca subsistem. Dac# clasa axio-
matizabily K confine sisteme cu un numiir oricit de mare de ele-
mente, atunci K confine i un sistem infinit.

23*, S% presupunem cd o clasé axiomatizabili K confine un
gistem U de putere infinitd m. S& se demonstreze c& U are K-extin-

deri proprii de putere mior
24%. S# presupunem ci o clas# axiomatizabili K posedd sisteme
cu puterile m;< my<... S& se demonstreze ci K confine un

sistem cu puterea cuprinsd intre = m; gi II m,.
{EN iEN

25. S% se demonstreze c# orice sistem infinit U al unei clase
axiomatizabile K _admite o K-extindere de orice putere datd dinainte,
mai mare decit A + <. »

26*, S% presupunem ci este adeviraté ipoteza generalizatd a
continuumului : pentru orice numere cardinale m, n din m<n<2™
urmeazd ¢ m = n sau n = 2™. S% se demonstreze c# pentru fie-
care clasi axiomatizabily K este adeviraty numai una dintre
urmétoarele conditii ¢

a) puterile sistemelor finite din K sint miirginite de un numr
natural gi K constd numai din sisteme finite.

b) puterile sistemelor finite din K sint mirginite de un numir
natural §i exist$ un numir cardinal infinit m, astfel incit, pentru
orice num#r cardinal infinit n, K confine un model de putere n,
dac# i numai dacd n > m, ,

c) puterile sistemelor finite din K nu sint mérginite §i exist#
un numir cardinal infinit m < 2%, astfel incit K contine un sistem
de putere infinitd n, dac# §i numai dacd n > m. 3% se dea exemple
de clagse pentru fiecare din cazurile a), b), c).

27. S# se demonstreze ¢ dach ¢: A — A’ este o aplicafie ele-
mentard, atunci ¢ este biunivoc# §i pentru orice formuld @ (s, ..., @,)
§i orice @, ...,a,¢€ A,

A= O(ay o..ya,) = A = Olop(ay), ...y ¢(ay))
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28. S§ se demonstreze ci aplicatia canonicd g : A - A/,
pentru orice ultrafiltru § pe I, este definitéi astfel :

o(a) = f|§, unde f(i) = a, oricare ar fi i e I, este scufundarea
elementary a lui A in A/F.

29. Fie N =(N; <)M =<M; <), unde N este mulfimea
numerelor naturale, M este mulfimea numerelor intregi pozitive.
S% se arate cX N si M sint echivalente elementar, insd N nu este
extindere elementard a lui M.

30. S% se demonstreze c# orice clasi axiomatizabild constd din
reuniunea sistemelor algebrice ale unei clase universale axiomati-
zabile (vezi problema 31 din §2.4).

31. Fie %, ..., U, ... o mulfime de sisteme astfel incit, pentru
orice i, Ui, este extinderea elementard alui U,.S% se demonstreze
cd |, U, este extinderea elementari a oricirui A.

32. S& se demonstreze ci orice teorie necontradictorie cu sig-
natura numiirabild are cel mult un model numirabil (caz particular
al teoremei Loévenheim-Skolem).

83. S4 se demonstreze c¥ orice sistem infinit de signaturi o
finité sau numirabild este extinderea elementar# a unui sistem nu-
mérabil de signaturd o.

34 Fie % = (4; o) un sistem infinit, X < A si m o putere,
astfel incit max {3, X, No<} m < 4. 8% se demonstreze ci exist
un subsistem elementar B = { B; ¢) de putere m, astfel incit X = B.

35. Fie % = (4 ; o) un sistem infinit §i m > max {4;c}. S8
ge demonstreze c& 2 are o extindere elementar# de putere m.

36. S% se demonstreze c¥ dacé ultraputerile U §i B sint izomorfe,
atunci U §i B sint echivalente elementar. Dac# acceptim ipoteza
generalizatd 2 continuumului (vezi § 2.8, problema 26), atunci este
adeviratd gi reciproca: din echivalenfa elementari a lui A §i B
rezult$ un izomorfism intre ultraputeri convenabile pe unul §i ace-
lagi filtru.

37. S% se demonstreze ci pentru ca A §i B s fie echivalente
elementar, este necesar i suficient s¥ existe un astfel de ultrafiltru
&% pe I, pentru care existd o aplicatie elementard de la B in A!/F.

38. S se demonstreze ci dacd A gi B sint echivalente elementar
§i U este finit#, atunci B este finitd §i A ~ B.

39. S% se demonstreze ci pentru ca o teorie 7 s3 fie completd,
este necesar g§i suficient ca toate modelele ei s& fie echivalente ele-
mentar.
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40. S& se demonstreze ci clasa modelelor unei teorii categorice
constd (pin# la un izomorfism) dintr-un singur sistem finit. (Teoria
se numeste categoricd, dacd toate modelele ei sint izomorfe).

41. S4 se demonstreze criteriul lni Vaught : Fie T o teorie ele-
mentard cu modele infinite, care este m-categorici cu o putere
oarecare m, unde m > max {c, No}. Atunci T este o teorie completi.

(O teorie se numeste m-categoricd, dacd toate modelele ei de putere
m sint izomorfe).
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