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Prefata

DPdrtile programes pentru clasele termi-
nale C, care figureazd in textele ofi-
ciale sub titlurile :

III Calcul diferential

IV Calcul integral

V Exemple de functii de o variabil
reald

constituind ceea ce s-a convenit sd se
numeascd Analizd, sint prezemtate in
doud volume, intitulate respectiv :

1 Calcul diferential, aplicatii
2 Calcul integral, aplicatii.

Volumul 1 prezintd, natural, probleme-
le relative la capitolul III al progra-
met. Am fost obligats sd dam nofiunile
de continuttate si de limitd, clarifi-
cind pentru aceasta nofiumile elemen-
tare de Topologie la care fac apel.
In aceastd privingd, este interesant sd
se observe cd aceleagi nofiuni de Topo-
logie se pot aplica la fel de bine stu-
diului funcgiilor numerice de o varia-
bild reald, cit §i aceluia al funciiilor
vectoriale de o variabild reald.

Cinematica punctului este prezemtatd
ca o aplicaie directd a teories functiilor
vectoriale,; avind in vedere cd am
pdstrat vocabularul tradifional, ne-am
stradduit sd scoatem comfinutul mate-
matic al cinematicit din inierpretarea
fizicd corespunzitoare.

Cinematica ne dd un excelent exemplu
de ,matematizare’” a wunei probleme
reale, adicé a unei situapii in care,
pentru a studia o problemd reald, se
face apel la un model matematic cu
ajutorul cidruia se determind solufiile
problemes, transpunind in domeniul veal
solugiile problemei matematice cores-
punzdtoare.

In volumul 2 sint dezvoltate nofiunile
cu privire la calculul integral. Defi-
nifia integralei este datd cu ajutorul
Junctiilor in scard (integrala funcfislor
reglate) si definifia integrales Riemann
intervine, de sigur, in acest context.
Metodele elementare de integrare (schim-
barea de wvariabild, iniegravea prin
pérfi) sint ilustrate cu ajutorul a nu-
meroase exemple si exercifit de dificul-
tate variati. Nu am ezitat in acest
capitol si folosim funcitle circulare
inverse, deja intilnite in volumul 1,
cdct deschid elevilor mai buni un vast
cimp de aplicatii.

Volumul 2 prezintd de asemenea, in
legdturd cu integrarea, functiile lo-
garitmice st exponenjiale, precum st
alte citeva nofiuni care figureazd in
programi la ecuaiile diferentiale. In
ceea ce priveste calculul numeric, cel
de al doilea volum comfine un capitol
care trateazd maginile de calcul de
birow a cdror folosire se gemerali-
zeazd in prezent. In scopul de a usura
Jfolosirea lor am prezentat in acest
capitol citeva nofiuni succinte cu pri-
vire la algoritmii de calcul §i la infoc-
mirea programelor.



Conceput intr-un spivit cu desdvirsire
modern, acest curs de Analizd respectd
in acelagi timp aspectul de tramzifie
al programei. El pune la indemina
elevilor multe materiale, cu condifia
ca profesorul sd ghideze §i sd orienteze
pe fiecare elev dupd posibilititile lus.
In particular, cind este vorba de un

elev mai slab, este mecesar ca el sd
infeleagd cd esemfialul este de a cu-

- noagte moftunile fundamentale date
pentru tofi §1 cd anwumite dezvoltdri
sint destinate numas elevilor mas buni.
In aceastd privintd, printre exercifiile

foarte mumeroase propuse, unele per-
mit sd se prelungeascd mofiunile do-
bindite st sd se intrevadd teorii pe care
le vor intilni aceia dinire ei care vor
urma studii superioare (fopologie, dez-
voltdr: in serie, funciiv circulare i hi-
perbolice inverse eic.).

Sperdm cé, asa cum aw fdcut-o §i
pind acum, colegii nostri vor binevor
sd me trimitd observafiile §i sugestiile
lor. Le vom primi cu recunostisnjd s¢
le mulfumim anticipat.

AUTORII



MATEMATICA/CLASE TERMINALE

PROGRAME NOI
Decretul din 14 Mai 1971

SECTIUNEA A
PARTE OBLIGATORIE

Functii exponentiale si logaritmice

I. Recapitularea notiunilor relative la continui-
tate, la limite, la derivata unei functii reale de o
variabild reald. Derivata unei func{ii compuse.
Se va admite f4rd demonstratie ci dac# o functie
numericd este derivabili pe un interval §i daci
derivata ei este pozitivi sau nuli pe acest
interval, atunci ea este cresciitoare in sens larg
pe acest interval §i ci imaginea unui interval
este tot un interval.

Interpretarea geometrici a derivatei.
Aplicatii la studiul §i la reprezentarea grafici
a citorva funcfil simple (numai pe exemple
numerice).

Functia x w>a? (n € Z).

(Nu se va cere candidatilor la bacalaureat si
demonstreze direct continuitatea unei functii
sau si caute direct o limiti; se va mdirgini
la folosirea teoremelor gemerale, enuntate firi
demonstratie, cu privire la limitele sumelor,
produselor, citurilor de functii).

II. 1. Exemple, din stiin{ele umane §i naturale,
de funcfii a cidror crestere pe orice interval
[#, # + 1), pentru orice / dat, este proporfionald
cu valoarea funcfiei in punctul x.

2. Studiul sirurilor n >f(n) astfel incit
Jn + 1) — f(n) = kf(n), n €N, calculul lui
J(n), monotonia lui f; limita lui f cind » tinde
spre +co.

3. Se va admite existenta, pentru orice a real
strict pozitiv, a wunei unice functii continue
i derivabile f,;, definiti pe R astfel incit pentru
orice pereche de numere reale (#, y) si avem
Ja(# + 3) = fa(#)fa(¥) §i fa(l) = a. Calculul lui
Jfa(#) pentru x € Z si ¥ € Q.

(Se va putea admite existen{a unei rdd#cini
de ordin # pentru orice numir real pozitiv si
pentru orice numiir intreg pozitiv ».)
Calculul Ini f3(#) in functie de fz(0).
Notatia a* (functia exponentiald de bazi a),
proprietitile exponentilor: (ab)¢ = ab¢, (ab)® =
= ab, Semnul §i momnotonia lul f,, limita lui
fa cind # tinde spre +o0.

4. Numirul e. Notatiile exp » §i e*. Funcfia
x+>exp # va fi consideratd printre functiile
exponentiale datoriti faptului cd derivata ei
este 1 pentru » = 0.

Ecuatii diferentiale de forma y’ = &y.

5. Functia inversi a functiei ¥ —»a®. Notatia
Log a. Logaritmii zecimali §i neperieni, notatiile
Log sau In; functia % = e* 985,

Folosirea tabelelor §i a riglei de calcul.

6. Reprezentarea grafici a functiilor exponen-
tiale si logaritmice.

G’
7. Studiul functiilor » — = pentru »# € N,
x

a> 1. Se va enunta rezultatul cu privire la
limita acestor functii cind » tinde spre -+-c0.
(Orice demonstratie este in afara programei.)
Aplicatie la functiile logaritmice.

PROGRAMA COMPLEMENTARA

Calculul probabilititilor

Spatii probabilistice finite (Q, & (Q), p). Exem-
ple (plecind de la m3sluirea sau nu a zarurilor,
a cirfilor, a urnelos,...).

Variabili aleatoare numericj ; evenimente lega-
te de o variabils aleatoare X (de exemplu pir-
tile lui Q astfel incit X(0) = 4, sau X(0) < a
pentru a dat); densitate discretd; functia de
repartitie, cregtere; speran{i matematici (sau
valoarea medie) §i varianta umei variatii alea-
toare. Probabilitatea conditionald a unui eveni-
ment in raport cu un eveniment de probabili-
tate nenuld. Produs de spatii probabilistice
finite; exemple.

SECTIUNEA B

»Rubricele programei au o ordine de enumerare.

. Aceasti ordine exprimi uneorl un exemplu

din care profesorii s-ar putea inspira, §i nici-
decum ceva obligatoriu; este, de exemplu,
posibil de a permuta I.1 cu 2 (nofiunile de
continuitate si de limitd) ete...”

I Studiul functiilor numerice de o
variabild reald

1. Notiunea de continuitate (intr-un punct, pe
un interval).

Definitii, 14murite prin numeroase exemple gi
contra-exemple. Enuntul proprietétilor functii-
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lor continue (se vor admite teoremele cu pri-
vire la suma, produsul, citul acestor functii;
se va admite ci imaginea unui interval printr-o
funciie continui este un interval).

Functia inversi a unei func{ii continue strict
monotone pe un interval. Exemple.

2. Notiunea de limiti.

Definitii, 1imurite prin numeroase exemple §i
contra-exemple. Se va arita unicitatea limitei
gl se vor admite teoremele cu privire la limita
unei sume, produs, cit.

Cazuri particulare de siruri.

3. Notiunea de derivati.

Revederea programei anului I B,

Derivata intr-un punct a functiei compuse din
dous functii derivabile; a functiei inverse a
unei functii derivabile strict monotone.

Se va admite ¢4 dac} o functie numeric admite
o derivati pozitivi sau nuli pe un interval,
ea este crescitoare (in sens larg) pe acest inter-
val. '

Studiul sensului de variatie a unei functii deri-
vabile cu ajutorul semnului derivatei ei.

Exemple de reprezentare grafici de functii
derivabile pe intervale (se vor evita exemplele
care reprezinti dificultdti tehnice).

II. Calcul integral

1. Suma Riemann a unei functii numerice f de
o variabild reald definiti pe un interval inchis
mirginit [a, b]. Se va admite ci dacd f este
continui sau mor;otoni pe portiuni, existi un

numir real unic S f(#) 4 de care sumele lui Rie-

a
mann se apropie oricit cind lungimea celui
&ma.i :}are interval de subdiviziune este suficient
e cd.

2. Propriettile de linearitate ale integralei unei
functli continue sau monotone pe portiuni,
pe un interval inchis mairginit. Media wunei
asemenea functii. Legitura cu derivata dacd
func{ia este continui. Primitiva unei functii
iontinue, mul{imea primitivelor;

S f(¢)at = F(b) — Fl(a), f fiind continui pe [a, b]

a

si admitind pe F ca primitivi. Calculul primitive-
lor in cazuri simple; integrarea prin pérfi.
3. Se vor enunta, firi demonstratie, proprie-
titile ariilor a c#ror existen{d este admisi
(aditivitatea, unitatea de arie).

Aplicarea calculului integral la evaluarea ariei
partii lui R X R definitd prin a< 2 < b,
0 < y < f(»), f fiind o functie pozitivd, mono-
ton# pe portiuni, apoi o functie pozitivi con-
tinui.

Extensie la b < a §i la o functie negativi.

egalitatea .

IIL. Functii elementare

Va fi necesar si se repartizeze diferitele rubrici
ale acestui capitol in mai multe perioade ale
anului, pentru a putea fi studiate in legiturd
cu titlurile I ¢i II.
1. Punctiile x —> 2% (n € Z); derivate, primi-
tive, reprezentare grafici.
2. Functiile x = (# > 0, r € Q);
primitive,
3, Siruri aritmetice §i geometrice. Suma primi-
lor n termeni.
4, Punctii circulare (recapitulare); deriva-
tele gi primitivele lui % ~»cos(ax 4 b) si
%z ~»sin(ax + b).
5. Logaritmul neperian (notafia Log)

x

Lo x—-Sy(x>0)
g —-lt .

derivate,

Limita, cind variabila pozitivi x tinde spre

Log »
infinit, a Ini Log # §i a lni —2—
X.

Limita, cind » tinde spre 0, a lui » Log ». Repre-

zentarea grafici.

6. Functia exponentiald (notatia exp).

Proprietiti; derivatd; reprezemtarea graficd;
x

numirul e; notatia e*; limita lui < cind  »
x

tinde spre +-o0.

7. Alte funcii logaritmice i exponentiale,
Relatii intre functiile exponentiale §i logarit-
mice de bazi & §i acelea de bazid e.

IV. Statistic#t gi probabilititi

Revederea programei anului I B.

SECTIUNEAYD

a) Paragrafele marcate cu o stelutd nu pot face
obiectul chestinnilor la cursuri, pentru lucririle
scrise sau orale, nici nu pot fi folosite, in mate-
matici, cu ocazia unei probleme sau exercitiu,
la scris sau la oral, la bacalaureat.

b) Rubricele programei au o ordine de enume-
rare. Aceastd ordine exprimi uneori un exem-
plu din care profesorii s-ar putea inspira, i
nicidecum ceva obligatoriu; de exemplu, este
la alegere de a da in 1.3 o alti introducere a
numerelor complexe, de a permuta pe IL1 cu
2 (notiunea de continuitate §i de limitd) etc...
¢) Ori de cite ori se va ivi ocazia, se va pune in
eviden{i, pe exemplele studiate in diferitele
capitole, structurile de grup, subgrup, inel,
corp, spatin vectorial.



I. Numere reale; calcul numeric;
numere complexe

1. Insugirea (fir# demonstratie) a proprietitilor
Jui R: este un corp comutativ total ordonat
(recapitulare) ; orice parte nevidi majoratd
admite un cel mai mic majorant ; orice interval
din R care contine mai mult de un punct con-
tine un numér rational.

2. Valorile zecimale aproximative cu aproxima-
tie de 10—", prin lips# i prin adaos ale unui
numir real.

Reprezentarea unui numir real printr-un sir
zecimal nelimitat (studiul periodicitéi{ii nu este
in programi). Valorile aproximative ale unui
numér real, incadrare, eroare absolutd si
relativi.

Valorile aproximative ale unei sume, ale unei
diferente, ale unui produs, ale unui cit de numere
reale ale ciror valori aproximative se cumnosc.
Vor fi ficute numeroase exercitii de calcul
numeric cu ocazia studiului functiilor uzuale
si cu ocazia problemelor, pentru a pune in
practici notiunile de valori ‘aproximative, de
incadrare, de ordin de mirime al unui rezultat,
de eroare (cf. IV. 8).

3. Adunarea si inmulfirea matricilor 2 X 2
inzestreazd multimea C a matricilor cu coefici-

enti reali, de forma cu o structuri

de corp comutativ. Identificarea lui R ca un
a 0]
subcorp al lui C prin aplicatia a -—>(o a} ;

C este un spatiu vectorial de dimensiune 2 pe R.
Notatia a - bi; numir complex; numere
complexe conjugate; modulul unul numir
complex.

4. Homomorfismul 0 al Iui R pe grupul multi-
plicativ al numerelor complexe de modul 1
(a se revedea cursul de anul I); forma tri-
gonometrici a unui numir complex nenul:
r(cos ¥ + isin #) cu >0 si x € R; argumen-
tul unui asemenea numdir (clasa numerelor x
sau, prin abuz de limbaj, unul din ele).
Caleulul Iui cos #x si al lui sin nx (¥ @ R,
n =2, 8, 4) §i linearitatea polinoamelor trigo-
nometrice.

Existenta si reprezentarea geometrici a rddi-
cinilor de ordinul # ale unui numir complex
(n < 4).

5. Rezolvarea ecuatiilor de gradul I gi de gradul
II cu coeficienti complecsi; caleulul périlor
reale §i imaginare ale ri#dicinilor; cazul coe-
ficlentilor reali.

II. Calcul diferential

1. Functii numerice de o variabili reald: con-
tinuitate. Continuitatea ,,intr-un punct”; con-
tinuitatea pe un interval; sumi, produs, cit

de functii continue ; continuitatea functiei com-
pu;e a doud functii continue (fir% demonstra-
tie).

Se va admite fird demonstratie urmitoarea
teoremii: ,,daci o funcfie este continui pe un
interval, imaginea prin functia considerati a
acestui interval este un interval. ’’ Aplicatie
la o funcfie continui i strict momnotoni pe
un interval: existenta functiei inverse; mono-
tonia si continuitatea acestei functii (se va
admite continuitatea).

2. Functii numerice de o variabili real¥:
limite.

Limita unei functii atunci cind variabila tinde
spre un numdr real dat, spre infinit, Unicitatea.
Cazuri particulare de giruri.

Limita unei sume, a unui produs, a unui cit
(fard demonstratie).

3. Func{ii numerice de o variabili reald:
derivata. Revederea programei anului I D:
functia lineari tangentd intr-un punct la o
functie datdi; notatia diferentiald; derivata in
acest punct.

Functia derivati; derivata unei sume, a unui
produs, a unui cit de func{ii derivabile. Inter-
pretarea geometrici a derivatei (reper car-
tezian); ecuatia tangentei.

Definitia derivatelor succesive.

Derivata intr-un punct a funcfiei compuse a
doud functii derivabile.

Derivata intr-un punct a inversei unei functii
derivabile §i strict monotone.

Se va admite fird demonstratie ci dacd o func-
tie numericd este derivabili pe un interval gi
dacii derivata ei este pozitivd sau nuld ea este
cresciitoare in sens larg pe acest interval
Compararea a dou# functil care au aceeagi
functie derivati pe un interval.

Studiul sensului de variatie al unei functii
derivabile cu ajutorul semnului derivatei ei.
Reprezentarea grafici.

4. Functii vectoriale de o variabili reals.
Aplicatia unei pir{i a Ini R intr-un spatin vec-
torial euclidian de dimensiune finita.
Continuitatea intr-un punct ; limita unei functii
cind variabila tinde spre un numir real dat,
spre infinit,

Derivata intr-un punct; dacl spatiul vectorial
este raportat la o bazi, coordonatele, in aceasti
bazd, ale derivatei; functia derivati.
Derivata unei sume de functli vectoriale deri-
vabile, a produsului unei functii vectoriale
ilaerivabile printr-o functie numeric derivabi-

Derivata produsului scalar a doulf functii vec-
toriale derivabile,

Aplicatie la determinarea tangentelor. Exemple.
§. Cinematica punctului.

Miscarea unui punct : aplicatia unui interval din
R intr-un spafiu afin euclidian. Traiectorie.
Vectorul vitez3 la un moment dat. Fiind ales
un reper, coordonatele vectorului vitezi in
acest reper. Norma vectorului vitezi.



Vectorul acceleratie la un moment dat. Fiind
ales un reper, coordonatele vectorului accele-
ratie in acest reper.

Studiul migckrilor circulare (viteza unghiulard) ;
studinl migciirilor helicoidale uniforme.

III. Calcul integral

1. Definitia sumelor lui Riemann ale unei
functii numerice de o variabili reali pe un
interval inchis, mirginit. Existenta iz;tegra-

lei pentru o functie monoton#; notatia S f(nae;

a
primele proprietd{i. Se va admite ci aceste
propriet3ti. se extind la functii continue sau
monotone pe portiuni.

Media unei asemenea functii pe un interval
inchis, mirginit.

Legitura cu derivata in punctele in care functia
este continui.

Primitive; multimea primitivelor; egalitatea

b
(s = Fo) - Fa

S fiind continui pe [a, b] §i admitind pe F ca
primitivi.

Calcul de primitive; integrarea prin pirti.

2. Se vor enunta firi demonmstratie proprie-
titile ariilor a céror existentd este admis}
(aditivitatea, unitatea de arie,....).
Aplicarea calculului integral la evaluarea ariei
partii Ini R X R definiti prin:

agsx<b 0<y<fla)

f fiind o functie pozitivi, monoton pe portinni,
apoi o functie pozitivd continui.

Extensia la b < a gi 1a o functie negativi.
3*. Aplicatii geometrice, mecanice, fizice ete...
(calcul de volume, mase, momente de inertie;
viteza ¢l distanta parcursi; intemsitatea si
cantit?tea de electricitate; putere §i energie
ete...).

Valoarea eficace a2 unui fenomen periodic.

IV. Exemple de functii de o variabilit
reald

Anumite rezultate din acest capitol, deja

cunoscute elevilor, vor putea s# ilustreze capi-

tolele precedente; va fi necesar si se reparti-

zeze diferitele rubrici ale acestui capitol intre

mai multe momente ale anunlui.

1l:i. innctia 2 v>2" (n € Z); derivatd; primi-
v
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2. Funclia 2> 27(r € Q; #»> 0); derivatd;
primitivd.

3. Siruri aritmetice §i geometrice. Suma primi-
lor # termeni.

4. Functii circulare; derivate (recapitulare);
derivate §i primitive ale lni » ~>cos (ax 4 b)
si x# —>sin (ax + B).

5. Logaritm neperian (notatia Log)

x
da:

Log # = S—t-(x> 0).
1
Log=x
z

tivd » tinde spre infinit.

Limita lui # Log # cind » tinde spre 0. Repre-
zentarea grafica.

6. Func{ia exponentiald (notatia exp).
Proprietd{i; derivata; reprezentarea grafici;

Limita lui Log » gi , cind variabila pozi-

numirul e; notatia e*; limita lui — cind =#
x

tinde spre 4 o00.

7. Alte functii logaritmice i exponentiale,
Relatii intre functiile logaritmice gi exponentiale
de bazi a si cele de bazi e.

Notatia el* pentru a desemna cos # + i sin z;
o fiind o constant# reald, derivata functiei

7 =>OF,

Observatie: Studiul de exemple de functii

compuse de tip logaritmic sau exponential

va fi strict limitat la cazurile in care apar inter-

valele pe care derivata p#streazi un semn

constant gi in care nedeterminirile ce trebuie

inldturate sint numai acelea care au fost enu-

merate mai sus.

8. Caleul numeric,

Folosirea riglei de caleul;

Folosirea tabelelor; practica interpolirii linia-

re, Tabele de logaritmi.

Intrebuintarea maginilor de calcul de birou.

9*. Ecuatli diferentiale.

Ciutarea functiilor de variabild reald » o dat}

&u de doud ori derivabile care verifici ecna-
e:

Y =ay,a fiind o constanti reals,

9’ 4+ 0¥ =0, o fiind o constanti reali ne-

nuld (se va admite ci solutiile formeazi un

spatin vectorial de dimensiune 2).

V. Elemente de algebri liniard

1. Geometria vectoriali: .

a) revederea capitolului IV din anul I D.

b) se va admite c# spatiul euclidian real este
orientabil; produsul vectorial a doi vectori
din spatiul euclidian orientat de dimensiune 3.
2. Baricentrn intr-un spatiu afin. Reper afin.
Reducerea, in cazul euclidian, a lui :

f(M) = aM A3 4 bMB® + cMC?,



8. Interpretarea geometrici a unei aplicafii
zv>az + b(a, b numere complexe, a # 0),
dupi identificarea planului cu corpul numere-
lor complexe, datoritd alegerii unui reper orto-
normat; grupul _aseminirilor directe ale
planului,

VI. Probabilitifi pe o mulfime finiti;
statisticid

1. Spatii probabilistice finite (Q, &(Q).p).
Aplicatii misurabile (sau variubile aleatoare):
Probabilitatea imagine; functia de repartitie
a unei variabile aleatoare reale.

Perechi de wvariabile aleatoare reale, legea
perechii. ILegi marginale. Pereche indepen-
dents. Sistem de # variabile aleatoare inde-
pendente.

2. Valoarea medie a unei variabile aleatoare cu
valori in R sau R2

Valoarea medie a sumei a doud variabile alea-
toare reale ale unei perechi, a produsului in
cazul umnei perechi independente.

Dispersia, abaterea medie a unei variabile alea-
toare reale.

3. Inegalitatea lui Bienaymé-Cebisev. Experien-
te repetate, legea slabi a numerelor mari.

4. Descrierea statisticd a unel populatii san a
unui esantion (revederea programei de statis-
tici din anul I D, titlul VII—1°; exercifii
‘practice din aceastid programi: calcul de coe-
ficlenti de corelatie)

TERMINALA C SI E (PREAMBUL)

a) Paragrafele marcate cu o steluf nu pot face
obiectul la cursuri, pentrn lucririle scrise sau
orale, nici nu pot fi folosite, in matematici, cu
ocazia unei probleme sau exercitiu, la scris sau
la oral, la bacalaureat.

SECTIUNEA C

b) Rubricele programei au o ordine de enume-
rare. Aceasti ordine este uneori un indreptar
din care profesorii s-ar putea inspira, §i nici-
decum ceva obligatoriu; este la alegere, de
exemplu, si se permute in I.3 cele trei ali-
neate care privesc numerele intregi, III.1 gi
2 (notiunile de continuitate gi de limitd), si
se dea in II.3 o altd introducere a numere-
lor complexe etc....

SECTIUNEA E

b) Rubricile programei au o ordine de enu-
merare. Aceastd ordine este uneori un indrep-
tar din care profesorii s-ar putea inspira, i
nicidecum ceva obligatoriu; este la alegere,
de exemplu, si se dea in II. 3 o altd intro-
ducere a numerelor complexe, si se permute
in IIT 1 cu 2 (notiunile de continuitate i de
limit#) etc.

c) Ori de cite ori se va ivi ocazia, se va pune in
evidentd, pe baza exemplelor studiate in dife-
ritele capitole, structurile de grup, subgrup,
inel, corp, spatiu vectorial, precum $i izomor-
fismele, homomorfismele (nucleu), automorfi
mele fintilnite. :

SECTIUNEA C
I. Numere naturale intregi aritmetice

1*, — Enuntul proprietitilor atribuite mulfimii
N a numerelor naturale. Rafionament prin
recurentd. Aplicatii ale lui N intr-o multime
X ; notatia indiciali; exemple.

2. Inelul Z al numerelor intregi ; multiplii unui

-numir intreg notafia #Z.

Congruente modulo % ; inelul Z/nZ ; impirtirea
euclidiani in Z, in N. Principiul sistemelor de
numeratie; bazi; numeratii zecimale §i bi-
nare.

3. a) Numere prime in Z; dac# p este prim,
Z[pZ este un corp.

b) Descompunerea unui numir in factori primi ;
existentd, unicitate.

¢) Cel mai mare divizor comun §i cel mai mic
multiplu comun; numere prime fintre ele;
jdentitatea lui Bézout. (Ordinea lui a), b),
c) este bine infeles, l13sat3 la alegerea profesoru-

SECTIUNEA E
I. Numere intregi naturale aritmetice

Exemple de rationament prin recurenti.
Exemple de folosire a notatiei indiciale.
Principiul sistemelor de numeratie; bazd;
numeratie zecimald §i binard.

SECTIUNEA C SI E

II. Numere reale. Calcul numeric.
Numere complexe

1. Enumerarea (firi demonstratie} a proprie-
titilor lui R: R este un corp comutativ total
ordonat (recapitulare); orice parte nevidi

1



majorats, admite un cel mai mic majorant;
orice interval din R carte confine mai mult
de un punct contine un numdr ra{ional.
2, Valorile zecimale cu aproximatie de 10-7,
prin lipsi si prin adaos, ale unui numir real.
rezentarea unui numdr real printr-un sir
zecimal nelimitat (studiul periodicititii nu este
in programi).
Valorile aproximative ale unui numir real,
fncadrare, eroare absolutd si relativi.
Valorile aproximative ale unel sume, ale unei
diferente, ale unui produs, ale unui cit de
numere reale, ale ciror valori se cunosc cu
aproximatie.
Vor fi ficute numeroase exercifii de calcul
numeric cu ocazia studiului functiilor uzuale
§i cu ocazia problemelor, pentru a pune in
practic noiunile de valori aproximative, de
fncadrare, de ordin de mdrime al unui rezul-
tat, de eroare (cf. V. 8).
3. Adunarea si inmultirea matricelor 2 X 2 in-
zestreazi multimea C a matricelor cu coeficien-

a —b
ti reali, de forma( b cu o structurd de

corp comutativ. Identificarea lui R cu smsub-
a
corp al lui C prin aplicatia a —> (0 a); C

este un spafiu vectorial de dimensiune 2 pe R.
Notatia a + bi; numir complex numere
complexe conjugate; modulul unui numér
complex,

4. Homomorfismul 6 al lui R pe grupul multi-
plicativ al numerelor complexe de modul 1
{(reamintire din anul I); forma trigonometrici
a unui numir complex nenul: r(cos x 4 isin x)
cur > 0si # € R; argumentul unui asemenea
numir (clasa numerelor # sau, prin abuz de
limbaj, unul dintre ele). Calculul Iui cos nx
si al lui sin #2(r € R, n =2, 3, 4) §i liniari-
zarea polinoamelor trigonometrice.

Existenta §l reprezentarea geometrici a ri#di-
cinilor de ordinul # ale unui numir complex,
5. Rezolvarea ecuatiilor de gradul I i de gradul
IT cu coeficien{i complecgi; calculul parfilor
reale si imaginare ale riddicinilor; cazul coe-
ficienfilor reali. - )

II1. Calcul diferential

1. Functii numerice de o variabild realdi: con-
tinuitate. Continuitatea ,,intr-un punct”; con-
tinuitatea pe un interval; sum, produs, cit,
de functii continue; continuitatea functiei
compuse a doud functii continue (fird demon-
stratie).

Se va admite firi demonstraiie urmiitoarea
teoremd : ,,daci o functie este continui pe un
interval, imaginea prin functia considerat, a
acestul interval, este un interval”. Aplicafie
‘1a o funcfie continui si strict monotoni pe un
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interval ; existenta functiei inverse ; monotonia
si continuitatea acestel functii (se va admite
continuitatea).

2. Functii numerice de o variabild reald: limi-
te. Limita unei functii cind variabila tinde spre
un numir real dat, spre infinit. Unicitate. Caz
particular de girurd,

Limita unel sume, a unui produs, a unui cit
(fdrd demonstratie).

3. Punctii numerice de o variabild reald: deri-
varea. Revederea programei din anul I: functia
liniarX tangent} Intr-un punct la o functie dati;
notatia diferentiald; derivata in acest punct.
Punctia derivatd; derivata unei sume, a unui
produs,~a unui cit de functii derivabile,
Interpretarea geometrici a derivatei (reper
cartezian) ; ecuatia tangentei. Definitia deriva-
telor succesive.

Derivata intr-un punct a functiei compuse de
dou# functii derivabile.

Derivata intr-un punct a inversei unei func!;u
derivabile §i strict monotone.

Se va admite fir# demonstrafie ci daci o
functie numerici este derivabili pe un interval
si daci derivata ei este pozitivd sau nuld, ea
este crescitoare in sens larg pe acest interval.
Compararea a dou# functii care aun aceeasi
functie derivatd pe un interval.

Studiul sensului de variafie a unei functii deri-
vabile cu ajutorul semnului derivatei ei.
Reyrezentarea graficd ; exercifii simple de gisi-
re a asimptotelor.

4, Punctii vectoriale de o variabild reald. .
Aplicatia unei pirti a lui R intr-un spatiu vec-
torial euclidian de dimensiune finita. .
Continuitatea intr-un punct ; limita unei functii
cind variabila tinde spre un numéir real dat,
spre infinit,

Derivata intr-un punct; dacd spafiul vectorial
este raportat la o bazi, coordonatele, in aceastd
bazi, ale derivatei; functia derivatd. Derivata
unei sume de functii vectoriale derivabile, a
produsului unei functii vectoriale derivabile
printr-o functie numerici derivabild.

Derivata produsului scalar a dou# func{ii vec-
toriale derivabile, Aplicatie la determinarea
tangentelor, exemple de conice §i de elice circu-
lare.

5. Cinematica punctului.

Migcarea unui punct: aplicaiia unui interval
din R intr-un spatiu afin euclidian. Traiectorie.
Vectorul-vitezi 1a un moment dat. Fiind ales
un reper, coordonatele vectorului-vitezi in
acest reper. Norma vectorului-vitezi. Vectorul-
acceleratie la un moment dat. Fiind ales.un
reper, coordonatele vectornlui-acceleraie in
acest reper. Studiul migc#irilor circulare (viteza
unghiulard) ; studinl migcirilor helicoidale uni-
forme.



IV. Calcul integral

1. Definitia sumelor Riemann ale unei functii

numerice de o variabili reali pe un interval

tnchis, marginit. Existenta integralei pentru o
b

functie monoton#; notatia S fl)as; primele

a
proprietiti. Se va admite cd aceste proprietéti -

se extind la functii continue sau monotone pe
portiuni.

Media unei asemenea func{ii pe un interval
tnchis, ‘mrginit.

Tegétura cu derivata in punctele in care functia
este continui.

Primitive ; multimea primitivelor; egalitatea

b

| firae = 7o) — Fla

a

f fiind continu# pe [a, b] §i admitind pe F ca
primitivi.

Calcul de primitive; integrare prin pirfi.

2. Se vor enunta, fird demonstratie, proprie-
tafile ariilor a ciror existenti este admisi
(aditivitatea, unitatea de arle,... ).
Aplicarea calcnlului integral la evaluarea ariei
pirtii ni R X R definity prin: e < # < b,
0 <y < fl#)

f fiind o functie pozitivii, monoton# pe portiuni,
apoi o funcfie pozitivd continu#. Extensie la
b < a si la o functie negativi.

SECTIUNEA'C SIIE

3*, Aplicatii geometrice, mecanice, fizice etc...
(calcul de volume, de mase, momente de inertie ;
viteza si distanfa parcursi; intemsitatea si
cantitatea de electricitate; putere gi energie
ete...) . )
Valoarea eficace a unui fenomen periodic.

V. Exemple de functii de o variabili
reali

Anumite rezultate ale acestui capitol, deja
cunoscute elevilor, vor putea sii ilustreze capi-
tolele precedente; va fi cazul si se repartizeze
diferitele rubrici ale acestui capitol intre mai
multe momente ale anului.

1. Funcia » —>2% (» @ Z); derivatd; primi-
tive.

2. Functia # =7 (r = Q; x> 0); derivati;
primitive.

3, Progresii aritmetice §i geometrice. Suma
primilor »n termeni.

4. Functii circulare; derivate (recapitulare);
derivatele §i primitivele Iui x ~>cos (ax + b)
si x »»sin(ax 4+ b).

5. Logaﬂt?u.l neperian (notatia Log §i Inm).
a
Log % = S = (#>0). Limits, cind variabila

1
pozitivd » tinde spre infinit, a lui Log » sl
LO2 % Limita lui # Log # cind # tinde spre 0.

x

Reprezentarea grafici.

6. Functia exponentiald (notatia exp).
Proprietdti; derivati; reprezentarea graficd;
notatia e¥;

e’
Limita lui > cind » tinde spre 4 co.

7. Alte functii logaritmice i exponentiale. Rela-
tii intre functiile logaritmice si exponentiale de
baz# a §i acele de bazi e.

SECTIUNEA C

Definitia lui 2¢ unde « € R; derivata functiel
z > 2%

SECTIUNILE C SI E

* Notatia ef* pentru a desemna cos » -+ i sin #;
o fiind o constant% reali, derivata functiei
x —>ei®s,

Observatie : Studiul functiilor compuse de tip
logaritmic sau exponential va fi strict limitat
la cazurile in care sint puse in eviden{i inter-
valele pe care derivata pistreazi semn constant
gi in care nedetermindrile de inliturat sint
numal acelea enumerate mai sus.

SECTIUNEA C

8. Caleul numeric. Folosirea riglei de calcul;
folosirea tabelelor, practica interpoliril liniare,
Tabele de logaritmi. Folosirea maginilor de
calcul de birou.

SECTIUNEA E

9, Caleul numeric. Revederea programelor din
anul II T gi anul I E.

SECTIUNEA C §I E

9* Ecuafii diferentiale. Studiul functiilor nu-
merice, o datd sau de dou# orl derivabile, de
variablli # care verificd ecuatlile: y’ = ay,
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a fiind o constanti reall, 3" + oy =0, o
fiind o constant# reald nenuld (se va admite ci
solufiile formeazd un spafiu vectorial de di-
mensiune 2). .

VI. Elemente de geometrie afinéi si
euclidiani

N.B.: In acest paragraf corpul de bazi este R
5i dimensiunea # este totdeauna egald cu 2 sau
3. O [transformare a unei muljimi E' este
o bijectie a lui E pe ea ins3gi; o aplicatie f a
lui E in ea insdgi este o imvolufie dacd fof
este idemntitate: aceasta este o transformare
a lul E.

1. Suma directd a dous subspatii vectoriale;
subspatii vectoriale suplementare. Aplicatie
linjard a unui spafiu vectorial E intr-un spatin
vectorial F; imagine gi nucleu. Adunarea si
compunerea aplicatiilor liniare. Grup liniar.
Omotetii vectoriale.

2. Baricentru intr-un spatiu afin. Reper afin.
Reducerea in cazul euclidian a Ini:

f(M) = aMAS 4 bMB® + cMC3.

3. Aplicatie afin¥ a unui spatin afin E in el
insugi, aplicatie linjard asociati. Exemple:
proiectie paraleli pe un subspatin afin ; involu-
tii afine, punctele lor fixe; translatii si omo-
tetdi.

4. Aplicatii liniare ale unui spatiu vectorial
euclidian in el insugi, pdstrind norma; trans-
forméiri ortogonale (izometrii vectoriale) grup
ortogonal.

Elemente fixe ale transformirilor ortogonale
involutive (simetrii) in planul vectorial §i in
spafiul vectorial de dimensiune 3. Orientarea
planului vectorial euclidian (recapitulare din
anul I).

Studiul rotatiilor vectoriale din spatiul vectorial
euclidian de dimensiune 3 (prin definitie, o
asemenea rotatie este fie identitatea, fie o
transformare ortogonal, care are ca singure
elemente fixe cele doud drepte vectoriale);
lgmp de rotatii vectorlale; otlentarea spatiu-
ui,

Produs vectorial in spatiul vectorial euclidian
orientat, de dimensiume 8.

5. Definitia unei izometrii a spatiului afin eucli-
dian. Orice izometrie este o bijectie afini.
Grup de izometrii; subgrup de deplasdri.
Simetrii, translatii, rotatii in planul afin eucli-
dian: orice deplasare este de unul din aceste
ultime doud tipuri.

Simetrii, translatii, rotatii, misciri elicoidale
in spatiul afin euclidian de dimensiune 3; se
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va admite ci orice deplasare este de unul din
aceste ultime trei tipuri.

Exemple simple de grupuri de izometrii care
lasi neschimbati o multime dati.

VII. Complemente de geometrie euc-
lidian# plana

1. Unghiul unei perechi de semidrepte vectoriale
(recapitulare din anul I). :
Grupul @ al unghiurilor de semidrepte.
Unghiul unei perechi de drepte vectoriale
(multimea a doul rotatii vectoriale care trans-
form# pe prima in a doua).

Grupul &’ al unghiurilor de drepte,
Homomorfismul canonic & ~@’; nucleul lui.
Izomorfismul lni @’ pe & dedus din homomor-
fismul ¢ ~>a 4 « al lui & pe @’.

Conditia, in cazul unghijurilor de drepte, ca
patru puncte si fie conciclice.

2. Asemiiniiri plane (adicX aplicatii ale planului
in el insugi, piistrind rapoartele de distantd).
Reprezentarea prin formulele 2z’ = az 4 b sau
2’ = az + b atunci cind planul a fost identificat
cu C datoritd alegerii unui reper ortonormat.
Punctele fixe ale asem#nirilor. Grupul asemiini-
rilor planului §i subgrnpuri remarcabile.

SECTIUNEA C

8. Studiul curbelor reprezentate, intr-un reper
ortonormat, prin ecuatii de forma:

az® + by? + 2cx + 2dy + ¢ = 0 (la] + [b] #0).

Diferitele forme ale acestor curbe; existenta
axelor sau a centrelor de simetrie, a asimptote-
lor ; ecuatii reduse ; existenta tangentei. Elipsa,
hipetbola, parabola definite prin proprietitile
puntelor lor care fac s# intervini focarele gi
directoarele (proprietiitile tangentelor la conice
sint in afara programei).

Ecuatia hiperbolei raportats la asimptotele ei.

SECTIUNEA E

3. Studiul curbelor reprezentate, intr-un reper
ortonormat, prin ecuatii de forma:

az® + by* + 2cx+4-2dy 4 ¢ = 0(la| + [b] # 0).

Diferite forme ale acestor curbe; existenta
axelor sau a centrelor de simetrie, a asimptote-
lor. Ecuatii reduse: elipsa, hiperbola, para-
bola.

Existenta tangentei. Lcuafia hiperbolei rapor-
tati la asimptotele ei.



4. Geometrie descriptivi. Chestiunile enume-
rate mai jos vor fi avantajos studiate in legi-
turi cu cursul de geometrie din aceastd clasd
gi din clasa anterioari; ele vor servi util la
ilustrarea acestuia.

Rotatia in jurul unei axe verticale sau de sprijin.
Rabaterea unui plan orizontal sau froutal.
Distanta a doud puncte, a unui punct la o
dreaptd, a unui punct la un plan; unghiul a
doui drepte. '

Proiectia 7Tunud cere: epura.

Reprezentarea unul cilindru de revolutie, a
unui con de revolutie a cirui bazl circulardi
este planul orizontal de proiectle. Constructia
prin puncte si tangente a proiectiel orizontale
(respectiv frontale) a intersectiei unei asemenea
suprafete printr-un plan de sprijin (respectiv
vertical).

Reprezentarea elicei circulare drepte trasatd
pe un cilindru de revolutie de axd verticald.

SECTIUNEA C SI E

VIII. Probabilitdti pe o mulf{ime
‘ finitd

1. Spatii probabilistice finite (Q, & (Q), 2).
Aplicatii m¥surabile (sau variabile aleatoare):
probabilitatea imagine, functia de repartitie
a unei vriabile aleatoare reale.

Pereche de variabile aleatoare reale, legea
perechii. Legi marginale.

Pereche independenti. Sistem de # variabile
aleatoare independente.

2. Valoarea medie a unei variabile aleatoare cu
valori in R sau R3. Valoarea medie a sumei a
doud variabile aleatoare reale a unei perechi,
a produsului in cazul unei perechi indepen-
dente. .

3. Inegalitatea lui Bienaymé-Cebisev. Experien~
te repetate; legea slabi a numerelor mari.
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1 FUNCTII NUMERICE
CONTINUITATE

1.1 Submulgimi ale lui R

1.2 Functii numerice de o variabilé reald

1.3 Siruri numerice

1.4 Imagini de submultimi ale lui R

1.5 Funcfii continue intr-un punct

1.6 Operatii cu functiile continue Entr-un punct

1.7 Continuitate pe o submulfime

1.8 Funcfia inversd a unei funcfii continue $i strict monotone pe un interval
1.9 Aplicatie la funcpiile radicali. Exponeny; ragionali

1.1 SUBMULTIMI ALE LUI R

1.1.1 Intervale deschise, intervale inchise

Multimea R a numerelor reale, studiati de altfel (Algebri, Numere reale,
calcul numeric, numere complexe, capitolul 1), este un corp comutativ total
ordonat in care orice parte nevidi si majorati admite un cel mai mic majo-
rant. O parte a lui R majoratd i minorati se spune ci este mdrginitd. in
Plus, aplicatia d de la R X R la R+, definiti prin:

iz, y) = |y — x|,

este o distanta.

DEFINITIA / Orieare ar fi numerele reale « si 5, intervalul deschis Ja,b[ este
1 mulfimea numerelor reale cuprinse striet intre a si & (in sensul
relatiei de ordine totald definiti pe R).

Vea Veolab[={x;x<Rsia<zx<b}.

DEFINITIA | Oricare ar fi numerele reale a si b, intervalul inchis [z, 5] este
" 2 mulfimea numerelor reale cuprinse intre 2 §i » (in sensul relatiei
de ordine totald definiti pe R).

Vg a Veb [2,b] = {x; x <sRsia < x < b).
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Observafie. — Se defineste adesea mulfimea R=RU {—o0, + o} (a se
vedea anul I Algebra, vol. I, Mulfimi, statistici, probabilitdti nr. 6.8.2 sinr.
2.3.1 din acest volum), astfel incit, in particular:

Vr2 < 4+ si x> —0
Asa ci avem si urmitoarele notatii:
]—, +o[ =R;

interval deschis ]— o, a[={x;2€R §i x<a};
interval inchis ]—oo, @] = {x;x € RLsi x<a};
interval deschis ]Ja, +o[={x; x €R §i x> a};
interval inchis [q4 +o[={x; xR §i x> a}.

Aceste intervale nu sint mérginite.

DEFINITIA |/ Fie x, un numir real oarecare §i » un numir real pozitiv. Se
3  numeste interval deschis centrat in x, si de razd r intervalul
deschis ]x, — 7, x, + 7[ (se mai spune buld desehisi de centru
%o §i de razi 7).
DEFINITIA | Fie x, un numir real oarecare §i » un numdr real pozitiv. Se
4  numeste interval inchis centrat in x, 5i de razi » interval ul inehis
[xoé— )r, %o + 7] (se mai spune bul & inchisi de eentru x, si de
razi 7).

Observagie. — Un interval deschis (respectiv inchis) mérginit este o buld des-
chisi (respectiv inchisi) de centru = ';' b si de razi &;—“I .

Vom studia acum mai aminunjit submulfimile lui R pe care le-am definit.
Printre aceste mulfimi, unele se numesc deschise §i altele inchise. Aceasti
distincie, bazati pe diferenta dintre ordinea naturald a lui R §i ordinea stricti
asociatd, este cea pe care o vom studia. S3 considerim, de exemplu, intervalul
inchis [a, b] care confine numerele reale a si b. Orice element x din acest inter-
val este mai mare sau egal cu @ §i mai mic sau egal cu b ; existd un numir din
acest interval, in acest caz este b, astfel incit nici un numér real mai mare ca
b nu aparfine acestui interval. Se pot face observatii aseméinitoare in ceea
ce priveste numirul @ §i numerele reale care sint mai mici ca el. '
S4 considerim acum intervalul deschis ]a, b[ care, de aceastd dati, nu confine
nici numirul ¢ nici numérul 5. Pentru orice numir x, din acest interval deschis,
existd un numir x, cuprins strict intre x, si b. Este suficient, de exemplu,

b S 4 A .
x";' . Se pot face observafii asem#nitoare in ceea ce-l priveste

siseia %, =

pe a.

1.1.2 Deschigii lui R

Intervalul ]a, b[ se spune ci-i deschis in b pentru ci are urmitoarea proprie-
tate:

Viabt %o Jasr¥s %o < %3 < b.
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Daci se noteazi cu 4 diferenfa x, — x,, aceasti proprietate se poate scrie:
Vst %o; e+t b [%0, %o + 4[ < Ja, B[.

Intervalul Ja, b[ se spune ci este deschis cici este deschis in 4 §i in b; avem
deci simultan:

Vst %o; etk [%0.%, + k[ < ]a, b,
Viwst%o; et k ]x%, —k, %] < Ja, b[.
sau, dacd se pune ! = inf (, k):
Viest %05 Jet*l 1% —1 %o+ < Ja, B[
Aceasti proprietate se generalizeazi dindu-se urmitoarea definifie:
DEFINITIE |/ Se numeste deschis al lui R orice submultime A a lui R, astiel
fneit pentru orice element x al Ini A4, existd un numiir real striet
pozitiv / astfel ineit intervalul desehis Jx — 4, x - /[ este conti-
nut in 4.
Fie © multimea deschisilor lui R. Avem:
A0V, Iptrh Jx—h x+h[ 4.

Exemple. L. Orice interval deschis este un deschis al lui R (Observatia nr. 1.1L.1).
II. Mulfimea R este un deschis. Aceasta rezultd imediat din definifie.

HI. Si considerim o submul{ime B a lui R, care nu este un deschis.

Avem atunci:

dpxe; VRt* b 1# — b, x + h[E 4.
Fie, de exemplu, mulf{imea vidi. Ea este definiti prin proprietitile

Vez &0 :
Deci, nu existy numir real care si aparfini mul{imii vide, gi orice proprietate care incepe prin
,existi x element al lui 4, ..." este falsi pentru mul{imea vidd. Proprietatea:

do%,; VEt*S lJx—h 2+ HEO

este deci fals%. Prin urmare, este fals ci mul{imea vidi nu poate fi deschisi. In concluzie: mulfimea
vidd este wn deschis al lui R.

Proprietds

1 Si considerim reuniunea U a unei familii de submulfimi deschise ale lui
R. Pentru orice element x al acestei reuniuni, existi un deschis 4, al familiei
pentru care U este reuniunea, care confine pe x. Prin urmare, existd un numér
real pozitiv nenul % astfel incit intervalul ]Jx — A, x -+ A[ este conjinut in 4.
Intervalul deschis ]x — %, ¥ + A[ fiind confinut in 4 si A4 fiind confinut in U,
intervalul deschis ]x — %, % + A[ este inclus in U. Aceasta fiind adeviratd
pentru orice numir real x, element al lui U, conchidem :

P, Orice reuniune de mul{imi deschise ale lni R este o0 mul{ime des-
chisii a Iui R. - :
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2 Fie doi deschisi 4 si B ai lui R si fie J intersectia lor,

a) Daci I este vid3, I este un deschis al lui R, fiindcs mulfimea vidi este un
deschis al lui R (Exemplul III).

b) Dacd I nu este vidi, fie un element oarecare x al lui I ; % este simultan
element al lui 4 §i al lui B; prin urmare:

e+ k Ix—h x4+ k[ < 4,
Jrt* k J*—k x4+ k[ < B.
Fie / cel mai mic dintre numerele 4 i k. Avem:
I =inf(h, k);
Ix—=4L x+i[cle—h x4+ k[ c A4,
Ix—,L x4+ <c)lx—k x4+ k[ < B.

Am gisit deci un numir J, real pozitiv menul, astfel ci intervalul deschis
1% —1, % + I este inclus simultan in 4 siin B §i deci in J. Cum aceasta
este adeviiratd pentru orice element x al lui I, am aritat ci:

Vi%;  Jotol Ix—0 x+1[ <I;
I este deci un deschis al lui R si se poate conchide :

P, Interseefia a doud mulfimi deschise ale lui R este o mul{ime
deschiséi a Iui R.

Exemple. I Reuniunea a doui intervale deschise este o mulfime deschisi a lui R:

a) 1-1L3[ U 13,4[ =)—1,4[—{3} este un deschis;
b) J—o0, —1[U]—2, 40 = R este un deschis,

IL. Reuniunea oricliror intervale deschise de forma Jn — 1, n[ este o multime deschisi a lui R.
Aceastd reuniune este mulfimea R — Z care este deci un deschis al lui R.
I Intersectia a doud intervale deschise este o mulfime deschisi (eventual mulfimea vidi):

1-13[n J0,4[ = 10,3(.

Observagii. — 1 Submultimile Iui R de forma [@, + oof sint in mod necesar
semideschise la dreapta.

2 Intersectia unei infiniti{i de mulfimi deschise ale lui R nu este in mod
necesar o mulfime deschisi a Iui R (a se vedea exercifiul nr. 1.1).

1.1.3 inchisi ai lui R

Ne vom baza studiul inchigilor lui R pe observatia conform céreia complemen-
tara in R a unui interval inchis in punctul 5 este o mulfime deschisi in
punctul &:

A=1[ad]; A=]—oo, a[U]b +oof.
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DEFINITIE | Se numeste inchis al lui R orice submultime B a Iui R a cirei
‘ complementari in R este o submultime deschisi a lui R.

Fie § mulfimea inchisilor lui R. Avem:
B eF CRB [ @.

Exempls. I, Orice interval inchis [q, b] este un inchis al lniR clici mulfimea ]—o0, a[U 15, +o0f
este un deschis al lui R, ca reuniune de doi deschigi ai lui R.

II. Mulfimea vid% este deschisi (nr. 1.1.2); in consecinti, mul{imea R este inchisi.

IIl. Multimea R este deschis3 (ur. 1.1.2); in consecin{3, mulfimea vidd este inchisi.

IV. R — Z fiind un deschis al lui R, Z este un inchis al lui R.

Observafii. — 1 Multimile R si @ sint singurele care sint simultan deschise
si inchise in R:
Fno={R, g}

2 Existd submulfimi ale lui R care nu sint nici inchise nici deschise:

FUO %2 (R).

Proprietits

1 Complementara reuniunii a doi inchisi ai lui R fiind intersecfia a doi deschisi,
rezultd cd:
P! Reuniunea a dou# mulfimi inchise ale lui R7este un inchis al lui R.

2 Complementara intersectiei unei familii de inchisi din R fiind reuniunea
unei familii de deschisi din R, rezultd ci:

P; Orice intersectie de mulf{imi inchise din R este un inchis din R.

Exempls. 1. Intersectia a doud intervale inchise din R este o multime inchis# din R:

a) [—1,3] 0 [3, 4] = {3} este un inchis al lui R;
b) J—0, —11n [—2, +00[=[—2, —1] este un inchis al lui R;
¢) [—1, +21 n [+4, +co[ =@ este un inchis al lui R.

1 1 :
II. Intersectia tuturor intervalelor inchise de forma[— — —] , unde % este un numiir natural
n n

nenul, este mul{imea inchisi {0}.
I{I. Reuniunea a dou} intervale inchise din R este o multime inchisi a lui R:

a) 1—c0, +3] U [—2, +oo[ =R este un inchis al lui R;
b) [—2 431U [—1, +5) = [—2, +5] este un inchis al lui R.

Observagie. — Reuniunea unei infinitifi de mul{imi inchise ale lui R nu este
in mod necesar o mulfime inchisi a lui R (a se vedea exercifiul nr. 1.2). Reamin-
tim de asemenea la aceasti chestiune ci R satisface axioma intervalelor inchise
imbucate.
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1.1.4 Topologii pe R

Existd doud familii importante de submultimi de numere reale:
familia © a deschisilor lui R,
familia § a inchisilor lui R;

O si & sint submulfimi ale Iui 2(R).

O={4;AcRsi A deschis al lui R}.‘ §={B; B<Rysi B inchis al lui R}

Reuniunea elementelor din @ este un | Intersectia elementelor din & este
element din &. un element din &.

Intersectia a doud elemente din © este | Reuniunea a doud elemente din &
un element din &, este un element din §.

onfF={R G}

DEFINITIE | Fie o multime E. Se spune ci s-a definit o topolegie t pe E daci
s-a definit o familie Q de pary ale lui £ astfel eii:
0,.Orice reuniune de mul{imi care apartin lui Q apartine i Q.
0, Intersectia a doud multimi din ¢, apartine lui Q.
Elementele lui Q sint atunei deschisii topologiei .
(E, 7) este un spatiu topologic si elementeje fui E se numese punete.

Observatie. — Din proprietitile 0, si 0y ale familiei Q rezulti ci E §i multi-
mea vidd sint deschisii oricarei topologii + pe E. Mulfimea R este inzestrati
cu o topologie 7, cu ajutorul familiei © intilnitd in aceastd sectiune. Aceastd
topologie se sprijind pe distanta in R (definifia unui deschis face si intervini
bulele deschise) §i cu toate ci se pot defini alte topologii pe R, nu vom vorbi
de aci inainte decit de aceastd topologie 7, in ceea ce priveste topologiile pe R.

1.1.5 Vecinataiile unui numdr real. Definitie

Studiul a numeroase chestiuni matematice necesiti codificarea nofiunii de
vecindlate.

Intuitiv, o vecinitate a unui punct x, din R este o submulfime din R care
confine pe x, si punctele vecine cu x,. Aceasti notfiune este precizati prin
urmétoarea definitie:

DEFINITIA / Se numeste veciniitate a unui punet x, din R orice submultime
1 V din R care contine o mul{ime deschisi care contine pe x,.
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Un deschis care contine pe x, confine in mod necesar un interval deschis care
contine pe %, (nr. 1.1.2). Deci o vecinitate a lui x, confine un interval deschis
care confine pe =x,.

Pe de altd parte, un interval deschis este o mulfime deschisi (nr. 1.1.2, Exem-
plul I); deci, o mulfime care confine un interval deschis care confine pe x,
este o vecindtate a lui x,.

PROPRIETATE |/ O submulfime V' din R este o veciniitate a numa‘iruil‘li real
%o daed si numai daedl V contine un interval deschis care contine pe
%o o

Observagis. — 1 O vecindtate a lui x, confine pe %,

2 Rezultd din definifia unui interval deschis al lui R ci o submulfime A4 diri R
este deschisi daci gi numai dacd A4 este vecinitate a oriciruia din punctele
sale,

Ezxemple. L. Intervalul [—3, 8[ este o vecinitate a lui 4.
IL. Intervalul ]—3, 4] nu este o vecinitate a lui 4.

Printre vecinititile unui punct x,, sint unele care pot fi definite prin indicarea
unui numir 5:

Intervalele deschise ]x, — 4, %, 4 k[ sint, pentru orice numir real % nenul,
vecinititi ale punctului x,.

DEFINITIA / Se numeste veciniitate centratdi a lui x,, de razd %, intervalul
2 - deschis ]Jxo— &, %o+ A[.

Avem: x€]xg—h %gF+ A |x — x| <h.

1.1.6 Vecinitiifile unui numar real. Proprietdti

Vom nota cu ¥(x,) mulfimea vecindtitilor numirului x,.
B Si considerdm o vecinitate V a punctului x,; V confine un interval deschis
Ja, B[ care confine pe x,:

%o € Ja, B[ 5i Jo, Bl =V,
deci: o< %y < P.

Fie % cel mai mic dintre_numerele pozitive %, — a 5i B — #%,:
h =inf [(xo — ), (B — %0)];

avem: e Xg—h< 2<%+ h<B

deci 12— 4, %+ h[ c]a, B[ = V.

In concluzie, se poate enunta urmitoarea proprietate :

PBOII’RIET%'IZEA | Orice veciniitate a lui x, eontine o veciniitate centrati
a lui x,. :
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B Fie doud vecinititi V §i V' ale lui x,:
Jgmy]o Bl lo, Bl < 7,
Jgm) v, [ Iv. 3[ V.

In consecin}i:
GeVaV; (o B0l 8D < (V n V).

Intersectia ¥V nV’ este deci o mulfime nevidd. Intersecfia Ja, B[ n Jy, 8[
confine de asemenea pe #, §i este de asemenea nevidi. Intersectia nevidi a
doud intervale deschise este un interval deschis.

Intr-adevir: :

inf(e, ) < sup (e, v) < %, < inf (B, 8) < sup (B, 9)

lo, Bl n Iy, 8[ =] a, b[;
mai mult, orice x din intervalul ]a, b[ este simultan element al Iui V si V’;

prin urmare:
%€ ]a,b[cVaV.
De aici se deduce urmitoarea proprietate:

PROPRIETATEA | Intersectia a doudl veeindtiti ale lui x, este 0 vecinitate a
2 lui #,. '

Observafie. — Din doud vecinitdfi centrate ale aceluiagi punct, una este in

mod necesar inclusi in cealalti. Intersectia a doud vecinitifi centrate ale lui

x, este deci o vecinitate centrati a lui x,.

m Fie doud vecindtdfi V si V' ale punctului #,. Cu aceleasi notafii ca mai

inainte, avem:

(o, BV Iy, 3) < (VU V);
or, intervalul: Je, B[V Jy, 8[ = ] inf («, v), sup [B, 8)[
este un interval deschis; de aici rezultd urmitoarea proprietate:

PBOPBIE:;’I‘ATEA | Reuniunea a dou# veeiniiti{i ale lui x, este o veeiniitate
a lui x,.

Observatie. — Reuniunea a doud vecinitifi centrate ale lui %, este o vecini-
tate centratd a lui x,. ,

B Fiind date doud puncte distincte x, si #, din R, existi un numir real
pozitiv & astfel c#, dacd se presupune %, inferior lui x,, %, + % este inferior
lui x; — % sau egal cu x, — k. Este suficient, de exemplu, s se ia:

k=x1"‘xo.
. o ?
in aceste condifii avem:
xo<x0+k< xl"—k<x1;
deci: I — R %o+ R[ 012y — R 2o+ R[=0.



Rezulti de aici urmitoarea proprietate:

PROPRIETATEA | Fiind date dou# numere reale distinete x, si x,, existii o
4 veeciniitate V, a lui x, si o vecindtate V, a lui x, astfel ci V, 5i V;
sint disjunete. (Se spune atunei ei topologia Iui t este separatd.)

B Muljimea “9(x,) a vecinititilor lui x, verifici urmitoarele proprietéti care
decurg imediat din proprietdfile vecinitéfilor:

Vi: Ve V: Ve WV cW=W = %(x)
Vi Vg Vs Vg W VW e ().

Vy: %y < 2(R), T(xg) # B.

Vo O & 9(x0).

m Din definitii §i din proprietatea 1 rezultd cd multimea €(x,) a vecinititilor
deschise centrate in x, (bule deschise de centru x,) este astfel ci:

(B) Ve °‘?(x°) Qae(xo) C;CcV.

(Intr-adevir, o submulfime ¥ din R este o vecinitate a lui x, daci si numai
dacd confine o buli deschisi de centru x,.)

Obserzmﬁi. — 1 Existd §i alte familii de multimi care au aceeasi proprietate
ca C(x,).

2 Mulfimea €(x,) permite si se reconstituie mulfimea °9(x,) care este formati
din toate submul{imile lui R care confin cel putin un element din €(x,).

1.1.7 Topologie indus3 pe o submul{ime din R

1]:'-‘ie J(nulj:ilmlei)ﬂ inzestratd cu topologia 7, definiti pe mulfimea © a deschisi-
or (nr. 1.1.4).
Fie D o submulfime din R. Si considerim mulfimea O, definiti prin:

Este ugor de a verifica (exercifiul nr. 1.10) ci familia @, a pirtilor din D

Xericf]i:;.:é proprietéfile O, 51 O, (nr. 1.1.4, Definifie) ale unei familii de mulfimi
eschise.

Familia 9, defineste pe D o topologie D 7, numiti topologie indusi pe D prin

topologia <, din R.

Observagii. — 1 Topologia indusd pe D de =, si topologia 1, din R nu au in

mod necesar aceleagi proprietifi.

2 O vecindtate a lui x4 din D este intersectia unei vecinitii a lui x, cu D (si

reciproc).

Exemple. 1. Fie: D = ]a, b[.
In acest caz particular, D este un deschis din R pentru 7,; se deduce ci orice deschis din D
(pentru D 1) esteundeschisdin R (pentru 7,) ca intersectie a doi deschisi.

II. Fie: D = Ja, b] U {¢}, cu: ¢ & [a, b).

24



In acest caz, {c} este un inchis al lui R, dar este un deschis al lui D. Deci ]a, b[ este inchis
in D, ca complementari in D a unei multimi deschise.

Pe de altd parte, ]a, b[ este deschis in D; deci, {¢} este inchis in D. Se observd c3 in D existi
doudi submulfimi proprii (adici diferite de mulfimea vidd §i de D) care sint in acelagi timp
deschise si inchise pentru topologia indus#, ceea ce nu este cazul pentru topologia 7, (Se spune
ci D nu este conexd).

HII. Fie: D = N. :

Orice element din D este in acelagi timp deschis gi inchis pentru topologia indusi.

1.1.8 Vecinitagi la dreapta §i vecinitdti la stinga

Vecinitatile unui punct %, al unei submul$imi D din R pentru topologia indusi
sint intersectiile cu D ale vecinétdtilor lui x, pentru topologia 7, (se mai spune
incid urmele pe D ale vecindtdfilor lui x, pentru =).

Aceasti proprietate rezulti din definifia vecinitéfilor si din definifia deschisi-
lor topologiei induse.

DEFINITIE / O submultime 7 din R este vecindtate la dreapta (respectiv la
stinga) a unui numiir real x,, daeci §i numai daea confine o sub-
multime de forma [x,, %, -+ 4[ (respectiv ]x, — %, #%,]), unde %
este un numir real pozitiv nenul.

Exemple. 1. ]a, #,] este o vecinditate la stinga a lui xy(x < 2,).
IL [x,, B[ este o vecinitate la dreapta a lui x4(B > x,).

Observagii. — 1 O vecinitate a unui punct x, este simultan vecinitate la dreap-
ta si la stinga a lui x,. Reciproc, daci o submulfime al lui R este vecinitate
si 1a dreapta si la stinga a lui %, atunci ea este o vecinitate a lui x,.

2 Intersectia §i reuniunea a doud vecindtifi la dreapta (respectiv la stinga)
ale lui #, sint vecinitifi la dreapta (respectiv la stinga) ale lui x,.

3 V este o veciniitate la dreapta (respectiv la stinga) a lui x, dacd §i numai
daci V contine o vecinitate a lui x, pentru topologia indusi de 7, pe mulfi-
mea D = [x, -+ o[ (respectiv] — o0, %,]).

EXERCTH

1.1 Se considerd intervalele deschise:

unde 7 este un numir natural nenul.
Fie mulfimea:

I=A4A,nd,0 ... N4, 0N ...=n 4
{aN*

1° Si se demonstreze ci mulfimea I nu este vidi.
2° Si se demonstreze ci nici un numir real nenul nu poate si apartind simultan tuturor inter-

valelor 4; (i € N*).
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3° Si se deduci ci intervalul I nu este deschis.
1.2 Se consider# intervalele inchise:

1 1
Ba=[-1+1.1-7]
” ”n

unde # este un numér natural nenul.
Fie multimea:

UY=B,UBgUBgUlU ...UB,U...= U B,'.
faNe

1° S& se demonstreze ¢ mulfimea U nu este vidi §i nu este egald cu R.

2° S se demonstreze ci +1 i —1 nu aparfin lui AU.
3° S4 se demonstreze c# orice numir real cuprins strict intre —1 §i +1 este element al lui U.

4° Si se deduci de aici ¢ U nu este inchis.

1.3 Fie E o submultime din R. Se considerd mulfimea E a punctelor # din E astfel cd existi un
numir real pozitiv nenul 5 incit }» — &4, # 4 A[ este inclus in E.

1° S& se demonstreze ci f? este un deschis al lui R.

9 o
2° S3 se demonstreze ci E este inclus in E si ci nici un deschis 4 care contine strict pe E

o [
nu este inclus in E, (Pentru a demonstra c3 intervalul ]J# — A, # + A[ este inclus in E, se va putea
(]

rationa prin absurd, presupunindu-se ci existi un #, allni E — E inclus in intervalul
Jx— b, -+ h[)
]
(E este ,,cel mai mare” deschis inclus in E: se numeste tméeriorul lui E.)
1.4 Fie E o submulf{ime din R. Se consideri multimea E a punctelor # din R astfel c3, oricare ar
fi numirul real pozitiv nenul 4, multimea Jx — 4, ¥ 4 A[ n E este nevidi.
(Se spune ci un asemenea punct este aderent la E. Intuitiv, un punct aderent la E este un punct
in aga fel ci existd puncte din E ,oricit vrem de aproape” de x.) :

1° S# se demonstreze c4 E este un inchis din R. (Se va putea demonstra ci complementara lui E
in R este un deschis din R, folosindu-se rafionamentul prin reducere la absurd.)

2° sS4 se demonstreze ¢ E contine pe E §i ci nici un inchis din R strict inclus in E nu contine

pe E (E este ,,cel mai mic” inchis din R care contine pe E; se numeste aderenfd a lui E).

1.5 Si se demonstreze, cu definitiile din exercitile cu numere 1.3 §i 1.4, cd, o parte F din R este
o

un deschis daci $i numai dacld F = F. S& se demonstreze de asemenea c# H este un inchis dacid

gl numai daci H = H.
1.6 S4 se giseascd o submulfime 4 din R astfel ca cele cinci mul{imi urmitoare si fie distincte:

o — &
A, 4, 4, 4, A.
1.7 Fie multimea E de numere reale definiti prin:
E=[-1,0[ U ]0, +1[U {2} v (3, 4[n Q)

S& se compare:
o

—:o‘

EEEELEEL

1.8 Submulfimea Q din R este deschisi? Este inchisy ?

Ca.re este mulf{imea Q? Care este mulfimea Q?
1.9 S se demonstreze ci intersecfia a dond intervale deschise este fie vid3, fie un interval deschis.

1.10 S& se demonstreze ci reuniunea a doud intervale deschise a ciror intersectie este nevidi
este un interval deschis.

1.11 Fie D o submulfime din R. Fie @ mul{imea deschisilor din R si fie Op mulfimea:
@p={0n D; 06} . 9p < 8(D).
S4 se verifice ci Op satisface conditiile 0, §i O, din definifia de la nr. 1.1.4.
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1.2 FUNCTII NUMERICE
DE 0 VARIABILA REALA

Esentialul din acest paragraf constid din recapituliri ale principalelor defi-
nitii intilnite.

1.2.1 Domeniul de definitie

DEFINITIE | Fie o funcﬁe numericdi f de o variabild reali., Multimea D a
numerelor reale x eare au o imagine f(x) prin f se numeste domeniu
de definifie al lui f..

Observatii. — 1 Fiind dati o funcfie numerici f, este important si se disting3
notatiile f i f(x) ; f este o functie, adici un procedeu, un mijloc care permite
sd se transforme numerele, in timp ce f(x) desemneazi un numir real, rezultat
al acestei transformiri cind transformareafse aplici numirului real «.

»y = f(%)” nu este o functie, aceasta este o egalitate de numere reale. Functia
are ca nume pe f 5i ea este definiti (pe domeniul ei de definitie) prin egali-
tatea care di f(x).

Vom nota:

f=[x—f(x)].

2 Doud functii numerice f §i g de o variabild reali sint egale (se spune de
asemenea identice) dacid si numai daci ele au acelagi domeniu de definifie E
si dacd imaginile f(x) si g(x) sint egale pentru orice x, element al lui E:

feg { S si g au acelasi domeniu de definifie 9.

Vze9 f(x) =gx)

1.2.2 Sens de variatie

DEFINITIA / Se numeste raport de crestere al unei funetii f intre dous valori

1 distinete %, §i x, din domeniul ei de definifie numiirul:
o =T —fx) _ flxd = flz) |
X — % Xo — Xy.

DEFINITIA / O funectie f este striet eresciitoare pe un interval ]z, 5[ inelus in
2 domeniul ei de definifie dacdl si numai daei:

Vst %o Viapr %1
%o < %1 = f(%g) < f(x).
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Funetia este cresciitoare pe la, b[ daeci:
Vit %0, Viesr %1
X < %1 = f(x0) < f(%1)-
DEFINITIA |/ O funectie f este strict deseresciitoare pe un interval ]a, 5[ inelus
3  in domeniul ei de definitie daed si numai daei:
Viest %o Vst % |
%o < %1 = f(%o) > f(%1).
Functia este deseresciitoare pe ]z, b{ daei:
Vst %o Vst %1
%y < % = f(xg) > flx).

TEOREMA / O iunctie f este striet cresciitoare (respectiv eresciitoare) pe un
1 interval ]a, b[ daeii si numai daedt orieare ar fi numerele x, si #,
din intervalul ]a, 5[ raportul de crestere eorespunzitor este pozitiv
(respectiv pozitiv sau nul).
TEOREMA |/ O funetie f este strict descreseiitoare (respectiv descresciitoare)
2 pe un interval ]z, 5[ daed si numai daedl orieare ar fi numerele
%o §i x, din intervalul Ja, 5[ raportul de eregtere corespunzitor este
negativ (respeetiv negativ sau nul).
DEFINITIA | O funetie f a ciirei sens de variatie este constant pe un interval
% Ja, b[ se spune eii este monotoni pe acest interval.

Daeii, in plus, f nu este constanti pe niei un subinterval din ]a, 5[,
i se spune strict monotoni.

1.2.3 Periodicitate. Paritate

DEFINITIA / O functie f de la R la R se spune cit este periodici daci existi
1 un numilr real nenul I astfel ei:
Vor AT + ) = f(x).
Se spune ei T este o perioadii pentru f.

Dacd T este o perioadd pentru f, avem in particular:
Vox (T 4 T + 2) = f(T + x) = f(x).

In general, orice numir %7, in care % este un numir intreg, este o perioads

a lui f. In cazurile pe care le vom intilni, existi o cea mai mici perioadi pozi-

tivi.

DEFINITIA |/ Pericada unei funefii periodice f este ecea mai mieci perioadd
2 pozitivi a Iui f, daci ea existil.

DEFINITIA | Fie o funcie numerieii f definiti pe un domeniu de definitie D
3 astfel ed, dacd un numir x apartine lui D, atunei numérul — =z
apartine lui D.
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Funetia f este parii dacd, pentru orice numir » din D:

f(—2) = fl2).
Funetia f este imparii daci, pentru orice numir x din D:
f(—2x) = —f(a).

1.2.4 Extreme

DEFINITIA | 1 Fie f o funetie numerieé definitii pe o submul{ime D din R.

1 Se spune eidi pentru orice valoare x, a variabilei, funeia / admite

un maxim relativ (respectiv un minim relativ), dacé existd o
veeinditate V a lui %, in D astfel ci :

Vox fl#) € flxo) (vespeetiv: Vyx fiz) > fi%o)).

2 In aceleasi conditii funetia f admite un maxim absolut (respectiv
minim absolut) in D daec# §i numai daei:

Vp% flx) <f(%,) (vespeetiv: Vpx f(x) > f(x0)).

DEFINITIA | O functie f admite un extrem absolut (respeetiv relativ) pentru
2 valoarea x, a variabilei dacidi si numai daeid ea admite un minim
absolut (respeetiv relativ) san un maxim absolut (respeetiv relativ)

pentru x,,.

Observagie. — Fie o funcie f definitd pe un domeniu D. Fie %, un element din
D. Si presupunem ci existd o vecinitate V a lui x, in D astfel cd f admite in
%, un extrem absolut in V.

Se spune atunci ci f admite in x, un exirem relativ sirict.

DEFINITIA | Fie o functie f care admite un maxim (respectiv un minim)

3  absolut pe o mulfime E. Se spune atunei ei funefia f este majorata
(respeetiv minorati) pe E.

O functie majorat# i minorati pe E se spune ci este mirginiti pe E.

1
Ezxemple. 1. Fie functia f = [z el
%

a) f este mirginitd pe intervalul [1, +oo[:

b) f este minoratd pe R+;

¢) f nu este nici majoratd nici m#rginitd pe R;
d) f nu admite extreme pe R.

Il. Fie functia g = [» —» 2%].

a) f admite pe 0 ca minim absolut pe R;

b) f este minorati pe R, dar nemajorati pe R;

c) f este miirginitd pe orice interval I de forma:

I= [—Vv ‘Y],

unde 7 este un numir real oarecare;
d) f este mirginiti pe orice interval mirginit.

Observatie. — Un maxim absolut este numit uneori margine superioard; un
minim absolut este numit adesea margine inferioard.
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1.2.5 Graficul unei functii.
Reprezentari grafice

DEFINITIE | Graficul G al unei funetii f este mul{imea perechilor de numere
}eale (%0, ¥0), unde x, apar{ine domeniului de definitie D al funetiei
si unde:

Yo = f(#,).

G este o submulfime a produsului cartezian R X R.
Existd mai multe feluri de a materializa graficul G al unei functii f, dupi cum
urmeazi :

G={(%0 ¥0), % =D si y,=f(%,)},
G <R xR.

Cea mai des intilnit3 este reprezentarea grafici carteziani care consti in a
reprezenta mulfimea G prin mulfimea punctelor corespunzitoare intr-un plan
raportat la un reper cartezian.

Observafie. — Intr-un plan raportat la un reper cartezian &, mulf{imea puncte-
lor ale cdiror coordonate x si y satisfac relatia f(#, y) = 0 este numit ,,curba
de ecuafie f(», y) = 0".

O asemenea curbi este intr-adevir o reprezentare grafici a multimii solugiilor
ecuafiei definitd prin:
*(%,9) =R XR si flx, y)=0.

1.2.6 Operatii cu functii

DEFINITIA | Fie fsi ¢ doud funetii numerice definite pe o multime £ de numere
1 reale, Numim f 4 ¢ funefia care, oriciirui element x din E, asociazi
numiirul :
(f + &)(%) = flx) + g(=).

DEFINITIA | Fie f o funetie numerieii gi fie A un numiir real. Numim »f funetia
2 eare, oriclirui », asociazd numirul:

(W)(#) = M(#).
Observajie. — Mulfimea & (R, R) a aplicatiilor de 1a R la R este inzestrati

datoritd celor doud legi de compozitie definite mai sus cu o structuri de spatiu
vectorial pe R ( a se vedea exercifiul nr. 1.41). :

DEFINITIA | Fie fsig doud funetii numerice definite pe o multime E de numere
3 reale. Numim f-g funefia care, oriciirui », asociazi numirul:

(f-8)(%) = f(#) -g(=).
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DEFINITIA | Fie f si g douii funetii numerice definite pe o mul{ime E de
- 4 numere reale. Numim . functia eare asociazi numdrul
-ﬁg—;la orice element x al multimii £’ a elementelor din E pentru care
g(x) nu este nul.
E'={x;x<E, gx) #0} =E — {x; x € E, g(x) = 0}.

DEFINITIA | Fie f o functie definiti pe o mul{ime E de numere reale si fie g
5 o funectie definitd pe multimea:

- fIE]1={fl%); x = E}.
Se numeste gof funetia care, la orice x al lui E, asociazi numirul:
(goN) (%) = g[f(#)].

Observagie. — Aceastd compunere este o lege de compozitie asociativd, dar nu
comutativi.

_ DEFINITIA /Se numeste funcfie identiedi (sau identitate) a unei submul{imi
6 E din R aplicatia I definité pe E, astfel ed:

Vex  Ig(x) = .

Fie f o funcjie numeric3 definitd pe o multime E din R.
Daci f este bijectivd de la E pe f[E] = {f(#) ; ¥ = E}, atunci existi o aplicafie
de 1a f[E] la E, notatd f—1, astfel ci:
fof=1Ig
fof™ = Iz

DEFINITIA | Fie E o submultime din R si f o aplicatie de la E la R. Aplica-
7  tia f-1, dacil existd, se numegte funetia inversi lui f.

Observagie. — Reciproc, dacd f1 existd, f este bijectivi. Fie o functie numerica
f definiti pe un domeniu E. Se intimpli si fim condusi si cercetim functii
numerice al ciror domeniu de definifie F este strict inclus in E i care, pe F,
coincid cu f. Vom da definifia urmitoare :

DEFINITIA | Fie E o submul{ime din R si fie f o aplicafie de la E la R. I'ie
8 F o submul{ime din E. Vom numi restrictie a lui fla F aplicatia
g de la F la R definitd prin:

Vex  g(x) = f(2).
Observafii. — 1 Se noteazid restricfia g a funcfiei f la mul{imea F in felul

urmétor : g = f|F.
2 Funcfia f|[F nu este definiti pe R — F.
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EXERCITII

Sa se studieze functiile definite mai jos din punctul de vedere al domeniului de definifie, al perioa-
dei, al paritdfii, al graficului :

1.12 [x — =0 b,
x|
1.13 [x = x|x]].
x
1.14 [x —
1+ |4]]
1.15 [» — E(x)].

(E(x) este partea intreagd a lui x; E(x) apartine lui Z si avem:

E(x)< % < E(#) + 1.

1.16 [x — Vsin z]. 117 [# — x — E(x)].
sin &
1.18 [x —» ¥E(x)]. 1.19 [x - ——,
) sin x
1.20 Si se determine dacd functiile definite nai jos sint pare sau impare:
{¥—= 2*—1—3cosx], {x+>» 2% 4+ 1+ sin? x],
sin »
[¥ = 2% 4 x + sin x], [xo—> —{—cosx],
x
[ smx-l-tgz—x’ [ sin*x-;—cosSx]
Xy X .
cos ¥ P

2+ x
1.21 1° Si se demonstreze ci I

n este suma dintre o functie par3 §i o funcfie impara.
x

Si se giseascd aceste functii.
2° S se generalizeze.

*

Sa se alcdiuiascd §i sd se compare funciiile f o g sigo fin urmdloarels cazuri:

1.22 f = [# =»sin »]; g = [x —» %],
1.23 f = [» = 42]; g = [x = 5%].
1.24 f= [7 =» 2%]; g = [x > a%].
125 f= [x=» v — 1]; g=[xo—>%].

Sd se arate cd urmdioarele multimi de functii sint $nzestrate cu o structuyd de grup datoritd legii
de compositic a aplicatislor:

1.26 @ = {e, f}; ¢ si f sint functiile definite pe D = R — {0} prin:
¢ = [ =~ %], f=[x->-i-].
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1027@={3.fogo h, j& k};
¢, . & h, §, k sint functiile definite pe D = R — {0; 1} prin:

6= [z 2]; f=L%'-"i‘]:

g=[#=1-—2]; h= _x‘-’l-l—x];
#—=1] b= [ x ]

j=[xl—b p ], = -x'-’z—l .

(Se va construi tabloul legii o pe §.)

128 § = {fa; @ €0 — {0}}; f este functia definiti pe R prin:
fo= [# =zl

1.29 Se considerd functia f:

f=[x=V2)
1° Care este pitratul ei f2?
2° Si se compare f* cu funcfia I:
I=[xw»2]

1.30 Se considerd functiile:

f=[x=62], g = [x = 3#].

S% se descrie aminuntit functia cit -i-

1.31 Pentru y apartinind lui R gi pentru # aparfinind lui N*, operatia care_ constd in formarea
lul 9% este posibild. .

Se considers atunci funciiile f gi 2; f este oarecare, g i5i ia valorile pe N*: [# ~» g(#)] cug(+) € N*
S4 se foloseasci metoda generald pentru a defini: f8. -

1.32 S% se determine g astfel incit domeniul de definitie al functiel f, definitd prin:
fey=Va+ta,
si fie intervalul [2, +oo[.

}.stll‘Funlcgannmeﬂcig, definits prin g(x) = 24, este o bijectie dela N pe N? de la Q pe Q? de
a R pe

1.34 Functia 5, definitd prin A(2) = 29, este:
a) o bijectie de la R pe R?

b) o bijecie de la R+ pe R+?

¢) o bijectie de 1a R— pe R+?

S8 se justifice aminuntit rispunsurile,
1.35 Se spune ci o functie este rafionald dack este definiti printr-o relatie de tipul f(2) = R(2)

unde R(x) este o fracfie rafionali.
1° Care este domeniul de definifie al functiilor rafionale definite prin:

. A1 *+48
f(x)=x_1: g(x)=#.—l' b(”)z'x(x’+4) ?

2° ﬂoS:al se formuleze, in cazul general, rezultatul cu privire la domeniul de definitie al unei funcfil
zaf e,

8 — Alef, — Analizd, calcul diferential, aplicatit 1. 33



1.36 Si se studieze din punct de vedere al cregterii, descregterii, constantei, monotoniei, functiile
definite de urméitoarele relafii:

] : .

1°f#) =22+ 2+ 1 pentru # > 0.
° = tru 0.
2° g(#) ot pentru x >
kN =2+Vr pentru z € R
Lok =V* pentru » >0,

1.37 $tiind ci functiile f §i g sint crescitoare pe intervalul Ja, 5[, ce se poate spune despre functia 4
definitd pentru ¢ < # < b prin:

hx) = f(») + g(2)?
Aplicafie. y = x + fx pentru z > 0.

1.38 Se gtie cil pe intervalul ]a, b[, f este o functie pozitiva gi crescitoare §i g o functie stricé pozitivi
§i descrescitoare. Si se demonstreze ci funcfia, definits pentru ¢ < ¥ < b prin: '

_®

B ,
® =

este crescitoare.

. z41
Aplicatie. 0 < x < 5 i h(x) =s_a

1.39 Se consideri multimea € a functiilor f; definite prin f,(2) = ax, unde a este un numir real
oarecare: £ = {f;;a € R}.

a) Adunarea functiilor este o operatie interni pe £?

b) S# se studieze structura conferiti mulfimii £ de adunarea functiilor.

1.50 Se consideri mulfimea € a functiilor f definite prin:
fi&) =ag+ ayx + ... + aya",

numite funcfii polinomiale, unde a,, a,, ...., 4, sint numere reale §i # un numir natural.
a) Adunarea functiilor este o operatie interni pe €?

b) Inmulfirea functiilor este o operatie interni pe £?

c) S# se studieze structura conferity multimii 8 de adunarea §i inmulfirea functiilor.

d) S se studieze structura conferitd mulfimii € de adunarea functiilor gi inmultirea lor printr-un
numéir real.

1.41 Fie E o submulfime din R. S4 se studieze structura conferiti mulfimii 4(E, R) a aplicatiilor
de 1a E la R de adunarea functiilor gi inmultirea lor printr-un numir real.

1.42 Toate functiile considerate au ca domeniu de definitie mulfimea [—1, 41]. S& se examineze
daci familiile urmitoare formeazi sau nu un spatiu vectorial:

1° Mulf{imea P a functiilor pare.

2° Mulfimea I a functiilor impare,

3° Multimea 4 a functiilor f astfel ci: f(—1) = f(1) = 0.

4° Multimea B a functiilor g astfel ci: g(—1) = g(1) = 1.

§° Mulfimea C a functiilor 4 astfel ci: k(—1) = 3a(1).

6° Multimea functiilor care nu iau decit valori pozitive.

1.43 Se consider# functia nuli Q:

Ve # O =0
gi functiile f gi g: . ’
f=1r—2+ 2]

g=[x=— x4+ |2].




1° S% gse demonstreze ci fg = ©.

2° S% se dea exemple analoage.

3° Si se deducd ci multimea @(R, R), inzestratd cu adunarea si inmulfirea functiilor, nu este
un corp. S& se demonstreze ci este vorba de un inel,

1.44 1° S& se demonstreze pe exempie ci operatia de compunere fog a doud funcii nueste,
in general, distributivd fafi de adunare:

folg+ W =fog+foh

2° S§ se demonstreze ci existd distributivitate in multimea 2 (R, R) a functiilor liniare.
3° Si se deduct ci £ (R, R) inzestratd cu adunarea §i compunerea functiilor este un inel. Este
unitar acest inel? Este corp?

1.3 SIRURI NUMERICE
1.3.1 Definitii

DEFINITIA |/ O aplicatie de lIa N la R este un gir numerie.
1

Observatii. — 1 O aplicatie de la N* 1a R este de asemenea numiti gir numeric.
2 Pentru orice functie f de 1a R 1a R, astfel cd N este inclus in domeniul de
definifie al lui f, funcfia f/N este un sir numeric.

m Un gir numeric fiind, in particular, o functie numerici de o variabild reald,
definitiile de la secfiunea 1.2 se aplic ori de cite ori este posibil. La fel se
definesc sirurile periodice, majorate, minorate, mirginite, pozitive, negative,
crescitoare, descrescitoare, monotone.

De asemenea la fel se definegte suma, produsul, diferenta dintre doud giruri,
ca si raportul dintre doui siruri, dintre care cel de al doilea nu este nul si
produsul unui §ir printr-un numdr real,

Observagie. — Mulfimea sirurilor reale este un spafiu vectorial pe R (a se ve-
dea exercifiul nr. 1.45).

B Si considerim un gir . Imaginea oricirui numdér intreg natural # se noteaza
o(n). Se obisnuieste si se noteze aceasti imagine cu o,; sirul ¢ se noteazd
atunci (c,). Aceste notafii evitd reamintirea de fiecare datd ci mulfimea de
definifie a lui ¢ este N. ¢, este numit lermen de rang » al sirului o.

DEFINITIA |/ Fie un sir ¢ si fie E, multimea {0, 1, ...., » — 1} a primelor »
numere naturale. Restricfia de la ¢ la E, se numeste sir finit eu »
termeni.

Observatii. — 1 Se consideri uneori restrictia lui o la multimea F, = {1,2,
..., n}. Aceastd restricie ia de asemenea numele de sir finit. ,

2 Indicarea unui sir finit ¢/E, echivaleazi cu indicarea unui element al pro-
dusului cartezian R" ‘

Exemple. — L. Fie girul (u,) = (2 + -:-;) gi fie girul (v,) = (3 - -i-) . ((uy) §i (vy)) sint aplicafii
de la N* la R.)
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Sirul (w,) = (%, - v,) este definit prin:

Wy = Uy + v, = 5.
Tofi termenii girului (w,) sint egali.
(Se spune c# girul (w,) “eate stationar incepind cu rangul 1.)

1L Fie girul (x,) = ‘-E-s) .
Avem: (M) = (’%) ’ (;‘l-”) = nd
IIL $irul (u,) = (— 1)® este periodic §gi mirginit,

1
IV, Sirul (u,) = : este pozitiv si descrescitor,

1.3.2 Siruri definite prin recurenti

Se intimpli adesea cé, pentru un sir o, nu se di termenul o, prin expresia sa
in functie de #, ci se di posibilitatea de a calcula ¢, in funcfie de unii din
termenii precedenti (Gu—1, +..., Ou—z). In acest caz este clar ci daci se
cunosc primii % termeni 6o, 63, ..., Gs—1, Se poate determina din aproape in
aproape orice termen ¢,. Se spune atunci ci sirul (c,) este definit printr-o
recuren{i cu % termeni.

in practics, nu se intilnesc decit siruri definite prin relatii de recurents cu un
termen sau cu doi termeni,

In paragrafele urmitoare vom studia exemple importante de acest fel.
Observatie. — Sd notdm ci se pot defini giruri multiple ca aplicatii de la ‘N?
la R. Astfel de siruri se pot de asemenea defini prin recurenti. o

Exemple. . 4y = nun—1, t = 1.
$irul (u,) este atunci definit prin indicarea termenului s¥n de rang %, ugor de calculat:

Uy =nl,
IL. $irul dublu care definegte pe Cf,’: v
cP=_L
" Pl —p)1

satisface in plus relafia de recuren{i:
A=ctZl1+Ck_, (uVyncCl=1).

n—1

1.3.3 Progresii aritmetice
DEFINITIA / Se numegte progresie aritmeticii de raie » un sir numerie (,)
1 care satisface relatia de recurenti:
Uy = Uy—1 + 7,
unde 7 este un numiir real.



DEFINITIA / O progresie aritmetieii finitii este restrictia la multimea {1, ...k}
a unei progresii aritmetice. Termenii «, §i %, se numese termeni
extremi.

Observais. — 1 O progresie aritmetici poate fi numiti gsir aritmetic.
2 Pentru a da o progresie aritmetici finitd (sau limitat3), se poate da: primul
termen, rafia §i numdrul termenilor progresiei.

3 Fie (u,, %, ..., w,) o progresie aritmeticd finitd de ratie 7.

Sirul finit (vy, v, ..., ), definit prin v; = #;_;,,, este de asemenea o pro-
gresie aritmetica finitd, dar rafia ei este —7.,

Ezemple. 1. (1,2, 3, 4,5) este o progresie aritmetic finit4 cu cinci termeni a cirui rafie este 1;
(5,4, 3, 2, 1) este o progresie aritmetics finitd cu cinci termeni gi cu rafia — 1.

i (5,3,1, — 1, — 8, — 5, — 7) este o progresie aritmeticd finiti cu gapte termeni a c#rei rafie
este — 2,

B CALCULUL TERMENULUI DE RANGUL »

Fie (u,) o progresie aritmetici de ratie ». Si evaluim pe #, .
Fie %, primul termen.

Al doilea termen, u,, este egal, prin definitie, cu: %; - 7.

Al treilea termen, ug, este egal, prin definiie, cu: %, + 7.
Avem deci: Uy = Uy,

Uy =%y + 7,
Ug =g+ 7 =%y + 7+ 7=u, + 27
La fel: Ug=1Ug + 7 = Uy + 20 47 = u, + 3.

Rationind prin inducfie completd, si admitem ci avem:
Up =1ty + (p — 1)r;
de aci se deduce:
U1 =1tp +r=1u+ (p— 1)+,
Ups1 = Uy + Pr.
Formula este generali. :
Termenul de rangul # al unei progresii aritmetice de ratie r este dat de formula :

un=“1+(n_ l)'

Exemplu. S& se calculess al n-lea numdyr impar.
$irul numerelor impare este o progresie aritmetici de ratie 2:

(1, 3,57, ...);
th=1r=2;decl: 4y=14+2n—-1)=28—1.
Al 100-lea numir impar este 199.
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Observajie. Daca primul termen al progresiei aritmetice este %, avem:
U, = Uy - n7.

u, este atunci al (n 4 1)-lea termen al progresiei aritmetice.

1.3.4. Proprietati ale progresiilor aritmetice finite

W S3 considerim o progresie aritmeticd finitd (u,, ...., %) cuktermenisicu
rafia 7. Fie progresia aritmetici finitd cu % termeni (v,, . ..., v,) definiti prin:

Vg = Up—it1,
(3 <., ) = (7R A R
In conformitate cu nr. 1.3.3, avem:
Uy =ty + (n — 1)r.
Fie sirul: () = (o + 2. (n = (L ... B});
avem: W, =%, + ¥, =U, + hppy1=th + @ —N)r+u, +(k—n-4+1-—
—r=u 4+ v+ (k— 1)r =u; + u,.

Se constatd cd: # — 1 termeni ai progresiei aritmetice preced «,, ;
n — 1 termeni ai progresiei aritmetice urmeazi dupd #;—p+1;

termenii %, §i %;_y41 Se numesc termeni echidistanfi de termenii extremi.
Se poate enunta:

TEOREMA | Intr-o progresie aritmetici finiti suma a doi termeni echi-
distanti de termenii extremi este egaldi eu suma termenilor extremi.

Exempiu. Fie progresia aritmetics finit¥ de rafie 3:
(-5, —21,4,7, 10, 13).
Avem : —5+13=—=24+10=147=8.

Observagie. — Dacé o progresie aritmeticd finitd are un numir impar de ter-
meni, existd un termen mijlociu. Dublul acestui termen este egal cu suma ter-
menilor extremi. -

@ Teorema urmitoare este evidentd (Exercifiul nr. 1.50).

TEOREMA | O progresie aritmeticé eu termeni numere reale este un gir mono-
ton. Ea este creseitoare daci ratia este pozitivii, Este descresciitoare
daeiA ratia este mnegativi.




1.3.5. Suma termenilor unei progresii aritmetice finite

Fie progresia aritmeticd finitd de rafie 7:
(%) <o vns ).
Fie sirul finit (v;) considerat la nr. 1.3.4:
V; = Ur—i41,
(O« s U) = (W oo, %y).

Avem evident:

B k k
S=§u¢=ul+...+uk=zlvk_;+1=j21vj.
S& considerim girul (w,) = (w, + v,).
Dupi 1.34:
W, =20y + (0 — 1)y = 0y, +u,,
fie:
E='w1—|-...+w,,=u1+vl+...+uk+'v:
=ty + U+ ... +%+0+va+ ... +9

o

o

=S +S
= 2S.
Pe de alti parte, fiindcd:
Wy =Wy = ... =W, =ty + %,
avem: 2 = k(u;, + u,) = 2S.
Se deduce:
S = (ua + ),
sau incd:

S =2 [2u+ (e —1)7]

Exemple. 1. Suma primelor n numere $nivegi.
Aceste # numere formeazi progresia aritmetic:

(L2,8,...n—2, =1, %)
Avem,
%, =1, Uy = B,

De unde: S=-§(n+l)=@-
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1L, Suma primelor n numere impare.
Aceste # numere formeaz} progresia aritmetic:

(1,3,5,...,2n — 3,20 — 1),

Avem deci,
u =1, Uy =20 — 1.

De unde:

s=%u+%—n=ﬂ

B SUMA PATRATELOR TERMENILOR
UNEI PROGRESII ARITMETICE FINITE

Fie: (@b ¢ ..... k1)

o progresie aritmetici cu # termeni si cu rafia 7. Ne propunem si calculdm

suma :
S=atfb24+ct4 ... + R4 5

Se foloseste relafia: (x + 7)® = &% + 3rx? 4 3r*x + 73,
in care se inlocuieste succesiv % prin 4, b,..., /.
Se obtine astfel:

(@ + 7)% = a® + 3ra® 4 3ria + 73,
(6 4 )3 = b® 4 3rb® + 3r%b 4 73,

e e e e . . o o

(0 7)5 = 13 + 3718 + 3170 4 12,

Daci se aduni membru cu membru si se suprimi termenii egali (¢ + 7)° si

b3, (b+7)®sics ...., se obfine egalitatea:

C+7rP=a+3S+3%a+b0+ ... +1) +nr’

Aceasti egalitate determini pe S pentru ci suma ¢ +b+ .... + I este

cunoscuta.

Exemplu. S& se caloulese suma pitrateloy primelor n numere $niregi positive.

Se folosegte relatia: x+1)2=24+3-23+3. 241,
in care se inlocuieste #, succesiv, prin 1, 2,3, ..., n.
Se obtine astfel:

(14+1)P=124+3.1243.1+1,
@+1P=2"4+3.2043.2+1,

m4+1)2=n4+3.084+3-n+1
Dac# adunim membru cu membru, se obtine:
m+1)P=14+310+22+ ... +n)+3(1+24+...+n)+1

S& punem: S=14204 ... +a%
S-a vizut (nr. 1.3.5, Exemplul I): 1 +2+ ... +”=”(”2+1)'
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Egalitatea (1) devine deci:
3nn + 1)
2
sau: - 6S=(n+1)[2n+ 1)2—3n-2],
6S = (n + 1)(2n® + n).

nin 4 1)(2n + 1) .
——__—6 y

1P =n+1+35+

Se obfine: S =

1.3.6. Progresii geometrice

DEFINITIA | Se numeste progresie geometricii de ratie ¢ un sir numerie (x,)
1 care satisface relatia de recurenti

Up=q * Un—1,

unde g este un numiir real nenul.

DEFINITIA | O progresie geometrici finitd este restrietia la multimea {1,. . .k}
2 a unei progresii geometrice. Termenii %, §i », se numese termeni

extremi.

Observajii. — 1 O progresie geometricd poate fi numitd sir geometric.

2 Pentru a da o progresie geometrici finitd (sau limitat3), se poate da primul
termen, rajia §i numdrul termenilor progresiei.

3 Fie (4, %s, ..., %;) O progresie geometrici finitd de rafie q.

Progresia geometricd finitd (v, vg ... v,), definitd prin v; = %441, este
de asemenea o progresie geometricd finitd, dar de ratie %-

Exempls. 1. (5, 10, 20, 40, 80) este o progresie geometricd finitd cu cinci termeni care are rafia 2.
IL (— 3,9, — 27, 81) esteo progresie geometricé finitd cu patru termeni, cu rafie — 3.

1
L (81, — 27,9, — 8, 1) este 0 progresie geometrich finit}, cu ratia — ry

B CALCULUL TERMENULUI DE RANGUL »

Fie (u,) o progresie geometricd de rajie g. S3i evaluim pe %,.
Fie #, primul termen.

Al doilea termen %, este egal cu: Uy X g = Uyq.

Al treilea termen #g este egal cu: g X q = %q°.

La fel: Uy = Ugd = %:1g°
Rationind prin inductie completa, daci: u, = u,q"~},

avem: Upypr = U, X g = tq".
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Formula este generala,

Termenul de rangul ~ al unei progresii geometrice de ratie ¢ este
dat de formula: :

Uy = Uy 9”"1

Observajie. — Dacd primul termen al progresiei geometrice este %, avem
w" = Uog";
#, este atunci al (# 4 1)-lea termen al progresiei geometrice

1.3.7 Proprietadtile progresiilor geometrice finite

B Fie (u;, ...., %) o progresie geometrici finitd cu % termeni si cu rafia q.
Fie progresia geometrica finitd cu % termeni (v,, ...., v,) definiti prin;

U; = Up—i41

(O coe s B) = (oo, wy).
Dupéd nr. 1.3.6:

U, = U, q"1.
Fie girul: (w,) = (u,v,), me{l,.. R);
AVEM : Wy = Uply = Uplhp—nst = W™ X Uy@P =1 = 44y X 0,0~ = w,u,,
Ca si pentru progresiile aritmetice finite, se spune ci termenii %, §i %;_ypqq
sint echidistanti de termenii extremi. Se poate enunfa :

TEOREMA | Intr-o progresie geometrici finit} produsul a doi termeni echi~
distan(i de termenii extremi este egal eu produsul termenilor extremi.

Exemplu. Fie progresia geometricd finitd de rafie 3:
(1, 3, 9, 27, 81, 243).
Avem : 1 x243 =23 x 81 =9 x 27.

Observatie. — Daci o progresie geometrici finiti are un numér impar de
termeni, existi un termen mijlociu. Pitratul acestui termen este egal cu pro-
dusul termenilor extre i.

’Il‘egg:ma urmitoare exprimd un rezultat evident (a se vedea Exercifiul
nr. 1.66):

TEOREMA | 1° O progresie geometrieii cu termeni numere reale, eu ratia pozi-
tivii, este un sir monoton.
Ea este creseiitoare daca, termenii fiind pozitivi, ratia este mai mare
ea 1 sau, dacd, termenii fiind negativi, ratia este mai mie# deeft 1.
Este descresciitoare in eelelalte eazuri.
2° O progresie geometricii eu termeni numere reale, cu rafia nega-
tivd, nu este monotonii. Ea se numeste alternanti.
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Exemple.
(1,2,4,8,...,2%1);

1 1 1 1 1).
» 30 91 271"'03”_1 ’

(-2 —6, —18, — 54, ..., — 2 X 3%1);

111 1),
(‘_ l' —E’—I'_;"”'_?‘-l)'
1, -2, +4,—8,...,.(—2*Y);

progresie crescdioare
progresie descrescdioare

progresie descrescdioare

- progresie crescdtoare

progresie alternantd

(2=2);

(- 3):
(g=23);

-t

(-3)

| ]

(q= -— 2).

1.3.8 Suma termenilor unei progreéii geometrice finite

Fie o progresie geometricd finitd de ‘ratie q:

(#a) = (W00, - -

Sirul (gu,) este sirul:
(qun) = (g%, - -

o quy) = (%, ..
Fie" S=u 4+ ... +uy =0+ uy 4+ ... +u,

. W),

vy Uy, QUhy).

gS=quy+ ... +quy=us+ ... + 4, + qu,.

Avem atunci:

9S — S =qu, — uy;

Daci g este diferit de 1, se deduce:

S =%,
g—1
Cum %, = u,g*~!, rezultd:
S=“1qk—“1=u qk—l,
g-—1 g—1
adicd:
k — 1
s=u1q
g—1

Daci ¢ = 1, avem u, = #, = %, §i prin urmare:

S = ku]_.

Exemple. 1. 1 +2 4+ 20 4 ... + 2" 1=2" 1

8" —1
2

IL14+34+34...+3 1=

43



PROBLEME

1456 S¥ se demonstreze ci mulfimea girurilor de numere reale este un spafiu vectorial pe R.
146 Se considert mulfimea E a tuturor sirurilor numerice reale care satisfac relatia de recurenti:
Uy = dlp_y — Uy,

1° S& se demonstreze c4 E este un spatin vectorial pe R.
2° S# se demonstreze ci un gir din E este determinat prin indicarea primilor sii doi termeni
%o § u,.

S4 se deduci dimensiunea lui E.
3° Si se demonstreze ci E confine doud progresii geometrice liniar independente,
4° Si se calculeze termenul general 4, al gitulni din multimea £ ai cirui primii doi termeni sint :

%o =1, %, =1,

1.47 S4 se adapteze studiul de la exercifiul nr. 1.46 la multimea F a girurilor numerice reale
care satisfac relafia de recurents:

Uy = iy — Uup_,).

(Se va demonstra ci toate progresiile geometrice din F au aceeagl rafie ¢ gi ci girnl cu ter-
menul general ng%—1 aparfine de asemenea lui F.)

1.48 Mulfimea @, a progresiilor aritmetice de ratie » este un spafiu vectorial pe R?
1.49 Si se studieze structura mulfimii @ a progresiilor geometrice de ratie g.

1.50 Si se demonstreze ci o progresie aritmetich reali este monotoni. fn ce caz este: cresci-
toare? descrescitoare ?

1.51 Problemd rezolvatd. — Suma a irei numere $n progresic aritmeticd este 30; produsul lor
este egal cu 910. Care stnt aceste numere ?
Fie: a — 7, a, a -  numerele ciutate.

Trebuie si avem: a—r+a+a+r=30, (1)
(@ — na(a + #) = 910, 2
sau: 3a = 30, a = 10,
10 (100 — #®) = 910, 100 — ¢® = 91 ;
deci : =9,

Solutia ¥ = — 3 da aceleasl numere ca solutia = 3, dar in ordine inversj.
Numerele sint: 7, 10, 13.

1.52 Problemi rezolvati. — Sz dau doud numere @ §i b. Sd se gdseascd n numere cave, Snsevate
$nire a §i b, formeazd o progresie aritmeticd cu n + 2 termens.

Numiirul b este termenul de rangul # + 2 al unei progresii aritmetice care incepe cu a.
Daci » este ratia necunoscuts, avem deci:

b==a+(n+1)r.
b—a’
n 41

Se deduce: r =

iar cunoagterea lui r rezolvi problema.
Se spune ci s-au inserat n medii avitmetice intre a s5i b.
Dacid % este 1, se giseste:

b—a

y = »
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gl progresia este:

a4b
2

» b

a,

b este media aritmeticd a numerelor a §i b.

Se considerd o progresie aritmelicd cu primul termen u,, al n-lea termen u,, vafia v §i suma S':
1.53 S& se calculeze r §i S cunoscind: %, = 95, =19, 4, = 5.

* 1.4 S# se calculeze # gi # cunoscind: ;= 3, up= 19, S= 99.

1.55 S% se calculeze u; §i r cunoscind: u, = 199, = =100, S = 104,

1.56 S¥ se calculeze %, §i # cunoscind: %, = 6, r= 7, S =41094,

1.57 SH se calculeze %, §i % cunoscind: %, = 18, r= 2, S= 88.

1.58 S4 se determine o progresie aritmeticd cu gapte termeni, stiind ci suma lor este 775l ci
suma pitratelor lor este 959, ’

1.59 S# se determine o progresie aritmetici cu patru termeni, gtiind ci rafia este 4 gl ci pro-
dusul termenilor este 585.

1.60 S& se determine progresiile aritmetice care au rafia un numir intreg §i care confin nume-
rele 7, 67 i 97.

1.61 S% se calculeze suma primilor patruzeci multipli ai Ini 3.
1.62 De cite ori suni o penduld in 24 ore daci ea nu sun# decit la ore?
1.63 S¥ se scrie primii zece termeni ai girului definit prin egalitatea:
Up =gy + Un—py =1, U=1

1.64 S% se demonstreze ci girurile:

(2 3 4 ntl )

gt T

(=1, -2 —3...,—m,...)

sint monotone. S4 se spund dac# sint crescitoare sau descresc#itoare.

1.65 Patru numere formeazi o progresie aritmetic, Se noteazi cu S suma primelor doud numere
si cu P produsul celotlalte doud. S&se calculeze cei patru termeniai progresiei aritmetice cunos-
cind pe S §i P. 83 se discute.

Aplicatit: S = 60, P=175;
S = 20, = — 40;
S = 30, = — 15.

1.66 In ce caz o progresie geometric de ratie g este: crescitoare? descrescitoare? monotond ?
1.67 Problemi rezolvati. — S dau doud numere pozitive a §i b. S& se gdseascd n numere pozitive
care, inserats inive a §i b, formeasd cu a §i b o progresie geometricd cu n + 2 termeni.
- Numiirul b este termenul de rangul # + 2 al unei progresii geometrice care incepe cu a.
Dack ¢ este ratia necunoscuts, avem deci: b = ag™+l,
b sl y
Se deduce: g"t+! = — si, prin urmare: g = -
a

Se mai spune cX s-au fnserat n medii geometrice fntre a i b.

Daci # este 1, se glisegte: _
Vi
a
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§i progresia este: _
a, Vab, b.

AJab este media geometricd a numerelor a si b.

1.68 Si se gliseascd trei numere In progresie geometricid cunoscind suma lor 65 §i produsul
lor 3 375.

1.69 Ce numir trebuie adiingat numerelor 3,24 §i 94 pentru a obfine trei termeni consecutivi
ai unei progresii geometrice?

1.70 Se povestegte cd inventatorul jocului de gah a cernt si i se dea ca recompensi un bob
de griu pentru primul p#tritel, dou# boabe pentru al doilea, patru boabe de griu pentru al
treilea §i aga mai departe, dublind pin# la cel de al 64-lea pitritel.

1° Cite boabe de griu trebuia s i se dea?

2° Ce suprafafd ar fi trebuit si se insiminfeze pentru a se recolta acest griu, stiind ci un hectar
produce 25 hl si ci un hectolitru confine aproximativ 2 milioane boabe de grin?

(Se va lua 2191 000.)

E .
Se considerd o progresie geomelricd cu primul iermen wuy, al n-lea teymen u,, rafia g, suma S :
1.71 S& se calculeze uy i S cunoscind: v, =2, ¢=3, #= 5.
1.72 S¥ se calculeze ¢ §i S cunoscind: u;, =5, # =6, wu,= 160.

[2

1.73 Si se calculeze Uy 5i S cunoscind: ¢ =38, n=4, u,= 54,
1
1.74 Si se calculeze u, §i %, cunoscind: g = ; , #=6 S=863.

»
1.75 Trei numere g, b, ¢ sint in progresie geometrici. Se di:

S=a+b+tc §i d=c—a.
Si se calculeze g, b, ¢.

Exemplu: S = 312; d = 192.

1.76 O progresie ‘geometrici are cinci termeni, Se di suma S’ a termenilor de rang impar gi
suma S’ a termenilor de rang par. Si se determine aceasti progresie geometrici. :

Exemplu: S’ =21; S” = 10.
1.77 Se considerd girul definit prin:
Uy =2, 2uy = Uy, + 1.
1° 8% se demonstreze ci girul (4, — 1) este o progresie geometrici.

2° S& se calculéze u, in functie de .
3° S4 se calculeze suma:

Sp=1to+ % + ... + uy
1.78 S& se calculeze a, b, ¢ gtiind c¥ sint in. progresie aritmeticd si ci:
a+4+b+ec=171,
a® -+ 5% 4 ¢* = 22 869.

1.79 S& se giseascd patru numere in progresie aritmetics cunoscind suma lor S §i suma pitra-
telor lor ¢t

Ezxemplu : , S =22; ¢? = 166.

1.80 Si se calculeze suma cuburilor primelor # numere intregi, apoi suma p#tratelor primelor n
numere impare.

1.81 (x, y, 2) fiind o progresie aritmeticl, si se verifice ci §i expresia de mai jos este tot o
progresie aritmetics :

Bty + iy tys 2t + a2
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1.82 S4 se determine o progresie aritmetici cu primul termen a astfel ci suma primilor ei n
tgmeni este an? 4 bm, oricare ar fi # (g sl b sint numere date).

1.83 S& se calculeze urmitoarele sume:
124234 ...4+nn+1);
1.2:34+2:8:-44...4+nn+1)n4+2);
1:3483:54...42n—1)2n+1);
2:444:.64...42n2n+2).

(Se va considera suma anumitor progresii geometrice finite, de rafie #, apoi se va deriva
functia obfinutd.) )

1.8 Si se giseasci numere impare consecutive de sumi dati S.
Exemplu: S = 1260.

1.85 S& se calculeze urmitoarele sume:
1:.3:54+8:5:7+4 ...+ (2n+ 1)(2n — 1)(2n 4 3);
1:4427+...4n3n+1);

1 1 1

1-3.573.5.7 +"'+(2n—1)(2n+1)(2n+3)

1.86 S4 se demonstreze c#, dacd (g, b, ¢) este o progresie geometricd, avem:
(ab + bc + ca)® = abo(a + b + o).
1.87 Se scrie girul numerelor impare in felul urmitor:

3 S

1° S& se calculeze termenii extremi de pe a n-a linie.
2° S% se deducs suma cuburilor primelor # numere intregi pozitive.

1.88 1° S¥ se calculeze suma: 1 4 2% 4 348 + ... + na""L
2° Aceeagi chestiune pentru suma:
nin + 1) it

14+38x+ ... 2

nin+ 1)

(S3 se observe ci: =14+2+3+ ... +n)

1.89 Se considerd girnl definit prin conditiile :
=1 uy=1 Uy =1yt Un_a

1° Sk se scrie primii zece termeni ai acestui sir.
2° Si se demonstreze ci sirul este crescitor §i nemajorat.
3° S¥ se demonstreze cii avem:

Uy _g — U _y = (— 1)L
1.90 Se consideri sirul definit prin:
1
am 4+ 1)

Uy =

47



1° S4 se demonstreze ci girul este descrescitor gi minorat.
2° Scriind :

1
nt1

1
ﬂ” = e
%
si se calculeze suma:

Sp =t + tg + o0u + %4,

1.91 Fie (a, b, ¢, d, ¢) o progresie geometrici. Ratia este un numir intreg g, prim cu numirul
intreg 4 §i mai mare ca 1. S& se determine progresia astfel ca:

6a? =g — b,

1.92 Se considerf o progresie geometrici de ratie #, cu termeni pozitivi. 4, uy, u,, u,, u; sint
cinci termeni consecutivi.
1° Punindu-se ; = a, si se calculeze in funcfie de 4 i de x, sumele:

S=u+u; S = g -+ u,

2° 8% se demonstreze ci: sg = aS + 2a2.
3° 84 se calculeze a §i » pentru ca:

1.93 Se spune ci numerele sint in progresie armonic daci inversele lor sint in progresie arit-
metici.
$tiind ci: a, b, ¢ sint in progresie aritmeticH,
b, ¢, d sint in progresie geometrics,
¢, d, ¢ sint in progresie armonics,
ce se poate spune despre numerele &, ¢, ¢?

1.9% Trei numere sint in progresie aritmetici §i altele trei in progresie geometrici. Adunind
termenii de acelagi rang se obtine respectiv: )

85, 76 si 84.

Suma termenilor progresiei aritmetice este 126,
Si se calculeze cele gase numere necunoscute,
1.95 1° Si se demonstreze ci:

(ln_zu —5, _'8)
este o progresie aritmeticd §i c#:
(1, —2, +4,-8)

este o progresie geometrici,

(Se va observa ci 1, — 2 §i — 8 ocup# acelagi rang in cele dous progresii.)

2° S4 se demonstreze c4 dac¥ &, b gl ¢ sint termeni de rangutile m, #, §i p In acelagi timp intr-o
anumitd progresie aritmeticy §i intr-o anumiti progresie geometricd cu primul termen 1, atunci:

ab—ca-. . B8-b 1.
1.86 1° $tiind cX suma primilor # termeni ai unei progresii aritmetice este:
Sy = 3n2 - 5n,

s# se calculeze primul termen, ratia §i al #-lea termen.
2° Se poate alege u# pentru ca:

400 < S, < 500,
sau: 1400 < S, < 1500,
sau: 1500 < S, <1700?
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3° Sk se calculeze suma T, a pitratelor primilor # termeni ai progresiei aritmetice.
Se poate reconstitui o progresie aritmetick cunoscind suma T, a pitratelor primilor # termeni:

T, = an® 4 bn® + on + d.

Ce condifii trebuie s# verifice pentru aceasta coeficientii q, b, ¢, d?
S# se verifice afirmatia pe exemplul de mai sus §i si se aplice pe noul exemplu:

T, __4..»8 4,,s+l_1
»=T3 3™

1.4 IMAGINI ALE SUBMULTIMILOR DIN R

1.4.1 Definitii

Sd considerim o aplicafie f de la o mulfime E la o mulfime F (care pot fi
amindoud submulfimi din R). Fiind dati o submulfime 4 din E si o sub-
multime B din F, vom da urméitoarele definitii:

DEFINITIA |/ Imaginea directd prin f a submul{imii 4 din E este mulfimea
1 f[4] a imaginilor prin f a elementelor din 4 :

4] = {y; 34%; f(#) =3}
S[A] este o submulfime a mul{imii de sosire F.

DEFINITIA | Imaginea inversi prin f a submul{imii B din F este mul{imea
2 J~! [B] a elementelor din E a eiiror imagine prin f este un element
din B:

f[B] = {x; f(x)=B}.
f3[B] este o submulfime a mulfimii de plecare E.

Observafii. — 1 f[9]1=@.
2 Existd aplicatii f astfel ci existi o mulfime B nevidi in aga fel ci:
fB)=2.

(De exemplu: f= [x —»sin x] si B = ]2,4].)

3 Exercifiile cu numere de la 1.97 la 1.104 stabilesc un anumit numir de
proprietdti importante ale acestor imagini directe si inverse, precum si o
caracterizare posibild, prin intermediul lor, a proprietitilor esentiale ale apli-
catiilor f (injectie, surjectie, bijectie).

4 Dacd f este o funcfie al cirei domeniu de definifie este D, pentru o mul-
fime dati 4 de numere reale, se pune:

fTA] =f[4 n D].

4 — Alefy — Analiz3, calcul diferenial, aplicaii I. 49



1
Exemple. 1. E = R*, F=R, f= [x-. -;] .

4=10, + @l f141 =10, + ool
B=[, + L B = 10, + ol;
B =0} 18] = 9;
4=0, flAd] =0
A4=1-1,000 10, +1[ f14] =1=e, — 1LV 11, +oo[;

-[+. 2] =[5 8] e s
2[5 2] 781 =2
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Fig. 1
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L. f=XQ E=F=R.

4 = {42}, Si4] = {0}.
B = [2,5], f-l[B] =0;
4=1-14] fl41 = {0,1};
B = 10,5, fBl=g;
B = {0}, fBl=R—-Q;
B =R, f-l[B]‘_—R:
B=1{01}, F-1[B] = R.
1. F= [z~ |4, E=F=R (fig. 2).
4 =[14] fl4] = [LA4[;
B = [1,4[, f-B) = [L4[ U 1— 4, — 1] =f1[f[4]D)-
1y
= i 53
\\\ J i \
\\\‘\ 3
~—; _11:
] ] ] o-0-0-0-0-0-9020 rY i [ P
6 <5 -4 =3 -2 -1 o 1 2 3 & 5§ 6 zx

1.4.2 Imagini directe §i inverse de deschigi
sau de inchisi

ooooo

m E=R=F, f= [x —E(x)] (funcfie parte intreagi).
a) 4 = 10,1; 0,9[ deschis in R; f[4] = {0} inchis in R.
A =10,1;0,9] nici deschis nici inchis in R;
JTA] = {0} inchis in R.
A = [0,1;0,9] inchis in R; f[4] = {0} inchis in R.
A = @ inchis (si deschis); f[A] = deschis (5i inchis).
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b) B = {0} inchis in R; f~2[B] = [0,1[ nici deschis, nici inchis.
B =]—1;0,2[ deschis in R;
f[B] = [0,1[ nici deschis, nici inchis.
B = ]—1;0,2] nici deschis, nici inchis,
f[B] = [0,1[ nici deschis, nici inchis.

f(x) = =%, x<0;
B E=R=F f0)=2;
J(x)=1—2z, x> 0.

a) A = ]— 2, — 1] deschis; f[A] = ]— 2, — 1[ deschis.
4=]~1 5] deschis; fl41=1—100 v &} v |3 9|
nici deschis, nici inchis.
4 =[~1 7] tuchis; fa1 = [~ 100 v @& v [}, 1]
nici deschis, nici inchis.
A = ]0, 1] nici deschis, nici Inchis;
S[A] = [0, 1[ nici deschis, nici inchis.

b) B = {2} inchis;| S[B] = {0} inchis.
B = ]1,5; 2,5[ deschis; S7[B] = {0} inchis.
B = 10,5; 1[ deschis; f1[B] = ]0; 0,5[ deschis.

In sectiunile urmitoare vor apare conditiile necesare si suficiente pentru
ca imaginea inversid a unui deschis si fie un deschis,

EXERCITII

Fie f o aplicafic oarecare de la multimea E la mulfimea F. Fie A §i A’ doud submulfimi oarecare
din E, B §i B’ doud submulfimi oarecare din F.
Sa& se demonstreze proprietitile urmdatoare :

1.97 flA U A’} = f[4] U f[4’].

1.98 f[4 n 4’] = f[4] n f[4'].
Si se demonstreze ci egalitatea are loc daci si numai daci f este injectivi.

1.99 f-i[B y B’] =f-1B] U f-1[B’).
1.100 f-'[B n B’} =f-*[B] n f-}[B’).
1.101 4 < 4’ =) f[4] < f[4°).

1.102 B ¢ B’ =f-1[B] < f-[B’].
1.108 f-1[f[4]]) > 4.

Egalitatea are loc dacy f este injectivi. S4 se dea un exemplu in care egalitatea nu are loc.
1.10% f[f—2[4]]) < A4.

Egalitatea are loc daci f este surjectivi. Sz se dea un exemplu in care egalitatea nu are loc.
1.105 S3 se demonstreze ci f §i g fiind doui functii numerice §i B o submulfime din R:
-
(fog)—[B] = g [f*[B]].
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1.5 FUNCTH CONTINUE INTR-UN PUNCT
1.5.1 Definitii

In sens intuitiv, se pot distinge doui tipuri de situatii in care se spune ci
o functie este disconftnud. Mai intli, se pot lua in considerare discontinuitifile
la nivelul domeniului de definifie. Dar acest tip de discontinuitate ia un
caracter global §i nu depinde de functia f studiati. Aceasti intuire a disconti-
nuititii nu se bazeazi decit pe proprietatea de conexiune a submulfimilor
lui R, proprietate care este legati de topologia lui R.

A doud semnificatie intuitivi a continuititii este legatd de o funcfie f si de
un punct %, al domeniului siu de definijie, §i are in vedere comportamentul
valorilor f(x) cind x este apropiat de x,.

Numai formalizarea acestui punct de vedere conduce la nofiunea matematici
de continuitate.

Se spune ci o functie f este continui intr-un punct %, al domenijului siiu de
definifie D daci, x fiind un element al lui D vecin cu %, atunci f(x) este
vecin cu f(%,). Vom studia acum aceastd notiune intuitivi, asa cum am ficut
de altfel si in Alef, Algebra, vol. II, Funcfii numerice, aplicafii diverse,
nr. 6.4 si 6.5.

DEFINITIE | O funetie numerieii f, definitd pe o submulfime D de numere
reale, este continui intr-un punet %,, element din D, daei §i numai
dacd pentru orice vecinitate V a lui f(x,), existi o veeindtate W
a lui x, astiel ed apartenenta numiirului x din D la mutimea W impli-
edi apartenenta imaginii f(x) la mulfimea V.

Dach se noteazi ¥(x,), mulfimea vecinititilor lui %, In D si P(f(«,)) mul-
fimea vecinitifilor lui f(x,), aceasti definifie ia urmitoarea formd cuanti-
ficatd :
O funetie f este continui intr-un punect %, din domeniul ei de defini~
tie D daed si numai daed:

Vg Vs IvegW (2 € W =fz) €V]

Observagie. — Si reamintim (nr. 1.1) ci ‘daci # este o vecinitate a unui
numir x, din R, » n D este o vecinitate a lui x, in D.
Daci se fine seama de definitiile de la nr. 1.4, aceast? definifie ia urmétoarea
forma :
P, O funetie f este continud intr-un punet x, din domeniul ei de defi-
nitie D daci si numai daeii:

Youea Vi Az fIW] <V

@ In foarte multe cazuri este comod si se foloseascd vecinititi centrate
Ve i W,. De exemplu, dacd:

Ve = 1f(%e) — & f(%o) + €[, cu e = R¥,
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si dacd: Wy = 1%o— 0 %o+ n[, cu 4 € R**,
flx) Ve < f(x) — flzdl <&,

x€W, <l — x| <.

Tinind seama de relatiile de mai sus, definifia ini}iald se enunfd in felul urma-
tor:

P, O funetiec numeriei f este eontinui fntr-un punet x, din domeniul
ei de definitie D daed si numai daed:

Veiee; Jpes ;. Vp %
(1% — 2ol <7 = |f(x) — f(%o)| < €]

S4 demonstrim cd definifia inijiald §i propozifia P, sint echivalente.
Fie o functie f continui intr-un punct x, in sensul definifiei inifiale. Fie, pe
de alti parte, un numdr real pozitiv nemul € §i fie vecindtatea centrati a
lui f(x,)

Ve = If(xo) — & flxo) + ¢[.

Aceasti vecinitate centrati este, in particular, o vecindtate ¥V a lui f(x,);
prin urmare existi o vecinitate W a numirului x, astfel cid:

JIW] e V..

Dar orice vecinitate a lui x, confine o vecinitate centrati in x, (ar. 1.1.6,
Proprietatea 1).
Existi deci un numdr w, real pozitiv nenul, astfel cd:

|# — xo] < m antreneazi: xeW;
Or: xsW = f(x)eV,.
Rezulti ci numirul » este astfel ci:

% — %ol < 1= [f(x) — flxa)| < .

Functia f este deci continud in x, in sensul proprietédtii P,. Reciproc, pentru
orice vecindtate V a lui f(x,), existd un numir ¢, real pozitiv nenul, astfel
cd, dacd V, = Jf(x,) — &, f(xo) + €[, avem:

Ve V.

Daci f este continui in x, in sensul proprietd{ii P,, existd un numdr v, real
pozitiv nenul, astfel ca:

£ — %ol <= |f(%) — flzo)] <,
adici : fIWale Ve V.

Or, vecindtatea centrati W, este, in particular, o vecindtate W a numérului
%¢. Plecind de la o vecinitate V oarecare a num#rului f(x,), am gisit o veci-
nitate W = W, astfel ci: f[W] < V.

Functia f este deci continud in sensul definifiei 1.
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B Si considerim o funcfie f oarecare §i un punct x, din domeniul ei de
definitie D. Fie V o vecinitate a imaginei f(x,) a lui x, prin f.
iie multimea f~1[V].

vem :

flxo) € V=20 = f[V],
SIf2[V]] € V (exercitiul nr. 1.104).

Dacd f71[V] este o vecinitate a lui %, ea joacd rolul vecinitifii W din defi-
nifia inifiald ; prin urmare, funcfia f este continud in %,. Reciproc, daci f este
continud in x, existi o vecinitate W a lui x, astfel ci:

fIWle V.
Avem deci (exercifiul nr. 1.101):

U] < fAV].
Dar (exercifiul nr. 1.102):
W < ffIW]]
Prin urmare :
W < f[V].

Vecinitatea W fiind o vecindtate a lui x4 f~1[V] este de asemenea o veci-
nitate a lui x,. Se deduce:

P; O funetie numeried f este continui intr-un punet x, din domeniul
ei de definitie D daed si numai dacd imaginea inversd a oriedrei
veeiniitiiti a Ini f(x,) este o veecinitate a lui x, in D.

Observagie. — Notiunea de continuitate a unei functii intr-un punct x, este
legati de nofiunea de vecinitate. Ca §i aceasta deci, depinde de topologia
consideratd. '

Ezxemple. 1. Fie functia f= [z 2], fie #y =1, fie ¥(2) mul{imea vecinititilor lni 2 gi fie
%9(1) multimea vecinititilor lui 1. Avem:

V°V(2) 14 2V,

[Ve* f(»=21f[V]1=R.
R < 9(1).

Imaginea inversi prin f a oricdrei vecinititi a lui 2 = f(1) fiind o vecinitate a lui 1, funcfia
f este continud in x, = 1 (fig. 3).

II. Fie funcfia g = [# =» 2#], fie #, un numir real oarecare §i fie P(¥,) §i ?(2,) multimile res-
pective de vecinXtiti ale lui x, §i 2% = g(#o) :

Veppey 7 3r 3rE Japlc V5l 22,S]a BLL.

55



Avem deci:

or:

g7 [1e, B[] = g—[V];

g-1[1a, B[] = ]§ %[

s 2, € Ja, B[=)xoe]-§. %[:
deci : g Je, BL) & F(xo);

prin urmare: g1 V] € P(#x,),

si: Vepuey?  &7'IVIE Tixo).

Functia g este deci continui in orice punct #, (fig. 4).
I Fie functia s = [+ ~» 2],

Cu notafiile analoage cu cele din exemplul II si
;t:giem continuitatea functiei 4 in punctul #, din
Vou?: 3rte; 3z+p [OuplcV
si 23 < e BLI

Fie:  y=sup (e B) si 3=inf(« p);

5o, B0 =1 — Ay — V30 U 1V, WD
or: Mz =]a, B[=) xo=h 1, B[I;
deci: K []e, BL1=¥(xo).

Se trage concluzia ci functia % este continui in z,
1a fel ca in exemplul II (fig. 5).




1.5.2 Functii necontinue intr-un punct

O functie f necontinui in punctul %, din domeniul ei de definifie D este dis-
continud in x, Pistrind notafiile de la nr. 1.5.1, aceastd proprietate se tra-
duce formal prin:

Pi eV Ve W SIWIEV.

P:  dpeec; Vaens Ipa
|# — %] < §i |f(x) — flxo)| > e

P: O functie numerici f este diseontinui intr-un punet x, din do-
meniul ei de definitie dacd §i numai daei existi o vecinitate a lui
flx,) a ciirei imagine inversa prin f nu este o veeinitate a lui x,.

Exemple. I. Si considerdm functia caracteristict X4 a mulfimii 4 = [1, +-co[. S& studiem con-
tinuitatea ei in punctul #, = 1.
Avem:

Ay(l) = 1.
Dat, in orice veciniitate a lui 1, existi numere care aparfin lui 4, a ciror imagine prin X4
este deci num#rul 1 §i alte numere care nu aparfin lui 4, a cliror imagine prin X 4 este deci 0.

1 3

Fie vecinitatea V = z’ -E[ a imaginii X 4(1) = 1.

Oticare ar fi vecinitatea W a numdrului 1, avem, dupd observafia precedentd :
Jw) = {0.1}.

Numirul 0 nu aparfine lui ¥, f(W) nu este inclus in V.

Functia X4 nu este deci continud in punctul z, = 1 (fig. 6).

B Aceasti demonstrafie se poate pune avantajos sub forma urmitoare (notafii evidente).
Fie:

1 3
V=];, —2-[. v eB(l);
fV]=[1, 4ol

F-1[V] nu este o vecinitate a Iui 1 fn D=R; deci
functia f nu este continu# pentrn x, = 1.

II. Fie functia f definitd prin:

flay==» dact »< — 1,
flien=—2
flx) =22 42 dacki #> — 1.

Si studiem continuitatea functiei f in punctul z, = —1.
5 3

e vecimitates I —32, V= |-—,—3|. Orece z
vecinitate W a lui z, = — 1 confine un interval des-
chis Ja, B[ care contine pe #,:
¢<xo<55
le, Bl=le, — 1[ U {1} U ]— L, B[ Fig. 6
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Avem:
imaginea prin f a lui J«, B[, submul{ime a lui W, con-
tine deci. numere pozitive cici:

f > — 1 antreneazi: 2 +2> 0;
prin urmare, existi in W elemente ale ciror imagini
prin f nu sint elemente ale lui V (fig. 7).

W Aceastd demonstratie se poate pune avantajos sub
forma urmitoare (notatii evidente).

Fie:

5 3
V=]—?,—;[, vev(—2),

3
fv1= ]- - ;[ v {- 1.

f~[V]nuesteo vecinditate alul — 1in D = R, deci func-
fia f nu este continu¥ pentru z, = —1.

Observagie. — In exemplele precedente se observi ci pozifia lui x in raport
cu x, influenfeazi asupra pozifiei lui f(x) in raport cu pozifia lui f(x,).
Aceastd observafie ne conduce si dim definifiile urmitoare.

1.5.3 Continuitate la dreapta, continuitate la stinga

DEFINITIA / O funetie f, definiti pe un domeniu de definitie D, este con-
1  tinud la dreapta (respectiv la stinga) in punetul x, daed restrictia
lui f la intervalul [x, 4 oo[ (respeetiv ]— oo, x,]) este con-

tinud in x,.

Fie ¥,(x,) mulfimea vecinititilor la dreapta ale lui x, si fie *¥,(x,) mulfimea
vecinititilor la stinga ale lui x,. '

S4 reamintim ci o vecinitate la dreapta (respectiv la stinga) a lui x, este
intersectia unei veciniitdti a lui %, In R cu [x, + o[ (respectiv ]— oo, x,]).

O functie f este continuii la dreapta intr-un punet x, din domeniul ei de defi-
nitie D daed una din proprietitile urmiitoare este verificati :

P Vousn Vi JguaW; fIWlcV
P, Ve VEe++7; » dp%o
0<z— 2y <m=|flx) — flx)] < ¢




P:; Imaginea inversd prin f a oriedirei veeindtiiti a lui f(x,) este o veei-
niitate la dreapta a lui x, in D.

O functie f este continui la stinga intr-un punct %, din domeniul ei de defi-
nifie D daci una din proprietifile urmitoare este verificatd:

Py VeouiznV; Iy W;  fIW]cV.
P Ve+* €5 Ve++7; dp%o
* 0<%—1x<n |flx) — fl@)|<e

P;; Imaginea inversi prin f a oriciirei veciniitiiti a Iui f(x,) este o veciné-
tate la stinga a lui %, in D.

O functie continul in x, este continui la dreapta sila stinga in %, §i reciproc
(exercitiul nr. 1.105).
O functie poate si nu fie continud nici la dreapta, nici la stinga.

Ezempls. I Functia X4 consideratd in exemplul I de la nr. 1.5.2 este continu# la dreapta in
punctul #, = 1. Ea nu este continu¥ la stinga in acest punct.

IL. Funcia f considerati in exemplul II de la nr. 1.5.2 nu este continud nici la dreapta, nici
la stinga in punctul %, = — 1

EXERCITIX

1.106 S& se demonstreze ci o funcfie continui la dreapta gi continud la stinga intr-un punct %,
este continud in z,.
L

Sd se studieze continuitatea functiilor definite prin:
1.107 f(#) = E(2).

1.108 f(%) =

E(x).
1.109 f(x) = E(3% — 1).
1.110 f(z) = 3xq.
1111 f(z) = xxq
1112 f(5) = —

ip-Z
*
1.113 Un punct #, al unei submul{imi D din R este izolat in D daci existi o vecinitate V a
Iui #, care are cu D o intersectie redusd la #,.
a) Si se demonstreze ci o mulfime redusi la un punct izolat este inchisi si deschisi in D.
b) Si se demonstreze ci o functie f definitd intr-un punct izolat #, este continud in x,.
¢) Un numir rational este un punct izolat din Q?

1 .
d) Functia |z —» P este continui in anumite puncte din Q?

e) Aceeagi chestiune pentru functia [+—» xxo]
Sd se studieze comtinuitatea functiilor f definste mai jos $n punctele precizate:
1114 f = [#=» 22 - 2], % =0.
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, — %45
1.115f=[ s ] %= 4
x—3
3% 41
1.116 f= x-.i'-"—-], 2o = 4.
2% —1
1117 f = [x=> 4[], =9

1.6 OPERATH CU FUNCTIl CONTINUE
iNTR-UN PUNCT

S& considerim dou# funcfii numerice f si g continue in punctul x, al inter-
sectiei domeniilor lor de definifie. Am reamintit la nr. 1.2.6 cum se definesc
functiile sumi, produs, cit. Este vorba deci si se studieze continuitatea in
punctul %, a acestor diverse functii obfinute cu ajutorul functiilor f si g.

1.6.1 Suma a doud functii continue

Fie f o funcfie continud intr-un punct x, din domeniul ei de definitie D,.
Fie g o funcfie continui in x,, care aparfine domeniului ei de definifie D,.
S3 studiem, pentru orice ¥ care aparfine intersectiei D, n D,, valoarea abso-
lutd a diferentei (f + g)(¥) — (f + &) (o) :

I(f +8)(%) — (f + &) (®o)l = If(%) — f(%0) + &(x) — (%)l

Valoarea absoluti a unei sume este mai mic% decit sau egali cu suma valo-
rilor absolute :

I(f + &)(%) — (f + &) (%)l <If(%) — f(xo)] + le(x) — &(o)].

Conform ipotezelor, este posibil de a face cei doi termeni ai acestei sume
mai mici decit orice numir dat.
Fie ¢ un real pozitiv nenul dat. Existi u, astfel cj:

|# — %ol < m = |f (%) — f(xo)] < ':7
Existd de asemenea v, astfel ci:
|# — %ol < 92 =|g(%) — g(x0)l< '2 .

Fie: : n =inf (4, 7).
Avem:
[ — 2l <= — x|l <y s |¥— x| <

=>f#) = flzl < 5 st le(n) —glza)l <<
>+ 8E) — (F+ o)l <<+ .



Suma f - g este deci continui in punctul x,.
Se poate enunta:

TEOREMA / Fie f si g doui funetii continue intr-un punet x,in eare amindoui
sint definite: atunci, funefia f + g este continui in punetul x,.

1.6.2 Produsul dintre o functie continud

$i un numir real
Fl; f Do functie numerici continud intr-un punct x, din domeniul ei de defi-
nitie D.
Numdrul A fiind un real dat, si studiem valoarea absoluti a diferentei
M(x) — M(xo) 2 1M(x) — M(wo)l = A 1f(%) — f(2o) ;
[ fiind continui :

Viie€: Jpeen’s Vpx

[:x =l <’ = fw) — flw)l <.

Prin urmare: Ve €5 dpeen’s Vpx
[1% — %ol < 0" = |M(x) — M(x)| <el.
Se poate enunga:

TEOREMA |/ Fie f o functie continuii intr-un punet x, si fie A un numir
real: funetia )\f este econtinud in punctul x,.

Observafie. — Din rezultatele de la numerele 1.6.1 si 1.6.2 se poate deduce
cid mulfimea €(D, R) a aplicatiilor continue ale unei submulfimi DdelaR1a
R este un subspatiu vectorial al spaiului vectorial &(D, R) al functiilor nume-
rice definite pe D.

1.6.3 Produsul a doua functii continue

Pe baza aceloragi ipoteze ca la nr. 1.6.1, si studiem, pentru orice element x
al intersecfiei D, n D, valoarea absoluti a diferentei

J(xo)g(xo) — f(x)g(x) :
Sxo)g(x0) — f(%)g(%) = f(xo)g(%0) — f%0)e(%) + flxoe(x) — fl#)g(x) =
= f(%o) [8(x0) — &(x)] + &(x) [f(xo) — &(#)].
Ifixo)g(%0) — fix)e(#)| <If(xo)l l&(%0) — &(x)] + le(%)] If(xe) — &(2)I-
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B Functia g fiind continud in %, avem:
V|;+o €; an-p Nas VD, x

[% — %ol < 2 = lg(x) — g(x0)] < €l
Se deduce ci:
Vpee €5 JpreMas Vp %

[z — xo| < s = g(x) < |g(xo)| + €]
Existi deci un numir K astfel ci:
[% — %] <M= g(%) < K;
avem . VB+‘ €; EB.*‘ Y,é 5 VD x
[17 = #l < 7k = lgx) — glwoll < 5|
prin urmare, daci »; = inf (9, n2);
Vpie®: dpema; Vp %
[1 = wol < 7 = le(@)] 18(3) — gloll < £]-

B Pe de altd parte:
Veie € Jguemis Vp %

|17 = #ol < m = 1/ (9) — flwal <
deci: Vgis€: peemis Vp %
[1# = 2ol < m= =l 119) — fzal < 5]
R Fie v =inf (43, v1); avem simultan:
Vo, % [I8 — xol < n=lfwo)l Ifte) — flwa)l <]

2f(#o) ]

st Vo, % [12— 2l < 1= le(o)l lg(e) — glxoll < 5]
prin urmare, pentru ci:

ILfg1(x0) — [fg(®) <1 f(%o)l I8(x0) — &()] + 1&(2)] If(%o) — f(),
Vu.p €; 3.;.... L VDmD'x

[z — %ol <0 = I[fg](xo) — Bl < el
Se poate deci enunta:

TEOREMA |/ Fie f si g doudl functii continue intr-un punet x, din mterseeua
domeniilor lor de definifie: functia fz este continui in x,.
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1.6.4 Inversa unei functii continue

Fie g o funcfie continui intr-un punct %, din domeniul ei de definifie D
astfel cd, in plus, g(x,) este diferit de zero.

Si studiem valoarea absolutd a diferenfei E-] (%) — [l] (%) :
4 .

L L et —el

8(x) &(%o) l&(#)] lg(=o)l

Functia g fiind continui in #, i g(x,) fiind nenul, existi un numir pozitiv
k §i un numir pozitiv v astfel ci:

|# — xo| < = |g(x)] > &.

Avem deci:
Veiee; dAmien'; Vo2
(% — %ol < 7' = |g(x0) — &(x)] < Rlg(%o)l€]

lg(x0) — g(#)| L e] .
18(x)g(%o)l Ig(#)]

[1# = 2l <=
k .
ar: — << 1; deci:
le()|
Veiee; dge+n'; Vpx
[1# = #ol <" = |[2] 0 = 2] (=) < -
4 g
Se poate enunta:

TEOREMA | Fie g o functie continui intr-un punet x, astfel ed g(x,) este
diferit de zero: funcﬁa% este eontinud in x,.

1.6.5 Consecinte

Teoremele pe care le-am enuntat cit §i continuitatea funcfiei constante si a
functiei identice antreneazd urméitoarele corolare:

COROLARUL |/ Fie f si g doud funetii continue in x, astfel ed g(x,) este
1 diferit de zero: functia L este continui in %q
4

Fie n numere reale a,, @, ..., @,—1. Se numeste funcfie polinomiald orice
functie P care, lui x, face si-i corespundi:
n—1

P(x)=ao+alx+a2x2+--- +a"_lx”-1=2a,-xi.

$=0
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COROLARUL | Orice functie polinomiald este continuii in orice punct din
2 domeniul ei de definitie.

COROLARUL | Functia f, definiti prin f(x) =i";, este continui in orice

X,
punct din domeniul ei de definifie (adicd in orice punet x, astfel
eit Q(x,) si fie diferit de zero).

1.6.6 Functia compusa

Fie doui functii f §i g. Se presupune ci g este continui intr-un punct z, din
domeniul ei de definifie si ci f este definitd si continui in g(x,). Si studiem
. continuitatea functiei fog.
-Fie B o submulfime oarecare a mulfimii de sosire. Avem:
[fogl™[B] = {z; [fogl(») =B} =
{»; fle(x)) =B} =
{x;8(x)=f[B]} =
{x; x=g[[[B]].
S& presupunem cd V este o vecinitate a lui [fog](x,). Functia f fiind con-
tinud in g(x,), rezulti ci:
% = f71[V] este o vecinitate a lui g(x,).
Functfia g fiind continud in x, rezult3 ci:
g ] =g [ V1]
este o vecindtate a lui x, Dar: ‘ _
| VI = [fogl V1.
Imaginea inversd prin fog a unei vecinitifi oarecare a lui [fog](x,) este
deci o vecinitate a lui x,. Se poate enunta:
TEOREMA / Fie o functie g, continui intr-un punet x, din domeniul ei de

definitie si fie / o funcfie definitd si continud in g(x,). Funetia
fog este atunei continud in x,.

EXERCTIO

1.118 Care este domeniul de definitie al functiei f definitt prin:
6x — 2
3x—1

f(#) = ?

1
Este aceast¥ functie continui pentru » = -;?

S& se studieze continustatea functici f tn punctul z, $n urmdtoarele cazuri:
1.119 f(3) = 22 4 x; 2= 1.
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‘ FEtIS L GRS (I SR SR VR i
1120 f(of oy R =1 0
28 .
L ox—1 : .
1.121 f(x) = —'—‘: Toxg = 4,
'1221'() Lo PREVYRE
1. z=_=; 3’=._ vee
Jaoe : 0= RS g
1123 1° S& reamlntegtecﬁb‘(x) iriseamny ‘cel iai mare‘numir intreg: inferior decit sau egal cu #.
S4 se calculeze: E(2); E(2, 01); E(1, 99); E(— 3, 2); E(- 4, 001).
2° Si se calculeze f(x)=x-—E(x) pentru x—2 pentru x.—2+h (0<h<1) pentrn
x=2—h0<h<]l). 5 I
8° Functia f este continui: peni:m x=2? pentru x-—25?
4° S# se traseze graficul acestel funciii pentru 0<r<4. .

S& se stud'ww continuitatea functiilor f. deﬁmta mai ]OS prm 2
.le(x) =4x‘+5x‘+3x’—4x+ 12

.125 f(x) (3 Jx - 5)’ + 4_

. 322 =7 3 - : » ‘ .
‘ 1.128 f(¥) = x' - :+ . o Sl L
344 — 722+ 3 5%

1.127 j(x) = x’ﬁ_le .+3X' -»—'530

1128 f(z) =

AU DS B A

1
- (3yx —s)" +3: et e e o e
1.129 Se consideri funcfia carscteristici XQ a multnnil numerelor ratlonale

1° Fie #y, un numir rational. Care este imaginea prin xq a unei vecinitﬁf.i Ve 8 num&rulu.i xo?
S# se dedycdicl xq nu éste continu# in.wy

2° Fie #, un numir real nerational. Care este imagi.nea prin Xq a unei veuniitﬁti V a numﬁ
Tulal %, 7754 ‘Se deducd cd %q Bu “esté continiu®d i AT B

3° Existd un numir # astiel ci yxq sd fie continui in x?

XQ("') = I«’xeo.
xa(x) =02 &0.

17 OONTINUITATEA PE 0 SIIBMIII.'I'IME

,,L.“,, ;.~

171 Defmltle. anele consecm;e

'A;l‘ T

i
Exxsta functu care . smt coutm,ue in. mcn, un punct dln domemul lor de
definitie (a se vedea exercifiul nr. 1. 129)
,Invers, existd: functii care sint continue in orice punct dmtx-un anumlt dome-
‘niw, submulfime a, domeniului lor de definifie. -... . - » - s T

s .
1 o

\ § — Alefy — Analiz¥, calcul diferential, aplicatii 1. ;65



DEFINITIE | O funectie f eontinud in orice punet x, al unei mulfimi U de
numere reale este continui pe U. ‘

Fie f, g, h, ... functii continue pe o aceeasi submulfime U din R. In fiecare
punct din U se aplici teoremele de la nr. 1.6. Prin urmare, oricare ar fi
numerele reale A, w,v, ..., functiile A+ ug+ve+ ... si fgh... sint
continue pe U. De asemenea, daci U’ este mulfimea elementelor din U astfel

cd g(x) este menul, functia i— este continui pe U’. Se deduc urmitoarele

rezultate: : _

1° Orice functie polinomiald este continui pe R.

2° Orice functie rajionali este continui pe domeniul ei de definitie.

3° Mulfimea functiilor continue pe o aceeasi mulfime U de numere reale
este un subspatiu vectorial al spafiului vectorial al funcfiilor continue nume-
rice definite pe U. : :

Te(ﬁ'ﬁm:le de la secfiunea 1.6 permit pe deasupra si se enunje urmitorul
rezultat : : ' :

Fie o funetie g continuii pe o multime U si fie o funetie f definiti
§i continud pe g[U]. Atunci funetia compusid %z = fog este con~
tinud pe U. 4

Acest rezultat se extinde fird dificultate la comﬁtnerea mai multor functii.

Exemple. 1. Functla f= ' [x s—vv;-

este continu# pe R.
aA+1] .

1
II. Funcila g = [x ~» sin ;—2-] este continui pe R — {2}.

II. Funcfiah = [x = Qlcos Vat —3x + 4] este continnd pe domeniul ei de definitie.

1.7.2 Proprietate fundamental3

Fie o functie f continui pe o mulfime D. S% reamintim ci deschisii lui D
sint intersectiile cu D ale deschisilor din R (nr. 1.1.7) si c4 orice deschis este
vecinitate a fieciruia din punctele lui (nr. 1.1.5). Fie O un deschis din R.
Functia f fiind continui pe D-si O fiind vecinitate a fieciruia din punctele
ei f~1[0] este de asemenea vecinitate a fieciruia din punctele ei; f~1[0] este
deci un deschis din D. Reciproc, fie o funcfie f definiti pe D astfel ci ima-
ginea inversi prin f a oricirui deschis din R este un deschis din D. Fie un
element x, din D; f(x,) este un numir real i admite o vecinitate deschisi
V. in R. Prin ipotez3, imaginea inversi prin f a lui V este un deschis din
D care confine pe x,; aceasta este deci o vecinitate a lui xoin D; f este deci
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continui in x,. Acest fapt fiind adevirat pentru orice element x, din D,
functia f esté continuid pe D. Se poate deci enunfa:

TEOREMA |/ O funcfie numeric#i f definiti pe o mul{ime D este continui
pe D daedl si numai dac# imaginea inverséi prin f a oriciirui desehis
din R este un deschis din D.

1.7.3'I-'untii continue pe un interval

Fie o funcfie f continui pe un interval I. Se poate demonstra urmdtoarea
teoremi fundamentali pe care o vom accepta fird demonstratie:

- TEOREMA | Daeii o functie f este definitd si continuii pe un interval 7, ima-
1 ginea directd f[I] este un interval J.

Exemple. Fie functia:

f =[x =»sin 2]

definitd gi continui pe R.

a) Fie I = R: fiI = [—1, + 1.

b) Fie I = [a, +o0[: i = [— 1, + 1i.

) Fe I = Ju, —oo[: Fi = [— 1, + 11.

d) Fie I = [0, 2r[: i = [— 1 + 11.

e) Fie I = ]o, %[ fI1 =10, 1[.

f) Fie I =[o. —;—] fiI1 = [0, 11.

Exemplele de mai sus arati ci intervalele I si J nu sint in mod necesar
de aceeasi naturi.
Totodats, cind intervalul I este inchis §i mérginit:

I=[a b], a<R, b<=R,

se poate demonstra urmitoarea teoremi pe care o vom accepta firi demon-

stratie : A

TEOREMA | Daeii o functie f este definitii si continuii pe un interval I inchis
2 si mirginit, intervalul J = f[I] este de asemenea inehis §i mérginit.

Din cele doud teoreme pe care le-am enuntat se scot urmitoarele consecine.
Comsecinga 1. — Prin definifia lui f[I], orice element din f[I] este ima-
ginea prin f a cel pufin unui element din I. Se poate deci enunja:

TEOREMA | O functie f continuil pe un interval / este 0 aplicatie surjeetivi
3  a intervalului I pe intervalul J = f[I].

67



ey e oo Consecinga 2.+ Fies f o functie continui-pe
1Y ;.- intervalul, inchis. §i- mirginit. {a,. 8]3: f[{]
T este atunci un interval inchis si margimt
. ('I‘eorema 2) pe care-l -desemndm pnn o

J=flI]=Tm, M),

m ﬂmd cea mai micid dintre valpnle luate
de f pe intervalul I,
-, Aplicatia f de la, I 1a J fiind surjec'uvaL
7 T ~7 Z existi cel*putin tn'*numir #, care -aparfinl
/ a5 1 =5 lui I si astfel ci: f(x,) = m, m fiind margi-
A "7 'nea mfenoara a functiei f pe intervalul I.
" Fig. 8 * De asemenea, M esté margmea superioard a
functiei f pe intervalul I si ex1sta cel putm
in numir %, care apattme mtervalulul I si astfel cé

Se poate deci enunta (fig. 8):

TEOREMA |/ O functie f definitd §1 continui pe un interval inehls §1 miirgmlt
4 I este mirginiti pe I si-si atinge marginile. _
Consecinfa 3. — Fie f o functie definitd si continui pe un intetval inchis
mirginit I = [a, b]. Fie J = f[I] [, M];ffiind o surjeétie_g lui J pe j;
" se poate enunja: ' _ ;

TEOREMA / O funetie f definitd si continud pe un interval inchis mirginit
5 iEa b] ia eel putin odati pe [z, b] orlce valoare euprmsé intre mar-
inele ei. - ¢

flla, 8]] = [m, M],
. V[m.m?\ El[a.b]c: Sle) = A

Umc1tatea numirului ¢ nu este adevirati in general (fzg 9). Remproca acestel
teoreme nu este adeviratd. O-functie f definitd pe un. interval mchls mir-
ginit [a, b], care ia toate valorile cuprinse intre margmea superioard M si
marginea inferioard m a-lui f pé [a, b] ‘nu este in mod necesar continui

Pe [a b] R N S R S ’ VR el

Examplu er func;ia f deflmti pe mtervalul [—2 + 2] prin BRI 5 _j.

f(x)=—2x—2 xE[—Z—l[,
B (N ze[—1, -l-lJ. i
S L e xe]+l’ +21
Reprezentarea graficé ( ﬁg 16) a acestei fllmc';u (imcontmue pune in ewde;:ti faptul cé funct;ia.
ia. cel pifin 6datd orice “valoare diirs m‘barva.lul f[[— 2, + 2]] ot AN
. s A - ~‘."'Y.=5' . A
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£(5)
m
e el G
0{ at, & G 46 *
¢ mge Fig. 10
Avem: = - {a, b} < [a b]

Se deduce ci f(a) apartine intervalului [m, M] si cd f(b) aparfine intervalului
[m, M]. Se poate deci enunfa un corolar imediat al teoremei § (fig. 9):

TEOREMA / O funetie-f definitd si continuii pe un interval inchis mérginit
.. 8  [a,b] ia cel putin odaoa, pe acest mterval orice valoare cuprmsii

inre f(a) si f(2). o .
Consecina 4. — Si citim in_ fine” ca o consecm’,ca 1mechat5 a teoreme1 5
urmitoarea teoremi numiti uneori teorema lui Cauchy:

TEOREMA / Daci o iuncpe f este continui pe un interval inchis marglmt
6 [2, b] si dacé este astfel eii:

' L e f(a) - f(8) <0,
a}zuncl oxlsti un numir c dm 1ntervalul desclus ]a, b[ astfel ci
c)'=0. .

174 I-'unctu contmue $l strlct monotone
- pe. un mterval

) N .' . . 7.\
Fle f o functle contmua pe un mterval I . Ma1 mu1t~ s#-. presupunem cif
este strict monotond pe I. Ipoteza. de: strictd monotonie implicd: e

V%, Vi%e [%1#%3 = f (’ﬁ) #f(%2)]-

Functia f este deci injectivd. "% -/ -
Tinind seama de teorema 3 de la ar. 17 3 se poate enunfa :

TEOI{EM.A /::0; functie f contmua ;1 stnet monotona ‘pe un mtenval T este
79 bl]e(}“eahurpe.] f[l] Y é' . o

0 functle f continui si- ‘strict ‘monotons pé it imterval mclns I =[a b] ia
odatid §i numai odatd orice.vyaloare.cuprinsd intre f(a) si f(b).
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'] Exemple. 1. FuncHia f = [+ =» #* — 3] este
continu¥ pe intervalul [0, 3].
Ea este strict crescitoare pe acest interval

1 ciici
%) — f(#
fo) —fled _
¥ — X
> \ 7 T | este strict pozitivi pe intervalul [0, 3).
Avem: f(0) = —3 i f(3)=6;
f(#) ia odati gi numai odat¥ orice valoare
-7 ~ cuprins in intervalul [— 8, 6].
’ De exemplu, existi un numir ¢ unic astfel
: ci flo) = 0 (avem ¢ = ¥3).
Fig. 11 II. Pe intervalul [0, 3], functia g este de-
finitd prin:
x<[0, 1], g(x)=1—x;
#1120 gx) =0;
x<[2, 3], g(*) =2—=x

Se verifici firy dificultate ci aceasti functie este continui §i descrescitoare pe intervalul [0,3].
Dar g nu este strict descrescitoare (fig. 11).

Functia g nu este o bijectie a intervalului [0, 3] pe [g(0), g(3)].

Valoarea zero este obfinutd pentru orice numir din intervalul ]I, 2[.

1.7.5 Functii monotone pe un interval inchisis, b) $i care
iau toate valorile cuprinse fntre f(2) §i f()

Fie f o funcfie definitd si monotond pe intervalul inchis I = [4, b] si care ia
toate valorile cupnnse intre f(a) si f(b). Pentru a preciza, se presupune func-
tia f crescitoare pe

Fie %, un numir care apartme intervalului deschis ]a, b[. Dacid f(a) = f(x,).
datoritd monotoniei, funcfia f este constanti pe intervalul [a, x,]; studiul
este redus la acela al intervalului [z, b].

Analog se intimpld in cazul in care f(x,) = f(b).
S4 presupunem deci: .

fla) < f(xo) < f(2).

S4 studiem continuitatea funcfiei f in punctul x,.

Fie V o vecindtate a lui f(x,) in intervalul [f(a), f(5)]; f(%,) fiind un element
din intervalul ]f(a), f(b)[, existi doud numere reale pozitive nenule ¢, §1 €a
astfel ci V contine un interval deschis V, de forma:

= 1f(%0) — &1, f(%0) + eal.
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Functia f fiind o surjectie de 1a [a, 8] 1a f[[a, d]], existd un numir x; §i un
numir x, din intervalul [a, b] astfel cd:

S(%) = flxo) — =,
S(%s) = f(%o) + e

Avem deci: f(x)) < f(xo) si f(zg) < f(xa). .
Prin urmare, conform monotoniei lui f (aici crescitoare):

X< % SI %o < %,
xoe]xp ¥ ['
Pe de alti parte, orice numir din V, este imaginea unui element x din
[a, b], care, conform monotoniei lui f, aparfine lui ]x,, %3[. Imaginea inversd
a lui V, prin f este deci intervalul deschis ]x;,%,[; prin urmare imaginea
invers3 prin f a vecindt3fii V a lui f(x,) este o vecinitate a lui x,. Funcfia f
este deci continui in punctul x,.

TEOREMA | O funectie definiti pe un interval inchis [, ], monotoni pe
acest interval si eare ia toate valorile cuprinse intre f(a) si f(b),
este continudi pe intervalul [z, 4].

Cazul in care functia f este descrescitoare se trateazd in mod analog.

EXERCITH

1.130 Funcfia f = [x=s |2+ 2] + |#] + |# — 1|] este definiti pe R. Este continui pe R?
1.181 Acelagi exercifin ca precedentul cu functia f definitd prin:

| x#—3 5l 2#0, f() = |x + 3| — |+, f(— 3) =0, f(0) = 3.

1.132 Fie funcfia f definit pe intervalul [0, 2] prin:

0ga<gl: f(x) = 23,
1<x<2: o fla)=2x—-1. |

Aceastd functie este continui pe intervalul [0, 2]?
1.133 Acelagi exercitiu ca precedentul cu functia f definits prin:

Nr

e
x#0: f(%)=*+—x'
#=0: f0) = 1.}
1.134 Acelagi exercifiu ca precedentul cu iuncﬁg f definitd pe intervalul [0, 1] prin:
fl#) = = — E(W=).

E inseamni functia ,,parte h&eagi".
1.135 Se di pe intervalul I = [0, 3], functia:

f=[x = — 2% 4 42].

1° Si se demonstreze ci ea este continui pe intervalul [0, 3].
2° S3 se studieze sensul ei de variatie.
3° Si se determine aminuntit f(I] si si se studieze aplicatia f de la I la f[I].
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1,136 Se di funcfia f = [» =» |2 — 24|}, definitd pe"intervalul. [0, 3]. -

1° Si se demonstreze c& furicfia ‘este strict crescitoaré pe intervalnl [0 1] strict descrescitoa.te
pe intervalul (1, 2] si strict crescitoare pe intervalul 2, 8],

2° S# se calculeze f(0) §i f(3). Fie A un numir cupdns lntte f(O) sl f(8). Cite numere existd
astfel ca f(c) = A? Si se discute dupd valorile ui A, -

1.137 O functie f este definiti pe intervalul [0, 1[ in felal urmétor :

pentru 0 <x < 0,9: f(x) =1 T AR T
- ‘ A o N
s . } 1 , 5 : |
pentru 0,9 <x < 0,99: f(x) = -E
. )
pentru 0,99 <x < 0,999: f(x) = ;-
. ® - ’ . l
pentru 0,999 » < 0,999 9: f(x) = : , etc.

S(1) nu este incd precizatd.

1° Care este valoarea luati de f(») pentru:
xo_0918 x1—09918 x,~—099999918?

2° Ce valoare trebuie saise atribule lm f(1) pentru ca funci;xa si fie contmuii pentru rx=12
1.188 E insemnind functia ,,parte intreagi”, sa se” studlue continuitatea funci;hlor

f [x — oy — E(x)] »
“g= [x = E() + (# — E())).

1.3 FUNCTIA INVERSA. A-UNEI ruucnl S,
CONTINUE ] STRICT. MONOTONE PE UN INTERVAL

1.8.1 Definitie IR

Fie o functie f, continui pe un interval I si strict-monotoni pe I.

Stim (nr. 1.7.4) c& f este o bijectie a lui I pe f[I]..

Aplicatia inversi (nr. 1.2.6).a luilf, notats f—1 estelo: aphcatle de. la ] - f [I ]
la I. Avem urmitoarea echlvalenta fundamentalﬁ

Vir, Viy y = f(x) <> % —-f“(y)

Fie 7 identitatea pe I si j identitatea pe J: AT
Vir iR =5 Vor ft =%
avem atunci: AT A S
- fo f=1,
fofl=
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Exemplu. Fie funciia: f = [# ~» #?), definit4 pe intervalul [0, +-co[ f este o functie polmomiali
continui pe R, deci continu# pe intervalul [, +oo[ Fie », §i », distincte §i care apartfin
intervalului [0, 4 co[; avem: .
A=ad
2= # + %
X — % N

Oricare ar fi », §i x; care aparfin intervalului, conmderat acest ro,port de crestere este strict
pozitiv; functia f este dec1 strict cresc&toare -
Pe de alti parte:

fII0, +oo[1 = [0, +oo[. L
Funcjia f este o aplicatie bijectivi a intervalului [0, +co[ pe el insusi.
Se gtie ci functia inversd este notatd \/ T (rid3cini pitratd).

Se poate spune ci oricirui numdr real pozitiv X ii coreSpunde un .iumdr resl pozitiv ¥ unie
astfel cd X =Y*; se noteaza R

Y =X
Este absolut fundamental sd se vemarce cd:
Ve+X VEeRy; e
de exemplu:
Ver - V& =lal.

1.8.2 Monotonia functiei ihverse

Fie f o funcfie continui, strict crescdtoare pe un interval I si fie f1 functla
inversd.
Prin ipotezd :

V1% Vi%s [x1 # Xy => fiz) = flzd) > 0] .

% — X

Fie y, si ¥, doud numere oarecare din f[I] = J. S& studlem semnul pentru
y, diferit de y, al raportului:

_f) —f“(y.)
b2
Numerele Yy §i v, fiind elemente din J = f[I ], existi x; si #, in I astfel cd:
flx) =3 §1 f(%3) = s
Avem deci:
’ r ) — ) |
f(x) — fl=d)

adici :
. X1 — %

T f(x) — flx)

1
=—y
T
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dacd :
o= &) —flx)

X — X
Dar: ©> 0; deci: 7' >0, si: _
o -— =1
Vi VJys[.‘Yx #Ys =>._f_(};l_£_04> 0]~
17— Js

Rezultd ci f~ este crescitoare pe ]J.

Cazul funcfiei f descrescitoare se trateazi in mod analog. Se poate deci
enunta:

TEOREMA | Funcfia inversii f~! a unei funetii f continue i strict monotone
Pe un interval I este strict monotona pe f[I] = J. Mai mult, f-!
si f au acelagi sens de variatie.

1.8.3 Continuitatea functiei inverse

Funcia inversi f~! a functiei f continue si monotone pe I este o bijectie
alui J=f[I] pe I; f* ia deci o dati si numai o dati, orice valoare a lui
SII). Mai mult, f~? este strict monotoni pe J. Deci, ea este continui pe
orice interval inchis inclus in J (nr. 1.7.5).

Asadar, pentru orice element %, al lui J, existi un interval inchis continind
pe %, §i inclus in J. -

Deci, functia f este continui pe J.

TEOREMA | Funefia inversi a unei funetii / eontinue si striet monotone pe
un interval I este continud i strict monotond pe J = f[I].

1.8.4 Graficul i reprezentarea grafici a functiei

Fie § = {(», f(x)); x<I} graficul
2 torsa functiei f, definite, continue si
epr “-'ze”,"r 84 in - strict monotone pe intervalul I.
[z1—=F"(z)] . Fie ¢’ = {(y, f(y)); y=]} gra-

e ficul functiei inverse f~2, definite,
continue gi strict monotone pe
Reprezenforea fy  intervalul I.
[z 1—~Flz)] Conform cu echivalenta fundamen-
tald de la nr. 1.8.1, avem:

z, (%0, 1) € § = (x,, %) < §.
. Aceasti proprietate se traduce pe
z o reprezentare grafici carteziani
705 % printr-o simetrie in raport cu dreap-
Fig. 12 ta de ecuafie y =% (fig. 12).
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1.8.5 Functii circulare inverse
Fie funciia f definity pe intervalul inchis [— z g] = I prin:

f(x) .=‘ sin x.

Aceasti funcfie este continui (cursul de anul I) si monotond pe I. Funcfia
f72 este definitd pe intervalul J = [— 1, + 1] si este numiti functie ,,Arc
sinus”’,

[Arcsinus] (%) se noteazi Arcsin x. Avem agadar echivalenfa fundamentald:

[xe[— 1, +1] si y = Arcsin x]
¢>[y e[——z-l —2-] §1 SIn Yy = x]

Funcia Arcsinus este continud si cresciitoare pe intervalul inchis [— 1, +1].
Aceasti funcfie este reprezentatd grafic in figura 13. Se pot de asemenea
defini funcfiile Arccosinus (Arccos), Arctangenti (Arctg) si Arccotangentd
(Arcctg) (a se vedea exercifiile 1.139—1.142).

Graficul loi
[z +=drc sinx

Ny @

braficul i~

[z b sin Z}

z

Fig. 13
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EXERCITII T T

1,139 Sk se studieze funciia inversi a funcfiei f definiti pe intervalul [0, =] prin f(#) = cosx.
Aceastd funcfie inversi este functia ,, Arccosinus”, ': : el

H

1.140 a) S& se studieze funcfia inversd a functiel f definits pe intervalul] - -25 . f[ prin

Sf(x) = tg ». Aceastd funcfie invers) este functia ,,Arctangents”. -

b) S& se studieze funcfia inversd a funcfiel f definitd pe intervalul ]0, =[ prin f(#) = ctg #.
Aceastd functie inversy este functia ,, Arccotangentd”. o ST
1.141 S4 se demonstreze urmitoarele proprietiii:

a) V[_l’ N d Arcsin (— #) = — Arcsin .
b) V[_x, n* Arccos (— %) = n.—Arccos #.
) Vgz Arctg (— %) = — Arctg x.

d) Vg# Arcctg (— x) = © — Arcctg #.

1.142 Si se demonstreze urmitoarele proprietifi:

8) V[-l. +11% Arcsin x + Arccos ¥ = I,

2
’ T

b) Vp# Arctg # + Arcetg x = re
Vgtor Ar Arctg~ =2
c) Vg+*x ctg ¥ + (:g"'-}.:—_‘2

’ . 1 T

d) Vp—*« Arctg # + Arctg — = -—;-
x

1.143 S& se studieze, pe intervalul [0, 1], funcHia f = [x ~s 2% — 24} §i functia inversi f-1,

2 1
1.144 Si se studieze, pe intervalul [0, 1], functia f = [x-—-» x—:-l

gi functia inversi f—1.

1.9 APLICATII LA FUNCTILE RADICALI.
EXPONENTI RATIONALI

1.9.1 Studiul functiilor [;.. V7).

B Fie f, functia [x ~» "] unde # este un numir intreg pozitiv nenal; stu-
diem aceasti funcfie pe intervalul I = [0, + oof.

a) Functia f, este o functie continui pe I.
b) Fie #; si x, dous elemente diferite din I. Raportul de cregtere a functiei
Ja intre x; si %, este: :

2 — a3

f— -1 -2 -2 -1
mem A TAE T T g

Acest raport de cregtere fiind strict pozitiv, functia f, este strict crescitoare
pe I.
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c) Pentru orice # element din N*, avem: e ke w e w s

21 = a"2x.

Rezulti de aici c3, 'i)entfu ca Ja(x) s3 fie sﬁperibari unui numiy aibifrat A,
este suficient:ca & sd fie superior numéirului 4. Se poate, conchide: :
m Funcfia f,, continui si strict crescitoare pe- intervalul I=1[0, +oo[

admite o aplicatie inversd f, ! a.lui f{I]=1I.pe I, continud si strict cres-
citoare pe I. Aceasti aplicafie inversd este notata:

Este fundamental s se observe ci: '
a)-{/x nu este definitd decit pentru x pozitiv;
b) V% este totdeauna un numir pozitiv.

W Fie 4 §i b doui numere reale pozitive si fie:

IR WART

Avem: a=9y1 si b=yz;

deci: ab = y1y2=(3192)";

rezulti : e K
- Ny = Vab. ,

Avem deci formula fmdaﬁentalé:

Yz Ys=Yab
Aceastd formuli se extinde firi dificultate la mai muli factori, in 'part-:icula.tl

atunci cind. p factori sint egali 'cq {'/ a; se obfine :
A ¥ay = Jrr i

Observagie. — Fie: Y% é-f;_f(x) si XP = fp(X).

Ultima formuli se interpreteazi folosind compunerea functiilor :

hof Sk

Funetiile f, si o' se eomuti'la- compunerea funetiilor.



1.9.2. Functiile » -y

Rezultd de la nr. 1.9.1, din teorema 5 de la nr. 1.6.6 si din faptul ci functia
compusi a doud funcfii cresciitoare este ea insiisi crescitoare ci funcfiile

[ -—»{/ ##] sint functii continue §i strict crescitoare pe intervalul I = [0, 4 oo].
Funcfia » —+/xf ia o dati §i numai o dati orice valoare care aparfine
intervalului [0, 4+ oo[; rezulti ci pentru orice numere reale @, b §i pentru
orice numere intregi », p:

Y& =YFwa=tb.

b4

. - . [ Yo "
Se convine si se noteze functia % ~» /2% sub forma x ~»z".
In paragrafele care urmeazi vom justifica aceasti notatie si o vom extinde
la exponentii rationali oarecare. :
S3 reamintim mai intii formulele fundamentale care permit calculul cu expo-
nenti intregi si pozitivi:

a™ - a? = qmis
(@) = am = (@)
. (ab)™ = a™ b™

IS

1.9.3. Exponenti fractionari

] % si :—" fiind doud fracfii, si studiem egalitatea:

m m

a” =a’°’,

unde @ este un numir real pozitiv oarecare.
Aceastd egalitate este, prin definijie, echivalent cu:

Var =Yam.
S& ridicim cei doi membri ai acestei egalitifi la puterea pp’. Avem:
[(Vam)?¥ = [{am) .

sau: '
(@) = (@),
adicd : amt’ = gm'?,

” m' .
In sfirsit, e = o” pentru orice numir real pozitiv 4 daci §i numai daci

mp =m'p.
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Se stie c4 aceastd ulitimi condifie arati ci fractiile % si ’;—f:- reprezinti ace-
lagi numdir rational.
Calcule analoage permit si se compare numere scrise sub forma:

n mn

a; si b?"—

Exemplu. Sa se ageze tn ordine crescdtoaye numerele:

Vs, ¥4 V.
1
Avem : ) 1

1 2
10— = an 20
V15 = 157 — 152 — §/225.

Se conchide:

Vis<¥3<¥4

B 5% calculim numérul:

m o
b=a? -a?;
m\op m' \bp
avem : b = (a’ ) . (a"' ] = am . g"?,
deci: ¥ = qmp'+mp
mp’ +m'p d _'_"t_'
sau: b=a * =a* 7.

De unde prima formuls, valabili pentru orice numir real pozitiv ¢ si pentru
orice cvadruplet (m, p, m’, ') de numere intregi nenule: '

Exemplu. Sd se_calculeze numdrul
%= Ja‘ V ad ?/a‘ Ja“, unde a este un uumdr real positiv.
s 4 5 -

Avem:x=a-a‘-a§.a?;
de unde:
1+_:'_5_+4+5 101 1
, 452 20 20
Rezultd :
20—
x=a"Va.



r
: : m s PR I
B Si calculim numirul: b='(ap) 5 R A A TS RIS i

Avem: b = [\/(a?) T= W),

TR Leer
apol: o ="(b)r = [a'?" | = [a'? |'= (@) =, T
Rezulti: b = a"_’. -

De unde a doua formuld, valabili pentiu orice' numir real pozitiv a si pentru
orice cvadruplet (m, , 7, s) de numere intregi nenule :

1 .
L4

It -

.
(a‘f") = a¥
1
— ( LJS L R
Exemptu. /Y52 = (22%) =90 = @B = 9% _ 05 _y3
Formula pe care am stabilit-o di legea de compoziﬁe a funcgiilor:

x> ¥,
Dacd se noteazi cu fi,, 0 asemenea functie, avem:

Jes) © fimp) = fmpr © firy = Fom, p9-

Se mai remarci existenfa comutativititii pentru compunere.
W Si calculim numirul:

v =af.

x# = (ab)™ = a™ ™,

Avem imediat :

m m
deci: x=z/a""b"'=\/a_”'{/7"‘= ?p?,

De unde a treia formuls, valabili pentrn orice triplet (a, b, c), de numere
reale pozitive si orice pereche (m, p) de numere intregi nenule. -

W)@
3

(ad)? = u"—‘:b

Aceasti formuli se extinde fira diﬁcultai;e la un numir oarecare de factori.

1 1
Exemplu. (3 x 8)° =3%.8% =2y3

@In
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Observagie importantd. — Nu trebuie si se uite niciodata ci toate proprie:
titile care au fost stabilite au fost stabilite pentru numere pozitive. Uitindu-se
aceastd observatie, se nsci si se comitd gre$e11 senoase.

Exemplu. Se scrie’ citeodats, ‘prin abuz de" scriere. oE- ‘7 ‘8 este numirul ‘real — 2, al cirui
cub este — 8; aceastd scriere ar conduce la:

=5V Ve,

ceea ce este fals pentru ci pnmul numﬁr este egal cu — 2 gi nitimul cu + 2.
Trebuie deci s# se scrie:

—2_-%

R

1.9.4. Exponenti rationali

Ne propunem si extindem rezultatele precedente la exponen;:n rafionali pozi-
tivi §i negativi. Pentru aceasta, vom adopta urmatoarele conventii, valabile
pentru orice numdr real strict pozmv a:, '

=.q »

Veu @

unde% este un reprezentant fracfionar al lui « (nr. 1.9.3);
VQOL . a-% =
Aceste conventii vor fi justificate imediat. S
W Si se calculeze, pentru numere rafionale oarecare « §i f, numdirul:
x =a* - abf,
1°¢>0,>0:x= a“+° formuld demonstratd la nr. 1.9.3.
2° x>0, p<0:x=a _‘—a

a)a>—(3,sapunem o= — P + y; se obtine:
—B+y P ) .
a a a
X=mS—g = = Yy = a“‘*“‘.
2—B P
b) a=—B; #=1=a = ax+h,
c) o« < — B; sd punem: —B-a-{—y,se obtine :
a% a%. 1
= =t =1 — g—t = q+B,
r= atte  gYa% oY a=y a*
? H 1 ...1._—-..1__ a4+f
F <0 B<0.x=F a'a—a_“-a—a:

G — Alefy — Analizd, caleul diferential, aplicatii I. 8T



Avem deci:

Vo2(x, B) Ve + 2 aé . a8 = qo+B

Observagie. — Pentru « §i B numere rafionale oarecare, avem:
a.:: a“ . a—B:aG-B;
ab
P _ qo-,
ab

B S% se calculeze numirul: x = (a*)®

1°«a>0, > 0:(a")f =a® (ur. 1.9.3).

2° ¢>0 B<0 x—--(f‘;—a-—-—%’;=aaﬂ

° . = LB=;=—1.= afl
3 “<‘O: B>Oo x—‘(a—a) (a—a)ﬁ a_aa a*,

4° a <0, B<0: x= = =

Avem deci:

Vo, B), Ve+a (a%)P = ab.

B Si se calculeze numirul :

% = (ab)*.
1° a> 0: (ab)* = a%* (ar. 1.9.3).
o . —— 1 — 1 — : ¥X- 4
27 a<0: x= e b*.
Avem deci:
VYox, Ve + (2, 8) (ad)* = a™b”
Observafie. — In toate demonstratiile s-a preSupus implicit ci exponéntnk

o, B sint nenuli. Se verifici fird d1f1cu1tate validitatea formulelor funda-
mentale cind « sau B este nul.

EXERCITI

1.145 Fie functiile : :
f=lr Vx—’_'.
g=[zrs i>'\/ xf’].

unde p §i g sint numere intregi nenule.
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5S4 se verifice cii:
f=g"
1.146 S% se ageze in ordine crescitoare urmiitoarele numere :
7%, V5, Vi, Y8, ¥,
1.147 Folosindu-se identlﬁhea a® — b® = (@ — b)(a* + ab 4 b%), si se transforme
4= %_L‘%- intr-o fractie echivalenti cu numitorul intreg.
1.148 Si se simplifice expresia:

13 51 13

@ — 22204 — a%p% + 212
11
a® — b3

1.149 S# se determine mulfimea:
E= {x; ze Q+ $i 233'!'1 = 85‘—3}'
1.150 S3 se determine mul{imea:

8z-5
: 2 oz 2
1.151 Si se demonstreze ci relafia 55 + % = £% implick relatia:
(2% 4 8 — 2)8 - 273t = 0,
1.152 Si se calculeze numerele: ‘
N Yar—% . - ==
o s VIVERVE) ), _15NTEVE
NN © Y2746
JISVE)  , _VEUEWE)
Va2 V27(+/4B)"
1

’ 6—a
1.158 Pentru » = —
3 a

c) x=

, 53 se calculeze valoarea numerici a expresiei:
1—3x 1+ ax
= 1+ 3z 1—ax

goll—=9lr-1) _ 9 }

1.164 Si se determine mul{imea:

g1¥r+1 _ gSlz+9)

E= {(x:y): (v, s 4

Sa& se efectucse operqls'ilc indicate :

1.155 /24 4+ /54 — 4/6; 34/Z + 448 — 432
1.156 /12 + 2 4/27 + 3 {75 — 9 /48,

1.157 12 4/8 + 5472 — 7 4/32 — 4/50.

fractia



2 4 43 2-V3
1+ 42443 1+V2-V3
1169 576 x 3V4; 4/125:¥/25; 2V27 \7’9
1.160 (2432 + 342+ V2): V8; (%2+\/2) 2YZ

1.158

1.161 Exerciiu rezolvat. — Sd se transforme numdrul :

=

fnty-o fractie echivalentd, dar cu numiior fnlng.
Se folosegte identitatea:

@t — bd = (a—b)(a’-{-ab-l-b’)

punind : 8= V4. b= V&

ab = {12,

avem : : at = V.l_é. =V,
de unde egalitatea: »

4-3=(VT- V3 (V16 + VIZ + V9).

Se conchide :

4 =w= V64 VB + V6,

4-3
.

Sd se transforme urmdioarele expresii asifel ca sd nu mai figureze radicali la numitor :

V3+ V2 1 14+Y2
V3-vZ VY5—-vZ Vi-1
1 ) 3+4V3 )
VZ+V3-V5 VE+VZ-V5
1 . 2
1-V78 V5—-1
Y7+V5
V5+V6+vY7

1.162

1.163

1.164

1.165

% 3

PROBLEME

1.166 Pentru orice xree.l se noteazi prin E(x) cel mai mare numiir intreg inferior lui sau egal

cu x.

1° Se pune: ’ #(%) = E(#) + E(— 2).

S4 se calculeze z(#) pentru » numir intreg, apoi pentru % neintreg Sé se deducﬁ. ci{ functia

L

{# = 2(#)] nu este continuid pe R.
2° Si se determine domeniul de definifie al functiilor

25 = [# ""V‘(_"’)]n g = [" g

1
%(2)

z.l+‘a R




3° Si se studieze din punctul de vedere al continuititii fanctiile: Teiiae L

w=[x=> 21 + 2] v= [ — 22%()] S
4° S# se reia chestiunea de la nr. 3° pentru functiile:

¥ =[x +>u(%) + ()], 31 =[x = [1 +u(»)][1 + v(x)]]-
1.167 Se considerd functia # de la rir. 1.166 definitd prin: o o
(%) = E(x) — E(= #)." ; S

1° S¥ se studieze: toz. . : ”
2° Fie functia t = [x ~» t(x) = 2(#) sin kx].

Se.poate alege un 2 pentru ca functia ¢ si fie continui? -
1.168 Fie f o functie de la R+ la R+. Fie g funcfia definit¥ prin:

g(¥) = E[f(#)),
unde E este funciia parte intreagi.
1° Pentru f(x) = V#, s4 se determine f(#,) pentru:
- 19 .

%=2, 2g=nm, x°=4,. x°=-§-.

2° S& se studieze g cind: '

. f=[x— 2] 5l 20, 3].

3° Aceeagi chestiune pentru: k
f=[¥+—3x] gl #€]0, 3].

S4 se studieze punctele comune graficelor acestor ultime dou# funcfil. -

1.169 Fie f gl g doud aplicaii continue de 1a R 1a R.

Fie A4 mulfimea numerelor reale a astfel ¢ f(a) = g(a) ; 4 este mulfimea solufiilor ecuatiei definiti
pe R prin f(2) = g(%): .

4 = {a; a=R s fla) = g(a)).
1° Fie un element x, oarecare al complementarei lui 4 in R. Avem deci:
8(xo) # flxo)-
Punind |g(x,) — f(#o)] = 2¢, si se demonstreze c3 existy o vecinitate V a lui 2, astfel ci:
- Vwz  f(x)#g(%).

(Se va folosi continuitatea Iui f §i a lui-g.)

2° S se deducd ci mulfimea 4 este inchisi.

8° Se presupune ci exist§ o mulfime 4, a lui 4, ,densd” in R(/I. = R) '
Ce se poate deduce pentru functiile f 5i g (4, este aderenfa lui 4, ex. nr, 1. 4)?
1.170. Fie f gl g doud aplicatii continue de la R 1a R.

Inspirindu-ne din enuntul exercitfului nr. 1.169, s se demonstreze ci multimea :

B={b; b <R f(b) < g(b)} este tnchisx.

Si se deducd ci daci f i ¢ sint dousl aplicafii de la D la R astfel ci existd o submuli;nne Bo
a lui B, nstfel ci B.=D avem:

Vpx fl#) < g(a).
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2 LIMITE

2.1 Limita unei functii intr-un punct
2.2 Proprietdtile limitelor

2.3 Extensii ale nofiunii de limitd
2.4 Convergenta girurilor

2.1. LIMITA UNEI FUNCTII INTR-UN PUNCT

2.1.1. Punerea problemei

Studiul continuitdfii functiilor permite si se examineze comportarea unei
functii numerice in vecinitatea unui punct x, a cirui vecinitate este inclusd
in domeniul de definifie D.

Dar se poate intimpla ca o funcfie numerici f si fie definitd in puncte vecine
cu x, fird a fi totusi definitd in x,.

Este cazul, de exemplu, in care domeniul de definifie D al functiei f este
un interval deschis de extremitate x,:

D =]xy al."

Functia f nu este definiti in x,, dar este definiti in puncte ,,vecine la dreapta”
(in acest exemplu) lui x, Intr-adevir, oricare ar fi numirul real pozitiv
nenul ¢, existd un punct x din domeniul de definifie D astfel cd x — x,
este, in valoare absolutd, inferior lui e.

Aceastd proprietate a punctului x, se poate exprima, daci V(x,) este mul-
fimea vecindtitilor lui x,, prin :

V"?(z.)V D n [V - {xO}] %Q.

Observafie. — Punctele care aparfin lui D §i care nu au aceasti proprietate
se numesc puncte szolate. '

2.1.2 Puncte de acumulare ale unei multimi

DEFINI'!.‘IE / Un numir real x, este un punct de acumulare al unei mulfimi
E de numere reale daca i numai daeciéi orice veciniitate a lui x,
in R are eu E o interseefie eare nu se reduce la {x.}.

Observagii. — 1 x, este un punct de acumulare al lui E dacd §i numai dacd
nici o vecindtate a lui x, in E nu este redusi la {x¢}.
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2 Punctele din E care nu sint izolate sint puncte de acumulare ale mulfimii E.
3 Un punct de acumulare din E nu aparfine in mod necesar lui E.

4 Vom nota cu E’ mulfimea punctelor de acumulare ale unei mulfimi E.
O vom numi domeniul asociat.

Exemple.

I. E =R, E'=R.

)1 E=1]-1,3[ E' =[1, 3].
1. E=1]0,1[ v {2}, E’' = [0, 1].
1. E=10,1{ v 11, 2[, E' = [0, 2].
V. E = %;nez}, E’ = {0}.

fn acest exemplu, nici un element din E nu este punct de acumulare al lui E in R.

1 1 1
Intr-adevir, in intervalul deschis |— — . -+ [ nu exist nici un alt element
n (®w4+1)2 un (n-1)3

1
din E in afari de — -
”

VL E =N, E = @.

S# notim totodatd ci in R, dreapta inchisi (nr. 2.3.1), E admite elementul 400 ca punct de
acumulare, orice interval de forma ]A4, +oo[ continind efectiv o infinitate de elemente din N
si aceasta oricare ar fi numdrul real 4.

VIIL E=4qQ, E’ =R.

5 Mulfimea E’ a punctelor de acumulare in R a unei mulfimi E este comple-
mentara in aderenta E a lui E a mulfimii punctelor izolate din E (exerci-
$iul nr. 2.8).

Trebuie notat ci nofiunea de limitd a unei functii intr-un punct de acumu-
lare din domeniul ei de definifie se va putea extinde firi modificare la un
punct izolat din E, cu toate ci atunci aceasta nu mai prezinti interes pentru
studiul functiei f, despre care se stie totul in vecinitatea unui punct izolat
%, de indatd ce se cunoaste f(¥,).

2.1.3 Limite de functii intr-un punct de acumulare

din domeniul lor de definitie
DEFINITIE | Fie f o funcfie numeriedi definiti pe un domeniu D. Fie x, un

punct al multimii asoeiate D’. Se spune cii functia f admite numi-
rul real / ca limitd in punctul x, daci funetia F definitd prin:

(B =/ =5 <D e
F(xO) = l:

este continud in x,.
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Se'noteazd: - - limf=1l
- .. P " HA Xy

sau incid: S

lim [x —f(x)] =307

Aceasti definifie se poate éxprima in diferite feluri. Fie “Y(!) mulfimea veci-
nitifilor lui / in R. Fie ¥(x,) mulfimea vecinitéfilor lui x, in R.

Fie V apartinind lui “9(x,); se noteazd V* =V — {xo} si V*(x,) mulfimea
vecinititilor lui x, fird punctul x, Se noteazi de asemenea D* mulfimea
D — {xo} (eventual egald ¢u D dacd x, ni este el§ment din D). Avem atunci:

limf =1 VagV; By W* SIF* 0Dl V |

Jlim f=7<> Vreee, dten, Voo x
X - : :

[1% — %ol < m = |f(#) — I < €]

Observajie. — Dacid funcfia f definitd mai inainte este continui la dreapta
(respectiv la stinga) punctului %, se spune cd ! este limita la dreapta (res-
pectiv la stinga) a functiei f in punctul x,. Se noteazi:

lim f =1 (respectiv lim f = J).

= D

Exemple. 1. S& considerim functia f definiti prin:
M —-3x 42
flo) = ————
-1
Domeninl de definitie D al acestel funcfii este:
‘ D =R {1}.
in D, avem:
F—2(x—1
Lot & Al N
=1

fla) = -2

Functia F definitd prin:
{F(x) =f(x)<>x< D

F(l) = —1,
se mai poate defini pentru orice numdr real ¥ prin':
Flx) =2—2.
Intr-ade_vir:. o
F)=1—-2=—1

si: F(%) = f(x) pentru orice # care aparfiné lui D, =

1) Se giisesc adesea notatiile: f(x) —» ! sau: lim f(2) =
PRI 2, '



Conform cu studinl continuititii, funcfia F este continui in orice punct:@in-R gi, in particular,

pentru x5 = 1.
Prin urmare: 1 R .
¥’ —3 21"
Him [xu—»-——ij-—]—— 1.
1 #—1
II. Fie functia f definiti prin: £
A1
o) ="

Domeniul de definifie al lui f este:
 D=R—{—1,+1}
S4 studiem funcfia f in vecinitatea lui x, = 1.
In RY - (1}: Ja¥ = #;
prin urmare : )
—1 1

xRt — {1} S f(x) =
Fie F, functia definitd pe R+ priﬁ:

1
Fi(#). = —;
1(#). P
ea satisface proprietitile: o
Fy(s) = f(z) <> % R+ = (1}

D
Fl)y=7- . o

anctia F este conﬁ.nui in punctul x=1 -
Deci functm F, definit& prin - . . Ceen

F(x) = Fl(x) <z € R+
. F(x) = flz) <7 &R,
este continu& in punctul xo = 1 prin urmare:

J7 —"1]- ]

1
1 2 -1 2

lim [x.-—»
si sﬁldiem,’de a.semenea,- functia f-in veciniitatea lni % =— 1
InR-—{—1}: Ja=—2z;
—x—1 1
i : €R™ — {— 1} = - = .
prin urmare: ¥ {— 1} =f(=) _DEtD) 1=
Fie F, functia definitd pe R prin F,(x)

ca satisface condiﬁile

z .

Fu#) = flf) =% < B- — {— 1},

1
F(-h)=75+ -

x
F—DE+1) w41
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Deci functia F,, definitd prin:
{ {Fo(#) = Fy(2) <> » « R~
Fo(#) =fl#) <>x& R,

adici prin:
Fol#) =fla}>xe D
1
Fof~1) =
este continui in punctul », = — 1; prin urmare:
TR
Hm[x»dx 1]=-—l-
-1 At —1 2

III. Funcfia f, definiti prin:

W=z)

f(#) = ——— + 22 4 |#|, are ca domenin de definitie mulfimea D = R+*. Pe domeniul ei de
definitie :
S =14224 |2 =1 4 3.
Functia F, definiti prin:
{F(x) = f(#) <> x & R+*
F(0) =1,
este continui la dreapta in punctul 0. Deci:

—\8
lim f = lim r o WF)
ot ot X

+ 2% 4 [x]] =1,

Observafis. — 1 Dacd I este limita in punctul x, a unei functii f, 1 este un
numdr real: lim f =1 =1€R; l nu este in nici un caz o expresie care con-

tine variabile.z.

2 Enuntul ,,/ este limita funcfiei f”” nu are nici un sens daci nu se preci-
zeazd conditia ,,in punctul x,”.

3 Enuntul ,,} este limita functiei f in punctul x,” este o propozifie care cere
totdeauna demonstratie.

4 Limita functiei f in punctul x, depinde de mulfimea valorilor f(x) intr-o
ve;:il.lé}'g(atg alui x,. Ea nu depinde nici de existenta, nici de eventuala valoare
a lui f(x,). :

EXERCITII
In urmdtoarele casuri, sd se demonstveze cd SJunctia f admite ca limitd pe 1 in punctul x,:
21 f= [ s 22 4+ 22x 4 3], Xy =1, I =86.
22 f= [ 2* — 8% + 2), Zo=1, I=0.
x4 3 5
2.3 = ’ = 2. l= —-"
f [«" lend %+ 2] E2 7
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B . 2t .
2.4f==.x0-ox+~/—x——’- ‘ % =0, 1=0.
[ 4%
28 f=|z—>—|- % =0, 1=4
"
r 22 —1 .
28 f= 1 = = -1
f _x»x’—3x+2] =1, I 1
[ x*+3 1
27 f=fre—m 1. =_3, - —
s .x x’+4x+3] *o : 2

2.8 Fie P o parte a unui spatiu topologic 7. Se spune ci un element » care apartine lui T este
aderent la P dacl orice vecinitate a lui #, are cu P, o intersectie nevids. Multimea punctelor
aderente la P este aderenfa lui P. Fie E o submulfime din R. )

a) S% se demonstreze ci aderenta lui E este de asemenea cel mai mic inchis E care contine
pe E (exercitiul nr. 1.4).

b) S% se demonstreze ci un punct izolat al lui £ nu este un punct de acumulare al lui E.
c) S4 se demonstreze c# orice punct al aderenfei lui E, care nu este izolat, este un punct de
acumulare al lui E,

[
d) S# se deducd ci mulfimea punctelor de acumulare ale lui E este E.
€) Se definegte limita unei functii intr-un punct izolat », din domeniul ei de definifie D prin:
Hm f = f(#,). S& se demonstreze ci se extinde astfel nofiunea de limit la orice punct de ade-

X
rents al domeniului de definitie D.

2.2 PROPRIETATILE LIMITELOR

2.2.1 Unicitatea limitelor

S3 presupunem c#, pentru o functie f si un punct de acumulare %, din dome-
niul ei de definifie, avem simultan:

limf=1! §i limf=10".
D %o
Si presupunem: } &l
I si ) fiind diferite, existd o vecinitate V a lui / §i o vecindtate V' a lui [,

astfel ci aceste dou# vecindtifi V si V' sint disjuncte (nr. 1.1.6, proprie-
tatea 4).

Funcfia F, definitd prin:
F(x) = f(x) <> % # %,
F(xo) =1,
este continud in x,; existi deci o vecinitate W a lui x, astfel cd:
FW]leV.
De asemenea, functia G, definitid prin:
G(x) = flx) <> % # %,
G(xo) =7,

91



este continud in x,; eznsta deci o vecmétate W' a lui xo ‘astfel ca
GIW]lc V.

W si W’ sint doud veéinidtiti ale lui x, care nu este un punct 1zolaj: Mul-
fimea W n W' — {x,} nu este deci vidi §i, daci %, este un element al
acestei mulfimi, avem simultan: . o

F(x,) = f(x,) este element din V, | ;, ) :

G(%)) = f(%,) este element din V". o
Aceésté concluzie este’incompatibili cu V' .n V' =@ si prin urmare cu 2%/,
Rezulti e ) I=1. '

TEOREMA /:Daecit o iunepe f admite o hmta intr-un punet %o, aceasta limit
7 este unied.- 4

Vom vorbi de aci inainte de limita functxel Jf in punctul zx,, cmd aceasta
11m1ta emsta

2.2.2 Limita §i continuitate
Fie f o funcfie definiti pe o mulfime D care confine pe x,. Functia F,

definitd prin:
' [F (#) = /(%) &2 <D — {%o}.
F(xo) = f(x,), :

este egald cu funcfia f. .
Prin urmare, continuitatea functiei f 1 in xo este ech1va1ent5. cu contmmtatea
functiei F in x, Se poate dec1 enun’;a

TEOREMA | O funetie f este contmui intr-un pnnct X nelzolat dm domemul
ei de deﬁmpe dacii §1 numan dacﬁ.

im = flrg). | 3 '"':'_,

Aceasti teoremi va fi adesea folositi in continuare. -

2.2.3 Limita la dreapta, Ilmlta la st‘l‘nga $i Ilmlta

O functie este contmua intr-un punct X daca si numai’ daci este contmua
la dreapta si la stinga in x, Se deduce ci:

- dacd: hmf—- 1, R ST BURIE T ISR
atunci : 11m  f 2 lim f= l
R
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Reciproe, dded .
limf=1limf=]1
- g ;Q." S

atunci: S lim f =0
Sor A - . '

Exemplu. Functia f, definitd prin:
fla) =1+ %+ Ial,
este continui pentru ¥ = 0. Functia ia valoarea 1 1n xo = 0 5i admite pe 1 ca limiti in punc-
ggné':x}oapnﬁmd i R+: f(z) = 1 + 2%.
Punctia g, definiti prin: glx) =1 4 24,

este continui la dreapta in x, = 0.
Deci, functia f este continui la dreapta in #, §t:

Mf=l=hm [¥* =14 2+ |#]].

Pentru x a artinind lui R=:f(x) = 1.

Aceasti functie constanty este continui la stinga in orice punct i, in pamcular, in xo = .0 gi
limf=1=1Um [» =1+ 2 + |4]].
pes :

Functia f este deci continuif in », = 0 si: lnnf— 1
Functia A, definiti prin: oL
. e
bz =— +#+ s

nu este definit pen&u %, = 0 gl admite pe 1 ca limitd in », = 0.

[T
.". Lo

2.2.4 _Teoreme cu privire la limite I

Teoremele cu privire la functiile continue (sectiunea 1.6) au drept consecinfe
teoreme asupra limitelor de funcfii.
fnainte de a le enunja, vom face urmitoarea observatie.

Fie doud functii f si g ale céror domenii’ de definifie respective sint D, §1 Dz.
Fie D{ si D; domeniile asociate respectlv lui- Dy si Ds.

Dacid avem: hmf =a si lllpg —';b,
Se §t1,e i;é.:;v f : xo ED1 51 xo GD,,
deci cd: A onDln D, ' ' ’

Orice operafie efectuatd asupra functiilor f i g este, in general definitd pe
intersectia D; N D,, dar nimic nu ne perm1te si afirmdm ci:

D{0<Dy2 (D 6 D
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Exemplu. Fie funciile: ,
f=lxmV3l, g=[r—V=71:

avem: D, =R+, D{=R+
Dy=R-, D,=R—;
deci: D{ n D; = {0},
s ; D, 0 D, = {0};
rezulty : ’ (D, n D) = 0.

TEOREMA |/ Dacii lim f = q, atunei, pentru orice numdr real A:
1 %
lim M = Ja.

Exemplu. S8 studiem functia f = [¥ ~» #%] in punctul x,.
Functia f este continui pe R, deci in punctul #,; in consecinti:

lim f = 3.
%o

Pentru orice numir real A, avem:
lim Af = 23

TEOREMA [ Dacé lim f=a, limg =05 si numirul x, este un punet de
acumulare al domeniului de definitie comun al lui fsi g, atunei:
lim(f+g) =a -+ b.

Exemple. 1. Fie functiile f si g:
f=lx=Vx),
g =[xy =2l

Avem: limf=0, limg=0.
0 0

Dar functia (f + g) nu este definitd decit pentru » = 0.

Mulfimea punctelor de acumulare ale lui (f 4 g) este vid4. Nu este cazul si se studieze limita
lui (f + g) in acest punct. De altfel, se cunoagte totul despre (f + g), de indatd ce se cunoaste
valoatea el pentrn x = 0, pentru ci nu este definiti in nici un alt punct.

II. Fie functiile f ¢i g:
f=[xwa*4 1]

1
=3 Eiad
& -2
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Pentru xy = 1, aceste dous functii sint continue; deci:
.liin-f=2, limg=—1;
: 1

1
Rezultd: . hm[xo—»x’+l+ 3 =1,

Teorema se ‘extinde fird dificultate la o sumi de mai multe functii.

TEGBEMA | Daeit lxmf_a dacﬁ hmg— b si daeiA numiirnl x, este un

punet de aeumulare al domemulm comun de definitie al Iui f si g,
atunef :

lim fg = ab.

Exemplu. Fie functiile f ¢i g:
f=[¥+»2%] D, =R,
x4+ 2
g=[x»_z’(x+l) , Dy=R—{— 1,0}
Punctul #, = 2 este un punct de acumulare al lui:
D,nDy=R—{—1,0}.
1

Avem: 'limf=8,' limg=—
2 2
i . x4+ 2 8
deci: limfg=lim|z— 22— | = —
2 2 (x+1) 3

TEOREMA | Dacéi lim f = 2 si dacii a este diferit de zero, atunei:
. %o
4
liml =2,

% a

Exemplu. Fie functia f definitd prin:

1
fy=——"— D=R-— {—3}

. 1
Avem: limf=——-

0 3

. z+3
deci : lim | x> = —3

0 x—1

Dar: limf=0.

1
Nu se poate spune nimic despre comportarea functiei — in vecinitatea punctulul 2, = 1.
Aceasta este problema care ne va preocupa (intre altele) in urmditorul capitol.
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Din teoreme decurg urmitoarele:corolares ..+ L nt fenn
COROLARUL / Fie f gi g doud funifii astfel ¢4 :

1 o llimf=g limg=b.

;- Bresupunind in plus ¢4 , este un punc, do acumulare al domenjului
" comun de definitie al lui f §i g, avem atunei, oricare ar fi numerele

reale Agip:. Ly

1 0

.1im’(xj'+ pg) = Aa 4 y.b

COROLARUL / Cu aceleasi ipoteze ca eele din corolarul 1 §i presupunind
2  fin plus edi b nu este nul: ‘

2.2.5 Recapitularea citorva j,‘li'e'zlilt"atej din anul 1 .

1. Citeva rezuitate cu privive la funciile ci)cular_e.
1° Functiile circulare sint continue'in 0. --.

2° Q,JMh»mq;Lh_
;0 S .

] z

Se va observa, c& D = R* 5i ci 0 este punct de acumulare al lui R¥, ..

3° lim x_.-_._“°°“] i :

ORI
4 ! lim|x — Clna Vel B 5

II. Tabloul formulelor indi{b’énsabﬂe din trigonome}rie.

B RELATII FUNDAMENTALE o
eovx st =T .
R TI
1 + tgz X = 1
R cos? ¥
Lo R o i ouor o P S e T 2
14 ctg?x =
M RN ,'_‘g,;;:-‘ ':iﬁ";'i"g“ e PRI
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| NUMERE ASOCIATE

sin (— %) = —sin x; sin (x — %) =sin %; sin (x + x) = —sin %
]
cos (— %) =cos x; cos (m — %) = — cos x¥; cos (w -+ %) = —cosx

sin(lz'-—x]=cosx; sin‘%+x)=cosx .

cos(-;i——x) = sin % ; cos(-;i +x) = —siny

B FORMULE DE ADUNARE $I CONSECINTE

cos (@ + b) = cos a cos b — sin’e sin b

cos (@ — b) =cosacosh - sinasin b

sin (@ + b) = sin a cos b + sin bcosa

sin (@ — ) = sin @ cos b —sinb cosa
tga +tgd

tg (a+b) =1—tgatgb

tga —tghbd

tg(a_b)=1+1:ga'cgb

cos 22 = cost @ — sin®a = 2cos?a — 1 = 1 — 2sin?a
sin 2a = 2 sin acos a
2tga

tg 22 =
g o4 1 — tg2a

R PO LT

cosp 4+ cosg=  2cos >

cosp —cosg=—2 sinp—;—q— sinf%g-
sinp +sing= 2 sinj-’——z'*'—q cosi—’-%i
sinp —sing= 2 sinp—;—q cosj—’—:—q

EXERCITII

In cazurile urmdloare, s& se demonstreze cd, in punctul xz, functia f are o limitd | care sd fie
determinatd :

1—
29 f= [x._.—ﬂf]
x’

tgx—sinxj

210 f =]x =
r=| ~

%o = 0.

%9 = 0.

7 — Alefy — Analiza, calcul diferential, aplicatii I.



[ sin 3x
211 f= |z , = 0.
=1 thx] Fo
B in2 -—
212 f = ,,_,w], Y
L xt
[ sin? %
2.13 =1Xx ’ = (),
f Htg’Zx] Fo=0

Sa& se determine limita I a functiei f in punctul xo in urmdloarele cazuri:

. U=
2-1"f=[x'—'i_—vx" %o =L
«/x -1
(Se va pune a/;= ?)
- -
2—1—(Vx—-1
215 f=|x— _(V )] xo =1
L. ‘\/x - la
[ z—1
216 f =]z > ’ xe = 1.
l#—1|
[ ~ x—1—1
217 f = xt—»J +\/ ’ xg= 1.
i 22— 1
Sd se determine urmdtoarele limite :
. sin v gr
2.18 lim |y —p———}. 2.23 lim
0 v [
. tg vo
2.19 lim {v ~» . 2.24 lim
[ { v 0
[ sin 2«
2.20 lim | — . 2.25 lim
0 @ 0
) [ sin? o
221 lim |a = } 2.26 lim
0 -1 0
[ sin 3x
2.22 lim | x > — ] 2.27 lim
0 ox [

sin 3x

* ]
tg 3x
tg 5

sin 5x

X —>

sin? x
% oy —————|.
1 —cos x

[ sin? xJ

sin 2x

sin 2x

-xc—»‘\“ — cos x].

2.3 EXTENSH ALE NOTIUNH DE LIMITA

2.3.1 Dreapta numericd inchisa

Multimea N nu are puncte de acumulare in R. In acelasi timp, mulfimea inter-
valelor de forma ]x, + oo[ confine, pentru orice numir real x, o infinitate
de numere intregi. Aceasti observajie conduce la introducerea unui element
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notat 4 oo (plus infinit) §i a unui element notat — oo (minus infinit), astfel
ci: oo &R, —0o &R :

Ve % x<+oo si —o<x;

Ve 2 x+0=+0+x=—4o00;
Ve % Xx—00=—00+ x=—00;
Vr+% |%] X (+00) = +00 X |2] =+ 00;
Ve ——="—=0;

Vi x S=t®;

(—1) X (+0) =—o00;
(= 1) X (—®) =+40»;
(+ ) + (+ ) = +0o;
(=) + (—®©) = —o0;
(+ ) X (+0) = +0oo;

Aceste reguli de calcul sint stabilite in concordanfa cu nofiunea intuitivi de
numir mai mare decit toate celelalte numere,

DEFINITIE /. Se numegte dreaptd inchisi mul{imea:

inzestrati eu legile de compozitie interni §i relatiile binare uzuale
din R, completate prin conditiile care definese ealculul eu ele-
mentele infinite.

Observagie importantd. R nu este grup pentru adunare. Nu am definit suma
elementelor + o0 §i — 0. De asemenea, nu am definit raportul a doud ele-
mente infinite, nici produsul dintre zero §i un element infinit, nici raportul
dintre zero si zero.

in schimb, in aceasti noui mulfime si pentru orice x real nenul:

VzeR* I-;f-l= + oo.

Sd insistdm asupra faptului cd wrmdioarele elemente nu sint definite in R:
0
w—00;— ;0% 00; 2.
0 0
Observatie. + o0 si — oo sint puncte de acumulare ale lui R in R.
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2.3.2 Vecinitati fn R

Fiind dat un punct %, din R, o submulfime din R este o vecinitate a lui zx,
daci confine o vecinitate a lui %, in R. In ceea ce priveste elementele
4 §i — oo, se di urmétoarea definifie:

DEFINITIE / O veciniitate in R a Ini 4+ oo (reaspectiv — o) este o sub-
mulfime V' din R astfel ineit existi un numiir real N astfel eii:
N, + o[U{+ o} CV
(respeetiv ]— oo, N[ U {— oo} C V).

Observafis. — 1 In practici este adesea comod si se defineasci o vecinitate
a infinitului care confine un interval de forma

IN, + ], (N<sR+*).
(O vecindtate a lui — oo confine atunci o multime de forma
[0, — N[, NeR*),

2 Totdeauna in practicd, se inlocuieste adesea topologia indusi pe R, prin

aceea pe care am definit-o pe R, ceea ce conduce la a numi, impropriy,
vecinidtate a infinitului In R orice submultime din R care contine un inter-
val de forma:

IN, +0[, NeR.

(J— o, N[ pentru o vecinitate a lui — o0.)

3 Intervalele de forma ]N, + ] sau [— oo, — N[ sint vecinitifi ale lui
-+ oo (respectiv — o0) care se pot defini prin singura indicare a numéirului N :

z€]N, +o]<wsesR si x> N;
[xr€[—o, —N[«x=R 5i x<—N.
4 R ca si R este separat (nr. 1.1.6).

2.3.3 Extensii ale notiunii de limita

Prin definitiile de la numerele 2.3.1 §i 2.3.2, tot ce s-a spus in sectiunile nr. 2.1
si nr. 2.2 asupra limitelor rimine valabil.

Vom da urmitoarea definifie, unde “¥(x,) si “?(L) desemneazi respectiv mul-
fimea vecinitifilor in R ale lui x, §i ale lui L si *9%(x,) mulfimea veciniti-
filor lui x, fird x,. (S4 observim c3, daci N este un numir real, ]JN, 4 oof

aparfine Tui ¥*(+ co).)
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DEFINITIE / Fie f o funefie numericii definiti pe o submulfime D dm R
si fie %, un punet de acumulare al Iui D.
Un element L din R este limita funeiei f in punetul x, daci, pentru
orice veciniitate V' a lui L, existi o veecinitate W a lui x, astfel
edi, pentru orice x din W, diferit de x,, astfel ea f(x) sé fie definit,
f(x) este element din V :

v’?(L)V; 3"?"(:;.)W* fIw*NDICV

Observagii. — 1 In acelagi fel se definesc limitele la dreapta sila stinga
(nr. 2.2.3). Este de notat ci o limita pentru un element infinit este totdeauna
o limitd la dreapta (pentru — oo) sau la stinga (pentru -+ o).

In practics, aceasti definifie se prezinti prin cazurile particulare pe care
le vom enumera dind forma pe care o ia in fiecare caz.

2 In cazul valorilor infinite, se spune, de exemplu, adesea ci ,,x tinde cdtre

infinit”, cind de fapt, in practics, ne plasim in R i nu in R si aceastd dis-
tinctie are meritul de a reaminti in orice moment ci valorile + 00 §i — o0

din R nu sint numere reale.

S& cercetdm diversele cazuri particulare ce se pot prezenta fiind datd o
functie f definiti intr-o submulfime D din R §i si reamintim ci D* desem-
neazi pe D eventual fird x,.

| %R, L<=R.
Limita lui f in %, este L:
limf=L;

Vess€; dArien; Vo 13— 29l <m=|f(x) —L|<e¢

1
Exemplu. Fie functia f definitd prin: f(2) = ; .
Functia f este continu¥ in orice punct din R*. Avem deci:

===
lim(x &= —|=—.
2 x 2

| xR, L =400,

Limita lui f in x, este 4 oo.
Se spune adesea ci f(x) tinde spre + oo cind x tinde spre x,:

lim'f= +4o0;
Veie N; Trtom; Vpx |2 — %]l <9 =flx) >N
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1
Exempin. Fie functia f definitd prin: f(x) = |_;| .

Dupid nr. 2.3.1, avem:

1i = .
:’mf + o0

] xoeR, L=—OJ.

Limita lui f in x, este — co. i
Se spune adesea ci f(x) tinde citre — co cind x tinde citre x,:

limf= —oo;

Veee N Jeeev; Vpex |2 — x4 < 9= f(x) < — N.

Exemplu. Fie functia f definiti prin: f(x) = — -II—I-
X
Avem atunci: lim f = — 0.
0
Observatie. — Se poate intimpla ca limitele la dreapta si la stinga in x,

sd nu fie egale.

Astfel, de exemplu:
lim [x h—»—l-] = -+ 0o,
ot x
lim [x»-»l] = — 00.
() ol x

. xo = +m, LeR.

Limita lui f in 4 oo este L:

limf=1L;
+
Vris ] Jp+e M ; VDx x>M=>|f(x)—L|<e

1
Exemplu. Fie functia f definitd prin: f(x) = — .
x

Avem atunci (nr, 2.3.1): lim f = 0.
+co0

B x=+40, L=-3o0.
Limita lui f in 4- o0 este + oo
limf=4o0;
+ o0
Ve N; FreeM; Vpx x> M= f(x) > N.

102



Exemplu. Fie functia f definitid prin: f(x) = .
Avem: lim f= + oo.
+o

In acest caz, avem evident: M = N(x > M  f(x) > M).

By, =40 L=—o00:
Limita Iui f in + oo este —o0:

limf= —o0;
+o

VR+ON; ag+cM; VDx x>M=>f(x)<—N.

Exemplu. Fie functia f definitd prin: f(x) = — .

Avem: lim f= — o0.
+©

= xo='—m, LER.

Limita lui f iIn — oo este L:
limf=1;
-

Veise; JreeM; Vpx s < —M=|f(x) —L|<e

1
Ezxemplu. Fie functia f definitd prin: f(x) = —.
. x

Avem: lim f = 0.
-

B xy=—0, L =+400.
Limita lui f in — oo este 400

limf=+4o;
—©

VIH"N; aR+“M; VDx x<—M=>f(x)>N.

Exemplu. Fie functia f definitd prin: f(x) = — »

Avem: lim f= + oo.
. -

B xy=—00, L =—on.

Limita lui f in —co este —oo:

limf= —o0;

-0

Vn.pN; HR+‘M; Vbx X < — M =>f(x) < — N.
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Exemplu. Fie funcfia f definit} prin: f(x) = ».
Avem: lim f = — co0.
-0

Observafie. — Notafia ,,f(x) tinde spre L cind x tinde spre x,” este folositi
adesea chiar cind %, sau L sint numere reale. In nici un caz nu trebuie si
se disocieze aceastd expresie care formeazi un tot. Cind vom voi si vorbim
de valori vecine numirului %,, ne vom plasa ,in vecinitatea lui #,” (si nu
vom spune ,,cind x tinde ciitre x,”).

2.3.4 Extensie a teoremelor asupra limitelor
® R fiind separat, demonstratia de la nr. 2.2.1 rimine valabili si deci:

Dacii o functfie f admite o limiti intr-un punet x,, aceastd limiti
este unicd.

B Vom admite, finind seama de operatiile din R, ci teoremele asupra limi-
telor sint valabile. o .
Ori de cite ori rezultatul unei operafii asupra limitelor apare sub una din

« 0 0 "
urmitoarele forme: oo — oo, X 0 X o0, =, se spune cd este vorba de o
¢ 0]

formd nedeterminati i, teoremele neaplicindu-se, pentru ci aceste operatii
nu sint definite in R, trebuie ficut un studiu particular.

TEOREMA / Fie doui funetii f §i ¢ care au respectiv ea limite in R numerele

1 L si L', in punetul %, din R. Atunci, daci orice vecinitate a lui
%, intilneste domeniul de definitie al lui (f 4+ g) in puncte diferite

de x,, suma (f + g) are ea limitii elementul L + L’ din R, in pune-
tul %, din R, afardi de eazurile daeii L = 4- cosi L' = — oo, eazuri
care trebuie studiate direet.

TEOREMA | Cu aceleasi ipoteze ea la teorema 1, produsul fg are ca limiti

2 elementul LZ' din R, in punctul %, din R, afarii de cazul in care
L =0 si [L'| =+ oo, eaz eare trebuie studiat direet,

TEOREMA | Fie  f o funetie care are ca limitd numirul L din R, in punectul
3 %o din R. Oricare ar fi numirul real 2, limita funefiei Af in punetul
%o este elementul AL din R, afarit de eazul in eare A = 0 si

|IL| = 4 oo, eaz care trebuie studiat direct.
TEOREMA | Cu aceleasi ipoteze ca la teorema 3, functia -;—r are ca limiti

4 in punetul x,, din R, elementul % .

104




Observatie. — In cazul teoremei 4, daci L|=0, limita lui-lf- este infinits

ceea ce se poate exprima in R prin raportul ,,unu pe zero” (nr. 2.3.1).

Exemple. L.

Avem:

intr-adeviir:

1.

Avem:

fntr-adeviir:

ox.

Avem:

Avem:

V.

Avem:

limg=20
C -

f =212
g(#) = 2
lim f= 400
+oo }:-.-lim(f+g)= + o3
B +o '

limg = 4 o
400
[f + 8108 = # 4+ 50 4 =
) =t bw g =
lim f= 4 o0
- }=>1_ig(f+g)=+oo:

U+g](x)éx’+x+%-

fla) =2+ %; glx) = :
I* — 1]
i
li:ng____*_0<)}—>lilm(f+g)==+oo.
3% + 1 .
f = +-, 8% = 4.
X
lHm f=23] . -
o }=>lim(f+g)=7$ilimfg=l2~
+
3. 1
S =22
) 1 1
limf=38=lim3f=9 gl im— = —*
+o +0 40 f 3

S3 dim acum citeva exemple de studiu de forme nedeterminate. Si notim
ci aceeasi formi permite, dupi caz, si se ajungd la rezultate foarte dife-
rite. Din aceasti cauzi se gi numesc nedeterminate.

Exemple. I.

Avem :

S =k gl = —

lim f = + 0 tim
+ = = e— M
lim g = —oo} >+°°(fg) 'w',

+ o
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dar, in vecinitatea infinitului, f + g este de form# nedeterminati ,infinit minus infinit”’; se
studiazi direct problema:

1 1
= 22 —_—— e —
[f+8) &) FArt T or=at

deci: lim (f 4+ g) = + o0.
+o

1
L. - f(x)=x’+x+-;: g(%) = — 2 — 2.

Avem, de asemenea, in vecinitatea lui -+ o0, forma nedeterminati , infinit minus infinit’ :
1
S(2) +glx) = Pl

deci: lim (f+g) = 0.
+o
1
IL . f(x)=x’+x+;; g(*) = — 20— x4+ 3.

$i functia f + g ia, in vecinitatea infinitului, forma nedeterminaty ,,infinit minus infinit", Avem
in acest caz:

1
fix) + g(» =84+ —; deci: lm (f+ g) = 3.
, # +e
v. ) =2 gla) =
Functia ri ia, in vecinitatea infinitului, forma nedeterminati ,,infinit pe infinit”. Avem, in acest
g

caz:

1

fa) _=_
gln) = 77
deci :
lim L = < 00.
+o g
Y. f(®) = 2%, g(x) = a0,

De asemenea, functia i ia, in vecinitatea infinitulni, forma nedeterminati ,,infinit pe infinit”.

Dar aici, avem :

M=£=l; decl:lim£=l.
g(x) at ) +o g
VL. f#) ==%; g(x) =

Pnnctiaf ia forma nedetuminatis .

Dar:
M 7 1 et mmfo
glx) a* x +o g

Avem adesea de studiat functii rafionale f care se prezintd sub forma :
P(a)
= 1x —0L
/ [ T
unde P 5i Q sint funcfii polinomiale,




Se intimpli, cu ocazia studiului unei limite de forma:
Q(2)

- A o~ - 4 - - 0 . .
si se intilneasci o formd nedeterminatd de forma ,, ry ”, Setrage concluzia

lim [x -

e

ci %, este ridicind a lui P si a lui Q.
P(x) se pune atunci sub forma: P(x) = (¥ — %) P'(x),
si Q(x) sub forma:
Q(x) = (x,— %)Q'(%),
unde P’ si Q' sint functii polinomiale.
Avem atunci:
f(x) — (# — ”o)P'(x),

. (x — 20)Q'(#)
fie:

P'(#)
X)) ===
) =g
Pentru orice x diferit de x,, avem f(x) = g(x). Deci:
lim f = lim g.
4 zy

Daci in cursul studiului limitei lui g se intilneste aceeasi dificultate, se reia
rationamentul.

Exemply., Si se studieze:

3 [ x’—x‘—8x+l2]
L =lim|x
2

x—4x 4 4
Avem:

B — 2 —8x 4 12= (¥ —2)3x + 3);
22— 4z + 4 = (¥ — 2)%;
L=1m [x~—x+3]=35.

2

2.3.5 Citeva exemple importante

W 1° Fie mai intii functia identici:
i =[x —x].
Este evident ci, N fiind dat, se ia N = M ;

atunci: x> M =1(x) >N,
deci: lim [x = %] = - oo.
too
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Prin inmulfire §i aplicarea regulei:
(4 ) X (+0) = + o,

avem: Vren lim [x— 2" = 4+ 0;
+o0

?

A fiind un numir real oarecare, rezulti:

a) A>0:lim [~ A2"] = +o0;
+c0
b) A<O0: lim [x = Ax"*] =— oo.
+ :
Fie acum functia [x n—».Z"_‘ .
X

Aplicind regula 1_ 0, se obtine:
0

lim|x — l] = 0.
+00 an

2° Avem acum:

ligl fx*—»x]=—oo,
apoi: _ npar:_ lirg[x "] =+ oo,
# impar : li;n [ —2"] = — 0o,
si: l:?[x'»%'] = 0.

S4 rezumim aceste rezultate cu privire la functia [z — Ax®] (nEN*).
Avem :

%_par, lim [ — A%"] = 4 oo,

2) A>0: {nimpar, fi-;[xalx”]=—00;
-0

{ % par, lim [x — Ax"] = — 00,

. -—00

b) A<0: # impar, lim [x — Ax"] = 4 o0.
-0

De unde:

. A
limjx— =] =0.
—00 2"

3° Fie atunci funcfia polinomiald definiti prin:
P(x) = a,x" 4+ ap_12*! + ... + ayx + a,.

Se presupune a, diferit de zero; se poate scrie:

P) = a2t o Bl g 42l

a, x° a, 1"
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Din proprietitile precedente rezultd ci:
lim[x»(l+ﬁ‘;'-‘-+... i‘fl)]=1.
© 8, X% a, x%

Prin urmare, limita funcfiei P in plus infinit (respectiv minus infinit) este
aceeasi ca aceea a functiei: x = a,%" :
Se exprimi acest rezultat enuntind:

TEOREMA | In vecinitatea infinitului, o functie polinomiald se comportd
ca termenul ei de gradul cel mai inalt.

Exemple. Avem imediat:

lim [#=» — 3242 4 2% 4+ 5] = — 0
+ o

lim (x> %% — 3% + 2] = — 0}
—_—0 ) )

lim [¥=» 2% — 1074 1] = 4 o0;
+0

Hm [#+> — 228 4 322 — 4] = — o0.
+00

B Fie acum o functie rajionald f definitd prin:
__P(# :
f= [x > 9_2{;% ,
unde : |
P(#) = a," + @yy 2P+ .. + a0, 2,70,
Q%) = bya® + by_y 21 + ... +bo,  B#O.
Se poafe scrie : ' e T

By—q 1 ay 1
: |1 — 4 ==
P(x) I ® [ + a, x + +a,, L
Q2(%) [ bp—y 1 bo 1
bpatlil+—— + ...+ ——
¥ + bp » + by x#
Cum: -
1im[x-»(1 gl g l)]=1,
© a, % a, a"
it !

; bp—1 1 % 1) =
l:om[x'*(1+ ™ x-[—... +bpxﬁ]] 1,

se poate conchide sub urmitoarea formd:

TEOREMA | In vecinitatea infinitului, o funetie rationali se eomportii ea
raportul termenilor de gradul cel mai mare al numiritorului §i
numitorului.
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Exemple.

241
) & lim | (# — * ]=+oo.
+c0 241
— 23492
IL lim |x oo =2 F 22 _
+© 2z + 1
441
11 lim xt—>x+]=+oo.
-0 2~x
22— 4 1
1v. Iim|x b+ —————— | = — -
o 32 —2x 4 1] 3
1—
Y. lim jx e ]:l.
+o -
2x — 1
VI. lm |x —» = 0.
+0 2 41
— 322 4 x
VII. lim |y —p————— | = 0.
-—00 x’+1

B Fie un polinom P(x) de gradul # al cirui coeficient a, al termenului de
gradul n este strict pozitiv. Se stie ci:

lim [x — P(x)] = + o
+ o

prin urmare, in vecinitatea infinitului, funcfia [x — 4/P(x)] este definiti.
S4 cdutim limita ei in plus infinit.
Pentru ci: lim [x— P(x)] = + o0, pentru N dat, existd M astfel ci:
+o
2> M= P(x) > N2 = /[P(x) > N;
rezulti: lim [z — /P(x)] = + 0.
+o0
Se demonstreazi de asemenea urmitoarele rezultate:
a) @, >0, # par: lim [x —4/P(x)] = + oo;
b) a, < 0, # impar: lim [x —4/P(x)] = + 0.
—©

Exemple. L. lim [» t—w\/x" + 2+ l] = -+ 0.
+w
1L lim [ — 4/328 = 1] = + co0.
-
I lim [ — /T = 22) = + o0.
—0
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 EXERCITII

2,28 Exereifiu rezolvat. — Fie funcfiile :
fefrmar ] smpmmson
Sd se studieze limita lui f + g in plus infinit.
Avem: f=[x~—bx’+x]+[x-wi-]»
deci: limf=+o0 + 0=+, limg= — 0.
+o0 +o

Se obtine deci pentru f 4 ¢ forma nedeterminati ,,00—00".

Avem atunci:
f+5’=[-‘f'—'(x’—l-x+l)+(—x’—x)]=[x—.l]-
x x

Rezultd : lim(f+g) =0.
+®

2,99 Exercifiu rezolvat. — Fie funcfia :

f=lem @+ 14}

Sda se delerinine :

lim f.
+o
Avem: lim {» --»\/x' + ll = 4 0
+0o0
lim [¥ — — ] = — 0.

+00

Se obfine pentru f forma nedeterminati 00— 00",
Tolosind egalitatea a* — b = (2 + b)(e — b), valabili pentru orice pereche (a, b) de numere
reale, se obtine:

(J?’—{-l—x)(«/x’+1+x)=(x’+l)—x'=l.
Pentru ci \/x’ + 1 + x este nenul pentru orice numir real », se deduce:

Jx‘+l—x=—_=l_—-
\/x‘+l+x

1
de unde: f= x‘_.\/;’-l-—l'-l-x];

or avem: lim [z — {7 + 1] = + o,
‘ o
lim [¥=+ #] = 4 00;
o
deci: lim [z = A% + 1 + #] = + 0.
40

1
Folosind regula —— = 0, reznltd: lim f = 0.
+ 00 +0
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2.30 Exereitiu rezolvat. — Fis funcfia ;
. f=lrs @ a1 42
Sd se determine :
lim f,
-0
Avem: lim[x»«/x’+zj+l]=+oo,
-0
lim [# = 2] = — o0.
—

Se obfine pentru f forma nedeterminat ,,00 —0". Se scrie:
(2242 4+ 1) — a2 x4+ 1

f(x)—1/x'+x+'l—x=\/x3+x+l—x. Cored
Observind c3 1/?= |#] §i ¢i # fiind negativ avem (2] = — , se obtine : o
: 1 1 1 1 1 1
Jx_a+x'+"=l/x=(1+—+—,)=m]/1+—+—=—x]/1+—+—-
x X x  x x At
Rezultd ;
1 1
x(l+— 14—
x x
flx) = =
1 1 1 1
* —l/l+—+——l] —V1+—+-——l
x A EZ 1
1 1
Cum hm[xo—»-]=0 i lim xo—-—J=0
-0 X -0 3
se obtine in final:
—_— 1
im (x> F 2 F14+2]=——
-0 » : 2

Sd se determine wurmdtoarele limite »
28 — 3at ]
-6 +1
A4 x4 l]
—fpy ———— ],
x—3

231 lim |z —~»
—00

2,32 lim [x
8

2.3 um[,,,_,w],
2 ¥ -2
2,34 lim[xb-b\/x’+l+x].
—
235 Hm [x — fz + 1 — 4/7].

236 lim [xo—w,/x'—x+ 1 — 2#].
+o

237 lim [z = 78 + 7 — 2 — (2® — 1)].
+00
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2.38

2.39

2,40

241

2.42

243

2.44

2.45

2.46

2.47

2.48

2.49

2.50

2.51

2.52

2.53

2.54

2.55

2.56

#4322 —5x 4 4
= ———————|; lim f; limf. -
f e A8 —5x43 ] +oof _mf
323 —7x 43
= ———————|; lmjf; limf
s [x»2x3—4x+ll +gof _mf

247
= —————|; limf; limf.
d [x»x°—5x+1] lfgf f?of

-3
2 P i limf; lmf; lmf.
% — 3x + -0 3
342 —7 2]
f= x»uﬁ; ; limf; lmf.
#—-1 ] 4o -0
248 — 7 1]
f.—[x-—»—x_l——; lim f; limf.
2—4 | 40 -

[ 3 [ 3
lim xr—>x+ ; lim xn—bx+]
1} x—=1 | x—1
. — 2% 4 — 24
hm .
1 x—l] x—l]
lim | ~» .

1 L x——ll

2 -2z —1
f= [xo—»x——i—]: lim f; limf; lmf
x—1 1 1+ 1~
[ 322 — 35 1
f= x.-.—”—”—'-"—]; limf; limf; limf.
| x—1 1 1+ -
[ % — x
= ; 1 ; U ; lim f.
f {x'—’x’—ll llmf :gl.f 1_f
r=|= 1 lim f; lmf; limf.
=|x =" ; ; .
X »—-2x+1 1 1+ 1~
[ 241
= ————|; limf; limf; lmf,
! _x.-’Sx'—5x+2] 1 f 1+f 1-’
[ 28—z — 1
= —_———|; limf; limf; limf.
s _x~3x’—5x+2] 1 4 1+f 1—f
lim- . 12x—-3]
x
1[4\_' 4z —1

1] 22 —1 zx—1

[ % —x—6 ¥ —3x+2
lim|lz p——} lim|xr >p——— |
2 22— 4 2 28— 8

T tgx—sinx]
tim|x ¥ ———m1-
P

8 — Alefy — Analizli, calcul diferential, aplicafli I.

[ 2 — 4 2234 2—3
lim xo—»—————-—x + 37 ]; hm[x »_____x * l
1

13



sin?x 4+ 1 — cos &
2.57 lim[x — —— |,

0 x®

. sin 3x
2,58 lim |y —»———|.

[/ tg Sx

. tg 2x
259 lim |x = ———].
0 Jl — cos x

sin? ¥
2,60 lim|x» .

—
oL tg® 2x

2.61 lim | x — —
) sin =x

1 — cos nx]

1 —cost

262 lim|y ~—»

[ | sin? »
I sin 3x ’ ™
263 lmj|xy —y— (S:‘t se puni: y = — 4 tJ
w3 | 1—2cosx 3

264 lim|x —

Jr — 1]'

1 ¥ —1
[y 9 )
r—2
2.65 lim |z — V———I
4 2 — 5y -+ 4
Vi
2,66 lim |x —>—1|.
0 | x
1 x+1
2.67 lim{|x > 5= — —=—|.
0 NN
[ 1 1
268 limly —p —— . —|.
o | r+1)
. x \
2.69 lim |y rp ~—— —— l
0 i+ —1!

[ A\/x+5——-3
—py 1.
4 . x— 4
[ 2-2
2,71 lim xl—bw—_*'—_]
2 | 1/x+7—3

[ Vz—2 ]
272 lim|x —p ———|.
8 | Vr+19-3

T — 37 71
273 fim |5 o X T A= VO2 F J
o | Jx+l—-l

[ 2 1
274 lim|x — - .
1 2% —1 x —1
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¥ — x4+ 2
Jiz +1-3
x+q/x3+l

276 f=|x —e—————|; limf; limf.

| \/x’ —5x 41 +® —

r _JETT
277 f= z.-.f——‘/—’f—i—; limf; Hmf.
| s =P 1] o -
A e
078 fo|xp iV o2H1 M];
2x—J4x*+x
limf; limf.
+00 —

279 f=|r>———= — ———|;
] Jr+1 Jx+2

limf; lim f.
280 f=[xe¥ +2—2— (22—1)];

l:mf; lim f.
+o —w
1—4f2 — JT—3x

1= 2L
3 —2x

2,82 Fie o functie f astfel cid: lim f = + o0.
)

281 lim|x—»
1

a) Si se demonstreze ci: lim /f = + 0.
+e

b) S se demonstreze ci pentru orice #: lim ¥f = + co.

2.83 Rie o functie f astfel ci: limj L;-::, € R, L €R+H).

S4 se demonstreze ci: Iuna]f JL

2.84 Fie o functxefastfel cd: hmf L; (xoel{ L ER)

S4 se demonstreze cd: hm | f| \L}-

2.85 Fie f 5i g doud functu care admit o limiti pentru un element #, din R:
limf=1L, (L<R);

Xo
img=1L, (L'<R)
%o
1° Si se demonstreze ci, daci existi o vecinitate V a lui x, astfel ci:
Yy  flx) <gl#)
atunci: lim f< lim g.
N X0

2° Sii se dea un exemplu in care f(x) este totdeauna strict inferioard lui g(x) §i in care limitele
sint egale,
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2.4 CONVERGENTA SIRURILOR
2.4.1 Definitii

Prin definifie (sectiunea 1.3), un gir numeric este o functie numerici al cirei
domeniu de definitie este N.

Or, mulfimea punctelor de acumulare din N in R este vidi. Nu este deci cazul
si se studieze limita unui §ir pentru un numir real. Din contr3, in R, N admite
-+ o ca punct de acumulare. Se va studia deci limita unui sir pentru - co.
Un sir fiind o funcfie particulard, toate rezultatele de la secfiunea:2.3 sint
valabile in cazul limitelor de siruri §i, in particular, teoremele de la nr, 2.3.4.

DEFINITIA [ Daei sirul ¢ de termen general o(n) = o, este in asa fel eii existi
1  un numdr real L astfel eii: : '

lime =1L,
+o

se spune cii ¢ este convergent.

DEFII\2HTIA | Un sir neconvergent este divergent.

" Observatii., — 1 Un sir este convergent daci i numai daci admite o limitd
pentru + oo si aceastd limitd este finiti. o
2 Un sir poate fi divergent neadmijind limitd sau admitind o limit3 infinits.
3 Limita unui §ir, cind existd este unicd (secfiunea 2.3).
4 Daci existd o aplicatie f de 1a R 1a R astfel ci, pentru orice intreg # avem:
%, = f(n), atunci: .

lim (#,) = lim f.

+o0 +0

S& dim definitia unui sir convergent in felul urmitor:

Sirul ¢ = (c,) este convergent si are ca limiti numiirul real L daci
si numai daei: :

Ve+e €; pee N; Vyn

n>N=lo,— L| <e.

1
Exemple. I, $irul (u,) = — este convergent i de limits 0.
n
IL Sirul (4y) = (#2 + 1) este divergent: lim (x,) = -+ 0.
+o
IL Sirul (u,) = ({— 1)) este divergent cici acest sir nu are limitd pentru -+ co.

Teoremele de la nr. 2.3.4 arati ci suma, produsul a doud siruri convergente
sint siruri convergente, de asemenea citul a doud siruri convergente in care
sirul de la numitor nu are limita zero. Se intilnesc, de altfel, aceleasi forme
nedeterminate ca la sectiunea 2.3. :
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2.4.2 Cazul progresiilor aritmetice

Fie (u,) o progresie aritmeticd de rafie 7.
Avem: %, =4 -+ nr.
Prin urmare, R fiind arhimedian:

r>0=1lim (¥,) = +o;
+o0 '
r=0=1lim (%,) = ,;
+o0
r <0 =1lim (u,,)'=—oo.
, +00 .

O progresie aritmetici de rajie nenuld este divergent.
O progresie aritmetici de ratie nuld este consfantd.

2.4.3 Cazul progresiilor geometrice

@ Fie u = (u,) o progresie geometrici de rafie ¢. Avem:
%, = Uog" '

1° Daci ¢ =0: #, =0 i lim u;= 0.
+o0

Progresia # este atunci constanti.

2° Dacd ¢ = 1:u, = uy sl lim » = u,.
+o

Progresia # este constanti.
3° Dacd ¢ = —1: %, = (—1)"u,.

Progresia % nu admite limit3 in 4 oo ; ea este periodics, de perioadi 2; este o
progresie divergenti.
4° Daci |g| este mai mare ca 1, se poate pune:

gl =1 + p, unde p este pozitiv.
Avem deci: u, = uq"
si: |l = luollgl” = luol(1 + $)" =
= ol {1+ mp + 2= pr g
p fiind pozitiv toti termenii dezvoltdrii lui (1 + )" sint pozitivi. De unde:
|%] > |wol(np),
|%,] > n[pluol];
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Plu,| fiind un numdir pozitiv §i R fiind arhimedian, pentru orice numir real 4,

existd N astfel ci pentru orice numir intreg #» mai mare ca N, n[p|uy|] este
mai mare ca 4 ; este suficient si seia N=FE [; I :
. Yo
Vei+d; 3r:sN; Vsn n>N=|u)|> A

Prin urmare: lim (|%,]) = -+ oo.
+00

Progresia # este divergenta.

5° Daci |g| este mai mic ca 1 (|g| # 0), progresia v = (#) este o progresie
“oq”

. . N N o .
geometrici de rafie —mai mare ca 1 in valoare absolutd. Avem deci:
q9
lim (|v,]) = + o0 = |[lim (v,)] (exercifiul nr. 2.84);
+00 +w
. 1
or: U =—;
v

se deduce cid:

1
=0.

lim (jo,})
+o

lim (lu,]) =
+o

Progresia # este convergenti de limitd 0.
in rezumat:

Fie » o progresie geometrici de ratie g.
Dacid jg| < 1: u este convergenti,

lim # = 0.
+o0

Dacd |g| > 1: u este divergents,

[im %] = + oo.
+o

Dacd ¢ = 1: u este convergents,

lim o = u,.
+o

Dacd ¢ = —1: u este divergentd,
nu avem limiti.

Dacd ¢ = 0: u este convergentd,

lim « = 0.
+®

® Fie u = (u,) o progresie geometrici de rafie q.
Si considerim sirul « definit astfel:

'M=(0,,), v°=0 )
Vy =Yg+ %+ ... + Up-1.
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Se stie cd (nr. 1.3.8):

v, = N, daci g =1; Y, = Uy — dacd ¢ # 1.
q—
Pentru orice #, avem:
v, _____“3_(qn_l)’
qg—1
v, =w,+ w,
Uo n : ’ %o
cu: 9, = —— i v, = — —.
n g_lq § n -1

Sirul v este deci suma sirurilor w §i w’. Avem deci:
lim v = lim w 4 lim w»'.
+ 0 +o +o

w' este un sir constant:

- u
limw = ——.
+e0 1—¢

w este o progresie geometricid de rafie ¢ (primul termen : il), cu g diferit
q —

de 1.
In consecinti:
a) daci |g| este mai mic ca 1:

lim w =0;
+o

b) dacd |g| este mai mare ca 1:

w divergenti, [lim | = 4 oo.
+

c) dacd g = —1:
w divergenta,

Se deduc urmitoarele rezultate cu privire la suma termenilor unei progresii

geometrice v de rafie ¢ §i cu primul termen u,:

|9|'<1: 11101:1):1_3_"_((
lgl > 1: v divergenti
g =1: v divergenti
g =—1: v divergentid
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Observafie. — Pentru ¢ = 0, avem:

lim v = u,.
+0o

Acest rezultat este inclus in cazurile cercetate mai sus.

2.4.4 Cazul general al ;irurilqr recurente

Fie u;= (#,) un sir definit prin indicarea primilor % termeni ai sii §i prin indi-
carea_unei relaii de recurenti care permite si se calculeze termenul %, functie
de % termeni precedenti:

U, = &])(%”_1, .oy u,._;,).
Dacd sirul (u,) este convergeft, avem:

lim (»,) =1 (! R);

+00

dar avem de asemenea pentru orice numir intreg i:
lim (#,-) =1,
unde (#,_;) este sirul obfinut ficind si-i corespundi oricirui numir intreg z
termenul #,_; in care ¢ este un numir intreg dat fix. o
Deci, daci sirul (u,) este convergent, limita / satisface in mod necesar relaia :
b= ..., 0. -

Aceasta permite si se giseascd eventuala limits, dar rimine si se verifice daci
(u,) este efectiv convergent sau nu.

Exemplu. Fie (u,) o progresie geometrici de ratie g nenuld, definitd prin relatia de recurent:
Uy = Qlhyq.
Dacit (u:) este convergents, limita ei este in aga fel ci:

l=gl,

adici avem in mod necesar 7 = 0. Rimine si se determine in ce condifii girul (u,) converge
efectiv. Dac# el converge, va converge spre ! = 0. .

2.4.5 Compararea unui §ir cu o progresie geometricy

Fie un sir % = (u,) ai cirui termeni sint pozitivi.

B 53 presupunem ci existi un numdr intreg N astfel ci, pentru orice intreg
n mai mare ca N, raportul a doi termeni consecutivi %, si #, este mai mare
decit un numdir ¢ strict mai mare ca 1:

drg; INN; Vn a>N=Btis g5,

Uy
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Sirul (u,) este deci crescitor incepind cu %y. Se poate scrie succesiv:

Un Un
u.
N1
>4q UN+1 > QUy
u
N
U
N+2
—>9 UNtz > Py
“Nt1
YNtk
—>q Unn > Uy
UN k-1

Termenii sirului (%,) sint deci, pentru # mai mare ca N, minorafi prin termenii
unei progresii geometrice de ratie ¢ mai mare ca 1, deci progresie divergentd.
Sirul (u,) este deci divergent:

(f<g=1lm f<limg)
+o +o
(a se vedea exercifiul nr. 2.85).

B Si presupunem ci existi un numir intreg N in asa fel cd, pentru orice
numir intreg # mai mare ca N, raportul a doi termeni consecutivi %,41 §1
%, este mai mic ca un numir p strict mai mic ca 1:

Iep; InN; Van #>N=2B<p<l

Uy

Sirul (u,) este deci descrescitor, cu incepere de la uy. Se poate scrie succesiv

Uy Un
UN 41
H<p Uns1 < Py
%,
‘N
“N+2 2
—<p Uniz < puy
“N+1
%®
)
Ntk < P uns < guy.
UN i1

Termenii sirului (#,) sint deci, pentru # mai mare ca N, majorafi prin
termenii unei progresii geometrice de rafie ¢ mai micd ca 1, deci conver-
gentd. Sirul (u,) este deci convergent si de limitd 0:
(f<g=limf < limg)
. +00 +o
(a se vedea exercifiul nr. 2.85)
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B OBSERVATIE IMPORTANTA

Nu este suficient, pentru a se trage o concluzie, si se demonstreze ci ¥r+:
Uy
este mai mare (sau mai mic) ca 1, cum arati exemplul II de mai jos.

2"
Exemple. 1. Fie sirul « = (-—;’
n

%, on+1 2 2

Avem: s 2 m ?1; = -—1.
2t n
n
16
n>3—>(1 +—, <3’
9
deci: n>3= 23 A
1y, 8
Pentru orice numir intreg # mai mare ca 3:
9 n—4
Uy > EI .
$irul « este deci un gir divergent,
1
IL. Fie girul %« = !1 ——}
n

1, n n n®

Avem: L X = > 1
Uy, 41 n—1 92—1

Or: lim % =

EXERCITII

1 -+ sin n\
2.86 Fie girul u = (n) §i v = (———
84 se studieze limitele, pentru 4 0, ale sirurilor #, v, u.

2.87 1° ¢ insemnind un numir real pozitiv, si se demonstreze inegalitatea:
ol
(1 4+ &) > n(n — l);,

pentru orice numdr intreg # mai mare decit sau egal cu 2 (si se foloseasci formula binomului).
a”

2° S se deducd c3, dac# a este mai mare ca 1, sirul de termen general u,= — are o limit#
n

infinitd in -+ 0.

2.88 1° ¢ fiind un numir real pozitiv dat, si se demnonstreze ci se poate alege » astfel ca:

(n — 1)e2 > 2.
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2° Si se deducd cd, pentru aceste valori ale lui #, avem: (1 + &)® > ngi ci girul de termen
general n, = Vn este convergent gi de limit# 1 (si se foloseasci exercifiul precedent).
2.89 1° Se pune:

_ MN421+ ...+ n—-0!4nl

Uy =

nl

Scriind :

l+1l-l-2l+...+(n!---2)l-|-(n—l)!.
n

Uy =

si se demonstreze ci:

—2)(n —2)! -1
u"<1+(" Jin—2)1 + (= )l'
nl

v <14 2n — 3
" _ .
" n(n —1)
2° S# se deducd: lim (u,) = 1.
+®

2.90 Folosindu-se faptul ci orice mul{ime majorati, de numere reale, admite un cel mai mic
majorant, si se demonstreze ci nu sir crescitor este majorat §i convergeut.

2.91 1° Si se calculeze: Sy = 1 + 2% -+ 323 + ... + 02"~ L
Daci: (< # < 1, si se studieze:

lim (S,).
+o
(Se va observa cd:
Sp=(l4+s+ ..+ WH(x+ ... +2" )+ ..+ ("D
2° Acelasi exercifiu pentru:

n(n + 1) -1

Sa=1+3x+ ... +——

nin +1)

(Se va observa ci: =14 ... +n)

2,92 Se consideri girul # = (u,) definit prin:
u, =1, Uy =1,
Up =yt %y_o-

1° Si se scrie primii zece termeni ai girului.
2° Si se demonstreze ci girul este crescitor §i divergent.
3° Si se demonstreze ci, pentru orice numir intreg #, avem:

Uty o — uf,_l = (— 1)"—1.
2.93 Fie sirul u = (u,) definit prin:
1
n(n + 1) )

Uy =
1° Si se demonstreze ci: lim (x,) = 0.
+00

2° Si se calculeze:
Sp=t + 1+ ... + 1y
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S8 se studieze:
lim (S,).
+o

1 1
S b 4 : = — .
(evaoservac %y, - n+l)
2.94 S# se calculeze urmitoarele sume:

1 1
a) 8+4+2+l+;+z+----

SR U S I
VIS gt

oL, 1 11
Ol-gt+tT -5t

2.95 Se consideri girul (,) definit prin: uy =2 sl 2%, = “, 1+ 1.
1° 84 se demonstreze ci girul (v,) definit prin:

Uy = t, — 1,
este o progresie geometrici.

2° 83 se calculeze u,, in functie de x.
3° Si se studieze: lim (u,).
+

4° S4 se calculeze suma:
S =12+t + ... + uy
»
Sd se studieze sirurile de termeni gemervali vespectiv:
n+4 (—1)"
”

2.96 u, =

2.97 u"=»[l + nsin-”f]-

14214 ... 481+ ... +nl
(n+ 1)1

2.99 Fie un sir u = (u,) astfel c4 existd o progresie geometricd v = (vs) de raie ¢ mai mica
ca 1 in valoare absoluti.

Ce se poate spune despre girul w = (w,) definit prin:
Wy =t %+ U+ ... 4u, ;?

2.98 u,




3. DIFERENTIALE.
DERIVATE

3.1 Functii tangente intr-un punct

3.2 Diferengiald. Derivata functiei fntr-un punct
3.3 Interpretare geometricd

3.4 Reguli de diferentiere

8.5 Functie derivatd

3.1 FUNCTII TANGENTE INTR-UN PUNCT
3.1.1 Definitie

Fie f si g dou#i funetii numerice definite intr-o veeiniitate a numd-
rului x, Funetiile f si g sint tangente in x, daci si numai dacd:

i) — @] _ o
% — %, ’

flxo) = g(%o) i 113[,6 -

Exemple. 1. Functiile f = [» > #%] 5 g = [ ~—> 7] sint tangente in »,=0.
intr-adevir: 0® = 07 gi, in R*, avem:

fl2) —glx) #—#
x—0 = x

=x— 2%

f(#) —gl4)

f—py ——
=0

II. Functiile f = [z —» sin 2] §i g = [¥ — tg x] sint tangente in x, = 0.

Intr-adevir: sin 0 = tg 0 = 0 gi, in R*, avem:

j(x)—g(x)__sinx—tgx__sinx(l__l_),

prihurmate:lim[x J=lim[xt—>x—x°]=0.
° [}

x—0 x % cos ¥

prin urmare:

s [T | [ B g [ -]
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adici:
, [ f(2) ~ gl»)
lim | % —™——————

=1x%x 0=0.
0 -0

22
IIL. Functiile f = [r > cos*x] §i g = [x e ;] sint tangente in x, = 0.
Intr-adevir: cos?0=1—0=1 gi, in R*, avem:
23
cos? ¥ — { )
) —ex

¥x—0 x x

prin urmare:

x—0

lim [x-—»&);g(—x)]= limlxo—»—sm’ x]-l—lim [zt—»-g-]
0

0 x 0
Or:
sin? A sin » )
lim[x»— ]=hm{xo->—-]xlim[x'—>—smx],
0 x 0 x 0
sin® »
adici: lim[xu—v— =1x0=0;
x
x) — g(x
rezulti : hm[ 1% g() = 0.
x—0

3.1.2 Consecinte

B Fie f si g doud functii tangente intr-un punct x,. Si punem:

0 =) _ .

* — %
Functia ¢ este definitd intr-o vecinitate a lui x, i este astfel ci:

lime=0.

%o

Pentru ca f5i g s fie tangente in x,, este necesar si suficient s existe o functie

e astfel ci:

flx) —g(x) = e(x)-(x — x) si lim e=0.

%o

B Orice functie f definitd intr-o vecinitate a lui x, este tangent3 la ea insdsi.

Intr-adevir:

[ =S5 _ o

x — %,

si: lim [x~0] =0.

Ve—(z3 %
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B Daci functia f este tangentd funcfiei g in x,, g este tangentd funcfiei f
in x,.

B Daci functia f este tangentd funcfiei g In x4 si dacd g este tangenti funcfiei
k in x, avem atunci:

f(xo) = g(%0) = (%) ;
pe de altd parte:
f) —h(®) _ f(x) —g(®) +8x) — Mx) _ f(*) — glx) + g(#) — h(x) |

1

x — %, % — x4 x — %, x — %,
deci:

y B =B _ o

tim [z =20 — tim |+ =£2 4 tim
0 ¥ — I

Zo x— % 2o % — %, z

Rezulti ci funciiile f si & sint tangente in x,.

Se poate trage deci concluzia cd relafia ,,a fi tangente in #,” este o relatie de
echivalenti in mulfimea functiilor definite intr-o vecindtate a lui x,.

W Fie fsi g doud functii tangente intr-un punct x,. S& presupunem, in afard
de aceasta, ci f este continui in %, Avem atunci simultan:

lim (f—g) =0;
8(%o) = f(#o)-
Se obtine deci:
lim f = lim g = f(%,) = g(%,) ;

prin urmare, funcfia g este continud in x,.
Se poate deci enunta:

TEOREMA | Dacii o funefie g este tangentii in x, la o funefic f, continui
in x, atunci g este continui in x,.

3.1.3 Functie afind tangenta

Sd reamintim ci:

a) o functie liniard « de la R1a R fiind datd, existd un numdr real a astfel ci
pentru orice x: a(x) = ax;

b) o functie afini vy de l1a R la R fiind datd, existd doud numere reale @ §i b
astfel cd pentru orice x: y(x) =ax 4+ b;

c) o functie liniari este o functie afind care se anuleazid pentru zero.

Fie f o funcfie numerici definitd intr-o vecinitate a unui numdir real x,. Prin-
tre functiile care sint tangente functiei f in x,, si presupunem ci existd functii
afine. Fie ¢ o asemenea functie. Avem atunci pentru orice x:

@(x) = f(xo) + u(x — %),
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unde # este o funcfie afini de variabild (¥ — x,) care se anuleazi pentru
% = %, (pentru cd ¢(¥,) = f(#,)), adicd pentru x — x, = 0; u este deci o funcfie
liniard,

S& presupunem ci ¢, si @, sint doud functii afine tangente functiei f in %,;
@1 §i @3 sint deci tangente intre ele i, dacd se pune:

e1(%) = f(%o) + ui(x — %),
®2(%) = f(x0) + us(x — x,),

avem: @y(%) — @a(#) = wy(x — %o) — us(% — %g) = [y — us](x — %),

$i . lim [xH P1(%) — 9a(#) =0:
’ Xy ¥ — X9 !
lim [ g Pa=%llx — 5] _ o

%o X — X

Functia v = %, — u, este o func}ie liniar3 de la R la R.
Prin urmare, existi un numir real @ astfel c4, pentru orice numir real 4, avem :

v(h) = ah;
avem deci: 9(x — %) = a(x — %) ;
. vy —
apoi : U= %) _ g,
x— %,
w . v _
rezults : : lim[x 2= _ 4
%o x— 2
si prin urmare: ¢ = 0.
Se deduce ci:
ul = %2,
si In consecinti:
P1 = _@Pa.

Se poate deci trage concluzia:

TEOREMA | O functie f admite cel mult o funectie afind tangentd intr-un
punct x, din domeniul ei de definitie.

Observafie. — Acest rezultat important permite si se tragi concluzia c3,
dacd o functie f admite in punctul %, o aplicatie afini tangents ¢, toate func-
tiile care sint tangente functiei f in x, admit pe @ ca aplicatie afini tangents
unica.

EXERCITII

3.1 Fie functiile :
f=[r—22—4], g= (xtgx)
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Functiile f §i g sint tangente in x5 = 0?
Fie functia: ‘

b= [z = 24% 4 2].

Funcfiile 4 §i g sint tangente in #, = 0?

8.2 Functiile f= [#+>4%] §i g = [+ ~> 2®] sint tangente in #,=0?
Functia b = [# ~» 2%] este tangentd la f in x,?

S4% se giseasci o funciie afind tangentd functiei f in », = 0.

8.3 Functiile f = [ —» 23] §i g = [+ ~» |3?|] sint tangente in 2, = 02
Si se giseasci o functie afini tangents la fin x, = 0.

8.4 Punctiile f = [» =»cos #] §i g = [# =~» #® 4 1] sint tangente in x,=0?
S4 se giseascid o functie afini tangentd funcfiei f in x, = 0.

3.5 Funciiile f= [¥ > 22+ 2), g = [¥—>sinx] §i b= (x> tg ] sint tangente {n %, = 0?
S4 se giseascd o funciie afini tangenti la f in x, = 0.

8.6 Functille f = [x +» |#]], g = [+ ~>sin #] sint tangente in x, = 0?
Se poate giisi o funcfie liniard tangentd la fin »,=0?

8.7 S4 se determine p si g astfel ca functiile:

f=[rmdx] §i g= x> 2>+ px +q]

si fie tangente in », = 1.
S4 se giseasci atunci functia afini tangentd la f§i gin #,=1.

3.8 S% se determine p §i g pentru ca functiile:

f=lx—3sig=[x—>22+pxr+q]

si fie tangente in x, = 1.
S% se giseascd atunci functia afind tangentd la fsi g in z, = 1.

8.9 Si se determine a §i b pentru ca funciiile:
f=[xw>ax + b]) §i g = [# ~» [4® — 4]] s4 fie tangente in %o = — 2.
Se poate gdsi in acest caz o funciie afini tangentd 1a f§i g in %, = — 2?
3.10 Se poate gisi a pentru ca functiile:
f=1[% 2] 8l g = [¥ ~>as?] si fie tangente In 2, = 0?

3.2 DIFERENTIALA. DERIVATA INTR-UN PUNCT

3.2.1 Diferentiala

DEFINITIA |/ O funectie f este diferentiabilié intr-un punct %, din domeniul
1 ei de definitie daed si numai daedi admite in x, o aplicatie afini
tangenti.

Asa cum am vizut in sectiunea 3.1, o aplicatie afind ¢ astfel ci @(%o) = f(#o)
este in mod necesar de forma:

o(%) = f(#o) + u(x — %),
unde # este o aplicafie liniari.
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DEFINITIA | Fie o functie f definiti intr-o veeiniitate a lui x,. S presupunem
2 cil f este diferentiabilii in x,. Fie ¢ aplicatia afini tangenti la f in
%o. Existii o aplicatie liniard # de la R la R astfel cii:
o(#) = f(%0) + u(x — %,).

Aplicatia liniar# # este diferenfiala Ini f in x,.
Se noteazi :

% = D(f, %),
sau ined:
% =d,f.
Observagie. — O functie f este diferentiabild intr-un punct x, daci si numai

daci existd o aplicatie liniard « si o funcfie e definit3 intr-o vecinitate a lui %,
astfel cd: ,
() — f®) = wlx — x) + o(®)-(x — %),

cu: lim e=0.
%o

Aplicatia # este atunci unici : ea este diferentiala lui f in x,.

3.2.2 Derivata unei functii fntr-un punct

Dacd o funcfie f este diferenfiabild in x,, diferentiala D(f, %,) este o é.plicatie
liniari de la R 1a R ; ea este deci in mod necesar de forma:

D(f, xo)(B) = Lok

Diferentiala lui f in x,, dacé exists, este deci perfect determinati prin numéirul
real Z,.

Daci f este diferenfiabild in x,, f este tangentd in x, la functia afini ¢ definiti
prin:

o(%) = f(#xo) + o(x — o),

adici avem:
lim [ 5 L8 = 2@ _ o
S X — % ’
dar: [2) — o(x) __ fl#) — fl#o) _ Lo
2 — 2, x— 2z,
prin urmare: lim [ 5 L= SE] Ly =0.

Xo X — %
Dac#d f este diferentiabild, numirul /, este deci dat prin:

l = lim x._.f('") — f(#o)
o £ X — X

Aceasti limiti existi conform ipotezei de diferenfiabilitate.
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Reciproc, si presupunem ci functia [x -—»f-(’;L'M

%o(lo € R).

S considerim functia afini ¢ definitd prin:

o(%) = f(%o) + Lo(¥ — %o)-
J(#) — o) _____f(x) —flx)) _ lo .

’

admite o limiti Z, in

Avem :
x — % x— %

prin urmare:
lim [x »M] = lim [x »fi’.’l——f"ﬂ] —1l,=0.

%o x — % X — %,

Functia f este deci diferentiabild in x, si diferentiala ei in x, este aplicafia
care face ca oricirui A si-1 corespundd numdrul loh.

DEFINITIA | Fie o funectie f definitd intr-o vecinitate a numérului x,.
1 Numiirul real }, = lim [x »M], daci existd, se numeste

x — %,

%o
derivata funetiei f in pumnetul x,.

DEFINITIA / O funcie f este derivabild in %, daeca si numai daecii admite
2 derivatd in punetul x,.

Observajis. — 1 Daci: ’
f(#) — f(xd

lim [x —
% — %,

%o

|=+o:

funcfia f nu este derivabili in x, (intr-adevir: + oo & R).
2 O functie numerici f de o variabild reald este diferentiabild in x, dacd si
numai daci este derivabild in x,.
3 Notiunea de diferentiali este foarte simpla aici pentru c4, in cazul functiilor
de la R 1a R, aplicatia diferential’ in x, fiind liniard, este perfect definitd prin
indicarea unui numir real unmic.
Exists aici un izomorfism 4 de la R la mulfimea £R, R) a aplicafiilor liniare
de l1a R la R care permite si se rationeze plecind de la rajionamente asupra
derivatelor si reciproc.
4% Notiunea de diferenfiali nu se mai poate reduce la o nofiune numericd in
cazul, de exempluy, in care se studiazi aplicatii F de la R” la R?, cu (n, p)
diferit de (1, 1).
5 Si considerim functia n = g B —SE]

x — %,
Se poate face ca n si nu admiti limitd finits in %, dar si admitd o limitd
finiti la dreapta sau la stinga.
in acest caz:
a) l, =lim n este numitd derivata la stinga a lui f in x,;

’0 -
b) l;= liin 7 este numitid derivata la dreapta a lui f in %o
%o
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Exarhplc. I Fie C un numdir real. Considerim functia f definiti prin f(#) = C ¢ fie un numir
real x,. Avem:

Vgr TR =S o
% — %

deci: tim [ 2 s S =S50 =0=1,
Zy X — X9

Derivata in 2, a unei functii constante este nuli.
Functia: ¢ = [# +» C 4 O(¥ — #,) = C] este functia afini tangentd la f in z,.
Se vede aici cii:

=1
Diferentiala lui f in #, este definit4 prin:
D(f, )(B) =0« b = 0.

Este deci aplicatia nuli.
IL Fie ¢ un numir real nenul §i fie funcfia f definitd prin f{#) = ax. Fie un numir real x,.
Avem:

Yoz [() —flx) @z —azx
R = ?’

X — X X — X
%) — flzo)
VB—{:,} x Txo =a,

deci : lim x-—»M =
Xy X — %X

Derivata in #, a unei functii liniare, definite prin

f(#) = [# > ax),

a =1,

este numérul a.

Funcfia [x = ax, + a(x — %) = ax] este aplicatia afini tangentd care, in acest caz, coincide
cu functia liniari dats.

Diferentiala lui f in x, este definit} prin:

D(f, %o)(h) = ah.
In acest caz, diferentiala lui f in #, coincide cu f:}
ol BVrh & DU, %) () = f(h) = ah.
Aceasta provine din faptul ci f este afini, dar de asemenea liniari, si coincide cu functia ei
afinii tangentd in x, i cu funcfia ei liniari tangents in Zo.
III. S& considerdm funcfia f = [+ ~» 4] §i un punct #, din domeniul el de definitie R. Avem:

S(#) — flxo) - 3 _ = %) + %) ’

Vn ¥ .
x - 2z, % — %, % — %
Ve_(sg ¥ Lz _J;(x") =2+ %;
— 4o

deci:
tim | Hf(x) — f(=o)

%o ¥ — %

Derivata in #, a functiei ridicate la p#trat existd totdeauna si este egald cu 2z,

= lim [ —» x + 2,] = 2%, = I,.
%o
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Funcfia [# — 2§ + 2x4(» — x,)] este funciia afini tangenti.
Diferentiala Ini f in x, este definitd prin:

D(f, zo)(h) = 2x0h.

IV. Fie functia f = [# «+ |#]]. S#-i studiem derivabilitatea in xy = 0. Avem:
a) pentru ¥ > 0:

f(z) = », deci: 0(2) _f(”) £(0) —1,
%—0
lim 6 = +1;
o+
b) pentru # < 0:
fl#) = — x, deci: 6(x) _f(”i _);(0) _
lim 6 = — 1.

0~

Functia 6 nu admite limiti in 0; functia f nu este derivabild in 0.
Din contr¥, este derivabili la dreapta gi la stinga in 0, derivatele la dreapta gi la stinga in 0
neflind egale.

V. Fie functia f = [# —» 4/7). Si-i studiem derivabilitatea in z, = 0.

Avem: o =TSO A 1,
x—0 x x
deci: lim = 4 oo.
o+0

Functia f nu este derivabill in x5 = 0.

3.2.3 Derivabilitate si continuitate

Fie o functie f denvabﬂa intr-un punct % §i fie I, derivata ei in x,. Aplicatia
afind ¢, definitd prin:

o(%) = f(%o) + Loz — x,),

este tangenti la f in x,.
Pe de alta parte, ¢ este (in partlcular) o aphcatle continui in x4 Deci, conform
cu nr. 3.1.2, funcfia f este continud in x,.

TEOREMA Dacii o functie numerieii f de o variabili realdi este derivabild
(sau diferentiabili) intr-un punet z, din domeniul ei de definiie,
atunei ea este comtinud in x,.

Observagie. — Este important sd se refind cd reciproca acestei teoreme este
Jalsd.

Intr-adevar, dacd sintem siguri ci dacid o functie f admite o aplicatie afini
tangentd in punctul x,, atunci f este contmu‘a‘. in %, nu ne putem permite si
afirmim ca, reciproc, dacd f este contmué in x, ea admite o aplicatie afini
tangentd in x,.
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Exemple. 1. Punctia f= [# ~» |#]] este continui in x,= 0. Dar f nu este derivabilf in 0
(nr. 3.2.2, Exemplul IV).
II. Fie functia f definitd prin:

f(2) = Aflel

Fie: xy = 0; functia f este continui in z, = 0.
Dar, pentru » pozitiv:
f@) —flzd _ 1 fi2)
x— % N7 x
si pentru x negativ:

(%) — f(xo) 1 fl)

_ %= % Nigl  x’
prin urmare :

o [ AR,
=¥ ¥— %

N () N
x5 ¥ — %o
Aceste limite la dreapta gi la stinga nu sint numere reale. Functia f nu este derivabild in z, = 0,

cu toate cli este continu# in x, = 0.
III. Fie functia f definiti pe R prin:

P r—
fla) = Vi st f0) =0,
f{#) este numirul real al cérui cub este ». De exemplu:
(—8 =—2; f(27)=3; fl0)=0.
Pentru orice numir real nenul gi pentru x, = 0, avem:

fi2) = fla) _ 1),

0(x) =
X — %, x
adica :
o = 2V _ VI 1
#lz 15l Vg
Rezulti:
llzn 0= + o0.

Aceastd limitd nu este un numir real. Functia f, care este continud in x, = 0, ca funcie inversi
a unei funcfii continue, nu este derivabild in x, = 0.

EXERCITII

In fiecare din cazurile urmdatoare sd se spund dacd funcfia f este diferempiabild in pumctul x, din
domeniul ei ds definifie. In caz afirmativ, sd se caloulezs devivata sa si sd se scris Junctia afind
tangentd in x, la f. In cas contrar, sd se studiese derivabilitatea la dreapta §i la stinga. -

311 f(2)=|»—1), %=1,
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3.12

3.13

3.14

3.15

3.16
3.17

3.18

3.19

3.20

3.21

3.22

3.23

3.24

3.25

3.26

3.27

f =P 2+ 1,

1
f#) =——»
12l
fla) ==
fa) =2,
X
f)) =V7—1,
f) =Va—1,
'f(x _ x — 2’
x
fl#) = (x — DAz + 2
{ax — 1)
o =7
6x — 13
fla)y=——">
X
3—2x
fo =3
fl#) =228 - 52 + 7,
fla) = 2%,
f(z) = =4
xl
f(x) = l;l' »
flz) = 28 + |71,

%= — 1.
xo=1.
xy=1.
%, =0
xo=1
xo= —1
Zo=1
Zo=1
%o =1
xo—-l
X = —2
x°=—2
x°=1,1
x°=11
xo=0
2,=0

3.3 INTERPRETARE GEOMETRICA

3.3.1 Reprezentare grafica

S4 reamintim c3, intr-un reper afin & al planului =, graficul I' al unei funcii
f este mulfimea punctelor M care au drept coordonate in reperul & numerele

x §iy (vom scrie: M|& = (;)), astfel ci y = f(%):

I‘={M e n; MI&=[;‘]; y=f(x)}-
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Tinind seama de definifia ecuatiilor (cursul de anul IT, Algebri, nr. 4.4.2 si

nr. 4.4.3), aceasta este definifia in sensul mulfimii care constituie ecuatia
curbei T\

Cind nu va exista nici un dubiu, vom spune (abuziv) cid relajia y = f(x) defineste
ecuatia curbei I .

Nu orice curbi I’ este susceptibili a fi definits printr-o ecuatie de aceasti
formi. In general, o curbi IV este o mulfime de puncte definite in reperul &

printr-o condifie care leagd coordonatele lor, aceasts conditie nefiind in mod
necesar de forma y = f(x):

P’={M &n; M|a=(;‘); o(%, 9) =o}.

In aceste conditii si relativ la reperul dat, ecuafia unei drepte D este definity
printr-o relatie de forma:

ax +by+c=0,
care nu se poate pune sub forma:

¥y = f(x)

decit daci b este nenul, adici daci D nu este paraleld cu axa ordonatelor repe-
rului &. :
O dreaptd A, definitd intr-un reper & prin doud puncte M, si M, distincte

Myl& = (*|; M& =["]], are o ecuafie definitd prin:
(Mot = (7] )

0. 1

y—yo=y1—yo.
x— x X — %,

3.3.2 Interpolare .liniaré

Fie un reper afin & si fie o functfie f a cidrei curbi reprezentativi in reperul
& este I'. Functia afini 0, definity prin:

0(x) = flarg) + D=L (),

are ca)reprezentare graficd o dreapti A a cirei ecuatie este definit3 prin : y =
= 0(x),
adici :
¥y —fxd __ flm) — f(x) |
x— x, » — %,

Aceasta arati ci A este definit¥ de punctele M o 51 M, ale curbeiT’, aceste puncte
fiind definite prin:

7

M"'&=(f(xo)); M"g‘:(f(x;,))' |
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Dreapta A este o secanti la I' si raportul de
cregtere a functiei f, intre valorile %, si #, ale
variabilei, este coeficientul director al lui A

(fig. 1).

3.3.3 Functia afind tangenti

DEFINITIA [ Fie M, un punet al planului
afin P. Fie M o aplicatie de o sub-
multime D a lui R la P. Se spune
cid punctul M(x) admite pe 1,
ea pozifie limiti in %o daea exista
un reper & din P in eare toate
componentele veetorului 17 M (. (x)
au pe 0 ea limitd in x,.

Se demonstreazi (capitolul §) cd acest fapt Fig. 1

este adevirat pentru orice reper din P.

Fiind dat un reper & al planului P, orice dreapti din P, definitd printr-o
ecuajie de tipul y = ax + b, este definitd prin coeficientii ei a si b:

DEFINITIA |/ Fie T o dreapté a planului afin P. Fie A o aplicatie de o sub-
2  mul{ime D a lui R la mul{imea 9 a dreptelor din P. Se spune ei
dreapta A(x) admite pe T eca pozitie limiti in x, daci existd un
reper & din P in eare coeficientii dreptei A(x) au respectiv ca limiti

in x, coeficientii dreptei 7.

Se demonstreazi ci acest fapt este adevirat pentru orice reper din P pentru
care axa ordonatelor nu este paraleld cu 7.

Fie: 0 = w0 flao) + 52T (5 — )]

Fie: ¢ = [x—=f(%0) + f'(%o)(x — x)].

Fie A, dreapta reprezentativi a functiei afine 6,.

Fie T dreapta reprezentativi a functiei afine ¢.

(A, si T se taie in punctul My(x,, f(%,).)

S4 presupunem acum cd funcfia f este derivabild in punctul z,.

Avem atunci: " lim [t s [0 = Sz (t) —f (”“)] = f'(%,).

Coeficientii dreptei A, au respectlv ca limitd in %, coef1c1entu dreptei T si,
prm urmare, dreapta A admite pe T ca pozifie limitd in x,.

Pe de-alts parte, A, este secanti la curba I' care confine punctele M, si

Mt f(2)).
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Functia f, derivabild in x,, este continui iIn x, si pozifia limitd a lui M in
.%o este punctul M,. T apare deci ca pozifie limitd a secantei MM la I’
atunci cind M tinde spre M,. Se spune cd dreapta I este tangenti 1la
curba I' in punctul x,.

Conform cu cele ce preced, se poate enunta urmitoarea teoremi:

TEOREMA | Dacii functia f este derivabild pentru valoarea x, a varia-
bilei, atunei:
Graficul I' al funetiei f admite o tangentda 7 in punectul M/,
de abseisdi x,. Ecuatia lui T este definitd prin:

¥ =f(%o) + lo(x — %),
unde ecoeficientul direetor [, este derivata lui f in x,.

Ezxemplu. Fie functia f definitd prin: f(x) = #* + 2.
Fie T' curba reprezentativi a acestel funcfii intr-\gl
reper &, fie M, punctul care apartine lui I' i este

definit prin M /& = (;) gi fie punctul M, care apar-

tine lui I, de abscisi », =1 + &A.

Avem: f(x)=nm=01+r*+14+hb=5rr+31+42
) = fixg _ B+ 3

X — % h

Sf(x) — fl=o)
—p =

#— %o

=h+3,

lisn {x, 3.
Tangenta la curba I' in punctul M, are ca ecuatie:
y —2=3(x — 1) sau:

y=3z—1 (fig. 2.

Fig. 2

3.3.4 Curbe care admit o tangentd in punctul M,

S4 studiem acum problema inversd celei precedente.
S presupunem ci curba I', reprezentativi a functiei f intr-un reper &, admite

%
pentru ¥ = x, o tangeti T in punctul M, (M o|® = ( f(xo))) . In cazul gene-
0.

ral, aceasti tangenti are un coeficient director finit #y; dar, daci tangenta
este paraleli cu axa ordonatelor reperului &, nu are coeficient director.
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Rezulti din definifia tangentei la o curbi intr-un punct M, si din proprie-
titile precedente, urmétoarea:

TEOREMA | Dacit graficul T' al unei funetii f admite o tangentid in punetul
%
M 0(M o/ = (f(a: ))) gi dacd aceastd tangentd nu este paraleli eu

0
axa ordonatelor reperului &, atunei:
1° f este derivabild in x,.
2° Derivata este egalii eu coeficientul director in & al tangentei
in M,laT.

Cazul in care tangenta este paraleld cu axa ordonatelor.

Atunci coeficientul director al tangentei este infinit §i corespunde cazului in
care:
fixd — fix)

lim xl‘—’
X0 — %

Ze

|-+

Dar, in acest caz funcjia f nu este derivabild in #,; intr-adevdr nu se poate
defini functia afini tangentd, nici diferenfiala. Or, nofiunea de diferenfiald
este primordialj §i se studiazi cu ajutorul derivatelor (si al izomorfismului ¢
definit 1a nr. 3.2.2, observatia 3).

Cu toate acestea, se pot trage adesea numeroase invitiminte dintr-o derivatd
infinitd, cu condifia de a se proceda cu circumspectie.

Observafie. — S-ar putea face ca o functie f nediferenfiabild in x, si admitd
totusi in acest punct derivate la dreapta (/;) sau la stinga (¢); la sil, apar
atunci drept coeficientii directori ai semitangentelor la curbi in punctul M,.

Exemplu. Fie functia f = [ = [#* — #]].
a) Pentru x mai mic ca zero, avem: f(#) = 2% — x.
Se obtine atunci:
f) —fO) _#—=

x—0 x

=x—1

7(%) =
i limn= — 1
s im

— 1 este derivata la stinga a lui f in 0.
b) Pentru: 0 < # < 1, avem:

f(#) = — 23,

fR) =10 _x=#

x—0 x

avem deci: y(2) = -z

o osi imyn=+1
ot

+ 1 este derivata la dreapta a lui f in 0. "
B f nu este diferentiabild in 0. Curba reprezentativi I'
nu admite tangentd in acest punct. -1
Dar f este derivabild la dreapta si la stinga in 0; T' admi-
te deci dous semitangente in acest punct, ai céror coefi-
clenti directori sint respectiv — 1 §i + 1 (fig. 8). Fig. 3
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3.3.5 Diferentiald si aproximatie

Valoarea diferentialei funcfici f in punctul %o, pentru un numdér real 4, este
cresterea functiei liniare tangente la f in x, intre %o §i %o + b (fig. 4).
Eroarea comisd inlocuind f(x, + A) — f(#,) prin valoarea Iuati de diferentiala

lui f in %, pentru % este, in valoare absoluti, reprezentati prin lungimea Mm.
Fie deci o functie f derivabili in punctul x,, derivati fiind Z,.

Se stie ci:
Y
Flz,oh ZL’”
F15,) v Lk o~ ;
//// (206 2,))(k)=4,5
£z & ’

5]
/ /
z, Z,vh

Fig. 4
f(%o + B) = f(%0) + Lok + he(h),

cu: lim ¢ = 0.
)

=

Numirul f(x,) + 4k este o valoare aproximativi a lui S(%o + &) in vecinitatea

lui x,. Aceastd aproximatie este cu atit mai buni cu ¢it 7 este mic, pentru ci
lim =0,
0

x
Ezemplu. Fie funcfia f= [x — :1] .

In punctul xy = 0, avem:
b
fxwt+h) =, flz) =0,
A .
Bh—1) h—1'

deci: do=l(i)m 0= —1,

(k) =
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S4 luim h = 0,01; se obtine:

0,0 1
floo+ B =501 99

l .

s doh = — 705
1.1 1
rezultd : hz(h)=—99+ .1—0_02_9900.

EXERCITII

Sa considerd fumctia numericd f = [x =» f(%)] care admits o diferenfiald Snir-un punct z, din dome-
niul ¢i de definitie. In fiecare cas, se cere sd s& calculeze derivata, sk ss scrie functia afind tan-
gentd la f tn xo, sd se calculese flzo + B) — f(xo) 5i s& se compare cu valoarea diferenfiales peniru
numdrul h.

(Se va lua mai iniii b= 0,1, apoi b = 0,01.)

8.28 f(x) =3s2— x a) 2,=0. b) #o= 1.

329 fs) = z - #=0. 331 f(3) = 4%, %= 1.
1

3.30 f(x) = #°, %= 1. 332 fla)=—, f=2

Sa se studieze curba veprezentativd a fumcfies f #n vecindiatea punctului z, tn urmdloarele cazuri -
(se vor studia tangentels sau eventual semitangentsle) : ’
*

333 f(x) =4*+ %, o =
334 f(x) = |4° + #l, zo = 0.

— 3
335 f(») = _({‘_z‘—-il-)—ii-l:*.—l‘;)' %=1
3.36 f(2) = #(x — 1)(x — 2)(¥ — 3), %o =0; 5, =1; 23=2; 23=38.
8.37 f(#) = |¢(x — 1)(x — 2)(x — 3L %=0; B8=1; 2=2; =3,
3.38 f(x) = 4® -+ |+, %= 0.

S4 se gdseascd ecuafia tangentei tn punciul M, la curba T a cirei ecuafie este defiiitd de relafia
y = flx) si s& se construtascd aceastd tangenid tn urmdtoarele cazuri:

3.39 f(») = 2%, 2o = 1. 342 f(x) = 2® + %, %, =0.
1
340 f(x) = 2 — 34, xo=— 1. 843 f(») = —" Xo=2.
x
x—1 z+3
341 f(x) = -::_2-' %=0. 344 f(x) = -x—_rz , xo=— L.

3.45 1° Si se construiascd, intr-un reper &, curba I', a cirei ecuafie este definitd de relatia
y =28 — 1 gl tangenta in punctul M, a lui T' care are abscisa 1. '

2° S& se construiascd apol, in acelagi reper &, curba IV a cérel ecuatie este definiti de relatia
y = |#® — 1. S& se studieze aminuntit IV io vecinitatea Ini xp = 1.

3° Fie: flx) = |22 = 1)
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S& se studieze:

) — f#)
e 1—2 ]gi
hm f(l) f(x)
1—x»

cum se traduce rezultatul pe reprezentarea graficy?

3.4 REGULI DE DIFERENTIERE

3.4.1 Diferentiala unei sume

Fie f 5i g doud functii diferentiabile intr-un punct %o. Sd reamintim c¥ atunci
existd doud functii liniare # §i v §i doud functii ¢ si n astfel ci:

a) J(x) = f(x0) + ulx — xo) + e(x)(x — x,),

lim € = 0,

= D(f, xo); Vah u(h) =1,
(%o este derivata lui f in %) ;
b) g(x) = g(xo) + v(x — xg) + n(#) (% — x,),
lim 9 =0,

v=D(g x5); Vrh v(h) = koh,

(ko este derivata lui g in x,).
Rezultd ci:

f(x) + 8(%) = flxe) + g(%0) + u (¥ — %0) +v(x — %) + [e(%) + 0(%)1(x—x,),
adicid:
[f + &)%) = [f + £)(xe) + [ + 91(x — £0) + [e(2) + 7(x)](x — o)
or: Veh [% 4+ 0](h) = (o + Eo)h;
funcfia w =« + v este liniard si:
lim [e + 1] =1im e+1im~q=0.
Am gésit deci o aphcape liniard w §i o funct1e € definitd in vecinitatea lui éo,
astfel ci:
[f + &)%) = [f + g1(x0) + w(x — %) + (%) (x — =),
1211 £E=0,

w=D([f+gl %)) =u +».
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Sepoate deci enunfa:

TEOREMA | Suma f + ¢ a douil functii diferentiabile in x, este diferentia-
bili# in %, si diferentiala sumei f + ¢ in %, este suma diferentialelor
fn x, a funetiilor f §i g.

D(f + g, %) = D(f, %) + D(g, %o)-

fn ceea ce priveste derivatele, avem urmdtorul rezultat care decurge imediat
din teorema precedenti si din izomorfismul ¢ (nr. 3.2.2):

COROLAR |/ Suma f + g a douil funetii derivabile in x, este derivabild in
%, §i derivata sumei f + g In %, este suma derivatelor in x, a fune-

tiilor f si g.

Exemplu. Fie functiile f = [ —>ax] 5i g = [# ~>»b].
Avem: f+eg=[xax+0d)

Derivata lui f in », este a.
Derivata lui g in #, este 0.
Deci, derivata lui f 4+ g in %, este: a + 0 =a.

3.4.2 Diferentiala functiei » pentru 2 real

Fie f o functie diferenfiabild in %, Avem (notatiile de la nr. 3.4.1):
fx) = flxg) + ulx — %) + e(x)(% — %),

lim ¢ =0,
Xe

w=D(f, x0); Vrbh u(h) = Loh.
Rezulti c#, pentru orice numdr teal &:
k() = Bf(xo) + k-ulx — %) + keoe(r) (% — %),
Or, funcfia k- este liniard:
| Ve b ku(k) = kloh,
si:
li;m [x— ke(x)] = liin [x—E]. lixm e=%kX0=0.

Se poate deci enunfa:
TEOREMA | Produsul %/ dintre o funetie f, diferentiabild in x, §i un numdr

real %, este diferentiabil in x,; diferentiala funectiei %f In x, este
produsul prin % al diferentialei in x, a funetiei f:

D(kf, %o) = kD(f, %0)-
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In ceea ce priveste derivatele, avem urmitorul rezultat ce decurge imediat
din teorema precedenti si din izomorfismul (nr. 3.2.2).

COROLAR |/ Produsul kf dintre o funetie f derivabili in %, §1 un numiir real
k este derivabil in x,; derivata tn x, a funetiei Xf este produsul
prin % a derivatei In %, a funetiei f.

Exemplu. Fie functia f = [x »> #2)]

Se stie (ur. 3.2.2,, Exemplul III) ci derivata lui fin x, este numirul 2z,

Fie funcfia g = af = [¥ > a+?], unde a este un numir real oarecare. Derivata lui g in =z, este
numirul 2azx,.

3.4.3 Liniaritatea diferentierii

Fie 9., (R, R) mulfimea functiilor de la R la R diferentiabile in punctul %,
si fie £(R, R) mulfimea aplicatiilor liniare de 1a R 1a R.

£(R, R) este un spatiu vectorial pe R.

Rezultatele de la numerele 8.4.1 i 3.4.2 permit si se tragi concluzia c% 92..(R, R)
este un subspafiu vectorial al mulfimii & (R, R) a funciilor de la R la R
si cd, mai mult, aplicatia ®, care face ca oriciirei funcfii diferentiabile in x,
si-i corespundi diferentiala ei in x, este o aplicafie liniarid de la 9, (R, R)
la £(R, R). La fel pentru aplicatia de la 9, (R, R) la R care face ca oricirei
funcfii f diferentiabile in x, si-i corespundi derivata ei in Xg.

3.4.4 Diferentiala produsului

Fie f si g doud functii diferentiabile in punctul ,.

Reluind notatiile de la nr. 3.4.1, avem:

a) J(®) = fxo) + u(x — %) + ¢(2)-(x — 2,),
lim ¢ =0,

u=D(f, x0); Vehk wuh) =Ip,
(o este derivata lui f in x,);
b) 8(x) = g(xo) + v(x — xg) + n(x) (% — =),
lim 9y =0,
v=D(g %o); Vb v(h) = kh.

(ko este derivata lui g in x,).
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Rezultd cd, pentru orice x:
£#)-8(2) = [f(za) + u(x — %0) + e(x)-(x — %0)] X
X [g(%0) + v(x — %o) + () -(x — x0)].
Adics, dezvoltind :
" [F-81(%) = f(%o) -g(x0) + f(%0) - v(x — %o) + f(xo) - 0(%) (v — o) +
+ 8(%o) ‘%% — %) + u(x — %) -v(x — x,) +
+ u(x — x0) (%) - (¥ — %o) + £(#) - n(2) - (x — x)* +
+ 8(%o) -e(%)(x — %¢) + v(x — %o) (%) - (x — %),
[f-g1(x) = [f-g)(xo) + [f(%o) v + &(xo)u](x — %0) + (2),
cu:
Y(x) = u(x — xg)-v(x — %) + (¥ — %) ¥
X [fize) (%) + gxo)e(®) + u(x — xo)n(x) + v(x — x)e(x)] +
+ o(x) -n() - (x — %)%
Din ipotezele:
lim e =1lim 9y =0,

% §i v continue in 0,
#(%o — %o) = V(%o — %) =0,
flxo) € R g(xo) = R,
si din teoremele asupra limitelor, se poate trage concluzia:
li;n ¢ =0.
Pe de alti parte, funétia w = f(xo)v + g(xo)u' este o aplicatie liriard, ca o
combinatie liniarid de aplicafii liniare.

S-a gisit deci o aplicatie liniard w §i o functie ¢ definitd intr-o vecinitate a
lui x, astfel ci:

[f-g1(x) = [f-g1(x0) + w(x — %o) + (%)
lim ¢ =0,
w = D(f-g, xo) = f(#xo)v + g(x0)u.

Se poate deci enunfa:

TEOREMA | Produsul fz a doud funetii diferentiabile in x, este diferentiabil
in x, si diferentiala produsului fg in x, este dati de:

D(fg, #o) = f%o) + Dlg, %) + &(%0) - D/, %o)-
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n ceea ce priveste derivatele, avem urmitorul rezultat care decurge imediat
din teorema precedenti si din izomorfismul ¢ (nr. 3.2.2):

COROLAR | Produsul fz a doud functii derivabile in x, este derivabil in x,.
Fie I, derivata lui f in %, si %, derivata Iui g in %,; derivata lui
f+gin %, este datd prin:

ko = f(%o)ko + &(%o)do-

Exemplu. Fie functia f = [# »»2%] §i g = [¥ —2].
Derivata lui f in x, este 2 x,.

Derivata lui g in #, este 1.

Derivata lui 4 = fg = [» ~>#®] este deci:

Flx) X 1+ glxo) X 22, = 4§ + 245 = 343,
S4 demonstrdm prin inductie completi ci derivata in punctul #, a funcfiel Ju = [x —>2"]
este numirul mro-l.
$& presupunem ci derivata in o a lui f,—, este (» — 1) 253,
Avem:
o =Ja-1 %8
Derivata in z, a lui f, este deci datd prin:
Fo—z (%) X 1+ g(xg) X (B — 1)aB=3 = a8~ + (n — 1)a3~" = na3~L

Rezultatul, valabil pentru exponentul # — 1, este deci valabil pentru exponentul #gi, pentru
c# este adevirat pentru exponentul 2, este adevirat pentru orice exponent intreg.
Prin combinarea diferitelor rezultate obtinute in aceasts sectiune, se poate gisi derivata in punc-
tul x, a oriciirei functii polinomiale. De exemplu, derivata in punctul z, a functiei :

P = [# =245 — 328 + 522 + ]

este numirul:
1024 — 1223 + 10 2, + 1.

3.4.5 Diferentiala unei functii inverse
Fie f o functie diferenfiabild in x,, care nu se anuleazd pentru %,.
Avem (notatiile de la nr. 3.4.1):

f(%) = f'(x0) + u(x — x0) + e(#)(x — %),

lim ¢ =0,
%o

u=D(f, %o); V¥ u(x) = lox.
(Yo este derivata lui f in x,).
S presupunem cd % este diferenfiabils in x,. Fie v diferenfiala ei.
Produsul f- L 1 este diferentiabil in x, si diferenfiala lui este aplicafia
identici nuld (nr. 3.2.2, Exemplul I).
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Pe de alti parte, conform cu numérul 3.4.4, diferentiala in x, a acestui produs
este:

w=flz-o+ 22 o)

Avem deci:

0=f(xo) v+m-u

Se deduce ci, dacd L este diferentiabild in x,, diferenfiala ei v este definitd

in mod necesar, plecind de la diferenfiala # a lui f in %, prin:
“ -
F2 (%)

Reciproc, si considerim aplicatia afind ¢ definitd prin:

(%) = [ ] (%) — Uz — %) [l] (%g) — Lir — %))

(o) I Folo)
Fie:
— (%) _I__L l—°(x—x°)
) =17 @) )T fie)
% — %, X — %,
fizd) = f(#) ly
%) = .
) = e few T P
Or:

lim

X

[x o f8 =S g

lim f = f(x,),

cdci f, fiind derivabili este continui.
Prin urmare:
lO z0

lim e = — 9,
m e =— e T

v este deci diferentiala lui %i‘n %o

Se poate deci trage concluzia:

TEOREMA | Inversa % a unei funcii diferentiabile in x,, astiel ed f(x,) este-
diferit de zero, este diferentiabili in x, si diferentiala ei in x, este:

datit de:
D (L, ) = 202,
f . fi=xq)
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In ceea ce priveste derivatele, avem urmitorul rezultat care decurge imediat
din teorema precedentd si din izomorfismul ¢ (nr. 3.2.2):

COROLARUL / Inversa% a unei funeii f, derivabile intr-un punet x,, astfel

1 eid f(x,) este diferit de zero, este denvabllﬁ in x,
Fie [, derivata Iui f in x, Derivata %, a il r in x, este data prin:

I
S3(%o)

0=

Rezultatul urmitor decurge imediat din teoremele de la numerele 3.4.4 5i 3.4.5:

COROLARUL / Citul L a doust funetii f si g, derivabile intr-un punet x, astfel
2 ed g(wo) esteg diferit de zero, este derivabil in x,. Numiirul %,, deri-
vata lm in x,, este dat in funene de [, si de %,, respectiv deriva-~

tele lui f §1 g in x,, prin:

ho = log(%0) — Rof(#0) .
g = o
8%(#)

Intr-adeviir: ho=1, - 1 &
_° gz g‘(x)f( *o)-

1 1
Exemple. 1. Derivata in x, a functiei inverse f = [x - —-] este numirul — — -
x x3

II. Derivata /, in », a functiei f, definiti prin: °
[~
f= X 1>
241

2x0(3 + 1) — 22,(x3 —1) _ 4%
°T (73 + 1)e R

este datd prin:

3.4.6 Diferentiala unei funciii compuse

Fie f o functie definiti si diferenfiabils in x,. Avem (notatiile de la nr. 3.4.1):
J(x) = f(%o) + u(x — %o) + (%) - (x — %),
lim e=0,

u=D(f, %); Veh u(hk)=1lh.
(%o este derivata lui f in x).
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Fie g o functie definiti §i diferenfiabild in punctul y, = f(x,).
Avem (notatii analoage cu cele de la nr. 3.4.1):

g(y) = g(yo) + 2(y — ¥o) + 0(3)-(y — ).
lim =0,

v = D(g, f(xo)) ’ \ /Y] v(h) = koho
(%o este derivata lui g in y, = f(%,)).
Avem atunci:

g[f(x)] = glf(z)] + o[f(x) — flze)] + nlfix) - [f(x) — f(zo)L

cu:

f(x) — f(xo) = w(x — %0) + (x)-(x — %) ; .

gLf(%)] = g[f(xe)] + v[u(x — %0)] + v[e(x)-(x — x0)] +
+ 2(f(%) [u(x — %o) + =(x)(x — x0)],
[g o f1(x) = [g 0 fl(%e) + [v 0 u](x — x¢) + p(%).

Tinind seama de ipotezele:

lim e =0,

%

lim v =0 (v este liniard, deci continud in 0),
0

lim f=f(x,) (f este derivabild, deci continui in x,)
o .

lim 9 =0,

Yo
lim =0
0
si de teoremele asupra limitelor, se deduce ci:

lim p=0.

Pe de alti parte, funcfia compusd v o # a doud functii liniare este o functie
liniard.
Se poate deci trage concluzia:
TEOREMA | Funetia compusii gof a unei funetii f, diferentiabild in x, si
a unei funetii g, diferentiabili in f(x,) = y,, este diferentiabilid
in x,.
Diferentiala in x, a Iui g o f este compunerea vo» a diferentialelor
v §i « ale lui g si f (respeetiv) in x,:
D(gof, %) = D(g, f(%0)) 0 D(f, ).
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fn ceea ce priveste derivatele, avem:
Ver vou(h) =v[ulk)] = keloh.

COROLAR | Functia eompusi g o f a unei funetii f, derivabild in x, i a unei
funetii g, derivabild in f(x,) = y,, este derivabild in x,. Derivata
Iui g o f in %, este produsul dintre derivata lui f in x, si derivata

lui g in f(x,).

Exemplu. Fie functiile: f = [x+~> 23], g = [y~ »*]. Avem atunci: h=gof =
= [x ~» (#8)4] = [x+~> x12]. Derivata lui f in x, este 34}, a lui g in y, este 4y,
al lui % in x, este deci: 3x% - 495 = 12 x}%, cici y, = f(x,) = 3.

3.4.7 Diferentiala unei functii inverse

Fie f o functie care admite pe un interval I o functie inversd f~2, diferentiabild
intr-un punct x, al intervalului I.

S4 studiem diferentiabilitatea lui f~* in y, = f(x,), presupunind ci diferentiala
lui f in x, nu este aplicatia nula.

S4 notim I, functia identici pe I (adicid aplicatia de la I la I definiti prin:

Viz  Ly(x) = x.)

Derivata functiei identice in x, este 1 (I, este propria ei diferentiald).
S& presupunem ci f~! este diferentiabild in x,.

Functiile f si f~2 sint astfel ca:

[flof=1,
Dupid nr. 3.4.6, avem:
D(Z4 %0) = I3 =D(f f(x,)) 0 D(f, %o)-

Diferenfiala lui £~ in punctul f(x,) apare deci, daci existd, ca inversa diferen-
fialei lui f in punctul =x,.
Fie I, derivata lui f in %, §i fie » = D(f, x,).

Avem: Veh  ulh) = 1,

deci: Veh i) = llo h.

Reciproc, si considerim aplicatia afind ¢ definiti prin:
o(y) = yo) + vy — y0)-

S4 studiem funcfia e definitd prin:
e(y) _[T0)—e0) _ ) —f o) — w7y —0),

¥y—2 ¥ —%
710 = Sfye) Ly —30)
€ = —
(y) Y —%o by — 30
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y fiind element din J = f[I], existd un x astfel ci:

y = f(#).
Pe de altd parte:
Yo =f(%0);
avem deci:
ot = X) = _.L—_ﬁ._. — l N
O =20 = e T
or: llm[x {8 — Sz _f(””)] =1,;
E2S X — X

deci, daci I, este diferit de zero:

lim[x -t | 1
% f(#) — flxo) &

Prin urmare: lim % =0.
e

Deci f~1 este diferentiabil:‘i si se poate trage concluzia:

TEOREMA | Funetia -, inversa unei funetii f, diferentiabile intr-un punet
%,, este diferentiabild in punetul f(x,) = y, dacii diferentiala lui f
in x, nu este identic nuli.

Diferentiala in y, a Iui /-1 este inversa diferentialei in x, a lui f.

Observajii., — 1 Aceasti inversi existid dacd se presupune ci diferentiala lui
f in x, nu este identic nuld.

2 Acest rezultat se interpreteazi geometric prin faptul c#, curbele reprezen-

tative ale lui f i £, fiind simetrice in raport cu dreapta szie ecuafiey — x =

=0, tangentele in punctele M,[ o | si M, '( Yo=f%) ) simetrice in
g P o iy # Mol 2 =%,

raport cu D sint de asemenea simetrice in raport cu D §i reprezinti astfel

functii afine inverse.

In ceea ce priveste derivatele, se poate trage concluzia:

COROLAR | Funetia inversi f-! a unei funectii f, derivabile in x,, astfel ci
derivata lui f in x, este nenuli,este derivabild in f(x,) = y,. Deri-
vata lui f-! in y, este inversdt derivatei lui f in x,.

Ezemplu. Fie functia f = [# —> 2] definitd pe R+.
Pe R+:f-1= [y =4y ].

1 1
Derivata lul f~! in y, = 23 este egald cu —, adicd cu — .
22, 2¥o
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EXERCITII

S& se calculeze derivatele tn punctul x, ale functiilor f definite prin :

346 f(x) = cos (ax + b), %o =0,
347 f(x) = cos (ax® + bx + ¢), % =0.
348 f(x) = sin (cos x), %= 0.
8.49 f(x) =cos*x 4 3cosx — 5 - ’ #g = 0.
cos x
2. —
2.50 f(x)___Scos x 3cosx+l. o =0

2sin®x — 4
351 f(x) = tg (242 — 42 + 1)
*

3.52 Fie functia k = fogoh. Si se calculeze derivata lui % in punctul #, cu ajutorul deriva-
telor in #, ale functiilor f, g si A.

3.5 FUNCTIE DERIVATA
3.5.1 Definitie

Si considerim o functfie numerici f de o variabili reali, definiti pe un domeniu
D. La anumite elemente x, din D, putem face si corespund, fieciruia cind
existd, derivata /, a functiei f in punctul x,. Se definegte astfel o functie nu-
mericd de o variabild reals, definitd pe o submultime D’ din D:

DEFINITIE |/ Fie o funefie numerici f de o variabili reali. Funetia, care
face ca oriedirui %, din D’ sii-i corespundi derivata lui fin x, (daci
existii), se numeste funefia derivatd a lui f sau mai simplu, deri-
vata lui f.

Funcfia derivati a unei functii f se noteazi f'. Derivata lui Jf in punctul x,
se noteazd deci f'(x,): :

f'(%o) =lim [x ._.M].

Zp x— 2z,

Fie D domeniul de definifie al functiei f si fie D’ domeniul de definitie al
functiei derivate f’. Avem:

D' < D,
Se spune ci f este derivabili pe D’.
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Exemple. Referindu-ne la exemplele de la nr. 3.2.2, se deduc urmitoarele trei exemple:
I. Daci: f = [# = C], unde C este o constant# reald, atunci:

[/ =[x —0].
II. Daci: f = [+ —>ax], atunci:

= [ »>a).
III. Dacd: f = [v ~> 2], atunci:

[ = [ =2x].

Observagie. — Cu ajutorul teoremelor de la sectiunea 3.4, vom exprima functiile
derivate ale funcfiilor obfinute, plecind de la doud functii f si g.

3.5.2 Reguli de derivare

Din teoremele cu privire la derivatele intr-un punct (sectiunea 3.4), se deduc
imediat urmitoarele teoreme cu privire la functiile derivabile pe un interval
deschis (care este o vecinidtate a fieciiruia din punctele sale).

DERIVATA FUNCTIEI SUMA

TEOREMA | Functfia sumii a dou# funetii derivabile pe un interval deschis
1 este derivabili pe acest interval i avem:

(f+e =f+¢g.

Teorema se extinde imediat la o sumi de mai multe functii.

Ezemplu. Fie functiile: f = [ »>ax], g = [v —b].
Avem: f+g= [rv—ax +b];

se gtie cd:
ff=1[x>a), g =[x—0];

deci: (f+8) =a.
Rezultd c3 derivata unei functii afine s = [x =>ax - b] este:

s’ = [x »>a)l.

B DERIVATA FUNCTIEI &f PENTRU & CONSTANT

TEOREMA | Daci f este o funetie derivabild pe un interval deschis, i daed
2 £ este o constantdi, funciia %f este derivabild pe acelagi interval
si avem:

)’ = B
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Exemplu. Fie funcHa f = [» +>#2]; avem (nr. 3.2.2, Exemplul III)
=[x —22]).
Fie funcfia g = [v +>as?); avem:

g = [x v»>2ax].

M LINIARITATEA DERIVARII

Fie 9 (I, R) mul{imea functiilor derivabile pe un interval I si & (I, R) multi-
mea functiilor definite pe I §i cu valori in R.

Aplicatia & care face ca oricdrui element din @ (I, R) si-i corespundé derivata
ei, element din &(Z, R), este o aplicatie liniari,

W DERIVATA UNUI PRODUS DE FUNCTII

TEOREMA | Functia produs a doud funetii f si g derivabile pe un interva
3  deschis este derivabili pe acest interval si avem:

(fo) =fg' +&f"-
Teorema se extinde fard dificultate la un produs de mai multe functii.
Cind f=g, avem imediat:
() =2f-f.

Exemplu. Fie functiile:
f=[x>2?] si g= [x—~>2]
Avem: (#%) =22+ 1 4+ 2x - x = 328,

Acest rezultat lasé si se prevadd cd, pentru x intreg pozitiv, derivata lui 2® este na®—1,
S& presupunem ci pentru functia f = [¥~>2%] avem:

ff=na""1,
Fie: g = [x—>an+3];
avem : g(x) = #f(#),
deci: g'(%) = f(#) + 2f'(#) = 2™ + nx. 222 = (n 4 1)a™.

Rezultatul, valabil pentru exponentul #, este deci valabil pentru exponentul # + 1. Rezulti de
aici cd oricare ar fi # intreg pozitiv:

dacd f(z) = 4", atunci f/(x) = na®"2,

Prin combinarea acestui rezultat §i a teoremelor 1 si 2 de la nr. 3.5.2, stim si calculim derivata
unei functii polinomiale oarecare. De exemplu, fie functia f definitd prin:

J(#) = 22° — 348 523 + x;
functia derivatd f’ este definity prin:
f(%) = 104* — 122° + 105 + 1.
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® DERIVATA INVERSEI UNEI FUNCTII $I A FUNCTIEI CIT

TEOREMA |/ Inversa unei funetii / derivabile pe un interval deschis este
4 derivabilii in orice punect din acest interval in care este defimiti

si avem:
(=5

Fie acum doud functii f si g derivabile pe intervalul I.
Pentru orice punct in care g(x) nu este nuld, functia cit este definitd prin:

f() 12 _ fx) -

&(») g(x)

Teorema pe care am demonstrat-o §i teorema cu privire la functia produs
permit si se calculeze derivata functiei cit:

(s -3-t

adici:

.

1
Exemple. 1. Fie funcfia f = [x — —;] . Pentru » intreg pozitiv, avem imediat:
P

—nztt -
% .
peil prER]

f(x) =

Folosind éxponentii negativi, se vede ci derivata funcfiei:
f= x>

este: f = [ —nx"t"1],

(adici aceeasi formuld ca in cazul unui exponent pozitiv.

I1. Stiind si deriviim functiile polinomiale, se pot calcula acum derivatele functiilor rafionale,

De exemplu, fie functia:
2 —1
f=12w ;
2 +1

2x(x2 + 1) — 2x(2® — l) 4x
(= + 12 T @

derivata el f’ este definiti prin:

f(x) =
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r3 DERIVATA UNEI FUNCTII COMPUSE

TEOREMA | Fie o funetie g derivabili pe un interval deschis I astfel ei g[I]
este un interval deschis.
Fie f o funectie definiti si derivabili pe intervalul deschis g[I].
Funefia compusit fog este atunei derivabild pe I si derivata A’
este datdi prin:

H(x) = f(g(%)) - &'(x) = (f' 0 g)(x) - &'().
Avem deci: (fog) =(fog) -g.

Ezxemple. Fie functiile:
f=[z+>2"] ¢ g =[x —>g(x)

Avem: h=fog =[x+ (g(#"];
prin urmare: W=g-(fog),

W(x) = g'(#)-n[g(#) 1"
Aceastd formuld permite calcularea mai rapid4 o anumitor derivate. Fie, de exemplu, functia:

b= [x (2 + 1)),
i fie functiile:
f=lx—=2"] i g=[r—>at+1];

avemn: h=fog

§i: b(x) = g'(x)-n[g(»)]?~* = 2x.5(z2 + 1)%

B DERIVATA UNEI FUNCTII INVERSE

Fie f o functie derivabili pe un interval deschis I care admite pe I o func-
fie inversi f1. Se demonstreazid atunci ci f[I] este un interval deschis.
Funcfia f~* este atunci derivabild in orice punct din f[I] (ur. 3.4.7). Avem:

IRV — 177 —_ o — 1 — 1
[T0) = T = o = e L

TEOREMA | Fie o functie f derivabild pe un interval desehis I si care admite
pe I o functie inversd f~'. Aceastd functie inversi este derivabili
si avem:

-1}/ — 1 .
=
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Exemple. I, Fie funcfia: f-1 = [x —y = 1/::
Avem: f) =98 deci: f(y) =2y;

1 1
. 1) o= e = —
rezult : (=) W
II. Mai general, fie functia:

fr=ls—=y ="zl

Avem: f9) = y* f'(9) = ny"3,
N 1 1 1 22 1o
(f )(x)“-F—”VFl.=';z =;x

1 :
Rezulti ci formula de derivare pentru exponentul - este aceeagi ca in cazul exponentului intreg z.

III. Fie acum pentru « rational funcfia f = [¥ —» 2%).
S4 punem « = 2 , unde p si g sint numere intregi.
' q

Ed RRLs
Avem: 2% =29 = [x" .

1
Punind « = z’ , se obfine o funcfie compus#i; pentru ci y = u?, obtinem :

1
1 1o
f'_—.[x'—»im" ‘-'q-x" ]

1
RS S B ol L
q

tn sfirgit: f' = [x — «a®" 1.
Se generalizeazi astfel la exponentii rationali formula obtinut% pentru exponentii intregi.

IV, Fie functia: f= [# —» sin z] definitd §i derivabild pe intervalul ]— %, %[ = I (Algebri,
Anul I—-CDE nr. 9.8).
Avem: f~1 = [+ > Arc sin #] (nr. 1.8.5),

1 1
S of~(x) cos(Arc sin #) = JT— 22 )

(f~Y(#) =

In acelagi fel se giisesc derivatele altor functii circulare inverse (nr. 1.8.5) (exercxtule cu numerele
de la 3.115 la 3.117).
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3.5.3 Rezumatul principalelor rezultate

Functii : Derivate . Observatii
1° Formule referitoare la funcpiile derivabile f, g, ...:
f+eg f+e
of of’ « €R (constantd)
Je fo' +1¢
1 _r
f r
f g —ef
4 g
fog (fog) - ¢
1
1
- froft

2° Rezultate referitoare la functii particulare :

flx) =a fx) =0 a<R (constant3)
f(x) =sinx f'(x) = cos %

f(x) =cos x fl(%) = —sin %

flx) =tgx flx)=1+tg*x

flx) = & f'(%) = gx Vag

3.5.4 Notatie diferentiala

Fie f o funcfie numerici definitd pe o mulfime D §i derivabild pe o submul-
$ime D’ din D.

Oricdrui numdr real ¥ din D’, putem face si-i corespundi aplicatia diferentiali
a lui f in punctul x. Aceasti aplicatie de la R la mulfimea £(R, R) a apli-
catiilor liniare de la R la R se noteazi df:

df = [5 =D(f, )] = [x = [h —=f'(x) - B]].
(@N@) = [h —f(x) - b].

Fie aplicafia identici I = [x — x]. Avem pentru orice x real: I'(x) =1,
Avem deci pentru orice x: (dI)(x) = [h —»h] =1;
prin urmare :

(@) (%) = (df)(#) o (AI)(x) = [k —~f'(%) - [(d)()]%]. M

Avem deci:
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Plecind de la aceasti expresie a lui df, vom da o notafie traditionald, care
este foarte utild in practici, dar care este incorecti cidci se datoreste con-
fundiirii diferitelor aplicafii f cu imaginea f(x), prin functia f, a unui element
oarecare din spafiul de plecare. Interesul practic (i istoric) al notafiei explicd
aceastd necorectitudine.
Vom confunda succesiv :

1° (@) (*)1(h) cu (df)(x) si [dI(x)]() cu (dI)(x);
atunci egalitatea (1) devine

(@) (x) = f'(x) - (d)(x). (2)
2° (dI)(x) cu dI,

(@f)(x) cu df;

atunci egalitatea (2) devine:

af = f'(») - dI. )
3° Icul(x)==x;
avem atunci:

dI = d(I(x)) = dx;

atunci egalitatea (3) devine:

df = f'(#) - d=.
Se confundi de asemenea cite o dati f cu f(x) =y si se scrie:

y=fx), dy=f(x)-dx

Observagie. — Aceastid notafie este extrem de folositd In fizicd §i, pentru
un x dat, d» ia semnificajia unei cregteri infinitezimale a variabilei; dy este
atunci cresterea corespunzitoare a functiei diferenjiale, care este o valoare
aproximativi a cresterii lui f intre x §i x 4 d#, cu atit mai bund cu cit
este mai mic dx. '

Cu aceastd notajie derivata functiei f se noteazi:

2 —p) (=2 dack y=fin)-

Aceasta este notatia lui Leidniz.

3.5.5 Proprietati ale notatiei diferentiale

B Aceste proprietiti rezulti imediat din proprietitile derivatelor. Dacad se
noteazi prin f si g functiile derivabile pe un acelasi domeniu D’, avem:
d(f +g) = df +dg,
d(kf) = kdf (B constant),
d(fe) = fdg + gdf,
d[i) _8¥ —fdg
1 4
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B DIFERENTIALA UNEI FUNCTII COMPUSE
Fie h(x) = g[f(»)] o funcfie compusd plecind de la g prin intermediul lui f.
Se stie cd:

h'(x) = &'[f(%)1f" (x).
Rezultd :

dh = g'[f(0)] - f'(#)dx.
Observind cd f'(x)dx este diferenfiala lui f, avem:

di = g'[f(x)] df ;

prin urmare:

an
d—f=g [f(x)].

. d
Avem atunci: ar _ da X 4.
dr df dx

Notatia ;f- trebuie si fie consideratd ca un veritabil raport si folositd astfel
X
in toate calculele,

DIFERENTIALA FUNCTIEI INVERSE A UNEI FUNCTII

Fie relatia y = f~(x) care definegte functia inversi a functiei f:
y =7 <% =fy).

. 1
Se stie ci: =1)(x) = —.
5 (f)'() 7o
ceea ce conduce la a scrie:
d =f—f—1(% sau dx = f'(y)dy.
Acest rezultat se giseste imediat plecind de la echivalenfa:
y=fx) <z =f(y).

Observatie. — Ultimele rezultate pun in evident} interesul notatiei diferen-
tiale. Intr-o diferentiere nu este nevoie si se stie care este variabila.

Exemplu. Fie:
2
y=zx7 (p,g9) €Z x Z.
Avem:

2
1= 27 o 37 = 2p,
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sau, diferentiind :
g dy = p#* ! s,
adici :

(1-a¢ ?

G2 Py, 2T
q

— ey — = —x

dz  ¢3
Se regisegte astfel formula de derivare pentru exponentii rationali.

3.5.6 Derivate succesive

S4 considerdm o functie f derivabild pe un interval deschis I = Ja, [. Functia
derivatd f’ este definitd pe I §i poate fi ea insiigi derivabild.

De exemplu, fie:
flr) = 25 — 820 4 7;
avem:
f'(x) = 5x% — 62.
Functia f’ este ea insdgi derivabili pe R §i avem:
(f') (%) = 202* — 6.
DEFINITIE |/ Daed derivata /' a unei funetii f este derivabili pe o submul-

time din R, se spune ei derivata funetiei f’ este derivata a doua a
functiei f i se noteazi eu f”.

Se poate intimpla ca f si admitd ea insisi o derivati. Aceasti derivati se
noteazd f'’ si se numeste ,,derivata a treia a lui f”. Continuind procesul,

se definesc, dacd existd, derivatele succesive ale functiei f, care se noteazi:

f"f”,f””f‘(IV)’f(V)) -":f(”): oo

Exemple. 1. f(x) = 42°— 3x4 4+ x*— 6124 Tx— 20;
20x¢ — 1228+ 348 — 12244 7;
80x° — 36424 6x— 12;

~
PR
X

f(x) = 2404 — 7224 4+ 6;
F) = 480x — 72;
V) = 480;
f0(z) = 0.

Incepind de l1a f(v”, mai existd, derivate succesive §i sint toate identic nule.
II. Fie funcfia f definitd prin;

f(») = sin 2.
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Avem: f’(x)=cosx=sin(x+—:;-}'
(%) = cos(x+ §|=sin(x+ %),

J"(%) = cos(x 4 %) = sin (x + 3-;-:-) ’
™) = sin‘x +n %)
III. Se arati la fel ci, pentru f(+) = cos x:

" LAN
f (x)—-cos(x+n2]

B DERIVATA A rn-A A UNUI PRODUS

Fie # §i v doud funcfii de variabild x; presupunem ci sint definite pe un
domeniu comun §i cid admit derivate pinid la ordinul #.

Punind :
Yy = uv,
avem:
yl = W" + vu!,
apoi : Y =uw" +uv + u'v + u''y,
deci: Yy =uv" + 2u'v' + u''v.

Intr-un mod general, cind se trece de la o derivati la urmitoarea, se iau
produsele succesive, derivind o funcfie de tipul » fird si’se deriveze cea
de tipul v sau invers.

Ajunsi la y", vom avea deci o sumi de produse de tipul:

2un=Ply®),
inmultite prin coeficien$i numerici, independenti de alegerea functiilor « si v:
Yy = A guv™ 4+ Au'o=0 L 4 AyguPin-t L 4 A uy,

Pentru a determina coeficienii 4 ne plasim intr-un caz particular in care
calculele directe se fac simplu.

S8 alegem:
u(x) = 2% ; v(x) = x"~*; y(x) = 2"
Avem:
ul?) (x) =p! derivatele urmaitoare fiind nule;
V= (x) = (n — P) ! derivatele urmitoare fiind nule;
y (x) ==l
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Se deduce ci functiile care sint inmudfite cu 4, 4,, ..., 4p—1 sint nule
pentru cd:

k>n—p=>0® =0,
De asemenea, functiile de coeficienfi 4p41, Aps2, ..., 4, sint nule pentru ci:
R>p=>ub =0
Réimine : nl=Apl{n — p)!,

n! »

TR

Se deduce de aci formula lui Leibniz:

de unde: A,

TEOREMA | Derivata a #-a a produsului a doud funetii « i v, de # ori deri-
vabile, este:

(uv)® = up™ + Clu's=1 4 Clu'vr=2 4 ..

coo F Chu®) gln—2) 4 | gy,

EXERCITI

Sd& sz caleuleze functiile devivate ale funcpislor definite prin:
3.53 f(#) = 2 — 92 4 27x + 2.

354 f(2) = 44 — 52+ 122 — 4x + 1.

3.56 f(¥) = 6% — 8% 4 32 — 2.

¥ B
3-53f(x)=7+;+;+x+1. '

3.57 f(2) = (» + D¥(» + 2)*

3.88 f(x) = a%(x + 1)¥(» — 2)4.

3.89 f(z) = %(x — 2)%~ + 3)*.

3.60 f(x) = (23 4 1)3(2* + 1)

3.81 f(#) = (#* + » — 1)¥a% — 22 + 1)3
3.62 f(x) = (x — 1)3(2* + » + 1)3.

3.83 f(2) = (¥ + 1)3(x — 1)3(22 + 1).
8.64 f(x) = x(x — 1)2

3.65 f(x) = 23(1 + »)3(2 — »)%

%3

3.66 f(x) = T .
14+
3.67 f(x) = Tt x’-
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(#+ 1

368 () =
3.69 f(x) = ji 1

3.70 f(3) = —::'_"—;’I: :

371 f(x) = ::t—::::—’_':—: .
3.72 f(3) = (i ; :}3

3.73 f(z) = la : ”)2

3.74 f(x) = ( 3+ "')‘.

2x +1
(x+ 10— 1)

3.75 f(#) = = + 2% — 2
N Gl ol D

3.76 f(x) = ——(x’ —p
I Gl )

897 f(x) = _—(xﬂ e

. _ éxlo + 7 .

378 f(x) =5 s

879 f(») = (& + 22 + 1)%

3.80 f(2) = Wixl.

3.81 f(x) = |+ — 3x + 2|.

3.82 f(x) = V{(a® = D)t

3.83 f(») = sin? x.

3.8% f(x) = sin®x cos™», n € N, m € N.

3.85 = .
7= 14 cosx
sin »
3.86 f(») = 1+t "x.

3.87 f(#) = #sin .

Jz—l

e+l

1 1
38 f(MN=tgx+ctgr +— +
sin ¥  cosx

3.88 f(x) =
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cos ¥
890 f(x) = —— 4 2 ctg .
sin? »

3.91 f(z) = (1 tigatg %) cos .

(S4 se explice rezultatul.)

sin ¥ — ¥ cos »

3.92 f(x) = .
cos ¥ + xsin x
3.93 £() =cosx+ xsmx.
sin ¥ — x cos »
3.94f(x) =

8.95 f(x) = 2x cos x + (»* — 2)sin #.
(1 4 sin 2)2

398 S5 = G —sin 2

3.97 f(x) = '\/ ltsinz,
1 —sinx

3.98 f(#) = \/ﬂ"_
1 —cosx

8.99 f(x) = sin® # + cos® » - 3 sin? x cos? #.

8.100 Fie u, v, w, u;, 4, ...., 4, funcfii derivabile pe un interval deschis I.

7

1° Pentru y = up, si se calculeze E4
¥y

‘ z
2° Pentru & = uvw, 35 se calculeze -
. z

3° 54 se, genemhme penttu n functn Y = Uglhglhy ... Y.
4° Si se deduci din rezultatul de la 3° ¢ derivata Ini u(") este nu("'n ',
*

Sa se examinese daci curbsle T, ale caror ecuafii sint definite de relafiile urmdtoare, admit o tangentd
care are ca coeficient divector numdrul dat m:

3.101y=%—2x—5 g m=1

8102 y = —2% 4 723 + x — 10 s m=—4
: ] 1 .

3103 y = 2+ g m=—1
»—1

8104 y =244 — & i m=0

8105 y = 24 — 242 + 5 si m=0.
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Sé se calculese devivatele f', f, ' si f“v) in urmdtoarele cazuyi :
8.166 f(x) = 322 — 62 + 1.
3.107 f() = (2% + 1)2.

241
3.108 f(z) = -;:"'l— .
3.109 f(») = tg ».

*

3.110 Si se demonstreze formula lui Leibniz prin inductie complets.
3.111 Fie funcfia: f = [# —»>sin® x).
1° S se calculeze f’ si f”.

2° Si se stabileascd intre f gi f o relafie independenti de .
3° Aceeagi chestiune pentru functia:

g = [#+>cos? 2].
3.112 Si se calculeze derivata a dona a functiei f:
f = [#>8 cos (22 — 1) + 5 sin (3% + 7)].
3.113 S& se calculeze derivata de ordinul 10 a functiei f:
' f= [xv>sin 2x].
3.114 Si se calculeze derivata de ordinul 49 a functiei f:

f= [zv—-)sin-g-] .

3.115 Si se calculeze derivata functiel Arccosinus (nr. 3.5.2).

3.118 S# se calculeze derivata funciiei Arctangenti (nr. 3.5.2).

3.117 Si se calculeze derivata funcfiei Arccotangents (nr. 3.5.2).

3.118 Si se demonstreze c derivata unei functii pare este o funcfie impari §i invers.

3.119 S& se demonstreze ci derivata unei functii periodice este o functie periodick de aceeagi
perioada.

3.120 Fie functia f definiti prin f(2) = st
Sk se demonstreze egalitatea:

£®) = fla) = (b — a)f'(a + ").

2
S# se dea §i interpretarea geometrici.

3.121 S4 se giseasci un polinom P(x) care si fie identic cu produsul printr-un numir 4 a pitra-
tului derivatei sale. (S4 se determine mai intii gradul Iui P(x).)

PROBLEME

3.122 1° P(x) insemnind un polinom de gradul », care este gradul derivatei lui de ordinul p — 1
@< p<n+1)?

Aceastd derivati o numim Q(z).
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2° Si se determine p in functie de # ca si avem egalitatea:
P(x) = AIQ(RT, ' (1

A4 fiind o constants.
3° Si se deduci forma polinomului P(#) care verifici relatia (1).
8.123 Se pune:

P(x) =543+ ax* 4 bx + c.
1° S4 se determine constanta K pentru a avea:

P(x) + K(x — 1)P’'(%) 4 (2® — 1)P"(x) = 0.

2° S se calculeze coeficientii a, b, c.
3° Si se demonstreze ci P(x) este divizibil prin » — 1 gi s& se calculeze citul.

1— a8
3.124 Fie funcHa: f= [x-—)l ]
-

1° Si se calculeze derivata sa in R — {1}.
2° S% se deducd egalitatea:

1 -}-2»:+?’x’+4;v’-~-~l-——(i5—:.:_‘::—):-”—5
3° S se generalizeze rezultatul precedent la: -
14 2%+ 322+ ... + nat?,
apoi la: | 24 6x+ 1223 4 ... 4 n(n 4 )21
8.125 Fie functia f definitd prin: ‘
f(#) = ax® 4+ ba® + cx + d.
S# se calculeze:
£00), £(0), £7(0), £7(0).
S3% se deduck f(x) cunoscind f(0) = a, f/(0) = B, f(0) = y i f'(0) = =.
3.126 Fie functia f definitd prin:
f(#) = ax® 4 ba® 4 cx +-d.

1° Si se demonstreze egalitatea:
7 h’ 14 ha 7,
flz + B = f(#) + W) + 5 3 + 2 F7).
2° Se di: f(#) = #° + 54% — 65 + 3. Si se calculeze f(1) §i si se foloseasci egalitatea de mai sus
1
pentru a se obfine o valoare cu aproximatie de 0 a i £(1,002).

3.127 1° Fie f functia: [x»—)\/x + 4T+ ).

S4 se calculeze prima ei derivatd f’ i si se verifice relatia:
2f(x) VT + # = fla).

2° Si se deduci c# derivata a doua f” verifici relatia:

4f"(#)(1 + #°) + 42f'() — f(z) = 0.
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8.128 1° Se pune f(3) = (3* — 1)®, #» Intreg pozitiv.
S& se demonstreze ci avem:

f(A#* = 1) = 2naf(2). (n

2° Derivind de n + 1 ori cei doi membri ai acestei relatii, prin formula lui Leibniz, si se demonstre-
ze ci, dacl notdm cu g derivata a #-a a lui f, avem:

g7 — 1) + 228'(%) — nln + 1) = 0, -2

Aplicafie
S4 se deduci g pentru # = 2 §i # = 3 §i si se ‘verifice relatia (2) pentru aceste valorl ale Iui 7.

8.129 1° Fie functia:

f=[x»—>l+x’]-

S# se calculeze f/ si f”(»).
S4 se demonstreze prin inducfie completd ci derivata a n-a este datd de:
P
fo)2) = &__,
(1 + a2t

unde P,(#) este un pol.inom de"gradul x.
84 se demonstreze ¢

Py )(®) = (1 + 29 Py(x) — (20 + 2)xP, (2). (n
Si se deducX:
P, Py, Py, P,

2° Deg)vind de n ori produsul #(#)(1 + ) cu ajutorul formulei lui Leibniz, si se stabileascd for-
mula

Py(%) + 2nxPy_y(2) + n(n — 1)(1 4 33)Ppy_4(2) = 0
Miirind # cu o unitate in (2) §i {inind seama de (1), s4 se demonstreze ci:

P 4 n(n + 1)Py = 0. (3)
3° Polosind relatiile obfinute, s& se demonstreze c%:
(1 + 23 P} — 2nxP), + n(n + 1) Py = 0, 4)

S4 se verifice relatiile (2), (3) §i (4) pentru » = 3 §i pentru # = 4.

3.130 1° S4 se scrie formula care di dezvoltarea lui x(1 4+ ).
2° S# se deriveze cei doi membri in mport cu x §i si se inlocuiasci in rezultat » prin 1.
3° 84 se deduci: 14 2CL 4 3CH + ... + (# + 1)C8 = 27—Yn 4 2).

3.131 Si se giseascd un polinom de gradul # astfel ca:
x'l
P(zx) + P/(%) =—.
nl
3.132 1° Si se calculeze derivata a n-a a lui:
f=1[x = (x - a®x — "),

folosind formula lui Leibniz.

2° Si se facd b = g In rezultatul obtinut si si se compare cu calculul direct al derivatei a #-a a
hui (¥ — a)®,

3° 5S4 se deducd:

Lo (R (@ (o= R 64D

»l

= Cly.
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3.133 1° Si se calculeze derivata a #-a a lui :

1 . 1
1 .
x+1 ¥ x—1

2
2° S4 se deduci derivata a n—a a lui —a—x_l'
X% —

3.134 1° Se pune:
f2) =1 + 2
Si se demonstreze cd avem:
(1 + 291 (#) = 2f().

2° S& se calculeze derivatele a (1 + 1)-a ale celor doi membri cu formula lui Leibniz §i si se de-
duci : '

(1 4 #3)f/+3)(2) + (21 + DafP+1)(x) + (n2 — 1)f(*)(2) = 0.

S84 se demonstreze c# toate derivatele de ordin impar sint nule pentru » = 0.



4 APLICATH ALE

DERIVATELOR LA STUDIUL
FUNCTIILOR

4.1 Derivaia gi sensul de_variafie ale unei funcfii
4.2 Studiul unei funcgii

4.3 Studiul le extremitdfi, asimptote

4.4 Puncte remarcabile

4.5 Exemple de studiu de functii

4.1 DERIVATA $I SENSUL DE VARIATIE
ALE UNEI FUNCTH

4.1.1 Derivata unei functii strict monotone

Sid reamintim teorema urmitoare pe care o vom admite firi demonstratie
(a se vedea Algebra anul I CDE, secfiunea 8.1):

TEOREMA | Dacii o funetie f strict monotonii pe un interval admite o deri-
vati pe acest interval, aceasti derivatii este de wvalori:
a) pozitive sau nule, in cazul in
g care f este striet creseciitoare;
b) negative sau nule, in eazul in
care f este striet deseresedtoare ;
c¢) nule, in ecazul in eare f este
constanta.

- Observagte. — Chiar in cazul unei functii f

VA 7, z, strict monotone, se poate intimpla ca deri-

vata si se anuleze in anumite puncte pentru

. ~ care tangenta la reprezentarea grafici este

v paraleld cu axa absciselor reperului (fig. 1),
Fig. 1 aceste puncte fiind izolate.
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4.1.2 Semnul derivatei si sensul de variatie

De asemenea se demonstreazi, ceea ce vom admite, urmitoarea teoremid
fundamentali care permite si se determine sensul de variatie al unei funcfii
plecind de la semnul derivatei:

TEOREMA | Fie o funecfie numericd f, definiti pe un interval inchis [a, 0],
eare satisface urmitoarele conditii: .
a) functia f este continuii in punectele x =a §i * = b;
b) funectia f este derivabild pe intervalul deschis ]a, b[.
1° Daeii funetia derivatd /' nu ia pe intervalul deschis Ja, 5[ deeit
valori striet pozitive, funetia f este strict eresciitoare pe intervalul
inchis [a, b]. ' : ‘ o
2° Dae# funetia derivatd f’ nu ia pe intervalul deschis Ja, b[ decit
valori striet negative, funcfia f este strict desereseiitoare pe inter-
valul inehis [z, b]. ’ B
3° Dae# functia derivatd f nu ia pe intervalul deschis ]a, b[ decit
valoarea 0, funefia f este constantd pe intervalul inehis [a, b].

Observagii. — 1 Teorema fundamentald pe care am enunjat-o nu este o
reciproci a teoremei de la nr. 4.1.1, ciici condifiile pentru funcfia derivatd
se dau aici prin inegalitdfi stricte.

2 Din faptul ci orice funcjie numerici derivabili este continud, rezultd ca
o functie f care satisface ipotezele teoremei fundamentale este continud pe
intervalul inchis [a, b].

3 Existenja derivatei la extremitdfi nu este necesard, aga cum aratd repre-
zentarea grafici din figura 2.

4 Ipoteza continuititii la extremititile @ §i b este indispensabili, cum o
arati exemplul II de mai jos.

Exemple. 1. Functia f, definits de: f(») = #3, este defi-

niti pe [a, b) oricare ar fi a §i b. Ea admite o derivatd g
£, definit¥ pe [,b] §i prin urmare pe Ja, b[ prin: f'(») =

= 8%, Derivabilitatea In @ gi b asiguri continuitatea in
aceste puncte. Functia verifici primele ipoteze ale teore- .
mei fundamentale. Derivata nu se anuleazi decit pentru

# = 0. In virtutea teoremei fundamentale, f este crescii-

[ R

toare pe orice interval inchis [a, ] care nu contine pe 0.
Se deduce cu ugurinti ci funcfia este cresciitoare pe orice
interval inchis [a, b]. "
II. S3 considerdm functia g a cirei mul{ime de existentd .
este intervalul [0, 1] gi care este definiti prin urmitoa-. '
rele conditii: ]
gy a z
8(0) = 15; .
pentru x € 10, 1[: ,' . !
gx) =3r+1; - ¢
g(1) = 0. : S Pigs 2
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Aceastd functie este derivabili pe intervalul J0,1{, derivata ei g’ luind mereu valoarea 3. Dar g
nu este continni la extremititile intervalului [0, 1]; se vede intr-adevir ci g(z) tinde spre 1 cind
» tinde spre O i spre 4 cind # tinde spre 1 in timp ce avem: g(0) # 1, g(I) # 4. In consecinti,
g nu verifici primele ipoteze ale teoremei fundamentale §i aceasti teoremd nu se aplicd. De ait-
fel, este clar ci g nu este crescitoare pe intervalul [0, 1] céci:

(1
g(0) = 15, g(;)=2, g(1) = 0.

Totugi se poate afirma ci g este crescitoare pe orice interval [e, 1 — e} ori cit ar fi de mic numérul
real & cuprins intre 0 gi 1.

4.1.3 Consecinte ale teoremei fundamentale

fn practici, vom avea adesea ocazia si rafionim asa cum am ficut-o la
sfirgitul exemplului precedent, adici folosind urmétorul corolar care decurge
imediat din teorema fundamentala.

COROLARUL | Daecii o funectie f definiti pe un interval inehis [z, ] admite
1 pe acest interval [a, 5] o derivatd f’ si daeii valorile luate de f’ pe
intervalul desehis ]z, b[ pistreazi un semn constant pe acest inter~
val deschis, funetia f este strict eresciitoare, deseresciitoare, constantd
pe intervalul [z, b] dupd cum f' ia valori striet pozitive, striet nega-

tive sau nule.

tutr-adeviir, derivabilitatea in @ si b implici atunci continuitatea in a §i 3,
restabilind astfel primele ipoteze ale teoremei fundamentale.

Exemplu. Functia g, definitd pe intervalul inchis [0, 1] prin:

x2 A3
g =7 -3

admite pe acest interval o derivati g’ definiti prin:
g =x—2=x1— 2.

Aceasts derivati este strict pozitivd pe intervalul deschis ]0,1[; deci g este strict cresciitoare
pe intervalul inchis [0, 1].

B CAZUL UNUI INTERVAL INFINIT

S% considerim o functie f a cirei mulfime de existenfi ccuprinde intervalul
[a, 4+ oo[ si care admite pe acest interval o derivat} f’ cu valori strict pozitive.
Pentru orice b mai mare ca a, oricit de mare ar fi b, corolarul 1 se aplici
pe intervalul [z, b]. Vom injelege prin aceasta ci funcfia este strict crescd-
toare pe intervalul [a, 4 oo[.

*

172



COROLARUL | Dacii o funcfie f este derivabili pe un interval [z, + oo
2 si dacdi valorile luate de derivata sa f’ piistreazéi un semn constant
pe aeest interval, funetia f este striet creseiitoare, descrescitoare
sau eﬁstanti dupil cum f’ ia valori strict pozitive, striet negative
sau nule.

Se obtine un enun{ analog pentru un interval ]— oo, 2].

Exemplu. SE considerim functia f:

1
f = [x 0—)'—"] ’
x
si s§ studiem sensul de variatie a lui f pe intervalul [1, +oo[.
Pe acest domeniu, functia f admite o derivatd f’ definitd prin:

1
fllx) = — s

s, in consecintd, cu valori strict negative. Corolarul 2 se aplici: f descreste mereu pe intervalul
{1, +oof.

8 CAZUL IN CARE FUNCTIA INCETEAZA DE A MAI EXISTA INTR-UN PUNCT

S3 considerim o funcfie f definitd pe un interval Ja, b]. Un asemenea caz
se produce frecvent, de exemplu dacd lim f = oo sau dacd functia nu este
R a

definiti in a.

S& presupunem, mai mult, ci valorile luate de derivata f' pistreazd un semn
constant pe acelasi interval semideschis.

Oricare ar fi numirul real pozitiv e, corolarul 1 se aplici pe intervalul inchis
[a + & b].

Vom spune atunci ci funcfia f este strict monotond pe intervalul semides-
chis Ja, b].

Am avea o concluzie identicd daci am fi presupus pe f derivabild 5i valorile
luate de f' de semn constant pe un interval semideschis la dreapta [a, b[.
tn fine, am fi ajuns la aceeasi concluzie presupunind f derivabild si valorile
luate de f’ de semn constant pe un interval deschis Ja, b[. Corolarul 1 se
aplici, intr-adevir, pentru orice numir real pozitiv arbitrar mic e, inter-
valului deschis Ja + ¢, b — e[, : :

COROLARUL | Dacii o functie f este derivabili pe un interval semideschis
3 sau pe un interval deschis §i daedi valorile luate de derivata I’ pés-
treazii un semn constant pe acelasi interval, funetia f este striet
cresciitoare, descresciitoare sau constantd pe acest interval, dupi
cll,ilm derivata f’ este de valori strict pozitive, striet negative sau

nuie. o !
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Exemplu. S& considerdm din nou functia f:

1
f= [x =2l U
x
cireia ii studiem comportarea pe intervalul semideschis la stinga J0, 1].
Derivata f’, definiti prin: ‘

1
F=—-—
X

este de valori negative; funcfia descregte deci mereu.

Observaie. — Se pot aplica simultan corolarele 2 si 3 ori de cite ori este
vorba de o funcfie f derivabili pe un interval infinit de tipul Ja, 4 oof
(sau ]— oo, b[), derivata f’ pistrind un semn constant pe acest interval. Con-
siderind drept auxiliar un numir « cu: @ < « (sau & > «), se aplici coro-
larul 3 pe intervalul ]a, a] (sau pe intervalul [a, b[) si corolarul 2 pe inter-
valul [a, 4 o[ (sau pe intervalul ]— oo, a]).

Se deduce de aci stricta monotonie a funcfiei pe semidreapti si sensul de
variatie.

Exemplu. Fie functia f:

1
f= [x n—)—J .
z
Aceastd funcie este definitd, in particular, pe intervalul deschis ]0, +00[. Ea este descres-

ciitoare pe intervalul [1, 400 [(corolarul 2); este descrescitoare pe intervalul 0, 1] (corolarul 3).
In definitiv, functia este descrescitoare pe intervalul 0, +-co[.

4.1.4 Concluzie: studiul sensului de variatie
al unei functii

Pentru a studia sensul de variatie al unei funefii f eu ajutorul deri-
vatei, se studiazii semnul valorilor luate de derivata f’ si se separi
domeniul de definitie al lui /' (care este inclus in acela al lui f)
in intervale in care funefia f este monotond, f'(x) pistrind un semn
constant.

Este' comod adesea si se treaci rezultatele intr-un tablou.

Exemple. 1. Fie funcHia f definitd prin:
J#) =8 - 1.

174



Pentru orice numér real ¥ avem:
f(x) = 32% — 22 = x(3x — 2).

Studinl semnului lui f/(#) in functie de #, cit §i concluziile cu privire la sensul de variatie al lui f,
sint rezumate in urmitorul tablou:

x 0 3
3
i
f(#) + 0 - 0 +
f(=) 2 N y

1I. Fie funcfia g definitd prin:
4
gx)=x+1+ =
*

Pentru orice # nenul, avem derivata g’ definitd prin:

22z ' —8x x(»®*—8)
x) =1 0—4—= = .
£ + xt xt x

Aceasti derivatid are semnul numiritorului. Studiul este rezumat in urmitorul tablou:

x 0 2
') + - 0 +
g(#) A \ V4
Observajie. — Dubla bard sub zero simbolizeazi faptul cd, pentru zero, nu

sint definite nici g nici g'.

4,1.5 Aplicatie la extreme

Studiul sensului de variatie al unei funcfii cu ajutorul semnului derivatei
pune in eviden{d anumite valori pentru care derivata schimbi semnul.

83 observim ci o condijie suficientd ca f si prezinte un maxim relativ in
%, este si se poatd gisi un numdr pozitiv o« astfel ca:

a) f(x) si existe si f sd fie crescatoare pe intervalul ]xy — «, %o];
b) f(x) si existe si f si fie descrescdtoare pe intervalul [%q %o + «[.
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Fig. 3a Fig. 3b

In fine, o condifie suficientd pentru ca cele ce preced si fie realizate este
ca f(x,) si existe si si se poatd gisi un numir « astfel ca:

a) ¥ —a<x<x=f(x) existd §i f'(x) > 0;
b) xo < % < %o 4,2 = f'(x) existd si f'(x) <O.

Aceastd ultimd condifie este foarte utild pentru funcfiile uzuale pe care le
vom intilni.

Pentru un minim, avem conditii analoage.

In particular, daci funcfia f’ este continui in x,, ea nu schimbi semnul fird

sa se anuleze. Se va cduta atunci printre numerele care au ca imagine pe 0

prin f’, acelea care corespund la o schimbare de semn a lui f'(%). Dar conditia

de anulare a lui f’ nu este nici necesari, nici suficients pentru existenfa unui

extrem pentru f.

. Observagie. — Fie f o funcfie al cirei domeniu de definifie este D. Daci
existd un numdir x, astfel ca si avem:

Vo % f(%) < f(x),

atunci f admite §i atinge o margine supe-
rioard pentru x = x,.

Marginea superioard poate fi (fig. 3):

a) cel mai mare dintre maximi;

b) valoarea luati de functie intr-o extremi-
tate a unuia din intervalele inchise pe care
ea este definiti.

Qbsefvatie analoagid pentru marginea infe-
rioard.

- Exemplu. Fie functia f definiti prin : flz) = |23 = 1),
Aceastd functie poate fi definiti in alt fel:

%€ J—o00, —1] flx) =2t —=1;
x e [—1, 1] fo) = =2 4 1;
Fig. 4 #€ [+, +0[  fl) =2 —1.

176



Derivata ei f’ poate deci fi definiti prin:

z€]—o0, -1 f(®) = 2;:;‘
s ]-1, +1[ f(#®) = —2x;
z< 141, +oof fx) =2z

Rezultd studiul, intr-un tablou, al sensului de variatie al lui f:

x

10 41

I
£ —| +| -
fin |0

|

In concluzie, pentru #, = 0, f admite un maxim egal cu 1; f admite in afard de acesta dou mi-
nime egale cu zero pentru #, = 1 §i 4, = —1. Zero este o margine inferioars pentru f(#), care este
atinsd pentru x; §i #,. Nu existd margine superioari (fig. 4).

4.1.6 Funciii care au aceeasi derivatd
pe un interval

Fie doud functii f §i g definite pe un interval I. Presupunem mai mult cd
Jf si g sint derivabile pe I §i ci, in plus: f' =g'.
(Adica : Yz fi(x) =g'(x).)
Avem atunci: ff—g =0
Or, dupi regulile de derivare:
ff—eg=(-2g"

Functia (f — g) are deci o derivatd nuld pe I. Dupd nr. 4.1.2, functia (f — g)
este constantd, adicd existd un numir real C astfel ci:

Vi flz) — g(x) =C.

Se poate deci enunta:
TEOREMA | Daci doud funetii f si g definite pe un interval I admit pe I

derivate egale, cele douii funetii f §i g diferi printr-o constanti:

Vix  fi(x) =g'(x) =3eC; Vix  flx) =4(%) +C
Observagie. — Fie D o submulfime din R; se spune ci D este neconexi
dacd §i numai daci:
Je-p%o: Ip%1: Ip%: % < %o < %,

Proprietigile de mai sus nu-s valabile dacd f §i g sint definite pe un dome-
niu neconex.

12 — Alefy — Analiz¥, calcul diferential, aplicalii 1. : 177



Fie, de exemplu, funciiile f §i g definite pe R* (neconex) prin:
2<0=>flx) =1L si gx)=—1
x>0=>flx)=—1 si gx)=1;

avem deci:

Ve % (%) =g'(x) =0,
dar nu existi nici o constanti C astfel ca:

Veer  fl9) —gl®) =C.

Exemplu. Fle functiile :

f = [#~>»cos? ¥],

g = [»~> —sin® »].
Avem: J' = [¥=>—2sin % cos #],

g’ = [#¥~> — 2sin # cos #].
De unde: f' =g’.
Deci, f si g diferd printr-o constanté. Avem intr-adevir:

Ve* fla)—gl® =1

EXERATIH

4.1 Se stie ci functia f = [» »\/ 1 — 2], definiti pe intervalul [—1, 1], este reprezentati printr-un
semicerc intr-un reper ortonormat.

S4 se studieze functia f i derivata ei f*, din punctul de vedere al teoremei fundamentale, pe inter-
valele inchise [—1, 0] §i [0, 1], apoi pe intervalele deschise }—1, O[ i ]0, 1[.

4.2 S3 se studieze, din punctul de vedere al teoremei fundamentale, functiile definite prin:

x — 1)
a) £, fin) = £

¥ —1

(x — 1)
D)x#1l gr)=—7"", g(1)=0.

-1

(x —1)®
c) x# 1, ba) = ———, &l)=2.

z—1
Sd se studieze sensul de variafie, apoi maximele si minimele functislor definite de urmdtoarele relafis.
Sa se spund de a dacd te funclii au margint si dacd ele le ating.
43 f(2) = ||
44 f(x) = |29,

45 f(x) =2+ x + 4.
46 f(#) = & 4 a2 — 2.
4.7 f(#) = |2® — #|.

1
4.8 f(#) = ;;'
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4.9f(x)=|—l-|-

e

4.10f(x)=2x’+2x—-l--
x
6

411 f(2) = 2 + 32 4 — -
x

4212 f(x) = 2°® — le—B-
z

1
418 f(x) = | + l|—2x+3—|—|-
x
414 f(x) = |#® — 16| + 4x.
415 f(x) = |2 + 4x — 16].
®
Pe domeniul indicat D, si se studieze sensul de variafie al urmatoaveloy funcfii :

416 D= [1, +oo[; f= [#+>» 4* + 37v — 4].
23
417 D = [— 4, +4];f==[xc—»-§+x’—-3x+l]-

x4+ 3
418 D= 1— o, —38]; f=|s —»—"7"1"-

xr— 2
419 D =13, +00[; f= [ +~» /2 — 32 + 2).

*

4.20 1° S4 se dea exemple de mulf{imi neconexe din R.
2° Care sint singurele submultimi conexe din R?
3° Si se dea exemple de functii de 1a R la R care admit aceeasi functie derivati, dar care nu diferd
printr-o constanti. :
4° S# se dea exemple de functii de la R la R, definite pe un domeniu conex din R, care admit
aceeasi functie derivati, dar nu difer3 printr-o constanti. (S# se precizeze care din ipotezele teoremei
de la nr. 4.1.6 nu este satisficuta).

4.2 STUDIUL UNEI FUNCTH
4.2.1 Plan de studiu

Pentru a studia o functie numericd f de o variabild reald, se studiazi urma-
toarele puncte. :

1 Domeniul de definitie

2 Paritatea, perioada
Studiul paritidii sau periodicitidii funcfiei f permite si se reducd intervalul

de studiu, deducindu-se comportarea funcfiei in anumite intervale din com-
portamentul funcfiei in alte intervale.
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Daci f este pari (sau impar), se studiazi restrictia lui fla R* (sauR™), apoi
se completeazi studiul finindu-se seami de proprietatea (f— x) = f(x) (res-
pectiv f(— ) = —f(x)). . o .
Dack f este periodicd, de perioadd T, se studiazd restricfia lui f la un inter-
val [, @ + T] apoi se extinde, folosind proprietatea f(x 4 ¥T) = f(x), pentru
orice numir intreg X.

3 Continuitate
4 Sens de variatie

Studiul sensului de variatie¥a funcfiei f se poate face in diferite feluri.
Cind studiul direct nu este usor, se aplici rezultatul de la nr. 4.1.4. Se
imparte deci intervalul de studiu in subintervale pe care derivata este de
semn constant. Se deduce, prin aplicarea rezultatelor de la nr. 4.1.3, sensul
de variafie al lui f pe aceste intervale,

5 Studiu la extremititi

Fie I intervalul de studiu care rezulti din examinarea punctelor precedente
si fie D domeniul de definifie al functiei f. Studiul de la punctul 3 a permis
si se partajeze intersectia I n D in intervale pe care functia este continui.
Extremititile acestor intervale sint in R.

Acest studiu incepe adesea prin studiul ,,ramurilor infinite” si va fi cercetat
sistematic in secfiunea 4.3.

6 Puncte remarcabile. Concavitate

Existi diferite feluri de puncte remarcabile, dintre care principalele vor fi
studiate in secf{iunea 4.4. Anumite puncte remarcabile sint legate de ,,con-
cavitate”, pentru care nu vom face un studiu sistematic, dar care este uneori
util si se ia in considerare.

7 Tablou de variatie

Toate rezultatele studiului precedent sint consemnate intr-un tablou, de
indatd ce le obfinem.

8 Reprezentare graficd

Se rezumi studiul functiei f construind intr-un reper & reprezentarea sa
grafici I'. Se precizeazi graficul prin puncte §i tangente remarcabile intilnite
in timpul studiului §i de asemenea, eventual, prin citeva alte puncte parti-
culare ale cdror coordonate sint usor de calculat, nepierzindu-se din vedere
faptul ci trebuie ficuti o reprezentare referitoare nu numai la I ci la D
luat in intregime.

Observafie. — Ordinea de studiu 4 ‘punctelor 4, 5 §i 6- are pufind impor-
tarifi si depirde adesea de exemplul studiat. Punctele 7si 8 sint tratate
in paralel cu studiul altor puncte. - - -~ . S e
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Exemplu. S se studieze funciia f definitd prin: f(+) = E(#) — », unde E este funcHa parte
intreagd (nr. 6.1.6) a cirei definifie o reamintim: '

Vrz, Jzn ngrx<n+1;
Ver E(x)=nn<Z g asz<n+l

1 Domeniul de definifie al lui f este R.
2 Functia f nu este nici pard nici impari. Din contrid, admite o perioad¥:

fE+ ) =E@+1D—(x+1) =
=E@»)+1—2—1=
= E(x) — x = fl).
Studiem pe f pe intervalul I = [0, 1].
3 Functia f este continui pe intervalul ([0, 1[. Pentru » = 1, avem:

fy=0 s limf=1

Functia f este deci discontinui in 1 i, prin urmare, in orice punct de coordonate intregi.
4 Pe intervalul I:

f(2) ==« (cici E(x) = 0);
avem deci: lim f=0 si lim f=1.
ot 1=

(Impreun# cu faptul ci functia f este de perioadd 1, acest rezultat di o verificare a studiului
continuitatii.)

5 Pe intervalul I, avem: f(x) = #; funcfia f este deci crescitoare pe I.

6 Pe intervalul I, funcfia f admite o margine inferioari 0, care este atinsi pentrn # = 0gi o
margine superioar3 1, care nu este atins# (cici f(1) = 0).

7

z 0 1

|
£ 0 » 1 ‘,’

Studiul functiei f pe domeniul ei de definitie se deduce din acest tablou, folosindu-se faptul ci f
admite pe 1 ca perioadi.
8 Vezi figura 5.
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4.3 STUDIU LA MARGINI. ASIMPTOTE

4.3.1 Cazuri posibile

Fie o funcfie f definiti pe o multime D de

numere regle.

Z S4 presupunem cj intervalul de studiu I n D,
definit dupi| simplificirile obfinute prin pa-
ritaté Sau periodicitate a fost impirtit in
intervale I in care f este continui.

Fiecare din intervalele I, au douf margini (even-
tual infinite) si studiul lui f in vecinitatea acestor diferite margini este nu-
mit studiu la margini al lui f. Si distingem mai intfi doud cazuri dupi cum
marginea a, cercetati (4, este o margine a intervalului I,) aparfine sau nu
intervalului I,.

B Dacid marginea 4, aparfine intervalului I,, 4, este atunci un numir real

care aparfine domeniului de definifie al funcfiei f si studiul este acela al

unui punct remarcabil (secHunea 4.4).

® Daci marginea a, nu aparfine intervalului I, se prezinti doud cazuri,

dupd cum a, este finiti sau infiniti.

1° a, este finita.

Se studiazd atunci funcfia f in vecinitatea lui a,. Pentru aceasta, se studiazi

limita la dreapta sau limita la stinga a lui f in a,.

Atunci:

a) Dacd nici una din aceste limite nu existi, se cauti care este motivul in

acest caz particular, pe care-l exprimdm, daci-i posibil pe grafic.

b) Daci aceastd limit3 (limita la dreapta sau la stinga) este finits, se indici

convenfional acest rezultat pe grafic (fig. 6). Studiul in vecinitatea lui a,

se imbunitifeste studiindu-se limita (limita la dreapta sau la stinga) a lui

[ in a,.

¢) Dacd aceasti limitd (limita la dreapta sau la stinga) este infinits, atunci

studiul este acela al unei ramuri infinite (numerele 4.3.2 la 4.3.4).

2° a, este infinita.

Studiul este atunci acela al unei ramuri infinite (numerele 4.3.2 la 4.3.4).

4.3.2 Ramuri infinite

DEFINITIA / Se spune eii o funetie f (si prin extensie graficul siiu §i repre-
1 zellltareapsa graficd) admite o ramurd infinitd in veecinitatea unui
punct de acumulare 4, din domeniul ei de definifie D, in unul din
urmiitoarele cazuri :
1° a este infinit.
2° a este finit si limita (la stinga sau la dreapta) a lui f in a este
infinitd,
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Observais. — 1 Dacd M este punctul de coordonate (x, f(x)), fntr-un reper
cartezian ortonormat & de origine O, distanta (0, M) este egald cu:

4(0, M) = /%* + (f(x))".

Prin urmare, f admite o ramuri infinitd in vecinitatea lui & dacid limita
(la stinga sau la dreapta) in a a funcfiei, care face ca oricirui x si-i cores-
pundi distanta 4(0, M), este infiniti.

2 Funcfia f admite o ramurd infinitd dacd si numai dacd un element infinit
este punct de acumulare din D sau din f[D], D fiind domeniul de definitie
al lui f.

3 Existi alte cazuri decit acelea din definifia 1 in care funcfia f admite o
ramurd infinitd. De exemplu, in vecinitatea unui numir real @, se poate
intimpla ca lim f si nu existe (nici lim f nici lim f) si totusi, pentru orice
numir real 4, si existe o vecinitate ¥ a lui a care si conjini numere reale
x astfel ci: f(¥) > 4. De exemplu, funcfia [x L sin -L] poate fi consi-

X z

derati ca avind in vecinitatea lui zero, o ramuri infiniti.

4.3.3 Asimptote

Pentru a preciza studiul unei functii f intr-o ramuri infinit¥, se cautd funclii
simple care permit si se aproximeze f pentru aceasti ramuri infiniti. In
consecin}i, se considerd in principal functiile afine.

B Si considerim, de exemplu, o funcfie f definiti pe un domeniu D care
admite 4 o0 ca punct de acumulare. Si presupunem cid existi o funcfie
afind ¢ astfel cd:

o =[x —ax + B],

f(2) = o(%) + &(x) 5i lim & = 0.

in vecinitatea lui 4 oo, functiile f si ¢ sint prea pufin diferite.
Fie un reper &(0, rA }’) al planului afin, fie A dreapta care reprezinti pe ¢
in &, fie I' curba care reprezinti pe fin & si fie M punctul de coordonate
(%, f(%)) care aparfine lui I'.
Fie, pe de alti parte, punctul p de pe A de coordonate (x; ax + B);

—_ — — -

W = OM — Op = [f(x) — o(%)1].

Or: lim f — ¢ = 0 (prin ipotezd).
+o0

‘Fiind datd o functie F de la R la un spatiu vectorial E, se spune ci limita
dui F in 4 oo este vectorul 0 daci si numai daci existd o bazd & din E
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A

Pig. 7

astfel cid functiile componente din &

. —> .
-ale lui F(x) au toate o limitd nuld

iIn 4 o (a se vedea capitolul 5).

Aplicajia F, care face ca oricirui
% din D sid-i corespundd vectorul
(O, f(x) — ¢(x)) din R?, este astfel ci:

- —> . . -
pM =F(x) §i imF =0.
+o

Se spune atunci ci dreapta A este
asimptoid la I' in vecindtatea lui 4 oo
(fig. 7). Functiile f i ¢ se numesc
de asemenea asimptote.
Mai general, se enunfd:

DEFINITIE | Fie o eurbd T si o dreapti A. Fie M un punet al unei ramuri
' infinite B a Iui I" si fie 1 o proiectie a lui M pe 4. Dreapta A
este o asimptotd la ramura infinitd B a lui I' daed existi un ele-
ment 4 din R astfel edi, daci o este o bijectie de la 4 pe R, avem

simultan :
lim [ = o(y) —o(0)] = + o,
— —_
. |lim [z = @] =0.
Observagie. — Intr-un plan afin euclidian, aceastid definifie este mult simpli-

ficatd prin fuiosirea nofiunii de distanfi.
B Fie o funcfie f care admite o ramurd infinitd pentru x = & element din
R (avem atunci lim |f| = 4 o). Fie A dreapta a cirei ecuatie intr-un reper

&=(0,Zﬁ este?
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x —a=0~0.

Fie I' curba reprezentativi alui f in & si fie
M punctul ale cirui coordonate in & sint
(%, f(x)). Fie u proiectia lui M pe 4 pa-
ralel cu axa absciselor din &.

Fie o bijectia de la A pe R care face ca ori-
cirui punct al lui 4 s#-i corespundd ordo-
nata sa in &; o este o bijectie astfel cd:

o(w) = fl#) i o(0) =0.

lim [x+|o()—a(0)|)=lim [z |f(x)| 1=+ o>.



Pe de alti parte:
— . -
pM = (x — a)s;
deci : , lim [« »;}_II 1= 0.
o o

Dreapta A este deci asimptoti la curba I' (fig. 8).

4.3.4 Determinarea asimptotelor

1 Daci functia f admite o ramurd infinitd pentru un numir real a, astfel ci
lim |f]| = + oo, curba I' admite dreapta de ecuafie x — & = 0 ca asimptotd

in vecinitatea lui @ (nr. 4.3.3).
2 Daci funcfia f admite o ramuri infinitd in veciniitatea infinitului (pentru
fixarea ideilor, vom lua + o) si dacdi existd doud numere reale « §i f (even-
tual nule) astfel cd funcfia:

¢ =[x —ax + ]

si funcfia f sint asimptote in vecinitatea infinitului, avem atunci:
fx) =ax+P+e(x) si lime=0.
+o0

Reciproc, daci f admite o funcfie afind asimptotd in vecindtatea Iui + oo,
se pot determina numerele reale « §i B care si satisfacd aceste condifii.
B Avem:

x : x X
prin urmare:
lim{x ._.M]= o -l-lim[x -t 4+ lim [x»iﬁ]:
40 X + o x 4o x
sau, aplicind teoremele asupra limitelor:
lim[x '-vﬂi)]=<z+0+0=a.
+© *
Reciproc, si presupunem ca:

Jim x.-.ﬁ"—)]_—_ « (< R).
+00 x|

Numirul 7% este coeficientul director al dreptei OM, unde M este punctul

X
de coordonate (%, f(x)).
Dreapta A de ecuatie y = ax este pozifia limiti a dreptei OM cind abscisa
lui M este infiniti. Se spune atunci ci curba I’ reprezentativd a funcfiei f
admite o directie asimptoticd de coeficient director « (e determind intr-adevér
directia eventualei asimptote).
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Si observdm cd, dacd:
lim [ % — i‘i)] = + oo,
+ x
I’ admite ca direcfie asimptoticd direcfia axei ordonatelor.
B Si presupunem cid:
lim|x —»M] =« (< R).
+® ®
Dacd funcfia ¢ = [x — ax + B] este asimptotd la f in vecinitatea lui + oo,
atunci avem: ‘
lim [ = f(x) — ax] = B.
, +o
Reciproc, daci:
lim [z —f() — ax] = B (B<R),
+o :
avem : lim [x ~f(x) — ax — B] = 0.
+00

Prin urmare, funcfia ¢ = [ax - B] este asimptoti la funcfia f in vecini-
tatea lui - co.

Se poate intimpla ca in cursul studiului, anumite limite si nu existe sau si
fie infinite. Am considerat, de exemplu, cazul in care:

lim|x »ﬂﬁ)]
+ 0 x
era infinitd (directia simptotici paraleli cu axa ordonatelor).

Daci: lim [x .-»M] =« (¢<=R),
+o x

si dacid: im [x —f(x) — ax] = + oo,
+

se spune cd existd o ramurd parabolicd in directia dreptei A de ecuatie y = ax.
Avem o directie asimptoticd, dar nu asimptoti. Dar s-ar putea si avem o
directie asimptoticd fira asimptotd, firi ca totusi si avem o ramuri parabolici.
Studiul unei ramuri infinite in vecinitatea lui + oo este rezumat in tabloul
urmitor (studiul unei ramuri infinite in vecinitatea lui — oo se trateazi,
evident, in mod analog).

1 lim x*—»M]=a, x<sR:
-+ X

directie asimptoticii paraleli la A (y = ax).
a) lim [x = f(x) — ax] =B, B =R:
400

asimptotii A de ecuatie y = ax + 8.
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b) |lim [x = f(x) — ax] | = + oo:
+o
ramurd parabolicii de direetie A.
¢) lim [x — f(x) — ax] nu existi:
+o

directie asimptoticd (A);
nu existd niei asimptoti nici ramurdi paraboliei.

direcfie asimptotici paraleld eu axa ordonatelor;
ramurd parabolici.

Sit observiim el avem o asimptotdi paraleld eu axa ordonatelor daei si
numai daecéi existi un numir real e astfel cii:

|tim A7) | = + oo
(sau Ili“Tf(x) |= + oo, sau Iliin f(%) |‘= + oo) .

3 lim |x— i(i)] nu existd :
+o %

nu existd direcfie asimptotieds
nu existd asimptoti.

Observatii. — 1 Fie f o functie a ciirei curbd reprezentativi admite o directfie
asimptoticd 3§ (dreapta A de ecuafie y = «x aparfine acestei direcii). Fie
M punctul lui I’ de coordonate (x, f(x)). Fie A, dreapta care trece prin M
si apartine lui §. Ecuafia lui A, este de forma:

y = ax + m(x).
Fie p proiectia lui M pe A paralel cu axa ordonatelor.
Avem: m = [f(x) — ax]j
Conditia : lim [ —f(%) — ax] =B

arati faptul cd dreapta A, are o pozitie
limitd pentru x infinit, A, care este
asimptotd la A in vecinitatea lui 4 oo
(fig. 9).

Condifia :

lim [x — f(x) — ax] = + o0 (sau — ®)
+o

spune cd dreapta A, este ,,aruncati la
infinit” pentru x infinit. O ramuri pa-
rabolicd trebuie si fie considerati ca
un ,caz limitd” de asimptotd cind
aceasta este ,,aruncati la infinit”.
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A

Aceasta justificd faptul cé, in cazul 2 din tabloul de mai sus, se spune de
asemenea ci sintem in prezenfa unei ramuri parabolice. Intr-adevir, in acest
caz, dreapta A,, are o ecuafie de forma x — x, = 0, care contine punctul
M (%, f(%,)) §i aceastd dreaptd A, este ,aruncati la infinit” cind, M, apar-
inind ramurii infinite studiate x, este infinit.
2 Daci: lim f(x) = B, avem evident:

(-]

f(®) =B + (), cu lim e=0.

Funcfia afind ¢, asimptotd la f in vecinitatea infinitului, este deci functia
constantd ¢ = [x — B] si se trage concluzia, fird un rafionament suplimentar
cd dreapta A de ecuajie y = B este asimptotd la curba I'. Dar acest caz
nu este un caz particular. Avem intr-adevar:

lim[x Hﬂﬁ] =0 si lm [ — f(x) — 0] = B.
+ x +o

3 ;Studiul asimptotelor este completat avantajos prin studiul pozitiei curbei
I' in raport cu eventualele ei asimptote. Pentru a studia aceasti pozifie, se
studiazd funcfia ¢ = [x ~ f(x) — ax — B] pentru orice asimptoti de ecuajie
Y = ax + B. Semnul lui ¢(x) di pozifia punctelor corespunzitoare ale lui I'
in raport cu asimptota cercetati. Punctele x astfel ci ¢(x) = 0 dau punctele
comune curbei I' 5i asimptotei studiate. N

4 Fie f si g doud functii definite pe o vecinitate a lui + oo; f si g sint
asimptote in vecinitatea lui + oo dacd si numai daci: _ :

lim (f — g) = 0.
+o

O asimptotd la curba I' (de ecuatie y = f(x)) apare atunci ca reprezentare
grafici a unei functii afine ¢, asimptotid la f in vecinitatea lui + co. Se
generalizeazd astfel nofiunea de funcfii tangente si notiunea de . asimptotd
apare ca o extensie a nofiunii de tangenti. o

Ezemple. 1. Fie functia: g
22 4+ 27 4 l]

R ECEL 23
. X

K]

Avem : " lim [xo»m] =1

+o x

lim [x =~ f(#) — 2] = 2.
+

Dreapta 4 de ecuatie y = x - 2 este asimptotd la curba I' repregentativd a lui 1.
X 1
(Se va observa de altfel ci: f(#) = » + 2 4 — )
%
II. Fiefunctia: f = [¥=s 5 J;].
Avem : lim | & HM} =1;
+ x
lim [x = f(2) — ] = + .
+

Se obtine o ramurs parabolics a cirei directie este cea a dreptei de ecuafie y = x.
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HI. Fie funcfia: f =[x+ 2+ sin x].
Avem: lim [[x‘_’f(_x)} =1;
+o x

lim [~ f(#) — x] nu existi.
+o

Avem o directie asimptoticii (y = #), dar nu asimptoti nici ramuri parabolici.

IV. Fie functia: = [#~>28]
Avem: lim [x r—»‘ﬁx—)] = + 0.
+o x

Se obtine o ramurd parabolici a clrei direcfie este aceea a axei ordonatelor.

1
V. Fie functia: f= [x - —]
%

Avem: lim[xt—b'm]=+oo;
o+ x

lim xwﬁx—)] = —00
o= x

Axa ordonatelor este asimptot# la curbi in vecinitatea lui 0:

lim f= 0 = lim £
+o -0

Axa absciselor este asimptotd la curbd in vecinitatea lui 400 i ~© (vezi observatia 2).

VI. Fie functia: = [#¥~>xsin x].
(=)
Avem: lim | ==} nu existi.
+c0 x .

Deci, nu existi directie asimptotici.

4.4 PUNCTE REMARCABILE

Fie o functie f definitd pe o submulfime D din R §i si presupunem cid acest
domeniu de definifie este impartit in intervale I, in care f este continui.
Punctele care reprezinti elementele graficului lui f pot fi remarcabile:

a) fiind margini de intervale de continuitate I, (eventual margini din D)
(acest studiu a fost deja abordat in sectiunea 4.3);

b) sau fjind puncte in care derivata f’ a lui f prezintd particularititi (ne vom
mérginj la studiul de functii care au derivata definitd pe orice intervalinclus
in D, cu excepfia poate a unei mulfimi finite de puncte);

c) sau conferind lui f o valoare remarcabild (f(¥) = 0 sau inci f(x) = ax + B,
daci y = ax + P este o asimptoti).
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L.F R4

4.4.1 Puncte de oprire, puncte limita

Fie I, un interval in care funcfia f este continui si fie 4 o margine din I,.
S& presupunem ci:

as],.
Se spune atunci cid punctul A(a, f(a)) este’ un punct de oprire (fig. 10a).
Daci, dimpotriva:
ad&l,
si: lim f =1 (!<R),
punctul L(a, /) este un punct limitd (fig. 10b).
$i intr-un caz i in altul, dacd lim f" =y, y este coeficientul director al
semitangentei la curbd in punctul de oprire (sau punctul limitd) (fig. 10).
Dacéd |lim f'| = 4 oo, semitangenta este paraleld cu axa ordonatelor (fig. 11a
a
si 11b).
Pe figura 11 avem:
limf'=—o0 s§i limf = 4 oo.
- b

Yy
A Fla) 4
L 4
7 0 - T
-
R N
. 'I
Fig. 10 «, b
y 4
Yy
/a 7} b T S
5 /0 "/ ¥
Pig. 11 «, & - -
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F1z,)

/ 0 rp '

4.4.2 Puncte in care derivata se anuleaza

Fie I' curba reprezentativi a unei funcfii f astfel cd existd un numdr real
% incit f'(x,) = 0. In punctul M(x,, f(%o)), tangenta la T' este deci paraleld
cu axa Ox (ar. 3.3.4). '

a) Si presupunem ci derivata f se anuleazd in x,, schimbind semnul ; f admite
atunci un extrem in x, (nr. 4.1.5) (fig. 12a). '

S% notim o dati ci anularea derivatei nu este mici condifie necesard, nici
condifie suficientd pentru existenfa unui extrem.

b) Dacé derivata f’ se anuleazi firi si schimbe semnul in z, curba I' tra-
verseazi in x, tangenta ei (paraleld cu axa Ox); avem un punct de inflexiune

(fig. 12b).

Fig. 12 a, b

4.4.3 Puncte in care derivata nu exista

Sint multe cazuri cind derivata f’ a lui f nu existd in x,.
1° Dacd: |lim f'] = + oo, functia f nu este derivabild in x, Avem atunci
Zs
un punct de inflexiune cu tangentd paraleld la axaordonatelor (un asemenea
punct este in mod necesar de inflexiune daca:
lim f* = lim f’).
=

2§ °

Fig. 13 a, b
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Se observi:

y a) pe figura 13a: lim f' = 4 o0 ;
X
b) pe figura 13b: lim f' = — co.
e
2° Dacid: lim f'# lim f’, funcfia f nu este
¥ x5,
f1z,) M, derivabils in %,
S4 punem:
0 z, 3 _
/ Imf' =y silimf = §; (v, 8) <R,
% w3
Fig. 14 v#3 (y<R, 3<R).

g

Flz,) y &)

0 /;%\ T

Pig. 15 &, b

Dacd y 5i 8 nu sint simultan infinite : avem atunci un punct unghiular (fig. 14).
Daci : y=+o §i 3=—o (fig. 15q),
sau: y=—0o si 3= 0w (fig. 155)

avem un punct de intoarcere cu tangenti paraleli la axa ordonatelor.

4.4.4 Puncte in care derivata admite un extrem

Prin definitie, dacd derivata f* a funcfiei f admite in %, un extrem, curba I'
admite in M (%o, f(%,)) un punct de inflexiune ( fig. 16).
Observatie. — Vom admite urmitoarele rezultate :

a) Studiul derivatei a doua permite de a descoperi punctele de inflexiune,
dar anularea derivatei a doua /" nu este o condifie mici mecesari nici sufi-
cientd pentru existenfa unei inflexiuni.

b) Curba I' traverseazi tangenta ei intr-un punct de inflexiune.
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A

¢) In orice interval in care f(x) este po-
zitivi ,,concavitatea” lui I' este intoarsd
spre ordonatele pozitive; in orice interval in
care f"(x) este negativi, ,concavitatea” lui
I' este intoarsi spre ordonatele negative

(fig. 16).

: -~ /0] 3 >
4.4.5 Alte puncte / / /
(Flri<o (F tx) =0

Se poate intimpla, in fiecare caz particular, | /

ca sptudiul unuippunct remarcabil silt) ‘fie nece. ‘’7CEN)  concavitste U)
sar sau si dorim sd studiemiun anumit/nu- Fig. 16

mir de puncte simple pentru a preciza tra- ’

seul curbei. In acest caz e bine si se studieze derivata in punctul consi-
derat pentru a se putea trasa tangenta sau eventualele semitangente in
punctul considerat.

S4 remarcim cid este totdeauna interesant si se studieze pozifia curbei in
raport cu tangenta sa intr-un punct (5i in vecindtatea acestui punct).

4.5 EXEMPLE DE STUDIU DE FUNCTII
4.5.1 Functia f.=[x—27; «<0.

B DOMENIUL DE DEFINITIE
Chiar de la definifia functiilor f,, avem de considerat trei eventualitifi.

1° a>0.
Avem : a=%o

Functia f, este compusa funcfiei [x —#?] cu funcfia [x --i/;]. Rezultd

ci f, este definiti pe intervalul inchis [0, + oo[.
Observatie. — Pentru n intreg pozitiv, functia [x — x"] este definitd pentru
orice numir real x. Pentru orice «, rajional pozitiv, vom considera ci functia
[# ~ 2°] nu este definitd decit pe R+, chiar daci se poate extinde cu usu-
rintd domeniul de definifie intr-un fel sau altul.

2° a=0.

Funcfia [x — 2°] este o funcfie constanti (1° = 1, pentru orice x nenul).
Totodat, vom vedea ci 0° nu are sens. Vom studia functia f, ca fiind definitd
pe intervalul deschis 0, + oo[.

3° o < 0.
Functia f, este definiti pe R** = ]0, 4 oo[.
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N PARITATE. PERIOADA

Domeniul de definitie al functiei f, fiind inclus in R+, functia f,, pentru
orice « rafional, nu poate fi nici pard nici impard; f, nu este periodici.

M CONTINUITATE

Funcfia f, este continui pentru orice « rational, in orice punct din domeniul
ei de definifie, ca funcfie compusi de functii continue.

W SENS DE VARIATIE

Fie: «a#0 (f, este constanti pe R**).
Avem (nr. 3.5.3):

fa= [ > ax=-1].
Pe domeniul de definifie, avem:
x%=1 >0,

Semnul lui f¢(x) este semnul lui «, oricare ar fi x.

M STUDIUL LA MARGINI

Fie: a # 0 (f, este constanti pe domeniul siu de definitie D).

1° a <0.
Avem: D =10, +om],
$i: Ja(%) = —1—‘: unde — o este pozitiv.
x
a) lim [x —x—=] = 0. |
. o i
Avem: : lim f, = + oo. |
0
Dreapta de ecuatie £ = 0 este deci asimptotd la curba reprezentativi (nr. 4.3.4). '
b) im [x ~2—%] = + . |
4+
Avem: ' lim f, = 0.
400
Dreapta de ecuatie y = 0 este deci asimptoti la curba reprezentativi (nr. 4.3.4).
2° a>0.
Avem: D=1[0, +oof,
si: ' lim f, = 4 0.
400
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S84 studiem ramura infiniti :

ful®) _ x%-1,

x
a) I<a<l, «a—1<0:
lim[x-—vfl(ﬁ]=0 silim f, = +oo0;
+00 x +c0

ramuri parabolici In direcfia axei absciselor.

b) a=1, fo(®) ==x:
curba reprezentativi este dreapta de ecuafie y = x.
c) o> 1, «—1>0:

lim | x .__,é@]= +
+® x

ramuri parabolici in direcfia axei ordonatelor.

M PUNCTE REMARCABILE

1° a> 0.
Avem: f2(0) = 0.
a) 0<a<l:1i;nf;=+oo;
punct de oprire cu tangentid paraleld la axa ordonatelor.
b) a=1:  fi0) =1=timfi;
punct de oprire cu tangentd paraleld la dreapta de ecuafie y = x.
c) a>1: li;nf&=0=fé(0);
punct de oprire cu tangentd paraleld la axa absciselor.
2° : a=0.
Avem: fo(z) =1 pentru orice x din R*¥,
fi(x) =0,
limf, =1,
0
lim fo = 0;
punct limiti de coordonate (0,1).
°3 <0

Nu existd puncte in mod deosebit remarcabile :

\ /3 f,,(x) > 0.
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Se deduce de aici pozitia curbei in raport cu asimptota sa. )
S3 notim totusi ci, pentru orice « rafional, tangenta la curba reprezentativi

in punctul (1,1) are pe a drept coeficient director.

TABLOU DE VARIATIE

Observam c&, oricare ar fi a:f,(1) = 1.
Se rezumd rezultatele obfinute In urmitoarele tablouri:

xl 0 1 4o
<0 || S« I +oo\41
| o
x 0 1 J4o
O<a<1]| fal®) PR
o"1

o> 1 fa(x) V +w

B REPREZENTARE GRAFICA
Figura 17 arati diferitele forme ale curbei:
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4.5.2 Studiul functiei

f=[x =Az + JT—22).

Functia f este definitd si continui pe intervalul inchis [0,21.
Functia derivati f' este definitd pe intervalul ]0,2( prin:

-2 =«/4—2x-—2\/;.

— +
2% 24E—22 247 A2z

f'(®) =
Avem doud puncte de oprire: 4(0,2) si B(2, +/2).
Semitangentele in aceste puncte de oprire au drept coeficienti directori:
in 4: imf = +o; in B: limf = —oo.
0 0
Aceste semitangente sint deci paralele cu axa ordonatelor.
‘Derivata f’ are semnul expresiei NE— 22 —2 A% ; cele doud numere NJE—2x

si 2 4/x fiind pozitive, semnul diferenei lor este identic cu semnul diferentei
pétratelor lor, adicd:

(4 — 2%) — 4x = 2(2 — 32).

Derivata f’ se anuleazi schimbind semnul pentru x, = % .

Functia f prezintid deci un extrem pentru x, = % Avem:

(E)-Vi+Vi=Viasn -

Studiul este rezumat in urmitorul tablou:
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Curba a fost trasatd in figura 18.

a
/// f‘

4.5.3 Studiul functiei
/x— 1 ]

= |X x
f [H x+1

W Funcfia f este definitd si continui pe™D:
D=1]—o0,—1[ u [1, +0o[.

Fig, 18

Avem:

a) limf=—o0;

b) limf=—o0;
-1

¢ fl1)=0;
9 lmf=+o.

Curba reprezentativi I' prezintd trei ramuri infinite.
In vecinitatea lui — 1, dreapta de ecuajie x = — 1 este asimptoti la

r (Ii-z-zle= — o).
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In vecinititile lui — oo §i + o0, avem:

lim [x ‘—Df(x) hm [x —> (x)] [

+c0 x

!x — 1] — l.

x4+ 1
Existd deci in aceste doud cazuri o d1rect,1e asimptotici care este aceea a
dreptei de ecuatie y = x.

x—1 — 2z

Avem: f(:\:)—:\:—xli‘/’"_l ] a2t f)—x=—Fl
=1, l/x—-—l_l_l
x4+ 1 ¥ +1

Or: lim[xo—vl/x—l}=lim[xl—>vx—l]=1;
+c0 z+1 — ¥+ 1

prin urmare:
lim [ —»f(x) — 2] = — L
400

Ramurile infinite ale lui I’ in vecinitéj:ile lui 4+ o0 5i — 0 admit deci aceeasi
asimptotd care este dreapta de ecuafie y = x — 1.

B Pentru a studia semnul derivatei, si punem:

) Fla) = filz) = 2252,

rezulti:

, _ L — ( + 1)(322 — 22) — 2¥x — 1) ,
F/(x) = 2f(9) - f(2) s

2y oy -
of(x) - f(x) = ZELILA.
Cum f(x) are acelasi semn ca. #, se vede ci f'(x) are semnul lui
o(x) = x>+ 2 — 1.
Ridicinile polinomului x2 + x — 1 sint:
—1 — 45 — 1445
2 2

Numai numérul = 5 V5 aparfine domeniului de definifie al lui f. Acest

numir corespunde unei anuldri a derivatei, cu schimbare de semn §i, prin
urmare, la un extrem pentru functia f.

De unde: M =f(_ ;‘/5) = f(a).
Avem: M = “l/ =1 M este negativ.
a4+ 1
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Sé calculim:
e —1)
a4+ 1
Pentru cd « verificd relatia «® + « — 1 =0, avem:

M2 =

o(la + 1) =1, deci: porriald
rezulti : M2 = oo — 1) = a?(a? — &) ;
or: a?=1—a,
deci: M:=(1—o)(1 —2a) =1— 3+ 2a2,

M?*=1—8a+2—2u«=3—5¢,
M2 =34 2 (14 4f5) = L2,

M = __4\/22+1o\/s_,
2
M ~ —333 cu: e~ — 1,62

Studiul este rezumat in tabloul de mai jos:

z -1 -5 —1+ \/‘
— 00 2
. *
#'(z) + 0
H
f(z) /E
—oo

Punctul 4 de coordonate (1,0) este un punct de oprire pentru curba I'. Semi-
tangenta la I in acest punct de oprire este paraleld cu axa ordonatelor, cici
avem :

lim f' = + co.
1

In loc de a studia direct derivata f’, este mai simplu si se studieze limita

%) — 0
in 1 a functiei care face ca oricdrui x sd-i corespundd numirul ﬂ)—l
X —
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est numar fiind coeficientul director al secantei AM, unde M este punctul

la gk ") ... uaﬁ
a9 < » N
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‘M Poate fi interesant de studiat punctele comune curbei §i asimptotei ei.
Abscisele acestor puncte, eventual comune, sint ridicinile ecuatiei definite
prin: -

lx —
x—1=g|¥=1.
x4 1

Ele sint de asemenea printfe ridicinile eéuaj:iei definite prin:

(% — 1) =x2 x — 1'

i ¥ 41
adici prin: (x—1¥x+1) —a2(x — 1) =0
sau : (x—DE—1x+1) —2]=—(x—1) =0.

Singura solufie eventuald este ¥ = 1 ¢are corespunde punctului A4 ; acesta
este de sigur pe dreapta de ecuafie y — x 4+ 1 = 0. Rezulti ci fiecare din
ramurile curbei este in intregime de o anumiti parte a asimptotei.

Curba reprezentativi a fost trasati in figura 19.

4.5.4 Studiul functiei

f =[x ~>sin® x cos 2x]
Functia f este definiti §i continud pe R, este o funcfie pari de perioadi .
O vom studia pe intervalul [O, %] si vom deduce de aici studiul pe R.
S8 studiem derivata f’ definiti prin:
f'(x) = 2sin x cos x cos 2x — 2 sin? x sin 2x =

= 2sin x cos x (1 — 2sin x)(1 + 2 sin %).
Pe intervalul ]O, %[ aceasti derivati are semnul lui:

1 — 2sin #.

Ea se anuleazi schimbind semnul.
Avem:

a) pentru x =0:
extrem de coordonate (0,0);
b) pentru x =%.:

extrem de coordonate ( % , %);

¢) pentru x=% :

extrem de coordonate‘ -275, —_ l).



,
L2

Fig. 20

x 0 r z
£ o + 0 — 0
1
8
@ PN

Graficul este reprezentat in figura 20.

Curba T se obfine pornind de la porfiunea studiats, completind prin simetrie
in raport cu axa ordonatelor si prin translajii de amplitudine = paralel cu
axa absciselor, Se constati din cele obfinute ci perioada functiei f este m.

4.5.5 Studiul functiei

I=[r=%

' 2%
Funcfia f este definiti si continui pe R*.
Avem f’(x) =3xl(2x)—2(xa+2)=xa_l.

48 &t

f'(x) are semnul lui ¥ — 1. Derivata f’ se anuleazd, schimbind semnul, pentru
x = 1 care corespunde deci la un extrem (egal cu 2) cu tangentd paraleld
la axa absciselor.
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Avem:, lim f = + oo,
-

lim f = — oo,
0—

lim f = + oo,
0+
lim f = 4 oo.
+c0

Functia f prezintd deci patru ramuri infinite pe care le vom studia succesiv.
a) In vecinitatea lui zero:

) la stinga, dreapta de ecuafie # = O este asimptotd la curba I, f(x) fiind
negativ;

B) la dreapta, dreapta de ecuatie ¥ = 0 este asimptotd 1aT, f(x) fiind pozitiv.
b) In vecinitatea infinitului, pentru x nenul, avem: :

ft) _ 2 +2
x 221

-0 L

lim [ --»ﬂ—x)J=—oo,
| x

lim [ ~"2] = +oo

In cele doud cazuri, avem deci o ramuri parabolici de directie Oy,

De altfel: flx) = 21
2 x
si: lim {x »1]=0=1im[x —..l_},
4 x -0 x

si functia g = |« 0-»%2' este asimptotd la funcfia f in vecinitatea lui + oo
8
si —oo. Curba I' admite deci ca asimptoti o paraboli P.

Pe R*, f(x) este mai mare ca g(x); pe R™*, f(x) este mai mici ca g(x),
ceea ce permite si plasim pe I' in raport cu P.

Avem: fio)=x—2L;
Xt
prin urmare: f'(x) =1+ 2_2+2
Fd 3
1
f"(x) se anuleazi schimbind semnul pentru %, = — 4/2 = —2%, care cores-

punde la un punct I de inflexiune.
1
|

Punctul I are coordonate (— 25, f cu:

3=f(—2%]=-_2+2=0.

A7)
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Tangenta in I are f'(«) drept coeficient director:

7] - 2—-1 . -3 —~ 3_ —
fa) ==t =P - k-1
—2° 4®
Tabloul de variatie este urmitorul: '
Py — 0 a 0 1 +
J'(#) - - 0 +
+ o
X + o o]
f(%) 0 N 2o "
N 2
— 0

Curba este reprezentatd in figura 21.

4

Fig. 21
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Observafie. — Curbele sint totdeauna reprezentate aproximativ. =
Aceste reprezentiri grafice sint cu atit mai desévirsite cu cit se precizeazi
mai multe puncte particulare (remarcabile sau nu) si tangentele lor.

EXERCITII

Sd& se studicze §i_sd se vepresinie grafic funcisle definite prin:
521 fla) = 2 + 2V, g(a) = 22 — 24/7,
3xr—1

4.22 f(2) =

4.23 f(z) = J2® — 7.
424 f(#) = 2 + \J73; gl2) = 2* — A
425 f(%) = x + /%8

426 f(#) = 2* — 33 + 2; g(z) = [* — B2 +2[;
h(%) = |* — 82| + 2.

4.27 f(x) = J(x’+23’— x4 3.

{xss f(x)=x-3'
4.28

x—1"
>3 M%) = (# — 8)(» — 5).
<0 %) = 22 4 x;
429 {xi 0 ;ix; = x’ix.
<2 fl=(+1)=-2);
430{ r—2

x> 2 f(x)= P .

' 1
ASUAR) = o Wl + 5 + v — 11 + 5 — 1)
432 f(x) = [E(#)]* — .

1
433 f(2) = %
434 f(x) = E(3x + 5).

4.35 f(2) = E(#).

436 f(x) = E—’(‘;;
437 flz) = 22,

X
438 f(x) = 1 — xE(2).
439 f(2) = 1 — 2E (i) .
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s =5 -5 +g|-
441 f(z) = E(+* — 32).

442 f(z) = , # € ]-3,3[.

162*
27(1 — x)?

448 f(2) = [2E(#) + 117 — [E(3)][E(») — 1].

448 f(5) =12 — |z + 1.
24 |x—1) .
|2+ 2| —1

446 f(2) = |z — 2P — |2 — 2]
447 f(») = E(2%) — ».

448 f(x) = E(x) — 22.

449 f(%) = E(x* — 427).

445 f(2) =

—1lg 21 flx) =0;
<= Az) = (x— 1%

#<—1 fla) = —(x + 1%
4.50 {

x—3
*x<3 fl#) = H
4.51 x—1

>3 fl#) = 2(¥ = 3)

482 {xs 0 flx) = 2* 4+ 2x;
x>0 flx) = —a% 4+ 52,

x<2 fly=(F+DE=-2);
453

¥ —2
#x>2 flxy = .
x—-1
-3 3
484 f(x) = x—x—; g(x) =x-: H
Mo = =252 b = 2.
4.55f(x)-_——"i’§_1"2—1l-

4.56 f(#) = |z + 2|(x + )(x — 1).
g =lx+ 21+ 1(x—1);
h(z) = (# + 2)|22 — 1]}
k(x) = I(x + 2)(x + D(= — 1)I.
487 f(#) = |23+ 322 — 4] -
g(x) = #* + |32* — 4];
B(x) = [#°] + [34* — 4).
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1 — a2
- 20

4.58 f(x)

- Ix‘ 16 22

459 f(2) = (¥ + /2 + 2222 £ /30
4.60 f(x) = 2% — 22° + 1.

2x—-3 v+ r—1
4,61f(x)=m ; g(x)=x’+2x+3'
2% 4 3x

462 f(x) = m .

(S& se calculeze ridicinile derivatei a doua. S se demonstreze ci punctele corespunziitoare sint
coliniare.)

23 ° 2 —4x 45
4.63 T
463 f(x) = 11 W= —x, F5r 45
24 Tx 47
4.64 =
%) P r2it2
®—dr 43 ¥ —1
4.65 = = :
(€7 P 8(%) (x—2)
x4 10 e
466 f(x) = ; = T aaai
f(®) (x_l} LW =TT
241 222 —7x 4+ 8
4.67 = = )
fiz) P —3x+2 & ¥ —4x 43
488 fi) = S -
T ot ar—2’ g(x)_x=-—4x+3
489 j(n) = 2 ¥ 0T 2
% 4 4x
¥ -3 x=+4x x—2x+3
4.7of(x)—2x’+x_3; glx) = 4x+4 h(x) = Atorts
B dx 47 52 — l4x 4 17
4.71 = ¥) = :
f# Py ) == o
472 fia) = 2, g = E=L
= 22— 92" 23+ 4x + 3
x ’4’8+x—2
473 fl#) = ——; = o aia
1) 24+ 6x+9 86) B+ x+4
3z — 1 % —6x+45
474 =———; = :
fi#) P +4x+5 &%) 2 —4x 41
(x + 1) __x’—3x—4
475 f(3) = wr1 &%) = Ta_ .
-z 4+ 2 2%+ 4x+5
W) == e ="
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x’+x+l'

A71 f2) =— ——

2%
X)) = —_—
&%) +x__5

x $
4.78 f(x) = ;_+T si derivata sa.

479 f(3) = 'Vx'(x —1).
4.80 f(z) = «f3® — 2% — 3.
481 f(2) =3 — 8z + 5; glx) = x4f2x — 1.
-5 3
482 f(z) = w gl = \/ff:’:
483 flz) = —”_'—l; g¥) =2+ — 7 F 1.
485 f(2) =JH — 1022 + 9; g(%) = =7 + 52° — 4.

485 f(¥) = V222 — 8z + 1;

536 f(x) = Yi-At )

g(x) = x4/25% 4 1.

o) = S L2

3 3Y(1+ 2%
4.87 f(x)=x'\/l 7, el = Va2 —3x+2,
1—» #+1
488 fl») =V*+ x4+ 1; gl#) = 4Ja* — 62 + 5.
+9 (= + 1)°
489 f(1) = = 8 = )
= ’
490 f(#) = » 1 H glx) = ﬁ-
X% — 248 4 x . _ x—l.
AR = e+ ) g""-“\/m

x—1 }8‘
x4+1)°

4.93 f(x) = Y2 — 322

4.92 flz) = x(

gr) =z +Vsr— 1L

(e — b)(a® + ab - b*) pentru determinarea asimptotei.)

(Se va folosi identitatea a® — b® =
495 f)=1—2+VA + 2+ L
595 f(#) =27 — 1 + AJz — 4.

= {/#(#* — 1) (intersectie dintre curbi si asimptot.)

xt— 1 ———e
g(#) = -\/;;_—;; h(x) = zV(x — )= — 3).

x Var—1
g(x)=_Vx8+1' hx) = PR

209

496 f(#x)

497 f(x) = a¥x — 1)3;

X
4.98 f(x) = \/xa —
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2 ~1
499 f(z) = Vm;
4.100 f(x) = «/x‘ + 2|2 + 3;

4.101 f(x) = sin? x 4- cos® #;

4.102 f(#) = sin # + V3 cos 7;
cost.
sin # '

4103 f(%) =

x
4.104 f(») = cos x + cos ?;

4105 f(») = 2sin v — tg #;

4.106 f(») = :_‘z__f:;
(1 + sin 2)*

M0 ) =l —sin )
sin ¥ 4 cos #

4108 fls) = —

4109 f() = 6 sin » — 3 cos 24 + 2 sin 3%.

4110 f(z) = sin?® # — 2 sin 7
&111 f(#) =(l;2iiﬂ’)’.
1+42sin#
4112 f(2) = 2tg x — tg? .
4113 f(3) = sin n(l + 2.

14 x’
4115 f(») = tg » + 3 ctg 2.

4114 f(x) = cos

4sinx—3cosx.

.116 = H

4116 flz) 3sin x4+ 4cosx
3+ sinx

.l = -

4117 fi2) 1 4 sin »

4.118 f(x) = sin ¥ + cos » + sin x cos #;

4119 f(x) =sin ¥ + 4 cos ¥;
4.120 f(x) = cos 2x — cos #;
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g(#) = z—i—i; h(x) = V8x — 42t

D o]

gl®) =V2z + |5 - 3]

1 1
g(#) =sinx+;sin2x+-;sin3x.
g(%) = tg x 4 cos .

)_l—cosx
&= —2+cosx.

x .
8(4")=t8"2' + sin #.

g(%) = sin 2x 4 sin 22.

tg 3»
tgdx

8(?) = .
cos 3x

&ta) = 1 4 cos 2::'

3sin »

W =1

«/2—cosx~— 1

g% = 1—2cos»

3sin »

X) = "
&) 2sin ¥ — 1

sin ¥ + cosx

gx) =—7—7——":
sin 2%

142sinx

&%) = 1
— Cos ¥

g(x) = sin? x — 2 cos ».



PROBLEME

4
4.121 Fie C, reprezentarea grafich a functieify = | x~>ax + 2 + — |, unde 4 este un parametru.
x

1° S& se indice, dupd valorile Iui a, diferitele forme ale curbei C,. :
2° S se constrniascd curba C,. S4 se foloseasc aceasti curbd pentru a studia ecuatia definits prin :

sinz 4 2 4 —m=0.

sin z
(Se va indica, dupli valorile lui m, num&rul de solutii cuprinse intre — % ¢ + -;i)

4.122 1° S4 se studieze functia f definit¥ prin:

322 -2
ﬂﬂ—xu+9-
S4 se traseze reprezentarea sa grafici C.
2° Fie functia g definitt prin:
322 42
gla) = ———,
#(ax + B)

unde « gi B sint constante.
St se determine a 5i B astfel inclt reprezentarea graficé a functiel ¢ s& contind punctul 4 G) gi s4 aibs

in acest punct o tangent% paraleld cu dreapta absciselor.

3° a gl P fiind valori oarecare dintre care mici una nu este nuld, s se demonstreze ci se pot
determina constantele g, b, ¢ astfel ci:

[
azx 4+ B

S se calculeze g, b §i ¢ i si se deducd o expresie a valorii g’(x) a derivatel
Care este relatia, independent¥ de « si B, care leagi riid4cinile ecuatiei definite prin :

g(x) =0?
4.123 Relatia ax® + bx 4 ¢ = 0 se poate scrie succesiv, pentru » nenul:

b
g =a+ =+
x

¢ . ax+b 1
ax +b=—— si == (c#0).
x - x
S& se foloseascd acest artificiu pentru a rezolva grafic ecuatiile definite pe R prin:
#—=5x44=0; ¥4+ 3x—-4=0; 22 4-8vr —20=0;
222 —5x4+3=0; 30 —-72x4+2=0; —4dx+ 4=0;
4.124 Relatia a2® + ba® + cx + d = 0 se poate scrie, pentru # nenul:
ax*4+bx4+c¢ 1
———— == (d%#0),
—d x
b
sau incd, pentrn x diferit de — —:
a
cx -+ d
= — —.
ax+0b
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Sfin se foloseasci unul sau altul din aceste artificii pentrn a rezolva grafic ecuafiile definite pe R
prin:

P—23—-2+2=0; P#—6241lx—6=0;

P —8x42=0; P —P—drt4=0.
4125 S3 se rezolve 5i discute grafic ecuatiile definite pe R prin: .
1°x2*4+ax+1=0, l<z<2

2° a3 —ax?—4=0.
3° a{x — 3)8 = 2* — 7x + 10.
4126 SA% se rezolve grafic ecuatiile definite pe R prin:

1° Va® =22 + 3= 43 — 2+ 2.

2°Yx— 25 +3=43 —x—2.

3° VYt —2x+3=—-yY3—2x—-2
4.127 Se consideri functia f:

f=[x>Valx = 1) + Ja(x + 1)

1° S# se compare: f(») §i f(—=).
2° S& se demonstreze cii functiile:

[x wrfz(z = 1) — (x - %)] si [x-—> x4+ 1)— (x+ %)]

an o limitd nuld in +o0.

S4 se deduci limita lui [#—>f(#) — 2#] in +o0.

3° S& se traseze graficul functiei f.

4° S3 se determine grafic valori aproximative ale ridicinilor ecuatiei definite pe R prin:

\/x(z—l)+~/x(x+1)=3+x.

4.128 1° Intr-un reper ortonormat, se di punctul 4(1, 1). S se scrie ecuatia cercului de centru 4
si de razd 3.

2° Si se traseze graficul funcfiei f = [v+>3?].

3° S% se deducd valori cu aproximatie ale ridicinilor ecuatiei definite prin:

z€R 45 Trt—22—-2x—-7=0.

4129 Se considerd funcfia fy : fy = [¥>(*¥ + 1) — 22 — 1] (» lntreg mai mare sauegal cu 2).
1° S& se ealculeze: Fa(#), fa'(%).

2° Sj se studieze semnul lui f;,(#) in functie de ». Si se deduc# alinra generald a curbei reprezen-
tative I',, a functiei f,, intr-un reper dat.
Si se discute ecuafia definitd prin:

ze€R i fa(x)=0.

3° S4 se demonstreze ci I, admite un centru de simetrie.

4130 1° S% se studieze functia f= [#=>2x J |2 — 1). S# se traseze curba sa reprezentativi I’
intr-un reper cartezian. Si se precizeze asimptotele gi tangentelelal’ in punctele 4, B, C de absci-
se respectiv —1,0, +1.

2° Fie D dreapta de coeficient director m + 1 care trece prin punctul C. S# se discute, dupi
valorile lui », numirul de puncte comune lui D §iI'. S& se calculeze abscisele lor in funcfie de m.
3° fn aceastd chestiune, se presupune ci existi doud numere M gi N astfel ci:

DnT={C M N}.
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Fie E ,,conjugatul armonic” al lui C in raport cu M gi N. Care este mulfimea punctelor E?
(E este conjugatul armonic al lui C in raport cu M si N daci §i numai daci:

4.131 1° Fie polinomul:
P(x) = 453 — 223 = 3x + 1.
S4 se determine constantele a, b, ¢, d, pentru a avea oricare ar fi x:
P(2) = (125* — 4x — 3)(ax + b) + cx + d.

2° Si se demonstreze cX P(x) admite un maxim §i un minim ale ciror valori m sint legate de
valorile corespunzitoare ale Iui » prin:

me 2,5
__n 5
9T

3° 54 se traseze graficul functiei [+v> P(2)] = P (unitatea grafici 6 cm).
4° Se di ecuafia definitd prin:

6=R §i cos30=cos20.

S# se determine réd#cinile care apartin intervalului [0, 2=].
Se pune cos 8 = x. S# se formeze ecnatia care d& pe x §i si se rezolve acestd ecuatie.
S% se deducd:

2r 4 T 3r © 3n
cos —, cos — , cos —, cos — , sin —, gin —-
5 5 S 5 10 10



5. FUNCTIl

VECTORIALE
DE O VARIABILA REALA

5.1 Spatii vectoriale euclidiene

5.2 Funcpii vectoriale de o variabild reald
$.3 Continuitate

5.4 Limite de funcfii vectoriale

5.5 Diferenfiald. Vector derivat intr-un punct
5.6 Functie vectoriald derivatd

5.1. SPATII VECTORIALE EUCLIDIENE
5.1.1 Recapituliri. Definitii

S% reamintim ci un spatiu vectorial E pe corpul R este euclidian daci es.e
inzestrat cu un produs scalar (Geometrie Anul I—CDE, secfiunea 8.1).

Fiind dat un asemenea spatiu vectorial E, norma unui vector # din E este
numirul real notat ||#|| si definit prin:

Il = V@)? (Geometrie Anul I—CDE, nr. 8.1.4).
Norma pe spaiul vectorial E satisface urmitoarele proprietifi:
Viu, |[wll=0<u=0,
Viu, Ved [l =2 (|,
Vzu, Vv %+ vl <]l + lie]]-

Se demonstreazi cu ugurint3, plecind de la aceste proprietdfi fundamentale,
- urmitoarele proprietdfi:

- -—h Ed
Veu [|— #|| = |||l
- —p
Viu 1]l =0, :
- - - - - - - —
Viu, Vv ||l — ol | <[lw — 2] <]} + [l
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Daci E este de dimensiune 2, norma unui vector # de coordonate ( x) intr-o
y

bazi ortonormati (z, j) este: ||—z'4|| = «/x’ -+ y2.
Aphcatla ddela E x E 1a R, care face ca oncare1 perechi (u, v) de vectori
din E sii corespund3 norma diferentei “— v, are urmitoarele proprietéi:

Vgxz(u, v) d(u, ?) = d(v, u)

Vzxi(, 1) af,v) =0 =% =7,

Vicini@,5,3)  dw, @) <d@, 3 + dG, 9).
Aplicatia d este o distanfi: d(;, 17) == ||u — v||.

Daci F este de dimensiune 2, daci coordonatele lui # intr-o bazi ortonormati
 9) s‘int{x’)§i acelea ale lui v sint ( ”'), atunci avem:
y y

d(w, v) = [z — %) + (y — 9"

5.1.2 Bule deschise. Bule inchise
Fie E un spatiu vectorial pe R. Avem urmitoarele definitii:

DEFINITIA | Se numegte buli deschisi de centru 1-;0 si de razi », unde » este
1 un numdr real pozitiv, multimea elementelor din E a eiiror distanti
la %, este strict mai mied deeit 7:

={x|z <E si d(z, u)) <7}

DEFINITIA | Se numegte buli inchisii de centru ;., si de razd », unde 7 cste
2 un numir real pozitiv, mul{imea elementelor din E a eiiror distani
la %, este mai mied deeit sau egali cu 7:

{x|x eE si d(x, uo) r}.
Observatii. — 1 R este un spatiu vectorial eculidian. Avem :
Vex ||#|| = |x],
Ve(#, 3) d(x, 3) = | — .
Bula deschisd de centru x, si de razi 7 este, in R, intervalul deschis:

1% — 7, %o + 7[.
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Bula inchisj de centru x, si de razi r este, de asemenea, intervalul inchis:
["o — 7, %+ f].

2 Spafiul afin 8 cu trei dimensiuni, inzestrat cu un punct O, este izomorf
cu spapiul vectorial R®. Extremitijile bipunctelor care reprezintd vectorii

unei bule de centru #, sint punctele unei sfere de centru M, (0, M) Su,,
ceea ce justifici numele de buld dat acestor mulfimi.

5.1.3 Deschigi i inchisi in E

DEFINITIA / O submulfime O din E este un deschis din E dacd §i numai
1 dacii O este o reuniune de bule desehise.

DEFINITIA / O submul{ime F din E este un inchis din E dacd si numai daci
2 complementara lui F in E este un deschis.

Aceste definifii sint bazate pe acelea pe care le-am dat cu privire la mul-
fimea R (nr. L.1).

Exemple. I. Fie ;o un element al unui spatiu vectorial E pe R. Si considerim mulfimea {;0}
-

-
Orice vector u diferit de u, este astfel ci:
- -
lie — ul} > 0.

- -
S% punem: liwog — ull = 8 (3 % 0).
Bula deschisi de centrn % gl de razi 3 este inclusi in complementara din ZE alui {_1'40}.
Reciproc, si considerim reuniunea O a tuturor bulelor deschise ale ciror centre sint elementele
1_;., din E, diferite de :o §i care au razele d(:, ;n).
Nici una din a_c.este lz.ule def.chise_’nu contine pe %,.
Orice elemant % Em E, cu 4 # u, apartine lui O.
Deci O = E — {u,}, §i O este un deschis.
Prin urmare: {1;;} este un inchis.
Acest fapt fiind adevirat pentru orice element ;:, din E, orice mul{ime reduss la un element din E

este un inchis din E
II. Se demonstreazi de asemenea ci orice buld inchisi este un inchis din E.

5.1.4 Vecindtifi ale unui vector

DEFINITIE |/ Se numegte veciniitate a unui veetor #o din E orice submul-
time V din E care contine o hulé deschisii care contine pe u,.

Proprietatile vecinatifilor in spafiul vectorial euclidian E sint identice cu
proprietitile vecinititilor in R, dezvoltate la nr. 1.1.6.
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In particular, orice deschis din E este vecinitate a fieciruia din punctele
lui (exercifiul ar. 5.1). .
Prin indicarea unei mulfimi de deschisi din E se defineste o topologie pe E.
Elementele din E sint numite adesea puncte.

5.1.5 Topologia indus3 pe o submul{ime din E

Fie D o submultime din E. Topologia lui E induce o topologie pe D la
fel ca la nr. 1.1.7. De aceea o submulfime Q din D este un deschis din D

dacii existi un deschis O din E astfel ci:

Q=0nD.
O submulfime V' din D este o vecinitate a lui %o in D (4, aparfinind lui D),
daci existi o vecinitate V a lui %, astfel ca:

V"=V nD.
S3 observim totusi ci nu stim si definim in E nici vecindtidfi la dreapta,
nici vecinititi la stinga. Aceste nofiuni nu existi in R decit pentru cd R
este inzestrati cu o ordine totali compatibili cu structura ei, ceea ce nu

este cazul lui E.

EXERCITI

5.1 Si se demonstreze ci un deschis este vecinitate a fieciruia din punctele lui.

5.2 S& se demonstreze ci intersectia unui numdr infinit de deschigi nu este in mod mnecesar
un deschis (a se vedea exercifiul nr. 1.1).

:ts;xihissﬁ se demonstreze ci reuniunea unui numir infinit de inchigi nu este in mod necesar un
5.4 S# se demonstreze ci intersectia §i reuniunea a doud vecinit#ifi ale unui vector c-c.o al unui spa-
tiu vectorial E este o vecinitate a lui 5’,. -

5.5 E fiind un spatiu vectorial pe R, si se demonstreze ci, dacd ;1 si :, sint doi vectori distincfi
din E, existd o vecinitate V, a lui 1:; §i o vecinitate V; a lui ;c; astfel ci V, si V, sint disjuncte.
5.6 Fie 8, o buld deschisi care contine vectorul t-;o. S# se demonstreze ci existi o buld deschisd
8 de centru %, inclusi in &,.

5.2 FUNCTIl VECTORIALE
DE O VARIABILA REALA

5.2.1 Definitie

DEFINITIE / Fie E un spatiu veetorial. O functie vectoriald de o variabild
reald este o aplicatie a unei submultimi D de la R la L.

fn practics, ne vom mirgini la cazul in care E este un spafiu vectorial eucli-
dian pe R, de dimensiune finitd (cel mai adesea 1, 2 sau 3 in exemple). Cind
vom vorbi de functii vectoriale de o variabili reald, ne vom referi implicit
numai la aceasti situafie precisi.
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S& observim cd, daci ¢ este o aplicatie liniari de la R la E, existi un vector
% din E astfel ci, pentru orice numir real x:

o(¥) = »u.
Sa notdm cu_A; aceastd aplicafie liniard. Aplicatia 4, care face ca oricirui
vector # din E sd-i corespundi aplicatia liniari J;, este un izomorfism dintre
spatiile vectoriale £ si £(R, E) unde £(R, E) este mulfimea aplicatiilor liniare
de la R la E (vezi nr. 3.2.2).

O aplicatie « de la R 1a E este afini daci si numai daci existi doi vectori
u §i v din E astfel ci, pentru orice numir real x:

(%) = xu + 3.

Exemplu. C este un spatiu vectorial pe R. Orice aplicatie de la R la € este o functie vecto-
riali de o variabila reala.

5.2.2 Functii numerice asociate

Fie F o funcfie vectoriald de o variabild reald; F este o aplicatie a unei

submultimi D de la R la un spafiu vectorial euclidian E pe R, pe care-1
vom presupune de dimensiune finitd. Se poate asocia lui F o funcfie numerici
J, definitd in modul urmitor:

| Vexr  f(x) = IF(%)l.
Studiul acestei func{ii este uneori interesant cici anulirile sale coincid cu
anulédrile functiei F. - _ . .
B Fie F o funcfie de la R la E i fie & o bazi a lui E, astfel ci:

B = (2, %g, ..., pey, 1,).

F(x), pentru orice % al unei submulfimi D din R, fiind un element din E,
existd functii numerice f;, ..., f,, astfel ci:

F) = L0 + fol@)s + - .. + fo()i

Functiile f,, ¢ aparfinind multimii {1, 2, ..., #}, sint numite functis compo-
nente in & ale functiei F. S4 notim ci aceste funcfii componente depind
nu numai de F, ci de asemenea de &, asa incit, cind este vorba (frecvent)
sd se determine o functie vectoriald prin functiile ei componente, este absolut
indispensabil si se precizeze in ce bazi sint date aceste componente.

Exemple. 1. Pentru o bazi datd & = (:Z E;. functia:
FeQtreli+JT =7+ tk]

este o functie vectoriali.
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Functiile componente ale lui F in & sint:
=TT fi= B dT=1 fo= 1)

II. Fie & o baziortonormat#din E. O functie vectoriald pe care vom avea ocazia s-0 regisim este
functia F:

F = [tv-»cost?+ sint;?+ mtlﬁ (=€R).

5.2.3 Denumirile unei functii vectoriale

Fiind dati o funcfie vectorialdi F de 1a R 1a E, domeniul ei de definifie D
este mulfimea numerelor reale x care au o imagine prin F. Funcfia F este
periodici daci si numai daci existi un numdr real ¢ astfel cd:

Voi  Flx+9) =F(@).
Funcfia F este pari (respectiv impard) dacd si numai dacd:
Vpz —xeD si F(—37) =F(x)

(respectiv F(— %) = — F(#)).
Functia F este mirginitd daci si numai daci funcfia f, definitd prin:

Vpx  fl&) =1IF@IL

este mirginita. :
S& notim ci domeniul de definifie al lui D este intersecfia domeniilor de
definifie ale functiilor componente intr-o bazi &.

S4 observim, in afard de aceasta, ci funcfia F este periodic, pard, impard
sau mirginitd, daci §i numai daci fiecare din funcfiile sale componente,
intr-o bazi &, este si ea de acest fel, prin urmare, componentele ei intr-o bazi
oarecare & sint si ele de acest fel.

O functie vectoriali de o variabild reald F, definiti pe un interval I = [a, b],
este in scari, daci si numai daci existd un sir finit crescitor o de # ele-
mente din I: .

c=(a,a, ....a,), &, =a, a, =20,

astfel cid functia F este constantd pe orice interval deschis ]a, a,*,[.

5.2.4 Reprezentari grafice

S3 reamintim ci un §patiu afin euclidian 8, de dimensiune » pe R, inzestrat
cu un punct O (origine), este izomorf cu spatiul vectorial euclidian R". In
practic3, #» ia valorile 1, 2 sau 3.

Un vector V din R" poate fi reprezentat in spafiul afin §, prin punctul M,
astfel cd bipunctul (O, M) reprezinti vectorul V.
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Fie F o functie vectoriali de la R la un spatiu vectorial euclidian E de
dimensiune #. Graficul lui § este mulfimea:

§ = {(x F(x)), x<R}.

g poate fi considerat ca o mulfime de vectori din R"*1, spatiu vectorial
e dimensiune # 4- 1 pe R si reprezentat ca atare. Astfel seJreprezinti intr-un
plan afin (cu doud’dimensiuni) graficul unei funcfii numerice de o variabili
reald (caz in carejdimensiunea spafiului de sosire este 1).

Fie o bazi din E. Fie &, spafiul afin pe R a ciirui dimensiune este
identicd cu aceea a lui E. Fie O o origine a lui 8,. Orice vector din E poate
fi reprezentat in 8, printr-un punct M. Mulfimea F[D] a imaginilor prin
F a elementelor din D este reprezentati in 8, printr-o mulfime de puncte
pe care o numim sndicatoarea I' a functiei vectoriale F.

I’ este o curbid din 8, s5i o asemenea curbi poate fi studiati cu ajutorul
functiei asociate F. Dacd fy, fo ..., f, sint functii numerice componente ale
funcfiei vectoriale F intr-o bazi &, se spune ci relatiile care dau pe f;(x)
in functie de x definesc ecuatiile parametrice ale curbei I' in baza &.

Exemplu. Pentru funcfia F din exemplul II de la nr. 5.2.2 (5i pentru o bazi ortonormat¥),
indicatoarea este curba ale cirei ecuafii parametrice in baza ortonormati dati sint: f,(#) = cos?,
Jfolt) = sin ¢, falt) = at.

Avem: P+ LR =1.

Prin urmare curba este trasatd pe suprafafa cilindrici de revolufic de axi Oz si de razi 1.
Aceastd curbd este o elice circulard. :

5.2.5 Operatii asupra functiilor vectoriale

SUMA A DOUA FUNCTII VECTORIALE

Fie F 5i G doud functii vectoriale definite pe o aceeagi submulfime D din
R. Suma F 4 G a acestor functii vectoriale este definiti prin:

[F + GI(%) = F(%) + G(2).

Fie & o bazi din E, fie fy, for ..., f, functiile componente in & ale lui F
gi fie g, ..., g, functiile componente in & ale lui G. Funcfiile componente
in & ale lui F 4+ G sint f; + gy, ..., f, + g, (conform proprietitilor proiec-
tiilor).

B PRODUSUL PRINTR-UN NUMAR REAL

Fie F o funcfie vectoriald definiti pe o submulfime D din R si fie A un
numir real. Funcfia AF este definitd prin:

[AF))%) = A - F(z).
Fie & o bazi a lui E si fie f;, ..., f, functiile componente in & ale lui F-
Functiile componente ale lui AF in & sint Af), ..., Af,.
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B STRUCTURA MULTIMII § (D, E)

Fie &(D» }:5,‘) mulfimea aplicatiilor unei submulfimi D de la R la spatiul
vectorial_E. Conform proprietifilor adundrii §i pro_c}usului printr-un numir
real in E si ale definifiilor operafiilor din &(D, E), se trage concluzia cid

§(D, E) este inzestrati de adunare si inmulfirea printr-un numdr real cu
o structurd de spatiu vectorial pe R (exercifiul nr. 5.10).

W PRODUSUL PRINTR-O FUNCTIE NUMERICA

Fie F o functie vectoriald si fie f o functie numerici. Oricirui numdr real x
din domeniul comun de definifie al funciiilor F §i f, funcfia f - F face si

corespundd vectorul :
T FI® = fl) - F(#).

Funcfia f - F este deci o functie vectoriald.
Studiul anumitor proprietdfi ale acestei operatii este propus in exercifiul
nr. 5.8.

Fiind dati o bazi & a lui E, daci fi, ..., f, sint funcfiile componente ale
lui F in &, funcfiile numerice componente in & ale lui f - F sint

f'fl:f’fz» ---;f'f,,.

m FUNCTIA COMPUSA

Funcfia compusi F o f a unei functii numerice f, definitd pe o submulfime D
din R printr-o funcfie vectoriald F, definitd pe f[D], este funcfia vectoriald

definitd prin:
(Fo i3 = FfA).

Fie & o bazi a lui E i fie fy, ..., f, funcfiile numerice componente ale funcfiei
F in ®. Functiile componente ale functiei compuse Fof in & sint

frof faof - fuof.

Exemple. Fie 3 o bazd a lui E. spapiu vectorial pe R de dimensiune 3, astfel cd :
&=7{.7 %
I. Fie F functia vectoriald definitd prin: -

7"2;:) = cos® 41 + smz-i + azk.

Fie G funcfia vectoriald definiti prin:

(-;—(;:5 = sin? #i — sin xf’— Bxﬁt
Avem : [F_+Z?T(§5 =7+ (e« — B)x;.
II. Fie F funcfia vectoriald definiti prin:

F(#) = ctg #i 4 ] + tg #k.
Fie f functia numeric# definiti prin:
flx) = tg %

Avem: m =-i'+ tg x?+ tg? k.
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III. Fie F functia vectorialf definit® prin:
?‘_(;3 =x3 +4 3t ?-l- sk
Fie f funcfia numerici definit3 prin:
15) = V.
Se obfine funcfia G = F o f definiti prin:
G =Vri+zi+xzt

B FUNCTIE NUMERICA DEFINITA PRINTR-UN PRODUS SCALAR

Fie F 5i G doud functii vectoriale de o variabili reali™x, definite pe o sub-
mulfime D din R. Se defineste o functie numerici f pe mulfimea D prin:

fiz) = F(z) - G(z).
Se scrie: f=F -G. .
Fie &, o bazi orfonormatd a lui E si fie respectiv fy, ....f, §i gy .., &n
functiile componente ale lui F i G in &
Avem atunci:
F(z) - G—(;‘) = f1(%)g1(%) + fo(#)gs(x) + ... + fo(%)ga(),
F 'G=f1g1+ v +f”g”o

Exsmplu. Dac baza 8, este ortonormati (8¢ = f;,;: 'I:}), dacl F este definitd prin:

— e d - b d

. Fx)=xi+4 2°74 2° &,

gi dacl G este definiti prin:
— e d - -
Gx) =24+ 2854 2 B,

avem: J(x) = m . 6(‘;,) = 34,

EXERCITI

8.7 S se demonstreze ci aplicatia care oricirui vector # al unui spatiu vectorial E face st
corespund# aplicatia liniard 2% astfel ci:

Ao = [ v 2],

este un izomorfism dintre spatiile vectoriale E si &(R, ﬁ
5.8 Fie F gi G doudt functii vectoriale gi fie f §i g doud functli numerice.
S4 se demonstreze ci:

Sf(gF) = (fo)F

(f+ 8)F =fF + gF
f(F + G) = fF + fG.
Dacid u este functia numericd ¥ = [¥ ~>1], si se demonstreze c¥:
#F = F,

5.9 Fie F si G doud func{ii vectoriale de o variabild reala.
Si se studieze structura mulimii:

{K|3re; 3IrB; K = oF + BG).
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5.10 S# se demonstreze ci muljimea functiilor vectoriale, definite pe o aceeagi multime D, este
un spajiu vectorial pe R. - -
5.11 S4 se _stugieie structura mul{imii (R, E) a funciilor afine de la R la E,
5.12 Fie & = {5, j} o bazi a unui spafiu vectorial E de dimensiune 2. Fie functiile :
1 — 22 + 2% -
H
14 22 1+27)

F=‘-[};l—b

= [z-—»tg-g-], g = [ =1+ 2%].

S# se determine functfiile: Fof, g+ F, g[Fofl, [g- Flof.

S# se compare ultimele doud rezultate.

5.13 Fie F gi G doud functii vectoriale §i f §i g doud funcfii numerice.
Sd se compare:

a) [g-Flof si g-[Fofl;
b) [F+Glof si Fof+Gof.

5.3 CONTINUITATE
5.3.1 Definitii

Fie F o functie vectoriald de o variabild numerici. Fiind dati o submultime
D a lui R, vom defini, ca la nr. 1.4.1, imaginea directd a lui D prin F:

F[D] = {F(#), » = D}.
Fiind dati o submulfime B a lui E, vom defini, ca la nr. 1.4.1, imaginea
inversi a lui B prin F:

-1 —

F[B] = {x| F(x) < B} ;

VoD FDlcE;

-1

Tinind seama de aceste definitii si prin analogie cu ceea ce am ficut referitor
la functiile numerice, vom studia mai precis functiile vectoriale F de o varia-
bili reali care satisfac urméitoarea proprietate P,, pentru un punct x, din
domeniul lor de definifie D:

P, Pentru orice veecinitate V a lui Fm) in E, existd o veciniitate W
a lui #z, in D astfel cd:
fiW]l V.

Orice vecinidtate V a lui F(_x;) in E confine o buld deschisi & care confine
pe F(x,) i prin urmare (exercifiul nr. 5.6) o buli deschisi de centru F (%)
(5i de Tazi 7 (n<R*¥)).
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Orice vecindtate W a lui x, in D este intersec{ia cu D a unei vecinititi W’
a lui %y in R; W’ confine un interval deschis centrat in x,: '

Jxo — & %9 + €[ (ssR**)
(buld deschisié de centru x, in R).

Tinind seama de aceste proprietifi, este usor de demonstrat (exercitiul nr. 5.14)
ci proprietatea P; echivaleazd cu proprietatea urmitoare P,:

Pg VB+’ €, 3n+' 0 Vpx
|% — %ol < 1 = |[F(®) — Fxg)l| <

Este de asemenea ugor de demonstrat (exercitiul nr. 5.14) cd proprietatea P,
este echivalentd cu proprietatea P; urmitoare:

P, Imaginea inversi prin F a oriciirei vecinitiiti in E a lui F(z,) este
o vecinidtate a lui x,.

DEFINITIA / O functie veetorialda F de o variabili numericd este continui
1 intr-un punet x, din domeniul ci de definifie dacdt §i numai daei
una din proprietitile P,, P, sau P; este verificati.

Se observi profunda analogie care existid intre continuitatea functiilor vecto-
riale de o variabild reald §i aceea a functiilor numerice (despre care am notat
de alt)fel ci- ar putea fi comsiderate ca un casz particular al functiilor vec-
toriale).

Se definesc, la fel ca la nr. 1.5.3, nofiunile de continuitate la dreapta si de
continuitate la stinga pentru o functie vectoriali de o variabili reali. Lisim
cititorului grija de a formula aceste definifii (exercifiul nr. 5.15).

Exemple. I. Fie functia F de la R la E definits prin:

—-— - - -
F(x) = 4 (unde % este un vector din E).

Orice vecinitate a lul % in E contine % Imaginea inversi prin F a unei asemenea vecinitiii
este R in intregime, care este, evident, o vecinidtate a oricirui numir real x,.
O functie vectoriali constanti este deci continu# pentru orice numir real z,.

IL % $i7 fiind doi vectori din E (##0), si considerim functia:

F= [x--»xz?+t7].

Fie xy un numir real oarecare.
Peutru orice numir real », avem:

Flz) ~Flag) = 2 + 0 — 28 — 0 = (x — x5}’
prir urmare:
IF(®) — FEll = |x — ol [[w]l.

Se deduce ci:

Vgts & Ve 1% — x4l < ”7” D IFR — Fagll < =
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: €
Oricare ar fi numirul real ¢ pozitiv nenul, am gisit deci un numir pozitiv nenul 5 = m astfel

ci proprietatea P, este satisficuti.

Functia F este deci continui in orice punct x,.

S8 observdm c#, pentra % = 0, sintem adugi la exemplul I. Se poate deci trage concluzia ci
orice functie afind este continui in orice punct.

5.3.2 Continuitatea functiilor numerice asociate

B NORMA

Fie F o funcfie vectoriald de o variabild reald, continud intr-un punct x,
din domeniul ei de definitie D:

Varre, Jettm, Vpr 1% — o) <= (%) — Fx)ll <e

Din urmétoarea inegalitate, valabili pentru orice pereche de vectori (, 7)
din E3 (ar. 5.1.1): . . . .

| %]l — 1ol | <1l — 2},
se deduce ci:

| IF@I — IEE 1< IIF®) — Fxoll,
si cd, prin urmare:
Ve++ s, drien, Vp¥
1z — x| <= | IF@I — IFEI | <.

Se deduce urmitorul rezultat:

TEOREMA | Dacii o funecfie veetoriald F este econtinui intr-un punet %, din

E O

domeniul siu de definitie, atunei funetia f =[x — ||F(x)||] este
o functie numeried continui in x,.

S4 observim ci reciproca acestei teoreme este falsi. Fie intr-adevir funcfia
vectoriald definitd prin:

-> — - . =

x€]—,0]<>Fx) =% (<Esiu
x<[0, + o[ < F(%) = — u.
Avem atunci, pentru orice]numir real #: E@| = |19

Functia f = fx —||F(x)]|] este constantd, deci continud pentru orice numdr
real. Din contrd functia vectoriali F este vizibil discontinui in x, = 0 (cci

U # 0)
W FUNCTII COMPONENTE

#0);

Fie F o functie vectonala'fdeﬁmta pe D si fie &, o bazi ortonormata a
spatiului vectorial euchdlanVE astfel cd:

&o = {‘11, 13, veoy 2;}.
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Fie f,, fo, ..., f, functiile numerice componente ale funcfiei F in &,:

Vpr F(7) = f(#)is + fol®)iz + ... + ful#)ine

Sd reamintim ci3, intr-o bazd ortonormats, daci:

= < > o
V= 1111+ a212+ s + [ 2 )
avem : Wi=dE+ @+ ... +o2
si prin urmare oricare ar fi numérul intreg ¢ cuprins intre 1 si #:
- —
W= Ve
adica :
-
V11 = e

Si presupunem cd F este continud intr-un punct x, din D. Avem atunci:

Vieee, Jneen, Vot 1% — 2o <7 = ||F(x) — F(x)l| < ¢
Se obtine:

F(x) — Fxo) = (fi(®) — AENiz + + -+ + (u®) — fo@o)in

Prin urmare, conform proprietdfilor pe care le-am reamintit, avem, pentru
orice j intreg cuprins intre 1 §i #:

() — f(xo)| <1F(%) — F(xo)ll.

Se poate deci trage concluzia:
Veie e, Jres 0, Vpx |2 — %] <= [fi(#) — filxo)]l <5,

ceea ce dovedeste continuitatea funcfiei componente f, in punctul x,.
Toate functiile componente intr-o bazi ortonormati &, ale unei funcfii vec-
toriale F, continue in x, sint continue in x,.

Fie acum & o bazd oarecare a lui E si fie 8, o bazd ortonormati (existd
cel putin una, Geometrie Anul I—CDE, numerele 8.3.2 si 8.3.3).

Fie ¢,, ..., ¢, functiile componente ale lui F in & si fie f;, ..., f, functiile.
componente ale lui F in &,.

Vom admite atunci ci existi numere reale of astfel ci:
ie{l,...,n}, j={l,....n},
o= odlfy + fat ... + o

Functiile f; fiind continue in x, pentru orice ¢ §i orice combinafie de functii
continue fiind continuid (nr. 1.6.2), se deduce cd funciiile ¢; sint continue
in x,. Se poate deci trage concluzia: Dacd F este o funcfie vectoriald con-
tinui intr-un punct x, din domeniul ei de definitie D, §i dacd & este o bazi
oarecare a lui F, functiile componente ale lui F in & sint atunci continue
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in %o. Reciproc, si presupunem cd functiile numerice componente o, @y, .. ..o,
ale lui F intr-o bazi & sint continue in %,.
Avem atunci, pentru orice indice j cuprins intre 1 §i n:

Ve g Jees g V¥ [% — %o < ;= |fi(%) — filxo)l < &
Pe de alti parte si conform proprietdtii (ar. 5.1.1):
Veu, Vpv v+ vl <[l + [lvIl
avem:

= —> - =
F(x) — F(xo)ll < 1f2(#) — fil®al [l + -+ + [falx) — Fu(x)] [124]1.
Fie ¢ un numir real pozitiv dat.
S4 punem: g = ———-
P Tl
Existi atunci, pentru orice indice j cuprins intre 1 §i #, un numir real pozi-
tiv nenul v, astfel ci:

1% — %ol < mj = fi(%) — fi(®l <—=- ” K

: -
prin urmare: |¥ — %o| < ; = [fi(%) — fi(xo)l Il ] < ;-

Dacd se pune: | n = 1inf (3, Na ..., M)
se deduce: : ‘
|2 — %ol < = Vq,...m7 1fi(®) — fi(x)| ll5]| <'£’ ’
dacid : |¥ — x| <, rezulti:
= —> - <>
[1F(x) — F(xo)ll illiall + ... + &,llzall,
deci: IFG) — FiEoll<n s
2
Se poate trage concluzia:
— —>
Veiee, Jresn, Vpx |2 — 2o < 0= [|[F(x) — F(x,)]| <e
Functia F este continui in x,.

Se poate deci enunta urmatorul rezultat fundamental:

TEOREMA | O funetie vectoriali F este eontinui intr-un punet x, din dome-
niul siiu de definifie, daeii §i numai daci existi o hazi 8, a hn E

in eare toate funetiile numerice componente ale lui F sint continue
in x,.

. . s I*
Funetiile componente ale lui F intr-o bazi oarecare # a lui E
sint atunei continue in x,.
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O functie vectoriald F este discontinud fntr-un punct x, din domeniul ei de

definitie, dacd si numai dacéd existd o bazi & a lui E in care existi o com-
ponen:c'ii a lui F necontinud in x,. Acesta este atunci cazul pentru orice bazi
a lui E. '

Sa observim ci anumite componente ale lui F intr-o bazd & pot fi continue
in x, dar ci, daci F este discontinud, una cel pufin din aceste functii com-
ponente este discontinud in x,.

Exemple. 1. Fie functia vectoriald:

= [x > 24 + |#i0),

unde % i v sint doi vectori independenti din E.

- -
In orice bazi & care confine pe u §i v (existi o asemenea bazl), funciile componente sint toate
continue. Acestea sint:

[x = 2], [# > |2]] §i [ = 0] (cu vectorii bazei diferiti de « §i ).

IL In aceleagi conditii, funcfia G = [x v—)E(x)u + xv] este discontinud pentru orice numir

intreg (componenta ei pe vectorul % este discontinuﬁ) Toate componentele functlei G pe ceﬂalt.i
vectori ai bazei & sint continue.

5.3.3 Teoreme asupra functiilor continue

Din teorema fundamentald de la nr. 5.3.2 §i din proprietitile functiilor nume-
rice continue (nr. 1.1.6), se pot deduce urméitoarele rezultate:

TEOREMA | Fie F si G douii funetii veetoriale continue intr-un punet %,
din domeniul lor comun de definifie D. Atunei:
1 Suma F + G este continud in x,.
2 Pentru orice numiir real 2, funetia AF este continuil in x,.

3 Pentru orice funetie numericd f, continud in x,, funetia f-F
este continui in x,.

4 Pentru orice functie numeried f, continud in x,, fumetia Fof
este continui in x,.

5 Funetia numericd F - G, astiel ei:
=[x~ F(z) - G(x)],

este continud in x,.
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EXERCITI

5.14 Fie F o funcfie vectoriald §i x, un punct din domeniul ei de definifie. S& se demonstreze
ci urmitoarele proprieti{i sint echivalente (m' 5.3.1).

—
P, Pentru orice vecinitate Va lui F(x,) in E, existd o vecinitate W a lui », in D astfel cd:
fIwlec V.

— —>
PVpte-e, Apteen Vpr |5 — 2| < 9D IF(#) — Flzlll <e

—>
P; Imaginea inversi prin F a oricdrei vecinitdti a lui F(x,) in E este o vecindtate a lui x,.

5.15 S4 se exprime diversele definitii (echivalente) ce se pot da pentru continuitatea la dreapta
(51 la stinga) a unei func{ii vectoriale F intr-un punct x, din domeniul ei de definitie.

S4 se demonstreze ci o functie F, continui la dreapta §i la stinga intr-un punct #, este con-
tinuj in #,.

5.16 Si se dea exemple de functii vectoriale discontinue intr-un punct x, pentru care functia
,,normi”’ asocmtﬁ este continud in x,.

Fie & = {1, ], k} 0 bazd a unui spafiu vectorial E pe R, cu trei dimensiuni. Sd se studieze conti-
nuitatea urmdioarelor funcfis vectoriale in punctul z, precizat :

517 F =[x ~>cos # i +sinzj -+ % #1; 7o = 2m.

B8 F =[x =21+ |37 + E(®) ]; #o = 0.

(Se reamintegte ¢ E(x) inseamni partea intreagi a Iui », adici cel mai mare numir intreg mai
mic decit sau egal cu x.) .

X - - - e
5.19F=[xv—>1 i+cosxj+sinxk].ch(l):O;x°=l.
X

5.20 Si se giseasci doud functii vectoriale de la R la un spafin vectoriﬂ E de dimensiune 2
pe R, astfel ca functia numerica f, definitd mai jos, si fie definitd pe produsul scalar al lui F i G:

o tgx A=Al I — |l
S =2 et T 45-1-\/—.

NP 14 |2

(Se va putea incepe determinindu-se baza lui E in care se va lucra.)

5.4 LIMITE DE FUNCTIl VECTORIALE

5.4.1 Definitie

Fie F o aplicatie a unei submulfimi D a lui R la un spatiu vectorial euclidian

E. Fie %o un punct de acumulare in R al mulfimii D (nr, 2. TZ) Vom studia,
cum am ficut-o pentru functiile numerice (capitolul 2), limita lui F in

punctul x%,. Vom da imediat definifia referitoare la un element x, din R,
adicd la un element eventual infinit (nereal).
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DEFINITIE | Fie F o functie definiti pe o submul{ime D de numere reale
si fie ¥, un punet de acumulare al lui D in R. Un element V al lui
E este limita funetiei F in x,, dac# si numai dacé imaginea inversi

prin F a oriciirei veciniiti{i a lui V este o veciniitate in R a lui x,,
eventual fird x,.

Observatii. — 1 Fie F o funcfie vectoriald astfel ci: ‘
lim F = V. Daci x, este real, functia vectoriali F,, definiti prin:
Fiy(x) = F(),

—_— -

Fyfxe) =V,

xs[D — {z}] =

este continui in x,.
Aceasta este observafia care servise drept suport la introducerea nofiunii
de limitd in cazul functiilor numerice (nr. 2.1.3).

2 In mulfimea punctelor de acumulare ale lui E, elementele infinite nu pot
fi privilegiate spre deosebire de numerele reale.

3 Se definesc, 1a fel ca la nr. 2.1.3, notiunile de limit3 la stinga si de limitd
la dreapta pentru o funcfie vectoriald intr-un punct x,.

5.4.2 Limite de functii numerice asociate

Fie F o functie vectoriali definitid pe o multfime D de numere reale. Fie x,
un punct de acumulare din D.

-
Sd presupunem ci limita lui F in %, este un vector V:

imF = 7.

%

in aceste condifii, si studiem limita funcfiilor numerice asociate.

m FUNCTIE NORMX

Dupi observafia 1 de la nr. 5.4.1 §i teoremelor asupra funciiilor continue,
avem, dacii x, este un numdir real:

Hm ||F|| = ||V]|.

Aceastd proprietate se extinde imediat la un element x, infinit (exercifiul
ar, 5.21).

TEOREMA / Fie F o funecfie veectoriald si x, un punct de acumulare din
1 domeniul ei de definitie.

Daeii: lim F = 7,
%

atunei: lim [z — ||F(#)||]] = V.
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Observagie importantd. — Reciproca acestei teoreme este falsi.
Intr-adevir, putem avea simultan:

lim [z ~ |[F(#)]] = 7.,
-—
§i: IimF =W

- - . - -
(cu: WV si |[VI| = W) o
Totusi, vectorul 0 fiind singurul de normi 0, dacd V = 0, reciproca teoremei
este adevirati si ne vom servi adesea de aceasti observatie:

TEOREMA |/ Fie F o funetie vectoriald si x, un punet de acumulare din
2 domeniul ei de definitie. Avem atunei:

lim F = 0 < lim [x - ||F(#)||] = 0.

W FUNCTII COMPONENTE INTR-O BAZX &

Fie o bazi a lui E si fie fi, fo. ..., f, functiile numerice componente ale
lui F in baza &.

Fie, pe de altd parte, I,, /,, ..., /, componentele in & ale vectorului limiti V.
Conform observatiei 1 de la nr. 5.4.1 si proprietitilor referitoare la functiile
numerice asociate unei functii vectoriale continue (nr. 5.3.2), se poate trage
concluzia, daci x, este un numir real ci:

li:nfl = lln

lim f, = I,
Reciproc, dacd toate functiile componente ale lui F intr-o bazi & admit
limite reale (finite) /,, ..., !, functiile g, definite prin:
9;(%) =filx) <= % # %o,
@:i(%0) =1,

sint continue in #,; prin urmare (nr. 5.3.2), functia F;, ale cérei componente
in & sint functiile ¢,, este continui in x,. Or, functia F, este definitd prin:

1?1('-7") = F—(x-j <X F %o
—— -
Fy(xg) = V.
Avem deci (Observatia 1 de la nr. 5.4.1):
lim F = V.

%
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Aceasti proprietate se extinde cu usurinti la un element #x, infinit (exerci-
tiul nr. 5.22). Se poate enunta:

TEOREMA | O funetie veectoriali F admite ea limiti in punetul x, veetorul
3 V, daed si numai dacdi funetiile componente ale lui F intr-o hazi
& admit respectiv ea limite in x, componentele lui 7 in &.

Observagii. — 1 Aceasti proprietate este adevidrati simultan pentru toate

bazele lui E (nr. 5.3.2).
2 Pentru ca o funcfie vectoriald F si nu admiti limitd in x,, este suficient

. . R v T I x .
ca una din functiile componente ale lui F intr-o bazi & din E si nu admitd
limiti in %, sau si admitd in %, o limiti infinitd care nu poate fi o com-

— -
ponentd in & a unui vector ¥ din E.

Ezxemple. 1. Fie & = {_;, ? ;} o bazi a unui spatiu vectorial euclidian de dimeasiune 3 si fie
F functia definitd prin:

— el —_ -—
F#) = (1 — #)i + (1 — 2% 4+ (1 — 29k,
Avem : ' 1imF=?+?+7§.
[

II. Fie {;: _;: ;} o bazi a unui spatiu vectorial euclidian de dimensiune 3 i fie F funcfia definiti
prin:

—> 1- - 1 -
Fioy =—i+—j+—h
x x x
Avem: Iisz-’,
+ o
ImF =0
—0

P and
III. Fie {i,;,' k} o bazi ortonormati a unui spatiu vectorial euclidian de dimensiune 3 si fie
F functia definitd prin:

— - — R d
F(x) =cos®xi 4 cosxsinxj 4 sin x &.

Avem : lim F =7¢’, lim F =-i’,

/2 0

) R

IimF=— (@474 + —&

nl4 2 2
Pe de altd parte:

—ppn - -
IF(%)|| = Ycos' # + cos? xsin® x + sin x = 1;
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deci: lim |[F|] = 1 = [l4}},
/2

. -
h(l)n [IFll = 1=l

. Lo = 2o
hm||-F||='| —(E+)+-k|=1
/4 2 2

Aceste proprietiti se extind fara dificultate la limitele la stinga si la dreapta
intr-un punct x,.

5.4.3 Proprietdti ale limitelor

Prin aplicarea teoremei de la nr. 5.4.2 si a proprietitilor limitelor de functii
numerice, se pot enunja urmitoarele teoreme:

TEOREMA | O funectie veetoriald F este eontinuii intr-un punet %, neizolat
1 din domeniul ei de definitie daeii si numai daea:
. —ﬁ A
lim F = F(x,).
%o
TEOREMA | Dacii o functie vectoriali F admite o limitd intr-un punet de

2 acumulare x, din domeniul ei de definitie, atunci accastd limita
este unied.

O demonstratie directd a acestei proprietiiti este comsideratd in exercifiul
nr. 5.23.

TEOREMA | Fie F i G doua functii veetoriale care admit limitele ¥ si W
3 intr-un punet de acumulare x, din domeniul lor de definifie :

— —
lim F=V, IimF=W.

%o %o
Avem atunei: -
1lim[F+G)l=V +W.

2 Vg lim AF = AV.

3 lim [F - G] =7 W (produs scalar).

4 D‘a'tez“n, mai mult, f este o funefic numerica definitd pe o mul{ime
D de numere reale care admit pe x, ca punet de acumulare gi astiel

ed:
limf=1
%o

avem atunei:

limf - F =IV.
% .
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TEOREMA | Fie F o functie vectoriali care admite intr-un punet de acumulare
4 I, din domeniul ei de definitie o limitd V" si fie fo funetie numeries -
care admite intr-un punet de acumulare x, din domeniul ei de defi-
nitie limita /,:
HmF =7, lim f=lo,
15 N
avem atunei:
imFof=".

Ezxemple. Fie -{.t,-_;,-;i} o bazd a unui spatiu veciorial euclidian de dimensiune 3.
L Fie functiile:

sinx— sin2x— sin3x-
F=|x—»—1i4 i+ k],
x

. . . -
G=[rm fTF zi+ 2]+ (v — 1)E].
O este punctul de acumulare al domeniilor de definitie ale lui F §i G. Avem:

- - -
lim F = { + 27 4 3&,
0

limG =4 —#;
0
deci : lim [F 4 G] = 20 47 + ).
0
II. Fie functiile :
1= 142x= 14 3x—
Fi=|ro—"74-"27 1R
: [x T Tysd 1+x]

Avem: limF,=2_jt+§I;,
+o

e -
lim Fy = 2i — &,
-+ 00
-
lim F, = &,
+ 00
lim [2F; + 2F, — 4F,;] = 4(i + j).
+c0

(Avem aceleagi rezultate in —00.)
ITI. Fie functiile:

sinx-— sin2.- sin3x—
F::[x'—) t -+ + ]

f-f ]
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Avem: HmF =1+ 9% + 3k,
0

A 1
s
A 1> = 3 —
deci: - lmf.F=—i+4+j+ Tk
. 0 2 2

1V, Fie functiile:

G= x> JTF 7+ 55+ (1+ HE).

—p = -
S# presupunem in afari de aceasta ci baza [¢, j, 2] este ortonormati.
Avem atunci: -

- - — -
WimF =V =14+ 2+ 3k
0
- - L
ImG=W=14+k;
0
- —>
deci: mF-G=V.W =14 3 =4 (bazi ortonormati).
[)
V. Fie functiile:
sin ¥~ sin2x- sin3x-
F=|z—>—1+4 j+ ,
x
1
f=.-[xv—)— .
%
- -y -
Avem: imf=0 §i UimF =1+ 2+ 3%,
+ oo 0
1 L 2 3=
Fof=|xwrxsin— ¢ + asin—j+ xsin— &} ;
x x x
- - -
deci: limFof=4+ 2+ 3k

4o

Si observim ci, in studiul functiilor numerice componente, se pot intilni
forme nedeterminate (ur. 2.3.4).

EXERCITIX

5.21 FieF o functie vectoriald definitd peo multime D, pentru care +co este punct de acumulare
-
gi astfel ¢d im F = V.
+®

Si se demonstreze ci:
1y = =
lim [# = [IF(#)] = VIl
+

(Se pot folosi proprietatile normelor date la or. 5.1.1)
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5.22 Fie F o funcfie vectoriald ale clirel componente intr-o bazi & sint functiile f;(ieI). Si
se demonstreze ci:

HmF = VeV lmf;=a,
+ +o

unde a«; (§€I) sint componentele lui -I; in &.
5.23 Si se demonstreze direct c#, daci o funciie vectorlaly F admite o Hmit3 intr-un punct
Zo, aceastd limitd este unici.
- —p o -p
5.24 Fie & = {3, j, 2} o bazi a spatiului vectorial E.
Fie I, J, K trei functii vectoriale definite prin:

I(5) = #3, J(#) = %7, K(%) = #7.

—_ e -
1° Pentru ce valori ale lui » vectorii I(#), J(#), K(#) formeaz4 o bazi a lui E? Fie &, aceastd
bazi cind existi. . )
2° Fie F functia vectoriald definiti prin:

— —_ = —
F(x) = 2I(x) + 22](*) + 23K(x).

S4 se exprime F in baza &,.

3° 54 se studieze limita lui F pentru x, = 0. : NI

4° Ce se poate spune despre ,,componentele” lui F in baza &, atunci cind # este in vecini-
tatea lui 02 (S& se studieze limitele acestor funcfii pentru x, = 0). Permit aceste rezultate
sd se tragd o concluzie in privinta limitei lui F? De ce? :

5.5 DIFERENTIALA. VECTOR DERIVAT iNTR-UN PUNCT

3.5.1 Functii vectoriale tangente

Si aici, in ceea ce priveste functiile vectoriale de o variabili reald, vom dez-
volta o teorie analoagi cu aceea pe care am expus-o (nr. 3.1) referitor la
functiile numerice. Vom da mai intii urmitoarea definitie:

DEFINITIE / Doui funetii F si G sint tangente intr-un punet x, din domeniul
lor comun de definitie, dac# si numai daei:

— =
lim [x - MEH=-GAI _ o
2 %y ) X — % :
— — — —_—
Avem . |1F(x) — G(*)]I — l F(x) — G(»)
o ¥ — % % — % )
e
Dacy: lim [x SIEE — 6@ _
% % — %, !
' — Sl
atunci: lim|x «—»I ) — 6 |]= 0;
Xy X — xo
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prin urmare (nr. 5.4.2, Observafie):
 Fm-G@] _ 7
lim | ._._(")_—(i)] =0.
Zo L ¥ — %o

Reciproc, dacd:

S = - -
% L ¥ — %

avem evident:

tim [ 4 = IEE — G _ o,
Ze L r”—‘*o

Prin urmare, doui functii F si G sint tangente intr-un punct x, din dome-
niul lor de definifie, daci §i numai dacd:

— —
lim [x »F—"”—"M] =0.

[ %o, X = %
Fie ¢ functia vectoriald definitd prin:

(x

_ F@® =G
x)=_(x)A— (4"").

x—'%

Functiile F si G sint tangente in %, daci §i numai dacd, existd o functie
vectoriali ¢ astfel cd:

F(%) = G®) + (% — %0)e(x),

si: lim e =6,
-

Fie &, mulfimea funcfiilor vectoriale de la R la E, definite in %,. Ca si
in cazul funcfiilor numerice, relaia de ,tangenti in x,’, definitd in &,
este'o relatie de echivalenti. In particular, si observim ci, dacd F si G sint
tangente in %, atunci F(x,) = G(%,).

5.5.2 Functie afind tangentd la o functie F
Diferentiala

DEFINITIA |/ O funefie vectoriali F este”diferentiabild intr-un punet x, diix
1 domeniul ei de definitie, dacii ¢i numai daeg, existi o aplieatie
afinit de la R la E tangentdl la F in x,.
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Fie @ o aplicatie afini de la R la E. Existd doi vectori # si v ai lui E
astfel ca:

Ver O(x) = 2 +v.
Dacd, mai mult, ® este tangentd in x, la F, avem in mod necesar :
(o) = 2o + ¥ = F(xy) ;
prin urmare: v = F-(—;o) — xoz—; :
deci: Vrx a)_()x) = (¥ — xo);; +F_(;o).
Fie @' o altd funcfie afini tangenti la F in %, Avem de asemenea:

B, Ver T = (1 — i + 5.

Functiile @ si @’ sint tangente in #x, (ar. 5.5.1).

Deci :
. OH - H]_ 7
tim[x 21 =28,
ENS X =~ %X
. - - -
prin urmare : lim [ =% —u] =0.
e
R - - - -
Dar: Hm [x »u—u']=u—u';
%o
. bod -
deci: : % =u

si, pentru orice x:

Se poate deci enunta:

TEOREMA | Daci o funefie F este diferentiabild intr-un punet x, din do-
meniul ei de definitie, atunei functia afinii ® tangenti la F in x,
este unieit si de forma:

Q=[x ~(x — x,) 7¢+F.(7o-)’].

Aceastd functie afind @, tangenti la F in x, este astfel ci existi o aplicatie
liniard # de la R la E astfel ci:

&(x) = ulx — %) + F).

Aceastd aplicafie « este aplicajia diferenfiald a lui F in x,:
# = D(F, x,).
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DEFINITIA | Daci o functie veetoriald F este diferentiabild intr-un punet %,
2 din domeniul ei de definitie, existi o aplieafie liniard « de lIa R
la E astfel e aplicatia afind @ =[x — u(x — %,) + F(%,)] este
aplicatia tangentd la F In x.
Aplieatia liniar# » este aplieatia diferentialid a lui F in x,.

5.5.3 Vector derivat

Spatiile vectoriale £(R, Iff si é-" sint izomorfe (nr. 5.2.1). Prin urmare orice

aplicatie liniara de la R la E este caracterizati printr-un vector al lui E.
In particular, aplicatia diferentiald a unei functii F intr-un punct x, (in care
ea este diferentiabild) este caracterizati printr-un vector pe care-l vom numi
vector derivat al lui F in punctul x, Fie % acest vector. Avem:

O(x) = (v — %o) - % + (%),

o —> -
lim[x»M]=0,
1 %o x — %

~  FM —F@r -

tim[x —u — EB = F&J] _ G,

Xy X — X

Prin urmare, prin aplicarea teoremelor asupra limitelor:

R lim [x »M] —

% % — %,

ey

Reciproc, dacd aceastd limitd existd, funcfia afind @ este tangenti la F in
%o 51 F este diferenfiabild in x,.

DEFINITIE /| Fie F o functie veetoriald si x, un punet din domeniul ei de
definitie. Se spune e# F este derivabild in x, dacd si numai daei
limita in x, a funetiei

F—> -
[ x> __(.{)._—_F.@] existi.
X — X

Daecit aceastii limitd existii, veetorul:

— —>
% = lim|% “’MJ
ES X — Xy
este numit veetor derivat al lui F in punctul x,.

Din demonstratia precedentd, rezulti ci o functie vectoriali F este diferen-
tiabild dacd §i numai dacid ea este derivabili.

Fie & o bazi a spatiului vectorial E de dimensiune #.
Fie fi, fe ..., [, componentele in & ale unei func{ii. vectoriale F. Si presu-
punem ci F este diferentiabild intr-un punct x, din domeniul ei de definitie

§_’{ fie # vectorul derivat al lui F in %, Fie o, @, ..., o, componentele lui
% in &.
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— —
Componentele @;(x) ale vectorului E® = F) int date prin:
x— z,

- Sl = Sl

Pi(%)

% — %,

— —
(Aceasta defineste functiile componente in & ale functiei [x s 20 = Pl
¥ — X9

Conform proprietdtilor limitelor, avem :
lim ¢; = o
%o

Lim P = lim [x — —fo—")] =f{(xo).

E Y EDS X~ %

Se deduce urmitoarea:

TEOREMA |/ Componentele intr-o; bazé & a veetorului derivat in x, ale unei
funetii : veetoriale F derivabile in x, sint derivatele in x, ale
funectiilor numerice, componente ale lui F in &.

Exemple. 1. Fie V un vectorallui E. FieF funcfia:F = [» »V]. Fie #, un numir real oarecare.
Avem, pentru orice numir real x:

—> —>
F(x) — F(xo)

x — x,

Vectorul derivat al lui F in #, este deci vectorul .
IL Fie V §i % doi vectori ai Ini E. Fie G functia: )
G=[xr>zu+ V]

Functia G este o functie afind. Este deci propria ei functie afing tangentd si vectorul ei derivat
in orice punct x, este vectorul % T T T T
(Acest rajionament este de altfel valabil in exemplul I cu U= 6:)

L Fie & ={i, 7, A{ o bazi a unni spatiu vectorial £ de dimensiune 3. Fie F functia vectoriali

de la R la E definiti prin: T
F_(;;) = cos x-i‘+sin;;+ z k.
Aceastd funciie este diferentiabild pentru x, = 2r gi vectorul derivat in #, este vectorul w:

- -t -
=7 -4 k.

Observafic. — 1 Pentru ca o funcfie vectoriald F de la R la un spafiu vec-

torial E si nu fie derivabilid (sau diferentiabild) pentru un numir real x,,
este suficient si existe o bazi & in carej una ‘din functiile componente ale

lui F si nu fie derivabili in x, Acelagi lucru pentru orice bazi a lui E.
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2 Dacd funcfia F este derivabild in x,, toate funcfiile componente ale lui F,
in orice bazd & a lui E, sint derivabile in x,, deci continue in %, ; prin urmare,
F este continud in %, Dar anumite functii vectoriale pot fi continue in x,
fard a fi gi derivabile in x,.

Exemplu. Fie & = {-f, ]-,'i-z} 0 bazd a unui spatiu vectorial E de dimensiune 3. Functia F, defi-
nitd prin:

F(@) = |2+ cos ] + #°F,

este continui pentru x, = 0, dar nu este derivabild in x,, cici func{ia valoare absolutinu
este derivabild in x,.

3 Ca si in cazul funcfiilor numerice, se definesc nofiunile de vector derivat
la dreapta si de vector derivat la stinga intr-un punct x,.

5.6 FUNCTIE VECTORIALE DERIVATA
5.6.1 Definitie

Fie F o funcfie vectoriald de o variabild reald definitd pe o mulfime D de
numere reale. La anumite elemente %, din D, putem face sid-i corespunds,

cind existd, vectorul derivat 17'0 al functiei F in punctul x,. Se definegte astfel
o funcfie vectoriald de o variabild reald, definiti pe o submulfime D’ din D.

DEFINITIE | Fie o functie veetoriald F de o variabili reali. Functia care face
ea orieirui element x al lui D si-i eorespunda veetorul derivat al
Iui F in x (daci existit), se numeste funetia derivati a lui F sau mai
simplu derivata lui F.

Funcfia derivati a unei funcfii F se noteazd F'. Vectorul derivat al lui F
in punctul x, se noteazd deci F’'(x,):
o F(x) — Fiz,
F'zg) =lim [x — —M] .
S x — X

Fie D domeniul de definifie al funcfiei F si fie D’ domeniul de definifie al
funcfiei derivate F’'. Avem:

D' < D.
Fie & o bazi a spatiului vectorial E si fie f,, fe - .., f, functiile numerice
componente ale lui F in &. Se stie (nr. 5.5.3) cd functiile componente ale

vectorului derivat al lui F in punctul x, sint derivatele in x, ale compo-
nentelor lui F in &. Prin urmare, funcfiile componente in $ ale functiei
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vectoriale derivate a lui F sint functiile derivate ale functiilor numerice
componente ale lui F in $: dacd fy, fy, ..., f, sint functiile componente ale
ui F in &, atunci fi, fi, ..., fs sint functiile componente ale Iui F’ in &.

Exemple. I. Daci:

F =[x—7]
atunei F' =[x —0] (nr. 5.5.3, Exemplul I).
I Dach: F = [x =% + 9],
atunci : F = [x = 0] (nr. 5.5.3, Exemplul II).

IIf. Fie & = {;,’ ]Tk-f o bazi a unui spatiu vectorial E de dimensiune 3. Fie7F functia dela
R la E, definitd prin:

p— ~ — —

F(x) =cosxiJsinxj+ x4

—p — - —
Avem: F'(x) = —sinxi+cosxj+ &

5.6.2 Reguli de derivare

Tinind seama de rezultatele de la nr. 5.6.1 referitoare la functiile componente
ale unei functii derivate (intr-o bazi 8) si de regulile de derivare ale functiilor
numerice, se pot enunfa urmitoarele rezultate a ciror demonstrafie (imediats)
este 13sati cititorului (exercitiile 5.25—5.27).

B DERIVATA UNEI SUME

TEOREMA |/ Fie F si G doui funetii veetoriale. Funetia vectoriald derivati
1 a funectiei F 4 G este suma funetiilor derivate ale lui F si G:

[F +G) = F' +G".

Funcfia derivati a sumei este definiti pe intersectia mulfimilor Dy si D¢
unde, respectiv, F si G sint derivabile.

W DERIVATA PRODUSULUI UNEI FUNCTII VECTORIALE F PRINTR-O FUNCTIE
NUMERICA f

TEOREMA | Fie F o funetie vectoriald i f o func{ie numerieii derivabili.
2 Funetia derivati a funetiei f-F este definitd prin:

(f-FY =fF +F.
Ca un caz particular, daci A este un numir real, avem:
(m)l = lF’

(folosind functiafnumericd f = [x — A]).
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@ OERIVATA FUNCTIEI COMPUSE DINTR-O FUNCTIE NUMERICA f SI O FUNCTIE
VECTORIALA F :

TEOREMA | Fie F o functie vectoriali si f o funefie numerieii. Funetia deri-
3 vati a functiei Fof este definiti prin:

(Fof) =f(F of).

Exemple. Fie § = {f.' f I;i o basd a unui spatiu vectorial de dimensiune 3.
I. Fie F funcfia vectoriald definit prin:

ﬁﬁ:cosx?+sinxj~+7;.
Fie f functia numeric¥ definitd prin:
f(x) = 2%
Functia f. F este definity prin:
[f+ F)(#) = x®cos #i + x%sin zy"-‘+ %,
Avem: . f(x) = 24,
' F(®) = — sin 2 + cos 4,
[f- FY(x) = (2x cos ¥ — x*sin x);'-’+ (2vsin x + a2 cos'x);"+ 24k =
— —
= 24(F(%)) + #(F'(z) =
- —

=f(#) - F(*) + f(2) - F'(2) =

= [f - FI® + [f- F1®.
II. Fie F functia vectorial? definiti prin:

f"_(;) = i + x’f + 2%,
Fie f functia numeric’ definitX prin:
f(#) = tg ».
Avem: [Fof](x)==tgx~?+tg’x-f’+tg°x-—k’
Pe de alti parte:
F#) =1+tgx,
.I-"'—(;)‘ =1 + 2:_1—"+ 327%.
Rezults: FofT(x) = (1 + tg? 9)F + 2tg 27 + 3 tg? 2F) =
= (1 + tg? x)?-;— 2tg (1 4+ tg? x)?-i- 3tg? (1 + tg* x)lz

S& observim cd, in aceste trei cazuri, regulile de diferenfiere”studiate la
nr. 3.4 sint valabile §i ci demonstrapile sint identice.

W Derivata unui produs scalar

Fie F 5i G doud functii vectoriale de o variabili reald si fie ¢ functia nume-
ricd definiti prin:

¢(x) = F(%) - G(x).
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Avem, pentru orice x:
| () = lim [ - R A= 0l].
Or:  o(x+h) —o(x) =F(x + %) - Glx + #) — F() - G(») =
=Fx+ 4 -Gzt 5 —Flz+h -G +
+ Flz + %) - G(#) — Fx) - G(x) =
=F(x+4 - [Glx+h —CH1+
+ G@) - [F{x + &) — F@)).

Deci:
o(x + h;); — o _ m) Gl + b;— G(x) + '5(;;)  Fx+ h:‘— 1"(:) ]

Dacy F si G sint derivabile in x, ele sint continue in x si, folosindu-se teore-
mele asupra limitelor, se poate trage concluzia:

9'(%) = F(%) - G'(%) + G(x) - F'(%);

prin urmare:

TEOREMA | Fie F si G doud funetii vectoriale de o variabild realii. Derivata
%4  funetiei produs scalar F.G este datd prin:
[F-G) =F-G'+F'G.

Acest rezultat este aseminitor cu acela al unui prodﬁs de functii numerice.
Observajte, — Se di uneori notafia diferentiali pentru functiile vectoriale:
dF = F' dx.

Dar atunci trebuie sd fim circumspecti §i sd nu con51deram ca rapoarte veri-

tabile orice scriere de forma =

Exemple. 1. Derivala unui pdivat scalar.
Fie F o functie vectoriali. Avem:

[F®}) = 2F . F'.
I1. Derivata unei norme.
Fie ||F|| functia normi, asociatd functiei vectoriale F. Avem:
IFl = JF.
Prin urmare:
2F.-F* F.F F.F

2JF  JE  IF

IFH =

Rezultd ci, pentru ca o functie vectoriald F si fie astfel ca vectorul F(x) sﬁ aibd un modul con-

stant, este necesar gi suficient ca aceasta si fie ortogonald vectorulni F’(x), derivata Iui F in
% gl aceasta pentru orice x.
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5.6.3 Functii vectoriale care au aceeasi derivata

Fie F-5i G doud funciii vectoriale care admit derivatele F’ 5i G’ egale pe un
interval. Acelasi lucru se intimpld si_cu functiile lor componente intr-o bazi

oaIecare & a lui E. Conform cu nr. 4.1.6.) se deduce:

TEOREMA | Daei F si G sint doud funetii veetorlale astfel ci pe un interval I
avem F’ =G, existii atuneci un veetor % astfel eii pentru orice numir

real x din mtervalul I:
F(x) G(x) + .

5.6.4 Derivate succesive

Ca i in cazul functiilor numerice se def1ne§te denvata a doua, ..

unei functii vectoriale F:
FI’ pa— (FI)I
Fr — (F")" -

15(») = (1:(»—’1))?

.,anaa

Excmple Fie & = {1, 7 5} o bua a unui spapiu vectorial E de dimensiune 3.
L. Fie F functia de la R la E, definits prin: .

T = @8 + 3t — )T+ (8 + 07 + (® — OF.
Avem; F) = (4 + 9T+ (2 + 0 (2t — DF,
- - - -
F(t) = 4% + % + 2F,
—> o T
F(§) = ... = F)(§) =0.
II. Fie G funciia vectoriald de la R la E definits prin:

— - - -
G(x) = cos xi 4 sin x5 + Ok.

-

‘ —_ T = k3 —o’ ’ T
Avem: G’(x)=cos(x+?):+sin x+—2-)j=6(x+;)'

——

GM(z) =G (x + -"23) .

» _— > : —
S& observim ci G(A)(x) si G(k+2)(z) sint ortogonale pentru orice (|G (%)]] = 1).




EXERCITII

5.25 Fie F si G dous functii vectoriale derivabile pe un domeniu D. S& se demonstrezecd F 4+ G
este derivabild pe D si cii:
[F+G) =F 4G’
5.26 Fie F o functie vectorials §i f o functie numericd, derivabile pe un domeniu D.
S& se demonstreze ci f - F este derivabild pe D gi cad:
f-FY =f-F+f-F.
5.27 Fie F o functie vectoriald derivabili pe un domeniu D. Fie f o functie numerici definitd

§i derivabild pe un domeniu D', astfel ci f[D’] < D.
Si se demonstreze ¢& F o f este derivabild pe D’ gi cé:

(Fof) =f (Fof).
5.28 Fie F o functie vectoriald astfel ci existi un numir real ¢ astfel ci:

Vpr  IF@I =e.

—> —>
1° Ce se poate spune despre vectorii F(#) §i F'(2)? .
2° In ce <_:?nditie vectorul F(s) este coliniar cu vectorul F(x) oricare ar fi x?
5.29 Fie {i,7} o bazd a lui E.
Fie F functia vectoriald definit prin:
—e
F(x) = cos z—s'+ sin z}'.

Fie ¢ §i p doud funciii numerice.
1° Si se exprime derivatele functiilor: Fo e, [eFlo9, p[F o9l

2° Si se determine g pentru ca vectorul derivata a doua a funciiei F o ¢ si fie coliniar cu

vectorul F(#), pentru orice .
5.30 Fie & = {i, j, k} o bazi ortonormati a lui E. Se considera functiile 7, J, K definite prin:

—p -
I{x) = cos x sin x4,
— -
J(%) = cos* 27,
— -
K(x) = sin x k.

—_ —>

—p -
A. 1° Mulfimea &() = {I({2), J(#), K(%)} este o bazd a lui E?
S se discute.

2° 3(») poat_e_fi o bazd ortogonali? Daci da, pentru ce valori ale lui #?

—>

3° Vectorii I(#), J(#), K(#) pot s& aibd aceeagi normi?
B. 1° S& se determine functiile derivate I’, J’, K’
2° Si se calculeze funciiile ,,produs scalar” I- I, J- J', K- K'.

—_ -—>  —> — —>
3° Vectorii I(2) si I'(x), J(#) §i J'(3), K(%) ¢i K'(x) pot fi ortogonali? Daci da, si se precizeze
in ce condifii.
4° Si se calculeze:

U+ 7+ Klx- U+ T+ K@)
Ce concluzie se poate trage? S# se regdseascd acest rezultat prin._tr)-o alti metodd.

C. Fie G functia definitd prin: G(x) = (1 — tg® x)I(#) + 2 cos #K(%).
1° Si se determine in modul cel mai simplu posibil functia: G - G'.
2° Vectorul [F + G}(#) are o normd independentd de x? (Se va scrie explicit functia

[# = |I[F + G1(#)IID-
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5.31 Fie 5,;; o bazi a Iui E §i fie f o functie numerici. Fie, pe de alti parte, functia vecto-
riali F definitd prin: ) L

- - -
Fla)= 27+ f(=)7.

Fie I indicatoarea lui F in reperul & = (0,7, 7) al planului afin §,.
1° S4 se compare I cu curba reprezentativi I'y, in &, a functei f.
2° 84 se determine F’.

x —_—
3° 54 se scrie ecnatfia dreptei care trece prin punctul My, = ( °) si de vector director F’(xg)
#o,
(care se presupune ci existd). S& se compare cu ecuatia tangentei la I'; in acest punct.
5.32 Fie F o funciie care admite derivatele a intlia §i a doua continue intr-un punct z, Si se
demonstreze ci existi o functie vectoriali y astfel ci:

(x — 29 (x — 7" =
L ANEY,

2 —>
S Frled +

—> — —
F(2) = F(#o) + (¥ — #o)F'(%o) +

lim 4y = 0.
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6. APLICATII
ALE FUNCTIILOR
VECTORIALE.
CINEMATICA

6.1 Studiul curbelor

6.2 Exemple de aflarea tangentelor
6.3 Cinematica. Generalitdti

6.4 Migscare circulard

6.5 Miscare helicoidald

6.1 STUDIUL CURBELOR
6.1.1 Curbe si functii vectoriale

Fie 8, un spatiu afin cu # dimensiuni pe R. Fiind dat un punct O, se stie
ci mulfimea afini punctati (0, 8,) este izomorfd cu spafiul vectorial R"
(Geometrie Anul I—CDE, nr. 5.1.6):

((0,8,) = {0} x &) (O,8,)=R"

Aplicatia j de la 8, 1a R, care face ca oricirui punct M al lui 8, sé-i cores-, |
pundi imaginea prin ¢ a perechii (0, M), este o bijectie. “
Fie F o functie vectoriali de la R la R". Fie &, un spatiu afin de dimensiune
n pe R si O un punct dat al lui 8, Se poate defini, cu ajutorul lui F, o
aplicajie M de la R la 8, in felul urmitor:
M(x) = j~(F ().

Indicatoarea functiei F in spajiu afin punctat (O, 8,) este mulfimea:

I' =M[R],
numitd inci curbd tndicatoare a lui F in (O, &,).
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Reciproc, o aplicafie M de la R la 6, fiind dati, se mai poate defini, prin
alegerea unui punct O, o funcfie vectoriald F de la R la R” in felul urma-
tor:

F(x) = j[M(x))-

B Fie & = (0, &) un reper al lui 8, (8 este imaginea prin ;7% a unei baze
& a lui R"). Coordonatele in & ale punctului M(x) sint componentele in &
ale vectorului F(x), adici numerele f;(%), fa(%), ..., fu(%), unde f; sint func-
tiile numerice componente ale lui F in &. :

fn practics, vom cerceta de aici inainte numai spafii vectoriale sau afine,
de dimensiune mai mici sau egali cu 3, pe R. Se obisnuieste ca %, ¥ (si 2)
s% fie numite coordonatele unui punct oarecare al lui &,. (respectiv &;) intr-un
reper &. Ne vom conforma de acum inainte acestei uzante, rezérvind o literd
diferitd (¢, u, ...) pentru a desemna variabila reald. Indicatoarea T’ este deter-
minatid prin ecuafia ei vectoriald:

— —
_ OM = F(t),
sau prin ecuatiile paramelrice:
x = f1(?)
y =/alt)

z = f3(t) (eventual).

W ; este parametrul; el nu intervine explicit in forma curbei T'.
Cu anumite condifii, fiind datd o bijectie ¢ de la R la R, avem:

t = op(u), % = ¢~(1),
F(i) = [F o 9l()-
Curba T' poate fi de asemenea definiti prin ecuafia vectoriald:
OM = [F o )(#),

sau prin ecuajiile ei parametrice:

x = [fy 0 p](n)
y = [fao o))
z = [faoel(w);
# este acum parametru.
Se spune ci s-a efectuat o schimbare de parametru.

Observagii. — 1 Studiul reprezentirilor parametrice ale curbelor si al schim-
birilor de parametru ar merita si fie aprofundat. Ne vom mirgini si admitem
ci cazurile uzuale pe care le vom intilni nu vor prezenta (fard menfiune
explicitd a contrariului) nici o particularitate in raport cu generalitétile suc-
cinte pe care le-am evocat.

2 Plecind de la ecuatiile parametrice ale unei curbe I, se poate, in anumite
cazuri, si se obtini ecuafia carteziani a lui I, gisind o relafie independentd
de parametru, intre coordonatele %, y si z.
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Exemplu. ’Ecua’;ii parametrice :

% =cost
y =sint.

Ecuatie carteziani: 2® 42 = L.

3 Fiind dati o curbd definiti prin ecuatia vectoriali OM = F(f), se poate
intimpla ca un acelagi punct M si fie obfinut pentru doui valori distincte
ale parametrului, Dacd aceste valori sint izolate, punctul corespunzitor se
numeste punct dublu. Mai general, daci existi mai multe valori distincte
si izolate ale parametrului, care determind un acelasi punct, acest punct se
numeste punct multiplu.

Exemplu. Ecuatii parametrice:

% = cos 3u
y =sin 24, wu<=[0,2x[.

Valorile -.2i si —% ale parametrului determini amindou# punctul de coordonate (0, 0). Mai
mult, existi o vecinitate V a lui % $i o vecinitate V' a lui — % astfel ci:
kg ™
Vyu, Vpuo [u # 2 sau wE — —2-] =M # M.

(Notatii evidente.)

6.1.2 Tangenta §i vector derivat

Fie ' o curbd a spatiului afin euclidian 8, pe R, raportati la un reper- afin
(0, ®). Fie F functia vectoriald a ciirei indicatoare in spatiu afin punctat
(0, &,) este I.

Fie fy un element al domeniului de definitie al lui F §i M, punctul cores-
punzitor al lui I, :

Fie ¢ un element al domeniului de definifie al lui F si M punctul corespun-
zdtor al lui I': :

_—> — -
MM = F(f) — F(f,).

e A ¢
- F(t) — F(t,) . . . s
Vectorul »(f) = — este un vector director al secantei la I', definiti

prin punctele M, si M. :
(Vom presupune ca existi o vecinitate V a lui #, astfel c§, daci ¢ este un

element al Ilui ¥V — {¢;}, atunci I'T(t) si Fﬁ)o) sint vectori diferii.)
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. . - . - . nd ~ A ind
Daci funcfia vectoriald v admite o limitd v, nenuld, in ¢, vectorul v, este
un vector director al tangentei la I' in M,. Or, dacid v, existd, el este vec-

—>
torul F'(f,) derivat al lui F in #,. Se poate deci enunfa:

TEOREMA | Fie T o curbii a unui spatiu afin eueclidian &,, O un punet al lui
.8, §i F o funetie vectoriali a ciirei indicatoare in (0, 8,) este T,
Fie M, un punet al lui I §i ¢, numérul real eorespunzitor.
—>
Dacii veetorul derivat al Iui F in £,, F'(%,), existi gi este nenul, atunei

—>
T admite o tangentd in M, si F'(Z,) este un veector director al acestei
tangente.

fn condifiile teoremei, ecuajia vectoriali a tangentei la T' in f, este:
— —> —>
OM = (t — t)F'(t) + F(bo).

(Aceastd tangentd este deci indicatoarea functiei afine tangente la F in ?,.)
Ecuatiile parametrice ale acestei tangente sint (cazul unui spatiu cu trei
dimensiuni) :

x = (¢ — t)f1lto) + frlto).
y = (t —_ to)f;.(to) +f2(t0)'
z = (¢ — to)fslto) + falto):

In cazul particular in care F = [¢ —~11 + f(t)f], se regiseste ecuafia tan-
gentei in punctul M, de coordonate %o(=#o) $i f(%o):

¥ = (% — %o)f'(%0) + f(%0)-

Observagie importantd. — Dacd vectorul derivat al lui F in #, este nul sau
nu_ existi, nu se poate trage o concluzie asupra neexistenjei unei tangente
in punctul corespunzitor. Existd, intr-adevir, curbe I' care admit o tan-
gent3 intr-un punct M, de parametru Z,, unde functia F nu admite functie
derivata.

Exemplu, Fie curba I’ pentru care una din ecuatiile vectoriale in (0, 8,) este:
— |t g
oM == Vs +i7 = F@),
— —
F(0) = 0.

— | o=
Pentru #, = 0, functia F este continui, dar F’'(0)nu existd (functia [x r-)% Vltl] nu este deri-

vabild in 0).
Totugi, avem:

—_— H — -
oM = %w’/m off),
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—_ End ——
cu: oft) = ¢ + {/t*j.
# s .
o(t) este deci, pentru orice ¢, un vector director al secantei OM.
Or:

lim o =
0

Curba I' admite deci ca tangenti in 0 (pentru ¢, = 0) dreapta care trece prin 0 §i de vector
-— —-)
director ¢, in timp ce F’(0) nu existi.

6.1.3 Puncte stationare

DEFINITIE / Fie I o curbii a spatiului afin euclidian 8,. Fie O un punet
al lui §, si F o funetie veetoriald pentru care I' este indicatoare in
(O, 8,). Un punet M, care corespunde unui numir real ¢, (valoare

—>
a parametrului) este numit staionar daci si numai daei F'(¢,) = 0.

Vectorul derivat fiind nul intr-un punct stajionar, el nu poate determina
direcfia tangentei. Si presupunem atunci ci vectorul derivati a doua in

—_—>
to, F''(t,), este nenul,
Dacd F este derivabili in 4y, avem:

F) = F(&) + (¢ — t)F (la) -+ (¢t — t0)e0,
lim ¢ = 0.

Mai general, vom admite c4, daci F este o functie de doud ori derivabili pe
o mgﬂztg;ne D si ¢, un punct din interiorul lui D, avem, pe D (exercifiul
ar. 5.29):

F) = ) + (¢ — t)F' () +@‘F—"(—ti) + =100,
cu:
lim 9 = 0.
Dacid Fm =0, avem:

g d — ) > — 1)
Fl) = Ft) + 1L F) + 4219 50,

— —
In aceste conditii, vectorul 1@3 = 21:(:—1"-% este un vector director al se-
= %o
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cantei MM si limita sa in {, este un vector director al tangentei. Or, aceastd

. . ‘—_é
limitd nu este alta decit F''():

—

lim v = F"(to).
H
Mai general, se poate demonstra urmdétorul rezultat: '

TEOREMA | T fiind o curbi intr-un spatiu afin euclidian &,, fie F o functie
vectorialii pentru eare I' este indicatoare si fie M/, un punet al hui T’
corespunziitor valorii ¢, a parametrului. Si presupunem eii deriva-
tele succesive ale lui F in #, existi.

In aceste conditii, primul dintre vectorii derivati suceesivi ai lui F

in £, care este nenul defineste directia tangentei la T’ in M.

Observatie. — Studiul precis al formei unei curbe T, definitd de » ecuatii
parametrice in 8, In vecinitatea unui punct M, corespunzétor valorii ¢,
a parametrului, se poate face avantajos aplicind metoda precedentd. Ne pla-
sim in reperul format de primii » vectori derivaji succesivi ai lui F in ¢,
care sint liniar independenti (in practici, » este egal cu 2 sau cu 3).

6.2 EXEMPLE DE DETERMINAREA
TANGENTELOR

6.2.1 Recapitulari la conice

S% reamintim citeva definifii.
Fie, in planul afin euclidian 8,, o dreapti D si un punct F care nu apartine
lui D. Muljimea punctelor M, astfel ci raportul distanfelor de la M la D

(fie H proiectia ortogonali a lui M pe D) si .
de la M la F este constant (egal cu ¢), este o
conicd C de excentricitate e, de focar F si de
directoare D (asociati lui F)_(fig. 1): M Ay

MeC e dh _
a(M, H)

Se obtin astfel: hiperbolele (¢ > 1), parabolele -

(e = 1), elipsele (e < 1).

Numai cercul nu a fost obfinut astfel, cu toate

ci poate fi considerat ca o conici de excentri-

tate nuli (focarele sint confundate i directoa-

rele aruncate la infinit).

Conicele cu centruw pot fi definite intr-un alt

mod. Fig. 1
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Fig. 2

w
Fig. 3

~

Fig. 4

deci :

Sad notim prin z'—(t)) si
si HM(t); avem deci:

|

Fie doud puncte F §i F’ ale planului afin
euclidian §&,.

Multimea E a punctelor M ale Iui 8,
astfel ci:

AM,F) +dM,F)=a, a>fF F)

este o elipsi pentru care F si F’ sint cele
doud focare.

Mulfimea H a punctelor M ale lui &,
astfel ci:

|d(M, F) —d(M,F')l =a a<d(F, F'),
este o hiperbold ale cirei focare sint F si
FI

Pe de alti parte:

Elipsa E mai este mulfimea centrelor
cercurilor tangente la cercul C’ de centru
F' si de razi a, care trec printr-un punct
F interior lui C’ (cercul director asociat
lui F) (fig. 2).

Hiperbola H este de asemenea mulfimea
centrelor cercurilor tangente la cercul C’
de centru F' §i de razi a, care trec printr-
un punct F exterior lui C’ (cercul director
asociat lui F) (fig. 3). Parabola P este
mulfimea centrelor cercurilor tangente la
0 dreapti D (directoare) si care trec
printr-un punct F nesituat pe D.

6.2.2 Tangente la conice

B CONICA ESTE DEFINITA DE UN FOCAR,
DIRECTOAREA CORESPUNZATOARE
$1 EXCENTRICITATE.

Fie o conicd C definiti de un focar F, direc-
toarea corespunzitoare D si excentritatea
e. Fie M un punct al acestei conice (fig. 4) ;
¢ fiind un parametru de care depinde M,
sd punem:

alF, M()] = (), a[H, M@)] = h);

r(2) = eh(t).

f(?) vectorii unitari respectivi ai semidreptelor FM(f)

FME) = [(710);  HME) = (10,



M depinzind de ¢, FM si HM sint funcfii vectoriale de :
aFm_ & ey
a a o a
@7‘_4 - hd_? + 27
a a - a

Rezulta, ?(t) si Rt) fiind vectori unitari pentru orice ¢ (deci ortogonali cu
vectorii lor derivati) :

= —>
3L M _dr, ;_dHM_ __ah,
at ¢’ a ' a’
cum: r=eh»‘z=g%,
dat a
- aFM ~ AHM
avem: i . — = ——. (§))]
at ar
Pe de altd parte:
—> — —
FM =FH 4+ HM ;
dFM dFH |, aHM
deci : = + .
at dat a
—
dFH(t)

Punctul F fiind fix, = este purtat de tangenta la indicatoarea lui FI‘I-),

—
deci de dreapta D; rezultd: j% =0,
— —
deci: R ﬂ = -; . Q_Ii.]‘{,
) I a a
Relatia (1) se scrie atunci:
-~ o aFMm
¢—e) — =0 (@)

: —_—
F fiind fix, funcfia vectoriald ®, definitd prin: 56) = FM(t), adgiﬁnd  pe

C ca indicatoare, are un vector derivat ortogonal cu vectorul #(f) — &j(¥),
oricare ar fi ¢.

Se poate trage concluzia: -

Fie C o conicii. Pentru orice punet M al lui C, existii o tangenti la
C care trece prin M.
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Fig. §

4
4

Fig. 6

Din F, si ducem perpendiculara pe FM
pind in T de pe D (fig. 5).

Avem :
- TM =7 -Hi =7 -Ij=h,
- TM =3 -FM=1-rn=7r

deci, pentru ci r=eh, avem (5 — ¢j)-TM =

C931.parind cu relatia (2), se vede ¢ vectorii
diM si TM sint ortogonali cu vectorul 7 —
— ¢f; sint deci coliniari.

Tangenta la conicd este deci dreapta TM.
Se poate enunta:

Fie C o conicd definiti de un
foear F si directoarea asociatd D.
Fie M un punect oarecare al lui C
si A tangenta la C in M. Fie T
punetul de intersectie al lui A si
D. Segmentul [}, T] este atunei
astfel ed unghiul (FM, FT) este
drept.

& Conica (cu centru) este definitd de focarul ei §i numdrul a.

Fie M un punct al conicii, F §i F’ cele doud focare (fig. 6); fie ¢ §i ; vec-
torii unitari ai semidreptelor FM §i F'M ; se pune:

FM =7, FM=r,

deci:

FM =i, FM =ryj.

Atunci cind M variazi pe conics, vectorii F'M si FM sint funcii vectoxiale -

de o variabili {. Avem:

dFM , a7
at at de’

= dr

+

o . o w3 pee .
Inmultind scalar prin 7 si observind cd, ¢ fiind un vector unitar:

@r=15sii-

De asemenea avem:

di + dFM
=0, avem: ;ﬂ=i'.
ds d: da:
]—'. AF M __ar

at ar’

Pe de altd parte, FF=Fil —FM ; deci, derivind, pentru cd vectorul

F'F este un vector independent de t:dFT:W — dd# = 0.
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infinaiseobﬁne: ;—=—]—-—=_

l

Punctul F fiind fix, vectorul dFd—f” are aceeasi directie ca §i tangenta in M
la conici. \

Cazul elipses.
Avem: » + 7' = 2a deci: ¥4+ ¥ .= = aFM
vem: = "a Ty =0 deci: (+7) == =0
Vectorul 7 + feste ortogonal cu tangenta in M la curbi; ¢ si ; fiind unitari,

2+ j este un vector director al unei drepte numits bisectoarea interioard

e — —_
a unghiului (MF, ATI)T'). (Vectorul ¢ — j defineste de asemenea bisectoarea
exterioard a acestui unghi).

Or, 7 §i 7 fiind unitari: (G + ) - (f — j) = 0.
Se enunti (fig. 7):

Tangenta la elipsi intr-un pumzt_) este bisectoarea exterioarit
—
a unghiului de raze vectoare MF si MF’.

Cazul hiperboles.

Avem: |r — 7’| = 2a, deci, prin 'derivare: ‘-;-'t = % ;
= = dFM
De unde rezulti (fig. 8): (¢ —5) =0

Dupd definifiile reamintite mai sus, se enun in mod analog:

Tangenta la hiperboli intr-un punet este bisectoarea interioari a
—_ —>
unghiului razelor vectoare MF si MF’;

Fig. 7 Fig. 8
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6.2.3 Tangente la o elice circulard

Fie 8, un spafiu afin euclidian real de dimensiune 3.

Fie & = (0, 5 _7-,’];)' un reper ortonormat al lui 85 O elice circulard este
o curbi I’ a lui &, ale ciirei ecuafii parametrice in & sint:

x = Rcost
y=Rsint¢
z = M.

Proiectia ortogonald a lui I' pe planul determinat prin (0, ¢, §) este cercul
de ecuatie %2 4 y® = R®, . )
Proiectiile ortogonale ale lui I' pe celelalte plane de coordonate sint sinusoide.
Tangenta T laT intr-un punct M, corespunzétor parametrului ¢, are ca vector
director vectorul de componente :

R cos ¢,
A

Rezultd ci aceasti tangenti T face un unghi constant cu planul definit de

O, s, ;) Ea se proiecteazd pe acest plan dupid tangenta ¢ la cercul y de
ecuafie 2% 4 y2 — R?* =0, in punctul m, proiecjie a lui M, (fig. 9).

Exereitii

6.1 Fie F funcfia vectoriald definiti prin componentele ei x gi y in reperul ortonormat & al
planului afin euclidian:
#(8) = rcost
y({f) =rsint (r<R).
1° Care este curba indicatoare T' a lui F in &?
2° Cum se traduce periodicitatea lui F? (In acest caz, ne mirginim in general si definim pe F

intr-un interval format de o perioads, astfel ca curba T s& nu fie obfinutd decit o singurs dats.)

S:inSi se efectueze schimbarea de parametru definite
prin:

n ,7

*y

¢
vu-ctg;'

Care este indicatoarea I a mnoii funcfil vectoriale astfel
obfinute? S# se explice de ce I' gi I’ nu sint identice.

M, 6.2 Fie D o submulfime a lui R gl F o aplicafie de la
z D la R% Fle y un punct interior Iui D, Vom admite
c, daci F admite pe D derivate de un ordin oarecare,

avem:

F(3) — Fzo) + (= 5)F @0 + o0 +

X — xg)® X — 2P —>
+-(—.ﬁ)._p(") (%0 +$_i (7).
nl nl
cu: lim ¢, = 0.
Fig. 9 % *

258



1° Si se demonstreze ci primul vector derivat nenul in #o definegte tangenta la I' in punctul
corespunzitor.

2° Cu ajutorul relajiei precedente, si se studieze curba indicatoare a lui F in veciniitatea unui
punct #, astfel ca vectoril F™(z,) si F'™ (z,) si formeze o bazi a lui R2;

a)pentru n =1 §i m=2;

b) pentrun =1 si m=3;

c) pentru n =2 si m=3;

d) pentru n =2 gi m=4.

—— —— e f—
(Se va folosi semnul componentelor vectorului F(%) — F(#,) pe baza considerat [F (0), F (m) (%)) ]

6.3 Fie F o funcfie vectoriald a cirel curbi indicatoare I' in reperul ortonormat & al planunlui
admite o ramur} infinitd in vecinitatea unui punct de acumulare #, din domeniunl de definitie
D al lui F.

1° S4 se precizeze ce semnificatie are existenfa unei asemenea ramuri infinite,
2° In ce condifii I' admite o directie asimptoticd in vecinitatea lui x,?
3° In ce cazur I' admite o asimptotd, o ramuri parabolic in vecinitatea lui x4?

6.4 In cazurile urmitoare ce se poate spune despre curba indicatoare T', Intr-un reper plan &,
a functiei vectoriale F de la R la R??

———— ——

1° 33.-1;, agT. Vpt F(t + = F(t) + v
(Exemplu: F—(-s = (f — sin f;;'..*. (l — cos l);.:)
= -> — —
2° dpV, Vgt gt’ F@)) + F(¥) = V.
(Exemplu: F) = (1 + cos )7 -+ (1 + sin i)

-

3° 5;;:1’. Vgt 3g¥, Ig) F) + F) = a7,

(Exemplu: F_(E = @ cos t?+ b sin Ij3
.
S se studicze curbels definite tnlr-un yeper ortonormat al Planului prin functiile vectoriale definite

mai jos prin componentele lor. Se vor studia eventualele simatysi (exercitiul nr. 6.4), ramurils infinite
cind este carul (exercifiul nr. 6.3). Se va determina, sventual, o ecuafie carteziand.

) = * x(m) = m?
6.5 Jt 6.8 1
¥ = Vi Y =t
1 -4 %(2) = acos?
= 6.8 { y:t)) =bsin2
81 141 () =2+ 1
== 6.10 8
- { x(t) = 2costt v =r- ?
() = sin 2, ) = 1
) = — : 8.12 "1
6.11 cos ¢ )
yH =dtgh M =r



2 M o
= 0 = 5o
613 ¢« 6.14
2 | g o2
" = ¥ =g +1
1 03y 2
2(8) = ¢ 11 %) = w1
6.15 6.16
. t
y(t)=27-—|_—l' y(‘)=5+4“+1

L]
. e
6.17 Fie & = (0, 4, f) un reper ortonormat al planului,
Si se studieze in & curba indicatoare T, a functiei vectoriale F,, definitd prin componentele
ei in R:

1
x’“):l—e’+t'
H
f) = —————
¥t l—et s

Si se discute dupd valorile lui e. (Se poate determina o ecuatie carteziani a lui I, in &.)

6.18 Exercifiu rezolvat.
Sd se studiezs funcfia vectoriald F definitd prin componentele ei Sntr-un reper ortonormat :

#(t) =8 — 2t

9 = +o

Solutie. — Domeniul de definifie al lui F este D = R*; func{ia F nu este periodici.

Curba indicatoare T' nu prezintd simetrie aparenti.

F este continud pe domeniul ei de definitie.

F reprezint# ramuri infinite in vecinitatea lui —o0, 0, +00: pentru —oco, avem: lim x = 400,
-0

imy = 4o0;
-0
y() o2

()  #+1
deci: lim LA 1.
-0 ¥

Curba I' admite o directie asimptoticd de coeficient director 1:

1
y(t)—x(t)=2t+;-;
deci: limy — » = —o0.
—c0

Curba I' admite o ramuri parabolici in vecinitatea lui —oo0:
pentru 400, avem: lim ¥ =limy = 400,
+o -+

liml=l,

+0 &

limy — % = 4.
+®



Curba I' admite o directie asimptotici de coeficient director 1 §i o ramurX parabolici {n aceasts
direcfie, in vecinitatea Ini +o00: pentru 0, avem:

limx=0, limy=4c0.
0 ]
Curba I'" admite ca asimptotd axa ordonatelor in vecindtatea lui 0.

W Studiul punctelor vemarcabile.

1 Puncte duble.
Dac# existi puncte duble existd valori #, # ale parametrului astfel ci:

—  —>
F(t) = F(t) si ¢£¢.
Reciproc, daci existd asemenea numere, care in afari de aceasta sint puncte izolate ale dome-

niulni de definitie al lui F, existd atit puncte duble, cit §i perechi de valori ale parametrului
care satisfac aceastd relatie. S& rezolvdm deci ecuafia definitd prin:

t.ED g it g F@) = F@).
— R
Conditia F(¢) = F(¢') implicd succesiv:
a) #(t) = =(t),
0 — 2t =132,

C—t)E+¢—2)=0;

mai mult: VDt —1#£0;
deci: t4-t =2,
b) (1) = y{t),

1 1.

;+t’=‘7, o A

(1 + )¢ = £2(1 4 ¢9),

('8 — 83) 4 33 — 1) = 0,
(2 — (1 — p9) = 0,

 — @ + (1 — ) = 0.

Or: ¥ —t#£0,
P40 (F4t=2);
deci: 3 =1,
adici: W=1 sau # = —1.,
c) Dacdi: V4it=2 i =1,
atunci : t=¢=1
Aceastii solufie nu convine cici este incompatibild cu conditia
tL#E Y
Daci: t+r=2 g #=—1,
atunci: { t=1+ ‘/-E
vt=1-vY72
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Existd deci'un punct dublu unic ale clirul coordonate slnt
s +VD=21-V2 =(1+‘V2):—2(1+V2).. 1
1 2 my(l =V 2) =——=7— 2*-6.
Y +VD =y -V = e — 1+ V)
Tangentele la cele dou#t ramuri ale lui I' care trec prin acest punct dublu stnt determinate de
vectorii :

Fl+4D) F'(I—J‘z).

acegti vectorl nu sint obligatoriu egali.
2 Puncte singulare.

Vectorul FW’) este definit prin componentele sale:
(i) =2t -2
: 2 L o2e—1) .
YO =— g U=

Se obtine un punct singular S pentru ¢ = 1.
Avem intr-adeviir:

T .
F)=0 [#(1)=—1, y(1) = 2).
Tangenta in acest punct singular este definiti de vectorul F(1):
x"(¢)~=§“ SR

6
208 = 2 —;
¥'@®) +”

l (1) =2 .
y'(1) =8.
tn vecindtatea acestui punct singular, se poate scrle:

—_— (= 1) . — (1= 1) t— 1) —
7 = 7 + Pl - 1 + 50 S 4 o S0 05,
cu: i lim e =—6.
1
—
Vectorul F"*(1) este definit prin componentele sale: :
(g =0
Fin '
Yo =—5i
#7(1) =0
I,I(l) = e 24
In vecinitatea punctuhu singular, avem:
— S
FU(1) o V(‘) =F(') —"F(l)='- ¢ ) F(L) +
s - = (—1)—;
Fig. 10 + e o+ «(0)-
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Vectorii F”’(1) gi F'”(1) formind o bazi a Iui R? §i vectorul ¢T‘$ fiind neglijabil in vecin&ta:tea

lui 1, componenta lui V(f) pe F”(1) este pozitivd in vecinitatea lui 1 §i componenta Iui V{f)
—_—) .

pe F’”/(1) are semnul Iui £ — 1 in vecinitatea lui 1.

Cum, mai mult, F(1) este tangentila curba I' in punctul studiat S, configuratia este aceea
din figura 10 (,.intoarcere de prima spetd’).

B Studiul curbei I' este ugurat de prezentarea unui tabel care recapituleazi diversele rezultate :

t — -1 0 1 +00
x(t) 400 N 3 N N -1 A + o0
0 - - - o+
(2 +o0 N 2 A + 00 +c0 N 2 A +c0
y'e) - 0 + - 0 +

B Schifa formei curbei este ficutd plecind de la tablou §i tintnd seama de diversele informatii
obtinute cu ocazia studiului punctelor remarcabile (fig. 11).

S observim ci, pentrn ¢t = — 1:
y'@® =0, @) #0;

avem deci o tangenti paraleld cu axa-absciselor (de coeficient director 0).

Pentru a preciza curba, se pot plasa citeva puncte remarcabile §i, eventunal, tangenta la I tn
aceste puncte:

#()7=0, t=0 sau #=2;
y(0) nu este definit;

) 4+l #(2) =2 '2—1—5
¥ =4+, ( , ¥'(2) = 7
]

Sa se studieze, ntr-un veper orionormat, curbele indicatoare ale funciiilor vectoriale definite masi
jos prin componentele lov. (Se vor studia in particular simetriile curbei, punciele yemarcabile si
ramuyile infinite; se va da forma generald a curbes.)

6.19 [ =9
y(@) =

'y(‘)lﬂsin3‘. ' i, Gl . . L . T . RN P
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(t=1+v2)
‘] ”{(m-m
'*{L‘-'»Z)
2 -
S(t=1) (¢=-1) i
+7
1 7 3 -

Fig. 11

6.3 CINEMATICA. GENERALITATI

6.3.1 Matematizarea unei probleme

Pentru a aplica metodele matematice la o problemid reald pe care sintem
pusi s-o studiem, trebuie mai intii si transpunem aceasti problemd in ter-
meni matematici. Aceasta se poate face adesea in diferite feluri §i prima
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chestiune ce trebuie rezolvati este de a alege modelul matematic ce-l vom
aplica problemei puse. Este ceea ce numim matematizarea problemei.

Apoi, si in aceasta consta domeniul privilegiat al matematicilor, se lucreazi
pe acest model pentru a se rezolva problema dati, tradusi in termeni mate-
matici.

Se poate intimpla, mai ales in problemele complexe, ca solujiile matematice
astfel obtinute s3 fie date prin solutii putin satisficitoare in realitate. Aceasta
se datoreazi faptului c¢i modelul ales nu era destul de adecvat problemei
puse pentru a o rezolva cu destuld precizie.

Problema conduce adesea la modificarea modelului initial. Evolutia stiingelor
fizice, de exemplu, furnizeazi numeroase exemple in aceasti privinta.
Mecanicd clasicd, destul de adecvati realititii pentru a explica fenomenele
uzuale, nu-5i didea seama de anumite fenomene (de exemplu, rezultatele
experienfei lui Michelson i Morley). Un nou model, acela al mecanicis rela-
tiviste, s-a dovedit mai adecuat. Existi dealtfel multe sanse ca nici un model
matematic s nu fie perfect adaptat unei probleme reale ceva maj complexe.
Stiinfa procedeazi astfel la treceri de la modele la modele din ce in ce
mai adecuate.

Exemply. Cumpiirarea unei miérfi in Franfa poate fi matematizati prin operatii asupra nume-
relor zecimale,
Dimpotrivi, in Anglia, acest model ar fi neadecuat datorits existenfei unei monede nezecimale*.

6.3.2 Cinematica. Punerea problemei

In spatiul care ne inconjoard se gdsesc mai multe obiecte. Unele sint in mig-
care, altele in repaus.

Dar aceastd nofiune de miscare este esempial relativi Jatié de observator. De
exemplu, bancheta din tren este in repaus in raport cu voiajorul care sti
pe ea, dar poate fi in migcare in raport cu cantonierul. Un obiect M se spune
cd este in migcare in raport cu un observator 0, daci pozifia lui M in raport
cu O variazd in functie de timp.

Vom considera nofiunea de timp ca o nofiune intuitivi. (Nojiunea de durati
este infeleasd fiziologic, iar nofiunea de timp este deja o matematizare.)
Observagie. — In realitate, este greu de spus dacid notiunea de durati este
primara in raport cu nofiunea de miscare sau invers. Este posibil ca notiunea
de migcare si fie primard si fondati pe considerafiuni energetice.
Cinematica este studiul matematic al migcirii obiectelor.

6.3.3 Matematizarea problemei precedente

Modelul cel mai simplu al situatiei descrise la 6.3.2 este urmitorul :
Spatiul care ne inconjoard este ,,modelat” printr-un spatiu afin euclidian 8,
de dimensiune 3 pe R. Un obiect din acest spatiu este modelat printr-un

* Aceastd situatie nu mai este reald in prezent (N.R.)
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punct M al lui 8, §i observatorul printr-un punct O al lui 8., In - aceste
conditii, pozitia lui M in raport cu punctul O este definitd prinfvectorul 0—11)1
Pe de alti parte, nofiunea de timp este definiti printr-un parametru real
pe care-l asociem fiecirui , moment”. O duratd este definitd printr-o dife-
ren}i (pozitivi) a doud valori ale parametrului real atagate momentelor extreme
ale acestei durate. . : B
Vectorul OM apare deci ca o funciie de parametrul ¢ (timpul). Studiul mig-
cirii unui punct corespunde deci in acest model studiului unei aplicatii M
de 1a R 1a (0, 8;), care poate fi adus la studiul funcfiei vactoriale F defi-
nite prin: ‘ -
— —>
F(t) = OM(t).
Observagii. — 1 Am dat aplicatiei de la R la (0, 8,) acelasi nume ca obiec-
tului cici, in realitate, aceastd corespondentd este concretizati prin acest
obiect M.
2 Dupi particularitijile intuitive pe care le acorddm migcdrilor, functia F
este continui si derivabili, cufexcepiie poate in anumite puncte izolate (care
ar corespunde la fenomene de goc: glonte care ricogeazi, ...) in care funcfia
este totusi derivabild la dreapta si la stinga.
3 Daci M se deplaseazi intr-un plan, matematizarea se efectueazi in acelasi
fel cu un spafiu afin euclidian 8; de dimensiune 2 pe R.
%4 Este extrem de verosimil ca modelul pe care l-am dezvoltat si se dove-
deascs inadecvat pentru explicarea unui anumit numér de fenomene obser-
vate. Vom conveni si modificim acest model pentru a descrie mai perfect
aceste noi fenomene (exemplu: mecanica relativistd).
5 Cinematica foloseste un vocabular particular pe care-l vom dezvoita in
secfiunea urmditoare.

6.3.4 Vocabularul cinematicii

Atunci cind se trateazi o problemi de cinematici, cuvinte a ciror origine
sint de naturi fizici interfereazi cu modelul matematic. Din aceastd cauzi,
punctul M(f), imaginea unui numdir real # prin aplicafia M de la R la spafiul
afin euclidian, model al spagiului real, este numit pozifia mobilulus la momentul
t si se poate da numele de mobil acestei aplicafii M.

Un punct O fiind dat in 8, indicatoarea in (0, &;) a funcfiei vectoriale F
definite 1a numirul 6.3.3 este fraiectoria mobilului in raport cu observatorul O.
tn raport cu acest observator O, se poate repera pozifia mobilului la mo-
mentul ¢ in diverse moduri care corespund diferitelor feluri in care se deter-

—_

mini vectorul OM(f)- Metoda cea mai curentd este de a da un reper & al
—_— :

lui 8, de origine O si de a repera vectorul OM(¢) prin componentele lui

£ 10, fo(f) 1n 8.

Existi si alte metode, dar nu vom semnala decit pe aceea care consti in

—>
a repera vectorul OM(f) sub forma:
—— -
OM(t) = plt)e(®)
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unde 7(f) este un vector unitate al direcfiei lui %)

OM(t) si p(t) misura algebrici a lui [0, M ®1

pe axa definiti prin #(f). Aceasti metodid este
adesea intrebuinfatd in cazul unei probleme
referitoare la un spatiu de dimensiune 2, cici
atunci (in raport.cu O) este usor si se repe-

reze -f(t) prin unghiul lui polar 6(f) in raport Fig. 12
cu un vector fix dat j (fig. 12).

B Vectorul derivat in ¢ al funcfiei F se numeste vector-vitezd al mobilulus
la momenitul .

S& reamintim cd acesta este paralel cu tangenta la traiectorie in punctul M().

Se noteazi de obicei 17(7) si se reprezinti prin reprezentantul lui de origine M (2).
Indicatoarea functiei vectoriale V' intr-un reper de origine Q este adesea
numitd hodograful miscdrii in raport cu Q.

Fiind dat un reper cartezian & de origine O, componentele in & ale vecto-
rului-vitezi 17(t) sint, cu notatiile date mai sus:

[0, fil).,  f:0).

— —_>
In. cazul planului, daci se considerd ci vectorul F(f) = OM(f) este definit
prin:

= = = .
F(t) = p(t)i(t) (¢(t) vector unitate),
avem, dupd regulile de derivare ale unei functii vectoriale:
— — P
7l =F @) = o0 + o))

@ fiind unitar, 165 si 1"_(;) sint ortogonali; ei formeazi deci o bazi (daci
/() nu este nul).

In aceste conditii:

p'(t);?(—t’) este numit uneori vecfor-vitezd radialé a mobilului la momentul ¢;

p(t)i'—(-;) este numit uneori vector-vitezd transversé a mobilului la momentul 2.
Norma vectorului-vitezi la momentul ¢ este numiti vitezd aritmeticé a mobi-
lului 1a momentul ¢

Observafie. — Este important si nu se confunde [|[F'(f)]| cu ||F()||.

>
B Valoarea in / a derivatei a doua F’’(¢) (care vom presupune ci existi, excep-
tind poate o multime finitd de puncte izol_aic)e) este vectorul-accelerajie al mobs-

lului la momentul t. Se noteazi adesea: I'(f).
Fiind dat un reper cartezian & de origine O, componentele in & ale vecto-

rulu1 acceleratie I‘_(t3 sint:
o S®), fi(t), fi(t) (notatiile precedente).
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— — . .
tn cazul planului 5i daci OM(#) = F(¢) este definit prin:
— = = — :
OM(t) = F(t) = p(t)i(f) (4(f) vector unitate),

=7 T/ e %
avem: V() = F'(t) = o' ()st) + p(0)e'(0).
i vy AR - Y prryed

&rin urmare: () = F"(¢) = 0" (0)i(2) + 20’()i'(8) + o(£)s"(2) ;
i(t) si +'(f) formind o bazi (ortonormatd) a lui R?, se poate scrie:

= oy
T() = 7(t)i) + ()’ ().
in aceste condifii: :

—y

r(t)ﬁt’) este numit uneori vector-acceleratie radiald a mobilului la momentul ¢;

<(t)s'(f) este numit uneori wvector-accelerafie tramsversé a mobilului la mo-
mentul £.

—
S notim ci vectorul #'(f) nu are in mod necesar o normi constanti.
Observatie. — Existi alte moduri de a determina o aplicajie de la R la un
spatiu afin euclidian §i de a determina astfel o migcare. De exemplu, dacid
se cunoagte traiectoria & a mobilului M si daci aceastd traiectorie are un
anumit numir de proprietdfi, care permit si se mdsoard printr-un numdir
real lungimea arcelor lui § (§ este numitid rectificabild), se poate, avind &
orientati si inzestrati cu o origine O, determina pozifia M(f) a lui M la

momentul ¢ prin abscisa curbilinie OM(¢) pe curba §. Studiul migc#rii revine
atunci la studiul unei funcfii numerice.

Acest lucru se intimpl3 frecvent in cazul traiectoriilor simple: drepte, cercuri
(a se vedea Algebra, anul I—CDE, capitolul 10).

Pentru a vizualiza acest studiu, se vor trasa diagrame (spa}ii, acceleratii, ...)
care nu trebuie in nici un caz, confundate cu traiectoria.

Relatia care di abscisa curbilinie s a lui M pe § in functie de timp ia numele
de lege orard a miscdrit. '

6.4 MISCARE CIRCULARA
- 6.4.1 Definitii

Se spune ci o miscare este circulardé dacd traiectoria acestei migcdri este

un cerc.
Vom mnota cu O centrul cercului C §i cu R raza lui.
Vom presupune ci cercul este orientat in sensul direct al planului siu §i pre-
vazut cu o origine A, ceea ce permite si se repereze un punct M al lui C
prin abscisa lui curbilinie s:

N\

s = AM = R(O4, OM):.

1. Confundim aici unghiul cu misura lui in radiani, ceea ce nu are nici un
inconvenient practic. Dar se infelege ci trebuie si fim congtienfi de aceasta.
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Planul cerculm C este raportat la un reper ortonormat direct (O i, _7) astfel
ci: OA = Ri.

Pozifia punctului M pe C este definitd de vectorul OM.
Acest vector poate fi definit prin unghiul 6:

0 = (OA, OM).
Acest unghi este numit unghs orar al mobilului M, atunci cind se foloseste
limbajul ci_nfmaticii.
Vectorul OM poate fi determinat intr-un cu totul altfel, de exemplu, prin
componentele lui scalare in reperul (0, ¢, j):

= na
OM = x1 + vy,
unde x si y verificd ecuatia cercului C in (O, 1, _7)
| O m1§care circulari poate fi determinatd prin indicarea functiei vectoriale

OM () = F (t) sau incid prin indicarea legii orare a migcédrii §i a traiectoriei
sale.
S3 presupunem ci miscarea este datd prin legea ei orard:

s(t) = f(0)-
Fie 6(f) unghiul orar al punctului M().
Avem : s(t) = RO(t) = f(2);

prin urmare: o) = % ’

ceea ce permite si se determine functia vectoriald F prin:

-

I:'z;) =R [cosf%) -1+ sin%t-) ;] = R [cos 0(¢) - i+ sin 6(2) ]—j

S4 observim c#, in cazul unei misciri circulare intr-un plan raportat la un
—

reper ortonormat a cirui origine este centrul cercului, vectorul F(f) are o norma
constantd (egald cu R).

6.4.2 Vector-viteza

Fie o migcare circulard intr-un plan raportat la un reper a cérui origine este
centrul cercului.
—

— — —
Vectorul OM(¢) = F(f) are o normi constantd: F(f) = Rk(f).
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Vectorul vitezd V(t F’(t) este ortogonal cu- A () = OM (t): (are de altfel
aceeasi direcfie ca tangenta la cerc in punctul M()). Avem: °

V(t) = F'(t) = R - 0'(t) [sin O(t)z + cos O(t)j] =
=R-0( [cos [O(t) + g] i + sin [e(t) + %]3] :

DEFINITIE / Se numeste vitezii unghiulard a unei miseiiri circulare, la data
!, derivata la momentul / a unghiului orar al lui M/ (funcﬁe de ¢).

Aceastd vitezi unghiulard este notati adesea: off).

—>
« 7 : M t
Dacd z(¢) este un vector unitate care formeazi cu % un reper ortonormat

—
direct, avem: V(f) = Rw()=(f),
si:

6.4.3 Vector-acceleratie

Avem: V() = Rol(t) [cos [e(t) + %] i +sin [O(t) + %]}’] = Ro()70) ;

deci T0) = Ro'()0) + Ro(®)¥0);
dar: () = olt) [cos [O(t) + 12‘.]2' + sin [e(;) + %]}’] ;

—p

vectorul m) este deci coliniar cu OM(t), deci normal (ortogonal) la traiec-
torie in punctul ¢:
76 = o) [— &)

prin urmare : T(t) = F'(f) = R'(t) =(f) — Ro2(t) k().
Se spune:
Re'(t)7(f) este accelerafia tangentiald a miscirii;
— Re*()k(F) este accelerafia normalé a miscirii.
Observagie. — Se defineste adesea vectorul #(f) = — () normal la cﬁrbi.
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Componenta tangentiali a accelerajiei este Re'(f) si componenta normal3
este Rad(t):

T — Ro + Ro' |

Este de remarcat ci, in cazul unei migcéiri circulare, acceleratia normali a
migciirii este dirijatd spre centrul cercului. Se spune ci accelerafia este centripetd.

6.4.4 Miscarea circulard uniform3

DEFINITIE / O migeare circulari este uniformé daeci gi numai dac# cele doud
conditii de mai jos sint realizate:

a) aceeleratia miseiirii este definitii in fiecare moment;
b) norma vectorului ei vitezd este constantii.

Cu notatiile de la nr. 6.4.3, avem:
17l = |Ro(#)] = Rla()].
Pe de altd parte, & este o functie derivabild, deci continui. Prin urmare:

O miseare eirculari este uniformi daed si numai daeéd viteza ei un-~
ghiulari este constanti.

Avem atunci: 0'¢) = o,
0¢) =t + 6, (9o =R).
Se deduce de aici expresia functiei vectoriale F:

i

OM{t) = F(§) = R [cos (ot + 00)7 + sin (ot + 80)7].
Functia F este periodicid. Se poate deci enunfa:
O migeare cireularid uniformé, de vitezi unghiulari , este periodied,
de perioadd T: : :

o 2=n

w

Observafie. — 0, este unghiul orar al mobilului la momentul inifial. Este
posibil, in numeroase cazuri, si se aleagd reperul in care se lucreazi, astfel
ca 0, si fie nul.

W VITEZA $I/ACCELERATIA
Fie o migcare circulari uniformi (notafiile de mai sus). Avem:
—  —> L ~ ' =
F(t) = OM(t) = R [cos (ot + 0) - 2 + sin (wt + 8) - 7],
V() = F{5) =.Re [— sin (o -+ 8) - 7 + cos (o + 8) - 7,
- . = == . C o
I't) = F""{t) = — Row?® [cos (&t + 0,) - % + sin (wf + 0,) - 7.
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Dacéa se pune:

FQ) = 207 + »().
avem: 17(;) = — ﬁ)y(tﬁ + x(tﬁ,

!

g

I(f) = — w®2()i — ()] = Ro%n.

Intr-o migcare circulari uniformd, de vitezi unghiulari  pe un cerc de razi
R, acceleratia tangenfiald este nuld, iar accelerajia normald, centripeti
(nr. 6.4.3), are ca modul w?R.

6.5 MISCARE ELICOIDALA
6.5.1 Miscari elicoidale

DEFINITIE / O miseare este numiti elicoidali daeii traiectoria ei este o
elice (ur. 6.2.3).

O asemenea migcare este definitd atunci printr-o funcfie vectoriald F definiti
rin :
p —> — - — -
OM() = F(t) = Rcosf(t) -+ + Rsinf(t) - 7 + hf(t) - &,

unde (0, 7, 7, k) este un reper ortonormat al spatiului afin euclidian 8.
Se observd: k este pasul elicei.

O migcare elicoidala poate fi considerati ca fiind compusi dintr-o migcare
circulard pland (functia F,) §i o migcare rectilinie (functia F,):

FG) = Fif) + F,0.
Vectorul vitezd al acestei migciri este definit prin:
V() = — Rf'(t) sin f())5 + Rf'(¢) cos fO) + hf'(t)k:
Dacd se pune f'(f) = » (ca in cazul migcérii circulare).
avem: V(@) = Ro [— sin f(t)i + cos ft)f] + hok.
Reperul (0, 7, ]_,‘fe-j fiind ortonormat, avem:

T2 = (R® + h?)ed.

6.5.2 Migcarea elicoidala uniformi

DEFINITIE / O migeare elicoidald este uniformd daed si numai daeii cele
doud conditii de mai jos sint realizate:
a) acceleratia ei este definiti in fiecare moment;
b) norma vectorului ei vitezi este eonstanti.
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Ca si in cazul migcérii circulare uniforme, se deduce:

0 miseare elicoidalid este uniformé dacii si numai daedi viteza ei
unghiulard » este constanti.

S4 observim cd aceastd vitezd unghiulard constantd este in acelagi timp
viteza de translatie a proiecfiei punctului M pe axa (O, k).
W VITEZA S$I ACCELERATIA
Fie o migcare elicoidald uniformi (notafiile de mai sus). Avem:
F() = R [cos(wt + 0o)i + sin (of + 80)7] + A(wt + 0,),
V() = Ro [— sin (et + 80)7 + cos (of + 80)7) + kwk,
T(f) = Ro? [— cos (@t + 8,) — sin (wf + 05)7].

Sd observam ci acceleratia este identicd cu aceea a migcirii circulare uniforme
proiectate pe planul (O, 4, 7). Acceleratia tangentiald este nuli.

EXERCITII

6.23 Un punct M() este definit intr-un plan raportat la un reper ortonormat (0, W ﬁ prin
functia vectoriald urmitoare:

—_ —_— - -
F(t) = OM(t) = ()i + »(3)j,
{ %) = cost —sin¢

y() =cost -+ sint.

S# se construiascd traiectoria ¢i hodograful in raport cu O. S& se calculeze vectorul acceleratie.
(Reamintim c3 hodograful in raport cu O este indicatoarea funcfiei vectoriale V' intr-un reper
de origine 0.)

6.24 Un punct M al planului P, raportat la un reper (0,7, j_)’, descrie parabola y — 2% = 0 dupi

o lege astfel ci proiecfia lui M pe dreapta (0, §) are o miscare uniformi de vitezi a.
1° S3% se exprime norma vectorului vitezi la data ¢ in funcfie de z.
2° S4 se determine hodograful §i vectorul accelerafie la data 2.

cu:

6.25 1° Se presupune ci proiectia unui mobil M, pe o axi, paralel cu un plan P, are o mig.
care rectilinie uniformd (vector-vitezi constant). Si se demonstreze ci hodograful este o curbi
pland.

2° S3 se demonstreze ci, reciproc, daci hodograful in raport cu un punct O este intr-un plan
Q, care nu contine pe O, proiec{ia mobilului, paralel cu Q, pe orice axi neparalels la Q, are o
migcare uniformi.

6.26 Daci traiectoria unui punct M este plani hodograful in raport cu un punct oarecare O
este intr-un plan care trece prin 0. Ce se poate spune, reciproc, despre o miscare astfel ¢ hodo-
graful in raport cu un punct O este intr-un plan care trece prin O?

6.27 S¥ se caracterizeze o migcare astfel incit hodograful in raport cu un punct O este o dreapti
D care nu trece prin O,

6.28 Intr-un plan raportat la un reper ortomormat (O,—{, :1'-)’. se noteazi prin M(¢) punctul ale
cirui coordonate sint date in funcfie de timp prin:

X() =2, Y(@#) =8~ 1.
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1° Si se determine traiectoria.
2° S se calculeze componentele vectomlm vitezii ;i acelea ale vectorului acceleratie la data 2.

S# se indice prin sigefi-sensul migcirii.
3° Si se construiascd hodograful in raport cu punctul 0.

6.29 Un punct M a ciirei pozifie M(f) depinde de un parametru real, #, descrie o curbd plani I
1° Se presupune ci la -momentul ¢, norma vitezei se anuleazi, Ce se poate spune despre mig-
carea punctului M fn acest moment?

2° Se presupune ci curba I' este’ orientatd §i'ci tangenta in fieca.re punct se orienteazi la fel
ca I. Fie v mi#sura algebrici a vectorului vitezi pe tangenta orientati.

a) Ce se poate spune daci v se anuleazd firi si schimbe semnul in ¢4?
b) Ce se poate spune daci v. se anuleazi. sch.imbind 5emnul in 2,?

6.30 Miscarea unui punct M, in planul raportat la un reper ortonormat este definiti prin
) =t4+ 2, : e —
#) + ¢ = 44t 4 3’

1° Si se studieze mxscarea !nceptnd cut = 0. S3 se demonstreze ci trajectoria se afld pe curba
de ecuatie:

v R P
In ce sens este aceasta parcursi?

2° Si se determine hodograful in raport cu originea O, Ce se poate spune despre vectorul acce-
leratie ?

6.31 Un punct se migcd in plan incepind de la ¢t = 1. Avem in functie de‘ﬁmp:
' 1
%(t) = Log ¢, y(t) =1t —f .

(Log inseamni logaritm neperian).’

1° S4 se determine gi si se construiascd hodograful migcirii.

2° Si se calculeze valoarea a.lgebncﬁ 4 vitezel. S se deduc# lungimea arcului parcurs intre
datele ¢t = 2.4i # = 4.

6.32 Fie, inti-un plan P, un reper ortonormat (0, :, ]) i un mobil M care se deplaseazi in
acest plan. La data ¢, coordonatele sale sint deﬁmte prin:

x(t) —J’cos—, y(:) —2V2mn—2- .
1° Care este traiectoria? 7
2° S4 se calculeze componentele, la data /, ale vectorulm vitezi Vgt ale vectorului acceleraﬁe
T ‘ale acestui mobil, Ce relatie existi intre vectorii omr si r?

Dupé cit timp mobjlul revine la aceeasi pozitie pe curbd?
3° su se determine pozifiile mobilalui si .coordonatele 'lui . V tatre datele t1 =0 §l 4 = 4n,

5
pentru a avea un vector acceleratie de lungime —g .

6.33 Planul este rapofta;: ia un i'eper tﬁfténo‘rmat". &. Cdordohate.le .unut puncf. mobil M slnt
date in fnnctle de tnnpul ¢ prin
x(t) - —t + 2
y@) = —t’+6t’ 91-|-4

1° S& se alciituiasc® ecuafia carteziani a traiectoriei gl si se construiasc§ traxectoria pentru
0<i<4. S# se indice sensul de deplasare a mobilului pe traiectorie.
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2° 84 se calculeze componentele vectorului vitezd si acelea ale’ vectomlui acceleratie in functie’
1
de timp. Sﬁ se reprezinte aceste valori-la.#=. —2— .

3° Pentru care ! modulul vectorului 'vitezX este minim? Care este atunci valoarea sa? Ce se:
poate spune in acest caz despre vectorul vitezi si desp:e vectorul acceleratie?

6.34 Un punct M este tn migcare pe parabola de ecuatie ¥ — 4ax = 0 intr-un reper ortonormat;
=(0,%, 7). Proiectia ma lui M pe axa definitdi de (O, ]) are. o migcare definiti de:

Om = <p(t)j =a sin om

S% se studxeze mlscarea proiecttex m, a lui M pe axa definits de (0, —)'

6.35 Fie & = (0, s, -5 un reper ortonormatal planului. Fie C un cerc de razi R care trece
prin O i cu centrn pe axa absciselor. Fie k(t) un vector unitar astfel ci:

@E M) =t (e=R).

Fie in fine D(¢) dreapta care trece prin O gi de vector director k(t) D(t) tale pe C tn O ¢l M(f).
1° S# se studieze migcarea Ini M(#) pe cerc.

2° fSiiage studieze migcarea lui M(¢) pe dreapta D (M(t) este in migcare pe dxeapta D considerati.
ca

6.36 Folosind coordonatele vectorului vitezi al nnel m:.sci;:i elicoidale, si se demonstreze ci
tangenta la elicea circulari face un unghi constant cu axa cilindrului. S3 se studieze hodograful
unei migciri helicoidale umforme, in raport cu un punct oarecare O.

637 Un punct M are o migcare elicoidalt umform& El se pr01ecteaz§ ortogonal tn H pe axa
cilmdrului. S& se studieze migcarea mijlocului m al lni HM. s

6.33 Se d4 elicea, indicatoare intr-un reper ortonormat & a functiei F definits prln

= #(6) = cos' 0, (6) = sin- 0, z(6) = 0. :

Un punct M descrie elicea astfel ci hodograful siu fn raport cu O este cetcul de ecuatie :
X34 Y —1=0, Z—23=0.

1° 84 se calculeze a. (Se va alege # mai mare ca 0.) -
2° S# se exprime 0 in funcile de ¢ gtiind c&, pentru ¢ = 0, avem 0 =0,

6.89 Se di un semicerc de diametrn {4, B] = 2. Un punct M se migcd pe acest semicerc in
sens trigonometric astfel ¢4 viteza unghiulard a lui AM are o valoare constauty; semicercul-
este descris in = secunde. .

1° Care este vectorul vitezi al punctuhu M la o datli datﬁ A cuprinsi intre 0 x

2°¢ Pie N astfel ci:

12N =1 (lnngmea datd) si am.ak > 0.

L

S4 se constmie.scé vectorul vitez& N V al lui N la data t 5% se ca.lculeze norma acestui vector.
in functie de ! gi ¢. Sii se calculeze ] pentru ca la data, t— ;- ,normalui NV V sii fie egali cu 2.

8° Si se giseascd, la data: , mul{imea punctelor V, extremitﬁt: ale vectonlor vitezd N vV

cind lungimii / i se dau toate valorile posxbile._)
4° Si se demonstreze ci tofi vectorii vitezi NV ai diferitelor puncte N, cousiderafi ca mai

_inainte 1a acelagi ¢ = i , sint tangenti la aceeayi paraboli de virf 4 gi de tangent la virf AN.

6,40 Se d& un reper ortonormat (0, s, '). Un mobil M descrie dreapta (O, 3 cu o migcare uni-
form# variati.
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1° S# se calculeze abscisa Iul #(f) la data #, stiind c# la data ¢ = 1 mobilul trece prin originea
O a absciselor cu o vitezi algebrici v egald cu + 2 §i ci la ¢ = 2 are o abscisd egald cu + 5.
2° S& se construiascd diagrama spatiilor gi diagrama vitezelor pentru: 0<#<3.

x
8° S#% se determine # pentru care raportul : are o valoare dati %, punctul M fiind obligat,
tn plus, si aibd o abscisd mai mici decit 1. Discutie.

6.41 Se d3 un reper ortonormat (0,?, ]—5 gi un punct 4 de coordonate(g) {a>0). Un prim

mobil, M, de abscisd », descrie dreapta (0,3 cu o migcare uniform#; pentru £ =10, ¥+ =0;
pentru ¢ = 1, ¥ = 1. Un al doilea mobil, P, de ordonat y, descrie paralela la dreapta (0,7)
trecind prin 4 cu o migcare uniform variati; pentru ¢ =0 §i # =4, y — b= 0; pentru ¢ = |,
y—b=15.

1° Si se calculeze # gl ¥ in functie de ¢.

2° Care este relatia pe care trebuie si o satisfacd 4 §i b pentru ca cele dou# mobile si se intil-
neasch ?

S se traseze curba C pe care trebuie si se aleagi 4 pentru ca intilnirea si aibi loc.

3° Pentru o pozifie initials 4 a lui P, existi un punct A’ de ordonatd maximi.

S& se demonstreze ci se trece simplu de la 4 la 4’ §i si se construiasci curba C’, mulf{imea
punctelor 4 cind 4 este pe C.

4° S& se calculeze viteza v a lui P in momentul intilnirii cu M gi si se distingd pe C punctele
A care dau pe v mai mare ca zero de acelea care dau pe v mai mic ca zero.

6.42 Un punct M este mobil intr-un plan inzestrat cu un reper & §l coordonatele sale, in func-
tie de timpul ¢, sint date de relatiile:

z(¢) = a(l + cos?), y() = bsin?,

a si b fiind doud lungimi date (a > b).
1° S% se demonstreze ci traiectoria punctului M este o elipsi.

S#% se determine pozitia acestei elipse.
2° Si se calculeze, la # oarecare, viteza mobilului §i s¥ se caute la ce # viteza mobilului are

o valoare absoluti egal¥ cu un numir pozitiv dat v. Discutie.
3° Vectorul vitezi poate fi ortogonal cu vectorul acceleratie?
4° S% se determine hodograful miscirii punctului M.

6.43 Se d%, intr-un plan, un reper ortonormat & = (O,';: -
Coordonatele #(#) si y(f) ale unni punct M, mobil in plan, sint date de:

#() = cos ¥,
y(t) =sin¢ — cos t.

1° S4 se studieze varatiile Iul » i y §i s se constmiascé_) traiectoria.
2° S% se studieze variatiile normei r(f) a razel vectoare OM, dup# ce s-a pus #? sub forma:

a + b cos (2t + «),

a, b §i « fiind constante.

3° Ce relatie existd intre valorile lui # care corespund maximului §i minimului lui r(f)?
4° Ce relatie existi intre valorile lui ¢ pentru care » are una §i aceeasgi valoare?

5° S% se determine vectorul vitezi. S% se calculeze norma u() a acestui vector.

S% se demonstreze ci hodograful migcsrii este o curbd egald cu traiectoria.

Ce relafie existi intre r(f) si v(f)?

6° Si se determine vectorul acceleratie.
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