0 120 140 140




MunuctepcTBo oOpazoBanus U Hayku Poccuiickoit denepanmn
I'OY BIIO «MarHuTOropcKHii rocyJapCTBEHHBIN YHUBEPCUTET»

E.H. I'yceBa

TEOPUSI BEPOATHOCTEHN
N MATEMATHUYECKASA CTATUCTUKA

VYuebHoe mocooue

5-e uzoanue, cmepeomuntoe

MockBa
MznarensctBo « DJIMHTA»
2011



BBK B17/172
YIK 372.016:519.2
I'96

PeuenseHnTts:
JOKTOp (pr3MKO-MaTeMaTeuecKuX HayK, mpodeccop
MarauToropckoro rocy1apCTBEHHOTO YHUBEPCUTETA
C.U. Kaouenxo;
KaHIUAAT TEXHUYECKUX HAYK, JOIEHT
Marauroropckoro rocy1apcTBEHHOr0 TEXHUYECKOTO YHUBEPCUTETA
A.B. Jleonos

I'ycesa E.H.
196 Teopust BEpOSTHOCTEH M MaTeMaTHYECKas CTATUCTHKA

[>nexTponHsIit pecypc] yued. mocodue / E. H. I'ycera. —
5-e u3n., crepeorunt. — M.: ®JIMHTA, 2011. — 220 c.

ISBN 978-5-9765-1192-7

[Tocobue comepUT TeopeTHIeCKHe OCHOBHI Kypca «Teo-
pUs BEpOSTHOCTEM M MaTeMaThyeckas CTaTUCTHKa», a TakxkKe
nabopaTOpHBIN MpakTHKyM. M3m1aHue aapecoBaHO CTyIeHTaM
BBICHINX y4EOHBIX 3aBeICHUH, M3YUalOIIUM TEOPHUIO BEPOSITHO-
CTeil 1 MaTeMaTHYECKYIO CTAaTHUCTHUKY.

ISBN 978-5-9765-1192-7 © I'ycesa E.H., 2011



OriaBJjenue

OCHOBBI TEOpUH BEPOSITHOCTEH U MAaTEMaTHYECKON CTATUCTHKH....... 4
Kiraccnueckast ¥ CTaTUCTHYECKAST MOJIETH BEPOSTHOCT . ......ceeueesns 18
VYcnosHast BeposatHOCTb. [lonHas BepostHocTh. Dopmyia Baiieca ... 36
Pacnipenenenust TUCKPETHBIX CIYYAMHBIX BETHUMH ......cevereeereennennns 46
Pacnpenenenust HePEpPbIBHBIX CIYYAMHBIX BETHUMH ....ovvvveerernnn. 66
HuCIOBBIE XapAKTEPUCTUKHU CITYYAHHBIX BEUUHH .....ovvveiieerireeaniss 7
BBeneHue B MATEMATHUECKYIO CTATUCTHKY ....vvvvvrenreereesieesinenenennneas 93
Br160opoyHast COBOKYITHOCT. BapHUalMOHHBIA PSIIT ..c.vvevveeneeeeenee 112
CraTtucTHYecKHe OIICHKH apaMETPOB PACTIPEACITICHHUS .....vveveesn. 119

JInHEeHBIA KOPPEISLUOHHBIA aHAIU3
OCHOBBI TUCIIEPCUOHHOTO aHAIHN3a
DaKTOPHBINA AHATTUS ..vvvveevveeeerieneenns
JIMHEHHBIA PEIPECCUOHHBIA QHAMMS ..c.vvviiriisiiiee e sien e

[IpenenbHbIE TEOPEMBI TEOPHH BEPOSITHOCTEH! ... 179
JIa00OPATOPHBIN TPAKTHKYM ....ecrvveereanreanreenseesieessseaseesseesseesieesnnesnns 190
OcHosbl cmamucmuyeckoil 00pabomKu UHGOPMAYUU .............. 190
Pacnpedenenus nenpepvl8HbIX CIYYAUHBIX BETUYUH. .....ecceveenn.. 194
BulOOpOUHBIE PACHPEOCTEHUSL ...t 196

Ilposepka cunomes na ocnoge kpumepus coanacus Iupcona... 201
Ocho8bl KOPPENAYUOHHO20 AHANU3A
Jluneiinwiii pecpeccuonHblll aHAIU3
J{08EPUMENDHBLE UHIMEPBATIBL .......ceveeeeeeeieenesie e

Mmnooicecmaennbiii pecpecCUOHHBIU AHATUS ......cvvereeesrreesieeesns 213
Cnucox peKoMeHOYEeMOU TUMEPAMYDL ...........eveereerieerirerirennens 218




OCHOBBI TEOPUH BEPOATHOCTEM
U MATEMaTHYeCKOH CTATUCTUKH

Heaw: noznakomumucs ¢ 0CHOBHLIMU NOHAMUAMU MEOPUU Ge-
posmHOCmeU, U3YYUms AKCUOMAMUYECKULl N0OX00 K OnpeoeseHuio
NOHAMUSL €BEPOSMHOCMbY.

N3 ucropuu cTaTHCTHKH

CratucTika MMEET MHOTOBEKOBYH) MCTOPHIO, yXOHAs CBOHUMH
KOPHSIMHU B INTyOOKYIO IpeBHOCTb. VICTOpHUYECKH pa3BUTHE CTATUCTH-
KU OBLIO CBSI3aHO C BOSHUKHOBEHHMEM I'OCY/IapCTB, MOTPEOHOCTSAMU B
ux 3¢ dexruBHOM yrpasneHuu. I[lepBast myOnuKaus Mo cTaTUCTHUKE
— 910 «Knura Yucen» B bubnuu B Berxom 3aBere, B koTOpoii pac-
CKa3aHO O TEpemnucHu BOEHHOOOS3aHHBIX, MpoBeneHHOH MowuceeM u
AapoHoMm.

X034UCTBEHHbIE M BOEHHBIE HYXKIbl T'OPOJIOB U TOCYAApCTB
JPEBHETO MUpa TpeOOBaIM 3HAHUM O HACEJIEHHUH, €ro COCTaBe, UMY-
niectBe. IlepBbie craTHcTHYECKHE CBECHHMS COOMPAIUCh AJIS HAJIO-
rooO0XkKeHus], yueTa 3eMenb, IpU3blBa Ha BOCHHYIO ClyxkOy. B an-
TUYHOM MHPE€ MOJCUYMUTHIBAIOCH YMCIO POAMBIIMUXCS NIETEH, BEIUCH
3€MEJIbHBIE KaJacTphl, MOSBUWINCH IIEPBBIE ONHCAHUSA TOCYAAPCTB.
bnarogapst Apucrorento (384-322 rr. 10 H.3.) MOKHO y3Hath 0 157
ropoJiax u rocygapcrsax Toro BpemeHu. COop u o0paboTKka JTaHHBIX
O MacCOBBIX OOIIECTBEHHBIX SIBJICHUSAX CO BPEMEHEM MPUOOpPENH pe-
T'YJIApHBIN Xapakrep.

Hexotopsle pa3fensl cTaTUCTUKU ObUIM pa3pabOTaHbl HA OCHOBE
n3yuennu teopun azaptHeIX urp B XVI-XVII BB. MccnenoBanusmu
B 3TOM oOmnactu 3anumanuced Jl. Kapmano, X. I'oiirenc, b. [lackans,
I1. ®epma u np. Cnenyromuii dTan pa3BUTHS HAYKHU CBSA3aH C UMEHEM
S1. Bepuymnu (1654-1705). Teopema bepHysum, Ha3BaHHas «3ako-



HOM OOJIBIIIUX YHUCET», OblIa TIEPBBIM TEOPETUUCCKUM OOOCHOBAHH-
€M HaKOIUICHHBIX paHee (pakToB (P TOCTATOUHO OOJIBIIOM KOJIHYE-
CTBE MCIIBITAHUI BEPOATHOCTH COOBITHS MOYTH PaBHA YaCTOTE TOTO
COOBITHS).

B xonue XVII B. mpu cTpaxoBanuu kKopabieil, Hadyaiu moacuu-
ThIBaTh, CKOJIBKO IIIAHCOB HAa TO, YTO KOpPAOJIb BEPHETCS B MOPT HE-
BpeAMMBIM, HE OyAeT NOTOIUIeH Oypei, 4To Ipy3 HE UCIIOPTHUTCS, HE
Oyler 3axBayeH MUpaTaMH U T.A. Takol pacyeT MO3BOJISII OINpese-
JATh, KaKyl CTPaxOBYK) CYMMY CJEAyeT BBIIUIAYMBATH U KAKOU
CTPaxoBOM B3HOC OpaTh, YTOOBI ATO OBLIO BHITOAHO JIJIs1 KOMITAHUH.

B 1746 r. mpodeccop punocopun u mpasa I'. AxeHBanab Brep-
Bble B MapOyprckoM yHHUBEpPCHUTETE Hayall MPeroiaBaTh HOBYIO JIHC-
LIUIUTMHY, Ha3BaHHYI0 UM cratuctukoil. C cepeaunsr XIX B. 6maro-
napsi ycunusiM Oenpruiiiia — MaTeMaTuka, aCTpOHOMA M CTaTHCTUKA
A. Ketne (1796-1874) Obutn BhIpaOOTaHBI MpaBUIIa Mepenuceil Ha-
CEJICHUS U PETYJIIPHOCTh UX MPOBEIEHUS B pa3HbIX cTpaHax. [lo ero
VHULIMATHBE MPOBOAWINCH MEKIyHApOJAHbIE CTATUCTUYECKHE KOH-
rpecchl, a B 1885 rogy Obu1 ocHOBaH MekTyHapOIHBIN CTaTHCTHYE-
CKMH MHCTUTYT. MEXIYyHApOJHON CTaTUCTUKOW 3aHUMAIOTCS TaKHe
opranuzaiuu — OOH, ®AO, FOHECKO, MOT, EC, MupoBoii 6aHk
U Jp. DTH OpraHu3aliy 3aHUMAIOTCS cOOpPOM, IpE/ICTaBICHHEM,
CPaBHEHMEM M MHTEpIpETALMeNl COLMATIbHO-3KOHOMHUYECKUX JaH-
HBIX.

Caoli BKJa B Teopuio BepoaTHOocTel BHecan A. Myasp, I1. Jla-
mwiac, K. @. T'ayce, C. Ilyaccon u ap. [Ipyroii mionoTBOpHBIN nepu-
on cBs3ad ¢ [1.JI. YeObrmeBsim, A.A. MapkoBsiM, A.M. JISTTyHOBBIM.
B 510 BpemMsa Teopusi BEpOSTHOCTEM CTAHOBUTCS CTPOMHOM Martema-
TUYECKOM HayKou. bomploe BiMsSHME Ha JalbHEWIIEEe pPa3BUTHE
HayKH CBs3aHO ¢ pycckumu matematukamu C. H. bepmreiinom, B.1.
Pomanosckum u A.H. KoiMoropossim.



DJIeMeHTBI TEOPHH BePOSITHOCTEH

Co0ObiTHe (SBIIEHHE) — BO3MOXKHBIM HCXOJ MCIBITAHHS, OIBITA,
HAOJIIOICHUSL.

Bce naOmroiaeMble HaMU SIBIEHHUS MOXHO YCIIOBHO Pa3feliuTh
Ha TPH BUJA: 00CMOGEPHbIe, HEBO3ZMONCHbBLE U CIVUALIHbLE.

JlocTOBepHBIM HAa3bIBAaETCS COOBITHE, KOTOpOE O00s3aTeIbHO
MPOU30MACT, eciin OyIyT BBHITIOJHEHBI ONpeeNeHHble ycuoBus. Ha-
MIpUMeEp, €CJIU B COCY/I€ HAXOJUTCS BOJA, JIaBJIeHHE aTMOc(hepsl HOp-
MasibHOE, a TemnepaTypa Bo3zayxa 30°C, To coOpITHE «BOJA B COCY/Ie
HAXOJUTCS B )KUIKOM COCTOSIHUN».

HeBo3MOKHBIM Ha3bIBAE€TCA COOBITHE, KOTOPOE 3aBEIOMO HE
MIPOM30MIET, eclii OyeT BBITOJIHEHA COBOKYITHOCTh yciaoBmid S. Ha-
MpUMep, IPU HarpeBaHUM OJOBA U MEJIU BBl HE CMOKETE MOJIYYUTh
30J10TO.

Cay4aiiHbIM Ha3bIBAIOT COOBITHE, KOTOPOE IMPH OCYIIECTBIIE-
HUM YCJIOBUH S MOXXET MPOU30MTH, a MOKET U He mpousoiTu. Ha-
npuMep, Ipu OPOCaHUM MOHETHI BBITIAZICHHE repla — SIBISETCS CIy-
YaifHBIM COOBITHEM, TIOTOMY YTO OHO MOXET MPOU30HTH, & MOXKET U
HE IPOU30UTH.

Kaxnoe ciyuaitHoe COOBITHE €CTh CJIEICTBHE JIEUCTBHUS OUYEHb
MHOTHX CHJI U CIIy4alHBbIX MPUYUH, KOTOPbIE YYECTh MPOCTO HEBO3-
MOKHO. B HamieMm ciyyae 3To cuiia O6pocka, Bec U pa3Mep MOHETHI, €€
CUMMETPUYHOCTh, COCTOSIHUE 3/I0POBbS YelIOBeKa, OPOCHUBILIEr0 MO-
HeTy | T.1. [loaToMy Teopusi BEpOATHOCTEH HE CTaBUT cebe 3amaady
MpeicKa3aTh, MPOU30MIET WIM HET €JUHUYHOE CIlydaiiHOe COOBITHE
— OHa MPOCTO HE B CHJIAX 3TO cnaenaTh. OgHAKo, KOraa pedb UAET O
CIly4aifHBIX COOBITHSIX, KOTOphIE MHOTOKPAaTHO HAOIIOJAIOTCA HpU
OCYILECTBIICHUH OJHUX M TEX K€ YCIOBHH S, TO €CTh MPOUCXOMAT
MaccoBble OJAHOPOJAHBIC CJay4YaiiHble COOBITHS, TO OKa3bIBACTCS



YTO OHU MOJUUHSIOTCS OMPEJEICHHBIM 3aKOHOMEPHOCTSIM. DTH 3a-
KOHOMEPHOCTH HA3bIBAIOTCS BEPOATHOCTHBIMHU.

Hampumep, Boinagenune cHera B Mocke 10 oxTsiOps siBisieTcst
cy4aiiHbIM coObITHEeM. EsxemHeBHblii Bocxon ConHIIA MOXKHO CUH-
TaTh JIOCTOBEPHBIM COOBITHEM, a BBINIAJICHUE CHEra Ha SKBATOpPE — HE-
BO3MOHBIM COOBITHEM.

IIpeameroM Teopur BEPOSITHOCTEN SBJISIETCA U3yYEHUE BEPOST-
HOCTHBIX 3aKOHOMEPHOCTEH MAacCOBBIX OJHOPOJHBIX CIyYalHBIX
COOBITHIA.

3HaHHE 3aKOHOMEPHOCTEH, KOTOPHIM TMOAYMHSIOTCS MAacCCOBBIE
COOBITHS TIO3BOJISIET MPEABUAETh, KaK 3T COOBITUS OyAyT MpoTe-
KaTb. Hampumep, Henb3s 3apaHee ONpPENeNuTh pe3yJbTaT OAHOTO
OpocaHusi MOHETHI, HO MOXHO TpeicKa3aTh, IPUYEM C HEOOIbIION
MOTPEIIHOCTHIO, YHCIIO BBIMAJICHUN «Oplia» WIH «PEIIKW»,  eCIu
MoOHeTa OyzeT OpolieHa OOJBIIIOe YUCIIO pa3 B OJHUX M TEX XK€ ycC-
JIOBUSIX.

[Ipexxae yeM MbI BBEJIEM OCHOBHBIE MOHSTHS, TEOPEMBI, CIEACT-
BHsI TEOPHH BEPOSTHOCTEH, MOMPOOyeM pacCMOTPETh OOIIHME MPUH-
LUIIBI TOCTPOEHUSI MAaTEMAaTUYECKUX AUCIUIUIMH. TeopHsi BEpOATHO-
CTell — MaTeMaTHuYecKasi TUCIUIUINHA, POACTBEHHAs] TAKUM JUCIIHUII-
JMHAM, KaK, HalpUMep, TeOMETPUs WU TEOPETUUYECKAsI MEXaHUKA.

B xaxnoi n3zyyaeMoi IUCHMIUIMHE, KaK MPaBUIIO, CYIIECTBYIOT
TPH acTeKTa:

a) (GOpMabHO-JIOTUYECKOE CO/ICpPIKAHNUE,

0) MHTYUTHBHBIC TIPECTABICHHUS,

B) MPHITOKEHHUS.

XapakTep AUCUUIUIMHBI B 11€JIOM U MEPCHEKTUBBI €€ PUMEHe-
HUS HEINb3sl TT0-HACTOSIIIIEMY OIEHUTh, HE pacCMaTpUBasi 3T TPH ac-
MEeKTa B UX B3aUMOCBS3H.



DopMATBLHO-JIOTHYECKOE COAep:KaHue. XapaKTEpHOU 0cCo-
OEHHOCTBIO MAaTEMATUKHU SABISETCA TO, YTO OHA 3aHMMAETCSl MCKIIIO-
YUTEIbHO COOTHOIICHUSIMU MEXy HeompeaeasieMbIMH Bemamu. He-
BO3MOXHO “OIpeNeNuTh’ IlaXMaThl HWHade, Kak chopMynupoBaB
CHCTEMY NpPaBWJI UTPBL. AHAJOTMYHO 3TOMY T'€OMETpHUsl He OecroKo-
UTCS O TOM, YEM ‘Ha caMOM Jiese” SBJISIOTCS TOUKHU U mpsiMble. OHU
OCTalOTCS HEONPEENIIEMbIMU TMOHATUSAMHU, U aKCHOMBI T€OMETPUU
JMILb YCTaHABIIMBAIOT CBSI3U MEXAYy HUMHU. DTO MpaBUJIa UIPHI, U B
HUX HET HUYEro TauHCTBEHHOro. ®opMaibHO-IOTHYECKOE CoJepKa-
HUE CTAaTUCTUKU IPEJICTABIIAET COOOM COBOKYMHOCTH MOHSTUH, 00-
LIUX IPEICTaBICHUM U 3aKOHOMEPHOCTEW OKPY’KAIOILIETO HAC MHpa.
B ocHOBe AHCIUIIIMHBI JIeXkKAaT CBOM aKCHOMBI M TEOPEMBI, KOTOphIE
SABIISIOTCS (PYHAaMEHTOM CTaTUCTUKH.

HNutynTuBHBIe npeactaBiaenus. Kaxasiii npuoOperaer MH-
TYUTUBHOE MPEJICTABICHUE O CMBICIE CaMbIX Pa3HbIX MOHATUH. JTa
WHTYULIUS SBJISETCS JOCTATOYHOW MPENNOCHUIKON ISl mepBhIX (op-
MaJIbHBIX MPaBUJI TEOPUU BEPOSITHOCTEH.

Mpuiaoxenusi. [IpunoxxeHus Teopuu BEPOSTHOCTEW U MaTe-
MaTHUYECKOW CTAaTUCTHKU BecbMa OOIIMPHBI. 3HaHMS, MOJIYYEHHBIEC B
pe3yJsibTaTe CTaTUCTUYECKOrO aHaju3a SBJICHUHA OKpY’KaIOIIEero Hac
MHpa, PUMEHSIOTCS B 3KOHOMUKE, MOJUTUKE, TPOMBIIIJIEHHOCTH U
JPYTUX 00JIACTSIX JesITeIbHOCTH JfoJiei. Mcrnonp3yroTes 3TH JaHHBIE
JUISL U3yYEHUs peallbHbIX MPOLECCOB, a TaKXKe 3PPEKTUBHOTO yIpaB-
JIEHUSI UMU U TIPOTHO3UPOBAHUS.

OcHoBHbIE onpe/ieJieHHs BEPOATHOCTH
B omnmmume oT MaremMaTW4ecKnxX AWCHMIUIMH, H3yYaroIlux
“TouHBIe” 3aKOHOMEPHOCTH, MPEIMETOM TEOPUU BEPOSITHOCTEH SIB-
JSIOTCA crienupUUecKie 3aKOHOMEPHOCTH, HaOJ0jaeMble TpU aHa-
Ju3e CIy4YalHBIX SIBICHUH. DTH 3aKOHOMEPHOCTH MPOSBISIOTCS B



MAacCOBBIX SIBJIEHUSIX, U TIO3BOJISIOT MPEICKa3bIBATh C TOW WIM UHOMN
BEPOSITHOCTBIO MCXO0/ ucnbITaHui. Torna kak, B eJMHUYHOM CIIy4yae
MO>KHO TOJIBKO MPEATONIOKUTH UCXO]T COOBITHUS.

Mpsb1 MOkeM HaOIOJaTh MIMPOKHM KPYT SBICHHM, KOTIa MpU
MHOTOKPATHOM OCYIIECTBIEHHH KOMILIEKCA YCIOBHH 2, JIOJSI TOM
YacTH CIIy4yaeB, Korjaa coObITHE A MPOUCXOANT, JHIb U3PEIKa YKIIO-
HSIETCSl CKOJIBKO-HUOY/Ib 3HAUUTENBHO OT HEKOTOPOM cpenHel uug-
PBI, KOTOpasi TAKUM 00pa30M MOXKET CITy>)KUThb XapaKTEPHBIM MOKa3a-
TeNeM Maccoeoll onepayuu (MHOTOKPATHOTO MOBTOPSHUST KOMITIEKCa
2.) TI0 OTHOLIEHHUIO K COOBITHIO A. 3aKOHOMEPHOCTH JTOr0 Poja Ha-
3bIBAIOTCS BEPOSITHOCTHBIMU WJIH CTOXACTHYECKHMMH 3aKOHOMEp-
HOCTSIMH.

Wrak, nmeercs cxema A pa3IUYHBIX COOBITUH, HACTYyIalO-
IUX TPU HEM3MEHHOM KOMIUJIEKCE YCIOBUM: JOCTOBEPHOE — CJIy-
yaifHoe — HEeBO3MOKHOe. SIcHO, 4YTO 0oabIas 4acTh COOBITUN B MHU-
pe HaXOAUTCSI MEXKJTY JJOCTOBEPHOCTHIO U HEBO3MOYKHOCTBIO (MHTYH-
TUBHOE TIOHUMaHue!).

[To mepe pa3BUTH TEOPUH BEPOATHOCTEH, a Takke obnacteil
e€ MPUJIOKEHUS, Pa3BUBAIIUCH U MPEICTaBICHUS 00 OCHOBHOM IOHS-
TUU 3TOI TE€OPUU — BEPOSTHOCTH.

B nacrosimiee BpeMs CyIIeCTBYeT YEThIpe MOAXO0J]a K OIpeje-
JICHUIO BEPOSITHOCTH:

1. OmpeneneHrie MaTeMaTHUYE€CKONH BEPOSATHOCTU KaK KOJIWYe-
CTBEHHOM MEphbI “CTENEHU YBEPEHHOCTH TMO3HAIOLIET0 00bEKTA.

2. OmpeneneHus, CBOASAIINE MOHITHE BEPOSTHOCTH K IOHS-
TUIO “paBHOBO3MOYKHOCTU KakK K 0ojiee MPUMUTHUBHOMY IOHSTHIO
(Tak Ha3pIBaeMoOe “KJIacCCHYeCKOe” ONpe/ie]ICHUE BEPOSITHOCTH).

3. Ompenenenus, OCHOBaHHBIC Ha ‘“‘dacToTe” TOSBIICHHUS CO-
ObITHS B OOJIBIIOM KOJHYECTBE HCHbITaHui (“cTaTHCTHYECKOE” OIl-
penenenue).



4. AKCHMOMATHYECKHU MOJIXO0J, HA OCHOBE TEOPHUH MHOXKECTB,
(hopmManHM3yIOITUi TEOPHUIO BEPOSATHOCTEH.

BeposiTHOCTBIO cOObITHSI P(A) Ha3bIBaIOT OTHOIIECHHE YHCIIA
ONaronpHsTHBIX UCXOJ0B UCIIBITAHUS M K 00IIEMy YHCITYy BCEX paB-
HOBO3MOYHBIX HECOBMECTHBIX 3JIEMEHTAPHBIX UCXO/0B N:

P(A) :%.

DTO0 ompeneneHUEe BEPOSTHOCTU OasMpyeTcs Ha KIACCHYECKOM
moaAxoa€ W 4aCTO NMPHUMCHAIOTCA IJid PCIICHUSA KOHKPCTHBIX 3aaad,
MOATOMY MBI 4acTo Oynem oOpamiaThesi K HeMy najnee. OcTaHOBUMCS
NoJIpo0HEee Ha aKCMOMATHYECKOM ITOIXO0JIC K OMPEICICHUIO BEPOSIT-
HOCTH COOBITHS.

AKcHOMaTHYeCKOe olpe/e/ieHHe BEPOATHOCTH

[Ipexne, yeM paccMOTPETh BEPOSATHOCTh C YKAa3aHHOM MO3UIIMH,
BCIIOMHUM, YTO aKCHOMAa — 3TO UCXOJHOE YTBEPKIECHUE KAKOW-THOO0
HAy4HOU TEOpHH, KOTOpoe OepeTcs B KaueCTBE HEJ0Ka3yeMoro, U u3
KOTOPOTO BBIBOJISITCS BCE OCTAJIbHBIC TIPEIJIOKECHUSI TEOPUU TI0 TIPH-
HATHIM B HEW MpaBUiaM BBIBOJA.

[Toctpoenue akcuom teopum BeposTtHocTel A.H. Kommoropo-
BBIM O3HA4aJIO MEPEXO0J OT MOIYIMIUPUIECKOTO, HHTYUTUBHOTO IO~
HUMaHUsl BEPOATHOCTH K cTporomy (opmanuzoBaHHoMmy. Jlnsi BBe-
JICHUS] aKCUOM HaM HEOOXOMMO MPHUHSTH CIEAYIONINE COTTAICHHUS.

3ahuKcHpyeM KOMILIEKC YCIOBHIM 2, U PACCMOTPUM HEKOTOPYIO
cuctemy S coObiTuii A, B, C, ..., KaXk10€ U3 KOTOPHIX JOJKHO MPH
KaXJIOM OCYIIECTBJICHUU KOMIUIEKCA D, MpOuU3oimu Wid He npo-
uzoumu. Jlanee BBeIEM COIVIALICHUS, KOTOPHIE, KAK YBUIUT BHUMa-
TEJIbHBIM YUTATENb, SBJISIIOTCA COTJAIICHUSIMU TEOPUU MHOXKECTB U
MAaTEMaTUYECKOM JIOTUKH.
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1) CoOsbITHe, cocTosinee B HACTYIUIGHHH 000MX COObITHII A u B,
OyJileM Ha3bIBaTh npouszeedenuem cooviTnii A u B m 00603HauaTh
AB (uz ANB).

2) CoObITHE, COCTOsIIIEe B HACTYIJICHUH XOTS ObI OJHOTO M3 CO-
obiTHil A u B, OyneM Ha3biBaTh cymmoni coObiThii A 1 B u 060-
3Ha4yath A+B (1w AUB).

3) CobbITHE, COCTOSIIEE B TOM, YTO COOBITHE A MPOMCXOIHUT, a CO-
obiTe B HEe mpoucxoaut, Oy/neM Ha3bIBaTh PAZHOCHbIO COOBI-
it A u B u 0603Hauath A — B.

4) Eciu 1pHu KaXI0M OCYIISCTBICHUH KOMIUIEKCA YCIOBHMA 2., IPH
KOTOPOM MPOUCXOIUT COOBITHE A, MPOUCXOIUT U coObiTHE B,
TO MBI OyJIEM TOBOPHTD, ¥mo A eéneuem 3a codoul B, u 0603Ha-
4yaTh 3TO CUMBOJIOM Ac B wiu B D A.

5) Ecmu A Biieder 3a coboii B u B TO e Bpemsi B Bieuer 3a coboit
A, TO €CTh €CJIM IPHU KKJIOW pean3alyd KOMILIEKCa yCIOBUH
2. cobbitust A U B 00a HacTymaroT win 00a He HACTYMAIT, TO
MBI OyJIeM TOBOPUTH, 4TO coObITUs A U B pasnocunwvnot, n 060-
3HaunM 3T0 A=B. PaBHOCWIIbHBIE COOBITHS MOTYT 3aMEHSTH
JIPYT IpyTa Wi, MO-IPYyroMy, OHU TOXKIE€CTBEHHBDI.

6) /IBa coObiTHst A u A Ha3BIBAIOTCS HPOMUBONOSIONHCHBIMU, EC-
JIU 1711 HUX OJTHOBPEMEHHO BBITIOJIHSIOTCS JIBA COOTHOIICHUS:
7) A+ A=U (nocToBepHOE COOBITHE),
A* A =V (HEBO3MOXHOE COOBITHE)
ITycte U — mocroBepHoe coObiTHe. Bce mocroBepHbIE COOBITHS
PaBHOCHUIILHBI MEXTy COOOH.
V — HeBO3MOXHOE€ coObITHE. Bce HEBO3MOXKHBIE COOBITHS TOXKE
PABHOCHIIBHBI MEXTY COOOH.
8) /IBa coObiTHst A 1 B Ha3BIBAIOTCS HecoeMeCMUMBIMU, €CTTH UX
COBMECTHOE MOSIBJICHHE HEBO3MOIKHO, TO €cTb eciii A*B =V,

11



Ecmu A=B;+By+...4+By 1 coObiTus Bj momapHO HECOBMECTHMBI,
To ecth BiBj = V npu i # ], To roBopsT, TO COOBITHE A TTOIpaA3aEIs-
eTcsl Ha YacTHbIe ciydau Bi, By, ..., Bn. Hanpumep, npu 6pocanun
UrpaIbHONM KOCTH cOoObITHE C, COCTOSIIIEE B BBIMIAJICHUU UYEMHO20
Yyyclia OYKOB, MoApa3aensercs Ha yacTHble cinydan Ep, E4 u Eg, co-
CTOSILIIE COOTBETCTBEHHO B BBINAAcHUM 2, 4 1 6 OYKOB.

Cob6biTust B1, By, ..., By 00pa3ytor nonuyro epynny cobvimuii, ec-
71 XOTs OBl OZIHO U3 HUX HEMPEMEHHO JOJKHO MPOU30MTH (IpH Ka-
KJIOM OCYILECTBJIEHHH KOMIUIEKCA ), TO €CTh eciu Bi+Bo+...+By =
U.

IIpumep. B mopty umeercs ABa mpuyana sl puema Cyj0B.
MOXHO paccMOTpPETh TPU COOBITHUS: Bj — OTCYTCTBUE CYIIOB Y
MpUYANOB, By — MPUCYTCTBHE OAHOTO CyJHA y OJHOTO M3 MPHUYAJIOB,
B3~ npucyTtcTBHe OBYX CYJOB y ABYX MPHUYAIOB. DTH TPU COOBITHS
00pa3yIoT NOJHYIO TPYIIIY.

B kaxnoi 3ajaye TeOpUM BEPOATHOCTEN NMPUXOJUTCS UMETH Jie-
70 ¢ KaKUM-THOO Ompe/ieIeHHBIM KOMIUIEKCOM YCIIOBHH ), U C Ka-
KOW-THOO OMpEeNIeICeHHON CUCTeMON S COOBITHM, HACTYMAOUIUX WU
HE HACTYMAIOUIMX MOCHe KaXJIOW peaau3aliu KOMIUIEKCa yCIOBUM
2. OTHOCHUTEIBHO 3TOM CHUCTEMBI LENECO00Pa3HO CHENaTh CIeLyro-
1[1e JOMyIICHUS

a) eciu cucTeMe S mpuHAIekKaT coobiTus A u B, To et npu-
Ha/UIexaT Takxke coobitus AB, A+B, A-B (3aMKHYTOCTH OTHOCH-
TEIILHO OTepanuii);

0) cucmema S codeporcum OOCMOBEPHOE U HEBO3MOICHOE COObI-
must (“eounuya’ u “nonv” 6 3amKHymou cucmeme).

Cucrema coOBITHIA, YJIOBJIECTBOPSIONIAs 3THM AomyuieHusM (1-
9), Ha3bIBACTCS HOJIEM COObIMUIL.
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Bcerna MOXHO BBIZCITUTH Takue COOBITHS, KOTOPBIC HE MOTYT
OBITh pa3jioXKeHbl Ha OoJiee MPOCTHIC. BBHINAJCHUE ONPEICICHHON
rpaHd mpu OpOCaHWU UTPATBHON KOCTH, MOMAJaHHE B OMPECIICH-
HYIO TOYKY KBaJpara Ipyu pacCMOTPEHUH quarpammMbl Benna (puc.l).

HazoBeM Takue Hepa3ioXUMbIe COOBITHS — dJIe€MEHTAPHBIMH
COOBLITHSIMM.

Ay 5 A+B AB A-B

Puc. 1. Inarpammer Benna, onuceiaromue coosrtust A u B,
X CyMMY, ITPOU3BEICHNE U PA3HOCTh

Jlis IOCTpOeHHsT MaTeMAaTHYeCKON TeOpuu BEPOSITHOCTEH Tpe-
OyeTcst JONOTHUTENbHAs (hopMaTu3aIusl.

BBenem nonsatue — npocmpancmeo rnemenmapHslx coovimuil,
KOTOpPOE€ COCTOWUT W3 MHOXKECTBA BCEX BO3MOKHBIX JJIEMEHTAPHBIX
COOBITHH. DNIeMEHTaMH MPOCTPAHCTBA MOTYT ObITh TOUKH €BKJIMJOBA
MPOCTPAHCTBA, (PYHKIMU OJHOW MM HECKOJIbKUX MEPEMEHHBIX U T.
1. MHOXKECTBO TOYEK MPOCTPAHCTBA AJIEMEHTAPHBIX COOBITHI 0Opa-
3yIOT citydaiiHble coObITusl. MiMeercs B Buy jr00ast JOCTYINHas KOM-
OMHAIMS U3 3JIEMEHTapHBIX COOBITUH, MOTyUYEeHHAs! B Pe3yJbTaTe Jie-
ranpHbIX onepauuii. CoObITHE, cOCTOsIIee U3 BCEX TOYEK MPOCTpPaH-
CTBa 3JIEMEHTAPHBIX COOBITUH, HA3bIBACTCS 0OCHIOBEPHBIM COOBIMU-
em.

Jlist mpocTpaHCTBa SJEMEHTAPHBIX COOBITHH, OMpPeaesIeHHBIX
BBIIIE yKa3aHHBIM CIIOCOOOM, MMEIOT MECTO CJEAYIOUIHE 3aKOHBI,
npuIiieaime u3 anreopsr (tadm. 1).
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Tabmuma 1
3aKOHBI IPOCTPAHCTBA 3JIEMEHTAPHBIX COOLITHI

KOMMyTaTuBHbII | A+B=B+A AB =BA

ACCOILMATUBHBIN A+(B+C)==(A+B)+C |A(BC) = (AB)C

TMCTPUOY TUBHBIN AB+C)= A+(BC)=(A+B)(A+C)
=AB + AC

TOXIIECTBA A+A=A A*A = A

Cronp nonras mporeaypa norpedoBanach, 4ToObl MEpEeHTH Ha
SI3BIK TEOPUHU MHOKECTB U (opManbHOU anredpnl. Creayromum Ia-
roM OyJeT BbIICTICHUE YCIOBHIA ISl BBOJA aKCHOM TEOPUHU BEPOST-
HOCTEH.

[lycTh 3a1aHO HEKOTOPOE MHOXKECTBO (). DIEMEHTHI 3TOTO MHO-
JKECTBA HA3bIBAIOTCA JJIeMEeHTApHBIMH coObITUsIMU. [Ipeamnorno-
XKHUM, 4TO (PUKCHpOBaHA HEKOTOpPAasl CUCTEMa MOJMHOMKECTB MHOXKE-
ctBa (); 3T MOJMHOXKECTBA Ha3BaHbI IPOCTO COOBITUSIMU. COOBITHSA
o0o3Hauvatotes A, B, C u Tak nanee. [Ipu 3Trom norpelyem, 4To:

I. Camo MHOXECTBO (2 €CTh COOBITHE,

Il. Eciu A — coOsITHE, TO A - Toxe COOBITHE; 31ECH CUMBOII A
0003HayaeT JOMOJHEHUE K TIOAMHOXECTBY A B QQ;

I1l. Ecitm A4, Ay, ... coObITHS, TO U A1+Ao+..., a Takke A1As... —
cHoBa coObITHs. Ilom Aj+As+... MOHUMAaeTCS O00LEIHMHEHHE BCEX
MOAMHOXKECTB A1, Ay, ..., a 101 A1A7... — UX MepecevyeHue.

Takum oOpa3oM, e€ciM CTPOTO  CJIENOBAaTh  TEOPETHKO-
MHO>KECTBEHHOMY IOJIXOJy, MBI 3a/laéM ajredpy coObITHH G Ha
MHOXeCTBe (). G-ajiredpa cOOBITHUH SBISETCS CHUCTEMOH TMOJIMHO-
YKECTB MPOCTPAHCTBA 3JIEMEHTAPHBIX MCXOJ0B (), 3aMKHYyTasi OTHO-
CUTEIBHO KOHEUHOT'O YUCJIa TEOPETUKO-MHOKECTBEHHBIX ONEPALIMIA.

Yuciao mogMHOXKECTB Aj MOXKET OBITh KOHEUHBIM U OSCKOHEY-
HBIM.
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MHoxecTBo () Ha3bIBalOT MPOCTPAHCTBOM 3JIEeMEHTAPHBIX
COOBITHIA.

JlBa coObiTuss A u B, He umeronue (kak JBa MOJIMHOMXECTBA)
OOIIMX 3JIEMEHTOB, Ha3bIBAIOTCS HECOBMECTHBIMM.

CoObiTst A 1 A Ha3BIBAIOTCS MPOTHBOMOJIOKHBIMH.

CoOpbiTre (2 Ha3BIBACTCS TOCTOBEPHBIM, cOObITHE (2 (TO eCcTh
MyCTOE MHOYKECTBO) — HEBO3MOKHBIM.

Axcunombl Kosimoroposa, 3asaioniue noHsiTue BepOATHOCTH:

Axcuoma 1. Kaxnomy coObITHIO A MTOCTaBIEHO B COOTBETCTBUE
HEOTpHIAaTeNIbHOE Yucio P(A), Ha3bIBAEMOE BEPOSITHOCTHIO COOBITHSI
A.

Axcuoma 2. Eciu coOwitust Aj, Ay, ... IONAPHO HECOBMECTHHI,
TO BEPOSITHOCTh HACTYIJICHUSI XOTsI ObI OJTHOTO M3 HUX paBHA CyMMe
BEPOSTHOCTEH ITUX COOBITHI.

p(Ar+Agt...+ An)=p(A1) + p(A2) + ... p(An).

JIns cimyyasi, Korja nmpocTpancTBo () KOHeYHO (akcuoma 2), Mo-
&KeT OBITh 3aMEeHEHO Oosiee clabbIM TpeOoBaHUEM:

p(A+B) =p(A) + p(B) , ecmu A u B HecOBMECTHBI.

Axcuoma 3. P(Q) = 1. BeposiTHOCTb HOJIHOM rpynnbl COOBITHI
paBHa 1.

Ilpumepwl nonnot epynnel cobvimuii

[Ipuobperens! nBa Omiera JaeHEKHO-BemeBou jorepen. O0s-
3aTeIbHO MPOU30HMIET OJHO M TOJBKO OJTHO U3 CICAYIONIMX COOBI-
THI: «BBIMTPHIII BBINAT HA TICPBBIA OMJIET M HE BBINAT HA BTOPOM»,
«BBIUTPBIII HE BBITIAJI HA MIEPBBIA OWJIET U BBINAT HA BTOPOI», «BbI-
UTPBIII BbIMajd Ha 00a Owieta», «Ha o0a OWJIETa BBIMTPBHIII HE BbI-
nan». OTH COOBITHS 00pa3yIOT MOJHYIO TPYIIIY MOMapHO HECOBME-
CTHBIX COOBITHH.
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Crpenok npousBen BeICTpen o 1enn. O0s3aTeIbHO TPOU30ii-
JeT OJJHO W3 CJIEAYIOIIUX ABYX COOBITHIA: MOMaJaHue, mpoMax. ITH
JIBAa HECOBMECTHBIX COOBITHS 00pa3yloT MOJHYI rpymnmy. Bee Teo-
PEMBI TEOPUU BEPOSTHOCTEH BBIBOJATCS M3 akcuom 1-3.

3agaua 1. V3 xomoxapl UrpaiabHBIX KapT, coaeprkaieit 36 muc-
TOB, HayTaJ BeIOMpaeTcs ojJHa KapTa. HaliTu BEpOsSTHOCTH TOTO, UTO:
a) KapTa OKa)XeTcs KPacHOU MacTH; 0) KapTa OKaKEeTCs KapTHHKOW;
B) KapTa OKaKEeTCs IaMOM; T) 3Ta KapTa Ty3 OyOu.

Pemennue.
a)yn=36, m=18; P(A) = 18/36=1/2.
6) n=36, m=16; P(A) = 16/36=4/9.
B)N=36, m= 4 P(A) = 4/36=1/9.
r)n=36, m= 1, P(A) = 1/36.

3amaua 2. [lycTe BEpOSTHOCTH TOTO, YTO CTYJCHT MOJYYHUT Ha
9K3aMEeHEe IO CTaTHCTUKE «IsTepKy» paBHa 0,17, «gerBepky» — 0,38,
«Tpoiiky» — 0,32, a «aBoiiky» — 0,13. HaiiTu BepoATHOCTb TOTO, 4TO
OYEpPEHOM CTYJIEHT MOJYyYUT OLICHKY, HE MEHbIIE TPOHKHU.

Pemenne. Vickomoe coObiTue D mpowusoiiaer, ecnu OyaeT moiy-
yeHa oreHka 5 (coObiTre A), onenka 4 (coObiTue B), wnn oreHka 3
(cobmiTHE C), TO ecTh cobbiTHE D ecth cymma coObituit 4, B, C. Co-
obiTus A, B u C HecoBMecTuMBIL. [103TOMY, IpUMEHSIS TEOpEMY CIIO-
KEHUS BEPOSTHOCTEH, TTOTyUNM

P(D) = P(A+B+C) = P(A) + P(B)+ P(C) = 0,17 + 0,38 + 0,32=
0,87.
3apgaua 3. VcnblTarenb NpOBOAMUT OMBITHI C MUPAMMIKOM, MOJI-
OpacbIBasi €e M OIpe/eNisis Kakasi TpaHb BBIMAJET MPU OYEPETHOM HC-
NBITaHUHM. B pe3ynpTare OmbpITOB OBUIM OIpPEENIEHbl BEPOSITHOCTH
BBIMAJICHUS KaKI0M U3 ueThipex rpanei: 1/3, 1/6, 1/3, 1/6. Onpene-
JIUTE BEPOSITHOCTh MOJIHON IPYNIbl COOBITUH.
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Pemenue. BeposTHOCTB MOJTHOM TPYIIIBI COOBITUI OMpeeseT-
Csl KaK CyMMa BEpOSITHOCTEH BCEX AJIEMEHTapHBIX MCXOAOB JaHHOMN
TPYIIIBL:
P(QQ) = P(A) + P(B)+ P(C)+ P(D)= 1/3+1/6+1/3+1/6=1.

CaencrBus u3 akcuom 1-3:

CaencrBue 1. BeposSsTHOCTh JOCTOBEPHOTO COOBITHS paBHA
eaunuie. JlelicTBUTENBHO, €ClIM COOBITHE JOCTOBEPHO, TO Ka)bIi
WCXOJ] UCTIBITAaHUS OJIArOMpPHUITCTBYET COOBITHIO, TO €CTh M=N, a 3Ha-
9uT U ero BeposTHocTh P(A)=m/n=L1.

CaencrBue 2. BeposTHOCT HEBO3MOXHOTO COOBITHS paBHA
HyJI10. Pa3 HU OAMH W3 MCXOJOB UCTBITAHUS HE OJArONMpHSITCTBYET
coobITHiO, To M=0, a Torqa P(A)=m/n=0.

CaencrBue 3. BepoATHOCTh CITy4aliHOTO COOBITHS €CTh MOJIO-
KHUTEIbHOE YHCIIo, 3aKimroueHHoe Mexxay O u eqununei. [Tockonbky
CITy4yallHOMY COOBITHIO OJAaroNpUATCTBYET JIUIL YacTh W3 OOIIEro
YHClia ANEMEHTapHBIX HCXO0/0B uchbiTanus. To ecte 0<M<n, a 3Ha-
gut 0< m/n<1.

0<P(A4) <1
Takum 00pazoM, BBeIsS aKCHOMATHYECKOE IMOHATHE BEPOSITHO-
CTH, MBI ITOJIyYHJIH BO3MOKHOCTB UCIIOJIB30BaTh JJIS JJOKA3aTEIbCTBA
TEOpEeM U CIIeACTBHI anmnapart (opManbHOU JOTHUKH.

KoHTpo/ibHBIE BOIPOCHI
1. Ha3zoBuTe OCHOBHBIE 3TaIbl B UCTOPUHU PA3BUTHUS CTATUCTUKH
KaK HayKH.
2. Kak B cTaTtucTHKe ompeaenseTcs TepMUH «COOBITHE»?
3. Kakwue coObITHsI Ha3BIBAIOTCS CIIyYalHBIMH, JTOCTOBEPHBIMH,
HEBO3MOYKHBIMH?
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4. TlpuBenuTte mMpuUMeEphl TOCTOBEPHBIX W HEBO3MOXKHBIX COOBI-
THH.

5. Kakue coObITHS HAa3LIBAIOTCS COBMECTHBIMH?

6. IlpuBenuTe mMpUMepbl COBMECTHBIX U HECOBMECTHBIX COOBI-
THUM.

7. Cdopmynupyiite 0oCHOBHBIE TeopeMbl Kommoroposa.

o

UYro Ha3bIBaeTCS CYMMOM COOBITHIA?
9. Yro HazbIBaeTCs MPOU3BEICHUEM COOBITHI?

Kiaaccuueckasi 4 cTaTuCTHYECKAS
MOA€C/IN BEPOATHOCTH

Heawb: Chhopmuposamsv y cmyoenmos nonsmue <8eposmHo-
CmMu» ¢ MOYKU 3PeHUs KIACCUYeCcKo20 U CIMAMUCMuYecko2o nooxo-
008, NOZHAKOMUMb C MEMOOAMU peuleHUs: 3a0a.

OcHOBHBIE TEOPEMBI KJIaCCHYECKON TEOPUH BEPOSITHOCTEH

PaccMoTpuM BEpOSTHOCTH C TEX K€ MO3MUILIMM, ¢ KAKUX OHA HC-
clieoBanach HECKOJILKO BEKOB MaTeMaTHKaMH.

Knaccuueckuil moaxon TOXKE UMEET NIEJIO C COOBLITHEM, KaK OC-
HOBHBIM TOHSITHEM TEOPUHU BEpOsITHOCTEH. Brinensiercss docmosep-
Hoe, He8Oo3MOJICHOe U clyyatiHoe coObiTua. OAHAKO, €ClH MPHU TO-
CTPOCHUM AKCMOMATUYECKON TEOpUU €TMHCTBEHHBIM OIPAaHUYEHUEM
JUTSE COOBITHIA, COCTABIISIFOIIMX IOJIe, ObUIO TpeOOBaHUE TOCTOBEPHO-
CTH BCeX COObITHH (T.e. TIO KpaiiHEeH Mepe, OJHO X HHUX, JOJKHO
MPOM30MTH MPH BBHITIOJIHEHUN 33JaHHOTO KOMILIEKCA YCIOBHH X), TO
KJIACCMUYECKHI MOAXO0JI OCHOBAH Ha JOMOJHUTEIHOM TPEeOOBAaHUU —
PaBHOBO3MOKHOCTH BCEX COOBITUI B BEIOPAHHOM TOJIE COOBITHHA.
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PaBHOBO3MOXKHOCTH 03HAYaeT PAaBHOMPABHOCTH (CHMMETPHIO)
OTAETBHBIX MCXO/OB HCIBITAHUS OTHOCHUTEIBHO HEKOTOPOTO KOM-
IJIEKCA YCIOBHH.

Hanpumep, nmes Konoay UrpajgbHbIX KapT U3 36 JUCTOB, MOXKHO
BBITALIUTh U3 HEe JI00YI0 KapTy. BeposTHOCTh BHITAIIUTH KAXKAYIO
u3 36 kapt ojguHakoBa U paBHa 1/36. DTO coObITHE SBIACTCS PABHO-
BO3MOXHBIM M HECOBMECTHMBIM C JIpyruMHu. TpeboBaHne paBHOBO3-
MO>KHOCTH SIBIISIETCS KECTKAM OTpaHMUYEHHEM U Cy’KaeT KpyT 3ajad,
KOTOPBIE MOXKHO PEIINTH ITPU TIOMOIIHN KJIACCHYECKOTO MOIX0/Ia.

BeposiTHOCTB COOBITHSI A paBHA OTHOIICHHUIO YUCIA CIIydaeB M,
OJaronpUATCTBYIOIIUX 3TOMY COOBITHIO, K OOIIEMY YHCIY €IMHCT-
BEHHO BO3MOXHBIX, PABHOBO3MOXXHBIX M HECOBMECTHUMBIX HCXO/0B
UCTIBITAaHUA N:

P(A) = m/n.

Ipumep 1. BpouieHs! 1Be UrpaiibHbie KOCTH (KyOUKH ¢ HyMepo-
BaHHBIMHU TpaHsiMK). HaliTu BEpOSTHOCTH, YTO CyMMa OYKOB Ha BBI-
MaBIINX I'PaHAX — YETHAs], MPUYEM Ha I'PaHM XOTs ObI OJJHOM M3 KOC-
TEW MOSIBUTCS IIECTEPKA.

Pemenune. Ha BbmaBmeil rpann “nepBoil” KOCTM MOXET MOs-
BUTBCSI OZJTHO OYKO, JIBA OYKA, ..., IIECTh OUKOB. AHAJIOTHYHBIE LIECTh
3IIEMEHTAPHBIX HCXOI0B BO3MOYKHBI TIPH OPOCAHHH “BTOPOI” KOCTH.
Kax b1t u3 ncxomoB 6pocanust “nepBoii” KOCTH MOXKET COYETAThCS C
KOKIBIM U3 UCXOA0B Opocanus “Bropoi”. Takum obOpa3zom, obiiee
YHCII0 BO3MOYKHBIX JIEMEHTAPHBIX HCXOJI0B UCIIBITAHHUS PaBHO 6*6 =
36. DTH UCXO0/1bI €IMHCTBEHHO BO3MOXHBI M, B CUIIy CHMMETPUH KOC-
T€i, PAaBHOBO3MOKHBI.

1
3JICMeHTapH08 co0pITHE — CO6LITI/IC, KOTOPOC HE MOXKCT OBITh Pa3JI0KEHO Ha
COCTAaBJIAOIIHUC COOBITHSL.
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braronpusTHEIMU OTHOCUTEIHHO UHTEPECYIOIIETO HAC COOBITHUS
(xoTst ObI Ha OJHOW T'PaHU TMOSBHUTCS MIECTEPKA M CyMMa BBIMABIINAX
OYKOB — Y€THast) SIBISIOTCS CIICIYIONIHE TSTh HCXO0B!

6,2; 6+2=8 2,6; 246=8
6,4, 6+4=10 4,6; 4+6=10
6, 6; 6+6 =12

[lepBbIM 3amMcaHO YUCIIO OYKOB, BHINABIIMX Ha “MEpPBOH’ KOC-
TH, BTOPBIM — YHCJIO OYKOB, BBINABIIMX HAa “BTOPOM’~ KOCTH, a 3aTEM
yKa3aHa CyMMa OYKOB.

Hckomast BEposSITHOCTh paBHA OTHOILIEHHUIO YHCIIa UCXOJI0B, Oa-
TONPHUATCTBYIOIIUX COOBITHIO, K YMCITY BCEX UCXO/IOB!

P(A) = 5/36.

Ecnmu teneps oOpaTHThCS K aKCHOMATHYECKOMY OIPEACIICHUIO
BEPOSITHOCTH M CPABHUTH €0 C KIACCHYECKUM, TO MBI YBHIIUM, YTO
KJIACCUUECKOE OIPECIICHUE SBISETCS YACTHBIM CIydyaeM AaKCHOM.
JleficTBUTENEHO, €CITH aKCUOMY 1 HOMOTHUTE TpeOOBaHHEM PABEHCT-
Ba BBEJICHHBIX YHUCEI Pj APYT IPYTY, & UX CYMMY OTPaHUYUTh €IMHU-
et (akcuoma 3), TO MbI ITOJIYYUM KIIACCHUYECKOE OMPEIEIICHHUE.

Teopembl KiIacCHYECKOI TEOPUHU BEPOSAITHOCTEH

s 5 heKTHBHOTO HUCIIOIB30BAHUS BBIYMCICHUN BEPOSTHOCTH,
OCHOBAHHOM Ha KJIACCMYECKOM MOJX0/€ OBLIO JOKa3aHO HECKOJIbKO
TCOPEM U CHC}ICTBI/IfI n3 aux. Kak BUIHO, 3TH TCOPEMBI ICPCKINKA-
IOTCSI C TEOPEMaMHU aKCHOMAaTHYECKOTO TIOX0/1a.

Teopema 1. BepossTHOCTB 1100010 COOBITHSI HE MOXKET OBITH OT-
pULATEeNbHOM U OOJIbIIE SUHUIIBL.

Teopema 2. BeposATHOCTb JOCTOBEPHOTO COOBITHUS paBHA €/IH-
HUIIE.

Teopema 3. BepoSTHOCTh HEBO3MOXHOTO COOBITHS paBHA HYJIIO.
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Teopema 4. Teopema cl0XeHHsI BEPOSATHOCTEHN JJIT HECOBMECT-
HBIX COOBITHH.
BeposTHOCTh MOSABIEHHS] OAHOTO U3 HECKOJIBKUX HECO8MeCmHbIX CO-
OBITHI1 paBHA CyMME BEPOSITHOCTEH 3TUX COOBITHIA.
P(A1+Ax+...+A;) = P(AL) + P(A) +... +P(A).

Teopema 5. Teopema c10KeHUS BEPOATHOCTEHN JJIsI COBMECTHBIX
coObITUN. BepoATHOCTh MOSBIEHUS OJHOTO U3 HECKOJIBKUX Cco8Me-
CMHbIX COOBITUN paBHA CyMME BEPOSITHOCTEH 3TUX COOBITUN MHUHYC
BEPOATHOCTH NMPOU3BEACHUS STUX COOBITHIA:

P(A + A, + A)) = P(A) + P(A) + P(A) = P(A - A, - Ay).

Teopema 6. Teopema mpou3Be[CHHSI BEPOSITHOCTEH JJIsI HE3aBH-
CUMBIX COOBITHI. BeposTHOCTh MpOM3BENCHHSI HE3aBUCUMBIX COOBI-
TUW paBHA MTPOU3BEICHUIO BEPOATHOCTEH KaXKIOTO COOBITHUS

P(Al'Az'...'An) = P(Al) : P(Az) P(An)
BeposTHOCTh pou3BeACHNS 3aBUCUMBIX COOBITUN BBIYHCIISCTCS
1o Gopmysie yCIOBHON BEPOSTHOCTH.

3agaya 1. B ypue 30 mapos: 10 kpacHbIX, 5 cuHux u 15 OenbIx.
U3 ypHbI Hayjauy BeITAIWIIM OJWH ap. HallTu BEpOATHOCTH MOSIB-
JICHUS IIBETHOTO II1apa.

Pemenue. IlosBiieHne HBETHOTO Iapa 00O3HAYAET TMOSBIIEC-
HH€ WIM KpPAaCHOro, WIM CHHEro mapa. BeposTHOCTh NOsBICHUS
KpacHoro mapa coositie A: P(A)=10/30=1/3.

BeposTHOCTD BbIMIaicHUs cuHero Iiapa (coobitie B):

P(B)=5/30=1/6.

CoObiTust A U B HecoBMECTHBI, MO3TOMY MPUMEHHMa Teopema

CJIO’KEHUS BepoATHOCTEH 4.
P(A+B) =P(A) + P(B) = 1/3 + 1/6 = 1/2.
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3apaua 2. Jlns oTnpaBKy Tpy3a CO CKJIaja MOXKET ObITh BBIJICIICHA
TOJILKO OJIHA U3 JBYX MAIlIMH Pa3IM4yHOro BHA. VI3BECTHBI BEPOSITHO-
CTH BbIICICHHS Kakaoi Marmubl: P(A41) = 0,2; P(42) = 0,4. Onpene-
JUTHh BEPOSITHOCTh TOTO, YTO K CKJIaay OyJeT mojaHa XoTs Obl oJHa
Y3 3TUX MAIIUH.

Pemenue. 110ckosIbKYy ONHOBPEMEHHOE BBIJIEIEHUE JIBYX MAIlUH
JUISE OTIPABKHU Tpy3a — COOBITHE HEBO3MOXHOE, a 3TO 3HAYHT, YTO
COOBITHS «BBIJICJICHUE MAIMHBI TIEPBOTO BUIA» U «BBIICICHHE Ma-
UIMHBI BTOPOTO BHJIa» SIBJISIFOTCS. HECOBMECTHBIMHU. Torna, Beposr-
HOCTb TOTO, YTO K CKJIay OyJeT mojaHa XoTs Obl OJJHA U3 3TUX Ma-
i Oynet: P (A1 + Az) = 0,2+ 0,4 =0,6.

3agaua 3. bpocarot 1Ba KyOHKa C HyMEPOBAHHBIMH TPaHIMHU.
Onpenenuth BEPOSITHOCTh TOTO, YTO B OYEPEIHOM HUCIBITAHUU XOTS
Obl OIHA U3 BBINABIINX IpaHei OyIeT YETHOI.

Pemenne. Ha xaxnom kyOuke — mecTb rpaHeil. Tpu u3 Hux
SIBJITFOTCSI Y€THBIMH, TIO9TOMY BEPOSITHOCTH BBITIACTh YCTHOH T'paHU
Ha nepBoM kyouke P(A)=1/2 u na Bropom kybuke P(B)=1/2. [TosB-
JIEHWE YETHOr0 KOJIMYECTBA OYKOB HA MEPBOM M BTOPOUM KOCTH — CO-
OBITUSI COBMECTHBIE, TIO9TOMY BEPOATHOCTH MOSBIECHUS YETHOM Tpa-
HU XOTs ObI HAa OJHOW KOCTU OIpENEesseTCs M0 TEOPEME CIOMKEHHS
COBMECTHBIX COOBITHIA:

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A -B)

BeposTHOCTE OTHOBPEMEHHOTO MOSBICHUS YETHBIX TpaHell Ha

P(A-B)=P(A)-P(B) = ~.1 -1,

000UX KOCTIX: 22 4
Wtak, BepOSATHOCTD MOSBICHUS YETHON TPAHU XOTsI ObI Ha OJI-
1 1 1 3

HOH KoctH paBHa P(A+ B)_E 3717
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3anaua 4. [lo MuUIIeHN CTPEISIIOT TPU CTpesika. BeposTHOCTH
nonagaHusi coorserctBeHHo pasHbl 0,7; 0,8 u 0,9. Haiitu BeposT-
HOCTb TOTO, YTO TOMNAIYT BCE TPHU.

Pemenne. Ilycth coObITHE A — «TOMalaHUE B MUIIEHD MIEPBO-
ro cTpenka», coobITHe B — «momaganue B MHILIEHb BTOPOTO CTPEI-
Ka», a coobiTre C — «momnaganue B MUIICHb TPEThETO cTpenka». [1o-
CKOJIBKY 9TH COOBITHSI HE3aBHCHMEBIE, TO TIPUMEHSIS TEOPEMY IPOU3-
BEJICHUSI BEPOATHOCTEH, IOy UMM

P(A-B-C)=P(A) - P(B) - P(C)=0,7 - 0,8 - 0,9=0,504.

3apaua 5. Tpu cTpenka Mpou3BOIAT MO OJHOMY BHICTpeny. Be-
POSITHOCTH TOMaJaHusl B 11eNb Kaxkaoro crpenka pasuel 0,9; 0,8; 0,85
COOTBETCTBEHHO. HailTu BeposITHOCTH TOrO, UTO B LENb MOMATYT
TOJIBKO JIBa CTpPEJIKA.

Pemenue. Mickomoe cOOBITHE TPOU3OMIET, €CIIN CITyyaTCs TAKUE
COOBITHS:

D - nomagyt nepBblif M BTOPOU CTPEIKU, TPETUIN MPOMAXKET;

E - momaayT mepBbIil M TPETUI CTPEIIKH, BTOPOI MPOMaXKET;

F - momagyT BTOpOW U TPETHH CTPEIKU, IEPBBIM MPOMaXKET.

[Tonaganust Ka)Ka0ro CTpeika B 1Eeb HE 3aBUCAT APYT OT JIpy-
ra, mo3TOMY C IOMOIIbIO TEOPEMBbI YMHOXKEHHSI BEPOSTHOCTEU sl
HE3aBUCHMBIX COOBITUN MOXHO PACCUUTATh BCE BO3MOXKHBIC HCXOJIbI
ucnbiTanus A, B u C.

BepositHocTh coObiTus D:

P(D)=P(A-B-C)=0,9-08-015=0,108;
BEPOSITHOCTH COOBITHS E:

P(E)=P(A-B-C)=01-0,8-0,85=0,068;
BEPOSITHOCTH COOBITHS F:

P(F)=P(A-B-C)=09-0,2-0,85=0,153.
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Co6witust D, E u F HecoBmectumebl. Torna, mpuMmeHsist Teope-
MY CIIO’KCHHUS BEPOSITHOCTEH, IMOJIYYHM, YTO BEPOSITHOCTh TOTO, YTO B
1IeJb MONaayT JIBa CTpeNKa
P (D+E+F)=P(D)+ P(E)+ P(F)= 0,108+0, 068+0, 153=0,329.

CraTtucTuyeckoe onpeaejeHue BeposiTHOCTH

WNHoi nonxop K OnpeieIeHHI0 BEPOSITHOCTH MTPEJIaraeTcs, €Cliu
BOCIIOJIb30BAThCSl TIOHSITHEM CTAaTUCTHUYECKUX WCIBITAHUHA, IPOBE-
JICHHBIX TIPU YCIOBUU COOJIFO/ICHUS KOMIUIEKCA YCIOBUHN X U ¢ UK-
calyeil HaACTYIIJICHUS WU He HACTYIUICHHUS WHTEPECYyIOIIero Hac co-
obiTus. [lone coObITHIA, TakuM 00pa3oM, OyIeT OTpaHHYEHHO TOIHKO
KOJIMYECTBOM HCIBITAHUHN, 2 BEPOSTHOCTH OJArONpHUITHOTO COOBITHS
ompezensiercss post factum, T.e. mo (akTHuecKOMy pe3yibTaTy, B
MIPEINOJIOKEHUH, YTO BCE UCXOAbl — PABHOBEPOSITHHI. J[OMOTHUTEID-
HBIM TpeOoBaHHEeM OyJeT TpeOOBaHHWE HE3aBUCUMOCTH KaXKJIOTO IO0-
CJIETYIOIIETO MCIBITaHUs OT Mpeablaymero. Takum obpazom, cTaTu-
CTHYECKasi BEPOSTHOCTh (DaKTHMUECKU SIBIISETCS OTHOCUTENHHOM yac-
TOTON MHTEPECYIOIIETO HAC COOBITUS B CEPUU UCTIBITAHUH.

OTHocHTe/IbHASL YACTOTA COOBITHS A WIM CTATHCTHYECKAsl

m
BeposiTHOCTH onpezensiercs pasercrsom W (A) = " TAe M — umuc-
JI0 UCTILITAHUHN, B KOTOPBIX COOBITHE A HACTYyNHIIO; N — 00IIIee YUCIIo
MIPOU3BEICHHBIX UCTIBITAHUH.

CuuTaercs, 4TO MPH JOCTATOYHO OOJBIIOM KOJUYECTBE HUCIIBI-
TaHUN CTATHCTHYECKAsh BEPOSTHOCTH (YacToTa) MpUOIMIKACTCS aCHM-
NTOTUYECKU K KITACCUYECKON BEPOSTHOCTH.

3anaua 6. UrpansHas kocTh OporieHa aecsath pas. lllects oukos
BbInano 3 pa3a. KakoBa BepoOSTHOCTh W YaCTOTa BBINMAJCHUS TPAHU C
IIECThIO OYKaMHU?
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Pemenne. BeposTHOCTD BBINIAICHUS [IIECTH OYKOB OIPEJIEIIACT-
cs1 kak otHomeHre P(A)=1/6 (u3 miecTH BO3MOXHBIX HCXOIOB IPHU
Mo0packIBaHHKM KOCTH BBIMAJCHUIO IIECTEPKH OJIaronpusTCTBYET
OJIMH), a YacToTa BbIMajeHus mectu oukoB paBHa W(A)=3/10 (co-
ObITHE HACTYIIHJIO TPH Pa3a B IECSATH MCIBITAHUAX).

I'eomeTpnyeckasi BepoOATHOCTH

ITycte Q — HekoTopast obiacts, uMmeromias mMepy W(Q) (anuny,
oAb, 00BEM U T. 11.), Takyto, uto 0 < pu(QQ) < 0.

Touka paBHOMEpHBIM 00Opa3oM momagaer B € (peamusyercs
NPUHIUIT T€OMETPHUYECKON BEPOSTHOCTH), €CIH BEpOSITHOCTH P(A)
MOTIa/IaHuUs €€ B KAXKIYI0 00JIacTh A, SBJISIONICHCS 10100MacThio (2,
HPOIOPLUOHATBHA Mepe 3Toi obnactu [(A):

pay - 48
#(Q)

IIpome roBopsi, reoMeTpuyeckas BEPOATHOCTb OIPEENIAeTCs
OTHOIIIEHWEM TUIOIIaAeH: olmiei — Gurypsl, 1 00J1acTH, B KOTOPYIO
JIOJKHA MONAcTh TOYKa.

3apgaua 7. B xpyr BOucaH NpaBWIbHBIN 1IeCTUYTOJIbHUK. HalTi
BEPOSITHOCTH TOT'0, YTO TOYKA, HayAady OpOIIEHHas B KpYT, HE MOMa-
JIeT B IPAaBUIbHBIN IECTUYTOJIBHHK, BIIMCAHHBIN B HETO.

Pemenne. Ilycts panuyc kpyra paBeH R, Torga ctopoHa miecTu-
yrompHuKa Toxe pasHa R. IIpu sTom miomans kpyra S = 7R, a mio-
111a]b [IECTUYTOJIbHUKA paBHa S:
 33.R?
==
BeposTHOCTh HCKOMOTO COOBITHS:

3\/§-R2)' 1 7-3J3
2

S

= =0174.

S-s
P(A)=——=(aR* -
(A S ( R? 27
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Puc. 2. [IpaBunbHBIN MIECTUYTOILHUK, BIIUCAHHBIN B KPYT C
pamuycom R

3amaua 8. /[Ba yenoBeka 1OrOBOPHIIMCH BCTPETHTHCS Y KHHOTEAT-
pa Mexay 12 u 14 yacamu 1 JOrOBOPHIJIMCH, YTO TOT, KTO TIPUJIET TIEp-
BBIM, XKJIET pyroro B Teyenue 30 MUHYT, 1ocie yero yxoaut. Haiitu
BEPOSITHOCTb UX BCTPEUH, ECIIU IIPUXOJ] KAKJIOTO B TEUEHUE YKAa3aHHOTO
BPEMEHU MOXKET MPOHM30MTH B JIFOOOM MOMEHT, a MPUXOJbI JIIOJCH He
3aBUCAT JPYT OT Apyra?

v &
L

T

N

-
¥

T X

Puc. 3. I'paduueckoe npeacrasnenue npumepa Ne 4

Pemenne. OG03HaYMM MOMEHTHI MIPUXOJa JIIOAEH dyepe3 3Haue-
HHAA X U Y Ha COOTBETCTBYIOIUX OcCsAX koopauHar. Ilycte T —
MHTEpBAJI BpEMEHH BO3MOXKHOH BCTpeud, paBHbIH B mpumepe 120
MuHyTaMm, a t — Bpemsi oxxuganus, pasHoe 30 muHyTaM. SICHO, YTO
JUIS. TOTO, YTOOBI BCTpEYa MPOU30ILIA, HYXKHO, YTOOBI pa3HOCTh Me-
KTy MOMEHTaMH MPHUXO0/1a Jifo/ieil Obuta MeHblie i paBHa 30 MuH.
N3o0pa3um X U y Kak TOUYKH BHYTpH KBajapara co ctopoHamu T. To-
I7la UCXO/bl, OaronpusTHbIE AJI BCTPEUH, OyIyT COOTBETCTBOBATH
3alTPpUXOBaHHOM o6sacTu A. CorjaacHO MPUHIMITY T€OMETPUUYECKON
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BEPOSITHOCTH, UCKOMasi BEPOSTHOCTh pPaBHA OTHONIICHHUIO IUIOMIATH
3aIITPUXOBAaHHOW (PUTYPHI K IUIOIIAIN BCETO KBaApaTa.
2 2
P(A) = % _
DJieMeHThl KOMOMHATOPUKH B TEOPUH BEPOSITHOCTE

MHorue 3a7a4y, OCHOBaHHBIC HA KIACCUYECKOM ITOJIX0JIE, U KaK
MBI YK€ 3HaeM, MOHSITUU PaBHOBO3MOXKHOCTH, CBOJSITCS K BBIUKCIIE-
HUIO KOJIMYECTBA BCEX BO3MOXHBIX COOBITUM, HACTYMAIOIIUX TPHU
BBINIOJIHEHUHM KOMILJIEKCA YCJIOBUHM X2, a TaKKe KOJIMYECTBAa MHTEpe-
CYIOIIUX HAC ONarompusTHBIX COOBITUH. Takue BBHIYMCIECHUS JOCTa-
TOYHO YaCTO CBOJATCS K pacyeTy KOJIMYECTBA Pa3IMYHbIX KOMOHMHA-
IUA DJIEMEHTOB M3 KAaKOro-mmbo MHOXecTBa. B 3TOM ciydae MbI
HMEEM JIEJI0 C pa3/iesioM MaTeMaTUKH — KOMOMHATOPUKOH. BBenem
OCHOBHBIE ONIPEIECNICHUS U COOTHOIICHUSI KOMOMHATOPUKH.

ITycts umeercs K rpymm 31eMeHTOB, MPHYEM i-sf TPYIIa COCTOUT
u3 Nj 3eMeHToB. BriOepeM mo ogHOMY 3JIE€MEHTY M3 KaXIIOH TpyI-
nbl. Torma o6miee unciao N crmoco60B, KOTOPHIMA MOXKHO TPOU3BECTH
TaKo# BBIOOp, OMpeIeNsieTCs] COOTHOIICHUEM:

N =n;-ny--- Nk —ocHOBHas (hopMyJia KOMOMHATOPUKH.

ITycte numeercs 4 ayauTopuy, B KOTOPBIX CTOSAT KOMIIBIOTEPHI. B
nepBoil ayauropuu N1=12 KoMIbIOTEPOB, BO BTopoii Np=10 kommbio-
TEpoB, B TpeTbell N3=11 KommbrOTEpOB, a B 4eTBepTO N4=13 KOM-
nploTepoB. [ pacuera KoaMuecTBa KOMOMHALMI 3TUX KOMITBIOTE-
POB, B3ATHIX M3 KaXKJOr0 Kjacca M0 OJHOMY, HY>KHO pacCUuTaTh

N =12 -10-11-13=17160.
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IlepecTaHoBKOI# U3 N JIEMEHTOB HA3BIBACTCS JIIOO0H yNOPsiI0-
YeHHbIIl Habop 3TuX 31emMeHToB. Hanpumep, nepectaHoBku uncen 1,
2,3:(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1).

Ph=n(n-1).-.-2-1=n!

Pa3zmemienuemM 13 N 3J€MEHTOB 1O M Ha3bIBaeTCs 000 ymo-
PSIIOYEHHBIH HA0Op W3 M Pa3IMYHBIX 3JIEMEHTOB, BHIOPAHHBIX W3
0011e# COBOKYMTHOCTH B N 3JIEMEHTOB.

Hampumep, pa3memnienus u3 yetbipex uncen 1, 2, 3, 4 no nsa:
1.2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,3), (24), B1), 32), (34), (41),
(4,2), (4,3).

n!
A= (N)n = n(N-1) - (n-m+1) = (n—m)1-
CoueTranueM 13 N 3JIEMEHTOB MO M Ha3bIBaeTCs 1000 Heymo-
PsiI0YEHHBIH HA00p U3 M Pa3IMUYHBIX 3JIEMEHTOB, BHIOPAHHBIX U3
00111/l COBOKYITHOCTH B N JIEMEHTOB.
CoueranusMu u3 4etbipex uncen 1, 2, 3, 4 o aBa:

(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4).
o {n) (W, n!

m/ - m! (n-m)!m!

3anaua 9. (nepecmanosxka). Ha st kapTodykax HarucaHbl Oy-
kBBl ‘1, “n”, “a” ,“m”, “a”. Kaprouku mepememmBaroTcs U BBIKJIA-
IBIBAIOTCS B psn. Haiit BeposTHOCTH TOTO, YTO OOpa30BaBIIECECS
cioBo Oyner “namma” (coobiTre A).

Pemienne. B cooTBeTcTBMM ¢ KOMOMHATOPHBIMH MPHUHIIUIIAMU
JUISE OTMIPEJIENICHNsT OOIIEro 4Yucia 3JIEMEHTAPHBIX HCXOJ0B HYKHO
MOJICYUTATh YHCIIO YIOPSAOYCHHBIX HAOOPOB U3 YEThIpeX OyKB. MBI

HUMECM JICJI0 € YUCIOM NCPECTAHOBOK, IMO3TOMY YHCJIO JJICMCHTApP-
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HbIX ucxonoB N = 5! = 120. CnoBo “mammna” oGpa3yeT JBe mepecTa-
HOBKH, TO €CTh YHCJIO OJIATONPHUATHBIX JUISI COOBITHS A DIIeMEHTap-
HBIX Ucx0710B M = 2. [Tostomy P(A) = m/n = 2/120=1/60.

3angaua 10. Habupast Homep TenedoHna, aDOHEHT 3a0bl mocie -
HUe J1Be IU(PBI U, TOMHS JIUIIb, YTO 3TU HUQPPHI pa3IudHbl, Habupa
ux Haynauy. HaifTu BeposTHOCTH TOTO, yTO HaOpaHbI HY>KHBIE IH(]-
PBI

Pemenne. O603Ha9nM uepes uepe3 B coObiTHe — HaOpaHBI J1BE
HyXHbIe IU(PpbI. Bcero MoxHO HaOpaTh CTOJIBKO Pa3IUYHBIX UG,
CKOJIbKO MOXXET OBITh COCTaBJICHO pa3MEIICHUI U3 JIecsITd IUdp 1o

JIBE, TO €CTh
A%10= n!/(n-m)!=101/8!=90. Torxa P(B)=1/90.

3anaua 11. B xopoOke cuaar 12 kotsat. Cpean HUX TpH OenbIx
KOTEHKA, TPH YEPHBIX, TPH CEPBIX U TPU PbDKUX. M3 KOpoOKM Haya-
9y BBITACKHBAIOT TpeX KOTAT. OnpenenuTs BEpOSATHOCTh BHITAIIUTH
13 KOPOOKH TpeX KOTAT TaK, YTOOBI OJMH U3 HUX OBLI HEMPEMEHHO
PBDKHIA, a 1B APYTHUX UMENU Pa3IMYHBIA OKpac W He ObLIM OBbI PhI-
KUMHU.

Pemenne. OOmiee 4uciIo 3JI€MEHTAPHBIX MCXOJIOB MCIBITAaHUS
PaBHO YUCIy COYETAHUN M3 JBEHAATH 3JIEMEHTOB IO TPH, TO €CTh
Cwuz 12 o 3.

c3 12 120 10-11.12
P (12-3)13 93 6

Yucao HCXOO0B, 6J'IaFOHpI/I$ITCTBy10HII/IX IMMOABJICHHUIO IBYX KOTAT

= 220.

pa3MyHOro okpaca (M He pbDKUX), paBHO YHCITY COYCTAHHM U3 OTUH-
HAILATH 3JIEMEHTOB M0 ABa, To ecTh C u3 11 mo 2.
11 11
C2= = =55
(11-2)t2r 912
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Hckomast BEpOosSITHOCTh paBHA OTHOILIEHHUIO YHCIIa UCXOJI0B, Oa-
TONPUATCTBYIOIIMX UHTEPECYIOLIEMY HAC COOBITHIO, K OOIIEMY 4HC-
JIy BO3MOXKHBIX 3JIEMEHTAPHBIX HCXOJIOB!

Ci_5 _1
Cl 220 4

3agaua 12. B naptum u3 10 geraneit 7 ctanmapTHbiX. Halitn Be-
POSITHOCTB TOTO, YTO CPEIH B3ATBHIX HAayJady IICCTH JICTAJCH YeThIpe
(4) oxazanuch cTaHIAPTHBHIMH.

Pemenne. 061_1_[66 YUCJIO BO3MOIXKHBIX UCXOO0B HUCIIbITAHUS paB-

P(A) =

HO YHCITy CIIOCOOOB, KOTOPHIMU MOKHO M3BJIeUb 6 nerasneil u3 aecs-
TH, TO €CcTh 4ucity couetanuid u3 10 snemeHTOB MO 6 — KOTUYECTBO
CoYeTaHUH Clos.

Yuciio 01aronpusTCTBYIONIMX UCXO0J0B (cpean 6 B3ATHIX JeTa-
jei 4 craHmapTHHIX). YeThIpe CTaHAApTHBIX JeTanell MOKHO B3SITh
n3 7 CTaHIapTHBIX C* cnocobamu, IIPH 3TOM OCTaJIbHbIC 6-4=2
JIOJDKHBI OBITh HECTaHJIAPTHBIMU. B34Th jke 2 HEeCTaHJapTHbHIC JIeTa-
au u3 10-7=3 HecTaHAAPTHBIX MOXKHO C32 cnocobamu. CnenoBa-
TENBHO, YHCIIO OJATONPUATCTBYIOUIHX HCX010B paBHO C7' *Ca?
Hckomast BEepOATHOCTh paBHA OTHOILEHHUIO YHCIIA HCXOMAOB, Onaro-
MPUATCTBYIONIMX COOBITHIO, K YUCITy BCEX AJIEMEHTAPHBIX MCXOIOB:
P(A)= C7* *C4* | C1o® =1/2.

3agaua 13. U3BecTHO, 4TO B mocTtymuBinei maptuu u3 30 mBei-
HbIX MamHOK 10 mmeroT BHyTpeHHUH AedekT. OnpenaenuTs BeposT-
HOCTh TOTO, YTO W3 TISITH Hayaady B3STHIX MAIIMHOK TPH OKaKyTCs
6e371eeKTHBIMH.

Pemenne. Brenem crnenyrone o6o3nauenus: N — obiiee uncio
MAIIHHOK, N — 9uciio 0e3e)eKTHRIX MAITUHOK, 71 — YUCIIO OTOOpaH-
HBIX B IAPTUIO MANIMHOK, K — uncio 6e3neeKTHRIX MAIIMHOK B OTO-
OpaHHOI mapTHH.
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OO0r1iee yncII0 KOMOMHALIMK 1O m MalMHOK (00IIee YMCIO0 BO3-

MOYKHBIX HUCXOJIOB) OyZeT paBHO 4yuCly codeTaHuii u3 N 371eMeHTOB
m _ 5 o o

no m, T. €. CN = C3o . Ho B kaxnoii oroOpaHHON KOMOWHAIMU

HAOJIZKHO COACPIKATHCA 110 TPU 663,H€(1)€KTHBIG MAaIIHKHM. YHucIo Takux
KOMGI/IHaHI/II‘/’I paBHO YUCITY COYETAaHUH M3 1 3JIEMEHTOB IIO k, T. €.

k _ ~3
Cn - CZO .
Ocragiuecs 1eeKTHbIC MAIIMHKH (3JIEMEHTBI) TOXKE 00pa3yroT
MHO>KECTBO KOMOWHAITMH, YHUCIIO KOTOPBIX PAaBHO YHCITY COYCTAaHUH 13
m-k 2
N — n anemenToB o m —K, T. e. CN_n = ClO .
DTO 3HAYWT, YTO OOIIEe YMCIO OIArONPHUITCTBYIONIMX HCXOJ0B
C k C m-k
OTIPEIENACTCS MMPOU3BEIICHUEM “~ y - w y _ .
3 5-3 A3 2
Czo 'Cso—zo - Czo 'Clo
[ToncraBuB B 3Ty (hOopMyIy UMCIICHHBIC 3HAUYEHHS JAHHOTO IPH-
Mepa, MOIyYuM
3 2
C Ch B 20110! 15L5! N

P(A) = cs T 171318121 30!

0,36.

3aoauu 01 camocmoamenbHo20 peuienus
Knaccuueckan eepoamnocmey:
1. B maraszune exeMecsyHO COCTABISETCS OTYET O MpoJaxax, Ko-
TOPBIH T0JKEH OBITh MPECTABIEH PYKOBOACTBY B MOCIIEIHUH JI€Hb
Mecs1a, HE3aBUCUMO OT TOTO SBJISETCS ATOT JACHb BBIXOJHBIM WJIU
HeT. KakoBa BEepOSTHOCTH TOTO, YTO OTYET OY/JET MPEACTABIICH: a)

28— 1o uncna? 6)30 — ro uucna? B)31- ro umcia? ['ox sBasieTcs
HEBHCOKOCHBIM.
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2. DBpomrensl nBe urpanbHble KOCTH. HalTH BEpOSTHOCTH TOTO,
YTO CyMMa OYKOB Ha BBINABIIMX IPaHSIX paBHA IISITH, a IPOU3BEIe-
HUE — YETHIPEM.
3. Y4acTHHKH kKepeObeBKH TSIHYT U3 SIIHKA KETOHBI C HOMEpaMU
ot 1 o 100. Haiitu BEposSTHOCTH TOTO, YTO HOMEP MEPBOTO HAyla-
9y U3BJIEYCHHOTO )KETOHA HE COACPKUT IUDPHI 5.
4. Ky0, Bce rpaHl KOTOPOTO OKPAIICHBI, PACTIHJICH HA THICAYY KY-
OWKOB OJJMTHAKOBOTO pa3Mepa, KOTOPBIE 3aTeM TIIATEIhHO TepeMe-
manbl. HaliTu BEpOATHOCTH TOTO, UTO HayJady WU3BICYECHHBIA Ky-
OuK OyJIeT UMETh OKPAIICHHBIX TPaHel: a) oaHy; 0) JABE; B) TPH.
5. B 3amke Ha obmieit ocu nATh IUCKOB. Kaxaplil nuck paszieneH
Ha IIECTh CEKTOPOB, Ha KOTOPHIX HAMHUCAHBI Pa3lUYHbIC OYKBBI.
3aMOK OTKpPBIBAETCS TOJBKO B TOM CIydae, €CiM KaXKAbli JUCK 3a-
HUMAeT OJIHO OIpPEIeNIEHHOE MOJIOXKEHHE OTHOCHTEIBHO KOpITyca
3amka. Haiitu BEpOSITHOCTH TOTO, 4TO NPU NMPOU3BOJIBHON yCTaHOB-
K€ JIUCKOB 3aMOK MOKHO OYJIET OTKPBITb.

6. U3 TmarensHO TNEepeMelaHHOro IMOJIHOTO Habopa 28 kocrei
JOMHMHO HayJady M3BJe4eHa KOcTh. HallTu BEpOSTHOCTH TOTO, YTO
BTOPYIO HayAauy W3BICYCHHYIO KOCTh MOKHO MPHCTAaBUTh K TEp-
BOH, €CITM IIepBasi KOCTh: a) OKa3ajiachk ay0ieM; 0) He ecTh qyOJIb.

Knaccuueckan eepoamnocms ¢ ucnonv3oganuem gopmyn
KOMOUHAmMOpPUKuU'

1. Bpocator nBe oaMHaKOBbIE MOHETHI. KakoBa BEpOSTHOCTH KOM-
Oounaruu "opna” u "pemku” w1 komOwHanmu aBa "opna'?

2. W3 28 xocreii JoMUHO HayTaa BRIOUpAOT oHY. UTO BeposTHEe:
yTo cymma nudp Ha Hel Oyaer dYro cymma Iudp Ha HEll Oynuer
paBHa 6 nim 8 (paBHa 3 i 4)?

3. KakoBa BepOsSTHOCTh TOTO, YTO AaTa POKICHUS YelOBEKa MpH-
xoaures Ha 29 ¢peBpans?
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4, U3 OykB cjIOBa «amnelbCUH» MOCJIEI0BaTEeILHO BRIOUpatoT 4 Oy-
KkBbI. Haiiure BepOsSTHOCTH TOTO, UTO BHIOpaHHBIC OYKBBI B TIOPS-
K€ UX BbIOOpa 00pa3yloT CIIOBO: «JIUCA»?  KIUIEH»?

5. KakoBa BeposSTHOCTb TOTO, UTO MpPH CIy4allHOM PACHOJIOXKEHUU

k_7N 7 e__71 _7

B psil KyOMKOB, HA KOTOPBIX HamucaHbl OykBBI “a”, “r”, “u”, “n”,
“M”, “o”, “p”, “1” momyuurtcs cnoBo “anropurm”?

6. B xomrexkuuun omHoro u3 m3BectHeIX yueHsix MI'TIM 200 mower,
u3 kotopeix 25 monet XVIII Beka. KakoBa BeposiTHOCTH TOTO, YTO
Hay1ady BbIOpaHHas MoHeTa natupoBana XVIII Bexom?

7. bubnnoTeyka COCTOMT M3 JECATU PA3IUYHBIX KHUT, TpPUYEM
MSTh KHUT CTOAT 10 4 pyOs KaXkaasi, TP KHUTH 110 OJHOMY pyOITto
U ABe KHUTU 1o 3 pyOssa. HaliTu BeposSTHOCTH TOrO, YTO B3SITHIC
HAyIa4y JBE KHUTH CTOST 5 py6ueit. (Ome. p = C's * Cl3/ C%o = 1/
3).

8. B smuke mmeercs 50 ofMHAKOBBIX JeTaJICH, U3 HUX 5 OKpaIleH-
HbIX. Haynady BeIHMMAlOT OJHY aetanb. HallTu BEpOSATHOCTH TOTO,
YTO U3BJICUCHHAS JIETANIb OKAXXETCS OKPAILIEHHOM!.

9. bpomeHa urpajibHas KocTh. HalWTH BEpOSATHOCTH TOTO, YTO BHI-
najieT YeTHOE YHCIIO OYKOB.

10. YdyacTHUKH XKepeObEBKH TSHYT U3 SIINKA KETOHBI C HOMEPAMHU
ot 1 no 100. HaiiT BepOSITHOCTH TOTO, YTO HOMEP TEPBOTO Haya-
9y U3BJICYCHHOTO )KETOHA HE CONCPIKUT ITUGPHI O.

11. B memouke uMeeTcst 5 oarMHAKOBBIX KyOuKoB. Ha Bcex rpansax
KaX/I0ro KyOnKa HamrcaHa oJlHa U3 CIeayrommx OyKB: o, I, P, C, T.
HaiiTi BepOSITHOCTH TOTO, UTO HA BBIHYTHIX TIO OJTHOMY M PaCIoJIo-
JKEHHBIX ''B OJIHY JIMHUIO"' KyOMKOB MOXXHO OYyJI€T MPOYECTh CIOBO
"cropt".

12. Ha xax/10#l U3 MIECTH OJMHAKOBBIX KapTOUYEK HareuyaTaHa OfHa
u3 ciueayoumx OykB: a, T, M, p, ¢, 0. KapTouku TmiatenbHO mepe-
Menranbl. HaliTu BEpOSTHOCTH TOTO, YTO HA YETHIPEX, BBIHYTHIX I10
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OJIHOW W PaCIIOJIOKEHHBIX "'B OJIHY JUHHUIO" KapTOUKaX, MOKHO Oy-
JIET TIPOYECTh CJIOBO ''Tpoc.

13. Ky0, Bce rpaHu KOTOPOIro OKpAIIeHbl, PACHWIEH Ha ThICAYY KY-
OMKOB OJIMHAKOBOI'O pa3Mepa, KOTOpbIE 3aTeM TIIATEJIBHO MepeMe-
manel. HaifTu BEpOSTHOCTH TOTO, UTO HAy/1auy M3BJICYCHHBIH KyOUK
OyJieT UMETh OKpAIIICHHBIX TPaHeii: a) 0Hy; 0) 1Be; B) TPH.

14. M3 TmarensHO mHepeMelaHHOro MojHoro Habopa 28 kocreit
JIOMHUHO HayJjauy HM3BJIEYeHA KOCTh. HaliTh BEpOSTHOCTH TOTO, YTO
BTOPYIO HayJauy H3BJIECUCHHYIO KOCTb MOXKHO IPHUCTaBUTh K Iep-
BO, €CITH MepBasi KOCTh: a) OKa3ajach ay0sieM; 0) He eCTh AyO0Ib.

15. B 3amke Ha oOuieil ocu mate auckoB. Kaxplid qUck pasaeneH
Ha IIeCTh CEKTOPOB, HA KOTOPBIX HAMKCAHBI pa3lnu4yHble OyKBbI. 3a-
MOK OTKpBIBA€TCSl TOJILKO B TOM CIIy4ae, €CH Ka)Ibli JUCK 3aHU-
MaeT OHO OTPENIEICHHOE MOJI0KEHHUE OTHOCUTENIFHO KOpITyca 3aM-
ka. HaliTu BEpOSATHOCTH TOro, YTO MPHU NMPOU3BOJIBHOM YCTaHOBKE
JIICKOB 3aMOK MOYXHO OyJI€T OTKPHITb.

16. BoceMp pa3nuuHBIX KHHUT DPACCTaBIIAIOTCS HayAady Ha OJHOM
nosjke. HaliTu BEpOSATHOCTH TOTO, YTO JIBE OINpPENEIECHHbIE KHUIH
OKa)XyTCsl IOCTABJICHHBIMU PSOM.

17. bubnunoTreuka COCTOMT M3 JAECATH PA3IUYHBIX KHUT, MPHYEM
ISTh KHUT CTOAT 10 4 pyOJist KaXkaast, TpPU KHUTH — 110 OJJHOMY pyO-
JI0 U J1B€ KHUTU — 110 3 pyOsisi. HaiiTu BEpOsSTHOCTH TOTO, YTO B3S-
ThIE HAy/Jauy JIB€ KHUTH CTOST 5 pyoneit. B maptun u3 100 neraneit
OT/IeNT TEXHUYECKOTO KOHTPOJII OOHAPYKWJI 5 HECTAaHIAPTHBIX JIe-
taneii. UeMy paBHAa OTHOCHTENIbHAS YAcTOTAa TOSBICHHUS HECTaH-
JAPTHBIX JCTaJCH?

18. Ilpu ctpennOe U3 BUHTOBKM OTHOCHTENIFHAS YaCTOTA MO aHHs
B 1IeJIb OKa3anach paBHo# 0,85. Haiitu uncno nonaganuit, eciau Bee-
ro 6su10 npousseieHo 120 BrICTpenoB.
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Feomempuuecxa}l 6ePOSAMHOCHLD

1. Ha orpesok OA mnunsl L yncnoBoii ocu Ox Haygauy mocTasie-
Ha Touka B (x). HaiiTu BepoOsSTHOCTH TOTO, YTO MEHBILHUI U3 OTPE3-
koB OB u BA umeer juimHy, MeHbiIyto uem L/3.

2. BuyTtpsp kpyra paauyca R Haynauy Opomrena Touka. Haiitu Be-
POSATHOCTH TOTO, YTO TOYKA OKAKETCS BHYTPH BIHCAHHOTO B KPYT
kBajgpara. [IpenmonaraeTcs, 4T0 BEpOATHOCTh TOMAAaHUS TOUYKH B
KBaJ[paT MpPONOPLUOHANbHA IUIOIAAN KBaJgpaTa M HE 3aBUCHUT OT
€ro pacroyIoKEeHUsI OTHOCUTEIBHO KpyTa.

3. KaxoBa BeposSTHOCTb TOr0, YTO Hay/ady MOCTaBJICHHAsl B JAHHOM
Kpyre TOUKa OKa)XeTCsl BHYTPU BIIMCAHHOTO B HETO KBajipaTa’?

4. JlBa nMuia yCIOBMIIUCH BCTPETUTHCS B OMPECTICHHOM MECTEe MEX-
ay 10 u 11 yacamMu ¥ TOTOBOPUIIMCH, YTO MPUILEAIINAIN TTEPBBIM HKIIET
Jpyroro B TeyeHue 15 mMuHyT, mocne yero yxoaut. Haiitu Beposit-
HOCTB MIX BCTPEUH, €CJIM MPUXO]] KAXKIIOTO B TCUCHHE YKA3aHHOTO Yaca
MOXET NPOU30UTH B JIF0O0E BPEMSI U MOMEHTHI NPHUXO/ia HE3ABUCH-
MBI?

5. Tlocne Oypu Ha yyactke mexay 40-m u 70-M Kuiomerpamu Te-
neoHHON JMHUU Mpou3olen oOpeiB nMpoBoaa. KakoBa  BeposT-
HOCTB TOTO, YTO OOPBIB MPOBOJA Mpou3zomen Mexay: 50-M u 55-m
kunometpamu?  60-Mm u 66-m kumomerpamu?

6. B kpyr cinywaitHeiM 00pa3om OpocaroT aBe Touku. Haiinute Be-
POSATHOCTH TOTO, YTO 00€ TOYKM OKa)XyTCsl BHYTPH BIHCAHHOTO B
3TOT KPYT MPAaBUIBHOTO MIECTHYTOJIBHUKA? TPEYTOJbHHUKA?

35



Ycia0BHas BepOATHOCTD. IlosiHAst BepOSITHOCTD.
®opmy.aa baiieca

Heas: Chopmuposams y cmydenmos nouamus 3a6UCUMbIX U
He3a8UCUMbBIX COOLIMULL, YCIOBHOU U NOTHOU 8EPOAMHOCIU, HAYYUMb
pewamy 3a0a4u, 8 KOMOPLIX ONPEOENAIOMCsL NOJHASL 6EPOSIMHOCIG U
6€pOAMHOCMb 2UNOMESbL.

[Ipu coBMECTHOM pacCMOTPEHHUH JIBYX CITydallHBIX COOBITUN A U

B yacTo Bo3HHKaeT BOIPOC: HACKOJIbKO CBSA3aHbI 3TH COOBITHS IPYT C
JIPYyroM, B KaKOil Mepe HACTyIUIEHHE OJJHOTO W3 HUX BIUSET HA BO3-
MO>KHOCTh HACTYIIJICHHS APYTOT0?

Cobvimue B Ha3bIBaIOT Hezasucumvim om codovimus A, ecnu mo-
SIBIIGHUE COOBITUS A HE U3MEHSET BEPOSTHOCTH COOBITHS B.

Ilpoussedenuem 08yx codovimuii A u B Ha3piBaoT coObiTHe AB,
COCTOSIIICE B COBMECTHOM TOSIBJICHUU (COBMEILIEHHH) STHX COOBITHIA.
Hamnpuwmep, ecnmu A — nerans rogHasi, B — nerans okpaiiieHHasi, TO
AB — netanb rogHa ¥ OKpaleHa.

Teopema mnpousBegeHUusi BepPOATHOCTel. BeposTHOCTH co-
BMECTHOT'O TOSIBJICHUS] HECKOJBKUX HE3aBUCUMBIX COOBITUN paBHA
MIPOU3BEICHUIO BEPOSITHOCTEHN 3TUX COOBITHIA:

P (A-B:C) = P(A)-P(B)-P(C).

IIpumep 1. Tpu yenoBeka JOrOBOPUIIUCH O BCTPEUE B OMPEIEIICH-
HOM MECTE, B ONPENEICHHBIN Yac. 1I3BECTHBI BEPOATHOCTH MPUXOJa HA
BCTpeuy Kaxkaoro uenoseka: P(A;) = 0,2; P(4;2) = 0,4; P(43) = 0,5.
Onpenenurs BEPOATHOCTh TOTO, YTO BCE TPHU YEJIOBEKAa NMPUAYT Ha
BCTpEUYy.

Pemenue:
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BeposiITHOCTB TOr0, 4TO BCE 3TH JIFOJW MPUAYT HA BCTpeuy, OyaeT
ONPENCIAThCS M0 GopMyJie TPOU3BEICHHUS BEPOSITHOCTEH HE3aBH-
CHMBIX COOBITHIA:

P (A-B-C) =0,2 -0,4 -0,5=0,04.

CnydaiiHoe coOBITHE — 3TO COOBITHE, KOTOPOE MPHU OCYILECTBIIE-
HUHM COBOKYITHOCTH YCIIOBHH S MOKET NMPOU30MTH WM HE TPOU30ii-
TU. Eciiu ipy BBIYMCIIEHUN BEPOATHOCTU COOBITHSI HUKAKUX APYTUX
OTpaHHYCHUH, KpOME YCIOBHM S, HE HajaraeTcs, TO TaAKyK BEpOsT-
HOCTb Ha3bIBAIOT 0e3yc/106HOI; €CIIU K€ HaNaralTcsi U Apyrue J0-
MOJTHUTEJbHbBIE YCIOBHS, TO BEPOSTHOCTH COOBITHSI HA3bIBAIOT ycC-
J106nou. Hanipumep, 4acTo BBIUUCIISAIOT BEPOSTHOCTH cOObITHA B npu
00NONHUMEILHOM YCI08UN, YTO TIPOU3OILIO COOBITHE A. 3aMeTuM,
4TO U O€3yCIIOBHAsl BEPOSATHOCTh, CTPOTO T'OBOPS, SIBISETCS YCIIOB-
HOM, MMOCKOJIbKY TIPE/INOJIaraeTcs OCYIICCTBIICHUE YCIOBHMA S.

YcaoBHoii BeposiTHOCTBIO Pa (B) Ha3biBaroT BEpOSTHOCTH CO-
ObITUS B, BBIUMCIIEHHYIO B IPEIIOJIOKEHUH, YTO COOBITHE A yXkKe
HaCTYIIHJIO.

YcioBHast BEpOSTHOCTh COOBITHSI B mpu yciioBuH, 4To coOBITHE
A yXe HacTynuIIo, [0 ONpPE/EICHNI0, paBHA

P(A-B)

PA(B): P(A) )

npu
P(A) #0.

Paccmotpum 1Ba cobbitusi: A u B; mycts BepositHocTH P (A) u
Pa (B) usBecthbl. Kak HaliTH BEpOATHOCTH COBMEIIIEHHS 3TUX COOBI-
THH, T. €. BEPOSITHOCTh TOTO, YTO TOSIBUTCS U COOBITHE A U COOBITHE
B? OtBer Ha 3TOT BOIPOC JAeT TEOpEeMa YMHOXKCHHUS 3aBHCHUMBIX
JPYT OT Apyra COOBITHH.
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Teopema. BeposTHOCTH COBMECTHOTO MOSIBIICHUSI JBYX CO-
ObITHI1 paBHA MPOU3BEICHUIO BEPOATHOCTH OJHOIO M3 HUX Ha yc-
JIOBHYIO BEPOATHOCTH APYroro, BBIYMCICHHYIO B MPEANOJIOKEHUH,
YTO TIEPBOE COOBITHE YK€ HACTYIUIIO!

P (AB) =P (A) P (B) (1)
Jlokazamenvcmeo
[pumenus Gopmyiy (1) k codbitHiO BA, momy4unm
P (BA) = P (B) Ps (A),
WJTH, TIOCKOJIbKY coObITHe BA He oTinuvaeTcs ot coobiTus AB,
P (AB)=P (B) Pz (A) (2)
CpasumBas (opmyinsl (1) u (2), 3akiar0od4aeM O CIpPaBeTHBOCTH
paBeHCTBa
P(A)PA(B)=P (B)Ps(A) (3)
IIpumep 2. ¥V npopasua umeercss 3 KpacHbIX BO3IYIIHBIX [IapU-
Ka M 7 cuHuX mmapukoB. IIpomaBerr B3s1 Hayraj OJMH HIAPUK U3
MeEIIIKa, a 3aTeM BTOpoi. Haiitu BEpOSTHOCTH TOrO, 4TO NEPBBIN U3
B3STBIX IIAPUKOB — KPaCHBIN, & BTOPOU — CUHUM.
Pemienue. BeposATHOCTH TOro, 4To MEPBBIM IIAPUK OKAKETCA
KpacHbIM
(cobwiTue A), P (A) = 3/10.
BeposTHOCTB TOr0, YTO BTOPO# IMAPHUK OKAKETCS CHHUM (COOBI-
tie B), BBIUUCICHHAs B IPEAINOJIOKCHUH, YTO TEPBBIA IIAPHK —

KPACHBIA, T. €. yCJIOBHAs BeposiTHOCTE Pa (B) =7/9.

[To TeopeMe yMHOXKEHUS, UCKOMasi BEPOSITHOCTh
P (AB)=P (A) PAo(B)=(3/10)*(7/9)=7/30.

3amMeTuM, 4TO COXpaHUB 0003HAUYCHUS, JIETKO HANIEM:

P (B) = 7/10,
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Pg (A) = 3/9,
P(B)Pg(A)=7/30,
YTO HATJISITHO WJUTIOCTPUPYET CIIPaBEIIMBOCTh paBeHCTRa (3).

Ipumep 3. B ypue 5 Genbix, 4 3enensix u 3 cuHuX KyOuka. Ka-
KJI0€ UCTIBITAHUE COCTOMT B TOM, YTO HayJaudy M3BJICKAIOT OJUH KYy-
OuWK, He BO3BpaIlas ero ooparHo. Hailtu BeposiTHOCTh TOTO, YTO TIPH
MEPBOM KCITBITAHUH MOSBUTCS Oenblii KyOuK (coObiTne A), pH BTO-
pom — 3enensblit (coobiTie B) 1 ipu TpeTthem — cunuii (coobiTre C).

Pemienne. BeposTHOCTh MOsiBIEHUS Oenoro KyOwka B TEpBOM
WCTIBITAHUN

P (A) =5/12.

BeposITHOCTh TIOSIBJICHUST 3€JIEHOTO KyOHWKa BO BTOPOM HCITHITA-
HUM, BBIYHCIICHHAS B TPEAINOJOKEHHH, YTO B MEPBOM HCIBITAHUU
MOSIBWIICS O€NbIi KyOUK, T. €. YCJIOBHAsI BEPOSITHOCTD

Pa(B) =4/11.
BeposTHOCTh TOSIBIIEHUS CHHETO KyOMKa B TPEThEM HUCIIBITa-

HUM, BBIYHCIICHHAS B TMPEANOIOKCHUH, YTO B MEPBOM HCIBITAHUU
MOSIBUJICS O€IbIi KyOHK, a BO BTOPOM — 3€JICHBIH, T. €. yCIIOBHAs Be-
POSITHOCTh

Pas (C) =3/10.

Hckomast BEpOSITHOCTb:
P(ABC) =P (A) Pa (B) Pag (C) = (5/12) * (4/11) * (3/10) = 1/22.

dopmy.ia NOJHOI BEPOSITHOCTH

Hpe,Z[HOJ'IO)KI/IM, 4YTO COOBITHE A MOXKET HACTYIIUTh TOJIbKO BMC-
CTC C OJHUM U3 HCCKOJIBKUX IMOMMapHO HECOBMCCTHBIX COOBITHI

Hl! HZ) ey Hn-
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VYcmoBuMCS Ha3bIBaTh 3TH COOBITHUS 1O OTHOIICHHIO K A THITOTE-
3aMH.
OO6mas runoTe3a — TO HAYYHO 0OOCHOBAHHOE MPEINONOKEHUE
0 3aKOHAaX W 3aKOHOMEPHOCTSX MPUPOJHBIX U OOIIECTBEHHBIX sIBIIE-
HHI, a TaK)KE€ 3aKOHOMEPHOCTSX NCUXUYECKON NIEATENBHOCTH YEIIO-
Beka. [IpuBegem npruMepbl HEKOTOPBIX THUIIOTES.
e [T'mmoresa Jlemokpura: «BemecTBo COCTOUT U3 aTOMOBY.
e ['unmore3za OHOXUMHUYECKOM BOMONMH: «KU3HB 3TO pe3yJib-
TaT JUTMTEILHON SBOJIIOIMN YTIIEPOAHBIX CoeauHeHMI» (AB-
Topbl OMoxuMuk A. M. Onapun B 1924 . u [Ix. XonaeitHom
B 19291.).
e T'mnoresa Gonbiioro B3peiBa: «Hara BceneHHast mpou3oIia
okono 13 mipx et Ha3aa B pe3yibTaTe B3phIBA UpE3BbIYAIL-
HO IUIOTHOTO M TOPSYEro BEIIeCTBA — KOCMOJIOTHYECKOM
CUHTYJISIPHOCTH.
Jlyist onipesienieHusi IOJIHON BEPOSITHOCTH COOBITHSI UCTIONB3YIOT-
Cs1 BEPOSITHOCTH THUIIOTE3 U YCIOBHBIE BEPOSITHOCTH COOBITHH.
dopmyiia MOJTHON BEPOATHOCTH:

P(A) = p(A/H1)p(Hy) + p(A/H2)p(H2) + ... + p(A/Hn)p(Hn).

BeposiTHOCTh cOOBITHS A paBHAa CyMMe€ NMPOU3BEACHUHN YCIOB-
HBIX BEPOATHOCTEH 3TOr0 COOBITHS MO KaXKAOH M3 TMIIOTE3 Ha BEPO-
SITHOCTb CAMUX TUIIOTE3.

Ipumep 4. Nmerorcs Tpu ypHBI. B niepBoif HaxomsaTcs 5 Genbix
1 3 4epHBIX IIapa, BO BTOPOHl — 4 GenbixX u 4 4epHBIX, B TpeTheil — 8
Oenbix. Hayran BeiOupaeTcst ojHa U3 ypH U U3 HEE BBITACKMBAETCS
onuH map. KakoBa BEpOSATHOCTH TOTO, YTO OH OKAKETCS YEPHBIM
(cobriTHE A)?

Pemenue.
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[ITap MokeT OBITh BBHITAIIICH W3 MEPBOU yPHBI, JTHOO U3 BTOPOH,
00 U3 TpeThelt; 0003HaunM 3T coObITus Hi, Hy, Hs. Tak kak ume-
I0TCS OJIMHAKOBBIE IIAHCHI BEIOPATH JIIOOYIO U3 YpH, TO

p(H1) = p(H2) = p(Hs) = 1/3.
Jlanee Hax0UM BEPOSITHOCTH COOBITHUS A TIPHU KaXkJIOM U3 YCIIO-
BUH H1, Hz, H3:
p(A/Hy) = 3/8, p(A/Hy) = 4/8, p(A/H3) = 0/8.
Orcrona: p(A) = p(A/H1) p(H1) + p(A/H2) p(H2) + p(A/Hs) p(Hs)
= (1/3)-(3/8) + (1/3)-(4/8) + (1/3)-(0/8) = 7/24.

Bo MHoOrux 3amadax Ha MOJIHYIO BEPOSTHOCTH, paccMaTpuBae-
MBI OIBIT MOYKHO MPEICTABUThH MPOUCXO/SIINM B JIBa dTara; TUIO-
te3bl Hi, Hy, ..., Hy ucuepribiBatoT Bce BO3MOXKHBIC MTPEATIONOKEHUS
OTHOCHUTEIILHO MCXOJa IMIePBOTO dTama, COOBITHE kKe A eCTh OJUH UX
BO3MOJKHBIX HCXOJIOB BTOpPOTO 3Tama. B paccMOTpeHHOM Tpumepe
TIEPBBI ATaN 3aKJIIOYANICS B BRIOOPE YPHBI, BTOPOW — B U3BJICUCHUH
W3 Hee Iapa.

®opmy.a T. baiieca

dopmyna cBalleHHUKAa U MateMaThka Tomaca baiieca Oblna
ory0nrKkoBaHa B 1764 r. Y4eHble U pelIMTHO3HBIE JESTEIN TOTO Bpe-
MEHU MCKaJIM OTBETHI HA CIOKHEHNIINE BOIIPOCkl Mupo3aanus. Cpeau
HUX. BOBHUKHOBEHHE U YCTPOHMCTBO KOCMOCA, IBOJIIOLUSA, TTOSBICHUE
YeJIoBEeKa — Ha MHOTHE TPYIHBIE BOIIPOCHI TOJIKEH ObUT ObITh HalIeH
MaTeMaTHYECKUM OTBET. Pe3yIbTaToM TakMX MCCIIENOBAHMM U CTaja
dbopmyna T. Baiieca, koTopas UCIIONB3YETCS B TEOPUHU BEPOSITHOCTEH
J10 CHX TIOP.

®opmyia baiieca OTHOCHUTCS K TOM )K€ CUTyalluH, 4To U Gopmy-
Ja TOJHOM BEPOSTHOCTH, HO ONPEIENAET BEPOATHOCTb TMIIOTE3bI,
KOTOpas MmpuBeJa K HaCTyIUIeHUIO coObITus. CoObiTHE A MOXET Ha-
CTYIIUTh TOJBKO BMECTE C OJHUM U3 MONapHO HECOBMECTHBIX COOBI-
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tuid Hi, Hy, ... Hp. IlycTs mpousBeneH omnbIT, B pe3yabTaTe KOTOPOTO
npon3onuio coosiTrie A. Cam mo cebe 3TOT (akT emre He TO3BOJSIET
CKa3atb, kakoe u3 coObItuii Hi, Hy, ..., Hy umeno mecto B mpozaenan-
HOM ormbite. [TocTaBum 3amady: Haitu BepositHocTH P(Hi/A) kaxmoi
W3 TUIOTE3 B MPEANOIOKEHUH YTO COOBITHE A HACTYyNWIIO. JTa 3a-
Jlaua perraeTcs npu nomoinu ¢popmyssl baiteca.

B mpumepe w3 mpenpaymiero pasneia BEpOSTHOCTh THIIOTE3BI
Hs — map m3BinedeH u3 TpeTbed YpHBI — 10 TOrO, KAaK MPOU3BEACH
OmBIT, paBHsIach 1/3. OmHAKO, €CIM OMBIT MPOU3BEACH M HACTYITHIIO
coObITHE A — BBITAIICHHBIN IIap OKAa3aJiCsS YEPHBIM, TO 3TO CHIKACT
maHcbl Tunote3sl Hz g0 wynsa. [locneombiTHast, “amoctepuopHas’”
BEPOATHOCTh TUIOTE3bl Hz OyZeT B JaHHOM cllydae HIKE, YeM J0-
OIbITHAsI, “‘arpropHas .

p(H, /A= np(Hi)p(A/Hi) ]
YP(H)pAIH) — (¢opmyna baiieca.

j=1

Bv1600 ¢hopmynvl secoma npocm — uz popmynsi noaHou eeposim-
HOCMU.

P(AH))=p(A/ H)p(H)),

p(HiA)=p(Hi/A)p(A)-
[IpupaBHUBas npaBble YaCTH, MTOJTYUUM:
p(Hi / A)p(A) = p(Al H;)p(H;),
OTKyJ1a ClIeayeT.
p(A/ H)p(H),)
H. /A= ' '
p(H;/A) o A)

WJTH, €CJIA BOCIIOJIH30BaThCS (POPMYIION TTOJTHON BEPOSITHOCTH,
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A/ H,)

(H, /A= .
A/ H)p(H,)+p(Al H,)p(H,)+.+p(A/ H )p(H,)

IIpumep 5. B crymeHueckom crpoioTpsiie 2 Opuraisl mepBo-
KYPCHHUKOB U OJIHA — BTOPOKYPCHHKOB. B Kkaxxmoii Opurazae mepso-
KYPCHHUKOB 5 IOHOIIEH U 3 IEBYIIKH, a B OpHUrajie BTOPOKYpPCHUKOB 4
toHomeit u 4 nesyuku. Ilo xxepeObeBke U3 OTpsJia BEIOpAIN OHY U3
Opuraj ¥ U3 Hee OJHOTO YeJIOBEKa JUIs TIOe3/IKU B ropol. a) Kakosa
BEPOSITHOCTh TOTO, YTO BbIOpaH roHOmA? 0) BriOpaHHBIN YeloBeK
okaszayics toHouIel. KakoBa BepoSTHOCTB, YTO OH IEPBOKYPCHUK?

Pemenne

O603HauuM uepe3 A coObITHE — BBIOOP IPyNIbI CTYJIEHTOB IS
MI0€3/IKH B TOpO. MOXXHO BBIABUHYTH JIBE TUIIOTE3bI:

H1 — BwiOpana rpyrma mepBOKYpPCHUKOB, a MOCKOJBKY IEpPBO-
KypcHukoB 2 rpymmsl, To  P(HL) = 2/3;

H2 — BeiOpana rpymma BTOpOKypcHHUKOB, npudem P(H2) = 1/3.

VYcioBHast BEPOSTHOCTh TOTO, YTO BBIOPAHHBIN YEIOBEK SIBIISET-
csl roHomIel nepBokypcaukom:  P(A/H1) = 5/8.

YcioBHas BEPOSTHOCTh TOTO, YTO BBIOPAHHBIN YEIOBEK SIBIISET-
csl FoHoIIel BTOpokypcHukoM:  P(A/H2) = 1/2.

BeposiTHOCTB TOTO, 4TO HayJady BHIOpAaHHBIN YeJIOBEK — IOHOIIA
ornpeensercs no Gopmysie NOIHOH BEpOATHOCTH:

P(A) = P(A/H1)P(H1) + P(A/H2)P(H2) = 5/8*2/3 + 1/2* 1/3 =7/12.

Vckomast BEpOATHOCTB TOTO, YTO BBIOpAaHHBIN YEJIOBEK — IOHOIIA
C MepBoro Kypca onpezensercs o gopmyine baiteca:

25
P(H,)P(A/H) 3'g 5
P(HllA): ( 1|)3((A) 1):378:7.
12
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3auaqn AJI CaMOCTOATEJIBbHOIO pelIeHUus

1. B smuke nexat 12 6enbix, 8 uepHbix u 10 kpacHBIX  IIapoB.
KakoBa BepOsSTHOCTb TOTO, YTO Hayraj BBIOpaHHBIN map: Oyaer
KpacHbIM, €CJIM U3BECTHO, YTO OH HE YEpHbIN? OyJeT YepHbIM, eClu
HW3BECTHO, UTO OH HE OEJIbIA?

2. Ha 3aBoge 50% peraneit Tuna Al mpousBogut paboumii  Op-
noB, 30% — pabounii Yaiikun u 20% — pabounii Boponun. Bepost-
HOCTB Opaka y 3Tux pabounx coctaBisieT 5%, 3%, u 2% cooTBeTcT-
BeHHO. M3 mapTum neraneit Hayran BbiOWpaercs onHa. Haiinure Be-
POSTHOCTH TOTO, YTO 3Ta  JeTalb. 1) KadecTBeHHast, 2) OpakoBaH-
Hast; 3) OpakoBaHHas ¥ u3rotoBieHa OpiaoBeIM? 4) KaueCTBEHHAs U
U3roToBiaeHa YaWKUHBIM?

3. B nexe 10 crankoB mapku A, 6 — mapku B u 4 — mapku C. Be-
POSATHOCTH BBIITyCKa KaUE€CTBEHHOM MPOIYKIMHU IS KaKI0TO CTaHKa
cocraisier 0,9; 0,8 u 0,7 coorBercTBeHHO. Kakoi mpoIieHT KadecT-
BEHHOW OpaKOBaHHOW MPOAYKIMH BBITYCKAET II€X B LIEIOM?

4. Yucno Tpy30BBIX aBTOMAIIHH, MPOE3KAIONIUX IO IIocce, Ha KO-
TOPOM CTOUT OCH30KOJIOHKA, OTHOCHUTCS K YHCIy JIETKOBBIX MAIlIHH,
MPOE3XKAIONIMX M0 TOMY ke I1occe, kKak 3 © 2. BepodTHocTh TOro, 4to
OyzieT 3anpaBisThCS rpy30Bas MamvHa, paBHa 0,1; st JierkoBoit Ma-
HIMHBI 3Ta BepoATHOCTH paBHa 0,2. K OEH30KOIOHKE Mombexana s
3anpaBKky MamyHa. HallTu BEpOSATHOCTH TOrO, YTO 3TO TIpy30Bas Ma-
IIHHA.

5. B nupamuze nsaTh BUHTOBOK, TPH U3 KOTOPBIX CHA0KEHBI ONTHYE-
CKMM TIPUIIETIOM. BeposTHOCTH TOTO, YTO CTPEJOK MOpPa3UT MUIICHb
TIPH BBICTPEJIC U3 BUHTOBKH C ONTHYECKUM TpuriesioM, paBHa 0,95; s
BUHTOBKH 0€3 ONTHYECKOTO MpHUIIeNa 3Ta BEpOsSTHOCTh paBHa 0,7. Haii-
TH BEPOSITHOCTh TOTO, YTO MHILEHb OyJIEeT MOpa)KeHa, €CIIM CTPESIoK
MIPOU3BE/IET OJIMH BBICTPEII U3 Haylauy B3SITOW BUHTOBKH.
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6. 13 20 cryaeHTOB, MpUIIEANINX HA dK3aMeH, 8 MOATOTOBJICHBI
OTIINYHO, 6 — Xopo1no, 4 — mocpeACTBEHHO U 2 — TI0X0. B 3Kx3ame-
HanmoHHbIX Omnerax umeercs 40 BompocoB. CTyIeHT, MOATOTOB-
JICHHBIN OTJIMYHO, 3HAET BCE BOIPOCHI, XOpOIIOo — 35, TOCPEACTBEHHO
— 25 u mmoxo — 10 BonpocoB. HekoTopkIil CTyA€HT OTBETHII Ha BCe 3
Bompoca Ounera. Halinure BepoSTHOCTh TOTO, YTO OH MOATOTOBIICH:
a) XopoIio; 0) MI0xo.

7. 3 100 neBymiek, MOCETHBIIUX CAJIOH KpacoThl, 45 — OIOHIIH-
ku, 20 — OoproreTku, 30 — maTeHkn U 5 — peikue. CaJoH OKa3bIBAET
MOCETUTENSIM 24 pa3NuYHBIX YCIyTU. BJIOHIWHKU B CpeaHEM IOJIb-
3yl0TCsl 8 yciayramu, OprOHETKU — 5, maTeHku — 4, pphkue — 7 yciy-
ramu. B cajoH 3amuia kIMeHTKa M 3aKaszalia HeCKONbKO ycmyr. Haii-
JIUTE BEPOSITHOCTH TOTO, YTO OHA: a) OJIOHIWHKA;, 0) OpIOHETKa, B)
IIATEHKA, T) pbDKasi.

KoHTpoJibHBIE BONIPOCHI
1. Kakoe coObITHE Ha3bIBAETCS 3aBUCUMBIM?
2. TlpuBemute mpuMeEpHl HE3ABUCUMBIX COOBITHH.
3. OObscHUTE pa3HUIy MEXIY KIACCHUYECKUM M CTAaTUCTUYECKUM
MOAXO0JIaMU B OMNpENeNIeHUN BeposTHOCTU. [IpuBenute mpumep
3a/1ay¥, B KOTOPOH KJTaCCUYECKasi U CTATUCTUYECKAsi BEPOSTHOCTh
HUMCIOT PA3HbIC 3HAUYCHUA.
Kak omnpenensieTcst moHasi BEpOSITHOCTh COOBITHS?
UYro Takoe yCcIIOBHASI BEPOSTHOCTH COOBITHS?
Kak omnpenensieTcsi BEpOsSTHOCTb THITIOTE3bI?
UTo Ha3BIBaETCS TEOMETPUIECKON BEPOSITHOCTHIO COOBITHS?
Kaxk onpenenuTs TeOMETpUYECKYIO BEPOSATHOCTH COOBITHS?

© N O
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Pacnpenenemm AUCKPETHbIX C.]Iy‘-lilﬁHle BCJINYUH

Henawb: noayuums npedcmaenenue o CAyuauHulX SeAUUUHAX,
0C80UMb 3AKOHbL PACHPEOeNeHUs. OUCKDEMHBIX CIVYAUHBIX GENUUUH.

Bce mnponeccsl, npoucxoadiue B NpUpoje, ACNATCS Ha He-
NpepbIBHBIE U JAUCKpeTHBIE. [IpruMepaMu HempephIBHBIX MPOIIECCOB
SIBIISTFOTCST  PA3JIMYHBIC TIPUPOTHBIC OOBEKTHl U MX CBOMCTBA. TEMIIE-
paTypa, JaBi€HHE U BJIAXKHOCTb BO3/yXa, OOBEKTHl TEXHOJIOTHYE-
CKHX TMPOM3BOJICTBEHHBIX MPOIECCOB: JIaBIICHUE U TEMIIepaTypa Tem-
JIOHOCUTEJIS B IZIEPHOM PEaKTOpE.

B onpenenenHbii MOMEHT BpEMEHH HENIPEPHIBHAS ClydalHast
BEJIMUMHA MOXKET OBITh BBIpa)KE€HA B YHCIEHHOUW opMe, HO BIIOCIE-
CTBUU 3TO 3HAUCHUE OYJIET HETIPEPHIBHO U3MEHSITHCS.

JIMCKpPETHBIMU SIBIISIIOTCS CUTHAJIBI TPEBOTH, SI3BIKOBBIE COOOIIIe-
HUS B BUJIE 3BYKa U MUCHbMA, XeCThl U T.N. Hanpumep, Takue Benu-
YUHBI, KaK KOJIMYECTBO YEJIOBEK B CTYAEHUYECKOM IpyIie, YUCIO0 COJl-
HEUYHBIX JHEH B rojy, BHICOTA TOPHI, YPOBEHb MHTEJUICKTA SIBIISIOTCS
JTUCKPETHBIMHU BEJIMYMHAMH, TOTOMY YTO UMEIOT KOHKPETHBIA KOJIU-
YEeCTBEHHbIN MPU3HAK, KOTOPBIII HEKOTOPOE BpeMs HE U3MEHSETCSI.

Jl11a 00paboTKH HEMPEPHIBHOM M AUCKPETHOW HH(POpPMAIUH CY-
IIECTBYIOT W pa3Hble BBIYUCIUTEIbHBIC MAIIHUHBI. AHAJOTOBBIE U
udpoBble. AHAJIOTOBBIE MAITUHBI CIEIAT 32 TIOCTOSHHO H3MEHSIO-
IIUMCS aHAJIOTOBBIM CHUTHajIoM. Hampumep, B OTAENEHUSX HHTEH-
cUBHOM Tepanuu Takue OBM MoryT u3MepsTh JaBi€HHE, CHUMATb
KapJIMorpaMMy | JIp.

PaccmoTpum BeposiTHOCTHOE TipocTpancTBo (Q, o, P), T0o ecms
NPOCMPAHCBO dIeMEeHmapHbix ucxo0os ), c-aneedpy cobvimuil
(ompenencHHyO0 HAMU Ha MTPOCTPAHCTBE MyTEM BBEICHUS 3aMKHYTBIX
orepanui), eeposimrocms P (kak Mepy Halero MHOKecTBa). MHoO-

J)KECTBa BUJIA {0) (w) = X} < Q gBasI0TCS COOBITHAMH.

46



Cnyyaunou Ha3bIBAIOT BEIMYUHY, KOTOpas B pe3yJbTaTe UCIIbI-
TaHUSl IPUMET OJHO U TOJBKO OJHO BO3MOKHOE 3HAUECHHE, 3apaHee
HE M3BECTHOE M 3aBHCSIEE OT CIyYallHBIX MPUYUH, KOTOPbIE HE MO-
TYT OBITh 3apaHee YUTEHBI.

Hanpumep, uncno ponuBmmxcs ManbunkoB cpeau 100 HOBO-
POXKJIEHHBIX €CTh CIydaifHasl BEJIMUKMHA, KOTOPasi UMEET BO3MOXKHbIE
spauennud: 0,1,2,3...100.

PaccTosiHre, KOTOpOe MPOJIETUT CHAPSL IIPU BBICTPEIIE OPYAUS —
€CTh CllydaiiHasi BEJTMYMHA, KOTOpas 3aBUCUT OT MpHIlesa, CHIIBI U
HaIpaBJIEHUsI BETpa, TEMIEpPaTypbl Bo3ayxa. Bo3MoxkHbIe 3HaUEHUS
ITOM BEJTMYHMHBI MPUHAISKAT IIPOMEXKYTKY (a,D).

Janee 6ynem 0003HayaTh CcioydailHbIe BEIHUYMHBI MPOMUCHBIMU
oykBamu X, Y, Z, a UX BO3MOXHBIC 3HaYeHH X,Y,Z. Hanmpumep ciy-
YaifHast BeMUIrHa X UMEET TPU BO3MOKHBIX 3HAYCHHS X1,X2,X3.

Cnyuaiinou eenuyunou & Hazvlgaemces NPOU3BOIbHASL PYHKYU,
CMasawas 8 COOMEEMCmeue Kaxicoomy J1eMeHmapHomy ucxooy (co-
ovimuio) w yucio &= L w).

Tak kak {)- OrpaHHYeHO CBOMM HAOOpOM BO3MOXHBIX COOBI-
TUH, TO cllydaiiHas BelW4YMHa & MPUHUMAET He Oojiee YeM CUYETHOE
YHCIIO 3HAYCHUU: X ,...X ...

PacnpenenenueM ITUCKpeTHOW ciyyailHON BETMUYMHBI & HA30BEM
Tabnuity 2.
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Tabmuma 2
PacnpeaesienueM JUCKPETHOM CJIy4aiiHOH BeJTHYHUHBI

£ T

b

Tk

P " P .. Pe

e Py = P{o:é(@) =x}=P{E=x,}.

Takum o0pa3oM, ¢ TOUKH 3peHHUs (YHKIHOHAJIHHOTO aHAJM3a,
CllydaiiHasi BEJIMYMHA MPEJCTABISET COOOH OOBIYHYIO YHCIIOBYIO
(GYHKIUIO, 33JaHHYO Ha MPOCTPAHCTBE AIIEMEHTAPHBIX UCXOI0B (CO-
obrtuit) Q. Crnenuduka TeOpUU BEPOSTHOCTEH MPOSBISETCS B TOM,
9TO Ha MpoCTpaHcTBe () 3a7jaHa TaK)Ke BEPOSTHOCTH P.

IIpumep 1. J[Ba urpoka urparoT B “OpisHKY Ha CJIEIyIOLINX
YCIIOBHSIX: €CJIM TIPH TOI0pachIBAHMM MOHETHI BhIIAAAET “Oper’, TO
MePBBIi UTPOK TUIaTUT Bropomy $1, ecim “perka”, T0o BTOpOi UTpoOK
wiatut nepsomy $2. OmuimeM ciry4ailHy 0 BeTHUYHUHY &, PaBHYIO BbI-
UTPBIIY NIEPBOTO UrpoKa B 3TOH urpe (IpU OJHOM MOAOPACHIBAHUU
MOHETBI).

Pemenne. [IpocTpaHCTBO IEMEHTAPHBIX UCXOA0B (COOBITHIT) (O
COCTOMT M3 JIBYX UCXOJIOB. 1 — BbIMaJIeHUE “opia” U ®y — “peuku’”.
c-Anrebpa cobbithii HacuuThiBaeT 4 cobwitust: J, {1}, {w2}, Q.
Oto cnenyer u3 akcuoMm Kommoroposa. Ilpeamnonaras, 4ro MoHera
CUMMETpPHUYHasl, HailleM BEpOsITHOCTU BCeX COOBITHI M3 MHOXKECTBa
anreopsl coobrtuii: P(J) = 0, P(w1) = 1/2, P(wy) = 1/2, P(Q2) = 1. Be-
POATHOCTHOE TIPOCTPAHCTBO — ONPEICIICHO.
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BeposiTHOCTHOE TIPOCTPAaHCTBO, Kak OBLIO OMPEAETICHO BBHIIIE,
BKJIOYaeT B ce0sl IMPOCTPAHCTBO DSJEMEHTApHBIX COOBITHH, G -
anre0py, BEpoATHOCTh P — Kak Mepy, orpaHUYeHHe.

CryyvaiiHas BelMuYMHA & MpUHUMAaeT 3HaYeHMs: -1, eciu Bblmal

“rep6” (&(en)=-1), u 2, ecnu Beimana “uudpa” (E(w,) = 2).

Tabnuua 3
3HavYeHHA CIIy4aAHHON BeJINYMHbBI
Onemenmapuuvle uc- | an %) Q
X000l
(w) -1 2
P(w) Yo Ya 0 1
Dynxyus pacnpeoeneHus Cay4aiuHol 6eIudUnbl
]
k—/l 0 X

Puc. 4. ®ynkus pacnpeneneHus CiIydyaiHON BETUYUHBI

Dyukyuen pacnpedenenus (6eposmuocmett) CIy4auHoU 6eiu-
yunvl & nHazvieaemes gynkyus F(X), snauenue xomopoii 6 mouxe x
pasro eepossmuocmu cobvimus { £ < X }, m.e. cobbimus, cocmosiuye-
20 U3 mex U MOIbKO mex NEeMEeHMAPHbIX UCX0008 @, OISl KOMOPbIX
Ho)<x:

F(x) = P{S <x}.
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Wnu roBopsT, 4TO 3HaUCHUE (PYHKIMM paclpe/ielieHusl B TOUKE X
PaBHO BEPOSATHOCTU TOTO, YTO CiIydailHasl BeJIM4YMHA & MPUMET 3Ha-
YECHUEC, MCHBIIICC X.

CpoiicTBa QyHKIUM pacnpene/IeHust

1. ®ynkmums F(X) sBiseTcst OrpaHUYEHHOM, TO €CTh €€ 3HAYCHHSI

nexat B untepBaie ot 0 go 1.
0<F(x)<1l

2. Oynkuus F(X) sBisiercss HeyObiBaromieit. Ecmu xp > Xi, TO
F(x2) > F(X1), Tak KaKk BEpOSTHOCTH JIFOOOTO COOBITHS HEOTpHUIlA-
TEIbHA.

3. Tockonbky coObiTHe {§ < — 0} SBISIETCS HEBO3MOXKHBIM, a
coobiThe {§ < o0} — TOCTOBEPHBIM, TO HMEEM

F(—o0) = lim F(x) , F(+00) = lim F(x)
X—>—o X=>+00

4. BeposITHOCTH MOTNaIaHusl CIIyYaiiHOW BeJTHUUHBI £ Ha OTPE30K
(X1, X2) onpenensiercs popmynoit: P{X; < & < xo}=F(x2) — F(Xy).

CoGnitre {&€ < X} mpu  X1< Xy TpeACTaBIsieT co00it 00beTUHE-
HHUE JIBYX HEMEPECEeKaroNMXCst COOBITHIA: {& < X1} — cnyuaiinas
BeNMYMHA & TIPUHSJIA 3HaYeHUe, MeHblee X1, u { X1 £ & < X} — ciy-
yaiiHas BeJIMYKMHA [TPHUHSIIA 3HAYCHHUE, JIeXkKaIee B HHTepBaie (X1, Xo).
ITo3TOMY M3 aKCHOMBI CIIOXKEHHS ITOJyYaeM:

P{x1 < & < xp}=F(x2) — F(x1).

3nas pyHkiuio pacnpeneneHus F(X), MOXHO 0IHO3HAYHO Ompe-
JITTTh BEPOSATHOCTD MOMAIAHUS CITyYaiHOW BETUYUHBI & HE TOJIBKO
Ha uHTepBaj [X1, X2[, HO ¥ B 1060 MHOXKECTBO Ha IIPSIMOH.

Urak, ¢ moboi ciaydallHON BETWYMHOM CBsi3aHA €€ (yHKIUS
pacrtipeaenenus. [Tocie obimero ompeneneHus (GYyHKIHU pacripese-
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JICHUSI CIIy4YalHOW BEJIMYMHBI, IEPEHEM K YACTHBIM CIIy4dasiM — JUC-
KPETHOW M HEMPEPHIBHON (hYHKIIMSIM pacTIpe/ICICHHUS.
Juckpemnvie cayuaiinvie 8eauduHbl
Cnyuaiinple BETUYUHBI MOTYT OBITh TUCKPETHBIMU T.€. IPUHUMATH
TOJIbKO KOHEYHOE WUJIM CYETHOE MHOXECTBO OINPEEICHHBIX 3HAUYCHUN
(HanmpuMep, YUCIIO OYKOB IPU OPOCAHUU UTPATBHON KOCTH; YUCIIO Te-
Je(OHHBIX 3BOHKOB, IMOCTYIMAMOIINX KOHKPETHOMY a0OHEHTY B Tede-
HHUE CYTOK). Y Takux Benu4uH F(X) mMeer pa3pbIBbl B TOYKAX, COOT-
BETCTBYIOUINX MPUHUMAEMbIM 3HAUCHUSAM. Takue BeIUUHHBbI yAo0Hee
XapaKTEPU30BaTh yKa3aHUEM BO3MOXHBIX 3HAYEHUW U UX BEPOSITHO-
CTEH.
Tabmnumua 4
Psig pacnpenesnieHusi AMCKPETHOM CJIy4aiilHOW BeJIMUYMHBI YHCJIA
BbINABIINX 0YKOB NPH OPOCAHUM KOCTH

3HaueHus Xi. 0O|1]12|3|4|5]| 6
BepositHocTu p(xi) 0 |1/6|1/6|1/6|1/6|1/6| 1/6
A
F(x)
T T
37 2
Y
K7 70 i
7
U6 |--A--A--h-khk--A-kh--------

1 2 3 4 5 6 X
Puc. 5. ®ynkmnus pacnpeneneHus: BEpOSITHOCTEH BBITIAICHUS
OYKOB TIPH OPOCAHUH KOCTH
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Ky My nATHEHAA BePOATHOCTE J7TH JHCK]PE THOEH

CITyAFHO H BeHYHHEL

1

N B
6 |4

E T ) [
6l T . B
16 TR T N
AN T

o 1 z 3 4 5 &

Puc. 6. KymynsaTiuBHas BEpOSTHOCTH paclpeie]ICHNs] YACIa OYKOB
pu OpOCaHUU KOCTH

XoTs cinyyaiiHas BeJIMYMHA MPUHUMAET TOJIBKO TUCKPETHBIE 3HA-
yeHwusl, ee QyHKIUS pacrpeieseHus OnpeeneHa Ui J0bIX X.

Hanpumep: F(-1) =0, F(0)=0, F(0.999)=0, F(1.001) = 1/6,
F(3.5) =3/6, F(7) = 1.

JIMCKpETHYIO CIy4aiHyl0 BETMYMHY YJOOHO XapaKTepHu30BaTh

psdom pacnpeoeneHusl.
Tabmuma 5
Psan pacnpenesnenus
g X X, . X; . X
P p1 P2 Ce o] e Pn

€ — BCce BO3MOXKHbIE 3HAYCHHUS CIIy4aifHON BEJIMUHHB.
P — BepositHoctu p; = P{&=X}, Toro, 4ro ciayyaiiHas BeIuYnHA

IIPpUMET O3THU 3HAYUCHUS.
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Pot+pP1+pP2t+pPs+py

b e e e e e e e e e e e e e e —— - ——— 4—.
F(x) Po+p1+p2+pP3
Po+P1+p2
Po+P1 )
Po —
B —
1 2 3 4

Puc. 7. Pacnipenenenne BeposITHOCTEH TUCKPETHON

CIIy4allHO! BEJINYMHBI

Ipumep 2. JluckpeTHOE pacrpeneneHue.
B Hexkom oOmecTBe opranm3oBaHa JioTepes. PaswpirpeiBatorcs
nBe Bemu croumoctbio o $10 u oxgHa cronmmocteio $30. CocTaBuTh

3aKOH pacClpEaciiCcHuss CyYMMbI YHCTOI'O BbIMI'PbIIIA JJIS1 CY6LGKT8.,

KOTOpBIN mprodpen oaun ounet 3a $1; Bcero mpoaano 50 6useTos.

Pemenne. Vickomas cimyuaiinas BennuuHa X MOXET IPUHUMATh

Tpu 3HaveHus: -1, (ecmu CyOBeKT He BBIMTPAET, a (PaKTHYECKH IIPO-

urpaetr $1, yrmmadennsiii 3a ourer); $9, $29. IlepBomy pe3sysbrary
onmaronpusTael 47 cimyuaeB u3 50, BTopomy — 2 u3 50, Tpetremy — 1
n3 50. CrenoBaTenbHO, BEPOSITHOCTH, COOTBETCTBYIONINE ITUM CIIy-
gasm paBHbl. P(X=-1) = 47/50 = 094; P(X=9) = 2/50 = 0,04;

P(X=29) = 1/50 = 0,02.
3akoH pacnpeaeneHus X UMeeT B

CymMa BbIMTpBIILIA -1

9

29

BepositHOCTB 0,94

0,04

0,02

Bupap! auckpeTHbIX GyHKIMN pacnpeeneHus
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buHoMuUHAJIBHOE pacnpeaejaceHue

bruHOMMHaNBHOE pacrpesneneHue SBISETCS paclpeieleHueM
qrciia yCIexXoB L B N UCTIBITAHUSX BepHYyIUH ¢ BEpOSITHOCTBIO yCIe-
xapuHeygaun q =1-p.

Cxema Bepnyniu

PaccmoTpuM mocieoBaTenbHOCTh HE3aBUCUMBIX OJMHAKOBBIX
UCIBITAHUI: TMOSIBJIEHUE WM HE MOSBJICHHE HEKOTOPOro Habuojae-
MOT0 COOBITHS B Ka)KZIOM UCHBITAHUU He Oy/eT 3aBUCETh OT UCXOJI0B
NPEbIAYIIMX UCIIBITAaHUH. JTO U ecTh cxema bepnynnu.

OMnBIT COCTOUT B N-KPAaTHOM MOBTOPEHUHU OJMHAKOBBIX HMCITBITA-
HUH, B KaXJIOM U3 KOTOPBIX MOXET C BEPOATHOCTBHIO p HACTYNHTh
HEKOTOpoe coObiTHe (OyaeM TOBOPUTH B 3TOM Cliydyae, 4TO MPOH30-
mren “ycrnex”) WM ¢ BEpOATHOCTBIO = 1 — p He HacTynuTh (Tpo-
u3oinia “Heyaaya”). Pe3ynpTaT KaXI0ro OnbITa MOXHO 3alucaTh B
Buze nocaenosarenbHoctd YHH...V, “Y” — ycnex, “H” — Heynauya.
ITpOCTPaHCTBO SIEMEHTapHBIX UCXOA0B {2 COCTOMT U3 2" MCXOJIOB,
KaX/IbIi 13 KOTOPBIX OTOXJIECTBIISIETCS C OINPEIEIIEHHON MMOCIIe10Ba-

tensHOCTRIO YHY... (G-anre6bpa coOBITHI BKTIOUaeT 2° COOBITHIA).
B cuity He3aBUCHMMOCTH HCHBITAHUH COMOCTaBUM KaXJI0MY JIEMEH-
tTapHOoMy mcxoay ® = YHHYVY...V BepostHocts P(00) = P(VHHY...V)
= pgqp...p, P — MOBTOPSIETCSI CTOJIBKO Pa3, CKOJBKO pa3 MPOM30MIET
ycIex, a ( — CKOJIbKO pa3 Obula Heynaua. TUIMMYHBIN [IPeCTaBUTENb
cxeMbl bepHymmum — N-kpatHoe mMoaOpachiBaHUE HECUMMETPHYHOU
MOHETBHI.

Beraucium BeposTHOCTH Pn(M) MOIXYyYUTH B N UCTIBITAHUSIX POB-
HO M ycrexoB. CoObITHE Ay — B N UCTIBITAHUSAX MPOU3OIIIO POBHO M
YCIIEXOB — COCTOMT M3 TE€X JIEMEHTAPHBIX UCXOJ0B, B KOTOPHIX OYyK-
Ba “Y” nosBiseTcst poBHO M pa3. YUCI0 TaKuX UCXO0B COBIMAIAET C
quciaoM covemanutl (He BaxeH mopsaok Beimanaenus “Y”). C apyroi
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CTOPOHBI, KaXIbIH 3JIEMEHTApHBIM HCXOJZ, B KOTOpoMm OykBa “V”
BCTpEYaeTCcs POBHO M pa3 UMeeT BepoaTHOCTh P'g . OKOHYATETBEHO
MOJTy4aeM:
Pm)y=C p"qg"™™ (m=0,1,2,..,n).
JlaHHOE BBIp2XCHHE HOCUT TAaK)K€ Ha3BaHWE OMHOMHHAIBHOTO
3aKOHa, MOCKOJBKY Pp(M) MOXHO MOJIy4YHTh Kak KOI((OHUIHMEHT TpU

z™ 6unoma (pz+q)"™:
n n N n-1.,.n-1 K n K Nk 0NN
(p+ag)" =Cip"+Cpaq+...+Cp'g" +..+Cyq
JlMcKpeTHas ciyvaifHas BelTUYMHA [L pacmpeseneHa o OMHOMu-
aJlbHOMY 3aKoHY (puc. 8), eciiu oHa npuHuMaeT 3Hauenus 0, 1, 2, ...,

N B COOTBETCTBUU C pPAaAOM pacCnpeaciCHus, MpPEACTABIICHHBIM B
Tabn. 6, tne0<p,q<lup+q=1.

Tabmnuma 6
Pacnpenesienue ciy4aiiHOM BeTMYHHBI L
1) 0 1 ce k e n
P | d | npg"" | .| Copfa™ | .. | p

[Mocnequuii YjieH pasiokeHus P omnpejeseT BEpOSTHOCTh Ha-
CTYILJICHHUS] pacCMaTPUBAEMOT0 COOBITHA N pa3 B N HE3aBUCUMBIX HUC-
NBITAHUSX; TIPEANOCIEAHNIN YJIEH ONpeaeseT BEPOATHOCTh HACTYI-
JICHHsI COOBITUSI PACCMAaTPUBAEMOTO COOBITHS N pa3 B N HE3aBUCUMBIX
HUCIIBITAHUAIX, HpeI[HOCJIGIIHI/II\/JI WICH OmnpeAcsiICT BCPOATHOCTL Ha-
CTyIUIEHUSI coObITHA N-1 pa3, a mepBbIi 4WiIeH OIpeneNseT BeposT-
HOCTB TOI'O, 4TO COOBITHE HE MOSIBUTCSA HU pasy.

OcHogHble xapakmepucmuKu pacnpeoeieHus:

M(X)=np; D(X)=npd; o(X)=4n-p-q.
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buHomuHaIbHOE pacnpeaeaeHue

PN p:0,2 PN p:0,4 o p:O,S p:O,6+p:0,8

0,5
0.4
0,3

0,2

0,1

0 1 2 3 4 5

Puc. 8. bunomuHanbHOE pacnpeneneHue st N=5

3aoaua 1. Monerta Oporrena 2 pasza. OnpenenuTh 3aK0H pacrpe-
JIeTICHHsI CITy9aliHOM BETMYMHBI X — YKCIia BRIIAICHUH repoa.

Pewenue. BeposTHOCTb MOSBJICHHS TepOa MpU KakKIoM Opoca-
HUM MOHETBHI paBHa Y2, clleOBATENbHO, BEPOSITHOCTh HEMOSBICHUS
repba pasHa q=1-p=1-1/2=1/2.

ITpu Gpocannu MOHETHI repd MOXKET MOSIBUTHCA WM 2 pa3a WU
1 pa3 unm coBceM He MosiBUTHCA. HaiiieM BepoOsITHOCTH 3THX COOBI-
T o popmyie beprymm.

P,(2)=C2p? =(§)2.

P,(1) =C;pq = 2(%)(%) =05 P,(0)=Clq*= (%)2 =0,25.

X 2 1 0
P 0,25 0,5 0,25
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3aoaua 2. Ha 3auete cryaeHT nonyuni N = 4 3amaun. Bepost-
HOCTh PEUIUTh MPaBWIBHO Kaxayto 3amgauy p = 0,8. Onpenenum psig
pacmpeneneHus U MoCcTpouM (DYHKIIMIO pachpeeNieHus ClydailHOH
BEJIMYUHBI || — YHACIIa IPABUIHHO PEIICHHBIX 3a/1a4.

Pewienue. B nanHOM ciryuae Mbl IMEEM JIeJI0 ¢ OWHOMUHAIIb-

M 3akonom: P, (K)=Cp*g"™.

Tabmuma 7
Psi1 GMHOMHMHAJILHOTO pacnpenejieHus 1Jis 321249 2
i 0 1 2 3 4

P 0.0016 | 0.0256 | 0.1536 | 0.4096 | 0.4096

IlyaccoHoBckoe pacnpejejieHue

Pacnpenenenue Ilyaccona monenupyer Ciy4aliHyl BEIUYHUHY,
MPEJCTABISIONIYI0 COOOW YHMCIIO COOBITHH, MPOU3OMICAIINX 3a (PHK-
CUPOBAHHOC BPEMA, IIPU YCIIOBUHU, YTO JAHHBIC CO6I>ITI/I$I MPOUCXOIAAT
¢ (hMKCUPOBAHHOM CpelHEel WHTEHCUBHOCTHIO U HE3aBUCUMO JIPYT OT
apyra (puc. 9).

JuckpeTHas ciydaifHas BeJIUYHMHA & pacrpesiesieHa M0 3aKOHY
HyaCCOHa U MPUHHUMACT LECJIBIC HCOTPUIATCIIbHBIC 3HAUYCHUA C BEPO-
STHOCTSIMH, TIPEICTABICHHBIMHU PSIOM pactpeneneHus (cM. tadi. 8).
[TapameTp myaccoHOBCKoro pacrpenenenust A>0 onpenaenser UHTEH-
CHUBHOCTb IIOCTYIUIEHUSI COOBITMH M ompeaenserca (popmyioi:
A=N*p, Tme N — o0IIee YMCIIO UCTIBITaHuH, a P — BeposTHOCTH Oaro-
MMPHUATHOTO UCXOAa UCTIBITAHUSA.
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Tabmua 8
IlyaccoHoBcKoOe pacnpeejieHue

e | 0 1 2 Kk

2 k
-4 2| A | L [ A
Fle Ae 21° T

Pacnpenenenue IlyaccoHa HOCUT Tax)ke Ha3BaHHME 3aKOHA peji-
KHX COGBITHﬁ, IOCKOJIBKY OHO BCCTAa MOABJISICTCA TaM, A€ IPOU3BO-
JAUTCA 00JbIIIOE YHCIIO I/ICHI)ITaHI/IfI, B Ka&XIOM H3 KOTOPBIX C MaJIoi
BEPOSITHOCTBIO MPOUCXOAUT “penkoe” coodbrTe. I1o 3akony Ilyacco-
Ha pacrpeiesieHbl, HallpuMep, YHCIIO0 BHI30BOB, IIOCTYIHMBIINX Ha Te-
1e()OHHYIO CTAHIMIO; YHCIO METEOPUTOB, YIABIINX B ONPEIEICHHOM
paifoHe; 4MCII0 pacnaBUIMXCsl HECTaOMIbHBIX YyacTull U T. 1. [lpu yc-

jJjoBuu —0,n—>xo,n- p— A =const 3akon pacnpenenenus [ly-

accoHa SBJISIETCS MPEAENIbHBIM ClTydyaeM OMHOMHUAJIBHOTO 3aKOHA.
OcnosHble Xapakmepucmuku pacnpeoeneHus.

M(X)=2;D(X)=A;0(X)=+A.
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Pacnpenesienue Ilyaccona

0,4
. —e—JIambpa 1
0,35 - —e—Jlambpa 3
034 —eo—Jlambaa 5
’ Nam6aa 7
0,25 -
0,2 -
0,15 -
0,1 -
0,05 ¢
0 L T T \‘\F g g

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Puc. 9. Pacnpenenenue [lyaccona ¢ pa3inyHbIMHE A,
®opmy.a Ilyaccona

®opmyna [lyaccona mpuMeHsieTcsl TOr1a, KOraa Hapsiay ¢ 00Jib-
[TUM 3HAYEHHEM YHCJIa UCTIBITAaHUN N “Maja” BepOsSTHOCTh ycIexa p.
Ona oTHOCUTCA K NPHUOIMKEHHBIM (opMyiaM JUIsl BBIYMCICHUS
Pn(m) mpu Gombiuux n. ®opmyna [lyaccona Hamboniee mpoctas u3
HUX.

Crporo marematnuecku teopeMa Ilyaccona omumpaercs Ha mo-
HATHE cXeMbl cepull, 3JIeCh MPUBEICHA “WHKEHEpHasi HHTEpIIpeTa-
U] TEOPEMBI.

Teopema Ilyaccona: Ilyctb uncno ucnsiTaHuii N B cxeme bep-
HYJUIA “BEJMKO”, @ BEPOSTHOCTh yCIeXa p B OJTHOM HCIBITAHUH “‘Ma-
na”, mpuyeM “maino” Takke npousseaenue A=np. Torma P,(m) ompe-
JemsieTcs Mo npuomKeHHon dpopmyiie (popmyia [lyaccona)

m

o
P(m)~- e * (m=0,1,2, .., n).
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Loxazamenvcmeo. @opmyina bepnyinu

P(m)=C/-p"-q""

Pn(m)=(%jpm(l— p) "= n(n_l)"r;](,n_mﬂ) p"(1-p)"",

WY C yueToM o0o3HaueHust A=np,
A" n-1 n-2 n-m+l o
P(m)_—(l——) e (1——)
[Ipu Gonbimux N (1-A/n)" ~e™, Kpowme Toro, ecnu N — BenwKo, TO
(n-1)/n=1, ..., (n-m+1)/n= 1 u (1- M/n)™ = 1. ITo>TOMY NPUXOIUM K

JOKa3bpIBaeMoit popmyre.

3aoaua 3. 3aBox ornpasuia Ha 6azy 5000 noOpokxadyecTBEHHBIX
u3enuid. BeposTHOCTB TOTO, YTO B IyTH U3/EIHE TIOBPEAUTCS PABHO
0,0002. Haiitu BEepOSTHOCTH TOTO, YTO Ha 0a3zy MpuUOyAyT 3 HEroj-
HBIX U3/ICIHS.

Pewenue. Tlo ycnosuro n =5000, p=0,0002, k=3.

Haiinem A =np =5000*0.0002=1
[To dpopmyne [lyaccona nckomasi BEpOsSITHOCTh paBHA
¢ e

Psoo (3) = T;

Pso0o (3) =

THomoxom cobwvimuii Ha3BIBAIOT II0CIENOBATEIBHOCTh COOBITHIA,
KOTOpbIE HACTyNalOT B CIydallHble MOMEHTHI BpeMeHu. Hampumep,
MOCTYIUICHHE BHI30BOB HA CTAHIIMIO CKOPOW MOMOIIHU, MPUOBITHE ca-
MOJIETOB B a3pOIOPT, KIMEHTOB B IMYHKT CEpBHCA, MOKyNareieu B
MarasuH # T.J.

Ipocmetiwum (Ilyacconoeckum) — Ha3bIBACTCS TIOTOK COOBITHH,
00Ja1at0NIui CIIeIYIOIUMU CBOMCTBAMH:
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® BEpOSATHOCTH MOSIBIICHUS JBYX U Oojiee COOBITUI HUYTOXHO
Maja MO CPaBHEHHIO C BEPOSITHOCTBHIO IMOSBIEHUS TOJIBKO
OJTHOTO COOBITHS (OpOuHapHocme);
® omcymcmeue nocie0cmauli. BEpOSITHOCTb TOSBICHUS M co-
ObITHI HA JIOOOM MPOMEKYTKE BPEMEHHU HE 3aBHCHUT OT TO-
T0, TIOSIBJISUTUCH JI COOBITHS paHbIIIE,
®  CMAyuoOHApHOCMb. B OJWHAKOBBIE IMPOMEXYTKH BpPEMEHU
BEPOSITHOCTH MTPOUCXOKICHUS COOBITHS OIMHAKOBA.
Humencusnocmvio nomoka A Ha3bIBAlOT CPeIHEE YHUCIO COObI-
THH, KOTOPbIE MOSIBJIAIOTCS B €IUHUILY BPEMEHH.
3angaua 4. Cpennee uucio BbI30BOB, noctynatomux Ha ATC B
OJTHY MUHYTY, paBHO — 2. HaiiTu BepOsSTHOCTH TOTO, YTO 32 5 MUHYT
MOCTYIIUT: a) 2 BbI30Ba; 0); B) HE MEHEE 2 BHI3OBOB.
Pemenne: no ycnosuto A=2, t=5, m=4.
A"
ITo ¢popmyue Iyaccona: P,(m) = W e .
A) BeposiTHOCTB, 4TO 32 5 MHHYT NOCTYISIT 2 BBI30BA!

10 2

P.(2) = e ™ = 0,00225

JT0 cOOBITHE MPAKTUYECKU HEBO3MOXKHO.

b) CoObITHS «HE MOCTYMIIIO HE OJJHOTO BBI30Ba» M IOCTYmWI 1
BBI30B» — HECOBMECTHBI, I03TOMY 10 TEOpEME CIO0XKEHUSI BEPOSITHO-
CTEH: BEpOATHOCTh TOTO, YTO 32 5 MUHYT HOCTYIAT MEHee 2 BbI30-

BOB, paBHa.
2

P.(m < 2) = %e‘m = 0,00225.

61



I'eomeTpHyeckoe pacnpeaeaeHue

Paccmotpum cxemy bepnysumm. Ilycts & — 4MCIO MCHBITAHUH,

KOTOpOe HeOOXOAMMO MPOBECTH, MPEX/E YeM MOSIBUTCS MEPBBIN ycC-

nex. Torma (2 — HAUCKPCTHAasA cnyqaﬁHas[ BCJIMYHMHA, MPUHUMArOIIas

snavenus 0, 1, 2, ..., n, .... Onpenenum BepOSTHOCTb COObITHS {& =

n}. OueBuano, uto & = 0, €ciu B MEPBOM K€ UCTIBITAHHH TIPOU30HICT

ycnex. [Toatomy P{& = 0} = p. lanee, = 1 B ToM ciiydae, Koraa B

IIEpBOM MCIBITAHUM IIPOU30IILIA HEyZa4da, a BO BTOPOM — ycrex. Be-

POSTHOCTH TaKOTO coOBITHA — (P, TO ecTh P{& = 1} = Qp. AHanoruny-

HO, § = 2, ecniu B MEPBBIX JIBYX MCIBITAHUSX MMPOU3OILIN HEYAa4H, a

B TpeTheM — ycreX: ectb P{& = 2} = qqp. [Ipogosskas 3Ty mporemy-
Py, TIOJIyYHM PSiJT PaCIIpeICIICHHUS:

Tabmmma 9
FeOMeTpuquKoe pacnpene.ﬂelme
e 0| 1 2 K
Pl p | ap | o q“'p

CnyualiHas BeIMYMHA C TaKUM PSAJOM pPACIpEAeSCHUS Ha3bIBa-
eTCsl pacrpe/IelICHHOM 10 reoMeTprueckomy 3akony (puc. 10).

62



I'eomeTpHYeckoe pacrpeiesieHie

60

50 |
40 1
30 |
20 1

10

0 1 2

w
N
ol

0,2
0,5

—e— [
—0—[)

Puc. 10. 'eomeTpuueckoe pacrpeaencHue
3agaua 5. 13 opyaust mpou3BOAUTCS CTpesibOa Mo Leiu 10 Iep-
BOro nomnaganus. BepostHocts nmonmaganus B uenb p=0,6. Haiitu Be-
POSITHOCTB TOT'O, YTO IONAJaHUE MPOU3OUIET IPU TPETHEM BBICTpE-
ze.
Pemenue. Ilo ycmosuio, p=0,6, q=0,4, k=3. Mckomas Beposrt-
HOCTb OmpeJensiercs no Gopmyie:

p=q“'p=0,4>*0,6=0,096

3agaua 6. BepostHocTs opakenus nenu pasHa 0,6. [Ipowusso-
JUTCS CTpenb0a Mo MUILIEHH JI0 MEPBOro MomnaaaHus (YUCiIo maTpo-
HOB He orpaHuucHo). TpeOyeTcs COCTaBUTH psJ pacrpeaeacHus
YHCJIa CACIIAHHBIX BBICTPEJIOB, HANTH MAaTEMaTHYCCKOE OXKHJIAaHUE U
JIMCTIEPCHUIO ATOM CIy4allHON Benu4yuHbl. ONpeneanuTh BEpOATHOCTh
TOTO, YTO JJIsA MOPKEHUs 1eNId ToTpedyeTcst He Ooree TpéX marpo-
HOB.
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Pemienne. CrydvaitHas BenwumHa X — YHCIIO CHETAHHBIX BHI-
CTPEJIOB — MMEET TeOMETPUYECKOE pacIpeelieHHe ¢ MapamMeTpoM
p=0,6. Psn pacnipenenenus X uMeeT BUA:

Xj 1 2 3 k
Pi 0,6 0,24 0,096 0,6-0,4¢

BeposTHOCTB TOTO, UTO ISl IOpaXeHUS LIeH oTpedyercs He Ooee
TpEX MAaTPOHOB pPaBHA

P(X<3)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=0,6+0,24+0,096=0,936.

I'mnepreomerpuyeckoe pacnpenejieHue

Onpeodenenue. JluckpeTHas cirydaifHas BeTudnHa X UMEET eunep-
2eomempuyeckoe pacnpeoeienue, €Clii OHa MpuHUMaeT 3HadeHus 0,
1, 2, ..., min {n, M} ¢ BeposiTHOCTSIMU

m n—-m
CM "T“N-M

P(X =m)= o
N

rae m=1, 2, ..., min {n, M}, m<N, n<N; n, N, M — HarypaibHbIe Yuc-
ja.

N — oOmiee KOIHMYECTBO OOBEKTOB B T€HEPAIBHON COBOKYITHO-
CTH,

M — xonmudecTBO OOBEKTOB C ONMpEAENCHHBIM CBOHCTBOM B re-
HEpaJIbHOU COBOKYITHOCTH,;

N — 00beM BBIOOPKH;

M — KOJMYECTBO JIETAJICH C ONPEICeTICHHBIM CBOMNCTBOM.

['mnepreomeTpuyeckoe pacnpenesieHue UMeeT ciydaiiHasi BeJu-
gygHa X=M — YHUCJI0 OOBEKTOB, O0JIAMAFOIIUX JAaHHBIM CBOMCTBOM,
cpenu N 00BEKTOB, CiTy4aiiHO M3BJIeYEHHBIX (0€3 BO3BpaTa) U3 COBO-
kynHocTd N 00bekTOB, M 13 KOTOPBIX 00J1aJaI0T 3TUM CBOHCTBOM.
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['nnepreomeTpuyeckoe pacrnpeaesaeHrue MUPOKO UCIOIb3YeTCs B
MPAKTUKE CTaTUCTUYECKOIO MPUEMOYHOIO KOHTPOJIS KauecTBa Mpo-
MBILIUIEHHON TPOJXYKIMH, B 3ajJayax, CBS3aHHBIX C OpraHu3aluen
BBIOOPOUHBIX 00CIIeIOBaHUN, U HEKOTOPBIX IPYTHX 00JIACTSIX.

3aoaua 7. B natmoHansHOM oTepee "6 u3 45" neHexHbIe MPU3bI
MOJIy4al0T YYaCTHUKH, YraJlaBliue OT TPEX 10 MIECTU YHUCET U3 CIy-
4aiiHO OTOOpaHHBIX 6 U3 45 (pa3mep BHIMIPHIIIA YBEIUUUBACTCS C
yBEJIMYEHHEM YHCIIa YragaHHbIX yucen). Haliti 3akoH pacmpenere-
HUS, MaTEMATUYECKOEe OXKMJaHUE U TUCTIEPCHUIO CIy4aiHOM Benuyu-
HbI X — 4Hcia yraJJaHHbIX YUCell CPeliu CIydyaifHO OTOOpaHHbBIX IIec-
TH. KakoBa BEpOATHOCTH MOTYyUYEHUS JEHEXKHOT0 Mpu3a’?

Pewenue. Cnyudaiinas BennuuHa X — YHCJIO YTaJaHHBIX YHMCEN
Cpeau ClydyailHO OTOOpaHHBIX LIECTH — HMMEET TMIIepreoMeTpude-
ckoe pacmpenencaue ¢ mapamerpamu N=6, N=45, M=6. Psq pac-
npeaesieHus X, paCCUMTaHHBIN 110 hopMyJIe:

cn.cl-

P(X =m) :%,20e_m =012...6.

N

Taomnuua 10
I'inepreomeTpuyYecKkoe pacnpenaeaeHne

Xi 0 1 2 3 4 5 6

pi |0,40056/0,42413| 0,15147 |0,02244/0,00137 |{0,00003|0,0000001

BCpOfITHOCTI) HOHy‘IeHI/IH JCHCKHOIO npma
P(3<X<6)=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)
P(3<X<6)=0,02244+0,00137+0,00003+0,0000001% 0,024.

KonTpoabHble BOIPOCHI
1. [atp ompeneneHue AUCKPETHOM Cay4yallHOW BEJIMYMHBI.
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2. llepeuncnuTh mpUMEPHI pacpeieICHUN TUCKPETHOM CTydai-
HOU BEJIMYMHBI.

3. IlpuBectu psig pacnpeneneHus: caydailHOW BEJIWYUHBI, TOAYH-
HsItoIIelicsl OMHOMHHAILHOMY 3aKOHY .

4. IlpuBectu psn pacupeiesieHus cay4yailHOW BEJIWYUHBI, TOAUYH-
HArouerncs 3akony Ilyaccona.

5. IlpuBectu psg pacnpeneneHus ciayyailHOW BEJIMYUHBI, TOAYU-
HSIOLEICS TeOMETPUUECKOMY 3aKOHY.

6. IlpuBectu psn pacrpenesieHus CIy4ailHON BEIIMYWHBI, TTOTUHN-
HSIOILEWCS TUIIEPreOMETPUYECKOMY 3aKOHY.

Pacnpeneﬂemm HEMPEPBIBHBIX cnyqaiiHle BCJIMYHNH

Heaw: uzyuums ceolicmea HenpepvigHbIX CAYHUAUHBIX 6ETUUUH U
AGNEeHUs, 8 KOMopvlx onu HabOmooaromes. Hccredosamsv epaghuxu
NJIOMHOCMU PpACnpeOeleHUs HeNnpepbl8HbIX CIYYAUHBIX GEIUYUH.

CrnyvaiiHyro BEeJIMYMHY Ha30BEM HEIPEPBIBHOW, eciy ee (PpyHK-
1S pacrpeieNieHUs] He UMEeT CKaYKOB U Pa3pbIBOB.

HenpepbiBHO#W Ha3biBaeTcsi ciy4yaiiHasi BeJMYUHA &, PyHK-
yuro pacnpeodenenust komopot F(X) moarcno npedocmasumo 6 suoe:

F() = [ pOdx.

Dynxyust P(X) Hazvleaemcs: MJIOTHOCTHIO pacnpeneneHus (se-
posimnocmeit) cayuatnou eenuvunst & (puc. 11).

[MpakTHyeckn Bce, peaqbHO BCTPEYAONIMECs IUIOTHOCTH pac-
npeeeHUs] SABJISIOTCS HEMPEPBIBHBIME (YHKIMSIMH, H, CJeI0Ba-
TenbHO, it HuX P(X) = F7(X), TO ecTh MPOU3BOAHYIO OT (YHKIIMH
pacrpeieneHusl.
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Ef1)

Puc. 11. TInotHOCTB pactpesencHust (BEpOATHOCTEH) CIydaiHO Be-

JUYUHBI §

Oynxmst PS(X) | obnamaromas BbIIeNIEPEUNCICHHBIMU CBOHCTBA-
MH, Ha3bIBACTCSI HJIOMHOCHIbIO PACHPEOEIeHUsl CIYYANHOU 6elu-
wunbL S .

OmpezenuM NpoCTEHIINE CBOWCTBA IJIOTHOCTH PaCHpeIe/ICHUs
p(X) HenpepwieHoll cryuaiinoll BENTNYNHBL:

1. IInoTHOCTE pacmpezesieHusl HENPEPHIBHONW CIydyallHOW BEJIN-
YUHBI HEOTPHUIIATEIbHAs (QYHKIHSI, TOCKOJIBKY OHA SIBIISICTCS [IPOU3-
BOJHOM OT (YHKIMH pacrpeaesieHus, a QYHKIHs pacripeaeeHus —
HeyObIBaromas p(X)>=0 a1 Beex x.

2. Ilnomane, METUKOM 3aKIIOYEHHAs TOJ BCEW KPUBOMl IMIOTHO-
CTH pacnpe/eieHus], paBHa eIMHUIIC.

T p(x)dx =1
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3. BepostHocTh monagaHus CIydyaiiHON BETMYMHBI HA HHTEPBAJ
[a, b] urcnenno paBHa mIOIIa M KPUBOJIMHEHHOM Tpaneuu (puc.

12): Pla< x<b) = [ p(xydx= Fb) - F(a);

A

F(x)

»
»

Puc. 12. UnnrocTpanus kK CBOWCTBY 3
dF(x)
dx

X

F(x)= j p(u)du. Crenosarensno, P(X) =

PaBHoMepHOe pacnpeesieHue
PaBHOMepHO pacmpeneneHHas Ha oTtpeske [a,b] cmyuaiinas Be-

ar4yuHa uMeeT QYHKIHIo pacnpenenenus (puc. 13):

A F
1 | ..

v

Puc. 13. ®yHKIMs paBHOMEPHOTO pacIpeiesIeH s
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DYHKIMS PABHOMEPHOTO PaCTIPEICIICHHS] UMEET BUI:
0, ecimux<a,

F(X) = ? ecma<x<b,

1,eciux>Db.

[110THOCTH PAaBHOMEPHOTO paclpe/eSCHUsT MPeCcTaBIeHa
Hwke (puc.14).

v

a b x

Puc. 14. IInoTHOCTH paBHOMEPHOT'O pacIpe1eIeHuUs

1
——, ecimma<x<b,
p(xX)=<b-a
0, ecrux <auaux>Dh.

OcHogHble xapakmepucmuKu pacnpeoeieHus:
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/1;0'(X)=bZ_T§-

a+b (b—a)?

M(X) = ,D(X) =

BeposTHOCTP mOnagaHus paBHOMEPHO PACIPEICICHHON CIy-
YaifHOW BEJIMYMHBI Ha MHTEpBAI (X1, Xp), JeKAMMI BHYTPU OTpe3Ka
(a,b), paBra F(X2)-F(X1)=(x2-X1)/(b-a), To ecTb mpomoprroHaIbHA
JUTMHE 3TOTO MHTepBana. PaBHOMEpHOE paclpeliesieHHe peaiu3yeT
MIPUHITAIT TEOMETPUUYECKONW BEPOSITHOCTH TNMPH OPOCAHWU TOYKH Ha

otpe3ok (a,b).
A

—

v

a X1 X2 b X

Puc. 15. IIpuHIMI reOMETpUUYECKON BEPOSTHOCTH IIpU Opo-
CaHWHU TOYKHU Ha OTpe30K (a,b)

IKCMOHEHINAILHOE pacnpeaeieHne

CrydaiiHasi BeJTMUMHA TIOAYMHSCTCS dKCIIOHEHIIMANbHOMY (T10-

Ka3aTeJIbHOMY) 3aKOHY, €CJIM OHA UMEET (QYHKIIUIO PACIIPEICIICHHS
0, ecux <0,

FO)=1, .

1-e*, ecimx>0.

[110THOCTh HKCHOHEHIMAIBHOIO PacCHpeAeIeHUs MOYXHO IOIy-
YUTh UHTETPUPOBAHUEM (DYHKIMU PACIIPEeIICHHS:
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0,ecnmux <0,
e ecimmx>0.

L

p(x) =

i
i
i
1
1
1
i
i
i
. :
T X r X

[
o

Puc. 16. IInoTHOCTB M (PyHKIUS 9KCTIOHEHLIMAIBHOTO pacipeiese-
HUS

DKCTOHEHITMANBHO pacHpe/eNiCcHHass CcllydailHas BeWYMHA
MOXKET MPUHUMATh TOJIBKO MOJIOKHUTEIbHBIC 3HAYCHUS. DKCIOHEH-
[UATBHOMY DACIpPENCNCHUI0 TMOJAYMHEHO BpEeMs pacrhaja aTOMOB
pa3muYHBIX 37eMeHTOB. [Ipu 3Tom uucio 7' = 1/A HOCUT Ha3BaHHE
cpednezo eépemenu pacnaoa. Kpome Toro, ymnorpedisercs Takxke
grcio To = In2/4 — Ha3pIBaeMoOe MEPHOIOM TOJTypaciajia.

DKCIOHCHIIMAILHO paclpe/IeliCHHas Cly4aiHas BeluunHa &
o0Jasaer CBOMCTBOM — omcymcmeuem nociedetiucmsus. IT0 MOKHO
TPAaKTOBaTh KaK HE3aBUCHUMOCTH MOBEJICHUSI CITy4aliHOW BEJIMYHHBI B
MOMEHT BpEMEHH X+AX OT TOro, YTO C HEeW MPOU3OIILIO A0 ITOTO.

OcHognoie xapaxmepucmuku pacnpe()eﬂenu}z:

M(X)— D(X) = = o<><)——

HopMa.nbnoe pacnpenejieHue
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CrnyualiHas BeTMYMHA paclpe/iesieHa 10 HOpMajlbHOMY WM Ta-
YCCOBY 3aKOHY, €CJIM OHa UMEET IUIOTHOCTh pacIpeieeHus

ey’
e ¥  (w0<m<oo,c>0)

B (X :E

HopmanbHoe pacrpesenieHie 3aBUCHT OT JBYX Iapamer-
POB: IJIe M — MaTeMaTHYECKOE OXKHMIAHUE WA CPeHee 3Haue-
HHE HOPMAJIBHOI'O 3aKOHA; G- CPEe/HEe KBAJPATHIHOE OTKJIO-
uwenne (puc. 17).

IInoTHOCTE HOPMAIEHOTO EVHRITA HOpMATEHOTO

pacnpenensHiI pacTpeneneHIA

0390 ,\

020 - o= 0.5 e

0,70 ;_‘__ ¢ 1000 —F

0.0 — 0800 Vs

050 / 1

iy [ 0.600 j;/
i N A

030 e = 0,400 /

0.20 ] AT /

el I N 0200 —pLF

*lf‘v‘ = __,s" i _ﬂ_/_,-//.-"
0004—= = 0,000

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Puc. 17. I'paduku mmoTHOCTH ¥ GYHKIIMK HOPMAJIBLHOTO pacrpee-
JeHUS

I'padmkn 1 MIOTHOCTH paclpeneNeHnss ¢ OJHMHAKOBBIM
CpelHUM apu(PMETHYECKUM W Pa3IMYHBIMU CpPEIHEKBAJIPATH-
YECKUMH OTKJIOHEHMSMH. [1IIOTHOCTH HOPMAJIBHOTO paclpejie-
JICHUSI 3aBUCHT OT 3HAYCHUH CpEJHEro apupMETHYEeCKOro |
CpeIHEKBaIPaTUUHOTO OTKJIOHeHHs (puc. 18).
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Puc. 18. 3aBucUMOCTB TIIOTHOCTA HOPMAITBHOTO PACIIPEACICHUS OT
muo

[Tapamerp M ompenenser MOJOKEHUE IEHTPa HOPMaIbHOU TIIOT-
HOCTH, a G — pa3dpoc oTHocutenbHO IieHTpa. Ecimn m=0, ¢ = 1, To
TaKOH HOPMAaJIBHBIN 3aKOH HA3bIBACTCS CMAHOAPMHbIM U ero (PYyHK-
1Us pacrpeaencHus obo3Hadaercs yepe3 D(x).

OcHogHble xapakmepucmuKy pacnpeoeieHus:
M(X)=m;D(X)=0c?;0(X)=0.

HopmanbsHoe pacnpeneieHrHe BO3HHKAeT OOBIYHO B SIBICHHSX,
MOABEP)KCHHBIX JICUCTBUIO OOJIBIIIOTO YHCHIA “‘MalbIX” CIyYalHBIX
BO3JCHCTBUH.

Pacnpenesienne BeiiOy/uia
Cryyaiinasi BeIMYMHA pacmpezesieHa 1o 3akoHy BeiiOyiuia,
€CJIM OHAa UMEET IUIOTHOCTh pacIpeieIeHHs

0, ecim.. X <0,
a-ﬁ-xﬂfle*“'xﬂ, ecmu.X>0(a >0, 5>0).

CemeiicTBo pacnpenenenuil BeitOynna siBisercs nByxmapa-

p(xX) =

METPHYECKHM ¥ OIHCHIBACT MOJIOKUTEIBHBIC CITyYaifHbIe BEIUYNHBI
(puc.19). Cuuraercs, 4ro pacrpezencHuio BeitOyia moauuHs0TCS
BpeMeHa 0e30TKa3HOM paboThl MHOTUX TEXHUYECKUX yCTPOUCTB. Ec-
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I

=1, To pacnpenenenue BeliOyia mpeBpaiaercs: B 3KCIIOHEHITU-

albHOE pacIpe/ielieHne, a eciii =2 — B TaK Ha3bIBa€MOE pacrpe/ie-
nedue Penes.

09
08
07
0,6
05
04
03
0.2
01

—/,,.x:_’j% 14
/ /./l/- - 12
/ / ——Papl 1 — Pral
Pap2 —— Pan2
/ RIS o "
Pan3 e P53
f / paps 06 Pand
[ 7 04
% =
B S S s s 0
DRSNS SN PN I SN SN N RGN SN SRS RN AN N

Puc. 19. CemeiicTBO GyHKIIMIA U TIFIOTHOCTEN pacpeieeHus
BeiiOymia

I'amma-pacnpenesienne
JpyruMm pacrpeneneHueM, TaKkkKe JOCTATOYHO XOPOIIO OITH-

CBIBAIOINM BpeMeHa 0€30TKa3HOW pabOThl Pa3IUYHBIX TEXHUYECKUX
YCTPOMCTB, ABISETCS TaMMa-paclpeiesieHUe C MIOTHOCTHIO!

0, ecmu X <0,
p(x) =4 A/x""

e ™, ecrux>0 (1>0,7>0).
I'(7)

.-
rae ['(y) = J-Xy edx _ ramMa-¢pyHkuus Diinepa. CBoiicTBa ram-

Ma

0

-pynkiuu: I'(y+1) = A (») u I'(n) = (n-1)! Inst uenbix n. OyHk-

Oy U IIJIOTHOCTB FaMMa-pacnpeﬂeneHHﬂ MMPpEACTaBJICHBI Ha pHUC. 20.
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Puc. 20. CemeticTBo dhyHKImii 1 mmoTHocTen ["amma-
pacnpeseneHus

Ecnu y= k/2 — nonyuenoe, a A = 1/2, To ramma-pacnpesesieHue
TPEBPAIIAETCS B TAaK HA3bIBAEMOE PACTIPECNCHHE y (XH-KBajpar).
[Tapamerp K — Ha3bIBaeTCS B 9TOM Clly4ae YHCIOM CTereHel cBoOo-
JIBI pACTIpe/ieIIeH s 1.

DyHKYUU OM CAYYAUHOU GEIUYUHDBI

JIns nanpHEeWero pa3BUTHS MOHSTHSI — CAVYAUHAS 6elUYUHA,
CIIE/TyeT MIePEUTH K TIOHITHUIO — DYHKYUSL OM CAYYAUHOU 8EIUYUHDL.

ITycte Ha BeposTHOCTHOM mpocTpaHcTBe (2, o, P) 3amana ciy-
yaiiHast BenmnunHa = &(@). Bo3bMem 00bIYHYIO (M3MEPHMYIO) M-
cioByto (yHKImIO g(X) uncioBoro aprymenta x. COmoCTaBIss Kax-
JIOMYy D3JIeMEHTapHOMYy Hcxoay @ uucio 7(w) mo dopmyie
1(w)=9(&w)), nonydnm HOBYIO CITy4aiiHYIO BEIUYUHY 77, KOTOPYIO
HazoBeM ¢yuxyueti §(&) om cayuatinoi senuuunsl &,

@Oyukuus 7 = g(&) oT TUCKPETHOM CITy4allHOW BETMYHHBI TAKIKE
SIBJISIETCS. JUCKPETHOM CIIy4allHOM BEJIIMYMHOM, IIOCKOJIBKY OHa He
MOXKET NMPUHHUMATh OOJIbIIe 3HAYCHUI, YeM CiTydaiiHas BelHdYHuHa &.
Psin pacnpenenenus cinywaiiHoi BenumuuHbl 77 = (&) MOXKHO Tpen-
CTaBUTH TaOJIUIIEH:
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n | 9(X) | 9(X2) | ... | 9(Xn)
P P1 P2 Pn

HpI/I 3TOM, €CJI1 B BerHefI CTpOKe Ta6J‘II/ILILI TIOABJISAKOTCA OOU-
HakoBble 3HaueHUsA J(Xj), TO COOTBETCTBYIOIIUE CTOJIOIBI HAIO 00b-
CIUHUTH B OAUH, ananaB UM CyMMapHy}O BepOSITHOCTL.

Oyukius 17 = ¢(E) or HenpepbIBHOW CITy4aiiHOW BETHYUHBI
MOJKET OBITh KaK HEMPEPBIBHOM, TaK U AUCKPETHOMN (UCKPETHON OHA
Oyzer, HalpuMep, €CIIH MHOKECTBO 3HaueHuil QyHkiwu g(X) He 60-
nee, ueM cuétHO). Haiinem ¢ymxyuio pacnpedenenus F,(X) mo 3a-
nanHOU moTHOCTH PAX). ITo onpenenenuto F,(X) nmpexacrasnser co-
00i1 BEpOATHOCTH COOBITHS {77 < X}, COCTOSIIIIETO M3 TEX AJIEMEHTap-
HBIX UCXO00B @, 1151 KOTopbix §(&(w))<X. B cBoro ouepens, BEposT-
HocTh coObITHS {J(&{(®))<X} MOKHO OMpeNeTUTh, UCIIOIB3YS aKCHO-
My CJOXEHHSI BEPOSITHOCTEH, “TIPOCYMMHpPOBAB” BEPOSITHOCTH BCEX
BO3MOXKHBIX 3Ha4eHUil Y (IIPOMEKYTOYHASI TIEpEMEHHAs) CIy4aliHON
BenuunHbl &, 17t KOTOphiX g(Y)<X. Tak Kak BEpOSTHOCTDH CITydailHO#M
BeNMUUHE & TMPHUHATH 3HAYEHHE B MPOMEXYyTKe oT Y mo y+dy mpu-
OmmxeHHo paBHa PAY)dy, To, 3aMeHss CyMMy Ha MHTErpal, Holryda-
eM

F,00="[p:(y)dy.
g(y)<x
PaccmaTpuBas moOyo (yHKIHIO OT CIy4allHOH BEIWYHHBI
(kak, BOpoueM, W JIOOYIO JPYTYIO (YHKIHIO), HEOOXOIUMO HYETKO
MPENICTaBIATh 001acmsy onpedenenus 3Tou (pyHkumu. B cioyuae
GYHKIMHM pacrpenelieHns 001acTh ONMPEICIICHUsI CTPOUTCS Ha TeX
3HAYEHHSX X (TO eCTh CIy4alHbIX BEJIMYMHAX, OJYYCHHBIX HA MHO-

KECTBE COOBITHI @), 1151 KOTOPBIX g(Y) < X.
KoHTpo/ibHBIE BOIPOCHI
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1. CdopmynupoBaTh paBHOMEpHBIN 3aKoH pacnpenencHus. [Ipu-
BecTH (popMyIIbl ero (HYHKIMH U INTIOTHOCTH.

2. Omwmcarp (opmyiy A BBIUKCICHHS MaTeMaTHYECKOTO OXKH[a-
HUS PAaBHOMEPHO pacrpeaeNeHHON CITy4ailHON BEeTHYHHBI.

3. CdopmynupoBaTh HOPMAIBHBIN 3aKOH paclpeieleHus. 3amucarh
Qg QepeHInaTbHYI0 U HHTETPATbHYIO (DYHKIIUH.

4. Onucarb CBOMCTBA IJIOTHOCTA HOPMAJIBHO PaCTIpeIeTICHHOM CITy-
YalHOW BeNWYUHBIL. [[OSICHUTh T€OMETPUYECKHI CMBICIT IMapaMeTPOB
HOPMAJILHOTO pacrpeesieHusl.

5. CdopMynupoBaTh SKCIOHCHIIMAIBHBIA 3aKOH pacIpeaesiCHUs.
[IpuBecTH ero MIOTHOCTh U (PYHKIIMIO pacIpe/ieIeHHs.

YucjoBblie XapaKTCPUCTUKHA CﬂyqaﬁHLIX BCJIMYHNH

Leas: uzyuenue KoruyecmeeHHbIX XapaKmepucmux MOMEHMO8 Gulc-
WUX Nopsi0Kos.

OCHOBHOH TIENTbI0 CTATHCTHYECKOTO aHAN3a SBJISICTCS BBISIC-
HEHHE HEKOTOPBIX CBOMCTB M3y4aeMOW reHepaJbHOW COBOKYITHOCTH.
Ecnu renepanbHas COBOKYMHOCTh KOHEUHA, TO HAWJIy4Ilas Mpole-
ypa — pacCMOTpPEHHUE KakI0ro ee aneMeHTa. OaHaKo B OONBIIHHCT-
BE MHTEPECHBIX 3a7[a4 UCHOIB3YIOTCS MO0 OECKOHEUHbIE TeHepalb-
HBbIE COBOKYITHOCTH, JIN0OO KOHEYHBIE, HO TPYIHO 0003puMBbIe. B 310l
CUTyallid HEOOXOIUMO OTOOpaTh W3 TEHEPATHHOW COBOKYITHOCTH
MOJAMHOKECTBO M3 N 3JIEMEHTOB, HA3bIBAEMOE 8bl1O0PKOU 0Obema N,
WCCIIeIOBATh €ro CBOWCTBA, a 3aTeM O0OOIIUTH 3TH PE3yJIbTAaThl Ha
BCIO TE€HEPAIBbHYI0 COBOKYITHOCTh. OJTO 000OIIEHUE Ha3bIBACTCS
CMAMUCMuYecKum 8b186000M.
TI'enepanvnas cosoxynnocms (nonyisiust) W — mosHbIi Habop
00BEKTOB W, ¢ KOTOPBIMU CBs3aHA JaHHas mpobiema. DT 0O0BbEKThI
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MOTYT OBITh JIFOJIbMH, JKUBOTHBIMHU, U3JI€IUAMU U Tak jaanee. C Kax-
IBIM OOBEKTOM CBsi3aHa BEJTMYHMHA (WJIM BEJIMYHMHBI), Ha3bIBaeMasi ¥c-
ClIeTyeMbIM TIPU3HAKOM (X;).

Paznuunvle 3nauenus npusznaka, HaONMIONAIOUINECS Y YWIEHOB Te-
HEepaJIbHONH COBOKYMHOCTH (MM BBIOOPKH), Ha3bIBAIOTCSI BapHaHTa-
MH, a YUCIIa, TOKa3bIBAIOIINE CKOJIBKO pa3 BCTpEUYaeTCs KAl Ba-
PHAHT — UX YaCTOTAMHU.

B nanHOM ompeneneHuH NpeAronaraeTcsi TUCKpeTHOE M3MEHe-
Hus npusHaka. OfHAKo, €CIM Mbl U3MEPSEM HENPEPbIBHYIO BEIUYH-
HY, TO TOYHOCTb M3MEPEHUs U KOJUYECTBO MU3MEPEHUIl B €IMHUILY
BPEMEHH TOXKE AaTyT HEKHH JUCKPETHBIN Habop.

MpI npeanonaraeM, 4To U3MepsSEMbIil U UCCIIEAyeMbIH MpH-
3HaK M3MEHSETCS] HEKOTOPBIM ciy4aiiHbiM oOpa3om. [IpousBens ce-
pHUIO U3MEpPEHH, MOTyYUM Ha0Op NaHHBIX, KOTOPbIE, CKOpee BCETO,
OyIyT ciy4daitHOW BEIOOPKOW M3 Te€HEPAITBHON COBOKYITHOCTH. UTOOKI
MIPOBECTU nepsuyHylo 00pabOTKy 3TOW BBIOOPKH, HEOOXOIUMO IO-
CTPOUTB IKCHEPUMEHMATbHOE pachnpedeienue OaHHbIX N0 YaCmomam
WM (ec JaHHbIe UMEIOT SIBHO HETIPEPBIBHBII XapakTep) 1o uxmep-
8aNAM H4ACTNOM.

IIpumep 1. [Ipu peructpaunuu pa3smepoB NpojaBaeMoil Mara-
3MHOM KEHCKOH BepxXHel ojexabl ObuUM TodydeHsl ganHeie o 100
nokymnkax (tabsm. 11).

Tabnuna 11

Pasmepbl oe:kabl, KYIUIEHHON B MarasuHe
421 48| 50| 46 | 50 | 48 | 48 | 46 | 50 | 50
50| 50| 48| 48| 44| 48 |50 | 46 | 50 | 52
46 | 50 | 46 | 46 | 50 | 50 | 42 | 48 | 48 | 46
52| 48 | 54 | 48 | 46 | 50 | 48 | 54 | 46 | 50
50| 50| 50| 44 |50 | 48 | 46 | 48 | 46 | 52
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54 | 50| 46| 48 | 52 | 48 | 46 | 46 | 46 | 44
48 | 46 | 54 | 48 | 46 | 50 | 44 | 48 | 52 | 50
46 | 46 | 48 | 46 | 50| 48 |50 | 48 | 54 | 46
48 | 48 | 46| 46 | 46 | 52 |54 | 46 | 46 | 46
48 | 44| 44| 48 | 52 | 54 | 48 | 48 | 52 | 50
[TocTpouM 3KCHEpUMEHTANIBHOE pachpe/esieHHe JaHHBIX T10

gactoraM. [lJis 3TOr0 HY’>KHO OIpPENeNIUTh KOJIMYECTBO IMPHU3HAKOB
WIA UHTEPBAJIOB YAacTOT, a 3aT€M MOACYUTATh CKOJIbKO BapHAHTOB B
BBIOOpPKE COOTBETCTBYIOT KaXK/I0MY MHTEpBaly, TO €CTh 4acToTy. Pe-
3yJbTaThl ATUX PACYeTOB JJs YJ0OCTBA 3aHOCAT B TaOJHMILy, aHAJIO-
rugHyo Tabm. 12.
Ta6numa 12
IMocTpoeHne NPU3HAKOB M YaCTOT MO BbIOOPKeE

IIpusnaku | YacTotrsl
42 2
44 6
46 27
48 27
50 23
52 8
54 7

ITo BEIOOPOYHBIM YACTOTaM CTPOST TMCTOrPAMMY YacTOT, KO-
TOpasi XapaKTepHU3yeT OMBITHOE pacnpeaenacaue (puc. 21).
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I'mcrorpamma vacroTr

30+

25

20+

15+

10

42 44 46 48 50 52 54

Puc. 21. 'uctorpamma yactot
Jlpyroe mpencTaBiieHUE MOTYYaeTcs, €ClIM 3HAYCHHUS Ha OCH
Y, COOTBETCTBYIOIIME 3HAYCHHUSIM Ha OCH X, COCIUHUTH JIOMaHOMN
KpuBOH. DTa (urypa Ha3bIBaeTCs NOIUCOHOM UYACHMOM WIH MHO20-
VeOnbHUKOM pacnpedeneHus. [1oIUToH 4acToT naeT nHPOpMAaIHUIO O
3aKOHE pacrpeesieHus] TeHePATbHON COBOKYITHOCTH.

ITomemoH 4acToT
|_| 30
a .
¢ u /™
T / \
L —, —
Bl 5 //

Pasmepbl

Puc. 22. ITonuroH 9acToT BEIOOPKH
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I'padmyeckas WIOCTpalys CTATUCTUYECKUX JTAHHBIX, T€OMET-
pudecKas HHTepIpeTalus OTJAEIbHBIX BOIIPOCOB CTATUCTHKHU AA€T UM
HarJITHOCTD, a B PsIJie CIy4YaeB MO3BOJISIET MOJBEPTHYTh UX aHATU3Y
B HauOoJiee MpoCTOi M TOCTYNHOM popme. B npumepe ucnonvzosanul
epaguxu, nonyuennvie 6 pezyarbmame oopabomku dannvix 6 Excel.
Ion ¢opmoii craTUCTUYECKOTO pacHpefeNeHUs MOHUMAETCS
¢dopma ero rpaduka — moaurona yactot (puc. 22). Paznuuaror cum-
METpUYHbIE (HPOPMBI 1 HECUMMETPUUHBIC (ACHMMETPUYHBIE).
Pacnpenesienue Ha3bIBaeTcsi CMMMETPHYHBIM, €CJIH Beca
JTH00BIX BapUAHTOB, PABHOOTCTOSIILIUX OT CPEIHEro, paBHBI MEXIY
COOOH.
Ha mpakTuke Takoro coBnajieHus JIjs BCEX BApUAHTOB OOBIYHO
HET U CHMMETPHYHBIMH CUUTAIOTCS PACIpPEIEICHNUs, B KOTOPBIX Beca
BapUAHTOB, PABHOOTCTOSIIMX OT CPETHET0, OTIMYAIOTCS HE3HAYH-
TenbHO. [[0MTroH 4acTOT M3 MpUMEp MOX0X Ha CUMMETPUIHOE pac-
npeesieHre, HO COBMAJEHHE NMPHOIM3UTENBHOE, MMOITOMY JaHHOE
pacnpe/eneHue IBIsSeTCsl YMEPEHHO aCUMMETPUYHBIM.
AcCHMMETpHUYHBIE pacIpe/ieIeHus] MOKHO pa3OuTh Ha TPU BU-
na:
® YMEPEHHO aCHMMETPHYHBIC — PACTIPEICIICHHUS Y KOTOPHIX YacTO-
Thl, HaXOJALIUECS MO OJHY CTOPOHY OT HauOousbliel, Ooblie
(MM MeHbIlle) YacTOT, HAXOASIIMXCS IO IPYTyK CTOPOHY OT
HauOOoJIbIIIeH HA TAKOM ke “paccCTOSHUN,

e KpaililHe aCUMMETPUYHBIC — PACTIPEICIICHUS, Y KOTOPBIX YacTOTHI
WJIM BCE BpeMsl BO3pACTalOT, WM BCE BpeMs YOBIBAIOT.

e U-oOpa3Hbie — 9aCcTOTHI CHaYaa yObIBAIOT, a 3aTEM BO3PACTAIOT.

YucnoBble XapaKTePUCTHKH CTATUCTUICCKOTO pacrmpe-

JeJIeHUs

B kayecTtBe XapakTepUCTHK M3MEPUMOTrO MpHU3HAKAa BMECTO HC-

XOJHBIX 3HAUEHUH BENWYMH WM TaOIUI] UX YaCTOT UCIMOJB3YIOT YU-
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CJIOBbI€ XapaKTEPUCTUKH, HA3BIBAEMBIE TAKXKE CMamucmuiecKkumu
Mepamu.
e Cpeonee apudmemultecxoe X onpenensercs no popmyie
(x + X, 4. +X )—le
ni=1
/i€ Xj — 3HaUYEHHUS BapUaHT.

e Meouana X — cpeHHOE 3HAYEHME JUIA psija n3Meperwuii n. Js
€€ BBIYHCICHUS HEOOXOAUMO Bce HAOMIOJEHUS PACIHOJIOKHUThH B
TOPSIJIKE BO3pacTaHus Wi yObIBaHUS pe3ynbTaToB. Ecnu n — He-
YETHOE YHUCJIO, TO MEJMaHa MPOCTO SBISETCS YMUCIOM, HaXOJs-
IMMCSl B CEpEJIMHE YNOPSJAOYECHHOW MocieaoBaTeabHOCTH. [Ipu
4eTHOM N X paBHA CpeHeMYy apH(pMETHUECKOMY JBYX PAcIIoNo-
KEHHBIX B CEpEIMHE 3HAYECHUU YNOPSJOUYECHHOM MOCIeA0BaTENb-
HOCTH.

e Mooa - (mamboiiee BEpOSTHOEC 3HAYEHHE) SBISCTCS HamOoiee
4acTO BCTPEUAIOIeiics B BBIOOPKE BEIHUMHOM.

e Pazmax eéapuayuu R — pa3HOCTh MEXIy MaKCUMaJIbHBIM U MH-
HUMAaJIbHBIM 3HAaYEHHUSIMH NPU3HAKA B e U3MEPEHUH.

R = Xmax ~Xmin-

e Cpeonee nuneinoe omknonenue 0 — cpenHee apupmernueckoe
aOCOIOTHBIX BEJIMYMH OTKJIOHEHHWH BapHaHTOB OT UX CpeAHeH
apuMeTHUIECKOM.

i|x —X|-n,
d==l -,

Nj — 9acToTa mpU3HaKa X;.
n

e /lucnepcusa D — cpennee apudmeTrueckoe KBaJIpaTOB OTKIIOHE-
HHI BApUAHTOB OT UX CPEHEH:

1 n
D=—"-)(x. —X)?
n_lgl:(. )
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e Cpeonee Keaopamuunoe OmKIOHeHUe G — KBAJAPAaTHBIA KOPEHb
U3 JUCIIEPCUH.

Kaxnas cnyvaifHas BelWYMHA XapaKTepHU3yeTcsl CBOeH (yHKIHU-
et pactpenenenus. C TOUKU 3peHHs] HAOJIOAATENA, JIBE CIIydailHbIe
BEJIMYMHBI, UMEIOIIME OJUHAKOBBbIE (DYHKLHU paclpeaeseHus, He-
pa3nMYMMBbI, HECMOTpPSI Ha TO, YTO OHM MOTYT OBITh 3aJjaHbl Ha pa3-
JUYHBIX BEPOSITHOCTHBIX MIPOCTPAHCTBAX U ONHUCHIBATH PA3HbIE SIBJIE-
HUSL.

OyHKIMSA pacipeneseHus] WK MJIOTHOCTh paclipeieieHus: Bepo-
ATHOCTEH SIBJIAIOTCS HauOoJiee TMOJIHBIMU XapaKTEPUCTUKAMU CIIy-
YaiiHbIX Beau4MH. OJIHAKO BO MHOTHX 33JladaX OKa3bIBAECTCS TPYAHO
WM JJa)ke HEBO3MOKHO IOJIHOCTBIO ONHUCATh (PYHKIMIO pacripeserne-
Hus. B To jxe BpeMs, JUIs pelieHus MHOTHX 3a/lad JOCTaTOYHO 3HATh
JIMILIb HEKOTOPbIE MapaMeTphl, XapaKTepPU3YIOLIUe CITydailHyl0 BeJu-
YUHY C TOW WJIM WHOW TOYKHW 3peHus. Hanbomee pacrnpocTpaHeHHBI-
MU 4YMCJIOBBIMM MapaMeTpaMi, NOJIYYMBIIUMH HA3BaHHUE YUCTOBbIX
Xapakmepucmux WIA MOMEHMOS8 CHYYAUHbIX GelUYUH, SBISIOTCS
Mamemamuyeckoe oxcuoanue U Oucnepcus WIA CPeAHEKBaIpaThuy-
HO€ OTKJIOHEHHUE.

MaremaTudeckoe 0:KUIaAHUE CIAYUYAHHOH BeJINYNHbI

Mamemamuueckum oxcudanuem (cpeqHUM 3HaYeHUEM) ME
JUCKPETHOM CIIy4ailHOM BENWYUHBI & Ha3bIBa€TCSd CymMMa IpPOHU3BE-

JeHUW 3HaueHui X; ciaydyallHOW BENWYMHBI Ha BEPOSITHOCTU Pj =

P{&€=X}, ¢ KOTOpBIMU 3TH 3HAYCHHS IPHHUMAIOTCS:
M&=2Xip;.

Ecnm paccmarpuBarh SKCIIEpUMEHTANBHBIE JTaHHBIE, AHAJIOTOM
MaTeMaTHYECKOTO OKUIAHUS SIBISIETCS cpeoHee apughmemuueckoe
s3Hauenue Habopa paHHbIX. CpenHee apupMeTHUeCKOe 3HAYCHHE
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NpUOIMKAETCS K MaTeMAaTUYECKOMY OXKHIAHMIO TPH YBEIMYCHHUU
YHCJIa UCTIBITAHUM.

IIpumep 1. Halinem MatemaTHyeckoe OKUJaHUE CIydaifHOU Be-
JUYHMHBI A, PACTPEACICHHON 10 OMHOMHHAJIBHOMY 3aKOHY (YHCIIO
yCIIEXOB B N UCTIBITAHUSAX BEPHYIUIN ¢ BEPOSITHOCTBIO yCIieXa p):

n. . n(n in—i_n'n—!in_i=
M= 21R\(1) = 21 ; [P'g ‘izzo'i!(n—i)!pq

< (n-1)! —1 n-1 n-1-j
= 2Py ¢ ”pz pla™ =

M, = npz P, (1) =np.
j=0

CnenosarensHo, 1 = np. IIpu BbIBOAE MCIIOIB30BATIOCh CBOMCT-
BO BEPOSATHOCTH — CyMMa BEpOATHOCTEH Bcex coObITHil paBHa 1.

Mpumep 2. [lycte & mmeer pacnpenenenue [lyaccona. Torma
MaTEMATHYCCKOEC OXKUIaHUEC 9TOM BETUIHHBI paBHO:

M¢ = Z|—e Zie—‘_z A et e =
! 7 (1-1)! 0 i

IIpu Gonbumx N (1-4/n)" ~e™. Takum oGpasoM, napamerp A my-
ACCOHOBCKOTO PAaCIpe/eieHUsI COBIATaeT ¢ MaTeMaTHIECKUM OKH-

JaHHAEM.

Mamemamuueckum oxcudanuem (cpemrHuM 3HaYeHUEM) ME
HEeNpepbIBHOM  CilydyailHOW  BeIMYUHBI &  Ha3bIBaeTCsd  MHTe-
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rpam; M& = J.xp(x)dxl rae p(X) — mwiotHOCTh pactpenencuus. Ciy-

S
YaiiHasi BeIMYMHA & MPUHUMAET 3HAYE€HHE X C BEPOSTHOCTHIO p(X)dX.
IIpumep. IlycTe HenmpepbiBHas cilydaiiHas BeJMuuMHa X 3aJaHa
IUIOTHOCTBIO pacmpenenenus P(x)=sinx B uutepsane (0;11/2), BHe
atoro uHTepBana (P(x)=0. Haiitn mMaremaTHdeckoe OXHIAHUE CITy-
qaiiroit Bemmunubl £= P(X)=X>2
Bocnonb3yemcs Gpopmynoii:

ml2

M [p(X)] = sz sin(x)dx =7 -2

CBoOlicTBAa MATEMATHYECKOI'0 O;KUIAHUSA
1. Ecnu cnydvaiiHas BenmUYMHA & MPUHUMAET BCETO OJHO 3Haye-
Hue C ¢ BEpOSATHOCTHIO €IWHHIIA. MaTeMaTu4yecKoe OKUIaHUE IO0-
CTOSIHHOW BEJIMYMHBI PABHO 3TOU MOCTOSIHHOM:
MC=C-1=C

2. Ilycte m = af + b — ciyuvaiiHas BenM4YMHA, BBIpAKECHHAS JIU-

HEWHON (PyHKIIMEH, TOT/Ia MaTeMaTHIeCKOe OKUJIAHUE ITOU CITydai-
HOM BEJIMYMHBI PaBHO!

M(ag+b)=aMg&+b

PaccmarpuBasi mpumep J0Ka3aTeNnbCcTBA ATOTO CBOWCTBA JIJIST HETIpe-
PBIBHOTO CITy4asi:
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Mn=M(a&+b)= T(ax+b) p: (x)dx:a]oxpf (x)dx+bT p- (x)dx

AHAJIOTUYHO CBOWCTBO 2 JOKa3bIBACTCS ISl JUCKPETHOW CITy-
YaiiHOW BEMUYMHBI ([TOCTOSIHHBIC BEJIHUYMHBI BBIHOCATCS 3a 3HAKU
CYMMHUPOBaHHS).

3. IlycTe M — ciydyaiiHasi BeJIMUMHA, KOTOpAs SIBISIETCS CYMMO
NIBYX APYTUX BENWYHUH: M| = E1+&p. Toraa MmaremMatnyeckoe 0>XKU1aHUE
CyMMBI JBYX CIIy4allHbIX BEJIMYMH PAaBHO CyMME MAaT€MaTHYECKHUX
OKUJAaHUN KaXKIOH U3 DTUX BEJIINYNH.

M(G +&) = Mg + Mg,

PaccmoTpuM noKa3aTeabCTBO OTOrO CBOMCTBA HA IpUMEPE UC-
KPETHOH CIIy4alHOM BEJINYHHBL:

Mn= M(§1+§2):Z(Xi +Yj)pij :inpij +ZYipij =

:inz pij+ZYjZ Py :inpgli +ZYjp¢2j =Mé, +M¢g,.
i j j i i j

4. Ecmm & u & Hesagucumvl, TO MaTEMaTHUECKOE OXKHJIaHUE
X npomsBeAcHU 7=E& &, paBHO MPOW3BEICHUIO WX MaTeMaTHde-
CKUX OKUJIaHUI:

M(E182) = MEIME,

JAucnepcusi. MoMeHTBI BbICHIMX MOPSIAKOB

Hapsiny co cpeaHum 3HaueHueM HEOOXOAMMO MMETh YMCIIO, Xa-
pakTepusyroliee “pazdpoc” ciaydalHOW BEJIMYHUHBI BOKPYT CBOETO
cpennero. Takol XapakTEPUCTHUKONW OOBIYHO CIIYXKHUT OUCHepCUs..
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CrnenyeT NOMHUTH, YTO CYIIECTBYET MHOI'O XapaKTEpUCTUK pa3z0opo-
ca, B YaCTHOCTH, LIEHTPaJIbHbIE MOMEHTHI JIFOOOTO YETHOTO MOPSIIKA.

CyuiecTByeT MHOTO CIIy4ailHbIX BEJIMYHH, KOTOPbIE UMEIOT OJH-
HaKOBbIE MATEMAaTHUYECKUE OKUJAHUS, HO PA3JIUYHbIE BO3MOKHBIE
3HaueHus. Hampumep, AucKpeTHbIe CiaydyallHbIE BEJIMYUHBI, 3aJaH-
HbIE 3aKOHAMHM paCIpeeIICHUS

X |-0,01|001| Y |-100 | 100
P 05 | 05| P | 0505

Haitnem MaremaTuyeckoe OKHUIAHUE ITUX BEJIUYUH:
M(X)=-0,01*0,5+0,01*0,5=0.
M(Y)=-100*0,5+100*0,5=0.

31ech MaTeMaTHYECKHE OXKHJIaHUS 00X BEIIMYUH OJJMHAKOBHI,
npuueM X — OJM3KH K MaTeMaTHYeCKOMY OXKHMJIaHUIO, a Y — JajeKu.
Takum oOpa3oM, 3Hasi MaTeMaTHYECKOE OXKHJIaHUE, HEIb3s CYJIUTh O
3HAQUYEHMSX CIIyYalHOUN BETWYMHBI, HU O TOM, KaK paccesiHbl BO3MOXK-
HbI€ 3HAYEHUs CIyYallHOW BEJIMYMHBI BOKPYI €€ MaTeMaTHYeCKOTro
oxugaHud. JlJisi OUEHKM OTKJIOHEHUS CIYyYallHOM BEJIUYMHBI OT €€
MaTeMaTHYECKOTO OKUJAHUS UCTIONB3YIOT JUCTIEPCHIO.

OmKknonenuem Ha3bIBalOT Pa3HOCTb MEXJy CIy4yallHOW BeJH-
YHHOW M ee MaTeMaTuyeckuM oxugaanuem X — M(X).

Ha npakTuke aJisi OlIEeHKH paccesiHus Cly4alHOW BEJIMYMHBI BO-
Kpyr' €€ CpEeIHEro 3HA4€HMs IOJIb3YIOTCS BEJIMYMHOM, HAa3BaHHOM
nucnepcued. Hanmpumep, B apTwiuiepur BakKHO 3HATh, HACKOJIBKO
KY4HO JITYT CHapsiAbl BOKPYT LI€TH, KOTOpasi JOJKHA OBITh TOpake-
Ha.

Jucnepcus xapakTepusyeT pa3dopoc 3HAYCHUN CITy9aiiHON BeH-
YUHBI BOKPYT €€ MaTEMaTUYECKOTO 0KHJIaHHUS.
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DE=M(£-M(&)F)=M (&) - (M ()2

Jucnepcua DE ouckpemnoii ciyuaiinou geruuunvl & onpeoens-
emcs hopmynou

Dg:i(xi_M(g))z'pi:ixiz‘pi_ ixi'pi

2

Ha nepBbIil B3I MOXKET MTOKA3aThCsl, UTO JOCTATOYHO BBIYMC-
JUTHh BCE BO3MOYKHBIE 3HAUEHMsI OTKJIIOHEHHMS] M HAlTH UX CpeaHee
3HAYEHUE, HO TAKOW IyTh HUYETO HE JACT, MOCKOJIbKY OTKJIOHEHHS
OBIBAIOT OTPUIIATEIBHBIMH U UX cpeaHee 3HadeHue paBHo 0. [TosTo-
My JIy4llle B3SThb aOCOJIFOTHBIE 3HAYEHUsl OTKJIOHEHUH WM MX KBaj-
patsbl.

ITycts cayuaiiHas BeJIMYMHA 3a/1aHa 3aKOHOM PacCIIpeIECIICHUS:

xl x2 X3 xXn

P Py P, Ps pn

Tornma kBazpat OTKJIIOHEHUSI UMEET CJICAYIONIUN 3aKOH pacipe/ie-

JICHUA.
X-MX)T | Xe-MOXO)T | XM | [Xe-MX)F [Xn-M(X)I*
p P1 P, Ps pn

IIo onpeneneHuo Jucnepcun,

D(X)=M [X-M(X)J* = [x:-M(X)]* ps+ [X2-M(X)]* p2+ [Xzn -M(X)]?
Pn.

W3 onpenenenus Cleayer, 4To JUCTICPCHS CITyYaliHOW BETTMYMHBI
€CTh HeclyuaiiHas (MOCTOsSTHHAS) BEJIMYHMHA.
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Bmopwvim (nauanonvim) momenmom My cayuainou eeauuunvl &

Hazvieaemes mamemamuyeckoe odxcudanue keaopama & (g(X) = x°):
2 2
m, = Mg :in Pi
I

Jlucnepcueii nenpepvi8HOU CIYYAUHOU 8eIUYUHbI HA3BIBAIOT Ma-
TEMaTHUYECKOe OXKUJAaHHE KBaJpaTa ee OTKIOHEeHHs. Eciu BOo3MOXK-
HbIe 3HaueHus X MPHHAIISKAT OTpe3Ky [a,b], To

D= [(x-M&)? p(xax.

CpenHee KBaJIpaTUYHOE OTKJIOHEHHE HEIPEPHIBHOW CIy4ailHON
BCJIMYUHBI OIIPEACIIACTCA paBeHCTBOM:

o(X) =4/D(X).

Hucnepcus D& npencrasnsier coboil BTOpoil MOMEHT citydaitHON
BEJMYMHBI §, U3 KOTOPOW BBIYTEHO €€ MAaTeMaTH4YeCKOe 0)KHUJaHUE

M¢, To ectb yenmpuposannoii (MMerOLIEH HyJIEBOE MaTeMaTHIECKOE

okufanue) ciaydaitnoit semunnsl & =& - ME,
[TosTOMy nucniepcHio HHOTAA Ha3bIBAIOT 6MOPbIM YEHMPATbHbIM
MOMEHMOM.
CpoiicTBa qucnepcuu
OrmpeziennM HEKOTOpPbIE CBOWCTBA Juciiepcru (0e3 BBIBO/IA).
1. Ecnu cnyuaiinas BenuuuHa & ¢ BEPOSITHOCTHIO 1 MpUHUMAET OJ1-
HO M TOXe TmocTosiHHOe 3HavyeHue C, To u3 cpoiictBa 1 mMaTema-

tuaeckoro oxxumaanus (MC = C-1=C) nmonyuaem
DE = M(&-c)* = (c-c)>1=0

2. TloCTOSSHHBIN MHOXHUTEIb MOXXHO BBEIHOCUTH 3a 3HAK AUCIICPCHH,
BO3BCA €r0 B KBaJpar.

D(ad) = a’ D&
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3. ucniepcust CyMMBI CITy4aiiHOW BEIMYMHBI ¥ TIOCTOSTHHOW PaBHa!
D(x+C)=Dx

4. Jlucriepcusi CYMMBI IByX HE3aBUCHUMBIX CIIyYalHBIX BETUYMH & U

T paBHa CyMM€ JUCIIEPCUN KaKIOM U3 ITUX BEJIMYMH:
D(&+n) =D&+ D

Hucniepcust D& umeeT pa3sMepHOCTh KBaapara pa3MEpHOCTH

ciyyaitHOW BenuuuHbl & JIsl mpakTUdyeckux neiaed y1o0HO MMETh
Mepy pa3dpoca, pa3sMEpHOCTb KOTOPOIl COBMNAIAET ¢ pa3MEPHOCTBIO
£ B kxadecTBe Takoil Mephl €CTECTBEHHO HCIONB30BaTh O =4D¢ |
KOTOPYIO Ha3bIBAIOT CPEeOHUM KBAOPAMUYHBIM OMKIOHEHUeM CIIy-
JaiHOM BemMuHHBI & (WITH CMAHOGPMHbIM OTKIIOHCHUEM).

MoMeHTbI BBICIIHX MOPAAKOB

B Teopun BepoATHOCTEN U MAaTEMAaTUYECKON CTaTUCTHUKE, MO-
MHMO MaTEMaTHYECKOTr0 OKMJIAHUSl U JTUCIIEPCHU, UCIIONB3YIOTCS U
JpYTUE YHUCIOBbIE XapaKTEPUCTUKU CIy4YalHbIX BeIMYUH. B mepByro
04YCPEab 3TO HadalvbHble U YeHmpailbHble MOMCHTDI.

Hauanvnuoim momenmom K-20 nopaoka ciydailHON Benn4u-
HBI Ha3bIBACTCsl MaTEeMaTHYECKOe OKuIaHue K-if cremeHn ciydaiHoit
BEJIMYUHBI X , TO €CTh!

k
o, = Mx".
3aMeThM, YTO MaTEMATHYECKOE OXKHMIAHUE CIIyYalHOW BeJH-
o 1
YHHbI — HAYaJIbHBIA MOMEHT MEPBOTO MopsAaKa, ¢, = MX".

Lenmpanvnuvim momenmom K-20 nopsoka ciydaiiHOW BejH-
9UHBl X HA3BIBACTCS BEJIMYMHA M , ompeaenseMas (oOpMyIon

H = Mx"
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v )2
U, =M(X-x )" =Dx,
Jucnepcust SBAsETCSl LEHTPaTbHBIM MOMEHTOM BTOPOTO IIO-
psaKa.
CymecTByoT (OpPMYJIbI, TO3BOJSIONINE BBIPA3UTHh IEHTPAIh-
HbIE MOMEHTBI CITy4aifHOW BETTMYMHEI Yepe3 ee HayaabHbIe MOMEHTHI,
HaIpumMep:
_ 2.
M, =8, —a,
U, = a, —3a,a, +2a;,
r7ie M 3_IEHTPAIbHBIII MOMEHT TPEThEro MOpsAKa.

Ecny mioTHOCTB pacnpeneneHuss BEpOsITHOCTEW HENPEPBIBHOMN
CIly4ailiHOM BEJIMYMHBI CHMMETPUYHA OTHOCUTENIBHO IpAMOM X = MX,
TO BCE €€ LICHTPAJIBbHBIE MOMEHTBI HEUETHOTO TIOPsAJIKA PaBHBI HYJIIO.

AcummeTpust

B teopun BepoATHOCTEN U B MATEMATHUYECKOM CTaTUCTHUKE B Ka-
YecTBE MEphl ACUMMETPHUH pacIipefesieHus sBisercs KodhduiueHt
aCUMMETPUH, KOTOPBIH orpenenseTcs: GopMyJIoun:

K, =2
3
o
Ikcmece

HopmaneHoe pacnpeneneHue Haubosiee 4acTO HCHOJb3YETCs B
TEOPUU BEPOSITHOCTEM M B MAaTEMATUYECKOM CTATHCTUKE, IOATOMY
rpaduK TUIOTHOCTH BEPOSTHOCTEH HOPMAIBHOTO paclpeieieHus
CTall CBOETO POAA 3TAJIOHOM, C KOTOPbIM CPaBHUBAIOT APYTUE pac-
npeneneHus. OJHUM U3 ApaMeTPOB, ONPEEIAIOMINUX OTINYNE pac-
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MpesiesieHHs CIIy4aifHON BEIMUYMHBI X OT HOPMAJIbHOTO pacipeserne-
HUS, SIBJSIETCSI DKCIIECC.

3KCHECC CHy‘I&fIHOfI BCJIMYMHBI OTIIPCACIISICTCS PAaBCHCTBOM:

K = % -3
Y HOopMmasibHOTO pactpeaenenus, ecrectBeHHo, Ky = 0.
Ecmun K»3>0, To 3T0 03Hauaer, uyTo rpaduKk MIOTHOCTH BEPOSTHOCTEH
Px (X) cuibHee “3a0C¢TpeH”, YeM Yy HOPMAJILHOTO pacipeeacHus, ec-
m xe Ka< 0, To “3aoctpeHHocts” rpaduka py (X) MeHbIe, 4yeM y

HOPpMAaJIBHOT'O paclpCACIICHU.

KoHTpo/ibHBIE BOIPOCHI

1. Yro Ttakoe wyacTtoTa BEIOOPOYHBIX JAHHBIX M KaK OHA OMpeie-
aseTCs?

2. UYto mpencrausieT coO0H MOJUTOH YaCTOT?

3. Kakwue ¢popMbl BEIOOPOUHBIX paclpeaesIeHHd CYIIECTBYIOT?

4. Kaxkoil cMBICI UMEET MaTeMaTUYeCKOe OXKHMJAHUE NJsT BBIOO-
POYHOTrO pacnpeaeaeHus?

5. Kak paccuntsiBaercs aucnepcusi TMCKPETHOW M HENPEPBIBHON
CIIy9aifHBIX BETUIHH?

6. Uto Takoe MOja U MeIuaHa U KaK OHHU OIPEIEIISTIOTCS ?
7. TlpuBenuTe MprUMeps MOMEHTOB BBICIIMX TTOPSIKOB.
8. Uem oTnmuaroTcs Ha4aJbHBIE MOMEHTHI OT IIEHTPAIBHBIX ?

Uro xapakTepHu3yeT aCHMMETPHS paclpeesieHus?
10. Kak paccunrtarhb 3KCIECC ¥ UTO OH ONUCHIBACT?
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BBenenue B MATEMATHICCKYIO CTATUCTHUKY

eab: Oceoums nonamue cmamucmuyeckas cunomesa. Ilo-
3HAKOMUMbBCSL C Memooamu CIMamucmu4eckol npo8epKu 2unomes.

B 3agauy mMaTtemMaTHueCKON CTAaTHCTUKH BXOJIUT U3y4YCHHUE Mac-
COBBIX SIBIICHUU B TPUPOJE, OOIIECTBE M TEXHHKE M WX HAYYHOE
obocHoBaHue. Besze, rae MpUXOAWTCS WMETh JEN0 ¢ 00paboTKOM
IKCIIEPUMEHTAIBLHBIX PE3yJIbTaTOB, HEOOXOIUMBIMUA U HE3aMEHUMBI-
MU BCIIOMOTATEIIbHBIMH CPEJACTBAMHE SIBIITFOTCS METOJBI MaTeMAaTH-
YEeCKON CTaTHCTHKH.

3apoxaeHUE MaTeMaTHYECKON CTAaTHCTHKUA OBLIO CBSI3aHO CO
cOOpOM NaHHBIX U rpadUuecKUM MpeACTaBICHUEM MOTYYEHHBIX pe-
3yJbTaTOB U3MepeHHi. Tak BOZHUKIIN NEPBbIE CBOJIKH POKIAEMOCTH,
OpakocoueTaHUil U CMEPTHOCTH B JIeMOTpaUIeCKON CTAaTHCTUKE.

B 20-e rogsl Hamero crojetus, riaaBHbIM oOpa3zom B CIIA u
AHrnauu, ObuTH pa3paboTaHbl MaTEMATUKO-CTATUCTUYECKUE METO]IbI
Hay4HOH 00pabOTKU pe3ybTaTOB U3MEPEHUH, OCHOBAHHBIC Ha 33aKO-
HoMepHOCTsX Teopuu BepostHocteit (K. [Tupcon, P.A. ®umep, k.
Heiiman, A. Banbn).

IenepanbHasi coBokynmHocthb (momyssiiusi) W — MOJHBIH Ha-
00p 00BEKTOB, C KOTOPHIMU CBSI3aHa JaHHAs MpodyeMa. ITH 00bek-
ThI MOTYT OBITH JIOJbMU, KUBOTHBIMH, U3ETUSIMHU U Tak nanee. C
Ka)KJIbIM 00bEKTOM CBsI3aHa BeJIMYMHA (MU BEJIMUYUHBI), Ha3bIBacMast
UCCIIeTyeMbIM MpHU3HAKOM (X;).

OCHOBHOH HEIBI0 CTATUCTUYECKOIO aHaJIN3a SBJISICTCS BBISICHE-
HHE HEKOTOPBIX CBOMCTB pacCcMaTpPUBAEMON T'€HEPAIbHON COBOKYII-
Hoctu. Ecnm reHepanbHas COBOKYMHOCTh KOHEYHA, TO HAWITydYIIas
MpoIeIypa — pacCCMOTPEHUE KaXA0ro ee deMeHTa. OaHako B 001b-
IIMHCTBE 3aJ]1a4 HCIOIb3YIOTCS 100 OECKOHEUHbIE TeHEePaIbHBIE CO-
BOKYITHOCTH, TUOO KOHEUYHbIE, HO TPyIHO 0003puMbie. B 3TOM Cu-
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Tyaluu HeoOXOAUMO OTOOpaTh U3 TeHepalbHON COBOKYIMHOCTH MOJ-
MHOXECTBO U3 N 3JIEMEHTOB, HAa3bIBAEMOE BBIOOPKOW oOBEMa N, uc-
CJIeZIOBaTh €ro CBOMCTBA, a 3aTe€M 000OIUTh 3TH PE3yIbTaThl HA BCIO
TeHEPaJIbHYI0 COBOKYMHOCTb. JTO 00OOIEHHE Ha3bIBae€TCs CTaTH-
CTHUUYECKUM BBIBOJIOM.

CriocoObl MOMy4YeHusl pa3IuYHbIX BHIOOPOK M OIEHKAa MX Ipel-
CTaBUTEJIbHOCTH OYyyT pacCMOTPEHBI B JaOOPATOPHOM NMPAKTUKYME.
Paznuynble 3HaueHUs MpU3HAKa, HAOJIONAIOIIMECS Y YICHOB I'€He-
paJbHON COBOKYITHOCTH (MJTM BEIOOPKH), Ha3bIBAIOTCS BapHAHTAMH, a
qucia, MOKa3bIBAIOLINE CKOJIBKO pa3 BCTPEYAETCS KaKIbli BapUaHT,
4acTOTaMHU.

B nanHOM ompeneneHNM HpeArosiaraeTcsi JTUCKpEeTHOe M3MEHe-
HUs npusHaka. OHAKO, €CIIM U3MEPSITh HENPEPHIBHYIO BETUUUHY, TO
TOYHOCTH U3MEPEHUS U KOJIMYECTBO U3MEPEHHUI B €IMHUILY BPEMEHU
TOK€ AalyT HEKUM TUCKPETHBIN Ha0OD.

Ms1 npenmonaraeM, 4To U3MEPSIEMBIM WIH HCCIEAYEMBbIA MPU-
3HaK M3MEHSAETCS HEKOTOpPBIM ciay4aiHbM oOpa3om. [Ipoussens ce-
PHUIO M3MEPEHHH, MOJyYUM Ha0Op JaHHBIX, KOTOPbIE, CKOpEe BCETro,
OyayT ciyyaiiHOl BBIOOPKOW M3 reHepabHONH COBOKYMHOCTH. YTOOBI
MIPOBECTH NEPBUYHYIO 00pabOTKYy 3TOi BBIOOPKH, HEOOXOIMMO IIO-
CTPOUTH DKCIEPUMEHTAIbHOE PACIPEIEICHUE TaHHBIX 10 4acTOTam
i (eciu TaHHBIC UMEIOT SIBHO HETIPEPBIBHBIM XapakKTep) 110 UHTEp-
BajlaM 4acToT.

Bb10opounbie pyHKIIUH

Jns nro0oi ciy4aidlHON Benn4uHBI X CYIIECTBYET (TeopeTHye-
ckas) dyHkuus pacrnpenenenus F(X), wmun mo-mpyromy “T'enepab-
Hasi COBOKYITHOCTh MMEET TeOpeTHUecKoe pacmpeaenenue F(X)”.

BeposTHOCTHBII 3aKOH reHepabHOM COBOKYIHOCTH Ha MpPaKTHU-
K€ MOYTH BCErJa Hen3BecTeH. EQMHCTBEHHBIM UCTOYHUKOM HH(OP-
MaIlli{ O HEM CITY>KUT B3sITasi U3 3TOH COBOKYITHOCTH BBIOOpKa 00Be-
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Ma N, 3JIEMEHTBl KOTOPOH X1, X2, ..., Xp SABJISIIOTCS peanu3anusiMu X,
M0 HEH pacCUMTHIBACTCSA SMIIUPUUECKOE pacIpeieieHne U CTaTUCTHU-
YyecKue mapameTpsl (ere roBopsAT — CTATHCTHKK YHCIOBBIX XapakTe-
PHCTHK): cpeaHee apupMETHUECKOE, TUCTIEPCHs, MOMEHTBI BBICIIIUX
MOPSIAKOB U JIP.

DMIUpUYECKOe paclpe/ie]ieHHe BBHIOOPKH paccMaTpUBaeTcs B
Ka4yeCTBE OILIEHKH TeopeTHuecKor (yHKmu pacupenencaus F(X) re-
HEpaJIbHOW COBOKYITHOCTH.

[Iycte nmana BbIOOpKA 3HAYEHHWH CIIy4alHOW  BEITWYUHBI
X =(X;,X,,...X,) W3 HEH3BECTHOTO COBMECTHOTO paCIpeaeIeHHs

F(x). Torma moboe yTBepaeHue, Kacaromeecss npupoasl F(X), Ha-
3BIBAETCSI CTATUCTUYECKON TUMOTE30M. [ MIOTE3bI pa3inyaroT 1O BU-
Iy TIPEITOJIOKCHHM, COJICPIKAIIMXCS B HUX:

CraTucThueckas THUIOTE3a, OJHO3HAYHO OINpeeIomas pac-
npeaenenne F(X), To ectb H = {F (x) :FO}, roe Fo xakoli-To KoH-

KpPETHBIN 3aKOH, Ha3bIBAETCS IIPOCTOM.

CraTucTrueckas THIIOTe3a, YTBEPXKIAIOMas MPUHAIIC)KHOCTh
pacnpenenenuss F(X) K HEKOTOPOMY CEMEHCTBY pacrpeaeaeHuid, TO
ectb BUmaH = {F (x) e F}, rae F — ceMelcTBO pacrpeeiieHuit, Ha-
3BIBACTCS CII0XKHOM.

Hanpumep, sl 9KCITOHEHIIHATLHOTO PACIIPEICIICHUS] THIIOTE3a
Hy: A = 3 —pocras, Hy: 4 > 3 — clioxHas1, cocTosmas u3 0eckoHed-
HOTO YHCJIa MPOCTBIX THMOTE3 BUAa A = ¢, TIe ¢ — Moboe YucIo,
oonbiee 3.

Ha npaktuke 0oObI4HO TpeOyeTcsi MpOBEPUTh KaKYHO-TO KOH-
KPETHYIO U KakK MPaBWJIO MPOCTYIO TUNOTe3y . Takyro TUIoTe3y Mpu-
HSTO Ha3bIBaTh H)negou. llpu 3TOM mapaljienbHO paccMaTpUBAETCs
MPOTUBOpEYAIlas el TUMOTe3a , Ha3bIBaeMasi KOHKYpUpyrowel Wi
anbmepHamueHoll.
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PasauyaroT 1Be IPyIIsl MAaTEMAaTHKO-CTATUCTHUECKUX METOIOB!
® CTATHCTHYECKAsI IPOBEPKA THIOTe3 (CTAaTUCTHYESCKUE TECTHI);
® CTATHCTHYECKAsI OLIEHKA MapaMeTPOB pacnpenaeeHus .

CraTtucTuyeckas MpoBepKa TMIIOTe3 MPENoIaracT BbIABIKCHHE
OTIPEICIICHHBIX JOMYyINEHHH (TUIOTE3) OTHOCHUTEILHO HEH3BECTHBIX
napameTpoB F(X). TIpaBHIbHOCTS 3THX THIIOTE3 MPOBEPSETCS 3aTeM
[0 YKCJIOBBIM 3HAYEHUSM, TOJTYYEHHBIM M3 BBHIOOPKH, W, B 3aBHUCH-
MOCTH OT pe3yJibTaTa MPOBEPKH, THIIOTE3bl MPUHUMAIOTCS WU OT-
BEPraroTCs.

Ilpumepwvl Henapamempuyeckux eunomes

Ho: F(X)=Fo(X); rme Fo(X) MoxeT ObITh QyHKIMEH HOpMATbHO-
20 pacnpedefierusi C OTIPEICICHHBIMUA YCTaHOBJICHHBIMH TIapaMeTpa-
MU Lo U 602, TO ecTh Fo (X) = @ (x; po, 002). 3aKkoH pacrpeieaeHus
BBIOOPOYHON COBOKYITHOCTH SIBJISIETCSI HOPMaJIbHBIM

Hi: 3aKoH pacnpeiesieHus: BRIOOPOYHOM COBOKYITHOCTH HE SIB-
JSIETCS. HOPMAJIbHBIM.

Hyp: cBs3pb Mexjay yuiepOoM B Cilydae aBapud W Pa3MepoM
CTpaxyeMoOi MallHHbI OTCYTCTBYET;

Hi: cBs13b MeKIy yiiepOooM B ciydae aBapud M pa3MepoM Ma-
IIMHBI CYIIECTBYET.

CraTucTHYecKasi OlleHKa MapaMeTpoB pacipeIeIeHus Ipeay-
CMaTpHBaeT MOJIy4YeHHE ONCHOK (IS OTACIBbHBIX 3HAUCHHUHA WIIH HH-
TEPBAJIOB) HEM3BECTHBIX MAPAMETPOB BEPOSITHOCTHOTO 3aKOHA T'eHe-
paJIbHOM COBOKYITHOCTH TI0 TIapaMeTpaM BBIOOPKH.

[lpu craTucTHYECKOW OlIEHKE IMMapaMeTpoOB paclpeieicHus W
MPOBEPKE TUIIOTE3 HCIOJIb3YIOTCS YMCIOBBIC XapaKTEPUCTHKH, pac-
CUMTaHHBIC 11O N HAOIIOACHUSM BBIOOPKH.

Ipumep napamempuueckotl 2unomeswvi
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ITycTe naHa He3aBHcHMas BBIOOpPKAa M3 HOPMAJIBHOIO pacrpe-
JieNieHys], Te L — HEM3BECTHhIM nmapamertp. Toraa , rae — GuKCUpo-
BAaHHAs KOHCTAHTA, SIBJISICTCS NIPOCTOU MapaMEeTPUYECKON TUIIOTE30H,
a KOHKYPUPYIOILAsl C HEH - CII0KHas TapaMeTpUiecKas rMnoTesa.

BriaBuHyTas runoresa HyKIaeTcsi B IPOBEPKE, KOTOpas OCy-
IIECTBIIACTCA CTAaTUCTUYCCKHUMU METOAAMU, HOBTOMy FI/IHOTCSY Ha-
3bIBAKOT CT&THCTquCKOﬁ. 21]'[5[ HpOBepKI/I THUITOTC3bI I/ICHOJ'II)SYIOT
KpUTEPHUH, TO3BOJISIIONINE TPHHATH WM ONPOBEPTHYTH THIIOTE3Y.
CraTuCTHYECKOM THUTIOTE30M Ha3bIBaeTCs JI000E MPEIIONIOKEHNE O
BUJIC€ HEM3BECTHOI'O PACHPENEIEHUs WIK O IapaMeTpax HU3BECTHOIO
pacrpeaeneHus.

Crarncrnyeckas NpoBepKa runore3

ITon crarucTHYecKoil TMIOTE30i MOHUMAIOT BCAKOE BBICKA-
3bIBAHME O T'CHEPAIbHOW COBOKYHMHOCTH (CIy4aiiHOW BEIUYHHE),
poBepsieMoe 1o BbIOOpKe (110 pe3yibTaTaM HaOIr0IeHH).

Pacrnionarast BHIOOpOYHBIMU TaHHBIMH UM PYKOBOJCTBYSCH KOH-
KpEeTHBIMU YCJIOBUSMH paccMaTpuBaeMoil 3amaud, (HopMyIHpyrOT
runore3y Ho, KOTOpy Ha3bIBalOT OCHOBHOW WJIM HYJIEBOM, W THUIIO-
Te3y /1, KOHKYypHUpYIOLlYI0 € runore3on Hyp. TepMuH «KOHKypH-
pylolas» O3Ha4aeT, 4YTO SIBJISIOTCS MPOTHUBOIOJIOXKHBIMHU CIIEIYIO-
ITUE JTBA COOBITHS:

e 10 BBIOOpKE OyAeT MPHUHATO PEIICHHE O CIPABEIJIMBOCTU
JUJISl TEHEPaJIbHOM COBOKYITHOCTH TUIOTE3bI Ho;

e TI0 BBIOOpKE OyAeT MPHHATO PEIICHHE O CIPABEIIMBOCTH
JUIsl T€HEepalbHOM COBOKYITHOCTHU TMIOTE3bI H].

l'umoTe3y Hi Ha3BIBAIOT TakXke anbmepHamusHoOU.

Hanpumep, ecnu HyneBas rumore3a TakoBa: MaTEMaTUYECKOE

OXKUJaHHWE PaBHO 5, TO albTEPHATHBHAS THIIOTE3a MOXKET OBITH Clie-
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JYIOIICH: MaTeMaTHUECKOE OXKHMIAHHE MEHBIIE 5, 4TO 3aIHCHIBACTCS
CIIEIYIOIHUM 00pa3oM:
OcHoOBHAS THIIOTE3A; Ho: M(X)=5
Konkypupyomas rumnore3a: Hi: M(X)<5

Cmamucmuueckasa npoeéepka 2unome3 NPUMEHSIETCS ISl TO-
ro, 4ToObl WCTOJL30BaTh IMOJYYCHHYIO 1O BBIOOpKE HH(OPMAIHIO
JUTSL CY>KJIEHUSI O 3aKOHE pacIpe/iesieHUus] TeHepaJibHOW COBOKYITHO-
ctu. [Ipu 3TOM HMeeTcs onpesiesieHHOe MPeICTaBIeHe O HEM3BECT-
HOM BEpPOSTHOCTHOM 3akoHe F(X) u ero mapamerpax, kotopoe dop-
MYJIUPYETCS B BUJE CTATUCTHUECKON TMUIOTE3bl, 0003HaYaeMOi CUM-
Bosiom H wmu Hy (HysieBast, nim OCHOBHasl, TUIIOTE34).

[lenecooOpa3HbiM OKazaycs cleAyromui crnocod 3amucu: Ho:
F(X)=Fo(X); aT0 03Hauaet momyimienue (“rumoresy”) o Tom, uto Fo(X)
ecTh (PYHKIHS pacrpeesieHus] TeHepaaTbHOW COBOKYITHOCTH. Hampu-
Mmep, Fo(X) Moxer ObITh (yHKIMEH HOPMAaTbHOTO PAaCHpPEACTICHUS C
OIIPE/ICIICHHBIMHU YCTAHOBJICHHBIMH [TAPAMETPAMH Lo X Go2, TO €CTh

Fo(X)=®(x; Ho, o).

C MoMOMIbI0 CTATUCTUYECKUX METOJIOB WU KPUTEPHUEB TS TIPO-
BEPKU THIIOTE3bl YCTAaHABJIMBAETCS, COOTBETCTBYIOT JIM B3SITHIE W3
BBIOOPKU JaHHBIE BBIIBUHYTOM TMIIOTE3€ UM HET, TO €CTh HYXKHO JIU
NPUHATH WIH OTBEPTHYTH THUIOTE3Y.

Ecnu Bua ¢yskuuum pacnpenenenuss F(X) 3amaH oTaenbHBIMA
rnapaMeTpamMu M, €Clid TUIOTe3a CTPOUTCS MMEHHO [0 3TUM HEW3-
BECTHBIM NapamMeTpaMm, TO TOBOPAT O MapaMETPUUYECKUX TUIOTE3aX.
Hampumep, JOMYyIEHHE O HEM3BECTHOM TapaMeTpe [° HOPMAIbHOTO
pacnpenesneHus: SBJISIETCS TaKoW MapamMeTpuyecKo rumore3oil. B

2 U — MareéMaTU4€CKOC OXXHIaHHC cnyqaﬁﬂoﬁ BCIIMYUHBI WU “cpe,uHsm

apudMeTHIeCcKas BeTHMYHHA" TI0 BEIOOPKE.
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MIPOTUBOMOJIOKHOCTh 3TOMY CTaTUCTHUECKHE THIOTE3bl OOIIETo Mo-
panka Ho: F(X)=Fo(X) Ha3bBaroTCst HemapaMeTpHYECKUMH, a METOIbI
UX MPOBEPKU — HEeMapaMeTpuyecKUMH TectaMu. OHM, €CTECTBEHHO,
SBIISIIOTCS Oosiee OOLIMMHU, YeM MapaMeTpUUYECKUe TUIIOTe3bl U METO-
JIbl UX TIPOBEPKH, TaK KaK HE TPEOYIOT JOMOJHUTEIbHBIX MPEATOoIIo-
xenuil o Buae Gpynkuuu F(X). C mpyroit cTOpoHBI, OHH MeHee (-
(EeKTUBHBI, Y4eM COOTBETCTBYIOIINE KPUTEPUH MapaMETPUIECKUX TH-
oTe3.
JTanbl NPOBEPKHU CTATHCTHYECKHUX THIIOTE3

1. ®opMynrpoBKa OCHOBHOM THMOTE3bI M KOHKYPUPYIOIIEH TH-
moTe3bl . [ UMoTe3bl HOKHBI OBITh YETKO (hOpMamu30BaHbl B Mate-
MaTHUYECKUX TEPMUHAX.

2. 3ajgaHue BEpPOSTHOCTH , HA3bIBAEMOH ypOBHEM 3HAYUMOCTH U
OTBeYaroIeil omrOKaM MepBoro pojia, Ha KOTOPOM B JTaIbHEHIIIEM U
OyJeT clienaH BbIBOJI O MPaBAUBOCTU TMIIOTE3bI.

3. Pacuér craTHCTUKN KpUTEpPHUS TaKOH, YTO:

e ¢ BeTMUMHA 3aBHCUT OT UCXOJHON BBIOOPKH

X = (Xp, X0 X,) 16 = $(Xy, X, X))

e 10 e€ 3HAUYECHHIO MOXHO JIeJIaTh BBIBOJIbI 00 UCTUHHOCTH
TUIIOTE3HI ;

e cama CTaTUCTUKA JIOJDKHA MOJYUHATHCA KAaKOMY-TO H3-
BECTHOMY 3aKOHY paclpefeseHus, T.K. caMa SBISETCS
CIIy4ailHOM B CHJTy CIIyYaillHOCTH .

4. TloctpoeHue KpuTHdyeckod obmactu. M3 obnactu 3HaueHUH
BBIJIETISIETCS] TIOJMHOKECTBO TAKMX 3HAYEHWH, 110 KOTOPBIM MOKHO
CYyIMTh O CYILIECTBEHHBIX PACXOXKICHUAX C IPEANONOKeHHueM. Ero
pa3Mep BBIOMpAETCS TAKUM 00pa3oM, 4TOOBI BBITIOJIHSIOCH PABEHCT-
BO . DTO MHOKECTBO U Ha3bIBAETCSI KPUTHYECKOI 00/1aCThI0.

5. BeiBog 00 mctmHHOCTH TumoTe3bl. Habmomaembie 3Ha4YeHUs
BBIOOPKH MOJICTABJISIOTCS] B CTATHCTUKY M TI0 MOMAJaHuI0 (WK He-
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NONAJaHUI0) B KPUTUYECKYIO 00JaCTh BBIHOCHTCS pEIIeHHE 00 OT-
Bep)KeHHH (WM NPUHSATHN) BbIABUHYTOM runote3bl P(peC) =« .

I[MapameTpuYecKkne KpUTEPUN

B rpynny napameTrpudecKux KpUTEPUEB METOIOB MaTeMaTu-
YECKOM CTaTUCTUKU BXOIAT METO/BI ISl BBIYUCIICHUS ONMCATEIIBHBIX
CTaTUCTHK, MOCTPOCHHUS TPapHUKOB Ha HOPMAIBHOCTH pacrpeese-
HUS, IPOBEPKA TMIIOTE3 O MPUHAMIEKHOCTH JABYX BBIOOPOK OJHOMN
COBOKYITHOCTHU. DTH METOJbl OCHOBBIBAIOTCSI HA IMPEANOJIOKEHUH O
TOM, YTO pacIpeieieHre BEIOOPOK MOJUUHSCTCS HOpMalbHOMY (ra-
yCCOBOMY) 3aKOHY pactpenenceHus. Cpean mapaMeTpUuecKuX KpH-
TepUeB CTATUCTUKHU HaMH OyyT paccMOTpeHbl Kputepuii CThroieHTa
u Pumepa.

Kpurepuii Ctbionenra (t-kpurepmii)

Kpurepuii mo3Bosser HalTH BEPOSTHOCTh TOTO, YTO 00a CpeHUX
3HA4YEeHHUsI B BBIOOPKE OTHOCATCS K OJHOM M TOH k€ COBOKYIHOCTH.
JlaHHBI KpUTEpHii HauboJiee 4YacTO HCIONB3yeTCs Jisi MPOBEPKU
runote3bl: «CpenHue IByX BbIOOPOK OTHOCATCA K OJAHOM U TOH ke
COBOKYITHOCTH.

[Tpu ucnonb30BaHUM KPUTEPHUS MOKHO BBIIEIUTH JBa Cilydas. B
MIEPBOM CJIy4ae €ro MPUMEHSIOT JUIsl IPOBEPKU TMIIOTE3bI O PABEHCT-
B€ T'€HEPAJbHBIX CPEHUX JIByX HE3aBUCUMBIX, HECBSI3aHHBIX BBIOO-
poK (Tak Ha3bIBaE€MBbIil ABYXBBIOOPOUHBIN t-kKpuTepuii). B sTom ciy-
Yae eCTh KOHTPOJIbHAsl TpyINNa U 3KCIEpUMEHTalbHas (OIBITHAS)
rpymIa, KOJIMYECTBO MCIBITYEMbIX B IPYINIax MOXET ObITh pa3nud-
HO.

Bo BTOpOoM ciydae, koraa ojiHa U Ta ke rpynna 00beKTOB MOpPO-
KJAaeT YNCIOBOM MaTepuall IJsl MPOBEPKH TMIIOTE3 O CPEOHMX, HC-
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MOJIB3YETCSl TaK Ha3bIBa€MBIM MapHBIN t-kpuTepuii. Beibopku mpu
9TOM Ha3bIBAIOT 3aBUCHMBIMH, CBSI3aHHBIMHU.
Cnyuaii He3a8uUcuUMbIX 8b1O0OPOK
CratucTuka KpuTepus AJs Ciaydas HECBS3aHHBIX, HE3aBHCHMBIX
BBIOOPOK paBHa!

{ =27
omn 5 (1)
X=y
rme ¥, Y, — cpenHue apudMeTHUECKHE B AKCIIEPUMEHTAIBHON H
KOHTPOJIbHON Tpymmax; ©ap — CTaHAapTHas OIMMOKA pPa3HOCTH

CpeIHHMX apU(PMETHIECKHUX, KOTOPast HAXOAUTCS U3 (POPMYIIBL:

Xi —X)" + i 1 1
5. BRSNS 1,1]
n +n,—2 n n,

r7ie N1 U N2 COOTBETCTBEHHO BEJIMYMHBI IEPBOM U BTOPOIl BBIOOPKH.

Ecmu ni=ny, To cranmapTHas ommOKa pa3HOCTH CPEIHUX apud-
METUYECKHUX Oy/IeT CYUTAThCS 10 PopMyIie:

5, - Y =X+ 2y - y) -
(n=1)-n

rae N BeJIM4YuHa BbI60pKI/I.

[Toncuer uymena creneHeil C€BOOOABLI OCYIIECTBISECTCS IO
bopmyie:
k=ni+n,-2. (4)

[Tpu YnCIEHHOM paBeHCTBE BBIOOPOK K = 2n — 2.
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Jlanee HEOOXOMMO CPaBHHUTH MOJTYyUYEHHOE 3HaueHue 1y, ¢ Teo-
peTnyeckuM 3HadeHneM t—pacrpenenenuss CrprogeHTa (CM. TPHITO-
KEHHEe K y4eOHHMKaM CTaTUCTHKH). Eciun tvn<tipur, TO THIOTE3a Ho
NPUHUMAETCs, B MPOTUBHOM CJydae HyJIeBas TMIIOTE3a OTBEPraeTcs
Y IPUHUMAETCS AIbTEPHATUBHAS TUIIOTE3A.

Paccmorpum mpumep ucnonb3oBanusa t-kpurepusi CTbrofieHTa
JUTSL HECBSI3HBIX Ml HEPABHBIX 110 YHCICHHOCTH BBIOOPOK.

IIpumep 1. B n1Byx rpymnnax y4amuxcst — 5KCIIEpUMEHTaIbHON U
KOHTPOJIBHOW — TIOJYYEHBI CIICIYIONIUE pPe3yJbTaThl M0 y4eOHOMY
npeamery (cm. Tadi. 13).

Tabmuma 13
Pe3yibTaThl JKCIEPUMEHTA
DKcrepuMeHTaIbHAs TPYyIIa KonTposbhas rpynna
N1=11 gemoBek N2=9 yenosex
12 14 1316 11 9 13 1515/ 13 9 11 10 7 6 8 10 11
18 14

OO01Iee KOJMYECTBO WICHOB BBIOOpKH: N1=11, Ny=9.
Pacuer cpennux apupmernueckux: Xq,=13,636; Y,=9,444.
CranyapTHoe OTKIIOHEHHuE: 6x=2,460; 6y=2,186.

[To dopmyre (2) paccunThiBaeM CTaHIAPTHYIO OMIMOKY pa3HO-
CTH apUPMETHUSCKUX CPETHHX:

\/60.545+38.222 (Eely 1083,
11+9-2 9 11

Xy

CunTaeMm CTaTUCTHKY KpUTEPHUSL:
{— 13.636 —9.444

=3.981,
1.053
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CpaBHUBaeM TOIyYEeHHOE B JKCIIEpUMEHTE 3HadeHue t ¢ Tabd-
JTUYHBIM 3HAUY€HHEM C y4EeTOM CTeNeHel cBOOOJIbI, paBHBIX 1O (op-
Mysie (4) 4Kcity UCTIBITYEMbIX MUHYC JIBA.

Tabnuunoe 3HaueHue tur paBHseTcs 2,1 npu gomyuieHUH
BO3MOKHOCTH PUCKA C/IeaTh OIIMO0YHOE CYKJCHHE B MSATH CIydasx
u3 cta (ypoBeHb 3HaunmMoctd a=5 % uau 0,05).

Ecnu nomydeHHOE B 9KCIEpUMEHTE SMITMpUYEcKoe 3HadeHue t
MpEeBbIIAET TaOJIMYHOE, TO €CTh OCHOBaHMS MPUHATH albTepPHATHB-
Hyto rumotesy (Hi) o TOM, 4YTO yuamuecs SKCIEPUMEHTAIbHOI
IpYMIIbI TOKA3bIBAIOT B CpeAHEM 0oJiee BHICOKHI YpOBEHb 3HaHUN. B
skcriepumente t=3,981, tabnuunoe t=2,10, 3,981>2,10, oTkyna cie-
JyEeT BBIBOJI O IPEUMYIIIECTBE IKCTIEPUMEHTAIBHOTO 00Yy4EHUS.

3/1ech MOTYT BOZHUKHYTH TaKHE BOIPOCHI:

1. Yrto ecnu mody4eHHOE B OIBITE 3HaYEHUE ! OKaXeTCs MEHbIIE
tabmaaoro? Toraa Ha/l0 NPUHSTE HYJIEBYIO THIIOTESY.

2. JlokazaHO JIH TPEUMYIIECTBO SKCIEPHUMEHTAIBHOTO METOja?
He cTonbko 10ka3aHO, CKOJIBKO MOKa3aHO, IOTOMY 4TO C CaMOI'o Ha-
Jaja JI0MyCKAeTCsl PUCK OMIMOUTHCS B IsITH ciy4asx u3 cra (p=0,05).
Hamr skcriepuMeHT MOT OBITH OJTHUM M3 3TUX MSTH cirydaeB. Ho 95%
BO3MOJKHBIX CJIy4aeB TOBOPHUT B MOJb3Yy ANbTEPHATUBHON TMIIOTE3HI,
a 9TO TOCTATOYHO YOEIUTEIbHBIN apryMEHT B CTATUCTHYECKOM JIOKA-
3aTeNbCTBE.

3. Uro eciu B KOHTPOJIFHOW TpyMIIE pe3yibTaThl OKaKyTCsS
BBIIIIE, Y€M B 9KCIIEPUMEHTAIbHOMU? [loMeHsem, HanpuMep, MecTaMH,

clenaB cpeAHel apu(MeTHYecKo PKCIePUMEHTAIBHON TPYIIIbI X,
a 9 — KOHTPOJIbHOM:
. 9.444 -13.636
1.053

=-3.981.
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Otcrona cieayeT BbIBOJ, YTO HOBBI METO/I ITOKA HE TMPOSIBHII Ce-
0s1 c Xopoleld CTOPOHBI MO Pa3HbIM, BO3MOXHO, mpuyuHaMm. Ilo-
CKOJIbKY abcomoTHoe 3HaueHue 3,9811>21, nmpuHumaercss BTOpas
anprepHaTtuBHas rumore3a (Hz) o mpeumylnecTBe TpaaulnOHHOTO
MeTo/a.

Cryuati c8s3aHHbBIX 8b100POK
B ciydae cBsi3aHHBIX BBIOOPOK C paBHBIM YHCIIOM U3MEPEHUI B
Ka)/I0M MOYKHO HMCITONIB30BaTh OoJiee mpocTyio Gopmyiry t-kpurepus
CreroneHTa. Beruncienne 3HaueHus t ocymiecTBisieTcs mo Gpopmyoie:

amn

d
t =§l (5)

rac dl' - Iln -,.I'— pa3sHOCTU MCKAY COOTBETCTBYIOIIMMH 3HAYC-

HUSMH TIepeMeHHoi X u nmepeMennoi Y, a d - cpesHee 3THX pas3HO-
cTeid, a SA BeIYMCIISIeTCS TI0 ClieAyomiel hopmyIie;

2 (Zd|)2
E

n-(n-1
Yucno creneHeii cBo6obl K ompeaensercs no ¢popmyse k=n-1.
PaCCMOTpI/IM OpUMEp HUCIOJB30BAHUA t-KpI/ITepI/IH CTBIO,I[eHTa JUIA

S, . (6)

CBSI3HBIX U, OUYEBUHO, PABHBIX 10 YUCICHHOCTH BHIOOPOK.
Ecnn t,yn<tpur, TO HyJIEBas TUIIOTE3a IPUHUMACTCS, B IIPOTUB-
HOM CJIy4ae NMPUHUMAETCS aTbTEPHATHBHAS.

Ipumep 2. M3yyancs ypoBeHb OPUEHTALNN YYAIINXCS HA XYy-
JI0KECTBEHHO-3CTeTHUECKUE HEeHHOCTH. C LeNnblo aKTUBU3aLUH Gop-
MHUPOBAHHS 3TOM OPUEHTALMH B DKCIIEPUMEHTAIILHON TPYIIIE POBO-
JUITUCH Oece/ibl, BHICTABKH JAETCKUX PUCYHKOB, ObLTH OpraHU30BaHbI
IIOCEUICHUS MY3€€B U KapTUHHBIX TaJlepe, NPOBEACHBI BCTPEUU C
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My3bIKaHTaMH, XyJOKHHKaMH U Jp. 3aKOHOMEPHO BCTaeT BOMPOC:
KakoBa 3(pGEeKTUBHOCTH MPOBEeACHHONW paboThl? C IENTbI0 POBEPKHU
3¢ (HEeKTUBHOCTHU 3TOM pabOThI JO Hayanda SKCIEPUMEHTA U MOCIe /1a-
Bascs TecT. I3 metoanueckux coobpaxxeHuit B Tabn. 14 npuBogstcs
PE3yNbTAaThl HEOOIBIIIOTO YHCIIA UCTIBITYEMBIX.

Tabmuna 14
Pe3yabTaThl IKCIEPUMEHTA

bamet PacueTsl

Y4deHuKr | Hayalo KOHEI[ d 2
JKCTIED. JKCTIED.
HBanos 14 18 4 16
HoBukos 20 19 -1 1
Cunopos 15 22 7 49
[Tuporos 11 17 6 36
Aramnos 16 24 8 64
CyBopoB 13 21 8 64
PepKHKOB 16 25 9 81
Cepos 19 26 7 49
Tomopor 15 24 9 81
brictpoB 9 15 6 36
Cymma 148 211 63 477
Cpennee 14,8 21,1
Bnauane npousBeneM pacuet no ¢opmye:
_ Z di 63
d=2 _=—"=6_3.
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3atem npumeHuM Gopmyiy (6), momydum:

Z d 2 (Z di )2

_ i n :\/447—(63-63)/10
n(n-1) 10-9

Sd =,/0,89 =0,943.

U, HakoHer, cieayeT npuMeHuTs Gopmyiy (5). [Tomyunm:

t, =3 _ 83 g678
S, 0.943

Yucno crene”eir cBoboasl: K=10-1=9 u no tabnuue HAXOIUM
tpur =2.262, 3KkcniepuMeHTanbHoe t=6,678, oTkyna ciaegyeT BO3MOX-
HOCTh TPHUHSATHS anbrepHaTuBHON rumote3bl (Hi) o mocroBepHbIX
pa3IUUUAX CpeIHUX apuMeTHYecKuX, T.€. JAelaeTcsl BhIBOJ 00 3¢-
(heKTUBHOCTH IKCTIEPUMEHTAIBHOTO BO3CHCTBHSI.

B TepMHHAX CTAaTHCTUYECKUX TUIOTE3 IMOJYYCHHBIH pe3yibTar
Oynet 3BydaTh Tak: Ha 5%-M ypoBHe rumote3a Hp OTKiIOHSETCS U
npuHuUMaercs runoresa Hy .

Kpurepunii ®umepa
F — kputepuii ®uiepa UCHOIB3YIOT AJIS CPABHEHUS TUCTIEPCHA
JIBYX BapUallMOHHBIX psA10B. OH BBIYMCISIETCS TIO hopMyIIe:
S 2
=57
rae  S° — Gombluas BEIGOpOUHas AuCIepcHs, S'2 — MeHbIIas BBIOO-

F

pounast aucnepcusi. Ilo 1Bym BeIOOpKam oObeMaMu N1 U Ny CTPOST
BbIOOpOUYHBIE (PYHKIINU:
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x-13 2 1 S x %y
x_ani, S _n—1;(xi X)?,

X=1Sx: 87 =t 3 (x/- XY
n " n-15""" '

Ecmmn MMPEAIIOJI0XKNUTE, YTO COOTBETCTBYIOIIUEC I'CHEPAIBHBIC CO-
BOKYITHOCTH PACIIPE/Ie/ICHbI HOPMAIBHO C TApaMeTpaMH (1, G1° H Lz,
6% U uTO, KPOME TOTO, BBIMOJIHAETCS COOTHOIIEHHUE 61 = 6%, TO
CYILECTBYET TEOPEMA: BHLIOOPOUHAs (QYHKIMS HMMEET HENPEPHLIBHYIO
(GYHKIMIO pacnpeeNIeHUs U €€ IFIOTHOCTh BEPOSATHOCTH:

fe(x) = Eml,mzx(mllz_l)( m, +m,x) ml+m2)/2£[ﬂ51 x>0, rme my
=n; -1, my =ny-1. Epmgm2 3aBUCUT JIMIIB OT My X Ma.

Jlannoe pacmpeneneHue Ha3BaHO B 4decth P.A. ®umepa F-
pacrtipeaenenuem ¢ (Mg, M) cTeneHssMu cBOOOABI. ECii BBHIUKCIICH-
HOe 3HauYeHue Kputepus F 6obilie KpUTHIECKOTo NSl ONpeAeIeHHO-
T'O YpPOBHSA 3HAYMMOCTU U COOTBCTCTBYIOIIHUX YHUCCII CcTerneHel CBO-
60,HBI AJI YUCITUTCIIA U 3BHAMCHATCIIA, TO JUCIICPCHUU CHHUTAIOTCA pa3-
JINMYHBIMU.

Yucno creneneit cBOOOBI YHCIUTENS ONpenensieTcs mo Gopmy-
ne: Ky =n;—1, rae Ny — 9KMca0 BapuaHT Uit OONBIICH qUCIIEPCHH.

UYucno creneHneid cBOOOIBI 3HAMEHATEIS omnpeaensercs mo ¢op-
myge: Ky = ny -1, rge Ny — 9MCIIo BapUaHT JJIsl MEHBIIEH TUCTIEPCHH.

Paccmompum npumep pacuema kpumepus Puwiepa
W3BecTHBI pe3ynbTaThl kKEeHCKOH acradersl 5-ro stana KybOka
mupa 2010 r. mo Ouatnony, npoeanieid B Pymonsaunre (B ['epma-

107



Hy: D(X)=D(Y) — nucrnepcuu BpeMEHH MPOXOXKACHUS AMCTaH-
UK criopTcMeHKamu komana Poccun u 1lBerun (1Byx reHepaibHBIX
COBOKYITHOCTEi paBHBbI).

Hi: D(X)#D(Y) — mucriepcuu BpeMEeHU MPOXOKIACHHS TUCTAH-
MU cnoprcMeHkaMu komanJ Poccun m I1IBenuu cyniecTBeHHO pas-

JTHYAIOTCS.
Tabnuna 15
Pe3ysbTaThl 3cTadernl M0 OUATIOHY
Poccus Bpewms (X) [IBerus Bpems(Y)

Pomanoga 4. 19,35 Xor6epr 3. 19,59
Byneiruna A. 38,57 Onodccon A. | 38,53
Mensennea O. 58,23 Hwunsccon A. | 58,36
3aiinena O. 77,48 Honccon X.  |77,31
Cymma 193,64 Cymma 193,80
Cpennee 48,41 Cpennee 48,45
Hucnepcus 627,55 Hucnepcus 620,78
Foxe 1,01 Fpur 9,27

Ilo Tabnuue KpuUTHYECKMX TOYeK pacnpenenenus umepa-
CHeznexkopa MOXKHO HAalTH KPUTHUYECKYIO TOUKY Ui F-Kputepus npu
W3BECTHBIX CTENEHsIX cBOOObI, paBHBIX: K= 4 — 1 = 3. [lony4yaem
Four=9,277. Tlockonbky, Fu<Fg: 1,01<9,277, cnenoBarensHo,
MOKHO YTBEpPXJaTh, 4TO HyJeBas runore3a Hyp mpuHHMMaeTcs Ha
5%-M ypOBHE 3HAYUMOCTH, a KOHKypupytomas runore3a Hi B atom
ciryyae oTBepraercs. VccimemoBarens MOXKeET cenaTh BBIBOJI, YTO T10
CTENCHN OJHOPOJHOCTH IIOKA3aTeNii BPEMEHH HPOXOXKICHHS IHC-
TaHIUU pa3Iuyne MEeXKAY IBYMsI KOMaHJIaMH HE3HAUUTENbHBIE.

Henapamerpuyeckue TecTbl
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YroObl onpenenanTb, UMEEM JIM Mbl 1€J0 C HOPMaJIbHBIM pac-
IIPENEICHUEM, MOKHO IIPUMEHSATD CJIELYIOIIAE METOBL.

1) B mpexmenax oceil MOXXHO HapHUCOBAaTh IMOJHMIOH YacTOTHI
(ammuprueckyro QYHKIHMIO PACIPEeICHHs) H KPUBYIO HOPMAIbHOTO
pacrpenienieHusi Ha OCHOBE JTaHHBIX HccienoBanus. Mccnenys ¢op-
MBI KPUBOM HOPMAJILHOTO paclpeieieHus: U rpaduKa SMIUPHIECKON
(GYHKIMU pacrpeeNieHus, MOKHO BBISICHUTH T€ MapaMeTpbl, KOTO-
PBIMU [TOCIIEHSS KpUBAsi OTIIMYAETCS OT IEPBOM.

2) Beruucnsiercst cpeziHee, MeIMaHa ¥ MOJia M HA OCHOBE TOTO
OINpEeACIIAETCS. OTKIIOHEHHE OT HOPMAJIBHOIO pacnpeaeneHus. Eciau
MOJ1a, MEIMaHa U cpeaHee apupMeTHYecKoe APYyr OT Apyra 3HA4yu-
TENBHO HE OTIMYAIOTCS, MBI MIMEEM JIEJI0 C HOPMAJIbHBIM PacIIpese-
neHueM. Eciyu MennaHa 3HAQUUTENIBHO OTJIMYAETCS OT CPEJHEro, TO
MBI UMEEM JIeJI0 C ACUMMETPUYHOM BHIOOPKOIA.

3) Dkcriece KpUBOHM pacripenesieHust 1o/ukeH ObiTh paBeH 0.
KpuBble ¢ NOJIOKUTENBHBIM 3KCIECCOM 3HAYMTEIBHO Kpyde Kpu-
BOM HOPMaJBbHOIO pacupenencHus. Kpusble ¢ OTpULATEIBHBIM DKC-
LIECCOM SIBJIAIOTCS 0o0Jiee MOKATHUCTBIMU IO CPAaBHEHHMIO C KPHBOMH
HOPMAaJIbHOTO PaclpeeiICHusI.

4) TlpaBuno tpex curM. [locne ompezeneHus CpeaHEero 3Ha-
YEHUsl pacIpeesIeHHs] 4YacTOThl U CTAaHAAPTHOIO OTKJIOHEHUs HaXO-
JIT CJIENYIOLME YEThIPE NHTEpBaAJla PACIPECIICHUS] CPAaBHUBAIOT UX
C IeCTBUTENIbHBIMY IAHHBIMHU Psifia:

a) X£0.30 — k WHTEepBaly JOJIKHO OTHOCUTBCS OKOJIO 25%
9aCTOTHI COBOKYITHOCTH,

0) x*0.70 — Kk MHTEepBaJy JOJIKHO OTHOCHUTHCS OKOIO 50%
9acTOTHI COBOKYITHOCTH,

B) X*1.1lo - x WHTEpBaly IOKHO OTHOCHTHCS OKOJIO 75%
Y4acTOThI COBOKYITHOCTH,
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r) X+30- K WHTEpBAIY JODKHO OTHOCUTHCS okojo 100%
4acTOThI COBOKYITHOCTH.
IIpoBepka runore3 o 3aKoHe pacnpeeaeHUsi N0 KPUTEPHIO )2
(xu-xkBajapar)

UuCleHHBIM METOJOM OLIEHKHU TOTO, MPUHAJIEKUT JIM JTaHHAS
BBIOOpKA IreHepaibHOM COBOKYHMHOCTH C HOPMaJbHBIM paclpeese-
HHUEM, SBJISIETCS KPUTEPHl xz, paszpaborannsiii K. IMupconom. Co-
[JIACHO 3TOMY METOJly, HaOJII01aeMO€e SMIIUPUUECKOE paclpeiesieHue
BBIOOPKH, BbIpaKEHHOE a0COIIOTHBIMH, OTHOCUTEILHBIMU WJIK OTHO-
CUTEIbHBIMM HAKOIUJIEHHBIMU YacCTOTAaMHM CTPYHIUPOBAHHOTO psiaa
W3MEPEHUH, CPAaBHUBAETCS C THIOTETUUYECKUM TEOPETUUYECKUM pac-
MpPEAEIIEHNEM COOTBETCTBYIOIIEH I€HEPATIbHONW COBOKYNHOCTH. Jlnst
9TOTO BBIABUIAeTCS TUIIOTE3a O HEM3BECTHOM (YHKIMU pacmpezesne-
Hust F(X) reHepaibHOW COBOKYIHOCTH, KOTOpas COMOCTaBJISCTCS C
MOIXOIAIICH BRIOOPOUYHON (DYHKITMEH H, B 3aBUCUMOCTH OT BEJTHYH-
Hbl OTKJIOHEHHUSI SMIIMPUYECKOI0 PaclpeieseHus] OT TEOPEeTUUYECKO-
ro, BBIIBUHYTAsl TMIOTE3a NMPUHUMAETCS WM OTBepraercs. Tak kak
CTaTHCTUYECKasi TUIOTE3a OTHOCUTCS K HEU3BECTHOM (YHKIMH pac-
npexaesnenus F(X), a He K OT/IEIbHBIM €¢ TapaMeTpam, Mbl TOBOPHM O
HenmapaMeTpU4eckoM METOJE MPOBEPKH, UM O KPUTEPUU MOJ00US.
Kpurepuit XZ U TIPE/ICTABISET COOON OAMH U3 TaKUX KPUTEPUEB TIO-
no0wusi.

Kpurepuii XZ 4acTO UCHOJB3YIOT TAKXKE JUIsl CPABHEHUS MEXAY
co0o# IByX BBIOOPOK M3 HEKOTOPOH reHepabHOM COBOKYITHOCTH.

[Tycth B pe3ynpTaTe N HAONIOJACHUN TONYYECH BapUAIlMOHHBIN
PAIl C ONBITHBIMH YacTOTaMH Ng, Ny, ..., Nm. Torma ux cymma paBHa .
AHanu3upys ONbITHBIE IaHHbIE, BBIOMPAEM HEKOTOPBII 3aKOH Teope-
TUYECKOTO paclpelielieHus Il paccMarpuBaemoro mnpusHaka. [lo
OIBITHBIM JTAaHHBIM HaWJeM MapaMeTphl 3TOro 3akoHa (rumnotesa). C
MIOMOIIIBI0 TEOPETUYECKOr0 3aKOHA BBIYMCIMM TEOPETUYECKUE Yac-
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totsl N1°, N2°, ..., N’ COOTBETCTBYIOIIIHE IMITUPHUCCKHM aCTOTAM.
CyMMa TEOpEeTHYECKHX YacTOT TaKKe JOUKHA OBITh paBHA 00BEMY
BBIOOPKH — N (corarieHue).
B kauecTBe Mepbl pacXOXkICHUS TEOPETHUYECKOTO U IMITUpHYE-
CKOT'O PSZIOB 4aCTOT BO3bMEM BEJTHUHHY
)’

2 u (ni o
= Z—no Kkputepuii cornacus [Iupcona.
i=1 i

i

W3 BbIpakeHusi BUTHO, YTO xz = 0 s pH COBIAJICHUM BCEX
COOTBETCTBYIOIINX SMIIMPUUYECKUX U TEOPETHUECKUX YACTOT: Nj = n.
B mpotuBHOM ciiydae y2 OTJIIMYHO OT HYNS W TeM OOIblle, 4eM
00JIbIIIe PACXOKIECHUE MEKIY YKAa3aHHBIMH YaCTOTAMHU.

Bennuuna xz SIBJISICTCSI CIIyYallHOM M MMEET paclpeiesieHue xz-
pacnpenenenune. [lapametp K HasBaH 4uciioM cTerneHeil cBOOOJIBI.
Yucio Kk onpenensercs:

k=m-s,

rae M — YUCIIO TPYMI 3MIUPUUECKOrO pactpenesieHus (Hiu
YHCJIO HHTEPBAJIOB);
S — YMCJIO MapaMeTpOB TEOPETUYECKOI0 3aKOHA, HAWJEHHOTO C IO-
MOIIBIO ATOTO PACIPEACICHUS WM YHUCIIO CBSA3EH TEOPETUUECKOTO U
SMIIMPUYECKOr0 pacupeneneHuid. Hampumep, eciv Mbpl Hanum —
cpenHee apudmeTuyeckoe H o° - JUCIIEPCUIO, UCTIONb3YS JTaHHBIE
ONBITHOTO PACIpEENCHNUs] U YCTAaHOBUJIM, CYMMa YacTOT ONBITHOTO
pacrpezelieHdsl paBHa CyMM€ 4acTOT TEOPETUYECKOro pacrpeaerie-
HUSI, TO YHCIIO CBsI3elt S = 3.

Ecau xe smnupuueckoe pacnpenesieHue He UCTIOIb30BaIOCh JIs
HaxO0XKJICHUS MMapaMeTPOB TEOPETUYECKOTO 3aKOHA M TEOPETUUECKUX
4acTOT, a SMIUPUIYECKUE YACTOTHI HE CBSI3aHbI HUKAKUMU JOTIOTHU-
TEJIbHBIMUA COOTHOIICHUSIMH, TO K paBHO YHCITY IPYIIIT SMITHPUIECKO-
ro pacmpenenenus. KomndecTBo 4acTOT B TpyMIme JOKHO ObITh
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oonbue 5. Ecy KOJIMYECTBO MEHBIIE, TO COCEIHUE TPYTIIIBI CIIETyeT
00BEINHUTS.

KoHTpoJibHbIE BONIPOCHI
1. Kakume MeTonbpl IpPOBEPKU TMIOTE3 CYLIECTBYIOT B CTaTHCTHU-

Ke?

2. Onumure CyIHOCTh MapaMETPUUYECKUX METOAOB MPOBEPKU
TUIIOTE3.

3. OObsAcHUTE, YeM OTIMYAIOTCS HemapaMeTpUUYeCKUe MEeTO[bl
IIPOBEPKHU TMIIOTE3 OT MapaMETPUUECKHX.

4. Kak onpeenuTh 9UCIIO CBSA3eH U YHCIIO0 CTENeHEH CBOOOIbI?

5. UYro Takoe JOBEPHUTEIbHBIN HHTEPBAI U KaK OH OTIPEesIeTcs?

Bp10opoyHasi COBOKYNHOCTb.
BapuauuoHHbINA P

Heasn: uzyuenue munos 6b160poK, Memooos aHaIu3a ebloOpoY-
Hou cosoxynnocmu. Ilonyuenue npedcmasnenuii 0 Cmamucmuyeckou
oyeHKe napamempos u UHMepeailos 8apuayUOHHO20 psod.

OCHOBHOH 11€/IbI0 CTATUCTUYECKOTO aHaJU3a SIBISETCS BBIsSIC-
HEHUE HEKOTOPBIX CBOMCTB pacCMaTPUBAEMON T'€HEpaIbHOM COBO-
KynHocTu. Ecnu renepanbHasi COBOKYNMHOCTh KOHEYHA, TO HAWIyd-
masi Ipoleaypa — pacCCMOTPETh KaXK/IbIil €€ 3JIEMEHT.

OpnHako yaie BCero Ha MPAaKTHUKE MPUXOANTCS OTPAaHHYMBATHCS
BBIOOPOYHBIMH 3HAUYEHHWSIMH W3 TeHEpaJIbHOW cOBOKymHOCTH. Oc-
HOBHOE TpeOOBaHHE K 8blOOpKe — XOPOILIO TpeacTaBisiTh (ObITh pe-
NPE3CHTATUBHOM, MPEACTABUTEIBHON) TeHEPATIbHYI0 COBOKYITHOCTb.

OObIUHO CcYHMTAETCs, YTO YTOOBI UMETh MPAaBO CYJIUTHh O TEHe-
paJIbHOW COBOKYITHOCTH IO BBIOOpPKE, BBHIOOpPKA JOJKHA OBITH 00pa-
30BaHa CAYyYaiiHo. JTO MOXHO JOCTHYH PA3IMYHBIMU CIIOCOOAMHU
(Haubostee pacpoCTpaHEHHBIMH):
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e cOOCTBEHHO-CTy4aifHasi BRIOOPKa,
® MexaHuveckas;
® TUIIMYECKas,;
e cepuiiHasl.
CoOcTBeHHO-CaIy4aliHasi BLIOOpKaA

Cy1ecTByeT ABa MOAX0/1a K PEIICHUIO TaHHOM 3a/1auu:

Ilpocmasn cnyuaitnaa évidopka c éo3épauienuem — 0OBEKT U3-
BJIEKAETCS M3 N€HEpalbHOM COBOKYMHOCTH CIIy4allHBIM 00paszoMm, U
nepe]] U3BJIeUeHHEM CIIeIyIOIIero, Bo3Bpauaercs oopato. Hampu-
Mep, mocie oTdopa JeTaneil Ha aHaJlu3 COOTBETCTBUS CTaHIAPTY U3
OONBIION MapTHH, UX CHOBA BO3BPAILAIOT Ha3aJa W MapTHIO IepeMe-
[IMBAIOT.

Buibopka o6e3 eo3épauienusa — W3BICUYECHHBI OOBEKT HE BO3-
BpallaeTcs B I'€HEpalbHYI0 COBOKYIHOCTb, a 3HAYUT, MOXET MOs-
BHUTHCS B BBIOOpPKE TOJBKO OoauMH pa3. Hampumep, orGop neraneit
MPOU3BOJUTCS C KOHBEHepa U Mocie JeCTPYKTHBHOIO aHaimm3a (pas-
PYIIAOIIEro), BO3BPAT y’Ke He BO3ZMOIKEH.

Metonbt hopMHUpOBaHHS
BBIOOPKH

I'enepanbhas
COBOKYMHOCTh

Br16opka

MeTtonpl TMIPOBEPKUA CTATUCTUYCCKUX TUITIOTE3

Puc.

23. Bo1bopka 31eMeHTOB U3 IreHepalbHOM COBOKYIHOCTH
Ecnu renepanbHas COBOKYNHOCTh OECKOHEYHA, TO HPOLEAYpPHI
BBIOOpPKHM Kak ¢ BO3BpAIllEHHEM, TaKk U 0€3 HEro, JaroT MPOCTYIO CIIy-
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YaifHyt0 BBIOOPKY. Eciy reHepaiibHasi COBOKYITHOCTh KOHEYHA U Be-
JIMKa 10 CPaBHEHHUIO C pa3MEpOM BBIOOPKH, TO MpOIeaypa H3BJICUe-
Husl 06e3 BO3BpAICHUS JaeT PUOIUZUMEIbHO TIPOCTYIO CIyYalHYIO0
BBIOOPKY. Eciu reHepanbHas COBOKYITHOCTh KOHEYHA M O0BEM BBI-
OOpKH COCTaBIISIET 3aMETHYIO JIOJIO OT pa3Mepa reHepalbHOM COBO-
KYITHOCTH, TO pa3iuyue MEXIy STUMHU JIBYMS METOJaMU CHAHO-
8UMCA 3AMEMHBIM.

Mexanuyeckasi BbIOOpKa
Mexanuueckoti Ha3bIBa€TCsl BBIOOPKA, B KOTOPYK OOBEKTHI U3
TeHEepaJIbHON COBOKYITHOCTH OTOUPAIOTCS Yepe3 onpeodeneHHblll UH-
mepesan (puc. 24).

-~

i

[Mepuon coydafiHoH =
BEJIMHHHEL L

Puc. 24. Mexannueckasi BRIOOpKa JUIsi IEPUOTUIECKON CiTyqai-
HOM BEJIMYHMHBI

Hamnpumep, ecmu 00beM BEIOOPKH JOJIKEH COCTABIATh 5 % 00b-
€Ma TeHepaJIbHOW COBOKYITHOCTH, TO OTOMpaeTCs KaKIbIi JBajIa-
ThIi 00BEKT TeHEePaAbHON COBOKYMHOCTH. OMacHOCTh, KOTOPast MO/~
CTeperaer MCCleoBaTeNsl NMPU UCIOIb30BAHUM 3TOTO METoAa — Io-
MaCTh B MEPUOJ HUKINYECKH U3MEHSIOIIENCS CITyYalHON BEJIMYHMHBI.
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Tunuyeckas BbIOOpKa

Ecnu renepalibHyt0 COBOKYITHOCTb IIPEBApUTENILHO pa30UTh Ha
HerepeceKaroluecs: Tpymibl, a 3areM o00pa3oBaTh COOCTBEHHO-
cly4aiiHble BHIOOPKH 3JIeMEHTOB (C BO3BpaTOM WM 0€3) M3 KaxIoil
IPYMIIbI U Bce OTOOpaHHbIE OOBEKTHI CUUTATDH IMONABIIUMH B BHIOOD-
Ky, TO TIOJIy4UM BBIOOPOYHYIO COBOKYITHOCTH, Ha3bIBaEMYIO MIURU-
yeckoii BbIOOpKO. CunTaercs, 4To TUIMYECKasi BBIOOpKa ¢ OoJbIIei
JIOCTOBEPHOCTHIO BOCIIPOM3BOIUT OJTHOPOJTHYIO T€HEPAIBHYIO COBO-
KyITHOCTb.

Cepuiinas BbI0OOpKa

Ecnu renepajibHyt0 COBOKYIHOCTb IPEBapUTENILHO pa3OUTh Ha
HerepeceKaroluecs: Cepuy, a 3aTeM, pacCMaTpuBasi CEpUU Kak dJe-
MEHTHl HEKOW MEracoBOKYITHOCTH, BBIOpaTh CllydailHBIM 00pa3oM
HECKOJIbKO cepuil U Bce OOBEKTHI OTOOPAHHBIX CEPHl MOMECTUTH B
BBIOOPKY, TO TOJIy9UM BBIOOPOYHYIO COBOKYITHOCTB, KOTOPAasi Ha3bl-
BAETCSI CEPUUHOM.

Besikast cimydaiinasi BBIOOpKa BO3HUKAET U3 T€HEPaIbHOM COBO-
KyIIHOCTH B pe3yJIbTaTe CIy4allHOro OTOOpa, €e MOXHO OMHCaTh C
MOMOIIIBI0 N-MepHOTO ciaydainoro Bektopa ¥ = (Xi; Xo; ...; Xp), co-
CTaBJISIIOIIasi KOTOPOro X JaeT cilydaiiHyro BelnunHy X B I-M Ha-
omronenun (i €[1; n]). MoxHO TOBOPUTH O BBIOOpKE 0OBbeMa N W3
pacrpeneneHHoit cornacHo F(X) reHepaibHON COBOKYITHOCTH, KOTIa
ciyvaiineie komrnoneHThl Xi(i €[1; N]) He3aBUCHMBI IpyT OT JApyra
UMEIOT Ty K¢ (QDyHKIHMIO pactpeneneHus, 4To u X, a uMeHHO F(X).

3akoH pacmpeneneHus ciydainoro Bekropa WV = (Xi; Xo; ...
Xn) B 9TOM cllyyae MOJHOCThIO onpenensiercs: popmyoi: Drta dop-
MyJia TIoJy4aeTcs: u3 ycioBuii: F(X) — BEpOSITHOCTB, Xj — HE3aBUCH-
MbI€ COOBITHS. 37ieCh MBI BTOpraeMcsi B 00JacTh MHOTOMEPHBIX CITy-
YafHBIX BEIMYHUH U (DYyHKITHA.
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Otcroza cienyer, 4yTO Kak[as U3 PacCUMTAHHBIX MO HaOirone-
HUSM X1, X2, ..., Xn JJAHHOM BBIOOPKHU YMCIIOBAsl XapaKTEpPUCTUKA, Ha-
pUMep cpeaHee apu(METHUECKOe , €CTh peanau3alus CiydailHOU
BEJIMYMHBI, KOTOpasi OT BEIOOPKU K BBIOOPKE MOXKET MPUHUMATh pa3-
JIMYHbIE 3HAUEHUSI.

Taxast cimyvaifHasi BeJIMYMHA HA3bIBAE€TCS BHIOOPOYHON (YyHKIIHU-
il 1 B o01meM ciryyae 0003HavaeTCst Kak

T = T(Xy; X5 ...; Xp).

Taxas 3anmuch 03Ha4aeT 3aBUCUMOCTh BBIOOPOYHOM (YHKIIMU OT
ciyuaitabix kommnoneHT X(i €[1; n]) Bexktopa V.

Tax kak BbiOOpouHas pyHKIus T gBIsSeTCS CilydyaifHON BeTUYH-
HOW, TO OHAa MMEET 3aKOH pacClpelesICHHs], 3aBUCAIIMNA OT 3aKOHa
pacripeiesieHus CIIy4ailHOM BEJMYMHBI X B T€HEPAIbHOW COBOKYII-
HOCTH. JIJI1 TOCTPOCHHMS MAaTEMAaTHUKO-CTATUCTUYECKMX METO0B
OLIEHKU [TapaMeTpPOB U NMPOBEPKHU THIIOTE3 HEOOXOMMO 3HAHHE 3aKO-
Ha paclpeAesieHus], II09TOMY €ro pacueT IO pacHpeneseHnto X Uit
pa3IUYHbIX BBIOOPOYHBIX (QYHKUUH 00pa3yeT OCHOBHYIO TEXHHMYE-
CKYIO Npo0JieMy MaTeMaTHUECKOM CTaTUCTUKH.

Pacnpenenenue cpeqHero apupMeTn4eckoro 3HaueHusT MCIOJIb-
3yercs AOCTaTO4YHO 4acTo. Eciau M3 reHepanbHON COBOKYIIHOCTH,
pacrpezneiieHue KOTOpOM MMeeT MaTeMaTHYeCcKoe OXKHMIaHWEe [ U
JUCIIEPCHUIO o’ (pu ATOM 3aKOH pacIpe/ieseHUs] TeHEPaIbHON COBO-
KyITHOCTH HE 0053aTeNIbHO JI0JDKEH OBITh HOPMAaJIbHBIM) ITOCIIEI0BA-
TEJIbHO OTOMPATh psAJ BHIOOPOK 00beMa N, TO Kaxaasi BHIOOpKa J1acT
peanu3anyio BeJIMYUHBI . B uTOore moiydaercs psi CpeaHuX apud-
METHYECKUX [UIsl KOTOPBIX MOXHO YCTAHOBHTH SMIIMPHUYECKOE pac-
MIPENEICHUE U BBIYMCIUTh YHCIOBBIE XApaKTEPUCTHKH. Torma pac-
IpeJesieHNe 4acToT ¢ yBeIMYeHHEeM oObeMma BhIOOpKH N Bce Oolee
npubnmxaercs mo GopmMe K HOpMallbHOW KpuBO. MoOKHO Marema-
THYECKH CTPOTO JI0Ka3aTh, 4TO uMeeT (st OOJbIINX N) aCHMOTOTH-
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YeCKM HOPMAaJIbHOE pacIlpe/ielieHHe ¢ MaTeMAaTHYECKUM OXKUIaHHE [l
U TACTICPCUEH 2.

HexoTopble BakHBIE pacTipe/ieNieHHs] BBIOOPOUHBIX (DYHKIUI

Bce mpuBeseHHbIE HIKE TEOPEMBI MPEIIOJIATAIOT, 9TO N KOM-
noneHT Xi(i €[1; n]) cayuaiinoro Bekropa ¥ HE3aBUCHMbI U UMEIOT
HOPMAaJIBHOE pACIpeieNiecHHe C MaTeMaTH4eCKUM OXKHJAHWEM [ U
JMcIiepereil 62, To ecTh UMeeM BHIOOPKY 00heMa N M3 HOPMAIbHO
pacrpeelIeHHON reHepalibHO COBOKYITHOCTH.

Teopema 1. Bri6opounas byHKIMSA
n
X =%(xl+x2 +..+X,) =%iz_l:xi
pacrpe/esnena HopMaasHo cornacHo N(u; 6°/n).

Benmnunna Takke mpuOMIKEHHO pacHpeseneHa HOPMalIbHO CO-
rmaco N(W; 6°/n), eciM COOTBETCTBYIOMIAs IeHEpaTbHAsS COBOKYII-
HOCTh Y/OBJICTBOPSIET TPOU3BOJILHOMY PacHpeiCiICHUI0 C MaTema-
THYECKUM OXKHIAHHEM | H JUcIepcreil 6°. [IpubmmKenne TeM Tyd-
e, 4yeM 0oJbIIe N.

Teopema 2. BriOopounas ¢yHkius (HOPMHPOBaHHAs)
YJIOBJIETBOPSICT HOPMHUPOBAaHHOMY (CTaHIAPTHOMY) HOPMAIBHOMY
pacnpenenenuto ¢ mapamerpamu N(O; 1).

z=ﬂ\/ﬁ.
(o2

Teopema 3. O6pazoBaHHas C MOMOIIBIO YMITUPUICCKOMN JUCTIED-
cur (memenue Ha N-1 maeT HECMEIIEHHYIO OIEHKY) BBIOOpOYHAsS
(GyHKIUS yIOBIETBOPSET HEMPEPHIBHON (YHKIIUU pacIpeeNeHHs C
I0THOCTBIO Jutst x>0 mpu M = n-1.

3nauenue Cy, 3aBUCHUT TOJBKO OT M, HO HE OT X, U €ro CJleayeT
BBIOMpATh TaK, YTOOBI BBIMOJHSIIOCH YCIOBUE HOPMHPOBAHUS IS
wioTHOCTH pacnpezencHus (). OnpeaeneHHas 37€Ch IIOTHOCTh pac-
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IIpe/IeIICHIS HA3BIBACTCS pacIpeeleHneM x (xu-kBagpar) ¢ m = n-1
CTeneHsIMH CBOOO L. [Tpr 3TOM N 11 M ABJISAIOTCS apaMeTPaMH.
[InoTHOCTh pacmpeneneHuss XU-KBagpaT aCUMMETPUYHA, HO
npu N—>00 MPHUOJIKAETCS K TUIOTHOCTH HOPMAJIBHOTO pacmpesene-
HUS ¢ MAaTEMAaTHYECKUM OKHMIaHrneM M=N-1 u nucnepcueit 2m = 2(n-
1).
Teopema 4. Ecnu w3 BbiGopounbix (ymkmmii Xn  S°

_X-H
00pa3zoBaTh HOBYIO (PYHKITHIO t —T N To nis Hee MOKa3aHO,

YTO 3Ta BBIOOpOYHAsl (PYHKIMS HEMpPEephIBHA, a €€ MJIOTHOCTh paBHA!

2
X
f.(x)= Dm(1+F) (me)/2 U1 —oo<x<+oo, Tae m=n-1, a D, —

KOHCTaHTa, 3aBUCUMas TOJLKO OT M.

OTa TIOTHOCTh BeposiTHOCTH mojiyyeHa Y. C. ['acceTom u Ha-
3BaHa 10 ero ncepaonumy — Student. Pacnpenenenne CThrojeHTa
nnu t-pacnpesnenenue ¢ m=n-1 cTeneHsMu CBOOO/IHI.

KpuBas mioTHOCTH BEpOSTHOCTH TeM Ooliee Mojora, 4eM MEHb-
e M, ¥ NP M—>00 MEPEXOUT B IUIOTHOCTH BEPOSITHOCTH HOPMHUPO-
BaHHOTO (CTaHAaPTHOTO) pacIpeIcIICHUS.
KoHTpoJibHBIE BONIPOCHI

1. KakoBblI 3371auu CTaTUCTUYECKOTO aHaI13a?

2. Yro Takoe reHepagbHasi COBOKYITHOCTbH?

3. IlpuBenute mpuMepsl reHepaJbHOW COBOKYIMHOCTH, BBIOOPKH U
WCCIIeyEeMOT0 TIpU3HaKa.

4. Kaxue TUTIBI BBIOOPOK CYIIECTBYIOT?

5. Jlyis yero ucciueayroTCsl YMCIIOBBIE XapaKTEePUCTUKH BEIOOPOK?
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CraTrucTtuvyecKkue OlleHKH MapaMeTPOB pacnpeneieHus

Heab: nonyuenue npedcmasnenuii 0 cmamucmuideckol oyeHKe
napamempos u UHmMep8ai08 8bl0OPOUHO20 PACNPeOeNeHUs..

ToueuHble OLIEHKU TaPaMETPOB paclpeIeIeHUs

[Tycts TpeOyeTrcsi M3y4YUTh KOJWYECTBEHHBIH MpPHU3HAK TIeHe-
paIbHOM COBOKYITHOCTH. JIOMyCTHM, YTO U3 TEOPETHUYECKUX COOOpa-
KEHUH yZIanoch yCTaHOBUTh, KAKOE UMEHHO DPACIPENEIECHUE UMEET
npu3Hak. Bo3HuKaeT 3ajaya OIEHKU MapaMeTpoB, KOTOPBIMHU OIpe-
JENIAETCs ATO PACIIPEAEICHHE.

OOBIYHO B pACHOPSIKCHUH HCCIEIOBATENsT MMEIOTCS JIHUIIb
JIaHHbIE BBIOOPKH, MOJyUCHHBIC B pe3ysbraTe N HaOroaeHuit (31ech
U Jlajniee HaOJIIOACHUS MPEIIIONaraloTcsl He3aBUCUMBbIMU). Uepes 3tu
JaHHBIE U BBIPAXKAIOT OLIEHWBAaeMbIN mapamerp. PaccmaTtpuBasi 3Ha-
YeHHs] KOJIMYECTBEHHOI'O MpH3HAKa KaK HE3aBHCHMBbIE CIIy4aiHbIe
BEJIMUMHBI, MOXKHO CKa3aTh, UTO HANTH CTATHCTUYECKYIO OIICHKY He-
M3BECTHOTO MapaMeTpa TEOPETUYECKOTO PAaCIpEeAesIeHUusl — 3TO 3Ha-
YUT HAUTU (YHKIHIO OT HAOJIIOJaeMBIX CIyYalHBIX BEIMYMH, KOTO-
past ¥ gaeT NpuOIMKEHHOE 3HaUeHUE OIICHHBAEMOT0 IIapaMeTpa.

Hrak, cTaTUCTHYECKOW OIIEHKOW HEW3BECTHOIO IapaMeTpa
TEOPETUYECKOI0 pacIpe/ieleHs] Ha3bIBalOT (PYHKIMIO OT HaOJIo-
JTAeMBIX CITyYalHBIX BEJIMYHUH.

s Toro 4toObl CTAaTUCTUYECKUE OLIEHKH JIaBalld «XOPOILIHE»
MpUOIMKEHUS OLICHUBAEMbIX NTApaMeTPOB, OHU JIOJKHBI yIOBIETBO-
PATH OMpEeNeTIeHHBIM TPEOOBaHUSM: OILIEHKA JOJHKHA OBITh HECMe-
IeHHOH, 3 PEKTUBHOMI U COCTOSTEIILHOM.

HecmeleHHOM Ha3bIBalOT CTATUCTUYECKYIO OLICHKY Q*, Marema-
THYECKOE O’KHJIaHUE KOTOPOW paBHO OlleHMBaeMoMy napameTpy Q mpu
1r000M 00BEMeE BBIOOPKH, T. €.

M(@Q") = Q.
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CMenieHHOM HAa3bIBAIOT OIIEHKY, MAaTEMAaTHUYECKOE OXKUIAHUE
KOTOPOW HE PaBHO OLICHUBAEMOMY ITapaMeTpy.

D} dexTuBHON HA3BIBAIOT CTATHCTUYECKYIO OLIEHKY, KOTOpas
(mpu 3amaHHOM 0O0BEMe BBIOOPKH N) MMEET HAMMEHBIIYIO BO3MOXK-
HYIO JTUCIIEPCHIO.

[Tpu paccmoTpernn BHIOOPOK Ooubiioro oobema (N Bemuko!) k
CTATUCTUYECKUM OIICHKAM MPEIbSBIISIETCS TPEOOBAaHUE COCTOSITEIb-
HOCTH.

CocTosiTeIbHON HA3BIBAIOT CTATHCTHYECKYK) OIEHKY, KO-
TOpasi IPU N—>00 CTPEMUTCS MO BEPOATHOCTH K OLIEHHBAEMOMY Ta-
pametpy. Hampumep, ecnu nucnepcuss HECMEIIEHHOM OLIEHKH IpU
N—c0 CTpEMUTCA K HYJIFO, TO Takas OLEHKA OKAa3bIBAETCS U COCTOS-
TEIbHOM.

PaccmoTpuM TOUYEUHBIE OLIEHKM MapaMeTpoOB paclpeneseHus,
T.€. OLIEHKH, KOTOpBIE OMNPENEISAIOTCS OJHHM YHCIOM Q" =f(xy,
X2,...,Xn), TIE X1, X2,...,Xn- BEIOOPKA.

I'enepajbHas cpeanss

ITycts n3y4aercs reHepanbHasi COBOKYITHOCTE OTHOCUTEIIBHO
KOJIMYECTBEHHOIO NpU3HaKa X.

I'eHepasibHON cpeaHeil Ha3bIBAIOT cpeliHEe apu(METHUECKOE
3HA4YECHUI NPU3HAKA TEHEPAIIBHON COBOKYITHOCTH.

Ecnu Bce 3HaueHus Npu3HaKa pa3janydHbl, TO
X = X+ Xy + Xy

) N
Ecnu 3Ha4eHus npu3HaKka paclpeesieHsl 10 4aCTOTaM:
N1, No, ..., Ni, tme N1 +No+...+N= N, To
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X—_xl-N1+x2-N2+xk-Nk
R N .

Bbi0opounas cpenHss
[Tycte 1yisi W3ydeHUs TE€HEPAIbHOM COBOKYIHOCTH OTHOCH-
TEJIBHO KOJMYECTBEHHOIO MpHU3HaKa X H3BJeueHa BbIOOpKa o0beMa
n.
Bb100opouHOii cpeHeil Ha3bIBAIOT CpeaHee apu(METHUECKOe
3Ha4YeHHE TPU3HAKa BBIOOPOYHON COBOKYITHOCTH.
Ecnu Bce 3HaueHus npu3HaKka BEIOOPKU pa3IUyuHBI, TO
o XX X, |
’ n
a €CJIM K€ BCE 3HAYCHUS UMEIOT YacTOTHI Ny, Ny,...,Nk, TO
o XU X Ny X Ny
n

B5160pqua$[ CpCOHAA ABJISICTCA HECMEIIIEHHON M COCTOSTEINIb-

8

HOW OLIEHKOW TeHepaibHON cpenHeil. 3amedanue: Eciau BbIOOpKa
IIpEeACTAaBICHA UHTEPBAJIbHBIM BapUALIMOHHBIM PSAIOM, TO 3a X IIPH-
HHUMAIOT CEPEINHBI YACTUYHBIX HHTEPBAJIOB.

I'enepanbHas nucnepcus

Jlnst Toro 4To0Bl 0OXapaKTepu30BaTh PACCESHHE 3HAYCHHH KO-
JMYECTBEHHOIO IpPH3HAaKa X TIE€HEPAIbHOW COBOKYIIHOCTH BOKPYT
CBOEr0 CPEIHETO 3HAYECHUS, BBOIAT CBOJHYIO XapaKTEPUCTUKY — Ie-
HEpaJIbHYI0 JUCIIEPCHIO.

I'enepanbHOlt nucnepcueid Dy HaspiBaroT cpenHee apudmeru-
YeCKOe KBAJpPATOB OTKJIOHEHUN 3HAYCHUM IPU3HAKA T'€HEPaJIbHON
COBOKYIIHOCTHM OT MX CpeHero 3HadeHus. Eciu Bce 3Ha4eHUs IpH-
3HaKa reHepaIbHOM COBOKYMHOCTH 00beMa N pa3inyHsbl, TO
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N

Z (XI - Xe )2
_im
D, = —N
Ecnu ke 3HaueHUs MpU3HAKa UMEIOT COOTBETCTBEHHO YaCTOThI
N1, No, ..., N, rme N1 +No+...+Nk= N, To

N —
D Ni(x = x,)?
D — =1
‘ N

Kpome nucnepcun ais XapakTepUCTUKHU pacCesiHUs 3HAYEHUMU

MIpU3HAKa FeHEPaJIbHOW COBOKYITHOCTH BOKPYT CBOETO CPEIHETO 3HA-
YEeHUs! MOJIb3YIOTCSl CBOJHOM XapaKTEpUCTHUKON — CpeJHUM KBajJpa-
TUYECKUM OTKJIOHEHHEM.

['eHepabHBIM CPEHUM KBaIPAaTHUSCKUM OTKIOHeHUEM (cTaH-
JIApTOM) Ha3bIBAIOT KBAAPATHBIN KOPEHb U3 TeHEPAILHON TUCTIEP-
CHUH.

BriO0opounas nucnepcust

Jns Toro, yToOBl HAOMIONATH paccesHUE KOJIMYECTBEHHOTO
MpU3HaKa 3HAYEHUH BBIOOPKUM BOKPYI CBOETO CPEIHEro 3HaueHus,
BBOJIST CBOJTHYIO XapaKTEPUCTHKY- BHIOOPOYHYIO TUCTIEPCHIO.

Boi0opouHoii qucnepcueil Ha3bIBAIOT cpeaHee apudMeTnde-
CKOE KBaJpaTOB OTKJIOHEHHS HAOIIOJaeMbIX 3HAUCHUU MpHU3HAKA OT
UX CPEAHETO 3HAYCHUS.

Ecnu Bce 3HaueHus npu3HaKa BBIOOPKHU pa3ivyHbl, TO

206 =%,)°

8 H

n
€CJIH K€ BCE 3HAUYEHHST UMEIOT YacTOTEI Ny, Ny,...,Nk, TO

D
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Dg =

(6 - X,)°

n
JIst XapakTepUCTUKU pAacCeMBaHUs 3HAYCHWM INPU3HAKA BbI-
OOpKH BOKPYI' CBOETO CPEIHEr0 3HAYEHUS IOJIb3YIOTCSI CBOJHOM Xa-
PaKTEpUCTUKON — CPETHUM KBaJIPaTUYECKUM OTKIOHEHHUEM.
I'eHepaibHBIM CpeIHUM KBaJAPATHYECKUM OTKJIOHEHHEM
Ha3bIBAIOT KBAJIPATHBIN KOPEHb U3 T€HEPAIIbHON IUCIIEPCHUH:

o =D, .

BbI0OpPOYHBIM CpeIHHM KBaJAPATHYECKHMM OTKJIOHEHHEM
Ha3bIBAIOT KBAPATHBI KOPEHb U3 BEIOOPOUHON AUCIIEPCUU:

o, = /..

Brruncnenue nucnepcuy — BBIOOPOYHOM MM TeHEPaIbHOH,

MOYKHO YTIPOCTHTb, UCTIONB3YS popmyy: D = X2 - [§]2

3ameuaHue: eciii BbIOOpKa MpecTaBlieHa HHTEPBAIbHBIM Ba-
PUALMOHHBIM PSIOM, TO 3a Xj IPUHUMAIOT CEPEAUHBI YACTUYHBIX UH-
TEPBaJIOB.

Hcnpasnennas oucnepcus

Bribopounas qucniepcus SBISIETCS CMEIIEHHOW OLEHKOW TreHe-
paNbHOM UCHEPCHH, T.€. MATEMAaTUYECKOE OKHJaHHE BBHIOOPOYHOMN
JIMCTIEPCUM HE PABHO OLIEHMBAEMOW IN€HEpaJbHOW JUCIIEPCHH, a PaB-
HO

1y,

e

M(D,) =

s ucnpaBieHus: BBIOOPOYHOM IJUCHEPCUU JIOCTATOYHO YM-
HOXXHTH €€ Ha Ipo0b
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n
n-1'
MOJIY4YUM HCIIPABJICHHYIO AUCIIEPCHUIO s? Ucnpasnennas nucnepcus
ABJISIETCS HECMEILIEHHOW OLEHKON. B kKauecTBe OIlEHKU reHepabHOM
JTUCTIEPCUU TIPUHUMAIOT UCTIPABICHHYIO JUCTIEPCHIO.
JIns1 OLeHKH CpelHero KBagpaTHYeCKOro IeHEpaJbHOW COBO-
KYITHOCTH UCIIOJIb3YIOT HUCIPABIEHHOE CPEIHEE KBAAPATUUECKOE OT-

s =+/s2.

3amevanue: GOpMyIIbI Ul BEIYMCIEHUS BBIOOPOYHOM quctep-

KJIIOHCHHUC

CHH ¥ UCHPABJICHHOW JAUCHEPCUH OTIMYAIOTCS TOJIBKO 3HAMEHATEIIs-
mu. [lpu nocrarodno Gonbmmx N BEIOOPOYHAS M MCIIPABICHHAS JTUC-
MEPCUU Majl0 OTIMYAIOTCS, MOITOMY Ha NPAaKTUKE HCIPABICHHOU
qucriepcueit monb3yroTes, ecim N<30.

BeruncnnmM BEIOOpOYHBIE XapaKTEPUCTHKH TI0 BEIOOpKaM, pac-
CMOTpPEHHBIM B Ta0. 16.

Tabmuma 16
JAuckpeTHbIi BApUALMOHHBIN P/
Xi 0 1 2 3 4 5 7
YacroTa 8 17 16 10 6 2 1
Pi 8/60 | 17/60 | 16/60 | 10/60 | 6/60 | 2/60 | 1/60

[Mpumep 1. JInst TUCKPETHOTO BAPHALIMOHHOTO Psjia:
Cpennee BEIOOpOYHOE

;;=%(D-E+l-‘1?+2-16+3-1D+4-6+5-2+?-1}=2.

Bri6opounas nucnepcust
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(0-2)*-8+(1-2)* 17+(2-2)* 16+ 1
(3-2)°-10+(4-2)°-6+(5-2)*-2+(7-2)*-1| 60
Bri6opouHoe cpeHee KBaipaTHIeCKOe OTKIIOHCHHE

o, = /21~ 1,449,

Hcnpasnennas qucniepcus

=21 %u 2136,

6 =

PaccMoTpuM mpuMep pacyeTa TOYSYHBIX OICHOK MapameTpoB
MHTEPBAJIBHOTO BapuallMoOHHOTO psifa (tadm. 17).

Tabmuma 17

JlaHHBbIe HHTEPBAJIBHOT0 BAPUALIMOHHOIO Psijia
Ne Xi — Xi+1 YacToTHl P;
1 6,67-6,69 2 0,01
2 6,69-6,71 15 0,075
3 6,71-6,73 17 0,085
4 6,73-6,75 44 0,22
5 6,75-6,77 52 0,26
6 6,77-6,79 44 0,22
7 6,79-6,81 14 0,07
8 6,81-6,83 11 0,055
9 6,83-6,85 1 0,005

Z 200 1

3a Xj IpPUMEM CepPEIUHBI YaCTUYHBIX HHTEPBAJIOB:
xs= %m ZHET-154672 17 46,M- 444676 52+
673- 4 +5628 M+682-1L+684 =67T578

Jnst BeIUMCIIEHUS BBIOOPOYHOM JIUCIIEPCHUU BOCIIOJIB3YEMCS
dhopmyitoit
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D=z — [z
6,687 -2+6,7% -15+6,72% 17+
E:%- +6,74% - 44+ 6,76° -52 + 6,787 - 44 + | ~ 45,6688.
+6,82-14+6,82% 11+ 6,842 -1

Tornma BBEIOOpOYHAS JIUCTIEPCUS paBHa
D, ~ 45,6688 -6,7578 ~ 0,001.

BBI60pO‘-IHOC CpeaHEC KBAJIpaTHYECCKOC OTKIIOHCHHUE.

o, =4/0,001 = 0,0316.

HuTepBanbHbIE OLIEHKH MAPAMETPOB pacnpe/eieHust

NHTepBanbHON Ha3bIBAIOT OLIEHKY, KOTOpas OINPEAEAeTCs
JBYMS YHCJIaMH — KOHI[AMH WHTEpBasa. MIHTEepBaIbHBIE OIEHKH I10-
3BOJISIFOT YCTAHOBHUTH TOYHOCTH U HAJIE)KHOCTDH OIIEHOK.

[TycTe HalifeHHAs MO NAHHBIM BBIOOPKH CTaTUCTHYECKas Xa-
paktepuctuka Q* CIy)XHT OILIEHKOW HEW3BeCTHOTo mapamerpa Q.
Bynem cuurate Q mocTostHHBIM umcioM (Q MOXeT OBITh M CiTydaii-
HOH BennunHO#). SIcHO, uTo Q* TeM TouHee ompejeNseT mapamerp
Q, uem MeHbIIe abcomoTHas BenmuuuHa pazHocta |Q- Q*|. dpyrumu
cioBamu, eciu 0>0 u |Q- Q*| <6 , TO yem MeHbIIe &, TEM OIECHKA
TOYHEE.

TakuM 00pa3oM, TOJOKHUTEIBHOE YHUCIO O XapaKTepHU3yeT
TOYHOCTH OLIEHKU. O/IHAKO CTaTUCTHYECKHE METOJbI HE MO3BOJISIOT
KaTeropu4YecKu yTBEP)KIaTh, 4To oueHka Q* yIoBieTBOpsieT Hepa-
BeHCTBY |Q- Q*| <3; MOHO JHIIIb TOBOPHUTH O BEPOSITHOCTH Y, C KO-
TOPOH 3TO HEPABEHCTBO OCYIIECTBIISETCS.
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Hane:xxHocTbi0 (JIOBEpUTEIBLHON BEPOSTHOCTHIO) OLIEHKH Ha-
3bIBAIOT BEPOSATHOCTH Y, C KOTOPOH OCYIIECTBIISIETCS HEPABEHCTBO
|Q-Q* [ <§.

OOBIYHO HAJCKHOCTD OIIEHKH 3a/1aeTCs HAMEpe/l, MpUYeM B Ka-
gyecTBe Y OepyT uncio, 6mauskoe k eaunuiie. Hanbonee yacro 3amaror
HaJeKHOCTH, paBHyro 0,95; 0,99 u 0,999.

ITycth BeposTHOCTB TOTO, 4TO, |Q- Q*| <d paBHa y:

PIQ- Q* <d)=.

3aMCHHUB HEPAaBEHCTBO, PABHOCHIBHBIM €My JBOWHBIM Hepa-
BEHCTBOM IIOJTyYHM:

P [Q* -3< Q < Q* +3] =7.

DTO COOTHOIIIEHHE CIIEIyeT MOHUMATh TaK: BEPOSITHOCTH TOTO,
yro uHTepBan Q* — d< Q < Q* +d 3akirouaer B cebe (MOKPHIBACT)
HeHM3BeCTHbIH mapamerp Q, paBHa .

Hutepan (Q* — & Q* +0) Ha3bIBaeTCs JAOBEPUTEIILHBIM WH-
TEpBaJIOM, KOTOPBIH MOKPHIBAECT HEM3BECTHBIN MapaMeTp ¢ HaJIeKHO-
CTBIO .

HNHuTepBajibHbIE OlIEHKH NIAPAMETPOB HOPMAJILHOIO pac-
npeaeJeHus

Llosepumenvuulii unmepean 0 OYeHKU MamemamuiecKko2o
02CUOAHUSL NPU  U3BECIHOM CPeOHeM K8aOpamu4HOM OMKIOHEeHUU
IIycTh KOMMYECTBEHHBIN NIPU3HAK TEHEPAIbHON COBOKYITHOCTH
pacnpeneiieH HOpMalibHO. M3BECTHO cpenHee KBaApaTUYECKOE OT-
KIIOHEHHE ATOTO pacmpejeneHus G. TpeOyeTcs OleHuTh MaTeMaTu-
YecKoe OKUAaHME a M0 BEIOOpOYHOU cpeaneil. Halinem noBeputens-
HBbII MHTEpBaJ, MOKPBIBAIOIINI MaTeMaTUYECKOe OXUAAHUE a C Ha-
JEKHOCTBIO Y. BBIOOpOUHYIO CpemHIo OyneM paccMaTpuBaTh Kak
CITy4aiiHy!0 BeJNMYMHY (OHA M3MEHSETCS OT BBIOOPKH K BBIOOpKE),
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BBIOOPOYHBIC 3HAYEHUS NMPU3HAKAa — KaK OJMHAKOBO paclpeiesieH-
HBIC HC3aBUCUMBIC CJ'Iy‘I&fIHBIC BCIIMYUHBI C MAaTEMAaTUYCCKHUM OXU-
JaHUEM aun CpeI[HI/IM KBa}lpaTH‘ICCKI/IM OTKJIOHCHHUEM OC. HpI/IMCM 663
JI0Ka3aTeNIbCTBA, YTO €CIU BelIMYMHa X paclpe/esieHa HOPMAaJbHO,
TO ¥ BBIOOPOYHASI CPEIHSS TOXE paclpejiesieHa HOpMaJIbHO C Tapa-
METpamMu

M (X) = a, o (x) = ——.
Jn
[ToTpebyem, 4TOOBI BHIMOTHSIIOCH PABEHCTBO

HNx-al<d)=7.

3ameHuB X U G, NOITYYUM

P{];-a|¢5) = M{ﬂ), oﬁmuﬂnuﬂ = RENPASHE & = ‘—a,
o o .
- o - i
Hr-—<a<x+—)=y =20

MoJIy4Ynm 'J; ‘E

3amaua pemena. Yucno t HaxoasaT mo Tabnune ¢yHknuu Jlan-
naca O(x).

IMpumep 1. Cnyuaiinas BenmuumHa X pacmpejeseHa HopMaib-
HO ¥ & =3. Halitu 1oBepuTENbHBIN HHTEPBAJ JIJIs OIICHKU MaTeMaTH-
YEeCKOT0 OKU/IaHUS TI0 BEIOOPOYHBIM CpeHHUM, eciii N = 36 1 3a71aHa
HagexkHOCTH ¥ =0,95.

U3 cootrorenus 2D (t)= 0,95, orkyaa ®(t) = 0,475 o tabu-
e HauaeM

t =1,96. ToyHOCTE OLIEHKH
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JloBepuTENbHBIN HHTEPBA
(x =098, x +10,55) .
IIpumep 2. Haiitu MuHMManbHBI 00BEM BBIOOPKH, KOTOPBIN
obecrneunBaeT 3aJaHHyI0 TO4HOCTH O =0,3 1 HagexHocTh ¥ = 0,975,

ecyim CBX pacripenenena HopMainbHO U G =1,2.
U3 paBeHncTBa

s=lg
£
BBIPa3uM N:
2 2 2
ot o _ 2047144 _ oo
5 0,09

IoACTaBUM 3HAYCHHA U HOJ'Iy‘II/IM MHUHUMAaJIbHBIN O6’beM BBI60pKI/I
n=80.

Josepumenvuulii unmepaan 0a OYeHKU MamemamuiecKko2o
0JCUOAHUS NPU  HEeU3BECMHOM CPeOHeM K8AOPAMUYHOM OMKIOHe-
HUU

ITockonbKky MBI HE 3HAKOMBI C 3aKOHAMHU pacCHpeeTICHUS
CIIyYailHOM BEJIIMYMHBI, KOTOPHIE HCHOJB3YIOTCS TIPU  BBIBOJE
(dhopMyIibl, TO MpuMeM ee 0e3 T0Ka3aTeNbCTBA.

B kadecTBe HEM3BECTHOIO MapaMeTpa G HCIONb3YIOT UCIPaB-
JIEHHYIO JUCIIEPCHUIO s? . 3ameHsis G Ha S, t Ha BenuyuHy t,. 3Haye-
HUE ATOM BEJIMUMHBI 3aBUCHUT OT HAJEKHOCTH Y U 00BEMa BHIOOPKH
N u ompezaensercss no tadauue 3HayeHuil t,. Wrak:

P[:—l'—‘-:a :;+£]=r

e =

151 I[OBepI/ITeJ'IBHLII\/'I HUHTCPBAJI UMCECT BUJ
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i S

IIpumep 3. Haiitu noBeputenbHbIi MHTEpBAI JJIs OLEHKH Ma-
TEMaTUYECKOTO OXHIaHus ¢ HajaexkHocThio 0,95, ecnu 00beM BBI-
6opku N =16, cpenHee BBIOOPOUHOE W HCIIPABICHHAS JUCIIEPCUS CO-
orBercTBeHHO paBHbI 20,2 u 0,8.

ITo Tabnuue npunoxkeHus Haiizem t, 1O 3aJaHHOM HaJEXKHO-
cru vy =0,95 n n= 16: t, =2,13. IloacraBum B dopmyny S =0,8 u
t,=2,13 , BBIYNCIIUM IPaHUIIB] JOBEPUTEIBHOIO HHTEPBAJIA!

202- 21398 5 90, 21308
4

OTKy/Jla MOJy4YrM JIOBepHUTeNbHBIN nHTepBan (19,774; 20,626).

CwmbIcn TosrydeHHOTO pe3yJibrara: eciiv B3sATh 100 pa3audHbIx
BBIOOPOK, TO B 95 M3 HMX MaTeMaTH4ecKoe OxHaaHue OyleT Haxo-
TUTHCS B TIpeieNiax TaHHOTO UHTEpBaJia, a B 5 U3 HUX — HET.

IIpumep 4. V3mepsroT AuaMeTpsl 25 KOPITyCOB dIEKTPOIBUTA-
Teneid. [Tomydenbl BBIOOpOUYHBIE XapaKTEPUCTHKU

x = 100 s = [Same

X =100 sm, S=16 mm.
Heo6xoaumMo HalTH BEPOSATHOCTH (HAIEKHOCTH) TOTO, YTO HH-
tepBai: (0,9x;1,1X) sBIsieTcsl JOBEPUTEIBHBIM HHTEPBAJIOM OLICH-

KN MaTEMaTU4YCCKOI0 OXXHJaHUSA NPHU HOPMAJIBbHOM pPaCHpCACICHUH.

W3 ycnoBust 3aqauu HaiieM TOYHOCTh d, COCTaBUB M PEIIMB CUCTE-
My:
09X = X J;
11X = X+ 6.
Orkyna d =10. U3 paBeHcTBa
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4,
F=—
e BBIpa3UM

N

i, =

orkyna t, =3,125. Ilo Tabnuue ans HaligeHHoro t, u N= 25 HaxoauM
v =0,99.

Josepumenvhuiii unmepean 0si OYeHKu Oucnepcuu
U cpeone20 K8aopamuiecKko2o OmKIOHEeHUs.

TpebyeTcs OLEHUTh HEM3BECTHYIO T€HEPAIbHYIO AUCTIEPCUIO U
TEHEPAIBHOE CPEJIHEE KBAJPAaTUYECKOE OTKIIOHEHUE 110 UCIIPaBJICH-
HOM Aucrnepcuu, T.e. HAMTU JOBEPUTEIbHBIE HHTEPBAJbl, MOKPHI-
Barolye napameTpsl D 1 G ¢ 3aJaHHOM HaZEKHOCTBIO .

[TorpebyeM BBIMOIHEHHS COOTHOILICHUS

HNo—s|cd)=r
PackpoeM MOTysib ¥ TIOJIyYHM JIBOMTHOE HEPABEHCTBO:
-8 <o <et+d
[Tpeobpazyem:

s(1—£) <o < s(1+é).
S S

O603naunMm d/s = q (BeauurHa (| HaxoauTcs o "Tabmuie
3HAYEHHI "M 3aBUCHT OT HAJIC)KHOCTH U 00beMa BRIOOPKH), TOT/1a
JIOBEPHUTEIBHBIA WHTEPBAI JJIs1 OLICHKU T€HEPATBHOTO CPETHETO
KBaJ[PaTUYECKOTO OTKIIOHCHHS UMEET BUJI:

l-g) <o <sll+q)
3ameuanue: Tak kak S >0, To ecnu  >1 , neBas rpaHuLIa UH-
TepBaja paBHa 0:
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O<s<s(1l+q).

IIpumep 1. Tlo BeIOOpKE O0OBEMa N = 25 HaiineHo "ucmpas-
neHHoe" cpeaHee KBaapaTtuueckoe oTkimoHeHue S = 0,8. Haiitu no-
BEPUTENIbHBI HWHTEPBAJl, IOKPBIBAIOIINN TI'eHEPAIbHOE CpeaHEee
KBa/IpaTUYECKOe OTKIIOHEHHE ¢ Haie:kHOCThIO 0,95.

I[To Tabmuiie mpunoxenus o gavdeM © Y = 0,95; n =25 | Haxo-
aum g = 0,32.

Wckomerit noBepuresbhbiii natepsan 0,8(1- 0,32)< s < 0,8(1+
0,32) wmu 0,544<s <0,056.

IIpumep 2. I1o BeIGOpKe 06bemMa N = 10 naiineno s = 0,16.
Haiitn noBepuTeNbHBIN HHTEPBA, IOKPHIBAIOIINMI I'€HEPAIbHOE
CpeIHee KBapaTUIecKoe OTKIOHEHUE ¢ HaaexHOoCThIo 0,999.

q( n=10, y =0,999) = 1,8>0.

Wckomeriit noBepurenbhbiii naTepBan 0< s <0,16(1+1,8) wm
0< s <0,448.

Tak kak Jqucriepcus eCTh KBAJApaT CPEIHETO KBaJAPATHUECKOTO
OTKJIOHEHHSI, TO JIOBEPUTEIbHBIH WHTEPBaJ, MOKPBIBAIOUINIA T'eHE-

pajbHYIO JUCTIEPCHIO C 33JJaHHON HAJACKHOCTBHIO Y, UMEET BH/I:

(1-g)* <D <[l +g)? ,ecang <t
0<D <1 4+g) ecana>1

KonTpoJbHBIE BOIPOCHI
1. Onpenenenne cTaTUCTUYECKON OLIEHKM HEM3BECTHOTO Iapa-
MeTpa.
2. Kakas orieHka Ha3pIBa€TCsI TOYEUHOMN?
3. KakuM TpeboBaHMsIM JJOKHBI yIOBIETBOPATH CTaTUCTUYE-
CKHUE OLICHKH?
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4. ChopmynupoBaTh ONpeeeHUs TeHepaTbHON CpeIHEH U Te-
HEpaAJIbHOM TUCTIIEPCHUH.

5. 3anucath BbIpaxeHHs 17151 BBIYUCICHUS BEIOOPOYHOMN CpeqHEl,
BBIOOPOYHOM AMCTIEPCUH U UCTIPaBlIeHHOW nucnepcuu. Kakas u3
I9TUX OLICHOK HEC ABJIACTCA HCCMCHICHHOﬁ?

6. MCTOI[I/IKI/I BBIYUCIICHUS I'PpaHUL] JOBECPUTCIBLHOI'O MHTCPBAJIa
JUTSL OTICHKH MaTeMaTHYECKOTO OXHUIaHUS HOPMaJIbHO pacrpeeiieH-
Ho¥t CB npu N3BECTHOM M HEU3BECTHOM G.

7. MeToauka BbIUMCICHHSI TPAHUIL JJOBEPUTEIBHOTO HHTEpBaja
JUTSL OIICHKHU CPETHETO KBAIPATUYECKOTO OTKIOHEHUS HOPMaIbHO
pactpenenennoi CB.

8. JloBepuTeNnbHBIN HHTEPBAT BEPOSITHOCTH OMHOMHHAIBHOTO
pacnpe/eieHus TT0 OTHOCUTEIBHON 9acTOTe MPH OOJIBIINX N , IPH
n<100.

JIMHeHbIH KOPPEJISALHOHHBIA aHAJIN3

Heasn: usyuenue ceaseii mexcoy 8eIUUUHAMU, HOCAWUMU CTL)-
yaunel xapaxmep. IIpoeepka cunomes 0 TUHEUHOU U HENUHEUHOU
KOppenayuu 6eauduH.

HckmrounTtenbHplil MHTEPEC ISl IIMPOKOTO Kjlacca 3a1ad npej-
CTaBJIsIeT OOHApyKEHHE B3aUMHBIX CBSI3ed MEXIy ABYMs U Oojee
ClIy4alHbIMU BennuuHaMu. Hanpumep, CyIecTBYyeT JIM CBSA3b MEXIY
KYPEHHEM M OXXHAAEMOH NPOAOLKUTEIBHOCTBIO JKU3HH WM MEXIY
YMCTBEHHBIMHU CIIOCOOHOCTSIMM U YCIEBAa€MOCTbIO. B MHKEeHEpHbIX
MIPUMEHEHMSX TaKHe 33Jjaul OOBIYHO CBOJSTCS K YCTAHOBIICHUIO CBSI-
3U MEXy HEKOTOPBIM IperojiaraéMbiM Bo30yKIeHHEeM U Haluro-
JA€MbIM OTKJIMKOM M3y4aeMou (hU3n4ecKoi CHCTEMBI.
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Koppeasiumonuplii anaamn3 (TepMuH “KOpPESIus’” MPOUCXOTUT
ot jat. correlatio — cooTHomeHHe, CBSA3b) M3MEPSECT CTENEHb B3au-
MOCBSI3M MEXY JBYMs TIEPEMEHHBIMH — HallpuUMep, IIeHOH ToBapa
Ha pBIHKE U 00bEMOM CIpoca Ha 3TOT ToBap. BennuuHa, Xxapakrepu-
3yIolIas HajJu4due CBS3H — KO3(pPUIMEHT KOppesuu MOKa3bIBaeT,
NPUBEIYT JM U3MEHEHHs OJHON NEepeMEeHHOH, Hampumep, IeHbI K
M3MEHEHUSM JIPYToi — crpoca.

[Tpu KOppeNAIMOHHOM aHaju3e ABYX MEPEMEHHBIX OJIHA U3 HUX
Ha3bIBaeTCs ''3aBUCHMAs, a aApyras — "HezaBucumas'. Llens ananmmsa
— OTNpeeNnTh, IPUBEIYT JIM U3MEHEHHUS HE3aBUCUMOW MepeMeHHON
K U3MEHEHUSIM 3aBUCUMOM.

W3 maTeMaTuKy HaM U3BECTHO MOHATHE (PYHKIIMU, KOTOpAsk OTH-
CBIBaCT 3aBUCHUMOCTH 3HAUCHHs BEMUYMHBI Y OT 3HAUCHHs HE3aBU-
cuMoit nepemeHHoM X, Ha3piBaeMoil aprymenToM. OIHO3HAYHAs 3a-
BHCUMOCTh MEX]y NIepEeMEHHBIMH BelMWYrMHaMU Y U X Ha3bIBaeTCs
¢dyukimonansHoit, T.e. Y = f(X) (“urpex ectb dyHKumms ot MKC”).

Hampumep, B dynakumun Y = -3X+5 kaxaomy 3HaueHH0 X COOTBET-
cTByeT 3HaueHue Y. B ¢pynkmun Y = X3 Ka)KJIOMy 3Ha4eHH0 X co-
oTBeTCTBYET Y , paBHbI KyOy X. Ho Takoro poja oJlHO3HaYHbIE WIIN
(YHKIMOHATIBHBIE CBSI3U MEXIY NMEPEMEHHBIMH BEJIMUMHAMM BCTpE-
qaloTcs He Bcerya. V3BecTHO, HanmpuMep, YTO MEXIy POCTOM U Mac-
COW YeJoBEeKa CYIIECTBYET MOJIOKHUTENbHAsI CBS3b. 0OJiee BBHICOKHE
WH/IUBUJIBI IMEIOT OOBIYHO M OOJBIIYIO Maccy, YeM WHAWBHIBI HH3-
Koro pocta. To »xe HaOIrOMaeTCs W B OTHOIICHHHM Ka4eCTBEHHBIX
MIPU3HAKOB. OJIOHIUHBI, KaK TMPaBUIIO, HMEIOT TOyObIe, a OPIOHETHI —
kapue riaza. OHaKo U3 ATOTO MpaBHIIa UMEIOTCS UCKITIOYCHHS, KO-
I7la CPABHHUTEIBHO HU3KOPOCIBIE WHAMBHIBI OKa3bIBAIOTCS TSDKEIEe
BBICOKOPOCJIBIX, U CPEIH JIIOJCH BCTpEUaroTCsl Kaperyasble OJ0HAM-
Hbl U Tosyboriassle OproHeThl. [IpuumHa Takux “HCKIOYEeHUil” B
TOM, YTO KaXJIblii OMOJOTMYECKUI MPU3HAK, BBIPAXKasCh MaTeMaTH-
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YECKUM SI3BbIKOM, SIBISiETCS (QYHKIMEH MHOTHX MEPEMEHHBIX; Ha €ro
BEJIMYMHE CKa3bIBAETCS BIMSHHE U T€HETHYECKHX, U CPEIOBBIX (ak-
TOPOB, B TOM YHCIE€ U CIy4YailHBIX, YTO BBI3BIBAET BapbHUPOBAHHE
npu3HakoB. OTCIOJ]a 3aBHCHUMOCTh MEXAYy HUMHU MPHOOpeTaeT He
(YHKIIMOHATIBHBINM, a CTATHCTUYECKUN XapakTep, KOTrja OmpeieieH-
HOMY 3HAQ4€HHUIO OJHOIO IPU3HAKA, PACCMATPUBAEMOIO B KAaueCTBE
HE3aBUCHMOM NIEPEMEHHOM, COOTBETCTBYET HE OHO U TO K€ YHCIIO-
BO€ 3HAYECHHUE, a Lejas raMMa pacIpelessieMbIX B BApUALMOHHBIN
PAI YUCIIOBBIX 3HAYEHUW OPYroro IMpu3HaKa, pacCMaTpUBAEeMOro B
Ka4yecTBE HE3aBHUCUMOM MepeMeHHOW. Takoro pojia 3aBUCHMOCTH
MEXIYy MEPEMEHHBIMU BEIMYMHAMH HA3BIBACTCS KOPPEISLUOHHOM.
Ecnu ¢yHKIMOHANBHBIE CBSI3W OJAMHAKOBO JIETKO OOHApPYXHUTh M Ha
€MHUYHBIX, U HA TPYIIOBBIX 00BEKTaX, TO ATOTO HENb3sl CKA3aTh O
CBS3SX KOPPEISIMUOHHBIX, KOTOPbIE M3Yy4arOTCS TOJILKO Ha TPYIIIO-
BBIX O0BEKTAX METOJAMH MaTEMaTUYECKON CTAaTUCTHKHU.

3aoaua Koppenayuonno2o anaau3a CBOAUTCA K yCTaHOBJICHUIO
HampaBlIeHUs U (OPMBI CBA3M MEXAY IpHU3HAKaMHU, U3MEPEHUIO €€
TECHOTBI M K OIIEHKE JOCTOBEPHOCTH BBIOOPOYHBIX IOKa3aTenei
KOPPEJISLHH.

Jnst ByX ciydalHBIX BEIMUYUH X U Y KOA(OULIUEHT KOpPesIuu
ompenensercs mo GopmyJie:

X7y
TJIe Sxy — KOBapHalys X Uy, onpeaensiemas o Gopmyse, a Sy ¥ Sy —
CpeIHUE KBaPaTUIHBIE OTKIIOHCHHUS 110 BBIOOPKAM.

> (X, = XY, =)

S J—
Y n-1
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Koaddumment koppemnsiuu bpase—Ilupcora 1mo BBEIOOPOYHBIM
JTAaHHBIM MO>KHO OIIEHUTH 110 (opMyIIe:

> (X, -X)-(v,-Y)

i=1

S X=X 30 =Y

Br16opounbIii K03 GUIMEHT KOPPETAINN JTSKUT MKy -1 n +1
Y NPUHUMAET OAHO U3 TPAHUYHBIX 3HAYEHUU TOJBKO MPHU HAJTUUUHU
WealbHON JTHUHEWHON CBSI3U MexAy HaOmoaeHusMu. HenmuneitHas

My =

cBs3b U (WIH) pa3dpOC JaHHBIX, BHI3BAHHBIN OIIMOKAMH M3MEPCHUS
WJTU K€ HETIOJHOW KOPPEeTUPOBAaHHOCTHIO CTyHYalHBIX BEJIMYUH, MTPU-
BOJIUT K YMEHBILECHHUIO A0COTIOTHOTO 3HAUECHHUS lyy.

Jannbnii kod¢d¢unuent Brnepsbie ucmonb3oBan Kapn Ilupcon
(1857-1936), anrmuiickuii MaTeMaTHK, pa3pabOTaBIINil CTATHCTHYE-
ckuil amnmapar aiag npoepku teopuu Y.JlapBuna. CTaTucTHYECKHE
MeTonuku [IupcoHa MIMPOKO HCIONB3YIOTCS B NICUXOJIOTMH U Teja-
TOTHUKE.

Pacuer koaddunmenta koppensuuu MpaBOMEPHO MPOBOJIUTH B
TOM Cllydae, KOrJa Cly4ailHble BEeTUYUHBI MOTYT OBITh M3MEPEHHI B
YHMCJIOBOM ILIKaJie, IPU 3TOM BO3MO>KHO BBIYHMCIIEHUE CPEJHUX 3HAUE-
uuii. [IpuBeném npumep, Koraa HaxoXKAeHHE KOdPGUIIMEeHTa KOppe-
JSUAA HEKOPPEKTHO MMEHHO MO MPUYMHE U3MEPEHUs CIyYalHBIX
BEJIMYMH B KayeCTBEHHOW mikaje. JtoOble u3MepsieMble BETUYMHBI
COOTHOCAT C OJHOW U3 M3MEPHUTENbHBIX IIKajl. OObIYHO BBIACISIOT
JIB€ KQUE€CTBEHHBIEC LIKAJIbl. HOMMHAJBHYI0 H NOPAAKOBYI0. Homu-
HaJbHAasl MO3BOJISIET TOJMBKO KAYECTBEHHO OTIMYUTH OJUH OOBEKT OT
Ipyroro, Hanmpumep uepHoe — Oenoe, Mapuna — [1érp — Cama. Ilo-
pPAIKOBas WM PAHTOBasl IIKajla MO3BOJSET YCTAHOBUTH MOPSIOK
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YBEJIMYEHUS! WM YMEHBIIEHUS KaKoro-iubo KauecTBa: HU3KUH —
CpPEIHUN — BBICOKHUH, MJIOXO — YJIOBIETBOPUTEIBHO — XOPOIIO — OT-
JUYHO U T.J.

KonnuecTBeHHBIE IIKabl — HHTEPBAJOB ¥ OTHOLICHHMH, I1O-
3BOJISIIOT CPAaBHUBATh BEJIMYMHBI MEXIY COOOW M BBIpaXaTb pasiiu-
yne yucioM. Korga ncciaenyercst Koppensnus MeXy KOJIU4eCTBEH-
HBIMM NPU3HAKAMM, 3HAYEHUS] KOTOPHIX MOXHO TOYHO H3MEpPUTH B
SNMHHUIAX METPUYCCKUX IIKad (METpbI, CEKYHbI, KAIOTPAMMBI H
T.1.), TO OYCHb YaCTO MPUHUMAETCS MOJCIb JBYMEPHONH HOPMAIbHO
pacnpenesieHHON TeHepadbHOM COBOKYMHOCTH. Takas MOJenb OTO-
OpakaeT 3aBHCUMOCTb MEXJy NEpPEMEHHBIMH BEIUYMHAMHU Xi U Vi
rpauyecky B BUJE F€OMETPUYECKOr0 MecTa TOYEeK B CUCTEME Mpsi-
MOYTOJIbHBIX KOOPJAUHAT. DTy IrpadUuecKyro 3aBUCUMOCTb Ha3bIBAIOT
TAKKE OUASPAMMOLL PACCEUBAHUsL A KOPPETAYUOHHBIM noiem (puc.
25).

JanHas Mopenb JBYMEPHOTO HOPMAJIBHOTO pacHpeeeHus
(koppessIMOHHOE TI0JIe) TO3BOJISIET JaTh HAMNISAAHYIO TPaduIecKyro
UHTEpIIpeTaluio Kodpuirenta Koppensiuuy, T.K. pacipeesieHue B
COBOKYIIHOCTH 3aBMCHT OT IISITH IIapaMeTpoB: My, My — CpEeAHUE 3HA-
yeHus (MaTeMaTHYeCKHe OKHIAHHUs); Sx,Sy — CTaHJapTHbHIE OTKJIOHE-
HUS CITy4alHBIX BeMMYMH X U Y U p — KOXPPHUIHUEHT KOPPEISALHH,
KOTOPBIH SABJISIETCS MEPOU CBSI3U MEXK]y CIIyYalHBIMHU BeIU4MHaAMu X
ny.
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) HESABHCHMOCTS 6) nHHelHad SEERCAMOCTE

4 4] |

p>0 " pan

B:J NPANAA ToNEHTENEHAA SABHCHMOCTE I‘:I ORAMad OTPHUATENEHAA 3ABMCHMOCTE

vk

= x

I} EpHEOT HHe HHAA 35EHCHMOCTE

Puc. 25. lnarpamMmbl paccesiHus, XapaKTEPU3YIONTHUE 3aBUCUMOCTh
MCKAY ABYyMs CquaﬁHBIMH BCIIMYNHaAMHU

Ecmu p = 0, To 3HaueHwus, X, Vi, MOJy4YEeHHbIE U3 JBYMEPHOMH
HOpPMAaJIbHOW COBOKYITHOCTH, paclioyiaratoTcs Ha rpaduke B KOOpIu-
HaTax X, y B mpeaenax o0JacTH, OrpaHMYEHHON OKpYKHOCThIO. B
9TOM Cllydyae MEXIY cilydallHbIMH BelquuyuHamMu X U Y OTCYTCTBYET
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KOppeJsusl U OHM Ha3bIBAIOTCS HEKOPpPEIUpOBaHHBIMU. [[ns ABYy-
MEpPHOI0 HOPMAJbHOIO paclpeiesieHUus] HEeKOPPEIUPOBAHHOCTh 03-

HavacT OAHOBPEMCHHO U HE3aBUCUMOCTD CJ'Iy‘I&fIHLIX BeHYUH X 1 Y.
Hpumep. OHpe,I[eJ'II/ITB AOCTOBCPHOCTb B3aMMOCBAA3HU MCIKAY I1O-

Ka3zaTCJIsIMHM B€Ca U KOJIHMYCCTBOM HO,Z[TSII‘I/IBaHI/Iﬁ Ha NCPCKIAONHE Y

11 uccnenyeMbIx ¢ TOMOIIBIO pacyeTa HOPMUPOBAHHOTO K03 duiu-

CHTA KOppCIIIInU, €CJIN JaHHBIC BI)I60pOK TAKOBBI.

Tabnuma 18
Pe3ysbTaThl 3KCIEPUMEHTA
Ne 1(2|13|4 |56 |7]8]9]|10|11
Bec, Xj, 51 50|48 |51 |46 |47 |49 |60 | 51 | 52 | 56
Kon-Bo
nonatsruBanmit, | 13 (1511316 (12|14 |12 | 10 | 18 | 10 | 12
Yi
Pemenue
1.Pacyer koadduimenta koppensiuu [lupcona:
Y (=% -Y)
r = i=1
Xy .
JZ(xi—Y)Z 2 (=Y’
i=1 i=1
2. Jlyisg pacdyeToB co37aTh BCIOMOTATEeNbHYIO TaOIHILy
Xl x=x| (=37 | YL y=y | (=97 | (=00 - Y)
) 162 ) %60 >-34
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L L S —0,34.

! v162 -60

3. Paccunrate uncno creneneit cBo0o bl o popmyie:
K=n-2,K=11-2=0.

4.  CpaBHUTh  pacCUMTaHHOE  3HAUYE€HHE  HOPMHMPOBAHHOTO

kodddunmenta koppemsiuun (g = -0,34) ¢ TaONUYHBIM 3HaYEHHEM

st K =9 mpu a = 5 % u caenate BHIBOSI.

BriBog

1) Tak xak ry = -0,34 < 0, To MeXIy TaHHBIMH BBIOOPOK HaOIIIO-
naercst oOpaTHasi OTpHUIIaTeNIbHAs B3aMMOCBS3b, TO €CTh C yBEIHYe-
HHEM IT0Ka3aTesieil Beca y MCCIITyEeMbIX CHIKAETCSl MX pe3yibTaT B
KOJINYECTBE MOATATMBAHUN HA NEPEKIIaIuHE,;
2) mockonbKy g =-0,34 <1y = 0,60 s K =10 mpu a0 =5 %, 10 C
yBepeHHOCThIO Y = 95 % MOXXHO TOBOPUTH O TOM, YTO BBISIBIICHHAS
3aBHCUMOCTh HEJJOCTOBEPHA.

KonTpoabHbie Bonpochl

KakoBbI 3a1aun KOPPENIAHUOHHOTO aHaIH3a?
Uro u3mepsier KodQPUIUEHT KOoBapuaIuu?
Kak paccuntbiBaercs ko3 duumentr xoppensuun?

el A

Kakne BuIbpl (QyHKIIMOHAIBHBIX CBSI3€H CYIIECTBYIOT MEXKIY

BEJIMYMHAMU?

5. ITlpuBenute 3HaueHUsT KOIPHUIIMEHTA KOPPEISAIUHA U BUJI CBSI-
3ei, KOTOPBI COOTBETCTBYET KaXJIOMY 3HAUCHHIO.

6. Kakue cymecTByIOT IIKaIbl U3MEPEHHI?

7. Yro mpencrapinsieT co0o0if quarpaMmma paccessHus?
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OcHOBBI AUCIICPCHOHHOIO aHAJIU3A

He.]'lb: NO3HAKOMUMDbCA C meopueﬁ ducnepcummoeo daHaau3a.

JducnepcuoHHblii aHaau3 (ot atuHckoro Dispersio — paccen-
BaHME) — CTATUCTUYECKUA METOJ, TO3BOJIIONINN aHATM3UPOBAThH
BIIMSIHUE PA3IMYHBIX (DaKTOPOB Ha HCCIIEAyeMYIO IlepeMeHHy10. Me-
To ObLT pa3paboTan Ouonorom P. dumepom B 1925 roay u npume-
HSUICS TIEPBOHAYAIBHO TSI OIEHKH SKCIIEPUMEHTOB B PACTEHHEBO/I-
cTBe. B manpHelimeM BbISICHWIACH OOIIEHAy4YHAst 3HAYMMOCTb IIHC-
MEPCUOHHOTO aHaNIM3a Uil YKCIEPUMEHTOB B MCUXOJIOTHH, Tel1aro-
TUKe, MEIULIUHE U JIp.

Ilenvro Ooucnepcuonnozo ananuza sBISETCS NpPOBEpKa 3HAYU-
MOCTH pa3fiU4us CPEAHUX apu(PMETHUYECKUX Ha OCHOBE CpPaBHEHHS
JMCTIEPCUN HECKOJIBKUX Ipymil. Jlucrepcuio u3MepseMoro nmpusHakKa
pasiararoT Ha He3aBHCHUMBIE CllaraeMble, KaKJ0e U3 KOTOPBIX Xapak-
TEPU3YET BIMSHUE TOTO WJIM MHOTO (PaKTOpa WM MX B3aHMMOJEUCT-
Bud. [locnenyromiee cpaBHEHHE TaKMX ClaraéMbIX IMO3BOJISIET Olie-
HUTh 3HAYUMOCTh KaXKJIOTO M3y4aeMoro (axkTtopa, a Takke X KOM-
OuHanuu.

Hanpumep, mpoBoast onmpockl 1Mo MOBOAY MOTPEOIEHUST KaKOTo-
a1ub0 ToBapa B Pa3IUYHBIX PErHOHAX CTpPaHbl, HEOOXOAMMO CAENATh
BBIBOJIBI HA: CKOJBKO JaHHBIE OMpPOCa OTIWYAIOTCS WIM HE OTINYa-
I0TCS APYT OT Jipyra. COnocTaBiATh OT/ENbHbIEC MIOKA3aTEeNIN HE UMe-
€T CMbICJIa ¥ IO3TOMY IMpolLeIypa CpaBHEHHS M MOCIEeAyIoLIer
OIICHKH TMPOU3BOJUTCS TI0 HEKOTOPHIM YCPEIHCHHBIM 3HAYCHUSM U
OTKJIOHEHHSIM OT ATOM yCpEeAHEHHOM OIleHKHU. M3yuaercs Bapuanus
Mpu3HaKa. 3a Mepy BapHalluy MPUHUMAETCS JUCTIEPCUSI.

Ha npaktuke gacTo BO3HUKAIOT 3a/Jaun Oosiee OOIIero xapak-
Tepa — 3a/ladydl MPOBEPKH CYIIECTBEHHOCTU PA3NU4YUil CPEIHUX BbI-
OOPOYHBIX HECKOJIBKHUX COBOKYITHOCTEH.
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Hanpumep, TpeOyercst OLleHUTh BIMSIHUE PA3]IMYHOTO ChIPhS HA
KayecTBO MPOU3BOAMMOM MPOAYKLUH, PEUIMTh 3a7ady O BIMSHUU
KOJIMYECTBA YJ00pEHHI Ha yPOKAWHOCTD C/X IPOAYKIIHH.

Jucnepcuonnuiit ananu3s BKIOYaET B ce0sl IPOBEPKY TMIIOTE3,
CBSI3aHHBIX C OLIEHKOM BBHIOOPOUHON Aucriepcuu. MOKHO BBIJICIHUTh
TPU OCHOBHBIX BUJA THIIOTE3:

1) 3HAYMMO JIH Pa3IHYKe MEKITY IBYMS TUCTICPCUSIMH?

2) oJHAa AMCHEPCHS 3HAYUMO OOJIbILE PYTron?

3) 3HAYMMO JIM Pa3IMINe MEXKITY HECKOJIBKIMU JHCIIEp-
CUAMU?

T'unomesoii 711 AUCNIEPCUOHHOTO aHAJIM3a MOXKET CIYKUTh U
Takasi TUIOTE3a. BBIOOPKH, MO KOTOPHIM ONpEENCHbl OLEHKH THUC-
NEPCUH, TOJTYYECHbl U3 T€HepaNbHBIX COBOKYITHOCTEH, 00J1aatonmx
OJIMHAKOBBIMH JTUCTIEPCUSAMU

WHorma mucriepcHOHHBIN aHaIM3 TMpPUMEHSeTCs, YTOObI ycTa-
HOBHTH OJTHOPOJHOCTh HECKOJIBKHX COBOKyMHOcTeH. J[lucmepcun
9TUX COBOKYIHOCTEH OJMHAKOBBI IO MPEAINOJIOKEHHIO; €CJIU JIUC-
NEPCUOHHBIA aHAIM3 MOKAXEeT, YTO M MaTeMaTHYeCKUe OKUIAHUSA
OJIMHAKOBBI, TO B 3TOM CMBICJIE COBOKYITHOCTH OAHOPOJHBL. OnHO-
POJHBIE )K€ COBOKYIMHOCTH MOXKHO OOBEAUHUTH B OJTHY U TEM CAMbIM
MOJyYUTh O Hel Oosiee MONHYI MH(OpMAIUIO, CIEAOBATENbHO, U
OoJiee HaJIe)KHbIE BBIBO/IBI.

B oOCHOBe [MCHEpCHMOHHOIO aHalu3a JICKHUT pa3JeeHue
JMCTIEPCUN Ha YacTH WJIM KOMIIOHEHTHI. Bapuarnuio, 00ycioBleHHYIO
BIMAHUEM (DaKkTopa, IOJOKEHHOTO B OCHOBY TPYNIHPOBKH,
XapaKTepu3yeT MEXIpyNmoBass Jucrepcus Syey. OHa sBiIseTcs

MCPOU BapHallu YaCTHBIX CPCAHUX II0 I'pyHIiamM Xj BOKpYT O6H.[CI/I

cpenHeil X u onpenensercs no Gpopmye:

142



n _p —
2
06144 Z (X - X)
J i

rie P — 4HCIO TPy, N — Yncio ypoBHeH daktopa, ¥ — obmas
CpeITHSIS.

Bapuanmro, xapakTepusyrollylo paccestHue MEXAy TpYIIaMH,
OIHCHIBAET MEKIPYIIIOBAs TUCTIEPCHUS:

(j)axm qZ(ch i X)

OcrarouyHasi CyMMa KBaJpaTOB OTKJIOHCHHH HaOII0JaeMBIX
3HAYEHUH TPYIIBI OT CBOETO TPYIIIOBOTO CPEIHETO, XapaKTepU3yeT
paccesiHue BHYTpPH TPYIIIL:

S pem Z(Xll szl) +Z(X|2 X?PZ) +.. +Z(X|n Xepn)

Mexny obmieir mucniepcuei Sogy, MEXTPYIIIIOBOW TUCTIEpCHEH
Spax M BHYTPUIPYNIIOBOM  aucmepcuei Sy CyLIECTBYET
COOTHOIIICHHUE:

S =S

06wy dax

+ S()L’Wl

BHyTpurpymnmosas JUCTICPCHS 00BICHSIET BIIMSIHUE
HEYYTEHHBIX TIPH TPYIIUPOBKE (HaKTOPOB, a MEKIPYIIIOBas
TUCTIepCUs OOBIICHSIET BIMsSHUE (DAKTOPOB TPYIITUPOBKU HA CpeHEe
3HaYeHWe 1o rpymnmne. Pa3genuB  CcyMMbl  KBaJpaToB — Ha
COOTBETCTBYIOIIEE YHCIIO CTEMEeHEH CBOOOJBI, TMOJYyYHUM OOIIyIO,
(haKTOPHYIO U OCTATOYHYFO JIUCIICPCHH:
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S 2 806'4! S 2 S(f'aK 2 — Socm
ooy n'q—l Gax n_l’ ocm n(q—l)
Tabmuma 19
Ilnan ¢pakTOpPHOIro IKCNEPUMEHTA ISl TMCTIEPCUOHHOTO
aHaJImn3a
Ne skcm. VYposuu pakropa F
Fq F, Fi F
1 X11 X12 X13 X1n
2 X21 X22 X23 Xon
q Xq1 Xq2 Xq3 Xqn
Xap Xy X, Xj X,
SBrp SBrpl SBrpl SBrpl SBrpl
Smexcrp S(pl 3(1)2 S(bj S(bn

Ecan CIipaBC€jinBa TUIIOTE3a H(), TO BCC 3THU HUCIICPCUU SBJIIA-
IOTCA HCCMCIICHHBIMHU OIICHKaMH reHepanLHoﬁ AUCIICPCHUU. IIoka-

’KEM, YTO MPOBEPKA HYJIEBOH T'MIOTE3bI CBOAUTCS K CPaBHEHHUIO (pak-

TOPHOM M OCTaTOYHOM JHUCHEPCUUM N0 Kpurteputro Puinepa-

Cuenexopa.

1. Ilycts runoresa Hy npaBunbHa. Toraa ¢akTopHas M ocTa-

TOYHasA AUCHICPCHUU ABJIAOTCA HECMCIICHHBIMU OLICHKAMH HCU3BECT-

HOW T€HEepaJlbHOW NHCIEPCUU U, CIEI0BATENIbHO, pa3In4aroTcs He-
3HauuMo. [losToMy pe3ynbTar OLEeHKH MO0 KpuTepuro Puinepa-
Cuenexopa F mokaxkeT, 4To HyseBas TUIIOTe3a MPUHUMAETCS. Takum
o0pa3oM, ecii BepHa THIIOTE3a O PABEHCTBE MAaTEMATHUECKHUX OXKH-
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JaHUI TeHepaJbHBIX COBOKYIHOCTEH, TO BEPHA U TUIIOTE3a O PABEH-
cTBe (DAKTOPHOM M OCTATOYHOU JTUCTICPCHUH.
2. Ecnu nyneBas rumote3a HEBEpHA, TO C BO3pacTaHUEM pac-

XOXKIACHUA MCKAY MATCMATUYCCKUMU OXHUIAHUAMH YBCINYHUBACTCIA

2
S
¥ (haKTOpHAs TUCIIEPCHs, a BMECTE C Hell M OTHOmIeHHe F, = —22

ocm
ITosTomy B pesynbrate F,. okaxercs 6onbiue F,, u runoresa o pa-
BEHCTBe Aucriepcuii Oyner orBepruyrta. CrienoBaTenbHO, €CIH THUIIO-
T€3a O PaBEHCTBE MAaTEMaTUYECKHX OXKHJIaHUN T€HEepalbHBIX COBO-
KYITHOCTEH JIOXKHA, TO JIOXKHA U TUIIOTE3a O PaBEHCTBE (PAKTOPHOU U
OCTaTOYHOM THCTIEPCHUH.

Wtak, MeTO AMCTIEPCUOHHOTO aHAllM3a COCTOUT B npOGepKe Nno
kpumeputo F nyneeoii cunomesvl o pagencmee paxmopHoii u ocma-
MOYHOU OUCnepCuUll.

Eciu daxTopHas amcrnepcusi OKakKeTCss MEHBIIE OCTATOYHOM,
TO TMIIOTE3a O PAaBEHCTBE MAaTEMaTHUECKUX 0)KMJIAHUI FeHEpaIbHBIX
COBOKYIHOCTEW BepHa. IIpu 3TOM HET HEOOXOAMMOCTH HCIOJIB30-
BaTh Kputepui F.

[Ipu o6pabGoTke AaHHBIX SKCHEpUMEHTa Haubosiee pa3pado-
TaHHBIMU U MO3TOMY PACHpPOCTPAHEHHBIMU CUUTAIOTCS JIBE MOJECIH.
Nx pasznmuune oO0yciioBiaeHO crenu(uKol IIaHUPOBaHUS CaMOTro
JKCIIEpUMEHTa. B Mojenu nucnepcuoHHOro aHanusa ¢ GUKCUPOBaH-
HbIMH 3 exTamMu uccieqoBaTeIh HaMepEHHO YCTaHABIUBAET CTPO-
ro OIpeJesieHHbIE YPOBHHU H3ydaeMoro ¢akropa. TepMuH «puKcH-
poBaHHBIN 3()(HeKT» B TaHHOM KOHTEKCTE€ MMEET TOT CMBICH, 4TO ca-
MHUM HCClIeIoBaTeNieM (PUKCHPYETCs KOJTMYECTBO YPOBHEH (akTopa 1
pasnmuuusi MeXIy HUMH. [Ipy MOBTOpEHUHM SKCIEPUMEHTa OH WIIH
JIPYTO¥ HCCIeIoBaTENbh BHIOEPET T€ K€ caMmble YpoBHHU ¢akTtopa. B
MOJIEJIH CO CIIydailHbIMH 3¢ (eKTaMu YPOBHH 3HaUeHHUs (aKkTopa BbI-
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OuparoTcs UccaeaoBaTeNeM CIy4aiiHO M3 IMIMPOKOTO JUana3oHa 3Ha-
4eHUi (akTopa, W MpPU MOBTOPHBIX IKCIIEPUMEHTAX, €CTECTBEHHO,
3TOT JIMana3oH OyAeT APYTHM.

Takum 00pa3oM, JaHHBIE MOJENM OTIMYAIOTCS MEXIY COOOU
crocoboM BBIOOpa ypOBHEH (hakTopa, YTO, OYEBHIHO, B TEPBYIO
ouepelb BIMSIET Ha BO3MOXXHOCTh OOOOIICHUS IMOJyUYEHHBIX IKCIIe-
PUMEHTAIBHBIX pe3yJbTaToB. i1 IUCIEPCHOHHOTO aHaan3a OJHO-
(aKTOPHBIX IKCTIEPUMEHTOB Pa3JIMUMe dTHX JIBYX MOJEJEH He CTOJb
CYIIECTBEHHO, OJJHAKO B MHOTO()AKTOPHOM JNCIIEPCHOHHOM aHAJIH3e
OHO MOXET OKa3aThCs BECbMa BAYKHBIM.

ITpu mpoBeneHNM AMCIIEPCUOHHOTO aHAJIM3a JOJKHBI BBIIOJ-
HATBCS CJENyIOIUe CTaTUCTUYECKHE JOMYLICHHUs: HE3aBUCHUMO OT
ypOBHsI (hakTOpa BEJIWYHMHBI OTKIMKA MMEIOT HOPMAaJbHBIN 3aKOH
pacrpenienieHusi U OJIMHAKOBYIO JTUCHepcHio. Takoe paBeHCTBO JUC-
MepCcuil Ha3bIBAETCS TOMOTEHHOCTHIO. TakuMm 00pa3oM, M3MEHEHHE
crioco0a 00pabOTKH CKa3bIBAETCS JIMIIL HA TTOJIOKEHUH CITy9aHOU
BEJIMYMHBI OTKJIMKA, KOTOPOE XapaKTepH3YyeTCs CPEIHUM 3HAUCHHEM
wim MenuaHod. [lostomy Bce HaOMIOAEHHS OTKIMKA MPUHAIIEKAT
C/IBUTOBOMY CEMEWCTBY HOPMAJIbHBIX paclpeieeHu.

['oBOpAT, 4TO TEXHHMKA IUCIIEPCHOHHOTO aHalW3a SBISETCS
"pobacTHOl". DTOT TEPMUH, UCIIOJIBL3YEMbI CTATUCTHKAMH, O3HAYa-
€T, YTO JIaHHBIE JOMYLICHHUS MOTYT OBITh B HEKOTOPOW CTETEHU Ha-
PYIICHBI, HO, HECMOTPS Ha 3TO, TEXHUKY MOYKHO HCIOJB30BaTh. [Ipn
HEM3BECTHOM 3aKOHE paclpeiesICHHs BETMYNH OTKIMKA UCTIONB3YIOT
HermapaMeTprueckue (Jaie BCero paHroBbie) METO/IbI aHAJIH3A.

IIpumep ucnoib30BaHusA 0AHOGAKTOPHOIO
AUCTIEPCHOHHOI0 aHAIU3A

B ueTsIpex rpymnmax MCHOBITYEMbIX, O 17 4eloBeK B KaXaOH,
MIPOBOJIMIIOCH M3YYEHHME BPEMEHU DPEAaKIMU Ha 3BYKOBOW CTHMYIL
WutencuBHocTs ctumyna cocrasmia 40, 60, 80 u 100 nb, nmpuyem B
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K10 TpyTIe NpeabsBIsSUIACH CTUMYJIIBI TOJIBKO OJTHOW MHTEHCHB-
HOCTH.

Ho: Cpennee BpeMs peakiiiy yMEHbBIIAETCS 110 MEpe yBeIHue-
HUSl TPOMKOCTH 3ByKa. B 3Toil 3amaue perynupyeMbiM (akTOpoOM
SBIISICTCS CHJIA 3BYKa, a €€ YPOBHU PAacCMaTPHUBAIOTCS KaK Tpaslalliu
¢dakropa. Takum o6pa3om, pakTop «cuiia 3ByKa» BBICTYIAET KaK He-
3aBUCHMasl TEPEeMEHHAs, a BpPEeMs PEAKIUU KaK pPe3yJIbTaTHBHBIN
MPHU3HAK, WIM KaK 3aBUCHMas NepeMeHHas. [IpoBepsieTcs rumoresa
Hy, corimacHo KOTOpo#l cpeaHre U TUCTIEPCUH B TPYIIax 00yCIoBIIe-
HBI CITyYaiiHBIMH BIIMSIHUSIMU M HE 3aBUCAT OT JCUCTBUS peTyiupye-
Moro (haktopa.

Hi: Cpennee Bpemsi peakllii YBEJIHMYUBACTCS MO0 MEPE yBEIHU-
YEeHHSI TPOMKOCTH 3BYKA.

[IpencraBuM MCXOAHBIE MaHHbBIE JUIS pabOTHI C OAHO(AKTOP-
HBIM JIUCIIEPCHOHHBIM aHAJIM30M B Buje Tabma. 20, B KOTOpyIO BHEce-
HbI HEKOTOPHIC JTOTIOTHATEIHHBIC PACUCTHBIC JTAHHBIC.

147



Taomuma 20

OnHo(aKTOPHBII JMCNEPCUOHHBINH AHAJIN3 M0 BIUSTHUIO
YPOBHSI 3ByKa HA BpeMsl peaKllui UCIIBITYeMOIro

Ne I'pymna 1 | I'pynma 2 | I'pynma 3 | I'pynma 4
HCII. 40 6. 60 n0. 80 no. 100 6.
1 304 272 202 180
2 268 264 178 160
3 272 256 181 157
4 262 269 183 167
5 283 285 187 180
6 265 247 186 167
7 286 250 190 187
8 257 245 167 156
9 279 251 156 159
10 275 261 183 171
11 268 250 167 155
12 254 228 176 158
13 245 257 186 163
14 253 214 192 161
15 235 242 168 157
16 260 222 176 150
17 246 234 192 158
Cpennee 265,41 249,82 180,58 163,88 | Utoro
Soct Brp | 291,88 336,90 131,25 104,36 864
Schak_mrp | 2548,76 | 1217,80 | 1179,11 | 2605,50 | 7551
S 061 2122 8 416 s® pax | 2517
Cp. o0. 214,92 CreneHu cBOOOIBI s? ocT 216
F skc 11,64 n-1 3

148



F 126 856 | n(g1) | 64

CpaBauBas F sxc u F Tab, MoxHO caenath BbIBOJ, 4TO F 9KC
O0JblIIe KPUTUYECKOTO TAOIMYHOIO 3HAYEHUS, a 3TO 3HAYUT, YTO HY-
neByto runote3y Ho 06 oTcyTCTBUM pa3nuuuii ciieyeT OTBEprHyTh, a
npuHATh runote3y Hi Ilcuxonor Moxert ObITh YBEpEHHBIM, YTO IpHU
YBEIIMYEHUH CUJIBI 3ByKa CKOPOCTh PEAKIMH 3HAYUTEIbHO YBEIHYH-
BaeTcs. Mnu perynupyemslii (pakTop — cuiia 3ByKa OKa3bIBaeT CyIIe-
CTBEHHOE BJIMSIHME Ha HE3aBUCHMYIO MEPEMEHHYIO — CKOPOCTh peaK-
AU,

KoHTpoJibHbBIE BONIPOCHI

1. Kakwue nienu npecieayer TucrepcCuoHHbIA aHan3?

2. Kak opMynupyroTcst THIOTE3bl ISl AUCHIEPCUOHHOTO aHAJIM-
3a?

3. OnuimmTe alropuT™M MPOBENEHHS OAHOPAKTOPHOTO TUCIIEPCH-
OHHOTO aHayn3a?

4. Kak ucnonb3oBaTh KpuTepuil ®umiepa sl CpaBHEHUS BBIOO-
POYHBIX JHCTIEPCHIA?

DaKTOPHbIN aHAJIU3

Hean: ocsoums memoouky npumenenust (hakmopHo2o anaiu3a
0J18 UCCTIe00B8AHUSL IKCNEPUMEHMATIbHBIX OAHHDIX.

MHOXECTBO SBIEHUN U IPOLIECCOB B OKPY KAIOLIEM HAC MHUpeE
CBSI3aHBbI MEXTy c000ii. 3yueHne B3auMHBIX 3aBUCUMOCTEN MEXIY
COCTABJISIIOLIMMU SIBJICHUM U IIPOLIECCOB IMOPOXKIAeT MHOXKECTBO BO-
MIPOCOB: O CUJIE CBSI3eH, 00 MX 3aKOHOMEPHOCTSX, O NMPUYMHAX, TO-
POJMBIINX ONPEEICHHYIO CTPYKTYpy cBsizel. Cl0KHBIE 3aBUCHUMO-
CTH CUCTEMBI (PaKTOPOB, BIUSIOMIMX Ha MPOLECC, CIOKHO MHTEPIIpe-
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TUPOBATh, MOCKOJIbKY B OOJIBIIMHCTBE CUTYAIMi CYIIECTBYIOT CKPbI-
ThI€ MAPAMETPBI, BIUSIONIME HA KOPPEIUPOBAHHBIE MTPU3HAKH.

YacTto M3MEHEHMsI B3aUMOCBSI3aHHBIX MPU3HAKOB MPOUCXOIUT
COIJIACOBAHHO, T.. MpHU3HAaKH IyOnupyrorcs. CtpemieHue oObsc-
HUTHh COBOKYITHOCTH IPU3HAKOB 4epe3 BBEACHUE Oojee TiTyOMHHBIX
XapaKTEPUCTHK SIBICHHUS, ONPEACISAIOUX €r0 CTPYKTYpy, IPUBOIUT
K Mozienu (haKTOPHOTO aHan3a.

DaKTOPHBIH aHAJIHU3 — MHOIOMEPHBIM CTaTUCTUYECKUH Me-
TOJ, NMPUMEHSIEMBIN U1 U3yUYECHHsI B3aUMOCBSI3€M MEXIy 3HAUCHMS-
MH [IEPEMEHHBIX.

Peanusayua ¢gpaxmopnozo ananusa npencTabisier coOoW mo-
CTETICHHBIN Mepexo/ 0T UCXOAHOM (PaKTOPHOU CHCTEMBI K KOHEYHOMN
(bakTOpHOHN cUCTeMe, U3yueHHEe BIMSHUS MOJHOrO Habopa MpsIMBIX,
KOJIMYECTBEHHO M3MEPSAEMBIX (DAKTOPOB, OKA3bIBAIOIIUX BIMSIHUE HA
M3MEHEHUE Pe3yJIbTATUBHOIO TIOKA3aTelIs.

VYciioBus BRITIOTHEHUS (PAKTOPHOTO aHAIH3A:
e (haKTOPHBIN aHANU3 BHITIOTHAETCS HAJl B3AUMOCBSA3aHHBIMU
MIEpEMEHHBIMU;
e H3yyaeMble MPU3HAKHU JOJDKHBI OBITh KOJHMUECTBEHHBIMY,;
e YHCIJIO MPU3HAKOB JOJDKHO OBITH B JIBa pa3a OOJIbIIE YUCIIA T1e-
PEMEHHBIX;
e BBIOOpKA JIOJIKHA OBITH OJTHOPOJIHA.

[To xapakTepy B3aMMOCBSI3M MEXKIY MOKA3aTEIAMU Pa3IudaroT
METO/1bl IETEPMUHUPOBAHHOTO M CTOXAaCTHYECKOT0 (DaKTOPHOIO aHa-
m3a.

JlerepMuHUpOBaHHBIH (AKTOPHBIA AHAJM3 TIPEICTABISIET
co00i1 METOIMKY UCCIIeIOBaHMSI BIUSHUS (HAKTOPOB, CBSI3b KOTOPBIX
C pe3yJIbTaTUBHBIM MOKa3aTeJIeM HOCUT (PYHKLMOHAIbHBIM XapakTep.

OcHOBHBIE CBOMCTBA JETEPMUHUPOBAHHOIO NIOAX0/a K aHAJIU-

3y:
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e TOCTPOEHHUE IETEPMHUHUPOBAHHON MOJIEIH ITyTEM JIOTUYECKOTO
aHa/M3a,

e  HaJIMYHUE MOJHOM (KECTKO#M) CBSI3H MKy MOKA3aTeISIMU;

e HEBO3MOXXHOCTb pa3elieHUs] pe3ybTaTOB BIHSHHS OJHOBpE-
MEHHO JICUCTBYIOIINX (DAKTOPOB, KOTOPHIE HE MOANAIOTCS 00b-
€IUHEHHUIO B OJJHOU MOJIEIIH;

e W3ydYCHHUE B3aUMOCBS3EH B KPATKOCPOYHOM TIEPHO/IC.
PaznmyaroT geTsipe THITA JETCPMUHUPOBAHHBIX MOJICIICH:
Aooumuenvle MoOenu PENICTABIAIOT COO0H aredpandecKyro

CyMMYy IOKa3aTesel U UMEIOT BUJL
n
Y =D X =X X, X
i-1
K Takum MopensM, Hampumep, OTHOCSATCS TOKa3aTtenu cebde-
CTOMMOCTH BO B3aUMOCBSI3U C 3JIEMEHTaMU 3aTpaT Ha MPOU3BOJICTBO
U CO CTaThIMHM 3aTpart; MokazaTesib o0beMa MPOU3BOJCTBA MPOAYK-
LMK B €r0 B3aUMOCBSI3U C OOBEMOM BBIMYCKa OTIEIbHBIX W3AETUI
WK 00beMa BhIMTyCKa B OTAEIbHBIX MOIPa3AeIeHUIX.
Mynemunauxamusnvie modeau B OOOOIIEHHOM BHJIE MOTYT
OBITH TIpeACTaBICHBI (POpMYITON

n
Y =Tx =%X%,..%.
i=1

[IpumepomM MyJIBTUIUIMKATUBHOM MOJEIH SIBISIETCS JByX(akx-
TOpHast MOJieNlb 00beMa peaau3aluu

Q=X-Pr,
rae X — CpeTHeCTICOYHas YUCIICHHOCTh PAaOOTHHUKOB,

Pr — cpeansist BbIpaboTKa Ha OJJHOTO pabOTHHKA.
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Kpamnwvie mooenu:

[Ipumepom KkpaTHOM MOAENU CIIy>)KUT IOKa3aTeslb Cpoka 000-
paunBaeMocTs TOBapoB (B 1HsX) . T op 1

rae 3T — cpeanuii 3amac ToBapoB; OP — o1HOAHEBHBIN 00BEM peau-
3aIHH.

Cmewannvie mooeny TMPEACTABIAIOT cOO0H KOMOHMHAIIUIO Tie-

PEUYNCICHHBIX BBIIIC Moneneﬁ u MOI'yT OBITH OIHCAHEI C IIOMOIIBIO
CIiICcaJIbHbIX BBIp&)KGHHfI:

I!l-':l EII [!I-Tl

Y=(a+a)eq ¥=2— y=21 ; y=24
EII EIJ ['[.tj

ITpumepaMu TakuxX MOJENEH Clly>KaT MOoKa3aTeslu 3aTpar Ha 1
py0. ToBapHOH MPOTYKIMH, TIOKA3aTeIN PEHTA0EIbHOCTH U JIP.

AJ'Il"OpI/ITMbI NMPUMEHEHUSA J€TCPMUHHUPOBAHHOI'O q)aK-
TOPHOI'0 aHAJIHU3a JJId pa3/IMYIHbIX Mojaeaei

1. Mogens Buga y=a-b:
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Ay (a)=su-M+%M-M;
Ay (e)=au-Aa+%da-As.
2. Mopens Buga Yy =a-b-c
AJ'(ﬂ)=%ﬂﬂ-(anq+%)+%-ﬁa-ﬁs-ﬂc;
by(a)=%ﬂa-(¢hq +qcu)+%-ﬂa-bs-&';

ﬂy(c)-%dc-(aoa, +a,en)+;—'-d.a-bs-ﬂc.
a
3. Monens Bua y = B

W)= hH

Ay(8) = &y - Ay(a).

a
4. Monens Buga Yy = ——:
b+c
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Av(a) = Aa _lna.+q

As+Ac +G

_ Ay -Ay(a)
Ay(s)= Yy As;

_ Ay -Ay(a)
W= A

[TocTpoenue (GakTOpHON MOJENN — MEPBBIH dTal AETEPMUHU-
poBaHHOTO aHanu3a. Jlanee ONMpeAessIFoT Coco0 OLEHKH BIIUSHHUS
(bakTopoB.

Cnoco0blI OLleHKHU BJIMAHUA (PAKTOPOB
e Cnocob yenHvlx noOOCMaHo80K
o Cnocob omHocumenbHbiX pasHuy
e Cnocob abcontomHulx pasHuy
Cnoco0 menHbIX NMOJACTAHOBOK 3aKJIIOYAECTCSI B OINPEIEICHUN
psiia MPOMEKYTOUHBIX 3HAUEHUH 0000IIAIOIEero MmoKa3aTess MmyTeM
MOCJIEZIOBATEIbHON 3aMeHbl 0a3MCHBIX 3HA4Y€HUN (PAKTOPOB Ha OT-
yeTHble. J[aHHBIM CcmOCO0 OCHOBAaH Ha WCKIIOYCHUU BO3JICHCTBUS
BceX (PaKTOPOB Ha BEIMUYMHY PE3yJIbTaTUBHOTO IMOKa3aTess, Kpome
onHoro. Ilpu sTom ucxoast U3 TOro, 4Tto Bce (HaKTOPHI U3MEHSIIOTCS
HE3aBUCUMO JIpyT OT Apyra, T.e. CHayajla U3MEHseTCsl OluH (akTop,
a BCE OCTaJIbHbIE OCTAIOTCS 0€3 M3MEHEHHMs, TOTOM M3MEHSIOTCS J1Ba
MIPU HEM3MEHHOCTH OCTAJIbHBIX H T.JI.
B oOmem Bume mpuMeHeHHe crocofa IEMHBIX MOCTaHOBOK
MO>KHO OIIHCATh CJIETYIOIIUM 00pa3oM:
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¥o =y & -Co;

Yo =0 by -cq;

¥y =ay-by-cy;

yu=ab-q,
Tae do, bo, Co — 0a3UCHBIE 3HAYEHUS (baKTopOB, OKa3bIBAIOIIX BJIUS-
HUe Ha 0000IIAOIINI TIOKa3aTenb y; a; , b1, €1 — pakTuyeckue 3Ha-
4yeHus: (HaKkTopoB; Ya, Yo, — MPOMEKYTOUHBIE U3MEHEHUS Pe3yJIbTH-
PYIOIIETO TIOKa3aTessl, CBSI3aHHOTO C M3MEHEHHEeM (akTopoB a, b,
COOTBETCTBEHHO.

OO0miee u3MeHeHne Ay=y;—yg CKIaIAbIBAETCSI U3 CYMMBI H3Me-
Yy

HEHWI pe3yJbTHPYIOIIETO MOoKa3aTessl 32 CYeT U3MEHEHHS KaXKI0TOo
(hakTopa mpu PUKCHUPOBAHHBIX 3HAYCHHUSIX OCTAIBHBIX (DAKTOPOB:

Ay =T dv(a,b,c)=dy, + &y, +dy,;
ﬁyn =Ya ~Yoi byi =Fs Y 'ﬁyt =5 Vs
[IpoBenem (hakTOpHBIN aHATU3 BIMAHUS Ha O0OBEM TOBApHOM
MPOAYKLIMHU KOJMYECTBA PAOOTHUKOB M MX BBIPAOOTKH OMHCAHHBIM

BBIIIIE CITOCOOOM Ha OCHOBE JaHHBIX Ta0m.21.

3aBUCHMOCTh 00bEMa TOBApHOW MPOAYKLUUHU OT JaHHBIX (ak-

TOPOB MOKHO OIMKUCATh C MIOMOIIBIO My.]'II:TPIHJ'IPIK&THBHOfI MOJICIIN.
Q=X-Pr

Q, = X, - Pr, =130*85 =11050(muwic.pyo.)
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Ncxonabie qannbie 1715 GaKTOPHOTO aHATN3a

Tabmuua 21

[Tokazarenu basucubie daxT. Aoc. OtHoC.
3HAa4YCHHUA 3HAYCHUA | U3MEHEHUE | U3MEHEHUE

Koin-Bo
paGOTHHKOB, X 130 98 -32 75,38
BripabGoTtka Ha
oJtHOTO pab., Pr 85 72 13 84,71
O6Bem mpo-
nykmn, Q 11050 7056 -3994 63,86
(TBIC. PYO.)
chnl 8330
AQyem -2720
Q: 7056
AQyen2 -1274

Torna BIIMSITHUE U3MECHCHH S BCJIIMYHHBI KOJIMYECTBA pa6OTHI/IKOB
Ha 0000Ia0MKi TOKa3aTelb MOKHO PACCUUTATh 10 (popmyue:

Q.1 = X, - Pry =98*85 =8330(mwic. py6.)
AQ,.; =Q,.1 —Q, =8330-11050 = —2720(muic. py6.)

Jlanee onpenenum BIMSIHUE U3MEHEHUS BBIPAOOTKH paOOTHUKOB Ha
o0o01aronmii mokasaTesb

Q, = X, -Pr, =98*72 =7056(mwic.pyo.)
AQ,., =Q, - Q,,, = 7056 —8330 = ~1274(moic.py06.)
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CymMmapHoe BiIHMsIHHE ABYX (DAKTOPOB:
AQ=-1274-2720= -3994.

Takum 00pa3om, Ha U3MeHEHHEe 00beMa TOBAPHOU MPOTYKITHH
OTpUIATENILHOE BIMSHUE OKAa3ajJo M3MEHEHUE Ha 32 YeloBeKa YuC-
JICHHOCTH pa0OTHHKOB, YTO BBI3BAIO CHMKEHHE 00beMa MPOYKIHU
Ha 2720 TbIC. py0. U OTPHIATENLHOE BIUSHHE OKA3al0 CHIKCHHE
BbIpabOTKM Ha 13 ThIC. pyO., YTO BHI3BAJIO CHHUXKEHHE OOBeMa Ha
1274 teIc. py6. CymMMapHOe BIMSIHHE JIBYX (PaKTOpPOB INPHUBENO K
CHIKEHHUI0 00bema npoAayKiuu Ha 3994 TeiC. pyo.

Cnoco6 adcoJIIOTHBIX Pa3HHUIL sIBIIsIeTCS Moau(puKanueit cro-
co0a 1enHoi noacTaHOBKH. M3MeHeHune pe3yibTaTUBHOrO IoKa3aTe-
751 3a cYeT KaJoro (axkropa crocoboM pasHMIl ONpesenseTcs Kak
MPOU3BECHNE OTKIOHEHUS M3ydaeMoro ¢axkropa Ha 0a3uCHOE WIN
OTYETHOE 3HaYEHHE JIPYroro GakTopa B 3aBUCUMOCTH OT BbIOpaHHON
M0CJIeI0BATEIbHOCTH OJJCTAHOBKHU!

Yo =4y 8y G
Aye = 80 -by -Go;
Ay, = Ab-ay -¢y;
Ay, =Ac-ay i ;
ho=abc;
Ay = Ay, + &y, +4y,.
Cnocod OTHOCHTENbHBIX PA3HUIl PUMEHSIETCS NIl U3Mepe-
HUS BIUSIHUS (DAKTOPOB HA MPUPOCT Pe3yIbTATUBHOTO MOKa3aTelns B

MYJIBTHILTMKATUBHBIX M CMEIIaHHBIX MojeIsaX Buaa y = (a — b) * c.
OH HCHONB3yeTCs B CllydasiX, KOIJia HCXOJHbIE TaHHBIE COJECPIKAT
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OTIpeIeIeHHBIE paHee OTHOCUTEIbHBIE OTKIOHEHHUS (DaKTOPHBIX MO-
Kazaresed B IPOLIEHTaX.

Jlns MyIbTHIDIMKATHBHBIX Mojenedl tuma y = abc mertoamka
aHaJIM3a CJIEeAYIOIas: HaxoJIAT OTHOCUTEIbHOE OTKJIOHEHHUE KaXK]0-
ro (hakKTOPHOTO TOKAa3aTeNsI:

m:ﬂ.lm

ey
G¢ - E“
Saz

W'Eﬁ__j'lm

As%= -100%40;

3aTeM OMpPeeNAOT OTKIOHEHUE Pe3yIbTaTUBHOTO TIOKA3aTeNs y 3a
CYET Kaxa0ro gakropa

=y_.-ﬂa%_
&, 100

_ Pt Ar )As%
. 100 ’

+Ay, + Ay, ) - Ac%

_Vn
Ay = 100

Ilpumep. Bocnonp30BaBmIMCh JaHHBIMU Taba. 21, mpoBenem
aHaJIn3 CHOCO6OM OTHOCHUTCJIIBbHBIX pa3H1/1u. OTHOCI/ITGHLHBIG OTKJIO-
HEHUS pacCMaTpUBAEMbIX (PAKTOPOB COCTABST:

X =X 98 -130

AX 2.100% = ————-100% = —24,61% ;
130

0
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Pr,—Pr, -
APr=——2.100% = 7285 -100% = -15,29%.
Pr, 85
Paccunraem BnusiHuE Ha 00BEM TOBAPHOW MPOAYKIIMH KaKI0TO (haK-
TOpAa.

KonuyecrBa padOTHUKOB:

11050 - (—24,61%
AQ,.. = ](_00 ) = —2720(mwic.pyb.).

Bbipa6oTKu NpoAyKIMH KaKIBIM PA0OTHHUKOM:

11050 — 2720) - (—-15,29%
AQ,., = ( 10()) ( ) =—1274(mwic.py6.)

KOHTpOJ’IbHLIe BOIIPOCHI

1. B kxakux ciay4asx MpUMEHSETCs MeTOl (PaKTOPHOTO aHajm3a?

2. OObBAcHUTE CIOCOOBI TMOCTPOSHHS JETEPMUHHPOBAHHBIX (hHaK-
TOPHBIX MOJICIICH.

3. Onumure ajaroputM HPUMEHEHHs JAETePMUHHPOBAHHOIO (hak-
TOPHOT'O aHAJIM3a. CII0C00a EMHbIX MOJCTAHOBOK.

4. Onumwure aaropuT™M NPUMEHEHHUs Croco0a OTHOCUTEIbHBIX pa3-
HULL.

5. [IlpuBeaure nmpumepsl 3a1a4 U (HAKTOPHBIX MOJENEeH, K KOTOPBIM
MIPUMEHSIETCS KaXK/Iblii U3 METO/0B JETEPMUHUPOBAHHOTO (hak-
TOPHOI'O aHAJIN3A.
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JInHelHbIA perpecCHOHHBIN aHAJIN3

Heas: Hcnonvzys memoovl pecpeccuonHo2o auaiusd, Hay-
YUMbCAL CMPOUMb NpsIMble pecpeccul U OYeHUBamsv NOLYYeHHble
oannvle (npocHo3) 8 3a0aHHOM 008ePUMENbHOM UHMePEAIe.

Koppensiiinonnslii  aHaiu3 MO3BOJSET YCTAHOBUTH CTENEHb
B3aMMOCBSI3U JIBYX M Oojiee ciydailHbIX BenuyuH. O HAKO HAPSAY C
9TUM JKeJIaTeIbHO UMETh MOJIENIb ATOM CBSI3U, KOTOpas jajia Obl BO3-
MOKHOCTh TMPEICKA3bIBATh 3HAYEHHUSI OJAHON CIy4alHON BEJTMYHHBI
M0 KOHKPETHBIM 3HAYEHUSM Jpyroi. Metoasl pemeHus: mogo0HbIX
3a/1a4 HOCSIT HAUMEHOBAHUE pez2pecCUOHHbLIL AHAIU3.

B nuHENHBIN pEerpeCcCHOHHBIM aHAIU3 BXOMUT LIUPOKHUM KPYr
3aja4, CBSI3aHHBIX C TOCTPOCHHEM (BOCCTAHOBJICHHEM) 3aBHCHMO-
CTe! MEeXAy IpyIIaMHi YUCIOBBIX IEPEMEHHBIX

X=Xty ey Xp) LY = (Y1 50y Yim)

[Ipeanonaraercs, uto X — He3aBUCUMbIE MepeMeHHbie ((akro-
PBI, OOBSCHSAIOIINE MTEPEMEHHbBIC) BIUSIOT HA 3HAYCHUS Y — 3aBHUCH-
MBIX MEpEeMEHHbIX (OTKJIMKOB, OOBSCHSIEMBIX MEpeMeHHBIX). [lo
MMEIOIINMCS SMIIMPUYECKUM JaHHBIM
(Xi, Yi), i =1, .., n tpedbyercs moctpouts pyukiwmio f (X), koropas
MpHUOIMKEHHO OMUChIBasia Obl M13MeHeHue Y Mpu u3MeHEeHUH X

PaccmotpuM mpocToit cilydail [ByX KOPPEIMPOBAaHHBIX CIIy-
YalHBIX BEJIMYUH X U p. JINHEHAs CBA3b MEXKIY ABYMs CIIy4YalHbIMHU
BEJIMYMHAMHU O3HAYAET, YTO MPOTHO3 3HAYCHUS BEJIMYHMHBI y 1O JaH-
HOMY 3HAYEHHUIO X UMEET BU/T

y = A+ BXx,
riae A u B — 3TO COOTBETCTBEHHO OTPE30K OCHU OpPAMHAT, OTCEKAEeMOit
NpsAMOM, U ee HakIOH. Eciiv naHHbIEe CBSI3aHbI WCATIBHOW JTMHEHMHOMN
3aBUCHMOCTBIO ((pYHKIIMOHATbHAS WM CHUJIBbHAS CBSI3b — B JPYTHX
TepmuHax) (fxy = 1), To npeackazaHHOe 3HaYeHHE OyJeT B TOYHOCTH
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PaBHSTHCSI HAOIIOIEHHOMY 3HAUYCHHIO Y TP JII0O00M JTaHHOM X;. Og1-
HaKO Ha MPAKTHUKE OOBIYHO OTCYTCTBYET HJ€alibHAs JTUHEHHAs 3aBH-
CUMOCTh MEXy JaHHbIMU. Kak mpaBuiio, BHEIIHHUE CIy4YalHbIE BO3-
JEHCTBHS MPUBOIAT K pa3Opocy JaHHBIX, U, KPOME TOTO, BO3MOKHBI
MCKa)XEHHUS 32 CUET NMPHUCYTCTBHS HEIMHEHHBIX 3¢ ¢ekToB. Tem He
MEHEE, €CIIU BCE K€ MPEIAIOIOKUTh CYyIIECTBOBAHUE JTUHEUHOU CBSI-
3U ¥ HAJIMYUE HEOTPaHUYEHHOW BBIOOPKH, TO MOXKHO 10100paTh Ta-
kue 3HaueHus A u B, xoTopble naayT BO3MOXKHOCTH Ipe/cKa3aTh
O’KHMJIaeMO€ 3HAYEHUE Yj JIJIs JTI0OOTO TaHHOTO Xj. ITO 03HAYaAEeT, YTO
HEe 00513aTeJIbHO COBITa/IaeT ¢ HAOJIIOJaeMbIM 3HAUYEHHUEM Yi, COOTBET-
CTBYIOIIIMM JaHHOMY Xj, OJJHAKO OHO OyJeT paBHO CpeJHEMY 3Haue-
HMIO BCEX TAKMX HAOIIOJAEMBIX 3HAUYEHUH.

MeToa HAUMEHbIINX KBaJpaToB

OOwmenpunsTas mnpoueAypa oOInpeneneHus Kod(p(UIHEHTOB
YpaBHCHHA COCTOUT B B]':>I60p6 TaKuX 3HAYeHUH A H B, KOTOPBIC
MUHUMHU3UPYOT CYMMY KBaJApaTOB OTKJIOHEHUN Ha6J'IIOI[aeMBIX
3HAUEHUN OT MPEACKa3aHHOIO 3HAaueHus y. OJTa Ipouenypa
Ha3bIBAETCS MEMOO0OM HAUMEHLUIUX Kea()pamoe. HOCKOHBKy
OTKJIOHCHUA Ha6J'II-O,[[aeMBIX 3HaUYEeHUH OT NNpEACKa3aHHBIX PaBHLBL

Yi — y =Y, _(A+ Bxi):

TO CyMMa KBaJapaToB OTKJIOHEHUU UMeEET BUJ
n
2
QZZ(yi _A_Bxi) .
i=1

CnenoBaTtenbHO, HaWIyylllee COIVIACHE B CMBICIIE HAUMEHBIINX
KBaJ[paToOB OOecTeynBaloT 3HaueHust A U B, sl KOTOPHIX YacTHBIE
IIPOU3BOHBIE PABHBI HYJIIO!

R _A_ 0
AN B
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YacTtHble Ipou3BOIHBIE TIO0 Koddduimentam A u B, Tak kak oHn
SBJIAIOTCSI HE KOHCTAaHTaMU B OOIIEM CMbICIE, a HEKOTOPBIMU
IIEPEMEHHBIMU BEJIMYMHAMU.

Ha npaktuke oObluHO MMeeTcsl orpaHuuyeHHas BbIOOpka u3 N
nap HaOJIOAEHUN 3Hau€HUM X U y. DTO O3HAYaeT, YTO ypaBHEHHUE

QR_XN_,

N - B - JacCT BCCTO JIMIIb OLICHKH Au B; 0003HAYNM UX qepes

a u b coorBercTBeHHO. /[l OTBICKaHMSI MUHHMYyMa MpPUpPaBHSIEM K
HYJIK0 YaCTHBIE IIPOU3BOAHBIE:

%:22?1(a.xi+b—yi)-xi =0;
%:Zi(axptb—yi):o.

Pemas cucremy ypaBHEHUN OTHOCHTEIIBHO OIIEHOK BEJIMYUH A U

O x*)-a+(D_x)b=> xy
O x)a+nb=>"y
Ao N Xy—=> x->y
n-Y x*2=(3.x)°
DRI N ORI
N> x* =3 x)?

Onesnku A 1 B MOXXHO Takke MoACYUTATh 10 POpMyIaM:

B, nonyunm:

n

Z(Xi _7)'(Yi _)7)
b: i=1

n

Z(Xi _Y)Z

i=1
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WK B 0003HAYCHHUAX KOA()(HUITMEHTA KOPPEISIIIMA ¥ BBIOOPOYHBIX

JIACTIEPCUI:
b—&—r S_y
2 Y]
X X
a=y-bx.

DTH 3HAYEHUSI MOKHO UCIOJIb30BaTh JJI1 TIOCTPOCHUA
PETPECCUOHHON MOJIEIH, MTO3BOJISIFOIIEH MPEICKa3bIBATh
HCHU3BECTHOC y O 3aJaHHOMY X!

y=a+bx=(y—-bx)+bx=y+b(x-X).

[IpsiMast nuHUA, 3a1aBaeMas YKa3aHHBIM YPaBHEHUEM HA3bIBACT-
sl IPSIMOM JTMHEWHOW perpeccuu y Ha X. SICHO, 4TO KOA(PHUIIHEHTHI
a u b, onpenenennpie Gpopmynamu, MPUBEICHHBIMH BBILIE, SIBISTFOTCS
CllydyaliHbIMU (DYHKLUSMH, UMEIOIIUMHU cBoM pacnpeaeneHus. Cie-
JIOBAaTEeNIbHO, HEOOXOIUMO OLICHHTh, HACKOJIBKO TOYHO (WM IO-
Apyromy — Kakoi pa30opoc) 3HaueHus a u b MbI osy4mm.

JloBepuTesibHbIE HHTEPBAJIbI

JUig aHaM3a SKCIIEPUMEHTAIbHBIX JTAHHBIX YaCcTO PACCUUTHI-
BAIOTCSl 3HAUYEHUS YHUCIIOBBIX XapaKTEPUCTHK CIy4yailHBIX BEJIMYUH.
310 crnocol CIIyKUT Ul OLIEHKU MapaMeTpoB U JAeT UX TOYedHble
ouleHKHU. YucaoBble XapaKTEPUCTUKU BBIOOPKH HE MO3BOJSIOT Cy-
JIUTh O CTENEeHHU ONM30CTH K COOTBETCTBYIOUIMM IapameTpaM reHe-
paJIbHOW COBOKYITHOCTH, MOCKOJIbKY KaXKAbIi BapUaHT BHIOOPKH J1aeT
CBOM 3HA4YeHMs MapaMeTpoB. bonee copepxaTenbHbl MPOLETypPbI
OLICHMBAHUS NIApPaMETPOB, CBSA3AHHBIE HE C IOJyYEHHEM TOYEUHOIO
3HAUEHUs, a C MOCTPOEHUEM HMHTEpBaa, KOTOPBIH HAKpBIBAET Olie-
HUBAEMBIN ITAPAMETP C U3BECTHOMN CTEIEHBIO JTOCTOBEPHOCTH.

[lyctsb, HampumMep, BBIOOPOUHOE CpeaHee apu(PMETHUECKOE, BbI-
YHCIICHHOE 110 N HE3aBUCUMBIM HAOIIOIEHUAM CIIy4YaiiHOM BETMYNHBI
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X, HMCIOJb3YETCS B KAu€CTBE OLIEHKU CPEeAHEro L. OObIUHO mpea-
CTaBJISIET UHTEPEC OLIEHUTHh L4 B TEPMHHAX HEKOTOPOTO HHTEpBaia
X+d, B KOTOpBIH L TIONIAJIACT C 33JAHHOW CTENEHbIO T0CTOBEPHO-
cTu. Takue WHTEpBaJIbl MOXKHO IMOCTPOUTH, €CIIA H3BECTHHI BBHIOO-
POUHBIE pacHpe/iesieHns] pacCMaTPUBAEMON OIICHKH.

OTHOCHTENBHO 3HAYEHUS BBHIOOPOYHOIO CPEAHETO MOKHO
CHENaTh CAEAYIOIIEe BEPOATHOCTHOE YTBEPKICHUE!

Pl %)< Bosmhn cp[ﬁ} ~1-a,
2 o, 2
rne @(x) — cranmaptHas (QYHKIHS pachpefefcHus; Tae a —
HA3bIBACTCSI BEPOSITHOCTHIO OIIMOKHU, WK YPOBHEM 3HAYHMMOCTH.
OOGBIYHO BEPOSATHOCTH OMIMOKK u3MepsieTcs B mpenenax ot 0,10 mo
0,0001 mnm B mporntentax ot 1 %, 5 % wmm 10 % .

3navyenne S = 1 — @ — cratucTuyeckas TOCTOBEPHOCTh. S W3-
MEPSIOT YacTo B MPOLEHTAX M TOBOPST, Hapumep, o 95%-m mosepu-
tensHOM uHTepBaie (S = (1 — a)-100%).

ITo mMepe ymeHbIeHus o (YBEIMYCHUsT UHTEPBAJIa, 3aKTFOUCH-
Horo Mexay P (1-a/2) u ®(0/2)) pasyMHO CUMTATh, YTO BEPOSITHOCTh
P ckopee paBHa enunHulle, 4eM HyJ10. MIHa4Ye roBopsi, €CiIu MPOU3BO-
JUTCS MHOTO BBIOOPOK, M JUISI KaXKIOW M3 HHUX BBIUYUCIAETCS , TO
MOJKHO OXHJIaTh, YTO OHA OYJET MOMaaaTh B yKa3aHHBIH WHTEPBAI C
OTHOCUTENLHON 4YacTOTO#, mpuMepHo paBHOM 1 — o. [Ipu Takom
MOJIX0/I€ MOYKHO yTBEPXKIAaTh, YTO CYIIECTBYET HHTEPBAJ, B KOTOPBIN

( X— Hy )/Jﬁ

BETMYMHA - TOMajact ¢ OOJIBIIION CTEMEHBIO JIOCTOBEP-
X

HocTU. Takue yTBep:K/IeHUsI Ha3bIBAIOT JOBEpUTENbHBIMU. MIHTEpBa,
OTHOCHUTEJILHO KOTOPOTO JeJIaeTCsi JOBEPUTENIbHOE YTBEP:KIECHUE,
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Ha3bIBACTCS JIOBEPUTEIILHBIM HHTEpBajoM. CTENneHb J10BEpHs, CO-
MOCTaBJIsIEMasl IOBEPUTEIBLHOMY YTBEPKIEHUIO, HA3bIBAETCA YPOB-
HEM JIOBEpHUS.

[Ipy oOuEeHMBaHMM CPEAHEr0 3HAYCHUS JOBEPUTEIbHBIN
WHTEpBaJl Ui CPEAHETO f4 MOXHO IOCTPOUTH MO BBHIOOPOYHOMY
3HA4YeHHIO X :

o, ®(al2)
\/ﬁ .

Ecnu o, — Heu3BecTHA, TO JOBEPUTENIbHBIA NHTEPBAT IS Ly
MOKHO IIOCTPOMTH IO BBIOODOYHBIM 3HAYEHHSIM X U S
(cpemHekBagpaTHYHOE OTKIOHEHHUE ISl BHIOOPKH). B 3TOM cityuae

ucnoinb3yercs t-pacnpenenenrue CTbloIeHTa!

Y_st(n,a/2)<ﬂ — st(n, e /2)

JNT JN ]
rae N = N-1 — crenenu cBo6ozb! 11 pactpenenenus Cteronenta, N

— BbIOOpKa. MIHTEpBaIaM COOTBETCTBYET yPOBEHb A0Bepus 1- a.
To4YHOCTH OLIEHKH MAaPpaMeTPOB JIMHUHU Perpeccum

TOYHOCTDH OILIEHOK MapaMeTpoB a, b ¥ 3HAYEHHUs MpeICKa3aHHOM

Gynkuun Y MBI ONpeiesuM B TIPEINONOKEHHH O HOPMAIbHOCTH
pacrpeeneHus Y Ipy JaHHOM 3HaueHuH X (puc. 26).
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HopmansHoe
....... pacnpenenenue Y
............. JUIsl 3aJTaHHOTO X

v

Puc. 26. I'paduaeckoe npeacraBiaeHue JMHUN PETPECCHH

BBI60pO‘IHLIe pactpeAcCsICHUA YKA3aHHBIX MapaMETPOB CBA3aHBI
C t-pacnpez[eneHHeM COOTHOIICHUSIMU.

A=ats by, |—+3—

B = b i Sy\xthZ .

A

Pacnipenenenne Y mpH  KOHKPETHOM 3HadeHmn X=X
npejcTaBuseT ocobbiii uHTepec (Y -3HaueHMe, BHIYMCIEHHOE IO

YPaBHEHHIO PETPECCHH, Y - OLIEHOYHOE MHTEPBAILHOE 3HAUYEHHE):

N(Xo — X)2

> (1, -

i=1

Ay = Sy‘xtN72 ’
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<\2
1 (% —X)
NTE
<2
Z(Xi - X)
i=1
3HaueHHue 6yIICT ONpCACIIATh 'PAaHUIBI MHTEPBAJIa JJId 3aJaHHOT'O
3HavyeHus o.. B popmynax BennunHa Syx BbIOOPOYHOE CTaHIapTHOE

OTKJIOHEHHE HaOJIF0JaeMOT0 3HAYCHHS Y OT MPEACKA3aHHOTO
y, = a+bx;, paHoe:

MHoOKeCTBEeHHBII perpecCHOHHbIN AHAJIN3

Henab: ucnonvzys MHodMCECMBEHHYIO pecpPecCUOHHYI0 MOOEb,
HAy4umscsi Cmpoums pe2pecCUoHHyIo 3a8UCUMOCHb.

OO1iee Ha3HAYCHHE MHOKECTBEHHOM perpeccuu (3TOT TEPMUH
ObLT BIIEpBBIC HCITOB30BaH B pabore K. ITupcona — Pearson, 1908)
COCTOMT B aHajJHM3€ CBA3M MEXKIYy HECKOJbKUMH HE3aBHUCHUMBIMU
nepeMeHHbIME  (Ha3bIBAEMBIMH ~ TakXe  perpeccopamu  WIIH
NpeAUKTOpaMH) W 3aBUCUMOW TepeMeHHo#. Hampumep, areHt mo
npoaaxxe HCABUKHUMOCTU MOI 6]:1 BHOCUTH B KaX(HBIﬁ DJIEMCHT
peectpa pasmep noMa (B KBaapaTHbIX (yTax), YHCIO CHAaJCH,
CpPeIHUHN JIOXOJ HACEICHHS B OTOM paliOHE B COOTBETCTBUHU C
JaHHBIMU TICPEIIUCU U CY6'I)€KTI/IBHYI-O OLCHKY IMPUBJICKATCIBHOCTHU
noma. Kak Toipko 3Ta nHhopmanus codpana Asisi pa3iMyHbIX JOMOB,
OBLJIO OBl HHTEPECHO MTOCMOTPETh, CBSA3AaHBI JIU U KAKKUM 00pa3oM 3TH
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XapaKTEPUCTHUKA JOMa C II€HOW, MO KOTOPOW OH OBUT TpOJaH.
Hampumep, morimo Obl oOka3aTbCs, YTO YHCIO CIAJbHBIX KOMHAT
SIBJISIETCSL JIYYIIAM TpPEACKa3bIBatONMM (hakTopoM (MpeaTuKTOpOM)
JUISL 1IEHBl TPOJaKH JOMa B HEKOTOPOM CIelU(UYECKOM paiioHe,
4yeM "TIpUBJICKATEIbHOCTD ToMa (CyObheKTHBHAs OlleHKa). Moriu Obl
TaKXke OOHapyXHUTbCSA U "BBHIOPOCH", T.€. 10Ma, KOTOpPbIE MOTJIN OB
OBITh TIPOJAHBI JOPOKE, YUYUTHIBAsE MX pPACIHOJOKEHUE U
XapaKTePUCTHKH.

Kak Tompko 9Ta Tak Ha3piBaeMmas JIMHUS PErpeccuu
ompeJiesieHa, AHAJIMTHK OKAa3bIBAETCS B COCTOSHUU TOCTPOUTH
rpadguk oxumaeMoi (MpeacKa3aHHOH) OIUIAThl TPyJa U PeabHBIX
00513aTeNLCTB KOMITAHUU TI0 BBITUIATE KaloBaHMs. Takum oOpazom,
AHAJTUTHK MOXET OMPE/ICIUTh, KaKUe MO3UIIMU HETOOLCHEHBI (JIeKaT
HW)KE JIMHUUA PETPECCHU), KaKHE OIUIAYMBAIOTCS CIHIIKOM BBICOKO
(;esxaT BBINIE JIMHUU PETPECCHH), @ KAKUE OTUIAYEHBI aJeKBaTHO.

B 0O0OmecTBeHHBIX W E€CTECTBEHHBIX HAyKax MPOIEAYPHI
MHOXECTBEHHON PETPECCUU YPE3BBIYAMHO ITUPOKO HCIOIB3YIOTCS B
nccieaoBaHusXx. B o0miemM, MHOKECTBEHHAs PErpeccHsi MO3BOJSIET
MCCIIeIOBATENO 337aTh BOMPOC (M, BEPOSATHO, MOIYYHUTh OTBET) O
TOM, ''UTO sBASETCS Jyulied mnocbuikod ans...". Hampuwmep,
WCCIIeIoBaTeNlb B 00JIacTH 00pa3oBaHUs MOT OblI MOXKENIaTh y3HATh,
Kakue (aKTOPhI ABJISIOTCS JTYUIIUMHU yCIOBUSMHU yCTICITHON y4eObl B
cpemHel mikosne. A mcuxosnora Mor Obl 3aMHTEPECOBAaTh BOIIPOC,
KaKue WHIUBHyaJIbHBIC KAa4eCTBA IMO3BOJISIOT JIyYINE IMpeIcKa3aTh
CTCTICHb COIMAIBHON afanTanud WHIuBUAA. COIMOJIOTH, BEPOSITHO,
XoTenu Obl HAWTH T€ COUMAbHBIE WHIAMKATOPHI, KOTOPBIC JTyUIlle
TPYTUX MPEACKA3bIBAOT pe3yabTaT aJanTanyuu HOBOI1
MMMUTPAHTCKON TPYNNbl W CTENEHb €€ CIHUSHUS C OOIIECTBOM.
3aMeTuM, YTO TEPMHH 'MHOXECTBEHHAas' YyKa3bIBaeT Ha HAIUYUE

168



HECKOJIbKUX  MpPEIUKTOPOB  WJIH  PETrpeccopos, KOTOpBIE
HCIOJNIB3YIOTCS B MOJIETIH.

MHoXecTBEHHasl KOpPpEJALMs HMEET BTOPOE Ha3BaHHE —
MHOMCECMEEHHOEe  NpeOCKa3aHue. Ilenb  MHOYECTBEHHOTO
IpeicKa3aHusl — OLICHMBAaHME 3aBUCUMOM IepeMeHHOW Y 110
JTUHEHHOW (WJIM HENMHEWHOW) KOMOMHAIMKM M HE3aBUCHMBIX
nepeMeHHbIX X1, X2, ..., Xm.

Tepmun "MHOKECTBEHHAss perpeccusi’ OOBSCHIETCS TEM, YTO
aHAIN3y MOABEPraeTcs 3aBHCUMOCTh OJHOTO TpH3HAKa (pe3ylbTH-
pyromiero) oT Habopa He3aBUCUMBIX ((aKTOPHBIX) MpU3HAKOB. Pa3-
JiefieHHe MPU3HAKOB Ha PE3yJIbTUPYIOUIMHA U (PaKTOPHBIE OCYILECTB-
JISIETCSI UCCIIE0BATENIEM HAa OCHOBE COJEP)KATENbHBIX IPEJCTaBIIE-
HUIl 00 m3ydaemoM siBineHuu (mporecce). Bce mpu3HaKu NOKHBI
OBITh KOJMYECCTBEHHBIMHU (XOTS JIOMYCKAETCS M UCIOJB30BAHUE JIH-
XOTOMHYECKHUX MPU3HAKOB, IPUHUMAIOIIMX JIMIIb JBa 3HAUEHUS, Ha-
npumvep 0 u 1). MHOXecTBEeHHast perpeccus MPUMEHSETCS B CHTYya-
LUAX, KOTJa U3 MHOXKECTBA (PaKTOPOB, BIMAIONIIMX HAa PE3yJIbTaTHB-
HBI MPU3HAK, HEJb3sl BBLACIUTH OJWH JAOMUHMUPYIOLIMHA (akTtop u
HE00XO0/IMMO YUUTHIBAaTh BIUSHUE HECKOJIBKUX (DAKTOPOB.

OcHOBHasl 11€JIb MHOYKECTBEHHOW PETPECCUM — MOCTPOUTH MO-
JeNb ¢ OOJBIIMM YHCIOM (PAaKTOPOB, ONMPEETUB MPU 3TOM BIUSHHE
Ka)XJIOTO U3 HUX B OTAEJIbHOCTH, a TAaK’K€ COBOKYITHOE MX BO3ZEHCT-
BHE€ Ha MOJIEIIUPYEMbIH TTOKa3aTEeNb.

Pasimmyaror JinHeilHbIe M HeJIMHEeHbIe perpeccuu.

JIuHeitHas perpeccust ONUCHIBAETCS YPAaBHECHUEM

y=a+bx+e.

Henunelinble perpeccuu IeisaTcsl Ha JBa Kiacca. PErpecCHH,
HEJIMHEIHbIE OTHOCUTEIbHO BKJIIOUEHHBIX B aHAIU3 OOBSCHSAIOLIMX
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MePEeMEHHbIX, HO JIMHEHHbIEC 10 OLEHUBAEMBbIM IapaMeTpam, U per-
peccuu, HeJTMHEHHBIE 110 OLIEHWBAEMbIM ITapaMeTpaM.

ITpumeps! perpeccuii, HEMUHEWHBIX MO OOBSCHSAIOLUIUM IEpe-
MEHHBIM, HO JIJMHEHHBIX 110 OLIEHUBAEMBIM ITapaMeTpaMm:

 TIOJIMHOMBI Pa3HBIX cTereHelt ¥, =a+b X +b,x* +b,x% + &;

N b
* pPaBHOCTOPOHHSA FI/IHep6OJ'Ia Y, =a+—+¢;
X

[Ipumepbl HEMMHEWHBIX PETPECCHi, 1O OLEHUBAEMBIM Iapa-
MeTpam:

~ b ..
- cTemeHHas Y, = aX &,

~ < .
- IOKas3arenbHas Y, = ab &,

¢ a+hx
- OKCIIOHEHIlManpHas Y, =€ &.

Hanbonee 4acto MPUMEHSIOTCS CIEAYIOLME MOJENH perpec-
Cul:
erpsiMOii Y, = a+bx;

A

erunepOOIBl Y, =a+—;

X
e 1apaboJIbI ¥ =a+bx+cx®;
e I0KA3aTeILHON (PyHKIUM y, =ab”;

e cTeTeHHON (yHKIME Y, = ax’ u ap.

Yame  Bcero  McCCieAOBaTeNId  OrPAaHUYMBAIOTCS  JIMHEHHOMN
perpeccuei, T.e. 3aBUCUMOCTBIO BU/JIA:

Y =a+bXx +b,x, +...+b, X, +¢, (1)
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rae Y — pe3ynbTHPYIOMMNA MpU3HAK; Xi, ..., Xm — (aKTOpHBIE
npusHaku; Dy,...,0m — Ko3bduIHenTs perpeccuu; a — cBOOOIHBIN
YJIeH YpaBHEHUS; € — "omuOKa" MOIeIH.

OTO  ypaBHEHHME  TMpPEACTAaBISET COOOW  MHOTOMEpPHOE
MpecKa3aHue MepeMeHHOH Y M0 aHAJIOTUHU C OJTHOMEPHBIM CITy4YaeM.
VpaBHenne (1) HasbiBaeTCs  JIMHEWHBIM,  TMOCKOJIBKY  D-
K03 HUIMEHTH BXOIAT Tylna B IMepBoil cremeHu. YpaBHenue (1)
caMo Mo cebe He MPEeJCTaBsAeT 0COO0OW IEHHOCTH; JODKHA OBIThH
YCTaHOBJICHA MPOLEAYypa, NOCPEICTBOM KOTOPOW uisi Dj BBIOMpAOT
“xopomre” (OMU3KHE K JIOCTOBEPHBIM, HAWOOJIee BEPOSTHBIC)
3HAa4YeHHUSs.

Kak u B ciydae mapHOH perpeccuu, MOCTPOCHHUE YpPaBHEHUS
MHOKECTBEHHOW PErPecCHH OCYIIECTBIISETCS B 1BA 3Tara:

e OnpesesIeHUE MO/EJIH;
* OLICHKA NMapaMeTPOB BLIOPAHHOI Mo/1eIn.

Onpedenenue modenu ekaouaem 6 cebs peuierue 08yx 3a0ay.
1) otbop p dakTopoB Xj, HanbdoJIee BIUSIOMINX Ha BETMYHHY Y,
2) BBIOOp Buja ypaBHeHUs perpeccuu ¥ = f(Xq,Xo,...,Xp).

BxiroueHue B ypaBHEHUE MHOMKECTBEHHOM PErpecCUU TOrO
WA UHOTO Habopa (akTOPOB CBSA3aHO, MPEXKIE BCETO, C MPEeCTaBe-
HUEM HCCIICIOBATEIIS O MPHUPOE B3aMMOCBS3U MOJCIHUPYEMOro MO-
KazaTessi ¢ APYTUMHU SKOHOMUYCCKUMH SIBJICHUSIMH.

1) ®akrTopbl, BKIIOYaEeMbIe BO MHOKECTBEHHYIO PErpecCHlo,
JIOJDKHBI OTBEYATH CJIETYIOIIMM TPEOOBAHMSIM.

2) ®axTopsl JIOJKHBI OBITH KOJHMYECTBEHHBIMU. J[00aBieHIe
B MOJIEJIb KaueCTBEHHOTo (hakTopa, TpeOyeT MPUCBOCHHS €My KOJIH-
YECTBCHHOT'O 3HA4YeHUsI (HampuMep, B MOJICNN YPOXKAWHOCTH KayecT-
BO TIOYBHI 33J[a€TCsl B BUJEC OAIOB; B MOJICII CTOMMOCTH HEJIBUKHU-
MOCTH pailOHaM MPUCBAMBAIOTCS PAHTH).
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3) Ywmcno BkIOYaeMbIX ()aKTOPOB JIOJIKHO OBITH B 6—7 pa3
MeHbIIe 00beMa COBOKYITHOCTH, IO KOTOPOM CTPOUTCS perpeccusl.

@dakTopbl He JOJKHBI OBITH B3anMoO3aBUCHMBI. Ecimu mexmy
(akTopamMH CyIECTBYET BBICOKAs KOPPEJSLHKs, TO HENb3sl Onpere-
JMTh WX U30JUPOBAHHOE BIMSHUE HA PE3yJIbTaT, U MapaMeTphbl ypas-
HEHHSI perpeccuu He OyayT aJleKBaTHO MHTEPIIPETUPOBATHCA.

Brxitoyaemple BO MHOXECTBEHHYIO perpeccuro  (akTopsl
JIOJDKHBI OOBSCHUTH BapHallMI0 HE3aBUCUMOW mepeMmeHHoi. Ecmm
CTPOUTCS MOJICNIb ¢ HAOOPOM M3 p (HaKTOPOB, TO JJI HEE PACCUUTHI-
BAETCS TOKA3aTeNb ACTEPMHHALME R2, KOTOPBIl (DHKCHPYET OO
OOBSICHEHHOW BapualMy pe3yJIbTaTUBHOTO IpHU3HAKa 3a CUeT pac-
CMaTpHBaeMbIX B perpeccuu p ¢akTopoB. BinussHue npyrux, He yd-
TEHHBIX B MOJIEIH, (HAaKTOPOB OIeHMBaeTCsa Kak 1 — R? ¢ cooTBeTCT-
BYIOIICH OCTATOYHOM jucrepcueii 52,

[Mpu nomoIHUTENTPHOM BKJIIOUeHMH B perpeccuto (p + 1) —
dbaxTopa Xp+1 KO03(pUIMEHT neTepMHHAIMN JJOJDKEH BO3PACTaTh, a
OCTaTO4YHas JUCIEePCUsl YMEHbIIATHCH, T. €.

R p+l 2= R? ps s? ptl <= s? .

Ecinu e 3Toro He NpOMCXOIUT U JIaHHbIE TIOKA3aTEeNIN MPAKTH-
YeCKH Majo OTIMYAIOTCS JIpYr OT JIpyra, TO BKIIOYAEMBbI B aHAJIU3
(baxTOp Xp+1 HE YJIyUIlIaeT MOJEINb U sBjIseTcs TuiHUM. Hacelmenue
MOJICJIN JTUIIHUMH (PaKTOPaMH HE TOJIBKO HE CHM)KAET BEJIMYUHY OC-
TAaTOYHOM JMCIEPCUH M HE YBEIMUYMBACT MMOKA3aTelb JCTEPMHUHAIIHH,
HO WM MPHUBOJUT K CTATUCTHUYECKOW HE3HAYMMOCTHU MapaMeTPOB per-
peccuu 1o t-xputepuro CTbIOACHTA.

OT160p ¢akTOpOB MPOM3BOIUTCS HA OCHOBE KAYECTBEHHOTO
aHaJIM3a U OOBIYHO OCYILIECTBIISIETCS B JIBE€ CTAAUU:

e Ha HepBOi moadGuparoTcss (aKTOpbl UCXOJ U3 CYLIHOCTH IPO-
OJIEMEL;
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e Ha BTOPOM — Ha OCHOBE MATPHIIbl MOKa3aTeIEH KOPPESALMHU OM-
penensitoT t-CTaTUCTUKH JIJIS1 TapaMETPOB PETPECCHH.
Koaddunmentsl koppensuuu Mexay OObSICHAIOIMIUMU Tepe-
MEHHBIMH TO3BOJISIOT UCKIIIOYATh U3 MOJENH AyOnupyromme GpakTo-
pel. CuurTaercsi, 4TO JBE MEPEMEHHBIE HAXOMIATCS MEXIy co00il B

. 207,

Ecnu daxTops! sIBHO KOJUIMHEApPHBI, TO OHU AYOIHPYIOT APYT
Jpyra ¥ OJIMH U3 HUX HYXHO MCKIIIOUUTH U3 perpeccuu. [Ipeanoure-
HUE OTAAETCS TOMY (PAKTOPY, KOTOPBIN MPH TOCTATOYHO TECHOM CBsI-
3U C PE3yJIbTaTOM HMMEET HAaMMEHBIIYK TECHOTY CBSI3U C JIPYTMMU

JIMHENHOM 3aBUCUMOCTH, €CIIU rxi

(akTopamu.

[MycTb, Hanpumep, npu u3ydenun 3aBucumoctu y = f (x, z, V)
MaTpula MapHbIX KOA((UIIMEHTOB KOPPEISAIMH OKazajach CIeryro-
e

Y X Q | z

Y | 1
X | 065 1

Q| 07| 04 | 1
Z [085] 035 | 07 | 1

OueBumHO, 4TO (DaKTOpHI (| M Z AYOIUPYIOT APYT ApyTa, Io-
CKOJIbKY CBSI3b MEXKAYy HHMHU [,4=0.7. B anamu3 wnenecoobpasHo
BKJIFOUUTH (DAKTOP Z, a HE (, TIOCKOJIBKY KOPPENSUs Z ¢ pe3yibTa-
TOM Yy CHJIbHEE, yeM Koppeisiius (akropa ( u 'y, u ciabee Mexdak-
TOpHAast KOppemsaus Mexy Z U X (Ix < lqx). IloaToMy B maHHOM City-
9yae B ypaBHEHHE MHOXECTBEHHON PETrpecCHy BKIIOYAIOTCS (aKTOPBI
ZuX.

Bbi10op ¢opmbl ypaBHEeHHUs perpeccuu
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Kak u B mapHOW 3aBUCUMOCTH, BO3MOXHBI Pa3HbIE BUJIbI ypaB-
HEHUH MHOXECTBEHHON pErpeccHu. JIMHEHHbIE U HeJIMHEHHbIE. BBU-
Jly 4eTKOH MHTEepIIpeTaluy napaMeTpoB HauOoJiee MUPOKO UCIOIb-
3YIOTCSI IMHEWHAs U CTENEeHHas! (PYHKLUH.

B ypaBHeHMM TMHENHON MHOKECTBEHHOM perpeccuu

Y =a+bx +b,x, +..+b X, +&;
napameTpbl MpH XI Ha3bIBAIOTCA KOd(UIMEHTaMU «4YUCTOW» per-
peccur. OHU XapaKTEpU3yIOT CPEIHEE U3MEHEHHUE pe3ysbTara ¢ U3-
MEHEHHEM COOTBETCTBYIOIIEro (hakTopa Ha €IUHHIYy TPU HEU3Me-
HEHHOM 3HAuY€HHM APYrux (aKkTOpOB, 3aKPEIJICHHBIX Ha CPEIHEM
YPOBHE.

[IpennonoxumM, Hammpumep, 4TO 3aBUCUMOCTb pacxoioB Ha
MPOAYKTHI ITUTaHUS IO COBOKYITHOCTH CEMEW XapaKTEpU3YeTCs Clle-
JYIOIIMM ypaBHEHUEM:

¥, =0,45+0,33x, +0,42x, + 0,25X,,

Tl Y — pacxobl CEMbH 3a MECSI], ThIC. PyO.;

X1 — MECSYHBIN JI0XOJ] HA O/THOTO YJIEHA CEMbH, ThIC. pYO.;

X2— pa3Mep CeMbH, YEIOBEK,;

X3 — KOMMYHAJIbHBIC TUIATE)KU Ha OJHOTO 4WICHA CEMBH, THIC.
pyo.

AHanu3 IaHHOTO YPaBHEHHMS MO3BOJISCT CIENIATh BBIBOJBI — C
POCTOM J10X0/1a Ha OJIHOTO 4WieHa ceMbH Ha 1 ThIC. py0. pacxonabl Ha
MUTaHUE BO3pacTyT B cpexHeM Ha 330 pyO. IpH TOM K€ CpeIHEM
pasmepe cembu. VHbIME cnoBamu, 33 % MONMOJIHUTENBHBIX CEMEi-
HBIX PAacXOJIOB TPATUTCS Ha TMHTaHHE. YBEIMUCHHE pa3Mepa CeMbU
IpU TEX K€ €€ JI0X0JaxX MpPEeAroJaraeT JONOJTHUTEIbHBIA POCT pac-
xo70B Ha 420 py6. YBenuueHrne KOMMYHaJIbHBIX IJIaTEXEH MpHU TeX

JKC €C JOoXOodax mpceArnojiaract HOHOHHHTGHLHBIﬁ POCT pacxXoaoB Ha
250 py6.
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Oyenka napamempo ypasHeHUs MHOJICECMBEHHOU pespeccuul
JU1 OLIEHKM ITapaMeTpOB yPaBHEHHs MHOKECTBEHHOM perpec-
CHH TPUMEHSIOT MeTOJI HauMmeHbinux kBaaparoB (MHK). s nu-
HEWHBIX ypaBHEHUI perpeccur (M HEIMHEWHBIX ypaBHEHW, TPUBO-
JMMBIX K JIMHEHHBIM) CTPOHMTCS CHCTEMa HOPMAJIbHBIX YpaBHEHHI,
peueHue KOTOPOU ITO3BOJISET MOJYYHUTh OLICHKH IapamMeTpOB per-
peccun. B cirydae TMHEHHON MHOKECTBEHHOM pEerpeccuu

y=a+bx +b,x, +...+b X,

CUCTEMa HOPMAaJIbHBIX YPaBHEHUI UMEET CIEIyIOIIUNA BUT!

dy=na+b Y X +b, D X, +..+b D X,
Doy =ad X +b D) X4, D XX b Y XX

DoyX, =ad X, 0 ) XX, +b, D XX+ by D XS

Jlia onpeneneHys 3HAUMMOCTH (PAKTOPOB U MOBBIIIEHUS TOY-
HOCTH pe3yJibTaTa UCIIOJIb3YETCs YpaBHeHHe MHOKeCTBEHHOM per-
peccHH B CTAHJAAPTH30BAaHHOM MacuiTade:

t, = Pty + Lot +.+ ,Bptxp + ¢,
rae ty, tx, txp — cTAaHIapTH30BAHHBIE NEPEMEHHbIE, PACCUNTHIBAE-
MbIe TI0 popMyTam:

ty:u’
O-y

t. = Xi _XI

X1 o !
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JUISL KOTOPBIX CpejiHee 3HayeHue paBHo Hymo t, =t,; =0, a cpennee

KBaJIpaTU4CCKOC OTKJIOHCHHE PaBHO CAUHHIIC O-ty - GtXi - 1

Benuuunel Bi Ha3bIBalOTCS CTaHAAPTU30BaHHBIMH KO3 duIm-
eHTaMu perpeccun. K ypaBHEHMI0O MHOKECTBEHHOM pErpeccuu B
crangaptu3oBanHoM macmTabe npumernm MHK. CranmgaptuszoBan-
Hele K03 duimeHtsl perpeccun (B-xk03GUIMEHTHI) ONMpeaesIoTCs
U3 CIIEAYIOLIEN CUCTEMbI YPaBHEHUN:

Ztytxl = ﬁlztfl +ﬂ22txltx2 +ﬂ32txltx3 +----+:Bp thltx ;
ztytxz =ﬂlztxltx2 +ﬂ22t +183ti2 X3 + +ﬂ ZtXZ xp’
Ztytxp ﬂlztxltxp +ﬂ22tx2txp +ﬂ32tx3 Xp +"+ﬁpztxp'

J'II/I6O N3 CUCTCMBbI ypaBHeHI/Iﬁ
ﬂl +ﬂ2 x2x1 +ﬂ3 x3x1 +.. +18p xpxl’

ﬁl x1x2 +ﬁ2 +ﬁ3 x3x2 +.. +ﬁp xpr’

r Xp = ﬁlrxlxp + ﬂZrXZ)(p + ﬂ3rx3xp to.t pr'

Crannaptu3zoBaHHbIe K03()(PUIIMEHTHI perpeccur MoKa3bIBaloT,
Ha CKOJIBKO CHTM (CpeTHHMX KBAJPATUUYCCKUX OTKJIOHCHUH) M3MEHHT-
Csl B CPEITHEM PEe3yJIbTaT, €CIIM COOTBETCTBYIONIHIA (hakTop XI m3Me-
HUTCS Ha OJIHYy CUIMY IIpM HEU3MEHHOM CPEIHEM YPOBHE APYTHX
¢dakTopoB. B cmity Toro, 4yTo Bce nepeMeHHbIE 3aJjaHbl KaK LEHTPU-
pOBaHHBIE U HOPMHPOBAHHBIE, CTAHIAPTU30BaHHbIE KOI((OUIIMEHTHI
perpeccun Bi cpaBHUMBI MexIy coboii. CpaBHUBAs UX JIPYT C ApY-
T'OM, MOXHO PaHXHPOBATh (PAKTOPHI IO CHJIE UX BO3JIEHCTBHS Ha pe-
3ynbTaT. B 3TOM OCHOBHOE JOCTOMHCTBO CTaHAAPTH30BAHHBIX KO-

176



3¢ PUIUEHTOB perpeccuu B OTIWYUE OT KOIPPUIIMEHTOB KUUCTON»
perpeccuu, KOTOPbIE HECPABHUMBI MEXTY COOOM.

B mapHO#l 3aBUCHMOCTH CTaHIAPTU30BAHHBIH KOA(PQPUIIMECHT
perpeccuu 3 ecTh HEe YTO MHOE, KaK JIMHEHHBIN K03 duimeHt koppe-
JIALHH [yy.

CBsi3p K0P UIMEHTOB MHOXKECTBEHHOW perpeccun bi co
CTaHIapTHU30BaHHBIMU KO3 duimeHTaMu i OMUCHIBAETCS COOTHO-
[IEHHEM

b %
i ﬂi §Xi '

[Tapametp a onpenensercs U3 COOTHOLICHUS:

a=y-bxi—b,x2 —..=b,X,.

Cpenare K03(QPUITUEHTHI JTaCTHYHOCTH JIJISl JIMHEHHOW MHO-
KECTBEHHOU PErpecCHH PaCCUUTHIBAIOTCS TI0 GOpMyIIe

X
y

Y TIOKa3bIBAIOT, HAa CKOJIbKO MPOILEHTOB B CPEIHEM IO COBO-
KYITHOCTH U3MEHUTCS Pe3yJIbTaT y OT CBOEH BETUYMHBI ITPU U3MEHE-
Huu (akropa x Ha 1 % oT cBoero 3HaueHUs IPU HEU3MEHHBIX 3HAUE-
HUSX IpYTUX (HaKTOPOB.

gyxj = b

j

[Ipennonoxum, 4To MO psAly PErHOHOB MHOXECTBEHHAs per-
peccus BCINYUHBI UMITIOPTA Ha OHpeﬂeHeHHBIﬁ TOBApP OTHOCHUTCIILHO
OTEUECTBEHHOTO €T0 MPOU3BOJICTBA X1, U3MEHEHHs 3aMMacoB Xz U MO-
TpeOJIeHHUsI Ha BHYTPEHHEM PBIHKE X3 OKa3aJ1ach CIEIY IO

§ = 66,028+ 0,135x, +0,476x, +0,343x,.

[Ipu 3TOM cpeaHue 3HaUEHUS AJI1 pacCMaTPUBAEMbIX MPU3HA-
KOB COCTaBHJIU!
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y =315;x, = 247,7;x, =3,7;x, =182,5.

Ha ocnoBe nanHOI mHpOpMauu MOTYT ObITh HAHJACHBI CpPE-
HUE TI0 COBOKYITHOCTH ITOKa3aTeIH 3JacTHYHOCTH. [l JTaHHOTO
MpUMepa OHU OKaXYTCsl PaBHBIMHU:

2w, = 0,135 VAT 1,06 %,
31,5

2w, = 0,476 L3 0,056 %,
31,5

D, = 0,343 182 .5 1,987 %.
31,5

)

1) C pocToM BeTMYMHBI OTEYECTBEHHOTO NIpon3BoicTBa Ha 1 %
pa3Mep UMIOpTa B CPETHEM IO COBOKYITHOCTH PErHOHOB BO3PACTET
Ha 1,06 % npu HEeM3MEHHBIX 3amacax W MOTPEOJCHUM CeMel; 2) ¢
pocToM M3MeHeHHs 3anacoB Ha 1 % mpu HEM3MEHHOM MTPOU3BOACTBE
U BHYTpEHHEM NOTpeOJeHUH BeIWYMHA UMIIOPTa yBEIMYUBAETCS B
cpennem Ha 0,056 %; 3) nmpu HeU3MEHHOM O00BEMe MPOU3BOACTBA U
BEJIMYMHBI 3a11aCOB C YBEJIMYEHUEM BHYTpPEHHEro norpebsieHus Ha 1
% WMIOPT TOBapa BO3PACTAET B CPEIHEM IO COBOKYIHOCTH PETHO-
HOB Ha 1,987 %.

Cpennue mokasaTely 3JaCTHYHOCTH MOKHO CPaBHHMBATH JPYT
C IPYTOM W COOTBETCTBEHHO PAHXHPOBATH (aKTOPHI MO CHIIE HX
BO3JICMCTBUSL Ha pe3yibTar. B paccmaTpuBaeMoMm IpuUMepe Hau-
OoJblliee BO3JIEHCTBUE HA BEIMYMHY HMMIIOPTa OKAa3bIBAE€T pa3Mep
BHYTPEHHET0 NMOTpebIeHHs TOBapa X3 , a HAaUMEHbIIIee — U3MEHEHHE
3a1acosB Xz.

KonTpoabHbie BOoIpochl

1. KakoBsl obyacTu IIPUMEHEHUS MHOXECTBEHHOT'O
PErpecCHOHHOTO aHannu3a?
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2. B uem 3akirodaeTcs METOJl HaMMEHBIIMX KBaapaToB? KakoBbl
OCHOBHBIE YCIIOBHSI €0 IPUMEHEHUS ?

3. Ha3oBuTe OCHOBHBIE YCIOBUS HPUMEHEHHS KOPPENSILHUOHHO-
PErPECCMOHHOIO METO/A aHAIN3a CTATUCTUYECKUX CBA3EH.

4. ITpuBenuTe mpuUMepsl pa3INnYHBIX BHJIOB YPaBHEHHWM NMapHOW U
MHO>ECTBEHHOH PErpeCcCu.

5. JlaiiTe ompezeneHne MapHOMY M MHOXKECTBEHHOMY JIMHEWHBIM
KO3 pHIIIEHTaM KOPPEISIIUH.

6. KakoBsI CBOMCTBa MHOKECTBEHHOTO kod(durmenta
KOPPEISIHAH?

Hpeuenbﬂme TEOPEMbI TEOPUH BepOHTHOCTeﬁ

He.]'[b: Ilo3nakomume cmyOeHmoe C 3aKOHOM OONLUUX Yuce U
obnacmamu e2o NPpUMEHEHUAL.

CymecTByeT MHOro SBICHMM M CUTyallud, Korma IIpHu
MIPOBEICHUU TOJOOHBIX MCIBITAHMM MHOTOKPAaTHO HalOogaeTcs
OJIHA U Ta K€ Clly4aiiHas BeauyuHa. [IpakTrka n3ydeHus ciaydalHbIX
SBJICHUH  IIOKa3bplBaeT, 4YTO XOTS  Ppe3ydbTaTbl  OTAEIBHBIX
HaAOIOICHUH, a)ke TIPOBEICHHBIX B OJIMHAKOBBIX YCIOBHUSIX, MOTYT
CWJIBHO OTJIMYAaThCs, B TO K€ BPEMsI CPEIHHUE pPE3yJbTaThl IS
JOCTaTOYHO OOJBIIOT0 YWCiIa HAOIIOJACHWN YCTOWYMBBI M CJIa00
3aBUCAT OT Pe3yJIbTAaTOB OTAEIbHBIX HAOIIOAEHUI.

Yemoniuueocms uctisIiTaHuil COCTOUT B TOM, UTO OCOOEHHOCTH
Ka)XJIOTO OTJEIBHOTO CIyYalHOTO SIBJIEHUS TOYTH HE CKa3bIBAIOTCS
Ha CpelHEeM pe3yJbTare OONbIION Macchl MOAOOHBIX SIBICHUH, a
XapaKTePUCTHKU CIy4alHbIX COOBITUA U CIydalHBIX BEJIHYUH,
Ha6JIIO,Z[a€MLIX B HUCIIBITAHUIAX, HpI/I HeOrpaHI/I‘ICHHOM yBCJII/I‘ICHI/II/I
qyucliia I/ICHLITaHI/Iﬁ CTAHOBIJITCA HpaKTI/I‘-IGCKI/I HC CJIy‘-IélfIHBIMH.
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TeopernueckuM  00OCHOBaHMEM  3TOrO  3aMe4aTeIbHOIO
CBOMCTBA CIIyYailHBIX SIBIICHUH SIBIAECTCS 3aKOH OOJbIIMX YHCEJI.
Teopembl 3akoHa OOJIBIIMX 4YHCET YCTAHABIMBAIOT 3aBHCHMOCTH
MEXJy CIy4alHOCTBIO W HeoOxonumocThio. Ha3Banuem '3akoH
OonpmMX yHucen oObeAMHEHa TPYIa TEOpEeM, yCTaHABIMBAIOIINX
YCTOMUMBOCTh  CPEAHUX  PE3yJbTATOB  OOJBIIOTO  KOJIMYECTBA
CITy4aiiHBIX SIBJICHUN ¥ OOBSCHSIOMINX MPHYUHY ITOH yCTOHYNBOCTH.

[Ipocteitmast Gpopma 3akoHa OONBIIUX YHCENI U UCTOPUUECKU
nepBasi Teopema 3TOoro paszena — Teopema bepHymiu. Orta Teopema
YCTaHABIIMBAET CBSI3b MEXAY BEPOSITHOCTBIO MOSBICHUS COOBITUS U
€ro OTHOCHUTEJIbHOW YacTOTOW MOSIBICHHS U TO3BOJSET MPU 3TOM
MpeicKka3aTh, KaKoi MpuMepHO OyAeT 3Ta 4acToTa B N UCIIBITAHUSX.

Teopema bBepHy/ulM: ecid BEpPOATHOCTH COOBITHS A
OJIMHAKOBA BO BCEX MCIBITAHUAX M paBHa P(A), TO mpHW J0CTaTOYHO
00JBIIOM N AJI TPOU3BOJILHOTO € >0 crpaBeNIMBO HEPABEHCTBO:

P[IM - pl<e|>1-P9
n

n g%’

a IIpY IEPEX0Je K IPeeIly NOIydacMm:

limP(w—p|<2)=1
n—oo
W3 TeopemMbl BUJHO, YTO C yBETMUYEHUEM 4Yncia ucnbsltanuii W
— 4acToTa COOBITUS A CTPEeMHUTCSl K BeposiTHOCTH coObiTust P(A) u
nepecTaeT ObITh CITy4aifHOM.

Wuorpa (mpu pemieHHMHM TNpaKTHYECKUX 3aja4) TpedyeTcs
OLICHUTh BEPOATHOCTh TOrO, YTO OTKJIOHCHHE KOJIMYECTBA
OJIaroNpPUATHBIX UCXOJI0OB UCTIBITAHUS M B OOIIEM YHCIIEC UCTIBITAHUIM
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N OT OXHIAaeMOro pe3yjbTaTa Np HE MPEBBICUT OIPEAETECHHOTO
yycina €. [{nst JTaHHOW OILIEHKH HEPAaBEHCTBO IEPENHCHIBAIOT B BUJIE!

Pq

P(]m—np|£g)>1—?
IIpumep. Monery mnon6paceiBator 1000 pa3. OueHutsb
BEPOSTHOCTh  OTKJIIOHGHWS  YacTOTHl  IOSIBJICHUS repba  OT

BEpPOSITHOCTH €T0 NOosIBJIeHUsI MeHbIe yem Ha £=0,1.

Pemenne: BeposTHOCTH MosiBiIeHus repdba p=0,5, Torna g = 1-

0,5=0,5;
n=1000, £ = 0,1,
pl|.™ _05<01]|>1- 2203
1000 1000-0,1
M _o5<01 M _o5<01
1000 1000
M _o5<021 - M Lo5<01
1000 1000
M o6 M S04
1000 1000
m < 600 m > 400
P(400 < m < 600) > 1~ 2205
1000-0,1

P(400 < m < 600) > 0,975

PackpeiBasi MOynb M pemias HEPaBEHCTBO OTHOCHTEIBLHO M,
nomyunuMm:  400<m<600. Htak, BepoOATHOCTH  HEOOJIBIIOTO
OTKJIOHEHUS 4acToThI BhinaieHus repoda (£100) ot ero kiaccudeckoit
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BepositHocT 0,5 paBna 0,975. 3HauuT, BEpOSATHOCTH OOJBIIETO
OTKJIOHEHHMsI KpaitHe mana u paBHa 0,025.

Teopema Ilyaccona yTBepkmaer, 4yTO YacTOoTa COOBITHS B
CepUM  HE3aBUCUMBIX HUCIHBITAHUN  CTPEMUTCS K  CpeaHEMY
apuMeTUuecKoMy ero BEepOATHOCTEH U TiepecTaeT ObITh CITyYaitHOM.

W(A)—)EZ p, + pz:"'+ Py

IIpu OonpIIOM KONWYECTBE WCHBITAHUHA BBIYUCICHUS TIO
¢dopmyne bepHysn craHOBATCS 3aTpyAHUTENBHBIMU. OJTHAKO B psizie
CJly4aeB UX MOXHO 3aMEHMTh 0oJsiee MPOCTHIMU aCUMIITOTHYECKHUMHU
dopmynamu, Hanpumep Gopmyoit [Tyaccona (korma npg<9). Ecnu
MPOU3BOJIUTCS N HE3aBHUCUMBIX OIBITOB M BEPOATHOCTH MOSBICHUS
COOBITHSI B KaXXJJOM OIBIT€ paBHA pj, TO Npu yBenuueHuu N, 0O
gacTtora coObITUS N*P= A , rae A >0 U cTpeMuTCs K cperHemy
apu(pMeTHYECKOMY BepOATHOCTEH p; coObITUS A.

Ipumep. B 3nanun 1000 namnouek. BepositTHOCTh BhIXOAA U3
CTposi onHoi mnammoyku B TeueHue roaa P =0.003. Haiinem
BEPOSITHOCTh TOTO, YTO B TE€UEHHUE OJIHOTO roja BBIWIET W3 CTPOs
Oonee Tpex jamil. BBINOIHMM BBIYMCICHUS MCIOIB3YS (OPMYITY
bepnymm u o reopeme Ilyaccona.

Pemienne. /[ns1 BbIYMCIEHNS BEPOSTHOCTU UCIOJIB3YEM
ﬂ/k . e—l

k!
P(m>3)=1-P(m<= 3),

dbopmyny Ilyaccona: Pn’p (k) =

[Tapamerp nam6aa cuutaem mo Gpopmyie:

A =np =1000 * 0.003=3;
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3.e3
Py (0) = >~ 0,05
1.g33

3
P‘p(l) :Tz 0,14

32 _e—3

Pp(2) == —~022
3.e”

,p(3) :T ~ 0,22

P, ,(k>3)=1-(0,05+014+0,22+0,22) = 0,37

n

Omeem. BEPOSITHOCTh TOTO, YTO B TEUCHHE T0Jia BBIHACT W3
cTpos Oosbire Tpex Jammovek 0,37.

[IpenenbHble TEOpEMBbl TEOPUM BEPOSITHOCTEH OOBACHSIOT
MIPUPOY YCTOMYUBOCTH YACTOTHI MOSBIICHUM coObITHs. [Tpupoaa sta
COCTOMT B TOM, YTO NPEAEIbHBIM PACIPEICIICHUEM YHCIIA TOSBICHUI
COOBITUSI TPU HEOTPAHWYEHHOM BO3PACTAHMU 4YHCIA HCHBITAaHUN
(ecmit BEpOSITHOCTH COOBITHS BO BCEX HCIBITAHUSIX OJMHAKOBA)
ABIISIETCS] HOPMATIbHOE pacnpeoeneHue.

LlenTpanbHasi nmpejesibHas TeopeMa OOBICHAET IIMPOKOE
pacrpoCcTpaHEeHHEe HOPMAJIBHOIO 3aKOHa pacnpeneneHus. Teopema
YTBEPKAAET, YTO BCEr/a, KOr/a cilydaiiHas BeIM4KMHa oOpasyeTcs B
pe3yJbTaTe CI0XKEHUs OOJBIIOrO0 YMCIIa HE3aBUCUMBIX CIIydalHbIX
BEJIMYMH C KOHEYHBIMHU IMCIEPCUSAMH, 3aKOH DPACIPENEICHUS 3TON
CIIy4alHOM BEJIMYMHBI OKAa3bIBAETCA IPAKTHUECKH HOPMAJIbHBIM
3aKOHOM.

3akoH 00JbLIIMX YHCEJ YTBEPXKIACT, YTO NPU OOJBIIOM
qrciie UCIBITAaHUH cpeHee apu(MeTHdecKoe CIydaiiHOM BETMUHHBI
CTPEMHUTCS K MATEMaTU4YECKOMY OKUIAHUIO U TIepecTaeT ObITh
CIIy4YailHBIM.
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Teopema JIsimnyHoBa OOBSCHSET IMIMPOKOE PacHpOCTpaHEHHE
HOPMAIbHO20 3AKOHA PACTIPENEICHUS M TMOSCHIET MEXaHU3M €ro
oOpa3oBanus. TeopeMa MO3BOJISET YTBEPXKAaTh, YTO BCETHa, KOTAa
ClIy4aifHasi BeIMYMHA 00pa3yeTcsi B pe3ysbTaTe CI0KEeHHs O0NBIIOro
Yyucjla HE3aBUCHUMBIX CIyYalHBIX BEJIIMYUH, JAMCIEPCUH KOTOPBIX
Mallbl 110 CPAaBHEHMIO C JUCHEPCUEN CYMMBI, 3aKOH pacIpeesieHHs
ATOM CIIy4YalHOW BEJIMYMHBI OKA3bIBACTCS MPAKTUYECKU HOPMALIbHBIM
3aKOHOM. A MOCKOJBKY CIy4ailHbIe BEJIMUYUHBI BCET/Ia MOPOKIAIOTCS
OECKOHEYHBIM KOJIMYECTBOM MPUYMH U Yallle BCETO HU OJHA U3 HUX
HE UMEET JUCIIEPCHH, CPABHUMOM C JUCIEPCHUEH caMOU CIydailHOM
BEJIMYMHBI, TO OOJBIIMHCTBO BCTPEYAIOIIMXCS B  MPAKTHUKE
CIy4yalHbIX  BEJIMYMH  [OAYMHEHO  HOPMAJbHOMY  3aKOHY
pacrpeaeseHus.

B ocHOBe kaueCTBEHHBIX M KOJIMYECTBEHHBIX YTBEP>KICHUMN
3aKOHA OOJIBIIUX YHUCEN JIEXKUT HepaseHcmeo Yebwviwesa. OHO
oTpeJieNsieT BEPXHIOI TPAHUILY BEPOSITHOCTH TOTO, YTO OTKJIOHEHUE
3HAYEHMS CIIy4ailHOW BEJIIMYMHBI OT €€ MAaTEMaTUYECKOr0 OXKHUIAHUS
0oJbIlle HEKOTOPOTO 3aJaHHOTO 4YHCla. 3aMeyaTesIbHO, UTO
HepaBeHCTBO UYeOblmeBa [aeT OIEHKY BEPOSTHOCTH COOBITHS

- |z <

HEHU3BCCTHO, M3BCCTHBI JIMIIb €€ MAaTEMAaTHYCCKOC OXHIAAHHUC U

JUIsL CIIy4alHOM BEJMYMHBI, paCHpPEACIICHHE KOTOPOH

TIACTIEPCHSL.

Cxema omnMcaHMss BCEX OTHUX SABJIEHMM C  €IUHBIX
BEPOSITHOCTHBIX MO3UIUHN BBIMJISIIUT CIAEAYIOIIUM 00pa3oM: UMEETCs
M0CTIeI0BATEIbHOCTh HE3aBHCHUMBIX, OJMHAKOBO PAaCHpeeNeHHbIX
CIy4alHBIX BEJTUYUH (TeHEpalbHas COBOKYIHOCTh — B TEPMHHAX
MaTeMaTUYeCKOM CTaTUCTHKM) W U3 Hee o0pasyercs cpeoHee
apugpmemuueckoe TepBbIX N wieHOB (BHIOOpKA M3 TeHEpaIbHOU
coBokynHocTH). CripammuBaercsi, Kak OyJIeT BecTH ceOsi 3TO cpesiHee
apupmeTrueckoe, eciau N Benuko? OKa3bIBaeTCs, YTO MPH OOIBIIOM
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N OHO TEpseT CBOWCTBO CIYyYaWHOCTH W MPUOIIKAETCS K
Mamemamuyeckomy odxcuoanuro. JlanHpiii (akT MBI anPUOPHO
WCIIONBb3YyEM YK€ JIaBHO, TNepeilisi K OCHOBHBIM TIOHATHUSM
MaTeMaTH4eCKOW CTAaTHCTUKH. DTOT ()aKT HOCUT Ha3BaHUE 3AKOHA
Oonvuiux yucen.

Hcropudecku 3akoH OOJIBIINX YUCEN JIOKA3bIBACTCS, OMMUPASICh
Ha Hepasencmeo Hebdviuiesa, KOTOPOE SBISETCS POJOHAYATIBHUKOM
MHOTHX JIPYTUX HEPABEHCTB, IIUPOKO MPUMEHSIEMBIX B COBPEMEHHOM
TEOPUU BEPOATHOCTEM.

JlanpHelimee  yTOYHEHHME  3aKOHA  OOJBIIMX  YHCEI
MPOUCXOAWIO B IBYX HampaBieHUsX. [lepBoe CBsA3aHO ¢ TMHAMHMKOMN
MOBeACHUs cpenHux apudmernyeckux. K OCHOBHBIM pe3ylbTaTam
ATOTO HAIMpPABJICHHS CIIEYeT OTHECTH YCWICHHBIH 3aKOH OOJBIINUX
gucell W 3aKOH  [OBTOPHOTO  Jiorapudma,  IMOTyYCHHBIE
A.H.KonmoropoBeiM. MIcXOAHBIM ITyHKTOM BTOpPOTO HaIpaBJICHMS,
Ha3bIBAEMOI0 MHOIJA IEHTPAJIbHOM MpeAesibHOM  MpoliIeMol,
ABJISIOTCS TeopeMbl MyaBpa-Jlanmnaca.

Teopema MyaBpa-Jlaniaca:

Jlokanvnaa meopema. Eciu B cxeme bepHynnu yucio
WCOBITaHUHN N “BENUKO”, TO A BCEX M CIpaBeINBa MpUOIKEHHAS
¢dopmyna (toxansHas popmyna Myaspa-Jlanaca)

\JNPAP, (M) = p(X), tme x=(m-np)/npq , a

—X

_ 1

o(X) \/Ze .

Humecpanonaa meopema. Ecin B cxeMe bepHymum 4ucio

UCTIBITAaHUN N “Benuko”, To st BepositHoctu P{mj<u<my} Toro, uto

yycio “‘ycmexoB” 4 3aKiIYEHO B Ipelnenax oTr Mp 10 My,

CIpPaBEJIMBO  NPUOJMKEHHOE  COOTHOIIEHWEe  (MHTerpajbHas
bopmyna Myaspa-Jlamaca)
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P{mi<p<m,} = ®(x2) — ®(xy1), roe X, = (M, —np)/+/npq ,
X, =(my; —np)/ynpq , a

2

X X y
1 -7
D(x) = f ¢(Y)dY=ﬁJ.e ?  _ (yHKUMA CTAaHZAPTHOrO

HOPMAJIBHOTO PACIIPEICIICHUS.

Pemenne meHTpanmbHON TIpeACNbHONW MPOOJIEMBI TO3BOJIUIIO
ONucaTh KJacC BCEX paclpesieleHui, KOTOpble MOTYT BBICTyHaTh B
KayecTBe TNpeAeNbHbIX Uil (QYHKUMH pacnpefesieHus CyMM
HE3aBUCUMBIX CIIy4allHbIX BEJIMUYMH B TOM cCily4yae, KOTJa BKJIaJOM
KaX/IOTO CJIaraeMoro MOXXKHO TpeHeOpeub, HalTH HEoOXOAUMBbIE U
JIOCTaTOYHBIE YCIOBHS CXOAMMOCTH K KaXIOMY paclpe/eleHUIo
3TOr0  KJacca, OIECHUTh CKOPOCTh  CXOAMMOCTH  (CKOpOCTh
CXOIMMOCTH, KaKk ¥ caMa BEPOSTHOCTb CXOAMMOCTH psila
HaOMIOJIEHUH K HEKOTOPOW TIOCTOSHHOW BEJIMYMHE — SIBIISICTCS
Ba)XHBIM KPUTEPHEM YCHOUYUEOCMU CITyYATHOTO IIPOoLecca).

HepaBencTBo YeObIéBa

PaccmoTpuM cirydaiiHyio Benn4uHy &, HMEIONIYIO JUCTIEPCHIO
D& = o°. Jlucnepcus sBiseTCs TOKasaTeneM paszbpoca & BOKpYT
MaTeMaTtudyeckoro oxumanuss ME OnHako ¢ TOYKH 3pEHUs
HCCIIeI0BATEIIS, pazopoc €CTeCTBEHHEE XapaKTepu30BaTh
BEpOSITHOCThIO P{ /f—Mf/Za} ciydaiiHoi BenuuuHbl & oT ME Ha
BEIMYMHY, OOJBIIYI0 HEKOTOporo 3amaHHoro & Crnemyromiee
HEPaBEHCTBO IO3BOJIIET  OIEHWUTh ATy BEPOATHOCTh  Yepes
JICTIEPCHIO O

Hepasencmeo Yeovrumésa. /[nis kasxcoou cuiyyatinou 8eaudunbl
&, umeroweti oucnepcuro DE = &, npu nooom & > 0 cnpagednuso
HepaseHcmeo
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0_2
Pﬂg—MQZg}s;;_

Jloxkazamenvcmeo 11 HETIPEPHIBHOM CITy4alfHOW BETMYHHBI &
C IJIOTHOCTRIO pactpeaencHus p(x). [To onpenenenuto

DE =M (£ ~ME)” = [ (x~M&) p(xo.

—o0
HOCKOHBKy MOABIHTCIPAJIBHOC BBIPAKCHHUEC HCOTPHUIATCIIBHO, TO IIPU
YMCHBIIICHHUH O6JI3_CTI/I HHTCTPUPOBAHUA HHTCrpall MOXKET TOJIBKO

yMeHpuThCA. [ToaTOMYy
M=

D¢ > j (x=MZ)? p(x)dx-+ j (x=M&)? p()dx=" [ (x-M&)? p(x)dx

ME—¢ |x-Mg2¢
YuuThIBas TEEPh, YTO (X — Mx)2 >, ecim |X - M§| 2E oJiy4aem
(x=MEY p(x)dx =g~ | p(x)dx.
[x-M¢&ze [x-=M¢&ze

Ilocnennuil wuHTErpan mnpeacTaBiseT coOO0H  BEPOATHOCTH

COOBITHS /.f—M(f/Zg, M, 3HAYUT D& > 52P{|§_ M§|Z 5}'0TKyz{a 31
cienyer HepaBeHCTBO UeOblmiéBa. AHAIOIMYHO HEPABEHCTBO
JTIOKa3bIBAECTCS U VISl TUCKPETHOTO CiIy4asi, IPU 3TOM HYXHO TOJIBKO
3aMEHUTh UHTErpaj Ha CYMMY.

SIcHO, YTO MPUMEHATH HepaBeHCTBO UeObImEBa UMEET CMBICI
TOJIBKO TOT/AQ, KOorgja & > O, B NPOTUBHOM CIIy4ya€ OHO JaeT
TpUBHAJBHYIO OIleHKY. HepaBencTtBo UYeOwiméBa naer zpyoyro
OYeHKy TOro, 4YTO HCCIeAyeMas BEJIMYMHA HIPUMET HEKOTOpOe
3HAUYEHHE B 33JJaHHOM JIMAIa30HeE.

Paccmotpum OCJIEN0BATEIBHOCTD &8, ceerny
HE3aBUCHMBIX OJMHAKOBO PACIpPEACIICHHbIX CIy4YalHbIX BEJIUYUH
(Tak Kak ciydaiiHble BETMYUHBI & OJMHAKOBO PacIpeieCHbl, TO BCE
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WX YHUCJIOBBIC XapaKTEPUCTUKH, B YAaCTHOCTH MaTEMaTUYECKHE
OKUJAaHUS W JUCIIEPCHH, PaBHBI ~ MEKIAy  coboif). DOra
MOCJIEeZI0BATEIbHOCTE YOBIEeTBOPsieT (C1aboMy) 3aKOHY GOJIBINHMX
YHCceJ1, eCITH IS HEKOTOPOTo a u Jirodoro € > 0

P izn:é:i—azg WO

i=1
WNHpIMH  cJI0BaMH, BBIMOJIHEHUE 3aKOHA OOJBIINX YHCEI
OTpaKaeT MPEACIbHYI0 YCTOHYHMBOCTD CPEIHHMX apU(PMETHUCCKHX
CIIy4allHBIX BEJIMYUH. TPH OOJBIIOM YHCJIEC WCIBITAHWNA OHHU
MPAKTUYECKH MEPECTAIOT OBITh CIYYalHBIMH U C OOJIBIION CTETICHBIO
JIOCTOBEPHOCTH MOTYT OBITh IPEJICKA3aHBI.
WHorma BMecTO BeIpaKeHUS “TIOCIeI0BaTENbHOCTD &1,&, .., &n,
YJAOBIICTBOPSET 3aKOHY OOJBIIMX 4YHUCEI TOBOPAT ‘‘cpednee
apugpmemuuecxoe caydaunvix eeruyun &,&, ....&, ... cxooumcea no
86€POAMHOCHU K HEKOMOPOU NPedesibHOU NOCMOHHOU 4’ .
Teopema (3aK0H 0OJIbIIHX YHCEN)
Ecmu nocneoosamenvnocmo  &1,&, ....&, ... Hezasucumvix
O0O0UHAKOBO PACHPEOCNEeHHbIX CAYYAUHbIX BEeIUYUH MAKO8A, YMO
cywecmayiom ME=m u DE= 6%, mo ons 106020 €> 0

P 1Z:gi—rn > & WO
N

Jlokazamenscmeo  SABISETCA  DIEMEHTApHBIM  CIIEICTBUEM
HepaBeHCTBa  YeOblmEBa: 1O  CBOICTBAM  MaTeMaTHYECKOTO
0’KMJIaHUS U TUCIIEPCUU

(5a)n of2ge)e

Bocnonb3oBaBmch  Tenepb  HepaBeHCTBOM — YeObIIERa,
rosry4yaeM, 4to juist obdoro £0
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n 2
P 1Z;—m > ¢ s:24>0.
&

n—o
i=1

TakuM 00pa3oM, IOKa3aHO, 4YTO JUIS IIOCJICJIOBATEIBHOCTH
&6, ....&, ... BBINIONHSETCS 3aKOH OOJNBIIMX YHCET, MpHYEeM

MIOCTOSIHHAS @ COBIIAJIACT C MaTeMaTHIECKUM OkuganueM M& = m.

KoHTpo/bHBIE BOIIPOCHI

1. Yro Takoe yCTOHYMBOCTH UCTIBITAHUI?

2. KakoBa npocreiimas ¢opma 3akoHa OOJIBIIMX YHUCET
(teopema Bepryiuin)?

3. O uem rnacur Teopema Ilyaccona?

4. B 4yeM CyThb LEHTPAJIbHOM NpEAeNbHOH TeOopeMbl
Myagspa-Jlamnaca?

5. IlpuBenute 3akOH OOJBIIMX YHCET U OOBIACHUTE €0
CMBICIL.

6. Chopmynupyiite HepaBeHCTBO YeObIIERA.

7. Tlouemy 3akoH OOJIBIIUX YHCENT U ICHTPaJbHAS
npefenbHas TeopeMa 3aHUMAloT ILEHTPaJbHOE MECTO B
BEPOSATHOCTHO-CTaTUCTUYECKUX METO/1aX?
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JlaGopaTopHbIii NIPAKTHKYM

Jlabopamopnas paboma Ne 1
OcHOBBI cTATHCTHYECKOI 00pa00oTKN NHpOPMALMHT

Henab:  @opmuposanue  HabIKOG  onpeodeneHusi  YUCTO0BbIX
Xapakmepucmuk  dKCNepUMEHmAanvbHblx  Oannwvlx. Ilocmpoenue
NOAUCOHA YACMOM 8bIOOPKU.

HccnenmoBarenieM  TOJMy4YeHBI  OKCICPUMEHTAIbHBIC  JIAHHBIC,
MmenuiHcKoro — obciemoBanust 100 crymentoB  (Tabm.  22).
HeoOXoauMo  OLEHHWTh YHCIIOBBIE XapaKTEPUCTUKH  BBIOOPKH
CTy/ICHTOB, a TaKXe MPOAHAIN3UPOBATH (POPMY pacHpeeIeHus
YacTOT.

Tabmuma 22

Pe3yabTaThl H3MepeHHUs Beca CTYAEHTOB

61| 57| 61| 85| 48| 41| 73| 66| 91| 70
50 45| 64| 46| 55| 82| 69| 75| 82| 72
68| 43| 81| 71| 47| 50| 54| 75| 81| 68
80| 67| 64| 76| 61| 57| 62| 57| 66| 53
79| 56| 63| 88| 65| 74| 67| 54| 65| 80
86| 40| 59| 64| 65| 71| 72| 78| 70| 61
39| 63| 89| 59| 61| 75| 67| 51| 65| 55
62| 60| 75| 73| 91| 72| 54| 46| 52| 55
78| 67| 94| 60| 44| 49| 88| 74| 44| 60
52| 61| 66| 74| 56| 52| 71| 73| 75| 60

1. HUcnonws3dys pgaHHble BBIOOPKM  CTYJEHTOB, paccUMUTaTrh
YHCIIOBBIC XapaKTEPUCTHKH BHIOOPKH:

e cpenHee apu(pMETHUYECKOE,

e MeJuaHy,
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e MoOZy;

e JIUCHEPCHIO;

e CpeaHee KBaJpaTUYHOE OTKIOHEHHE;
e DJKCIIECC;

e ACHUMMETPUIO pacHpeeeHHS.

Ta6numa 23
O0pasen BbINOJIHEHUs] PA00THI
YucaoBbie N
XBpAKTEPHCTAKH YacToTHBIN aHAIIN3
max 85,4 [Ipusnaku | YacToTsl
min 54,6 59,4 2
R 30,8 64,2 12
k 6,4 68,9 13
Cp. apudm. 69,30 73,7 13
Menuana 68,53 78,5 4
Mopa 68,55 83,3 4
Jucnepcus 4577 88,1 2
Cp. KB. OTKI 6,76
Dxkcrecc 0,057
Accumerpus 0,385

2. OHpe,I[eJ'II/ITB pacnpeaciiCHUC BbI60pKI/I 10 4aCTOTaM.

e Haitt min u max 3Ha4ucHHUs B BHIOOPOYHON COBOKYITHOCTH
(c momorkio craTuctrueckux Gynkmuii Excel).

e Pa3max BapbupoBanusi: Ry = max — min,

e Yucno unrepsanos: K = (1+3,2 Ig(n)), (rme N — xomudecTBoO
JaHHBIX B BbIOOpKe). KoyndyecTBO HMHTEPBAJIOB  ClEAyeT
OKPYTJIMTh BBEPX JIO LIEJIOT0 YUCIIA.
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e OnpeaenuTh pa3Mep 0JHOTO UHTEpBasia (LEeHY JCICHHUS):

¢ = Ryk.
e (Co3maTh MacCHB MPU3HAKOB (MHTEPBAJIOB) M MOCYUTATH IS
HUX 4acToTy. [IepBbIii MPU3HAK OMPEILIIACTCS KaK MUHUMAIbHOE
3HAYEHHE TUTIOC [UTMHA OJTHOTO MHTepBasia (I[CHA JICJICHHS).

3. Ioctpouts B EXcel rucrorpammy pacnpeneneHus Mpu3HaKOB IO
4acToTaM M MOJIMIOH 4YacToT. Onpenenuts GopMy pacrpeaeneHus
BBIOOPKHU.

PexomeHaanum K BbINOJIHEHHUIO!

JUid  mocTpoeHuss TUCTOrpaMMbl UM IOJMIOHA  YacTOT
ucnonb3yercs Qynkius Excel YUACTOTA (mMaccuB JaHHBIX;
MAacCHB HMHTEPBAJOB). DJra (QYHKIMS OTHOCHTCS K KIaccy
CTaTUCTUYECKUX U MIPOU3BOJIUT ONEPALMU HAJ MACCHBAMH.

MaccuB JaHHBIX — SYEHKHU C TaHHBIMU BBIOOPKHU.

MaccuB MHTEpPBAJIOB — SUEHKH, COJIEpIKAIlUE€ 3HAYCHUS
WHTEPBAJIOB.

Pesynbratom BbinonHenuss Qynkuun YACTOTA sBasercs
MacCuB, COJEp)KallMii YacTOTbl BAPUAHTOB, MOMNAJAKOLIUE B
yKa3aHHble UWHTEpBaibl. Ha oOCHOBE 3TOro pe3yJbTUPYIOLIETO
MacCuBa 4acTOT U CTPOSATCS TUCTOTPaMMBbl U MIOJIUTOHBI.

1. CkomnupoBaTh MacCHB JTAHHBIX u3 TaOJIUIIHL,
pacmoJIoKeHHOM B 1a00paTopHOi padoTe.

2. Co3pmath MacCHB HMHTEpBaIOB (KOJMYECTBO HHTEPBAJIOB
Oyzmetr Bamu paccunTano). [lepBblii MHTEpBaN OIpPEACSICTCS Kak
CyMMa MMHUMAJIBHOTO »JJIEMEHTAa BBIOOPKM M II€HAa JeJCHMS,
MOCJIECOHUM DJIEMEHT HE JOJDKEH CYILIECTBEHHO IIPEBBIIIATH
MaKCHUMAaJIbHOTO 3JIEMEHTa BBIOOPKH.
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3. Bebimenuts siuelikd  moag  MaccuB  4acToT  (MIOMETHUTH
JOCTYITHBIMU CITOCO0aMH). DTUX SU€eK JODKHO OBITh CTOJBKO K€,
CKOJIBKO STY€EK OTBEJICHO 01 MACCUB UHTEPBAJIOB.

4. 3amyctute Mactep @ynkiuii. [log ABOMYHBIM MacCUBOM
31eCb TIOHMMAEeTCS MAacCHB HWHTEpBAJIOB. BBECTHM KOOpPJIMHATHI
MaccuBa JJaHHBIX (BapUaHT) U MAaCCHBA UHTEPBAJIOB.

5. Tlocne yka3aHusi BceX apryMEHTOB (YHKIHMH HaKaTh
komOunaimio:  Ctrl+Shift+Enter.  Ilocie  atoro  ¢dyHkums
YACTOTA 3amoyiHuT BeCh BBIJICIICHHBIN MaCcCHB.

KOHTpOJ'[LHbIe BOIIPOCHI

1. Yro Ha3bIBaeTCs reHepalbHOW COBOKYITHOCTBIO?

2. IIpuBenure IpuMep  IeHEepaJbHOU COBOKYITHOCTH,
HCCIIElyeMOro IIPU3HAKa U BapUaHTA.

3. JlaliTe IOHSATHE YaCTOTHI.

4. Uro mpexacraBusier coboit mommron dvacror? Kakyro
UHPOPMALIMIO MOYKHO IOJYy4YUTh, HCCIEAys IOJMIOH
9acToT?

5.  Kakue ¢opmbl pacnpeneneHuil CyIIeCTBYIOT M 4YE€M OHHU

OTIMYAlOTCs JApYr oT Jpyra? B dueM pasHuma Mexay

TCOPCTUUCCKUMU )41 OKCIICPUMCHTAJIbHBIMU
pacnpeneeHusIMu?

6. Uro Ha3pIBaeTCA MEIMAHON M KaK €€ ONPEIeNsIOT?

7. UYro Takoe mozaa?

8. Kak  omnpenenuTs  AMCHEPCHIO  DKCIEPUMEHTAJIBHOTO
pacnpeseeHus?

9.  UYro xapakTepu3yeT aCHMMETPHS BBIOOPKHU?

10.  Kak paccuuTbIBaeTCs 3KCLECC BHIOOPKH?
11. TIlpu xakoM 3HA4YEHUHU HKCIEcca MOJUTOH YacTOT Hauboiee
320CTpeH?
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Jlabopamopnas paboma Ne 2
PacnpenesieHusi HenmpepbIBHBIX CJYYaiHbIX BeJIMYUH

Heas: nosnaxomumvcs ¢ pacnpedeneHUAMU HeNPepbIEHbIX
cayuaunvlx  eenuyur. Cgopmuposams npedcmasnenus o 8uoe
@YHKYUU U NIOMHOCTU HENPEPBIBHBIX PACHPEOeNeHU.

1. ITocTponts byHKIUN u IIJIOTHOCTH JUIS
pacnpeneeHui:
e HopMmasibHOTO (TabI. 24);
® SKCIIOHEHIMAIBHOTO pacIpe/elICHHS,
e BeiiOymia ¢ mapamerpamu 3 u A (Tabm. 25);
e ['amma-pacnpeencHus.

[TnoTHOCTH U KaXIOTO pacHpeieieHus] MPEICTaBUTh Ha
onHoM rpaduke. DyHKIMH JUIS  KKIOTO  pacHpeIeieHUs
Npe/ICTaBUTh Ha oaHOM rpaduke. Berpoennsie dynkumu Excel mus
HCKOMBIX pacnpenenenuii. HopMaibHoe — HOPMPACII();
skcnoneHimanbHoe — DKCITPACII(); pacnpenencuue BeiiOymna —
BEUBYJII(); ramma-pacipenenenne — TAMMAPACII().

2. B naboparopHoii pabore Nel ObulM MOJTydeHBI MOJUTOH
9acTOT, CpeAHee apu(hMETUIECKOE, TUCTICPCHSI.

e [loctpouth meopemuueckoe pacrpenenenme
HOPMaJIbHOW IUIOTHOCTH, HCIONB3ysl  3Ha4deHus (Min,max,
cpenHe apupMETHYECKOoe, CTaHAAPTHOES OTKIOHEHHE) U3 MEePBOil
naboparopHoii pabotel. IlepBoe 3HaueHHWE B BBIOOPKH B3ATh
paBHBIM MUHHMaJbHOMY Bapuanty. lllar w3menenuss AX; —
BBIOpaTh 2,75. Uuciio 3HaYeHWi B BBIOOPKE N JOHKHO OBITH
okozo 20.

e CpaBHUTH BHEIIHMW BHJI IOJYYEHHOM KpHUBOH C
MIOJIUTOHOM OTHOCHUTEIIBHBIX YacTOT.
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Tabmuma 24
Pacyer 3HaYeHUil (pyHKIUH U IVIOTHOCTH HOPMAJILHOT'O

pacnpeaeaeHus
X 39| 41,75 445 | 47,25 | ... 94
F(x) 0,021 | 0,034 | 0,054 | 0,082 | ... | 0,989
P(x) 0,004 | 0,006 | 0,009 | 0,012 | ... | 0,002
Tabmuma 25
Pacuer 3HaueHnii QyHKIIMH U VIOTHOCTH Ppacnpe/eseHust
BeiiOyna
A p A p A p A /)
0,5 0,5 1 1 15 1,5 2 2

X[ FX) [ PX) [ FxX) [ PX) | FX) | P(X) | F(xX) | P(x)

0| 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000

0,2| 0,469 | 0,840 | 0,181 | 0,819 | 0,048 | 0,348 | 0,010 [ 0,099

0,41 0,591 | 0,457 | 0,330 | 0,670 | 0,129 | 0,450 | 0,039 | 0,192

0,6 | 0,666 | 0,305 | 0,451 | 0,549 | 0,224 | 0,491 | 0,086 | 0,274

081 0,718 | 0,223 | 0,551 | 0,449 | 0,323 | 0,495 | 0,148 | 0,341

10,7757 0,172 | 0,632 | 0,368 | 0,420 | 0,474 | 0,221 | 0,389

KonTpoabHbIe BOpochl
1. latb  ompeneneHre (QYHKIMM W IDIOTHOCTH  HEMPEPHIBHOM
CITy4aliHOM BEJIMYUHBL
2. KakoBbI CBOICTBA INIOTHOCTH HEMPEPHIBHOM CITy4aifHOI BETMUMHBL.
3. Omnucatp (PyHKIMIO U IIIOTHOCTH HOPMAIBLHOTO PACTIPEACIICHUS.
4. Onwucats GYHKIHUIO U IJIOTHOCTH pacnpeaeneHus Beitbymna.
5. CpaBHUTH TEOPETUYECKYIO IIJIOTHOCTh HOPMAJIBHOT'O
pacrpeneneHusi 1 SKCIIePUMEHTAIBHYIO U OOBSICHUTD Pa3iINyusl B UX

dbopwme.
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Jlabopamopnas paboma Ne 3
Bbi6opouHble pacnpeaeneHus
Heab padoTbl: nO3HAKOMUMbCA C PA3IUYHBIMU CROCODAMU
8bIOOpKU  00bEKMOo8 U3 2eHepanvHou cosokynnocmu. Oyenumo
penpe3eHmamueHoCmsd pa3iudHbIX 8blOOPOK.

Jns  u3ydeHuss  CBOWMCTB  TIE€HEpAJIbHOM  COBOKYIIHOCTH
HCCIIeIOBATeNI CO3JAal0T BBIOOPKH, aHAJIU3UPYIOT KX UHCIOBBIE
XapaKTePUCTHKHU, CTPOST MOJUIOHBl YacTOT, a 3aT€M pe3yJIbTaTbl
0JJOOHBIX SKCIIEPUMEHTOB HCIIOJIB3YIOT Ha IIPAKTHKE.

B Hacrosiee BpeMs BBIIEISAIOTCS CIEAYIOIINE TUITBI BEIOOPOK:
e COOCTBEHHO-CITydaiiHas;
e MEXaHMYecKas;
® THUIIMYECKad,
e cepuiiHas.
CoOcTBeHHO-CiIyyaliHasi BLIOOpKA

IIpocras ciayyaiiHasi BbIGOPKA ¢ BO3BpPalleHUEeM — OOBEKT
U3BJICKAETCA U3 T'€HEPaJbHOM COBOKYIHOCTH CIIyyailHBIM 00pa3oM,
U, TIepe]l U3BJICYCHUEM CIIEAYIOIIET0, BO3BPAIIAETCsl 00paTHO.

Hampumep, Ha 3aBojie, BBITYCKAIOLIEM T'BO3]M, BBIIIOJIHSAETCS
IIPOBEpKa JUIMHBI I'BO3/sI HA COOTBETCTBHUE OIPEACIEHHOMY pa3Mepy.
Jlis mpoBepku ¢ KOHBeilepa ciydallHBIM 0OOpa3oM BbIOMparoTCs
HECKOJIBKO 3JIEMEHTOB, 3aT€M MX H3MEPSIOT U CHOBA BO3BpAIIAlOT
Hazaa B maptuto. [lpu cremyromieit onepari KOHTPOJIS OOBEKTHI,
[oNaBUIKE B BEIOOPKY, MOTYT CHOBA OKa3aThCs B HEH.

BbiGopka 0e3 Bo3BpalleHMsi — H3BJICUECHHBIH OOBEKT HE
BO3BpAIlla€TCs B TIEHEPAIBHYI0 COBOKYIIHOCTb, & 3HAYUT, MOXET
MOSIBUTHCS B BBIOOPKE TOJIBKO OJIMH Pa3.

Hanpumep, npousBogutcs mnpoBepka KayecTBa KOH(ET Ha
KoHauTepckoil (adpuke. Jlns mpoBepku KOH(]ETHI BBIOMpPAIOTCS
CllydyaliHbIM 00pa3oM, a 3aTeM BBINOJHACTCS XMMUYECKMHA aHaIu3
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COCTABJISIIONINX KOMIIOHEHTOB W3JIENHUs, [EJIOCTHOCTh KOH(PETHI NpU
9TOM HapyllaeTcs M BO3BpaT JJIEMEHTa B COBOKYIIHOCTb YXKeE
HEBO3MOJKEH.

Mexanuyeckasi BbIOOpKa

MexaHN4ecKoi Ha3bIBAETCSl BHIOOPKA, B KOTOPYIO OOBEKTHI U3
IeHEpAJIbHONM COBOKYIHOCTH OTOMpAroTCs 4Yepe3 OIpe/leeHHbIN
uHTepBal. Eciim 00beM BBIOOPKH JTOKEH COCTaBIATH 5% o0bema
IeHEpAJIbHOM COBOKYIHOCTH, TO OTOMpaeTcs KaKIbld BaaALAThINA
00BEKT TeHepaJIbHON COBOKYITHOCTH.

Henocratkom MexaHu4yeckoil BBIOOPKU SIBJISETCS BO3MOXKHOCTD
MONacTh B MEPUOJ MEPUOAUYECKH HM3MEHSIOMICHCA CIy4ailHOMN
BEJIMYUHBI u BbIOpATh AJIEMEHTBI c OJINHAKOBBIMH
XapaKTePUCTHKAMH, YTO OyJeT HeaJeKBaTHO OTOOpa)kaTh CBOHCTBA
TeHEpaJIbHON COBOKYITHOCTH.

Tunuyeckas Bb10OpKa

Ecnu reHepajibHyt0 COBOKYNHOCTb NpEABAPUTEIBHO pa3OMTh
Ha HelepeceKarolMecs IpyIbl, a 3aTeM o0pa3oBaTb COOCTBEHHO-
cilyyaiiHble BBIOOPKM M3 KaXIOH TIpyHmbl M BCEe OTOOpaHHBIE
OOBEKThl ~CUMTaTh MOMABIIMMU B  BBIOOPKY, TO MOIYYUM
BbIOOPOYHYIO COBOKYITHOCTb, Ha3bIBAEMYIO TUITMUECKON BEIOOPKOH.

Hampumep, eciu wuccienoBartenb HU3y4daeT YCIIEBAEMOCTh
ydaluxcs BOCBMBIX KJIACCOB B CpPEAHEW IIKOJE, a B Iapauleian
ydaTcsi 5 TakMx KJIacCOB, TO THIIMYECKOW BBIOOPKOH MOXKET OBITH
4acTh BOCBMUKJIACCHUKOB, HampuMmep MO /7 YeJIOBEK, CIy4ailHO
O0TOOpaHHBIX M3 Ka)XJOTO BOCBMOro kiacca mnapamienud. O0bem
TaKOW BEIOOPKU COCTABUT 35 UEJIOBEK.

Cepuiinas Bp10Opka

Ecnu reHepanbHy!0 COBOKYIHOCTh IPEABAPUTEIBHO Pa3OUTh
Ha HEMepeceKalwluecss CepuM, a 3areM, o0pa3oBaThb M3 HHUX
COOCTBEHHO-CITy4aliHy0 BBIOOPKY (BbIOMpaeTCs 4acTb CepHid WIIH
OZIHA cepus) M BCE OOBEKTBI OTOOPAaHHBIX CEPHH CUYHTAFOTCS
MOTIaBUIMMHU B CEPUITHYIO BBIOODKY.
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Hanpumep, B mNpOAyKTOBBIA Mara3uH TMOCTYHaeT MNapTUs
TOBAPOB OT YETBHIPEX Pa3IUYHBIX npousBoauTeneil. I[Ipogykuums
KaX/10r0 IMPOU3BOAUTENI MOXET cuuTarbes cepuei. CiydailHbIM
o0pa3oM BBIOMpPAIOTCS  CEpUH, AOMYCTUM, IMEPBOIO U TPETHEro
MIPOU3BOJIUTENSI U BCE DJEMEHTHI 3TUX JIByX CEpHil MOMNajaloT B
BBIOOPKY

B pabore crymeHTHl JIOJKHBI  CO3AaTh  HOPMAaJbHO
pachlpe/ieiecHHy0 TeHepalbHyl0 coBOKynHocTh u3 1000 wucenn.
3areM, HeoOX0qUMO chopMHUpOBaTH TpU BBEIOOPKH 00BeMoM 1o 100
JIEMEHTOB, MCIIOJb3Yysl Pa3IMYHble METOABI OTOOpa U OLEHWUTH
Penpe3eHTaTUBHOCTh PA3IMUHBIX BBIOOPOK.

3AJAHHUE

st reHepanuu HOPMAJbHO PaCIpPEACIICHHON COBOKYITHOCTH
n3 1000 caywalHBIX 4YMCeN BOCHOJB3YWTECh  CIEHUAIBHBIM
uHctpymentom  MeHio  CepBuc\Anamu3 — naHHbIxX\[ eHepanus
ciaydaiiHbIx yucen.  YrToObl chopmupoBacs HaOOp ciaydyailHbIX
JAHHBIX C HOPMANbHbIM PACIPENCIIEHUEM HEKOTOPOro IpPU3HAKA,
HY’)KHO yKa3aTb B KadecTBe IapameTpoB. Uucio nepeMeHHbIX -1,
gucino ciyvyaiiHeix uucen -1000, Cpennee — 0, CrannmaptHoe
otkioHeHue -1, Beixoauoit nnrepsan $A$L: $A$1000.

1. Paccuutarh YMCIOBBIE XapaKTEPUCTUKU BHIOOPKH: MHHUMYM,
MaKCUMYM, pa3Max BapHalll{, KOJIMYECTBO HHTEPBAJIOB, YaCTOTY,
cpenHee apu(pMETHIECKOE, CpeIHee KBaAPATHIYHOE OTKIOHEHHE.

2. TlocTpouTh MOJMUTOH YaCTOT JUISI 3aJaHHOM TEHEpaJbHOMN
COBOKYITHOCTH.

3. BBIMONHHTH aHAIHM3 PENPE3CHTATHBHOCTH PA3IMYHBIX BUJIOB
BbIOOpOK. Co3/aTh TpU BBIOOPKU: CIy4YalHYIO, MEXaHHYECKYIO,
cepuiiHyto. Jlns Kaxaoil BBIOOPKM BBINOJHUTH ITyHKTHl 1-3.
ITocTpouTh MOJNUIOH YacTOT AJIs Kax 101 BeIOOpKH. [l mojiBeAeHus
UTOTOB IO OIICHKE pENpPEe3eHTAaTUBHOCTH BBIOOPOK IOCTPOMUTH HA
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obmeM rpaduke MOJMTOHBI YaCTOT TPEX BBIOOPOK W TeHEpaTbHOU
COBOKYITHOCTU. J[JI1 KauyeCTBEHHOTO MpeACTaBlIeHUS Ha oO0IIeM
rpaduke PEKOMEHIYEeTCs YacTOThl TIE€HEpalbHOM COBOKYIHOCTHU
COOTHECTH C YaCTOTaMHU BBIOOPOK (MOXKHO MOJIEITUTh HX Ha 8).
Coocmeenno-ciyuaiinas 6b100pKa

[IponymepoBaTh JaHHBIE JIIOOBIM JIOCTYHHBIM CHOCOOOM.
Cosznate BbIOOPKY — MaccuB u3 100 37eMEHTOB, MOMECTHB B Hee
3HAYCHUsI U3 TeHEPAIIbHOW COBOKYIHOCTH, KOTOPBIE COOTBETCTBYIOT
HOMepaM, CTeHEpUPOBAaHHBIM CIIy4yaiiHbIM 00pa3oM B Auana3oHe ot 1
1o 1000.

Mexanuueckasn vlo0pKa

Coznate 10% BBIOOPKY, TO €cTh HMHTepBal Ais BblOOpa
AJIEMEHTOB yCTaHOBUTH paBHbIM 10, u otoOpare 100 snemeHTOB 13
TE€HEPAIILHON COBOKYITHOCTH.

Cepuiinasn evibopka

Paznenute TeHepanmbHYIO CcOBOKynHocTh Ha 10  cepwid.
BbiOpaTh caMOCTOSITENIBHO OJIHY CEpUIO JTAHHBIX U BCE €€ 3HaYCHUS
CUUTATh CEPUMHON BBIOOPKOM.

Cnpaska no Excel

Jns  opmupoBaHusi BBIOOPOK MOXHO BOCIHOJB30BaTHCS
GyHKIUSAMU:

CIYUC() wm CIHYUMEXIY() —  renepaius
ciayuyaiiHoro uucna. IlepBas ¢yHKIMS BO3BpamiaeT 3HAYCHUE B
nuarnasone [0,1]. Bropas — B 1uana3one, 3alaHHOM TI0JIb30BATEIIEM.

CHENUTDb() — xonkareHanusi (CKJieiika) TBYX TEKCTOBBIX
CTpOK.

JABCCBLJI() — cchlika Ha SYElKy, YKa3aHHYIO B apryMEHTE,
KaK Ha ajipec, cojJiepxaluii uickomoe 3HaueHue. Hampumep, eciin Mbl
XOTUM THOJY4YUTh 3HAueHue, cojepxaieecs B sueiike C2, To
HeoOxoauM Bbi3oB GyHkiuu: =JIBCCBLUI (¢2), rne ¢2 — Tekcr.
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A B C D
1 I'enepanbHas Homep Anpec Crnyualinas
COBOKYITHOCTb AJIEMEHTA BbIOOpKa
2 0,2547
0,7534 3 A3 =JIBCCBLII(c2)
3 0,2547 o1 A51 -0,1643
=
=CHEMUTB("A"; b3)
50 0,6322 85Tﬁ CJOYUYMEKTY(1;1000)
51 -0,1643 2 A2 0,7534

Puc. 27. IIpumep ncrnonb3oBanus QyHKITUH

KoHTpoJibHbIE BONIPOCHI:
1. Yem ornmuaroTcs ciaydaiiHas BBIOOpKa ¢ BO3BpallleHHEM U 0e3
Bo3BpaueHus? [IpuBect npumepsl.
2. Kakoii Mertonq otTOopa 5SJIEMEHTOB HCHOJB3YeTCs s
MEXaHU4eCKOi BBIOOpPKH? KakoBBI HETOCTATKM MEXaHWYECKOH
BBIOOPKHU?
3. OOBACHHUTH NPUHIUIBI 0TOOPA HJIEMEHTOB JJIsI THITHYECKON U
CEPUITHOM BHIOOPOK.
4. CpaBHUTH NapaMeTpbl pacnpeaeaeHuid U BUbl rpaduKoB s
pa3HbIX BEIOOPOK M FeHEpaIbHOW COBOKYITHOCTH.
5. CpaenaTb BBIBOJ O PENpPE3EHTATUBHOCTU PA3IUYHBIX METOJIOB
MOJTyYeHHS BEIOOPOYHBIX JTAHHBIX.

Jlabopamopuas paboma Ne 4
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IIpoBepka runore3 Ha ocHOBe KpuTepus coryacus Ilupcona

Henb: oceoums ancopumm npoeepku HenapamempuyecKux
aunomes xz

Kpurepuii Ilupcona wm 2 — Hambojee YacTo
HCIIOJIb3YEMBIM CTATUCTUYECKUN KPUTEPUM JJIs IIPOBEPKU TMITOTE3bI
O 3aKOHE pachpeiesieHusl CIydailHOil BenuuyuHbl. Bo MHOrmx
MIPAKTUYECKHX 3ajjauyax 3aKOH PacHpe]esIeH!s] HEU3BEeCTEH U TpeOyeT
ornpeenenus. s 10CTOBEpHOro BbIOOpPa TOTrO WJIM MHOIO 3aKOHA
(dbopMmynHpyeTrcs runoTe3a, Kotopasi TpeOyeT NOATBEPKICHHS.

IIo BBIOOPOYHBIM JAHHBIM CTPOUTCS TOJIMTOH YAacTOT U
pacCUMTBHIBAIOTCS ~ IapaMeTpbl  pacnpeaeneHus. lunoresa o
MIPEAIIONAracMOM 3aKOHE pacCIpelesIeHUs] HM3y4aeMoro IIpU3HaKa
BBIJIBUTA€TCS] HA OCHOBE MCCIJIEI0BAaHUS BBIOOPKHU.

HyneBass rumore3a Hecer MHQOPMALMIO O  3aKOHE
pacnpenenenusi. Hampumep: Ho: F(X)=Fo(X); rme Fo(X)=®(x; Mo,

609). Bri6opounas COBOKYITHOCTb uMeeT HOpMaJbHOE
pacnpe/eneHue.
Toraa KOHKYpHpYIOIas runoTesa: BBIOOpOYHAs

COBOKYITHOCTb HMEET PaCIpPENeICHUE, OTIIMYHOE OT HOPMAJIbHOTO.

Kpurepnii I[lupcoHa sBisieTcss aJropuTMOM, IO3BOJISIOIIUM
cAelaTh BBIBOJ O JIOCTOBEPHOCTH BBIIBUHYTOM THIIOTE3bI.
[locnenoBaTenbHOCTh JEMCTBUM JUISL ONpEAETCHUS KpuUTepus 2
OIHMCaHa HUXKE.

1. Tloctpouth TaOAMIly YAcCTOT ONBITHOTO pacHpelesieHus B
BBIOpaHHBIX MHTEpBaiax (cM. 1ab. padoty 1). Ecnu cpenn onmbITHBIX
Y4acTOT MMEIOTCS MajoducieHHbie (N < 5), To OOBEIUHUTH HX C
COCETHUMH. DTO OyAET BBIOOD 2pynn.

2. OmpenenuTh  TEOPETUYECKHE  YacTOThl MPH  HOMOIIU
BBIOPAHHOTO 3aKOHA pacnpe/eseHus (HanpuMep, HOPMabHOTO):
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Teopernueckass dactota Juig I-ro  uHTepBana  (TPyIIIIbI)

p.—X a. —X
onpestensercst o Gopmyte; Ny =N- CD( Ia —® — o , TJIe

N — o0beM BBIOOpKH; [, — TpaHulbl uHTepBana, D(t) —
HOpMUpoOBaHHas (cTanmaprtHas) QyHkuus. Hampumep, umeercs psia
UHTEpBaNOB: 25, 28, 31, 34, ...

Jdus i = 2, o = 28, Bi = 31. 3nauenne O(t) Beruncasercs (ecau
ucroisib30Bath Excel), kak QyHKIMS HOPMATBHOTO paclpeesieHH s, C
pun = 0, on = 1, a 3HaueHue x — BBIUKCIACTCS MO (hopMmyIe:

Bi—X a,—X
o o

0\ 2
—ni) 2
n° BBIYHUCIIUTH BEIUYUHY ) .

m ( n.
3. Tlo dopmymne 2 ='le '

1= i
210 Oyner ;f 0.

4. OrnpenenuTh YUCIIO CTeNeHel cBo0o bl K.

5. Bocnonp3oBaBmuch crenraIbHON TaOJIULIEH, o
IOJTYYEHHBIM 3HAYCHHSM > U K, HAliTH BEPOSTHOCTh @ TOTO, 9UTO
ClydaiiHasi BeTMYNHA, HMEIOIIAs %2 -PacIpelic/ieHHe, IPUMET KAKoe-
6o 3HaueHue, He MeHbiee yo: P(y 2 10) = a.

6. ChopmynupoBathb BBIBOJI, PYKOBOJCTBYSICh o0umm
MPUHITUTIOM MTPUMEHEHHS KPUTEPUEB COTIIACHS: €CITH BEPOSITHOCTh &
6ompme 0.01, To uMeroImmecs: pacXoKIACHUS MEXY TEOPETUICCKHUMU
Y SMIIUPUIECKUMHU YaCTOTAMHU CIIEAYET CUUTATh HECYIIECTBEHHBIMH,
a OIBITHOE pacTpeie]ICHUe — COTIACYIOIIUMCSI C TEOPETHUECKUM. B
npotuBHOM ciayuyae (o0 < 0.01), ykazaHHBIC pPACXOXKICHUS
MIPU3HAIOTCS. HECIYYAMHBIMU, 3 3aKOH pacipeesieHus], n30paHHBIN B
Ka4yecTBE MPEIOIaraeMoro TeOPETHUECKOTO — OTBEPraeTcsl.

3aganue:
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1. Wcnone3ys Habop maHHBIX U3 JjabopaTopHOil paboTshl Nel,
IIPOBECTH OLCHKY 110 KPHTEPHIO ¥ . B KauecTBe IHIOTE3bI BHIOPATS:
«DKCMEepUMEHTAIbHBIC JAHHBIC MOAYMHSIOTCS 3aKOHY HOPMAaJLHOTO
pacnpeneneHus».

2. PaccumrtaTth HEOOXOMUMBIC TMapaMeTpbl I BBIOPAHHOM
TUIOTE3bI.

3. Tloctponts Tabmuiy ist pacuera x°. [IpuMepHbIil BUI TaGIHIbI
JuIs aHaju3a (Tadu. 26.

4. Paccuurath kputepuii cornacus [Tupcona. J{ns BeposaTHocTH @ =
0.05, caenarb BBIBOJ TOJTBEPXKIACHUU WM OTPHUIIAHUHM THIIOTE3BI
HOPMAaJIbHOTO pacnpeeneHus JTAaHHBIX U3MEpEHUIl.
Bocnonbe3oBatbest pynkimeit Excel — XU20BP(), kotopast BeigaeT
3HAUYEHUsI maodauusvl eepoamuocmei P ona Kpumepus ;{2
(ITupcona).

Ecnu tabnuyHoe 3HaUeHHEe 0Ka3ajaoCh MEHbIIE PACCYUTAHHOTO
IKCIIEPHMEHTAIBHBIM TIYTEM}?, TO B 9TOM Cilydae HyleBasi THIIOTe3a
MIPUHUMAETCS, MTOCKOJIbKY OTKJIOHEHHUS SKCIIEPUMEHTAIBHBIX YacTOT
OT TEOPETUYCCKUX SBIISIOTCS HECYIICCTBCHHBIMHU.

Tabnuma 26
Pacuernas Tadamnma

Wnrepsan 7 e Teopernu | Paznoctu (niﬂif)f
ai-B, Yacrota | Bi- X | g;- X | @(x1) | D(x2) wacToTa (n-n®) 00
2
X

KOHTpOJ’IbHLIe BOIIPOCHI
1. O6’b${CHI/ITe, YCeM OTJIMYAKOTCA  HCHApPpaAMCETPUUCCKHUEC MCETObI
IPOBEPKU T'UIIOTE3 OT MaPpaAMETPUICCKUX.
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2. K kakomy M3 METOJIOB TPOBEPKU T'MIIOTE3 OTHOCUTCS KPUTEPUI
IMupcona?

Yrto Ha3bIBAETCA TEOPETUUECKON YaCTOTON?

OnuimuTe anropuT™ NPOBEPKU TUIOTE3bI 10 KPUTEPHUIO le

Kak ornpenenuTs 4nCIo CBSA3EH U YHCIIO CTENeHEH CBOOOIbI?
Uro Takoe JOBEPUTEIbHBII HHTEPBAI U KaK OH OIIpeesIeTcs?

No ok w

Kaxue nannble O3BOJISIOT C/AENIATh BbIBOJ 00 UCTUHHOCTH WJIU
JI0KHOCTH THITOTE3HI IPH pacueTax kpurepus [Tupcona?

Jlabopamopnas paboma Ne 5

OCHOBBI KOPPEJISIIMOHHOT0 AHATHU3A
Heas: gopmuposanue Hagbikos uzyuenus mMecHOmvl U 8UOA CEA3U
MeAHCOY CYUAUHBIMU BENUUUHAMU.

Uccnenyiite 3aBUCUMOCTD MEXKAY OQUIHMATBHBIM KypcoM
nosapa CIIIA 3a 12 mecsueB 2009 r u nienoit 3a 6appens HedTH
copta «lOpasnc». CrarucTruueckue JaHHbIC MOJIy4YeHbI ¢ caidiTa banka
Poccuu: http://www.cbr.ru/statistics u npeacrasienst B Tabd. 27.

Tabmuna 27
Kypc noanaapa u uena veru 3a 2009 roa

Ne 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

X | 419 | 42,2 | 454 | 48,7 | 56,5 | 68,2 | 64,3 72 67 | 72,4 76 | 73,7

Y | 354 | 357|340 333)]310] 313|318 316 | 301] 291 | 29,8 | 30,2

OO6o3nauenust gaHHbIX B Tabmuie: N — HoMep mecsma 2009
roga, Y — Kypc noiuiapa B pyoussax, X — ueHa 1 Gappens Hedtu B
nomnapax. BeibopouHoe ypaBHeHue mpsiMoi perpeccun Y Ha X
orpenensercs 1no Gopmyoie:

My -0y - (X; = X)

5 .

Y, -Y =

X
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3adanue

1. Ilo naHHBIM BBIOOPKH HAWTH KOPPEISLUOHHYIO 3aBUCHMOCTD
MEXJy CIy4allHBIMH BEJIMYMHAMM M IOCTPOUTHb JIMHEHHOE
NpUOJIMKEHNE METO/I0M HAaUMEHBIINX KBAJpPaTOB.

2. TloctpouTh muarpaMMmy paccesHusl.

3. Paccuurarh KOI(pQULUUEHT KOPPEISILUU Iy U OLEHUTh BUJ
cBs3u (mpsimast, oOpaTHasi, CUIIbHAs, ci1abast, HET CBSI3H).

4. Tlo BHemHeMy By JWArpamMMbl PACCESTHUS OIPENIEIINTh,
SIBJISICTCSI CBSI3b MPSIMOM MJTH 0OpaTHOM.

5. Tloctpouts oaHO(AKTOPHYIO JIMHEHHYIO PErpecCHOHHYIO
MOJIeNb CBSI3M MPU3HAKOB X U Y, UCIOJIb3Ysl HHCTPYMEHT Perpeccus
HajcTpoiiku IlakeT aHanu3a, ¥ OLEHUTH TECHOTY CBS3M MPU3HAKOB X
1 Y Ha OCHOBE JIMHEHHOr0 K03 (HUIIMeHTa KOpPEAIHH I.

6. Jlob6aBuTh Ha JAMarpaMMy paccesHUs JIMHUIO TpeHJa
(3aBUCHMOCTB OIIPECTIUTh JIMHCWHOW) M BBIBECTH Ha JUArpaMmy
ypaBHeHHe perpeccuu (Bo Bkiajake [Tapamerpsl omius «Iloka3siBaTh
ypaBHEHHE Ha THarpamMMe»).

KoHTpo/IbHBIE BONPOCHI
Yro Takoe Koppensus?
Kak n3MepuTh CBSA3b MEXIY ABYMS CIIydailHBIMHU BETUUNHAMU?
Kakwue Bupl 3aBUCIMOCTEN CYIIECTBYIOT MEX/1y BETMUNHAMU?
Uro nokazbiBaeT K03 PpHUineHT Koppensun?

arwbdPE

[TpuBenute 3HaueHns Kod3hduIMeHTa KOPPEISAIUHA U BH]L CBSI3EH,
KOTOpLIfI COOTBCTCTBYCT KAXKXIOMY 3HAYCHUIO.

6. Kakuie BbIBO/IbI MOYKHO ClIEJIaTh [0 BHEIIHEMY BHIY JHArpaMMbI
paccestHus?

Jlabopamopnas paboma Ne 6
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JInHeHHBIN perpecCHOHHbIN aHAJIN3

He.]'[b: noJjly4eHue HaeblKos uccnedogaﬁuﬂ aaHHblx C NOMouvbro
JIUHEUHO20 pPe2pecCUOHH020 aHANU3Ad. 3HAKOMCMBO ¢ Memooom
HAUMEHbUUX K8AOPAMO8.

IlycTs HMEIOTCS 1BE KOPPEIMPOBAHHBIE CIIyYalHbIC BEIUYUHBI
X un Y. Eciu cBsa3p MexIy AByMS BEIMUMHAMH JIMHEWHas, TO ee
MOXHO HpGIICTaBI/ITI) 3aBUCHUMOCTEIO.

y = A+ Bx,

rne A u B — 3TO COOTBETCTBEHHO OTPE30K OCH OpJHHAT,
OTCEKaeMOM MpsiMOM, U ee HakiIoH. Eciu maHHbIE CBSI3aHBI
WJCaTbHON JIMHEHMHOM 3aBUCUMOCTBIO, TO MOXHO IIPEICKa3aTh

3HaueHUe Yi O HM3BECTHOMY 3HA4YCHHIO X;. Ecim mpeamonoxuTh
CYLLIECTBOBAaHHE JIMHEHHOW CBA3M M HAJW4YMe HEOTPAaHUYECHHOU
BBIOOPKH, TO MOXHO NOJOOpaTh 3HaueHUs mnapameTpoB A u B,

KOTOpbIE oOecreyar pacyeT MPOrHo3UpyeMoro Yi.

Obwenpunamas npouedypa onpeneneHus Ko3((UIMEHTOB
YpaBHEHHsI COCTOUT B BbIOOpe Takux 3HaueHWd A u B, KoTOpbIe
MUHUMH3HPYIOT CyMMY KBaJpaToB OTKJIOHEHHUH HaOII0JaeMbIX
3HaUEHUN OT MPEJCKAa3aHHOIO 3HAuYeHus y. OTa Ipoueaypa
HAa3bIBACTCS MEeMmOOOM HAUMEHbWUX Keaopamos. II0CKONbKY
OTKJIOHEHMSI HAOII0AAEMbIX 3HAUEHUHN OT MPEJCKa3aHHbIX PABHbI

Y, =Y =Y, —(A+BX), To cymMa KBaapaToB OTKJIOHECHHI

UMeET BH
Q:Z(yi - A-Bx; )"
i-1

CrnenoBaTenbHO, HAUITYUIIEE COTJIACHE B CMBICIIE HAUMEHBIIINX
KBaJpaToB 00eCTICYNBAIOT 3HAUCHUS A U B, 1151 KOTOPBIX

QR _,
oA B

206



Mb1 uMeeM orpaHU4eHHYIO BbIOOpka u3 N map HaOmoIeHui
3HAYEHUM X U y. DTO O3HAYAET, YTO JAHHOE YpPABHEHHE JACT BCETO
nunib orleHkd A u B; 0003Ha4nM uX 4epe3 a@ U D coOTBETCTBEHHO.
Pemias cucremy ypaBHEHUN OTHOCHUTEIBHO OLICHOK BEIMYMH A u B,
MOJTy9UM

306 -%)- (% -9)
b: i=1

n H

Z(Xi - )_()2

i=1
WK B 0003HAYCHHUAX KO3((HUITMEHTa KOPPEISIMUA U BBIOOPOYHBIX
JACTIEPCUEN:

OTH OIIEHKH MOKHO MCTIOJI30BATH JJISl TIOCTPOCHUSI MOZCIH,
MO3BOJISIONICH MPEICKa3bIBATh Y 10 JAHHOMY X
y=a+bx=y+b(x-X).
[lpsmast nmHUMA, 3agaBaeMas yKa3aHHBIM  ypaBHEHHEM,
HAa3bIBAETCS MPSAMOM JTMHEWMHOM perpeccuu y Ha X.
JloBepuTeIbHbIE HHTEPBAJIbI
B naboparophoii pa6ore Ne 1 ncnonab3oBaauch BEIOOPOUHBIE
3HA4YeHUs IS OLIEHKM IIapaMeTpPOB paclpelesieHuil Cly4yaiHbIX
BeIMYUH. Takue Mpoueaypbl HAlOT TOJIBKO MoOYeuHble OUeHKU
MHTEpECYIONMX napaMeTpoB. OHU HE MO3BOJISIOT CYyAUTh O CTETICHU
OMM30CTH BBHIOOPOYHBIX 3HAYCHHH K OIICHHBAEMOMY MapaMmeTpy.
bonee comepkaTenbHBI NPOLEAYpPHl OLCHWBAHHUS IapaMeTpPOB,
CBSI3aHHBIC HE C TOJIyYCHHEM TOYCYHOTO 3HAYCHNUS, a C IOCTPOCHUEM
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WHTEpBaja, KOTOPBIM HAKpPHIBAET OLEHUBAEMBIM mapamerp ¢
W3BECTHOM CTENEHBIO JOCTOBEPHOCTH.

I[TycTh, HAIpUMEp, BLIOOPOUYHOE CpejiHee apupmMeTHyeckoe X
BBIUMCJIEHHOE [0 N HE3aBUCUMBIM HAONIOACHUSM CIIy4aiiHON
BEJIMYMHBl X, HCIIOJIB3YETCS B KAyeCTBE OLIEHKH CPEIOHETO L.
OOBIYHO NIpE/ICTABISET UHTEPEC OLEHUTD L4 B TEPMUHAX HEKOTOPOTO
untepsana X0 | B koTOpBI 4, TOMAKAET ¢ 3aMAHHON cmenenbio
oocmogeprocmu. Takue WHTEpBAIBl MOXKHO IIOCTPOUTH, €CIHU
M3BECTHBI BBIOOPOYHBIE pacIpe/IeICHUsI pacCCMaTPUBAEMOI OLICHKH.

OTHOCHUTENILHO 3HAYEHHs BBIOOPOYHOTO CPEIHErO X MOKHO
C/eNaTh CIEAYIOIIEe BEPOATHOCTHOE YTBEPKICHUE!

(X—p, Wn

X

P{D1-al2) < <O(al2)f=1-a,
rne ®() — cranmaptHas (QYHKUOUS pacrpeiesicHus; o —
HA3bIBAETCS BEPOSTHOCTHIO OIIMOKH, WM YPOBHEM 3HAUYMMOCTU. A
3HayeHHe S = 1 — o — CTaTHCTUYECKOW JIOCTOBEPHOCTHIO. S
M3MEPSAIOT YacTO B IPOILEHTaX W TOBOPAT, Hampumep, o 95%-m
nosepurenbHoM uHTepBaie (S = (1 — a)-100%). B stom ciayyae a =
0.05 (cM. maboparopHyto pabOTy O KPUTCPUH OIICHKH XH-KBaJpar).
I[To wmepe ymenbiieHus o (YBEJIMYEHHUs HHTEPBaa,
3akmoyeHHOro mMexay D(1-a/2) u ®(a/2)) pasymMHO CUHMTATh, YTO
BEPOATHOCTH P Ckopee paBHa enuHule, 4eM Hyr0. MHaue rosops,
€CJIM TPOM3BOAMUTCS MHOTO BBIOOPOK, W IS KAXKIOW W3 HUX
BBIUMCIIIETCS X, TO MOXHO OKHMJAaTh, YTO OHa OyJET IONajath B
YKa3aHHbII MHTEpPBAT C OTHOCUTEIIBHOM YacTOTOH, NPUMEPHO
paBHoit 1 — a. Ilpu TakomM mOAXOJE MOMKHO YTBEpKIaTh, 4TO
) (X—p,)/n
CYWIECTBYET MHTEPBAI, B KOTOPbIH BEMYMHA ~— " IOMA/aeT

X
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c OONBIION CTENEHBIO JOCTOBEPHOCTH. Takue yTBEPKICHUS
Ha3bIBAIOT OdogepumenbHbimu. VIHTEpBa, OTHOCUTEIBHO KOTOPOTO
JienaeTcs JIOBEPUTEIIBHOE YTBEPXKIACHHE, Ha3bIBACTCS
oosepumenvHvim unmepeanom. CTEeHb JOBEPUs], COMOCTABIIAEMAst
JIOBEPUTEIIBHOMY YTBEPKICHUIO, HA3bIBACTCS YyPOGHEM 008EPUSL.
PacripesienieHre Y 1pu KOHKPETHOM 3HAYCHUH X = X,

npeacTaBiIseT 0coObli uHTEpeC ( Y — 3HaYEHHE, BHIYUCIEHHOE 10
HOJIy4EHHOMY YPABHEHHIO PETPECCHH, Y — OLIEHOYHOE

HHTEPBAJIBHOE 3HAYCHHE):

%
- . 1 X, — X)
y:yis‘xtN72 N+ N(O )
Z(Xi_7)2
i-1
%
1 (XO—X)2

3nauenue A4y = Syxtn 2 Oyzner ompenensiTh

I'paHMIIbl MHTEpBaja /Ui 33JaHHOTO 3HAaYEHHUS OL.
B ¢opmynax Bennunna Sy BbIOOPOYHOE CTaHIApTHOE

OTKJIOHCHHC Ha6moz[aeM0ro 3HA4YCHMUA Yj OT IIPEJACKA3aHHOTI' O

¥; =a+bX | pasuoe

%
_1 2 2
= [:_ZJSY(l_er)

3aoanue
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B tab6i. 28 npuBeneHbI 3HAYCHUS ABYX BEJIWYHH, KOTOPBIC SBISIOTCS
XapaKTepUCTHUKAMU MacChbl M PAcXojla 3JIEKTPOIHEPIHMH T0E€3]10B.
[Tyctp X- Macca moe3da, BbIpaK€HHAsi B ThIC. T., Y — YJIEIbHBII
pacxo snekTposHepruu, KBr/4 HalO TeIC. KM.

Onpedenums: BEIOOPOYHOE ypaBHEHUE NpsMoi perpeccun Y Ha X.
CrenaTh BBIBOJ] O XapaKTepe U TECHOTE CBA3U MEXKIY Maccou noesaa
X ¥ yAeIbHBIM Pacxo/10M 3JIEKTPOSIHEPTuu Y.

Tabnuua 28
JlaHHbIe 0 Macce Moe3/1a U pacxo/ie YJIeKTPOIHEPTUH
No Macca noe3sna, X, OnektposHeprus, Y,
B TBIC. T. kBT1/4 Ha 10000 kM
1 2,5 85
2 2,5 105
3 3 85
4 3 95
5 3 105
6 3,5 75
7 3,5 85
8 3,5 95
9 4 75
10 4 85
11 4 95
12 4,5 75
13 4,5 85

1. Tloctpouts ouazpammy pacceanusn.

2. Paccumrtath  KOI(POUIMEHT  KOPPEIAIUU  JUIS  JTAHHOM
nonyssiiuu. CrenaTb BbIBOJ O BUJE CEA3U.

3. Paccuurarh KoIppuuyuenmevr tnpsmoii perpeccun a u b.
CocTaBuTh ypaBHEHHE PETPECCUM.
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4. TlocTpouTh MO 3a0aHHbIM X W 6bIYUCTIEHHbIM B YPaBHEHHH
perpeccun y — MPSAMYIO PerpeccMd Ha TOM e rpaduke, 4To U
JMarpamMMa paccesHHsI.

5. Paccuurarh NpOrHO3UpYEMBIEC 3aTpPaThl HICKTPOIHEPTUH IS
II0€31I0B ¢ Maccoii: 2, 3, 4 ThIC. TOHH.

6. OnpenenuTb TOBEPUTEIbHBIC MHTEPBAIBI I PACCUUTAHHBIX
naHHbIX. J[00aBUTh HECKONBKO MJAaHHBIX O Macce M pacxoje
AJIEKTPOIHEPT U TI0E3/]TaAMH B UCXOIHYIO TAaOIHILY.

7. BBINOJIHNTH 3aJaHNE 3aHOBO Ha HOBOM JincTe. CaenaTs BHIBOJ
0 pa3Mepe I0BEPHUTEIILHOTO HHTEPBaJIa TP YBEITUICHUH BEIOOPKH.

8. BriOpatp 3HaueHHWE @ — BEPOSATHOCTH OIIMOKH, KOTOpas
3aJaeT TPaHMIBI TOBEpUTEIbHOTO MHTEpBaia. Hanpumep, s 95%-
ro uarepsana o = 0.05.

=t

9. Omnpenenuts mo Tabnuie ty N-2;a/2 , TlomoBuHa o mis

JIOBEPHUTEIBHOTO HMHTEpBajia Oepercsi, Tak Kak t-pacmpenencHue
CUMMETPHYHOE.
10. [Ipumep  Tabmuuer  Juist  t-pacnpenencaus — CThIOACHTA
npejcrasieH B Tadu. 29.
11. Ilpu pacuere 310r0 K03((HUIMEHTa MOKHO BOCIOJIb30BATHCS
¢dynkuueii Excel:
CTBIOJIPACIIOBP (BeposiTHOCTB, CTeNeHH_CBOOO/IBI), TJIC
BePOSITHOCThL — 3HAYEHUE O, cTeneHUu_cBo6oabl — N-2, 06bem
BBIOOPKH MHHYC KOJIMUYECTBO CBSI3EH.
Pexomenyercss mpoBEepUTh JaHHBIE, IOJyYEHHbIE NpU
TIOMOIIH ATOH (YHKIIUH.
7. Paccuurtarh 3HaUeHNE HHTEpBaJIa Ay U TIOTYyYHTh

MHTEPBAJIBHYIO OLICHKY B BUJIE: y=9 4y
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Ilpumep t-pacnpeoenenua Cmorodenma

Tabmuua 29

n (03
0.100 0.050 0.025 0.010 0.005
1 3.078 6.314 12.706 31.831 63.657
2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925
3 1.638 2.353 3.182 4541 5.841
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
KonTpoabHbie BOIpochl
1. KakoBbI 3TaIbl IOCTPOCHUS PETPECCHOHHON MOJIENH?
2. UYro mpencraBisieT coO0H JIMHEHHBIA PETPECCHOHHBIN aHATH3?
3. B deM cyTh METO/1a HANMEHBIIMX KBAIPATOB?
4. Kak onpenensroTcs K03()PUIMEeHTHI TUHESHHON perpeccun?
5. Kakum oOpasom ompeznensercss YypaBHCHHE JIMHCWHON
perpeccun?

6. Urto Ha3bIBaeTCs [OBEPUTEIHHBIM HHTEPBAIIOM U KaK OH
ornpeaensercs?

7. Kak onpenensitoTcst rpaHUIIbl IOBEPUTEIbHBIX HHTEPBAIOB?
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Jlabopamopnas paboma Ne 7
MHOKeCTBEHHbIN perpecCHOHHbIN aHAJIN3

Henb: nonyuenue HABLIKO8  BLINOIHEHUS  MHOHCECHBEHHO20
PecpeccuoHHo20 aHaIusd, NOCMPOEHUsl YPAGHEHUs pecpeccuu 8
cmamucmuyeckom nakeme Statistica.
B pesynbrare uccienoBanus OIOHKETOB JOMOXO3SHMCTB 3a JIECATH
MeCSEB MPOLIEIUIEr0 roja ObLIM MOTY4YEHbl CBEACHHSI O CpeaHel
MECSIYHOM CTOMMOCTH YeThIpeX MPOAYKTOB mutanus (Xi, Xz, X3, Xa),
a TaKk)Ke JIaHHbIE O 3aTpaTax Ha MPOAYKTHI JOMOXO3SIMCTBA B 1I€JIOM
(Y). HeoOXxoauMoO BBITIOJHUTH MHOXCECTBEHHBIH pPErpeCCHOHHBIN
aHaIMU3 JUIA UW3y4YeHUs (YHKIHMOHAIHHOW 3aBUCUMOCTH MEXIY
MPOJIyKTOBBIMU 3aTparaMM JIOMOXO3SIICTBA U CTOMMOCTSIMU
MPOJIYKTOB IMUTAHMUS.

Tabmuma 30

3aTpatsl 1oMoxo03siicTBa 3a 10 MecsileB TeKyero roaa
U CTOMMOCTH NPOJYKTOB

Ne Y X1 | X2 | X3 | X4
1 | 47653 | 26,2 | 18,5 | 175|170
2 | 3851,7 | 23,8 | 16,5 | 160 | 140
3 | 5117,9 | 27,6 | 185 | 170 | 185
4 | 6205 28 21 | 195|220
560992 | 255 | 22 |216|210
6 | 6483,1 | 27,5| 17,9 | 190 | 230
7 | 46194 | 26 | 18,6 | 185 | 160
8 |5102,65| 28,5 | 18,85 | 190 | 175
9 | 62476 | 27,5 | 18,4 | 215 | 210

10 | 42534 | 24,8 | 17,8 | 175|150

1. TlomyuuTh JECKPUINITHBHBIE CTATUCTUKA IO  KaXJIOMY
npusHaky (cpemHee apupMETHUYECKOE, JUCIEPCHUIO, CpE/IHEee
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KBaJ[PaTUYHOE OTKJIOHCHHUE).

2. Paccuutarh KOA(GQUIMEHTHI MAPHOH KOPPENSLUU U BCEX
npu3HakoB. OLEHUTh MOKa3aTeNu BapHallMM KaXKJI0ro NpU3HaKa
U cJenaTh BBIBOJ O BO3MOXKHOCTAX IPUMEHEHHs MeToja
HAaMMEHBIIMX KBAJApaToOB AJs UX u3ydeHus. [IpoanHanusupoBaTh
JTUHEHHBIE K03()(DUIIUEHTHI TAPHON U YaCTHON KOPPEISLHH.

3. CocraBuTh ypaBHEHHE MHOXKECTBEHHOU perpeccum,
OLIEHUTH €r0 MapamMeTphl.

4. C nomompto F-kpurepus durnepa OeHUTh CTATUCTHYECKYIO
Ha/ISKHOCTh YPABHEHUS PETPECCUU B IIEIIOM.

Pexomenoauuu k évinonnenuio.
1. C noMompi0 COOTBETCTBYIOIIUX CTATUCTUYECKUX (PYHKIUI B
Excel ompenenuth: cpemHee apupMeTHUECKOE, JTUCIIEPCHIO,
Cpe/Hee KBaJpaTUYHOE OTKIOHEHHE MO Kaxkaomy npusHaky (Y,
X1, Xa, X3, X4).
2. Tloctpoiite MaTpHIly HapHBIX KOAPPUITUESHTOB KOPPEIISAIUH:

Y X1 X2 X3 Xa
Y 1| 0508| 0,494| 0,754| 0,987
X1 0,508 1| 0307| 0394| 0,465
X2 0,494 | 0,307 1| 0689 | 0,447
X3 0,754 | 0,394 | 0,689 1| 0,645
Xa 0,987 | 0465| 0,447| 0,645 1

O‘leBI/II[HO, 4dTO BCC YCTHIPEC HU3YyYACMBIC q)aKTopa HUMCIOT

JUHEHHYIO CBSI3b C PE3yJIbTUPYIOMIUM MoKa3ateiaeM Y, MOCKOJIbKY
ux Kod3(p(UIUEHTh Koppensuuu ¢ Y JOCTaTOYHO BBICOKHE.
MexdakropHasi Koppensuuss TnpuzHakoB He mpesbimaer 0,7,
MOATOMY BCE (PaKTOPBI PEKOMEHIYETCsS BKIIOYHTH B YpPaBHEHHE

MHOKECTBEHHOM pErpecChH.
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3. g cocraBicHHS ypaBHCHHS MHOXKECTBEHHOW perpeccuu
HY>KHO TOJICTaBUTh paccuuTaHHbIe KO3 UIIMEHTHI KOpPEIsuuu
B YPABHEHUS:

ry><1 = ﬁl + ﬂzrx2xl + ﬂ3rx3xl +..t ﬂprxpxl;

ry>(2 = ﬂlrxlx2 +ﬂ2 +ﬂ3rx3x2 +"'+ﬂprxpx2;

Mo = ﬂlrxlxp +ﬂ2rx2xp +,63rx3xp +...+ﬂp.

[Tomy4yum Takyro cUCTEMY JIMHEHHBIX YPaBHEHHUI:

0,508 = g, + 0,307 - B, +0,394- 5, +0,4654,;
0,494 =0,307- B, + 5, + 0,689, + 0,447 - 3,
0,754 =0,394- 5, +0,689- B, + B, +0,645- 3,
0,987 =0,465- 5, + 0,447 - 5, +0,645- S, + p,.

Jns  pemieHus  CUCTEMBl YpPaBHEHHMM W ONpEIEICHUs
CTaHJAPTU30BAHHBIX KO3((UIMEHTOB [i MOXXHO HCHOJIb30BATh
MaTpUYHbIl MeTox (Co34aTh OOpaTHYH MAaTpHIly, a 3aTeM s
OIIpECIICHUS] HEN3BECTHBIX HAUTH CyMMY NPOM3BEIACHUN 3JIEMEHTOB
KOKJI0H CTPOKM  MATpHIlbl CO CBOOOJHBIMH  uieHamu). Jlis
MOCTpOeHUsT ~ OOpaTHOM  MaTpUIlBl  MOXHO  BOCIOJIB30BATHCS
¢yukmuein MOBP(), mist koTOpoit arpyMeHTOM OYyIyT 3J€MEHThI
WUCXOJHOW MATpHllbl, a JUIsl OINpEAENIEHUS CTaHAApTU30BAHHBIX
kod(urmentoB Pi HykHO mpuMeHnTh PyHKIMI0 CYMMITPOU3B.

Hampuwmep, mns paccuera koddduimenta i1 HYKHO BBECTH
GbyHKIUIO:

=CYMMIIPOU3B (H19:K19;H27:K27),
111 paccuera kodpuirenTa B2 Hy»KHO BBECTH (YHKIIHUIO:
=CYMMIIPOU3B (H19:K19;H28:K28) u T.1.
OO0pa3ibl pacCYETHBIX MATPHULL IPUBEACHbBI HUKE.
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TR [ T [ 3 ] K]
No CB0OOTHBIE YJICHBI MATPHIIBI
(19 o512 | 0571 | 0784 | 0979 |
Hcxoanas marpuna
1 0,307 0,394 0,465
0,307 1 0,689 0,447
0,394 0,689 1 0,645
0,465 0,447 0,645 1
OOpatHas maTpuia
27| 1,305 -0,085 -0,152 -0,472
-0,085 1,911 -1,299 0,023
-0,152 -1,299 2,631 -1,047
-0,472 0,023 -1,047 1,885
Koadduunents
B1 B2 Bs Ba
0,039022 0,052289 0,218454 | 0,7960302
3areM, Ha OCHOBE CTaHJAPTU30BaHHBIX KOd(pduuueHToB i

paccuntath K03(pUIMEHTHI THHEHHOW perpeccu u b mo dopmyore:

b = B
o §xi .
b, = 0,039022-&’368 = 23,96 ~ 24
b, =0,052289 &28 =31065~31
938,68

b, =0,218454-

—=1119=112
18,31
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b, =0,7960302 938,68 _ 24,99 ~ 25
29,89

k)
[Tocre 3TOro paccuUMTHIBAETCS CBOOOJHBIM YJIEH PErpecCHOHHOTO
ypaBHEHHUSA a:

a=y-bx,-b,x; —..—b, Xy,
a = 6465,44 — 24* 26,54 —31*18,81-11,2*187,1— 25*186 ~ —1500.

3aTeM COCTaBJISIETCA YPAaBHEHUE JTUHEUHON pEerpeccuu:
y =—-1500 + 24x, +31x, +11,2x, + 25X,.

KonTpoabHbie BOIpochl
1. Kak oueHuBaeTcs 3HaYMMOCTb KO3 PHUIIMEHTa KOPPEIALUHU?
2. UYro xapakTepu3ylT MapaMeTpbl PErpecCHOHHOTO YpaBHEHUS?
OOBsicHUTE CYITHOCTh KO PHUIMEHTA MAPHON JTMHEHHON PErPECCHH.
3. Kak omenuBaercs 3HAaYMMOCTh MApaMETPOB PETPECCHOHHOTO
yYpaBHCHHUS?
4. Jlaiite ompenereHUE CTaHAAPTU30BAaHHOMY KO3 HUIIUEHTY
perpeccuu. UTo OH XxapakTepuzyer?
5. Uro mTO3BOJISIET OLEHUTh MHOXECTBEHHBIH KO3 (UIMEHT
JIETCPMUHAIIH?
6. Kak OIEHHUTh CTAaTHCTUYECKYIO HAaJIeKHOCTh PErpEeCCHOHHOIO
YpaBHEHUS B IEIIOM?
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Основы теории вероятностей 
и математической статистики


Цель: познакомиться с основными понятиями теории вероятностей, изучить  аксиоматический подход к определению понятия «вероятность».


Из истории статистики


Статистика имеет многовековую историю, уходя своими корнями в глубокую древность. Исторически развитие статистики было связано с возникновением государств, потребностями в их эффективном управлении.  Первая публикация по статистике – это «Книга Чисел» в Библии в Ветхом Завете, в которой рассказано о переписи военнообязанных, проведенной Моисеем и Аароном. 


Хозяйственные и военные нужды городов и государств древнего мира требовали знаний о населении, его составе, имуществе. Первые статистические сведения собирались для налогообложения, учета земель, призыва на военную службу. В античном мире подсчитывалось число родившихся детей, велись земельные кадастры, появились первые описания государств. Благодаря Аристотелю (384–322 гг. до н.э.) можно узнать о 157 городах и государствах того времени. Сбор и обработка данных о массовых общественных явлениях со временем приобрели регулярный характер.

Некоторые разделы статистики были разработаны на основе изучении теории азартных игр в XVI–XVII вв. Исследованиями в этой области занимались Д. Кардано, Х. Гюйгенс, Б. Паскаль, П. Ферма и др. Следующий этап развития науки связан с именем Я. Бернулли (1654–1705). Теорема Бернулли, названная «Законом больших чисел», была первым теоретическим обоснованием накопленных ранее фактов (при достаточно большом количестве испытаний вероятность события почти равна частоте этого события).


В конце XVII в. при страховании кораблей, начали подсчитывать, сколько шансов на то, что корабль вернется в порт невредимым, не будет потоплен бурей, что груз не испортится, не будет захвачен пиратами и т.д. Такой расчет позволял определять, какую страховую сумму следует выплачивать и какой страховой взнос брать, чтобы это было выгодно для компании. 


В 1746 г. профессор философии и права Г. Ахенваль впервые в Марбургском университете начал преподавать новую дисциплину, названную им статистикой. С середины XIX в. благодаря усилиям бельгийца – математика, астронома и статистика А. Кетле (1796–1874) были выработаны правила переписей населения и регулярность их проведения в разных странах. По его инициативе проводились международные статистические  конгрессы, а в 1885 году  был основан Международный статистический институт. Международной статистикой занимаются  такие организации – ООН, ФАО, ЮНЕСКО, МОТ, ЕС, Мировой банк и др. Эти организации занимаются сбором, представлением, сравнением и интерпретацией социально-экономических данных.


Свой вклад в теорию вероятностей внесли А. Муавр, П. Лаплас, К. Ф. Гаусс, С. Пуассон и др. Другой плодотворный период связан с П.Л. Чебышевым, А.А. Марковым, А.М. Ляпуновым. В это время теория вероятностей становится стройной математической наукой. Большое влияние на дальнейшее развитие науки связано с русскими математиками С. Н. Берштейном, В.И. Романовским и А.Н. Колмогоровым.

Элементы теории вероятностей


Событие (явление) – возможный исход испытания, опыта, наблюдения.


Все наблюдаемые нами явления можно условно разделить на три вида: достоверные, невозможные и случайные. 


Достоверным называется событие, которое обязательно произойдет, если будут выполнены определенные условия. Например, если в сосуде находится вода, давление атмосферы нормальное, а температура воздуха 30◦С, то событие «вода в сосуде находится в жидком состоянии». 


Невозможным  называется событие, которое заведомо не произойдет, если будет выполнена совокупность условий S. Например, при нагревании олова и меди вы не сможете получить золото.


Случайным называют событие, которое при осуществлении условий S может произойти, а может и не произойти. Например, при бросании монеты выпадение герба – является случайным событием, потому что оно может произойти, а может и не произойти. 


Каждое случайное событие есть следствие действия очень многих сил и случайных причин, которые учесть просто невозможно. В нашем случае это сила броска, вес и размер монеты, ее симметричность, состояние здоровья человека, бросившего монету и т.д. Поэтому  теория вероятностей не ставит себе задачу предсказать, произойдет или нет единичное случайное событие – она просто не в силах это сделать. Однако, когда речь идет о случайных событиях, которые многократно наблюдаются при осуществлении одних и тех же условий  S, то есть происходят массовые однородные случайные события, то оказывается что они подчиняются определенным закономерностям. Эти закономерности называются вероятностными.


Например, выпадение снега в Москве 10 октября является случайным событием. Ежедневный восход Солнца можно считать достоверным событием, а выпадение снега на экваторе – невозможным событием.


Предметом теории вероятностей является изучение вероятностных закономерностей массовых  однородных случайных событий.


Знание закономерностей, которым подчиняются массовые  события позволяет предвидеть, как эти события будут протекать. Например, нельзя заранее определить результат одного бросания монеты, но можно предсказать, причем с  небольшой погрешностью, число выпадений «орла» или «решки»,   если монета будет брошена  большое число раз в одних и тех же условиях.


Прежде чем мы введем основные понятия, теоремы, следствия теории вероятностей, попробуем рассмотреть общие принципы построения математических дисциплин. Теория вероятностей – математическая дисциплина, родственная таким дисциплинам, как, например, геометрия или теоретическая механика. 


В каждой изучаемой дисциплине, как правило, существуют три аспекта: 


а) формально-логическое содержание,


б) интуитивные представления,


в) приложения.


Характер дисциплины в целом и перспективы ее применения нельзя по-настоящему оценить, не рассматривая эти три аспекта в их взаимосвязи.


Формально-логическое содержание. Характерной особенностью математики является то, что она занимается исключительно соотношениями между неопределяемыми вещами. Невозможно “определить” шахматы иначе, как сформулировав систему правил игры. Аналогично этому геометрия не беспокоится о том, чем “на самом деле” являются точки и прямые. Они остаются неопределяемыми понятиями, и аксиомы геометрии лишь устанавливают связи между ними. Это правила игры, и в них нет ничего таинственного. Формально-логическое содержание  статистики представляет собой совокупность понятий, общих представлений и закономерностей окружающего нас мира. В основе дисциплины лежат свои аксиомы и теоремы, которые являются фундаментом статистики.


Интуитивные представления. Каждый приобретает интуитивное представление о смысле самых разных понятий. Эта интуиция является достаточной предпосылкой для первых формальных правил теории вероятностей.


Приложения. Приложения теории вероятностей и математической статистики весьма обширны. Знания, полученные в результате статистического анализа явлений окружающего нас мира, применяются в экономике, политике, промышленности и других областях деятельности людей. Используются эти данные для изучения реальных процессов, а также эффективного управления ими и прогнозирования.


Основные определения вероятности


В отличие от математических дисциплин, изучающих “точные” закономерности, предметом теории вероятностей являются специфические закономерности, наблюдаемые при анализе случайных явлений. Эти закономерности проявляются в массовых явлениях, и позволяют предсказывать с той или иной вероятностью исход испытаний. Тогда как, в единичном случае можно только предположить исход события. 


Мы можем наблюдать широкий круг явлений, когда при многократном осуществлении комплекса условий  доля той части случаев, когда событие А происходит, лишь изредка уклоняется сколько-нибудь значительно от некоторой средней цифры, которая таким образом может служить характерным показателем массовой операции (многократного повторения комплекса ) по отношению к событию А. Закономерности этого рода называются вероятностными или стохастическими закономерностями.


Итак, имеется схема для различных событий, наступающих при неизменном комплексе условий: достоверное – случайное – невозможное. Ясно, что большая часть событий в мире находится между достоверностью и невозможностью (интуитивное понимание!).


По мере развития теории вероятностей, а также областей её приложения, развивались и представления об основном понятии этой теории – вероятности. 


В настоящее время существует четыре подхода к определению вероятности:


1. Определение математической вероятности как количественной меры “степени уверенности” познающего объекта.


2. Определения, сводящие понятие вероятности к понятию “равновозможности” как к более примитивному понятию (так называемое “классическое” определение вероятности).


3. Определения, основанные на “частоте” появления события в большом количестве испытаний (“статистическое” определение).


4. Аксиоматический подход, на основе теории множеств, формализующий теорию вероятностей.


Вероятностью события P(А) называют отношение числа благоприятных исходов испытания  m к общему числу всех равновозможных несовместных элементарных исходов  n:
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Это определение вероятности базируется на классическом подходе и часто применяются для решения конкретных задач, поэтому мы часто будем обращаться к нему далее. Остановимся подробнее на аксиоматическом подходе к определению вероятности события.

Аксиоматическое определение вероятности


Прежде, чем рассмотреть вероятность с указанной позиции, вспомним, что аксиома – это исходное утверждение какой-либо научной теории, которое берется в качестве недоказуемого, и из которого выводятся все остальные предложения теории по принятым в ней правилам вывода.

Построение аксиом теории вероятностей А.Н. Колмогоровым означало переход от полуэмпирического, интуитивного понимания вероятности к строгому формализованному. Для введения аксиом нам необходимо принять следующие соглашения.


Зафиксируем комплекс условий  и рассмотрим некоторую систему S событий А, В, С, ..., каждое из которых должно при каждом осуществлении комплекса  произойти или не произойти. Далее введём соглашения, которые, как увидит внимательный читатель, являются соглашениями теории множеств и математической логики.


1) Событие, состоящее в наступлении обоих событий А и В, будем называть произведением событий А и В и обозначать АВ (или АВ).


2)  Событие, состоящее в наступлении хотя бы одного из событий А и В, будем называть суммой событий А и В и обозначать А+В (или АВ).


3)  Событие, состоящее в том, что событие А происходит, а событие В не происходит, будем называть разностью событий А и В и обозначать А – В. 


4) Если при каждом осуществлении комплекса условий , при котором происходит событие А, происходит и событие В, то мы будем говорить, что А влечет за собой В, и обозначать это символом  А В или В  А.


5)  Если А влечет за собой В и в то же время В влечет за собой А, то есть если при каждой реализации комплекса условий  события А и В оба наступают или оба не наступают, то мы будем говорить, что события А и В равносильны, и обозначим это А=В. Равносильные события могут заменять друг друга или, по-другому, они тождественны.

6)   Два события  А и 
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 называются противоположными, если для них одновременно выполняются два соотношения:


7)  А+
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= U (достоверное событие), 


   А*
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 = V (невозможное событие)


Пусть U – достоверное событие. Все достоверные события равносильны между собой.


V – невозможное событие. Все невозможные события тоже равносильны между собой.

8) Два события А и В называются несовместимыми, если их совместное появление невозможно, то есть если  А*В = V.


Если А=В1+В2+...+ВN  и  события Вi попарно несовместимы, то есть ВiBj = V при i  j, то говорят, то событие А подразделяется на частные случаи В1, В2, ..., Вn. Например, при бросании игральной кости событие С, состоящее в выпадении четного числа очков, подразделяется на частные случаи Е2, Е4 и Е6, состоящие соответственно в выпадении 2, 4 и 6 очков.


События В1, В2, ..., ВN образуют полную группу событий, если хотя бы одно из них непременно должно произойти (при каждом осуществлении комплекса ), то есть если В1+В2+...+ВN = U. 


Пример. В порту имеется два причала для приема судов. Можно рассмотреть три события:  В1 – отсутствие судов у причалов, В2 – присутствие одного судна у одного из причалов,  В3– присутствие двух судов у двух причалов. Эти три события образуют полную группу. 


  В каждой задаче теории вероятностей приходится иметь дело с каким-либо определенным комплексом условий  и с какой-либо определенной системой S событий, наступающих или не наступающих после каждой реализации комплекса условий . Относительно этой системы целесообразно сделать следующие допущения:


а) если системе S принадлежат события А и В, то ей принадлежат также события АВ, А+В, А-В  (замкнутость относительно операций);


б) система S содержит достоверное и невозможное события (“единица” и “ноль” в замкнутой системе).


Система событий, удовлетворяющая этим допущениям (1-9), называется полем событий.


Всегда можно выделить такие события, которые не могут быть разложены на более простые: выпадение определенной грани при бросании игральной кости, попадание в определенную точку квадрата при рассмотрении диаграммы Венна (рис.1).


Назовем такие неразложимые события – элементарными событиями.
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Рис. 1. Диаграммы Венна, описывающие события A и B,
их сумму, произведение и разность


Для построения математической теории вероятностей требуется дополнительная формализация.

Введем понятие – пространство элементарных событий, которое состоит из множества всех возможных элементарных событий. Элементами пространства могут быть точки евклидова пространства, функции одной или нескольких переменных и т. д. Множество точек пространства элементарных событий образуют случайные события. Имеется в виду любая доступная комбинация из элементарных событий, полученная в результате легальных операций. Событие, состоящее из всех точек пространства элементарных событий, называется достоверным событием. 


Для пространства элементарных событий, определенных выше указанным способом, имеют место следующие законы, пришедшие из алгебры (табл. 1).

Таблица 1

Законы пространства элементарных событий


		коммутативный

		А + В = В + А

		АВ = ВА



		ассоциативный  

		А+(В+С)= =(А+В)+С

		А(ВС) = (АВ)С



		дистрибутивный

		А(В + С) =

=АВ + АС

		А+(ВС)=(А+В)(А+С)



		тождества         

		А + А = А

		А*А = А





Столь долгая процедура потребовалась, чтобы перейти на язык теории множеств и формальной алгебры. Следующим шагом будет выделение условий для ввода аксиом теории вероятностей.


Пусть задано некоторое множество . Элементы этого множества называются элементарными событиями. Предположим, что фиксирована некоторая система подмножеств множества ; эти подмножества названы просто событиями. События обозначаются А, В, С и так далее. При этом потребуем, что:


I. Само множество  есть событие;


II. Если А – событие, то 
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- тоже событие; здесь символ 

[image: image7.wmf]А


 обозначает дополнение к подмножеству А в ;


III. Если А1, А2, ... события, то и А1+А2+..., а также А1А2... – снова события. Под А1+А2+... понимается объединение всех подмножеств А1, А2, ..., а под А1А2... – их пересечение.


Таким образом, если строго следовать теоретико-множественному подходу, мы задаем алгебру событий  на множестве . -алгебра событий является системой подмножеств пространства элементарных исходов , замкнутая относительно конечного числа теоретико-множественных операций.


Число подмножеств Аi может быть конечным и бесконечным. 


Множество  называют пространством элементарных событий.


Два события А и В, не имеющие (как два подмножества) общих элементов, называются несовместными.


События А и 

[image: image8.wmf]А


называются  противоположными.


Событие  называется достоверным, событие 

[image: image9.wmf]W


 (то есть пустое множество) – невозможным.

Аксиомы Колмогорова, задающие понятие вероятности:


Аксиома 1. Каждому событию А поставлено в соответствие неотрицательное число р(А), называемое вероятностью события А. 


Аксиома 2. Если события А1, А2, ... попарно несовместны, то вероятность наступления хотя бы одного из них равна сумме вероятностей этих событий.


р(А1+А2+...+ Аn )= р(А1) + р(А2) + ... р(Аn).

Для случая, когда пространство  конечно (аксиома 2), может быть заменено более слабым требованием: 

 р(А+В) = р(А) + р(В) , если А и В несовместны.


Аксиома 3.  Р() = 1. Вероятность полной группы  событий равна 1. 


Примеры полной группы событий


Приобретены два билета денежно-вещевой лотереи. Обязательно произойдет одно и только одно из следующих событий: «выигрыш выпал на первый билет и не выпал на второй», «выигрыш не выпал на первый билет и выпал на второй», «выигрыш выпал на оба билета», «на оба билета выигрыш не выпал». Эти события образуют полную группу попарно несовместных событий.


Стрелок произвел выстрел по цели. Обязательно произойдет одно из следующих двух событий: попадание, промах. Эти два несовместных события образуют полную группу. Все теоремы теории вероятностей выводятся из аксиом 1-3.


Задача 1. Из колоды игральных карт, содержащей 36 листов, наугад выбирается одна карта. Найти вероятность того, что: а) карта окажется красной масти; б) карта окажется картинкой; в) карта окажется дамой; г) эта карта туз буби.

Решение. 


а) n = 36,    m = 18;        P(A) = 18/36=1/2. 


б) n = 36,    m = 16;        P(A) = 16/36=4/9. 


в) n = 36 ,   m =  4;         P(A) = 4/36=1/9. 


г) n = 36,    m =  1;         P(A) = 1/36.


Задача 2. Пусть вероятность того, что студент получит на экзамене по статистике «пятерку» равна 0,17, «четверку» – 0,38,  «тройку» – 0,32, а «двойку» – 0,13. Найти вероятность того, что очередной студент получит оценку, не меньше тройки.


Решение. Искомое событие D произойдет, если будет получена оценка 5 (событие А), оценка 4 (событие В), или оценка 3 (событие С), то есть событие D есть сумма событий А, В, С. События А, В и С несовместимы. Поэтому, применяя теорему сложения вероятностей, получим: 


P(D) = P(A+B+C) = P(A) + P(B)+ P(C) = 0,17 + 0,38 + 0,32=  0,87.


Задача 3. Испытатель проводит опыты с пирамидкой, подбрасывая ее и определяя какая грань выпадет при очередном испытании. В результате опытов были определены вероятности выпадения каждой из четырех граней: 1/3, 1/6,  1/3, 1/6. Определите вероятность полной группы событий.

Решение. Вероятность полной группы событий определяется как сумма вероятностей всех элементарных исходов данной группы:


Р() = P(A) + P(B)+ P(C)+ P(D)= 1/3+1/6+1/3+1/6=1.

Следствия из аксиом 1-3:


Следствие 1. Вероятность достоверного события равна единице. Действительно, если событие достоверно, то каждый исход испытания благоприятствует событию, то есть m=n, а значит и его вероятность P(A)=m/n=1.


Следствие 2.  Вероятность невозможного события равна нулю. Раз ни один из исходов испытания не благоприятствует событию, то m=0, а тогда  P(A)=m/n=0.


Следствие 3. Вероятность случайного события есть положительное число, заключенное между 0 и единицей. Поскольку случайному событию благоприятствует лишь часть из общего числа элементарных исходов испытания. То есть 0<m<n, а значит 0< m/n<1. 


0 P (А)  1


Таким образом, введя аксиоматическое понятие вероятности, мы получили возможность использовать для доказательства теорем и следствий аппарат формальной логики.


Контрольные вопросы


1. Назовите основные этапы в истории развития статистики как науки.


2. Как  в статистике определяется термин «событие»?


3. Какие события называются случайными, достоверными, невозможными?


4. Приведите примеры достоверных и невозможных событий.


5. Какие события называются совместными?


6. Приведите примеры совместных и несовместных событий.


7. Сформулируйте основные теоремы Колмогорова. 


8. Что называется суммой событий? 

9. Что называется произведением событий? 


Классическая и статистическая
модели вероятности


Цель: Сформировать у студентов понятие «вероятности» с точки зрения классического и статистического подходов, познакомить с методами решения задач.

Основные теоремы классической теории вероятностей


Рассмотрим вероятность с тех же позиций, с каких она исследовалась несколько веков математиками. 


Классический подход  тоже имеет дело с событием, как основным понятием теории вероятностей. Выделяется достоверное, невозможное и случайное события. Однако, если при построении аксиоматической теории единственным ограничением для событий, составляющих поле, было требование достоверности всех событий (т.е. по крайней мере, одно их них, должно произойти при выполнении заданного комплекса условий ), то классический подход основан на дополнительном требовании – равновозможности всех событий в выбранном поле событий. 

Равновозможность означает равноправность (симметрию) отдельных исходов испытания относительно некоторого комплекса условий. 


Например, имея колоду игральных карт из 36 листов, можно вытащить из нее любую карту. Вероятность вытащить каждую из 36 карт одинакова и равна 1/36. Это событие является равновозможным и несовместимым с другими. Требование равновозможности является жестким ограничением и сужает круг задач, которые можно решить при помощи классического подхода.


Вероятность события А равна отношению числа случаев m, благоприятствующих этому событию, к общему числу единственно возможных, равновозможных и несовместимых исходов испытания n:


P(A) = m/n.


Пример 1. Брошены две игральные кости (кубики с нумерованными гранями). Найти вероятность, что сумма очков на выпавших гранях – четная, причем на грани хотя бы одной из костей появится шестерка. 


Решение. На выпавшей грани “первой” кости может появиться одно очко, два очка, ..., шесть очков. Аналогичные шесть элементарных
 исходов возможны при бросании “второй” кости. Каждый из исходов бросания “первой” кости может сочетаться с каждым из исходов бросания “второй”. Таким образом, общее число возможных элементарных исходов испытания равно 6*6 = 36. Эти исходы единственно возможны и, в силу симметрии костей, равновозможны.


Благоприятными относительно интересующего нас события (хотя бы на одной грани появится шестерка и сумма выпавших очков – четная) являются следующие пять исходов: 


		6, 2;  6+2 = 8

		2, 6;  2+6 = 8



		6, 4;  6+4 = 10

		4, 6;  4+6 = 10



		6, 6; 6+6 = 12





Первым записано число очков, выпавших на “первой” кости, вторым – число очков, выпавших на “второй” кости, а затем указана сумма очков.


Искомая вероятность равна отношению числа исходов, благоприятствующих событию, к числу всех исходов:


P(A) = 5/36.


Если теперь обратиться к аксиоматическому определению вероятности и сравнить его с классическим, то мы увидим, что классическое определение является частным случаем аксиом. Действительно, если аксиому 1 дополнить требованием равенства введенных чисел pi друг другу, а их сумму ограничить единицей (аксиома 3), то мы получим классическое определение.

Теоремы классической теории вероятностей


Для эффективного использования вычислений вероятности, основанной на классическом подходе было доказано несколько теорем и следствий из них. Как видно, эти теоремы перекликаются с теоремами аксиоматического подхода.


Теорема 1. Вероятность любого события не может быть отрицательной и больше единицы.


Теорема 2. Вероятность достоверного события равна единице.


Теорема 3. Вероятность невозможного события равна нулю.


Теорема 4. Теорема сложения вероятностей для несовместных событий.


Вероятность появления одного из нескольких несовместных событий равна сумме вероятностей этих событий.


P(A1+A2+...+An) = P(A1) + P(A2) +... +P(An).


Теорема 5. Теорема сложения вероятностей для совместных событий. Вероятность появления одного из нескольких совместных событий равна сумме вероятностей этих событий минус вероятность произведения этих событий:
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Теорема 6. Теорема произведения вероятностей для независимых событий. Вероятность произведения независимых событий равна произведению вероятностей каждого события


P(A1∙A2∙...∙An) = P(A1) ∙ P(A2) ∙...∙P(An).


Вероятность произведения зависимых событий вычисляется по формуле условной вероятности.


Задача 1. В урне 30 шаров: 10 красных, 5 синих и 15 белых. Из урны наудачу вытащили один шар. Найти вероятность появления цветного шара. 


Решение.  Появление цветного шара обозначает появление или красного, или синего шара. Вероятность появления красного шара событие А: Р(А)=10/30=1/3.

Вероятность выпадения синего шара (событие В):


Р(В)=5/30=1/6.


События А и В несовместны, поэтому применима теорема сложения вероятностей 4.


 P(A+B) = P(A) + P(B) = 1/3 + 1/6 = 1/2.


Задача 2. Для отправки груза со склада может быть выделена только одна из двух машин различного вида. Известны вероятности выделения каждой машины: Р(А1) = 0,2; Р(А2) = 0,4. Определить вероятность того, что к складу будет подана хотя бы одна из этих машин.


Решение. Поскольку одновременное выделение двух машин для отправки груза – событие невозможное, а это значит, что события «выделение машины первого вида» и «выделение машины второго вида» являются несовместными. Тогда, вероятность того, что к складу будет подана хотя бы одна из этих машин будет: P (А1 + А2) = 0,2 + 0,4 = 0,6.


Задача 3. Бросают два кубика с нумерованными гранями. Определить вероятность того, что в очередном испытании хотя бы одна из выпавших граней будет четной.


Решение.  На каждом кубике – шесть граней. Три из них являются четными, поэтому вероятность выпасть четной грани на первом кубике P(A)=1/2 и  на втором кубике P(B)=1/2. Появление четного количества очков на первой и второй кости – события совместные, поэтому вероятность появления четной грани хотя бы на одной кости определяется по теореме сложения совместных событий:
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Вероятность одновременного появления четных граней на обоих костях:  [image: image12.wmf].
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Итак, вероятность появления четной грани хотя бы на одной кости равна 

[image: image13.wmf].
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Задача 4. По мишени стреляют три стрелка. Вероятности попадания соответственно равны 0,7; 0,8 и 0,9. Найти вероятность того, что  попадут все три.


Решение.  Пусть событие А – «попадание в мишень первого стрелка», событие В – «попадание в мишень второго стрелка», а событие  С – «попадание в мишень третьего стрелка». Поскольку эти события независимые, то применяя теорему произведения вероятностей, получим: 


Р(А·В·С)=Р(А) · Р(В) · Р(С)= 0,7 · 0,8 · 0,9=0,504.


Задача 5. Три стрелка производят по одному выстрелу. Вероятности попадания в цель каждого стрелка равны 0,9; 0,8; 0,85 соответственно. Найти вероятность того, что в цель попадут только два стрелка.


Решение. Искомое событие произойдет, если случатся такие события: 


D - попадут первый и второй стрелки, третий промажет;


E - попадут первый и третий стрелки, второй промажет;


F - попадут второй и  третий стрелки, первый промажет.


Попадания каждого стрелка в цель не зависят друг от друга, поэтому с помощью теоремы умножения вероятностей для независимых событий можно рассчитать все возможные исходы испытания А, В и С.


Вероятность события D: 
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вероятность события E: 
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вероятность события F: 
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События D, E и F несовместимы. Тогда, применяя теорему сложения вероятностей, получим, что вероятность того, что в цель попадут два стрелка 


Р (D+E+F)= Р(D)+ Р(E)+ Р(F)= 0,108+0, 068+0, 153=0,329.

Статистическое определение вероятности


Иной подход к определению вероятности предлагается, если воспользоваться понятием статистических испытаний, проведенных при условии соблюдения комплекса условий  и с фиксацией наступления или не наступления интересующего нас события. Поле событий, таким образом, будет ограниченно только количеством испытаний, а вероятность благоприятного события определяется post factum, т.е. по фактическому результату, в предположении, что все исходы – равновероятны. Дополнительным требованием будет требование независимости каждого последующего испытания от предыдущего. Таким образом, статистическая вероятность фактически является относительной частотой интересующего нас события в серии испытаний. 

Относительная частота события А или статистическая вероятность определяется равенством 
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, где m – число испытаний, в которых событие А наступило; n – общее число произведенных испытаний.


Считается, что при достаточно большом количестве испытаний статистическая вероятность (частота) приближается асимптотически к классической вероятности.


Задача 6. Игральная кость брошена десять раз. Шесть очков выпало 3 раза. Какова вероятность и частота выпадения грани с шестью очками?


Решение. Вероятность выпадения шести очков определяется как отношение Р(А)=1/6  (из шести возможных исходов при подбрасывании кости выпадению шестерки благоприятствует один), а частота выпадения шести очков равна W(A)=3/10 (событие наступило три раза в десяти испытаниях).


Геометрическая вероятность


Пусть  – некоторая область, имеющая меру () (длину, площадь, объем и т. д.), такую, что 0 < () < . 


Точка равномерным образом попадает в  (реализуется принцип геометрической вероятности), если вероятность Р(А) попадания ее в каждую область А, являющейся подобластью , пропорциональна мере этой области (А): 
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Проще говоря, геометрическая вероятность определяется отношением площадей: общей – фигуры, и области, в которую должна попасть точка.


Задача 7. В круг вписан правильный шестиугольник. Найти вероятность того, что точка, наудачу брошенная в круг, не попадет в правильный шестиугольник, вписанный в него.


Решение. Пусть радиус круга равен R, тогда сторона шестиугольника тоже равна R. При этом площадь круга S = R2, а площадь шестиугольника равна s:
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Вероятность искомого события: 
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[image: image21] 

Рис. 2. Правильный шестиугольник, вписанный в круг с радиусом R

Задача 8. Два человека договорились встретиться у кинотеатра между 12 и 14 часами и договорились, что тот, кто придет первым, ждет другого в течение 30 минут, после чего уходит. Найти вероятность их встречи, если приход каждого в течение указанного времени может произойти в любой момент, а приходы людей не зависят друг от друга?
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Рис. 3. Графическое представление примера № 4

Решение. Обозначим моменты прихода людей через значения x и y на соответствующих осях координат. Пусть Т –интервал времени возможной встречи, равный в примере 120 минутам, а t – время ожидания, равное 30 минутам. Ясно, что для того, чтобы встреча произошла, нужно, чтобы разность между моментами прихода людей была меньше или равна 30 мин. Изобразим х и у как точки внутри квадрата со сторонами Т. Тогда исходы, благоприятные для встречи, будут соответствовать заштрихованной области А. Согласно принципу геометрической вероятности, искомая вероятность  равна отношению площади заштрихованной фигуры к площади всего квадрата:
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Элементы комбинаторики в теории вероятностей


Многие задачи, основанные на классическом подходе, и как мы уже знаем, понятии равновозможности, сводятся к вычислению количества всех возможных событий, наступающих при выполнении комплекса условий , а также количества интересующих нас благоприятных событий. Такие вычисления достаточно часто сводятся к расчету количества различных комбинаций элементов из какого-либо множества. В этом случае мы имеем дело с разделом математики – комбинаторикой. Введем основные определения и соотношения комбинаторики.


Пусть имеется k групп элементов, причем i-я группа состоит из ni элементов. Выберем по одному элементу из каждой группы. Тогда общее число N способов, которыми можно произвести такой выбор, определяется соотношением:


N = n1  n2    nk  – основная формула комбинаторики.


Пусть имеется 4 аудитории, в которых стоят компьютеры. В первой аудитории n1=12 компьютеров, во второй n2=10 компьютеров, в третьей n3=11 компьютеров, а в четвертой n4=13 компьютеров. Для расчета количества комбинаций этих компьютеров, взятых из каждого класса по одному, нужно рассчитать 

N =12 10 1113= 17160.


Перестановкой из n элементов называется любой упорядоченный набор этих элементов. Например, перестановки чисел 1, 2, 3: (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1). 


Pn = n(n-1)    2  1 = n!

Размещением из n элементов по m называется любой упорядоченный набор из m различных элементов, выбранных из общей совокупности в n элементов.


Например, размещения из четырех чисел 1, 2, 3, 4 по два:   

(1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (3,4), (4,1), (4,2), (4,3).
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Сочетанием из n элементов по m называется любой неупорядоченный набор из m различных элементов, выбранных из общей совокупности в n элементов. 


Сочетаниями из четырех чисел 1, 2, 3, 4 по два:


(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4).
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Задача 9. (перестановка). На пяти  карточках написаны буквы “п”, “л”, “а” ,“м”, “а”.  Карточки перемешиваются и выкладываются в ряд. Найти вероятность того, что образовавшееся слово будет “лампа” (событие А).


Решение. В соответствии с комбинаторными принципами для определения общего числа элементарных исходов нужно подсчитать число упорядоченных наборов из четырех букв. Мы имеем дело с числом перестановок, поэтому число элементарных исходов n = 5! = 120. Слово “лампа” образует две перестановки, то есть число благоприятных для события А элементарных исходов m = 2. Поэтому P(A) = m/n = 2/120=1/60.


Задача 10. Набирая номер телефона, абонент забыл последние две цифры и, помня лишь, что эти цифры различны, набирал их наудачу. Найти вероятность того, что набраны нужные цифры.


 Решение. Обозначим через через В событие  – набраны две нужные цифры. Всего можно набрать столько различных цифр, сколько может быть составлено размещений из десяти цифр по две, то есть 


А210= n!/(n-m)!=10!/8!=90. Тогда Р(В)=1/90.


Задача 11. В коробке сидят 12 котят. Среди них три белых котенка, три черных, три серых и три рыжих. Из коробки наудачу вытаскивают трех котят. Определить вероятность вытащить из коробки трех котят так, чтобы один из них был непременно рыжий, а два других имели различный окрас и не были бы рыжими.


Решение. Общее число элементарных исходов испытания равно числу сочетаний из двенадцати элементов по три, то есть С из 12 по 3.
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Число исходов, благоприятствующих появлению двух котят различного окраса (и не рыжих), равно числу сочетаний из одиннадцати элементов по два, то есть С из 11 по 2. 
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Искомая вероятность равна отношению числа исходов, благоприятствующих интересующему нас событию, к общему числу возможных элементарных исходов:
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Задача 12. В партии из 10 деталей 7 стандартных. Найти вероятность того, что среди взятых наудачу шести деталей четыре (4) оказались стандартными. 


Решение. Общее число возможных исходов испытания равно числу способов, которыми можно извлечь 6 деталей из десяти, то есть числу сочетаний  из 10 элементов по 6 – количество сочетаний С106.


Число благоприятствующих исходов (среди 6 взятых деталей 4 стандартных). Четыре стандартных деталей можно взять из 7 стандартных С74  способами, при этом остальные 6-4=2 должны быть нестандартными. Взять же 2 нестандартные детали из 10-7=3 нестандартных можно С32  способами. Следовательно, число благоприятствующих исходов равно  С74 *С32  . Искомая вероятность равна отношению числа исходов, благоприятствующих событию, к числу всех элементарных исходов:  Р(А)= С74 *С32  / С106 =1/2.


Задача 13. Известно, что в поступившей партии из 30 швейных машинок 10 имеют внутренний дефект. Определить вероятность того, что из пяти наудачу взятых машинок три окажутся бездефектными.


Решение. Введем следующие обозначения: N – общее число машинок, n – число бездефектных машинок, т – число отобранных в партию машинок, k – число бездефектных машинок в отобранной партии.


Общее число комбинаций по т машинок (общее число возможных исходов) будет равно числу сочетаний из N элементов по т, т. е. 
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Оставшиеся дефектные машинки (элементы) тоже образуют множество комбинаций, число которых равно числу сочетаний из N – п элементов по  т – k, т. е. 
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Это значит, что общее число благоприятствующих исходов определяется произведением 
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Подставив в эту формулу численные значения данного примера, получим
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Задачи для самостоятельного решения


Классическая вероятность:


1. В магазине ежемесячно составляется отчет о продажах, который должен быть представлен руководству в последний день месяца, независимо от того является этот день выходным или нет. Какова вероятность того, что отчет будет представлен:  а) 28– го числа?  б)30 – го числа? в)31- го числа? Год является невисокосным. 

2. Брошены две игральные кости. Найти вероятность того, что сумма очков на выпавших гранях равна пяти, а произведение – четырем. 


3. Участники жеребьевки тянут из ящика жетоны с номерами от 1 до 100. Найти вероятность того, что номер первого наудачу извлеченного жетона не содержит цифры 5. 


4. Куб, все грани которого окрашены, распилен на тысячу кубиков одинакового размера, которые затем тщательно перемешаны. Найти вероятность того, что наудачу извлеченный кубик будет иметь окрашенных граней: а) одну; б) две; в) три. 


5. В замке на общей оси пять дисков. Каждый диск разделен на шесть секторов, на которых написаны различные буквы. Замок открывается только в том случае, если каждый диск занимает одно определенное положение относительно корпуса замка. Найти вероятность того, что при произвольной установке дисков замок можно будет открыть. 


6. Из тщательно перемешанного полного набора 28 костей домино наудачу извлечена кость. Найти вероятность того, что вторую наудачу извлеченную кость можно приставить к первой, если первая кость: а) оказалась дублем; б) не есть дубль. 


Классическая вероятность с использованием формул комбинаторики:


1. Бросают две одинаковые монеты. Какова вероятность комбинации "орла" и "решки"    и комбинации два "орла"?


2. Из 28 костей домино наугад выбирают одну. Что вероятнее: что сумма цифр на ней  будет  что сумма цифр на ней будет  равна 6 или 8 (равна 3 или 4)? 


3. Какова вероятность того, что дата рождения человека приходится на 29 февраля?


4. Из букв слова «апельсин»  последовательно выбирают 4 буквы. Найдите вероятность того, что выбранные буквы в порядке их выбора  образуют слово: «лиса»?    «плен»? 


5. Какова вероятность того, что при случайном расположении в ряд кубиков, на которых написаны буквы “а”, “г”, “и”, “л”, “м”, “о”, “р”, “т” получится слово “алгоритм”?


6. В коллекции одного из известных ученых МГПИ 200 монет, из которых 25 монет XVIII века. Какова вероятность того, что наудачу выбранная монета датирована XVIII веком?


7. Библиотечка состоит из десяти различных книг, причем пять книг стоят по 4 рубля каждая, три книги по одному рублю и две книги по 3 рубля. Найти вероятность того, что взятые наудачу две книги стоят 5 рублей. (Отв. р = C15 * C13 / C210 = 1/ 3).


8. В ящике имеется 50 одинаковых деталей, из них 5 окрашенных. Наудачу вынимают одну деталь. Найти вероятность того, что извлеченная деталь окажется окрашенной. 


9. Брошена игральная кость. Найти вероятность того, что выпадет четное число очков. 


10. Участники жеребьевки тянут из ящика жетоны с номерами от 1 до 100. Найти вероятность того, что номер первого наудачу извлеченного жетона не содержит цифры 5. 


11. В мешочке имеется 5 одинаковых кубиков. На всех гранях каждого кубика написана одна из следующих букв: о, п, р, с, т. Найти вероятность того, что на вынутых по одному и расположенных "в одну линию" кубиков можно будет прочесть слово "спорт". 


12. На каждой из шести одинаковых карточек напечатана одна из следующих букв: а, т, м, р, с, о. Карточки тщательно перемешаны. Найти вероятность того, что на четырех, вынутых по одной и расположенных "в одну линию" карточках, можно будет прочесть слово "трос". 


13. Куб, все грани которого окрашены, распилен на тысячу кубиков одинакового размера, которые затем тщательно перемешаны. Найти вероятность того, что наудачу извлеченный кубик будет иметь окрашенных граней: а) одну; б) две; в) три. 


14. Из тщательно перемешанного полного набора 28 костей домино наудачу извлечена кость. Найти вероятность того, что вторую наудачу извлеченную кость можно приставить к первой, если первая кость: а) оказалась дублем; б) не есть дубль. 


15. В замке на общей оси пять дисков. Каждый диск разделен на шесть секторов, на которых написаны различные буквы. Замок открывается только в том случае, если каждый диск занимает одно определенное положение относительно корпуса замка. Найти вероятность того, что при произвольной установке дисков замок можно будет открыть. 


16. Восемь различных книг расставляются наудачу на одной полке. Найти вероятность того, что две определенные книги окажутся поставленными рядом. 


17. Библиотечка состоит из десяти различных книг, причем пять книг стоят по 4 рубля каждая, три книги – по одному рублю и две книги – по 3 рубля. Найти вероятность того, что взятые наудачу две книги стоят 5 рублей. В партии из 100 деталей отдел технического контроля обнаружил 5 нестандартных деталей. Чему равна относительная частота появления нестандартных деталей? 


18. При стрельбе из винтовки относительная частота попадания в цель оказалась равной 0,85. Найти число попаданий, если всего было произведено 120 выстрелов. 


Геометрическая вероятность


1. На отрезок OА длины L числовой оси Oх наудачу поставлена точка В (х). Найти вероятность того, что меньший из отрезков OВ и ВА имеет длину, меньшую чем  L/3. 


2. Внутрь круга радиуса R наудачу брошена точка. Найти вероятность того, что точка окажется внутри вписанного в круг квадрата. Предполагается, что вероятность попадания точки в квадрат пропорциональна площади квадрата и не зависит от его расположения относительно круга.       


3. Какова вероятность того, что наудачу поставленная в данном круге точка окажется внутри вписанного в него квадрата? 


4. Два лица условились встретиться в определенном месте между 10 и 11 часами и договорились, что пришедший первым ждет другого в течение 15 минут, после чего уходит. Найти вероятность их встречи, если приход каждого в течение указанного часа может произойти в любое время и моменты прихода независимы?


5. После бури на участке между 40-м и 70-м километрами  телефонной линии произошел обрыв провода. Какова   вероятность того, что обрыв провода произошел между: 50-м и 55-м километрами?    60-м и 66-м километрами?   


6. В круг случайным образом бросают две точки. Найдите вероятность того, что обе точки окажутся внутри вписанного в этот круг правильного   шестиугольника? треугольника? 


Условная вероятность. Полная вероятность.
Формула Байеса


Цель: Сформировать у студентов понятия зависимых и независимых событий, условной и полной вероятности, научить решать задачи, в которых определяются полная вероятность и вероятность гипотезы. 


При совместном рассмотрении двух случайных событий А и В часто возникает вопрос: насколько связаны эти события друг с другом, в какой мере наступление одного из них влияет на возможность наступления другого?


Событие В называют независимым от события А, если появление события А не изменяет вероятности события В.


Произведением двух событий А и В называют событие АВ, состоящее в совместном появлении (совмещении) этих событий. Например, если А – деталь годная, В – деталь окрашенная, то АВ – деталь годна и окрашена.


Теорема произведения вероятностей. Вероятность совместного появления нескольких независимых событий равна произведению вероятностей этих событий:


Р (АВС) = Р(А)Р(В)Р(С).


Пример 1. Три человека договорились о встрече в определенном месте, в определенный час. Известны вероятности прихода на встречу каждого человека: Р(А1) = 0,2; Р(А2) = 0,4; Р(А3) = 0,5. Определить вероятность того, что все три человека придут на встречу.


Решение:


Вероятность того, что все эти люди придут на встречу, будет определяться по формуле произведения вероятностей  независимых событий:


Р (АВС) = 0,2 0,4 0,5=0,04.


Случайное событие – это событие, которое при осуществлении совокупности условий S может произойти или не произойти. Если при вычислении вероятности события никаких других ограничений, кроме условий S, не налагается, то такую вероятность называют безусловной; если же налагаются и другие дополнительные условия, то вероятность события называют условной. Например, часто вычисляют вероятность события В при дополнительном условии, что произошло событие А. Заметим, что и безусловная вероятность, строго говоря, является условной, поскольку предполагается осуществление условий S.


Условной вероятностью РA (В) называют вероятность события В, вычисленную в предположении, что событие А уже наступило.


Условная вероятность события В при условии, что событие А уже наступило, по определению, равна
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Рассмотрим два события: А и В; пусть вероятности Р (А) и РA (В) известны. Как найти вероятность совмещения этих событий, т. е. вероятность того, что появится и событие А и событие В? Ответ на этот вопрос дает теорема умножения зависимых друг от друга событий.


Теорема. Вероятность совместного появления двух событий равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого, вычисленную в предположении, что первое событие уже наступило:

Р (АВ) = Р (А) РA (В)     (1)


Доказательство


Применив формулу (1) к событию ВА, получим


Р (ВА) = Р (В) РB (А),


или, поскольку событие ВА не отличается от события АВ,


Р (АВ) = Р (В) РB (А)     (2)


Сравнивая формулы (1) и (2), заключаем о справедливости равенства


Р (А) РA (В) = Р (В) РB (А)     (3)


Пример 2. У продавца имеется 3 красных воздушных шарика и 7 синих шариков. Продавец взял наугад один шарик из мешка, а затем второй. Найти вероятность того, что первый из взятых шариков – красный, а второй – синий.


Решение. Вероятность того, что первый шарик окажется красным 

(событие A), Р (А) = 3/10.


Вероятность того, что второй шарик окажется синим (событие В), вычисленная в предположении, что первый шарик – красный, т. е. условная вероятность  РA (В) = 7 / 9.


По теореме умножения, искомая вероятность


Р (АВ) = Р (А) РA (В) = (3 / 10) * (7 / 9) = 7 / 30.


Заметим, что сохранив обозначения, легко найдем: 

Р (В) = 7/10, 

РB (А) = 3/9, 

Р(В)РB(А)= 7/30,

 что наглядно иллюстрирует справедливость равенства (3).


Пример 3. В урне 5 белых, 4 зеленых и 3 синих кубика. Каждое испытание состоит в том, что наудачу извлекают один кубик, не возвращая его обратно. Найти вероятность того, что при первом испытании появится белый кубик (событие A), при втором – зеленый (событие В) и при третьем – синий (событие С).


Решение. Вероятность появления белого кубика в первом испытании


Р (A) = 5/12.


Вероятность появления зеленого кубика во втором испытании, вычисленная в предположении, что в первом испытании появился белый кубик, т. е. условная вероятность


PA(B) = 4 / 11.


Вероятность появления синего кубика в третьем испытании, вычисленная в предположении, что в первом испытании появился белый кубик, а во втором – зеленый, т. е. условная вероятность


РAB (С) = 3 / 10.


Искомая вероятность:


Р(ABC) = Р (A) PA (В) РAB (С) = (5/12) * (4/11) * (3/10) = 1/22.


Формула полной вероятности


Предположим, что событие А может наступить только вместе с одним из нескольких попарно несовместных событий 


H1, H2, ..., Hn.


Условимся называть эти события по отношению к А гипотезами. 


Общая гипотеза – это научно обоснованное предположение о законах и закономерностях природных и общественных явлений, а также закономерностях психической деятельности человека. Приведем примеры некоторых гипотез. 

· Гипотеза Демокрита: «Вещество состоит из атомов».

· Гипотеза биохимической эволюции: «Жизнь это результат длительной эволюции углеродных соединений» (Авторы биохимик А. И. Опарин в 1924 г. и  Дж. Холдейном в 1929 г.).


· Гипотеза большого взрыва: «Наша вселенная произошла около 13 млрд лет назад в результате взрыва чрезвычайно плотного и горячего вещества – космологической сингулярности».


Для определения полной вероятности события используются вероятности гипотез и условные вероятности событий. 

Формула полной вероятности:


р(А) = р(А/H1)p(H1) + p(A/H2)p(H2) + ... + p(A/Hn)p(Hn). 


Вероятность события А равна сумме произведений условных вероятностей этого события по каждой из гипотез на вероятность самих гипотез.


Пример 4. Имеются три урны. В первой находятся 5 белых и 3 черных шара, во второй – 4 белых и 4 черных, в третьей – 8 белых. Наугад выбирается одна из урн и из нее вытаскивается один шар. Какова вероятность того, что он окажется черным (событие А)?


Решение.


Шар может быть вытащен из первой урны, либо из второй, либо из третьей; обозначим эти события H1, H2, H3. Так как имеются одинаковые шансы выбрать любую из урн, то 


р(H1) = р(H2) = р(H3) = 1/3.

Далее находим вероятности события А при каждом из условий H1, H2, H3: 


 р(А/H1) = 3/8, р(А/H2) = 4/8, р(А/H3) = 0/8.


Отсюда: р(А) = р(А/H1) р(H1) + р(А/H2) р(H2) + р(А/H3) р(H3) = (1/3)(3/8) + (1/3)(4/8) + (1/3)(0/8) = 7/24.


Во многих задачах на полную вероятность, рассматриваемый опыт можно представить происходящим в два этапа; гипотезы H1, H2, ..., Hn исчерпывают все возможные предположения относительно исхода первого этапа, событие же А есть один их возможных исходов второго этапа. В рассмотренном примере первый этап заключался в выборе урны, второй – в извлечении из нее шара.


Формула Т. Байеса


Формула священника и математика Томаса Байеса была опубликована в 1764 г. Ученые и религиозные деятели того времени искали ответы на сложнейшие вопросы мироздания. Среди них: возникновение и устройство космоса, эволюция, появление человека – на многие трудные вопросы должен был быть найден математический ответ. Результатом таких исследований и стала формула Т. Байеса, которая используется в теории вероятностей до сих пор.

Формула Байеса относится к той же ситуации, что и формула полной вероятности, но определяет вероятность гипотезы, которая привела к наступлению события. Событие А может наступить только вместе с одним из попарно несовместных событий H1, H2, ... Hn. Пусть произведен опыт, в результате которого произошло событие А. Сам по себе этот факт еще не позволяет сказать, какое из событий H1, H2, ..., Hn имело место в проделанном опыте. Поставим задачу: найти вероятности p(Hi/A) каждой из гипотез в предположении что событие А наступило. Эта задача решается при помощи формулы Байеса. 


В примере из предыдущего раздела вероятность гипотезы Н3 – шар извлечен из третьей урны – до того, как произведен опыт, равнялась 1/3. Однако, если опыт произведен и наступило событие А – вытащенный шар оказался черным, то это снижает шансы гипотезы Н3 до нуля. Послеопытная, “апостериорная” вероятность гипотезы Н3 будет в данном случае ниже, чем доопытная, “априорная”.
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 – формула Байеса.


Вывод формулы весьма прост – из формулы полной вероятности.
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                    Приравнивая правые части, получим:
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откуда следует: 
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или, если воспользоваться формулой полной вероятности,
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Пример 5. В студенческом стройотряде 2 бригады первокурсников и одна – второкурсников. В каждой бригаде первокурсников 5 юношей и 3 девушки, а в бригаде второкурсников 4 юношей и 4 девушки. По жеребьевке из отряда выбрали одну из бригад и из нее одного человека для поездки в город. а) Какова вероятность того, что выбран юноша? б) Выбранный человек оказался юношей. Какова вероятность, что он первокурсник? 


Решение


Обозначим через А событие – выбор группы студентов для поездки в город. Можно выдвинуть две гипотезы: 


Н1 – выбрана группа первокурсников, а поскольку первокурсников 2 группы,  то     Р(Н1) = 2/3;


Н2 – выбрана группа второкурсников, причем    Р(Н2) = 1/3.

Условная вероятность того, что выбранный человек является юношей первокурсником:      Р(А/Н1) = 5/8.

Условная вероятность того, что выбранный человек является юношей второкурсником:     Р(A/Н2) = 1/2.


Вероятность того, что наудачу выбранный человек – юноша определяется по формуле полной вероятности:  


Р(А) = Р(A/Н1)Р(Н1) + Р(A/Н2)Р(Н2) = 5/8*2/3 + 1/2* 1/3 =7/12.

Искомая вероятность того, что выбранный человек – юноша с первого курса определяется по формуле Байеса:
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Задачи для самостоятельного решения


1. В ящике лежат 12 белых, 8 черных и 10 красных     шаров. Какова вероятность того, что наугад     выбранный шар: будет красным, если известно, что  он не черный?  будет черным, если известно, что он не белый? 


2. На заводе 50% деталей типа А1 производит рабочий    Орлов, 30% – рабочий Чайкин и 20% – рабочий  Воронин. Вероятность брака у этих рабочих составляет   5%, 3%, и 2% соответственно. Из партии деталей наугад   выбирается одна. Найдите вероятность того, что эта    деталь: 1) качественная;  2) бракованная; 3) бракованная и изготовлена Орловым?  4) качественная и изготовлена   Чайкиным?


3. В цехе 10 станков марки А, 6 – марки В и 4 – марки С.  Вероятность выпуска качественной продукции для  каждого станка составляет 0,9; 0,8 и 0,7 соответственно. Какой процент качественной бракованной продукции выпускает цех в целом? 


4. Число грузовых автомашин, проезжающих по шоссе, на котором стоит бензоколонка, относится к числу легковых машин, проезжающих по тому же шоссе, как 3 : 2. Вероятность того, что будет заправляться грузовая машина, равна 0,1; для легковой машины эта вероятность равна 0,2. К бензоколонке подъехала для заправки машина. Найти вероятность того, что это  грузовая машина.


5. В пирамиде пять винтовок, три из которых снабжены оптическим прицелом. Вероятность того, что стрелок поразит мишень при выстреле из винтовки с оптическим прицелом, равна 0,95; для винтовки без оптического прицела эта вероятность равна 0,7. Найти вероятность того, что мишень будет поражена, если стрелок произведет один выстрел из наудачу взятой винтовки.


6. Из 20 студентов, пришедших на экзамен, 8 подготовлены отлично, 6 – хорошо, 4 – посредственно и 2 – плохо. В экзаменационных билетах имеется 40 вопросов. Студент, подготовленный отлично, знает все вопросы, хорошо – 35, посредственно – 25 и плохо – 10 вопросов. Некоторый студент ответил на все 3 вопроса билета. Найдите вероятность того, что он подготовлен: а) хорошо; б) плохо.


7. Из 100 девушек, посетивших салон красоты, 45 – блондинки, 20 – брюнетки, 30 – шатенки и 5 – рыжие. Салон оказывает посетителям 24 различных услуги. Блондинки в среднем пользуются 8 услугами, брюнетки – 5, шатенки – 4, рыжие – 7 услугами. В салон зашла клиентка и заказала несколько услуг. Найдите вероятность того, что она: а) блондинка; б) брюнетка, в) шатенка, г) рыжая.

Контрольные вопросы


1. Какое событие называется зависимым?

2. Приведите примеры независимых событий.


3. Объясните разницу между классическим и статистическим подходами в определении вероятности. Приведите пример задачи, в которой классическая и статистическая вероятность имеют разные значения.


4. Как определяется полная вероятность события?


5. Что такое условная вероятность события?


6. Как определяется вероятность гипотезы? 


7. Что называется геометрической вероятностью события?

8. Как определить геометрическую вероятность события?

Распределения дискретных случайных величин

Цель: получить представление о случайных величинах, освоить законы распределения дискретных случайных величин.

Все  процессы, происходящие в природе,  делятся на непрерывные и  дискретные. Примерами непрерывных процессов являются  различные природные объекты и их свойства:  температура, давление и влажность воздуха, объекты технологических производственных процессов: давление и температура теплоносителя в ядерном реакторе. 


В определенный момент времени непрерывная случайная величина может быть выражена в численной форме, но впоследствии это значение будет непрерывно изменяться.


Дискретными являются сигналы тревоги, языковые сообщения в виде звука и письма, жесты и т.п. Например, такие величины, как количество человек в студенческой группе, число солнечных дней в году, высота горы, уровень интеллекта являются дискретными величинами, потому что имеют конкретный количественный признак, который некоторое время не изменяется. 


Для обработки непрерывной и дискретной информации существуют и разные вычислительные машины: аналоговые и цифровые. Аналоговые машины следят за постоянно изменяющимся аналоговым сигналом. Например, в отделениях интенсивной терапии такие ЭВМ могут измерять давление, снимать кардиограмму и др.


Рассмотрим вероятностное пространство (, , Р), то есть пространство элементарных исходов , -алгебру событий (определенную нами на пространстве путем введения замкнутых операций), вероятность Р (как меру нашего множества). Множества вида 
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 являются событиями. 


Случайной называют величину, которая в результате испытания примет одно и только одно возможное значение, заранее не известное и зависящее от случайных причин, которые не могут быть заранее учтены. 


Например, число родившихся мальчиков  среди 100 новорожденных есть случайная величина, которая имеет возможные значения: 0,1,2,3…100.


Расстояние, которое пролетит снаряд при выстреле орудия – есть случайная величина, которая зависит от прицела, силы и направления ветра, температуры воздуха. Возможные значения этой величины принадлежат промежутку (a,b).


Далее будем обозначать случайные величины прописными буквами Х, Y, Z, а их возможные значения x,y,z. Например случайная величина Х имеет три возможных значения х1,х2,х3.


Случайной величиной  называется произвольная функция, ставящая в соответствие каждому элементарному исходу (событию) число  = ().


Так как [image: image46.png]



-  ограничено своим набором возможных событий, то случайная величина  принимает не более чем счетное число значений: 
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Распределением дискретной случайной величины  назовем таблицу 2. 


Таблица 2 


Распределением дискретной случайной величины
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где  
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Таким образом, с точки зрения функционального анализа, случайная величина представляет собой обычную числовую функцию, заданную на пространстве элементарных исходов (событий) .  Специфика теории вероятностей проявляется в том,  что на пространстве  задана также вероятность Р.


Пример 1. Два игрока играют в “орлянку” на следующих условиях: если при подбрасывании монеты выпадает “орел”, то первый игрок платит второму $1, если “решка”, то второй игрок платит первому $2. Опишем случайную величину , равную выигрышу первого игрока в этой игре (при одном подбрасывании монеты).


Решение. Пространство элементарных исходов (событий)  состоит из двух исходов: 1 – выпадение “орла” и 2 – “решки”. -Алгебра событий насчитывает 4 события: , {1}, {2}, . Это следует из аксиом Колмогорова. Предполагая, что монета  симметричная, найдем вероятности всех событий из множества алгебры событий: Р() = 0, Р(1) = 1/2, Р(2) = 1/2, Р() = 1. Вероятностное пространство – определено. 


Вероятностное пространство, как было определено выше, включает в себя пространство элементарных событий,  -алгебру, вероятность Р – как меру, ограничение. 


Случайная величина  принимает значения: -1, если выпал “герб” (1 = -1), и 2, если выпала “цифра” (2 = 2). 


Таблица 3 


Значения случайной величины


		Элементарные исходы

		1

		2

		

		



		

		-1

		2

		

		



		Р()

		½

		½

		0

		1





Функция распределения случайной величины


 SHAPE 




Рис. 4. Функция распределения случайной величины

Функцией распределения (вероятностей) случайной величины  называется функция F(x), значение которой в точке х равно вероятности события {  < x }, т.е. события, состоящего из тех и только тех элементарных исходов , для которых ()<x:


F(x) = P{ < x}. 


Или говорят, что значение функции распределения в точке х равно вероятности того, что случайная величина  примет значение, меньшее х.


Свойства функции распределения

1. Функция F(x) является ограниченной, то есть ее значения лежат в интервале от 0 до 1.


0  F(x)  1.


2. Функция F(x) является неубывающей.  Если х2 > x1, то  F(х2) ( F(x1), так как вероятность любого события неотрицательна. 

3. Поскольку событие { < – } является невозможным, а событие { < } – достоверным, то имеем
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4. Вероятность попадания случайной величины   на отрезок (x1, x2) определяется формулой: P{x1     х2}=F(x2) – F(x1).


Событие {( < x2} при  x1< x2 представляет собой объединение двух непересекающихся событий:          {( < x1} – случайная величина ( приняла значение, меньшее x1, и { x1 (  ( ( x2} – случайная величина приняла значение, лежащее в интервале (x1, x2). Поэтому из аксиомы сложения получаем: 


P{x1     х2}=F(x2) – F(x1).

Зная функцию распределения F(x), можно однозначно определить вероятность попадания случайной величины  не только на интервал [x1, x2[, но и в любое множество на прямой.


Итак, с любой случайной величиной связана ее функция распределения. После общего определения функции распределения случайной величины, перейдем к частным случаям – дискретной и непрерывной функциям распределения.


Дискретные случайные величины


Случайные величины могут быть дискретными т.е. принимать только конечное или счетное множество определенных значений (например, число очков при бросании игральной кости; число телефонных звонков, поступающих конкретному абоненту в течение суток). У таких величин F(x) имеет разрывы в точках, соответствующих принимаемым значениям. Такие величины удобнее характеризовать указанием возможных значений и их вероятностей. 

Таблица 4 


Ряд распределения дискретной случайной величины числа выпавших очков при бросании кости


		Значения хi:

		0

		1

		2

		3

		4

		5

		6



		Вероятности р(хi)

		0

		1/6

		1/6

		1/6

		1/6

		1/6

		1/6
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Рис. 5. Функция распределения вероятностей выпадения очков при бросании кости
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Рис. 6. Кумулятивная вероятность распределения числа очков при бросании кости


Хотя случайная величина принимает только дискретные значения, ее функция распределения определена для любых х. 


Например: F(-1) = 0, F(0) = 0, F(0.999) = 0, F(1.001) = 1/6, F(3.5) = 3/6, F(7) = 1. 


Дискретную случайную величину удобно характеризовать рядом распределения.


Таблица 5 

Ряд распределения


		

		Х1

		Х2

		  

		Xi

		  

		Xn



		P

		p1

		p2

		  

		pi

		  

		pn





 – все возможные значения случайной величины.


Р – вероятности pi = P{=Xi}, того, что случайная величина примет эти значения.



[image: image65]

Рис. 7. Распределение вероятностей дискретной случайной величины

Пример 2. Дискретное распределение.


В неком обществе организована лотерея. Разыгрываются две вещи стоимостью по $10 и одна стоимостью $30. Составить закон распределения суммы чистого выигрыша для субъекта, который приобрел один билет за $1; всего продано 50 билетов.


Решение. Искомая случайная величина X может принимать три значения:  -1, (если субъект не выиграет, а фактически проиграет $1, уплаченный за билет); $9, $29. Первому результату благоприятны 47 случаев из 50, второму – 2 из 50, третьему – 1 из 50. Следовательно, вероятности, соответствующие этим случаям равны: Р(Х=-1) = 47/50 = 094; P(X=9) = 2/50 = 0,04; P(X=29) = 1/50 = 0,02.

Закон распределения Х имеет вид:


		Сумма выигрыша

		-1

		9

		29



		Вероятность

		0,94

		0,04

		0,02





Виды дискретных функций распределения


Биноминальное распределение


Биноминальное распределение является распределением числа успехов  в n испытаниях Бернулли с вероятностью успеха p и неудачи q = 1 – p.


Схема Бернулли


Рассмотрим последовательность независимых одинаковых испытаний: появление или не появление некоторого наблюдаемого события в каждом испытании не будет зависеть от исходов предыдущих испытаний. Это и есть схема Бернулли.  


Опыт состоит в n-кратном повторении одинаковых испытаний, в каждом из которых может с вероятностью р наступить некоторое событие (будем говорить в этом случае, что произошел “успех”) или с вероятностью q = 1 – p не наступить (произошла “неудача”).  Результат каждого опыта можно записать в виде последовательности УНН...У, “У” – успех, “Н” – неудача. Пространство элементарных исходов  состоит из 2n исходов, каждый из которых отождествляется с определенной последовательностью УНУ... (-алгебра событий включает 
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событий).  В силу независимости испытаний сопоставим каждому элементарному исходу  = УННУ...У вероятность Р() = Р(УННУ...У) = pqqp...p, p – повторяется столько раз, сколько раз произошел успех, а q – сколько раз была неудача. Типичный представитель схемы Бернулли – n-кратное подбрасывание несимметричной монеты.


Вычислим вероятность Рn(m)  получить в n испытаниях ровно m успехов. Событие Аm – в n испытаниях произошло ровно m успехов – состоит из тех элементарных исходов, в которых буква “У” появляется ровно m раз. Число таких исходов совпадает с числом сочетаний (не важен порядок выпадения “У”).  С другой стороны, каждый элементарный исход, в котором буква “У” встречается ровно m раз имеет вероятность pmqn-m. Окончательно получаем:
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    (m = 0, 1, 2, ..., n).

Данное выражение носит также название биноминального закона, поскольку Pn(m) можно получить как коэффициент при zm  бинома (pz+q)n:
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Дискретная случайная величина  распределена по биномиальному закону (рис. 8), если она принимает значения 0, 1, 2, ..., n в соответствии с рядом распределения, представленным в табл. 6, где 0 < p, q < 1 и p + q = 1.


Таблица 6 


Распределение случайной величины 


		

		0

		1

		  

		k

		  

		n



		P

		qn
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Последний член разложения pn определяет вероятность наступления рассматриваемого события n раз в n независимых испытаниях; предпоследний член определяет вероятность наступления события рассматриваемого события n раз в n независимых испытаниях; предпоследний член определяет вероятность наступления события n-1 раз, а первый член определяет вероятность того, что событие не появится ни разу.


Основные характеристики распределения:


M(X)=np;  D(X)=npq;  
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[image: image72.emf]Биноминальное распределение


0


0,1


0,2


0,3


0,4


0,5


0 1 2 3 4 5


p=0,2 p=0,4 p=0,5 p=0,6 p=0,8




Рис. 8. Биноминальное распределение для n=5


Задача 1. Монета брошена 2 раза. Определить закон распределения случайной величины Х – числа выпадений герба.


Решение: Вероятность появления герба при каждом бросании монеты равна ½, следовательно, вероятность непоявления герба равна q=1-p=1-1/2=1/2.


При бросании монеты герб может появиться  или 2 раза или 1 раз или совсем не появиться. Найдем вероятности этих  событий по формуле Бернулли.
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Задача 2. На зачете студент получил n = 4 задачи. Вероятность решить правильно каждую задачу p = 0,8. Определим ряд распределения и построим функцию распределения случайной величины  – числа правильно решенных задач. 


Решение. В данном случае мы имеем дело с биноминальным законом: 
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Таблица 7 


Ряд биноминального распределения для задачи 2

		

		0

		1

		2

		3

		4



		Р

		0.0016

		0.0256

		0.1536

		0.4096

		0.4096





Пуассоновское распределение


Распределение Пуассона моделирует случайную величину, представляющую собой число событий, произошедших за фиксированное время, при условии, что данные события происходят с фиксированной средней интенсивностью и независимо друг от друга (рис. 9).


Дискретная случайная величина  распределена по закону  Пуассона и принимает целые неотрицательные значения с вероятностями, представленными рядом распределения (см. табл. 8). Параметр пуассоновского распределения (>0 определяет интенсивность поступления событий и определяется формулой: =n*p, где n – общее число испытаний, а Р – вероятность благоприятного исхода испытания. 

Таблица 8 


Пуассоновское распределение


		

		0

		1

		2

		

		k

		



		Р
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Распределение Пуассона носит также название закона редких событий, поскольку оно всегда появляется там, где производится большое число испытаний, в каждом из которых с малой вероятностью происходит “редкое” событие. По закону Пуассона распределены, например, число вызовов, поступивших на телефонную станцию; число метеоритов, упавших в определенном районе; число распавшихся нестабильных частиц и т. д. При условии 
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 закон распределения Пуассона является предельным случаем биномиального закона.

Основные характеристики распределения:




[image: image82.wmf].


)


(


;


)


(


;


)


(


l


s


l


l


=


=


=


X


X


D


X


M




[image: image83.emf]Распределение Пуассона


0


0,05


0,1


0,15


0,2


0,25


0,3


0,35


0,4


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10


Лямбда 1


Лямбда 3


Лямбда 5


Лямбда 7




Рис. 9. Распределение Пуассона с различными (

Формула Пуассона


Формула Пуассона применяется тогда, когда наряду с большим значением числа испытаний n “мала” вероятность успеха р. Она относится к приближенным формулам для вычисления Pn(m) при больших n. Формула Пуассона наиболее простая из них. 


Строго математически теорема Пуассона опирается на понятие схемы серий, здесь приведена “инженерная” интерпретация теоремы.


Теорема Пуассона: Пусть число испытаний n в схеме Бернулли “велико”, а вероятность успеха р в одном испытании “мала”, причем “мало” также произведение =np. Тогда Pn(m) определяется по приближенной формуле (формула Пуассона)
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    (m=0, 1, 2, ..., n).


Доказательство. Формула Бернулли
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 или с учетом обозначения  =np, 
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При больших n (1-/n)n e-. Кроме того, если n – велико, то (n-1)/n  1, ..., (n-m+1)/n  1 и (1- /n)-m  1. Поэтому приходим к доказываемой формуле.


Задача 3. Завод отправил на базу 5000 доброкачественных изделий. Вероятность того, что в пути изделие повредится равно 0,0002. Найти вероятность того, что на базу прибудут 3 негодных изделия.


Решение. По условию n =5000, р=0,0002, k=3. 

Найдем = np =5000*0.0002=1


По формуле Пуассона искомая вероятность равна
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Потоком событий называют последовательность событий, которые наступают в случайные моменты времени. Например, поступление вызовов на станцию скорой помощи, прибытие самолетов в аэропорт, клиентов в пункт сервиса, покупателей в магазин и т.д.


Простейшим (Пуассоновским) – называется поток событий, обладающий следующими свойствами:


· вероятность появления двух и более событий ничтожно мала по сравнению с вероятностью появления только одного события (ординарность);


· отсутствие последствий: вероятность появления m событий на  любом промежутке времени не зависит от того, появлялись ли события раньше;


· стационарность: в одинаковые промежутки времени вероятность происхождения события одинакова.


Интенсивностью потока  называют среднее число событий, которые появляются в единицу времени.


Задача 4.  Среднее число вызовов, поступающих на АТС в одну минуту, равно – 2. Найти вероятности того, что за 5 минут поступит: а) 2 вызова;  б); в) не менее 2 вызовов.


Решение: по условию =2, t=5,  m=4. 


По формуле Пуассона: 
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А) Вероятность, что за 5 минут поступят  2 вызова: 
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 Это событие практически невозможно.


Б) События «не поступило не одного вызова» и «поступил 1 вызов» – несовместны, поэтому по теореме сложения вероятностей: вероятность того, что за 5 минут поступят менее 2 вызовов, равна: 
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Геометрическое распределение


Рассмотрим схему Бернулли. Пусть  – число испытаний, которое необходимо провести, прежде чем появится первый успех. Тогда  – дискретная случайная величина, принимающая значения 0, 1, 2, , n, . Определим вероятность события { = n}. Очевидно, что  = 0, если в первом же испытании произойдет успех. Поэтому Р{ = 0} = р. Далее,  = 1 в том случае, когда в первом испытании произошла неудача, а во втором – успех. Вероятность такого события – qp, то есть Р{ = 1} = qр. Аналогично,  = 2, если в первых двух испытаниях произошли неудачи, а в третьем – успех: есть Р{ = 2} = qqр. Продолжая эту процедуру, получим ряд распределения:


Таблица 9 


Геометрическое распределение


		

		0

		1

		2

		

		k

		



		Р

		р

		qp

		q2p

		

		qk-1p

		





Случайная величина с таким рядом распределения называется распределенной по геометрическому закону (рис. 10).
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Рис. 10. Геометрическое распределение

Задача 5. Из орудия производится стрельба по цели до первого попадания. Вероятность попадания в цель р=0,6. Найти вероятность того, что попадание произойдет при третьем выстреле.


Решение. По условию, р=0,6, q=0,4, k=3. Искомая вероятность определяется по формуле:
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Задача 6. Вероятность поражения цели равна 0,6. Производится стрельба по мишени до первого попадания (число патронов не ограничено). Требуется составить ряд распределения числа сделанных выстрелов, найти математическое ожидание и дисперсию этой случайной величины. Определить вероятность того, что для поражения цели потребуется не более трёх патронов.


Решение.  Случайная величина X – число сделанных выстрелов – имеет геометрическое распределение с параметром p=0,6. Ряд распределения X имеет вид:


		xi

		1

		2

		3

		...

		k

		...



		pi

		0,6

		0,24

		0,096

		...

		0,6·0,4k

		...





Вероятность того, что для поражения цели потребуется не более трёх патронов равна


P(X≤3)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=0,6+0,24+0,096=0,936.


Гипергеометрическое распределение


Определение. Дискретная случайная величина X имеет гипергеометрическое распределение, если она принимает значения 0, 1, 2, ..., min {n, M} с вероятностями 




[image: image95.wmf]n


N


m


n


M


N


m


M


C


C


C


m


X


P


-


-


×


=


=


)


(


,

где m=1, 2, ..., min {n, M}, m≤N, n≤N; n, N, M – натуральные числа. 


N – общее количество  объектов в генеральной совокупности; 

M – количество  объектов с определенным свойством  в генеральной совокупности; 


 n  – объем выборки;


 m –  количество  деталей с определенным свойством. 


Гипергеометрическое распределение имеет случайная величина X=m – число объектов, обладающих данным свойством, среди n объектов, случайно извлечённых (без возврата) из совокупности N объектов, M из которых обладают этим свойством.


Гипергеометрическое распределение широко используется в практике статистического приёмочного контроля качества промышленной продукции, в задачах, связанных с организацией выборочных обследований, и некоторых других областях.


Задача 7. В национальной лотерее "6 из 45" денежные призы получают участники, угадавшие от трёх до шести чисел из случайно отобранных  6 из 45 (размер выигрыша увеличивается с увеличением числа угаданных чисел). Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию случайной величины X – числа угаданных чисел среди случайно отобранных шести. Какова вероятность получения денежного приза?


Решение.  Случайная величина X – число угаданных чисел среди случайно отобранных шести  – имеет гипергеометрическое распределение с параметрами  n=6, N=45, M=6. Ряд распределения X, рассчитанный по формуле:
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Таблица 10 


Гипергеометрическое распределение


		xi

		0

		1

		2

		3

		4

		5

		6



		pi

		0,40056

		0,42413

		0,15147

		0,02244

		0,00137

		0,00003

		0,0000001





Вероятность получения денежного приза


P(3≤X≤6)=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)


P(3≤X≤6)=0,02244+0,00137+0,00003+0,0000001[image: image97.png]



0,024.


Контрольные вопросы


1. Дать  определение дискретной случайной величины.


2. Перечислить примеры распределений дискретной случайной величины.


3. Привести ряд распределения случайной величины, подчиняющейся биноминальному закону.


4. Привести ряд распределения случайной величины, подчиняющейся закону Пуассона.


5. Привести ряд распределения случайной величины, подчиняющейся геометрическому  закону.


6. Привести ряд распределения случайной величины, подчиняющейся гипергеометрическому  закону.


Распределения непрерывных случайных величин

Цель: изучить свойства непрерывных случайных величин и явления, в которых они наблюдаются. Исследовать графики плотности распределения непрерывных случайных величин.


Случайную величину назовем непрерывной, если ее функция распределения не имеет скачков и разрывов. 


Непрерывной называется случайная величина , функцию распределения которой F(x) можно представить в виде: 
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Функция p(x) называется плотностью распределения (вероятностей) случайной величины  (рис. 11).


Практически все, реально встречающиеся плотности распределения являются непрерывными функциями, и, следовательно, для них p(x) = F (x), то есть производную от функции распределения.
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Рис. 11. Плотность распределения (вероятностей) случайной величины 

Функция 
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, обладающая вышеперечисленными свойствами, называется плотностью распределения случайной величины

[image: image100.wmf]x
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Определим простейшие свойства плотности распределения р(x) непрерывной случайной величины:


1. Плотность распределения непрерывной случайной величины неотрицательная функция, поскольку она является производной от функции распределения, а функция распределения – неубывающая  р(x)0 для всех х. 


2. Площадь, целиком заключенная под всей кривой плотности распределения, равна единице.
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3. Вероятность попадания случайной величины на интервал [a, b] численно равна площади криволинейной трапеции (рис. 12): 
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Рис. 12. Иллюстрация к свойству  3
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 Следовательно, 
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Равномерное распределение


Равномерно распределенная на отрезке [a,b] случайная величина имеет функцию распределения (рис. 13):


 SHAPE  \* MERGEFORMAT 




Рис. 13. Функция равномерного  распределения

Функция равномерного распределения имеет вид: 
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Плотность равномерного распределения представлена ниже (рис.14).
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Рис. 14. Плотность равномерного распределения
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Основные характеристики распределения:
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 Вероятность попадания равномерно распределенной случайной величины на интервал (x1, x2), лежащий внутри отрезка (a,b), равна F(x2)-F(x1)=(x2-x1)/(b-a), то есть пропорциональна длине этого интервала. Равномерное распределение реализует принцип геометрической вероятности при бросании точки на отрезок (a,b).
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Рис. 15. Принцип геометрической вероятности при бросании точки на отрезок (a,b)


Экспоненциальное распределение


Случайная величина подчиняется экспоненциальному (показательному) закону, если она имеет функцию распределения:
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Плотность экспоненциального распределения можно получить интегрированием функции распределения:
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Рис. 16. Плотность и функция экспоненциального распределения

Экспоненциально распределенная случайная величина может принимать только положительные значения. Экспоненциальному распределению подчинено время распада атомов различных элементов. При этом число Т = 1/ носит название среднего времени распада. Кроме того, употребляется также число T0 = ln2/ – называемое периодом полураспада.


Экспоненциально распределенная случайная величина  обладает свойством – отсутствием последействия. Это можно трактовать как независимость поведения случайной величины в момент времени x+x от того, что с ней произошло до этого.


Основные характеристики распределения:
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Нормальное распределение


Случайная величина распределена по нормальному или гауссову закону, если она имеет плотность распределения
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Нормальное распределение зависит от двух параметров: где m – математическое ожидание или среднее значение нормального закона; - среднее квадратичное отклонение  (рис. 17).
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Рис. 17. Графики плотности и функции нормального  распределения

Графики для плотности распределения с одинаковым средним арифметическим и различными среднеквадратическими отклонениями. Плотность нормального распределения зависит от значений среднего арифметического и среднеквадратичного отклонения (рис. 18).
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Рис. 18. Зависимость плотности нормального распределения от m и 

Параметр m определяет положение центра нормальной плотности, а  – разброс относительно центра. Если m=0,  = 1, то такой нормальный закон называется стандартным и его функция распределения обозначается через Ф(х).


Основные характеристики распределения:
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Нормальное распределение возникает обычно в явлениях, подверженных действию большого числа “малых” случайных воздействий.


Распределение Вейбулла


Случайная величина распределена по закону Вейбулла, если она имеет плотность распределения




[image: image120.wmf]î


í


ì


³


×


×


=


×


-


-


0).


>


 


 


0,


 


>


 


(


 


0


 


 x


если..


  


,


       


          


          


          


0,


 


<


 x 


..


 


если


 


,


0


)


(


1


b


a


b


a


b


a


b


x


e


x


x


p




Семейство распределений Вейбулла является двухпараметрическим и описывает положительные случайные величины (рис.19). Считается, что распределению Вейбулла подчиняются времена безотказной работы многих технических устройств. Если =1, то распределение Вейбулла превращается в экспоненциальное распределение, а если =2 – в так называемое распределение Релея.
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Рис. 19. Семейство функций и плотностей распределения Вейбулла


Гамма-распределение


Другим распределением, также достаточно хорошо описывающим времена безотказной работы различных технических устройств, является гамма-распределение с плотностью:
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где 
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 – гамма-функция Эйлера. Свойства гамма-функции: Г(+1) = Г() и Г(n) = (n-1)! Для целых n. Функция и плотность Гамма-распределения представлены на рис. 20.


[image: image124]

Рис. 20. Семейство функций и плотностей Гамма-распределения

Если = k/2 – полуцелое, а  = 1/2, то гамма-распределение превращается в так называемое распределение 2(хи-квадрат). Параметр k – называется в этом случае числом степеней свободы распределения 2.


Функции от случайной величины


Для дальнейшего развития понятия –  случайная величина, следует перейти к понятию – функция от случайной величины.


Пусть на вероятностном пространстве (, , Р) задана случайная величина = (). Возьмем обычную (измеримую) числовую функцию g(x) числового аргумента х. Сопоставляя каждому элементарному исходу  число () по формуле ()=g(()), получим новую случайную величину , которую назовем функцией g() от случайной величины .


Функция  = g() от дискретной случайной величины также является дискретной случайной величиной, поскольку она не может принимать больше значений, чем случайная величина . Ряд распределения случайной величины  = g() можно представить таблицей:

		

		g(X1)

		g(X2)

		

		g(Xn)



		P

		p1

		p2

		

		pn





При этом, если в верхней строке таблицы появляются одинаковые значения g(Xi), то соответствующие столбцы надо объединить в один, приписав им суммарную вероятность. 


Функция   = g() от непрерывной случайной величины  может быть как непрерывной, так и дискретной (дискретной она будет, например, если множество значений функции g(x) не более, чем счётно). Найдем функцию распределения F(x) по заданной плотности p(x). По определению F(x) представляет собой вероятность события { < x}, состоящего из тех элементарных исходов , для которых g(())<x. В свою очередь, вероятность события {g(())<x} можно определить, используя аксиому сложения вероятностей, “просуммировав” вероятности всех возможных значений y (промежуточная переменная) случайной величины , для которых g(y)<x. Так как вероятность случайной величине  принять значение в промежутке от y до y+dy приближенно равна p(y)dy, то, заменяя сумму на интеграл, получаем
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Рассматривая любую функцию от случайной величины (как, впрочем, и любую другую функцию), необходимо четко представлять область определения этой функции. В случае функции распределения область определения строится на тех значениях х (то есть случайных величинах, полученных на множестве событий i), для которых g(y) < x.


Контрольные вопросы


1. Сформулировать равномерный закон распределения. Привести формулы его  функции и плотности. 


2. Описать формулу для вычисления математического ожидания равномерно распределенной случайной величины. 


3. Сформулировать нормальный закон распределения. Записать дифференциальную и интегральную функции. 


4. Описать свойства плотности нормально распределенной случайной величины. Пояснить геометрический смысл параметров нормального распределения. 

5. Сформулировать экспоненциальный закон распределения. Привести его плотность  и функцию распределения. 


Числовые характеристики случайных величин


Цель: изучение количественных характеристик моментов высших порядков.

Основной целью статистического анализа является выяснение некоторых свойств изучаемой генеральной совокупности. Если генеральная совокупность конечна, то наилучшая процедура – рассмотрение каждого ее элемента. Однако в большинстве интересных задач используются либо бесконечные генеральные совокупности, либо конечные, но трудно обозримые. В этой ситуации необходимо отобрать из генеральной совокупности подмножество из n элементов, называемое выборкой объема n, исследовать его свойства, а затем обобщить эти результаты на всю генеральную совокупность. Это обобщение называется статистическим выводом.


 Генеральная совокупность (популяция)  W – полный набор объектов w, с которыми связана данная проблема. Эти объекты могут быть людьми, животными, изделиями и так далее. С каждым объектом связана величина (или величины), называемая исследуемым признаком (xi).


Различные значения признака, наблюдающиеся у членов генеральной совокупности (или выборки), называются вариантами, а числа, показывающие сколько раз встречается каждый вариант – их частотами.

В данном определении предполагается дискретное изменения признака. Однако, если мы измеряем непрерывную величину, то точность измерения и количество измерений в единицу времени тоже дадут некий дискретный набор.


Мы предполагаем, что измеряемый или исследуемый признак изменяется некоторым случайным образом. Произведя серию измерений, получим набор данных, которые, скорее всего, будут случайной выборкой из генеральной совокупности. Чтобы провести первичную обработку этой выборки, необходимо построить экспериментальное распределение данных по частотам или (если данные имеют явно непрерывный характер) по интервалам частот.


Пример 1. При регистрации размеров продаваемой магазином женской верхней одежды были получены данные о 100 покупках (табл. 11).

Таблица 11

Размеры одежды, купленной в магазине


		42

		48

		50

		46

		50

		48

		48

		46

		50

		50



		50

		50

		48

		48

		44

		48

		50

		46

		50

		52



		46

		50

		46

		46

		50

		50

		42

		48

		48

		46



		52

		48

		54

		48

		46

		50

		48

		54

		46

		50



		50

		50

		50

		44

		50

		48

		46

		48

		46

		52



		54

		50

		46

		48

		52

		48

		46

		46

		46

		44



		48

		46

		54

		48

		46

		50

		44

		48

		52

		50



		46

		46

		48

		46

		50

		48

		50

		48

		54

		46



		48

		48

		46

		46

		46

		52

		54

		46

		46

		46



		48

		44

		44

		48

		52

		54

		48

		48

		52

		50





Построим экспериментальное распределение данных по частотам. Для этого нужно определить количество признаков или интервалов частот, а затем подсчитать сколько вариантов в выборке соответствуют каждому интервалу, то есть частоту. Результаты этих расчетов для удобства заносят в таблицу, аналогичную табл. 12. 


Таблица 12

Построение признаков и частот по выборке


		Признаки

		Частоты



		42

		2



		44

		6



		46

		27



		48

		27



		50

		23



		52

		8



		54

		7





По выборочным частотам строят гистограмму частот, которая характеризует опытное распределение  (рис. 21).
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Рис. 21. Гистограмма частот

Другое представление получается, если значения на оси Y, соответствующие значениям на оси X, соединить ломаной кривой. Эта фигура называется полигоном частот или многоугольником распределения.  Полигон частот дает информацию о законе распределения генеральной совокупности.
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Рис. 22. Полигон частот выборки

Графическая иллюстрация статистических данных, геометрическая интерпретация отдельных вопросов статистики дает им наглядность, а в ряде случаев позволяет подвергнуть их анализу в наиболее простой и доступной форме. В примере использованы графики, полученные в результате обработки данных в Excel.


Под формой статистического распределения понимается форма его графика – полигона частот (рис. 22). Различают симметричные формы и несимметричные (асимметричные).


Распределение называется симметричным, если веса любых вариантов, равноотстоящих от среднего, равны между собой.


На практике такого совпадения для всех вариантов обычно нет и симметричными считаются распределения, в которых веса вариантов, равноотстоящих от среднего, отличаются незначительно. Полигон частот из пример похож на симметричное распределение, но совпадение приблизительное, поэтому  данное распределение является умеренно асимметричным.


Асимметричные распределения можно разбить на три вида: 


· умеренно асимметричные – распределения у которых частоты, находящиеся по одну сторону от наибольшей, больше (или меньше) частот, находящихся по другую сторону от наибольшей на таком же “расстоянии”;

· крайне асимметричные – распределения, у которых частоты или все время возрастают, или все время убывают.


· U-образные – частоты сначала убывают, а затем возрастают.


Числовые характеристики статистического               распределения


В качестве характеристик измеримого признака вместо исходных значений величин или таблиц их частот используют числовые характеристики, называемые также статистическими мерами.


·  Среднее арифметическое 
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 определяется по формуле




[image: image129.wmf]x


n


x


x


x


n


x


n


i


i


n


=


+


+


+


=


å


=


1


1


1


2


1


(


.


.


.


)


, 

где xi – значения вариант.


·  Медиана 
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– срединное значение для ряда измерений n. Для ее вычисления необходимо все наблюдения расположить в порядке возрастания или убывания результатов. Если  n – нечетное число, то медиана просто является числом, находящимся в середине упорядоченной последовательности. При четном n 
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равна среднему арифметическому двух расположенных в середине значений упорядоченной последовательности.


·  Мода  – (наиболее вероятное значение) является наиболее часто встречающейся в выборке  величиной.


·  Размах вариации R – разность между максимальным и минимальным значениями признака в ряде измерений.


R = xmax -xmin.

·  Среднее линейное отклонение d – среднее арифметическое абсолютных величин отклонений вариантов от их средней арифметической.
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, ni – частота признака xi.


·  Дисперсия D – среднее арифметическое квадратов отклонений вариантов от их средней:
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·  Среднее квадратичное отклонение  – квадратный корень из дисперсии.


Каждая случайная величина характеризуется своей функцией распределения. С точки зрения наблюдателя, две случайные величины, имеющие одинаковые функции распределения, неразличимы, несмотря на то, что они могут быть заданы на различных вероятностных пространствах и описывать разные явления. 


Функция распределения или плотность распределения вероятностей являются наиболее полными характеристиками случайных величин. Однако во многих задачах оказывается трудно или даже невозможно полностью описать функцию распределения. В то же время, для решения многих задач достаточно знать лишь некоторые параметры, характеризующие случайную величину с той или иной точки зрения. Наиболее распространенными числовыми параметрами, получившими название числовых характеристик или моментов случайных величин, являются математическое ожидание и дисперсия или среднеквадратичное отклонение.


Математическое ожидание случайной величины


Математическим ожиданием (средним значением) М дискретной случайной величины  называется сумма произведений значений Xi случайной величины на вероятности pi = P{=Xi}, с которыми эти значения принимаются:
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Если рассматривать экспериментальные данные, аналогом математического ожидания является среднее арифметическое значение набора данных. Среднее арифметическое значение приближается к математическому ожиданию при увеличении числа испытаний.


Пример 1. Найдем математическое ожидание случайной величины , распределенной по биноминальному закону (число успехов в n испытаниях Бернулли с вероятностью успеха р):
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Следовательно,  = np. При выводе использовалось свойство вероятности – сумма вероятностей  всех событий равна 1. 


Пример 2. Пусть  имеет распределение Пуассона. Тогда математическое ожидание этой величины равно:
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При больших n (1-/n)n e-. Таким образом, параметр  пуассоновского распределения совпадает с математическим ожиданием.


Математическим ожиданием (средним значением) М непрерывной случайной величины  называется интеграл:
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, где p(x) – плотность распределения. Случайная величина  принимает значение х с вероятностью р(х)dx.


Пример. Пусть непрерывная случайная величина Х задана плотностью распределения φ(х)=sinx в интервале (0;π/2), вне этого интервала φ(х)=0. Найти математическое ожидание случайной величины = φ(Х)=Х2.

Воспользуемся формулой:
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Свойства математического ожидания


1. Если случайная величина  принимает всего одно значение С с вероятностью единица. Математическое ожидание постоянной величины равно этой постоянной:

МС = С  1=С

2. Пусть  = а + b – случайная величина, выраженная линейной функцией, тогда математическое ожидание этой случайной величины равно:

M(a+b)=aM+b

Рассматривая пример доказательства этого свойства для непрерывного случая:
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Аналогично свойство 2 доказывается для дискретной случайной величины (постоянные величины выносятся за знаки суммирования).


3.  Пусть  – случайная величина, которая является суммой двух других величин:  = 1+2. Тогда математическое ожидание суммы двух случайных величин равно сумме математических ожиданий каждой из этих величин:
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 Рассмотрим доказательство этого свойства на примере дискретной случайной величины:
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4.  Если 1 и 2  независимы, то математическое ожидание их произведений =12 равно произведению их математических ожиданий: 

M(12) = M1M2.


Дисперсия. Моменты высших порядков


Наряду со средним значением необходимо иметь число, характеризующее “разброс” случайной величины вокруг своего среднего. Такой характеристикой обычно служит дисперсия. Следует помнить, что существует много характеристик разброса, в частности, центральные моменты любого четного порядка. 


Существует много случайных величин, которые имеют одинаковые математические ожидания, но различные возможные значения. Например, дискретные случайные величины, заданные законами распределения:


		Х

		-0,01

		0,01

		Y

		-100

		100



		Р

		0,5

		0,5

		Р

		0,5

		0,5





Найдем математическое ожидание этих величин: 


М(Х)= -0,01*0,5+0,01*0,5=0.

М(Y)= -100*0,5+100*0,5=0.

Здесь математические ожидания обеих величин одинаковы, причем Х – близки к математическому ожиданию, а Y – далеки. Таким образом, зная математическое ожидание, нельзя судить о значениях случайной величины, ни о том, как рассеяны возможные значения случайной величины вокруг ее математического ожидания. Для оценки отклонения случайной величины от ее математического ожидания используют дисперсию.


Отклонением называют разность между случайной величиной и ее математическим ожиданием  Х – М(Х).  

На практике для оценки рассеяния случайной величины вокруг ее среднего значения пользуются величиной, названной дисперсией. Например, в артиллерии важно знать, насколько кучно лягут снаряды вокруг цели, которая должна быть поражена.


Дисперсия характеризует разброс значений случайной величины вокруг ее математического ожидания.
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Дисперсия D  дискретной случайной величины  определяется формулой
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На первый взгляд может показаться, что достаточно вычислить все возможные значения отклонения  и найти их среднее значение, но такой путь ничего не даст, поскольку отклонения бывают отрицательными и их среднее значение равно 0. Поэтому лучше взять абсолютные значения отклонений или их квадраты.


Пусть случайная величина задана законом распределения:


		Х

		 X1

		X2

		X3

		xn



		р

		P1

		P2

		P3

		pn





Тогда квадрат отклонения имеет следующий закон распределения:


		[X-M(X)]2

		[X1-M(X)]2

		[X2-M(X)]2

		[X3-M(X)]2

		[Xn-M(X)]2



		р

		P1

		P2

		P3

		pn





По определению дисперсии,


D(X)=М [X-M(X)]2 = [x1-M(X)]2  p1+ [x2-M(X)]2 p2+ [x2n -M(X)]2 pn.


Из определения следует, что дисперсия случайной величины есть неслучайная  (постоянная) величина.  


Вторым (начальным) моментом m2 случайной величины  называется математическое ожидание квадрата  (g(x) = x2):
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Дисперсией непрерывной случайной величины называют математическое ожидание квадрата ее отклонения. Если возможные значения Х принадлежат отрезку [a,b], то
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Среднее квадратичное отклонение непрерывной случайной величины определяется равенством: 
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Дисперсия D представляет собой второй момент случайной величины , из которой вычтено ее математическое ожидание M, то есть центрированной (имеющей нулевое математическое ожидание) случайной величины 
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Поэтому дисперсию иногда называют вторым центральным моментом.


Свойства дисперсии


Определим некоторые свойства дисперсии (без вывода).


1. Если случайная величина  с вероятностью 1 принимает одно и тоже постоянное значение С, то из свойства 1 математического ожидания (МС = С1=С) получаем


D = M(-c)2 = (c-c)21 = 0


2. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, возведя его в квадрат:

D(a) = a2 D.


3. Дисперсия суммы случайной величины и постоянной равна:


D(x+C)=Dx

4. Дисперсия суммы двух независимых  случайных величин  и  равна сумме дисперсий каждой из этих величин:


D(+) = D + D.


Дисперсия D имеет размерность квадрата размерности случайной величины . Для практических целей удобно иметь меру разброса, размерность которой совпадает с размерностью . В качестве такой меры естественно использовать 
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, которую называют средним квадратичным отклонением случайной величины  (или стандартным отклонением).


Моменты высших порядков


В теории вероятностей и математической статистике, помимо математического ожидания и дисперсии, используются и другие числовые характеристики случайных величин. В первую очередь это начальные и центральные моменты. 


Начальным моментом k-го порядка случайной величины называется математическое ожидание k-й степени случайной величины x , то есть: 
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Заметим, что математическое ожидание случайной величины – начальный момент первого порядка, 
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Центральным моментом k-го порядка случайной величины x называется величина m k, определяемая формулой                                     
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Дисперсия является  центральным моментом второго порядка. 


Существуют формулы, позволяющие выразить центральные моменты случайной величины через ее начальные моменты, например:
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где m 3 – центральный момент третьего порядка.


Если плотность распределения вероятностей непрерывной случайной величины симметрична относительно прямой x = Mx, то все ее центральные моменты нечетного порядка равны нулю.


Асимметрия


В теории вероятностей и в математической статистике в качестве меры асимметрии распределения является коэффициент асимметрии, который определяется формулой:  
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Эксцесс


Нормальное распределение наиболее часто используется в теории вероятностей и в математической статистике, поэтому график плотности вероятностей нормального распределения стал своего рода эталоном, с которым сравнивают другие распределения. Одним из параметров, определяющих отличие распределения случайной величины x от нормального распределения, является эксцесс.


Эксцесс случайной величины определяется равенством: 
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У нормального распределения, естественно, Kэ = 0. 

Если Kэ>0, то это означает, что график плотности вероятностей px (x) сильнее “заострен”, чем у нормального распределения, если же Kэ< 0, то “заостренность” графика px (x) меньше, чем у нормального распределения. 


Контрольные вопросы


1. Что такое частота выборочных данных и как она определяется?


2. Что представляет собой полигон частот?


3. Какие формы выборочных распределений существуют?


4. Какой смысл имеет математическое ожидание для выборочного распределения?


5. Как рассчитывается дисперсия дискретной и непрерывной случайных величин?

6. Что такое мода и медиана и как они определяются?


7. Приведите примеры моментов высших порядков.

8. Чем отличаются начальные моменты от центральных?


9. Что характеризует асимметрия распределения?


10.  Как рассчитать эксцесс и что он описывает?


Введение в математическую статистику


Цель: Освоить понятие статистическая гипотеза. Познакомиться с  методами статистической проверки гипотез.

В задачу математической статистики входит изучение массовых явлений в природе, обществе и технике и их научное обоснование. Везде, где приходится иметь дело с обработкой экспериментальных результатов, необходимыми и незаменимыми вспомогательными средствами являются методы математической статистики.


Зарождение математической статистики было связано со сбором данных и графическим представлением полученных результатов измерений. Так возникли первые сводки рождаемости, бракосочетаний и смертности в демографической статистике.


В 20-е годы нашего столетия, главным образом в США и Англии, были разработаны математико-статистические методы научной обработки результатов измерений, основанные на закономерностях теории вероятностей (К. Пирсон, Р.А. Фишер, Дж. Нейман, А. Вальд).


Генеральная совокупность (популяция)  W – полный набор объектов, с которыми связана данная проблема. Эти объекты могут быть людьми, животными, изделиями и так далее. С каждым объектом связана величина (или величины), называемая исследуемым признаком (xi).


Основной целью статистического анализа является выяснение некоторых свойств рассматриваемой генеральной совокупности. Если генеральная совокупность конечна, то наилучшая процедура – рассмотрение каждого ее элемента. Однако в большинстве задач используются либо бесконечные генеральные совокупности, либо конечные, но трудно обозримые. В этой ситуации необходимо отобрать из генеральной совокупности подмножество из n элементов, называемое выборкой объема n, исследовать его свойства, а затем обобщить эти результаты на всю генеральную совокупность. Это обобщение называется статистическим выводом.


Способы получения различных выборок и оценка их представительности будут рассмотрены в лабораторном практикуме. Различные значения признака, наблюдающиеся у членов генеральной совокупности (или выборки), называются вариантами, а числа, показывающие сколько раз встречается каждый вариант, частотами.


В данном определении предполагается дискретное изменения признака. Однако, если измерять непрерывную величину, то точность измерения и количество измерений в единицу времени тоже дадут некий дискретный набор.


Мы предполагаем, что измеряемый или исследуемый признак изменяется некоторым случайным образом. Произведя серию измерений, получим набор данных, которые, скорее всего, будут случайной выборкой из генеральной совокупности. Чтобы провести первичную обработку этой выборки, необходимо построить экспериментальное распределение данных по частотам или (если данные имеют явно непрерывный характер) по интервалам частот.


Выборочные функции


Для любой случайной величины Х существует (теоретическая) функция распределения F(x), или по-другому “Генеральная совокупность имеет теоретическое распределение F(x)”.


Вероятностный закон генеральной совокупности на практике почти всегда неизвестен. Единственным источником информации о нем служит взятая из этой совокупности выборка объема n, элементы которой х1, х2, ..., хn являются реализациями Х; по ней рассчитывается эмпирическое распределение и статистические параметры (еще говорят – статистики числовых характеристик): среднее арифметическое, дисперсия, моменты высших порядков и др. 


Эмпирическое распределение выборки рассматривается в качестве оценки теоретической функции распределения F(x) генеральной совокупности.


Пусть дана выборка значений случайной величины 
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 из неизвестного совместного распределения F(x). Тогда любое утверждение, касающееся природы F(x), называется статистической гипотезой. Гипотезы различают по виду предположений, содержащихся в них: 


Статистическая гипотеза, однозначно определяющая распределение F(x), то есть 
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, где F0 какой-то конкретный закон, называется простой. 


Статистическая гипотеза, утверждающая принадлежность распределения F(x) к некоторому семейству распределений, то есть вида

[image: image160.wmf]{


}


F


x


F


H


Î


=


)


(


, где F – семейство распределений, называется сложной. 


Например, для экспоненциального распределения гипотеза Н0: λ = 3 – простая, Н0: λ > 3 – сложная, состоящая из бесконечного числа простых гипотез вида λ = с, где с – любое число, большее 3.


На практике обычно требуется проверить какую-то конкретную и как правило простую гипотезу , называемая конкурирующей или альтернативной. 
. Такую гипотезу принято называть нулевой. При этом параллельно рассматривается противоречащая ей гипотеза 

Различают две группы математико-статистических методов: 


·  статистическая проверка гипотез (статистические тесты);


·  статистическая оценка параметров распределения.


Статистическая проверка гипотез предполагает выдвижение определенных допущений (гипотез) относительно неизвестных параметров F(x). Правильность этих гипотез проверяется затем по числовым значениям, полученным из выборки, и, в зависимости от результата проверки, гипотезы принимаются или отвергаются.


Примеры непараметрических гипотез


Н0: F(x)=F0(x); где F0(x) может быть функцией нормального распределения с определенными установленными параметрами (0 и (02, то есть F0 (x) = Ф (х; (0, (02). Закон распределения выборочной совокупности является нормальным


Н1: закон распределения выборочной совокупности  не является нормальным.


Н0: связь между ущербом в случае аварии и размером страхуемой машины отсутствует;


Н1: связь между ущербом в случае аварии и размером машины существует.


Статистическая оценка параметров распределения предусматривает получение оценок (для отдельных значений или интервалов) неизвестных параметров вероятностного закона генеральной совокупности по параметрам выборки.


При статистической оценке параметров распределения и проверке гипотез используются числовые характеристики, рассчитанные по n наблюдениям выборки. 


Пример параметрической гипотезы

Пусть дана независимая выборка 

 из нормального распределения, где ( – неизвестный параметр. Тогда 

, где  – фиксированная константа, является простой параметрической гипотезой, а конкурирующая с ней - сложная параметрическая гипотеза. 


Выдвинутая гипотеза нуждается в проверке, которая осуществляется статистическими методами, поэтому гипотезу называют статистической. Для проверки гипотезы используют критерии, позволяющие принять или опровергнуть гипотезу. Статистической гипотезой называется любое предположение о виде неизвестного распределения или о параметрах известного распределения. 


Статистическая проверка гипотез


Под статистической гипотезой понимают всякое высказывание о генеральной совокупности (случайной величине), проверяемое по выборке (по результатам наблюдений).


Располагая выборочными данными  и руководствуясь конкретными условиями рассматриваемой задачи, формулируют гипотезу Но, которую называют основной или нулевой, и гипотезу Н1, конкурирующую с гипотезой Н0. Термин «конкурирующая» означает, что являются противоположными следующие два события:


· по выборке будет принято решение о справедливости для генеральной совокупности гипотезы Н0;

· по выборке будет принято решение о справедливости для  генеральной совокупности гипотезы Н1.

Гипотезу H1 называют также альтернативной. 


Например, если нулевая гипотеза такова: математическое ожидание равно 5, то альтернативная гипотеза может быть следующей: математическое ожидание меньше 5, что записывается следующим образом:


Основная гипотеза:                     H0: M(X)=5

Конкурирующая гипотеза:        H1: M(X)<5

Статистическая проверка гипотез применяется для того, чтобы использовать полученную по выборке информацию для суждения о законе распределения генеральной совокупности. При этом имеется определенное представление о неизвестном вероятностном законе F(x) и его параметрах, которое формулируется в виде статистической гипотезы, обозначаемой символом Н или Н0 (нулевая, или основная, гипотеза). 


Целесообразным оказался следующий способ записи: Н0: F(x)=F0(x); это означает допущение (“гипотезу”) о том, что F0(x) есть функция распределения генеральной совокупности. Например, F0(x) может быть функцией нормального распределения с определенными установленными параметрами 0 и 02, то есть 


F0(x)=Ф(х; 0, 02).


С помощью статистических методов или критериев для проверки гипотезы устанавливается, соответствуют ли взятые из выборки данные выдвинутой гипотезе или нет, то есть нужно ли принять или отвергнуть гипотезу.


Если вид функции распределения F(x) задан отдельными параметрами и, если гипотеза строится именно по этим неизвестным параметрам, то говорят о параметрических гипотезах. Например, допущение о неизвестном параметре 
 нормального распределения является такой параметрической гипотезой. В противоположность этому статистические гипотезы общего порядка Н0: F(x)=F0(x) называются непараметрическими, а методы их проверки – непараметрическими тестами. Они, естественно, являются более общими, чем параметрические гипотезы и методы их проверки, так как не требуют дополнительных предположений о виде функции F(x). С другой стороны, они менее эффективны, чем соответствующие критерии параметрических гипотез.


Этапы проверки статистических гипотез


1. Формулировка основной гипотезы . Гипотезы должны быть чётко формализованы в математических терминах. 
и конкурирующей гипотезы 

2. Задание вероятности , называемой уровнем значимости и отвечающей ошибкам первого рода, на котором в дальнейшем и будет сделан вывод о правдивости гипотезы. 


3. Расчёт статистики  критерия такой, что: 


· её величина зависит от исходной выборки
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· по её значению можно делать выводы об истинности гипотезы ; 


· сама статистика . 
 является случайной в силу случайности  должна подчиняться какому-то известному закону распределения, т.к. сама 

4. Построение критической области. Из области значений и называется критической областью. 
. Это множество таких значений, по которым можно судить о существенных расхождениях с предположением. Его размер выбирается таким образом, чтобы выполнялось равенство выделяется подмножество 

5. Вывод об истинности гипотезы. Наблюдаемые значения выборки подставляются в статистику 
 выносится решение об отвержении (или принятии) выдвинутой гипотезы  и по попаданию (или непопаданию) в критическую область . 


Параметрические критерии


В группу параметрических критериев методов математической статистики входят методы для вычисления описательных статистик, построения графиков на нормальность распределения, проверка гипотез о принадлежности двух выборок одной совокупности. Эти методы основываются на предположении о том, что распределение выборок подчиняется нормальному (гауссовому) закону распределения. Среди параметрических критериев статистики нами будут рассмотрены критерий Стьюдента и Фишера. 


Критерий Стьюдента (t-критерий)


Критерий позволяет найти вероятность того, что оба средних значения в выборке относятся к одной и той же совокупности. Данный критерий наиболее часто используется для проверки гипотезы: «Средние двух выборок относятся к одной и той же совокупности».


При использовании критерия можно выделить два случая. В первом случае его применяют для проверки гипотезы о равенстве генеральных средних двух независимых, несвязанных выборок (так называемый двухвыборочный t-критерий). В этом случае есть контрольная группа и экспериментальная (опытная) группа, количество испытуемых в группах может быть различно.


Во втором случае, когда одна и та же группа объектов порождает числовой материал для проверки гипотез о средних, используется так называемый парный t-критерий. Выборки при этом называют зависимыми, связанными.


Случай независимых выборок


Статистика критерия для случая несвязанных, независимых выборок равна:
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где [image: image164.png]
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,  – средние арифметические в экспериментальной и контрольной группах; [image: image166.png]



 – стандартная ошибка разности средних арифметических, которая находится из формулы:
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(2)


где n1 и n2 соответственно величины первой и второй выборки.


Если n1=n2, то стандартная ошибка разности средних арифметических будет считаться по формуле:
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(3)


где n величина выборки.


Подсчет числа степеней свободы осуществляется по формуле: 

k = n1 + n2 – 2.
          

(4)


При численном равенстве выборок k = 2n – 2.


Далее необходимо сравнить полученное значение tэмп с теоретическим значением t–распределения Стьюдента (см. приложение к учебникам статистики). Если tэмп<tкрит, то гипотеза H0 принимается, в противном случае нулевая гипотеза отвергается и принимается альтернативная гипотеза. 


Рассмотрим пример использования t-критерия Стьюдента для несвязных и неравных по численности выборок.


Пример 1. В двух группах учащихся – экспериментальной и контрольной – получены следующие результаты по учебному предмету (см. табл. 13).


Таблица 13

Результаты эксперимента


		Экспериментальная группа 


N1=11 человек

		Контрольная группа 


N2=9 человек



		12   14  13  16   11   9   13  15  15  18   14

		13   9   11   10   7   6   8  10   11





Общее количество членов выборки: n1=11, n2=9.


Расчет средних арифметических: Хср=13,636; Yср=9,444.

Стандартное отклонение: x=2,460; y=2,186. 



По формуле (2) рассчитываем стандартную ошибку разности арифметических средних:
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Считаем статистику критерия:
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 Сравниваем полученное в эксперименте значение t с табличным значением с учетом степеней свободы, равных по формуле (4) числу испытуемых минус два.


Табличное значение tкрит равняется 2,1 при допущении возможности риска сделать ошибочное суждение в пяти случаях из ста (уровень значимости (=5 % или 0,05).


Если полученное в эксперименте эмпирическое значение t превышает табличное, то есть основания принять альтернативную гипотезу (H1) о том, что учащиеся экспериментальной группы показывают в среднем более высокий уровень знаний. В эксперименте t=3,981, табличное t=2,10, 3,981>2,10, откуда следует вывод о преимуществе экспериментального обучения.


Здесь могут возникнуть такие вопросы:


1. Что если полученное в опыте значение t окажется меньше табличного? Тогда надо принять нулевую гипотезу.


2. Доказано ли преимущество экспериментального метода? Не столько доказано, сколько показано, потому что с самого начала допускается риск ошибиться в пяти случаях из ста (р=0,05). Наш эксперимент мог быть одним из этих пяти случаев. Но 95% возможных случаев говорит в пользу альтернативной гипотезы, а это достаточно убедительный аргумент в статистическом доказательстве.


3. Что если в контрольной группе результаты окажутся выше, чем в экспериментальной? Поменяем, например, местами, сделав средней арифметической экспериментальной группы 
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 – контрольной:
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 Отсюда следует вывод, что новый метод пока не проявил себя с хорошей стороны по разным, возможно, причинам. Поскольку абсолютное значение 3,9811>2,1, принимается вторая альтернативная гипотеза (Н2) о преимуществе традиционного метода.


Случай связанных выборок


В случае связанных выборок с равным числом измерений в каждой можно использовать более простую формулу t-критерия Стьюдента. Вычисление значения t осуществляется по формуле:
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где [image: image175.png]



– разности между соответствующими значениями переменной X и переменной У, а 
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- среднее этих разностей, а Sd вычисляется по следующей формуле;
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Число степеней свободы k определяется по формуле k=n-1. Рассмотрим пример использования t-критерия Стьюдента для связных и, очевидно, равных по численности выборок.


Если tэмп<tкрит, то нулевая гипотеза принимается, в противном случае принимается альтернативная.


Пример 2. Изучался уровень ориентации учащихся на художественно-эстетические ценности. С целью активизации формирования этой ориентации в экспериментальной группе проводились беседы, выставки детских рисунков, были организованы посещения музеев и картинных галерей, проведены встречи с музыкантами, художниками и др. Закономерно встает вопрос: какова эффективность проведенной работы? С целью проверки эффективности этой работы до начала эксперимента и после давался тест. Из методических соображений в табл. 14 приводятся результаты небольшого числа испытуемых.

Таблица 14 


Результаты эксперимента


		Ученики

		Баллы

		Расчеты



		

		начало экспер. 

		конец экспер.  

		d

		d2



		Иванов 

		14 

		18 

		4 

		16 



		Новиков 

		20 

		19 

		-1 

		1 



		Сидоров 

		15 

		22 

		7 

		49 



		Пирогов 

		11 

		17 

		6 

		36 



		Агапов 

		16 

		24 

		8 

		64 



		Суворов 

		13 

		21 

		8 

		64 



		Рыжиков 

		16 

		25 

		9 

		81 



		Серов 

		19 

		26 

		7 

		49 



		Топоров 

		15 

		24 

		9 

		81 



		Быстров 

		9 

		15 

		6 

		36 



		Сумма

		148 

		211 

		63 

		477 



		Среднее 

		14,8 

		21,1 

		  

		  





Вначале произведем расчет по формуле:
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Затем применим формулу (6), получим: 
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И, наконец, следует применить формулу (5). Получим:
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Число степеней свободы: k=10-1=9 и по таблице находим  tкрит =2.262, экспериментальное t=6,678, откуда следует возможность принятия альтернативной гипотезы (H1) о достоверных различиях средних арифметических, т.е. делается вывод об эффективности экспериментального воздействия.


В терминах статистических гипотез полученный результат будет звучать так: на 5%-м уровне гипотеза Н0 отклоняется и принимается гипотеза Н1 .


Критерий Фишера


F – критерий Фишера используют для сравнения дисперсий двух вариационных рядов. Он вычисляется по формуле:
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где   S2 – большая выборочная дисперсия, S'2 – меньшая выборочная дисперсия. По двум выборкам объемами n1 и n2 строят выборочные функции:
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Если предположить, что соответствующие генеральные совокупности распределены нормально с параметрами 1, 12 и 2, 22 и что, кроме того, выполняется соотношение 12 = 22, то существует теорема: выборочная функция 

 имеет непрерывную функцию распределения и ее плотность вероятности:
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для х  0, где m1 = n1 – 1, m2 = n2 -1. Em1,m2 зависит лишь от m1 и m2.


Данное распределение названо в честь Р.А. Фишера F-распределением с (m1, m2) степенями свободы. Если вычисленное значение критерия F больше критического для определенного уровня значимости и соответствующих чисел степеней свободы для числителя и знаменателя, то дисперсии считаются различными.


Число степеней свободы числителя определяется по формуле:  k1 = n1 – 1, где n1 – число вариант для большей дисперсии.


Число степеней свободы знаменателя определяется по формуле: k2 = n2 -1, где  n2 – число вариант для меньшей дисперсии.


Рассмотрим пример расчета критерия Фишера

Известны результаты женской эстафеты 5-го этапа Кубка мира 2010 г. по биатлону, прошедшей в  Рупольдинге (в Германии). 

Н0: D(X)=D(Y) – дисперсии времени прохождения дистанции спортсменками команд России и Швеции (двух генеральных совокупностей равны).    

Н1: D(X)(D(Y) – дисперсии времени прохождения дистанции спортсменками команд России и Швеции существенно различаются.


Таблица 15

Результаты эстафеты по биатлону


		Россия

		Время (Х)

		Швеция

		Время(Y)



		Романова Я.

		19,35

		Хогберг Э.

		19,59



		Булыгина А.

		38,57

		Олофссон А.

		38,53
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Медведцева О.

		58,23

		Нильcсон А.

		58,36



		Зайцева О.

		77,48

		Йонссон Х.

		77,31



		Сумма

		193,64

		Сумма

		193,80



		Среднее 

		48,41

		Среднее 

		48,45



		Дисперсия

		627,55

		Дисперсия

		620,78



		Fэкс

		1,01

		Fкрит

		9,27





По таблице критических точек распределения Фишера-Снедекора можно найти критическую точку для F-критерия при известных степенях свободы, равных: k= 4 – 1 = 3. Получаем Fкрит=9,277. Поскольку, Fэкс<Fкр: 1,01<9,277, следовательно, можно утверждать, что нулевая гипотеза Н0  принимается на 5%-м уровне значимости, а конкурирующая гипотеза Н1 в этом случае отвергается. Исследователь может сделать вывод, что по степени однородности показателя времени прохождения дистанции различие между  двумя командами незначительные.

Непараметрические  тесты


Чтобы определить,  имеем ли мы дело с нормальным распределением, можно применять следующие методы.

1) В пределах осей можно нарисовать полигон частоты (эмпирическую функцию распределения) и кривую нормального распределения на основе данных исследования. Исследуя формы кривой нормального распределения и графика эмпирической функции распределения, можно выяснить те параметры, которыми последняя кривая отличается от первой.

2) Вычисляется среднее, медиана и мода и на основе этого определяется отклонение от нормального распределения. Если мода, медиана и среднее арифметическое друг от друга  значительно не отличаются, мы имеем дело с нормальным распределением. Если медиана значительно отличается от среднего, то мы имеем дело с асимметричной выборкой.


3) Эксцесс кривой распределения должен быть равен 0. Кривые  с  положительным  эксцессом  значительно  круче кривой нормального распределения. Кривые с отрицательным эксцессом являются более покатистыми по сравнению с кривой нормального распределения. 


4) Правило трех сигм. После   определения среднего значения распределения частоты и стандартного отклонения находят следующие четыре интервала распределения сравнивают их с действительными данными  ряда: 


а) 
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 – к интервалу должно относиться около 25% частоты совокупности, 


б)  

[image: image185.wmf]s


7


.


0


±


x


– к интервалу должно относиться около 50% частоты совокупности, 


в)  
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– к интервалу должно относиться около 75% частоты совокупности, 


г)  
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– к интервалу должно относиться около 100% частоты совокупности. 


 Проверка гипотез  о законе распределения по критерию 2 (хи-квадрат)


Численным методом оценки того, принадлежит ли данная выборка генеральной совокупности с нормальным распределением, является критерий 2, разработанный К. Пирсоном. Согласно этому методу, наблюдаемое эмпирическое распределение выборки, выраженное абсолютными, относительными или относительными накопленными частотами сгруппированного ряда измерений, сравнивается с гипотетическим теоретическим распределением соответствующей генеральной совокупности. Для этого выдвигается гипотеза о неизвестной функции распределения F(x) генеральной совокупности, которая сопоставляется с подходящей выборочной функцией и, в зависимости от величины отклонения эмпирического распределения от теоретического, выдвинутая гипотеза принимается или отвергается. Так как статистическая гипотеза относится к неизвестной функции распределения F(x), а не к отдельным ее параметрам, мы говорим о непараметрическом методе проверки, или о критерии подобия. Критерий 2 и представляет собой один из таких критериев подобия.


Критерий 2 часто используют также для сравнения между собой двух выборок из некоторой генеральной совокупности. 


Пусть в результате n наблюдений получен вариационный ряд с опытными частотами n1, n2, ..., nm. Тогда их сумма равна 

. Анализируя опытные данные, выбираем некоторый закон теоретического распределения для рассматриваемого признака. По опытным данным найдем параметры этого закона (гипотеза). С помощью теоретического закона вычислим теоретические частоты n10, n20, ..., nm0, соответствующие эмпирическим частотам. Сумма теоретических частот также должна быть равна объему выборки – n (соглашение).


В качестве меры расхождения теоретического и эмпирического рядов частот возьмем величину:
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 – критерий согласия Пирсона.


Из выражения видно, что 2 = 0 лишь при совпадении всех соответствующих эмпирических и теоретических частот: ni = ni0. В противном случае 2 отлично от нуля и тем больше, чем больше расхождение между указанными частотами.


Величина 2 является случайной и имеет распределение 2-распределение. Параметр k назван числом степеней свободы. Число k определяется: 


k = m – s,

где m – число групп эмпирического распределения (или число интервалов);


s – число параметров теоретического закона, найденного с помощью этого распределения или число связей теоретического и эмпирического распределений. Например, если мы нашли 

– среднее арифметическое и 2 – дисперсию, используя данные опытного распределения и установили, сумма частот опытного распределения равна сумме частот теоретического распределения, то число связей s = 3.


Если же эмпирическое распределение не использовалось для нахождения параметров теоретического закона и теоретических частот, а эмпирические частоты не связаны никакими дополнительными соотношениями, то k равно числу групп эмпирического распределения. Количество частот в группе должно быть больше 5. Если количество меньше, то соседние группы следует объединить.


Контрольные вопросы


1. Какие  методы проверки гипотез существуют в статистике? 


2. Опишите сущность параметрических методов проверки гипотез.


3. Объясните, чем отличаются  непараметрические методы проверки гипотез от параметрических.


4. Как определить число связей и число степеней свободы?


5. Что такое доверительный интервал и как он определяется?

Выборочная совокупность.
Вариационный ряд


Цель: изучение типов выборок, методов анализа выборочной совокупности. Получение представлений о статистической оценке параметров и интервалов вариационного ряда.

Основной целью статистического анализа является выяснение некоторых свойств рассматриваемой генеральной совокупности. Если генеральная совокупность конечна, то наилучшая процедура – рассмотреть каждый ее элемент.


Однако чаще всего на практике приходится ограничиваться выборочными значениями из генеральной совокупности. Основное требование к выборке – хорошо представлять (быть репрезентативной, представительной) генеральную совокупность.


Обычно считается, что чтобы иметь право судить о генеральной совокупности по выборке, выборка должна быть образована случайно. Это можно достичь различными способами (наиболее распространенными):


·  собственно-случайная выборка;


·  механическая;


·  типическая;


·  серийная.


Собственно-случайная выборка


Существует два подхода к решению данной задачи:


Простая случайная выборка с возвращением – объект извлекается из генеральной совокупности случайным образом, и перед извлечением следующего, возвращается обратно. Например, после отбора деталей на анализ соответствия стандарту из большой партии, их снова возвращают назад и партию перемешивают.

Выборка без возвращения – извлеченный объект не возвращается в генеральную совокупность, а значит, может появиться в выборке только один раз. Например, отбор деталей производится с конвейера и после деструктивного анализа (разрушающего), возврат уже не возможен.


[image: image189]

Рис. 23. Выборка элементов из генеральной совокупности

Если генеральная совокупность бесконечна, то процедуры выборки как с возвращением, так и без него, дают простую случайную выборку. Если генеральная совокупность конечна и велика по сравнению с размером выборки, то процедура извлечения без возвращения дает приблизительно простую случайную выборку. Если генеральная совокупность конечна и объем выборки составляет заметную долю от размера генеральной совокупности, то различие между этими двумя методами становится заметным.


Механическая выборка


Механической называется выборка, в которую объекты из генеральной совокупности отбираются через определенный интервал (рис. 24).
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Рис. 24. Механическая выборка для периодической случайной величины

Например, если объем выборки должен составлять 5 % объема генеральной совокупности, то отбирается каждый двадцатый объект генеральной совокупности. Опасность, которая подстерегает исследователя при использовании этого метода – попасть в период циклически изменяющейся случайной величины. 


Типическая выборка


Если генеральную совокупность предварительно разбить на непересекающиеся группы, а затем образовать собственно-случайные выборки элементов (с возвратом или без) из каждой группы и все отобранные объекты считать попавшими в выборку, то получим выборочную совокупность, называемую типической выборкой. Считается, что типическая выборка с большей достоверностью воспроизводит однородную генеральную совокупность.


Серийная выборка


Если генеральную совокупность предварительно разбить на непересекающиеся серии, а затем, рассматривая серии как элементы некой мегасовокупности, выбрать случайным образом несколько серий и все объекты отобранных серий поместить в выборку, то получим выборочную совокупность, которая называется серийной.


Всякая случайная выборка возникает из генеральной совокупности в результате случайного отбора, ее можно описать с помощью n-мерного случайного вектора  = (Х1; Х2; ...; Хn), составляющая которого Xi дает случайную величину Х в i-м наблюдении (i [1; n]). Можно говорить о выборке объема n из распределенной согласно F(x) генеральной совокупности, когда случайные компоненты Xi(i [1; n]) независимы друг от друга и имеют ту же функцию распределения, что и X, а именно F(x).


Закон распределения случайного вектора   = (Х1; Х2; ...; Хn) в этом случае полностью определяется формулой: 

 Эта формула получается из условий: F(x) – вероятность, xi – независимые события. Здесь мы вторгаемся в область многомерных случайных величин и функций.


Отсюда следует, что каждая из рассчитанных по наблюдениям х1, х2, ..., хn  данной выборки числовая характеристика, например среднее арифметическое 

, есть реализация случайной величины, которая от выборки к выборке может принимать различные значения.


Такая случайная величина называется выборочной функцией и в общем случае обозначается как


Т = Т(Х1; Х2; ...; Хn).


Такая запись означает зависимость выборочной функции от случайных компонент Xi(i [1; n]) вектора .


Так как выборочная функция Т является случайной величиной, то она имеет закон распределения, зависящий от закона распределения случайной величины X в генеральной совокупности. Для построения математико-статистических методов оценки параметров и проверки гипотез необходимо знание закона распределения, поэтому его расчет по распределению Х для различных выборочных функций образует основную техническую проблему математической статистики.


Распределение среднего арифметического значения 

 используется достаточно часто. Если из генеральной совокупности, распределение которой имеет математическое ожидание   и дисперсию 2 (при этом закон распределения генеральной совокупности не обязательно должен быть нормальным) последовательно отбирать ряд выборок объема n, то каждая выборка даст реализацию 

величины 

.  В итоге получается ряд средних арифметических 

 для которых можно установить эмпирическое распределение и вычислить числовые характеристики. Тогда распределение частот с увеличением объема выборки n все более приближается по форме к нормальной кривой. Можно математически строго доказать, что 

 имеет (для больших n) асимптотически нормальное распределение с математическим ожидание  и дисперсией 2/n.


 Некоторые важные распределения выборочных функций


Все приведенные ниже теоремы предполагают, что n компонент Xi(i [1; n]) случайного вектора  независимы и имеют нормальное распределение с математическим ожиданием  и дисперсией 2, то есть имеем выборку объема n из нормально распределенной генеральной совокупности.


Теорема 1. Выборочная функция    
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распределена нормально согласно N(; 2/n).

Величина 

 также приближенно распределена нормально согласно N(; 2/n), если соответствующая генеральная совокупность удовлетворяет произвольному распределению с математическим ожиданием  и дисперсией 2. Приближение тем лучше, чем больше n.


Теорема 2. Выборочная функция (нормированная) 

удовлетворяет нормированному (стандартному) нормальному распределению с параметрами N(0; 1).
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Теорема 3. Образованная с помощью эмпирической дисперсии 

(деление на n-1 дает несмещенную оценку) выборочная функция 

удовлетворяет непрерывной функции распределения с плотностью 

 для х>0 при m = n-1.


Значение Сm зависит только от m, но не от x, и его следует выбирать так, чтобы выполнялось условие нормирования для плотности распределения (

). Определенная здесь плотность распределения называется распределением 2(хи-квадрат) с m = n-1 степенями свободы. При этом n и m являются параметрами.


Плотность распределения хи-квадрат асимметрична, но при n приближается к плотности нормального распределения с математическим ожиданием m=n-1 и дисперсией 2m = 2(n-1).


Теорема 4. Если из выборочных функций 
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и S2 образовать новую функцию 
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, то для нее доказано, что эта выборочная функция непрерывна, а ее плотность равна: 
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 для х, где m=n-1, а Dm — константа, зависимая только от m.


Эта плотность вероятности получена У. С. Гассетом и названа по его псевдониму – Student. Распределение Стьюдента или t-распределение с m=n-1 степенями свободы.


Кривая плотности вероятности тем более полога, чем меньше m, и при m переходит в плотность вероятности нормированного (стандартного) распределения.


Контрольные вопросы


1. Каковы задачи статистического анализа?


2. Что такое генеральная совокупность?


3. Приведите примеры генеральной совокупности, выборки и исследуемого признака.


4. Какие типы выборок существуют?


5. Для чего исследуются числовые характеристики выборок?

Статистические оценки параметров распределения


Цель: получение представлений о статистической оценке параметров и интервалов выборочного  распределения.

     Точечные оценки параметров распределения

Пусть требуется изучить количественный признак генеральной совокупности. Допустим, что из теоретических соображений удалось установить, какое именно распределение имеет признак. Возникает задача оценки параметров, которыми определяется это распределение. 


Обычно в распоряжении исследователя имеются лишь данные выборки, полученные в результате n наблюдений (здесь и далее наблюдения предполагаются независимыми). Через эти данные и выражают оцениваемый параметр. Рассматривая значения количественного признака как независимые случайные величины, можно сказать, что найти статистическую оценку неизвестного параметра теоретического распределения – это значит найти функцию от наблюдаемых случайных величин, которая и дает приближенное значение оцениваемого параметра. 


Итак, статистической оценкой неизвестного параметра теоретического распределения называют функцию от наблюдаемых случайных величин. 

Для того чтобы статистические оценки давали «хорошие» приближения оцениваемых параметров, они должны удовлетворять определенным требованиям: оценка должна быть несмещенной, эффективной и состоятельной. 

Несмещенной называют статистическую оценку Q*, математическое ожидание которой равно оцениваемому параметру Q при любом объеме выборки, т. е. 

M(Q*) = Q.


Смещенной называют оценку, математическое ожидание которой не равно оцениваемому параметру. 

Эффективной называют статистическую оценку, которая (при заданном объеме выборки n) имеет наименьшую  возможную дисперсию. 

При рассмотрении выборок большого объема (n велико!) к статистическим оценкам предъявляется требование состоятельности. 

Состоятельной называют статистическую оценку, которая при n стремится по вероятности к оцениваемому параметру. Например, если дисперсия несмещенной оценки при n  стремится к нулю, то такая оценка оказывается и состоятельной. 

Рассмотрим точечные оценки параметров распределения, т.е. оценки, которые определяются одним числом Q* =f(x1, x2,…,xn), где x1, x2,…,xn- выборка.

Генеральная средняя

Пусть изучается генеральная совокупность относительно количественного признака Х. 


Генеральной средней называют среднее арифметическое значений признака генеральной совокупности. 

Если все значения признака различны, то 
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Если значения признака распределены по частотам: 

N1, N2, …, Nk, где N1 +N2+…+Nk= N, то
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Выборочная средняя

Пусть для изучения генеральной совокупности относительно количественного признака Х извлечена выборка объема n. 


Выборочной средней называют среднее арифметическое значение признака выборочной совокупности. 

Если все значения признака выборки различны, то 
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а если же все значения имеют частоты n1, n2,…,nk, то 
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Выборочная средняя является несмещенной и состоятельной  оценкой генеральной средней. Замечание: Если выборка представлена интервальным вариационным рядом, то за xi принимают середины частичных интервалов. 


Генеральная дисперсия

Для того чтобы охарактеризовать рассеяние значений количественного признака Х генеральной совокупности вокруг своего среднего значения, вводят сводную характеристику – генеральную дисперсию. 


Генеральной дисперсией Dг называют среднее арифметическое квадратов отклонений значений признака генеральной совокупности от их среднего значения. Если все значения признака генеральной совокупности объема N различны, то 
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Если же значения признака имеют соответственно частоты N1, N2, …, Nk, где N1 +N2+…+Nk= N, то
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Кроме дисперсии для характеристики рассеяния значений признака генеральной совокупности вокруг своего среднего значения пользуются сводной характеристикой –  средним квадратическим отклонением. 


 Генеральным средним квадратическим отклонением (стандартом) называют квадратный корень из генеральной дисперсии. 

Выборочная дисперсия

Для того, чтобы наблюдать рассеяние количественного признака значений выборки вокруг своего среднего значения, вводят сводную характеристику- выборочную дисперсию. 


Выборочной дисперсией называют среднее арифметическое квадратов отклонения наблюдаемых значений признака от их среднего значения. 

Если все значения признака выборки различны, то 
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 если же все значения имеют частоты n1, n2,…,nk, то 
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Для характеристики рассеивания значений признака выборки вокруг своего среднего значения пользуются сводной характеристикой – средним квадратическим отклонением. 


Генеральным средним квадратическим отклонением называют квадратный корень из генеральной дисперсии: 
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Выборочным средним квадратическим отклонением называют квадратный корень из выборочной дисперсии: 
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Вычисление дисперсии – выборочной или генеральной, можно упростить, используя формулу: 
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Замечание: если выборка представлена интервальным вариационным рядом, то за xi принимают середины частичных интервалов. 


Исправленная дисперсия

Выборочная дисперсия является смещенной оценкой генеральной дисперсии, т.е. математическое ожидание выборочной дисперсии не равно оцениваемой генеральной дисперсии, а равно
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Для исправления выборочной дисперсии достаточно умножить ее на дробь 
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получим исправленную дисперсию S2. Исправленная дисперсия является несмещенной оценкой. В качестве оценки генеральной дисперсии принимают исправленную дисперсию. 


Для оценки среднего квадратического генеральной совокупности используют исправленное среднее квадратическое отклонение 
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Замечание: формулы для вычисления выборочной дисперсии и исправленной дисперсии отличаются только знаменателями. При достаточно больших n выборочная и исправленная дисперсии мало отличаются, поэтому на практике исправленной дисперсией пользуются, если n<30. 


 Вычислим выборочные характеристики по выборкам, рассмотренным в табл. 16.

Таблица 16

Дискретный вариационный ряд


		xi 

		0 

		1 

		2 

		3 

		4 

		5 

		7 



		Частота

		8 

		17 

		16 

		10 

		6 

		2 

		1 



		Pi

		8/60 

		17/60 

		16/60 

		10/60 

		6/60 

		2/60 

		1/60 





Пример 1. Для дискретного вариационного ряда: 


Среднее выборочное
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Выборочная дисперсия 
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 Выборочное среднее квадратическое отклонение 
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Исправленная дисперсия 
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Рассмотрим пример расчета точечных оценок параметров интервального вариационного ряда (табл. 17). 


Таблица 17

Данные интервального вариационного ряда


		№

		xi – xi+1

		Частоты

		Pi



		1

		6,67-6,69

		2

		0,01



		2

		6,69-6,71

		15

		0,075



		3

		6,71-6,73

		17

		0,085



		4

		6,73-6,75

		44

		0,22



		5

		6,75-6,77

		52

		0,26



		6

		6,77-6,79

		44

		0,22



		7

		6,79-6,81

		14

		0,07



		8

		6,81-6,83

		11

		0,055



		9

		6,83-6,85

		1

		0,005



		

		[image: image214.png]





		200

		1





За  хi примем середины частичных интервалов:
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Для вычисления выборочной дисперсии воспользуемся формулой
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Тогда выборочная дисперсия равна 
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Выборочное среднее квадратическое отклонение: 

[image: image219.wmf].
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Интервальные оценки параметров распределения

  Интервальной называют оценку, которая определяется двумя числами – концами интервала. Интервальные оценки позволяют установить точность и надежность оценок. 


Пусть найденная по данным выборки статистическая характеристика Q* служит оценкой неизвестного параметра Q. Будем считать Q постоянным числом (Q может быть и случайной величиной). Ясно, что Q* тем точнее определяет параметр Q, чем меньше абсолютная величина разности |Q- Q*|. Другими словами, если >0 и |Q- Q*| < , то чем меньше , тем оценка точнее. 


  Таким образом, положительное число характеризует точность оценки. Однако статистические методы не позволяют категорически утверждать, что оценка Q* удовлетворяет неравенству |Q- Q*| <; можно лишь говорить о вероятности  с которой это неравенство осуществляется. 


  Надежностью (доверительной вероятностью) оценки называют вероятность , с которой осуществляется неравенство |Q–Q* | < . 

Обычно надежность оценки задается наперед, причем в качестве  берут число, близкое к единице. Наиболее часто задают надежность, равную 0,95; 0,99 и 0,999. 


Пусть вероятность того, что, |Q- Q*| <d равна : 


P(|Q- Q*| <d)= . 


Заменив неравенство, равносильным ему двойным неравенством получим: 


Р [Q* –< Q < Q* +] = .

Это соотношение следует понимать так: вероятность того, что интервал Q* – d< Q < Q* +d заключает в себе (покрывает) неизвестный параметр Q, равна . 


Интервал (Q* –  Q* +) называется доверительным интервалом, который покрывает неизвестный параметр с надежностью .

Интервальные оценки параметров нормального   распределения

Доверительный интервал для оценки математического ожидания при    известном среднем квадратичном отклонении 

Пусть количественный признак генеральной совокупности распределен нормально. Известно среднее квадратическое отклонение  этого распределения . Требуется оценить математическое ожидание a по выборочной средней. Найдем доверительный интервал, покрывающий математическое ожидание a с надежностью . Выборочную среднюю будем рассматривать как случайную величину (она изменяется от выборки  к выборке), выборочные значения признака – как одинаково распределенные независимые случайные величины с математическим ожиданием a и средним квадратическим отклонением . Примем без доказательства, что если величина Х распределена нормально, то и выборочная средняя тоже распределена нормально с параметрами 
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Потребуем, чтобы выполнялось равенство 
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Заменив Х и , получим
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получим [image: image223.png]P(}—% <a<}+%):y:2¢(z)






Задача решена.  Число t находят по таблице функции Лапласа Ф(х). 


Пример 1. Случайная величина  Х распределена нормально и  =3. Найти доверительный интервал для оценки математического ожидания по выборочным средним, если n = 36 и задана надежность  =0,95. 


Из соотношения 2Ф(t)= 0,95 , откуда Ф(t) = 0,475 по таблице  найдем 


t =1,96. Точность оценки 
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Доверительный интервал
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Пример 2. Найти минимальный объем выборки, который обеспечивает заданную точность  =0,3 и надежность  = 0,975, если СВХ распределена нормально и  =1,2. 


                                            Из равенства 
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                                           выразим n: 
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подставим значения и получим минимальный объем выборки  n=80.


Доверительный интервал для оценки математического ожидания при   неизвестном среднем квадратичном отклонении 

Поскольку мы не знакомы с законами распределения случайной величины, которые используются при выводе формулы, то примем ее без доказательства. 


В качестве неизвестного параметра  используют исправленную дисперсию s2 . Заменяя  на s, t на величину t Значение  этой величины зависит от надежности  и объема выборки n  и определяется  по  таблице значений t.  Итак: 
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и доверительный интервал имеет вид 
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Пример 3. Найти доверительный интервал для оценки математического ожидания с надежностью 0,95, если объем выборки n =16, среднее выборочное и исправленная дисперсия соответственно равны 20,2 и 0,8. 


По таблице приложения найдем t  по заданной надежности  =0,95 и n= 16: t =2,13. Подставим в формулу s =0,8 и t=2,13 , вычислим границы доверительного интервала:
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откуда получим доверительный интервал (19,774; 20,626). 


Смысл полученного результата: если взять 100 различных выборок, то в 95 из них математическое ожидание будет находиться в пределах данного интервала, а в 5 из них – нет. 


Пример 4. Измеряют диаметры 25 корпусов электродвигателей. Получены выборочные характеристики
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Необходимо найти вероятность (надежность) того, что интервал:  (0,9
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) является доверительным интервалом оценки математического ожидания при нормальном распределении. Из условия задачи найдем точность d, составив и решив систему:
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Откуда d =10.  Из равенства
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, 


откуда t =3,125. По таблице для найденного t  и n= 25 находим =0,99.


Доверительный интервал для оценки дисперсии
и среднего квадратического отклонения 

Требуется оценить неизвестную генеральную дисперсию и генеральное среднее квадратическое отклонение по исправленной дисперсии, т.е. найти доверительные интервалы, покрывающие параметры D и  с заданной надежностью . 


Потребуем выполнения соотношения 
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Раскроем модуль и получим двойное неравенство: 
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. 


Преобразуем: 
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Обозначим d/s = q (величина q находится по  "Таблице значений q"и зависит от надежности и объема выборки), тогда доверительный интервал для оценки генерального среднего квадратического отклонения имеет вид: 
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. 


Замечание: Так как s >0, то если q >1 , левая граница интервала равна 0:                   


 0< s < s ( 1 + q ). 


Пример 1.  По выборке объема n = 25 найдено "исправленное" среднее квадратическое отклонение s = 0,8.  Найти доверительный интервал, покрывающий генеральное среднее квадратическое отклонение с надежностью 0,95. 


По таблице приложения по данным :  = 0,95; n =25 , находим q = 0,32. 


Искомый доверительный интервал 0,8(1- 0,32)< s < 0,8(1+ 0,32) или  0,544<s <0,056. 


Пример 2. По выборке объема n = 10 найдено s = 0,16. Найти доверительный интервал, покрывающий генеральное среднее квадратическое отклонение с надежностью 0,999. 


q( n=10,  =0,999) = 1,8>0.


Искомый доверительный интервал  0< s <0,16(1+1,8)  или  0< s <0,448. 


Так как дисперсия есть квадрат среднего квадратического отклонения, то доверительный интервал, покрывающий генеральную дисперсию с заданной надежностью , имеет вид: 
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Контрольные вопросы 

1. Определение статистической оценки неизвестного параметра. 


2. Какая оценка называется точечной? 


3. Каким требованиям должны удовлетворять статистические оценки? 


4. Сформулировать определения генеральной средней и генеральной дисперсии. 


5. Записать выражения для вычисления выборочной средней, выборочной дисперсии и исправленной дисперсии. Какая из этих оценок не является несмещенной? 


6. Методики вычисления границ доверительного интервала  для оценки математического ожидания нормально распределенной СВ при известном и неизвестном . 


7. Методика вычисления границ доверительного интервала для оценки среднего квадратического отклонения нормально распределенной СВ. 


8. Доверительный интервал вероятности биноминального распределения по относительной частоте при больших n , при n<100.


Линейный корреляционный анализ


Цель: изучение связей между величинами, носящими случайный  характер. Проверка гипотез о линейной и нелинейной корреляции величин.  


Исключительный интерес для широкого класса задач представляет обнаружение взаимных связей между двумя и более случайными величинами. Например, существует ли связь между курением и ожидаемой продолжительностью жизни или между умственными способностями и успеваемостью. В инженерных применениях такие задачи обычно сводятся к установлению связи между некоторым предполагаемым возбуждением и наблюдаемым откликом изучаемой физической системы. 


Корреляционный анализ (термин “корреляция” происходит от лат. correlatio – соотношение, связь) измеряет степень взаимосвязи между двумя переменными – например, ценой товара на рынке  и объемом спроса на этот товар. Величина, характеризующая наличие связи – коэффициент корреляции показывает, приведут ли изменения одной переменной, например, цены к изменениям другой – спроса.


При корреляционном анализе двух переменных одна из них называется "зависимая", а другая – "независимая". Цель анализа – определить, приведут ли изменения независимой переменной к изменениям зависимой. 


Из математики нам известно понятие функции, которая описывает  зависимость значения величины Y от значения независимой переменной Х, называемой аргументом. Однозначная зависимость между переменными величинами Y и X называется функциональной, т.е. Y = f(X) (“игрек есть функция от икс”). Например, в функции Y = -3X+5 каждому значению X соответствует значение Y. В функции Y = X3 каждому значению X соответствует Y , равный кубу X. Но такого рода однозначные или функциональные связи между переменными величинами встречаются не всегда. Известно, например, что между ростом и массой человека существует положительная связь: более высокие индивиды имеют обычно и большую массу, чем индивиды низкого роста. То же наблюдается и в отношении качественных признаков: блондины, как правило, имеют голубые, а брюнеты – карие глаза. Однако из этого правила имеются исключения, когда сравнительно низкорослые индивиды оказываются тяжелее высокорослых, и среди людей встречаются кареглазые блондины и голубоглазые брюнеты. Причина таких “исключений” в том, что каждый биологический признак, выражаясь математическим языком, является функцией многих переменных; на его величине сказывается влияние и генетических, и средовых факторов, в том числе и случайных, что вызывает варьирование признаков. Отсюда зависимость между ними приобретает не функциональный, а статистический характер, когда определенному значению одного признака, рассматриваемого в качестве независимой переменной, соответствует не одно и то же числовое значение, а целая гамма распределяемых в вариационный ряд числовых значений другого признака, рассматриваемого в качестве независимой переменной. Такого рода зависимость между переменными величинами называется корреляционной. Если функциональные связи одинаково легко обнаружить и на единичных, и на групповых объектах, то этого нельзя сказать о связях корреляционных, которые изучаются только на групповых объектах методами математической статистики.


Задача корреляционного анализа сводится к установлению направления и формы связи между признаками, измерению ее тесноты и к оценке достоверности выборочных показателей корреляции.


Для двух случайных величин х и y коэффициент корреляции определяется по формуле:
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где sxy — ковариация х и у, определяемая по формуле, а sx и sy – средние квадратичные отклонения по выборкам.
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Коэффициент корреляции Браве–Пирсона по выборочным данным можно оценить по формуле:
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Выборочный коэффициент корреляции лежит между -1 и +1 и принимает одно из граничных значений только при наличии идеальной линейной связи между наблюдениями. Нелинейная связь и (или) разброс данных, вызванный ошибками измерения или же неполной коррелированностью случайных величин, приводит к уменьшению абсолютного значения rxy. 


Данный коэффициент впервые использовал Карл Пирсон (1857–1936), английский математик, разработавший статистический аппарат для проверки теории Ч.Дарвина. Статистические методики Пирсона широко используются в психологии и педагогике.


Расчет коэффициента корреляции правомерно проводить в том случае, когда случайные величины могут быть измерены в числовой шкале, при этом возможно вычисление средних значений. Приведём пример, когда нахождение коэффициента корреляции некорректно именно по причине измерения случайных величин в качественной шкале. Любые измеряемые величины соотносят с одной из измерительных шкал. Обычно выделяют две качественные шкалы: номинальную и порядковую. Номинальная позволяет только качественно отличить один объект от другого, например черное – белое, Марина – Пётр – Саша. Порядковая или ранговая шкала позволяет установить порядок увеличения или уменьшения какого-либо качества: низкий – средний – высокий, плохо – удовлетворительно – хорошо – отлично и т.д.

Количественные шкалы – интервалов и отношений, позволяют сравнивать величины между собой и выражать различие числом. Когда исследуется корреляция между количественными признаками, значения которых можно точно измерить в единицах метрических шкал (метры, секунды, килограммы и т.д.), то очень часто принимается модель двумерной нормально распределенной генеральной совокупности. Такая модель отображает зависимость между переменными величинами xi и yi графически в виде геометрического места точек в системе прямоугольных координат. Эту графическую зависимость называют также диаграммой рассеивания или корреляционным полем (рис. 25).


Данная модель двумерного нормального распределения (корреляционное поле) позволяет дать наглядную графическую интерпретацию коэффициента корреляции, т.к. распределение в совокупности зависит от пяти параметров: mx, my – средние значения (математические ожидания); sx,sy – стандартные отклонения случайных величин Х и Y и р – коэффициент корреляции, который является мерой связи между случайными величинами Х и Y.
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Рис. 25. Диаграммы рассеяния, характеризующие зависимость между двумя случайными величинами


Если р = 0, то значения, xi, yi, полученные из двумерной нормальной совокупности, располагаются на графике в координатах х, у в пределах области, ограниченной окружностью. В этом случае между случайными величинами Х и Y отсутствует корреляция и они называются некоррелированными. Для двумерного нормального распределения некоррелированность означает одновременно и независимость случайных величин Х и Y.


Пример. Определить достоверность взаимосвязи между показателями веса и количеством подтягиваний на перекладине у 11 исследуемых с помощью расчета нормированного коэффициента корреляции, если данные выборок таковы:


Таблица 18 


Результаты эксперимента


		№

		1

		2

		3

		4

		5

		6

		7

		8

		9

		10

		11



		Вес, xi,

		51

		50

		48

		51

		46

		47

		49

		60

		51

		52

		56



		Кол-во подтягиваний, yi

		13

		15

		13

		16

		12

		14

		12

		10

		18

		10

		12





Решение


1.Расчет  коэффициента корреляции Пирсона:




[image: image247.wmf](


)


.


)


(


)


(


)


(


1


2


1


2


1


å


å


å


=


=


=


-


×


-


-


×


-


=


n


i


i


n


i


i


i


i


n


i


xy


Y


Y


X


X


Y


Y


X


X


r




2. Для расчетов создать вспомогательную таблицу


		xi
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3. Рассчитать число степеней свободы по формуле: 


К = n –2 , K = 11 – 2 = 9.


4. Сравнить рассчитанное значение нормированного коэффициента корреляции (rф = -0,34) с табличным значением для К =9 при a = 5 % и сделать вывод.


Вывод


1) так как rф = -0,34 < 0, то между данными выборок наблюдается обратная отрицательная взаимосвязь, то есть с увеличением показателей веса у исследуемых снижается их результат в количестве подтягиваний на перекладине;
2) поскольку  rф = -0,34 < rst = 0,60 для K = 10 при  = 5 %, то с уверенностью    ( = 95 % можно говорить о том, что выявленная зависимость недостоверна.

Контрольные вопросы


1. Каковы задачи корреляционного анализа?


2. Что измеряет коэффициент   ковариации? 


3. Как рассчитывается коэффициент   корреляции?


4. Какие виды функциональных связей существуют между величинами?


5. Приведите значения коэффициента корреляции и вид связей, который соответствует каждому значению.


6. Какие существуют шкалы измерений?


7. Что представляет собой диаграмма рассеяния?


Основы дисперсионного анализа

Цель: познакомиться с теорией дисперсионного анализа. 


Дисперсионный анализ (от латинского Dispersio – рассеивание) – статистический метод, позволяющий анализировать влияние различных факторов на исследуемую переменную. Метод был разработан биологом Р. Фишером в 1925 году и применялся первоначально для оценки экспериментов в растениеводстве. В дальнейшем выяснилась общенаучная значимость дисперсионного анализа для экспериментов в психологии, педагогике, медицине и др.


Целью дисперсионного анализа является проверка значимости различия средних арифметических на основе сравнения дисперсий нескольких групп. Дисперсию измеряемого признака разлагают на независимые слагаемые, каждое из которых характеризует влияние того или иного фактора или их взаимодействия. Последующее сравнение таких слагаемых позволяет оценить значимость каждого изучаемого фактора, а также их комбинации.


Например, проводя опросы по поводу потребления какого-либо товара в различных регионах страны, необходимо сделать выводы на: сколько данные опроса отличаются или не отличаются друг от друга. Сопоставлять отдельные показатели не имеет смысла и поэтому процедура сравнения и последующей оценки производится по некоторым усредненным значениям и отклонениям от этой усредненной оценки. Изучается вариация признака. За меру вариации принимается дисперсия. 

На практике часто возникают задачи более общего характера – задачи проверки существенности различий средних выборочных нескольких совокупностей. 

Например, требуется оценить влияние различного сырья на качество производимой продукции, решить задачу о влиянии количества удобрений на урожайность с/х продукции.


Дисперсионный анализ включает в себя проверку гипотез, связанных с оценкой выборочной дисперсии. Можно выделить три основных вида гипотез:


1) значимо ли различие между двумя дисперсиями?


2) одна дисперсия значимо больше другой?


3) значимо ли различие между несколькими дисперсиями?


Гипотезой для дисперсионного анализа может служить и такая гипотеза: выборки, по которым определены оценки дисперсии, получены из генеральных совокупностей, обладающих одинаковыми дисперсиями

Иногда дисперсионный анализ применяется, чтобы установить однородность нескольких совокупностей. Дисперсии этих совокупностей одинаковы по предположению; если дисперсионный анализ покажет, что и математические ожидания одинаковы, то в этом смысле совокупности однородны. Однородные же совокупности можно объединить в одну и тем самым получить о ней более полную информацию, следовательно, и более надежные выводы.

В основе дисперсионного анализа лежит разделение дисперсии на части или компоненты. Вариацию, обусловленную влиянием фактора, положенного в основу группировки, характеризует межгрупповая дисперсия Sобщ. Она является мерой вариации частных средних по группам 
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 вокруг общей средней [image: image255.png]



 и определяется по формуле:
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где   p –  число групп; n – число уровней фактора; [image: image257.png]



 – общая средняя.


Вариацию, характеризующую рассеяние между группами,  описывает межгрупповая дисперсия: 
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Остаточная сумма квадратов отклонений наблюдаемых значений группы от своего группового среднего, характеризует рассеяние внутри групп:
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Между общей дисперсией Sобщ, межгрупповой дисперсией Sфак и внутригрупповой дисперсией Sост существует соотношение:
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Внутригрупповая дисперсия объясняет влияние неучтенных при группировке факторов, а межгрупповая дисперсия объясняет влияние факторов группировки на среднее значение по группе. Разделив суммы квадратов на соответствующее число степеней свободы, получим общую, факторную и остаточную дисперсии:
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Таблица 19

План факторного эксперимента для дисперсионного анализа

		№ эксп.

		Уровни фактора F



		

		F1

		F2

		Fj

		Fn



		1

		x11

		x12

		x13

		x1n



		2

		x21

		x22

		x23

		x2n



		…

		…

		…

		…

		…



		q

		xq1

		xq2

		xq3

		xqn
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		Sвгр

		sвгр1

		sвгр1

		sвгр1

		sвгр1



		Sмежгр 

		sф1

		sф2

		sфj

		sфn





Если справедлива гипотеза Н0, то все эти дисперсии являются несмещенными оценками генеральной дисперсии. Покажем, что проверка нулевой гипотезы сводится к сравнению факторной и остаточной дисперсии по критерию Фишера-Снедекора.


1. Пусть гипотеза Н0 правильна. Тогда факторная и остаточная дисперсии являются несмещенными оценками неизвестной генеральной дисперсии и, следовательно, различаются незначимо. Поэтому результат оценки по критерию Фишера-Снедекора F покажет, что нулевая гипотеза принимается. Таким образом, если верна гипотеза о равенстве математических ожиданий  генеральных совокупностей, то верна и гипотеза о равенстве факторной и остаточной дисперсий.


2. Если нулевая гипотеза неверна, то с возрастанием расхождения между математическими ожиданиями увеличивается и факторная дисперсия, а вместе с ней и отношение 
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. Поэтому в результате Fэкс окажется больше Fкр, и гипотеза о равенстве дисперсий будет отвергнута. Следовательно, если гипотеза о равенстве математических ожиданий  генеральных совокупностей ложна, то ложна и гипотеза о равенстве факторной и остаточной дисперсий.


Итак, метод дисперсионного анализа состоит в проверке по критерию F нулевой гипотезы о равенстве факторной и остаточной дисперсий.

Если факторная дисперсия окажется меньше остаточной, то гипотеза о равенстве математических ожиданий генеральных совокупностей верна. При этом нет необходимости использовать критерий F.


При обработке данных эксперимента наиболее разработанными и поэтому распространенными считаются две модели. Их различие обусловлено спецификой планирования самого эксперимента. В модели дисперсионного анализа с фиксированными эффектами исследователь намеренно устанавливает строго определенные уровни изучаемого фактора. Термин «фиксированный эффект» в данном контексте имеет тот смысл, что самим исследователем фиксируется количество уровней фактора и различия между ними. При повторении эксперимента он или другой исследователь выберет те же самые уровни фактора. В модели со случайными эффектами уровни значения фактора выбираются исследователем случайно из широкого диапазона значений фактора, и при повторных экспериментах, естественно, этот диапазон будет другим.


Таким образом, данные модели отличаются между собой способом выбора уровней фактора, что, очевидно, в первую очередь влияет на возможность обобщения полученных экспериментальных результатов. Для дисперсионного анализа однофакторных экспериментов различие этих двух моделей не столь существенно, однако в многофакторном дисперсионном анализе оно может оказаться весьма важным.


При проведении дисперсионного анализа должны выполняться следующие статистические допущения: независимо от уровня фактора величины отклика имеют нормальный  закон распределения и одинаковую дисперсию. Такое равенство дисперсий называется гомогенностью. Таким образом, изменение способа обработки сказывается лишь на положении случайной величины отклика, которое характеризуется средним значением или медианой. Поэтому все наблюдения отклика принадлежат сдвиговому семейству нормальных распределений. 


Говорят, что техника дисперсионного анализа является "робастной". Этот термин, используемый статистиками, означает, что данные допущения могут быть в некоторой степени нарушены, но, несмотря на это, технику можно использовать. При неизвестном законе распределения величин отклика используют непараметрические (чаще всего ранговые) методы анализа. 


Пример использования однофакторного 

дисперсионного анализа


В четырех группах испытуемых, по 17 человек в каждой, проводилось изучение времени реакции на звуковой стимул. Интенсивность стимула составила 40, 60, 80 и 100 дБ, причем в каждой группе предъявлялись стимулы только одной интенсивности. 


H0: Среднее время реакции уменьшается по мере увеличения громкости звука. В этой задаче регулируемым фактором  является сила звука, а её уровни рассматриваются как градации фактора. Таким образом, фактор «сила звука» выступает как независимая переменная, а время реакции как результативный признак, или как зависимая переменная. Проверяется гипотеза Н0, согласно которой средние и дисперсии в группах обусловлены случайными влияниями и не зависят от действия регулируемого фактора.


H1: Среднее время реакции увеличивается по мере увеличения громкости звука.


Представим исходные данные для работы с однофакторным дисперсионным анализом в виде табл. 20, в которую внесены некоторые дополнительные расчетные данные.


Таблица 20

Однофакторный  дисперсионный анализ по влиянию уровня звука на время реакции испытуемого


		№

		Группа 1

		Группа 2

		Группа 3

		Группа 4

		



		исп.

		40 дб.

		60 дб.

		80 дб.

		100 дб.

		



		1

		304

		272

		202

		180

		



		2

		268

		264

		178

		160

		



		3

		272

		256

		181

		157

		



		4

		262

		269

		183

		167

		



		5

		283

		285

		187

		180

		



		6

		265

		247

		186

		167

		



		7

		286

		250

		190

		187

		



		8

		257

		245

		167

		156

		



		9

		279

		251

		156

		159

		



		10

		275

		261

		183

		171

		



		11

		268

		250

		167

		155

		



		12

		254

		228

		176

		158

		



		13

		245

		257

		186

		163

		



		14

		253

		214

		192

		161

		



		15

		235

		242

		168

		157

		



		16

		260

		222

		176

		150

		



		17

		246

		234

		192

		158

		



		Среднее

		265,41

		249,82

		180,58

		163,88

		Итого:



		Sост_вгр

		291,88

		336,90

		131,25

		104,36

		864



		Sфак_мгр

		2548,76

		1217,80

		1179,11

		2605,50

		7551



		S общ

		2 122

		8 416

		

		s2 фак

		2517



		Ср. общ.

		214,92

		Степени свободы

		s2 ост

		216



		F экс

		11,64

		n-1

		3

		

		



		F таб

		8,56

		n(q-1)

		64

		

		





Сравнивая F экс и F таб, можно сделать вывод, что F экс больше критического табличного значения, а это значит, что нулевую гипотезу Н0 об отсутствии различий следует отвергнуть, а принять гипотезу Н1. Психолог может быть уверенным, что при увеличении силы звука скорость реакции значительно увеличивается. Или регулируемый фактор – сила звука оказывает существенное влияние на независимую переменную – скорость реакции.

Контрольные вопросы


1. Какие цели преследует дисперсионный анализ?

2. Как формулируются гипотезы для дисперсионного анализа? 

3. Опишите алгоритм проведения однофакторного дисперсионного анализа?

4. Как использовать критерий Фишера для сравнения выборочных дисперсий?

Факторный анализ

Цель: освоить методику применения факторного анализа для исследования экспериментальных данных. 


Множество явлений и процессов в окружающем нас мире связаны между собой. Изучение взаимных зависимостей между составляющими явлений и процессов порождает множество вопросов: о силе связей, об их закономерностях, о причинах, породивших определенную структуру связей. Сложные зависимости системы факторов, влияющих на процесс, сложно интерпретировать, поскольку в большинстве ситуаций существуют скрытые параметры, влияющие на коррелированные  признаки. 


Часто изменения взаимосвязанных признаков происходит согласованно, т.е. признаки дублируются. Стремление объяснить совокупность признаков через введение более глубинных характеристик явления, определяющих его структуру, приводит к модели факторного анализа.


Факторный анализ – многомерный статистический метод, применяемый для изучения взаимосвязей между значениями переменных.

Реализация факторного анализа представляет собой постепенный переход от исходной факторной системы к конечной факторной системе, изучение влияния полного набора прямых, количественно измеряемых факторов, оказывающих влияние на изменение результативного показателя.


Условия выполнения факторного анализа:


· факторный анализ выполняется над взаимосвязанными   переменными; 


· изучаемые признаки должны быть количественными;


· число признаков должно быть в два раза больше числа переменных;


· выборка должна быть однородна.


По характеру взаимосвязи между показателями различают методы детерминированного и стохастического факторного анализа. 


Детерминированный факторный анализ представляет собой методику исследования влияния факторов, связь которых с результативным показателем носит функциональный характер.


Основные свойства детерминированного подхода к анализу:


· построение детерминированной модели путем логического анализа;

· наличие полной (жесткой) связи между показателями;


· невозможность разделения результатов влияния одновременно действующих факторов, которые не поддаются объединению в одной модели;


· изучение взаимосвязей в краткосрочном периоде.


Различают четыре типа детерминированных моделей:


Аддитивные модели представляют собой алгебраическую сумму показателей и имеют вид
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К таким моделям, например, относятся показатели себестоимости во взаимосвязи с элементами затрат на производство и со статьями затрат; показатель объема производства продукции в его взаимосвязи с объемом выпуска отдельных изделий или объема выпуска в отдельных подразделениях.


Мультипликативные модели в обобщенном виде могут быть представлены формулой
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Примером мультипликативной модели является двухфакторная модель объема реализации
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где X – среднесписочная численность работников;


Pr – средняя выработка на одного работника.


Кратные модели:
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Примером кратной модели служит показатель срока оборачиваемости товаров (в днях) . Т ОБ.Т:
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где ЗТ – средний запас товаров; ОР – однодневный объем реализации.


Смешанные модели представляют собой комбинацию перечисленных выше моделей и могут быть описаны с помощью специальных выражений:
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Примерами таких моделей служат показатели затрат на 1 руб. товарной продукции, показатели рентабельности и др.


Алгоритмы применения детерминированного       факторного анализа для различных моделей


1. Модель вида 
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 2. Модель вида 
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3. Модель вида 
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4. Модель вида 
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Построение факторной модели – первый этап детерминированного анализа. Далее определяют способ оценки влияния факторов.


Способы оценки влияния факторов


· Способ цепных подстановок 


· Способ относительных разниц 


· Способ абсолютных разниц 


Способ цепных подстановок заключается в определении ряда промежуточных значений обобщающего показателя путем последовательной замены базисных значений факторов на отчетные. Данный способ основан на исключении воздействия всех факторов на величину результативного показателя, кроме одного. При этом исходя из того, что все факторы изменяются независимо друг от друга, т.е. сначала изменяется один фактор, а все остальные остаются без изменения, потом изменяются два при неизменности остальных и т.д.


В общем виде применение способа цепных постановок можно описать следующим образом:
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где a0, b0, c0 – базисные значения факторов, оказывающих влияние на обобщающий показатель у;  a1 , b1, c1 – фактические значения факторов; ya, yb, – промежуточные изменения результирующего показателя, связанного с изменением факторов а, b, соответственно.


Общее изменение у=у1–у0 складывается из суммы изменений результирующего показателя за счет изменения каждого фактора при фиксированных значениях остальных факторов:
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Проведем факторный анализ влияния на объем товарной продукции количества работников и их выработки описанным выше способом на основе данных табл.21.


Зависимость объема товарной продукции от данных факторов можно описать с помощью мультипликативной модели:
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Таблица 21

Исходные данные для факторного анализа


		Показатели

		Базисные значения

		Факт. значения

		Абс.

		Относ.



		

		

		

		изменение

		изменение 



		Кол-во 

работников, X 

		130

		98

		-32

		75,38



		Выработка на одного раб., Pr

		85

		72

		-13

		84,71



		Объем продукции, Q  


(тыс. руб.)

		11050

		7056

		-3994

		63,86



		Qусл1

		8330

		



		Qусл1

		-2720

		



		Q1

		7056

		



		Qусл2

		-1274

		





Тогда влияние изменения величины количества работников на обобщающий показатель можно рассчитать по формуле: 
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Далее определим влияние изменения выработки работников на обобщающий  показатель
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Суммарное влияние двух факторов:

(Q= -1274-2720= -3994.


Таким образом, на изменение объема товарной продукции отрицательное влияние оказало изменение на 32 человека численности работников, что вызвало снижение объема продукции на 2720 тыс. руб. и отрицательное влияние оказало снижение выработки на 13 тыс. руб., что вызвало снижение объема на 1274 тыс. руб. Суммарное влияние двух факторов привело к снижению объема продукции на 3994 тыс. руб. 


Способ абсолютных разниц является модификацией способа цепной подстановки. Изменение результативного показателя за счет каждого фактора способом разниц определяется как произведение отклонения изучаемого фактора на базисное или отчетное значение другого фактора в зависимости от выбранной последовательности подстановки:
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Способ относительных разниц применяется для измерения влияния факторов на прирост результативного показателя в мультипликативных и смешанных моделях вида у = (а – b) * с. Он используется в случаях, когда исходные данные содержат определенные ранее относительные отклонения факторных показателей в процентах.


Для мультипликативных моделей типа у = abc методика анализа следующая:  находят относительное отклонение каждого факторного показателя:
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затем определяют отклонение результативного показателя у за счет каждого фактора
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Пример. Воспользовавшись данными табл. 21, проведем анализ способом относительных разниц. Относительные отклонения рассматриваемых факторов составят:
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Рассчитаем влияние на объем товарной продукции каждого фактора.


Количества работников:
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Выработки продукции каждым работником:
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Контрольные вопросы


1. В каких случаях применяется метод факторного анализа?


2. Объясните способы построения детерминированных факторных моделей.


3. Опишите алгоритм применения детерминированного факторного анализа: способа цепных подстановок.


4. Опишите алгоритм применения способа относительных разниц.


5.  Приведите примеры задач и факторных моделей, к которым применяется каждый из методов детерминированного факторного анализа.


Линейный регрессионный анализ


Цель: Используя методы регрессионного анализа, научиться строить прямые регрессии и оценивать полученные данные (прогноз) в заданном доверительном интервале.


Корреляционный анализ позволяет установить степень взаимосвязи двух и более случайных величин. Однако наряду с этим желательно иметь модель этой связи, которая дала бы возможность предсказывать значения одной случайной величины по конкретным значениям другой. Методы решения подобных задач носят наименование регрессионный анализ.


В линейный регрессионный анализ входит широкий круг задач, связанных с построением (восстановлением) зависимостей между группами числовых переменных


X = (x1 , ..., xp) и Y = (y1 ,..., ym).


Предполагается, что Х – независимые переменные (факторы, объясняющие переменные) влияют на значения Y – зависимых переменных (откликов, объясняемых переменных). По имеющимся эмпирическим данным 
(Xi , Yi), i = 1, ..., n требуется построить функцию f (X), которая приближенно описывала бы изменение Y при изменении X

Рассмотрим простой случай двух коррелированных случайных величин х и у. Линейная связь между двумя случайными величинами означает, что прогноз значения величины у по данному значению х имеет вид
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где А и В – это соответственно отрезок оси ординат, отсекаемой прямой, и ее наклон. Если данные связаны идеальной линейной зависимостью (функциональная или сильная связь – в других терминах) (rxy = 1), то предсказанное значение 

 будет в точности равняться наблюденному значению уi при любом данном xi. Однако на практике обычно отсутствует идеальная линейная зависимость между данными. Как правило, внешние случайные воздействия приводят к разбросу данных, и, кроме того, возможны искажения за счет присутствия нелинейных эффектов. Тем не менее, если все же предположить существование линейной связи и наличие неограниченной выборки, то можно подобрать  такие значения А и В, которые дадут возможность предсказать ожидаемое значение уi для любого данного xi. Это означает, что 

 не обязательно совпадает с наблюдаемым значением уi, соответствующим данному xi, однако оно будет равно среднему значению всех таких наблюдаемых значений.


Метод наименьших квадратов


Общепринятая процедура определения коэффициентов уравнения состоит в выборе таких значений А и В, которые минимизируют сумму квадратов отклонений наблюдаемых значений от предсказанного значения у. Эта процедура называется методом наименьших квадратов. Поскольку отклонения наблюдаемых значений  от предсказанных равны
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то сумма квадратов отклонений имеет вид
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Следовательно, наилучшее согласие в смысле наименьших квадратов обеспечивают значения А и В, для которых частные производные равны нулю:
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Частные производные по коэффициентам А и В, так как они являются не константами в общем смысле, а некоторыми переменными величинами.


На практике обычно имеется ограниченная выборка из N пар наблюдений значений х и у. Это означает, что уравнение 
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 даст всего лишь оценки А и В; обозначим их через а и b соответственно.  Для отыскания минимума приравняем к нулю частные производные:
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Решая систему уравнений относительно оценок величин А и В, получим:
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Оценки А и В можно также подсчитать по формулам:
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или в обозначениях коэффициента корреляции и выборочных дисперсий:
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Эти значения можно использовать для построения регрессионной модели, позволяющей предсказывать неизвестное у по заданному х:
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Прямая линия, задаваемая указанным уравнением называется прямой линейной регрессии у на х. Ясно, что коэффициенты а и b, определенные формулами, приведенными выше, являются случайными функциями, имеющими свои распределения. Следовательно, необходимо оценить, насколько точно (или по-другому – какой разброс) значения а и b мы получим.


Доверительные интервалы


Для анализа экспериментальных данных часто рассчитываются значения числовых характеристик случайных величин. Это способ служит для оценки параметров и дает их точечные оценки. Числовые характеристики выборки не позволяют судить о степени близости к соответствующим параметрам генеральной совокупности, поскольку каждый вариант выборки дает свои значения параметров. Более содержательны процедуры оценивания параметров, связанные не с получением точечного значения, а с построением интервала, который накрывает оцениваемый параметр с известной степенью достоверности.


Пусть, например, выборочное среднее арифметическое

, вычисленное по n независимым наблюдениям случайной величины х, используется в качестве оценки среднего х. Обычно представляет интерес оценить х в терминах некоторого интервала 
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, в который х попадает с заданной степенью достоверности. Такие интервалы можно построить, если известны выборочные распределения рассматриваемой оценки.


Относительно значения выборочного среднего 

 можно сделать следующее вероятностное утверждение:
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,


где Ф(х) – стандартная функция распределения; где  –называется вероятностью ошибки, или уровнем значимости. Обычно вероятность ошибки измеряется в пределах от 0,10 до 0,0001 или в процентах от 1 %, 5 % или 10 % . 


Значение S = 1 –  – статистическая достоверность. S измеряют часто в процентах и говорят, например, о 95%-м доверительном интервале (S = (1 – )100%). 


По мере уменьшения  (увеличения интервала, заключенного между Ф(1-/2) и Ф(/2)) разумно считать, что вероятность Р скорее равна единице, чем нулю. Иначе говоря, если производится много выборок, и для каждой из них вычисляется 

, то можно ожидать, что она будет попадать в указанный интервал с относительной частотой, примерно равной 1 – . При таком подходе можно утверждать, что существует интервал, в который величина 
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 попадает с большой степенью достоверности. Такие утверждения называют доверительными. Интервал, относительно которого делается доверительное утверждение, называется доверительным интервалом. Степень доверия, сопоставляемая доверительному утверждению, называется уровнем доверия. 


При оценивании среднего значения доверительный интервал для среднего х можно построить по выборочному значению 
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Если х — неизвестна, то доверительный интервал для х можно построить по выборочным значениям 
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 и s (среднеквадратичное отклонение для выборки). В этом случае используется t-распределение Стьюдента:
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где n = N-1 — степени свободы для распределения Стьюдента, N — выборка. Интервалам соответствует уровень доверия 1- .

Точность оценки параметров линии регрессии


Точность оценок параметров а, b и значения предсказанной функции 
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 мы определим в предположении о нормальности распределения y при данном значении х (рис. 26).
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Рис. 26. Графическое представление линии регрессии


Выборочные распределения указанных параметров связаны с t-распределением соотношениями:
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Распределение 

[image: image319.emf]


y


 при конкретном значении 
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 представляет особый интерес (
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-значение, вычисленное по уравнению регрессии, 
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- оценочное интервальное значение):
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Значение будет определять границы интервала для заданного значения . В формулах величина 
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Множественный регрессионный анализ

Цель: используя множественную  регрессионную модель, научиться строить  регрессионную зависимость. 


Общее назначение множественной регрессии (этот термин был впервые использован в работе К. Пирсона – Pearson, 1908) состоит в анализе связи между несколькими независимыми переменными (называемыми также регрессорами или предикторами) и зависимой переменной. Например, агент по продаже недвижимости мог бы вносить в каждый элемент реестра размер дома (в квадратных футах), число спален, средний доход населения в этом районе в соответствии с данными переписи и субъективную оценку привлекательности дома. Как только эта информация собрана для различных домов, было бы интересно посмотреть, связаны ли и каким образом эти характеристики дома с ценой, по которой он был продан. Например, могло бы оказаться, что число спальных комнат является лучшим предсказывающим фактором (предиктором) для цены продажи дома в некотором специфическом районе, чем "привлекательность" дома (субъективная оценка). Могли бы также обнаружиться и "выбросы", т.е. дома, которые могли бы быть проданы дороже, учитывая их расположение и характеристики.


Как только эта так называемая линия регрессии определена, аналитик оказывается в состоянии построить график ожидаемой (предсказанной) оплаты труда и реальных обязательств компании по выплате жалования. Таким образом, аналитик может определить, какие позиции недооценены (лежат ниже линии регрессии), какие оплачиваются слишком высоко (лежат выше линии регрессии), а какие оплачены адекватно.


В общественных и естественных науках процедуры множественной регрессии чрезвычайно широко используются в исследованиях. В общем, множественная регрессия позволяет исследователю задать вопрос (и, вероятно, получить ответ) о том, "что является лучшей посылкой для...". Например, исследователь в области образования мог бы пожелать узнать, какие факторы являются лучшими условиями успешной учебы в средней школе. А психолога мог бы заинтересовать вопрос, какие индивидуальные качества позволяют лучше предсказать степень социальной адаптации индивида. Социологи, вероятно, хотели бы найти те социальные индикаторы, которые лучше других предсказывают результат адаптации новой иммигрантской группы и степень ее слияния с обществом. Заметим, что термин "множественная" указывает на наличие нескольких предикторов или регрессоров, которые используются в модели.


Множественная корреляция имеет второе название — множественное предсказание. Цель множественного предсказания — оценивание зависимой переменной Y по линейной (или нелинейной) комбинации m независимых переменных X1, X2, ..., Xm. 


Термин ''множественная регрессия'' объясняется тем, что анализу подвергается зависимость одного признака (результирующего) от набора независимых (факторных) признаков. Разделение признаков на результирующий и факторные осуществляется исследователем на основе содержательных представлений об изучаемом явлении (процессе). Все признаки должны быть количественными (хотя допускается и использование дихотомических признаков, принимающих лишь два значения, например 0 и 1). Множественная регрессия применяется в ситуациях, когда из множества факторов, влияющих на результативный признак, нельзя выделить один доминирующий фактор и необходимо учитывать влияние нескольких факторов.


Основная цель множественной регрессии – построить модель с большим числом факторов, определив при этом влияние каждого из них в отдельности, а также совокупное их воздействие на моделируемый показатель.


Различают линейные и нелинейные регрессии.


Линейная регрессия описывается уравнением: 


y = a + bx +e .


Нелинейные регрессии делятся на два класса: регрессии, нелинейные относительно включенных в анализ объясняющих переменных, но линейные по оцениваемым параметрам, и регрессии, нелинейные по оцениваемым параметрам.


Примеры регрессий, нелинейных по объясняющим переменным, но линейных по оцениваемым параметрам:


· полиномы разных степеней  
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· равносторонняя гипербола   
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Примеры нелинейных регрессий, по оцениваемым параметрам:


· степенная  
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· показательная 
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· экспоненциальная  
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Наиболее часто применяются следующие модели регрессий:


· прямой      
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· гиперболы      
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· параболы            
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· показательной функции        
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· степенной  функции  
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Чаще всего исследователи ограничиваются линейной регрессией, т.е. зависимостью вида: 
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где Y – результирующий признак; x1, …, xm – факторные признаки; b1,…,bm – коэффициенты регрессии; а – свободный член уравнения; ( – ''ошибка" модели. 


Это уравнение представляет собой многомерное предсказание переменной Y по аналогии с одномерным случаем. Уравнение (1) называется линейным, поскольку b-коэффициенты входят туда в первой степени. Уравнение (1) само по себе не представляет особой ценности; должна быть установлена процедура, посредством которой для bi выбирают “хорошие” (близкие к достоверным, наиболее вероятные) значения.


Как и в случае парной регрессии, построение уравнения множественной регрессии осуществляется в два этапа:


· определение модели;


· оценка параметров выбранной модели.


Определение модели включает в себя решение двух задач:


1) отбор p факторов xj, наиболее влияющих на величину y;


2) выбор вида уравнения регрессии ŷ = f(x1,x2,...,xp).


Включение в уравнение множественной регрессии того или иного набора факторов связано, прежде всего, с представлением исследователя о природе взаимосвязи моделируемого показателя с другими экономическими явлениями.


1) Факторы, включаемые во множественную регрессию, должны отвечать следующим требованиям.


2) Факторы  должны быть количественными. Добавление в модель качественного фактора, требует присвоения ему количественного значения (например, в модели урожайности качество почвы задается в виде баллов; в модели стоимости недвижимости районам присваиваются ранги).


3) Число включаемых факторов должно быть в 6–7 раз меньше объема совокупности, по которой строится регрессия.

Факторы не должны быть взаимозависимы. Если между факторами существует высокая корреляция, то нельзя определить их изолированное влияние на результат, и параметры уравнения регрессии не будут адекватно интерпретироваться.


Включаемые во множественную регрессию факторы должны объяснить вариацию независимой переменной. Если строится модель с набором из р факторов, то для нее рассчитывается показатель детерминации R2, который фиксирует долю объясненной вариации результативного признака за счет рассматриваемых в регрессии р факторов. Влияние других, не учтенных в модели, факторов оценивается как 1 – R2 с соответствующей остаточной дисперсией S2.


При дополнительном включении в регрессию (р + 1) – фактора хp+1  коэффициент детерминации должен возрастать, а остаточная дисперсия уменьшаться, т. е.


R2 p+1  >= R2 p ; S2 p+1  <= S2 p.

Если же этого не происходит и данные показатели практически мало отличаются друг от друга, то включаемый в анализ фактор хp+1 не улучшает модель и является лишним. Насыщение модели лишними факторами не только не снижает величину остаточной дисперсии и не увеличивает показатель детерминации, но и приводит к статистической незначимости параметров регрессии по t-критерию Стьюдента.


Отбор факторов производится на основе качественного анализа и обычно осуществляется в две стадии:


· на первой подбираются факторы исходя из сущности проблемы;


· на второй – на основе матрицы показателей корреляции определяют t-статистики для параметров регрессии.


Коэффициенты  корреляции между объясняющими переменными позволяют исключать из модели дублирующие факторы. Считается, что две переменные находятся между собой в линейной зависимости, если  
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Если факторы явно коллинеарны, то они дублируют друг друга и один из них нужно исключить из регрессии. Предпочтение отдается тому фактору, который при достаточно тесной связи с результатом имеет наименьшую тесноту связи с другими факторами. 


Пусть, например, при изучении зависимости y = f (х, z, v) матрица парных коэффициентов корреляции оказалась следующей:
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		Q
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		0.4
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		Z

		0.85

		0.35

		0.7
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Очевидно, что факторы q и z дублируют друг друга, поскольку связь между ними rzq=0.7. В анализ целесообразно включить фактор z, а не q, поскольку корреляция z с результатом у сильнее, чем корреляция фактора q и у, и слабее межфакторная корреляция между z и x (rzx < rqx). Поэтому в данном случае в уравнение множественной регрессии включаются факторы z и x.


Выбор формы уравнения регрессии


Как и в парной зависимости, возможны разные виды уравнений множественной регрессии: линейные и нелинейные. Ввиду четкой интерпретации параметров наиболее широко используются линейная и степенная функции.


В уравнении линейной множественной регрессии
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параметры при хi называются коэффициентами «чистой» регрессии. Они характеризуют среднее изменение результата с изменением соответствующего фактора на единицу при неизмененном значении других факторов, закрепленных на среднем уровне.


Предположим, например, что зависимость расходов на продукты питания по совокупности семей характеризуется следующим уравнением:
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где у – расходы семьи за месяц, тыс. руб.;


х1 – месячный доход на одного члена семьи, тыс. руб.;


х2– размер семьи, человек;


х3 – коммунальные платежи на одного члена семьи, тыс. руб.


Анализ данного уравнения позволяет сделать выводы – с ростом дохода на одного члена семьи на 1 тыс. руб. расходы на питание возрастут в среднем на 330 руб. при том же среднем размере семьи. Иными словами, 33 % дополнительных семейных расходов тратится на питание. Увеличение размера семьи при тех же ее доходах предполагает дополнительный рост расходов на 420 руб. Увеличение коммунальных платежей  при тех же ее доходах предполагает дополнительный рост расходов на 250 руб. 


Оценка параметров уравнения множественной  регрессии


Для оценки параметров уравнения множественной регрессии применяют метод наименьших квадратов (МНК). Для линейных уравнений регрессии (и нелинейных уравнений, приводимых к линейным) строится система нормальных уравнений, решение которой позволяет получить оценки параметров регрессии. В случае линейной множественной регрессии
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система нормальных уравнений имеет следующий вид:
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Для определения значимости факторов и повышения точности результата используется уравнение множественной регрессии в стандартизованном масштабе:
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где  ty, tx1, txp – стандартизованные переменные, рассчитываемые по формулам:
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для которых среднее значение равно нулю 
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 а среднее квадратическое отклонение равно единице 
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Величины βi называются стандартизованными коэффициентами регрессии. К уравнению множественной регрессии в стандартизованном масштабе применим МНК. Стандартизованные коэффициенты регрессии (β-коэффициенты) определяются из следующей системы уравнений:
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либо из системы уравнений
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Стандартизованные коэффициенты регрессии показывают, на сколько сигм (средних квадратических отклонений) изменится в среднем результат, если соответствующий фактор хi изменится на одну сигму при неизменном среднем уровне других факторов. В силу того, что все переменные заданы как центрированные и нормированные, стандартизованные коэффициенты регрессии βi сравнимы между собой. Сравнивая их друг с другом, можно ранжировать факторы по силе их воздействия на результат. В этом основное достоинство стандартизованных коэффициентов регрессии в отличие от коэффициентов «чистой» регрессии, которые несравнимы между собой.


В парной зависимости стандартизованный коэффициент регрессии β есть не что иное, как линейный коэффициент корреляции ryx.


Связь коэффициентов множественной регрессии bi со стандартизованными коэффициентами βi описывается соотношением
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Параметр а определяется из соотношения: 
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Средние коэффициенты эластичности для линейной множественной регрессии рассчитываются по формуле
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и показывают, на сколько процентов в среднем по совокупности изменится результат у от своей величины при изменении фактора х на 1 % от своего значения при неизменных значениях других факторов.


Предположим, что по ряду регионов множественная регрессия величины импорта на определенный товар относительно отечественного его производства х1, изменения запасов х2 и потребления на внутреннем рынке х3 оказалась следующей
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При этом средние значения для рассматриваемых признаков составили:
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На основе данной информации могут быть найдены средние по совокупности показатели эластичности. Для данного примера они окажутся равными:
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1) С ростом величины отечественного производства на 1 % размер импорта в среднем по совокупности регионов возрастет на 1,06 % при неизменных запасах и потреблении семей; 2) с ростом изменения запасов на 1 % при неизменном производстве и внутреннем потреблении величина импорта увеличивается в среднем на 0,056 %; 3) при неизменном объеме производства и величины запасов с увеличением внутреннего потребления на 1 % импорт товара возрастает в среднем по совокупности регионов на 1,987 %.


Средние показатели эластичности можно сравнивать друг с другом и соответственно ранжировать факторы по силе их воздействия на результат. В рассматриваемом примере наибольшее воздействие на величину импорта оказывает размер внутреннего потребления товара x3 , а наименьшее – изменение запасов x2.


Контрольные вопросы


1. Каковы области применения множественного регрессионного анализа?


2. В чем заключается метод наименьших квадратов? Каковы основные условия его применения?


3. Назовите основные условия применения корреляционно-регрессионного метода анализа статистических связей.


4. Приведите примеры различных видов уравнений парной и множественной регрессии. 

5. Дайте определение парному и множественному линейным коэффициентам корреляции. 


6. Каковы свойства множественного коэффициента корреляции?

Предельные теоремы теории вероятностей

Цель: Познакомить студентов с законом больших чисел и областями его применения. 


Существует много явлений и ситуаций, когда при проведении подобных испытаний многократно наблюдается одна и та же случайная величина. Практика изучения случайных явлений показывает, что хотя результаты отдельных наблюдений, даже проведенных в одинаковых условиях, могут сильно отличаться, в то же время средние результаты для достаточно большого числа наблюдений устойчивы и слабо зависят от результатов отдельных наблюдений. 

Устойчивость испытаний состоит в том, что особенности каждого отдельного случайного явления почти не сказываются на среднем результате большой массы подобных явлений, а характеристики случайных событий и случайных величин, наблюдаемых в испытаниях, при неограниченном увеличении числа испытаний становятся практически не случайными. 

Теоретическим обоснованием этого замечательного свойства случайных явлений является закон больших чисел. Теоремы закона больших чисел устанавливают зависимость между случайностью и необходимостью. Названием "закон больших чисел" объединена группа теорем, устанавливающих устойчивость средних результатов большого количества случайных явлений и объясняющих причину этой устойчивости.


Простейшая форма закона больших чисел и исторически первая теорема этого раздела – теорема Бернулли. Эта теорема устанавливает связь между вероятностью появления события и его относительной частотой появления и позволяет при этом предсказать, какой примерно будет эта частота в n испытаниях. 


Теорема Бернулли: если вероятность события А одинакова во всех испытаниях и равна Р(А), то  при достаточно большом n для произвольного e >0 справедливо неравенство: 
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а при переходе к пределу получаем:     
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Из теоремы видно, что с увеличением числа испытаний W – частота события А стремится к вероятности события Р(А)  и перестает быть случайной. 


Иногда (при решении практических задач) требуется оценить вероятность того, что отклонение количества благоприятных исходов испытания m в общем числе испытаний n от ожидаемого результата nр не превысит определенного числа . Для данной оценки неравенство  переписывают в виде:
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Пример. Монету подбрасывают 1000 раз. Оценить вероятность отклонения частоты появления герба от вероятности его появления меньше чем на =0,1.


Решение: вероятность появления герба р=0,5, тогда q = 1-0,5=0,5;

 n= 1000,  = 0,1. 
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 Раскрывая модуль и решая неравенство относительно m, получим: 400<m<600. Итак, вероятность небольшого отклонения частоты выпадения герба (±100) от его классической вероятности 0,5 равна 0,975. Значит, вероятность большего отклонения крайне мала и равна 0,025.


 Теорема Пуассона утверждает, что частота события в серии независимых испытаний стремится к среднему арифметическому его вероятностей и перестает быть случайной. 
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При большом количестве испытаний вычисления по формуле Бернулли становятся затруднительными. Однако в ряде случаев их можно заменить более простыми асимптотическими формулами, например формулой Пуассона (когда npq<9). Если производится n независимых опытов и вероятность появления события в каждом опыте равна рi, то при увеличении n,  0 частота события n*p= ( , где ( >0 и стремится к среднему арифметическому вероятностей рi  события А. 


Пример. В здании 1000 лампочек. Вероятность выхода из строя одной лампочки в течение года p =0.003. Найдем вероятность того, что в течение одного года выйдет из строя более трех ламп. Выполним вычисления используя формулу Бернулли и по теореме Пуассона. 


Решение. Для вычисления вероятности используем формулу Пуассона: 
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P(m > 3) = 1- P(m <=   3) ,


Параметр лямбда считаем по формуле:


= np = 1000 * 0.003=3;
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Ответ: вероятность того, что в течение года выйдет из строя больше трех лампочек 0,37.


Предельные теоремы теории вероятностей объясняют природу устойчивости частоты появлений события. Природа эта состоит в том, что предельным распределением числа появлений события при неограниченном возрастании числа испытаний (если вероятность события во всех испытаниях одинакова) является нормальное распределение.


  Центральная предельная теорема объясняет широкое распространение нормального закона распределения. Теорема утверждает, что всегда, когда случайная величина образуется в результате сложения большого числа независимых случайных величин с конечными дисперсиями, закон распределения этой случайной величины оказывается практически нормальным законом.

 Закон больших чисел утверждает, что при большом числе испытаний среднее арифметическое случайной величины стремится к математическому ожиданию и перестает быть случайным.


Теорема Ляпунова объясняет широкое распространение нормального закона распределения и поясняет механизм его образования. Теорема позволяет утверждать, что всегда, когда случайная величина образуется в результате сложения большого числа независимых случайных величин, дисперсии которых малы по сравнению с дисперсией суммы, закон распределения этой случайной величины оказывается практически нормальным законом. А поскольку случайные величины всегда порождаются бесконечным количеством причин и чаще всего ни одна из них не имеет дисперсии, сравнимой с дисперсией самой случайной величины, то большинство встречающихся в практике случайных величин подчинено нормальному закону распределения. 


  В основе качественных и количественных утверждений закона больших чисел лежит неравенство Чебышева. Оно определяет верхнюю границу вероятности того, что отклонение значения случайной величины от ее математического ожидания больше некоторого заданного числа. Замечательно, что неравенство Чебышева дает оценку вероятности события [image: image363.png]& - ae|z =




для случайной величины, распределение которой неизвестно, известны лишь ее математическое ожидание и дисперсия.


 Схема описания всех этих явлений с единых вероятностных позиций выглядит следующим образом: имеется последовательность независимых, одинаково распределенных случайных величин (генеральная совокупность — в терминах математической статистики) и из нее образуется среднее арифметическое первых n членов (выборка из генеральной совокупности). Спрашивается, как будет вести себя это среднее арифметическое, если n велико? Оказывается, что при большом n оно теряет свойство случайности и приближается к математическому ожиданию. Данный факт мы априорно используем уже давно, перейдя к основным понятиям математической статистики. Этот факт носит название закона больших чисел.


Исторически закон больших чисел доказывается, опираясь на неравенство Чебышева, которое является родоначальником многих других неравенств, широко применяемых в современной теории вероятностей.


Дальнейшее уточнение закона больших чисел происходило в двух направлениях. Первое связано с динамикой поведения средних арифметических. К основным результатам этого направления следует отнести усиленный закон больших чисел и закон повторного логарифма, полученные А.Н.Колмогоровым. Исходным пунктом второго направления, называемого иногда центральной предельной проблемой, являются теоремы Муавра-Лапласа. 


Теорема Муавра-Лапласа: 


Локальная теорема: Если в схеме Бернулли число испытаний n “велико”, то для всех m справедлива приближенная формула (локальная формула Муавра-Лапласа)
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Интегральная теорема: Если в схеме Бернулли число испытаний n “велико”, то для вероятности P{m1m2} того, что число “успехов”  заключено в пределах от m1 до m2, справедливо приближенное соотношение (интегральная формула Муавра-Лапласа)


P{m1m2}  Ф(х2) – Ф(х1), где 

[image: image367.wmf]npq


np


m


x


/


)


(


1


1


-


=


, 

[image: image368.wmf]x


m


np


npq


2


2


=


-


(


)


/


, а 




[image: image369.wmf]F


(


)


(


)dy


x


y


e


y


x


x


=


=


-


-¥


-¥


ò


ò


j


p


1


2


2


2


 – функция стандартного нормального распределения. 


Решение центральной предельной проблемы позволило описать класс всех распределений, которые могут выступать в качестве предельных для функций распределения сумм независимых случайных величин в том случае, когда вкладом каждого слагаемого можно пренебречь, найти необходимые и достаточные условия сходимости к каждому распределению этого класса, оценить скорость сходимости (скорость сходимости, как и сама вероятность сходимости ряда наблюдений к некоторой постоянной величине — является важным критерием устойчивости случайного процесса). 


Неравенство Чебышёва


Рассмотрим случайную величину , имеющую дисперсию D = 2. Дисперсия является показателем разброса  вокруг математического ожидания М. Однако с точки зрения исследователя, разброс естественнее характеризовать вероятностью P{-M} случайной величины  от М на величину, большую некоторого заданного . Следующее неравенство позволяет оценить эту вероятность через дисперсию 2. 


Неравенство Чебышёва. Для каждой случайной величины , имеющей дисперсию D = 2, при любом  > 0 справедливо неравенство 




[image: image370.wmf]{


}


P


M


x


x


e


s


e


-


³


£


2


2


.

Доказательство для непрерывной случайной величины  с плотностью распределения р(х). По определению
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Поскольку подынтегральное выражение неотрицательно, то при уменьшении области интегрирования интеграл может только уменьшиться. Поэтому
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Учитывая теперь, что (х – Мх)2  2, если 
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Последний интеграл представляет собой вероятность события -M, и, значит 
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откуда и следует неравенство Чебышёва. Аналогично неравенство доказывается и для дискретного случая, при этом нужно только заменить интеграл на сумму.


Ясно, что применять неравенство Чебышёва имеет смысл только тогда, когда  > , в противном случае оно дает тривиальную оценку. Неравенство Чебышёва дает грубую оценку того, что исследуемая величина примет некоторое значение в заданном диапазоне.


Рассмотрим последовательность 1,2, ...,n, ... независимых одинаково распределенных случайных величин (так как случайные величины i одинаково распределены, то все их числовые характеристики, в частности математические ожидания и дисперсии, равны между собой). Эта последовательность удовлетворяет (слабому) закону больших чисел, если для некоторого а и любого  > 0
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Иными словами, выполнение закона больших чисел отражает предельную устойчивость средних арифметических случайных величин: при большом числе испытаний они практически перестают быть случайными и с большой степенью достоверности могут быть предсказаны.


Иногда вместо выражения “последовательность 1,2, ...,n, ... удовлетворяет закону больших чисел” говорят “среднее арифметическое случайных величин 1,2, ...,n, ... сходится по вероятности к некоторой предельной постоянной а”.


Теорема (закон больших чисел)


Если последовательность 1,2, ...,n, ... независимых одинаково распределенных случайных величин такова, что существуют М = m и D = 2, то для любого  > 0
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Доказательство является элементарным следствием неравенства Чебышёва: по свойствам математического ожидания и дисперсии
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Воспользовавшись теперь неравенством Чебышёва, получаем, что для любого >0
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Таким образом, показано, что для последовательности  1,2, ...,n, ... выполняется закон больших чисел, причем постоянная а совпадает с математическим ожиданием Мi = m.


Контрольные вопросы


1. Что такое устойчивость испытаний?


2. Какова простейшая форма закона больших чисел (теорема Бернулли)?


3. О чем гласит теорема Пуассона?

4. В чем суть центральной предельной теоремы Муавра-Лапласа?


5. Приведите закон больших чисел и объясните его смысл.


6. Сформулируйте неравенство Чебышёва.


7. Почему закон больших чисел и центральная предельная теорема занимают центральное место в вероятностно-статистических методах?


Лабораторный практикум


Лабораторная работа № 1


Основы статистической обработки информации


Цель: Формирование навыков определения числовых характеристик экспериментальных данных. Построение полигона частот выборки.


Исследователем получены экспериментальные данные, медицинского обследования 100 студентов (табл. 22). Необходимо оценить числовые характеристики выборки студентов, а также проанализировать форму распределения частот.


Таблица 22 


Результаты измерения веса студентов 


		61

		57

		61

		85

		48

		41

		73

		66

		91

		70



		50

		45

		64

		46

		55

		82

		69

		75

		82

		72



		68

		43

		81

		71

		47

		50

		54

		75

		81

		68



		80

		67

		64

		76

		61

		57

		62

		57

		66

		53



		79

		56

		63

		88

		65

		74

		67

		54

		65

		80



		86

		40

		59

		64

		65

		71

		72

		78

		70

		61



		39

		63

		89

		59

		61

		75

		67

		51

		65

		55



		62

		60

		75

		73

		91

		72

		54

		46

		52

		55



		78

		67

		94

		60

		44

		49

		88

		74

		44

		60



		52

		61

		66

		74

		56

		52

		71

		73

		75

		60





1. Используя данные выборки студентов, рассчитать числовые характеристики выборки:


· среднее арифметическое;


· медиану;


· моду;


· дисперсию;


· среднее квадратичное отклонение;


· эксцесс;


· асимметрию распределения.


Таблица 23

Образец выполнения работы


		Числовые

 характеристики

		Частотный анализ



		max

		85,4

		Признаки

		Частоты



		min

		54,6

		59,4

		2



		R

		30,8

		64,2

		12



		k

		6,4

		68,9

		13



		Ср. арифм.

		69,30

		73,7

		13



		Медиана

		68,53

		78,5

		4



		Мода

		68,55

		83,3

		4



		Дисперсия

		45,77

		88,1

		2



		Ср. кв. откл

		6,76

		

		



		Эксцесс

		0,057

		

		



		Ассиметрия

		0,385

		

		





2. Определить распределение выборки по частотам.


· Найти min и max значения в выборочной совокупности (с помощью статистических функций Excel).


· Размах варьирования: Rx = max – min.

· Число интервалов: k  (1+3,2 lg(n)), (где n – количество данных в выборке). Количество интервалов следует округлить вверх до целого числа. 


· Определить размер одного интервала (цену деления): 


с = Rx/k.

· Создать массив признаков (интервалов) и посчитать для них частоту. Первый признак определяется как минимальное значение плюс длина одного интервала (цена деления).


3. Построить в  Excel гистограмму распределения признаков по частотам  и полигон частот. Определить форму распределения выборки.


Рекомендации к выполнению:


Для построения гистограммы и полигона частот используется функция Excel ЧАСТОТА (массив данных; массив интервалов). Эта функция относится к классу статистических и производит операции над массивами.


Массив данных — ячейки с данными выборки.


Массив интервалов — ячейки, содержащие значения интервалов.


Результатом выполнения функции ЧАСТОТА является массив, содержащий частоты вариантов, попадающие в указанные интервалы. На основе этого результирующего массива частот и строятся гистограммы и полигоны.


1. Скопировать массив данных из таблицы, расположенной в лабораторной работе.


2.  Создать массив интервалов (количество интервалов будет вами рассчитано). Первый интервал определяется как сумма минимального элемента выборки и цена деления, последний элемент не должен существенно превышать максимального элемента выборки.


3.  Выделить ячейки под массив частот (пометить доступными способами). Этих ячеек должно быть столько же, сколько ячеек отведено под массив интервалов.


4.  Запустить Мастер Функций. Под двоичным массивом здесь понимается массив интервалов. Ввести координаты массива данных (вариант) и массива интервалов.


5.  После указания всех аргументов функции нажать комбинацию: Ctrl+Shift+Enter. После этого функция ЧАСТОТА заполнит весь выделенный массив.


Контрольные вопросы


1. Что называется генеральной совокупностью?


2. Приведите пример генеральной совокупности, исследуемого признака и варианта.


3. Дайте понятие частоты.


4. Что представляет собой полигон частот? Какую информацию можно получить, исследуя полигон частот?


5. Какие формы распределений существуют и чем они отличаются друг от друга? В чем разница между теоретическими и экспериментальными распределениями?


6. Что называется медианой и как ее определяют?


7. Что такое мода?


8. Как определить дисперсию экспериментального распределения?


9. Что характеризует асимметрия  выборки?


10. Как рассчитывается эксцесс выборки?


11. При каком значении эксцесса полигон частот наиболее заострен?


Лабораторная работа № 2


Распределения непрерывных случайных величин


Цель: познакомиться с распределениями непрерывных случайных величин. Сформировать представления о виде функции и плотности непрерывных распределений.


1. Построить функции и плотности для распределений:


· нормального (табл. 24); 


· экспоненциального распределения;


· Вейбулла с параметрами  и  (табл. 25); 


· Гамма-распределения.


Плотности для каждого распределения представить на одном графике. Функции для каждого распределения представить на одном графике. Встроенные функции Excel для искомых  распределений: нормальное – НОРМРАСП(); экспоненциальное – ЭКСПРАСП(); распределение Вейбулла – ВЕЙБУЛЛ(); гамма-распределение – ГАММАРАСП().


2. В лабораторной работе №1  были получены полигон частот, среднее арифметическое, дисперсия. 


· Построить теоретическое распределение нормальной плотности, используя  значения (min,max, средне арифметическое, стандартное отклонение) из первой лабораторной работы.  Первое значение в выборки взять равным минимальному варианту. Шаг изменения xi — выбрать 2,75. Число значений в выборке n должно быть около 20.


· Сравнить внешний вид полученной кривой с полигоном относительных частот. 


Таблица 24

Расчет значений функции и плотности нормального распределения


		X

		39

		41,75

		44,5

		47,25

		 …

		94



		F(x)

		0,021

		0,034

		0,054

		0,082

		 …

		0,989



		P(x)

		0,004

		0,006

		0,009

		0,012

		 …

		0,002





Таблица 25

Расчет значений функции и плотности  распределения Вейбулла


		

		

		

		

		

		

		

		

		



		

		0,5

		0,5

		1

		1

		1,5

		1,5

		2

		2



		X

		F(x)

		P(x)

		F(x)

		P(x)

		F(x)

		P(x)

		F(x)

		P(x)



		0

		0,000

		0,000

		0,000

		0,000

		0,000

		0,000

		0,000

		0,000



		0,2

		0,469

		0,840

		0,181

		0,819

		0,048

		0,348

		0,010

		0,099



		0,4

		0,591

		0,457

		0,330

		0,670

		0,129

		0,450

		0,039

		0,192



		0,6

		0,666

		0,305

		0,451

		0,549

		0,224

		0,491

		0,086

		0,274



		0,8

		0,718

		0,223

		0,551

		0,449

		0,323

		0,495

		0,148

		0,341



		1

		0,757

		0,172

		0,632

		0,368

		0,420

		0,474

		0,221

		0,389





Контрольные вопросы


1. Дать  определение функции и плотности  непрерывной случайной величины.


2. Каковы свойства плотности непрерывной случайной величины.


3. Описать функцию и плотность нормального распределения.


4. Описать функцию и плотность распределения Вейбулла.

5. Сравнить теоретическую плотность нормального распределения  и экспериментальную и объяснить различия в их форме.


Лабораторная работа № 3


Выборочные распределения


Цель работы: познакомиться с различными способами выборки объектов из генеральной совокупности. Оценить репрезентативность различных выборок.


Для изучения свойств генеральной совокупности исследователи создают выборки, анализируют их числовые характеристики, строят полигоны частот, а затем результаты подобных экспериментов используют на практике.


В настоящее время выделяются следующие типы выборок:


·  собственно-случайная;


·  механическая;


·  типическая;


·  серийная.


Собственно-случайная выборка


Простая случайная выборка с возвращением — объект извлекается из генеральной совокупности случайным образом, и, перед извлечением следующего, возвращается обратно. 


Например, на заводе, выпускающем гвозди, выполняется проверка длины гвоздя на соответствие определенному размеру. Для проверки с конвейера случайным образом выбираются несколько элементов, затем их измеряют и снова возвращают назад в партию. При следующей операции контроля объекты, попавшие в выборку, могут снова оказаться в ней. 


Выборка без возвращения — извлеченный объект не возвращается в генеральную совокупность, а значит, может появиться в выборке только один раз. 


Например, производится проверка качества конфет на кондитерской фабрике. Для проверки конфеты выбираются случайным образом, а затем выполняется химический анализ составляющих компонентов изделия, целостность конфеты при этом нарушается и возврат элемента в совокупность уже невозможен.


Механическая выборка


Механической называется выборка, в которую объекты из генеральной совокупности отбираются через определенный интервал. Если объем выборки должен составлять 5% объема генеральной совокупности, то отбирается каждый двадцатый объект генеральной совокупности. 


Недостатком механической выборки является возможность попасть в период периодически изменяющейся случайной величины и выбрать элементы с одинаковыми характеристиками, что будет неадекватно отображать свойства генеральной совокупности.


Типическая выборка


Если генеральную совокупность предварительно разбить на непересекающиеся группы, а затем образовать собственно-случайные выборки из каждой группы и все отобранные объекты считать попавшими в выборку, то получим выборочную совокупность, называемую типической выборкой.


Например, если исследователь изучает успеваемость учащихся восьмых классов в средней школе, а в параллели учатся 5 таких классов, то типической выборкой может быть часть восьмиклассников, например по 7 человек, случайно отобранных из каждого восьмого класса параллели. Объем такой выборки составит 35 человек.


Серийная выборка


Если генеральную совокупность предварительно разбить на непересекающиеся серии, а затем, образовать из них собственно-случайную выборку (выбирается часть серий или одна серия) и все объекты отобранных серий считаются попавшими в серийную  выборку.


Например, в продуктовый магазин поступает партия товаров от четырех различных производителей. Продукция каждого производителя может считаться серией. Случайным образом выбираются  серии, допустим, первого и третьего производителя и все элементы этих двух серий попадают в выборку


В работе студенты должны создать нормально распределенную генеральную совокупность из 1000 чисел. Затем, необходимо сформировать три выборки объемом по 100 элементов, используя различные методы отбора и оценить репрезентативность различных выборок. 


ЗАДАНИЕ


Для генерации нормально распределенной совокупности из 1000 случайных чисел воспользуйтесь специальным инструментом меню Сервис\Анализ данных\Генерация случайных чисел.  Чтобы сформировался набор случайных данных  с нормальным распределением некоторого признака, нужно указать в качестве параметров: Число переменных -1, число случайных чисел -1000, Среднее – 0, Стандартное отклонение -1, Выходной интервал $A$1: $A$1000.  


1. Рассчитать числовые характеристики выборки: минимум, максимум, размах вариации, количество интервалов, частоту, среднее арифметическое, среднее квадратичное отклонение.


2. Построить полигон частот для заданной генеральной совокупности. 


3. Выполнить анализ репрезентативности различных видов выборок. Создать три выборки: случайную, механическую, серийную. Для каждой выборки выполнить пункты 1-3. Построить полигон частот для каждой выборки. Для подведения итогов по оценке репрезентативности выборок построить на общем графике полигоны частот трех выборок и генеральной совокупности. Для качественного представления на общем графике рекомендуется частоты генеральной совокупности соотнести с частотами выборок (можно поделить их на 8).


Собственно-случайная выборка


Пронумеровать данные любым доступным способом. Создать выборку – массив из 100 элементов, поместив в нее значения из генеральной совокупности, которые соответствуют номерам, сгенерированным случайным образом в диапазоне от 1 до 1000. 


Механическая выборка


Создать 10% выборку,  то есть интервал для  выбора элементов установить равным 10, и отобрать 100 элементов из генеральной совокупности.


Серийная выборка


Разделить генеральную совокупность на 10 серий. Выбрать самостоятельно одну серию данных и все ее значения считать серийной выборкой.


Справка по Excel

Для формирования выборок можно воспользоваться функциями:


 СЛЧИС() или СЛУЧМЕЖДУ() — генерация случайного числа. Первая функция возвращает значение в диапазоне [0,1]. Вторая — в диапазоне, заданном пользователем.


СЦЕПИТЬ() — конкатенация (склейка) двух текстовых строк.


ДВССЫЛ() — ссылка на ячейку, указанную в аргументе, как на адрес, содержащий искомое значение. Например, если мы хотим получить значение, содержащееся в ячейке С2, то необходим вызов функции: =ДВССЫЛ (с2), где  с2 — текст.
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Рис. 27. Пример использования функций


Контрольные вопросы:


1. Чем отличаются случайная выборка с возвращением и без возвращения? Привести примеры.


2. Какой метод отбора элементов используется для механической выборки? Каковы недостатки механической выборки?


3. Объяснить принципы отбора элементов для типической и серийной выборок.


4. Сравнить параметры распределений и виды графиков для разных выборок и генеральной совокупности. 


5. Сделать вывод о репрезентативности различных методов получения выборочных данных. 


Лабораторная работа № 4


Проверка гипотез на основе критерия согласия Пирсона 


Цель: освоить алгоритм  проверки непараметрических гипотез 2

Критерий Пирсона или χ2 — наиболее часто используемый статистический критерий для проверки гипотезы о законе распределения случайной величины. Во многих практических задачах закон распределения неизвестен и требует определения. Для достоверного выбора  того или иного закона формулируется гипотеза, которая требует подтверждения.


По выборочным данным строится полигон частот и рассчитываются параметры распределения. Гипотеза о  предполагаемом законе распределения изучаемого признака выдвигается на основе исследования выборки. 


Нулевая гипотеза несет информацию о законе распределения. Например: Н0: F(x)=F0(x); где F0(x)=Ф(х; 0, 02). Выборочная совокупность имеет нормальное распределение. 


Тогда конкурирующая гипотеза: выборочная совокупность имеет распределение, отличное от нормального. 


Критерий Пирсона является алгоритмом, позволяющим сделать вывод о достоверности  выдвинутой гипотезы. Последовательность действий для определения критерия χ2 описана ниже.


1. Построить таблицу частот опытного распределения в выбранных интервалах (см. лаб. работу 1). Если среди опытных частот имеются малочисленные (ni < 5), то объединить их с соседними. Это будет выбор групп.


2. Определить теоретические частоты при помощи выбранного закона распределения (например, нормального):


Теоретическая частота для i-го интервала (группы) определяется по формуле: 
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, где n — объем выборки; i,i — границы интервала, Ф(t) — нормированная (стандартная) функция. Например, имеется ряд интервалов: 25, 28, 31, 34, ... 


Для i = 2, i = 28, i = 31. Значение Ф(t) вычисляется (если использовать Exсel), как функция нормального распределения, с n = 0, n = 1, а значение х — вычисляется по формуле: 
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3. По формуле 
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 вычислить величину 2 . Это будет 20. 


4. Определить число степеней свободы k. 


5. Воспользовавшись специальной таблицей, по полученным значениям 2 и k, найти вероятность  того, что случайная величина, имеющая 2 -распределение, примет какое-либо значение, не меньшее 20: Р(2  20) = . 


6. Сформулировать вывод, руководствуясь общим принципом применения критериев согласия: если вероятность  больше 0.01, то имеющиеся расхождения между теоретическими и эмпирическими частотами следует считать несущественными, а опытное распределение — согласующимся с теоретическим. В противном случае (  0.01), указанные расхождения признаются неслучайными, а закон распределения, избранный в качестве предполагаемого теоретического — отвергается. 


Задание:


1. Используя набор данных из лабораторной работы №1, провести оценку по критерию 2. В качестве гипотезы выбрать: «Экспериментальные данные подчиняются закону нормального распределения». 


2. Рассчитать необходимые параметры для выбранной гипотезы.


3. Построить таблицу для расчета 2. Примерный вид таблицы для анализа (табл. 26. 


4. Рассчитать критерий согласия Пирсона. Для вероятности  = 0.05, сделать вывод подтверждении или отрицании гипотезы нормального распределения данных измерений. Воспользоваться функцией Excel — ХИ2ОБР(), которая выдает значения таблицы вероятностей Р для критерия 2 (Пирсона).  


Если табличное значение оказалось меньше рассчитанного экспериментальным путем2, то в этом случае нулевая гипотеза принимается, поскольку отклонения экспериментальных частот от теоретических являются несущественными.


Таблица 26

Расчетная таблица  
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Контрольные вопросы


1. Объясните, чем отличаются  непараметрические методы проверки гипотез от параметрических.


2. К какому из методов  проверки гипотез относится критерий Пирсона?


3. Что называется теоретической частотой?


4. Опишите алгоритм проверки гипотезы по критерию χ2.


5. Как определить число связей и число степеней свободы?


6. Что такое доверительный интервал и как он определяется?


7. Какие данные позволяют сделать вывод об истинности или ложности гипотезы при расчетах критерия Пирсона?


Лабораторная работа № 5


Основы корреляционного анализа 


Цель: формирование навыков изучения тесноты и вида связи  между случайными величинами. 


Исследуйте зависимость между официальным курсом доллара США за 12 месяцев 2009 г  и ценой за баррель нефти сорта «Юралс». Статистические данные получены с сайта Банка России: http://www.cbr.ru/statistics и представлены в табл. 27. 

Таблица 27 


Курс доллара и цена нефти за 2009 год

		№

		1

		2

		3

		4

		5

		6

		7

		8

		9

		10

		11

		12



		X

		41,9

		42,2

		45,4

		48,7

		56,5

		68,2

		64,3

		72

		67

		72,4

		76

		73,7



		Y

		35,4

		35,7

		34,0

		33,3

		31,0

		31,3

		31,8

		31,6

		30,1

		29,1

		29,8

		30,2





Обозначения данных в таблице: N – номер месяца 2009 года, Y –  курс доллара в рублях,  X – цена 1 барреля нефти в долларах. Выборочное уравнение прямой регрессии Y на X определяется по формуле:
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Задание


1. По данным выборки найти корреляционную зависимость между случайными величинами и построить линейное приближение методом наименьших квадратов. 


2. Построить диаграмму рассеяния.


3. Рассчитать коэффициент корреляции rxy и оценить вид связи (прямая, обратная, сильная, слабая, нет связи).


4. По внешнему виду диаграммы рассеяния определить, является связь прямой или обратной.


5. Построить однофакторную линейную регрессионную модель связи признаков Х и Y, используя инструмент Регрессия надстройки Пакет анализа, и оценить тесноту связи признаков Х и Y на основе линейного коэффициента корреляции r.

6. Добавить на диаграмму рассеяния линию тренда (зависимость определить линейной) и вывести на диаграмму  уравнение регрессии (во вкладке Параметры опция «Показывать уравнение на диаграмме»).

Контрольные вопросы


1. Что такое корреляция? 


2. Как измерить связь между двумя случайными величинами? 


3. Какие виды зависимостей существуют между величинами?


4. Что показывает коэффициент корреляции?


5. Приведите значения коэффициента корреляции и вид связей, который соответствует каждому значению.


6. Какие выводы можно сделать по внешнему виду диаграммы рассеяния?


Лабораторная работа № 6


Линейный  регрессионный анализ


Цель: получение навыков исследования данных с помощью линейного регрессионного анализа. Знакомство с методом наименьших квадратов.


Пусть имеются две коррелированные случайные величины X  и Y. Если связь между двумя величинами линейная, то ее можно представить зависимостью:
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где А и В — это соответственно отрезок оси ординат, отсекаемой прямой, и ее наклон. Если данные связаны идеальной линейной зависимостью, то можно предсказать значение 

[image: image387.wmf]~


y


i


 по известному значению xi. Если предположить существование линейной связи и наличие неограниченной выборки, то можно подобрать  значения параметров А и В, которые обеспечат расчет прогнозируемого 
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Общепринятая процедура определения коэффициентов уравнения состоит в выборе таких значений А и В, которые минимизируют сумму квадратов отклонений наблюдаемых значений от предсказанного значения у. Эта процедура называется методом наименьших квадратов. Поскольку отклонения наблюдаемых значений  от предсказанных равны
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, то сумма квадратов отклонений имеет вид
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Следовательно, наилучшее согласие в смысле наименьших квадратов обеспечивают значения А и В, для которых
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Мы  имеем ограниченную выборка из N пар наблюдений значений х и у.  Это означает, что данное уравнение  даст всего лишь оценки А и В; обозначим их через а и b соответственно. Решая систему уравнений относительно оценок величин А и В, получим
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или в обозначениях коэффициента корреляции и выборочных дисперсией:
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Эти оценки можно использовать для построения модели, позволяющей предсказывать у по данному х:
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Прямая линия, задаваемая указанным уравнением, называется прямой линейной регрессии у на х. 


Доверительные интервалы


В лабораторной работе № 1 использовались выборочные значения для оценки параметров распределений случайных величин. Такие процедуры дают только точечные оценки интересующих параметров. Они не позволяют судить о степени близости выборочных значений к оцениваемому параметру. Более содержательны процедуры оценивания параметров, связанные не с получением точечного значения, а с построением интервала, который накрывает оцениваемый параметр с известной степенью достоверности.


Пусть, например, выборочное среднее арифметическое 
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, вычисленное по n независимым наблюдениям случайной величины х, используется в качестве оценки среднего х. Обычно представляет интерес оценить х в терминах некоторого интервала 
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, в который х попадает с заданной степенью достоверности. Такие интервалы можно построить, если известны выборочные распределения рассматриваемой оценки.


Относительно значения выборочного среднего 

[image: image398.emf]x


 можно сделать следующее вероятностное утверждение:
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где Ф() — стандартная функция распределения;  —называется вероятностью ошибки, или уровнем значимости. А значение S = 1 –  — статистической достоверностью. S измеряют часто в процентах и говорят, например, о 95%-м доверительном интервале (S = (1 – )100%). В этом случае  = 0.05 (см. лабораторную работу о критерии оценки хи-квадрат).


По мере уменьшения  (увеличения интервала, заключенного между Ф(1-/2) и Ф(/2)) разумно считать, что вероятность Р скорее равна единице, чем нулю. Иначе говоря, если производится много выборок, и для каждой из них вычисляется 
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, то можно ожидать, что она будет попадать в указанный интервал с относительной частотой, примерно равной 1 – . При таком подходе можно утверждать, что существует интервал, в который величина 

[image: image401.emf] 


x n


x


x








 попадает с большой степенью достоверности. Такие утверждения называют доверительными. Интервал, относительно которого делается доверительное утверждение, называется доверительным интервалом. Степень доверия, сопоставляемая доверительному утверждению, называется уровнем доверия.


Распределение 
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 при конкретном значении 
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 представляет особый интерес (
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— значение, вычисленное по полученному уравнению регрессии, 
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— оценочное интервальное значение):
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Значение 
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будет определять границы интервала для заданного значения .


В формулах величина 
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— выборочное стандартное отклонение наблюдаемого значения yi от предсказанного 
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Задание


В табл. 28 приведены значения двух величин, которые являются характеристиками массы и расхода электроэнергии поездов. Пусть X- масса поезда, выраженная в  тыс. т., Y – удельный расход электроэнергии, кВт/ч на10 тыс. км. 


Определить: выборочное уравнение прямой регрессии Y на X. Сделать вывод о характере и тесноте связи между массой поезда X и  удельным расходом электроэнергии Y. 


Таблица 28 


Данные о массе поезда  и расходе электроэнергии 


		№

		Масса поезда, X, тыс. т.

		Электроэнергия,      Y, кВт/ч на 10000 км



		1

		2,5

		85



		2

		2,5

		105



		3

		3

		85



		4

		3

		95



		5

		3

		105



		6

		3,5

		75



		7

		3,5

		85



		8

		3,5

		95



		9

		4

		75



		10

		4

		85



		11

		4

		95



		12

		4,5

		75



		13

		4,5

		85





1. Построить диаграмму рассеяния. 


2. Рассчитать коэффициент корреляции для данной популяции. Сделать вывод о виде связи.


3. Рассчитать коэффициенты прямой регрессии a и b. Составить уравнение регрессии.


4. Построить по заданным х и вычисленным в уравнении регрессии у — прямую регрессии на том же графике, что и диаграмма рассеяния. 


5. Рассчитать прогнозируемые затраты электроэнергии для поездов с массой: 2, 3, 4 тыс. тонн.


6. Определить доверительные интервалы для рассчитанных данных. Добавить несколько данных  о массе и расходе электроэнергии поездами в исходную таблицу. 


7. Выполнить задание заново на новом листе. Сделать вывод о размере доверительного интервала при увеличении выборки.


8. Выбрать значение  — вероятность ошибки, которая задает границы доверительного интервала. Например, для 95%-го интервала  = 0.05. 


9. Определить по таблице 
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. Половина  для доверительного интервала берется, так как t-распределение симметричное. 


10. Пример таблицы для t-распределения Стьюдента представлен в табл. 29.


11. При расчете этого коэффициента можно воспользоваться функцией Excel:


СТЬЮДРАСПОБР (Вероятность, степени_свободы), где


 вероятность — значение ,  степени_свободы — N-2, объем выборки минус количество связей.


Рекомендуется проверить данные, полученные при помощи этой функции.


7. Рассчитать значение интервала у и получить интервальную оценку в виде: 
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Таблица 29 


Пример t-распределения Стьюдента


		n

		

		

		

		

		



		

		0.100

		0.050

		0.025

		0.010

		0.005



		1

		3.078

		6.314

		12.706

		31.831

		63.657



		2

		1.886

		2.920

		4.303

		6.965

		9.925



		3

		1.638

		2.353

		3.182

		4.541

		5.841



		

		

		

		

		

		



		11

		1,363

		1,796

		2,201

		2,718

		3,106



		12

		1,356

		1,782

		2,179

		2,681

		3,055



		

		

		

		

		

		





Контрольные вопросы


1. Каковы этапы построения регрессионной модели?


2. Что представляет собой линейный регрессионный анализ?


3. В чем суть метода наименьших квадратов?


4. Как определяются коэффициенты линейной регрессии?


5. Каким образом определяется уравнение линейной регрессии?


6. Что называется доверительным интервалом и как он определяется?


7. Как определяются границы доверительных интервалов?


Лабораторная работа № 7


Множественный регрессионный анализ


Цель: получение навыков выполнения множественного регрессионного анализа, построения уравнения регрессии в статистическом пакете Statistica.


В результате исследования  бюджетов домохозяйств за десять месяцев прошедшего года были получены сведения о средней месячной стоимости четырех продуктов питания (X1, X2, X3, X4), а также данные о затратах  на продукты домохозяйства в целом (Y). Необходимо выполнить множественный регрессионный анализ для изучения функциональной зависимости между продуктовыми  затратами домохозяйства и стоимостями продуктов питания.  


Таблица 30

Затраты домохозяйства за 10 месяцев текущего года 


и стоимости продуктов


		№

		Y

		X1

		X2

		X3

		X4



		1

		4765,3

		26,2

		18,5

		175

		170



		2

		3851,7

		23,8

		16,5

		160

		140



		3

		5117,9

		27,6

		18,5

		170

		185



		4

		6205

		28

		21

		195

		220



		5

		6099,2

		25,5

		22

		216

		210



		6

		6483,1

		27,5

		17,9

		190

		230



		7

		4619,4

		26

		18,6

		185

		160



		8

		5102,65

		28,5

		18,85

		190

		175



		9

		6247,6

		27,5

		18,4

		215

		210



		10

		4253,4

		24,8

		17,8

		175

		150





1. Получить дескриптивные статистики по каждому признаку (среднее арифметическое, дисперсию, среднее квадратичное отклонение). 


2. Рассчитать коэффициенты парной корреляции для всех признаков. Оценить показатели вариации каждого признака и сделать вывод о возможностях применения метода наименьших квадратов для их изучения. Проанализировать линейные коэффициенты парной и частной корреляции.


3. Составить  уравнение множественной  регрессии,  оценить его параметры. 


4. С помощью F-критерия Фишера оценить статистическую надежность уравнения регрессии в целом.


Рекомендации к выполнению:


1. С помощью соответствующих статистических функций в Excel определить: среднее арифметическое, дисперсию, среднее квадратичное отклонение по каждому признаку (Y, X1, X2, X3, X4). 


2. Постройте матрицу парных коэффициентов корреляции: 

		

		Y

		X1

		X2

		X3

		X4



		Y

		1

		0,508

		0,494

		0,754

		0,987



		X1

		0,508

		1

		0,307

		0,394

		0,465



		X2

		0,494

		0,307

		1

		0,689

		0,447



		X3

		0,754

		0,394

		0,689

		1

		0,645



		X4

		0,987

		0,465

		0,447

		0,645

		1





Очевидно, что все четыре изучаемые  фактора  имеют  линейную связь с результирующим показателем Y, поскольку их коэффициенты корреляции с Y достаточно высокие. Межфакторная корреляция признаков не превышает 0,7, поэтому все факторы рекомендуется включить в уравнение множественной регрессии.


3. Для составления уравнения множественной регрессии нужно подставить рассчитанные коэффициенты корреляции в уравнения:
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Получим такую систему линейных уравнений:
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Для решения системы уравнений и определения стандартизованных коэффициентов (i можно использовать матричный метод (создать обратную матрицу, а затем для определения неизвестных найти сумму произведений элементов  каждой строки  матрицы со свободными  членами). Для построения обратной матрицы можно воспользоваться функцией МОБР(), для которой агрументом будут элементы исходной матрицы, а для определения стандартизованных коэффициентов  βi нужно применить функцию СУММПРОИЗВ. 


Например, для рассчета коэффициента β1 нужно ввести функцию:


=СУММПРОИЗВ (H19:K19;H27:K27),

для рассчета коэффициента β2 нужно ввести функцию: =СУММПРОИЗВ (H19:K19;H28:K28) и т.д.

Образцы рассчетных матриц приведены ниже.

		

		H

		I

		J

		K



		№

		Свободные члены матрицы



		19

		0,512

		0,571

		0,784

		0,979



		Исходная матрица



		

		1

		0,307

		0,394

		0,465



		

		0,307

		1

		0,689

		0,447



		

		0,394

		0,689

		1

		0,645



		

		0,465

		0,447

		0,645

		1



		Обратная матрица



		27

		1,305

		-0,085

		-0,152

		-0,472



		

		-0,085

		1,911

		-1,299

		0,023



		

		-0,152

		-1,299

		2,631

		-1,047



		

		-0,472

		0,023

		-1,047

		1,885



		

		Коэффициенты



		

		β1

		β2

		β3

		β4



		

		0,039022

		0,052289

		0,218454

		0,7960302





Затем, на основе стандартизованных коэффициентов (i рассчитать коэффициенты линейной регресси и bi по формуле: 
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После этого рассчитывается свободный член регрессионного уравнения a:  
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Затем  составляется уравнение линейной регрессии:
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Контрольные вопросы


1. Как оценивается значимость коэффициента корреляции?


2. Что характеризуют параметры регрессионного уравнения? Объясните сущность коэффициента парной линейной регрессии.


3. Как оценивается значимость параметров регрессионного уравнения?


4. Дайте определение стандартизованному коэффициенту регрессии. Что он характеризует?


5. Что позволяет оценить множественный коэффициент детерминации?


6. Как оценить статистическую надежность регрессионного уравнения в целом?
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�Элементарное событие – событие, которое не может быть разложено на составляющие события.



�	  – математическое ожидание случайной величины или “средняя арифметическая величина” по выборке.
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