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Capitolul I

Elemente de logica matematica

A Logica matematici studiazi procesele de rationament cu mijloace

matematice. Cum matematica insdsi (ca de altfel orice alti stiintd,
dar in misuri mult mai mare decit celelalte stiinte) se bazeazi pe
logici, pentru a putea face matematici trebuie si cunoastem foarte
bine unele procedee si forme fundamentale de rationament. Este ceea
ce isi propune capitolul de fa{i.

§ 1. Elemente de calculul propozitiilor
1.1. Propozitii, valori de adevir, tabele de adevir

Vom considera niste propozitii de o naturi absolut oarecare, despre
care nu presupunem altceva decit cd fiecare din ele este sau adevdratd,
sau falsd.

De exemplu, asemenea propozitii pot fi: , ploui”, ,scriu pe tabli”,
»Suma unghiurilor este de 180°“, ,Napoleon a murit pe insula Sfinta
Elena“, ,balena este un mamifer, ,balena este un peste”, ,apa in-
gheatd la 0° si fierbe la 100°“, , bisectoarele unui triunghi sint concu-
rente”, , bisectoarele unui triunghi nu sint concurente“ etc.

Vom nota propozitiile la care ne referim cu literele p, g, 7, .
eventual afectate de indici sau accente. De asemenea, vom nota cu
semnul 1 atributul ,adevirat”, iar cu semnul 0 atributul ,fals” si vom
nota faptul ci propozitia p este adeviratd, respectiv cd este fals3, prin
v(p) = 1, respectiv prin v(p) = 0. Dacd folosim terminologia ce va fi
introdusi in capitolul urmitor, putem spune ci v este o functie defi-
nitd pe mulfimea tuturor propozitiilor de care ne ocupim, cu valori
in mul{imea {0,1}:

v:{p, ¢, 7,..} > {0,1};



functia v atribuie fiecirei propozitii p valoarea de adevdr a acestei pro-
pozitii, care este sau valoarea ,,adevirati”, sau valoarea ,falsi“, notate
de noi cu 1, respectiv 0, peutru prescurtare,

Trebuie si retinem cd putem — dacd dorim — dar nu este obli-
gatoriu si interpretim pe 1 s1 0 ca numere; ele nu reprezinti aici decit
niste semne conventionale. De altfel, in diverse cirti si articole se intil-
nesc si alte notatii pentru cele doud valori de adevir, de exemplu «
si f (,adevirat® si ,fals), ¢ si [ (,true” i ,false”), w si f (,wahr” i
Hfalsch®), V si A, * si A\ ete. Noi am ales notatia 1 si 0 care este mult
folositd, de exemplu in disciplinele care studiazi aplicatiile practice ale
logicii matematice.

Propozitiile cu care lucrﬁm se pot compune cu ajutorul asa-numi-
tilor Sunctort logici ,$i%, ,sau”, ,non* si altii, dind propozitii din ce
in ce mai complexe: p, ¢, p si g, p sau g, non p etc. S4 examinim mai
de aproape semnificatiile acestor propozitii compuse. Vom adopta trei
definitii fundamentale, care reflecta ideile noastre intuitive despre pro-
pozitii de forma ,,p i ¢“, ,.p sau ¢“, ,non p“, aga dupd cum vom ilustra
prin citeva exemple care urmeazi deflm‘;ule.

1.1.1. Definitie. Fie p si g doud propozitii oarecare. Conjunctia
propozitiilor p, ¢ este propozitia ,.p si ¢, care se noteazd de asemenea
cu p & g. Aceastd propozitie este adevirati cind ambele propozifii p, ¢
sint adevirate, si este falsi in cazurile contrare.

1.1.2. Definitie. Fie p si ¢ doud propozitii oarecare. Disjunctia pro-
pozitiilor p, ¢ este propozitia ,p sau ¢“, care se noteazi de asemenea
cu p V g. Aceasti propozitie este falsd, cind ambele propozitii p, ¢ sint
false, si este adeviratd in cazurile contrare.

1.1.3. Definitie. Fie p o propozitie oarecare. Negafia propozitiei p
este propozifia ,non p“, care se noteazi de asemenea cu 1 p. Aceastd
propozitie este falsi cind p este adeviratd si este adeviratd cind p este
falsi.

Definitiile 1.1.1 — 1.1.3 sint reprezentate in tabela 1, care di
valorile de adevir ale propozitiilor compuse 15, &g, V¢, in functie
de valorile de adevidr ale propozitiilor p, ¢. Cu alte cuvinte, putem
spune cd propozitiile p & ¢ afirmd cd este adeviratd atit propozitia p,
cit si ¢; propozitia pV g afirmi cd este adeviratd cel putin una din
propozitiile p, ¢ (eventual amindoud); propozitia 1 p neagd vala-
bilitatea propozitiei p. Tabela 1 traduce tocmai faptul i pro-
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v(p) (g | vip&q) | v(pVa)
o o 0 0 op) | o(1p)
0 1 0 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 0
Tabela 1

pozitiile p& ¢, pV ¢, 1 p iau valoarea de adevir 1 atunci si numai
atunci cind afirmatiile respective sint adevirate.

Astfel, propozitia , Napoleon a murit la Sfinta Elena §¢ balena
este un peste”, care este de forma p & g, este falsi, pentru cd nu sint
adeviirate ambele afirmatii p, ¢ (¢ este falsd); in schimb propozitia
pVgq ,Napoleon a murit la Sfinta Elena sax balena este un peste”
este adevirati, pentru cd méicar una din cele doud afirmatii (i anume p)
este adevirati. Propozitia ,balena #nu este un peste”, filnd negatia
unei propozitii false, este adeviratad.

Calculul propozititlor isi propune in esentd si studieze proprieta-
tile legate de valorile de adevir ale propozitiilor compuse, cum ar fi
@V &y, 1(pVeg, (Ve &r)V(1(pVq) etc. Se porneste de
la ipoteza cd pentru propozitiile elementare, care nu mai pot fi descom-
puse ca mai sus, valorile de adevir sint date dinainte, rezultind din
diverse situatii concrete in care ne aflim, fie din tezaurul de cunostinte
ale celorlalte stiinte etc. Astfel, valoarea v (,,ploui”) depinde de locul unde
si de momentul in care afirmdm propozitia , ploud”; istoria ne invatd cd

v(,,Napoleon a murit pe insula Sfinta Elena“) = 1;
stim din zoologie cd :

v(,,balena este un mamifer”) = 1,
deci

v(,balena este un peste”) = 0.
etc.

Pentru a nu complica prea mult scrierea, vom adopta anumite
conventii de suprimare a unor paranteze, aseminitoare cu acelea din
algebri. Astfel, in loc de a 4 (bc) scriem a - bc; se spune cd inmul-
tirea ,leagi mai tare” decit adunarea. De asemenea, in loc de a(b?)
scriem ab®; se spune cd exponentierea ,leagi mai tare” decit inmul-
tirea. In calculul propozitiilor vom adopta

1.1.4. Conventie de suprimare a parantezelor. Negatia leagd mai tare
decit conjunctia si decit disjunctia, iar conjunctia leagi mai tare decit
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disjunctia. Parantezele care pot fi subinfelese ca urmare a acestei con-
ventii, vor fi suprimate.

De exemplu, in loc de (1p) V (1¢g) vom scrie 12V T¢g, in loc
de (1) & ¢q) V7 vom scrie 1p &gV 7 etc.

Invers, dacd se di o expresie fird paranteze, atunci parantezele
pot fi reconstituite dupd regula urmitoare: se efectueazi intii nega-
tiile, apoi conjunctiile si la urmd disjunctiile.

De exemplu pVI1g&r=»pV(1q)&r=»V (19 &7).

1.2. Proprietitile disjunctiei, conjunctiei si negatiei

Plecind de la aceleasi propozitii date, se pot forma diverse propo-
zitii compuse care pot avea valori de adevir diferite pentru valori de
adevir date ale propozitiilor de la care am plecat. Astfel, cu propo-
zitiile p, ¢, putem forma propozitiille p & g si pV¢q; cind »(p) =
= 9(g) = 0, tabela 1 aratd cd avem v(p & ¢q) = v(p V g) = 0, dar cind
vp)=1 si v(g)=0 avem v(p&q)=0£1=12v(pVg). Se poate
insi intimpla ca doud propozitii compuse din aceleasi propozifii date
sd aibd intotdeauna valorile de adevir egale. Si considerdm, de exemplu,
propozitiile p V g si gV p. Dacd 9(p) = v(¢g) = 0, atunci v(p Vg =0
conform tabelei 1, dar avem si v(g) = v(;b) = 0 deci v(gVp) =0
conform aceleiasi tabele. Daci v(p) = 0si v(g) = 1, atunci v(pVgq) =
=1; dar v(¢g) =1 si v(p) =0, deci 'v(quJ) = 1. La fel se vede cid
pentru v(p) =1 si v(g) =0 avem v(pV q) =vgVp)=1 si la fel
pentru 9(p) = v(g) = 1. Rezumind, »(pV¢q) = v(gV p) oricare ar fi
v(p), v(g). Acest exemplu sugereazi o definitie generald.

1.2.1. Definitie. Fie o si B doud propozitii obtinute din aceleasi
propozitii p, ¢, 7,... prin aplicarea functorilor 1, &, V (de un numair
finit de ori). Spunem cd « este echivalentd cu B si scriem « = sau
« &P, dacd v(x) = v(p) oricare ar fi valorile v(p), v(g), v(r), ...,
ale propozitiilor componente.

Pentru a intelege semmflcatxa definitiei 1.2.1, si ne amintim
notiunea de condific mecesard §i suficientd, pe care am intilnit-o de
multe ori pind acum in matematicd. Spunem ca o proprietate « este
conditie suficientd pentru o proprietate B, dacd din faptul ci « este
adeviratd rezultd cd si B este adeviratd. Spunem cd « este o conditie
necesard pentru B, dacd din faptul cd B este adeviratd, rezultd cd si
« este adevirati. Evident, dacd « este conditie suficientd pentru @,
atunci B este condifie necesard pentru «, iar dacd « este conditie nece-
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sari pentru B, atunci B este conditie suficientd pentru «. In sfirsit,
spunem ci « este condifie necesard §i suficientd pentru B, daci « este
conditfie necesard pentru @ si totodatd « este conditie suficientd pentru .
Evident, aceasta este acelagi lucru cu a spune ci B este conditie
necesard si suficientd pentru o.

De exemplu, o conditie suficientd pentru ca un patrulater si fie
dreptunghi este ca el si aibd toate laturile egale si toate unghiurile
drepte. O conditie necesari pentru ca un patrulater si fie dreptunghi
este ca el si aibd doud laturi opuse paralele. O conditie necesari si sufi-
cienti pentru ca un patrulater si fie dreptunghi este ca el si fie un
paralelogram cu diagonalele egale.

1.2.2. Propozifie. « ¢ B dacd si numai daci « este o conditie nece-
sard si suficientd pentru .

Demonstragie. Fie o ¢ B. Conditia B este necesari pentru «, cici
dacd « este adeviratd, atunci v(e) = 1 deci, v(B) = 1, deci B este ade-
viratd. Conditia B este suficientd pentru «, cici daci p este adevirati,
atunci () = 1 deci v(x) = 1 deci « este adevirati.

Reciproc, si presupunem cd « este o condifie necesard si suficients
pentru B. Dacd v(x) = 1, atunci « este adeviratd, deci B este in mod
necesar adevdratd, deci v(8) =1 = v(a). Daci v(x) =0, atunci
v(B) = 0 pentru ci altfel am avea »(8) = 1, deci B ar fi adevidrati si
aceasta ar fi suficient pentru ca o si fie adeviratd, adicd v(x) =1, o
contradictie. Urmeazi ci « & B.

Datoritd propozitiei 1.2.2, « &  se mai citeste ,a dacd §¢ numai
dacd B sau incd , « atunce i numai atunci cind B“.

In legituri cu aceste exprimiri vom mai face urmitoarea obser-
vatie importantd. Definitiile sint date de obicei (inclusiv in acest ma-
nual) folosind cuvintul ,dacd“; de fapt se subintelege ,dacd si numai
dacd”. De exemplu, definitia ,un triunghi se numeste isoscel dacd are
doud laturi egale” este o prescurtare pentru ,un triunghi se numeste
isoscel dacd si numai dacd are doud laturi egale”.

1.2.3. Teoremd. Relatia de echivalentd a propozitiilor are urma-
toarele proprietifi: oricare ar fi propozitiile «, §, v, avem

&S (reflexivitate )
dacic & B, atuncif & « (simetrie )
daci « @@L 5i @y, atunci a & v (tranzitivitate ).

Demonstragia foloseste proprietitile analoage ale egalititii. Este
banal ci v(x) = v(«) oricare ar fi valorile propozitiilor care alcituiesc o ;
dar aceasta inseamni ci o« ¢ «. Mai departe, daci « & B, atunci
oricare ar fi valorile propozifiilor componente ale lui « si B avem .
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v(«) = (), deci () = v(e); urmeazi ci B & «. In sfirsit daci « & B
si B = v, atunci inseamnd cd pentru orice valori de adevir ale propo-
zitlilor componente avem v(x) = v(B) si v(B) = v(y), deci v(a) = v(Y);
aceasta aratd cd « & v.

1.24. Teorem &. Oricare ar fi propozitiile p, ¢, 7, avem:

(1) pVge gV, P&gE9&p,

(2 PVVrepV(gVr), (P&g&rep &gk,
() pVP&7TO P, p&(PpVr)&p,

(4) VPP, P&p P,

(5) pVa&r&@ @BV &(pVr), p&@GV)@p&qVP&7,
6) pV1p&g&pVy, p&(1pVe @&y,

(7) 1(19) © p,

@1V 1p&y, 1&g @1p Vg,

(9) v(;bV'lp):l, v(ﬁ&"lp):O.

Comentariu. Cele doud proprietiti numerotate (1) se numesc comu-
lativitatea disjunctiei, respectiv conjunctiei. Relatiile (2) exprimi aso-
ciativitatea disjunctiei si conjunctiei, iar (3) poarti numele de legile
de absorbtie. Proprietitile (4) sint idempotenta disjunctiei si conjunctiei,
iar relatiile (5) stabilesc distributivitatea disjunctiei fatd de conjunctie
si a conjunctiei fatd de disjunctie. Echivalenta (7) este cunoscutd sub
numele de principiul dubler negafii, in timp ce echivalentele (8) sint
legile lus De Morgan. Egalitatea »(p V1 p) = 1 aratd cd una din pro-
pozitiile p, Tp este cu necesitate adeviratd si de aceea se numeste
principinl terfiului exclus. In sfirsit egalitatea v(p & 1p) = 0, care ne
aratd cd o propozitie si negatia ei nu pot fi simultan adevirate, poarti
numele de principiul coniradictiei. ,

Demonstratia teoremei 1.2.4 se face dind propozitiilor componente
toate valorile de adevir posibile si verificind de fiecare datd ci propo-
zitiile care ne intereseaza iau intotdeauna valori de adevir egale; in
acest mod am demonstrat mai inainte, cu titlul de exemplu precedind
definitia 1.2.1, echivalenfa pVg& gV p. La fel se demonstreazd si
celelalte proprietidti. Calculele se pot organiza in tabele, asa cum exem-
plificdim mai jos pentru demonstratia asociativititii disjunctiei (tabe-
la 2). Este de remarcat cd o organizare judicioasi a calculelor usureazi
mult demonstratiile. De exemplu si observim in prealabil ci daci
v(p) =1, atunci v(pVq) =1 oricare ar fi v(g), iar-daci v(p) =0,
atunci v(p V¢q) = v(g); atunci demonstratia asociativitifii disjunctiei
nu mai comportd 8 verificdri ca in tabela 2, ci numai 3 verificdri, dupi
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vu(p) vlg) vr) | BV |v(BVYVr)| vigVr) [v(pV(gV7)
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
Tabela 2

cum urmeazi. Dacd v(p) = 1, atunci »(pV (qV7)) =1 si v»(pVg) =1,
deci v((pVq)V7)=1. Dacd v(p) =0, atunci v(pV(qV 7)) =2v(gV7)
si vom distinge doud subcazuri. Dacd v(g) = 0, atunci v(pV (¢V7)) =
=v(gVr)=1o{r) si v(pVg) =v(p) =0, deci v((pVq)Vr)=1().
Daci wv(g) =1, atunci »(pV (V7)) =v@gVr)=1 si v(pVg) =1,
deci »((pV g)Vr)=1.

Demonstrarea celorlalte proprietiti este 1isatd pe seama cititorului.

1.25. Teoremd. Fie «, B, v, o patru propozitii astfel incit « & 8
siy@d Atuncia VY& PLVS, a & y& B &3, iar T & B.

Demonstragie. Oricarc ar fi valorile de adevdr ale propozitiilor
din care sint alcituite «, B, v, 8, avem v(a) = v(B) si v(y) = v(3), deci
vV y) =v(BV3), pentru cd v(x V y) se calculeazd numai in functie
de v(a) si v(y), iar v»(BV 3) se calculeazi numai in functie de ()
si v(8), care sint aceleasi ca v(x) si respectiv v(y). La fel se vede cd
v(e & y) = v(B & 3), iar v(e) = v(1B).

1.2.6. Corolar. Daci a & B, atunci a VY& BVy iar a & vy &
= B & v, oricare ar fi v.

Demonstragie. Se aplicd teorema 1.2.5 echivalenfelor a @ Bsi vy v
(vezi teorema 1.2.3).

1.3. Implicatia

in viata de toate zilele, in stiin{3, in diverse domenii de activitate,
apare in mod normal ideea de implicatie, faptul cd un fenomen implicd
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alt fenomen. In matematici implicatia este, in fond, ideea centrali
intrucit orice teoremi din matematici afirmi ci anumite premise im-
plici anumite concluzii. Este de aceea indispensabil si stim cu exac-
titate ce inseamni ideea de implicatie in matematicd, si o putem minui
corect.

In diverse contexte ideea de implicatie poate insemna Jucruri di-
ferite. Oricare ar fi insi infelesul pe care il atribuim ideii de implicatie,
este clar cid dacd este posibil ca simultan un feromen « si aibi loc
iar alt fenomen B si nu aibi loc, atunci nu putem spune ci « implicd p.
Acest substrat comun al diverselor concepte de implicatie este luat
ca definifie a ideii de implicatie cu care vom lucra in matematici. Mai
precis:

1.3.1. Definitie. Spunem cd propozitia « smplicd propozitia B, sau
cid « este maz tare decit B, sau cd « este o condifie suficientd pentru B,
sau cd [ este mai slabd decit «, sau ci P este o condifie mecesard
pentru «, si scriem

«=p

ceea ce se mai citeste si sub forma ,dacd « atunci p* — daci, oricare
ar fi valorile de adevir ale propozitiilor din care se compun « si §, nu
avem nici o datd v(x) =1 si 2(8) = 0.

Cu alte cuvinte, spunem cd « =) f dacd oricare ar fi valorile propo-
zifiilor care alcituiesc « §i p are loc una §i numai una din urmitoarele
trei situatii;

(i) o) =15iv(B) =1;

(i) o(e) =0 si v(B) = 1;

(iii) v(ex) = 0 si v(B) = 0.

. Ne-am referit mai inainte la nofiunile de ,,conditie necesari“ si ,con-
ditie suficientd”, aga cum au apirut ele in practica matematici de pini
acum. Si facem acum observatia importanti ci dacd « este o condifie
suficientd pentru B (in intclesul amintit mai inainte), abunci a = B.
Intr-adevir, existi doud posibilititi: v(«) = 1 sau v(a) = 0. In primul
caz, deoarece c este o condifie suficientd pentru B, rezulti ci B este
adeviratd, adici »(f) = 1 si ne aflim in situatia (i) de mai sus. In
cazul cind »(e) = 0, ne aflim intr-una din situatiile (i1) sau (iii) de mai
sus. Deci in orice caz ne aflim intr-una din situatiile (i) — (iii), deci
« = B. In mod analog se vede ci dacd « este o conditie necesari pentru B,
atunci f = «.
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Cu alte cuvinte, noul inteles pe care definitia 1.3.1 il di termenilor
conditie necesari“ si ,conditie suficientd” inglobeazi vechiul inteles
amintit mai inainte. Definifia 1.3.1, cu care vom lucra mai departe
tot timpul, este efectiv mai largd decit vechiul inteles, asa dupi cum
se poate vedea din exemplele care urmeaza.

Exemple

a) temperatura este sub 0°=) apa ingheat{d;

b) diagonalele unui romb sint perpendiculare =) diagonalele unui
Ppitrat sint perpendiculare;

¢) 2 4+ 2 = 4 =) balena este un mamifer;
d)2+2=5341=4;

¢) 2 + 2 =5 =) balena este un mamifer;
N24+2=5=3+1=7;

g) 2 4+ 2 =5 = balena este un peste;

h)y p&g=>pVaq.

Implicatiile « = B din exemplele b) si ¢) sint situatia in v(x) =

= v(B) = 1. In exemplele a) si b) fenomenul « este chiar cauza fenome-
nului B, pe cind in exemplul ¢), desi v(«x) = 1 si v(B) = 1, « nu este cauza
lui B; acest exemplu, ca si exemplele @) — g), ne aratd ci ideea de im-
plicatie din matematici nu se confundi cu ideea de cauzalitate. In
implicatiile « = B din exemplele d) si €¢) avem wve) =0 si v(B) =1,
iar exemplele f) si g) avem v(z) = v() = 0. In implicatia din exemplul
k) sint posibile cele trei situatii menfionate mai inainte §i anume:
(i) daci v(p)=v(g) =1, atunci 2(p&q) =v(pVgq) =1; (ii) dacd
¥(p) = 1 i v(g) =0, sau dacd v(p) = 0 si »(g) = 1, atunci »(p& gq) =0,
iar)v(p Vq)=1; (ili) daci v(p) =1v(q) =0, atunci v(p&q)=v(pV
Vg)=0.

Cele de mai sus par sd conduci la un paradox. Anume, si conside-
rim o propozitie f care este intoideauna falsi, adici independent de
valorile propozitiilor care compun eventual pe f (exemple: 2 4- 2 = 5,
p &1p etc.). Conform definitiei 1.3.1, inseamnd ci implicatia f= B
este adevidratd oricare ar fi propozitia §; se mai spune ci , falsul im-
plicd orice”. In particular f=) B chiar daci B este falsi si s-ar pirea
<4 in felul acesta putem demonstra orice neadevir, ca de pildd ,.3 +
~+ 1 = 7" sau ,balena este un peste” din exemplele de mai sus. Con-
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tradictia este numai aparentd si se va lamuri putin mai departe, dupd
ce vom fi ficut unele observatii.

Date fiind doud propozitii oarecare «, 8, sd calculim valoarea de
adevdr a propozitiei TxVP; constatim usor ci daci wv(w)=1 si
v(B) =0, atunci v(lxVB) =0, iar in celelalte trei cazuri avem
(e V {3) =1 (verificarea pe seama cititorului). Prin urmare, o« =
daci §i numai dacd v(leV ) =1 oricare ar fi valorile propozitiilor
din care sint alcdtuite «, P.

1.3.2. Definifie. Date fiind propozitiile p, g, propozitia Tp Vg se
va nota cu

p—q

si se va citi ,p implicd ¢“. Negafia, conjunctia si disjunctia leagd mai
tare decit implicatia.

Astfel, in loc de (pVgq) =7, (p & q) =7, (1p)—> g, vom scrie
pVqg—>vr, p&q—r, respectiv Ip — ¢ etc.

Este important ci nu confundim cele doud intelesuri ale cuvintului
mimplicatie“ in logica matematicd. Atunci cind spunem cd (x = 8,
intelegem cd are loc fenomenul descris in definitia 1.3.1, pe c¢ind im~
plicatia « — B este o propozitie care poate fi adevirati sau falsi (de
exemplu, propozitia ,,2 + 2 = 4 — orice triunghi este echilateral” este-
falsi).

1.3.3. Observagie. o = B dacd s§i numai dacd propozitia « — P este:
adeviratd oricare ar fi valorile de adevir ale propozitiilor care alci--
tuiesc pe « §i B.

1.3.4. Observagie. Avem o — B) & « & 1.

Echivalenta de mai sus se poate demonstra dind valori de adevir
in toate modurile posibile. Ea exprimi, in fond, punccul nostru de
plecare conform ciruia a infirma o implicatie inseamnd a presupune
premisa adevdratd si concluzia falsd. Vom reveni la sfirsitul § 2.

Intorcindu-ne la enuntul ,falsul implici orice”, el exprimi faptul
cd propozitia f— B este totdeauna adeviratd, ceea ce — dupd cum.
se vede si din ultimele exemple de mai sus — nu inseamnd neapdirat
cd si B ar fi adevidrati.

Rezultatul urmitor stabileste legdtura intre definitiile 1.2.1 si 1.3.1..

1.3.5. Propozifie. Fie a, B doud propozitii. Atunci « & 8 dacd si.
numai dacd atit « = 8, cit si f = a.
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Demonstragie. Si presupunem a B si si demonstrim pe rind
ci o =B sici P=) e« Intr-adevir, nu poate exista un sistem de valori
date propozitiilor din care sint alcituite « si B astfel incit si avem
v() =1 si () =0, cici atunci am contrazice « ¢ pB; rezultd deci
ci « = B. In mod analog se arati ci g = «.

Reciproc, si presupunem ci o« = B $icd B = «; vom arita ¢l « & B.
Intr-adevir, si considerim yn sistem arbitrar, dar fixat de valori
date propozifiilor care alcituiesc «, 8. Daci v(x) = 0, atunci () = 0,
deoarece in cazul contrar am avea v(B) = 1, ceea ce ar contrazice
B = «. Dacd v(a) = 1, atunci »(B) = 1, deoarece in cazul contrar am
avea v(B) = 0, ceea ce ar contrazice « = B. Deci v(x) = v(8) in orice
situatie, adici « ¢ B.

1.3.6. T eoremd. Oricare ar fi propozitiile p, g, 7, avem:

(10) p= 2

(11) 2 =9 =7, Tp—>p=>2,

(12) pVp =5, P=p&p,

(13) p=>pVy, p&g=p,

(14) g9 Vg, P&g=g,

(15) p > g 19— 1p, =P WP—14,

(16) p& (p—=q9) =g,

(17) p=>g—>p &y,

(18) p>(g>np&g—,

(19) > & p>r@p>q&7,
(20) p>g=(g—=7)—> (p—>7),
R p>g=(r—p)—> (r—9q).

Demonstrafia fiecirei implicatii « = B se face dind propozitiilor p,
g, 7 toate valorile de adevir pentru care rezulti v(w) = 1 si aritind
cd in fiecare caz rezulti »(8) = 1 (pentru »(x) = 0 nu avem nimic de
demonstrat).

S& demonstrim, de pildd, echivalenta (19), adici, in virtutea pro-
pozitiei 1.3.5, si ardtdm ci (P> Q& (p—>7)=>p>qg&7 si ci

P g& 7S (P> ) & (p> ).

Pentru a arita prima implicatie, vom presupune ci v(p), v(g), v(r)
sint in aga fel incit »((p - ¢) & (p 7)) = 1. Atunci ip—>qg =1
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v(p — 7) = 1. Dacd v(p) = 1, din ultimele doud egalitifi rezultd v(g) = 1
si respectiv v(r) =1, deci v(g&7) =1, deci v(p >q& 7) = 1. Daci
v(p) = 0, atunci deducem direct v(p —¢&7)=1. Deci (p—>9 &
E@p—=>r)=p—>q&r.

Pentru a demonstra implicatia contrard, vom presupune ci v(p),
v(g), v(r) sint in asa fel incit v(p = ¢&7) = 1. Dacd 9(p) = 1, atunci
rezultd v(g&7) = 1, deci v(q) =1 §i v(r) =1, deci v(p— g)=1si
v(p—7) =1, deci v((p—>q) & ((p—>7) =1 Daci v(p)=0, atunci
rezultd direct »(p—q) = 1 §iv(p—>7) =1, deci v((p > ) & (p>7)) =
=1. Deci p>q&r=>(p> 9 &(P—7).

Demonstrarea celorlalte proprietiti (10)—(21) este ldsatd pe seama
cititorului.

Comentari. Proprietatea (10) se mai numeste principiul identitafii.
Propretitile (11) poarti numele de principiul reducerii la abswrd, des
folosite in demonstratiile matematice: pentru a demonstra o anumitd
proprietate p, presupunem ,prin absurd” ci ar fi adevirati negatia
ei 1p si demonstrim ci de aici rezultd p; atunci inseamnd ci am
demonstrat ci 1p — p este adevirati, de unde rezultd p. Proprie-
tatile (12) se numesc principiul tautologies.

Proprietatile (15) sint mult folosite in matematica; ele aratd cd
v(p — ¢) = 1 intotdeauna daci i numai dacd v(1g— 1p) = 1 intot-
deauna. Cu alte cuvinte, a demonstra p => ¢ este tot una cu a de-
monstra 1g = 1p. De asemenea, a demonstra reciproca teoremei p = ¢,
adici a demonstra ¢ = p, este totuna cu a demonstra 1p = g.

Proprietatea (16) se mai numeste modus ponens. Ea ne arati cd dacid
proprietatea p este adeviratd si p = ¢, atunci proprietatea g este ade-
virati (cici atunci avem v(p) =1, v(p—>¢g) =1, deci v(p& (p—>
—g)) =1, deci »(g) = 1). Asa cum am observat mai Inainte insi,
numai p = ¢ nu este suficient pentru a deduce g.

Proprietatea (18) ne indicd o schemd de rajionament mult folositd
in matematici. Anume, si presupunem ci dintr-o premisd p trebuie
si demonstrim o concluzie care este si ea sub forma unei implicatii
g — 7. Atunci, pentru a ardta ci v(p — (¢ — 7)) = 1 intotdeauna, va
trebuie si aritim ci p & ¢ = 7, adicd si presupunem satisficute pre-
misele p, ¢ si si demonstrim 7.

Proprietatile (20) si (21) sint cunoscute §i sub numele de regula silo-
gismului. Intr-adevir, din (20) rezultd urmitoarea schemd clasicd de
rationament numit3 silogismul in Barbara: Daci p = ¢ si ¢ = 7, atunci
p =7 (cici atunci avem intotdeauna v(p — g)=1 s v((p>q9—
- ((g—=>7)—(p—=7)) =1, deci v((g— 7)>(p—>7)=1 §i cum
v(g— 7) = 1 rezultd v(p —7) = 1).
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1.4. Exercitii

1. Completati demonstratiile lisate pe seama cititorului.
2. Demonstrati ci:

?= (g~

(p—>4q)=(0g—2)

P09, 2= 0p—>9),

(p>9=>¢Vp—>rVy),

P& GVr)=>qVp&y,

p=>7r&@=>7r)=>pVg—r.

3. Sint propozitiile p — (g — 7) si (p - ¢) — 7 echivalente?

4. Aritati cd « & P dacd §i numai dacd propozifia («— B) & (B — «)
este adeviratd oricare ar fi valorile de adevidr ale propozitiilor care al-
cituiesc «, B. Pentru acest motiv propozitia de mai sus se mai noteazi

cu « «> B si se citeste .« echivalent cu B“. Ca si « — B, propozitia « < B
poate fi adeviratd sau falsd.

8§ 2. Elemente de calculul predicatelor
2.1. Functii propozitionale

In § 1 fiecare din propozitiile cu care lucram era bine determinats,
spre deosebire de propozitiile cu care vom lucra acum si care depind de

anumite variabile: p(x, y), ¢(z), v(x) etc.

Citeva exemple concrete: ,x este om”, ,x este tatil lui y“, , x% 4~
+ 2 = 22“ etc. Cind Inlocuim variabilele din aceste propozitii cu in-
divizi concreti, bine precizafi, propozi{ia respectivi se transformi
intr-o propozitie bine determinata, de felul celor de care ne-am ocupat
in calculul propozitiilor, si care poate fi adevirati sau falsi, De exemplu:
»Socrate este om“, ,Mickey Mouse este om“, ,3% 4 42 = 52“, |22 |
+ 62 = 92“ etc. De aceea propozitiile mai generale de care ne vom
ocupa acum Se numesc funcfii propozitionale, pentru ci fiecirei ,valori®
fixate a variabilelor de care depind ele i corespunde o propozitie in
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sensul § 1. Functiile propozifionale mai sint numite §i predicate unare,
binare, ternare etc., dupi cum depind respectivde 1,2, 3,... variabile.

Exemplele de mai sus ar fi putut deveni ilariante dacd am fi dat
variabilelor valori cu totul arbitrare obtinind, de pild4, propozitii cum
ar fi ,culoarea verde este om“, ,Ion? 4 Vasile? = Mihai2“ etc. De
fapt insi, atunci cind aplicim calculul predicatelor intr-un domeniu
al matematicii, nu ne intereseazi orice fel de predicate, ci numai acelea
care se referi la obiectul studiului respectiv, iar domeniul in care iau
valori variabilele din predicate, este fixat. De exemplu, in teoria mul-
timilor lucrim cu predicate ca ¥ € z, ¥ C z etc., iar ,valorile” pe care
le iau variabilele sint elemente si mul{imi; daci facem geometrie, va-
riabilele semnifici puncte, drepte, curbe, plane si suprafete; dacd stu-
diem cele 4 operatii aritmetice, domeniul in care iau valori variabilele
este multimea numerelor reale. Domeniul de variatie al variabilelor
din predicate se numeste universul discursului. El poate fi o multime
sau poate fi o totalitate care nu este mulfime (de exemplu »clasa‘
tuturor multimilor); de altfel, cind studiem calculul predicatelor la
modul general, universul discursului nu este precizat (tocmai de aceea
rezultatele calculului predicatelor sint aplicabile in orice domeniu al
matematicii) ; singurul lucru pe care il presupunem este cd universul
discursului contine elemente. In paragraful de fati nu prezentim
decit unele rudimente ale calculului predicatelor, strict necesare ra-
tionamentului corect in matematici.

2.2. Cuantif icatori

Firi exagerare putem afirma ci procesul de cuantificare este tipul
de cirimidi din care este construit edificiul calculului predicatelor si
deci intreaga matematicd; prin urmare este absolut indispensabil si
stim si minuim fird gres cuantificatorii.

Procesul de cuantificare este trecerea de la o functie propozifionald
p(x) la propozitia (V) p(x) (citit: ,oricare ar fi «x, p(x)¢), sau de
la p(x) la propozitia (%) p(x) (citit: ,existd un x astfel incit p(x)“),
sau de la functia propozitionald ¢(x, y) la predicatul (Vx) ¢(x, y) sau la
predicatul (V) ¢(¥, y) sau la functia propozitionald (3x) q(x, y) sau
la predicatul (3y) (¥, ¥), sau de la predicatul 7(x, y, 2) la ... etc. Sd ve-
dem ce inseamnd aceasta.

(Vx) p(x) este o propozitie adeviratd atunci cind orice element %
din universul discursului satisface proprietatea p(x) si falsi in cazul
contrar (adici atunci cind existi un #, in universul discursului astfel
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incit p(x,) este falsd). (3x) p(x) este o propozitie adeviraty atunci cind
existi cel putin un element x, in universul discursului astfel incit
b(%) sé fie adevirati, iar in cazul contrar (adici atunci cind nici un
element x din universul discursului nu satisface proprietatea P(x))
(3x) p(x) este falsd. Observim ci (Vx) p(x) si (3x)p(x) sint propozitii
~constante®, din familia celor studiate in §1

De exemplu, fie mulfimea numerelor reale ca univers al discursului
si sd considerim in rolul lui p(x) functia propozitionali ,x -+ 2 = 0%,
Prin cuantificare obtinem doud propozitii de tipul celor studiate in
§1, si anume: ,(Vx)x 4- 2 = 0“, care este falsi si ,,(3x) x + 2 = 0“.
care este adeviratd (universul discursului a fost subinteles in cele doud
propozitii).

Fie acum ¢(x,y) un predicat binar. Atunci (Vx)g(¥,y) este un pre-
dicat unar depinzind de variabile y si definit in modul urmitor. Fie
Yo © Vvaloare oarecare din universul discursului dati variabilei y; atunci
predicatul unar (V=) ¢(%, y) asociazi valorii y, propozitia (YZ)g(#, ,)
(care este o propozitie ,constanti”). De exemplu, cu acelasi univers
al discursului ca mai sus, fie g(x,y) predicatul binar ,x - y = 5"
Atunci (V) g(x,y) este functia propozitionald urmitoare de variabilay:
»(V%) %+ y =5“. Acest predicat unar asociazi Ihui y = 7,5 pro-
pozitia , (V%) % -4 7,5 =0, asociazd lui y = — 3, propozitia ,, (Vx)
% — 3 = 0“ etc.; toate aceste propozitii sint false. Tot asa, ,(3%) x +
+ y = 5" este un predicat unar in variabila y; el asociazi lui y =
= 7,5 propozitia adevirati , (3x) x 4 7,5 = 5 etc. S4 mai luim un
exemplu: plecind de la predicatul binar ,,x 4 2 = 0“ se obtine functia
propozitionald ,(3y) % + y2 = 0“ care depinde de variabila «x; pen-
tru o valoare fixati %, a variabilei x se ob{ine propozitia ,(3y) %, +
+ ¥® = 0%, care este adevirati daci x < O si este falsi dacd x, > 0.

n cele ce urmeazi vom folosi urmitoarele denumiri. In fiecare din
propozitiile (Vx)p(x), (3x)p(x) si in fiecare din predicatele (V#) ¢(x, ¥),
(3%) g(x,y) etc., se spune ci variabila x este cuantificati, sau legatd,
sau aparentd; la fel pentru variabila y din predicatele (Vy)q(x, y),
) g(x, y) etc. In predicatele (vx)q(x, ) si (3 x)g(x, ) se spune cd va-
riabila y este liberd sau reald; la fel pentru variabila # din predicatele
(Vy) 9(x,3), @y)q(x,y) etc. Aceste denumiri sint justificate prin faptul
cd o expresie de tipul celor de mai sus este o functie de variabilele li-
bere; cind dim variabilelor libere valori din universul discursului,
obtinem o propozitie care depinde de modul cum am ales valorile varia-
bilelor libere, asa cum s-a vizut in exemplele de mai sus. Pe de alti
parte, aceste propozifii , constante” obtinute prin fixarea variabilelor
libere, nu mai depind de nici o variabild, desi sint exprimate cu
ajutorul unor simboluri pe care le numim variabile cuantificate:
»(V%) x— 3 = 0“ etc.
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Formulele pe care le scriem in calculul predicatelor sint fie predi-
cate, fie obfinute din predicate cu ajutorul functorilor logici 1, &,
V, >si cu ajutorul cuantificatorilor V, 3. In scrierea functiilor pro-
pozitionale trebuie respectati o reguli fundamentald si anume ci
intr-o formuld orice variabild liberd trebuie notatd diferit de orice varia-
bild legatd. Atunci cind din predicate mai simple, care respectd regula
de mai sus, alcituim noi predicate prin compunere cu ajutorul func-
torilor logici, trebuie si avem grija ca noile predicate si respecte si
ele regula fundamentali. Deci aici rezultd regula ci dacd P st Q sint
predicate astfel incit nici o variabild liberd din P nu apare legatd in Q
st nict o variabild legatd din P nu apare Liberd in Q, atunci P &Q, PV
V Q, P »Q sint de asemenea predicate. Trecerea de la P la 1P nu
este legati de nici o restricfie. Mai adoptim de asemenea conventia
conform cireia cuantificatorii V, 3 leagd mai tare decit functorii &,
V, ->, ceea ce conduce la suprimarea de paranteze.

De exemplu, si considerdim predicatele p(x,y), g(*.y), 7(¥.?)
in care variabilele sint libere. Atunci (Vx)p(x,5), 3%)q(x, %), @y)e(#, y)
sint noi predicate din care putem forma mai departe predicatele
(Vx)p(%,5) & Ax)q(x, 3), (Y2)p(%,¥) V @x)q(%, ), (Yx)p(%, ¥) >(3%)q(%, 3),
(Vx) p(%, 9) & 7(y, 2), (V%) p(%, 9) V7(3, 2), (V%) p(%, 9) >7(3, ),
(V)b (x,5) & @2)7(y, ), (V) 2(%, 9]V @) 7(9,2), (V) (%, ) > (32) 7(3,2);
schimbind cuantificatorii V, 3 in toate felurile, obtinem noi exemple.
Regula enuntati mai sus a fost respectati, deoarece variabila x legati
in prima functie propozitionald nu apare liberi in a doua, iar variabila
v liberd din primul predicat nu apare legati in a doua. Mai observim
cd in exemplele de mai sus a fost aplicati si conventia de suprimare
a parantezelor, astfel incit nu a fost nevoie si scriem ((Vx)p(x,y)) &
& ((3%) (%, %)), (V=) p(%,9) V (3%) qix,9)) etc. Pe de alti parte,
(Vx) (%, ¥) & (3y) ¢(#, ¥) nu este un predicat, deoarece variabila y apare
liberd in primul predicat si legati in a doua; cititorul poate alcitui
singur alte exemple asemdnitoare de ne-predicate.

Cititorul isi va putea fixa pe deplin aceste reguli pe parcurs, pe mi-
sura aplicdrii lor in mod curent in matematici. Este adevirat insd
ci de multe ori nu scriem toate formulele matematice in limbajul calcu-
Iului predicatelor, ci folosim si cuvinte din limba obisnuitd: , 5%, ,,saun”,
wimplicd”, ,oricare ar fi.."”, ,existd... astfel incit...” etc. Mai mult,
adeseori cuantificatorul universal este omis din text, el fiind subin-
teles. De exemplu, atunci cind scriem diverse identititi (fie ele axiome

sau teoreme), notim doar * + y =y + %, (¥ +¥) +z2=2 4+ (¥ + 2)

etc., si subinfelegem, ,oricare ar fi x, vy, 2. Asemenea derogiri de la.

formalismul calculului predicatelor vor apirea si in capitolele urmi-
toare ale acestei cirti.

18



2.3. Proprietiti

Am vorbit pini acum despre notatii. Trecind la fondul teoriei,
primul lucru pe care este natural si-1 facem este si adoptim o defi-
nitie a echivalentei predicatelor. In mod cu totul firesc, dous predicate
p(x,9,2..) sl q(x,9,2,..) se vor zice echivalente, daci oricum am alege
valorile variabilelor in universul discursului, cele doui propozitii
astfel obfinute sint echivalente. Pentru echivalenta predicatelor vom
folosi tot semnul ¢ .

Rezultd imediat din aceastd definitie ¢i toate proprietitile stabilite
in 1.2 relativ la echivalenta propozifiilor se extind imediat la cazul
functiilor propozitionale. Astfel, avem

2%y,2,..)Vqx,9,2,..)& q9(%,9,2,.. )V p(x,3,2,..)

etc. Vom stabili mai jos unele proprietdti de un tip nou, specifice calcu-
lului predicatelor.
In primul rind vom semnala proprietitile fundamentale

(22) 1(V#) p(x) & (3x) Tp(x),
(23) 13#) () @ (V2) 1p(%).

Exprimatd in cuvinte, echivalenta (22) afirmi adevirul evident ci:
faptul cd nu orice individ x (din universul discursului) satisface pro-
prietatea p(x) este adevirat daci si numai daci existi un individ »
(in universul discursului) care satisface proprictatea p(x). In mod
analog se citeste si echivalsnta (23). De altfel, proprietatea (23)se
poate deduce din (22) folosind §i metodele din § 1. Intr-adevir, (22)
este adeviratd pentru orice predicat p(x); ea va fi adevirati si pentru
predicatul 1p(x), adicd

(22.1) T(Vx) 1p(x) & (3x) 11p(%).
Pe de alti parte, cum TIp(x) & p(x), este clar ci
(22.2) (3x) 12(%) © (37) p(#),
iar din (22.1) §i (22.2) rezulti prin tranzitivitate
(22.3) 1 (V) 1p(x) & (3x) p().
Mai departe, cum « ¢ B implici T ¢ 18, din (22.3) deducem
(22.4) (V) 1p(x) & 13x) p(x).
Pe de altd parte, folosind din nou & & Tl«, avem
(22.5) (Vx) 1p(%) @ T1(Vx) 1p(%),
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far din (22.5) §i (22.4) rezulti prin tranzitivitate
(22.6) (V) 1p(x) ©13%) H(2),

de unde, prin simetrie obfinem (23).
Dim in continuare alte proprietdfi

(24) (vV2)p (%) = @%) ().

(25) (Va) (6(x) — g12)) = (V8) p(2) = (V%) g(#),
(26) (V2) (p(%) > 4(2)) = @) p(x) - (3x) g(=),
(27) (V) p(x) V (V%) g(x) = (V) (6(2) V ¢(2)),
(28) (V) (p() V 4() = (V%) p(x) V @2) g(),
(29) (32) p(x) — (32) 4(x) = @) (B() > ¢(4)),
(30)) (35) (%) V (V1) g(#) = @7) (p(2) V ¢(x),
(31) (V1) (6(2) & g(%)) & (¥2) p(x) & (V) g(),
(32) (31) (p(%) V g(#)) © @x) p(x) V @) g(2).

S4 demonstrim, de exemplu, proprietatea (29). Fiind vorba despre
o implicatie «=> B, vom presupune propozitia (3x) p(x) — (3x) g(x)
adevirati si va trebui si demonstrdm cd propozitia (3x) (p(¥) >
- g(x)) este adevirati. Pentru aceasta distingem doud cazuri, dupd
cum este adevirati propozitia (3x) p(x) sau propozifia 1(3x) p(x).
Daci (3#)p(»), cum am presupus ci (3x) p(x) — (3%) g(x), rezulti cd
(3%) ¢(»). Fie atunci x, un individ din_ universul discursului pentru
care q(x,) este adevirati. Rezulti ci si propozitia p(%)—> q(x,) este
adevirati, indiferent de valoarea lui p(x,). Prin urmare (3%) (p(x) >
- g(#)). Al doilea caz posibil este 1(3x) p(x). Rezultd atunci din (23)
<3 (Vx) 1p(x). Altfel spus, pentru orice x din universul discursului
este adevdrat 1p(x); dar atunci este adevirat si p(x) — g(). Asadar
(Vx) (p(x) - q\x)). Aplicind (24), rezultd (Ix) (p(x) — g(%)).

Demonstrarea celorlalte propozitii este lisatd pe seama cititorului.

Se poate arita, prin contraexemple, ci pentru nici una din implica~
tiile (24) — (30) nu este adeviratd implicajia contrard. De exemplu,
pentru (29) si aritim ci (3x) (p(x) — g(x)) nu implicd (3x) p(x) -
~» (3x) g(x). Daci, de pildd, universul discursului este multimea nume-
relor intregi, p(x) este ,x < 0“ iar g(x) este ,, x =", atunci p( 1) este falsd,
deci p(1) — g(1) este adevirati, deci (3%) (p(¥) - g(»)) este adeviratd.
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In schimb (3) p(x) - (3%) g(») este falsi (deoarece (Ix)p(x) este ade-
vidrati iar (3x)g(x) este falsd). Mai general, obtinem o intreagi clasi
de contraexemple la reciproca lui (29), luind drept p(x) un predicat
astfel incit (3x) p(x) si (3x) 1p(#), iar g(x) un predicat totdeauna fals.

Cititorul este indemnat sd gdseascd diverse contraexemple si pentru
reciprocele celorlalte implicatii (24) — (30).

Semnaldm in continuare proprietitile importante de comutativitate
a cuantificatorilor de acelasi fel, adicd

(33) (V%) (V) (%, 9) & (Vy) (V) p(%,5),
(34) 3x) @) 2%, 3) & 3y) @x) p(x, ).

a cdror justificare este imediatd si care se generalizeazi usor la # cuan-
tificatori de acelasi fel. In ceea ce priveste cuantificatorii diferiti,
avem

(35) ’ (3x) (Vy) £(%,5) = (Vy) (3%) p(%, y).

Intr-adevir si presupunem ci (I%) (Vy) p(»,y). Fie atunci x, un
element din universul discursului astfel incit (Vy)p(%,y). Inseamni
ci (Vy) @x)p(x,y) §i anume pentru orice y existd cu siguran{d ele-
mentul x, pentru care avem p(x,,y). Reciproca implicatiei (35) nu este
adeviratd. De exemplu, si ne referim din nou la numerele intregi si
sd luim drept p(x, v) predicatul ,x + y = 0“. Atunci propozitia (Vy)
(3x) x 4+ y = 0 este adevdratd (ne spune ci orice numdr y are un
opus la adunare), pe rind propozitia (3x) (Vy) x + y = 0 este falsd
(nu existd nici un numir x care, adunat cu orice numdr y, si dea 0).

Implicatiile cu care am lucrat mai sus erau implicatii intre propo-
zitii constante, in sensul § 1. In matematici avem insi nevoie si de
conceptul de implicatie intre functii propozitionale. Va fi suficient si
il definim pentru predicate unare, extinderea definitiei la predicate
de oricite variabile fiind imediati.

Fie p(x) si ¢(x) doud predicate unare. Vom spune ci p(x) implicd
g(x) si vom scrie

(36) (%) = ¢(»)
dacd este adeviratd propozitia
(37) (Vx) (p1%) > g()).

Nu exagerim prea mult dacd spunem ci intreaga matematicd revine
la a demonstra implicatii de tipul (37),sau (Vx) (p(x,y) — g(x, y)) sau
altele aseminitoare. De exemplu, teorema , bisectoarele unui triunghi
sint concurente” este de forma (Vx) (Vy) (V2) (p(%, 9, 2) — q(%,5,2)),
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unde am notat cu p(#,y,2) predicatul ,%,y,z sint bisectoarele unui
triunghi®, iar cu g(, v, 2) predicatul ,x,y,z sint concurente®. Asemenea
exemple se pot da cu multd usurintd.

De multe ori o demonstratie se face prin reducere la absurd (vezi §i
comentariul la teorema 1.3.6). Este prin urmare absolut necesar si
stim si negim (36), adici si negim (37). Dar, folosind (22), vedem
ci negatia propozifiei (37) este

3x) 1 (p(x) > g(x)),
ceea ce, in virtutea observatiei 1.3.4, este echivalent cu
(38) (3x) p(x) & g(x).

in legituri cu aceasta cititorul este ficut atent si evite o gregeald
destul de frecventi: pentru a nega (36) nu este suficient si scriem
premisa adevirati si concluzia falsd, p(x) & 1¢(¥), ci trebuie s3 t{inem
seama ci se schimbd si cuantificatorul: din V, subinteles in (36), de-
vine 3, explicit in (38). Pentru a nega implicatia (36), trebuie si aritim
ci existd un individ x care ,neagi sigeati”, adici pentru care
avem p(x) §i totusi Ig(x). Existenta unui asemenea x se probeazd pur
si simplu dind un exemplu concret de element x, cu proprietiile p(xy) &
& g(x,). In acest caz zicem ci am dat un contraexemplu la implica-
tia (36).

In concluzia acestui capitol al cirtii, cititorul este indemnat si con-
frunte tot timpul rationamentele pe care le va intilni pe parcursul
studiilor sale matematice cu principiile generale schitate aici, insu-
sindu-si astfel deprinderea de a rationa corect.

2.4. Exercitii

Completati demonstratiile lisate in seama cititorului.
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Capitolul IT
Teoria naiva a multimilor

§ 1. Notiuni elementare

1.1. Multimi. Apartenenti. Egalitatea multimilor.
Multimea vida

In teoria naivd a mulfimilor, ca- si in unele teorii axiomatice ale
multimilor, ideea de mulfime este considerati ca o notfiune primari,
fapt pentru care nu se dia o definitie. Vom intelege multimea ca pe o
colectie de obiecte, fird a avea insi pretentia ci prin aceasta am dat
o definitie. Nu vom face nici o precizare in privinta naturii obiectelor
din care sint formate mulfimile. Menfionim urmitoarele exemple:
multimea numerelor naturale (notati N), multimea numerelor intregi
(Z), multimea numerelor rationale ({)), multimea numerelor reale (R)
si multimea numerelor complexe (C).

Daci a se gdseste printre obiectele care formeazd multimea 4 vom
spune ci a este un element al multimii 4, siu ci a aparfine multimii 4,
sau ci mul{imea A confine elementul @ §i vom nota acest fapt
prin:

acA
unde ,,&“ este semnul zelaties de apartenentd. Relatia de apartenentd

este un exemplu de predicat binar.
Negatia propozitiei 2 € 4 o vom scrie

agd

si vom citi: @ nu este un element al mulf{imii 4 sau & nu apar{ine mul-
timii 4. Folosind simbolurile logice putem scrie agd &1 (as4),
sau folosind principiul dublei negatii ac4 & 1 (ae 4).
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Mentionim urmétoarele exemple de propozifii adevirate:
IEN: - IEN; - IEZy O,SEZ, 0,3€Q, VZ—EQ:
J2€R, 2+ieR, 1 —ieC,

1.1.1, Definifie. Vom spune cd mulfimile 4 si B sint egale si vom
scrie A = B daci ele sint formate din aceleasi elemente.
In simboluri:

4 = B (V2)(zed & zeB).

Din definitia egalitdtii multimilor rezulti ci din egalitatea a doui
multimi (4 = B) si din faptul ci a aparfine uneia din mulf{imi (de
exemplu a € A4) putem deduce cd a apartine si celeilalte mulfimi (¢ € B).

Egalitatea este un exemplu de predicat binar.

Observam cid pentru a demonstra egalitatea multimilor 4 si B este
suficient si ardtidm cd sint adevirate propozitiile

(Vz) (€4 — z€ B) si (V2) (€ B — z€ 4),
adicd
264 = zeB si zE€B = z2e4.
Negatia propozitiei 4 = B o vom nota A4 == B, adici
A+ B4 = B)
sau
4 =B& 14 + B).

In cele ce urmeazi, vom demonstra diverse proprietiti ale mul-
timilor, multe din aceste proprietiti purtind cite un nume. Pentru a
nu lungi textul, aceste denumiri nu sint introduse prin definitii sepa-
rate, ci sint incorporate in enunturile propozitiilor. Astfel:

1.1.2. Propozifie. Egalitatea multimilor are proprietitile:

a) Reflexivitate: A = A pentru orice multime A.

b) Simetrie: A = B= B= A oricare ar fi multimile 4 si B.

c) Tranzitivitate: A = B& B=C= A = C oricare ar fi mul-
timile 4, B si C. 4

Demonstrafie. a) Pentru orice z din universul discursului, propo-
zitia z € A - 24 este adcvdratd conform proprietdtii (10) din teo-
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Tema 1.3.6 din capitolul I. Am demonstrat astfel adevirul propozitiei
(Vz) z € A -z € A). Conform cele de-a doua proprietiti (12) din
teorema 1.3.6 din capitolul I, rezultd ci este adevirati si propozitia

(v2) (2€4) — z€A) & (V2) (z€4 - z€ 4),

ceea ce, conform observafiei ficute dupi definitia 1.1.1, inseamni
tocmai cd 4 = 4.

b) Presupunem ci A = B si trebuie si demonstrim B = 4.
Dar ipoteza ficuti inseamni ci z€4 < 2€B si z&€ B zc4; apli-
cind a doua proprietate (1) din teorema 1.2.4 din capitolul I, deducem
cdzeB=oze A si z€ A=2€ B, ceea ce inseamni ci B = A.

¢) Dacdd = BsiB=C,atuncize d =z Bsize Bozec 4
size€B=zeCsizeCo2€B.Dinzecd=z2c Bsize B
z € C deducem, aga cum am vézut in comentariul privind proprietatea
(20) din teorema 1.3.6 din capitolul I, ci z € 4 =5z € C; tn mod analog
se demonstreazd cd z€ C=>ze€ 4, deci 4 =C.

Am condus demonstratia de mai sus in asa fel incit si punem in
eviden{d structura ei logicd, mai mult decit se face de obicei intr-un
text matematic. In demonstratiile care urmeazi vom omite si noi si
detaliem in stilul de mai sus, conformindu-ne standardelor matematice
obisnuite pentru a nu lungi textul.

1.1.3. Definitie. Se numeste multime vidi si se noteazi cu @ mul-
timea care nu contfine nici un element.

Mulfimea vidi este caracterizati prin faptul ci propozitia

(Vx) (x & O)

este adevdrati.
Multimea vidd este acceptati ca multime din motive asemini-
toare cu cele ale acceptirii lui 0 printre numere.

1.2. Incluziune. Incluziune stricti

1.2.1. Definitie. Spunem cd mulfimea A este snclusé in mulfimea
B si scriem A C B cind orice element al multimii 4 este un element
al multimii B.

In simboluri:

ACB& (V) (z€d4d -z B)

unde ,, C “ este semnul relaties de incluziune.
Propozifia 4 C B se mai exprimi si astfel: 4 este o submultime
a lui B sau 4 este o parte a lui B.
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De multe ori in loc de 4 C B scriem B D 4 si citim B snclude A.

Incluziunea este un exemplu de predicat binar.

In unele cazuri pentru a da o imagine intuitivi a notiunilor intro-
duse vom utiliza niste desene in care reprezentim mulfimile prin
regiuni din plan inconjurate de o linie inchisi. De exemplu, faptul ci

multimea A4 este inclusi in multimea B poate fi
reprezentat prin figura 1.2.1.
Observim cd

8
@ A=B&®&ACB&BCA.

Negatia propozifiei 4 C B o vom scrie 4 & B.
in simboluri:

A B&1(4C B).

Tinind cont de proprietatea (22) si observatia 1.3.4 din primul

capitol rezultd cd
AZ B @) (2 A&z ¢ B).

Aceastd echivalentd ne aratd ci pentru a demonstra ci multimea 4
nu este inclusi in multimea B este suficient si aritim existenta unui
element al multimii 4 care nu este element al multimii B.

Pentru exemplificare menfionim urmitoarele afirmatii adevirate:

NCZ.ZEN,ZCQ.QZZYR,RZQ. RCC.CZR.

1.2.2. Propozifie. Incluziunea are proprititile:

a) Reflexivitate: A C A pentru orice mulfime A.

b) Antisimetric: A C B& BC A= A = B oricare ar fi mulfi-
mile 4 si B.

¢) Tranzitivitate: A C B& BC C= A C C oricare ar fi multi-
mile 4, B si C.

Demonstratie. Asemdndtoare cu demonstratia teoremei 1.1.2,

Comparind enunturile propozifiilor 1.1.2 si 1.2.2 observim ci
punctele @) si ¢) diferd numai prin faptul ci in propozitia 1.1.2 apare
semnul egalitédtii, in timp ce in propozitia 1.2.2 in locul semnului ega-
lititii apare semnul incluziunii. Acesta este motivul pentru care pro-
prietdtile respective au un nume comun. Mentionim cd in propozitia
1.1.2 punctul ¢) este vorba despre tranzitivitatea egalititii multi-
milor in timp ce in propozifia 1.2.2 punctul ¢) este vorba despre tran-
zitivitatea incluziunii multimilor.

Evident, putem sd ne intrebdim dacd egalitatea mul{imilor este
antisimetrici, respectiv dacd incluziunea multimilor este simetrici. In
primul caz rispunsul este afirmativ, in cel de-al doilea negativ.

Fig. 1.2.1.
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Intr-adevir, antisimetria egalititii multimilor (4 — B&B = A =)
=> A = B oricare ar fi multimile 4 si B) are loc conform regulei (13)
din teorema 1.3.6 din capitolul I. Mai mult, observim ci aceasti pro-
prietate a egalitdtii nu este interesantd, fapt pentru care nu am men-
tionat-o in propozitia 1.1.2.

Simetria incluziunii ar insemna

AC B= BcCA.

Tinind cont de observatiile ficute la sfirgitul subparagrafului 2.3 din
capitolul I, pentru a demonstra ci incluziunea nu este simetrici este
suficient si dim un contraexemplu. Intr-adevir daci luim 4 = N si
B = Z observim ci y;NC Z) =1 si 9(Z C N) = 0.

1.2.3. Propozigic. Mulfimea vidi este inclusi in orice mulfime.
In simboluri: (v 4) (0 c 4).

Demonstratie. Fie A o mulfime. Observim ci incluziunea @ C 4
este echivalentd prin definitie cu:

(Vx)(x €D —> x € A4).

Propozitia ¥ € @ fiind falsi, lucru ce rezulti din definitia lui @, rezult}
<d implicatia

refd>xc A

este adevdratd, si aceasta pentru orice x.

1.2.4. Definitie. Spunem ci multimea A este strict inclusé in mul-
timea B si scriem 4 (C Bdaci A C B si 4 + B.
In simboluri:

AZCB&®ACB&A+B.
Exemple:
NEZZ,ZE0.0ER, R&C.

1.2.5. Propozitie. Incluziunea stricti are proprietitile:

a) Ireflexivitate: V(A ¢ A).

b) Asimetrie: A G B = 1B G 4).

¢) Tranzitwitate: AGC B & BZ C= A4 C.

Observim cid ireflexivitatea nu este negarea reflexivitifii. Vom
demonstra implicatia

(V=) 1p(x, x) = V%) p(x, )
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care ne arati ci ireflexivitatea este mai tare decit negarea reflexivi-
titii. Intr adevir, plecind de la (Vx)1p(x, %) = (3%) 1p(x, #) i folo-
sind (22) din capitolul I, rezultd implicatia de mai sus. Implicatia reci-
proci este falsi. Cititorul este indemnat si covstruiascd un contra-
exemplu.

Observim ci asimetria nu este negarea simetriei.

Observdm ci antisimetria nu este negatia simetriei.

1.3. Definirea mulgimilor cu ajutorul funtiilor propozitionale

Datd o functie propozitionald p(x) notim prin {x|p(¥)} sau prin
{x/p(x)} multimea formatd din toate obiectele  pentru care p(a) este
adevdratd.

Dati o functie propozitionald p(x) si o mul{ime 4 putem forma
o noui functie propozitionaldi qx) = x € A& p(x). Fie B={x

g(%)}. In acest caz particular vom folosi si notatia B={x € 4
$(x)}. Evident, B este formatd din acele elemente a ale lui 4 pentru
care p(x) este adevidratd, deci B C 4.

Exemple. 1. Daci p(x) este (3v) (y € N& 14-y = ) atunci
{xe NIBp(x)} este multimea numerelor naturale divizibile cu 14.

2. Date un numir finit de obiecte a,,a,,...,a2, vom nota cu
{a,,ay, . . .,a,} muliimea care are ca elemente aceste obiecte si nu
are alte elemente.

Observim ci {a,,ds, . ...a,} = {@,,,_y, - . .,a;} deoarece ordinea in
care apar elementele a,, ..., nu are nici o importanta.
In cazul particular in care unele dintre obiectele a, . . ., a, coincid

intre ele, mulfimea {4,.4,, . ..,4,} are mai putin de # elemente deoarece
aparitia de mai multe ori a unui element este echivalentd cu aparifia
lui o singurd datd, de exemplu {1,5,7,5,1,3, 1} este egald cu mul-
timea {1,5,7,3}.

Detinirea unei mul{imi prin enumerarea elementelor sale este un
caz particular de definire a unei multimi cu ajutorul unei functii propo-
zitionale deoarece {ay,...4,} ={¥/x=a;Vx=aV...Vx=a,}.

Observim ci pentru orice 1€{1, .. .n}, a,€{a, .. .,a,} $i reciproc
a € {a,,. . .,a,} implicd existd ¢ € {1,...,n} asa incit a = a, .

3. Fie a € R. Mulf{imile {x € R/x < a} respectiv {x € R/x>a}
se numesc semidrepte deschise si se noteazi cu (—oo, @) respectiv
(@, + o).

Multimile {x € R/x < a}, respectiv {x € R|» > a} se numesc
semidrepte inchise si se noteazd cu (— oc, aj, respectiv [a,+- o).

4. Fieac Rsibe Rasaincita < b.

Multimea (,0) = {*ER/a<< x & x<< b} se numeste interval deschis.
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o h'Multimea [0, ] ={x € Rla< x& x < b} se numeste interval
chis. :

Multimea [, ) = {*cR/a < x & ¥ < b} sc numeste interval in-
chis la stinga si deschis la dreapta.

Mulfimea (2,8] ={x € Rja <x&x < b} se numegte interval
deschis la stinga si inchis la dreapta.

1.4. Multimea pirtilor unei multimi. Multimi de multimi

Reamintim ci prin parte (submultime) a unei mulfimi intelegem
orice multime B cu proprietatea B C A.

1.4.1. Defunfie. Fie A o mulfime. Mulfimea tuturor multimilor X
ilx)lclt.xse in A se numeste mulf:mea pirplor lui A si se noteazi cu P (4).
eci
P(4) = {X|X C 4).

In simboluri: (v X) (X € @ (4) & X C A).

Vom da citeva exemple:
P©O) ={09},
P({a}) = {9, {4}},
P{ab}) = {D,{a}, {8}, {a, b}}.

Observdm ci elementele lui P(4) sint mulfimi.

1.4.2. Defonitie. Mulfimile ale ciror elemente sint tot mulfimi se
numesc mulfimi de mulfims.

Considerarea mulfimilor de multimi este un fapt foarte frecvent,
iar in unele teorii axiomatice multimile de multimi sint singurele mul-
timi cu care se lucreazi.

Vom da citeva exemple de multimi de multimi care nu sint de

forma (PiA4):
{9}, {0, {9}}}, {{a}, {b,c}}
{0, {0, {9}}}, {L— 1V2], [=, 75), (— 4, + 2)},
{{{9}}. ({9}, {{9}}}, 9}
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1.4.3. Exercitii

a) Si se arate ci P(9) + 9.

Deoarece (P(Q) = {@} rezulti ci trebuie probat ci {0} + O.
Aceste mulfimi nu pot si fie egale deoarece propozitia @ € {9} este
adevirati in timp ce propozitia @ € O este falsd.

b) Si se arate ci {a} = {b}, implicd a = b.

Tntr-adevir, deoarece a & {a}, din egalitatea {a} = {b} rezultd cd
a e {b}, deci @ = b.

¢) Si se arate ci {a} = {b,¢} implicd a =b, b=c si @ = ¢. Deoa-
rece be {b, ¢} din egalitatea {4} = {b,¢} rezultd cd b€ {a}, deci b = a.
La fel se arati ci ¢ — a. Egalitatea = ¢ este o consecin{a a celor doud
egalititi deja probate.

1.5. Critica teoriei naive a multimilor®

Aparitia teoriei naive a multimilor, datoritd lui G. Cantor, la
sfirsitul secolului trecut, a ficut pe multi matematicieni si creadd ci
matematica astfel prezentati a cipidtat un fundament solid. Insi, la
tnceputul secolului nostru s-a observat cd aceasti presupunere a fost
falsi, deoarece a apirut paradoxul lui B. Russell care ne arati ci teoria
naivi a multimilor este contradictorie. Vom discuta in cele ce urmeaza
aceasti antinomie.

Si considerim multimea M = {X|X este o multime} adici mul-
timea tuturor multimilor. Deoarece M este o mul‘ime rezultd ci M
este un element al multimii tuturor multimilor adici M € M. Deci
in teoria naivi a multimilor apar multimi care se contin pe ele insele
ca element. Multimile cu care lucrim obisnuit nu au aceastd proprie-
tate, de exemplu O & O, N & N etc.

Si considerim mul*imea acelor multimi care nu se contin pe ele
fnsele ca element, adicd:

A = {X|X este multime si X & X}.

Ne putem intreba daci propozitia A € A este falsi sau adevidratd?

Si presupunem ci propozitia 4 € 4 este adeviratd. Multimea 4
fiind un element al lui 4, inseamnd ci ea are proprietatea care caracte-
rizeazi toate elementele lui A, adici 4 & A. Contradictia la care am
ajuns ne face si credem cd propozitia 4 € 4 este falsi, adicd propo-
zitia A & A este adevirati. Dar presupunind cd A & A, deocarece 4
este o multime, rezulti ci A are proprietatea care caracterizeazd ele-

* Facultativ.
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mentele lui 4, adici 4 € 4 este adevirati. Deci $i in acest caz am
ajuns la o contradicyie.

Caracterul contradictoriu al teoriei naive a multimilor a dus la
contestarea ei de citre matematicieni, care au creat diferite teorii
axiomatice ale mulfimilor.

Dintre teoriile axiomatice existente mentionim teoria Iui Zermelo-
Fraenkel si teoria lui Godel-Bernays. In aceste teorii, notiunea de mul-
jime are un infeles mai restrins decit cel considerat in acest manual,
fapt ce are drept consecinti necontradiciia teoriilor. Colectii ca cele
de mai sus (M, 4) nu sint multimi in intelesul pe care aceste teorii
il dau notiunii de multime.

Teorille axiomatice ne arati ci constructiile curente ale matema-
ticii, inclusiv cele din acest manual (cu exceptia celei din subparagraful
1.3, pe care chiar Cantor o admitea, cel putin la inceputul muncii sale)
sint necontradictorii.

Teoriile axiomatice sint singurele teorii ale multimilor care pot
forma un fundament solid pentru matematici.

Caracterul naiv al expunerii, abordat in acest manual, este o con-
secin{d a scopului pe care-l urmirim; familiarizarea elevilor cu notiu-
nile utilizate in teoria multimilor. In plus, o tratare axiomatici ar
avea drept consecin{i demonstratii mai complicate, lucru cerut de
rigoarea pe care o impune o astfel de expunere.

1.6. Exerecitii

7) S4 se arate ci:

@) ac A {a}c 4

b)) ACc{a}e@d={@}VA=0

¢) ACB& (VC)(CcA4—->Cc B)

d) ACB& (VC){BCC—»AcC Q)

¢) ACB®AEBVA=B

f) {8,y ={c,d}oa=c&b=dVa=d&b=c.

In legiturd cu ultima implicatie atragem atentia ci in concor-
dantd cu regulile explicate in primul capitol ea trebuie si fie inteleasi
astfel:

(@b} ={e.d) = (e=&B=2)V(e=d) & ®=0)
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In paragrafele urmitoare astfel de omiteri de paranteze vor fi

utilizate in mod curent.
2) Si se scrie functia propozitionald care caracterizeazd mul{imea

numerelor:
a) intregi care se divid prin 7,
b) naturale ca submultime a multimii numerelor intregi,
¢) rationale ca submultime a multimii numerelor reale.
3) Sa se arate cd:

a) {8} € P(A)Gac 4.

b) {ab} e PA)ac A&be A.

¢) A C B&P(4) C P(B).

4) S se arate cd:

a) PP(9)) = {9, {9}}

b) P(P{a}) = {9, {2}, {{a}}. {9.{9}}}

¢) P(P({a 0}) = {8, {9}, {{a}}. {{8}}, {{a, B}}, (0. {4},
(0, (83}, {9, {a, B}}, {{a}, (83}, {{a}, {a. 0}}, {8}, {@. B}, {@. {a}, (1,
{9, {a}, {a. )}, (@, &}, {a, B}} {{a}, 18}, {a, B}, {0, {a}, {O}. {&. B}}}.

5) Presupunind ci mul{imea 4 are # elemente, si se arate cd
multimea (P(A) are 2" elemente.

§ 2. Operatii cu multimi

2.1. Reuniunea

2.1.1. Definifie. Date doud multimi A si B, numim reuniunea lor
si o notim prin A4 (J B, mulfimea care confine acele elemente si numat
acelea care apartin cel putin uneia dintre multimile 4 sau B.

in simboluri:
re€AUB & x€4AVxeB

Multimea hagurati din figura 2.1.1 reprezintd pe Al B.
Exemple:

{1,3,5 U {1,7,9 ={1,3,5,7.9. NU Z=Z.
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2.1.2. Propozitie. Reuniunea a doui mul-
timi include fiecare dintre termenii reuniumi.
In simboluri:

AcAUB, BcCA4UB.

Demonstragie. Fie x € A. Deoarece x € A =
Fig. 2.1.1. =>x€AVxe& Brezulti ci x€ AU B.

2.1.3. Propozitie. Dacd o multime include ambii termeni ai reuniunii,
atunci ea inclvde reuniunea.
In simboluri:

COA&CODB=COHA( B.

Demonstragie. Daci x € A |J B atunci x € 4 sau x € B. Dacit
¥ € A, deoarece 4 C C rezulti ci x  C. Daci x € B, deoarece
B C C,rezulticd x € C. Deciinambele cazurix € C,adicid J B C C.

2.1.4. Propozitie. Reuniunea este comulativd.
In simboluri:

AUB=By 4.

Demonstragie. Si probdm ci A (J BC B 4. Fie x € A B,
adici x € AV x € B. Deoarece

¥xedVxe B=>xe€ BVxe 4 (vezi (1) din cap. I)

rezultd ¢d x € BVxy € 4, deci x € B |J 4. Schimbind rolurile lui A
si B, rezulti si B(JAcC A | B.

2.1.5. Propozitie. Reuniunea este asociativd.

In simboluri:
AUuBUC=4U (BUDC).

Demonstragie. Si probim incluziunea (4 B) JCcC 4 U
U C). Din propozitia 2.1.2 rezultici Ac Ay (BYUC) si B
C A U (B U C). Utilizind din nou propozitia 2.1.2 rezulti B C
U Csi C < B | C. Folosind tranzitivitatea incluziunii, din B B |J C
siBUCc A4 U (BUC) deducem BC 4 Y (B C). Aseminitor
obtinemC C 4 (J (B U C). Cu propozitia 2.1.3dind c 4 |J (B C)
siBC AU (BUC) deducem Ay BC 4 U (B U C). Utilizind si
incluziunea C < 4 J (B U C) si refolosind propozitia 2.1.3, deducem
AUB)UCCc AU (BU C). Schimbind rolurile lui 4 si C si folo-
sind comutativitatea, rezultisi4 Y (BU C)c (4 U B) U C.

Cititorul este indemnat si dea o noui demonstratie lucrind cu
elemente si folosind (2) din cap. I.

(BU
cc
U
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2.1.6. Propozitie. Reuniunea este idempotentd.
In simboluri:

Ay 4=A.

2.1.7. Propozifie. Multimea vidd are rol de element neutru fati de
reuniune.
In simboluri:

AUG=0U4d=A4A.

Demonstratie. Vom proba numai egalitatea 4 |J @ = 4, intrucit
pentru a deduce cealaltd cgalitate va fi suficient sa aplicim comuta-
tivitatea reuniunii (2.1.4). Deoarece incluziunea A C 4 |y @ este o
consecinti a propozitiei 2.1.2, rezultd cd este suficient si probam ci
AUy9dc A Fiexe A 9 adici xe AV x & @. Deoarece x € @
este falsd rezultd cd x € 4.

2.1.8. Propozitie.
ACcB&®A| B=B.

Demonstratie. Vom incepe cu 4 | B=B=4 C B. Din 2.1.2
rezulti ¢ A C A Y B. Deci presupunind 4 |y B = B, deducem
4 cC B.

Reciproc, si presupunem 4 C B. Deoarece B C B, utilizind pro-
pozitia 2.1.3 rezulti ci 4 |J B C B. Incluziunea contrartd, BC A | B
rezultd din 2.1.2, deci 4 |y B = B.

2.1.9. Propozijie. Reuniunea este izofond (crescdfoare) in ambele
argumente. ‘
In simboluri:

AcB&CcD=4yCcBUD.

Demonstrayie. Decarece B By D (2.1.2) si deoarece 4 C B
din ipotezi, din tranzitivitatea incluziunii rezulti cd A c B | D.
Analog se arati ¢ C — B (J D. Utilizind propozitia 2.1.3, rezultd cd
AyCcBUyYD.

2.2. Intersectia

2.2.1. Definitie. Fiind date doud multimi. 4 si B, numim nlersectia
Ior si 0 notim prin 4 N B, multimea care confine acele elemente si
numai acelea care apartin atit lui A4, cit si lui B.
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in simboluri:

x€ANB®xrxcAd&xc B.

Multimea hasurati din figura 2.2.1 reprezinti pe 4 N B.
Exemple:

{(L3,5}N{L.3, 7} ={,3,RNQ=0,(0, +0) N Z =N.

2.2.2. Propozitie. Intersectia a doud multimi
este inclusi in fiecare dintre termenii intersectiei.
In simboluri:
ANBcCA, 4N Bc B.
Demonstratie. Fie x € A N B, adici x
€ A& xc B.Decarece x € A& x€ B= %
€ Arezulti cd x € 4,deci 4 N BC A. Fig. 2.2.1.

2.2.3. Propozitie. Daci o multime este inclusi in fiecare termen
al intersectiei, atunci ea este inclusd in intersectie.
In simboluri:

CCcA&CcB=Cc 4N B.

Demonstratie. Fie a € C. Deoarece C < A rezulti ci a € A. Deoa-
rece C C Brezulticiae B.Dina € Asia € Brezulticia s A N B,
deci CC 4 N B.

Este ugor de vizut cd demonstratiile nu diferi mult de cele de la
reuniune, fapt pentru care vom enunta o seric de proprietiti, a ciror
demonstratie este ceruti ca exercitiu.

2.2.4. Propozitie. Intersectia este comutativd.
In simboluri:

ANB=BnA4

2.2.5. Propozfre. Intersectia este asociativd.
In simboluri:
ANBNC=4nBnC)
2.2.6. Propozitie. Intersectia este idempotentd.
In simboluri:
AN A4=A.
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2.2.7. Propozitie. Mulfimea vidd are rol de anulator fati de intersectie,
In simboluri:

ANG=0nN4=0.

2.2.8. Propozitie.
ACB&®AN B=A.

2.2.9. Propozitie. Intersecfia este izotond in ambele argumente.
In simboluri:

AcB&CcD=4NCcBND.
2.2.10. Propozigie. (Proprietitile de absorfie).
a) ANAUB)=4
by AU4dNn B)=4.

Demonstragie. Vom proba numai a doua egalitate. Deoarece
4 N Bc A (propozitia 2.2.2), aplicind propozifia 2.1.8 rezultd ci

(AN B) Y4 =4, din care ob{inem egalitatea cerutd folosind comu-
tativitatea.

Cititorul este indemnat si dea o noud demonstratie lucrind cu
elemente si folosind (3) din cap. I.
Tot sub numele de absortie ne vom referi si la egalititile:

(AuBN4d=4, ANBUA=4,
ANBUA) =4, AU BN4=4,
BUANA=4, BnAHy4d=4
care se obtin din cele de mai sus prin comutativitate.

2.2.11. Propozigie. Intersectia este distributivd fati de reuniune,
In simboluri:

@) ANMBUC=ANBUEANIC
yBUCONA=(BN4UICNA.

Demonstratie. Vom demonstra numai prima egalitate, deoarece a
doua se obtine din prima prin comutativitate.
Vom incepe cu demonstrarea incluziunii:

AnNBuUMdncc4dn(BUCOL).
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Deoarece A — A (reflexivitatea incluziunii) si B B |J C (propozi-
tia 2.1.2) din proprietatea de izotonie a intersectiei (2.2.9) rezultd ci
ANBcCcAN(BUSEC). Analogse araticdi 4 N cc 4 nNi(BU Q).
Pentru a obtine incluziunea cerutd este suficient si aplicim propozi-
tia 2.1.3 ultimilor doui incluziuni.

S4 aridtim cd avem si:

ANBUCGcHANBUMANI.

FiexeANBUC)adicixed si xeB|JC. Dar xe ByyC
este echivalenti cu x € Bsau x € C. Daci x € B, deoarece avem si
xe Arezultdi ¢d x€ AN B, decixe (AN B)U (4N C). Dacd
% € C, deoarece avem si x € 4 rezultd ¢ x€ AN C, deci x €

€4dnBUMENC).

2.2.12. Propozijre. Reuniunea este distributivd fatd de intersectie.
In simboluri:

a) AUBNCO=AUBNMAUCI
b) BNOUA=(BUA)NI(CUA).

Demonstrafie. Vom demonstra numai prima egalitate. Aplicind
propozifia 2.2.11 in membrul drept obtinem (A U B)N (4 U C) =
=4 U B N4 U (4 U B)N C). Folosindin prima parantezi ab-
sorbtia si in a doua distributivitatea intersectiei fatd de reuniune
obtinem

MduBNEAUO=4U((4dnUBNIO.

Folosind asociativitatea reuniunii §i apoi absorbtia, obtinem

MAUBNMAUCO=404NONUBNCO=4U(BnNC0).

In legiturd cu propozitiile 2.2.11 §i 2.2.12 vom iace citeva obser-
vatii. Ambele propozitii pot fi demonstrate lucrind cu elemente si folo-
sind (5) din cap. I. Propozitia 2.2.12 poate fi probati folosind o demon-
stratie care seamini cu cea datd propozitiei 2.2.11. Considerind propo-
zitia 2.2.12 demonstrati, putem da propozitiei 2.2.11 o demonstratie
aseminitoare cu cea folositd pentru a demonstra 2.2.12. Citiiorul este
rugat si facd aceste variante de demonstratie.

2.2.13. Defimpie. Multimile A si B se numesc disjuncie daca
A N B= 0 (fig. 2.2.2).

Cu alte cuvinte doui multimi sint disjuncte atunci $i numai atunci
cind ele nu au nici un element comun.
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2.3, Diferenta

2.3.1. Definipre. Date doud mul-
fimi 4 si B, numim diferenia lor
si onotim prin A\ Bsau 4 — B,
multimea care confine acele elemente
ale lui 4 care nu se gisesc in B si

Iig. 2.2.2 .
numai acestea.

In simboluri:
xeA\B&®xcA&xe B
Multimea haguratd (fig. 2.3.1) reprezintd pe A\ B.

2.3.2. Lemd. Diferenta a doud mulfimi este inclusi in prima mulfime.
In simboluri:

AN\ B C A.

2.3.3. Propoupre. A |J (B\4) =4 | B.

Demonstrapre. Deoarece B\ A C B, din propiietatea de izotonie
a reuniunii rezultd cd 4 |J (B\4)cC 4 Uy B.

Reciproc, fie x€ A (J B, adicd x € 4 sau x € B. Dacix s 4
atunci x € 4 |J (B\4). Daci x & 4 atunci x € B, deci x €B\ 4,
deci x € A |J(B\4). Deoarece in ambele cazuri am obtinut x
€ AU (B\4) rezulti ci A Y BC 4 |J (B\4).

Ultima propozitie ne aratd cd diferenfa multimilor nu este operatia
inversd reuniunii mul{imilor. Acest exemplu, ca si proprietatea de idem-
potentd a reuniunii si intersectiei ne arati ci proprietitile operatiilor
cu multimi sint diferite de proprietitile operatiilor cu numere. Desi
cele doud feluri de operatii au multe proprietiti comune, nu avem
nici un motiv de a admite firi
demonstratie o anumiti proprietate
pentru mul{imi numai pentru motivul
cd ca a fost demonstrati pentru nu-
mere.

2.3.4. Propozitie.
(ANB)\C=(A\ O\ B=4A\ (B ().
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Demonstragie. Din sirul de echivalente x € (AN\B)\C &
©rcA\B&re (e (rcd&xeg B)&reCrcd&(xe
e B&xe(C)rcd&(l(x»eB)&l1xe())xecd&l(xe
€eBVxe(C)@rxed&1(xe BU C)® x € A\ (B U C)rezultd cd
ANBNC = AN(B U O). g -

in aceasti egalitate si comutativitatea reuniunii rezulti ci

(ANCN\B = A\ (C UB) =4A\(B U Q).
2.3.5. Propozitie
a) AN(B U C) = (AN\B) N (4\0),
b) AN(B N C) = (A\B) U (4A\0).

Demonstratie. Vom demonstra numai prima egalitate, formind ca
si in demonstratia precedentd un sir de echivalente:
reANBUCO®@red&1(xeBUC)@rxed&1(x
EBVxe()®(rxcd&xec4)& xeB&l1(xe ())& (xc
€d&xe B&(rcd& xe2(C)@rxcA\B& reA\Cre
€(AN\B) N (AN\C)

2.3.6. Propozifie

(@) (4 U BINC = (AN\CQ) U (B\Q),
b) (4 N BINC = (4\C) N (B\O).

Demonstragie. Vom proba numai prima egalitate:
x€AUB\C®rscAUB&xeCxcAVreB) & x
gCexcd&re C)V(xe B&rxe C)rv e ANCV2eB\(C&
® x e AN\C) U (B\C)-

2.3.7. Observatie

ANG =4, o\4 =0, ANA = 9.

2.4. Diferenta simetricd

2.4.1. Definigie. Multimea 4 A B = (AN\ B) U (B\ 4) se numeste
diferenta simetricd a multimilor 4 si B.
Multimea hasuratd reprezintd AAB (fig. 2.4.1).

2.4.2. Lemd
xcAAB&xc A& xe BVxe B&x e A.
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Demonstratie. Echivalenta
*€ AAB® x e (A\B) U (B\4)
rezultd din definitic. Din definitia re-
uniunii, obtinem
¥ €(ANB) U (B\4)®x € A\BV
Vxe B\ 4.

Folosind definitia diferentei obtinem:
reAN\BercA&xea B,
rEB\4d@xcB&re A

Aplicind teoremele 1.2.5 i 1.2.3 din primul capitol deducem echi-
valenta din lemd.

Lema ne aratd cd un clement apartine diferentei simetrice a dous
mulfimi dacd $i numai daci acest element apartine uneia dintre cele
doud mul,imi fird si aparfind si celeilalte.

2.4.3. Propozitie. Diferenta simetrici este comulativd.
In simboluri:

AAB=BAA.

Demonstratie.

4AB=(A\B) U (B\4) = (B\A4) U (A\B) = BA 4.

2.4.4. Propozitie. Diferenta simetrici este asociativd.
In simboluri:

(AAB)AC=AA(BAC).

Demonstratie. Deoarece (A AB)AC = ((4 A B)\C) U (C\(4 A B))
rezultd ¢i x & (A A B) A C daci si numai dacd x (4 A B)\C sau
¥ € C\ (4 A B). Si analizidm pe rind cele doui cazuri:

Observim cd x € (4 A B)\C, daci si numai daci x € 4 A B si
x & C. Tinind cont de lema 2.4.2, rezulti ci x € (4 A B)\ C daci
si numai dacd

a) xcAsixeg Bsi xe C
sau
b)xeBsixg dsixeC.
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Observimcd x € C\ (4 A B) daci si numai daci x& C sixe 4 AB.
Folosind lema rezulti ci x € C\ (4 A B) daci si numai daci

c)xeCsixcsdsixc B
sau
d) xcCsixegdsi xe B.

Deci ¥ € (4 A B) A C daci i numai daci x apartine tuturor celor
trei mul{imi sau x apartine uneia dintre ccle trei multimi fird insi
sd apartind si celorlalte doui.

Un rafionament similar ne arati ci x € 4 A (B A C) daci si numai
dacd x aparfine tuturor celor trei multimi sau x apartine uneia dintre
cele trei multimi fird insi si apartind si celorlalte doui.

Deci AABAC)=(AAB)AC.
2.4.5. Propozifie. Multimea vidi este element neutru fati de dife-

renta simetrica.
In simboluri:

AAD=0AA=A.
Demonstragie. A AG = (AND) U (O\4) =4 | 0 = A.

2.4.6. Propozitie. AAA = @.

Demonstragie. A AA = (ANA)U (AN\4)=0 | @ = 0.

2.4.7. Propozifie. Intersectia este distributivi fati de diferenfa
simetrici.

In simboluri:

) AN (BAC)=(ANB)AMANC),

& b) AAB)NC=(ANC)A(BNC).

Demonstratie. Vom demonstra numai prima egalitate deoarece a
doua rezultd din prima folosind comutativitatea. Din definitie rezulti ci

T ANBAANC=({ANB\ANC)U(4NnCON\AN B).

Folosind propozitia 2.3.5 obtinem
ANB)A(ANC=(4nBN\4)U(4nB\C) U
U4 N O)\4) U (4 N O)\B)).
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Deocarece AN BC Asi ANCC Arezultica(A N B\4d =0
si (A NCN\4=0 deci

(AN BAMANC= (4N BN\CU (4 nC)\B).
Observind ci (4 N B)\C = 4 N (B\C() rezultd

ANBAANC=(ANB\C)UMANC\B).
Folosind distributivitatea intersectiei fatd de reuniune, obfinem:

ANBAANC=4N(B\C)U(C\B)=4n(BAC).

2.5. Complementara

2.5.1. Definifie. Daci B C T, multimea T\ B se numeste comple-
mentara lui B fatd de T si se noteazi C,B.

Multimea hasuratd reprezinti complementara lui B in raport cu
T (fig. 2.5.1).

In cazul particular in care multimea T se subinfelege vom nota
prescurtat CB in loc de C,B. In continuare deoarece vom lucra in
P(T), adici vom lucra numai cu pirti ale lui T, si decarece toate
complementarele vor fi ficute in raport cu 7, vom adopta aceastd
conventie. '

2.5.2. Lemd. Daci B € P(T) si x € T atunci:
x,«eCB&®=xe B.
Demonstratie. x€ CB®rx€ I\Bxe T&x e Boxe B:

2.5.3. Propozigie. Formulele lui De Morgan:
2) CAUB)=CANCBE
b)) C(ANB)=C4UCB.

Demonstragie. Vom utiliza propozitia 2.3.5.
CAUB)=T\(AUB)=(T\4)N(T\B)=
=CANCB
Cidn B)=T\(@ N B) =

Fig. 2.5.1 =(IT\4)U (I\\B)=€C4 U CB.
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2.5.4. Propozitie. Complementara este antitond (descrescitoare).
In simboluri:

ACB=C4ADCB.
Demonstragic. AC B=SA=ANB=CA=CA4dNB) =

=C4UCB=C4DOCB.

2.5.5. Propozitic. Complementara este involutivd.
In simboluri:

CCA=4.
Demonstragie. Presupunind x € T si utilizind lema 2.5.2 obfinem:

*»ECCArxeCAxe A

2.5.6. Propozifie.
a) ANCA=0siAdJC4=T,
b)) ANB=O&A JUB=T=B=_CA.
Demonstratie. Vom proba numai a doua afirmatie. Fie x € T.

Daci x€ B, din 4 N B =0 deducem x & A. Daci x ¢ B, din
AU B=T deducem x € 4. Deci x € B x & A, adici B = C 4.

2.6. Produsul cartezian

2.6.1. Definifie. Se numeste produsul cariezian al multimilor A si
B si se noteazi cu 4 X B, mulfimea tuturor perechilor ordonate (2, b)
unde a € 4 si b B.

In simboluri:

E A X B={(a, b)fac 4, b € B}.

Notiunea de pereche ordonatd o acceptim in sensul ei naiv ca un
cuplu de doud obiecte impreund cu o ordine dati intre aceste obiecte.
Deci vom admite ci

(@, b0)=(@,0)a=a &b=1V".

Observim ci (a, b) + {a, b} deoarece presupunind a == b propo-
zitia (a, b) = (b, a) este falsi in timp ce {a, b} = {b, a} este adevirati.
Definitia perechii ordonate se giseste in paragraful urmitor.
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Elementul @ va fi numit prima componenti a perechii ordonate
(a, b), iar elementul b va fi numit @ doua componentd a perechii ordo-
nate (a, b). ‘

Revenind la produsul cartezian, observim ci produsul cartezian
a doud multimi este vid daci si numai daci una dintre cele doud
multimi este vidd.

Produsul cartezian nu este comutativ. Pentru a ardta aceasta vom
da un contraexemplu:

H@} x {{9}} = {(9.{9))} * {({2}, @)} = {{9}} x {9}

Inegalitatea de mai sus o demonstrim prin absurd. Dacd {(9, {@})} =
= {({@}, 9)} atunci (@, {9}) = ({Q}, 9), deci@ = {@} ceea ce con-
stituie o contradictie.

Produsul cartezian nu este asociativ. Un contraexemplu va fi dat in
paragraful urmdtor.

Tinind cont de faptul ci punctele unei drepte pot fi puse in ,cores-
pondentd biunivoci” cu mul{imea R iar punctele planului pot fi puse
fn ,corespondenti biunivoci“ cu multimea R X R putem afirma ci
planul este produsul cartezian al unei drepte cu ea insdsi (fig. 2.6.1).

Putem de asemenea observa ci un cilindru poate fi gindit ca fiind
produsul cartezian al bazei cu generatoarea (fig. 2.6.2)

2.6.2. Propozitie. Produsul cartezian este 7zofon.
In simboluri:
AcCcB&CcCcD=4xCcBxD.

Demonstragie. Fie x € A X C, adici x = (a,c)cuac Asice C.
Deoarece A — B rezulti ci a € B; deoarece C C D rezulti! cd ¢ € D,
deci x € B x D.

Fig. 2.6.1. Fig. 2.6.2.

44



L)

2.6.3. Propozifie. Produsul cartezian este distributiv fati de reuniune,
In simboluri:

a)  AUB)xC=AxC)U (BxOQ),
b) Cx (AU B)=(C x 4) U (C x B).
Demonstragie. Vom proba numai prima egalitate. Deoarece 4 C A
U B si BC A J B, din propozifia anterioard deducem ci
Ach(AuB)xC$1 Bch(AuB)xC
Aplicind propozitia 2.1.3 obfinem
AdxCyBxCcdUB)xC.

Reciproc,fiex € (A Y B) x C,adici x = (a,c)cuac A |y Bsic e C.
Dar a = A | B este echivalent cu a € 4 sau ac B. Daci ac 4
atunci x € 4 x C, deci x € (4 X C) U (B x C). Daci 2 € B atunci
x€BXxC,deci s (4 xC)U (B x ().

2.6.4. Propozitie. Produsul cartezian este distributiv fatd de inter-
« ectie.
In simboluri:

a) (AN B)xC=(4xC)nN(BxC),
b)Cx(ANB)=(Cx4)N (C x B).
Demonstratie. Vom proba numai prima egalitate. Deoarece inter-

sectia este inclusd in ambii sdi termeni, rationind ca in propozitia ante-
rioard deducem cid

MANB)xCcdAdxC)N(BxCO).

Reciproc, fie x€ (A X C)N (B X C), adicAk r€ A4 X Csixe B X
X C. Deoarece x € A X C rezultd ¢cd x=(a, ¢) cu a€ 4 si c € C.
Deoarece x € B X C rezultd cd x = (b, ¢’) cu b& B si ¢’ € C. Dar
x=(a,¢c)= (b c)implicia=bsic=c,' decia € B,decia € ANB,
deci x=(a,c) € (A N B) xC.

2.6.5. Propozific. Produsul cartezian este distributiv fajd de dife-
renta.
in simboluri:
a) (ANB) X C=(4 x CO)\ (B x 0),

b) C x (AN\B) = (C x 4\ (C x B).
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Demonstragie. Vom proba prima egalitate. Deoarece AN\ B C 4
rezulti cd

(ANB)xCc 4 x C.

Sd aritim cidacix € (A\ B) x C atunci, x & B X C. Si presu-
punem prin absurd cd x € B X C,deci x = (b, c)cube Bsice C.

Deoarece x € (AN B) X C, rezulti cd x = (a, ¢’)cua € A\ B si
¢’ € C. Dar egalitatea (b, ¢) = (a, ¢’) implici b =a sic = ¢, deci be
€A\ B ceea cecontrazice b € B. Deci daci x € (A\ B) x C atunci
% & B x Csi tinind cont i de incluziunea de mai sus rezultd cd

(ANB) x CcC (4 x C)\(B x ().

Reciproc, fiex € (AXC)\(Bx C),adicixr € 4 x Csix & B x C.
Deoarece x € A X C rezultd cd x = (a, ¢) cu a€ 4 si c € C. Vom
dovedi ci @ & B. Presupunind prin absurd cd a € B, rezultd cd x =
= (a, ¢) € B x C ceea ce contrazice x & B x C. Deoarece a € A
sia g Brezulti ci a € A\ B, deci x = (a, ¢) € (A\B) x C.

2.6.6. Propozitie. Produsul cartezian este distributiv fatd de diferenta
simetrica.

In simboluri:

a) (AAB)x C=(4 x C) A(B x (),

b) C x (AAB)=(C x 4) A (C x B).

Demonstrafie. Vom proba numai prima egalitate
(4 A B) x C = ((A\B) U (B\4)) x C = ((A\B) x C) U ((B\4) X
X C) = (4 X C)\(B X C)) U (B x C)\{4 x C)) = (4 x
x C) A (B x ().

2.7. Pereche ordonati*

Cititorul mai exigent este poate nemulfumit ci spre deosebire de
celelalte notiuni introduse in acest capitol, notiunea de pereche ordo-
nati nu a fost definiti exact. In acest paragraf, acest cititor giseste
amidnuntele necesare pentru a inlitura orice nedumerire provocati de
subparagraful anterior.

* Facultativ.
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2.7.1. Definifie. Multimea {{a}, {a, b}} se numeste pereche ordonatd
a obiectelor « si b si se noteazi prin (a,
In simboluri:

(@, b) = {{a}, {a,0}}

2.7.2. Propozifie.
(2,0) =(c,d) ®a=c&b=d.

Demonstratie. Deoarece implicatia de la dreapta la stinga este usor
de probat, vom demonstra numai implicatia de la stinga la dreapta.
Deci vom presupune (a, b) = (c, 4), adicd

{{a}, {a B} = {{}, {c, 4}}
Deoarece {a} € {{a}, {a, b}}, din egalitatea de mai sus rezultd ci {a} &
€{{c}, {c, d}},adicd {a} = {c} sau {4} = {c, d}. Indiferent de situatia

in care ne aflim rezultd ¢ € {a}, deci a = ¢, deci egalitatea de mai
sus devine:

(*) {{a}, {a, B} = {{a}, {o, 4}}.

Vom analiza cele doud cazuri a = b si a & b.

Dacéd @ = b, ultima egalitate devine {{a}} = {{a} {az d}} decif{a} =
= {a, d}, deci de {a} $i prin urmare & = d, deci b

S& presupunem cd & 5 b. Deoarece {a, b} S {{a} {a b}} din egali-
tatea (*) rezultd cd {a, b} € {{4}, {a,d}}. Deoarece nuputemavea {a,b} =
= {a} pentiu cd a % b rezultd cd {a, b} = {a, d}. Aceastd egalilate ne
aratd cd b € {a, 4} si din b # a deducem & = d.

Vom da un contraexemplu care arati ci produsul cartezian nu
este asociativ si anume vom ardta cd

({2} x {8}) x {0} + {9} x ({g} x {9}).

Presupunind prin absurd ci ar avea loc egalitatea si observind cd
{0} x {©} = {(9, @)} ar rezulta {(d, @)} x {0} = {@} x {(9,9)},
adici(\0,d),0) = (0,(9,0)), deci (J,0) = @, ceea ce conform defi-
nitiei 2.7.1 revine la {{!3}} = @, o contradictie.

Observam ci acest exemplu ne aratd si faptu! cd produsul cartezian
nu este comutativ.

2.7.3. Definigie. Vom numi friplet (sau triplet ordonat) format din

obiectele a, b si ¢ multimea ((a, b), c). Tripletul format din obiectele a,
b si c se noteazi cu (a, b, c).
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In simboluri:
@, b, ¢)={((a, d), c.
2.7.4. Propozitie.
(@b, c)=¢d, e, )@a=d&b=c& c=/.

Demonstratie. (a, b, c) = (4, ej)() (a,b),c) = (d,e), )& (a, d) =
= (d, e)&,c-f<)a_d&b_e = f.

2.7.5. Definpre. Prin inductie definim nofiunea de n-uplu format
din obiectele a,, a,, . . ., a, ca fiind mulfimea ((a; a,, ..., a,.,), a,) pe
care o vom nota prin (al, s, . .., Q).

Prin inductic sc poate demonstra:

2.7.6. Propoxtie. Egalitatea
(a]; ag; MRS an) = (bll REEREE S n)

este echivalentd cu egalititile a, = b, pentru orice 7 cuprins intre 1 si »

2.8. Exercitii

1) S4 sc arate ca:

¢) Xe{d}U{Ble©®X=4VX =B,

b)) AUBUCUDUE=(AUBUO)U DU E),
c)ag A {a}N4A=0,

d) {4} N {B} =0 & 4 + B.

2) Notind cu N(X) numiru! elementelor multimii X (cu presupu-
nerea ci X este finitd) sd se arate ci:

a) N(4 U B) = N(4) + N(B) — N(4 N B),
b) N(4 U B)=N(4) + N(B)& AN B=0,

* Intr-o reuniune (intersecfie, diferents, diferent4 simetrici) de mai multe mul-
timi vom presupune ci reuniunile (. ..) se executi de la stinga la dreapta.
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¢) NAUBUC) = N(4) + N(B + N(C) — N(4nB) —
— NANC) — N(BNC) + NANBNC),

&) NAyU4,U. - U4y) = D N() = T NN 4) +

5 NANANA) — o (— D NN 4N 4,

<5<k
unde indicii iau valori de la 1 la #.

3) Folosind exercitiul anterior si se arate cd numdrul numerelor
naturale mai mici decit # i prime cu # este dat de formula

1 1 1
n{l ——?:)[1——72 (1 —-;;
unde py, Pg, ..., P sint toti divizorii primi, distincti ai lui 7.
4) Si se arate cd
a) AN(AU4:U ... U4.) = (AN4)U 4dN4) U ... UAN4),
b) AU4,N4:N ... N4,) = (AU4) N (AU4) N .- N{AU4a).
¢c) ANB=0&CcA=>CN B=40.

5) Sd se arate cd:

a) ANB=A&ANB=0,

b) ANB=O& AC B,

¢) AUy (B\A =B 4C B,

d) ANB = A\(4 N B),

e) AN (B\C)= 4N B\C

f) AN(B\C) = A\B) U (4 N C),
g) AcCc B&Cc D= A\DcC B\(.
h) Ac BUC=>4A\BCC,

1) 4D B\C= B\4C(C\4,

7) multimile AN\ B si B\ 4 sint disjuncte,

k) diferenta mulfimilor nu este asociativi.
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mente i numai acelea care a

6) Si se ara.e ci:

a) AAAAC) =C,

b)) AAB=C=B=A4AC.

c) AAB=AAC= B=0C,

d) AAB=CAB=4=0C,

¢) AUB=AABA(A N B),
f) ANB=4A(4 B),

g) (AIUA2U"‘UAn)A<BIUB2U"'UBn)C(AlABl)U

U (AzABz)UU (ARABn):

k) (AiN 4N - N4)AB,N BN ...N B)C (4,AB) U

U@:ABy)U...U (4, AB,).

¥

7) Sd se arate ci multimea 4, A 4, A... A 4, contine acele ele-

1gig n).

8) Lucrind in P (T) si se arate ci:

a) CO9=T si CT =0,

b)) ANB=ANCB si A4AB=(4NCB)UBNCA),
¢) ANT=4 si AYyT=T,

i) ACBANCB=0&CAUB=T,
0AnB=@@AccB@CADB@mwB=0,
f)ANB+0&AECB& ANCB+ 0,

) ANCB+£0A¢ B A\B+0d.

9) Si se arate ci:

a) dacd C£ Qatunci 4 X CC Bx C= 4 C B,

b) daci C £ @ atunci CxXxXACcCxB=ACB,

¢) (4 x BI\(C x D) = ((A\C) X B) U (4 x (B\D)),

d) daci A are a elemente si B are b elemente atunci A X B are

elemente,
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§ 3. Corespondente

3.1. Notiunea de corespondentd

3.1.1. Definitie. Fie A si B doud mulfimi. Se numeste corespondentd
de la A la (in) B un triplet g = (4, G, B) in care G este o parte a pro-
dusului cartezian A X B. Se spune ci G este graficul corespondentei g.

~ 3.1.2. Exempie
a) Fie g = (4, G, B) unde A=/{a bc d}, B={0,1, 2} siG=
={(a, 2), (a, 1), (b, 1), (¢, 1)}. Folosind un desen, corespondenta g o putem
reprezenta ca in figura 3.1.1. '
Multimea hasuratd reprezintd
graficu! corespondentei
b) Daci A =CsauB=0
atunci 4 X B= @ si {inind
cont ci singura parte a mul-
timii vide este chiar mulfimea
vidi, rezulti ci de la 4 1la B
existd o singurd corespondentd

§i anume (A, Q, B)- Cco eb ecC od
)

Ax8B

*(6,2) *c2) *(d2)

7,
/ay/- (6, r)///é@ o(d1)

*(5,0) o(60) *(c0) o(dd)

N

¢) Datd o multime 4, mul-
timea {(a, a)/ac A} este nu-
mitd dragonala lui 4 X A i Fig 3.1.1.
este notatd cu A,.

Daci A — B corespondenta (4, A,, B) notatd prin I, se numeste
corespondenta incluziune a lui 4 in B. :

In cazul particular A = B, corespondentd incluziune a lui 4 in 4
se numeste corespondentd ideniitate a lui A si se noteazd cu 1,. Deci

1,=(4, 4, 4).

Pentru orice multime B putem vorbi corespondentd de incluziune
a lui @ in B. Observim ci Iop = (9,9, B) si asa cum am vizut in
exemplul b) Igp este singura corespondentd de la @ in B.

3.1.3. Definitie. Fie g = (4, G, B) o corespondenti. Daci (2, b)) € G
vom spune c b corespunde lus a prin corespondenta g si vom scrie a g b.
In simboluri:

agh& (a, b) €G.

in exemplul desenat mai sus,se observd cd elementului a € 4 ii
corespund doui elemente 1 si 2 din B, iar elementului 4 € 4 nu fi

51



corespunde nici un element din B. Pentru a scoate in relief aceste legi-

turi intre elemente, putem folosi si figura 3.1.2 in care faptu’ ¢ e’ementul b
corespunde lui  a fost marcat printr-o
sigeatd de la a la .

7o) oY)
bo—]
T
cel———=7| 3.2. Compunerea corespondentelor
&, *0 3.2.1. Notatie. Daci FC A x B
A 5 $i GC BxC vom nota prin GoF
multimea
Fig. 3.1.2.

{(a, ©)/3d) ((a, ) € F& (b, ¢) G)}.

3.2.2. Defimtie. Fie f= (4, F, B) si g = (B, G, C) doui corespon-
dente. Se numeste compunerea lui f cu g si se noteazd prin go f cores-
pondenfa (4, G- F, C).

Se observd cd operatia de compunere a corespondentelor nu a fost
definitd pentru orice pereche ordonati de corespondente, ci numai pentru
acelea pentru care componenta a treia a primei corespondente coincide
cu prima componenti a celei de-a doua corespondente.

De exemplu, fie f apartenenta punctelor spatiului la dreptele spa-
tiului, iar g incluziunea dreptelor spatiului in planele spatiului. Cu
alte cuvinte, 4 este mulfimea punctelor din spatiu, B este multimea
dreptelor din spatiu, C este multimea planelor din spatiu, F este mul-
timea tuturor perechilor de forma (%, d) in care x este un punct, iar
@ o dreapti care trece prin x, G este mulfimea tuturor perechilor de
forma (2, ), in care d este o dreapt4, iar p un plan care contine dreapta d.
Atunci corespondenta compusi go'f este apartenenta punctelor spa-
fiului la planele spatfiului, deoarece Go F este multimea tuturor pere-
chilor de forma (%, p) in care x este un punct din planul p (deoarece
x apartine lui p dacd §i numai dacd existi o dreapti d a planului p
astfel incit d trece prin punctul x).

Vom da un nou exemplu in figura 3.2.1 si figura 3.2.2.
F=({12,3,4}, {{1,0), (1,5), (2,5), 4 0), (4,7} {0,5 7}
g=1({0,5,7}, {(0,8), (5. @), (7.2), (7, B)}, {a, b, ).

Observim ci

gof=({1,2,3,4}, {(1,0), (1,a), 2,a), (4,8), 4 )}, {a, b, d}).
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Fig. 3.2.1.

32.3. Lemd. DacaiFC AXx B,GCBxCsiHCC X D, atunci
Ho(GoF)= (HoG)oF.

Demonstragie. Vom demonstra numai incluziunea Ho(GoF)C (Ho
5G)oF. Fiex € Ho (Go F), deci x = (a, d) si existd c asa incit (¢, ¢) €
e GoF si (¢, d € H. Dar (a, ¢) € G o F implicd existenia lui b asa
tncit (2, b) € F si (b, ¢) € G. Deoarece existy ¢ aga incit (b, ¢) € G si
(c,d) € H rezultd cd (b,d) € Ho G. Deoarece existd b asa incit (@, b) €
€F si (b,d) € HoG rezultd cd x €

€ (HoG)oF. gor
7 00
2w><
3.2.4. Teoremd. Compunerea co- =of
respondentelor este asociativd. In sim- Je
boluri, date f= (4, F, B), g = (B, |40 oc
G, C) si h=(C, H, D) atunci Z
A
ho(gef)=(hog)ef. Eig. 3.2.2.

Observim ci operatia de compunere a corespondentelor nu este co-
mutativi. Vom da un contraexemplu. Fie 4 = {0, 1}, F = {(0, 0),
(1,0)} si G = {(0, 0), (0, 1)} (FCA4dx AsiGc 4 x A). Observim ci
GeF={(0,0),(0,1), (1,0), (1, 1)} si ci FoG = {(0, 0)}, deci FoG
#GoF. Notind f= (4, F, 4) sig= (4, G, A) rezulti ci fog#gof.

3.2.5. Notatie. Daci FC A x B si A’C A vom nota Fle=
=FN@A xB={@bdeFlac d}.

3.2.6. Definitie. Dacd f = (A, F, B) este 0 corespondenti si A’ C 4,
corespondenta f | o = (4’, F [ 4, B) se numeste reslricfia corespon-
dentei f la multimea A’.

Vom da exemple la 4.2.10.
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3.3. Inversarea corespondentelor

3.3.1. Notafie. Daci F C A x B, multimea {(b, @) | (2,b) € F} se
numeste inversa lui F si se noteazi cu F-!.

Observim ci (b,a) € F' & (2,5) € F.

3.3.2. Definifie. Se numeste inversa corespondentei f = (4, F, B) si
se noteazd cu f~, corespondenta (B, F!, 4).
Observim cid bf'a & afb. :
Se observi ci daci f este o corespondenti de la 4 la B, atunci i
este o corespondenti de la B la 4.
Vom da un exemplu. Fie

f=1(13,57){(1,a), 3, ), (72,38, (70} {a b ec, 2} (fig. 3.3.1).

Observim ci
1 = ({a,b,¢, 2}, {(a,1), (% 3), (x,7), (5,3), (c, )}, {1, 3, 5, 7}) (fig.3.3.2).
Observim ci pentru a desena pe f! am inversat sensul sigetilor
in desenul reprezentind pe f.
3.3.3. Lemd. Daci FC A x B si G B x C atunci
(GoF)™ =F oG,
Demonstragie. (G o F)™* = {(c, a) [ (a, ¢c) € GoF} =
={(c, @) [ () (@, ) € F& (b, c) € G)} =
={(c, a) /(@8 (b, a) s F' & (c, b)) € G")} =
={(c, a) | @) ((c, b)) € G & (b, a) € F*)} = F1oG,

£ £

1L L 17} g e ‘1

3 o) ° =03

> — c.\>< N

7 =5 °x xe 7
Fig. 3.3.1. Fig, 3.3.2.
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3.3.4. Teoremd. Date fiind corespondentele f= (4, F, B) §i g =
= (B’ G, C), avem (gOf)'l =f'l og’l.

3.4. Exercitii

3.4.1. Datid corespondenfa f= (4, F, B) si presupunind cd
A'C A si BCC, sd se arate ca:

a) folpa=flu«
b) Ipcof = (4, F, C).

3.4.2. Daci f este o corespondentd de la 4 la B, atunci
a) 1gof=f
b) foly=/.

3.4.3. Si se arate ci (1,)" =1,.
3.4.4. Si se arate ca:
a) daci FCAXB,GCBXxC si HC B x C, atunci
(GUH)cF=(GoF)U (H~F),
b) dack FCAX B, GCAXB si HcC B x C atunci
Ho(FUG)=(H-F)U (H°0),
¢) daci FC A X B i G C A X B atunci
FUG=F'UG
(FNG*=F*'NG™"

. § 4. Functii sau corespondente
functionale
41. Notiunea de functie
4.1.1. Definitie. O corespondentd f= (4, F, B) se va numi funcfie
(sau corespondentd functionald) de la multimea 4 la multimea B, dacd

F indeplineste conditiile:
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(Py) Pentru orice a< 4, existi un element /< B astfel incit (a,0)cF
(conditia de existents) ;

(P;) Daci (a,b) € Fsi(a,b') € Fatuncib — o’ (conditie de unicitate).

Multimea 4 se va numi domeniul de definitie al tunctiei f, iar mul-
fimea B se va numi domeniu in care [ ia valori sau codomeniul func-
tiei f. Mulfimea F se va numi graficul functiei f.

4.1.2. Notatii. 1) O functie f = (4, F, B) se mai noteazi de cele

mai multe ori sau fi A—s B sau 4 < B. Tolosind aceste notatii
se subinfelege ci multimea (graficul) F este dat.

2) Dacd f: A — B este o functie si ac A atunci elementul 3 €B
avind proprietatea ci (4, b) € F se va nota b — f(a) sise va numi dma-
&mea elementului & prin functia /5 sau se spune ci  elementului a fi co-
respunde clementul b prin functia f.

Dacd b = f(a), se mai spune ci @ este o presmagine a lui b prin func-
tia f.

4.1.3. Exemple de functii. 1) Fie A ~=B=R (R — multimea
numerelor reale) si F mul{imea definiti astfel

F={@b)/ecR&bc R&b=a?.

Se observd imediat A FC R X R si in plus proprietitile (P,) si (P,)
sint verificate si prin urmare corespondenta f = (R, F, R) este o functie.

2) Fie 4 =R, B=R+, unde R+={a/ae R&(l>0}
Considerim multimea

G={@b)/ecR&bE R, &b =a?}

Din definitia lui G rezulti ciGC R x R, si verificd proprietitile (P,)
si (P,). Prin urmare, corespondenta g = (R, G, R,) este o functie.

Se constatd imediat ci functiile f si g definite mai sus au acelasi
domeniu de definitie; de asemenea F — G, adici au acelasi grafic.
Cu toate acestea, functiile f si g nu sint egale, avind codomeniile di-
ferite.

3) Fie multimile 4 = {1, 2, 3, 4}, B=1{2, 3, 7} si H, = {(1,2),
2 2), (3, 2), (4, 7)}. L o )

Se constatd ca H, C 4 x B si verificy proprietétile (P)) si (P,);
prin urmare, tripletul b, = (4, H,, B) este o functie.

Aceasta functie se poate reprezenta prin urmitorul desen (fig. 4.1.1).

In acest desen, sagetile indicd cine sint imaginile elementelor din
multimea 4 in mulfimea B, prin functia %;. Mai precis: imaginea lui
1 este 2, imaginea lui 2 este 2, imaginca lui 3 este 2, imaginea lui 4
este 7.

4) Considerim tot multimile 4 = {1,2,3,4}, B= {2, 3, 7}. Definim
mulfimea H,

H2= {(]’ 3)’ (21 7)7 (3» 2)' (4’ ")}
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Multimea H, este o submulfime a lui 4 x B si verificd conditiile
(P,) si (P,), deci hy = (4, H,, B) este o functie. Desenul care repre-
zintd aceasti functie este figura 4.1.2, unde sigetile indici imaginile
elementelor lui 4 in mulfimea B prin functia #,.

/7/’

7e f—o02
z o-—/”%

/ o5
Jo
40 o7

A 8
Tig, 4.1.1, Fig. 4.1.2,

In exemplele 1) si 2), pentru a defini pe F si G a fost suficient si
precizim regula (legea) dupd care construim perechile de clemente
(@, b). Mai precis, in ambele cazuri legea era b = a2,

In exemplele 3) si 4) pentru a defini pe H, si H, a fost necesar si
enumerim efectiv elementele acestor doui multimi. In aceste doui
exemple nu avem o reguld evidenti de a defini multimile H, si H,.

5) Fic 4 = R, si B = R. Considerim multimea L = {(a, b)Ja
ER, &b R&®=a}.CumL C R, X Rtripletull = (4, L, B) este
o corespondentd. In schimb L nu verifici conditia {P,) deoarece pentru
un element 2 € R, cu a 5= 0 existi doud elemente &, = |/a si b, =
= — Ja astfel incit (a, b,) € Lsi (a, b)) € L.

In consecinti I = (R,, L, R) nu este o functie.

6) Fie A =R si B = R. Considerdim multimea

M={@a b)/ac R&bc R&H =a}.

Cum M C R X R, tripletul m = (R, M, R) este o corespondentd.
Dar se observi ci pentru ¢ € R, a < 0, nu existd nici un numir

real b € R astfel incit 42 = a. Deci M nu verificd conditia (P,) si prin

urmare corespondenta # nu este o functie. -

4.2. Proprietdti generale ale functiilor

4.2.1. Propozitie. Dacd f = (A, I, B) este o functie, atunci
F={(ablac Ad&bec B&b=fla).
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Demonsiragie. Notdimcu F' = {(a,b) Ja € A &b € B &b = f(a)}.
Daci (a, b) € F’ atunci b = f(a) si deci (2, b) € F. Prin urmare F' C F.

Fie (a, b) € F, atunci conform notatiei 4.1.2 rezulti ci b = f(a) si
deci (a, b) & F'. Deci are loc i incluziunea F C F’ prin urmare egali-
tatea F = F’'. Din aceastd propozifie tragem concluzia c¢i pentru a
defini functia f este suficient a da domeniu si codomeniul si de a de-
fini ,egalitatea” & = f(a), adici regula dupi care fiecirui element
a & A i se asociazd elementul b € B.

4.2.2. Propozifie. Fie A o mulfime. Corespondenta identicd 1, (vezi
3.1.2. ¢) este o functie. In plus 1, (¢) = a oricare ar fi a € 4.

Demonstragie. Graficul acestei corespondente este diagonala A, a
multimii 4 x 4 (vezi 3.1.2. ¢).

Trebuie sd dovedim cd A, verificd conditiile (P,) si (P,). Dacia € 4
atunci existd b € 4 astfel incit (a, §) € A, si anume b = a. Deci A,
verificd (P;).

Fie (@, 0) € A 5i(a,0') € A,. Atunci b=a i &’ =@ deci b=1"
si prin urmare A, verificd si (Py).

Este evident cd 1,(a) = a oricare ar fi a € 4.

4.2.3. Definitie. Corespondenta identicd 1, a multimii 4 o vom numi
Sunctia identicd a multimii 4.

4.2.4. Propozitie. Fie A si B doud multimi astfel incit 4 C B. Co-
respondenta incluziune I, (vezi 3.1.2. c) este o functie.
n plus, daci a € 4, atunci, I, (a) = a.

Demonstratie. Din definitia lui XI,, (vezi 3.1.2. c) graficul acestei
corespondente este A,. Dar A, verificd (P;) si (P,) (vezi 4.2.2) atunci
1,5 este o functie.

Este evident cid dacd a € 4, are loc egalitatea I ,(a) = a.

4.2.5. Definitie. Corespondenta I,, o vom numi functia inclu-
ziune a mulfimii 4 in multimea B.

4.2.6. Observagii. 1) Daci A = B atunci functia incluziune
coincide cu functia identicd 1, a mulfimii 4.

2) Atragem atenfia cd propozitia 4.2.4 se mentine si in cazul par-
ticular 4 = @.

Cind 4 = B=(J, atunci functia Ip,¢ = 15 se numeste functia
vidd,

IAB

4.2.7. Propozitic. Fie A si B doud mulfimi si 4 x B produsul car-
tezian al lor. Corespondenta de la 4 x B la A(la B) care asociazi fie-
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cirei perechi (e, b) prima sa componenti a (respectiv a doua sa compo-
nenti b) este o functie p,: A X B— A (respectiv este o funcfie pp:
:4 X B- B).

Demonstratie. Vom ardta ci p, este o functie, deoarece in mod cu
totul analog se arati si pentru pg.

Daci notim cu F graficul corespondentei p,, atunci din modul
cum este definitd p, rezultd

F={(ab),0]ac 4}.

Este evident ci F satisface (P,). Fie (x, y) € Fsi (¥, ') € F. Atunci
¥x=(a,b)undea c Asibe Bsideci y=bsiy = bde unde obfinem
y = ¥'. Prin urmare F verificd si (P,).

4.2.8. Definigie. Functiile p, si p, se numesc proiectiile produsului
cartezian 4 X B pe mulfimea A4, respectiv B.
Se va scrie p,(a, b) respectiv pg(, b) in loc de p,((a, b)) respectiv

#s (@ 0). B
Din definitia functiilor p,, p, rezulti ci p,(a,b) = a,p (a,b) = &.

4.2.9. Propozitie. Fie o functie f: A — B si A’ C A o submulfime
a lui A. Corespondenta f/, de la A’ la B care asociazi fiecirui element
a € A’, elementul f(a), este o functie.

Demonstratie. Daci notim cu F graficul functiei f si F [, graficul
corespondentei f [, atunci din definitia lui f/, rezultd:

Flo={@ab)|ac A’ &bec B&b=/fa)}.

Este clar ¢ F | o CF.
Cum F verifici \P,) rezulti ci F [, verifici (P,). Din definifia lui
F|, rezultd cd verificd si (P,).

4.2.10. Definitic. Funcfia f[ , se numeste resiriciia functiei f la
mulfimea 4’.
Este clar ci f/ ,- (@) = f(a) oricare ar fia € A’.

Exemple. a) Functiile trigonometrice sint functii periodice; pentru
cunoasterea unei functii trigonometrice este suficient si cunoagtem
restrictia ei la o perioadd. De exemplu, sin: R — [—1, 1] este o functie
determinati de restrictia ei sin [jo2m : [0,27] = [—1,1], datoritd
formulei sin x = sin (x + 2k=).

b) Daci X este o multime iar 4 o submul{ime a lui X, atunci res-
trictia identitdtii 1,: X — X la submultimea 4 este functia incluziune
I AX . A -> X .
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4.2.11. Propozifie. Fie A 5i B douid mulfimi unde B == @ si b, un

element din B. Corespondenta f, de la 4 la B care asociazi fiecirui -

element 2 € A elementul 3, este o functie.
Demonstratie. Daci notdm cu F graficul corespondentei f,, atunci

F={@b)]ac 4}.

Este clar din definifie ci F verifici (P,) si (P,).

4.2.12. Definitie f"o se numeste funcfia constantd asociati elemen-
tului 2,.

Este clar ci f,, (@) = b, oricare ar fi a € 4.

4.3. Compunerea functiilor. Functia inversi

4.3.1. Teoremd.Dacd f = (4, F, B)sig = (B, G, C) sint dou functii,
atunci corespondenta gof = (A4,G o F, C) este o functie.

In plus (g0 f)(a) = g(f(a)) oricare ar fi a € A.

Demonstragie. Trebuie dovedit ¢i multimea G o F verifici conditiile
(P,) si (P,) din definiia 4.1.1.

Fie a € A. Deoarece F verifici (P,) atunci existi un b € B astfel
incit (a,8) € F.

Pentru elementul b & B, deoarece G verifici (P,), rezulti ci existd
¢ € C astfel incit (b,¢) € G.

Din definitia 3.2.1 si din relatiile (2,0) € F si (b,c) € G se obtineci
(¢, )G o F i prin urmare G o F verifici (P,).

Fie acum (2,c)€Go F si (a,c')EGoF.

Din relafia (a,c)€G o F rezultd ci existi b€ B astfel incit (a,b) e
eF si (b, c)ea.

Din relatia (a,¢’)eG o F rezulti ci existi b’ B astfel incit (2, ')
eF si (¢, ¢')eG.

Din relatiile (@, b)) F, (a,b')€F si din faptul ci F verifici (P,) ob-
finem & = ¥’, '

Atunci relatiile. (5, c)eG §i (V',¢')EG se inlocuiesc prin relatiile
(b,c)eCG si (b,¢')e6.

Deoarece G verificd (P,) avem ¢ = ¢’ si deci GoF verifici (P,).

Este clar ci (gof)(a) = g(fla)) oricare ar fi ac A.

Teorema 4.3.1 justifici urmitoarea:

Notatie. Compunerea g o f a functiilor f si ¢ se mai poate nota, mai
simplu, cu gf.

Ca o consecinti a acestei teoreme si a teoremei 3.2.4 rezulti:

4.3.2. Corolar. Daci f= (A,F,B), g = (B,G,C) si k= (C,H,D)
sint trei functii, atunci
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(hog)of="ho(gof), cu alte cuvinte compunerea functiilor este
asociativd.

4.3.3. Teoremd. Daci f= (A,F, B) este o functie, atunci urma-
toarele afirmatii sint echivalente:

1) Corespondenta /* = (B, F~, A) este o functie:

2) foft=1psiflof=1,

Demonstragie. Vom dovedi mai intii ci 1) = 2).

Este clar ci fof'= (B,FoF™,B) si flof=(4,F*F,A).
Pentru a arita ci fof' =1, respectiv f'of=1, este suficient
a arita FoF' = A, respectiv F'oF = A,

Si dovedim egalitatea F'oF = A,

Fie (a,c)eF-'o F; atunci existi b€ B astfel incit (a,8) F i (b,c)€
€F-. De aici se deduce (b,a)cF™ si (b,c)cF* si cum F* verificd
(P,) (f* este functie) avem a = ¢ si deci (a,c)€A,. Deci F1oFCA,.

Invers fie (¢,a)€ A,. Cum F verifici (P,) atunci existd b B astfel
incit (a,0)eF si deci (b,a)eF. Din relatiile (a,b)€F si (b, a)eF?
obtinem ci (a, a)F*oF si prin urmare A, C F~*oF.

S4 dovedim si egalitatea F o F~' = A,

Fie (b,c)eF o F-, atunci existd ac A4 astfel incit (b,a) € F* si(a,0)e
eF. Dei aici se deduce ci (a,c)EF si (a,0)F. Cum F verificd (P,)
atunci & = ¢ si deci (b,c) E Ay, adicd Fo F' C A,

Invers, fie (5,)€ A, Cum f* este functie, F-* verifici (P;) si deci
existi ac A astfel incit (b, a)SF.

Din relatiile (b,4)F™* si (a,8)EF se deduce ci (b,b)cFo F* de
unde Ay C FoF, :

Si ardtim cid 2) = 1).

Trebuie dovedit ci F-! verificd (P;) si (P,).

Fie be B, atunci din egalitatea 1, = fof' se deduce ci (b,b)E
eFoF, De aici se deduce ci existdi acA astfel incit (b,a)€F™* si
(a,b)EF. Relatia (b,a)cF* ne aratd ci F-' verificd Py).

Fie acum (b, @) € F* si (b, a’) € F*. De aici obfinem relatiile (a,0)F
si (b,a’)eF, de unde (2,a’)€F*oF.

Din egalitatea F~'oF = A, obtinem (a,a’)€A, si deci a =a'.
Deci F* verificd si (Py).

4.3.4. Exemple. 1) Fie f: R — R o functie definitd prin egalitatea
f(x) = x® oricare ar fi xR si &R~ [—1,1] 0 functie definitd prin
egalitatea g(x) = sin x oricare ar fi xER.

Graficele celor doui functii sint F = {(x,x?)[x€R} i respectiv
G = {(», sin x)/x€R}.

Compunerea celor doud functii este tot o functie (cf. teoremei 4.3.1 si
anume: go/: R —|—1,1] unde (gof)(x) = sin (x%) oricare ar fi x€R.

61



2) Fie R, multimea numerelor reale nenegative si f: R, — R, definitd
de egalitatea f(x) = x* oricare ar fi ¥*ER,. Graficul acestei functii
este I' = {(x,2%)/x€R,} si deci putem scrie f = (R,,F,R,).

Corespondenta inversi f* = (R,,F%, R,) unde F = {(x% x)[xE
€R,} verificd conditiile (P,) si (P,) si deci f* este o functie.

3) Fie g: R — R, functia definiti de egalitatea: g(x) = %% oricare
ar fi x€R.

Graficul acestei functii este G = {(x,2%)/¥&R}; deci putem scrie
cd g = (R,G,R+). R

Corespondenta inversi g = (R,,G™%, R), unde G = {(x%x)]x
€R}, nu verifici (P,).

4.4. Imaginea directd a unei multimi.
Imaginea inversi a unei multimi

Incepind de aici incolo vom folosi pentru functii, notatiile f: X —

- Y sau X EA Y, notind cu 4, A’ etc. respectiv B, B’,... submul-
timile multimii X, respectiv submultimile multimii Y.

4.4.1. Definitic. Fie f: X — Y o functiesi 4 C X. Mulfimea f(4) =
= {y/(3x) (x€ A &y = f(x))} se numeste imaginea directd a sub-
multimii 4 prin functia f, sau pur si simplu imaginea lui 4 prin f. De
multe ori notim mai simplu f(4) = { f(x)[xs A},

4.4.2. Exemple. 1) Fie functia f: R — R, definiti prin egalitatea
f(x) = x + 3, oricare ar fi xR si fie 4 =[—1,1]. Atunci f(4) =
= [2,4].

2) Fie f: R — R functia definiti prin egalitatca f(x) = | x| oricare
ar fi xeR.

Dacd 4 = (—2,2) atunci f(4) = [0,2).

4.4.3. Propozitie. Fie f:X — Y o functie; atunci urmitoarele afir-
matii sint adevirate:

1) f(9) = @.

2) Dacd A4 si A’ sint doud submulfimi ale lui X atunci
a) flA U 4') = f(4) U fi4’)

b) fld N 4') € fi4) N fi4)

¢) 4 C A’ implici f(4)  f(4’).

3) X)) = {y|@x)(xe X 5i y = f(x))}.
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Demonstragie. 1) Dacd f(9) # @ atunci existd y€Y astfel incit y&
€f(9), de unde rezultd ci existd x€ @ astfel incit y = f(x). Dar re-
latia xE @ este o contradictie si deci f(9J) = 0.

2) a) fie yef(4 U 4’), atunci existd x€4 | 4" astfel incit y =
= f(x). Dar relatia x4 |J A’ inseamnd ci x€4 sau x4’ Dacd
xEA atunci ye f(4); daci xE€ A’ atunci y € f(4’) si deci y efA)U
U f(4’). Aceasta inseamni ci f(4 U 4’) C f(4) U f(4').

Invers, fie y € f(A)Uf(4’). Deci aici obfinem y € f(4) sau vEf(4’').
Relatia yEf(4) inseamnd ci cxistd x € 4 pentru care y = f(x). Dar
cum din x4 rezulti xeA|JA’; atunci yef(4d U 4').

fn mod analog din yef(4’) se obtine cd ye f(AUA’). Deci f(4) U
Uf4") c frdu4’) si in concluzie f(AJ4’) = f(A)Uf4’).

b) Fie ye f(ANA’); atunci existd x€A ) 4’ astfel incit vy =
= f(x). Din relatia x€ AN A4’ obfinem ci x4 si xe A’ si dect yE
€ J(4) si ye f(4'), de unde rezultd ye fl4)NfA4") adici incluziunea
JANAYTTA) N fA). _

c) Dacd y&f(A) atunci existi x4 pentru care y = f(x). Din
incluziunea A C A’ rezulti x4’ si deci ye€f(4’), de une f(4)C
c f(4').

3) Rezulti din definifia 4.3.1.

4.4.4. Definitie. Multimea f(X) se numeste imaginea functiei f sau
mulfimea valorilor functiei f i se mai noteazi cu Im |

4.4.5. Exemplu: Considerim functia f: R - R datd de egalitatea
f(x) = 22 — 2% + 3 pentru orice ¥€R. Fie 4 =[0,3]. Sa deter-
mindm f(4).

Rezolvare. Functia f este descrescitoare pe semidreapta (— oo, 1]
si crescitoare pe [1,4-00).

Notim

Aj=AN (—o0, 1] =[0,1] si
A, =4 N[1, o0) =[1,3]
Atunci, conform propozitiei 4.3.3, avem f(4) = f(4,U4,) = fl4,)U
U f{4,)-
Dar
fidy) =1fQ), f0)] = [2,3] si
fl4y) =[f(1), f(3)] =1[2,6].
Deci
fl4) =12,3] U [2,6] =12,6].
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4.4.6. Definifie. Fie f: X — Y o functie si BC Y.

Multimea f(B) = {x|2€X & Jx)EB} se numeste imaginea
inversd a submulfimii B a lui Y prin functia f sau presmaginea lui
B prin f.

4.4.7. Exemple. 1) Fie functia /: R » R definiti prin egalitatea
J(x) = %% + 4x — 1 oricare ar fi x & R.

Daci B =[-1, 1], si se determine T (B).

Rezolvare. [ (B) = {x| x€R & f(x) € [—1, I={xreR&
—I< 44— 1 1), 3

Rezolvind dubla inegalitate, obtinem ¢4 f* (B) = [—2 — V6, — 41y
UL, — 2+ J8).

2) Fic functia f:R—[—1,1] definits prin egalitatea f(x) =
sin x oricarc ar fi x € R.

Daci B =[0,1] si se determine f-! (B).

Rezolvare. f*(B) = {x| xR &flx)eB} = {x|x»sR &0 sinx
< 1.
= Rezolvind dubla inegalitate, obtinem:

[H(B) = (x| @R)(RE Z & 2kn < & < (2k + 1) m)}.

4.4.8. Propozitic. Fie f:X — Y o functie. Atunci ﬁrmitoarele afir-
matfii sint adevirate:

1) f4(9) = 0.

2) Dacd B, B’ sint doud submultimi a lui Y, atunci

a) Dacd B C B’ rezultd f(B) C f-(B’)

b) fHBUB) =f*(B) Uf*(B)

c) f{BNB) =f*(B)Nf(B).

3) YY) =X. .

Demonstragie. 1) Daci (@) 5= O atunci existi r& X si xef(0);
de unde rezultd f(x)< @, contradictie. Prin urmare [ (9) = 9.

2) a) fie xef*(B), atunci f(¥)€B. Cum B C B’, rezulti f(x)e
€B’, de unde x&f*(B’) si deci f(B) c f\(B). -

b) Cum BC By B’ si B BJ B, din2) a) rezulti /*(B) C
CSUB U B)si f(iB') C f(BY B') de unde f1(B) U f*(B')Cf*(B ) B).

Invers, fie /(B (J B’), atunci J(*)€ B |J B’ de unde cbtinem
f(x)€ B sau f(x)e B’, ceea ce implici ze J[(B) sau x&f-(B’) si prin
urmare x& f(B) Uf*(B’), prin urmare f-(B | B')c f4(B) U fY(B).
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¢)Cum BN B'C B si BN B'C B, aplicind 2) a) rezultd
fABNn B)CfYB) si fYBN B')C B de unde obtinem cid
fB N B)c fHB)NfHB)

Fie acum x & f(B) N f(B’). Obiinem relatiile x € f(B) si
% € f(B’) de unde f(x) € Bsif(x) € B, deci f(x) € BN B’,in conse-
cinti % € f*(B N B’). Deci rezulti si incluziunea f7(B) N f(B)c
f2(Bn B).

3) Cum f*(Y) C X, trebuie aritat ci X C fUY), relatie ce
rezulti direct din definifia 4.4.6.

4.4.9. Propozitie. Fief: X — Ysig: Y — Z doud functii i 4 C X,
atunci are loc egalitatea

(g)(4) = &(f(4))-

Demonstragie. Trebuie si probim incluziunile (gf)(4) C & ( f(4)) i
8(f(4)) € (gf)(4). |

Pentru prima incluziune fie z € (gf)(4); atunci existd x € A astfel
tneit z = (f(gf)(x), egalitate ce se mai scrie z = g(f(x)). Cum fx)ef(d),
rezulti z € g(A)), deci are loc incluziunea (gf)(4) C &(f(4)).

Pentru cealaltd incluziune fie z € g(f(4)). Atunci existd y € f(4)
astfel incit z = g(y). Dar pentru y€ f(4) existd xc 4 astfel incit y = f(=).
Deci z = g(f(x)) = (&f) (%) si prin urmare z € (¢f)(4).

4.4.10. Exemplu. Fie functia A:R—> R definitd prin egalitatea
h(x) = x* — 22 } 7. Considerdim mulfimea 4 =[0,2]. S& se deter-
mine h(4).

Rezolvare. Consideram functiile f: R — R si g: R — R definite prin
egalititile f(x) = x® respectiv g(x) = #® — 2x 4 7. Atunci se observd
imediat ci % = gf. Deci din propozifia 4.4.9 rezultd ci A(4) = g(f(4)).
Dar f(d) =[0,4] si g([0.4]) =g([0,1] U [1,4]) = £(10,1]) U &([1,4])) =
[6,7] U [6,15]= [6,15]. Deci A(d4) = [6,15].

4.4. 11.Propozitie. Fief: X — Y sig: Y — Z doud functiisi C C Z;
atunci are loc egalitatea .
&) (C) = (g (C)).
Demonstragie. Trebuie aritat ci au loc incluziunile (gf)™(C) C
C fg(C) si f(g*(C)) C (gfy*(C). Pentru prima incluziune, fie
x € (gf)(C). Atunci (gf)(x) € C, de unde g (f(x)) € C; din aceastd re-

latie se deduce ci f(x) € g7(C) si deci x € f*(g*(C)). Pentru cea de-a
doua incluziune considerim x € f~(g*(C)). Obtinem relatia f(x) € g7*(C),
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de unde g(f(x)) € C, deci (gf)(*) € C si prin urmare x € (gf)~*(C) si deci
incluziunea f~*(g7*(C)) C (gf)*(C) este verificata.

4.4.12. Observagii. Fie f: X - Y o functie, al cirei grafic este
multimea F. Daci B C Y este o submultime a lui ¥ noi am introdus
in 4.4.6 notiunea de imagine inversi a mul{imii B prin functia [, ima-
gine pe care am notat-o cu f(B). Trebuie ficuts distinctia intre (B
§i f7: prima inseamnd o mulfime a cirei definitie este dati in 4.4.6, jar
cea de-a doua, f~, inseamni corespondenta inversi = (Y F.X).

De asemenea nu trebuie ficuti greseala ci f(B) inseamni ima-
ginea directy a lui B prin corespondenta f-!, deoarece notiunea de
imagine directi a unei multimi printr-o corespondenti oarecare, nu s-a
definit. S-a definit numai imaginea directi printr-o functie, care este
un caz particular de corespondenti.

Este in schimb adevirati urmitoarea afirmatie.

Dacd f: X — Y este o funciie astfel incit corespondenta in-
versd f si fie functie, atunci f~* (B) dati prin definitia 4.4.6 este egali
cu imaginea directd a multimii B prin functia f
 Intr-adevir, fie x un element care aparfine imaginii directe a
multimii B prin funcfia f-!; atunciexisti y € B astfel incit x = ).
Din 4.3.3 rezulti ci f(x) = ysi deci x € f(B) (imaginea inversi a
mul{imii B prin functia f).

Invers, fie x € f*(B); atunci f(x) € B. Din 4.3.3 rezulti ci x =
= f*(f(x)) apartine imaginii directe a multimii B prin functia f-*

(Vezi si 4.5).

4.5. Functii injective, surjective, bijective

4.5.1. Definitie. Spunem ci o functie f: X — Y este Sfunctie injectivi
sau injectic dacd pentru orice doui elemente x € X %' & X astfel

incit x % 2’ rezultd f(x) # f(»') (altfel spus, f este injectivd daci duce
elemente distincte din X in elemente distincte din V).

4.5.2. Observagie. Fie f: X — Y o functie. Atunci f este injectivd
dacd $i numai daci oricare ar fi %, 2’ € X egalitatea f(x) = f(x') implici
x=x'.
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4.5.3. Exemple. a) Fie functia f: R — R, definiti prin egalitatea
f(x) = ax + b unde a §i b sint doud numere reale date §i a == 0. Aceastd
functie este injectivi. Intr-adevir, daci f(x) = f(#’) atunci ax + b =
= ax' + b de unde ax = ax’, deci x = &',

b) Fie functia f: R, — R, definitd prin egalitatea f(x) = x% oricare
ar fi x R, si k €N\ {0}. Aceastd functie este injectivd. Intr-adevir
egalitatea f(x) = f(') implici 2?* = x'?*, deunde x = %' deoarece # §i
%' sint numere reale nenegative.

¢) Considerdim functia fiR— R definitd prin egalitatea f(x) =
= 2% (R €N).

Aceasti functie este injectivd deoarece din egalitatea f(x) = f(#')
rezultd x%+1 = x'2¥1 care implicd x = &',

d) Fie functia f: R — R, definitd prin egalitatea f(x) = 22

Deoarece (—#)? = %2, aceasti functie nu este injectivd.

¢) Functia f:[0,2n]—|—1,1] dati prin egalitatea f(x) =sin x
nu este injectivi, deoarece f(0) = f(2x) = 0.

4.5.4. Propozitie. Fie f: X — Y si g:Y — Z doud functii, atunci
urmitoarele afirmatii sint adevirate:

1) dacd f si g sint injective, atunci g o f este injectivd;

2) dacd gof este injectivd, atunci f este injectiva.

Demonstragie. 1) Fie x, x’€X doud elemente oarecare, astfel incit
% s «'. Cum f este injectivi, rezultd f(x)  f(#'), cum g este injectivi,
rezultd ci g(f(x)) # g(f(#')), sau altfel scris (gf)(x) = (gf)(x) ceea ce
fnseamni ci gf este injectivd.

2) Considerim doud elemente oarecare %, »'€X, cu proprietatea
x = x’. Cum gf este injectivd, obtinem relatia (gf)(x) # (gf)(%). Dacd
f(x) = f(+') atunci am obtine g(f(x)) =g (f(*')) sau altfel scris
(gf) (x) = (gf)(#'), care este o contradictie. Prin urmare trebuie ca
f(%) & f(x'), ceea ce aratd ci f este injectivi.

4.5.5. Definitic. Spunem ci o functie f: X — Y este funcfie sur-
jectivd sau surjectie dacd pentru orice element yeY, existd un element
xc X, astfel incit y = f(x). (Altfel spus f este surjectivi, daci orice
element din multimea Y este imaginea unui element din mulfimea X;
sau finci se mai spune ci orice element din mul{imea Y are o preima-
gine in mulfimea X.)

4.5.6. Observagie. O functie f: X — Y este surjectivi daci §i numai
daci f(X) =Y.

Intr-adevir, daci f este surjectivi, atunci din definifia 4.5.5.
rezulti Y C f(X). Cum incluziunea f(X) C Y are loc pentru orice
functie atunci are loc egalitatea f(X) =Y.
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Invers, dacd are loc egalitatea f(X) =Y, atunci dupi definitia
4.5.5 si propozitia 4.4.3 rezultd ci f este surjectivi.

4.5.7. Exemple. a) Functia f: R— R definit3 prin egalitatea f(x) =
=ax 4 b, a0, este surjectivi.

Intr-adevir daci yeR, atunci ecuatia ax 4 b = y are solutia

y—b . y—b
%= . Atunmf( ) =Y.

a a

b) Functia f: R — R definit de egalitatea f(x) = 2?**1 (keN)
este surjectivi,

Intr-adevir, daci yER este oarecare, atunci f(**§73) = y si deci
f este surjectivi.

¢) S& considerdim functia f:R,-— R definitd prin egalitatea
f(x) = x*(R&N\{0}); aceasta nu este surjectivi. Intr-adevir, daci
YER, ¥ <0, atunci nu exsti nici un numir xR, astfel incit f(x) = y.

Pe de alti parte (4.5.3. b), aceastd functie este injectivi.

d) Fie functia f:N - N, definitd prin egalitatea f(x) = x + 3.

Aceastd functie nu este surjectivd deoarece, pentru y =2 nu exist
nici un x&N astfel incit f(¥) = x4 3 =2.

4.5.8. Propozifie. Fie f:X —Y si g:Y — Z doui functii; atunci
urmdtoarele afirmatii sint adevirate.

1. Daci g si f sint surjective, atunci gf este surjectivi.

2. Dacd gf este surjectivd, atunci g este surjectivi.

Demonstragie. 1. Cum f este surjectivd, deducem f(X) = Y, (obser-
vatia 4.5.6); cum g este surjectivi, rezulti g(Y) = Z; de unde rezulti
8(Y) = g(f(X)) = Z, din propozitia 4.4.9 deducem ci (gf) (X) =2,
si folosind din nou observatia 4.5.6 deducem ci gf este surjectivi.

2. Fie z un element oricare din Z. Cum gf este surjectivi, existi
x€X astfel incit 2z = (gf) (¥); notind y = f(x) atunci obfinem ci
z = g(y) ceea ce ne aratd cd g este surjectivi. .

- 4.5.9. Definitie. O functie f: X — Y care este in acelasi timp si
injectivd si surjectivi se numeste functie bijectivi sau bijectie.

4.5.10. Exemple. a) Funciia f: R — R definitd de egalitatea f(x) =
= x?**1 (ReN) este o functie bijectivi. Aceasta rezulti din 4.5.3.
c) si 4.5.7. b).

b) Considerim functia f: R,\ {0} - R, dati de egalitatea f(x) =
=log, %#(a >0 & a +# 1). Folosind proprietitile logaritmilor se deduce
imediat cd f este injectivi si surjectivi, deci bijectivi.
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¢) Funcfia f:R - R\ {0} definitdi de egalitatea f(x) = a*(a >
> 0 & a =~ 1) este de asemenea bijectivi.

d) Functia f:R,—>R definiti prin egalitatea f(x) =% este
injectivid, dar nu este surjectivi, deci nu este bijectivi. »

e) Functia f: R — R, definiti prin egalitatea f(x) = x* nu este
injectivd, deoarece f(x) = f(—x).

Este surjectivi, deoarece pentru orice yeR,, existi x = {y

astfel incit f({y) = y. Aceasti functie nu este bijectivi.
f) Functia f: R — R definitd prin egalitatea f(x) = x* nu este
nici injectivd si nici surjectivd, deci f nu este bijectiva.

4.5.11. Propozifie. Daci f: X — Y si g: Y — Z sint doud functii,
atunci au loc proprietitile:

1. Daci f si g sint bijective, atunci gf este bijectivi.

2. Dacd gf este bijectivd, atunci f este injectivi si g surjectivi.

Demonstratie.

1) rezultd din 4.5.4.1) 4.5.8.1)

2) rezultd din 4.5.4.2) si 4.5.8.2).

4.5.12. Propozific. Dacd X o mulfime oarecare, atunci functia
identicd 1, : X — Y este bijectivi.

Demonstrafie. Dacd «x = x' atunci 1, (x) 3£ 1, (#'), deci 1, este
injectivi.

Pe de altd parte, cum x = 1, (x) rezultd ci 1, este sisurjectivi.

4.5.13. Definstie. O funcfie f: X — Y se numeste snversabild daci
existd o funcfie g: Y — X astfel incit gf =1, si fg = 1,.

45.14. Teoremd. Fie f: X — Y o funcfie. Atunci urmitoarele
afirmatii sint echivalente:

1) f este inversabild

2) f este bijectivd

3) corespondenta f* este o functie

Q) fref=1lpsifoft=1,

Demonstragie. Vom face demonstratia aritind ci 1)=2)=3)=
=4)=1).

1) = 2). Presupunem cd feste inversabili. Cum 1, este bijectivi,
din egalitatea gf = 1, i din 4.5.11. 2 deducem ci f este injectivi.
Din egalitatea fg = 1, si din 4.5.11. 2 rezulti ci f este si surjectivi.
Deci f este bijectivi.

S aritdm cd 2) = 3). Presupunem ci graficul functiei f este F,
atunci f = (X,F,Y) si deci corespondenta inversi este f-* = (V,F,X).

69



Trebuie si aritim ci daci f este bijectivd, atunci F' verifici
(Py) si (Py) din 4.1.1.

Fie y € Y, un element oarecare. Deoarece f este surjectivi, existi
% € X, astfel incit y = f(x). Dar cum (x,y)EF, obtinem (y,»)cF*
si deci F* verificd (P,).

Presupunem ci avem (y,%)€F™ si (y,2')eF™. Atunci (x,y)eF
si (#',9)€F sau altfel scris f(x) =y si f(x') =y, de unde obtinem
egalitatea f(x) = f(»'). Functia f fiind injectivd, rezulti x = x’ i
deci F* verifici si (P,). Implicatia 3) = 4) este datd in 4.3.3.

Din 4.3.3 rezultd ci dacd 4) este verificats, atunci f~ este o functie
si deci f este inversabili de unde rezulti implicatia 4) = 1).

4.5.15. Propozitie. Daci f: X — Y este o functie inversabild, atunci
existi o singurd funcfie g: Y — X astfel incit gof=1,5i fog =1,

Demonstratie. Presupunem ci existd doud functiig: Y - X, g": Y —
— X astfel incit si aibid loc egalititile gf =1,, gf=1, i & f =
=1y §i fg' =1,.

Fie un element oarecare, y€ Y. Deoarece f este inversabild, conform
4.5.14, f este bijectivd si deci existi x&X astfel incit y = f(x). Din
egalititilego f=1,5ig o f = 1; deducem ci (go f)(x) = % 5i (g’ o /)(*)=
= x sau altfel scris, g(f(¥)) = # $i g'(f(x)) = #, de unde g(y) = # §i
g'(y) = . Prin urmare g(y) = g'(y) sig = &'.

4.5.16. Definitic. Daci f: X — Y este o functie inversibili. atunci
functia g: Y — X pentrucare go f = 1. 5i fo g = 1, se numeste inversa
functiei f.

4.5.17. Observafie. Din teorema 4.5.14 si din propozifia 4.5.15
rezultd ci daci f: X — Y este o functie inversabild, atunci inversa ei
nu este altcineva decit corespondenta inversi f-* (care este si ea functie
inversabild, deci bijectivd). Deci vom folosi pentru inversa unei functii
inversabile f: X ~ Y, notatia f: Y - X.

4.5.18. Exemple. In o serie intreagi de probleme se cere ca din-
du-se o functie f: X — Y bijectivi si se determine inversa ei.

a) Considerim functia f: R, — R, definiti prin egalitatea f(x) = 2.

Aceastd functie este bijectivd, deci inversabili.

Fie f*: R, > R, inversa ei; atunci fof= 1r+ §i fof™* = la+.

Daci xR, este un element oarecare, atunci f(f?*(x)) = x, de
unde obfinem (f-)(x))? = x. Rezolvind aceasti ecuatie §i finind cont

ci f(»)<R,, deducem f(x) = . fn concluzie inversa functiei f este
functia f*: R, - R, definitd prin egalitatea: f(x) = |/#.
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b) Fie functia f:[3, 4+ oo) » [—8, Joco) definitd de egalitatea
f(®) =22 —6x + 1.

Sd se arate ci f este bijectivd si apoi si se determine inversa ei.

Rezolvarea. Este evident cd pentru orice x avem: 22 — 6x 4 1 > —
—8®(x—32>0.

Rezultd cid daci x€[3, +o0), f(¥)S[—8, 4+00). Si aritim ci
[ este injectivi. Presupunem cd f(x) = f(x'), unde x,x' €[3, +o0).

Atunci egalitatea %2 —6x 4+ 1 =22 — 6 x’ 4+ 1 ne d4 succesiv:
%2 — 6x = x'2 — 6x'. Sau altfel scris 22 — x'2 — 6 (x — ') =0, de
unde (x — x’) (x + x' — 6) = 0. ’

Deoarece x > 3 si ¥’ > 3, avem x 4+ " — 6 > 0, egalitatea avind
loc numai cind ¥ = ' = 3. In cazul cind ¥ + ¥’ — 6 > 0 rezulti ci
x — %' = 0 de unde x = «’ si deci f este injectivd. Sd ardtim cd f este
surjectivi. Fie y&[—8, +oo). Rezolvind ecuatia »2 —6x+ 1=y,
obfinem x,, =3 + 9 +y—1=34+ )y + 8.

Cum y +8>0, avem 3 + [y+8€[3, + o0) 5i in plus f(3 +
+ Vy + 8) = y sideci f este surjectivi. Deci f este bijectivd. Inversa
[ [—8, +o0) = [3, +00) a functiei f se deduce din egalitatea fo f* =
= 1{-s, 4w

intr-adevir, daci x&[—8, +o0) atunci f(f*(x)) = x de unde
(f*(%))2 — 6 f*(x) + 1 = x. Aceastd ecuatie ne di solutiile f7(x) =
=348+ =

Cum f*(x)€[3, +oo) atunci solufia convenabild este f?(x) =
=34 Vx -+ 8. .

Prin urmare inversa functiei f este functia f:[—8, 4-00) = [3,4 -
+4o0) definitd de egalitatea f(x) = 3 + |/x + 8.

¢) Functia f: [ -z, %]» [—1, 1] definit4 prin egalitatea f(x) =
= sin x este o functie bijectivd, deci inversabild. Inversa acestei functii
-1 %, %] nu este altcineva decit functia datd de egali-
tatea f(x) = arcsin .

d) Functia f: R —R,\{0} definitd prin egalitatea f(x) = a®(@ >
>0 & a = 1) este o functie bijectivi, deci inversabild. Inversa acestei

functii /*: R,\\{0} — R nu este altcineva decit func{ia, bine cunoscuti,
definitd prin egalitatea f~(x) = log, «.

4.5.19. Rezumat. Notim cu f: X — Y o functie oarecare. In tabelul
urmitor sint rezumate notfiunile de functiie injectivd, surjectivd gi
bijectiva.
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x = x' = f(x) = f(x') } orice functie
) # f(d) = v # &

% % ' = f(x) 5 f(x') } functie injectivd

/&) = f) > 5 =&

yeY = Ax)(»c X & f(x) = y) } functie surjectivi
fX)=Y

functie injectivi & functie surjectivd & functie bijectivd
functie inversabild ¢) functie bijectivi.

4.6. Sectiune si retractd a unei functii*

Fie f: X - Y o functie. Am definit in 4.5.13 notiunea de functie
inversabili si anume: f este inversabild daci existd o funcfie g: ¥ - X
astfel incit gof= 1, si fog=1,. Ne propunem si studiem separat
functiile pentru care este indeplinitd numai una din egalititile gof = 1,
sau fog =1,.

. 4.6.1 Definitie. Fie f: X — Y o functie. O functie s: Y — X astfel
incit fo s = 1, se numegte o secfiune a lui f.

4.6.2. Definitie Fie f: X — Y o functie. O functie »: Y — X avind
proprietatea 7 o f = 1, se numeste o refractd a lui f.

463 Teoremd. 0 functie f: X > Y admite o secfiune dacd
si numai dacd f este surjectivi.

Demonstragie. Dacd f admite o sectiune s: Y — X, atunci fos =1,
Deoarece 1, este evident surjectivd, din 4.5.8 rezultd cd f este surjectie.

Invers, presupunem ci f este surjectivi. Daci ycY este un ele-
ment oarecare, existd x& X astfel incit f(x) = y . Inseamni ci f({y})+
* J.

In fiecare din multimile f*({y}) alegem un element notat cu x,.
Definim corespondenta s:Y — X prin egalitatea s(y) = x,. Aceastd
corespondentd verificd (P,), deoarece f ({y}) =@ si verifici (P,)
deoarece am ales un singur element in fiecare din mulfimile f* ({y});
deci s este o functie. Din alegerea lui x, rezulti ci f(x,) = y si deci

* Facultativ,
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Sf(s(3)) = v sau altfel scris (fos) (y) =y. De aici rezults ci Jos=1,,
adicd s este o sectiune pentru f.

4.64. Teoremd. Fie X @. O functie [ X—Y admite o
retractd dacd si numai dacd f este injectivi,

Demonstragie. Presupunem ci f admite o retracts 7: Y — X ; deci
7o f=1,. Cum 1lgeste o functie bijectivi (propozifia 4.5.12), din pro-
pozitia 4.5.11 rezulti ci f este injectivi. Invers, presupunem ci f este
injectivd. Cum X = @, existi un element % X.

Definim corespondenta # de la ¥ la X prin egalitatea

_[* dacd fly) =y
7o) _{xo daci yef(X).

Deoarece f este injectivi, pentru fiecare YEf(X) existi un singur
%€ X cu f(x) = y, deci corespondenta 7 este o functie.

Dacd x € X este un element oarecare atunci din definitia lui »
rezultd ci 7(f(x)) = x sau altfel scris (7o f) (%) = #, de unde egalitatea
7o f = 14. Prin urmare, 7 este o retracti a lui £, :

4.6.5. Exemple. a) Fie multimile X = {1234}si ¥ = {7.8,13} ;
considerdm functia f: X - Y, definity prin egalitdtile: f(1) =7, f(2) =
=7, f(3) =8, f(4) = 13.

Din modul cum este definiti aceasti functie se constats imediat
cd este surjectivi.

Functia s,: ¥ — X definiti prin egalititile: s, (7) = 1, s, (8) = 3,
$; (13) = 4, s este o sectiune a functiei f.

De asemenea functia s,: ¥ — X definiti prin egalititile: s, (7) = 2,
Sz (8) =3, 5, (13) = 4 este de asemenea o sectiune a functiei f.

Din aceste exemple se constati ci o functie f poate avea mai multe
functii distincte care sint sectiuni pentru I .

b) Fie multimile X = {4,351 Y = {1, 2, 3, 4, 5}. Considerim
funcfia f: X — Y, definiti prin egalititile fla) =1, f(b) =3, flc)=>5.

Este clar ci f este injectivd §i conform teoremei 4.6.4 admite o
retracti.

Functia 7;: ¥ — X definit4 prin egalititile: n(l)=ar (2)=a,
71(3) = b, , (4) = a, 7, (5) = ¢ verifici relatia 7, o J =1, deci 7, este
© retractd a lui f.

De asemenea functia #,: ¥ — X definitd prin egalititile: 7, (1) = a,
73(2) =b,7,(3) = b, 7,(4) = b, 7, (5) = ¢ este de asemenea o retracts
2 lui f,

1{1 concluzie o functie f poate admite mai multe functii distincte
care sint retracte pentru f.
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4.7. Multimea Y* si proprietitile ei

Daci X si Y sint doud multimi, vom nota cu ¥* mulfimea func- -

tiilor definite pe X §i cu valori in ¥, adicd
YE={f|f:X—>Y}

De multe ori pentru mulfimea Y* se foloseste si notatia F(X, ¥).
in continuare, vom da citeva proprietiti ale acestei multimi.

4.7.1. Propozifie. Fie X, Y, Z trei mulfimi astfel incit X N ¥ = @.
Definim functia a: Z¥Y¥ — Z* x Z¥ prin egalitatea

«(f) = (flx, fly), unde f: X U ¥ - Z.

Cu aceste notatii « este o functie bijectivi.

Demonstragie. S aritim cd o este injectivi,

Fie f: XUY > Z i f': XUY — Z doud functii oarecare astfel
tctt f) = a(f). Atunci (flx 1) = (/e Fl), de unde flz = fix
si = f'[y.

. Daci % € X |J Y este un element oarecare, atunci f(x) = flx(x)
Si f(2) = fx(#) dack x & X si f(x) = fly (1), f'(%) =['[¢(x), daci
% &€ Y. In concluzie f(x) = f'(») pentru orice x € X {J Y. Dec1 f = f"
si « este o functie injectivd.

S3 dovedim ci « este surjectivi.

Fie h € Z¥ x Z*¥ un element oarecare. Atunci 5 = (#, v) unde
weZ¥sive Z¥.

Definim corespondenta f: X J Y — Z prin egalitatea:

u (x) dacdi x € X

f(x):=!{v (x) dacd x € Y.

Cum X N Y = @, f esteo functie (verificarea o va face cititorul).
in plus fly = u si fy [= v, deci a(f) = &.

.

Prin urmare, « este §i surjectivi.

4.7.2. Propozitie. Fie X, Y, Z trei mulfimi. Definim funcfia

. (Z¥)X — Z**¥ ‘prin_egalitatea: B(f) ((x,)) = f(x) (y) oricare ar

fif € (Z¥)%si (v, y)€X X Y. Cu aceste notatii functia f este bijectiva.
Demonstragie. S aritim mai intli ci B este injectivd.

Fie f, f' € (Z¥)* astfel incit B(f) = B(f'). Dacd (x; y)EX X Y este

un element oarecare al multimii X X Y, atunci obtfinem egalitatea

B() (% 3) =B(f) (% ), de unde f(») (y) =f(x) (y). Cum y

este un element oarecare din Y, obfinem ci f(x) = f'(x). Cum x este
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de asemenea un element oarecare din X, rezulti in final ci f=r,
ceea ce aratd cd P este injectivi.
Fie ¢ € Z*X¥, un element oarecare, Definim functia [ X=2%

prin egalitatea: f(x) (y) =g (%, ¥)). Este clar ci B(f) =g si deci B
-este si surjectivi.

4.7.3. Propozifie. Fie X, Y, Z trei multimi. Daci Py 5i P, sint
functiile proiectii ale multimii ¥ x Z, definim functia:

Y (Y X Z)*¥ >Y* x Z% prin egalitatea
Y(f) = (pyef, pzof) oricare ar fi f: X - Y x Z.

Cu aceste notatii functia v este bijectivi.

Demonstragie. Si dovedim ci vy este injectivi.

Fie pentru aceste doud functiif: X — ¥ x Z sif': X - Y x Zastfel
incit y(f) = y(f’). Din aceasti egalitate obtinem ci (pyf, p,f) =
= (pyf’, p2f'), de unde p,f = Pof’ §l pof = p.f".

Fie x un element oarecare din X st presupunem ci Jx) = (9, z)
$1f(%) = (y5, z) unde v, 3, € Y 5i 2, z, € Z.

Din egalitatea p,f = pyf’ obfinem ci (p,f) (x) = (Buf) (), de
unde rezulti c& ,(f(1) = py(f(x)) si deci y, = ,.

In mod analog din egalifatea’ p,f = p_f' se deduce ci 2 = 2,
Deci (1, z) = (95, 2,), de unde rezulti f =7, adicd functia y este
injectivi.

Fie he Y* x Z* un element oarecare. Deci % este de forma /4 =
=(u;, v) unde : X > Y si v: X > Z,

Definim functia f: X — Y x Z prin egalitatea

f(®) = (u(x), v(x)) oricare ar fi x € X,

Din definifia functiei f se deduce imediat ci p,f = u si p,f=0u,
de unde rezultd ci y(f) = (%, v). Prin urmare v este surjectivi.

4.8. Citeva proprietiti ale produsului cartezian

4.8.1. Propozitic. Fie X si Y doud multimi. Definim functia «:
X X Y=Y X X prin egalitatea a ((x, y)) = (¥, x) ori care ar fi ele-
mentul (x, y) din multimea X x Y. Atunci « este o functie bijectivi.
Demonstratie. Trebuie dovedit ci « este injectivi si surjectiva.

Fie (z, y), (#'y') €X X Y astfel incit « ((%, ¥)) = « ((#", %)). Re-
zultd cd (y, ) = (', #') deunde y = ¥’ §i ¥ = x’. Prin urmare (%,9) =
= (', ') si deci « este injectivi.
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Daci (y, x) € Y x X, atunci este evident cd o. ((x, ) = (x, 3) $i
deci « este si surjectivd. ‘

4.8.2. Propozitie. Fie X, Y, Z trei multimi. Definim functia
B: X XY)XZ>XX (Y x 2)

prin egalitatea B (((x, ¥), 2)) = (%, (¥, z)) oricare ar fi elementele x€ X,
ye Y size Z Atunci § este o bijectie.

Demonstratie. Fie elementele ((%, ¥), 2)€ (X X Y) X Zsi (%),
Z)e(X x Y)x Z astfel incit B (((x, ), 2)) = B(((x', ¥"), 2')). De aici
rezulti ci (¥, (y, 2)) = (¥, (%', 7)), de unde x= 2’ §i (¥, 2) = (%', %),
ceea ce implici egalititile x = %', y =y, z=12". Diix ultimele trei
egalititi obtinem cd (x, ¥) = (¥, ') §i in final (%, %), 2) = (%, ¥'), #)»
ceea ce ne arati ci P este injectiva.

Daci (%, (,2)) € X x (Y X Z) este un element oarecare atunci este
evident ci B (%, ¥), 2)) = (%, (¥, 2)) §i prin urmare B este si surjectivd.

4.9. Exercitii

1) Fie f: X — Y o functie si (P(X) multimea pirtilor multimii X.
Definim functia ¢: P(X)—> (P(X) prin egalitatea e(4) = f(f(4))
oricare ar fi 4 € P(X).

Si se arate ¢i @ =@ - (@2 =@ o).

2) Fiefi X»>Yo functie si P(Y) muliimea pértilor mul{imii Y.
Definim' functia ¢: P(Y)— P(Y) prin egalitatea

§(B) = f(f*(B)) oricare ar fi B € P(Y).
S4 se arate ci ¢2 =y . (P2 =1deo¢)

3) Fie f: X » Y o functie 51 B C Y o submultime a lui Y. Si

se arate cid
f(CyB) = Cxf(B).

4) Fie f: X — Y o functie. S se arate cd f este injectivd & f(4 N
NA4’) = f(4) N f(4’) oricare ar fi 4 si 4’ din P(X).

5) Fie functia f: R - R definitd prin egalitatea

f(x) = ax® + bx + c unde a, b, cER.

S3 se determine f(R). Discutie.

6) Fiind date multimile X = {1, 2, 3} i Y = {a, b, c, 4} se cere
s& se descrie toate functiile injective de la mulfimea X la mulfimea Y.
Exist3 functii surjective de la multimea X la Y?
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7) Fie multimile X = {a, b, ¢, @} si Y = {1, 2}. Si se descrie toate
functiile surjective de la mulf{imea X la multimea Y. Existi functii
injective de la mult{imea X la Y?

8) Fie multimile X = {a, b, c} 5i Y = {1, 2, 3}. Si se descrie toate
functiile bijective de la X la Y.

9) Fie X s§i Y doud mul{imi finite. Prima are » elemente, iar a
doua, 7 elemente. Si se arate cd este necesar si suficient si existe o
functie injectivd de la X la Y ca m<{n. In acest caz, si se arate ci nu-
mirul de functii injective de la X la Y este egal cu A7 .

10) Aceleasi notatii ca in problema 9). Si se arate cd este necesar si
suficient ca si existe o functie surjectivd de la X la Y este ca nm.

In acest caz si se arate ci numirul de functii surjective de la mul-
fimea X la multimea Y este egal cu numirul S, , =#" — Ci(n —
— 1)+ Cn—2)"—Cin—3)"+. . .+ (—=1)*1 Cp-1 1™,

11) Fie X si Y doud multimi finite. Prima are m elemente, iar cea
de-a doua, # elomente. Si se arate ci este necesar si suficient ca si existe
o functie bijectivi de la X la Y este ca m = n. In acest caz si se arate
<d numirul functiilor bijective de la X 1a Y este egal cu » !/

12) Fie f: X - Y o functie. S4 se arate ci f este injectivd &

J(€x4) c C,f(A) oricare ar fi 4 C X.
13) Fie f: X - Y o functie. Si se arate ci f este surjectivi &
C,f(A) C f(CxA) oricare ar fi 4 C X.
14) Fie f: X - Y o functie. Si se arate cd f este bijectivi &
S(€x4) = C,f(A) oricare ar fi 4 C X.

15) Si dd expresia E = x? — 2x + 10 si multimea X =[2, 5].
Si se determine Y astfel incit functia f: [2, 5]— Y, Y C R definitd
prin egalitatea f(x) = 2 — 2% 4 10 si fie bijectivi. Si se determine
apoi inversa ei.

16) Se si expresia E =: 22 — 4x 4+ 1 si multimea Y =[1, 2]. Si
se determine o mulfime X astfel incit f: X —[1, 2], X C R definit3
prin egalitatea f(x) = 22 — 4x 4+ 1 si fie bijectivi. In acest caz si
se determine inversa ei.

17) Fie functia f: [1, 2] - [6, 7] definiti prin egalitatea

f(x) = x® — 2x 4 7 oricare ar fi x € [1, 2].
Si se arate cd f este bijectivi si si se gdseascd inversa ei.
18) Se dd functia f: R — R, definitd prin egalitatea f(x)= 2,

S& se arate ci f este surjectivi si apoi si se determine dou3 functii care
sint sectiuni pentru f.
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19) Se di functia f: R, - R definitd prin egalitatea f(x) = x
* S3 se arate ci f este injectivd si apoi si se determine cel putfin doui
retracte pentru aceastd funciie.

20) Fie functia f: [0,1] — R definiti prin egalitatea f(x) = x% —
— 5x 4 1. Si se arate cd f este injectivd si apoi si se determine cel
putin doud retracte pentru aceastd functie.

21) Fie o functie f: X — Y. Definim functia f,: P(X) - P(Y)
prin egalitatea f,(A4) = f(4) oricare ar fi A € P(X). Definim de
asemenea functia f* = P(Y)— P(X) prin egalitatea f*(B) = f1(B)
oricare ar fi B € (P(Y). Si se arate cd urmitoarele afirmatii sint echi-
valente:

a) f este injectivd

b) fi este injectivd

c) f* este surjectivd

d) f* fo = 195,

22) Aceleasi notatii ca in problema precedentd. S& se arate ca
urmitoarele afirmatii sint echivalente:

a) f este surjectivd

b) f, este surjectivi

c) f* este injectivd

d) fu [* = 12,

23) Si se arate ci I, este unica functie definitd pe @ cu valori
in 4.

24) Daci multimea A este nevidi si se arate cd nu existd nici o
functie definitd pe 4 cu valori in @.

§ 5. Relatii

5.1. Relatii binare pe o multime

In § 3, am studiat notiunea de corespondenti de la o multime X
la o multime ¥. Acum ne ocupim de cazul particular X = Y. In acest
caz vom nota graficul corespondentelor cit si corespondentele cu litere
mici grecesti. '

5.1.1. Definitie. Se numeste relafie binard pe mulfimea X, orice co-
respondentid (X, o, X). Prin abuz de limbaj se identifici uneori relatia
binard cu graficul ei p C X X X.
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5.1.2. Notagii. 1) Cind pe o multime X s-a dat o relatie binari, no-
tdm aceasta prin (X, p). Vom mai spune ci mulf{imea X este inzestratd
cu relatia binard .

2) Cind elementul (,y) din X X X apartine multimii p, (x,y) € p
vom nota foarte des acest fapt prin x p y si vom spune ci x este in
relafia o cu y.

Pentru cele ce urmeazi vom reaminti citeva definitii datein § 3.
Dacd p este o relafie binard pe multimea X, p — X x X, atunci g
reprezintd mulfimea: p-1 = {(x,y) | (,%) € p}. Este clar ci ™ este
de asemenea o relatie binari pe X. Vom nota prin p* mulfimea po p,
definitd in felul urmitor:

P={(*2) 1@y e X&(xy) € & (9.2 € ¢} T

De asemenea p? este o relatie binari pe mulfimea X. Reamintim
ci prin A, am notat multimea:

Ay = {(»,%) | x € X}, care se numeste diagonala mul{imii X x X.
Ay este de asemenea o relatie binard pe mult'mea X.

5.1.3. Definigie. Fie X o multime si p o relatie binari definiti pe X.
Vom spune ci p este o relatie reflexivd dacd A, C p. Astfel spus, p este
o relatie reflexivd pe X dacd verificd proprietatea: oricare ar fi x € X
are loc relatia (¥,%) € p, sau altfel scris, oricare ar fi x € X avem x p .

5.1.4. Definitie. Fie X o multime si p o relatie binari pe X. Vom
spune ci p este o relatie simetricd dacd are loc incluziunea.

pC e

Altfel spus, p este o relatie simetricd pe X daci verificd urmitoarea
proprietate: oricarear fi x,y € X, conditia (x,9) € p implicd (y,%) C ¢,
sau altfel scris x p y=> ¥ p .

5.1.5. Definitie. Fi¢ X o multime si p o relatie binari pe X. Vom
spune cd p este o relafie lranzitivd daci are loc incluziunea 2 C p.

Altfel spus, p este o relatie tranzitivd pe X, daci verifici urmitoarea
proprietate: oricare ar fi elementele x, y, z € X, conditia (¥, ¥) € p si
(¥, 2) € pimplicid (x, z) € psaualtfelscris: ¥ py &y pz = x p z oricare
arfi x, 9, z€ X.

5.1.6. Exemple. a) Dacd X o mulfime oarecare, atunci p = A, este o
relatie binard care este si reflexivd si simetrici si tranzitivi.
Intr-adevir, din definitia 5.1.4 rezulti ci A, este reflexivi,
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Fie acum doui elemente oarecare x, ¥ &€ X astfel incit (x, y) &
€ A,. Atunci x =y §i deci §i (y, #) € A, si prin urmare A, este
simetricd.

Daci %, y, z sint trei elemente oarecare din X astfel incit si aibd
loc proprietatea (x,9) € Ay & (¥,2) € Ay, atunci x =y 5i y =z, de
unde rezultd x = z. Deci (%, z) € Ay §i prin urmare Ay este §i tran-
zitiva,

b) Fie X o multime si p = X X X. Este clar ci p este o relatie bi-
nari care este reflexivd, simetricd i tranzitiva.

c) Fie R multimea numerelor reale, p relatia binard definitd astfel:
p={(*y xR &y R &z — yeste numir intreg}. Dacd x€ R
atunci x — x = 0, decl (¥, x) € ¢ §i prin urmare p este o relatie refle-
xivi. Fie #, ¥ € R avind proprietatea (x, ¥) € p. Atunci x — y este un
numir intreg si deci y — x este de asemenea un numir intreg. Prin
urmare (y, x) € p si deci p este simetrici.

Considerdm trei elemente %, ¥, 2 € R cu proprietitile (x, y) € p §i
(¥,2)€Ep.Cumx—2=(x—3)+(y—2) sl x— y si y— z sint nu-
mere intregi, rezulti ci x — z este numdr intreg si deci (¥, z) € p. Deci
p este si tranzitivd.

" d) Fie Z mulfimea numerelor intregi. Definim relatia binari:
{(xy)|x€Z &y € Z & (3 | x — y)} unde [ inseamnd ,, divide”. Aceas-
td relatie este reflexivd, deoarece 3 [ x — «x oricare ar fi x € Z. Dacid
% pyatuncix —y=3 k(k € Z), si deci y — x = 3(—k) ceea ce ne
aratd ci p este simetricd.

S& dovedim ci este si tranzitivi. Presupunem ci au loc x p y §i
yepzdecix—y=3ksiy—z2=23k unde k 2 € Z. Cum ¥ — z=
= (ny1 — ) + (y—2) = 3(k+F') rezultd cid x p 2z, adicd p este si tran-
zitivi.

e) Fie X = {1, 2, 3}. Pe aceastd mulf{ime definim urmdtoarea re-
latie binard:

er={(1 1), (2,2, 3, 3), (1, 2)}

Este clar ci p; € X x X. De asemenea se vede imediat cid ¢, este
reflexivd si tranzitivd, dar nu este simetrica.

f) Fie aceeasi multime X = {1, 2, 3}. ‘

Definim multimea p, = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 3), (3, 2)}. Cum p, C
C X X X, rezulti ci p, este o relatie binari pe X. In plus se observi
imediat cd p, este reflexivi, dar nu este simetricd, nici tranzitiva.

g) Pe aceeasi multime X = {1, 2, 3} definim relatia binard

Pz = {(I: 1)’ (2: 2)’ (3' 3): (11 2)» (2’: 3)’ (1> 3)}
Aceasti relatie binari care este reflexivi, tranzitivd, dar nu este sime-
tricd.
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5.2. Relatii de echivalentd

5.2.1. Definitie. Fie X o mulfime. O relatie binard o pe multimea
X se numeste relagic de echivalentd daci este in acelasi timp reflexivd,
simetrici si tranzitivi. Dacd x, y € X §i # p y, vom spune cd x este echi-
valent cu y.

Altfel spus, o relatie binarid p pe multimea X, pC X X X este re-
latie de echivalentd daci are proprietitile:

a) oricarearfizx € X, x p % (veflexivitatea),

)b) oricare ar fi x, ¥ € X cu proprietatea xpy, atunci ypx (sime-
tria),

c) oricare ar fi %, y, 2€ X cu proprietatile: xpy §i ¥p2, atunci
xpz (tranzitivitatea).

5.2.2. Exemple. 1°) a), b), ¢), d) din 5.1.6 sint exemple de relatii
de echivalenta.

2°) Daci notdm cu D mulfimea dreptelor din plan, atunci mulfimea
e ={(d &) |d||d} este o relafie binari pe mulfimea D. Aceastd
relatie este reflexiva, simetricd si tranzitivi, deci relatie de echiva-
lents.

3°) Fie T multimea triunghiurilor din plan. Definim mul{imea
e = {(A, A’) | A, A’ triunghiuri §i A = A'}. Mul{imea p este o relatie
binard pe T care este reflexivi, simetrici si tranzitivd, deci este o re-
latie de echivalenta.

4°) Aceeasi multime T ca in exemplul precedent. Definim mulfimea
o’ = {(A, A) | A, A', triunghiuri si A asemenea cu A’}

Este clar c¢i o’ C T x T, deci este o relatie binard pe T. Se veri-
fick extrem de simplu ci p’ este o relatie de echivalentd.

5.2.3. Definitie. Fie X o multime oarecare. Relatia de echivalentd
A, (diagonala multimii X X X) (a se vedea 5.1.6) se numeste egali-
tatea pe X si se noteazi cu simbolul ,, = “.

Aceastd relatie traduce pur i simplu ideea intuitivd de identitate:
% = y inseamni ,,x este acelasi individ ca y“.

5.3. Clase de echivalentd. Multime factor
5.3.1. Definitie. Fie X o multime si p 0 relatie de echivalen{d pe ea.

Daci x € X, atunci vom numi clasd de echivalenjd a elementului #, §i

vom nota cu |x], mulfimea elementelor echivalente cu x:
[x], = {#' | ¥ € X &' p %}.

6 — Logica matematici — c¢. 1042 81



5.3.2. Observatie. Cind nu este nici un pericol de confuzie in loc de
notatia [#), se scrie [#], sau foarte des se intrébuinfeazi §i notatiile:

T sau & sau Z etc.

3.3.3. Definitie. Fie X o mulfime si p o relafie de echivalenti pe ea,
Se numeste mulfime factor sau mulfime cit a lni X prin relatia p, mul-
timea notatd cu X /o si definiti in modul urmitor:

Xle={x,|xe X}
adicd este multimea ale cirei elemente sint clasele de echivalents ale
elementelor din X.

35.3.4. Definifie. Fie (F o mulfime ale cirei elemente sint mulfimi
(se mai zice ci (F este o multime de mulfimi). Se numeste reuniunea
(respectiv intersectia) mulfimilor din (7 multimea notati cu |J X (res-
XeF
pectiv N X) si definiti in modul urmitor: Y
XeF

UX={x]|@3X) XerF & ze X)}
XeF

respectiv ‘
XQ@X = {x| (VX)) XeF > r€X)}.

Cu alte cuvinte, U X este multimea elementelor % care apartin
XeF . .
cel putin unei multimi X e (%, iar ) X este multimea elementelor %
XeF
care apartin tuturor multimilor X € F.
9.3.5. Observatie. Daci 4 si B sint doud multimi, atunci putem rorma
mulfimea (£ = {4, B}.

In acest caz J X si () X nu sint altcineva decit 4 U BsidN B.
XeF  XeF

5.3.6. T eorem d.Fie X o multimessi ¢ o relatie de echivalenti pe

ea. Atunci urmitoarele afirmatii sint adevirate:

1) x & [4], oricare ar fi ¥ € X,
2) [x]p = [x:]p & xpx’, ,
) N[x)e =0 &1 (xpx )
49) X = 4.

dex/e
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Comentarii. @) Intr-oformulare echivalentd, teorema 5.3.6 afirmd cd
orice element x€X apartine unei clase de echivalentd i numai uneia.
B) 1 (xpy) inseamnd cd x nu este echivalent cu y.

Demonstragie. 1) Cum p este reflexivid, avem xpx si deci x € [x],.

2) Presupunem mai tntii ci [#], = [#'), . Cum % € [¥], rezultd
x € (%'}, , de unde xpx’.

Invers, presupunem ci xpx’. Daci y<[#],, atunci ypx, de unde din
tranzitivitatea lui p, rezultd ci ypx’, deci y € [#'], . Prin urmare are
loc incluziunea [#], C [#'], . Cum are loc §i %'p%, atunci in mod cu
totll_ll analog rezulti si incluziurea [%'], C [x],, de unde egalitatea [#], =
= .x']p .

3) Daci presupunem cd [#], ) [, = @, cum |%], @, avem
[«], = [#'], , deci din 2) obtinem ci (xpx').

Invers, si presupunem ci 1 (xp%'). Daci [#], N [#']s + 9, atunci
existi y € &), () [*'], . Din relatiile y € (%], si ¥ € [x'], rezultd cd ypx
si ypx’, §i cum p este simetricd obtinem ci xpy si ypx', de unde, prin
tranzitivitatea lui p, deducem ci xpx’, O contradictie. Prin urmare
trebuie ca [, N [*]. = 9.

4) Pentru orice AeX|/,, ACX. Deci Y 4 C X.

: AEX|

Fie x € X un element oarecare. Din 1) rezultd % € %], € X [, ,deci

conform 5.3.4, rezultd c& x € | 4. Prin urmare are loc si incluziunea
AcX/o
X C U 4, deci egalitatea X = U 4.

AEX[p AEX/e
5.3.7. Exemple. a) Fie R mulfimea numerelor reale §i p relatia defi-
nitd prin proprietatea: xpx’ & % — e Z.

Am vizut (exemplu 5.1.6. ¢)) cd p este o relatie de echivalentd. S&
determinim multimea factor R [ p. Aceasta revine a determina clasele
de echivalenti. Fie x € R, atunci [#], ={*"|%" & R &x'px}. =
={x |+ € R&s — & € Z}.

Deci [#], = {x + k| k € Z}.

b) Fie Z mulfimea numerelor intregi si p relatia definitd prin pro-
prietatea: xpx’ & 7/ — ¥’ (Aceasti relatie se mai scrie si astfel:
%= x' (mod 7) i se citeste ¥ congruent cu x' modulo 7).

n mod analog exemplului 5.1.6. d) se dovedeste cd ¢ este o relatie
de echivalenta.

S% calculim clasele de echivalentd.

12l = {# | x'ox} = {&' | 7[5 — 2} = {x + Tk | kEZ}.
In particular obfinem

[0}, = {7 k| keZ}
[, = {1 + 7 klkEZ}
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2L ={2+7%|keZ}
Bl ={34+7k|keZ}
[4], = {4+ 7 k|keZ)
Bh={5+7k|keZ}
16, ={6-+7%| keZ}
S& ardtdm ci acestea sint toate elementele lui Z/p. Fie s&Z si [x],
clasa sa. Atunci Z=T7¢+ 7 unde 0 7» <7, deunde x—r="7gq.
Deci xpr, de unde dupi 5.3.6. 2) obtinem ci [5], = [7]e- -

Cum 0 7 < 7, atunci [7], este una din clasele de echivalents scrise
mai sus.

5.4. Partitiile unei multimi

3. 4. 1. Definitie. Fie X o mulfime. O mulfime (F ale cirei ele-
- mente sint submulfimi ale lui X (deci (7 C P(X)) se numeste par-
tifie a lui X daci sint indeplinite urmitoarele conditii:

1) oricare ar fi Ac(F, A + 0O, ’

2) oricare ar fi A, BE(#, astfel incit A # B, atunci ANB = @,

3) X=|J 4.

AEF

5. 4. 2. Exemple. a) Fie () multimea numerelor rationale si (F =
={n,n+41)|ncZ} unde [, n + 1) = {r€Q |n < v <n -+ 1}. Fie
A =[n, n 4 1); atunci este clar c¢i ne 4 si deci 4 #* O. Deci (F veri-
ficd 1).

I%acé A,Be(F §iA + B,atuncid = [n,n 1 1) si B =[m,m 4 1),
unde m == n.

Putem presupune ci m < #. Atuncim + 1 < sideci A N B=g.
Prin urmare (7 verifici si 2).

Acum dacd x este un numdr rafional, existi intotdeauna un numir
intreg k astfel incit s < * <k + 1. Deci ¥ € J 4, de unde 0=yd4.

[

A A

In concluzie mulfimea (F constituie o partitig pentru muli;imea.e 'FQ

b) Fie multimea X = {1, 2, 3, 4, 5}.

Considerdim mulfimile 4 = {1,2}, B= {3}, C={4, 5}. Putem
forma mulfimea (F = §A, B, C}.

Din modul cum a fost definiti (F rezulti imediat ci ea constituie
o partitie pentru mulfimea {1, 2, 3, 4, 5}.

c) Dacdi X =@ atunci (F=0 este o partitie a lui X.
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Fie acum o multime X, oarecare §i p o relatie de echivalentd
pe ea. fn 5.3.3 am construit mulfimea X/p, care, conform teoremei
5.3.6 este o partifie pentru mul{imea X. Reciproc, datd fiind o par-
titie (F pe X, vom defini o relatie binari p pe X in modul urmdtor:
doui elemente x si y din X sint in relatia p dacd y si x aparfin unei
aceleiasi multimi 4 a partitiei GF. Vom demonstra ci p este o relatie
de echivalenti pe X ; mai mult, vom arita ci in felul acesta se stabi-
leste o bijectie intre mulfimea relatiilor de echivalentd pe X §i mul-
timea partitiilor Iui X.

Vom nota cu R(X) mulfimea relatiilor de echivalentd pe mulfimea
X si cu Part (X) multimea partitiilor pe multimea X. Definim functia
@: R(X) ~ Part (X) prin egalitatea: ¢(p) = X|p oricare ar fi p € R(X).

Acum daci (F este o partitie pe X, (F € Part (X), definim multi-
mea p in modul urmdtor:

o= {(x 5 | @4) deF &xcd &ycd)}.
Este clar ¢i p — X X X, deci p este o relatie binard pe X.

5.4.3. Propozitie. o este o relatie de echivalentd pe mulfimea X.

Demonstragie. Fie x € X.Cum X =\ 4, existd 4 € (F astfel
AEF

tncit ¥ € 4. Deci (%, x) € p §i prin urmare p este reflexiva.

S¥ aritim ci p este simetricd. Fie (x, y) € p;dupd definitia relatiei p,
existi 4 € (Fastfelincit x € Asiy € 4. Rezulticiye Asizx € 4,
deci %y, x) € p.

n sfirgit, si ardtim cd p este si tranzitiv. Vom presupuneci (%, )€ ¢
si(y,z) € p.Dinrelatia (x,y) € pse obtine ci existi 4 € (F astfelincit
x € Asiy € A Din relatia (y, 2) € p rezultd ci existd B € (F astfel
incity € Bsiz € B.Cumy € A () B, sededuce cd 4 = B, deoarece (F
verifici 2) din 5.4.1. Decix € 4 §i 2 € A, de unde (%, 2) € 4 i deci

%, Z) € ¢.
( %)in gceasti propozitie rezultd ca putem defini functia:
y: Part (X) - R(X) prin egalitatea:
U(7F) = ¢
544 Teoremd. Cu notatiile de mai sus, functiile ¢ §i ¢ sint

una inversa celeilalte, adici ¢ o ¢ = Lo,z §i 900 = Lgiz).
Demonstratie. Fie p € R(X) si si aratim cd (o ?) (p) = p-

($o0) (o) = b(o(e)) = ¥(X]e)-
S4 notim cu p’ = $(X/p). Daci (%, y) € », atunci din 5.3.6 [x], =
—=[y], . Din definitia functiei  rezultd ci (x, ¥) € ¢’. Deci are loc in-
cluziunea p C ¢’.

Dar
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Invers, fie (v, y) € ¢'. Conform definitiei functiei ¢ rezultd ci
existi A € X[p astfel incit x € 4 si y € A. Dar, atunci exists ze X
astfel incit 4 =[2],. Din relatiile x € [2], si ye [z], deducem dupi
5.3.1¢cd x p2zsiypz Cum p este o relatie de echivalents, obtinem ci
% p y sau altfel scris (¥, y) € p. Deci are loc §i incluziunea p’ C -
prin urmare are loc egalitatea p = p'.

S& aritim acum egalitatea @o¢ = lp4nizm- Fie (Fe Part (X),
atunci (p o ¢) () = ¢(¢(F)). Dacd notim cu p = ¢ (F) trebuie ari-
tatd egalitatea ¢(p) = (7.

Fie A € (F;cum 4 + 0, existi x € 4. Din definifia functiei ¢ re-
zulti ci )[x], =4 i deci A € X/p. Prin urmare are loc incluziunea
F C o10).

sz‘:ers, fie A € ¢(p). Dar ¢(p) = X/p atunci existi x € X astfel
incit 4 =[x],.

Cum (F este o partifie, pentru x existi B & (F astfel incit x  B.
Din definitia functiei ¢ obfinem ci (%], = B, de unde decurge ci 4 =
= B. Deci are loc si incluziunea ¢(p) C (F. Prin urmare are loc ega-
litatea o(p) = (F, adici egalitatea go ¢ = | P

:5.5. Relatie de ordine

In 5.1 am introdus notiunea de relatie binari. O clasi speciald de
relatii binare o constituie relatiile de ordine. In 5.1 am definit notiu-
nile de relatie binari reflexivi si relatie binari tranzitivi. Pentru ca
sd definim nofiunea de relatie de ordine, vom introduce mai intii no-
tiunea de relatie binari antisimetrici.

Notatiile rimin cele din subparagrafele precedente.

5.5.1. Definitie. Fie X o mulfimesi p o relatie binard pe aceasti mul-
time. Vom spune ci relafia p este antisimetrici daci are loc incluziunea:

PN e C Ay,
unde ¢! este inversa relatiei p.

Altfel spus, p este o relatie antisimetrici daci este verificats pro-
prietatea urmitoare: daci %, y € X sint doudi elemente oarecare cu
proprietatea (%, y) € p §i (¥, %) € p, atunci rezulti x — .

Aceasta se scrie mai simplu astfel:

rey&ypx=x=y.
5.5.2. Exemple. 1) Fie multimea X — {1,2,3} si relatia binari:

e ={(L1), (1,2), (2.2), (2,3)}
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Este clar ci p~* = {(1,1), (2,1), (2,2), (3,2)} si o N o7 ={(L,1),
(2,2)}. Deci p N ¢ C Ay i prin urmare p este o relatie antisimetrica.

2) Fie R multimea numerelor reale. Pe aceastd mulfime considerim
relatia binard: '

e = {(x,2?) | x&R}.

Inversa acestei relatii este p* = {(x%,%) | * ER}. Daci (a,b) este
un element ce apartine intersectiei p () p7' atunci au loc egalititile:
a = b2 si b = a2, Din aceste doud egalitd{i obtinem & = a* sideci a=20
sau @ = 1. Prin urmare p ) ¢~ = {(0,0), (1,1)} i deci p este o relatie
antisimetricd.

5.5.3. Definitie. Fie X o mulfime. O relatie binard notati cu sim-
bolul ,,<<“ pe aceasti mulfime se numeste relafie de ordine (parfiald)
daci este in acelasi timp o relatie reflexivi, antisimetricd si tranzitiva.

Altfel spus, o relatie binari ,,<{* pe mulfimea X este o relatie de
ordine daci are proprietdtile:

a) oricare ar fi ¥ € X, x < x (reflexivitatea);

b) oricare ar fi ,y € X cu proprietatea x <<y §i ¥y < %, atunci
% = y (antisimetria);

c) oricare ar fi x,9,2 € X cu proprietfile: x L ysiy <
x < z (tranzitivitatea).

O multime X pe care s-a definit o relatie de ordine , <" se numegte
muliime (parfial) ordonatd si vom mnota aceasta prin (X, <)

Daci x §i y sint doud elemente din X, cind x < y, acesta se ci-
teste astfel: ,,x este mai mic sau egal cu y“.

z, atunci

5.5.4. Observagii. In afard de notatia curentd , C“ se mai folosesc
pentru a desemna o relatie de ordine §i simbolurile 2T (se citeste
ninclus”) etc.

De asemenea ne vom gisi in situatia urmitoare: fiind date doud
multimi X si Y in general distincte si ambele ordonaie si notdim rela-
tiile de ordine, care sint diferite, cu acelasi simbol , "

5.5.5. Exemple. 1) Fie mulf{imea X = {1,2,3,4}. Considerdim pe
aceasti mulfime relatia binari , < definitd astfel:

<= {(1'1)’ (Z'Z)s (3’3)’ (4»4): (1-2)’ (3:4)}“

Se constati imediat ci ,,<<“ verificd proprietitile a), b), ¢), din
5.5.3 ; deci este o relatie de ordine. ‘
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Trebuie observat ci pentru a defini relatia ,<<“ am enumerat
efectiv toate elementele multimii ,, <*.

Legédtura dintre elementele multimii X prin relatia , < “ este ur-
métoarea:

1<1,2<2,3<3,4<4,1<2,3<4.

2) Fie multiméa X = {1,2,3}. Considerim pe acesti mulfime
relatia binard ,, " definiti in modul urmitor:

< ={(L1), (2,2), (3,3), (1.2), (2,3), (1,3)}.

Se constatd imediat ci aceasti relatie binari este o relatie de ordine
pe mulfimea X. Legidtura dintre elementele mulfimii X se scrie in mo-
dul urmitor:

1€1,2<K2,3<3,1<2,2<3,1<3.

3) Fie N mul{imea numerelor naturale. Definim pe aceasti mul-
time relatia binari ,, “ astfel:

Dacd x,yeN, atunci x ¥ & existd un numir natural a astfel incit
= ax.

Sd dovedim ci relatia ,,<* este o relatie de ordine. Dacy x&EN
atunci x = x-1 si deci #  #. Deci < este reflexivi.

Fie x §i y doud numere naturale astfel incit x < y si ¥ < %. Atunci
existd numerele naturale a, 5N pentru care y=ax si x=>y. Re-
zultd egalititile y = y (ab) si x = x (ab). Daci v = 0 si y = 0 atunci
% = y; dacd cel putin unul dintre numerele x si y este diferit de zero, -
obtinem ab =1, de unde a =& = 1. Deci % =y si prin urmare re-
lagia ,, <" este antisimetrici.

Dacd x, y, z sint trei numere naturale astfel incit » Sysiy<gzs
atunci existd numerele naturale a, & astfel incit Yy =ax $i z="by, de
unde se obtine egalitatea z = (ab) #. Prin urmare x < z §i relatia ,.
este si tranzitiva.

4) Fie X o mulfime oarecare §i P(X) multimea pirtilor ei. Definim
pe P(X) relatia ,, <" in felul urm3tor: daci A si B sint doui elemente
din @ (X) atunci

AL B®ACB.

Tinind cont de proprietdtile incluziunii (a se vedea § 1), relatia
»C" pe mulfimea (P(X) este o relatie de ordine.

5) Fie N, Z, Q, R multimea numerelor naturale, respectiv intregi,
rationale si reale. intre aceste patru mulfimi existi sirul de incluziuni

NCZcQcR
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Fiecare dintre aceste mul{imi, fmpreuni cu relatia de ordine
obisnuiti (pe care o numim relatia de ordine naturali), formeazi o
multime ordonati.

Printre relatiile de ordine vom distinge o clasi importantd si anume
relatiile de ordine in care oricare doui elemente sint comparabile. Mai
precis dim definitia:

5.5.6. Definitie. Fie X o multime si , <“ o relafie de ordine pe
aceasti mulfime. Se spune cid relatia , <" este ‘ofali daci oricare ar
fi doud elemente x, y din X are loc cel putin una din urmitoarele doui
situatii: x < y sau y < «. ‘

O mulf{ime X pe care s-a definit o relatie de ordine totali se nu-
meste total ordonatd.

5.5.7. Exemple. 2) si 5) din 5.5.5 sint exemple de relatii de ordine
totald. 1) si 3) sint exemple de relatii de ordine care nu sint totale.

Sd analizim acum exemplul 4 din 5.5.5. Vom distinge trei cazuri.
Primul caz: X = @; atunci P(X) = {@}. Este evident ci elemen-
tele acestei multimi sint comparabile.

Cazul al doilea: X = {a}, adici este formati dintr-un singur
element. In acest caz P(X) = {@, {a}}. Se observi ci prin relatia
2" definiti in exemplul 4, oricare doud elemente sint comparabile.

Cazul al treilea: X are cel pufin doud elemente distincte a si b.
Atunci nu are loc nici una din incluziunile {a¢} C {b} sau {8} C {a},
deci in acest caz existd doud elemente care nu sint comparabile,

In concluzie, in primele doud cazuri (P(X), <) este o multime
total ordonat. In situatia cind X are cel putin doui elemente (P (X), <)
nu mai este o multime total ordonati.

5.5.8. Propozifie. Fie (X, <) o multime ordonati si A C X o
submultime a lui X. Definim pe A4 relatia binard ,,<,“ in felul urmitor:

Daci x,ye A atunci x , y & 2 < y.

Relatia , < este o relatie de ordine. Dacd ,,{“ este o relatie de
ordine totald, atunci si relatia ,,<{,“ este de ordine totali. Demon-
stratia acestei propozitii este evidenti.

5.5.9. Definitie. Cu notatiile din 5.5.8, relatia ,,<,“ se numeste
relajia de ordine indusd pe multimea 4, de relafia de ordine ,,<<“.
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5.5.10. Propozific. Fie (X, <) o mulfime ordonati. Definim pe
X relatia binari, notati cu , <", in felul urmitor

1<y xLy sl xEy.
Relatia ,,<“ are proprietitile:

1) x <X x (adicd T %( < %)) (ireflexivitate),
2) x <y si y < x nu pot avea loc simultan (asimetrice),
3) x<ysiy<z= x <z (tranzitivitatea). '

Demonstragie. 1) rezulti din definifia relatiei , <.

2) Daci ar avea loc ¥ < ¥ §i ¥ < x atunci ar avea loc §i relatiile
x<ysiy <% deci x =y care este contradictie. Prin urmare, rela-
tiile * < y si ¥ < x nu pot avea loc simultan.

3)Cum x <y sl y<z avem x <Ly i y<< 2z deci ¥z (re-
latia ,<<“ fiind tranzitivi). Presupunem cd x = z, atunci avem rela-
tille x < y si y < , ceea ce este o contradictie. Prin urmare trebuie
neapirat ca x & z §i deci x¥ <z .

5.5.11. Definitie. Cu notatiile din 5.5.10, relatia ,<"“ se numeste
velagia de ordine strictd asociatd relatiei ,<“. Cind x <y, atunci se
citeste ,,x este strict mai mic ca y“.

5.5.12. Propozitie. Fié X o mulfime si ,,<“ o relatie de ordine pe
aceastd mulfime.
‘Definim pe mul{imea X relatia ,>“ in modul urmator:

22y y< A

Relatia ,,>>“ este o relatie de ordine. Daci , <* este o relafie de
ordine totald, atunci §i ,, > are aceastd proprietate.

Demonstragie. Si dovedim ci relatia , > este reflexivd, simetricd
si tranzitiva.

Fie x € X un element oarecare. Cum x < #, avem x > x §i dec
relatia ,.>“ este reflexivi.

Daci «x si y sint doud elemente din X cu proprietitile x > y i
y > %, atunci au loc i relatiile y < # i ¥ < y, de unde obtinem cd
% = y. Deci relatia ,,>>“ este antisimetrici.

Fie «, y, z trei elemente cu proprietitile x > y si ¥ 2> 2. Atunci
au loc relatiile ¥ < % §i 2 < y. Dar relatia ,, <" este tranzitivd ; atunci
z < #. Din definitia relatiei , 2>“ obtinem x > z i deci ,, >“ este tran-
zitiva.
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Presupunem acum ci ,<* este totali. Daci x, y € X sint doud
elemente oarecare, atunci ¥ < ¥ sau ¥ < #. Din definitia relatiei , >
obtinem y > x sau x > y si deci , > este o relatie de ordine totald.

5.5.13. Definitie. Cu notatiile din 5.5.12, relatia de ordine ,,>“
se numeste opusa (duala) relatiei de ordine , “.

5.5.14. Definitie. Fie (X, <) si (Y, «) doud mulfimi ordonate.
0 functie f: X — Y se numeste szofond (crescitoare) dacd pentru orice
doui elemente x, x' € X cu proprietatea x < #’, rezulti f(x) « f(x').

5.5.15. Exemple. 1) Fie X ={1,23,4} si relafia binard , <"
definitd astfel:

1<1,2<2,3<3,4<4,1<2,1<4
care este evident o relatie de ordine (nu totald).

Considerim si mulfimea Y = L‘i1,2,3,4,5} si relafia binari ,«
definitd pe aceasti mulfime in modul urmdtor:

lal,2a2, 33, 404, S5, 103, 15, 2a3.

Aceastd relatie este o relafie de ordine.
Fie functia f: X — Y definitd prin egalititile:

f) =1, f2) =3, f(3) =3, f(4) =3.
Se constatd imediat cd aceastd functie este izotoni.

2) Fie R, multimea numerelor reale pozitive,adici R, = {#/ x € R
si x> 0}. Pe aceasti mulf{ime considerim relatia de ordine ,, "
indusi de relatia de ordine naturald ,, <" de pe mul{imea numerelor
reale. Considerim (R, <) cu relatia de ordine naturali. Functia
f: R, - R definitd prin egalitatea f(x) = 2% este o functie izotoni.

3) Fie (N, <) mulf{imea numerelor naturale cu relajia de ordine
naturald. Functia f: N — N definitd prin egalitatea f(x) = x® este o
functie izotoni.

Intr-adevir daci x si 2’ sint doud numere naturale astfel incit
x < %' atunci are loc si inegalitatea x® < '3, adicd f(x) < f(#').

5.6. Exercitii

1) Fie Z mulfimea numerelor intregi. Definim relatia binari no-
tati cu ,,/“ (divizibilitatea) in felul urmétor:

2y 32) € Z &y = zx)
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sd se arate ci ,/“ este o relatie reflexivd si tranzitivi dar nu este si-
metricd.

2) Fie Z multimea numerelor intregi. Definim pe Z relatia binard p
in felul urmdtor:

xey @ x[y&y/x (,/" este relatia de la exercitiul 1).

Sd se arate ci p este o relatie de echivalenti.

3) Fie Z multimea numerelor intregi si definim relatia binari p
in felul urmitor:

xpy & 2 =y,
Sd se arate cd p este o relatie de echivalenti.

4) Fie R multimea numerelor reale pe care definim relatia bi-
pard:

ey |xl=|y|
unde | x | reprezintd modulul numadrului real x, definit astfel
x, daci ¥ >0

| 2| = 0, daci x=0
— %, dacd x <0

Sd se arate cd p este o relatie de echivalent.

5) Fie f: X - Y o functie. Pe multimea X definim relatia binari
notatd cu p, in modul urmdtor:

xp8" & flx) = f(&').
S4 se arate cd p, este o relatie de echivalenti.
» 5)85 se dovedeascd cd exercitiile 3) si 4) sint cazuri particulare ale
ui 5).
6) Fie multimea X = {1,2,3}. Si se scrie toate relatiile de echi-
valenti ce se pot introduce pe aceasti multime.
7) Si se calculeze multimea factor in exercitiile 2), 3), 4).

8) Fie mulfimea X = {1,2,3,4} si relatia p pe aceasti multime,
definitd de egalitatea:

e=1{(11),(22),33),44),(12), (2 1)}

. Sd se arate cd este o relafie de echivalenti si apoi si se deter-
mine X/p.
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. )9) Fie f: X » Y o functie §i p, relatia de echivalentd definits
n 5).
Sd se arate ci asocierea

f: X]p, - f(X)

definitd prin egalitatea f ([x),) = f(x) este o functie. Apoi si se dove-
deascd ci f este o bijectie.

10) Fie X o multime si p, p’ doud relatii de echivalenti pe X.
S4 se arate ci p ) p’ este o relatie de echivalenti.

11) Fie X o mulfime si p, p’ doud relatii de echivalenti pe X.
S se arate cd necesar si suficient ca p o o’ si fie o rélatie de echivalentd
este ca pop’ = p’ o p.

12) Fie X o mul{ime finiti avind # elemente. Si se arate ci nu-
mdrul de relatii de echivalenti pe X, pentru care X /p are doui ele-
mente este egal cu 2™ — 1,

13) Fie X = {1, 2, 3, 4}. Definim multimea (F astfel (F = {{1},
{2, 3}, {4}}. S se arate ci (F este o partifie si apoi si se scrie re-
latia de echivalentd definiti de aceasti partitie.

14) Fie X = {1, 2, 3}. S4 se scrie toate partitiile pe multimea X,

15) Fie X = {1, 2, 3}. S4 se scrie toate relatiile de ordine pe
mul{imea X.

16) Fie X = {1, 2, 3, 4}. S4 se scrie toate relatiile de ordine totall
pe mulfimea X.

17) Fie X o mulfime. Si se arate ci singura relatie binari care
este §i de echivalentd si de ordine in acelasi timp este egalitatea.

18) Fie X o mulfime si p, p’ doud relatii de ordine pe mulfimea X,
Sid se arate cd p () p’ este o relatie de ordine. :

19) Fie F = {f|f: R - R}, adici mul{imea functiilor definite pe
mulfimea numerelor reale cu valori in mulfimea numerelor reale.
Definim pe F relatia binard , <“ in felul urmétor:
< g & flx) < g(x) oricare ar fi x € R.

Sd se arate cd  este o relatie de ordine care nu este totald pe
mulfimea F.
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§ 6. Mulfimi finite si mulfimi infinite

6.1 Cum comparim multimile?

O problemi practici extrem de veche, care a dat nagtere unei
teorii matematice dintre cele mai profunde si mai interesante este
urmitoarea: ,fitnd date multimile A si B, sd se stabileascd un criteriu
prin care si se decidd care din cele doud muljimi are mai multe elemente”.
Spunem ci aceastd problemd este veche si isi are originea in practica
veche, pentru ci ea s-a pus cu siguranti in fafa omului din cele mai
vechi timpuri. Trebuie si ne imaginim ci la inceputurile istoriei ome-
nirii, un vindtor care schimba cu un alt vinitor piei de animale pe
arme de vinitoare avea criterii precise prin care se asigura cd dacd
schimb4 o piele pe un topor, atunci va primi pe cele 5 piei pe care le
are, exact 5 topoare. Antropologii zilelor noastre au stabilit ci unele
triburi procedeazi si astizi in felul urmitor: primul vinitor intinde
pe pamint blinurile pe care le are iar cel de-al doilea pune lingd fiecare
piele cite un topor. In acest mod, se formeazd perechi de obiecte, fie-
care pereche continind cite o blani si un topor, adici numdrul bli-
nurilor aflate in procesul de schimb este egal cu numdrul topoarelor.
Apoi primul vinitor ridici de la pamint topoarele iar cel de-al doilea
ia blinurile. Schimbul a fost echitabil. Vom vedea mai tirziu cd pro-
cedind astfel, cei doi vinitori au ficut matematicd la cel mai abstract
nivel, stabilind un criteriu de comparare a celor doud mul{imi de obiecte
pe care le schimbi, cu ajutorul unei functii bijective.

6.4.1. Si revenim acum la problema pe care am enuniat-o la
fnceputul paragrafului. Pentru noi, réspunsul la aceastd intrebare este
fn anumite cazuri (chiar mai complicate decit cazul schimbului de
mai sus) simplu. Daci presupunem de exemplu ci A este mulfimea
boabelor de griu dintr-un sac, iar B este mulfimea merelor dintr-un
sac identic cu primul, vom fi cu totii de acord ci multimea 4 are mai
multe elemente decit B. Dar cifi dintre noi pot explica aminuntele
rationamentului care a condus la aceasti concluzie?

Un alt exemplu, putin diferit de precedentul, ne oferd sansa de
a da si o explicatie rezonabild rispunsului pe care-l formulim. Dacd
A este multimea elevilor din scoald care au media 10 la matematicd
iar B multimea elevilor din anul al doilea care au media 10 la mate-
matici, oricine va putea rispunde la intrebare cu afirmatia: mulfimea 4
are mai multe elemente decit B. La intrebarea: :
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— De ce?
rdspunsul este — universal — urmitorul:
— Multimea B este inclusi in 4, deci 4 posedd eventual si alte
elemente decit cele ale lui B. Asadar 4 are mai multe elemente decit B.
n orice caz, chiar daci in anii I, III, IV nu existi nici un elev
cu media 10 la matematici, nu vom avea in B mai multe elemente
decit in 4.

Rationamentul de mai sus este corect. Vom da insi exemple in
care el nu poate fi aplicat, cici ne va conduce la concluzii gresite. Va
trebui insi, si enuntim o teoremi profundi de matematici pentru
a vedea care sint cazurile in care acest rationament este corect §i care
sint cele in care rationamentul este fals.

Dacd in cele doud exemple de mai sus, rispunsul la intrebarea
noastrd era relativ simplu, existi insi cazuri in care a rispunde la
aceastd intrebare nu este chiar atit de ugor. Mai mult, s-ar putea ca
uneori, atunci cind cineva ne arati care este rdspunsul corect, intuitia
noastrd sd fie contrariatd. Iatd citeva din aceste exemple.

6.1.2. Fie 4 mul{imea punctelor unui segment MN si B mulfimea
punctelor dintr-un cub cu latura de 1 cm. Daci vom incerca si pro-
cedim aga cum am procedat in vreunul din cazurile de mai sus sau
cum au procedat cei doi vindtori, ne vom lovi de dificultiti serioase.
In primul rind, nu vom putea numira nici punctele segmentului MN,
nici punctele cubului, deci nu vom putea compara, numirul elemen-
telor mulfimii 4“ cu numirul elementelor mulfimii B“. In al doilea
rind, s-ar putea ca mulfimea B si nu fie o submultime a lui 4, deci
nu vom putea aplica ratioramentul din exemplul cu elevii care au
media 10 la matematici.

In cel mai fericit caz, s-ar putea ca printr-un procedeu oarecare,
segmentul MN sd poatd fi inclus in cubul nostru, fie suprapunindu-se
pe una din laturi (figura 6.1.2.1), dacdi MN are lungimea mai mici
de 1 cm, fie incluzind segmentul in interiorul cubului (figura 6.1.2.2),

M N
| N
| yP
,l AN
JR— s |-
/ // ‘M
/ /
7
Fig. 6.1.2.1. Fig. 6.1.2.2.
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daci lungimea sa este mai mici decit |/3. (Si se explice necesitatea
acestei conditii, aplicind in cubul nostru teorema lui Pitagora.)

fn ambele cazuri, sintem tentati si tragem concluzia cd existd
mai multe puncte in cub decit pe segmentul MN. Aceastd concluzie
ar fi insi gresiti. Utilizind rezultatele din § 7 cititorul va putea
demonstra (vezi exercitiul 7.5.1.f) ci segmentul si cubul au acelagi numdr
de puncte. Aceastd afirmatie, atit de putin acceptabild, pentru moment,
intuitiei noastre, va cipita o demonstratie matematici. Ea va deveni
clari numai dupi ce vom da un sens riguros matematic faptului ci
doui mul{imi au acelasi numdr de elemente.

6.1.3. Si considerim un nou exemplu. Fie 4 mul{imea punctelor
unui segment MN si B mulfimea punctelor segmentului M'N’
(fig. 6.1.3.1). Nemaiavind de comparat segmente cu cuburi, s-ar pirea
ci, in acest caz, putem da un rispuns exact la intrebarea: care dintre
cele dous segmente are mai multe puncte?

Putem proceda ca in exemplul cu elevii care au 10 la matematici.

Si luim unul din segmente §i si-1 suprapunem peste celdlalt, astfel
fncit punctele M si M’ si coincidi. Observim ci in cazul nostru punc-
tele din MN se suprapun peste cele ale lui M’N’ iar in M’'N’ rdmin
unctele segmentului NN’ care nu sint acoperite de punctele lui MN

(fig. 6.1.3.1).

Sintem tentayi si spunem ci multimea B (adici segmentul M'N")
are mai multe elemente (adici puncte) decit multimea A (segmentul
MN). Vom fncerca acum si rispundem problemei utilizind o metodd
aseminitoare celei pe care o foloseau vinitorii de care am vorbit mai

inainte. Asezim segmentele MN si M'N"
paralel si notim cu P intersecfia drepte-

M=M g N N’ o3 1
. lor MM' si NN’. Daci Q este un punct
e g * . P
oarecare al segmentului MN, din figura
Fig. 6.1.3.1. 6.1.3.2, dreapta PQ intersecteazd seg-

mentul M’'N’ intr-un punct Q'. Formdm
in acest mod perechi de forma(Q, Q') unde

construiti incit punctele P, Q, Q' sint coli-

, N niare. Fiind dat un punct Q € 4 el figu-
M oo N reazd in pereche cu un singur punct Q';
Q \ oricum am lua un punct @’ € B, existd un

N punct Q € A astfel incit (Q, Q') si se afle
'Y intr-o pereche de acest fel, cici putem lua
N’ Qlaintersectia lui MN cu PQ’'. Am sta-
Fig. 6.1.3.2. bilit astfel cd orice punctQ € A formeazd

P
A Q € A, Q' € B,iar perechea este astfel
\
\



pereche cu un singur punct Q' din B si ci epuizim in acest mod
toate punctele lui 4 si B. Cu alte cuvinte, segmentele MN si M’'N’ contin
un numir egal de puncte, chiar daci ele au lungimi diferite. Aceastd
concluzie, care vine in contradictie cu concluzia obfinuti prin ratio-
namentul precedent, este obfinuti nu prin enumerarea punctelor ‘din
cele dousi segmente, ci printr-un rationament geometric. $i totusi acesta
este rispunsul adevirat in cazul exemplului nostru. Pentru a infelege
mai bine, de ce al doilea rationament si nu cel dintii ne-a condus la
rispunsul real, vom c3uta si aritim cum se transpune in termeni ma-
tematici problema enuntati la inceputul prezentului paragraf. Vom
vedea ci punctul de vedere al matematicii intr-o asemenea problemd
este mult mai profund decit punctul de vedere al practicii de toate
zilele. Aceasti profunzime vine din doui directii: este vorba in primul
rind de a defini in mod riguros matematic modul in care se compard
multimile din punctul de vedere al numérului elementelor, criteriu care
pini acum nu a fost stabilit. In al doilea rind, definitiile noastre vor
fi aplicabile tuturor mulfimilor, nu numai celor folosite in cazuri parti-
culare si ale ciror elemente pot fi caracterizate printr-un numir finit,

Pentru a justifica mai bine punctul de vedere al matematicii fm
aceasti problem3, vom fincepe cu un nou exemplu.

6.1.4, Si presupunem ci intr-o sali de dans, in care se afld fete
si biieti, cineva — dintre organizatori — isi pune intrebarea:

— Sint mai multe fete sau mai multi biieti in aceastd sali? O
persoani propune atunci si fie numirate fetele §i biietii si apoi si se
compare cele doud numere. Aglomeratia existentid precum si migcarea
continui existenti in sali face acest proiect nerealizabil. Atunci unul
dintre organizatori, o persoand cu spirit matematic, are o propunere
simpli si realizabila.

— Pentru ci toti participantii sint doritori si danseze si stiu si
danseze, e suficient ca orchestra si inceapi a cinta. Dupid formarea
pereghilor de dansatori, vom vedea daci rimin in afara dansului biieti
sau fete.

S4 analizim putin aceastd solutie. Si notim cu B mulfimea bdie-
tilor si cu F mulfimea fetelor din sala de dans. Pentru precizare, si
presupunem ci in urma aplicdrii solufiei de mai sus s-a constatat cd
au rimas firi partenere de dans cifiva biieti. Experienta organiza-
torilor dansului se traduce matematic astfel: existd o functie f de la
multimea F a fetelor din sali la multimea B a biietilor, astfel incit
daci x  F atunci ,,f(x) este acel bdiat care danseazi cu x“. Functia f
este injectivi daci presupunem ci, printr-o alegere convenabild a
dansului, un biiat nu poate dansa cu doui fete. Dacd numdrul fetelor
ar fi fost egal cu numadrul biietilor, functia f de mai sus ar fi fost sur-
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jectivd, deci bijectivd. Reciproc, daci f este bijectivi atunci fiecare
bdiat este partenerul la dans al unei fete deci nu rdmine in afara
dansului nici o fatd si nici un biiat, adici numairul fetelor este egal
cu numirul béletllor Consideratii analoage se pot face daci in atara
dansului au rimas citeva fete.

Concluzia care se desprinde in ambele cazuri este urmétoarea:
cele doud multimi de fete si bdieti au acelasi numir de elemente daci
existd o functie bijectivad definit3 pe una din multimi cu valori in
cealpltdi. Aceastd observatie privind mulfimile care au acela$1 numdr
de elemeénté ne va servi pentru a da o definitie riguroasid din punct
de vedere matematic a situatiei.

6.1.5. Definitie. Vom spune ci mulfimile 4 si B sint echivalente
daci existi o functie bijectivd /: 4 — B. Uneori vom spune ci 4 si B
sint cardinal echivalente.

In exemplul de mai sus cu perechile de dansatori, funcfia f: F — B
este bijeciivd, deci multlmea fetelor $1 a bdietilor, sint echivalente,
daci si numai daci in sala de dans sint tot atitea fete cit si baieti.
Multimea punctelor dintr-un segment MN este cardinal echivalenti cu
multimea punctelor din orice alt segment M’'N’, cdci exemplul 6.1.3.
ne aratd ci existd o functie bijectivd intre cele doud multimi prin care
se asociazd punctului Q € MN punctul Q' € M'N’ astfel incit P, Q, Q’
sint coliniare (vezi figura 6.1.3.2). Un alt exemplu de mul{imi echiva-
lente ni-1 furnizeazd cei doi vindtori care, schimbind o blani pe un
topor, au griji ca in final fiecare din ei si dea si si obtind in schimb
acelasi numir de obiecte. Punind obiectele pe care le schimbd in perechi,
ei stabilesc o functie bijectivd intre cele doud multimi.

6.2. Multimi finite §i operatii cu ele

In procesul de comparare a multimilor din punctul de vedere al
numirului lor de elemente, ne intilnim foarte des cu o clasi de mul-
timi ale cdror proprietifi au influentat cel mai mult modul nostru de
a rationa in acest gen de probleme, si anume cu multimile finite. Aceste
mulyimi ne sint familiare si din practica de toate zilele. Noi le vom
studia acum riguros, demonstrind proprietitile lor care ne pireau ca
fiind evidente, dar pentru care nu aveam argumente matematice.

6.2.1. Definitie. Vom spune cd o mulfime A este finitd dacd existd
un numdir natural # € N si o functie bijectivi

SHAL 2,..., n} > A

98



o

R

Cu alte cuvinte, o multime finitd este echivalenti cu o mulfime
de forma {1,2,...,7}.

Daci multimea A este finitd, atunci elementele sale se pot aranja
fntr-un sir finit. Intr-adevir, si presupunem ci A este echivalentd cu
{1, 2, ..., n} si cd functia care realizeazd aceasti corespondenid este

{12 ..., n}—> 4.
Pentru ci f este surjectivd, 4 = {f(1), f(2), ..., f(n)}, adicd orice ele-
ment a < A este egal cu un element de forma f(5) unde 1 @< ».
Pentru ci f este injectivd, doud elemente f(5) si f(j) din 4 sint egale
daci si numai daci s = j. Deci pentru fiecare element a al lui 4, existd
un singur 4, 1 < 7 < » astfel incit @ = (). Pentru a pune in eviden{d
ci elementul ¢« € A este imaginea lui ¢ prin functia f, vom nota pe
a = f(i) cu a,. Atunci elementele lui 4 apar toate in sirul

Ay, By <oy Gy :

si doui elemente ale lui 4 sint egale dacd si numai dacd ocupd acelagi
Ioc in sir (@, = a, daci §i numai dacd 7 = j). Vom scrie pe scurt

A ={a, a, ..., az}.

Aceasti posibilitate de a scrie elementele unei multimi finite sub
forma unui sir finit in care fiecare element ocupd un loc bine deter-
minat este echivalenti cu faptul ci mulimea este finiti. Ea corespunde
procedeului practic de numdrare a elementelor lui 4. Trebuie si ne
gindim ci elevul din clasa intli, care invatd si numere betisoarele
pe care le are in mind, procedeazd in felul urmdtor: ia un betisor si
spune ,,unu‘‘, apoi pune aldturi alt betisor si spune ,doi* ... etc. In
acest mod el defineste o functie de la mulfimea betigoarelor la mul-
timea numerelor naturale, oprindu-se la acel numir natural care a cores-
puns ultimului betisor. Fiecare betisor ocupd in_ aceastd succesiune
locul acordat prin cifra enuntati in momentul cind el a fost numdrat.

Faptul ci aceasti operajie de numdrare a elementelor unei mul-
timi finite cu ajutorul functiilor bijective este o operatie corectd se
vede din urmitoarea propozitie.

6.2.2. Propozitie. Daci A este o multime finitd si existd doud functii
bijective f: {1, 2,..., m} —> A, g:{1,2,..., n} > A4 atunci m = =.

Demonstragie. Fie g inversa functiei g. Functia & =g f este
bijectie; avem N

B:{1,2,...,n}>{1,2,..., m}

Vom demonstra acum prin inductie dupi » ci dacd existd o functie
bijectivd £:{1,2,...,#} = {1,2,..., m} atunci m = #.

Daci n =1, functia %:{1} - {1, 2, ..., m} nu este surjectivd
decit in cazul cind mulfimea {1, 2, ..., m} coincide cu mul{imea
{n(1)}, deci daci m = 1. A
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Presupunem c# afirmatia noastri este adevirati pentru # — 1.
Considerim bijectia 4:{1, 2, ..., #} > {1, 2, ..., m}. Notim A(n) = ¢
unde 1 < ¢ < m. Functia

{1,2,..,n—1}>{1,2,...,i— 1,54 1, ..., m}
definitd prin #'(j) = A(j), unde 177 — 1 este bijectivi. Dar

mulfimea {1, 2,...,4— 1,24 1, ..., m} este echivalenti cu mulfimea
{1,2,. .,m— 1}, céci functia A"*:{1,2,...,4— 1,454 ,...,m} >
—-{1, 2, ..., m — 1} definitd prin
k,,(j)={ j dact 1< ii—1
j—1 dacd i1 m,
este bijectivi. Iatd cum arati intuitiv corespondenta stabiliti de 4’’.
1 2...71-—-1 141 12 ... m
AR \z \ ¥ i
1 2...4—1 ) t4+1...m—1.

Atunci 4"’ o &' este o bijectie intre {1,2, ..., —1}si{1,2,...,m — 13.

L,2,..,0— 135 {L,2,. . ,i—Lit . my 5 (1,2, m—1).
Aplicind functiei 4"’ o 4’ ipoteza de inductie, rezulti cim — 1 =n — 1,
deci m = n.

Din aceastd propozifie rezulti cd fiind dati o mulfime finiti 4
existd un singuwr numir natural » astfel incit 4 si fie echivalenti cu
mulfimea {1, 2, ..., n}. In acest caz vom spune ci multimea A are
n elemente. Prin definitie, mulfimea vidi @ are zero elemente.

6.2.3. Corolar. Daci A si B sint doui multimi finite, atunci ele
sint echivalente daci si numai daci au acelasi numir de elemente.

Demonstrajie. S& presupunem ci A are n elemente si B are
m elemente. Dacd 4 i B sint echivalente si f: 4 — B este o functie
bijectivd atunci functia compusi

,2,..,03>A45B5{1,2,..., m

este bijectivi. Conform 6.2.2 rezulti ci m = #.

Reciproc, daci A si B au acelagi numir # de elemente, existi
bijectiile g: {1,2,...,n} > A4, h:{1,2,...,#} > B. Atuncikg*: 4 -+ B
este o bijectie, deci 4 si B sint echivalente.

Acest corolar aratd ci pentru mulfimile finite, notiunea de echi-
valentd intre multimi pe care am introdus-o coincide cu proprietatea
mul{imilor de a avea acelasi numir de elemente. Numai ci in acest
moment noi avem o definifie matematici a faptului ci o mulfime are
7 elemente, ceea ce pind acum era doar o exprimare a unui fapt intuitiv.
in acelasi timp, corolarul ne di posibilitatea si asociem tuturor mul-
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{imilor finite echivalente un numair natural #, care reprezinti numdirul
elementelor fiecirei multimi.

In continuare vom demonstra citeva proprietiti ale multimilor
finite care si oglindeascd felul in care se comportd mulfimile finite
dupd ce efectudm asupra lor anumite operatii impuse de practici. Si
presupunem cd se dau doud mulfimi finite 4 si B unde

A={a b c d} iar B={1,2, 3, 4,5}

Ce se poate spune despre multimile 4 J B, 4 x B, B4? In acest exemplu
simplu putem spune direct cd 4 Y B={a, b, ¢, 4, 1, 2, 3, 4, 5} are
4 4 5 = 9 elemente, A X B = {(a, 1), (2, 2), (a,3),...,(d,4), @, 5)} are
4% 5 = 20 elemente. Este mai dificil de scris toate functiile f: 4 — B,
dar se poate arita ca exercifiu cid avem 5% = 625 functii.

6.2.4. Propozitie. Daci A este 0 multime finiti cu » elemente si
B o mulfime finitd cu » elemente iar A | B = @, atunci 4 |J B este
finitd si are m 4 n elemente.

Demonstragie. Fie f:{1, 2, ..., n} > A4 sig:{1,2, ..., m} > B,
functiile bijective date de ipotezele problemei. Construim o functie

h:{1,2,..,n,n+1,..,n4+m}>A4AB
in felul urmitor
h(i) ={f(i) dacd 1 igKn
gh—m)daci n + 1 LK n 4 m.

Functia % este bijectivi. Intr-adevir, fie 7, j doui numere
naturale distincte, cuprinse intre 1 si # 4 m. Dacd 1 < 4, j < # atunci
1) = h(j) pentra c& k@) = f(i), () = f() si fG) % f(). Analog
se demonstreazd ci k(i) 5= A(j) dacd n+ 1< 4, < n+m Daci
unul din cele doud numere, de exemplu 7, este cuprins intre 1 si #,
IiKn sin41<j<<n+m, atunci h(l) = fi) € A iar A(j) =
= g(j — n) € B, deci k() = h(j) cici A | B = @. Surjectivitatea func-
tiei 4 rezulti din surjectivitatea lui f si g.

Facem observatia ci in aceastd propozitie ipoteza A N B= @
este esentiald. De exemplu, dacd 4 = {a, b, ¢} si B = {a, x} atunci -
AU B=/{a, b, ¢, x} are patru elemente si nu cinci.

6.2.5. Propozijie. Fie A o mulfime finitd cu » elemente si B o
mulfime finiti cu » elemente. Mulfimea 4 X B este finiti si are nm
elemente. ' ,

Demonstragre. Proceddm prin inductie dupd m. Daci m = 1 atunci
B se reduce la un singur element B = {b}. Functia f: 4 -+ 4 x B defi-
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nit4 prin f(a) = (a, b), oricare ar fi a € 4, este bijectivd, deci AxB
este finiti si are acelasi numir de elemente ca i 4, # =n.1.

continuare, presupunem propozifia demonstratd pentru toate
mulfimile B’ avind cel mult # — 1 elemente i si considerim o mul-
time B cu m elemente. Existd atunci o bijectie

g:{1,2, ..., m—1,m}—B.

Fie b = g(m) si B’ = B\ {b}. Multimea B’ are m — 1 elemente, fiind
echivalentd cu {1, 2, ..., 7 — 1}. In plus avem egalitatea de mul{imi:
AXB=(4xB)U (A x{d})

unde
(Ax B)N (4 x{b}) =0.
Conform ipotezei de inductie 4 x B’ are n(m — 1) elemente iar 4 x {b}

are # = n.1 elemente. Conform propozitiei 6.2.4, 4 X B are #(m — 1) +
-+ #n = nm elemente.

6.2.6. Propozitic. Daci A si B sint mul{imi finite avind #, res-
pectiv , elemente, atunci B* este finitd §i are " elemente.

Demonstraie. Vom face inductie dupid n. Daci 7 =1, atunci
A = {a}. Multimea B* a tuturor functiilor dela {a} la B este in cores-
pondentd bijectivi cu B, cdci fiecare functie

f:{a} > B
este perfect definitid de elementul & = f(a) € B. Asadar, dacd n =1,
B* este finitd si are m elemente.

Presupunem ci am demonstrat propozifia pentru mulfimi A4’
avind cel mult # — 1 elemente. Daci A are n elemente, ca §i in pro-
pozitia precedenti vom scrie 4 =A4"U {4} unde ac 4 si A’ are
n — 1 elemente. Atunci existi o corespondentd bijectivi % intre mul-
timile B* si BY x B", definiti astfel:

h: B4 — BY x B,
h(u) = (], ®[w) pentru orice € BA.

Este evident ci % este injectivi, cici A(u) = h(v) implicd atit
ul, =v/,, cit si u(a) =v(a), deciimplicd # = v. Surjectivitatea lui /4
este 0 consecintd a modului in care se defineste o functiede la 4 la B,
dindu-se valoarea sa in ac A si apoi o functie dela A’ la B unde
A’ = AN\{a}. Intrucit b este bijectie rezulti ci B* are m"*. m =m"

elemente.
O proprietate caracteristici multimilor finite este expusd in

teorema care urmeaza:
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6.2.7. Teoremd. Daci A este o multime finiti cu 7 elemente si
BcC A, B+ A o submultime a sa, atunci B este finiti si are m ele-
mente unde m < 7.

Demonstratie. Facem inductie dupd #. Dacd # = 1, rezultd cid
A are un singur element &, adicd 4 = {a}. Pentruci BC A si B 4
rezulti ci B = @, pentru cd in caz contrar ar confine singurul element
a al lui A. Deci B are 0 elemente si 0 < 1.

Presupunem c¢3 am demonstrat propozifia pentru mul{imi cu
n — 1 elemente. Fie B C A unde 4 -are # elemente. Pentru cid B = 4,
existi a € A care nu apartine lui B. Atunci A\ {a} are » — 1 elemente
si BC A\ {a}. Daci B= A\ {4}, atunci B este finitd si are m=n —1
elemente (#n — 1 <#). Daci B C AN\ {e} si B+ A\ {4}, conform
ipotezei de inductie B este finitd si are m elemente cu m <n — 1.
Atunci cu atit. mai mult avem m < #. ~

6.2.8. Corolar. Daci A este o mulfime finitd, 4 nu este echiva-
lenti cu nici o submultime proprie a sa.

Demonstratie. Daci BC A si B A atunci 4 si B nu pot avea
acelasi numir de elemente, deci conform 6.2.3 ele nu pot fi echivalente.

Acest corolar exprimd o proprictate caracteristici mulfimilor
finite, in sensul ci numai multimile finite nu admit submul{imi proprii
echivalente cu ele insile. Vom demonstra mai tirziu acest lucru la punc-
tul 7.3.6.

6.3. Multimi infinite

6.3.1. Definitie. O multime A care nu este finiti se numeste mul-
time infinitd. :

Existi in lumea inconjuritoare suficiente exemple de mulfimi
finite, dar existd ¢i multimi care nu sint finite. Astfel, obignuim si
spunem ci multimea astrilor din Universul Astral este infinitd. Dar
nu este atit de simplu si demonstrdm acest lucru, folosind doar notiu-
nile pe care le cunoastem pind acum si fird a recurge la teorii profunde
si complicate de Astronomie, Cosmogonie, Fizicd si alte stiinfe. Mate-
matica insi ne pune la dispozitie exemple numeroase de multimi infi-
nite §i trebuie si recunoastem cd desi aceste mulfimi sint creatii
abstracte ale mintii omenesti, ele intervin in foarte multe probleme
practice. In plus este destul de usor si dovedim in mod riguros cd
ele sint intr-adevir multimi infinite. Vom incepe prin a da doud exemple:
primul va fi insotit de o ,demonstratie intuitivi“ in timp ce al doilea
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va fi obiectul unei teoreme fundamentale pentru teoria mulfimilor
(teorema 6.3.3).

6.3.2. Exemplu. Multimea punctelor unui segment MN este infiniti.

Noi vom da in § 7 o demonstratie riguroasi a acestei afirmatii,
dar pentru moment ne vom mul{fumi cu o demonstratie intuitivi. Pre-
supunem prin absurd ci multimea punctelor care compun segmentul
MN este finitd. Admitem ci un punct al segmentului este o entitate
indivizibili. (In antichitate, grecii considerau ci segmentul este o
succesiune de atomi, dar noi stim astdzi ci atomii nu sint pirti
indivizibile ale materiei.) Prin adiugarea eventuali a inci unui
punct la unul din capetele segmentului putem presupune ci
mul{imea finitd a punctelor segmentului este reprezentatd de un numir
impar. O teoremd de geometrie ne spune cd folosind rigla si compasul,
segmentul MN poate fi impértit in doud pédrti egale. Orice impdrtire
atrage dupd sine faptul cd una din jumatitile segmentului are un
numdr impar de puncte iar cealalti un numir par, deci jumaititile
nu sint egale. Ajungem in acest mod la o contradictie, contradictie
care se datoreste presupunerii ci segmentul MN este constituit dintr-o
mulfime finitd de puncte.

Spuneam ci o noud demonstratie a afirmatiei ci segmentul con-
tine o mulfime infinitd de puncte vom da in § 7, 7.4. Abia demonstratia
de acolo va fi intr-adevir corecti din punct de vedere matematic. In
,;demonsftratia“ de mai sus am folosit unele fapte extramatematice,
cum ar fi:

a) am presupus cd punctele care compun segmentul sint niste
obiecte materiale indivizibile, in timp ce nofiunea de punct este de
fapt o notiune abstractd mult mai subtild;

b) am presupus cd dacd scoatem sau adiugidm un punct la unul
din capetele segmentului se obtine tot un segment;

c) am afirmat cd rezultatul contradictoriu pe care-1 obtinem se
datoreste presupunerii initiale, pe cind el ar putea si fie o consecintd
a faptului ci am introdus in problemd ipoteze $i metode extrama-
tematice.

Cu toate obiectiile ridicate, exemplul de mai sus este sugestiv si
satisficdtor pentru nivelul nostru actual de cunostinte asupra mulfi-
milor infinite. Iatd acum un nou exemplu!

6.33. Teoremd. Multimea N={0, 1, 2, ..., », n 4+ 1, ...}
a numerelor naturale este infiniti.

Demonstratie. Vom demonstra prin inductie cd pentru orice » € N
nu existd nici o functie bijectivd f: {1, 2, ..., #} — N.
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Daci 7 = 1, o functie f: {1} - N nu este bijectivd cici nu poate
fi surjectivi. Presupunem apoi c¢i pentru numdrul natural » — 1 nu
existd nici o functie bijectivd f:{1,2, ..., #— 1} - N. S considerdm
prin absurd ci pentru numirul # ar exista o funcie bijectivd
F:{1,2, ..., n} - N. Imaginea lui » prin f este f(n) = ke N.
Considerim functia g:N\\{%}, - N, definitd astfel:

gli) = ¢ daci i< k.
1 — 1 dacid 7 > k.

Intuitiv functia g stabileste corespondenta care rezultd din desenul
urmdtor

2,.., k=1L, k+1,E+2,..., n, nt+l a2+2 ..
¥ ¥ ¥ y Voo {
2... k—1, & Rk+1,..,n—1, =, =nt+1l...

Functia g este bijectivi. Dacd notim cu f’ functia f': {1, 2, ...,

..., n—1} = N\ {#} unde f'({) = f(s) pentru orice 1 ¢ #»— 1, atunci

f' este bijectivi, deci functia compusi gof’: {1, 2, ..., n—1} =N

este bijectivi. Am construit agadar o bijectie de la mulfimea {1, 2, ...

...,n —1}la N, fapt care contrazice ipoteza de inductie asupra lui #—1.

n concluzie, multimea N nu este finitd, pentru cd atunci ar exista un
numir natural # si o bijectie f: {1, 2, ..., #} = N.

Teorema 6.3.3 deschide calea spre constructia unei mari varietdti

de multimi infinite, precum §i spre demonstrarea faptului ci anumite
multimi, des intilnite in matematicé, sint infinite.

2 H

1
g \
1

OO

6.4. Multimi numirabile

6.4.1. Definitie. Se numeste multime numdrabild, o multime echi-
valenti cu mulfimea N a numerelor naturale.

Aceasta inseamni ci o multime 4 este numdirabild daci §i numai
daci existd o functie bijectivd f: N — 4.

Multimea {1,2, 3, ..., %, ...} este numirabild. Intr-adevir, existi
o functie bijectivi.

s:{0,1,2,...,m,...}=>{1,2,3,..,%,..}

definit3 prin s(#) = » + 1. Aceastd functie se numeste funcfia succesor.
Pentru ci functia succesor este bijectivd, atunci funcfia s = soSo ... oS,
obtinuti prin compunerea succesivi de » ori a lui s, este o bijectie
intre multimile N si {#, n + 1, ...}

s":{0,1,2,...,%n,..}>{nnt+1,..,0+k ..}
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In concluzie orice multime: de forma
{fm,n+1,n4+2,..,04k...}

formatd din numerele naturale mai mari decit # este numarabili.
Daci A este numirabild, existi o functie bijectivi

AL 2, .., n )} 4.

Aceasta inseamnd cd pentru orice element @ € 4 existd un unic numdr
natural 7, ¢ > 1, astfel incit f({) = a. Dacd a € 4 este de forma a = (1)
vom nota pe 4 cu 4 marcind in acest fel prin indicele ¢ propnetatea
lui @ de 2 fi egal cu valoarea functiei fin 7. Pentru ci f este surjectivi,
toate elementele lui 4 sint de forma 4, unde ¢ {1, 2, .. .} astfel incit
elementele lui 4 se pot aranja sub forma unui sir infinit

Ay, Agy o ooy Ay« o
iar multimea A4 se poate scrie
Ad={a, a5, ..., a,, ...}.

Pe locul # in sir se afli elementul @, = f(n) iar elementele care sint
pe locuri distincte sint diferite pentru ci a, = 4, implicd f(7) = f(y),
deci 7 =7.

Proprietatea mulfimilor numadrabile, conform cireia elementele lor
pot fi aranjate intr-un sir infinit In care doud elemente sint egale daci
si numai daci ocupd acelasi loc in sir, aminteste oarecum de continuarea
la infinit a procesului de numirare pe care-l ficeam in cazul mulfimilor
finite (6.2.1). Spre deosebire de multimile finite, unde procesul de
numdrare se sfirsea dupd un numdir » de pasi, numdrarea elementelor
unei multimi numirabile continui la infinit intr-un asemenea mod,
Incit dupd un numdr suficient de mare de pasi efectuati in procesul
de numdrare, putem atinge un element dat @, @ € 4. Dar niciodatd
nu vom putea numdira efectiv toate elementele lui A. Este vorba aici
doar de o capacitate potenfiald de a asocia un numdir natural fiecdrui
element al lui 4, numdr care si decidd locul ocupat de acel element
intr-un sir format cu elementul lui A. De aici inainte vom folosi de
multe ori aceastd caracterizare a mulfimilor numéirabile.

6.4.2. Propozifie. Mulfimea N’ a tuturor numerelor naturale pare
este numadrabili.
Demonstratie. Avem

N'=1{0,2,46, ..., 2n, ...}
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Functia f: N — N’ care stabileste asocierea # — f(n) = 2n este bi-
jectivd, deci N’ este numdrabila.

Multimea N’ este deci strict inclusd in N si echivalenti cu N. Am
vizut la 6.2.8 ci acest lucru nu se intimpld cu mulfimile finite. Exem-
plul de mai sus al multimii numerelor naturale pare, care este echi-
valentid cu mulfimea tuturor numerelor naturale reprezintd una din
curiozitdtile multimilor infinite, curiozitate care vine in oarecare masurd
in contradictie cu experienta practici in materie de numérare. El este
enuntat in cirtile de curiozitdti matematice astfel: ,existi tot atitea
numere pare cite numere naturale”. Dacd nu se specifici ce inseamnd
,,tot atitea numere pare cite numere naturale® — aceastd afirmatie
constituie intr-adevir o curiozitate. Dar pentru noi este acum clar cd
aceasta inseamni ci intre cele doud mulfimi se poate stabili o cores-
pondentd bijectiva.

Ne putem chiar imagina o experientd pentru a ilustra in ce constd
curiozitatea de care vorbeam. S3 presupunem ci avem un hotel, ale
cirui camere formeazi o multime numdrabild. Atunci ele pot fi nume-
rotate cu cifre in ordinea

Cp Cay oo Cay - ..

unhe C, inseamnd camera situati pe locul ¢ in numerotarea aleasd.
Presupunem ci fiecare camerd are un singur loc i ci toate camerele
sint ocupate. Vom nota cu L, pe locatarul din camera C,. Si presu-
punem acum cd un turist T vine la acest hotel infinit i doreste sd
fie cazat. Poate fi el cazat fird a da afari pe nici unul din vechii
locatari ai hotelului? Evident c¢i daci hotelul ar avea un numdr finit
de camere acest lucru nu este posibil. Dar directia acestui hotel infinit
giseste urmitoarea solutie: noului venit T'i se repartizeazd camera C,,
locatarul L, al camerei C, trece in camera C,, locatarul L, al camerei C,
trece in camera C, s.a.m.d. Obtinem in final urmitoarea repartitie
pe camere, care asigurd fiecirui locatar un loc bine stabilit

cz Ca Cn Cn+1

G,
r L, L, L,, L,

Si presupunem acum ci la hotel nu vine un singur turist ci o
multime numirabili de turisti T, T, ..., Ty, ... . Cum pot fi ei cazati
astfel incit si vechii locatari si rimind in hotel? Acest lucru se poate
face dupd schema urmadtoare:

Cl C2 Ca C4 czn-l C2n
? J

Tl Ll Tz I‘2 Tn
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Adici, locatarul L, al camerei C,, trece acum in camera cu numdrul

dublu C,, in timp ce turistul 7, va ocupa camera C,,_,. Problema
a fost deci rezolvati astfel: locatarii vechi ai hotelului vor ocupa numai
camere cu numir par, in timp ce turistii nou veniti vor ocupa camerele
cu numir impar.

6.4.3. Propozitie. Multimea Z a numerelor intregi este numa-
rabild.

Demonstragie. Considerdm functia f:Z — N care asociazi fiecirui
numdr intreg z& Z numdirul natural f(z) unde

2z dacd 2> 0
f2) = = “
2|z|—1=—=1—2zdacd 2<0.

Aceastd functie este bijectivi. Fie z,, z,&Z doud numere intregi dife-
rite. Dacd z, > 0 si 2z, < 0 atunci f(z;) este par iar f(z,) este impar,
deci f(z;) 5 f(z,). Dacd 2, 20, z, 2> 0 atunci f(z)) + f(2,) pentru cd
2z, 5= 22,. Dacd 2, <0, <0 atunci — 1 — 2z, 5= — 1 — 22, deci
f(z1) # f(z,). S probim ci f este surjectivi. Dacd n & N §i # = 2m
atunci # = f(m), iar dacd # = 2m — 1 atunci # = f(—m) unde —m < 0
pentru cd m > 0.

Imaginea intuitivi a corespondentei stabiliti de f este cea din

figura 6.4.3.1.

6.44. Teoremd. Mul{imea N XN a perechilor ordonate de nu-

mere naturale este numdrabild.
Demonstraie. Definim func-

Z tia f:NXN— N punind, pentru
18 ~ orice pereche ordonati (m, n) &
Y eNxN,
28 +n+1
N m 4 n
S S m, n) = m.
X Ny \‘\\ \\ f( ) ( 2 ) +
0 - \\\ \\\\ \\\\
ST 2, 5 4 5 ; N Atragem atentia asupra nota-
-1¢ -~ prad tiei de mai sus: pentru orice pe-
ad 7 reche 7, s de numere naturale,
Y R notim
-3¢ (,) ! daci 7 > s
={sl(r—s)!
s <
Fig. 6.4.3.1. . 0 daci7z <s.
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Numirul |7} se numeste coeficientul binomial al combinirilor de
s

7 elemente luate cite s. Presupunem cunoscute proprietitile elementare
ale combinidrilor (vezi exercitiul 6.5.5).

Vom arita acum cd functia f definitdi mai sus este bijectivi. S&
presupunem ci f(m, n) = f(a, b) si ci perechea ordonati (m, n) este
diferitd de perechea ordonatd (a, b). Si presupunem ci, daci m = a
atunci m>a, deci m = a + 7 unde > 0. Atunci din fim, #) = f(a, b)
rezultd

(m+n+1)+m=(a+r+n+1)+a+r=(a-|-b+l)+a
2 2 2

adicé(a+r;-n+l)+r=(a+z+l).

Pentru ci » >0, avem inegalitatea de combiniri

a+r+n+1 < a+b41)
(=)

care atrage dupi sine inegalitatea
at+r+nt+l1<<ad4-b+1
adicd » 4 n < b,

Aceasta inseamnd ci existd s > 0 astfel incit » 4+ # + s = b.
Inlocuind pe b avem

at+r+nt1 = a+r+n+s+l.
()= )

Si notdim a 47+ 7 4 1 =c¢ >0. Atunci ultima egalitate se scrie

c c+s
Y = .
(2)+=(3)
Dar » < ¢ implicd

)+ <()+e=(3)<(3)

109



ceea ce contrazice egalitatea de mai sus. Absurditatea la care am ajuns
ne aratd ci nu putem avea m >a sau @ >m, deci @ = m. Cum pere-
chile (m, n) si (a, b) sint distincte iar m = @, rezulti ci #» >b sau
7 < b. Dar oricare din aceste situatii este in contradictie cu faptul ci

m+n+1_m+b+1'
"))

In concluzie, functia f este injectivi.

Pentru a ardta cd f este surjectivi, vom demonstra prin inductie
dupi » ci pentru orice numdr natural #€E€ N, existi o pereche (&, b)) E
€ N XN astfel incit f(a, b) = n.

Dac:‘a’.n=0atuncif(0,O)=(0+g+1 +0=0,

Presupunem ci am demonstrat ci f(4, b)) = #. Si demonstrim ci
din aceastd presupunere rezulti ci » -+ 1 este imaginea unui element

din NXN. Calculim:
n+1=f<a,b>+1=(“+Z+1)+a+1=((“+1>+(2b—”+1)+
+a+l=fla+1,b—1)daci b—120.
In caz ci 1# = f(a, b) unde b = 0 atunci

51 = Ja, 0)+1 =(“J;1)+a+1=(“j‘°‘)=f(0.a+ ).

6.4.5. Ne putem imagina intuitiv corespondenta pe care o stabi-
leste funcfia f de mai sus cu ajutorul urmitorului desen, in care am iden-
tificat multimea N X N

Y cu multimea punctelor
din plan care au coor-
(94 N donatele numere naturale
AN (13) deci sint nodurile unei

(G3) N S retele de pitrate:
‘ ~. ,'2\)\\ (22) Functia f aranjeazd
(02)$<- S AN nodurile acestei retele
™ N \\\ ‘plane intr-un sir dupd
(011 - /ff} - ;{?ﬂ . /:?’” cum indic3 sigetile, ince-
> NN BNy pind cu perechea (0, 0) si
N AU > pornind pe directiile dia-
(40) (10) (200 (300 (40) X  gonale in sensul sigetilor
Fig. 6.4.5.1. de la axa OY spreaxa OX.
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6.5. Exercitii

1) Fie A, B doud multimi finite avind acelasi numér de elemente.
Fie f: A — B o functie. Si se demonstreze ci urmitoarele conditii sint
echivalente:

a) f este injectivi,

b) f este surjectivi,

c) f este bijectiva.

2) Si se arate cd reuniunea a doud multimi numdrabile disjuncte
este o multime numdirabili. Dacd multimile nu mai sint disjuncte,
rezultatul rimine adevarat?

3) Fie A o mul{ime numdrabili si B o submulfime finitd a sa.
Si se arate ci A /B este numdrabild.

4) Fie A o mulfime finitd cu #» elemente, B o mul{ime finitd cu
m elemente. S3 se arate cd:

a) existi o functie surjectivi f:4 — B daci §i numai dacd
m < n,

b) existi o functie injectivd g: 4 — B dacd si numai dacd z < m.

5) Fie »,  doud numere naturale, # 2> p. S se arate cd dacd 4

este o mulfime cu # elemente, atunci numirul submultimilor lui 4
care contin p elemente este egal cu

Lo P

p] pln—p)
(indicatie: se utilizeazi inductia dupi numirul elementelor lui 4. In
ipoteza ci afirmatia este adeviratd pentru #, presupunem ci A4 are

# + 1 elemente. Fixim elementul ¢ € 4. Submulfimile lui A4, conti-
nind p elemente sint de doud tipuri. Existdi submultimi care nu confin

pe a, si acestea sint in numdr de (P) si submulf{imi care contin pe a,

in numir de( ] in total avem:

) n w41 ..
+ ( ) = ( ) submul{imi.)
(1’) p—1 b
6) Fie 4 ={1, 2, 3,...7n} si p<» un numir natural p > 0. Consi-
derim in mulfimea A? = 4AXA4X ... XA submultimea
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B={(iy iy i) €A | 1<iy <8y < ... < <)
S se arate ci B coniine (:) elemente.

7) Fie p,, P, ..., P, primele k numere naturale prime (adici
Pr=2, pp=3, p3=>5... etc.). Si se arate ci functia

[N =NXx...xN—=>N
definit prin f(r,, 75, ..., %) = PP - Pt .. . phe este injectivid.

8) Si se demonstreze ci mulfimea punctelor de pe laturile unui
triunghi este echivalenti cu mul{imea punctelor de pe circumferinia
unui cerc. (Generalizare la poligoane convexe oarecare.)

§ 7. Numere cardinale

7.1. Echivalenta multimilor si definitia numerelor cardinale

Am vizut in § 6 ci pentru a compara mulfimile din punctul de
vedere al numdirului lor de elemente, criteriul fundamental prin care
se identifici mul{imile cu ,acelasi numir de elemente” constd in exis-
tenta unei functii bijective fintre cele doud mul{imi. Reamintim in
acest sens definitia 6.1.5.: multimile 4 si B sint echivalente (sau car-
dinal echivalente) daci existd o functie bijectivdi f:4 — B. Vom scrie
pe scurt ci A este cardinal echivalenti cu B astfel: 4 ~ B.

Echivalenta cardinali este o relatie de echivalen{i intre mulfimi,
in sensul definitiei 5.2.1. Acest lucru se verificd, cu usurin{d, axiomele
relatiei de echivalent{d fiind indeplinite ca urmare a proprietitilor func-
tiilor bijective.

Relatia A ~ A rezulti din faptul cd 1,: 4 — 4 este o functie
bijectivi. Echivalenfa cardinald a mul{imilor este o relatie reflexivi,

Dacd A ~ B, existi o bijectie f: 4 » B. Conform observatiei
4.5.14, functia inversi f: B — A este si ea bijectivd, deci B~ 4.
In consecin{i echivalenta cardinali este simetrici.

Echivalenta cardinald este si tranzitivi: dacd A ~ B si B~C
existi doud functii bijective f: 4 — B si g: B— C. Conform 4.5.11,
functia gof: A — C este bijectivd, deci 4 ~ C.

112



7.1.1. Definitie. Se numeste numdr cardinal o clasi de echiva-
lenti de multimi cardinal echivalente.

Din definitia claselor de echivalenti, rezultd ci un numdr cardinal
a* consti din punerea impreund, intr-o aceeasi clasd, a tuturor mul-
timilor echivalente cu o mulfime dati 4. Uneori, pentru a pune in
evidenti ci a este cardinalul definit de 4 vom nota pe a cu A. Ele-

mentele lui @ = A4 sint deci multimile echivalente cu 4. Toate aceste
multimi se bucuri de proprietatea ci ele se pot pune in coresponden{d
bijectivi cu 4, si in particular unele cu altele. De exemplu, daci A
este multimea {1,2,...,#} toate mulfimile echivalente cu A aun ele-
mente, deci sint caracterizate de numirul » al elementelor lor. Din
acest motiv, spunem ci notiunea de numdr cardinal generalizeazi
notiunea de numdir din aritmetici prin trecerea de la cazul multimilor
finite la multimi oarecare. Numerele naturale pot fi considerate numere
cardinale in sensul ci numirul natural % reprezinti conceptul abstract
obtinut prin asezarea intr-o clasi de echivalen{d a tuturor multimilo
finite avind # elemente.

7.1.2. Definigie. Clasa de echivalentd a tuturor multimilor numa-
rabile se numeste cardinal x,. (x se citeste alef).

7.1.3. Definitie. Numirul cardinal a se numeste infinit dacd repre-
zinti clasa de echivalen{i a unei mulfimi infinite.

Din proprietitile relatiei de echivalen{i si pentru cd o mulfime
finit4 nu este echivalenti cu o mul{ime infinitd, rezultd cd toate mul-
timile care definesc pe a sint infinite.

7.2. Aritmetica numerelor cardinale

Numerele cardinale, ca o generalizare a numerelor naturale din
aritmetici, pot da nastere unei aritmetici a numerelor cardinale care
si generalizeze aritmetica obisnuitd a numerelor naturale. In acelasi
timp, ne vom intilni in aceastd noud aritmetici cu citeva din curiozi-
titile de comportament ale numerelor cardinale infinite. Incepem deci
prin a defini operatiile aritmetice intre numerele cardinale.

7.2.1. Definitie. Fie a si b doui numere cardinale si A, B doud
mulfimi care aparfin lui a, respectiv b, astfel incit A N B= . Se

* Printr-o traditie generald acceptati, mumerele cardinale se noteazd cu litere
mici ale alfabetului gotic, sub influenta creatorului teoriei cardinalelor, matematicianul
german G. Cantor (1845—1918). In manual ele sint notate cu litere aldine.
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numeste suma cardinalelor a si b numirul cardinal a 4 b care repre-
zinti clasa multimilor echivalente 4 (J B, ‘

Si observim ipoteza A | B = @ se poate realiza intotdeauna:
daci AN B % @ atunci mulfimile 4’ = 4 X {0} si B' = B x {1} sint
disjuncte; in plus 4 ~ A’ si B ~ B’, deci vom lua pe a 4 b ca fiind
clasa Jui A" (J B’. Aceastd ipotezi este necesard pentru a ne asigura
cd, cel pufin in cazul cind a si b sint cardinale finite, suma lor a +b
coincide cu suma numerelor naturale care reprezinti numirul de ele-
mente din 4 si B, dupd cum rezulti din propozitia 6.2.4.

7.2.2. Definitie. Fie a si b doud numere cardinale, astfel incit

a=24sib=F. Se numeste produsul numerelor cardinale a si b, nu-
mdrul cardinal ab care reprezinti clasa de echivalenti a mulfimilor

echivalente cu multimea 4 X B, adici ab = 4 x B.

7.2.3. Definifie. Se numeste puterea b a cardinalului a, cardinalul ab
care este format din clasa de echivalen{d a multimilor echivalente cu
A® (unde A® este mulfimea functiilor definite pe B cu valori in A).

Vom trece acum la studiul proprietitilor acestor trei operatii cu
numere cardinale: suma, produsul, exponentierea. Prima problemi
care se pune in legiturd cu definitiile 7.2.1, 7.2.2 si 7.2.3 este daci
aceste definitii sint corecte. Trebuie si ne asigurim de aceasti corec-
titudine in urmitorul sens. Fiind date numerele _cardinale a si b, noi
am ales Aca si Beb si am definit: a4+ b=AUB, ab =4 x B
si a =A%, Dar putem alege in a, respectiv b, alte doud multimi 4’
respectiv. B’, astfel incit 4’ € a, B € b. Atunci definitiile lui
a4 b, ab si abse schimbi din punct de vedere formal,cici a X b =
=A'"C B',ab=A4" X B, a* =4, Vom demonstra ci definitiile
sumei, produsului si exponentierii nu depind de alegerea lui 4 (sau B)
in a (sau b), cu alte cuvinte putem defini operatiile cu numere car-
dinale folosind orice multime din clasa de echivalenti care reprezinti
numdrul cardinal dat. De exemplu 3 4 4 = 7, indiferent de multi-
mile cu 3, respectiv 4, elemente pe care le folosim cind demonstrim
cd 3 plus 4 este egal cu 7. Din acest motiv, elevii de clasa intii obtin
acelasi rezultat indiferent daci aduni betisoare sau bile, cind invati
adunarea numerelor naturale (bineinteles, firi ca ei si stie ci aceasti
inlesnire se datoreste propozitiei de mai jos).

7.2.4. Propozitie. Fie a, b doui numere cardinale, 4 si 4’ doud
mulfimi care apartin Iui a, B si B’ doui mulfimi care apartin lui b,

(i) DacikANB=@ si A’ B =@ atunci AJUB~4'y B.
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(i) A x B~ A4’ X B
(iii) A2 ~ A"B".

Demonstragie. (i) Fie f: A— A’ si g: B— B’ doud functii bi-
jective. Definim o functie 4: 4 U B> A'J B’ punind

h(x) =={f(x), daci x€4,
g(x), daci ¥ B;

definitia este corectd deoarece din A | B = @ rezulti ci nu putem
avea simultan x4 si v B. Si aritim cid & este injectivd. Fie x,
x'€A |J Bastfel incit h(x) = h(x’). Nu putem avea xcA si v¥’'eB
deoarece ar rezulta h(x) = f(x)E A’ §i h(x) = h(x') = g(x')e B’, in con-
tradictie cu ipoteza 4’ N B’ = @ ; la fel se vede cd nu putem avea ¥
€Bsix’'e4.Dacix, ' €4, atuncif(x) = k(%) =h(x')= f(x') si cum feste
injectivd rezultd x = %'; la fel se vede ci daci #, '€ B atunci x = «'.
Si aritim acum ci kb este surjectivi. Fie ycA’ () B’ adicd ye4’
sau yeB’. In primul caz surjectivitatea lui f implicd existenta
unui x4 astfel incit y = f(x) = h(#); in al doilea caz existi x€ B
astfel incit y = g(*) = h(x). (ii). Fie f:4 - A’ si g: B — B’ doud
functii bijecfive. Functia f X g: 4 X B— A’ x B’ definitd prin (f X
X g) (%) = (f(x), g(»), (x4, yE B) este bijectivi. Intr-adevir, fie
(%1, 1) EA X B, (%,, ;) €A X B doud perechi astfel incit (fXg) (%1, yy) =
(P g) (o, va)- Atanci (7(x), 8(31)) = (f(s), 8(s)) implicd f(z,) = /(x)
si g(y,) = g(,). Din injectivitatea lui fsi g avem x; = %, $1 ¥y = V3.

Surjectivitatea lui f X g rezultd din surjectivitatea lui f sig: ori-
care ar fi (#', y')eA’ x B existi x€4, yE B astfel incit f(x) = ¥
sigly) = ', adici (xg) (%, 5) = (f(x), £0y)) = (+', ). (iii) Fie: A4’
si g: B — B’'functiile bijective care realizeazi echivalenta acestor mul-
timi. Functia ¢: 4% — 4"’ care fiecirei functii #: B— 4 i asociazd
functia fouog™: B'— A’ este bijectivi.

Si ‘presupunem ci ¢ () = @(v) unde %, ve AB. Aceasta inseamnd
cifouog? = fovog™ Dinaceastd egalitate, compunind cu f* la stinga
sicu g la dreapta obtinem (fof) (grog) = (frof)evo (g og), adicd
% = v. Deci ¢ este injectiva. Fieve 4’ o functiede la B'la A’.Functia
W' = flowogEA® si g@w) =f([oweg)ogt =w. Deci g este sur-
jectivi astfel incit tragem concluzia ci in ipotezele noastre, mulfimile
AE si A"®' sint echivalente. Cu aceasta propozifia este demonstrati.

7.2.5. Fie m, n, p trei numere cardinale si M, N, P trei mulfimi
care aparfin claselor de multimi echivalente m, n, p, respectiv. Ope-
ratiile care s-au definit au urmitoarele proprietdti:
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7.2,5.1. Adunarea este comutativi:
‘ m-+n=n<+m.

Intr-adevir, mulfimile M, N pot fi luate disjuncte, §i atunci
m -+ n e definit de mulfimile echivalente cu M |J N, n 4+ m de mul-
fimile echivalente cu N J M. Dar M U N = N (J M, deci sint echi-
valente si definesc numere cardinale egale: m +n = n + m.

7.2.5.2. Adunarea este asociativi:

(m +n)+p=m-+ (n+p).
Putem presupune ci M N N=90, NN P=0, MNP=0
§i proprietatea rezultd din faptul i M UN) U P=M U (N U P).

7.2.5.3. Inmultirea este comutativi:
m-n=n-m

Aceastd proprietate rezulti din faptul ci M X N este echivalenti
cu N X M, dupd cum s-a demonstrat la 4.8.1,

7.2.5.4. Inmultirea este asociativi:
m(n-p)=m-n)p.

Rezultd din faptul ¢ M X (N X P) este echivalenti cu (M X N) x P
dupd cum am demonstrat la 4.8.2.

7.2.5.5. Inmultirea este distributivi fati de adunare, adici
mn+p)=m-p+m-p.

Pentru a demonstra aceasti proprietate vom presupune cj
N N P=@. Atunci n 4 p este cardinalul definit de multimile echiva-
lente cu N | P iar m(n -+ p) este definit de M x (N P). Dar mul-
timea M X (N P)= (M X N) U (M x P) si in plus (M X N)N
N(M x P) = @. Atunci cardinalul lui (M X N)U (M x P) este egal
cu cardinalul lui M X N adunat cu cardinalul lui M x P, adici mn -}
~+ mp.
7.2.5.6. Exponentierea unei puteri de cardinale se face prin inmul-
jirea puterilor §i pistrarea bazei,

(mﬂ)P = mo;
(m?)? este numirul cardinal definit ca fiind clasa de echivalenti a
multimii (M")" iar m* este definit de mulfimea M¥xP,
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Ca la 4.7.2, aritim ci aceste doui multimi sint echivalente cu
ajutorul functiei
@: (MY)F -~ MY xP
care asociazi fiecirei functii f: P — MY functia ¢, € M¥xF definiti,
la rindul siu, astfel: daci (x,y)EN X P atunci g, (x,y) = (f(y)(#)).

7.2.5.7. Inmultirea puterilor unui numir cardinal se face prin
adunarea exponentilor §i pdstrarea bazei, adicd

m® - mP = m*'p,

Pentru demonstratie alegem ca in toate demonstratiile precedente
multimile M,N,P astfel incit m = M, n= 1\7,3 p =P avind in plus
satisficuti condifia N () P = @. Atuncim® - mP? este clasa de echi-
valentd a multimii MY x M® jar m™*® este clasa multimii MNP,
Conform 4.7.1., aceste doud multimi sint echivalente.

7.2.5.8. Exponentierea unui produs coincide cu produsul pute-
rilor factorilor, adicd

(m n)? = m? - 0P,

Fie M,N,P trei multimi aparfinind numerelor cardinale m, n, p,
respectiv. Am vizut la 4.7.3. cd existd o functie

¢: (M x N)¥ - M® x N°¥,
definitd prin (f) = (P of, Pno°)) Ei care este o bijectie. Deci cardi-
palul (mn)? al multimii (M X N)” coincide cu cardinalul m? - n?, al
‘multimii M* x N*.

7.3 Compararea numerelor cardinale.
Alte multimi numirabile

Am vizut ci problema principald care ne-a condus la construi-
rea numerelor cardinale pornea de la necesitatea de a compara doud
multimi din punctul de vedere al numdrului lor de elemente. Pentru
multimile finite, aceastd problemd este oarecum rezolvatd, deoarece
am vizut ci doui multimi finite sint cardinal echivalente dacd si
numai daci au acelasi numir de elemente. In plus, petru mulfimile
finite echivalente, numdrul cardinal corespunzitor lor este un numdr
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natural si noi putem si comparim numerele naturale dupd méirimea
lor. Vom introduce acum o ordonare dupd mdirime intre numere cardi-
nale oarecare, ordine care in cazul numerelor cardinale finite coincide
cu ordonarea dupd mirime a numerelor naturale.

7.3.1. Definitie. Fie a sx b doui numere cardinale. Vom spune ci
a este mai mic decit b daci existi multimile 4 ca si Beb astfel incit
A este cardinal echivalenti cu o submultime B’ C ‘B. Pentru a arita
ci a este mai mic decit b vom utiliza notatia a b

In aceasti definitie, dupi cum arati si notai,ia, prin expresia ,,mai
mic” se intelege cd cele doud numere cardinale pot fi eventual egale. De
altfel vom vedea ci aceasti relatie este o relatie de ordine intre numerele
cardinale. Ea este intr-adevir reflexiviadici a < a pentru ¢ 4 ~ 4 si
A4 C A. Este tranzitivd, adicda <bsib < ¢ = a < ¢, dupd cum se obser-
vd aplicind doar definitia 7.3.1. Proprletatea de antisimetrie a relajiei de
inegalitate intre numerele cardinale, constituie insi un rezultat foarte
profund de teoria multimilor, a cdrui demonstratie nu mai este atit
de simpld. Acest rezultat face obiectul unei teoreme celebre numite
»teorema lui Cantor si Bernstein“. Enunful acestei teoreme este ur-
madtorul:

7.3.2. Teoremd. Daci a si b sint doudi numere cardinale astfel
fncit a<<b si b a atunci a=h,

Nu vom da demonstratia teoremei din cauza caracterului siu
ceva mai dificil, dar vom aplica teorema in cele ce urmeazi, cici ea
ne va permite si obfinem multe rezultate importante din teoria mul-
timilor.

7.3.3. Propozitie. ¥, este cel mai mic numir cardinal infinit. Cu
alte cuvinte, dacid a este un numir cardinal infinit oarecare, atunci
¥ < a.

Demonstm;ze Fie 4 o mulfime infinitd de cardinala. Vom demonstra
ci existd o functie injectivd

e: N> 4
si atunci vom avea N ~ ¢ (N) = A’, iar 4’ este o submultime a lui 4.
Constructia functiei ¢ se face prin inductie dupi neN. Pertru ci
A+ @, existdi a,cA. Vom pune ¢(0) = 4,. Multimea 4, = A\ {4y}
este si ea nevida, deci confine un element a,. Punem prin definitie
9(l) = a.

Consxderam multimea A4, = AN\ {4y, 4,} + @. Ea contine un
element @, si definim ¢(2) = a,. Presupunem acum cd am construit
imaginea ¢(k) = @, pentru toate numerele %< #. Atunci mulfimea
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{8,,81,,..., a,} este finitd, inclusi in A. Multimea A\ {9,%1.4s,-...%}
este nevidi cici in caz contrar am avea 4 = {a,,4,,...,4,} ceea ce contra-
zice faptul ci 4 este infinitd. Existd un element an,; € 4\ {40,21,---.%a} $i
punem ¢(n + 1) = a,,;. In acest mod construim pe ¢(m) pentru orice
meN.

Functia ¢ este injectivd. Intr-adevir, si presupunem cd existd
doud numere m,nEN astfel incit @(m) = ¢(#) si si presupunem prin
absurd ci m == n. Putem admite ci m < #. Atunci stim din constructia
lui o ci o) = a,E AN\, s8-8} deci nu e posibil si avem
a, = a, = ¢(m). Rezulti ci nu se poate si avem m =7 si q¢(m) =
= o(n), deci @ e injectivi. Cu aceasta, propozifia este demonstrata.

Propozitia 7.3.3. este cunoscutd in teoria mulfimilor sub denumirea
de teorema lui Dedekind. Ea are foarte numeroase consecinfe care vin
si intregeasci comportarea ,paradoxali” a numerelor cardinale infi-
nite. Tatd citeva dintre ele:

7.3.4. Consecintd. Daci a este un cardinal infinit, atunci

a+a°=a.

Demonstrajie. Existi o submultime numirabild 4’, 4" C 4. Atunci
A=A4"|J (A\4’) implici 4 U N=A" U NU (4\4'). Fie a’ car-
dinalul multimii A\ 4’. Presupunem c¢i 4 N N = &. Prima egalitate
de multimi 4 = A’ U (A\4’) ne arati ci a = ny + a’ jar egalitatea
AUN=A4"UNU (A\4’) nec aratd cd a4 %y =Ny + % +a’. Dar
¥, + Ny = ¥, conform exercitiului 6.5.2. Atunci a + % =%, + a'=a.

7.3.5. Corolar. Daci la o mulfime infiniti addugim un numdr
finit de elemente, cardinalul siu nu se schimbai.

Demonstratie. Fie a cardinalul multimii 4, unde 4 este infinitd.
Fie M o multime finit4 cu # elemente astfel incit ¥ N 4 = @. Atunci
My A are cardinalul m 4 a. Dar a =a + ¥,, decia4-m=(a -+
+ %) +m=a+ (% + m) =a -+ ¥ =a. Am presupus aici cd %, +
-+ m = %,. Aceasta rezulti din faptul cd existd o bijectie intre
multimile N U M si N(N N M = 0) definitd astfel: daci M = {%1,..-
eeesXp}
o: {%1, %, %,0,1,2,0,0,..3 = {0,1,2,...m,...}

o(x,) =1 — 1 pentru 1 e, §i

0(0) = m,p(1) = m + 1,...0(k) = m + k,...
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Cind am studiat proprietdtile mulfimilor finite, am demonstrat ci
o mulfime A nu este echivalentd cu nici o submulfime proprie a sa
(vezi Corolarul 6.2.8). Vom vedea acum ci dacd o multime este infinita,
€a nu are aceastd proprietate.

7.3.6. Corolar. O mulfime A este infiniti dacd §i numai dacd ea
este echivalenti cu o submultime proprie a sa.

Demonstratie. Este suficient si demonstrim doar implicatia: ,,dacd
A este infinitd, A este echivalentd cu o submultime proprie a sa“. Con-
form teoremei lui Dedekind, putem scrie pe 4 sub forma unei reuniuni

disjuncte A = A4’ |J 4'' unde A’ este numdrabild. Atunci Ad=4+

+ A7 = % + A", Pentru ci A’ este numdirabili, ea se poate scrie

sub forma A" = Aj |A4; unde 4] §i A; sint numdrabile i disjuncte,

deci 4] = 4] = w,. Atunci 4’'(JA; este o submultime proprie a lui 4

si echivalenty cu A pentru ci A7 U A, =4 + 8, = 4.
Implicatia reciprocd rezulti din 6.2.8.

7.3.7. Corolar. Multimea numerelor prime este numirabild.

Demonstratie. Fie P mul{imea numerelor prime si a cardinalul
siu. Pentru cd PCN avem a < %,. Vom ardta ci P este o multime
infinitd si atunci conform 7.3.3 vom avea si relatia %,< a. Aplicind
apoi teorema lui Cantor-Bernstein va rezulta a = 8;. Ardtim ci P
este infinitd prin reducere la absurd. Presupunem ci P este finitd si
confine # elemente:

P = {"bvpz:---:fpn}'

Numadrul natural ¢ = pyp,...p, + 1 nu apartine lui Psi este prim,
cdci nu este divizibil cu nici unul din numerele prime apar{inind
lui P. Aceasta contrazice faptul ci P contine toate numerele prime;
deci ipoteza asupra lui P este contradictorie. Rezultd ci P este infi-
nitd. Aceasti demonstratie a infinitdtii numerelor prime a fost datd
de insusi Euclid.

7.3.8. In general propozitia 7.3.3 combinati cu teorema 7.3.2,
ne arati cid pentru a demonstra ci o multime 4 de cardinal a este
numdrabild, este suficient si aritim cd A este infinitd si cd existd o
functie injectivd ¢: A — N, cdci atunci rezultd ci a este mai mic decit
cardinalul lui N, a {%,. Pentru cd avem si 8, < a rezulti a =8, O
aplicatie a acestui principiu a constituit-o chiar corolarul precedent.
Alte aplicatii ale acestui principiu se gdsesc la exercitii.

7.3.9. Teoremd. Dacd {A,},>o este o familie numirabili de mul-

timi numairabile disjuncte, atunci (J 4, este numirabili.
n=0
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Demonstratie. Presupunem ci elementele multimilor 4, sint scrise
intr-un sir
A, ={a,4,..,a,..}
Ay, ={a¢,a},..., a5, ...}

oooooooooo

Existi atunci o functie bijectivd ¢: G A,—»N XN, definitd astfel:
n=0

¢(af) = (3,5). Bijectivitatea aceasta rezulti din faptul cd am presupus
ci A,N A, = O pentru 3 s §, deci nu se poate ca doud elemente 4§ §i a;
si fie egafe fird ca si avem ¢ = k i j = . Atunci cardinalul multimii

G 4, este egal cu cardinalul lui Nx N, care este %, * %, = ¥, (conform
n=1
(6.4.4.)).

7.3.10. Teoremd. Multimea () a numerelor rationale este numi-
rabili. ‘

Demonstrajie. Fie ), multimea numerelor rationale, strict pozi-
tive. Definim o functie’f: Q, - N X N in modul urmdtor: fie x€Q,;

atunci x se scrie in mod unic sub forma x = % sundea si b sint numere
naturale pozitive prime intre ele (avind cel mai mare divizor comun
egal cu 1). Vom pune prin definitie f(x) =f (—:-) = (a,b). Cum functia f

este evident injectivd, rezultd din 7.3.1 céE < ¥,. Pe de altd parte,
Q. este infinit, deoarece §, DN\ {0}, deci ), > %,. Rezultd atunci din
teorema Cantor-Bernstein 7.3.2 cd @ =¥,. In mod analog se vede
ci multimea {)_ a numerelor rationale negative este numdrabild.
Conform exercitiului 7.5.2, multimea @, U Q_ este de asemenea numi-
rabild, iar din corolarul 6.3.5 rezulti ci mul{imea

Q= (0.U Q) U {0} are de asemenea cardinalul x,.

7.3.11. Teoremd. Daci A este o mulfime de cardinal a, atunci
mulfimea pirtilor lui A are cardinalul (2°)

Demonstratie. Si considerim mulfimea {0,1} care confine doud
elemente. Construim o functie

9: P(4) - {0,1}*
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astfel: dacd A’ C 4, 1i asociem prin ¢ functia ¢4-: 4 — {0,1} care
stabileste corespondenta
1 dacd ac 4’

(a) =
%4(2) {o daciae A’

Functia ¢4 se numeste functia caracteristicd a multimii 4’. Daci ¢ =
= @~ Tezultd cd ¢4 $i g4~ iau valoarea 1 pentru aceleasi elemente
ale lui 4, deci A’ = A”'. Asadar ¢ este injectivi. Ea este si surjectivi
cdci oricdrei functii f: 4 — {0,1}.1i gdsim o preimagine A’ astfel
fncit @4 = f i anume 4’ = f({1}) = {a € 4 /fla) = 1}

7.3.12, Teoremd (Cantor). Pentru orice numir cardinal a, avem
a < 2° (adicd a < 2° si a £ 29).

Demonstraie. Inegalitatea a < 2* rezulti din constructia unei
functii injective ¢ : 4 — P(4) definind ¢(a) = {a}.

Sa presupunem prin reducere la absurd ci avem a = 22, Aceasta
fnseamnd cd existd o bijectie ¢ : 4 — (P(4). Pentru un element a
€ 4, ¢ (a) este o submulfime a lui 4, deci e posibil si avem a € ¢ (a)
sau a & ¢ (a). Si considerim multimea B={a € 4 /a & ¢ (a)}.
Pentru cd B € (P (4) si ¢ este surjectivi existi un element b € A astfel
fncit sd avem ¢(b) = B. S& vedem daci acest element b apartine sau
nu lui B. Dacd b € B, atunci din constructia lui B avem ci b & {(b).
Dar {(b) = B, deci b & B. Aceasta contrazice faptul ci b € B. Si pre-
supunem acum cd b & B. Tot dir constructia lui B rezultd ci b € ¢(b) =
= B, ceea ce contrazice faptul c¢i b & B. Asadar am construit o mul-
fime B §i un element b € 4 astfel incit nu avem nici b € B nici b & B,
cici ambele situatii ne conduc la contradictii. Aceasti contradictie a
lui B se datoreste presupunerii ci existi bijectia ¢ : 4 — P(A4). Asadar
rimine ci a =% 22,

.

7.4. Puterea continuului

Toate exemplele de multimi infinite, pe care le-am considerat pini
acum, erau mulfimi numdrabile. Am vizut insi in teoremele 7.3.11 si
7.3.12 cd multimea P(N) nu mai poate fi numirabili cici cardinalul
siu este 2% si w, < 2%, Vom da acum si alte exemple de multimi
infinite care nu sint numirabile.

7.4.1. Teoremd. Mulfimea I =[0,1] a numerelor reale cuprinse
fntre zero si unu nu este numdrabili.
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Demonstragie. Presupunem prin absurd ci I este numdrabild,
deci ci existd o functie bijectivi 6 : N — [0,1] care ne dé posibilitatea
si aranjim intr-un sir toate numerele reale pozitive subunitare

I={a, as ..., G, ...}

Orice numir real subunitar pozitiv se poate scrie insd sub forma
unei fractii zecimale 0, «; 0y 3. ..0, ... unde «; sint cifre cuprinse
fntre 0 si 9 (0 o < 9).

De exemplu 1 = 0,999 ... Atunci elementele lui I se scriu astfel:

0, ai
a,=0,ala}a}...a}...
0, 43

Construim numirul real

b=0, by by...b,...
2 daci ai 52
1 dacd af = 2.

Numirul b € I = [0,1], deci existd un indice % astfel incit b = a,.
Pentru ci scrierea zecimali a lui b este unici, din b = 4, rezultd ca
cifra zecimald de pe locul % in b si @, este aceeasi, adicd b, = a, ceea
ce contrazice constructia lui &.

unde b, ={

7.4.1.1. Observagie. Mulfimea I contine mulfimea numdirabild
1 1 1

L, ——s—eees—seen

2 3 %

Deci cardinalul lui I este mai mare decit ¥,.
Vom nota cu ¢ cardinalul lui I. Acest cardinal se numeste puterea
continuului. intre puterea continuului si alef zero existi deci relatia

¥, < €

Un rezultat important cu privire la legitura dintre aceste doud
numere cardinale il constituie faptul ci ¢ = 2%°, Nu vom demonstra
acest rezultat pentru ci necesiti anumite consideratii suplimentare de
reprezentare zecimald a numerelor reale.
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Teorema de mai sus aparfine lui Cantor si ea poarti denumirea de
nprocedeul diagonal al lui Cantor”. Ea a fost punctul de plecare al lui
Cantor in constructia teoriei numerelor cardinale, cici i-a furnizat
pentru prima dati un exemplu de multime infiniti care nu este numi-
rabild, inspirindu-i ideea unei ierarhiziri dupi numirul de elemente
chiar intre multimile infinite.

7.4.1.2, Multimile (0,1] si |0,1) au puterea continuului,

Intr-adevir, putem scrieci I = (I\{l, %, 3L, U S }) U
n

U{l,l, R } Daci a este cardinalulluil\{l,%, con
n

2 3
’—1-,-°-}3.V€m
n
C=a-|—!40.
. 1 1 1 1 1
— =0 y=(1-{1,L, ..., 1, ... i, ...,
f=i=10 ( {2' " })U{z 3 » }

Deci cardinalul lui [0,1] este a - 8y =c. Analog pentru 0,1].

7.4.2. Teoremd. Orice interval [a, b] are puterea continuului c.

Demonstratie. Functia f:[0,1] — [a, b] definit4 prin f(x) = (b — a)x -
+ a este bijectivd. Intr-adevir, cum a < b, avem & — a % 0. deci feste
injectivi conform cu 4.5.3, a. In plus f este surjectie deoarece orice
numir 0 € [a, b] se scrie sub forma

0=(—a);=+a=f}=*)irog =2 < 1.

b—a b—a

7.4.2.1. Orice interval de forma [a, b), (a, ] sau (, b) are puterea
continuului.

74.3. Teoremd. Mulfimea R a numerelor reale are puterea
continuului. '
Demonstragie. Functia

tg :(—%a %)—)R

este bijectivi, deci R este echivalenti cu intervalul ( — % ’ %) .

124



*

-~

7.5 Exercitii

1) Folosind faptul ci 2X0 = ¢ si se arate ci urmitoarele mul-
timi au puterea continuului

a) Multimea ¢ a numerelor complexe.

b) Multimea punctelor unui cerc.

¢) Multimea punctelor de pe laturile unui pitrat.

d) Multimea punctelor din interiorul unui pitrat.

¢) Multimea punctelor din interiorul unui cerc.

f) Multimea punctelor din interiorul unui cub.

g) Mult{imea punctelor din interiorul unei sfere.

h) Multimea punctelor de pe o sferd.

2) S4 se arate ci cX0 =c.

3) Considerim multimea 4 = |J N* unde N¥ este produsul car-
k>0
tezian a k-mulfimi egale cu N. Si se arate ci 4 este numirabild, con-
struind o fuunctie bijectivd f:4 — N (vezi exercitiul 6.5.6).

4) Si se arate ci mulfimea polinoamelor cu coeficienti intregi
este numdrabild. Analog pentru mult{imea polinoamelor cu coeficienti
rationali.

5) Multimea polinoamelor cu coeficienti reali are puterea conti-
nuului. '

6) Mulf{imea dreptelor din plan (spatiu) care trec printr-un punct
fix are puterea continuului.

7) Multimea dreptelor din plan care nu trec printr-un punct
fix O are puterea continuului. Combinind cu exercitiul 7.5.6, si se
arate cd mulfimea dreptelor din plan are puterea cortinuului.

(Indicafie: se asociazi fiecirei drepte d, care nu trece prin O punctul M din plan,
care este piciorul perpendiculareidin O pe d. Aceasti funciie este o bijectie. Genera-
lizare la spatiu.

8) S4 se arate ci mulfimea planelor din spatfiu are puterea con-
tinuului.

9) Intervalul (a, b) este echivalent cu mulfimea (— oco,a) U
U (b, + o0). Si se construiasci o functie bijectiva intre cele doud multimi.
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Capitolul- ITT
Elemente de algebra

§ 1. Operatii binare

1.1. Notiunea de operatie binari

1.1.1. Definitie. Fie M o mulfime. O functie ¢ : M X M — M se
numeste operafie binard sau lege de compozifie internd pe multimea M.

1.1.2, Exemple:

a) Functia ¢ :N X N— N, definitd prin a(m, #)=m 4+ n*
este o operatie binard pe mul{imea numerelor naturale si este cunoscutd
sub numele de adunare a numerelor naturale. Alte exemple de aceeasi
naturd sint: adunarea numerelor intregi (rationale, reale, complexe),
sciderea numerelor intregi (rationale, reale, complexe), inmultirea
numerelor naturale (intregi, rationale, reale, complexe).

Observdm: c¢d scdderea nu este operafie binard pe mulfimea N
deoarece rezultatul sciderii a doud numere naturale nu este intot-
deauna un numdir natural. Asemdnitor, impédrtirea nu este operatie
binard pe multimea R deoarece nu putem impdir{i un aumdir real la 0.

b) Fie T o mulfime. Functia ¢ : P(T) x P(T) — P(T), definitd
prin ¢(4, B)= A U B, este o operatie binard pe mulf{imea P(T).
Spunem cd reuniunea este o operatie binari pe multimea partilor
Iui T. Asemdnitor putem observa cd intersectia, diferenta si diferenfa
simetricd sint operatii binare in @(T).

¢) Fie T o multime si (F(T) multimea functiilor definite pe T
cuvalori in T.Functia ¢: GF(T) X(F(T) = (F(T), definitd prin ¢(f, g) =
= go f, este o operatie binard pe multimea (F(T).

d) Fie T o mult{ime si B(T) multimea functiilor bijective defi-
nite pe T cu valori in 7. Funcfia ¢: B(T) X B(T) —» B(T), definitd

* Pentru a simplifica notafia in loc de ¢ ((», #)) am scris pe scurt ¢ (m, #).
Aceeastd simplificare a notatiei o vom utiliza curent in cele ce urmeazi.
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prin ¢(f, g) = go f, este o operatie binard pe mul{imea B(T) deoarece
compunerea a doud aplicatii bijective este tot o aplicatie bijectivd.

1.1.3. Notatie. Daci ¢ este o operatie binari pe mulfimea M in
loc de ¢(a, b) vom scrie a¢ b si vom citi ¢ ,inmultit” cu b sau ¢ ,adu-
nat“ cu b, sau @ ,,compus” cu b.

Aceasti notatie este introdusi pentru a obtine scrierea uzuald.
Intr-adevir obisnuim si scriem @ +- b, a * b in loc de 4 (4, b), * (a, b).

Observim ci dim un nou inteles cuvintelor ,inmultit” respectiv
sadunat”. Dacd pind in prezent aceste cuvinte erau folosite pentru
anumite operatii, in cele ce urmeazd ele vor fi folosite pentru o ope-
ratie arbitrard.

In cele ce urmeazi, in loc de operagie binard vom spune pur §i
simplu operatie, deoarece nu vom lucra cu alte tipuri de operatii.

1.2. Operatii asociative

1.2.1. Definigie. Fie * : M X M— M o operatie pe mulfimea }/. Spu-
nem ci operatia x este asociativd, dacd oricare ar fi elementele «, b c
din M are loc egalitatea:

ax (bxc)=(a%*d)*c.

Observim ci firi notatia introdusd prin 1.1.3, egalitatea de mai
sus eram obligati s-o scriem astfel:

* (a,% (b, ¢)) = =* (% (a, b), ¢).

1.2.2. Exemple

a) Adunarea ca si inmulfirea numerelor naturale (intregi, ratio-
nale, reale, complexe) sint operatii asociative.

Sciderea numerelor intregi (rafionale, reale, complexe) nu este
operatie asociativd (De ce?).

b) In @(T) reuniunea, intersectia §i deferenfa simetricd sint ope-
ratii asociative, iar diferenta nu este operatie asociativd. (De ce?).

¢) In F(T) si B(T) operatiile de compunere a functiilor (respectiv
a functiilor bijective) sint operatii asociative.

1.2.3. Definitie. Fie = o operafie pe multimea /. Folosind inductia
vom defini inmulfirea unui sir finit de elemente din J/ prin egalitatea:

Ay % Ay ... % By = (@) % Gg % ... % @, ) % Gy
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De exemplu,
Gy % Ay %k Qg % Gy % A5 = (@) % Gy % A3 % @) * Ay =
= ((a, * a5 % ag) * a)) * a5 = (((a; * ap) * @) * a) * a;.

Cu alte cuvinte, cind parantezele nu indici o alti ordine de efec-
tuare a inmulfirilor, inmultirile se efectueazi de la stinga la dreapta.
12,4, Lemd. Dacd « este o operatie asociativi pe multimea M,
atunci

Ak Quk ... %aq, =a; % (@By % ... % a).

Demonstragie. Pentru n = 3 egalitatea rezulti imediat din cele
doud definifii de mai sus. Rationind prin inductie, vom proba ega-
litatea din enunt presupunind adevirati egalitatea: '

A% Bok ... kG =0 % (% ... % a,).

Intr-adevir din definifia 1.2.3 si din egalitatea precedenti ob-
tinem

Ay By % .. %G, = (B % (ay % ...%a, ) * a,.
Folosind asociativitatea obfinem
Ak dp® ... kA, =ay % ((ay% ...%a, )%*a,)
de unde refolosind definitia 1.2.3, obfinem egalitatea din enunt.
1.25. Teoremd. Dacd * este o operafie asociativi si dacd
1 < &k < n, atunci
Gy Q% .. %@y = (A% Ay %k ...k @) * (@, %...%a,).

Demonstragie. Observim ci pentru k& = 1 egalitatea de mai sus
este adevdratd datoritd lemei 1.2.4. Rationind prin inductie, vom
demonstra egalitatea din enunt presupunind ci:

G A% .. kA, = (A %A% ...k )% (@ *%...%a,).

Aplicind lema in al doilea factor al membrului drept, obtinem:
Ay Ay ... %0, = (@ % A% ... % @) % (@ % (@, % ... % a,)).
Folosind in membrul drept asociativitatea operatiei #, rezulti ci

A % Ay . % Gy = (A % Bp % ... % G )k @) * (@, * ... %a,)
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de unde folosind definitia 1.2.3 in primul factor al membrului al doilea

. obtinem egalitatea din enunt.

Teorema anterioard ne aratd cd dacid operatia * este asociativi,
rezultatul produsului a, % a,* ...* @, nu se schimbd daci efectuim
fnmultirile in orice ordine dorim fird insd a schimba ordinea factorilor.

1.3. Operatii comutative

1.3.1. Definigie. O operatie % pe mulfimea )/ se numeste comu-
tativd dacd, oricare ar si elementele a si b din M, are loc egalitatea

axb=>0xa.

1.3.2. Exemple

a) Adunarea ca si inmulfirea numerelor naturale (intregi, ratio-
nale, reale, complexe) sint operatii comutative.

b). In (T) reuniunea, intersectia si diferenta simetricd sint ope-
ratii comutative, dar diferenta nu este comutativi.

¢) In (F(T) si B(T) operatiile de compunere a functiilor (respectiv
a functiilor bijective) nu sint comutative.

1.4. Element neutru

1.4.1. Definitie. Fie * o operatie pe mulfimea }/. Un element ¢ €
€ M se numeste element neutru fati de operatia = dacid pentru orice
element 2 € M au loc egalititile

axe=¢exa=a.

Observim cd dacd operatia * este comutativd, pentru a arita cd
e este element neutru este suficient si probdimciax e =asauexa=a
pentru orice a € M.

1.4.2. Exemple

@) Numirul O este element neutru fati de operatia de adunare
a numerelor naturale (intregi, rationale, reale, complexe).

Numirul 1 este element neutru fati de operatia de inmultire a
numerelor naturale (intregi, rationale, reale, complexe).

b) In @(T) multimea vidi este element neutru pentru reuniune
si diferentd simetricd, iar T este element neutru pentru intersectie.
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¢) In F(T) si B(T) functia 1, este element neutru pentru com-
punerea functiilor (respectiv a functiilor bijective).

1.4.3. Teoremd. O operatie » pe multimea M nu poate avea decit
cel mult un element neutru.

Demonstrafie. Vom presupune ci operatia # are doud elemente
neutre ¢ si ¢’ si vom aridta cd ¢ = ¢'. Deoarece e este element neutru
rezulti ci e x ¢’ = ¢’. Deoarece ¢’ este element neutru rezultd cie * ¢’ =

=¢ Decie=c¢'.

1.5. Omomorfisme si izomorfisme

. 1.5.1. De¢finigie. Fie * o operatie pe mulfimea M si | o operafie
pe multimea R. O aplicatie 4: M — R se nume%te omomorfism fati
de operatiile * si | daci, oricare ar fi elementele 4, b din M,

h(a % b) = h(a) 1 k(D).

Asa cum, pentru a nota ci 4 este o aplicatie de la M in R, scriem
h: M - R, pentru a nota ci % este un omomorfism fatd de opera-
tiile # si | scriem A: (M, *) - (R, 1 ).

1.5.2. Exemple
a) Toate aplicatiile de incluziune existente intre mul{imile N, Z,
, R, C siut omomorfisme fati de operatiile de adunare respectiv in-

mulfire.

b) Aplicatia incluziune a lui B(T) in (F(T) este omomorfism fatd
de operatiile de compunere.

¢) Daci * este operatic pe M atunci 1,.:(M, *) > (M, *) este
un omomorfism.

d) Fie R* = {x € R|x >0}. Aplicatia log: R*,:) > (R, +)
este un omomorfism. .

1.5.3. Teoremd. Daci f: (M, *) - (R, 1) sig: (R, L)—= (P, +)
sint omomorfisme atunci gf: (M, %) — (P, 4 )este un omomorfism.

Demonstragie. Trebuie si ardtim cd pentru orice a € M $ib € M,
are loc egalitatea gf(a % b) = gf(a) + gf(d). '

Dar gf(a * b) = g(f(a * b)) din definitia compunerii functiilor. Deoa-
rece f este omomorfism, rezultd ci : f(a x b) = f(a) 1 f(b), deci g(f(a *
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* b)) = g(f(a) 1_f(b)). Deoarece g este omomorfism rezultd ci: g(f(a) 1
L f0)) = &(f(a)) + &(f(8). Deci gfla » b) = gfa) + &/1b).

1.5.4. Definitie. Un omomorfism f: (M, %) - (R, 1) se numeste
izomorfism dacd existi un omomorfism g: (R, | ) — (M, %) asa incit
gof=1ysifeg=1p

1.5.5. Teoremd. Un omomorfism f: (M, %) — (R, | ) este izo-
morfism dacd si numai dacd f este bijectie.

Demonstragie. Dacd f este izomorfism, rezultd ci f este inversa-
bild deci este bijectie. Reciproc, daci f este un omomorfism bijectiv,
functia f este inversabild i deoarece f™o f=1, si fof* = 1;rezultd
cd este suficient si ardtim cd f': R— M este omomorfism. Fie a €
€ R si b € R. Deoarece f(a) € M, f*(b) € M si f este omomorfism
" rezultd ci f(f(a) * fA(0)) = f(F(@) L AF®) = @ L b. Aplicind pe
f7 obtinem:

) fHa L 8) = (@) « F1(0)) = f7(a) % /7 (2)
deci f* este un omomorfism. '
1.5.6. Exemple.
a) 1, : (M, *) - (M, %) esre un izomorfism.

b) Omomorfismul din exemplul 1.5.2. d) este un izomorfism
(cf. 2.2.3.1).

1.6. Congruente

1.6.1. Definitie. Fie % o operatie pe M. O relafie de echivalentd p
pe M se numeste congruentd fatd de operatia *, dacd oricare ar fia, b, ¢
si d elemente din M

(@apbd)&(cpd)= (akc)p (bxd).

Uneori in loc de a spune cd p este congruentd pe M fatd de * se
spune cd relatia de echivalentd p este compatibild cu operatia .

1.6.2. Exemplu. Fiene Nsip={(a, 0) Jac Z&bc Z & (3x)
(* € Z &a— b= xn)}. Altfel spus p este relatia de echivalentd pe
Z formati din toate perechile ordonate (@, b) pentru care diferenta a— b
este un multiplu al lui #. Vom ardta cd p este o congruen{d fati de
adunarea din Z si fatd de inmultirea din Z. Fie 4, b, ¢ i 4 patru numere
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intregi asa incit apb si cpd, adicd existi x € Z si y € Z asa incit
a—b=2zxngic—d=yn Deoarece @+ ¢c)— (b+d)=(a—0b) +
+ (c—d)=2xn+ yn= (x4 y)n rezultdi cd (@ 4 ¢) p (b + 4) adicd p
este o congruentd fati de adunarea din Z. Deoarece ac = (b + xn) -
(@ + yn) = bd + byn + dxn + xyn® rezultd ci ac — bd = (by + dx +
+ xyn)n, deci ac p bd, adicd p este o congruentd fati de inmul-
tirea din Z.

Aceastd congruentd se numeste comngruenfa modulo # a numerelor
intregi si se noteazd a=1> (mod. #) (citim a este congruent cu & mo-
dulo #%).

1.6.3. Teoremd. Daci * este o operatie pe M si p 0 congruenti
pe M fati de *, atunci in mulfimea cit M//p putem defini o operatie asa
incit surjectia canonicd p: M — M/p si fie un omomorfism.

Demonstragie. Vom defini o operatie | pe M/p prin:

(%] L [Yla=[%* y],

adicd alegem un element, de exemplu x, din clasa [«], si un element,
de exemplu y, din clasa [y],, inmulfim aceste elemente in M si apoi
ludm clasa [x % y], a rezultatului inmultirii din M. Ori de cite ori dim
o astfel de definitie trebuie si verificim corectitudinea ei, mai exact
trebuie s ardtim cd dacd luim alt element %’ din clasa |«], i un alt
element 3’ al clasei [iy], si formdm produsul lor in M, ' * ¥, atunci
[ % '], =[x * y],. Intr-adevdr, %’ fiind un element al clasei [x], re-
zultd cd x'px, ¥’ fiind un element al clasei [y], rezultd ci y'py si
tinind cont de faptul ci p este o congruentd (vezi definifia 1.6.1) rezultid
ci (" *y') p(x*y) adicd [x'* '], = [x* y],. Surjectia canonicid p:
M — M|p definitd prin p(x) = [x], este un omomorfism deoarece chiar
din definifia operatiei | rezultd cid p(x * y) = p(x) | A(¥).

Vom spune cd | este operatia pe M|p indusd de operatia x*.

1.6.4. Teoremd. Daci * este o operatie comutativi pe M si p 0 con-
gruenti pe ) fati de *, atunci operafia indusi | pe M/p este comu-
tativa.

Demonstragie

(4 LD =[xyl =0y * 2] = [y} L [#].

1.6.5. Teoremd. Daci % este o operatie asociativi pe M si p o con-
gruenti pe M fati de *, atunci operafia indusi | pe M/p este asocia-
tiva.

Demonstragie

(2o L[yl L[l =1%% 5] L (&l =[(x%y)*2], =

=[x* (y*2)], =[x} L |y*z} =1[x] L (y} L)
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1.6.6. Teorem d. Dacid = este o operatie pe M, e = M element
neufru pentru * si p o congruentd pe M/ fatd de =* atunci [¢], este element
neutru penfru operatia indusi | .

Demonstraie. Intr-adevir [«], 1 [e], =[x * e}, =[4], si

e 1 [#], =[e* %], = [%]e.

1.7. Exercitii

1) Fie ¢ o operatie pe R definitd prin ¢(x, y) = Va® 1 93, S4 se
arate ci ¢ este comutativi, asociativd §i are un element neutru.
S4 se arate ¢i k: (R, +) = (R, ¢) definit prin 2(x) =} » este un izo-
morfism.

2) Fie M = {a, b, c, d} si * o operatie pe M definitd prin tabela

* a b ¢ d
a a b ¢ d
b b ¢ d a
c ¢ a b
a d b ¢

Si se arate ci * este comutativd, asociativd si are element neutru.
3) Fie M = {a, b, ¢, d} §i * o operafie pe M definitd prin tabela

* e b ¢ d
a a b ¢ d
b b a 4 ¢
¢ c d a b
a d ¢ b a

S3 se arate ci % este comutativi, asociativd si are element neutru.

4) Fie * o operatie pe M si | o operatie pe N. In M X N intro-
ducem operatia T definitd prin (@, b)) T (c, d) = (@*¢, b 1 d). Si
se arate ci:

a) dacd # si |_sint asociative, atunci T este asociativd;
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b) daci % si | sint comutative, atunci T este comutativi;
¢) dacd = si | au elemente neutre, atunci T are element neutru.
1.7.5. In R x R introducem operatia % definiti prin

(a, b) % (c, @) = (@ + cx®, b -} d)

Sd se arate cd * este asociativd si are element neutru dar nu este
comutativa.

8§ 2. Grupuri

2.1. Notiunea de grup

2.1.1. Definifie. Fie M o mulfime pe care s-a definit o operatie
binard, asociativi, notati * si care are elementul neutru ¢. Elementul
% € M se numeste snversabil dacd existi un element ' < M astfel incit

xxx =x"%x=—e,
Elementul »' se numeste snversul (opusul) lui x.

2.1.2. Propozifie. Daci x este inversabil, atunci inversul siu x’
este unic. '

Demonstratie. Fie %', x'' doud elemente ale lui M astfel incit
Xk x =xxx=¢ si %2 =2"%xx=c. Avem 2" % (xx x') =
=x"%e=2" Pe de altd parte 2" % (x* ') = (&' * x) * 2’ =
=% x = &', Deci ' = «''.

2.1.3. Definigie. Se numeste grup o multime G inzestrati cu o ope-
rafie binard x, asociativd care posedi un element neutru ¢ si in raport
cu care orice element ¥ & G este inversabil.

Uneori se spune despre o mulfime G care este grup in raport cu
o operatie binard ci este inzestratd cu o structurd (algebrici) de grup.

fn general, intr-un grup oarecare G, elementul x % Y se noteazd
xy si se numegte produsul lui x cu y. Aceastd notatie generici, imbraci
diverse forme particulare in cazuri concrete, De exemplu, multimile
Z, 0, R, C siut grupuri in raport cu operatia de adunare a numerelor
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fntregi, rationale, reale sau complexe. Atunci vom nota elementul
x* vy cu x + y. Tot ca problemd de notatie, intr-un grup oarecare vom
nota de obicei cu x! inversul lui x. In grupuri concrete, notatia aceasta
se poate schimba. De exemplu in Z, opusul lui 2 este —2.

2.1.4. Exemple de grupurs. fn afari de exemplele de mai sus, pro-
punem cititorului si verifice cd urmitoarele multimi impreuni cu
operatiile mentionate au structurd de grup.

2.1.4.1. Multimea Q* = Q\{0} in care operatia binard este famul-
tirea numerelor rationale. Analog pentru R*, C*.

2.1.4.2. Mulfimea Q*={x € Q/x > 0} a numerelor rationale
pozitive impreund cu operatia de fnmulire. Analog pentru R*.

2.1.4.3. Mulfimea S'={z€ C/|z| =1} a numerelor complexe
de modul, 1, impreuni cu inmul{irea numerelor complexe.

2.1.4.4. Multimea U,={:€ (C[z"=1} a ridicinilor complexe
de ordin # ale unititii impreund cu inmulfirea numerelor complexe.

2.1.4.5. Multimea U={ze C/@n) (» € N \ {0} & z" = 1)} im-
preuni cu inmulfirea numerelor complexe.

©2.1.4.6. Multimea Z[i]={z€C/z=a+b,a€Z bE Z} este
un grup in care operatia binard este adunarea numerelor complexe.
2.1.4.7. Considerim muljimea R?=R X R a tuturor perechilor

de numere reale si functiile R2— R? definite astfel « = lgs, B, v, 3
unde B(x, y) = (==, ¥) 'Y(x’_ y) = (=% —'y)_’ S(x., y) = (%, —.'y)' Ti-
nind cont de faptul cd mulfimea R? are ca imagine geometricd mul-
timea punctelor din plan, fiecirei perechi (x, ) € R? corespunzindu-i
tn plan punctul P de abscisa % §i ordonati y, functiile «, B, v, 8 au §i
ele interpretiri. Astfel « este functia identici, B este simetria fatd de
axa OY, y este simetria fatd de origini, iar § este simetria fatd de

VY }y
Pl-z,9) Plxy)
St ————y /qo@'y)
0 )? // 0 X_“
o’/
P”(-.!‘, —-y)
y:i '
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axa OX. Fatid de compunerea functiilor cele patru functii formeazi
un grup (grupul lui Klein)*,

2.1.4.8. Fie M o mul{ime oarecare. Mul{imea B(M) a tuturor
functiilor bijective definite pe M cu valori in M este un grup, in care
operatia binard este compunerea functiilor.

2.1.5. Proprictifi ale elementelor unui grup.

2.1.5.1. Propozitie. Dacd G este grup si x € G, atunci inversul lui
%7 este x, adicd (x™)! = x.

Demonstratie. Din definitia inversului stim ci inversul lui #
este unicul element z din G care satisface relatiile ¥z =z 2 = e,
Dacd luim z=x, avem #'x = x %! = ¢, deci (Yt = x.

2.1.5.2. Propozifie. Inversul elementului xy este (vy)* = y?x™,

Demonstragie. (xy) (y'x7) = x(yy™) 47 = xex? = x4 = ¢ i ana-
log (y?x™) (xy) = e. Deci (xy)™* = y a2,

2.1.5.3. Propozitie. Dacd notim cu x” produsul a % elemente egale
cu x, adicd 2" = xx . .. x 5i 2™ = (x)", atunci (2")? = 2",

Demonstragie. x"x™" = (x...%)(x*... 2" = (x...%) (x27Y).
. A —  “—— — “——— a——

#-0ri #n-ori n—1 ori
(@ aY)=(x...x)e(x?...27) = 2™ "D In continuare pro-
® — ——

n — 1 ori
ceddim prin inductie §i in final obfinem #"x™ = x"™lx D — . —
=xxt=e.

2.1.5.4. Propozitie. Pentru m, n € Z, si x € G avem
' 2TE" = xR,

Demonstratie. Daci m, n sint pozitive, egalitatea rezulti din defi-
nitia lui #”. Daci unul din numerele 7, # este negativ se foloseste (2.1.5.3)
utilizind inductia.

2.1.6. Definitie. Dacd in grupul G operatia binari este comutativi,
adica

ry=y% Vz y€G,
atunci G se numeste grup comutativ sau grup abelian.

* Felix Klein (1849—1925), ilustru matematician german.
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Grupul din exemplul 2.1.4.8. nu este comutativ. Toate celelalte
grupuri mentionate mai inainte sint abeliene.

2.1.7. Grupul claselor de resturi modulo n. Fie n € N*. In exem-
plul 1.6.2 am definit congruenfa modulo # a numerelor intregi. Mul-
t{imea citZ /=a lui Z prin aceastd congruenti o vom nota cu Z,. Conform
teoremei 1.6.3, operatia de adunare din Z induce o operatie pe Z, nu-
mitd suma modulo % pe care o vom nota cu @ asa incit surjectia cano-
nicd p: Z — Z, este un omomorfism fatd de operatiile 4 i €D. Teorema
1.6.5 ne arati cd suma modulo # este o operatie asociativi. Teorema
1.6.4 ne arati ci suma modulo # este o operatie comutativd. Teorema
1.6.6. ne arati ci [0] este element neutru pentru suma modulo #. Deoa-
Tece se verifici ugor ci [—x] este opus pentru [«] fatd de suma modulo #,
conchidem cd Z, impreund cu suma modulo # este un grup abelian,
pe care-1 vom numi grupul claselor de resturi modulo n.

Grupul Z, contine # elemente:

[0]=0+#5Z =nZ = {nk|kc Z},
=14+nZ={nk+ 1|k Z}={nk|kec Z}
R]=2+4nZ={nk+2|keZ},
[n—1=(n—1) +nZ={nk+@n—1)|keZ.
Din teorema 1.6.3 rezulti cd

VIR =i + .

De exemplu, pentru # = 2avem [0]=1{0,42,44,..+2k...},
[1]={£1, £3, ..., +(2k + 3, Ly = {[OJ (131, [0 @ [0] = 10,
[ 1] —U] 0= 1[1] $1 MM =10]

2.2. Omomorfisme §i izomorfisme de grupuri

2.2.1, Defmztze Fie G si G’ doud grupuri fa{d de operatiile binare *
respectiv | . Se numeste omomorfism (respectiv, izomorfism) de gru-
puri de la G la G', orice omomorfism (respectiv, izomorfism) fati de
operatiile * si |, in sensul definitiei 1.5.1. (in sensul deﬁmtlel 1.5.4).

Cu alte cuvinte, un omomorfism de grupuris: (G, *) — (G', 1) este
o aplicatie 2: G — G’ astfel incit pentru orice x, y E G avem h(x x y) =
= k(%) L A(y). Conform teoremei 1.5.5, omomorfismul % este izomorfism
dacd si numai dacd % este bijectie.

De multe ori atit operatia grupului G, cit si operatia grupului G’
se noteazd la fel, de exemplu ca un produs astfel incit condifia de
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omomorfism se scrie pur i simplu f(xy) = f(%) f(y). In cele ce urmeazi
vom adopta uneori aceastd simplificare a notatiei.

2.2.2. Propozitie. Dacd h: G — G’ este omomorfism de grupuri,
e € G elementul neutru in G §i ¢’ € G’ elementul neutru in G’, atunci
h(e) = ¢’ si pentru orice x € G, h(x™) = (h(x))™.

Demonstragie. In G avem relatia ¢-e=e. Aplicind functia &,
avem k(e - e) = h(e) - h{e). Inmultind cu (h(e))™ avem h(e) = h(e)™-
- h(e) = ¢'. Pentru a aratacd h(x™) = (h(x))™, vom ardta cd h(x7*) este
inversul lui A(x) in G'. Intr-adevir, A(x) - h(x™) = h(xx™) = h(e) = ¢
si analog A(x71) - k(%) = ¢'. Propozitia este astfel demonstrats.

2.2.3. Exemple de omomorfisme §i izomorfisme

2.2.3.1. Considerim grupurile (R, +) si (R*,). In primul grup
operatia binarid este adunarea iar in al doilea — inmultirea. Fie a un
numdr real pozitiv, @ == 1. Functia logaritmici log,: (R*,’) = (R, +)
este un omomorfism de grupuri pentru ci log, (xy) = log, (x) + log, (¥).
Functia exponentiald exp: (R, +) — (R*,") definitd prin exp (x) = a”
este un omomorfism de grupuri peptru ¢i a®* = % - @¥. In plus avem
log, (¢°) = x si a'%* = x, deci cele doud omomorfisme sint inverse
unul altuia. Ele sint deci izomorfisme.

2.2,3.2. Functia f: G— G’ definitd prin f(x) = ¢’ oricare ar fi
x € G este omomorfism de grupuri. Acest omomorfism se numeste
omomorfismul nul.

2.2.3.3. Functia identicd 15: G — G este un izomorfism de grupuri.
2.2.34. Functia p,: Z — Z dati de p,(x) = nx este omomor-
fism cdci pentru orice pereche de numere intregi x, y avem
n(x + 9) = nx + ny
adicd

2.3. Subgrupuri

2.3.1. Definitie. Fie G un grup si H C G o submultime nevidd. Vom
spune ci H este subgrup al lui G, daci pentru orice x, y € H avem
2y~ € H.

Dacd H este subgrup al lui G atunci pentru x € H avem % - 27 =
= ¢ € H. Deci H contine elementul neutru al lui G. Daci ¥ € H atunci
elementul ¢ - x* = 2™ & H. Deci H contine inversul oricirui element
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din H. Fie acum zx, y doud elemente din H; conform afirmatiei prece-
dente, daci y € H atunci y* € H. Din definifia Iui H, daci ¥ € H si
9 € H rezulti cd xy = x(y™*)™ € H. Deci produsul a doud elemente
apartinind lui H este un element care aparfine lui H.

Si considerim functia ¢: G X G - G — operatia binard care defi-
neste pe multimea G structura de grup. Deci ¢ (%, y) = xy. Dacd perechea
(%, ) € H x H, atunci conform afirmatiei de mai sus avem ¢(x, y) =
= xy € H. Deci ¢/uxny restrictialui ¢ la H x H iavalori chiar in mul-
timea H. In concluzie, aceasti noud functie ¢: H X H — H, definitd
prin (¥, y) = ¢(%, y) = xy defineste pe H o operafie binard. Aceastd
operatie se numeste restrictia la H a operatiei binare din G. In raport
cu operafia astfel obtinuti, H este un grup. Este evident ci operatia
e asociativi. Ea are element neutru cici am vizut cd e € H $i orice
element x € H este inversabil in H pentru ci inversul siu in G, 7,
este chiar elemert al lui H decisiin H avem x - x> =" x =e.

In consecinti am demonstrat aici urmitoarea teorema.

2.3.2. Teoremd. Daci G este un grup si H C G un subgrup al séu,
atunci H este grup in raport cu operatia obfinuti prin restrictia la H
a operatiei din G.

Aceastd teoremi justifici si denumirea de subgrup, in sensul ci
H nu este doar o submulime a lui G; H este chiar un grup iar ope-
ratia binari a lui H este exact operatia din G in sensul cd efectudm
produsul a doud elemente din H considerindu-le ca elemente din G,
iar rezultatul obtinut este chiar un element din H.

2.3.3. Exemple de subgrupurt

2.3.3.1. In orice grup G, multimea {¢} este un subgrup. De ase-
menea G este subgrup al lui G.
2.3.3.2. Am vizut ci fiecare din multimile Z, Q, R, C formeazd

grup fatid de adunare; Z este subgrup al lui (), acesta este subgrupal

lui R, iar R este subgrup al lui C. O observatie analoagi este valabild
pentru grupurile Q*, R* si C* din exemplul 2.1.4.1.

2.3.3.3. Daci'n € Z este un numdr intreg atuncin Z = {#k/k € Z}
este subgrup al lui Z.

Este adevirati si proprietatea reciproci: pentru orice subgrup H
al lui Z existi un numdr intreg » € H astfel incit H = #nZ. Si demon-
strim acest lucru. Daci H = {0}, luim % = 0 i H = #Z. In caz contrar
existd in H un numir intreg m == 0, deci un numir pozitiv (daci m < 0
atunci — m & H pentru ci H este subgrup). Fie »# cel mai mic numdr
fntreg pozitiv nenul care apartine lui H. Orice multiplu al lui » este de
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forma kn = w4 ...4 n sau kn = — (n 4 ...+ #) deci aparfine
lui H. Asadar #Z C H.Dacd x € H, conform teoremeide impirtire cu
Test pentru numere intregi, existi un cit ¢ si un rest » in Z astfel
incit x =ng 4 75i 07 <7 Dacir=0 avemr=x— ng € H,
ceea ce contrazice faptul cd # este cel mai mic element pozitiv nenul
din H. Deci » =0, adici x =ng € » Z. In consecinti H = nZ.

2.3.4. Observatie. Dacd H este subgrup al grupului G, incluziunea
Iye: H — G, definitd prin I,4(x) = x pentru orice x € H, este un omo-
morfism de grupuri.

2.4. Exercitii

1) Si se arate cd grupul U, este izomorf cu grupul Z, (cf. 2.1.4.4,
2.1.7). [Indicatie: h (cos& 4+ 7 sin Zkl) = [%]. )
n !

n

2) Si se arate cd multimea M = {a, b, ¢, d} impreuni cu operatia
binard de la exercifiul 1.7.3 este grup si cd acest grup este izomorf
cu grupul simetriilor definit la exemplul 2.1.4.7 (Grupul lui Klein.)

3) Sd se arate ci operatia de grup din Z, este datd de tabela ali-
turatd unde pentru simplificare am notat x in loc de [«].

d|o 1 2
00 2
1|1 0
2 | 2 1

4) S4 se arate cd orice grup cu 3 elemente este izomorf cu Zs.

5) Orice grup cu 4 elemente este izomorf cu grupul lui Klein sau
cu grupul Z,. Grupul lui Klein si grupul Z, nu sint izomorfe.

6) Orice grup cu 5 elemente este izomorf cu grupul Z,.

7) Si se arate ci dacd M = {a,, a,, a3} este 0 multime cu 3 ele-
mente atunci grupul B(M) este necomutativ si are sase elemente.
Sd considerdm in @B(M) functiile: =, ,, m; unde n, = 1,,, ™y (a;) =
= Gy, T(Ay) = a3, Ty(a) = @y, Ty\@) = @y, Ty(ar) = a;, Ty(as) = .

54 se arate cd H = {m,, m,, my} este subgrup in B(M).
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§ 3. Inele

3.1. Notiunea de inel

3.1.1. Definitie. Fie I o multime inzestrati cu doud operafii binare,
notate de obicei cu + §i respectiv cu - sau prin juxtapunere. Spunem
ci I are o structuri de snel fatd de operatiile de adunare (4 ) si inmul-
tire (-), dacd sint satisficute urmitoarele proprietifi:

(i) I este grup abelian fa{i de adunare (cf. definitiei 2.1.6) ;

(ii) inmulfirea este asociativd (cf. definitiei 1.2.1);

(iii) inmultirea este distributiva fa{i de adunare (cf. (iii.1) si (iil.2)
de mai jos).

in cazul unui inel I, grupul abelian (I, +) se numeste grupul
aditiv al inelului, elementul neutru al acestui grup se noteazd de obicei
cu 0 si se numeste elementul zero al inelului, iar inversul fa{d de adunare
al unui element oarecare x €I se noteazi deobiceicu — # si se mai
numeste elementul opus lui . De asemenea, vom conveni cid inmul-
tirea leagd mas tare decit adunarea, adici vom scrie xy + z in loc de
(vy) + z etc. Cu aceste conventii, condifiile (i) — (iii) de mai sus se
enuntd explicit astfel:

@) x+y=y+=x (¥Yx,y€I);

(2) #+y) +z=5+0+2 (V3 z€]I);

(i.3) existi un element 0 € I (elementul zero) astfel incit
x4+0=04+x=2x Vreel);

(i.4) pentru orice ¥ € I, existd elementul opus lui x, notat — x € I,
astfel fncit

x4+ (—x)=(—2%+x=0;

(i) (oy)z=2x(y2) (¥ xy2z€I);

(iii.1) x(y + 2) = xy + %2 Vaxyzel);

({ii.2) (y + 2)x = yx + 2% Vxyzel)

3.1.2. Exemple ’

3.1.2.1. Fiecare din muliimile Z, Q, R, C, formeazi inel fatd de
operatiile de adunare §i inmultire obignuite, elementul zero fiind chiar

numadrul 0.
3.1.2.2. Daci n € Z este un numir intreg, atunci nZ = {nk|
|kE Z} este inel fatd de adunarea si inmultirea obignuitd, element
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zero fiind chiar numdrul 0. Pentru » = 1 acest inel este chiar Z;
pentru z =2,avem 2 Z = {0, £+ 2, 4 4, 4 6, ...} ; etc.

3.1.2.3. Multimea Z,a claselor de resturi modulo # este inel fati
de operatiile de adunare [§] @ (k] =[j + k] si inmultire [7]O[%] = [7],
elementul zero fiind clasa [0] = #Z. Conditia (i) este probati la 2.1.7,
iar verificarea proprietdtilor (ii) si (iii) din definitia 3.1.1 este ime-
diatd si rimfine pe seama cititorului. Nu trebuie si confundim inelele
nZ, si Z,; astfel, am vizut mai sus ¢i 2Z are ca elemente toate nume-

rele pare, pe cind Z, = {[0], [1]}. Inelul Z, se numeste nelul claselor
de resturi modulo n.

3.1.2.4. Anticipind asupra cunostintelor ce vor fi predate in anul ITI,
semnalim cu mulf{imea M,(Z) a matricilor de un ordin dat » cu coe-
ficienti intregi, formeazi un inel fatd de operatiile de adunare si in-
multire a matricilor, elementul zero fiind matricea care are toate
elementele nule. De asemenea mulfimile M,(Q), M,(R) si M,(C) ale
matricilor de ordinul # cu coeficienti rationali, respectiv reali, res-
pectiv complexi, fati de aceleasi operatii si cu acelasi element zero.

3.1.3. Definifie. Se numeste inel comutativ, orice inel I in care
inmultirea este comutativi, adici

Xy =yx

pentru orice x,y & I. Se numeste inel cu element uniiate, orice inel I
in care existi un element 1</ neutru fati de inmultire, adici astfel
incit

¥ 1l=1 3=z

pentru orice x<I; elementul 1 poarti in acest caz numele de element
unitate.

Astfel, inelele din exemplele 3.1.2.1 si 3.1.2.3 sint comutative si
cu element unitate (acesta este chiar numdrul 1 pentru inelele 3.1.2.1
si respectiv clasa [1] in cazul 3.1.2.3). Inelul #Z din exemplul 3.1.2.2
este comutativ dar fird element unitate pentru # =£ 1, iar inelele din
exemplul 3.1.2.4 sint necomutative dar cu element unitate (matricea
08 slles, =1....n unde §; =1 iar 5, = 0 pentru 7 = 7).

3.1.3.1. Observagie. Orice mulfime {a} formatd dintr-un singur ele-
ment este inel comutativ cu element unitate fati de operatiile + si
- definite prin a + a=a-a=a.

3.1.4. Proprietif ale elementelor unui inel ~
In paragrafele precedente am stabilit citeva proprietiti ale ele-
mentelor unui grup; evident, ele sint in particular valabile pentru
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grupul aditiv al unui inel I. Astfel, aplicind rezultatele din 2.1., putem
introduce adunarea §i inmulfirea repetatd, %, + %, + ...+ %, §i res-
pectiv %%, ... x,. Elementul zero al inelului este unic, conform teo-
remei 1.4.3. Stim din propozitia 2.1.2 ¢4 opusul -x al unui element
oarecare x € I este unic determinat de ». Propozifia 2.1.5.1. ne aratd
ci - (— %) = #, iar din propozitia 2.1.5.2 rezulti ci — (¥ + y) =
= (— %) + (— »). Dacinotim cu #x suma a # elemente egale cu z,
adici nx=2x2x+x+4+...+ %, si(—n) x=n(— x),atunci — (nx) =
= (— n) x conform propozitiei 2.1.5.3. In plus, propozitia 2.1.5.4
arati ci (mx) + (nx) = (m + n)x pentru orice x €1 si m, n€ Z.
Avem de asemenea citeva proprietd{i noi.

3.1.4.1. Propozifie. Oricare ar fi elementele x, y ale unui inel I,
avem:

% 0=0-2x=1,
(—x)y=2x(—23)=— (=),
(— %) (— ) = =y.

Demonstragie. Din x = x + Orezultd x-x =%+ (¥4 0) =2 -2+
+%-0, deci (—(x-%) +x-2=(—(x:%)+ (x-2+ x-0), prin
urmare0 =[(— (¢ %)) + %- 2]+ 2%:0=04x-0=1x-0, La fel se
aratd cd 0-x = 0.

Mai departe vom observaci (—#)y+xy=((—2%) + %) y=
=0-y=0si la fel xy 4+ (—#)y =0, ceeace inseamnd ci (— x)y
este opusul elementului xy (unic determinat de xy), adicd (—x)y =
= — (xy). Analog se aratd ci x( — y) = — (xy). Urmeazi ci (— x).
(=) =—@#—y)=—(—2x)==xy. 3 )

Propozitia 3.1.4:1 ne permite si notim fird echivoc elementul
(— %)y =2%(—y) = — (¥y) cu — xy. Deasemenea, vom scrie simplu
% — y in locde x 4 (— ¥) si — # + y in loc de ( — %) 4 y. Deexemply,
proprietatea (i.4) o vom scrie ¥ —x = — % + x =0, iar in loc de
(— %) + (— y) vom scrie — x — y, astfel fncit — (x + ) = — 2 — ¥.
Mai mult:

3.1.4.2. Corolar. Inmultirea este distributivi fati de scidere, adicd
pentru orice x, y, 2 € I avem _

xy —2) =%y — xz §i |y —2) x=yx— 2%

Demonstragie. Aplicind distributivitatea si propozitia 3.1.4.1 avem
wy —2) =xy + %(—2) =%y — %z §i la fel (y—2) x=yx—2%
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3.1.4.3. Corolar. Dacd inelul I nu se reduce la un singur element,
atunci 0+ 1.

Demonstragre. Dacd 0= 1, atunci pentru oricex e I avem
x=x+1=%-0=0.

3.2. Omomorfisme si izomorfisme de inele

3.2.1. Definigie. Fie I un inel fati de adunarea 4 si inmultirea-,
iar I’ un inel fati de adunarea @ si inmultires (5). Se numeste omomor-
Jism (respectiv, 1zomorfism) de inele de la I la I’, orice aplicatie #: I — I"
care este omomorfism (respectiv, izomorfism), atit pentru operatiile de
adunare cit si pentru operatiile de inmultire; cf. 1.5.1 (respectiv, 1.5.4.)

Cu alte cuvinte, un omomorfism de inele 4:(I, + , ) - (I, )
este o aplicatie 4: I — I’ astfel incit

h(x + y) = h(x) D h(y),
h(x - y) = h(x) O h(y),

pentru orice %,y € I. Din teorema 1.5.5 rezulti ci omomofismul de
inele % este izomorfism de inele, daci si numai dacd % este bijectie.
: Din propozitia 2.2.2 rezultd cd orice omomorfism de inele % satis-
face 2(0) = 0’ si A( — x) = © h(x).

3.2.2. Exemple de omomorfisme §i izomorfisme

3.2.2.1. Functia A:I — I' definiti prin f(x) = 0’ (elementul zero
din I') oricare ar fi x € I, este omomorfism de inele. Acest omomorfism
se numeste omomorfismul nul (cf. 2.2.3.2).

3.2.2.2. Functia identici 1; : I — I este izomorfism de inele (cf.
2.2.3.3). .

Functia p,: Z — Z din exemplul 2.2.3.4 nu este omomorfism de
inele (De ce?).

3.3. Subinele

3.3.1. Definitie. Fie I un inel si H C I o submul{ime nevidi. Vom
spune ci H este subinel al lui I, daci H este subgrup al grupului aditiv
(I, +) (cf. 2.3.1) si in plus, pentru orice x, y € H avem xy € H.
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3.32. Teoremd. Dacd I este un inel si HC I un subinel al siu
atunci H este inel in raport cu operatiile obfinute prin restrictiile
la H ale operatiilor din I.

Demonstragie. Din definitia subinelului este clar cd restrictiile
la H ale operayiilor din I sint operatii binare definite pe H; ele vor fi
notate tot cu 4+ si-. Rimine acum si ardtim cd fatd de aceste ope-
ratii H verifici proprietitile (i) — (iii) din definitia 3.1.1. Intr-adevdr
(i) rezultd din teorema 2.3.2 din a cirei demonstrajie se mai vede cd
elementul 0 din H coincide cu elementul 0 din I, iar opusul — x al
unui element ¥ H coincide cu opusul —x considerat in I. Pentru a
demonstra proprietitile (ii) si (ili), si considerim elementele x, ,
2 H; atunci cu atit mai mult x,v,2€1 care esie inel, deci x(yz) =
= (x9) 2, %(y + 2) = xy+xz §i (v + 2) v = y¥ + 2.

3.3.3. Exemple de subinele

3.3.3.1. In orice inel I, multimea {0} este un subinel; de asemenea
I este un subinel al lui I (cf. 2.3.3.1).

3.3.3.2. Am vizut in exemplul 3.1.2.1 cd fiecare din mulf{imile
Z. 0, R, C formeazd inel fatd de operatiile de adunare si inmul{ire.
Z este subinel al lui (), acesta este subinel al lui R, iar R este subinel
al lui C.

3.3.3.3. Pentru orice numir intreg #, inelul #Z din exemplul
2.3.3.3 este subinel al lui Z. In particular, 0Z = {0}, iar 1-Z = Z.

3.3.4. Observatic. Daci H este un subinel al inelului 7, incluziu-
nea * I,,: H — G, definitd prin Iy, () = » pentru orice ¥€H, este
un omomorfism de inele.

3.4. Exercitii

1) S& se arate cd operatiile inelului @012 H|012
claselor de resturi modulo 3 sint date de
tabelele aliturate, unde pentru simplificare o0l 012 0{000
am notat x in loc de |x] (conform 2.4.3).
Si se construiascd tabelele operafiilor ine- 1120 1/012
lelor claselor de resturi modulo 4 si mo-
dulo 5. 21201 2|021

2) Fie M o mulfime nevidi. Atunci multimea P(M) a tuturor
pirtilor lui M formeazi un inel comutativ cu element unitate fa{d
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de operatiile A (diferenta simetricd) in rolul adundrii $i () (intersectia)
in rolul inmultirii. Elementul zero este @, opusul unui element XCM
este chiar X, elementul unitate este M. Vezi subparagraful 2.4 din
cap. II.

3) Daci multimea M contine un singur element, inelul (M)
din exercitiul precedent este izomorf cu Z,.

4) (facultativ). Daci I este un inel cu element unitate, atunci
multimea M,(I) a tuturor matricilor de ordinul # cu elemente din 7
este inel cu element unitate. Acest inel este necomutativ (cf. 3.1.2.4).

5) Multimea Z (sau ), sau R, sau C) formeazi inel fatd de adu-
narea obisnuiti + si inmultirea % definitd prin x* y =0 pentru orice
x,v. Generalizare.

§ 4. Corpuri

4.1. Notiunea de corp

4.1.1. Definitie. Fie K o multime inzestrati cu doud aplicatii binare,
notate de obicei cu -+ si respectiv - . Spunem cd multimea K are o struc-
turd de corp fafi de operatiile de adunare (4) si (-) dacd sint satis-
ficute urmitoarele conditii:

(i) K are cel putin doui elemente distincte.

(ii) K este inel cu element unitate fa{i de adunare si inmulfire.

(iii) Dacd x€K §i x 5= 0(0 elementul zero al inelului K) atunci
existi un element x <K astfel incit x = x> x =1 (1 elementul
unitate al inelului K). Elementul £ se numeste inversw/ elementului x.

in definifia 4.1.1 n-am presupus nimic asupra comutativitiii
inelului. Daci inelul K este comutativ, atunci vom spune ci avem
de a face cu un corp comutativ; in caz contrar vom spune: K este
un corp mecomutativ.

Conditiile (i) — (iii) se enuntd explicit In modul urmitor:

(i) K are cel putin doud elemente;

(iil) x4+ y=y+=x (V5,9€K);

(ii.2) (x+y)+z=x+(y+z) (thy:zEK);

(ii.3) existid un element 0K (elementul zero) astfel incit

x4+0=0+2x=2 (VzxeK);

146

[



(ii.4) pentru orice x€ K existd elementul opus lui x, notat — x€ K,
astfel incit

2+ (-2 =(=%+x=0;

(iL.5) (xy) z = (y2) (V29,26 K);
(ii.6) x(y + 2) = 2y + %z V(x,y,z€K);
(ii.7) (y+z) x = yx +zx (Vx,y,26K);

(ii.8) existd elementul 1K (elementul unitate) astfel incit
2-1l=1l-x=x (VxeK);
(iii) Pentru orice x 5= 0, existd elementul invers x7 astfel incit

xxt=x1x=1,

4.1.2. Exemple

4.1.2.1. Fiecare din mulfimile (), R, C formeazi corpurl fatd de
opemtule de adunare si inmultire obisnuite, elementul zero §i elementul
unitate fiind numerele 0 si respectiv 1.

4.12.2. In cap. III, exemplul 3.1.2.3, s-a aritat ci mul{imea
Z, a claselor de resturi modulo # este un inel comutativ si are element
unitate fatd de operatiile de adunare [j] [k] = |j + %] si inmultire
[F1® [k] = jk]. Sd ardtim cd dacd p este un numdr prim, atunci Z, este
un co

Fie (k] (¢ > 0) un element nenul din Z_,, deci & nu este un mul-
tiplu de p. Cum p este un numir prim, cel mai mare divizor comun
dintre % si p este egal cu 1.

Fie multimea 4 = {ak + bp| @, b numere intregi}. Fie d cel mai
mic numdr intreg cu 4 > 0 care aparfine multimii 4. Deci existd doui
numere intregi a, si b, astfel incit d = a,k + 9,p. Aplicind formula
impdrtirii dintre numereic p §i @ obfinem: existd doud numere intregi
g si rpcntrumrcp——d +r7unde 0 r<d. Darrv = p — dyg =p-
— q (agk + byp) = (— aqq) &+ (1 — qb ) p. Deci se observd cd r& 4.

Sint doud cazuri: » = 0 si 7 > 0.

Dacd » >0, atunci cum 7 < d, obfinem o contradictie, dcoarece
d cra cel mai mic numér strict poxltlv ce apartine mulfimii 4.

Prin urmare rdmine numai cazul » = 0. In acest caz p = dg.

Acum aplicim formula fmpdrtirii dintre numerele 2 si 4. Deci
existd numercle intregi ¢, si 7, astfel incit £ = dg, 4 7, unde 0 < 7, <d.
Deci 7, =k — dg, = k — T1(aok + bop) = (1 — q12) & + (— 91bo) .

Rezultd ci 7, 4. Dacd r, > 0 obtinem o contradic;ie, deoarece
7, << d. Deci trebuie ca 0 = 7; $i prin urmare % = dg,.
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Din relatiile p = dg si & = dg, ob{inem ci d divide pe p si pe k.
Insi p este prim; atuncid = 1 sau d = p. Dar d = p nu poate si aibi
loc, deoarece atunci p divide pe % ceea ce contrazice faptul ci p si &
sint prime intre ele. Deci rimine singura posibilitate d = 1. Prin urmare
1 = apk + byp. Acum sintem in mésurd si aritim ci Z, este corp.

Intr-adevir, din relatia 1 = ayk -+ b,p obtinem ci:

[1] = [aok D bop] = [ask] D [B6p] = [4,] © [£] @ [8,] D[p]. Cum[p] =[0]
avem[a,] (2) [k] =[1] §i deci [£] este un element inversabil in Z,. Prin ur-
mare Z, este un corp.

4.1.2.3. Fie R multimea numerelor reale. Notim cu X multimea
sistemelor ordonate de patru elemente din K, adici

K - {(a) b: c, d) l a, b: ¢ dER}'
Pc multimea K definim doud operatfii, o adunare notati cu
i o inmulfire notatd cu (2). Ele se definesc prin egalititile:
(@ b,c,d) D (a',a',c,d')=(a4-a', b+ b,c+c,d+d)
si
(@,b,c,d) D (@,b,c',d') = (aa’ — bV’ — ¢’ —dd’, ab’ + ba’ +
+cd' —dc', ac’ — bd' + ca’ + db’, ad’ + bc' — cb' 4 da’).

Se constatd imediat cd operatia de adunare P defineste pe K o
structurd de grup comutativ, unde elementul neutru este (0,0,0,0)
notat cu 0.

Se aratd de asemenea foarte simplu cd (°) este asociativi, distri-
butivd fati de adunare si are ca element unitate pe (1, 0,0,0), notat

cu 1. Deci K impreund cu operatiile @, (©) formeazi un inel cu ele-
ment unitate,

Functia ¢: R — K definitd prin
¢(a) = (¢,0,0,0), ecR,
este evident un omomorfism de inele, injectiv. In plus daci x este un

element oarecare din K atunci ¢(2) © * = x () ¢(a).
Notim cu

i=(0,1,0,0), j =(0,0,1,0), k= (0,0,0, 1),

elemente ce apartin lui K.
Atunci dacd x = (@, b, ¢, d) este un element oarecare din K, el
se poate scrie mai simplu astfel:

=@ Do) OtDel) O D eld) O k.
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Sau daci facem conventia ca elementele de forma ¢(a) sd le scriem
mai simplu 4, atunci

x=a@PdbOHiPcOiPaOk
Elementele 7,7,k verifici formulele:
2 =j2=k= — 1 (1 elementul unitate din K, adica (1,0,0,0))

tQi=—00O)=kjOk=— k0N =0kQi=—(E0k =7
Deci inelul K este necomutativ. Si dovedim cd inclul K este un corp.
Fie x€ K un element oarecare astfel incit x =0 (0 elementul
zero din K). Evident cd dacd x = (a,0,¢,d) =a P oD iPc O D
d (9 k, atunci cel putin unul dintre numerele a, b, ¢, @ este nenul.
Deci a® 4 b% + ¢ 4 d% 5= 0.
Daci notim cu %' elementul din K definit prin egalitatea

o= D O:D

a4 b + ¢ 4 a2 a? + b? |-c2+d2
S

—d
OFXS>) Ok
se verificd simplu cd

a2+b2—i 2+d2 a2+b2-i-02+d2

2O =2Qx=1.

Deci K este un corp necomutativ fatd de operatiile @ si ©).

Corpul K se numecste corpul cuaternionilor ; elementele lui se vor
numi cuaternioni.

Elementele 7,7,k se vor numi unitdti cuaternionice.

4.1.3. Proprietiti ale elementelor unui corp

Cum un corp K este in particular un inel cu unitate, atunci evident
ci toate proprietitile adevirate pentru unele sint adevdra.c si pentru
corpuri. Vom mai semnala in plus citeva proprietati.

4.1.3.1. Propozitie. Fie K un corp si x€ K, x & 0. Atunci inversul
%71 este unic.

Demonstratie. Presupunem cd mai existd un invers 'K al lui
%. Deci xx’ = x'x = 1. Dar atunci "(xx) = %!, de unde obfinem
(x7'x) 2" = x7' i deci 1+ 2" = x7, adlca x" = x7', Prin urmare x7* este
unic (comparatl cu 2.1.2.).

4.1.3.2. Propozigie. Fie K un corp si x si y doud elemente din X.
Daci xy =0, atunci x =0 sau y = 0.
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Demonstratie. Daci x # 0 atunci existi inversul siu #. Atunci
27} (xy) = 27 - 0 = 0. Sau, aplicind asociativitatea inmultirii, obtinem
(*7x) y =0, de unde y = 0.

4.1.3.3. Observagie. Notdim cu K* multimea clementelor nenule din
K, K* = K\ {0}. Tinind cont de conditiile (ii.5), (ii8.) si (iii) din defi-
nitia corpului se observd ci K* formeazi un grup (in general neabelian)
fatd de operatia de tnmulfire. K* sc va numi grupul multiplicativ asociat
corpului K.

4.1.3.4. Exemplu. Fie Z, inclul de clase modulo p. Daci Z, cste
corp atunci p este un numéir prim (reciproca proprietiitii 4.1.2.2).

Intr-adevir, presupunem ¢d p nu cste un numir prim deci p =
= kj unde numerele % si j sint distincte de - 1, 4+ p.

Atunci

[P] =[]l = K] O []]-

Cum [p] =0, [F](D[j] = 0 si conform 4.1.3.2 rezulti [2] = 0 sau
[7] = 0. Prin urmare % este multiplu de p sau 7 este multiplu de p;
ceea ce este o contradicfie. Prin urmare p cste un numér prim.

4.2. Omomorfisme si izomorfisme de corpuri

4.2.1. Propozitie. Fie K, un corp fati de adunarea -} si inmul-
firea -, jar K’ un corp fati de adunarea ) si inmultirea ). Dacif: K — K’
este un omomorfism de inele, atunci sau f este omomorfismul nul sau
Jf(1) = 1" (1 elementul unitate din K’). Mai mult, in al doilea caz f
este o funcfie injectivi.

Demonstragie. Presupunem ci f nu este omomorfismul nul: deci
existd un element x € K astfel incit f(x) = 0’ (0’ elementul zero din K').
Deoarece f este omomorfism de inele, rezulti # 0 (a se vedea 2.2.2.).

Daci f(1) =0’ atunci din egalitatea %= x-1 am obtine cad
J(%) = flx - 1) = f(x) O f(1) = f(%) © 0" = 0’, contradictie. Prin urmare
f(1) %= 0. Cum 1 = 1 -1 atunci f(1) = f(1 -1) = f(1) ©f(1),de unde f(1) ©
O 1"© A1) =0". Tinind cont de 4.1.3.2 si de faptul cd f(1) £ 0,
rezultd cd 1’ O f(1) = 0’ si deci f(1) = 1’, ceea ce trebuia aritat.

Sd dovedim in final cd dacd f(1) = 1’, atunci f este injectivi.

Fie x,, %, doud elemente din K astfel incit f(x,) = f(%,). Atunci
S(%)) © f(xp) = 0’ sau, cum feste omomorfism, rezulti ci Slxy — %) =07,

Dacd %, = x, atunci ¥ = x; — x, 3£ 0.

Fie 7 inversul lui x, deci 1 = xx = x™' - x. Din aceast) relatie
obtinem:
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1" = f(1) = fixx) = flx) O f(x7") =0 ) f(x7') = 0", ceca ce cste
o contradictic (f. 4.2.3.3). Prin urmare x = 0 si deci x; = %,, adicd
[ este o functic injectiva.

4.2.2, Definitic. Fie K un corp fatd de adunarea + si inmulfirea -,
iar K’ un corp fati de adunarea (P si inmaltfirea (%). Un omomorfism
de corpuri de la K la K’ este un omomorfism f: K — K' de inele care
este diferit de omomorfismul nul, adicad f(1) = 1'.

J se numeste izomorfism de corpuri daci este in plus si Dbijectie.

4.2.3. Observagie. 1 (Daci f: K — K’ este un omomorfism de cor-
puri, atunci din 4.2.1, f este o injectic. Deci pentru a arita ci f este
izomorfism estc suficient si ardtim cd f este surjectie.

2) Daci x €K este un clement nenul, atunci f(x™) = (f(x))™.
((f(x))™* inversul lui f{x) in corpul K'), vezi 2.2.2.

3) Intr-un corp avem 0 %= 1: rezultd aplicind corolarul 3.1.4.3 si
conditia (i) din definitia 4.1.1. .

4.2.4, Exemple. 1) Fic K un corp; atunci functia identicd
7x : K — K cste evident un izomorfism de corpuri.

2) Fie € corpul numerelor complexe si considerim functia f: C—C
definitd prin egalicatea f(2) =2z (Z conjugatul lui z). Dacd z; 2, sint
doud numere complexe, este bine cunoscut ¢d au loc egalitifile:

22 =211 2

ZI'Z2=f1‘22

Din aceste egalititi se trage concluzia cii f cste omomorfism de
corpuri. Cum [ este o bijectie, rezultd in plus cd f este un izomorfism
de corpuri.

4.3. Subcorpuri

4.3.1. Definitie. Fie K un corp. Un subinel L C K care este corp
se numeste subcorp al lui K.

Trebuie si observim ci elementul unitate al corpului K aparfine
lui L. Intr-adevir dacd 1, este unitatea corpului L, atunci din egali-
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tatea 1,1, =1,+1 obfinem 1,-(1, — 1) =0 si deci din 4.1.3.2
si 4.2.3.3 obtinem ci 1, — 1 =0 adicd 1, = 1.

De asemenea daci LC K este un subcorp al lui X si x un element
din L, x % 0, atunci 4™ (inversul din x in K) este de asemenea un
clement din L. Intr-adevdr daci x’ este inversul lui x in L atunci
au loc cgalititile: x4’ = &’y = 1 care ne aratd cd »' = x™.

Practic, pentru a dovedi cid o submulf{ime nevidd L C K, a cor-
pului K este un subcorp trebuie verificat ci L este un subinel al lui
K, ci elementul unitate al corpului K apartine lui L si cd pentru orice
xE€L, x0, elementul s € L.

4.3.2. Observatic. Daci L C K este un subcorp al lui K, atunci in-
cluziunea I,,: L — K definitd prin I, ;(x) = « pentru orice x € L, cste
un omomorfism de corpuri.

4.3.3. Exemple de subcorpuri

Corpul  al numerelor rationale este un subcorp al corpului nu-
merelor reale. Corpul numerelor reale este un subcorp al numerelor
complexe. De asemenea corpul numerclor rationale este un subcorp
al corpului numerelor complexe. Operatiile in aceste corpuri sint adu-
narea si Inmultirca obignuite.

4.4. Exercitii

1) Fie 4 un inel comutativ cu element unitate, avind un numdr
finit de elemente. Daci A are proprictatea: xy =0=x =0 sau y =
= 0, atunci 4 este corp.

2) Fie multimea Q(/2) = {a + b)/2|a,bE€Q}. Si se arate ci fafi
de operatiile obignuite de adunare §i inmultire, ( [/2) formeazi un corp.
3) Daci cE€() este astfel incit [/c & @, atunci multimea Q (J¢) =

= {a+b)fc|a,bEQ} formeazi un corp fatdi de operatiile obis-
nuite de adunare §1 inmultire a numerelor reale. Caz particular:
exercitiul 2).

4) Dacd L este un subcorp al corpului K si K este un subcorp al
corpului M, atunci si se arate cd L este un subcorp al corpului M.

5) Daci L, L' sint doud subcorpuri ale corpului K, atunci s& se
arate ci L () L’ este un subcorp al corpului XK.
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6) Si se arate ci singurul izomorfism al corpului ) in el insusi
este omomorfismul identic.

7) (facultativ) S3i se arate cd sihgurul izomorfism al corpului R
in el insusi este omomorfismul identic.

8) Si se arate cd singurul omomorfism al corpului Z, in el insusi
(# numdr prim) este omomoriismul identic.

9) Fie C corpul numerelor complexe si K corpul cuaternionilor.
Definim functia

$:C— K
prin egalitatea: $(z + i) =a PO bHJ (O 0P &k (® 0 (notatiile sint
cele din exemplul 4.1.2.3). Si se arate cd ¢ este un omomorfism de
corpuri (injectiv).
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