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Prefata

Rezolvarea unet probleme reprezintd o aclivitate
creatoare in cursul cdreia, servindu-ne de operatii
de analizd, sinlexd, generalizare, absiractizare, reugim
sd depagim datele cunmoscute $i si aflém cu ajutorul
acestora, allele not. .

Matematica, fizica, chimia, operind cu absirac-
tiuni, solicitd diferite forme de activitate mintald —
memorarea $i aplicarea wunor definilii, leoreme sau
principti gt legi — perceperea, reprezentarea $i repro-
ducerea unor figuri, asocierea inire simboluri.

Una din problemele privind modernizarea invi-
famintului este munca de creagie a elevului in rezol-
varea de exercifii §i probleme, care il invajd sd judece,
8d gindeascd gt sd construiascd un rajionament.

Aceastd culegere urmdreste formarea calitdtilor
creatoare la elevi prin munca lor independentd, indivi-
duald. Ea prezinid o selectie de subiecte de examen
date la concursurile de admitere la treapta a II-a de
licew tn perioada 1978—1986 la matematicd, fizicd
gt chimie. Aceste subiecte rezolvate sint urmate de
subiecte propuse la care se dou indicatis gi raspunsure.

Rezolvdrile detaliate ale unor probleme consti-
tuie pentru candidat modele operationale alit din punct
de vedere al conlinutului cit gi ca model de redactare.

Lucrarea este utild gt profesorilor in activitatea
desfasuratd la catedrd.
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|. SUBIECTE date la examen 9—22
Rezolviri 2366

MATEMATICA

XL1. A. Si se rezolve in R ecuatia

1 (55 V5625 16 _
1 16 i T—9 21
2
B. Si se demonstreze ¢ suma cuburilor oriciror trei numere naturale

consecutive este divizibili cu 9.

C. Si se determine valorile naturale ale lui » pentru care
‘ A121—2 + C% = 410
D. Un triunghi dreptunghic ABC (m(4) = 90°) are catetele de lun-
gimi AB = 6)/2 em, AQ = 6 cm, Fie 4’, B, 0’ mijloacele laturilor B,
CA, AB si G centrul de greutate al triunghiului.
1. S% se calculeze lungimile segmentelor [4A’], [BB’], [CC'].

2. S% se arate ci patrulaterul GA'0OB’ poate fi inscris intr-un cerc;
83 se determine lungimea razei acestui cerec,

E. O cutie cubici ABODA’'B'C’'D’ are laturile de lungime 6 dm,
iar capacul A BOD este rabatabil (se poate roti) in jurul laturii AB. Dupd
ce in cutie se introduce o piramidi patrulaterd regulatd [VA’B’'C’D’],
avind ca bazi fundul cutiei 4’B’C’D’, capacul nu se mai poate inchide.
S% se determine volumul piramidei, stiind c virful V atinge capacul
atunci cind planul acestuia formeazi cu planul bazei un unghi de 45°

(Admitere treapta a II-a, licee pedagogice; 1978)

1.2. A. S4 se rezolve in [R ecuatiile :

1. 0 =1+ -4l —1=0.
2. 2 logy(2%) + logg(@®* — 2z + 1) =.§..
3. sinz + cos z = /2.

). S& se arate c¢d

AS 4 AS o
—,'_2_?—’1 = (n_ 4)77 VnelN, n > 6.

C. Intr-o piramids patrulaters regulaty [V.ABOD], lungimea laturii
 AB a bazei este ¢ ul., iar muchiile laterale fac cu planul bazei unghiuri
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de misurd 60°. Se cere :
1. Aria laterali si volumul piramidei. )
2. M#sura unghiului diedru format de o fayd laterali cu planul bazei.
3. Cosinusul unghiului diedru format de doud fete laterale aliturate.

(Admitere treapta a II-a, licee industriale, judetul Vilcea, 1978)

I3. A. Se d4 expresia E(z) = log, (#2 — 3z + 3).
1. 84 se determine mul{imea valorilor lui # pentru care expresia
E(z) este numir real.
2. S& se studieze semnul Ini E(x) pe domeniul de definitie.
B. Si se rezolve in R X [R sistemul
@+ y* =25
Ty = 12.
C. 84 se rezolve in R ecuatia :
sin 22 — cos 22 = sin ¢ + cos .
D. Cunoscind cos @ = 1/7, cos y = 13/14 si @ € (0, =/2), ¥ € (0, =/2),
s4 se arate ¢ # — y = =/3. ; .

E. 84 se arate ci dacd intr-un triunghi ABC avem tg% =2

b+4e¢

?
atunei triunghiul este dreptunghie.

F. Intr-o piramids patrulaterd regulats se cunosc : lungimile latu-
rilor bazei egale cu 2a¢ cm §i lungimile muchiilor egale cu 3¢ cm, unde
a> 0. Se cere: :

1. Volumul i aria laterali a piramidei. .

2. Volumul §i aria laterali a trunchiului de piramidi care se obtine
sectionind piramida cu un plan paralel cu baza, dus prin mijlocul inil-
timii piramidei date.

(Admitere ireapta @ II-a, licce indusiriale, Bucuregti, 1978)

I.4. A. Se considers ecuatia (m — 1)z — 2mz +m — 2 =0. S se
determine valorile parametrului real m pentru care ecuatia admite :
1. Raddicini reale. '
2. Ridicini de acelagi semn.
3. Rédicini pozitive.
B. 84 se calculeze suma :
' 1 1 1
S=1g(1,———) +1g(1——) o+ lg(l _ 1y
2 3 n
C. 84 se rezolve ecuatiile :
1. 2°%1 4. 2382 = 8§,
2. sin2 4 cosx = —1.
D. Se di o piramids triunghiulari [SABC] in care fata laterals SBO
este perpendiculari pe planul bazei (4BC), cu SB = SC = | §i misura
P P
unghiului ASB egali cu misura unghiului BSO §i cu misura unghiului
Py '
AR0, avind fiecare misura de 60°. 8% se calculeze volumul piramidei.
(Admitere treapta o II-a, licee industriale, judetul Sibiu, 1979)
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210
1.5. A. Fie functia f: R =R data de f(») = ax® + bx 4 ¢, unde a, b,
c€ER, & # 0.
1. Determinati pe a, b, ¢ astfel incit —2 si fie o ridicind a ecuatiei
f®) = 0, iar virful parabolei 8% fie punctul V(0, —4).
2. Reprezentati grafic functia ¢:(—2,0]1 U [2, +00) - [—4, +o0)
dats de relatia g(z) = @ — 4. Este aceastd functie o bijectie? De ce?

-~

B. S# se rezolve in [R ecuatiile :

1. 0=l 4 2772 4 2773 — 448,

2. tgz =2 cos =.

C. Si se calculeze valoarea numerici a expresiei

E(z) = sin(z + 45°) + 3 sin(@ — 45°) + 5 cos 22 + 3 cos(2z + 135°),

pentru z = 135°.

D. O perpendicularé d pe ipotenuza BC a unui triunghi dreptunghic
BAC intersecteazi dreptele AB si A0 in § si respectiv T.

1. S4 se arate ci dreptele OS §i BT sint perpendiculare. .

2. Dach AB = 16 cm §i A0 = 12 cm, s se afle volumul corpului
obtinut prin rotirea triunghiului in jurul dreptei ce include ipotenuza.

(Admitere treapta a I1I-a, licee industriale, judetul Prahova, 1979)

L.6. A. S# se determine numerele reale p si q(p # ¢) astfel incit ecuatia
x2 L px + g = 0 si aib¥ rddicinile p i q.

Bxl. S4 se rezolve in [R inecuatia
1 3 1 3
— 4+ 2z — =2z} < 1.
(F+2=) +(5—>)
2.Dact g, beRsiatd=1, si se arate ci a3 + b® > 1/4.

C. S% se rezolve in R ecuatia: sin 22 + 2- cos?zx = 4 cos @.

D. Se considerd un triunghi ABC cu laturile de lungimi AB =c¢,
AQ = b, BO = a. Fie P un punct in interiorul triunghinlui ABC, astfel
ca dreapta AP si fie perpendiculard pe BC. Fie A’ e [BO] piciorul acestei
perpendiculare.

1. S% se calculeze aria triunghiulni BPC in functie de a, b, ¢,
gtiind ci AP/PA’ = 2.

2. Dreptele BP si PC intersecteazd pe AC §i ABin B’ §i O+

Presupunind ci AP/PA’ = BP[PB' = OP|P(’, si se arate cd triun-
ghiurile PBC, PCA, PAB au aceeagi arie.

E. Se considers un triunghi echilateral cu latura de lungime a. Pe
latura AB se ia punctul M si pe latura AC punctul N astfel ¢ AM =
= AN = ka, unde % este un numir real dat, 0 <k < 1. Fie M', A’y N’
picioarele perpendicularelor duse din A/, A, N respectiv pe B(. Si se
calculeze, in functie de k&, raportul volumelor cilindrului si trunchiului de
con obtinut prin rotirea dreptunghiului MNN'M’ si respectiv trapezului
MNGCB in jurul dreptei 44°.

[ 4
(Admitere treapta a II-a, licee matematicd-fizicd, 1979)
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L7, 8% se rezolve sistemul :
{ 2r+y=1
2 = o2 — 32 + 3.

B. S& se rezolve ecuadtiile :

1. 4* 4 2° = 272,

2. sin ¥ - cos & — sin?x — cos & + sinz = 0.

C. Fie M un punct interior triunghiului ABC. Si se arate ci
m(BMC) > m(B40).

D. Intr-un con de rotatie raza este de 4 cm, iar generatoarea face
cu planul bazei un unghi de 60°. Se cere :

1. Aria laterald §i volumul conului.
2. Distanta de la virf la planul de secfiune paralel cu baza, pentru

care aria sectiunii este 4= cm?2,
(Admitere treapta a II-a, licce industriale, judepul Bacdu, 1980)

I8. A. S4 se rezolve in [R ecuatiile :

1. 27+ — 27 — g6,
2. €08 4 = cos 3z.
3. sin 22 = sin 52.

B. Sii se rezolve in € ecuafia #* — 42% + 622 — 42 + 5 = 0, stiind
‘¢cd admite ridicing @, = 2 — i.

C. 84 se demonstreze ¢i triunghiul in care existd relatia cos 4 +
+ cos B = sin ( este dreptunghic.

D. Intr-o prismi patrulaters regulati, aria bazei este de 144 cm?
§i indlfimea de 14 cm. Se cere:

1. Lungimea diagonalei prismei. .
2. Aria secfiunii diagonale ‘a prismei.
3. Aria laterald gi volumul prismei.

(Admitere treapla a II-a, licee industriale, Bucuresti, 1980)
19. A. Fie |

~

——

' 2
P(z) _z +(m+ 1)z 4+ m+2
24+ x4+ m
unde m este un parametru real.

S% se determine m astfel incit F(2) s aib# sens §i s& fie pozitivi
pentru orice x real.

?

B. 84 se determine «, y, z € R, stiind ¢

T+yter=—u
oy +oge +ow =y
TYz = —2,

12
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C. S% se rezolve in [R ecuatia:
sin 2+ cos # — 8in% # — cos # + sin # = 0.

D. Fie 0, 4, B, C patru puncte astfel ca 04 10B,0B10C,00 104
si fie @ = 04, b = OB, ¢ = 0C. 5% se arate ci : :

1. Triunghiul ABC este ascufitunghic.

2. Proiectia ortogonali a lui O pe (4BC) coincide cu ortocentrul
H al triunghinlui A BC. $% se calculeze lungimea lui [OH].

(Admitere treapta a II-a, licee matematicd-fizied, 1980)

1.10. A. S% se rezolve in [R ecuatiile :

1 _2lgz  _

) Ig(5z — 4)
2. cos‘a:—sin4m=l/9§.
3 - o 1

. , sin®°# 4 cos m=—;—.

B. 8% se rezolve in R X R sistemul
{34::2 —zy+3y:=5
x? — 5oy -+ y? =-—3.

C. S se calculeze unghiurile triunghiului format de bisectoarele ex-
terioare ale unui triunghi ABC cu m(B) = 70° §i m(C) = 60°.

D. Baza unui paralelipiped drept este un romb cu diagonalele de
6 cm si 8 cm. Fetele laterale an diagonalele egale cu 13 em. Se cere aria
totaly a paralelipipedului. -

(Admatere treapla o ‘II-a, licee industriale, jdde,tul Timig, 1981)
1.11. A. S3 se rezolve in [R ecuatiile :
1. 9* — 3°* — 6 = 0.
2. ot + 52t — 6 = 0.
B. S# se determine m §i » € R $i si se rezolve in € ecuatia
. ot — 23 mat 4+ 20 +n=0,
gtiind ci admite ridicina o =1 + 1.
C. S se rezolve in R X R sistemele :

1 {w2—3wy+y2=—1
3x2 — wy + 3y® = 13.

o, {w4+y4=641
2'-lgx 4 2-1gy = 2.

D. 8% se arate ci in orice triunghi ABQ avem
cos B + cos 0 = tg (4/2) - (sin B + sin 0)

13



E. Fie ABO, A’'B'0’ fetele opuse ale unei prisme triunghiulare
drepte si fie M mijlocul muchiei [(0’]. $tiind ¢4 lungimile laturilor bazei
ABQ sint egale.cu a u.l. §i ci planele (ABM), (4B0) formeazs un unghi
de misur# 45° si se calculeze lungimea in#lfimii gi aria total} a prismei.

(Admitere treapia a II-a, licee industriale, Bucuregti, 1981)

L12, A. Fie =, §i o, ridicinile ecuafiei 222 + 2(m + 2)z 4 m? 4 dm+-
+ 3 = 0, unde m este un parametru real. Pentru ce valori ale lui m are
loc inegalitatea : |#, + @, + 3z,2,] <1¢

4
B. In dezvoltarea binomului (a)a + 1//a)* suma coeficientilor de
rang par este 128. S3 se determine 7 i s se giseascd termenul ce-l con-
tine pe a3, :
C. Folosind forma trigonometricé a numsrului complex, s& se rezolve
in € ecuafia 28 — 224 4 2= 0.
D. Fie M, N, P, @ proiectiile unui punct X de pe cercul €(0, R)

pe laturile unui dreptunghi inseris in acelasi cerc. Si se arate ci M .este
ortocentrul triunghiului N PQ.

E. Se considerd o piramidi patrulaters regulatd gi un cub astfel
incit patru din virfurile cubului se afls in planul bazei piramidei iar cele-
lalte patru virfuri se gdsesc pe muchiile laterale ale piramidei. S% se
calculeze lungimes muchiilor cubului gtiind c laturile bazei piramidei
au lungimea @ §i inél{imea piramidei are lungimea b.

(Admitere treapia a II-a, licee matematicd-fizicd, 1981)
I.13. A. S% se rezolve in [R ecuatiile :

1. 5*'—5% — 54,
2. sin 2@ = cos?a.
B. Si se rezolve in R X [R sistemul :
2 4 y=4
{y =22 — 3z 1 2.

C. 8% se determine parametrul m € R astfel ca polinomul 7 = X* —
— mX% — 2X2 — 6X — 1 si se divid3 cu polinomul % = X 4 1.

D. O suprafatd triunghiulari dreptunghics are catetele de lungimi
6 cm si 8 cm. Ea se rotegte complet in jurul dreptei ce include cateta de
lnnglimea. cea mai mare. S& se calculeze volumul i aria total§ a corpului
rezultat.

(ddmitere treapta a II-a, licee industriale, judepul Giurgiu, 1982)
L.14. A. S% se rezolve:

1. {w+2y=7
oy = 3. -
2. , 387 = 81.
3. ‘ 508 4 312% + 31@ + 5 = 0,
4, Cco8 & = 8in .
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B. Si se calculeze sm(z + y) stiind c3 sinw = 1/2, siny =1/3,
r €(0, =/2), y €(0, =/2). .

A v
C. Lungimile laturilor triunghiului 4BC au valorile a =7 cm,
b=>5 cm, c = 4 cm. S% se calculeze lungimea indlfimii A4’, 4’e B(.

D. Un trunchi de con are lungimile razelor bazelor de 2 em si 7 cm,
iar lungimea generatoarei de 13 cm. Se cere :

1. Volumul trunchiului de con.
9. Aria totali a trunchiului de con.
3. Volumul sferei circumscrise trunchiului de con.

(Admitere treapta a II-a, licee indusiriale, Bucuresti, 1982)

' 3 3
L15. A. S% se arate cb egalitatea [/20 + a2 + |/ 20 — a}/2 = 4 are loo
daci si numai dacd e = 14 sau ¢ = —14.

B. S se rezolve ecuatia log,, 4 - log,, 16z = 4.
C. S# se rezolve si si se discute ecuatia
msin*z - cost 2 4 cost @ = 2,
m fiind un parametru real.

D. S& se demonstreze ci in orice triunghi 4 BC mijloacele laturilor,
picioarele .indlimilor si mijloacele segmentelor limitate de ortocentru si
virfurile triunghiului se gisese pe un acelasi cerc (numit cercul lui Euler).

E. O piramids triunghiulard cu virfurile §, 4, B, 0 are AB= AC
5i SA = 8B = 80 = 13 em, B0 = 6 cm si o[AB0] = 27 cm?

1. S% se calculeze lungimea indlfimii piramidei corespunzitoare
hazei ABO.

9. Perpendiculara in punctul A pe planul triunghiului A BQ se inter-
secteaz$ cu planul (SBC) in punctul V. S se calculeze aria totald si volu-
mul piramidei [VABO].

(Admitere treapta a II-a, licee matematicd-fizicd, 1982)
1.16. A. S se rezolve in [R ecuatiile :

1. . Vo2 =20 + 2=2 — 2.
2-1g o = lg(be — 4).

3 (3%)2 — 3* — 6 = 0.

4, sinz — cos » = |/2.

B. Fie sinz = 1/2, cu # € (w2, =). S% se calculeze cos #, cos 27,
sin 22 :

0. S3 se scrie sub form# trigonometricd numirul complex

¥ 1.
z——2—+?1.
D. Fie ecuafia 2¢® — 422 — T2 + m = 0.

15



1. S& se determine m astfel incit suma a doud ridicini s¥ fie egali
cu 1. :
2. 8% se afle m pentru care
1 1 1
—F+—+—=T.
z  ®m, @
E. O piramidi patrulaters regulats are inil{imea 12 em si apotema
bazei 5 em.
1. S se afle aria lateraly §i volumul piramidei.
2. 84 se afle raza sferei circumserise piramidei.

(Admitere treapta o II-a, licee industriale, Bacdu, 1983)

L17. A. Si se rezolve in R :

1. 5*-r=2 = 625,
2. 222 — 3z +1 > 0.
3. cos 4 = —1/2.

B. 8i se rezolve in € ecuatia : B4+t 1=0,

C. 83 se transforme in produs expresia : £ = sin z -+ sin 3@ -+ sin 5.

D. Fie polinomul f= X3 — 10X2 4 29X — 20. S3 se determine
rédicinile @, z,, @, ale lui f dacd «, +- Ty = .

E. Intr-un con de rotatie cu raza R = 5 cm si indlfimea ¢ = 12
em se face o sectiune paralelsi cu baza avind aria egald cu 4w cm?2. Si se
calculeze :

1. Aria laterald a trunchiului de con format.
2. Volumul trunchiului de con.

F. S4 se arate ci in orice triunghi A BG

b2 4 ¢
14 cos4d-cos(B— Q) = 4—1:2 ,

notatiile fiind cele uzuale.

(Admitere treapta a I1I-a, licee tndustriale, Bucuregti, 1983)
1.18. A. S3 se rezolve in [R ecuatia
i¥aw=z+V1—az, acRr.

B. Fie ecuatia 2! — a2® — a2z +1 =0, a eR.
1. S se rezolve ecuatia in € in cazul |a| = 1.

2. Pentru |a| <1, si se arate ci toate ridsicinile ecuafiei date an
modulul egal cu 1.

C. Se dau cercurile €(0,, n,), €(0,, r,). Fie CD tangenta comuni
exterioard si €, D punctele de tangenty. S se demonstreze ¢ cercul de
diametru [OD] intersecteazi dreapta 0,0, daci §i numai dacd cercurile
date sint exterioare.

D. Intr-o sfer de razi R se inscrie o piramids regulatd cu baza
un pétrat §i cu unghiul de la virful unei fefe laterale de misurs P.

1
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1. S84 se calculeze volumul piramidei inscrise, in funcfie de R si p.
2. 84 se calculeze valoarea Imi p atunci cind inilfimea piramidei
este de aceeagi lungime cu raza sferei.

E. 84 se arate c¥ dacd in triunghinl ABC ctg 4 -+ ctg B = 2 ctg C,
jtgnbci a® + b? = 2¢% unde @, b, ¢ sint lungimile laturilor triunghiului

(Admitere treapta a II-a, licee matematiod-fizicd, 1983)
I.19. A. 83 se rezolve in [R ecuatia 5% — 5% — 600 = 0,

B. S4 se rezolve in R X [R sistemul

{w —y =90
Ige +1gy = 3.
C. S& se determine numerele reale z, y astfel incit
Bz 4+ 3yi) + 2y —a) =3 —i (i=—)1).
D. S& se arate c# in orice triunghi ABC are loc egalitatea

b2 — g2

a

b-cos C— ¢-cos B =

E. Un con circular drept care are raza bazei 6 cm gi indltimea

12 cm se taie cu un plan paralel cu planul bazei determinind astfel un

trunchi de con cu indljimea 8 cm. S se calculeze aria laterald si volumul
trunchiului de con.

F. Un trunchi de piramid% patrulaterd regulatd are latura bazei
mari AB = 3¢ ul., latura bazei mici A’B’ = ¢ u.l. §i muchia laterald
AA’ = 2a u.l. Se cere aria laterali, volumul trunchiului gi lungimes in#l-
timii [VO] a piramidei din care provine trunchiul.

(Admitere treapla o II-a, licee industriale, Bacdu, 1984)

1.20. A.FieaeR siz € C\{—1}. Si searate ciz se poate scrie sub forma
1-+ad

- dac# gi numai dacd [z = 1.
1—ai

B. Fie «;, @3y ..., Zpy ... UD gir de numere reale nenule. S% se arate
cé acest §ir este o progresie aribmetic# dac# §i numai dacs

1 1 1 n—1
; -+

- T e =
L%y  Xpy Ly 1Ty &1 %q

oricare ar fi » > 3, n €IN.

C. S# se rezolve ecuatia sin®®@ + cos@ = |/2/2.

D. Se considerd un punct P in planul unui triunghi ascutitunghic
ABC. S#% se demonstreze ci proiecfiile punctului P pe AB, BO si CA
sint trei puncte coliniare dac# gi numai dacd punctul P este situat pe
cercul circumseris triunghiului A BC.

2 —c. 60 ' 17



E. Se d% un tetraedru [ABOD] in care ABL 0D si ACLBD. S&
se arate ci: ‘
1. AB? 4 OD? = BC* 4- AD* = QA? + BD~.

2. Mijloacele celor sase muchii se afld pe o sferd.
(Admitere treapta a II-a, licee matematicd-fizicd, 1934)

I.21. A. S# se rezolve in R ecuatia:

Ve = 2+ Vo —4r=2.

B. Si se determine p si ¢ astfel incit polinomul f= pX**2 4 ¢ X" 4- 2
s8 fie divizibil eu (X — 1)2.

C. Stiind e 2 + 1_ 2-sin «, si se calculeze 2" —l;— in functie
P - %
de n §i «, » fiind un numir natural, iar « € R.

D. Intr-un cerc se inscrie un triunghi isoscel ABC (4B = ACQ).
Dous, drepte ce trec prin A intersecteazd latura BC in I §i N, iar
cercul in M’ §i N'. Si se arate ci patrulaterul MNN'M’ este inscrip-
tibil. :

E. Si se calculeze aria laterald a unui trunchi de con stiind c# raza
hazei mari este egali cu RJ3 ul. §i ¢ in trunchiul respectiv se poate
inserie o sferi cu raza R ul. *

(Admitere treapta a II-a, licee cu profil pedagogic gt economic, 1984)

1.22, A. S% se rezolve in R ecuaiiile :
6 3 2
1. + = + 1.
r?—1 w41 z—1

3. cos2m+2sinm—%=0.

B. S se rezolve in [R X [R sistemul :

{my +o+y=1T
zy — 3(® + y) = —9.

C. 8% se determine parametrul m §isd se rezolve ecuatia 223 — 422 —
— Tz + m = 0, stiind ¢d », + 2, = 1.

D. In triunghiul BAC (m(4) = 90°) se duce indiljimea AD (De
€ B(O). Se unegte D cu mijloacele E si F ale laturilor AB §i AC. Si se

z()il:a,]t;lear ci patrulaterul AEDF este inscriptibil gi are diagonalele perpen-
iculare.

E. Un trunchi de con circular drept are razele bazelor 9 u.l. si 15
ul. iar generatoarea 10 u.l. Si se afle:

1. Aria totald gi volumul trunchiului de con. '

2. Aria laterald i volumul conului din care provine trunchiul de con.

(Admitere treapta a II-a, licee industriale, judetul Bacdu, 1983)
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1.23. A. 84 se rezolve in R urmitoarele ecuatii :

1. 3z* + 222 — 5 = 0.
2. cos?z — 28inze — 1 = 0.
- 3. 2 — 2 —24 =0,

~ B. Determinati valoarea numirului natural », daci se cunoaste
¢y polinomul f= 14 X*—X"-1—-8-3%! ge divide cu polinomul X—2,

C. Lungimea generatoarei unui trunchi de con circular drept este a.
Trunchiul de con este circumscris unei sfere de razi b. Si se calculeze
aria laterald si volumul trunchiului de con. :

Admitere treapta a II-a, licee industriale, judejul Oluj,A1985)
1.24. A. Rezolvati :

1. 2 —2—2<0,
2, 51727 — 125.
3. {w +y=N

oy = —6.

B.1. Aflati citul §i restul imp#r{irii polinomului f= 2X% — X3 —
— X —1 la binomul ¢ =X 4 1.

2. Rezolvaii in [R ecuatia : 3 cos?»® — cos ¢ = 0.

3. Ardtati ci in orice triunghi ABCQ exist# relatia :

sin(-‘g——i— O’)

bt+e -
sin (4 + B)

A
2¢ - cos —
2

C. Se d% un con circular drept in care « este misura unghiﬁlui
format de in3lfime cu generatoarea, iar » este raza sferei inserisd in con.

1. S4 se exprime in funcfie de « si 7 aria laterald a conului.
2. Determinafi « astfel incit aceastd arie si fie egald cu 3nr?fsin «.
_ 3. Calculati volumul sferei circumseriss conului dat, in funcfie de
a i
(Admitere treapta a II-a, licee indusiriale, Bucuregti, 1985)

1.25. A. Si se rezolve ecuatiile :

1. 9% —4-3* +3=0.

2. sin 3z — cos 2z — sin® = 0.

3. loge:—1(@? — 3w + 3) = 0.
. 41

4. 23 422424+ 1 =0,

B. S4 se rezolve §i s% se discute dup# valorile parametrului real a
inecuatia : ,

log, # — log.s @ + log,.gp;_i_.
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C. S& se arate ci in orice triunghi are loc relafia :
b-cos 0 4 c¢-cos B = a.
D. Fie ecuatia #* — ax® —ar 4+ 1 =0, unde ¢ €R §i o] <1. S&
se arate ci solujiile ecuatiei sint egale in modul cu 1. »

E. Fie ABC un triunghi in care BC = 4, inilfimea AH =3 si
unghiul B este egal cu 30°. O paraleli la BC taie pe AB si AC in R,
respectiv E, iar indlfimea AH in I. Se cere:

1. S# se calculeze lungimile laturilor AB, AC, BH.
2. Stiind i IH = V3/3, s& se calculeze BD, EC, DE.

3. S#% se calculeze aria totald si volumul corpului obfinut prin roti-
rea: suprafetei trapezoidale [BDE(C] in jurul lui BC.

(Admitere treapta @ II-a, licee industriale, judeful Arges, 1985)

1.26. A. Si se rezolve in [R X [R sistemul :
{Vi +Vy=s
z 4+ y=13.
B. Si se rezolve in [R inecuatia
Ig2 +-1g (4772 +9) <1 +1g (272 4+ 1).
C. Si se rezolve in € ecuatia 2° = i.

D. Se considers un patrulater convex si fie O punctul de intersectie
al diagonalelor. S# se aratec# proiectiile lui O pe laturile patrulaterului
convex sint virfurile unui patrulater inscriptibil dae# si numai dac# patru-
laterul dat are diagonalele perpendiculare.

E. Un trunchi de con circular drept are aria laterald egali cu 4ra?
si indljimea egald cu a, iar generatoarea este egali cu suma razelor bazelor.
S#% se calculeze in funcfie de a razele bazelor si aria laterald a conului
din care provine trunchiul de con.

F.1. Si se arate ci in orice triunghi 4 BC avem
p =4R- cos -—4- . cosﬁ . cos—q‘
2 2 2

_ 2. 8% se afle aria triunghiului ABC dactia = V6,5 +¢=3 + |3 si
m(4) = 60°.

(Admadtere treapta a II-a, licee cu profil pedagogic $i economic, 1985)
1.27. A. S#& se rezolve si -si se discute in [R ecuatia
Vo+ofz —1+mlz -2z —1=2,
unde m este un parametru real.

B. Din 7 ingineri §i 4 maigtri se aleg 5 persoane pentru a se forma
o echipi de interventie. In cite moduri se poate alciitui aceasts echip,
stiind i in componenta ei trebuie si intre cel pupin 2 maigtri?

C. 8% se rezolve in € ecuatia 2° = iz (# fiind conjugatul lui 2 i i
unitatea imaginari).
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D. Trei cercuri congruente care au un punct comun H se mai inter-
secteazdi dou# cite doud in punctele A, B §i C. Si se demonstreze ci
cercul circumseris triunghiului ABC este congruent cu cercurile date.

E. Fie [ABCD] un tetraedru oarecare si E (AD). Si se arate ci
urmitoarele afirmafii sint echivalente :

1. Semiplanul inchis limitat de dreapta BC si continind punctul F
este semiplan bisector al unghiului diedru definit de semiplanele inchise
limitate de dreapta BQ gi care con}in punctele A si D. /

2. Punctul ¥ imparte muchia AD in segmente proportionale cu ariile
fejelor ABQ si DBC. .

F.1. S& se arate ¢ in orice triunghi 4 BQ avem :

r=4R-sin2 -gin 2 .5 O
2 2 2

2. Si se calculeze unghiurile triunghiului 4ABC gtiind ¢ 4 — B =
= 2n/3 §i B = 8r (R i r fiind raza cercului circumscris, respectiv inscris
in triunghiul 4 BC).

(Admitere treapta a II-a, licee matematicd-fizicd, 1985)
1.28. A1, Si se rezolve ecuatia 2® — 4z = 0.
2. Si se rezolve sistemul :
{w +¥=35
Vo + Yy = 3.

3. 8% se rezolve inecuatia : ?_a:___ <1

B.1. S% se determine solufiile ecuatiei sin 2z = cos # situate in
intervalul [0,2x].
2. 8% se simplifice expresia :

. ™ . T
sinf@ +—) + sin (o ——
( + 3 ) i ( 3 )
sin o :
. 3. Si se calculeze aria triunghiului ABC stiind ci a =6 cm,
m(B) = 60° §i m(Q) = 45°. '

C. Fie [ABODA’B'C'D’] un paralelipiped drept avind muchiile
laterale AA4’, BB’ (', DD, iar baza ABOD un romb cu lungimea laturii

asi m(A/ﬁO’) = 60°. Aria lateralsi a paralelipipedului este egal}f cu 8a2.
S# se calculeze :

1. Volumul paralelipipedului.
2. Aria triunghinlui A’BD si distanta de la punctul 4 la planul A’BD.

(Admitere treapia a II-a, licee cu profil economic, pedagogic, chimic,
conslructii ete., 1986) '

1.29. A. S# se rezolve in [R ecuatiile :
1. z3 4+ 2% — 22 =0,
2. tg 3z — tgz = 0.

FE =
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B. Si se rezolve in [R inecuatia
47 4 27+1 < 288.

C. Fie z si y numere reale strict pozitive astfel incit # — y = 23 4
+ y3. S4 se arate ¢ (22 4+ 2 — 1)z —y) <O si cd 2% + 9 < 1.

D. S% se caleuleze aria triunghiului ABC stiind ¢4 ¢ = 6 cm, m(d)=
=60°8i b+ c¢c=9 cm. v

E. S4 se determine numerele complexe 2 de modul 1 astfel ca
|22 4 22| = 2.

F.1. Fie un pitrat ABOD de laturd a. Pe latura 0D se consideri
un punct E. Bisectoarea interioard a unghiului BAE intersecteazd BC

LA
in F si fie m(BAF) = «. Si se calculeze lungimile segmentelor [AE],
DE + BF
AE

2. Un paralelipiped are toate cele 6 fcte romburi cu latura a si

unghiul ascutit de 60°. Si se calculeze lungimea diagonalei mai lungi a
paralelipipedului.

[AF], precum §i raportul

(Admitere treapta a 1I-a, licee cu profil matematicd-fizicd, deronautic(i,
electrotehnicd, mecanicd etc., 1986)



l. Subiecte date la examen 9—22

REZOLVARI 23—66

I.1. A. Dupi efectuarea operatiilor, ecuatia se scrie succesiv :

.5_5_..:_3.(.“7_:;(.;)_.&:2_.3500_6 =£, de unde 2 = 12.
16 275-2 21 7 7

B. Fie a — 1, @, a -+ 1 trei numere naturale consecutive oarecare.
Avem : (a — 1)3 4 a® + (¢ + 1)® = 3a® + 6a = 3a (a® + 2).

Pot exista urmitoarele posibilitati :

1°. a = M3. Se obtine 3a(a® 4 2) = M9 si proprietatea este demon-
strati.

2 a=M3-+1, a®2=M3 =1 si a® + 2 = M3. Deci 3a(a® + 2) =
= M9, adici proprietatea este adevirati.

3. a=M3+ 20> =M3-+1, de unde 3a(a® + 2) = M9 si pro-
prietatea este demonstratd.

C. Din enunj rezult} condifia n — 2 >2, adicé # >4 si ecuatia se serie
suceesiv : (n — 2)(n — 8) + a(n — 1)[2 = 41« 3n* — 110 — 70 = 0, de
unde #, = 7 > 4 este solufia ecuafiei (n, = —10/3 ¢ IN).

D.1. Triunghiul BAQ fiind dreptunghic, rezult¥ ci lungimea media-
nei AA’ este jumiitate din ipotenuza B( (fig. 1.1.D.1.). Teorema lui Pita-
gora conduce la B0 = V72 +36=6)3 cm
si deci A4’ = 3V3 cm.

Pentru caleulul lungimilor celorlalte
mediane se aplici teorema Iui Pitagora in
triunghiurile dreptunghice BAB’ si CAC';
se obtin rezultatele: BB’ =9 cm, o0 =
= 3)6 cm.

2. Din A'B’ linie mijlocie in AABC,
rezultiA’'B’||AB si AA'B’C dreptunghie in
B’; in plus, cercul circumseris AA4’B’C are
. diametrul A4’'C. Folosind A'C = 33 em,
06 = 200'3=2)6 em, A'¢ = 44’3 =
=V3 cm, se verificéi usor c¢i A'C =G0* +
+ A'G?, adici AA'GC este dreptunghic cu

N
m(A'G0) = 90°. Cercul circumseris Adr. A'GC
are acelasi diametru 4'C ca cercul circum- .
seris Adr. A’B’C sideci patrulaterul GA’'CB’
este inscriptibil in cercul de razi R =

= A'0/2 = 3/3/2 cm. Fig. 1.L.E

E. Fie VO_1 (ABOD) si OFE | AB (fig. 1.1.E.); conform teoremei
celor trei perpendiculgre, VE L AB. Unghiul ficut de planul capacului

N\
rabatabil cu planul bazei are misura -m(VEO) = 45°, astfel ci AVOE
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este dreptunghic isoscel: VO = OF = 3 dm. Inil{imea piramidei este
VO’ =V0 + 00’ = 9 dm si V(P) = 108 dm3.

1.2. A.l. Folosim semnul functiei de gradul doi si definifia valorii ab-
solute :
z2 — 1, daed & €(—o0, —1]U [1, +c0),

|m2—1:={ 0

—2? 41, dacdh ze(—1,1),
. x? — 4, dacd % € (—o0, —2]U [2, J00),
a =2 + 4, daci x e(—2,2).

In raport cu intervalele de explicitare ale valorilor absolute, deose-
bim cazurile :

1°. # €(—oc0, —2]; ecuajia se scrie #* —1422—~4—1=0<«
<222 =6, de unde ®, = — /3 ¢ (—oo, —2] §i @, = V3 ¢ (—o0, —2] si
deci ecuatia nu admite solutii.

2°. # €(—2, —1]; ecuatia are forma: #? —1 -2+ 4 —1 =0 <«
< 2 = 0, imposibil.

3. we(—1,1); ecuafineste: —2° +1—2* +4 — 1 =0 < — 2024
+4 =0, de unde », = — J/2¢ (—1,1),2, =2 ¢ (—1, 1), adici ecuatia
nu are solutii. .

4°, ¢ € [1, 2); ecuatjia devine: 2> — 1 — 2 4+ 4 — 1 = 0, imposibil.

5°. v e[2, +o0); ecuafia se scrie: 2* —1+ 232 —4—1=0<«
<« 2 2% = 6, care nu are solutii in [2, 4 c0).

Prin urmare ecuafia (1) nu are soluiii reale.

2. Se impun urmitoarele conditii de existentd : # > 0, # # 1. Apli-
cind proprietatile logaritmilor, ecuatia se serie :

2logs (22) + 2logg|® — 1| = 4/3 <> logy(22-|x — 1]) =
= logs8¥%<«>2z- |0 — 1| = 4.

Explicitind valoarea absolut# si {inind seama de condifiile de exis-
tentd, deosebim urmétoarele cazuri:

1°. #€(0,1); ecuatia are forma #(1 — ) =2« — + 2 =0,
@, = (1L+i)7)/2 e €, adich @, ¢ (0,1) si deci ecuatia nu are solufii
reale,

2°. ¢ € (1, +00); ecuatia devine #(zr — 1) =2 22 — 2 — 2 = 0 <
3 = —1¢(1, +0), @, =2€(l, +00). Rezulti ci ecuatia are
solutia # = 2. :

3. Cu notafia sinz = u, cos® = v, ecuajia impreuns cu sin’z
+ cos?z = 1 ne conduc la sistemul % + v = l/2, u? 4 2* = 1, cu solufia
uw=ov=1|2/2, adici sin & = cosz =}2/2. Prin wmare z¢€ {=l4 +
+ 2 krnlk € Z}. ~

Altfel, folosind tg (=/4) = 1, ecuatia se scrie succesiv astfel :

sin ¢ + tg (=/4) cos & = V2 <> sin & cos (m/4) < cos @ sin (n/4) =

=2 cos (n/4) < sin (& + =/4) = 1,

de unde z € {(—1)*x/2 + k/z — =/4lk € Z}.

B. Din definitia aranjamentelor rezultd condifia » > 6. Aplicind for-
mula A =n(n—1)... (n —k + 1), se poate scrie:
AL+ AL _n(n—1) (n—2) (n—3) (n—4) [(n—
A3 ‘ n(n—1) (n—2) (n—3)

841) a4y Vn>6,meN.
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.

Altfel, se aplici formula A}*' = (» — k)- A si se obtine:

A+ AL (n—5)(n—4) A + (n—4)- 4]
AL Al
C.1. In notatiile din figura I1.2.C avem: AABC — dreptunghic in
B si AAOV dreptunghic in O si m(OAV) = 60° (VA = A0 - tg 60° =
=} 6/2 u.l.). Aplicind teorema lui Pitagora in
AVOE, se obtine VE = &}/ 7/2 u.l. Deci o,(P)=
= (1/2)-4a-a} 7|2 = a2V7T una. si 9(P) = (1/3)-
.at-a)6/2 = a36/6 u.v.
2. Din VO 1 (4B0D) si OE L BC, potri-

vit teoremei celor trei perpendiculare, rezult
VE L BC. Misura unghiului diedru format de

=(n — 4)}, Vn>6,n cN.

=YD <

~

fata (VB(O) cu planul bazei (4BCD) este C
P P _
m(VEO) si cos(VEO) = OB/VE =1){7 =
N
< m(VEQ) = arccos (1/]/ 7). A B
3. Fie AF L VD i CF 1L VD; unghiul Fig. 1.2.C

diedru format de doud fe’ge laterale aliturate
Py
are misura m(AFC). Din o[VDC] = VD -FC/2 rezulty FQ =
= 26[VDC)VD, cu VD =AV = AOjcos 60° =al2 si o[VDO] =
(1/4) c,(P), se obfine FC = al/14/4 In contmuare, Adr. AFD =

= D (AD = CD, DF = DF), astfel c¢i AF = FC. Aplicind
tcorema, cosmusulm in tnunorhml 1sosce1 AFC : AC? = AF? - FC* —

— 2AF - FC - cos (AFC), se obfine cos (AFC) = —1/T.

I.3. A.l. Logaritmul dintr-un numér real strict pozitiv este un numéir
real. Prin urmare, trebuie ¢a 2% — 3z + 3 > 0. Realizantul (discrimi-
nantul) trinomului 22 — 32 -+ 3 este A= —3<0, astfel ci 22—3243>0
pentru orice # € R, adics @ = [R.

2. Deoarece baza logaritmului este mai mare ca 1, rezultd ci E(z)> 0
pentru acele valori ale lui # € R pentru care z% — 3% 4+ 3> 1. Rezolvind
aceastd inecuatie se obfine e (—oo0,1)U (2, +00). Pentru # =1 sau
=2 02—324+3=1 gi atunci E(w) =0, iar pentru z e(1, 2),
0 <w2—3.c+2 <1 si E(x) <O0.

B. Sistemul se scrie :

?
@+9y)P—20y=25_ [(z+y)=49
oy =12 wy =12,

Acest sistem este echivalent cu sistemele :

c+y=7 [2+y=-T7
oy = 12 oy = 12,

care conduc la ecuatiile de- gradul doi:

R—TL12=0=>z=2=3,2,=y=4 sau v =4, y = 3;

B4+ +12=0=2f == —4, h=y=—-3saua=—3, y=—4,
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Deci solutiile sistemului sint :
x| —4|—-8|3]4

y| —3|—4]4]|3

C. Se scrie ecuatia sub forma :
sin 22 — sin @ = cos 2% - cos ¥

si se folosese formulele :

cosp+cosq="cos-p2ﬂ-cosp;q;
sinp—sinq=2cosp+q.-sin£———q
2 2
Ecuatia devine :
3 . =z - 3z x 3z . @ z
2 cos =— - §in — = 2 eos — - €os — <> cos — - | sin— — cos— | = 0.
2 2 2 2 2 2 2

De aici rezults : cos3—2“—°= 0 (1), sau sm% —cos%= 0 (2). Din
: . 3w T T ; . .
(1) se obt;me—z—e E—{-.an:lkez v —;+ 2kn|keZ}, iar din

@ z 7 ’
2): —=1=>—el{—+k=lke .
@: tgg—1=7 { =+l z}

Prin urmare, multimea solutiilor ecuatiei date este :
4.7571:

4 k=
=15 4+ 25F il
[5+% s

3 kez}u{—’21+2kn|kez}-

T
keZ}U{—E’%—

D. Functia cos : R — [—1, 1] este descrescdtoare pe [0, =]. Deoarece
cos 2 = 1)7 < 13/14 = cos y, rezultd 2 > y si deci # — y € (0, =/2). Apli-
cind functia cosinus, objinem cos(z — y) = cos@-cosy + sin& - sin y.
Valorile pentru sinz i siny se caleuleazi folosind cos# = 1/7,
z (0, =/2) i cosy=13/14, y €(0, =/2), care se inlocuiesc in sine =
— VI Zcosta=>sing=)T1 — 149 =437, siny = V1 — 169196 =
=3)3/14. - 0

Prin urmare, cos (z — y) = 1/2, de unde z — y = =/3 €(0, =/2).

E. Din teorema sinusurilor rezulti ¢« = 2Rsin 4, b= 2Rsin B,

¢ = 2Rsin 0. Relatia tg—‘;i = N “se scrie succesiv astfel :
2 c
A . A A 4
sin— sin—- 2 sin — - cos—
_ 2Rsin 4 | - 2 2 2 1)
o i i - —
cosii— 2 Rsin B+ 2 Rsin O cosf:— 2sinaB_:0~ cosBzo
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Dar sin—‘;—;éo,,cos%;éo, deoarece A €(0, =), iar din A4+ B+ C==

avem : sin B ;- ¢ = sin(%—f—;—) astfel c#, in continuare, relayia (1)
8e scrie :
. (1: A) B—C oA A B—-C |
sin| — —=}-cos = €082 — <> ¢0S —- COS — cos?— =0,
2 2 2 2 2 2
de unde cosB_C -—cos%=0 sau —2sinB_# . sin.B:%:é.—;O.

De aici rezultéi A +~ B—(0C=0, cu A+ B+ C ==, de unde
O=nxf2, sau B—C0C—A=0,ca A+ B+ C==x, de unde B = =n/2
(relapia dat¥ are loc dacd triunghiul ABC este dreptunghic in O sau
in B).

Comentariv. Daci AABOQ este dreptunghic in C sau in B, atunci
are loc relatia t',gé =2 .

2 b+4+ec¢
- Intr-adevir, presupunem AABC dreptunghic in B, adics b2 = a?+¢2.
Atunci cos A = ofb si tg(4/2) = /(1 — cos A)/(I + cos 4), sau prin inlo-
cuire se obfine : ¢
wd =]b=c_JV¥—¢ o
° 2 b+c¢ b4+c¢c bte

F. 1. In notatiile figurii 1.2.C, aplicind teorema lui Pitagora in triun-
ghiurile dreptunghice BEV si OEV, se obtine VE =} 9a?— a?=2a}% cm ;
OV =V8a* — a2 =al7Tem s§i deci F(P)=4a3)7/3 em?; o(P)=
= 8a- 2a)/2/2 = 8a2}/2 cm2.

2. Fie 0’ e VO astfel ca 00’ = 0’V = a|/7/2 cm. Planul dus prin
O’ paralel cu baza determing pe VE punctul B’ astfel c¢i EE' = E'V =
= a}/2Z¢em §i 0'E’ = OE/2 ca fiind linie mijlocie cu AVOE. Fie A'B'C'D’
pitratul obtinut prin sectionarea piramidei cu planul dus prin O’ paralel
cu planul bazei. Atunci o[4’B'0'D’'] = a? §i V(T) = (a)/7/6)(4a® + a? +
+ 2a%) = 7a®)/7/6 cm?®; o (T) = (8a + 4a) - a}/2/2 = 6a2)/Z cme.

L4. A1 Ecuatia admite ridicini reale daci A=m? — (m—1)-(m—2)>
Z20<=3m—22 0=me[2/3, Jo0). ’

2. Ecuatia admite riddcini de acelagi semn daci A>0 si P =
= (m—2)/(m — 1)> 0, adicd m e[2/3, +00) n {(—o0, 1)U [2, +oo)} =
=>m €[2/3, 1) U[2, +o0).

3. Ecuatia admite ridicini pozitive daci A >0, P >0, §>0.
Dar § = 2m/(m — 1) > 0 pentru m € (~—oo0, 0) U (1, 400), astfel ci ecua-
tia datd admite ridécini pozitive pentru m e[2, +o0).

B. Ficind calculele §i apoi transformind in produs, se obtine;: |

1 2 —
s=1gl g2 Lpnml
2 3 n
i 2 n—2 n—1 1
=lg|l—-=... ——o = lo —
0(2 3 n—1 n ) lgn,
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C.1. Scriem ecuatia sub forma 2-2% 4 8/2” = 8 ; se noteaz# 2* =1 >0
§i se obtine ecuatia de gradul doi: 12 — 4{ + 4 =0cu ' ridicinile L =1t=2.
Dm 2" = 2 rezulti ¢ = 1 solutia ecuatiei date.

2. Ecuatia se scrie

snnw+tg— cosw=—1¢sm(w+ )—_3’

cu solutiile

gel(—1p - = —Z L kx|keZ)-
4 4

Observatie. Ecuatia se poate rezolva §i prin metoda prezentatd la
1.2, A3.

N
D. Deoarece ASBC are SB = S0 =1 si m(BSC) = 60° rezulti
cd ASBC este echilateral, adici BC =1 si ma,l(nmea, ASBC este inil-
_ timea piramidei 8D = 1)/3/2 ((SBC) L (4B0),
U fig. 1.4.D).
‘ Din ASAB= ASAC (cazul L.U.L .) rezultd
4B = AQ, adici AABC este isoscel §i AD —
inglfime. Teorema cosinusului, a,plicatﬁ ASAB,
se serie :
AB? =12 L 482 — 2]-AS-cos 60°.. (1)
Din triunghiurile dreptunghice SDA si
ADB rezultd AS?=31%/4 4+ AD? §i AB? =
= [?/4 + AD? care conduc la

Fig. 1.4.D A8% — AB? = )2, (2)
Folosind (1) si (2), se obfine A8 = 31/2 si atunci, din 4D? = A§2 -
— 8Dz, avem AD = 1)6/2 si deci o[ABC] = 12]/6/4.
in final rezulti ~
YP) = (1/3)- SD- c[4BC] = 13)2 /8.

1.5. A.1l. Se obtine sistemul :

4a —2b+¢=0
fl==0 | b _,
xl:=0 <> 4 Za_ =>b='0’c=—4’a=1
Yo = —4 fae — b2
v dac — b — 4
4a

§i f(z) se serie: f(zx) = 2* — 4.
2. Tabelul de variafie pentru func{ia g este :

B e -1 Rt 7 oy
y=glx) REZBBIRY . -7 N\ R0 s 5 g e

A\

Graficul functiei este trasat cu linie continud in figura 1.5.A.2. Din
grafic se observi ci functia g(x) este injectivd pentru ci orice paraleli la
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axa 0%, y = « cu « € [—4, +00), intersecteazi graficul intr-un punct.
Functia este gi surjectivi, pentru ci oricare ar fi

¥ € [—4, +00) existd cel putinun z, = — 4t ye y
€(—2,0]sauz, = vz + ¥ € [2, +00). Deci functia
g este o bijectie.

B.1. Ecua:tia. se scrie :
2573 (22 4 24 1) = 448 <> T+ 253 — 448 <
<« 273 = 64 <« 2773 = 28

de unde, datoritd injectivitfifii funciei exponen-
tiale, £ — 3 = 6, adic # = 9.

2. Functia tangentd este definity pe mul-
timea R\ {n/2 + kx| k € Z}, ecuatia rezolvindu-se Fig. 15.A.2.
in aceasts multime. Ecuatia se scrie snceesiv astfel :

ST Y2 cosz <2 sinza +sinz — |2 =0,
cos &
de unde
sin & =V?2 , adicit z € {(—1)"-1:—“4- Imikez} c
JANE tnikez),
sau sin £ = — |/2, ecuatie care nu admite solutii.

C. Pentru « = 135° se obtine: E(135°) = 5in 180° 4- 3 sin 90° +
+ 508 270° + 3 05 405° = 3 4 3 cos 45° = 3(2 + J/2)/2.

D.1. In ABOCS (fig. 15.D.1), T este punctul de intersectie al inil-
timilor AQ §i 8D. Prin urmare, BT este inilfime in A BOS, adies BT 1 OS.
2. Fie A’ simetricul lui 4 fat# de dreapta BC si O punctul de inter-
sectie al dreptelor BO §i 44’ (fig. 1.5.D.2). Volumul corpului de rotatie

Fig. 1.5.D.1 Fig. 1.5.D.2

este dat de suma volumelor conurilor ce au ca bazi cercul de diametru 4.4’
§i ca indlyime BO, respectiv OC. Deci: “P(corp) = (n-.402/3) (BO + 00) =
= xn-.402.- BCJ3.

Dar BC = V256 + 144 = 20 cm, iar A0 se calculeazii scriind in
doud moduri aria AABC: c[ABC]= 4B-A40/2 = AO0- BC/2; se ob-
tine A0 = 48/5 em i atunci Y(corp) = 3072 =/5 em?.



1.6. A. Folosind formulele lui Viéte se obfine sistemul :
{p+q= —p Q{q= —2p
pa=q pg—q=0

(solutia p = 0, ¢ = 0 nu convine deoarece p # g). ‘

B.1. Folosind formula 3 + v3 = (» + ) (4* — wv 4+ v?), inecuafia
se scrie succesiv :

(—1—+2m)2—(l+ 2w)(i—2w)+(—12~-—2x)2< le

sp=1 g=—2

2 2 2
4:12:02-5-:1{{ 1e 1602 —1 <0,
de unde me[— -}—, l]
P

2. Folosind inegalitatea Va,b€R, ab < ((a + b)/2)* si faptul ci
a+b=1, rezultsi ab < 1/4. Dar a3 + b3 = (a + b)? — 3ab(a + b) =
— 1— 3ab. Din —3ab>— 3/4giad + b3 = 1 — 3ab, rezultd a® + b>>1/4.

C. inlocuind sin 2z = 2 sin  cos z, ecuatia se scrie: cos - (sin® +
+ cosx — 2) = 0, de unde cosz = 0, adic#

we{—;~+27m|kez} u {-{;—+zzm|kez}

sisinz + cosz — 2 = 0, egaiitate imposibild deoarece functia f:R -
—FcR, f(z)=sinz + cosz are valoarea maximi J/2.

fntr-adevir, f(z) = V2-sin (& + =/4), de unde |f(z)| < 2, pentru
ci |sin(z +=f4)| <1, Yz eR.

Prin urmare, mulfimea solutiilor ecuatiei date este:

' S={’2’ +2kn|kez}u {—-—’2i+2kn|kez},sau3= {§+zngzez}-

D.1. Segmentul [A.A'] fiind indlfime in AABC, avem AA’ = h; =
= (2/a) - c[ABC] si folosind AP/PA’ =2, cu AP ++ PA’ = h,, Tezultd
PA’ = h,/3. Deci o[BPO]=a-PA’2 = (1/3)-(a* ha)[2 = (1/3)s[ABC],
unde o[ABO]=Vp(p —a)(p — b)(p—0) cu 2p =a + b+ ¢ (formula

lui Heron).
9. Din AP _ BP _ 0P _ 5 ooty PA’= —- A4, PB' =
Pa PR PC 3

_1l.8p P =%- 00",

Fig. 1.6.E
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Fie H punctul de inversecyie al inilfimilor triunghiului ABO (fig.
1.6.D.2). Prin P se duc perpendicularele P}, PN pe AB si respectiv
AC. Din APO'M ~ ACC'O, 5i APB'N ~ ABB’'B, §i rezultatele de
mai sus, se obfine PM = €(,/3, PN = BB,/3,unde 00, = h, i BB, = h,.
De aici rezultd _ ' . .
' o[PAB] = o[PCA] = o[PBC] = (1/3)- s[ABC].

Observagie. P este centrul de greutate al AABO §i din A4’ in¥l{ime
si mediand; rezulti AA4ABC isoscel (4B = AQ).

- BE. Din pnAMN ~ AABC (fig. 1.6.E) si AM = AN = ka, rezulti
MN = ka. Raza bazei mici a trunchiului de con este egali cu raza cilin-
drului, adie# r = ka/2, iar raza bazei mari a trunchiului de con este
R = a/2. Dacé h este indlfimea celor dou# corpuri, atunci:

Y(0) 7_'. ka)"’. 1 .7h (_a_2 a*k | kPa?
9 T) ( 2 "3\l4 4 4 )
Efectuind calculele se obtine '
¥o) _ 3k
T 14k K
1.7. A. Din prima ecuafie a sistemului rezulty y = 1 — 2z §i folosind a
doua ecuatie se obtine 1 — 4z + 422 =22 — 3¢ 4 3,sau322 — 2 —2=0, de
unde #, = 1,2, = —2{3, Inlocuind valorile lui # se obtine y; = —1,
Y2 = 7/3. Deci solufiile sistemului sint (1, —1), (—2/3, 7/3).
B.1. Notind 2* = { > 0, ecuatia se transformi in # 4 ¢ — 272 =0,
cu ¢ = 16, iar {, = —17 < 0 nu convine. Deci 2° = 16, de unde z = 4.
2. Grupind, ecuatia se scrie astfel : sin #(cos# — sinx) — (cos @ —
— 8in2) = 0 <« (cos & — sin®) (sin® — 1) = 0, de unde rezultii ecuatiile
cos ¢ — sin # = 0 §i sin# — 1 = 0. Prima ecuatie se scrie tg2 = 1, de unde
# €{n/d + krn|k e Z}, iar ecuatia a doua conduce la z e {(—1)-=n/2 +
+ Iz |l € Z}. Prin urmare, multimea solutiilor ecuatiei date este :

S={—}+kn|ke2}u{(—l)’-—§+ln]leZ}-

C. Fie M eInt AABO §i N punctul de intersectie a dreptelor BM
' TN N
si AC (fig. 1.7.C.). Pentru a demonstra ci m(BMC) > m(BAQ), aplicim
teorema unghiului exterior. In AABN unghiul BNC este exterior si
m(BNO) > m(BAN) = m(BAC). La fel, pen-
Py
tru ACMN unghiul BMC este exterior st
N s N -
m(BMC) > m(MNC) = m(BNC). Din cele
TN oy
doud inegalit#{i rezulti m(BMC) > m(BAO).
Observajie. Punctul M fiind interior
N N
-AABC, avem m(BAC) = 180° —[m(AB0O)+
P . AN N N N
+ m(40B)] = 180° — [m(4ABM) + m(ﬂ%) + m(A0M) + m(MOB)] <
N
< 180° — [m(M BO) + m(MOB)] = m(RM ().

D.1. Fie AB diametrul bazei conului (fig. I.7.D). Potrivit datelor
problemei, AB =8 em §i AV = 4B, pentru ci AAV B este echilateral

N
[m(VAB) = 60°]; deci ,(C) = nRG = 32 = cm?.

Fig. L.7.C
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Din AAOV dreptunghic, se obtine VO = 4]/3 cm si atunci

=Rh _ 64%)3 .
3 3

) 2. Fie A’0’ = r raza cercului de sectiune, Din egalitatea nr* = 4m,
rezult r =2 em, iar din AVA'O' ~ AVAO se obfine VO'[VO =

7\ = A'0'/40, deunde VO’ = 43-2/4 = 2|3 em.

/o

m?,

Acest rezultat ne spune ci planul (P) trece
prin mijlocul indl{imii connlui VO(P|€(0, A0) =
= P 1L VO0). .

18. A.1. Ecuatia se serie sucecesiv : 2°(4 —1) =
= 96+ 2% = 32, de unde # = 5.

2. Ecuafia se scrie cos4w — cos 3z =0
sau transformind in produs, — 2 sin (7%/2)-
Fig. 1.7.D .sin (#/2) = 0, de unde

sinzzf= 0 =~%”e{kn!ke2} sau sin 2 = o,i;-e{znueZ}.

Deci mulfimea solufiilor ecuafiel date este :
S = { 2k
7

Observatie. cos4x = cos 3% <> 4x = + 30 + 2w, keZ, de unde
zes.

3. Scriem ecuatia sub forma sin 52 — sin 22 = 0 §i transform#m in
produs, obtinem : 2 cos (7z/2) - sin (32/2) = 0, de unde cos (72/2) = 0, sau
sin (3z/2) = 0, astfel ¢4 : .
kel u{£+ﬂ|kez v {2_1::

7 7 3

Ic,eZ} u{2ln|le Z}.

4 kn

T e {- LA le Z} .
7

B. Ecuatia avind coeficienfi reali admite i ridicina oy = 2 + i,
iar polinomul care defineste ecuatia este divizibil prin (X — 2 4- i) (X —
— 2 — i) = X2 — 4X 4 5. Efectuind imp#rtirea se obfine citul X2 41
care are ridicinile z, = i, 3 = —i.

Altfel : scriem ecuatia sub forma 2% — 423 522 + 2 — 4o + 5=0<
oz —4r+5)+ 22 —42+5=0x=@2*—42x +5) (22 +1) = 0 «
< —424+5=0,22+1=0, de unde =, =2 F i, ¥g4, = F-i.

C. Relatia datd se mai scrie :

c c

A+ B sA =B _o5inC.csl.
2 2 2

2 cos co

Folosind A + B -+ 0 = madied cos [(4 + B)/2]=cos (r/2 — C/2) =
= sin (C/2), relafia se scrie :

2sin-0—cos A—B _ 2sin—0'—coss-—(Z = 0.
2 2 2




Observind ci sin (C/2) # 0, C e (0, w), avem :

CoS A_.-_—___‘B_ —_— cosg_ — 0 = Qsiné_:!iﬁ .~Sin ﬁ:.B_—..O_ — 0.
2 2 9 2

Deaicirezultit A — B+ C0C=0,cu A+ B+ C==saud — B —
—0=0, cu A+ B+ C = r,adici B = =/2 saud = =/2. Prin urmare,
9xis£enta, e%a.lititii cos A + cos B = sin ¢ implicd triunghiul dreptunghic
in 4 sau B.

Reciproc, este evident,

D. Fie [[ABODA’B'C’D’] prisma patru-
laterd regulatd (fig. 1.8.D) care are latura bazei
ggé.lii, cu /144 = 12 em.

1. Din AA4'B'C’ — dreptunghic, rezultd
A'C" = 122 em, iar din A A’C’C — dreptun-
ghic, A'C = V2'122—F_112 = Vm = 22 cm.

2. Prisma fiind dreaptd, sectiunea dia-
gonali este dreptunghiul A4'C’Csi o[44°0'C]=
= A'C'- AA’ = 168}2 cm2.

3. o(P) = perimetrul bazei - muchia = 48 - 14 = 672 cm? i
Y(P) = c[ABCOD]-AA’' = 144 - 14 = 2016 cm3,

1.9. A. Expresia F(z) are sens pentru orice z € R daci 2 + # + m #0,
adicd ecuafia 2> + z + m =0 nu admite riddcini reale. Deci A, =
=1—4m <0 <« me(1/4, +00). Coeficientii lui #2 de la numiritor si
numitor fiind pozitivi, F(x) >0 pentru orice z € R, daci A, = m? — 2m —
— 7<0 i A, =1—4m <0. Rezolvind, se obtine me(1/4,1 + 2J/2].

B. Metoda 1. Scriem sistemul sub forma :

204+ y42=0 204+y+2=0 ,
2y +y2t+20—y=0<{ay +yz42x—y=0 (1) sau
Azy +1) =0 2=0
2¢ -y +2=0 .
sy +yz 22 —y=0 (2)
ry = —1.
Sistemul (1) are solufiile @, = 0, y, =0, 2, =0; 2, =1,y, = —2,2, =0,
Ecuatia a treia din sistemul (2) ne aratd ci # # 0, y # 0. Avem :
e= -y z.:—-2.1v+l
~ _t —_ =1 &
Yz T 2 Yy = - 1
1 ¥y=-%
?__a: 2zt — 202 — x L 1 = 0.

Ultima ecuatie a sistemului se scrie: 2z%(22 — 1) — (z — 1) = 0 &
< (# —1)(22% + 222 — 1) = 0, de unde # = 1-5i ecuafia f(zr) = 223
+ 222 — 1 = 0. Se verificd cd ecuatia f(r) = 0 admite o ridicini reals
z = a € (1/3, 2/3). Intr-adevir, f(1/3) = —19/27< 0 si f(2/3) = 13/27> 0.
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Din f(o) = 0 si f(a) = 0 obtinem 223 + 22 = 243 4 242 « ( — a) [22 4
+ @(a+ 1) + a(e + 1)] =0, cu o ridicind # =a §i ecuatia 2 4
+ (e -+ 1) + a(a + 1) = 0 care pentru e &(1/3, 2/3) nu admite ridicini
reale (A = (e + 1) (—3a + 1)< 0 pentru @ € (—oo, —1) U (1/3, 00)). Prin
urmare, ecuatia 223 + 22> — 1 = 0 admite o singurd r#dicinid realsd
z = a €(1/3, 2/3). Sistemul (2) admite deci solugiile: z, = 1, y; = —1,
23 =—1; o, =aec(1/3,2/3), y, = —1fa, 2= —2a + 1ja = 2a% (din
2a8 4 2a2 — 1 = 0).
in ‘concluzie, solutiile sistemului dat sint:

% 0 1 1 a
¥y 0 —2 —1 —1ja
2 10

0 —1 2a?
unde a € (1/3, 2/3). '

Metoda 2. Folosind formulele lui Viéte, forma sistemului ne conduce
la ecuatia de gradul 3 in #: #2 + @t 4 yt 4 2 = 0, cu ridicinile ¢, = =,
t, =Y, t; == sau o permutare a acestora. Punind conditia ca =, y, =
84 verifice ecuatia, se obfine sistemul :

203 S~y +2=0 22 42y 4+ 2=0

{y3+(w+1)y2+z=0° P+@+1)yp+2=0 (3) sau

24wt (y+1)=0 2=0
223 oy +2=0" ’
P+ @+ +2=0 | (4)
2 +wz+y+1=0.
Sistemul (3) conduce la :

z2=20 z2=0 z2=0
Y@+ y+1)=0<=qy=0 820 Jy=—z—1
(222 - y)=0 =0 202 — 2 —1 =0

astfel ci solufiile sistemului (3) sint: 2, =0, 3, =0, 2, =0; z, =1,
Y = —2, 2, =0 (solutia # = — 1/2, y = — 1/2, z = 0 nu verifici ecua-
fia 2 +y+ 2= —a). ‘

- Sciizind primele doud ecuatii din (4), se obtine (x — y) (22 + 22y +
¢ y*> + y) = 0. Se observd cd # = y nu verificd ecuatia zyr = —z cu
e#0si2y2cR. '

Prin urmare, din (4) se obfine sistemul :

20° + 22y + y* +y=0
: {2m3+wy+z=0 (5)
24azt+y+1=0.
_ Folosind ecuatia #yz = —z cu z # 0, rezultd oy = —1 §i (5) se
gerie :
zy = —1 208 — 222 — 2 + 1= 0
2w2_2+i._l=0 2=1—23°
@ SaU {22 4 az+y41=0,
203 42 = 1
24+az+y+1=0 y=-7%
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cu solutille =1, y=—1,2=—1, si # =ae(1/3,2/3), y =—1/a,
2=1-—2a%=2a® (din 2¢® 4 2¢* — 1 = 0).

Observafie. Lésam in seama cititorului si arate ci ecuafiaz® 4 @z H
+y+1=0<x2z+2 +y-+1=0 este o combinatie a ecuatiilor
sistemului dat. :

C. Vezi 1.7.B.2.

D.1. Potrivit datelor problemei, cele patru puncte 0, 4, B, C sint
virfurile unei piramide (fig. I.9.D). Avem : AB? = a* 4+ b2, AC2=a2 + ¢?,
B(C? = b2 4 ¢* si teorema cosinusului pentru
trinnghiul ABC ne di :

2 : 2 ___ 2 2
cos A — AB24+A0:—BC ¢ =05 .:
24B- AC Vaz - 02-Varte?
cos B= b > 0;
_l/a2+b2 Y+ !
2
cos 0 = ¢ >0
Va2 + 2 Vb2 + ¢ S
Rezultd ci unghiurile AABC sint cuprinse in Fig. 1.9.D

(0, ©/2) si triunghiul este ascufitunghic.

2. Fie H proiectia ortogonald a lui O pe planul (4BC) (fig. 1.9.D)
Notim cu ¢ intersectia prelungirii lui CH cu AB §i vom arita ci 00’
este indilfime in AABC. Din 00 1 04 si €O 1 0B, rezulti 00 L (A0B),
adici CO L AB, iar din OH | (ABC) rezulti OH 1 AB. Deci AB | OR
si AB 1 00, adicd AB | (00C') si prin urmare, AB | OC’, adici CC'
este indltime in AABO.

Analog se aratd cd i BB’ este iniilfime pentru AABC §i deci H
este ortocentrul AABC.

- Lungimea segmentului [OH] rezulti simplu caleculind in
dousi moduri volumul piramidei: “([0ABC]) = 0C- ¢[40B]/3 =
— O0H - d[AB0)/3. Se obtine OH = abc/26{ABC], unde o[4ABC]=
= Vp(p —Var+ o) (p — Va2 + ) (p — Vb + ¢®), p fiind semiperime-
trul AABC. .

' Alt mod : din triunghiul dreptunghic COC’ avem OH = CO- ('O
:0(’, unde CO = ¢, ('O = ab/AB, CC" = 25[ABC]/AB.

1.10. A.l. Se impun urmitoarele conditi. e existentd : ¢ > 0, 52 — 4 >0
si lg(bz—4) #0 sau 57 —4 #1, »dicdi D = (4/5, 1)U (1, + o0).
Ecuatia se scrie: 2lgz =1g(5z — 4). cu & €D, sau 22 — 5z +4 =0,
cu solutiile z, =4€D, z,=1¢D.
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2. Folosind cos? 2 4 sin #* = 1, ecuatia se scrie sub forma :
cost & — sin?a = |/3/2 sau cos 2z = J/3/2, de unde
ze{nfl2 + krlke Z}V{— =n/12 + kx| ke Z}.

3. Ecuafia se scrie : (sin® #)® 4 (cos® #)® = 1/4, sau (sin® x +- cos? z) -
(sin* ¥ — sin? z-cos? z + cos? #) = 1/4. Folosind (sin?z + cos?z)*= 1, ob-
tinem 1 — 3sin®2 cos?# = 1/4 care ne conduce la sin® 2z = 1, de unde
sin 22 = 1, sau sin 2o = —1 si deci
In

keZ}U {(—1)‘+1--‘41+-—!1ez}.

7 kTC
. ® L km
we{( "+

2

B. Ecuatiile sistemului sint simetrice in necunoscutele # i y. Intro-
ducem necunoscutele auxiliare s =z 4y §i p = oy :

{38-_ =0 sp=tp=1
& —1Tp=-3
Se obtin deci sistemele :

r+y=—

2
cu solutia # = y=1 si { cu solutia z=y=—1.

{x+y=2
. 2y — 1

zy =1
Prin urmare, solutiile sistemului dat sint (1,1) i (—1, —1).

Observatie. Ecuatiile sistemului fiind simetrice §i omogene in necu-
noscutele  si y, se poate face substitufia y = tz. Se obfine :

{w‘-’(3 —t 4 3) =5
a1 — 5t + ) = —3
gideci 22 =1, =y =1, &=y, = —1

C. Fie A'B’C’ triunghiul determinat de bisectoarcle unghiurilor

SR —241=0,¢t,=1

A
Fig. 1.10.C Fig. 1.10.D

exterioare ale triunghiului ACB (fig. 1.10.C). Conform teoremei unghiului
N N R o
exterior, putem scrie : m(4ABC’) = m(4'BC) = (m(4) + m)())[2 = 55°,
N O\ n A N N
m(4’CB) = m(ACB’) = (m(4) + m(B))/2 = 60°,m(04B’) =m)BAC’) =

— (m(B) + m){))/2=65. Din ABA’C rezult} m(4’)=180° —(55°+60°) =
—=65°. In mod analog, se obfine : m(B’')=>55°, m(C’) = 60°.

D. Paralelipipedul [ABCDA’B’'C’D’] fiind drept, cu bazele romburi,
(fig. 1.10.D), fetele laterale sint dreptunghiuri congruente. Din triunghiul
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dreptunghic BOC rezultd BC = |/32 4 42 = 5, iar din triunghiul dreptun-
ghic B’BC se obfine BB’ = {132 — 52 = 12. Deci o,(P) = 2¢[ABOD] +
+ 46[ABB'A]= 2:(AC-BD)/2 {- 4+ AB- BB’ = 288 cm2,
L11. A.l. Notind 3* =, ecuatia devine 1 —t — 6 =0, de unde #, =
=3>0, iar {, = —2 < 0 nu convine. Deci 3° = 3, adicii v = 1.

2. Notind 22 = y, ecuatia se scrie y2 4+ 5y — 6 = 0, cu ridicinile
¥ =1, y, = —6. Deci #2=1, adic# @, ,~=+1, iar #2=—6 nu are loc in [R.

B. Ecuafia datd avind coeficienti numere reale §i admitind rids-
cina @, = 1 4 i, va admite i rid¥icina #, =1 — i. Prin urmare polinomu?
care definegte ecuajia este divizibil prin (X — 1 — i)(X —1 i) =X2—
—2.Y + 2. Efectuind impérfirea se obtfine citul X2 + X 4 m i restul
r(X) = 2mX + n — 2m. Polinoamele fiind divizibile, restul #(X) trebuie
8% fie polinomul nul, adicd 2m =0 §i » — 2m = 0, de .unde m = 0,
n =0,

Pentru m =0, » =0, ecuafia datd este 2! — 23 + 22 =0 «
< (22 — 20 4- 2) - (#° 4+ @) = 0 (s-a folosit rezultatul impirtirii efectuate).
Se obtin ridicinile: #,, =1 41,2, = 0,2, = —1. :

O.1. Se procedeazd ca la problema I.10.B, obtinind sistemele :
r+y=3 |24+y=-3
{a:y =2 ’ {923/ =2
cu solutiile (1, 2), (2,1); (—1, —2), (—2, —1).
2. Se impun conditiile # > 0, ¥ > 0 si sistemul se scrie :
{w‘ + yi= 641 {w‘ + ¥ = 641
Ig(@y) =1 ey = 10,

In continuare se procedeazy ca la problema I.10.B §i deoarece # >
> 0, y > 0, rezultd sistemul z + y = 7, xy = 10, cu solutiile (5,2), (2,5).

D. Transformind in produs se obfine :

B+ 0 (B—C_ A ,;B+C B0
2 2 2

Din 4 4+ B-+- 0 =% avem

2 cos

cosB':G =cos(———-ii¥)=sin-é- #0

E]

[

2 2

sin B+0C =sin(-£——‘i)=cos£ # 0,
2 2 2 2

oricare ar fi 4 € (0,%) si cos [(B—0)/2] # 0 deoarece
(B — 0)[2 # =/2. Inlocuind, se verifich egalitatea
dat#, oricare ar fi triunghiul 4 BC.
~ E. Fie OD inil{imea triunghiului echilaterad
ABC de laturd o (fig. I.11.E); avem CD = a}/3/2 u.l.
Deoarece 0'C L(ABC) si 0D | AB, potrivit teo-
remei celor trei perpendiculare, rezulty MD 1 AB si

N
AMDC este dreptunghic isoscel : m(MDC) = 45°.
Prin urmare MC = CD = af3/2 ul. si iniltimea prismei este CC’, =
= aJf3 u.l. in continuare se obfine o(P)=0,(P)+25 [ACDB],

-t

Fig. I.11.E
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adicd

— 1 3 23
oi(P) =3a'av3 4 2'?01"‘1/73 = 7a2V3 u.a.

I.12. A. Folosind relatiile intre riidscini §i coeficienti, inecuatia se scrie t
—2Am+2) g, m+4m+3

D]

-

<le

2 =
- 1< 3m +120'm+.) <1
De aici rezultd sistemul de inecuatii :
3m* +10m +3 <0 _
3m24+10m +7>0
=me(—3, —1/3)n [(—o0, —T7[3)u (;11 +00)],
de unde me(—38, —17/3)U(—1, —1/3).
B. Deoarece €3 +C2+Ci+...=C+C4+C+ ... =2,
in conformitate cu enuntul scriem : 2°~! = 128, de unde n= 8.

Termenul de rang & + 1 se serie :
>

1 1\t B(E—F) _ &
Ty = O} (al/ @)~ (ﬁ) = Cia ! 2.
Trebuie si avem B—h _ —:— =3, de unde k=4 §i T;=

8!
T
C. Notidm 24 = t si ecuafia se scrie 2 — 2t + 2 =10, cu riddeinile »

: S ks P '7: R — Vi .. T
;=1 i=V¥2[cos— 18111——) =1 —i=)2+[cos— + isin—]}.
1+V(4+4’" ]/(4T 4)

Solutiile ecuatiei date sint :

.a3® = T0a%

s -—;—:—-{—Qkx -;—c--l—‘zkﬂ

2 =|V2- | cos = — +isin——ry ,ke{0,1,2,3} si
. -‘f-&-%w —‘4—“-{-2%

zi_ = Vé- CcoS 1 +iSin-—4-—'— N kE{O, 1, 2,— 3}.

D. Din enunt rezultd PQ|| DO|AB (fig. 1.12.D), astfel c& XN 1 PQ.

Fie I punctul de intersectie al dreptelor PM §i QN. Vom demonstra c3

PF 1 QN. Deoarece diagonalele unui dreptiunghi se injum#titese, rezultd
oy

¢ AXEQ este isoscel ; la fel AXKP este isoscel. Deci m(EQX) =
P A Py . . N

m(EXQ) si m(PXK)/:-—\m(XPK)/(l\). Dar AC este diametru si m(AXC) ==
) S

= 90°, astfel ci m(EXQ) + m(PXK) = 90°%, sy\folosind (1), m(EQX) 4

N P
+ m(XPK) = 90°, iar din AQPF rezulty m(QFP) = 90°, adicd PF1LQN
gi M este ortocentrul triunghiului PNQ. 4
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E. Fie [VABCD] piramida patrulatery regulati cu AB = a, VO=
= b (fig. I.12.E) §i [MNPQM'N'P’Q’] cubul inscris in piramidi. Notim
cu 7 lungimea muchiei cubului; atunci MO = #)/2/2. Din asemiinarea
triunghiurilor AVO §i AMM' rezultéd

Vo Aoéb_a]/é_(al/ﬁ_wVQ)
"\ T2 3

M- AM w2
de unde se obtine £ = ab/(a+ b).

-4 -t

Fig. 1.12.D Fig..12.E

I.13. A.1. Conform injectivititii functiei exponentiale, ecuatia devine »
@? — 52 = —4, de unde se ob{in ridicinile #, =1, , = 4.

2. Ecuatfia se scrie succesiv astfel: 2 sin # cos® — cos?z = 0 <>
<> cos & (2 sin # — cos®) = 0, de unde cos & = 0 cu solutiile :

we{1+'k7:|kez}
o2

28in® —cos® =0 <> ctg v = 2,

si

cu solutiile
‘ xz ef{arcetg2 + I=|le Z}.
Deci mult{imea solutiilor ecuatiei este:

S = {_';. + Im|ke2}u {arcectg 2 + Iz |leZ}.

B. Reducind pe y se obtine ecuatia 2 — z —
— 2 =20 cu ridicinile x, = —1, #, = 2, Solutiile
sistemului in R X R sint: (—1,6), (2,0).

C. Conform teoremei lui Bézout, restul impir-
tirii lui A la & este i(—1) = 0; se obtine 1 + m —
—2+4+6—1=0 sau m=—4.

D. Printr-o rota{ie de 360° a unei suprafete triunghiulare dreptun-
ghice in jurul suportului unei catete se obfine un con circular drept (fig.
1.13.D). Din triunghiul dreptunghic ABC se obtine BC = 10 em. Deci

7 628
3

Fig. 1.13.D

0) =

1.14. A.1. Inmul$ind ecuatia a doua cu 2, sistemul se scrie: ¢ + 2y = T,
a(2y) = 6, care conduce la ecuafia de gradul doi: 22 — 72 + 6 =0 cu
riddcinile 2, =4 =6, 2, =2y =1 sau 2, =2 =1, 2 = 2y = 6. Deci
solutiile sistemului sint (6, 1/2) si (1," 3).

=96 nmcem? §i 6(0) ==x-6-(6 + 10) = 96 =cm?,
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. 2. Ecuatia se scrie: 3377 = 3%, de unde,
datoritd injectivititii functiei exponentiale,
3 — 2 =4, adici ©r = —1.

3. Ecuatia se scrie : 5(«® + 1) 4+ 31z (z4-
+ 1) = 0 < (2+1) (bw2 4 262 - 5) = 0. Rezol-
vind se obtin ridicinile: #, = —1,2, = —5, .
r, = —1/5.

4. Ecuatia se imparte prin cos 2 # 0 §i se
ob{ine tg # = 1, de unde

e

I;ig.I.H.D xe{%_{_kz]keZ}.

B. Folosim sin (z + y) = sin #- cosy -}- cos #- sin 4. Din sin z =
= 1/2, sin y = 1/3, cu «, y € (0, %/2), rezultd cos # = 1 — sin?x = 32
§i cos y =1 — sin® y = 2)/2/3, astfel ci sin (& 4 y) = (22 + V/3)/6.

C. Lungimea inilfimii A4’ se calculeazii cu formula AA’ =
=20[4BC)/BC, unde o[AB(C]= l/p(p —a)(p — b)(p — ¢), cu p semi-
perimetrul (p = 8 cm). Se obfine 44’ = 8)/6/7 cm. :
, D.1. Din triunghiul dreptunghic ABE (fig. 1.14.D) se determin
indltimea BE (sau 00’) a trunchiului de con: BE =12 cm §i YT) =
(127/3) - (72 + 22 + 7- 2) = 268x cm?,

2. o I=m-13- (T4 2) + =724 =22 = 170 = cm2,

3. Fie I € 00’ centrul sferei circumserise trunchiului de con ; avem :
AK = BK. Din triunghiurile dreptunghice AOK i BO'K se determiny}
raza sferei astfel : R* = 72 4 K0?; R? = 22 4 (12— KO0)?, de unde KO=
= 33/8 §i R=65/8 cm. Prin urmare ¥(8)=4x=- (65/8)3/3 = 274625 =/384 cm3,
1.15. A. Se presupune ci are loc egalitatea sige aratii ¢ ¢ = 14 san a =
= —14. Intr-adevir, prin ridicare la cub, folgsind fogmula: (v + v)3 =

= u® + 3uv(u + v) + ¢% se obtine: 20 4 a2 + 3)/400 —2g%.4 20—
3
— a2 =64 «)100—2a* = 2 = 400 — 22> =8 <> a2 =196, de unde

a =14 sau a = —14.
Reciproe, in ipoteza a = 14 sau a = —14, sj ardtim ci

3 3
V20 + 14/ +1/20 — 14)2 = 4.
3 3

Tie \/20 + 14)/2 +\/20 —14)2 = t; prin ridicare la cub se obfine ecua-
tia de gradul treiin t:¢3 — 6t — 40 = 0, care are singura ridicind reald
d=4 (13— 6t — 40 = (t — 4) (2 + 4 ¢ + 10)).

B. Se impun urmitoarele conditii de existen{d a logaritmilor :
2> 0, 2z # 1 §i 4z # 1. Deci z €(0,1/4) U (1/4,1/2) U (1/2, +o00) §i ecua-
{ia se scrie succesiv : '

10g54(2 - 20) + l0gy, (4 4%) = 4 =108, 2 + 1 +logi, 4 + 1 =4 <
]
< 1 -+ = =2 < 1 -+ 2.
log, 22  log, 4 14 logyxz 2+ log,x

Notind log,x = ¢ si efectuind calculele, se obtine ecuatia de gradul
doiin ¢,eut # —1, ¢ # —2: 26 4 3t-= 0, de unde ¢, = 0, t, = —3/2.
Ecuatia log,z = 0 are solufia z= 1, iar ecuatfia log,x = —3/2 are solutia
= 2732, gcestea sint si solutiile écuatiei date.
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C. Inlocuind cos?z = 1 — sin?z, ecuatia se scrie succesiv :

m sin*z + 1 — 2sin%z 4 sin%e +1 — sin2r — 2 =0«

(m + 1) sinfz — 3 sin?2 = 0 < sin%?z = 0 sau sin? ¢ = 3 le [0,1].

Din sin?z = 0 rezulti ci pentru orice m € [R ecuafia dati admite mulfi-
mea de solutii §; = {kr |k € Z}. Pentru m e [2, }o0), care se obfine din

0 < <1, la mulfimea de solutii S, se adaugi mulfimea :

m+4 1

o 3
S2={(—-1)l.arosml/m+l + lnlleZ} U

. 3 :
U {(— 1)‘*1-arcsmvm+1+ I=| lez}'

D. In AABC (fig. 1.15.D) fie 4’, B’, ¢’ mijloacele laturilor, 4,,
B,, O, picioarele inilfimilor, H ortocentrul si A,, B,, 0, mijloacele seg-
mentelor [AH], [BH], [CH]. Vom arita c3 cele nou# puncte se afl$
pe un acelagi cerc, numit cercul lui Euler.

In AAHC, 4,0, este linie mijlocie, adici 4,0,(40C;lafel,in ABCH,
A’C, linie mijlocie, adicd A'C,||BB;. Dar BB, 1 AC; rezultd A4'C, L A4,0,.
La fel se aratd ci 4,0" 1L C"A’ §i cum 4,0,[/0°4A’ 5i 4,0'||4'C,, rezultd ck
A,C,A’C’ este un dreptunghi §i punctele 4,,
C,, A’, (' se aflii pe cercul de diametru C,(C,
sau 4,4’

In mod cu totul analog se arati ci
B,0,B'C’ este dreptunghi si punctele B,, C,,
B’, ¢’ se afli pe cercul de diametru C,0’,
astfel ci punctele 4,, B,, C,, 4’, B, ¢’ sint
conciclice. _

Deoarece punctul 4, apartine cercului
de diametru A4,4’, B; apartine cercului de
diametru B,B’ care coincide cu cercul de
diametru C,C’ si C); apartine cercului de
diametru C,C’, care coincide cu cercul de diametru 4,4’, rezultd ci cele
noud puncte se afli pe cercul lui Euler, . _

E.1. Fie SO inil{imea piramidei [S4BC] (fig. 115.E). Din ASOC=
= ASOA= ASOB (ca triunghiuri dreptunghice cu ipotenuzele congru-
ente 5i SO catetd comuni), rezulti ci O este centrul cercului circum-
% scris AABC, cu raza R= C0. Dar R= AB-
- BO- AQ[46[[ABC]. Din AABC rezulti AD =
= 20[ABC]/BC,= 9 c¢m si aplicind teorema lui Pita-
gora in AADB se obtine 4B = VAD?*+BD?* =
= 3)/10 cm. Prin urmare R = 5 cm si din A dr. SOC
rezults SO = V8§02 —0C? = SC2—R? = 12 em.

2. Din aplicarea teoremei celor trei perpendi-
culare se obtine SD 1 BCsi V.D L BC, adicé punctele
V,8, D sint coliniare. Triunghiurile VAD §i SOD
sint asemenea §i AV /SO = AD/OD, de unde AV =

Fig. 115.E =27 cm gi atunci VD = 9)/10 cm. ~

Fig. 1.15.D
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Rezulty
AB-AV AC-AV  BC-VD
o([VABC])= 5 + 5 + = 5 +

AV . o[ABO]= 243 em?.

¢ o[ABC0]=27(1+ 4//10) cm? i 9([VABC]) =

1,16. A.1. Mulfimea in care se rezolvii ecuafia este determinaty de inega-
bitdfile #2 — 20 42 >0 §i £ —2 > 0. Trinomul X2 — 2X + 2 are
diseriminantul A’ = —1 < 0 si deci este pozitiv pentru orice # € R. Ine-
cuafis £ — 3 > 0 conduce la # € [2, 4-00). Pentru z € [2, +00) ecuatia
8e scrie: 2?2 —22 { 2=2%>—42 + 4 cu solufia 2 = 1¢ [2, J-00),
aﬁl}i ecuatia nu admite solufii in [R.

2. Ecuatfia are sens pentru # > 0 §i 52 — 4 > 0, adic} pentru z €
€(4/5, +00). Folosind proprietitile logaritmilor, ecuatia se serie: a2 =
=5z —4 sau 2> — 50 + 4 =0, de unde z, = 1 €(4/5, +00), 2, = 4 ¢
€(4/5, +o0), adich ea admite doud ridiecini: z, = 1, z, = 4.

3. Notind 3% = ¢t > 0, ecuafia devine: 2 —{ — 6 = 0, cu ridici-
nile {, =3 >0 g§i #, = —2 <0, care nu convine. Din 3° = 3, rezultd
« = 1 solujia ecuatiei.

_4. Deoarece 1 = tg (=/4), ecuatia se scrie sin # — tg (w/4) - cos z=
= }2<sinz - cos (n/4) — cos z-sin (x/4) = |Z - cos (r/4)<>sin (z —mn/d) =
=1, de unde

&— =nf4 € Arc sin 1, adicd

x e{(—1)k-§ +7m+% keZ}.
B. Deoarece z € (rn/2, ), cos & < 0, astfel cii cosz = — Vl—sin%,
adict cosz = — V/3/2. In continuare scriem
cos2x = 1 — 2sin% = 1/2, sin 2 = 2sinx - cosz = —.}/3/2.
Observajie. Ecuafia sinz = 1/2 cu @ € (x/2, =) are solutia x==35m/6.
5z V3 57 1 5m V3
. e 19 ==, 8in 2-2% _ __ V9.
Avem : cos 6 5 cos 2 6 =2 ’ 8 5
C. Deoarece afixi 2z = A(VT'? ’ %—) € Cadr I, rezulty ci arg z =
1.V3 T 3 , 1 ~ .
=3are tg (-2— 7) =5 deoarece |z| = V-4— + = 1, se obf{ine ur-

an#itoarea form# trigonometrici pentru numirul complex 2z :
2 = cosi—{—isin—’i-
6 6

D.1. Din &, + @, + #; = 2 §i #, 4 @, = 1 se obfine 2, = 1. Inlo-
euind =1 in ecuafie, rezulti m = 9. :

2. Relatia = + Lol 7 se mai serieZfrt %%t 3% =T.
. 1. B Ty . L1 %%
Folosind formulele lui Vitte se objine ,5, + 2,2, +2,8,=— 7/2, ,0,T,=
= — m(2, de unde rezulti ci egalitatea
1 1 1
—+—4+—=1
Ty Ty Xy
are loc pentru m = 1. .
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E.l. Se folosesc formulele: o(P) =
= P-a/2, 9(P) = B-i/3. Potrivit figurii 1.16.E,
din triunghiul dreptunghic VOE se obine VE =
= 13 cm §i atunci o,(P) = 260 cm? i V(P) =
= 400 cm?3.

2. Fie 0, € VO centru sferei circumscrise
piramidei [VABCD]. Din 40, = DO, = C0, =
== BO, reiese ci O, este i centrul cercului |
circumscris triunghiului VAC. Prin urmare
B=AV-AC-OV}4 c[VAC] = AV?2V0, cu
26[VAO] = AC-VO §i AV = CV. Inlocuind
AV =402t VOt =|AB2 + V0:=|194cm,
se obtine R = 97/12 cm.

1.17. Al. Ecuatia se scrie 5'~*—%= 5%, de unde, potrivit injectivitd{id
funcgiei exponentiale, 22 — & — 2 = 4 cu 7, = —2, ¥, = 3 care sinb so-
lutiile ecuatiei. _ '

2. Folosind semnul funcfiei de gradul doi pentru inecuatie se ob-
tiner @ e(—o0, 1/2)]U [1, +00). '

3. Rezulty 42 € Arc cos (—1/2), de unde
n | kn

T EeEL— e

{ 6 + 2

B. Ecuatia se scrie: 24+1ta@+l)=0=@+1)(@+1)=
= 0 cu ridicinile @, = —1,2, = — i, 23 =1L

Fig. L.16.E

] kn
k u -4 =%
eZ} { 6+2

kGZ}O

P+g, P4

. 5 , eXpre=

C. Folosind formula sin p + sin ¢ = 2sin

sia se scrie succesiv :
E = (sin 5 + sin ) + sin 3z = 2 sin 3z - cos 22 + sin 3z =

= 2sin3z - (cos 2z+ —;—) = 2sin 3z -(cos 2z + cosg) =

= 4sin3z- cos(w—i——g«) . cos(w — %)

D. Scriind formulele lui Viéte pentru ecuafia f(z) = 0, se refine
@ + @, + x; =10 5i folosind ipoteza & + %, = %y rezulti z, = 5.
Celelalte ridicini se determin3 aplicind schema lui Horner :

z2 x* =z a7

1 —-10 2
1

Tt o

—20 5
4 0

Rezultd ecuatia x2 — 5z + 4 = 0, cu ridicinile
@, =1, &, =4, astfel cd riddicinile polinomului
dat gint #, = 1, 2, = 4, %3 = 3.

E. Fie r = BO, raza cercului de secfiune,
Fig. T17.E avind aria. 4 cm? (fig. I. 17. E), avem r = 2 em.
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Din aseminarea triunghiurilor ABC si AVO (BC||VO) se poate
serie : BO/VO = ACJAO, de unde BC = 7,2 cm, iar din A dr. ABC re-
zultd AB = 17,8 em. Deci o(T) = ng(R + r) = 54,6 = cm? §i°¥ (1) =

_—_71;—"-(1‘552 4 72 + Rr) = 93,6 = cm3,

F, Primul membru se scrie succesiv astfel :
1+ cosd-cos(B — €) = 1+(1/2)- [cos(4 + B — () + cos(4d— B40)]=
== 1 — (1/2)-(cos 20 4- cos 2B)= sin? C +sin? B (s-a folosit A+ B+ C=r).
Inlocuind sin B = b/2R, sin O = ¢/2R se obfine relaia din enunt.

1.18. A. Conditii de existenti:1+az >0 (1),1—az > 0 (2)siz +
+ V1 — 2 >0 (3). Conditiile (1) si (2) pot fi serise sub forma : |az|<1 (4).
Ridicind ecuatia la pitrat se obtine #(z — 2a + 2)/1 — ax)=0, de unde
@ =0 §i 21— az =2z — = (5). Cu condifia 2a — = > 0 (6), ecuafia
(5) poate fi ridicatd la pitrat: 22 — 4(1 — a?) =0, de unde Lyg =
=+ 21— afeR,vae(—1,1) (pentru a=+ 1, @, ,—x,=0). Inlocunind
@5 = £ 2T — a2 in (4) si ridicind la piitrat se observi ci (4) are loc
pentru orice a € (— 1, 1). Din (5) se obfinez + /i— az = o -+ #/2, astfel
incit (3) devine a¢ 4 /2 > 0 (3"). Conditiile (3’) si (6) conduc la a > 0.

Pentru @, = 2)/1 — a? si a> 0 condifia (3') este satisficuts, iar din
(6), cu valoarea lui ,, prin ridicare la pitrat, se obtine 2a2 — 1> 0,
adicd ae{(—oo, —V?z] U [-V-;, + oo)} n{0,1) = a e[V.Tz, 1.)

_ Prinurmare, #, = 2/1—a? este solugie a ecuatiei date pentru « e

<[/2/2,1). '

Pentru z, = — 21/1 — a* §i a > 0, conditia (6) este satisficutid, iar
dﬁ (5‘3'), cu valoarea lui #; prin ridicare la piitrat, se obtine 24> — 1 > 0,
adic '

ae{(—oo, ——V-z_g] ) [V??T, + o )} n(0,1) = ae[g, 1).

In concluzie, pentru a & [}2/2,1] ecuatia admite ridicinile z, =

=21 —a %20, o= — 21T — a* # 0, iar #;=0 este riidicind a ecuatiei
pentru orice e €[R. .

Altfel, in ipoteza |az| <1, cu notagiile Y1+ e = u > 0,1 — az =
=0 > 0, ecuafia devine u — v = . Dar 1+ av = 42,1 — az = 02, de
unde w? +4- v = 2§i 204 = %> — v2 De aici, folosind  — v = #, rezultd
ecuatia 2ar — @(u + v)=0 cu #, = 0,y a €[R si sistemul

Ut+v=2 _ [ut+v=2 1 — 242 —1=0,
4+ 2 =2 uy = 2a® —1
he= a1 —a

Deoarece v > 0, » > 0, ecuafia de gradul doi in ¢ trebuie si admits
ambele ridicini reale, pozitive, adici A>0;, P > 0, >0 sau 1 — a®>0,
24> —12 0, @ > 0, de unde a<[}2/2, 1).



DinJiFar=u §i u=1% =a+V1—a? scobjine 1+ az =
— @ + 21— + 1 — a?, de unde 2=2|/T — a?. Analog, din {1 +az =
=u §i u=t2=a—]/1—a2, rezulti z = — 2J1 — a®.

n concluzie, pentru a €[Y2/2, 1), @, = + 21 — o

B. Ecuatia fiind reciprocd de grad 4 se rezolvi prin impirtire la
22 (¢ = 0 nu este solujie a ecuatiei pentru niei o valoare a lui a € R): %> +
4+ 1/2® — a(z + 1/x) = 0, care, cu notajia y = + 1/r, se scrie ¥ —
—ay — 2 =0, de unde y,, = (& + Va? + 8)/2 e R oricare ar fi e €R
in plus

¢ VY28 lal Veazys 1 3
adicd |y.| < 2, k=1, 2, pentru |ef < 1.
1. in cazul |a| =1, adici e = + 1, avem %, = 2, yp = — L, ¥3 =
= —2, gy, =1 care conduc la ecuatille #+ 1/r =2, =+ lje = —1,
z+1jr=—2, 4 1/z=1, cu ridicinile:
' 1. )3
Bp=1, Ty =—5 £ 5 (pentru a = 1)

$i
, , 1 3
Zrp=—1, @34 = 9 + 1—72- (pentru a=—1).

Aceste ridieini sint ridicinile ecuatiei date pentru @ = 1; in plus
cle au modulul egal cu 1.

2. Pentru |a| <1, |yl<2, k=1,2 si@ + 1/ =y 3 — 52 +
-+ 1= 0, de unde

; o3l 2 —_
@) = ”*I“;* Ye  j=T4 (deoarece yi — 4 < 0)

2 2

Observatie. Lisim pe seama citito-
rului 8% rezolve ecuatia folosind notatia
Y = 2 cos bk. .

C. Se presupune 7, <7, (fig. 1.18.0).
Fie 0, mijlocul segmentului [CD], 4 mij-
locul segmentului [0, 0,] §i B proiectia lui
0;pe 0,0,. Cercul de centru O, §i razi
r3 = 0,B va fi tangent in B dreptei 0,0,.
Deci cercul de diametru [CD]va inter- :
secta dreapta 0,0, dac# §i numai dacd r;= Fig. 1. 18.C
= OD[2> r; = 0,B. Fie E proiectia lui0, pe DO,. Atunci ¥ E0,0, =
= % AO,B ca unghiuri cu laturi perpendiculare §i AE0,0, ~ A AO3B.
De aici rezults

0,B|0,F = 0,4]0,05 <> rj =

n+mn 0D
0,0, 2

!



unde s-a inlocuit O\F = 0D si 0,4 = (1, + 1,)/2 (0z4 este linie mijlo-
cie in trapezul ¢0DO0,0,). Prin urmare 13 < 0D/2 daci §i numai dacé (r +-
+ 1)/0,0, < 1, adicd r, 4 7, < 0,0,, ccea ce ne spune ci cercurile sint:
exterioare. ‘

- D.1. Fie 0, centrul sferei, O centrul pitratului ABOD (care este
baza piramidei), £ mijlocul laturii B0 si V virful piramidei (fig. I.16.E).
Potrivit teoremei celor trei perpendiculare, VE | B0O. Se noteazi z = 4B
§1 ¥ = VO; atunci din Adr. VBE rezulti VE = x/2tg(p/2) (se presupune

as . )

m(BV () = p), iar din Adr. VOE rezulti y = VE! — OE* = (2*/4) -
* (cos p)/sin? (p/2), deunde y = @) cos p/2sin (p/2) (1). Dar 0,0 =y — R
§i A0 = x/)/2, astfel ci Adr. AOO, conduce la(y — R)? + 222/4 = R? <
<y®> — 2Ry + 2*/2 = 0, sau inlocuind pe y din (1), si deoarece x # 0,
se obfine x = 4 Rsin(p/2)[/cos p i y = 2Rcos p. Deci ¥ ([VABOD]) =
= (32/3). R3-sin%(p/2)- cost p.

2. In ipoteza y = R rezulti 2R cos p = R, de unde cosp = 1/2,

asS
adicd p = =/3 (m(AV B) < =).
E. Egalitatea din enunt se serie :

cos 4 4 cos B _ 9. 08 C
sin A n Bsi sin €
Dar 1/sin 4 = 2R/a, 1/sin B= 2R/b cte. (sau o[ABC]=(besin 4)/2

etc.) si cos 4 = (b + ¢ — a?)/2be, cos B = (a® + ¢ — b2)/2ac ete., care
Inlocuite in (1) conduc la egalitatea datd.

1y

L19. A. Cu notatia 5% =t > 0, ecuatia devine 2 — ¢ — 600 = 0, de
- unde f;, = 25, iar solutia , = —24 < 0 nu convine. Din 5% = 23 se ob}ine
T =2

B. Din sistem rezulti £ > 0, y > 0 si tinind seama de proprieti-
tile logaritmilor, sistemul se serie :
& =190 -+y = (90 - y)-y = 1000 <> »* 4 90y — 1000 = 0,
lg(zy) =3 :

de unde y, = 10 (y, = —100 < 0 nu convine). Pentru y = 10 se obtine
@ = 100 astfel ci solutia sistemului este (100, 10) € R X [R.

C. Ordonind dupi i egalitatea se scrie: (3z + 2y) — (*—3y) i=
= 3 — i. Potrivit definifiei egalititii a dou# numere complexe, se obtine
gistemul :

{3@'—}—2_)/:3@ z=1-+ 3y
z—3y=1 3+9y+2y=3

D. Folosind teorema cosinusului avem cos B = (a* 4 ¢ — b?)/2ac,
cos 0 = (a® + b* — ¢*)/2ab §i primul membru se serie :

b- cos 0 — c-cos B = (a® + b% — ¢?)/2a — (a2 + 02 — b?)/2a = (b — ¢*)/a.

E. Pentru a calcula aria laterali si' volumul trunchiului de con este

hecesar si cunoastem g = 44’ §i r = 4’0’ (fig. 1.7.D). Din asemiinarea.
tringhiurilor VA'0’ §i VAO rezulti

VO'|VO = #|R = VA'|VA. 1y

:;l/=0,$=1.
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Dar V0’ = V0 — 00’ =4cm 5iVA =|T0%+ 40* = 65 cm. Din (1)
se obtine r = 2 em, VA’ = 2//5 cm si atunci g = 4]/5 em. Rezultd:

o(T) = =(R 4+ 1)g= 32(V5)-wem? i VT) = (xh/3)-(R* + RBr 4+ 1%) =
= 416-x/3 cm3,

F. Fie [ABODA’B’0’D’] trunchiul de piramidd (fig. I1.19.F). Trun-

chiul fiind regulat, avem :
o T) = (P, + Pp)-BE'|2 51 "S(T) = (00'[3)(8; + V8-S, + 8),

unde P, = 4-AB = 12a u.l, P, = 4-A'B'=4a '
ul. si 8, = 9a? u.a., S, = @ w.a. Din trapezul
dreptunghic 400’A’ se determing 00’, iar din
trapezul dreptunghic EOO'E’ se determini EE’.
Se obtine 00’ = A’M = aJ/2 §i EE’ = dl/3.
Prin urmare :

oi(T) = 80?3 si 9(T) = 13a%)/2/3.

Virful V al piramidei din care provine
trunchiul se obtine prin intersec{ia planelor A . 8 )
fetelor laterale. Piramida fiind regulatd, in3lfi- Fig. 1. 19.F

mea coineide cu00’, iar apotema coincide cu EE’ si deci 00’ n EE’ = {V}.
Din AVO'E’ ~ AVOE rezultd V0'/VO = O’E’[OE sau VO'[(VO’ + af2)=
—1/3, de unde VO’ = a)/2/2 si VO = VO’ + 00’ = 3d)/2/2.

1+4ai
1—ai’
e[—1,1}, vbeR §i deci

1.20. A. Fie z = @ + iy, cu |¢| = 1. Vom ariita ¢z =

—_— — h2
‘]/m2 -+ = 1, rezulti @, y € [—1,1]. Dari b

a €R. Din

2
7
2

putem considera © = , iar pe y il determinim din relatia #*4-y*=1;
1+ b ’

=+ 0"
se obfine y = =+ . Rezulti
tine ¥ o5 »
— b2 \2
g4y =Ty 2 (A Eb)

14+02 140 (14 bi)1— bi)

Dyed in fata lui b la numiritor apare semnul ,,+ se ia b =a §i
atunei
. 14 ai
z24+iy=—""VACER,
1—a

iar daci apare semnul ,,—" se ia b = —a si atunci

x4+ i =l—+—m.,vae|R.
1— a1
1+ ai

Reciproe, se presupune 2 = T VvV a€Rsise aratd cd [z] = 1.

intr-adevir,
g AC ! _Vl—}—az_l

T n—a Vite

~
2

a7



Altfel, din 2] = 1 rezultiiz = cos ¢ +1sin ¢, unde p=argz €[0, 2x).

Dar .
cos o = LT UED) G Helof2)
1 + tg¥(o/2) 1+ tg%(9/2)

§i deoarece ¢ = argz e [0, 2x) rezulti tg(¢/2) € R. Notim tg(o/2) = acR
§i atunci : ‘

—a ) i
l1—a i a =1+af,vaG[R-
1+ a® 1+ a* 1— ai

2= cosp -+ isinp =

Reciproe, din = = Lﬂ, V @ €R rezultd || = M =1, pentru
1—ai 1 — ai

et o] = [5].

B. Presupunem c¢i termenii sirului sint in pbrogresie aritmetic,
adicd &, — @) =2, — Xy, = ... =&, — 2,_, = r. Avem :

1 1 1 1z, — = T, — &
+ ~1-...+~—=~(2 2 Lt
@, ToTy Ly 1y r\ az, Ty
T, — Ty 1/1 1 1 1 1 1
+—"L)=—(——e+———+...+ ——)=
Tp-1%, r\x Xy T &g Tpoq z,
1 —1 .
— i.(__-l) ="’————, unde z, — &, = r(n — 1).
r \z, =, T,

Reciproe, dacii existd relatia din problemi atunci termenii sirului
(za)nem sint in progresie aritmeticdi. Pentru demonstratie vom folosi me-
.toda induectiei matematice.

Pentru » = 3 avem 1/z®, + 1/z,2, = 2[x®; san @, + 2, = 2a,,
care reprezintd conditia ca numerele «,, x,, z,, si fie in progresie aritme-
ticd.

Pentru #n = 4 avem 1/zx, + 1/z,2, + 1/®.2y = 3[z2, san 2/z,@,-+
+ 1/z0, = 3/r,2, de unde 2z, 4 2, = 3w, <> 2%y — @) = vy — 2, = 2
§i deci @, &,, x5, ¥, sint in progresie aritmetics.

Presupunem ca relatia ,

1 1 , 1 _n—1

— ——

T .o 1

BTy ol Ty_y B, Tz,

conduce la progresia aritmetici =y, =, ,. . .y &y 88 ardtim cd relatia

.__1.-—. A — 1 — ... - —L-- -~ 1 = ,",
2, Xl Ty_y®, Ty y4q BBy 4q
conduce la progresia aritmetici &, z, ,. .., &y, Z,4,. Inlocuind
1 1 —
— -+ e 1 — u ,
T\, Ty, Ty 18, x,,
obtinem
n—1 1 n
= sau (n —1)@,4; + @, = ne,, de unde (n — 1)-
Ty Ly 41 ‘”l:le-l

'(mn+l e ‘lvn) =&, — 2.

Dar &, — &, = (n — 1)r, astlel ¢ z,,, — 2, = r, ceea ce ne arati

cd numerele #,, @, ,..., %, T,,,; sint in progresie aritmetici,
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C. Folosind sin® 4 cos®r = (sinz + cosz) (sin2x — sinx - cos +

+ cos?z) §i cos®x + sin?z = 1, ecuatia se serie:
(sinw 4 cosz)- (1 — sinz- cosz) = J2/2.

Notdm sinz 4 cosw = ¢, unde t e [ —VZ I/§]; prin ridicare la pitrat
se determing sinz- cosz=(#2—1)/2, astfel c4 ecuafia devine 1—(2—-1)/2] = .
= V2/2 sau 1 — 3¢ 4 Y2= 0. Se constat ¢ o rddicind a acestei ecuafii
este 1=)/2 ; prin urmare ecuatia se scrie sub forma. : (1—1/2)- (2 + J2¢—1)=
=0, de unde t, =2 e[—|3, V2], t,= (/6 — V2))2 e[V, V2] sit, =
=(—V2-Ve)2& ~V2, V2. .

Se obtin deci ecuatiile trigonometrice sinz 4 cosz = V2 si sinz +
+ cosz =(J6 —V2)/2 echivalente respectiv cu ecuatiile sin (z 4 =/4) =1
§i sin (2 + =/4) = (/3—1)/2, de unde

|
x e{(—l)k._';.‘. + Ic-n:—-;Li k ez}:
respectiv : B
x e{(—l)'oa,rc sinl./?’_;_} + In —

—4- lEZ}.

Deci mulfimea de solufii pentru ecuatia datd este :

S={(_1)k°i+ kﬁ—lek GZ}U{(—I)' a,rcsin V_3_—1 —*—lﬂ—
2 4| 5

——i—!lez}.

, D. Se considers cereul €(0, R) de centru O si razi R circumseris
triunghiului ABC §i P un punct pe acest
cere (fig. 1.20.D). Fie D, F si F proiectiile
punctului P pe AB, AC si BO, respectiv.
Vom demonstra ci punctele D, E, F sint
coliniare, ceea ce revine la a ariita c¢i unghiul
N A~ P
FDE este alungit, sau ¥DB = ADE.
Patrulaterele convexe PDEA si PFBD

P
sint inscriptibile pentru ci: m(PDA) =

P P P
=m(PEA)= 90° si m(PFB) -+ m(PDB) =
= 180°. Din patrulaterul inscriptibil PDEA

Py N
rezulti m(4DE)=m(4PE), iar din triunghiul
" N N TN
dreptunghic PEA rezulti m(APE) = 90° — m(PAE) = 90 — m(P BQ0)/2
AN ™
astfel ¢ m(ADE) = 90° — m(PBC)/2 (1). Din patrulaterul inscriptibil,
PFBD si triunghiul dreptunghic PFB se araty analogci m(.Ff)\B)=90°—

N P
— m(PBO)[2. (2). Din (1) si (2) rezulty FDB=AD¥ §i deoarece punctele
A, D, B sint coliniare, rezulti punctele ¥, D, F coliniare.

Reciproc, presupunem P in planul triunghiului A BC §i proiectiile
lui pe laturi ca fiind punctele eoliniare D, E, F. Vom demonstra cii punc-
tul P se afli pe cercul circumscris triunghiului 4 BQ. Aceasta revine la
a arita ci patrulaterul A PBC este inscriptibil.

Fig. 1.20.D
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Folosim teorema unghiului exterior pentru A BFP si faptul ¢ pa-
trulaternl BFPD este inscriptibil; avem m(@P):m(ﬁP)-*-m(lﬁlf‘):
= 90° + m(B/D\F) (3). Din triunghiul dreptunghic APE si patrulaterul

D inseriptibil AEDP se obfine m(PAE)=

Py S
— 90° — m(APE) = 90° — m(4ADE)
(4). Punctele E, D, F fiind coliniare,

N s
m(ADE) = m(BDF) astfel ci relatiile
N\

NN
(3) si(4) dau: m(CBP) + m(PARE) =
= 180°, adic#i A PBQ este inscriptibil.

E.1. In planul (4 BC) se duc prin

B si C dreptele BM| AC si CN||AB

‘ (fig. 1.20.E). Din BDLAC i AC|BM

N rezulti BD )1 BM; analog, ‘CD1AB,

Fig. 1.20.E AB||CN=CD1CN. Fie DH1(ABC().

N Din DH 1 (4 BC) si BD1 BM, conform

teoremei reciproce a celor trei perpendiculare, rezulti BH | BM, care,

impreuny cu BM||AC, ne conduce la BH 1 AC. Analog se aratd ci
CH L AB si deci H este ortocentrul triunghiului 4 BC.

Fie C, punctul diametral opus lui ¢ in cercul circumseris triunghiu-

lui A BO. Se observi ci AC, BH este paralelogram (0,4 L C4 (Adr. C4 0,),

BH 1 AC adici AC,|BH si analog BC,|AH), astfel ¢ AC, = BH si

BC, = AH. Din triunghiurile dreptunghice CAC; si OBC, se obtine

AC: 4 AC? = BC? + B(C?sau AC? + BH* = B(C* 4 AH?(1).

Analog, considerind punctul 4, diametral opus lui A pe cercul

circumseris triunghinlui 4 BC, se obtine AC? + BH* = AB* + CH* (2).

Pe de altii parte, din trinnghiurile dreptunghice AHD, BHD, CHD,

avem : AH? — AD: — DH?, BH:= BD:— DH: (0H:= 0D*— DH?
(3). Din relatiile (1), (2), (3) se obfin cgalititile cerute.

2. Fie P, Q, R, 8, T, V respectiv mijloacele muchiilor 4B, 40,

BO, AD, BD, 0D (fig. 1.20.E). Avem RQ||AB, RQ = AB/2 (linie mijlocie

in AABC); analog SQ|CD, 8¢ = CD/2. Dar, prin ipotezd, AB L CD si

cum RQ|AB, SQ|CD, rezulty RQ LSO si deci punctele B, S, @ se afld

pe sfera de diametru RS, cu RS8* = RQ? + §¢* = (AB? + CD?)/4 (4).

De asemenea, RT'||CD, cu RT = CD/2 si RT 1 RQ, astfel ci punc-

tele Q, B, T se afli pe sfera de diametru QT si QT? = (AB* +CD?*)/4=

= RS2, de unde QT = RS.

fn mod cu totul analog se arati ci toate punctele P, @, R, S, T

si V se afli pe aceeasi sferd a cirui centru se giseste la intersectia depte-

lor PV, RS si QT (pentru punctele P, R, V se folosesc egalititile PV* =

=1VR‘-’ + RP? = (BD® 4 AC?) /4 = (AB*4-0D?)/4 rezultate de la punc-

tul 1).

=

5=

- =

1.21. A. Deoarece |a* = |a|, ecuatia este echivalentd cu
w— 2|+ Jo— 4] =2, (1)
Dar
— \ 2
o — 2| = T 2?pent1um 2
—x + 2, pentruz <2

« — 4, pentru >4

sl joe—4]=
—x 4 4, pentru » <4,
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Deosebim urmétoarele cazuri :

1I°. ze(—o0, 2); ecuatia (1) se scrie: —2 +2— s+ 4 =2 «
< — 22 = —4, de unde z = 2 § (—oo, 2), adic} ecuatia nu are solutie.

2°. we[2 4); ecuafia (1) devine: #— 2 — 2 + 4 = 2, egalitate
verificatd de orice z = a € [2, 4) si ecuatia admite o infinitate de solutii.

3°. w €[4, 400); ecuafia (1) ia forma # — 2 + 2 — 4= 2, de unde
& = 4 €[4, +00) solutie a ecuatiei date.

concluzie, ecuafia dat¥ admite o infinitate de solutii situate in

intervalul inchis [2, 4], adick # = m e [2, 4].

B. Din f divizibil cu (X — 1)?, rezults f divizibil cu X — 1 si potrivit
teoremei lui Bézout avem f(1) = 0, adics p + ¢ + 2=0 si deci g=—p—2.
Inlocuind in fse obtine f = pX*+2—pX” — 2X" 4 2, sau f=pX*(X?—1)—
— 2(X" — 1) 5i de aici rezultd f=(X—1)-(pX"14pX*—2X*1_2X" 2
— ...— 2X — 2). Din (X — 1)?|frezulty ¢} polinomul g = pX*+14pX»—
—2X*1 — ...— 2X — 2 este divizibil cu X — 1, adie# g(1) = 0 care
ne conduce la 2p — 2n = 0, de unde p = n §i deci g = — n — 2.

Altfel : Aplicim schema lui Horner pentru ,, = 1 ridicinile poli-
nomului f: ~

X2 Yol Xn X1 xeer X0 r
p 0 ¢ 0 0 ..... 2 B
PP ptq pHq ....ptq p+a+2 |1

»  2p 3ptq..... (n+1)p+(n—1)g (n42)p+ngf 1

Conditia 2,, = 1 ridicini ale polinomului f conduce la sistemul
P+q+2=0, (n+ 2)p 4 ng = 0, care admite solutiile p =2 si ¢ =
=—n—2,

C. Din relafia z + 1/¢ = 2 sina se obtine ecuapia 22 — 2zsin o+ 1=
= 0 care admite solufiile 2, , = sin« 4 [/sin?« — 1, adici

T s [T
2,0 = COS (--i — oc) Fisin{-——al.
2 2

Pentru
ki saind & T . T
5 =cos| ——a) —isinf" —« =cos(¢x—L +1sm(a——-
2 2 2 2
expresia dati devine : .

IQI,I

- i:cos ’n(a— . ) -4- 1 sin n(a——;—) -+ cos( —n(a—’—?))-{-
2 4 2

. © 1 (i
- 1sin —n(m--—i—- > +—=2cosn|o0——]|.
2 27 ‘ 2

Acelagi rezultat sc¢ ob{ine pentru

Zp = COS | — — ¢ isin -:-:——a.
. (0 )+ (2 )

o~
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N N
D. Vom ariita e m(MM'N’) 4+ m(MNN’) = 180° (fig. I.21.D.)
Avem :

m(MM'N’) = E-m(.-lON') gi m(MNN’)=—2—(m(AG)+m(N’_M'B)).

Dar m( .-TG') = m(A“B), astfel ca

o A 1 —
A m(MM'N') + m(MNN') = —2--(m(A0’N’)+

1,

— .
+ m(N'M'B) + m(BA)) = — 360° = 180°,

adicit patrulaterul MNN'M’ este inscriptibil.

E. Fie (4 BOD) sectiunea axiald in trunchiul
b de con, A0, = R, = RY/3, DO,=R, 5i O centrul
M sferei inscrise in trunchiul de con (fig.I.21.E).

Fig. 121, Conform proprietiitii tangentelor duse dintr-un
punct exterior la sferi, putem scrie DE =

=D0, = R,, AE = A0, = RJ/3. De aici re-
zulthy AD=g = R)3 + R,. Fie F proiectia lui
.D pe AB. Atunci FO, = R, §i AF = RJ3—
— R,. Din triunghiul dreptunghic AFD, in
care DF = 0,0, = 2R, rezulty (B3 + R,)* —
= (R)3 — R,?* = 4R?, de unde R, = Rj{3=
=RV3/3ul.sig = B3 + R/3/3=4 R/3/3 u.l
‘ Altfel, potrivit datelor problemei, in A dr,
s —_
40,0 avem: tg (400;) = 40,/00, = V3=
P s Py
m(d00,) = 60° si atunci m(DOO.) = (1/2)-(180° — m(E00,)) = 90° —
s P —
— m(100,) = 30°, astfel c3 DO, = 00,-tg (DOO,) = RJV3.

Fig. 1.21.E

Deci : _ _
o T) == ARVS . Rv5'+ﬂ§) _ 16=R
3 3 3
si
7w 2R = R R2 26 = R3
@ ™ = i B 3R"' R 33— —') = u.v,
(T) ( + RS+ -

1.22. A.1. Domeniul de rezdlvabilitate al ecuatiei este ® = R\ {—1,1}.
Pentru orice x €9 ecuatia se scrie: 6 + 3z — 3 = 2% + 24 2% —1,
sau 22 — ¢ — 2 = 0, de unde 2, = 2,®, = —1§ 9. Prin urmare, admite
solufia & = 2,

A 2. Pentru orice @ > 0, in notafia lgr = t, t €[R, ecuatia se scrie
(1/12) 2 = (1/3) — (1/8) 2t <> #* 4- 3t — 4 =0, de unde 4, =1, t, = —4.
Din lgz = 1 se obfine #;, = 10, iar din lgz = — 4 se obtine z, = 1074

3. fnlocuind cos22 = 1 — 2sinx §i sin@ = y,y € [—1,1], ecuajia
se mai scrie 1—2y2+42y— 3/2 = 0 sau 4y>*—4y+1= 0, de unde y, ,=1/2¢
e [—1,1], adici sinwe=1/2 s§ideci .

» e{(—l)"-—:-+ Fere |6 eZ}-
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B. Cu notatiile # + y = s 5i 2y = p sistemul se scrie:
p+8=1 - [P=T-—3s o |48=16
p—38=—9 T—8—3=—9 = |p=T—s,
de unde 8= 4 §i p = 3.
Din # 4+ y = 4 §i oy = 3 rezultd ecuatia 22 — 42+ 3 = 0 cu ridi-
cinile 2y, =3 =2, 2, =1=9y s8au 2y =1=a, 2,=3 =y, astfel ci
:solutiile sistemului in R X R sint (3,1), (1,3).

C. Vezi 1.16.D.1.

D. Potrivit datelor problemei, EF este linie mijlocie in A ABQ (fig.
1.22.D), astfel ci EF|BC si AO=0D. Din
AD1 BQ si EF|BC rezulty ci AD 1 EF,
adicd patrulaterul AEDF are diagonalele
perpendiculare. Din A0 = 0D si EF | AD,
Tezultd ci triunghiurile AED si AFD sint
isoscele : AE = ED i AF = FD si ca urmare
triunghiurile AEF i DEF sint congruente.

N N s
Deci m(EAF) = m(EDF)= 90° §i m(EAF)+

Py
+ m(EDF) = 180°,ceea ce ne spune cii patru-
laterul AEDF este inscriptibil.

E. Fie (A BOD) sectiunea axiali a trun- )%\/
1
!
t

«chiului de con dat (fig. I.22.E). Generatoarele /
AD si BC se intersecteazd in V dind eonul /
[VAB). Trunchiul tiind circular drept, rezulti
<% puactele 0,, 0,, V sint coliniare.

1. Din datele problemei rezulti A¥ = 6
ad, iar din triunghiul dreptunghic AED se
obfine DE = § u.l. Deci
o T) = ng(R + r) + =R* 4 =r? = 546% u.a.
i VT)=n(h/3)(R2+Rr + ?) = 1176 = w.v. Fig. 1. 22.E

2. Folosind asemdnarea triunghiurilor 40,1" si AED putem scrie
rapoartele : VO,/DE = AO,/AE = VAJAD, de unde VO, =20ul. si
VA = 25 ul. Deci ¢(C) =375 nua. si 9C) = 1500 = u.v.

1.23. A.11Notind #2 = > 0 ecuatiasescric: 312 + 24 — 5 =0 =1, = 1,
4, = —5/3. Din 2* =1 se obtine =, , = 4 1, iar * = —35/3 nu are so-
lutii in R.

2. Inlocuind cos®r = 1 — sin%z, ecuafia se scrie sin*z 4 2 sinx = 0,
-care conduce la ecuatiile sin # = 0 cu solutiile = € {kx|k e Z} sisin & +
+ 2 = 0, ccuatie imposibild pentru ci sin # e [—1,1].

3. Ecuatia are coeficienti intregi si dacd admite ridicini intregi
-atunci acestea se afli printre divizorii termenului liber — 24. Se constaté
<% & = 3 este o ridicind a ecuajiei. Prin urmare, polinomul f= X® —
— X — 24 se divide prin X — 3. Aplicind schema lui Horner se obfine
J=(X—3) (X? + 3X 4 8). Deoarece >+ 3z -+ 8 = 0 pentru @,, =
=(—3:|:il/23)/2 € €, rezultd ci ecuatia admite riidicina reali z = 3.

B. Potrivit teoremei lui Bézout X — 2| f daci f(2) = 0, care con-.
duce la 14-2" — 2"71 — 83"l =0 < 2"71. 33 = 23. 371 & (2/3)""! =
=(28)2=>n—1=3<n=A41.

- 0. Potrivit figurii I.21.E avem.AF = A0, ca tangente duse din
A la cerc; analog DE = DO,.Prin urmare 4D = AE + ED<a= R +
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4 r (1), unde R = 40, = AE <1 r = DO,= DE. in plus, din Adr.

AOD, in care m(40D) — @ m(0,0E) + (1/2)m (H00,) = 90°, teoremsa
méltlmu se scrie : OE2 = AE-ED < b2 = R-r (2). Rezulti:

a(l)==gR+7r==a¢ §i ()= mh (R" 4+ Rr L) =

—:71[(13+r) — Rr] = i’;-"(az—b") -

Observatie. Dm (1) si (2) se obfine: R = (a + Va? — 40?9)/2, r =
=(a—Va® — 40%))2.

1.24. A.l1. Folosind semnul functiei de gradul doi, inecuatia are loc pentru
¢ e[—1,2L.

2. Ecua.t,la, sescrie: 51 ¥ =583 => 2 = — 1,

3. Sistemul conduce la ecuatia de gradul doi: 2 —¢{— 6 = 0 =
=t =—2,1, =23 astfel ¢ 2 = —2,y =3sau =3, y = —2.

B.1. Se aplic# schema lui Horner :
X X3 - X2 X X0 r |

3 -1 e !
2 -3 3 —4 3

Prin urmare citul este 2X% — 3X2 4 3.X — 4, iar restul 3.
2. Ecuatia datd este echivalenti cu ecuatnle cosz = 0,
cos & = 1/3 si deci

e{—z———}-lm IkeZ} u {—arccos—;--l-mnllel}u

U {arccos%— + 2ln[leZ}~
3. Relatia de demonstrat este echivalenti cu:

A . (4
. 92 cos = “
bto 2 cos 251:1(2 +0)
¢ sin C
Folosind 4 + B + C = =, observim ci

4 . ( A
2 eos —-—sin | —
2 2

T
+C)= 2 cos(—z-—
c

2 2 2

—oxnZ T C'cos'B_ C=‘sinB+sin C.

Deci (b -+ c¢)/e=(sin B+sin O)fsin O,
relatie evidenti daci se {ine seama de
teorema sinusurilor.

C.1. Potrivit notatiilor figurii 1.24.C,
din A dr. O,CV avem : V0, = 0,0fsina =
Fig. 1.24.C r/sin «, astfel c¢i VO = r(1 + sin «)fsin «.
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Din A dr. VOB se obfine : 0B = R = VO-tg « = r(1 + sin «)/cos «
$i VB = VO/cos a = r(1 + sin «)/sin a-cos «. Aria lateral3 a conului este i
6)(0) = nRg = = 7%(1 + sine)?/sin - cos e,

2. Avem ecuafia : (1 4- sin «)?/sin «- cos? o = 3/sin a<>(1+4sin )% =
= 3 cos? o (deoarece a€(0, 7/2)) «>2sin2 ¢ +sin ¢ —1 = 0 <> sin & =
= 1/2 §i sin « = —1. Se obtine

ae{(—l)’“%——{-kwlkeZ} v {(—1)'-(——"5) +ln;|zez} < (0, %)

«de unde cx=-§. .

3. Fie 0, centrul sferei circumserisd conului, V0, = R, raza acesteia .
#i P punctul diametral opus lui V. Din Adr. VBE avem :

VE = VB,de unde R1=i.7:(1+sma)= - ! - .
COoS « 2 sina-cos®«  2sin ol —sin a)
“Volumul sferei circumsecrisi conului este :
(8) — 2nB _ mr? :
3 6 sin3 a(1—sin )3

L25. A.1. Notind 3% = t, t > 0, ecuatia se scrie : 2 — 4f + 3 =0, cu riidi-
«inile ¢, =1, ¢, = 3. Prin urmare 3 =1 si 3* = 3, de unde, pe baza
injectivitfitii functiei exponentiale se obgine #, = 0 si 2, = 1 ca solutii ale
-ecuafiei.

2. Ecuatia se scrie succesiv: (sin 3z — sin #) — cos 22 = 0 <
08 22 (2 8in # — 1) = 0, de unde se obtin ecuatiile : cos 22 = 0, 2 sinz —
— 1 =0 cu solugiile :

xe{——%-}—kn]kél} U {-:—b + kx| 7»‘62}
#i respectiv

@ e{(—l)'- %4- Ir lez}.
Mulgimea solutiilor ecuatiei este ,
ze {-— = phelbe z} Y {i x| k'ez} 0 {(—1)'- Z i ZGZ}-

3. Condifiile de existen{d pentru ecuatie sint :

2150 @ & (=0, —1) U5, + o)
z +1 2 .
2% —
r+1
2 —3rx 4+ 3>0 ze[R,
«le unde domeniul de rezolvabilitate a ecuayiei : @ = (— o0, —1) U (1/2, 2) U

U (2, 4 o0).

Folosind injectivitatea functiei logaritmice, se obtine ecuatia #2 —
— 82 4 3 =1 cu ridécinile , =1 €9, ¢, = 2 ¢ 9. Prin urmare ecuatia
admite solutia 2z = 1.

4. Este o ecuatie reciprocé de gradul trei. Avem : z*(z 4 1) + (2 4
©1)=0w(x+ 1)x>+ 1) =0 cu ridicinile z, = —1, z,, =+ i
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B. Conditii de existenti: # >0, a > 0, a# 1. Scriem logaritmii in:
baza a folosind formula log, N = log, N/log. b si notim log, z =1 ; avem 3.

t—t2 + t/4 > 3[4 <+ 1> 1 adich log, 2 >1 ).

Pentru a > 1, functia logaritmic este strict crescitoare si deci z > @,
adicd z € [a, -} ©0).

Pentru 0 < ¢ < 1 functia logaritmicd este strict descresciitoare sk
din (1) rezultd z < a, adicd z €(0, a].

C. Se foloseste teorema cosinusului :

a® 4+ b — ¢ |

b:cosC+c-cosB=2b- .
2ab : 2ac

D. vezi 1,18.B.

E.l. Din Adr. 4HB avem AB = AH/sin 30° = 2)/3 si BH — AB-

.08 30° = 3; HC = BC — BH = 1. Din Adr. AHC : AC = AH*+ HC:=
— 2 (fig. 1.25.E). | :

2. Deoarece DE || BC, in A ABC rezulti relatiile :

(2) 4B _ AH _ AC (teorema lu¥
DB IH C
Thales), , |
(b) DE _ AT (raportul de aseminare
BC AH

este egal cu raportul inilfimilor).

Din (a) se obtine DB = AB-IH[AH =
2l/3/3, BC = AC - IH/AH = 2/3, iar din
(b): DE = AI- BCJ|AH = 8/3.

3. Aria totald a corpului este suma
Fig. 1.25.E ariilor laterale ale conurilor DBD’, ECE’ §i &
cilindrului DEE’'D’, adici

. i}
oy == IH+(BD + CE) + 27:-IH-DE=“.___(1’;3V3) 7

Volumul corpului de rotafie este :

B0 %5 1 00,) m e 1pe BOEEDE

to
w

°v=n-1112-(

(8}
-

1.26. A. Din sistem rezulti # >0, y >0. Ridicind prima ecuafie la pdtrat
§i tinind seama de a doua, se obtine # + y + 2 zy = 25, deunde Jzy =6,
adici zy = 36. Rezult# sistemul :

{a;+y=13 = 22— 132 4 36 = 0, de unde 2, =4, 2, = 9.
xy = 36

Prin urmare solutiile in [R X [R ale sistemului dat sint (4, 9), (9, 4).
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B. Folosind proprietitile logaritmilor §i monotonia functiei logarit-
imice, 1necuatia se serie succesiv astfel : :

lg[2- (472 4 9)] < Ig [10+ (2572 4 1)] «» 220 | g < 5. ge-2 + 5.

Notim 2°72=4, y > 0 i inecuafia devine : ¥ — 3y + 4
€[1,4] = [2° 22]. Deci 2°72 € [2° 22] « 0 < 7 — 2 < 2 adics

C. Inlocuind

. w PR I
i=cos =+ isin—,
2 2

ecuatia se scrie:

3
. 7T . . T ™ . . T
2% =cos— + isin—, de unde 2, = |/ cos = + i sin — =
2 2 2 2

&

-1;— - 2kx % + 2k= ,
= cos—"———r + isin——T, ke{o, 1, 2.
_Prin urmare, solutiile ecuatiei date sint: %y = ¢0s (n/6)--isin (n/6) =
=13/2 +i-1/2, 2 = cos (5n/6) + isin (5x/6) = — V3/2 +i-1/2, 2, =
= ¢0s8 (37/2) 4 isin (3n/2) = —1i.

Altfel. Fie z = 4 iy cu a, Y€R; atunci 23 = 23— 3zy2 4
=+ (3% — »°) §i ecuatia se scrie 2% — 3y + i(3z%y — y3) =0 + i, de
unde se obfine sistemul :

{m(wz —3y%) =0
3wty — ¥y =1,

Acest sistem este echivalent cu sistemele :

=0 22— 32 =0
(1); Y @)
32y —y3 =1 322y — ¥y = 1.
Sistemul (1) are solutia reali o — 0, y = — 1, astfel ci o solufie a
ecuatiei este 2, = —i.
Sistemul (2) se scrie :
r? = 3y o < a .. -
gyp =1 =¥ =1/2 5 @ =34, adici @, = +V32.
Prin urmare, ecuafia datd admite si solutiile
3 .1 3 .1
2= 1/2*7“?’ zs=‘l{7+"?'

Observatie. Se verificd ugor ci 2, = —i este o solutie a ecuatiei 23 —
— i = 0. Impéirfind ecuatia prin z + i se chtine 22 — iz — 1 — 0 cu solu-
giile 2,, = (i &= V3)/2-
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D. Fie ABCD patrulaterul convex in care AC n BD = {0} si M,
N, P, Q proiectiile lui O pe laturi (fig. 1.26.D). Aritim c3 dacy patrula-
terul MNPQ este inscriptibil, atunci diagonalele AC si BD sint perpendi-
. N
culare. Intr-adevir, din patrulaterul inscriptibil 4 MOQ rezultd ¢ m(40Q)=
P N TN ' N
= m(AMQ). Dar m(AMQ)+ m(QMO) = 90° i deci m(40Q) +

N
+ m(QMO0) = 90° (1). In mod analog, din
patrulaterele inscriptibile QOPD, PONO g
NOMB se obtin, respectiv, egalitifile:
Py N N
m(QOD) + m(QPO) = 90° (2), m(NOO) +
N P

N

+ m(OPN) = 90°(3) §sim(NO B)+m(N M0) =
= 90° (4). Adunind membru cu membru ega-
lititile (1), (2), (3), (4) i tinind seama c&

P N N N
m(QM% m(N M% m(Q PO)+m(OPN)=
= m(Q MN) + m(¢QPN) = 180° (patrulaterul
MNPQ este presupus inscriptibil), rezults

P N
Fig. 1.26.D m(A0D) -+ m(CO0B) = 180° (5). Unghiurile

N LN
A0D i COBsint epuse la virf, adicd m(A0D) = m(COB), astfel c& (5) d&

N NN
m(A0D) = m(COB) = 90°, adici AC L BD.

Reciproc, presupunem c3 in patrulaterul convex ABCD diagonalele
sint perpendiculare si aritdm c# proiectiile pe laturi a punctului O de in-
tersectie a diagonalelor formeazé patrulaterul MNPQ inseriptibil. Pentru
aceasta, folosindu-ne de patrulaterele inscriptibile QAMO, PDQO, PONC
§i MBNO, putem scrie respectiv egalitifile (1), (2), (3), (4). Adunind
membru cu membru aceste egalitifi si folosind ipoteza AC 1 BD, adick

N N IS NS N
m(40¢Q) + m(QOD) = m(NOC) + m(NOB) = 90°, rezulti m(QMN) 4+

Ay
¢ m(NPQ) = 180° ceea ce aratd ci patrulaterul M.NPQ esteinseriptibil.

E. Folosind datele problemei §i formula ariei laterale a trunchiului
de 2con, 1obtg,inem sistemul : =g(R + 7) = 4xa? g = R 4, de unde g =
= 2¢ u.l.

Potrivit figurii 1.22.E, putem scrie: (B —7)* = 4a® — a?, adich
R —r=df3. Din sistemul B + r =2, R —r=al3se obfine R=
= a(2 +13)/2 ul sir = a2 — V3)/2 ul

Din AAED ~ AAO,V (vezi fig. 1.22.E) rezulti VA /2e¢ = a(2 + ¥3)/
j2a)/3, de unde VA=6=a(3+2/3)3 ul Deci o(C)=rRG=
= ma? (12 + 7)/3)/6 u.a.

F.1. Folosind formulele :

cos é‘. — 2(2_:1)., cos E = Vﬂt.b) ete.
2 be 2 ac

gl
abe

S=Vp(p—a)(p—b)(p—c), R=—r
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putem scrie :

4Rcos 2 - cos B .5 O _ abe .Vp(p—a).Vp(p—b).Vp(p—c),
2 2 2 N be ac ab

-

de unde
el]i,’cvos-f—1 -cos——]i—{ -cosg- = p.
2 2 2

2. Folosim teorema cosinusului : 6 = b2 4+ ¢ — 2bc - cos 60° de unde
b+ 0 =6+4 be. Din b+ ¢=3 + /8 si b2 + ¢z = 6 + be rezults bo =
=24923si

c[AB(C]=

b-———"'s;nA= L3+ 13) ua

2
Observatie. Lisim in scama rezolvitorului si calculeze aria §i un-

ghiurile triunghiului 4 BC dacd m(C) = 120°, ¢ = |6 ul. gig 4 b = V7 .
F 1.

I.27. A. Conditii de existenti: 2 —1>05i 2 — 2z — 1> 0, de un'e
#21, astfel ci domeniul de rezolvabilitate a ecuatiei este ® == [1, 4 ),
Notim |/z —1 =1¢,¢>0,de unde # = #* + 1 §i ecuafia se scrie

t+14mjt—1l=2lr—1+m |z —1—1j=1. (1)
Folosind

Wo=i—1,=]"07=1-1 pentru o=, 2,
Vo —1—1 pentru @ e[2, 400),
8e disting cazurile : .
I°. # €[1, 2); ecuatia (1) se serie:

A—m)Vz —1=1—m. (2)

Dacl m 1, atunci & —1 =1, de unde o = 2 ¢ [1, 2).

Dac¥ m =1, atunci ecuafia (2) este satisticuty pentru orice
@ e[l, 2).

f,).°. @ = 2 este solugiz a ecuatiei date pentru orice m €R.

3°. x e(2, + o0); ecuapia (1) se scrie

(1-[-:-7'n)~|/:n—1=1;+m. (3)
Dacim# — 1atunci /# —1 =1, de unde & = 2 ¢ (2, +- oo).
Dacd m = —1 ecnipta (3) este <atisficuty pentru orice # & (2, +o0).

In concluzie, ecuapia datd adnute solufia # = 2 pentru orice m R;
pentru m =1 ecuajla admite o infinitate de solutii # = « € [1, 2], iar
pentru m = —1 ecuajia admite o infinitate de solutii # = B € [2, fo0).

‘Jiiservapie. La ecnatia ‘1) se poate ajunge folosind formula de trans-
foriuarc a radicalilor Jubl in radicali simpli :

VazVE=|[AE9: /20 o oyz—p
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Avem :
ey i R B [ EE T

1+ Yz — 1, pentru # € [1, 2)
141 , pentru & = 2
V& — 1 4+ 1, pentru z €(2, + ).

B. Avem urmitoarele posibilitdfi :
— echipa de 5 persoane poate fi constituiti din 2 maistri in C3
moduri si 3 ingineri in C§ moduri, adicd intr-un numir de C2- C} moduri;
— in echip¥ pot intra 3 maigtri si 2 ingineri §i in acest caz numirul ;
‘modalitifilor de constituire a echipei este Ci- C%; 1
—in echip® pot intra 4 maistri §i un inginer, ceea ce se poate
realiza in C}- C! moduri.
Numirul total de moduri pentru alcituirea echipei cerute este

Ci-Cf + C}- C3 + Cf- G = 301.

C. Meloda 1. Fie z = |2|- (cos ¢ + i sin @), eu g & [0, 2x). Inlocuind |
. k9 P 1 - . |
i= cos -é—-i- 1sm—2-, z = |z|(cos(—¢) + isin (—¢))

gi tinind seama de operafiile cu numere complexe, ecuatia se scrie :

i

2|3+ (cos 3p + isin 3¢) = |2] .(cos(:—f— (p) +isin (—;‘-— cp)).
De aici rezultd |2] = 0, adicd 2, = 0 si ecuatia :
|z|2-(cos(4<p—-;£)+isin(4<p—-§))=1 1y

(am imp#r{it prin cos (g——- cp) + 1 sin (-’;—;—— tp) #0 gtiind c&
cos (%— cp) =0 i sin (-g - q;) = 0 nu au loc simultan).

Ecuatia (1) are loc dacd

lz\2-008(4@—%) = 15isp-sin (49— Z) =0,

-t

sin (4(9 —-—;—) =0 §i cos (4@—%) =1, |2]>? > 0.



De aici rezultt 4¢ — 1;- = 2kn, k-intreg astfel incit ¢ € [0, 2r) si
[2] = 1. Pentru % €{0; 1, 2, 3} se obtin solutiile : ’
. T . . T 5= . . Om 9% . . 9=
%y =08 — - isin —, 23 = co8s — 4 isin — | 2, = cos — - isin o~
2 + g’ % 3 + g ' % 3 + 3’

%5 = COS -%75 + isin 13?”, iar pentru k>4, o¢¢ [0, 2x).

MYetoda 2. Fiez = = + iy cu @, y € R. Inmultim ecuatia cu z; avem :
z* = izz sau (2 4 iy)* = i(@? + 42), de unde se obtine sistemul :
w4+y4_6$2?/2=0 ’
dzy (2* — y?). = o2 4 42,
Ridicind ecuatia a doua a sistemului la pitrat si ficind notatiile
224y =u>0, 2?y® = v> 0, obtinem :
u*— 8 =0 - u* = 8v
160+ (u? — 40) = u? v(8v — 1)'= 0.

De aici rezultd cazurile :

1°, v =0, u = 0 si atunci # = 0, y = 0, adic 2 =0;

2°.v=1/8, w =1 si deci #* + y2 = 1. Se obtine deci ecuatia 2* = i,
de unde:

4
2, = Vcos%-l— isin—;-, ief2, 3,4, 5},

sau .
4k . . TC 4k
z,=cos.7-r—-_*-8—’£+lsmz—% =, ke{0,1,2,3}; je{2,3,4,5).

Observatie. Rezolvind sistemul 2 4 y2 =1, Z*y* = 1/8 se pot de-
termina solufiile ecuatiei 2* = i sub formi algebrici.

D. Potrivit figurii 1.27.D, O,H = 0,H = O,H = R, astfel ¢} cercul
circumseris A0,0,0; este congruent cu cercurile date. Folosind proprie-
tatea : ,,punctele de intersecfie a doud cercuri secante sint simetrice fats
de linia centrelor si coarda comuni este
perpendiculari pe linia centrelor”’ si faptul
cé cercurile date sint congruente, rezults ci
M este mijlocul segmentelor [0,0,]5i [ BH],
N este mijlocul segmentelor [0,0,]5i [AH],
iar P este mijlocul segmentelor [0,0,] si
[CH]. Prin urmare, MN este linie mijlocie
in triunghiurile 0,0,0, si AH B, adici M N =
= 0,0;/2 = A B[2, de unde 4B = 0,0,.

n mod cu totul analog se obtin
rezultatele: AC = 0,0, si BO = 0,0,
astfel cii A4 BC=A0,0,0; si cercul circum-
scris AABC este congruent cu cercul
circumseris A0,0,0; §i congruent cu cercu-
rile date. Fig. 1.27.D
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E. Problema poate fi reformulati mai clar astfel :

Fie [A4BCD] un tetraedru oarccare §i I € (AD). 84 se demonstreze
afirmatia 1

Condifia necesars i suficientd ca punctul B si impart} muchia AD
in segmente proportionale cu ariile fetelor ABC i DBC este ca semi-
planul inchis limitat de dreapta BC si conginind punctul E s fie semiplan
bisector al unghiului diedru determinat de semiplanele inchise ce contin
fetele ABC si DBC.

Demonstrajie.

Necesitatea. Presupunem ci semiplanul inchis limitat de dreapta BC.
gi care contine pynctul B € AD este semiplan bisector al unghiului diedru
determinat de semiplanele inchise ce conin fetele ABC si DBC si aritim
¢y punctul E imparte muchia AD in segmente proporjionale cu ariile
criunghiurilor ABC si DBO (fig. 1.27.E). Pentru aceasta ducem proiec-
tiile punctelor 4 i D pe planul (BCE) sipe
dreapta BC. Din AA’1(BCE) si AP L
1 BC, potrivit teoremei reciproce a celor
trei perpendiculare, rezulty A’F 1 BO.
Analog, din DD’ L (BCE) si D& L BC, re-
zultd D'G 1L BC. Deoarece, prin ipotezd,

— T — — N ——

m([BC, 4 ; [BC, E) = m([BC, E; [BC, D),
e

o
rezulty m(AFA’) = m(DGD’) adics
Adr, AA’F~ Adr. DD'G, de unde se scrie
AF|DG = AA'|DD’ (1).

Folosind teorema : ,,dacé dous drepte
sint perpendiculare pe un plan, atunei
ele sint paralele’, putem scrie DD'||4 4" si

Fig. 1.27.E de aici 2N B
e aici m(EA4’') = m(EDD’"), astfel cd
Adr. AA'E ~ Adr. DD'E, de unde AA’/DD' = AE|/DE (2). Din (1)
gi (2) se obtine: AF/DG = AE/DE (3). Dar o[ABC]/c[DB(] = (AF"
- BO/J2) : (DG BC[2) (4). Din (3) §i (4) rezultd ci necesitatea este
demonstrat.
Suficienja. Presupunem c& AE|DE = c[ABC]/c[DBC] (5) si de-
monstrim ci semiplanul inchis [BO, E este semiplan bisector pentru

/\
unghiul diedru ([BC, 4; [BC, D).
Fie A’ §i D’ respectiv proieciile punctelor A si D pe planul (BCE).
Din asem3inarea triunghiurilor dreptunghice AA'E si DD'E rezultdi (2).
Fie F §i G respectiv proiectiile punctelor A si D pe BO. Atunci din (4)
rezulty o[ABC]/s[DBC] = AF[DG si folosind (5) putem scrie AE/DE =
= AF|DG (6). Din (2) si (6) rezultd AA'|DD’ = AF|DG si cum triunghiu-

rile AA'F si DD'G sint dreptunghice, urmeazi ci ele sint asemenea, adicd

m(AFA’) = m(DGD'). Dar ¥ AF A’ este unghi plan corespunzitor unghiului
diedru determinat de fata ABC si semiplanul inchis limitat de dreapta B0
si. care contine punctul E; la fel < DGD’ este unghi plan corespunzi-
tor unghiului diedru determinat de fata DBO si semiplanul inchis limitat
de dreapta BC si care contine punctul B. Rezultd ci semiplanul inchis
limitat de dreapta BO i care confine punctul E este semiplan bisector

al unghiului diedru definit de semiplanele inchise limitate de dreapta BC
si care confin punctele A si respectiv D, .
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F.1. Folosind formulele:

A _Yo—brp—9 . B_1r=ap =0
sin = = b , S0 o = - )

sin£=V(p_a)(p_b) , abc = 4 RS,
2 ab

r= 25 s =V = o= = 9,

se obfine :
4Rsin£-sin£.sm g=4R.V( (p —a)(p — b)(p — ¢ )'-’- _
2 2 2 abe
_4R & _ 5 _
4RS p p

2. Inlocuind B = 8r in relatia de la punctul 1, se obtine :

32sm—4-sm—§-sin£=1. (1)
2 2 2
Dar 2sin A - sin -‘]—)3—= cos —5‘4—;—1}- — ¢o8 ij—B = €08 —n -
_ cos( il ; ¢ ) —_ —‘1)— — sin-g (s-a folosit 4 + B 4+ € = =) si (1) devine
2
16~(-£—Siﬂ -c'-)-sin—a—=1¢ 4 sin --q—l =0,
2 2 2 2
de unde
sin—g— -__i, adicd € = 2 arc sin—l—.
2 4 4

Din 4 4 B=x —2arcsin (1/4) §i 4 — B = 2x/3 se obtine 4 =
= 576 — arcsin (1/4) §i B = n/6 — arecsin (1/4).

L28. A.1. Ecuatia se scrie: (@ —4)=0 <z =20 si 42 —4=0, de
unde z, =0, z, = —2, x, = 2
2. Vezi 1.26.A; se obtin solutiile : (1, 4), (4, 1).
3. Inecuatia se scrie succesiv

—2
g _1<0eX <0. (1)
22—z 2—2
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Se intocmeste tabelul semnelor :

@ —00 1 2 ) 400
% —2| ——— — 0+ + 4+ ++ 4+ + + +
o—z| +4+4+++4++4+0- - = = —
r— 2
e — — — 0 4] el e v -
93 — = ‘ F o+ 4+

Prin urmare, inecuaiia are loc pentru # € (— o0, 1)U (2, + ).

Observagie. Inmulfind in (1) atit numiritorul cit si numitorul cu
(2 — z), semnul fractiei va fi dat de semnul numéiritorului. Se ob{ine
2z — 1)(2 — @) <0 =& e(—00, 1)U (2, +00).

B.1. Se inlocuiegte sin 2z = 2 sin & cos & §i ecuajia se scrie succesiv 1
9 sin # coS & = €OS & <> cos Z(28in® — 1) = 0 = cos& = 0 §i sinw = 1/2.
De aici rezultid

we{—’;—+ knlkeZ}U {(— 1)'=‘%“ + kn]keZ}.

Solutiile ecuatiei situate in intervalul [0, 2n] se obtin pentru k= 0 i
I = 1, adici aceste solutii sint : =/6, =/2, 5n/6, 3n/2.
2. Se impune conditia sin # # 0 si se aplici formula

PHa P=4. p— 2 sin @ cos(x/3) _
2 2 sin #

sin p + sing = 2sin 1.
Altiel, se calculeazi sin (# 4 =/3) §i sin (# — =/3) cu formulele
gin (@ & b) = sina cos b £ cosasin b; se gisegte : '

. =y __ 1 . V?T
sm(w-{—-g—) 3 sin & —f—? cos 7,

. T 1 . V3
sm(a: - ~3") = —2—-sm r — —2~ COS .
fnlocuind §i impunind conditia sinz # 0, se obfine E = 1.
3. Se aplics formula 6[4B0] = a?sin Bsin 0/2 sin 4, in care m(4) =
— 180° — (60° 4 45°) = 75° si sin 75° = sin (45° + 30°) = (6 +V2)/4. Se
obfine o[AB0] = 9(3 — V3).

Altfel, se calculeazi m(4) = 75° §i potrivit teoremei sinusurilor :
6 b e 6 sin 60° 6 sin 45°

= = ;s se obtine b = ¢ =
sin 75° sin 60°  sin45° b sin 75° ' sin 75°
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In continuare se aplics formula o[4B(] = (ab sin 0)/2.

C.1. Paralelipipedul [4BODA’B'("D’] fiind drept, fetele laterale
sint dreptunghiuri §i 842 = 4a- DD’ (fig. 1.28.0), de unde DD’ = 2a.

Din “¥(P) = ¢[ABOD]-DD’, cu o[ABCD] = a*sin60° = a2}/3/2
rezulty ¥(P)=a?)/3.

2. Din faptul ci fefele laterale sint A 8
dreptunghiuri congruenterezulty A'D=4'B=
=Va?+ 4a® = al/5. Teorema cosinusului
aplicatéy in AABD conduce Ia BD =
=VAD* T 4B —24B- ABcos 4 = a)/3.

Aria, triunghiului isoscel 4’BD se de-
termind folosind formula lui Herron (se
cunosc laturile triunghiului) sau calculind
inflfimea 40 a triunghiului isoscel 4'BD,
Se obtine : 6[4’BD] = a?/51/4.

Distanta de la punctul 4 la planul
(4’BD) se obfine calculind in douii moduri
volumul piramidei 44’BD : Fig. 1.28.C.

“¥([AA’BD]) = S[ABD1- 44° _ o[A'BD]- d(4, (4'BD))
~3 ; .
Se obfine d(4, (A’BD)) = 2a//17.

Altfel, fie d(4, (A’BD)) = AE, adioci AE 1 (4’BD). Potrivit teore-
mei celor trei perpendiculare (AEL(A'BD), AO 1 BD) rezulti EO 1BD,
adicd K e€A4’0. Scriind in doui moduri aria triunghiului dreptunghic

A’AO0 se obfine AE = A4’ A0/A'0 = 2ajJ17.

1.29. A1. Ecuatia se scrie sucecesiv : #(x + o — 2)=0=>2 =022+
+ & — 2.= 0. Se obtin solutiile #, = 0, z, = —2, z, = 1.

2. Ecuatia exist# pentru cos 3z # 0 si cos2 # 0. Aplicind formula
tgu — tgv = sin (u — v)/cos % cos v, avem : sin 2x[cos 3z cos # = 0 =
=> sin #/cos 32 = 0, de unde sin & = 0, adici # € {kr|k e Z}.

B. Se noteazd 2° = g, y> 0, si inecuatia se scrie 52 - 2y — 288 < 0,
Din y* + 2y — 288 = 0 rezultd g, = —18, y, = 16 astfel c¥ 42 + 2y —
— 288 < 0 are loc pentru orice y € [— 18, 16], adiet 2°< [0, 16]. In
baza surjectivititii §i monotoniei funcyiei exponentiale rezults @ e (—o0, 4].

C. Din (@% + 9> —1)(@ — y) =2° — y® —awy(@ — y) — (z — y) §i
@ —y =&+ y° rezultd (2* + ¥* — 1)(z — y) = —2y3 — y(a® + y°) =
= —y[2y* + #(x® + y®)] <0, deoarece > 0, y > 0. In continuare, din
(@ +y*—1)2—y) <0 §i 2 —y=234y5> 0, rezulty 224 42 —
— 1 <0, adicd 22 + 9% < 1.

D. Vezi 1.26 punctul F.2; se obfine

_ (bter—ar . _ be-sind _ 153
be = Seos A T2 =15 §i o[ABO] = 3 7

E. Prezentim trei moduri de rezolvare.
1°. Fie =21y, cu [o|=1/22 + y?=1. Ecuatia se scrie :|20?—2y2—2.
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Obtinemsistemele;l T FE AT SRR L
et e o [@Rgt=1
, R ata SRR S Lok Abn ot
Sistemul (1) admite Solugiile (1, 0), (-1, 0), iar sistemuil (2) admite, solutiile
(0, 1), (0, —1). Deci numerele pomplgxglpﬁ.qt_a.pq sint: e

(2)

e =1, 2p=—1, % . i,wz;‘ = i ke
2. Se verifics usor ¢4 oricare ar fi z = & - iy € €. avem 2+ HeR.

Din |z| = 1 rezultiiz-Z = 1 §i ecufia se serie : |22 4 1J2[ =2, de unde
rezultd ecuatiile 2* — 222 +1 =0 §i 2*'+ 22+ 1= 0. Din ptima se
obtine #2 = 1, adicd 2,,, = =+ 1, iar din a doua'se obfine 2% = —1, adica

z8.4=:i:i, . ' o “\‘1":‘ S ~t j,.”' 'u:!.’ NETRFES
.- 8. Din |2z| =1, rezultd =008 o'+ igin'g, cnpe [0, 27). Ecuatia
se serie : | cos 2¢ -+ isin 2¢ + cos 2¢ — isin' 2¢] ‘=9, de tinde |cos 2¢|=1

cu solutia - L - _ IDERE .

ek

® 2

28 = —i.

kféz} hA[o, o),

N
F}l\.Din enuny §i figura 1.29.F.1 rezulti m(DAE) = 90° — 2a, astfcl
¢i m(AED) = 2«. Din Adr. ADE se obtine AE = afsin 2¢, DE = aftg 2a«.

Din Adr. ABF se obtine AF—a/jcos « §i BF = a-tg a.Deci -
DE+BF _ ( a '
tg 2¢

a 14 tga-tg2a
sin 2« tg 2a

+8in 2a = 1.

t :
1E 4+ a ga)

Fig. 1.29.F.1 Fig. 1.29.F.2°

9. Ducem A'E ) (ABOD) s5i EF L AD (fig. 1.29.F.2). Conform teo-
remei celor trei perpendiculare rezultd A’F 1 AD. Din Adr. A’FA rezultd

AP = a2 si A'F = (%312. Datoritd simetriei figurii, # e AC si atunci
din Adr. AFE cu m(EAF) = 30° se obtine EF — AF - tg 30° = al/3/6 si
AE = ABcos30° = a)/3/3. In continuare, din Adr. A’EF se obtine A'E =
=) A’F*—EF: = d)/6/3. Lungimea diagonalei A(Q’ se calculeazi din
Adr. AGQ', in care 0'G = A'E = al/6/3§i AG = AQ + 06 = A0 + AE =
= V2a% — 242 cos 120° -+ a} 3/3 = 4a)/3/3. Se obtine A0’ = alf6.
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ll. SUBIECTE de examen propuse 67—86

Indicatil i raspunsuri 87-117

IL1.%A. Se d% ecuafia (m — 2)22 — (3m - 224+ m+1=0,cu m un
parametru.
1. 84 se determine m €[R astfel ca riidicinile ecuatiei s fie reale
si distincte. ,
2. 84 se determine m € [R, stiind ci ridicinile ecuatiei satisfac rela-
fia @} + 2§ = 1/2(%; # @5 @y, B3 € R).
% B. 84 se rezolve in [R ecuatia
(100z)e=*~3e= — 10,
: C. In triunghiul A BC bisectoarea interioars a unghiului Q intersee-
teazdi pe AB in D, jar paralela prin D la BC intersecteazd pe AC in E.
Si se determine perimetrul triunghiului ADE in functie de lungi-
mile laturilor triunghiului A4 BC.

—-D. S& se rezolve in [R ecuafia
A R

E. Intr-un con se inserie un cilindru a ciirui inslfime este egali cu
raza R a bazei conului. Generatoarea conului face unghiul 2 cu planul
bazei.

1. S& se afle raza bazei conului mic format,

2. 8% se determine unghiul @ astfel ca raportul volumelor celor doui
conuri s3 fie [(3 — V/3)/372. '

I. 2%A. Se di ecuatia 2 — 52 + 6 = 0 cu ridicinile &y, . Fird a
rezolva ecuatia, s¥ se calculeze 1/x — 1)z, — 2,

¥ B. Si se determine # €[R astfel ca expresia
E(z) = log,_4(—* 4 9z — 8),
si fie definitd (s& aibd sens).

¥ C. 84 se rezolve in [R ecuatia sin?a- 22 — & + cos?q = 0 cu g R
si apoi si se determine o pentru care #? 4 22 — 10 = 0.

D. Se di un cerc cu raza de lungime R, ciruia i se circumserie un
triunghi isoscel 4 BC (cu baza 4 B). Dacs O este centrul cercului, M picio-
rul perpendicularei dusé din O pe BC, iar N piciorul indlfimii triunghiu- .
Ini, dusd din O, si se arate ci : ‘

1. Triunghiurile CNB §i COM sint asemenea.

2. Patrulaterul BMOXN este inscriptibil.

3. Considerind BN = z, 5% se determine in functie de R si 2 volu-
mul gi ariile laterald §i totald ale conului generat prin rotirea triunghinlui
ABC in jurul dreptei ON. :
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I1.3. #A. S se arate ci expresia E = V33 1+ 102 + 12)/5 + 6/10 se
poate pune sub form¥ de suméd de riddcini pitrate a patru numere
intregi pozitive.
B. S84 se rezolve in [R ecuatiile :
¥-1. 9¢+1 + 9-z+l __ 2(3z+1 + 3—z+1) — 82 =0,

¥-2. cos ¢ — sinz + —31% =‘—/—2

4 4

C. S% se arate i, dacy triunghiurile ABC, A’B'C’ au AB = A'B,

AC = A'C’ si bisectoarea din A in triunghiul ABC este congruentd cu

bisectoarea din A’ in triunghiul A’B’C’, atunci cele doud triunghiuri sint
congruente (bisectoarea triunghiului fiind interpretati ca segment).

D. Pe laturile unui triunghi echilateral A BC se considerd punctele
PeAB, Q € BC, R e (A, astfel incit AP = BQ = CR.

S¥ se arate ci 4- s[PQR]1> o[ABC].
E. Fie [4BCD] un tetraedru oarecare, iar M si N punctele in care
P .

-sin 2z.

N
bisectoarele unghiurilor BAC §i BAD intersecteazii muchiile BC i res-
pectiv BD. Fie P punctul de intersectie al dreptei BC cu planul media-
tor al segmentului [AM] si @ punctul de intersectie al dreptei BD cu
planul mediator al segmentulni [AN]. S se arate ci planul (APQ) este
tangent sferei circumscrise tetraedrului.

114, ¥A. Se considerd trinomul de gradul doi: T, m) = 52* + 122 +
+ 10 — m(x® + 1), unde m este un parametru real.

1. S3 se determine m € [R astfel ca T(z, m) s% fie pitrat perfect.
2. S% se determine m € R astfel ca T(z,m) < 0, oricare ar fi # €R.

3% B. S3 se rezolve in R ecuatia
a?* + b** = (a® 4 b?)- (ab)*-1,
unde a, b € R¥-
3% (0. S se rezolve in R X R sistemul
{3%* + 8Ueosy = 10

3cosx+! Jeosy — 9,

D. Se dau dreptele paralele g, b, ¢. Secantele d;, d,, incidente in 0,
determing pe aceste drepte paralele segmentele [AB], [OD], [EF]. 84
se arate c mijloacele acestor segmente se afli pe o dreapté d care trece
prin O.

E. Un trunchi de piramidi [ABCDA'B'0’D’] are ca baze romburi
cu laturile de 8 cm  §i 6 cm, iar indljimea este egald cu triplul diagonalei
mari 2 bazei mici. Stiind ci romburile au cite un unghi de 120°, sd se
caleuleze aria laterald a trunchiului de piramidd si indlfimea piramidei
din care provine trunchiul. .

II.5. A. S3 se rezolve in R ecuatia
[m —3 ],= [m — 2
2 3 ]’

ande simbolul [ ] reprezintd partea intreagi.
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¥ B. Fie z, y, » numere reale astfel incit ¢ + y + 2= 2 §i 2y + ye+
-+ 2@ = 1. 84 se arate ci z, y, z € [0, 4/3].

C. S& se rezolve in [R ecuatiile ¢
1. Co2(ge)e 4+ (1 —V2) lga? = 2)2.
X-2. €0S (2:1: - 7—;—) = sin (4@ + 3=x).

D. Se considerd un paralelogram ABOD cu laturile AB = a ull.,

s NN
BC =b ul. si m(4BC) = 2m(DAB). 83 se afle aria paralelogramului in
functie de latwrile sale.

E. O piramidd [VABCD] are ca bazi rombul 4BCD cu latura
AB = a ul. §i unghiul ascutit de misurs m(DAB) — 60°. Stiind ¢ virful
piramidei se proiecteazd pe planul bazei in centrul O al rombului gi c3

volumul piramidei este a%)/3/8 u.v., s& se arate ci fefele laterale ale pira-
midei sint egal inclinate pe planul bazei gi s se determine unghiul de
inclinare «.

11.6. A. Si se rezolve in [R ecuatiile :

4 4
1. V20 — 2z + Y77+ 2 = 5.
*2. 25int=sin2t+.—1-.
sin? ¢
B. S4 se determine functia f: IN* — IN*, care satisface condifiile :
J1) =1

fo+a=f®) + fle) + p* + 2pq, VY p,qgeN.

C. Pe o dreaptd se considerd punctele consecutive 4, B, ¢, D astfel
ca 4B = BC = CD. Fie M un punct mobil pe cercul de diametru AD.
84 se afle locul geometric al celui de al doilea punct comun cercurilor cir-
cumscrise triunghiurilor AMC si BMD.

D. 84 se demonstreze ci dac# indl{imea unui con circumseris unei
sfere este de % ori diametrul sferei (k> 1), atunci raportul dintre aria
totals a conului §i aria sferei este egal cu raportul dintre volumul conului
§i volumul sferei.

IL1.7, A. 854 se formeze ecuatlia de gradul doi ale cidrei ridicini z i@,
‘satisfac relatiile :

40,2, — 5(2; + &) + 4 =0, (% — 1)@, — 1) =1/(1 + a),
¢ fiind un numdr real dat, diferit de —1.

B. S3 se rezolve in [R ecuatiile :

1. V3 +afz = V3= afz = 2)3.
2. 4° + 2-14° = 32- 491,
3. arc sin % - are siné?o = are sin z.
A} O
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C. Un tra,péz are baza mare egali cu e u.l., baza mics egald cu b
ul. si unghiurile aliturate bazei mari egale cu 60° si respectiv 30°. S3 ‘
se caleuleze aria trapezului. !

D. Se di o piramid triunghiulard [V.ABC], cu muchia VA L (4B0),

P
AB =23 em, AC =4 cm, m(BAC) = 30° i miisura unghiului diedru
format de planele (4BO0) §i (V.BC) de 60°. S§ se determine volumul i
aria lateral$ a piramidei. : ‘

11.8. A. S§ se rezolve in € X € sistemul

B. Si se rezolve in [R ecuatiile :
*1. 2p2sin’s+1 L §2500s* — 3130,
2. sin? # -} sin2 22 - sin? 3z + sin? 47 = 2.

C. Se considersi patrulaterul oarecare ABCD. Fie M, N, P, @
mijloacele laturilor AB, BC, CD si DA.

1. S se arate ci patrulaterul MNPQ este un paralelogram.

2. S se calculeze miisura unghiului A al patrulaterului in cazul in
cwe AB=20 +1,AD=2*—1,BD=a2*t+ o+ 15i8>1.

. D. O zon} sferici are aria egali cu 40x cm?, raza sferei fiind de
5 em. Stiind ¢34 una din bazele zonei se giseste la distanta de 1 cm de
centrul sferei, s¥ se determine aria celeilalte baze.

I19. A. S¥ se rezolve in R ecuafiile : i

13 1
L. Vw 2By =) + VI — ) + VT— = =g@ty+z + 0.

2. log(2° + 0,22 + 0,2) = 1 — logy(@ + 5).
B. S# se rezolve in (0, ©/2) X (0, =/2) sistemul
logsiax €OS ¥ + 10Zeosy 8in @ = 2
{logmx cos ( — ¥) — 10geos(z—y) COS = 0.

C. Fie O punctul de intersectie al diagonalelor trapezului isoscel
ABCD, in care AD = CD = BC = A0. Si se determine mdsura unghiu-
lui A/BB.

D. Piramida [SABCOD] are ca bazi pitratul ABOD de centru 0,
jar SO perpendiculard pe planul bazei. ,

1. Stiind o% AB = 3)/2 cm §i SA=5 cm, si se calculeze aria laterald
i volumul piramidei.

9. Se consider#i M € SB. Si se arate ¢ AC LOM si apoi s# se deter-
mine unghiul ficut de OM cu planul pitratului bazei astfel ca aria triun-
ghiului ACM s# fie minima.

3. S# se determine raza sferei inscrisé in piramidi.
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IL10. A. Si se demonstreze egalitatea -

V5 + 2 _ 4 +V2B8 +15)
yio—-Vs+ V2 -1 4 ’
B. 84 se rezolve in [R ecuatiile :
1. 45 4 2741.3% = g7. 3,
2. 25log°’a(sinﬂx+55m:: cosz+5) — % .

C. Se considerd un triunghi echilateral ABC cu AB = ¢ u.l. i
AD indlfime. Fie E punctul de intersectie dintre perpendiculara dus¥ din
D pe latura AB si paralela dusi prin A la BC. Si se determine aria
triunghiului 4ADE. :

D. S& se arate ci daci intr-un triunghi ABC exists egalitatea
sin? A = sin 2B - sin 20, atunci triunghiul este isoscel.

E. Intr-o prismd dreaptd, piitrats [ABCDA'B'C'D'] cu latura
bazei a, se face o sectiune plany prin diagonala AC a bazei §i virful D’.

Stiind cd m(4D’C) = 30° s4 se afle aria sectiunii si aria laterals a prismei.

IL.11. A. 83 se determine valorile lui m € R astfel ineit trinomul de gradul
doi m#? 4 4(m — 1)t + m — 1 s§ fie strict pozitiv, oricare ar fi ¢ > 0.

B. S% se rezolve in [R ecuatiile :

v 6 6
1. V6_E=$2—Vw-2_ﬁ.

* 2. 2sin2%—|— sin 22 = 1.

C. Se d4 triunghiul ABC cu m(4) = 60° gi m(B) < 60°. Fie D
simetricul lui ¢ fat4 de latura AB, iar £ punctul de intersectie al drep-
telor AC si BD. S3 se arate ci dacd [BF, unde F € AC, este bisectoarea

unghiului A/B\E, atunci §i [DF este bisectoarea mighiului AfﬁE.

D. Fie [VABCD] o piramidi patrulateri regulati avind latura
bazei A B=4}2u.. 5i misura unghiului diedru dintre o fat laterals si planul
bazei egal cu 60°. Printr-o muchie a bazei se duce un plan (p) care for-
meazd cu planul bazei un unghi diedru de misurs 45°. S% se determine
aria sectiunii dupd care planul (p) intersecteazii piramida §i volumul pira-
midei obfinut# prin sectionarea piramidei date cu planul (p).

IL12. A. Se consider# ecuatia (2m + 1)z> — (2m — 1)z — 2 = 0, unde
.m € R\{— 1/2}. Fir} a rezolva ecuatia, si se determine valorile lui m
astfel ca ridacinile ei si fie mai mici ca 2. .

B. S& se rezolve in [R ecuatiile :

o, 1
1. log,(logg(logy(z — 1))) =— ;
*‘2. ' 1 — 1 —_ tg2£.
cos & 2
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C. Douii drepte care pornese din acelasi punct M sint tangente la
un cerc in punctele 4 si B. Raza OB se prelungeste dincolo de B cu

N N
segmentul BC = OB. Si se demonstreze ci  (AM0) = 3m(BMC).

D. Fie [ABCDA’B'C'D’] un cul avind lungimea muchiei egald
cu ¢ ul. S se determine :

1. M¥sura unghiului diedru format de planul (4B’C) cu planul
bazei (A BCD).

2. Aria laterald si volumul piramidei [ I’A BC].

i1.13. A. Fie functia f:(—co, 0] = [3, +o0), detinith prin f(z) =2 +
+Var 1. |
S% se demonstreze ci f este inversabild si sii se determine functia
inversé.
B. S4 se rezolve in [R ecuatiile :
¢+9 _ 1
. 2 — 12 (/5"
% 2. aresin (# — 1) + are cos ¢ = arc sin (1 — ).
~ C. in triunghiul 4 BC o paraleli la BC intersecteazi laturile :« B,
respectiv AC, in D, respectiv E. Perpendicularele in D si E pe AB si
respectiv pe AC intersecteazii indltimea AA’ in punctele 3 si N. Sd se
arate ci AM[AN = AB?[AC?.

. N '
D. Fie [VABCD] o piramidé cu baza un romb avind m(BAD) = 30°
§i lungimea in#l{imii VO = h ul. Din punctul M, mijlocul indlfimii, se
duce MN (N € VA) perpendicular pe muchia laterald VA si de lungime
a ul. Si se determine aria totald §i volumul piramidei. ,

1.

I1.14. A. S se afle elementele multimii
M= {9y)elN x N| 2z — 5y + sy = 14}.
B. S# se rezolve in R ecuatiile :

1. 25log°'2(x+l)+logs(x2—l) _ -_]; -
9
2. A8 A% = AS- AL
¥%3. 14— = etg2l,
cos 2

C. in triunghiul ABC, m(4) = 45°, AB = a ul,, AC=2|2-a/3 ul.
S# se arate ¢ tg B = 2.

D. Fie [ABCDA'B’'C’'D’] o prismi oblicd care are ca bazi rombul

-\
ABOD cu latura AB = a u.l. si m(BAD) = 60°. Muchiile 44', BB/,
C0’, DD’ formeazi cu planul bazei unghiuri de mésurd 60°, iar planul
(4A’Q) este perpendicular pe planul bazei.
Si se arate ¢ii o[A44'C'C)/c[BB'D'D] = 3/2 5i s se determine aria
lateraldi si volumul prismei in cazul 44" = a u.l.
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IL15. A. 8% se demonstreze ¢i oricare ar fi » € IN* are loc inegalitatea

1 1 1 3
mti Ty T TS
B. S# se rezolve in R X R sistemul
O e it
lg(5x)* — lg(zy)® + 1g(2y)* = 1.
C. 84 se rezolve in R ecuatiile :
1. sin?x — 3sin®-cosx — 4 cos*x = —3.
2. gsin2e-cos2s+ooshr + gsin2x-c052xTénSSx — V3 + ig

D. Intr-un cerc de diametru AB si de centru O, perpendiculara
dus# pe mijlocul razei OA taie cercul in C si D. Dintr-un punct M € 0D,
cu OM = z ul, se duc perpendicularele ME si MF pe coardele AC si
respectiv BD. Si se exprime suma ME - MF in functie de raza B a cer-
cului si de distanta .

E. Se di o sferi de centru O, cu raza de lungime R, §i un con
circular drept SA B circumseris sferei §i ale cirui generatoare sint tangente
sferei in punctele situate pe un cerc de diametru CD cu centrul in O,.
Se consider# conurile SCD si OCD avind ca baze cercul de diametru CD.

1. S4 se afle volumele conurilor SCD si 00D in functie de R §i =,
N
unde z = m(CS0).
2. Si se afle x astfel ca suma ariilor laterale ale conurilor SOD i
OCD s% fie egald cu |/2/4 din aria sferei.
I1.16. A. Si se giseascd elementele mulfimii
M={@®y)eZ x NI(2z — 1) (y + 2) = 3zy}.

B. Fie ecuatia 22 4 42 4 8 = 0. Fird a rezolva ecuatia si se arate
e o = af = —64 si 2 | 2} = " + 2t = 0.

C. S# se rezolve in [R ecuafiile :
1. logg(18 - 3% + 1) = —z logyee.
2. cosz - Y3-sinz = 1.

D. Fie AO mediana triunghiului dreptunghic BAC, d perpendi-
culara in 4 pe AO si B’, O’ proiectiile punctelor B, C pe dreapta d. S3-
se arate ci cercurile circumsecrise triunghiurilor ABB' si ACC’ se intersec-
teazi intr-un punct situat pe ipotenuza BC. .

E. Se considerii un trunchi de con avind inilfimea 00’ =4 ul,,
generatoarea 4D = R + r §i aria sectiunii axiale ¢[ABCD] = 20 u.a.

S4 se determine aria si volumul trunchiului de con.

I1.17. A. S& se determine funcyia polinomiald f:[R — [R care si satis-
facii conditiile :

f)y =1 : 1)
Vz,yeR, f@ + y) = f@) + fly) + 2y (¢ + y + 1). (2)
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B. 8i se rezolve in R ecuatiile :
1 323423 — 2%) 4 — 7-3 -0 + 4-x-2° — 2(2° — 2 3%)=0,
X2. 2sin 3w+tsin @ + |3 - cos z = 4.

C. Se d# un p#trat ABCD, avind lungimea laturii ¢ u.l. Pe latura
BC se ia punctul F astfel ca CF = @/3 u.l. Fie F punetul de intersectie
al dreptelor DE §i AB, iar ¢ mijlocul segmentului [DF]. S& se afle
ariile triunghiurilor DOG §i CGF.

D. Se considerd un cilindru de rotagie avind centrele bazelor in
O si 0’ i raza R; inilfimea cilindrului are lungimea 00’ = RJ/2 u.l. Fie
A un punct de pe cercul bazei cu centrul in O i B un punct al cercului
cu %e(;ltru in 0, astfel ca unghiul razelor 04 i O’B si aibd misura_egal
cu 90°,

S# se arate cii' toate fetele tetraedrului [0A0’'B] sint: triunghiuri
dreptunghice i s% ‘se caleuleze oi([0AO*B]). " *'* -t T

IL18. A. Sﬁﬁse‘rezélve in mulfimea R ecuatﬁle': o

L p-2-38+2 -5 =3+
. .,.:‘i(2; 10g4(68w +4) — 4‘10g16($ + 1) f=-1. - >‘ '
‘ PG LA Coaeab T e G e S
‘1“.1*3'.:“‘;" SITC T . 8inSz +‘COSB$V=%._

N
B. Se d4 unghiul 20y §i A, B doul puncte situate pe semidreapta
[0z, (0A < OB), prin care se duc doud paralele care taie semidreapta
[Oy in O §i D. Dreapta dusi prin D, paraleli cu BC, intersecteazs [Ox
in B. S4 se arate ci OB este medie proporfionaly intre 04 §i OF.

C. Fie ctg z = 3/4, » € (0, ©/2). S% se calculeze valoarea expresiei
B =sin(“3—n— w) -cvos('?ﬂ +a>)
"\ 2 2

D: Intr-un con, a cirui generatoare face cu planul bazei un unghi
de 60°, se inscrie o sferd de razi R. '
1. S% se exprime in functie de R volumul conului gi s# se arate c#
aria sferei reprezint# 2/3 din aria laterald a conului.
2. S# se determine la ce distantd de baza conului trebuie si se duc
un plan paralel bazei conului, astfel ca diferenta ariilor sectiunilor de con
§i sferd sd fie egalsi cu 4/9 din. aria bazei conului. o :

II.19.5A. Se di functia f: '[R >Fc R, f(#)=V(—m+0,6)22—z—m—0,5 3
1. Ce valori poate lua m?
2. 8% se afle in functie de m codomeniul functiei f.

B. Pentru orice n €N, #>2, keN, s3 se stabileasch egalitatea

Ckpi—1 + Cifi, = CELL. ’ (1)
Folosind (1) s se arate c#, are loc §i egalitatea
Ci+Cia+ ..o + Clynay = Ol (2)

74



C. Pe o dreapt¥ @ se considerd punctele 4, B, 0, D in aceastd
ordine, astfel ci AB = 2a u.l., BC = 2bul.,, (D = 2¢ ul,unde 0 <a <
< b < e. Se construiesc cercurile de diametre AB, BC, CD, cu centrele
respectiv in 0,, 0,, 0,. S& se demonstreze proprietatea : condifia necesard
si suficients ca aceste cercuri s admiti o tangents comuns este ca b
s# fie medie geometric# a numerelor a §i c.

D. S4 se rezolve in [R ecuatiile :
4
4-]0332 9
7 ~3_:
Va2
. ] 1
*2. sint 2 + cos m=—2—'sm2m.

E. Se considers o sfers (8) de centru O si de razi B =3 ul. si
un con de rotatie (0) cu raza bazei a §i infilfimea h, circumscris sferei.
8% se determine @ §i % in functie de R astfel ca sectinnile obyinute in (0)
gi (S) printr-un plan dus prin O, paralel cu planul bazei, 83 aibd ariile
in raportul 25/16. : :

11.20. A. Se consider® ecuatia (m — 1)@2 — 2(m + 1)z 4- m 4 2 =0,
m e R\{1}. Si se giseasc} o relaie independentd de m intre ridicinile
ecuafiei.
B. Si se rezolve in [R ecuafiile :
1. log,(log(Va + 5 + Va)) = 0.
X2, sinz 4 Y3 cos ¢ = 2.

C. Se consider# triunghiul ABC avind lungimile laturilor egale cu
a, b, o. Fie AD bisectoarea unghiului BAC cu D e BC. Se construiesc cer-,
curile (C;) de centru B i razd BD i (C,) de centru C gi razi OD. S&.
se calculeze lungimile tangentelor AM §i AN duse din A la cercurile (C;)
§i respectiv (0y).

D. Se d% triunghiul ABC avind BC = 3 u.l,, A0 = 2 u.l. §i unghiul
C ascutit. Fie V, volumul corpului obfinut prin rotirea triunghiului in
jurul dreptei BC i V, volumul generat prin rotirea triunghiului in jurul
unei perpendiculare dusi in virful O pe latura BO. 8% se calculeze V,
§i V, si s% se deducs misura unghiului € in ipoteza V,/V, = V3/4.

I1.21. A. S# se arate ci numirul
3 3
19 ) V19 o
”=Vﬁ+yi+ e
este rational.

B. Si se calculeze modulul §i argumeéntul expresiei

_ (=V3 + 1)1 — cos « + isin ) ™
E= 1+ cos a — isin o » 0 <a <3

2
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C. Si se rezolve in [R ecuatia :

1 + log, (63“1 +%) = logg; 9 + logy(62°+1 — 4).

D. Se considerd triunghiul A BC si D un punct mobil pe latura BC.
Fie E intersectia cu latura AB a paralelei dusi prin D la AC si F inter-
sectia cu latura AC a paralelei dusd prin D la AB. S§ se giiseasci locul
geometric al mijlocului segmentului [EF].

E. Se considerd tetraedrul [DABC], cu D4 = DB = DC = a ull.,
AN PN Py
m(ADB) = m(ADC) = « si m(BDC) = B. Si se afle in functie de e, «

§i B distanta de la punctul D la planul (4 BC) si volumul tetraedrului;
apoi s# se deducid distanta de la A4 la planul (BCD). ,

I1.22, A. Folosind semnul functiilor de gradul intii si doi, si serezolve
inecuatia
(7T—2x) (@ + 2 — |4 — 52))
' x2— 9

< 0.

B. 84 se rezolve in R ecuafiile :
2

17?
Z

3 1

4 6 9
2. 4a2 sin ( + B)-sin(x + C) = (b + ¢)2 4 2be,

unde B, C sint mérimile unghiurilor ascugite ale unui triunghi dreptun-
ghic BAC, iar a, b, ¢ sint lungimile ipotenuzei si catetelor triunghiului.
C. Fie o dreapté d pe care s-au marcat punctele 4, O, B, in aceasti
) P
ordine. Prin O se duc semidreptele [Oz, [Oy, [0z, astfel ca unghiurile A0z,

AN N P

x0y, y0= §i 20 B s3 fie congruente intre ele. Pe [0z se ia un punct C astfel
incit 0A = 0C. Fie D, F punctele de intersectie a dreptei AC cu semi-
dreptele [Ox, [Oy. S3 se arate ci 4D = AC- DE. , :

D. Intr-un trapez isoscel ABCD, un unghi ascutit are misura 45°,
iar latura oblici AD are aceeasi lungime cu baza mici CD, unde CD =
=a ul

S# se afle aria si volumul corpului obfinut prin rotajia suprafetei
trapezoidale [ABCD] in jurul dreptei AB.

IL23. A. Se considerd functia f: [R — R definit prin

—z + 2, daci z <0
fl®) =42, daci 0<2 <1

2 — 22 + 3, dacih z > 1.
S3 se determine valorile lui x astfel ca f(x) -+ fl—=) = 6.

B. 84 se rezolve in [R ecuatiile :

1. 3% 4 3%+ 4 3%+2 = 3. (127 4 12°7Y),
X 2. logy(72 - 3% + 1) = —a - logy, 4.
*3. sin? 22 — sin z - sin 8z =2cosw+'% - cos 2w,
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C. Se d% un patrulater convex ABCD, cu AB = CD. Fie Me
e Int(4 BCD). S& se afle locul geometric al punctului Jf care satisface
egalitatea .

MA? + MB? = MO? -+ MD?

D. Se considerd tetraedrul [SABC] in care S4 = 2¢ ul, SB =
= §C = a}/3 ul.,, AB = AC = a ul, iar unghiul dreptei S4 cu planul
(ABC) are misura 45°. Fie M mijlocul muchiei SA, N mijlocul lui BC
si D proiectia lui S pe planul (4BC).

1. S% se arate ci BC L MN, BO L SA si ABCD este pitrat.
2. S% se calculeze aria i volumul tetraedrului.

11.24. A. S% se determine mulfimea perechilor de numere reale (7, ¥)
astfel ca (z — yi)2 =3 — 4yi.

B. Si se rezolve in R ecuatiile :
1. 48 - 0312 = Al

2. loggx + log® + log,z = 1?1.

C. Pe semicercul de diametru AB, cu centrul in O §i raza E ul.
se considers un punct oarecare M. Tangenta in M la semicerc intersec-
teazs in P si Q tangentele duse in 4 si B la semicerc. S# se arate ¢
trinnghiul POQ este dreptunghic si s& se deducy relatia AP - BQ = R,

D. Trei unghiuri pozitive o, B, y fac impreuny 135°. $tiind c
p—a=y—Bsicd tg o+ tgp+ tgy =05, si se determine tg «, tg B,
tg y,? sin 2« §i cos 2y. Ce concluzie se poate trage asupra unghiurilor «,
By v*¥ .

E. Se considers un con circular drept cu raza bazei B u.l. gi indl-
timea & = 2R u.l. Dac¥ V este virful conului §i O centrul cercului de bazé,
:f, se 3alculeze raza cercului de interseciie a conului cu sfera de diame-

u VO.

11.25. A. S% se arate cii pentru orice numir intreg, strict pozitiv, n, are
loc inegalitatea

lg(n + 1)> 5}—;@- 4 1lg .

B. Si se rezolve in [R inecuatiile :

1. w‘°34("+2)-‘°32" P 1.

2. 3 sin # > 2 cos? z.

C. In triunghiul dreptunghic BAC (m(4) = 90°) se cunosc lungimile
catetelor AB = 6 u.l., AC = 8 u.l. Fie M €(4B). Paralela dusd prin M
Ia BO intersecteazd latura AC in N, iar dreptele BN gi O se intersec-
teazd in P.

1. S& se determine locul geometric al punctului P cind M descrie
segmentul (4B). : ‘

2. In ipoteza ci m(BPC) = 135°, s se calculeze distanta de la A
1a dreapta MN. .
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© XD. O piramidé patrulaters regulaty are muchiile laterale de lungime
a u.l. si indltimea de lungime b u.l.

1. Dacd « este misura unghiului diedru format de dous fete laterale
aliiturate §i 8 méisura unghiului pe care muchiile laterale il formeazs cu .
laturile bazei, si se arate ci cos « -+ ctg? g =0.

2. Fie (p) planul paralel cu planul bazei §i care trece prin miljocul
indlfimii piramidei. S% se calculeze aria laterall si volumul trunchiului
de piramid# obtinut. '

I1.26. A. Fie o funcfie f: R —F < [R pentru care exists relatia ‘
‘ 3f(w) — Bf(—) = 202 + 2@ + 4, (1)
pentru orice # € [R. S4 se giseasci legea funciei S si mulfimea valorilor 7,
B. Si se rezolve in [R ecuatiile :

1 1 1
6:9° — 136 4 6:47 = 0.

X 1
2. logy(log, (logis(logs(#? — 16)))) = 3
.2
@
X-3. sina:-cosg=V1—+$v.

C. Laturile unui triunghi sint in progresie aritmetici cu ratia 1,
iar aria triunghiului este egals cu 30)/2 u.a. S4 se afle laturile si unghiurile
triunghiului. .

~ D. S se calculeze aria laterals si volumul unui trunchi de con
gtiind cd raza bazei este egals cu RY3 u.l. si ci in acest trunchi se poate
inserie o sferd de razi R u.l

I1.27. A. Se considery functia f: B - F, cu E, F c R, dati de f(z) =

=V-2+1+4 V=2 =32
S& se giiseascd mulfimile B, P si s# se studieze monotonia functiei
J pe mulfimea B.

X B. Se consider# un triunghi 4 B0O in care exists relatiile : -

b- V2 + V3=a + ¢, m(6) — m(4) = 30°.
S4 se calculeze :

1. Unghiurile triunghiului.
2. Aria triunghiului pentru b =1 u.l.

1 1
C. Si se determine # din expresia (Jo'*% 1 |z )8 stiind o5 al
patrulea termen al dezvoltirii sale binomiale este 200,

D. Se d% triunghiul oarecare 4 BC. Perpendiculara din ¢ pe latura
AC intilnegte cercul circumscris triunghiului A BC in D §i dreapta AB
in B. 84 se arate ¢} BD 1 AF si ¢4 BD* = BE- AB — DE - DC.

E. Se considerd o piramid$ patrulaters regulatd, care se secfio-
neazd cu un plan paralel cu planul bazei. Si se demonstreze cd, condifia
Decesard si suficientd ca si existe un punct egal dépirtat de cele sase
fete ale trunchiului de piramids format este ca inilfimea trunchiului si
fie medie proportionaly intre laturile bazelor.
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11.28. A.Fiex,y € IR astfel ineit s% aibd loc propozitiile : p(, 9) + o + ¥y =
= 4, () s 0 + y° =12, Sk 8e’ arate 6&: p(w, y) /\ q(w, y) 1mphc§. pro-

pOZItda r(m, y): a8 + y = 40 AN BRI
B F1e q,> 0, a € IR §1 numerele complew 7 = a + a1, zg -6 +

‘+a1, zs——a—a,l, %= @ — ol

... S#% se arate ci imaginile acestor, numere, smp_,,\r;n;fpx:ij,e(:nnm pﬁ.p;'ja,p.

-Care_este lungimea, Jaburii, pEtratmlui® o e s

C. S% 6 fézolve 1h’ R écuatiie’:

1. ?‘7”“’"‘;*V.’L""——L:5 _+11Vw_6=V§+V§'.\ o
0 1+ log(6— %) _
' log(3z — 2) .
3. V93+4 VO 52-F — i .
2
-x—4 S tgw - tg 28 if_f"“g]/g, o AR S _;; .

| D, Pe dmgonala BD a pa.tra.tlﬂm ABOD 56 cons1dex:5, punctul va-
riabil M. Perpendlculara in M pe .AM mtersecteazﬁ, dreptele C’D si CB
m’ E §1 respectlv B
YL, S%'se arate’ e ME R st AE Al’ ' T
2 Sa se calculeze la,turlle tnunghlulm AME m functle de 1ung1mea

'laturn AB = a ul s de mﬁ,sura, unghmlul BAM = a.
- ..3.1n ipoteza « = 45°, 8k se_calculeze volumul obtmut prm rotlrea
tnunghmlul AME in ]urul dreptel AB. , ESTITIRT,

1129, A, ‘Se a4 funcia f:1 R >R definits prin .| fﬂ'f  ", L
f(:c) { —z 42, daciz<l SERTTEE
‘ mm+3 ; dacé.w 1, meR...

S4 se determme m astfel ca functia f sa. fle m]ectlvé, 8. SurJectlvi
Pe R.
B. S& se rezolve in R X R sistemele: =~

X1 {(3) +(2‘) 36
coe s cle—yt 20y =800
513
2, {”” tY="g
logyw + log.y =1

. In triunghiul ABO, AD este iniljime, iar AE medmnﬁ. (punctul
D este situat intre punctele B gi E). 83 se.determine laturile i }n\ghm-

P
rile tnunghmlm ABC cunoscmd AD = aV3 ul. gl m(BAD) m(EA o)
=380°% ‘
" D Stund cé. cos(a,—}-b) ——0 sé, se. arate e sm(a+ 2b) smau
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E. Se considerd ecuatia cos? (3z — z) = 1.
1. 8% se arate ci imaginile solutiilor ecuatiei sint virfurile unui he-
xagon regulat A BCDEF.
2. S3 se determine aria §i volumul corpului objinut prin rotirea supra-
fetei [ABODEF] in jurul axei de simetrie care leagd, dou# virfuri opuse.

I1.30. A. Se considerd functia f: R — R, f(z) = J lw| + |—« + 1|. Uti-
lizind relagia care exist¥ intre graficul unei functii inversabile si graficul
functiei inverse respective, si se reprezinte grafic funcfia f.

B. Si se rezolve in (IN*\{1}) X (IN*\{1}), sistemul

2004 —1) = - AL,

23— X -
1T L@ )" S gy,
C. Fie ABCD un patrulater. Si se demonsireze proprietatea :
Conditia necesars si suficients ca patrulaterul s fie convex este
AC n BD # 0. '

D. Fie un t.riﬁnghi- oarecare ABC, iar M si H respectiv mijlocul
laturii AB gi ortocentrul triunghiului dat. S3 se demonstreze relatia ;
AB? = 2. (CM? + HM? — H(?).

E. Se di tetraedrul [4 BCD] in care AD1 BD, BD 10D, CD 1L AD.

Se cere :

1. 54 se arate c# proiectia virfului D pe planul (4 BO) este ortocentrul
triunghiului 4 BC.

2. In ipoteza ci triunghiul 4 BO este echilateral si are lungimea, latu-
rii @, si se arate ci muchiile laterale sint egale si s se caleuleze volumul
tetraedrului.

II31. A.Fie: R >R si 4, B c [R. Si se arate cj :
1. flA n B) = f(4) n f(B).
2. Dach f este injectivi, atunci f(4 n B) = f(4) n f(B).

B. S4 se determine numerele intregi k¥ # —2, astfel ineit ridicinile
ecuatiei (k + 2)82  (2k — 1) + &k — 1 = 0, s3 fie rationale.

C. S se arate cii oricare ar fi # € N, are loc egalitatea

sin 2"+l

cos2°@- cos2'w- cos 22w ... cos 2% = ——D
2**1. sin @

D. Intr-un semicerc de diametru .4 B se inscrie un patrulater 4 BOD,
Fie P un punct arbitrar pe latura CD i Q@ proiecfia lui pe A B. S4 se arate
cd Q4-QB — PD - PC = PQ2.

E. O prismd oblici [ABCDA’'B'C’'D’] are toate fetele romburij
(romboid), avind lungimes muchiei a u.l. §i mésura unghiului dintre dous
muchii consecutive de 60°. Si se afle aria total} $1 volumul prismei.



I1.32. Intre ce limite pot varia numerele reale « gi y, in conditiile
' —2<2+4+y<2 —4<ay<4?
B. 84 se rezolve in [R ecuatiile
i 241 17 Vg z
1. — -] — LA I
- 5 -

3

3
1 . 4
2. p 3 (loggz)? — Vlogz 7=

C. Si se discute §i si se rezolve ecuafia in [R

2mcos’x + 2s8in2@ 4+ meos 2 = 1. )
D. Fie ABC un triunghi oarecare §i M mijlocul laturii BC. Bisec-

N Py
toarele unghiurilor AMB §i AMC intersecteazd laturile 4B, AC in N,
respectiv P. S§ se arate ¢ :
1. NP este paralel cu BC.
P2. 2+ M@ = NP, unde @ este punctul de intersectie a dreptelor 4 ¥
§i NP. '

E. Fie 4, B, C, D patru puncte fixe in spatiu, iar (p,) si (p,) dous
plane paralele ce trec respectiv prin 4 §i B. Se noteazi cu M §i N proiee-
tiile punctelor C si D respectiv pe (p,) si (p,), S4 se determine locul
geometric al mijlocului segmentului [MN].

11.33. A. 84 se rezolve in [R ecuatiile :

3
1. Vze+38—-Vo+2=1.
2. N

B. O comisie de operafiuni militare strategice este compuss din
7 membri. Documentele cu care lucreazi aceastd comisie se inchid intr-un
seif. Cite broagte trebuie s¥ aib# acest seif §i cite chei trebuie s% aibi
fiecare membru al comisiei pentru a nu avea acces la documente decit
in cazul cind trei membri din comisie sint prezenti?

C. Si se rezolve in €\ {0}, ecuatia #* = i3? (7 fiind conjugatul luiz)*
D. Fie ABC un triunghi §i D, E, F picioarele iniltimilor. S% se
arate ci :
1. Triunghiurile AEF, DEC §i DBF sint asemenea cu triunghiul
ABC;
2. Bisectoarele triunghiului DEF (numit ,,triunghi ortic’’) coincid
cu indltimile triunghiului 4 BC.
E. Daci I este centrgl cercului inseris in triunghiul A BC, si se

arate ci Al = 4R sin%sing-
F. Se considerd tetraedrul [ABCD] in care AB 1 B0, AB1 BD,
AC = AD = a2 ul, 0D = 2a ul, ¢[BCD] = a2/2 u.a. Se cere:
1. Misura unghiului diedru determinat de semiplanele inchise limi-
tate de dreapta OD si care confin punctele 4 §i respectiv B.
2. Volumul tetraedrului §i distanta de la punctul B la planul (40D)

8 —c. 60 ) 81



1134, ‘A. 54 se rezolve si s¥ se discute in R ‘ecuafia -

Vw +3+2)—3 +me+-;— —2V@ =3 =2/3
unde m este un parametru real F :

B. S# se determine toa,te valorlle lm P .—,e 0, 2z € €, care satisfac
egalitatea 22 + |2| = 0 (|| este modulul numérului complex 2).

C. Printr-un punct variabil J> situat pe latura BC a unui triunghi
ABC se duce o paraleli la mediana AM, M:fiind mijlocul laturii BC.
Aceast? paraleld inersecfeazd dreptele. AB §i.40 in punctele E si res-
pectiv F. S% se arate ¢4 : AE/AB AI"/AO §i DE 4 DF = const.

Si’m se a,ra,te ca tnunghml ABC m care ScosA ~cos B cosC =

. B. Aria unui tetraedru regulat este 144V~ em2 Se cere:
1. muchia tetraedrului;
2. volumul tetraedrului; BT ‘w"‘:
3. raza sferei circumserise tetraedrulm

I1.35. A. ‘Se considerd ecuatia 2234 2% — (m+ 1)&—m =0, cu m
un. parametru real. 8% se: determme m € IR astfet ca toate ré,défomlle ecua-
tiei 88 fie mai mici ¢ca 1.: :

B. 84 se arate ¢ valorile pohnomulm f X1° X7 + X X + 1
sint striet pozitive oricare ar fi X = a.real. .
Ce se poate spune despre ridicinile polmomulul bii

C. Fie z un numiir complex nenul. $% se determme valoarea, maximé
pentru |z| (modulul numarulm 2) astiel incit 2+ = i = 2 gi s& se precizeze
| .

apoi cine este z.

" D. Pe laturile tnunghlulm ABC’ se comtrmesc, cu vu'furlle in ex-
terior, trnmghmnle ADB BEG §l OFA a,stfel ineit AD/BD BE|OE =
= OF[AF —-k$1 m(A_DB) m(BEG) m(OFA) Fle M N, P Q, R, T
respectiv muloacele segmentelor [BC'], [OE], [E'F], [AC'J, [O’D] i [OF]

S% se arate c¢i:
1. Triunghiurile MNP, PQT si ABC sint asemenea.

2. Patrulaterul M PQR este paralelogram
' B. 84 se rezolve ecuatia
(1 + m) cos @ - cos (28 — «) = (1 + m-cos 2@) - cos (¥ — @),

unde « este un numé,r real dat, iar m un parametm real ce trebme pre-
cizat.

P. Fie [ABCDA'B'C'D’'] un cub avind Iungxmea, muchiei ¢ u.l.
S se calculeze distantele de la punctele 4,"B, ¢, D’ la planul dus prin
mijloacele muchnlor care pleacﬁ. din virful A "

11.36. A. Sﬁ, se rezolve in B ecuat,la

V25-—a>+]/m—5=4
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B. Se consider¥ sirul cu termenul general a, = V2+,-V2+. .. +)2
unde numiirul radicalilor suprapusi este n (n € IN*).
S% se arate ci

C. Fie 2 = _‘V2_3 — 1% S4 se determine n>2, nelN, astfel
ca 2" =z,

D. Se considers piramida patrulaters [0ABOD] cu baza un drept-
unghi (4B = ¢ ul, BC = b ul) §i muchia 04 perpendiculars pe planul
bazei (OA = h u.l.). Se noteaz# cu F §i F respectiv mijloacele segmentelor
00 si OD.

1. S& se precizeze (demonstrind) ce fel de patrulater este ABEF si
88 se calculeze aria acestui patrulater.

2. 84 se afle aria laterald gi volumnl piramidei.

1137, A. 8% se determine toate perechile de numere intregi (z, y) care
verifich ecuatia 2 + ay + y: =0 4 y + 2.

B. Folosind monotonia, functiilor exponentiali si logaritmics, s&

se rezolve sistemul
1YV 1yv 5
( 4 ) * (27) 6

log. & — log y =

4 27

C. Fie ABC un triunghi oarecare avind toate unghiurile ascutite.
Dacs A’, B’, (" sint picioarele iniltimilor din virfurile 4, B, C, iar H
ortocentrul §i R raza cercului circumseris, si se arate ci

HA’cos 4 + HB’cos,B + HC' cos ¢ = 6 R cos A cos Bcos C.

D. Intr-un triunghi ABC se cunoagte A = arc cos (7/8), B0 = &
ul. si by = hy + k.. S4 se afle lungimile laturilor AB, AC si aria triun-
ghiului.

E. Intrun trunchi de piramid# patrulaters regulatd
[ABODA’B'C'D'] se cunosc lungimile muchiilor bazelor gi a muchiilor
laterale, egale respectiv cu 2 cm, 6 cm si 4 cm, Pe muchiile A4’, BB,
00’ se considery punctele M, N, P astfel ¢ AM =1 cm, BN = 2 cm,
CP = 3 cm.

S3 se determine aria triunghiului MNP si volumul trunchiului de
piramidé.

1.

I1.38. A. 8% se rezolve in [R ecuatiile :
T 1
1. 6V2" — 2% —38,
*-2. 8in # 4 cos # = |2 sin 3%.
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B. 1. Daci @, y sint numere reale strict pozitive cu # >y, atunci

z? 2r @ —
. y
-9y 9y y
2. Folosind (1) si se arate c# in orice triunghi ABC are loc inegali-

> 8. (1)

tatea

corB=C 2,
2 R
in care r si R sint respectiv razele cercului inscris §i cercului circumseris
triunghiului. Cind are loc egalitatea ?

C. Se considers dreptunghiul ABCD in care AB =9 cm §i AD =
= 3 em. Pe latura AB se iau punctele E si F astfel ca AF = EF =FB.
Fie M si N punctele de intersectie cu dreptele DF si respectiv DB a
perpendicularelor in ¥ §i F pe AB.

N N N
1. S# se arate ci m(AED) + m(AFD) + m(ABD) = 90°,
2. Si se calculeze aria patrulaterului BMNF si valoarea raportului
s[DMN]/s[ABCD].
D. Se considers piramida [SABCD] cu baza ABCD romb de arie

A\

8 em? §i m(BAD) = 30°. Dac O este punctul de intersectie a diagonalelor
bazei, iniltimea piramidei SO are lungimea egald cu jumitate din latura
bazei.

S3 se calculeze aria laterald a piramidei i volumul piramidei patrula-

tere ce are ca muchii laterale inilyimile fetelor laterale ale piramidei
[SABCD].

E. Fie z, y numere reale strict negative astfel ca 7(z + y) =
= 3(23 — y®).

1. S4 se arate ci % +y2 > 7/3.
2. 8% se rezolve in [R* X [R* sistemul

{7(60 + y) = 3(z® — ¢?)

2)

x® + y* =25,
11.39. A. S# se rezolve in [R ecuatiile :
1. 62z+4 — 2~’C+8 . 33-‘8.
2. [logy(2% + 7) + 1]- log,,s2 = 1.
3. sin®z + cosbz = 1.

B. S# se rezolve in [R X R sistemele :

L. {w“_t?f 0@ + 1)
V2w +y — Vy = V2.
° Yoz + oy +1 =)z +1
) 32741 L QUH2 = 10 - Q22

C. 1. In triunghiul 4 BC medianele BB, si €0, intilnesc indlfimea
AA’ in punctele D si B. Si se demonstreze relatia A’D/DA + A'E[/EA =
= 1.
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2. Fie O centrul cercului eircumseris triunghiului 4 BC §i I centrul
<ercului inscris. Si se arate ¢i 2Rr = R? — O,

D. 1. Fie P = [SABC ... M] o piramid} oarecare in care se afly
inscrisd o sferd de razi r. Si se deducd relatia r = 3°9(P)/q(P).

2. Baza unei piramide este un triunghi dreptunghic isoscel cu lungi-
mea ipotenuzei a. Fata laterald ce contine ipotenuza este triunghi isoscel
§i este perpendiculard pe planul bazei, iar celelalte fete au lungimile indil-
{imilor egale cu lungimea catetei bazei. Se cere :

(a) aria totald §i volumul piramidei;
(b) volumul sferei inscris# in piramidi.

I1.40. A.1l. Si se rezolve in [R inecuatiile :

< 1. (1)

3z + 7
6

2. Folosind rezultatele de la punctul precedent, si se rezolve ecua-
tiile :

—V3z—2 > o. (2)

4 — 22 =
RS e
V3”;7+V3w—2+l/3:‘”_6ﬂ_|/3w—2=1/6. (4)
B. S& se rezolve sistemul
2?4+ y* =1
24+ 1=3
ot + yz =|3
z+z=a

unde a este cel mai mare numir real posibil, care trebuie precizat, ca sis-
temul s34 fie compaitibil.

C. Fie ABCD un pitrat si M un punct oarecare de pe diagonala
BD 3 pétratului. Si se arate c¥ cercurile circumserise triunghiurilor DA M
$i BA M sint congruente gi ortogonale.

D. 84 se afle numerele complexe de modul 2, care verifici egalitatea
122 + 22 4 6| = 2.

E. Se consider# prisma dreaptsi [ABCDA’B’C’'D’] cu baza pitra-
tul ABOD de laturd a. Prin virful A se duce un plan («) care taie supra-
fata lateraly a prismei dupd un romb cu misura unghiului ascutit de 60°.
S se calculeze : aria rombului de sectiune, unghiul diedru format de pla-
nul («) cu planul bazei prismei si distanta de la virful rombului opus lui
A la planul bazei prismei.

J14l. A, 8% se determine numerele reale € (—1, 0) astfel ca
4o(20% — 1) = 1.
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"B. Si se rezolve in multimea numerelor naturale ecuatia
13(2%2 + @* + 9°) = 121(2y® + 1).

C. Se d% triunghiul isoscel ABC cu m(4) = m(@) = 36° 5i AB =
= BO =1 em. 84 se calculeze cos 36°, cos 108° gi lungimea laturii AB.

D. Se considerd un triunghi 4 BC gi bisectoarea AD. Prin punctul
A se duce o dreapt# (d) perpendiculari pe AD. Fie B’ proiectia punctului
B pe dreapta (d) §i E simetricul lui C fati de dreapta (d). Si se arate
ca: )

1. Punctele B, A si F sint coliniare. .
2. Perimetrul triunghiului BB’C este mai mare decit perimetrul
triunghiului ABC.

E. Se consider# un con circular drept cu unghiul de la virf de 60°.
in interiorul conului se giisesc trei sfere egale, de razs » = 1 cm, tangente
dou# cite dousi §i toate tangente bazei §i suprafetei laterale a conului.
S& se afle raza bazei conului.

11.42. A. Fie {#} =1, cu ¢ (0, 1), partea fractionari alui #z € R\ Z. Si
- se demonstreze proprietatea : condifia necesard i suficientd pentru ca
[#2] = [#]* este z € (é, 1__—;_;2_), unde simbolul [ ] reprezint partea
intreags.
B. S4 se rezolve in [R ecuatia
V722 + 282 + 26 — V542 + 52 + 10 = |52 + 20.

C. Se consider#i un triunghi isoscel ABC, cu m(4) = 36°, inseris
intr-un cerc §i o coardd MN de lungime 3 em care este impérfitd de laturile
congruente AB §i BC in trei pir{i prin punctele F € AB, F € AC, astfel
ca ME = EF = FN si AE = CF = BC. 8% se determine lungimile latu-
rilor triunghiului §i raza cercului eircumseris.

D. S& se determine numerele complexe 2 de modul 1, astfel ca

A= f(_lﬂ_?__—{—i s§ fie cel mai mare numir real posibil.
zZ(—V3 = i) .

E. Intr-un con, cu unghiul de la virf de 60°, este inscriss o sfers
de razi r =1 cm. S& se afle aria totald §i volumul cilindrului inscris
in sferd, care are ca bazd cercul de tangentd dintre sferd §i con. Care este
raportul dintre volumul cilindrului §i volumul conului?
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L. Sublecte de "é')‘(érhen..l. propuse 6786
|ND|CAT|| $l RASPUNSURl 87-—117

IL.1. Al Condu;,ule a # 0 b2 — 4ac> 0 conduc lam € @ = (—o0, —2) U
U (—6/5, 2) U (2, +)..
2. Se scrie (2, < m2)2 — 20,2, = 1/2 inlocuind z, + @, = (3m +
+ 2)/(m — 2), a:, m2 (m + 1)/(m — 2), 80 obtme m = —-2 ¢§D §i
",/’2,—_— 1_6/1 RN 1 R
B I eondma, &% 0, prin logantmare se ob’pme (2 lg:v -3 1ga:)(2 4+
lgm) 7 1. Notindlgw =1y ecua,pa, se sscrxet2 + 2t + 1=0=t,=-1
§i =1 10. o

BRI RS

I r‘ K ' v ;o ‘ i

e C Dm EDC DC‘B DC’.E rezult,ﬁ ADEC moscel adlcﬁ DE =

=50 §i ‘folosind ' AADE '~'AABC, se obfine DE = ab/(a +b), AE =

= (e + b) §i AD = cbj(a + b), ‘de unde 2p’ = b(a + b + ¢)/(a + b)
* D. Inlocuind cos? # = 1 - s8in? @ gi notind 45" = ¢, y > 0, ecuatia

devine y2 — 4y + 4 = 0; se obtine

| ar:e{(—l)“'1 f—+7m|k EZ} {(—1)”-%+knlkeZ}.

“B.d. f—R(l—ctgw)

e ——_(,H‘ R) ;seobtmem—eo"

T

II.2 A, I 1poteza. a0, &> @y,  rezults Ty — @ = V—/a, =14 wlwa
= b, astfel cd 1/z; — 1/:1:2 — 2 = —11/6.

.‘Conditii de exmtenfa, *—4>0, 2 —4 # 1 i —a:2+9:n—
—8>0 de. unceme(é. 8)\5}.

G Contly =1, @y = ctg? ay. sma;éo Relatia- devine ctg“a—9¢
@Ctgza—3 =ae{11:/6+knlkeZ}U{5n/6+kﬂ:]keZ}

"D.3.Din - BN=BM =z §i ACOM~AONB rezulty " GN—
— 21?»"72/(‘”2 Rz) §i BC —-a:(wz + R2)j(x? — Rz), se obtine: ~-— .

o(0) == ”(T_;le’-u 5, a(0) = 60) + ne* ua,
‘ ’,‘?(G) : 2—RR$4;-11.V.
L 8@ — By

11.3 A Se scrie expresm sub forma E= V(33 + 10)/2) 4 V(12V5 + 6V10)
si se folosegte formula |4 + VB ;!:VB VA + C:EVA - 0, unde € =

V4= — B = |/209 — 60y2 =10/2 — 3,E_1/15+10V§+]/10+V64.,
Vio+ V5 + V8 + V2
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B.1. Ecuatia se scrie 9(9° 4 1/9%) — 6(3% + 1/3%) — 62 = 0. No-
tind 3% 4+ 1/3* = t, ¢ > 0, ecuatia devine 952 — 6t — 80 = 0, cu ¢, = 10/3,
iar {, = —8/3 < 0 nu convin:. Se obfine ecuatia 3* 4 1/3* = 10/3 care
se rezolvi ficind notatia 3* =g, y > 0; rezultd &, =1, %, = —1.

2. 4(cosz —sinz)+ Y2 —2/2-sinz-cosw+ 22 =0
< 4(cos & — sin @) + J2(cos ¢ — sin 2)2 + 22 =0 =

. ~ . T
= o8 & — $in # = — /2 < sin (m——i—)=1=¢>
* /

—_1) e R
=we{( R

keZ}.

C. Fie N punctul de intersecfie a bisectoarei 4 M cu paralela dusd

din O la AB si N’ punctul de intersectie a bisectoarei A’M’ cu paralela, .
dusi din O’ la A’B’; triunghiurile ACN §i A'C’N’ sint isoscele. Din
AABM ~ ANMC rezulty AB/CN = AM|/MN, sau folosind 4A40=CN,
putem scrie AB[(AC + AB) = AM|/AN (1). Analog, din AA'B'M’~
~AM'C’N' se obtine A'B'[(A'C’ 4 A'B’) = A’M’[A’N’ (2). Folosind.
AB=A'B', AC= A'C'siAM = A’M’, din (1) §i (2) rezulty AN = A'N’,

adich AACN = AA'C'N’ 5i AABC = AA'B'C.

Altfel, se foloseste lungimea bisectoarei 1, = ;:2_—— Yoepp — a) si
[

= 1o -Vb’c’p’(p' —aYeu b =¥, c=c¢5il, =1, Scobfine a = o',
¢
astfel ci A4BC = AA'B'C'.

D. Din AAPR = ABQR = ACRQ, rezulti APQR echilateral.
Fie AB=qa, PR=Dbgi AP =2, z €(0, a). In AAPR se aplici teorema.
cosinusului % = 22 + (@ — 2)> — 22 (@ — &) cos (=/3) sau b = 3(x —
— a/2)2 4 a?/4 §i deci b >a?[4. Dar ¢[ABC] = (a2 -sin 60°)/2 5i c[PQR]=
= (b2 - sin 60°)/2 si folosind 432 >a?, rezultd 4c[PQR] > c[ABC].

E. Fie O mijlocul segmentului [4 M ] (fig. I1.3.E). Planul mediator
al segmentului [AM] intersecteazii planul (4 BC) dupid dreapta OP —
mediatoarea segmentului [4M] c
c (4B0). Din AAPM isoscel gi din
teorema unghiului exterior aplicatd.

N
in AAMB pentru AMP, rezultd
P N N
m(PAC) + m((AM) = m(AMP) =
NN N
= m(MAB) + m(ABM). Folosind
N N
m(CAM) = m(MAB), se obline

2N N

m(PAC) = m(ABC), adicd AP este
tangentd cercului circumseris triun-
ghiului 4 BC si tangenté la sfera cir-
Fig. 11.3.E cumscris$ tetraedrului [A BOD]. Ana~
log se arati c3 dreapta AQ este
tangent# la sfera circumscrisd tetraedrului [A BCD] si prin urmare planul

(APQ) este tangent la sfera circumscrisd tetraedrului [ABCD].

IL4. Al. A =0=m; =1, my, = 14.
2.5—m <08 A =—m?+ 15m — 14 < 0, adicd m € (14,4 0).
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B. Se imparte prin a%b* si se noteazi (-i;-)‘r = {; se obfine #; =1,
ﬂwz = —ln
C. @ e{_’z‘- +kn]keZ},y € {1;— + 2kx [keZ} u {—% +2kn[keZ} .

D. Se folosegte aseminarea triunghiurilor.
E. oT) = 28/974 cm2, VO = h = 72)/3 cm.

11.5. A. Fie k= [(# — 3)/2), keZ, atunci k < (—3)2 <k+1si
L<(a;——2)/3<k+1sau2k+3<x<2k+5 i3k 4+2< 2 <3+
+ 5, keZ. Se observi ci pentru k =2,3,4,...;3k+2>2k + 3 i
3k 4+ 35>2k+ 5 astfele%i3k+2<w<2k+5=>3 +2<2k+5=>
=k <3.Pentru k = —1, —2, ... avem 3k + 2 <2k +3§i 3k + 5 <
< 2k + 5, astfel c& 270+3<w<3k-1—o=>2k+3<3k-{-5=>
= k> —2. Prin urmare, ecuatia admite solutii pentru k € {—1, 0, 1, 2};

xe[l,2)u[3, TYU[89).

B. Inlocuind # + y = 2 — #z in a doua egalitate, se obfine 22 —
—24+1—2y=0, cu 2€eR =2y> 0. Analog yz2> 0, 22> 0 adicd
Zz, y, # au acelagi semn §i anume @, y, 2> 0 (dinx + y + 2 = 2).

Din 24+ y=2—2 §i 2y = (2 — 1)? se obiine ecuafia # —
—(2 — 2)t 4+ (2 — 1)? = 0 care trebuie s admitd ridicini reale pozitive :
A=20,8>0, P>0==z¢€(0,4/3]

1 T
CL &y =, & = 107,

2. m.e{%+ szIkGZ}U{—'%—I— knikeZ} {""

D. ¢[ABOD] = ab)/3/2 u.a.
E. VO0=3a/4u.l. ; sefoloseste teorema celor trei perpendiculare ; «=60°.
I1.6. Al. Din 20 — 2> 0, 77 -+ 2 >0 rezultd x € [—77, 20]. Se folosegte
4

formula (@ + b)* = a* + b% + 4ab(a + b)* — 2a2h2 cua =20 — 2, b=
4

=V77T+ x; se obtine ecuafia 2 — 30 {4+ 264 =0, unde &=
4

keZ}

= )(20 — 2)(77 + ®); t, = 44, 1, = 6. Folosind valoarea extremi a func-
tiei de gradul doi (20 — «)- (77 4 @), se verificd cd ¢ < 7. Pentru
t = 6 se obtine z, = —61, x, = 4.

2. te{(— 1)” =2 + Ic-:lk eZ}.

B. Inlocuind ¢ = 1, f(p + 1) = f(p) + (p + 1)*; se obtine f(1) =
=12, f(2) = 12 + 22, f(3) = 1% + 22 + 3¢ ete., f(n) = n(n + 1)(2n + 1)/6.

C. Fie N celilalt punct de intersectie a celor doud cercuri. ABNC —
N 2N N Py .
‘dreptunghic pentru ci m(CBN) = m(NMD), m(BCN)=m(AMN) si

N
m(AYN)+ m(N MD) = 90°. Locul geometric al punctului N este cercul
de diametru BC.

D. g = R(2k — 1)Jk[(k — 1), R, = R} ¥k/(k — 1).
IL7. A, 1+ a)2* — 42+ 4 —a = 0.
3

B.l.x=2¢e[0, 9]
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. . [ 2\* 2\* 32
2. Ecuatia se scrie (-? + 2 7) Ta = = 0 ; se obf{ine z = 1.
3. Se apllca functna smus ambilor membri ai ecuatiei §i se obtine :
3x
5 V 1— 169: Vl ———w sau @(3) 25— 1622+ 4])/25— 922 —25)=0,

I

cuwe[—I 4] rezulty #, =0, ¢, = —1, &3 = 1.

C. (a® — b?))/3/8 n.a.
D. ¥(P) = 4)3 em?; ofP) = 2(6 + 5Y3) cm2.

I1.8. A. Se inlocuieste y = ## i apoi se impart ecuafiile membru cu mem-
bru ; solutiile sistemului sint : (2, —1), (—2, 1), (2i, i), (—2i, —1i).

B.1. Se inlocuiegte cos? # =1 — sin? @ §i se noteazd 625°"**=t, 1>0;
se obfine 5 — 625t 4+ 125 = 0 cu ¥ = 125, {, = 1/5. Rezultd

we{( —1)F- —+7m|keZ} {(—1)'“°§-+lﬂlleZ}.

2. Se foloseste formula 2 s8in? « =1 — cos 2« §i ecuafia se scrie
(cos 82 4 cos 2x) + (cos 6 -+ cos 44)=0, sau transformind in produs :
2 cos 5z(cos 3¢ + cos ) = 0 = cos bz = 0, 2 cos 24+ cos = 0,

de unde
keZ} {4-—5-1;: ZEZ} {n-}—mnlmeZ}.

C.1. Se foloseste teorema liniei mijlocii & unui triunghi.
2. Se aplics teorema cosinusului; se obfine m(A) = 120°.

D. Fie O centrul sferei, O, centrul bazei zonei a cirei arie se cere
§i O, centrul bazei situatd la 1 em fafli de 0. (2) O nu separd 0, de 0y,
a,tunm 0,0, = b §1 0,0 = h -+ 1, unde & este indl{imea zonei care se deter-
mind din formula ariei zonei. Deci 2n- 5- % = 40x, de unde » = 4 cm si
0,0 = 5 cm, Atunci » = 0 i aria bazei zonei este egali cu zero; (b) O
separd O, de O, si 0,0, = h = 4 em, iar 0,0 = 3 cm. Deci r = 4 cm si
aria bazei zonei este 16w cm?.

et

I19. Al. Se noteazt Vv — 13/4 =a, a> 0, V3(y—w)—b b> 0,
Y2z —9)=c, c>0g5i fi—z=4d, d>0, de unde

. , 13 b 0 13
w=a-—:——— Yy =—-+ a° —, 2= — 4+ — -} a2 —
4’-/ 3+ +4$ ‘)+3+ +47

-

| b 13
=4+ =+ — 24—,
tytzte+ 4
Ecuatia se scrie :
40° —4a+1+0*— 40+ 44+ —4c+4+d*—4d+4 =0«
<20 —1P 4+ (b— 2+ (¢ —2)* 4 (@ — 22 =0,

deunde a =1/2,b=c=d=25i2 =172,y = 29/6, 2z = 41/6, t = 65/6.

2. Se impun conditfiile 2* 4+ 0,22 4 0,2> 0 (care are loc pentru
x> —2) si # + 5> 0; ecuatia se scrie (z 4 5)- (2% + 0,22 4 0,2) = 2.
Se constatéi ci # = —1 este o solufie a ecuatiei. Dar pentru z> —1,
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Z + 5> 4, 2° 4 0,22 4 0,2> 271 5i deci (2 + 5) (2% + 0,2z + 0,2)> 2,
adicd nu existd solufii mai mari ca —1. La fel se aratd c¢d nu exist# solupii
mai mici ca —1. : '

B. Notdm logsins COS ¥ = %, 108cos(z—y) €OS & = v §i se folosegte formula
logsb - loge = 1; se obfine u =1, » =1 (solufia v = —1 nu convine
pentru ci cos (# — y) # 1/cos #, deoarece inversul unui numir pozitiv
subunitar este un numir pozitiv supraunitar). Rezultd sistemul sin z =
= CO8 Y, €OS & = co8 (¥ — y), de unde x + y = =/2, pentru ci =, ye€
€(0, w/2) §i cum y # 0, din cos & = cos (— (2 — g)) rezults z = —z + v,
adicd 22 = y. Solutia sistemului este # = =/6, y = =/3.

C. Se constatd cd 4C este bisectoare 5i AAOD~ AABC ;se obtine
/\ Vg - 1 — rrHo
m(A BC) = arc cos rmii 2°.
D.1. o(P) = 6}/41 cm?; V(P) = 24 em?.
2. AC L(BOS). = AG.Lgﬂ\I(c[AC'M])mm = (AC-0OM/[2)y, =>O0M —
—minim, adici OM 1 SB; m(BOM) = arc cos (4/3).
3. r = (3/8)(/41 — 3) cm.
I1.10. A. Numitorul se scrie: 10 — 5 + /2 — 1 = (/2 — 1)(/5 + 1),
apoi se rajionalizeazi numitorul fraciei. .
B.1. Se imparte ecuatia prin 27- 37 si se foloseste notatia (2/3)° =
=1, t>0, se obtine z = 0.

2. Se scrie logaritmul in baza 5 i se foloseste egalitatea o™ = u;
se obfine ecuatia sin’« - 5sinz-cosx + 5 =3 «tg2a + 5tgz +
+ 2(1 + tg’r) = 0, deoarece cos z # 0. Rezulty tgz = —1 sau tgo =
= —2/3, adici ~

we{—%-{- kn]keZ} U{—arctg—g--{- mn]mez}.

C. ¢[ADE] = 3a?)/3/8 w.a. .
D. Se inlocuiegte sin? 4 = (1 — cos 24)/2 = [1 — cos 2(B + C)]/2.

E. Din _triunghiul isoscel AD'C se obfine AD’ = al/4 + 2/3,
0D =al(1 + 4V3)/2, o[AD'C) = (a/2)- |/T + 4J3 wuwa., of(P) =
= 42?|/3 + 2/3 ua.

IL11. A. Se impun conditiile m> 0 §i A < 0 (1) sau m> 0,A>0,8<0
P> 0 (2); se obtine m € [1, +o0).

B.1. Conditiile de existen{#i pentru ecuatie sint: 6 — 6/x2> 0,
#* — 6/22 > 05ia? — [aZ — 6/22 > 0. Prin ridicare la pitrat ecuapia devine
20%)fa® — 6[x* = @ + a2 — 6 care, prin ridicare din nou la pitrat, di:
@8 — 20° — 11a* + 1222 + 36 = 0. Notind #* = ¢, t> 0, se obfine # —
— 2% — 11#* 4 12¢ + 36 = 0. Aplicind schema lui Horner se obtin
ridicinile ¢, , = 3, t; = —2, {; = —1/2. Dar t> 0 gi deci #? = 3, de unde
#,3=2= 13, solutii care verific# conditiile de”existents §i ecuafia dats.

2. Inlocuind 2sin%(#/2) =1 —cosz i sin 2z = 2sin - cos z,
ecuatia capitsh forma cos #(2sin 2z — 1) = 0=

we{%-{- kr|k eZ} v {(—1)"- -:——i— krnlk eZ}.

?
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C. Din datele problemei se obtine m(BAD) = m(DAE) = 60°.
Se aplicd teorema bisectoarei in AABE (pentru bisectoarele BF si AD)
§i in ABCE (pentru bisectoarea AB); se obfin relatiile :

BE EF AE DE BE AR
E =g W o= (@), = (3)
AB FA AB DB BC AC
Se inmulfesc membru cu membru relatiile (2) si (3) si se foloseste
BC = BD; rezulti—’i-g- =% (4). Comparind (1) eu (4) si folosind
p: - )
AC = AD, se obt,ine-g—li = -E—l;—, adicd DF este bisectoare in triun-
AD  FA
ghiul ADE.

D. Fie VE L BC si EF|| AB (fig. 11.11.D); AVEF este echilateral.
Pie p = (BB,(,0) si M punctul de intersectie
a dreptelor VF si B0, ; se aplici teorema si-
nusurilor in AEMF si se obfine EM =

= 2)/6/sin 75° = 43 — V3) ul. si MF —

=4)2(Y3 — 1) u.l. De aici V.M =422 — 3)u.l.
Din AVB, 0, ~ AVAD rezulti B,C, = VM-
- AD|VF=4)/2/2—3) .1 si atunci o[ BCC, B, ]=
=48)/2- (2 — 3) u.a.

Fie VK 1(p); din triunghiul dreptun-
ghic VK E rezulty VK = VE-sin(60° — 45°) =

Fig. 1L11.D = 2(/3 — 1) ul si (P) = 32)/2(3)/3 — 5) n.v.
12 A. A =(2m 4+ 3)*>0,ymeR, 2, — 2<0, 5, —2 < 0, Deci z, +

+@, — 4 < 0si (2, — 2)(w, — 2) > 0. Inlocuind @, + , §i «,-2, se
obtine in final m € (—oo0, —1) U (—1/2, +o0).

B.1. Conditii de existentd logs(logy(z — 1))> 0, adiesi logy(z — 1)> 1
de unde > 3. Ecuatfia se scrie sub forma logs(logy(z — 1)) = 1/J/4 sau
log@— 1) = |3, de unde @ = 2'° + 1> 3.

2. Ecuafia este echivalentd cu 2-cos?% — cos®# — 1 = 0, de unde
2
ze{2knlkeZ}u {gg- 4 2kn |k eZ} U {— ?’: + 2%kx |k eZ},

C. Se uneste O cu M. AAOM = ABOM = ABCM.
D. 1. AAB'C este echilateral cu AC = a2 ul. ; AN ABC este isoscel.

S0 (AB 508). (B ,
m((4 B'C), (A/BED)) = m(B'OB), (B'O LAC, BO J_AC')./]&m Adr. B'BO
rezulty tg m(B'OB) = BB'/0B = 2a/a)/2, de unde m(B'OB) = arctg}2.
2. o(P) = (a2/2)- (2 + 3) wa., 9(P) = a3/6 u.v.
11.13. A. Se aratd cé f este injectivd gi surjectivy si atuneci
f1:[3y +00) — (—o0, 0], fY2) = — V(m — 3)z — 1).
B.1. Ecuatia se scrie

= \z/2 z/2
3% — 2% = 52 4;,(3..) +(_4_) =]_;

9 9
se arati ci & = 2 este solutia unic# a ecuatiei.
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- 2. Ecuatia se serie arccos = 2aresin (1 — z) cu z € [0, 1]. Se
aplicid functia sinus ambilor membri $i se obtine ecuatia (1 — z) - (42° —
—122% + 72 — 1) = 0_cu solutiile @, =1, @, = 1/2, o, = (5 — VIT)/4,
iar solutia z, = (5 + [/17)/4 ¢ [0, 1] nu convine.

AD  AF AD k

C. Fie — =~— =%, de unde — = si deci AD =
DB EC AB 14%
= k +ABj; la fel AE =—i—--AC. Din AADM ~ AAA'B se
1+k 1+ % :
obine A — AD g0 unge Am =—F . 4B (1) snalog, din
AB A4’ 14+% A4
. ko AC
AAEN ~ AAA'C se obfine AN = - —— (2). Se impute (1
2 : 13 ¥=1T% 12 (2) b 1)
la (2) si se obtine egalitatea ceruti.
D. Din AVMN ~ AVAO se obtine 40 = ——=2*__ y1, iar din
Vhe — 4a?

triunghiul dreptunghic AOB rezultd
AB=——4—0—=—2ah . 2 _=4ah-VﬂuJ.
cos 15° Va2 — 4a? v 2+ V3 h2 — 4a?

Fie VE in#lfimea triunghinlui VAB. Dupii teorema celor trei
perpendiculare rezultd OF 1 A B si atunci din triunghiul dreptunghi: 4 EO

se determiny OF = A0 - sin 15° = ah V—’i;v—s— ul,, iar din triunghiul
-_— 4a2

2 __ g2 3
dreptunghic VOE se obtine VE = h-Vh hza_(24:; ¥3) ul

Deci

8ah? — = .
ol P) = 77— " (a2 — I3) + Ve = V32 — a2)uaa. si
8a2h3(2 — J/3)
3(h% — 4a?)
II.14. A. Se scrie relatia sub forma (2 — 5)(y 4+ 2) = 4, de unde M =
= {(6’ 2), (7, O)} ’
B.1. Domeniul de rezolvabilitate al ecuatiei este 2> 1; se scrie
log,s(z + 1) = —logs(z + 1) si se aplicd formula %"
x =4/[3.

F(P) = u.v.

¢ = z; Se obtine

2. Pentru ecuatie z€[8, c0); se obfine x = 9.

3. In ecuatie se inlocuieste ctgzg ~ldcosz .

1—cosaz
e {2k + Vxlk e Z}u {:t§+ 2l7:|l€2}.
. 26[ABO] AB: 4 BO* — AC?
C.sin B=-——"—= si cos B= BC2 =
AB-BC © ) 2ap-50 B¢
—AB+ AC*—24B-AC-cos45° = —5;L §i o[ABC]= ABACsind _ =
93



D. Fie F proiectia lui B’ pe planul (4BCD) (fig. IL.14.D) ; atunci
a BF||AC si deci BF 1 BD si folosind teorema
celor trei perpendiculare, rezulti B'B | BD,
adici . BB'D'D  este dreptunghi. Se duce
A’'E 1L AC,adici A'E 1 (ABCD); c[AA'C'Cl=
=AC-A’EcuAC =alf35id’E=A4A"5in60°;
6[BB'D'D] = BD-BB’ cu BD =q §i BB' =
= AA’. Fie M proiectia lui E pe AB; atunci
A'M 1 AB (teorema celor trei perpendicu-
lare) ; A’E = a/3/2 ul. §i AE = a2, EM =
= a/4. Din triunghiul dreptunghic A’EM se
determind A’'M = (a/4) )13 si deci o,(P) =
Fig. 1L14.D = a?)/13 n.a., ¥(P) = 3a3/4 n.v.

I1.15. A. Se foloseste inductia matematici.

B. Din sistem rezultd zy> 0, adicl se disting doud cazuri: 2> 0,
y>0si ¢ <0,y <0. Se obfin solutiile (—2, —3); (—5, —2); (2, 5);
5, 2).

C.1. Se scrie ecuafia sub forma 4 sin?4 — 3sin - cos & — cos? z = 0
care, prin impértire la cos® @ # 0 devine 4tg2ox —3tgax —1 =0, de
unde ,

x e{%-{— krl|k eZ}U {arctg(—%) + lnlleZ}.
9. Se introduce notafia 3siox-cos2s-+cossx = t si ecuatia devine 2 - ¢ —
4 4 —
—VY3—V3=0=1 =13, iar t, = —1 — |/3 nu convine.

Rezultd 8 sin? 42 — 2sin 42 — 3 = 0, de unde

— ‘+1._£ ] E[

.3 Kk
me{(—l)"'-—i—arc smz--l--f-

D. Coarda CD fiind perpendiculari pe mijlocul unei raze este egald
cu latura triunghiului echilateral inscris in cerc, adich CD = RJ/3 si deci
@ €(0, RY3). Din triunghiurile dreptunghice CEY si DFM se obtin seg-
‘mentele ME = /2, DF = (1/2)* (RV3__— z) $i MF = (1/2)- (3R — #|3).
Deci ME + MF = (1/2)(3R + = — a|/3).

E.1. Din triunghiurile dreptunghice 8§C0, 80,0 si €0,0
rezulty SC = Retgz, CO, = SC-sin@w = R-cosz, 80, = SO cos z =

3 ans3 2.
— R-cos #-ctg # §i 00, = R-sin #. Deci ¥(con(SCD)) = =R 0083"” clg

O 3 si . 82 &
§i “P(con(0CD)) = =B Sm;’ cos' %,

2. o;[con(8CD)) = =R? cos & - ctg & §i o,(con(0CD)) = =R?-cos . De
aici rezultd ecuatia cos x(ctg # + 1) = V2_ ; se noteazdi ctgox =a, a> 0
si ecuatia se scrie [a/fT + ] (¢ + 1) =J/2. Ridicind la pitrat, dup# efec-

. tuarea calculelor, se obfine ecuatia a® - 243 — a? — 2 = 0,deundea =1
5i ecuatia @3 + 3a® + 2¢ + 2 = 0, care nu mai admite solufii in interva-

Iul (0, co). Rezultd ctg z = 1, adicd & = /4.
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II.16. A. Se scrie 42 — y — oy =2 sau (4 — gy)(® + 1) = 6. De aici
rezultdy y =4 —d,eN si 2 =d, —1€Z, unde d,-d; = 6. Sc obfine
M= {(—7;5), (=4;6); (~357); (—2; 10), (53 8), (25 2), (1; 1)}.

B.-Fie #(k = 1, 2) riicinile ecuatiei date, adics x2 + 4o, + 8 =0
sau #f = —4x, — 8 i prin ridicare la pitrat se obtine xf = 16 s+ 64z, +

+ 64 =16(2} + 4% + 8) — 64 = — 64, jar din @, + x, = — 4, 2,2,=8,
rezults '

8+ o = (2 + 0,0 — 2w,y = 0, TP | o = (@) 0 + (af)" - 0f =
= (— 64)"- (2} + o) = 0.

C.1. Ecuatia este echivalentd cu logy(18.3*41) = — 2/4 « 18- 3*4-
+ 1 = 9~*# de unde, cu notafia }/3% ='t, ¢>> 0, se obfine ecuatia 18¢3 +
+?—1=0 curidicina reali ¢, = 1/3 si deci z = — 2.
2. Ecuatia este echivalents cu /3 = (1 — cos z)/sin ¢ sau tg(s/2) =
=3, de unde z € {23 + 2k= |k e Z}.

Altiel, se inlocuieste /3 = tg(n/3) §i se aplicd formula cos a-cos b 4~
-+ 8in a - sin b = cos(a — b).

D. Se duce iniil{imea 4A’ a triunghiului ABC; 4’ este punctul
prin care trec cercurile circumscrise triunghiurilor dreptunghice AB’'B
si AC'C. L _ ; . :

E. Fie E proiectia lui D pe AB. Din triunghiul dreptunghic AED

rezulti (B 4 7)2=16 + AE? cu B+ r=25 ul. Se obtine ofT)=
=42 = wa. §i Y(TI)=28= uv. B '

I1.17. A. Inlocuind in (2) # =0, y =1 se obfine f(0) =0, adics
funcfia polinomialy nu confine termenul liber. Pentru y = — =, (2) con-
duce la f(z) 4- f(— #) = 2? = f(x) este o funcfie polinomials de grad > 2
§i nu contine termeni in 22" cu » > 2. Se obtine f(z) = (1/3)@° + (1/2)2? +
+ (1/6)x. - ' _

B.1. Bcuatia se scrie (z — 1)2-(3%(z + 4) — 2-2%) = 0, de unde
@, =1 §i (# 4 4)/2 = (2/3)°, care admite solutia unici z= —1e
€ (— 4, +o0) (se foloseste monotonia functiilor liniari §i exponentiali).

2. Se inlocuieste |/3 = tg(n/3), astfel % sin & + |/3 cos #=2 sin(z +
+ =/3) si ecuatia se scrie sin(2% 4 =/6) cos(w — =/6) = 1. Inlocuind
sin(2# + 7/6) = cos(w/2—2x — =/6) = cos 2(n/6 — x) ecuafia devine :

2cos3(w——7l)—cos(m—1) —1=0=
6 6 ’

A cos(m-—%)= 1=z e{% + zlcnlkeZ}-
C. ¢[DCG] = a?/4 n.a., c[0GF] = a?/4 u.a.
D. 6([040’B))= R2(J2 + |/3) u.a.

I1.18. Al. 2, = —3, 2, = 3.
2.4, =0, w, — 15.



3. Se inlocuieste

sin®& + cos®® =1 — 3 sin2 - cos? x;

kx T kw
4 1. 5T eZ —_ppr, T AT
.ﬂe{( ) 4—!—2 € }U{( 1) 4—}-2

keZ}-

B. Se aplici teorema lui Thales.

C. E = —12/25.

D.1. ¥(C) = 3=nR3; ¢,(C) = 6nR2.

2. Fie V virful conului, VA generatoare, O’ centrul bazei conului
51 00’ =z, unde C € VO', distanta de la baza conului la planul de sec-
tiune. Din aseméiinarea triunghiurilor VA0’ §i VDO, cu DeVA, OD| A0’,

rezulty DC = (3R — z)/3. Se obtine ecuatia 42 — 12Rz + 5R? = 0 din
care rezulti z=R/[2 (# = 5R/2 > 2R nu convine, deoarece in acest caz
planul nu taie sfera).

110190 Aol. me(—OO, _V§/2]o

1 — 2m?® 5
2= “/_W—T’ +°°)1 pentru me(_oo, ~l/2_]

B. Egalitatea (1) se objine folosind formula C% = m!/p (m — p)!,
iar (2) rezultd din (1) inlocuind » = 2, 3, ..., m §i adunind membru cu
membru egalitijile obtinute, tinind seama de egalitatea Cii} = CE.

C. Necesitatea : fie d, tangenta comund §i T,, T,, T, punctele de
tangentd si B, respectiv F' punctele de intersectie a paralelelor duse din
T,, respectiv T, la dreapta d, cu razele 0,T, §i 0,T;. Se foloseste asemii-
nares triunghiurilor 7, 7,F §i T,T,F.

Suficienta : din b2 = ac, rezultd a/b = bjc sau (a + b)/(b j\c) =
=(b/—{)/(a—b), ceea ce ne spune ¢i AT\ T.F ~ AT, T,F i deci BT, T,=
= FT,T,, adici punctele'de tangents se afli pe aceeasi dreaptd T,7,.

D.1. Conditii de existenti:z> 0, x ;641, %— logsz # 0, adicd
z é(O; 1)U (1, +o0)\{81}. Ecuatia se scrie G 9 si se ia loga-
ritmul in baza 3 ; rezultd x, = 3'2, 4, = 3.

2. Se aduce ecuafia la forma 1 — 2sin? - cos?z = (1/2) - sin 2z
sau sin? 2z + sin 22 — 2 = 0, de unde

ze {(—1)"- % + &22

k eZ}.

E. Fie §, sectiunea in con de razi R, si S, sectiunea in sferd do
razi R; atunci R, = 15/4 u.l. Pe de alti parte, folosind aseminarea se

obfine 15/4 = (h — 3)- a/h si 3ja = (b — 3)/|/h* + @2, de unde b = 8 u.l
i a =6 ul
I1.20. A. 3(x, + @,) — 4w, = 2.

B.1. Eecfatia se Scrie logy(Yz+5 + Vo) =1« o+ 5+ o =5 cu
& > 0. Se obfine x = 4. -
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2. In ecuatie se inlocwieste |3 = tg(=/3) ; se obtine sin(z + =/3) = 1,
de unde
2 3
C. Se aplici teorema bisectoarei la calculul lungimilor segmentelor
[BD] si [DC]; se obtine

ze {(—1)k. T E L kmlk eZ}.

20 - Qb ——
AM =25 Vpip—<a), AN = -2_. . .
T Vp(p — @), A P Vo(p — a)

D. % = 4n 8in® € w.v., ¥, = 27.sin C- (3 4- 2 cos 0) u.v. Ficind
raportul se obfine ecuatia 8 sin ¢ =§V3+2lf§- cos C. Se noteazd tg(C/2) =t
§i ecuatia devine }/3-12 — 16t + 5)/3 = 0 = 0 = 60°.

11.21. A. Seridics la cub dups formula (a - )3 = a3 - b3 - 3ab(a + b);
se obfine ecuafia 272 4- 45r — 38 = 0; s¢ aplici schema lui Horner;
z = 2/3.

Altfel, fie

3 3
19 1/2_ .12 .V19 V?_ V’z‘
VWJFV?:—“ ' ”V? ol 7 o el
cufa, b numere rationale. Avem : 19/27 + V2/3 = a® 4 2ab* + (342 +
+ (2/3)6%)2/3, de unde rezulty sistemul omogen de gradul 3 : 27a34-54ab?=s .
= 19, 9a%b 4 2b3 = 3, care se rezolvi ficind substitutia b = at §i impir-
ind ecuatiile membru cu membru. Se obfine ecuapia 38t3—162¢ + 171¢—

— 81 =0, de unde #, = 3 5i ecuafia 382 — 48¢ 4 27 = 0, care admite
ridicini complexe conjugate. Rezultd a =1/3, b =1 i

3 3
19 .12 V19 22
VE?*V’3T+ 2—7—1/‘3'.—3"
B. |B| = 2 tg(«/2), arg E = 4x/3.

C. Ecuafia se scrie 6% + 5 =18-62* — 12 sau, notind 6F.=1,
t> 0, rezultd 3 — 182 417 =0, de unde ¢ =1 §i &, = (17 + [/357)/3
(t; = (17 — V/357)/2 nu convine) i #, = 0, &, = log, ¢,.

D. Locul geometric este linia mijlocie in triunghiul 4 BC.

E. Fie DO distanta de la punctul D la planul (ABC) = AAOD =
= ABOD=ACOD si O este centrul cercului circumseris AA4ABC. De ase-
menea, AADB=AADC = AAB(C—isoscel. Fie DF inilfime in AA4DQC,
§i DF indlfime in ABDC =0 € AF. Din Adr. AED avem AE = g-
-sin(e/2) = A0=2a sin («/2), din Adr. BFD rezulty BF=a- sin ($/2),
iar din Adr. AFC se obfine AF =a- |4 sin%(«/2) — sin%(p/2). Din
Adr. AEO ~ Adr. AFC rezultd
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astfel ¢3

~

B

sin? ¢ — sin2-§-
DO =a-

inz % _ sinz P’
4 sin 3 sin 5

2 2
Fie & = d(4, (BCD)), atunci

¥(T) = ;—‘ - o[ BOD),

3
Y(T) .__%. sin-—E- ~Vsin2 o — sinz—g— .

de unde
d(4, (BOD)) = “B -Vsin2 o — sin? % .
0087
1122, A. 2 €(—o0, —3) U [_1_, i] v (3, _7.].
3’ 2 2
1

1
§i se noteazi (—g—)z= Y, y>0;

B.1. Se inmulteste ecuafia cu 9
se obfine # = —1.
2. Avem sin(z + B)-sin(@ 4 O) =sin o+ cos ¢ + befa® s§i ecuatia
devine 2 sin 22 = 1, de unde
7 ke |
T e -1 k .l —
{4

-

kc—:Z}-

C. In AAOE se aplics teorema, bisectoarei (0D bisectoare interioars,
OC Dbisectoare exterioard); se ob{in rapoartele :

AD 04 AC _0A _AD AC
DE  OE' EC OE DE EC
Din AAOD = ACOE = AD = EC. :
D. @ (corp) = 202 =|/2 w.a.; ¥ (corp) = (xa3/6)- (3 + V2) u.v.

11.23. A, Pentru # = 0 relatia nu se verifich; pentru # e (—oo, — 1}
rezulty —a € [1, +oco) si ecuatia se scrie —x + 2 + 22 4 22 4 3 = 6,
de unde @,=(—1 — V5)/2 € (=00, —1], B=(—1 + [5)/2¢/(—o0, —1];
pentru « €(—1, 0), —z €(0, 1) si ecuatia este —z + 4 = 6, adici v =
= —2 ¢(—1, 0); pentru @ € (1, 4-0), —x € (—o0, —1) §i ecuatia se scrie
a* — g —1=0, do unde o] = (1 +5)/2€ (1, +o0), a3 = (1L —V5)/2 ¢
¢ (1, +o0). Prin urmare, egalitatea f(#) + f(—) = 6 are loc pentru
7 = (—1—V5)/2 si { = (1 +V5)2.
B.1. Ecuafia se scrie

3 3\ 3
3*.(1+384+9)=—-12%-(12 1+ 1 ="
@+3+9 = ( +)¢(12) :
de unde == 1.
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z
2. Becuatia se scrie 72-3° 41 =9 ?; se obtine z = —2.

3. Ecuatia se scrie: 4sin?z-cos?2 — sin 2 (3sinz — 4 8in32) =
= 2c08 + cos?2 — 1/2 sau 4 cos2z 4 4 cos # — 3 = 0, de unde

we{i

=+ 2kn|keZ}-

C. In triun ghiurile A ¥ B §i DMC se duc medianele ME si respectiv
ME. Avem :

ME: =%(MA2 + MBY) — %—AB2;

M = = —2l (MO + MD?) _'i“ -CD2.

Deoarece 4B = CD, relatia MA* + MB? = M(C? + MD? conduce la
ME = MF = locul geometric al punctului M este mediatoarea segmen-
tului [EF].

D.1. SNLBC §i AN L B0, ca indl{imi in triunghiurile isoscele B0
§i ABO (fig. I1.23.D). Deci BC L(ASN), de unde BC1L MN < (ASN),
BCL AS c (ASN). Fie 8D | (ABC); atunci
din triunghiurile dreptunghice SD4, SDC si
SDB se obtine AD = 8D =a}2ul, CD =
= BD = a u.l. §i reciproca teoremei lui Pita-
gora conduce la faptul c# triunghiurile ACD
§i ABD sint dreptunghice in O, respectiv B
§i deci ABCD este pétrat.

2. Din Adr. SDX se obtine SN = (a/2)/10
astfel ¢ o[§BO] = a?/5/2 n.a.; formula lui
Heron di o[SAB] = ¢[840] = (a?/2) Y3 u.a. C
8i deci

a([SABC]) = (a%/2) (V5 + 213 + 1), Fig. 1.28.D
9([SABC]) = a?/2/6 u.v.

iI.24. A. Se obtine sistemul 2> — y%2 = 3, xy = 2y, care are solufiile 1

(—V3,0); (3, 0); (2, —1); (2, 1.
B.1. Se impun conditiile # + 2> 0 si # 4 7> 4, adic#h z > —2;
se obtine z = 1. :
2. ¢ = 4.
P N AN L N N\
C. m(ﬁO\P) = m(MOP) = (1/2)- m(A0 M) §i m(M0Q)=m(B0OQ)=

= (1/2) - m(BOM).
Se aplicéi *eorema indl{imii in A POQ.

D. Se ob_f;ine ‘3=45°, Y = 90° — « §i tga.}.tgﬂ_*_tgy.:s:
=tga=2+41V3, sin2a =1/2, « = 75° 5i tgy =2 —1V3, 00327=V3_/2,
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v =1sautga=2—)3,sin 2 =1/2, « =15°sitgy =2 + /3,
cos 2y = —V3J2, + = 75°
E. Fie AV gencratoarea conului, BC diametrul cercului cu centruk
in O, de intersectie a conului cu sfera, Be AV i 0, centrul sferei ; atunci
AV = R)/5 ul. Din AVBO ~ AVAO = BO|E = 2R|R)5= VB/2R, de
unde BO=(2)5/5)R u.l. si VB=(4/5/5)- R u.l, iar din AVBO~ AV BO,=~
= BO/BO, = VO|VB = B0, =r = (4/5)* R ul.

1125, A, Avem 10 lg(l +2Y>3e ( +—1-) —14+ 0t
n n n
ee. > 2= 1g 210 > 3 deoarece 210 = 1 024 > 103,

“+ ...

B.1. Se impun urmitoarele conditii de existentd # >0, v # 1 si
se deosebesc cazurile : z € (0, 1), inecuatia se reduce la log,(z-2)—log, >0
care este adeviraty oricare ar fi #e€(0, 1); # > 1, inecuatia se scrie
log (x + 2) — log,z < 0, care are loc Vz €(2, 4oc0). Deci z¢€(0, 1)U
U(2, +o0).

2. Inecuatia este echivalentd cu 2sin? + 3sinz — 2 > 0, de unde
prin substitufia sin® = ¢, 1€ [—1, 1], se obfine 2¢ + 3¢t — 2> 0 care
are loc pentru Vi e {(—oo, —2) U (1/2, +o0)} n [—1, 1], adicd te [1/2,1].
Deci sin # < 1, sin 2 > 1/2. Acest sistem este verificat de

Vweu(jg— + 2k, 361+ ok )

REMWN

C.1. Se duce prin P o paraleld la BC care intersecteazs laturile 4 B,
AC in M’ gi respectiv N’ i se aratd ¢ M'P = N'P, de unde rezultd ci
P se aflii pe mediana triunghiului 4 BC.

2. Fie &, distanta de la punctul A la dreapta MN, h = 4,8 u.l. inil-
timea triunghiului ABC. o[BMNC] = BN-CHM-sin 135°/2 = c[ABC]—
—G[AMN] (1). Din AAMN ~ AABC rezultd AM = (h/h)- AB, AN =
= (hy/h)- AC §i c[AMN] = (h3/h?)- o[ABC] = 24 hZ/h? u.a. Din triun-
ghiurile dreptunghice ABN i ACM se obtine BN = (2/h) - V9% + 167,
OM = (2/h)-V16h2 + 9% Inlocuind in (1), rezultd ecuatia :

(4/27%) -V (9% + 1672)(16R% - 9h3) - sin 135° = 24 — 24h2[h?,
de unde k, ~ 1,92 u.l |

D.1. Fie piramida [VABOD] cu inil{imea VO §i AELVD, AE<
c(VAD), CELVD, CEc(VDC). Atunci = m(A70), p = mADV) —

= m(m) si din triunghiurile dreptunghice VOC §i CED rezultd 0C =

a2— 17, adics DC =)/ 2(a® — %) si OF =Y2(a? — h?)-sin B. Teorema
cosinusului aplicatd triunghiului AEC conduce la cos o = (4E% - BC? —
— AC?)[2AE - EC, care dupéd inlocuire conduce la relatia dati.

2. Fie [ABCDA'B’'C’'D’] trunchiul de piramids cu indljimea 00" =
= h/2 si fie VF indl{imea fetei V.BC si F’ punctul de intersecfiea dreptelor
B'C’ 5i VF. Din triunghiul dreptunghic VOF rezultd VF? = h* 4 (1/4)-
+ 2(a® — h?), de unde_VF = V(a2 + h2)/2 §i F'F = (1/2)- V(a.2 + 12)[2,
A'B = (1)2) V2@ — #). Deci o(T)=(3/2)-Va™—# si ¥(T)=
= T(a? — h?)* hj12.
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I1.26. A. Pentru —a €[R, relatia (1) se scrie 3f( — x) — 5f() = 222 —
— 247 4 4(2). Se inmulfeste (2) cu 5 si (1) cu 8 si prin adunare se
obfine f(x) = —a? + 3@ — 2. Se observi ci f admite valoarea maximi
pentru @ = 3/2 g f(3/2) = 1/4, iar F = (—oo, 1/4].
1 1

B.1. Se imparte ecuafia prin 4% # 0 si se noteazi (%)”: Ys
se obtine ¢, = —1, @, = 1.

2. Se impune o prim# conditie =2 — 16> 0, =2 e(—oc0, —4)U
U(4, 4-00) si se foloseste definifia logaritmului. Rezults z = —5b,
@, = 3. ‘
] 3. Se inlocuiegte (1 4 cos #)/2 = cos(z/2) si se obtine ecuatia
8in # - cos (2/2) = | cos (#/2)| care admite multimea solutiilor

M = {r + 2kzlk e Z} v {(—1)"'-% + mv:fmeZ} v

U {(—1)"-%4- (n - | n sZ}-

C.Fie a=b—1, bo=>b+ 1 Formula lui Heron ds J(35/3)-

. y((btg)/z).(b/z).(b—z)m =30)/2. Se obfine a =9, b =10,¢ =11, R =
= 33)/2/8 si se foloseste teorema sinusurilor.

D. g=RI8+r, ¢#=4R* + (B3 -1 = r=R/33, g = (4/3/3)R,

2
161;R ) 9(T) = 267

a(T) = * B3,

IL27. A. E = (—o0, —2], F = [V/3, +00). Fie #;, #,eF = (—co, —2}

cu &, <@, atunci —&,> —a,5i deci) —a, + 1>V —w, + 15if—2, — 2>
. >y_.w2 —2,deunde V—z, +1+ V-2 — 2>V g, 1+)==, — 3,
adic# f(2,)> f(x,) oricare ar fi #; < @,, cu x;, =, € E, ceea ce arati ci
f este strict descresciitoare pe E.

B.1. Se folosegte teorema sinusurilor :

srB snd+sm0n g

Se obtine 4 = 45°, B = 60°, ¢ = 75°.

2. Din R=19/2sinB §i o[ABC]=2R?-sind-sin B-sin ¢ se
obtine o[ABC] = (3 + V3)/12 u.a.

b a-to 300 Ve 1y3
(2]

1

-2 3
— MBS T4 — — =2 Yilop =
C. IT,=200=2z 10@(2(1+1gx)+4) gx =1=

=1g?z + 3lge — 4 =0, de unde 2, = 10, x, = 101,
D. AAOD — dreptunghic = 4D — diametru = BD | AE. Se fo-

loseste puterea punctului exterior B fatd de cerc si teorema lui Pitagora,
in ABDE.

1
K3
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E. Fie [VABCD] — piramida, [ABCDA’'B’'(’D’'] — trunchiul de
piramids, VO — indlfimea piramidei, 00" — inilfimea trunchiului, V& —
apotema piramidei, FE’ — apotema trunchiului, unde VE 1L BO s 0”
mijlocul iniltimii trunchiului din care se duce perpendiculara pe una din
fetele trunchiului, de exemplu 0" M 1(VBO),cu M eVE.

Necesitatea. Se presupune 0'0> = AB- A’'B’ si se arati ci 0"M =
= (1/2) - 00’. Pentru aceasta se duce din 0" paralela la OF si se noteazi
cu N punctul de intersectie cu VE. Fie F proiecfia lui B’ pe OE. Din
Adr. EFE’ §i 00 = AB- A'B’' = 40EF - 0'F’, rezultd B'E = OF + O'F'.
Pe de alti parte AO”MN ~ AEFE’ si 0”N linie mijlocie in trapezul
OEE'0’.

Suficienta. Se presupune 0” M= 0'0[2 5ise arat# ¢ 00’ =)/ AB-A'B'.
fn acest caz punctele 0, M, O’ se gisesc pe cercul de centru 0" gi razi
0"M si OF = EM, O'E’ = E'M (tangente la cerc), de unde E'F = OF +
+ O'E’. Din Adr. E'FE se obtine rezultatul ciutat.

11.28. Az +y =4 < a2 + y* + 22y = 16 5i folosind propozitia 9(z, )
ge obfine @y = 2. Dar z® + Y3 = (@ + y)w* — 2y + y?) =40 §i deci
o, y) \e(®, 9) = 7(2, 9). _

B. |7 = 2] =|2%] = |2 = aV2_ §i arg 2 = w/4, arg z, = 3n/4,
arg z, = br/4, arg 2, = Tr/4. Latura pitratului este 2¢ u.l

C.1. Ecuatia se rezolvd in conditia # > 6; se obfine z = 8.
2. Pentru € (2/3, 1)U (1, V6) ecuatia se scrie logy(12 — 23%) =
= log,(3z — 2), sau 2a* + 3¢ — 14 = 0, de unde @, =2 €(1, V6), 2, =
= —7/2¢ (23, DU, V6.

ez

3. Ecuatia se serie 2 2 — 2 + =3/2. Se obfine # = —2.
4. Notind tg ¢ = ¥, y € R, ecuatia devine y® — 2/3y2 +y +2/3=0
Schemsa lui Horner conduce la g, = V3 si 2 — Y3y — 2=0, adicd y, 3=

= (fg 4+ 1/11)/2. Se obtine
we{—g—-l-kﬂtlkx eZ}u {arctg-"-?'—“;ﬂl—+ kz"‘lkzez}u

] {a,rctg-v—a—_‘)—]—/&+ kg | kg eZ}-

A\

D.1. Din ADEM inscriptibil, se obtine m(EAM) = m(ﬁl\fM ) =
= 45°, astfel ¢4 Adr. AME este isoscel = AM =EM.Din AADM =
= ACDM se obfine AM = CM = ME si atunci in Adr. ECF, CM me-
diany = EM = MF. AEAF este dreptunghic isoscel (AM mediand i

N
inslyime §i M(BAF) =90°).
9. Se aplic teorema sinusurilor in AAMB:

_AM ¢ - AM=—BEM = —2% .
sin 45° §in(135° — «) sin « -+ cos «

3. Pentru « = 45°, AE coincide cu AD§i Veorp = Vircon — Foon=
= (xh/3)(R? + 72 + Br) — #r2h/3 = (whR[3)(R 4 r), unde h=a/2, K = a,
r = a/2 §i deci T = ma®4.
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10290 A- m = ‘—2-
B.1. Sistemul este echivalent cu sistemele # — y = —2, zy = 5 (1a)
¢ —y=2 oy =3 (1b).

2. Sistemul cu notatia y® = ¢, conduce la ecuatia 82 — 513t + 64 =
=0, de unde z, = 4, y; =1/2; ¥, =1/2, y, = 4.

N N\

C. AB = 2a ul. Notim m(40F) = o, m(HAD) = y; din Adr. ADC
rezulti @ + y = 60° (1), iar din Adr. ADE se obtine DE = a}f3 -tgy.
Dar CE = EB = ED + DB, adics BC = 2(a/3tgy + a) (2) si BC =
= BD + D0 =a + df3-ctga (3). Din (1), (2) si (3) resultd ecuatia
V3tgry —tgy = 0. Se obtine y = 30°, » = 30°, m(d) = 90°, BO =
da=nul §i AC = 24)3 ul.

Altfel, se aplici teorema sinusurilor in AACE 5i ABAE:
CE AE  AE BE

—_ —_—

sin30°  sinz’ sin60°  sin (30° & g)

de unde se obtine ecuatia 4 sin(30° + g) - sin & = J/3 (4). Se rezolvi apoi
sistemul format din ecuatiile (1) si (4).

D. Se inmulteste cos (@ -+ b) = 0 cu 2sin b,

El @ e{(k + 12 eZ}-

Pe cercul trigonometric aceste solufii dau virfurile hexagonului
regulat ABCDEF.

2. Corpul de rotatie este un cilindru previzut la capete cu doud
CONUI. Georp = 4nRg, unde g =1 ul, B =132 ul §i e, = nR2h, +
<4 2nR%- 1,[3, unde hy =1 ul,, h, = 1/2 ul.

1L.30. A.
VT =22, we(—o,0)
fl@) = 1 , ze[0, 1]
V2o —1, ze(l, +o).

Se considers functiile h:(—o0, 0) » (1, +00), k(z) =1 — 2z gi
g: (1, +00)~> (1, +00), g(@) =2z — 1. Se arati ci & i g sint bijective
§i deci existd :

—?
h7t:(1, +00) = (—00,0), k7i(z) = _"D__{‘i,

_}_.N

g7t (1, 400) = (1, +-00), gYz) = Z 1

()

Se traseazd punctat graficele functiilor 2! si ¢!, jar cu linie
plind simetricele lor fafé de prima bisectoare, la care se adaugd graficul
funcyiei ¢: [0, 1] {1}, e(#) = 1. Graficul functiei feste reuniunea gra-
ficelor funetiilor 2, e, g.
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logz(x—l)

B. Fie t=1y cu # € IN*\{1}, y € N*\{1}. Prin logaritmare in

baza x—1 se obtiine llogz_ﬂ = logj(x—1) 'log,., y<=log,_t=log,(z — 1),
og, (5 —1)
adicd t=(x —1) ~ si ecuatia a doua a sistemului conduce la t=y,

adicy © — 1 =y (# — 1 = 1Jy ¢ IN*\{1}, pentru y e IN*\{1}). Inlocuind
in prima ecuatie, se objine 12(z — 1)=(z 4 1)!«(z — 2)!=12/w-(z+1)
eIN*, dacd si numai dack @ §i # + 1 sint divizori consecutivi ai lui12.
Rezulti # =3 §iy = 2.

Pt
C. Necesitatea. ABCD convex inseamn# ci A eInt. BCD §i din
Be(OBsi De(CD, dupd teorema transversalei rezultdy CA n BD +# O (1)

P

Analog, din C eInt. BAD 5i din B€ AB, D€ AD, rezulti ACnDB # 0O
(2). Din (1) si (2) rezulty ACn BD # @.

Suficienta : relatia ACn BD # @ conduce la existena unui punct
O astfel incit ACn BD = {0}. Prin urmare, dreapta AC taie segmentul
BD intr-un punct O §i dupd axioma de separare a planului rezultd ci
B i D se afly in semiplane diferite determinate de AC. Analog, A §i 0
sint situate in semiplane diferite determinate de dreapta BD. Din BOn
nDC =0 §i A0nDC = @, rezultd ci punctele 4, O, B se glsesc de
aceeasi parte a dreptei DC. Analog se aratd ci punctele 4, 0, D se giseso

de aceeagi parte a dreptei BC, iar punctele D, O, 0 se gisesc de aceeagi
parte a dreptei AB. De aici rezultd ci patrulaterul ABCD este convex

in baza uneia din definitiile patrulaterului convex.
D. Teorema cosinusului aplicatd in ABCM, AAHM §i AAHC di
CM2 = AB*/4 + BC* — AB- BC-cos B (1), HM? = AB*/4 +

+ AA? — AB-AH-sin B (2), HC* = AC? { AH* — 24C- AH - sin C(3),

N A N a
unde m(HAM) + m(B) = 90° si m(CAH) 4 m(C) = 90°.

Din relatiile (1), (2), (3), folosind teorema sinusului si teorema
cosinusului in AABC, se obtine 2(CM? + HM? — H(?) = BC* — AC* 4
4+ 240 - AH-sin C (4)./13&3 B’ piciorul ind#l{imii dusi din B; avem:
AH - sin ¢ = AH cos (B'AH) = AB' = AB- cos A si (4) devine 2(CII* 4
+ HM? — H(C?) = B0? — AC? + 240+ AB-cos 4 = 4 B2

E.1. Fie H proiec}ia lui D pe (AB0) si MH1AB (M < AB); dupd
teorema celor trei perpendiculare DM 1 AB. Din triunghiurile dreptun-
ghice DMA, DMB rezulti AM* — MB? = AD* — BD? (1), iar din triun-
ghiurile dreptunghice 4DC, BDC rezulty AC* — B(? = AD* — BD* (2).
Relatiile (1) §i (2) conduc la AQ? — AM? = BC* — MB? = QM (3), adicd
CM 1 AB. La fel se arats ci H se afls pe indlfimile duse din 4 si B pe
BC si AC si deci H este ortocentrul triunghiului 4B0. -

2. o[ABC] = a?/3]4, 9(T) = a*}/2/24.

{1.31. A.1. Fie y €f(4 n B), cu y oarecare. Existi #€An B, astfel ca
¢ = f(z). Dar € An B inseamns z € 4 i x€B §i deci y = flo) €f(4)
si y=f(x) € f(B), adicd y € f(4) n f(B) si prin urmare f(4 n B) =f(4) n f(B).

2. Fie z € f(4) nf(B), atunci z€f(4) si z€ f(B). Deci existi acd
astfel ca z = f(a) si existé be B astfel ca 2z = f(b). Deci f(a) = f(b). Dar
f fiind injectivi, rezultd a = b, astfel c& oricare ar fia=b=x2e4d4nB
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are loc z = f(z) € f(4 n B), adici f(4)nf(B)<f(4n B) si folosind rezul-
tatul de la punctul 1 rezultd ci f(4 n B) = f(4) n f(B).

B. ke (—oo0, 9/8) N (Z\{—2}) §i 9 — 8k=m? cu m € Z, conduce 12
ke {1 - L”;—l)- In € m*\{z}} (s-a inlocuit m = 2n + 1).

C. Se foloseste metoda inductiei matematice.

D. Fie E si F punctele in care dreapta PQ taie cercul (E se afld
ne semicercul in care este inseris patrulaterul). Puterea punctului interior
P fai de cerc @i PD- PC = PE- PF.Dar PE = QE — PD, PF = PQ +
4 QF, QF = QF si prin inlocuire se obtine PD- PO = QE? — P@2. In
Adr. AEB se aplici teorema in#ltimii : QE? = QA - @ B.

E. a(P) = 30?3 u.a. Fie M proiectia Iui A’ pe (4BCD)si MN L
1AB(N €(4B)), atunci teorema celor trei perpendiculare di A’N L AB;
se obfine A’N — q sin 60° = a/3/2 u.l, MN = (a/2)- tg 30° = al/3/6 ul,,
A'M = dJf6/3 ul. si ¥(P) = a¥2/2 uwv.

1132, A.Fie s + y = s € [—2, 2] §i oy = p € [—4, 4]; ecuatia de gradul
doi 12 — st + p = 0 are ca ridiicini numerele @ si y care satisfac conditiile
impuse. De aici, printr-un rationament de determinare a valorilor maxime
gi minime pentru # si g, rezults «, y € [—1 —V5, 1 +V5].

41

B.l. Se eliminy numitorul: 8° 4 3%+ — 35+1.32% — 8- F 1=
x+1

w0 sau 87(1 — 3°*1) 4+ 3%*1- (1 — 32 ) = 0, de unde # = —1.

3
2. Cu conditia > 0 se noteazd Viog, @ = t; rezulty 2— 3t — 4 =03
se objine z, = 24, x, = 1/2.

C. Ecuatia se scrie 2(m — 1) cos2# -+ m cos ¢ + 1 = 0, sau, folo-
sind notatia cos # = t, t € [—1, 1], avem f(§) = 2(m — 1) * 4+ mt + 1 =[¢
(1). Conditiile ca ridicinile ¢, , € [—1,1]sint A >0, —1< —b/2a<1,f(—1)-
-f(1)> 0. Se obfine m € (—oo, 1/3] U [4 + 2}/2, 4-0), caz in care existé.
dou# valori #, , € [—1, 1] si deci cos ¢ = ¢, cos & = 1,. Conditiile ca ecua-

tia (1) si admitd o ridicind in [—1, 1] sint: A>0, f(—1)- f(1) <0 =
= me (1/3, 1). Pentru m = 1/3 se obtine cos &, =1, cos 2, = — 3/4,
adicd

x € {2kn |k e Z} u {Larc cos (—3/4) + 2k=|k e Z},
far pentru m = 1 se obtine cos # = —1, deci
ze{(2k + 1) 7|k e Z).

D.1. Se aplici teorema bisectoarei in triunghiurile AMB gb
AMO.
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2. Triunghiul N Y P dreptunghic §i MQ mediani.

E. Fie B, F si P mijloacele
P v"ﬁM segmentelor [AB], [CD]si respec-
’ tiv [M V] (fig. I1.32.E) ; fie, in plus,
| R, @ proiectiile lui P pe planele
! D1, respectiv p, §i K, L proiectiile
| punctului F pe planele p,, respec-
tiv p,. Din congruenfa triunghiu-
rilor dreptunghice PQN si PRM
rezulth ci P se afl¥ la egaly dis-
tan{d de planele p, §i p,. La fel,
din congruenta triunghiurilor drep-
tunghice AKE gi BLE rezultd c#
Fig. IL32.E E se afl la egali distantd de
L planele p, §i p,. Deci EP este pa-
ralel cu cele dou# plane p,, p, i BP1LPR, EP1 PQ. Din CM || DN si
MP = PN, CF = DF, rezultiy PF | MO astfel ¢ PF | EP si A EPF
este dreptunghic in P. Locul geometric al mijlocului segmentului [MN]
{punctul P) este sfera de diametru HF.

IL33. A.l. Domeniul de 3rezolva.bili1;::1,1;e al ecuatiei este ® = [—3, Lo0)
Ecuatia {2 + 3=1+ Vo + 2 se ridich la pitrat; se obfine # 4- 2=

=2Jfz + 2 + [/(@ + 2). Notind {2 + 2 = ¢, ecuatia se scrie : {3 — 2 —
— 2t =0, de unde ¢, =0, #, = —1, t; = 2 si deci #, = —2, 2, = —3,
&; = 6. .

2. Se impun urmitoarele conditii de existentd: >0, ¢ %1 i
2?2 — 20> 0, de unde = & (2|5, +00). Prin logaritmare in baza x se ob-
fine loga(#2—20) = log.)/5 <«»(1/2) log,(z2—20)=(1/2) - log,5, de unde =
= 5 € (2|5, +o0) este solufia ecuatiei. '

B. Pentru orice grup de 2 membri existd o broasc# care nu poate
fi deschis# {cheia broagtei se afli la un al treilea membru), Numirul de
broagte ale seifului este egal cu numéiirul modurilor in care se pot aleitui
din cei 7 membri grupe distincte de cite 2 membri, adied C2 = 21 broagte.
Dar, pentru fiecare broascs sint necesare trei chei, adicd sint 3+ 21 = 63
«chei. Rezult¥ c% fiecare membru din comisie are 63 : 7 = 9 chei.

C. Metoda 1. Inlocuind 2z =|z|- (cos ¢ + isin ), cu |2]| % 0 si
9 € [0, 2x), se obf{in solutiile :

2, --cosﬂ:—{-isinE z—coséf —}-isin@
o 12 12”7 12 12’
3r . . O 137 . . 137
2, == COS — isin—, #z; = cos — 4 isin —
2 i 4’7 12 " 12’
17« . . 1= ™ .. 1=
2, =cC08— -} isin~—, 2. = cos — 4 isin —.
¢ 12 T 12’ " i 4
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" Metoda 2. inlocuind 2z == + iy, eu #, y€[R, se obfine siste-
mul s ‘

{:L" 4yt — 6x2y? — 20y =0
a3y — doyd — 22 + 92 =0

din care se determini % + y2 = 1 §i deci 2¢ =i ete.

D.1. Fie H punctul de intersectie al indl{imilor triunghiului 4 BC.
Din AEHF inscriptibil §i din triunghiurile dreptunghice AEH §i ADC

N Py N 5 . .
ge deduce M(AFE) = m(AHE) = 90° — m(BAH) = m(ACD) si dect
Py A\
AAEF ~ AABC. In acelagimod rezulty m(BDF) = m(BAC) si ABDF ~
0N N
~ AABC; m(CDE) = m(BAC) si ACDE ~ AABC.

Py o P
9. Din m(BDF) = m(BAC) = m(CDE) §i AD1BC rezulty (D4
bisectoarea < EDF. Analog [EB este bisectoarea <XDEF si [FC este
bisectoarea J.DFE, adich bisectoarele triunghiului DEF coincid cu inal-
fimile triunghiului 4BC.

E. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC si M, N, P punc-
tele de tangents (M € BC, N € AC, P € AB). Din triunghiul dreptunghic
API rezulty sin (4/2) = PIJAI, sau AI = rfsin (4/2). Inlocuind r =
= 4R 5in (A/2) - sin (B/2) - sin (C/2) (vezi 1.27. F.1) se obfine h

AI = 4R sin BJ2-sin C/2.

F.1. AB1(BCD). Fie BE1CD (E e (D); rezulti AELCD. Un-
ghiul diedru definit de semiplanele inchise limitate de dreapta CD st

PranN
care contin punctele A si respectiv B, are miisura=m(4 EB). Din ¢ [BOD]=
= BE- CD/2 se obtine BE = a/2 u.l. Din Adr. AEC se deduce AE =a

N . N
gi atunci Adr. ABE ne di: cosm(4AEB) = 1/2, adici m(AEB) = 60°
9. AB = a)f3/2 u.l. 5i ¥([4ABCD])=a%/3/12 u.v. Dar V([ABOD)) =
= (1/3) o[40D]- &(B, (ACD)), de unde d(B, (ACD)) = alf3/4 ul.

I1.34. A. In ipoteza @ € [3/2, +00), se inmulteste ecuatia cu |/2 si se no-
teazd [20 — 3 =1, t> 0; se obtine ecuatia 1+ 2+ m: [t — 2| =4.
Deosebim cazurile : (2) ¢ € [0, 2); ecuatia se scrie: (1 — m)t = 2(1 — my
(1). Pentru m = 1 egalitatea (1) este verificati oricare ar fi ¢ € [0, 2) st
ecuatia dat¥ admite o infinitate de solutii 2 = a € [3/2, 7/2). Pentru m #i1,
din (1) rezulti ¢ =2 & [0, 2) si ecuatia nu admite Solutiiin [3/2, 7/2)-
(b) t = 2, egalitatea (1) este verificaté oricare ar fi m € R si ecuatia datd
admite solutia ¢ = 7/2, Vm eR. (¢) t € (2, 400); ecuatiasescrie (1+m)-
1t = 2(1 + m) (2). Pentru m = —1 egalitatea (2) este verificatd oricare
ar fi ¢ € (2, <-00) si ecuatia admite o infinitate de solufiiz = b €(7/2,+-00).
Pentru m s —1,1=2§ (2, 4 co) 5i ecuatia pu admite solutii in (7/2, +00)-
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- Observagie. Se poate folosi gi formula
VAiVF:VA gCiVA > Cen 0=V4_B.

B. Fie 2z =|z[ (cos ¢ 4 isin ) cu ¢ € [0, 2x) §i |2| 0. Se ob-
$ine |2 [2cos 3p + 1 = 0 i |z|2sin 3p = 0 sau 8in 3= 0 gi cos 3¢ < 0,
de unde 3¢ = = + 2km, k €N, astfel incit ¢ € [0, 27). Se obfin valorile s

™ PP 17 .
zl—cos—g +1sm§ (k—O);\\
g ==cosw -+ isinrn (k=1);

5w s . DT
zs=cos§ +1sm§ (k =2),

sau
1 V3 1 /3
z1=5+1l%-, 2 = —1, z3=—5—1l[—2_'
C. Se aplicé teorema lui Thales in triunghiurile ABM §i ODF«
g-:_l.”_'g. eigg:pé, de undeA"_E -_—'A_F.
AB MB MO AC 4B AC
Din ABDE ~ ABAM rezultd
DE BD
S =T (1),
AM BM
far din ACDF ~ ACMA rezultd
o DF D
= (2).
AM CM

Din (1) i (2) se obfine DE + DF = 24 M.

Observajie. Dach D = M atunci E si F coincid cu 4 i egalititile
date sint verificate. .

D. Se foloseste 2 cos 4 - cos B = cos (4 + B) + cos(4— B), cos C=
= —00s (4 + B) §i 1 = cos? (4 — B) + sin? (4 — B), iar egalitatea dats
se scrie :

[2 cos (4 + B) + cos (4 — B)J? + sin? (4 — B) = 0,

de unde sin(4 — B) =0 <A =B pentru ci A4, Be(0°, 180°) gi
2cos(4 + B) 4 cos (A — B) =0 sau 2cos ¢ =1, de unde ¢ = 60°.

E.1. Fie I lungimea muchiei tetraedrului regulat. Aria unei fete
este 1?3/4 si din 412)/3/4 = 144)/3, rezultsd I — 12 em.

2. Fie [ABCD] tetraedrul regulat gi O centrul bazei AABC. Din
Adr. DOB, in care BO = 1|3 = 4V/8 cm, se obtine inilfimea tetraedruluj
DO = 1)f6/3 = 4)/6 cm i “Y([ABCD]) = 144}/2 cm?.

3. Fie O’ centrul sferei circumscrise tetraedrului si D’ punctul dia-
metral opus lui D. Din Adr. DBD', in care BO este in#ljimea, rezult}
B0? = DO - D'0O, de unde R = 3|/6 cm. :
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11.35. A. Se obfine @, = —1 §i ecuatia f(x) =22 — & —m =0 care
trebuie s3 aib% ambele ridicini mai mici ca 1; se impun condiiile A >0,
. —b/2a <1, f(1)> 0, de unde m e [—1/8, 1).

B. Se deosebesc cazurile :

1°. a € 0, —a> 0, —a’> 0 si deci f(a)> 0, Va €(—o0, 0].

2. 0<a<l1;flay=a°+a 1 —a?)+-1—a>0.

3. a>1; fla) =a"(a® —1) + a(a® — 1) +1> 0.

Ridicinile polinomului sint toate complexe.

C. Fie z = | z| (cos ¢ + isin @) cu ¢ € [0, 2=). Avewm | (2* + 2)[z| =
= 2 |22 + 2| = 2-|z|. Dar |2% + 2| ={|z[* cos 29 + 2 + i|2[*sin 2¢|=
— V2] + 4|2 cos 20 + 4. Se obtine ecuatia |z|* 4- 4/2[* (cos 29 — 1)+
44 =0, cu 2> = 2(1 — cos 2¢) + 2J/cos* 2p — 2 cos 2¢p maxim dack
08 20 = —1. Rezulth o =2+ ks, k=0; 1 i |2l = /4 +2/3 =
=1 + J/3. Prin urmare

2 =(1+V§>(cos§ +isin§)=(1+v§)i; 2 = —(1 + V3)i.

Pt NN P S
D1i. AABD~ABCE~ AACF si m(CBE) = m(ACF)sim(BCE)=
N '
= m(GAﬁ‘)\.\ Fie S P}‘iﬁt‘ﬂ de intersecfie ale dreptelor BE gi CF. Rezultd
sasor m(BSF) = m(ACB). Din MV || BE, MN = BE|25i NP|| OF, NP =

N N N
— OF/2, s obtine m(BSF) = m(JINP)=m(ACB) si MX|¥P=BE/CF =
— BC|AC, adici AMNP ~ AABC.Din PT | CE, PT = CE/[2,QT || AT,

N

QT = AF[2, rezulti PT/QT = OE/AF = BC/AC. in plus, m(C¥X M) =

P Pt N . N\ Pl
= m(BEC) = xg(ﬁl”()) = WQ) si m(CZTP)=m{CNP), de unde

N

an(QTP) = m(MNP) = m(ACB) astfel ¢i APQT ~ AA4ABC.

2. Din AMNP ~ AABC ~ APQT si AACEF ~ AABD rezultd

MP PN 1 CF 1 AD RQ

AB " 4c "2 402 4B ap’ A AP=R

Tt ===, d de QP = RAM.
AP 4G "2 40 2 4B ap’lemPeeP==F
N 0N P s
in plus, m(¥PQ) = 360° — m(QPT) — m(NPT) — m(MPN) =
N P AN AN AN

= 360°/—\m(ABG)/-—\m(BAC’) — m(ECF) = 180°~m(ACF)—m(BCE) =
= m(4,DB) = m(MRQ), astfel ci patrulaterul M/ PQE este paralelogram.,

E. Folosind cos (22 — «) cos ¢ = (1/2) + [cos (37 — «) + cos (z —
— a)] §i cos 2z - cos (# — «) = (1/2) * [cos (3x — o) -+ cos (# + a)], ecua-

¢#ia se scrie:: m[cos (¢ — «) — €08 (¥ + «)] = cos (@ — «) — cos (3¢ — «)
/82U m§ip2-sin o = sin (22 — o) -sinz. Se obfine sinz =0, cu z €
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e{kn|keZ} si sin (20 — o) = m'sin a cu condifia |msin «| < 1, adich
m € [—1/|sin «|, 1/[sin «|] §i atunci

we{%-{- (—1)"%aresin (msin @) -{-%kikel}.

F. Fie M, N, P respectiv mijloacele muchiilor AB, AA’ si AADL
Planul (BA'D) este paralel cu planul (XN P). Distanta AO de la virful
4 la planul (M N P) este egald cu distanta de la virful B la planul (MNP)
§i anume este egali cu jumiitate din indlfimea A0’ a piramidei ABDA’,
edicd d(4, (MNP)) = A(B, (MNP)) = a)3/6 si d(C", (MNP)) = AC' —
— A0 = 54)/3/6. Deoarece d(D’, (MNP)) = d(D’, (BA'D)) + d((BA'D),
(MNP)), se calculeazi in doud moduri volumul piramidei A’BDD’:
¥([4’BDD']) = ¢ [4'BD]- d(D', (BA’ D)3 =c[A’DD’']- 4(B,(A'DD")}

/3 =a%/6, deunde (D', (BA'D))=a}/3/3 si d(D’, (MNP))=al/3/2.

4
I1.36. A. Din conditiile de existen{i rezults = e (5, 25]. Notind Y25 — ¢ =
=u, >0, /o —5 =9, v>0, ecuatia este echivalents cu sistemul :
%+ v =4, w! 4 v* = 20. Din sistem se obtine ecuatia de gradul IV:
u* 4+ %® — 8u — 4 = 0, cu singura solutie pozitivd = 2, astfelcii z = &
este solufia ecuatiei date.

B. Din a,, =2+ J2+ ... V& n—1 radicali, results
qy = V2 + Ay i

2—an _ 2254 2 — @yy _ 1
2—au, 2= ey 2=a,)2+V2+ i) 24+ an

Prin inductic matematicd se aratd e a, < 2.
- C. Se scrie 2 = cos (7=/6) + isin (T=/6). Avem : 2" = 2 w21 =1,
adici

€08 ’2—“(n~1) —+isin ’%:(n —1)=1= sin%n(n—l)=0 $i cos 7Eﬂ'(n—l)=1 =

=>%t (n—l)=°7m=>n=%k+le[N pentru k =7, 14, 21, ..., Tp,

adicd n = 12p - 1, p e [N*. .
D.1. Se arat# cii EF || AB §i AB 1 (AOD), astfel ¢ AF este median.

in Adr. 0AD, AF = (1/2)+ Vb2 + 72 si deci o[ABEF]=3a)/5% | #*/8 n.a-
2. DC1(A0D) si BC L (AOB); 6,=(1/2)ah + bk + o)/ 5% + % +
+ bfa* £ h?); W(P) = (1/3) abh. ,

1137, A. y°—(1—2)y+a*~@—2=0=y, ,=(1—2+)—32° 125+ 9)/2 e Z.
Din —32% 4 23 + 9> 0= € [(1—2)7)/3, (14+-2) 7)/31n Z={-1, 0, 1, 2}..
Solutiile ecuatiei date sint : (—1, 0), (—1, 2),(0, —1), (0, 2), (2, —1),.

(2, 0).
B. Se verificd ci # = 1/2, y = 1/3 este o solufie a sistemului. Folo-
sind monotonia functiilor exponenfiald §i logaritmics se aratd cf aceasts.
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solufie este unics. Pentru =~ considerd cazurile :

1
1 1 1Yy 1y 1\z 1\z _5 . .
a) *>— — == =} <= = =— §i pri-
() 2>, y>3 (4)+(27) (4) +(27) =5 D
ma ecuafie a sistemului nu se verifica.

1 1 1 1 . 1 1
(b) 2> > y <§- = log% z < log, =5 si log‘l y> 1081_3 =3’
astfel ci, ecuatia a doua nu se verifici.

(c) @ <Ly <l=>(l)z¢(l)v>i-
2’ 3 4) " 6

(d) = <—1-, y>l = log, w—log,y>l.
2 3 T ’,ﬁ 6

>

P N N
C. BHC' = BAC (au acelagi complement 4 BB’). Din Adr. BO'H =
=HC' = B(C'- ctg 4, iar din Adr. BC'C=>B(’= BC cos B. Deci H0'=
= (BC/sin 4) cos A cos B = 2R cos 4 cos B ete.
D. Se noteazi AB =z, AC = y si #y = 2. Din h, = 2¢[ABC(]/a,
4y = 26[ABC]Jy §i h, = 26[ABC]/z, conform enunfului, rezultd
2
1 =—1- +i¢w+y=‘?—y¢w2+y2 =(ai‘?-/) — 2xy.
a @« ¥ a a
Teorema cosinusului ne di a® = a2 + y2 — 2xy cos A etc. Dupd
«calcule se obfine ecuatia 422 — 150% — 4da* =0 =2y =4e* §i 2 + 9y =
= 4q, adich o =y =20 §i o[4BC] = a?15/4 na.
E. Se duc prin N dreptele N¢Q || 4B,
NR| BC, iar prin M dreapta MS| AC
{fig. I1.37.E) si se foloseste teorema cosinu-
sului in triunghiurile MQN, NPR i MSP:
N
MN2 = NQ2 4 QM2 — 2NQ- QM cos AQN =
AN
=17 + 8 cos A’AB. Din datele problemei,

AN —
«cos (A’AB) = 1/2. Rezulté MN =)/21 cm si
analog, NP =)13 cm. In continuare,
MS = (AC + QR)[2 = (1/2)- (AC + (AC +
+ A'C")j2)=5)2 em, MP? = MS* 4 SP? — Fie. 1L37.E

AN S e
— 2M8 )8\'1’ cos (J[SP). Dar cos MSP =
= 08 400" =|/2/2. Deci MP=Y/34 cm, o[ UN P]={p(p—a)(p—b)(p—c)=
= V273/2 cm?, ¥([ABOD A’'B'C’'D’]) = 104-Y2/3 em?.
1

2. Se inlocuieste sin # -+ cos # =2 sin (& + =/4) §i ecuatia se scrie
«08 (22 + =/8) - sin (/8 — #) = 0, de unde

3n k= T
el=4+=|keZlu{— +knlkeZ}-
{16+21 } [+ |
B.1. Deoarece (z — y)y> 0, inegalitatea de demonstrat este :
@+ 22(@ —y) + (@ —y)=28(@ —y) y<«(20—3yP:>0.
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Semnul egal are loc pentru y = 2z/3.
2. Primul membru al inegalit#tii (2) se scrie succesiv :

cost 2= 0 _ (cos]—gcosg+sin§sing-)2= (sz(p—b)(p—c) +
2 2 2 2

2 2 2 a?be
=Pl =0 =0 \_ 8 (][ _5_, |[p—a)
+Vp - IZI/ZbC )p c))= fc (l/p—pa+l/pp a)=

_S-

2 P pP—a r p? 2p p—a)
= S 24+ L )= (£ =P
azbo(p—a + P ) ALR((p- a)a+ a + a )

unde R = abec/d§ si § = pr. Folosind (1) se observi ci inegalitatea (2)
este demonstratii. Egalitatea are loc dack 2¢ = b + ¢ (laturile triunghiu-
lui sint in progresie aritmetic) sau in cazul particular cind triunghiut
este echilateral,

C.1. Din figura I1.38.C sb

N
datele problemei rezulti m(4ED) =
TN N
= 45° tg (AFD)=1/2 i tg (ABD)=
N N
=1/3. Dar tg (m(AFD)+m(4 BD))=
N N
= [tg (AFD) + tg (ABD)]/[1 —

N N

— tg(AFD)-tg (ABD)] =1 astfel ci
N N
M(AFD) + m(4ABD) = 45°.
) 2. ¢ [BNMF] = o[BNF] +
+ o[MNF]=FN- BF[2 4 FN -
MM’'[2 =3 cm2.

Din ¢[DMN] = o[DFB] —

— o[ BN MF]=1,5cm?gi c[ABCD]=

=27cm? rezulté o[ DM N)/o[ A BCD)=
= 1/18.

D. 6[ABCD] = 4B - AD~

-8in 30° = 4B =4 cm, 80 = 2 cm.

Fie M, N, P, Q picioarele in#ltimi-

C

LAk

A © lor fetelor laterale (fig. I1.38.D). Po-
M T trivit teoremei reciproce a celor

8 trei perpendiculare, OM | AB,

Fig. 11.38.D © ON_1BC,0PLDC, 0Q 1L AD, astfel

ch MP = QN si MP = o[ABCD]
JAB = 2 cm, de unde 30 = X0 = PO = Q0 =1 cm. Din Adr. SOM,?S'
obtine SM = |/5 em i prin wmare o,[SABCD] = 8)/5 em?. Baza pirami.
dei SMNPQ este un dreptunghi de arie o[MNPQ] = 2¢[MON] +
+ 26[MOQ] = 2- (MO - ON-sin 30°)/2 4- 2-(}0-0Q - sin 150°)/2 = 1 cm?.
T([SMNPQ]) = 2/3 cm3,

E.1. Se determini semnul produsului (z + y) (@* + # — 7 /3) stiind
¢d &4+ y <0 31 v +y) =3(° — y3). Se obtine (z + y)z* + y* —
—7)3) = &% + y* 4 ay* + y22 — (7)3)- (% 4 y) = 2% + y3 + xy® + w2y—
— (% — ¥%) = 293 + 2y* 4 2% < 0 (sumi de numere strict negative).
Rezultd 2 + g — 7/3> 0, adicd o* + y2> 7/3. :

2. Notdim z + y = s si x4y = p. Din prima ecuatie rezults z3 — Y3 <
<0=a—y <0, astfel ¢i © —y = — |(z + 9y — day = —*—dp

112



§i sistemul se scrie:

{7s = —3(s2 — p)/s® —dp _ {82 =5+2p

$2—2p =35 V5 +2p= —3(5 + p)J/5 — 2p.

Din p> 0 5i 5 — 2p > 0 rezultd p € (0, 5/2]. Ecuatia a doua, prin ridicare
la, pétrat, conduce la 18p3 + 135p? + 98p — 880 = 0, care admite solu-

fia reals p = 2. In continuare se obtine ¢ = —3 §i deoarece v — y < 0,
din # 4y = —3 §i 2y = 2 rezultd # = —2, y = —1.

I139. Al. 2 =4/

2. Punem conditillex + 5> 0, o4 5 #1§i22 + 7> 0 =z €(—17/2,
+00), iar ecuafia se mai scrie log, 4(2z + 7) = log, (z + 5)%, de unde
@ = —3€(—7/2 +00), 7, =1 &(—17/2, +00).

3. Folosind notatia sin # + cos & =1, t e [—)/2, }/2], ecuatia devine
t® — 5t 4+ 4 = 0, care se rezolvi aplicind schema lui Horner : h=t=1
§i ccuafia. #° + 26 + 3t + 4 = 0 care nu admite rideini in [—}2, }2]
(8 4 22 + 3¢t + 4> 0, V¢>—)/2). Din sin # 4- cos =1 <> sin (z+=/d) =
= J/2/2 se obtine

@ e{(— 1)‘2—“-}- Teme — -;:i%kez}-

B.1. Sistemul are loc dacd # + y> 0, y> 0 §i > 0. Din ecuatia

a doua rezultd v — 1 = /2y, adick > 1 §i y = (z — 1)*/2. Se inlocuieste
in prima ecuatie i se obine #* — 522 + 4 = 0. In conditiile > 1 §i y > 0,
solutiile sistemului sint (1; 0) §i (2; 1/2).

2. Din prima ecuafie a sistemului, in conditiile z> —1, zy > —3,
rezultéi #(22 + y — 1) =0, de unde £ =0, sau 20 = 1 — y. Solutiile
sistemului sint : (0; 1), (1; —1).

C.1. Se aplicd teorema lui Menelaus triunghiurilor 44'B si AA'C
tdiate de transversalele EC, si DB,.

2. Se duce dreapta OI care intersecteazi A
cercul €(0, R) in punctele E si F si se scrie pute-
rea punctului I fa{i de acest cere (fig. I1.39.C).
Avem : o(I) = IA-ID=IE-IF=(R—1I0)-(R +
+10). Deci IA - ID=R*— I0? (1). Din Adr- AMI
rezultd AT =r/[sin (4/2) (2), iar teorema sinusu-
rilor aplicatd in AABD d% BD =2R sin (4/2). In s}
continuare se aratd céi A BDI este isoscel, adici
BD = ID=2R sin (4/2) (3). Inlocuind in (1) re-
latiile (2) si (3) se obtine egalitatea din problemi.

D.1. Piramida [SABC ... M]se imparte A oc
in piramide avind ca baze fetele piramidei date Fig. 11.39.

§i ca virf centrul sferei inscrisd in piramida dati. Inilfimile acestor pira-
mide sint toate egale cu raza r a sferei inscrise in piramida [SABC...
... M]. Prin urmare ’

T(P) = (1/3)- 7 (c[ABC ... M)+ 6[SAB] + o[SBC] -~ ...
-+ o[SMA]) = (1/3) 7 o: (P),
de unde r = 3%V(P)/qy(P).
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2. (2) In piramida [SA4BC] (fig. I1.39.D)
avem : BC=a, (SBC) L (ABC),SB=8C, 8D L BC,
DE ) AC, DF 1 AB. Se tine seama de enunj §i se
aplicd teorema celor trei perpendiculare gise deter-
min% §B= SF = a}/32, apoi 8D = a/6/4. In fi-
% nal se obfine o(P) = (a?/8)(6 + V6) §i WP) =
= a%/6/48.

(b) Folosind rezultatul de la punctul 1, se

: obtine r= a/2(/6 + 1), de unde “%(8) =a3/6(}/6 +
Fig. 11.39.D +1)3.

I1.40. A.1.Inecuatia (1) ave loc pentru —a* + 42> 0, —2* + 4z — 3 <0,
de unde 2 €(0, 1] U [3, 4).

Tnecuatia (2) este echivalentd cu sistemul 3z — 2> 0, 32 +7 >

361/3:1: — 2, de unde rezultd z € [2/3, + o).

2. Pentru ecuafia (3) se impun conditiile 4z — 2> 0, log,

4o — x?
e <

=

<0, adicd & € (0,1]U [3, 4). In aceste conditii, ecuatia (1) se scrie sub forma

dp— 2? do—ax* 1
log, 3 =—1= 3 3~
RTETI) 10
-z =1 ;/10 e (0,1], x2=4+2l/1 e[3, 4).

Ecuatia (4) are sens pentru (3z 4 7)/6 — Y3z — 23> 0, adict z e
€ [2/3, + o). Cu notatia /37 — 2 = t, t >0, ecuatia se scrie |/##4-61+9 +
+VE—6t+9=6<t+3+|t—3| =6 sau)3s—2+|3—|3s—2|=
= 3. Pentru « € [2/3, 11/3), ecuafia (4) admite o infinitate de solutii;
pentru z € (11/3, +oo), ecuatia (4) nu admite solutii.

B. Scriind ecuatia a doua a sistemului sub forma =/V3)2 + (#))3)z =
— 1, rezults el punctele M(z, y) si N(z/V3, t/J3) apartin cercurilor de razi
unitate, motiv pentru care se introduce notatia # = cos «, y = sin «,
2 =)3cos B, ¢t =)3sin B, cu o, p € R. Ecuafia a treia conducela o« + p =
= /2 + 2k=, k € Z, iar din ecuafia a patra se obfine ¢ = 2 §i « = n/3 4
+ ]? Ir, 1€ Z. In final se obtine soluia  =1/2, y = V3/2,2 = 3/2,t =
=13/2.

Observajie. Propunem cititorului s rezolve sistemul 2 + 32 =1,
22+ 2 =4, 3 +2=(2+ V3)/2, ot + yz = a, unde a este cel mai mare
numir real posibil, ce trebuie determinat, astfel
ca sistemul si fie compatibil.

C. Se duce perpendiculara in M pe AM si
se noteazi cu Z punctul de intersecfie a perpen-
dicularei cu prelungirea laturii BC (fig. I1.40.C).

Py
Patrulaterul A M BE este inscriptibil (m(AME) =

P AN A~

— m(ABE) = 90°) 5i m(AEN) = m(ABI)= 45°,
adic¥ Adr. AME este isoscel. Se aplici teorema =
sinusurilor in AAME si AAMD: AMjinE = ki, a0
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=2R,, AM/sin D=2R, i folosind m(B)=m(D) = 45° rezults B, = E,. Se
arati ci AO,MO, este piitrat.

D. Se araté simplu cfl 2* 4 2" € R, V # € IN* 5i se foloseste faptul
¢} z-z = 4. Se obfin rezultatele + 2i, 4 (1 — iJ/3), &(—1 —i}3).

E. Din Adr. ADP = Adr. ABM rezult$y PD=M B astfel ci PM || DB
— N
§i PM = DB = aff2 (fig. I1.40.E). Triunghiul AMP este echilateral
S —_ -
(n(MAP) = 60°); astfel ¢t AM = a2 §i c[AMNP] = (a)/2)2- sin 60° =

= a?)/3. Din faptul c¢i ABCD este pro-
iectia rombului AMNP pe planul bazei
prismei, avem o[ABCD]=c6[AMNP]cos ¢,

unde ¢ = m(@V ) este misura unghiului
diedru format de planul («) cu planul bazei
prismei. Se obtine cos ¢ =1/}3, adici
o = arc cos (/3/3). Din Adr. ACN re-
zulth NC = AC tg ¢ = 2a.

IL41. A, Din 2 € (—1, 0), rezultd notapia
& =cos ¢, t € (%/2, =) U (%, 3n/2). Ecuatia se .-
scrie 4 cost-cos2f =1 <4 sin ¢-cost-v--.,

-cos 2t =sin¢ (sin ¢ # 0 pentru ci 2z #

# — 1). Se obtine sin 4{=sin ¢{<>sin (3¢/2) - Fig. 11.40.E

-cos (5t/2) = 0 = t, = 2m/3, 1, = 4n3,

by = 3n[5, 3, = Tn[5, astlel cd : #; = cos(2w/3)=cos (47/3)=—1/2 € (—1, 0),
x, = cos (37/5) = cos (Tx/3) = (1 —5)/4 € (-1, 0).

Altfel. Ecuatia 82° — 4z — 1 =0 admite o solufie =, = —1{2.
Aplicind schema lui Horner se obtine ecuatia 42> — 22 — 1 = 0 cu solu-

tia x, = (1 — |/5)/4 € (—1, 0).

2 2 2 "2
B, ZO¥+ L4y 121 .Y —ou o
zy* + 1 13 zy? + 1 13
¢=>w:.’. 1 ‘)=32+ 1 .
w+1/.’/' 3+_]‘_
4

Singurele solutii in IN sint # =3, y = 2.

C. Fie AD iniltimea AABC §i E simetricul lui C fatd de AD (fig.
II1.41.C). Din aseminarea triunghiurilor isoscele ACE si ABE se obtine
CE/AE = AC/|BE=CE* + CE —1=0 = CE = (J/5—1)/2 si deci AB =
= BE = BC + CE = (1 + |/5)/2. In continuare se aplic teorema, cosi-
nusului in A4BC; se obfine cos 36° = (1 + |/5)/4, cos 108° = (1 — /5)/4.

D.1. Dreapta (d) este mediatoarea segmentului [CE] si 4'C bisec-

P
toarea unghiului CAE (fig. H.g.]\)). Deoarece bisectoarele 4D i AC”
sint perpendiculare, rezulty m(BAE) = 180°, adici punctele B, 4, E
sint coliniare.

115



2. Din ABB'E rezulty BE < BB’ + B'E. Dar B'E = B'C, BE =
= AB + AF §i AE = AC. Se obfine AB + AC < BB + B'C’.

Fig. 11.41.D

E. Fie 0,, 0,, O, centrele sferelor si 0j,
0,, 0; proiectiile lor pe baza conului (fig. I1.41.E),
0102 = 0203 = 030] = 27' = 2 $i AO;Oé é =
= A0,0,0;. Centrul bazei conului (punctul 0)
coincide cu centrul de greutate al triunghiulut

echilateral 0/0;0;. we@\oog = 2)/3/3. Din
AA/C’Q1 = AA40,0; 5i m(CAO;) = 60° se obtine
m(0,40)) = 30°, astfel c% Adr. 40i0, ne @ "
A0} = 0,0;-ctg 30° = V3. Raza bazei conului
este A0 = A0; + 0,0, = 5/3/3.

11.42. A. Necesitatea. Fie x = [z]—1, cu
) t€(0, 1). Presupunem ¢ [2°] = [#]’. Avem:
Fig. 11.41.E ’ [:172] = [([#] + 1)?] = [[«]2+ 2" (2]t 4 #2]. Dar

[a] = [22] astfel ci [22] = [[#°] + 2[2]t 4- ] < [#*]=[2%] + [2[z]t +
+#] de unde [2[z]t + 2] =0, adici 0 < 2[x]¢ + #* < 1.Deaici rezult}
gistemul de inecuatii :

oA — i+ #>0 {2mt> 2

{2(50-— ht+ <1 20t <1 + &,
astfel ci necesitatea este demonstratd, adicd x € (¢/2, (1 4 #?)/28).

Suficienta. Din @ € (1/2, (1 + 1¥)/2!) rezultd sistemul

{2“<1+t2°{2(w~t)t+ze<1 (2@ — 0t + ¥ (1)

fnlocuind in (1) ¢ = # — [#]si® — ¢ = [«]se obtine [#* — [#]*]= O,
de unde [2]® = [#2] si suficienta este demonstrati.

B. Domeniul de rezolvabilitate al ecuafiei se obtine din sistemul s

54 4+ 5z — 10> 0 =D = [1, 400).

Tz2 4 282 + 26> 0
722 4 28 + 26 > 5% + 52 — 10
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Se scrie ecuatia sub forma |72 i 28x + 26 = |5z + 20 +
+ V547 + 5 — 10, care prin ridicare la piitrat devine : 22 + 92 + 8 =
=5l(v + 4)(@ — 1)@ + 2) « 22+-30—44-6(z+2)=5|(a* +30—4)(@+2)-
‘Deoarece = = —2¢ 9, se imparte ecuatia obfinuti prin x + 2 gi cu
notafia V(#2 + 32 — 4)/(z+2) =y, y> 0, se obfine y*> — by + 6 =0,
de unde y, =3, y, = 2. Solutiile ecuatiei sint: #, =3 + {31 e 9, z, =
=4€9,

C. Fie AE = BO = OF = 2 §i BE = AF = y (fig. 11.42.0). Folo-
#ind puterea punctului fai# de cerc i datele problemei, se obtine p(E) =
= p{F') = 2 = xy. Teorema cosinusului aplicatd respectiv triunghiurilor
4 ABC §i AEF @3 a* = 2(z + y)*- (1 — cos 36°) (1),
1 =#* 4 y* — 2zy cos 36° (2). Relatia (2) se mai
N scrie (# 4 y)* — 4(1 4 cos 36°) = 1, de unde AR =
=6 + V5 em. Inlocuind in (1) se obtine BC =
= ABY2(T — cos 36°) =(1/2) |26 — 6/5 cm, R =

= BC/2sin 36° = |/(13 — 3¥5)/(5 — V5) em.
Observagie. Pentru cos 36° s-a folosit rezultatul

B c obtinut la problema II.41.C.
Fig. 11.42.C

M

D. Inlocuind z=cos ¢-isin o, cu ¢ € [0, 2x),
~V3+i= 2(005"_1__‘+ i sin )—'-) si—13— i=2(cos‘—§+ isin ZZ)9

6 6 1] 6
8¢ obtine

4 = cos (2? — —:) + isin (2<p — :~)
3 3
4 este cel mai mare numir real posibil daci sin (2¢ — =/3)
€08 (29 — =/3) = 1, de unde 2¢ — =/3 = 2 kx, ke Z, adicii o = =/6 + k=,
9€[0, 2n) 5i ke Z. Se obtine

E. Din Adr. VT0, cu m(TV0,) = 30° (fig.
I1.42.E) se obtine VO, =2-0,T = 2 cm si deci
VO=Nh=3cm; A0 = R = VO-tg30° =3 cm.
Din Adr. T0;0, rezulty 0,0; = (1/2)-TO, =
=1/2 em §i TO; = 0,7 sin 60° = }/3/2 cm.

Gy (Cilindl‘u) = T '_TO;(T0£+20105)=(3+
+ 2)/3)=/4 cm?,

¥(cilindru) = 3= /4 cm3, ¥(con) =nR[3=
Fig. 11.42.E = 3= em3 §i V(cilindru)/V(con) = 1/4.
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. SUBIECTE date la examen 119-131
: FIZICA
Rezolvari 132-151

1.1. A. Doi curieri pleac# din acelasi loc la interval de o ori, pe un drum
rectilinin, cu vitezele constante de 6 km/h, respectiv 7 km/h. Dup# cit
timp si la ce distan{d de locul de plecare se vor intilni?

B. Un punct material executd 150 oscilatii pe minut, cu o amplitu-
dine 4 = 0,05 m. Faza initiald se consider# o = 15°, Se cere :

1. Frecventa gi pulsatia oscilatiilor.

2. Bcuajia migearii oscilatorii.

3. Raportul dintre energia cinetic# §i energia potentialdi a punctu-
1ui material, in momentul in care elongafia este jumitate din amplitudine.

C. Un acvariu contine 25 1 api la temperatura de 17°C. Cit¥ ap# cu
temperatura de 72°C trebuie introdusé in acvariu pentru a obfine un
amestec cu temperatura de 22°C?

D. Subiect teoretic :
Legea transformérii §i conservirii energiei in procesele mecanice.

(Admitere treapta a II-a, licee cu profil mecanic, metalurgic, chimic,
constructii, poligrafie, Bucuregti, 1978)

LI2. A. Doud mobile de masi m, = 8 kg si respectiv m, = 2 kg se afl}
da distan{a d = 112,5 m unul de celiilalt. Corpurile se deplaseazi unul spre
celilalt pe o suprafaté orizontald, cu frecare, coeficientul de frecare fiind
@ = 0,2, Se imprim# corpurilor simultan vitezele initiale v, = 20 m/s
gl vy, = 30 m/s. Si se afle: :

1. Timpul dupi care se ciocnesc.

2. Spatiul parcurs de mobile dupé ciocnire, aceasta fiind consideratd
+plastics.

3. Variatia energiei cinetice in urma cioenirii (¢ = 10 m/s?).

B. Un oscilator constituit dintr-un punct material de masid m =
= 1,6 - 1072 kg, atirnat la capitul unui resort, vibreazi sub actiunea fortei
-elastice a resortului, ecuatia elongatiei avind forma

. ~ T
y=0,1s8in{—f 4+ — | m.
y=0, (8 + 8)

Se cere :

1. Perioada si frecventa oscilatiei.

2. Viteza maximi si acceleratia maximi a punctului material.

3. Timpul in care punctul material executdi drumul de la jumita-

tea amplitudinii la J3/2 din amplitudine.

C. Se inc#lzesc doud piese metalice de otel, de mase diferite, in asa
fel incit ele suferé o dilatare de volum la fel de mare. Care dintre corpuri
:@ primit pentru aceasta o cantitate de cildurd mai mare ?

119



D. Subiect teoretic :
Forta centrifugd gi forta centripeti.

(Admilere treapta a II-a, profil elecirotchnic, Bucuresti, 1978)

-1.3. A. Un pendul aleftuit dintr-o bili A cu masa m, =1 kg §i un fir
cu lungimea ! = 10 m, aflat initial in pozitie orizontali, este Lisat liber..
In momentul in care pendulul trece prin pozitia verticald, bila A cioc-
nesit;;ea’lgn corp B de masi ms = 1 kg aflat in repaus, pe o suprafatd ori-
zontald,

1. In cazul in care ciocnirea este plasticdi, si se afle indl{imea H
la care ajunge corpul nou format (4 + B) fatd de suprafata orizontali.

2. In cazul in care ciocnirea este elastics, iar coeficientul de frecare
intre corpul B si suprafata orizontald este p = 0,2, si se afle timpul #
cit dureaz# migcarea corpului B §i spafiul s parcurs de acesta.

B. Tensiunea instantanee aplicatd la bornele unei bobine este w =
= }/2-120-5in 100 = ¢ (V). Bobina primeste o putere activi P = 180 W’
§i o putere reactivii P, = 60)/3 VAR. Si se afle :

1. Rezistenta si inductanta bobinei.

2. Impedanta bobinei §i intensitatea instantanee a curentului elec--
tric prin bobini.

3. Legind in serie cu bobina un condensator si aplicind la capetele-
circuitului aceeasi tensiune, si se calculeze valoarea capacitiitii 0 a con-
densatorului, astfel incit puterea activd primitd de circuit s§ fie maxims,.
precum si valoarea acestei puteri P,,,. h

(Admitere treapta a II-a, licee de fizicd, Bucuresti, 1979).

I4. A. S% se calculeze intensitatea curentului printr-o bobind cu L =
=0, Hsi R =750, aflati sub tensiunea efectivi U == 100 V, cu frec-
venta de 50 Hz,

B. De un resort elastic, a cirui constanti elastics este & = 102N/m,
este suspendat un corp de masd m = 0,1 kg. Pendulul elastic astfek

format oscileaz#. Impulsul pendulului la distanta 3, = 3 cm de pozitia.

de echilibru este p, = 0,3/3 kg-m/s. Se cere :

1. Legea de miscare (faza initiald este nuli).

2. Energia cineticdi 5i energia potentiali in momentul in care y, =
= 2 cm.

C. Subiecte teoretice :
Inerfia §i masa. Miscarea circulard uniformd.

(Admitere treapta a II-a, licee industriale, Bucuregti, 1980)

I.5. A. De la baza unui plan inclinat de unghi « = 45° se lanseazi in
sus pe plan un corp cu viteza inifiald »,. La revenirea in punctul de ple-
care, viteza corpului este v = 31,/4. Si se calculeze coeficientul de frecare
la. alunecarea corpului pe plan.

F B. Asupra unui corp asezat pe un

plan orizontal se actioneazi cu un resort

© de mas# neglijabils dupé direcfia si sensul

m —~——-+—- din figura I.5.B. Cunoscindu-se unghiul «,.

7777777777727 777777 accelerafia gravitationals g, masa corpu-
Fig. 1.5.B lui m, coeficientul de frecare dintre corp
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#i plan p si constanta elasticd a resortului k, si se determine :

1. Valoarea maximi a forfei F' cu care se actioneazd astfel incit
-corpul si rimind inci in repaus.

2. Valoarea minim# a energiei de deformare a resortului pentru care
-corpul poate fi scos din repaus.

C. Frecven{a de rezonant¥ a unui circuit serie format dintr-un con-
-densator §i o bobini este v, = 2 kHz. Pentru o frecventd v =1 kHz
a tensiunii de alimentare, impedanta circuitului este de 1 kQ. Rezistenta
bobinei este 10 Q. $i se calculeze inductanta bobinei §i capacitatea con-
densatorului.

D. Subiect teoretic :

Interactiunca dintre dousi conductoare paralele parcurse de curent
electric.

(Admitere treapta a I1I-a, licee matematicd-fizicd, 1980)

I6. A. Un corp din fontd, cu masa m = 20 kg si densitatea p =
= 7500 kg/m3, poate s# pluteascd pe suprafata mercurului de densitate
pr = 13 600 kg/m3. Calculati volumul portiunii din corp cufundat in
. mercur §i volumul total al corpului.

B. Doud sfere conductoare miei, avind fiecare masa m — 0,4 g,
aflate la capetele 2 doudl fire de mitase de lungime =12 cm, suspendate
in acelasi punct, au fost electrizate simultan cu sarcini egale, de acelagi
Semn. Sferele se resping la o distanti @, = 8 em intr-un lichid §i la o dis-
tantd d = 10 cm in aer.

Calculaji sarcina electrici @ de pe fiecare sferi.
Gésiti permitivitatea relativi a lichidului ( € = 8,856-10712 F/m).

C. Subiecte teoretice :

1. Forta centrifugé. Aplicatii.

2, Ciclul Carnot.

3. Autoinductia. Impedanta unui circuit.

(Admitere treapia a II-a, licee cu profil mecanic, electrotehnic, aero-
noutic, Bucuregti, 1981)

o

L7. A. Un tren frineazs cu o forts de » = 10 ori mai mics decit greu-
tatea sa. Stiind viteza inifiali vy = 108 km/h, si se afle timpul pin¥ la
oprire si distanta parcursé (g = 9,8 m/s?).

B. O baterie debiteazs pe o rezistents exterioars de 10 Q un curent
de 3 A. Daci se inlocuieste rezistenta de 10 Q cu una de 20 Q, atunci
intensitatea curentului devine 1,6 A. Ce tensiune electromotoare si ce re-
zistentd interioard are bateria?

C. Subiecte teoretice :
1. Miscarea pe plan inclinat.
2. Topirea si solidificarea.
3. Potentialul electric.
(Admitere treapta a II-a, licee cu profil mine-petrol, metalurgie, con-
Structii, poligrafie, Bucuregti, 1981) . :
/

1.8. A. Lisat liber, un corp ajunge la sol in timpul ¢ = 8 s. Aflatiinil-

Yimea de la care a fost lisat s& cadd liber si viteza cu care ajunge corpul
ia sol.
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B. Ce putere trebuie si dezvolte un motor pentru a ridica uniform,
la indl{imea h = 20 m, un corp cu masa m = 60 kg, dacd ridicarea se
face in timp de 15 s¢

C. S% se calculeze intensitatea curentului printr-o bobin cu indue-
tanta L = 0,5 H §i B =5 Q, aflat¥ pe rind :

1. Sub tensiunea alternativd cu valoarea efectivi U = 100 V, cu
frecventa de 50 Hz.

2. Sub tensiunea continui avind aceeasi valoare U =100 V.

D. Subiecte teoretice :

1. Transmiterea presiunii prin lichide. Legea lui Pascal (enunful
legii, expresia ei, presa hidraulicd — aplicatia acestei legi).

2. Indicati o metodi prin care se poate pune in evidentd fenomenul
de inductie electromagnetici.

(Admitere treapta a II-a, licee matematicd-fizicd, judejul Argeg, 1981)
1.9. A. Un corp cu masa m, = 2 kg este fixat de un resort orizontal,

netensionat. El este ciocnit elastic pe directia axului resortului de un
corp care are masa m, = 4 kg si viteza v, = 3 m/s. $tiind ci resortul,

care are constanta elastici % = 7-102 N/m, se comprimi pe distanta .

¢ = 20 cm, s3 se determine:

1. Vitezele corpurilor imediat dupé ciocnire.

2. Spatiul de oprire, dup# ciocnire, al corpului de masi m, (coefi-
cientul de frecare este acelasi pentru ambele corpuri). Se considerd g =:
= 10 m/s2.

B. Intr-un tub cilindric orizontal, deschis la ambele capete, se afl¥.
dou# pistoane usoare, de sectiune S = 20 cm? care se pot deplasa fird fre-
care. Pistoanele sint legate prantr-un fir inextensibil de masd neglijabild,
intins §i netensionat. Presiunea §i temperatura aerului dintre cele doud.
pistoane si in exterior sint p, = 10°N/ms2, ¢ = 27 °C. Cu cit poate s% va-
rieze temperatura aerului delimitat de cele doui pistoane, astfel ca firuk
8% nu se rup#? Tensiunea maximi suportatd de fir este F' = 40 N.

C. Se considerdi un electron accelerat sub tensiunea de 100 V, care
pitrunde intr-un cimp magnetic uniform de inductie B = 2-1072 T,
astfel incit vectorul vitez# face un unghi de 45° cu direcfia vectoruluz
inductie magnetici. ’

1. S4 se precizeze §i si se justifice forma traiectoriei.

2. S% se calculeze elementele traiectoriei.

Se dan ¢ = — 1,6-1071° C, m, = 9,1-1073! kg.

D. Subiecte teoretice :

1. Momentul fortei in raport cu un punect (definitie, expresia mérimii,
unitate de misurid).

2. 8% se exprime ecuatia Clapeyron-Mendeleev §i s# se precizeze
semnificapia fieciirei mérimi,

3. Energia si puterea curentului electric continuu.

(Admitere treapta a II-a, licee matematicd-fizicd gt fizicd-chimie, 1981y
1.10. A. Un corp cade liber de la o indlfime 5 = 10 m. In acelagi moment,
un alt corp este aruncat vertical in jos de la o iniljime H = 20 m. S% se

afle viteza initiald 2 celui de al doilea corp, dacd ambele corpuri au cizut
simultan pe pémint.
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B. S8 se afle masa dioxidului de carbon (p = 44 kg/kmol) aflat
intr-un balon de volum V = 40 1 la temperatura ¢ = 13°C si presiunea
» =2,7-10* N/m* (R = 8,31 -102 J [kmol-K).

C. Subiecte teoretice :

1. Legea Ini Arhimede.

2. Gruparea rezistoarelor.

(Admitere treapta a II-a, licee profil indusirial, Bucuresti, 1982).

L11. A. De un tren cu masa M = 100 t, care merge rectiliniu uniform,
se desprinde la un moment dat ultimul vagon avind masa m = 10 t.
Acesta parcurge o distan{ d = 9 km pin3 se opreste. La ce distanti
de vagon se va gisi in acest moment trenul dac# forta de tractiune a lo-
comotivei a rimas aceeagi? (La migcarea trenului §i a vagonului se con-
siderd acelasi coeficient de frecare).

B. Intr-un cilindru cu piston mobil firs frecare se afl azot cu masa
m =1 kg (p = 28 kg/kmol).

1. Ce cildur#d absoarbe gazul pentru ca temperatura lui si creascs
cu 10°C?

2. S% se afle indlf{imea cu care se ridicid pistonul dupi ine#lzirea
gazului. (Se dau : greutatea pistonului @ =9,8 N, sectiunea sa § =1 m?,
presiunea atmosfericd deasupra pistonului p, =1 atm; pentru azot
0, = TR[2, R = 8310 J/kmol-K.).

C. Un generator electric produce printr-un rezistor de 9 Q o putere
electrici.

1. Ce rezisten{d interioard are generatorul dac# el produce aceeagi
putere printr-un rezistor de 16 Q72

2. Stiind cd valoarea tensiunii maxime suportate de primul rezistor
{de 9 Q) este 9 V, iar pentru cel de al doilea 32 V, s3 se determine pute-
rile maxime care se pot obtine prin gruparea celor doui rezistoare : (a)
in serie §i (b) in paralel.

D. Subiecte teoretice : :
. 1. Conservarea energiei mecanice in céiderea liberd si in migcarea
oscilatorie a punctului material.

2. 8% se defineascd inductia electromagnetics, si se deducs si enunte
legea acestui fenomen. .

(Admitere treapia a II-a licee matematicd-fizicd, 1982),

I.12. A. Un corp aruncat vertical in sus ajunge la in#lfimea maximy
b = 19,6 m. Dupé cit timp revine el la pimint? (g = 9,8 m/s?).

B. Doud corpuri punctiforme cu sarcinile @,=2.10-%C, respectiv
Q, = 8-1076C, se gisesc in aer la distanta d = 10 cm unul de altul,

1. Care este intensitatea cimpului electric produs de fiecare corp in-
cércat in punctul in care se giseste celilalt?

2. Ce fortd actioneazd asupra fiecirui corp inciircat? (¢, = 8,856-
«10"12F/m, &, = 1).

C. Subiecte teoretice :

1. S& se enunte principiul acfiunilor reciproce.

2. 8% se scrie ecuatia primului principiu al termodinamicii i s3 se
precizeze semnificatia fiecdirei mirimi fizice din aceasts ecuafie.

3. Scrieti expresiile legilor lui Ohm.

(Admitere treapta a II-a, licee profil industrial, judeful Dolj, 1983)
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L.13. A. Un corp cu masa m = 20 kg se deplaseazii cu viteza constanti
pe distanta d= 60 m, pe o suprafatd orizontali. Coeficientul de frecare
este p = 0,45. Forta aplicatd corpului face un unghi ¢ = 30° cu orizon-
tala. 8% se calculeze :

1. Forfa aplicatd corpului.

2. Lucrul mecanic total efectuat asupra corpului.

B. Doud conductoare foarte lungi, paralele, aflate la distanta d =
= 10 cm unul de celiilalt, sint parcurse de curenti de acelasi sens, avind
intensitiitile I, = 5 A silI, = 10 A. S& se afle inductia magneticd a cim-
pului rezultant in urmitoarele puncte:

1. La jumitatea distantei dintre cele dou# conductoare.

2. Intr-un punct exterior situat la d, = 5 cm de curentul mai slab
gi la d, = 15 cm de celdlalt (p, = 47-1077 N/A2),

C. Subiecte teoretice :

1. Legea transformirii izocore a gazului ideal (legea lui Charles).
2. Forta centripeti. .

3. Potentialul electric (definitie, unitate de misurd).

(Admitere treapta ¢ II-a, licee profil industrial, Bucuregti, 1983)

I.14. A. Un camion cu masa 5 t porneste din repaus in miscare recti-
linie uniform acceleratd cu a = 0,61 m/s?. S& se calculeze :

1. Distanta parcursé pind in momentul in care camionul are viteza
de 36 km/h.

2. Forta de tractiune dezvoltatd de motor daci rezultanta fortelor
de frecare reprezinti 0,04 din greutatea camionului.

3. Lucrul mecanic total efectuat asupra camionului in cea de a
5-a secund# a migeérii sale (¢ = 9,8 m/s?).

B. Un balon cu ¥V, =1 m?3 in care se afléi aer la presiunea p, este
pus in legiturd cu un alt balon cu V, = 2V, in care se afli aer la pre-
siunea p, = 3,5-10° N/m?2.

1. S% se determine p; stiind c& presiunea in sistem, dupé ce baloa~
nele au fost puse in legituri, este 3-10% N/m2.

Dac# aerul din balonul cu volumul V, (considerat separat de al
doilea balon) la presiunea p, este incilzit mai intii izobar pini la volumuk
Vs, =3 m3 si apoi izocor pind la presiunea p; = 5-10° N/m?, si se de-

. termine :

2. Variatia energiei interne intre stirile (p,, V,) si (93, Vs).

3. Lucrul mecanic efectuat de gaz in acest proces.

4, Cildura absorbitd de gaz (Cy = 5R[2).

C. La bornele unui receptor cu rezistenta 2 Q este legati o sursd.
electricd cu rezistenta interioar# 0, 3 Q si t.e.m. de 130 V. Conductoarele
de legituri au fiecare rezistenta de 0,15 Q. 84 se determine :

1. Ciderea de tensiune pe linia de alimentare.

2. Tensiunea la bornele sursei.

3. Se considerd un conductor lung, liniar, stribdtut de un curent
de valoarea celui care alimenteaz# receptorul. Conductorul este plasat
intr-un cimp magnetic uniform cu B; = 5-107¢ T, in vid, normal pe liniile
de cimp magnetic. Si se descrie pozifia punctelor pentru care cimpub
magnetic rezultant este nul (g, = 47-1077 N/A?),

D. Subiecte teoretice :
1. S& se enunte principiul fundamental al dinamicii, s& se scrie ecua~
tia; lui §i 83 se. defineascd unitatea de misurd a fortei.
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2. S84 se scrie formula fundamentali a teoriei cinetico-moleculare
2 gazelor §i 8% se precizeze semnificatia fiecirei mirimi fizice din aceast®
formuli.

3. B4 se scrie expresia fortei de interactiune intre doud conductoare
paralele, rectilinii si lungi, parcurse de curentul electric §i s% se defineasci.
unitatea de misurd a curentului electric.

(Addmitere treapta a II-a, licee profil matematicd-fizicd, 1983)

L15. A. O baterie de curent continuu cu t.e.m. B = 12 V i de rezistents
interioar neglijabili alimenteaz$ un circuit format din rezistorul R,
legat in serie cu dou® rezistoare avind rezistentele R, =2Q, R, = 6 Q,
montate in paralel. S% se determine :

1. Valoarea rezistenf{ei R, cind prin circuit trece curentul total
I, = 2A.

2. Intensitdtile curentilor prin rezistoarele R, si R,.

3. Energia care se dezvolt#d in rezistoarele R, si R, in timp de 30
minute.

B. Un corp de mas# m = 10 kg agezat pe un plan orizontal este tras
de o for{s care formeazd un unghi o = 30° cu orizontala. S# se afle aceastd
fortd stiind ci corpul se miscs orizontal cu acceleratia a = 1,34 m/s? si
coeficientul de frecare la alunecare este p = 0,27,

C. Cum trebuie deplasat un conductor intr-un cimp magnetic uni-
form pentru ca la capetele lui s nu apari tensiune electromotoare?

D. Subiecte teoretice :

1. Actiunea cimpului magnetic asupra curentului electric. Forta
electromagnetici.
2. Ciocnirea plastics.

(Admitere treapta a II-a, licee profil elecirotehnic, 1983)

L16. A. Legea migeirii rectilinii a unui corp este dat# de ecuatia z = 5-
+ 3t 4 2i2. Si se scrie legea vitezei §i si se reprezinte grafic.

B. Un tren cu masa m = 1000 t i5i mireste viteza de la v, =54km/h
la v, = 72 km/h intr-un timp A¢ = 1 minut i 40 secunde.

1. Stiind forta de tractiune a locomotivei F, = 80 kN, si se afle
for{a de rezisten{# si coeficientul de frecare.

2. S& se determine lucrul mecanic al forfei de tractiune si puterea
medie dezvoltatd in acest interval At (g = 10 m/s?),

C. Fie refeaua din figura 1.16.C la I I
care se cunosc: B, =48V, H, =8V, ‘41 b 2 ¢
B=2Q, R, =3Q, R, =20Q. 84 se

determine : R R
1. Curentii I, I,, I,. ! ) []93 C 2

2. Si se interpreteze wvalorile ob-

tinute. & L B .I.Ez
3. Condifia ca prin R; s# nu cir- F
cule curent. . £ 0
Fig. 1.16.C

D. Subiecte teoretice :

1. Conservarea energiei mecanice : (a) in miscarea de cidere libers,
(b) in miscarea oscilatorie armoniei.
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2. Legea transformirii izocore: deducerea experimentali, expri-
marea in scara Celsius §i Kelvin, reprezentarea graficd, aplicarea princi-
piului intli al termodinamicii in aceastd transformare.

(Admitere treapta a II-a, licee profil indusirial, 1984)

I.17. A. O placy pitratdi omogend este imp#rtitd in patru pitrate. Se
taie gi se inliturd un pitrat. Si se determine pozijia centrului de greutate
a porpiunii rimase. Latura pitratului este I =1 m.

B. Intr-un conductor rectiliniu, lung de 0,3 m, deplasat cu viteza
de 2 m/s, perpendicular pe liniile unui cimp magnetic uniform, se induce
o t.e.m. de 3 V. Ce inducie magneticii are cimpul? Ce curent va circula
prin conductor, dacy el are o rezistentd de 0,6 Q, iar intre capetele lui se
Yeagh un rezistor de 9 Q¢

C. Subiecte teoretice :
1. Energia cinetic a punctului material.
2. Legile lui Kirchhoff.

(Admitere treapta a II-a, licee indusiriale, judeful Sibiu, 1984)

1.18. A. O ging de cale feraté cu lungimea I = 10 m si cu masa m = 900 kg
este ridicat® cu doud fringhii paralele. Si se determine tensiunile in
fringhii, dacy una din ele este fixatd la un capit al sinei, iar cealaltd la
distanta ¢ = 1 m de celiilalt capit.

B. Gheata artificiald se poate obfine ricind apa cu ajutorul eteru-
lui care se vaporizeazd. Cit eter trebuie s3 vaporizim ca s# obtinem 10 kg
gheatt din api cu temperatura de 10°C? Se dau: Aye= 355,3 kJ/kg,
Caps = 4181 J/kg- K, A, = 34-10% J/kg.

C. Un solenoid eu 1 000 spire §i lungimea de 40 em este parcurs de
un curent de 10 A. Ce sectiune are, dacé fluxul magnetic prinsuprafata
unei spire este de 2- 10" Wb?

D. Subiecte teoretice :
1. Legea lui Arhimede.
2. Legea transformirii izobare (Gay-Lussac).

(Admitere treapta a II-a, licee profil indusirial, judetul Sibiu, 1984)

1.19. A. O s¥niut# lansaté in sus de-a lungul unui plan inclinat, care for-
meaz¥ unghiul « = 45° cu orizontala, revine inapoi la baza planului ast-
fel incit timpul de coborire este de » = 1,1 ori mai mare decit timpul de
urcare. Care este coeficientul de frecare la alunecare intre séniuts si pla-
nul inclinat ?

B. Tntr-un tub vidat, un electron pitrunde cu viteza v, = 4-107m/s
perpendicular pe liniile cimpului electric dintre arméturile unui con-
densator plan cu lungimea 2, = 4 cm, distanja dintre plici d = 1,6 cm,
avind aplicatd tensiunea U = 910 V. Si se afle deviajia y a electronului
fat¥ de directia inifiald, misuratd pe un ecran fluorescent aflat la distanta

, = 10 cm de extremitatea plicilor condensatorului, perpendicular pe
ele. Se dau: m = 9,1-1073 kg, ¢ = 1,6 - 1071°C.

. C. Subiecte teoretice :

1. Energia cinetici a punctului material,

2. Forta de dilatare.

3. Definifi legile lui Kirchhoff.

(Admitere treapta a II-a, licee profil elecirotehnic, Bucuresti, 1984)
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1.20. A. Un corp cade liber de la o inidlfime % = 15 m firi vitez# ini-
tiald. In acelasi timp, de la sol este aruncat vertical in sus un al doilea corp
cu viteza initiald v, = 10 m/s. Dupé cit timp si la ce inil{ime deasupra
solului se intilnese corpurile? (¢ = 9,8 m/s?).

B. Intr-o butelie se afl} azot la temperatura 7, = 300 K si presiu-
nea p, = 1,5+ 107 N/m2, Din butelie s-a consumat azot pentru o experi-
en{#. La temperatura T',=280 K, presiunea gazului este p,=0,6-107 N/m?,
iar masa buteliei cu gaz s-a micsorat cu Am = 3,2 kg. S% se determine :

1. Numirul de kilomoli de azot in starea initiald.

2. Masa de azot rdmasd in butelie (p = 28 kg/kmol).

C. Subiecte teoretice :

1. Conservarea energiei mecanice.
2. Caldura specificé.

3. Legea lui Ohm.

(Admitere treapta a II-a, licee cu profil mecanic, Bucuresti, 1984)

I.21. A. Un corp cu masa m = 50 kg este urcat cu vitezi constants pe
un plan inclinat care face unghiul « = 30° cu orizontala. Coeficientul de
frecare intre corp si plan fiind p, = 0,2, si se determine : :

1. Forta de tractiune care actioneazs asupra corpului.

2. Energia potentiald pe care o are corpul dupi ce a parcurs dis-
tanta, [ =10 m.

3. Energia cineticd pe care o va avea corpul la baza planului dac®
este lisat si alunece liber pe plan de la distant{a I = 10 m.

4. Lucrul mecanic al fortei de frecare pe distanta parcursd pe planul
orizontal pind la oprire, dach coeficientul de frecare pe planul orizontal,
pe care isi continué miscarea dup# ce coboard de pe planul inclinat, este
py= 0,4 (g = 10 m/s?).

B. 1. Un incilzitor electric absoarbe de la reteana de alimentare o
putere P = 400 W. Ce rezisten{s are incilzitorul dacs intensitatea curen-
tului ce-l stribate este T =2 A?

2. Ce masi de gheatl cu temperatura #, = 0°C se poate transforma
in vapori la temperatura ¢t = 100°C cu cildura dezvoltatd de inc#lzitor
in timp de o ord (A, = 334 kJ kg, c. = 4180 J/kg- K, A, = 2250 kJ[kg)?

C. Subiecte teoretice :

1. Ar#tati semnificatia fizied a relatiilor :

(a) E = mv?[2; (b) @ = mcAt; (c) e = —ADJAL,

2. Ar#tati semnificatia fizicd a mirimii notate cu » (relatia (a)) si
o caracterizati.

3. Enuntafi legea exprimats de relatia (c).

(Admitere treapta a I1-a, licee profil industrial, judejul Prahova, 1984)

1.22, A. Un corp cu masa m = 2kg co- D
boary firi frecare pe un plan inclinat 4

de in#ltime h = 1 m. Ajungind la baza 4
planului, corpul se deplaseazi cu frecare 5

pe o suprafa{d orizontald pind intr-un . ¢

punct C, parcurgind distanta d = 0,5 m Fig, 1.22.A
(fig. 1.22.A). Coeficientul de frecare pe suprafaa orizontaly este p = 0,3.
Din punctul C corpul urcs firi frecare pe o suprafatd curbd OD. S% se

calculeze :
1. Viteza corpului la baza planului inclinat.
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2. Viteza corpului in punctul C.

3. Iniltimea la care urci corpul pe suprafata CD.

4. Distanta la care se opreste corpul fat de punctul C. Se va lucra
cu g =9,8 m/s2 :

B. Un incilzitor electric are doud rezistoare. Timpul de fierbere
a cantititii de apd din incélzitor este {;, respectiv #,, dupd cum se conec-
teaz#i numai primul rezistor sau numai al doilea.

S se calculeze timpul de fierbere al apei dacé se conecteazd ambele
rezistoare : (1) in serie ; (2) in paralel. S se specifice avantajul si dezavan-
tajul fiecireia din grupiri.

C. 1. O bobind cu N, = 20 spire, sectiunea S, = 2 cm? si lungimea
I, =2 em este introdusy coaxial intr-o a doua bobind la mijlocul ei. A
doua bobind are N, = 1 000 spire, lungimea I, = 20 cm si prin ea circuld
un curent I, = 10 A. In cit timp trebuie s% scad¥ la zero intensitate . cu-
rentului din a doua bobind pentru ca in prima si se inducd t.e.m.e =1V?

2. Cu prima bobind se realizeazd un circuit care in condifiile pro-
blemei este parcurs de un curent de 10 mA. Ce rezistenté are acest circuit ?

D. Subiecte teoretice :

1. S84 se defineascd migcarea circulard uniformi gi s# se deducd expre-
sia accelerafiei normale.

2. S4 se scrie formula fundamentald a teoriei cinetico-moleculare
si si se precizeze semnificatia fiecirei mirimi care intervine in aceastd
formuli.

3. S4 se defineascd forfa electromagneticd si unitatea de misurd a
intensitdtii curentului electric. \

(Admitere treapta o II-a, licee profil matemalicd-fizicd, 1984)

1.23. A. Un om deplaseazd pe o suprafai# orizontald pe distanfa d =
= 10 m o ladi cu masa m = 100 kg. Coeficientul de frecare dintre lad3s
si suprafata pe care se deplaseazd este w = 0,4. Forta de tracfiune are di-
rectie orizontalid (g = 10 m/s?). Se presupune ci lada are acceleratia ¢ =
= 0,6 m/s?, S& se calculeze :

1. Lucrul mecanic efectuat de om asupra lizii.

2. Lucrul mecanic al fortei de frecare.

3. Lucrul mecanic total efectuat asupra lizii.

B. O cantitate v = 2 kmol de dioxid de carbon este incilzitd la pre-
siune constantd cu AZ = 50 K. S# se afle:

1. Variapia energiei interne AU a gazului.

2. Lucrul mecanic efectuat de gaz.

3. Cildura @, absorbitd.

Se cunoagte Cp, =4R, R = 8310 J/kmol- K.

C. Subiecte teoretice :
1. Migcarea circulari uniformi.
2. Enuntati principiile termodinamicii.

(Admitere treapta a II-a, licee profil indusirial, judejul Buzdu, 1935)

1.24. A. O macara ridicd un corp cu masa m = 300 kg la indlfimea & =
= 5 m. S} se calculeze lucrul mecanic efectuat de macara in cazurile urmé-
toare :

1., corpul este ridicat cu vitezd constanti ;

2. corpul este ridicat cu accelerafia ¢ = 2 m/s?.
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Se va folosi g = 10 m/s2.

B. O bobin are 100 spire, lungimea de 40 em §i sec{iunea de 10 cm2,
Cu ce vitezi trebuie s varieze intensitatea curentului prin bobins pentru
ca in ea s% apard o t.e.m. autoindus# de 1 V¢ Dar dacd in bobini se intro-
duce un miez de ofel cu yp, = 100? Se d& p, = 47 - 1077 N/A2,

C. Subiecte teoretice :

1. S% se enunfe principiile mecanicii newtoniene.

2. S% se scrie, 83 se enunte gi s se indice semnificatia fiecirei mirimi
fizice care intervine in legile lui Kirchhoff pentru circuitele electrice.

(Admitere treapia a II-a, licee profil mecanic, judetul Vilcea, 1985)

1.25. A. Un corp pornegte din repaus, se deplaseazi cu o migcare accele-
rath gi atinge dupéd un timp ¢ = 0,5 minute o vitezi de 6 m/s. Care a fost
acceleratia corpului?

B. Un corp cu sarcina ¢ = 1072 C se plaseazd in cimpul creat de o
sarcind, punctiform# @ in aer, intr-un punct 4 situat la distanta r, =
=1 m §i este migeat pind intr-un punct B situat la distanfa r5; = 1,2m
de sarcina Q. Lucrul mecanic efectuat este 3-10? J. Si se afle :

1. Sarcina electricd Q.

2. Diferenta de potential dintre punctele 4 si B.

C. Subiecte teoretice :

1. Enuntati principiul fundamental al diramicii.

2. Scriefi legile lui Kirchhoff §i specificai semnificaia mérimilor
fizice care intervin.

3. Definiti temperatura.

(Admdtere treapta a I1I-a, licee profil industrial, judetul Timis, 1985)

1.26. A. Un corp este lansat de-a lungul unui plan orizontal cu viteza
initial¥ v, = 4,9 m/s. Coeficientul de frecare la alunecare intre corp si
plan este p = 0,2. 84 se afle:

1. Acceleratia corpului.

2. Timpul pin# la oprire.

3. Distanta parcursé (g = 9,8 m/s?).

B. Doud corpuri punctiforme, cu sarcinile 4@ si respectiv 4-2Q,
se gisesc in vid la distanfa » unul de altul.

1. La ce distan{d de primul corp, pe linia ce uneste cele doud corpuri,
trebuie s& se afle un al treilea corp, cu sarcina — @, pentru 2 fi in echi-
libru?

2. In ce punct intensitatea cimpului electric este nul?

3. Dacd cele doud corpuri au sarcinile electrice 4-Q si —=@Q, in ce
punct de pe segmentul ce le uneste, potentialul este nul?

C. Subiecte teoretice : '

1. S& se ifdice expresiile timpului de urcare §i indl{imii maxime a-
tinse de un corp aruncat pe verticali de jos in sus.-

2. S% se scrie ecuafia Mendeleev-Clapeyron, aritind semnificapia
fizici a mirimilor care intervin.

(Admitere treapta a II-a, licee profil industrial, Bucuresti, 1983)

9 —c. 60 129



1.27. A. Un corp cu masa m = 500 kg este ridicat la inilfimea 2 =4 m.
S se calculeze lucrul mecanic efectuat de forta de tractiune in urmitoa-
rele cazuri: '

1. Corpul este ridicat cu vitezd constanti.

2. Corpul este ridicat cu acceleratia @ = 2 m/s? (¢ = 10 m/s?).

B. Un circuit alimentat de o surs# electricd de curent continuw.cu-
prinde rezistentele B, =10 Q §i R, = 15 Q legate in paralel. Cunoscind
intensitatea curentului principal I = 10 4, se cere s& se calculeze :

. Rezistenta echivalent$ a celor doud rezistoare legate in paralel.
. Tensiunea la bornele circunitului.
. Energia electrici consumatd in 5 minute.

o

[

. Subiecte teoretice :

. Beuatia Clapeyron-Mendeleev ; ecuafia de stare a gazului ideal.
. 84 se scrie, indicind semnificatiile fizice ale mérimilor care inter-
vin in expresia inductiei magnetice, pentru un curent electric rectiliniu,
in centrul unei spire §i in interiorul unui solenoid.

(Admitere treapta a II-a, licee profil electrotehnic, judetul Bacdu, 1985)

o HQ W

1.28. A. Un vagon cu masa m, = 10 t porneste pe o cale feratd orizon-
tali cu viteza inifiald v, = 10 m/s. Dup# 10 s, cind el are viteza v =
= 9 m/s, se ciocnegte §i se cupleazd cu un al doilea vagon cu masa m, =
= 20 t aflat in repaus. S# se calculeze : '

1. Viteza vagoanelor cuplate dupd ciocnire.

2. Cildura degajatd la ciocnire.

3. Distanfa parcursf de vagoane din momentul cuplirii pind l»
oprire (g = 9,8 m/s?).

B. Intr-un laborator sint folosite dous b#i identice pentru electro-
lizi avind fiecare rezistenta 2 Q. S% se determine :
el (Rli Rezistenta echivalentd a grupdrii serie (R,) §i a grupirii para-
el (R,).

2. Ce rezistentd interné ar trebui s& aibé un generator care alimen-
tind succesiv cele dou# grupiri s& produc# in circuitul exterior aceeasi

putere ?
3. Cum trebuie grupate cele doud b#i pentru ca depunerea unei anu-

mite cantititi de substant# s& se facd mai repede?

C. Subiecte teoretice :

1. S84 se enunfe : (a) legea Arhimede; (b) principiul I al termodi-
namieii. : :

2. Si se deduc# : (2) relajia R. Mayer; (b) expresia vitezei termice
a moleculelor unui gaz ideal.

3. S# se scrie si sé se precizeze semnificatia fiecirei mirimi fizice
care intervine in : (a) legea atractiei universale; (b) legea inductiei elec-
tromagnetice.

(Admitere treapia a II-a, licee matematicd-fizicd, 1985)

I,29. A, Pentru a mentine in repaus un corp pe un plan‘inclinat de unghi
6 = 30° trebuie aplicaté o fortd minim in sus, de-a lungul planului,
F, = 3 N, iar pentru a-l1 trage uniform in sus, de-a lungul planului este
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necesard o for{d in sus, de-a lungul pL:mului,. F, =7 N. S% se deter-
mine :

1. Forta de frecare intre corp si planul inclinat.

2. Masa corpului §i coeficientul de frecare dintre acesta gi planul
inclinat. .
3. Acceleratia minﬁ:{lﬁ. cu care trebuie s# se deplaseze planul inclinat
pentru ca si se observe o migcare uniforms a corpului, in sus de-a lungul
planului inclinat, in prezenta freciirii,dar in absenta vreunei forte supli-
mentare de tipul fortelor F,, F,. .

Se va lua g =10 m/s2,

B. Legind mai intii in serie, apoi in paralel, un fierbitor electric de
rezistentd K, = 5 Q si un vas de electrolizi cu solufie de azotat de argint
avind rezistenfa electrict R, = 20 Q la bornele unei surse de curent con-
tinuu, se constati ci — in ambele cazuri — la, catodul vasului de elec-
trolizé se depune in durata ¢ = 10 minute o aceeasi cantitate de argint,
de masi m = 3,354 g. $tiind c# energia disipats sub form# de cilduri de
fierbitor, in aceeasi duraté, in cazul legirii in serie este W, = 75 kJ, s3
se determine : ,

1. Intensitatea curentului electric prin fierbitor in cazul legirii in
serie.

2. Echivalentul electrochimic §i masa atomic# a argintului.

3. Rezistentfa internd gi tensiunea electromotoare a sursei.

Se dau: valenta argintului » =1 §i numirul lui Faraday F =
= 96 400 C/echivalent-gram.

C. 1. 8% se enunte §i si se scrie legea lui Newton a atractiei univer-
sale, indicind denumirile mirimilor fizice care intervin. '

2. S& se deducd ecuatia termicd de stare gi ecuatia calorics de stare
a gazului ideal, pornind de la formula fundamentali a teoriei cinetico-
moleculare §i de la expresia energiei cinetice medii a unei molecule in
migcarea de translatie, dati de interpretarea cinetico-moleculars a tem-
peraturii. )

3. S4 se enunte regula lui Lenz a inductiei electromagnetice.

(Admitere treapta a II-a, 1986)
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|. Subiecte date la examen 119-131

REZOLVARI 132151

I.1. A. Miscirile fiind rectilinii uniforme, se poate scrie : @, = vy, T, =
= v,1,. Alegem originea timpului in momentul cind porneste primul cu-
rier. Din , =1, — At§i @ = @,se obfine vt = v,(f, — Al), de unde
t, = v, Atf(v, — ) = 7 h (timpul dela
plecarea primului curier pind cind este
x [km] ajuns de al doilea curier).
b=~~~ 7 A17.42) Distanta de la locul de plecare pind
la punctul unde al doilea curier ajunge
: pe primul este @, = &, = vy}, = 42 km.
20 o A\ | Reprezentarea graficd a legii de
- miscare pentru cei doi curieri este datd
} in figura I.1.A.

2 4 6 fnl +  B.1. Frecventa miscirii oscilatorii
Fiz. L1A este v = nft = 2,5 Hz. Pulsatia oscila-
g % tiilor este w = 2xv =5 =87

2. Ecuatia migesrii oscilatorii se scrie y = A4 sin (o 4 9). Expri-
mind faza initialy in radiani, obtinem : y = 0,05 sin (5=t + =/12) m.

3. Folosim expresiile pentru energia cinetic#, energia potentiald si
energia totald a oscilatorului liniar armonic: B, = (m(2) @2A%c0s*(wi+ )=
=(1/2) k A%cos(wt + o), By = (1/2) ky2=(1/2) b A*sin¥(wt + ¢), E:=E. +
+ E, = (1/2) k A2

Avem : BB, = (B, — E,)|Ey, adichk E.E, = (4/y)*—1.Pentruy =
= A2 se obtine E./E, = 3.

C. Se traseazd graficul din figura 1.1.C in care s-au ficut notatiile :
M punctul corespunzitof echilibrului termic, Q, cildura primits de apa
rece, Q, = m;c(0 — t), @, cildura cedatd de apa
caldi, Q, = m,c(t, — 0). La echilibru termic avem :

Q, = Q, < me(0 — 1) = mye(t; — 0), de unde .,
My = my(0 — 1)[(; — 6). Inlocuind datelo dn
problemi se obtine m, = 2,5 kg, adici volumul
de ap# necesar este V, = 2,5 1(p,pn = 103 kg/m?). .,

D. Subiectele teoretice se vor trata conform 18
manualelor. trp

1.2. A. 1. Miscarea avind loc pe o suprafatd ori- Fig. 11.C
zontal¥ cu frecare, asupra fiecirul corp va actiona

o forty de frecare F; = pmyg, ¢t =1, 2, care se opune miseirii. Din m,a =
= — pm,g Se obtine acceleratia de frinare: a = — ug. Alegem originea
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spatiului in punctul din care pleact corpul de masi m, (fig. 1.2.A);
ecuatiile de migcare pentru cele dou# corpuri se seriu:

01 _ 2 @y = vl + at?[2 (1)
0 B C E:

= —_ 2
Fig. 1.2.A Ty = d — (vgt + at?/2). (2)

In momentul intilnirii corpurilor in punctul B avem 2, = =,. Pentru
acest moment, din (1) si (2) se obfine timpul piné la ciocnire :

4= — (Vg + V) V(’Um + Ve2)? + 4 ad .
12 ™ 2a

Ficind inlocuirile se obtine ¢, = 2,56 s §i 4, = 22,5 5. Solutia ¢, =
= 22,5 s nu este acceptabili deoarece primul corp se opreste dupd i, = *

= — vy /a = 10 s, iar al doilea dupd f,, = —vg/a= 15 s de la inceperea
mige#rii.
2. Ciocnirea fiind plasticd, are loc conservarea impulsului
mT; + My = (M + my)v. ' (3)

Vitezele v, §i ¢, ale corpurilor inainte de ciocnire se calculeazii din legea
vitezei: v, = vy + at; = 15 mfs, v, = v, + af; =25 m/s. Deoarece
m,v, > m,v,, corpul rezultat in urma ciocnirii plastice se va deplasa in
sensul de migcare al primului corp si ecuatia (3)se scrie : m,v, — myv, =
= o¥(m, + m,), de unde v = (Mmv; — M,yv,)[(m; + m,) = 7 mfs.

Corpul rezultat prin ciocnirea plastics executd o migcare rectilinie
uniform incetinité de la B spre 4 cu viteza inifiald v=7 m/s §i aceeasi
acceleratie a = — pg. Ecuatiile migcdrii corpului rezultat sint (alegem
nou# origine a timpului in momentul ciocnirii) :

& = ¥p + vt + at?f2, v, = v + ai. 4)

Timpul pin# la oprire (in punctul C) se obtine din (4) punind v, =0;
avem t, = —vja = 3,5 s. Spatiul stribdtut de corpuri dupi cionirea plas-
tici pind la oprire este : BC = @¢ — @5 = vy + alf/2= —02[2¢=12,25 m.

3. In timpul ciocnirii plastice o parte din energia cinetics totald se
transformé in cdldurd, Avem : ‘ ,

, 2 2 2
AE =B, — B, ="nEm” ( =%+ m;“) — —12807.

B.1. Legea miscirii oscilatorii armonice este y = 4 sin (ot + ¢).
Prin identificare se obtine A = 0,1 m, ® = (z/8) 87}, ¢ = /8. Din o =
=2z/T =2mv §i o ==/8 rezulty T =16 s, v = 0,0625 Hz.

2. Din ecuatia vitezei v = w4 cos (wi - @) se objine v = vy, pen-
tru cos (wt + ¢)=1; avem vy, =wd = 0,03925 m/s. Analog, din ecuatia
acceleratiei ¢ = — w4 sin (ot -+ ¢)se Ob}ine apm,,=— w24 ~ —0,0154 m/s?.

' 3. Ecuatia elongatiei scrisi in cele dou# puncte este: y, = 4/2,
y, = A sin (ot + @) siy, = V34/2,/y,’= 4 sin (wt, + ¢). Obtinem ecua-
tiile trigonometrice : sin (o, +- ¢) =1/2 §i sin (wf + @) = |/3/2 care
ne dau ¢, = 1/3 s §i ¢, = 5/3 s. Timpul necesar punctului material 8% stri-
bat¥ distanta dintre cele doud puncte considerate este Af = f, — 4 =
=4/3 s.

C. Daci v este coefi.cientul de dilatare termici in volum al otelului
atuneci variatia volumului pentru cele doui piesesescrie : AV, = Vo Aty
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AV, = YV Aly, unde Vi 5i Vi, sint volumele pieselor inainte de incél-
ZiI‘e. Din AV] = AVQ se Obijine: Ir(,lAtl = I’rogAtg (1).
Cantitiitile de cildurd primite de cele doud piese sint:
Ql == mchtl == pIrochtl, Q2 = 7nzOAt2 == pl"ozc,ﬁt.z, . (2)

unde o este cildura specificd a otelului, iar p este densitatea otelului inainte
de ineXlzire. Inmultind relatia (1) cu pe si folosind (2) se obtine @, = @,.

I3. A. Folosim notatiile din figura I1.3.A. Considerind corpurile m, si
ms ¢ puncte materiale, avem h = I. Alegem ca nivel zero pentru energia
potentiald, suprafata orizontals datd.

8___i’ff‘“ Viteza corpului m, in punctul N (cel
w0 mai de jos al traiectoriei), inainte de
| Yy TN M+ Mg ciocnire, se determini din legea conser-
h i Uk virii energiei. In punctul 3/ energia totals

: P "P, " a corpului m, este formati numai din
T8 {1 energia potentiald: E,(M) = magh; in
777777777777 7777777777  punctul NV corpul m, are energia potentiald
N ’ egali cu zero si E(N) = mqj/2. Din

Fig. 1.3.A . B(M) = E(N) se obtine

V4 = Vng (1)

1. In cazul ciocnirii plastice in punctul &, are loc conservarea im-
pulsului : m4 = (M4 4- Ms)v, CU ¥ viteza sistemului format din corpu-
rile m, §i ms dupd ciocnirea plasticd. Avem

Y= mA'oA/(mA -4 msz). (2)

fniltimea &, la care urc# sistemul de corpuri m, - mz se obtine din
legea conservirii energiei mecanice scrisd pentru punctele N si P: (my +
-+ mp)v?[2 = (m4 + ms)gh,, de unde se obtine h, = v*/2¢ sau, folosind
(2) si (1% : by = (muf(ma + m2))2 h = 2,5 m. .

2. In cazul ciocnirii elastice au loc conservarea impulsului si a ener-

giei cinetice

. MAV4 + MBVE = MaV4 + MBYUZ, (3)
MY | MEVE _ MV | MBVF
+ = + ) (4)
2 2 2 2

unde v, este dat de (1), iar vp = 0. Prin rezolvarea sistemului (3), (4) se
obtine

vp = 2mava[(ma -+ Mms). (5)

Dup# ciocnirea elasticd corpul B se deplaseazd rectiliniu uniform

incetinit, cu aceleratia @ = — pg si viteza inifiald vy datd de_ (5). Durata

migesrii pe suprafata orizontali si spatiul parcurs de corpul B dupd cioc-
nirea elasticit se calculeazd din legile migedrii uniform variate cu ¢ <0 :

, at? v
s = vpt - § = —2
2 2ug
, =
vy = vp + at . v
v =0 ng ’
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sau, folosind (5) si (1): A

2ms Y29k 50 ( ma )2 h

= —=_ .2 —__35: = 4 —_—— .
mafms pg 7 85 8 ma+ms] o 50 m

B. Circuitul de curent alternativ este format dintr-o bobin# reald

- sub tensiune, caracterizatd prin rezistentd si inductant®, stribitute de
acelasi curent, constituind un circuit de curent alternativ serie R, I (fig.

1.3.B). Din % = UnyySin ot = 120}/25in100 =t se obfine prin identificare :
Umax =120)2V, & =100 w52, U = Uper/f2 =120 V.

RL u U
" R -0™0. bp !
Fig. 1.3.B :

1. Aplicim expresiile pentru. puterea activi §i puterea reactivi,
precum §i legea lui Ohm in curent alternativ: P = UI-cos ¢, P, =
= UIsin o, I = U/ R*> + X2 Din reprezentarea fazorialy a circuitului
RL serie (fig. 1.3.B) se observdi ¢& U-cos ¢ = Urg=1IR §i U-sin ¢ =
= U, =1X,, astfel c&:

P = RI3 1)
P, = X,I, 2)
I=UE+ X @)
Relatiile (1) §i (2) ne dau
P[P, = R|X, (4)

iar dm (1) si (3) se ob}ine -
P|R = U*/(R* + Xj). (5)

fnlocuind datele din problems in relatiile (4) si (5) se obtine siste-
mul R = 3X,, R* + X} = 80 R, cu solujia B =60 Qsi X, = 20/3Q.
Din X; =l §i o =100= rezulty L =}3/5= = 0,11 H.
2. Impedanta bobinei este: Z = )R>+ Xz=40)3Q ~ 69,3 Q.
Intr-un circuit serie RL in curent alternativ, curentul este defazat
in urma tensiunii cu un unghi ¢ dat de tg ¢ = U,/Ur = X./R. Se ob-
tine tg ¢ =V 3/3, adici ¢ = =/6.
" Din i = ey Sin (0t — @) €0 Loy = Unax/Z, avem ¢ = [/6 8in (100 = t—
(| 4
7:/632. aircuitm nou este un circuit ELC serie in curent alternativ. Pu-
terea activii primiti de circuit este P = UI cosp. Aceastd putere ia
valoarea maximi Pp,, atunci cind cose =1, adic# ¢ = 0. Din tg ¢ =
= (X; — X¢)/R = 0 rezultd X, = X, adicd circuitul se afl} in regim
de rezonantd. In acest caz oL = 1/0C = C = 1/e?L = 5-10"%z}3F ~
~ 92 uF§i Ppy = Ul = U¢/R = 240 W.

L4. A. Legea lui Ohm in curent alternativ se scrie : I = U/Z cu Z im-
pedanta, circuitului RL serie: Z = [ R?  o?L? = [ R® + 4=*2L7. Fiiotnd
inlocuirile cu datele din problemi se obtine I = 20/[/1 4 100 =2 ~ 0,64 A.
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B.1. Pendulul elastic este un oscilator gliar armonic cu clongatia
y = A sin wf, unde o = |/k/m = 100 s~1. Pentru elongatia y,, din expre-
sia impulsului p, = mw, §i a elongatici se obtine p, = mw 4 cos wly, y; =
= Asin o, = ¥} + (p,/mew)? = A? == A = 0,06 m. Legea de miscare a
pendulului elastic din problemé# este : ¥ = 0,06 sin 100 =t.

2. Energia cinetici a oscilatorului liniar armonic intr-un punct de
elongatie y, este B, = mv}/2 = (1/2)mw?42cos® ol = (1/2)mw?-(4* —
— 3 = 1,6 J. Energia potenfiali a oscilatorului liniar armonic in
acelagi punct de elongatie y, este: E,, = ky3/2 = 0,2 J.

5. A. Migcarea corpului pe planul inclinat fiind cu frecare, aplicarea
principiului fundamental al dinamicii conduce la @, = — g (sin « +
+ upeos «), acceleratia corpului la urcarea pe planul inclinat §i a, =
=g (sihe — p cos «) acceleratia corpului la coborirea pe planul inclinat.
Ecuatiile migedrii corpului dau : '

— la urcare : Sy = Vols + @,12/2, 0 = v, + a;t,, de unde s, =
= — v3/2a,; 1

— la coborire : S, = ,12/2, ¥ = ayl,, de unde v = |/2a,8,,4,. (2)

Din (1),.(2) §i v = 3v,/4 se obtine (tge — p)/(tge + @) = 9/16 sau
u = 0,28 - tga = 0,28.

Problema se poate rezolva §i prin aplicarea teoremei variajiei ener-
giei cinetice a corpului: variatia energiei cinetice este egald cu lucrul
mecanic al fortei de frecare in timpul migedrii (urcare si coborire pe planul
inclinat), adicd mv?/2 — mv3/2 = — Fy+ 28y, 1nlocuind v = 3v,/4, F, =
= umgcosa §i- Smey = v3/29(Sin « + p cos «), se obfine p = 0,28 tga.

B.1. Alegem un sistem de coordonate cu originea O in centrul de
‘masi al corpului, axa Oz orizontald §i axa Oy verticaldi, astfel incit planul
0y contine forta F (fig. 1.5.B). Se poate considera c# forta F se aplicd
in centrul de mas# O al corpului. Corpul réminind in repaus, conform
figurii 1.5.B avem: F, < ¥, (1) si F, + N =@ (2). Inlocuind F, =

= uN, F,=Fcosa §i F, =2F sing, rela-
tiile (1) si (2) conduc la F cos « < p(mg —

4 — Fsin«), de unde Fyp = pmg/(cos +

N F + wsin ) (3). )
E ’ SRR 2. Corpul este scos din repaus cind F >
f 5 Al > Fy. Aceastd fortd se aplics corpului prin

i X s . .

rrrrirrrrrdr—rrx * intermediul resortului care se va deforma
Gy elastic astfel ci Fy=-—kx, de unde | @ | = Fy, k.
Energia de deformare elasticii a resortului
Fig. 1.5 B. este B, = kx*[2 = F}[2k, cu F, dat de (3).

C. Impedan{a circuitului serie RLC este Z= } R? 4~ (Lw — 1/Cw)?
(1). La rezonan{, v, = 1/2= JLC (2), iar pentru frecventa v =1 kHz
reatia (1) se scrie: 103 = |[102 + (Lo — 1/Cw)* (3). Din (2) si (3)
se obfine L =}1111/200% = 0,03 H, € =1/8=-10*)1111 =
=0,12-10"8 F.

1.6. A. Deoarece corpul pluteste, rezult ci forta arhimedich este egals
cu greutatea corpului. Daci V7, este volumul porfiunii din corp cufundat
in mercur, avem p,V,g =mg, de unde V, =mfp, = 1,47-1073 m3,
Volumul corpului este: V = m/p = 2,67-10"3m3,
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B. Forta de respingere electrostatici dintre sarcinile @, = @, = @
este F, = Q%/4 wege,d? (1), unde d este distanta dintre corpurile electri-
zate. La echilibru, rezultanta R a fortei de respingere electrostaticd si a
greutdfii (fig. 1.6.B) este egald cu tensiunea .
in fir, astfel ¢4 directia rezultantei coincide
cu directia firului i tga = F./G = AP|OP =
= d |42 — &, de unde F, = mgd||iP? — &
(2).

1.In cazul cind sferele se afli in aer
(e, = 1), din (1) si (2) se obtine :

Q = dew = 0,447- 1077 C.
Var —a Fig. 1.6.B

2. Daci sferele incéircate cu sarcina @ se afly in lichidul cu permiti-
vitatea relativi e, > 1, forta de respingere electrostatici se micsoreazi.
Din relatiile (1) §i (2), scrise pentru aer §i pentru lichid, avem :

°___md g @& __md
e d? VA — @~ dmepe, i YaI— @

de unde

3 2 __ g2
e =(§-) Vu = 2,0256.
d, 412 — @

1.7. A. Fie G = mg greutatea trenului. For{a de frinare este F'; = G/n =
= mg/n. Datorit# actiunii fortei de frinare, migcarea trenului este uniform
ncetinitd cu acceleratia dat# de F, + mae = 0, adicd ¢ = — g/n.

Timpul pind la oprire se obfine din legea vitezei pentru migcarea
uniform incetinitd, impunind conditia ci viteza finald este egald cu zero,
adicdi ¢ = — vyJa = nvyfg = 30,6 8.

Distanta parcursé de tren de la inceputul frindrii pind la oprire este
d = — v%/2a = nv}2g = 459,2 m.

B. Scriem legea lui Ohm pentru intregul circuit in cele dous cazuri :
I, = E[(R, + r) §i I, = E[(R, + r). De aici se obtine :

II_I2 II—IZ

J1.8. A. Alegem un sistem de coordonate 20y cu axa verticald Oy avind
sensul pozitiv in jos §i cu originea in punctul de unde cade corpul la mo-
mentul ¢ = 0. Ecuatiile misedrii sint: v = gt §i y = & = ¢#2/2. Inlocuind
datele din problemi se obtine » = 78,4 m/s §i A = 313,6 m.

B. Lucrul mecanic efectuat prin ridicarea uniformi la indl{imea &
a corpului este I = F - h = mgh. Puterea pe care trebuie s& o dezvolte
motorul este P = Lft, adich P = mghft =184 W.

C.1. In circuitul de curent alternativ, kobina cu inductantd si rezis-
tent# formeazd un circuit RL serie si legea lui Ohm se serie : '

_ U _ v
VR & o*I7 | RE44n?viD?

= 0,64 A.
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2. In circuitul de curent continuu bobina se comportd numai ca o
rezistentd gi legea lui Ohm se scrie: I = U/R = 20 A.

I3. A.1. Ciocnirea fiind perfect elastics, se aplic legile de conservare
a impulsului §i a energiei:

m,v}

ma03 . mv;* + myv;°
- b
2 2 2

in care v; = 0. Se obtine: v; = 2m,v,/(m, + m,) =4 mfs, v, = (my —
— my)0f(m; + my) =1 m/s, care ne aratd ci, dupi ciocnire, ambele cor-
puri se deplaseazd pe directia si in sensul vitezei inifiale a corpului de
mas¥ m,.

2. Dupd ciocnire asupra corpului de mas# m, actioneazs forfa de
frecare Fy = — um,g si forta elasticd a resortului ¥, = — kz. Din teorema
variaiei energiei cinetice aplicatd corpului m, pentru momentele imediat
dupd, ciocnire si la oprire mw{}2 — 0 = pmygx 4 ka2/2 se obfine @ o=
= (my02 — ka?)2m,gz = 0,5.

Spatiul de oprire al corpului m,, dupi ciocnire, este : z, = —v2[20=
= 9;2/2 ug = 0,1 m.

B. Firul fiind inextensibil, distanta dintre pistoane rimine cons-
tantd, adicd volumul gazului delimitat de cele douii pistoane este cons-
tant in timpul inedlzirii (transformare izocori). Avem : p,/T =p, /T, sau
T\/T = p,/p,, de unde se obtine AT/T = Ap/p,. Gazul din tub, delimi-
tat de pistoane, poate fi incdlzit pindi cind tensiunea din fir este egali cu
valoarea maximé ; in acest caz presiunea gazului din tub este DL = P, +
-+ IF[S. Deci AT = TF[Sp, = 60 K.

C. Asupra unei sarcini electrice in migcare intr-un cimp magnetic
se exercitd forta Lorentz f = gv X B de intensitate f = gvB sin «, unde -
« este unghiul dintre viteza sarcinii §i directia liniilor de cimp magnetic.
Alegem un sistem de coordonate Ozyz avind avind axa Oz de-a lungul
directiei inductiei magnetice B. S% presupunem ci in momentul intririi
in cimpul magnetic electronul are viteza v, in planul zOy, astfel incit
unghiul dintre v, §i B este B = 45° Viteza v, se poate descompune in
doud componente : vy, = vycos B §i vy, = v, sin B. Deoarece de-a lun-
gul axei Oz avem v,.[|B, forta Lorentz este egali cu zero §i prin urmare
in lungul axei Oz (pe directia lui B) miscarea electronului este rectilinie
§i uniformd cu viteza vy, = v, cos B. Componenta v,, = v, 8in B8 fiind
perpendiculard pe B, asupra electronului va acfiona forta Lorentz f=
='evy, B = ev,Bsin B gi miscarea va fi circulary wuniforms- in planul
90z. Din compunerea celor doudi misciiri rezultd pentru electron o mig-
care elicoidali in lungul axei Oz. :

2. Elementele traiectoriei elicoidale sint : pasul elicei si raza.

Viteza cu care pitrunde electronul in cimpul magnetic se obfine
din legea conservirii energiei: |e| U = mo3/2 = v, = |2 [¢|U/m..

' Raza migedrii circulare in planul yOz se objine din egalarea forpei
Lorentz cu forta centrifugi, adicd : :

le] voyB = may /R = B = 20 SMB_ 1 1/2mU 0 o 1,19 -10~2m.
letB B lel

Pasul elicei este distanta dintre douil spire consecutive ale miscdrii
elicoidale, adic# spatiul stribitut de electron in lungul axei Oz in timp

mY; + My, = MV + MyV;s

+

138



de o perioad# a miscdrii circulare :

: 2=R
h = 'voxT = 1}0 :'
+ Pysin B

-cos p=2nR-ctg p = 7,47 102 m. _

1.10. A. Ecuatia de miscare pentru ciiderea liberd este h = giz[2 (1).
Copul al doilea execut# o miscare uniform acceleratd cu viteza initiald
gy, astfel ci H = vyt + gt2/2 (2). La momentul ¢ =i, ambele corpuri
ating solul. Din (1) se obtine ¢, = |/2h]g, care inlocuit in (2) ne A% vy, =
= (H — h) Vg/2h = Tm/s.

B. Din ecuatia Clapeyron-Mendeleev avem pV = mRT[y, de unde
= wPV/RT. Inlocuind datele din problemd se obfine meo, = 2 kg.

I.11. A. In miscarea uniforms, forta de tractiune a locomotivei este egald
cu forta de frecare : F, = wMg (1). Dupd desprinderea vagonului, forta
de tractiune a locomotivei (care rimine constanti) va invinge forfa de
frecare §i va imprima trenului o miscare acceleratd, adicd (M — m)a, =
=F,— (M —m)g (2). Din relatille (1) s§i (2) se obtine @, =
=pmg/(M — m) (3).

Dupi desprindere, vagonul se va inisca incetinit, asupra loi actio-
nind forta de frecare. Avem ma, = —umg, de unde a, = — pg (4). Ecua-
tiile pentru miscarea vagonului dup# desprindere sint: 2, = vt + at*[2
§i v = v,+ a,f. Din aceste ecuatii, punind conditiile z, =4, v = 0 ob-
tinem timpul dupd care vagonul se opregte: f, = V2djug (5), si viteza ini-
tialy a vagonului in momentul desprinderii de tren (egald cu viteza ini-
tialt, a trenului inainte de desprinderea vagonului) : v, = V2pgd (6).

Pentru tren, dup desprinderea vagonului, ecuatia migedrii este s
x, = vyt + &,2/2 (7). Distanta D stribitutd de’ tren in timpul ¢, (pind
la oprirea vagonului) se obtine din (7) folosind (3), (5) si(6): D= ‘¢
+ md|(M — m). Distanta dintre tren si vagon, in momentul opririi va-
gonului, este D — @& = Ma[(M — m) = 10 km.

B. Pistonul fiind mobil, presiunea in cilindru rimine constanti.

1. Cantitatea de cildurd absorbiti de gaz este @ = vC,AT =
= mC,AT|y, adici Q = 10387,5 J.

2. Transformarea fiind izobars, avem V,/V, = T,/Ty « (V, — Vi):
iV, = (T, — T)|T, = AV = V,AT|T, (1). Din ecuatia Clapeyron-Men-
deleev, scrisy pentru starea initialy pV, = mRT,/y, in care p = p, + Qs
este presiunea gazului din cilindru, avem V,/T, = mR/[u(p, + GJ8) (2).
fnlocuind (2) in (1) si avind in vedere ci AV = SAz, se objine Az =
= mRATp(p,S + G) = 0,0206 m (3).

Observapie. Relatia (3) poate fi obfinutd si altfel. Primind c#ldura
Q gazul efectueazs un luern mecanic L si igi méregte energia interni :
Q = AU + L. Inlocuind @ = vC,AT, AU = vOAT si L = pAV
se obtine v(0p — C,)AT = pAV, sau folosind ecuatia lui R. Majyer
¢, — C, = E, avem vRAT = pAV, de unde se obtine imediat re-
latia (3). ‘ »

C.1. Fie E t.e.n. si r rezistenta interioard a generatorului. Puterea
produsy de generator prin rezistorul R-este P = RI* cu I dat de legea
1ui Ohm aplicat¥ la intregul circuit : I = EJ(R + r). Din egalitatea pute-
rilor in cele doud cazuri, se objine R,E*|(R, + r)* = R,E*[(B; + 7)*
de unde r = | B,R, = 12 Q. _ :



2. (a) Intensititile maxime ale curentilor suportati de cei doi re-
zistori sint Ijpux = Ugas/ By = 1 A, Iy = omax/Bs = 2 A. La legarea
in serie, B, = R, 4+ R, = 25 Q, iar curentul trebuie s& aibdi intensitatea
maximi I, = 1 A (in caz contrar rezistorul R, se arde). Puterea maxim3,
care se poate obtine la gruparea in serie a celor douil rezistoare este P,y =
= R J%:: =26 W.

(b) La gruparea in paralel R, = R R,/(R, + R,) = 5,76 Q. Pentru
calculul puterii vom folosi relayia P, .., = U? max/Bp = 14 W (daci tensiu-
nea ar fi mai mare decit U, .. = 9V, rezistorul R, s-ar arde).

[.12, A. La aruncare pe verticald de jos in sus, timpul de urcare este egal
cu timpul de coborire. Corpul revine pe pimint dup# un timp ¢ = ¢, +

¢t =2, =2|2hjg =4s.

B.1. Intensitatea cimpului electric produs de corpul 2 in punctul
unde se afli corpul 1 este E, = Q,/dmejc,d? = 7,2+ 10° V/m; analog
By, = Q1fdneye,d? = 1,8 - 10° V/m.

2. Forfa cu care corpul 1 actioneazsi asupra corpului 2 este B, =
= @,Qy/4neoe,d> = 14,4 N; analog F, = Q.0,/4re e, d* = Fp,.  Cele
doudi forfe sint egale §i au sensuri opuse.

Observatie. S% considerim ci axa zz’ trece prin corpurile puncti-
forme si fie corpul punctiform 1 in originea 0, iar corpul punectiform 2in
A pe axa Oz, aflat la distanta @ de origine. Intensitatea cimpului electric
produs de cele doudt sarcini electrice intr-un punct I situat intre O si
4 este B = |Q,[dne e, — Qy/dneye, (d — x)2|, cu = abscisa punctului
M. Intensitatea cimpului electric este zero intr-un punct M, situat intre
cele dou# sarcini, aflat la distanta z, de sarcina Q,, unde «, verifici relatia

Q\/7} = Q./(d — @,)?, adicd z, = d)Q,/(JQ, + VQ.).

L13. A.1. Deoarece corpul se deplaseazi cu vitez constanti (e = 0),
potrivit principinlui fundamental al dinamicii, rezultanta fortelor ce ac-
tioneazd asupra corpului este nuli. Alegem un sistem de coordonate z0y
cu originea O in centrul de mas¥ al corpului (fig. I.5.B). Vom avea :

{R,:O - F,—F,=0 - {FOOSa——p.N=0
R, =0 F,+N—-G=0 Fsina+ N —-G=0.

Din acest sistem se obtine : 7 = pmg/(cos « - p sin «) = 80 N.

2. Lucrul mecanic total efectuat de fortele care actioneazii asupra
corpului pe distanta d este egal cu produsul dintre rezultanta, componen-
telor fortelor pe directia deplasiriisi mirimea deplasérii, adicd L = (F, —
_ F /) . d = 0.

Observatii. Potrivit teoremei variafiei energiei cinetice, lucrul me-
canic al fortei rezultante este egal cu variafia energiei cinetice a corpu-
li: L = E, — E, = 0, deoarece » = const.

2. Lucrul mecanic efectuat de forta F asupra corpului este Ly, =
=_F-d cos « = 4152 J, iar lucrul mecanic al forfei de frecare este L, =
=—FBrd=—F,-d=—L,

B. 84 considerim un plan normal la cele dousi conductoare. In acest
plan liniile cimpului magnetic creat de fiecare curent liniar sint cercuri
concentrice avind centrul pe axa conductorului (fig. 1.13.B). Sensul li-
niilor de cimp este sensul in care trebuie rotit un burghiu, asezat de-a
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lungul conductorului, pentru a inainta in sensul curentului electric (re-
gula burghiului). Inductia magneticd intr-un punct aflat la distanta r
de curentul rectiliniu gencrator de cimp magnetic este un vector
tangent la linia de cimp magnetic, avind sensul dat de regula
burghiului §i mirikea B = pyul[27r (1).

1. Potrivit figurii 1.13.B, inductia mag-

netics a cimpului magnetic rezultantla jumitatea L
distantei dintre conductori este B, = B + B.. e AN
in punctul P cei doi vectori sint coliniari §i de g / N
sens contrar, astfel ci inductia magneticd rezul- “1/ . BZ,_ - \
tants va avea sensul inductiei magnetice create B5)7 V¥ | \
de curentul I, si mirimea B, = B, — B, = m\'@";o é’"}“ -
= po(I, — I))/wd = 2-107° T. N’ ~2 !

2. In punctul @ inductiile magnetice ale \ B J/
celor doi curenti sint paralele si de acelagi sens, - N y
astfel ci Bo = Bj + By = poly[2nd; + pol./ ~__ _-7
[2nd, = 1074/3 T. Fig. 1.13.B

Observajie. Inductia magnetics este egali cu zero intr-un punct S
situat intre cei doi conductori la distanta = de curentul I,. In acest punct
vectorii B, si B, sint coliniari, de sens contrar si au mérimi egale, adicd
By = 0 = pol,/27% = pol,/2x(d — @),deunde z = Ld/(I, + I;) = 1/30m. -

1.14. A.l. Migcarea fiind uniform accelerats, fird vitezd inifiali, ecuatiile
misciirii se seriu : v = at §i # = a#?/2. De aici se obfine # = v*(2¢ = 82 .

2. For{a de tractiune 2 motorului este folositdi pentru invingerea
fortei de frecare §i in scopul acceleririi camionului, adicd I, = F, -- ma.
fnlocuind forta de frecare Fy = fmg se obtine ¥, = m(fg+ a) = 5010 N.

3. Potrivit teoremei variatiei energiei cinetice, lucrul mecanic total
efectuat asupra camionului in secunda a 5-a este L = B, — E, =
= m(v? — v2)/2, unde v, este viteza camionului la timpul ¢ = » secunde
de la plecare. Inlocuind v, = an se obtine L = ma*(5% — 42)/2 = 8372,25J.

Observatii. 1. Lucral mecanic al fortelor de frecare in secunda a 5-2
este L, = — fmg (x5 — @) = —fmga (5* — 4?)[2 = — 5380,2 J, cu @,
distanta parcursi de camion in timpul ¢ = » secunde de la plecare.

2. Luerul mecanic efectuat de motor in secunda @ 5-a este L, = L+
+ | L,| = 13752,45 J.

B.1l. Temperatura aerului din cele dou# baloane este aceeagi gi
r¥mine constant la punerea in legiturd a baloanelor.

Metoda 1. Starea inifiald este descrisi de ecuatiile p,V, = v,RT,
p,V. = vRT, iar stares finali este descrist de ecuatia p(V; + V) =
= (v; + v,)RT. Din aceste ecuatii se obtine p,V, + p,V, = p(V, + V,)
(1), de unde p, = (p{V; + Va) — #3V5)/V;. Inlocuind datele din prob-
lem¥ se obtine p, = 2-10% N/m. '

Metoda 2. Folosim legea lni Dalton care arath ci presiunea totald
2 unui amestec de gaze este egald cu suma presiunilor partiale. (Presianea
partiali este presiunea pe care ar avea-o fiecare componentd din amestec
dacti ar ocupa singurd tot volumul in aceleagi conditii de temperaturi).
Dup# punerea in legiturd a baloanelor, presiunea amestecului este p =
= p} + p3 (2), unde p; si p; sint presiunile parfiale. Pentru 2 caleula pre-
siunea partiali p{ se presupune ck gazul din primul balon efectueasi o
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transformare izotermé de la starea (V,, p,, T) la starea (1" 1+ Voo, 1),
adicd p,V, = p{(V; + V,)(3). .

Aplicim acelasi rationament §i pentru gazul din balonul al doilea
§i obtinem p,V, = pi(V; + V) (4). Inlocuind p; si p; din (3) si (4) in (2)
se obtine (1).

2. Variafia energiei interne a gazului in wrma transformirii de la
starea initial% (p, Vy, Ty) la starea finald (p,, V,;, T;)este AU = AT, +
+ AU, unde AU, este variatia energiei interne a gazului in transformarea
izobard (py, Vi, Ty) = (py, Vs, Ty), iar AU, este variatia energiei interne
a gazului in transformarea izocord (p,, V,, T,) - (p,, Vs, Tg). Avem :
AU, = mO(T, — T)/u si AU, = mO(T; — T,)/u, astfel ci

Lo |

AT =% 0Ty — Tp) = = - i:—R(Ta — ). )

Pe de altd parte, din ecuatia Clapeyron-Mendeleev seris pentru stérile
initiald §i finald p,V, = mRBTy/u, p,V, = mRT,[u se obtine mR(T;— T,)/
[ = psVs — iV, care inlocuit in (5) di AU = 5(p,V, — PV2 =
= 32,5 10° J. '

3. Lucrul mecanic este efectuat de gaz numai in transformarea
izobard (py, Vyy T1) > (P, Vs, 1) : L = (Vs — V) =4-1057.

4, Cildura absorbité de gaz in transformares de la starea (7, Vi, 1Y)
la starea (ps;, Vs, T5) se obfine prin aplicarea principiului intii al termo-
dinamicii: Q = AU + L = 36,5- 105 J.

C. Intensitatea curentului prin circuit este dats de legea lui Ohm
pentru intregul circuit: I = E/(R + 2R, + ), unde R =2Q este
rezistenta de sarcind, 2R, = 2- 0,15=0,3 Q reprezint} rezistenta condue-
toarelor de legdturd, iar r = 0,3 Q rezistenta interioar a sursei. Se obtine
= 50 A.

1. Ciderea de tensiune pe linia de alimentare este U, = 2RI =
15 V.

I

2. Tensiunea la bornele sursei este U, = E — rI = I(R — 2R)) =
115 V. : ,
3. Alegem un sistem de coordonate Ozyz cu axa Oz de-a lungul cu-
rentului si axa O de-a lungul inductiei magnetice B, (fig. 1.14.C). Liniile
cimpului magnetic creat de curentul liniar sint cercuri concentrice cu axa
Oz (conductorul), sensul lor fiind dat de

regula burghiului. Inducfia magnetics

4 intr-un punct oarecare din planul 20y este

— suma vectoriali B = B, -- B,, unde B,

< B este inductia cimpului magnetic uniform,
£ \ iar B, este inducfia cimpului magnetic
P /i x  creat de curentul liniar. Din figura I.14.C
< N se observii c¢i B =0 pentru punctele
T = B, situate pe o dreaptd paraleld cu conduc-
B. M torul 5i care trece prin punctul M aflat

2 pe Oy la distanta d = QI determinat3 de

Fig. 1.14.C egalitatea B, = B, adici p,J/2=d = B,,

de unde @ = p J/2 =B, = 2-10"2m,
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1.15. A. Schema circuitului electric este reprezentaty in figura I.15.A
Aplicim legile lui Kirchhoff pentru :
— nodul B:I,— I, — I, =0,
— ochiul ABODA : E =I,R,+I,R,,
— ochiul BMNCB: 0 =I,R;—I,R,.
fnlocuind datele din problemd se
obtine sistemul : :

{124‘13:2

OR, + 21,=12 = R;=4,5Q, I,=1,5 A,
6I;, —2I,=0

I,=0,6 A. Fig. L15.A

Energia dezvoltatd intr-un rezistor R in timpul ¢ este W = RI®.
Avem: W, — R,I% — 8100 J, Wy = ByJ2t — 2700 J.

B. Alegem un sistem de coordonate xOy cu originea O in centrul
de masj al corpului (fig. 1.5.B). Potrivit principinlui fundamental al dina-
mieii, rezultanta fortelor dupi Oz este egald cu ma, iar rezultanta fortelor
dups Oy este egald cu zero, adied :

{F,—F,=ma o [T cos o — pN = ma
F,+N—-G=0 Fging-N—mg=0,
de unde F = m(a 4 pg)/(cos a« 4 psin «) = 39,8 N.

Observajis. i

1. Lucrul mecanic total efectuat asupra corpului este egal cu produ-
sul dintre forta rezultanty de-a lungul directiei de deplasare §i deplasarea
corpului, adichi L =R, ¢ =m-a- &.

2. Lucrul mecanic efectuat de forta F este L, = Fz cosa = (Fy +

+ ma)z = |L,| + L, unde L, = — F,- & este lucrul mecanic efectuat
impotriva fortelor de frecare.

C. Pentru ca la capetele unui conductor s nu apard tensiune, atunci
cind este deplasat intr-un cimp magnetic uniform, trebuie ca in migcarea
sa conductorul s# nu intretaie liniile de cimp magnetic. Prin urmare, mig-
carea conductorului se face paralel cu B. Vom demonstra aceasta.

Consider#im un sistem de coordonate Ozyz cu Oy||B §i presupunem
conductorul MXN orientat perpendicular pe B (adick paralel cu 02). Viteza
de deplasare a conductornlui face unghiul « cu B, iar versorul normalei
la planul descris de conductor, in migearea de
translatie cu viteza v, face unghiul 90 — « cu
B (fig. 1.15.0). Fluxul inductiei magnetice B
prin suprafafa ,,miturat’’ de conductor in de-
plasarea sa este: ® = B+ S = Blvf cos(90—a).
Tensiunea electromotoare induss in conductor
este e =—A®/At=— BloAt sina/At=— Blv 8iRc.
Din ¢ = O rezultd sin « =0, « = 0, san ¢ =T,
adics viteza de deplasare a conductorului este
PFig. 1.15.C paraleld ecu B.

1.16. A. Viteza medie a corpului in intervalul de timp Af este vn =

=Az|At = (2, — @,)[(t, — &), unde ® =5 + 3% + 22,1 =1, 2. Avem:

~de—ar ME=B _ 5+ 24 + 1)
3 .

Vg
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Viteza momentan# a corpului se obgine pentru At — 0. In acest caz, no-
tind 4, =1¢, avem t, =14+ At >t §i 1§, - ¢ — 2t astfel ci o = 34t
: Graficul legilor misecérii si vitezei cor-
pului este reprezentat in figura I1.16.A.

B.1. Miscarea trenului fiind reectilinie
uniform accelerati, potrivit principiului fun-
damental al dinamicii, avem : ma =F,—F,
(1). Accelerafia se determind din legea vite-
zei: v, = v;+aAt, de unde a=(v,—v,)/At=
== 0,06 m/s2. Din (1) obtinem: F, =F,—
— ma = 30 kN. Coeficientul de frecare este
p = F,/G = 0,003.

2. Lucrul mecanic al fortei de tracti-

0 * t une in intervalul de timp A? este: L, =
Fig. 1.16.A = -d=F; vy At = 140108 J.
- - Puterea medie dezvoltats in intervalul
de timp Af este: P =°Ly/At = 14-10°W. :

Observatis.

1. Lucrul mecanic al fortei de frecare in timpul At este : L,=—F,-d=
= — Fpvy Al = — 52,5108 J.

2, Lucrul mecanic total efectuat asupra trenului este: L = L, 4+
+ L, = mav,, At = 87,5108 J. '

C.1. Aplicim legile lui Kirchhoff pentru :
— nodul B: I+ 1, —I,=0,
— ochiul ABEFA: E, =IR, + IR,
— ochul BCDEB: FE,=1I,R,+ I,R,.

Inlocuind datele din problemi i rezolvind sistemul se obtine I, = 14 A,
I,=—4A, I,=10 A.

2. Valoarea negativi a curentului I, ne arat# e acest curent are sens
contrar sensului indicat.

3. Prin R; nu circuli curent dacs diferenta de potential intre punc-
tele B si B este egald cu zero, adich Upz = Va — Ve =0. Dar Uz, =
=F — LR § Upg=0FH,— LR, In cazul I, =0 avem Ujpz=0,
adicd By — R, =0, B, — I,B, =0 (1) i curentul rezultant prin cir-
cuit este egal cu zero : I, + (—1I,) = 0 (2). Din relatiile (1) i (2) se obtine
E,|R, = F,/R, (condifia ca prin R, si nu circule -
curent). ‘

y

L.17. A. Metoda 1. Potrivit figurii I.17.A.1 se poate I P
considera ci greutatea G a porfiunii rimase, aplica- 654"
t4 in centrul de greutate C, este rezultatul compu’ <8
nerii fortelor paralele si de sens opus Gy (greytatea |- -- - Al
plicii initiale, aplicaty in A) si G5 (greutateg-pitra- Cy
tului inkiturat, aplicati in B). AvemsGyGs= | ¢ ,b:4
'=BOJAC = (T8 — %o)[(%4 — 2c) = (Y= yo)/(Ya—ye) LI L
$i Gz =Gu/t. Dar z, =y, =12, x5 =y =23I/4,0 X
astfel ¢d z; = y, = 51/12. Distan{a noului centru de Fig. 1L172.A.1

greutate O fatd de vechiul centru de greutate A :

este: CA = V(wA — Ze)® 4 (Ya — Yo)4, = l]/2—/12 = 0,12 m,
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A
§
Metoda 2. Potrivit figurii 1.17.A.2, portiunea rimass din placi se
descompune in pitratul AMNP de laturd !/2 si dreptunghiul OMQR
cu lungimea [ 5i 1dtimea I/2. Fie C; centrul de greutate al pitratului A MNP
si O, centrul de greutate al dreptunghiului
OMQ@R. Coordonatele centrului de greutate C

a portiunii rimase sint date de:
2. = G171+ G P
T e +e e
A
_ G + Goy, ME--4 a
Yo=—"T—"""") ¢
Gl + G2 ’ OCZ
unde G, = G/4, G, = G[2, z, = 1[4, y, = 314, ,
@, = 1/2,y, = /4. Ficind inlocuirile se obtine ¢ R X
Ze = dIf12, yo = 51/12. Se observi ci C €04 Flg. 117.A.2

si O se afli la distanta OC =VaZ + 2=
=51 K2/12=0,59 m de virful O si la distanta CA =" (z,— )2+ (Wa—yc)® =
=1)/2/12 = 0,12 m de vechiul centru de greutate.

B. T.e.m. indus¥ este ¢ = Blv, de unde B = ¢/lv = 5 T. Curentul
prin conductor va fi I = ¢f(R + ) = 0,31 A.

I.18. A. Metoda 1. Descompunem greutatea G a sinei in doudt forte para-
lele si de acelasi sens : F, aplicatd in 4, la capitul sinei, si ¥, aplicatd in
B, la d =1 m de celilalt capdt (fig. 1.18.A.1). Avem : F,- OA = F,- OB

si 14+ F,=@G, de unde F, =@Q(—
A 0 B —2d)/2 (1—d)=3 920 N, F,=G }/2(l—d)=

—J

=4 900 N. Tensiunile in cele dou# fringhii

' sint egale si de sens contrar cu fortele F,

F G £ §irespectiv F,, adict T, = 3920 N, T,=
' 2 =4900 N. :
Fig. 1.18.A.1 Metoda 2. Deoarece sina nu se ro-

teste in timpul ridicdrii, momentul total
trebuie s& fie zero fatd de orice punct al
sinei. Alegem ca pol punctul A de aplicatie
a temsiunii 7, (fig. 1.18.A.2) §i conditiile
de echilibru se scriu :
R=0
<>
M) =0
T,-0+ Ty(l—d)cos a—G(l/2)cos a=0
= {Tl + T, =@
Tyl — &) = 6(1[2),

deoarece cos « # 0. Din sistem se objine T, = Gl/2(l — d) = 4900 N
gi T, =3290 N.

Fig. L18.A.2

B. Scriem egalitatea cantitifilor de cidldurd absorbitd si cedatd =
MaCa(t; — 0) + Mmah; = M A, = M, = Mmy(csly; + A)/A, = 10,7 kg.
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C. Pentru un solenoid lung, B = pu,NI/l. Dar ® = BS, astfel ci
S$=0B=0Ilyyp NI =6,3-10"% ms,

L19. A. Urcarea séniutei pe planul inclinat este o migcare uniform ince-
tinitd cu acceleratia a, = —g(sin « + pcos a). Dach s,,, este distanta
parcursi pe plan pind la oprire, atunci timpul de urcare este t,=) —2s__ fa,.
La coborire migcarea este uniform accelerati cu acceleratia a, =
= g(sin @ — p cos ), iar timpul de coborire este ?, =Y2s_ ja,. Din

tofts =n §i tfty =V —a.ja. se obtine p = [(n2 — 1)/(n*+1)]- tg «
adicd p = 0,095,

B. Alegem un sistem de coordonate 20y cu axa Oz de-a lungul
directiei inifiale de migcare a electronului (fig. I.19.B). Intre plicile con-
densatorulul, asupra electronului actioneazs forta F, = eF = eU/d astfel

' ci migcarea electronului este rezulta-
g, tul compunerii migeirilor pe directiile
Oz §i Oy. De-a lungul directiei Oz mis-
carea este uniformd, cu viteza v, si
% = vl ; de-a lungul directiei Oy mis-
carea electronului este uniform variats,
fird vitezd initiald, cu acceleratia a,=
X =F,/m=eUlmd si y=a,t?/2=eUt*/2md.
—T Inlocuind ¢ = wjv, se objine ecuatia
traiectoriei intre plicile condensatoru-
lui : y = eUx?/2 mdv} (arc de parabold).
Deviafia electronului la iegirea dintre
plici este A M =y, =eUx3/2 mdovi. Dupi
esirea dintre plicile condemsatorului, migcarea electronului este rectili-
nie uniformy cu viteza v = o2 + v, = Vof + (a8, =V i (eUa;/mdv,)*
care face unghiul « cu axa Oz astfel ineit tga = vy, /v, = eUz,/mdv:. Po-
trivit figurii I1.19.B avem OD = AB-tg a = eUx®,/mdvi si deviatia
totals a electronului este .

__eUx,
mdvé

Fig. 1.19.B

BD (% + :ez) = 0,03 m.

1.20. A. Fie sistemul de coordonate #0y cu axa Oy vertical¥ in sus gi ori-
ginea in punctul de unde este aruncat al doilea corp. Ecuatiile migeirii
. 8e scriu: y, = h — gt?/2, y; = vt — gi*/2. Conditia de intilnire este g, =
= ¥, care me Al & = hfv, = 1,5 8, s = h — g?/2 = 3,975 m. Intilnirea
are loc la coborirea corpului al doilea, deoarece #, = v,/g = 1,02 s.

B.1. Scriem ecuatia Clapeyron-Mendeleev pentru stirile initial% si
finald : p,V = wRT, = mRT,[u (1), p,V = myBRT,[n (2), de unde:

vV oop Pz) -V Am T, T,
Am=m;, — my =— [+ —=21] sau — = R )
' * ( E  wp,T; —p,T))

Inlocuind (3) in (1) se obfine :

LA ST Am
B T w1 — p Ty /p, Ty)
2. my=my — Am = vp — Am = 2,4 kg,

v, = 0,2 k mol.
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I.21. A.l. La urcarea pe planul inclinat, principiul fundamental al dina-
micii conduce la ecuatia F;, — F, — Gy = ma, unde F, este for{a de trac-
tiune, ¥, este forfa de frecare, iar @, este componenta tangentiald a greu-
t&pii. Migcarea corpului fiind uniformé (¢ = 0, v = const.), avem : Iy =
=Gy + Fy = mg(sin « + p, cos ) = 336,5 N.

2. E;, = mgh = mglsin « = 2500 J. -

3. Aplicim legea conservirii energiei (in sisteme disipative de ener-
gie) : By=FE .+ L, => E, = E, — L; = mgl-sin a — p, mgl-cos « = 1 635d.

eé %phcé,m a.ceea§1 lege pe portiunea orizontaldi: E. =L, =
=1 635

Observalie. Din E, = m?[2 se obl;i.ne viteza mobilului la baza pla-
nului, dupé_ coborire: » = V2E,/m Miscarea pe pla.nul orizontal este
uniform variaté cu acceleratia a=—p,g. Distanta parcursé de corp pind la
oprire este d=—at?/2=—v*[2a=E.[p,mg §i L,=F; - d=p,mgE.[u;mg=E..

B.1. Din P = UI = RI? se obtine R = P/I? = 100 Q.

2. Avem Qces = Qprimit unde Qc.a = Pt este cildura dezvoltatd de
incdlzitorul electric, iar Qprimit = mA, + me,(t — ;) + mA, este céldura
primitd de gheata care se transformi in vapori. Rezultd :

m = P = 0,48 kg.
7\0' + Oa(t _ to) + Ay

C.l. (a) E = mv*[2, E reprezinti enercria, cineticd 2 unui corp de
masd m care se deplaseazd cu viteza v.

(b) @ = meAt, Q reprezintd cantitatea de cildurd necesard unui
corp de masd m §i caldurd specificd ¢ pentru a se incélzi eu At grade.

c) e = — AD/At, e reprezintd t.e.m. indusd intr-un circuit stribitut
de un flux magnetic a ghirui vitezs de variatie este AD/AL.

2. Mirimea v reprezints viteza mobilului. Dacs in timpul A¢ mobilul
parcurge Az, atunci viteza medie a mobilului este v, = Az/Al = (2, —

— @,)/(t, — t,). Pentru At foarte mic (At — 0), viteza mobilului la un mo-
ment dat este v = dz/dt.

3. Relatia (c) exprimi legea inductiei electromagnetice (legea Fa-
raday) : tensiunea electromotoare indusi intr-un circuit este egali cu
viteza de variafie a fluxului magnetic prin suprafata aceluicircuit, luath
cu semn schimbait.

122, A.1l. Deplasarea corpului pe planul inclinat fiind fiird frecare in
cimpul gravitational, se poate aplica legea conservirii energiei mecanice :
energia mecanicd in punctul A este egald cu energia mecanicd in punc-
tul B : mo}/2 + Epy = mvp/2+E,s. Luind suprafata orizontald, care trece
prm B, ca nivel zero pentru energia potential si tinind seama ci v, =0,
avem : mv}/2 = mgh, de unde vz = V2gh = 4,4 m/s.

Observagie. Viteza corpului la baza planului inclinat poate fi obfi-
nutd §i din ecuat,nle migedrii pe planul inclinat.

2. Pe suprafaja orizontali de la Bla C miscarea corpului este cu
frecare, adici o miscare uniformé incetinitd. Din principiul fundamental
al dinamicii, ma = —F, sau ma = — pmg se obfine a = — pg (2).

Legile migcdrii pe porfiunea BC = d sint: d = vagt + at?/2, vo =
= v + at, de unde ve = |13 + 2ad = J2gh — 2ugd = 4,08 m/s. (3).

Observatie. Viteza in punctul C poate fi obfinuti sx din teorema va-
riatiei energiei cinetice : L, = AH, sau — pmgd = m(v — v3)/2, de unde
8e obtine (3).
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3. Pe D miscarea este fird frecare in cimp gravitagional gi se aplicd
legea de conservare a energiei mecanice : mv%/2=mgh,, de unde h,=2%/29=
=h — pd = 0,85 m (4). Cimpul gravitational fiind un cimp de forte
conservativ, corpul urci pini la indltimea 5, indiferent de = forma
traiectoriei.

Comentariu. Dacs raza arcului CD este suficient de mici, corpul
poate executa o migeare pe o bucld inchisy (looping). Raza acestei bucle
se obtine din conditia ca, in punctul cel mai inalt al traiectoriei, forta cen-
trifugd si fie mai mare sau cel mult egali cu greutatea corpului. Notind
cu M punctul cel mai inalt al buclei inchise, avem : mv3/R > mg, de und

Oy ;VRg (5). Legea conservirii energiei mecanice conduce la : mv}/2-+
+ mg - 2R = mv%[2 (6). Din relatiile (5) si (6) se obtine R < vg/5¢ (7).

Dach raza arcului CD este mai mare decit v%/59 insd mai micd decit
1%/2g, corpul piriseste curba circulars. Pentru B = v}/2g corpul parcurge
un sfert de cere, iar pentru R > v%/2¢ corpul se opreste la mai putin de
un sfert din cerc.

4. In cazul cind raza suprafetei curbe CD indeplineste condifia
R > v%[2g = hy, corpul se intoarce pe traiectoria DC i apoi igi continud
migcarea pe suprafata orizontald cu frecare pin# intr-un punet E unde
se opreste. La coborirea pe DC, miscarea fiind fird frecare, viteza in
punctul C este aceeasi cu viteza in C la urcare, datd de (3). Din teorema
de variatie a energiei cinetice pe CE, cu condifia de oprire in E, sg ob-
tine — pmgr = — mvg/ 2, de unde £ = CF = v} [2ug = hjp. — @ = 2,8 m.
Deoarece valoarea obtinutd pentru  este mai mare decit distanta CB,
rezultd ci oprirea corpului are loc pe planul inclinat. Viteza corpului in
punctul B, la intoarcerea corpului, se ob{ine din teorema de variatie a
energiei cinetice pe OB : — umgd = mv#[2 — mvé[2, de unde vz =
= V4% — 2ugd = |/ 2gh — 4pgd (8). \

Corpul urcd fird frecare pe planul inclinat, cu viteza vp pind la
o indlyime h, datd de legea conservirii energiei mecanice : mvF[2 = mgh,.
Se obtine #;, = h — 2ud = 0,7 m (9).

De la indltimea h, corpul coboard fird frecare pe planul inclinat, se
deplaseazé cu frecare pe suprafata orizontalsi B(C, urcid fird frecare pe su-
prafata curbd pind intr-un punet D; s.a.n.d. Energia cinetied a corpului
se micgoreazd de fiecare datd numai cu lucrul mecanic al fortelor de fre-
care pe distanta de la B la C gi inapoi. Numirul de curse ficute de corp

intre punctele B, C si inapoi este : » = [m_y%] = [%] =6, cu[ }sa '

pmg o
notat partea intreagi. Dup# aceste curse intre B, € si inapoi, corpul se
afld in B gi are energia cinetich F = mgh — 6umgd = 0,1 - mg. Aceas td
energie oinetich este egali cu lucrul mecanic al forfelor de fresare pe
distanta #, plecind din punctul B: 0,1-mg = pmgy = ¢ = 1/3 m. OCor-
pul se opreste deci la distanta d — = de punctul C egali en: € — ¢ =
= 1/6 m.

Observatii. -

1. Corpul executd o migcare oscilatorie amortizaté intre A BCD,
amortizarea avind loc numai pe portiunea orizontali BC.

2. Inilfimile succesive la care urci corpul pe planul inclinat 4B
sint : &, h — 2pd, b —4pd, h—6pd, iar cele corespunzitoare pe suprafata
curbd OD sint: b — ud, h — 3ud, b — 5pd.

B. In toate ccle patru cazuri (rezistoarele cuplate independent sau
conectate intre ele), cantitatea de cétldurd necesard aducerii apei la fier-
bere, neglijind pierderile, este aceeagi. Potrivit legii Joule @ = U%,/R, =

148



= U%,/R, (1), unde U este tensiunea de la reteaua electrici. La legarea
in serie, R, = R, + R, §i Q = U%,/R, = U*,/(R, + R,;) (2). Din (1)
si (2) se obtine ¢, =1, + &, (3). La legarea in paralel 1/R, =1/R, +
+1/R,§i @ = U2t,(1/Ry + 1/R,) (4). Din (1) si (4) rezultd 1/, = 1/t,+
+ 1/ty, sau t, = ttf(t, + 1) (3).

La legarea in serie a rezistoarelor se absoarbe de la retea un curent
mai mic (I, = U/(R, + R,)), iar timpul de fierbere a apei este mai mare
(t, = t,+ t,) ; la legarea in paralel a rezistoarelor se absoarbe de la retea
un curent de intensitate mai mare (I, = U(R, + R,)/R,R,) 5i timpul de
fierbere este mai mic (&, < &1, &, < &).

C.1. Deoarece I, < I, se poate asimila bobina a doua cu un solenoid
lung. Inductia magnetics in mijlocul acestui solenoid este (u, =1): B, =
= poNoI,/l, (1). Fluxul acestei induetii magnetice prin bobina 1 este:
® = N,B,S, = uoN,N,I,8/l, (2). Conform legii inductiei electromagne-
tice, t.e.m. indus# in bobina 1 este : ¢ = — AD/Al = — (®, — D,)/At (3).
In conditiile problemei, @, este dat de (2), iar @, = 0 (deoarece I, scade
1a zero). Avem : At = u,N,N,I,8, /el = 2,5-107%s.

2. Din legea lui Ohm se obfine: I, = ¢,/R, de unde R = ¢/I, =
= 100 Q.

1.23. A. Potrivit principiului fundamental al dinamicii F, — F, = ma,
unde F, este forta de tractiune, F, = pumg este forfa de frecare, iar a
acceleratia imprimat# corpului.

1. Lucrul mecanic efectuat de om asupra lizii este L =F,-d =
= (ma + F,)-d = m(a + pg) & = 4500 J. b

2. Lucrul mecanic al fortei de frecare este L; = — F, -d=—pmgd=
= — 4000J.

3. Lucrul mecanic total cfectuat asupra lizii este L, = (¥, —
—F,)-d = mad = 500 J.

B.1. Variatia energiei interne a gazului la incdlzirea izobari este
AU = v0, AT. Folosind relatia lui R. Mayer: C, — C, = R §i inlocuind

datele din problems se obtine AU = 2493 kJ.
9. Lucrul mecanic efectuat de gaz in timpul incilzirii izobare este

L = pAV = vRAT = 831 KkJ.
3. Cildura Q, absorbitd se obfine folosind primul principiu al ter-
modinamicii : Q, = AU + pAV = vC, AT = 324 kJ.

1.24. A. Lucrul mecanic efectuat de macara este egal cu produsul dintre
forta de tr:~tiune (tensiunea in'cablu) §i deplasare. .

1. La ridicarea eu vitezi constantd, T, = mg si L, = mgh = 15 kJ,

2. La ridicarea cu acceleratia @, T, = m(g + a) §i L, = m(g + a)h=
=18 kJ.

B. Indpctanta bobinei este . = p,u,N38/l, unde N este mumiirul
de spire, S secfiunea unei spire 5i ! langimea bobinei. Tensiunes electro-
motoare autoindusi este dati de legea inducfiei electromagnetice
e = — LAI|AL, de unde AI/At = e|L = &l/p,p., N2S (1).

1. Pentru bobina fird miez (u, = 1), inlocuind datele probemei
in (1) obtinem AI/A¢ = 3,2-10% Ajs.

9. Pentru bobina cu miez (u, = 100) avem AI/A¢ = 3,2-10%A/s.

1.25. A. Corpul efectueazd o migcare uniform accelerstd fird vitezd ni-
fiali, astfel cd a = o/t = 0,2 m/s*.
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B.1. Diferenta de potential dintre punctele 4 si B este Vs — Va =
= Lfq, i
1 1

VA—VB=—Q—(-——)=>Q=4MO

T4 s
2. Vi—Vs=1ILjqg=3-10° V.

LrATB

—_— = 2-1073C.
q(rs — 7a4)

1.26. A.l. Principiul fundamental al dinamicii conduce la — F, = ma,
de unde ¢ = — pg = — 1,96 m/s2 (miscare uniform incetinitii cu vitezi.
initiald).

2. Din legea vitezei v = v, + at se obtine timpul pind la oprire :
ty = —1vpla = 2,5 s.

3. Distanta parcurss de corp piné la oprire este s = v3/2a¢ = 6 ,125 m.

B.1. Al treilea corp va fi in echilibru daci rezultanta fortelor care
actioneazi asupra lui este egali cu zero, adici F,; + Fy; = 0. Deoarece
@y, @5 5i @,y @5 au seinne contrare, fortele Fy, si F,, sint forte de atractie,
adicd au sensuri contrare $i Fy; = Q,Q;3/4mwe 22, Fyy = Q,Q/4mwe,(r — 2)2.
Impunind conditia Fy; = F,; obfinem @,/a% = Q,/(r — z)?, de unde
o =r/QulQ; ¢ V@) = r(/2 —1) = 0,41r.

2. Cele doud sarcini fiind de acelagi semn, cimpul electric rezultant
E = E, + E, va avea intensitatea egal§ cu zero intr-un punct situat intre -
cele doud sarcini, adich Q,/4mzy2® = Q,[dwe(r — »)?, de unde x =
=rVQu(VQ; + V,) = 0,41 1.

Observajie. Din F' = qF rezultd cé forta care acfioneazi asupra sar-
cinii @, este egald cu zero atunci cind ea se afli in punctulin care cimpul
electric produs de sarcinile @, si @, este egal cu zero.

3. Dacéd cele doud corpuri au sarcini de semne contrare, potentia-
lul intr-un punct oarecare M este: Vi = Viy + Voy = Qfdne, 2 —
— nQ/dne (r — x). Vom avea Vy = 0 pentru punctul M situat intre cele
doud corpuri, la distanta @ = rf(n + 1) de primmul corp.

1.27. A. Viteza fiind constanté, lucrul mecanic efectuat de citre forta de
tractiune este L =F,-h = mgh = 20 kJ.

2. Potrivit principiului fundamental al dinamicii, F, — G = ma
sau Fy = m(g + a), de unde L =F, - h = m(g - a)h = 24 kJ.

B.l1. B, = RR,/(R, + R,) =6 Q.
2. Tensiunea la borne: U = R,I =60 V.
3. W= UIt= 180000 J.

I.28. A.1. Ciocnirea vagoanelor se considerd plasticd i are loc conserva-
rea impulsului: mw + m,+ 0 = (m, + myl’, de unde o' = mw/(m, +
+ m,) = 3 m/s (viteza vagoanelor cuplate, dupé ciocnire).

2. Céldura dezvoltatd in procesul cioenirii plastice este egald cu va-
riafia energiei cinetice a sistemului format din cele doud vagoane: @ =
= —AE, = m©?[2 — (m,; -+ my)v'2[2 = 270103 J.

3. Vagonul igi micsoreazd viteza de la v, =10 m/s la v =9 m/s

in ¢ = 10 s §i din » = v, + at se obtine ¢ = — 0,1 m/s%. Distanta parcurss
de vagoane din momentul cuplirii pini la oprire este d = — v'2/2¢ = 45 m.

Observatie. Migcarea fiind cu frecare, din ¢ = — pg se objine p =
= 0,01.

B.1. La gruparea in serie R, = R, + R, = 4 Q, iar la gruparea.
in paralel R, = R R,/(R, + R;) =1 Q.
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2. Folosind expresiile P=RI?, I=E[(R+7), avem R,E?/(R,+7)* =
= R,E*/(R, + 7)%, de unde r = |R,R, =2 Q.

3. Masa de substantd depusd la unul din electrozi este m = KIt
{prima lege a electrolizei) : :

— in cazul grupdrii serie : m, = K1, = KEt|{(R, + 1),

— in cazul grupdrii paralel: m, = KI,t = KEi{(R, -+ 7). ;

Deoarece R, < R,, rezulti m, > m,, adicd la legarea biilor in para-
lel se depune intr-un timp ¢ o masd mai mare de substantd decit in cazul
legdrii in serie.

1.29. A.l. Sub actiunea componentei tangentiale G, = G -sin 6 corpul
se deplaseazi cu frecare pe plan in jos, forta de frecare F, fiind orientatd
de-a lungul planului in sus. In prezenta fortei ¥, aplicatd de-a lungul
planului in sus, corpul se afly in repaus, adicd G, = F, + F, (1). In cazul
cind corpul este tras uniform in sus de-a lungul planului, forta de frecare
F, este orientat#i de-a<ungul planului in jos, astfel ci G, + F, = F, (2).
Eliminind @, din relatiile (1) si (2) se obtine F, = (F, = F,)/2 = 2 N (3).

2. Din (1) si (2) se obtine G; = (F, - I',)/2 = 5N. Folosind G: =
= myg-sin 0, rezultd m = 1 kg. Coeficientul de frecare se obtyine din
F; = uN = pG, = wmg-cos 0; avem u = 0,4//3 = 0,23.

3. In cazul cind planul inclinat se deplaseazii cu acceleratia a pe o
suprafatil orizontali, de la dreapta spre stinga (fig. 1.29.A), asupra cor-
pului actioneazd for{a orizontald de
inertie F; = ma indreptatd in sens
opus miscdrii planului. Forta F; se
descompune in doud componente: o
componentd F;, = F,- cos 6 de-a lun-
gul planului inclinat, orientatd in
sus, si o componentd F, = F;-sin6
perpendiculari pe planul inclinat
si paralels cu G,. In acest caz forta
.de frecare dintre corp §i plan este:
F} = uN’ = w(Gy + Fiy) = um(g-cos 6 + a-sin 6), fiind orientatd in
jos, de-a lungul planului inclinat. Corpul se deplaseazs uniform in sus
pe planul inclinat dacd G, + F; = Fy, de unde se obtine

__g(sin 6 4 pcos 8)  70)/3
Fain = 008 0 — p-sm 08 13
Observajie. Pentru a mentine corpul in repaus pe planul inclinat
‘trebuie ca Gy = Fy + Fy, de unde a=g(sin 6—p-cos8)/(cosO+p-sinb) =
=30)3/17 = 3,05 m/sz.
B.1. Din W, = IRt se obtine intensitatea curentului la legarea
' in serie: I, =5 A,

VAV A AT S S A S v v v v B AT Y A Y V7 I
Fig. 1.29.A

= 9,3 m/s?,

I i 2. Din prima lege a electrolizei se obtine
e ' K =m|l} = 1,118 mg/C, iar din legea a doua &
) electrolizei : K = (1/F)-(4/n) se ob{ine 4 =

Iy Pe = KFn = 107,77. .
S 3. La legarea in serie, legea a doua 2 lui
I Kirchhoff se scrie : ¥ = I (r+ B,4-R,) (1), iar
. [ 1a legarea in paralel (fig. 1.29.B), legile lui Kir-
& chhof se seriu: I =1, + I,, 0 = LR, — IR,
Er E =I,R. + Ir (2). Din sistemul format de
Fig. 1.29.B ecuatiile (1), (2) si eonditia I, = I, se obtine:

E =I(R + R:+ RRE)R,=131,25V, r= RYR, =1,25Q.
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l. SUBIECTE de examen propuse 152-183

Indicatii si raspunsuri 184-205

IL1. A. Un corp se deplaseazi in lungul unei drepte, distanta lui fati
de origine fiind datd in fiecare moment de relatia 2 = 8t — 3¢, unde
este in metri, iar ¢ in secunde. Si se afle :

1. Viteza medie a corpului in intervalul delat =01la¢=1s siin
intervalul de la ¢ =0 la ¢t =4 s.

2. Viteza instantanee a corpului la momentul ¢ = 3 s, punind A¢
mai intii egal cu 0,1 s, apoi cu 0,01 s si in cele din urmi cu 0,001 s. Spre
ce limitd tind valorile obt{inute?

3. Viteza instantanee a corpului la un moment oarecare t.

4. Acceleratia corpului.

B. Un cilindru orizontal inchis la ambele capete, de lungime 21 =
=2 m §i secyiune § = 20- 10~ m?, este impir{it in douii compartimente
egale cu ajutorul unui piston mobil. In ambele compartimente ale cilin-
drului se afl¥ azot la presiunea p, = 10°N/m? §i temperatura 7T = 290 K.
Se deplaseaz# pistonul spre dreapta pe distanta Al = 0,4 m, temperatura
riminind constantd. S& se afle :

1. Presiunea gazului in fieeare compartiment.

2. Forfa ce trebuie si actioneze asupra pistonului pentru a-1 mentine
in noua pozitie.

3. Masa de gaz ce trebuie scoas# dintr-un compartiment pentru ca
dupi ce lisim pistonul liber acesta si nu se deplaseze.

Se d3 R = 8,31-10° J/kmel- K, px, = 28 kg/kmol.
C. In montajul din figura IL1.C se

g | _ cunosc urmitoarele elemente : C; = 200 uF,
T P 0, =600 pF, C,=2800 pF, C, =400 uF,
3 " E = 1000 V. Inifial comutatoarele K,, K,,

Ky K, sint deschise §i toate condensatoarele
descircate. Se efectueazsi urmitoarele ma-
nevre :

1. se inchide K, ;

2. se deschide K; §i se inchide K ;

3. se inchide si K,. S& se determine
sarcinile electrice i tensiunile la bornele
fiecirui condensator, dupi efectuarea fieci-
reia din cele trei manevre.

I1.2. A. Un om aflat la distanta b = 50 m
de o §0sea observd la un moment dat un
autobuz venind cu viteza v, =12m/fs i
Fig. 11.2.A aflat in acel moment la distanta i == 400 m

N de om (fig. I1.2.A). Se cere :
1. Sub ce unghi (fatsi de directia inifiali om-autobuz) trebuie s&
alerge rectiliniu omul, cu viteza » = 3 m/s, pentru a intilni antobuzul.
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2. Cu ce vitezi minim3 trebuie si alerge omul pentru a intilni
autobuzul.

3. Distanta parcurs# de autobuz pind la intilnire, in cazul cind omul
fuge cu viteza minim4, . :

4. Timpul cit fuge omul cu viteza minimd, pentru a intilni
autobuzul. '

B. O sferé de cupru de maséd m = 10 kg are in interior o cavitate de
volum ¥V = 1 m3 in care se gisesc v = 2 kmol de dioxid de carbon la pre-
siunea p, = 5-10° N/m?, Sfera este lisatd si cadd liber de la indltimea h.
Dupid ciocnirea cu suprafata durd a pimintului, sfera se ridic#la in¥li-
mea 2’ = 10 m. $tiind ci » = 0,8 din cildura degajatd este absorbits de
cupru si de gazul din cavitate, sistemul atingind temperatura 7 = 305 K,
sé se calculeze iniljimea de la care a cizut sfera. Se neglijeazs variapia de
volum in timpul ciocnirii. Se d& céldura specifici a cuprului ¢, = 380
J/kg- K, cildura specifici la presiune constanti pentru dioxid de car-
bon, ¢, = 830 J/kg- K, masa molard pentru dioxid de carbon, p = 44
kg/kmol, R = 8,31-10% Jjkmol-K, g =10 m/s2.

C. Intre plicile unui condensator plan, dispuse orizontal, se aplicd
o tensiune U = 51 V, distanta dintre plici fiind d = 2 em. In spatiul
dintre plici se afli in repaus o picdturd sferic de ulei care poarts sarcina,
electricd g §i care este observatd lateral' cu ajutorul unni microscop. Se
schimbi tensiunea dintre plici i se observd prin microscop cum picitura
urcd uniform in cimpul vizual parcurgind o distantd de 1 mm in timpul
{, = 20 s. Inversind sensul tensiunii aplicate, picitura coboari uniform,
parcurgind aceeagi distan{éd de 1 mm in timpul ¢, = 10 s. Forta de frecare
intre picitura de ulei §i aer este datd de relatia lui Stokes F = 6 = nr v,
unde 7 este coeficientul de viscozitate dinamici, care pentru aer are va-
loarea 1,8-10-% kg/m - s, r raza piciiturii si v viteza ei. Si se determine :

1. Raza r a picdturii.

2. Sarcina electrici ¢ purtatd de picitura de ulei.

3. Numirul sarcinilor elementare care formeaz# sarcina gq.

Se dau: densitatea aerului p, = 1,2 kg/m3, densitatea uleiului
p = 846,2 kg/m3, g = 9,8 m/s2.

IL3. A. Pe un plan orizontal, cu coeficientul de frecare la alunecare
p = 0,3, sint asezate doud corpuri de mase m, =2 kg, m, =3 kg,
legate intre ele cu un fir inextensibil. De corpul m, este legat un alt corp
de masi M = 2 kg printr-un fir trecut peste un scripete ideal ca in figura
I1.3.A. 84 se afle acceleratia sistemului si ‘
tensiun{le din fire. Care va fi acceleratia T T
sistemului §i tensiunile din fire in cazul [m ]'Tc_r”ﬁ |
in care corpul M se dezleagd si in locul k> 2 L g
lui se trage in jos cu o fortd egali cu gre- u e
utatea lui, Mg? ) ’

B. Un vas izolat adiabatic de mediul . M
exterior este impiirtit in doud pirfi egale L

cu ajutorul unui perete subyire termoizola-
tor. Intr-un compartiment al vasului se
afli un gazideal la temperatura 7,=300K,
presiunea p, = 10°N/m?, avind cildura molars izocord C,, = 3R/2. in
celilalt compartiment se afli alt gaz ideal la temperatura T, = 600 K,
presiunea p, = 5 - 10°N/m?, avind céildura molary izocordi C,, = 5R/2
(R = 8,31-10% J/kmol - K).

Fig. I1.3.A
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1. S% se afle temperatura de echilibru : amestecului gazos dupa ce
peretele despirfitor este indepdrtat. :

9. Dacd vasul are volumul ¥ = 600 1, = se determine numérul de
moli din fiecare gaz, presiunile parfiale §i presiunea amestecului la
echilibru.

3. Amestecul gazos este comprimat pind ocnpd jumitate din volu-
mul vasului. Si se afle temperatura amesteculu: gazos in aceastd stare
comprimatd. Se d% valoarea 204 = 1,37.

4. Variatia energiei interne a amestecului gazos in procesul compri-
mirii pind la atingerea stirii de la punctul 3 si luerul mecanic efectuat
la, destinderea in vid pini ce amestecul gazos ocupd in intregime volumul
vasului. .

C.1. Un galvanometru de rezistent R, = 150 Q are o scali cu 100
diviziuni, fiecare diviziune reprezentind 10-°A. S& se calculeze valoarea
rezistentei R, cu care trebuie suntat aparatul pentru a putea misura cu
el curenfi pind la 1072 A,

2. Un voltmetru are rezistenta internd R, = 100 Q/V si misoard
diferente de potential pind la 100 V. Ce diferents de potential maximj se
\Irga. putea mfi,sggra. cn apa.ratlul dupd ce i se adaug¥ o rezistentd adifionald

s = 9-10% QY :

II.4. A. Mobilele 4 §i B cu masele my =1 kg si ms =2 kg, aflate
in acelasi loc in repaus, pornesc simultan sub acfiunea forfelor ¥, i res-
pectiv Fz. Forta ¥, =1 N acfioneazi timp de 30 secunde asupra corpu-
lui 4, iar forta Fpz = 4 N actioneazd timp de 10 secunde asupra corpu-
lui B. Fortele F, i F» actioneazd in acelagi sens. Mobilele se deplaseazé
pe un plan orizontal, fird frecare, pind in momentul cind se reintilnesec.
Din momentul reintilnirii, deplasarea se face tot pe planul orizontal, dar
cu coeficientnl de frecare p = 0,1, acelagi pentru ambele corpuri. S4 se
calculeze :

1. Distantele parcurse de cele doud corpuri pini la momentele 3, =
= 10 s §i respectiv #, = 30 s.

2. Distanta S si timpul ¢ dup# care cele doud corpuri se reintilnesc.

3. Distantele parcurse de cele dou# corpuri dupé reintilnire si inter-
valele de timp de Ia reintilnire pin# la oprirea celor dou# corpuri.

4. Variatia in timp a distantei AS dintre cele doud corpuri. Se va
considera g = 10 m/s?,

B. O bari de fier aflatd la ¢ = — 20°C cu lungimea I = 50 cm, sec-
tiunea § = 10 cm?, densitatea p = 7800 kg/m? §i cildura specificd ¢ =
= 0,5 kJ[kg - K, este inciilzitd intr-o instalatie cu randamentul 7 = 25%
prin consumarea a m, = 100 g petrol cu puterea calorici ¢ = 40 MJ/kg.
Pentru a impiedica dilatarea in lungime, bara este supusé unei compre-
siuni longitudinale. S& se determine :

1. Cantitatea de cildurd primitd de bari.

2. Masa barei.

3. Temperatura la care se incilzegte bara.

4. Lungimea barei dups incilzire, dacé s-ar dilata liber.

5. Forta care actioneazi longitudinal asupra barei pentru a-i men-
tine lungimea inifiali.

Se dau : coeficientul de dilatare liniard a fierului « = 12-10-°K"},
modulul de elasticitate E = 2-10"N/m2. Se neglijeazi variatia densi-
titii cu temperatura.
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C. Un condensator plan, cu vid intre arm#turi, are distanta dintre
armituri ¢ = 10 mm §i suprafata unei armituri § = 100 cm2. Stiind e
tensiunea aplicaté condensatorului este U = 200 V si ci intre armituri
se poate migca un electron, se cere :

1. Capacitatea condensatorului si intensitatea cimpului electric
dintre armituri.

2. Numirul de sarcini elementare aflate pe fiecare armituri a con-
densatorului.

3. Forta exercitatd de cimpul electric asupra electronului.

4. Timpul necesar pentru ca electronul s3 stribatd distanta dintre
armituri sub actiunea cimpului electric.

Se dau: permitivitatea vidului ¢, = 8,856 - 10-12F/m, sarcina ele-
mentard ¢ = 1,6 - 1071%C, masa electronului m, = 9,1-10-3! kg.

II.5. A. Un corp de mas# m = 3 kg se migcd cu frecare pe un plan ori-
zontal sub actiunea unei forfe F = 122 N, care face un unghi § = =/4
cu orizontala. Dupd parcurgerea distantei d = 200 m de la plecarea din
repaus, corpul ajunge la baza unui plan inclinat, cu unghiul de inclinare
a= B fatdh de orizontald. Aici, dupéd incetarea actiunii fortei F, corpul
ciocneste plastic un corp identic aflat in repaus la baza planului inclinat.
In urma cioenirii, cele doud corpuri se urci impreuns, cu frecare, pe planul
inclinat pind la indltimea %. Coeficientul de frecare la alunecare p = 0,5
este acelagi pe ambele plane (g = 10 m/s?). S& se determine :

1. Lucrul mecanic efectuat de forta F asupra corpului.

2. Lucrul mecanie al fortei de frecare la miscarea corpului pe planul
orizontal. .

3. Lucrul mecanic total efectuat asupra corpului la miscarea pe pla-
nul orizontal.

4. Viteza v cu care ajunge corpul la baza planului inclinat (viteza
inainte de ciocnirea plastic#).

5. Viteza u-a corpurilor imediat dupi ciocnirea plasticy.

6. Cantitatea de ciildurd @ degajati in urma ciocnirii.

7. Indltimea la care se ridicii cele doudi corpuri dupi ciocnire.

8. Distanta stribdtutd de cele doud corpuri pin la oprirea pe planul
orizontal (m#suratd de la baza planului inclinat).

9. Presupunem cantitatea de cilduri @ de la punctul 6 ca fiind
de n ori mai micd decit cantitatea de cildurd @, primiti de o masgini
termic# Carnot de la sursa caldi care are temperatura 7, de k¥ = 6 ori
mai mare decit temperatura izvorului rece T,. Suprafata ciclului Carnot
fiind L = 500 kJ, si se determine x. ,

B. Un punct material avind sarcina electrici ¢ = 1,5 nC si masa
m = 1 mg se giseste deasupra sarcinii punctiforme fixe @ = 6 nC, si-
tuatd pe aceeasi verticali. Si se determine : .

1. Intensitatea cimpului electric si potentgialul electric produse de
sarcina punctiformi @ la distanta d = 10 em de aceasta.

2. Distanta dintre sarcinile ¢ i @ pentru care punctul material de
sarcind g se gisegte in echilibru deasupra sarcinii Q.

3. Distantele de la sarcina @ pind la care se depirteazi, respectiv
se apropie punctul material, daci in pozitia de echilibru i se imprim3
— dupd directia verticald — viteza v, = 1 m/s.

Se di permitivitatea electricd a aerului ¢, = (1079/36 =) F/m,
- g =10 m/fs2,

I1.6. A. De capetele unui fir, trecut peste un scripete, sint legate cor-
purile de masi m; =100 g si m, = 150 g. Furca scripetelui este legats

°
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?
de tavanul unui ascensor. Si se calculeze tensiunea din furca scripetelui
in urmétoarele cazuri:
1. Ascensorul este in repaus fat# de pimint.
2. Ascensorul in migcare pe verticald, rectiliniu §i unit..- .
3. Ascensorul in urcare pe verticald cu-acceleratia . = 2 m/s.
4, Ascensorul in eoborire pe verticaldi cu acceleratia a, = 2 m/s%.
5. In ce caz tensiunea din furca scripetelui este egald cu zero?
Se considerid g = 10 m/s?.

B. Intr-un cilindru, previzut cu un piston mobil, se afli o masi
de aer m = 10 g, inc#lzitd la presiunea constantd p = 10° N/m? cu un
ine#ilzitor electric cu rezistenta r = 3 Q, stribdtut timp de 6 minute de
un curent de intensitate I = 0,4 A. Se neglijeazii pierderile de cilduri.
S4 se calculeze :

1. Numiirul de molecule N din cilindru.

2. Variatia de temperaturi AT in urma inc#lzirii. -

3. Deplasarea d a pistonului in urma incilzirii, daci suprafata pis-
tonului este 4 = 20 cm?.

4, Tn continuare, se fixeazs in aceastd pozifie pistonul §i se incil-
zeste aerul, ajuns la temperatura T, pind la T,. Care este cantitatea de
gaz Am care trebuie evacuatd pentru ca presiunea si rémind neschimbaté ?

Se dau : masa molardi 2 aerului p = 28,9 kg/kmol, cildura specifics
la presiune constanti pentru aer ¢, = 1000 J/kg- K, numirul lui Avo-
gadro N, = 6,023 -102¢ kmol~?, constanta gazelor perfecte B = 8,31
J/mol - K.,

C.1. Doud condensatoare electrice avind capacititile C, = 1 uF
§i C, = 0,5 uF sint legate in serie. Ansamblului format i se aplici o ten-
siune U = 300 V. Si se determine sarcina electrics si diferenta de poten-
tial dintre armiturile fiecirui condensator.

2. In paralel cu condensatorul C, se leagd un al treilea condensator
avind capacitatea C; = 0,5 pF. S4 se determine sarcinile @, (¢ = 1, 2, 3)
pe care le vor avea cele trei condensatoare si diferentele de potenfial
dintre arméturile fiecirui condensator.

IL7. A. Pe un santier de constructie se utilizeazi un scripete mobil
pentru manevrarea unor materiale prin ridicare g§i coborire pe o
iniltime % = 20 m, conform figurii II.7.A. Corpul ridicat impreuns
cu containerul are masa m, = 750 kg iar la coborire containerul
rimas gol are masa m, = 50 kg. Se presupune c# la

4777127271717, coborire pind la juméitate din indltimea A, masa m, are
o miscare uniform acceleratd cu acceleratia g=10 m/s2,
N Containerul este legat de scripetele mobil printr-un
N 17 cablu de otel care are modulul de elasticitate E =
N "= 2-101% N/m? §i sectiunea S = 0,5 cm?. Sistemul
H % de scripeti este actionat de un motor. S§ se calculeze :
Motor 1. Forta ce trebuie dezvoltati de motor cind
sarcina de masi m, este ridicatéd uniform si cind aceasta

N este ridicatd uniform accelerat cu acceleratia a=2m/s2,

h f 2. Forta de frinare dezvoltati de motor pentru

care containerul de mas# m, si coboare ultima jumi-
tate din iniltimea h, uniform incetinit, astfel incit s%
atingd solul cu vitezd nuli. A

3. Alungirea relativi a cablului la ridicarea uui-
TTTTT] form¥ gi la ridicarea uniform accelerati a sarcinii de
Fig. IL7.A masd m,.
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4. Lucrul mecanic efectuat de metor la ridicarea uniforms si uniform
accelerati a masei m;.

5. Timpul in care se efectueazi ridicarea masei m, in migearea uni-
formd, dacd puterea debitatd de motor in acest caz este P = 5 kW.

B. Intr-un recipient inchis etang cu ajutorul unui piston mobil
se gisesc v = 3 mol heliu mentinut la presiune constants p = 10° Pa si
temperatura inifiali T; = 300 K. Cantitatea de helin din recipient este
incalzitd izobar pin# cind volumul gazului devine V, = 99,72 1. Si se
determine :

1. Volumul initial V; al gazului din recipient.

2. Temperatura T, a gazului dupd incilzire.

3. Luerul mecanic L efectuat de gaz prin dilatare in cursul incilzirii
izobare. |
4. Cantitatea de cildurd primitd de gaz in cursul ineilzirii de la
temperatura T la T,, considerind cfi mérirea energiei interne a heliu-
lui (U, — U,) — in conditiile menfionate — se datoreazs cresterii ener-
giei cinetice medii a moleculelor din intreaga cantitate de gaz din reci-
pient.

C. Trei sfere metalice, goale in interior, formind trei straturi sferice
subtiri au, respectiv, razele R, =1 ¢cm, R, = 2 cm si R; = 4 cm. Sfera
de razd R, are o sarcind electricd ¢, = 1 nC, iar sfera mijlocie ¢, = (3/3)
nC. Straturile sferice sint dispuse concentric, in vid, stratul exterior fiind
legat la pimint. S& se calculeze potentialul sferelor interioare.

I1.8. A. Un plan inclinat cu unghiul « = 45° fatl de orizontaly se miges
rectiliniu cu acceleratia a'= 2 m/s® in directie orizontaly (fig. I1.8.A). Pe
planul inclinat se deplaseaz# cu frecare, u = 0,3, un corp cu masa m, = 2
kg de care este legat cu un fir inextensi- -
bil, trecut peste scripetele S, un al doilea
corp cu masa m, = 4 kg. $tiind ci misca-
rea corpului m, decurge pe verticald cu
frecare pe fata verticald a prismei planului
inclinat (u = 0,3), s& se determine :

1. Acceleratia «, a ansamblului for-
mat din cele doud corpuri, fatd de planul SEEESEEtNEEa s

inclinas. Fig. 11.8.A
2. Tensiunea din firul de legituré, in cazul de la punctul precedent.
3. Valoarea acceleratiei planului inclinat, a, pentru ca ansamblul
format din cele doud corpuri s rimin% in repaus fatd de planul inclinat.
Se considerd ¢ = 10 m/s2.

B. O magini termic# idealii efectueazi un lueru mecanic L =
= 1676 J, absorbind de la sursa caldi, aflati la temperatura &, = 200°C,
o cantitate de cildurd egald cu 4 180 J. S4 se calculeze :

1. Randamentul maginii §i temperatura #, a sursei reci.

2. Puterea utild a maginii dacd ea consumi intr-o ordi m = 5 kg
benzind cu puterea caloricd ¢ = 48 MJ/kg.

3. Volumul ocupat de m, = 56 g azot ce serveste drept agent termic
in magind, aflat la presiunea p = 2 atm si temperatura i,.

4. Energia cinetich medie §i viteza pitratici medie a moleculelor
de azot la temperatura i,.

Se dau: masa molard a azotului fp = 28 kg/kmol, R = 8 314
J/kmiol - K, numérul lui Avogadro N, = 6,023 - 102¢ kmol-1,
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C. Doud sfere metalice goale, cu perefi subfiri si de raze R, si
R, (R, < R,), sint agezate concentric, in vid. S& se determine :

1. Sarcinile ¢, §i g, de pe fefele exterioare ale celor doud sfere, aces-
tea aflindu-se la potentialele V; si respectiv V,.

2. Densititile superficiale de sarcini de pe cele doud sfere.

3. Intensitatea cimpului electric si potentialul electric intr-un- punct
M aflat pe semiaxa O la distanta OM = x de centrul comun O al celor
doud sfere.

I19. A. Un corp de masa m = 0,2 kg este suspendat printr-un fir de
lungime [ = 1 m si sectiune § = 0,2 mm?. Corpului i se imprimd o mis-
care de rotatie intr-un plan orizontal,

A p 3 o astfel inecit firul descrie un con, ficind
J - P k ! cu verticala un unghi o = 30°. 8% se calcu-
s m §—-""T\——I———‘E leze :

4 2 1. Perioada miscirii de rotaie.
Fig. 11.9.B 2. Tensiunea din fir.

3. Alungirea firului, dacé acesta este
extensibil, avind modulul de elasticitate E = 101 N/m?.

4. Tensiunea maximé suportatéi de fir, dacd acesta se rupe cind
corpul efectueazd 60 de rotafii pe minut.

5. Dacé firul se rupe si corpul se deplaseazd pe o masi orizontald
cu frecare (p= 0,2), care este durata acestei deplaséri si distanta parcursd
(g = 10 m/s?).

B.1. Un piston cu masa m = 10 kg, legat prin intermediul unui re-
sort elastic (k¥ = 1 kN/m) de un punect fix, oscileazd firi frecare in inte-
riorul unui tub orizontal 4 B (fig. I1.9.B). S4 se calculeze viteza pistonului
dupd timpul ¢ = (41 =/4)s de la inceperea oscilajiei, dacd amplitudinea
oscilatiei este A = 20 cm. Pistonul pornegte din pozitia sa de echilibru.

2. Pistonul fiind in repaus in pozitia P, iar resortul nedeformast,
se inchide tubul la capitul A, aerul din interiorul tubului aflindu-se la
temperatura #, = 27°C si presiunea p, = 100 kPa. S§ se determine forfa
suplimentari necesari pentru a mentine pistonul blocat in pozitia P,
dacd aerul din interior este incdlzit cu AT = 600 K. Sectiunea tubului
este § =2 dm?

3. Deblocind pistonul s§i mentinind temperatura constantd, si se
calculeze cu cit s¢ deplaseazi pistonul pind in noua lui pozifie de echi-
libru, daci AP =1=1 m.

C.1. Un conductor avind forma unui inel de razi » = 10 c¢m are o
sarcindi electrici @ = 10 pC. Si se afle intensitatea cimpului electric
intr-un punct aflat la distanta x de centrul inelului, pe axa perpendicu-
lari pe planul inelului, care trece prin centrul lui.

2. In punctul cel mai de sus al inelului se leag¥ un fir subtire de mi-
tase care are la celilalt capdt o sferd metalicd micd de masé m = 0,15 g,
avind sarcina ¢ = 1 nC.. Si se determine lungimea ! a firului de suspen-
sie pentru care pozitia finali a centrului sferei se afli intr-un punct pe
axa inelului. Sistemul este situat in aer (e, = 1).

11.10. A. Un corp de mas# m, = 4 kg este asezat pe un al doilea corp de
mas# m, = 6 kg, legat la rindul siu de un resort orizontal de constants
elastici k¥ = 500 N/m (fig. I1.10.A). $tiind ¢ — resortul fiind nedefor-
"mat — se imprim$ ansamblului format din cele doud corpuri viteza ini-
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tiald orizontald v, = 1 m/s, precum si faptul cii intre corpul de masi m,
§i planul orizontal nu existd frecare, si se calculeze :

1. Amplitudinea oscilatiilor ansamblulni format din cele dous cor-
puri, daci acestea se miscd impreuns.

2. Energia potentiali maxim# si acce-
leratia maximi a ansamblului celor dous

corpuri, %
3. Forta de frecare minimi si coeficien- [} ——
tul de frecare minim pentru ca in timpul Ceccs
oscilatiilor corpul de mas# m, s& nu alunece my k
de pe corpul de mas¥ m,. ' - N
Se va considera g = 10 m/s?. TOSLSL LI T LTI
Fig.11.10.A

B. Intr-un vas cilindric, de volum V =
= 25-1072 m3, se afli un amestec gazos, format din dioxid de carbon s
vapori de api la temperatura 7 = 600 K. Numirul moleculelor de dioxid
de carbon este NV, = 6,6 - 102, iar numiirul moleculelor de vapori de ap#
este N,= 0,9 - 1021, 83 se afle :

. 1. Presiunea exercitaty asupra peretilor vasului §i presiunile
partiale, o
2. Energia cineticd medie a moleculelor din vas si vitezele termice
ale moleculelor de dioxid de carbon si ale moleculelor de vapori de api.

3. Volumele ocupate de fiecare gaz daci acestea ar fi separate printr-
un piston mobil.

Se dau R = 8314 J/kmol- K, N, = 6,023-10% kmol-?, pco, =
= 44 kgfkmol, pvapori n,0 = 18 kg/kmol. ‘

C. Douii, sfere identice, mici, situate in aer, avind fiecare masa
m = 0,1 g sint suspendate in acelasi punct cu ajutorul a doud fire izolate,
de masd neglijabili si avind aceeagi lungime I = 20 cm. '

1. Care este valoarea sarcinilor egale ale celor dous sfere pentru ca
unghiul format de cele dou fire s fie « = 90° (¢, = 1)?

2. Care va fi valoarea unghiului g dintre cele dous fire dup# scufun-
darea sistemului de la punctul 1 in petrol (p, = 800 kg/m?, ¢, = 2), dach
densitatea materialului din care sint confectionate sferele este
p = 990 kg/m3? :

3. Se introduce sistemul in ulei (s, = 3, p, = 900 kg/m?). Care
trebuie si fie densitatea materialului sferelor pentru ca unghiul dintre
firele de suspensie s# rimind egal cu cel din aer? :

4. Dupd un timp, datoritd efluviilor, electrizarea sistemului descris
la punctul 1 scade si sferele se apropie. '

S3 se caleuleze cu cit s-a micsorat sarcina, fiecirei sfere pind in mo-
mentul cind unghiul dintre firele de suspensie devine , = 60°.

IL11. A. Un automobil avind viteza v, = 54 km/h incepe 8% se deplaseze
uniform accelerat si dupé parcurgerea distantei 7, = 500 m pe un drum rec-
tiliniu, intrd intr-o curb cu viteza v, = 72 km/h, pistrindu-gi viteza con-
stantd pe toatd lungimea I, = 600 m a curbei care este un arc de cerc cu
unghiul Ia centru de 90°. Masa automobilului este m = 2 t, iar coeficien-
tul de frecare pe intregul drum este p = 0,2. S% se calculeze :

1. Forta de tractiune dezvoltatd de motor pe primii 500 de metri.

2. Forta centrifugd la migcarea in curbi.

3. Timpul in care se parcurge distanta I, + 1,.
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4. Viteza v, la care apare alunecarea laterali si viteza v, la care auto-
mobilul se ristoarni. Distan{a dintre rotile automobilului este d = 1,5 m,
iar pozitia centrului de greutate este la inilfimea A = 0,8 m (g = 10 m/s?).

B. Si se stabileascy# expresia presiunii pe care o exercitd un fasicul
molecular asupra unui ecran mobil. Viteza ordonati a moleculelor din fas-
cicul, fats de pimint, este u, concentratia moleculelor din fascicul este
ny, Masa~unei molecule m,, iar ecranul se migcéi normal spre fascicul cu
viteza relativd o fa{d de pimint. Fasciculul molecular si ecranul au aceeasi
temperaturd. Ciocnirile sint perfect elastice.

C. Trei surse electrice avind tensiunile electromotoare E, =1 V,
E,=11 V §i B, =1,2 V si rezistenfele interne r, =2Q, r, =3 Q
respectiv r, =1 Q sint conectate in paralel. La bornele comune A §i B
ale surselor este legat un rezistor cu rezistenta R = 20 Q, prin care trece
un curent electric de intensitate I. Se cere :

1. S& se calculeze intensitatea I a curentului electric prin rezisten-
ta R.

2. Dacd sursa de tensiune electromotoare E, este scoasd din circuit,
s% se exprime intensit#file curentilor prin celelalte doud surse, respectiv
prin rezistorul R, in functie de E,, E,, r,, 7, si R si si se calculeze aceste
intensitafi. .

3. Tensiunea electricd pe care o va arita un voltmetru conectat
intre bornele 4 §i B, in conditiile punctului precedent, daci rezistenta
voltmetrului este B, = 2 kQ. ,

11.12. A. Pe o masi orizontalii, netedi, este asezat un cub de masi M =
= 10 kg. Pe cub se afli un alt corp de masd m, = 1 kg, legat printr-un fir
orizontal, trecut peste un scripete ideal, de

my un alt corp de masid m, = 4 kg, situat la
indltimea h = 1,5 m deasupra mesei (fig.

TTTTTITTTTTTY * I1.12.A). Intre cub si mas¥ si intre corpul
N M2 m, §i cub nu existy frecare. Lisind liber

sistemul, cu cit se deplaseazi cubul M pinid
in momentul in care corpul m, atinge masa?

////////l/f//l//l///./

Fig. I1.12.A B. Intr-un recipient care este format

- din doud incinte de volume V,, respectiv
V,, ce comunics intre ele printr-un tub previzut cu un robinet, se afld
un gaz ideal cu masa totald m. Robinetul fiind inchis, presiunea si tem-
peratura gazului din cele doud incinte sint p,, T, respectiv p,, T (p, >
>py Ty > T). ’

Si se determine valoarea parametrilor de stare ai gazului din reci-
pient in starea finald, in urméitoarele cazuri :

1. Se deschide robinetul de comunicatie, mentinind constants tem-
peratura din fiecare incintd, cu ajutorul unor termostate.

2. Se deschide robinetul de comunicatie, recipientul fiind izolat
termic de mediul exterior.

C. Douét generatoare de curent continuu, cu aceeagi rezisten{d in-
terioard r, = 1 Q, sint legate in paralel §i alimenteazd un rezistor cu rezis-
tenta B = 2 Q. Stiind c# tinul din generatoare are o tensiune electromo-
toare £ = 12 V, si se calculeze :

1. Valoarea tensiunii electromotoare a celuilalt generator pentru
ca acesta si debiteze la borne o putere cu f = 509, mai mare decit puterea
debitatd la borne de primul generator.
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2. Puterea totals si puterea debitat# in exterior de citre fiecare ge-
nerator.

I1.13. A. Douii bile de mase m;, = 200 g, m, = 300 g pot oscila de-a
lungul unei tije netede sub acfiunea unor resorturi identice. Tija este fi-

ko m T my k

00955903 2204 200 D / p x
Q_.—g . B %
; P——C-——O k _;
et N g o S o A VAVA VY, S <,
JF __F te ™ oE T

M Z
i .
77T LTIy rorrr X
Fig. I1.13.A Fig. 11.13.B

xatd pe un suport de masi M = 1 kg. Initial bilele sint legate intre ele
printr-un fir, tensiunea din fir fiind T = 3 N. Ce coeficient de frecaré
minim este necesar intre suportul 3{ si mas¥ pentru ca suportul si nu
alunece in timpul oscilagiilor bilelor dup# ce se arde firul de legitur#?
(fig. I1.13.A). ‘ ‘ '

B. Sistemul din figura I1.13.B, aflat in echilibru, contine un gaz la
presiune si temperaturd egald cu presiunea si temperatura aerului exte-
rior, adicd p, = 10°N /fm?, T, = 300 K. Pistoanele sint legate printr-o
tijé rigidé de lungime ! §i pot si se deplaseze fiird frecare. Aria pistoanelor
este §; =10"3m? g§i S, = 4-10"3m?2 Pistonul din dreapta de arie S,
este legat de un punct O printr-un resort, avind constanta elastici & =
= 400 N/m, care in starea initiald nu este deformat. Aerul din incintd
se incidlzegte cu AT = 100 K. S& se determine: -

1. In ce parte si pe ce distan{3 trebuie deplasat punctul O pentru
ca pozitia pistoanelor s# nu se modifice. '

2. Lucrul mecanic efectuat.

C. Se d4 circuitul electric din figura II.13.C, in care: B, =1Q
R,=4Q, Ry, =4Q, R, =1 Q, E=607V, r=02 Q. S§ se calcu-
leze : S
1. Curentii electrici din ramurile circuitului electric.

—

A I'I R1 B

I 12 Rz
57

Fig. 11.13.C

[
s

2. Potentialele punctelor 4 §i B ale circuitelor faté de punctul M,
precum §i diferenta de potential intre punctele A si B.

3. Bilanful energetic din circuit.

4. Cantitatea de apd care so poate incilzi de la temperatura 6, =
= 20°C la temperatura 6 = 100°C in timpul ¢ = 1 h, daci rezistorul R,
trece printr-un fierbéitor cu randamentul n = 0,80. Cildura specifici a
apei ¢ = 4180 J/kg- K. ' .
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I1.14. A. Un corp de mas¥ m se afli pe o suprafa{ii orizontald pe carc
se poate deplasa firi frecare. Corpul este legat printr-un resort orizontal
cu constanta elastici k. Lungimea arcului in starc netensionati este z,
(fig. I1.14.A). Incepind cu t, = 0, asupra cor-
y - pului acfioneazi forta constantii F. Sa se calcu-
leze :
‘ 1. Deplasarea maximd de la pozitia de
} w7 | £ echilibr: _sub acfiunea forfei F'. .
T A o i v o 2. Deplasarea maximé de la pozitia de echi-
0 x  xp X libru, daciforfa F creste foarte incet de 1a 0 1a F.
B. Un tub cilindric orizontal de sectiune
constant# S, inchis la capete, este impirtit in
compartimento egale cu ajutorul a # — 1 pistoane identice de masi m,
care se pot migca fiird frecare.
Initial, presiunea in toate compartimentele este aceeasi, egald cu p.
S# se afle presiunea din fiecare compartiment cind tubul este adus in po-
zifie verticali, dacd se constatéi c#, in acest caz, intre volumele celor z
compartimente existd relatiile: V, = 2V,; Vy=3V,; ... ; V, =aV,.
C. O sursy de curent continuu de tensiune electromotoare ¥ si rezis-
tentd interioar# r = 1 Q este conectatd la o rezistents exterioard R, in
care face si circule un curent I =100 mA i in care dezvolti o putere
1’ = 2 W, Dacii la bornele rezistentei B se leagh in paralel un condensa-
tor C, acesta se incarci cu sarcina ¢ = 25 nC. Se cere :
1. Tensiunea la bornele rezistentei R §i valoarea acestei rezistente.
2. Tensiunea clectromotoare E a sursei.
3. Capacitatea C 2 condensatorului. :
4. Frecventa proprie de oscilatic & unui circuit serie format din con-
densatorul C si o bobini cu inductanta L = 12,8 mH.

11.15. A. Un corp de masi m este legat

Fig. 11.14.A

printr-un resort, cu constanta elastici - € 18 A

k, do un perete fix. Corpul este deplasat 7777 ! . | g
din pozitia de echilibru spre dreapta / me ‘ !

(fig. I1.15.A) (resortul se comprimi) cu y /

0 aistanté, d,, iar apoi este Lisat liber. /;1, M :jlz/ //;”I i
Corpul se va deplasa inapoi spre stinga, - | -1

ciocnindu-se elastic de un alt perete fix
situat la distanta d, (d, < d,). Dups
ciocnire corpul se va deplsa iar spre dreapta pind in 4 s.a.m.d. Si se afle
perioada oscilatiilor (se neglijeazd frecarea).

B. Un gaz ideal, monoatomic, ocupi un

Fig. IL15.A

oy volum V, = 0,3 m3 la presiunea p, = 30 kPa si
08 |y temperatura ¢, = 27°C. Gazul efectueazy o tran-
oda&™ " F sformare care verifich ecuatia p =aV cu a =
r = const., ocupind in starea finali un volum de

B~ n = 3 ori mai mare. Si se determine :

1. Presiunea gi temperatura in starea finali.
2. Lucrul mecanic efectuat de gaz.
3. Variafia energici interne a gazului gi cildura absorbitd de gaz in
aceastd transformare.
C. Un conductor M ON este agezat intr-un cimp de inducpie magne-
tics uniform B = 1,5 T perpendicular pe planul siu, avind sensul liniilor
de cimp dinspre planul hirtiei spre observator (fig. I1.15.C). Un alt conduc-
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tor A B, situat perpendicular pe bisectoarea OC a unghiului « = 60° ficut
de bratele O3 si ON ale conductorului MON si sprijinindu-se pe brafele
OM §i ON, se miscd avind viteza uniform# v = 5 m/s de la punctul O
spre C. Se cere : )

1. 84 se calculeze valoarea tensiunii electromotoare induse in cir-
cuitul OABO si s se indice sensul acesteia.

2. Sii se arate c¥ intensitatea curentului care ia nagtere in circuitul
OABO nu depinde de lungimea acestui circuit. S& se calculeze intensita-
tea curentului, stiind cil rezistenta electricdi raportatd la unitatea de lun-
g.imgoeste aceeagi r = 0,1 Q/m, pentru cele trei conductoare 04, AB
si BO. ,

3. Forta mecanici care acfioneaz} asupra conductorului AB in
momentul ¢=0,5 s de la inceputul miseirii conductorului 4B de la
.punctul O spre C*?

I1.16. A. Un corp de masi m = 40 kg este suspendat ca in figura II.16.A.
S4 se afle : .
1. Fortele ce se exercitd datorit greut#fii corpului
de masd m in bara BC si cablul AB, dack AB=03 m 4 B
i AC = 0,4 m.
2. Timpul in care corpul ajunge la sol si viteza cu -
care atinge solul in ipoteza c3 firul de susfinere se rupe m
sub efectul greutitii, infiljimea la care se afli corpul
fat# de sol este » = 10 m, 1

3. Insltimea A’ faf# de sol la care energia cineticd

a corpului in ciidere liberd este egald cu un sfert din
energia lui potentiald in acel moment, misurats fath de sol (g = 10 m/s?).

B. O cantitate v =2 kmol gaz ideal se giiseste intr-o incint% in
care temperatura gazului variazj liniar cu inilfimea z: T(z) = Ty + a* 2,
presiunea gazului fiind aceeasi in toatd incinta. Se cere : _

1. 84 se deduc# dependentele densititii gazului, energiei cinetice
medii §i vitezei pitratice medii a moleculelor de inil{ime, in interiorul
incintei. A

2. §tiind cii dupd uniformizarea temperaturii in incintii, gazul ajunge
la temperatura 7, = 400 K si presiunea p, = 332,4 kPa, si se determine
volumul incintei. .

3. Dacéd gazul din incintd este apoi evacuat, sub acfiunea propriei
presiuni, in atmosferd, si se afle energia interni pe care o avea in incint®
gazul care a fost evacuat.

Se dau : masa molard a gazului . = 20 g/mol, presiunea atmosfericd
Pa=100kPa si B = §,31 J/mol- K.

C. Un condensator variabil cu capacitatea ma-
xim$ C, incircat la tensiunea U, este conectat printr-un K
comutator K la bornele unui rezistor B (fig. I1.16.C).

1. S& se stabileasci expresia variatiei in timp a c P
capacititii condensatorului pentru ca prin circuit s 0
treacd un curent de intensitate constanti.

- 2. Care este puterea consumati sub acfiunea
fortelor exterinare pentru modificarea capaecitétii con-
densatorului, cunoscind ci U, =10V si B = 50 kQ.

I1.17. A. Din punctele 4, §i 4, situate la distanta & = 200 m pleacs si-
multan, in aceiagi sens, doud mobile. Cel din fa}i are o migeare uniform

Fig. 1.1 .A

Fig. 11.16.C
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accelerati cu viteza inifiald vy, = 10 m/s si accelerafia a, = 2 m/s?, iar
cel din urm3 are o migcare uniforms cu viteza », = 40 m/s.

1. Dup# cit timp §i unde s-au intilnit cele douéi mobile.

2. Ce viteze au mobilele in timpul intilnirii.

3. Dupi cit timp de la plecare vitezele mobilelor sint egale.

4. Dupd cit timp de la plecare distanta dintre mobile se reduce la

jumétate.
5. Dupd cit timp distanfa dintre mobile este egall, din nou, cu dis-

tanfa . inifiald.

B. Un cilindru cu sectiunea § = 20 cm? contine aer la presiunea
atmosferies, p, = 10° N/m? gi la temperatura ¢, = 27°C. Cilindrul este
agezat orizontal, aerul fiind limitat de un piston aflat initial la 0,5 m de
fundul cilindrului. Pistonul este legat de un resort, fixat la celilalt capit
gi avind constanta elastici k¥ = 2000 N/m. Intre piston §i peretii cilin-
drului nu existd freciri.

1. Cu cit se deplaseaz#i pistonul daci aerul din cilindru se incilzeste
cu 100°C? Dar dacid aerul este ricit cu 100°C ¢ -

2. 8% se exprime §i s# se reprezinte grafic temperatura aerului din
cilindru in functie de variatia lungimii coloanei de aer pentru ¢ > 27°C.

3. Ce inconveniente ar exista la utilizarea acestui dispozitiv ca ter-
mometru ¢

C. O bobind de inductantd L = (10/x) mH §i rezisten{d B = 225 Q
este conectats in serie cu un condensator plan de capacitate C =
= (40/x) nF, la o tensiune continui U, = 240 V. Si se calculeze :

1. Permitivitatea dielectricului condensatorului, stiind ci aria armi-
turilor este § = 160 cm?, iar distanta dintre arméturi este d = 0,11 mm.
' 2. Sarcina cu care se incarcé acest condensator.

3. Pulsatia §i frecventa proprie a circuitului. :

4. Dach se inlocuiegte tensiunea continui cu o tensiune alternativi
@ = U, sin ot, avind frecventa v = 20 kHz §i- U, = 4,5 V, s4 se calcu-
leze valoarea efectivii a curentului §i defazajul fati de tensiune. :

11.18. A. Un corp alunecdi liber pe un plan inclinat care face unghiulk
« = 30° cu orizontala. Coeficientul de frecare la alunecare dintre corp si
plan este p. = 0,2. Pe plan se afli un obstacol de care corpul se ciocneste
frontal si perfect elastic. Corpul fiind situat iniial la distanta I, = 2,5 m
de obstacol, si se determine :

1. Acceleratiile corpului la coborire §i Ia urcare pe planul inclinat.

2. Viteza corpului imediat dup# a doua ciocnire cu obstacolul.

3. Iniltimea maximi la care urcd corpul dupd a doua ciocnire.

4. Lucrul mecanic al fortelor de frecare pini la a doua ciocnire cu

obstacolul. , . ‘
B.U, corp cu masa m =10g oscileazii conform ecuatiei:
y = 0,5 sin 2x(5 ¢ + 1/6) m.

S% se determine : : o

1. Frecventa si faza inifiald a migedrii oscilatorii.

2. Momentele la care elongatia este egali cu V/3/2 din amplitudine.

3. Energia cinetic} si potentiali in aceste momente.

4. Dacy oscilatorul d¥ nastere unor unde care se propagd intr-un
mediu elastic cu viteza de fazh v, = 340 m/s, si se giseascd defazajul
dintre oscilafiile a dou#i puncte situate. pe aceeasi dreapts cu oscilatorul
§i aflate la distanfele #; = 2 m §i #; = 87 m de oscilatorul sursi.
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C. Douii gaze perfecte avind aceeasi cildurdi molard izocord, C, =
= 3R[2, se gisesc primul intr-un vas de volum V, = 8,31 1, la presiunea
P, = 100 kPa si temperatura T, = 300 K, al doilea intr-un vas de volum
Vo, = 1,662 1, la presiunea p, = 200 kPa si temperatura T, = 400 K.
S4 se determine : _

1. Energiile cinetice medii ale moleculelor celor dou# gaze in starca
initiali.

2. Exponentul adiabatic al gazelor.

3. Temperatura finald a amestecului, dup# deschiderea robinetului
situat pe tubul de volum neglijabil care uneste cele doud vase si presiu-
nile partiale ale gazelor in starea finali.

Se dau : constanta gazelor perfecte R = 8,31 J/mol- K, numirul
lui Avogadro N, == 6-102¢ kmol™?,

D. Se considerd dou# circuite distincte: primul consts dintr-o
sursd de tensiune electromotoare cu o frecventd oarecare, o bobin¥ cu
inductanta L §i o rezistentd oarecare R in serie ; al doilea circuit cuprinde
aceeagi sursd, aceeasi rezistent# si un condensator C legate in serie. Care
trebuie si fie relatia dintre R, I, C pentru ca defazajele in cele doud cir-
cuite (in valoare absoluti) si fie complementare ¢

11.19. A. Soferul unui automobil vrea si depiigeascd un camion care cir-
cul cu viteza constantd v, = 20 m/s. La aceastd vitez3, accelerafiama-
xim# a automobilului este & = 0,5 m/s?, Initial vehiculele erau la distanta
d, = 25 m unul de altul, viteza automobilului fiind in acel moment o,.
Automobilul revine pe banda de circulaie a camionului cind ajunge Ia
4, =25 m in fata camionului. Lungimea automobilului este I, =4 m
iar a camionului /, = 27 m.

1. Cit timp ii trebuie automobilului pentru a depisi camionul?

2. Ce distan{¥ parcurge automobilul in acest timp$% '

3. Care este viteza finali a automobilului, daci acceleratia lui ri-
mine tot timpul constanti ?

. - B. Intr-un radiator de calorifer temperatura apei la intrare este
t, = 87°C, iar la iegire #, = 30°C. Se inlocuiegte agentul termic (2pa)
cu vapori de apé saturafi. La intrarea in radiator vaporii de aps au pre-
siunea p = 1 atm. Vaporii se condenseazi si din radiator iese ap# la #,=
= 70°C. Si se determine : .
1. Masa m a vaporilor care dau aceeasi cilduri ca 1 kg de apé in
primul caz, :
2. Volumul vaporilor corespunzitor punctului 1, la intrarea in radi-
tor, dacd vaporii de api se considerd gaz perfect.
) 3. Debitul masic mediu al vaporilor de ap# care trebuie s intre in
_radiator, pentru a menfine constantd temperatura camerei, daci pierde-
rile de cilduri prin pereti corespund unei puteri de 2,385 kW.
4. Numirul de molecule din masa m de vapori §i energia cinetic
medie a2 fieciirei molecule.
Se dau :-cildura latentd specificd de vaporizare a apei A = 22,6 -
- 10% J/kg, cildura specificd a apei ¢ = 4185 J/kg- K, masa molard a
apei p = 18 kg/kmol.

C. In virfurile 4, B, C ale unui triunghi echilateral cu latura ¢ —
= 16 cm se afl} trei conductoare paralele, perpendiculare pe planul tri-
unghialui 4 BC. Prin B'si C curentii sint de acelasi sens §i au. intensititi
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egale I = I, =4 A. Prin A curentul are intensitatea I, =8 A $i este
do sens contrar celorlalti. Si se afle :

1. Forta pe unitatea de lungime care se exercitsi asupra fieciirui
conductor. :

2. Inductia magneticd in centrul triunghiului si in punctele sitnate
la mijlocul laturilor triunghiului (yy = 47 - 1077 N/A2, p, = 1).

I1.20. A. O barci cu motor se deplaseazi pe o apii curgitoare intre dous
localitifi A si B, dus si intors, in timpul ¢ = 3,5 h (se neglijeazi timpul
pierdut la intoarcerea bircii in localitatea a doua). Distanta dintre loca-
litéd}i este d = 48 km, iar barca se deplaseazd fa{# de api cu acecasi vitezd
tot timpul misecirii.

1. 8% se calculeze viteza biircii fat# de api si viteza medie a apei
fatd de mal, cunoseind ci miscarea intr-un sens, intre cele dou# localititi,
dureazi cu v = 0,5 h mai putin fatd de migcarea in sens invers.

2. Comparafi timpul dus-intors cu barca fati de timpul dus-intors
cu automobilul care ar parcurge exact aceeasi distantd d cu aceeasi vi-
tez#h ca §i a vasului fatd de api.

B. Un corp poate fi menfinut in echilibru pe un plan inclinat cu
forfa ¥, = 5 N paralelii cu planul sau cu forta I, = 10//3 N orizontali.
Stiind ¢4 intre corp si plan nu exists free#iri, si se afle :

1. Greutatea corpului.
2. Unghiul format de plan cu directia orizontali.

3. Reactiunea normals a planului in ccle doud cazuri.
4. Care ar trebui si fie greutatea corpului, daci coeficientul de fre-

care intre corplsi plan este p =)6/59

C. In virfurile 4, B si ¢ ale unui pitrat cu latura @ = 30 cm se
afld trei corpuri nunctiforme cu sarcinile @, = 32 nC, @, = — 2 nG,
respectiv @; = @, = 3 /2 nC. Considerind ¢, = 1. s% se dctermine :

1. Intensitatea cimpului electric creat de sarcinile Q,, Q,, Q, intr-un
punct oarecare aflat pe axa 'z care trece prin virfurile B si D ale pitra-
tului, alegind ca origine centrul O al pétratului. Cazuri particulare : #, =
=aff2, z, =0, z, = — alf2. .

2. Lucrul mecanic efectuat pentru a deplasa un corp punetiform
cu sarcina @, =1 uC din punctul D in centrul O al pitratului.

3. Dach @, =Q; =3 |/2 nC, si se determine valoarca sarcinii
astfel ca intensitatea cimpului electric creat de sarcinile Q,, @5, Q, in vir-
ful D al pitratului si fie egald cu zero.

I1.21, A.Pe o suprafafd orizontals se afli dond corpuri-agezate unul peste
celdlalt (fig. II. 21.A). Corpul A are masa m, = 0,4 kg, iar corpul B are

F ‘
1 : 2

Fig. I1.21.A

TR

masa mp = 1,6 kg. Coeficientul de frecare la alunccare intre corpurile
4 si B este y, = 0,25, iar intre corpul B si suprafafa orizontald este p,=
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= 0,2. Sk so calculeze forfa F' necesari pentru 2 misea uniform spre stinga
corpul B daci :

1. Corpul A rimine nemiscat fatd de corpul B, cele dous corpuri
migcindu-se impreuni. '

2. Corpul A este finut in repaus prin intermediul unui fir.
3. Corpurile A si B sint legate printr-un fir usor, flexibil, trecut
peste un scripete fird frecare. :

B. Doul vase sferice in care se afli heliu sint unite printr-un tub
de volum neglijabil, previzut cu un robinet. Vasul doi are un diametru
de 4 ori mai mare decit diametrul vasului unu. Initial robinetul fiind in-
chis, presiunea gazului din vasul 1 este p, = 10° N/m?, temperaturile
heliului in cele douit vase T; = 400 K, T, = 200 K, iar raportul densi-
tatilor p,/p, = 2-103. 8% se calculeze :

1. Presiunea p, din vasul 2 in starea inifiali.

2. Numiéirul molilor de helin din vasul 1, dup# deschiderea robine-
tului si atingerea echilibrului, stiind c# temperaturile gazului din cele
douil vase sint mentginute constante gi, in final, in vasul 2 se gisesc v; =
= 6,4 kmol heliu.

3. Numiirul molilor de heliu din cele dou# vase in starea initiali.

4, Variatia energiei interne a heliului intre starea initiald §i starea
finali (C, = 3R/2, R = 8310 J/kmol * K).

C. Se d4 montajul din figura
11.21.0 in care se cunosc: B, =3 Q
— care este o bobind cu lungimea
! =8 cm, avind un singur rind de
spire, bobinatd spird ling# spird din
sirm# de cupru cu diametrul d = 0,4
mm ; B, = 2 Q — un rezistor; R; =
= § Q—rezisten{a de incilzire a unui
calorimetru cu apd; B; =1Q — o
baie pentru electroliz# in care se afld .
solufie de CuSO, §i B, =4 Q — un rezistor. Circuitul este alimentat de
o baterie formatd din 16 elemente legate pe dous ramuri, fiecare ramuri
avind 8 elemente. Tensiunea electromotoare a fiecirui element este de
1,5 V si rezistenja interioard 0,5 Q. S# se calculeze :

1. Intensitéitile curenfilor pe fiecare ramuri.

' 2. Cantitatea de cupru depusi, in timpJde 30 minute.

3. Cantitatea de apd ce se poate incilzi cu 10°C in 30 de minute.

4. Inductia magneticd in mijlocul bobinei §i fluxul magnetic prin
suprafata unei spire, dacd miezul este din fier cu permeabilitatea p, = 500
(Se @4 pcy =1,7-1073Q -m i echivalentul electrochimic pentru Cu,
K = 0,329 mg/C). -

Fig. 11.21.C

11.22. A. Pe o platformi aflati in miscare uniformi cu viteza ¢, = 36
km/h, se giseste un corp. Intre corp §i platformy coeficientul de freeare
este p = 0,15. Daci platforma se opreste pe o distants d = 25 m (ca ur-
mare @ ackiunii unei forte de frinare constanti), se cere:
" 1. Timpul pind la oprirea platformei, din momentul acjiunii forfei
de frinare. .
2. Acceleratia corpului fat# de platformi.
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3. Spatiul I, stribitut de corp pe platforms, pini la oprirea plat-
formei. '

4. Cit trebuie s# fie lungimea minimy a platformei pentru ca corpul
s se opreascd pe platformi in timpul frinfirii? (g = 10 m/s?),

~ B. Un motor termic cu gaz perfect functioneazi dupd un ciclu re-
versibil format dintr-o destindere izotermi A - B la temperatura T,
urmaté de o comprimare izobari B - C piny la temperatura T,, apoi de
o comprimare adiabatici C - D pin3 la temperatura T, si — in fine —
de o destindere izobar# prin care se revine la starea initiali. S se deter-
mine numai in functie de temperaturile T,, T,, T, :

1. Bandamentul y al motorului.

2. Temperatura T, a izvorului rece al unui alt motor funcfionind
dupd un ciclu Carnot reversibil A BC’D’'A care include destinderea izo-
termd AB la temperatura T,, astfel ca lucrurile mecanice efectuate de
o aceeagi cantitate de gaz intr-un ciclu ABC'D’'A al motorului Carnot,
respectiv intr-un ciclu ABCDA al motorului considerat, si fie egale.

3. Semnificatia_ fizies a valorii raportului ¢ = (1— )/

C. Se consider un oscilator armonic liniar format din dous resor-
turi identice, perfect elastice, cu constanta elasticd & = 100 N/m i corpul
C de masi m = 10 g, de care este prins un conductor de masi neglija-
bilé §i lungime ! = 10 mm (fig. I1.22.C). Acest conductor poate aluneca

i—JV\l\l;v\/v—é—Ml\/;\N\/——E

L

l

eB

Fig. 11.22.¢

fird frecare pe un alt conductor de form:i dreptunghiulari cu latura
L = 30 mm (misuratd pind la conductorul I, cind sistemul se aflii in-re-
paus). Planul in care se giisesc conductorii este perpendicular pe cimpul
magnetic de inducfie B = 100 mT.

Corpul Cffeste scos din pozitia de echilibru sub actiunea unei forte
F =1N paraleld cu resorturile si apoi lisat si oscileze liber. Se neglijeaz
masy resorturilor, frecirile oscilatorului si se face abstracfie de prezenta
cimpului gravitational. Si se afle : .

1. Amplitudinea A si frecventa v a oscilagiilor, .

2. Viteza, maximi gi energia cinetici maximi a oscilatorului. .

3. Valorile maxim# si minim# ale fluxului magnetic.

4. Legea de variatie in timp a tensiunii electromotoare care ia nas-
tere in circuitul format de cele dous conductoare, precum §i valoarea
maximi a acestei tensiuni, :

I1.23. A. Mecanicul unui tren, care se deplaseazs uniform cu viteza v =
= 72 km/h printr-un defileu, observi o bucati de stinci in c3dere
liberd. El apreciazi ci daci ar frina pind la oprire, piatra ar lovi lo-
comotiva, iar dacd si-ar continua mersul uniform, piatra ar lovi ultimul
vagon. De aceea hotiriigte si accelereze. $tiind c Iungimea trenului este
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1 =100 m i c#i piatra a cizut la distanja d = 20 m in uwrma trenului, si
se calculeze : _

1. La ce distantd fatd de punctul de cidere al pietrii a inceput s
accelereze ¢

2. Accelerafia trenului.

3. La ce indlfime se aflii piatra in momentul trecerii locomotivei
pe sub ea.

Se consideri ¢ = 10 m/s2.

B. O tij# cu lungimea de 1,05 m de greutate neglijabili este suspen-
datd la capete prin firele A si B de lungimi egale, asa cum se aratd in
figura I1.23.B. Firele au secfiunile 1 mm? (firul A) si 2 mm? (firul B). Mo-
dulul lui Young pentru firul 4 este 2,4,10% N/m2,
iar pentx'u firul B este de 1,6 . 10“N/m2. in ce DI IIIINIIIIINYIT)
punct de pe tiji trebuie suspendatd o greutate
@, pentru a produce : B

1. Eforturi unitare egale in firele 4 si B. = p
2. Deformatii specifice egale ale firelor A éﬁ B
A si B.

Fig. 11.23.B

_C. Se di circuitul din figura I1.23.C in care E, r, R,, B, si C se
considerd cunoscute. Una din armiturile condensatorului este legatd Ia
mijlocul rezistornlui E;, iar cealalti este legatd la un cursor K care se

deplaseazii pe rezistorul de rezistentd R,.

Notind cu @ raportul in care este impir-

titd rezistenta R,, de cursorul K, se cere :

1. S4 se determine intensitatea I a

R2 curentului principal §i intensitiifile I, si

K I, prin R, sirespectiv R,.

I 2. 8% se exprime sarcina clectrics
Q de pe armiiturile condensatorului ¢ in
functie de z. , '

3. S# se determine valorile lui # pentru care sarcina acumulatd pe
armaturi este egali cu jumitate din sarcina maximi.

4. Aplicatie numerici: £ =3,6 V, r=0,2 Q, R, =29, R, =
=8Q, C=10uF.

Fig. 11.23.C

" IL24. A, Un corp de masih m = 2 kg este actionat de forta F =
=10 N un interval de timp Af =4s pe un plan orizontal gi apoi
un interval de timp A%, =3s pe un plan inclinat de unghi «(sin « =
= 0,2). Directia forfei ' formeazy in tot timpul miseirii unghiul g = 30°
cu direcia deplasirii, iar coeficientul de frecare la alunecare dintre corp
§i suprafata pe care se deplaseaz¥ este u = 0,2. Si se determine :

7 1. Distan{a parcursd de corp in intervalul de timp At = A, +- At, =
=17s. :
i 2. Vitezele corpului dups 4 s gi respectiv 7 s de la inceputul mig-
cidrii. :
3. Distanta parcursi de corp pe planul inclinat daci dupi cele 3 s
de acfiune a forfei corpul este lisat liber (actiunea fortei P inceteazd).
4. For{a F care ar produce deplasarea uniforms a corpului pe planul
orizontal 5i apoi pe planul inclinat (g = 10 m/s?).
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B. Intr-un cilindru inchis la ambele capete §i vidat esve suspendat
printr-un resort elastic un piston de mas3 neglijabils care se poate migca
in cilindru firs frecare. Pistonul este in pozifie de echilibru cind se gisegte
la baza cilindrului. In spatiul de sub piston se introduce
o cantitate de gaz ideal ridicindu-l pin& la indl{imea
h = 20 cm, ca in figura I1.24.B S% se determine :

1. Insltimea h; la care se stabileste pistonul cind
energia cinetici medie de translafie a moleculelor cregte
h  de m =4 ori fat#i de cea inifiali. '

. 2. De cite ori este mai mare energia transmiss de gaz
Fig. 11.24.B resortului cind pistonul se giseste la inilfimea %, fatd de
T energia transmisi cind pistonul se giisea la indlfimea h.

3. Se fixeazs pistonul la jumitatea vasului §i se presupune.exis-
tenta unui orificiu in acesta astfel incit gazul umple intreg cilindrul la
temperatura T (se neglijeazii volumul ocupatde resort). S se determine de
cite ori variazi presiunea in acest sistem, dac# gazul dintr-o parte a ci-
lindrului se mentine la temperatura initialé T, iar gazul din cealaltd parte
se incilzeste si se mentine la o temperaturd 7' =3 T.

ul ?4. Este posibil ca presiunea in sistem s creascd de doui ori sau mai
mult ?

C. O sursi de curent continuu, avind tensiunea electromotoare

E =24 V i rezistenta interni r = 2 Q, alimenteazd un circuit format
din rezistentele R, =4 Q, B, =6 Q, E; =12 Q grupate mai intii
in serie si apoi in paralel. Pentru misurarea intensitijilor curentilor in
cele doudi situatii se foloseste un miliampermetru cu scala de 40 diviziuni
gi care misoard 5 mA pentru o diviziune, avind rezisten{a interioard de
0,1 Q. 8% se determine : ' ‘ ‘

1. Intensititile curentilor prin rezistentele R,, R,, R ; si prin sursd
in cele dou} cazuri. .

2. Valoarea rezistentei suntului pentru ca ampermetrul si mésoare,
firs a se deteriora, intensitiifile curentilor in ambele cazuri.

3. Tensiunea la bornele sursei in cele doud cazuri.

4. Presupunind ci ampermetrul este folosit ca voltmetru, pentru
2, se misura tensiunile 1a. borrele sursei in ambele cazuri, ce valoare tre-
buie 8% aibi rezistenta aditionald pentru ca aparatul s& corespundi.

I1.25. A. O bili de otel cu masa m = 0,05 kg, suspendatd de un fir cu -
lungimea I = 0,8 m, a fost deviatd pind cind firul de suspensie adevenit
orizontal, energia potentiald a bilei fiind 0,4 J. Bila este lisatd liber si la
revenire, cind firul formeazs un unghi « = 30° cu verticala, ea loveste
perfect clastic un perete vertical. Si se determine :

1. Energia cinetie si energia potentiald in momentul ciocnirii.

2. Tensiunea in fir in momentul cioenirii. ‘

© 3. La ce iniiljime fatii de punctul de ciocnire se va ridica bila.
Se va considera g = 10 m/s% .
B. Un kilomol de hidrogen molecular 5

parcurge procesul reversibil ciclic reprezentat 3
in figuraI1.25.B. Stiind ¢4 pentru efectuarea
proceselor 1 -2 i 2 -3 gazul primegte in total 1

cildura @, = 7896 kJ, precum si faptul c#
transformarea 3 — 1 se produce dupd ecu- | 7
atia I' = ap? (& = const.), se cere: K
1. Si se reprezimbte procesul ciclic re- |/
versibil in disgrama (p, V) si si se determine 0 T
ciildura molari 12 volum constant a gazului. Fig. 11.25.B
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2. 83 se caleuleze cdldura molard corespunzind procesului 1 - 3.

3. 54 se determine randamentul unui motor termic functionind dup#
acest ciclu :

Se dau: T, =100K, p,=2p, si R = $,31 J/mol- K.

C. O placd metalici P cu aria § = 1,00 dm? este suspendatd cu
ajutorul unui resort elastic izolat de constanti x]= 4,43 N/m, la distanja
d, = 1,1 mm de o alth placi]P’, identici cu prima. Condensatorul cu aer
C,, astfel format, este inseriat cu un condensator fix avind capacitatea
0, = 100 nF (fig. I1.25.C). Stiind ci in

cazul inchiderii intrerupitorului XK, din K

figuri, placa mobild este atrasi de cea

fixii, situindu-se la echilibru la distanta . ) k

d = 1,00 mm de aceasta, s% se deter- P

mine : @ @b 71
1. Tensiunea aplicatdi la bornele C

condensatorului C,. _ B

2. Tensiunea la bornele conden-
satorului C,.

3. Diferenta tensiunilor electromotoare E, — E,.

4. Permitivitatea relativi a unei folii dielectrice cu grosimea g =
= 0,50 mm si aria § = 1,00 dm?, stiind ci — dac# aceastd folie este in-
trodusd intre armiturile condensatorului C, — tensiunes la bornele con-
densatorului C, devine U; = 133 mV.

Se va lua permitivitatea aerului ¢, = 8,86 - 1072 F/m. Rezistentele
interne ale generatoarelor sint egale. Firele de legitury nu impiedic# mis-
carea armiturii mobile P. ‘

Fig. 11.25.C

I1.26." A.1. Doud resorturi de aceeasi lungime in stare nedeformati, dar

avind constante elastice diferite %, si %,, sint legate de un corp de masi m
aflat pe.o suprafati orizontald pe care se poate deplasa fira frecare. S%
X . Se calculeze constanta elasticl efectivi
1 m in fiecare din cele trei cazuri reprezen-

E tate in figura I1.26.A. 7
FTTTITT 7777777777777 2. Un corp de masi m, suspendat
ky de un resort avind constanta elasticd %,
oscileazd cu frecventa v,. Daci tdiem
K m ky resortul in doud pirti egale si suspen-
didm acelasi corp de una dintre jumi-
A rrrr T titi, frecvenfa este v,. Care este rapor-

tul v,/v, ?

k k B. Un amestec de gaz biatomic

1 2 il (2) §i gaz monoatomic (1), cu raportul
' , maselor m,/m, = 2 si al maselor molare
TITTTTT AT I TN to/py = 2, este incilzit izobar la presi-
Fie. 11.26.A unea p=100 kPa, de la un volum initial

ig. 11.26.!

V; = 11 pind la o temperaturi absoluti
finald dubld: T,/T, = 2. Si se afle cildura absorbiti de amestec

3B 5R
(Cw =—2'; Oy = —2‘“)
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6 | 1C. 83 se ca.llculeze difc:ir&nta,h de po-

‘ —=pe K= tential intre punctele A si B din schema fig.

— I1.26.C. Se cunose : rezistentele R,, R,, capa-

citifile 0, 0, tensiunea electromotoare F

—C—3——o—[—3— (se neglijeazd rezistenta internd a bateriei).

R, 8 Ry- 2. Se modificd aceastd diferents de poten-
il £ tial dacd punctul 4 este legat la pimint?
JULL

Fig. 11.26.C I1.27, A. Corpul’ de masi m din figura IT.27.A

et edrss este legat de o bard rigidd printr-un fir flexibil
inextensibil, bara fiind legatd de sistemul de
resorturi %, k,. $tiind ci sistemul oscileazi cu
perioada T, bara de legiturdi dintre resorturi

2 are masa neglijabild si rimine orizontald si ci
raportul distantelor I, si I, este Ifl, = ¢, s&
se afle :

) 1. Amplitudinea maxim# 'cu care poate
m oscila sistemul astfel ca firul si rimind intins.

2. Indepiirtind bara de legiituri dintre
cele doudl resorturi, se atirnii o masi m; =2 m
de resortul 1 gi m, = 3 m de resortul 2. 84 se afle perioadele de oscilatie
ale celor doui pendule formate. ;

: B. Un mol de gaz ideal aflat inifial la temperatura T, §i presiunea
p, se destinde dupd legea 7' = aV — bV?2 Si se determine : . :

1. Variatia energiei interne a gazului, atuneci cind volumul s#u creste
de n =2 ori.

2. Relatia dintre constantele a §i b pentru ca energia interni in
‘starea finald a gazului s fie egali cu energia interni in starea inifiali.

3. Lucrul mecanic efectuat de gaz in cursul destinderii de la
punctul 1.

Se cunosc : exponentul adiabatic y al gazului si constanta univer-
sali R a gazelor ideale. o

Fig. 11.27.A

C. O spird circulari cu raza r = 10 cm §i rezistenfa electrici B =
= 10 mQ se roteste uniform cu turajia # = 6000 rot/min intr-un cimp
magnetic uniform de inductie B, perpendicular pe diametrul in jurul ci-
ruia are loc rotatia. $tiind ci inductanta spirei este egali cu cea a unui
solenoid firy miez magnetic de lungime ! = 20 em, avind aria secfiunii
transversale § = 12,7 mm?> §i N= 50 spire, iar inducf{ia magnetici
B este egalli cu cea atinsd in solenoid in cazul in care acesta este parcurs
-de un curent electric continuu de intensitate I = 1 A, s# se determine :

1. Inductanta spirei.
2. Inductia magnetici B.
3. Amplitudinea %, a tensiunii electromotoare induse in spird.
* 4. Dofazajul dintre tensiunca clectromotoare indusd si intensi atea
curentului electric produs in spird.
Permeabilitatea aerului p = 4= - 1077 H/m.

IL.28. A. Se &% drumul unui corp s# lunece pe un jgheab inclinat, conti-
nuat cu o bucld circutard verticald, de la indlfimea minimi de la care cor-
pul nu piriseste suprafata buclei. Din bucli se taie un segment simetric
fatd de verticala OC, corespunzitor unui unghi la centru 2« (ax < 90°),
astfel incit, pirisind jgheabul in A, corpul s revind in B si s§-5i continue
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migearea pe jgheab (ca gicum jgheabul ar fi
intreg) (fig. 11.28.A). Si se determine valoa-
rea unghiului «. (Se neglijeazé frecdrile).

B. O masi m =20 g de He inchis A
fntr-un cilindru cu piston trece foarte lent din
starea initialy cu V, = 30 1, p, = 500 kPa,
in starea cu ¥V, = 101 §i p, = 2,6 MPa, con-
form graficului din figura I1.28.B. Ce tempe-
raturi maximi va atinge gazul in cursul
acestui proces? Se dau B = 8,31 J/mol- K, Fig. 11.28.A
p =4 g/mol. C

C. Un circuit serie R, L, C cu R=1kQ, p
L =040 H §i C = 0,20 pF este alimentat
do 12 un generator de tensiune alternativi a
carei frecventdi poate fi variatd. Se. observi
¢i pentru doud frecvente diferite f; si f; ale
tensiunii de alimentare puterea activd este
egali cu puterea reactivid. S4 se calculeze :
l 1. Defazajul dintre curent gi tensiune in 7 Ty
cele doudi cazuri, ’
2. Frecventele f, §i f,. , » Fig. 11.28.B
3. S% se interpreteze rezultatele obtinute.

I1.29. A. O unds longitudinals se propagh pe directia Oz intr-un mediu
elastic de densitate p = 2,6 t/m3, dupé legea

w, = 1,2 sin (1000 =t — 2m #/3) em.

Diferenta de faz# intre doud puncte aflate pe axa Oz la distanta
Az = 3,2 m este Agp = 4xn/5. Se cere si se calculeze:

1. Dependenta de timp 2 energiei cinetice, a energiei potentiale gi
a energiei totale 2 unui punct material de masi m = 1 g, care oscileazd
dupi legea u; in punctul de absciss # = 0. ’ ‘

2. Lungimea de undi, frecven{a §i viteza de propagare a undei lon-
gitudinale. . ‘

3. Modulul de elasticitate a mediului elastic in care se propag# unda «,.

4, Amplitudinea §i defazajul oscilafjiei rezultate prin compunerea
in punctul A de abscisi # =1 m a oscilatiei «, si a oscilafiei u, care in
punctul 4 are forma u, = 1,2 sin (1000 = ¢ 4 =/4) cm, : '

B. Un proces ciclic efectuat cu un gaz ideal se reprezintd grafic,
in gistemul de coordonate (p, V), unde p si V sint parametrii gazului
printr-un cere. Si se arate :

1. Pe care porfiune a ciclului se incilzeste §i pe care porfiune se-
riceste gazul. - o .

: 2. Pe care porfiune a ciclului gazul primegte §i pe care porfiune ce-
deazd cilduri. ’ o ‘

3. Pe care porfiune a ciclului efectueazs lucrul mecanic §i pe care
portiune se efectueazii lucrul mecanic asupra gazului. (Pe ce portiuni ale
ciclului cdldura specificsh este negativi).

0. Cursorul unui reostat- montat ea divizor de tensiune delimiteazs
0 porfiune cu rezistenta B, §i o alta cu rezistenta E,. O bobin¥ cilindric#
. {lungime2 I, uniform bobinat® cu N spire), avind o rezisten}d electried
R, este legat¥ cu un capit de cursor, iar cu celilalt capit, printr-un re-
zistor R, la capitul portiunii B, gi printr-un intrerupitor K la capitul
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porfiunii R, (fig. 11.29.C). Bornele extreme ale divizorului de tensiune
sint legate la bornele unei surse de tensiune constantd, avind tensiunca
electromotoare E. Si se calculeze :

I3 1. Valoarea rezistentei R, astfel incit la
=] inchiderea intrerupitorului K, desi isi schim-
® 2 b# sensul, cimpul magnetic din interiorul bo-
a 1 2 b binei s& nu-gi schimbe intensitatea.

C 2. Inductia magneticii B a cimpului in

interiorul bobinei in conditiile de la punctul 1.
Aplicatie numerieli: 12, = 60 Q, R, =

=140 Q, I = 16 cm, N = 800, R, =90 Q,
. R E=120V, u = 4=-10"7 N/A2

f }
lf; 11.20.C 11.30. A. Pe un plan inclinat, cufundat pind
g. 149 la jumitate din indl{imea sa in ulei, coboars
un corp cu densitatea relativi fat¥h de ulei d = 1,2. Unghiul de inclinare al
planului este & = 45°, infiltimea planului H = 10 m, coeficientul de frecare
pe planul inclinat in aer p = 0,19, iarinulei este neglijabil. Se neglijeazi
fenomenele care intervin la contactul corpului cu suprafafa uleiului. Si
se calculeze :
1. Viteza corpului la intrarea in ulei.
2. Acceleratia la miscarea corpului in ulei.
3. Viteza corpului la baza planului inclinat.
4, Durata totald a miseirii. (Se considerd ¢ = 10 m/s?).

B. Prin incilzirea apei dintr-un vas avind temperatura initiald
1, = 0°C, se obfine intr-o ori o cantitate m; = 100 kg de vapori, avind
temperatura, 6 = 100°C. Stiind ¢i randamentul instalatiei de incidlzire
este 7, = 609%,, se cere: _

1. Ce cantitate de cildurd este necesard pentru funecfionarea insta-
latiei timp de 2 ore. _ ,

2. S% se caleuleze intensitatea curentului electric care trecind prin
rezistenta electrici R = 200 Q a unui cuptor cu randamentul », = 0,9
produce intr-o orj aceeasi cantitate de vapori.

3. Ce mas4 de vapori de ap# s-a condensat ca urmare a introducerii
in atmosfera de vapori a unei buciti de gheaté avind masa m, = 1 kg
gi temperatura initiald ¢, = 0°C, daci temperatura finali de echilibru
este 6 = 100°C. Se cunosc: ciildura specifict a apei ¢, = 4180 J/kg- K,
cildura latentd de topire pentru gheai{i A, = 0,335-10% J/kg, cildura
latentd de vaporizare a apei A, = 2,257 - 10* J/kg.

C. Se consider# un circuit in care pe reostatul de rezistenti R se
leagd in paralel doudl baterii de acumulatoare. Prima baterie este formati
din », = 8 elemente legate in serie, iar a doua baterie este formaty din
n, = b elemente, de asemenea, legate in serie. Elementele celor doui
baterii sint identice, avind fiecare tensiunea electromotoare Z = 2 V si
rezistenta interni r = 0,2 Q.

1. S4 se calculeze curentii I, i I, prin cele doud baterii si curentul
I prin rezistenfa R =4 Q.

2. Pentru ce valoare a rezistentei R, curentul I, se anuleazi?

3. 84 se afle valoarea rezistentei E pentru care puterea disipatd de
aceasta este maximd gi maximul acestei puteri.

I1.31. A. O seringd aflati in pozifie orizontald, plind cu ap#, de lungime
1 =5 cm, are suprafaja pistonului §; = 2 cm?, iar suprafata orificiului
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@de'iegire 8, = 1 mm?. In cit timp va fi scoas¥ apa din seringi, dacd asu-
pra pistonului actiondm cu o for{d constantd F = 3,6 N ?

B. Doui incinte cu azot, avind volumele V, = 4-10"3m3§i V, =
= 8-10~3 m?, aflate la temperatura T = 300 K, sint puse in legiturd
printr-un tub subtire previzut cu un robinet. Inifial, in incita 1 presiunea
azotului este p; = 3 - 10° N/m2, iar in incinta 2 presiunea este p, = 2 -10°
N/m?2.

1. Si se afle masa total} a gazului aflat in cele doud incinte gi masele
de gaz din fiecare incintd, dups deschiderea robinetului, temperatura
réminind neschimbat. ’

2. Care este presiunea final din fiecare incint% dupi inchiderea robi-
netului, incinta 1 fiind incilzitd la 400 K.

3. Si se calculeze viteza termicd §i concentratia moleculelor din
incinta 2 dup# inchiderea robinetului.

. Se cunosec : masa molari 2 azotului p = 28.kg/kmol, constanta gaze-
for perfecte R = 8,31 - 103 J/kmol - K, numirul lui Avogadro N, = 6,02 -
1026 molecule/kmol. :

C. Un bec cu puterea P = 60 ‘W si tensiunea nominald U, =
=110 V este montat la o retea de curent alternativ-cu tensiunea mai mare
decit tensiunea de lucru a becului. Pentru ca becul si functioneze normal,
se monteazs in serie cu el o bobin ideal. Stiind c# factorul de putere al
circnitului astfel format este cos ¢ = 0,5 s se determine : '

1. Tensiunea refelei de curent alternativ.

-+ 2, Impedanta circuitului.

3. Reactanta circuitului.

4. Intensitatea curentului trebuie misuratdé cu un miliampermetru
cu rezistenta interioari R, = 0,9 Q, care are 100 diviziuni §i poate
misura 1 mA pe diviziune. Si se calculeze valoarea rezistentei yuntului
?e trebuie montat pentru ca miliampermetrul 8% misoare curenti pind

2 1 A. h

11.32. A. Fie sistemul, din figura I1.32.A, format din bilele 1, 2, 3 si
4, 5 fixate la capetele unui fir inextensibil trecut peste un scripete ce se
poate roti fr3 frecare. Bilele, considerate puncte materiale de aceeasi
masi, se afli inifial toate la indlfimea h = 13 m
fath de sol. Se lasi sistemul si se misgte liber.
Dupi 2 s se desprinde bila 1, iar dup# incd 1 8
se desprinde bila, 2. Si se determine:

1. Timpul dup# care bila 1 va atinge solul.

2. Timpul dup# care bila 2 va atinge solul.

3. Timpul dup# care bila 3 se va afla la
acelagi nivel cu bilele 4 §i 5.

Se va lua g =10 m/s%

B. Douj vase identice ce con{in aer la
temperatura 7 = 300 K sint legate printr-un tub

orizontal cu diametrul ¢ = 0,4 cm, la jumitatea :
cdruia se afli o picituri de mercur care imparte
sistemul in dou# volume egale, fiecare avind A .

3 . L) - v
?(it:e :glm e(fonsuiermd aerul un gaz ideal, s& se Fig. Il 32.A
1. Viteza termics a moleculelor de aer, daci masa molard a aerului
este p = 29 kg/kmol, iar R = 8 310 J/kmol - K. '
2. Ou cit se va- deplasa picitura, de mercur dacii unul din vase se
incilzeste cu 3°C, iar celdlalt se ricegte cu 3°C. ' '
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3. Variatia energiei interne a intre-
gului sistem.

C. Fluxul magnetic ® care stribate
o spiry se modifics in timp dupi diagra-
ma din figura I1.32.C.
83 se reprezinte grafic variafia in
timp a tensiunii induse in spird si si se
determine valorile extreme ale acesteia.

Fig. 11.32.C I1.33. A. Douii corpuri de mase m; =
=m,; =1 kg, aflate la aceeasi inilfime
h =5 m fati de pimint §i la distanta d =8 m wunul de altul, sint
lansate in acelagi moment unul spre celiilalt cu viteze orizontale egale
Vg = Vg = 10 m/s. Si se calculeze :
1. Dup# cit timp de la lansare §i la ce indlfime se ciocnesc cor-
urile.
P 2. Viteza corpului format considerind ciocnirea plasticii.
3. Variatia temperaturii corpurilor in procesul de ciocnire.
Se cunose : edldura specificd 2 materialului corpurilor ¢ = 103J kg K,
g = 10 m/s*

B. O cantitate v = 12 moli de gaz ideal, aflat in starea 1, carac-
terizaté de presiunea p;, = 10° N/m?, volumul ¥, = 0,5 m2 si tempera-
tura T, este comprimati izobar pin la starea 2 si apoi comprimati adia-
batic pind la starea 3 in care Ty = T, §i V= V,/8. 8% se calculeze :

1. Lucrul mecanic efectuat in transformarea 1—2,

2. Randamentul unei magini termice care ar functiona dupi ciclul
1—2-3-1, dacd transformarea 3 — 1 se face la temperaturi constants.

3. Variatia energiei interne in transformirile 1—2—3.

4. Viteza termic# a moleculelor gazului in starea 2.

Se cunose Oy = 5R/2, p = 25 kg/kmol, In 2 = 0,693, v = 1,5.

C. Se A% circuitul din figura II.33.C.

Cind circuitul este alimentat la tensiunesa K. 50

efectivi U = 220 V, v = 50 Hz, reactanta 1 2 l

bobinei este X, =30 Q. Se cer: ' : L% _T_ 2
TT ]

1. Valorile lui R si € pentru care, atunci -
cind se inchide contactul K pe pozifia 1,
intensitatea curentului debitat de surs# este
de doui ori mai mare decit in cazul c¢ind K " Fig. IL33.C
este deschis, iar pentru X in pozitia 2, inten- P B ThE
sitatea curentului debitat de surs# este « = 4/9 din intenmsitatea curentului
pentru K deschis. .

2. Intensitatea curentului prin R, factorul de putere i valorile
instantanee pentru iy, ¢ §i fc.

3. Frecventa de rezonan{d a circuitului cu K in pozifia 2.

11.34. A. Doud corpuri C; §i O, de mase egale, legate intre ele printr-un
cablu de lungime 2!, se afld in virfurile a dous plane inclinate P, gi P,
de unghiuri « i 8, aflate unul in continuares celuilalt (fig. II.34.A). Lun-
gimea planului P, este ! §i a planului P, este 4. Se dau: sin a= J/5/5,
sin = 2)/5/5, 1 = 4]/B m, g.= 10 m/s? m; =m, = 1kg. Se cere:

1. Dupé cit timp de la pornirea simultans a celor dou# corpuri sub
actiunea propriilor greut#ti, fir} frecare, cablul se intinde.

2. Care sint distanfele parcurse de corpuri in acest timp ?

176



3. Care este viteza comun a sistemului format de cele dous corpuri
imediat dup# intinderea cablului?

4. Dupd cit timp de la intinderea cablului, corpurile ajung la baza
planului P,? '

B. Intr-un tub capilar agezat orizontal se afl3 o
coloani de lichid care ud# peretii. Raza tubului este
R = 1 mm, iar tensiunea superficiald a lichidului este
¢ =75 mN/m. Cu ce presiune minimi trebuie 5% se
sufle in tub pentru a evacua coloana de lichid din
tubul capilar ¢

C. Un sistem izolat este format din doui bile
sferice conductpare avind razele 7, = 2 mm, 7, = 3 mm,
masele m; = 0,4 g, m, = 0,8 g si sarcinile electrice
q; =100 nC, g,= — 25 nC. Initial bilele se afl} in repaus,
distanta dintre centrele lor fiind r, = 90 mm. Se lasi Fig. 11.34.A
bilele libere. S84 se calculeze :

1. Energia potentiali de interacfiune electricii a bilelor in starea
initialy i in starea imediat inainte de ciocnire.

2. Energia cineticd totald a bilelor imediat inainte si imediat dupd
ciocnire, presupunind ci# ciocnirea cste perfect clastici.

3. Sarcinile bilelor dup# ciocnire, presupunind ci timpul de contact
este suficient pentru egalizarea potentialelor.

4. Vitezele bilelor dupd ciocnire in momentul cind distanta dintre
centrele lor devine iardsi 7,.

5. S& se reprezinte grafic energia potentiald de interactiune electrics,
precum gi energia cineticd totald a bilelor, inainte si dup# ciocnire, in

Tunciie de distanta dintre bile.

I1.35. A. De tavanul unui ascensor este suspendat un pendul cu lungimea
! = 40 cm, pendulul aflindu-se in miscare de oscilatie. Ascensorul pornegte
in sus din repaus, deplasindu-se cu acceleratia @, = 1,25 m/s? un timp
{, = 4 s pe distan{a AB, dupd care isi continui migcarea uniformi pe
distanta, BC si in final pentru a se opri in punctul D aflat la indltimen
AD = h = 120 m, frineazi cu accelerafia a, = —1,25 m/s%. Se cere s}
se calculeze : ,

1. Timpul in care ascensorul parcurge distantele BC si CD.

2. Tensiunea in cablu, daci masa ascensorului este M = 800 kg.

3. Frecventele de oscilatie ale pendulului pe cele trei porfiuni ale
misedrii.

? 4. Numirul de oscilafii complete efectuate de pendul in cursul mis-

cirii (9 = 10 m/s?). :

B. Trei corpuri de mase m, = 1kg, m, + mg=
=0,9 kg sint legate printr-un fir inextensibil ce trece
peste un seripete fix. Corpul m, are o sarcini elec-
tricd ¢ = -+4- 1078 C gi se afli intr-un cimp electric
de intensitate B =2-10°V/m s§i a cirui directie
face unghiul « cu verticala (fig. I1.35.B). Masa firu-
lui si forfele de frecare se neglijeazd; se ia g =
= 10 m/s%

1. Considerind sistemul in echilibru, s% se de-
termine unghiurile « §i B definite conform figurii
Fig. 11.35.B IT.35.18.

5
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2. Ce se intimpld dacii cimpul electric este pe directie vertlcali’n cu
sensul in: (a) sus; (b) jos.

C. In fiecare din incintele cilindrice 1 §i 2 (fig. I1.35.C) se géseste
un mol de oxigen in conditii normale. Fiecare incint# are unul din capete
inchis cu un piston. In cele doud incinte sint plasate rezistentele electrice
7, §i 75 legate in serie. Cantitétile de caldurd dega-

. _2__ jate de cele dous rezistente la trecerea unui curent
n r, | electric sint preluate in intregime de cele doud
1™ mase de gaz a caror temperaturi variazi cu

AT =10 K. Gazul din incinta 1 suferi o tran-
sformare izobar#, in timp ce gazul din incinta &

_c_"__—fi__ suferd o transformare izocord. Conform figurii, pe

L rezistentele r; §i 7, se aplicd o tensiune variabild
4‘?4. cu ajutorul unui montaj potentiometric. Valoarea
Er-. porfiunii @ din 7, conectatd in paralel cu 7 si

Fig n’ 35, c 75, 8¢ alege astfel incit rezistenta totald a circu-

itului format din 7, 7, §i @ si fie R =5 Q.

Se dau : cildura specifici izobard a gazului ¢, = 910 J/kg - K, con-
stanta universali a gazelor R = 8,31 J/mol - K, 1 atm = 101, 32o kPa,
masa moleculard a oxigenului p = 32, rezlstentele rtr,=r=10 Q,
rezistenta r; = 14 Q, tlem. a sursei B =10 V, rezistenta interni a
sursei 7y = 1 Q. Se neglijeaz# masa plstoa,nelor §i variatia cu temperatura
2 remsten’gelor 7, 51 7y Si se calculeze :

1. Cildura specifics izocord a gazului cp.

2. Presiunea finali a gazului in transformarea izocori.
3. Valorile rezistentelor =, gi 7,.

4. Intensititile curentului electric prin r, §i 7, precum si pnn por-
tlumle a §i b ale rezistentei 7.

5. Timpul cit circuitul este inchis pentru ca temperatura gazulm s&
se ridice cu AT =10 K.

iI.36. A. Un corp de masi m, = 0,8 kg, agezat pe un plan inclinat, este
legat la o extremitate a unui fir trecut peste un seripete, la cealalts extre-
mitate fiind atirnat un corp de masi m, = 0,4 kg. Se consideri firul ca
fiind inextensibil §i de mas# neglijabili. Se cere :

1. Unghiul «; al planului pentru care corpurile sint in echilibru,
dacé frecarea pe planul inclinat este neglijabili.

2. Unghiul «, al planului pentru care primul corp ured uniform pe
plan cu frecare (p =-0,2).

3. Unghiul planului «, pentru care primul corp coboari umform cu
frecare pe plan (p = 0,2).

4. Unghiul «, pentru care corpul urci pe plan uniform accelerat cu
acceleratia ¢ = 1 m/s?, cu frecare (u. = 0,2). '

5. Este posibil si avem o mlsca,re aceoleratld a corpului de mas3
m, in coborire pe plan cu acceleratia a’ = 0,5 m/s2?

6. Care este temsiunea in fir in cazul 4 al problemei? Pentru ce
unghi « tensiunea din fir este maxim# §i care este aceastd valeare maxim3
a tensiunii?
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B. O bucati de gheati aflati la temperatura ¢t = —5°C este incil-
zit4 pind se topeste o parte din ea. Stiind cii incilzirea se face la presiune
normali, si se calculeze :

1. Fractiunea din masa de gheatd topitd pentru ca lucrul mecanic
efectuat in cursul inc#ilzirii si fie nul.

_ 2. Ciildura absorbitd de unitatea de masi de gheatd in cursul inedl-
Z1ri1,

Se cunosc : coeficientul de dilatare in volum al ghetii y = 1072 K™,
variaia volumului unititii de masi de gheats prin topire ¢ = —107*
m3/kg, cildura specifici a ghetii ¢, = 2100 J/kg- K, cildura latentd de
topire a ghefii A, = 334 kJ/kg.

C.1. De pe fundul unui lac ies bule de gaze cu diametrul d, =1 mm.
Cind hjung la suprafata apei, diametrul bulelor de gaze devine d, = 1,1 d,.
S% se caleuleze adincimes lacului stiind c¥ tensiunea superficiall a apei
este ¢ = 73-10~3 N/m, iar presiunea atmosferick p, = 10° N/m?*. Tem-
peratura rimine neschimbati.

2. Intr-un corp de pompi se afli o buld de sipun cu diametrul d, =
= 3 cm. Temperatura §i presiunea initiald in corpul de pompé sint ¢ =
= 27°C, p, =40 N/m?, Efectuind o transformare izobar#i, gazul din cilindru
se riceste pind la ¢, = 7°C, cind diametrul bulei devine d, = 0,96 d,.
Cunoscind tensiunea superficial a apei cu sipun la ¢, ¢ = 0,04 N/m,
8% se calculeze valoarea ei g, la temperatura 2,.

IL37. A. O scindur$ AB cu lungimea I =1 m §i greutate neglijabild
este sustinuté prin dous resorturi de un tavan (fig. I1.37.A). In stare liberd
cele doui resorturi au lungimi egale, iar constantele elastice sint &, = 980
N/m si k, = 1470 N/m. Agezind pe scindur# o greu-
tate G = 980 N, scindura se inclini cu unghiul « =
= 30°fa{¥ de orizontald, iar greutatea rimine fix3 pe
scinduri. S# se calculeze :

1. Distanta o fati de capiitul A la care se
aseazii greutatea G pe scindurd si tensiunile 7| si
T, in cele doud resorturi. A G

2. Valoarea minim# a coeficientului de frecare
dintre scinduri si corp.

3. La ce distantd y fatd de capiitul 4 trebuie pus corpul pe scindurd
pentru ca aceasta si stea in pozifie orizontald si care sint tensiunile T
gi 77 in acest caz.

4, Cum variazd unghiul « cu poziia 2 ?

Fig. 11.37.A

B. O presd hidraulick este aetionat# de un motor. Cunoscind ran-
damentul presei n = 809%,, raportul diametrelor pistoanelor d,/d, = 1/10,
greutatea ce trebuie ridicath ¢ = F, = 4-10% N gi ci pistonul mic eo-
boars la fiecare apidsare cu h, = 30 cm, ficindu-se n = 100 ap#siri in
timpul ¢ = 80 s, se cere:

1. Puterea consumatii de motor.
2. Distanta H pe care se deplaseazdi pistonul mare,
3. Forfa I, ce acfioneazii asupra pistonului mie.
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C. Un circuit electric format dintr-un rezistor cu rezistenja R, =
=3Q este conectat in serie cu o baie pentru electrolizi ce contine o solufie
de sulfat de cupru. Circuitul este alimentat de la o sursi de curent continuu
cu t.e.m, B = 20 V si rezistenta interioard r =1 Q, format# din » = 10
elemente galvanice identice conectate in serie. Intensitatea curentului
prin circuit este I = 4 A. Si se afle:

1. T.e.m. B, i rezistenta interioarid r, a unui element galvanic.

2. Rezisten{a R, a biii pentru electrolizi.

3. Masa de cupru depusd la catod in timpul ¢ = 5 h (echivalentul
electrochimic al cuprului X = 0,32 mg/C).

4. Timpul in care rezistorul R, introdus intr-un calorimetru ce con-
{ine m; = 400 g ap# la temperatura 6, = 40°C §i m, = 600 g gheati la
temperatura 6, = 0°C, aduce confinutul calorimetrului la temperatura
0 = 30°C. Se va neglija ciildura absorbit# de calorimetru. Se va presupune
cil nu existd pierderi de.cildurd. Se dau: cdldura specifici a apei ¢ =
= 4180 J/kg - K, cildura latentd de topire a ghetii A, = 334 kJ/kg.

5. Rezistenta suntului cu care trebuie previzut un ampermetru a
cirui rezistents este R, = 3,8 Q si care poate misura un curent maxim
I, = 200 mA, pentru a misura o intensitate maximj egaly cu intensita-
tea curentului din circuitul dat.

f1.38. A. O scinduri orizontali AB cu lungimea ! =4 m si greutatea
G = 100 N este articulatd in A si legatd cu ajutorul cablului DE care face
un unghi « = 45° cu orizontala (fig. I1.38.A). Punctul D se afl} la distanta
de 1 m de capiitul B. Pentru a mentine scindura in pozifie orizontals, in
punctul B actioneazi o for{#i F' = 200 N a ciirei directie face un unghi
P = 60° cu orizontala. Si se calculeze reacfiunea din articulatia 4 §i ten-
siunea din cablul DE.

>

™

)
AN
!l l
i
0t

Fig. 11.28.A Fig. 11.38.B

B. Un tub inchis la un capit si indoit ca in figura I1.38.B are volu-
gnul Vy=1L In tub se afl} aer, la presiunea atmosferici p, = 10° N/m?,
inchis cu ajutorul unui piston de diametru D = 40 mm ce so poate deplasa
fird frecarve.

1. La ce adincime h trebuie cufundat tubul intr-un vas cu api pen-
tru ca pistonul si se deplaseze pe distanta orizontald ! = 40 mm (g =
= 10 m/s?).

2. B3 se afle cantitatea de cildurii ce trebuie transmisi aerului din.
tub pentru ca pistonul s revind la pozifia inifiali. Se cunosec : cygen =
= 1006 J/kg - K, p,.r = 28,9 kg/kmol si R = 8,31 kJ/kmol - K.

3. S4 se afle lucrul mecanic efectuat de aer in transformarea de Ia
punectul 2. :
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4. Prin ce transformare simpld aerul poate fi adus din ultima stare
in starea initiald ?

5. Sii se reprezinte grafic cele trei transformiri ale aerului din tub
folosind coordonatele (p, V); (p, T); (V, T).

C. Se di montajul din figura II1.38.C. Se cere :
1. Care este intensitatea curen-
tului in circuitul principal si prin cele

doui ramuri cind comutatorul K este 7 N
-deschis ¢ I Ry o R,

2. Care este intensitatea in cir- iK ,
cuitul principal cind comutatorul X  é——_LTF—— 0
esto inchis ¢ I R B R,

3. Pastrind R,, R,, R; constan- I |
te si K deschis, cit trebuie si fie rezis- ﬁz. -

tenta R, pentru ca puterea debitatd
de sursd pe porfiunea CD a monta- Fig. 11. 38.C
jului 8% fie maximi ?

4. Ce relagie trebuie s& existe intre rezistentele R, R,, R, §i R, pen-
tru ca galvanometrul montat intre punctele 4 si B s& nu indice trecerea
unui curent electric ?

- §1.39. A. Un corp cu masa m = 0,01 kg, legat de un resort elastic orizon-
tal, oscileazy firs frecare pe o masé orizontaldi conform ecuatiei: y =
=0,2 (V3 cos 2t + sin 2f) m. S% se determine :

1. Pulsatia, perioada si frecvenfa oscilatiei. ,

2. Momentele in care elongatia este egald cu jumiitate din amplitu-
dinea oscilafiei, precum si faza oscilatiei la momentul ¢ = 0.

3. Energia potentiali elastici maxim# pe care o poate atinge corpul
4n cazul in care — pornind din pozitia datd de ecuatia oscilatiei armonice
pentru ¢ = 0, cu viteza corespunzitoare aceluiasi momoent— s-ar deplasa
«cu frecare, coeficientul de frecare fiind p = 0,1. Se va lua g = 10 m/s?

B. O masgini termici, utilizind drept agent 5 moli de gaz perfect,
functioneazi dupi ciclul format din izocora A B, izobara BC, izocora CD
#i izobara DA. Stiind ¢ p, = 10° N/m2, V, = 0,1 m?, ps=2p,4 §i V¢ =
=47V, s se determine :

1. Temperaturile la_care se afli gazul in stérile 4, B, O §i D,

2. Lucrul mecanicfefectuat de masina termicd intr-un cielu.

3. Randamentul maginii termice.

Se dau: €y = 3R/2, R = 8 310 J/kmol - K. .

C. O bobinii realizati din fir de nichelinid cu diametrul de 0,5 mm
si rezistivitatea p = 4,5-1077 Q- m este infisurati pe un miez magnetic
cilindric cu permeabilitatea p = 4w -10"5N/A® i diametrul D =1 cm.
$tiind c# infigurarea bobinei are 500 spire pe o lungime de 4 em §i ¢i este
alimentatd cu tensiunea u(f) = 204,4 sin 100 =t V, si se calculeze :

1. Inductanta bobinei.

2. Intensitatea efectivii a curentului electric prin bobini.

3. Puterile activii, reactivi §i aparents.

D. Subiecte teoretice :
1. S84 se deducid : (a) expresiile vitezei liniare si acceleratiei centri-
pete in miscarea circulard uniformi ; (b) variafia cu temperatura §i presiu-

. 181



nea a densitdtii unui gaz perfect ; (c) perioada de rotafie a unei particule
incirecato electric intr-un cimp magnetic uniform.

2. S4 se scrie, indicind semnificagiile fizice ale mirimilor care inter-
vin : (a) legea lui Hooke ; (b) formula fundamentali a teoriei cinetico-mole-
culare a gazelor ; definitia §i expresia factorului de supratensiune (calitate)
in curent alternativ monofazat pentru ecireunitul RLC serie.

(Concursul de admitere la facultitile cu profil electric si mecanic,
1ulie 1986 (I))

11.40. A. De un corp de masi m = 2 kg, aflat initial in repaus pe o supra-
fati orizontalii, este legat un resort elastic de constanty % = 40 N/m. Asu-
pra capiitului liber al resortului se aplici o fortd F cu sensul spre corp (fig.
11.40.A). Pentru a scoate corpul din repaus
este necesar ca resortul si fie comprimat cu
cel putin z, = 5 em. Aplicind o forts cons-
tantd, astfel incit — pe intreaga durati a
migedrii corpului ping la racordul suprafetei
plane cu o trambulini avind raza de curburs
R = 84,12 m — resortul si fie comprimat cu
Fig. 11.40.A # = 0,1 m, se imprimi corpului o miscare
uniform acceleratd pe distanta D = 50 m
pini la {rambulind, cind actiunea fortei P inceteazi. S se determine :
1. Cocficientul de frecare dintre corp i suprafata orizontali.
2. Viteza corpului la intrarea pe trambulini.
3. Lungimea traseului parcurs de corp pe trambulind pin la desprin-
derca sa. Se neglijeazd frecarea corpului cu trambulina. Se va lua g =
= 9,8 m/s2,

B. Un mol de hidrogen aflat initial in starea A caracterizati de para-
metrii p, = 4,155 10° N/m?, V, = 2-10"2 m3 ajunge, printr-o destin-
dere izotermi, in starea B in care volumul gazului este V, = 4 - 102 m3,
dupi care, printr-o comprimare izobari B -» €, revine la volumul initial
(Ve = Va4). Si se determine :

1. Temperaturile si presiunile corespunzind stirilor 4, B si C.

2. Lucrul mecanic efectuat si cildura schimbati de gaz cu exteriorul
in comprimarea izobari BC.

3. Randamentul motorului termic care functioneazi dupi ciclul
ABCA. Se dau: €, = TE2, R = 8 310 J/kmol - K, ln 2 = 0,693.

C. Pe cadrul metalic orizontal MPQS (fig. I1.40.C) se deplaseazs
cu viteza constantd v = 2 m/s conductorul N R, confectionat din aceleasi
: bare metalice de rezistivitate p =1,7-1078 Q.m,
P N M densitate d = 8 900 kg/m3 si sectiune §=1 cm?,
I ] ca §i cadrul. Stiind ¢ PQ = NR =1 m, si se

o8 —v @8  determine :
F 1. Valoarea si sensul tensiunii electromo-

1 =] toare induse in conduector in prezenta unui cimp
a R S magnetic uniform, a cirui inductie B = 10 mT
Fig. 11.40.C are direcfia verticald gi sensul indicat in figu-

ra 11.40.C. '

2. Intensitatea curentului prin conductor atunci cind PN = QR =

= 1,3 m. .
3. Coeficientul do freeare dintre conductorul NE si cadru, stiind o
pentru a asigura deplasarea conductorului cu viteza indicats trebuie actio-

182



nat asupra acestuia cu o fortd exterioars, in sensul migedirii, 2 ciéirei valoare
— atuneci ¢ind PN =QR =1,5 m —este ' =14 N. Se va lua g =
== 9,8 m,Sz. M

D. Subiecte teoretice :

1. S se deduci : (a) legea (ecuafia) lui Bernoulli a dinamicii fluide-
lor; (b) randamentul motorului termic care functioneazi dupd un cielu
Carnot reversibil; (¢) expresiile impedantelor circuitelor RLC serie, res-
pectiv derivaie, de curent alternativ.

2. 84 se enunte §i s se scrie, indicind denumirile méirimilor care
intervin : (a) legea lui Newton a atractiei universale; (b) legile transfor-
mirilor termodinamice elementare : izoterms, izobari, respectiv izocors;
(c) legile lui Faraday ale electrolizei.

(Concursul de admitere la facultdfile cu profil electric §i mecanic,
sulic 1986 (II)).
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ll. Subiecte de examen propuse 152-183
INDICATIl SI RASPUNSURI 184-205

ILL, AL v, = [2() — 2(t)]/(t, — ) =8 —3(t + t); 5m/s; —4mfs.
2. v = [2(t 4 Al) — 2(t)]/At = 8 — 6L — 3At=>v = —10,3m[s; v =
= —10,03 m/s; v = —10,003 m/s; » » —10 m/s.
3. v=8— 6.
4. a = [¢e(t + Al) — ¢(1)])/AL = —6 m/s,

B.L p = pol/(l + Al) =~ 0,7-10° N/m2, p, = p )l — Al) ~ 1,7-
+105 N/m2,
2. 1"' = (pz -— pl)S = 200 N. :
3. pS(l — Al) = myRT|u, pS(I — Al) = (m, — Am) RT|p = Am =
= u8(l — Al)(p, — p))/RT = 1,39 1072 kg.

Cl. G = C,C/(C, + C,) =150 pF; @, =Q, =Q = C.E=0,15C;
Uy =@Q/C, =150V, U, = @Q|C, =250 V.
2. Condensatorul C, riimine cu sarcina @ = 0,15 C la tensiunea

U, = 750 V. Sarcina @, = @ de pe condensatorul C, se redistribuie pe
condensatoarele C, gi C, legate in paralel: U} = U, =Q)(C, + C5) =
=107 V; @; = 0,064 C, Q, = 0,086 C.

3. Cj = [C\(0, + Ca)I/(Cy + C, + Cy) =175 uF, U, =Q[(Cis+ Op) =~
2609V, @, =0,1044C, @, =0,0456C, U, =228V, U, = U, =
Uy— U, =329V, @, = 0,0197 C, Q, = 0,0263 C.

Il

IL.2. A1, In A4OB (vezi fig. I1.2.A de la pag. 152) se foloseste teorema -
sinusurilor u.t/sin o = otfsin B cu sin 8 = bjl; se obtine sin « > 1/2,
« € [30°, 150°). .

2. v = vob/l sin «, v este minim pentru sin « =1, « = 90°; v, =
= 1,5 m/s.

3. 403,2 m.

4. 1 = 33,6 s.

B. @ = n(m -+ vp) g(b — ') = (mec, + vOp)(T — p,V/vR), cu 0, =
== Op — R = pe, — R; so obfine b = 329,5 m.

C.1. La echilibru G — F, — F, = 0, unde G = mg este greutatea
piciturii, I, = qU/d este forta -electrici, iar F, = 47r3p.9/3 este forta
arhimedicd. La wrcare G — Fy + F, — F,, = 0, unde P = 6nyre, si
F, = qU,[d. La coborireG — F, — F, + F, = 0. Se obtine 6nnr(v, — v,)=
= 8nr3g(p — po)/3 =7 = 0,49-107° m,

2,.¢=16-10"19¢.
3. n =10,

IL3. A. a=g[M — y(m, + my)](M my + my) = 0,7 mfs?, T, =
= M(g — a) = [Mg(1 + )-(my + m)J(HM + my + my) = 18,2 N, T, =
=Ma(1+ ) B J( M -+-my -+ m,) =10,9 N 5 o’ = g[ M — (m, +- my))/(my +- mg) =
= 0,98 m/s?, T) = Mg =19,6 N, 7} = Mm,g/(m, + m,) = 11,76 N.
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B.l. Ul +U2 =U; ';“ Ué =>AU’I + AUz == 0 cu AUI = VICJ,(T - 1’1)
gi AU, = v,0,(T — T,), unde v, =p,V/2RT,, i=1,2. Se obtine
T =542 K.

2. v; =12 moli, v, = 30moli; p{ = wRT/V = 0,9-105N/m?; p; =
= RT|V = 2,25-105 N/m?; p = p{ + p; = 3,15 - 10° N/m?2,

3. Vasul fiind izolat adiabatic, transformarea este adiabaticy :
TV™ 1= Ty(V[2)* = Ty=T-2""1 cu v — 1= R/C,. Pentru deter-
minarea lui €, vom secrie (v, 4+ v,)CAT = v,C,, AT + v O00eAT = C, =
= (v 010 + v5Cp,)/(v; - v;). Se obtine v — 1 = 0,45 §i 7, = 742,54 K.

4, AU = (v; 4- v)0o(T; — 1) = 155kT; L = — AU = — (vy +
4+ v)C(T — T,) = —153 kJ.

C. 1. R, = 16,7 Q.
2. I, = 0,01 A, U,, = 1000 V.

4. Al ay=1m/s% ap=2mfs?, z, =50m, Tay = 450 m, @ =
=100 m, 2,; = 500 m.

2.t=235s, =600 m.

3. Qg = Qqp == 1 m/Sz, toA = 30 3, (08 =20 S, SAmnx = 450 m, SB max =
= 200 m. '

4, t€[0, 10], AS =1/2; 1e(10, 30], AS = 20t — /2 — 100;
1€ (30, 35], AS = 350 — 10¢; t €(35, 55], AS = 10t — 350; t & (55, 65],
AS = 65t — /2 — 1862,5.

B.1. Q@ = ymg = 1MJ.
2. m = JlS = 3,9 kg.
3. 1, =¥ + Q/me = 492,5°C.
4. b, =1[1 + «t, — ;)] = 50,31 cm; Al = 3,1 mm.
5. F = SEAll, = SEa(t, — 1) = 1,23 10° N

Cl. O = ¢S/d =8856 pF; E = U/d = 20 kV/m.
2. ¢ =CU, n. = Qe = 1107 - 107,
3. ' =¢F = 3,2-10"1B N,
4. Electronul executd o migcare acceleratii, piirisind armitura nega-
tivdi fird vitezi inifiali: d = at?/2, unde a = F/m, = 35,2 - 101 m/s?,
t =V2dja = a/3m,JeU = 2,38 ns.

II5. Al. Ly =Fd-cos § = 2400 J.

2. L, = —p(mg — Fsin 8)d = —1 800 J.

3. L =mad = Ly 4 L,=600J, a=[F cos § —p(mg —F sin B)lfm =
=1 m/js, -

4. v =|2ad = 20 m/s.

H. mo = (m 4 m)n = u = v/2 = 10 m/s.

6. Q = mv2/2 — 2mu2[2 = 300 J.
7. 4= —g(sin & - peos «), f, =—wula,; h=— ulsin of2a; =
= 10/3 1. '

8. La coborirea pe planul inclinat a, = g(sin « — y cos «)=5/)/2 m/st.
La baza planului inclinat v, = |/2a,hfsin « = 10//3 m/s. Distanta strii-
bitutd pe planul orizontal de cele dousi corpuri pini la oprirvea lor este :
4, = —v}[2a,, unde a, = —ug; se obtine d, = 10/3 m.

9. =1 T,/T, =1—1/k, n=1L[Q, = LinQ=n=Lk/Q(k—1) =
= 2 000,

Bl F = Q/dred® = 5,4 kV/m; V = Q[dne,d = 540 V.
2. mg = Qqfdrc,h?, b = JQqfdne,my = 0,00 m.
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3. Se foloseste legea conservirii energiei. in starea initiali energia
totali a sistemului este E, = mv}/2 + mgh + Qq/ineh, rar in starea
finals, B, — mg(h — o) + Qq/dme(h — x). Din B,= By si Qqfdneeh =
— mgh (de la punctul 2), se obtine z = —v¥(1 £V1 + 8ghfo))/dg, b — & =
= h + o3(1 & VI + 8ghjod)/4g = (0,115 - 0,071) m.

11.6. A.l. Corpul m, urcd, ia,r‘ corpul m, coboard cu acceleratia
a = g(my — my)/(m, + m‘z) =2m/s?*; I, =mg + a) + mlg — a) =
= dgmymy|(m, + my) = 2,4 N.

2. La fel ca la punctul 1. '

3. Ty = 4ggmyms[(my + mp) = 2,88 N, unde g; =4 2;;

4. T,= 4gmymy[(m, + my) = 1,92 N, unde g, = g — @,.

5. Ascensorul in ciidere liberd. ~ .

B.1. N = vN, = N, m/p = 2,084 - 1023 molccule.

2, Q = me,AT = rI’t = AT = rI%t|me, = 17,28°C.

3. Transformare izobard: Vi|To = Vy/T) = (V, — Vo) : (T} — 1)) =
= AV|AT = V[T, §5i Vop = mRL[p = d = mRAT [ppA = 0,248 m.

4. VT, = (V, + AV")|T, = AV'[(T, — T,) = mRjup = AV’ =
= mR(T, — Ty)/pp (1). Dar in volumul V, 4 AV’ se aflii v = m/p. kmo?
aer la presiunea p §i temperatura T,. Tot in aceleasi conditii, in volumul
AV’ de aer evacuat se afli Av = vAV’[(V, 4+ AV’) (2). Inlocuind v =
— mp, Av = Amfu, V; + AV’ = mRT,/up, din (1) si (2) se obfine Am =
= m(T, — T)|T; kg.

Cl. @, =@, = UC,0,/(C, + C,) =1071C; U= @,/C, =100 V,

2. Q; == UC](CZ + 03)/(01 + Cz + Ca) = 1,5 . ].,O-_4 C, U; = Q{ICI 3

=150 V, U = Qi)(C, + C3) =150 V; @; = C,U; = 0,75-107¢C, @5 =
— C,U; — 0,75- 107 C. ‘

IL7. Al. F, = mg2 = 3750 N, I, = my(g + a)/2 = 4 500 N.

2. F, = 2m,g/2 = 500 N. , .

3. ALJl = mg/SE = 0,75 1073; Al,/l = m,(g + a)/SE = 0,9-107%,

4. L, = mgh = 150 kJ, L, = my(g -+ a)h = 180 kJ.

5.t = L;/P =30 s.

B.lo Vl = V.RTllp = 0,07479 m3.

2. T, = pV,[vR = 400 K.

3- L = p(Vz -_— I’l) = 2,49 kJ-

4. Q=AU+ I, U;=3vRT,[2, U,=3vRT,[2, Q=3vE(T,—T)[2+
+ p(V, — V) = 6,23 kJ.

cl. v, =:-—1-—[_q}_+g§i +g25.+_i€1],

4ne, LR, R, R, R
unde ¢, = —g¢, reprezinty sarcina indusi pe fata interioard a sferei 2
de citre sarcina g, @ sferei 1, ¢z = ¢z + % este sarcina fefei exterioare a
sferei 2, g = — gy, este sarcina indus# pe fata interioars a sferei 3.
— R, -
v, =—Ja % Ly gt R2]=
4me, L RyRs RB,R,
1 R, — R
=1050V, V,= =2 600V, Vs=0
a0V, Ve tneg (¢2-+1) AR, s Vs

(sfera exterioard este legatd la pimint).
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IL8. Al mya =myg — pma—T gi mya; =T — [m,a cos a-}-m,g sin o+
+ umy(gcos o — asin )] = a; = [my(g — pa) — ma(Cos « — w sin o) —
— mg(sin & + p cos a)]/(m; + m,) = 2,88 m/s2,

2. T =[g(1 + sin « + pcos a) — a(w + p sin o — cos ) mymy/(m, -+
+ my) = 26,1 N. ,

3. a4, = 0=a = g[m, — m(sin o @ cos a)]f/[myp + m,(cos o —
— psin )] = 9,9 m/s2,

2. P, = ymq/t = 26,7 kW.

3. V = myRT,)psx = 38,8 L.

4. E; =3 kT2 =3RTy2 Ny =588-10"% J; v, = 3R T,y =
= 503 m/s.

C.l. Din ¥, = q/dne,R, + @y/dnc,R, §i V, = (g, + 0:)/4n s, R,
se obyine ¢, =dre(V, — V,) R R.[(R, — R) si ¢ = dne(VoR, —
- Vl-z)z]) Re/(Rzlg R)) ;(V Vy) Ry Ry(R R) s (VR

. oy = §/0; =gV — V,) R, 2 — y G2 = a/0p = go(Volio —
- Vqu)/Rz(Rz — R))-

3. Pentru x€(0, R), E=0, V = /47, Ry + g./dme R, ; pentru
ze[R), R,), E = q,[drncz®, V = Q)/dreyr + qofdme R, ; pentru z > R,
B =(q + Q) fdme2?, V = (q, + ¢,)/dme,x.

IL9. Al. T =2z)(lcos a)jy = 1,85 s.
myg

2. F =—"-=23N,
COS «
3. AL _ 510,
l ES
4. COS amyy = g/4n* v, By = 4w2viml = 7,9 N.
5. Ty = oR = 2nvl Sin omy = 6,08 mfs; @ = —pg = —2ms?, {, =

= rofug = 3,04 5, d = 9,24 m,

B.l. y =Asinet, v = wAd cos wt, unde o = Vk/m =10s"1; v =
= 2cos [(41/4)x] = /2 m/s.
2. Transformare izocord : pofT, = p,|T) = p, — Po = PAT|Ty =
=2-10° N/m?, F = (p, — p,)S = 4-10% N,
3. Transformare izotermi : p,V, = p,V,, unde Vo—V, =8z, V, =
=18, (p, — )8 = k&, p, = po + P,AT|T,. Se obtine ecuatin kz* -+
+ @(kl + poS) — pSIAT|Ty =0=2* + 32 —4 =0, z =1 m.

~ C.1. Sarcina pe unitatea de lungime a inclului este Q/2=r. Pe un

segment mic de arc As se afli sarcina AQ = QAs/2zr. in punctul M

(fig. I1.9.C) acest element genereazs un cimp electric AE = AQ[dme, A2 =

= QAs[Sxegr(x® + 1?). Acest cimp electric poate fi descompus in douid

comnponente AE, = AE cos 0 =

=QAsx[8nerl(224-72) de-a lun-

gul axei §i B, radiali, normali

la axii. Componentele radiale

sint egale si uniform distribuite,

¥ rezultanta lor fiind egali cu

zcro. Cimpul electric rezultant

al sarcinilor de pe inel este

un vector de-a lungul axei

Oz avind modulul E = E, =
Fig. 11.9.C = Qu[dmey(x? - r2)3/2,
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2. Pentru ca sarcina ¢ si se afle intr-un punct M pe axa Oz trebuie
ca rezultanta B a forfelor electrich ¥, = qF si de greutate G = myg si
fie de-a lungul firului. Din aseminarea . triunghiului AOM eu triunghiul
format de G, F, si R avem: z/r =F[G = z|r = qQz/dnel’mg = | =
= (¢Qr/dme,mg)t® = 0,182 m.

I1.10. A.1. Se foloseste legea conservirii energiei meeanice pentru pendulul
elastic : B, pag -+ 0 = 0 4 Bpmee=(m; + mp)v? = kA2=>A =0yl (m, +my) k=
= 0,14 m.

2. Bpmas = Eemax = (M + mp)v§[2 = 5 J. Acceleratia migeiirii osci-
latorii este ¢ = —w?4 sin wt. Valoarea maximi 2 acceleratiei cste a, =
=—w?4d = —oJkf(m, + my) = 7,07 m/s2.

3. Corpul m, nu va aluneca pe m, in timpul oscilatiei dacd pm,g >
> gl | = e = 0V Ff(my & mp)g = 0,707, Fy = pmyg = 28,28 N.

B.l.p = (N, + N)kT|V = 248,4 N/m?; p,=N,kT|V=218,6N/m?,
Py = NET|V = 29,8 Nym2,

9. E, = (Ny + N,)3%T/2 =98,15 J, (vr)co,=V3RT pco,=583,2m/s ;
(Tp)vapon = 911,8 m/s,

3. VCO,p = VP1 = VCO, = 0722 ms; Vv:morlp = sz = anpon =
= 0,03 m3,

C.1. La echilibru, rezultanta forfelor electricd si greutate se afls
de-a lungul firului de suspensie : F' = G tg(«/2) (1), unde F = g%/dme,r? =
= q2[16me, )2 5in(«/2) §i @ = mg. Rezultd ¢ = 21 sin(e/2)) dneomgtgle/2) =
= 9,33-1078C.

2. Condifia de echilibru devine: F’ = (G — F.,) tg(B/2) (2), unde
P’ = @*[16me e, 02 sin? (B/2) §i Fa = poVg = pomyg/p este forfa arhimedici.
Din (1) 5i (2) se obtine ¢, sin? (B/2)/sin? («/2)=p tg(«/2)/[(p— p,) tE(B/2)]=
= efp — po)-Sin%(B/2) tg (B/2) = p sin? («/2) tg («/2) (8). Inlocuind, (3)
conduce la ecuafia tg3(B/2) — 1,3 tg*(B/2) — 1,3 =0 cu solupia reald
tg (B/2) = 1,73 = |3 = B/2 = 60°. o

3. Din (3) pentru « = B Se obfine p = e.py/(c, — 1) = 1125 kg/m>.

4. Fie qz sarcina electricd a unei sfere cind o = 60°. Relatia (1)
serisd pentru « = 90° §i pentru «; = 60° conduce la z = (sin (o, /2)/sin(«/2))-
Vg («/2)/tg («/2) = 0,64. Descrosterea sarcinii reprezinti Aq =gq —
— 0,54+ ¢ = 0,46 ¢.

IL11. Al. F, =F,+ ma, a= (v} — v9)/2};, = 0,175 m/s*, F, = pmyg si
F, = 4350 N. N

2. F., = mZ/R cu I, = 2aR/4; se objine F, = 2093,3 N,

3.t = (v, — v)ja = 28,578, by =ljo, =308, t=1 +1, = 58,57 s.

4, F,zpmg = v, —_—-Vp.gR = 27,64 ln/S, Fdh ?mgd/2=>’0, =l/g(lR/2h=
= 59,84 m/s. -

B. p = 2nymy(u + )%

Cl. I = (Eyryrs + Eurary + Earity)] [B(ryrs + rgr1 + 71135) + ryrers]=
= 54,37 mA. . :
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2. I' = (Byry + Eony)|[B(ry + 15) -+ ryry]=49mA, Ii=(B,—RI')|r=
=10 mA, I; = (£, — RI')Jr, = 40 mA.
3. U = (Byr) + B,[ry) : AR -+ 1|Ry -+ 1)1y -+ 1[1,) = 0,98 V.

IL12. A. Acceleratia sistemului de corpuri my, m, este a; = myg/(m, + my,),
iar timpul de cidere pentru m, este {, = |/2h/a,. Potrivit principiului acfiu-
nilor reciproce m,a, = (M -- m, - my)a, astfel ¢} sistemul format din cub
impreuns cu corpurile m, $i m, se deplaseazi pe masi cu acceleratia a =
= my /(M + m, + m,)fun timp ¢, adied & = at?/2 = m,h[(H +-m,+my) =
= 0,1 m, 4

B.1. In starea initiald p,V, = v RTy, p,V, = v, RT,. In starea final
pVy = wRT,, pV, = vw;RT,, unde v + v, = v; 4 v;. Se obtine p =
= (Vs Ty + 0oV | To) : (Vo Ty + Vol T%).

2. Temperatura in cele doui vase devine T, astfel ¢ii v,C,.(T — T,) =
= v0y(Ty — T) = (v + v)T = v T} + vT,. S¢ obine p = (pV, +
+DVI)(Vy -+ Vo) si T = (p,Vy + 2Vl (01 Vo Ty + poVo/T). :

C.1. Din sistemul I =1, + I,, B, = IR + Lr, B, = IR -+ Iy,
(B — I, = (1 + f)(By — IinI,, se obtine E, = E[(2 + HR + (1 +
+r)(2+HBR+r]=13 V.
8. L, =(E,—B)lfr=2 A I,=(1-+f)l, =3 A, I =5 A, P,—
=Bl + B, =63 W, P, = IRI, = 20 W, P, — IRI, = 30 W.

IL13. A. o, = Vk./m,, wy = [ kJm,. In migcarea oscilatorie a celor douit
corpuri este posibil ca acestea s3 aib# la un ‘moment dat acelagi sens,
astfel ¢d w(M + m, + my)g> 2T = p = 0,4.

B.1. Conditia de echilibru a pistoanelor dupd incilzirea aerului si
deplasarea punctului O spre dreapta pe distanta z se scrie kz + Sy(p —
— Do) —F =0 (1), Se(p — py) —F =0 (2), unde F este tensiunea din
tijd, p presiunea aerulni din incintd la 7 = T, 4+ AT. Aerul din incinti
suferd o transformare izocordi: po/T, = p/(T, + AT) (3). Eliminind I
§1 p din (1), (2), (3) se obtine & = py(S, — §)AT/kT, = 0,25 m.

2. L =kz2 =125 J. :

Cl.I =E:[r+ B + R+ RR,/(R, + R,)] = 10 A, I, =
=IR(R, + R,) =8 A, I, =IR,[(R, + R,) = 2 A. '
2. Vp=R =40V, V4 = —I(r+R)+E=I[Ry-+ B,R,/(R,+R,)] =
=48V, Vy—Vp=I,R, =I,R, =8 V.
3. P,=FEI =600W, P,=1rI*=20W, P,=[R,+R,+R,R,
4 RYE ~ 380 W, P, = P, 4 B ) (Bs+E,+ R R, /(R +
4. me(0 — 0,) = 7R, I% = m = 3,44 kg.

IL14. A.l. Se alege un sistem de referint} 20y cu Oz in directia do ac-
tiune a fortei F si astfel ineit 2, = 0, v, = 0. Avem m32 4 ka?[2 =
= Fz (1) cu z; deplasarea pentru care forta elastici a resortului este
egalll gi de sens contrar cu F, adied o; = F/k (2). Din (2) si (1) se obtine
v, = a:,Vk/m. Desi pentru # = «, fortele se echilibreazi, corpul avind viteza
v, se va deplasa pin la #, cind %23/2 = Fx, (3), de unde =z, = oOF [k =
= 2. Dupd aceasta corpul se deplaseazs in-sens invers, in misgcare. acce-
leraty pind in punctul & = &, §i incetinity pini in punctul =z, dat de
k3|2 = Fzy = 2, = 0 (solufia x3 = 2Pk =2, mnu convine), Corpul
efectueazi oscilafii in jurul punctului ; = F/k eu amplitudinea 4 = .
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2. Dacii I cresio foarte incet de la zero la I corpul se deplascazi din
punctul , = 0 pind in punctul & = #; unde rimine in repaus. :

B. p, =p.+ (m—1)ymg/S (1), pV, =pV, (2), unde V7, este
volumul unui compartiment in starea initiali, adici Vo= @1/n)}; Vi=
k=1
= Vi(n +1)/2 (3). Rezulti p, -+ (n — 1)mg/S = p(n + 1)/2 (4). Dar
P = Pu + (n — E)mg/S (5). Din (4), (5) se obtine p, = p(n -+ 1)2 —
—(k—1)mg[S, k=1, 2,...,n
Cl. U=PI =2V, R=DP[I* =200
2. E=0+rI =20,1YV.
3. ¢ =¢q/U = 1,25 nF.

4. v, =1/2= |[LC = 39,8 kHaz.

11.15. A. Dacii nu ar exista peretele din stinga, legea misedrii oscilatorii
se scric y = dy sin ot §i v = wd, cos of, unde o = [/k/m. Pentru y =d,
avem d; = d, sin wlzc = tpc = Vm/k axe sin (d,/d,). In plus, g = To/4 =
= (=2 m[k. Rezultdh T = 2(tss + tac) = 2 m/k - (=2 -+ arc sin (d/dy)).
Pentru d, = d, se obtine T = T\.

B.1. p,V, = vRT,, poV, = vRTy V, = nV,, py=aVy, pp=aV, =
=naV; = T, = 2T, = 2700 K, p, = np, = 90 kPa. ‘

2, In diagrama p — V transformarea sc¢ reprezint printr-un segment
de dreaptd care uneste punctele A(V,, p,), B(V,, p,) §i lucrul mecanic
este numeric egal cu aria limitatd de segmentul 4B, dreptele V =V,
¥V =V, si axa absciselor, adich L = (p; + p.)(Vy — V)/2 = p,Vi(n* —
— 1)/2 = 36 kJ. ’

3. AU=U, — U, =3vR(T, — T))/2 =3(psV, — p1V1)/2 =3p, Vi (n* —
—1)/2 =108 kJ; Q@ = AU + L = 2p,Vy(n* — 1) = 144 kJ.

C.1. e = —ADJAt = —B(S; — S))/At unde S, = v*( + Al)* tg («/2),

S, = v*2 tg («/2). Rezultd e = —2Bv*t- tg («/2) (termenul care contine
pe At este neglijabil deoarece At — 0). Sensul t.e.m. induse oste de la
4 spre B. '

2. { = e: [7(2vt tg («/2) + 2vt/eos («/2))] = — (Bvsin («/2)) : [(1 +
sin («/2))] = 25 A.

3. For{a mecanicid necesard deplasiirii conductorului AB cu vitezi
constantd este egald si de sens contrar fortei electromagnetice

P — —BIl = (23%% sin % tg —“—) :[r(l + sinl"—)] —~108,L N.

‘ 2 2 2 ‘ 4

11.16. Al. Tye = —mgf AB* + AC}AC = —500N, T3 =mgABIAC=
=300 N. '
2. t=2hjg =1,41 5, v =20k = 14,1 m/s.

3. M =hl(1+f) =8 m.
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B.1. p = up/R(T, + az), E, = 3K(T, + a2)/2, v, =Y3R(T, + a2)]p..
2. V = vRTp = 20 m5,
3. U, = 3(vRT — p.V)[2 = 6,972 MJ.

Cl. I = Uy/R = const. si I = — AQJAl = — T,[C(t + Al) —
— C(1)]/At, de unde C(t +- At) — C() = —At/R. Pentru t = 0, 0(0) = Co
si O(Al) = Cy — At/R sau O(f) = Cy — t/R; @ = U|(C, — {/R), I=U,|R=
= 0,2 mA.

2. Variatia energiei inmagazinati in condensator este AW = UiAC)2=
= UjAi[2R, de unde puterea consumatii P = AW/At = UZ/2R =1 mW.
IL.17. A.1. Se considerd axa Oz in directia miseirii mobilelor (fig. II.17 A):
Ty = vty T, = d + Vet + a,#2/2. In momentul intilnirii z, = Z, ; Se obtine

Aq A2
[ e @ € e —
oV, Vo2 B c X
Fig. 11.17.A

4, =10 s, #, = 20 s (mobilele se intilnese de doud ori: mai intii in B si
apoi in 0). OB = v;; = 400 m, OC = v,1, = 800 m.

2. vp =10 =40 mfs, vp =1y + ayly = 30 mfs; v, = 40 m/s,
Voo = Tog + @yt, = 50 m/s.

3. 'Dl = 'Uz = ta = (’01 - ‘002)/02 = 15 S.

42— @ =a2=1,=5B8—1V5) s, t; =53 + [/5) s.

5. ,6 = 30 S.

B.1 Initial, resortul fiind relaxat, aerul din cilindru are parametrii
Py =100N/m? ¥V, =81=0,58 (m% si T, =300 K. Dupéd inecilzire
parametrii devin : p,, V, = 8§(0,5 + Al)), T, = 400 K, astfel c3 nV,|T, =
= p,V,/T,; (1). La cchilibru, la temperatura 7,, forta elasticd dezvoltat:s
de resort este egali cu forta datoritii presiunii exercitate de acr asupra
pistenului : kAl = (p, — p,)S (2). Din (1) si (2) se obtine Al, ~ 2,66 c¢m.
Dupi-ricire, parametrii gazului sint : p;, V; = §(0,5 — Aly), T =200 K
g1 ecuafia (2)se scrie XAl = (p, — p;)S (3). Din (1) si (3) se obtine
Al, ~ 2,92 cm.

2. Considerind transformarea de la starea p,, V,, 7, la starea »V,T,
avem: V = S(l+ Al), kAl = (p — p,)S si p,V}/T, = pV/T. Se obtine
T = 300 (20 Al* + 12 Al + 1) si graficul este un arc de parabold (pentru
T > 300 K). A '

3. Gradatiile termometrului nu ar fi echidistante (T este o functie
de gradul doi de Al), iar indicatiile termometrului ar depinde de presiu-
nea atmosferica.

C.1. O = ¢, 8/d = &, "= Cdfe,S = 9,9.
2.Q=0U,=3-10"5C.
3. 0o =1VILC = =-1052 57}, v)="e,/27 = 25 kHa.

4. I =Ua/V2[E* + (oL — 1J00)Z]j= 10 mA, o = are tg [(wL —
— 1/eC)/|R] = —=/4.
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11.18. A.1. La coborire @, = g(sin « — p cos «) = 3,2 m/s?; la urcare
6, = —g(sin o -}- p.cos &) = —6,6 m/s2.

2. Inainte de prima ciocnire v, = }/2a,1,. Distanta stribituts de corp
dup# prima ciocnire (care este periect elasticii) pind la oprirea pe planul
inclinat este !, = —}/2a, = —aly/a,. Viteza corpului inainte de a doua
ciocnire este v, = |/2a,l; ~ 2,8 m/s. Dup# ciocnirea a doua (perfect lelas-
ticd) viteza corpului este egali cu v, dar de sens contrar.

3. Distanta stribituti de corp dupd a doua ciocnire pind la oprirea
pe planul inclinat este I, = —v3/20, = —La.fa, = ly(a./a,)? = 0,59 m.
Iniltimea maximy la care urc#, corpul dup# a doua ciocnire este %, =
=1, sin «=0,29 m. In general, infl{imea maxim% la care urcs corpul dupi
a m—a ciocnire este h, =1, sin « = (—1)"ly(a./a.)" - sin «, iar viteza inainte
de ciocnirea n -1 cSte ¥,y =V 2ad, =V (—1)"204a.(ac/a.)"

4. L, = —F,(l, + 21})) = —umgly- (1— 2a./a,) cos o

B1. v =5 Hz, ¢, = 7/3.

2.ty = [(—1)* —1]/30 +2/10, n =0, 1, 2, ...

3. La t =1, B, =ky/2 =05 %8 J, E,=E, — E, = kA2 —
— ky?/2 = 0,25 (x2/8) J.

4. Punctele z, §i z, oscileazi dupi legile %, = 0,5 sin 2r(t/T — 2,/\),
Yy, = 0,5 sin 2rn(t/T — wp/A) cu L = 1/v = 0,2 8 3i A = 2,7 = 68 m. Dife-
renta de fazi este ¢, — @, = 2n(x; — 4)/A = 5x/2, sau reducind la ca-
dranul I: ¢, — ¢, = =/2.

Cl. E, =3kT)2, E; =6,2-107% J, E,, ='8,3-1072 J.
/ 2. Din y = C,/Cy i relatia lui Mayer, 0, = Cy + R, se obfine y =
= 5/3.
3. La deschiderea robinetului gazele trec prin wrmiitoarele stiiri :
(Diy Viy T)—>(0iy Vit Ve To) > () Vi4Vy T), i=1, 2. La
transformarea din starea II in starea III, gazul 1 primegte cildurdi de la
gazul 2: v,Cy(T — Ty) = v,0(T; — T). Inlocuind v, = p,V,/RT,, ¢ =
1, 2, se obtine T = (p,V; + paVs): (0 V1 Ty + p.V./T,) = 323 K. Con-
siderind transformarea I — III, avem p, Vi /T, = p;'(V,+ V.)/T, de
unde p7 = p,V T|T(V,+ V.), it =1, 2; p = 89,7 kPa, p, = 26,9 kPa.
D. Din o, 4 ¢, = /2, tg ¢, = Lo/R, t = 1/RCw» se obfine
I — B0, P P IR, tg 9, / t

IL19. A.1. Se consider# un sistem de referinti legat de camion, cu origi-
nea in fata camionului §i axa Ox in direcfia migcdrii. Inifial automobilul
se afla in punctul de abscisd o = —(I; + d;) = —52 m. Dupi depisire,
automobilul se afli in punctul de abscisi 2, = d, + I, = 29 m. In sistemul
de referint% ales, automobilul are de parcurs distanta relativy z, — z, =
=81 m, cu viteza relativik v = (v, | af) — v, = at. Se obtine ¢ =
= V2(z, — zy)ja = 18 s.

2. 8 = vt - a2 = 441 m.
3. v =1, + at =29 m/s.

B.1. m = 0,1 kg vapori.
2. V=mRT|up = 1722 L :
3. Cantitatea de cildurd cedatés de vapori in timpul < este egald
cu cildura transferatd medinlui exterior prin pereti : myoh--m,6(100 — tg)=
= Pz, de unde D = m,/~ = P/[* + ¢(100 — ¢;)] = 1073 kg/s.
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4. v=mfu = 5,56 mol; N = vN,=3,34-102* molecule, & =
= 3k7T|2 = 3RT[2N, = 77-10722 J.

C.1. Asupra conductorulm din 4 actioneazs forfe electromagnetice
de respingere din partea conductorilor B si 0, egale in modul (fig. I1.19.0.1)
Fpy = Foa = polall/2na, astfel ¢d I% =
=F%, + F%, + 2Fp,Fc, cos 60°, de unde
Fufl = poluls ?},/21“; = 4)3- 10~ N. Po-
trivit figurii 11.19.C.1, F% = F%p + Fop +
+ 2F 5Fcp cos 120° de unde Fafl = 2)/3 -

1075 N ¢ analog F/l = 2}/3-107% N.
2. Din figura I11.19.C.2 : B,, =B, +
+B 54 +-Bes, =By, 51 B, =2-10//3T;
s = Bps, + [Bus Bcsy Bs, =
= (2J/7/3) - 1075T ; B¢, = Bac,HBuc,-HBcc,
Bo, = (27/8)- 107 T; Be = Bac+Bao+
+ Boo Bo= (@3/2)- 105 T. -

I1.20. A.l1. Localitédtile A, B sint agezate
in sensul curgerii apei, v, este viteza apei.
fatd de mal, v, este viteza béareii fa{d de
apd : 'vAB_fv,,-]-va Vpy == Vp — V. S€ -

obtine : v,=d/(t— 1) }-d/(t+4 )= 28 km/h,
'v,,—d/(t—r)—d/(t—{—'t)—4km/h ‘
d/’v,, = ,43 h.

B 1. Potrivit figurii II 20.B avem :
F, = @, = Gsin « §i F}=F, cos «, de unde
G = P, F,|/F2 =F? =10 N.

2. a = 30°.

3. Ny=@, =5/3N;, N,=¢,-+
+F, sin « = 20/J/3 N.

4. Din G, = F\+-F;, G4=F, cos o }-
+Fyy cu Fiy=p@, §i Foy=p(G,4-F, sin a),
se obtine sin a — p cos « = F,/@, cos « +
- 4 usine=F/F, de unde G = F\F,

N+ uyFf —F; = 50/7 N.

Fig. 11.20.B Fig. 11.20.C

1. E(¢)=Ey—E+E,+E,—E,,+-E, (fig. 11.20.C). Dar E,/AM =
= Byy/2-OM =Ey=2| 5| Qyfdr <o (2?0202, By—Q, Jancyefo-rafl 2 cu
2z # —afl/2. Rezulty E(z) = By, +E., Pentru « = + a/f2 avem H,{=
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== 500 V/m, pentru 2=0, By = — 400V /m, iar pentru a;=-a]/§, E(—aV§)=
= (9610 — 400) V/m.

2. Lyo = Qu(Vp — Vo) VD=91/47:aos,a+Q2/47ci,e,aV2+Q3/47tsoe,a=
= 150}2 V, V,=2Q/dnc,c,a V2 + 2Q./dmeye, a2 + 2Q,/4neye,al2 =
- 60(6 —)/3) V; Ly, = (21/2 — 36)- 1075 J. Din Ep> 0 i B, < 0 re-
zultd ci intre D si O existd un punct M in care E, = 0. For{a electrici
care acfioneazd asupra sarcinii electrice pozitive O, are sensul vectorului
eimp electric. Pe segmentul DM forta electricd este indreptatd de la M
spre D si deplasarea se face impotriva fortei electrice (lucrul mecanic este
negativ), iar pe portiunea MO forta electricd este indreptatd de la M spre
O si lucrul mecanic efectuat la deplasarea sarcinii @, din M in O este

zitiv.
po 3. BE,=0=E,;; + E, =0, de unde @; = —12 nC.

ll.210 A.l. ‘Fl =FI = p.z(m,{ + mB)g = 3792 N.
2. F, = F,; + F;, = po(ma + ma)g + wyma g = 4,9 N.
3. Fy=F,+F,+ T =F,+ 2F, =588 N.

B.1. pV = mRT[p = p = pu/RT. Din pfp, = p,T,/p.T; rezultd
93 = D1 Topa/ Tipy = 25 N/m?. . .

2. Dup¥ deschiderea robinetului, presiunea este aceeagi in ambele
vase: pV, = iRT, 5ipV, = v RT, deunde vy = V,T,v;/V,T; = 50 mol
{s-a folosit V,/V, = (1/4)%). .

. 3. V1 4‘- Vg = Vi + Vé =.6 450 mol. Din p1V1_= VIRTl, p2V2= VzRTQ
gezulty v,/v, = 125/4. Se obtine v, = 6250 mol, v, = 200 mol.

4. AU = U, — U,, unde U, §i U, reprezinté valorile energiei interne:
tmainte, respectiv dupd deschiderea robinetului. AU = (viCy T+ v;Cp T) —
— (O T, + v.OpT,) = C[Ty(vi — ) + Ty(v2 — v)., Din v, 4+ v, =
m 9] -F vp avem vj—vy=—(va—V,), astfel c& AU=0Cy(T,—T,)(vi—v)) =
- — 15456,6- 103 J. Energia internd scade "si gazul efectueazd lucru
mecanic. |

C.E=12V,r=2Q.

1. Din ecuatiile lni Kirchhoff: I =1, + I,, I
- IaRz = O, 14R4 - 15R5 = 0, E = 12R2 “:" I'RS I
l-=1 A, Il=0’4 A’ Iz=0,6 A, I4=0,2 A, I5
fiecare ramurd a bateriei este I/2 = 0,5 A.

2. m=KI;t=0474 g

3. meAT = RyI%t = m = 0,34 kg. :

4. Njl = N/Na = 2 500 spi;'e/m, B = pup, NIl =0,628 T. Din
R, = pl,/S, = 4npDN[nd* se obiine D=10,035m s §=296-10"% m2.
® = BS = 6,03- 1074 Wh.

=1, + I I1R1 -
4By + Ir, se obtine
0,8 A. Curentul prin

1122, Al. t,=2d[v, =35 s.

2. Fie F forta orizontald care actioneazi asupra platformei de mass
M. Platforma actioneazii asupra corpului de masi m cu forta orizontald
F,. Corpul va acfiona asupra platformei cu o for{# egali, dar de sens
contrar, Fie a, i a, accelerafiile platformei §i respectiv a corpului fat
de sol; avem: Ma, =F — F,, ma, =F,. Daci F, < wmg, atunci a, =
= a, = F[(M + m), iar dachk Fy = pmyg, atunci &, = (F — pmg)/M si
a, = ug, cu | &[> |a.|. Acceleratia relativd a corpului fatd de platforms
este a, = la;| — |@;| = volte — g = 0,5 m/s2.
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3. Iy = a,4}[2 = 6,25 m.
4. Dupé oprirea platformei, miscarea corpului continu# incetinit ca

a = —ug §i u = v, — a4 = 7,5 mfs. Distanta parcursi de corp pe plat-
formi este I = I, — v%/2a = 25 m.

B.. L = Lss + Lsc+ Lep + Lpa = vRT, In (pafps) + A(Cp + E)
(T — T5) i Qprimit = Qup + Qpa = VET, In (pa/Ps) + vCp(T;— T,). Day
PaVe = p,V3, sau inlocuind Ve §i V, din ppVe = vRT,, paVp = vRT, sl
logaritmind se obtine :In (pa/ps)=[v/(y—1)In(Ty/T,)=(0,/R) In (Ty/Ty).
Rezultd 4 = L@, = [Ty — Ts + T, In (Ty/T))] (T~ T34 T, In( T,/ Ty) ).
2. Pentru ciclul Carnot = = (T, — T,)/T, = LfQur $i L, w=
=VR(T)—T,) In (p4fps). Din L,=L se obfine T, = (T,—T,) :In (T 1),
8. & = (1 — m)/n = Qca/L reprezints eficienta maginii frigorifies

care functioneazi pe ciclul dat, parcurs in sens invers.

C.1. Sub acfiunea. forfei F' un resort se comprimi igr celilaly se
alungeste cu y. Fortele elastice rezultate sint F, = —ky, F, = —k,y
gi F =F, + F,. Constanta elastics echivalenty a sistemului este ¥k, ==
=k + ky = 2k 5i deci A = B[k, = F[2k=0,005 m, o= %,/m=100Y2 573,
v = [k Jm/2r = 22,5 Hz.

2.y =Asin oty v = oA C0S &) Uy = 0d =F|k;m=0,71 m/s}
By oy = mew?A?[2 = 25-1074J.

3. @, = BUL + A), ®,, = BYL — A). :

4. ® = BUL + y), ¢ = AD/Al=— BlAy/At=— Blv=— & BlA cos af,
€max = (OBZA = 0,707 * 10-3 V.

IL.23. A.l. Fie z distanfa dintre punctul de inceput al miscirii accelerate
§i verticala de ciidere a pietrei. Daci mecanicul frineazs trenul pini la
oprire cu acceleratia de frinare a;, atunci = vyt 4 a,82/2 (1) 5i 0 = v, 4
+ a,t (2). Daci trenul continud miscarea uniforms, ! + & = v, (3). In-
focuind ? = —w,/a, in (1) 5i(3) obtinem z = — 43/2a,, | + = — v3/ay,
de unde v =1 = 100 m. ‘

2. In cazul miselirii cu acceleratia a avem ! + o + d = o,t -p af?/2
{4). Din (3) i (4) se obtfine ¢ = 10 8, a = 2d/2 = 0,4 m/s2,

3. Fie H inilfimea de la care cade piatra, ¢, timpul de ciidere (¢, >?),
¢, timpul in care trenul parcurge distanta «, adicd z = vyt + at(2 (B)
§i fie #, = ¢ — ¢,. Iniljimea la care se afli piatra in momentul treceril .
locomotivei este AH = [gif — g(f, — 1,)°]/2 = AH = g(t — t,)(2t, — t-p4,)/8
{6). Din (5) se obfine f = 10(V30 — 5), care inlocuit in (6) conduce la
AH = 50(6 — /30)(2t, — 60 - 10//30) cu ¢, >¢=10s. In cazul #, =
=1t=10 s, AH = 386 m.

B. Se descompune ¢ in doud forfe paralele §i de acelasi sens Fy5i P,
«de-a lungul celor doud fire. Avem F,z, = Fpxp (1) cu o, + zp =1 g
Iy 4 Fp=@G. , . .
1. Din F4/8, = F5/8s §i (1) se obtfine #,S, = #5935, de unde z ==
= ZSB/(SA + SB) = 0,7 m, 23 = = 0,35 m. :
2. Din Al[l, = Alg[ly, adich Fu/E,Sy = Fu/ESs i (1) se obfine
EA'S'AQA = EBSB:”B, de unde wA=EBSBZ/(EASA+EBS,,)=.0,6 m, w8’=,0145 m.,

C.1. Ecuatiile lui Kirchhotf: I =1, + I,, I,R, — I,B, = 0, B ==
= B, +rI, conduc la I = [E(R,-p B,)]((rE, + 7B, + R\R,), I, =
= ER,/(rRy + rR; + B,R,), I, = BE,/(rR, 4+ rR; + R,R,).



2. Unpe = R 1,j2 — aR,I,[(1 + ), Q(x) = CER,R,(1 — @)/[2(rR, +-
+ rRE; + B, Rp)(1 + )]

3. Funetia f: [0, 1] - [0, 1], f@)=(L—a)/(1+a)= —1 + 2/(1 + ¥
ia valoarea maxim} cind « = 0 (cursorul se afli la unul din cape-
tele rezistentei RB,). Din conditia @(#) = Qmaix/2 se obfine z = 1/3.

4.1 =2A,1I, =16 A, I, =04 A, Q) =16(1 — 2)/(1 + @) uC-

1L24. A.1. Pe planul orizontal #; = @,A}/2, v, = a,A,, @) = [Fcos f —
— n(mg — Fsin B)}m = 2,82 m/s?. Pe planul inclinat =z, = v,Al; -
4 a,AL2)2, @, = [F cos p — u(mg cos « — Fsin B) — mgsin «]{m=0,87 m/s?,
T =z, + ¢, = 60,32 m.

2. v, = 11,28 m/s, v, = v; + &, Al, = 13,89 m/s.

3. x5 = — v3/28;, @3 = — g(pcos a | sin @) = — 3,96 m/s?, 3=
= 24,36 m. Dupi oprire corpul coboari cu @, = g(sin a — p COS &) =
= 0,04 m/s?, apoi se deplaseazi pe planul orizontal cu a; = —pg, oprin-
du-se la z} = —(x, + @3)0/a; = 1,24 m.

4. 0,=0=F = pmgf(cos p+usin ) =415 N, a, =0 =F, =
= mg (p cos « + sin «)/(cos B + psin B) ="8,21 N.

'~ B.1. Din ecuatia termic de stare a gazului ideal p = nkT cu n =
= N|V = N/Sh avem pS = NkT[h. Dar p8§ = F = kh §i 3NkT[2 = E..
Se obtine b, = W E,JE, = 40 cm.

2. B, /B, = (ly/h)? = 4.

3. Cind gazul umple intreg cilindrul la temperatura T, presiunea
este p = NkT|V. Prin incélzirea unei jumi#titi de cilindru o parte din
moleculele de gaz trec in jumitatea -neinciilzité, mentfinindu-se egalitatea
presiunilor in cele douf jumit#ti de cilindru. La 7’ = 3T presiunea in
jumitatea incilzity a cilindrului este p’ = 2N,kT’(V, iar in jumitatea
aflatd la temperatura T presiunea este: p’ = 2N,kT/V cu N, 4 N, =
= N. Se obfine p’/p = 2T'[(T -+ T") = 1,5.

4. Nu; pentru 7" — oo, p’[p — 2.

C.1. La legarea in serie R, = B)+R,+R; =22 Q, I = E/(R,+r)=
1 A. La legarea in paralel se aplich legile lui Kirchhoff; se obtine
=6A,Il=3A,Iz=2.A,Is=1A.

2. Curentul maxim care poate fi misurat cu ampermetrul firs sunt-
este 1, = 0,2 A, iar curentul maxim de misurat este I =6 A. Se obtine
R, = RAIA/(I - IA) = 3,45 ° 10_3 Q.

3. U0=FB—1I,U,=22V,U,=12 V.

4. U, = I,(R, + R,) de unde R, = 109,9 Q.

I

I1.25. A.1. Se considerd ci nivelul zero pentru
energia potentiald este planul aflat la distanta !
sub punctul de suspensie O (fig. I1.25.A) B,z =
= mg(l — A0) = mg (1 — cos «)=0,054 J, E.p =
= mgl — Epp = mgl cos a = 0,346 J.

2. B.p = mv?[2 = mgl cos « = v=|/2glcos a,
T = mg cos a -+ mv?[l = 3 mg cos « = 1,3 N.

3. Ciocnirea perfect elasticd schimb# sensul
) componentei normale a vitezei bilei, lisind nes-
Fig. 11.25.A chimbaté componenta paraleld cu peretele. Viteza
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dup# ciocnire v’ se descompune intr-o componentd de-a lungul firului §i o
componentd perpendiculard pe directia firului care determing migcarea
bilei ping in punctul de oprire 0. Avem », = » cos 2. ‘Aplicind legea con-
servirii energiei mecanice, dup# ciocnire, pentru punctele B si C se
objine AD = (v2 cos? 2¢)/2¢g = I cos « cos? 2a.

B.1. In procesul 1 — 2, p = const. T adici V — const. ; in procesul
2 - 3, p = const., iar in procesul 3 » 1, din T = ap? §i pV = vRT,
rezultd V = avRp. Cele trei st¥ri sint caracterizate prin parametrii (p,,
Vi Th), (02 Vs Ty)y (Psy Vg, T3) cu condi-
tille p, = p;y, T)/T5 = (p,/ps)? sau, inlocuind

=.T1p2/p1 = 200 K, T, = _1’1(?2/1’1)2=400K ______ 2 3
(fig. I1.25.B). Cildura primiti este @,=Q,,-- 5~

+ Q25 = v0, (T, — T1)-+ v0y(T3—T}) care,
impreun# cu relatia lui Mayer C, = C,+R,
ne dél 0‘; = [QI—VR(TS_TZ)]/V(TS_TI) = o I SR

= 20,78 kJ/kmol - K. non !
2. L=0Q—QyH = (Vs"'Vz)(Pz—P1)/2= o<

=Q; — vO(T;—T,) = = 24,94 kJ/kmol K. TV
3. n=L[Q; =1~ Qg/Q, = 5%, Fig. I1.25.B

C.1. La echilibru for{a de atractie dintre armiturile condensato-
rului €, este egali cu forfa elastici: QU,/2d — k(dy — @) = 0,U%/2d=
=k(dy — d) = U, = dYf2k(d, — d)]c,8 = 100 V.

2. @ = O1U; = C,Uy unde € = ¢,8/d = 88,6 pF=>Uy=0,T,/C, =
= 88,6 mV.

3. Se aplics legea lui Kirchhoff pe circuitul surselor : E,+E, =
= I(r +r) = I = (¥, + E,)/2r. Tensiunea la bornele lui B, este U =
= EZ —rl = (E2 _ El)/2; dar U = Ul + UO’ astfel cd .E3 —_ El =
= 2(U, + U,) = 200 V.

4. OU; = C,U, §i Ui = (B, — E)2 — U, = U, = 100 V, Ci =
= 133 pF. Noua distan{¥ dintre armsturi verifics relatia O{U;%/2d" =
= k(dy — @'), adics @’ = 0,94 mm; 1/0; = gleye,§ + (d'—g)/e,S = &, =
= Cig/[e8 — (& — ¢)01] = 2,21.

IL.26. A.1. La legarea in paralel k, = &, + k,, iar la legarea in serie 1/k, =
= 1/k; + 1/k,. ~
2. v/, =V2.

B. v = myfuyy My = 20y, py = 2u; => vy =v,; PVi = (y+v,)RT, =
M- — Vl = Vz =pV1/2RT1, Q = (VICJJ) + Vzozp) (T2 —_ Tl)’ Cp = Gv + =
= Q =3pV,; = 300.J.

C.1. Sarcina pe fiecare armiturd a condensatoarelor este Q =EC,C,:
: (0 + 0,), astfel ci Ue, = Q/0y = BC,/(0, 4 C,). Pe de alts parte
Usn =2E1§1/(R1 + Bp). Deci Vi— Vs = E[R,/(R, + R,) — 0o/(Cy+4-0,)].
. Nu.

11.27. Al mg = A(k, + ko), T.=2nmf(,  T) > A = g4z,
2. Se descompune G = myg in doud componente Fy, Fy, de-a lungun}
verticalelor corespunziitoare celor dous resorturi: ¥, + F, =G, F,|F, =

‘=1l > F, = G(L + ¢), F, = Ge/(1 + ¢) i Fy/k, = F,/k, (bara rimine
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orizontals). Se obtine k, = ek,, iar din T = 2x|/m[(k; + kp) re7ulty By ==
= 4m®m|[[T%(1 + ¢)]. Prin urmare T = 2=l mfk, = Tf2(1 F¢), Ty
= TY3(e + 1)/e.

' B.l. AU = v0y(T; — T)) = vCy(aVy — bV3 — aV; +- bV}) = v0,?
[a(n— 1)V, — b(n? — 1)V3] = vCo(n — 1) V,[a — b(n 4 1)V ]

Din C,/C, = §i C, = C, + R se obfine C, = R/(y — 1), iar din
2,V, = vRT, sc obiine V, = vRT,/[p,, astfel ¢i :
vin —1) R:Ty

y—1 D

2. Din T, = aV, — bV? §i p,V; = vRT,, eliminind T, se ob{ine
anV, — n2Vi =aV, —bVi=>a = (n 4+ 1)bV, (2). Din (1) §i (2) se
obtine @ = (n -+ 1) py/nvR (3) $i b = p}/nviR2T, (4).

3. Relatia (1) scrisd sub forma p = avR — bvRV (5) aratd c& in
diagrama p — V procesul de destindere a gazului are loc dupid o dreapta.
Liucrul mecanic efectuat de gaz in cursul destinderii este egal cu aria tra-
pezului format de axa absciselor, dreapta(5) si ordonatele ~orespunzitoare
celor dou# stiri, adicd L = (p, + )V, — V1)/2 = [2avR — bVvER (V; +
+ V)l (v — 1) V,/2 = [a — b(n + 1)V1/2](n — 1)vEV,.

C.l. L = pN2§/l = 0,2 pH.

2. B = uNI[l = 0,314 mT.

3. ® = B- =r2cos (B, n), unde n este versorul normalei la planai
spirei. Dacd  este viteza unghiulard de rotatie a spirei, atunci cos (B, n)=
= cos ot. Avem ¢ = —A®DJAt cu AD = =r?B [cos ot + At) — cos wi] =
= — 2nr2B sin o(f + At/2) sin 0Atj2 ~ — mr?B wAtsin of, astfel ci ¢ ==
= 7r? wBsin ot §i B, = 7roB = 2r%2?vB = 6,2 mV

4. tg ¢ = wL[R = 0,01256.

AU =

[a — b(n + 1)"RT1]-

1

11.28. A. Corpul se deplaseazéd pe bucld dacé in punctul C avem F,, > mg,
adicsi mv?/E > mg (1). Pentru punctul O legea conservirii energiei meca-
nice se scrie : mgh = mg + 2R + mv;[2 (2). Din (1) si (2) rezulti h >5R/2.
Alegen un sistem de coordonate 20,y in planul buclei cu axa 0,z orizon-
tali, trecind prin O si axa O,y verticald, trecind prin A. Viteza corpului
in 4 se obfine din relatia mgh = mgR(1 4 cos &) 4 mv3/2 cu h = 5R/2.
Rezulti v2 = Rg(3 — 2 cos «) (3). Aceastd vitezd se descompune in doud
componente : una orizontald v,, = 94 cos « §i una verticald v,, = v, sin «.
Miscarea pe orizontal este uniformi, astfel ¢ typ=A43/v,, = (2R[v,) tg «.
Miscarea pe verticald are loc in cimpul gravitational, timpul de urcare fiind
ty="4y/g. Corpul va intra pe bucld in B dacs t,5=2¢,, adics (2R/v,) tg xae
= (20,/g) sin «. Se obtin ecuatiile sin« =0 (4) §i v%cos « = Ry (5).
Ecuatia (4) are solutia =0, iar din (5) si (3) se obtine 2 cos? a—3 cos a-p
+1=0=cosa=1, g =0 §i cos a =1/2, a, = 60°.

B. Din grafic reiese ¢4 p este o funcjie liniard de V, adicd p =
=aV4beup =aV,+bsip,=0aV,4b=c=(p,.—p)/(Vy — Vg)
b= (pVy — 1, Vs): (Vy — V,). La temperatura maximi atinss de gaz,
izoterma corespunzitoare este tangent# dreptei p = aV -+ b, adici (aV -
+ )V = MR Timax[p. Aceasts ecuatie de gradul doi in ¥ trebuie si admitd
ridicini egale (pentru satisfacerea conditiei de tangentd). Rezultd A =
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- b2 + 4amRTmax/P¢ = 0, de unde Tmax'=_'l-’-b2/4aRm= -V: — DV .
t[{py — ANV, — V) 4?;&13] = 1737 K. [b(@.V1— 2,V ,)%)

Cl. g = 45°, o, = —45°.

2. tg ¢ = (X; — Xo)/R = £1 = &, = 5000 s, f, =7 -
- 2500 5=, f, — 3L98 H;. 1 v h 96 Hz, o,

3. Circuitul este inductiv pentru f(> fu:) si capacitiv pentrm

J(< Jrea).

H.29. Al 4,=12:10"%m, ©=1000 , E, = [(mw242)/2] cos? ol ==
- 8’% :3]052 1000 7t (J);  E, = 0,71 sin21000 nt (J); E, = ma24}/2 =
- ] . .

2. 2nAz[) = Ap => A =8 m, v = 0/2n=500 Hz, v=Av=4000m/s.

3. v =VEJp = B = pv® = 4,16 - 101 N/m2, o

4. y = A sin (ot + @), unde 4 =VAT L A7 I 24,4, cos (gp—

3 : P1)=

= 1,22 cm, cu 4, = 4, = 1,2 cm §i ¢, = — 7/4, q:21=27rl4 5 tg P =
== [4, sin ¢, + 4, sin @,]: [4, cos @, 4 4, cos ¢,] = 0, adici ¢ = 0.

B.1. Temperaturile extreme atinse in timpul ciclului sint determi-
mate de izotermele tangente la cerc (punctele A, A, din figura I1.29.B}).
Pe portiunea A — 1 — 4, gazul se incilzegte,
far pe portiunea A,—2 — A gazul se ricegte. |

2. Schimbul de cildurd este zero pentru
punctele in care adiabata este tangenti la
graficul procesului (punctele B si B,). Pe
porfiunea B — 1 — B; gazul primeste cil-
durid, iar pe porfiunea B, — 2 — B gazul
sedeazd caldurs. )

3. Gazul efectueazi lucru mecanic pe
porfiunea C — 1 — C, cind se dilat¥ i asupra
gazului se efectueazd lueru mecanic pe porti- v
unea 0, — 2 — C cind este comprimat. Cil- Fig. 1L29.B
durd specifici negativi avem pe porfiunea g 155
AB (gazul se incilzegte i cedeazd cilduri) si pe porfiunea A,B, (gazul
ee riiceste §i primegte cildurs).

C.1. Folosind ecuatiile lui Kirchhoff se obtine B = [R}(R, 4+ R,) —
— BYR, + B,)]: (B} + R\R,) = 176 Q.

2. I, = ER,[[RyR; + Ry(By + R;)]=0,273 A, B=uNI,fl = 1,7 mT.

u.:;o. ?.1. @ = g(sin e — peos a); v = 250, = gH (1 — p ctg o)==
- mfs. -

2. Datoritd fortei Arhimede, greutatea aparents a corpului in ulei
este G, = mg(l — 1/d), astfel c& a, = g(1 — 1/d) sin « = 1,18 m/s2.

3. 93 = 0 + ayls, H/258ID a0 = 0y, 4 a,t}/2 = Hsin a=(1]—12%)/a, =

T T

w0, = Va,H[sina 4 v} = |/gH(2 — petg « — 1/d) = 9,9 m/s.
4. 4 -+t = nfa; + (v, — v)/a; = 2,34 5.
B.1. @, = Qu/ny = 2[myc(0 — o) + myr, ]/, = 146,86 - 108 J.
2. @, = RI?ty, = I = | Q,/Rtn, = 8,245 A.

_ 18’36.6?2;&_*_ MmyCq (6 - to) = mgh, => mg = mz[)‘q + ca(e - to)]/)‘v =
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C.1. Ecuatiile lui Kirchhoff conduc la sistemul: I, 4I,=1I,

IR + nyrl; = mE, IR + nyl,=n,E, de unde I,=E[nn,r + E(n; — ny)] :
s r[mnyr 4 R(ny + n,)] = 10/3 A, I, = E[mnyr — B(ny — n5)]: r[nyner -+
+R(n; + n,)] = —2/3 A, I = 2Enm,: [mnyr + R(n,4-np)]=8/3 A.

2. I, =0 = R = nnyr[(n, — ny) = 83 Q.

3. P = RI* < R* — 2R[(2/P) : (Bnyny/(m; - 15))* —mnsr/(my+-n2)1+
+ (nynor/(n, + np))2 = 0 (1). Functia f(R) =-eR? 4 bE 4- ¢ ia o valoare
extremd pentru Ry = —b/2a; avem Ry = [(2/Pumax) * (Bnynyf(n; + 15))2—
— myngr|(ny + n5)] (2). Inlocuind (2) in (1) se obtine Prax = E*nyny/
J(ny -+ ny)r = 800/13 W, Ry = mynyr/(ng + ;) = 8/13 Q.

{1.31. A. Se considers seringa ca o conductd orizontald cu sectiune varia-
bili. Ecuatia de continuitate 8,0, = Sy, i legea Bernoulli F/S; + po +
+ pt2/2 = p, + p®3/2- conduc la v, = J2FS8E/S,p(S} — 53), de unde
t=1/v, = I 8;p(87 — S2)2FS; ~ (8,1/S,) V oS81/2F =5/3 s, deoarece S;> s
8 (81/8,)2 — 1 = (81/8.)%

B. 1. p,V, = mRT[u, p;Vy = mBRT[p = m = my+my=u(p,V, +
+ p,V,)|RT = 0,031448 kg. Presiunea in recipiente dupi deschiderea
robinetului este p = mBT[u(Vy + V,) = (p,V, + DV )[(Vy + Vi) =
= 7-105/3N/m?. Prin urmare, pV, = mRT|p, pV, = myRT[u, de unde
mi = pV,u/RT=mV,[(V,+V,) = 0,010483 kg, m;=m—m{=0,020965 kg.
2. Presiunea in recipientul 2 rimine p = 7-10%/3 N/m?, iar in reeci-
pientul 1 gazul suferd o transformare izocord ; p/T=pi/T, = pi=pT,/T=
= 28-105/9 N/m?3.
3. vp = V3R TJp. = 516,82 mfs, n, = Nmj[uV, = 56,34-102¢ mo-
lecule/m3, '

C1. U = Uyfcos ¢ = 220 V. ,

2. Din P=U,I si I=U[Z se lobline Z = UU,/P =1210/3 Q.

3. Z=)R*+ X2 cu R = Uj/P =605/3 Q. Se obfine X;==
= 603 J/3/3 Q. ‘

4. BEcuatiile lui Kirchhoff conduc la sistemul : Iy 4 I, = I, I R4 =
= IR, de unde R, = I Ra/(I — I,). Inlocuind I,=10,1 A, I=1 A,
R4 = 0,9 Q seobtine B, =0,1 Q. ,

11.32. A.l. Sistemul se pune in migcare acceleratd (bilele 1, 2, 3 coboard
iar bilele 4, 5 urcd): dma, = 3mg — 2mg = a, = g/5 = 2ms®. Pini la
momentul desprinderii, bila 1 a coborit cu z;, = a,#}/2 = 4 m, are viteza
0= a,t,= 4 m/s. Dupé desprindere, bila 1 atinge solul dupid un timp
t, dat de h — @, = vpt, + g13/2; se obtfine ¢, =1 s,

2. Dup# desprinderea bilei 1 sistemul de bile 2, 3 continui s& coboare
cu viteza constants v, = 4 mfs. In momentul desprinderii bilei 2, siste-
mul de bile 2, 3 se afla la indltimea h, = h — 2, — vy, = 5 m de sol.
Dupi desprindere, bila 2 va atinge solul dupd un timp ¢, dat de h, =
= vy, + g3/2, adick &, = (—2 + V29)/5 s.

3. Dup# desprinderea bilei 2 sistemul va céipita o miscare accele-
ratd. Din 3ma, = 2mg — mg se obtine a, = g/3 = 10/3 m/s?. Bila 3 va
continua s¥ coboare incetinit cu acceleratia —a, apoi, dupi ce viteza se
anuleaz#, va urca cu accelerafia + a,. Avem ecuatiile : v, — ayt; = 0=
=ty = 1,2 8 §i @; = v},/2a, = 2,4 m. Dupd oprire, bila 3 are de urcat
Ah = 2, 4 vty + ®; = 10,4 m cu accelerafia a,, fird vitez# inifiald s
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Ab = a,i3/2 = t;~ 2,5 s. Prin urmare, bila 3 ajunge la inil{imea h dupa
un timp #5 + %, = 3,7 s de la desprinderea bilei 2.

B1. vy = [3RET[u = 507,7 mfs.

2. pi(V, + AV) = vR(T + 3), pi(Vy — AV) = vR(T —3) = (V, +
4 AV)[(V, — AV) = (T+ 3)[(T — 3)= ' .

= AV = 3V,/T = 3,14 cm? Az = elV]
= 4AV/rd? = 25 cm.
3. AU=U'—-U=0U, + U, — 07~ 777~
— U, — U, = (3/2)v R(T + 3+T—3—
—r—_T)y=0. ) ‘ 02
( e
C. Potrivit figurii I1.32.C varia- tls]
$ia in timp a fluxului este: () =

= — 1,2 mWb pentru t€[0,1/30)U _g572b--
U (5/30, 6/30], ®(}) = 1,2 mWb pentru T
t € (2/30, 4/30), ®(t) = 72t — 3,6 MWD Fin. 1132.C
pentru ¢ € [1/30, 2/30]§i ®(f) = —T7214- g Thos

4 10,8 mWb pentru ¢e[4/30, 5/30]). Din e=—AD/A! avem: ¢ =0
pentru te [0,1/30) U (2/30, 4/30) U (5/30, 6/30] deoarece fluxul mag-
netic este constant §i A® = 0; pentru e [1/30,2/30], ¢ = — [D(i,)—
— ®(t)]/(t;, — %) = —72mV, iar pentru ¢e [4/30,5/30],¢e = — [®(t,)—
— ®(t,)]/(}, — t,) = 72 mV (fig. I1.32.0).

110330 Aol. t]. = d/('vm + ’002) = 0’4 S, hl = h - %/2 = 4,2 m,
2. MyVyr — Mylpz = (Mg + Mp)Vay CU 04z = Vgyy Vgz = Vo2 B M 01y &
My, =My + M)y, CU 0y =0yy=gt. Se obine v, =0, v, =g =4 mfs,
3. AQ = — (Hoy— Bo) = — [(my + mg)o?(2 — (my9i[2 + my93/2)] cu
o = o2 + ©3 = (gh )%, o} = v} + ohy = & + (gh)?, 0} = ok + Ohy = vi +-
4 (gt,)%. Se obtine AQ = (myd) + mye)[2 = 100 § = (m, + m,) AT,
de unde AT = 0,05 °C.

Bl. 1 —»2): V[T, =V,T, 1); (2 >3): T, Vi~ = T(V,/8)"
de unde VI=Vy81=V,=V,8"" W=V, =V/2 (2) §5i L, =
= p(V, — ?1) = —pV,/2 = — 25 kT.

2. 9= 1 - chcdl/Qabs; chd = le = VCS'_(TQ - Tl) = = V(C[’ +
4 R)T1,/2 = — Tp, V4 = —817,56 kJ [s-au folosit (1) si (2)]; Qavs=UL; =
= vRT, In(V,[Vs)=pV; In 25=3p,V, In 2 = 103 950 J. Deci L=16450 5,
QIN = -Qal = Lal, astfel 051 7) = 15’8%.

’ 3. AU]23 = AUIZ + AU23 = VOV(Tz hand Tl) + VC],'(T:; - Tg) =0 saw
AU, = Uy — U, = AU, = 0, transformarea 3—1 fiind izoterma.

4. o7 = V3RT,fp = V3p,V,/2uv = 500 m/s.

Cc1.I,=UTR ¥ 1/X;, I,=TU|X, I, =U@1/X,— 1/Xo), I,=
—2l, I,=4L/9=1,=22/3 A, I, =443 A, I,=8327TA, E=
= 10§/3Q, C =589 pF. _

9. I = UJR = 22/Y3 A, cos p=U/I,R=3/2. Fie u = J2Usin ot;
avem : iy = (Y3U/R) sin ot, i, = (Y2U/Xy) sin (oot — —2’3-), ie=(2U/X )%

sin(at+—;—).
3. X, = X, = v, =1/2zfIC = 30f5Hz, cu L =3/10=H.
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4. Al. 8 =(1/2)gP’sinw, 8, =(1/2) g?sinB, 2 =1PHps—3 =
=t =}2g(sin f — sin o) = 2 s.

2. 8 = (! sin )/(sin B -- sin «) = 4}/5 m, g,=(Isin B)/(sinp—sinc) =
= 8|5 m. ‘

Observatie. Dacs s, < I, intinderea cablului are loc cind corpul O,
se afli pe planul P,. Daci s, > [, intinderea cablului are loc cind ambele
¢orpuri-se afld pe planul P,; in acest caz s, = (1/2)gt*sin B - #{1 —
—sinp/sina)l 21g sin « — U1 — sinp/sina), 3, = (1/2)gt? sinp, 21 = 1 4 8y —
— 8 =t = lsin Bf(sin p — sin o) /2Ty sin . -

' 3. M, + myvy=(m; + m,)v => v=[(m,8in a+m,sin B)(my+m,) gt ==
= 65 m/s.

4, o + (1/2)gfisin p =4l = ¢, = 1,78; of, 4 (1/2)gt3sin B = A=

=l =1s..

B. p = 40/R = 300 N/m2. _

0; Ezé"o) =010s/4m ey =—0,25mT, By(r, +1,)=q,q,[4ne, &(r,Hrg) =
md.

2: Ee('l‘l + 72) = E‘ - E,(Tl "P 7‘2) == Ep(ro) - E,(Tl + ?‘2)= 4,25 m'o

3. ¢i = (¢ + 2 /(r1 + 13) = 3010, ¢; = 45 nC.

4. Bir, 4 r5) = qigzfdne, sr(r1‘b7ﬁ)'=2’43 md, By(ro) =q1g:/4neye,ry ==
= 0,135 10d, Ei(ry) = Hy(r, + 15) > Bir, b r,) — Bi(r) — 6,545 mJ.

Gy

Lol

Fig. 11.34.C

Din _Bi(r)) = mo}/2 b mw3/2 §i mp = mpw, se obfine . v, =
s Y2 ymy[my{m, b mg) = 4,67 m[s, v, = 2,33 m/s.
5. Fig. I1.34.C.

1135. Al. AB=q,#}/2 =10 m, vs = &, =5 m/s; BC = vst,; CD ==
== 0ply + a,83/2, v8 + at; = 0. Inlocuind ?, = —vs/a; = 4 3, se obfine
AD == AB 4 vgly — v}3/2a;, de unde #, = 20 s. '

2. T, = M(g-ba)=9000N, T, = Mg=8000 N, T,=M(g+a,)=n
o 7000 N. .

3. w=0/2m){(g + &)/l = 0,845 Hz, v, = (1/2x)/g] = 0,8 Hz, vy =
<= (1/27))/(g 4 a;)/l = 0,745 Hz. - ‘*

- 4. » = [vt; D vily H vyfy] = 22, notafia [ ] reprezentind partea
intreag.
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B.1. Se consider un sistem de coordonate Ozy cu originea O in cen-
trul de mass al corpului 3 i axele in directie orizontal (Ox), respectiv
verticald (Oy). Sistemul fiind in echilibru, T + G, + G; + ¢E = 0, san
proiectind pe Oz i Oy si inlocuind T = @, se obfine @, sin B = ¢E sina
(1), G, cos B + gF cos & = @, + G, (2). Se scrie (2) sub forma Gy co8 B =
m= Gy + Gy — qE cos « (27), se ridicd la pitrat (1) 5i (2') §i apoi prin adu-
mare se obfine cos « = [(G, + G4)? + (¢B)2 — G3]/2 ¢B(G, 4 G;) = 0,31,
de unde « = 72°. Analog cos B =[(G; + G5)* + Gi—(qE)2}/264(G+G5) =
- 0,65 = B = 49,5°.

2. Dacy E este indreptat vertical in sus, « == 0, p = 0 sisistemul
ge pune in miscare acceleratd, astfel ci m, coboard cu e, dat de : ma, =
-G — T, (my+ ms)e, =T, + gE — (G; + G,), de unde a, = (G, +
4 ¢B — (G, + G3))|(my + my + mg) = 4,74 m[s?. Dacd E este indreptat
vertical in jos, « ==, P = 0 §i sistemul se pune in migcare acceleratd
~ mstfel ci m, -+ m, coboard cu acceleraia a, datd de: mya, = T, — &,
4 m; + m;) = 3,68 m/s%, '

C.1. C, = pe, = 29,12 102 J/kmol - K si relatia R. Mayer Cy +
4 B=0C, conduce la (,=20,81-10% J/kmol.K, de unde ¢,=650,3 Jkg-K.

2. In starea initials, p, = 1 atm §i T, = 273 K. Pentru transfor-
marea izocord p|T = po/T, = (P — PINT — T,), de unde p =P, +
@ pAT|T, = 1,04 atm = 105,04 kPa.

3. Din v C,AT =rnI% §i vCyAT = r,J7t se obtine C,/Cy =
== r,/r, care, impreun cu r, + 7, = 10, conduce la r,=100,/(C, + Cp)=
== 583 Q, 7, =4,17 Q.

4. Din 1/R = 1/(r; + 7;) + 1/a se obtine a = 10 Q si deci b = 4 Q.
Legile lui Kirchhoff conduc la sistemul I, = I, + o, I, + 7)) — Ia=
w0, E=1I;r+I.a+ I,b; se obfine I, =14, I,=1I,= 0,5 A.

5. t = v;C,AT[r 7 = 199, 8 8.

11.36. A.l. mygsin o = myg = 8i0 & = my/m; = 0,5; o« = 30°

2. m,g sin ay -+ pm,g Co8 oy = Myg = ap = 22°

3. m,g sin oy = pm,g CO8 g + Myg = 3 = 35°

4. ma = T — mgsin oy — pm, g CO8 oy, MeG = Myg —T'=a, = 43°
& = (myg — m,g 8iD &y — g CO8 ag)/(m; + my).

5. ma’ = mgsin oy — T — pmgcos a5, mea' =T — mog = a' =
= (m,g 8iN agy — Myg— g €08 ag)(m,+m,). Inlocuind cos a= Y1—sina,
s; obtinia o-ecuafie trigonometricd in sin «, care va admite solufii dack

8im e <1.

6. T = my(g — @) = mym,g(1 + sin « -4 p cos a)/(m; -+ m,). Valoa~
res maximi pentru 7 se obfine din condifia 47/de =0 = tga=1/y,
T oe=[m,myg/(my + m)1(1 4 2p/¥1 + ) = 3,7 N. :

Bl. Din L =pAV =0 AV =0. Dar AV = AVgep + AVap,
unde AV, = Vy-(0 — 1) = my(0 — )/¢, AV, = amev = a=yi|vp=>5 1074,
2. Qm = c,{0 — 1) 4 @), = 10,667 kJ.

. C.1. Tensiunea superficialii creeazi in interiorul bulei o presiune

dat de relatia w12 p = 2nrq, adich p = 2q/r. Presiunea totald la care este
supuss bula pe fundul apei este p = p, 4- pgh +- 201y, iar la suprafata
apei p’ = P, 4 20/r. Gazul din interiorul bulei suferd o transformare
izoterms : pV =p'V’, cu V =4 =33, V' =4 nr?3. Se obtfine h =
= [pglr® — 18) 4 202 — 1)][pgrd = 3,3 m.
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2. Gazul din interiorul bulei suferd o transformare general¥ 1
p.V:|T) = p,V,|T,. Tensiunea superficialy creeazy in interiorul bulei o
presiune suplimentars dati de p = F/S= 2¢l/8=8c/d, unde S=nd2/4
§i F = 20 nd, deoarece pelicula are dous fete. Rezulty ci presiunile din
interiorul bulei sint: p, = p, + 8¢y/dy, p, = p, + 80,/d,. Inlocuind
in ecuafia Clapeyron-Mendeleev se obfine oy = 0,047 N/m. -

IL37. A.l. La ehilibru avem: T, + T, =G (1), Tyx= Tyl— x) (2),
Ty = kAL, T,=1Al, (3) si AL — Al, =Isin« (4). Din (1) — (4)
8e obfine T, = (G + k,lsin a)k,/(k, + k,) = 686 N, T, =G—-T,=204 N,

2. Corpul nu aluneecs pe scindurd daci G, < F,, adici myg sin « <
S umy Co8 oy, = g a = |3/3 = 0,576, ~

3. Pentru ca scindura s¥ fie orizontal§ este necesar ca Al, = Al,.
Se 0ob(:ine Ti = &G/(k, + k;) = 392N, T; = 588 N, y=T[(T; +T;) =
= 0,6 m,

4. Din relatiile (3) si (4) rezulté sin « — (1l (Zyfky, — Tyfk,), care
impreuns cu (1) gi (2) conduc la_sin « = (FB)\(@ — @)k, — @k,) = 1—
— (5/3) #. Se constatd ci « scade cind 2 cregte si se anuleazi pentru
@ =3[5 =0,6 m.. Daci @ creste in continuare scindura se apleacd in
partea capitului B.

’ B.1. Randamentul presei hidraulice este: » = Ly|L; = F,H|Pt =
= Fynh,(Pt, unde h, este deplasarea pistonului mare 13 o apisare a pis-
tonului mie. Lichidul fiind incompresibil, Sihy = Sohy = hyfhy = (d,/d,)2.
Rezultd P, = Fynh,@[ntdz = 1875 W. ‘

2. Folosind 8k, = S,h, se obtine H = nh,d3[d3 = 0,3 m.

3. By = Fydi/d: = 4000 N. . ‘

Col- EI = E/’I’b - 2 ]7; 7’1 = /'n =. 0’,1 Q,
. Ry=EBlI —r— R =1Q.

m = KIt = 23 g,

b = [mg(A + ¢8) — mye(6; — 6)]: R I2 = 89 min 54 s.
By =Ra:(I]I, —1) =02 Q. ' :

St o

I1.38. A. Conditiile de echilibru se seriu : pentru forte: R, + T cos « +
+»FcosB=0, B, —G-+ Tsinoa—Fsinp=0; pentru momente :
T-ADsin o — @-AC — F- ABsin f =0. Se obtine T' =422 N, R,=
=—398 N, R,=—24N. oo

B.1. b= (pofe 9)/(V,/S1 — 1) = 52,9 cm.
© 2. Q = ppc, SR =185 J.
.L=p8l=5297J.

4. Prin ricire izocors.

ClL.I=F:[r+ (B + R)( Ry R)(R, R, b B, + Ry)], I =
= I(E; + R)/(R, + B, + B, + R,), I, = I(R, + Ry)[(B,+ R,+E;-+ R,).
2. I' = B: [r + B Es/(R, + R,) + B,R,/(R, + R,)].

3. By = [r(R, + R, — R;) — By(R, + R))(R, + R, + 7).

4. -R4 = -R2 -R3.

w

I139. A.l. Ecuafia oscilajiei este y = 0,4 8in (2 + w/3) (m) = & = .
=2radfs, T ==xns, v=(1/r)s"L ‘

2 Iyt =422t = (1/2)(— 1) [6— /34 ], tu=(1/2)((—1)"* /6 —
— /3 4 nx]. _
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3. Se aplich teorema conservirii cnergiei mof/2 + ky3/2=Lky32 +
—+ amg(y; — Yo), de unde y, = 0,378 m §i E, pae = ky3/2 = 0,00285 J.

B.1. TA=p4VA/VR=240,67 I{, TB=2TA, Tc=4TB=STA,
:TD =4T,.

2. L= (pa— pa) (Ve — Vi) =3-104J.

3. Qprimit = QAB + Qs = SVR(TB— TA)/2+5VR(TC—TB)/2; 'I]=0,18.

. 01. L = pN2§/l = 6,16-10% H. ~
2. R = plgic/Stic = 4pNnD/nd?=36 Q, I=U|Z= UnlV2Z = 3,536 A.
3. P = UIcoso=RI>=450W, P, =Ulsing = X, I*=
= 242 VAR, P, = UI =5126 VA,

A140. A.l. kx, = pmg = p. = 0,102,

9. Deoarece & > T, rezultd ci forta de
ractiune kz este mai mare decit forfa de fre-
«care, astfel ¢ miscarea este uniform accele-
Tatdh : ma = kx — kxm = a = 1 m/s?, Viteza

«corpului la intrarea pe trambulind este v, =

— YZaD = 10 mfs. ¥Z, .
3. Corpul se desprinde de trambulind in a

.momentul cind forta centrifugé devine egalid Fig. 1L40.A

:in modul cu componenta radiali a greutédfii .

{fig. T1.40.A) : mv*/R = mg cos o = v* = Ryg cos ¢. Aplicind teorema con-
.servirii energiei: mu§/2 + mgR = mv?[2 - mgR cos o, S obt{ine cos-
o = (v} + 2Rg)/3Rg = 0,707 = o = =/4. Lungimea traseului parcurs
e corp pe trambulind, pind la desprindere, este arcul AB = ~R[4 =

= 66,034 m.
Bl T,=1000K, ps=pc=2,077-10°N/m*; Tc = 500 K.
2. Lpe=ps(Ve— Va)=—4135J; Que=0,(Tc—Te)=—14 543 J;
Lge < 0,Qpc <0 deoarece gazul se comprimi §i temperatura scade.
LAB+LBC VRTAID‘Z-— V.R(TB— Tc)
3. 4= = = 0,099.
Qca + (4% V(5/2)R(T4 — T+ v RT,In2

Cl. e=Blv=2-1072V,

2. Rezistenta circuitului este R = pI/S = 38,5 10~* Q; intensi-
datea curentului prin circuit este I = e/R = 23,5 A.

3. Masa conductorului NR este m=d-NR-§ = 0,89 kg. Din
# — BI-NR — pmg = 0 se obtine u = 0,133.
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|. SUBIECTE date la examen 207-211
Rezolvéri 212-231

CHIMIE

1.1. A. Legitura ionici. Substante ionice. Valenfa.
B. Proprietitile chimice si utiliziirile acetilenei.

C. Ce cantititi de benzen si de solutie de acid azotic cu concentrafia
«le 639%, se folosesc pentru a prepara 639 g trinitrobenzen dac3 randamentul
reactiei este 75%. : '

(Admitere treapta a II-a, licee profil chimie, Bucuresti, 1978)

1.2. A. Legitura covalent$ in chimia organicd.
B. S% se scrie reactiile de nitrare ale benzenului, toluenului gi naf-
‘talinei §i redati intrebuintiirile produsilor objinufi.

C. In 54 g ap¥ se introduce clor si se obtine o solufie care contine
de o mie de ori mai pufine molecule de clor decit molecule de aph. Si se
.afle volumul clorului introdus in apé.

(Admitere treapta a II-a, licee profil chimie, Bucuregti, 1979)

1.3. A. Fenolii.
B. Si se calculeze molaritatea solutiei care contine 49 g H,SO, in
0,5 1 solutie. '
C. Ce volum de solutie 0,3 M de acid azotic este necesar pentru neu-
-tralizarea 2-30 cm3 de solufie 0,1 M de Ca(OH),? -
(Admitere treapta a II-a licee, profil chimie, Bucuresti, 1980)
1.4. A. Cauciucul natural §i sintetic. '

B.1. tntr-un rezervor de 81 se afl} la temperatura de 35°C un amesteo
«de hidrogen gi azot. $tiind c# in rezervor se afli 2 moli azot i c presiunea
parfialy a hidrogenului este de 0,3 atm s se determine presiunea totali a
-amestecului de gaze.

2. Scrieti etapele obfinerii acetonei plecind de la propen#. Ce alchend
-se foloseste pentru prepararea metil acetonei prin aceeasi succesiune de
reactii '

(Admitere treapta o II-a, licee profil chimie, Bucuregti, 1980)
1.5. A. Scrieti ecuatiile reactiilor sau succesiunea de reactii prin care
:se obfin din etend urmitoarele : (a) polietileni ; (b) alcool etilic ; (¢) oxid
«de etileni ; (d) dicloretan ; (e) clorurd de etil ; (f) polistiren. e

B. Acizi tari, acizi slabi. Baze tari, baza slabe.

(Admitere treapta a II-a, licee profil chimie, Bucuregti, 1981) o
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L6. A. Se dau doui elemente E, (Z = 1) si E, (Z=35) care reacfioneazi.
dind un compus binar. Se cere :

a) valenta celor doud elemente ;

b) stabilirea caracterului legiturii din compusul format din E,

o F ’c) ce tip de cristal are compusul E,F, in stare solid ?
. B. Citd substant dizolvats confine 0,1 1 solutie 0,1 M de acid clor-
hidric ? :
C. Electroliza topiturii de clorur# de sodiu.
D. Scrieti formula structurali a compusilor propeni, 2-metil-2-

-butend, 3-metil-1-butens i explicati de ce nu pot prezenta izomeri geome-
trici cis-trans. ‘

E. Proprietifile chimice ale derivailor halogenat;i.
(Admitere treapla a 1I-a, licee profil chimie, Bucuresti, 1981)

I7. A, Electroliza solutiei iodurii de potasiu.

B. Se incilzesc intr-o eprubetd 2,45 g KCIO,.

a) S% se scrie ecuatia reactiei de descompunere.

b) Si se calculeze volumul de oxigen misurat la 20°C si presiuneam
de 1 atm ce se degaji din reactie (Mg = 39, My = 35,5, M, = 16).

C. Scrieti reactiile ce au loc intre :

— acid formic i alcool propilic;

— acid benzoic si hidroxid de potasiu ;

— acid acetic si fenoxid de sodiu.

D. Proprietiitile fizico-chimice ale alchenelor.-

(ddmitere treapla a II-a, licee profil chimie, Bucuresti, 1982)

1.8. A. Hidwoliza sirurilor.

B. Productia zilnici de hidroxid de sodiu prin electroliza clorurii de
sodiu este de 2 tone. Ce cantitate de clorurd de sodiu de puritate 929,
se consumi zilnic? ' )

C. Alcoolii, proprietitile chimice, utiliziri.

D. Clorurarea benzenului §i a toluenului,

(Admitere treapta a II-a, licee profil chimie, Bucuresti, 1982)

19. A. Caracterul metalic.

B. Proprietdfile chimice si importanta derivatilor halogenati.

C. Intr-un vas Erlenmeyer se giseste o solufie 0,02 M de perman-
ganat de potasiu slab alcalinizat. Prin solufia din vas se barboteazi etens
pind la decolorarea solufiei si aparitia unui precipitat brun. Dac# prin
solufia din vas se barboteazi 67,2 cm3 etend, ce volum de solutie a fost
decolorat? Ce cantitate de precipitat se formeazi (Mg = 39, My, = 55,
Mo =17, Mc =12, My =1). -

D. a) Explicati de ce clorura de sodiu se dizolv} in apd si nu se di-
zolvi in benzen.
b) De ce naftalina se dizolvd in benzen si nu se dizolvy in api?

(Admitere treapta a II-a, licee profil chimie, Bucuresti, 1983)
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L10. A, Si se discute natura legiturilor chimice in urmitoarele hidruri
% ssé sHeI spuné ce tipuri de retfele cristaline formeazs CsH, SiH,, CaH,,
o adl .

B. Citi moli de CO, se gisesc,intr-un litru de dioxid de carbon in
conditii normale.

C. Proprietéitile chimice ale alcanilor,

D. Toluenul este clorurat fotochimic, obtinindu-se un produs clo-
rurat 4 ce confine 44,1%, Cl, 52,1% O si restul hidrogen. Produsul este
hidrolizat cu randamentul de 909, rezultind o substan{s B. Se cer :

‘a) formule de structurs a produgilor 4 'si B;
b) cantitatea de clor necesar# pentru a prepara 32,2 kg substants 4 ;
c) cantitatea de produs B obf{inuts din substanta A. )

(Admitere treapta a II-a, licee profil chimie, Bucuresti, 1983)

L11. A, Ce compusi se obtin prin oxidarea (exclusiv arderea) urmitoa-
felgr hidrocarburi : (a) etend ; (b) 2-metilbuteni-2; (c) cumen; d) nafta-
ind.

B. Proprietétile chimice ale compusilor halogenati :

a) 8% se scrie ecuatiile reacfiilor studiate care evidenfiazi proprie-
tifile acestor compusi. :

b) Scriefi ecuatiile reactiilor de clorurare 2 toluenului aritind con-
difiile in care au loc aceste reactii $i denumirile produgilor de reactie.

C. Se di un amestec de gaze compus din 4 moli CO,, 44,81 g CO,
6 g H, si 6,023 - 1023 molecule de azot. Se cere :

a) Compozifia amestecului de gaze exprimati in procente molare.

b) Masa moleculars medie §i densitatea in raport cu aerul a ameste-
cului de gaze. : :

c¢) Volumul solufiei 2 m de KOH necesar absorbtiei unuia din gazele
din amestec pentru a obtine o sare neutri.

d) Cantitatea de HCl necesar# pentru a obtine prin electrolizi in
solufie, cantitatea de hidroxid de potasiu folositii la punctul ¢) precum
gi ecuatiile reactiilor care au loc la electrolizi. :

e) Reactia de hidrolizi a sirii obfinutd la absorbgia CO, in solutia
de hidroxid de potasiu. '

(Admitere treapla a II-a, licee profil biologie-chimie, 1984)
1.12, A. Reactii de aditie la hidrocarburile studiate.

B. In sinteza acidului clorhidric din elemente, din 142 kg clor intro-
dus: in fabricatie, se obtin 116,8 kg acid clorhidric. Cu ce randament s-a
luecrat?

C. Si se egaleze, prin metoda redox, urmitoarele ecuatii chimice :
H,S0, + § - SO, 4+ H,0,
Cu + HNO; = Cu(NO,), + NO + H,0.

D. Ce metodd se folosegte pentru obfinerea fenolului la Combinatul
Chimic din Borzesti?

(Admitere ireapla a II-a, profil chimie, Bacdu, 1984)
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1.13. A. Proteine : definifie, clasificare, proprietdti.

B. Se amestecs 400 g solutie 109, hidroxid de sodiu cu 400 g solutie
509, hidroxid de sodiu §i cu 200 g api. S4 se afle concentratia procentuald
a solufiei obtinute.

C. Scriefi ecuatiile reactiilor transformé#rilor de mai jos
a) eten#i - acid propionic,

b) acetilens — acid acrilic,

¢) toluen - acid fenil acetic,

d) p. xilen — tereftalat de metil,

e) etend -» acetat de etil,

f) naftaling - anhidridd ftalicd.

(Admitere treapta a II-a, licee profil agricol, Bacdu, 1984)

I.14. A. Metode de pre’pa,ra,re\a, compugilor halogenati.

“ B. Se dau doud elemente: B, (Z =1) si T, (Z = 35) care reacfio-
neazi dind un compus binar. Se cere :

a) Valenta celor dou# elemente,

b) Stabilirea caracterului legdturii din compusul format de E,
cu B,

¢) Ce tip de cristal are compusul E,E, in stare solid ?

C. Se supun electrolizei 500 g solutie de sulfat de cupru de concen-
tratie 209%,. Ce cantitate de metal se depune la catod? Ce gaz si ce volum
din acest gaz (in concifii normale) se degajé la anod?

(Admitere treapta a II-a, licee projzl indusirie alimentard, chimie
indutriald, Bacdu, 1983)

I.15. A. Reactii comune aldehidelor si cetonelor.

B. Se di un amestec de gaze : 0,5 moli CO,, 33,6 1 CO, 8 g H, i
0,001 kmoli N,. S& se determine :

a) Compozitia, in procente de moli, a amestecului.

b) Masa ‘moleculari medie, densitatea medie §i densitatea in ra,port
cu aerul a amestecului.
' ¢) Volumul de aer (cu 20% O, in volume) necesar pentru arderea
amestecului.

d) Volumul solutiei de NaCl 6 M care prin electrolizé formeaz# aceeasi
cantitate de hidrogen cit confine amestecul.

C. Se di o substant organicd cu masa moleculars 60, confinind 60%
carbon i avind raportul masic O : H= 2:1. Substanta prezmté, 3 izo-
meri A, B, C. Izomerul 4 nu se oxideazd si nu hidrolizeazs. Izomerii -
Bsi 0 se oxideazy blind si rezultd produgii D, respectiv E. Substanta B
reactioneazé cu reactivul Tollens. Se cere :

a) Si se identifice izomerii 4, B, C.

b) Volumul de aer (continind 209 O,) necesar arderii complete a
12 g izomer A.

¢) Succesiunea transformrilor de la D la E §i de la F la D.
(Admitere treapta a II-a, licee profil chimie-biologie, 1985)
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L16. A. Legitura covalents polari. Interactii intre molecule polare.

B. Indicati ciile de sintez# §i reactantii necesari pentru transformirile &

1. metan - poliacrilonitril, '

2. etend -» propionat de etil,

3. para-nitrotoluen - acid p — acetil-amino-benzoic,

4. benzen -» acid 2-clor-4-nitrobenzoic.

C. O cantitate de 34,4 g grisime este supusi hidrolizei alcaline cu
400 cm3 solutie 0,5 m hidroxid de potasiu. Dupd hidroliza total% a gri-

simii (randament 1009,) excesul de hidroxid de potasiu este neutralizat
de 40 g solutie HCIl cu o concentratie 7,39, Se cere :

1. S# se determine masa de hidroxid de potasin (exprimat} in grame)
- mecesard pentru a hicdroliza 1 g grisime. -

2. Notindu-se acizii din grisime cu formule generale (de tipul R—
—COOH), s se scrie ecuatia chimic# a hidrolizei unei grisimi in prezenta
hidroxidului de potasiu.

Mase atomice: C =12, H=1, O =16, X =39, Cl = 35,5.

(Admitere treapta a II-a, licee cu profilele : chimie-biologie, samitar,
Jezscd-chimie, iulie, 1986)

L.17. A. Hidroliza sirurilor.
B. Proprietéitile chimice ale acizilor carboxilici.

C. Se realizeazd succesiunea de reactii :

Btens 2% oxid de etent "% (Groely.

(Randamentele sint mentionate in schems)

Se cere :

1. S& se scrie ecuatiile reactiilor chimice si conditiile de reactie.

2. Ce cantitate de oxid de etend (kg) se obfine din 2 000 m3 eteni
(misurati in condifii normale).

3. Ce cantitate de glicol (kg) se obtine din 2 000 m3 eteni (misurati
fn condifii normale). .

4. Ce formul# procentuali are glicolul?

Mase atomice: C =12, H =1, 0 = 16. .

(Admitere treapta a II-a licee cu profilele : materiale constructii, in-
dustrie alimentard, chimie industriald, industrial-agricol, alimentatie pu-
blicd, iulie, 1986)
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| Subiecte date la examen 207-211
REZOLVARI 212-231 -

I.1. A. Subiectele se vor trata conform cu manualul, urmirind :

a) Valenja : definitie, valen{a ionicd pozitivii, valenta ionicd nega-
tivii, valenta pozitivi a metalelor tranzifionale, elemente cu valentd va-
riabild, covalenta.

b) Legdtura ionicd : tipuri de clemente care formeazd o astfel de
legiiturs, formarea ionilor, cauza transferului de electroni, forfele electro-
statice, ioni monoatomici, ioni poliatomici, exemple de substanfe cu legé-
turi ionice. . :

¢) Substante ionice : retele ionice, particule in noduri, forte, proprietati.
- B. Se va trata conform cu manualul de clasa a X-a dupd urmétorul
plan :

Definifie alchine, exemple. Structura. triplei legituri, caracterul
nesaturat i proprietifile specifice.

Reactii de aditie. Aditia H,, conditii, denumirea compusilor. Adi-
tia Br,, Cl,, conditii, produsi de reactie, izomeri cis, trans, utilizdrile pro-
dusilor. Adiia HCI, conditii, polimerizarea clorurii de vinil. Adifia HCN,

conditii, polimerizarea §i copolimerizarea cu butadiend a acrilonitrilului.
Aditia CH,COOH, conditii, polimerizarea acetatului de vinil. Adifia apei
la acetilend, conditii, utiliziirile acetaldehidei. Aditia apei si la alchine
superioare rezultind cetone.

Dimerizarea acetilenei, conditii, obtinerea butadienei, obfinerea
cloroprenului, polimerizarea cloroprenului.

Trimerizarea acetilenei, condipii. '

Oxidarea, arderea, utiliziri. Oxidarea cu solufie de permanganat de
potasiu. :

Reactii de substitutie : caracterul slab acid al acetilenei, explicatii.
Reactia cu sodiu, denumirea produgilor de reactie, stabilitatea termicd,
hidroliza carburii de calciu si a acetilurii de sodiu scrisé ionic si molecular,
refacerea alchinei de la care provin. Reactia cu clorura diaminocuproass,
cu reactiv Tollens, prepararea reactivului. Caracteristicile acetilurilor
metalelor tranzitionale. Reactii de substitutie cu metalele servesc la iden-
tificarea triplei legituri marginale. Utilizérile acetilenei.

C. :

o

7 H, SO,
* 3HO-NO, ——
N\ M 0N N N,

1,3, 5-trinitrobenzen
Varianta I. !
MCcHe = T8 g, MHNO_., = 63 g, -MT-N.B. = 213 g. Masa utild de OGHG'
se obtine din:
78/ = 213/639.= x = 234 g C,H,.
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Masa de benzen consumatd se obfine din formula randamentului

= masa utild de C;H, .100.
masa consumatd de C;H,
Avem 1 m, = 234 -100/75 = 312 g C.H,.
Analog pentru HNO, :
3-63/y = 213/639 = y = 567 g HNO, mas} utili.

m, = 567 100/75 = 756 ¢ HNO; §i ms = 756 - 100/63 = 1200 g

solufie 639, HNO,.
Varianta a II-a.
salui Se aflii masa teoreticd de trinitrobenzen, aplicind formula randamen-
ui :
N = My 100/m, = m, = 639 - 100/75 = 852 g.

Din ecuafia chimics se afli cantitatea consumati de benzen :
78/x" = 213852 = 2’ = 312 g benzen.

Analog, pentru acid azotic :

3- 63y’ = 213/852 = y’ = 756 g, Mux = 856 - 100/62 = 1200 g.

1.2, A. Se va dezvolta conform cu manualul de clasa a X-a, folosind 8
unele notiuni din clasa a IX-a. In compusii organici intilnim legituri
fonice (fenoxizi, acetati, siruri de alchil amoniu, sipunuri, acetiluri) si .
deglituri covalente (polare, nepolare §i coordinative).

Definitia legiturii covalente. La formarea legiturii covalente ele-
mentele organogene participd cu orbitali in stare fundamentaly sau cu
-orbitali hibrizi (sp3, sp? sp). In compusii organici se intilnesc legituri
simple (sigma), duble si triple. Compusii care au numai legituri sigma sint
saturafi, iar cei cu legituri multiple prezinti caracter nesaturat sau aro-
matic (in cazul celor care contin nucleu aromatic). Proprietitile specifice
degdturii covalente :

a) orientarea in spatiu, exemple ;

b) unghiurile dintre atomi, exemple ;

c) atomii legati covalent formeaz§ molecule.

B. Reactia de nitrare se realizeazi cu amestec sulfonitricsi consts
in introducerea unui numir de grupe NO, in molecula unor compusi
-organici. Grupa nitro este un substituent de ordinul IT si va orienta in
Dozitia meta :

° o,
O HONO,/ H,50, (Z | HONO, / H,S0,
“NO,
mononitrobenzen m.dinitrobenzen

_ ffoz

HONO, / H,S0, O |
—H,0 '
2 oN NN,

1, 3, 5-trinitrobenzen
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Mononitrobenzenul este utilizat in parfumerie §i la objinerea ani-
linei_dupéd reactia:
\o: e

6e /6H*
—2H20

Toluenul se nitreazi mai usor ca benzenul :

(.;,H3 '"H3
7N 2HONO, / H,S0, #NO2 2HONO,/H,S0,
2 A | -2H,0- —2H,0
N02
t p.nitrotoluen  a.nitrotoluen
CH
.G ] [ 3
NO2 2HONO, 202"l AN
2 —2H20
' |
7‘1102 NO2
2.4 dinitrotoluen trinitrotoluen {trotil)
exploziv

Naftaling se nitreazi numai in pozifia «. B-nitronaftaling se obfine

prin cdi indirecte.
HONOz
—HZO

- nitronaftalinag

a-nitronaftalina se foloseste in industria colorantilor, iar prin reducere«
formeazii «-naftil amind :

NO; NH;
6e /6HY (7
2H0 I |

C. In ipoteza e# clorul nu reactioneazs cu apa, ci numai se dizolvi
fizic, avem :

Ny,0 = 54/18 = 3 moli.
Numirul de molecule de apd este :
Nuo = n+ N = 3+6,023 - 1023 = 18,069 - 1023
sa (z)a,zgunci, numirul de molecule de clor este s Ne¢j, = Nu,0/10% = 18,069 -
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4.3. A. Subiectul se va trata conform cu manualul de clasa a X-a, urmg-
rindu-se 1

Definifie fenoli, clasificare. Izomeri de pozifie la creozoli, naftoli,
difenoli de functiune cu eterii aromatici (monofenolii).

Obfinere prin metoda cumen, topire alcaling si din gudroanele de
Coesificare (exemplificare pentru fenol, naftol §i un difenol).

Proprietiiti fizice. Structura fenolului si influenta reciproc intre
mueleu §i grupa OH. Reactii pentru —OH ; fenolii sint acizi mai tari
-decit apa i decit alcoolii ; reactia cu bazele, proprietitile fenoxizilor, dez-
i%ouirea fenolului de ciitre acidul carbonie, de acidul acetic, dar nu i de

tre api.

Esterificarea cu cloruri acide, identificarea cu FeCly (culorile de la
partea experimentaly din manual). Reactii pentru nucleu de substitutie
{halogenare, nitrare, sulfonare), de condensare cu formaldehids in mediul
#eld gi bazie, de hidrogenare pinj la obtinerea relonului fibrs poliamidics.

Utiliz#rile conform manualului.

B. Molaritatea se calculeaz# dup# formula :
' M = gV My = 49/0,5- 98 = 1.,
a. 2HNO; + Ca(OH), = Ca(NO,), + 2H,0,
Mcaony, = T4 8, Muno, = 63 g.
Din formula molariti#tii se determin ;
Mcaon), = M Veor * M3 = 0,1-0,03- 74 = 0,222 g.
Acyom, = 0,222/74= 0,003 moli, sau mcuom), = Mm* Ve = 0,1+ 0,02 =
= 0,003 moli.
Din ecuatia reaetiei se determind masa de HNO, :
|2 63/5 = T4/0,222 = 2 = 2+ 63-0,222/74 = 0,378 g HNO,

Sau din ecuatie se observi ¢4 se consumi de dous ori mai mul{i moli
de acid fat# de bazi, astfel cii nuvo, = 2- 0,003 = 0,006 moli.

Vol Hivo, = mg/m - M, = 0,378/0,3 - 63 = 0,021 = 20 m], sau
Vst mno, = 1r. moli/molaritate = 0,006/0,3 = 0,021 = 20 ml.

44. A. Cauciucul natural se va trata conform cu manualul de clasa
a X-a, ,

In fabricarea cauciucului sintetic se disting dous etape : (a) fabrica-
Tea monomerilor §i (b) polimerizarea sau copolimerizareas monomerilor.
Definirea §i reprezentarea generali a polimerizirii. Tipuri de cauciuc
sintetio 1

— canciuc polibutadienic : butadiena se obtine prin dehidrogenarea
-amestecului de gaze (butan, butene) gpoi polimerizarea conform' cu ma-
‘aualul ; o o

— cauciuc cloroprenic : obfinerea cloroprenului din C,H, si apoi
‘polimerizarea ;

— cauciuc butadienstirenic : obfinerea stirenului §i copolimerizarea
-9u butadieni ; : s

— cauciuc butadienacrilonitrilic : obfinerea crinonitrilului gi copoli-
wmaerizarea cu butadieni ; ) o A ;
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— cauciuc butadien-x-metilstirenic : obtinerea «-metilstirenului gb
copolimerizarea cu butadieni.

B. a)

pu,V = nmu,RT; px,V = mRT; p = pu, + pn, = Pu, + m,RT|V,=

= 7,11 atm
b) Varianta I.
3= H OH PO, /A1;0, CH4~CH—CH __lol___
H,C=CH=CHy+ H-0H 5 cm, 300~ °79 T 0y RS,
' propanol-2
—~H,0 + CHy=C—CHy )

0

acetona

Varianta a 1I-a.

o e HOH
H,C=CH~CHy + HOS03H ——H,C— CH—CH; ——~

0SOzH
sulfat acid de _HZSOI’
izopropil

~CHy~ GH-CHy
OH

o))
/07:H2S0,

CH;3— fn:—CH3 +H,0
0

Varianta a¢ 111-a.

NaOH/alc :
Hzc=CH—CH3 + Clz '—"CHZ-CH"CH3 —O—"' HCEC"’CH3:
! ] -2 HCl
ct Cl
1,2 diclerprepan
He=C—CHy+ H-0H 250 _ [y c=c—ch,. — CHy— C—CH,
Hg SO, : éH v 5 .

Pentru a_obtine metilacetona se pleacsd de la butend 1 sau 2 :

" e —

‘ H2C=CH.—CH2—CH3 _
! sau H=OH o1 — CH=CHp— CHa — [8] —
[; CHy— CH=CH-CH; HzS0, CI)H 20r207 ;Hz90,

""‘Hzo + CH3_ go" CHZ_ CH3
0 - a4

~

016



1.5. Al ’ '
G) nH2C=CH2 amilsodw __ —(CHz‘CHz )n-'

HOH/20FC _ ¢ 4y, o4

b) H2C=CH2 + HOSOgH —_— H3C_ (}Hz —H:SO;

0S03H
sulfat acid de etit
HOH /80 atm

H,C=CH
22T PO, /41,05 ,300°C

CH3~CH3—0R i metoca nzustriaia)

0,
c) H,C=CH, + %oz A9, 250C _ pyc—CHy

. .
.d) HC=CH, + Cly 22— HC—CH
a

e) H,C=CH; + HCl ——— H3C— CH,—Cl

£) HC=CH, + Gy AL oM HC-CHy —— HC=CH,

CS HS z CsHs
etil benzen VIrEiS!titgeerr;z)en
nH(I_‘,=C|-|2 peroxz H(I;_ CHy Jn—
CeHs CeHs
polistiren

B. Subiectul se trateazd conform cu manualul de clasa a IX-a.

Definitia Bronsted a acizilor tari §i a acizilor slabi; exemple.

Variapia tiriei acizilor in grup# si in perioadd. Reactia acizilor ca
metalele, neutralizarea §i dezlocuirea celor slabi de cei tari; gradul de
ionizare.

Definitia bazelor dupé Bronsted, exemple de baze Bronsted. Defi-
nifia bazelor tari si slabe; exemple. Variatia tiiriei bazelor in grup# si in
perioad#. Dezlocuirea bazelor slabe de citre cele tari din sdruri.

Existd gi substante cu caracter acid §i bazic. Aceste substante ca
acizii tari reactioneazi ca baze §i cu bazele tari reactioneazdi ca acizi.
Acegti compugi se numesc amfolifi (substante amfotere). Exemplificarea
.caracterului amfoter. :

1.6. A. a) Configuratiile electronice ale celor doud elemente sint :
K=1 K=2 L=8 M=18 N=1T
B :—; E: ; P = Tt
1s 1s? 282 2p% 352 3p®3dl0° 45 4p°
Se observi ci elementul E, este hidrogen si este situat in grupa I,

perioada 1; are deci valenta -1 (H* proton), —1 (H~ hidrurd) si cova-

Jenta 1. . ‘
Elementul E, este un halogen situat in grupa a VII-a, perioada a

4-3 gi are valentele —1 (X~ halogenur#), +1, +3, 45, 47 sicovalenta 1.

b) (By) + (B,) - 2(E,) (E,). Se recunoaste ci E, este bromul gi
reactia este: H, + Br, = 2HBr. _
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¢) Legitura B, — E, este o legiiturd covalents de tip o polard s
By 4 ~:E:2= - B, — 1:1?2: sau H — Br

La formarea acestei legituri particips orbitalii s si p 1

(TN
o<

d) Cristal molecular cu forte dipol-dipol intre molécule.
B. Din formula molariti#fii m = ma/Vei* Ms rezultd my =

=y Ve Mag=0,1-0,1-36,5=0,365 g, san .
llsol. .. ... . 0,1 moli HC1
01lsol. .. ..., n moli HCI

n = 0,1- 0,1 = 0,01 moli HCl
m=mn*M=0,01-36,5 = 0,365 g HC1

C. Se va trata conform cu manualul clasei a IX-a.

Definitia electrolizei, fenomen redox. Apoi se prezinti electroliza.
precizindu-se ci la catod are loc reducerea, iar la anod oxidare si totodath.
se precizeazi reactiile principale si secundare.

D.

CaHg ; H,C=CH—-CH; ; CsH;=>H,C—C=CH—CH, ;

¢
CHy

Csqu* Hzc = CH -.ICH - CH3
CH,

Acesti compusi indeplinesc condifia de impiedicare a rotatiei libere:
& doi atomi de carbon prin prezenta dublei legdturi, planul de referint#
fiind planul legiturii perpendiculare pe planul legiturilor. Dar nu inde-
plinesc a doua condifie necesard existentei izomerilor geometrici, neiden-
titatea simultand a substituentilor de la atomii de carbon din dubla legs-~
turd : '

E. Se trateazd conform cu manualul clasei a X-a dupi urmi#toarele
puncte : .

Definiia derivatilor halogenati, 2-3 exemple. Structura, polari-
tatea legiturii oC — X formatd din orbitalii hibrizi (sp, sp, sp® si p,
gi reactivitatea acestor compusi.

Hidroliza, derivatilor mono, di (vicinali, geminali) gi_ trihalogenaii,
reactii generale §i cazuri particulare,



Derivafii halogenai sint agenti de alchilare. Prin alchilarea amonia~
cului se obfine un amestec de amine primare, secundare si terfiare, alituri
de siruri cuaternare de amoniu. Astfel se obfin detergenti cationici de
forma i

-

_CHy |
CH3( CHz)n_N<CH3
CH,

in care » = 10 ...16. Metoda alchiliirii este folositd la obtinerea amine-
lor mixte (N, N-dimetilanilina).

Derivatii halogenai sint agenti de alchilare pentru arene, obfinin-
.du-se alchil arene.

Dehidrohalogenarea derivétilor halogenati si obtinerea alchenelor.
Reactia cu Mg in mediu de eter anhidru, importanta reactiei.

Reactia cu cianuri alcaline ; importanta reactiei pentru obfinerea de
amine, amide, acizi cu caten% mﬁ,rlté. (se va da un exemplu general §i cite
un caz particular cu denumirea aminei, amidei §i acidului rezultat).

Derivatii halogenafi pot fi halogenati, objinindu-se compusi poli-

halogenati (CH,CL + Cl, 1%, GH,CL, 4 HOD).
Derivatii halogenafi nesaturati polimerizeazd (clorura .de vinil,
<loroprenul, tetrafluoretena).

1.7. A. Electroliza solutiei de iodur3 de potasiu se trateazd dup# manualul
-clasei a IX-A : definifia electrolizei, fenomen redox : la catod reducere,
ia anod oxidare. Prezentarea ionilor din solutie, descircarea lor, identifi-
garea produgilor de reactie, ordinea de descircare a unor ioni.

Y B.a) 9KClO, - 2KCl + 30,

b) Varianta I.

Myco, = 122,5g; 2-122,5/2,45 = 3- 224V, » V, = 0,672L.
V,/T, = V|T (p = constant) » V = V,T/T, = 0,672 - 293/273 =

=0,721 1.
Varianta a II-a.
Numirul de moli de KCIO; este r 2,45/122,5 = 0,02.

2 moli KCIO, . . . . . 3 moli O,
0,02 moliKCIO, . . . . »

n = 0,02 - 3/2 = 0,03 moli

¥a = 0,03-22,4 = 0,672 15 Vo/Ty = V|T - V = V,T|T, = 0,721 L
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. C. a) HCOOH -+ CH,—GCH,~CH,0H 2H,0 - HCOOC,He

esterificare - formiat d,

propil

b) CH,COOH 4 NaOH - C;H;COONa 4 H,0

neutralizare . benzoat de
sodiu
¢) CH; —COOH + CHOK - CH;—COOK -+ CH;—OH
dezlocuire acetat de . fenol
potasiu

D. Subiectul se trateazd dupid manualul de clasa a X-a §i anume :
Definirea alchenelor, exemple. Structura dublei leg#turi; intre molecule
se exercitd forfe de tip Van der Waals, care explicy propriet#tile fizice ale
alchenelor. Proprietétile fizice conform manualului. Caracterul nesaturat
pus in evidents prin reactii de aditie : definifia aditiei, prezentare general¥ ;
aditia H,, conditii, prezentarea catalizei eterogene.

Reactii de aditie: adifia X,, recunoagterea dublei legituri; aditia
HX (HI, HCl, HBr) conform cu legea lui Markovnikov; adifia H,O :
reactia generald in prezenta H,S0,, condi{ii. Aditia H,O la eteni, singura
alcheni care di alcool primar, conditii. Prin aditia H,O la alchene supe-
rioare se formeaz$ alcooli secundari.

Alchenele sint agenti de alchilare pentru arene ; conditii, exemple :
etena, propena ; reactii. :

Alchenele dau reactii de substitutie in pozitia alilics la 300...600°G
(de exemplu, propena -Cl,).

Oxidarea alchenelor : arderea, oxidarea incomplety cu KMnO, -+
-+ HOH cu formarea de dioli vicinali ; oxidarea cu dicromat de potasiu in
medin de acid sulfuric determind ruperea dublei legituri cu obtinere de
acizi sau cetone (reactia serveste la determinarea pozitiei dublei leg¥turi
in molecula alchenei); oxidarea cu aer la 250°C pe argint.

Polimerizarea alchenelor : definitia polimerizirii, prezentare generall
a polimerizirii, polimerizarea etenei, propenei si izobutenei. d

1.8 A. Definitia sdrurilor, exemple de siruri acide, neutre §i sfruri orga-
-nice (acetiluri, fenoxid de sodiu). .

Definitia hidrolizei. Cazuri de hidrolizi in functie de natura sirii.
Hidroliza, CaC, ionic §i molecular. Fenoxizii nu hidrolizeazi.

Gradul de hidrolizi.

electrolizd

B. 2NaCl 4+ °2H,0 ———52NaOH + Cl, + H,

2.58,5/x = 2-40/2 000 —» z = 2 925 kg NaCl purj
Myac1 29, = (100/92)-2 925 = 3 179,36 kg.

C. Subiectul se prezints pe baza manualului de clasa a X-a dup#
urmitorul plan :

a) Definitie alcooli, exemple de alcooli;

b) Caracterul slab acid al aleoolilor, reactia cu sodiu sub forma gene-
rali, exemplu concret. Caracteristicile alecooxizilor (substante ionice ce
hidrolizeazd total cu apa, dovadé c¥ alcoolii sint acizi mai slabi cu apa).
Cu cresterea catenei, aciditatea scade. Polialcoolii sint acizi mai tari (gli-
cerina reactioneazs §i cu hidroxizii insolubili cum ar fi Cu(OH),, reactie
de recunoagtere a glicerinei).
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¢) Deshidratarea : condifii. Deshidratarea la alchene, in general i
eaz particular ; deshidratarea la eteri, caracteristici ale eterilor ; deshidra-
tarea ghcermel.

d) Esterificarea alcoolilor : definitie esterificare, condlt,u Reactii
de esterificare cu: acizi minerali (CHZ,OH 4 HOSO,H, glicerin¥ -
+ HONO,), acizi organici (CH;COOH - etanol, acid tereftalic 4 glicol,
acid metacrilic -~ metanol) §i cu anhidride ac1de, glicerina este in naturd
esterificatd cu acizi grasi (gliceride), cu cloruri acide.

e) Oxidarea alcoolilor : arderea; oxidarea blind% in medm de
K,Cr,0, 4 H,S0, a alcoolilor primari §i secundari; oxidarea energetics
in mediu de KMnO, -+ H,SO, a alcoolilor pnma.n, secundari, terfiari.
Oxidarea metanolului :

o 30000 My + CH,0

CHsOH oo

Oxidarea fermentativi a etanolului.

f) Utilizéiri conform cu manualul.

D. Se trateazi conform cu manualul clasei a X-a: Definitia cloru-
ririi. Datoritd caracterului aromatic, arenele se clorureazi prin reactii de
aditie §i prin reactii de substitutie. Clorurarea C;H, prin aditie : conditii,
definirea produsului de reactie, utiliziri. Clorura,rea cataliticsi, prin substi-
tutie a CgH,: reacfia, denumirea produsului, utilizarea la obfinerea DDT
§i a colorantllor Clorurarea toluenului in caten#: conditii, denumirile
prodlisxlor ce rezulty prin hidroliza lor (benzaldehida, acid benzoic, alcool
benzilie)

Clorurarea toluenului in nucleu : conditii, denumirile produsilor.

HZO +Cu +CH,0

I. 9. A. Definitia caracterului metalic. Caracterul metalic se pune in evi-
denti prin:

— energia de ionizare (cu cit este ma? micé cu atit caracterul metalic
este mai pronuntat);

— tiria bazelor (cu cit baza este mai puternicd cu atit caracterul

metalic este mai pronuntat);

— ugurinta cu care se oxideaz#, descompun apa, dezlocuiese hidro-
genul din acizi;

— prin solubilitatea oxizilor in apé. :

Caracterul metalic variazi in lungul perioadei si in lungul grupei.
Variatia caracterului metalic in lungul perioadei este exemplificat pentru
metalele Na, Mg, Al in tabelul urmétor: -

Proprietatea Na Al Mg Concluzii
Valenta 41 +2 <+3 creste
Energia de ionizsre E; < E, <E; cresle
Reactii de oxidare f. usor aprins aprins scade usurinfa

Na,O MgO (Al,0;) de oxidare
Solubililatea oxizi- | usor solubil greu solubil insolubil scade solubilitatea
lor in apd
Taria bazelor NaOH Mg(OH), Al(OH), scade tidria bazelor
f. puternic tirie mijlocie amfotera
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Caracterul metalic scade de 1a Na spre Al.

Elementele cu caracter metalic sint asezate in stinga sistemului
periodic.

Variafia caracterului metalic in. grup# : de exemplu, pentru metalele
Na, K, Rb, Cs caracterul metalic creste de la Na spre Cs. Cele mai active
metale se gisesc in grupa I §i cel mai activ este cesiu.

Metalele tranzitionale cu electronul distinctiv in substratul d ; valenti

variabild, exemple. :
Lantanidele si actinidele au electronul distinctiv in substratul f.

B. Vezi 1.6.E. Utilizirile, tot conform manualului de clasa a X-a.
in plus, utilizarea derivatilor halogenati ca agenti de alchilare pentra
amine sau pentru arene.

3H,C=CH, +2KMnQ, +l.H0H——3HZ(I:—(IZH2 +2Mn0, + 2KOH
OH CH

sau 2KMnQ, +HOH ——2KOH + 2Mn0, + 3(0)

C.
3H,C=CH, +3(0) +3H-0H 3H2(|3— gHz [ glicot }
CH OH
Variantia I.
3:224 1CH;. . . . . . 2 moli KMnO,
0,06721. . ... ... @
2 = 2:1073 moli KMnO,
1lsol. .. .. . 2:10~2 moli KMnO,
V........ 2-10~3 moli

V = 0,1 1 solutie KMnO,
Varianta a II-a.
N, = 0,0672/22,4 = 3-1073 moli

dmoli CGH, . . . . .. 2 moli XMnO,
3.10°3C,H, . . .... z

x = 2:1073% moli KMnO,
Vot = figoy/molaritate = 2-10-3/2.10-2 = 0,1 1.
Varionta ¢ III-a.

392241 CH, . . .. .. 3-16 g (0)
006721 ... . .00 00 ”

n, = 48-1073 g oxigen.
3-16 g oxigen . . . . 2.158 g KMnO,
48.107% . . . . . . .m

MEymo, = 316-1073 g
m = mg[V+ My~ Vg = mgfm- M, = 316-1073/2-1072.158= 0,1 1.
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D. Dizolvarea unei substanfe cristaline intr-un lichid constd in:

— desprinderea particulelor din refea in urma interactiunii dintre
particulele solventului si cele din retea; °

— stabilirea unor noi interactii (legituri) intre particulele desprinse
gi cele ale solventului.

a) La dizolvarea clorurii de sodiu in ap#, aceste doud faze sint date
im manualul clasei a IX-a.

Noile legiituri care se stabilesc sint de naturéd electrostatics ion-dipol.
Deci intre solvat §i solvent exist# o afinitate.

Dac# cristalele de clorur# de sodiu sint introduse in benzen, nu apar
interactii deoarece moleculele de benzen sint nepolare (intre molecule
se exercité forfe Van der Waals). Ca urmare nu exist afinitate intre iont
si molecule nepolare.

b) Cristalele naftalinei sint cristale moleculare ce confin molecule
nepolare, cu forfe Van der Waals. Intre moleculele de benzen (nepolare)
§i moleculele naftalinei (nepolare) apar forfe de atracfie de tip.Van der
Waals ; fiind o afinitate intre solvat §i solvent, dizolvarea are loc. Apa,
solvent polar cu legituri de hidrogen intre molecule, nu va dizolva nafta-
lina. Infre dipolii apei §i moleculele nepolare ale naftalinei nu se stabilese
nici un fel de interactii.

L10. A. Intre elementele cu caracter electrochimic diferit (metale §i ne-
metale) se stabilese legéituri ionice, iar intre elemente cu caracter electro-
shimic apropiat se stabilese legéituri covalente (intre memetale).

a) CsH : Cesiu metal puternic electropozitiv gi hidrogenul nemetal
sonduc la legituri ionice Cs*H™; cristale ionice cu forte electrostatice de
atraciie. .

b) SiH, (siliciu nemetal, hidrogen nemetal)—legituri covalente ne-
polare (moleculd simetricsi, tetragonald, 109°28’), cristale moleculare cu
forte Van der Waals.

¢) CaH, (Ca metal, H nemetal) — legituri ionics Ca2+2H", cristale
fonice, cu forte electrostatice intre particule. -

d) H,S (S nemetal, H—nemetal) legituri covalente polare, 90°, cris-
tale molechlare cu forfe dipol-dipol.

e) HI (H nemetal, I nemetal)—legituri covalente polare H-I. Legi-
tura o este format# din orbitalul p, al iodului §i s al hidrogenului. HI
formeazd cristale moleculare cu for{e dipol-dipol.

B. n¢o, = (1/22,4) moli/l.

C. Tratarea conform cu manualul clasei a X-a:

a) Definitfie alcani. :

b) Legiturile din moleculele alcanilor, clasificarea proprietitilor —
conform manualului.

¢) Halogenarea : definifie reactie de substitutie, definitie halogenare,
agenti de halogenare Cl,, Br, (cu F, nu se halogeneazi direct pentru ci
este foarte activ, iar cu I, nu se halogeneaz# directfiind un halogen
foarte putin activ); exemple dg clorurare, conditii, utiliziirile produsilor
obtinuti.

d) Oxidarea : tipuri de oxidare, arderea, amestec detonant, oxidarea

.QH, cu aer, oxidarea catalitici a metanului, amono-oxidarea meta-
. . » . °C, catalizator
mului, oxidarea alcanilor superiori la acizi gragi (R—CH, Lfl__“;,
RCOOH - H,0), conversia metanului cu vapori de api.
e) I zomerizarea (conform manualului).
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f) Descompunerea termicd : stabilitatea termici a alcanilor ; dehidro-
genarea §i cracarea ; dehidrogenarea cicloalcanilor ¢u obf{inerea de arene;
dehidrogenarea §i ciclizarea (la 500°C, 1530 atm, catalizator de platini)
aleanilor cu formare de arenge.

D. a) Se calculeazi formula brutéd a produsului 4 :
Ol: 44,1/35,5 = 1,24, ng = 1,24/1,24 = 1,
C: 52,1/12 = 4,34, m = 4,34/1,24 = 3,3,
H: 3,8/1 = 3,8, ny = 3,8/1,24= 3,

CeH;—CH; + #:Cl, » (C3,,H3Cl), +2-HCl =350 =T =>n =2
(p;*odusul 4 este clorurd de l)leqzﬂiden CH;—CHC], si se obtine conform
reactiei : OgH;—CH, -+ 201,———, C;H;—CHCl, -4 2HCI).

continuare, prin hidroliza produsului A se obtine produsul B
— aldehida benzoic# :
C¢H;—CHCI, +- H,0 - 2HCl 4 G;H;—CH = 0.
b) Avem: Mg, = 71, M, = 161.
Varianta 1.

-%i—- = 32’2”, mch = 28,4 kg.
28, My,
Varianta & II-a. i
° n4 = 32,6/161 = 0,2 kmol
lkmold . .... 2 kmof Cl,
0,2 ...... Ncy,

'n'cl, = 0,4 kmol
de unde m¢, = 0,471 = 28,4 kg.
c) Avem : Mp = 106.

Varianta I.
1kmold ... .1kmolB
. 02 . ... ... np

ng = 0,2 kmol, mp = 0,2-106 = 21,2 kg.
Mpractics == (90/100)°7"/B = 19,08 kg.
Variania a II-0.

Cantitatea teoreticii de cmﬁpus A necesary este m,=(90/100)-32,2 =
= 28,98 kg.

mps = 28,98-106/161 = 19,08 kg.
1.11. A. a) Oxidarea etenei cu solujie de-KXMnO, slab alcalinizats :

2KMnQ, +HOH—=2Mn0, + 2KOH +3(0)
H2C=CH2 +(0)+ HOH—'—ICHZ— (‘:HZ (glicot )
OH OH
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Oxidarea etenei cu aer in prezenta Ag la 250°C:

HC=CHy + — 0y 2 /250°C HG-oH, B ¢y —ch,
k] OH OH

oxid de etend

.

b) Oxidarea 2-metilbutenei-2 cu KMnO, |- HOH :

i '0 QH
Ha CH3

2-metil butandiol-2,3

h=C=CH— CH, {01+ HOH ¢y

Ty

Oxidarea cu solufie acidulati de dicromat de potasiu:

4H,80, -+ K,0r,0, = H,S0, -+ Or,(S0,); -+ 3(0) + 4H,0

CHy~C= CH = CHs J(—O’—CHa-t“:- CHy + CHa— COOH
CH, 0 ,
acetond acid ccetic

¢) Oxidarea cumenului cu aer 1a 120°C si 4 atm

ACH3 .
H,C-CH—-CH H,C-C H
* 3 > 1N0-0-H Q
© 0, /120°C, 4atm . - @ H,SQAiluat g:%) . 7 ‘
' NN

CH,

acetong  feroi

cumen migroperoxid de

12007 cpxlbmwn

d) Oxidarea naftalinei cu aer la 350°C si catalizator V,0; conform
manualului.

B. a) Vezi 1.6.E.

b) Reactia in catena 'la,teralﬁ,, in prezenta luminii, cu formarea a trei
produsi :

VHg CHZ—Cl CHClz GCly
Clz / luming Cly /luming ! |‘ Cly /tuming /\l
- HCI -HCI _HCl v
clorurc de clorura de faniltriciormatan
benzil benziliden
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Reactia la nucleu are loc catalitic (FeCl,, AICly). Radicalul —CH,
fiind substituent de ordinul T va orienta noul substituent in pozitiile or to

§i para:

Hy ; Aq‘Ha .
Cl Ci
2cn2/r=ec13 4 _2Ci,/FeCl 4 g
L =2HCL T
I
a
ortoclortoluen puroclortoluen 2, 4diclortoluen
Ghs
201,/ FeCl, Clz\ =
-2HCl l
i
a

2,4,6+triclortoluen
C. Namesice = Mcos + Tco -+ My 1 Mgy
fico, =5, Noo=44,8/22,4= 2, ny,=6/2=3, ny,=6,023-10*3: 6,023- 1023=1;
Namestee = 10 Imoli.

10 moli . . . 4 moli CO,
100 . . . . . . Coey

Asemiiniitor se obfine cco = 20%, ¢y, = 30%, ¢x, = 10%.
b) M = (ccoMeo, + CeoMco + om M, + €5, M,)/100 = 26,6 g
d[dye = 26,6/28,9 = 0,92.
¢) CO, + 2KOH = K,CO; + H;0 = 4 moli vor fi absorbiti de

8 moli KOH Vea = 8/2= 41 sall Mgop=8-56=448 g, m =
=V = m,,/m M, = 448/2 56 =4 1
d) 2KCl - 2K+ - 201"
4H,0 = 2H,0* - 20H~

La catod (—): 21:130+ —',— 2¢~ = 2H,0 - 2H°; 2H° - H,

La anod (-+): 2Cl- = 2C1°; 2CI° — Cl,

Total 2KCl -2 Hzo“_“'i’f.’i 9KOH- Cl, + H,

Pentru 8 moli de KOH vor fi necesari 8 moli de KCl cu Mz =
= 74,5 g. Deci mgq = 8:74,5 = 596 g.

€ 240"+ 204 +2K" + COb o= H,0 + H,CO5 + 2K + 20H°

H,0 CO,
{ mediw bezic [OH7] >[H30’l )

25

7"4/‘7 Md =



1.12. A. Subiectul se dezvoltd dup# manualul de clasa a X-a:

Definitie aditie, ca fiind reactia prin care o legitury pi se trans-
formd in legiturd sigma. Se intilneste la sisteme nesaturate : alchene,
alchine, arene.

Aditia la alchene, alchine si arene conform manualului. In cazul
arenelor, caracterul aromatic (saturat si nesaturat) face posibili reactia
de aditie cit §i reactia de substitutie. Exemple : aditia H, la benzen gi
aditia H, la naftaling, aditia clorului la benzen.

lumini

B. H, + Cl,— 2HCL; M, = T1 g, Myq, = 36,57¢.
Varianta I.

%ig, = 142/71=2 kmol Cl, care tcoretic dau 4 kmol HCL; myg=4-36,5=
= 146 kg.

- .. m = (my[m)-100 = (116,8/146)-100 — 809%,.
Varianta o II-a.

Ayey = 116,8/36,5 =3,2 kmol, n¢,=3,2/2=1,6 kmol, My necosar=1,6-T1=
= 113,6 kg. '

§ = —2us 944 =1§§-1oo = 809,
) M consumata 142

C. H,80; + 8 - S0, + H,0

Se determini numerele de oxidare (N.O.) pentru fiecare element.
Sc observd ci sulful are N.O. = 46 in acid sulfuric. Intr-adevir, din

H}'$70;2 avem 24+ o — 8 =0 = 2 = 6. Analog, in SO, sulful are
N.0. = 4. '

§+6 4- 26~ — S+4, reactie de reducere (S+6 — oxidant)
§% — 4¢” - S*4, reacfie de oxidare (8° — reduecitor)

Pentru Cu 4- HNO,; — Cu(NO,), + NO -+ H,0, azotul are N.0. —
= 45 in HNO, si N.O. = 42 in N.O.

N*5+ 3¢” — N*2, reducere (N+5Joxidant)
Cu® — 2¢~ — Cu*2, oxidare (Cu? reducitor)
Egalim numirul de electroni:
2N*5 | e~ — 2N+2
30u® — 6¢~ — 3Cu+2
8HNO; 4 3Cu = 3Cu(NO;,), + 2NO -+ 4H,0

D. Metoda petrochimicd, conform cu manualul (alchilarea benze-
nului, oxidarea cumenului, descompunerea hidroperoxidului de cumen).

1.13. A. Conform cu manualul de clasa a X-a.
B. (%) = (mafm,)[100, cu m, = m, + Ms, + Myo =1 000 g gi
Mg = My, -+ Mq,. Dar mqy, = ¢; - ms, {100 = 10 - 400/100 = 40 g NaOH i

M= €, * Ms,{100 = 50+ 400/100 = 200 ¢ NaOH = m; = 240 g NaOH.
Re zultd ¢ = 240 -100/1000 = 249,
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C.a) Varienta I.

H,C=CH, +HOl —= HyC~CH,~Ct KNy o e —on HO

-KCl
clorurd de etil cionura de etil
{propionitril }
+C W0
— H;C— CHy c\NH i, HaC- CH;~COOH

propionomidd

Variante a I1I-a.
H,PO, /Al, 0, ,80atm,300°C

Hzc = CHZ +H-0H H3C’- CHz—OH""'"
(0) HCN/OH" ol o
HyC—~CH=0 ————— H;C~CH-CN —2&—=
) chrz 07 R H2504 6H
- acetaldehidd metilcionhidrinG
20 HZO (H2504)

—HLC—-CH-C ——=HC—- CH CO -
Hy G,y MO OH ~E5 HE=CH~COOH
hidroxipropionamida ccid hidroxipropionic” acid acrilie

PN - CH-coon

b) Verienta I.

NH,CI, CuLl H,0/0H" /0
~ = —_ P S—— —| —
HC=CH + H N —‘-BOOC HZC CH—-CN H,C=CH C\NHZ
acrilenitril acrilamida

_HO
N, HeC=CH—COOH

Varianta II-a.

HC=CH + HOH M{Hﬁﬂ%l—i}—-CHgCHO _HCN/OH _

OH

alcoc! vinilic

ccetaldehida

' 0
MO e, - CH~ c ':fg CHy~CH—COOH—
3
OH OH

metilcionhidring h:drox:propuonomxdo acid lactic
{ hidroxipropionic ]

|
—— CH;- CH—CON—2—

HS0, - CH—
TCHZ CH—COCH
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Variante ¢ I1I-a.
Din C,H, prin reactie Kucerov se obfine CH,CHO.

0 -
0,(aer) CH;=CHO_ 5 COOH
CH, —CH=0 2229 cH,-C N\ O-OH e} i

ocid peracetic

_ NalH NGOH/ C oxizi de ozot _

CHz=0+ CHy=CH=0-OH CH,~CH,~CHO - T CHi=CH=CH=0——
OH
P-hidroxipropanal ocroleing
2[Ag(NH;),] OH -
LGNS, I0H_ - — o ~CO0H+ 28g +4NH; + Hy0.

oxidare selectivd

Clz /iumind KCN H

clorurg ce  benzil cianurd de benzil

N, CsHs=CH,~COOH -

CCOH
]

~ CH30H/H* CH3OH/H*
_esterificare’ esterificare
-H20

!
COOH COOCH;3

acid tereftalic

C00CH,

CH,0H/H*
esterificare @ * HZQ ’

|
COOCH,

tereftolot de dimetil

e) Veariante 1.

H,PO,/Al,0, 2(0)

H,C = CH, 4+ HOH HaC—Cﬂz'QH KMnO,; HyS0,

' CH,CO0H - H;0,

80 atm. 300°C

: +H*
CH;—COOH. +- CH;—CH,—OH —— CH;C00C,H; + H,0.



Varianta a 1I-a.

H2C=CH2 *Clz HZ(':_'CHZ NaOH /alceolic HC=CH HOH/HQSOL

1,2dicloretan
+H(Ni;
—-[HZC=CH]—— CHy—cH=0" |

CHy—CH,—OH

H ocetaldenida N\ _Z_ 02 CH;CO0H

+H*

1 .
CH,—COOH - CH,—CH,—OH Z— CH;—COO0C,H,

4G

f) @ +S0 V,05;350C ©/ CO0H @A:\'o
2 2 -2C0,;-H,0 -H,0 %

% Os-H, SCooH TN \C\\o

acid 0.ftalic

1.14. A. Subiectul se dezvoltd conform manualului de clasa a X-a, avind
in vedere urmitoarele : '
— generalititi asupra derivatilor halogenati;
— reactii de substitufie la alcani, alchene,
— reactie de aditie a halogenilor la alchen
— reactia de aditie a hidracizilor halogenilo
— enuntarea legii lui Markevnikov;
— aditia Br, §i Cl, la alchine ;
— aditia hidracizilor halogenilor la alchine
— reactii de aditie §i de substitutie la benzen
— reactii de substitutie la toluen la nueleu; o,
— reactii de substitutie 1. toluen la catena latérali.

B. Vezi 1.6.A.

C. Problema se rezolvi conform cerinfelor manualului de clasa a
IX-a, respectindu-se urmitoarele :

_ scrierea reactiilor la electrozi;

— scrierea ecuatiei globale a procesului de electrolizi ;

_ determinarea masei de CuSO, (100 g) si 2 masei de cupru (40 2);

_ determinarea volumului de gaz degajat la anod (0,): Vo, =7 L

-

1.15. A. Subiectul A se trateazi conform manualului de clasa a X-a, ur-
mirindu-se urmitoarele aspecte :

1. Reactii de aditie:

a) a hidrogenului, cu indicarea claselor de alcooli ce se obtin;

-0 .
R—C\H + Hy ———R=CH,~OH (alcool primor]

g>C=O +H, ’—#F};)CH—OH {alcool secundar)
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b) a HCN :

-0
R-C. : + HCN—=—R~=CH—=CN { cianhidring }
THO OH

2. Reactii de condensare :
a) aldolic}

Q q QH Q
HC-=CH. + HC-CH ——= CH,~CH-CH,~CH
componentd compenentd aldol
carbonilicd metilenicd (_p- hidroxiuldehidé )
b) crotonics
GO
H,C~CH-CH-CH —— 5= H,C~CH=CH-CH=0
oldo! 2 aldehida crotonicd

¢) cu compusi aromatici : )
— condensarea formaldehidei cu fenolul, in mediu acid, conduce mai
intii la dibidroxidifenilmetani :

(l)H (l) H
. ~CH, <
(I)H 0,0! -dihidroxidifenilmetan -
20 %

A + 2HC CH OH

N i ] .
% '
‘: :I ‘ ~l p. p'~ dihidroxidifenitmetan
CH, .

In continuare, acesti intermediari se condenseazs intre ei in pozitiile
orto §i para ale nucleului benzenic formind un produs macromolecular
cu structurd filiformi numit novolac.

— condensarea formaldchidei cu fenol, in mediu bazie, la rece, con-
duce la aleooli hidroxibenzilici :

(l)H (lJH OH
- 0
P O 7 CH 20H
2 @ + 2 HC:H —_— @ *
|
CH,0H
alccol aicool
0~ hidroxibenzilic p ~ hidroxibenzilic

an



Prin incilzire pind la tewperatura de 150°C se obfine un produs
numit rezitd sau bachelitd C.

Produgii rezultati prin procesul de policondensare a fenolului cu alde-
hida formic¥ sint numi{i generic fenoplaste i au largi aplicatii industriale.

B. a) Se observ# ci amestecul contine 0,6 moli CO,, 1,5 moli CO,
4 moli H, §i 1 mol N,, in total 7 moli. Concentratiile volumetrice vor fi :

Oco, = (0,5-22,4)/(7-22,4) = 7,149,.
Analog, oco = 21,42%, ¢ A = 57,14%, ¢y = 14,28%.

b) M= Nco, .MOO‘ + neco* -MCO + NH, * MH, + Ny, -MN.

= 14,28 g.
: . Ramestee
d = M/[22,4 = 0,64 gfl; ddye = M[28,9 = 0,49.

¢) Din cele 4 gaze componente ale amestecului ard doar CO si Hj
conform ecuatiilor :

200 +4- 0, - 2C0,; 2H, 4 O, - 2H,0.

Se vor consuma 0,75 -2 = 2,75 moli O,, adick 2,75-22,4 1 O,
(c.n.). Intrucit aerul contine 20% O, in volume, volumul de aer va fi de
5 ori volumul de O,: 5- 2,75 - 22,4 = 308 1 aer (c.n.).

d) In solutia de NaCl sint prezente urmitoarele specii ionice : Na*
Cl-, H,0,* OH™
la catod (—) H* +1le- - H; H4H - H,;
la anod (4+) Ol- —1le” - Cl; C14Cl - Oly;
in ‘solutie Na+ 4+ OH~ - NaOH;
ecuajia globald :

2NaCl + 2H,0 H, - Cl, + 2NaOH.

Amestecul contine 4 moli H,, pentru care sint necesari 8 -moli NaCl
(8- 58,5. = 468 g NaCl) care sint continuti in 1,33 1 solufie NaCl 6M.

C. a) Avind in vedere ci 609, este O, masa de carbon din molecula-
gram a substantei este 60 - 60/100 = 36 g, ceea ce revine la 36/12 =3
atomi-gram de carbon. Restul masei moleculare 60 — 36 = 24 revine
oxigennlui §i hidrogenului. Avem sistemul : ‘

Mo -+ My = 24 ' L
{'mo/mn=2/1=>mo=1sgy mg=8g=>mno=16/16 =1, ny = 8/1 =8
i formula substantei este C;HgO.

Cei trei izomeri sint: . v

+4) CH;—0—G;Hs;  B)HC-CH-CH, ¢) CH;—CH,—CH,—OH

OH

metilettleter 2 - propenal n-propanol
A — nu se oxideazd §i nu hidrolizeaz$ ;
B — se oxideaz# blind:

electrolizit

HC—CH~CH; —R2C207 _ c—c—cn, + HO
(l) H H,S0, 1 .
{D) ccetona
C — se oxideazs blind: CH,—CH,—CH,—OH —l
HS0,

- 0H3—0H2_0H=0 + Hzon
(E) propanol



E — reactioneazi cu Tollens: AgNO,-}- NaOH - AgOH + NaNO,
AgOH -+ 2NH, — [Ag(NH,),JOH
CH,—CH,—CH=0 -+ 2[Ag(NH,),]JOH —» CHy—CH,—COOH - 2Ag -
-+ 4NH; + H,0
b) Ecuatia reactiel de ardere este :
Pentru 12 g izomer A sint necesare 9-16-12/60 = 28,8 O,, adici
20,16 1 O, (c.n.) sau 100,8 1 aer (c.n.). , i
¢) Transformérile D - E 5i ¥ —» D :
Cl,
500°C

H,C—CO —CHy 2 HC~ CH~CH; S0, pccH=CH,
OH -0
—— Cl~CHyCHy=Ci — 12 C1 ~CH.~ CH,— CHy *‘:‘81“ HO-CHy CHy CHy—

-H,0
~ H ~ \ . P +HCl
H.C— CHy~ CH =0 ——2-H,C—~ CH;~CH,~0H —_;*;(S-Hsc CH=CH, ——
——H L~ CH~CH, tHIH_He—CH ~CH, 101 HC—-CO-CH,
n -HCl Ly “H,0

1.16. A. Legitura covalentd in care electronii pusi in comun nu sint dis-
tribuiti egal, intre cei 2 atomi— legdturd covalentd polari.

Molecula respectivii — moleculd polaré.

— Exemple de molecule cu legituri covalente polare :

H—F (dipol 5+ 8— cu fluorul negativ (3—) si H pozitiv (3+))
(notatia & pentru sarcini partiale)

— Orbitalul de legiturd la formarea HI

H—F
— H,0 si modelul spatial
. dr+
O
[+
d+
o - hidrogen

(eventual alte exemple: H,S, NHg, HCl)
— Variatia polarititii moleculei la hidracizii halogenilor
HI HBr HC) HF U .
creste polaritatea.
— Incadrarea legiturii covalente polare intre legitura covalentd
nepolars §i legiitura ionici. '

exemplu: F—F H-F Na*F-
covalentd covalentd legidturd
nepolars polard ionicd

— Interactii : legiituri de hidrogen exemple: HF, H,O
~ — formarea de asociatii moleculare (H,O),, (HF),
— Interactii : legitura dipol-dipol exemple : HCl, HBr, H,0
— mai slab# ca legitura de hidrogen.
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B.l. 2 CH, —> C,H, -+ 3H,
acetilend
CUzclz

HC=CH + HCN W

HC=CH
CN

acrilonitril

n{H2C=(|:H)—P°J’ﬂe“z—°’°-( HC CHylp

peroxizi

CN CN

poliacrilonitrit

2. HC=CH, "y c—cn-at K% ereren P2 oy en,coon—.

clorura de etil nitrilul acidului acid propionic
propionic

CZHS CH3CH, COOCH,CH,

propionat de etil

?OOH

_CHcoct
-szo clorura de -HZO
acetil -

l -HCl [
NH CO-CH;  NH-CO-CHj
p-amino- toluen acetil-p-amino-luen acid-p-acetil-amino-
\ -benzoic
| G D&
/NOZ
L2 2CH,CL_, HNO, .
AlCly (H,S0,)
=2HCl -2H,0 i
' = NO,
’ . orto para
CHy CHs COOH
apol Al cl
\ +Cl oxidare 4 l/
-HCI -Hy0 s
f | i ™~
NO, NO, NO,

acid 2 clor-4-~nitro-benzoic

C.1. determinim cantitatea totalf de KOH

sol 1m .. ... ..... 56 g KOH .. .. .. 1000 cm8sol
0,5m ... ... .... 28gKOH . . .. .. 1000 cm3ol
- 400 cm3so0l

# = 28-400/1 000 = 11,2 g KOH ;
— cantitatea de HCl pentru neutralizare

sol 7,39, HCL. . . . ... .. B3gHC. ... ... 100 g sol
egHC ....... 40 g sol
z = 17,3 40/100 = 2,92 g HCl
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— reacfia de neutralizare
KOH -+ H(Cl - HC + H,0
M - 56 .Mnc] = 36,5 '

56 ¢ KOH neutralizate de . . . . . . - - « - - 36,5 ¢ HCI
B e e e e e e e e e e e e e e 2,92 g HOI

z = 56-2,92/36,0 = 4,48 ¢ KOH reprezinti excesul ;

— KOH utilizat 1a hidrolizs :
KOH total — KOH exces = 11,2—4,48 = 6,72 g KOH;
— masa de KOH pentru hidroliza a 1 g grasime

34,4 g grasimi . . . .. ... . 6,72 g KOH
1 g grisime e e e e e e e e x

@ = 6,72/34,4 = 0,195 ¢ KOH.

2. CH-0-COR, OH;~OH RCOOK"
CH-0=COR, + 3KOH—= CH-OH + RLO0 K"
CH;-0~COR; CHyOH  RLOOK

unde R,, R, R, — resturi de acizi grasi (pot fi diferi{i intre ei).

1.17. A. Reactia intre ionii siirii §i ionii apei la dizolvarea sdrii in apd.

— Hidroliza este reversibild.

— Hidroliza este inversul neutralizirii.

— Sgrurile din acizi slabi §i baze tari dan la hidrolizd solutie slab
bazied, ex.:

9Na+* 4 CO%~ - 2H,0* = 2 Na* 4-2 OH" + H,CO,.

— Sirurile din acizi tari si baze slabe dan la hidrolizi solutie slab
acidd :

ex.: NHy <4 Cl- +H,0 = H*+ (1~ + NH,0H.

— Sururile din baze slabe si acizi slabi hidrolizeazdi mai ugor ca cele-
lalte, iar solutia este slab acidd sau slab bazicd :

ex. : NH# +CH,000~ -+ 2H,0 == NH;+H,0,-+CH,CO0H-HO"

— Syrurile din acizi tari §i baze tari practic nu hidrolizeazd
— Grad de hidrolizs = nr. molecule de sare hidrolizate/nr. molecule

de sare dizolvate. ~
— Depinde de natura sirii, concentratie, temperaturd.

B. — ionizarea
— R-—COOH + H,0 = R—C00"~ + H,O*
— taria acid¥ (mai slabi ca acizii minerali)
— schimb3 culoarea indicatorilor (turnesol, metilorange)
— elibereazd acizii mai slabi din sdrurile acestora
exemple: — reactia cu NaHCO,,
— reactia cu NaCN,
— reactia cu OgH;—ONaj;
— reactia cu metale active, oxizi §i baze
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exemple: — reactia cu Zn,
— reactia cu CaO,
— reactia cu KOH
— transformdri in denva,tl functionali :
— esterificarea RCOOH + R'OH = R—COOR’ - 1,9

RCONH;

amicg

' )
— reactia cu NH, R—COOH + NH; ~——=RCOO™NH;, 4

\’5’\$R CN

mitrit

— decarboxidare
exemple: HCOOH - €O, 4 H,

(':OOH
COOH
— deshldra,ta,rea, acizilor dicarboxilici

exemplu :
@,COOH ©/co\
“NCOOH ~co”

anhidrida ftalicd

T COZ + CO + Hzo

— acilarea, aminelor
— reactiile aminoacizilor: la gri:a carboxil
— formarea peptidelor

R—CH(NH,)JCOOH + H;N—CH(R)COOH -—-H_ZQ.R—(':H—CO—NH—(‘IZH—COOH

NH, R
— ionizarea la amfioni :
R- (':H ~C00™
+ NH3

Cl. HC= CHZ + -— 0 —Z 2500 HZC-CHzlﬂlQ—— HzC CH,
4 OH OH
eteng : oxid de etend glicol
2. o H2C=(:qu;—--- HZC CHZ
M=28 0 M=44

28 kgetend . . . . . . ... ... 22,4 m? (c.n.) etend
T oo v e e e e e e e e e e e e e 2000 m3 .

O = & = 28-2000/22,4 = 9500 kg oteni,
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28kgetend . . . ... ... ... 44 kg oxid de ctend
2500 kg etend . . . . . . . . ... x

C, = & = 2500 44/28 = 3 928,57 kg oxid de eten.
7 = (Cp/Cy) - 100 = C), = 4+ C,/100.
Dar 5 = 90%. Deci oxid de etend obtinut practic :
0, = 3928,57 - (90/100) = 3533,71 kg oxid de etena.
n =80%

3. _
HZC\ /CHZ H, C (}l—z
OH OH
M=44 M=62
44 kg oxid de eten . . . . . . . . - 62 kg glicol
3535,71 kg oxid de etensh . . . . . . T

C, = z = 4982,13 kg glicol
n = (C0p/Cs) - 100, Cp = 7~ C:/100.
0, = 4982,13 - (90/100) = 4483,91 kg glicol.

4 HZC CH, O —2:12 =24 g > 2 = (24/62)-100
&H OH Hy~6-1=6¢g ~y = (16/62) - 100
{CHO) O, »2:-16=32g »2z= (32/62) - 100
x=38,71 % C
adied
y=967% H
2z =51,61% O

z+y -+ 2z=299,99%.
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Il. SUBIECTE de examen propuse 238-243

Indicatii i raspunsuri 244-255

IL1. Carc este molaritatea unei solutii saturate de azotat de potasiu la
25°C, dack la aceastd temperaturs solubilitatea azotului de potasiu este
32,2 g (dsy =1 g/ml).

IL.2, Calculati solubilitatea azotatului de potasiu la 25°C cunoscind urmi-
toarele date experimentale : masa vasului 40,88 g, masa vasului cu solutie
saturatd 58,37 g si masa vasului cu reziduun dupd evaporarea apei 45,14 g.

J1.3. Un chimist determini prin electrolizi masa atomics a unui metal X,
Se stie cii acest metal d% clorurd de forma X Cl, 5i 0,03042 g din acest metal
se depun cind trec prin solutie 100 C. Care este metalul @

IL4. Se electrolizeazi o solufie de clorurd de sodiu. Daci se iau in lueru
500 ml solutie 0,1 moli/l de clorurd de sodiu si intensitatea curentului este
de 2 A, iar timpul de electrolizii este de 1930 8, Se cere :

a) ecuatia reactiei de electroliz ;

b) concentratiile finale [Na+*], [Cl-], [OH"] si [H*].

1L5. Un amestec de 30 g format din KCl §i clorat de potasiu contine
3% clorurd de potasiu. Citi atomi de oxigen se giisesc in acest amestec?

IL.6. La 20°C, intr-un cilindru de 100 ml se gisese 90 ml api cu densi-
tatea 0,998 g/ml. Se adaug metanol pin¥ la nivelul de 100 ml, Masa
solutiei creste cu 8,8 g si densitatea soluiei devine 0,986 g/ml.

a) Care este concentragia procentuali a alcoolului in api?

b) Care este fractia molari a amestecului?

c) Care este molaritatea solufiei?

IL7. Cu 120 ml dintr-o solutie de azotat de argint 0,015 M se poate
precipita bromul din 75 ml solutie de bromur# de sodiu 0,01 M si ioduk
din 50 ml solutie joduri de bariu. Care este molaritates, solutiei de ioduri
de bariu?

I18. Un volum de 10 ml solutie acid clorhidric precipitd argintul dintr-o
solutie de 50 ml azotat de argint. Aceeasi cantitate de solufio neutralizeazs

12 ml solutie de amoniac 0,1 M. Care este molaritatea solutiei de azotat
de argint?

IL9. Cith clorur ferick contine 20 ml solutie 409, de densitate. d =
= 1,133 g/ml? Care este concentratia solufiei exprimat# in procente de
moli ¢

IL.10. Ce cantitate de sulfat feros FeSO, - TH,0 se poate obgine dintr-un
litru de solutie 129, sulfat feros anhidru cu d = 1,122 g/ml

IL11. Solubilitatea jodurii de plumb la 18°C este 2-10-% mol/l. Tn cits
apd se va dizelva 1 g iodur# de plumb la aceasty temperatury ¢
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IL12, Acidul sulfuric comercial are densitatea 1,81 g/ml si concentratia
679%. Din acest acid se prepari 11 de solujie astfel incit 25 ml din solutie
s se neutralizeze cu 12 ml solujie 0,1 N hidroxid de sodiu. .

a) Ce cantitate de acid se giseste in solutia preparati de 1 1?

b) Ce volum de acid comercial s-a utilizat pentru prepararca solutiei
de mai sus?

I1.13. O cantitate de 50 g calear se trateazi cu 200 g solufie de HCl de
concentratie 14,6%. Excesul de acid clorhidric este neutralizat de 100 ml
solufie NaOH 2N. Se cere puritatea probei de analizat.

11.14. 10 g amestec pulbere de magneziu si de cupru se trateazd cu 0,5 1
solugie acid clorhidric de concentratie 2 N. Stiind ci se degajd 4,43 1
dintr-un gaz, misurat la 0°C i 1 atm, se cere :

a) scricrea ecuatiei reactiei;

b) compozifia amestecului din problemi, in g si in procente.

- I1.15. O hidrocarburi saturaty aciclici A, gazoasd, care are densitatea
relativd fatd de CO, egald cu 1, se supune dehidrogenirii rezultind un com-
pus B care va reacfiona cu o substantsi ¢ obfinutd prin reactia direct# a
hidrogenului cu elementul chimic a cirui atom are 17 protoni in nucleu.

a) Identificati substantele 4, B, O si scriefi ecuatiile reactiilor.

b) Dac# reactia de obfinere a lui B are loc cu un randament de 80 %,
aflaji ce volum de substantd B se obfine dacé se pleaci de la 200 kg sub-
stantd A de puritate 44%.

¢) Cu ce randament s-a lucrat la obtinerea produsului C daci s-2
objinut o cantitate de produs C exact necesard pentru 2 reactiona cu
intreaga cantitate de produs B i s-a plecat de la 44,8 m?® hidrogen ¢

11.16. 336 m3 metan, misurafi in conditii normale, se supun descompune-
rii termice in arc electric ; 2/3 din volumul de metan va conduce 1 o hidro-
carburd A, iar restul se va descompune in elemente. Jumitate din canti-
tatea de hidrocarburd A va-reacfiona cu apa, rezultind in final o substantd
B. Cealalts jumitate din cantitatea de hidrocarburi A va reactiona cu
HOL dind o substantd € cu un randament de 90%. Substanfa B obt{inut
este trecuts in solufie, iar pentru stabilirea concentratiei acestei solufii,
10 g de solutie se trateazii cu reactivul Tollens depunindu-se 21,6 Ag.

a) Identificati substantele A, B, C si scriefi ecuatiile reactiilor chi-
mice din problemé.

b) Calculati cantitatea de substanii B obfinuti.

c) Calculati cantitatea de substan{d O obtfinutd si precizafi impor-
tanta ei industriali. :

d) Aflati concentrayia solutiei de substantd B.

11.17. Un mol de compus aromatic mononuclear se oxideazd la catena
laterald cu permanganat de potasiu solufie slab bazicé, conducind la un
mol de acid benzoic, un mol CO, §i un mol api. '

Tdentificati compusul §i propuneti o metodi de obtinere 2 lui por-
nind de la metan ca singura sursd de materie organicd.

11.18. Se dan numerele atomice Z, = 85 pentru astatiniu (At), Z, = 86
pentru radon (Rn) si Zg = 87 pentru franciu (Fr).

a) Care sint configuratiile lor electronice gi si se specifice unde se
afli electronul distinetiv.
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b) Din ce grupe de elemente fac parte gi ce caracteristici generale
au : valenta, caracterul chimie, caracterul electrochimic, formulele oxizi-
lor, bazelor sau ale acizilor (dup% caz).

IL.19. Si se reprezinte legiturile chimice, specificindu-se si tipul leg#turii,
tipul de cristale pe care il formeaz fiecare dintre substantele urmétoare,
aflate in stare solidd: (a) carbura de aluminu; (b) hidrogenul sulfurat ;
(¢) hidrura de potasiu; (d) etanul ; (e) acrilonitril,

IN.20. Se d& girul de transforméri chimice :

1) @+ Na—b+ ¢
) e "2a + o

(3) ¢+ Hy,— f,

(4) e+ HCl— g,

(3) 0+ f—1 5

a) Identificati substantele a...j si scrieti ecunatiile reactiilor stiind
cd ¢, e, f sint gaze ale ciiror densititi in raport cu aerul au valorile 0,069,
0,968, 0,588.

'b) Ce cantitate de substan{d j se obfine dac se pleacd de la 356 1
de substan{% ¢, mésurati in condifii normale, iar transformiirile chimice (5)
au loc cu randamentul global de 909.

¢) Ce cantitate de substants a s-a folosit pentru objinerea celor 56 1
de substantd c?

d) S# se prezinte importanta practicd a reactiei (3).

I1.21. 2) S# se obtind acidul metil malonic (metil propan-dioic) plecind
de la acetilend ca singura sursd de materie organici.
b) S& se propund doud metode pentru obfinerea acetaldehidei folo-
sindu-se acetilena ca singura sursé de materie organicH. :
: c) S& se prezinte doud metode de obtinere a etilaminei, plecind de la
metan ca singura sursi de materie organici.

I.22. 200 g solufie de concentratie 3% dintr-un acid monocarboxilic
saturat se neutralizeazs cu 50 ml solujie de hidroxid de sodiu 2 N. S3 se
identifice acidul i s se scrie reactia §i-denumirile izomerilor.

I1.23. Se di girul de transformiri chimice :

(1)  Cupa—>b4ctd
(2) b + NaOH —> ¢ - f,
3) e—>g -+ d,

(4) g+ HO—h+d,
(5) ¢+ 05 —> 1,

(6) id—sal

a) S8 se identifice substantele a...7 stiind ci a este un acid avind
compozitia procentualy. 32,62% S, 65,31% O si restul hidrogen.

b) S& se calculeze cantitiitile de substante g gi 2 obtinute daci se.
pleacé de 1a 12,8 g Cu. - : _ _
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¢) Stiind c& solutia acidului ¢ congine 10 moli ioni de hidrogen si
3 moli acid neionizat, si se afle gradul de ionizare al acestei solutii.

d) Ce caracter are solutia preparats prin dizolvarea in api a compu-
sului % stiind c# s-a determinat o concentratie molary de ioni de hidrogen
[HsO*] = 2+ 10™*moli/l.

I1.24. Un amestec gazos format din metan §i acetileni, de 44,8 1, misurat.
in conditii normale, se trece printr-o solufie de cloruri diamino Cu(I),
rezultind 0,228 g precipitat. S se calculeze compozitia amestecului in
procente de volume si de masi.

I1.25. 250 ml solutie de sulfat de cupru 1 M sint turnati intr-un vas in
care se afld o plicutd de fier. Dupd un timp, plicuta uscats si cintirits
are 12 g. Care era masa inifiald a plicupei?

Se considerd c# intreaga cantitate de sulfat feros a reactionat.

11.26. Masa moleculard a unei cloruri acide 4 din seria aromaticy este
cu 13,69 mai mare fatd de cea a acidului monocarboxilic corespunzitor
B, de la care provine.

S& se identifice substantele A §i B.

S# se scrie §i s% se denmumeascd izomerii disubstituiti ai ambelor
substante. '

I1.27. Cloratul unui metal alcalin pierde prin descompunere termici
45,07% din greutatea sa. Care este metalul, formula cloratului si ecuatia
reactiei de descompunere térmic# in prezenta piroluzitei. Ce volum de gaz,
in conditii normale, se obtine dac# se folosese 220 g clorat cu 96,8%, puri-
tate si pierderile sint de 109,.

I1.28. O prob# dintr-un aliaj format din argint si cupru contine 22,869,
cupru. Se trateazd aceastd prob# cu o solutie de acid azotic si se degajd
2,986 1 gaz in conditii normale,
Ce mas# are proba din aliaj si care este raportul intre numsérul ato-
milor de cupru §i numérul atomilor de argint din aliaj?

I.29. Un amestec format din zine §i sulf este puternic ine#lzit. Compusul
solid care rezulté este tratat cu acid clorhidric formind 2,4 1 gaz. Ce com-
pozifie procentuali are amestecul ¢

I1.30. O cantitate de 16,8 g dintr-un carbonat alcalino-p¥mintos scade
in_ greutate cu 52,389, prin calcinare. Si se identifice metalul si si se
stabileascé compozifia carbonatului.

11.31. La presiunea atmosfericd si la 0°C, intr-un litru de ap# se dizolvy
500 1 HC1 gaz, iar la, 20°C, 440 1 acid gazos. : )

Care este concentrapia procentuals a solufiei la 20°C stiind ¢4 solutia
are densitatea 1,21 g/ml i care este solubilitatea acidului exprimati
in grame in ambele cazuri. , :

I1.32. Un amestec echimolecular de doui gaze care au aceeasi masi mole-
culard, se supune combustiei, iar gazele rezultate din combustie se trec
printr-un vas cu Ca(OH), depunindu-se un precipitat care dups sp#lare
§1 uscare cintdregte 80 g. :

Dach se trece amestecul, inainte de a fi supus combustiei, printr-un
alt vas cu Ca(OH), se constatd depunerea unui precipitat, care dup# spi-
lare gi uscare, cint#ireste 20 g. . . .
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Stiind ci unul din compusii amestecului este o hidrocarburi,sii se
stabileascii :

a) componentii amesteeului ;

b) ecuatiile reactiilor chimice din problemii ;

¢) volumul de aer, in conditii normale, necesar arderii (combustiei)
amestecului.

I1.33. Se @i sirul de transformiiri :

(1) a--b—eg

(2) ¢ + 0, —> d -+ H,0,
(3) d+0,-—e¢

(4) ¢ + H,O — f - d,
(5) f+g—h 4 HO.

Se cunoasie cit « si b sint doud elemente chimice aflate in perioadele
1 si 2 ale sistemului periodic, intre ale ciiror mase atomice este raportul
1/14, iar g este o hidrocarburd avind raportul C: H = 1:1 si masa mole-
culary 78.

a) Identificati substanfele notate prin literele a...h.

b) Ce cantitate de substant® h se formeazi pornind de la 8,4 g sub-
stantd b, dacii primele trei reactii din schemi decurg cantitativ, iar ulti-
mele doui reactii au fiecare randamentul de 909,.

11.34. Un amestec de 72 g continind hidrogen si 2 alcani gazosi omologi
are un volum de¢ 100,81 (e.n.)

Stiind ci cei 2 alcani din amestec se afld in raportul molar 1:4 in
favoarea alcanului superior, ¢& hidrogenul molecular din amestec, separat,
ar permite reducerea a 106,66 g oxid ferie §i cii confinutul procentual (in
% masd) al hidrogenului din amestecul dat este & 9, determinafi :

a) Compozifia in grame, moli si litri o amestecului.

b) Fractia molari a hidrogenului gazos din amestec.

¢) Volumul de aer (e.n.) (cu 209, O,) care ar arde amestecul dat
cu un randament de 809%,.

d) Determina{i valoarea lui a.

11.35. In 98 g solujie de acid sulfuric de concentratie 10%, se introduce
span de cupru pind la consumarea totald a acidului. Solufia rezultati se
filtreazs gi se evapor# la see §i se aduce in 32 g ap#, objinindu-se o solutie
I. Peste aceasta se adaugd 160 g solutie IT de CuSO, avind concentratia
409,.

Se cere :

a) Scrieti ecuatia reactiei dintre cupru si acid sulfuric gi interpreta-
ti-o ca proces redox.

b) Concentratia solutiei I.

¢) Concentratia solutiei rezultate prin amestecarea solutiilor I si II.

d) Masa de apé ce trebuie evaporati spre a miri concentrafia
dupé evaporare a solutiei finale la 609,.

e) Volumul de hidrogen sulfurat misurat la 27°Cgi 1,5 atm ce tre-
buie barbotat prin 200 g amestec solufie I - I si explicarea procesului
chimie ce are loc.

I1.36. 201,6 em?® (c.n,) alcan, cu densitatea fa{d de bioxidul de carbon 1,
se trece peste un catalizator Al,03/Cr,0; cu un randament de 759,. Gazele
rezultate se trec peste burete de Pt care refine cantitativ componentul A,
iar componentul B se trece printr-un volum de solutie de K,Cr,0,/H,SO,

e
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de coneentrafie 0,5 m. Din aceastd solutie rezultd un component gazos C,

Se cere :

a) Stabiliti alcanul si componentii A, B, C.

b) Serierea ecuatiilor chimice din problemi si interpretarea lor ca
proces redox.

c¢) Cantititile i volumele (e.n.) din componentii 4, B, C §i volumul
V al solutiei de K,Cr,0,. .

1L.37. Un compus A contine 47,369, C si 10,52% H. Densitatea vaporilor
siii fatd de hidrogen este 38.

1. 84 se stabileascd struetura i numele compusului 4daci se cunoaste
c¢d prin oxidarea sa sc obfine un diacid.

2. Si se scrie ecuatia reactiei substantei 4 cu anhidrida acetici si
i se denumeascé produsul de reactie.

3. 54 se serie si si se denumeased izomerii substantei 4.
i 4. Si se scrie ecunatiile reactiilor prin care se obtine substana A
din metan.

I1.38. Un compus 4 saturat aciclic contine 38,379, clor.

1. S% se determine formula moleculari a compusului A.

2. S& se scrie izomerii §i denumirile lor.

3. S4 se stabileased formula, compusului A dacii se obtine din hidro-
carbura corespunzitoare cu cel mai scizut punet de fierbere. '

4. Si se serie ecuatiile reactiilor prin care 4 se transformi in acidul B
cu un atom de carbon in plus si in amina ¢ cu catena nemodificati.

11.39. Din 2 ¢ de piritd de puritate 609, se obtine dioxid de sulf cu un
randament de 809%,. Dioxidul de sulf este transformat in acid sulfuric sub
formi de solutie in greutate de 1400 kg de concentratie -necunoscuts.
Pentru a se stabili concentratia se precipitd 100 g solutic cu BaCl,, ob-
tinindu-se 233 g precipitat alb. Se cere:

1. Scrieren ecunatiilor tuturor reactiilor.

2, Determinarea randamentului cu care a fost absorbit trioxidul de
sulf cu’' api. '

IL40. 1) $tiind c# un gaz 4 are demsitatea la 30°C §i 2 atm de 3,539 g/1
sd se identifice masa moleculard a acestui gaz.

2) Si se determine formula dac# se gtie ¢ in molecula gazului se
gisesc doi atomi de oxigen.

11.41. Reactia de esterificare a acidului acetic eu etanolul are constanta
-de echilibru egali cu 5 pentru o temperaturi datd. Ficind si reactioneze
0,4 moli de etanol cu un randament de 909, se eere :

1. Numirul de moli de acid acetic introdus in reactie.

2. Numirul de moli de acid acetic riimas nereactionat la echilibru.

I1.42. Fosfatul disodic din comer{ este un cristalohidrat. Determinati
formula, cristalohidratului dacd 32,2 kg sare hidratati contine 14,2 kg
sare anhidri.

I1.43. Un numir de 0,2492 - 1023 molecule dintr-un halogen are masa de
6,56 g. Aceasts cantitate de halogen formeazi cu un metal divalent 8,966 g
sare. Se cere :

1. Natura halogenului si formula siirii.

2. Configuratia electronicsi a ionului. ,

3. Formula si denumirea substantei complexe a acestui ion obfinutd
prin cianurare.
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Il Subiecte de examen propuse 238-243
INDICATH S| RASPUNSURI 244255

iI.1. 2,41 molar.

IL.2. 32,2 g.
IL.3. Indicatie :
96 500/100 = Ey,,,/0,03042, E = 29,355 g,
Mot = 29,355 - 2 = 58,71 g Ni,
NiCl, _feoi= | . Ni + Cl,.
11.4. Indlcatle
Initial in solutie existd 0,05 moli C1-/0,5 1 si 0,05 moli/0, 5 1 Na*.

Prin electrolizi se formeaza, 0,04 moh/Na*OH deci [OH"] =
= 0,04 moli/0,5 1= 0,08 moli OH-.

[C1-]1 = 0,05 — 0,04 = 0,01 moli C1-/0,5 1 = 0,02 moli/l,

[(H;O+]- [OH"] = 1074- [H30+] = 107%/4-10"2 = 2,5 1013 moli/0,51,
adic# 5 - 10713 moli/l.

IL5. 4,29 - 1023 atomi.

11.6. muyo0 = 89,8 g, C = 8,9%,.
a’) g, = 9876 g3
b) nmo = 4,988,

neuon = 8,8/32 = 0,275,
Xempon = 0,275/5,263 = 0,0522 ;
¢) 2,75 m.
IL7. 1,05-10~2 m
I1.8. 2,4-10~2 m

IL9. 9,064 g FeCl,, 0,0557 moli FeOl;, 13,596 g H,0, n = 0,7553 moli,
6,79% moli FeCl,.

I1.10. 246,24 g FeSO,- 7 H,O.

IL11. 1,084 1.

I1.12. H,S0, + 2 NaOH = Na,80, + 2 H,0
Se consumé 0,6 - 10~3 moli H,80,/25 ml solutie :
a) 2,352 g/l 1 sol;
b) 1,339 ml sol.
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11013- MHuCI exces — 7,3 g,
MHCI reactionat == 21,9 g, puritate = 60%,.
11.14. b) 48% Mg, 529 Cu.

1L15. C.H(4):
a) OgHy(B), HOKO);
b) 35,84 m® B;
c) 409,.

11.16.3) (4) C,H,, (B) CH,CHO, (0) CH, = CH—Cl;
b) 110 kg B;
c) 140,625 kg;
d) 449,

1L17. C;H,—CH,—CHj (indicatie : C;H;—C,Hy,,, -+ 31 0 T.'—'—"’Hlf-mcnoc;‘ﬂ =
= (n — 1) CO,; + n H,0.
1mol CO:n—1=1;n=2

IL18. a) At: 1 s%; 2 s2p%; 3 52 3p%; 4 s2 3 dl° 4p%; 5 52 440 5p°; 632 f14;
5 d° 6 pb.

K =2¢"; L =8"; M =18¢"; N=18_e‘; 0=232"; N ="Te".

Este un halogen : astatiniu. Electronul distinctiv se afl} in substra-
dul p.

Rn: 1s%; 232p% ;3 82p%; 4823 @0 4p%;5 524 d10 5 p°; 6 82 4 15 g 6ps,
K=2¢; L=8"3; M=18¢"; N =18¢"; O =32"; N = 8¢".
Deci electronul distinetiv se afli in substratul .

Fr:1s2;28%p%;38%%;4523d04p%; 5324405 pb; 6824 B3 av;
B p8; T 82

Electronul distinctiv se afl¥ in substratul s.
b) At: Grupa a VII-a, perioarda a 6-a.
Valenta, : — negativi, —1
— covalenta, 1 :
— valenta pozitive: 41, +3, 45, +T.
, Caracter nemetalic mai pufin pronuntat decit ceilalti halogeni,
electroenergetic mult mai slab decit fluorul: HAt: hidroacid; HAtO,
HAtO, ; HAtO,, HAtO, :oxiacizi.
Rn : Grupa a VIII-a, perioada a 6-a. :
Gaz rar, inert, fird capacitatea de a reactiona, nu are valenti.
Fr: Grupa I, pericada a 7-a, valen{a numai 1.
Electropozitiv puternic, metal puternic.
Fr,0 oxid bazie, Fr(OH) bazi puternic Fr*H-, hidrur ionics.

dL19. a)Este format# din dous elemente cu caractere chimice net diferen-
‘fiate (metal si nemetal), carbura de aluminiu are legituri ionice.

Al Cy: 4 Al3+ 3 C4-

Cristale ionice cu forte electrostatice.
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b) H,S format din doud nemetale are legiituri covalente polare.

Rwdl

S

Unghiul dintre covalentele de hidrogen este de 90°. Deci fiecare
legituri S—H este o legituri formati din orbitali s §i p ai sulfului.

z
y

H,S este nn dipol 1I7%°S-25, Formeazi cristale moleculare cu forte
dipol —dipol.

¢) KH formati din metal §i nemetal are legiituri ionice K+ §i H-
(ionul hidruri).

d) Are cristale ionice cu forte electrostatice

H i
H—'?——cIJ—H
" H H

are legituri covalente nepolare. Legitwra C—H este legitura o for-
mati din orbitalii s §i sp3. Legituri C—C este legitura C format# din

sp3 cu sp3 are lungimea de 1,54 A. Formeazi, cristale moleculare cu
forte Van der Waals.

1 2 3
e) H,C = CH—-C=N: legituri covalente polare, conjine legituri
eterogenc.
Legiiturile C;,—H si C,—H sint ¢ formate din s §i sp?.
Leg#tura intre carbon 1 si carbon 2 este legitura dubli formati

dintr-o legiturd o (sp® cu sp?) si o legituri = (p, cu ;). Are lungimea
de 1,34 A.

Legiitura C,—C; este o legituri o formati din sp? §i sp. Legitura
carbon—azot este tripld legituri compusi dintr-o legiturd o (sp cu sp)

i 2 legiitwri = (p, cu p, 5i p, cu p,). Substanta formeazi cristale mole-
culare cu forte dipol—dipol.

11.20. a) Mz =d- M aer;
Mz = 0,069 - 28,9 =~ 2 este deci H,;
Me = 28,9 - 0,968 = 28 este deci etena.
, Mf = 0,688 - 28,9 = 17 este deci amoniac.
(1) C,H; OH 4 Na = C,H; ONa 4 1/2 H,.
(2) 6H;OH =X CH, + H,0.
(3) 3H,; + N, —> 2NH,.
(4) H,C = CH, 4 HCl — CH3;—CH,—Cl (cloruri de etil).

(5) CHy—CH,—Cl4-NH,—> [CH, —CH,~NH 01~ —*» OH,~CH,-NH,.
clorury etilamini

de etilamoniu
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b) 56/22,4 = 2,5 moli de H, care dau dupi cum reiese din ecuatia (3)

3moli Hy . . . . 2 moli NH,
25 .. .. ... x

#=2,5-2/3 =5/3 moli de NH,.
5/3 moli de amoniac vor da (din ecuatia (5))

2moli NH; . . . . . 1 mol j
5/3 moli NH; . . . . . y

¥ = (5/3)/2 = 5/6 moli de CH;—CH,—NH,.
Dar randamentul este 909,.
np de CH3—CH,—NH, = (90/100)- (5/6) = 30/40 = 3/4 = 0,75 moli.
mp = 0,76 M =0,75-45 =33,75 g
¢)lmolC;H;OH (46¢g) . . . . . .. 11,21 H,

56 - 46/11,2 == 230 g etanol.

d) Sinteza NH, in industrie din care se fabrici acid azotic, ingrigi-
minte pe bazi de azot, medicamente.

11.21. Indicatie.
a) Varianto I.

HgCl,

HC=CH + HOl—- 5= HC=CH
closurd de vinil CI N H+
- conditii 11— L2KON_ ooy A0/
HL ?H +Ha specigle HL-CH \Cl 2KCl TR \CN -2NH,
' 1,1diclor etaon metil malon dinitril
iclorura de etiliden)

c ~COOH

_' \COOH
acidul metil matonic
Variania a II-a.
Pd(siruri de Po(. Ol KCN
HCSCH o Hy—=52 b=y C=CH, = H.C-CHzCl e
clorura ce etil
——HC—CH,—CN +2HOHT o o -cooH 82 e~ CH-CooH-
“NH, THCT 2T
- cl .
proprionitrii .
KON 1 c—cH-Coom —Z—I-_i‘k%_—b/-—li—l-hc-(llH—COOH
CN o COOH
ocid oCcion propionic acidut metil malonic
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Variante @ I1I-a — care cuprinde si reactii care nu sint in manual =

HC=CH-Kusetat -+ CO0H — 02 H,C~COOH KX He—COOH—

-HCl -KCl
. acid acetic o NGt Cl C}SN
Hg0- ; -1
e Mz~ COOH Cz(:SHSOH' Na HC((C;SS: Tl
“NF3 AR -
CooH
acid malonic derivet sodat
N _-COOH
—HE=CH oo

b) 1. Metoda Kucerov.

2. _ HgCi, Hul H,0/04
HC=CH +HCl H,C=CH——— cH ©H0/01 -CH=0
TP e VI

c¢) Varianta I.

luminid

CH, + Cl2 = CH,(1 4- HC1
clorurii de metil

CH,—Cl + KON -— CH,—ON —=3 CH,—CH,—NH,
acetonitril

Varianta a 1I-a.
1500°
2 CH4 —_— 3 Hg + CoHo

P4 (sirurile de Pb) 2C CHZ —-E{_c: HSC CH., Cl
eteni cloruri de etil

HC = CH - H,

CH,—NH;F]Cl~ -, CH,—CH,—NH,
—NH,C!

cloruri
de etilamoniu

H,0—CH,—Cl 4 NH, — CH,—

11.22. CH4,COOH. HCOOCH,, CH2 CHO, HO—CH— /CHm
AN
OH

H,C=CH—O—CH,—OH, CHy—O—CH,—CHO.

11.23. a) ¢ = H,80,, b = CuSO,, ¢ = 80,, d = H,0, ¢ = Cu(OH),, f =:
= N3a,80,, g = CuO, h = Cull,, i = SO,.

b) 16 g CuO, 27 g CuCl,.
o = Mr. moh de ‘acid ionizafi/nr. moli dizolvati- 100 =

c)
=5+ 100/(3 + 5) = 62,5%.
a) [H,0*]- [OH"] = 1074 = [0H~]=10"4[[H,0*]= 10-4/2-10~=

a,ga, decl, [OH*] < [H40*], solutia are caracter acid (normal pentru hidro~
liza CuCl,).

11.24. In volume 25% CH, si 756%, C,H,.
In procente de mas¥ 17,239, oHél 31 82,77% H
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1125,

Indicatie. mcuwso, = M * Vo1 * Meuso, = 1 0,25 - 160 = 40 g.

Notim cu m masa plicutei din Fe

CuSO, + Fe = FeSO, + Cu. e

In final 12 = m — m, + Mmcu:

11.26.

1L.27.

160 56 40 -56
— = ; Mp= —— =14 g;
40 m, 160

160 _ 64 o _40-64_ .
—_— — Cu == =

40  me 160 &

Minipial =12 + 14 —16 =10 g

Maoruts — Macia = (13,6/100) « M.ciq

35,5 — 17 = 18,5; 18,5 = (13,6/100) - Mazia = Mii ¢ — 136 2.
chnnen—v—coou =136, » = 7, C;H, — COOH,
CHy( Oﬁs)COOH,

0, m, P

C¢H,(CH,)COC!; C,H,(COCH,)CI,

0, my, P o, m, p

CH,(CH,CI)CHO

0, my P

NaClO,, 60,46 1

2 MCIO, =2, 2 MCl + 3 O,

. 45,07
3-16 g oxigen = ;60 Mycio, = Mycio, = 106,5 g,

1065 = M + 35,5 + 48, M = 23 g — este Na,

MnO,

2 NaCl0;, — 2NaCl + 3 O,
Mpur = (96,8/100) + 220 = 212,96

n = 2 moli, V, = 67,21, ¥, = (90/100) - 67,2 = 60,48 1.

e A — e~ 3 o ——— e — e ——— e  —————— 3t % —— s . e
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11.28. (22,86/100)- a g cupru; (77,14/100)- « g argint.
3 Cu + 8 HNO; » 3 Cu(NO,), + 2 NO + 4 H,0;
¢ Ag + 4 HNO; > 3 AgNO, + NO + 2 H,0;
3 64 _2-224
22,86 Ca o,

, V, =0,0533-a 1;

100
3-108 22,4 .
——77,14 - = Vy,=0,0533-a |,
100
2a-0,0533 = 2,986, a = 2,986/0,1066 = 28 g,
mew = 6,4 g, 0,1 atomi; my, = 21,6 g, 0,2 atomi; n,/nc, = 2/r
11.29. Zn 4+ S = ZnS; ZnS + 2HCl = Zn0l, + H,S,
g ZnS|m = 22,4/2,4, m = 10,39 g,
97 g ZnS . . .G)an. . .32gS

10039 g . . . . mgy . . . .. Mg
100g . . ... C, . ..... C,

Mga = 6,96 g, ms = 3,42 g, C, = 66,98Y%,, C, = 33,02%,

11.30. M,CO,- CO, + M0
mco, = (52,38/100) - 16,8 = 8,799 g,
g CO,/8,799 = M/16,8, M = 84 g,
M= M, + 60, M, =24 este deci Mg;
MgCO; - MgO -+ CO,
84/100 = 24/2, z = 98,57% Mg,
84/100 = 12/y, y = 14,289%, C, z = 57,149, O

b
<

11.31. 440/22,4 = 19,64 moli, muc = 19,64 - 36,5 = 716,86 g,
500/22,4 = 22,32 moli, msc) = 22,32 - 36,5 — 814,68 g,
¢ = (716,86/ms) - 100,
ms = 1000 ml- 1,21 = 1210 gsol, ¢ = 176,36 - 100/1 210 = 59,249 ;

1000 gapd . . . . . ... ... ... 814,68 g

100 . . . .. oL Sy

8, = 81,468 g/100 g api;

1000 gapd . . . . . .. ... ... .. 716,86 g HCI
100g .. o000 Lo oL A

11.32. a) CO,; C;H;
b) 0,2 moli CO,; 0,2 moli C,Hy
CHg + 5 0,—- 3 CO, + 4 H,O,
€O, - Ca(OH), » CaCO, - H,0;
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¢)1mol CHy, . . ... e e e e e e e e 05022410,
02moli C;Hy, . . . . . . . ... ... ... x
= 2 =22410,, Vic =5-Vo, =112 1 aer.

11.33. 1) N, + 3 H,»> 2 NH,

Pt/Rh

2) 4 NH,+ 50,
3) 2NO + 0,- 2 NO,

4) 3 NO, - H,0 - 2 HNO, + NO
5) HNO, + CH;, - C,H,NO, + H,0

4 NO + 6 H,0

b)12:28 g N, . . . . . .« . ... 8-115 g C;H,NO,
S84 g N, . ..o oo e e . *

¢ =« =38,4-8-115/12 - 28 = 23 g h,
n=r"n" 7 =90 +90/100-100 = 819,
N = (cpfe) - 100, ¢, = 7 ¢/100 = 81 - 23/100 = 18,63 g (;H,NO,
rezultat.
11.34. Se foloseste : # = nr. moli H,; y = nr. molialcani inferior, 4y =
=nr, moli alcan superior.

Folosim C,H,,,, formula alcanului inferior §i C,s;Hnsg fmmula.
alcanului superior.

{2$ + y Mcﬂuz"*o + 4:’, . ]’IcfH-lHﬂYH-l = 72

2242 + 224 - 5y = 100,38
= 2 moli H, (4g H,; 44,81 He), valoare obfinutit din ecuatia de reducero
Fe,0;.

169

1‘0203+3H +2Fe +3H,0, 2 =2 moli =4 g =448 1.
106,88
Deci : cu ¢ = 2 rezultd
4+ (147 + 2)y 4 4(14 n - 16)y = 72
44,8 4- 112y = 100,8

- o o ACHe
Cu solugiile: n =1, y = 0,5; adfca, aleani sint : \“Osz aflati in
raportul 1 :4,
a) Deci amestecul confine :
M m (g) nr. moli  volum (1) (e.n.)
H, 2 4 2 44,8
CH, 6 8 0,5 11,2
C.H, 30 60 2 44,8
TOTAL — 72 4,5 100,38

b) Xu, = (2/4,5) -100 = (20/45) 100 = (4/9) -100 = (400/9) = 44,4%,.
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¢) Ecuatiile de ardere sint:

2 1

2215[34_02_,2]5[20, m =1 mol O,;
1 2

CH, +20,-»C0; + 2H,0, =7 =1 mol Oy;

) 3,5
»

Voo =141+ 7=9 moli O,

Viaer = 45 moli aer adicd 45 - 22,4 = 100 81 aer, Ve = (100/80) -
-1 008 = 12 601.
d) @ = 25%,. Din 72 g amestec avem hidrogen reprezentat de :

H, 4 g
CH, 2 g p total 18 g H
C,H, 12 g
72 gamestec ... ... .18gH
100 g amestec . . . . . . . a
a = 25%.

I135. a) Cu® + 2 H'S+0;2 » Cu*?§%+02- 4 S§*+0%~ + 2 HF'0-2
1| cw =5 Cu*t ec. de oxidare (Cu = reduciitor)
1] g+6 225, g+ ec. de oxidare (H;80, = oxidant)
64 2 98 160 .
b) Cu + 2 H,80, - CuSO, + 80, + 2 H,0
z 9,8 y

z=32g Cu y =8 g CuSO,.
/8 g Cuso,

\32 g H,0 |
g Ho . _ ) _
20 g solutie * 3¢t Cr = (8/40) - 100 = 20%.

c) La amestecare mqs =8 g se adaugi la my, = 0, - ms,[100 =
= 40,160/100 = 64 g CuSO,.
Deci solutia IT contine :

64 g CuSO, + 96 g H,0 = 160 g solutie.
Pe total, amestecul T + II contine :
8464 = 72 g CuSO,
32 + 96 =128 g api
200 g solutie finals
Oy = (mgs/my) - 100 adicd C, = (72/200) - 100 = 36 %

d) Pentru a méri concentratia; dupd evaporare la 609} e mnecesar ca
o parte din apa din solutie s3 se evapore. Fie # = masa de ap# ce se
6vapord ; Cevap = (Mmys/(M,yy — =)) - 100, -

Solutia I contine
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unde C,,,, este concentrafia solutiei dupd evaporare, my,, — masa dizol-
vatului de la punctul ¢), m,, — masa solufiei de la punctul c), adic}
60 = [72/(200 — z)]- 100 < 60 (200 — 2)=7 200, de unde 12 000 —60z ==
=17200, & = 480060 = 80 g api.

160

&) CuSO; + st - CuS + H,S0,,

x = 72 22,4/160 = 10,08 1 H,0 (c.n.),

2oVolTy = pVi| Ty, Vi = pVo I3/ Top, =1 -10,08 -300/273 - 1,5 =
=1003-3/273-1,5 =2 016/273 ~ 7,3 1 H,S,

unde : po—-l atm, V,=10,08 1, T, =273 K, p, =1,5 atm, V,=1*¢

11.36. 2) My = Mco, " deo, = 44 -1 = 44,
Mcwm,, —44=>120 42042 =44 =141 =42 = n = 3.
A) H,; B) CH, = CH — CH;; C) CO,.
b) C.H > C.;H; + H,

o I

.3 12 L3 .

H-«l:icl~ H CHEC—Cly + 10
HoH A

-—le™ . .
C~3 ——> 072 ecuatie de oxidare

-le— . .
C~2 —— C™1 ecnatie de oxidare

+2e~ .
2H* — Hj ecunatie de reducere

—le~

Cc3 =5 0 ¢ =5, ¢

og+ —=, 2H} 1| o+ 5 H}

deci, egalitatea existi deja.
C-2Hj! = C*H*! — C73H{! + 5K;'Cri®072 4 20H;'S+%0;2 - 3C*+0;2 +
+ 23 Hf'0™% 4 3 C™3H;'C*3072072H*! + 5 KF'S+%0724-5 Cry3(S+°072)7%

—~6e~ . .
C2—— C** - ecuatie de oxidare

—de— . "
C 1= Ot8 ecuatie de oxidare

+6e— .
20r+* —— 2Cr*3 ecuatie de reducere

grupare
,_ -
s{t | G2 — (8 R I O =, (Ot
S1
‘
. +6e 6
s|1 | acp+e 25 o0rts 20+ 225, o0r+s
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C) Nalcan = 0,009 moli,

np, = 0,009 - 75/100 = 0,009-3/1 = 0,027/4 = 0,00675 moli,
ncH, = 0,00675 moli,

nco, = 0,00675 moli,

Vicro, S¢ determing din relafia :

m = a|V, dar V, = afm = 0,01125/0,5 = 0,0225 1 = 22,5 cm?,

o

Smoli C;H; . . . . . . .. . 5moli K,Cr0,

. 0,00675 moli (‘ N P
Calcularea #nx,cr,0,

pome A2 = 0,01125 moli K,Cr,0; pur.

11.37. 1.1) C,H,0,, 2) HOCH,—(H,—CH,0H, 3) CH,—(H—CH,
L
OH OH
9. dioli: 1, 2 si 1, 3.
3. dieteri : CH,—O—CH,—O—CHj,.
Hidroxieteri: CH;—O—CH,—CII,—OH; CH,—O—CH—CH,;
I

OH
CH,—0—CH,—CH,
o
Hidroperoxizi : CHy;—CH —CH,, CH,—CH,—CH,
c!)—o H 6 O—H

Clythy

4. CH, — HCI -+ CH,Cl; CH,Cl ——-> CH,Cl,,

(1= CII,— 01 == NC—CH,— ox 2, NH,~CH,—CH,~NH, —>

-2t 1 ()
—2N,
°“‘:° HO—CH,—CH,—CH,—OH
—°H,

11.38. 1. C.H,neiCl/35,5 = 100/38,37, n =4, CH,CL
2. CHs—(CHz)g_CHZCI; CH:)_(!)H_(:H:;—CI‘I:‘;

cl
cl
!
CH,—CH—CH,—0Cl; CHs—(lﬁ—(!H1
: | v
CH, CH,
cl

a0°C 1
3. CH,—CH — CH, + Cl, = CH,—(—CH,
- 1
i

| .
CH, CH,
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(I)H3 CH, CH,
| 2 I
1. CHy—C—Cl + KON = CH, —C—CN — (', — ('~ COOH
—RC I —Nll, I
CH, CH, CH,
acid trimetil-acetic
CH,
|
CH,—C—NH,
l
CH,
1L39. 1. 4FeS, + 11 O, - 2Fe,0, -+ 880,
80, -+ (1/2) O,~ 80,
SO, + H,0 - H,S0,
2. 10 kmoli FeS, — 20 kmoli SO,
(80/100) - 20 = 16 kmoli H,SO,, mu,s0, = 1568 kg,
233 g BaSO; . . . . 1 mol BaSQ, ... 1 mol H,S0,(93 g H,80,)
100/1 400 = 98/2, @ = 1372 kg, 4 = 87,5%.
1140, 1. 44 g
2. COzo

vy
-y
by
-
L]
.
Pt

. 1,008.
2. 0,648.
.42, Na,HPO, - 10 H,O.
I.43. 1. M =160 g Br,; NiBr,.

N 1t 23S  3s%pf3d0  4e4p°
) K=2 ' L=8 ' M=18 ' XN =8¢
3. [NICX),1Na,.

™
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Prin rezolvarile originale si detaliate-— prin mai
multe metode — ale subiectelor date la coneursu-
rile_ de admitere in treapta a doua de liceu i

prin testele propuse,. cu indicatii si ruspun..url,

- cartea se- deosebe;te de celelalte’ lucrun apd-
rute ‘si constituie un model operational ‘pentru

stimularea creativitatii si inventivitdtii elevilor.
Volumul se adreseaza atit elevilor din clasele
IX—-X de liceu, cit si profesorilor carora le poate

. fi,de un real folos in activitatéa la catedrd.
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