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CUVINT INAINTE

Scrisd atrdgdtor §i accesibil, cartea cunoscutului matematician
de origine maghiard este consacratd procesului creafiel matematice.
In primul volum, bogat ilustrat cu variate exemple, autorul se strd-
duieste si raspundd la intrebdri care preocupd deopotrivd pe cercetd-
tor, pe cel ce predd matematica §i pe cel ce o invati. Toate aceste intre-
bdri derivd din urmdtoarea intrebare fundamentald: pe ce cdi se do-
bindesc cunogtinte noi in matematicd, care este mecanismul desco-
peririi in aceastd gtitntd? Rdspunsul, surprinzdtor pentru neinifiati
aratd cd in creafia matematicianului joacd un rol important meto-
dele de cercetare comune tuturor gtiinfelor naturii: observatia §i
generalizarea, ipoteza inductivd gi experimentul.

In volumul al doilea, autorul incearcd si stabileascd reguli i
forme ale rationamentului inductiv, pe care el il numegte rationa-
ment plauzibil. Fiecare reguld se obtine pornind de la exemple luate
din matematicd, fizicd, astronomie, practica judiciard sau medicing.
forme de rationament inductiv cu ajutorul calculului probabiliti-
tilor. Volumul al doilea poate fi citit independent de primul.

Situindu-se, in general, pe poziliv materialiste, autorul isi expune
idetle intr-un limbaj curgdtor si plin de umor, ugor de urmdrit.

La sfirsitul fiecdrui capitol sint propuse probleme (dindu-se si
solutiile lor), gradate ca dificultate, a cdror rezolvare permite in-
telegerea mai profundd a ideilor autorului.






PREFATA

Aceastd carte urmireste diverse scopuri strins legate intre
ele. In primul rind, cartea este destinati si-i ajute pe cei ce
studiazd §i predau matematica intr-o problemd importanti céreia,
de obicei, nu i se acordi atentia cuvenitd. Intr-un anumit sens
insd, cartea este si o incercare filozofici. De asemenea ea este o
continuare si necesitd o continuare. Md voi ocupa de aceste
puncte, unul dupd altul.

1. Riguros vorbind, toate cunostintele noastre care depisesc
cadrul matematicii si al logicii demonstrative (care este in fapt,
o ramuréd a matematicii) constau din ipoteze. Desigur existd ipo-
teze si ipoteze. Existd unele cit se poate de fundamentate gi
demne de incredere, de exemplu cele exprimate in unele legi gene-
rale ale fizicii. Exista altele care nu au nici una din aceste calititi,
iar unele dintre ele ne pot stirni minia cind le citim in reviste.
Intre unele si celelalte existd tot felul de ipoteze, intuitii si pre-
simtiri.

Ne intdrim cunostintele matematice prin rationamente demon-
strative, insd ne sprijinim ipotezele prin rationamente plauzibile.
O demonstratie matematici este un rationament demonstrativ, pe
cind probele inductive ale fizicianului, probele indirecte ale
juristului, argumentele documentate ale istoricului si probele
statistice ale economistului fac parte dintre rationamentele
plauzibile.

Deosebirea dintre aceste doud tipuri de rationamente este
mare $i variatd. Rationamentul demonstrativ este cert, incontesta-
bil si definitiv. Rationamentul plauzibil este hazardat, discuta-
bil si provizoriu. Rationamentele demonstrative pitrund stiinta
in aceeasi méasurd ca si matematica, insd, ca atare, ele nu sint
capabile (la fel ca matematica insdsi) sd ne furnizeze cunostinte
esentialmente noi despre lumea inconjuritoare. Tot ce aflim nou
despre lume este legat de rationamente plauzibile, unicul tip de
rationamente care ne intereseazi in treburile de toate zilele. Ra-
tionamentul demonstrativ are standarde rigide, codificate si
stabilite de logicd (de logica formald sau demonstrativi), care
este teoria rationamentelor demonstrative. Standardele rationa-
mentelor plauzibile sint fluente gi nu existd nici un fel de teorie
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a acestui mod de a rationa care si se poatd compara, sub aspec-
tul claritétii, cu logica demonstrativa sau sa se bucure de un con-
sens comparabil cu al acesteia.

2. Un alt punct referitor la aceste doud tipuri de rationamente
meritd atentia noastrd. Este unanim cunoscut ci matematica
ne oferd o minunatd ocazie de a invita modul de rationament
demonstrativ, dar afirm, de asemenea, cd in programele analitice
obisnuite ale institutiilor de invdtimint nu existd un obiect care
sé ne ofere un prilej tot atit de bun pentru a invata rationamentul
plauzibil. M3 adresez tuturor celor care studiazi matematica, pe
cea elementard sau pe cea superioard, si care sint interesati sa
si-o insugeascd, si le spun: Desigur, vom invita si demonstrim,
dar vom invdta, totodatd, si intuim, s ghicim.

Aceasta sund intrucitva paradoxal si trebuie si accentuez
unele puncte, pentru a evita eventuale neintelegeri.

Matematica este consideratd ca o stiintd demonstrativa.
Aceasta este insd numai una dintre laturile ei. Matematica expusi
intr-o forma inchegatd se prezinti ca o stiintd pur demonstrativ,
constind numai din demonstratii. Insd in procesul de formare,
matematica seamind cu toate celelalte cunostinte umane aflate
si ele in acest proces. Trebuie s& intuiti o teoremd matematici
inainte de a o demonstra; trebuie si intuiti ideea demonstratiei,
inainte de a o efectua in toate detaliile ei. Trebuie s& combinati
observatii si si urmdriti analogii; trebuie sd incercati si iardsi
sd incercati. Rezultatul muncii de creatie a matematicianului
este un rationament demonstrativ, o demonstratie; insd demon-
stratia se dezvdluie cu ajutorul unui rationament plauzibil,
cu ajutorul unei ipoteze. Dacd predarea matematicii reflectd, in
vreun grad, modul in care se creeazd matematica, atunci ea tre-
-buie si facd loc ipotezei, inferentei plauzibile.

Dupd cum am mai spus, existd doud tipuri de rationamente:
rationamentul demonstrativ si rationamentul plauzibil. Imi
permit sd relev ci ele nu se contrazic unul pe celdlalt ; dimpotriva,
ele se completeazi. Intr-un rationament riguros, principalul este
sd distingem demonstratia de presupunere, demonstratia fundati
de incercarea lipsitd de validitate. Intr-un rationament plauzibil
principalul este si distingem o presupunere de alta, o presupunere
mai rationald de alta mai putin rationald. Dacd vd veti indrepta
atentia spre aceastd distinctie, ambele calificari vor deveni mai
clare.

Cel ce studiazd in mod serios matematica $i vrea sd faca
din ea preocuparea vietii sale, trebuie sd invete rationamentul
demonstrativ; aceasta este profesia lui si semnul distinctiv al
gtiintei sale. Insi pentru a avea cu adevirat succes, el trebuie



sd invete si rationamentele plauzibile; acesta este tipul de rationa-
mente de care va depinde munca sa de creatie. Cel care se ocupd
de matematicd in subsidiar sau ca amator trebuie, de asemenea,
sd se familiarizeze intrucitva cu raionamentele demonstrative;
poate cd el nu va avea o deosebitd nevoie si le aplice direct, insa
el trebuie s3-§i insugeascd standardul cu care si poatd confrunta
diversele argumente prezentate in calitate de demonstratii, pe
care le va intilni in viata contemporani. In tot ce va intreprinde
ins, el va avea nevoie de rationamente plauzibile. In orice caz,
cel care studiazd matematica si doreste si se impund in acest
domeniu, indiferent de interesele sale ulterioare, trebuie si in-
cerce sd invete ambele tipuri de rationamente, pe cel demonstrativ
si pe cel plauzibil.

3. Nu cred sd existe @ metodd perfect garantatd pentru a
invidta si intuim. In orice caz, daci existi o astfel de metods,
nu o cunosc §i, bineinteles, nu pretind cd am s-o expun in paginile
ce urmeazd. Aplicarea eficientd a rationamentelor plauzibile este
o deprindere practicd si, la fel cu orice altd deprindere practica,
ea se invatd prin imitatie si prin exercitiu. Ma voi stradui sd fac
tot ce depinde de mine pentru a-1 ajuta pe cititorul care doreste
sd invete rationamentele plauzibile, insé tot ce pot si-i ofer sint
numnai exemple de imitat si ocazia de a exersa.

In aceastd carte, voi discuta frecvent despre descoperiri
matematice, mari si mici. Nu pot relata istoria adeviratd a mo-
dului cum s-a produs descoperirea, deoarece aceasta nu o stie in
mod real nimeni. Voi incerca insd si imaginez istoria plauzibild
a modului in care descoperirea putea si se producd. Voi incerca si
pun in evidentd motivele care au stat la baza descoperirii, infe-
rentele plauzibile care au dus la ea, pe scurt, tot ce meritd imitat.
Desigur voi cduta si-1 conving pe cititor; este obligatia mea de
pedagog si de autor. Voi fi insd de o perfectd cinste fatd de citi-
tor in tot ce este cu adevirat esential: md voi stradui si-1 conving
numai de ceea ce cred cd este adevdrat si util.

Fiecare capitol este urmat de exemple §i de note. Notele se
ocupd de probleme prea tehnice sau prea subtile pentru textul
capitolulul, sau de probleme care sint intrucitva ldturalnice fata
de linia generald a expunerii. Unele exercitii ii dau cititorului
ocazia de a reconsidera detalii care in text au fost numai mentio-
nate. Cea mai mare parte a exercitiilor insd ii oferd cititorului
posibilitatea de a-si deduce propriile concluzii plauzibile. Ina-
inte de a ataca vreo problema mai grea, propusa la sfirgitul unui
capitol, cititorul trebuie si citeasca atent partile corespunzitoare
ale capitolului i, de asemenea, si parcurgd problemele vecine;
cheia poate fi continutd intr-o operatie sau in cealaltd. Pentru a-1
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inzestra pe cititor cu astfel de chei (sau-pentru a i le ascunde),
pentru o mai mare utilitate a studiului, s-a acordat multd atentie
nu numai continutului si formei problemelor propuse, ci §i ordinii
lor. In realitate, ordonarea acestor probleme a cerut mai mult
timp si mai multe griji decit poate si-si inchipuie sau si con-
sidere necesar un neinitiat.

Pentru a fi accesibil unui cerc mare de cititori, am ciutat si
ilustrez fiecare problem& importanti printr-un exemplu cit mai
elementar. Totusi, in unele cazuri, am fost nevoit si recurg la
un exemplu nu tocmai elementar, pentru a intdri intr-un mod
destul de convingitor o afirmatie. In fapt mi-am dat seama ci
trebuie si prezint atit exemple de interes istoric, exemple pose-
dind o adeviratd frumusete matematicd, cit si exemple care ilus-
treazd paralelismul cu metodele folosite in alte stiinte sau in
viata de toate zilele.

Trebuie addugat cd multe dintre povestirile acestea si-au cipé-
tat forma definitivd in urma unui fel de experiment psihologic
neformal. Am discutat subiectul cu mai multe grupe de studenti,
intrerupindu-mi adeseori expunerea prin intrebari de natura
urmitoare: ,Ei bine, ce ati face intr-o astfel de situatie?* Unele
pasaje din textul care urmeazd au fost sugerate de ridspunsurile
studentilor mei sau versiunea mea initiald a fost modificatd in
vreun alt mod sub influenta reactiei ascultdtorilor mei.

Pe scurt, am cdutat si folosesc intreaga mea experientd de
cercetare si cea didacticd, pentru a-i oferi cititorului cea mai
buni ocazie de a imita in mod rational sau de a lucra independent.

4. Exemplele de rationament plauzibil reunite in =aceastd
carte pot fi folosite §i intr-un alt scop: ele pot arunca ooarecare
lumind asupra unei probleme filozofice care constituie obiectul
unor dispute inflicirate: problema inductiei. Iatd problema
cruciald: existd oare reguli pentru inductie? Unii filozofi spun
»,da*, multi savanti cred ,nu“. Pentru a discuta cu folos aceastd
problems, trebuie sd o punem in alt mod. Totodatd, ea trebuie
interpretatd altfel, cu mai multa independenta fata de verbalismul
traditional sau fatd de formalismul de mod4 noud, dar si intr-un
mai strins contact cu practica savantilor. Relevam, in primul rind,
¢ rationamentul inductiv este un caz particular al rationamentu-
lui plauzibil. Mai mentiondm (acest lucru a fost aproape uitat de
autorii moderni, insd unii dintre cei vechi ca Euler si Laplace isi
diddeau bine seama de aceasta) cd rolul probelor inductive in
investigajia matematicd este similar cu rolul lor in cercetarea
fizici. Dupd aceasta, veti putea constata c¢d unele informatii
despre rationamentele inductive se pot obtine prin observarea si
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compararea unor exemple de rationamente plauzibile in probleme
de matematicd. $i in felul acesta se deschide usa spre studiul
inductiv al inductiet.

Cind un biolog incearcd sd cerceteze vreo problemd generals,
sd zicem de geneticd, este foarte important pentru el si aleagd o
anumitd specie vegetald sau animald, cit mai potrivitd pentru stu-
diul experimental al problemei sale. Cind un chimist intentio-
neazd s studieze vreo problemi generald, referitoare, si zicem,
la viteza reactiilor chimice, este foarte important pentru el si
aleagd anumite substante speciale, cu care si fie comod de efectuat
experimente adecvate problemei sale. Alegerea unui material
experimental potrivit este de o mare importan{d in studiul induc-
tiv al oricdrer probleme. Cred cd, in mai multe privinte, mate-
matica este cel mai potrivit material experimental pentru studiul
rationamentelor inductive. Acest studiu impune necesitatea unui
anumit fel de experimente psihologice: trebuie si incercati em-
piric ce influentd exercitd asupra increderii pe care o aveti intr-o
ipotezd considerati cutare sau cutare tipuri de probe. Datorita
inerentei lor simplicitati si claritati, subiectele matematice sint
mult mai convenabile pentru acest gen de experiente psihologice
decit subiectele din orice alt domeniu. In paginile care urmeaz,
cititorul va avea destule ocazii sa se convingd de aceasta.

M3 gindesc cd este mult mai filozofic si considerdm ideea mai
generald a rationamentului plauzibil in locul cazului particular al
rationamentului inductiv. Am impresia ca exemplele strinse in
aceastd carte conduc la un aspect determinat si pe deplin satisfa-
citor al modului de a rationa plauzibil. Nu vreau insd s impun
cititorului conceptiile mele. In fapt, nici nu le enunt in primul
volum ; vreau ca exemplele si vorbeascd de la sine. Primele patru
capitole ale volumului al doilea sint consacrate uneidiscutii gene-
rale mai explicite a rationamentelor plauzibile. Aici stabilesc in
mod formal schemele de inferente plauzibile sugerate de exemplele
date, incerc si sistematizez aceste scheme i sd cuprind unele
dintre relatiile existente atit intre ele cit si cu ideea de proba-
bilitate.

Nu stiu dacd continutul acestor patru capitole meritd s se
numeascd filozofie. Daci este filozofie, este vorba, incontestabil,
de un fel de filozofie care nu tinteste prea sus, avind de-a face mai
curind cu intelegerea unor exemple concrete si cu comportarea
concretd a oamenilor decit cu interpretarea unor generalitati.
Desigur, imi dau si mai putin seama care va fi aprecierea defini-
tivd a conceptiilor mele. Am insd convingerea destul de puternica
cd exemplele mele pot fi utile oricirui om rational si lipsit de
idei preconcepute, care studiazi inductia sau rationamentul plauzi-
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bil si doreste si-si formeze conceptiile in strins contact cu faptele
observate. .

5. Lucrarea despre Matematicd si rationamentele plauzibile,
pe care am considerat-o totdeauna ca pe un intreg, se des-
compune firesc in doud parti: Inductia §i analogia in matematicd
(vol. I) si Scheme de inferente plauzibile (vol. II). Pentru comodi-
tatea cititorilor ea apare in doud volume. Volumul I este complet
independent de volumul II si cred ¢d multi cititori vor dori si-1
aprofundeze cu grija inainte de a citi volumul II. El cuprinde cea
mai mare parte din ,carnea“ matematicd a acestei scrieri, si
furnizeazd ,datele* pentru studiul inductiv al inductiei din
volumul II. Unii cititori, mai priceputi si mai experimentati
in matematicd, vor vrea, eventual, si treacd direct la volumul
II, astfel cd pentru ei va fi mai comod si-1 aibd separat.-Pentru
simplificarea referirilor, numerotarea capitolelor este ficutd in
continuare pentru ambele volume. Nu am inzestrat cartea cu un
indice, deoarece aceasta ar fi impus ca terminologia si fie mai
rigidd decit este de dorit in lucriri de acest gen. Sint convins cé
tabla de materii va constitui un ghid satisfacitor al cartii.

Aceastd lucrare este o continuare a cirtii mele anterioare
How to Solve It?'. Cititorul care se intereseazd de subiect ar trebui
sd citeascd ambele cérti, insd ordinea nu are prea mare impor-
tantd. Textul este astfel intocmit incit poate fi citit independent
de lucrarea precedentd. In fapt, aceasti carte contine numai
unele referiri directe la cea anterioard, care pot fi trecute cu
vederea la prima lecturd. Totusi, existd referiri indirecte la car-
tea precedentd aproape in fiecare pagina si aproape in fiecare fraza
a unora dintre pagini. Lucrarea de fatd da numeroase exercitii
si unele ilustratii mai complete decit cea precedentd, in care,
dat fiind volumul si caracterul ei elementar, acestea nu si-au
gasit loc.

Cartea de fatd este legatd, de asemenea, de culegerea de pro-
bleme de analiza intocmitd de G. Szegé $i de autor (vezi biblio-
grafia). Problemele din aceastd culegere sint grupate cu grija in
asa fel incit sd se sprijine una pe alta, sd ofere una cheia alteia,
s cuprinda in ansamblu o temd determinata §i sé-i dea cititorului
ocazia de a se exersa in diverse procedee importante in rezolvarea
problemelor. In tratarea problemelor, cartea de fatd urmeazi
metoda de expunere initiatd in amintita culegere si aceasta
legiturd nu este citusi de putin lipsitd de importanta.

Doui capitole din volumul al doilea al cirtii de fatd se ocupd
de teoria probabilitdtilor. Primul dintre aceste capitole este legat,

1 Cum se rezolvd? — N. R.
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in parte, de expunerea elementard a calculului probabilitatilor,
scrisd de autor in urmi cu citiva ani (vezi bibliografia). Concep-
tiile asupra probabilitdlii care stau la baza sa si punctele de
plecare sint aceleasi, iar pentru rest contactul este redus.

Unele conceptii expuse in aceastd carte au fost exprimate
inainte in articolele mele indicate in bibliografie. In textul cartii
au fost introduse extrase ample din lucririle nr. 4, 6, 8, 9 si 10.
Imi exprim recunostinta profund editorilor lui ,,American Mathe-
matical Monthly“, lui ,Etudes de Philosophie des Sciences en
Hommage a Ferdinand Gonseth* $i lui , Proceedings of the Interna-
tional Congress of Mathematicians 1950“, care au avut amabili-
tatea de a-mi permite si reproduc aceste extrase.

Numeroase parti ale acestei cirti au fost expuse in prelegerile
mele, unele dintre ele chiar de mai multe ori. In unele parti si in
unele privinte, am péstrat tonul expunerii orale. Nu sint de pa-
rere cd acest ton ar fi in genere de dorit intr-o expunere de mate-
maticd tipdritd, insd in cazul de fatd acesta poate fi potrivit sau
cel putin scuzabil.

6. Ultimul capitol din volumul al doilea al lucrarii de fati,
consacrat Inventiei si Predirii, se leagd mai direct de lucrarile
mele anterioare §i indicd posibilitatea unei continudri.

Aplicarea eficientd a rationamentelor plauzibile joacd un
rol esential in rezolvarea problemelor. Cartea de fatd incearci
sd ilustreze acest rol cu ajutorul multor exemple, insd rimin alte
aspecte ale rezolvirii problemelor care necesitd ilustrdri simi-
lare.

Multe probleme atacate necesiti o dezvoltare ulterioara.
Conceptiile mele asupra rationamentelor plauzibile ar trebui eom-
parate cu conceptiile altor autori, exemplele istorice ar urma sé
fie analizate mai minutios, conceptiile asupra inventiei si pre-
darii ar trebui studiate, pe cit este posibil, prin metodele psiholo-
giei experimentale si asa mai departe. Mal rdmin citeva sarcini
dintre acestea, insd unele dintre ele s-ar putea dovedi ingrate.

Aceastd carte nu este un manual. Sper insd cd, cu timpul, ea
va influenta expunerea obisnuitd a manualelor si alegerea sferei
lor de probleme. Sarcina de a scrie intr-un mod nou manualele
obisnuite, urmind aceste directii, nu trebuie privitd ca ingrata.

GEORGE POLYA
Universitatea din Stanford
Mai 1953






SFATURI CATRE CITITORI

Pentru citirea pirtilor esentiale ale textului se pot dovedi
suficiente unele cunostinte de algebra elementard §i de geometrie.
Aproape pentru intregul text si pentru majoritatea exemplelor
si a notelor este suficientd o bund cunoastere a algebrei elementare
81 a geometriei elementare, precum g§i o oarecare cunoastere a geo-
metriel analitice $i a analizei matematice, inclusiv limitele
si sirurile infinite. In schimb, in unele observatii incidentale
din text, in unele probleme propuse si in anumite note, se presu-
pun cunostinte mai profunde. De obicei, acolo unde se cer cuno-
stinte mai profunde se face mentiunea necesari.

Cititorul mai bine pregitit care omite partile ce i se par
prea elementare poate pierde mai mult decit un cititor mai putin
pregitit care omite partile ce i se par prea complicate.

Unele detalii (nu prea dificile) ale demonstratiilor sint adese-
ori omise, fard a-1 avertiza pe cititor. Prevenit in modul cuvenit
in vederea acestei eventualititi, un cititor cu bune deprinderi
critice nu va risca si si le strice.

Unele dintre problemele propuse spre rezolvare sint foarte
ugoare, in schimb citeva sint destul de grele. Indicatiile care
pot usura rezolvarea sint cuprinse intre paranteze drepte. Solutia
poate fi sugerata si de problemele vecine. Trebuie acordati o deose-
bitd atentie observatiilor introductive, care preced exemplele in
unele capitole sau care preced prima parte sau partea a doua a
acestor exemple.

Solutiile sint citeodatd foarte scurte: ele presupun ci, inainte
de a cerceta solutia tiparitd, cititorul a ficut incerciri serioase
pentru a rezolva problema prin propriile sale puteri.

Un cititor care a depus eforturi serioase la o problemd poate
profita din aceasta, chiar dacé n-a izbutit si o rezolve. De exemplu,
el poate s se uite la solutie, incercind si extragd din ea ceea ce
i se va parea ideea cheie, sd pund apoi cartea de o parte si si
incerce a elabora solutia.
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In unele parti, aceastd carte abundi in figuri, sau in detalii
ale unei deductii. Intentia a fost de a prezenta intuitiv evolufia
unei figuri sau a unei formule: vezi, de exemplu, fig. 16.1 — 16.5.
Nu existd insd o carte care si contind destule figuri sau formule.
Cititorul poate dori si parcurgd un anumit pasaj ,in prima apro-
ximatie“ sau mai minutios. Dacd el va vrea si citeascd mai minu-
tios, el trebuie si aibd la indemind creion si hirtie; el trebuie si
fie pregitit pentru a scrie sau a desena orice formula sau figurd
datd sau doar indicatd in text. Procedind in acest fel, el va avea
cea mai buni sansd de a-si da seama de evolutia figurii sau a for-
mulei, de a intelege cum contribuie diversele detalii la rezultatul
final si de a memora intregul proces.



I
INDUCTIA

Va parea paradozal si atribuim o mare importan{d observa-
titlor pind si in acea parte a stiinfelor matematice care se numeste
obisnuit matematicé purd, deoarece existi pdrerea rdspinditd cd
observatiile se mdrginesc laobiecte fizice, care actioneazd asupra
simfurilor noastre. Deoarece trebuie sé legdm numerele numat de
intelectul nostru pur, putem infelege cu greu cum pot observaiile
st cvasiezperimentele sd fie utile in cercetarea naturii numerelor.
In realitate insa, dupd cum voi ardta aici, citind argumente seri-
oase, proprietdtile astdzi cunoscute ale numerelor au fost, in cea
mat mare parte, descoperite prin observajie, si anume cu mult
inainte ca adevirul lor sd fi fost confirmat prin demonstratii rigu-
roase. Existd chiar multe proprietiti ale numerelor, pe care le cu-
noagtem bine, insd pe care incd nusintem in staresd le demonstram ;
numati observatiile ne-au dus la cunoagterea lor. Vedem de aici cd,
in teoria numerelor, care este incd cu totul imperfectd, ne putem
pune cele mai mari speranfe in observafii; ele ne vor conduce mereu
spre not proprietdji pe care ne vom stradui mai tirziu si le demon-
stram. Acest gen de cunostinfe, intdrite numai prin observatii,
dar incd nedemonstrate, trebuie deosebite cu grijé de adevdr,
ele se obgin, cum spunem de obicei, prin inducie. Am vdzut
insd cazuri cind inductia simpld a dus la o eroare. De aceea, tre-
buie sa fim foarte precaufi pentru a nu lua drept adevirate, pro-
prietiti ale numerelor descoperite prin observatie si care sint spri-
jinite numai de inductie. In realitate, trebuie s utilizam o astfel
de descoperire ca un prilej de a cerceta mai exact aceste pro-
prietdgi descoperite st sd le demonstram sau sd le infirmdm; in
ambele cazuri putem invdta ceva folositor — Euler!.

1. Experientd si opinie. Experienta modifici opiniile omu-
lui. Invitim din experientd sau, mai exact, ar trebui si invi-
tdm din experientd. Utilizarea optimi a experientei este una din-
tre marile sarcini ale omenirii, iar a lucra la rezolvarea ei este
adevirata menire a savantilor.

Un savant care-si meritd numele se stréduieste si-si formeze
din datele experientei o opinie cit mai justd si s acumuleze ex-
perienta cea mai adecvatd pentru a stabili o pozitie corecti

LEuler, Opera Om‘nia, ser. 1, vol. 2, p. 459. Specimen de usu
observationum in mathesi pura.
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referitor la problema datd. Modul in care savantul abordeazi
experienta este numit in mod obisnuit inductie. Exemple deose-
bit de clare ale procesului de inductie se pot gisi in cercetarea
matematicd. In paragraful urmitor, trecem la discutarea unui
exemplu simplu.

2. Contacte sugestive. Inductia incepe adeseori prin obser-
vatii. Un naturalist poate observa viata pdsdrilor, un cristalo-
graf — formele cristalelor. Un matematician care se intereseazd
de teoria numerelor observi proprietitile intregilor 1, 2, 3, 4,5,...

Dacd vreti sd observati viata pdsarilor astfel incit sd puteti
spera obtinerea unor rezultate interesante, trebuie si fiti intrucitva
familiarizati cu pasdrile, s vi interesati de pisiri, trebuie chiar,
eventual, sd iubiti pasirile. Tot astfel, dacd vreti si observati
numerele, trebuie si aveti interes pentru ele si si fiti intrucitva
familiarizati cu ele. Trebuie sd deosebiti numerele pare si pe
cele impare, trebuie si cunoasteti patratele 1, 4, 9, 16, 25,...
si numerele prime, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,... (Este
mai bine si-1 separdm pe 1 ca ,unitate” si s nu-1 clasificdim in
rindul numerelor prime). Chiar cu cunogtinte atit de modeste,
ati fi in stare s remarcati cite ceva interesant.

In mod intimplétor, va loviti de relatiile

3+ 7=10, 3+ 17 = 20, 13 4 17 = 30,

si observati intre ele o oarecare aseméinare. Vi frapeaza faptul ca
numerele 3, 7, 13 si 17 sint numere prime impare. Suma a doud
numere prime impare este, in mod necesar, un numdr par; in
adevir, numerele 10, 20 i 30 sint pare. Dar ce putem spune
despre celelalte numere pare? Se comportd oare si ele intr-un mod
similar? Primul numir par care este suma a doud numere prime
impare este, bineinteles,

6=3+4 3.
Mergind mai departe gisim cd
8=3+ 5,
10=3+ 7=5+405,
12 =5+ 7,

14=3+11=7+17,
16 =3 + 13 = 5 + 11.

Va continua oare mereu asa? Oricum ar fi, cazurile particulare pe
care le-am observat ne sugereazi ideea unei propozitii generale:
Orice numdr par mai mare decit 4 poate fi reprezentat sub forma

18



sumel a doud numere prime impare. Reflectind asupra cazurilor ex-
ceptionale, numerele 2 si 4, care nu pot fi descompuse intr-o
sumd de doud numere prime impare, putem prefera urmitoarea
propozitie mai complicata: Orice numdr par care nu este nict prim,
nici pdtratul unui numdr prim, poate fi reprezentat sub forma sumet
a doud numere prime impare.

Am ajuns astfel la formularea unei ipoteze!. Am gasit aceastd
ipotezd cu ajutorul inducfiei. Cu alte cuvinte, ea ne-a fost suge-
ratd de observatie, a fost indicatd de diverse exemple particulare.

Aceste indicatii au destul de puiind greutate; avem o jus-
tificare foarte slabd pentru a da crezare ipotezei noastre. Totusi
putem gisi oarecare consolare in faptul ca Goldbach, matemati-
cianul care a emis aceastd ipotezd cu mai bine de 200 de ani in
urmi, nu dispunea pentru aceasta de vreo justificare mai serioasa.

Este oare adevaratd ipoteza lui Goldbach? Nimeni nu poate
raspunde astizi la aceastd intrebare. In ciuda imenselor eforturi
depuse pentru clarificarea acestei probleme de cdtre unii mari
matematicieni, ipoteza lui Goldbach este astizi, cum era si pe
vremea lui Euler, una dintre ,multiplele proprietéti ale numerelor,
pe care le cunoastem bine insd pe care incd nu sintem in stare si
le demonstrdm“ sau sid le infirmdm.

S4 privim acum inapoi §i sd incercdm a sesiza in rationa-
mentul precedent pasii care ar putea i tipici pentru procesul
inductiei.

Intii, am remarcat o anumiti asemdinare. Ne-am dat seama ci
3, 7, 13 si 17 sint prime, iar 10, 20 si 30 sint pare i cd cele
trei relatii 3 +7 =10, 3 + 17 =20, 13 4+ 17 = 30 sint
analoge intre ele.

A urmat apoi un pas de generalizare. De la cele patru numere
3, 7, 13 §i 17 am trecut la toate numerele impare prime, de la
10, 20 si 30 la toate numerele pare, iar apoi la relatia generald
posibila

numdr par = numdr prim + numér prim.

Am ajuns, astfel, la propozitia generald clar formulats, care
este insd doar o ipotezd, doar o tentativd. Aceasta inseamni ci
afirmatia nu este nicidecum demonstratd, ci ea nu are nici un
drept sa pretindd la adevidr, cd ea este numai o incercare de a
ajunge la adevir.

Aceastd ipotezd prezinta totusi unele puncte de contact sugestive
cu experienta, cu ,faptele“, cu ,realitatea“. Ea este adeviratd

1 S-a tradus cuvintul conjecture prin ipotezd, in conformitate cu sersul
a:ril))u}\tr acyegstui termen in stiintele naturii (de exemplu, in fizica, chimie
elc. . .
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pentru citeva numere concrete: 10, 20, 30, precum s§i pentru
6, 8, 12, 14, 16.

Prin aceste observatii am conturat, in linii mari, prima etapi
a procesului de inductie.

3. Contacte de sprijin. Nu trebuie sd acordati prea multa
incredere oricérei ipoteze nedemonstrate, chiar daci a fost propusa
de o mare autoritate, chiar dacd vi apartine. Trebuie si faceti
incercarea de a o demonstra sau de a o infirma, trebuie si o supu-
neti la incercdri. i

Verificim ipoteza lui Goldbach, cercetind un nou numir par
si stabilind dacé el este sau nu suma a doud numere prime impare.
S& ludm, de exemplu, numirul 60. S efectudm ,cvasiexperi-
mente“, cum spune Euler. Numairul 60 este par, dar apare el oare
ca sumé a doud numere prime? Este oare adevirat ci

60 = 3 + numdr prim?

Nu, numdérul 57 nu este prim. Are loc oare relatia

60 = 5 4+ numir prim?

Raspunsul va fi iardsi ,nu“: 55 nu este prim. Dacd lucrurile vor
continua astfel, ipoteza va fi torpilati. Incercarea urmitoare ne
dd insa

60 = 7 4 53,

1 53 este prim. Ipoteza a mai fost confirmaté intr-un caz.

Rezultatul contrar ar fi hotdrit o datid pentru totdeauna
soarta ipotezei lui Goldbach. Daci, incercind toate numerele
prime pind la un numér par dat, si zicem 60, nu ajungeti in nici
un caz si-1 descompunet1 intr-o sumé de doud numere prime, ati
infirmat irevocabil ipoteza. In schimb, confirmind ipoteza pentru
cazul numirului par 60, nu puteli ajunge la o concluzie atit de
definitivd. Fari indoiald, nu demonstrati teorema cu ajutorul
unei singure verificari. Este insé firesc ca aceastd confirmare sa fie
interpretatd ca un simptom favorabil, care pledeazd in favoarea
ipotezei, care o face mai verosimild, degi, bineinteles, ramine la
aprecierea noastrd personald ce greutate vom atribui acestui sim-
ptom favorabil.

S4 revenim pentru o clipd la numérul 60. Dupa ce am incercat
numerele prime 3, 5 si 7, putem incerca celelalte numere prime
pind la 30. (Evident, nu avem nevoie si mergem mai departe de
30 = 60/2, deoarece unul dintre cele doud numere prime a ciror
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sumi di 60 trebuie sa fie mai mic decit 30.) Ob{inem, astfel, toate
descompunerile lui 60 intr-o sumi de doud numere prime:

60 =7 +53 =134+ 47 =17 + 43 =19 + 41 = 23 4 37 =
= 29 + 31.
Putem proceda sistematic, cercetind pe rind numerele pare,

asa cum am examinat numdrul par 60. Rezultatele pot fi sinteti-
zate sub forma urmitorului tabel:

6=3+ 3
8§=3+ 5
10=3+ 7= 54+ 5
12=5+4 7

14=3+1= 7+ 17
16=34+13= 5+ 11
18=5+4+13= 7+ 11
20=34+17= 7+ 13
2=34+19= 54+17=11+11
26 =5+4+19= 7+ 17=11+4 13
26=3+4+23= 7+19=13 4+ 13
28=5+23 =11 + 17
30=7+23 =11+ 19 =13 + 17.

Ipoteza este confirmatd in toate cazurile examinate. Orice con-
firmare care prelungeste tabelul intireste ipoteza, o face mai
vrednicd de incredere, ii maireste plauzibilitatea. Desigur, nici
un numir de confirmiri asemindtoare nu ar putea si demonstreze
ipoteza.

Trebuie si cercetim observatiile strinse, si le comparim
si sd le combindm, trebuie sd cdutdm o cheie eventual ascunsi in
ele. In cazul nostru, este foarte greu si descoperim in tabel vreo
cheie care sd ne fie de un ajutor esential. Totusi examinind tabe-
lul, ne putem da seama mai clar de sensul ipotezei. Acesta ne
aratd in cite moduri numerele pare care intervin in ea pot fi re-
prezentate ca sumd a doud numere prime (6 intr-un singur mod,
30 in trei moduri). Numdrul acestor reprezentiri ale numirului
par 2n s-ar parea cd ,creste neregulat“ o datd cu n. Ipoteza lui
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Goldbach exprimi speranta cd numarul de reprezentdri nu va sci-
dea niciodatd pind la 0, oricit de mult am extinde tabelul.

Printre cazurile particulare examinate de noi, putem distinge
doud grupe: cele care au precedat enuntarea ipotezei-si cele care
au fost cercetate dupi aceea. Primele ne-au sugerat ipoteza, cele-
lalte au intdrit-o. Cazurile -din ambele grupe creeazi un fel de
contact intre ipotezd si ,fapte“. Tabelul nu face distinctie intre
punctele de contact ,sugestive“ si cele ,de sprijin“.

S& ne intoarcem iardsi privirea asupra rationamentului pre-
cedent si sd incercdm sd vedem in el trisdturile tipice pentru pro-
cesul inductiv.

Dupé ce am exprimat ipoteza, am incercat si stabilim dacd
ea este adevdratd sau falsd. Ipoteza noastrd a fost o propozitie
generald, sugeratd de anumite exemple particulare, pentru care am
gisit-o adevdratd. Am mai examinat citeva cazuri particulare.
Deoarece am constatat cd ipoteza este valabild pentru toate exem-
plele considerate, increderea noastrd in ea a crescut.

Dupé cit mi se pare, nu am fiacut decit ceea ce fac obisnuit
oamenii rezonabili. Procedind astfel, se pare cd adoptdm princi-
piul: O propozitie ipoteticd generald devine mat verosimild, dacd
ea este verificatd pentru un nou caz particular.

S& fie oare acesta principiul care std la baza procesului de
inductie?

4. Atitudinea induectivi. In viata noastri personali ne
agidtdm adeseori de cite o iluzie. Altfel spus, nu indriznim si exa-
mindm anumite opinii care ar putea fi usor infirmate de experienta,
deoarece ne temem de tulburarea echilibrului nostru afectiv.
Sint posibile imprejurdri in care nu este lipsit de intelepciune
sd ne agdtdm de iluzii, insd in stiintd este nevoie de o atitudine
cu totul diferitd, de atitudinea inductivd. Aceastd atitudine are
scopul de a adapta opiniile noastre la experienta noastra, intr-un
mod cit se poate de eficient. Ea cere s& acordim prioritate pentru
ceea ce existd in fapt. Ea cere s fim gata s ne ridicdm de la obser-
vatii la generaliziri si sd coborim de la generalizirile cele mai cu-
prinzitoare la observatiile cele mai concrete. Ea cere sd spunem
,poate“ si ,posibil® cu mii de nuante diferite. Ea cere multe alte
lucruri si, in special, pe urmaitoarele trei:

Intti, trebuie s fim gata si reconsiderdm oricare dintre opi-
niile noastre.

Al doilea, trebuie si ne schimbidm opinia, atunci cind exista
motive serioase care ne determind la aceasta.

Al treilea, nu trebuie si ne modificim opinia in mod arbitrar,
fard un motiv serios.
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Aceste principii par destul de banale. Dar este nevoie de cali-
tati destul de putin obignuite pentru a trai t{inind seama de ele.

Primul principiu cere ,curaj intelectual“. Aveti nevoie de
curaj pentru a vd reconsidera opiniile. Galilei, care a sfidat
prejudecata contemporanilor sii si autoritatea lui Aristotel, este
un exemplu mdret de curaj intelectual.

Al doilea principiu cere ,onestitate intelectuald“. Ar fi neein-
stit sd ramin credincios ipotezei mele, infirmatd net de expe-
rientd, numai pentru cd este ipoteza mea.

Al treilea principiu cere ,cumpitare inteleaptd“. Ar fi o
prostie sd ne schimbam opinia firé o examinare serioasd, bundoara
numai pentru a fi la modd. Dar nu avem nici timp, nici putere
pentru a examina cu strictete toate opiniile noastre. De aceea,
va f1 intelept sd consacriam munca noastri de toate zilele, toate in-
trebarile si indoielile noastre active opiniilor pe care putem spera
in mod rational si le corectim. ,S3 nu crezi in nimic, dar si te
indoiesti numai de ceea ce meritd si te indoiesti“.

Curajul intelectual, onestitatea intelectuald si cumpétarea
inteleaptd sint calitdtile morale ale savantului.

EXEMPLE $I NOTE LA CAPITOLUL I

1. Incercatisi ghiciti dup ce reguli au fost alesi termenii sirului
11, 31, 41, 61, 71, 101, 131,...
2. Considerati tabelul

1 = 0+ 1

2+3+ 4 = 14 8
54+6+7+8+9 = 8 4 27

10 + 11 + 12 + 13 + 14 + 15 + 16 = 27 + 64.

Ghiciti ce lege generald sugereazd aceste exemple; enuntati-o
in notatii matematice corespunzitoare si demonstrati-o.

3. Considerati valorile sumelor succesive
1,1+3,1+3+51+3+5+17,...

existd oare aici o reguld simpla?
4. Considerati valorile sumelor succesive

1,1+8,1+8+4+27, 1+ 8+ 27 + 64,...

Existd oare aici o reguld simpla?
5. Cele trei laturi ale unui triunghi au respectiv lungimile
I, m, si n. Numerele I, m si n sint intregi pozitive, | < m < n.
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Aflati numaérul triunghiurilor diferite de tipul indicat pentruun
n dat. [Luati n =1, 2, 3, 4, 5, ...]. Gésiti legea generali care
guverneazd dependenta de n a numdirului de triunghiuri.

6. Primii trei termeni ai sirului 5, 15, 25, ... (numerele
a cdror ultimi cifrd este 5) sint divizibili prin 5. Se impart oare
prin 5 si termenii urmatori? .

Primii trei termeni ai girului 3, 13, 23, ... (numerele a ciror
ultimd cifrd este 3) sint numere prime. Vor fi oare primi si ter-
menii urmitori? '

7. Printr-un calcul formal, gisim

A 411z 4+ 20 22431234+ 41 28 + 51 25 + 6128 + ..)1 =
=1— 2z — 2% — 323 — 132% — 7125 — 46145... .

Aceasta sugereazd doud ipoteze in legiturd cu coeficientii urma-
tori ai seriei de puteri din membrul al doilea: (1) toti sint negativi;
(2) toti sint numere prime. Meritd oare ambele ipoteze aceeasi
incredere?

8. S4 punem
_z =_= o Az | A2
(1 £ 42 3+...) Ag+TE+ T 4

Giasim cd pentru
n=012345 6 7 8 9
A, =1112 414 38 216 600 6240.
Enuntati o ipotezi.
9. Marele matematician francez Fermat a considerat sirul
5, 17, 257, 65537,...

cu termenul general 22" 4+ 1. El a observat cé primii patru ter-
meni (dati aici), care corespund valorilor n = 1, 2, 3 si 4, sint
numere prime. El a formulat ipoteza cd termenii urmétori vor fi
si el numere prime. Desi el nu a demonstrat acest lucru, el era
atit de sigur de adevidrul ipotezei sale, incit l-a provocat pe
Wallis §i pe alti matematicieni englezi si o demonstreze. Insi
Euler a constatat cd termenul imediat urmé&tor, 232 4 1 cores-
punzitor lui » = 5, nu este prim; el este divizibil prin 641!
Vezi citatul din Euler de la inceputul acestui capitol: ,Am vizut
insd cazuri cind inductia simpla a dus la o eroare®.

10. Verificind ipoteza lui Goldbach pentru 2rn = 60, am
incercat pe rind numerele prime p pind la n = 30. Am f{i putut

1 Euler, Opera Omnia, ser. 1, vol. 2, pp.1—5, Hard y G. H. and
Wright -E. M., An Introduction to the Theory of Numbers, pp. 14—15.
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incerca insd §i numerele prime p’ cuprinse intre n = 30 si 2n =
= 60. Care procedeu pare a fi mai avantajos pentru valori mai
mari ale lui r?

11. Intr-un dictionar veti giisi, printre explicatiile cuvintelor
,inductie*, ,experiment“ si ,observatie“, fraze de felul urmator:

»Inductia este inferenta prin care obtinem o lege generald din
cazuri particulare sau prezentarea unor fapte pentru a demonstra
o propozitie generali“.

»Experimentul este un procedeu pentru a verifica ipoteze*.

»Observatia este urmairirea §i notarea exactd a fenomenelor,
in forma in care acestea se manifestd in naturd, tinind seama de
cauzd si efect sau de relatii mutuale“.

Sint oare aplicabile aceste descrieri exemplului pe care l-am
considerat in §§ 2 si 3?

12. Da i nu. Verificind anumite consecinte care decurg din-
tr-o lege ipoteticd generald pe baza unei noi observatii, matema-
ticianul, la fel ca si naturalistul, adreseazd o intrebare Naturii:
,Bdnuiesc cd aceastd lege este adevirata. Este ea oare adevarata?*
In cazul cind consecinta este infirmatd clar, legea nu poate fi
adeviratd. Dacd insd consecinta este clar verificatd, existd o
oarecare indicatie cd legea ar putea fi adevirati. Natura poate
sd raspundd ,da“ sau ,nu“, insd ea sopteste un rdspuns si il pro-
nuntd pe celdlalt cu glas de tunet; ea spune ,da“ conditionat,
insd spune ,nu“ definitiv.

13. Ezxperientd si comportare. Experienta modificd compor-
tarea omului. Totodatd, experienta modifica opiniile oamenilor.
Aceste doud lucruri nu sint independente unul de celilalt. Com-
portarea este adeseori rezultatd din opinii, iar opiniile sint o com-
portare potentiald. Puteti vedea comportarea unui alt om, dar
nu-i puteti vedea opiniile. Comportarea este mai usor de observat
decit opinia. Oricine cunoagte proverbul:  Cine se frige cu ciorba,
sufld g1 in iaurt“! care exprimi tocmai ceea ce spuneam: experi-
enta introduce modificiri in comportarea omului.

Mai mult, ea introduce modificiri §i in comportarea anima-
lelor.

Unul dintre vecinii mei are un ciine, care latrd si sare la oa-
meni fird a fi provocat. Am descoperit insd cd m3 pot apira destul
de usor. Dacd mai aplec si ma prefac cd ridic o piatra, ciinele fuge
scheldlaind. Nu toti ciinii se comportd la fel si este usor sd ghicim
ce fel de experientd a fost cauza unei astfel de comportdridin
partea acestui ciine.

Un urs din parcul zoologic ,face frumos“, adici atunci cind
il observi cineva din apropiere el ia o pozitie caraghioasi, care

! In original: ,a burnt child dreads the fire“. — N. R.
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il indeamnd destul de frecvent pe observator si arunce in cuscd
o bucatd de zahir. Probabil ¢4 un urs care nu se afli in captivi-
tate nu ia niciodatd o astfel de poza absurda si este usor sd ghicim
ce fel de experientd 1-a invitat pe ursul din gridina zoologica ,,sd
facd frumos“.

Studiul complet al inductiei ar trebui si imbratiseze, poate,
si cercetarea comportirii animalelor.

14. Logicianul, matematicianul, fizicianul §i inginerul. ,la
te uitd la acest matematician, — spuse logicianul. El observi
cd primele noudzeci si noud de numere sint mai mici decit o suta,
si de aici, cu ajutorul a ceea ce se cheami la el inductie, conchide
cd toate numerele sint mai mici decit o sutd“.

»Fizicianul crede — spuse matematicianul — c& 60 se im-
parte prin toate numerele. El observi cd 60 este divizibil prin 1,
2, 3, 4, 5 si 6. El verificd incd vreo citeva numere, si zicem
10, 20 si 30, luate, cum spune el, la intimplare. Deoarece 60 este
divizibil si prin acestea, el considerd cd datele experimentale sint
suficiente”.

»Da, dar sd ne uitdm la inginer — replicd fizicianul. Inginerul
bi#nuieste ci toate numerele impare sint prime. In orice caz, 1
poate fi considerat ca un numdar prim, argumenteazi el. Urmeazi
apoi, 3, 5, si 7, toate incontestabil prime. Vine apoi 9; un caz
supiritor; acesta nu pare si fie prim. In schimb, 11 si 13 sint,
fara indoiald, prime. S& revenim la 9 — spune el —, conchid
cd 9 trebuie si fie o eroare experimentald“.

Este cit se poate de evident c3 inductia poate duce la eroare.
Este insd remarcabil cd inductia conduce citeodatd spre adevar,
desi, dupd cum se pare, posibilitatea aparitiei erorii este foarte
mare. Trebuie oare sd incepem cu studiul cazurilor evidente in
care inductia d& gres sau cu studiul cazurilor remarcabile in care
inductia reuseste? Studiul pietrelor pretioase este, fireste, mai
atridgitor decit studiul unor bolovani obisnuiti si, in plus, tocmai
pietrele pretioase, i-au condus pe mineralogi, in mai mare mésurd
decit bolovanii, spre minunata stiintd a cristalografiei.



I1
GENERALIZARE, PARTICULARIZARE, ANALOGIE

$i prejuiesc cel mai mult anualogiile, cilduzele mele cele mat
sigure. Ele cunosc toate tainele Naturit,gi mai ales in Geometrie
ele nu trebute neglijate. — K e p 1 e r.

1. Generalizare, particularizare, analogie gi inducfie. Si re-
luim exemplul de rationament inductiv de care ne-am ocupat
destul de amanuntit in §§ 1.2, 1.3. Am inceput prin a remarca
o analogie intre cele trei relatii

3+7=10, 3417 =20, 13+ 17 = 30,

am generalizat ridicindu-ne de la 3, 7, 13 si 17 la toate numerele
prime, iar de la 10, 20 §i 30 la toate numerele pare, apoi am par-
ticularizat din pou, incercind diverse numere pare, cum ar fi 6,
sau 8, sau 60.

Acest prim exemplu este cit se poate de simplu. El ilustreazi
intr-un mod foarte corect rolul generalizdrii, al particularizirii
si al analogiei in rationamentul inductiv. Insi trebuie si cer-
cetdm ilustrdri mai putin sirdcicioase §i mai vii, si inainte va
trebui sd studiem generalizarea, particularizarea si analogia,
aceste mari izvoare ale descoperirii, ca atare.

2. Generalizarea este trecerea de la considerarea unei mul-
timi de obiecte date la considerarea unei multimi mai mari care
o contine pe cea datd. De exemplu, generalizim cind trecem de
la considerarea triunghiurilor la considerarea poligoanelor cu un
numdr arbitrar de laturi. Generalizim, de asemenea, cind trecem
de la studiul functiilor trigonometrice ale unghiului ascutit
la studiul functiilor trigonometrice ale unui unghi arbitrar.

Este de observat cd, in aceste doud exemple, generalizarea
s-a efectuat pe doud cidi care diferd intr-un mod caracteristic.
In primul exemplu, cind am trecut de la triunghiuri la poligoane
cu n laturi, am inlocuit o constantd printr-o variabild, numa-
rul fix 3 prin numdrul arbitrar » (supus numai restrictiei n > 3).
In al doilea exemplu, trecind de la unghiuri ascutite la un-
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ghiuri a oarecare, am renuntat la o restrictie, anume la con-
ditia 0° < & << 90°.

Adeseori generalizim trecind de la un singur obiect la o
intreagd clasd care contine acest obiect.

3. Particularizarea este trecerea de la considerarea unei
multimi de obiecte date la considerarea unei multimi mai mici,
continutd in cea datd. De exemplu, particularizim cind trecem
de la considerarea poligoanelor la considerarea poligoanelor regu-
late, si particularizim intr-o mdsurd si mai mare cind trecem
de la poligoane regulate cu n laturi la triunghiul regulat, adicd
la triunghiul echilateral.

Aceste doud treceri consecutive au fost realizate pe doud
cii care diferd intr-un mod caracteristic. In prima trecere, cea
de la poligoane la poligoane regulate, am introdus o restrictie,
anume am cerut ca toate laturile si toate unghiurile poligonului
si fie egale. In a doua trecere, am inlocuit un obiect variabil
printr-unul constant, am pus 3 in locul numarului intreg varia-
bil n.

De foarte multe ori, efectudim particularizarea trecind de
la o intreagd clasi de obiecte la un singur obiect apartinind
acestei clase. De exemplu, dacd vrem si verificdim o anumitd
afirmatie generald referitoare la numerele prime, alegem un
numir prim oarecare, si zicem 17, si examinam dacd afirmatia
generald respectivd este adevdratd sau nu pentru acest numér 17.

4. Analogia. Notiunile de generalizare §i de particularizare
nu euprind nimic neclar sau indoielnic. Insi cind trecem la
studiul analogiei, ne situim pe un teren mai putin sigur.

Analogia este un fel de aseminare. Se poate spune cd este o
aseminare, insd la un nivel mai bine definit si mai conceptual.
Putem s ne exprimim incd ceva mai precis. Deosebirea esentiald
dintre analogie si alte tipuri de aseménare constd, mi se pare,
in intentiile celui care gindeste. Obiectele aseminatoare concordd
intre ele sub un anumit aspect. Dacd intentionati sd reduceti
acest aspect sub care ele concordd la notiuni determinate, atunci
considera}i aceste obiecte asemdnitoare ca fiind analoge. Dacd
reusiti si formati notiuni clare, ati clarificat analogia.

Comparind o tinird femeie cu o floare, poetii gdsesc o anu-
mit3 aseminare, insi, de obicei, el nu au in vedere o analogie.
In adevir, ei nu intentioneazi citusi de putin si pardseascd nive-
lul emotiilor §i s& reduci aceastd comparatie la ceva mésurabil
sau la ceva ce poate fi definit conceptual.

Privind intr-un muzeu de istorie naturald scheletele diverse-
lor mamifere, le puteti giisi pe toate infricositoare. Dacd aceasta
este intreaga aseminare pe care o puteti constata intre ele, nu
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ali vizut o analogie prea mare. Puteli remarca insd o analogie
extrem.de sugestivd, dacd veti examina mina omului, laba pisicii,
piciorul din fatd al calului, aripa balenei si aripa liliacului,
aceste organe cu ulilizdri atit de diferite, dar care sint formate
din pdrti aseminiloare, legate in mod asemindtor intre ele.

Acest din urmid exemplu ilustreazd cazul cel mai tipic de
analogie clarificald; doud sistéme sint analoge dacd ele concordd
sub aspectul unor relatii clar definite ale parfilor lor corespunzd-
toare.

De exemplu, triunghiul in plan esle analog cu tetraedrul in
spatiu. In plan, 2 drepte nu pot delimita o figurd mairginitd, pe
cind 3 drepte pot forma un triunghi. In spatiu, 3 plane nu pot
delimita un corp marginit, pe cind 4 plane pot forma un tetra-
edru. Relatia triunghiului fatd de plan este aceeasi ca si relalia
tetraedrului fatd de spatiu, deoarece atit triunghiul cit i tetra-
edrul sint mirginite de numérul minim de elemente frontierd
simple. De aici si analogia.

Una dintre semnificatiile cuvintului grecesc de la care pro-
vine cuvintul nostru ,analogie“ este ,proportie“. In adevir,
sistemul celor doud numere 6 §i 9 este ,analog“ cu sistemul celor
doud numere 10 si 15, deoarece raportul dintre termenii corespun-
zitori ai celor doud sisteme este concordant:

6:9=10:15.

Proportionalitatea sau egalitatea rapoartelor dintre partile co-
respunzitoare, pe care o constatim intuitiv la figurile aseména-
toare din punct de vedere geometric este un caz foarte sugestiv
de analogie.

Iatd un alt exemplu. Putem considera triunghiul si piramida
ca figuri analoge. Luati, pe de o parte, un segment de dreapt,
iar pe de alta un poligon. Uniti toate punctele segmentului cu un
punct exterior dreptei care contine segmentul, si veti obtine
un triunghi. Uniti toate punctele poligonului cu un punct exte-
rior planului care contine poligonul s1 veli obtine o piramida.
In acelasi mod, putem considera ca figuri analoge paralelogramul
si prisma. In adevir, deplasati un segment sau un poligon paralel
cu el insusi in directia unei drepte care intersecteazi dreapta sau
planul care le contine §i atunci primul va descrie un paralelo-
gram, iar al doilea o prism3. Am putea fi tentati si exprimim
relatiile de corespondentd dintre figurile plane si corpurile spatiale
cu ajutorul unui fel de proportie si, dacd nu vom rezista tentatiei,
vom ajunge la fig. 2.1. Aceastd figurd modificd semnificatia
obignuitd a unor simboluri ( : §i =) in acelasi sens in care, de-a
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lungul istoriei limbii, semnificajia cuvintilui ,analogie“ s-a
modificat de la ,proportie“ la ,analogie®. .
Acest din urma exemplu este instructiv si intr-o altd privinti.
Analogia, indeosebi analogia clarificatd ineomplet, poate fi am-
bigud. Astfel, comparind geometria plani cu geometria in spatiu,
am gisit intii cd triunghiul in plan este analog cu tetraedrul

ANT-0

Fig. 2.1. Relatii analogé in plan si in spatiu.

in spatiu, iar apoi ci triunghiul este analog cu piramida. Ambele
analogii sint rationale si fiecare isi are valabilitatea la locul siu.
Intre geometria pland §i geometria in spatiu existi mai multe
analogii, nu numai una singurd privilegiata.

mai general

__A__,

analog j analog

N\

mai particular

Fig. 2.2. Generalizare, parlicularizare,
analogie.

Fig. 2.2 aratid cum putem, pornind de la triunghi, sd ne ridi-
cdm spre poligon cu ajutorul generalizirii, si coborim spre tri-
unghiul echilateral cu ajutorul particularizirii sau si trecem
la diverse corpuri cu ajutorul analogiei — gisim analogii in toate
sensurile.

30



Si, tineli minte, nu trebuie neglijate analogiile vagi. Dacd
vreti insd ca ele sd se bucure de tof respectul, cautati s le cla-
rificati.

5. Generalizarea, particularizarea si analogia colaboreazd
adeseori la rezolvarca problemelor de matematicd!. Sd luim, de
exemplu, demonstra{ia celei mai cunoscute teoreme din mate-
matica elementard, leorema lui Pitagora. Demonstratia pe care o
vom da nu este noud. Ea ii apar{ine lui Euclid insusi (Euclid VI1,31).

(1) Sa considerim un triunghi dreptunghic de laturi a, b, c,
dintre care prima, a, este ipotenuza. Vrem si demonstrim c&

(A) a = b* + o2

Acest scop ne sugereazd gindul de a construi pitrate pe cele trei
laturi ale triunghiului nostru. $i in felul acesta ajungem la par-
tea I, destul de cunoscutd, a figurii noastre compuse, fig. 2.3.
(Cititorul trebuie sd traseze partile acestei figuri, pe mésurd ce
ele apar, pentru a-si da seama de formarea el treptatd).

/| analogie [f
y e\

Fig. 2.3. I — analogie; II—III — particularizare;
I—IIT — generalizare.

(2) Descoperirile, chiar cele mai modeste, cer sd fi observat
ceva, sd devenim constienti de o anumiti relatie. Vom reusi si
descoperim demonstratia pe care o vom reproduce mai jos, daci
vom observa analogia dintre partea familiard I a figurii noastre
compuse §i partea II, care ne este aproape tot atit de familiari:
acelasi triunghi dreptunghic ca si in I, este impdrtit in II in
doud parti prin indltimea coboritd pe ipotenuzi.

1 Acest paragraf reproduce, cu mici modificiri, o noti publicata de autor
in ,American Mathematical Monthly“, vol. 55 (1948), pp. 241—243.
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(3) Poate cd nu sesizati analogia dintre I si II. Aceastd ana-
logie poate fi insd clarificatd prin generalizarea simultand a
figurilor 1 si II, exprimat& in III. Acolo, regisim acelasi triunghi
dreptunghic, iar pe cele trei laturi ale sale sint construite trei
poligoane asemenea intre ele, insd in rest arbitrare.

(4) Aria patratului construit in I pe ipotenuzd este egala
cu a?. Aria poligonului neregulat construit pe ipotenuza din III
poate fi consideraté egald cu Aa?; factorul A se defineste ca raport
al celor doud arii date. Atunci insd, din asema&narea celor trei
poligoane construite pe laturile a, b, si ¢ ale triunghiului din III
rezultd cd ariile lor vor fi respectiv Aa2, Ab% si Ac2. )

Acum, dacd- egalitatea (A) este adeviratd (dupd cum afirmi
teorema pe care vrem s-0 demonstrdm), atunci va fi adeviratd
si egalitatea

(B) Aa? = Ab% + AcZ.

In adevdr, nu este nevoie decit de foarte putini algebr#, pentru
a deduce pe (B) din (A). Acum (B) apare ca o generalizare a teore-
mei lui Pitagora, de la care am plecat: Dacd construim trei poli-
goane asemenea pe cele tret latury ale unui triunght dreptunghic,
poligonul construit pe ipotenuzd are aria egald cu suma aritlor
celorlalte doud.

Este instructiv de remarcat ci aceastd generalizare este echi-
valentd cu cazul particular initial. In adevar, relatiile (A) si(B)
se pot' deduce una din cealaltd, inmultind sau impdrtind cu A
(care, fiind raportul dintre doud arii, este diferit de 0).

(5) Teorema generald, exprimatd prin (B), nu este echiva-
lentd numai cu cazul particular (A), ci si cuorice alt caz particular.
Prin urmare, .dacd unul dinlre aceste cazuri particulare s-ar
dovedi evident, cazul general ar fi astfel demonstrat.

Acum, incercind si gisim o particularizare utild, vom cduta
un caz particular convenabil. In adevir, II este un astfel de caz.
Dupi cum stim §i ne putem ugor convinge, un triunghi dreptunghic
construit pe propria sa ipotenuzd, este asemenea cu cele doud
triunghiuri construite pe cele doud catete. Si, evident, aria intre-
gului triunghi este egald cu suma ariilor celor doud pirti. In
felul acesta, teorema lui Pitagora este demonstrata. .

Rationamentul de mai sus este cit se poate de instructiv. Un
caz este instructiv, atunci cind putem invita din el ceva aplica-
bil altor cazuri, si cu atit mai instructiv cu cit cadrul aplicatiilor
posibile este mai cuprinzitor. Si iatd, exemplul precedent ne per-
mite s§ invatdm cum se aplicd operatii fundamentale ale gindirii
ca generalizarea, particularizarea §i sesizarea analogiilor. Poate
cd nu existd descoperiri in matematica elementard, nici in cea

32



superioard, eventual chiar in nici un alt domeniu, la care si putem
ajunge fird aceste operatii, indeosebl fird analogie.

Exemplul precedent ne arati cum ne putem ridica de la un
caz particular (cel reprezentat in fig. 2.3, I), prin generalizare,
la o situatie mai generald (cea din fig. 2.3. III) si cobori apoi
din nou, cu ajutorul particularizirii, la un caz analog (fig. 2.3,
IT). El ne mai aratd faptul, atit de obisnuit in matematicd si
totusi atit de surprinzitor pentru incepétori sau pentru filozoful
care se considerd un cunoscdtor, ci un caz general poate fi logic
echivalent cu un caz particular. Exemplul nostru ne aratd in-
tr-un mod naiv si sugestiv, cum se imbini firesc generalizarea,
particularizarea si analogia, in efortul de a ajunge la solutia
doritd. Observati cd, pentru a intelege perfect rationamentul de
mai sus, nu este nevoie decit de un minim de cunostinte prelimi-
nare.

6. Descoperirea prin analogie. Analogia pare si-si aibd partea
in toate descoperirile, dar sint unele in care ii revine partea
leului. Vreau si ilustrez aceasta printr-un exemplu nu chiar
elementar, insd prezentind un interes istoric si care face o im-
presie mult mai puternicd decit oricare dintre exemplele elemen-
tare pe care le-asi putea da.

Matematicianul elvetian Jacques Bernoulli (1654—1705),
contemporan cu Newton si cu Leibniz, a descoperit suma multor
serii infinite, insd n-a reusit sd giseascd suma seriei formate din
inversele patratelor numerelor naturale:

1 1 1 1 1
1+z+;+2-5+g+5+-~

,Dacd cineva va reusi — scria Bernoulli — si afle ceea ce
pind acum a rezistat eforturilor noastre si ne-o va comunica, ii
vom fi foarte recunoscétori“.

Aceastd problemd l-a interesat pe un alt matematician elve-
tian, Leonhard Euler! (1707—1783) care s-a niscut la Basel, ca
si Jacques Bernoulli si care a fost elevul lui Jean Bernoulli (1667 —
—1748), fratele lui Jacques. Euler a gidsit diverse expresii pentru
suma cdutatd (integrale definite, alte serii), dar nici una dintre
acestea nu-l satisficea. El a utilizat una dintre expresiile gisite
pentru a calcula aceastd sumi cu sase zecimale (1,644 934). Dar
aceasta nu este decit o valoare aproximativd, pe cind el vroia sd
afle valoarea exacti. In cele din urmi, Euler a obtinut-o. O

1 Peste 30 de ani din viata sa Euler a trait in Rusia, tipirind in publi-
catiile Academiei de Stiinte de la Petersburg, al cidrei membru a fost, cea
mai mare parte din lucririle sale. Nota redactiei sovietice.
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analogie l-a condus la emiterea unei ipoteze extrem de cutezi-
toare.

(1) S& incepem prin a trece in revistd citeva fapte algebrice
elementare, esentiale pentru descoperirea lui Euler. Dac3 ecuatia
de grad n

ay + a;x + a2 4+ ... +a, 2" =0
are n rddicini distincte
al? “21 AR | am

atunci polinomul care figureazd in primul ei membru poate fi
reprezentat sub forma unui produs de r factori liniari:

g+ a1+ a2+ ...+ a, 2" =a, (T — o;) (T — o) ... (T — o).
Comparind termenii de aceeasi putere a lui z din ambii membri
ai acestei identitdti, deducem binecunoscutele relatii dintre ra-
dicinile si coeficientii unei ecuatii; cea mai simpla este

Qg = — @y (2 + a4+ ... + &),

pe care o obtinem, comparind termenii in z™°1.

Descompunerea in factori liniari poate fi scrisd si altfel.
Dacd nici una dintre rddicinile o, a5, ..., 2, nu este egald cu 0
sau (ceea ce este acelasi lucru) dacd a, este diferit de zero, avem,
de asemenea,

ay + a,x + a,x2 4 ... +a, x"=ao(1 —ﬁ’ (1 —ﬁ) (1 —i)

oy -7 An
81
@ = — “"‘al,+aiz+ +:—n)
Mai existd si o altd variantd. S3 presupunem cd o ecuatie de
gradul 2n este de forma
by — bya® + byxt — ... + (—1)" b2 =0
i are 2n rdadédcini distincte
By, — Blv Bey — B2y --os Bny — Bn-
Atunci
by — byx? + byt — ...+ (—1)"b 2" =

i3 (7))
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si
1 1 1
b, = b, m +—B§ F o=

(2) Euler considers ecuatia
sinz = 0,
sau

z z3 z8 z’
—— — ..=0.
1 1.-2-3 + 1-2-3:4-5 1-2.3...7 +

Membrul intii are o infinitate de termeni, este de ,grad infinit“.
De aceea, spune Euler, nu trebuie s ne mire ci avem o infinitate
de rddicini.

0, =, — =m, 2x, — 2w, 3w, — 3m, ...

Euler elimini rddicina 0. El imparte primul membru al ecuatiei
prin z, factorul liniar corespunzitor rddicinii 0, si capadtd astfel
ecuatia
2 a4 8
1= z __ > ..=0
2-3 + 2-3-4-5 2:3-4-5-6-7 +

cu radacinile
n, — =« 2x, — 2%, 3w, — 3w,

Am intilnit o situatie analogd inainte, la (1), cind am considerat
ultima varianti de descompunere in factori liniari. Euler con-
chide, prin analogie, cd
sin z z? z#
T 2.3 2-3-4-5 2.3...7

=(1_:H w)( 91:2"

1
53 +—+—+

2 4 92

+ o=

1 2
1+Z+;+E+...—Z.

Este tocmai seria care a rezistat eforturilor lui Jacques Bernoulli,
insd concluzia era cutezitoare.
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(3) Euler isi didea foarte bine seama de aceasta. ,Metoda
era noud si incd neutilizatd intr-un astfel de scop“, scria el cu 10
ani mai tirziu. Euler a vizut el insusi unele obiectlii si multe
obiectii au fost ridicate de prietenii sdi matematicieni, dupd ce
si-au Tevenit din prlma lor surprizd plind de admlratle

Euler avea insi motive de a crede in descoperirea sa. In primul
rind, valoarea numerici a sumei seriei, pe care o calculase inainte,
concorda pind la ultima zecimald cu 1:2/6. Comparind coeficientii
urmitori in expresia lui sinz sub form# de produs, el a gisit
suma unei alte serii remarcabile, anume seria inverselor nume-
relor naturale la puterea a patra:

"4

+ s "o +'2§ EEE+ T

O noud examinare a valorii numerice l-a dus iardsi la rezultate
concordante.

(4) Euler si-a incercat metoda si pe alte exemple. El a reu-
2
sit, astfel, si obtind din nou suma % pentru seria lui Jacques

Bernoulli, modificind in diverse feluri tratarea ei initiald. El
a reusit, de asemenea, si redescopere, prin metoda sa, suma
unei 1mportante serii care i se datoreste lui Leibniz.

S# insistdm asupra acestui din urmé exemplu. Vom considera,
urmindu-1 pe Euler, ecuatia

1 —sinz =0.

Raidécinile ei sint

Fiecare dintre aceste ridicini este insd dubla. (Curba y = sin z
nu intersecteazd pentru aceste valori ale lui z dreapta y =1,
ci este tangentd la ea. Derivata membrului intii, nu insd $i deri-
vata a doua, se anuleazi pentru aceste valori ale lui x). Prin
urmare, ecuatia

1——+—-—"—“+ =0
1.2.3 1.2.3-4.5

are radécinile
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$1 concluzia prin analogie a lui Euler conduce la descompunerea
in factori liniari:
x s a8

{1 —sinz=1—=+ —
1 1-2.3 1.2.3:4.5

S - e

3r

Comparind coeficientii lui z din ambii membri ai egalitdtii,
obtinem

4 4 4 4
=
T 3r St 7
T 1 1 1 1 1
e T TS
4 3+5 7+9 M+

Aceasta este celebra serie a lui Leibniz; cutezitoaréa metodd a
lui Euler a condus la un rezultat cunoscut. ,,Pentru metoda noas-
trd care poate pdrea unora insuficient de sigurd, gdsim aici o
confirmare puternicd, — spune Euler. De aceea nu mai trebuie
sd ne indoim de nici unul dintre celelalte rezultate deduse prin
aceeasi metodd“.

(5) Totusi, Euler a continuat si se indoiascd. El nu a intre-
rupt verificdrile numerice, descrise mai sus la (3), a examinat
tot mai multe serii si a considerat din ce in ce mai multe semne
zecimale, obtinind concordantd in toate cazurile considerate.
El a incercat si alte metode, reusind pind la urmi si confirme
nu numai aproximativ, ci si exact, valoarea w2/6 pentru suma
seriei lui Jacques Bernoulli. El a gisit o noud demonstratie.
Aceastd demonstratie, desi ascunsd si ingenioasdi, se baza pe
consideratii mai obisnuite si a fost acceptatd ca fiind perfect
riguroasi. In felul acesta, consecinta cea mai remarcabild a des-
coperirii lui Euler a fost confirmatd intr-un mod convingitor.
Se pare cd aceste argumente l-au convins pe Euler de corectitu-
dinea rezultatului saul.

7. Analogia si induetia. Vrem sé invi{im cite ceva despre
natura rationamentului inventiv si inductiv. Ce putem invita
din relatarea de mai sus?

1 Mult mai tirziu, aproape la zece ani dupi prima sa descoperire, Euler
a revenit la aceastd problemi, a raspuns obiectiilor, a desavirsit intr-un
anumit grad tratarea euristicd initiald si a dat o demonstratie noua, esen-
tialmente diferitd. Vezi Eu l e r, Opera Omnia, ser. 1, vol. 14, pp. 73--86,
138 — 155, 177 — 186, precum si 156 — 176, unde se afla o nota a lui Paul

Stiackel, consacratd istoricului acestei probleme.
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(1) Pasul hotaritor al lui Euler a fost cutezitor. Din punctul
de vedere al unei logici riguroase, el reprezenta o eroare vaditi:
Euler a aplicat o reguld unui caz pentru care aceastd reguld nu
fusese stabilitd; el a aplicat o reguld referitoare la ecuatiile
algebrice unor ecuatii nealgebrice. Din punctul de vedere al
unei logici riguroase, pasul lui Euler nu era justificat. El era
justificat insd de o analogie, de analogia confirmatd de cele
mai fecunde realiziri ale unei stiinte in dezvoltare pe care chiar
el a denumit-o, cu citiva ani mai tirziu ,Analiza infinitului“.
Alti matematicieni inaintea lui Euler au trecut de la diferente
finite la diferente infinit mici, de la sume cu un numir finit de
termeni la sume cu o infinitate de termeni, de la produse finite
la produse infinite. $i in acelasi mod, Euler a trecut de la ecuatii
de grad finit (ecuatii algebrice) la ecuatii de grad infinit, aplicind
infinitului reguli stabilite pentru finit.

Aceastd analogie, aceastd trecere de la finit la infinit, este
plind de capcane. Cum le-a evitat Euler? Era un geniu, vor ris-
punde unii, dar aceasta nu este, bineinteles, o explicatie. Euler
avea motive puternice pentru a crede in descoperirea sa. Dacd
avem mdicar putin bun simt, putem intelege aceste motive fard
a recurge la intuirea miraculoasd, caracteristici geniului.

(2) Motivele lui Euler de a avea incredere in aceasti desco-
perire, expuse pe scurt mai sus!, nu sint demonstrative. Euler
nu reexamineazd bazele ipotezei sale?, a trecerii sale cutezitoare
de la finit la infinit. El nu a ficut decit s&-i studieze consecintele.
El considerd confirmarea oricdreia dintre aceste consecinte drept
un argument in favoarea ipotezei sale. El acceptd confirmaérile
aproximative ca si pe cele exacte, insd pare sd acorde mai multi
greutate acestora din urmd. El studiazd si consecintele unor
ipoteze analoge® strins legate de a sa, si considerd confirmarea
oricireia dintre aceste consecinte drept un argument in favoarea
ipotezei sale.

Motivele lwi Euler au fost de fapt inductive. Studiul conse-
cintelor ipotezei si aprecierea ei pe baza unui astfel de studiu
constituie procedeul tipic al inductiei. In cercetarea stiintifica,
la fel ca si in viata de toate zilele, credem, sau ar trebui si credem
intr-o ipotezi mai mult sau mai putin, dupd cum consecintele
ei, de care ne putem da seama, concordd mai mult sau mai putin

cu faptele.

1 in §6(3), (4), (5). Vezi rezumatul propriu al lui Euler in Opera
40.

Omnia, ser. 1, vol. 14, p. 1 o
3 Reprezentarea lui sin z printr-un produs infinit.
3 fn special produsul pentru 1 — sinaz.
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Pe scurt, se pare cd Euler rationeazi in acelasi mod in care
rationeazd obisnuit oamenii de bun simt, savanti sau nu. Pro-
babil cd el adoptd anumite principii: O ipotezd devine mai verosi-
mild dupd confirmarea oricdrei consecinfe nov si: o ipotezd devine
mat verosimild dacd devine mai verosimild o tpotezd analogd.

Aceasta sd fie oare natura principiilor care stau la baza pro-
cesului inductiei?

EXEMPLE $I NOTE LA CAPITOLUL II

Partea intii

1. Generalizarea corectd.

A. Gésiti trei numere z, y siz care si satisfacd urmadtorul
sistem de ecuatii: )

9z — 6y — 10z =1,
— 6z +4y+ T7z=0,
z?2 + y* + 22 =0.

Dac# trebuie sd rezolvati problema A, care anume dintre
urmitoarele trei generalizdri vd poate da o sugestie mai bund
pentru gisirea solutiei: B, C sau D?

B. Giésiti cele trei necunoscute dintr-un sistem de trei ecuatii.

C. Aflati cele trei necunoscute dintr-un sistem de trei eguatii,
in care primele doud sint liniare, iar a treia de gradul doi.

D. Gasiti cele n necunoscute dintr-un sistem de » ecuatii, unde
primele n — 1 sint liniare.

2. Fie date un punct i o piramidd hexagonald ,regulatd“.
(O piramidd se numeste ,regulatd“, dacd baza ei este un poligon
regulat si indltimea ei trece prin centrul bazei.) Aflati un plan
care trece prin punctul dat si imparte volumul piramidei date in
doud pért:1 egale.

Pentru a vd veni in ajutor, pun urmitoarea intrebare: Care
este generalizarea corectd?

3. A. Trei drepte necoplanare trec printr-un acelasi punct O.
Duceti prin O un plan egal inclinat pe cele trei drepte.

B. Trei drepte necoplanare sint concurente. Un punct P se
afld pe una dintre aceste drepte; duceti prin P un plan egal in-
clinat pe cele trei drepte.

Comparati problemele A si B. Putem oare folosi solutia uneia
pentru a o rezolva pe cealaltd? Care este legatura logicd dintre
ele?
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4. A. ‘Calcu]ai,;i integrala

o

§ (1 + 223 da.

—

B. Calculati integrala
$ (p + o) %da,

unde p este un numdr pozitiv dat.

Comparati problemele A si B. Putem oare folosi solutia
uneia pentru a rezolva pe cealaltd? Care este legitura logicd din-
tre ele?

5. Un caz particular extrem. Doi oameni sint asezati la 0 masd
de forma dreptunghiulard obisnuitd. Unul pune pe masi un penny,
apoi al doilea face acelasi lucru si, asa mai departe, pe rind.
Se subintelege c4 fiecare penny este asezat pe masi cu una dintre
fetele sale si nu se suprapune peste vreo moned# asezatd anterior.
Jucédtorul care asazi ultima moneda cistigd. Care jucdtor trebuie
sd cistige, dacd fiecare joacd cel mai bine posibil?

Este o problemd distractivd strdveche, insd excelenti. Am
avut ocazia si observ o datd pe un matematician cu adevérat re-
marcabil cind i s-a pus aceastd problema. El a inceput prin a spune:
»O8 admitem cd masa este atit de micd incit o acoperd un singur
penny. In acest caz, este evident ci trebuie si cistige primul
jucitor“. Cu alte cuvinte, el a inceput prin a considera cazul parti-
cular extrem in care solutia este evidenta.

Din acest caz particular, puteti obtine solutia completd,
dacd vd veti imagina cd masa se largeste treptat, cuprinzind tot
mai multe monede. Poate este si mai bine sd generalizai problema,
gindindu-vd la mese de forme si dimensiuni diferite. Dacd veti
observa cd masa are un centru de simetrie, si cd generalizarea co-
rectd ar putea consta in considerarea unor mese cu centre de
simetrie, veti obtine solutia, sau cel putin, v veti apropia foarte
mult de ea.

6. Construiti tangenta comund la doud cercuri date.

Pentru a vi veni in ajutor, pun intrebarea: Existd oare un caz
particular extrem mai accesibil?

7. Un caz particular cdlduzitor. Aria unui poligon este egald cu
A, iar planul siu formeazd unghiul « cu un alt plan. Poligonul
se proiecteazd ortogonal pe al doilea plan. Aflati aria proiectiei.

Observati cd forma poligonului nu este datd. Existd insd
o varietate fird de sfirsit de forme posibile. Ce form& ar trebui
consideratd? Ce formd ar trebui consideratd intii?
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Existd o forma cu care este deosebit de usor sd operdm: drept-
unghiul a cdrui bazi este paraleld cu dreapta de intersectie I a
planului figurii proiectate si a planului de proiectie. Dacd a este
baza unui astfel de dreptunghi, iar b indl{imea sa, adicd aria sa
este ab, atunci marimile corespunzitoare pentru proiectii vor fi
a,bcosa si abcosa. Dacd aria unui astfel de dreptunghi este
egald cu A, atunci aria proiecfiei sale va fi Acos a.

Acest caz particular al unui dreptunghi avind baza paraleld
cu [, este nu numai extrem de accesibil; el este totodata ur caz
particular cdlduzitor. Alte cazuri rezultd din el; rezolvarea pro-
blemei pentru cazul particular c#liuzitor cuprinde solutia proble-
met in cazul general. In adevir, pornind de la dreptunghiul avind
baza paraleli cu [, putem extinde regula ,aria proiectiei este egald
cu Acosa* succesiv la toate celelalte figuri. Intii la triunghiuri
dreptunghice avind o catetd paraleld cu ! (tdind in doud pérti
egale dreptunghiul de la care am pornit). Apoi la un triunghi
oarecare, avind o latura paraleld cu [ (combinind doud triunghiuri
dreptunghice); in sfirsit, la orice poligon (descompunindu-l in
triunghiuri de tipul indicat mai sus). Putem trece chiar la figuri
cu frontiera curbilinie (considerindu-le ca limite ale unor poligoane).

8. Unghiul la centru al unui cerc este de doud ori mai mare
decit unghiul cu virful pe circumferinté, care corespunde aceluiasi
arc (Euclid, III, 20).

Dacéd se dd unghiul la centru, atunci unghiul cu virful pe
circumferintd nu este incd determinat, virful sdu putind avea po-
zitii diferite. Care este ,pozitia particulard cdlduzitoare“ in de-
monstratia obisnuitd a teoremei (in demonstratia lui Euclid)?

9. Teorema lui Cauchy, fundamentald in teoria functiilor ana-
litice, afirm3 c# integrala unei functii de o variabild complexd
de-a lungul unei curbe inchise arbitrare este egald cu zero, dacd
functia este olomorfi in domeniul mairginit de aceastd curba.
Putem considera cazul particular al teoremei lui Cauchy in care
curba inchisd este un triunghi, ca fiind cazul particular calduzitor.
O datd ce am demonstrat teorema pentru triunghi vom putea s-o
extindem cu usurintd succesiv la poligoane (combinind triunghiuri)
si la curbe (considerindu-le ca limite ale unor poligoane). Obser-
vati analogia cu problemele 7 si 8.

10. Un caz particular reprezentativ. Aveti de rezolvat o problema
in legdturd cu poligoanele cu n laturi. Desenati un pentagon,
rezolvati problema pentru el, studiati solutia si observati cid ea
este adecvatd, in aceeasi masurd, cazului general cu wr arbitrar,
ca §i cazului particular » = 5. Atunci puteti spune ¢d n =5
este cazul particular reprezentativ; el reprezintd pentru dumnea-
voastrd cazul general. Desigur, pentru a fi cu adevirat reprezen-
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tativ, cazul » = 5 nu trebuie sd contini nici un fel de simplifi-
céri specifice care si vd poatd induce in eroare. Cazul particular
reprezentativ nu trebuie si fie mai simplu decit cazul general.

Cazurile particulare reprezentative sint adeseori comode in
cadrul predirii. Putem demonstra o teoremi despre determinantii
de ordinul », dacd examinim cu atentie determinantii de ordinul 3.

11. Ur caz analog. Problema const3 in a proiecta avioane in
asa fel incit pericolul unei fracturi a craniului in caz de accident
sd fie minim. Medicul care studiazi problema experimenteazd
cuoud, pe care le sparge in diverse conditii. Ce face el? El a modi-
ficat problema initiald si cerceteazd acum o problemd ajutdtoare,
spirgind oud, in loc sd fractureze cranii. Legdtura dintre cele
doud probleme — cea initiald si cea ajutdtoare — este analogia.
Din punct de vedere mecanic capul omului si oul de gdind sint,
in linii mari, analoge: capul si oul sint formate dintr-un invelis
rigid fragil, care contine o substantd gelatinoasi.

12. Dacd doud drepte in spatiu sint intersectate de trei plane
paralele, segmentele corespunzitoare determinate pe ele sint
proportionale.

Pentru a va ajuta sd gisiti demonstratia, pun intrebarea:
Existd oare o teoremd analogd mai simpla?

13. Cele patru diagonale ale unui paralelipiped au un punct
comun, care este mijlocul fiecdreia dintre ele.

Existd oare o teoremd analogd mai simpla?

14. Suma a doud unghiuri plane arbitrare dintr-un triedru
este mai mare decit al treilea unghi plan al séu.

Existd oare o teoremd analogd mai simpla?

15. Considerati un tetraedru drept corpul analog cu un triunghi.
Enumerati notiunile din geometria in spatiu analoge cu urmitoa-
rele notiuni din geometria pland: paralelogram, dreptunghi, pd-
trat, bisectoarea unui unghi. Enuntati o teorem& din geometria in
spatiu care este analogul urmitoarei teoreme din geometria plana:
Bisectoarele celor trei unghiuri ale unui triunght sint concurente
intr-un punct care este centrul cercului inscris in triunghi.

16. Considerati o piramidi drept corpul analog cu un tri-
unghi. Enumerafi corpurile analoge urmaitoarelor figuri plane:
paralelogramul, dreptunghiul, cercul. Enuntati o teorema din geome-
tria in spatiu care este analogul urmitoarei teoreme din geometria
pland: Aria unui cerc este egald cu aria unui triunghi a cdrut bazd
are aceeasi lungime ca i circumferinta, si a cirui indlfime este egald
cu raza.

17. Inventati o teorem# din geometria in spatiu care si fie
analogul urmitoarei teoreme din geometria plani: Indlgimea unui
triunghi isoscel trece prin mijlocul bazei.
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Ce corp veti considera drept analog al triunghiului isoscel?

18.’Analogit mari. (1) Exemplele 12—17 de mai sus subliniazd
analogia dintre geometria pland si geometria in spatiu. Aceastd
analogie poate fi consideratd din multe puncte de vedere, din care
cauzd ea este adeseori ambigud si nu intotdeauna clar conturatd,
fiind totusi un inepuizabil izvor de noi sugestii si descoperiri.

(2) Numerele si figurile nu sint obiectele unice ale mate-
maticii. Matematica este principial inseparabild de logicid si are
de-a face cu toate obiectele care pot interveni intr-o teorie exactal.
Numerele si figurile sint insd obiectele cele mai obignuite ale mate-
maticii, iar matematicienilor le place si ilustreze prin proprietati
ale figurilor fapte referiloare la numere, si prin proprietdti ale
numerelor, fapte referitoare la figuri. De aceea, existd nenumi-
rate aspecte ale analogiei intre numere $i figuri. Unele dintre aceste
aspecte sint cit se poate de clare. Astfel, in geometria analitici,
studiem corespondente bine definite intre obiecte si relatii algebri-
ce si geometrice. Insa varietatea figurilor geometrice este inepui-
zabild, dupd cum este inepuizabild si varietatea operatiilor posi-
bile cu numere; tot atit de inepuizabile sint §i corespondentele
posibile intre aceste varietdti.

(3) Studiul limitelor si al proceselor de trecere la limitd in-
troduce un alt tip de analogie, care poate fi denumitd analogie
intre infinit si finit. Astfel, seriile infinite si inegralele sint, in
diferite privinte, analoge cu sumele finite ale cdror limite sint;
calculul diferential este analogul calculului cu diferente finite;
ecuatiile diferentiale, in special cele liniare omogene, sint analoge,
intr-o anumitd misurd, ecuatiilor algebrice, si asa mai departe.
Un capitol important, relativ nou al matematicii este teoria ecua-
tiilor integrale; ea dd un rdspuns surprinzitor si foarte frumos la
intrebarea: care este, in calculul integral, analogul unui sistem de
r ecuatii liniare cu » necunoscute? Analogia dintre infinit si finit
suscitd un interes deosebit, deoarece ea prezintd dificultdti si
capcane specifice. Ea poate conduce la o descoperire sau induce
in eroare; vezi exemplul 46.

(4) Galilei, care a stabilit traiectoria parabolici a proiectile-
lor si legea cantitativd a migcérii lor, este autorul unor mari des-
coperiri i in astronomie. Cu ajutorul lunetei construite de el,

1 In fond, se intelege de obicei printr-o ,teorie exacti“ o teorie care
poate fi aritmetizata astfel incit teoremele acestei teorii si se transforme in
teoreme ale aritmeticii. Asadar, proclamarea ca obiect al matematicii a
oricdror obiecte ,,care pot interveni intr-o teorie exactd nu ne scoate, in rea-
litate, din cadrul definitiei date de Engels matematicii, ca stiin{i care stu-
diazi relatiile cantitative si formele spatiale ale lumiireale (vezi F.Engels
Anti-Dithring, E.S.P.L.P., Bucuresti, 1955, p. 48; Marea Enciclopedie So-
vieticd, editia a II-a, articolul Matematica).
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Galilei a descoperit satelitii lui Jupiter. El a constatat cd acesti
sateliti care se miscd in jurul planetei Jupiter sint analogi ai Lunii,
care se migcd in jurul Padmintului, precum si analogi ai planetelor,
care se migcd in jurul Soarelui. El a descoperit, de asemenea, fazele
planetei Venus si a remarcat aseminarea lor cu fazele Lunii.
Aceste descoperiri, considerate drept o puternicd confirmare a
teoriei heliocentrice a lui Copernic, au fost discutate cu inflacérare

Fig. 2.4. De la traiectoria unei pietre la traiectoria
Lunii. Vezi ,,Sistemul lumii* al lui Newton.

in perioada aceea. Este curios cd Galilei nu a observat analogia
dintre migcarea corpurilor ceregti §; migcarea proiectilelor, de care
ne putem da seama perfect in mod intuitiv. Traiectoria unui pro-
iectil are concavitatea spre Pdmint, exact ca si traiectoria Lunii.
Newton a insistat asupra acestei analogii: ,,...O piatrad aruncati
se abate, sub actiunea propriei sale greutati, de la traiectoria rec-
tilinie, pe care ar trebui s-o urmeze sub actiunea exclusivd a im-
pulsului initial, i este nevoitd si descrie in aer o curbd si... In
sfirgit, sd cadd pe Pamint; si cu atit este mai mare viteza cu care
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a fost lansatd, cu atit ea va zbura mai departe, inainte de a recidea
pe Pamint. De aceea, putem presupune ci viteza crescind in mod
corespunzitor, ea va descrie arce de 1, 2, 5, 10, 100, 1 000 mile
inainte de a recddea pe Pamint pind cind, in sfirsit, pardsind
limitele Pdmintului, ea va trebui si treacd in spatiu, fird a mai
atinge Pdmintul (vezx fig. 2.4).

Variind continuu, traiectoria pietrei trece in traiectoria Lu-
nii. $i dupd cum platra si Luna sint legate de Pamint, tot astfel
satelitii lui Jupiter sint legati de Jupiter, sau Venus si celelalte
planete, de Soare. Dacd nu ne ddm seama clar de aceastd analogie,
putem intelege doar in mod cu totul imperfect descoperirea gravi-
tatiei universale de cdtre Newton, care poate fi consideratd pind
acum drept cea mai mare descoperire stiintificd a tuturor timpu-
rilor.

19. Analogit clarificate. Analogia este adeseori vagd. Ras-
punsul la intrebarea ce este analog cu ce, este de multe ori ambiguu.
Faptul cd o analogie este vagd, nu-i micsoreazd interesul si utili-
tatea; insd cazurile in care notiunea de analogie atinge claritatea
notiunilor logice sau matematice meritd a fi considerate in mod
special.

(1) Analogia este o aseminare de relatii. Aceastd asemé&nare
are o semnificatie clard, dacd relatiile sint guvernate de aceleast
legi. Din acest punct de vedere, adunarea numerelor este analoga
cu inmultirea numerelor, in mésura in care adunarea si inmulti-
rea se supun acelorasi regull Si adunarea si mmultlrea sint comu-
tative si asoclatxve

a+b=2>+a, ab = ba,
(@+b +c=a+ (b+o), (ab)e = a(be).
Atit una cit si cealaltd admit cite o operatie inversd; ecuatiile
a+ z=0b, ax = b
se aseaménd, deoarece fiecare dintre ele admite cite o solutie si
numai una. (Pentru a avea posibilitatea de a stabili aceastd din
urma reguld, férd exceptie, trebuie si admitem numerele negative
la considerarea adunirii si s elimindm cazul a = 0, cind consi-
derdm inmultirea.) In aceastd ordine de idei, sciderea este analoga

cu impari,;lrea; in adevdr, solutiile ecua@ulor de mai sus sint,
respectiv
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Mai departe, numirul O este analog cu numirul 1; in adevir,
adunarea lui 0 la un numir arbitrar, ca si inmultirea cu 1 a unui
numidr arbitrar nu modificd acest numir:

a+0=a, a1 =a.

Aceste legi sint aceleasi pentru diverse clase de numere; putem
considera aici numerele rationale, numerele reale sau numerele
complexe. In general, sistemele de obiecte care se supun acelorasi
legi fundamentale (sau acelorasi axiome) pot fi considerate ca
analoge intre ele s1 acest tip de analogie are o semnificatie cit
se poate de clara.

(2) Adunarea numerelor reale este analogd cu inmultirea nu-
merelor pozitive i intr-un alt sens. Orice numir real r este logarit-
mul unui numdr pozitiv p

r = log p.

(Dacd vom considera logaritmi zecimali, atunci r = — 2 pentru
p = 0,01). In virtutea acestei relatii, fiecirui numir pozitiv
ii corespunde un numadr real perfect determinat, si fiecirui numir
real, un numir pozitiv perfect determinat. In conditiile acestei
corespondente, adunarea numerelor reale corespunde cu inmulti-
rea numerelor pozitive. Dacid

r=1logp, r'=1og p’, r" =log p”,

atunci oricare dintre celé doud relatii de mai jos o implicd pe
cealalta:

r+r =r" pp'=p".
Formula din stinga si cea din dreapta ne spun acelasi lucru in doud
limbaje diferite. Vom denumi unul dintre numerele corespunzi-
toare traducerea celuilalt; de exemplu, vom denumi numdrul
real r (logaritmul lui p) traducerea lui p, iar p va fi originalul
lui r. (Am fi putut interverti cuvintele ,traducere® si ,original“,
insd a trebuit si efectudim o alegere, pe care urmeazi s-o respec-
tdm). In aceasti terminologie, adunarea apare ca traducerea in-
multirii, sciderea ca traducerea impdrtirii, 0 ca traducerea lui 1,
legea de comutativitate si legea de asociativitate pentru adunarea
numerelor reale sint concepute ca traduceri ale acestor legi pentru
inmultirea numerelor pozitive. Firegte, traducerea se deosebeste
de original, insi ea este o traducere corectd in urméitorul sens:
din indiferent ce relatie dintre elementele originalului putem
deduce cu certitudine relatia corespunzitoare dintre elementele
corespunzitoare ale traducerii si reciproc. O astfel de traducere
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corectd, adicd o coresponden;a biunivocd care conservd legile unor
anumite relatit, se numeste, in limbajul tehnic al matematicianu-
lui, un Lzomorﬁsm Izomorfismul este un tip de analogie perfect
clarificatd.

(3) Al treilea tip de analogie complet clarificatd este ceea ce
matematicienii denumesc, in limbajul lor tehnic, omomorfism
(sau izomorfism meroedral). Ne-ar lua prea mult timp s& discutidm
amdnuntit un exemplu sau s& descriem exact aceastd notiune,
insd putem incerca s intelegem urmitoarea descriere aprommata
Omomorfismul este un fel de traducere prescurtatd in mod siste-
matic. Originalul nu este numai tradus in alt limbaj, ci §i pre-
scurtat, astfel ¢ ceea ce obtinem in cele din urma, dupé traducere
si prescurtare, este ceva redus uniform si sistematic la juméitate
sau la o treime sau la o altd fractiune din extensiunea origina-
lului. La aceastd prescurtare se pot pierde unele subtilitdti, ins&
tot ce existd in original este reprezentat prin ceva din traducere,
iar relatiile se conservd la o scard redusi.

20. Citate. ,S3 vedem dacd putem, printr-o intimplare feri-
citd, sd concepem o altd problemd generald, care o contine pe cea
initiald si este mai ugor de rezolvat. Astfel, cind cdutdm tangenta
intr-un punct dat al unei curbe, concepem ci nu sintem pe cale
decit s3 ciutim o dreaptd care taie curba in punctul considerat,
si intr-un alt punct, situat la o distantd datd de cel precedent.
O datd rezolvatd aceasti problemd, a cdrei solutie o putem gisi
intotdeauna usor cu ajutorul algebrei, gdsim cazul tangentei ca
un caz particular, anume acela in care distanta dati este minimd,
se reduce la un punct, dispare“ (Leibniz).

»Cum se intimpld adeseori, se constatd ci problema generald
este mai usor de rezolvat decit ar fi fost problema particulard,
dacd am fi atacat-o direct“. (P.G. Lejeune-Dirichlet, R. Dede-
kind).

»[Poate fi util] s¥ reducem genul la diversele sale specii, si
chiar la citeva specii. Cel mai util este insd sd reducem genul la
o singurd specie minimi“ (Leibniz).

»Este recomandabil in filozofie s considerim aseminarea,
chiar in lucruri care sint foarte diferite unul de altul“ (Aristotel).

»Comparatiile au o mare valoare, in misura in care ele reduc
relatii necunoscute la relatii cunoscute“.

»A intelege corect se reduce, in cele din urmi, la o sesizare a
unor relatii (un saisir de rapports)!. Insi intelegem o relatie in-
tr-un mod mai clar §i mai pur, atunci cind o recunoastem ca fiind

! in limba francezi in original — N. T.
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aceeasi in cazuri foarte diferite si intre obiecte complet eterogene®.
(Arthur Schopenhauer).

Nu trebuie si uitati insi cd existd doud feluri de generali-
zéri. Una ieftind, iar cealaltd valoroasd. Este usor de generalizat
prin diluare; este important si generalizim prin condensare. Este
ieftin §i usor si diludm un pic de vin intr-o cantitate mare de
apa. Este considerabil mai greu, insi valoros, si preparim un
concentrat purificat si condensat, din citeva ingrediente de bund
calitate. Generalizarea prin condensare comprimi intr-o singurd
notiune largd mai multe idei care pdreau inainte fird legiturd.
Astfel, teoria grupurilor sintetizeazd intr-o expresie comund idei
dispersate inainte in algebr3, teoria numerelor, analizi, geome-
trie, cristalografie si in alte domenii. In prezent este mai la modd
decit in trecut celdlalt gen de generalizare. Acesta dilueazd
o idee micd intr-o terminologie mare. De obicei, autorul prefera sa
ia pind si aceastd idee micd de la altcineva, abtinindu-se s3 adauge
vreo observatie originald, si evitd rezolvarea oriciror probleme,
cu exceptia citorva care apar din dificultdtile propriei sale termi-
nologii. Ar fi foarte usor si dau exemple, insd nu vreau sd-mi
fac dusmani [cf.(1)].

Partea a doua

Toate exemplele si notele din aceastd a doua parte sint legate
de §6 si legate intre ele. Multe dintre ele se referd direct sau
indirect la exemplul 21, cu care trebuie inceputd lectura.

21. Ipoteza E. Considerdm drept ipotezd egalitatea

sinar:=x(1—z—2 (1_1_2) (1_ Iz

b1 4n? 9n

o vom denumi ,ipoteza E“. Urmindu-1 pe Euler, vrem si cerce-
tim aceastd ipotezd in mod inductiv.

Cercetarea inductivi a unei ipoteze implicd confruntarea conse-
cintelor ei cu faptele. Adeseori, vom ,prevedea, plecind de la
E, si vom confirma“. ,A prevedea, plecind de la E“ inseamnd
a deduce, presupunind cd E este adevidratd; ,a confirma“ in-
seamnd a deduce fird a recurge la aceastd presupunere. Un fapt
»este in concordantd cu E“, dacd el poate fi dedus (ugor) din
presupunerea cd E este adevirata.

In cele ce urmeazi vom considera cunoscute elementele de
analizd matematicd (care, sub aspect formal, erau complet cunos-
cute lui Euler in epoca descoperirii sale), inclusiv notiunea rigu-
roasi de limitd (despre care Euler nu a avut niciodatd oimagine
clari). Vom folosi numai procese de trecere la limitd care pot
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fi justificate (cele mai multe dintre ele, foarte ugor), insd nu
vom intra in justificdri detaliate.

22. Stim c¢d sin (—z) = — sin z. Este oare acest fapt in
concordantd cu E?

23. Prevedeti, plecind de la E, si verificati valoarea produ-
sului infinit

(1——) ‘1——) (1—— ( _ﬁ)

24. Prevedeti, plecind de la E, si verificati valoarea produsu-

lui infinit
L [N

25. Comparati exemplele 23 si 24 si faceti generalizarea.
26. Prevedeti, plecind de la E, valoarea produsului infinit.

2.4 4.6 6-8 8-10
3.3 5.5 7.7 9.9 '
27. S se arate cd ipoteza E este echivalentd cu afirmatia

sin nz — lim (z+ n)...(z2 4+ 1)z(z — 1) ... (2 — n)
T n-poo (—1)" (nl)2
28. Stim cd sin (z + w) = — sin z. Este oare acest fapt in

concordantd cu E?
29. Metoda din § 6 (2) duce la ipoteza

2 2 2
cos I =(1 —['i’ (1 —['—zJ(l _ i )
w2 9n? 252
Aridtati cd aceastd egalitate este nu numai un analog, ci si o con-

secintd a ipotezei E.
30. Se stie ci

sin £ = 2 sin (z/2) cos (z/2).

Este oare acest fapt in concordantd cu E?
31. Prevedeti, plecind de la E, si verificati valoarea produsu-
lui infinit

s s R (e N e

32. Prevedeti, plecind de la E si verificati valoarea produsu-
lui infinit
16
(1—— (1—— (1——) ( 4—9)
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33. Comparati exemplele 31 si 32 si generalizati.

34. Se stie cd cos (—z) = cos z. Este oare acest fapt in con-
cordantd cu E?

35. Stim cd cos (z + w) = — cos z. Este oare acest fapt in
concordanti cu E?

36. Deduceti din E produsul pentru 1 — sin z, presupus in
§6 (4).

37. Deduceti din E ca

1 1
z + 2% z 4+
38. Deduceti din E ci

ctgr = ... +

Fo bt ——F .

zr— zr — 21

ctgx=-i———(+ ottt ) —

—,(1+—+—+2‘§+—’—5+...)—

(et ) -

si gdsiti suma seriilor infinite ce figureazd drept coeficienti
in membrul al doilea.

39. Deduceti din E ca

ST ot (%_£)=

+ 0 ( +—+625+ )

si gdsiti suma seriilor infinite ce figureazd drept coeficienti
in aceastd din urm& expresie.
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