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-t -l Frgm o

introduc ele-
mentele cu care
se opereaza si cum
se citeste rezultatul
operatiei in calculatorul
din imagine?

Grupuri
Legi de compozitie

Pasul decisiv care a marcat trecerea de la aritmetica la algebra a fost inlocuirea operatiilor cu numere, prin
operatii cu litere (simboluri) reprezentand numere. Ulterior, o treaptd superioara de abstractizare s-a realizat
prin folosirea unor simboluri care reprezentau si alte obiecte matematice: multimi, functii, matrice, polinoame...

Definitia unei legi de compozitie

componentele oricarui cuplu (x, y) de elemente din M si are ca
operatii este cutia neagra (black

introduse, intr-o ordine precizata, doud elemente arbitrare x, y € M
functionald ¢ : M X M — M, prin care la orice pereche ordonata

O operatie algebrica (binard) pe o multime nevida M combina
rezultat un element tot din M, notat, de exemplu, cu x * y.
Un model pentru actiunea unei

x L
box) cu doua intrari si o singura y 7
iesire. La cele douad intrari pot fi
si, de fiecare datd, la iesire se obtine un element x * y € M, unic
determinat de cuplul (x, y). Se realizeaza astfel o corespondentd
(x, ¥) € M x M se asociaza un element unic determinat
¢o(x, ) € M, notat eventual x * y .

Definitie. Fie M o multime nevida. O functie
P:MXM—>M,(x,y) - 0, Y),
se numeste lege de comporzitie (internd) sau operatie algebricd
binard pe multimea M. Elementul ¢(x, y) € M se numeste
compusul lui x cu y prin @ (in aceasta ordine!).
M se numeste multimea suport a operatiei .

Multimea M inzestratd cu operatia ¢ se noteazd (M, o).

In locul notatiei functionale incomode (x, y), de obicei se fo-
loseste fie notatia aditiva x + y, fie notatia multiplicativa x - y sau xy.

In notatia aditivd, elementul x + y se numeste suma lui x cu
y, iar legea de compozitie se numeste adunare. Elementele x, y
se numesc fermenii sumei x + y.

Cum actioneazd o operatie?

1) Pentru a, b € N*, notam cu a v b
c.m.m.d.c. al lui a si b. Pe N* definim
operatia (a, b) > a v b.

a) Calculati 18 v 12, (18 v 12) v 15 si
18 v (12 v 15).
b) Ardtatica 1 va=lsiava=a,vVaec N

2) Fie M = N*. Dacé a, b € M, notam
cua Abcmm.m.c. al lui a si b. Pe M se
obtine legea de compozitie (interna)
MXxXM—> M, (a, b) > a Ab.

a) Calculati 18 A 12, (18 A 12) A 15,
18 A (12 A 15).

b)Arataticil Aa=asiana=a,Vae M.
c¢) Verificati ca

(18 v 12)-(18 A 12) = 18- 12.

3) Pentru a, b € Z definim
b=a+bz|a b|’ aob=a+b 2|a b|.
a) Calculati 405; 504; 3%4; 4%3.

b) Aratati cd axb=max{a, b} si
aob=min{a, b}.

c) Aratati ca ax*(boc)=(axb)o(ax*c).

ax

R e ————



In notatia multiplicativd elementul xy se numeste produsul
lui x cu y, iar legea de compozitie ¢ se numeste inmultire.
Elementele x, y se numesc factorii produsului xy.

Uneori, obligati de traditie sau din necesitatea de a folosi
simultan mai multe legi de compozitie, utilizdm notatii ca:
X0y, Xx*y, XAy, xvy,x Ly, xTy, x@yetc.

Expresia x * y se citeste ,,x compus cu y* (sau ,,x stea y*) si
reprezinta rezultatul actiunii operatiei ,,*“ asupra cuplului (x, ).

LrEmrLE
2) Adunarea si inmultirea matricelor pdtratice de ordin n

asociaza fiecarei perechi ordonate (4, B) de matrice din ./ (R)
suma A + B € .4 (R), respectiv produsul 4B € ./ (R).

3) Compunerea functiilor

Fie A o multime nevida si #(4)={f | f: A — A, f functie}.
Daca f, g € Z(A), functia fog:4—> A4, g f
definita prin (f o g)(x)= f(g(x)), se numeste A > A——3A

~_ 7

compusa lui f cu g (in aceasta ordine). fog

... de legi de compozitie.

1) Adunarea si inmultirea numerelor naturale
asociaza fiecdrei perechi ordonate de numere naturale
(x, ¥) suma lor x + y, respectiv produsul lor xy.

Fie M = {a,, a,, ..., a,; o multime finitd cu »n elemente.
Actiunea unei legi de compozitie ¢ pe M poate fi descrisa prin
tabla Cayley a operatiei ¢. Cand n este suficient de mic, tabla
operatiei constituie un instrument eficace de studiu.

Cayley Arthur (1821-1895), matematician englez, profesor
la Cambridge, cercetator in domeniul teoriei matricelor si deter-
minantilor; a introdus calculul simbolic, teoria grupurilor, ecuatii
diferentiale, astronomia sferica ....

Tabla operatiei ¢ (tabla lui Cayley) pe multimea M este un
tabel cu linii si coloane corespunzatoare elementelor multimii M.
La intersectia liniei a, cu coloana a, din fabla lui Cayley se afla
compusul lui @, cu a; prin operatia @.

¢la a, ..a; ..a

J n

a

a, X

: : In notatie multiplicativa avem:

al a.-aa-ua(p(ai,aj) [ ] al e aj e an

: al alal e ala] e alan

ai’l
a|aa - aa, aa
a,|aa - aa; - aa,

e

4)Fied={1,2,3,4,5}. Notam cu M
multimea tuturor submultimilor lui 4
(inclusiv cea vid), M = {X | X < 4}.

a) Cate elemente are multimea M?

b) Considerand pe M legile de compozitie
MxM—>M,(X,Y)>XUY si
MxM->M X Y)—>XNY,
calculati XU Y, XN Y, XN (YU 2)si
XNY)YU XN Z) stiind ca X = {1, 2},
Y=1{2,3,4}si Z= {5, 3}.

c) Aratati ca@ UX=X,ANX=X,V X€ M.

5) Fie M = {X ’ X < A} multimea
submultimilor lui 4 = {1, 2, 3,4, 5}. Daca
X, Y e M, fie XAY =(X\Y)U(Y'\ X)
(diferenta simetricd a lui X si Y).
Consideram pe M legea de compozitie
MxM—->MX,Y)>XAY
a) Calculati X A Y si X A X, daca
X=1{1,2,3,5}si Y= {2, 3, 4}.

b) Pentru multimile X si Y definite la
punctul a) calculati (XUY)\(XNY).
¢) Demonstrati ca

VXeEM GAX=XsiXAX=0.

d) Aratati ca VX, Y € M.
(X\NHUX\X)=(XUY)\(XNY).

6) Construiti tabla legii de compozitie
¢©:MxM-—> M, unde M = {a, b, c},
9((a, a)) = a; 9((a, b)) = b, ¢((a, ©)) = ¢;
o((b, @) = b; @((b, b)) = c; ¢((b, ©)) = a;
o((c, ) = ¢; o((c, b)) = a; 9((c, ©)) = b.

7) Construiti tabla legii de compozitie
O:MXxXM—>M, (p(x,y)=|x—y , unde
M=1{0,1,2,3}.

8) Fie M = {J, X, Z, Y} multimea
partilor lui 4 = {1, 2}, unde X = {1},
Y=1{2},Z={1, 2}.

Completati tablele legilor de
compozitie ,,U“, ,,N“ si ,,A“ (reuniunea,
intersectia si diferenta simetrica).




EEEMPLY

)

1 2 i

doua linii: fz(f(l) ) ... f(@)

Fiene N*si 4= {1, 2, .., n}. O functie f: A — A poate fi descrisa in acest caz printr-un tabel cu

fm))

Evident, f este functie bijectivd daca si numai daca in a doua linie apare o singurd datd fiecare dintre

numerele 1, 2, ..., n.

Pentru 4 = {1, 2}, multimea 7 (4) = { ¢ ’ ¢ : A > A} este formata din elementele:

Tabla operatiei de compunere a functiilor din # (4) este prezentata alaturat.

De exemplu, foh=g pentrucd (foh)(l)=1=g(l) si (foh)(2)=1=g(2).
In tabla, la intersectia liniei lui f cu coloana lui % apare functia g.

prepLisr @ 1. Pe multimea M = {0, 1, 2, 3, 4} se
== defineste legea de compozitie

Qo :MXM—>M, (p(x,y)=|x—y|.
p RO PE Alcatuiti tabla operatiei .

@ 2. Pe N se definesc legile ,,v* si ,,A“ prin

av b=cmm.d.c.{a, b} sia A b=cmm.m.c.{a, b},

Y a, b€ N. Fie H= {d € N|d divide 12}.
Alcatuiti tablele operatiilor ,,v* si ,,A“ pe H.

@ 3.Fie A=R\{£,—£}, F(A)={f|[:A—>4

3 3
S Sy S i € T (), 1) = x, ﬁ(x)=f_+£,

_x-3
S = Ve R.

Alcatuiti tabla operatiei de compunere a functiilor

pe H=1{f, 1., f;}-

@ 4. Fie multimea cu trei elemente M = {a, b, c}.
Cate legi de compozitie se pot defini pe M ?

@D 5. Fied={1,2,3}si HA)={f|f:4— 4}.
Stabiliti care sunt elementele multimii

H={fe JA) ’ fbijectiva} si alcatuiti tabla operatiei
de compunere a functiilor.

@ 6. Pe multimea M = {0, 1, 2, 3, 4} se defineste
legea de compozitie ,,*” prin x * y = xy —x — y + 2,
Vx, y € M.

Alcatuiti tabla operatiei ,,*”.

@ 7.Pemultimea 4 ={£l +i, 0} sedefineste legea
de compozitie ,, T astfel:

x T y=xy+3ix+ 3iy -9 - 3i, pentru orice x, y € A.
Alcatuiti tabla operatiei ,, T 7.



Proprietati ale legilor de compozitie

Notiunea de lege de compozitie, asa cum a fost introdusa in paragraful precedent, prezinta un mare grad
de generalitate. In definitia unei legi de compozitie se ignora atat natura elementelor multimii suport, cat si
modul efectiv in care actioneaza operatia. Singura restrictie care s-a pus a fost ca la orice pereche ordonata
(x, y) de elemente sa se asocieze un element si numai unul. Din acest motiv, pe o multime suport se pot
defini foarte multe legi de compozitie, in majoritatea lor neinteresante. Astfel, dacd multimea suport are doar
3 elemente, atunci se pot defini 3° = 19 683 legi de compozitie. Din aceasta cauza, studiul legilor de compozitie
bazat doar pe definitia lor este foarte sarac in rezultate. S-a dovedit utila ideea de a studia legi de compozitie
cu anumite proprietati care, In multe cazuri concrete (operatii cu numere, operatii cu matrice etc.), s-au
folosit in efectuarea calculului algebric si in stabilirea unor rezultate remarcabile, importante din punct de

vedere teoretic si practic.

¢ Asociativitate.

Fie M o multime nevida inzestratd cu o lege de compozitie ,,* .
Pentru a compune trei elemente x, y si z, in aceasta ordine, trebuie
sd mai precizdm (prin paranteze) ordinea in care se efectueaza
(x*y)*z sau x*(y*z).

Prezenta parantezelor in expresia (x*y)*z indica
urmatoarea succesiune de calcule: se afla mai intai compusul
lui x cu y si apoi acesta se compune (la dreapta!) cu z.

compunerea:

x —> Xk y
y—>
z

> (v y) %z

S|
7

Prezenta parantezelor in expresia x*(y*z) impune sa aflam

mai Intdi y*ze M si sa-1 compunem apoi (la stanga!) cu x.
X

rd

v v 02

z —3

Vom studia in continuare doar legi de compozitie cu
proprietatea cd (x*y)*z=x*(y*z), Vx,y,zeM .
In acest sens, introducem urmatoarea notiune:

Definitie. O lege de comporzitie ,, * “ se numeste asociativd daca:
(x*y)kz=x*(y*z),Vx,y,zeM.

LrEMFLE 1) Adunarea si Tnmultirea numerelor reale sunt legi

de compozitie asociative, pentru caV x, y, z € R :
(x+y)+tz=x+(+2z)si(xy)z=x(z2).
2) Adunarea si inmultirea matricelor patratice cu elemente
reale sunt asociative, pentru ca V 4, B, C € ¥/ (R):
(A+B)+C=A+B+C), (AB)C = A(BC).
3) Compunerea pe multimea 7 (4) a functiilor /: 4 — A este
asociativa, pentru ca Vf, g, heF(A), (fog)oh=fo(goh).
4) Operatia de scadere pe multimea Z nu este asociativa.
Exemplu, 3-7)- 123 —-(7-1).

Identificarea unor proprietdti ale
legilor de compozitie.

1) Pe R se defineste legea de compozitie
LECprinx * y=xy—-x-y+2,Vx,ye R

Calculati (x * y) * zsix * (y * z) si
deduceti cd legea de compozitie ,,* “ este
asociativa.

2) Pe C se defineste legea de compozitie
HECprinu x v=uv+i(u+v)—1-1i
Yu,ve C.

Calculati (u*v)*w si u*(vxw). Aratati
ca legea de compozitie ,,*“ este asociativa.

3) Pe intervalul M = (0, ) definim
legea de compozitie ,,*“ prin
X x y= ™\ x y e M, unde e este
baza logaritmilor naturali. Aratati ca
legea de compozitie ,,*“ este asociativa.
4) Fie legile de compozitie asociative
1 si,, L definite pe multimile M,
respectiv N. Pe M x N definim legea de
compozitie ,,*“ prin
(r,2)* (&, 3 S (e T, L)) Aritatica
legea de compozitie ,,*“ este asociativa.
5) Pe Z % dIRf definim operatia ,,**,
(2 ) * (& Y=+, ).
Arédtati cd ,,*“ este asociativa.
6) Pe ./ (R) definim operatia ,,* “ prin
A*BE AB—BA, VA, Be M,(R)-
a) Aratati ca ,,*“ nu este asociativa.
b) Ardtatica 4 * A= O, si
(AxB)*C+ (BxC)xA + (CxA)*B = O,,
V A4, B, Ce M(R).

e



¢ Comutativitate.

Asa cum s-a observat, proprietatea de asociativitate simplifica
calculul algebric. Un plus de suplete este oferit de operatii care
au proprietatea cd rezultatul compunerii oricaror doud elemente
nu depinde de ordinea in care sunt considerate.

Definitie. O lege de compozitie M X M — M, (x, y)>x*y
se numeste comutativd dacd x*y=y*x,Vx,yeM.

EXEMFLY Adunarea si inmultirea numerelor reale (sau complexe)
sunt legi de compozitie comutative:
Vx,ye R x+ty=y+x; Vx,ye C,xty=y+ux
Vx,ye Rx-y=y-x; Vx,ye C,x-y=y-x
Dacd o operatie este comutativa, N Xeoenns Yoo

atunci tabla operatiei este simetrica
in raport cu diagonala principala;
adica elementul xy de la intersectia
liniei lui x cu coloana lui y trebuie sa :
fie egal cu elementul yx de la B R e
intersectia liniei lui y cu coloana lui :
x, oricare ar fi x, y € M.

Numeroase legi de compozitie se introduc cu ajutorul altora
deja cunoscute. Aceste operatii pot prelua unele proprietati de
la cele de plecare prin ,,mecanismul“ dat chiar de definitia lor.
Astfel, comutativitatea adundrii matricelor din . #,(R) este o con-
secinta a proprietatii de comutativitate a adunarii numerelor reale.

& < < ay a4 b, b,
Intr-adevar, dacd 4, B € M (R), A= , B= ,
a4, dap b, b

b Oy
atunci A+B=(all alz]_'_(bll blzj_(all—'—bll a12+b12)_
ay Ay b, b, a, +b, a,+by,
b, +a b, +a b, b a a
:( L T R I 2|_pi4.
b, +a, by +ay b, b, ay Ay
Sa observdm cd inmultirea matricelor din .#,(R) nu este

comutativd, cu toate cd inmultirea numerelor reale este
comutativa. Pentru a sustine aceasta afirmatie, trebuie sd aratam
EREMPLY

ca avem cel putin un (contra)exemplu.
1 2 56
e B- ,A-B=12-56=1922
3 4 7 8 3 4)\7 8) (43 50

) 5 6)(1 2 23 34
si B-A= : = , deci AB# BA.
7 8)\3 4 31 46

e

7) Verificati dacd operatia de com-
punere a functiilor de tipul f:{1, 2} —>{1, 2},
este comutativa. Folositi tabla operatiei.

Indicatie.
Functiile de tipul din enunt sunt

A A L)

Tabla operatiei este

1
8) Fie matricele 4, = (0

o
j,oce R.
1

Aratati ca AaAﬁ = Aa+l3’ Ya pe R
Aratati ca operatia indusa pe

M= {Aa ’ o€ R} de inmultirea matricelor
este comutativa.

9) Pe R se defineste legea de
compozitie ,,*“ prin
x*yd;fxy+2ax+by, Y x, ¥y € R, unde
a, b sunt parametrii reali.

Aratati ca legea de compozitie ,,*“ este
comutativd dacd si numai daca b = 2a.

10) Pe multimea M este definita o lege
de compozitie asociativa si comutativa.

Aratati ca oricare ar fi X, X, X € M

si oricare ar fi functia bijectiva
c:{1,2,3,—>{1,2,3} avem

XsyXo2)Xo3) = X 1X2X5 -

11) Fie legile de compozitie

comutative ,,T“ si ,,L“ definite pe
multimile M, respectiv N. Pe M x N
definim legea de compozitie ,,*“ prin
(r, 2)* (', ) 2T,y L),
Aratati ca legea de compozitie ,,*“

este comutativa.

12) Pe Z x R definim legea de compo-
zitie % prin (x, y)*(¥', ¥) =, y+)).

Aratati ca legea de compozitie ,,**
este comutativa.

- ———



& Element neutru. Elemente simetrizabile.

EEEMPLY

&,

< 0 0 10
In . #(R), matricele O, =(0 Oj si 1, =(0 J au proprietatile:
O, + 4= 0 0 . a, G| 0+a,
0 0 a, a, 0+a,,
1 0
IZAZ( ](all alzj:A:Alz’ VA:(all a12j€g///2(llR),
0 1)\a ay, ) a4y
Asadar, pentru operatiile prezentate mai sus, am reusit sa

precizam céte un element in multimea suport a operatiei care are
efect nul la compunere cu oricare element din multimea suport.

Numarul 0 are proprietatea 0 + x=x+0=x,Vx€ R.
Numarul 1 are proprietatea 1 - x=x-1=x,Vx€ R.

0+
a‘2j=A=A+02 si
0+a, ’

Definitie. Un element ¢ € M se numeste element neutru
pentru legea de compozitie ,,*“, dacd Vxe M e*x=x*e=x.

Teorema. Daca o lege de compozitie admite element neutru,
atunci acesta este unic.

Demonstratie.

Fie e si ¢ doua elemente neutre pentru o lege de compozitie
Mx M— M, (x,y)>x*y. Avem e*e'=¢' pentru ca e este
element neutru. De asemenea, e*e' =e pentru ca si e' este
element neutru. Rezulti ci e=¢'. m

Daca o operatie pe M este notata aditiv si admite element
neutru, acesta se numeste elementul zero si se noteaza de regula
cul0. AvemO0+x=x+0=x,Vxe& M.

Cand operatia se noteazd multiplicativ, elementul neutru,
daca exista, se noteaza de reguld cu 1 si se numeste elementul
unitate. Vom avea 1 -x=x-1=x,Vxe&€ M.

In unele situatii se folosesc notatii specifice pentru elementul
neutru: / pentru inmultirea matricelor patratice de ordin n,
1, pentru operatia de compunere a functiilor f': 4 — 4 etc.

BrEmrLE 1) Fie 4 o multime nevida. Functia identica a lui 4,

1,:4— A4, 1(x) = x este elementul neutru al operatiei
de compunere pe multimea 7 (4) = { f | f: 4 — 4}
pentru cd 1,0 f = fol, =f, VfeF(A4).

1 0
2) Matricea I, = (0 J este elementul neutru al operatiei de

inmultire a matricelor din . #(R) pentru ca LA=Al, =AY A€ . M(R).

3) Operatia indusa de inmultirea numerelor intregi pe
submultimea 2Z = {2¢q | ¢ € Z} nu admite element neutru.

10
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13) Fie urmatoarele legi de compozitie:

ola By de
oaleadPy
PlaByde
y|dyaef
S|P deya
elyepPad

Pentru fiecare lege de compozitie specificati
care este elementul neutru.

14) Precizati daca urmatoarele legi de
compozitie sunt bine definite pe multimile
indicate si, In acest caz, determinati
elementul neutru (daca exista):

_ Xy .
a) x*y_2xy_x_y+1 pe (07 1)9

b) x * y =xy — 4x — 4y + 20 pe (4, »);

e | —oo —é ;
9 2 b
Indicatie.

a) Aratam ca operatia este bine definita:
Fie x, y € (0, 1).
Xy Xy

2xy—x—y+1: 1 1), 1
z(x 2)@ 2)+2

s )4

4xy+3

DY = g ayea P

d)x * y=x* pe R.

Xy
*xy = >0.
*EY 2xy—x—y+1

Xy

Ca urmare,

in plus, X*ky= m <1 pentru

caxy—x—-y+1>0.
Determinarea elementului neutru:
Vxe(0,1), avem:
xe _
2xe—x—e+1
2¢—1=x(2 - 1). Reaultd e =%e 0,1).

xX*ke=x,

o

Analog, dacd Vxe(0,1), e * x = x,

atunci obtinem e =% .

e



Definitie. Fie M o multime nevida inzestratid cu o lege de
compozitie ,,*“ asociativa si cu element neutru e.

Spunem ca un element x € M este simetrizabil in raport cu
legea de compozitie ,,*“ (asociativa si cu element neutru), daca
exista x' € M astfel incat x'*x =x*x"=e. Elementul x' cu aceasta
proprietate se numeste simetricul (inversul sau opusul) lui x.

Proprietate. Daca un element este simetrizabil, atunci admite
un unic element simetric.

Demonstratie. Fie x', x" € M care verifica aceeasi proprietate:
xX'#x=x*x'=e si X"*x=x*x"=e. Avem
X'=x"*e=x"*(x*x)=(x"*x)xx'=exx'=x". m

In notatie multiplicativa simetricul lui x, in caz ci existi, se
noteaza cu x' si se numeste inversul lui x; in notatie aditiva se
noteaza cu —x si se numeste opusul lui x. Asadar x"'x = xx ! =1,
respectiv (—x) + x = x + (-x) = 0.

Cum e *e = ¢, elementul neutru este simetrizabil si simetricul
sdu este tot e.

In notatie multiplicativa avem 1°' = 1.

In notatie aditivd avem —0 = 0.

EREMPLY

ﬁ in raport cu operatia de inmultire a matricelor din . /,(R).
Intr-adevar, det(4) = 2 # 0. Atunci existda 47!,

31
Matricea 4= (1 J este simetrizabila (inversabild)

11 11
7 2 N 2 2| (1
a2l 2 2o umy. a2 2P0 .
13 11 1 3] (01
2 2 2

si analog 47'4 = I,.

Teorema. Daca x, y € M sunt simetrizabile in raport cu o
lege de compozitie ,,*“ (asociativa si cu element neutru), atunci
x#*y si x' sunt simetrizabile. In plus avem:

’

[N

(D] (xxpy =p'*x

@) ") =x.

e

15) Fie urmatoarele legi de compozitie
definite cu ajutorul tabelelor:

Pentru fiecare dintre aceste legi de
compozitie, scrieti care este elementul
neutru si apoi scrieti care este simetricul
fiecarui element.

16) Folositi tabla compunerii functiilor

A G el )

pentru a arata ca functiile e si f sunt
simetrizabile.

o

17) Studiati existenta elementelor
simetrizabile pentru urmatoarele legi de
compozitie:

Demonstratie. Avem: (y'*x")*(x*y) =y *(x"*(x*y))=
=y'*((x'*x)*xy)=)y"*(exy)=)y"*y=e si analog
(x*y)*()y'*x")=e. Rezultd cd x*y este simetrizabil si deci
(x*y) =y"*x". Din x'*x=x*x"=e, rezultd cd x' este
simetrizabil si (x')'=x.m

Proprietatile (1) si (2) In scriere multiplicativa devin
(o)! =y x!, (x')! = x, iar in cea aditiva

“xFy) =) F (), () =x.
11

_ Xy .
a) x*y_2xy_x_y+1 pe (07 1)9

b) x * y =xy — 4x — 4y + 20 pe (4, »0);

c) x*y:% pe

d)x * y=x* pe R;

e) x * y =x" pe (0; 0);

f) x * y = ™! pe (0; o).

Indicatie.

a) Vxe(0,1), avem: x*x' =e,
xx' 1,

2o —x—x+1 277

Analog, X’ * x=¢,x'=1-x¢€ (0, 1).

=1-x€ (0, 1).

- ———



Exercitii rezolvate.

1) Pe multimea Z definim legea de compozitie
Sa verificam ca legea de compozitie , o este asociativd, comutativa, are element neutru si sd determinidm
elementele simetrizabile.

. def e . -
o prin xoy=Xx+y—Xxy, numitd compunerea circulard.

ba

Solutie. Pentru x, y,z€ Z, (xoy)oz=(x+y—xy)oz=x+y—xy+z—(X+y—Xy)z=X+y+z—Xy—xz2—yz+ X2
si xo(yoz)=xo(y+z—yz)=x+y+z—yz—x(y+z—-yz)=x+y+z—yz—xy—xz+xyz, de unde
(xoy)oz=xo0(yoz). De asemenea, xoy=x+y—-xy=y+x—yx=yox, V x, y € Z. In concluzie, operatia
.o  este asociativa si comutativd. Dacd e € Z este element neutru pentru ,,o ~, atunci x =eox=e+x—ex, VxeZ,
de unde e = ex. Luand x =0, obtinem e = 0. Cum 0ox=0+x-0+x=x= x00,V x € Z, rezultd cd e =0 este
elementul neutru. Dacd a € Z este simetrizabil, atunci existd x € Z astfel inciat aox =0, ceea ce revine la
(a — 1)x = a. Aceasta ecuatie admite solutie in Z numai pentru @ = 0 sau a@ = 2 si gasim x = 0, respectiv x = 2.
Conchidem ca elementele simetrizabile in raport cu ,,0”~ sunt 0 si 2 si avem 0’ = 0, 2’ = 2.

a —b
2) Fie K = {(b J la,be IR} c A6(R) . Sa verificam ca operatiile induse pe K de adunarea si inmultirea
a

matricelor sunt asociative si comutative.

Solutie. Cum adunarea matricelor din ./ (R) este asociativa si comutativa, atunci si adunarea indusa pe K
este asociativd si comutativa. De asemenea, inmultirea matricelor din K este asociativa pentru ca inmultirea
matricelor din . #(R) este asociativd. Cu toate cd inmultirea din .#(R) nu este comutativa, operatia indusa
d . K ost v ventru ci Ad = ad —bb' —ab'~bd'\ (da-bb -dab-ba 44

e aceasta pe K este comutativa pentru ca \bibd ad b ) \dbiba da-bp |

a 2b
3) Fie G = {(b j ] a,beQ, a*-2b* # O} . Sa aratam ca orice matrice 4 € G este inversabild in raport
a

cu operatia indusa.

a C

) ) a 2b c 2d) 1 0 ) o
Solutie. Fie A= 5 , B= J din G. Sa observam ca /I, = 01 € G, deci operatia indusa pe

x 2y

a 2b
G admite pe /, ca element neutru. Mai raméne sa aratim caV 4= (b je G,34 =(
a y X

jeG cu AA=44'=1,.

. (ax+2by 2(bx+ay) 1 oL . L ax+2by=1 .
Cum A4’ = =/, = , rezultd ca x si y verifica sistemul . Matricea
bx+ay  ax+2by 0 1 bx+ay=0
sistemului este 4 si det(4) = a®> — 2b* # 0. Aplicand regula lui Cramer, gasim x = 2#2132 eQ, y= 2_—[;[)2 eQ;
a — a —

cum x’ —2y° = -2 _ 1
(a*=2b*)Y o =21’

si egalitatea 4'A=1,, deci A’ este inversa lui 4 (in G).

#0,avem A €G . Se constatd cd matricea A" astfel determinatd verifica

Remarci. Se putea proceda si astfel: din det4 # 0 rezultd ca A este inversabila in . #(Q). Calculand 4™
se constatd ca 4! € G si atunci 4" = 47"

12



P RIBLEAE
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@ 1. Pe R se defineste legea de compo-

zitie |, *“, (x, V)P x*y=xy+ax+by.
Determinati a, b € R astfel incat opera-

pRoPE tia ,,** sd fie comutativa si asociativa.

@ 2. Fie M = (0, ). Studiati proprietatile legii de
compozitie ,,*“ definitd pe M prin:
MxM—>M, (x, y)>xxy=x"".

@ 3. Pe ./ (R) se defineste legea de compozitie
,*“ prin A*B=AB+BA,VA, Be 4,(R).
Studiati proprietatile acestei legi de compozitie.

(13
%
29

@ 4. Pe R se defineste operatia
(x,y)P>x*xy=xy—x—-y-2.
Cercetati existenta elementului neutru.
@ S FieM=(-1,1)c R
xX+y

i) Dacéd x, y € M, aratati ca eM

I+xy
ii) Studiati proprietatile legii de compozitie ,,*“ defi-
nitd pe M prin M xM — M , (x,y)l—)x*yz%.

@ 6. Fie M= (0, o) sia, be M. Stabiliti conditiile
pentru ca operatia ,**, (x, y)>x*y =",
sd fie comutativa si asociativa.

@ 7.Fie4=R x R. Pentru orice a € R, fie functia
[, € 7 (A) definita prin
2

fa(x,y)z(x+ay+%,y+aj,‘v’(x,y)eA=lelR.
Fie M={f | a€ R}.
i) Aratatica f,of, =f ,.

ii) Aratati ca f  este inversa lui f .
iii) Determinati a € R daca f, o f, = f..

@ 8. Fie M multimea matricelor 4 € ./, (R),
0
A =(0 Zj ,cua, be R Aratati ca:

i) VA, BeM = ABe M ;

ii) nu existd £ € M astfel incat EA=A4A,V A€ M ;
iii) existd o infinitate de matrice '€ M cu AF = A,
VAe M.

@ 9. Pe R se considera legea de compozitie ,*”
definitd prin x*y=xy—-7x-7y+56.

a) Sa se verifice ca x*y=(x-7)(y-7)+7, Vx, yeR.
b) Sa se arate ca x*(y*z)=(x*y)*z Vx, y,zeR.
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c) Sa se rezolve ecuatia 7**49" =7, xeR.

d) Sa se rezolve inecuatia x*(x—1)*(x—2)<7, xeR.
e) Utilizand metoda inductiei matematice, sa se demon-
streze egalitatea x, *x, *...%xx =(x—=7)x,—=7)..(x,=7)+7,
VX, X,..., X, €R, VneN .

f) Sa se calculeze 1%2*3%.. %2007 .

@ 10. Se considera legea de compozitie
xoy=x+y—-4,Vx,yeR.

a) Sa se arate ca (xoy)oz=xo(yoz), Vx, y,zeR.

b) Sa se arate cd e = 4 este elementul neutru in raport

2

cu legea de compozitie ,o”.

bE

c) Sa se determine simetricul elementului 5 in raport

2

cu legea de compozitie o”.

2

d) Sa se arate ca (—a)ca=-4,VaeR.
e) Utilizdnd metoda inductiei matematice, sa se
arate cd xoxoxo..ox=nx—4mn-1),vn e N si

\__ﬁ/_—J 5
Vx c IR de n ori
f) Sa se rezolve, in multimea numerelor reale, ecua-
tia: xoxo..ox=4.
’ \—ﬁ/—J

2007 ori

g) Sa se calculeze

(=2007) o (=2006)c....0 0c...0 2006 0 2007

@ 11.Fiea, b,ce Z, b # 0. Pe Z definim legea de
compozitie ,,*“prinx * y=axy+b(x+y)+c,Vx,y€ Z
a) Aratati ca legea de compozitie ,,*“ este asociativa
daca si numai daca b* — b — ac = 0.

b) Cand b*> — b — ac = 0, legea de compozitie ,, **“
admite element neutru daca si numai daca b ’ c.

@ 12. Pe multimea M se defineste legea de
compozitie asociativdi MxM —> M, (x, y)—xy.
Aratati ca:

a) (@")'=d",Vae MsiVm,ne N ;

b) (ab)' =a'b",¥Y a,be Mcuab=basiVne N.

@8 13. Pe multimea M avem o lege de compozitie
M x M — M, (x, ) — xy asociativa cu proprietatea
ca existd a € M astfel incat M = {axa ’ X € M;}.

Aratati ca o asemenea lege de compozitie admite
element neutru.

@8 14. Fie M o multime cu trei elemente.
i) Cate legi de compozitie se pot defini pe M?
ii) Cate dintre acestea sunt comutative?
iii) Cate admit element neutru?
Generalizare.



Clase de resturi modulo »

Tema de sinteza

Fie Z multimea numerelor intregi si n € Z, n > 0.

Conform feoremei impdrtirii cu rest, pentru orice numar
a € Z exista numerele g, » € Z, unic determinate, astfel incat:

a=ng+r,0<r<n.

Numerele ¢ si » din egalitatea precedentd se numesc cdtul,
respectiv restul impartirii lui a prin n. Se mai spune ca r este
redusul modulo n al numarului a € Z si se foloseste notatia
r=a mod n.

LAt Presupunem cd n = 7
@ 1) Daca a = 33, atunci 33 =7 - 4+ 5, deci g = 4 si
r = 5. Putem scrie 5 = 33 mod 7.
2) Daca a = -38, atunci -38 = 7 - (-6) + 4, deci
qg=-6sir=4=(-38)mod 7.

Resturile posibile la impartirea prin n > 0 sunt 0, 1, 2, ..., n — 1.
Teoria congruentelor elaboratda de Gauss, cunoscutd in zilele
noastre si sub numele de Aritmeticd modulard, reduce calculul
cu numere intregi la calculul cu resturile 0, 1, 2, ..., n — 1 ale
impartirii printr-un numar Intreg n > 0 potrivit ales. Preocupari
recente de Aritmeticd modulard au ca obiectiv elaborarea unor
algoritmi eficienti de calcul. In aceastd perspectiva, Aritmetica
modulara este partea unui domeniu modern de matematici aplicate,
cunoscut sub numele de Computer Algebra.

Multimea Z_a claselor de resturi modulo n

Fie n un numar intreg pozitiv. Daca a € Z folosim notatia a
pentru multimea tuturor numerelor intregi de forma ns + a, cu
s € Z (,,multiplu de n plus @) numita clasd de resturi modulo n

def
de reprezentant a. Asadar a={ns+a|seZ}cZ
in mod explicit, dand lui s succesiv valorile ... -2, -1, 0, 1,

2, ...putem scrie a={..,—2n+a,—-n+a,a,n+a,2n+a,..}.

ot 1) Presupunem cd n = 2. Dacd a = 0, atunci clasa de
@ resturi modulo 2 este
a=0=0s|sez}={..,-4,-2,0,2,4,..},
adicd multimea numerelor intregi pare.

Daca a = 1, atunci clasa de resturi modulo 2 este

a=1=02s+1|seZy={.,-3,-1,1,3,5,..},
adicad multimea numerelor intregi impare.

2) Presupunem cd n = 5. Avem:

3={5s+3|seZ}={.,-7,-2,3,8,13, ..}
b={5s+4|seZy={..,-6,-1,4,9,14, .}
S ={55—T|sely={..,-17,-12,-7,-2,3, ..}
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1) Presupunem cd n = 6. Scrieti
teorema impartirii cu rest pentru urma-
toarele numere intregi:

a) a = 33; d)a=-4
b) a = 38; e)a=-11;
c)a=17; f) a = -26.

2) Presupunem ca n = 4. Scrieti
teorema impartirii cu rest pentru urma-
toarele numere intregi:

a) a = 33; d)a=-4
b) a = 38; e)a=-11;
c)a=17; f) a = -26.

3) Presupunem ca n = 3. Determinati

a, clasa de resturi modulo 3, daca:

a) a=0; d)a=-1;
bya=1; e)a=-2;
c)a=2. f)a=-3.

4) Presupunem ca n = 4. Determinati

a, clasa de resturi modulo 4, daca:

a)a=0; e)a=-1;
b)a=1; fla=-2;
c)a=2; g a=-3;
d)a=3; h) a = 4.

5) Presupunem cd n = 5. Determinati

a, clasa de resturi modulo 5, daca:

a)a=0; e)a=4;
b)a=1; f)a=-1;
¢)a=2; g a=-T7,
d)a=3; h) a = 3.

6) Aratati ca pentru n = 4:

a) 20=36;
b) 5=9;
c) 2=18.




Teorema 1. Fie n > 0 un numar intreg fixat si a, b € Z.
Avem:

(1) a=b<ach< n divide pe a — b.

(2) Daca r = a mod n, atunci a=7.

(3) Clasele de resturi 0,1,2,.., n—1 sunt distincte.

Demonstratie.

(1) Cum aea, din a=b rezulta aeh.

Reciproc, daca aels, atunci @ = nt + b cu t € Z. Pentru
X€a,x =ns + a avem x:n(s+t)+b65, deci ach. Cum
b=n(-t)+aca,avemsi bca, deci a=b.

In fine avem:

aeboa=ni+b cute Zsa-b=nt<n|(a-b).

(2) Fiegq, r€ Z astfel incata=nq +r, 0 < r <n.

Rezulta ca ae7, deci a=7 conform punctului (1)

(3) Daca 7/,=# cur,r, € {0, 1, 2,
n ’ (r, —r,) si cum |r1—r2

.., 0 — 1} rezulta ca

BrEmrLE Presupunern can=>35.
1) Avem 27 =12 pentm ca2l—
n=5. De asemenea —13 = 7, pentru ca—13 -7=-20 se

d1V1de prm n=>3.

2) 27 = 2si ~32=3, pentru ca2 =27 mod 5 si 3 = (-32) mod 5.
3)Avem %3, pentrucal,3 € {0,1,2, 3, 4} si1 # 3.

= 15 se divide prin

Observatie. Daca a# b, atunci aNb=3 .

Intr-adevar, daca aNb#o si ce aﬂé, atunci, conform
Teoremei 1 punctul (1), avem a=é=b.

Dacd n este un numdr intreg pozitiv, notam cu Z multimea
claselor de resturi modulo #,

Z ={a|lacl}

Cum resturile posibile la mpartirea prin » ale numerelor a € Z
sunt 0, 1, 2, ..., n — 1 si cum pentru orice a € Z avem a="r,
unde » = @ mod n, rezulta ca

z =10,1,2,.., n-1},

Numerele 0, 1, 2, ..., n — 1 sunt numite reprezentantii

canonici ai claselor de resturi modulo n. Conform Teoremei 1

punctul (3), clasele de resturi 0,1, 2, ..., n—1 sunt distincte, deci

multimea Z are n elemente.

AAAAA

LEEmpLE

AAAAA

2)Cand n =9 avem Z,=1{0,1,2,3, 4,5,6,7,8 si
3: ,5\3, S,_@=7,pentrucé4—(—5)m0d9,5—23mod9
= (-29) mod 9.
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Aplicatie. Problema determindrii datei
Duminicii Pastelui 1-a preocupat si pe Carl
Friedrich Gauss (1777-1855).

La primul Sinod ecumenic de la
Niceea (in anul 325) s-a convenit ca la
determinarea datei primei zile de Paste
se va tine seama de mai multi factori
astronomici: sa fie prima duminica dupa
Luna plina (fazele Lunii se repetd la 19
ani), sa fie prima duminicd dupa
echinoctiul de primavara (situatie ce se
repetd la 28 de ani) si sa indeplineasca si
alte conditii suplimentare.

Pentru a determina data x a primei zile
de Paste intr-un anumit an N dupa
procedeul lui C. Gauss, se calculeaza
resturile unor impartiri astfel:
a= N (mod 19), b = N (mod 4),
c¢=N (mod 7), d =(19a + 15) mod 30,
e=(2b+4c+6d+ 6)mod 7. Data cautata
este suma: x =d + e + 4.

Daca x < 30, aceastd data se refera la
0 duminica din aprilie, iar dacd x > 30
cifra unitatilor sumei obtinute reprezinta
0 duminicd din mai.

De exemplu, pentru anul 2007:

a =2007 (mod 19) =12 ;

b =2007 (mod 4) =3 ;

c¢=2007 (mod 7) =5
d=(19-12+15)mod30=3;
e=(6+20+18+6)mod 7 =50 (mod 7)=1.

Obtinem x =3 + 1 + 4 = 8. Cum
x < 30, Duminica Pastelui in anul 2007
a fost pe data de 8 aprilie.

Determinati pe ce datd va fi Pastele
in 2010.

Determinati data primei zile de Paste
prin procedeul lui Gauss pentru:

a) anul 2008; b) anul 2009;

c)anul 2010; d) anul 2020.

7) Enumerati elementele fiecareia din-
tre urmatoarele multimi:

a) Z3; d) ZG;
b) Z,; e) Z;
o) Z; f) Z,.




Operatii cu clase de resturi modulo n

Definitie. Fie Z = 0,1,2, ..., n/—\l} multimea claselor de

resturi modulo 7 si a, beZ, . Definim suma a+b si produsul

A Adef Adef
ab astfel a+b=a+b si ab=ab.

Asadar clasa suma a+b (respectiv clasa produs ab) este
egala cu clasa modulo » a sumei uzuale a + b (respectiv clasa
modulo n a produsului uzual ab).

Reprezentantul canonic pentru clasa sumei n+5 (clasa

produs ab ) se afla tnlocuind pe a + b cu (a + b) mod n (respectiv
pe ab cu (ab) mod n)
Se obtin astfel doud legi de compozitie pe Z ,

Z xZ —>2Z,@ab—>a+b=a+b
Z xZ 12, b —ab=ab

numite adunarea, respectiv inmultirea claselor de resturi modulo 7.

GrEmeLe a=3,b=4, atunci

,a
@ a+b=3+4=3+4=7=
b=3-4 )

a ~12=3 pentru ca 2 = 12 mod 5.

2 pentru ca 2 = 12 mod 5 si

2) In Z, avem 4+6=10=2 si 4.6=24=0, pentru ca
2 =10 mod 8 si 0 =24 mod 8.

Observatie. Fie a,beZ, , dcasi beb.

Avem d'=ns+a,b'=nt+b cus, t€ Z. Cum

a'+b'=n(s+t)+a+bem si
a'b' = n(nst+ sb+ta)+ab € ab
rezultd ¢ d' +b =a+b si ab =ab (vezi Teorema 1).

Pe de altd parte @' =a si &' = b . Asadar, clasa sumi (respectiv
produs) pentru @=& si h=5' nu depinde de reprezentantii a,
b sau a', b’ folositi in constructia acesteia. Astfel in Z, avem
~18€3 si 27€6, deci “18=3 si 27=6. Calculdm

— A 2

+6=3+
18=4

(9%))
[®))

3.6=3.6=18
Pe de alta parte,
346=—18+27=(-18)+27=90=2 si

3.6=-18-27=(-18)-27=-486=4
Cum Z_ este multime finitd, adunarea (respectiv inmultirea)
claselor de resturi modulo »n poate fi descrisa cu ajutorul tablei
Cayley.
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e

8) Completati tablele adunarii si
inmultirii claselor de resturi modulo 4.

9) Verificati dacad tablele urmatoare
reprezintd tablele adunarii si Tnmultirii
modulo 6.

+]01 2345
010123435
11123450
21234501
334501 2
41450123
51501234
|0 1234 5
01000000
11012345
21024024
31030303
41042042
50054321

10) Fien=7,a=-16, b =32. Calculati
suma si produsul claselor de resturi
a=-16 si b=32 din Z,, prin doud
metode.

Metoda 1.

Vom folosi reprezentanti canonici
pentru clase:

-16=7-(-3)+5si32=7-4+4,

Resturile impartirii prin 7 ale lui —16
51 32 sunt 5, respectw 4. Avem:
Z16+32=5+4=5+4= 2s1

_16.32:5.4:5.4:6,pentru ca
9=7-14+2si20=7-2+6.

Metoda 2.

—/1\6+§§=—Fa\+32=1%=§,pentru
cale=7-2+2 si
~16-32=(-16)-32=-512=6,
ca-512=7-(-74) + 6.

Pentru n =7, a = 16 si b = —32 cal-
culati produsul claselor de resturi a=16
si h=-32 din Z..

pentru

e



EFEMFEY Tablele Cayley pentru adunarea si inmultirea claselor

de resturi modulo 5 sunt:

+lo i 5 3 4 0 i 5 3 a
00 1 2 3 4 G606 0 0 0 0
N A S R S N N S T T B
212 3 4 0 1 3006 32 41 3
O R N T
A4 0 12 3 46 4 3 3 i

In continuare prezentim principalele proprietati ale
operatiilor cu clase de resturi modulo 7.

Ele sunt consecinte ale proprietatilor similare ale adunarii si
inmultirii numerelor Intregi.

Teorema 2. Adunarea claselor de resturi modulo n este
asociativd, comutativa, admite ca element pentru ( si orice clasa
aeZ, are ca opusd pe —a. Asadar:

(1) Ya,b,éeZ,, (a+b)+é=a+(b+¢)

(2) Va,bel,,a+b=b+a

() VaeZ, ,a+0=0+a=a

4) VaelZ,,a+-a=—-a+a=0, adica —g=—qa.

Demonstratie.

(1) Folosind definitia adunarii claselor de resturi modulo #,
avem:

(&+[;)+é=a/-ir\b+é=(a+//b)\+c=&+lﬁ\c=&+(lg+é)

(3) Avem a+0=a+0=a si analog 0+d=a.

(4) Avem a+:21=a+(—a)=6 si analog Za+a=0.

Asadar a are opusi si —a=—-a.m

EEEMPLY
Folosind tabla adunarii claselor de resturi modulo 5

m seobservaca 0+0= 0 1+4= 051 2+3=0. Rezulta:
0= =4=—1 —4=1=—4 2-3=2 si 3=2=13,

e

11) Pentru n = 6, a = —15, b = -16
calculat1 suma si produsul claselor de
resturi a=-15 si h=-16 din Z,.

12) Pentru n = 6, a =
23, calculati:

4, b =20, c =

a) a+b si b+a; ce observati?

b) (Zz + [;) +e si a+ ([; + 2‘) ; ce observati?
c) ab si 321; ce observati?

d) (21[;)2‘ si Zz(l;;); ce observati?

e) Zz([;+2) si ab+ac; ce observati?

13) Pentrun =35, a
calculati:

=-12,b="17,c=-36,

a) a+b si h+a; ce observati?

b) (Zz + [;) te si a+ ([; + 2‘) ; ce observati?
c) a-b si 321; ce observati?

d) (21[;)2‘ si Zz(l;;); ce observati?

e) Zz([;+2) si ab+ac; ce observati?

14) Calculati urmatorii determinanti:

3201
a)ﬁi%inzs;
123
210
b)[1 2 3z,
4 8 1

15) Calculati 4° dacd 4 € M (Z,),

Teorema 3. Inmultirea claselor de resturi modulo n este

asociativa, comutativa, admite pe 1 ca element neutru si este

distributiva fatd de adunare.
Asadar:

(1) Va, b, éeZ,, (ab)é = a(bé)

() Va, beZ,,ab=ba

3) VaeZ, la=al=a

(4) Va, b, éel,, a(b+¢é)=ab+aé.
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A=

D> = B
—> N> >
> =—=> N

16) Fie matricea 4 € . /,(Z,),

a=|} 7
0 1)

a) Calculati det 4 in Z..
b) Calculati 4* in Z..

S O
> =

c) Ardtati ¢cd 4°—1,= L

], inZ,.

- ———



Demonstratie.
(2) ab=ab=ba=bha

4) a(b+é)=ab+c=a(b+c)=ab+ac=ab+ac=ab+aé .

Demonstrati afirmatiile (1) si (3) din teorema. m

Clase de resturi inversabile

Definitie. Fie a si b doua numere intregi. Un numar d € Z,
d = 0 se numeste cel/ mai mare divizor comun (pe scurt,
c.m.m.d.c.) al lui a si b daca verifica conditiile:

() d|asid|b

(2) daci ¢ | a si ¢ | b, atunci ¢ | d.

Daca d' € Z, d' = 0 verifica de asemenea (1) si (2) atunci
d|dsid|d,deunded=d.

Asadar cm.m.d.c. al lui a si b, in caz ca existd, este unic si
folosim notatia d = (a, b).

Evident, daca a ] b, atunci a = (a, b). in particular, cum a ’ 0,
avem a = (a, 0). De asemenea, 0 = (0, 0).

Fiea,be Z,a # 0saub # 0 si
def
M ={ax+by|x, yeZ}.

Cuma=a-1+b-0sib=a-0+b-1,avema, b€ Msiin
particular M contine numere intregi nenule. Daca z = ax + by € M,
z # 0, atunci —z = a(—x) + b(—y) € M si deci M contine numere
intregi strict pozitive. Fie

M*={ze M|z>0}

sid e M, cel mai mic numar din M *astfel incat d = au + bv
cu u, v € Z. Evident d verifica conditia (2) din definitia
c.m.m.d.c. Aratdm ca d verifica si conditia (1). Daca d X a , atunci
a=dgtrcugq,re Z,0<r<d Cumr=a—dq=a— (au+bv)qg=
=a(l — uq) + b(—vq) € M" se contrazice minimalitatea lui d in
M*. Ramane adevirat ci d | a si analog se aratd ci d | b.

Am demonstrat astfel teorema urmatoare.

Teorema 4. Pentru orice a, b € Z existd c.m.m.d.c. al lui
a si b. Mai mult, daca d = (a, b), atunci exista u, v € Z astfel
incat d = au + bv.

e

17) a) Aratati, utilizand tabla operatiei,
ca i, i, 3, 21, 5, 6 sunt simetrizabile in
raport cu inmultirea modulo 7.

b) Aratati cd nu toate elementele
i, i, g, 21, 3, 6, 7 sunt simetrizabile in
raport cu inmultirea modulo 8.

Indicatie.

a) Elementul neutru al iTnmultirii modulo 7

pe Z7 = {6, i, Q, §, 21, §, 6} este 1.
1'=1,2"=4,..

b) In Z8 elementele Q, 4 si 6 nu sunt

simetrizabile in raport cu inmultirea.

18) Determinati prin Incercari solu-
tiile din Z, = {6, i, Q, é, 21} ale fiecareia
dintre ecuatiile urmatoare:
a)x+ 3= Q,

b) x-x=4.

19) Folosind tabla inmultirii claselor
de resturi modulo 6, determinati solutiile
din Z, ale fiecareia dintre ecuatiile:

a) Sx=2; b) dx=2; c)ﬁxzé.

20) Rezolvati in Z, fiecare dintre ecua-
tiile:
a) 2x+4=0; b) 3 +5=0.
21) Aratati ca
a(a+1)a+2)=0,VaekZ,.

22) Determinati aeZ, astfel incat
x =2 sa fie solutie din Z, a ecuatiei
3x*+2x+a=0.

Fie a, b € Z. Spunem ca a este prim cu b sau ca a si b sunt
relativ prime daca c.m.m.d.c. al lui a si b este egal cu 1, adica
(a, b) = 1.

Acum putem demonstra urmaitoarea teorema.

Teorema 5. Fien > 1si aeZ, . Atunci a este inversabila in

raport cu inmultirea claselor de resturi modulo » daca si numai
daca a este prim cu n.
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23) Determinati m € Z, astfel incat

ecuatia 2x” +x+m =0 si aiba solutii.
24) Rezolvati sistemele urmatoare:

x+3y=2
N ~, X, VEZ_;
){4x—y=2 g ’

dyod
A A XL VELZ,.
4x -3y =3




Demonstratie. Presupunem ca existd beZ, astfel incat

ab=1.Avem ab=1, deci n divide pe 1 — ab. Exista decig € Z
astfel incat 1 — ab = ng. Cum 1 = ab + nq, orice divizor comun

al lui a si n este divizor al lui 1. Rezulta ca (a, n) = 1.
Reciproc, presupunem ca (a, n) = 1. Existd u, v € Z astfel

incat 1 =au+nv.Cum n=0si l=au+nv=au+nv=au+nv=ai,

A

¢« v A . e . Al
rezultd cd a este inversabild si ¢ =u. m

LrEmpLE 1) Numerele » € {0, 1, 2, 3, 4} prime cu n = 5 sunt

1, 2, 3, 4. Rezulta ca i, i, 3 si 4 din Z, sunt inversabile
in raport cu Inmultirea claselor de resturi modulo 5. Din
tabla inmultirii pentru clasele de resturi din Z,, se

constata ci: 11—1 21—3 31=2si 4'=4, pentru ci
1-1=1,2-3=1si 4-4=1.

—

2) Numerele r€ {0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8 prime cu n =9 sunt
1,2,4,5,7si8. Rezultd cd in Z,

sunt: 1, 2, 4, 5, 7 si 8. Din tabla inmultirii pentru clasele de

, clasele de resturi inversabile

1=1,2-5=1,4-7=1si 8-8=1,

A A

1
=2,4"=7,7"=4 si 8" =8.

resturi din Z se constata ca:

A

deunde 1"'=1,2"=5,5"

Aplicatii in Aritmetica: calculul restului

a) Daca &:l;, a, b € Z, atunci c?zl;; , YV ke N*
b) Aflati restul impartirii prin 7 al numarului @ = 23%.
¢) In Z, caleulati 2°, k=1, 2, 3, ...

Solutie. a) Proprietatea este evidentd pentru k& = 1. Presupunem & > 1 si

=p*"' . Inmultind termen cu termen ultima relatie cu a@=>5 se obtine a* = b" .

b) Avem 23=2 in Z si aplicand punctul a) rezultd ca

b=2 da acelasi rest prin impartirea cu 7 ca numarul a = 23%2. Dar 2° =

Avem 52 = 3-17 + 1, de unde 2** = (2%)7-2 = 8"+ 2. Din 8=1, rezulta 87 =1,

e

25) a) Aritati ci ecuatia x? + 1=0 nu
admite solutii in Z..
b) Determinati solutnle din Z ale ecuatiei
x2+1=0.

26) a) Determinati elementele inver-
sabile ale lui Z in raport cu inmultirea .

b) Determinati elementele inversabile
ale lui Z, in raport cu inmultirea claselor
de resturi modulo 8.

c) Pe Z x Z, consideram legea de
compozitie ,,*“ prin
(5, @) (7, b) =, ).

Aratati ca legea de compozitie ,,*
este asociativa, comutativa si admite ca
element neutru pe (1, 1).

Enumerati elementele lui Z x Z,
simetrizabile in raport cu legea de
compozitie ,,*
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si dati o altd rezolvare pentru b).

e| 0123435

0{0 00000

110123435

& 2002 402 4
2/3>§=2/5\2,decinumérul %Q%Q%q%
SSié_i. 4104 2 0 4 2

ST 5105 4 3 21

817 2=2. Asadar 25 =2 si numarul ¢ = 23 da restul 2 la impartirea prin 7.

A A3 A2A A ~ ~4

¢) Avem 2 =2.2=4,2 =2"2=4.2=8=1,

~317+1 (4)17 N
=\2) -2

~ /5 —~52 ~52
a=23"=23 =2 =2

Exercitii rezolvate.

1) Adunarea si inmultirea modulo n.

Fiene Nyn>2siT7T =1{0,1,2,..,n-1},a,b€ T ;a+b
si ab sunt suma, respectiv produsul lor ca numere naturale. Suma
modulo n a lui a cu b, notatd a® b si produsul modulo n al lui
a cu b, notat a® b, sunt prin definitie restul impartirii prin » al
lui @ + b, respectiv ab. Cum restul impartirii prin » apartine lui
T, obtinem doua legi de compozitic pe 7, & si ® numite
adunarea modulo n, respectiv inmultirea modulo n.
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5'25’5-1.2=3 etc. Observam ci 23=2 si deci

Restul Tmpartirii lui a prin 7 este egal cu 2.

@ 01234 ® 01 2 3 4
0101234 0,00 00O
1112340 1101 2 34
2123401 2102 41 3
313401 2 31031 42
414 0 123 4104 3 21




De exemplu, pentru n = 5, T, = {0, 1, 2, 3, 4}. Restul iImpartirii prin 5 al lui 3 + 4 = 7 este 2, iar cel al lui
3 x4 =12 este 2. Asadar, 3®4=2, 3®4=2; deci suma modulo 5 a lui 3 cu 4 este egald cu 2 si produsul
modulo 5 al lui 3 cu 4 este egal cu 2.

Calculati elementele simetrizabile din (7, @) si din (7}, ®).

Solutie. Cautam in tablele operatiilor de adunare si inmultire ale lui 7| acele elemente din care, prin

compunere, putem obtine elementul neutru. Elementele simetrizabile din (7, @) sunt 0, 1, 2, 3, 4 iar din
(T, ®)sunt 1, 2, 3, 4.

2) Pe tablele operatiilor de inmultire ale claselor de resturi modulo 5 si modulo 6, el 01234
identificati clasele de resturi inversabile si precizati care sunt inversele lor. ~ | A A A ~ &
Solutie. Din modul cum se completeaza tabla unei legi de compozitie, rezulta ca 9 9 9 9 9 9

o clasd de resturi a este inversabila daca si numai daca pe linia lui a se afla 1 si lA 9 { % % ‘E
atunci @' este clasa care serveste de etichetd pentru coloana in care se giseste 1. 210241 3
Din tablele operatiilor deducem ca: 310 314 2
410 4 3 21

A

() 1,2, 3, 4 sunt inversabile in Z, si 1"=1,2"=3,3"'=2,4"=4,
1=1,5"=5,

(ii) 1si 5 sunt inversabile in raport cu inmultirea din Z, si

3) Precizati clasele inversabile din Z , si inversele lor.
Solutie. Folosind reprezentantii canonici, elementele lui Z , sunt clasele @ cu 0 < a < 12.

Avem (a, 12) =1 < a € {1, 5,7, 11}. In tabla inmultirii din Z,,, gasim "=1,5"=57"=7 si 11 =11.

pﬁ_ﬂﬂi‘-«g @ 1. Aratati ca @ 8. Fie a € N care in reprezentarea zecimala
= A A A A A A A .
==  4a=a+a+a+a=0,Vacl,. are cifrele ¢, ¢, c,.
Mai general, na= f), YaelZ. . Aratati ca a se divide prin 11 daca si numai daca
n
pRo ik o . ) c. —c, + ¢, se divide prin 11. Generalizare.
@ 2. Determinati clasele inversabile ot 7 P . . _
fatd de inmultirea din Z, si aflati inversele lor. @ 9. Fie 7eZ,,. Calculati succesiv puterile

A2 A3

7,7 ,.. siardtati ca exista m € N*, astfel incat
A
7

® 3. Rezolvati in Z, ecuatia 4x* +4x=0. o
=1. Calculati apoi 7

@ 4. a) Calculati suma tuturor claselor de resturi

. .o Aritati cd dacd aeZ si a este inversabila, exista
din Z,, apoi din Z.. N ; el inet A ii
b) Dacd n este impar, atunci in Z avem me astiel ncat g= =1.
145+ +7-1=0 @ 10. Fie aeZ,. Spunem ca a este nilpotenta

daci existi m € N* cu 4" =0.
Determinati clasele nilpotente din Z, si Z .
Aratati cd aeZ, este nilpotentd daca si numai
dacd a se divide cu toti divizorii primi ai lui n.

@ 5. Aratati ca 10¥ — 1 se divide prin 9, V k€ N.
Deduceti ca un numadr natural n # 0 se divide

prin 3 (respectiv 9) daca si numai dacad suma cifrelor

sale se divide prin 3 (respectiv 9).

@ 6. Aflati restul impartirii prin 5 al Iui a = 373%. @ 11. Un numér natural p > 1 este prim daci si

oA . . . numal daca 1nmult1rea din Z are proprietatea:
@ 7. Fie 2€Z,,. Calculati succesiv puterile

A2 A3 ab=0=a=0saub=0.
2,2, .. siaratati ca existd s, r € N*, s < ¢ astfel

@ 12. Ardtati cd &°#2,V ae Z,. Demonstrati

AS At ~37
incat 2 =2 . Calculati apoi 2 < oA A a .
ap cd ecuatia 3x*+2 =" nu are solutii intregi.

Aratati ca oricare ar fi aeZ , existd s, t € N*, L . o A3 A
s < ¢ astfel incit &' = a' @ 13. Determinati valorile posibile pentru o’ cand

aeZ,. Aritati cd 7x’ +2 =y’ nu are solutii intregi.
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Grupuri

Algebra moderna are ca obiect studiul structurilor algebrice. O structurd algebricd este formatd din una
sau mai multe multimi nevide inzestrate cu legi de compozitie care verifica o listd specificd de proprietati,
numite axiomele structurii. In acest capitol ne vom ocupa de structuri algebrice formate dintr-o multime
nevida G si o lege de compozitie (internd) ,,*“ definitd pe G, care este asociativa, are element neutru si toate
elementele din G sunt simetrizabile. O astfel de structura algebrica se numeste grup. Renuntand la cerinta ca
toate elementele lui G sa fie simetrizabile, se obtine o structurd algebricd mai generala, anume structura de

monoid.

Definitia grupului
Notiunea de grup ocupa un loc central printre structurile
algebrice. Teoria grupurilor a aparut ca urmare a studiului
compunerii functiilor bijective (permutdri) ale unei multimi in
ea insdsi.
Definitia explicitd a structurii de grup este urmatoarea:

Definitie.

Un cuplu (G, *), format cu o multime nevida G si cu o lege
de compozitie ,,** pe G, se numeste grup daca sunt verificate
urmatoarele conditii:

G.Vx,»,z€ G, (x*y)*z =x*(y*2z).

G,.de€ G, astfel incite * x=x*e =x,Vxe€ G.
G.VXxE G, IXE€ Geux' *x=x*x"=e.

Daca, in plus, este verificata si axioma

G,.Vx,ye G,x*xy=y*x,
atunci G se numeste grup comutativ sau grup abelian.

Elementul e din axioma G, se numeste element neutru.

Elementul x’ din G, depinde de x si se numeste simetricul lui x.

Denumirea de grup abelian s-a dat in onoarea matematici-
anului norvegian N.H. Abel (1802-1829) care a studiat grupurile
comutative in legatura cu rezolvarea ecuatiilor algebrice.

Ansamblul de conditii G, G,, G, se numesc axiomele grupului.

Observatii.

¢ Elementul neutru al unui grup este unic.

¢ Elementul x', a cdrui existentd este asiguratd de axioma
G, este unic determinat de x.

Daca operatia grupului este notatd aditiv, atunci elementul
neutru se noteaza cu 0 si se numeste zero; in terminologie multipli-
cativa, elementul neutru se numeste wunitate si se noteaza cu 1.

In notatie multiplicativa simetricul elementului x se noteazi

x' si este numit inversul lui x, iar in notatia aditiva simetricul
unui element x se noteazd —x si se numeste opusul lui x.

Remarca. Uneori cuplul (G, *) se noteaza tot cu G, urmand
ca cititorul sd deducd din context la ce se face referire. Daca
pentru legea de compozitie a grupului G se foloseste una dintre
notatiile +, -, o etc., atunci in loc de (G, *) scriem (G, +), (G, *),
(G, o) etc.
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Determinarea si verificarea proprie-
tdtilor unor structuri algebrice.

1) Pe Z se defineste legea de
compozitie ,,*“: x * y=x+y— 2.
Aratati cd (Z, *) este grup abelian.

2) Pe intervalul G = (5, ), definim
x*xy=xy—-5x-5+30,V x,ye G.
Aratati ca:
a)dacix, ye€ G, atunci x * y€ G ;
b) (G, *) este grup abelian.

3) Fie G multimea matricelor 4 , o€ R
1 0 a

unde 4, =| —o 1 —%ocz c M(R).

0 0 1
Aratati ca:
a)A A, =4, Vope R.
b) G este grup abelian in raport cu
inmultirea matricelor.

4) Precizati care este elementul neutru
si care sunt elementele inversabile intr-o
structurd algebrica cu urmatoarea tabla
a operatiei:

*la b c d
alc a a b
blc b b c
cla b c d
dlc ¢ d d

5) Pe R se defineste legea de compozitie
xXoy=oax+oy, x, y € R. Determinati
parametrul oo € R astfel incat ,,0 ““ sa defi-
neascd pe R o structurd de grup abelian.

- ———



Exemple de grupuri — tema de sinteza

¢ Grupul aditiv (Z, +) al numerelor intregi

Adunarea numerelor intregi este asociativa, comutativa, admite pe 0 ca element neutru si orice numar Intreg
are opus. Rezultd ca (Z, +) este grup abelian si este cunoscut sub numele de grupul aditiv al numerelor intregi.

Analog se constatd ca (Q, +), (R, +), (C, +) sunt grupuri abeliene, cunoscute sub numele de grupul aditiv
al numerelor rationale, respectiv reale, complexe.

¢ Grupurile multiplicative (Q*, -), (R*, -), (C*, )

Folosim notatiile Q* = Q \ {0}, R* = R\ {0}, C* = C\ {0}. Produsul a doud numere diferite de zero este
diferit de zero si produsul a doud numere rationale (respectiv reale, complexe) este un numar rational (respectiv
real, complex). Deducem ca operatia de inmultire a numerelor actioneaza pe Q* (respectiv R*, C*) ca legi
interne de compozitie, evident asociative, comutative si admitdnd pe 1 ca element neutru. Cum inversul
unui numar rational (respectiv real, complex) diferit de zero exista si este tot numar rational (respectiv real,
complex) diferit de zero, conchidem ca (Q*, -) (respectiv (R*, -), (C*, -)) este grup abelian, numit grupul
multiplicativ al numerelor rationale (respectiv reale, complexe) diferite de zero.

¢ Grupul aditiv (Z,, +) al claselor de resturi modulo n

+(0 1 2 3 4

Pe multimea Z, ={6, 1,2, .., n/—\]} a claselor de resturi modulo » s-a 0l0 1 2 3 4
definit adunarea prin a+b= a+b. Adunarea claselor de resturi modulo 111 2 3 4 0
n este asociativd, comutativd, admite pe 0 ca element neutru si orice 5053 4 ¢ 1
element are opus. Rezulta ca (Zn, +) este un grup abelian, numit grupul R
aditiv al claselor de resturi modulo n. 313 4 01 2
Sa observim ci pentru orice n € N* existi cel putin un grup abelian 414 01 2 3

cu n elemente, de exemplu grupul (Z , +). Tubla adundrii in Z
aola aaunartl in
5

¢ Structura algebricd (Z,, -) este monoid dar nu este grup. Vom
vedea ca (Z, -) este grup daca si numai dacd n este numar prim.

¢ Grupul lui Klein

Fie 4 = R x R si AA) multimea functiilor /: 4 — A. Notam
H=1{1,,u,v,w} < AA), unde 1  este functia identica a multimii 4, iaru, v, w sunt
functiile din 4(A4) definite pentru V x = (x,, x,) € R x R prin:

u(x) = (x,, —x,), v(x) = (—=x,, x,), wx) = (=x,, —x,).

Se verifica faptul cd prin compunerea a doud functii din -4 se obtine
tot o functie din 4. De exemplu, avem uov=w . Tabla operatiei induse
pe A4 de compunerea functiilor din (A4) este prezentatd alaturat.

Tabla grupului Klein
Operatia indusa pe -4 este asociativa (deoarece compunerea functiilor
este asociativa) si admite pe 1, € .4 ca element neutru. Din tabla operatiei
induse se observa ca orice element din .4 este simetrizabil in raport cu
aceastd operatie si anume:
1A71 = A
Asadar ./ este grup in raport cu compunerea functiilor si este cunoscut
sub numele de grupul [ui Klein. Din tabla operatiei se S I
deduce ca grupul lui Klein este abelian. -

uw'=u,vi=v, wl = w.

Remarca. Daca identificim punctele unui plan %, raportat la un reper = 0
cartezian x, Ox,, cu elementele lui 4 = R x R, atunci u este simetria fata -
de axa absciselor, v este simetria fatd de axa ordonatelor, iar w este simetria .- :
fatd de origine. Functiile 1, u, v, w invariaza (global) orice dreptunghi w(x) = (=x,, —x,)  u(x) = (x,, —x,)
cu centrul de simetrie in O si cu laturile paralele cu axele de coordonate.
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Reguli de calcul intr-un grup

A ME Au fost stabilite deja cateva reguli de calcul pentru
0 elementele unei multimi inzestratd cu o lege de compo-
zitie asociativa. In particular, s-au stabilit reguli de
calcul privind produsele (sau sumele) iterate. Cum
operatia unui grup este asociativa, aceste reguli sunt adevarate
si pentru grupuri.
Calculul algebric intr-un grup beneficiaza de reguli noi care, in
esentd, sunt consecinte ale faptului ca orice element este simetrizabil.

Am, " Ay

Teorema (Regulile de simplificare).
Fie (G, *) un grup. Pentru orice a, b,c€G avem:
| axb=axc=b=c | si

|b*a=c*a:>b=c

simplificarea la stinga simplificarea la dreapta

Demonstratie.

Fiea, b,c€ G cu a*b=a*c si a' simetricul lui a; avem:
b=e*b=(a"*a)*b=a"*(a*b)=d *(a*c)=(a'*a)*c=e*c=c.

Analog se demonstreaza regula de simplificare la dreapta. m

Teorema. Fie (G, *) grup, a, b € G si a' simetricul lui a.
Ecuatia a*x =5 are in G solutia unica x=a'*b si ecuatia
y*a=>b are in G solutia unica y=b*a’.

Demonstratie. Daca x,, x, € G sunt solutii ale ecuatiei
a*x=>b,atunci a*x, =b=ax*x, si, simplificand cu a, obtinem
x, = x,. Asadar ecuatia a*x=> are cel mult o solutie in G.

Fie x=da'*b, unde d' este simetricul lui a. Avem:
a*x=a*(a'*b)=(a*d)*b=e*b=>b, de unde rezultd ci
x=a'* b este solutie unicd (in G) a ecuatiei a*x=5b.

Analog, ecuatia y*a=>»b admite solutia unicd y=>b*a' . m

Daca grupul G este dat in notatie aditiva, atunci rezultatele
din teoremele precedente se transcriu astfel:

atb=a+c=>b=c; bta=cta=b=c;

atx=b=>x=(-a)+b; y+ta=b=y=>b+ (-a).

Cu notatie multiplicativd avem:

ab=ac=>b=c; ba=ca=b=c;

ax=b=x=a'b; ya=b=y=bal

Daca (G, ) este un grup dat in notatie multiplicativa, a € G
si n € N*, atunci folosind faptul ca operatia grupului este

e, daca n=0

a, dacd n=1
asociativa definim: a" =< 5 .

a“a, daca n>1

(@")", daci n<0

(aM)n :amn

Avem|a"a" =a si , Vm, neN*.
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6) Fie G = {e, a, b, ¢} un grup cu patru
elemente in care a®> = b si element neutru e.

Completati tabla operatiei grupului G.

Comparati rezultatul cu tabla operatiei
grupului (Z,, +).

7) Fie (G, ) grup si a, b, c € G cu
abc = e. Aratati ca bca = cab = e.

8) Fie (G, ) un grup cu n elemente si
S={x,y,2)€ G X G X G’xyz=e}.
Aratati ca multimea S are n? elemente.

9) Fie (G, ") un grup si a, b € G cu
ab’ = b’a si ab* = b*a. Aratati ca ab = ba.

10) Fie (G, ") un grup si a, b € G
astfel incat (ab)? = a’b?. Aratati ca
ab = ba.

11) Fie (G, -) un grup si a, b € G astfel
incat aba™ = b~ ke Z.
Aritati c¢d a"ba " =b"",VneN.

12) Fie a in grupul G. Aratati cd in
transcriere aditiva, V &, k € Z, avem:

ha + ka = (h + ka, k(ha) = (kh)a,

De exemplu, in scrierea aditiva,
Sa+(3)a=at+ta+tat+a+a+(—a)+

+(-a)+ (—a)=a+a=2a=(5+(-3)a.
Sa indicdm exact ordinea operatiilor:

Sa+(-3)a=
=((a+a)+a)+a)+a)+()+(a) + ()

=((a+a)+a)+a)+@+ (@ +()+ () =

=(((a+a)+a)+a)+(a+ () +(~a)+ (1) =

Completati sirul egalitatilor pana
obtineti rezultatul.




Grupuri de matrice

,1 ANE
Aﬁ-.m" A9

Fie ./ (R) multimea matricelor patrate de ordinul
al doilea avand coeficientii reali. Daca 4 € ./ (R),
, notdm cu |A| determinantul Tui 4 si cu

, a c
i A, =ad—cb, 'A= .
b d

Observatie. Pentru oricare doua matrice 4, B € .#,(R) avem:

|48/ =

"(AB)=B'A.

_ a b a b

Demonstratie. Pentru A= ,B= ,
c d ¢ d
ad' +bc’  ab'+bd'
cd +dc' cb' +dd )
de unde |AB| =(ad'+ bc")(cb' +dd")— (ca' +dc")(ab" + bd") =
=(ad —cb)(d'd —c'b") = |A| |B| si
aa' +bc'

ca' +dc’ a c\a ¢\ , ,
ab' + bd' cb'+dd'j (b' d'j(b dj

Sa mai observam cd ‘(“4) = A4, oricare ar fi 4 € ./ (R).

AB =

(4B) =(

Notatie. | GL,(R)={de./#(R)||4 =0}

i S O matrice 4 € .#/,(R) este inversabild daca si numai

daca |A| #0; rezultd cd GL,(R) este multimea tuturor
Amiwri#q  Matricelor inversabile din ./ (R).

Teorema. GL,(R) inzestrat cu inmultirea formeaza un grup
numit grupul general liniar de gradul al 2-lea.

Demonstratie. Verificam axiomele grupului.

(i)V 4, B€ GL(R), AB € GL,(R) adica, GL,(R) este o parte
stabila a lui .#(R) in raport cu inmultirea matricelor

(i) I, € GL,(R), adica GL,(R) admite element neutru

(i) V 4 € GL,(R), A" € GL,(R), adici toate elementele lui
GL,(R) sunt simetrizabile in raport cu inmultirea matricelor.

Daca |A| #0 si |B| # 0, atunci |AB| = |A| . |B| # 0 si (i) este astfel
verificata. Proprietatea (ii) rezulta din |12| =1#0, iar (iii) se
obtine din faptul ca 1=| I, |=| 447 |=| 4]-| 47", A7 =0,

Operatia indusa pe GL (R) este evident asociativa. In consecint3,
GL,(R) este grup in raport cu inmultirea matricelor. GL,(R) se
numeste grupul general liniar de gradul al 2-lea peste R. m

Remarca. Constructia precedentd poate fi reprodusa pentru
matricele din .4 (R), n € N* si se obtine grupul general liniar
GL (R) de gradul n peste R. Analog, se introduc grupurile
GL (Q) si GL (C) de gradul n peste @, respectiv C.
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Calcul algebric in grupuri de matrice.

13) Pentru x € R, notam

e 0 0
A4=[0 1 x|edR).
0 0 1

a) Aratati ca 4 A = A, .,V x,y€ R.
b) Aratati ca multlmea G =14, |xe R}
este grup in raport cu inmultirea matricelor.

14) Fiege Castfel incat 1 +e+¢>=0

. 1 e
vaeu. (! %)
a) Calculati 4° si 4°.

b) Aritati cd multimea G = {/,, 4, 4*}
este grup in raport cu inmultirea matricelor.

15) Fie
a+4b  2b 5
G= 2b =1
—7b  a-4b
Aratati cd G formeaza grup in raport
cu Inmultirea matricelor.

16) Fie 1, J, K € .4(C),

A RN ]

a)Aratatica I° = S =K?*=-1 ,IJ=K,
JK=1LKI=J,JI=-K,KJ=-I, IK=—-J.
b) Aratati ca multimea

H = {+l, £I, +J, +K} formeaza grup in
raport cu inmultirea matricelor, numit
grupul cuaternionilor.

21 21
cos? —s1n?
17) Fie A= e A (R)
sinE cos—n
5 5

a) Calculati A%, 43, A%, A°.

b) Completati tabla inmultirii matricelor
multimii 9 = {I, 4, A4, 4°, A*}.

¢) Determinati, daca existd, inversa fie-
careia dintre matricele 1,, 4, 4>, A°, A*.
d) Aratati cd multimea

G=11,, A, A, A°, A*} este grup in raport
cu inmultirea matricelor.




Definitie. O submultime G a lui GL (C) se numeste grup de matrice daca verifica urmatoarele conditii:
(i)VA,Be G= 4B e G. (i)VAe G=>4"e€ G (iii) I € G.

exEmpLY Evident, chiar G = GL,(R) este grup de matrice. Submultimile
SL,(R)={4eGL,R)||4|=1}, O0@2)={4eGL,R)| 4=4"}, SO(2)={4c0(2)||4 =1},
- inzestrate cu inmultirea matricelor formeaza grupuri de matrice, numite respectiv grupul special liniar
de gradul al 2-lea peste R, grupul ortogonal de gradul al 2-lea si grupul ortogonal special de gradul al 2-lea.

Remarci. Pentru n € N* pot fi definite grupurile SL (Q), SL (R) si SL (C), numite grupul special liniar
de gradul n peste Q, R, respectiv C. De asemenea, pot fi introduse grupurile O(n) si SO(n), numite respectiv
grupul ortogonal de gradul n si grupul ortogonal special de gradul n.

Exercitii rezolvate. 1) Fie G = (0, o) \ {1}. Operatia x * ydzefx“”’ defineste pe G o structurd de grup abelian.

Solutie. Pentru x, y€ G, avem x #1 si Iny#0. Rezultd x * y =x™ e G. Asadar, ,,*“ este operatie pe G.

) . Jnz . . TR
Avem (x#*y)*z=x""#z=(x"")" =x"™" = x""") = x % y""" = x# (y*z), deci operatia ,,** este asociativa.

Avem y# y=x"" = (" )" =™ " = )" = yxx, deci legea de compozitie ,*“ este comutativa.

ba

Daci e este baza logaritmilor naturali, avem x*e=x"‘=x'=x, deci e este elementul neutru.

- . . . o A o - e . . Inx'
Daca x € G, atunci simetricul sdu x', in caz ca existd, satisface x*x'=e, ceea ce revine la x' =e.
1

, de unde x'=e"™ G, pentru cia x > 0, x # 1.

Logaritmind obtinem Inx"-Inx=1, deci Inx’'= %
X

Conchidem ca (G, *) este grup abelian.
2) a) Aratati ca in orice linie (coloand) a tablei operatiei unui grup G cu un numar finit de elemente,

fiecare element al lui G apare o datd si numai o singurad data.
b) Aratati ca tabla operatiei unui grup G = {e, a, b} cu trei elemente poate fi completata intr-un singur mod.

Solutie. a) Presupunem ca operatia din G este notatd multiplicativ. Fie G= {a, a,, .., a }, cu a, # a, pentru i # j.
Fie a € G. In linia lui @ din tabla operatiei apar elementele aa,, aa,, ..., aa, ..., aa,.

Daca i # j, atunci aa, # aa,. Rezulta ca aa,, aa,, ..., aa, sunt distinctels,.i, mainput,in ele a b
ordinea, coincid cu a, a,, ..., a,. ele a b
Un rationament similar stabileste proprietatea mentionatad si pentru coloanele tablei. ala ??
b) Fie e element neutru in G = {e, a, b}. In tabla operatiei lui G vom completa pozitiile ,,? : blb ?7?
Nu putem avea a’ = a, deoarece a s-ar repeta pe linia a doua. Nu putem avea nici a* = e, el e a b
deoarece in ultima pozitie a liniei lAui a ar aparea b, ceea ce produce o repetitie pe coloana a ole a b
treia. Ramane adevirat cd a®> = b. In continuare, pentru a evita repetitiile pe linii si coloane, ala b e
vom avea ab = e, ba = e, b* = a.
bl b e a

3) Fie (G, -) un grup abelian cu n elemente. Ardtati cd a”" = e,V a € G.
Solutie. Fie a,, a,, ..., a, elementele lui G si b = a,a,...a,. Daca a € G, atunci multimile {aa,, aa,, ..., aa }
si {a,, a,, ..., a } coincid, mai putin eventual ordinea. Cum G este comutativ avem:

a,a,..a, =aa,aa,...aq, = ad..aaa,...qa, . Asadar b = a"b, adica eb = a"b si, prin simplificare cu b, obtinem e = a".
— n > > 5

n ori

Observatie. Cu tehnici mai sofisticate se poate ardta ca afirmatia din enuntul exercitiului 3 rdméane adevarata
si In grupuri necomutative.

4) Sa stabilim ca O(2) este un grup de matrice.

Solutie. Daca A, B € O(2), atunci (AB) ='B'A = B'A' = (AB) ' si (4") ="('A) = A= (4")", de unde
AB € O(2) si A € O(2). De asemenea 'I,=1,=1,", deci I, € O(2). Asadar, conditiile (i), (ii) si (iii) sunt
verificate de O(2), deci O(2) este grup de matrice.
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prapiiar @ 1. Pe Z definim operatia x*y=x+y—1.
——  Aratati ca(Z, *)este grup abelian.

@ 2. Pe R se defineste operatia

pRopSE  xxy=3/x +y° .
Aratati ca (R, *) este grup abelian.
@ 3. Pe Rsedefineste operatia x* y =ax+ by —1,
a, b € R. Aflati a si b daca (R *) este grup abelian.
@ 4.a)Dacdax,ye (-1, 1), atunci 1x++xJ)}; e-1,1).
b) Daca G = (-1, 1), aratati ca (G, *) este grup abe-

lian, unde x*y = 1x++xy

oricare ar fi x, y € G.

® 5.FieA=R\{0}sifunctilef:4—>4,1<i<4,

1 1
S0 =% A0 =10 ) =%, fi() ==~ .
Fie multimea G = { . f,. f,. f, }. Aratati ca (G, °)
este grup abelian.

@ 6. Scrieti tabla operatiei grupului lui Klein.
Daca P este un punct pe perimetrul unui dreptunghi
cu laturile paralele cu axele de coordonate si cu
centrul de simetrie in origine, atunci imaginile lui P
prin functiile 1, u, v, w € & se gasesc tot pe
perimetrul dreptunghiului.
@ 7. Fie G={e, a, b, c} un grup cu elementul
neutru e. Completati tabla operatiei lui G, stiind ca
a* = b* = e si comparati cu tabla grupului Klein.
@ 8. Completati patratele unui careu cu 5 linii si
5 coloane cu numere din multimea {1, 2, 3, 4, 5}
astfel incat suma numerelor din fiecare linie si din
fiecare coloanad sa fie 15.

Indicatie. Folositi tabla unui grup cu 5 elemente.
@ 9. Determinati radacinile de ordinul al 4-lea ale
unitatii si alcatuiti tabla inmultirii grupului (U,, -).

@ 10.Fie 4 =R\ {0, 1} si functiile f,: 4 — 4,

1<i<6, fl(x)=x,f2(x)=L f3(X)=x_1,

l-x’ X
f=t f=1-xsi =

Fie G={ /1.1, /. [, /- /). Ardtati ca (G, o) este
grup necomutativ.

@ 11. Fie (G, -) un grup cu proprietatea
() =x»% V x,y € G. Aratati ca (G, ) este abelian.

@ 12. Fie (G, -) un grup cu proprietatea
x*=e, ¥V x € G. Aratati ca (G, ) este grup abelian.
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@ 13. Fie (G, -) un grup comutativ si a € G.
Pe G se defineste operatia x*y=xya.
Aratati cd (G, *) este grup abelian.

@ 14. Pe multimea G este definitd o lege de
compozitie asociativd ,,*“ cu proprietatile:
a)d e€ G astfel incat exx=x,Vxe(G;
b)Vxe G, 3x' € G astfel incat x'*x=e.
Aratati ca (G, *) este grup.

@8 15. Fie multimea G cu o operatie asociativa ,, -
astfel incat, oricare ar fi a, b € G, ecuatiile ax = b si
ya = b au solutii in G. Aratati ca (G, -) este grup.
@ 16. Fie (G, -) un grup multiplicativ.

a) Dacd a € G, atunci d'a* = a"*, (a") =a" ,Vh,keZ.
b) Dacd a, b € G si ab = ba, atunci (ab)' = a'b", he Z.

) a b
o 17. Fie Gz{( J
0 ¢

Aratati ca (G, -) este un grup de matrice.

@ 18.Fie G4 “|laeR
. re = ae .
0 1

Aratati ca (G, -) este un grup de matrice.

a —b
@ 19. Fie Gz{( ]
b a

Aratati ca (G, -) este un grup de matrice.

a, b,celR,ac;tO}.

a,beR & +b ;tO}.

cosa  —sina
@  20.Pentruoricea € R, fie Aaz( . j
sina.  cosa
a) Aratati cd A A=A ., Vo, pe R.

b) Dacd G = {4, | o€ R}, aritati ca (G,

grup de matrice.
3i 3
,B=
2i 241

Calculati: 4*, B*, AB, (AB)* si B*A*.

-) este un

1+

@ 21.Fie A:( ’) € . M(C).

-1 1+i
a

C

b
@ 22.Fie 4 =( je,/ilz(lR).
d

Aratati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(H)'4=4";

Q)a+b=c+d=1,ac+bd=0;
B)a2+c=b*+d=1,ab+ cd=0.

@ 23. Verificati daca SL,(R) este grup de matrice.

@ 24. Verificati dacd SO(2) este grup de matrice.



Grupuri de permutari

Grupurile finite, adica cele cu un numar finit de elemente, au aplicatii spectaculoase in aritmetica si in

combinatorica. Ele sunt de asemenea folosite in studiul simetriilor unor configuratii geometrice, in clasificarea

grafurilor etc. Intr-un sens care va fi precizat mai tarziu, studiul grupurilor finite este strans legat de studiul

permutdrilor unei multimi finite.

Grupul permutarilor unei multimi

Fie 4 o multime nevida. O functie bijectivdi 5:4 > 4 se
numeste permutare a multimii 4. Vom nota cu S, multimea tuturor
permutdrilor multimii 4. Cum functia identicd a multimii 4,

l,:4—->4, 1(x)=x
este bijectiva, avem 1, € §.

Functia 1, este numita incd permutarea identicd a multimii
A. Daca o,meS,, atunci ooz €S,, deoarece compusa a doud
functii bijective este, de asemenea, functie bijectiva,

(com)(x)=o(n(x)), A—>A-2> 4
\_/7
Rezulta cé operatia de compunere a permutarilor multimii 4

este o lege de compozitie pe S,, evident asociativa si de ele-
ment neutru 1.

Teorema. Daca 4 este o multime nevida, atunci (S,, o) este
grup, numit grupul permutdrilor multimii 4.

13

Demonstratie. Cum legea de compozitie ,,o

ke

este asociativa,

de element neutru 1, rdmane sa aratdm ca orice permutare

A’

o €8, admite inversa in raport cu operatia de compunere.
Dupa cum este cunoscut, dacd ¢: 4 — A este bijectiva, atunci

functia c'id>4,6'(y)=x=0o(x)=y este bijectiva si

-1 -1
coo =0 oco=1,.1

Grupul §,

In continuare presupunem ci 4 este o multime finiti cu n
elemente, n € N*. Cum natura elementelor multimii 4 nu este
importanta pentru studiul nostru, putem presupune ca
A =1{1, 2, ..., n}. Cu aceasta conventie, S, va fi notatd cu S si
clementele lui S, vor fi numite permutdri de gradul n.

Vom spune ca S este grupul permutdrilor de gradul n sau
grupul permutdrilor de n obiecte.

O permutare ceS,,0:{1,2,..,n} >{1,2, ..., n} este com-
plet determinata daca pentru fiecare i € {1, 2, ..., n} este cunos-

cuta imaginea sa o(i) € {l, 2, ..., n}. Din acest motiv o permutare

o €S, se descrie cu un tabel cu doud linii,
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1) Scrieti permutarile grupurilor
S, S, siS,.

2) Scrieti toate permutarile multimii
A= {23, 81, 121}.

3) Scrieti permutarile din S, care nu
sunt mentionate in lista urmatoare:

123y (123)(123)(123
21312332102 31)
4) Scrieti toate permutarile multimii
{ce S,|o(2)=3,0(4) =1}.

5) Care dintre urmatoarele tabele
reprezintad permutdri din S ?

12345\ (12345
21343)°13254)
1 5\ (12345
2 3)13541)
12345\ (12345
5432101111 1)

6) Consideram permutarile

(12345 (12345
“21435)"(53214)

a) Calculati Go T, T0G, 101, GoG,G, T°.

— N
NG

3
6

b) Determinati o ! si sd se verifice daca
-1 -1
G °oc6=00°0 =l;.

7) Determinati permutarea m daca:

2) 123450n—12345'
21435 \52143)

Indicatie. c) Se poate face prin Incercari.

- ———



1 2 i n
o= )
o) o) .. o) .. on)’

in prima linie fiind trecute, in ordine naturald, numerele
1,2, ..,1, ..., n, iar in a doua linie fiind inserate imaginile lor
o), o(2),...,0(i),...,o(n) prin o . Cum o este functie bijec-
tiva, in a doua linie apar, intr-o ordine care depinde de o, tot
numerele 1, 2, ..., i, ..., n, fiecare o singura data.

Se noteaza cu e permutarea identica a multimii 4 = {1, 2, ..., n}.

1 2 .. i . n

Avem e = . si eco=0ce=0, oricare ar fi
1 2 .. i .. n

ces,.

LrEmrLE

1) Functia bijectiva c:41,2,3,4,5}—>{1,2,3,4,5},
c(1)=3,06(12)=5, 0(3)=2,0(4)=4 si o(5)=1 poate
fi descrisa astfel:

(1
o=
3

1 2
4 1

524 1)
3 4) (1 2 3 4]
, T =
3 2 31 2 4
Cum (com)(i)=0o(n(i)) si (reo)(i)=n(c(i)) oricare ar fi

1 2 3 4 ]_
o(n(1) o(n(2) o(n(3)) o(n(4)))

(1 2 3 4\ (1234
o) o) o(2) o(4)) (341 2)

noc_[ 1 2 3 4 ]_
(m(o()) m(o(2)) n(c(3) m(o(4))

(1 2 3 4) (1234
) n() n3) n2)) (432 1)

Se observa cd com#moo

12345
31542

6(3)=5,0(4)=4 si o(5)=2.Cum pentruoricei € {1, 2, 3, 4, 5}

2345]

2) Fie 6,71'654,6:(

i€ {1,2,3,4}, avem csonz[

3) Dacd c€eSs, G=[ j, atunci o(1)=3,0(2)=1,

avem o '(j)=i<o(i)=, rezultd ca o '(1)=2,07'(2)=5,

"B)=1,0'(4)=4si 6 '(5)=3,deci o' = .
o (=10 (4)=4si o (5)=3,deci o (25143

Avem cslocs:csocsl=[1 234 5]:6

12345)
12345
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e

8) Scrieti toate permutarile multimilor:
a) {oeS,|o(3)=3};
b) {ceS,|oc(2)=3sic(4)=1};
¢) {oeS,|o4)=4}.

9) Cate elemente au fiecare dintre
urmatoarele multimi:
a)d={c €S |c@2=5};
bAd={c €S |c2=5};
)Ad={c€eS |c2)=5c@4=1};

(12345
d) A_{(a 3. 4) a,be{1,2,3,4,5}}.

10) Fie permutérile o, teS;,

(12345 (123
°Tl21 4353, 34

a) Calculati con, oo, o’, 0,0,

45
51)
17

b) Determinati o' si 7' si verificati dacd

-1 -1 -1 -1
O ©o0O=0°0 =e,T on=7nTonmr =e

11) Determinati o € S, daca

12345 12345
o0 = .
2) 53 521 43

21 4
1 2345\ (123435
b) oo = .
21453 52143

12) Determinati o €S,, daca

1 2 3 4 1 2 3 4
o0 © =
31 2 4 1 3 4 2

(123 4
2 3 4 1)

13) Determinati o €S, daca

1 2 3
Oo°0 =
2 3 1)

14) Cate elemente are fiecare dintre
urmatoarele multimi?
a) S; c) S
b) S,; d) S..

e



e

15) Aratati ca multimea permutarilor

Teorema. Grupul (S, o) are n! elemente. ) o
unei multimi cu »n elemente, n > 4, este

mai numeroasd decat multimea partilor
unei multimi cu n elemente si mai putin
numeroasd decat multimea tuturor

1 b j n functiilor de la o multime cu n elemente
C= (n) nu putem avea numere care in ea insisi
o(n >

o(l) o(2) ... o(i) ...

Demonstratie. Pentru a construi o permutare o € S, precizam

succesiv valorile o(1), 5(2), ..., 6(n). Cum 1n linia a doua a lvi o,

s Indicatie. Multimea partilor unei mul-
timi cu n elemente are 2" elemente.
Multimea tuturor functiilor cu domeniul
o multime A si codomeniul tot multimea
A, cand A are n elemente, are n" elemente.

o(l), n — 1 posibilitati de alegere pentru o(2) s.a.m.d.
Concluziondm cd numdrul permutarilor o €S, este
nn—-1)n-2)..2-1=nlm

Diagrama unei permutari

Actiunea unei permutdri o € S, asupra numerelor 1, 2, ..., n poate fi ilustrata cu ajutorul unei diagrame.
In acest scop se considerd »n puncte distincte intr-un plan, asociate numerelor
1, 2, ..., n. Daca o(i)=j, atunci se traseaza o sdgeatd cu originea in punctul asociat lui 7 si cu extremitatea
in punctul asociat lui j. Configuratia geometricd astfel obtinuta se noteaza cu D_ si se numeste diagrama
permutdrii o €S, . Punctele asociate numerelor 1, 2, ..., n se numesc vdrfurile diagramei D_. Cum o este

functie bijectiva, din fiecare varf al diagramei D_ ,pleacd* o singurd siageatd si ,,soseste” o singura sigeata.

L rEmpLE
. 12
@ 1) Fie 6659,02[3 )

9

8)’ Diagrama D_ este

Jee——.7 5

AN

3.—»'4 9 —

1234 8
Cum o '(j)=i<o(i)=/, diagrama D_, a permutarii 6-12( 3 567 9], se obtine

721386495

schimband sensul sagetilor in diagrama D_ a permutdrii o .

12345

2) Daca neSs,nz[?, 5419

] atunci diagrama D_ este

1
/\ YO
X~
30— -4

iar diagrama D_, este / \ 2©.5
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pPRIBLEAE

. 12345
— 1. F =
— o 1 o,nes;, o [32 1 54}
(12345
pROPSE T\ 4 5 5 3

Calculati om, oo, c’ si .

1234
3142

@ 2. Fie G€S4,G=[ ] Determinati
-1 . « o . - —
o' si verificati ci coo ' =o 'oo=e.

@ 3. Rezolvati in grupul (S,, ) ecuatiile cox=m

{ yoo=1t. und 123
si yeo=m, unde o= 231 =39 1)

12345 .
@® 4. Fie ces;, o= (1 39 4) Calculati

W N

2 3 4 .
c°,0°,0" si 0.

. 1234). (1234
o 5. Fie G,TEGS4,G_[3 74 1] $t n—[4 21 3]’

Calculati com, Too,0 'on,c0n ', 6 ' onos.

@ 6. Rezolvati in grupul (S, o) ecuatiile cox =,

12345]

oo = oxog = d =
yoG=T,00Xx0°0C TE,U.I’ICG[32451

(12345
1325 4)

. 1234567

7. F = .
[ ie ces§,, o [5163742]
Figurati diagramele lui ¢ si o'.

12 56789
® 8. Fie o,nes,,0 [32 1897)
. (123 8 9

si n—[2 3 4 9 1] Figurati diagramele

. . -1
lvio,msi 7.

@ 9. Precizati permutarea o €S,, daca admite
diagrama:

2
A
NP Py

7 6

@ 10. Fie urmaitoarele permutari:

(12345
21354
(12345
135142
(12345
53124
o (123456
123456

2345

a) Determinati suportul fiecarei permutari.

b) Care dintre aceste permutari sunt disjuncte?
12345
5312 4)’

Verificati, de asemenea, daca
TOY:(I 234 5)_
53124
d) Verificati daca permutarile e si € sunt disjuncte.
e) Calculati 1'(4); ¢!(2);

f) Calculati (tom)oo;
g) Verificati daca ecc=¢goe.

¢) Verificati daca yot= (

@ 11. Aratati ca grupurile (S,, o) si (S,, ) sunt

comutative si ca grupul (S,, o) nu este comutativ.

@ 12. Pentru orice n = 3, grupul (S,, o) nu este
comutativ.

@ 13.Fie oS, astfel incdt c o =700, oricare

arfi 7€S,. Ardtati ca o =e.




Morfisme de grupuri

Proprietatile algebrice ale elementelor unui grup sunt cele descrise in lista axiomelor grupului sau sunt

consecinte ale axiomelor. Existd grupuri ale caror elemente au proprietati algebrice asemanatoare si putem

identifica printr-o functie acele elemente care se comporta la fel. Aceasta functie va fi numitd morfism

(izomorfism, automorfism etc.). Studiul unui grup poate sd ne furnizeze informatii si asupra unui alt grup

daca intre aceste structuri a fost stabilit un morfism. Cu ajutorul morfismelor putem sa realizam o clasificare

a grupurilor.

Pentru a studia in ce
masura proprietatile elemen-
telor unui grup pot fi regasite
intr-un alt grup, vom cauta o
corespondentd bijectiva
compatibild cu operatiile
celor doud grupuri.

Definitie. Fie (G, o) si (G', *)doua grupuri. O functie
f: G — G se numeste izomorfism de grupuri daca:

(D) fxoy)=f()* f(y), Vx,yeG;

(2) f este bijectiva.

Spunem ca grupul G este izomorf'cu grupul G’ si scriem G ~G’,
daci existd un izomorfism /: G — G'. In caz contrar, spunem
cd grupul G nu este izomorf cu grupul G’ si scriem G 22G'.

Remarca. Conditia (1) din definitia izomorfismului aratd ca
imaginea compusului a oricaror doud elemente x, y € G este
egald cu compusul imaginilor (in G'); vom spune cd actiunea
bijectiei f este compatibild cu operatiile celor doud grupuri.

Daca operatiile celor doud grupuri sunt notate aditiv, atunci
(1) se scrie astfel: f(x+y)=f(x)+ f(¥), Vx,veq.

Dacé operatia lui G este notatd aditiv, iar cea a lui G’ este
notatd multiplicativ, avem: f(x + y) =f(x) f (), V x, y € G.

Teorema. Fie (G, o) si (G', *) doua grupuri. Dacaf: G > G’
este izomorfism, atunci ! : G' —> G este izomorfism.

Demonstratie. Fie x', y) € G'. Cum f este functie bijectiva,
existd x, y € G unic determinati astfel incat f (x) =x'" si f(y) =)'".
Conform definitiei functiei inverse /™', avem f™'(x") = x si
f0/) = y. Dar x'*y' = f(x)* f() = f(x°y), de unde
[ ) =xoy=f(x)x f1(¥)s cum [ 1 G > G este
functie bijectiva, rezultd cd f~! este izomorfism. m

Remarci. Intre doua grupuri pot exista mai multe izomorfisme.
Astfel, pentru orice a € R, a > 0, a # 1 avem un izomorfism de
la grupul ([Rj‘, - la grupul (R, +) (vezi exemplul urmator).
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Identificarea unor grupuri izomorfe.

=

2

1) Fie G=4| 0 |xeR} . /4(R)
0

S = O
— = O

a) Aratati ca G este grup in raport cu
inmultirea matricelor.

20 0
b) Functia f:R—> G, f(x)=| 0 1 x
0 01

este izomorfism de grupuri .

2) Fie 4 =( 0 lj e A,(R) si

10
G={l,, A, 4,6 A4}.
a) Aratati ca G este grup in raport cu
inmultirea matricelor.
b) Comparati tabla inmultirii grupului
(G, *) cu cea a grupului (Z,, +) si
conchideti ca (G,)~(Z,,+).

3) Fie G = (3, ).
a) Dacd x, y € G, atunci
x*yd=6fxy—3(x+y)+12 eG.
b) Aratati ca (G, *) este grup abelian.
c) Determinati a, b € R astfel incat
functia f :IRT -G, f(x)=ax+b sa fie
izomorfism de la grupul (RY,-) la (G, *).

4) Pe G, = (-1, o) se defineste legea
de compozitie x * y =xy + x + y, iar pe
G, = (1, o) se defineste legea de
compozitie xoy=xy—-x—y+2.

Ardtati ca G, si G, sunt grupuri
izomorfe.

Indicatie.

Se considerd [ : G, > G,, f(x)=x+2.

R e ————



Exemple si comentarii legate de izomorfismele de grupuri — tema de sinteza

D RE =R, +).

Solutie. Fiea€ R,a>0,a # 1si f: IR:k —R, f(x) = log x. Cum f este functie bijectiva si
f(xy) = log (xy) = log x + log y = f (x) + f (), rezulta ca f este izomorfism de grupuri. Observam ca /' in acest
caz este functia /' :R —>R*, f'(u) = a"si avem f~'(u +v)=a"" = a'a’ =f'(w)f ().

In legiturd cu exemplul 1) si mai consemnam faptul ci putem, folosind tablele de logaritmi, si inlocuim
calcule mai complicate ca inmultiri, Impartiri, exponentieri prin unele mult mai simple in care intervin
adunari, scaderi, inmultiri. Acest fapt justificd inca o datd de ce este important sd gisim izomorfisme intre
grupuri: chiar daca doua grupuri izomorfe sunt ,,identice* din punct de vedere abstract, calculele pot fi mai
simple sau unele proprietati pot fi descoperite mai usor Intr-unul dintre grupuri, iar rezultatele obtinute pot fi
transferate printr-un izomorfism in celalalt grup.

1
2) G :{ 0 C;J lae Z} este grup de matrice si (Z,+)~(G, ).

_ 1 a\(1 b) (1 a+b 1 a)' (1 -a .
Solutie. Pentru a, b € Z avem = . De asemenea, = eG si
0 1)l0 1 0 1 0 1 0 1

1 a
I, € G, deci (G, °) este grup de matrice. Functia f': Z - G, f(a)= 01 este evident bijectiva si cum

1 a+b 1 a1l b . . ) .
fla+b)= o 1 1710 1lle 17 f(a)f(b), rezulta ca f este izomorfism, deci (Z,+) ~ (G, ).
3) @, +)22(QF, ). Grupul aditiv (Q, +) al numerelor rationale nu este izomorf cu grupul multiplicativ
(Q7, ) al numerelor rationale strict pozitive.
Solufie. Presupunem cd existd un izomorfism f:Q— Qf. Cum f este functie bijectiva, existd » € Q cu

£ (r)=2. Cum f(%) eQ si 2=f(r)= f[%+%) = f(%) f(%) = f(%)z, avem /2 € Q, contradictie.

4) Z,,+)~U,,"). Grupul aditiv (Z,,+) al claselor de

resturi modulo 4 este izomorf cu grupul multiplicativ (U, , -) al Tabla grupului (Z,, +)

rdddcinilor de ordin 4 ale unitdtii. +

Solutie. Grupul U, este format cu radacinile (din C) ale
polinomului /= X* — 1. Avem U, = {1, i, -1, —i}. Corespondenta
f:2Z > U, f0)=1,f0)=i, fQ)=-1, fB)=—i este
bijectiva si tablele celor doua grupuri sunt la fel structurate
relativ la f. Rezulta ca f este izomorfism, deci (Z,,+)~(U,, ).

> LI RO = =

Tabla grupului (U4 ,0)
|1 i =1 —i
11 i =1 —i
Remarca. Daca doua grupuri (G,o) si (G',*) sunt i -1 =i 1
izomorfe si G are un numar finit de elemente, atunci G’ are -1|-1-i 1 i
acelasi numar de elemente. =i l=i 1 i -1
Sa presupunem deci, ca G = {a,, a,, ..., a,} si S

G'={a,,d,,...d,} sunt grupuri cu n elemente, iar f: G — G’ este — T

LN = O O

o functie bijectiva cu f(a,) =a;, I<i<n.Atunci f este izomorfism 1% ‘.zf G *|a-a;a,
daca si numai daca, VI<i, j<n, f(a,0a,)=d *d,, adicain %4 f al'
pozitii corespunzitoare din tabelele celor doua grupuri, se gasesc : e B
elementele care corespund prin bijectia /. Spunem ca tablele ‘_’i\ T gea; aj | - a;*a;
acestor doua grupuri sunt la fel structurate (relativ la f*). : u

a, f a;
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Renuntand la conditia de bijectivitate din definitia izomorfis-
mului, obtinem notiunea mai generald de morfism (omomorfism)
de grupuri:

Definitie. Fie grupurile (G, o) si (G', *). Functia f: G - G’
(nu obligatoriu bijectivd) se numeste morfism de grupuri daca:

fxoy)=fx)*f(y), Vx,yel.

1) Functia 1 : c* > IRf , f(2) =’ z ’ este morfism de
la grupul multiplicativ (C*,-) al numerelor complexe
nenule la grupul multiplicativ (IRT, -) al numerelor reale
pozitive nenule.

L rEMmpLE

Solutie. Pentru orice numar complex z = a + bi, avem

|Z| =\/;=\/a2 +b si |Z| >0 daca z # 0. Daca z, w € C, atunci

f(zw) = |ZW| = \/ZWE = sz;; = \/(zg)(w;) =z Jwiv =
= |Z||W| = f(z) f(w), deci f este morfism de grupuri.

2)Dacane N* atuncif: Z — C*, f(k)= cos2k7n+ isin2k7n

este morfism de la grupul (Z, +) la grupul (C*, -).
Solutie. Avem (cosa + isina)(cosP + isinf) =
= (cosacosP — sinasinf) + i(sinacosP + cosasinf) =
= cos(a. + B) + isin(a + B), Vo,pe R
Daca h, ke R, atunci f(h+k)=cos 201 ;k)n +isin 2(h;k)n =

B 2hm ... 2hm 2k .. 2km)
—[cos P +isin p )(cos p +isin p )—f(h)f(k).

Vom preciza actiunea unui morfism de grupuri asupra
elementului neutru, precum si faptul cd imaginea unui element
printr-un morfism comuta cu operatia de trecere la invers:

Teorema. Fie grupurile (G, o) si (G, *) avand elementele
neutre e si €. Daca f: G — G’ este morfism de grupuri, atunci:

(Df(e=¢ @ fe)=fx),Vxe G

e

5) Pe Z, x Z, definim legea de com-
pozitie (4, b)+(¢,d)=(a+¢, b+d).
a) Cate elemente are multimea Z, x Z,?
b) Aritati ca (Z, X Z,, +) este grup.
c) Comparati tabla operatiei grupului
(Z, x Z,, +) cu cea a grupului lui Klein
si deduceti ca (Z, X Z,, +) = (A, °).

6) Aratati ca functia
fiZ—>Z,, f(a)=a este morfism de la
grupul (Z, +) la grupul (Z,, +).

Indicatie. ¥ a, b € Z,
fla+by=a+b=a+b=f(a)+ f(D).

7) Aratati ca functia /: GL,(R) — R*,
f(A)=|A| este morfism de la grupul
(GL,(R), *) la grupul (R*,").

Indicatie. ¥ A, B € GL,(R) avem
f(AB)=|AB|=|4|-|B|= f(4)f(B).

a
8) Fie G = .

a) Cate elemente are multimea G ?
b) Arétati ca G este grup in raport cu

~fa b d V) (a+d b+b
operatia: | . .|t . [Tl A~ A~ . ~
c d) \d d) \c+cd d+d

c) Aratati ca functia f': .4 (Z) > G,

a b a b
A = . | este morfism surjec-
c d e d

tiv de la grupul (.#(Z), +) la grupul (G, +).

S

a,b,e, ézez3}.

Demonstratie. Trebuie aratat ca f aplica elementul neutru e
al lui G peste elementul neutru e’ al lui G’ si cd imaginea
inversului, In G, al oricarui element x € G, este inversul, in G’,
al imaginii f (x) a lui x prin /. Se observa ca

e'xf(e)=fe)=f(ece)=f(e)* f(e).

Asadar, in grupul G' avem e€'* f(e)= f(e)* f(e) si,
simplificand cu f (e), se obtine f (e) = €'.

Pentru orice x € G, avem €' = f(e)= f(xox )= f(x)* f(x)
si, analog, €'= f(x"')* f(x). Rezultd ci f (x') este inversul lui

f(x),deunde f(x")=f(x)". =

Daca G este grup, atunci un morfism (izomorfism) /: G - G
se numeste endomorfism (respectiv automorfism) al grupului G.
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9) Functia f:R — GL,(R),

coso  —sina

] este morfism de

f(a)=( .
sina.  cosa

la grupul (R, +) la grupul (GL(R), -).
a) Determinati multimea de numere
K ={aeR|f(a)=1}.

10

b) Arétati daca f(0)= (0 1

) este element
neutru in GL,(R).

¢) Verificati ca f (-n) = ( f(n))! .

d) Aritati ca [ (%) = [ f (—%Dl

- ———



pROBLEME 1 0 a
—— 1

@ 1.Fie G=1|-a 1 —Eaz lacR}.
pROPUSE 0 0 1

Aratati ca (G, -)este grup de matrice si ca (R, +) ~(G, -).
@ 2. Fie G={a+bJ2]a,beQ, a®-2b*=1}si

ol

Aratati cd G este grup in raport cu inmultirea
numerelor reale, (G', -) este grup de matrice, iar

a, be@, a2—2b2=1}.

a b
functia f: G > G, f(a+b\/§)=(2b j este
a

izomorfism de la grupul (G, -) la grupul (G, -).

. a -b 2 2
® 3.Fie G= la,beR,a” +b*#0}.
b a
Aratati ca (G, -) este grup de matrice si functia

-b

f: C*>G, f(a+bi)= (Z j este izomorfism de
a

la grupul (C*, -) la grupul (G, -).

o

compozitie , *“ prin x*y =

4. Fie G = (-1, 1). Pe G definim legea de
H—y.Arétati ca (G, *)
I+ xy ’
I+x
I-x
este izomorfism de la grupul (G, *)la grupul (R, +).

este grup si cd functia f:G > R, f(x)=%1n

@ 5. Pentru orice a € Rdefinim functia 7 : R > R,

T(x)=x+a.

(i) Aratatica T, o7, =T, ,,, Va,beR.

(ii) Multimea G ={T, ’a € R} este grup in raport cu

operatia de compunere a functiilor.

(iii) Functia f: R — G, f'(a) = T, este izomorfism de

la grupul (R, +) la grupul (G, o).

@ 6. Fie 4 = R x R. Pentru orice a € R definim
2

F :A4— A4, F,(x, y)=(x+ay+%, y+aj.

(i) Aratati ca F,oF, =F

a+b >

Va,beR.
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(ii) Multimea G = {Fa ’a € IR} este grup 1n raport cu
operatia de compunere a functiilor.

(iii) Functia f': R — G, f'(a) = F, este izomorfism de
la grupul (R, +) la grupul (G, o).

@ 7. Aratati ca grupurile (Z, +) si (Q, +) nu sunt
izomorfe.

@ 8. Fie f: G —> G' un morfism surjectiv de la
grupul (G, -) la grupul (G', ). Atunci:

(i) daca G este comutativ, atunci G’ este comutativ;
(iiydacax* =e,Vx€ G, atunci x*=¢',Vx' € G'.
@ 9.Fie G = {e, a} un grup multiplicativ cu doua
elemente.

(i) Aratati ca tabla lui G este urmatoarea:

el e a
ele a
ala e

(ii) Aratati ca orice grup G cu doud elemente este
izomorf cu grupul (Z,, +).

@ 10. Fie G = {e, a, b} un grup multiplicativ cu
trei elemente.

(i) Aratati ca tabla lui G este urmatoarea:

b
b
e
a

> Q8
S Q o |n
IS I R

(ii) Aratati cad orice grup G cu trei elemente este
izomorf cu grupul (Z,, +).

@® 11. Fie G = {e, a, b, ¢} un grup multiplicativ
cu patru elemente astfel incat x> = e, V x € G.

(i) Completati tabla operatiei Iui G.

(ii) Aratati ca G ~.x , unde .4 este grupul lui Klein.
(iii) Aratati ca (G,-)*(Z,,+).

@8 12. Aratati ca orice grup cu patru elemente este
izomorf cu grupul lui Klein sau cu grupul (Z,, +).



Teste de evaluare

Testul 1

(Ip) 1. Fie multimea M = (1, +o) \ {2} si operatia

def
X*y = 1+(x—1)ln\/ﬁ.

Demonstrati ca ,,*“ este comutativa.

a 00
2. Fie G=1Ae. MR)|A=|b a 0|, a=-2}.

c b a

(1p) i) ArataticaV 4, B€ G,A-B=B "' A.

(Ip) ii) Aratati cd 4 + 2/, este inversabila V 4 € G,
unde /; este matricea unitate.

(2p) iii) Pe G definim legea ,, ** prin:
A*B=AB+2(A+B+1,). Aratati cA VA4, B € G,
A*BeG si ca legea , %«

’s este asociativa,
comutativa si are element neutru.

(2p) 3. Fie multimea M = Q \ {-2} inzestratd cu

13

1 SISO
—Xy . Aratati cd |, *“ este

2
o operatie comutativa, asociativa, admite element

. def
operatia x*y =x+y+

neutru si orice element din M este simetrizabil.
4. Fie multimea G = (a, +o), a € R, k> 0 si

operatia x*y=k(x—a)(y—a)+a. Demonstrati

ca (G, *) este grup abelian izomorf cu (IRi ).

(2p)

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord.

Testul 2

x 0
1.Fie M=<A4=|0 y
00

0
0||lAde. i)}

z

(Ip) a) Aratati cd inmultirea definitd pe M este
asociativa, comutativa si are element neutru.
(Ip) b) Determinati elementele simetrizabile.

2. Pe multimea numerelor complexe C definim

legea ,, 0 prin: z 0z, =z +2, -2z, Vz], z, €C.
(Ip)  a) Studiati proprietatile operatiei ,,o .
2p) b) Determinati elementele din C care nu sunt
simetrizabile in raport cu legea , o
2p) 3. Fie multimea M = [k, +x), k€ R si operatia
def
x*xy=xy—k(x+y) +k2+k. Aratati ca legea
,, ¥ este comutativa si admite element neutru.
2p) 4. Aratati cd multimea

x+4 2
7 4 | xeR*, yeR, x* -2y =1}
Ty x-4y
cu inmultirea matricelor formeaza grup co-
mutativ.

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord.

Probleme de tip bacalaureat

1. Se considera matricele

11 1
A= L=
11 0

H = {H(x) |H() =1, + x4, x (—% oo)} .

j si multimea

a) Sa se arate ca [, € A.
b) Sa se calculeze A4°.

¢) Sd se arate ca 2xy+x+ye€ (—%, oo) pentru orice

X, ye(—%, oo).

35

d) Sa se arate cd H(x)H(y)=HQ2xy+x+y),

Vx,ye (—%, oo) )

e) Sa se arate ca inmultirea matricelor determina pe
J o structurd de grup abelian.

f) Sa se arate ca grupurile (-, -) si (R, +) sunt
izomorfe.

g) Sa se rezolve in R ecuatia

H(x)= H(%)H(%)H(%)H(%‘”) .
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2. Consideram pe R legea de compozitie ,, o

definita prin xoy=xy—-2x-2y+6.

a) Sa se verifice daca legea , o este asociativa.

b) Sa se calculeze xoy—(x—-2)(y-2).
¢) Sa se determine elementul neutru al legii ,,o*.

d) Sa se determine x € R cu proprietatea
cixoy=x,VyeR.

e) Sa se determine solutiile ecuatiei
xo(x+1)o(x+2)o...o(x+2006)=2.

100 1ab
3.Fier=|0 1 0|si -#=101 ¢labeez},
0 0 1 001

unde p > 2 este un numadr natural impar.

a) Sd se arate cd [ € ,,//é .

b) Daca 4, B € ,//é , sa se arate ca AB € ,/lé .

¢) Sa se arate ca 4? = [ pentru orice 4 € ,//é .

d) Sa se determine doud matrice 4, B € ,//4) cu
proprietatea ca AB # BA.

e) Sa se arate ca (//p , ) este grup.

4. Se considera multimile

x 0 l-x
M=3Ax)e MMR) |[Ax)=| 0 0 0 |, xeR
I-x 0 «x
si 4'=4/0 x 0], xeR}, iar pe R se defineste
1

legea de compozitie xoy=2xy—-x—y+1.

a) Sa se arate cd xoy=2(x —l)(y —l) +l, oricare
. 2 27 2

ar fix, ye R.

b) Sa se arate ca legea de compozitie este asociativa.

¢) Sa se arate ca, oricare ar fi x,yeR,

AX)A(y)=AR2xy—x—-y+1).

d) Fie #={Ce. lf(R)|A(x)-C=C-A(x)=A(x), VreR}.

Sa se determine multimile ./ — .A'si .4/ (7.
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5. Pe multimea numerelor reale se considera
legea de compozitie ,,o“ prin xoy=3xy+3x+3y+2
oricare ar fi x,yeR.

a) Sa se verifice cd xoy=3(x+1)(y+1)—-1,

oricare ar fi x,yeR.

b) Sa se arate cd (xoy)oz=xo(yoz), oricare ar fi
x,y,zeR.

¢) Sa se determine e € R astfel incat
eox:xoezx,VxEIR.

d) Sa se arate ca (—1)ox=-1, VxeR.

e) Sa se arate cd, dacd xoy=-1, atunci x = —1 sau
y=-1

f) Sa se rezolve ecuatia log, xolog, y=-1.
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6. Pe R se considera legea de compozitie ,,°
definita prin xoy=x+y—9. Se stie ca legea este
asociativa.

a) Sa se determine elementul neutru al legii ,,°“.

b) Sa se determine simetricul elementului x € R,
fata de legea ,,o%.

¢) Sa se calculeze 0olo20...05.
d) Sa se afle cate solutii reale are ecuatia 4" 02" =11.
e) Sa se calculeze suma solutiilor reale ale ecuatiei

Vx—=204102-x =1.

7. Pe multimea numerelor reale definim legea de
compozitie “o” prin xoy=xy+3x+3y+6.

a) Si se calculeze xoy—(x+3)(y+3)+3,x, yeR.

b) Sa se determine pentru ce valori ale lui x, y, z€R
are loc egalitatea (xoy)oz=xo(yoz).

¢) Sa se determine multimea

{(a,b)e Q-2Z) x (Q-2)| acbeN}.

d) Sa se afle cate solutii are ecuatia
(log, x)o(log;x)=-3,x€ (0, 00).

e) Sa se afle cate elemente are multimea

{(x€ R|2"03"=-3}.



8. Pe R se defineste legea x* y=2xy—2x—-2y+3.
a)Sasearateca x*y=2(x—-1)(y-D+1, Vx, yeR.

b) Sa se determine elementul neutru al legii ,,*“.

¢) Si se arate cd X*x*x*..kx=2""(x—1)"+1.
\——ﬁf_—J

nori

d) Sa se rezolve ecuatia ysx*xx*x*x=17.

e) Sa se calculeze (—27)#*(-26)*...%2%3% . %27,

9. Pe R se considera legea de compozitie x © y =
=x+y+10, Vx,yeR.
a) Sa se calculeze (-10) © 1.

b) Sa se rezolve in R inecuatia x* o x < 10 .
¢) Sa se rezolve in R ecuatia 4" 02" =12.

d) Si se giseasci x,y € Q\Z astfel incat xoyeQ,

e) Sa se arate ca legea ,,o” determind pe Z o structura
de grup.

10. In multimea Al(C) se considera matricele

0 -1 ) 1 0 .
A= si I,= , precum si
-1 0 0 1

submultimea G = {X € ,//Q(C)]AX = XA4}.

a) Sd se verificecad € Gsi L, € G.

b) Sa se gaseascad o matrice 7 € ./,(C) cu
proprietatea 7 ¢ G .

¢) Sa se verifice cd 4> = L.

d) Sa se arate ca, daca a, b €C, atunci matricea
B=al,+bde G.

e) Sa se calculeze A42°7,

f) Sa se verifice dacda G impreund cu adunarea
matricelor este grup.
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11. Pe R se defineste legea de compozitie ,,°
prin xoy=2xy—-x—-y+4.
a) Sa se determine valorile lui x, y, z € R pentru
care are loc egalitatea (xoy)oz=xo(yoz).
b) Sa se determine, daca exista, elementul neutru al
legii ,,°“ .
¢) Sa se calculeze cardinalul multimii {erR |xo2=3}.

d) Sa se calculeze (—1)00ol.
e) Sa se determine, daca existd, x pentru care x o x = x.
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12. Se considerd multimea G = {f: R — R | fix) =
=ax+b},a,b€ R,a# Osifunctia l,: R - R,
1.(x) = x.

a) Sa se arate cd, daca f'si g€ G, atunci fogeG.
b) Sa se arate ca 1, € G.
¢) Sa se arate ca Vf € G, existd g € G astfel incat

feog=1g.

d) Sa se arate cd 1o f'= foly =f.

e) Sd se arate cd fog=go f nu este adevarata
pentru toate functiile f/'si g din G.

a 00
13. Pe multimea M={A=|b a 0|,a,b,ceR a#-2;.

c b a

Se introduce legea de compozitie ,,o “ astfel:
1 00

AoB=A4-B+2(A+B+1;),unde ;=0 1 0f.
001

a) Sa se verifice dacd 4o B e M , pentru orice 4 si

B din M.

b) Sa se verifice daca legea este comutativa.

¢) Sa se verifice daca legea este asociativa.

d) Sa se verifice daca existd element neutru pentru

legea de compozitie.

e) Ce structurd algebrica determina pe M legea

13
»o 7

f) Sa se calculeze /,01,.

14. Pe multimea numerelor reale se defineste
legea , o prin xoy=3xy+3x+3y+2,Vx,yeR.
a) Sa se verifice ca
xoy=3(x+1)(y+1)-1,Vx, y, zeR.

b) Sa se arate ca (xoy)oz=xo0(yoz), Vx, yeR.
¢) Sa se gaseascd doua numere a, b € Q — Z, pentru
care acbelZ.

d) Sa se determine elementul ¢ € R, care verifica
relatia xce=x, VxeR.

e) Sa se arate ca, dacd xoy=-1, atunci x = —1 sau
y=-1.

f) Utilizand metoda inductiei matematice, sa se arate
cd agoayo..0a,=3"(aq+1)a +1)..(a,+)-1,VneN
siVa, a, ..,a € R



Inelesicorpuri |

Vom studia 1n acest capitol o altd structura
algebrica — structura de inel. Notiunea de inel
are ca prototip multimea intregilor Z, inzestrata
cu operatiile uzuale de adunare si inmultire.

Pentru conceptul abstract de inel exista
modele de mare interes in Algebra (inele de
matrice, inele de polinoame), in Analiza
matematica (inele de functii), in Logica (inele
booleene) etc.

Definitia inelului

Inelul este un obiect matematic de tipul (R, *, ©), unde R
este 0 multime nevida, iar ,,*” si ,,o " sunt doud legi de compo-
zitie pe R care verificd o listd de axiome. Din axiome rezulta
unele proprietati care se regasesc la operatiile de adunare si in-
multire in cazul numerelor, matricelor, polinoamelor, functiilor etc.

Pentru a defini notiunea de inel vom folosi notiunea de monoid.

A A NP . . 1= I
A, S Definitie. O multime nevidd M este monoid in

2

« F raport cu o lege de compozitie internd ,,o ”, daci ,,o

A aq | este asociativa si admite element neutru.

Definitie. Un triplet (R, *, o), unde R este o multime nevida,
iar ,,*“ si ,,o“ sunt doua legi de compozitie pe R (numite /ege
aditivd, respectiv lege multiplicativd), se numeste inel daca:

(G) (R, *) este grup abelian

(M) (R, °) este monoid

(D) ,,o” este distributiva fata de ,,*

Yx,y,z€ R, xo(y * z)=(xoy) * (xoz),(y * z)ox=(yox) * (zox).

Afirmatia cd (R, *) este grup abelian revine la faptul ca
operatia aditiva a unui inel R verifica axiomele:

(G)Vx,y,zER, (x *y) ¥ z=x * (y * 2)

(G,))Jde€ R, VXER, exx=x*e=x

(G)VxeERIxER, x*(x)=(x) *x=e

(G)Vx,yER, x *xy=y *x

Afirmatia ca (R, o) este monoid revine la faptul cd legea
multiplicativa a unui inel R este asociativa si admite element neutru:

(M) (xey)ez =xeo(yez),Vx,y,z€ R

(M,) Ju € R astfel incat uex = xcu =x,Vx € R.
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| Cum introduceti datele intr-un computer cand aveti
delcalculat expresii in care apar mai multe operatii.
Exemplu: (2 +3-5):3-6:5.

1) Fie (R, +, *) un inel. Consideram
pe R legile de compozitie ,,T* si ,,L* defi-
nite prin:

aTb=a+b-1,

alb=a+b-ab.
Aratati ca (R, T, L) este inel.

02 1
2) Fie Ae. #(Z), A=|0 0 -5
00 0

Aratati cd 4’ = O'si ([, +A)[, - A+ A°) =L,

3) Fie R:{[g bJ|a,beZ}.
a

Aratati ca R formeaza inel in raport
cu adunarea si Tnmultirea matricelor. De-
terminati elementele inversabile ale ine-
lului R.

4) Fie R = Z x Z. Pe R consideram
legile de compozitie ,,T“ si ,,L“ definite
prin:

(a, b)) T(c,d)=(a+c, b+d

(a, b) L (c, d) = (ac, ad + bc).

Aratati ca (R, T, L) este inel si determi-
nati elementele sale inversabile.




Notatii si denumiri. Vom spune ca (R, *) este grupul aditiv
al inelului R, iar (R, o) monoidul multiplicativ al inelului R.
Ansamblul de conditii (G)) - (G,), (M), (M,), (D) poarta
numele de axiomele inelului. Elementele e si u de la axiomele
(G,), respectiv (M,) sunt unic determinate (pentru cd sunt
elemente neutre) si se numesc elementul zero, respectiv
elementul unitate al inelului R; ele sunt numerele reale 0 si 1,
daca operatia aditivd este adunarea si operatia multiplicativa
este inmultirea pe R, multimea numerelor reale. In general,
natura elementelor neutre este cea a elementelor multimii suport
a inelului R (de exemplu matrice, polinoame, clase de resturi etc.).

Elementele ¢+ € R simetrizabile in raport cu inmultirea
(elementele inversabile) se numesc unitdti ale inelului R, printre
ele fiind si elementul unitate u.

Definitie. Spunem ca inelul R nu are divizori ai lui zero, daca
X#Fey#Fe—=>xy#+e,

unde e este elementul neutru al legii aditive, in caz contrar
spunem ca R este inel cu divizori ai lui zero.

Un inel R se numeste comutativ daca verificd si axioma:

(M,) xey=yox,Vx,y€ R.

Un inel R comutativ, cu cel putin doua elemente si fara

divizori ai lui zero, se numeste domeniu de integritate.

Remarci. In literatura matematica un inel se noteaza de
reguld cu R (de la ring in englezd) sau cu 4 (de la anneau in
franceza). Vom folosi prima notatie, rezervand litera 4 pentru
notarea matricelor.

Exemple de inele — tema de sinteza

¢ Inelul (Z, +, *) al numerelor intregi

e

) a -b
5) Fie R:{[ J]a,beZ}.
b a

Aratati cd R formeaza inel comutativ
si fard divizori ai lui zero in raport cu
adunarea si inmultirea matricelor.

6) Fiea€ Z, a=2.
Aritati ca o’ =0 si (i+a)(i—a+a2)=i.

7) Fie R un inel si a € R. Dacd a” = 0,
cum € N* atunci 1 — a este inversabil si
l-ay'=l+a+ta*+.. +a!

8) Pe R = Z x Z definim legile de
compozitie ,, T si ,,L“ prin:

(a,b) T (c,d)=(a+c, b+d

(a, b) L (c, d) = (ac — bd, ad + bc)

Aratati ca (R, T, L) este inel comutativ
si fard divizori ai lui zero.

9) Fie (R, +, *) un inel si a, b € R.
Folosind distributivitatea inmultirii fata
de adunare, calculati in doud moduri
produsul (1 + a)(1 + b) si deduceti ca,
intr-un inel, comutativitatea adunarii este
consecinta a celorlalte axiome ale inelului.

Adunarea numerelor intregi este asociativa, comutativa, admite numarul 0 ca element neutru si orice

numar intreg are opus. Asadar, (Z, +) este grup abelian.

Inmultirea numerelor intregi este asociativa si admite numarul 1 ca element neutru, deci (Z, -) este monoid.

Cum inmultirea numerelor intregi este comutativa si distributiva fata de adunare, rezulta ca Z este inel
comutativ. Dacd x, y€ Z, x # 0, y # 0, atunci xy # 0, deci Z este domeniu de integritate.

Analog se aratd ci (Q, +, *), (R, +, *) si (C, +, -) sunt inele comutative. In aceste inele orice numar x # 0
este inversabil. In inelul (Z, +, -) singurele elemente inversabile sunt 1 si —1, 1°' =1, (=1)! = —1.

¢ Inelul Z[i] al intregilor lui Gauss

Fie Z[i] = {a + bi | a, b € Z} multimea tuturor intregilor lui Gauss. Numerele complexe a + bi, cu a, b € Z
se numesc intregi ai lui Gauss (de exemplu: 2 + 3i, -1 + 2i,4 =4+ 0i, i = 0 + 1 -7 sunt intregi ai lui Gauss).

Dacaz, we Z[il,z=a+bi,w=c+di,cua,b,c,de€ Z, atunci z+ w=(a + ¢) + (b + d)i € Z[i] si
zw = (ac — bd) + (ad + bc)i € Z[i]. Rezulta ca Z[i] este o parte stabild a lui C in raport cu adunarea si inmultirea
numerelor complexe si, evident, operatiile induse pe Z[i] verifica axiomele (G)), (G,), (M), (M,) si (D).

Cum 0 =0+ 0i € Z[i] si 1 =1 + 0i € Z[i], operatiile induse verificd si axiomele (G) si (M,).

Dacd z € Z[i], z = a + bi, atunci —z = (-a) + (-b)i € Z[i], deci este verificata si axioma (G,).

Rezulta ca Z[i] este inel comutativ in raport cu operatiile de adunare si inmultire a numerelor complexe
(mai precis, in raport cu operatiile induse de acestea). Sa mai observam ca (Z[i], +, -) este domeniu de integritate.

39



¢ Inelul (Z, +, *) al claselor de resturi modulo n.

in capitolul Legi de compozitie am introdus pe multimea Z, =1{0,1, 2, ..., n/—\l} a claselor de resturi modulo

n operatiile de adunare si de inmultire prin a+b=a+b si a-b= 5/15, Va,be Z,.

S-a ardtat cd (Z,, +) este grup abelian. De asemenea, am stabilit ca Inmultirea claselor de resturi modulo n
este asociativd, comutativa, admite pe 1 ca element neutru si este distributivd in raport cu adunarea,
a(b+c) ab+aé,va, b, cel,.

Rezultd ci (Z, +, ) este 1ne1 comutativ, numit inelul claselor de resturi modulo n.

A

Elementul zero al inelului Z este 0, iar 1 este elementul unitate al acestui inel.

¢ Inelul (Z,, +, *) al claselor de resturi modulo 6. +]0 1 2 3 4 5

In efectuarea calculelor in inelul Z putem apela la tablele celor doud 0lo 1 2 3 4 5

operatii. Astfel, daca n = 6, tablele adunarii si inmultirii modulo 6 sunt cele 111 54 3 4 35 %

prezentate aldturat. P A

A A 212 3 4 5 0 1

Cum 4+0, 3#0, iar 4.3=0, rezultd ci inelul Z, are divizori ai lui zero. O A

Ecuatia 4x=2 are in Z, doud solutii, x =2 si x=>5 pentru ci in linia lui % % ‘t 5A ({ 1 %

4 de la tabla inmultirii 2 apare de doua ori: 1n coloana lui 2 si in coloana lui 5. 414 50 1 23

Ecuatia 2x=3 nu are solutii in Z, pentru cd in linia lui 2 a tablei inmultirii 515 01 2 3 4

nu apare 3. A A A A A A

Ecuatia 5x+3=0 are solutie unicd in Z,, anume x = 3. Intr-adevar, avem 0 1 2 3 4 5

S5x=-3=3, iar in linia lui 5 a tablei 1nrnult1r11 modulo 6 se giseste 3 o 0lo 0 0 0 0 0

singura data, anume in coloana lui 3. ilo 1 23 4 5

Elementele inversabile (unitatile) ale inelului Z sunt clasele care servesc Ala A A A A s

A . . 210 2 4 0 2 4

de eticheta pentru liniile (coloanele) care contin pe 1 in tabla inmultirii modulo n. Al A A A A A A

In inelul Z, acestea sunt 1 si 5 siavem 1"'=1,5"=5, dupa cum se constata % 9 ? 9 % 9 %

consultand tabla Inmultirii modulo 6. 410 4 20 4 2

¢ Inelul (Z,, +, *) al claselor de resturi modulo 2. 3005 43 21

Un interes aparte il prezintd inelul Z, datorita aplicatiilor pe care le are in 0 1 0 1

tehnicad (aritmetica calculatoarelor, codificarea informatiei) si in logica. ~ - ~

Tablele operatiilor lui Z, sunt prezentate alaturat: 9 } ?
10

& Inelul A((R) al matricelor pdtratice de ordinul n
Fie R un inel. Acesta poate fi oricare din inele Z, Z[i], Z , Q, R, C etc. Notam cu . #,(R) multimea tuturor

21
Fie Az(a“ au)’ B:{b“ Be ] AM(R), A+ B = (a“ +by @, +b12j,Ade(a“b” +ayby,  a,by, +a12b22]’
a4 Gy by by, a4, +b, a,+by a, b, +ayb, ayb,+a,b

22
numite suma, respectiv produsul lui A cu B. Se obtin doua legi de compozitie pe -#,(R) numite operatiile de
adunare si inmultire ale matricelor patratice de ordinul al 2-lea cu coeficienti in inelul R.

. S . T a a
matricelor patratice de ordinul al 2-lea cu coeficienti in R, ./, (R)= {( ! 12] | a,,a,,a,,a,€ R}.
22

Se observa ca s-au ,,mimat“ in acest context regulile de adunare si de inmultire ale matricelor cu coeficienti
numerici, cunoscute din clasa a XI-a.

. 0 0 1 0 _all _alz . .
Matricele O = 0 0l 1, = , —A= din .#,(R), se numesc matricea zero,

0 1 —a,, —a,
matricea unitate respectiv opusa matricei A4.
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Adunarea si inmultirea matricelor din .4 (R) au proprietitile urmatoare: V 4, B, C € 4/ (R)

(G)A+B)+C=4+B+C) (M) (AB)C = A(BC) (D) AB+C)=A4B + AC

(G)O+A4=4+0=4 (M) 1, A=AlL =4 (D,)(B + C)A=BA+ CA,

(G)A+(A)=(-A)+4=0

(G)A+B=B+4

Aceste proprietati au fost stabilite in clasa a XI-a pentru matrice cu coeficienti numerici. Ele sunt valabile
si pentru operatiile unui inel arbitrar R. Din acest motiv, demonstratiile date in cazul numeric se transfera
cuvant cu cuvant la cazul matricelor cu coeficienti intr-un inel arbitrar. Conchidem ca .#,(R) este inel in
raport cu operatiile de adunare si de inmultire ale matricelor.

0 0 1 0
Elementul zero al acestui inel este matricea O = (0 Oj’ iar elementul unitate este matricea I, = (0 1].

Inelul matricelor pétratice de ordinul 7 cu coeficienti intr-un inel R, .# (R), n € N, n > 2, nu este comutativ
si are divizori ai lui zero.

Vom demonstra ca . #(R) nu este comutativ si are divizori ai lui zero:
0 1

fie A=
00

], Bz(1 Oj in. AM(R);avem 4 # O, B # 0, AB= O ;tBAz(O 1].
0 0 0 0

¢ Inele de functii reale

Fie / o multime de numere reale si R’ multimea tuturor functiilor f: / — R.

Daci f, g € R, definim functiile

freg >R, (f+g)x)=fx) + gl

Jg : 1> R, (f2)(x) = fix)g(x)
numite suma, respectiv produsul functiei f cu functia g.
Notam cu 0 si 1 functiile 0 : / — R si 1 : I — R definite prin 0(x) = 0, respectiv 1(x) = 1, oricare ar fi x € I,
numita functia zero, respectiv functia unitate pe 1.

si

EXEMPLY

Fie a, b € R, a < b si intervalul 7 = [a, b]. In acest caz R’ = Rl« I este multimea functiilor reale
@ definite pe intervalul / = [a, b].

Prin simpla verificare a axiomelor se demonstreaza:

Teoremi. Multimea de functii R’, unde / < R este inel comutativ in raport cu operatiile de adunare si de
inmultire a functiilor reale, adica oricare ar fi f, g, # € R’ avem:

(G) (Fre+th=f+(g+h) (M) (fg)h = figh); (D) flg+h)=fg+fh
(G) frg=g+f M) 1-f=f-1=f
(G) 0+ f=f+0=Ff, (M) fg=gfs

(G) f+(EN=EN+f=0

In particular, multimea RN a sirurilor de numere reale este inel comutativ in raport cu operatiile de adunare
si de inmultire a sirurilor.
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PRIBUAE @ 1. Fie Z[\2]={a+bV2|a,beZ}.

F—
= PR . o
Arédtati ca Z[\/E ] este inel comutativ si
fara divizori ai lui zero in raport cu adunarea

peaPiE i inmultirea numerelor reale.

b
@ 2. Fie R=]| " la,beZ}. Aratati ca R
5b a

formeaza un inel comutativ si fara divizori ai lui
zero in raport cu adunarea si Inmultirea matricelor.

) a b
@ 3.Fie R= la,beZ;.
2b a

Aratati ca R este inel comutativ fara divizori ai
lui zero in raport cu adunarea si inmultirea matricelor.

@ 4.PenultimeaR=Z xZ={(a,b)|a,be Z}
definim operatiile: (a, b) + (¢, d)=(a + ¢, b + d),
(a, b)-(c, d) = (ac + 2bd, ad + bc).

Aratati ca (R, +, *) este inel comutativ fara divizori
ai lui zero.

@ 5. Pe multimea Z a numerelor intregi definim

operatiile: x Ty=x+y+3,x Ly=xy+3x+3y+6.
Aratati ca:

a) (Z, T) este grup abelian;

b) legea L este asociativa si comutativa;

OxLl@T2)=(xL T xLlz),Vxyze Z

d) (Z, T, 1) este inel comutativ fara divizori ai lui

Zero.

e) Gasiti elementele inversabile ale acestui inel.

@ 0.Pe R=Z x Z se definesc legile de compozitie:

(a,b)+ (¢, d)=(a+c,b+d), (a, b) (c,d)=(ac, bd).

Aratati ca (R, +, -) este inel comutativ cu divizori ai

lui zero. Gasiti elementele inversabile ale acestui inel.

@ 7.Fie (R, +, ) si (R, +, ) doud inele si
R=R xR ={(x,x)|x €R,x, €R)} PeRse
introduc operatiile: (x,, x,) + (v, »,) = (x, T y,, X, T ),
(5 )0 7)) = (7, 1),

Aratati ca R = R, X R, are o structurd de inel in
raport cu aceste legi de compozitie (numit produsul
direct al inelului R, cu R).
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@ 8. Fie R=Z, x Z, produsul direct al inelului
(Z,, +,)cu(Z, +,°).

a) Alcatuiti tablele adundrii si inmultirii inelului Z ,xZ .
b) Verificati, folosind tablele operatiilor, ca
x+x=(0,0) six*=ux, Vx=(%,%,)eZ,xZ,.

@® 9. Fie 4 o multime si R={X|X c4}. Pe R
definim XAY dZEf(X \Y)UY'\ X) diferenta simetricd.
Aratati ca (R, A, N) este un inel comutativ.

@ 10. Fie inelul de functii
F=R3={f|f:[1,3] > R}
a) Aratati ca o functie f € 7 este simetrizabild in
raport cu inmultirea functiilor, dacd si numai daca
fix) # 0, Vxe [1, 3]
b) Aratati ca functia f: [1, 3] > R, fix) = x* —4x + 5
este simetrizabila in raport cu iInmultirea si determinati
functia g € 7 astfel incat fg = 1, unde 1 este functia
constatda 1 : [1, 3] > R, 1(x) = 1.
Trasati graficele lui f'si g pe intervalul [1, 3].

@® 11. In inelul RN se considera sirul f= (1, 2, 3,
..y 1, ...). Determinati sirul g = (b, b, b,, ..., b, ...)
astfel incat fe = (1, 1, 1, ..., 1, ...).

@® 12. Fie ¢ multimea functiilor continue
f:]a, b] > R.

a)Dacaf, ge ¢ atuncif+ge €sifgec €.

b) ¢ este inel comutativ in raport cu operatiile de
adunare si Inmultire a functiilor.

@9 13. Fie ¥ multimea functiilor derivabile
f:[a, b] > R.

a)Dacaf,ge Y, atunci f+ g€ Ysifge Y.

b) & este inel comutativ in raport cu operatiile de
adunare si Inmultire a functiilor.

@ 14. Fie .#(Z,) inelul matricelor patratice de
ordinul al 2-lea avand coeficientii in Z si

35 31
U V. L, X € 2, U:(3 ZJ,V (i i]’

a b
= i’ch d cua, b, c de Z,.

a) Calculati U+ VsiU - V.

b) Determinati matricea X astfel incat UX = [,.
Deduceti ca U este un element inversabil al inelului
AM(Z,).

[
S

I,

[en)]



Reguli de calcul intr-un inel

Calculul algebric care implicd doar operatia de adunare in
inelul R beneficiaza de toate regulile de calcul dintr-un grup
abelian pentru ca (R, +) este grup abelian. Cand este implicata
doar inmultirea inelului, sunt valabile toate regulile de calcul
pentru o operatie asociativa si cu element neutru, eventual si
comutativa. In afard de acestea, intr-un inel avem o serie de reguli
de calcul specifice, consecinte ale axiomei care angajeaza cele
doua operatii, si anume distributivitatea Inmultirii fatd de adunare.

Definitie. Fie (R, *, o) inel. Operatiay —z =y +(-z),y,z€ R
se numeste diferentd.

Intr-un inel (R, *, o) au loc urmitoarele proprietati:

Proprietatea 1.

V xXE R, xoe =¢eox = e In particular, daca (R, *, o) si
e=0avemVxe€ R, x0=0x=0.

Demonstram pentru e = 0 si, In mod analog, se demonstreaza
pentru un element neutru e.

Demonstratie. Fiey =x0 € R ; x0=x(0+ 0)=x0+x0 ;
y=y+y Ingrupul (R, $): 0=y + () =y +y+ () =y =x0.

Analog se aratd ca Ox = 0. m

Proprietatea 2.

Intr-un inel cu cel putin doui elemente avem u # e. In par-
ticular, dacd (R, +, ) e=0siu=1avem [ # 0.

Demonstratie. Dacd 1 =0, atunciVxe R, x=1x=0x=0,
de unde R = {0}, contradictie. Analog se demonstreaza pentru
usie. m

Proprietatea 3. (Regula semnelor).

Vx,y€R, ()ey=xo(x)=-xoy si (w)e()=xoy.In
particular, daca (R, +, -) avem

Vox,y€ R, (x)y=x(y)=-xp si (0)()=xw.

Demonstratie. 0 = 0y = ((—x) + x)y = (=x)y + xy = xp + (=x)y,
de unde rezultd ca (—x)y este opusul lui xy, deci (—x)y = —xy.
Analog, x(-3) = —xy. In fine, (=2)(=) = ~(x(=»)) = (=) = .
Analog se demonstreaza pentru operatia ,,o”. m

Proprietatea 4. (Distributivitatea inmultirii fatd de scddere).
Intr-un inel (R, +, ©) avem V x,),z€ R, x(y —2) = xy - xz si
(v -2 = yx - 2x.

Demonstratie. Avem: x(y —z) = x(y + (-2)) = xy + x(-2) =
=xy+ (—(x2))=xy—xz,si analog (y —z)x =yx —zx. W
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1) Rezolvati in inelul (Z,, +, -) ecua-
tiile

a) Sx=2; b) 2x=3; c) 2x+4=0.

2) Rezolvati in Z , sistemul de ecuatii:

Sxtdyo?
hvtdy=3
3) Determinati elementele inversa-
bile ale inelului . #(Z,).

4) R={0,1,, A, Byc .#(Z,), unde

00 10 00 10
0= A A 9122 A A 9A= A A 9B= A A
00 01 10 11

a) Aratati ca R este inel in raport cu adu-
narea si inmultirea matricelor.

b) Completati tabla adunarii si tabla
inmultirii inelului R.

5)Fie R= {0, I, A, B} < .(Z)

00 10 01 11
OZAAaIZZAAaAZAAaBZAA
00 01 11 10

a) Aratati ca R este inel 1n raport cu ope-
ratiile de adunare si iTnmultire a matricelor.
b) Comparati tabla adunarii si tabla
inmultirii inelului R.

c) Gasiti elementele inversabile in R.

6) Fie R= {0, 1, a, b} un inel cu patru
elemente astfel incat 1 + 1 = 0.
a)Arataticax+x=0,V x € R.

b) Completati tabla adundrii inelului R
si deduceticab=1 + a.

c) Completati tabla Inmultirii inelului R
daca a* = 0.

d) Comparati tablele operatiilor din R cu
cele ale inelului de la ex. 4).

e) Completati tabla inmultirii inelului R,
dacaa*=1+a.

f) Comparati tabla operatiilor din R cu cele
ale inelului de Ia ex. 5).




Proprietatea 5.

Intr-un inel (R, +, ) fara divizori ai lui zero putem simplifica
cu elemente diferite de 0; adica
Vx,y,z€ Ryx#0,xy=xzsauyx =zx =y = z.

Demonstratie. Daca xy = xz, atunci x(y — z) = xy —xz = 0 si,
cumx # 0, rezultd y —z=0,deciy=z. m

Grupul unitatilor unui inel

Definitie. Elementele inversabile ale unui inel R se numesc
unitati ale lui R. Notam cu U(R) multimea unitatilor inelului R.

Teorema. Fie R un inel. U(R) este grup in raport cu operatia
indusa de tnmultirea lui R, numit grupul unitdtilor inelului R.

Demonstratie.

Fie 1 elementul unitate al lui R. Cum 1 € U(R), rezulta ca
UR) # O.

Dacéd u, v € U(R), atunci uv € U(R) pentru ca produsul a
doud elemente inversabile este inversabil.

Daca u € U(R), atunci u' € U(R) pentru ca u! este, de
asemenea, inversabil si (u ') = u.

Asadar U(R) este stabila in R. Operatia indusa pe U(R) de
inmultirea inelului R este asociativa, admite element neutru si
orice element u € U(R) admite pe u' € U(R) ca simetric. m

Aplicatii ale operatiilor cu matrice

A. Modelul economic al lui Leontif

N e

7) Aratati cd grupul unitatilor inelului
(Z, +, ) este U(Z) = {1, —1}.

8) Aratati ca grupul unitatilor inelului
Al (R) este grupul general liniar
GL,(R) ={A e 4,(R)||4] = 0}.

9) Aratati ca grupul unitatilor lui
(Z[i], +, -) este {1, -1, i, —i}.

Indicatie.

Daca u = a + bi € Z[i] este inversabil
in Z[i], existd v=c + di € Z[i] astfel incat
uv = 1. Prin conjugare, obtinem #-v =1.
Asadar, in N avem:
1=1-1=wuv = @u)(w)=(a +b" ) +d°).
Rezultd > + b* =1, cu a, b € Z. Avem
b=0saua=0,b=1saua=0,b=-1.
Asadar u € {1, -1, i, —i} ; numerele 1, —1,
i si —i sunt inversabile in Z[7]. In concluzie,
uZi)) = {1, -1, i, —i}.

10) Aratati cd grupul unitatilor
inelului Z, este: U(Z,)=1{1,3,5,7}.

Indicatie.

Din tabla inmultirii modulo 8, se
constatd ci o clasi @a€Z; este inversa-

bila daca si numai daca &e{i, 3, 5, ?}

In 1973, premiul Nobel pentru economie a fost atribuit lui W. Leontief (economist american, originar din
Rusia) care a elaborat o procedurda de modelare matematica numitd analizd input-output, adecvatd pentru
un sistem economic complex, formatd cu un numar mare de sectoare intre care existd interactiuni.

Presupunem cd avem un sistem economic ¢, format cu trei sectoare in care sunt fabricate respectiv
produsele P, P,, P,. O parte din productia sistemului economic ¢ este folosita in interiorul sistemului ca
resurse, iar o altd parte este rezervatd pentru a onora o cerere externa.

Notam cu a, numarul unitatilor din produsul P, care sunt folosite pentru realizarea unei unitati din produsul
Pj. Numerele a, cuantifica interactiunile dintre sectoarele S|, S,, S..

ay G 4
Matricea A=|a, a, ay,

A G 3y

se numeste matricea tehnologica sau matricea input-output.

Daca x; este nivelul productiei lui P, (adica numarul de unitati din produsul P, realizate), atunci vectorul

3-dimensional
X

P=|x,

X3

se numeste vectorul productie.
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Gy @y Gz (X X% + QX + 3%y
Produsul AP =|a, a, a,||x, |=|aX +ayX,+a,x,| reprezintd consumul intern pentru cd

Ay Gy A3 ) \ X3 A3 X+ Ap X, + 35X,

a,x, + a,x, + ax, reprezintd partea din productia x a lui S, consumata in interiorul sistemului ¢ s.a.m.d.

Rezulta ca P — AP este partea de productie disponibild, care poate fi folosita pentru a onora o cerere externa.
Presupunem ca din afara sistemului economic ¢ existd o comanda de ¢; unitati din produsul P,1<j<3si
G
fie C=|c, | numit vectorul-comandi. Problema fundamentald care se pune este de a planifica nivelul
G
productiei P de asa naturd incat P — AP = C, ceea ce se mai scrie (I, — A)P = C.
Dacd matricea I, — A4 este inversabild, atunci inmultind la stanga egalitatea (I, — A)P = C cu (I, — A)"' se
obtine P = (I, - A)'C.

X 0,2 0,2 0,2

A1 Tnfeeey Determina vectorul productie P =| x, |, dacd matricea tehnologica este A=|0,4 0,4 0,2 | si

X 0,4 0,4 06
2 000

‘ vectorul comanda C =|1000
3000

B. Criptarea mesajelor
Inversa unei matrice are aplicatii si in criptografie, disciplind care are ca obiect elaborarea metodelor de

secretizare a mesajelor.
-1 -1 2 2 3 -1
Pentru exemplificare, vom folosi matricea A=| 1 1 —1| siinversasa 4'=|-1 -1 1 |, si
0 1 1 1 1 0

mesajul ,,SOSESC JOI”. Atribuim literelor alfabetului latin cAte un numdr natural pozitiv si blancului -
numarul 0. De exemplu:

4 B CDETFGQG o .. S . J Z
R 2R 2 2 2 R T \ \ Vol
01 2 3 4 5 6 7 15 19 25 26

Mesajul se imparte in blocuri de lungimi egale (in cazul nostru 3) luand in considerare si spatiile libere
(blancuri). Se adauga eventual la sfarsitul mesajului cateva blancuri pentru a obtine blocuri de lungimi
egale: SOSESC- JOI*-

Semnele din blocuri sunt inlocuite cu numerele asociate. Se formeaza o matrice numericd M cu trei
coloane si tot atatea linii cate blocuri are mesajul. Se inmulteste M cu 4, MA = C, matricea C fiind mesajul
criptat care se transmite. In cazul nostru:
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19 15 19 -4 15 42
S O S 19 15 19 1 -1 2
5 19 3 519311 1_1417—6
E S C gevine M= siatunci MA=| o 19 15 17110 25 5 |»deci
J 0 0 10 15 0 1 1
[ - - 9 0 0 9 0 0 -9 -9 18
-4 15 42
14 17 -6
mesajul criptat va fi C =
10 25 5
-9 -9 18
La receptie, pentru decriptare se efectueaza produsul CA™' si se obtine M, deoarece
CA' = (MA)A = M(AA) = MI, = M:
-4 15 42 19 15 19
2 3 -1
L, |14 17 -6 5 19 3
CA = -1 -1 1 |= . . o
10 25 5 L 0 10 15| . Facandu-se corespondenta dintre numere si literele
-9 -9 18 9 0 0
S O S
E S C
asociate, se obtine mesajul: I 0o’ adica SOSESC- JOI* -

I

Exercitii rezolvate.
1) Fie (R, +, +) inel si a, b € R cu ab = ba. Arétati ca:
(i) (a + b)a - b) = a* - I,
(i) (a + b)* = a® + 2ab + b?,
(iii) (@ — b)* = a*> — 2ab + b°.
In particular, dacd R este comutativ, atunci V a, b € R, sunt adevarate (i), (ii) si (iii).

Solutie. (i) Folosind distributivitatea Tnmultirii fatd de adunare si apoi fatd de scadere, avem:

(a+ b)a—-b)y=ala—b)+bla-b)=a>—-ab+ ba—-b>=a*>—ab+ab—-b*=a>- b

(ii) Folosind definitia puterilor unui element si proprietatea de distributivitate a inmultirii fatd de adunare,
avem: (@ + by =(a+ b)a+b)=(a+b)a+(a+bb=a*>+ba+ab+b=a*+ab+ab+ b*=a*+2ab+ b

2) Fie R un inel cu proprietatea (a0) 1 + 1 + 1 = 0. Aratati ca:
(i) atata=0,Vae R
(iy(@a+by=a*+b,Va,be Rcuab=ba.

(iii) inelele Z, si .#/(Z,) au proprietatea (o) si demonstrati ¢cd V 4, B € 4(Z,) cu AB= BA, (A + B)) = 4* + B°.

Solutie. )a+a+ta=1-a+1-a+1-a=(1+1+1)a=0-a=0.
(i) (a + by = (a + b(a + b) = (&* + 2ab + b*)(a + b) = (a* + 2ab + b*)a + (a* + 2ab + b*)b =
=a®+2a*h + ab* + a*b + 2ab* + b= &* + 3a*b + 3ab® + b’.
Dar 3a’bh = a*b + a*b + a*b = 0 si, analog, 3ab* = 0, de unde (a + b)’ = a* + b°.
Giinz, , 1+i+1=(+D+1=2+1=2+1=3=0.
. , [ ()] [i 6] [i 6] (i+i+i 0
In inelul #(Z,) avem: I, +1,+1,=|,. _|+|. .|+|. [=|. . . .
0 1 0 1 0 1 0+0+0 1
Cum AB = BA, calculul puterii (4 + B)® se face ca intr-un inel comutativ.
Avem: (A + B = A* + 34’B + 34B* + B* = 4° + B® pentru ca 34°B = O si 34B* = O.
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3) Sa rezolvam fin inelul Z, ecuatiile:

(1) Sx+2=4;

(ii) 3x+4=1;

(iii) 2x+3=2.

Solutie. (i) Din Sx+2=4 rezultd 5x=4-2 , deci 5x=2. In linia lui 5 in tabla inmultirii modulo 6 se afla
2 numai in coloana lui 4, deci x=4. Se putea obtine solutia observand ci 5 este inversabil in inelul Z si
57 =5. Inmultind egalitatea 5x=2 cu 5'=5 se obtine x= 5.0=10=4.

(ii) Din 3x+4=1 rezultd ca 3x=1-4=-3=3.

Cu tabla Tnmultirii mod 6 gasim solutiile x, = i,xz =3, X, =5 (deci o ecuatie de gradul intai in Z poate
avea mai multe solutii!).

(iii) Din dx+3=2 rezultd 2x=2-3=-1=5 , deci 2x =5. Consultand linia 2 din tabla inmultirii modulo
6 conchidem ca nu existd x € Z, astfel incét 2x =5, deci ecuatia 3x+3=2 nu admite solutii in Z,.

4) a) Fie aeZ,. Aratati c a este element inversabil al inelului Z daca si numai dacd a este relativ prim cu »;

b) Determinati elementele inversabile ale inelului Z, si rezolvati in inelul Z, ecuatia Ix+3=12.

A

Solutie. a) Presupunem ca 4 este inversabild in inelul Z . Atunci existd 5eZn astfel incat ab=1. Cum
ab=ab=1 avem ab=1, de unde rezultd ca numarul ab — 1 se divide prin n. Exista deci k € Z astfel incat
ab — 1 = nk. Asadar a - b + n(—k) = 1, de unde (a, n) = 1.

Reciproc, daca (a, n) = 1, exista &, k € Z astfel incat ah + nk = 1.

Cum 1= ah+nk =ah+nk =ah+0=ah rezultd c & este element inversabil al inelului Z si a'=h.

b) Elementele inelului Z, sunt 6, i, Q, ey 8

Dintre numerele 0, 1, 2, ..., 8 sunt relativ prime cu 9 numerele 1, 2, 4, 5, 7 si 8, deci elementele inversabile

ale inelului Z, sunt 1,2,4,5,7 si 8. Din tabla Inmultirii inelului Z, se pot determina inversele acestor clase.

Prezentam o altd metoda pe cazul a = 7. Algoritmul lui Euclid pentru 9 si 7 este:
9=7-1+2,
7=2-3+1.
Ultimul rest diferit de zero este 1 si sa-1 reprezentdm sub forma 74 + 9&. Din ultima egalitate avem
1=7-2-3
si folosind si prima egalitate rezulta:
1=7-2-3=7-09-7-1):3=7-4+9-(3)

Avem: 1= m) =7-4+9. (:3) =7-4+0- (:’;) =7-4 deci 7'=4. Ecuatia data se rezolva astfel:
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pRIBLESE : : A —
e Ov 1. .FlevR un inel in care ¥ =x, Vx € R.
—= Aratati ca:
ax+x=0,VxeR;
prapiE D)xy=yx,Vx,ye R
@ 2. Fie (R, +, ) un inel si a, b € R astfel incat

ab = ba. Aratati ca

a)a® + b= (a+ b)a*— ab + b?),

@ - b= (a-b)a*>+ab + b,

b) (a+b)'=a"+Cla"'b+Cla" b’ +...+b"

n
=ZC;‘a”""bl‘ , oricare ar fi n € N*.
k=0

@ 3.Fie (R, +, ) un inel si p € N, p > 1, astfel
incat 1+1+...+1=0. Aratati ca:
t

pori
a)Vxe R, px=0,unde px=x+x+..+x.
\_ﬁ/_.—/
pori
b)daca p primsia,b€ Rcuab=ba, (a+ by =a’ + b.
1ab
¢ |»pprim, p>2.

A

1
Indicatie. Daca p este prim, atunci p divide
coeficientii binomiali C},V k=1,2,..,p— 1.

@ 4. Rezolvati in inelul (Z, +, -) sistemele de ecua-
tii liniare:

C) AP = Ip’ V A (S ’///_“,(Zp)’ A =

O> O =
> = Q>

® 5. Fie(Z, +, ) inelul claselor de resturi modulo 2.
a) Cate elemente are inelul . /#(Z,)?

b) Ardtatica U+ U=0, YU e . #(Z,) .

c) Care sunt matricele inversabile ale inelului
(AM(Z,) +, -)?

d) Determinati inversele matricelor inversabile ale
inelului (A (Z,) +, ).
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0 a b
6.Fie Ue MR, U=|0 0 c|,abceR.
0 00

a) Pentru ce numere reale a, b, ¢ avem [? = 0,?
b) Daca U? = O,, atunci I, — U este inversabila si
L-Uy'=1+U.

a b
@ 7.Fie(R, +, ) inel comutativ, A=( dj €. M(R)
c

si u = det(4) = ad — bc.
a) Daca u este inversabil in R, atunci matricea

A=yt P €A (R) verifica AA'=A'A=1,, adica
— a 2

A = A"
b) Arétati cd 4 € .M (Z,) este inversabild in ./4,(Z,)
daca si numai daca detA4 e {i, i, 21, 5, ?, é} .

c)Aratatica 4= (g gj si B= ﬁ zj din . #/(Z,) sunt

inversabile in ./ (Z,) si determinati inversele lor.

@8 8. Fie R inel comutativ si 4= (g Z) € M (R).
a) Ardtati cd 4 are inversa in inelul .4 (R) daca si
numai dacd det4 este inversabil in inelul R.
b) Aratati ca o matrice 4 € ./ (Z) este inversabila in
inelul . #,(Z) daca si numai daca detd = +I.
c) Aratati cd o matrice 4 € .//,(Q) este inversabild in
inelul .#(Q) daca si numai daca det4 # 0.

@ 9. Rezolvati in inelul (Z,, +, *) ecuatiile:
a) 7x+3=0; b)2x+4=0; ¢) dx+5=0.
@ 10. Fie R = {0, 1, a, b} un inel. Aratati ca:
a) functia f: R —> R, f(x) = 1 + x este bijectiva;
b) > f(x)=1l+a+bsil+1+1+1=0.

XeR

@8 11. Fie R inel in care x° = x, V x € R. Aratati ca
X=x,Vx€R.

@8 12. Fie R inel cu 8 elemente avand proprietatea
cal+1=0.Aratati ca
X+1l=x+DHXFP+x2+DHXP+x+1),Vxe R



Corpuri

Un cadru ideal pentru efectuarea calculului algebric este
oferit de inelele in care orice element nenul este inversabil in
raport cu inmultirea. Un astfel de inel este ...

Corpul. Proprietati, exemple

Defintie.

Un inel K se numeste corp daca e # u si orice element nenul
din K este simetrizabil in raport cu inmultirea. Daca Tnmultirea
este comutativa, K se numeste corp comutativ.

Observatie.
e # u Inseamna ca elementul neutru fatad de legea aditiva
este diferit de elementul neutru fatd de legea multiplicativa.

Proprietatea 1. Un corp nu are divizori ai lui zero.

Demonstratie. Fie (K, +, )uncorpsia, b€ K,a # 0,b # 0,
ab =0. Avem b = 1-b = (a'a)b = a'(ab) = a'-0 =0,
contradictie. m

Proprietatea 2. Elementele nenule ale unui corp formeazd
grup cu inmultirea.

Demonstratie. Fie (K, +, -) un corp, K* = K\ {0}. Daca a, b € K*,
atunci ab # 0 pentru cd un corp nu are divizori ai lui zero, deci
K* este o parte stabild a lui K in raport cu inmultirea. Cum intr-un
corp 1 # 0, rezultd cd 1 € K*. Deducem ca operatia indusa pe
K* de inmultirea lui K este asociativa si admite pe 1 ca element
neutru. Daca x € K*, atunci x # 0 si fie x! inversul lui x in
raport cu inmultirea Iui K. Cum x'x =1 # 0, rezulta ca x' # 0 si
atunci x' € K*. Evident, x! este inversul lui x si in raport cu
operatia indusd pe K* de inmultirea lui K. Atunci (K*, -) este grup,
numit grupul multiplicativ al corpului K. =

Proprietatea 3. Orice domeniu de integritate finit este corp.

Demonstratie. Fie (R, +, -) un domeniu de integritate. Avem
1 # 0 si din ax = ay, a # 0 rezultd x = y.

Fiea € R, a # 0. Functia f: R = R, f(x) = ax este injectiva
pentru cd, dacd f (x) = f (v), atunci ax = ay, deci x = y. Cum
multimea R este finitd, rezultd ca f este si functie surjectiva.

In aceste conditii, pentru 1 € R existd a' € R astfel incat
f(a") =1, adicd aa’ = 1. Analog se aratd ca existd @'’ € R astfel
incat a'a = 1. Cum inmultirea este asociativad, avem a' = a'’.

’

Rezulta ca a este inversabil si a' =d'. m

Exemple de corpuri — tema de sinteza

Caracterizarea structurii algebrice de
corp prin intermediul proprietdtilor
operatiilor

1) Fie (K, +, *) un corp si a, b € K,
a # 0. Aratati ca ecuatia liniard ax + b =0
are solutie unica in K, anume x = —a'b.

2) Rezolvati in corpul Z, ecuatia 3r+1=0.
3) Fie K un corp comutativ,

b
A:(“ d]e,/ié(l() si D =detd € K.
C

a) Daca D # 0si a, B € K, atunci siste-

o ax+by=a . .
mul liniar are solutie unica
ex+dy=p
b
in K, anume x= D, y= @« D"
d c B
(Regula lui Cramer). A oA A
2x+3y=1
b) Rezolvati in Z, sistemul 1, .=
2x+4y=3

4) Fie Q multimea numerelor ratio-
nale. Se definesc legile de compozitie:
x*xy=x+y-1,Vx,ye Q
xoy=x+y—xy, Vx,yeQ.

a) Aratati ca legile ,,*“ si ,,0 “ sunt bine
definite.

b) Determinati elementul neutru fatd de *”.
¢) Determinati elementul neutru fatd de o
d) Aratati cd xo(y*z)=(xoy)*(xoz),
Vx, v, z€ Q.

e) Demonstrati ca (Q, *, o) este corp.
f) Calculati inversul lui 2.

g) Calculati 3%47'*(-2)02"", unde prin
47'si 27! am notat inversul lui 4, respectiv
2, fatd de legea ,,0 .

5) Care dintre urmatoarele inele sunt
corpuri: Z,,+,), Z,,+,9),
(27""")’ (29""")’ (ZIO’+")7
Z,,+,), (Z,,+,-)? Justificati.

1) Inelele (Q, +, -), (R, +, ) si (C, +, -) sunt corpuri comutative, numite respectiv corpul numerelor
rationale, corpul numerelor reale si corpul numerelor complexe.
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Demonstratie. Pentru (Q, +, -) si (R, +, -) axiomele corpului se verifica cu usurinta.
Pentru (C, +, -) sa verificdim numai existenta elementului invers. Fiez=a + bi€ C,z # 0, a, b € R. Atunci

a # 0sau b # 0, deci a> + b*> # 0. Deoarece (a+bi)( Za > = Zb 2i)zl, avem z ' = 2a 5= 2b 1.
a+b a+b a+b a+b
2) Multimea (D(\/E )={a+ b2 ‘ a,beQ} este corp in raport cu adunarea si inmultirea numerelor reale.
Demonstratie. Fie u, ve(D(\/E), u=a+bJ2, v=c+dJ2, a,b,c,deQ. Avem u+v=(a+c)+(b+d)\/§ e(D(\/E) ,
uv =(ac +2bd)+ (ad + bc)ﬁ € (D(\/E ), deci (D(\/E ) este stabila in raport cu adunarea si inmultirea. Se verifica
usor ca (D(\/E ) este inel in raport cu operatiile induse. Elementul zero este 0 =0+ 0~/2 , iar unitatea este 1=1+0~/2 .
Daca ue (D(\E), u=a+bJ2 siu # 0, atunci a # 0 sau b # 0. Rezulta ca a*> — 2b*> # 0 (pentru ca din

2
@ —-2b*=0si b=0 deducem a = 0, iar din a®> — 2b*> =0 si b # 0 deducem ca 2=(%) cu %e@, ambele
a b

variante fiind contradictorii), deci numarul u'=— YRRy V2 e (D(\/E) si avem uu'=1. Asadar u
a - a -
este inversabil 1n (D(\/E) siu' =u'.

3) Inelele (Z, +, ) si (Z

Demonstratie. Ecuatia 2x = 1 nu are solutii in Z (2 # 0 nu este inversabil in Z). In inelul (Z

1» +, 7) nu sunt corpuri.

» T ) avem
420,60 si 4.6=24=0. Cum un corp nu are divizori ai lui zero, rezulta ca (Z,,, +, -) nu este corp.

4) Inelul (Zp, +, *), p > 1 este corp dacd si numai dacd p este numar prim.

Demonstratie. Reamintim ca un numadr intreg p > 1 este prim daca din p ’ ab,cua, be Z, rezulta p ’ a sau
p | b. S observam ci din p > 1 rezulta 1 0. Daci p este prim si ab=0 1n inelul Z,, atunci ab=0 , deci p | ab,
de unde p | a sau p | b, adicd a=0 sau b=0.

Asadar, daca p este prim, atunci Zp este domeniu de integritate finit si deci corp conform proprietatii 3.

Daca p nu este prim, exista a, b € Z astfel incat p ’ ab, p )( a, p )( b, ceea ce revine la ab= 0,a#0 si

b+ 0 . Deci Zp are divizori ai lui zero dacd p nu este prim si atunci nu poate fi corp.

01234

Astfel, inelele (Z,, +, ), (Z,, +, ), (Z,, +, "), (Z,, +, ) etc. sunt corpuri. Faptul ca E) (:) (} (:) (:) (:)
orice clasd aeZ,, 4+0 este inversabild se poate observa si pe tabla inmultirii lui Z: 1 9 IA % % ‘}
121,5723,3125,4 24 2024 13
Grupul multiplicativ (Z’;, -) al corpului Z are 4 elemente, Z;k = {i, 2, é, 21} si tabla 2 % 2 31 g 12

inmultirii acestui grup este cuprinsa in tabla inmultiri lui Z..

PREBLEAE o 1. Pe multimea K = R x R definim @ 3. Pemultimea R =Z X Z se definesc operatiile:
= e ot (@ b)+(c,d)=(a+c, b+d;
== legile de compozitie: > > > >
(a,b) + (¢, d)= (a + ¢, b + d), (a, b)-(c, d) = (ac — bd, ad + bc),Va, b, c, d € Z.
pearis€  (a, b)-(c, d) = (ac — bd, ad + bc). (i) Aratati ca R are o structurd de inel comutativ in
Aratati cd (K, +, *) este corp comutativ. raport cu aceste operatii.

(ii) Determinati elementele inversabile ale inelului R.
@ 2. Peintervalul K = (0, ©) < R definim legile

de COInpOZI'gle ,,T“ §1 ”J_“ (tl”uc §1 antitruc): “ ' .4. Fi‘e C.l, b,“c G IR Pe IR defll‘llm leglle de com-
xTy=x,Vx,yEK si pozitie ,, T* si ,,L“ prin:
xLy=xvVx ye K. xTy=ax+by-2,Vx,ye Rsi

Aratati ca tripletul (K, T, L) este corp comutativ. xLly=xy-2x-2y+c¢,Vx,ye R

Determinati a, b, ¢ astfel incat (R, T, L) sa fie corp.
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a —b
* ) 5. Fie K =1 .
b a

Arataticad + A+ A=0si(4 + By’ =A4°+ B, oricare
ar fi A, Be K.

7, éez3} < M(Zy).

@8 6. Fie K un inel cu patru elemente.

Aratati ca sunt echivalente urmatoarele afirmatii:
i) K este corp;
ii) 3a € K astfel incat a*> =1 + a.

Teste de evaluare

Testul 1

(3p) 1. Fie multimea K = (0, +o) cu operatiile

xTylen‘s/;, xly=xy.
Aratati ca tripletul (K, L, T) este corp comutativ.

Gp) 2. Cate elemente are multimea ./#(Z) a
matricelor cu elemente din Zz?

Cate elemente inversabile are inelului . /#(Z,)?

Gp) 3. Fie inelul ( |xeZ}, +, -). Care

= O =

0
0
0

= O =

este elementul unitate In raport cu inmultirea?

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord.

Testul 2

(3Bp) 1. Fie multimea K = (-0, 1) si operatiile:

xTy=1-(1-x)""  xLy=x+y—xy.

Demonstrati ca tripletul (K, L, T) este corp comutativ.
2. Care este multimea elementelor inversabile

din inelul 22 2 ?

3p)

Gp) 3. Fiede . A(@)siXE MR),cu A-X = %X .
Atunci:
a)X=1I1; bX=0; c)X=4;
dX=A4+1; e) X nu exista.

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord.

Probleme de tip bacalaureat

1. In inelul Z , considerdm ecuatiile =0,

=%, 2%t=4.

a) Sa se afle cate elemente inversabile in raport cu
inmultirea are inelul Z .

b) Sa se calculeze produsul solutiilor ecuatiei 23 =4 .
¢) Si se calculeze suma solutiilor ecuatiei %> =%.
d) Sa se afle numarul de solutii ale ecuatiei 3*=0.
e) Sa se afle probabilitatea ca, alegand un element

din inelul Z , acesta si fie o solutie a ecuatiei £* =0 .

12°
2. Pe multimea G = (-2, +) se defineste legea

xX*y=xy+2x+2y+2.

a) Sa se afle elementul neutru al legii.

b) Sa se afle simetricul lui 2 in raport cu legea ,, *

¢) Sa se calculeze suma solutiilor ecuatiei %° =% in Z,.

d) Sa se afle probabilitatea ca un element din inelul
Z, sa fie inversabil.

13

3. a) Si se afle cate solutii are ecuatia %’ =% in
inelul Z,.
b) Sa se afle cate elemente inversabile fatd de

adunare are inelul sz.
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¢) Si se calculeze cate solutii are ecuatia x°=% in
inelul (Z,, +, ).
d) Sa se calculeze produsul elementelor inelului Z,.

4. a) Sa se afle cate solutii are ecuatia =2 in
inelul Z,.

b) Sa se calculeze produsul elementelor multimii Z,.
¢) Sa se afle cate elemente inversabile fata de

inmultire sunt intr-un corp cu 3 elemente.

5. Fie p un numar prim, p = 3.
a) Sa se demonstreze ca Zpﬁ este grup fata de
adunare.

1

b) Sa se demonstreze ca VxeZ x#0, existd

p-1°
ye Z;_l astfel incat )/g\/ =1.

¢) Sa se demonstreze ca (me +, -) este corp.

d) Si se arate cd, dacd X€Z,_ | si %’ = 1, atunci
ef, p-13.

A A —_—

e) Sa se demonstreze ca 1-2-...-p—1=p—1.
f) S& se demonstreze ca, dacd p este numar
compus si nu este patrat perfect, atunci p’(p - D!



Traiectoria sagetii poate fi exprimata ca o §
_ functie de timp. Ceform are traiectoria sigetii pani
cand tir e mai
sageata deasup

£

b ﬂ' ICa Sul,
= /

~

\ Polinoame

Polinoame avand coeficienti intr-un corp comutativ

Definitia polinoamelor

Fie X un simbol numit nedeterminatd si K un corp comutativ.
Corpul K poate fi corpul Q al numerelor rationale, corpul R al
numerelor reale, corpul C al numerelor complexe sau un corp
Z, de clase de resturi, p numar prim.

Daca a, a,, ..., a,, ... este un sir de elemente din corpul K,
sir avand proprietatea cd doar un numar finit de elemente sunt
diferite de zero, atunci expresia formala f,

f=a,taX+aX+ . +aX+ .
se numeste polinom in nedeterminata X avand coeficientii in K;
elementul a,, k € N se numeste coeficientul de rang k al
polinomului f, iar a X* se numeste termenul de rang k al lui f.

Vom nota cu K[X] multimea tuturor polinoamelor avand
coeficientii in corpul K.

Cum Q c R < C, avem Q[X] < R[X] < C[X].

Dacd f'€ K[X], f=a,+aX+ ..+ aX + .., atunci termenii
a X* se omit cand a, = 0. Cand a,_ = 1, termenul 1 - X* se scrie
mai simplu X*.

Astfel in R[X] scriem:

f=3+2X+0X+5X+0X"+...=3+2X+5X

g=0+3X+0X+1-X+0X+.. =3X+X.

Polinomul din K[X] cu toti coeficientii egali cu zero se
numeste polinomul zero sau polinom nul si se noteaza cu 0.
Asadar 0=0+0-X+0 - X*+..+0 - Xt+ ..

Definitie. Fie f, g€ K[X], f=a,+a X+ .. +a X'+ ..si
g=b,+bX+ .. +bX+ .

Spunem ca polinomul f este egal cu polinomul g si scriem
f= g, dacd a, = b, oricare ar fi k€ N.

Asadar, doua polinoame f si g din K[X] sunt egale daca
pentru orice £k € N coeficientul de rang k al lui f coincide cu
coeficientul de rang £ al lui g.
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1) Determinati corpul K pentru fiecare
dintre urmatoarele polinoame:

11 1,
=+ - X+-X7, feK[X]:
a) f 534S feK[X];

b) f=-1+X+X° —%X{feK[X];

¢ f=X"-1,feK[X];
d) f=X"-7X+1, feK[X];

0 f=X‘°—§X3,feK[X];

f) f=aX?+bX +1,a,b€Q, f €K[X];
g) f=V2+X, feK[X];

h) f=1+X+X*+ X —3X, feK[X];
i) f=-3+2J2X", feK[X];

D r=X"-X"4 X - X7, £ eK[X]:
K) f=aX*+bX+1,a,bcR, fcK[X];
) f=i+X?% feK[X];

m) f=1+iX-X? feK[X];

n) /=X +iX>+iX +1, f e K[X];

0) f=mX*-1,meC, f e K[X];

e



EFEMPLY Fief,ge R[X],f=c—1+4X+ Q2a - b)X?,
g=Ba-2b)X+ X*+dX3 unde a, b, ¢, d € R.
Sad determinam numerele a, b, ¢, d € R astfel incat
/=g
Conform definitiei egalitatii polinoamelor avem f = g daca
c—1=0
. . 3a—-2b=4
si numai daca , de unde a = -2, b = -5,
’ 2a—-b=1
d=0

c=1sid=0.
Fiefe K[X],f#0,f=a,+aX+ .. +aX+ ..
Cum f # 0, cel putin un coeficient al lui feste diferit de zero.

Numarul coeficientilor lui f diferiti de zero fiind finit, existd un
cel mai mare numar natural n astfel incat a, # 0.

Definitie. Fie f€ K[X],f# 0, f=a,+a X+ ...+ a X'+ ..
Cel mai mare numar natural n cu proprietatea a, # 0 se
numeste gradul polinomului f si se noteaza cu grad f.

Un polinom de forma aX" cua € K, a # 0si n € N se
numeste monom, gradul acestuia fiind egal cu n.

Dacife€ K[X],f#0,f=a,+ta X+ .. +aX+ . sigradf=n,
atunci putem scrie:

f=a,taX+aX + .. +aX,undea # 0.

Monomul @ X" se numeste termenul principal al lui f, iar a,
se numeste coeficientul dominant al lui f. Dacd a, = 1 spunem
ca f este polinom unitar sau polinom monic.

Coeficientul a, se numeste fermenul liber al polinomului f.
Polinoamele de grad zero si polinomul zero (al carui grad nu se
defineste) se numesc polinoame constante.

Dacd un polinom f e K[X], f#0 este scris f =a, +aX +
+..+a,X", atunci spunem cd f este reprezentat sub forma
canonicd, in ordinea crescdtoare a puterilor nedeterminatei.
Daca scriem = a X" + ... + a X + a,, atunci spunem ca f este
reprezentat sub forma canonicd, in ordinea descrescatoare a
puterilor nedeterminatei.

Exercitii rezolvate.

e

P) f=aX’+bX +1,a,beC, f eK[X];
qQ f=a,aeQ, feK[X];
r) f=a,acR, feK[X];
s) f=a,a€eC, feK[X].

2) Care dintre urmatoarele polinoame
sunt egale?

f=X*+X+1;
g=1+X+X%
h=1-X+X2

3) Determinati, in fiecare caz in parte,
numerele reale m si n astfel incat
polinoamele f'si g sa fie egale:

a) =X+ X 4mg=nX"+X+1;
b) f=X+2ng=mX+2;

¢ f=X>+m,g=mX*—n;

d) f=V5X2+m-n,g=+5X%;

e) f=X3+n,g=nX3+m\E.

4) Scrieti urmatoarele polinoame in
forma canonicd in ordinea descres-
catoare a puterilor nedeterminatei X:

a) f=X>+X+1;

b) f=3X"+X-2X*+7X;
€ f=X"—4X+5X+X°;

d) f=X2X*+X+5Xx"-2;
e f=iX>—iX?+2X"-1;

f) f=2X-8X?+3X°-8iX?;
g) f=6X-4X+3X-5X.

1) Fie fe RX],f=1+ (o — DX+ (o — 4a + 3)X* + (o? — 3o + 2)X°, o € R. Precizeaza gradul lui f.

Discutie in functie de valorile reale ale lui a.

Solutie. Se observa ca pentru o € {1; 2} se anuleaza coeficientul lui X*, cel al lui X* se anuleaza pentru
o€ {1; 3}, iar cel al lui X pentru oo € {—1; 1}. Rezultd ca pentru orice oo € R\ {1; 2}, grad f'= 3, pentru oo = 2,

grad f=2sipentrua=1, grad /=0 .

2) Determinati gradul polinomului f =(m® +1)X +1 dac:
Solutie. a) Daca me R, atunci m>+120 si gradf =1.

a) meR;

b) meC.

b) Din m”> +1=0, meC obtinem me{—i,i}. Daci me{—i, i}, atunci grad f=0; dacd me C\{-i,i},

atunci grad f' =1.
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Operatii cu polinoame

Fie K un corp comutativ si K[X] multimea polinoamelor in
nedeterminata X avand coeficientii in K. Pe multimea K[X]
introducem doud operatii algebrice, adunarea si inmultirea
polinoamelor si vom ardta cd in raport cu acestea K[X] are o
structura de inel comutativ.

¢ Adunarea polinoamelor

Fie f, g € K[X],

f=a,*+aX+. . +aX+. ., g=b+bX+. . +bX+..

Definim suma polinomului f cu polinomul g, notatd cu f+ g, prin

F+g = (ay+by)+ (@ +5)X +..+(a, +b)X  + ...

Sa observam ca f+ g € K[X], adica suma a doud polinoame
este tot un polinom. Aceastd afirmatie este evidentd cand /= 0
sau g = 0. Astfel, daca f=0=0+ 0X + ... + 0X* + ..., atunci
0+g=0+b)+O0+b)X +..+(0+b)X*  +..=b, +b X +...+
+h X' +..=g.

Putem deci presupune ca /' # 0 si g # 0. Daca n = gradf,
m=grad gsin < m,atunci f+g=a,+a X+ .. +aX +0X"+
+ oAb b X+ b X"+ 0X + = (a, + b))+ (a, +b)X+
+oH (@ )X D X4 b X+ OX

Rezulta ca f+ g are un numar finit de coeficienti diferiti de O,
deci f+ g € K[X].

Din calculul efectuat mai sus rezulta:

grad(f + g) = max{grad f, grad g}, daca m # n si

grad(f+ g) < max{grad f; grad g}, dacam =nsif+g # 0

Daca f€ K[X], f=a,+aX+ ..+ aX+ .., atunci polinomul
(-a,) + (a)X+ ...+ (-a)X* + ... se noteazd cu — f'si se numeste
opusul lui f.

Avem f+ (') = (-f) + f= 0. Intr-adevar
f+ () = @, + (a) + (@, + CaDX+ ...+ (@, + (Ca)Xe+ .=
=0+0X+..+0X+..=0sianalog se arata ca (-f) + /= 0.

Principalele proprietdti ale operatiei de adunare a
polinoamelor sunt mentionate in urmatorul enunt.

e

5) Calculati /' + g + h, stiind ca poli-
noamele f, g, h € C[X] si
a) f=X>+X+1,
g=X"-X-1,h=-2X2

b)f =X -iX>,
g=iX’—iX,
h=iX-1;

©) f=X'+iX+1-i,
g=-X"+i,

h=—iX —1.

In fiecare caz in parte determinati
gradul polinomului f+ g + A.

6) Calculati f+ g + h, daca f€ Z,[X],
g€ Z[X]sihe Z[X].
a) =X+ X+ X,
g=X>+X+1,
h=2X>+X*+2X +2;
b) f=X"+1,

7) Pentru fiecare dintre polinoamele
urmatoare f, g € C[X] calculati:

f+g

ii) —g

iii) f— g stiind ca:
a)f=X3-2X2+X-1,
g=-X?+1;
b)f=X*-X2+2,
g=-X*+X2*-2;

Teorema 1. Fie K un corp comutativ si K[X] multimea
polinoamelor in nedeterminanta X avand coeficientii in K.
Avem:

(D) (f+g +h=f+(g+h), VY, g he K[X] (asociativitate)
2)f +g=g+ 1, Vf, g € K[X] (comutativitate)

(3) 0+ f=f+0=f, Vfe K[X] (polinomul 0 este element neutru)
@) f+ (f)= () +f=0,Vfe K[X] (orice polinom are opus)

Altfel spus, K[X] este grup abelian in raport cu operatia de
adunare a polinoamelor.
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o) f=3X-X?

g=3X2-X
df=X"+X+X5,
g=X*+X3+X?

e) [=X"-5X+2,
g=X’-5X+2;

f) f=0+i)+(1-D)X+iX* —iX°,
g=—i+iX +(1-)X*+(1+i)X°.




Demonstratie. (2) Dacd a, si b, sunt coeficientii de rang k ai
lui f, respectiv g, atunci a, + b, este coeficientul de rang & al lui
f+g, iarcelal lui g+ feste b, +a,. Cuma, + b = b, + a,, oricare
ar fi k (adunarea corpului K este comutativad) rezulta ca f+ g =
=gt/f

Proprietatea (1) se verifica analog, iar proprietatile (3) si (4) au
fost deja demonstrate in aliniatele care preced enuntul teoremei. m

Pe K[X] se poate defini si operatia de scadere a polinoamelor
prin: ot

f-g=/+(=¢g),Vf,geK[X].

Conform acestei definitii putem simplifica scrierea
polinoamelor. Astfel polinomul 3 + 2X + (-5)X? poate fi scris
3 + 2X - 5X%, iar polinomul (-3) + (—4)X + 2X° poate fi scris
-3 -4X +2X.

LREmpLE

@ 1) Daca f, g € Q[X],
2
f:§—5X+4X3’g= 1 + 2X - 3X 2, atunci:

f+g=(%+1)+(—5+2)X+(0—3)X2 HEHOX =330 317 44X

—g=—1-2X+3X"si
f—g:(%—l)+(—5—2)X+(0+3)X2+(4—0)X3=—%—7X+3X2+4X3.
2)Dacdf, g€ Z [X], f=3+2X+X", g=1+3X+2X" atunci
f+g=0G+D+C+)Xx+(+2)X*=4+0X +3X* =4+3X7,
g =(-D+OX +(DX*=4+2x +3x7.
f—g=f+(2)=C+H+C+DX +(+)X*=2+4X +4X".

¢ Inmultirea polinoamelor
Sa definim acum operatia de inmultire a polinoamelor.
Fief,g€ K[X], f=a,ta X+ ... +aX+ .,
g=b+bX+ . . +bX+ ..
Definim produsul lui f cu g, notat fg, prin
fg=c,tcX+ . +cX+ .., unde
¢, = a,b,
¢, =ab +ab,
¢,=apb,+ab +ab,

c =ah +ab,  +..+aby= Y ab,.
i+ j=k

Evident, daca f'= 0 sau g = 0, atunci fg = 0.
Presupunem ca f'# 0 si g # 0. Fie n = grad f'si m = grad g.
Cand k>n+msii+j=kavemi>nsauj>m,decia =0sau
b, =0siatunci ¢, = 3 ab,=0.
i+j=k
Cand k = n + m toate produsele aibj sunt egale cu 0 mai putin
cel corespunzator lui i = n si j = m care este egal cua b+ 0.
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8) Calculati f+ g, —f, —g si f— g daca
/g€ Z[X]si:
a) f=X>+42, g=X>+3X+2;
b) f=3X+1, g=X>+X+3;
©) f=X +X* 43X +3X2+3X +1,
g=3X 43X+ XP+ X?+ X +3.

9) Determinati numerele complexe a
sibstindcaf=X*+aX+i,g=-X"-iX+
tbsif+g=0, fge ClX]

10) Determinati @, b € Z, stiind ca
f=X+a g=bX’+1si f+g=0,
/> g € L,[X].

11) Determinati a € Z, astfel incat
gradul polinomului f sd fie egal cu 3 in
fiecare din cazurile urmatoare:

a) f=aX"+2X +1;
b) f=(a+DX*+2.
In fiecare caz in parte scrieti toate

polinoamele f € Z.[X] care indeplinesc
conditia data.

12) Calculati /- g daca:
a) f=X-1g=X*+X+1si
f.g eRIX];

b) f=X+1,g=X>-X+1si
f.g eRLXT;

) f=X-Lg=X"+X"+X+1si
f.g eRIX];

d f=X+L,g=X-X*"+X-1,
f.g eRIX];

e f=X'"+ X+ X +X+1,g=X—1,
f.g eRIX];

f) f=X'- X+ X - X+l g=X+1,
f.g eRIX];




Concluzionam ca produsul fg al polinoamelor f si g este tot
un polinom, iar dacd f # 0 si g # 0 atunci termenul (respectiv
coeficientul) principal al produsului fg este egal cu produsul
termenilor (respectiv coeficientilor) principali ai lui f si g.

Mai mult, daca f# 0 si g # 0, atunci fg # 0 si

grad fg = grad f'+ grad g,
adicd gradul produsului este egal cu suma gradelor factorilor.

Candf# 0, g # 0, iar grad /= n si grad g = m, atunci produsul
fg poate fi precizat dupa cum urmeaza:

fg =a)b, +(a,b, + ab)X +(a,b, + ab, + aQbO)X2 + +( > aibijk +

i+j=k
-1
+ ..+(a_b +ab, X" +ab X"

Principalele proprietdti ale operatiei de inmultire a
polinoamelor sunt enumerate in enuntul urmator:

Teorema 2. Fie K un corp comutativ si K[X] multimea
polinoamelor in nedeterminata X avand coeficientii in K.
Avem:
(1) (fo)h = figh), Nf, g, h € K[X] (asociativitate)
(2) fg = gf, V1, g € K[X] (comutativitate)
3)1-f=f-1=f, Vfe K[X] (polinomul 1 este element neutru)
@) fig + h)=fg + fh, Y, g, h € K[X] (distributivitatea iInmultirii
in raport cu adunarea)

Demonstratie
(1) Fie a, b, c, i € N coeficientii de rang i respectiv ai
polinoamelor f, g si h. Fie u,_si v, k € N coeficientii lui fg,
respectiv (fg)h. Pentru orice p € N avem:
v,= D U = Y, (Z al.bj] ¢ = 2 (ab)e
s+k=p s+k=p \i+j=s (i+))+k
< - . .
Analog, dacd v, este coeficientul de rang p al polinomului

flgh), atunci: .
V, = Z ai(bjck)_
i+(j+k)
Cum inmultirea corpului K este asociativd avem
(ab))c, = a(b,c,), oricare ar fi i, j, k € N. Rezultd ca v, =V,

oricare ar fi p € N, de unde (fg)h = figh).
Demonstratiile pentru afirmatiile (2), (3) si (4) sunt mai usoare
si le propunem ca exercitiu. m

Din teoremele 1 si 2 rezulta:

e

g f=X"-X+lLg=X+2si
/.geR[X];
h) f=1+i+(1-i)X +iX>,
g=(1-)+1+)X-iX*, f,geR[X];
) f=1+X+X,g=1-X+X*si
/.geR[X];
D =X +X"+X,g=X"-X"+1,
f.g eRIX].

In fiecare caz in parte determinati

grad f, grad g si grad (fg).

13) Daca f =X —i, f € C[X] calculati:
a)f% b)Y o ftfh A=/

14) Fie polinoamele
f= X+ 1P —(X— 1) si
g=X+1y-X-1),f ge RX]
a) Calculati /2.
b) Calculati g.
c) Calculati f? — g
d) Calculati '+ g.
e) Calculati /- g.

f) Calculati (f + g2)(f — 2).

15) Fie polinoamele f= (X + 1> — (X— 1)
sig=X+iy - (X-ip, [ ge ClX].
a) Calculati /2.
b) Calculati g.
c) Calculati f* — g
d) Calculati '+ g.
e) Calculati /- g.
f) Calculati (f + g)(f — 2).

Corolar. Multimea K[X] a polinoamelor in nedeterminata X
cu coeficienti in corpul comutativ K este inel comutativ in raport
cu adunarea si inmultirea polinoamelor.

In cele ce urmeaza K[X] este numit inelul polinoamelor in
nedeterminata X avand coeficientii in corpul K.
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16) Se dau polinoamele f, f, € C[X]
fi=A+D)+ 1 -DX+iX?-iX’si
L=t X+ (1 -DX>+ (1 +)X°,

Determinati polinomul f, € C[X]
stiind ca f, + 1, + 1, = 0.

17) Calculati fg stiind ca f, g€ Z,[X] si
a) [=X"+2,
g=X>+3X+2;




In particular, Q[X] (respectiv R[X], C[X]) este numit inelul
polinoamelor in nedeterminata X avand coeficientii rationali
(respectiv reali, complecsi).

Dacd p este un numdr prim, atunci ZP[X] este numit inelul
polinoamelor in nedeterminata X avand coeficientii in corpul
claselor de resturi modulo p.

De asemenea, vom nota cu Z[X] multimea polinoamelor in
nedeterminata X avand coeficientii intregi. Avem evident
Z[X] < Q[X], iar daca f, g € Z[X], atunci f + g € Z[X] si
fe € Z[X]. Rezulta ca Z[X] este inel in raport cu operatiile de
adunare si de Tnmultire induse de adunarea si de inmultirea
polinoamelor din Q[X]. Deci Z[X] este inelul polinoamelor in
nedeterminata X avand coeficientii intregi.

Observatie. Intr-un inel de polinoame K[X], unde K este
corp comutativ, sunt adevarate regulile de calcul dintr-un inel
comutativ. Asadar, daca f, g, h € K[X] si n € N*, atunci:

(1) fi=g) = (g = —fg (regula semnelor)

(2) flg— h) = fg— fh (distributivitatea inmultirii In raport cu scdderea)
G +alf-g=r-¢

@f-g=(-0*+fg+g)

frre=teoi-fete)

G (f+2) =kZOC,f et

Exercitii rezolvate.

e

b) f=3X+1,

g=X>+X+3;

©) f=X+X*+3X+3X2+3X +1,
g=3X 43X+ X3+ X2+ X +3.

In fiecare caz in parte determinati
grad f, grad g si grad (fg).

18) Verificati proprietatile (1)-(5) din
observatie pentru urmatoarele polinoame:
a) f=X"-1, g=X"+],

/.geX];
b) f=X’+1, g=X"+2,
f.g e X].
o) [=X"-1, g=X"+],
f,g e ClX].

d f[=X"-2X+], g=X+1),
f.geClX].

1) Fie polinoamele 1, g € R[X], f =2X° - X* + 3X + 1, g = 5X* — 2X + 3. Calculati produsul fg.
Solutie. Metoda I (pe baza definitiei produsului). Produsul fg este polinom de gradul 3 + 2 = 5, deci

fg=cX+tc X ++c X +c X +cX+c,cuc,e R, i=0,5.

Notand cu a, coeficientii lui f'si cu bj pe cei ai lui g si folosind definitia produsului, avem:

c,=ab,=1-3=3
¢, =ab +ab,=1-(2)+3-3=7
c,=ab,+ab +tab,=1-5+3-(2)+(-1)-3=-+4
c,=ab,tab tab,=3-5+(-1)-(2)+2-3=23
c,=ab,tab =(-1)-5+2-(-2)=-9
c;=ab,=2-5=10

Asadar fg = 10X° — 9X* + 23X —4X> + 7X + 3

Metoda a Il-a (folosind distributivitatea Tnmultirii fatd de adunare)
Inmultim succesiv pe f cu monoamele lui g si adundm apoi monoamele de acelasi grad (adica reducem

termenii asemenea). Calculele pot fi organizate ca la Tnmultirea numerelor naturale scrise in baza 10 (fara sa
mai avem corespondent pentru transfer de unitate cand suma cifrelor este mai mare sau egald decat 10).

f=2X-XxX+3X+1-
g=5X"-2X+3
6X° -3X*+9X+ 3
—4X*+2X° - 6X2 - 2X
10X° — 5X* + 15X° + 5X°.
fg=10X° - 9X* + 23X° —4X* + 7X + 3
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2)Fief, g€ Z,[X], f=3X"+2X+3,g=2X"+3X+4. Calculati fg.
Solutie. Avem: F=3X+3Xx+3
g=2X"+3X+4
5X*+ X +5
2XP+6X7+2X
6X*+4X° +6X°

g=6X*"+6X°+3X*+3X +5 T
0. Inmultirea polinoamelor cu scalari . . 19) Dacd f= (X + 1) + (X — 1)? si
. Fie K un corp comutativ. Elementele cs)rpulul'K sunt numite g=(X+ipP+X-i)f ge CLX],
si scalari. Considerate ca elemente ale inelului K[X] acestea leulati:
sunt numite polinoame constante. catouiait:
Dacia € K si fe K[X], f=a,+aX+ ..+ aX" atunci a) 2f;
produsul af al polinomului constant @ cu polinomul f este, con- b) 3g;
form regulii de inmultire a polinoamelor, urmatorul polinom:

af = aa, + (aa )X + ... + (aa )X Y- 3
Polinomul af se numeste produsul polinomului f cu scalarul a. d) /%
Din Teorema 2 rezultd cd inmultirea polinoamelor cu scalari e) g%

are proprietatile: ——
()@+by=af+bf  Q)af+g)=af+ag Dio-e
(3) a(bf) = (ab)f @H1-f=f 2) 5(f + 2).

oricare ar fi a, b € K, f, g € K[X].
De asemenea, o verificare imediata arata ca

(5) (af )g = f (ag) = a(fg), Va € K, VIf, g € K[X].

Exercitii rezolvate.

1) Determinati toate polinoamele f'de grad neN* care verifica relatia:
A+X+ .. +X)f(X)=fD+f(X)+ ... +f(X") ot
(dacd f=ay+aX+ .. +a, X" eC[X] si geC[X], atunci f(g)=a,+ag+ .. +a,g").
Solutie. Observam ca dacd grad f =n si grad g=m atunci grad f(g)=nm.
Deci grad (f()+ f(X)+ ... +f(X")=n? iar grad 1+ X+ .. +X")f(X)=2n Deducem ci n’=2n,
deci n = 2. Asadar polinomul este de forma f =aX” +bX +c, a,b,ceC,a=0. Relatia datd devine:
I+ X+ X)) (aX?+bX +c)=(a+b+c)+(aX? +bX +c)+(aX* +bX* +¢).
Obtinem: aX* +(a+b)X°’ +(a+b+c)X*+(b+c)X +c=aX* +(a+b)X* +bX +a+b+3c .
Doua polinoame sunt egale daca au acelasi grad si coeficientii egali.
Deci a+b=0, a+b+c=a+b, b+c=b si c=a+b+3c. Deci c=0, b=-a si fzaX2 —aX, aeC*.
2) Sa se determine a, b € R si f'€ R[X] astfel incat aX * + bX 3 + 1 = (X — 1)’AX).
Solutie. Evident grad /= 2 si coeficientul dominant al lui f este egal cu a. Asadar {X) = aX* + cX + d,
unde ¢, d € R. Rezulta ca aX* + bX* + 1 = (X — 1)? (aX* + cX + d).

Identificand coeficientii, dupa ce se efectueaza produsul din membrul drept al egalitatii precedente, se

c—2a=b
a—2c+d=0

obtine sistemul: |c—2d=0 .Seobtina=3,b=-4,c=2sid=1. In particular f=3X> + 2X + 1.
d=1
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@ 1. Determinati gradele polinoamelor
a)f=m-—1+m*-3m+2)X+ (m-2)X%,
me R, fe R[X].

E bg=2+1+0+DX+(+i)(Z+ )X,
e C, ge CLX]

N

o
z e C. Determinati z astfel incat /= g.
@ 3. Fief=3+toX+(a-2)X,g=1-2X+

+ o(a — 3)X 2, a € R. Calculati grad(f + g) si
grad fg. Discutie in functie de valorile reale ale Iui o.

2. Fie f=1+z2X"+X’, g=2+2X"+X°,

@ 4. Determinati grad f'daca f€ R [X],
f=m*-3m+2)X+(m*—4m+3)X*>+(m* - HX+ 1,
me R.

@ S.Calculati f+ g, f— g si 2f+ 3g daca:
aA)f=1+X+X,g=1-X2+X3
b)f=(+i+(1-iPX g=2i+3-)X.

@ 6. Calculati fg daca:
aA)f=1+X,g=1-X+X*-X+X%
b)f=2i+(1+)X+iX3,g=1+i+ (1 -i)X

@ 7.Fief, g€ Z[X],
[=2X+4X7 43X +1,g=3X" +2X*+ X +2.
Calculati: a) f+ g; b) f—g; ¢) fg; d) 31 +2g.

@ 8. Fie polinoamele f,, f,, f; € Z[X]. Determinati
f=fi-fyf, daca:

a) fi=X"+X+1, f,=X"-X+1, f,=X"-1;
b) fi=X" —-X¥ 41, £,=X" -Xx7 +1,
f3=X2H+X2H+1,ne|N,n>2-

@ 9. Fie polinoamele f,, f, € Z[X]. Determinati
f=ff, daca:

n—1
a) fi=2 (=X f=(X -1
k=0
2n—1
b) fi= D> (D @n-k)x ! f =(X+1),
k=0
@ 10. Demonstrati relatia:
(X +2X°+ .. +nX")(1-X)* =
=nX"? —(n+ DX+ X, VneN*

@ 11. Determinati un polinom f'de gradul al doilea
si un polinom g de gradul intai astfel incat sa avem:
X-Df+X+)g=-2X-2.

59

@ 12. Determinati f eR[X], f =X" +X° + X* +aX +b
stiind ca este patratul unui polinom ge R[X].

@ 13. Se dau polinoamele f=aX + b sig=AX+ B.
Aritati ca daca f(g(X))=g(f(X)), atunci
(a-1)(B-b)=b(A-a).

grad f=grad g =1 si
X?+2X+2)f+ (X2 +3X+3)g=1.

14. Determinati f, g € Q[X] astfel incat

@ 15. Aratati ca:
a)f+/+f=0,V/€ Z|X];

b) (f+gy=7*+g Vf ge Z][X];
c) Calculati X%+ X +1).

@ 16. Fie a, b, c trei numere reale distincte si
polinoamele f= (X - b) (X —¢),g= X - a)(X—c) si
h= (X - a)X - b). Daca af + Bg + yh = 0, unde
o, B,y€ R atuncia =B =7 =0.

@ 17. Fie f, g, h € R[X] astfel incat grad f = 3,
grad g =2 sigrad h = 1.

Daca of + g + v = 0, unde a, B, y € R, atunci
a=B=y=0.
@ 18. Determinati a, b, ¢, d € R astfel incat
X3-3X2-2X+ 1l =aX -2 + b(X -2 + (X -2) +
+d.

@ 19. Aratati ca:
X~ 1=X- DX +X2+ .. +X+1),ne N.
b)X"+1=X+ )X -X2+..-X+ 1), nimpar.

@D 20. Aratati ca:
(f+g) =f"+Cf" g+ . +Cf" g + . . +g"neN

@ 21. Determinati polinomul /'€ R[X], f # 0,
fX)=aX" +a X'+ .. +aX+ a,astfel incat
SO =fX+1),unde f(X+1)=a X+ 1)+
ta X+1D)'+ . +taX+1)+a,

@ 22. Determinati f, g € Q[X] daca

grad f=gradg=1, f(X) + 2(X)=X*>+ 1 si
f(2)g2) = 2.

@ 23.Fiefe R[X], f=2X°-5X2+3X-4.
Determinati a, b, ¢, d € R astfel incat
f=aX-2P+bX-2)+c(X-2)+d.

@ 24. Determinati a, b € R stiind ca exista un

polinom g € R[X] astfel incat
X4+ X3+ X2+ aX+b=g(X).



Impartirea cu rest a polinoamelor

Teorema impartirii cu rest pentru polinoame

Inelul K[X], unde K este corp comutativ, are proprietati de
naturd aritmeticd asemanatoare cu cele ale inelului Z, al
numerelor intregi.
A NE Proprietatile aritmetice ale inelului Z au ca suport
: teorema impdrtirii cu rest sau a impdrtirii euclidiene.
Amintim aceastd teoremd in formularea urmatoare:
dacd b este un numdr intreg, b > 0, atunci oricare ar fi
a € Z existd q, r € Z unic determinate astfel incat:

a=bg+rcul<r<b

Numerele g si 7 se numesc cdtul, respectiv restul impartirii
euclidiene a lui a prin b.

.‘I;n--...';.rn A

RS - l)Dacaa=37sib=>5,atuncig="7sir=2
2) Daca a =-25si b =17, atunci g = —4 si r = 3.

3) Daca a =1955si b =15, atunci ¢ = 13 si r = 0.

Teorema impadrtirii cu rest pentru numere intregi este
adevarata si in inelul K[X], unde K este corp comutativ, in
formularea urmatoare.

Teorema 1. Fie g un polinom din K[X], g # 0. Oricare ar fi
polinomul /'€ K[X], exista polinoamele g, » € K[X] unic deter-
minate astfel Tncat:

f=gq+rcugrad r < grad g, daca r # 0.

Demonstratia cuprinde doud etape: existenta polinoamelor
g si r si unicitatea lor.

Existenta. Daca = 0, atunci putem lua ¢ =0 si » = 0.

Dacdf# Ofien=gradfsim=gradg,f=a X"+ .. +taX+a,
g=bX"+..+bX+b,

Daca n < m afirmatia din enunt este adevarata daca luam ¢ = 0
sir=f.

Presupunem n > m si ca afirmatia din enunt este adevarata
pentru polinomul f, € K[X], f,# 0 cu grad f, < n. Fie f, € K[X]
definit prin

W |p=r-pxe|

a
unde cu - se noteazd elementul ab,'€K .

Termenul principal al polinomului Z—"X ""g este

Z—”X ""b, X" =a,X". Asadar polinoamele f si Z—"
acelasi termen principal, deci grad f, < grad f'= n cand f, # 0.
Conform ipotezei de inductie existd doud polinoame
q,,» r, € K[X] astfel incét
(2)f, = gq, +r, cugrad r, < grad g, dacd r, # 0.

X""g au
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1) Scrieti teorema impartirii cu rest
(impartirii euclidiene) pentru fiecare
dintre exemplele urmatoare:

a) 375
33
b) 25[7
zik;
=4
o) 257
2814
=3
d) 195F§
15 [13
=45
45

2) Determinati catul si restul impartirii
polinomului f la g in cazurile:
a) f=X"-3X"+2X+1, g=X"+X,
/g€ QX];
b) f=3X2+5X+1, g=/3X +1,
/g€ RAL.
) f=3X>+5X+1, g=3X+1,
fge Z[X]. R R
d =X +X+X+1, g=X"+1,
/g € Z,[X];

3) Fie polinoamele din Z[X]
f=X'"-X -X*'+X’-2X*+5X -4
si g=X"-2X+3.

In acest caz catul si restul impartirii
lui fla g sunt X*+X°-2X°-6X -8,
respectiv 7.X + 20.




Folosind (1) si (2) se obtine f=g(q1+Z—”X”""J+iq si

m

rezultatul din enunt este adevarat dacid punem ¢=¢, +Z—"X o
sir=r,. "
Unicitatea. Daca f=gq+r=gq +v cugq, q', r, ¥ € K[X],
grad » < grad g, grad ' < grad g atunci g(q — ¢') =¥ — r. Daca
v # r,atunci ¢ # q' si avem m > grad (+' — r) = grad g +
+ grad (¢ — q¢') = m, deci m > m. Contradictie. Asadar r = 7', deci
glg—q")=0sicum g # 0, obtinem g — ¢’ =0, de unde ¢ = ¢'.m
Observatie. Demonstratia teoremei precedente oferd si un
algoritm de calcul, adicd o procedurd de determinare efectiva a

catului ¢ si restului » prin executia de un numar finit (mai mic
sau egal decat n — m + 1) de ori a pasului de la (1). Intr-adevar

a n—m
dacéf1=Osauf1¢Ocugradf1<m,atuncir=fl§iq=b—”X )

Daca grad f, = n, = m si af,]” este coeficientul dominant al lui f,,
atunci se aplica (1) lui /= f, si definim polinomul f,
(1)
a

o= fi-g-X""g.

m

0)
a n—m n n—m A - A
Avem f=g b—"X +b—‘X‘ + f, s.am.d. pand cand se

m m

gaseste un prim polinom f, = 0 sau f, # 0 si grad f, < m.

(1) (k)
a m 4G - a -
Vom avea q=b—”X" '"+biX”‘ "t ];A X" sir=f.
m m m

Aceastd procedurda de determinare a catului ¢ si restului
este cunoscutd sub numele de algoritmul impdrtirii euclidiene
pentru polinoame avand coeficientii intr-un corp comutativ K.

Exercitii rezolvate.

1) Fie f, g € Q[X], f=2X + 9X* + 2X° — 17X* + 3X + 8,
g =x*+2x - 3. Sa determinam catul si restul impartirii euclidiene
a lui fprin g.

Solutie:

Avem n =5 si m = 2. Folosind pasul (1) determindm succesiv
polinoamele f,, f,, ... pand cand se obtine primul pglinom J/, astfel
inct f, = 0 sau f, # 0 si grad f, <m = 2. Avem r = f,. In cazul nostru:

f =f—%X5‘2g=5X4+8X3—17X2+3X—8
£ =f1—%X4'2g=—2X3—2X2+3X—8
jgzjg—(_—lz)f*g:zxz—s)(—s

f, =f3—%X2'2g=—7X—2,

Ca si 1n cazul impartirii euclidiene a numerelor intregi,
calculele precedente pot fi prezentate astfel:
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4) Determinati catul si restul impartirii
polinomului / la polinomul g iar apoi
scrieti teorema Tmpartirii cu rest, in
fiecare dintre cazurile:

a) f=2X"+X"-5X"-8X+1,
g=X*-3.f g€ R[X].

b) f=2X°-3X"+2X7-10X +1,
g=X-X+1,f, g€ Q[X].

¢) f=iX*-(1+)X* +3iX -1-i,
g=X-2i,f ge CXl.

5) Determinati @ € R astfel incat
polinomul fe R[X],
f=X'-aX’+(Ba+7) X’ —aX +3
sd dea la impartirea cu X +1 restul 3.

6) Determinati a si b astfel incat restul
impartirii polinomului
f=X"+bX’+(b-2a)X* +5X -3a la
polinomul g=X>+X+2 si fie X — 1,
/. g € RIX].

7) Determinati m, astfel incat restul

impartirii polinomului f la polinomul g
sa fie egal cu 0, daca:
a) =X +(m+)X>+(m-1)X,
g=2X+1, f,ge RIX, me R;
b) f=mX’+mX+2, g=X+3,
5 g€ ZJX], m e Z, .

8) Descompuneti in factori in K[X] po-
linoamele f, g € K[X], f = X"+ X" +1
sig=(X"+X-3)(X°+X-1)+1 stiind
ca:
a)f,.g€ Z[X];
b)fge QX];
of.ge ClX].

Indicatie.

a) f=(X*+aX +b) (X’ +cX +d) cu
a, b, ¢, d € Z. Efectuam inmultirea, apoi
identificam coeficientii si obtinem a =1,
c=-1,b=d=1.




S 2X + X+ 2 — 17X +3X -8 | X2 +2X-3=¢
2X3g i 2X5 + 4X* - 6X3

fi=f-2X°g — 5X*+8X°-17X*+3X-8

S5X28 i 5X*+ 10X — 15X2

L=f—5Xg ... _— 22X -2X+3X-8

2XE i 2X —4X* + 6X

=1 (2Xg) —~ 2X*-3X-8

28 e 2X2+4X -6

L= 2857 e —=IX=-2=r

Observatie. Daca f, g € Z[X] < Q[X] si coeficientul domi-
nant al lui g este £1 (adica inversabil in Z) atunci ¢, r € Z[X]
(vezi Exemplul 1).

2) Fie f, g€ Q[X], f=3X + X* - 6X> + 5X — 4 si
g =2X° - X + 1. Sa determinam catul si restul impartirii
euclidiene a lui f prin g.

Solutie. Folosind spatii libere pentru termenii care au
coeficientul egal cu zero, avem:

=3+ X 6P+ 5X— 4 ‘ X - X+1l=g
3., 3., 3., 1 3
X =X+ =X X +=X+==
3 27 2 2 2Ty
/o xtidx-Byxrisxy
2 2
b Lyily
2 2
/ 2xiaxi2x-a
2 2
§X3 _§X+i
2 47 4
/ —1x? %X—er

Observatie. In exemplul al 2-lea, cu toate ci f, g au
coeficientii in Z, ¢ si » nu mai au coeficientii in Z, ci in Q,
deoarece coeficientul dominant al lui g nu este inversabil in
inelul Z, dar este inversabil in Q.

3)Fief, g € Z[X], f=3X°+4X* +3X° +3X2+2X +2,
g=2X+3X+1.

Sa determinam catul si restul Impartirii lui f prin g.

Solutie. Avem grad f = 5, grad g = 2. Iterand pasul (1) al
teoremei anterioare, determinam succesiv polinoamele /|, 1, ...
pana se obtine primul polinom f, astfel incat f, = 0 sau f, # 0 si
grad f, < m.
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Altfel: X*+ X7 +1=
=X 12X +1- X=X+’ - X" =
Notim X°+X —-3=y si avem
g=y(y+2)+1=(y+1)° =... .

9) Verificati dacd polinomul
f=X"-3X°+2X° +2X* -2X° -
—2X*+3X -1 impdrtit la polinomul
g=X>-2X + 1 da restul egal cu 0,
f-g€ R[X].

10) Determinati relatiile dintre nume-
rele reale m, n, p astfel incat polinomul
f=X’+mX +r si se imparta exact
(adica cu restul egal cu 0) la polinomul
g=X"+pX+1,f,g€ RIX].

Indicatie. Efectudm impartirea si
obtinem conditiile: m+p> —1=0 si
n+p=0,.

11) Demonstrati ca polinomul
X°-X*+2X° +1 se imparte exact la
polinomul X° — X +1.

12) Ce conditie trebuie sd indepli-
neascd numerele reale a, b si ¢ pentru
ca polinomul X*+aX*>+b si se im-
parti exact la polinomul X°+ X +c ?

13) Determinati a, beR astfel incat
polinomul f=X’-3X+aX+b, sise
imparta exact la polinomul g =X —1-i.

Indicatie. f(1 +1i) =0 si obtinem a = 1
sib=4.

14) Sa se afle catul si restul impartirii
polinomului f'si g, daca:
f=6X"+5X - 10X+ 11X -7,
g=2X*+3X-2.

15) Sa se afle catul si restul impartirii
polinomului f prin polinomul g:
f=iX-iX+(GB+4)X+2 -1,
g=X+2i,unde f, g C[X].




= =32 X g =X AN 43X 42X 42
1 g
fr=f-22" X g = XP 42X 42X +2
fi=fi-1.2"X2g 23X 44X +2
fi=fi-32"X"2g=2X+3
Rezulta ca r=f, =2X+3si
g=32"X"2422"' X 4127 X2 4327 = A + X2 43X +4.
Ca si in cazul impartirii cu rest pentru numere intregi,
calculele precedente pot fi dispuse ca mai jos:

.......................... 3T +AX 43X 43X 42X +2 | 2X 43X +1=
g

423G oo, 3XS 42X +4x° AXP+ X +3X+4=¢

= f-4Xg..... [ 2X'+AXP+3XP 42X 42

h=r g

XG oo, 2X4 43X+ XP

fr=f-Xgo.... /X +2XP 42X +2

£3 C X +4X7+3X

fi=f,-3Xg...... / 3XP+4X+2

4G 3X2+2X +4

f4=f}—21g=r.... / 2X+3

4)Fief, g€ Z[X], f=X*+3X°+X*+2X+4, g=2X*+3X +1.
Sa determinam catul si restul impartirii euclidiene a lui f prin g.
Solutie. Asupra coeficientilor lui f si g operam cu operatiile
de adunare si inmultire din corpul Z, al claselor de resturi modulo 5.

F=X* 43X+ X2 +2X +4 2X2 43X +1

Xt +ax° +3x° 3X2 42X +1=¢

/ AXP+3X2 42X +4
AXP 42X 12X
/X +0X+4
2X*+3X +1
/ iX+§>=r

Asadar ¢=3X"+2X+1,r=2X+3.

Exercitii rezolvate.

e

16) Fie polinoamele £, g, h € R[X],
=X -X+aX*+bX+c,
g=X+tdsih=X—-d.

Sa se determine numerele reale a, b,
¢, d astfel incat restul impartirii lui fla g sa
fie X] iar f impartit la / sa dea restul —X.

17) Sa se determine o, p € R astfel

incat restul Tmpartirii polinomului

f=2X+9X+2X - 17X+ X+ B
prin polinomul g = X* + X — 3 sa fie egal
cu zero.

Indicatie. Se efectueaza impartirea si
se pune conditia ca restul sa fie egal cu
Zero.

18) Sa se determine restul impartirii
polinomului = X 2" — X*2 + | prin
polinomul g=X?2- X+ 1.

Indicatie. Notam cu ¢, k =1,2 rada-
cinile polinomului f. Avem g =1,
k=1,2. Calculam f(g)) si f(s,).

19) Se considera polinomul f'e Z[X],
=X +al+bX*+cX+3
Polinomul f impartit la X*> — 1 da
restul 7, si impartit la X* + 1 dd restul 7,
Sa se determine a, b, ¢ € Z stiind ca
rpr,=5X* - 28X + 15.

1) Determinati polinomul /'€ R[X] de gradul al 3-lea stiind ca impartit la X* — 3X obtinem restul 6X — 15

si impartit la X* — 5X + 8 obtinem restul 2X — 7.

Solutie. Caturile impartirii euclidiene ale lui f prin X* — 3X si X*> — 5X + 8 vor fi polinoame avand grad 1,
de exemplu aX + b, respectiv cX + d, unde a, b, c,d€ R, a # 0 sic # 0.

Avem f= (X? - 3X)(aX + b) + 6X — 15 = (X* - 5X + 8)(cX + d) + 2X — 7 de unde:

aX* +(b-3a)X+(6-3D)X-15=cX+(d-5c)X*+ 8c—5d+2)X -7+ 8d.
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Prin identificarea coeficientilor se obtine a = ¢, b —3a=d — 5¢, 6 —3b=8c—5d +2 si —15=-7 + 8d, de
unde:a=c=1,d=-1,b=-3. Asadar f = (X* - 3X)(X-3)+ 6X - 15 =X - 6X* + 15X - 15.

2) Aratati ca restul impartirii polinomului f prin (X —a)(X —b), unde a,beC, a#b, este
o X —a) (B (X -b)f(a)

b—a

Solutie. Conform teoremei Tmpartirii cu rest, exista si sunt unice polinoamele ¢ si » cu proprietatiile:
(1) f=(X—-a)(X-b)g+r; (2) gradr <grad(X —a)(X —b).

Deducem ca r=mX +n, m,neC. Din (1) rezultd cd f(x)=(x—a)(x—b)-q(x)+r(x), VxeC . Deoarece

fla)=r(a) si f(b)=r(b), rezulta sistemul: {Zz iz z ? EZi cu solutiile m = (“3 - i ®) Y (bi - Zf (@)

X -a)f(O)-(X-b)f(a)

si apoi r=

51 ap h—a

PEMEY o 1. Determinati catul si restul impar- ® 7.Fief, g€ Z[X], f=3X"+X +2X +4,
——

tirii euclidiene a lui f prin g daca:
a)f=2X*-3X3+4X2-5X+6si
propiE g=X -3X+ 1,
b)f=X*>-3X2-X-1si ®
g=3X*-2X+1.

g=2X+3X?+1. Determinati catul si restul impar-
tirii lui f'prin g.

8. Fie f, g € Q[X], f=2X"-3X"+aX+b,

g=X’-2X+3. Determinati restul impartirii lui f/
@ 2. Determinati catul si restul impartirii eucli-

prin g.
diene a lui f/prin g unde f, g € C[X], daca: . .
a) f= X4+ 20X + (1 + 20X 2+ 2iX + 1 si @ 9. Fiefe Z[X], f=X"+2X"+aX +b.
g=X+X+1; Determinati @, b e Z, astfel incat f'sa fie divizibil
b) f=iX' = (1 +DX2+3iX-1-isig=X+2i prin polinomul g = X2+ X +1.

@® 3.Fiege C[X], g=X?+ bX + c. Determinati
b, ¢ € C astfel incat restul impartirii euclidiene a
polinomului f'= X4+ 1 prin g sa fie egal cu 0.

@ 10. Fie m, n € N'. Daca restul impartirii lui n
prin m este r, atunci aratati ca restul impartirii
polinomului /= X* — | prin polinomul g = X" — 1
@ 4. Determinati a, b € C astfel Incat polinomul este X" — 1.

f=X+aX*+ bX+ 1 impartit la polinomul g = X2+

5 i @  11. Determinati catul si restul impartirii polino-
+ X + 1 sd dea restul X + i.

mului fprin polinomul g daca f'= 6X* + 5X° — 10X* +
@ 5. Determinati a, b € R astfel incét restul im- + 11X -7, g=2X*+3X-2, f, g€ R[X].
partirii polinomului = 2X° + 9X* + 2X° — 17X* +

" aX+ b prin polinomul g = X* + 2X — 3 sa fie egal cu 0. @ 12. Determinati catul si restul impartirii polino-

mului f prin polinomul g daca /= iX* — iX* + 3 +
@ 6.Fief,g€ Z[X], f=6X"+6X’+2X*+6X+5, § +4DX+2-i,g=X+2i; f g€ C[X].
g=3X"+2X +1. Determinati catul si restul impar-

tirii lui f'prin g.
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Calculul valorilor unui polinom. Schema lui Horner

Relatia de divizibilitate cunoscutd pentru numere intregi se
defineste si pentru polinoame. Daca f, g € K[X], g # 0, spunem
ca polinomul g divide polinomul f'si scriem g | f, daca existd un
polinom g € K[X] astfel incat = gg. In acest caz spunem ci g este
divizor al lui fsau ca f este multiplu de g sau ca f se divide prin g.

Cum catul si restul la impartirea euclidiana sunt unic deter-
minate, rezultd ca polinomul g # 0 divide polinomul f daca si
numai daca restul Tmpartirii euclidiene a lui f'prin g este egal cu
zero. In acest paragraf vom prezenta rezultate privind divizorii
de forma X — a cu a € K. Studiul general al relatiei de
divizibilitate in inelul K[X], unde K este corp comutativ, se va
face in paragraful urmator.

Fiefe K[X], f=a,taX+a X+ . taX sia€ K.
def
Elementul fla) € K, f(o)=a,+ao+a0’ +..+a0" se
numeste valoarea polinomului fin oo € K. Se mai spune ca
elementul fla) € K s-a obtinut atribuind nedeterminatei X
valoarea o € K.

LrEmrLE
1) Daca f=2-3X+ X? € Q[X] si a =2, atunci
@ f()=f2)=2-3-2+22=0.
2)Dacafe C[X],f=3+QR-DX+iXsia=3-2i
atunci flo) = A3 — 2i) =3 + 2 — )3 —2i) +i (3 - 2i)> = 19 — 2i.
3) Daca f=X2+QX+QeZ3[X], atunci

F0y=2, rh=2, r@=1.

Teorema 1. Fie K un corp comutativ f; g € K[X] si a € K.
Valoarea sumei (produsului) polinoamelor £, g in o este egala
cu suma (respectiv produsul) valorilor lui fsi g in o, adica

(f+ g)a) = f (o) + g(a), (fe)(a) = f (a)g(e).

Demonstratie. Daca f= a, + a X + a X* + ..,
g=b,+bX+bX*>+ ., avem:

(o) +g(o) = (a, + o+ a,a’ +..)+ (b, + bo+bo’ +..) =
=(ay+ b)) +(aq +b)o+(a +b2)OL2 +o.=(f+g)a) si
f(o)g(a) = (a, + a0+ a0’ +..) (b, +bo+ ba’ +...) =

=ayb, + (@b + aby)o+ (ab, + ab + azbo)az +..=(fg)(a). =
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1) Aratati ca
X-4X+X+2=X-1DHX-3X-2).

2) Aratati ca polinomul /= X° — 4X? +
+ X + 2 este divizibil prin g =X -1, unde
/. g € RIX].

3) Aratati ca polinomul g = X — 1 este
divizor al polinomului /=X — 4X* + X + 2.

4) Aratati ca polinomul f'= X — 4X* +
+ X + 2 este multiplu de g = X* - 3X - 2,
unde f, g € R[X].
1

5 Fief=X-X+2€ Q[X]si a==.
Calculati fla).

[\

6) Fie f= 2X°— 2X* + X— 1 € Q[A] si
o=~ Caleulati f (0.

7) Fie f=X>-3X+ 1€ C[X]si
oa=1+1.
a) Calculati f'(o).
b) Calculati f(@), unde a=1-i.

c) Verificati relatia f(o@0) = f(a).

8) Fie polinoamele f, g, € Z,[X],
f=X+2X+2, g=2X + X +1.
a) Calculati f (i) si g(i)'
b) Calculati /+ g si (f +g)(D)-
¢) Verificati dacad (1) + g(l) = (£ + 2)() -

9) Fie f=a X"+ ... + a, un polinom
avand coeficientii in C. Aratati ca:
a) termenul liber a, este egal cu f{0);
b) suma coeficientiilor polinomului f
este egala cu f{1);

c) suma coeficientilor de rang par

SO+/ED
2 b

a, + a, +... ai lui feste egalacu

d) suma coeficientilor de rang impar

a,+a, +... ai lui f este egald cu
S - fED
D .




Definitie. Fie K un corp comutativ si f€ K[X]. Un element
o € K se numeste rdddcind a polinomului f daca f (o) = 0.

LREmpLE

1) Daca fe R[X], f=-2+ X+ X2, atunci f (1) = 0 si
f(-2) =0, deci 1 si -2 sunt radacini (din corpul R) ale
polinomului f.

2)Fiefe Z[X], f=X"+3X>+12.

Avem f(0)=2, f()=1, f(2)=0, fFB)=0 si f(@)=1. Re-
zultd cd 2 si 3 sunt radacini (din corpul Z,) ale polinomului f.

Rezultatele din urmatoarele doua teoreme arata ca pentru
un polinom f'€ K[X] si o € K putem folosi algoritmul impartirii
euclidiene a lui f'prin X — o pentru a stabili daca o este radacina
aluif.

Teorema 2 (Teorema restului). Daca f'€ K[X] si o € K, atunci
restul Tmpartirii euclidiene a lui /' prin X — o este egal cu f (o).

Demonstratie

Evident restul Tmpartirii lui f prin X — o este un polinom
constant. Asadar existd ¢ € K[X] si r € K astfel incat f (X) =
= (X = a)g(X) + 7.

Evaluand in a polinoamele care intervin in egalitatea
precedenta si tindnd cont de rezultatul din Teorema 1, rezulta
caf(a)=(a—a)g(o)+r=r.m

Sa observam ca polinomul f'€ K[X] se divide prin X — «a,
o € K daca si numai daca restul mpartirii euclidiene a lui f prin
X — a este egal cu zero. Aplicand Teorema 2, obtinem urmatoarea
teorema:

Teorema 3 (Teorema factorului, Bézout)

Polinomul /'€ K[X] se divide prin polinomul X — a, a € K
daca si numai daca f (o) = 0. Altfel spus, X — a este divizor al
polinomului f dacd si numai daca o este radacina a lui f.

Teorema precedenta poate fi generalizata. Astfel:

Teorema 4. Fie fe K[X]sia, B € K, o # B. Polinomul fse
divide prin (X — ot)(X — B) daca si numai daca fla)) = 0 si f(B) = 0.

e

10) Fie /= X> - 7X + 10, fe R[X].
a) Calculati f(2).
b) Calculati f{5).
c) Calculati f0).
d) Care sunt radécinile reale ale polino-
mului f?

11) Fie f=3X?> + 6X, f € R[X].
a) Rezolvati in R ecuatia 3x* + 6x = 0.
b) Calculati f{0).
c) Calculati f{-2).
d) Care sunt radacinile reale ale polino-
mului f?

12) Fie f=X’+1, feZ[X].
a) Calculati f(0).
b) Calculati f(1).
c) Care sunt radacinile polinomului /in Z,?

13) Fie f=X’+1,f€ Z,[X].

a) Calculati 1(0)

b) Calculati £(1)

c) Calculati £(2).

d) Care sunt raddcinile polinomului /in Z,?
14) Fie f=X’+1, feZ,[X].

a) Calculati 1(0)

b) Calculati £(1)

c) Calculati f(2)

d) Calculati £(3).

e) Care sunt radacinile polinomului fin Z,?
15) Calculati restul impartirii polino-

mului /= X4 - X3+ X? - 2X — 1 prin

polinomul g daca:

aA)g=X-2; bg=X+2;

0g=X-1, dg=X+1.

16) Calculati restul impartirii polino-

Demonstratie. Daca f se divide prin (X — a)(X — B), atunci
existd g € K[X] astfel incat /' (X) = (X — a)(X — B)g(X), de unde
Sf(o)=0sif(p)=0.

Reciproc, presupunem ca /(o) = 0 si f(B) = 0.

Aplicand teorema factorului rezultad f (X) = (X — a)g(X) cu
g€ K[X]. Avem 0 =f(B) = (B — a)g(B) si cum B — o # 0 rezulta
ca g (B) = 0. Aplicand din nou teorema factorului rezulta ca
g=X-B)gcuge K[X]deunde f=(X-o)(X-B)g. m
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mului /=X - 2X* - iX+ 1 — i prin
polinomul g daca:

ayg=X+i;, bg=X-i
0g=X+1; dg=X-1.

17) Fie fe R[X]sia, be R,a # b
astfel incat fla) = f(b) = 0. Arétati ca f se
divide prin (X — a)(X — b). Generalizare.

Indicatie. fla)=0, f=(X-a) - g,
A1b) =0, g(b) =0, g(X - D) - ¢
f=X-a)X-D)q.

X - o)X -a,) .. (X - o). Inductie.

e



ErEArE 1) Polinomul f€ R[X], f=X*-2X3+X2—X—2se
divide prin X — 2. Intr-adevar
f(2)=24-2-23+22-2-2=0.

2) Polinomul fe C[X], f=X°+ X3+ 2X +2 se
divide prin X ? + 1.
Avem X2+ 1=X-i)(X+i)sii# —i. Dar (i) =+ + 2+
+2=0, f(—i) = (-i)’ + (-i)* + 2(-i)* + 2 = 0 si deci f'se divide prin
X-HX+i)=X+1.

e

18) Fie f, g € R[X]. Determinati restul
impartirii polinomului f prin polinomul
g in fiecare dintre urmatoarele cazuri:
a) f=X'2X - X’ +6X-1g=X—-1;
b) f=—X +Q2+i)X°—iX*+X -1,
g=X+1-2i;
¢) f=4X>+6X*-7X +9,
g=2X+1.

Exercitiu rezolvat. Determinati un polinom de grad minim care Tmpartit la X +7 s& dea restul 2i si

impartit la X —i sa dea restul —2i.

Solutie. Fie f polinomul cautat. Evident grad f>1.

Cercetam daca existd /', cu grad /' =1, care sa verifice conditiile problemei.

Fie f=aX +b. Avem conditiile: f(—i)=2i si f(i)=-2i si obtinem {

a=-2. Deci polinomul cautateste f =-2X.

Schema lui Horner

Fie f€ K[X], f=a X' +a X'+ ..+aX+a sio€ K
Pentru a evalua polinomul f'in o € K calculam mai intai puterile
lui o, anume o? = aa, o = oa, ..., " = oo (in total n — 1
inmultiri). Calculdm apoi produsele a o, a_ o', ..., a,a (in
total » Tnmultiri) si In final efectudm suma (» adunari):

ao'+a o'+ .. +aaota =fa)

Cu aceasta procedura pentru calculul lui f (o) sunt necesare
2n — 1 inmultiri si » adunari. Polinomul f=a X" +a X'+ .. +
+a X+ a, € K[X], definit in acest manual ca expresie formala,
precizeaza ,,programul de calcul’ care aplicat fiecarui element
o € K conduce la valoarea f (o).

Dupa cum vom constata in continuare, o procedura mai
avantajoasa se va dovedi a fi algoritmul impartirii euclidiene a
lui f prin X — o; prin #» Inmultiri si #» adunari vom obtine atat
restul 7 = f (o) cat si coeficientii catului.

Daca grad f=n, f=a X"+ ... + a X + a,, atunci cétul g are
graduln-1,g=c X'+ ..+cX+c,.

Putem scrie:

aX' +ta X'+ . +taX+ta=X-a)c, X"'+.. +cX+
+c)tr
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—ai+b=2i
. . cu solutiille b=0si
ai+b=-2i

19) Utilizand schema lui Horner, de-
terminati catul si restul Impartirii polino-
mului f'la polinomul g in fiecare dintre
cazurile:

a) f=2X"-3X’+5X*-7X+9,g=X-1;
b) f=4X° - X +2X -1, g=X+2;
o) f=(1+)X" —Q2-DX*+X-3+i,
g=X+2+i.

20) Utilizand schema lui Horner, de-
terminati catul si restul Impartirii polino-
mului f la polinomul g in fiecare dintre
cazurile:

a) f=2X"-5X"-8X,

g=X+3;
b) f =X,
g=X-1.

¢) f=X'+X>—4X*+5X -3,
g=(X-D(X +3);

d) f=X*-3iX°—4X* +5iX —1,
g=X-1-2i;
e)f=X>+/2X% +2X +2./2,

g=X+\/§.

- ———



Efectuand calculele din membrul drept al egalitatii prece-
dente obtinem:
aX +a X'+.+taX+a =c X'+ (c 6 —oac b4
n n—1 1 0 n—1 n-2 n—1
+ ...+ (¢, — ac)X + r - ac, si identificand coeficientii obtinem

sucesiv: ¢, = a,
c . =a  +c oao=a £ tad
n-2 n—1 n—1 n—1 n
c .=a ,tc . o=a ,+a o+ ao’
n-3 n-2 n-2 n-2 n—1 n

c,=a tco=a taot.. +ta o+ao
n—1 n
r=a,+co=a+ao+..+a, o' +an" = f(a).

Asadar ¢, c_,, ...
aceasta ordine) in functie de a , a,_
prin formulele:

cn—l = an’ cn—2

r=a,tcuq.

, ¢, ¢, si r se calculeazd succesiv (in
1 s @), @, $i 0L (cunoscuti)

=a_, + € 0, ..., ¢, = a, + c,a,

Calculele de mai sus pot fi efectuate folosind un tabel cu
doua linii. In prima linie sunt trecuti coeficientii lui /in ordinea
a,a , .., a, a, iar in a doua linie sunt inserati, pe masura ce

sunt calculati cu formulele precedente, coeficientii catului

C, s C, oy s €y C, 1 TeEStUL 7.
a, a,-1 i+ aj ao |
Cp-1 Cp2 C; Co r | o

Se observa cd ¢, | = a, iar pentru i <n — 1, ¢, se afla adunand
la @, (care se afla deasupra sa) coeficientul c, (deja determinat)
inmultit cu o. Aceastd modalitate de calcul este cunoscutd sub
numele de schema lui Horner.

BrEmrLE 1) Utilizand schema lui Horner, determinati catul
si restul impartirii polinomului
f=X"-3X+5X?-3X+2 la X-2.

Xt x? x* x x°
1 3 5 3 2
1 -1 3 3 8| 2
by b, b by r

Deci catul este ¢=X> - X*+3X +3 si restul este r=8.

2) Utilizind schema lui Horner, determinati catul si restul
impartirii polinomului f = X" —iX’ —(1+)X +i la X +i.

Xt x* x? x X
1 50 “1-i i

1 2i 2 il 2+ -
by b, b by r

Avem c= X3 —2iX? —2X +i—1si r=2i+1.
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21) Determinati @ € R astfel incat po-
linomul /' =X*—aX> +Ba+7)X* —aX +3
sd dea la impartirea cu X +1 restul 3.

22) Determinati a si b astfel incat
restul impartirii polinomului
f=X"+bX’+(b-2a)X*+5X -3a la
polinomul X+ X+2 sdfiex —1.

23) Fie f=X" + X2 4 x'° 41,
Determinati restul impartirii lui f'la
X(Xx*-1).

24) a) Un polinom impartit prin
X-1, X+1, X+4 da resturile 15, 7 si
respectiv —80. Determinati restul Tmpar-
tirii prin (X —1)(X +1)(X —4).

b) Un polinom impartit la X — 1, X + 1,
X — 2 da resturile 2, 6 si respectiv —3.
Determinati restul impartirii prin

(X -D(X +D)(X -2).

25) Determinati polinomul cu coe-
ficienti rationali de grad minim, care
impartit la X? + X —2 da restul 2X -3
si impartit la X? - X+2 da restul
2X-3.

26) Se considera polinomul
f=X"+X"+1, iar C,(X)si C,(X)
caturile impartirii lui fla X —1 respectiv
X+ 1. Arétati ca C,(-1)=C,(1).

27) a) Fie fun polinom cu proprietatea
x+Df(x)—(x=Df(x+3)=x>-3x+4
Vx € R. Determinati restul impartirii
polinomului f prin (X —1)(X —2).

b) Fie f un polinom cu proprietatea
xf(x+ D)+ (x+2)f(x+3)=—x* +2004,
Vx e R. Determinati restul impartirii
polinomului f prin (X —3)(X +1).




Exercitii rezolvate.
1) Fie fe R[X], f=2X*-2X* - 15X2 + 10X + 3. Calculati f(3) folosind definitia si apoi cu ajutorul schemei
lui Horner.
Solutie. Avem f(3)=2-3*-2-33-15-32+10-3+3=162-54-135+30+3=6.
Folosind schema lui Horner, avem
2 2 -15 10 3|
2 4 3 1 613

Rezulta ca f(3) = 6. Se obtine si catul impartirii lui f prin X — 3, ¢ = 2X° + 4X* - 3X + 1.

2) Determinati catul impartirii polinomului f =X f2XP 43X X +1 1a polinomul (X —-1)(X -2),
utilizdnd schema lui Horner.

Solutie. Conform teoremei impadtirii cu rest, putem scrie: f =(X —Dg,+r, gradr =0, ¢, e C[X] si
q,=(X—-2)g,+r, gradr,=0,q9, e C[X].

Rezulta f=(X-DX -2)g, + (X -D+n=(X-1)(X -2)q,+ X +r,—r, de unde deducem, tinand
seama de grad(r, X +7 —r,) <grad(X —1)(X —2), ci g, reprezinta catul cerut. Insa q, reprezinta catul impartirii
lui g, la X -2, unde g, este catul impartirii lui f'la X —1. Prin urmare ¢, poate fi determinat aplicand de
doud ori schema lui Horner:

Xt xP x* X X
1 2 3 -1 1
1 1 2 1 211

3 > 5 Obtinem ¢, = X"+ X +4, care reprezinti
X X X X

catul cerut.

1 -1 2 1
11 4 9 2
b, b b,

3) Determinati A € R astfel incat polinmul /= X* — X*> + AX + 2 sd admita ca radacina pe oo = —2.
Solutie. Folosind schema lui Horner, avem:

1 -1 ) 2|

I 3 A+6 —21-10] -2

Rezulta ca r = -2A — 10 = f(-2). Trebuie ca f (-2) = 0, adica —2A — 10 = 0, de unde A = -5.

4) Fie f€ Q[X], /=X — 9X* + 25X — 17. Sa se determine 7, r,, r, € Q astfel incat /= (X — 2) + (X - 2)* +
+ r,(X - 2) + r, (dezvoltarea lui f/ dupa puterile lui X — 2).

Solutie. Putem scrie:

f=X-2)q,+rycuqg,=X-2+r,X-2)+r,

g, =X ~-2)g, +rcuqg =X-2)+r,

q,=X-2)q,+r,cug,=1

Asadar r, = f(2), r, = q,(2), r, = q,(2), deci pentru a determina numerele r,, r
determinam polinoamele g, si g, si valorile /' (2), g,(2) si q,(2).

Calculele pot fi organizate astfel:

.» I, este necesar sa

f | -9 25 _17
9y 2 1 -7 11{6) |2
q, @ 2 sau explicit 1 5 @ 5

612@2 1@2

Rezulticar,=5,r, =1sir,=-3,deunde f= (X -2) - 3(X -2y’ +(X-2) +5.
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5) Fie fe K[X], f=a,*aX +aX + .. +aX si f'=a+2aX+..+naX"" (derivata formald a
polinomului /). Aratati ca f se divide prin (X — a)* daca fla) = 0 si f (o) = 0.

Solutie. Avem f (X) = (X — a)q(X) + f (o), deci f(X) — f (o) = (X — a)g(X).

Dar f(X)- f(a)=a (X" —a")+a, (X" —a" ) +..+q(X -a)=

=(x— OL)(an(Xn_l + X" o+ +0"h +an_1(X”'2 + X" a +...+(x”‘2)+ et @ (X + o)+ al) )

Rezultd cd, g=a (X" + X" o +..+a" ) +a,, (X”‘2 + X" o+ o ) +..+a(X+a)+a siatribuind

lui X valoarea a, obtinem g(a) = na o' + (n — 1)a,_ "> + ... + 2a,a + a, = (o).

Din f(X) = (X — o)g(X) + f () si f(a) =0 =f"(a) rezulta ca (X — o)* divide pe f.

Daca f=X*-2X°+5X*+ pX + g, atunci /' = 4X°* - 6X* + 10X+ p. Din (1) =0 si f'(1) =0 rezultda 4 + p +
+qg=0si8+p=0. Avem p = -8, ¢ =4 si in acest caz f se divide prin (X — 1)

P;;E-“E @ 1. Fie polinomul f€ R[X] folosind @ 8. Determinati, A € R astfel incat restul

=—= schema lui Horner, calculati f (o) daca: impartirii polinomului /=X +AX> - 3L +2)X+21a
) f=X-5X"+ 18X - 15X+ X+ 4si X — 1 sé fie egal cu 5.

propisE  O=3;
b)f=X +(1+20)X - (1 +3i)X*+7si
a =-2-1i.

@ 9. Determinati a, b € R astfel incat restul
impartirii polinomului f=X*+aX*+(2b-1)X+bla
X+ 1 safie egal cu 1 si cel al impartirii la X — 1 sa fie

@ 2. Folosind schema lui Horner, dezvoltati poli- egal cu 5.

E)O}HBIJ{ITPS XP 3u ‘[_er?g? 2131:)((101( glia;a:: |- @ 10. Determinati polinoamele f'€ R[X], f# 0
’ ’ care verifica relatia Xf (X) = (X — 3)f (X + 1), unde
b) f=X"+2iX° —(1+)X* -3X +7+i sia=—i. fX+D=aX+1y+a (X+1y"+. . +aX+1)+

3 — N n—1
@ 3. Folosind schema lui Horner aflati catul si taydacif=aX"+a X'+ .. +aX+a,

restul  impartirii  polinomului f € Z[X], @ 11. Determinati a, b € R astfel incat polinomul

f=5X"+3X*+ X +2 prin polinomul g=X+5. f=aX*+ bX® — 3 sa se divida prin polinomul

@ 4.Fiefe R[X],f=X°— X+ 1. Folosind schema | &= (X—1)’, unde g & R[X].

lui Horner, determinati a, b, ¢ € R astfel incat: @ 12. Determinati polinomul /€ R[X]
x3—x+1: 1 ,_a b . ¢ f=X3+ aX* + bX + ¢, daca f (k) = 2% pentru
(x-2° x-2° (x-2) (x-2' (x-2)" ke {1,2,3}.

oricare ar fix € R, x # 2. @ 13. Determinati polinomul /€ C[X], f= X* +

® 5. Fiefe Z,[x], f=X+2X"+ X +1. Deter- +aX? + bX? + cX +d, daca f (i) =1+ 1isi

minati toate polinoamele g=aX>+hX>+eX +d din fa+1)=-6+5i

Z | X] astfel incat f* = g". @ 14. Fie f, g € R[X], /= X5 + X" + | si
@ 6. Aratati ci polinomul f= (X2 + X — 1) ' — X g=X+X+1,ne N. Aratati ca f'se divide prin g.

din R[X] impartit la polinomul X*> — 1 da restul 0. @ 15.Fie f=aX®+bX? +cX +d e R[X]. Deter-
@ 7. Aratati ca polinomul minati numerele reale a, b, ¢, d astfel incat

f=nX"? — (n + DX + X din R[X] este divizibil | A1)+ A2)+ ...+ fin)=n*, Vn € N*.
prin (X — 1)~
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Relatia de divizibilitate pentru polinoame

Si in acest paragraf K este un corp comutativ. Vom arata ca inelul de polinoame K[X] are proprietati
aritmetice asemanatoare cu cele ale inelului Z al numerelor intregi.

Date fiind polinoamele d si / din K[X], spunem ca d divide pe f, si scriem d

incat f = dgq.

f, daca existd g € K[.X] astfel

In acest caz se mai spune ci d este divizor al lui f'sau ci f este multiplu al lui d.
Sa observam ca daca polinomul d este divizor comun pentru polinoamele f'si g, atunci d divide polinomul

fo+ gy, oricare ar fi ¢,y € K[X]. Intr-adevar, fie q,» 4, € K[X] astfel incat /= dgq, si g = dq,.
Avem: fo+gy =dqp+dq,y =d(q@+q,y)=dq, unde ¢=q,0+qy .

Cel mai mare divizor comun pentru doua polinoame

Definitie. Fie f, g € K[X]. Un polinom d € K[X] se numeste
cel mai mare divizor comun (prescurtat c.m.m.d.c.) al Iui f'si g
dacd are proprietétile:

() d | fsid]| g (adica d este divizor comun al lui f'si g) si
(B) daca & ’ fsih ’ g, atunci & ’ d (adica orice alt divizor comun 4
al lui f'si g este divizor si al lui d).

Cel mai mare divizor comun al lui fsi g se noteazd cu
c.m.m.d.c. (f;, g) sau cu (f, g), la fel ca perechea ordonata de
componente f si g.

Evident, daci /| g, atunci c.m.m.d.c. (f; g) = /. Asadar pentru
a dovedi existenta c.m.m.d.c. este suficient sa consideram cazul
a doud polinoame f, g € K[.X] astfel incat grad ' > gradgsi & / S

In aceste conditii exista q,»r, € K[X], r, # 0, astfel incat:

(1) f=gq, +r cugrad r, < grad g. Cum r, # 0, exista
q,, 1, € K[X] astfel incét

(2)g=rgq, +r,cugrad r, < grad r, daca r, # 0.

Cum, r, # 0, exista gq,, r, € K[X] astfel incat

(3)r, =r,q, +r,cugrad r, < grad r, daca r, # 0 s.am.d.

Cum grad g > grad r, > grad r, > ... existd n € N’ astfel incat
r.# Opentrul <i<nsir,  =0,adica

(n) r ,=r_q +r cugradr <gradr,

si
(1), =rg,, 0.

Secventa (1), (2), ..., (n), (n + 1) de Tmpartiri cu rest poarta
numele de algoritmul lui Euclid pentru polinoamele f'si g, iar 7,
este numit ultimul rest nenul din algoritmul lui Euclid pentru f'si g.

Aratam cd polinomul d = r verifica (a) si (B) din definitia
c.m.m.d.c. al lui f'si g.

Din (n + 1) rezultd ca r, ’ 7., i apoi din

(n) rezulta ca r, ’ r . s.am.d. pand cand, in final din (2) si
din (1) rezultd cd r, ’ gsir, ’ /- Asadar r_verifica (o).

r.#0

—1°

Daca h ] fsih ] g, atunci folosind succesiv (1), (2), ..., (n)
rezulta cd h divide 7, r,, ..., r, de unde rezulta ca & verifica (B).
In final cm.m.d.c. (f; g) = r, ultimul rest nenul din algoritmul
lui Euclid pentru f'si g.
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1) Determinati meR astfel incat
polinomul f=X°—(m+1)X’ —mX +1
sd fie divizibil cu X +1.

2) Determinati a, be R, astfel incat
polinomul f=X’-3X+aX +b si fie
divizibil cu X —-1—1.

3) Fie polinomul
f=X"— nXm + pXr! —
a) Calculati f (1).

b) Calculati /' (-1).
c¢) Este polinomul f divizibil cu X — 1?

1 € R[X]

4) Aratati ca
X" —(m+DX +ni(X-1)7°.
Dati alte doud exemple de polinoame de
grad n + 1 divizibile cu g.
Indicatie. Obtinem sistemul
JH=0
f'=0

5) Demonstrati ca polinomul f se di-

l1-n—-1+n=0

adica n+l-n—-1=0"

vide cu polinomul g 1n fiecare dintre cazurile:
a) f=X"-(m+DX+n, g=(X-1)
b) f=Q2n-D)X>"+2nX*"" +1,
g=(X+1)7,

6) Determinati m,n € R astfel incat
polinomul mX*+nX? -3 sa fie divi-
zibil prin (X —1)%.

7) Fie polinoamele f, g € C[X],
f=X*+1,g=X*+toX+p.
Sa se determine a, [ astfel incat g \ f

—_—



)Fief,ge RIX, f=X*+ X +2X*+ X -1,
g=X>+ X+ X+ 1. Determinati (f, g).

LrEMrLE
Solutie. Aplicand algoritmul lui Euclid obtinem:

(DS X)) =gX)  X+Xx -1

Qg =X-DHX+1)+ 2X+2
3 x? —1:(2X+2)-%(X—1)+0, deci cmm.d.c. (f, g) = 2X+2.

2) Fie f, g € Z[X], f=X +3X*+3X +X>+3X+4,
g= 2XP 43X 42X +4. Determinati (f, g).

Solutie. Aplicand algoritmul lui Euclid obtinem:

() f=gq, +r,unde g =3X+2,7, =2X>+2X +1.

(2)g=rg,+r,unde g, = X>+3X +1, r,=2X +3.

(3) r, = r,g, + r, unde g, =X+2, r,=0.

Deci, (f,g)=§X+§_

Observatii

¢ Daca d, f, g€ K[X] si a € K* =K\ {0} atunci d este divizor
comun pentru /' si g daca si numai daca ad are aceasta proprie-
tate. Intr-adevar daca f = dq, si g = dq,, atunci f = ad(a'q,) si
g= ad(o'q,). Implicatia reciprocd se verificd asemanator.

In particular daca d = c.m.m.d.c. (f, g) si a este coeficientul
dominant al lui d, atunci polinomul a'd este monic (sau unitar)
si evident a''d = c.m.m.d.c. (f; g).

¢ Daca d = cm.m.d.c (f, g), atunci existd doud polinoame
@, € K[X] astfel incat d= fop+gy.

Intr-adevir, aratam ca resturile Fys ¥y ooy 7, din algoritmul lui
Euclid au aceasta proprietate. Acest fapt se verifica imediat
pentru r si r,.

Daca 7, =fo_,+8y,, Sir = [0 +8V. ,cu 95, ¢,
W, ., W, €K[X], atunci 7 =r_,-7.,q,= (P, —¢.9,)+
+g(w, , -y, q,) si proprietatea cerutd rezultd prin inductie
matematicd. In particular d=r, = f¢, +gy, si putem lua

(Pz(Pn’\VZWn’

e

8) Folosind algoritmul lui Euclid, ga-
siti polinoamele u, ve C[X] astfel incat
uf +vg=d, unde d este c.m.m.d.c. al
polinoamelor f si g daca:

a) f=X"+2X° - X*-4X -2,
g=X"+ X’ -Xx*-2X-2;

b) f=4X*-2X°-16X*+5X +9,
g=2X’-X*>-5X +4.

9) Determinati polinoamele f de
gradul intai astfel Incat:
a) f(X?) si se dividi cu f(X)
b) f(X* —1) si se dividd cu f(X).

10) Fie polinoamele f, g € R[X],
[=2X+3X+aX-1,g=2X+X-p.

Sa se determine a si B astfel incat f
sa se divida cu g.

11) Fie polinoamele f, g € R[X],
f=X—4X +4X + oaX + B,
g=X—4X+p.

Sa se determine parametrii o si
astfel incat polinomul f'sa se divida cu
polinomul g si in acest caz sd se deter-
mine catul.

12) Fiind date polinoamele

f g€ RX], f=X"+aX*+ bX + c,

g = (X - 1)’ sa se determine a, b, c€ R
astfel incat g ’ f

13) Fie polinoamele f, g € R[X],
f=X*+X+ D" -X,ne N,
g=X+1.

Aratatica g ’ I

Definitie. Fie f; g € K[X]. Daca c.m.m.d.c. (f, g) = 1, atunci
spunem ca f este prim cu g. Se mai spune in acest caz ca
polinoamele f si g sunt prime intre ele.

Evident c.m.m.d.c. (f, g) = 1 dacd si numai daca exista

¢,y € K[ X] astfel incat fo+gy =1.

LrEAFLS ) Polinoamele X —a si X —b, a# b sunt prime intre

1
—da
2) Daca a,beC[X], a=b si m, neN’, atunci poli-

. 1
ele. Intr-adevar (X —a)— E(X -b)=1.

noamele (X —a)" si (X —b)" sunt prime intre ele.
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14) Fie polinomul f, g € R[X]. Aratati
cd urmatoarele polinoame sunt prime
intre ele:
a) f=X*— X' —4X? 14X +1,
g=X>-2X"+1,
b) f=3X°-2X*+ X +2,
g=X-2X*+2X 1.

15) Fie f, g, h € C[X]. Aratati ca daca

I ’ gh, f si g sunt prime intre ele atunci

flh.

e



Teorema 1. Fie f, g, h € K[X]. Avem:

(1) cmm.d.c. (hf, hg) = h - cm.m.d.c. (f; g) sau cu notatii
mai simple (4f, hg) = h(f, g).

(2) Daca (f, g) = 1 si (f, h) = 1, atunci (f, gh) = 1, adica daca
feste prim cu g si 4, atunci este prim si cu gh.

(3) Daca /| gh si (f, g) = 1, atunci f'| &, adica daca f divide

produsul g/ si este prim cu unul dintre factori, atunci f divide
celdlalt factor.

Demonstratie

(1) Cand & = 0 proprietatea este evidenta. Daca & # 0, atunci
inmultind cu 4 in egalitatile (1), (2), ..., (r), (n + 1) din algoritmul
lui Euclid pentru f'si g se obtine algoritmul lui Euclid pentru Af
si hg, iar ultimul rest nenul este hr, = A(f, g).

(2) Fie @, v, si @,,y, din K[X] astfel incat 1 = fo +gy, si
I=fo, +hy,. Avem 1= fo,+gy,(fQ,+hy,) = f(¢+gy.¢,) +
+ghyy, = fe+ghy cu Q=0 +gV 0, si y=yy,,
(f,gh)=1.

(3) Fie ¢,y eK[X] astfel incat 1= fo+gy. Avem
h=foh+gyh sicum f| gh rezulti ca f| h. m

deci

Exercitii rezolvate.

e

16) Fiind date polinomale f, g € C[X]
f=X+2X+2,g=X+3X+3
sa se determine c.m.m.d.c. al polinoa-
melor fsi g.

17) Sa se arate ca polinomul
g=X-HX+X+1),
divide polinomul f € R[X],
f=X"+X-X-1LneN*,

Indicatie. g =0, xe{-11¢ ¢},
A =fi-1)=0.
4"=3+1)y=3¢g+1,qgeN".
f©)=r@=0g|f-

18) Fie f, g e R[X],
[=AX""+BX"+2,g=(X- 1)/

Sa se determine 4, B astfel incat g ] f

19) Fie polinoamele f, g € R[X],
=X+ X+D)""-X, g=X"+LneN

Sa se arate ca g ]fpentru orice n € N.

1) Determinati ¢. m. m. d. c. al polinoamelor f=X+Xx*+1 si g=X2+X+1.

Impartim flag: x5 x4 | XP+ X +1

-X’-Xx’-x X
/ / —X+1=n

impartim g =X+ X +1 la n=-X+1: X?+X+1

-X*+X
/[ 22X +1
-2X+2
T 3er,

- X+1
-X-2

Impartim » =—X +1 la », =3 si obtinem restul 7, = 0. Deci 3 este un c. m. m. d. c. al polinoamelor fsi g.

2) Determinati c. m. m. d. c. al polinoamelor f =X’ + XX -3Xx2-3X-1i

g=X*-2X’-X?-2X+1.

Impartim fla g1 X+ Xx'- X'-— 3X°-3x-1

| X'-2X X7 -2X+1

X’ +2X'+ X42X- X
/ 3x* —X*-4X-1
BX 6 X +3X+6X -3
/ 6X° +2X° +2X —4=r;

|X+3

Impartim » la 2 si inmultim X* -2X° - X? —2X +1 cu 3. Efectuim apoi impartirea lui

3XY—6X -3X2-6X+3 la 33X+ X2+ X -2:
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3XY—6X3—3X2—6X +3

\3X3+X2+X—2

S3xto XP- XP42x | x
—7X—4X? —4X +3

Inmultim 3X°+ X2+ X -2 cu7si —7X°—4X*>-4X +3 cu -3 si continudim impértirea:

203+ 7X%+ 71X 14 ‘21X3+12X2+12X—9
21X°—12X2 12X +9 |1
—5X%- 5Xx-5

Impartim —5X%-5X -5 la -5 si apoi efectuim impartirea lui 21X> +12X% +12X -9 la X*+ X +1:

21X° +12X2 +12X -9
—21X° -21X? -21X

/' —9X*- 9X-9

9X?+ 9X+9

/ /o

X2+ X+1
21X -9

Am obtinut restul zero, deci c.m.m.d.c. este ultimul rest nenul, adica X2 + X + 1.

Cel mai mic multiplu comun a doua polinoame

Definitie. Fie f, g € K[X]. Un polinom m € K[X] se numeste
cel mai mic multiplu comun (prescurtat c.m.m.m.c.) al lui f'si g
daca

() f ’ msig ’ m (adica m este multiplu comun al lui f'si g) si

(B") daca f ’ hsig ’ h, atunci m ’ h (adica orice alt multiplu 4
al lui f'si g este multiplu si al lui m).

Pentru cel mai mic multiplu comun al lui f'si g folosim notatia
c.m.m.m.c. (f, g) sau mai simplu [f, g].

Teorema 2. Oricare ar fi f, g € K[X] cel mai mic multiplu
comun al lui f'si g exista si verifica relatia

__Jg
-81=7 )

Demonstratie. Relatia de demonstrat se scrie si astfel: fg =
=md,unde m = [f, gl sid = (f, g). Fied = (f, g) si f,, g, € K[X]
astfel incat /= df,, g = dg,. Avem d = (f, g) = (df,, dg,)) = d(f,, g,)
si simplificdnd cu d obtinem 1 = (f,, g,), adica f, si g, sunt
polinoame prime intre ele.

Fie m :E = f,2 = fg,. Rezulta ca m este multiplu comun al
lui fsi g.

Fie 7 € K[X] un multiplu comun al lui f'si g. Avem h = fq, =
= gq, cu q,, q, € K[X]. Din fq, = gq, rezultd df q, = dg,q, si
simplificand cu d obtinem f, g, = g,g,. Cum (f, g) = 1 si
/i | g,q, rezulta ca f, | q,- Din h = gq, rezulta ca m = f g divide h.
Analog se aratd ca m | & si deci %:m:[f,g]. [
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20) Fie polinoamele f, g, € C[X],
f=X"-1si g=X°-1.

a) Determinati polinomul m € C[X],
c.m.m.m.c. al polinoamelor fsi g.

b) Determinati polinomul d, c.m.m.d.c.
al polinoamelor f'si g.

c¢) Calculati produsul fg.

d) Verificati relatia fg = m - d.

21) Fie polinoamele f, g, € C[X].
Determinati c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. al
polinoamelor f'si g in fiecare dintre cazurile:
a) =X —7X* +8X° -7X +7,
g=3X°-7X*"+3X°-7X;

b) f=X*—4X°+1;
g=X"-2X’-3X*+ X +1

¢) f=X°-9X*-10X°-9X?*+1,
g=X"—42X° +6X> +42X +1.
Calculati, in fiecare caz in parte, f - g.

Verificati, in fiecare caz in parte, relatia
=g el

22) Aflati polinoamele f si g cunos-
cand ca cel mai mare divizor comun al
lor este X* +4, cel mai mic multiplu
comun este X*+3X*—4, f()=10 si

g(-1)=20.

e



Exercitiu rezolvat.

Fie polinoamele f, g€ Q[X], f=X*+ X* - 3X> - X+ 2, g = X° + 3X> — X — 3. Sa se calculeze

d=(f, g = cmm.d.c. (f; g) si m = [f, g] = cm.m.m.c. (f,; 2).

Solutie. Tmpartim pe fla g si obtinem f= gq, trcuqg =X-2sir =4X - 4.
1

- 3
Impértind pe g la 7, obtinem g =r g, + r, cu q, =—X +— si r, = 0. Rezultd cd cm.m.d.c. (f, g) = X* - 1

dacd punem conditia si fie polinom monic. Impartind polinomul fzg la X2 — 1 se obtine:

m=cmmm.c. (f, 2) =X +4X*-10X*- X+ 6.

Observatie. Daca f € K[X] si a € K, o # 0, atunci polinoamele f'si af au aceeasi divizori in K[X]. Din
acest motiv 1n algoritmul lui Euclid pentru doud polinoame f'si g din Z[X] putem evita coeficientii fractionari

inmultind oricare dintre polinoamele f, g, 7, r,, ...

, ¥, cu un numadr intreg nenul potrivit ales. Astfel in

exercitiul rezolvat precedent atunci cand impértim pe g = X ° + 3X* - X -3 lar, = 4X* — 4 putem inlocui pe

g cu 4g sau pe r, cu %;AI:XZ—I.

Polinoame ireductibile

Vom introduce notiunea de polinom ireductibil peste un corp
comutativ K. Vom ardta ca polinoamele ireductibile au in
aritmetica inelului K[X] rolul pe care il au numerele prime in
aritmetica lui Z.

Definitie. Fie K un corp comutativ si f€ K[X], grad f=n > 0.
Spunem ca polinomul f este ireductibil peste K dacd nu exista
g, h € K[X] astfel Incat

f=ghcugrad g<nsigrad h <n.
In caz contrar spunem ca f este reductibil peste K.

Proprietati.

1. Orice polinom f € K[X] de grad 1 este ireductibil peste K.

Intr-adevar daca f'= gh cu grad g < 1, grad h < 1, atunci g si
h sunt polinoame constante nenule si la fel va fi /= gh.
Contradictie.

Astfel 2X — 3 € Q[X] este ireductibil peste Q

« X+\2¢ R[XT] este ireductibil peste R,

« 3X+2e Z,[X] este ireductibil peste Z..

2. Dacd un polinom f'€ K[X], grad f=n > 1 este ireductibil
peste K, atunci [ (a) # 0, oricare ar fi a € K, adicd polinomul f
nu are rdddcini in K. Reciproc, daca n = grad f este egal cu 2
sau cu 3 si fla) # 0, Va € K, atunci f este ireductibil peste K.

Intr-adevar daca ' (a) = 0 cu a € K, atunci conform teoremei
lui Bézout avem f (X) = (X — a)q(X) cu g(X) € K[X].

Cum grad(X —a)=1<nsigrad g(X) =n— 1 <n rezultd ca f
este reductibil peste K. Contradictie.
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23) Fie polinomul /€ K[X]. Stabiliti
daca urmatoarele polinoame sunt ireduc-
tibile peste K:

a) f=X"+X+1, feR[X];
b) f=X"+2, feQX];

) f=X>+X+1, feZ[X];
d f=X'+X*+1, feZ[X];
e) f=X"+2X~-1, feR[X] ;
f) f=X"-2, feQX];

24) Fie polinoamele f, g, € R[X],
f=(X+X+1), g=X"+1.
a) Aratati ca g ’ I
b) Stabiliti daca polinomul f este
ireductibil peste R.
c) Stabiliti dacd polinomul f este
ireductibil peste C.
d) Stabiliti dacd polinomul g este
ireductibil peste R.
e) Stabiliti dacd polinomul g este
ireductibil peste C.

Indicatie. a) g(X)=(X—-i)(X +1)
g ’ fdaca si numai daca f{(i) = 0 si
f(=i)=0.Avem (i*+i+1) =0 si
((=iy —i+1)’ =0.




Reciproc, dacd n = 2 sau n = 3 si f este reductibil peste K,
avem f=ghcu g, h€ K[X], grad g <n si grad # <n. Cum n este
egal cu 2 sau cu 3, rezultd ca grad g = 1 sau grad # = 1. Daca
gradg=1,atuncig=aX+bcua,be K, a # 0.

Avem g(c) = 0, unde ¢ = —ba! € K si atunci f(c) = g(c)h(c) =
= 0h(c) = 0. Contradictie.

£ . . o
i 1) Polinomul X? — 2 € Q[X] este ireductibil peste Q.
Intr-adevar, in caz contrar existd » € Q astfel incat

@ 2 —2=0,deci V2eQ. Contradictie.
2) Polinomul X? — 2 € R[X] este reductibil peste R pentru ca
—2=(X- \/_)(X+\/_) cu X-— \/EEIR[X] si X+\/EGIR[X]
3) Polinomul f =X+ 2X+1eZ s[X] este ireductibil _peste
corpul Z, pentru cd f(0)=1=0, F()=4=0, f(2)=3=0,
f(3)=4+0 L f(#®)=3%0.

In continuare vom determina polinoamele ireductibile peste
corpul C al numerelor complexe si peste corpul R al numerelor
reale. Vom folosi teorema fundamentald a algebrei.

Teorema 3. (d'Alembert-Gauss)

Oricare ar fi f€ C[X], gradf > 0, existd z € C astfel incat
fz) = 0. Altfel spus, orice polinom de grad mai mare sau egal cu
1 avand coeficientii complecsi admite cel putin o radacind complexa.

Nu se cunoaste o demonstratie elementara pentru teorema
fundamentala a algebrei. O admitem fara demonstratie.

Corolarul 1. Singurele polinoame ireductibile peste C sunt
polinoamele de gradul intai din C[X].

Demonstratie. Se folosesc rezultatele de la proprietatile (1) si
(2) pentru cazul K = C. m

Cum R c C, avem R[X] c C[X]. Fie f € R[X] < C[X],
grad f=n > 0. Conform teoremei fundamentale a algebrei exista
z=u+vie Ccuu,ve Rastfel incat f(z) = 0.

Daci f=a X'+ a X'+ ..+aX+ a, atunci avem:

az'+ta z'+..+az+a,=0.

Consideram conjugatul z =a—>bi al numarului complex

z=a + bi, avem:

0=0=az"+a 2" +..+az+a =az"+a z"' +..+az+a =f(Z
n n—1 1 aO n n—1 al aO

Am demonstrat astfel urmatoarea teorema:

e

25) Determinati numerele reale a si b
astfel Incat polinomul f sa fie divizibil
cu polinomul g, unde £, g € R[X]:

a) f=(a+DX*+(b+2)X -3X -1 si
=(X-DX+1D) ;

b) f=X°—3X'+4X +aX +bX -2 si

g=X"-3X+2;

) f=X"-X"+5X"+aX +b si
g=X"+4.

In fiecare caz in parte verificati daci
polinomul g este reductibil sau ireduc-
tibil peste R[X].

Indicatie.
©) f=g- (X'-X+D)+r(X),
r(X)=(a+4)X+b-4;
r(X)=0=a=-4,b=4.

26) Polinomul f=X?-3X+1eZ[X]
este ireductibil peste Q@ dar este reductibil
peste R astfel

3-45 3445
)

Dati exemplu de un alt polinom din Z[X]
ireductibil peste Q, dar reductibil peste R.

27) Polinomul f=X?+X+1eR[X]
este ireductibil peste R dar este reductibil
peste C astfel:

1+i/3 1-i3
f:[X+ 5 ][X+ 5 ]

Teorema 4. Daca z este o radacind complexa a polinomului
fe R[X] atunci si z este radacind a lui f.

Corolarul 2. Singurele polinoame ireductibile peste corpul
R al numerelor reale sunt:

(1) polinoamele de gradul intai: aX+ bcua, b € R, a # 0;

(2) polinoamele de gradul al doilea:

aX*+bX+ccua, b,ce R, a#0,b>—4ac<0.
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Dati exemplu de un alt polinom din R[X]
ireductibil peste R, dar reductibil peste C.

28) Fie polinomul f€ R[X]
=X +2X +3X>+aX+ b.
Determinati numerele reale a si b si
radacinile lui £, stiind ca una dintre rada-
cini este x, = 1 + 7.




Demonstratie

Avand in vedere Exemplele (1) si (2) este suficient sd aratam
ca, daca f'e R[X] este ireductibil si n = grad f> 1, atunci n = 2.

Fiez=u+ive Ccuu, ve Rastfel incat f(z) = 0. Cum feste
ireductibil peste R, avem v # 0. Mai stim f(z)=0 si cum
v#Orezulticd z#Zz.Dinf(z) =0, f(z)=0 si z#Z rezulta,
conform Teoremei 4, paragraful anterior ca f se divide prin poli-
nomul (X -z)(X-Z)=X"-2uX+u’+v' eR[X]. Cum si
f€ R[X] din algoritmul impartirii euclidiene a polinoamelor rezulta
ca existd ¢ € R[X] astfel incat f(X) = (X* — 2uX + u* + v)q(X).

Cum f este ireductibil peste R, avem ¢ € R, g # 0, si deci
f=aX?+bX+c,unde a=gq # 0, b =2uq si c = gu* +1?).
Avem b* — dac = —-4¢* < 0. m

Descompunerea polinoamelor in produs de
polinoame ireductibile

Conform teoremei fundamentale a aritmeticii orice numar
natural mai mare decat 1 se reprezintd in mod unic ca produs
de numere prime. Acest rezultat ramane adevarat si in inelul Z:
orice numar intreg a, a’ > 1 se reprezintd in mod unic (mai
putin semnul factorilor) in produs de numere prime.

Astfel:

60=2-2-3:-5=(=2)-2-3"-(-5) etc.

Doua polinoame f, g € K[X] se numesc polinoame asociate
in divizibilitate daca se divid reciproc, adica f ’ gsig | f

Se observa ca doud polinoame nenule f'si g sunt asociate in
divizibilitate dacd g = afcua € K, a # 0.

Rezultatul corespunzitor teoremei fundamentale a aritmeticii
pentru inelul K[X], K un corp comutativ este dat in urmatoarea...

Teorema 5. Daca f € K[X], grad f=n > 1, atunci exista
polinoamele ireductibile f,, f,, ..., /. € K[X] unic determinate
mai putin o asociere in divizibilitate astfel incat:

S = %X . fX) cur > 1.

e

29) Sa se determine polinomul
fe RX], f=X*+taX® +bX>+cX+b
stiindca fli)=1+isif{l1 +i)=-6+ 5i.

Indicatie. Se tine cont de puterile lui
i in calcularea lui f{i), respectiv f{i + 1) si
apoi se identifica coeficientii numerelor
complexe despre care trebuie sa aratam
ca sunt egale.

30) Sa se determine polinomul
fe RIX], f=aX?+ bX? +xX+d,

1+i\/§]=0-

2

stiind ca fi-1) = 0 si f(

31) Fie polinomul f € C[X],
/=X?+1. Descompuneti /' in factori

ireductibili peste:
a)Z, b)Q; R, d)C

32) Fie polinomul f € C[X],
f=X’~1. Descompuneti / in factori

ireductibili peste:
a)Z; b)Q; ¢ R; d)C.

33) Descompuneti in factori ireductibili
polinomul
F=3X"+3X° +3X +4 € Z [X].
Indicatie. Consideram functia polino-
miald asociatd si calculam

A

FO)=4; f()=3+3+3+4=3;
f&=0: rG=3; rd-=1i.

Demonstratie. Pentru partea de existentd a descompunerii
in factori ireductibili demonstram prin inductie matematica dupa
n=grad f.

Daca n = 1, atunci f este ireductibil peste K si afirmatia din
enunt este adevarata cu » = 1 si f, = f.

Presupunem ca n > 1. Daca f este ireductibil, din nou ludm
r=1sif = f Daca f este reductibil atunci exista g, h € K[X]
astfel incat /= gh, grad g <mn, grad 1 < n.

Presupunand afirmatia din enunt adevéarata pentru polinoa-
mele din K[X] de grad mai mic decat n, rezultd ca g si & se
reprezinta ca produse de polinoame ireductibile si atunci aceeasi
proprietate are si f'= gh.

Partea de unicitate este propusa ca exercitiu. m
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Rezulta ca f are radacina 2. Din teorema
lui Bézout obtinem ca X —2| f, adica

X+3|f.

34) Descompuneti in factori ireduc-
tibili fiecare dintre polinoamele:

a) g=2X"+3X"+2 € Z [X];
b) f=X'+6 € Z[X];
©) h=X’+2X’+5X+3 € Z[X].




N e

Observatie. In descompunerea f = ff; - /. dand in factor Indicatie.

coeficientii dominanti ai polinoamelor ireductibile £, £, ..., f,, avem: 2) (6) _5
f=aff,..f.cua€ K,a#0sif,f, .., [ polinoame monice gl =

ireductibile. gh=2 .
Din rezultatele precedente deducem: g2)=1+2+2=0 |= (X +3) | f
Corolarul 3. Daca f€ C[X], f=a X" +..+aX+a,cun>0 g(.’:) _i+g+g_§

si a # 0, atunci existd numerele complexe z,, z,, ..., z, unic gd)=3+3+2=3

determinate astfel incat: f=a (X -z)X~-2z) .. (X-z) AL A AL
Corolarul 4. Daci f € IR[X],f=1 a X I .. taX+a, cu b) Af(O)A_6 » /(D=0 72)=0,
n>0sia # 0 atunci f'se descompune in mod unic sub forma: fG3)=5, ...
f=aX-o)..(X-a)X+BX+y,) .. (X+pX+y)undea, |Rezultd f(X)=(X—1)(X-2)..
Bj,yjeIR,B?—4yj<0pentrul<i<s,l<j<t§is+2t=n. o
35) Se considera polinoamele £, g € C[X],
1) Polinomul f=X" + X" "4+ X—n neN, n=2 f=X3 —X2_5X+5 si ng(’ 1.
M este reductibil peste Z, deoarece f(1)=0. Descompuneti fiecare din polinoamele
i 2) Polinomul f=X>+ X +1 este ireductibil peste Z. f'si g in QLX], R[X] si CLX].
Intr-adevar, daca f ar fi reductibil am putea scrie:

LrEMpLE

f=gh, gradg =1, gradh=2, g,heZ[X]. Atunci 36) Fie polinomul /€ C[X]. Des-
X+ X +1=(X +a)(X>+bX +¢), a,b,ceZ Rezultd ac=1 compuneti in factori ireductibili peste
deci a=+1 Y ’ Q, R, C polinomul f, daca:

. _y4 1. _ y4 2
Din descompunerea lui frezultd f(-a)=0. Insd f(1)=3#0 Q) f=X"+1; b)f=X"-X"+1.

si f(=1)=-1=0. 37) Descompuneti polinomul

f=X+1¢e C[X] in factori ireductibili
peste R si C.

Aplicatie a inelului Z [X]. Codificarea mesajelor

Fie 4 o multime numita alfabet, cu doud elemente, anume simbolurile 0 si 1 numite litere. Cu ajutorul
literelor alfabetului 4 putem forma 2" secvente diferite cu m termeni aa, ... a, (a, € A) numite cuvinte de
lungime m peste alfabetul A. Notdm cu D multimea cuvintelor de lungime m peste alfabetul 4.

Fie C o submultime cu 2” elemente a lui D , unde m < n. Multimea C se numeste cod iar elementele sale
cuvinte-cod. Putem fixa o bijectie g : D, — C < D, prin care codificim mesajele date prin cuvinte de
lungime n din C. Se poate folosi aritmetica inelului Z [X] pentru a perfecta codificarea si decodificarea
mesajelor indatd ce se cunoaste cheia codului (in cazul nostru, un polinom p € Z [X]).

Pentru a simplifica scrierea polinoamelor din Z,[X], notim elementele corpului Z, cu 0 si 1 ; corpul Z,
este Tnzestrat cu operatiile de adunare si inmultire care au tabelele alaturate:

+]/0 1 <101
Se observd cda +a =0,V a€ Z, de unde rezultd ca f+ /=0, V f€ Z[X]. ol0 1 ol0 o
Sa notdm cu P, multimea polinoamelor f'€ Z,[X] de grad mai mic decét n, 1110 1o 1

f=a,taX+..+a X"'(a € Z). Evident, P are 2" elemente, iar aplicatia
(x)D, - P,aa,..a  +— a +aX+ .. +a X' este bijectivd.

Fie m, n € N*, m < n si p € Z[X] un polinom de gradul n — m. Deoarece un polinom f'€ P, se divide prin
p dacd si numai dacd existd un polinom g € P astfel incat f'= pq, rezultd cd multimea ¢ a polinoamelor din
P care se divid prin p are 2” elemente.

Submultimea C a lui D, formatd cu cuvintele din D, care prin bijectia (*) corespund polinoamelor din ¢
se numeste (n, m) - codul polinomial generat de p. Daca f' € ¢, atunci f se numeste polinom-cod.

Fie acum bijectia (**)D —P ,bb, ..b s b, +bX+..+b X' Dacdge P, ,atunci g este numit
polinom-mesaj. Existd q, r € Z,[X] unic determinati astfel incat: X" "g =pg +r,r€ P

"
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X e € Lsi fie
X" b X" + . +b, X" Avem f€ €.

Intr-adevar, cum » + = 0, avem f=r+ X""g=r+ pq + r = pq, de unde f€ .

Se obtine corespondenta P — ¢, g — f care evident este bijectivd. Asadar, de la mesaje (din D) la
cuvinte-cod (din C < D)) se trece astfel: mesajul bb,... b | trece prin bijectia (**) In polinomul-mesaj
g=b,+bX+ .. +b X! céruiaii corespunde polinomul-cod f'=r + X" "g. In fine, polinomul-cod f trece
prin inversa bijectiei (*) In cuvantul-cod cc,...c,  bb,...b ., unde c, c, ... ¢ _ . sunt coeficientii restului

n-m-1-0"1° m

dl;resupunem car=c,tecX+ .. +tc
e)
f=r+X""g=cy+cX+..+c

n—m—1

impartirii lui X""g prin p.
Evident, un cuvant u € D, u = aa, ... a,_, se gaseste in C dacd si numai dacad polinomul

f=a,taX+ .. +a X"'sedivide prin p.

At ey
Fie (6, 3)-codul polinomial generat de polinomul p =1 + X + X° € Z [X].
O a) Sa se codifice mesajul 110.
b b) Care dintre cuvintele 111001 si 110011 sunt cuvinte-cod?

Solutie. a) Mesajului 110 1i corespunde prin (* *) polinomul-mesaj g = 1 + X si atunci
Xrmg = X3(1 + X) = X° + X* Facand impartirea cu rest in Z,[X] a polinomului X* + X* prin polinomul
P =1+ X+ X’ se obtine restul » = 1 + X 2. Asadar, polinomul-cod corespunzator lui g = 1 + X? este
g=r+Xg=1+X?+ X°+ X* caruia 1i corespunde cuvantul cod 101110.

b) Cuvantului 111001 din D, i corespunde prin (*) polinomul /=1 + X + X* + X°. Se constata ca f se
divide prin p, deci 111001 este cuvant cod. Cuvantului 110011 ii corespunde prin (*) polinomul
1+ X+ X*+ X5 care impartit la p da restul X, deci 110011 nu este cuvant cod.

Exercitii rezolvate.
1) Descompuneti in factori ireductibili peste Q, R si C polinomul f= X* + X° — X> — 2X — 2 stiind ca admite

s _ 1.3
radacina z = 5 +i >
Solutie. Polinomul f'avand coeficientii reali, admite si radacina z = —% -1 g si deci se divide prin polinomul

X-2)X-2)=X"+X+1. Impartind pe fprin X2 + X + 1 se gaseste catul X2 — 2, deci f= (X2 — 2)(X2 + X + 1)
Cum discriminatul lui X2+ X+ 1 este A=1?-4-1=-3 <0 polinomul X> + X + 1 este ireductibil peste R
si cu atat mai mult peste Q (pentru ca, Q[X] < R[X]).
Cum si X? — 2 este ireductibil peste Q (pentru ca radacinile sale nu sunt in Q) rezultd ca
f= X -2)(X* + X + 1) este descompunerea in factori ireductibili peste Q a lui f.
Acum este evident ca descompunerile lui f'in factori ireductibili peste R si C sunt:

f=(X —V2)(X +2)(X* + X +1) respectiv f:(X—ﬁ)(X+\/§)(X+%—i§)(X+%+i%).

2) Descompuneti polinomul f =X*+X? +1 in factori ireductibili peste: a) Q; b) R; ¢) C.

Solutie. Putem scrie f=X*+2X> +1-X*=(X*+1)’ - X’ =(X*+ X +)(X* - X +1)
Polinoamele X2+ X +1 si X”—X +1 sunt ireductibile peste Q si R deoarece discriminantii sunt negativi.
Peste C, aceste polinoame se pot descompune astfel:

X2+X+1=(X+1+;*/§](X+l_i‘/§] , X2_X+1=(X_1_;ﬁ](x_l+i\/§] ’

2 2

deci fz[)”1+A/§](X+1—1'\/5]()(_1—1'\/5][)(_1”\/5}
2 2 ’

2 2
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3) Descompuneti in factori ireductibili peste corpul Z, polinomul [ =X S4IXT+ X +2e€ Z[X].
Solutie. Valorile f (o) ale polinomului f'cand o € Z, sunt:

A

a|012

flw |2 0 2

Rezultd ci f se divide prin X —1= X +2. Folosind schema lui Horner, avem:
i 2 i 2 |
i 0 1 0 |1

deci catul Tmpartirii lui fprin X —1 este X*+1. Cum gradul lui X *+1 este 2 si cum X7 +1 nu are radacini
in Z,, rezultd cd este ireductibil peste Z,. Descompunerea cdutatd este:

f=(X-2)(X*+1).

4) Fien =2 2, f=(X-a)X-a,) ... (X—-a,)+Lqa, a,, ... ,a,€Z distincte. Demonstrati ca f este
ireductibil peste Z.

Solutie. Presupunem ca f'= gh cug,heZ[X], grad g <n, grad h<n.

Avem f'(a;)=-1,adica g(a,)h(a,)=-1, i= Ln. Cum g(a,),h(a;)eZ, rezulta g(a;)=1 si h(a;)=-1 sau
g(a)=-1 si h(a)=1. In ambele cazuri avem g(a;)+h(a,)=0, i =1,n. Fie g=g+h Avem gradg<n.
Presupunem ¢ #0. Deoarece g(a,)=0,i = 1,n, inseamna cd putem scrie g(X)=(X -a,)(X —a,)...(X —a,)s(X),
grads > 0. Rezultd gradg>n, contradictie! Deci ¢=0 si prin urmare h=-g iar f=-g>. Deducem
f(x)<0, VxeR, fals deoarece dacd alegem x, = max{ ||| i=1,_n} +1 rezultd f(x,)>0.

5) a) Cate polinoame de grad mai mic sau egal cu 4 sunt in Z [X] ?
b) Determinati polinoamele ireductibile peste Z, de grad cel mult 4.

Solutie. a) Dacd f€ Z [X]si are gradul cel mult 4, atunci f =a, +a X +a, X’ +a, X’ +a, X", cua, €Z, = {0, 1.

Cum pentru fiecare a, avem doud posibilitati, exista 2° = 32 polinoame de grad cel mult 4 in Z, [X].
b) Singurele polinoame de grad 1 din Z [X] sunt X' si 1+ X si acestea sunt ireductibile.

Dacd f'€ Z, [X] este ireductibil peste Z,[X] si n = gradf> I, atunci q, = f(f)) £0, ay+a,+..+a, = f(i) £0.
Singurele polinoame de gradul al 2-lea sau al 3-lea care indeplinesc aceste conditii sunt
1+ X+ X2, 1+ X +X°, 1+ X? + X si vor fi ireductibile peste Z,.
R Polinoame}e de gradul al 4-lea care indeplinesc conditiile 1 (f)) £0, I (i) 20 sunt 1+ X +X*, 1+ X2+ X*,
1+ X+ X, 1+ X+ X>+ X’ + X* i fie funul dintre acestea. Daci f este reductibil, descompunerea sa in factori
ireductibili contine numai factori de gradul al 2-lea, deci numai pe X’ +X +1. Asadar
f= (i+ X+X*) = i+ X+ X*. Conchidem ci polinoamele ireductibile de gradul al 4-lea sunt
I+ X+ X 1+ X0+ X i T+ X+ X+ X+ X0
6) Determinati polinoamele monice (unitare) ireductibile de gradul al 2-lea din inelul Z,[X].
Solutie. Cum termenul liber al polinomului ireductibil de grad mai mare sau egal cu 2, nu poate fi egal cu
0, rezultd ca polinomalele cautate sunt de forma X +aX +1 sau X*+aX +2. Punand conditia ca acestea

sd nu aiba radicini in Z,, se aratd cd polinoamele cautate sunt X 4L, X+ X+2si XP4+2X+2.
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preplisr @ 1. Folosind algoritmul lui Euclid,
—— determinati c.m.m.d.c. al polinoamelor:
a)f=X"+3X+X-2si
=X +2X+2X+ 1di
st £ X +2X +2X + 1 din Q[X].

b)f[=X+X-X+1si
g=3X"-5X+8X+ 1 din Q[X].

@ 2. Folosind algoritmul lui Euclid, determinati
c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. ale polinoamelor
fgELX], f=X'+ X +2X+2 si
g=X"+3X+6.

@ 3. Determinati c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. pentru
polinoamele f, g € R[X] in cazurile:
a)f=X0-T7X*+8X3-T7X+7,
g=3X°-T7X*+3X°-7X

b) f=X"-4X + 1,

g=X"-2X-3Xx+X+ 1

) f=X-9X'- 10X -9X* + 1,
g=X"—4NX +6X* +42X +1.

@ 4. Aratati ca polinoamele f, g € Q[X],
F=X4- X 4X2+4X+1,g=X3—2X2+ 1 sunt
prime intre ele.

@ 5. Determinati c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. pentru
polinoamele f, g€ R[X], f=X°-1,g=X"- 1.

@ 6.Fief,ge QX], f=X +aX*+ 11X + 6,
g=X + bX* + 14X + 8. Determinati a si b astfel
incat f'si g sa admita un divizor comun de gradul al
doilea.

@ 7. Determinati a, b € R astfel incat c.m.m.d.c.
(f, g) sa fie un polinom de gradul al doilea, unde:
f=2X3-7X+aX+2,g=X -3X"+bX+3.

@ 8. Descompuneti in factori ireductibili peste
R si peste C polinoamele: f=X* + 4 si g = X° + 27.
@ 9.Fiefe QX],f=X*-2

a) Aratati ca f este ireductibil peste Q.

b) Descompuneti pe f in factori ireductibili peste R
si peste C.

@ 10. Descompuneti in factori ireductibili peste
Z, polinomul =X+ X +2x° +X+ieZS[X].

@ 11. Descompuneti in factori ireductibili in R[.X]
polinomul /= X2 — 1, fe R[X].

@ 12. Descompuneti in factori ireductibili in R[.X]
polinomul /= X" + X°+ X* + X* + X* + X + 1,

f€ R
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@ 13.Fie m, neN¥* si
f=mX(1-X")-nX(1-X"). Demonstrati ca f
poate fi decompus sub forma (1—X)?g(X) si deter-

minati polinomul g.

@ 14. Descompuneti polinomul X®+X*+1 in
factori ireductibili peste R.

@ 15. Demonstrati ca polinomul
f=(X-1)*(X-2)*+1 nu se poate descompune in
produs de doud polinoame cu coeficienti numere
intregi.

@ 16. Descompuneti in factori ireductibili peste
Z, polinomul '€ ZJ[X], f=X'+X’ +2X2+ X +1.
@ 17. Determinati ae Z, astfel incat polinomul
f=2X’+aX +1€Z,[X] sa fie ireductibil peste Z.,.
@ 18 . Fiefe QX], f=X°-2.

a) Aratati ca f este ireductibil peste Q.

b) Descompuneti polinomul f in factori ireductibili
peste R si peste C.

@ 19. Descompuneti in factori ireductibili
polinoamele de gradul al patrulea din Z [X].

@ 20. Determinati polinoamele ireductibile peste
Z, de grad cel mult 3.

@ 21.Fief, g€ Z[X], h = fg si p un numar prim.
Daca toti coeficientii lui 4 se divid prin p, atunci cel
putin unul dintre polinoamele f si g are toti coefi-
cientii divizibili prin p.

@ 22. (Criteriul lui Eisenstein).

Fiefe Z[X], f=a,taX+ . +taX,n>0,a #0
astfel Tncat existd un numar prim p cu proprietatile:
pla,, pla,...pla_..pla,p*|a,. Aritati ci:

a) daca f= gh cu g, h € Z[X], atunci grad g = n sau
grad h = n;

b) f este ireductibil peste Q.

@8 23. Aratati cd polinoamele X* — 2, X* — 15,
X°—px+p, XP'+ ...+ X+ 1, unde n € N* si p este
prim, sunt ireductibile peste Q.

@ 24. (Criteriul reducerii).
Fief=a,+taX+..+aX"€ Z[X], n> 0, p prim
astfel incat p [ a si [ =d, +aX +..+3,X" €Z,[X]

este ireductibil peste corpul Zp.

a) Aratati ca f este ireductibil peste Q.

b) Aratati ca polinomul 5X* — 3X® + 6X* + 4X + 3
este ireductibil peste Q.



Radacini ale polinoamelor. Relatiile lui Viéte

Radacini ale polinoamelor

Fie K un corp comutativ si f'€ K[X] astfel incat grad f'=n > 0,
Un element oo € K se numeste rdddcind a polinomului f daca
f (o) = 0. Aplicand teorema lui Bézout, rezultd ca polinomul
X — a € K[X] divide polinomul f adica existd ¢(X) € K[X] astfel
incat f(X) = (X — a)g(X).

Exista polinoame de grad mai mare decat 0 care nu admit nici o
ridécind in corpul coeficientilor. Astfel, dacd f =X+ X +2eZ[X],
atunci f(0)=2=0, f(1)=1#0 si f2)=2=0, deci fnu admite
radicini in corpul Z,.

De asemenea, daci /= X*+ 1 € R[X], avem f (o)) # 0, Vo€ R
pentru ca din o? + 1 = 0 rezulta o? = —1 < 0. Contradictie.

Pe de alta parte, conform teoremei fundamentale a algebrei
(teorema d’Alembert Gauss) orice polinom f € C[X] de grad
mai mare decat 0 admite cel putin o radacina in C.

Aplicand teorema d’Alembert-Gauss se poate demonstra
urmatorul rezultat:

Teorema 1. Fie f€ C[X], f=a X"+ .. +aX+a ,cua #0
si n > 0. Exista numerele x , x,, ..., x, € C, nu neaparat distincte,

astfel incat /= a (X — x)(X - x,) ... (X — x,) numita
descompunerea in factori liniari a lui f.

Demonstratie. Inductie matematica dupa n = grad f. Daca
n=1,atunci f=aX +aq, =al(X+%)=al(X—xl) cu X =—%.

Presupunem cé n > 1 si ca rezultatul este adevarat pentru
polinoame de grad n — 1 din C[X]. Conform teoremei
d’Alembert-Gauss exista x, € C astfel incat / (x,) = 0. Aplicand
teorema lui Bézout, exista ¢ € C[X] astfel incat
S X) = (X - x))gq(X). Evident grad ¢ = n — 1 > 0 si coeficientul
dominant al lui g este a,. Conform ipotezei de inductie exista
x,, ..., x, € C astfel incat ¢ = a (X — x,)...(X — x ), de unde

f=aX-x)X~-x).X-x) m

LrEMFLE

; 1) Daca f= X* — 1 € R[X] c C[X], atunci
@ f=X-DX+X+1)=X-1DX-e)X - &) este
descompunerea in factori liniari a lui £, unde € =—%+i %

2) Dacd f=X* — 1 € R[X] < C[X], atunci f= (X - 1)(X2+1)=
=X - DX+ 1)(X - i)(X + i) este descompunerea in factori
liniari a lui f.
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1) Fie polinomul f'e R[X],

=X -6X*+ 11X - 6.

a) Calculati f(1).

b) Calculati f{2).

c¢) Calculati f(3).

d) Verificati daca /= (X — 1)(X - 2)(X - 3).
e) Care sunt radécinile reale ale lui f?

2) Fie polinomul fe C[X],
f=4X* +3X° - 1.

a) Calculati / (%)

b) Calculati f(—%)

c) Calculati f{i).

d) Calculati f{—).

e) Aratati ca polinomul f este divizibil cu
X2+ 1.

f) Calculati g = (4X* — 1)(X* + 1)

g) Ardtati ca f = g.

h) Care sunt radacinile reale ale polino-
mului g?

i) Care sunt radacinile complexe ale poli-
nomului f?

3) Fie polinomul, f€ C[X],
f=X"-2X"-6X*+16X 16 . Stiind
ci 242 este radicini a polinomului f,
descompuneti f'in factori liniari in:

a) QLX];
b) RLX];

¢) C[X].

4)Fie f=X’+2X+1,f€ Z,[X].
a) Calculati 7(0)
b) Calculati £(1)
c) Calculati f(2).
d) Are polinomul f rddacini in Z,?




Observatii

® Dacafe C[X], gradf=nsif=a(X-x)X-x,)..(X-x)
cux, € C, 1 <i < n, atunci

Six) = a(x —x)(x — x,)...(x, = x)...(x, = x,) = 0 pentru
i=1,2,., n, adica x, x,,..., x_sunt radacini din C pentru f.
Daca pentru un numar z € C avem f{z) = 0, atunci
a(z—xXz—x,)...(z—x)=0sideci existd i astfel incat z — x, = 0,
adica z = x. Asadar x,, x,, ..., x, sunt singurele radacini (nu
neaparat distincte) din C ale lui f.

¢ In cazuri particulare de polinoame, o descompunere ca
cea din enuntul teoremei precedente poate avea loc si cand
K # C.

Astfel dacd f € Z][X], [=2X+X*+3X +4, atunci
f)=0,/(2)=0 si f(4)=0. Asadar 1,2 si 4 sunt raddcini
din Z, pentru f si avem: f=2(X-1)(X -2)(X -4), adica
F=2(X +4) (X +3)(X +1).

Radacini multiple

Fie f€ K[X], gradf=n > 0si a € K o radacina a lui f. Cum

S (o) =0, rezultd ca X — a | f, deci exista ¢, € K[X] astfel incat
/= (X~ oy,

Sa observam ca (X — a)* divide pe f dacd si numai daca
q,(a) = 0. Intr-adevar, daca (X — o)? | £; atunci f= (X — a)’q, cu
g, € K[X]. Din f'= (X — a)g, = (X — a)’q, obtinem g, = (X — a)g,
si deci g,(a) = 0. Reciproc, daca X — a ’ q,, atunci evident
X - ) |f.

Analog se aratd ca (X — o)’ ’ f daca si numai daca fla)) =
= ¢,(o) = g,(a) = 0 unde g, este catul impartirii lui /' prin X — o,
iar g, catul Impartirii lui ¢, prin X - o.

In general avem:

Teorema 2. Fie f€ K[X], gradf=n>0,a€ Ksiee N, e < n.
Atunci (X — a)® | f'si (X — a)"! X f daca si numai daca

S =q,(0) =g)(a) =..=q, () =0sig(a) # 0,
unde ¢q,, q,, ..., g, sunt respectiv céturile impartirii prin X — o
ale polinoamelor f, q,, ¢,, ..., q, -

e

5) Fie polinomul
f=X'+ X'+ X+ X +1,f€ Z[X].
a) Calculati 7(0)
b) Calculati £(1)
c¢) Aratati ca polinomul f nu are radacini

in Zz.

6) Fie polinomul f€ R[X],
f=X"+2X’+aX’+bX +c.
Determinati a, b, c¢ astfel incat f impartit
la X — 1 sa dea restul —15 si sa admita pe
1 — i ca radacina. Aflati apoi toate

radacinile lui f.

7) Fie polinomul
/€ RIXL, = (X = (X - 2).
a) Scrieti polinomul in forma canonica
dupa puterile descrescatoare ale lui X.
b) Calculati /.
c) Calculati f(1).
d) Calculati f(2).
e) Calculati f'(1).
f) Determinati radacinile reale ale poli-
nomului f'specificand si ordinul de multi-
plicitate.
g) Rezolvati in R ecuatia
X} —4x*+5x-2=0.

8) Fie polinomul f€ R[X],
f=X3-6X%+12X-28.
a) Calculati f (2).

Definitie. Fie f€ K[X], gradf=n >0, e€ N*si a € K astfel
incat f (o) = 0. Spunem cd a este radacind de ordin de
multiplicitate e a polinomului f daca (X - a)¢ | f si
X — a)! /./f

Cand e = 1, 2, 3, ... spunem ca o este respectiv radacina
simpld, dubld, tripld ... . De asemenea, daca e > 1 spunem ca o
este radacina multipld.

&3

b) Determinati catul si restul impartirii
polinomului f'la X — 2.

c) Determinati radécinile reale ale poli-
nomului f'si specificati ordinul de multi-
plicitate al acestora.

9) Fie polinomul f€ R[X],
f=X—m+D)X+2n-mX*+ X+ 1.
Determinati numerele reale m si n stiind
ca f admite radacina dubld o = 2.

- ———



Exercitii rezolvate.

1) Fie fe Q[X], /= X* - 3X* + X? + 4. Aratati ca a = 2 este radacina dubla a polinomului /.

Solutie. Avem f(2) = 0, deci o = 2 este radacini a polinomului . Impartim polinomul fprin X — 2 si gasim
f=X-2)q,unde g, = X — X* — X — 2. Cum ¢q,(2) = 0 rezultd cd X — 2 divide polinomul ¢, si efectuand
impartirea gasim g, = (X - 2)g,, unde g, = X* + X + 1. Cum ¢,(2) = 7 # 0 rezultd ca o = 2 este radacind dubld
a polinomului = X* - 3X° + X* + 4.

Pentru determinarea caturilor g, si g, folosim ,,in cascadd” schema lui Horner ca mai jos.

S

¢ f2) |2
9 q(2) | 2

93 q(2) | 2

sau explicit

I 3 1 0

r -1 -1 =2 2
1 1 1

1 3 7

2) Fie f=X - 5X*+ 14X° — 22X* + 17X — 5. Aratati ca o = | este radacina tripld a lui f'si precizati apoi care
este descompunerea in factori liniari a lui f.

Solutie. Folosind ,,in cascadd” schema lui Horner pentru impartirea cu X — 1, avem:

Rezultd ca f= (X — 1)’(X* — 2X + 5). Cum radacinile polinomului X* — 2X + 5 sunt 1 + 2i si 1 — 2i,
descompunerea in factori liniari a lui f este:

f=X-DX-DX-DX-1-2)X-1+2))=X-1PX-1-2)X-1+2i).

1 -5 14 22 17 -5

1 4 10 -12 5 0 |1
1 3 7 -5

1 2 5 0

1 -1 4

3) Fiefe Z[X], f=X*-X’+X*-2X +3.
Determinati multiplicitatea radacinii a = 3e Z; pentru polinomul f.
Solutie. Folosind schema Horner ,,in cascadd”, avem

-1 1 2 3

1 2 2 4|0 |3
0 200 |3
i3 13

Rezulta ca f=(X— 3)2()( ‘4 i) =(X+ Q)Z(X 24 i) si a =3 este radicind dubla pentru f.
Daci fe K[X],f=a X" +a X'+ ..+aX +aX ++a, atunci polinomul /' € K[X]

def

"—na X"'+m-Da_ X" +..4+2a,X +a
n n—1 2 1
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se numeste derivata formald a polinomului f. Regulile de derivare pentru functiile polinomiale reale de
variabild realad se regasesc si la derivata formald a polinoamelor:

(f+e)=/"+g". () =g+ /e (¢f)=af",
f(g(X)) = f(g(X)g'(X)
Dacif(X)=a X" +a X'+ . +aX+ a, atunci notim cu f (g(X)) pe a gX)' + a_gX)y' + ... + a gX) + a,

4) Determinati a,b<R si rezolvati ecuatia x’ —ax® +2x+b=0 stiind ci admite solutia dubla x=-1.

Solutie. Consideram polinomul asociat f= X —aX”+2X +b=0 si aplicim schema lui Horner.

1 —-a-1 a+3 b-a-3]| -1

Avem deci prima conditie: b—a—-3=0 (1)

X? X X°
1 —a-1 a+3
1 —a-2 2a+5] -1

a doua conditie este 2a+5=0 (2)

Rezulta a:—%, b:% si obtinem )(34-%)(2 +2X+%:(X+1)2[X—%j . Deci x; =x, =—1si x; :l.

5) Demonstrati ¢a polinomul (X*+1)¥""+(X +1)>""" + X" + X' este divizibil prin polinomul
X%+ X +1 dacid si numai daci n este par.

- L . - ~1+i/3
Solutie. Fie x,, x, radacinile polinomului X~ + X +1, x, , -
Atunci X2 +X +1=(X - x,)(X —x,). Pentru a demonstra cd X>+ X +1 ’ f este necesar si suficient sa aratam

cd x,,x, sunt ridacini ale lui f. Fie a.e{x,, x,}. Atunci o> +oa+1=0 si o’ —1=(a—1)(a’ +o+1)=0. Avem:
f(OL) — (az + 1)3n+1 + (OL + 1)2n+1 + (XIHZ + (16"+1 — (_a)3n+1 + (_az )2n+1 + OLHZ + (0(3)2" o=
=(-a)" (~a)—a*"? +a"? +a=—(-1)"-a—a" (o 1)+ a=a(l—-(-1)"). Conchidem cd f(a)=0 daca
si numai daca n este par.

6) Fie fe K[X],gradf=n > 2sia € K.

a) Aritati cd (X — a)? |/ (X) < f (o) = f (o) = 0.

b) Aratati ca polinomul = nX""? — (n + 1)X""! + X se divide prin (X — 1)

Solutie a) Daca (X — a)? ’ f(X) avem f(X) = (X — 0)’q(X) cu ¢(X) € K[X]. Folosind regulile de derivare avem:

F(X)=2(X —a)q(X)+(X —a) ¢'(X), deunde fla) =f"(a) = 0.
Reciproc, presupunem ca f (o) = f'(a) = 0.
Din f (o) = 0 rezulta ca f (X) = (X — a)g(X) cu g(X) € K[X].

Derivand, obtinem f'(X) = g(X) + (X — a)g’(X) si cum /(o) = 0 rezulta ca g(a) = 0, deci g(X) = (X — a)g(X)
cu g € K[X] si atunci f(X) = (X — o)’q(X).

b) Avem f'(X) = (n + 2)nX""' — (n + 1)°X" + 1 si se constata ca (1) =f'(1) = 0.

&5



Relatii intre radacini si coeficienti

Fie K un corp comutativ si f€ K[X], f=a X" +a _ X"'+ ..+
taX+a,cun>0sia #0.

Presupunem ca f se descompune in factori liniari in K[X],
adica exista x, x,, ..., x, € K astfel incat

f=aX-x)X~-x).. X-x)

Conform teoremei d’Alembert-Gauss acest lucru este posibil
pentru orice polinom f de grad mai mare decat 0 daca K = C.

Elementele x, x,, ..., x, € K sunt radacinile lui f din K, adica
f&x)=0,1<i<n

Intre coeficientii a,a, ., .., a, a,aipolinomului f si
radacinile sale x, x,, ..., x, existd o legatura, care se descrie
prin relatiile lui Viéte obtinute prin identificarea coeficientilor
din egalitatea
aX-x)X-x).X-x)=aX' +a X'+ . +aX+a,

Sa examinam cazurile n =2, n =3 si n = 4.

¢ Egalitatea a,(X — x,)(X — x,) = a,X* + a X + a, mai poate
fi scrisa sub forma

a'zX2 n a2(x1 + xz)X+ ayX X, = a'zX2 taX+a,

de unde, prin identificarea coeficientilor, obtinem:

a
X +x,=——
a,
a
__0
XXy =
a,
a

(prin . se noteazi a,a,' €K etc.)
2

¢ Egalitatea a,(X — x )X - x)(X - x) = a X + a X’ + a X + q,
se mai scrie sub forma

aX’ —ax, +x,+x )X+ a(xx, +xx, +xx)X—axxx =
=aX +aX +aX+ a, de unde:

a,
X +x, X, =——
a,
a
XXy + XX+ XX, =—
a,
Gy
XXXy = ——
a,

¢ Din egalitatea
a(X —x)(X —x, (X —x)(X —x,) =aX* +bX’ +cX* +dX +e,
obtinem
X +X, X+ X, =——

c
X)Xy + X5 + XX, + XXy + XX, + XX, = .

XXX + X X00X, F XX 3K, + XXX, = ——

e
XXX 3X, =—
a
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10) Scrieti relatiile lui Viete pentru
fiecare dintre polinoamele:
a)f=3X>+2X+1;

b) f=4X3+3X2+2X+ 1,
C)f=5X*+4X3+3X2+2X + 1;
d)f=3+2X+X?
e)f=4+3X+2X2+ X3

f) f=5+4X+3X>+2X3 + X4

11) Scrieti relatiile lui Viete pentru
fiecare dintre polinoamele:
a) [=4X>-5X+1;
b)f= 247+ 3;
¢) f=—X-2X+X-5
d f=2X’-X+1;
e)f=2X°-X?*+X;
) f=2X°-X*+1;
g f=X'"+ X -X*+1;

h) f=X* - 2X%
i) f=-X*+2;
DS=2X+X.

12) Fie fe Z[X], f=X*+ 12X 5. Sa se
arate ca f are doud radacini a caror suma
este egald cu 2. Sa se afle radacinile

polinomului.

13) Determinati radacinile polinomului
f € R[X], stiind ca intre acestea exista
relatiile precizate in fiecare caz:
a) f=6X — 47X + 64X + 12 si x, = 3x;
b) f=X*+ 10X° + 35X + 50X + 24 si

x1+x2=x3+x4.

14) Determinati radacinile polino-
mului f, daca acestea verifica relatia
indicatd f= X° — 13X + 12, x, —x, = 2.

15) Fie polinomul fe R[X],
=X -2X2+2X-1.
Determinati radacinile polinomului f
stiind ca acestea sunt in progresie geo-
metrica.

e



Observatie.
Relatiile lui Viete sunt simetrice in raport cu x,, x,, ..., X,.

n

Rezultatul general este:

Teorema 3. Fie f€ K[X], f=a X' +a X'+ .. +aX+a,
un polinom de grad n > 0. Pentru x, x,, ..., x, € K avem
f=a(X—-x)X~-x,)..(X~-x)daca si numai daca:

a,_
X +x, 4. +x, =—— (1)
an
_an—Z 2
XXy + XX+t X, X, = ()
a

a
_ k “n—k
XpooXp (X F X000 X, X+ X, X, X, =(=1) e (k)

n

xx,..x, =(=1)" ] (n)
a

n

Demonstratie

Presupunem ca f'= a (X — x)(X —x,) ... X —x ) cu
X, X,, ..., X, € K, nu neaparat distincte. Avem
aX-x)X-x).X-x)=aX' +a X'+ . +aX+a,

Efectudm produsele din membrul stdng al egalitatii
precedente si scriem rezultatul ca un polinom in X dupa puterile
descrescatoare ale lui X.

Identificand coeficientii se obtin relatiile (1) — (7) din enuntul
teoremei.

Sa observam ca membrul stang al relatiei (k) este o suma de
C* termeni, fiecare termen fiind un produs de k factori luati
dintre x,, x,, ..., x,, In ordinea crescatoare a indicilor.

Reciproc, presupunem ca elementele x, x,, ..., x, € K, nu
neaparat distincte, verifica relatiile (1) — () din enuntul teoremei
si fie polinomul g € K[X], g = a (X —x)(X - x)) ... (X —x).

Evident, x, x,, ..., x, coincid cu radacinile lui g din K. Avem
g = fpentru ca

g=a X" —a,(x,+x, +..+x )X +. . +(=1)"axx,.x, =

a

n n

—a,X"—a, [—h]){"'l +ot(=1)a (-1 D =
a

n n-1 —
=aX"+a X" +..+a,=f.

Cand K = C, din teorema fundamentala a algebrei rezulta ca
pentru orice polinom £, grad f=n,n> 0 avem f=a (X —x) ... (X —x )
cux, X, .., x € C, asa cum se cere in enuntul teoremei 3. m

Egalitatile (1) — (n) din enuntul teoremei 3 sunt cunoscute
sub numele de relatiile lui Viete si descriu legaturile dintre
radacinile x,, x,, ..., x, ale polinomului f'si coeficientii acestuia.
Ele pot folosi la determinarea efectiva a radacinilor x, x,, ..., x
dacd se cunoaste o relatie suplimentard intre acestea.
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16) Daca x,, x, sunt radacinile polino-
mului f=aX? + bX* + ¢, fe C[X] si cei
trei coeficienti @, b, ¢ formeaza o pro-
gresie aritmeticd, sa se arate ca este ve-
rificata relatia: 2(x, + x,) + xx, + 1 = 0.

17) Daca x, x,, x, sunt rdddcinile
polinomului f'= X* + pX + ¢, f€ R[LX],
ardtati cd 12(x; +x] +x]) =
=7(xl3 +Xx; +x§)(x12 +x5 +x§)2

18) Daca x, x,, x, sunt rdddcinile
polinomului f = X* — 5X + 2, sa se
calculeze x; +x; +x; .

19) Se considera polinomul /€ R[X]

f=X+pX+gq.

Sa se determine numerele reale p si ¢q
astfel ca diferenta rddacinilor polino-
mului sa fie 4, iar diferenta cuburilor
radacinilor sa fie 208.

20) Fie polinomul f'=X* — 3X* + X — 1,
f € R[X] cu radécinile x , x, si x,. Deter-
minati un polinom g € R[X] care are
radacinile o, o, si a, stiind ca:

2

a) o, =X,
2

o, =X,
2.

o; =X3,

b) a, =3x, +x, +x;,

o, =X, +3x, + x5,

oy =X, + X, +3x;;

2 2
c) o, =x +Xx5,

o, =x +x5,
oy =X +X;
dyoy =1+,
X
oc2=1+i2,
X5
oc3=1+l2
x5




Exercitii rezolvate.
1) Determinati radacinile x,, x,, x, € C ale polinomului /= 2X* — X* - 7X — 3 € R[X] < C[X], stiind ca
x, +x,= L

X+ X, +x, = 5
Solutie. Relatiile lui Viete pentru polinomul f sunt: < x,x, +xx; +X,Xx; = 3

X, X, X, =—
1% X3
2

1
Cum x, + x, = 1, din prima relatie se obtine X; = R Apoi, din ultima relatie rezultd ca x,x, = -3. Cum

1++/13 . 1-/13
2 7P 2
2) Determinati A si radacinile polinomului f'= X* — 2X° — 6X* + A.X - 3 € R[X] < C[X], stiind cd x x, = 3.
Solutie. Relatiile lui Viéte pentru polinomul f de gradul al 4-lea pot fi scrise astfel:
X, X, +x,+x, =2 )

x, +x,=1sixx,=-3,x six, sunt solutiile ecuatiei x> —x —3 = 0, deci x, =

XX, +(x; +x,)(0 +x,) +x,x, =—6  (2)
XX, (x5 +x,)+ (X, +x,)(x3x,)=—4  (3)

XX, X%, =3 4)
facand in relatiile (2) si (3) grupari de termeni care adesea usureaza rezolvarea. Cum xx, = 3, din ultima

(o, +x,) +(x;+x,)=2

relatie rezultd ca x,x, = ~1. Acum primele doua relatii pot fi scrise { 3 de unde x, + x, = 4

(xl X, )(x3 +x4) =
si x, + x, = =2 ca solutii ale ecuatiei x> — 2x — 8 = 0. Din a treia relatie se obtine acum A = 10. In continuare,

din x, +x, =4 sixx, =3 se obtin x, =3 si x, = 1, iar din x, + x, = -2 si x,x, = —1 rezultd ca x, =—1+2 si

x, =-1- V2.
3) Rezolvati ecuatia x’ +6x> +6x—4=0 stiind ci solutiile sunt in progresie aritmetica.
X +x, +x;=—-6
Solutie. Avem conditia x, + x; =2x, si relatiile lui Viete: < x,x, + x,x; + x,x; =6. Relatiile x; +x, +x; =-6
X,x,x; =4
si x; +x; =2x, conduc la x, =-2.Din ultima relatie deducem x,x; =-2. Avem x, +x;=—-4 si xx;=-2, deci
x;,X; sunt solutiile ecuatiei x> +4x—2=0, adicd X ;=-2% V6. Solutiile ecuatiei sunt -2 — J6,-2 si—2+ 6.

4) Fie f=X°+ X +aX +beC[X]. Determinati ridicinile x,,x,,x, ale lui f'stiind cd x; +x; +x3 =8 si cd
restul Tmpartirii lui f(X —-1) la X +1 este —4.

Solutie. Calculam expresia x; +x; +x; in functie de a si b: scriem ci x,,x,,x, verific ecuatia f(x)=0,
adica: x} +x; +ax, +b=0; x3+x; +ax, +b=0; xj+x; +ax;+b=0. Adunand, obtinem x> +x3 +xJ =
=—(x] +X; +x3) —a(x, +x, + ;)= 3b. Avem: x7 +x2 +x3 = (x, +X, +x35)7 = 20X, + XX + X,x,) =1-2a si
inlocuind, obtinem: x; +x; +x; =2a—1+a-3b=3a—3b—1. Deci 3a—3b-1=8, de unde a—b=3. Restul
impartirii polinomului f(X—-1) la X +1 este egal cu valoarea lui f(X—-1) in x=-1, deci f(-2)=-4.

Obtinem: —2a+b=0 si apoi a=-3,b=-6. Rezolvim ecuatia x* + x> —3x—6=0 si obtinem solutiile x, =2,

_3+i3

2

X3 =
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5) Fie ecuatia x° + x+m=0, me R. Determinati m astfel incat x> + x; +x] =10, unde x,,x,,x; sunt solutiile

ecuatiei.

Solutie.Avem relatiile: ax; +bx} +cx, +d =0; ax; +bx; +cx, +d =0;
axi +bx; +cx; +d =0. Inmultindu-le cu x{,x} si respectiv xj, obtinem:

n+3 n+2 n+l

3
ax;™ +bx{" +ex -

2 I
+dx =0; ax, - -

n_n. n+3
+bxy7" +exy” +dxy =0; ax;

+bx

2 I
T+ exyT +dxy =0.

Prin adunare rezulta relatia: aS,.; +5S,,, +¢S,,; +dS, =0 (D), unde S, =x" +x," +x," VneN* si §;=3.
Fie acum ecuatia x” +x+m=0. Relatia (1) se scrie: S,.;+S,,,+mS, =0, VneN.
Din n = 2 rezultd S;=-S,—mS, iar din n = 0 rezultd S, =-S5, —mS;=-3m;

S, =x7 +x5 +x3 = (X, + 2, +x3)° —2(x,%, +x,X; +x,X;) =—2. Obtinem S5 =5m si m = 2.

Radacini complexe ale polinoamelor avand
coeficientii reali

Fief=a X' + .. +aX+a,a #0,n>0un polinom cu
coeficienti reali. Dacize C,z=a+ bi,cua, be R, b # 0 este
o radacina a lui f, atunci:

0=0=a,z"+..+az+a,=az" +..+az+a,=f(Z)
deci si z=a—bi este radacind a lui /- Cum b # 0, avem z #z,
deci f se divide prin
(X —z2)(X-2)=X’-2aX +a’ +b* eR[X].
Asadar = (X? — 2aX + a* + b*)q(x) cu g(x) € R[X]. Rezulta
ca problema determinarii radacinilor polinomului f de grad #,
n > 1 avand coeficientii reali se reduce la o problema mai simpla

a determinarii radacinilor polinomului ¢ de grad n — 2 cu
coeficienti reali.

LreArtt 1) Fie fe RLX], f=X*+ 2X° + 3X° + aX + b. Si se
determine a, b € R si radacinile lui f'stiind ca una dintre
eleestez=1+1i.

Solutie. Polinomul f admite si radacina z =1-i si
deci se divide prin (X —z)(X —z)=X"-2X +2.

Efectuand impartirea lui f prin X*> — 2X + 2 se obtine catul
g=X+4X+ 9sirestul r=(a+ 10)X+ b — 18. Cum r = 0,
rezultd cd a =-10si b = 18 si

=X -2X+2)(X*+4X+9)

Radacinile polinomului ¢ = X* + 4X + 9 sunt 245 si

_2—i\J5, deci radacinile lui fsunt 1 + i, 1 — i, 2+i\/5 si

2-i5.

2) Fie polinomul /= (X> + X+ 1)*"! — X e R[X], n€ N. Sa se
arate ca f se divide prin X* + 1.

Solutie. Avem f (i) = (P +i+ 1)y —i=@"1—i=7i—-i=0.
Asadar fadmite radacina z = i. Cum f are coeficientii reali, fadmite
si radacina 7 =—; , deci se divide prin (X — ))(X + 1) = X* + 1.
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21) Fie polinomul
f=X-7X + 19X - mX + n, fe RX].
Determinati numerele reale m si n stiind
ca polinomul f admite radacina 2 + i.

22) Fie polinomul
=X -3X*+aX+b, fe RX].
Determinati numerele reale a si b
stiind cd f admite radacina 1 + i.

23) Fie polinomul f'e R[X],
f=X"+ aX’ + bX + c¢. Determinati
numerele reale a, b si ¢ stiind ca fadmite

radacina %(1 —i3) si ca intre radacinile

. P . 3 3 3 3 _
lui fexistd relatia x; +x, +x; +x, =5.

24) Fie polinomul f'e R[X],
f=X +mX*+2X+m—1. Dacidx,x, x,
sunt radacinile polinomului f sa se

calculeze x’+x;+x;. Sd se determine

radacinile polinomului f daca se divide

cuX - 1.

25) Fie polinoamele f, g € R[X],
f=nX""'—(n+ )X+ 1,ne N,
g = (X - 1)% Sa se arate ca polinomul f
se divide prin g. Sa se afle radacinile
polinomului f pentru n = 3.

Indicatie.

f=(X=D)’nX""+. . +3X +2X +1).




Radacini ale polinoamelor avind coeficienti
rationali

Dacad e N, d > 1 si d nu se divide prin patratul unui numar
prim, atunci un numdr u real de forma y=q+bJd cua, be Q
se numeste numdr pdtratic.

1 3 1
Astfel numerele: 2-— 3\/5, — 46, ——+ —\/g sunt numere
2 2_4
patratice. Daca u=a+ bJd si w'=d +bJd se verifica usor ci
u=u'<a=a si b=>~", cu un rationament asemanator celui
prin care se arata ca J2¢2Q.
Daca u=a+ b\/g este un numdr patratic atunci v =a — b\/g
se numeste conjugatul lui u. Astfel (1+3\E)* =1-342,

(2—§\/§j =2+§\/§. Ca si in cazul numerelor complexe,
operatia de conjugare a numerelor patratice are proprietatile:
(@) (u+v) =u" +v, () =uv’
(b) ') =u

.
©)u =ucueqQ,
. . - . . a * *
oricare ar fi numerele patratice u si v. In plus, (u") =(u )",

oricare ar fi numarul patratic u.

Teorema 4. Fie f=a X" +a X'+ .. +aX+a € QX],

a #0,n>1si u= a+byJd un numar patratic.

(1) Daca f (u) = 0, atunci f (u”) = 0.

(2) Daca f (1) = 0 si b # 0, atunci polinomul f se divide prin
X-uw)X-u)=X-u+u)X+uu =X -2aX+a*-db’e Q[X].

Demonstratie

(1) Avem 0=0"=(au" +a, u"" +..+au+a,)) =
=a,w) +a, () " +. . tau +a,=f(u).

(2) Evident. m

L rEMpLE
X, =x =1- J3 i deci se divide prin polinomul
X —x)X-x)=X-2X-2.
Efectuand impartirea lui f prin X* — 2X — 2 se obtine catul

q(X) = X? — 2X — 6. Asadar flX) = (X* — 2X - 2)(X* - 2X - 6).
Cum radacinile polinomului X* — 2X — 6 sunt 147 si

1) Determinati radacinile polinomului /= X* — 4X° —
—4X*+ 16X + 12 € Q[X], stiind ca una dintre radacinile

sale este x, —1++/3.
Solutie. Polinomul f admite si radacina

2) Determinati a, b € Q si radacinile polinomului
f=X*+aX3-X-2X+ be Q[X] stiind ca f admite radacina

u=2+\/§.
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26) Fie polinomul f€ Q[X],
=X -3X" - 19X + 91X2 — 80X — 50.
Determinati toate radacinile polinomului
fstiind ci3 +isi 1-+2 sunt radicini
ale lui f.

27) Determinati radacinile polinomu-
lui fe Q[X], f=X*-2X°-3X>-6X- 18,
stiind ca una dintre ele este x, =1- V7.

28) Determinati @, b € Q si radacinile
polinomului f'e Q[X], /= X* - 10X +
+ aX? — 34X + b, stiind ca una dintre
raddcini este: x, =3+ J5.

29) Fie polinomul f€ Q[X],
f=2X - X* + 39X+ 18X + 54.

a) Stiind cd x, =3v2 este o radicini a
polinomului £, determinati inca o rada-
cind a lui f.

b) Calculati (X —3v2)(X +3v2).

c) Aratati ca f se divide cu polinomul
X* - 18.

d) Calculati catul impartirii polinomului f
la X* - 18.

e) Determinati toate cele patru radacini
ale lui f.

30) Fie polinomul f€ Q[X],
[=2X - 5X* - 2X° + 6X* - 1.

a) Stiind ¢ x, =1++/2 este o radicina a
polinomului f, determinati incd o rada-
cind a lui f.

b) Calculati (X —1-~/2)(X —1++2).

c) Aratati ca f se divide cu polinomul
X’ —(1-+2).

d) Calculati catul impartirii polinomului
fla X2 —(1-+2).

e) Determinati toate cele cinci radacini
ale lui f.

- - - — 7



Solutie. Polinomul f se divide prin
X —w) (X —u)=X"—(u+u)X+uu =X*—4X+2.
Impirtirea euclidiani a lui f prin X*> — 4X + 2 da catul
g=X*+(a+4)X+4a+ 13sirestul r=14(a + 3)X+ b — 8a - 26.
Cum r = 0, rezultd a = -3 si b = 2, deci
=X -4X+ )X+ X+ 1)
NER WL

1
Radacinile lui f'sunt 2+\/§, 2—\/5, —5+i7 si —E—iT,

31) Fie polinomul /€ R[X], AX) =
=X°-7X + 14X* + 17X + 15X - 6X - 10.

a) Stiind ca f are radacina x, = 3 + i,
determinati incd o radacina x, a lui f.
b) Stiind ca f mai are o raddcind x, = 1-/2,
determinati incd o radacina x, a lui f.

c¢) Determinati toate radacinile lui f.

Radacini rationale ale polinoamelor avand coeficienti intregi

Asa cum s-a mai observat, determinarea radacinilor unui polinom avand coeficientii numerici este de
reguld o problema complicata atunci cand gradul acestuia este mare. Un caz favorabil este atunci cind avem
informatii suplimentare asupra radacinilor, altele decat cele date de relatiile lui Viete.

Cand polinomul are coeficientii intregi, putem delimita o multime finitd de numere rationale printre care
se afla cu sigurantd eventuale radacini rationale si, in particular, radacinile intregi ale polinomului dat.

Avem:

Teorema 5. Fie f€ Z[X], f=a X"+ ..aX+a,a #0,n>0

un polinom avand coeficientii intregi si » =§ cup,ge Z,q # 0
un numar rational dat sub forma de fractie ireductibild. Avem:

(1) daca r este radéacina a lui f; atunci p ‘ a,siq ‘ a,

(2) daca a este o radacina intreagd a lui f, atunci a ’ a,.

(3) dacd a, = +I1, atunci orice radacina rationala a lui f este
intreaga.

Demonstratie. Reamintim ca doua numere intregi p si ¢ sunt
prime intre ele daca c.m.m.d.c. (p, ¢) = 1 si in acest caz spunem

ca fractia g este ireductibild, ceea ce revine la faptul ca p si ¢

nu admit un divizor comun d astfel incat |d| >1.
Se stie ca pentru a, b, ¢ € Z avem urmatoarele proprietati:
(o) dacé a este prim cu b si cu ¢, atunci a este prim si cu bc.
B) daca a | bc si a este prim cu b, atunci a | c.
Sa demonstram acum afirmatiile din enuntul teoremei.

n n—1

(1) Cum f[ngO,avem anp +an_1p +...+a1£+a0:0

n n—1

q q q

si iInmultind cu ¢" obtinem:
aq" =—pla,p" +..+ag"") si 40" =—q(a, . p"" +..+aq").

Rezulta ca p ‘ aq" siq ‘ a p". Cum p este prim cu g rezultd
ca p este prim cu ¢” si g este prim cu p”, deci p ] a,siq ] a,

a a

(2) a= 1 si cum fractia 1 este ireductibila se aplica rezultatul
de la (1).

(3)Cuma, ==+lsiq | a,rezulticir€ Z. m
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32) Fie polinomul fe Z[X],

f=12X-28X3+5X°+7X - 2.
a) Scrieti divizorii intregi ai lui —2.
b) Scrieti divizorii intregi ai lui 12.
c) Determinati multimea numerelor

care pot fi raddcini rationale ale lui f.
d) Calculati f2), J (%) S (—%) S (%)
A, f=1).

e) Determinati radacinile rationale ale lui /-

33) Sa se determine radacinile ratio-
nale ale polinomului f'€ Z[X],
f=2X"+3X*+ 6X - 4.

34) Sa se determine radacinile ratio-
nale ale polinomului f'€ Z[X],
=X -2X*-4X? +4X°-5X+ 6.

35) Determinati radacinile rationale ale
fiecaruia dintre polinoamele urmatoare:
a)f=X"-X - 12X* + 6X + 36;
b)f=12X +8X* - X -1
O)f=X+X-5X-X+8X-4.

36) Determinati radacinile urmatoa-
relor polinoame stiind ca ele admit
radacini rationale:

a) f=X*-2X°-5X*+8X +4;

b) f=6X"-17X°-X?+8X -2

¢) f=X"+3X-14;

d) =X +7X*" +18X° +22X* +13X +3 ;
e) f=10X*-13X° +15X> -18X —24.




Exercitii rezolvate.

1) Determinati rddacinile rationale ale polinomului
f=2X+3X*+ 6X-4¢e Z[X].

Determinati apoi toate radacinile lui f.

Solutie. Avem n = 3, a = 2 si a, = —4. Divizorii intregi ai lui a sunt 1, -1, 2, -2, iar cei ai lu a, sunt
1, -1, 2, -2, 4, —4. Fractiile ireductibile g cugq ’ 2sip ’ —4 sunt: -4, -2, -1, _E’ E’ 1, 2, 4.
Eventualele radacini rationale ale polinomului f sunt printre numerele din lista precedenta.

Cum 1 1
X -4 | —— - 1 2 4
2 2
13
fx) | -108 20 -9 ) 0 7 36 196
rezultd cd singura radacina rationala a lui feste r= %

s . . |

Impdrtind pe f prin X—E gisim f:[X—%jQXZ +4X +8).

Cum radacinile polinomului 2X* + 4X + 8 sunt —1+i3 si —1—i+/3 rezultd cd radacinile lui f sunt
1
E,—1+i\/§ si —1-i\3.

2) Determinati radacinile rationale ale polinomului f'= X° - 2X* - 4X3 +4X?2-5X+ 6 € Z[X].

Solutie. Cum a, = 1, radacinile rationale ale lui f sunt intregi si sunt divizori ai lui a, = 6, adicd printre
numerele +1, +2, +3, +6. Evaluand polinomul f pentru fiecare divizor al lui 6 se constatd ca:

f=6) # 0, -3) # 0, i-=2) =0, f(-1) # 0, A1) =0, fi2) # 0, fi3) = 05si f(6) # 0.

Rezulta cd radacinile rationale ale lui f sunt -2, 1 si 3.

3) Aritati ca polinomul f =X+ pX? + pX + p, unde p este un numdr intreg prim, p > 2, nu poate fi scris
ca produsul a doud polinoame cu coeficienti rationali.

Solutie. Presupunem contrariul. Din grad /= 3 rezultd f =g-/, unde grad g = 1 si grad 4 = 2. Deoarece
g <€Q[X] are grad 1, rezultd ca g are o radacina rationald x,. Atunci f(x,)=g(x,) (x,)=0, deci f admite
riddcina rationald x,. Rezultd x, €{ 1, +p}.Insa: f(1)=3p+120; f(-1)=p—1%0; f(p)=2p*+p*+p#0
si f(—=p)=—p*+ p#0. Deducem ci f nu poate fi descompus in produsul a doud polinoame cu coeficienti rationali.

prRoBLENE @ 1. Determinati ordinul de multiplici- radacina multipla si precizati care este descom-
_..--——ﬁ‘ v fw e es ’ . . . A T PN
e tate al radacinii oo = 2 a polinomului punerea lui f'in factori liniari in acest caz.
f=X 5K +TX - 2X +4X - 8. @ 6. Determinati radacinile polinomului f, stiind
peopi€ @ 2. Determinati ordinul de multiplici- cd acestea verifica relatia indicatd Intre radacini:
tate al radacinii o = -2 a polinomului a) f=3X +7X - 18X+ 8, x, +x,=-3;
f=X+7X+ 17X + 8X— 16X — 8. b)f=X - 13X+ 12, x, —x, = 2;

@ 3. Determinati A astfel incat polinomul €)= X1 = (4 + 5DX° —4(3 = S)A" + 6(4 + S)X + 36,

f=X + X + XX + 1 € R[X] s admita radacina it _: x33x4; oy .,
o = —1. Determinati apoi ordinul de multiplicitate al d)f=X° 12X +aX + 60, x; =x; +x;.
radacinii o = —1. C 7. Fie x, x,, x, radacinile polinomului

@ 4. Determinati radacinile polinoamelor X* — 8, J=2X+2X* - 3X - 1. Determinati un polinom g ale

X°—1si X* + i din C[X] si precizati care sunt descom- o X +X 5 +X% x+X
N e . carui radacini sunt ) ) .

punerile in factori liniari din C[X] ale acestor polinoame. X, X, X,

@ 5. Determinati a si b astfel incat polinomul @ 8. Fie x,, X,, x, raddcinile polinomului

f=aX*+ bX* + 1 € C[X] sa admita pe a0 = 1 ca f=X —5X+2. Calculati x°+x7 +x°.
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@ 9. Fie f=2X - 12X? + 6X + a € C[X].
Determinati radacinile lui f stiind cd acestea
formeaza o progresie aritmetica.

@ 10. Fie f=2X - 7X* + 7X + a € C[X].
Determinati radacinile lui f stiind cd acestea
formeaza o progresie geometrica.

@ Il.Fief=X"+6X+8X+aX+ be CLX]
Determinati a si b stiind cé trei dintre radacinile lui
fsunt in progresie aritmetica si a patra este egala cu
suma celorlalte.

@ 12. Fie x,, x,, x, € C radacinile polinomului
f=X +pX+gq,unde p, g € Z. Pentru n € N fie

S, =x/ +x3+Xx;.
a) Calculati S, pentru n € {0, 1, 2, 3, 4}.
b) Ardtati ¢cd S, € Z, oricare ar fi n € N.

@ 13. Fie x,, x,, x, € C radacinile polinomului
=X’ -X-a,ae Rsi S,=x"+x)+xi,ne N.
a) Aratati cd S, eR oricare ar fi n € N.

b) Determinati a € R astfel incat S, > S..

@ 14. Fie f=X'+@+)X’ +| & +%a+l X +2X-5,
a€ Rsix,x, x, x, € C radicinile lui f. Aratati cd
X +x+x; +x; <0, Yae R.

@ 15. Determinati radacinile polinomului /'€ R[X]

daca admite radacina indicata in fiecare caz:
a) f=X'-T7X + 19X - 23X+ 10, x, = 2 + i

b)f= X — 20X — X -2, x1=1+;ﬁ.

@ 16. Determinati a, b € R si radacinile polino-
mului /'€ R[X] stiind ca admite radacina indicata in
fiecare caz:
a)f=X*+aX’+49X>+bX+ 78, x =3 +2i
b)f=X*+aX’+bX>-X+1,x =i

@ 17. Determinati un polinom '€ R[X] de grad
minim stiind ca admite radacina dubla —1 si radacina
simpla 1.

@ 18. Determinati un polinom f'€ R[X] de grad
minim stiind cd admite rddacina dubla 1+ iN2 .
@® 19. Fie polinomul /= (X - 1)" — (X + 1" € R[X].
Aratati ca polinomul f se divide prin X*> + X + 1 daca
si numai daca m — n se divide prin 6.
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@ 20. Gasiti descompunerile in factori ireductibili
peste R si peste C ale polinoamelor /= X* — 2 si
g=X"+1.

@ 21. Aratati ca polinomul = (X + 1) + X
f€ R[X] este divizibil prin X* — X + 1.

@8 22. Pentru care valori ale lui n € N* polinomul
f=X-1"+ X"+ 1€ R[X] este divizibil prin
X-X+1?

@ 23. Aratati ca polinomul /= (X+ 1) - X" - 1€ R[X]
este divizibil prin X*> + X + 1 si descompuneti pe fin
factori ireductibili peste R si peste C.

@ 24. Determinati radacinile polinomului
f€ Q[X] stiind ca una dintre ele este cea indicata:
a) f= X'~ 4X — 4X + 16X + 12, x, =1+/3;

b) f=X —2X —3X - 6X— 18, x, =1-/7;

Q) f=X —2X -25X+aX+b, x,=4-+2;

d) f=X*"-10X>+aX?-34X +b,x,=3-+/5.

@ 25. Determinati a, b, c € Q si radacinile poli-
nomului /= X* — 10X° + aX?> + bX + ¢ € Q[X] stiind
ca restul Tmpartirii lui fla X — 1 este egal cu 3 si ca
polinomul f admite radacina x =-1+ V2.

@  26. Determinati radacinile rationale ale polinoamelor:
a)f=4X'-T7X-5X-1;

b)g=X"+4X - 2X* - 12X+ 9.

@ 27. Fie f € Z[X] astfel incat f{0) si f(1) sunt
numere impare. Aratati ca fla) # 0 oricare ar fi a € Z.

@ 28. Aratati ca polinomul X* — 2 nu are radacini
rationale. Deduceti ca polinomul X° — 2 este
ireductibil peste Q.

@D 29. Gasiti un polinom f€ Z[X], f # 0 care sa
admitd ca raddcind numarul o =23/4 —3/2 .

@D 30.Fiefe Z[X],f # 0. Dacd fadmite o radacina
in Z, atunci pentru orice n € N, numarul

SO HA2) ... f(n) se divide prin (n + 1)!

@® 31. Fie f€ Z[X], f # 0 un polinom de grad par.
Daca toti coeficientii lui f sunt impari, atunci f nu
are radacini rationale.

@D 32.Fief, g€ Z[X], h =fg. Daca toti coeficientii
lui /4 se divid prin 2, atunci unul dintre polinoamele
fsau g are toti coeficientii divizibili cu 2.

Aratati cd proprietatea rdmane adevarata daca
inlocuiti pe 2 cu un numar prim p oarecare.



Ecuatii algebrice avand coeficienti numerici (in Z, Q, R sau C)

Fie fe C[X], f=a X' +a"'X  +..+aX+a ,cua # 0sin>0unpolinom cu coeficienti complecsi.

Egalitatea ‘ ax"+a x"'+..+tax+a =0 x€ C‘ se numeste ecuatie algebricd (avand coeficienti nu-

merici) In necunoscuta x, asociatd polinomului f.

Gradul ecuatiei algebrice este prin definitie gradul polinomului asociat f, iar solutiile ecuatiei algebrice
sunt radacinile (din C) ale polinomului f. O solutie oo € C a ecuatiei algebrice se numeste simpld (dubld,
tripld, ...) dacd o este radacina simpla (respectiv dubla, tripla, ...) a polinomului asociat f.

Ca o consecintd a teoremei fundamentale a algebrei (teorema d’Alembert-Gauss) orice ecuatie algebrica
de grad n avand coeficienti numerici admite n solutii complexe x, x,, ..., x , nu neaparat distincte.

Determinarea efectiva a solutiilor unei ecuatii algebrice este o problema dificild si adesea imposibila
cand gradul acesteia este mare. Pentru unele tipuri particulare de ecuatii algebrice avem o descriere
satisfacdtoare a solutiilor. Este In primul rand cazul ecuatiilor algebrice de forma:

x'—a=0cuae C,a#0sine N,

numite ecuatii binome.

Solutiile ecuatiilor binome de grad n, x* — a = 0, a € C se numesc radicali de ordin n din a sau rdddcini
de ordin n ale numarului complex a.

Un rezultat clasic stabileste ca orice ecuatie algebricd de grad n < 4 are solutii exprimabile prin radicali,
in functie de coeficientii acesteia. In cazul ecuatiilor de gradul al doilea

‘ax2+bx+c=0,a,b,c€ C,a+#0,

acest rezultat se stabileste cu mijloace elementare, solutiile fiind de forma

_=b+b' ~4ac _ _-b-b"—4ac
2a 2 2a ’
Un rezultat cunoscut sub numele de teorema Abel-Ruffini stabileste ca ecuatia algebrica generala de grad
n > 4 nu are solutii exprimabile prin radicali.
In acest paragraf vom studia cateva tipuri particulare de ecuatii algebrice (ecuatii binome, ecuatii de
gradul al Il-lea, ecuatii bipdtrate, ecuatii reciproce) ale cdror solutii pot fi efectiv determinate si sunt

exprimabile prin radicali.

X

Ecuatii binome

Daca a € R, a > 0 si n € N*, atunci exista un unic numar 1) a) Demonstrati egalitatea
real b > 0 astfe.l incat bf' = q; numadrul b se numeste radlcalu{ P -d=(x—a)+xa+ ).
aritmetic de ordin n al lui a si se noteazi cu ¥/a . Pe baza acestui

b) Rezolvati in C ecuatia x* — 1 = 0.
rezultat se poate stabili numarul solutiilor reale ale ecuatiei,

c) Rezolvati in R ecuatia x* — 1 = 0.

(Dx"—a=0cune N, a€ R, a # 0 numitd ecuatie binomd d) Rezolvati in C ecuatia x* — 8 = 0.
o ] e) Rezolvati in R ecuatia x* — 8 = 0.
de grad n cu coeficienti reali.
Avem:
Cazul n par. Daca a > 0 ecuatia (1) are doua solutii reale, 2) a) Aratati ca:
anume /g >0 si —a <0, iar dacd a < 0, atunci ecuatia (1) nu X+ ad=(x+ a)® —xa+ a?).
are solutii reale. b) Rezolvati in C ecuatia x 3 + 1 = 0.
Cazul n impar. Ecuatia (1) are o singura solutie reald, anume ¢) Rezolvati in R ecuatia x * + 1 = 0.
%/a>0 cand a > 0si —4~a <0 cand a < 0. d) Rezolvati in C ecuatia x 3 + 27 = 0.
Cand a = 0, ecuatia are solutie unica x = 0. e) Rezolvati in R ecuatia x 3 + 27 = 0.

94 I —



LrEMLE 1) Ecuatia x* — 2 = 0 are doud solutii reale si anume

P2 si 42
2) Ecuatia x* + 5 = 0 nu are solutii reale.
3) Ecuatia x* — 27 = 0 are o unica solutie reald si

anume </27=3.

4) Ecuatia x* + 8 = 0 are o unica solutie reala si

anume —3/—(-8)=—-8=-2.

Ecuatia de forma ‘(2) X"—a=
este numita ecuatie binomd de grad n cu coeficienti complecsi.

LrEmrLE 1) Solutiile ecuatiei binome x* — 2 = 0 sunt

o B )

Intr-adevir, in acest caz x*—2=(x — iﬁ)(xz +x32 + %/Z) , de
unde x-32 cu solutia 32 si x2+x2 +34 =0 cu solutiile

el-4erf) el4-f)

2) Solutiile ecuatiei binome x* + 1 = 0 sunt
N2, N2 N2 N2 N2 N2 N2 N2
2 2° 2 27 2 272 2
intr-adevar ecuatia este echivalenti cu x*+1+2x>=2x*=0,
adica (x*+1)>—2x>=0. Obtinem (x*+1—xv/2)(>+1+x/2)=0 si,
rezolvand fiecare ecuatie de gradul al doilea, aflam solutiile cerute.

Ecuatii de gradul al II-lea avand
coeficientii complecsi
Sa consideram o ecuatie de gradul al II-lea avand coeficienti
complecsi
(9)‘ax2+bx+c=0, a,bce C,a+# 0.‘

Pentru orice numdr z € C putem scrie:

2 2
a22+bz+c:a(zz+gz+§) [(z+£) b —4acj.

2a 4q*

Numirul A =b" —4ac e C se numeste discriminantul ecuatiei (9).
Fie 5 C o radacina de ordinul al 2-lea a numarului complex

A. Se mai foloseste notatia &= \/_ chiar daca in cazul A#0

2 2
avem & =A si putem scrie az’ + bz +c=a (Z + L) - (i) =
2a 2a

=a(z+ b2_a8)(2+%) si deci numirul z € C este solutie a

-b+3d .
PR adica

—b—~b* —4ac
2a ’

ecuatiei (9) daca si numai daca z =

2
L —=b+~Nb" —4ac sau, ,_—b=38
2a 2a

, adica z =
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e

3) a) Aratati ca
Xt—at=x-akx+ o+ a?).
b) Rezolvati in C ecuatia X * — 1 = 0.
c¢) Rezolvati in R ecuatia X * -1 = 0.
d) Rezolvati in C ecuatia x* — 81 = 0.
e) Rezolvati in R ecuatia x* — 81 = 0.

4) a) Aratati ca
xt+at = (o + a?) - 2x%al
b) Rezolvati in C ecuatia X * + 1 = 0.

¢) Rezolvati in R ecuatia X * + 1 = 0.
d) Rezolvati in C ecuatia x* + 81 = 0.
e) Rezolvati in R ecuatia x* + 81 = 0.
f) Rezolvati in C ecuatia x* + 625 = 0.
g) Rezolvati in R ecuatia x* + 625 = 0.

5) Formati ecuatia care are urmatoa-
rele solutii:

a)x, =1, x,=-1,x,=i,x, =

b)x =1, x,= -1, x3,4=_1iTi\/§,
1+iVJ3

Xso = éf

6) Fie ecuatia de gradul al doilea:

X =8x—-3ix+13+13i=0

a) Aratati ca A =3 — 4i.

b) Determinati numerele reale u si v astfel

incat V3—4i =u+vi
c) Verificati cd /3—4i=2—i si

N3—4i =241
d) Determinati solutiile ecuatiei date.
e) Verificati in doud moduri (prin calcul
direct si prin relatiile lui Viéte) ca

X +x,=8+3i

xx, =13+13i "

7) Rezolvati in C ecuatia
¥ —G+5)x—(@4-3)=0

- ———



Exercitiu rezolvat. S se determine solutiile din C ale ecuatiei x> — 3ix — 3 +i = 0.
Solutie. Avem A=b"—4ac=(-3iy —4-3+i)=3—4. .
Sd determinim §=u+iveC astfel incit 8 =A=3—4;i. Asadar (u + iv)> = 3 — 4i, de unde {u —v=3
2uy =—4
Avem u* +v* =[5 =|82|=|A|=x/m=5. Din u*> —1* =3 si u? +* = 5 rezultd > = 4 si v} = 1. Asadar
u =42, v==1si cum uv = -2 < 0, una dintre valorile posibile pentru § este §=2—;, cealaltd valoare fiind

-8=-2+i . Deci solutiile din C ale ecuatiei propuse sunt X, =

_—b-3 3i—2+1i
2a 2

X, , adicd x, = , deci x, = —1 + 2i.

Ecuatii de gradul al II-lea avand coeficientii reali

Consideram cazul in care coeficientii ecuatiei (9) sunt
numere reale. In acest caz discriminantul A = b* — 4ac este un
numir real. Daci A > 0si 8=+A este radicalul aritmetic al lui
A, ecuatia (9) are solutii reale
:—b+\/b2—4ac —b—+/b* —4ac

2a 2a '

Daci A < 0, atunci —A > 0 si putem lua §=iv—A . In acest
caz solutiile ecuatiei (9) sunt numere complexe conjugate
—b+iN-A —b—iN-A

a

x:
! 2 2 2a

X si x, =

LEEmpLE

adica x, = -3.
2) Ecuatia x* — 6x + 13 = 0 are discriminantul A=36-52=-16<0
si solutiile ecuatiei sunt numerele complexe conjugate.

. _6+i16 6—i16
T2 2

1

1) Ecuatia 3x* + 7x — 6 = 0 are discriminantul
A=49+72=121>0si d=+/121=11. Solutiile ecuatiei
—7++121 2 _—71-~121

6 6 ’

,adicdx, =< si x,

3

sunt x, =

,adicd x; =3+2isi x, = ,adicd x, =3-2i.

Ecuatii bipatrate

O ecuatie de forma

(10)|ax4+bx2+c=00ua,b,c€ C,a¢0|

se numeste ecuatie bipdtratd. Pentru rezolvarea unei ecuatii
bipatrate se face substitutia y = x? si se obtine ecuatia de gradul
al Il-lea,

(1)@ +by+c=0 cua,b,ce C,a # 0|

Daca y, si y, sunt solutiile ecuatiei (11), x,, x, solutiile ecuatiei

binome x* — y, = 0, iar x,, x, solutiile ecuatiei binome x* — y, = 0,
atunci x,, x,, x,, x, sunt solutiile ecuatiei bipatrate (10). Cum
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S,adicéx1= %,deci)ﬁ: 1+isi

8) Fie ecuatia de gradul al doilea
X*+3x+3=0
a) Aratati ca A = -3

b) Aratati ca solutiile ecuatiei date sunt

X, :_%+i§ si x, =—%—i§.
¢) Calculati x, + x, si xx,.

d) Aratati ca

X+ 3x+ 3= (x - x)x - x,).

9) Rezolvati in R ecuatiile:
a) X’ —(N2+B)x+/6=0;

b) xz—x+%=0;

c)x*—2x+9=0.

10) Rezolvati in C ecuatiile:
a) X’ —(N2+B)x+/6=0;
1

b) xz—x+Z=0;

)x*—2x+9=0.

11) Fie ecuatia bipatrata x* + 2x* — 3 = 0.

a) Rezolvati ecuatia y* + 2y — 3 = 0.
b) Rezolvati ecuatia x* = 1.
c) Rezolvati ecuatia bipatrata.




_ —b+~b* —4ac

i 2a
bipatrate (10) sunt
~b+~b" —4ac _ . [-b=~b* —4ac
2a ’ - 2a ’
Dupé cum se observa, solutiile ecuatiei bipatrate sunt
exprimabile prin radicali (in functie de coeficientii ecuatiei).

siy,= , atunci solutiile ecuatiei

—b—~/b* —4ac
2a
X,=%

X3 4

Observatie. Ecuatia bipatrata este un caz particular al unei
ecuatii de forma

(12)‘ax2”+bx”+c=00ua, b,ce C,a#0,ne N

Facand substitutia y = x" se obtine ecuatia ay* + by + ¢ = 0.
Dacid y,, y, sunt solutiile ecuatiei ay* + by + ¢ = 0, atunci cele 2n
solutii ale ecuatiei (12) sunt solutiile ecuatiilor binome
X'=y =0six" -y, =0.

Exercitii rezolvate.
1) Sa rezolvam ecuatia bipatrata x* — 2x* — 3 = 0.

e

12) Fie ecuatia bipatrata x* — 7x* + 6 =0
a) Rezolvati ecuatia y* — 7y + 6 = 0.
b) Rezolvati ecuatia x* = 1.
c) Rezolvati ecuatia x* = 6.
d) Rezolvati ecuatia bipatrata.

13) Sa se rezolve ecuatia bipatrata:
x84+ 5x* - 36 =0.

14) Sa se rezolve in C urmatoarele
ecuatii bipatrate:
a)xt—x*-6=0;
b) x*— (3 + 5ix* — (4 -3i)=0.
c)x*—ala+b)x*+a’b=0,a be R.
dyx* -2+ b +a*+b*=0,a be R
e)x*+6x*+25=0.
fyx6 -9 +8=0.
g xf—(1+ix*+i=0.

Solutie. Notdm cu y = x* si avem ecuatia }* — 2y — 3 = 0 cu solutiile y, = 3 si y, = —1. Ecuatia binomad x* -3 = 0
are solutiile x, =+/3, x, =—/3, iar ecuatia binoma x> + 1 = 0 are solutiile x, = i, x, = —i.
Rezulti ca solutiile ecuatiei bipatrate x* — 2x2 — 3 = 0 sunt /3, —~/3, i si —i.

2) Sa rezolvam ecuatia bipatrata x* + 6x* + 25 = 0.

Solutie. Notand y = x* obtinem ecuatia y* + 6y + 25 = 0 cu solutiile y, = -3 + 4i, y, = — 3 — 4i. Pentru a rezolva
ecuatia binoma x* — (-3 + 47) = 0 cautam pe x sub formax =u +ivcu u, vE€ R. Din (u + iv)* = -3 + 4i rezulta

2uv =4

2_ 2
{u Y 3. Se obtin solutiile u, = 1, v, =2 si u, = -1 si v, = -2 de unde x, = 1 + 2i, x, = —1 -2i. Analog se

aratd ca ecuatia binomd x> — (3 + 4i) = 0 are solutiile x, = 1 — 27 si x, = -1 + 2i.

Ecuatii reciproce

Ecuatiile algebrice de forma
(13)ax* +bx>+bx +a=0
(14) ax* + bx* + ex*> + bx +a =10
(15 ax* + bx* + ex* + ex* + bx + a = 0,
unde a, b, c € C, a # 0 se numesc ecuatii reciproce respectiv
de gradul al 3-lea, al 4-lea si al 5-lea.
O ecuatie algebrica de grad n,
(16)ax"+a x"'+..+ax+a,

0, aieC,izﬂ_

se numeste ecuatie reciprocd daca a_,

.= a, pentru i=0,n (adica
coeficientii egali departati de extreme sunt egali).

Ecuatia reciproca de gradul I este ax + a = 0 cu @ # 0, iar
cea de gradul al II-lea este de forma ax* + bx + a =0, a # 0 si

determinarea solutiilor acestora nu ridica probleme.
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15) Fie ecuatia reciproca

2 +3x2+3x+2=0.

a) Verificati ca x, = —1 este solutie a
ecuatiei date.

b) Ardtati ca 2x> + 3x2 + 3x + 2 =
=+ DH2x* +x+2).

c) Rezolvati in C ecuatia 2x* + x + 2 = 0.
d) Rezolvati in C ecuatia reciproca data.




O verificare directd aratd ca ecuatiile reciproce de grad impar
admit solutia o = —1. Impartind polinoamele aX® + bX2 + bX + a si
aX’ + bX* + cX° + X2+ bX + a prin X + 1, de exemplu, folosind
schema lui Horner

a b ba|
a b-a a

a
!

a b c c b
a b-a c-bta b-a a

se obtin caturile aX* + (b — a)X + a, respectiv aX* + (b — a)X° +
+t(c-b+ta)X* +(b-a)X+a.

Rezulta ca ecuatiile reciproce (13) si (15) pot fi scrise

(13 (x+ )ax*+(b—-ax+a)=0

(I5Y(x+ D(ax*+(b—ax*+(c-b+ax*+(b-a)x+a)=0.

Asadar rezolvarea ecuatiei reciproce de gradul al Ill-lea
revine la a rezolva urmatoarea ecuatie de gradul al II-lea

(13" ax*> + (b — a)x + a = 0 iar rezolvarea ecuatiei reciproce
de gradul al V-lea revine la rezolvarea urmatoarei ecuatii
reciproce de gradul al IV-lea

(15" ax*+(b-ax*+(c-b+ax*+b-ax+a=0,

Ramane sa clarificim cum se determind solutiile ecuatiei
reciproce de gradul al IV-lea.

(14) ax* + bx* + ex* + bx +a=10

Cum a # 0, rezulta ca solutiile ecuatiei (14) sunt diferite de
zero. Putem deci sa impartim termenii ecuatiei (14) prin x si se
obtine

(14" a(x2 +-1 )+b(x+l)+c=0_

X X
Notam cu y=X+% si se observa ci x’ +i2=y2 -2.
X

Ecuatia (13") se mai scrie

(16) ay* + by + ¢ — 2a = 0.

Daca y, si y, sunt solutiile ecuatiei (16) atunci solutiile ecuatiei
(14) sunt solutiile x|, x, ale ecuatiei x> — yx + 1 = 0 si solutiile
x,, x, ale ecuatiei x> —yx +1=0.

Exercitii rezolvate.
1) Rezolvati ecuatia 3x* + x> + x + 3 = 0.

N e

16) Fie ecuatia reciproca

23 +5x2+5x+2=0

a) Verificati ca x, = —1 este solutie a
ecuatiei date.

b) Ardtati cd 2x> + 5x2 + 5x + 2 =
=@+ D2x*+3x+2)

c) Rezolvati in C ecuatia 2x* + 3x + 2 = 0.
d) Rezolvati in C ecuatia reciproca data.

17) Fie ecuatia reciproca
X33 -22+3x+1=0
a) Impartiti ecuatia data la x*(x # 0) si
verificati daca ati obtinut
(x2 +l2)+3(x+l)—2=0_
X X
b) Notand x + % =y, calculati x>+ %
X
c) Rezolvati in C ecuatia y* + 3y — 4 = 0.
d) Rezolvati in C ecuatia x> —x + 1 = 0.
e) Rezolvati in C ecuatia x* + 4x + 1 = 0.
f) Rezolvati in C ecuatia reciproca data.

18) Rezolvati ecuatiile reciproce:
aAx*+xX—42+x+1=0.
b)x +2x*+3x* +3x* + 2x + 1 = 0.
c)2x* +7x*+ Tx+2=0.
D2 -(1+x*-(1+ix+2=0.
) 2xt+ X +xr+tx+2=0.

Indicatii:
a), e) Impartiti ecuatia la x> (x # 0) si

faceti substitutia x + % =y.

b), ¢), d) Verificati cd x, =—1 este solutie
a ecuatiei date si, dupa ce dati factor
comun pe x + 1, obtineti o ecuatie reci-

proca de grad par.

Solutie. Se observa ca ecuatia este o ecuatie reciproca de gradul al Ill-lea. Admite deci solutia x, = —1 si

poate fi scrisa sub forma: (x + 1)(3x> —2x + 3) =0

Solutiile ecuatiei 3x* — 2x + 3 = 0 sunt 1+242i si 1-2V2i
 le23i ]
Deci, solutiile ecuatiei date sunt: x,=-1, x, = + 3 Lsiox,

2) Rezolvati ecuatia reciproca 2x* + x* + x> + x + 2 = 0.

1

2

1—2/2i

3

Solutie. Impartind prin x* putem scrie 2(x2 4 )+x +=+1=0 si notdnd cu y = x+%, avem
X

X

2y* + y — 3 = 0. Solutiile ecuatiei 2)* + y -3 =0sunty =1si y, =
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5 Solutiile ecuatiei date sunt solutiile



. 1 . . 1 3 .. L .
ecuatiei X+ =1 si ale ecuatiei X+ =5, Aceste ecuatii se mai scriu x> —x + 1 =0si 2x* + 3x + 2 = 0.

2
_1-iB L B+iT L 3-ilT
2 2 > 3T 4 ) - 4 .
3) Rezolvati ecuatia reciproca x° + 2x* + 3x* + 3x* + 2x + 1 = 0.
Solutie. Ecuatia datd admite solutia x = —1 si atunci ecuatia poate fi scrisa astfel:
+DHE*+XF+2x2+x+1)=0.

Obtinem solutiile x, = 1+£\/§, X X,

Ecuatia x* + x> + 2x2 + x + 1 = 0 este reciproca de gradul al IV-lea. Impartind cu x? si notand cu y=x+ % ,

se obtine y* + y =0, de unde y, = 0 si y, = —1. Ecuatia x +% =0 are solutiile i si —, iar ecuatia x +%= -1 are

solutiile _1+2i\/§ si _1_2i\/§ . Asadar -1, i, —i, _1+2i\/§ si _1_2i\/§ sunt solutiile ecuatiei date.
P;;ﬂ:‘f @ 1. Rezolvati in C ecuatiile: @ 9. Rezolvati in C ecuatiile reciproce
— 5 . . N _

—— a) x>+ (B3 +2ix+5+i=0; aAxt+xX -4 +x+1=0;

b) ¥’ —2ix—~/3=0; b) 20x° — 81x* + 62x° + 62x* — 81x + 20 = 0.
props€ O (1 T0¥ (S +idx+6+4i=0. @ 10. Dacid o ecuatie reciprocd admite pe 1 ca
@ 2. Rezolvati in C ecuatiile: solutie, atunci aceasta este multipla.

X’ +x’+x+1=0; @ 11. Daci x este o solutie a unei ecuatii reci-
b)xX+Qi—1)x*-1-i=0; 1
o) ix* + (1 —ix>—1=0. proce, atunci si T este solutie a acesteia.
@ 3. Rezolvati in C ecuatia: @ 12. Demonstrati ca orice ecuatie reciproca de
3 _ grad impar admite pe —1 ca solutie.
x—i)  (x=i) , (x=i) 41— . .
X+i X+1i X+ : @ 13. Rezolvati in C ecuatia x® + 5x* — 36 = 0.
@ 4. Rezolvati in C ecuatiile: @ 14. Rezolvati In C ecuatia
a)xt—x2—-6=0; x+2)x+3)x+4)=02x+ DBx+ )(4x + 1).
b) x* - (3 + l')fcz +3i= 05. @ 15. Rezolvati in C ecuatia
c)xt— B+ 5ix*-4+3i=0. P—x+ D2-—x+2)-2=0.
@ 5. Rezolvati In C ecuatiile: @ 16. Rezolvati in C ecuatia
a) x* —a(a + b)x* + a*b = 0; (P =5x+3P2+4(x*-5x+3)+3=0.

_ 2 2\y-2 4 4 —
b) ¥ = 2(a* + b)* + @t + b* =0 unde @, b € R. @ 17. Aratati cd ecuatia

@8 6. Discutati natura solutiilor ecuatiilor urma- x2—=2(a+ b+ c)x+ 3(ab + bc + ca) =0, are toate
toare, in functie de parametrul m € R. solutiile reale.

a)x* —2m+ x*+2m+5=0; 1

by (m — ' — mx® + m = 0. Indicatie. A=[(a=b)+(b-c)+(c-a)’]|>0.
@ 7. Rezolvati in C ecuatiile: @ 18. Precizati natura solutiilor ecuatiei bipatrate
a) X — 9x* + 8 = 0; x*=2(m+ 1)x* + 2m + 5 = 0 in functie de parametrul
b)xt — (1 +ix*+i=0. me R.

@ 8. Rezolvati in C ecuatiile reciproce @ 19. Fie polinomul f€ Q[X],

a)2x* + 7x* +Ix +2=0; f=x*+x*-29x’ + ax + b. Determinati a, b € Q
b) 2 — (1 + i = (1 +i)x +2=0. astfel ca x, =3+ V2 si fie radicind a polinomului f

si determinati solutiile ecuatiei f{x) = 0 pentru valorile
lui @, b obtinute.
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Teste de evaluare

Testul 1

1. Se consideri ecuatiile x* +ax*+bx+2=0

si x}=3x+2m=0, a,b,meR.

(Ip) a) Rezolvati ecuatiile in cazul a = -1, b = 2 si
m=—1.

(2p) b) Determinati a, b si m astfel incat ecuatiile sa
admita o solutie dublda comuna.

(2p) 2. Pentru ce valori ale lui neN polinomul
[=X "+ X+ X"+ X
X -X+1?

este divizibil cu

(Ip) 3. Determinati numarul de solutii reale ale
ecuatiei x*+(a—2)x’ —Qa+1x’+2-a)x+2a=0,
aeR.

(2p) 4. Stiind cd x,x,,x; sunt solutiile ecuatiei
fx)=x*+ax’ +b=0,

f(x2+x3)+f(x3 +x1)+f(x1+x2) .

X1 X3 X3

calculati valoarea

expresiei E=

(1p) 5. Rezolvati si discutati In raport cu parametrul

real m ecuatia: (x* +1)(x —1)* =mx?.

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord.

Testul 2

1. Se considera ecuatia
(m+D)x" — (7" +5m—35)x" +(m’ +5m—S)x —m—1=0,
meR, m=-1.

(1p) a) Aratati ca, Vm #—1, solutiile ecuatiei sunt in
progresie geometrica.

(2p) b) Notand cu x, solutia care nu depinde de m,
determinati m astfel incat x,,x,,x; sa fie termeni
succesivi ai unei progresii aritmetice.

(2p) c) Pentru m = 2, rezolvati ecuatia.

(IP) 2. Fie x,x,,x, solutiile ecuatiei
x> —x* = 2x + 4 = 0. Determinati un polinom
fe€Z[X] de grad minim care are ca radacina
numarul x’+x,> +x,”

(1p) 3. Determinati a,be R astfel incat restul
impartirii polinomului f=X"+X"+X +X’+X
la X*—1 si fie aX +b.

(p) 4. Fie feQ[X] avand ridicina /2. Aratati
ca (X°-2)|f.

(Ip) 5. Rezolvati si discutati in raport cu
parametrul m ecuatia:
x+1)’+(x -1

2 —5=mmeR.
x+D)'+(x-1

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord.

Probleme de tip bacalaureat

1. Se considera multimea
Fy={a,X*+aX +4,4,, 4,4, €L} .
a) Sa se determine numadrul polinoamelor de gradul
al doilea din F,.
b) Sé se calculeze cardinalul multimii F,.
¢) Sa se determine polinoamele /' € F, pentru care
0,15si 2 din Z, sunt simultan radacini.

d) Sa se calculeze s()= > f(®), xeZ,.

Jeh

2. Se considera polinoamele /= 8X* — 6X — 1,

g =4X® — 3X si multimea

M = {h(cosg) |he (D[X]}.

a) Sa se arate ca f nu are radacini rationale.

b) Sa se determine catul si restul impartirii lui f'la g.

¢) Sa se arate ca f[COng =0.

< . . T
d) Sa se verifice relatia cos; zQ.
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3. Se considera polinomul f=X’-6X+2,
S € C[X] cu radacinile x|, x,, x, € C. Pentru orice

k€ N*, notdm cu S, =x; +x; +x;, iar S, = 3.

a) Sa se calculeze f(-2) - £ (2).

b) Sa se arate cd polinomul f nu are rddacini
rationale.

¢) Sa se arate ca toate radacinile polinomului f sunt
reale.

d) Sa se calculeze suma § = x + x, + x,.

e) Sa se arate ca S,,, — 6S,,, +25, =0,V ke N.

f) Utilizand metoda inductiei matematice, sd se arate
caS cZ VneN.

4. Se considera polinomul f=X*-5X+3,
fe C[X] cu radacinile x;,x,,x;,x, € C.
a) Sa se calculeze x, +x, +x;+x,.

b) Sa se calculeze f(1) f(-1).

¢) Sa se arate cd polinomul f nu are raddacini
rationale.

d) Si se calculeze x* +x,* +x,* +x,°.

5. Se considerda polinomul feR[X],
f=X"-X*+aX -6 curadicinile x,, x,, x;.
a) Sa se determine a astfel incat restul impartirii lui
fla (X —1)(X —2) sa nu depinda de X.
b) Sa se determine a astfel incat
XD (] =1+ x5 () —1)+x5(x; —1) =4x,x,x,.
¢) Sa se arate cd, dacd a = 0, atunci polinomul nu
are radacini rationale.

6. Se considera polinomul /€ C[X],
f=X+ DX+ 2)(X +3)(X+4) + 1 curadacinile x,,
X,, X, x, € C.
a) Sa se calculeze f (0).
b) Sa se calculeze f— (X2 + 5X+ 5)*.
¢) Sa se afle numarul de radacini reale ale
polinomului f.
d) Sa se calculeze produsul x x,x.x,.

e) Sa se calculeze suma x, + x, + x, + x,.

7. Se considera polinomul f'e C[X], f= X+ 1
cu radacinile x, x,, x;, x,, x,, X, x,, x, € C.

a) Sa se calculeze expresia

(X =X+ )X +V2X% +1).
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b) Sa se afle numarul de radécini reale ale polino-
mului f.
¢) Si se afle restul impartirii lui / la X* — V2X2 41,

8. Se considera polinomul /€ C[X],
f=X*-5X%+6, cu radicinile x,,x,,x;,x, €C.
a) Sa se afle cate solutii reale are ecuatia
X -5x+6=0.

b) Sa se determine numarul de radacini reale ale
polinomului f.

¢) Sa se afle cate radacini rationale are polinomul .
d) Sa se calculeze x, + x , + x, + x,.

e) Sa se calculeze suma

2005

2005 2005 2005
X + X P

+x,7 4 X,

9. Se considerd polinomul f € C[X],
f=X*+X?+1, cu radicinile x,, x,, x;, x, €C.
a) Sa se calculeze suma f(—-1)+ f(1).

b) Sa se afle numarul radéacinilor rationale ale
polinomului f.

¢) Si se calculeze expresia f—(X°—X+)X*+X+1).
d) Sa se calculeze suma x, +x, +x;+x,.

e) Sa se calculeze produsul x,-x,-x;-x,.

10. Se considera polinomul [ € C[X],
=X +X*+X’+X*+X+1 si polinomul
g€ C[X], g=X*+ X +1 cu radacinile v,y €C.
a) Sa se calculeze suma y, +y,.

b) Sa se determine restul impartirii polinomului f la
polinomul g.

¢) Sa se calculeze produsul (X —1) f .
d) Sa se calculeze produsul f(»,)-f(»,).

11. Polinomul f € C[X], f=X>-X+1 are
radacinile x,x,eC. Notdim cu S, =x/ +x;,
VneN*.

a) Si se afle restul impdrtirii polinomului X° +1 la
polinomul f.

b) Sa se afle modulul radacinii x,.

¢) Sa se calculeze x°.

d) Sa se calculeze S..

e) Sa se calculeze probabilitatea ca S sa fie egal cu
—2cand ne {1, 2, .., 8}.



12. Se considera polinomul € C[X],
f=X+ X+ X+ 1 cu radacinile x , x,, x,.

a) Sa se calculeze f(-1).

b) Sa se afle restul impartirii polinomului
f=X*+X*+ X+ 1 lapolinomul g =X+ 1.

¢) Sa se calculeze probabilitatea ca o radacina a
polinomului f, aleasa la intamplare, sa fie reala.

d) Sa se calculeze suma x, + x, + x,.

e) Sa se calculeze suma x!' +x; +x; .

13. Polinomul f'€ C[X], f=X*+ 2X + 4 are ra-
décinile x, x, € C. Notim cu S, =x;' +x;,V n€ N*.
a) Sa se afle restul impartirii polinomului X* — 8 la

polinomul f.
b) Sa se afle modulul radacinii x,.

¢) Si se calculeze x.

d) Sa se calculeze S..
e) Sa se calculeze S, + S..

(

unei structuri algebrice

numerelor

G

Parcurgind ,,Elemente de algebri” ati dobAndit urmitoarele competente specifice?
g g { p te sp

1. Recunoasterea structurilor algebrice, a multimilor de numere, de polinoame si de matrice
2.1. Identificarea unei structuri algebrice, prin verificarea proprietdtilor acesteia

2.2 Determinarea si verificarea proprietdtilor unei structuri

3.1. Verificarea faptului cd o functie datd este morfism sau izomorfism

3.2. Aplicarea unor algoritmi in calculul polinomial sau in rezolvarea ecuatiilor algebrice

4. Explicarea modului in care sunt utilizate, in calcule specifice, proprietdtile operatiilor

5.1. Utilizarea structurilor algebrice in rezolvarea de probleme practice
5.2. Determinarea unor polinoame sau ecuatii algebrice care indeplinesc conditii date
6.1. Exprimarea unor probleme practice, folosind structuri algebrice sau calcul polinomial

6.2. Aplicarea, prin analogie, in calcule cu polinoame, a metodelor de lucru din aritmetica
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Elemente de analiza matematica

Primitive

Matematica intre fizica si filozofie

Isaac Newton Gottfried-Wilhelm
(matematician $i fizician Leibniz (matematician si
englez, 1642-1727) filozof german, 1646-1716)

,Consider cd obiectele matematice nu sunt for- y» .. m-am multumit sd explic infinitul prin
mate din particule infinitezimale, ci determinate de incomparabil, adicd sd presupun cantitdti care sunt
o miscare continud, liniile sunt rezultate prin miscarea incomparabil mai mari sau mai mici decdt ale
continud a punctelor, iar suprafetele sunt date de noastre .
miscarea continud a liniilor. ,,Se poate spune cd infinitul si infinitul mic sunt

., Existd o limitd pe care viteza poate s-o atingd atdt de puternic fundamentate, incdt rezultatele din
la capdtul miscadrii, dar pe care nu o poate depdsi. geometrie sau din naturd se comportd ca si cum ar
Tot astfel, poate fi determinatd valoarea limitei fi realitdti perfecte ... toate fiind supuse puterii
cantitdtilor si rapoartelor care incep sau inceteazd ratiunii. Fdard ratiune nu ar exista nici stiintd, nici
si, deoarece aceastd limitd este certd, problema de lege, ceea ce ar contrazice natura principiului

¢ I3

a o determina este strict geometricd. suprem .

Probleme care conduc la notiunea de integrala

Calculul diferential (cu derivate si integrale) a fost descoperit de Newton studiind miscarea corpurilor si, in
aceeasi perioada, de Leibniz, studiind geometria. Unele dintre notatiile introduse de Leibniz sunt folosite si astazi.

Aria suprafetei dintre Y4
graficul unei functii con-
tinue, pozitive si axa Ox
se obtine, in mod aproxi-
mativ, ,,insumand* ariile
dreptunghiurilor infini-
tezimale aflate intre O
graficul functiei si axa Ox.

Cand un mobil se misca cu o viteza variabild w(),
spatiul AS parcurs in fiecare interval mic de timp A¢
depinde de viteza pe care a avut-o mobilul in acest
interval (AS = v(¢)- Af). Pentru a gasi distanta totald
parcursd de mobil trebuie sd ,,adunam® toate
distantele parcurse cu viteze diferite in intervalele
oricat de mici (infinitezimale), Az.

S
>
X

¢ Remarcati diferenta dintre ideea lui Newton despre Prin figuri i marimi ,,infinitezimale* vom intelege,
linii si conceptia ca ele sunt multimi de puncte. in mod vag, figuri si marimi care sunt ,,foarte mici‘.
¢ Dati exemple de ,,cantitdti* sau ,rapoarte” care ¢ Observati ca, pentru Leibniz, notiunea de infinit
pot fi supuse unui proces de trecere la limitd. este o ,realitate perfecta datoritd consecintelor sale.

¢ Ce credeti ca intelege Leibniz prin principiul suprem?
103



Arhimede a elaborat metode care au stat, douda milenii mai tarziu, la baza calculului
integral. Pentru a calcula aria cercului, Arhimede a folosit poligoane regulate
inscrise si circumscrise cercului, incepand cu hexagonul regulat si dubland

numarul laturilor pana la poligoane cu 96 de laturi.

N

Arhimede, invdtat grec
(287-212i.Hr)

2nr-r

Sa observam ca triunghiurile avand ca baza o latura
a poligonului circumscris si varful in centrul cercului
au indltimea egald cu raza. Perimetrul poligonului
circumscris este aproximativ egal cu circumferinta.
Rezulta ca aria cercului, aproximatd de aria poligo-
nului circumscris, este egald cu aria unui triunghi cu
baza cat circumferinta si Tndltimea cat raza

2

Aproximarea unei figuri geometrice curbe cu patrate si, mai general, cu poligoane, se numeste cuadraturd.

Instrumentul matematic care ne va ajuta sa ,,adunam® marimi infinitezimale este cel de integrald. Vom

dezvolta teoria integralei pentru a calcula ariile unor suprafete (plane) curbilinii, lungimile unor curbe, dar si

pentru a modela, studia si rezolva probleme din fizica, tehnicad, economie etc.

Pentru a masura o suprafatd, o vom compara cu suprafata
unui patrat. In mod intuitiv, aria unei suprafete este numarul
care aratd cate patrate sau fractiuni de patrat cu latura unitate
»ncap“ in toatd aceastd suprafata.

N\ N N
a-b: :
biliaiby L b a-b
u uz : ]
S ~ J ~
e Cd Cd Cd
u a a

................................

LN
7

v

v

Pentru stabilirea ariei unei suprafete vom incerca sa o descom-
punem, sau sd o aproximdm, cu alte figuri (poligoane) de arie
cunoscutd. Dintr-o figurd geometricd marginita de linii curbe,
prin decupare nu rezultd numai un numar finit de poligoane.

Ne propunem sa calculam aria
unei suprafete marginita de axa Ox
si graficul unei functii continue
pozitive f: [a, b] - R. Pentru a .
calcula aceasta arie, notata ; Py

b
Ia f(t) dt, vom dezvolta un instru-

ment matematic numit integrald.
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Cum calculam arii de poligoane ?

Tema de sinteza

1) Care este numarul maxim de patrate
cu latura 1 care se pot decupa dintr-un
patrat cu latura 2 ?

Decupati si rearan-

jati bucatile unui patrat

cu latura 2,5 pentru ca

sa compuneti cat mai ...l

multe patratele unitate.
Cate puteti obtine?

2) Taiati un trapez dreptunghic in doud
bucati din care s alcatuiti un dreptunghi.
Gasiti mai multe metode pentru acest

decupaj.

3) Calculati aria AABC cu laturile
a=3,b=4si..
i) m(C)=90° i) m(C)=120°
iiiyc=5 iv)c=16

Indicatie. Se pot folosi formulele:

5=

unde p=

_absinC _ 1 (p—b)(p—o).
atb+c

2




Putem forma din dreptun- Y4
ghiuri suprafata S’ ca in figurile
alaturate: intervalul [a, b] se
imparte in intervale mici, iar pe
fiecare astfel de interval se

construieste un dreptunghi : : : : >
care are ca Inaltime o valoare
oarecare a functiei f°, luata pe
acest interval. Daca intervalele
in care s-a impartit [a, b] sunt
toate destul de mici, atunci S’
aproximeaza bine suprafata
cautata S. 0

S

a b X
In cele ce urmeaza vom preciza acest procedeu pentru a
obtine formule de calcul.

Consideram o functie pozitiva si continua f:[a, b)]>R.

s . . . —a A
Impartim [a, b] in n intervale egale de lungime , avand
b—a _
capetele: a =a,a =a+ , e =a-+ n.b 4 _p.
0 1 n n
— — f(@)
a,=a a, a, a=b ._

Construim dreptunghiurile
avand ca baze intervalele e
4.1, 4] si ndltimi f(q), k=1n. .
0 aa a..q,,a6..p x
Aria suprafetei ocupata de toate aceste dreptunghiuri este:

_ b-a b—a _~ b—a) b-a
S, = fla)—=+..+f(a,) — _;f(mk ; ) ;

. e o < b—a) b-a
Daca f nu este pozitiva, suma | S, —Z fla+k pal Hn
adund ariile dreptunghiurilor =

din semiplanul pozitiv si scade
ariile dreptunghiurilor din semi-
planul negativ (valoarea

I [a + k%) este negativa pe

intervalele pe care f este negativa).

Acum putem enunta, dar fard a face si demonstratia,
urmatoarea ...

Teorema. Daca functia f:[a, b)]—>R este continud, atunci

sirul [Sn =Zf[a+kb_aj- b—a] converge la un numdr,
k=1 neN*

e

4) Calculati aria e
AABC in modurile
sugerate de urmatoa-
rele 3 reprezentdri:

y/

Calculul ariilor unor suprafete prin
metoda cuadraturii.

5) Impartiti fiecare dintre intervalele
[0, 2], [-1, 3], [4, 99], [-8, —2] in cinci
intervale egale si calculati lungimea
acestor intervale si capetele lor.

6) Calculati aria acoperitd de toate
dreptunghiurile care au ca baza un inter-
val obtinut Tmpartind [—1, 5] in 4 intervale
egale si ca ndltime valoarea functiei in
capatul din dreapta intervalului pentru:
i) £:[-1,5]>R, f(x)=x
i) f:[-1,5] >R, f(x)=x"—x
iii) f:[-1,5]> R, f(x) = In(x + 2)

7) Calculati

[Far dtzlim22[a+kb_a]~ boa
¢ =1

n—>00 n n

daca intervalul [a, b] este:
i) [0, x]; i) [-1,9]; iii) [-1, 1].
Reprezentati in plan suprafata cuprinsa

intre graficul functiei ¢+ 2¢ si axa Ox
pe intervalul [a, b] in fiecare caz.

Indicatie. Zk = n(nTnLl) .
k=1

8) Calculati

iR x
.[Ot dt—hm;(nj "

n—»o0 =

Reprezentati in plan suprafata cuprinsa
intre graficul functiei #+>¢* si axa Ox
pe intervalul [0, 3].

b " " Indicatie. E i? :W
notat I f(x)dx , pe care-1 vom citi integrala functiei f pe [a, b]. —
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Metoda folosita de Arhimede ne conduce, conform teoremei
precedente, la un calcul dificil: limita unui sir de sume. Acest
calcul va fi evitat cu ajutorul derivatei. Rolul derivatei este
prezentat in urmatoarea teorema care va fi studiata in capitolele
urmatoare.

Teorema. Consideram o functie continua f :[a, b] >R si
fie F:[a, b)] >R, functia definita prin F(x)= r f(@) dt,x€< |a,b].
Atunci F este derivabila si F' = f .

N e

9) Fie functia f :[a, b]—> R.
Calculati functia F :[a, b] >R
definita prin F(x)= rf(t) dt siF'=f,
in urmitoarele cazuri:
i)f:[0,1] >R, f(x)=3
i) f: -1, 1] >R, f(x)=x
iii) £: [-1, 3] = R, £ (x) = 2"

10) Fie functia f:[a, b] > R.

Vom explica aceasta teorema. A ! Gasiti o functie F":[a, )] >R astfel
Consideram sirul (x ) —>x, xe(a, b]. \ incat F' = f in urmatoarele cazuri:
F(x)-F(x,) este aria trapezului & ?f: [0, 7] > R, f(x) = cosx
curbiliniu format intre graficul functiei ' \E if) £ [0, 1] —> R, /' (x) = sinx
f si Ox pe intervalul [xn, x]. Daca ”l? iii) £: [1, 10] > R, f(x):l
impartim aria trapezului la lungimea . = X
bazei, obtinem a |0 x,x b~ iv) f: [-10, -1] > R, f(x) -

F(x)-F = X
% ¢ f(x), adica f(x)zllm%:?(x). v) [ [-10, 1] - R, f(x) = 2x

n

Functia F a cérei derivata este functia /' se va numi primitiva
functiei f. Studiul primitivelor este subiectul acestui capitol.

Aplicatie in fizica

Un mobil pleaca la ora 0 si, in primele 2 secunde, se misca cu acceleratia constantd @ = 1m/s?

vi) £: [-10, 1] > R, f (x) = x*
vii) f: [-10, 1] > R, f'(x) = x + sinx

. Viteza

mobilului la momentul ¢ din intervalul [0, 2] este v(f) = at = ¢ (in m/s).

Sa construim cateva modele care descriu aproximativ miscarea mobilului si sa calculam distanta parcursa
cu ajutorul acestor modele. Impartim intervalul de timp [0, 2] in intervale tot mai mici. Consideram ci, pe
aceste intervale mici, mobilul péstreaza viteza din primul moment al intervalului.

<

v 3 v —_ v
2 T i
1 — =i
] f 5 10 T
: : A EEE RN BN =i :
0 1 27 O/illizt 0 1 27 0 27
\ \/ ; ’ 22*1 kY1 2n-1 pooo Jz-
e e B T v .
141 A,11,.21,31 V(_] —= » | v()dr=2
0-1+1-1 02+22+22+22 = nll., n ) fT
L : 4]
S NS AN 54

»_‘
o Nl = fw

\ : . E 5

11 3 2¢ 0 0 ¢
2 2

In cadrul fiecarui model, sumele reprezinta distanta parcursa in 2 secunde si, totodata, aria de sub grafice.

Graficele din randul al doilea reprezintd distanta parcursd de mobil pana la momentul x € [0, 2], adica

0 1 2t

Se verifica usor ca functia F are ca derivata functia v.
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primitiva functiei v, F(x) = I v(t) dt = I tdt= 2



Newton sau Leibniz nu au demonstrat importantele teoreme pe care le-au descoperit. Ei s-au multumit sa

constate ca aceste teoreme se pot aplica in naturd sau in geometrie. Au trecut circa 150 de ani pentru ca

matematicianul Cauchy sa demonstreze teoremele fundamentale ale analizei matematice.

Demonstratia unei propozitii matematice trebuie sa contina rationamentele care ne conduc, pas cu pas, la

convingerea ca propozitia este adevaratid. Acest drum este deschis acelor persoane care stapanesc notiunile,

care se indoiesc de fiecare afirmatie si au nevoie de certitudini. Daca nu ai inteles o demonstratie, trebuie sa

mai zabovesti asupra ei, sa verifici din nou fiecare etapa, sa cauti exemplele simple in care se aplica. Vei

intelege numai dupa ce te vei fi familiarizat cu conceptele importante. Cel mai important este nsa sa poti

folosi ce ai invatat in rezolvarea de exercitii si, mai tarziu, in aplicatii practice.

propliar @ 1. Care este cel mai mare numar de
-:r_::‘

== patrate cu latura 1 care se poate obtine
daca se decupeazd si se rearanjeaza
pRoPVSE bucatile unui patrat cu latura 3,5 ? Ce

proportie dintr-un pdtrat unitar ramane?
@ 2. a) Taiati un triunghi dreptunghic cu laturile
3, 4, 5 in doua bucdti din care sa formati un
dreptunghi si calculati aria dreptunghiului. In cate
moduri puteti face acest decupaj ?
b) Taiati un triunghi cu baza 6 si Tnéltimea 4 1n bucati
din care alcatuiti un dreptunghi. Calculati aria
dreptunghiului, egald cu aria triunghiljllui.

@ 3. Calculati aria AABC cu
laturile a, b, ¢ daca se cunosc
latura a si unghiurile B si C.
Indicatie. Fie h indltimea
din 4. Avem htgB + htgC = a.

- - C
@ 4. Calculati aria AABC in modurile sugerate de

reprezentarile urmatoare, daca:
i) A(1, 1), B(-2, 3), C4, -2) b’
i) A(0, 0), B(-2, 3), C(2, -3) ¢
iii) A(-1, -1), B(2, -1), C(-1, 2)

a't-*+-

1 11 )
1 1|b—a c—a
S==la b c|=%
L s 20, 2‘b'—a' d—d
a b . a b c

@ 5. Calculati aria suprafetei pentagonului ABCDE
in modurile sugerate in reprezentarile urmatoare, daca:
i) 4(0, 0), B(1, 2), C(4, 4), D(6, 1), E(3, 0) ;
ii) 4(0, 0), B(1, 1), C(4, 3), D(6, 1), E(3, 0) .

Propuneti 4 A
alte moduri C C
de impartire B B~
a pentago- ,." D _...»>D
nului. A , AT 5
E - E
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@ 6. Calculati diferenta dintre ariile poligoanelor
regulate cu »n laturi, circumscrise si inscrise cercului
de raza 1, pentru n € {3, 4, 6, 12}.

@ 7. Fie functia f :[a, b] > R crescatoare. Atunci

c b—a) b—a _X b—a)\ b—a
— . < .

;f(m(k n= ) ; ;f(auc ; ) ;

Formulati un enunt asemanator pentru o functie
descrescatoare. A

O ] 3 . ) . 8 i . x>

L b—a) b—a )
@ 8. Calculati kz;f(a+k ¢ ) 5 pentru:

) f:[-L5]->R, f(x)=x;
ii) /-1, 5]>R, f(x)=-x;
iii) f£:[-1,5]>R, f(x) =x;
iv) f:[-1,5]->R, f(x)=2";
V) fi-1LSIoR, f@) = .

" 3
@ 9. Calculati .[bﬁdt:limZ(aJrkb_a) ‘b—a.
a n

n—»0n Tl n

n 1 2
Indicatie. Zk3 :(M) .

k=1 2
@8 10. Fie functia /: [-3, 0] > R, f (x) = X’ — x.
Determinati functia F'(x) = I_Z f(¢) dt siderivataei, F'.
@8 11. Fie functia f :[a, b] > R. Gasiti o functie
F :[a, b] >R astfel incat F' = f in urmatoarele cazuri:
)f:[-10,1] > R f(x)=x"3x+2;
i) f: [-10, 1] > R, f(x)=¢€";

iii) £: [-10, 1] > R, f (x) =

cos’ x




Primitive si integrala nedefinita a unei functii. Primitive uzuale

Tema de sinteza

A AE I. Reguli de derivare (fara precizarea conditiilor in care au)
: ¢ (fxg)=f'£¢
e =r-f",AeR

Apa s

L

sy =gt g
. (1) _fg-f¢g
2
g g
¢ (g /)= NS
=N 1
¢ (=0
frof”
I1. Tabelul derivatelor functiilor elementare
S D, A D,
¢ (constanta) R 0 R
X', n € N* R n-x"! R
x* o € R* (0, +o0) o - x*! (0, +o0)
1
Vx [0, +e0) N (0, +20)
a,a>0,a #1 R a*Ina R
1
Inx (0,0) — (0,0)
X
log,x,a>0,a#1 (0,00) ! (0,00)
x-Ina
sinx R cosx R
cOSX R —sinx R
T 1 I
tgx IR\{(2k+1)—keZ} - IR\{(2k+1)—keZ}
2 cos”x 2
ctgx R\ {kn | ke Z} - ,12 R\ {kn | ke Z}
sin” x
. 1
arcsinx -1, 1] (-1, 1)
1-x?
-1
arccosx -1, 1] —— (-1, 1)
1-x?
t R ! R
arctgx
& x?+1
1
arcctgx R — R
x“+1
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Definitie. Fie / < R un interval si functiile f:/ >R,
F :I —> R. Functia F' se numeste primitivd a lui f daca:

(1) F este derivabila; QFx)=f(x),Vxel

Spunem ca o functie f admite primitive pe intervalul I daca
exista o primitiva a functiei /.

Aceleasi notiuni se definesc si pentru functiile f:/ >4, 4 < R

1) Fie functia f: R — R, f(x) =x’. Functia F: R > R,
8

LrEmrLE

F(x)= % este o primitiva a functiei f, deoarece [ este
derivabila si F' = f.
2) Fie functia f:R —>IR’+'< ,f(x)=2" Functia F : R > R,

F(x)=

PE
In2

3) Daca functia f: I — R este derivabila, atunci f este o
primitiva a lui /.

+17 este o primitiva a functiei 1 .

Teorema. Fie / un interval si functia /: / — R care admite
primitive. Daca F » F2 : I > R sunt doua primitive ale functiei f,
atunci exista c € R astfel incat < 1(x) = Fz(x) +e,Vxe L

Demonstratie. Fie F, F primitive ale functiei /. Atunci Vx€ I,

F)=f(x), B()=f®), F(x)-Fi(x)=0, (F () - F,0) = 0.
O functie cu derivata 0 pe un interval este constanta. Rezulta
ca 3 c € R astfel incat Fx)-F(x)=cVxelm

Consecinte. Fie functia f': / - R, [ interval.

1. Daca F :1— R este o primitiva a lui /', atunci orice alta
primitiva ' a functiei f* este de forma F'=F + ¢, unde c € R.
Cu alte cuvinte, daca o functie admite primitiva, atunci admite
o infinitate de primitive si oricare doua primitive ale functiei
difera printr-o constanta.

2. Daca f admite o primitiva, atunci oricare ar fi ¢ € R si
a € 1, exista o primitivd F a lui f cu F(a) = c.

Demonstram 2. Fiea € I, c€ Rsi F oI R o primitiva a lui £
Functia F/=F — F (a) + c este o primitiva a lui fcu F(a) =c. m

Observatie. In teorema anterioara, este important faptul ca
domeniul de definitie este interval.

erémPLy Fie D = [0, 1] U [2, 3] si functiile £ (x) = x,
2
%, xe[0,1]

2
Fy(x) =% si Fi(x)= definite pe D.

2

%+1, xe[2,3]

Avem Fj=F'=f.Dar F nu se poate scrie sub forma
F = Fo + ¢, ¢ € R; pe fiecare dintre intervalele [0, 1] si [2, 3]
avem constante diferite: F1 = Fo pe [0, 1] si F1 = Fo + 1 pe [2, 3].
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e

Putem determina primitive?

1) Determinati cate o primitiva pentru
urmatoarele functii definite pe R :
a) f,(x) = 3% ;
b)fz(x) =3x —x*;
o) fi(x)=4x" +3/;—%x+1;
d) f,(x) = sinx + 1.

2) Determinati cate trei primitive
pentru fiecare din urmatoarele functii:
a)f: R—> R, f(x)=sinx ;

b)f: R >R, f(x)=cosx;

0 f:(0,%) >R, f(1)="

d)f: (0,00 >R, f(x)=—1

X

o 110.5 )R 0=t

COS Xx

.
1+x2°

hf:(-1,1) >R, f(x)=

9/ R->R, f(x)=

1-x’

3) Determinati primitiva £ a functiei
f(x) = cosx + sinx, cu F(0) = 1.

Indicatie.

Primitivele functiei f sunt de forma
F(x) = sinx — cosx + ¢, unde ¢ este o
constantd (deoarece F'(x) =f(x), V x € R).
Din conditia F(0) = 1 se determina c.

4) Determinati primitiva /' a functiei
f (x) = —cosx + sinx, cu F(0) = 0.

5) Determinati functia F, daca
F'(x) = "™ cosx si F(%) =e+3.
Indicatie. Se cere sa alegem dintre
primitivele functiei f(x)=e"""cosx,
primitiva care are valoarea e + 3 pentru

T . ..
x=§. Deoarece derivata lui sinx este

cosx si primitiva lui €' este tot €', rezulta
ca primitivele lui f sunt de forma

F(x) =™ + ¢, c € R. Intr-adevir,
(™) =e™" - (sinx) =e" cosx .

- ———



Definitie.

Fie un interval / si o functie f: / — R care admite primitive.
Multimea tuturor primitivelor functiei f'se noteaza prin j f(x)dx
si se numeste integrala nedefinitd a functiei f.

Deci J- f(x)ydx={F:I1—> R ’ F este primitiva a functiei f }.

De notat ca integrala nedefinitd a unei functii /' este o multime
de functii, nu o functie sau un numar.

Observatii.
¢ Exista functii care nu admit primitive.
0, x#0
1, x=0
¢ Putem nota argumentul functiei fcu ¢, s, u
nedefinitd se noteaza atunci J- f(@)dt, J- f(s)ds, J- fwadu...

Pentru a lucra cu integrale nedefinite, vom stabili cateva
reguli de calcul cu multimi de functii:

De exemplu f: R —> R, f(x)z{

... Integrala

Definitie.

Fie .+, & doud multimi nevide de functii reale definite pe
intervalul 7 si A € R. Definim:

A+ B={f+g|fe .49 B},

fH+d={f}+.4unde f: ] >R,

Mt.d={rtf|fe 4},

Md={\f|fe .4},

Aog={fog ’ fe.4},unde g:J— [esteo functie definita
pe intervalul J.
Notim ¢ = { ¢ : I — R | ¢ este functie constanti pe / }.
Atunci cand intervalul / este subinteles, notim ¢ = ¢.

Observatii. 1. ¢+ ¢= ¢
2. M€= € pentru L # 0.

e

6) Verificati:

X

v g2
a) .[2 alx—ln2

b) j% dx=Inx+7, x € (0, ).

+¢,xe R

7) Calculati urmatoarele integrale folo-
sind numai formulele de derivare, stiind
ca domeniul fiecarei functii este un interval:

a) Isinxdx b) jcosxdx
c) jsinmxdx d) jcosmxdx
1 1
°) J-cos2 xdx D Isinzxdx

g) [edx h) e dx

8) Cu ajutorul definitiei determinati
urmatoarele integrale nedefinite:

a) [(ax+b)'dx,b,xe R ae R* ne N¥;

b) [—— dx,x>-a,a€ R;
X+a
1 1
) g >y

d) .[\3/4x2 dx, xeR;
1
e) jﬁdx, x>—1;

g) jsin2x dx, xeR;
h) J-e“dx, xeR.

9) Determinati primitiva functiei
£ (x) = x°, al carei grafic contine punctul

Teorema.
Daca functia f: / - R admite o primitiva F, atunci

J.f(x) dx = F +¢ . Egalitatea se mai scrie J.f(x)dx =F(x)+¢.

Demonstratie.
jf(x) dx={G:1— R| G primitiva a functiei f} =
={F+c|lce Ry=F+{p:I— R|¢constanti} = F+¢. m
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M@, 3).

3
Indicatie. F(x)= %+ c este 0

primitiva pentru f (avem F'(x) = f (x)).
Determinam c astfel Incat F(2) = 3.

10) Determinati a, b € R astfel incat
functia F(x) = e “(acosdx + bsindx) sa fie
o primitiva a functiei f (x) = e “cos4x.




LrEMmPLE

)

1) Calculam J.cos xdx . O functie F derivabila cu F'(x) = cosx
este functia F(x) = sinx, deci J.cosxdx =sinx+¢ .
2
X Z
2) .[x dx=7+% ,x€ R
3) Daca f: [ - Reeste derivabila, [ f'(x) dx = f(x)+% .

Sa stabilim cateva reguli de calcul cu integrale nedefinite.

Teorema.
Daca f, g : I > R admit primitive si A € R, AL # 0, atunci
functiile /' + g si Af admit primitive si, n plus, au loc relatiile:

(D) [f@)dx=[f(x)dx+€
@) [(f(0)+gCede = [ f(x)dx + [ g(x)dx
3) jxf(x)dx = xj F(x)dx .

Demonstratie.

Fie F, G : I —> R primitive ale functiei / respectiv g. Atunci:
F + G este derivabildpe Isi (F+G) =F'+G'=f+g,
deci f+ g admite primitive pe /, iar F'+ G este o primitiva a sa.
j(f(x)+g(x))dx =F+G+%¢= jf(x)dx+jg(x)dx ,

AF este derivabila, (AF) =AF'= f; deci Af are primitiva AF.
jxf(x)dx =MF +€ =AF+ € =MF +¢) = xjf(x)dx m

LrEMPLE

1) J‘(x+1)dx=.[xdx+.|.dx=x—2+x+(ﬁ;xelR.

/Ll? 2
PO S B P N |
2) J-mdx—z.[x_ldx—zlnx 2‘+6

2

pentru x € (—OO, %) sau pentru X € (%, 00).

3) J‘[%—cosx)dx =J‘%dx—.[cosxdx =lnx—sinx+%¢;x>0.

O multime foarte importantd de functii care admit primitive
este datd Tn urmatoarea teorema a carei demonstratie va fi facuta
in capitolul urmator.

e

Indicatie.
F'(x) = e"[(4b — a)cosdx — (4a + b)sindx].
Deoarece F'(x) = f(x), V x € R, obtinem

F'(0)= f(0)
sistemul F'(%)zf(%)’ cua=..,b=..

11) Fie functia f: R — R care admite
primitive si a € R*, b € R.

Aratati ca functia g(x) = f (ax + b),
x € R, admite primitive. In plus, daci F
este o primitiva a functiei f, atunci

G(x) =lF(ax +b),x € R, este o primi-
a
tivd a functiei g.
12) Determinati urmatoarele integrale

nedefinite si precizati intervalele maxime
de definitie ale lor:

a) J(xz —x+%)dx;
b) I(ezx +2x/;)dx;

2x—1
c).[ );3 dx ;

d) .[(xz —sinx)dx ;

x=3
€) -[x+5dx’
f) I(sin2x—0052x)dx;

) J‘(e” —sin3x)dx .

sinx

Teorema.
O functie continud pe un interval admite primitive pe acel interval.
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13)Fief:R—>R, f(x)=4 x > *7 0.
1, x=0
Aratati cd f admite primitive.

14) Aratati ca functia f'(x) = x|, x€ R,
admite primitive si gasiti o primitiva a sa.
x, x=0
Indicatie. f(x)=:" .
tie. f(x) {_x’ e

Deoarece functia f este continua pe R,
rezultd ca admite primitive. Exista




Observatii.

¢ Teorema nu ne aratd si cum calculam primitivele unei
functii continue.

¢ Toate functiile elementare (polinomiale, radicali, exponen-
tiale, logaritmi, trigonometrice) sunt continue pe orice interval
din domeniul lor de definitie si, ca urmare, admit primitive.

¢ Reciproca teoremei nu este adevaratd. Existd functii care
admit primitive dar nu sunt continue.
A ME Proprietatea Iui Darbousx.
: Spunem ca functia f': I —> R, [ interval, are
A:;';Ln +q Droprietatea lui Darboux daca

»Vla, blclsi¥ dintre f(a)sif(b),3 c€ [a, blcuf(c)=d "

Cu alte cuvinte, o functie cu proprietatea lui Darboux trans-
forma orice subinterval din domeniu intr-un interval.

Teorema.
Derivata oricarei functii derivabile pe un interval are
proprietatea lui Darboux.

Teorema. Daca f: I — R admite primitive pe intervalul /,
atunci functia f are proprietatea lui Darboux pe 1.

Consecinta. Fie f: / - R. Dacéd imaginea functiei f pe un
subinterval J < I nu este interval, atunci f nu admite primitive pe /.

' Fief: 1 —> R,
|“-ﬁ:'rji * Daca f este continua pe /, atunci f admite primitive pe /.
eemwe ° Dacd f admite primitive pe /, atunci f are proprietatea
' lui Darboux pe 1.
* Dacd f nu are proprietatea lui Darboux pe /, atunci f nu
admite primitive pe /.
* O functie cu puncte de discontinuitate de speta I nu admite
primitive deoarece nu are proprietatea lui Darboux.
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7, x=0
F:R5R, F(x)={ % ,cER,
—%+c, x<0

astfel Incat F'(x) = f(x). Se pune conditia
ca F sa fie continua. Obtinem ¢ = 0.
Deoarece F este derivabila si F'(x) = f(x),
rezultd ca F este o primitiva a lui 1.

2x—1, x>1
X, x<l

Aratati cad f admite primitive si gasiti
0 primitiva a sa.

15) Fief:R—> R, f(x)z{

16) Demonstrati ca urmatoarele functii
admit primitive si gasiti primitivele lor:

a)f:R>R, f(x)=

x> —1, daca x<1

\/x—l,dacéx>l’

1 <
- —1
t)f‘. IR —> IIRq f(,‘f) - x .:C, daca s ,

9
sinmx, daca x=—1

17) a) Aratati ca functia f: R > R,
f (x) = [x] nu admite primitive pe R.
b) Fie / un interval deschis. Demonstrati
caf:I— R, f(x)=[x], admite primitive
pe [ dacd si numai daca / nu contine nici
un numar intreg.
18) Fief: R > R,
{x3 +x+1, dacad x<0
S x)=
2% +1,
a) Studiati monotonia functiei f .
b) Determinati Imf .
c) Aratati ca f nu admite primitive pe R.

dacd x>0




Primitive uzuale; tabel de integrale nedefinite

Cu ajutorul tabelului derivatelor obtinem urmatoarea listd de integrale nedefinite importante; unele formule
de integrare rezulta direct din formulele de derivare, alte formule sunt deduse prin aplicarea unor metode de
integrare. Fiecare formula este adevéarata pe orice interval din multimea pe care este definita atat functia f de
sub semnul integral, cat si primitiva sa F. Constantele folosite sunt » € N si a € R.

n+l a+l
n _X 7 a X 7 _
1. jx dx—n+1+6,n€N,x€IR 2. Ix dx a+1+?, a#-1,xe(0,+o)
1 * e 4 *
3. j;dlen\x\w ,x€R 4. |[a de=7—+7, aeRI\{I}, xeR
1 xX—a 1 1 X
5. '[xz——azdx 2a1 n| |+W az0,xeR, x*-a>#0| 6. Ix2+a2dx=;arctg;+W,aiO,erR
7. I ln‘x+\/x2ia2 +¢ ,a#0, x*+a*>0| 8. I dx=arcsin>+%,a>0, d—x¥>0
/ 7 — 52 a
9, jsinxdxz—cosx+‘(/,xe R 10. jcosxdxzsinx+‘(/ , xeR
11/ jtgxdxz—ln‘costW, xelR\{%H’cn‘keZ} 12. J.ctgxdlen’sinxh%’, xelR\{kn‘keZ}
13. J- s—dx =—ctgx +, xelR\{kn‘keZ} 14. I —dx =tgx + €, erR\{ +kn|keZ}
sin” x cos” x

Aceste formule se verifica folosind proprietatea ,, J. f(X)dx=F(x)+€ < F'(x)= f(x) “

Exercitii rezolvate — tema de sinteza 11, x<0
x+1,x<
1) Reprezentati grafic functia f: R > R, f(x)= { . Aratati ca f admite primitive si determinati
0 primitiva. e, x>
B
Solutie. Graficul lui f; redat in desenul alaturat, este format dintr-o semidreapta de /‘\\
ecuatie y =x + 1 (x < 0) si din graficul de ecuatie y = e* ( x > 0). y= o /.1 3
li;% fx)= li{% f(x)=1= £(0); atunci f este continud pe R, prin urmare are o primitivd ~——— 7110 i
X >
= +x, dacix e(—0, 0] N 2
F:R—>R, F(x)=1 2 , ¢ € R, F'(x) = f (x). Impunem conditia ca 3

e’ +c, dacd xe(0; )

F sa fie continud. Avem: li;%F(x) =0=F(0), li{%F(x) =c+1,deci0=c+ 1.

2
X o
~—+x,daca x e(—

Prin urmare, F(x)=1 2 s 0]. Verificam derivabilitatea lui F pe R.

e’ —1, daca x € (0; )

Functia F este derivabila pe R*. Cum F este continud pe R si hmF (x)= hrn(x +1)=1, hmF (x)= 11m e =1
rezulta ca F este derivabila in 0 si F'(0) = 1 = f(0). ’

In concluzie, F este primitiva functiei 1 .
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5
2) Calculati urmatoarele integrale: a) I(10x4 —8x” +4x7)dx =10%—T+4?+((/ —2xt 4+ 3 +¢,x€ R
b) .[3_)6 —3.[ dx — dex 3In|x|-Z+%;x>0saux<0.
X
4
3
o) [fxde=]x 3azx=T W:%%/?W,xe R.
5 5 §1 5 2
_ D _2 X
d) j4x2+9dx—4 5 gdx 6arctg 3t ¢,xe R
X"+
4
3) Fie f: R > R, f(x) = (1 + x°) sgnx. Si aritam ca f nu admite primitive a2
si s o reprezentam grafic. 4
2____
Solutie. Graficul lui f, redat in desenul aldturat, este format din doua portiuni 1 i
de parabola, de ecuatii y=—-1 —x*(x <0) si y=1+x (x > 0), si dintr-un punct i al
0(0, 0). Multimea f (R) este proiectia graficului pe axa Oy. -1 (_)1 x
l+x*, x>0 I-—-—Z
f(x)=40, x=0; f(R)=(-0,-1)U(l, +0)U{0} nu este interval,  y=—I-x’
—1-x%, x<0

deci f nu admite primitive.

4) Determinati numarul « astfel incat functia f(x) ={

8x* X 4x°

sinx, x<0
’ ,x€ R,

sd admita primitive.
x+a, x>0

Solutie. Avem: li;r(} f(x)=0; h{ré f(x)=a; f(0)=0. Daca a = 0, atunci f este continua pe R, deci admite

primitive. Daca a # 0, atunci f are un punct de discontinuitate de speta I si, ca urmare, nu admite primitive.

Asadar solutia problemei este a = 0.

prestiar @ 1. Reprezentati grafic functiile de

—_— ) ) ) b .

—— integrat si calculati urmatoarele integrale:
a) j(x+1)2 dx;

popiE

dx x>0;

b)j

9) I(xz—e )dx ;
dx .

d) jﬁ,po,

e)'[x +4'

1
dx,x>4;
2l

x° =

2[5

_5 = dx,x<—%.

@ 2. Determinati urmatoarele integrale nedefinite:

dx,x>0;

a) .[2\/3\/;;_1 X
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1 2
(x o1 dx, x>

0) j(32x1 Yox— 1)dx,x>l;

d) |[———, x>3;
)Ix2—5x+6 *

)j2x+1 1;

4
Djsxx—4 X730

g)jxfz_
h)j
1)j
J)I\/—

dx, x<-1;

X .
4x2_9dx,x<—§,

L)

x' =1

dx,

dx xe[



2x+3

dx
k ; dx,x>1;
V= ® [ ers
1 3
I)J‘l SlI’l xd’xe O,E : h) Imdx,x>§.
sin’ 2

L 5 . . @ 7. Demonstrati ca urmatoarele functii admit
@ 3. Determinati urmatoarele integrale nedefinite: )

1 =z
jwd ,xe[O,%); primitive pe R: a) f(x)=1 x? ¢ x;tO;
COS X 0 ,x= 0
smx+sm2x 1 1
0;5 13
b) j oS ,xe[ 2) b) f(x)= xsin— P x;tO;
dx T 0, x=0
c) | ————,x€|0,=].
) -[sinzx~coszx [ 2)
=z .1
@ 4. Calculati primitivele urmatoarelor functii: ) f(x)= e* -sin_, x;tO;
2 2 =
a)f:(—l; 1)—)IR, f(x):\ll—x +\/41+x : 0, X 0
1-x @ 8. Demonstrati ca urmatoarele functii admit
2x imitive si gasiti primitivele lor:
b) /:]0,Z|5R, = _G08ox . primitive si gasiti p
)/ [ 2) S cos® xsin’ x dacd x <0
2 o
c)f:10,2n] > R, f(x)= ‘ ~ 9x” +1 '
- AROR S =100 daca 0<a<t’
d)f:R—>R, f(x)=[e" 1. 1 dach x> 1
@ 5. Utilizand definitia, calculati: b)f:R—>R, f(x) =|2x—
a) _[ex(x+1) dx, x€ R, ¢)f: R - R, f(x)=max{x* - 2x, x — 2};
b) J.(cosx—xsinx) dx, xeR ; df:R-R, f(x)=lim%el+l,
n—0 e +
c) j(2xsinl—cosl)dx, x>0 ; @ 9. Demonstrati ca urmatoarele functii admit
x primitive pe R:
I(1+COS X)sinx , xe[O,E) N .
COS X 2 a) f(x) » XF ;
“ ] 6. Determinati urmatoarele integrale nedefinite: 0 » x=0
1
a) j[ 3\/—+—de x>0; coszg, x#0
b) f(x)= :
2 7 x=0
) L———]dx xe(=1,1)
'[ I+x* 1-y? @ 10. Pentru ce a € R, functiile admit primitive?
1 1 1
- dx, x<—=; a
)-[(4x2+1 2x+1) ) (sinx+1)",xe(—%,0)
d) [-E x> 2) f()=1; o
x =1 .
e) J.(sin2x—cos2x)2dx; *o x>0
J1—2 — in—, x#0
D Y5 v, b) /() =,
X - a ,x=0



sinx
,x#0
) f(x)=9 x ;
a ,x=0
d) f(x)= xsin%—cos%, x;tO;
a , x=0
e, x<l
e) f(x)=
ax+1, x>1

f)f(x)—{ln(Hax) 0’

N1-3x,

a

(I1-x)*, x e(—oo, 0)

@8 11. Demonstrati ca urmatoarele functii nu
admit primitive pe R: a) f(x) = [x] — x ;

X, x<0

b) f(x)= sl Lol

c) f(x)=

. 1 )
2xsin——-cos—, x#0
X X

@8 12. Demonstrati ca functia f(x)=

nu admite primitive pe R.

x, xeQ
X, xeR\Q

@ 13. Fie functia f': [a, b] > R si c € (a, D).
Demonstrati ca daca f admite primitive pe [a, c] si

pe [c, b], atunci f admite primitive pe [a, b].

@ 14. Fie f, g : I > R. Demonstrati ca daca f
admite primitive pe / iar g este derivabila cu derivata
continud, atunci functia f - g admite primitive pe 1.

Teste de evaluare

g f(x)= 0 x=0
xlnx, x>0
Testul 1
2p) 1. Aratati ca functia f:R=>R, f(x)= %

(Ip)

(2p)

(2p)

(Ip)

(Ip)

nu admite primitive. Reprezentati grafic functia
f pe intervalul [-2, 8].

2. Calculati urmatoarele integrale nedefinite:
2
a) I—zdx, x>2;
X—
b) J\ﬁx%dx, x>0;
c) j 4dx xeR;

Sin- x

d) I4d O<x<r.
l+cosx

3. Aratati ca functia urmatoare admite primi-
tive si calculati o primitiva a ei:

f3(0,00)—>IR,f(x)=15‘x—2‘\/;.

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord.

-1
(1p) a) jx—ldx,x>—1-
2p) b) I\SIXx/;dx,x>0;

(2])) C) J’;dx x>2

(Ip)

Testul 2

p) 1. Aratati ca functia

I—-x,x<0

SRR f(x)= {

2. Calculati urmatoarele integrale nedefinite:

(Ip) d) j—dx 0<x<5_

S x-CO0S X

tive si calculati o primitiva a ei:

FRSR, f(x)=2->*

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord.

>0 , admite primitive.

3. Aratati ca functia urmatoare admite primi-



Probleme de tip bacalaureat

1. Se considera functiile f, g : (0, to) > R,

@ =220 i g = i) ~ v
a) Sd se arate ca g'(x)= —x((ll_:;); , pentru x € (0, +o0).

b) Sa se calculeze f(1), g(1) si g'(1).
¢) Sa se calculeze lim f(x).

d) S& se arate ca dreapta de ecuatie x = 0 este
asimptota verticala la graficul functiei.

e) Sa se calculeze [g'(x)dx.

f) Sa se arate ca functia g este descrescatoare pe
intervalul [1, +o0).
g) Sa se demonstreze ca

2(x—-1)

<
o1 Inx, Vx e[l, +o).

2. Se considera functia
fTR>R f(x)=x*—4x+ 1.
a) Sa se calculeze f'(x), x € R.
b) Sa se arate cd f(x) = 2x - (x - 2), Vx € R.
¢) Sa se determine punctul de extrem local al functiei f.
d) Sa se arate ca functia f este crescatoare pe [1, ).
e) Sa se arate ca f (x) = -2, Vx € R.

f) Sa se calculeze J @dx.

3. Se considera functiile f : R = R, f; (x) = xe",

fn+1(x) = f,,'(x), nelN.
a) Sa se calculeze f(0).

b) Si se calculeze f,(x), pentru x € R.
¢) Sa se calculeze [ f;(x)dx .

d) Utilizand metoda inductiei matematice, sa se arate

caf(x)=ex+n),Vne N

4. Pentru orice n € N, se considera functiile
[ Ro>R, f(x)=e+e*si f,,(x)=fl(x), Vxe R
a) Sa se arate ca f,(—x) = f;(x), Vx € R.
b) Sa se demonstreze ca f;(x) > 2, Vx € R.

¢) Sa se calculeze f,(x), x € R.
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d) Si se calculeze [ f,(x)dx .

e) Utilizand metoda inductiei matematice, sa se
demonstreze ca Vk € N, Vx € R, £, (x) = f,(x) si
Joien®@) = £,(0).

5. Se considera functia f: R > R,

_ 2
T =y
a) Sa se demonstreze ca
-1 1 YieR
S X+l X +3 *

b) Sa se calculeze [ f(x)dx

¢) Sa se calculeze f'(x), x € R.

d) Sa se arate ca functia f este descrescatoare pe
intervalul [0, +o0).

e) Sa se calculeze 11_1}010 f(x).

f) Sa se demonstréze cd, pentru orice x € [0, ),
0< f(x) < % :

g) Sa se calculeze

m( SO+ W3+ f(B)+..+ [(N2n+1)).

6. Se considera functiaf: R > R, flx)=x> +x+ 1.
a) Sa se calculeze f'(x), x € R.

b) Sa se calculeze I f(x)dx .

¢) Sa se gaseasca o primitiva a lui f care se anuleaza
in 0.

3x-f'(x)

X

d) Sa se calculeze lim

X—>0

7. Se considera functia
fiR-> R, filx)=x-2x*+3x - 5.
a) Sa se calculeze f'(x).
b) Sa se calculeze [ f(x)dx
¢) Sa se afle cate puncte de extrem local are f.

f(x)+3

x—1

d) Sa se calculeze lxlirll



Integrale definite

Originile integralei definite pot fi urmarite incd din Antichitate si sunt legate de probleme geometrice,
cum ar fi determinarea lungimii unei curbe, a ariei unei suprafete, a volumului si centrului de greutate ale
unui corp. Incepand din secolul al XVI-lea, ideea de integrald definita incepe si se cristalizeze si in legatura
cu rezolvarea unor probleme de fizicd, referitoare la studiul miscarilor neuniforme, la determinarea masei si
densitatii unei bare, la determinarea lucrului mecanic al unei forte etc. Un moment important din istoria
matematicilor s-a petrecut la sfarsitul secolului al XVII-lea, atunci cand Leibniz si Newton au pus in evidenta
legatura profunda intre notiunea de integrald si notiunea de derivatd, exprimata prin celebra formula

b
L f(x)dx=F(b)—F(a) care le poarta astazi numele. La clarificarea deplina a ideii de integrald s-a ajuns un

secol mai tarziu, prin contributiile matematicianului francez Augustin Cauchy (1789-1857), care a folosit
sume integrale de un tip particular si prin contributiile matematicianului german Bernhard Riemann (1826-
1866), care a introdus sumele integrale, ce-i poartd numele, utilizate pana in prezent.

O trasatura comund a exemplelor care au condus la introducerea conceptului de integrala este trecerea de
la descrierea locald, instantanee a tendintei unui fenomen, realizata printr-un proces de derivare, la descrierea
globald a fenomenului, realizatd printr-un proces de integrare, care ,insumeaza“ comportamentul fenomenului
in toate momentele (sau in toate punctele).

Integrala definita a unei functii continue Folosind formula Leibniz-Newton

calculati urmatoarele integrale:
Vom considera un interval / — R, o functie continua f': / > R . X D
si doud numere a, b € I. Vom accepta fard demonstratie ca orice 1) a) ,f ,(x=1dx; b) I 0x+1 +1dx ;

functie continua pe un interval admite primitive pe acel interval. . 5
3
Ol ® 9 L

-‘f g, Daca F, G : I —> R sunt primitive ale functiei f,
- atunci existd ¢ € R astfel incat sa avem F =G + ¢ 53 —1 |
Amwriay (F(x) = G(x) + ¢, V¥ x € ), de unde rezulta ca e) .[o 3 +1dx ) f) IO ¥ +4dx )
F(b) — F(a) = (G(b) + ¢) — (G(a) + ¢) = G(b) — G(a). 5
in consecintd, numarul F(b) — F(a) nu depinde decat de g) f; iz ;jdx; h) j;xzzj_ ldx.

functia /' si de a si b, ceea ce ne permite s dam urmatoarea ...
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Definitie. Fie F: /— R o primitiva a functiei continue f: / - R.
Se numeste integrald definitd (sau integrald) a functiei f de la a
la b numarul real notat si definit prin relatia:

I;f(x)dx =F(b)-F(a) (formula Leibniz-Newton).
Formula se mai scrie:

[\ f@)dx=F(x)

unde s-a notat F(b)—F(a)=F(x) |: (citim ,,/(x) luat de la a la b%).

b
a’

Comentarii si denumiri.
¢ Formula Leibniz-Newton poate sa rezulte dintr-o altd
definitie a integralei, bazatd pe sume integrale. Sumele integrale
au condus la rezolvarea problemelor de geometrie sau de fizica,
semnalate in introducerea precedenta.
b
Integrala I f(x)dx reprezintd un numar real. Denumirea ei
a
de integralad ,,definitd* se foloseste prin opozitie cu denumirea

de integrald ,nedefinita”, integrala nedefinita J. f(x)dx fiind
multimea tuturor primitivelor lui f pe /.

¢ Calculul integralei .[b f(x)dx incepe prin gasirea unei

primitive F a lui f, dupa care se calculeaza diferenta F(b) — F(a).

¢ Simbolul .[b f(x)dx se citeste ,,integrala de la a la b din f'de

x (simbol) dx*. Semnul _[ se numeste semn de integrare; a si b
se numesc limite de integrare (a este limita inferioard si b este
limita superioard); f se numeste functia de integrat; intervalul
[a, b], in cazul a < b, se numeste interval de integrare; x se
numeste variabila de integrare. Variabila de integrare se poate
nota si cu alte litere, cum ar fi s, ¢, v, v, 3, z € R.

AT'I"I-_-'t"f Variabila de integrare nu joacd nici un rol in definitia

integralei si, de aceea, ea poate sd lipseasca:

& [ pea= fwde={ fadu=["fdy={"fax={"r.

X
O scriere de forma J f(x)dx nu are sens deoarece limita de
a

integrare si variabila de integrare au roluri diferite si nu pot fi
notate la fel.

LrEmrLE 2 22 P _8-1_7
1 2 :x— - —— = — =,
@ V=] =553
Functia f (x) = x>, V x € R, este continua pe R si
admite primitiva F(x)=%-x3,VxelR.
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2)a) [ Nxdx; by [ VT-xdx;
o) [, N2x+1dx; d) [ (2x+D)V2x +1dx;

e) f;x%/;dx ; f) fo\/3x + 1dx ;

9 [;———dx; h) [ dr;
*Sx+1 0 (Gx+1)Vox+1

ldx

i) L)i /l_xz 5

1
N | ——=dx
.]) J‘0 [4_x2 .
3) a) L?sin2xdx; b) f()%costdx;

n 4n
©) [Ftgddys d) [ ctgZdx;
3

ud ud
e) [4(sinx +cosx)’dx ; ) [2sin’ xdx ;

g I§C°S3 xdx ; h) Iog(sinx + X - Ccosx)dx -

Indicatii. sin’x = (1 — cosx)sinx;
cos’x = (1 — sin’x)cosx;
sinx + x - cosx = f'(x).

4)a) [2sin*xdx;  b) [3costxd;

o) [le +xeNydx;  d) [I(nx+TDydx.

Indicatii. a) 4sin*x = (1 — cos2x)?%;
b) 4cos*x = (1 + cos2x)?;
c)e'+ x-e=[f(x)
d) Inx + 1 = g'(x).

5) Calculati urmatoarele integrale:

2 3
a) J.O *¥dx ; b) L; x’dx ;

o [ xax; g j:%ﬂdx;

e) f:\/mdx; f) E%dm

X +1

g) J:%dx; h) J:;l e dx .

6) Calculati urmatoarele integrale:
a) [ eder  b) [0
o [ (2ydx.

- ———



s £ 1P 2 1-8 7
R e e T S 1
Functia f'(f) =, t € R, este continua pe R si admite primitiva
F(t)—— ,te R
_ S U A (O D S S §
3)I_d” ‘( 3) [ 2)‘ 37276

Functia f(u)=—,ue(0,%), este continud pe intervalul
u’

(0,0) si admite primitiva F(u) = —%, ue(0,0).

A 0 _L)_l_l__l
L U3 =237 276

Functia f(y)= iz ,Vy€ (-, 0), este continud pe intervalul
Y

4) J. —dy———

(= o0, 0) si admite primitiva F(y)= —%, Vy e (—x0,0).

5) [l +Jﬂ)dx:%(\/§_m)

Functia f(x)= Jx 41 —x,Vxe[0,1], este continud pe
intervalul [0, 1] si admite primitiva

F(x) =%(\/x73—w/(l—x)3 ) v xe[0,1].

Observatii.

¢ [ f()dx=F(a)-F(a)=0.
¢ [" f)dx=F(a)- F(b) =~(F(b) - F(@) =] f(x)dx

"Z20_0-20-1n=4

¢ Functia ¢ : I — R, definitd prin ¢(x)= fo(t)dt, Vxel,

este unica primitiva a lui f pe / pentru care ¢(a) = 0.
Avem o@(x) = F(x) — F(a), V x € [, deci ¢ = F — F(a),
iar unicitatea lui ¢ rezultd din proprietatile primitivelor.

¢ Avem: nn;j: S(0)di=lim(F(x)~ F(a)) = F(b)~ F(a) = jb JOE

tim [ f(dt =1im (F (b))~ F (x))= F(b)~ F(a) = | f(t)dr
Functia F este derivabila, deci F este continua.

¢ Fie o functie g : 4 — B, unde 4, B — R sunt multimi
nevide. Fie doua numere a, b € A, a < b astfel incat [a, b] c 4
si astfel incat functia /s:[a, b] > R, definitd prin A(x) = g(x),
X € [a, b], sa fie continud. Atunci definim integralele

jb g(x)dx = j:h(x)dx si [ g(odx = [ hx)d
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7) Calculati urmatoarele integrale:

/X :

1y
2) sz—zs :
b J‘S—dl x
) 1x* 43

4 x /
9 Io Y25

30X
d) [ =
IxT+3
Indicatii. Se folosesc formulele si
observatiile urméatoare:

a)j_ =1

pe un interval / C IR \ {-a, a};

+€,a+#0,

x+a

b).[ =larctg +¢,a+0;
x*+a

¢) (x*=25)'=2x; d) (x* +3) =2x.

8) Calculati urmatoarele integrale:

a) J:sinxdx; b) J?cosxdx;
| 71
——dx; d) |;—=—dx;
© J‘%T“coszx * ) -[g sin® x
2n
e) IZnthdx; f) J-r:3 Cthdx .
3 6

9) Calculati urmatoarele integrale:

242
! Jﬁ
b).[\/r

c) j_ﬁ ,—4_x2 dx
3
7 1

¢ '[04 V9 —4x® *

Indicatie.
Se folosesc formulele:

.[ 21 dx=1n‘x+\/x2+a‘+((5,a¢0,
Vx'+a
pe un interval pe care x* + o > 0;

1
e

intervalul (-a, a).

. X
dx =arcsin=+%,a>0, pe
a




Proprietati ale integralei definite

In acest paragraf, vom considera un interval / c R,
functiile continue f, g:/—> R sinumerelea, b€ I, a<b
(in particular, putem avea / = [a, b]). Fie F': [ - R o primitiva a
lui fsi G:1—> R o primitiva a lui g.

Teorema. Proprietatea de liniaritate a integralei.
Pentru orice numere A, p € R avem

[70 G +pgCondx =1 [ f(x)dx -+ g(xyx.

Demonstratie.
Functia H = AF + uG este o primitiva a functiei Af + pg, deci

Lb (A +pg)dx = H(b) - H(a) = (MF (D) +nG(b)) - (M (a) + pG(a)) =
=M(F(b)~F(@) +n(G(b) -~ G(a) =1[_ fax+p gdx . m
Consecinte.
¢ Pentru u =0, avem Lb M (x)dx = kj:f(x)dx )
¢ Pentru L =1 si p=*1, avem

[[(fEgCndr=["f(ndxt [ g(x)dr.

EREMPLY

i

liniaritate, avem [/ = .[04(

Sa calculam integrala [ = stinzx dx .
Folosind formula sin® x = %(1 —cos2x) si proprietatea de

11 Afh 1 _
5 Ecost) dx = 2.[0 dx 2.[0 cos2xdx =
1
1

ki3 1 ki3
4 ——sin2x |4
0 0

4

x T_
2 8

Teorema. Proprietatea de aditivitate a integralei.

Pentru orice numar c € 7 avem Lb f(x)dx = Lc f(x)dx+ Lb f(x)dx

e

5 1-2x

10) Calculati integrala / =.[2
0 l_xz
Indicatie. Conform proprietatii de lini-
aritate, integrala se scrie / = I, + 1,, unde

71 : 7 —2x
112_[02 — dx si Izz.‘-ozm

Se folosesc apoi tabelul cu primitive si
observatia: (1 — x?)" = —2x.

dx.

dx .

2
11) Calculati integrala /= J‘ISde .

3

Ix
Indicatie. Conform proprietatii de linia-

ritate, integrala se scrie /=1, + I, + I,, unde

8_% 8% ) 8%
1= x7dx, I,=2[ xtdx si I, =[ x*dx.

N
12) Calculati integrala / =J 2x+d dx.

o x?+1

Indicatie. Conform proprietatii de
liniaritate, integrala se scrie / = I, + 41,

V3 \3
unde /, =.[ 2%y si 1, =.[0 !

dx .
o x?+1 x2+1

2x
13) Calculati integrala [ = I;le—xdx .
+e

2x X
.. e e .
Indicatie. —=e" - —; se aplica
I+e I+e

proprietatea de liniaritate a integralei.

14) Calculati /= .[Oznx/l +cos2xdx .

Demonstratie. Conform formulei Leibniz-Newton, avem

[ fav [ fdv=(F(e) - F(@) +(F(b)~F(e) = F(b) ~F(a) = [ fdv.m

oo Sé calculam integrala 7 =J._21(| X |+\/x2 —2x+ l)dx.
m Fie functia f(x)=|x [+vx*=2x+1=| x|Jm/(x—1)2 =
=| X |+| x—1|,Vxe[-1,2]. Functia f este continuad si are

explicitarea: /' (x) = — 2x + 1, daca x € [-1, O]; f (x) = 1, daca
x € [0, 1]; f(x) = 2x — 1, daca x € [1, 2]. Aplicam de doua ori
proprietatea de aditivitate a integralei si obtinem

[*f de=]" (-2x+ D+ [ 1dx+ [ (2x-Ddx =
-1 - -1 0 1 -
= (x> + )| +x |+ —x)[F=2+1+2=5.
121

Indicatie. 1 + cos2x = 2cos’x;

V1+cos2x =\/§|cosx

modulul si se aplicd proprietatea de

; se expliciteaza

aditivitate a integralei / =/, + I, + I, unde
1, = J‘OE\/E |cosx | dx

3n
1, :J.EZ \/Elcosx’dx

2

I3=J.§\/§!cosx]dx
2




Teorema. Proprietatea de pozitivitate a integralei

Dac f > 0 pe [a, b], atunci | f(x)dx>0.

Teorema. Proprietatea de monotonie a integralei.

Daca f < g pe [a, b], atunci jbf(x)dx<.[bg(x)dx.

Demonstratie. Avem g — f = 0 pe [a, b]. Conform proprie-
tatilor de liniaritate si pozitivitate, avem

b b b
[ gtode=[ " f(x)de =] (2(x)- f(x))dr>0.
Prin urmare, Lb f (x)dx<Lb g(x)dx . m
Consecinte. , ,
1) Daca f'< g pe (a, b), atunci L f(x)dx < L g(x)dx .
Intr-adevir, Lb (g—fdx>0.
2) Daca numerele m, M € R sunt astfel incat m < f'(x) < M,

Vx€ [a, b), atunci m(b—a)= mdv<| f(x)dv<| Mdc=M(ba)
(inegalitdtile mediei).

3) Avem Ibf(x)dx <Ib| f(x) |dx (inegalitatea modulului).
Intr-adevar, V x € [a, b] avem —] f(x) ] <fv) < ’ fx) ’ Conform

b b b
proprietatii de monotonie, —[ | £(x)|dx<| f(x)dv<[] f(x)|dx,

b b
deci j £(x)dx <j | f(x)]dx.
LrEmrLE 1) Consideram functia /' (x) = x%, x € [- 1, 2].
Sa gasim ¢ € (- 1, 2) astfel incat j_zlxzdx =31(c).
Rezolvare.
2, _1 32_8_(_1)_9_ : f A
Avem J._lx dx =3% | =73 =3° 3. Ecuatia devine:

3=3f(c); fo)=1; *=1; c==l.
Solutia din intervalul (- 1, 2) este ¢ = 1.
2) Consideram functia f(x) =1/§—:, x€[2,5]. Sa aratam
ci V3 < fx)dv <6

Rezolvare. Avem f'(x)= >0. Rezulta ca f este

1
(x+DVx* -1
1

strict crescatoare, deci E =fQ)<fx)<f(®)= %, Vxe(2,5).

Conform proprietatii de monotonie, avem

J3= Jj%dx < [0 (e < E%dx ~ 6.
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15) Aratati ca functiile urmatoare sunt
continue si calculati integralele definite
ale acestora:

x, xe[-1,0]
a)f:[—l,l]—)lR,f(x)z{ ;

x,xe0,1]
x>, x€[0,1]

b :[0,4] >R, f(x)= ;

) /10, 4] S(x) iz,xe(l,4]

X

1-x*, xe[-1, 0]

1+x%,xe(0,1]

Indicatii. Se aplica proprietatea de
aditivitate a integralei. De exemplu,
integrala functiei f de la punctul a) este

I_llf(x)dx = J_Olf(x)dx+.|'(:f(x)dx -

o f:-L 1]—>|R,f(X)={

= .[_ledx + I;x3dx .

16) Aratati ca functiile urmatoare sunt
continue si calculati integralele definite

ale acestora:

Nx+2,xe[-2,2]
2,8 >R =
a) f1[-2.8] >R () {@ o

b) f:[—%ﬂ}—ﬂR,
Jax+1, xe|-1,0]

f@=1 :
ﬁ, xe(0, 2]
. b
sinx ,xe[o, 5}

¢) f:[0, 1] >R, f(x)=
1+cosx,xe[§, n}

17) Calculati urmatoarele integrale:

a) j_22|x|dx ; b) .[_22|x3|dx;

0) [ 1] d) [ |2x-1ldx.

Indicatie. Se expliciteazd modulele si
se aplica proprietatea de aditivitate a
integralei. De exemplu, la d):

1
j_21|2x ~l|dv=—[? (2x—1)dx+j§(2x “1)dx

e



LrEmrLE 1) Si calculam integrala /= | jx3dx

! 4
i Functia f: [2, 4] = R, f{x) = x*, admite primitiva F': [2, 4] —> R, F(x) =X
I > p 4

[=F(x), :F(4)—F(2):47:—27:=60.

2) S calculdm integrala /= | :;%d
x

—3+1
Functia f/: [-2, -1] »> R, f(x)=i3=x’3, admite primitiva F : [-2, —-1] > R, F(x)= x3+1=_#.
X B X
0 S R |
I=F@[,=FD-F(2)=-1+1=-3.
3) Sa calculam integrala /= f lex

Functia /: [-2, 0] > R, f(x) :ﬁ’ admite primitiva F : [-2, 0] > R, F(x) =1n|x—1| .
[=F)",=F(0)-F(-2)=In1-In3=-In3.
4) Sa calculam integrala 1= f (1)(\/; +~/1—x)dx .
1 1
Conform proprietatii de liniaritate, functia /: [0, 1] = R, f(x) =vx +V1—x =x?+(1-x)?, admite primitiva

7+l ~ (1 _ )C)%H

1
+1 2+1

I=F,=F)-F0)=31-0)-20-1=1.

F:[0,11 >R, F(x)==%

=%(x/x_3 —/(1=x)*) . Verificarea se face prin derivare.

N —

0
5) Sa calculdm integrala / =I Uxdx .

L

Functia f: [-8, 0] » R, f(x)= Jx=x* admite primitiva F : [-8, 0] > R, F()c)—x3 =%-3x4.
L1

W=

1=Ff'=F0)-F(-8)=3(0- &) =-3-16=-12.

6) Sa calculam integrala = J 4dx Transformam functia de integrat astfel incat sa aplicam o

J5x' -

formula din tabel.

II\/i 5 per "‘(f)22

7) Sa calculam integrala /= jov 1-x’dx .

2

B

-In

[5 4
x+x 5

1
5

1
Conform tabelului, /= % -(x -\/1=x* +arcsin x)‘0 = % -arcsinl =% .

&) Sa calculam integrala /= fjv3x2 +4dx .

Transformam functia de integrat astfel incat sa aplicim o formulad din tabel.

I=+/3. jw/x +(\B) dx-%-[x- x2+%+%-1n(x+\/@ﬂ:ul-m(uﬁ)_

0 NE]
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- - . (T2
9) Sa calculam integrala /= f , sin" x dx .
Folosim identitatea sin’x =%—%-cos 2x , liniaritatea integralei si consultam tabelul.

] 1 = xf 1 T T 1 . '
I_.[oid _E'Io COSdex__O_Z'Slnzx'o_E_O—E; ((E‘SIHZX) =0052x].

2

10) Sa calculam integrala /= f (:[ tg%dx .

Consultand tabelul, f tgtdt=—In(cost)+€,te [O, %) si tinand seama ci (1) =

T

- _3. X
I1=-3 ln(cos3)

=-3- (ln(cos )—1n(cosO))-—3 ln——3 In2

0

Verificarea primitivei: (—3 . ln(cosl)) =313 tgx .
3 3 cosZ 3
3

Exercitii rezolvate.
Calculati urmatoarele integrale:

3
1) J;zx\/2x+ldx=x/§~j;2x x+%dx=\/§jéz(x+%—%) x+%dx:\/fj';2(x+%)2dx—ﬁ'[u(x

34
=22 (x+l)2 NSNEEEN N

RRCTI

0
)

2) ['|e" —1|dx =" (1-e™)dx + [ (€ ~Ddx = (x_%.ezx)

=%-(e"2+ez)—l.

0

3) I= I : |x | ||| . Explicitaim modulele si aplicdm aditivitatea si liniaritatea integralei.
N ! L M) LE S E

=2ji(1+ﬁ)dx =2-["1ax+2[" —Ldxe =2 + 2 Infx 1’ =2-21n2

x2
x+2

4) I;xzxj4 _Io 24Z4dx fld +4I dx—1+4 11n

x° =

=1-1In3,

0

5) J'f\/ 2dx = J'J_ X -2 (%\/f—2—%1n‘x+\/x2—2‘)i=\/g—ln(x/§+\/§),

6) [ itg x dx =—In(cos x)fi ——ln(cos )+1n(coso)_—1nT_1nI

7) In COS X In]—sn'l X _J-rc(l smx)(l+sinx)
0 1+smx 0 1+s1nx 1+sinx
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dx =.f;(1—sinx)dx =(x+cosx)|g =n-2.



proplisy  Calculati urmatoarele integrale:
_— 0

@ la) [ (I+x)dx;
peops€ b [ (1+2x)dx;

o) [, @x-1ldx; d) [ (3 + 20+ ;

e) j'j;()f —X)dx ; f) j'j;x(x4 + 1)dx ;

9 [ X@?-Ddx;  h) [i(*+1)dx.
21 g -1

@ 2a) L x3dx, b) I‘2x3dx

o) |, (x+ ) dx ; d) j12+x dx ;

ex+1 +1y°
o) J; X ax f) Lz%dx;

2
g | Lax; b [0 D
i) I22x ldx i) J‘J—x +5d
@ 3.2 f4x2+1dx- b) f3\3/xﬁdx-
. 1 \/} s 1 s
85 2 1]
o I, f de; ) fop
e) 'f_llexdx f) [710%dx ;

g) ,f;(\/i)xdx; h) [, sinxdx.

@ doa) [Ofxfde; by [O[x]dx

0) Jox=1ldx; d) [[2x-1ldx.

@ 5. Aratati ca functiile urmatoare sunt continue
si calculati integralele lor. Reprezentati graficele func-
tiilor de integrat si subgraficele lor (daca f = 0):

x3,xe[—2,0]'

a)f:[-22] >R, f(x)={x2, o

x*, xe[0,1]
b)f:[0,4] > R, f(x)=1 | e 4];
xz’ b

(x=1, xe[0,1]

c)f:[0,2] > R, f(x)z{(x_1)3,xe(1,2]’
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x> +1, xe[-1, 0]
df:[FL, 1] >R, f(x)=1 c(0.1] ;
X +1 ’

]

,x#0

sinx, xe[O,

ST

e)f: [0, ] > R, S(x)=

1+ cosx, xe(

NI;I

|x+1]—|x—1|
f)f: [-2,2] > R, f(x)=

2 ,x=0

g) f: [-2,2] > R, f(x)=min{]x|, |[x—1|}, xe[-2,2];

h) f: [0, 4] > R, f(x) = max{x?, 2°}, x € [0, 4].

Calculati urmatoarele integrale

@ 6.2) f_%l(2x+1)5dx; b) J._l(x—%)dx;
c) j.ozgiJridx d) J‘_zf); t)lcdx
3 5
o 7.a)j1xx x; b) [ x*) ;
i1
d) IO|x—2|+1dx
@ 8.2 fgcos%dx;b) L?sin?vcdx;

c) f(?sinzxdx; d) f(?coszxdx.

@ 9. Aritati ca functiile urmatoare sunt continue
si calculati integralele lor.

Jx+2,xe[-2,2]

V2x, xe(2,8]

1
el

a)f:[-2, 8] >R, f(x)={

dx+1, x 0}
b)f:[—% 2}—>IR,f(x)= ,



Metode de calcul al integralelor definite. Integrarea functiilor rationale

Definitie. O functie rationald f, definita pe un interval /, este de

forma f(x)= ggg, Vxel,unde P, Q € R[X]si O(x)#0 pe I

Pentru a calcula integrala definitd a unei functii rationale,
va fi suficient sd stim sad calculdam o primitiva a sa, urmand
apoi sa aplicam formula Leibniz-Newton.

Deci ne vom ocupa in cele ce urmeaza de metodele de calcul
ale integralelor nedefinite ale functiilor rationale.

sA_~ ¢ .. cateva integrale nedefinite ale unor functii rationale
: O importante. Intervalul de definitie al acestor integrale

este inclus in domeniul functiei. Formulele se verifica
AT A

prin derivare.

n+l
[x"d=>—+¢, neN; jldx=1n|x|+%’

n+1 X

—n+l
n X v
[xrdx="r| ne2,3,4, ..

J- 1 dlearctg£+‘(/ ; J.;dxz—l | I
¥ +d a a X’ —d’ 2a ta

,unde P e R[X], P(x)#0,Vxel.

jp(x)d =In|P(x)|+¢

IL)dx =arctg P(x)+ ¢ |, unde P € R[X].

1+ P*(x)

EEEMPLY

Qx" -1y
= ~d. tg(2x’ —1)+¢
w -'.4)c14 4x" +2 -[1+(2x w=arctg(2x -1

Definitie. O functie rationald se numeste functie rationald
simpld daca are una din formele:
(D) f (x) = P(x), P € R[X]
@) f)=—2 4, aeR, neN*
(x—a)'
Ax+ B

(2+—+b)"’ A, B, a,beR,A=a2—4b<0,neN*
X ax

(3) f(x)=

Importanta functiilor rationale simple rezulta din urmatoarea...

Teorema. Orice functie rationala se poate descompune, in
mod unic, In sumd de functii rationale simple.

EREMPLY

i

—4)c3+9xz—5x+16=x+1+ 2 5
(x> +1)(x-2)° ¥+l (x=2)° x-=2°
Verificati egalitatea prin aducere la acelasi numitor.
126

1) Calculati urmétoarele integrale
nedefinite si precizati un interval de
definitie:

a) [(x-2x+Ddx; b) I(x3—%)dx;

3x* 2x+l
o) [ S @ [r2ee
2x
dx ; d
& b J-l+x4
2x 3x +1
——dx; X
&) -|‘(1+xz)3 " b) J. x*+1

i) ..-(2x2 +3—%)dx;

i) j(2x Hr-— )dx

3
) 12x2—x+2 dx:
3x4—x7+2x—x/§
6x—1
1 dx ;
)-[1+(3x2—x+5)2 *
2x-3

rn)J-

2) Aplicati teorema impartirii cu rest
pentru impartirea polinomului P la
polinomul Q si apoi descompuneti

xt—6xP+11x? —6x+2

functia f :g in functii rationale simple.
AP=X-1)y, 0=X
b)P=X-1)y, O0=X+2
OP=X-1), 0=X*-1
dP=X*-X+17, 0=X-1)
e)P=X*-1, 0=X°
HP=X"-X+1, OQ=-3X2

QP=(X-1p, 0=X+1
hP=X+2, 0=X+1

DP=X-X-4X+2, O0=X+1
DP=X>-X?-4X+2, O=(X +2)
KYP=X°-X?-4X+2, O=X*(X +2)?

DP=XS—X'—4X+2, Q= %XZ

e



Pentru a integra functiile rationale este suficient sd stim:
I. cum descompunem o functie rationald in functii rationale simple;
II. cum integram functiile rationale simple.

Sa tratdm pe rand aceste doud cerinte.

I. Descompunerea in functii rationale simple — tema de sinteza

Fie f(x)= ggx; P, eR[X]. Conform teoremei impartirii
cu rest, exista si sunt unice polinoamele C, R € R[.X] astfel incat

_ R(x) . R(x)
f(x)=C(x)+ 0(x) si gradR < gradQ. Pentru a descompune 00x)

in functii rationale simple, descompunem polinomul Q in factori
ireductibili, care pot fi numai de gradul I (de forma x — a) sau
de gradul al II-lea (de forma x*> + ax + b, cu @* — 4b < 0). Distin-
gem mai multe cazuri in care este necesar sa determinam coe-
ficientii reali 4, B, C, ... de la numaratorul functiilor rationale simple.

Daca gradQ = 1, atunci R __4 (pentru O(x) =x -a).
xX—-a x-a

Daca gradQ = 2, putem avea una dintre urmatoarele situatii:

R(x) 4 B o

¢ (X—a)z_(x—a)2+x—a ( pentru O(x) = (x — a)’ );
Rx) 4 B o .
G—a)(—b) x-a x-p (1F LW -ax-0));

. R(x) Ax+ B
x> +ax+b x*+ax+b
Daca gradQ = 3, putem avea una dintre urmatoarele situatii:

(Ox)=x*+tax+b,a*>—4b<0).

Rx) __ 4 B C DN
o (x_a)2+x_ (pentru 09 = (- @)’ )
R(x) A B 5
e e et rp (G0 )

R(x) _ 4 B C
¢ (x—a)(x—b)(x—c)_x—a+x—b+x—c’
R(x) __Ax+B N C
(x> +ax+b)(x—c) x +ax+b x-c’

Daca gradQ = 4, putem intalni mai multe situatii dintre care
vom prezenta numai doua:

R(x) _ A + B Cx+D
(x—a)Y’(x*+bx+c) (x—a)® X—a x’+bx+c ’
R(x) Ax+ B Cx+D

(Ct+ax+b)(x>+ex+d) x+ax+b X tex+d

Celelalte cazuri se obtin considerand toate descompunerile
posibile ale unui polinom de gradul al [V-lea in factori ireductibili
de gradul I si de gradul al Il-lea. De fiecare datd cand unul
dintre factori apare la o putere n > 1 vom considera toate functiile
rationale simple care au la numitor acel factor la o putere £ < n

ke N.
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e

mP=X5-X>—4X+2, 0=+2X-1

NP=X5-X>-4X+2, 0= X2
3) Descompuneti in functii rationale
simple:

~ |
A S T
oxt4x+l
b f()= fo2xt+1
_oox—1
©) f(x)_x4+x2+1
()= —2 2
d —
) -2y
—-x+7
e) f(x )—( Tx
Indicatii.
)X -6+ 1lx—6=(— Dx-2)x-3),
| 4 B . C
x3—6x2+11x—6_X—1+x—2+x—3’

Aducem la acelasi numitor si identificam
coeficientii termenilor de acelasi grad.

A+B+C=0
Obtinem sistemul {54+4B8+3C=0
6A+3B+2C—1
.. 1
lutiile A==, B= =
cu solutiile > 2
A B Cc _
ca urmare, f(x)_x—1+x—2+x—3_

b)x“ 22+ 1= 12=(x—-12x+1)
X 4x+1 _ A + B C + D
x'=2x+1 x—1 (x=1 x+1 (x+1)

Prin identificare obtinem sistemul

A+C=0
A+B-C+D=1
-A+2B-C-2D=1

-A+B+C+D=1

cu solutiile A:O,B:%,CzO,Dz%.
oxt+x+1=0"+x+DE*-—x+1),
x—1 _ Ax+B  (x+D

(o +x+D)(x° —x+1) X 4x+] P—x+1

d) x’ -2 _Ax+B__C D
@ +D(x-2" X +1 (x=2y x-2
3_
e)x X'3|'7: A3+ Bz+C+2
(x+D)’x  (x+1° (x+1)° x+1 x
e —



Pentru calcularea coeficientilor care apar la numaratorul functiilor rationale simple, sunt doud metode:

Metoda 1. Metoda II.
Identificarea coeficientilor polinoamelor obtinute Dam valori necunoscutei n ecuatia obtinutd dupa
prin aducerea la acelasi numitor a functiilor rationale. aducerea la acelasi numitor a functiilor rationale.

Exercitii rezolvate.

Sa descompunem in functii rationale simple urmatoarele functii:

1 - X*

RS X’ =5x+6

. A B .
o 16 = (r— _ X — . = —3) + —
Solutii. x> — 5x + 6 = (x — 2)(x — 3), deci 7 sii6 12 + T3 obtinem x = A(x — 3) + B(x — 2).
Metoda I. Avem x=x(4+B)—-34-2B. i Metoda II. In identitatea x = A(x — 3) + B(x — 2),
Identificam coeficientii polinoamelor; obtinem : dam lui x, pe rand, valorile x = 2 si x = 3:
A+B=1 . 2=A412-3)+B(2-2)

, deunde 4 =-2,B=3si ¢ ; =3 qi 4 =_
{3A+2B=0 3 z {3:A(3—3)+B(3—2)’ Obtinem B=3si 4 =-2,
JHC ¢ 2,3

T x=2 x-3° é de unde f(x)Z—m+x—_3.
2) Sl =
X' —4x* +5x-2
x+1 A B

C .
= + + . Prin aducere la
X —4x?+5x-2 (x-1 x-1 x-2

acelasi numitor obtinem x+1=A(x—2)+B(x—1)(x—2)+C(x-1)".
Metoda 1. i Metoda II. Dam lui x, pe rand, valorile 0, 1, 2 in
x+1=x*(B+C)+x(A-3B-2C)-24+2B+C, identitatea x+1=A(x—2)+B(x—1)(x —2)+C(x—1).

Solutii. Avem x* —4x? + 5x -2 =(x— 1)*(x - 2) ;

¢
B+C=0 ¢ 1= A(-2)+ B(~1)(-2)+ C(-1)’
de unde { 4-3B-2C =1 . Rezolvam sistemul si z Obtinem sistemul {2=A4(-1)+B-0+C-0
—2A4+2B+C=1 z 3-4.0+B-0+C-12
obtinem 4 =-2, B=-3,C=3, : Solutia sistemului este 4 = -2, B=-3,C=3,
3 2 3 3 2 3
Jx) x—1 (x—])2 (x—2) z f(x) T—1 (x—1)2+(x—2).
3 f)=——
xt-xt+x-1

) 1 A B Cx+D
Solufii. x* —x* +x —1 =@ - D+ DG —x + 1). Avem ————=""9+ "9+,

I1=Ax+ D> —x+ 1)+ Bx—-1DE*—x+ 1)+ (Cx+ D)x+ 1)x—1).

Metoda I. Identificim coeficientii in ecuatia i Metoda II. Dam lui x valorile 1, —1 si 1+;\/§ ,
.3 20 _ _R_
=X (A+B+C)+x'(-2B+ D) +x(2B-C)+4-B-D ¢ care este o solutie a ecuatiei x> —x + 1 = 0. Obtinem
A+B+C=0 O =42
- - NI T 1 1.1 1
Obtmem 2B+D=0 ’ A:%’ BZ?I,CZ?I,DZ?I : 1=B(—2)3 N AZE’ B:—g,C:—g,D:—g
25-C=0 ¢ i C1+i\6 D\—3+i\6
A-B-D=1 : = A )
1 1 I x+1
Rezultd f(x)= - -=- i ¢ __ 1 1t 1 x+l
2e=D 66+ 3 —xwl § ST TG 3 e e
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II. Integrarea functiilor rationale simple.

n+l n
n n—1 _ x_ Z
¢ J-(anx +a, x +...+ao)dx—ann+1+an_l , +o.tax+€|
A A
¢ dx =— +¢.,ne{2,3,4,..}.
'[(x—a)” (n—D(x—-a)"" { }
OJ- 4 dx=Aln|x—a|+¢
xX—a
¢ Calculul integralelor J-zAw—jLde , A=d’—4b<0.
X +ax+b
_Ax+B J-(x +ax+b) dx+(B—lAa)J. de _
x +ax+b x> +ax+b 2 ( a) |A|
x+4 |+
2 4
=§1n(x2+ax+b)+2B_aA-arctg2x+a .
NN N
Ax+ B A 2 2x+a
———————dx =ZIn(x"+ax+b +
'[x2+ax+b 2 ( ) / | A

Nu trebuie sa retinem aceasta formula, ci doar modul de calcul.

Ax+ B

— =a’—4b<0.
(x*+ax+Db)

¢ Integrale de forma j dx, A

Vom calcula integrala cu ajutorul unor integrale mai simple:

t ( +1) 1 1
1 =—e ——+¢
) -[(t2+1 -[ 2 1+7
Lol 1 C Ly
2) _[(tzT)zdt—2arctgt+2t2+l+( )
pt+q tdt dt -p+qt 4 ,
3 + = arctgt + €
ey j(t ey Taee) 2R
4) If(Pf+q)df:;F(pt+q)+73,Vfcontinué si Fejf(t)dt
t+ Pt 1 ps+=
)j p q : jr—rzdt:—zF[L)’cu Fej—df
& +1%) V2 ro \r (s> +1)
[r) +1

6) [ 2tB dx=8jA(2x+a)+2B M e =8F (2x+a)+?,

(x* +ax+b)’ [(2x+a)2+|A|}

t+
unde Fej(t;v+—th , D ad, r=+JIAl .

72)2 =4, g=2B-
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e
4) Calculati integralele urmatoare si
verificati prin derivare rezultatul obtinut:

a) [ ~Tydx ) j[—%x“"’ —ﬁ)dx

—2dx 3dx
©) I(x—z)2 9 '[(x+3)5
dx
) (3x-2)° f)J-x+1
3dx dx
& '[3 b J-xz+1
. dx . X
0 -[x2+sin2a i '[x2+tg2a
dx 2dx
9 J.4x2+1 )'[4x2+3
3x+5
m) '[x2+2x+2 x2+x+1dx
2x—3 (x+1)dx
0
)-[ 2xcosa+1 '[X +x+2
J-( x+1)dx dx
X2 +2x+2 (x* +1)°

J‘ dx J‘ dx
) Va1 Y VG 13y

(x+1)dx

u)'[(x2+2x+5)2 I(x 1)
I( x+2)dx I (2x+1)dx
(4x* +1) (x* +2x+5)°

5) Calculati integralele nedefinite ale
urmatoarelor functii rationale:

a) f:R->R, f(x)=—07

x2=2x+3
b) /R SR, f(x)=—> 1
X +2x(+5b)x
. J— a_
0 J:(a b)_)R’f(x)_xz—(a+b)x+ab
" I
d) f:-1,) >R, f(x) a3
&) £:(0,3) >R, f(x)—;H
—9x
(3 o _ X —2x+3
f) f(3> )—)R,f(X) ( 2 1)( 2_9)
g /:(1.0) >R, f(x)—(x_+1)1
e —




Exercitii rezolvate.

1) Sa calculam: J

1
= dx

, 0<x<1 si J'z—.
N D

;X —X +x-—1

Solutie. x* —x* +x—-1=(x— 1)(x+ 1)x* — x + 1). Descompunem in functii rationale simple:

—x
xt=xP+x—1

_ 1 1 11 x+l I PPN | 3 x+1
e T P et AL L L Ui 1 G B e T
x+1 (x* —x+1) 1 ) 2x—1
=—In(x* —x +1)+/3 -arct +€ .
'[ x+1 j -x+1 2'[ x+1 2 (" -x+D) e 3
1
P S U £ BRI S L7 B ti
Rezulta: If(x)dx 6 a1 \/garctg NG + si J.; o+ x—=1 6 18 3 ci8 9
2) Calculati: /= j x—ldx
0(x* +4x+5)
Solutie. I .[(xz +4x+5)2' - .[ 5 dx = L -39, unde . = j—
(x* +4x+5) 29 (x> +4x+5) (X* +4x+5)7 2(x° +4x+5) (x* +4x+5)
g = j =F(x+2)+¢, unde Fej Zdt 2—larctgt+1 L e,
[(x+2) +1] > +17 2 24 4+1
dx 1 1 x+2
g =|———F—=—arct +2)+—————+7¢
Crarrsy 2Ty e s
_ 1 3 1
j > x-1 sdx =——— ! —3.¢=—123x—+7—§arctg(x+2)+%’. Rezulta [ =———arctg—.
(x> +4x+5) 2(x* +4x+5) 2x*+4x+5 2 5 2 7
prablEsr @ 1. Calculati integralele nedefinite ale @ 3. Calculati:
== urmadtoarelor functii rationale:
X 1 2
= = + ,x>2;
pRopUiE 2 S12) X =3x+2 x-1 x-2 * o
’ 1 3 1 A
b x)= Xorx+l + , x<—1; ,[ 2 X
v TR [T e P(xt)
X
_ x+1 )| ——.
C) f(x)_x3_4x2+5x_2’ '|.°1+’x—1|
. (x +3)dx .
@ 2. Calculati urmatoarele integrale definite: @ 4. Calculati: -[x(x ) x4 16) pe un m-
IO X’ —2x+3 dx jlx—z : terval pe care x(x+2)(x+4)(x+6)#0.
Hx=1°(x+2) 0 (x+1)(x+2)°
J'2 x -1 dr - .[2 x> +2 dr - @ 5. Fie functiile f, g : R > R astfel incat
0 X’ +5x +8x+4 Px(x2+D(x*+4) f'(x)=m-g(x) si g(x)=n-f(x), m, n constante nenule.
-2 . 3x-2 .
j I _2dx ; J“’x oy +2x+1dx ; a) Calculati J‘%, pe un interval pe care
.[1 x —1 X' ..‘4%0% ; af(x)+bg(x)¢0
H(x? +1)(x —x+1) 3 xT=8x"+12 ’
.[3 b) Aplicatie: /' (x) = sinx, g(x) = cosx.

2 (x +1)° (x —6x+10)
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Metode de calcul al integralelor definite.

Integrarea prin parti si schimbarea de variabila

Metodele de calcul urmaresc transformarea unor integrale
,complicate® in integrale care sa poata fi calculate mai usor.

Vom considera doua intervale /, J — R si doud variabile de
integrare x € I, t € J.

Vom mai considera doud functii £, g : / — R continue si o
functie ¢ : J — [ derivabila, cu derivata ¢’ : J — R continua.

Teorema. Formula de integrare prin pdrti.
Presupunem ca functiile f, g : / — R sunt derivabile, cu
derivatele f', g’ : I > R continue. Fie doua numere a, b € I.

Atunci: [ £(0g'(x)dx = f(0)g) [ [ g(x) f'(x)dx

Demonstratie.

Formula de derivare a produsului a doud functii derivabile,
(f-2)x)=f"(x)g(x)+ f(x)g'(x), Vxel, arata ca functia
produs f - g este o primitivd a functiei f'-g+ f-g’.

Folosind formula Leibniz-Newton si liniaritatea integralei,

obtinem (/-g)(b)~(f &)@ = [ 1/ (x)g(x) + £ (g (x)]dr =
=["r@g@dc+ [ f@)g'(x)dx, adica
[[ g @dr = g [ g(f (x)dx . =
Observatii.

¢ Uneori, se foloseste scrierea pur formald f'(x) dx = df (x)
care face ca relatia sa capete un aspect simetric:

[[F(0dg) = g | -[ g df (x).

¢ Formula se aplica ori de cate ori functia de integrat se
poate descompune in produsul a douad ,,parti“ f (x) si g'(x), alese

b
astfel Incat L g(x)f'(x)dx si fie mai usor de calculat.

EREMPLY

i)

ca g'(x) = e, deci putem lua g(x) :%ez

1
Sa se calculeze integrala .7 =.[0 xe™'dx .
Solutie. Luam functia f (x) = x, V x € R. Rezulta
* . Inseamna ci am

facut alegerea: f, g: R > R, f(x) =x, g(x)z%e”, a=0,b=1.

Functiile f si g verifica ipotezele din teorema. Rezulta
‘7'=J‘1xe2xdx=J‘1x Lo ,dxzx Lo I—J Lo (x)dx =
0 o2 2 0 Y0 2

2 2
_e It o, e 1 ot 1 - 1 5 o 1 5
=5 2.[06 dx-—2 1€ O—2e 4(e 1)—4(e +1).
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1) Calculati urmatoarele integrale cu
ajutorul formulei de integrare prin parti:

2 1
a) L In xdx ; b) [ In(3x+1)dx.
Indicatii. Integralele se scriu in forma:

a) [ ()
b) J;(ln(3x+1))(x)'dx.

2) Calculati urmatoarele integrale cu
ajutorul formulei de integrare prin parti:

2n . 2n
a) | xsinxdx; b) xcosxdx ;
0 0 ’

2
c) .[1 xlnxdx.

Indicatii. Integralele se scriu in forma:

2n 2n
a) jo x (—cosx)'dx; b) jo x (sinx)dx

2 !/
c) .[12 Inx (%] dx .
3) Calculati urmatoarele integrale cu
ajutorul formulei de integrare prin parti:
1 el
a) [ x2%dx; b) [ %dx;

o [xin .

Indicatii. Integralele se scriu in forma:

D ['x [ ]dx, b) [ Inx (—%),dx;
0) J‘l x+1[ ]d _

4) Calculati integralele urmatoare cu
ajutorul a doud integrari prin parti:

T T
a) J x’sinxdx; b) J x* cosxdx ;
0 0

c) j_l e dx; d) J‘_llxze’xdx




Calculul lui | poate fi prezentat schematic astfel:
f0) =5 g0 =& f'@) = 1, g(x) =3¢, VxeR;

1
I = L xe>dx = x(%e )

e — ——— -

fe& 5 8 T

J. Eezx 1 dx.

Teorema. Formula de schimbare de variabild.
Presupunem ca functia ¢ : J — [ este derivabila, cu derivata
continua si functia f': / — R este continud. Fie doud numere

o, B e J. Awnci: [ f(0(0) ¢'()di= j;“‘: f(x)dx .
Se fac schimbadrile, de variabila si de simbol,
o) =xsio'(Ndt=dx,te Jsixe L

Demonstratie.

Constatam ca B(¢ ,)ou(p) € /. Functia f fiind continua, admite
o primitiva F': I > R, deci F'' =f. Formula de derivare a functiei
compuse, (Fo@)(6)=F'(g(1))-¢'() = f(9(t)-¢'(1), Vie ],
aratd cd F o este o primitiva a functiei (o) ¢’ .

Conform formulei Leibniz-Newton, aplicata de doua ori, avem

JL £00)-¢' ()t =F o0, = Flo®)~Flo@)=F | =
.“w(ﬁ)f( )dx .

Observatii.
4 Schimbénd rolul variabilelor x si ¢, formula se mai scrie

p , o)
[, /@) o' de=[ ).
Se fac schimbadrile, de variabila si de simbol,
o(x)=tsi@'(x)dx=dt,xeJsitel.
¢ Daci trebuie sd transformam integrala .[b f(x)dx , unde

a, b € I, atunci, ,,citind invers formula®, trebuie ca a si b sa fie
valori ale lui ¢, adica trebuie ca sa existe o, p € J astfel Incat
o(a) = a si (B) = b. In acest caz,

®)
[ foax=["" reds = [ foe)-¢'d.
Se fac schimbarile, de variabild si de simbol,
x=0{) si dx=¢'(O)dt,te J si xe€ I

¢ Folosind ,scrierea pur formald“ do(t) = ¢'(¢)dt, formula

de schimbare de variabild devine I f(o@)do(t) = .[ e f(x)dx.
BrEmrLe 1) Sa calculam integrala .7 = jmwdx
cosx +sinx

Solutie. Avem (cosx + sinx)’ = cosx — sinx, deci
integrala are forma

o /4 ) , B B -
« —_[0 —Cosx+smx(cosx+smx)dx_Lf((p(x)) @' (x)dx .
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Indicatii. Integralele se scriu in forma:

a) J:xz (-cosx)dx; b) J: x*(sinx)'dx ;

O [ 2(de)ac o [0 (e

5) Calculati integralele urmatoare,
folosind formula de integrare prin parti:

m

2 X .
a) [P —S—dx;

7 SIn X

b) Exctgzx dx;
4

2n 2n
c) .[0 e“sinxdx; d) JO e’ cosxdx.

Indicatii.

a) —s—=(~ctgx)'; b) ctg’ x=———1;
sin x S x

c), d) se integreaza de doua ori prin parti.

6) Uitlizand formula de schimbare de
variabild, calculati integralele urmatoare:

2) J‘;ﬁdx; b) Ll\/%dx
c) Jolxz x’+1ldx; d) .[

dx ;

———dx; xe""zdx;
9 [z D h

& 1 n ) i
g) .L x(Inx)’ dx; h) _[02 (sinx+cosx)e*dx .

Indicatii.
a),b),d), ) x*=¢; X +1=t;
e) x—%zt; g)Inx=1¢; h)esinx=1.

7) Utilizand formula de schimbare de
variabild, calculati integralele urmatoare:

m m
a) .[02 sinxcos2xdx; b) .[02 sin’xcosxdx ;

0 J% sinzx dx: d) ,E

0 cos“x

b

l1—cosx

. ) J‘2 sm2x .
’ 1+cosx ’

),[6 sin2x d - h) J'4 s1n2x

\/sinx ’ Y, COSX

s« 1
6
©) Io l—sinxdx

Indicatii. a)cosx=¢t; b)sinx=t¢;
c)cosx=¢; d) ctgizt; e) E—)c=t;
2 2
f) cosx=¢; g)sinx=+¢; h)cosx==¢.
— 7T



Luam: o = 0, B=%; ¢(x)=cosx+sinx=¢, Vx e {O, %},
f()= %, Vt e (0, o). Functiile care rezulta, ¢: {0, %} — (0, )

si f: (0, ©) > R, verifica ipotezele din teorema: ¢ este
derivabild, cu derivata continua si f este continud. Facand
schimbadrile, de variabila si de simbol, @(x) = cosx + sinx = ¢ si
do(x) = ¢@'(x)dx = (cosx — sinx)dx = dt, obtinem

o(n/4) 21 i
o S0di= j ;dt_lnt\l =Inv2 .

Calculul lui | poate fi prezentat schematic astfel:

x=0=>1r=1

x=%:>t=\/§

o0 %cosx-sinxdx COSX+Sinx=t,tE(0,00)

0 cOSXx+sinx

-
7= 1 —m2.
1t

(cosx +sinx)'dx = dt

=
et

Vx € (0, 1]. Pentru a scépa de

2) Sa calculam integrala .7 = J.

i
x+lx

facem schimbarea de variabila

x=¢(t) =sin’¢, ‘v’te[O, %} Avem: o(¢) € (0, 1], ‘v’te(o, %}’

Solutie. Notam f(x)=

radicali,

functia (p:(O, E} — (0, 1] este derivabila, cu derivata continua;

2

numerele % si 1 sunt valori ale lui ¢ si anume, pentru t—%
—sin2 Bl g S L
X =sin 277 s1 pentru ¢ 5 X =sin > 1;
dx = (p'(t)dt = 2sintcostdt. Aplicand teorema, rezulta
T = j f(x)dx j F(@(0)@'(t)dt = j Mosin z S ) infcostdr =
sin® ¢ +sint
cos’t 21w _ g_ﬂ_
= J' smt+ldt_ 2.[% (1—-sint)dt = 2(t +cost) z ) V2
2
[ cos ! =1—sintj.
1+sint
Calculul lui | poate fi prezentat schematic astfel:
b1 1
_ x=sin2t,te(0,£} I=7=>X=>5
g =.E I-x dx 2 4 2
PXENY dx = (sin’ t)'dt = 2sint cos t dt t—% =>x=1

L v —sm ! NITSIM T hgincostdi =L —/2..

T sin’ ¢ +sin¢ 2

133

e

8) Utilizand formula de schimbare de
variabild, calculati integralele urmatoare:

K K
a) [‘—L—dvi b) [Pl
0 cos'x 0 cos'x
J‘ﬂ sinx ) J.% cOs X —sinx
0 3+sin’x 0 (cosx +sinx)’

Indicatii. a), b) tgx = ¢ ;
d) cosx + sinx = ¢.

c)cosx =t¢;

9) Aratati ca avem relatiile:

T T
a) .[02 sin’x dx = IOZ cos’xdx

b) J;x“(l—x)bdx=.[;xb(1—x)“dx (a, b>0).
Indicatii. Se fac schimbarile de variabila:

a)x:%—y; byx=1-y.

10) Fie functia f: [0, 1] > R,

Jx-1

S(x)= 2 x—1" »xel0. D . Aratati cd f
1 ,x=1

1
este continud si calculati .[0 f(x)dx .

Indicatie. Se simplifica fractia cu Jx—1
si se face schimbarea de variabila x = £.

11) Fie functia f: [0, 3] > R,

Vx+1-1

,xe(0,1]
Sfx)= x :
L x=0
5
Aratati ca f este continua si calculati
jol f(x)dx .

Indicatie. Se amplifica fractia cu con-
jugata numaratorului, se simplifica, se

noteaza Vx+1=t¢ si se face schimbarea
de variabila x = # — 1.

12) Fie functia f: [-1, 1] > R,

X
f(x)= 1—-V1—x2’
2 ,x=0

Aratati ca f este continua si calculati

j_ll F(x)dx .

xe[-1,1]\{0}




Aplicatii — tema de sinteza
€ Functii pare si functii impare

Fie un numar a > 0, o functie continua f : [-a, a] > R si

integrala .7 = fa f(x)dx.
Facand schimbarea de variabila x = —, ¥V ¢ € [-a, 0], avem
[ r@ac=[ eorcnde=-[ fendi=[ fode=[" f-xax.
Daca f este functie pard (f (—x) = f (x), V x € [—a, a]), atunci
7 = j" SOydv+ [ feoydr= [ fxydx+ [ f(x)dx =

= [ ryde+ [ foydx =2 fxydx
Daca f este functie impard ( f (—x) = —f (x), V x € [—a, a]),
atunci .7 = j" fydv+ ["fydx =] f(=xydv+ [ f(x)d =

- _jo"f(x)dx + jo“f(x)dx =0.

Pentru a reprezenta grafic functia, stabilim semnele deriva-

2 X _
D [T ode=0.

Intr-adevar, f(x)= 1%, Vx e R este functie impara.
+Xx

telor f'(x)= 1-x’ si fM(x )—M. Graficul lui f este
(1+x7)’ (1+x7)
simetric fatd de O si este reprezentat in figura urmatoare.
Y
ko y=fx) .
P
O D74 (PYAN N, S B
-------- L-1/2

)jzl Pae=af) Pae- |} (l”)dx_ln(nx)\ ~In5.

- X
Intr-adevar, f(x)= " | | -, VxeR este functie para.
+ X

Deoarece graficul lui f este simetric fatd de axa Oy si f coin-
cide cu functia precedentd pe [0, 2], rezultd urmatoarea
reprezentare grafica:

¢ Functii periodice.
Fie un numar 7 > 0 si o multime nevidd 4 < R astfel incat
YV x € A sda avem x £ T € A. Fie o functie continud /: 4 — R,
periodica de perioada T (adica f(x + T) = f (x), V x € A). Atunci
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Indicatie. Se amplifica fractia cu con-
jugata numitorului si se face schimbarea

T
2°2

‘7=J.11(1+\/1—x2)dx=2+.|7ncosztdt.
N 2

de variabila x = sint, te{

13) Utilizand formula de schimbare
de variabila, calculati integralele urmatoare:

2 '[°1+\/_
dx;  d) j \/ﬁ

g

Indicatii. Se fac schlmbarile de

a), b) x =7 c¢), d) x = sin’t.
Se obtin integralele:

L 2F
o 2 b 2

c) I§2coszt dt; d) I§2(1—sint)sintdt_

variabila:

14) Calculati integralele urmatoare:

)J' 1+xdx;

3 1
b) | ———=dx
) J“’ 3+1+x

1]
© '[0 1+e* d
Indicatii.

a), b) Se noteaza 1+ x =t si se face
schimbarea de variabila x = > — 1.

¢) Se noteaza e* = ¢ si se face schimbarea
de variabild x = Int.

2
d) IO 5+3cosxdx

d) Se noteaza tg% =t si se face schim-

barea de variabila x = 2arctgz.

Rl By npw:

15) Calculati integralele urmatoare:
2 x9 . 1 2
a) I_zmdx, b) .[_1|x|e dx .
Indicatii. Functii: a) impard; b) para.
16) Calculati integralele urmatoare:

dx; b) J._%; sin|2x| dx .
2

Indicatie. Functiile de integrat sunt pare.

e



VYne ZsiV a, beA, a<b,astfel incat [a, b] < 4, avem

b+nT b
[ feoyde = fx)dx.
Intr-adevar, in prima integrala se face schimbarea de variabila x = y + nT, V y € [a, b].
g Sa calculam integrala 7 = J: |sin5x|dx.
@ Rezolvare. Facand schimbarea de variabila x =§, Vte[0, 5], avem
N A 1 150 .
g =IO |51nt|-§dt=§-jo |smt|dt.

Functia f(¢) =

si aplicatiei 2, avem: ‘7'2%[ On

Exercitii rezolvate.

1) Sa calculam integrala .7 = I ln—xdx

7
Inx

Solutie. Fie functia (continud) f(x)= \/_ Vx € (0, ). Facem schimbarea de variabila

x=¢(t)=1t", Vte(0,o); functia ¢ : (0, ©0) — (0, w) este derivabild, cu derivata continui; pentru ¢ = 1 avem

x =1 si pentru = Je avem x = e ; dx = ¢'()dt = 2tdt. Aplicand formula de schimbare de variabila,
o(e) Inx J-fln(t )

o \[x
se verificd), deducem ca .7 =4j1 “(Int)(t) dt =4tlnt|f —4]1 “t-(Int)dt=2e -4 jl “ldr=4-2e .

LPartile” au fost: g(¢) = Int, h'(t) = 1; g'(¢) =%, h(t)=t (t>0).

rezultd .7 =

2tdt = 4.[ Intdt . Utilizand metoda integrarii prin parti (evident, ipotezele

2) Sa calculam integrala 7 =J:x-sinxdx.

Solutie. Luam ,,partile: f (x) = x, g'(x) = sinx; f'(x) = 1, g(x) = —cosx (x € R). Aplicand formula de
integrare prin parti (evident, ipotezele se verificd), deducem ca

_ T T T .
4 =.[0 x-(—cosx)'dx =—xcosx‘;E —JO (—cosx)(x)'dx = n+.[0 cosxdx =TC+SII’1X‘Z=TC.

3) Sa calculam integrala .7 = .[01 (arctgl)yg
X+

Solutie. Fie ,partile*: f (x) = arctgx, g'(x) =ﬁ, Vx €[0, 1]. Rezulta:
X+
1 1 1

- dx=———+% silui —
S)= 1+x J‘(x+1)2x we1tC §iluam g =—1m

Aplicam formula de integrare prin parti (evident, ipotezele se verificd) si obtinem

g LY g aretgxp e 1 PV S RS
‘/‘Io(ar“gx)( x+l) F=-="T Io( x+1)(arCtgx)dx s hnw )™

Folosind metoda coeficientilor nedeterminati, obtinem descompunerea in fractii simple:

1 _ 4 +Bx+C:l( 1 +—x+1) e
(x+D+D) x+1 0 41 2 x+1 41 N

Deoarece ! =l~ I _1 2 +l- 1 , rezulta

(x+D(x*+1) 2 x+1 4 x*+1 2 x*+1

w|~
I
|
N —
a
1l
N —
e
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a T, (x +1) 1
\72 :—— — —_ —-—
2 2 0x+1 jo =T + ln( +)l! 1n( 211 +2arctgx\ Lin2,
1
4) Sa calculam integrala .7 = 3x dx .
0x"+1

Solutie. Integrala se poate calcula descompunand functia de integrat in fractii simple. Observand insa ca

functia de integrat se poate aduce la forma

x° x3~x 1
)= _
Sx)= 4l £+1 3% +1

integrala se calculeaza, mai simplu, cu schimbarea de variabila ¢(x) = x* =¢, cu x, t € [0, 1].
Functia ¢ : [0, 1] — [0, 1] este derivabila, cu derivata continud; f: [0, 1] = R este continud; ¢(0) = 0
¢(1) = 1. Facand schimbarile, de variabila si de simbol, @(x) = x* = ¢ si @'(x)dx = 3x*°dx = dt rezulta

-(x*), Vxel0,1],

ol 1 pod  x3 ) 1
(7 = = — . — I _
jof(x)dx oo 57 3= 3 0t+1 3j( Hsz (t— 1n(t+1)) 3(1-1n2).
5) Sa calculam integrala 7 = J In x dx .
5]+ x?

Solutie. Deoarece nu putem gasi o primitiva a functiei de integrat, vom apela la un artificiu de calcul.
Vom face schimbarea de variabild x=¢(y) = %, cux,ye [%, 5} . Functia ¢: [%, 5} — (0, o) este derivabila,

cu derivata continua; functia f': (0, ©) > R, f(x)= llfxz este continua; %: o(5) si 5= (p(%
X

dx = GJ dy = —y—lzdy . Rezulti: .7 = E f(x)dx= j;ii)f (x)dx = Ef (@' (»)dy =
1

In—
1
Y [__L 1/5_1ny vy sy 5 dnx
_.[51+(1)2 ( j -[ L 1+y2dy_ I1/51+y2dy— .[1/51+x2dx__‘/-
y
La sférsit, am scris limitele de integrare in ordine crescatoare (cu schimbarea semnului integralei) si am

inlocuit variabila y cu variabila x.
Se obtine ecuatia | = — I, care are solutia unica | =0, deci 1= 0.

Aplicatie.

Consideram un mobil care se miscad in intervalul de timp [0, u] cu viteza v(¢), acceleratia a(¢) si parcurge
in primele ¢ (secunde) distanta s(¢), ¢ € [0, u]. Care este relatia dintre acceleratia, viteza si spatiul parcurs de
acest mobil?

Sa studiem cateva exemple simple:

1) Miscarea cu vitezd constantd v. Avem v(f) = v constant pe un interval [0, u]. Acceleratia mobilului la
momentul ¢ este a(f) = V'(¢) = 0. In intervalul [0, 7] mobilul parcurge spatiul s(f) = Liv(x)a’x =L§vdx =v-t
Avem s'(f) = v(f) = .

2) Miscarea unui mobil cu acceleratie constanta a(f) = a, ¢t € [0, u]. Avem: w(f) = f éa(x)a’x =f éadx =at,

V(t) = a; s(t) = [ v(x)dx =] ax dx ="7f2; s'(f) = W(t) = at.

Este cazul caderii corpurilor in cdmp gravitational. Acceleratia gravitationala pe Terra este constanta
g = 9,8 m/s%. Viteza obiectului dupa ¢ secunde este v(r) = gt si distanta parcursa de obiect dupa ¢ secunde de

2
cadere libera este s(z) =%.
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pRIBLEAE . ) )
,,.E @ 1. Aplicand metoda de integrare prin

parti, calculati urmatoarele integrale:

X e

3_ X EE
a) .[0 oty b) .[0 xX-tg xdx;

popvsE

o "

@ 2. Aplicand metoda de integrare prin parti,
calculati urméatoarele integrale:

a) [ O+ De s

arctgx
2

dx ; d) Ifcosx-ln(1+cosx)dx_

b) [Te" minil, x*jdx
c) Jon(x'smx)zdx; d) J:(x-cosx)zdx,

@® 3. Aplicind metoda de integrare prin parti,
calculati urméatoarele integrale:

T T
a) J e’ sinxdx ; b) J e cosxdx
0 0

0) jf sin(In x)dx ; d) jf cos(Inx)dx .

@ 4. Aplicand metoda schimbadrii de variabila,
calculati urméatoarele integrale:

1 x3 e 1
Y '[0 VI+x® = ®) -L” x-Inx

-In(Inx) d;
c) IOE (cosx —sinx)e“dx;

dx .

d) J‘ sin2x

\/sinx

@ 5. Aplicand metoda schimbarii de variabila,
calculati urméatoarele integrale:

COSX —
o J;
(cosx +sinx)’

_cosx—smx sinx sinx

2) I 1+cosx+sinx
o [ @ [
6 6

@ 6. Aplicand metoda schimbadrii de variabila,
calculati urméatoarele integrale:

D[ w [
)J'11+2\/_

1+x

———————dx;

dx.

dx ;

. : 6
51n4x Sin x

Loy
dx : d) jo de

@ 7. Aplicand metoda schimbarii de variabila,
calculati urméatoarele integrale:

a) Jolxll—xzdx; b) .[_llxlel—xzdx;
Ny 1
c) j°1+\/_ d) Ioue“ dx |
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@ 8. Aplicand metoda schimbarii de variabila,
calculati urméatoarele integrale:

1 1
a) .[0 arcsinxdx ; b) J arccos x dx ;

c) J‘E dx ; d) sin ¢ dx.
0 I+cosx 0 cosx+/cos2x

@ 9. Calculati urmatoarele integrale:
Ix+1 ! 1

a dx ; b ——dx;

) .[—1\/271 ) sz_2|x|+2

sinx . V3| -2
c) Lfl+sm . dx; d) I_l‘x ‘e dx .

10. Calculati urméatoarele integrale:

1
a) j_21|arcsinx|dx; b) ji|arctgx|dx;
! .

|sm x|

c) J_n 1 dx .

Indicatie: Se va studia paritatea functiilor.

—sin x

@ 11. Calculati urmatoarele integrale:
) b) j x\1-
Jx dx.

@8 12. Calculati urmatoarele integrale (a > 0):

2) J‘ax +a’x’ b) J‘Ol q;idx’

o X +a’
d) thg3xdx.

—d
o)

@ 13. Calculati urmatoarele integrale:

dx

2n

cosx| |cosx sin x
2) -[ 1+cosxdx’ b) -[ 1+cosx+smxdx’
—sin2x 5 cos’x
d . G—d .
©) I 1+sin2x o d) -[0 2 —3sin’ x *

@® 14. Aritati ca functiile urmatoare sunt continue
si calculati integralele indicate:

1 ——, x#0

a) [ f@de,fiELTSR f0=11-{I-¥

0 ,x=0

1 V-1 ,xef0,1)

b) [ f()dx: £:00. 1R, f(r)={ ¥ ,
%, x=1



0) j F(x)dx; £:[0,2] >R,
f(x)=max{In(1+x),In(1+ x*)}, Vx €[0, 2].

@8 15. Calculati urmatoarele integrale (n € N*):
1
a) v ~1ax b) jox

1
c) j_olxl4x2+4x+4dx; d) '|.°1+Z§

@ 16. Calculati urmatoarele integrale:
e(Inx Y
o Ji (2.

@8 17. Calculati urmatoarele integrale (n € N*):

a) IOM e —ldx;
" . 4 .
2) -[0 5—4sinxdx’ ) J.O 1+sin2xdx’
+1)m T 2
c) I( Y e “sinxdx; d) IO (;—n—xjcosnxdx.
@8 18. Calculati urmatoarele integrale (a > 0):

@ Inx i )
a) j%—lﬂzd b) [ *In(1+ tgx)dx

1n(a+x)
9 IO a+x’ P

@ 19. Calculati urmatoarele integrale'

0 J'lln(1+x)d

)J‘ _x-sinx )J' 5 1+sinx o'd
0 1+cosx 0 T+cosx

@® 20. Aplicand metoda integrarii prin parti,

stabiliti o relatie intre integralele | si |  (n€ N¥)si
calculati I, 1, 1, I, in urmatoarele cazuri:
1 1
- g 2 2
a) <7n=.[0x”e"dx; b) <Z,=.[0x 1-x7dx;

_ l(l—x)n x . o _ % 1
7, =] ety d)‘/n—jomdx.

@ 21. Pentru orice n € N fie .7, =J?sin” xdx .

Stabiliti o relatie intre | si |
o, 1, L, |

22 3

, (n = 2) si calculati

0 1

@ 22. Pentru orice n € N fie .7, = 1;d
0o (x* +1)"

Stabiliti o relatie intre | si |  (n > 2) si calculati

ly 1y Ly L.

Teste de evaluare

Test 1

2p) 1. Fie functia f: [0; 3] —> R,
X

f(x)=9Jx+1-1

2 ,daca x=0

Aratati ca f este continua si calculati integrala
3
[ reoyds.

2 2x+1
2p) 2. Calculati integrala _[1 m X

, dacd x €(0, 3]

(2p) 3. Calculati integrala .[05 In(x + |x - 2|) dx .

o n |sinx|
p) 4. Calculati integrala .Lmdx .

.. o I
(1p) 5. Calculati integrala .[0 edx .

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord.

Test 2
2p) 1. Fie functia f: [0, 1] —> R,
Jx -
=1 7% 1—1

— ,dacax=1
2

1, daca x [0, 1)

1
Aratati ca f este continua si calculati .[ f(x)dx.
0

x+1

———dx.
x(x— 1)2

3
(2p) 2. Calculati integrala .[2

(2p) 3. Calculati integrala .[03 I

sin2x n2x

\/COS)C

1
(Ip) 5. Calculati integrala Lx-arcsinx dx .

(2p) 4. Calculati integrala J.

Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord.
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Probleme de tip bacalaureat

1. Se considera functiile
iR R, f(x)=1+x+x>+...+x" i

F:R—>R, F(x)=[ f(t)dt,¥xe R

a) Sa se calculeze f(1).

b) Sa se verifice ca (x—1)f(x)=x"" -1,V x€ R.
¢) Sasearate cd f(x)>0,Vxe R.

d) Sa se arate ca F'(x) = f(x), Vx € R.

e) Sa se arate ca functia F este bijectiva.

f) Sa se calculeze Joag(x) dx,unde g : R — R este

LN S

inversa functiei /' si a= 113 2005 -

2. Se considerd integrala / (x)= I; lt dt , unde
+

t
xe [0,1]sine N.

n

a) Sdsearatecd () < <1, oricare ar fi 1 € [0, 1]

1+¢
sine N.
b) Sa se arate cd 0 < /,(x)< Ll ,oricare ar fin € N
n+
sixe [0, 1].
¢) Sa se arate ca lim/ (x)=0,pentru x [0, 1].

n

d) Sa se arate ca In(x)+ln_1(x)=x—, oricare ar fi
n

ne Nsixe [0, 1]

3. Se considera functia

2
. — +
TR R, fix)y=x &

a) Sa se calculeze f'(x), x € R.

1
b) S se calculeze jo F(x)dx .
¢) Sa se afle cate puncte de inflexiune are graficul
functiei 1 .

SE)=1()

d) Sa se calculeze lim
x—1

x—1

e) Sa se calculeze lim%rf(t)dt.
xX—>w x 0
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4. Se considera functia

3
SRR, f(x)=2213x"1
x +1

vV xe R

a) Sa se verifice ca f(x)=3x———,
x +1
b) Sa se calculeze f'(x), x € R.

¢) Sa se arate ca functia f* este strict crescatoare pe R.

d) Sa se calculeze .[01 f(x)dx .

e) Sa se arate ca functia f este bijectiva.

f) Dacd notam cu g : R — R inversa functiei f, sa se
5

calculeze E g(x)dx .

5. Se considera functia
o
7/ :(0;+0) >R, f(x)=1n[1+;j, a e (0; +0).

a) Daca f(x)=In(x+a)—4-Inx, sa se calculeze 4.
b) Sa se determine ecuatia asimptotei cdtre +% la
graficul functiei.

¢) Sa se calculeze f'(x).

1
d) Sa se calculeze lin%&_
o—> CX
2006
e) In cazul o =1, daci I f'(x)dlen(l— B 2)
’ 2005 2006° )°

sa se calculeze B.

6. Se considera functia f:R—>R, f(x)= e

a) Sa se calculeze f'(x), x € R.

b) Sa se calculeze lin(} f(x).

f@)=f(0)

se determine lim
x—0

x—0

¢) Sa

1
d) Sa se determine J.o f'(x)dx .

[ rwar
G

e) Sa se determine lim

X—>00



7 . Se considera functiile f, :R >R, f;(x)=sinx
si f,(x)=f/(x),VneNsi VxeR.
a) Sa se calculeze f ().
b) Sa se arate ca }1_1){)10 Jfo(x) nu exista.

©) Sa se calculeze f,(m).

27
d) Si se calculeze jo fi(x)dx.

e) Sa se determine f, (x), x € R.

Jo(¥) + /() +

n

f) Sa se arate ca lim =t () =0

n—»0

xe R.

8. Se considera functia
P ox-1

fRV{-L+1 >R, f(x)=23 1
[

a) Sa se afle valorile lui x € R\ {-1, +1} pentru care

are loc egalitatea f(x)=x-— .
x p—

b) Sa se determine ecuatia asimptotei oblice la graficul
functiei f* catre +oo.

c¢) Sa se calculeze lim f(x).

X—>—0

4
d) Sa se calculeze L Fx)dx .

e) Sa se determine multimea { xeR\ {i1}| f'(x)> 1} .

4

9. Se considera functia f/: R —> R, f(x)= 2x T
X+
a) Si se verifice ca f(x)=x"—1+ Vxe R

x+1°
b) Si se calculeze lim( f(x)—x").
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¢) Sa se calculeze f'(x), x € R.

d) Sa se arate ca functia f este strict descrescatoare
pe intervalul (oo, 0] si strict crescatoare pe intervalul
[0, o).

e) Sa se arate ca graficul functiei f nu admite
asimptota catre oo.

f) Sa se calculeze .[01 f(x)dx .

10. Se considera functia

/R R, f(x)= 1fo

a) Sa se calculeze f'(x), x € R.

b) Sa se calculeze f(1) - A=1) - f'(1) - f'(-1).

Sl,VxelR.
2

X
1+ x°
d) Sa se arate cda, daca x, y € Rsi filx) + fly) = 1,
atunci xy = 1.

¢) S se caleuleze | f(x)dx.

f) Sa se calculeze f{0) - f'(0).

. .1
¢) Sa se arate cd —— <

11. Se considera functia f: R > R,
F)=v2x"+3.
a) Sa se calculeze f '(x).
b) Sa se calculeze J: f(x)dx .
¢) Sa se calculeze )lgr; f(x).

d) Sa se arate ca dreapta y =2 x este asimptota
oblica catre +oo la graficul lui f.

e) Sa se rezolve ecuatia flx) + f(2x) = f(3x) + f(4x).
f) Sa se calculeze f(2)'.



o e m

g(x)

Pentru a defini aria, volumul sau lungimea unor figuri geometrice, vom folosi niste figuri cunoscute:
dreptunghiuri (pentru arii), paralelipipede sau cilindrii (pentru volume) sau segmente (pentru lungimi).

e f

S
7

X

Pentru a calcula aria unei
suprafete curbilinii plane o vom
aproxima cu dreptunghiuri foarte
subtiri (de latime infinitezimala
dx) si vom Insuma ariile acestor
dreptunghiuri.

yl\

H ' >
@] b

Pentru a calcula lungimea
unei curbe, vom aproxima
curba cu o linie poligonala
formata din segmente foarte
scurte si vom insuma lun-
gimile acestor segmente.

yl\

Pentru a calcula volumul unui corp,
sd ne imaginam ca-1 vom aproxima cu
felii foarte subtiri (de grosime infinite-
zimala dx, cu aria bazei S(x)) si vom
insuma volumele acestor felii: S(x) dx.

Aria unei suprafete plane

Aria unei suprafete marginita de grafice de functii

Teorema. Fie functiile f, g:[a, b]—>R continue (sau con-
tinue pe portiuni). Presupunem ca g(x) < f (x), Vx € [a, b].
Suprafata dintre graficele functiilor f'si g pe [a, b] este

I'={(x, ) eR*[a<x<bsi g(x)<y<f(x)}
Aria suprafetei I este Lb (f(x)—g(x)) dx.

Demonstratie.

Fie I suprafata dintre graficele
functiilor f'si g pe [a, b].
Pentru n € N*, [ este aproximata
de reuniunea dreptunghiurilor cu

baza b

/

a A e1et
si Tnaltimea

b—a
a+k . ) g

a+kﬂ),k=1’n.
n

N
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1) Calculati cu ajutorul integralei aria
AOAB, unde A(a, a'), B(a, b").
v Aa, a’)

B(a, b)

S
7

ol clz
Indicatie.  OA este graficul
functiei f:[0, a] >R, f(x)=%x.

2) Calculati aria subgraficului functiei
{x}=x—[x]pe [-1, 4] (unde {x} este partea
fractionard si [x] este partea intreagd ale
lui x).

-



Aria suprafetei [” este aproximata de
b-a b—a\|lb—a _

o) oo

_ b—a\b—a < b—a\b-—
—;f(a+k " ) , ;g(a+k P ) p

Conform rationamentelor facute la interpretarea geometrica a
integralei definite, sirul (Sn) converge la

aria(T") = jb F(x) dx— jb o(x) dx = jb[ F(x0)—g(x)] dx.m

Observatie. Aria suprafetei dintre graficele functiilor continue

(sau continue pe portiuni) 1, g:[a, b]—> R este jb| f(x)— g(x)| dx .

' . . o . - A .
i Calculati aria suprafetei situata intre graficele func-
3 . . .
tiilor x > x" si x > x~ si punctele lor de intersectie.

m ! .
/

1

v

Rezolvare. Abscisele intersectiilor celor doua grafice se obtin
rezolvand ecuatia X = x°. Rezultd solutiile X = 0, x, = 1.
Aria cdutatd este

sellrlaefle (- s

Aplicatii.

¢ Aria cercului — temia de sinteza

Reamintim ca cercul de centru O si razd r, r > 0 reprezinta
locul geometric al punctelor din plan aflate la distanta » de
punctul O.

f(x)=\/r2—x2

M(x, y)

g(r)=—Jr* -’

Notam (0, r) cercul de centru O si raza r si avem ecuatia
carteziand generala:

UO, r): x> +)y>=1r?

142

A e ) =x - [x]

B A,

I

| —

3) Calculati aria suprafetei dintre
graficele functiilor x >x si x x°,
intre intersectiile acestor grafice.

Indicatie. Se calculeazd abscisele
punctelor de intersectie ale graficelor.

/

0 1

4) Calculati aria suprafetei cuprinsa
intre graficele functiilor sin si cos pe
intervalul [0, 27].

Indicatie. Se calculeaza abscisele
punctelor de intersectie ale graficelor. Se
stabilesc intervalele pe care sinx > cosx
pentru a explicita |sinx - cosx!.

5) Explicitati functiile ale caror grafice
descriu cercul ¢C, r): 4

(x—a)’ +(y=b)' =r’
Calculati aria
cercului ‘¢C, r).

6) Calculati aria 1
suprafetei hasurate.




si trecand la ecuatia explicita
((/(0, }")I y= i\/r2 —x2
deducem ca aria (%’(0, r)) = aria (1“_ g ) , unde:
f,g:00,r 1> R, f(x)=—/r" —x* iar g(x)=+r’—x".
Vom demonstra ca: aria (¢(O, r)) = nr?
aria(¢(0, 1) = [ (Nr* x> = (—r* =x*)dx =2[ " ¥’ —x’dx =
=4-L)r\/r2 —x’dx .

Cu ajutorul schimbarii de variabila x = rsint, te[o, %} ,
deducem:

aria(€(0, r))=4- J.O%r\/rz —r’sin’tcostdt = 4r2‘|.0g\/1 —sin’tcostdt =

=4r2j‘0%cos2 tdt:4rzj‘0%% :4r2( g%dt+%.f§0052tdt)=

s
2 2

=r -n.m
0

¢ Aria elipsei — tema de sinteza

Elipsa reprezinta locul geometric al punctelor din plan care
au suma distantelor fatd de doud puncte fixe, numite focare,
constanta.

_42| T L
=4r (4+4sm2t

Y MF, + MF, =k
B(0, b) M

F(=¢,0)  Fyc, 0)\A(a, 0) _
QJ ¥
Stim din clasa a XI-a ca ecuatia carteziana generala a elipsei
este:

2 2
LY

bZ
Utilizand ecuatiile explicite: y =i§\/a2 —x* deducem ci

¢

—

N

aria (¢')=aria (', ,),unde
frgil-a,al >R, f(x)= —S\/az —x* iar g(x) =§\/a2 —x*.

Vom demonstra ca:
aria(¢) = mab.

aria(¢) = aria(T’, )= [ * (g(x)— f(x))dx = | _"a%”\/az —Pdx =
=27b-f_aa\/a2 —x’dx =47b-fg\/a2 —xdx .
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7) Calculati integrala J._r NPt =X dx
prin schimbarea de variabilda x = r cost.

8) Calculati aria suprafetei cuprinsa
intre graficele functiilor /', g daca
a)f(x)=x,gx)=x"-x,x€ [l,3];
b)fx)=x,gx)=¢",x€[0,2];

) f(x)=x", glx)=2", xe [-1, 1].

9) Intr-un cerc de raza r, consideram
doua raze care fac unghiul u (in radiani).

Aria sectorului de cerc dintre cele doua
2

ur
raze este ——.

2
Indicatie.
Metoda 1.
A(rcos%, rsin%)
U S
(0] r[

B

Sectorul AOB este situat intre graficele
functiilor f,g:[0, r] >R,

xtg%, x<rcos%

f(x)= :

2 2 u

rT-x", x>rcos%

2

—xtgﬂ, x<rcos%

_ 2 2
g(x) =

u
—~rP-x*, x>rcos=

2
S=[ (f(x)-g(x)dx =

reos? u r
=2.|.0 2xtha’x+ 2.|.ms%\/r2 —x" dx =

2 4 u
_ zx_ ,COSE 2 0 2 _
_2tg2 3 ‘0 +2r I%( sin” ¢)dt
_oasinu | o5 _
=== +r J.O (1-cos2t)dt=..

4

N
Metoda II. A(r cos u , rsin u)

7

u




Utilizand schimbarea de variabild x = asint, ¢t € [0, %} obtinem:

aria(¢) = 4b. g\/a2 —a’sin® tacos tdt = 4ab - %\/1 —sin®tcostdt =
a 0 0

=4ab-[j§coszrdtj=4ab-j§(%+%2f)dt=4ab.(§+
=abn. M
Observatie.

Elipsa de semiaxe a si b se poate obtine prin proiectia unui
cerc de razd a pe un plan care face cu planul cercului unghiului

o, cu cosazg.

Ca urmare, aria elipsei este produsul dintre aria cercului si

cosinusul unghiului dintre plane, deci:

na’ - cosa = nazgz nab .

%E I. Sa se calculeze aria multimii I, , pentru:
@ 1.f,g:[0,4 >R,

a5 S()=—Jx, g(x)=x .

@ 2./g:011>R,

fx) =¥, glx)=x°.

@ 3fg:[,3] >R
f0)=5. g =x.

@ 4.1,¢2:[0,2] >R,
fix)=2-x, g(x)=v4-x.
@ 5f¢g:[0,1]>R,
o) =, g(x)=+x -

@ 6./g:00,2]>R
fx) =%, g(x) = 2~

@ 7.f£,g:[0,1] >R,
fx) = e, gx) = e".

@ 8.fg:[l,e] >R,
fx) =Inx, g(x) =x - 1.
@ 9./,¢:[0,1] >R,

f)=+x, gx)=3"+2 .

1
4
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=sin2¢

e

Aria sectorului AOB este subgraficul
functiei pozitive 4 : [0, ] > R,

hx) xtgu, X< rcosu
X)= .
NP =x*, x= rcosu
r Nt =xdx=...

rcosu

g
2

S=[ "xtgudc+|

0

|

10) Calculati aria determinatd de
cercul ¢ x* + ) =2, dreapta y = J7x si
semiaxa Ox, cu x > 0.

11) Calculati aria suprafetei deter-
minati de elipsa ¢: 4x* + 9)y* = 36,

N5 . .
——— x sisemiaxa Ox, cux > 0.

dreapta y = 3

@ 1. f,g:[O,%]—)IR,

flx) = sinx, g(x) = cosx.

II. 1. Sa se calculeze aria multimii cuprinse Intre para-
bola de ecuatie )* = 9x si dreapta de ecuatie y = 9x.

@ 2. Interiorul cercului ¢ : x> + y* = 16 este
despartit de parabola de ecuatie y* = 4x in douad
regiuni. S& se gaseascd aria fiecareia dintre ele.

2

x2 y
AL t -
9+ 1 este des

partit de dreapta: y = 2x — 2 in doud regiuni. Sa se
gdseasca aria fiecareia dintre ele.

@ 3. Interiorul elipsei ¢ :

2

Y

16
partit de cercul €: (x — 5)* + y* = 25 in doua regiuni.
Sa se calculeze aria fiecareia dintre ele.

2
@8 4. Interiorul elipsei (r‘f‘:;—s+ =1 este des-

@ 5. Sa se calculeze aria multimii cuprinse intre

2

v XV
°/f'16 9

d:y=x-4, pentru x> 0.

hiperbola: =1 si dreapta de ecuatie

@ 6. Sa se calculeze aria cuprinsa intre parabolele
de ecuatii: y* = 3x si y = 4x%



Volumul unui corp de rotatie

In mod intuitiv, volumul unui corp (in spatiul tridimensional) este
numarul care aratd cate cuburi si fractiuni de cub cu latura unitate

Hincap® (pot fi distribuite) in tot interiorul corpului.

Am invatat formule pentru calculul volumului anumitor corpuri
geometrice. Volumul unui corp mai complicat nu poate fi calculat
cu ajutorul unei formule simple, dar putem sa-1 aflam daca reusim

sa-1 scufundam intr-un vas gradat; avem 1/ = 1dm® = 0,001m’ .

Ty 4 paralelipiped A prisma
cub dreptunghic dreapta

1 R

o 1 S S
1 x i’

7 T
prisma piramida trunchi de
""""""" piramida

. .
no
K
O
S
\ N+
> T
.
p

cilindru

A AR
YAV

trunchi de con

/

\/ 7
'
'
.

sfera

.

/

S
.
.
.
.
S

Cum calculam volume ?
Tema de sinteza

1) Asociati fiecare dintre corpurile
geometrice aldturate cu formula potrivita
pentru calculul volumului séau:

3 2 2 .
2) 47;;’; 02 o (R +r +Rr)h;
3
2
A -
DR T
Ay + A+ Az A4,)-
g)nrzh’h)(B-'— b+3 Bb) h,l)Abh

2) Care dintre corpurile geometrice
alaturate se pot obtine prin rotirea
graficului unei functii in jurul axei Ox?

3) Calculati volumul unui tetraedru
regulat si al unui cub, ambele de latura /.
Comparati volumele obtinute.

4) Sectionam o piramida cu un plan
paralel cu baza si obtinem o piramida si
un trunchi de piramida de volume egale.
Care este raportul dintre inaltimile pira-
midei si trunchiului de piramida?

Lutul a fost unul dintre cele mai folosite materiale utilizate la confectionarea de vase. In antichitate,
oamenii au observat ca vasele de lut ,,perfect rotunde* sunt mai incapatoare, mai rezistente si mai frumoase
decat cele cu forme neregulate. Pentru a fabrica cat mai repede vase de lut rotunde, oamenii au inventat
»roata olarului®. Mult mai tarziu, principiul rotii olarului a fost folosit pentru proiectarea strungurilor. Exista
astazi strunguri programabile deservite de specialisti care stdpanesc notiuni de matematica precum axe,
coordonate, grafice, arii sau volume. Uneltele au rostul de a ajuta oamenii sd confectioneze cat mai repede

si mai exact obiectele pe care le imagineaza si le proiecteazd. Matematica 1i N
invatd cum sa gandeasca, pentru a descoperi acele proprietati ale obiectelor

de care au nevoie si pe care intentioneaza sa le realizeze.

Un corp de rotatie este caracterizat de o axa de rotatie si de o generatoare.
Ne vom ocupa in continuare de volumele corpurilor de rotatie, care au ca

axa de rotatie Ox si ca generatoare graficul unei functii.
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Definitie.
Fie f: [a, b] > R o functie continua. Multimea punctelor din
spatiu

7/={(x,y,z)e|R3 la<x<b,si 0<yy*+2’ <|f(x)|}

se numeste corpul de rotatie 1n jurul axei Ox determinat de functia f.

Pentru aproximarea volumului unui corp de rotatie determinat
de o functie continud f: [a, b] > R, vom considera o diviziune
a intervalului [a, b], de exemplu diviziunea lui [a, b] In n parti

egale (a<a+ b;a <a+2b;a<...<a+nb_a =b).

Numarul n f? (a+kbna) b_na este g
volumul cilindrului cu raza f (a L ; a) o
si Tnaltime b—a. Acest volum aproxi- z

n

meaza volumul obtinut prin rotirea in jurul
axei Ox a graficului functiei f'pe intervalul
[ ankte]

Volumul V" al corpului de rotatie determinat de f: [a, b)] > R
este aproximat de V, an (a+k b= a) b—a , suma volu-

n

melor tuturor 0111ndr110r in sensul ca

—hmV —hngf (a+kb a) b

n—>0

a =n.[:f2(x)dx.

Rezulta urmatoarea teorema, care ne indica formula de calcul
pentru volumul unui corp de rotatie.

Teorema.
Fie f: [a, b)] > R o functie continud. Corpul de rotatie
determinat de f/ are volumul

ve=nf S dx.

Observatie.
Dacia functia f : [a, b] — R este continud, atunci functia f

b
este continud pe [a, b] si J. f*(x) dx are sens.

ATENTIE

0

cu ajutorul diviziunilor domeniului functiei.
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5) Calculati volumul corpului de ro-
tatie determinat de functia f . Desenati
(schitati) corpul obtinut in fiecare caz.

a) f:[-1,2] > R, f(x)=x
b) f:[-1,2] > R, f(x)
¢ f:[1,5] > R, f(x)=Inx

_ .3 2
=X —X

x*, xe[0,1]
d) f:[0,2] >R, f(x)=1
=, xe(l,2]
2
2
0.21>R. , xe[0,1]
e) f1[0,2] >R, f(x)= {_x e, 7]

N L2l >R, f)=e

g [[1,2] >R, f(x)=x"-Inx

h) f:[-1,2] > R, f(x) = sinx

i) f:[-1,2] > R, f(x) = sinx — cosx

x*, xe€[0,1]
D031 ->R, f(x)=1x, xe(,2]
1, xe(2,3]

k) £:10,1] > R, f(x)=1i);2
DL IT- R, f(x) =]

6) Se considerd curba de ecuatie
2_ 3 qx .
¥~ =x". Sa se calculeze volumul corpului
obtinut prin rotatia curbei in jurul axei

Oy pe intervalul [1, 2].

De multe ori, folosirea in practica (in fizica, chimie, tehnicd) a unor concepte matematice se
bazeaza pe aproximari, pe utilizarea de modele ideale pe care le dorim cat mai apropiate de realitatea
studiata. Vom folosi 1n acest capitol aproximarea unor forme geometrice generate de niste functii



Aplicatii.

¢ Volumul conului

Teorema. Volumul conu-

lui de rotatie cu raza r si inalti-

hr?
3

mea h este

Demonstratie. Generatoarea conului este graficul
. p
functiei /: [0, h] - R, f(x)=xtgu =5%.

r2 B x3
? dx = TCT

V= njohfz(x) dx = n.[:xz

¢ Volumul sferei

Teorema. Volumul sferei

4mr’ - r-
3

Cu raza r este

Demonstratie. Din ecuatia cercului
«0, r): x> +y* =1 deducem y=+r —x*.
Sfera este corpul geometric de rotatie determinat

de functia f: [-r, 7] > R, f(x)=~r"—x".

verf f(x)de=n| (*-x) dx:n(rzx—xg) \;:#.

prapliar @ 1. Calculati volumul conului de rota-

—_— tiecu raza » =4 cm si indltimea 4 = 6 cm.
@ 2. Calculati volumul unei sfere cu
peopiE  razar =2 cm.

@ 3. Calculati volumul elipsoidului cu semiaxele
a=2cmsib=3cm.

@ 4. Calculati masa unei piese de forma unui
elipsoid de rotatie din care lipseste un cilindru, con-
form schitei de mai jos. Se stie cd densitatea
materialului este de Skg/dm’ si dimensiunile sunt
date in decimetri. 2

Elipsoidul are semiaxa
mare 5, semiaxa mica 2,

iar cilindrul are diametrul 2. s/
Indicatie. Se intersecteaza elipsa cu semiaxa mare
2 2
5 si semiaxa mica 2 de ecautie )2c_5+y7_120 cu

dreapta de ecuatie y = 1.
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¢ Volumul elipsoidului

Teorema.
Volumul elipsoidului for-

mat prin rotirea elipsei de
2 2

ecuatie ¢ x—2+y—2:1 in jurul
a b

>
X

>

( -*1-""-.

4mab’

axei Ox este 3

Demonstratie.

2 2
Din ecuatia elipsei ¢ : x—2+y—2:1, deducem

b
2
y=ib1/1—%.

Elipsoidul este generat de graficul functiei

fila, a] > R, f(x)zb‘/l—z—z.

Volumul elipsoidului este

Q

Vzn.[_aafz(x) dxznjjabz(l—Z—z) dx =

=nb2(x—x—3j]a _ 4mab’
3a> )

3 - |

@@ 5. Jolumul torului.

Se roteste in jurul axei Ox cercul de ecuatie
¢:x*+(y—by=7" unde |b[>r>0.
Care este volumul corpului obtinut (tor)?

Indicatie. Cercul ¢ este descris de graficele

functiilor £, (x)=b+~r> —x* si
fx)=b-r*—x*.

Volumul torului se obtine din volumul de rotatie
determinat de f1 , din care se scade volumul de rotatie
determinat de f.

A P



Teste de evaluare

Testul 1 Testul 2
1.Fief: R > R, f(x)=—2 . I.Fie f:R> R, f(x)=1-x%™
I+x (1p) a) Calculati f'(x), /"' (x).
(Ip) a) Calculati f'(x) si determinati imaginea lui f.
52 (2p) b) Calculati aria determinata de x = 0, x = 2, axa
(2p) b) Rezolvati inecuatia 14 52 <7’ Ox si graficul functiei f'(x) = 1 — x’e™
(2p) c¢) Calculati aria multimii Iz)lane: 2. Fieae (0, +o) si f: [-a, a] > R,
. 1
A={(x,y)‘—l<x<lslx—<y< } 1
> 2 X)= .
2 1+ x T =173
(2p) 2. Reprezentati grafic /: [0, 2] - R, (2p) a) Determinati V(a) - volumul corpului de rotatie
f(x) = (3 - 2x) si calculati aria multimii plane obtinut prin rotirea graficului lui /' In jurul axei
A={(x)]|0<x<2si(@®-2x) <y< 0}. Ox.
o o o ) (2p) b) Calculati limV(a).
(2p) 3. Reprezentati si calculati aria multimii D din a—o
semiplanul superior, cuprinsa intre parabola de § (2p) 3. Reprezentati si calculati aria multimii D din
ecuatie )* = x + 4, axa Ox si dreapta de ecuatie x plan, cuprinsa Intre curba de ecuatie y = x + sinx,
+y=2. axa Ox si dreapta de ecuatie x = 2m.
Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord. Se acordd 1 punct din oficiu. Timp de lucru: 1 ord.

Probleme de tip bacalaureat

2

1. Se considerd functia f:R—->R, f(x)=——.
x“+4

a) Sa se afle ecuatia asimptotei spre +oo la graficul

b
e) Si se arate ca Jf‘l(x)dx >

b
f) Sa se arate ca, dacd a, b Q, atunci If"l(x)dx Q.

functiei f.

b) Sa se calculeze f'(x), x € R. -
. o« -, _ e +e

¢) Sa se calculeze lim f(x)-fQ0) . 3. Se considera functia f: R —> R, f(x) 2

x—1 x—1
a) Sa se calculeze f'(x), x € R.
d) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre ) /'™

axa Ok, graficul functiei f'si dreptele x = 2 si x = —2. b) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre
graficul functiei £, axa Ox si dreptele x =0 si x = 1.
¢) Sa se afle cate puncte de inflexiune are graficul

2. Fie numerele 0<a<b<1 si functia functiei /.

e) Si se calculeze lim x° f(x).

f:[a; b] —>[a; b], f(x)=x"—(a+b-)x+ab. d) Sa se calculeze cat este limw.

x—0 X
a) 54 se determine fla) si f(b). e) S se afle cate puncte de extrem local are functia f.

b) Sa se arate ca f este strict crescatoare si convexa
4. Se considera functia

pe [a; b].

¢) Sa se arate ca f este bijectiva; fR>R f(x)= Ing(x2 +3) - Ing(x2 +2).
d) Sa se determine aria delimitatd de graficul functiei a) Sa se calculeze f'(x), x € R.

fpe [a; b].
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b) Sa se calculeze lirréw.
¢) Sa se arate ca functia f este crescatoare pe intervalul
(—oo, 0] si descrescatoare pe intervalul [0, ).

d) Sa se determine ecuatia asimptotei la graficul
functiei f catre —o.

e) Sd se arate ca 0 < f(x) < log3 -1, Vxe R
f) Sa se arate ca

2x

2x |, 2a
1n2Jr

x 2 2 _ 2 2y
IO log,(t" +a )t =xIn(x" +a°) n2

Vxe R, Va e R*.

g) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinse
intre graficul functiei £, axa Ox si dreptele de
ecuatii x =0 six = 1.

X
arctga R

X2 -1

5. Se considera functia f:R* >R, f(x)="——.
X
a) Sa se determine asimptota spre +oo la graficul
functiei f.
b) Sa se calculeze f'(x), x € R*.

¢) Sa se afle cel mai mic numar real a, cu proprietatea
caf(x)<a,Vxe R

d) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre

graficul functiei f, axa Ox si dreptele x

2
3
x+1]

6. Se considera functia /:R—>R, f(x)=x"—2x.

six=1.

e) Sa se calculeze lim (( f(x)-1)

a) Sa se calculeze f'(x), xeR.

b) Sa se calculeze lin%%.

¢) Sa se determine cate puncte de inflexiune are
graficul functiei f .

d) Sa se determine cate puncte de extrem local are
functia f .

e) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre
graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatii x = —1
six=1.

7. Se considera functia /: R—> R, f(x)=x>+3x+ 1.

a) Sa se calculeze f'(x), x € R.

f@)-f2)

b) Sa se calculeze lim
x—>2 X — 2
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¢) Sa se determine cate puncte de inflexiune are
graficul functiei 1.

d) Sa se determine cate puncte de extrem local are
functia f.
e) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre
graficul functiei £, axa Ox si dreptele de ecuatii x = 0
six=1.

8. Se considera functia f': R »> R, flx) =x* + 1.
a) Sa se calculeze f'(x), x € R.

S/

b) Sa se calculeze lim
x—1

x—1
¢) Sa se afle cate puncte de inflexiune are graficul
functiei f.

d) Sa se afle cate puncte de extrem local are functia f.
e) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinsa intre
graficul functiei £, axa Ox si dreptele de ecuatii x = 0
six=1.

9. Se considera functiaf: R > R, f(x)=x*+x+ 1.
a) Sa se calculeze f'(x), x € R.
b) Sa se determine multimea {x eR| f'(x)> 0} .
¢) Sa se calculeze suma [ (0) + f (1) + ... + f (n).

SO+ [ )+t f()

n

d) Sa se calculeze lim

n—o

e) Sa se calculeze aria suprafetei plane, cuprinsa intre
graficul functiei f, axa Ox si dreptele de ecuatii x = —1
six=1.

10. Se considerd functia f:R-{-1,2} >R,

|
SO =G hE=y

a) Sa se calculeze expresia

I 1
T30 3

xeR-{-1,2}.
b) Sa se determine asimptotele verticale la graficul
functiei f.

¢) Sa se determine aria suprafetei plane cuprinse intre
graficul functiei £, axa Ox si dreptele x = 3 si x = 4.

d) Si se calculeze lim x*f(x).

e) Sa se calculeze lim(f(3)+ f(4)+...+ f(n)).



b) Sa se calculeze f{0) + f(1) + 2) + ... + f9).

11. Se considera functia f :[0,0) >R, ) o o
¢) Sa se determine ecuatia asimptotei orizontale

_ X x+1 spre +oo la graficul functiei f.
S =Tqt
1 1 d) Si se calculeze lim(x’f(x)).
a) Sa se calculeze expresia f(x)—2+ T3l + Y1 X
e) Sa se calculeze aria cuprinsa intre graficul functiei
x €[0,0).

f, axa Ox si dreptele verticale de ecuatii x =0 si x = 1.

b) Sa se determine asimptota orizontala catre +oo la

graficul functiei 1 13. Se considera functia f: R — R, f(x) =eex—_+11.
€) S se caleuleze f(x), x & [0, @) . a) Sa se arate ca f(x) =%—% , pentru orice x € R.
Y oe

1
d) 53 se calculeze .[0 S (x)dx . b) Sa se calculeze [ f(x)dx.

< o1
e) Sa se calculeze }1_1)130 ~ .[o f(t)drt. ¢) Sa se determine ecuatia asimptotei spre +oo la

graficul functiei f.
12. Se considera functia f': R > R,
d) Sa se arate ca f'(x) = —f(x), oricare ar fi x € R.

f(x) — 2x+1
(o + D +2x+2) e) Sa se calculeze [ f'(x)dx.
a) S se demonstreze cd are loc egalitatea f) S& se calculeze aria suprafetei plane cuprinse
intre graficul functiei £, axa Ox si dreptele de
f(x)= 21 — 12 ,VxeR ecuatii x =0 six = 1.
x+1 (x+D +1 ’
( )

=9

Parcurgiand ,,Elemente de analizd matematica” ati dobindit urmétoarele competente specifice?

1. Identificarea legdturilor dintre o functie continud si derivata sau primitiva acesteia

2. Stabilirea unor proprietdti ale calculului integral, prin analogie cu proprietdti ale
calculului diferential

3. Utilizarea algoritmilor pentru calcularea unor integrale definite
4. Explicarea optiunilor de calcul al integralelor definite, in scopul optimizdrii solutiilor

5. Determinarea ariei unei suprafete plane si a volumului unui corp, folosind calculul
integral, si compararea rezultatelor cu cele obtinute prin aplicarea unor formule cunoscute
din geometrie

6. Aplicarea calculului diferential sau integral in probleme practice
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Probleme recapitulative

Grupuri

X Z
1. Fie M ={(0 ]]x, v, zeR, xy;tO}. Sa se studieze proprietatile operatiei induse pe M de inmultirea
Y

matricelor.

def
2. Pe R se defineste legea de compozitie x*y = x+ y+ax+by, unde a, b € R. Determinati a si b astfel
incat legea de compozitie , ** sa fie asociativd si comutativa.

def
3. Pe R se defineste legea de compozitie x*y = xy—-x—-y-2;a,beR.

ba

Aratati cd legea ,,*“ nu admite element neutru.

ba

def

4. Pe multimea R se defineste legea de compozitie: x*y = ax+ by; a, beR*. Determinati a si b astfel incét

legea ,,*“sa fie asociativa.
def
5. Se considera operatia x*y = x+ay, acR . Determinati a € R astfel incat legea sa fie asociativa.
def

6. Se considera legea de compozitie x*y = 2xy—2x—-2y+a,a€R . Determinati a € R astfel incat legea
de compozitie sa fie asociativa.

7. Se considera legea x*y=xy+4a(x+y), a € R. Determinati a € R astfel incat ,*“ sa fie asociativa.

. . def 1 s . .
8. Se considera operatia x*y = x+ y—Exy. Aratati ca legea este asociativa, admite element neutru,

elementele Iui M = Q \ {2} sunt simetrizabile si legea este comutativa.

9. Fie M ={x+ y\/g |x,yeQq, x* -5 y2 =1} . Aratati cd M are element neutru si determinati elementele
simetrizabile (inversabile).

def
10. Fie M = (3, 5) < R si legea: x *yi xy—4(x+y)+20. Aratati ca , = este operatie comutativa pe M.

ba

def
11. Fie M = (2, 4) c R si legea: x*yzexy—S(x+y) +12. Aratati ca legea
Determinati elementul neutru.

* este o operatie comutativa.

ba

. . o def N A R ..
12. Fie M = (1, +o) — {2} si legea de compozitie x*y =1+(x—1) . Ardtati ca |, *“ este comutativa.

ba

. x+4y 2y 2 A2 SPRRUIA L < .
13. Fie M= ; 4 ’x, veR,x"=2y" =1;, M c .4, (R) . Aratati ca inmultirea indusa pe M in raport
-y x=4y

cu ./ (R) este comutativa.

def
14. Fie operatia x*y i(l—m)x+my—m. Determinati m € R astfel incat legea ,, *“ sa fie comutativa.

2

I-x 0
15. Fie M=44,=| 0 0 0 | xeR, x;t% , M c . 4,(R). Aratati cd Inmultirea indusa pe M de
x 0 l-x

inmultirea matricelor este asociativa, admite element neutru si este comutativa.
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16. Fie M =[5, 7] si legea de compozitie: x*y =xy—6(x+ y)+42. Aratati ca ,,x“ este o lege de compozitie
interna asociativa, comutativa si cu element neutru. Determinati elementele simetrizabile.

17. Fie multimea M = (0, +o0) \ {1} si functia x * ydifelnxmy . Aratati ca legea
internd, asociativa, cu element neutru, comutativa si toate elementele din M sunt simetrizabile.

* este lege de compozitie

ba

* . . " def L . o
18. Pe R, ={xeR ’ x>0} se definesc legile de compozitie: x*y = HTy (media aritmeticd) ,

def def
xTy = \JXy (media geometricda), x Ly = 24)?} (media armonica) .
Xty

Aratati ca aceste legi de compozitie sunt comutative si nu sunt asociative. Admit element neutru?

x 0
19. Fie multimea M = {( J ’ X, Ve IR} c 46(R). Determinati elementul neutru si elementele simetrizabile
zy

ale lui M in raport cu inmultirea matricelor.

20. Fie multimea M ={x+ y\ﬁ |x,yeQ, x> —7y* =1}. Aritati ca toate elementele lui M sunt simetri-
zabile 1n raport cu operatia indusa.

21. Fie multimea G = (3, +o0) si functia x *ydifxy -3(x+y)+12.
a) Aratati ca ,, = este lege de compozitie internd si cad (G, *) este grup abelian.
b) Determinati a, » € R astfel incat functia f ;[Rfr -G, f(x)=ax+b sd fie un izomorfism de la grupul
([Rfr ,-) la grupul (G, *).
c) Aratati cad x*x*.*x=(x—-3)"+3,VxeG.

x de n ori

22. Se considera pe Z legea de compozitie: x * ydifx+ y—2. Demonstrati ca (Z, *) este grup abelian si

functia f: Z — Z, f(x) = x — 2 este un izomorfism de la grupul (Z, *) la grupul (Z, +).

def
23. Fie G = (2, +o0) si legea x*y = xy—2(x+y)+6. Demonstrati ca

si (G, *) este grup abelian. Calculati x*x*...*x.

x de n ori

* este 0 lege de compozitie interna

ba

24. Fie G = (-3, 3) < R si aplicatia: x* y :9(x—+y). Aratati ca

*“ este o lege de compozitie interna si
9+xy

ba

(G, *) este grup abelian.

2% -1)

Functia: f:R—G, f(x)=—
e +1

este izomorfism de la grupul (R, +) la grupul (G, *). Aratati ca si

/' G — R este izomorfism de grupuri.

. X =y 2 2 /
25. Fie G:{( ]]x,yelR,x +y ;tO},Gc,/l/z(lR).
y X

a) Aratati ca (G, -) este grup abelian.
b) Aratati ca (C*, -) este izomorf cu grupul (G, *).

I x y
26. Fie multimea G=<{0 1 z \ x,y,zel;, Gc A4(R). Aratati cd (G, -) este grup, unde ,,* este
0 0 1

operatia indusd de operatia de inmultire a matricelor.
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27. Fie multimea G = (3, +) si operatia x * ydifxy —3(x+y)+12. Aratati ca:
a) (G, *) este grup abelian.
b) functia f:G — R, f(x)=x-3 este izomorfism de la grupul (G, *) la grupul (R}, ), grupul multiplicativ
al numerelor reale strict pozitive.

def def
28. Pe multimea Z a numerelor intregi se definesc legile de compozitie x*y =t y+l, xL1ly =t y—1.
Aratati ca (Z,*) si (Z, L) sunt grupuri izomorfe, (Z,*)~(Z, 1), f(x)=x+2.

0 1 0

complexa a unitatii, e + € + 1 =0, & = 1. Aratati ca (G, -) ese grup in raport cu inmultirea matricelor.

1
29. Se considera multimea G = (E, 4, A%, unde E =[1 0) , A:[ 82] si € este o radacind cubica
€

X
30. Aratati ca pe multimea G = {(3 yJ ’ x,yeQ, X’ + y2 # 1} inmultirea matricelor determind o struc-
y X

turd de grup. Ardtati cd acest grup (G, *) este izomorf cu grupul (Q(+/3), -), unde Q3)={x+ /3 | x, yeQy,

f:G —>(Q(\/§) , f(4) =x+y\/§, A =(3x y] . Aratati ca f’l:(D(\/g)—>G este izomorfism de grupuri.
y X

def
31. Fie multimea G = (1, +o) si operatia x*yzexy—x—y+2.

a) Aratati ca ,*“ este o lege de compozitie internd si ca (G, *) este grup abelian.
b) Demonstrati ¢d: x*x*.*x=(x—1)"+1,neN, n>2.
v
€ 71 Or1

32. Fie multimea G = R \{1} si legea ,, *“: x*yz%(1+x+y—xy). Aratati ca (G, *) este grup.
. . . . def 2 s x

33. Fie multimea G = (m, +o0) si operatia , *“: x*y = xy—m(x+ y)+m~ +m, meR. Demonstrati ca

(G, *) este grup abelian.
def

34. Se considera legea de compozitie z; *z, = 2z, —(z; +z,)i—1+i, ,*“: C x C = C.
a) Aratati ca multimea C, = C \{i} cu operatia ,;* " este grup comutativ, (C,, *).
b) Demonstrati: z*z*..*xz=(z—i)" +i,neN, n>2.

I Inx O
35. Se considerd multimea G=M, = (0 1 OJ ‘ xeRT\{I}{. Aratati cd inmultirea matricelor
0 0 1

determind pe G o structurd de grup comutativ, (G, -).

def
36. Se considera multimea G = Q \{k}, ke Q* si legea de compozitie: x*y = x+y—x7y. Aratati ca

(G, *) este grup abelian.

def
37. Fie grupul comutativ (G, ) si a € G fixat. Se defineste legea de compozitie pe G :x*y = xya.

Aratati ca (G, *) este grup comuativ.

38. Se considerd multimea de functii: G ={f:R— (0, +o)| f(x)=e™, acR}.
a) Aratati ca G este grup multiplicativ, (G, ).
b) (G, -) este izomorf cu grupul (R, +), grupul aditiv al numerelor reale.
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. . . . def Xy
39. Fie multimea G = (0, 1) si operatia x*y = P —

. Aratati:
x—y+1

a) (G, *)este grup abelian
b) functia f:G >R}, f(x) =l—1 este izomorfism de la grupul (G, *)la grupul (R}, ).
X

40. Pe multimea numerelor complexe se definesc operatiile: z L z, =z +z, + a-i,a € R;
z, Tz,=z +z, —a. Aratati cd (C, 1), (C, T) sunt grupuri izomorfe: /: (C, L) — (C, T), f(z) = iz.

Inele si corpuri
1. Pe multimea Z se definesc operatiile: x L y=x+y -3, x T y=xy—3x— 3y + 12. Aratati ca (Z, L, T) este
o structura de inel.

2. Pe multimea C a numerele complexe se considerd operatiile: z, + z,, z *z, = x;x, + y,y,i , unde
z, =x, +yi,z,=x, +yi Aratati ca (C, +, *) este un inel comutativ.

3. Pe multimea 4 = R X R se introduc urmatoarele legi de compozitie: (x, y,) + (x,, »,) = (x, + x,, y, + »,),

Cep ) - (0, ) = (0%, X9, + X)),
Aratati ca (4, +, -) este inel comutativ.

X
4. Fie multimea 4= {( y] ’ X, V€E Z}. Aratati ca (4, +, *) este inel comutativ, ,,+“ si ,,-* fiind operatiile
y X

de adunare si inmultire a matricelor.

def def
5. Fie operatiile definite pe multimea Q: x L y = x4+ y+2, xTy = xy+2(x+y)+2. Aratati ca tripletul
(Q, L, T) este o structura de corp.

x+y y
yoox-y

induse de adunarea si inmultirea matricelor este un corp comutativ (K, +, *).

6. Fie multimea K = {( J ’ X, Ve (D} , K c .4, (R). Aratati cd multimea K impreund cu operatiile

7. Fie multimea K ={x +iy\/§ ‘ x, yeQ} dotatd cu operatiile obisnuite de adunare si inmultire.
Aratati ca tripletul (K, +, -) este un corp.

def def .
8. Pe multimea R se definesc operatiile: x L y = x+ y—2, xTy'= 2xy—4(x+y)+10. Aritati ci (R, L, T)
este o structurd de corp.

Polinoame

1. Gasiti radacinile rationale ale polinomului f=12X° -8X* +13X -2 e Z[X].
2. Demonstrati ca un polinom f eZ[X] nu are rddacini Intregi dacad f (0) si /(1) sunt numere impare.

3. Determinati ordinul de multiplicitate al radacinii:
a) a=2 pentru f=X"-5X*+7X’-2X’+4X -8eZX];
b) a=-2 pentru f=X"+7X*+16X° +8X° -16X —16 € Z[ X].

4. Fie x,, x,, x, ridacinile polinomului f e R[X], /=X’ +aX +b. Construiti polinomul g ale carui radacini
12 A0 3 p tLp 4

2 2 2
sunt x,”, x,", x;
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5. Determinati radicinile polinomului feR[X], f=2X"—12X"+6X +a stiind ci acestea formeazi o

progresie aritmetica.
6. Determinati radicinile polinomului f eR[X], f=2X'-7X*+7X +a, stiind ca acestea formeazi o

progresie geometrica.
7.Fie feX], f=X"+6X’+8X>+aX +b. Determinati a si b stiind ca trei dintre radacinile lui f'sunt in
progresie aritmeticd si a patra este egald cu suma celorlalte.
8. Determinati radécinile polinomului f e Q[X] stiind cd admite raddcina indicata:
a) f=X'+aX —X>-2X+b ,x=2+3;
b) f=X"-2X+aX*+bX +1,x=1-+2.

9. Fie feR[X], f=X*+aX’+3X*+2X +b. Determinati a si b stiind ci f admite ridicina z=1+i.

10. Fie feR[X], f =2X’—aX”+2aX —a+2. Determinati a stiind ca f admite radacina z =2+ i3.

11. Aratati cd polinomul f =X+ X"+ X7 se divide cu polinomul g=X?+ X +1.

12. Fie feR[X], f=X"+2X’+3X" +aX +b. Determinati radacinile lui f stiind ci una dintre ele este
z=1+1i.
13. Determinati radacinile rationale ale polinomului:
a) 4X*-7X*-5X —1;
b) X*+4X°-2X*—12X+9;
) 6X'+19X°—7X*-26X +12 .
14. Determinati m € R astfel incat polinomul feR[X], f=X*+mX’ +2X* -8 Impartit la g=X -2

sa dea restul 4.

15. Determinati m € R astfel incat polinomul feR[X], f=X*+4X° - X>+6X —m sa se divida cu
X+2.

16. Aratati ca polinomul f=(X>+X+1)*" - X se divide cu X7 +1.
17. Aritati ci polinomul f = X'+ X +1 se divide cu X*+ X +1.

18. Determinati numerele reale m si n stiind ca polinomul f =2X° +mX?> +4X +4n are radicina dubla

a=2.

19. Aritati cd polinomul f=X""-X"?_-3X+3 este divizibil cu g=(X—1)>. Gasiti catul impartirii

polinomului f la polinomul g.

20. Demonstrati ca P(X)=(1+X)""" —(1+X)*"" se divide cu X>+ X +1, unde m, peN.

Primitive. Integrale nedefinite. Integrale definite

Determinati primitivele urmatoarelor functii:

1. f(x)=x\/1+9x2,xelR; 2. f(x)=x2-\3/x3—27,xelR;
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3. f(x)z(x3 —1)\/)54 —4x+1,xe(2,0);

5. f(x)=sin" xcosx,xeR,neN;

7. f(x )—l”g x,xe(o,fj;
tgx 2

9. f(x)=

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

36.

e'” e[ T nj
s X b
cos’ x 22

sm3x T
f( )_ s X E[O,Ej,

oS X

Jx
f(x)=eT,x>0;
X

f(x) ,x>1;
ln(xxz)
f()=———,xeR;
4x* +1
f)=——— xe(-1D);
1—x*
s1nx T
0’_ 5
A 3Jcos x xe[ 2]
f(x )—e L reR;
T+l
3
X
f(x)=maxeR;

3

F="% s,
X

fo) = xe(O.m);
SImx

nx

f(x)—m X>e;

—

fo) =2 eR:
1+cos” x

TETC_
2’

f(X)=—,xe[
cos® xyfl1+tgx 4

4. f(x)=e"sin(e"),xeR;

6. f(x)=e"cos(e’), xeR;

8. f(x):‘[gzxv“tg4 X, X e[O,%];

ectgx

10. f(x)=——,xe(0,m);

sSin- x

1
12. f(x)= s
xlnx

3
14. f(x)=x*¢",xeR;
2
16. f(x)=€* " x>0;
X
18. f(x)=——,xeR;
x +1

20. 0,—

fx)= sinx . e[ 275] _
J1+2cosx’ 3)°

22, f(x)= sin2x ,xe(O,n) :

v/sinx
1
24, f(x)=— _x,erR;
e +e
26 f(x)—; x>1;
) xInxIn(lnx)’ ’
1
28. f(x)= xeR;
1+e%
T T
30. f(x)= ,XE| ——,— |3
J&)= cosx [ 2 2]
32. f(x)—ln\/_ x>1:
35. f(x)=—22— xeR;
I+sin” x
V1-x2
37. f(x)= ,xe(0,1).
X



Determinati urmatoarele integrale nedefinite:

1

38 I2x +3x+1 2

I 2x% +41x-91
(x—D(x+3)(x—4)

40. dx,x>4;

dx 3
0. [——5—x>=;
6x 3

x? = 3x 2°
32xdx
a4. | . x>
2x—1)(4x" —16x+15) 2

2x? —5)dx
46. I%,x>\/§;
X —=5x"+6

- 2
3+ dx,x>2;

- '[ X +2x% +x

3
o, [0

3
X —X

d.
52. J.%,x>l;
X —X

J-x3 —6x> +9x+7

54. 3 x,x>5;
(x=2)'(x-9)
5
56. J.xz—dxz,x>1;
(x=D"(x" =1
3_
58. Ih—gzdx,x>3;

x*—5x3 +6x

60. j );dx L x>1;
x -1

4

1

6. [ DR sy
X =x"+x-1

64..[ d ,x>0;

et x
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39.

41.

43.

45.

47.

4

51.

53.

5

N

57.

59.

61.

63.

j xdx 9.

2x% —3x -2 ’

J-x5+x4—8

x> —4x

dx,x<-2;

3

-1
J. x3 dx,x>1;
4x° —x

J a2
x =3x"+2

J-3x3—2x2 —-x+2

4 2
X —X

dx,x>1;

2
1 2
9. I—-[x+ j dx,x>1;
x \Ux-1

2_
[E3,

(x-2)°

Ixz—dx -
(x+2)°(x+4)*

x—1 4
. J(—] dx,x>0;
x+1

J- ()c2 —2x+3)dx

,x>3;
()c—l)()c3 —4x? +3x)

J‘Lz,x>0-

2
x3+x

J- 2x? -3x-3

— dx,x>1;
(x—D(x"—2x+5)

x2dx
'[ xt -1

,x>1;

65. J‘L x>-1;

(x+12(x2+1)



66.

68.

7

72.

74.

76.

Calculati integralele nedefinite:

J

0.

Je e
J

e

(x> +2x° +4x+4)

x*+2x +2x

Gx+S)dx

2

(x* +2x+2)2’

(x> + Ddx

(x* 4x+5)

dx
(ot 1%

X

(x —4)dx
—2x2 41

eR;

x>1.

dx,x>0;

77. J.sin 3xcosSxdx,xeR;

79.

81.

83.

85.

87

89.

91.

J‘cosicosidx, xeR;
2 3

Isin3 xcos’ xdx,xeR;

J

]

3

J
J

sin® xcos® x

COS X

$n6x

dx

COSXx

1+cosx

,xe(O,

dx,xe(0,m);

s
2

)

dx, x €(0,m);

1+tgxdx, X € [0,%);

I-tgx

sin2xdx

b
1+sin’ x

eR;
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67.

69.

7

73.

75.

78.

80.

82.

84.

86.

88.

90.

92.

dx
1. | ————,

J- (x —6)dx
X r6x?+8

J- (5x —12)dx
6x+13)

xeR:

xeR:

>

sz3 +6x%+6x+4
(x*=2x+ 2)2
J- xdx

1+ x2)(1+x) e

>

dx,xeR:

Isinlesinledx, xeR;

Isinz xcos* xdx, x eR;

4

J'Sln X
CoS X

J- dx
)

dx,x€(0,m);

T
—4,?66[0,—);
sin” xcos” x 2

dx [ nj
[—&  ef0X);
3+5cosx 2

J~ cos’ x —sin’ x

cos® x +sin* x

dx, x

eR;

>



d
93. [— cosx dx,xe[o,ﬁj; 94. [—= ,xe(—E’Ej;
sin® x —6sinx +5 2 1+ tgx 42

95. jwdx,xe[o,g]; 9. ngdx,xe[o,gj;

sinx +cosx cos> x +sin’ x
cos 2xdx i cos” x dx
97. J‘f, xel0,— |; 98. ,[—2’ xeR.
sinx + sin 3x 6 1+cos” x

99. Aratati ca functiile urmatoare sunt continue si calculati integralele indicate:

3 ) _ xz,xe[_l’l]' 5 d _ V1-x ,XG[O,I]'
@) [ fdx: f() {He(l’ 0 b) [ f(0dx, £(x) { oo et s)
c) .[Olf(x)dx,f(x)zmin{x,\/l—x}; d) Jozf(x)dx,f(x)zmax{l,ln(1+x2)};
1 ﬂ_l (x \/_)
o) |, S(0)dx, f(x)={ " +x > * @1 f)jf(x)dx fy=1" 1= > *<lo. D,
-1 ,x=0 0 ,x=1
1 arCtgl’xe(oal] T ~12 _%,xe(o,g:l
9 [ Sdr, fx)=1 : by [F /(e f0y=] S5 ¥
% ,x=0 % ,x=0

Calculati integralele urmatoare:

100a)j—d; j(x l)d
3x(x +1) 0 x“+1
Bo(x=1) 3x+2

)J-fx(x +1) ’ 9 '[-Zx +x -

101. a) J‘Ol\lx\/x\/;dx; b) Jolx3 1-xdx;
1 2 5 2
c) j X+l gy d) [ @x° +4a-x"dx.
'xr+3 -2
102. 2) [x* ~ldx b) [ V3-2x—xldr;

L x Ul—x
c) joﬁdx; d) J‘O«/mdx

e1n? |
103. 2) -[1 nxxdx; ® '[ (xn)IC) ’
1 1
) [ " In(1+e*)dx ; d [ g
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104.

105. a)

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

a) J:T|sinx|dx;
c) J_n V1-sin’ xdx ;

e
e "é x(x*+1)

c) J‘_lle”‘x‘ dx ;
a) Jj|lnx|dx;
c) .[Oznx|sinx|dx;

cos’ x
a
) -[0 1—2sin® x

c) thg“x dx ;

a) IOZ sinx~/cos2xdx ;

n 1
) JO 1+|cosSx| dx
a) Iogx‘sinzxdx;
c) J:xz sin2xdx ;
a) Jon|cosnx|dx;
2n
c) .[0 arccos(cosnx)dx ;

1
a) JO arcsin~/xdx ;
1
c) JO x-arcsin~/xdx ;

L
a) IOZ (sin x +cosx)e"dx ;

) J‘O COS X

smx+cosx

b) J_Oznsin|x|dx ;

d) J:n 1—-cos® xdx .

1
e’ —l‘dx;
-1

d) .[03 gy
b) [ xee v

d) joznx|cosx|dx .

b.[ |cosx|
) 0 4-3cos’ x o

d) Jf tg’xdx .

b) .[Z“ cosx+/cos2xdx ;
T4

sinx

d) dx .
'[0 \/(2 —cosx)’ +sin’ x

b) Ex‘coszxdx;
d) J:xz cos2xdx .
b) J:sinz nxdx;

r.;dx.
0 1+|smnx|

b) J;arccos\/;dx;
d) J;x/;-arccos\/;dx,

)J‘ 2+sm2x od
0 1+cos2x

)J‘ x-sin’ X g
01+cosx

1
Calculati integrala J:f(x)dx ,unde  f(x)=lim(1+x")", Vx€[0, 2].

1
Stabiliti inegalitatile urmatoare: a) 1<JO\/x4+1dx<x/§;
160
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114. Calculati urmatoarele limite:

i c)llmjnfl i d) lim j

! x+1

1 . (Tsinnx
i "(1=x")dx; | —d.
) lim [ " (1=x")dv; ) lim [ S50 x+1
115. Folosind metoda integrarii prin parti, stabiliti o relatie intre integralele / si I  (n = 1) si calculati

integralele /, 1, 1,, I,, in urmatoarele situatii:

e n 1 n 1 1
@ 1, =] (nxydxsb) 1, =] > 0) 1, =[x T=xd: & 1,=[ (-x)ydv.

Aplicatii ale integralei definite

1. Fie f: R{=2} - R, f(x)= ix;zl .
a) Stabiliti monotonia lui f.
b) Determinati o, B € R pentru care: f(x)=a +%, Vx#-2.

c) Calculati aria suprafetei limitatda de graficul functiei, axa Ox si dreptele de ecuatii x = —1 si x = 0.

2. Fie f: [0, 1] > R, f(x) = cos2x + 2sinx.
a) Calculati f'(x), V x € (0, m) si determinati punctele de extrem ale functiei.
b) Calculati aria curinsd intre graficul functiei si axa Ox.

3. Fie f: (-1, t0) > R, f(x) = x + In(1 + x).
a) Calculati f'(x) si stabiliti intervalele de monotonie.
b) Pentru a € (-1, 0), calculati A(a) - aria suprafetei cuprinsa intre graficul Iui £, axa Ox si dreptele x = o si
x=0.
c) Calculati iiinlA(a).

4. Fief:[0,3] > R, f(x)=xv3—-x.
f(3+h) Q)

a) Calculati hm
h<0

b) Determinati o primitiva a lui f pe [0, 3].

c) Calculati aria suprafetei determinatd de graficul functiei si axa Ox.

d) Calculati volumul corpului de rotatie obtinut prin rotirea graficului functiei f in jurul axei Ox.

5. Fie f:[o,%}—HR,f(x)= 1 + cos3x.

a) Calculati f'(x), 1" (x).

b) Reprezentati grafic functia f.

c) Calculati aria suprafetei determinata de graficul functiei f si axa Ox.

d) Calculati volumul corpului de rotatie obtinut prin rotirea graficului functiei f in jurul axei Ox.

6. Fief:R—> R, f(x)=e" +4e™
a) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.
b) Fie S = {(x, ») ’ 0<x<Indsi0<y< f(x)}. Calculati aria lui S si volumul corpului obtinut prin rotirea
lui S in jurul axei Ox.
¢) Fie 8" ={(x, y) ’ 0<x<In4si f(x)<y<S5}. Calculati aria lui S si volumul corpului obtinut prin rotirea lui S in
jurul axei Ox.
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7. Fie f [0, ﬂ — R, £ (x) = sin*x.

a) Fie S= {(x, y)‘OSxS% si 0<y< f(x);. Calculati aria suprafetei S.
b) Demonstrati ci sin* 4x =§+%cosl6x —%cos 8x pentru orice x € R.
c) Calculati volumul corpului obtinut prin rotirea lui S in jurul axei Ox.

1

xlnx

8. Fie f: (1, t©) > R, f(x)=
a) Caleulati [ f(x)dx .

b) Pentru a € (1, e), solutie a ecuatiei f (x) = x, notam: S(o)={(x, y)‘océxée si f(x)<y<x}. Calculati aria lui
S(a).

9. Fie f: (-1, 1) > R, f(x) =%ln
a) Aratati ca f este bijectiva si calculati /.
b) Fie S={(x, y)|0<x<L 0<y<lsi f '(x)<y<f(x)}. Calculati aria lui S.

10. Fief: R—> R, f(x)= lx.
l+e

a)Aratatica f(x) + f(—x)=1,Vxe R.
b) Calculati: _[1 S (x)dx .

c) Fie § ={(x, y)’0<x<1, f(x)<y<I}. Calculati aria Iui S si volumul corpului de rotatie obtinut prin rotirea
lui S in jurul axei Ox.

1+x
T

11. O sferd si un cub au fiecare aceeasi arie totald, S. Care are volumul mai mare?
Indicatie. Se calculeaza 1n functie de S raza sferei si latura cubului.

12. Reprezentati si calculati aria subgraficului I':

a) f:[-2.2]>R, f(ﬂjﬁff#

b) £:[0,21] >R, £(x)=lsinx—/3-cosx] .

b

13. Reprezentati si calculati aria multimii D din semiplanul superior (y = 0), marginita de:
a) parabola de ecuatie y = —x* + 2x + 3 si axa Ox;
b) parabola de ecuatie y* = x, axa Ox si dreapta de ecuatie x + y = 2.
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Teme de sinteza pentru
pregatirea examenului de bacalaureat

Tema 1 — Tipuri de rationament logic:
inductia matematica (clasa a [X-a)

1. Folosind metoda inductiei matematice demonstrati urmatoarele egalitati:
a)VneN*, 1 +2+3+ ... +2n=n2n+1)
2 2
b) V neN*, 11420+t = UL

2. Demonstrati prin inductie matematica:

n(4n2 - 1)

a) 124324+ (2n-1) = —

Vn=l1.

n(n*—1)(3n+2
b) 1:2°+2:3% +..+ (n—1)n’* :%, Vil

3.Calculati S=1-2+2-3+ ... +n-(n+1).

4. a) Determinati a, b €R astfel incat k(k1+2) =%+ k_li2a V k€ N*.

b) Calculati suma S S N 1 , n€N* si verificati prin metoda inductiei matematice
1-3 2:4 n-(n+2) ’ ’

rezultatul.

5. Determinati a, b €R astfel incat R , k eN*. Calculati suma
k(k+3) k k+3 ;

1 1 1
S =Tat7235" ‘--"'m, n €N* si verificati prin metoda inductiei matematice rezultatul obtinut.

6. Demonstrati prin inductie matematica:

a) (1—1)(1—1)...(1— ! zjzﬂ,wm.
4 9 (n+1)y") 2n+2

b) Numarul 5 - 2% + 33! este multiplu de 19, n € N*.

7. Pentru orice n > 1 natural, notim n! =1 -2 - 3 - .. - n (citim ,,n factorial”).
a) Calculati: 1!; 2!; 3!; 41; 51;
b) Aratati ca (n + 1)! = nl(n + 1);

¢) Demonstrati prin inductie matematica egalitatea: 1 - 1! +2 - 2!+ .. +n-nl=@n+ 1) - 1.
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Tema 2 — Metode de numarare:
probleme de numarare (clasa a [X-a); multimi finite ordonate; permutari ; aranjamente; combinari;
binomul lui Newton; probabilitati (clasa a X-a)

. Determinati cate numere de 2 cifre se pot forma utilizdnd numai cifre din multimea {0, 1}.

. Determinati cate submultimi are o multime cu 4 elemente.
. Calculati in cate moduri se pot permuta 3 elemente distincte.

. Determinati cate submultimi nevide are o multime cu 6 elemente.

N A W N ==

. Fie multimea M = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.
a) Determinati cate submultimi cu 3 elemente are multimea M.
b) Determinati cate numere cu 6 cifre distincte se pot forma cu elementele multimii M.

. Calculati valoarea sumei C, +2C, +3C; +...+9C, .

. Determinati cate triunghiuri se pot forma utilizdnd segmente avand lungimile din multimea {1, 2, 3}.

. Determinati cate numere de forma ab, cu a < b, exista.

o L I &

. Determinati cate submultimi cu 2 elemente are o multime cu 9 elemente.

1 n
10. Se considerd binomul lui Newton (\/; +2—j . Daca suma primilor trei coeficienti binomiali este 22,
X

determinati n.

A" —120=0

20P = A" unde 4’ sunt aranjamente de

11. Determinati numerele naturale m si n, n < m, stiind ca {

m elemente luate cate n si P reprezintd permutarile a n elemente.
12. Determinati probabilitatea ca un element din multimea {1, 2, ..., 10} s& fie numar par.
13. Calculati probabilitatea ca un element al multimii {1, 2, 3, ..., 10} sa fie impar.

14. Calculati probabilitatea ca un element din multimea {1, 2, ..., 5} sa fie numar par.
15. Calculati probabilitatea ca un numar » din multimea {0, 1, 2, ..., 100} sa fie patrat perfect.

16. Calculati probabilitatea ca un element din multimea {1, 2, ..., 12} sa fie impar.

17. Calculati probabilitatea ca un element din multimea {1, 2, ..., 10} sa fie numar prim.

18. Calculati probabilitatea ca un element din multimea {1, 2, ..., 10} sd nu fie divizibil cu 3.

19. Calculati probabilitatea ca un element din multimea {1, 2, ..., 9} sa fie numar prim.

20. Determinati probabilitatea ca un element x din multimea {—2, 0,1, 2, 3} sd fie solutie a ecuatiei
X =3x+2=0.

21. Calculati probabilitatea ca un element al multimii {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} sa fie solutie a ecuatiei:
X —4x=0.

22. Calculati probabilitatea ca un element » din multimea {1, 2, 4, 8} sa verifice relatia
log, n+log,,2<(0, 2).

23. Calculati probabilitatea ca un element al multimii {1, 2, 3, ..., 10} sa se divida cu 6.
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Tema 3 — Multimi de numere:

multimea numerelor reale R (clasele a [X-a si a X-a); multimea numerelor complexe C (clasa a X-a)

N A W N

6
7.
8
9

10

1
11. Determinati modulul numarului complex 5+i —_—.

12.

13

14

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

. Daca xe[1,2], calculati expresia (\/x+2\/x—1 +\/x—2\/x—1)

. Determinati partea reald a numarului

2

. Calculati log, 3-log,4.

. Calculati log, 3+1log,4—1log,6.

. Verificati care dintre numerele urmatoare este mai mare: 2* sau 4°.
. Calculati * — .

. Determinati conjugatul numarului complex z = 5 — 6i.

Determinati in ce cadran este argumentul numarului complex z = -1 — i.

. Determinati partea reald a numarului (1 + i)(1 — 2i).
. Determinati modulul numarului complex z = 4 + 3i.

. Determinati conjugatul numarului complex 2i — 1.

3
2
Calculati 72
1
2+3i°

. 1+ .
. Dacd z=——, atunci:

1—i
a) Calculati ‘Z’

b) Determinati z**°.

Determinati conjugatul numarului complex 357

Det inati jugatul arului s
eterminati conjugatul numarului 7=

I S )
Determinati modulul numarului -

1-2i

Determinati modulul numarului complex

Calculati

1
1+ 3|
Determinati modulul numarului (2 + 3i)°.

1+2i

Determinati partea imaginard a numarului

Determinati modulul numarului

2+3i
1+i

Calculati conjugatul numarului

+1
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Tema 4 — Elemente de calcul matricial si sisteme de ecuatii liniare (clasa a XI-a)

1. Se considerd multimea % =1 A(x) e .4 (C)| A(x) =(1 (I)J}
a) Calculati determinantul matricei A(x). }
b) Calculati inversa matricei A(x).
¢) Determinati matricea B = 2A4(x) — A*(x).
d) Calculati solutia ecuatiei A(x)**°¢ = A(1).
e) Determinati rangul matricei B, unde B = 4* + 34> + 21,

2m 6 m
2. Se considera matricea 4= 5 5(m—1) m |, unde meR. Ardtati cd det4 =5(m3 -m’ —6).
m 8 m+1

1 0 1 2
3. Fie matricele 4 = si B= .
1 -1)° 0 -1

a) Calculati 4°.

b) Aratati ca matricea A este inversabild si gasiti 47!,
¢) Rezolvati ecuatia AX = B.

d) Calculati 4", unde n > 1.

e) Determinati o matrice C # I, cu proprietatea AC = CA.
xX+y—z=2
f) Rezolvati sistemul: { x—y+z=1 .
2x+y—-3z=0

5
4. Fie ,///z{A=(x yJ’x,yeZ,xz—Syzzl}.
y X

a) Aratati ca [, € M.

b) Aratati ca, pentru oricare 4, B€ .4, A+ B € .M.

¢) Aratati ca, pentru oricare 4 € .4, existd A si A € M.

d) Aratati ca existd 4 € .M, A # 1,

e) Aratati ca ecuatia x> — 5)2 = 1 are o infinitate de solutii in Z.

- 3 4 1 0
5. In multimea . #,(R) se considerd matricele 4= (3 j, 1, =( j, precum si submultimea

4 0 1
G={X(a)|ae RsiX@) =1, +ad}.
a) Verificati ca 4> = 74.
b) Verificati ca I, € G.
¢) Aratati cad X(a)X(b) = X(a + b + Tab).
1 1

d) Aratati ca X(a)X (—7) = X(—7), VaeR.

e) Aratati ca, daca a# —% , atunci X(a)X( ] ;C;a) =1,.
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f) Verificati dacd G este grup comutativ.

g) Utilizand metoda inductiei matematice, sa se demonstreze ca (X(a))'=X (7’” (a +%) —%], VneN*.
¢ . . , 0o -1 . 10 . .
6. In multimea .#,(C) se considerd matricele 4= Lo si I,= 0 11’ precum si submultimea
G = {X€ M(C)AX = XA}.

a) Verificaticad € Gsi [, € G.

b) Gasiti o matrice T € .#/,(C) cu proprietatea 7 ¢ G .
¢) Verificati cd 4> = 1.
d) Aratati ca, daca a, b €C, atunci matricea B = al, + b4 € G.
e) Calculati 42°%.

f) Verificati daca G este grup, unde legea de compozitie e datd de adunarea matricelor.

7. In multimea Al (R) se considerd matricele 4= (; ;j si [, = ((1) (l)j
a) Calculati determinantul matricei 4.
b) Verificati ca 4> = 34.
¢) Utilizand metoda inductiei matematice, aratati ca A" = 3"'4, V n € N*.

d) Determinati numarul real m, astfel incat (I, + A)(I, + mA) = I,.
. . a b
Fie matricea X =( d) in A(R).
c

e) Aritati cd X* — (a + d)X + (ad — be)l, = 0.
f) Aratati ca, dacd X° = O,, atunci X*> = O,.

a 0 O

8. Pe multimea M=J4=|b a 0|, a,b,ceR,a#-2};. Se introduce legea de compozitie ,,o

13

c b a

astfel: Ao B=A4-B+2(A+B+1,), unde I,=

S O =
S = O
- O O

a) Verificati dacd 4o B e M , pentru orice 4 si B din M.

b) Verificati dacd legea este comutativa.

¢) Verificati daca legea este asociativa.

d) Verificati daca exista element neutru pentru legea de compozitie.
e) Determinati ce structurd algebricd determina pe M legea ,,o .

f) Calculati 7,01,.
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Tema 5 — Structuri algebrice:
grup; inel; corp (clasa a XII-a)

1. Pe multimea G = (-2, +o0) se defineste legea x*y=xy+2x+2y+2.
a) Aflati elementul neutru al legii.
b) Aflati simetricul lui 2 in raport cu legea ,,*“.
¢) Calculati suma solutiilor ecuatiei &’ =% in Z,.
d) Aflati probabilitatea ca un element din Z, sa fie inversabil.
e) Aflati cate solutii reale are ecuatia 9* — 4 - 3* + 3 = 0.

2. Pe R se considera legea de compozitie x°y=xy +x +y, Vx,yeR.
a)Arataticaacb=(a+ )b +1)-1, Va,beR.

b) Rezolvati in R inecuatia x o x <0 .
¢) Rezolvati in (0, o) ecuatia (log3 x)o (log4 x) =-1.
d) Gasiti x,y e Q\Z astfel incat xoyeZ.

e) Aritati cd legea ,,°” determind pe intervalul (-1, o) o structurd de grup.
1
3. Pe R se defineste legea de compozitie aob :E(a +b—ab+1).

a) Determinati elementul neutru al legii de compozitie, e.

b) Determinati x pentru care nu existd y astfel incat xcy=e.

4. Pe multimea numerelor reale R se considera legea de compozitie interna xoy=2xy+2(x+y)+k, k
fiind o constantd reala.

a) Aratati cd xoy=yox, oricare x si y numere reale.
b) Aratati ca exista o valoare k; a lui k pentru care legea este asociativa.
¢) Pentru k; determinat la b), ardtati cd existd element neutru e.
d) Verificati daca, pentru oricare x, exista y astfel incat xcy=e.
e) Rezolvati ecuatia xo4=35.
x+y+z=1
f) Rezolvati sistemul {2x+3y+4z=-1.
3x-2y-5z=2
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Tema 6 — Inele de polinoame avind coeficienti intr-un corp comutativ
Q,R,C, Zp, p prim) (clasa a XII-a)

1. Fie polinomul f'(X) = X* + 3X + 9 cu radécinile x, si x,. Notim cu §, =x/' +x,,ne N
a) Calculati §,.
b) Calculati S,.
¢) Calculati restul impartirii polinomului X * — 27 la f.
d) Aratati ¢ x; =27.
e) Calculati S,.

2. Se considerd polinomul /= X* — X + | cu radécinile x,, x,, x,, x, €C.

2 2
i i 2 1) (1)1
a) Calculati expresia f [X 2) (X 2) 5

b) Determinati multimea {x eR| f (x)<%} .

¢) Aflati numarul de radacini pozitive ale polinomului f.
d) Aflati a € C pentru care f= a(X — x )X — x)(X — x,)(X — x,).
e) Calculati produsul (2 - x)(2 — x,)2 - x,)(2 - x,).

3. Si se determine valoarea polinomului P = X7 + 3X e ZJX] in 2.
4. Se considera polinomul f=X>+X+1 cu radicinile x,x, €C.
a) Determinati restul impartirii polinomului X* — 1 la polinomul /.
b) Calculati expresia x,° —x,’.
c¢) Calculati suma x, +x, +x,x,.

d) Calculati suma x,”*** +x,°%*.

e) Calculati suma 1+x, +x° +...+ x>

5. Fie polinomul /= X* + 2X* — 3X + | avénd radécinile x,, x,, x, € C.
a) Calculati x, + x, + x,.
b) Calculati x; +x; +x; .
6. Se considerd polinoamele /= X° + aX*+ bX+5,a, b€ Rsig=X>+X?>+2X+ 2. Notdm cu x, x,,
x, € C radacinile polinomului g.
a) Determinati a si b, stiind ca polinomul X + 1 divide pe f'si ca f(3) = -3.
b) Calculati suma x, + x, + x,.
¢) Aflati restul impartirii polinomului g la polinomul X? — X

. - . . 2 A - o v e e
d) Aflati numarul de valori reale pe care le poate lua expresia £ =Xx; + x, +Xx,, cand permutdm raddcinile
x,, X, si x, in toate modurile posibile.

e) Determinati numarul de solutii reale ale ecuatiei g(3*) = 0.
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Tema 7 — Functii definite pe N (siruri): exemple de siruri:
progresii aritmetice; progresii geometrice (clasa a X-a)

[y

. Aflati cate submultimi cu 3 elemente ale multimii {1, 2, ..., 6} au elementele in progresie aritmetica.

[\°]

. Dati exemplu de 3 numere care se afld atat in progresie aritmeticd, cat si in progresie geometrica.

3. Verificati daca existd 4 numere care se afla atat in progresie aritmetica, cat si geometrica.

N

. Calculati sumele:
a) §;=16+17+18+...+143;

b) S, =23+28+33+..+158.

5. Calculati suma: S=1+2+2+..+2%.
6. Determinati partea intreagd a numarului: %+3—12+ +31%
7. Pentru orice n € N* se considera S :L+L+."+;.
" 1.3 35 2n-1(2n+1)
a) Verificati daca 2z 1.1 Y ne N

nn+2) n n+2’
b) Calculati S,.
¢) Calculati S, V n € N*.

< - < 14
d) Gasiti cel mai mic numar natural nenul n, pentru care S, >-—

15°
e) Calculati S, - S,

1 1
! L :L+ 1 +...+i si I, =1+—+..+—.
n+l n+2 2n 2 n

n

8. Fie sumele S, =1—l+l—l+...+ -
2 3 4 2n—-1 2n

! +[l+...+i](l—2).
2n—1 \2 2n

a) Aratati ca §, = 4,.

1
b) Demonstrati ca S,, =1+—+...+

¢ Aratatica s, =7, - T,

d) Arataticad =T, - T,.

e) Ardtati cd S, = A4, V n€ N*

f) Aratati ca S, — In2 = (7, — In2n) — (T, — Inn).

9. Se considerd suma: S, =ln(l—iz)+ln(l—izj+...+1n(1—%).
2 3 n
a) Calculati S,.
b) Calculati S,.

¢) Calculati ln(l—izj+ln 1—;2 =ln(l—l)+ln(l+ ! )
n (n+1) n n+1

d) Calculati 1— Lz _ w .
n

n

¢) Calculati S, =In”" 1.
2n
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Tema 8 — Functii:
functia de gradul I; functia de gradul al II-lea (clasa a IX-a); functia polinomiald; functia putere;
functia radical; functia exponentiala; functia logaritmica; functii trigonometrice directe si inverse;
operatii cu functii: operatii algebrice (clasele a X-a si a XII-a)

1. Se considerad functia f:R >R, f(x)=x>—3x+ p, unde p € R. Aflati pentru ce valoare a lui p functia

admite un minim egal ¢ R pentru valoarea p gasita.

2. Sa se determine minimul functiei f: R > R, fix) = x* + x — 2.
3. Se considera functia f: R - R, f{x) = x* — 2x.

a) Rezolvati ecuatia f{x) = 0.

b) Calculati f{0).

¢) Aratati ca fix) = (x — 1)* — 1.

d) Determinati multimea AR) = {f(x) | x € R)}.

4. Fie functia f:R >R, f(x)=x"—2x-3. Calculati produsul f(1)/(2)---/(10).

5. Se considera functia f: R &> R, fix) = (x + 2)2006 — 200,
a) Calculati f'(x), x € R.

b) Verificati cd f(-1 —x) + f(-1 +x)=0,Vxe R.

¢) Aratati ca functia f este strict crescatoare pe R.

d) Rezolvati ecuatia f{x) = 0.

e) Determinati intervalele de convexitate si de concavitate ale functiei f.
6. Fie f: R > R, filx) = x> + x + 1. Determinati imaginea functiei f.
7. Se considera functia f:Z—>Z, f(x)=2x-1.

a) Calculati suma f(1)+ f(2)+...+ f(2005) .

b) Aratati cd multimea Z— { f(x) | X€E Z} este infinita.

¢) Verificati daca, x#yeZ, atunci f(x)# f(y).

8. Fie functia f{x) = log,(3 — 2x), /: D - R.
a) Determinati D, domeniul maxim de definitie al functiei f.
b) Rezolvati ecuatia log,(3 — 2x) = 0.
¢) Determinati coordonatele punctului de intersectie al graficului functiei f/ cu axa Ox.
d) Determinati coordonatele punctului de intersectie al graficului functiei / cu axa Oy.

. . . 3-2x
e) Demonstrati cd, daca x, < x,, x, x, € D, atunci log, L

3-2x,
f) Calculati f{1) - f[0) - A=3).

>0.
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Tema 9 — Studiul proprietatilor functiilor folosind analiza matematica:
limite de functii (asimptote); continuitate; derivabilitate; reprezentarea grafica a functiilor (clasa a XI-a)

1. Se considera functia f: R > R, fix) =x* + x.
a) Calculati f'(x),xeR.

b) Calculati lin}M .

x—1
¢) Determinati cate puncte de extrem local are functia f .
d) Determinati cate puncte de inflexiune are graficul functiei f .

2. Se considera functia f: R > R, fix) =e* - 1 — x.
a) Calculati f"(x), x € R.
b) Determinati cate puncte de extrem are functia f.

fG)

X

¢) Calculati lirr(}

d) Determinati asimptota functiei la —o.

3. Se considerd functia f: (0, ©) — R, f(x)=Inx—>.
e
a) Calculati lim f(x) .
b) Calculati f'(x).
¢) Calculati valoarea maxima a functiei f.

d) Verificati dacd functia f este concava sau convexa.

e) Determinati solutiile din intervalul (0, ) pentru inecuatia x* < e*.

x>1
4. Aflati pentru ce valoare a parametrului real a, functia f: R > R, fix)= | * —21 este continud pe R.
ax ,x<1
X +x-1
5. Se considera functia f: R > R, f(x) = L
X

1
a) Aritati cd fix) =x - -, VxeR,
x +1
b) Determinati asimptotele functiei f.
¢) Calculati f"(x).
d) Aratati ca f este strict crescatoare pe R.
e) Gasiti numarul punctelor de inflexiune ale graficului functiei f.
0

f) Calculati j F(x)dx .
-1

1
(x+Dx’

6. Se considera functia f:[0,0) >R, f(x)=

1 1
(x+l)_;’ x €0, ).

a) Calculati expresia f(x)+
b) Calculati /'(x), x €[0, ).
¢) Determinati asimptota la graficul functiei f catre +oo.
d) Calculati valoarea sumei f (1) + f(2) + ... + f(20006) .
e) Calculati I%i_r)xolo(f(l)+f(2)+...+f(n)).
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7. Se considera functia f:R >R, f(x)=(x-3)(x+3).
a) Calculati suma solutiilor ecuatiei f(x)=0,xeR.
b) Determinati numarul solutiilor ecuatiei f'(x)=0, xeR.
¢) Determinati numarul punctelor de extrem local ale functiei f-
d) Calculati f (x) — x2.
e) Determinati valoarea minima a functiei f pe R.
8. Se considera functia /: R - R, f'(x) = xe".
a) Calculati 1" (x).
b) Determinati multimea {x eR| f'(x)> 0} .
¢) Determinati valoarea minima a lui f .

d) Determinati daca graficul functiei f are asimptote.

9. Se considera functiile f/: R > R, f(x) =e —x + 1.
a) Calculati f'(x), x € R.

b) Determinati cate puncte de extrem local are functia f .

¢) Determinati asimptota la graficul f catre —oo.

d) Calculati lim ——.
) ’ x—)oof(X)
¥ -1
10. Fie polinomul de gradul al 19-lea, f,(x)= 1 si

S (X)=1(x), VxeR si VneN,
a) Calculati f(1).
b) Calculati f,(0).
¢) Calculati lli?o f,(n).

d) Calculati lim SO+ /(0. + /,(0) .

n—o n

4x
11. Se considera functia f: (1, ©) > R, f(x)=————.
i /3 (1,9) > RS ()=
a) Calculati f'(x).
1 N 1
(x—-17 (x+1)?

¢) Calculati f(2) + f(3) + ... + f100).

b) Calculati f(x)—

d) Determinati ecuatia asimptotei catre oo la graficul functiei f.
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Tema 10 — Primitive, integrale definite, aplicatii ale integralei definite (clasa a XII-a)

1. Se considerd functia f:R >R, f(x)=x"" —x+1.

a) Calculati /'(x), x € R.

b) Calculati limM .

x—1 x—1

¢) Determinati cate puncte de inflexiune are graficul functiei.
1
d) Calculati jo F(x)dx.

" f(dt

. . 0
e) Calculati ll_r)lolc 007
X

2. Se considera functia f:R\{-1;0} >R, f(x)=

X 4+x
< a b .
a) Daca f(x)=—-——, calculati a + b.
x x+1
2006 [4
b) Daca '(xX)dx = , calculati 4.
) I A 2005-2006-2007 '

2005
¢) Determinati ecuatia asimptotei catre +oo la graficul functiei.

d) Calculati lim f"'(x).
2

e) Daci j f(x)dx=1nB, aflati B.
1

3. Se considera functia f: (0, ©) > R, fix) = Inx — x.
a) Calculati 1" (x).
b) Calculati limM.
x—1 X — 1
Caleulati [ e*d
¢) Calculati .[Oe X .

d) Aflati cate puncte de extrem local are functia f .

e) Calculati j f(2x)dx - j f(x)dx .

S . . X x+1
4. Se considera functia f:[0,0) >R, f(x) =7 T -
a) Calculati expresia f(x)—2+ 1 x €[0,00).

x+1 x+2°
b) Determinati asimptota orizontald catre +oo la graficul functiei 1.

¢) Calculati f'(x), x € [0, ©) .
1
d) Calculati jo Fx)dx .
¢) Calculati lim~ [ raar
7 x>0 X J0 ’
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Tema 11 — Ecuatii, inecuatii si sisteme de ecuatii (clasele IX-XII)

. Rezolvati in C ecuatia x* — x + 20 = 0.
. Determinati cate solutii reale are ecuatia x> + x + 1 = 0.

. Rezolvati in R ecuatia 3° =3°.

AW N -

. Determinati multimea solutiilor ecuatiei 2(1 + x) =3 + 2x, x € R.

1 1
. Daca x, x, sunt solutiile ecuatiei x> - 12x + 4 =0 si S=—=+

\/x—l K , Calculati S.

9}

. Rezolvati in R ecuatia 4* = 16.

6
7. Rezolvati in R ecuatia log (x* + 5) = 3.
8. Determinati cate solutii reale are ecuatia 2° = 4>,
9. Rezolvati ecuatia 9" — 4 - 3* + 3 = 0.

10. Rezolvati in R ecuatia x® = 1.

11. Determinati solutia ecuatiei \/27" =512.

12. Determinati solutia ecuatiei 4C>=5C? .

13. Rezolvati in R ecuatia 27 =2",

14. Determinati numarul solutiilor ecuatiei (x + 1)* = (x + 1)* in multimea [0, o).
15. Dacd z,, z,, z, sunt solutiile ecuatiei z° =1, Calculati z, +z, + z,.

16. Rezolvati in R ecuatia 2% =2'.

17. Rezolvati in R ecuatia 32197

18. Pe R se considera legea de compozitie ,,o* definitd prin xo y=x+3y—9. Se stie ca legea este asociativa.
a) Rezolvati in R ecuatia 4" 02" =11.
b) Calculati suma solutiilor reale ale ecuatiei \x—20+/102—x=2.
19. Rezolvati in R ecuatia ¥l Lol o
20. Rezolvati in R ecuatia 2% =38,
21. Se considera functia f:R —>R, f(x) =x* - 5x + 6. Notdm cu x, si x, solutiile ecuatiei f (x) = 0.
a) Calculati f(-3).
b) Calculati x, +x,.
¢) Calculati xx,.
d) Rezolvati inecuatia f (x) = 0.
e) Gasiti un element a € R — Q, pentru care f(a) € N.
f) Calculati produsul f(0)f(1)... £(2005).
22. Se considera functia f: R - R, fix) =x*+ 3x — 7. Notdm cu x, x, € R solutiile ecuatiei f{x) = 0.
a) Determinati x, si x,.
b) Aratati cd x, + x, € Zsixx, € Z
¢) Utilizand metoda inductiei matematice, aratati ca x' +x, e Z, VneN.
d) Rezolvati inecuatia f{ir) <0, t € R.
e) Determinati y € R pentru care f{y) ia valoarea minima.
f) Gasiti a € R — Q astfel incat fla) € N.
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Tema 12 — Calcul analitic si vectorial in geometria plana:
coliniaritate, concurenta, paralelism (clasele IX-XI)

[y

. Intr-un reper cartezian considerim punctele 4(1, —1), B(3, -3) si C(1, 1).
a) Determinati panta dreptei 4B.
b) Scrieti ecuatia dreptei AB.
¢) Calculati distanta de la 4 la BC.
d) Calculati aria triunghiului 4BC.
e) Calculati raza cercului circumscris triunghiului ABC.
f) Calculati raza cercului inscris triunghiului 4ABC.

[\°]

. Intr-un reper cartezian considerim punctele 4(1, —1), B(3, -3) si C(1, 1).

a) Determinati coordonatele mijlocului segmentului BC.

b) Calculati lungimea segmentului BC.

¢) Scrieti ecuatia medianei din A4 a triunghiului 4BC.

d) Scrieti ecuatia mediatoarei laturii BC a triunghiului ABC.

e) Scrieti ecuatia Indltimii din 4 a triunghiului 4BC.

f) Determinati cate paralelograme putem forma utilizand varfurile triunghiului dat C, 4, B in aceasta ordine.
. Calculati perimetrul triunghiului ABC, avand varfurile A(1, 0), B(2, 0) si C(0, 1).

. Calculati aria triunghiului ABC, avand varfurile 4A(1, 0), B(2, 0) si C(0, 1).

. Determinati pentru ce valori reale ale lui a si b punctul A(a, b) este mijlocul segmentului BC, unde
, 2)si C(2, 4).

7. Calculati @ € R stiind ca dreptele d: x — 2y + 1 = 0 si d: ax + 3y = 0 sunt paralele.

3
4
5. Determinati pentru ce valoare reald a lui m punctele A(1, m), B(3, 5) si C(-1, —3) sunt coliniare.
6
-1

B(

8. Determinati distanta de la punctul A(2, 4) la dreapta d: x —y + 1 = 0, in sistemul cartezian xOy.

9. Determinati ecuatia dreptei suport a inaltimii triunghiului 4BC dusa din varful 4, unde
A(-1,0), B(2,1)si C(3,-1).

10. Determinati a daca dreptele d;: x + y — 7 = 0 si d: 2x — ay — 14 = 0 sunt paralele.

11. Determinati ecuatia unei drepte paralele cu dreapta 2x + y = 3.

12. Gasiti ecuatia unei drepte perpendiculare pe dreapta x +y + 2 = 0.

13. Calculati distanta de la punctul 4(0, 2) la dreapta d: x + 2y — 4 = 0 in sistemul cartezian xOy.

14. Determinati @ € R pentru ca vectorii ¥, =2{ +3; si ¥, = ai +6; sa fie perpendiculari.

15. Daca M este mijlocul segmentului 4B, calculati MA+ MB .

16. In reperul cartezian {0,7, 7} se considera punctul 4 de abscisd 2, situat pe Ox, vectorul %(—2,2) si
punctul B(2,2) .

a) Scrieti 1n functie de versorii axelor de coordonate f,] , vectorul AC.
b) Determinati ecuatia dreptei AB.

¢) Calculati cos(A/O\C).

d) Calculati aria triunghiului AOC.

e) Determinati coordonatele centrului de greutate al triunghiului BOC.

f) Determinati modulul vectorului AB + BC + CA .

176



Tema 13 — Trigonometrie si aplicatii ale trigonometriei in geometria plana (clasa a IX-a)

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.
17.

. Calculati sin% +sin (—Ej .

. Calculati sing.

. Calculati tgrm.

. Calculati sin30° — cos60° + c0s90°.
. Calculati sin?30° + cos?30°.

. Calculati tg%-ctg%.

. Daca sinxzé, Calculati |cosx].

. Calculati sin45° + sin(—45°).

. Calculati sin30° — cos60°.

4

Calculati sin0°+cos0°—tg*0°.

Calculati tg30° + tg45°.

Determinati cel mai mic element din multimea {sin0°, cos0°}.

Un triunghi are masurile unghiurilor 4, ?3, C in progresie aritmetica. Determinati masura unghiului B.
Calculati aria unui triunghi echilateral cu latura de lungime V2.

Cat este latura c a triunghiului ABC stiind caa =5, b =3 si cosC = L ?

15
Un triunghi ABC are laturile AB = 3, BC =4 si AC = 5. Aflati cosB.

Un triunghi are masurile unghiurilor 4, B, C in progresie geometricd de ratie 3. Determinati masura

unghiului B.

18.
19.
20.

21.

22,

23.

24,
25.
26.

Intr-un triunghi 4BC, se cunosc 4B = 1, BC =3 si CA = 2. Determinati cosA.
Calculati aria unui triunghi cu laturile avand lungimile 3, 3, 2.
Calculati aria unui triunghi cu laturile avand lungimile 3, 4, 5.
Calculati aria triunghiului ABC, daca AB = 6, AC =7 si sin(zzl) =%.

~ T
Calculati aria triunghiului ABC daca a =8, b =5si wC) = 1

Determinati aria unui triunghi ABC daca AB =2, AC =3 si u(B/AlC ) :g.
Calculati aria unui triunghi echilateral cu perimetrul 6.

Calculati raza cercului inscris in triunghiul cu laturile de lungimi 2, 3 si 4.

Un cub ABCDA'B'C'D ,plin“ cu apa, asezat cu fata ABCD ,,in jos* se roteste in jurul axei determinate de

centrele fetelor ADD'A" si BCC'B' astfel incat pozitia finala a fetei ABCD a cubului sa faca un unghi de 45° cu
pozitia sa initiala. Stiind ca latura cubului este de 4 cm, Aflati cati cm® de apa raman in cub dupa rotatie.
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Indicatii si raspunsuri

Grupuri

pag7.2. V|1 234612 All 2 3 4 612 3 °|h fif
1ftr1r 1111 1|1 2 3 4 6 12 VR
21121222 2|2 2 6 4 6 12 L S
31113133 3(3 6 3 12 6 12 LS L f
4112142 4 44 412 41212
6123266 6|6 6 612 6 12
1201234612 1201212 12 12 12 12

3% legi de compozitie. 5. Cand 4 = {1, 2, 3}, Hare 6 elemente.
pag. 13. 1. a=0sau a = 1. 2. Cum x = €™, unde e este baza logaritmilor naturali, avem x#* y=¢"™"", de

unde rezultd usor ca legea de compozitie ,, ** este comutativa si asociativa. Elementul neutru este numarul e.

ba

Daca x € (0, «0), x # 1, atunci x este simetrizabil si x' = ¢™*. 3. Legea de compozite ,,**“ este comutativa, are

ba

pe %Iz ca element neutru si nu este asociativa. 4. Nu admite element neutru. 5. (i) Pentru b € (-1, 1), functia

fFL1II-> R, f(x)= 1x++bljc este strict crescatoare pe [-1, 1]sif(-1)=-1,f(1)=1.6.a=1,b=-lsaua=>b =

0
= 0. 8. (iii) Orice matrice Fz((c) | ,ceR. 12. Inductie dupa m si n. 13. Fie b € M astfel incat

a = aba. Daca y € M, exista x € M astfel incat y = axa. Fie e = ab si f= ba. Avem ey = abaxa = axa = y si
Vf = axaba = axa = y si, in particular, ef = f, ef = e. Asadar e = f este elementul neutru. 14. (i) 3% (ii) 3%; (iii) 3°.

AAAAAAAA

nori nori

4. b) Cum 1+2+...+n—1=(n_1)n si n_lzqu* cand n este impar, avem i+§+...+n/—\1=c;;\1=6.

2 T2
A A ~ AS5T+ ~ 7 ~ AT A A AS A A A
r=4.7. Avem 2:25 , de unde 237 :257 ? :(25) .22 :2722 :29 :2524 :25 =2 . Termenii sirului
212 s e cAzl, ... nu pot fi distincti pentru c¢d Z_este multime finitd, deci existd s, t € N*, s < ¢ astfel incat
—d .8 Avem 10 = -1 (mod 11), deci 10’ = (=1)(mod 11), de unde ¢, + ¢,10 + ¢,10* = ¢, — ¢, + ¢,(mod 11).

N a8 ad20e2 (~4)0 a2 A R . o As AL .
9.Avem 7 =1 sideci 7 =7 =(7 ) 7 =9 . Aplicand ex. 7, existd s < ¢ astfel incat ¢ =a si Inmultind

Al

s Am A
cu (a ) , obtinem (a )=1 cum =t—s. 10. Daca a are aceeasi divizori primi cu n, existd s € N* astfel incat

n|a siatunci @ =a’ =0. 11. Se foloseste faptul ci un numir p > 1 este prim daci si numai daca din p | ab
A2 ~ A2 ~
rezulta p ’ a saup ‘ b. 12. Avem g =0 daca a =3k si a =1 daca a = 3k + 1 sau a = 3k + 2. Daca exista
A~ - — AAR2 A A A

N N A3 A
a, b € Z astfel incat 3a¢*> + 2 = b2, atunci 2 # b2 =b*=3a"+2=3a +2=2. Contradictie. 13. a € {0, 1, 6}.

A A3 _ A A
Daci existd a, b € Z astfel incat 7a*> + 2 = b3, atunci 2#b =74’ +2=2. Contradictie.
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pag.26. 3. a = b = 1. 4. Elementul neutru este numarul 0, iar daca x € G, atunci simetricul sdu este x' = —x.
Operatia ,,*“ este asociativd si comutativa.
11. Avem xyxy = xxyy. Inmultind la stdnga cu x' si la dreapta cu y', obtinem yx = xy.
12. Avem (xy)* = e = ee = x»” si se aplica ex. 11. 13. Elementul neutru este @' si simetricul lui x este x' = x'a?.
14. Fiex" € Gastfel incat x"*x'=e.Avem x*x' =e*(x*x")=(x"*x")*(x*x")=x"*(x"*x)*x'=x"*e*x'=x"*x"=¢
deci x' este simetric la stdnga si la dreapta pentru x. Din x*e=x*(x"*x)=(x*x")*x=e*x=x rezultd cd e
este element neutru si la dreapta. 15. Fie a, b € G. Existd e, y € G astfel incat ae = a si b = ya. Avem
be = ya-e = ya = b, deci e este element neutru la dreapta. Analog existd ¢’ € G astfel incat e'b =5,V b € G.
Evident ¢’ = e = elementul neutru al lui G. Dacd a € G exista da', '’ € G astfel incat a’'a = e = aa'’ si cum

a' =a'e=ad'(aa") = (a'a)a'’ = ea"" = a', rezulta ca existd a' si a' = a' = a'". 17. Se observa ca
b -1 S I S B a+b
“ = ¢ ba lc e G si atunci (G, -) este grup. 18. Avem ( j( ) ( j si
0 ¢ 0 c
1 a)' (1 -a |
= € G, de unde rezultd ca (G, -) este grup. 20. Se observd ca 4, =4 _,. 22. Fie 4 € ./ (R)
0 1 0 1

astfel incat |A| #0. Atunci pentru B € ./ (R) avem B=A"<AB=1,< BA=1,. Asadar,
A'="4< A4=1, < 4A=1,, ceea ce revine la afirmatiile din enuntul exercitiului.
. 5 B 1 2 3 4 5)y(1 23 45\ (1 23 475
pag.30. 6. Din cox=n rezultd x=6 om= ° = .
5213 4)\{1 3 2 5 4 512 43
pag.34-37. 1. Fie A matricea din G asociatd luia € R.Avem A A, =A ,,Va, be Rsi A;l =4 ,, de unde
rezultd ca (G, ) este grup. Functia f: R — G, f'(a) = 4, este bijectivisi f(a+b)=4 _,=A4A4,=f(a)f(b),
V a, b€ R Rezultd ci (R, +) = (G, ). 2. Avem f((a+bN2)(c+d~2))= f(ac+2bd +(ad + be)2 ) =

ac+2bd  ad+be a b c d 7 b\/z) 7 d\/E) 48 fich i | lizei
= f(a+ - flc+ . 4. rificd cu mijloa analizei
2(ad +bc) ac+2bd 2b a)\2d ¢ © vertica et miyeaceie ©

matematice cd f este functie bijectivd. Pentru x, y € G avemf(x*y)zéln“jo-iJr—y):
—x 1-y

1+ 1, 1+
:—1 jg Elnﬁ =/(x)+ f(»).8. (i) Fiex', ) € G. Existix, y € G astfel incat x' = £ (x), ' = (y). Avem

=fOfO)=f ) =f0m) =) /(@) =yx. (i) x" = f(x) = (@) f () f(x)=f(x)=f(e)=e.

11. (i) e abc (ii) Daca f: G — Z, este izomorfism, fie x € G astfel incat f(x)= 3. Avem
ele a b c 2=3+3= f(x)+ f(x)= f(x*) = f(e) =0 . Contradictie.
ala e ¢ b
b|b ¢c e a
cle b a e
e a b c
12. Fie G un grup cu patru elemente. Daca x* = e, V x € G, atunci (G, -) = (A, o) (vezi ex. 11). ele a b c
In caz contrar, existi a € G astfel incat a*> # e. Fie b = a>. Evident b # e si b # a si fie ¢ = ab. ala b c e
Avem ¢ # e, ¢ # a, ¢ # b, deci G = {e, a, b, c}. Acum tabla operatiei lui G se completeaza astfel: blb ¢ e a
si comparand cu tabla grupului (Z,, +) se deduce ca (G, -) = (Z,, +). clc e ab
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Test 1. 1.x,yE M, x —1>0,x-1#1;p-1>0,y-1#1, 1+(x-D)""">1, InJy—120;

1

1+(x—1)1“‘m =2 x*y;«r&y*x;1+(x—1)1“‘m =1+(y—1)lnm; (x=1)2

L1y '

=D*" 5

)
%ln(y—l)-ln(x—l):%ln(x—l)-ln(y—l). 2. i) e, = 1. 3. x*y:%(xy+2x+2y)2%(x+2)(y+2)—2;

LY EQV (2 x 2 E 0 y+2 £ 0 xrp= (D425 2; xky=o(x+D(y+2) = yrxs

(x*y)*z=x*(y*z); x*e=e*x=x,e=0,Vx,yeQ\{-2};x*x'=x"*x=¢, x':—ﬂ:—2+i¢—2.
x+2 x+2

4.x,ye Gx>a,y>a;k(x—a)y—-a)ta>a; x*yeG; (x*xy)kz=x*(y*z),Vx,y,zeG;Je€ G,

x*e=e*x=x,e=a+leG; x*x'=x'*x=e,x'=a

k
f:G—>R, f(x)=k(x—a) bijectie.

Test2. l.a)e =1.3. x*y=(x—k)(y—k)+k;x—k=0,y—-k=0,x*y>k;

+————>a; x*xy=y*x,Vx,veG;
K (x—a) e g

x, +4 2
exx=x*e=x;e=2keM.4. VA, A4, eG, 4 =" . g ,x, eR*, y, eR, x{ -2y =1,
=Ty x, —4y,
x, +4 2 .
AQZ(Q 72 < j,xzeR,yzeR,x§—2y§:1;
=7y, x, =4y,
A4 = (xlxz +2y,y, +4(x, 3, + X, 1)) 2(x,y, +x,,) j
n =T(x,y, + X, ) XX, + 2y, —4(x,p, + X,

X=XX,+2V,Y,, Y =XV, + X, ), x* —2y2 = (x,x, +2y1y2)2 -2(x,y, +x2y1)2 :(xl2 —2yf)(x22 —2y22):1,

1 0 L, (x—4y 2y
AA, e G;(AA)A,=A(AA,),YA,,A,4.€ G; E=1, = ;detd=1#0, 4 = eqG,
"2 17727773 1 2773 1 2 3 2 0 1 7y x+4y

AA"' =A'4=E VA€ G . Deci (G, *) este grup abelian.

Probleme de tip bacalaureat

1. a) I, = H(0). b) 24.

o) x,y>—%:>(2x+1)(2y+1)>0:>4xy+2x+2y>—1:>2xy+x+y>—%_
d) Hx)H(y) = (I, + xA)IL, + yA) = I, + (x + y)A + 2xy4 = H(x + y + 2xy).

e) Se obtine din punctele anterioare si proprietdtile inmultirii matricelor;

-1 _ —X i —X _1 _1
(H (x)) H(1+2x)§11+2x> 7 pentru x>—>.

f: H—> R, f(Hx) =In2x + 1) este izomorfismul cautat.

g) Aplicand izomorfismul f in ambii membri obtinem In(2x + 1) = In(22°* - 1004!), de unde

x_21°°4-1004!—1
=

2. a) Din calcul legea este asociativa. b) (xoy)—(x—-2)(y—2)=2.¢) e =3.
d) Din xoy=x sidin b) rezultd (x - 2)(y —2) =x — 2, Vy € R, de unde x = 2.
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e) Din b) deducem ca: x,ox,o..ox, =(x, —2)(x, —2)...(x, —2)+2 (inductie matematicd);
x €{-2004, —2003, ..., 0, 1, 2}.

S

3. a) Notam X (&,b,¢)=

OS> =
O = Q>

éli1,=X(0,0,0) €4,
1

>

b) Se obtine X (d, b, &)- X(%, ,2)=X(a+x,b+y+az, c+z)e.d,.

. .. . . . won B ~  n(n=Dac ~ .
¢) Din b), prin inductie matematica, se obtine X"(a, b, c)=X [na, nb+%, nc] , Vn € N si deoarece p

o~

este impar, avem @:ﬁ+@=pc=6, deci X"(a,b,é)=1.

d) Utilizand egalitatea de la b), alegem a, ¢, x, Z astfel Incat az # xc . De exemplu, X (6, 1, i) si X (i, 1, i)
nu comuta.

e) Din A7 = Irezulta 47! = 47" € ,//é si din a), b), ¢), d), proprietatile inmultirii matricelor si ale operatiilor
din Zp, deducem ca (,//4) , ') este grup necomutativ.

4. a) Calcul direct. b) Se arata ca, pentru orice x, ), z € R, avem (x ° y) oz=Xxo (y ° z) .

0 1-x y 0 l1-y 2xy—x—y+1 0 x+y—-2xy

X
¢) Ax)4(y)={ 0 0 0 || 0 0 0 |= 0 0 0 =AQxy—x—y+1).
I-x 0 «x I-y 0 y x+y-2xy 0 2xp—-x—y+1
a b c
d) Fie Cee//é(lR), C=|d e f| A(x)CzA(x), Vx eR, implica
g h i

ax+g(1—x) bx+h(1—x) cx+i(1—x)
0 0 0 =A(x), VxeR, de unde rezultd cd pentru orice xeR
(

gx+a(1—x) hx+b(1—x) ix+c l—x)

x(a-g)+g=x
x(b—h)+h=0
il
*e=i)+i Y Se obtine astfel cia=i=1sicd b=c=g=h=0.Din CA(x)zA(x), Vx eR, mai
x(g—a)+a=1-x
x(h=b)+b=0

x(i—c)+c=x

S O =
S O O
- O O

0
0, eeR,deci P-4 = si MNP =
1

S N O

1
rezultd si d = f= 0. In aceste conditii C =| 0
0

5.a)Fiex,ye Rixoy=3xy+3x+3y+2=3(x+1)(y+D—1;
b) Fiex, ), z € IR;(xoy)oz=(3(x+1)(y+1)—1)oZ=3[3(x+1)(y+1)—1+1](z+1)—l=
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=9 x+D)(y+Dz+D)-1=3(x+DB(r+D)(z+1)—1+1]-1=x0(yoz).
¢) 3ex+3x+3e+2=x implicd x(3e + 2) + 3e + 2 = 0, deci ez—g.

d) (—Dox=3x+1)((-1)+1)-1=-1.

e) Din xoy=—1,rezulta 3(x + 1)(y + 1) =1 = -1, deci (x + 1)(y + 1) = 0, adica x = -1 sau y = —1.

f) log, xolog, y=—1 implicd, conform punctului e), log,x = —1 sau log,y = —1, deci x :% sau y =%.
6. a) Notam cu e € R elementul neutru al legii; avem xoe=eox=x,VxeR<

Sx+e-9=x,VxeR< e=9. Deci ,,o° are element neutru.

b) Notam cu x’ simetricul elementului x fatd de legea ,, 0. Atunci xox'=x+x"-9=9, deci x'=18-x, VxeR.
¢) 0c..o5=0+...+5-9-5=-30.

d) 402" =11<4"+2"-9=11. Notdam 2* cu ¢ si obtinem #* + ¢ —20 =0, de unde t, =4 si t, =-5; din 2* =4
rezultd x = 2, iar 2* = -5 nu are solutie. Deci ecuatia are o singura solutie reala.

e) Ecuatia se mai scrie Jx=2++102=x =10, x € [2, 102]. Prin ridicare la patrat, ea devine
x—=24+102—x+42/x—2~/102—x =100, care are solutiile x = 2 si x = 102. Deci suma solutiilor este 104.

7. a) Se verifica prin calcul direct cd expresia este egald cu 0.
b) (xoy)oz=(x+3)(y+3)(z+3)-3=x0(yoz), Vx, y, zeR.

¢) Pentru a gasi a,b€Q\R astfel incat aobeN, egalim aob cu un numar natural. Consideram

aob=(a+3)(b+3)—~3=k, pentru k N, k>3, de unde (a+3)(h+3)=k , adici a+3=bi+3. Obtinem aszH—?),
k

deci {(b_+3_3’ b) |beQ\Z keN, k> 3}, multimea avand o infinitate de perechi (a, b) de forma de mai sus.

d) (log, x) o (log; x) =-3 < (log, x +3)(log; x +3) -3=-3< < (log, x +3)(log, x +3) =0 =
= (log2 x=-3sau log, x = —3) = (x,=2"= é sau X, =37 = 2—17 ). Ecuatia are doua solutii reale.

e) 203 =3B +3)2"+3)-3=-3<=3"+3)(2"+3)=0, de unde 2* = -3 si 3* = — 3; ecuatiile nu au
solutii, deci multimea nu are nici un element.

8. a) Se verifica prin calcul direct. b) e :%.
¢) x*x=2(x—1)+1; x*x*x=2>(x—1) +1. Se demonstreazi prin inductie matematici ci

xwkxx  kx=2""(x=1)"+1,
%,—J

d) Din punctul ¢) avem x#x#*x*x*x=17<2*(x-1)’ +1=17 < (x—1)’ =1; obtinem x = 2.
9.a) (-10)° 1= 1.
b) Inecuatia data este echivalenta cu x* + x < 0, cu solutia pozitiva x e [—1,0].
¢) Notand 2* =y, y > 0 ecuatia devine )* + y — 2 = 0, cu solutia pozitiva y = 1, de unde obtinem x =0 .
1 61
d) Consideram x :% si cdutim y € Q\ Z astfel incat x o y = 3 Giasim y = 3 cQ\Z.
e) Se verifica axiomele grupului.
10. )4-A=A-A=A€ G, [, A=4A-,=4=1,=G.

19 9

b) 0 —1\(a b _[a b\( 0 —1<:> —c —d _ —b —a < b=c sia=dRezuultd
-1 0)\le d) e d)\-1 0 —a =b) \-d —c
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1 2
Xy .
= ¢G.
G {(y x],x,yeC} si (3 4j
0 -1)0 -1 1 0 5
c) = =, =>4 =1,
-1 0){-1 0 0 1

a -b
d)B=a12+bA=( jeG
-b a

e) A2 — 12 :>A2007 :A . A2006 :A . 121003 :A
f) Da. Adunarea este asociativa, are invers si element neutru in G.
11.a) xoy=2xy—x—y+4; (xoy)oz=4xyz-2xy—-2yz-2xz+x+y+z+6z;
Xo(yoz)=4xyz—2xy—2xz—-2yz+x+y+z+6x. Deci (xoy)oz=x0(yoz),dacd si numai dacd x = z.
b) Notam cu e elementul neutru al legii ,,o“ si din xoe = x, rezultd (2x —1)e = 2x — 4, deci legea nu are element
neutru. ¢) x°2=3=4x-x-2+4 =3x+2:3:>x:§_ Cardinalul multimii este 1.
d) (-D)o0=5;(-1)c00c1=501=8.
e) Din xox=2x>-2x+4=x rezulti 2x’ —3x+4=0;A<0 deci nu existd x care si verifice proprietatea.
12.a) fix)=ax+ b, glx) =cx+ d; (feg)x)=a(cx+d)+b=acx+ad+beG.

b)l,=1-x+0€ G.

_ 1 b
) f(x)=ax+b, c:l, d :—b, g(x)=cx+d ; conform a) rezulti (f o g)(x) = x = I, deci existd g(x) = eq.
a a

d) (ge f)x=f(x)=(fclg)(x)=(ax+Db).
e) flx)y=2x+1,gx)=3x—-1; (feg)x)=23x-D+1=06x—-1; (gof)(x)=32x+1)—1=6x+2; rezultd
fog#gef.
13. a) Prin calcul direct.
b) AcB=BoA, deci legea e comutativa.
¢) Da, (40B)oC=A4ABC+2AC+2BC+2C+2AB+44+4B+41,+2C+2],= Ao (B-C).
d) -/, este element neutru. ) Monoid comutativ. f) /,0/,=1,+61,=71,.

14. a) Se verifica prin calcul direct.
b) (xoy)oz=3(xoy+1)(z+1)—1=F(x+1)(y+1)(z+1)—1=x0(yoz).

¢) acb=3(a+1)(b+1)—1. Luam azg—l, b=%—1 si obtinem cerinta.
d) xoce=x sau3(x+ 1)(e+ 1)=x+ 1 sau e+1=% sau ez—%.

e) xoy=—1 sau3(x+1)(y + 1) =0deunde rezulta x + 1 =0sauy + 1 =0.
f) Pentru n = 2 si n = 3 s-a verificat. Apoi
+1)—-1=3"(a, +1)...(a, + )(a

n+l

aoa,o..0a,0a,, =xoa,, =3(x+1)(a
\_ﬁ/—_/

X

+1)-1.

n+1
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Inele si corpuri

pag.42. 5. Elementul zero al inelului (Z, T, L) este -3, iar elementul unitate este —2. 6. Elementele

inversabile sunt (1, 1), (<1, 1), (1, =1, (-1, —1). 14.a) U+ V' = O UVz(% }];b) UX=(§“+§b ?’”?d];
1 1 Sa+4c 5b+4d
a= i b=§,c=§, d=3. Cum XU = L, si UX = I,, U element inversabil.
pag48. 1.Din (1 + 1>=1+1lrezulta 1+1+1+1=1+1,deunde 1 + 1 =0. Pentru x € R avem
x+x=(1+1)x=0x=0.Deasemencax+y=(x+yP>?=x+x+y)=x*+xy+yx+y*=x+xy+yx+y,de
unde xy + yx = 0, deci xy = —yx = yx. 2. b) Avem k!(p—k)! C; =p!=(1-2-...-p—1)p. Rezulta ca p divide unul

dintre factori si acesta nu poate fi decat C; cind 1 < k < p. 3.c)Fie B= .Avem B’ = O, si

OS> O O
> O Q>
O 6> SO

A =(I;+B)' =1,+C,B+C,B* =1, pentruca C} si C, se divid cu p. 10. Daca f (x) = f (v) atunci 1 +x =1 +y,
deci x = y. Asadar f este injectiva si cum R este finit, f este si surjectiva. Avem f(0) + /(1) + f(a) + f(b) =
=1+1+1+1+1+a+b. Cum feste bijectiva, aceeasi suma este 0 + 1 +a +b. Rezultacal +1+1+1=0.

6
11.Dinl1=(1)f=-Irezulti 1 + 1 =0sidecix+x=0,Vx€ R. Avem (1+x)=(1+x)° =ZCé‘x" =1+x>+x* +x,
k=0
de unde x* = —x* = x%. Asadar x = x® = xx? = x2x* = x* = x%. 12. Avem x + x = 0, V x € R si atunci

X+1l=x+DE*+X+x*+ 2+ +x+ D)= @+ D+ + )+ @+ +xD)+ @ +x+ 1)) =
=(x+DE+x+ D +x2+1).
pag.50-51. 4. a=b =1, ¢ = 6. 6. Presupunem ca K este corp. Cum (K, +) este grup abelian cu patru elemente,

avem 1 +1+1++1=0.Avem (1 + 1)1+ 1)=1+1+1+1=0sicum K este corp, rezultd 1 + 1 = 0. Cum
(K*, -) este grup de ordin 3, avem @® = 1 pentru a € K*, a # 1, ceea ce se mai scrie (¢ + 1)(a* + a + 1) = 0. Dar
a+1# 0,deci a*>+a+ 1=0. Reciproc, presupunem ca existd @« € K astfel incat a> =1+ a. Daca 1 + 1 # 0,
atunci K = {0, 1, 1 + 1, 1 + 1 + 1} si nu exista @« € K astfel incat > = 1 + a. Raméane adevaratca 1 + 1 = 0.
Egalitatea @*> = 1 + a se mai scrie a(l + a) = 1, deci a si 1 + a sunt inversabili. Se observa ca K = {0; 1; a;
1 + a} si deci K este corp.

Test 1. 1. x,ye K, xTyeK, x LyeK; (K, L, T) este corp comutativ. Se verificd axiomele structurii de

corp. e =1,e,=¢", e=1im[1+%) )

n—>0

n 1
Test2. 1. x L yeK,xTyeK, e, =0;e; =1—e;e=1im(l+%) , X =1-e"" VxeK,x#e;.

H—>00

Probleme de tip bacalaureat

1. a) Elementele inversabile din inelul Z , sunt {i, 5.7, ﬁ} , deci sunt 4 elemente.
b) Ecuatia 2% =4 are solutiile £=2 si = 8, deci doua solutii. Produsul lor este 4.

¢) Solutiile ecuatiei x> =% sunt {6, 1,4, §} , deci suma lor este 2.
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d) Solutiile ecuatiei x* =0 sunt {6, 8} , deci numarul lor este 2.

- 2 1
e) Probabilitatea este 6

2. a) Elementul neutru este —1. b) Simetricul lui 2 este —%.
¢) Suma solutiilor este 0+1+2+3+4+5=3.d) 0,5.
3.a) ¥ =% are in Z, solutiile {0, 1, 2}.
b) Orice element x e Z,,, are inversul —x fatd de adunare; 2006 elemente. ¢) 5 solutii. d) 0-1=0.

4. a) )Ace{ﬁ}. O solutie. b) 0-1.2-3=0. ¢) Doua.
5. a) Se verifica regulile grupului.

b) xe Z, = (x, p)=1. Rezulta ci existd a, b € Z*, astfel incat xa + pb = 1, deci xa = 1.

¢) Se verifica axiomele corpului.

d) fcz=i:>(fc—i)(fc+i)=f), de unde =1 sau fc=—i=p/—\1.
e) Vie{2,3, ...p/—\Z}, existi pe{2, 3, p/—\2} astfel incdt £#§ si £p=1 (conform b) si d)). Deci

—_ A A

—

f) Daci p este numir compus, atunci existi 1 < d < p astfel incat d | p si d # 5 Atunci 1-2-...-p—1 este

divizibil cu d-§ =p.

Polinoame

—i+\/3

pag.59. 1. grad f=2 dacd m # 2 si grad f=0 daca m =0, grad g =5 dacd z # +i, >

, grad g =0 pentru

z=—isi grad g=21inrest. 2. f=gpentru ze {1, —liTle} . 3. grad(f + g) este 2 dacd o #1++/3 este 1 dacd

a=1++/3 si a#2 sieste 0in rest. gradfg este 4 dacd a ¢ {0, 2, 3} este 3 dacd a€{0, 2, 3}.
6.b)fg=(1+DX+A+DX+2(1 +20X+2( - 1). 7. fe=4X°+3X"+4X° +3X°+2X +2.

.f=aX*+2X+a,g=-aX+a-2,a#0. 12. g=X2+%X+% 4. f=X+2,g=-X—1.

15. Cum 3&=d+&+&=a+a+d=§z=@,‘v’c"zeZ3, rezultd cd f+ f+ f=3f =0, Vf € Z[X]. Avem (f + g)’ =
= +3f2g+3fP+ =+ sideci QX+ X+ =X + XV +T =X + X’ + P =2X + X’ +1=2X°+ X’ +1
16. Calculand af + Bg + yh si egaland apoi coeficientii cu 0 se obtine un sistem omogen de trei ecuatii liniare
de determinant nenul in necunoscutele a, B, v, deci oo = 3 =y = 0. 17. Se poate folosi indicatia de la exercitiul

precedent. 18.a = 1,b=3,c=-2d=3.2l.f=a, a€ R a#0 22 [=3X+3,g=3X-3 sau
f=%X—%,g=%X+% ete. 23.a=2,b=T,c=7.d=-2.24. a=3,b=2.

pag.64. 1.a) g = 2X + 3X + 11, r = 25X — 5, b) q=%X—g,r=—%X—§.

2.2)g=X+Qi-DX+1,r=0;b)g=iX*+2X— (1 +5)X+ 51 —-2), r=9+19i. 3. b =0, c=+i sau h=+2,
c=1lsau b=4i2,c=-1.4.a=2-i,b=3-i5a=10,b=-6.6. g=2X>+3X+5,r=0.
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7. q=4X* 14X +3,r=3X+2.8.r =T+ (a- b)X+b.9. a=2,b=1.10. Daci n = mq + r, atunci X" - 1 =
=X X+ X1 = (X" 1)gX) + X — 1 cug(X) € QX].

pag.70. 1. a) f(3) =196; b) A2 - i) =-19-18i. 2. a) f=(X - 1)+ 6(X - 1) + 9(X - 1)* - 3;
b) = (X + i) — 22X+ i)y — (1 + )X+ iy —SX+i)+7+50.3. ¢g=5X+3X"+2X +5,r =5 4. Se dezvolti
polinomul X* — X + 1 dupa puterile lui X — 2. Avem X° - X+ 1 =(X-2)’+ 6(X-2)*+ 11(X - 2) + 7, de unde
a=6b=11c=7.5 ge2X°+2X +1, X’ +2X° + X +1, 2X° + 2X” +1} . 6. Cum X* — 1 = (X~ )(X + D) si
A1) =f(-1) =0 rezulta ca X* — 1 divide /. 7. Avem f{1) =0 si /(1) =0, unde /' = (n + 2) nX""' — (n + 1)’X" + 1, de
unde rezulta ca (X — 1)* divide 2 8. A =-2. 9. a = -1, b = 2. 10. Atribuind lui X valorile 0, 3 si 2 se deduce ca
A1) =£f2) = f(3) =0, deci AX) =X - X - 2)X - 3)g(X) cu g(X) € RLX]. Folosind acum relatia data se
deduce ca, g(X) = g(X + 1), deci g(X) =a € R*, deunde /= a(X - )X -2)(X-3)cua # 0. 11. a = -9,
b = 12. 12. Conditiile f (k) = 2%, k=1, 2, 3 reprezinta un sistem Cramer in necunoscutele a, b, c. Se obtine

a=-5b=10,c=—4. 13.f=X'+2X - X+ 3X— 1. 14. Avem X> + X + 1 = (X £)(X — £2) unde a=—%+i§.
Cum | + ¢+ ¢€>=0si¢g =1, se verifica fle) = f(e?) =0, deci X> + X + 1 divide f. 15. a =4, b =-6, c =4,
d=-1.

pag8l. 1. a) (f,2) =X+ X+ 1.2.(f, g =1, [f, g] = fg. 4. Se calculeazd c.m.m.d.c. si se gaseste (f, g) = 1.
49 ,_1

5.(h9) =X —1silfigl = (¢ - DA+ D+ X +1).6.a=6,b=7.7. a=%, b=12.

8. /=X -2X+2)(X+2X+2)=(X—i- DX +i- DX i+ DX +i+ 1)

g=(X* +3)(X* —3X +3)(X> +3X+3):(X+ix/§)(X—ix/§)(X—#)-(X—3+£J§

(X+3+2i\5

49

9. Se aratd ca X°> — 2 nu are radacini in Q. f=(X —32)(X*+32X +4) = (X -2)(X - 2)(X —£32)

unde & =—%+i§. 10. Avem f(2)= f(3)=0, deci f se divide prin (X —2)(X —3). Se obtine

F=(X-)(X-3HX*+X+1) si X*+X+1 este ireductibil.

1. f=(X-DX+DX*+DX*+ X + DX =X + DX =BX +1)- (X2 +BX+1).

12. f=(X+DX2+D)X>=V2X +D)(X*+2X +1). 13. Avem f{1) = f'(1) = 0, deci (1 — X)* divide pe f.
M, X+ X 4 1=(X"+1) - X' =X+ X + DX - X + (X —LBX + DX +3X +1).

15. Se presupune contrariul si se obtine o contradictie. 16. f =(X +2)*(X*+1)

17. a=1.21.f=a,+aX+..+a X", g=b +bX+..+bX cua, #0,b #0sih=c +cX+..+c X"

m+n

Daca rezultatul din enunt nu este adevarat, fie s si # minimi astfel incat pXa, si pXp,. Cum ¢, = 3 ab,
i+j=s+t

rezultd ca p ’ ab, decip ’ a, sau p ’ b.. Contradictie. 22. Presupunem prin absurd ca f'= g h, g=b, + b X + ..+
+tb X, h=c,tcX+..+cXcub #0,c, #0,u<n,v<n. Avemp | b,si pXe, saupXh, si p|c,. In primul
caz existd k € N* ai. p divide b, b, ..., b, , si pXb, . Dina, = b, + ..+ by rezultd cip ’ b,c,, deci p ’ b,
sau p ’ c,- Absurd. 23. Se aplica exercitiul precedent. 24. Daca /= gh cu g, h € Z[X] de grade u < n, v < n,
atunci f = gﬁ cu gradg¢ =u<n si gradﬁ =v<n. Contradictie.

pag 92-93. 1. 2 radacind tripld. 2. -2 radacind simpla. 3. A = 5, —1 radacina dubla.
4. X’ -8=(X-(X —iB+ DX +iv3+1), X*'+i=(X—z)(X —z)X —z,)(X —z,), unde

2 = cos A 2kT +82kn 4 isin Nt 2km +82kn, k=0,1,2,3.5a=3,b=-4, f :3(X—1)2(X +%)(X+#) .
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6.a)x =1,x,=-4, x3=%; ©) x,=2+10,x,=2-10, x,=2i,x,=3i.7.g= X - 5X - 2.

8. X +x+x,=-50.9.a=20,x,=-1,x,=2,x,=5.10. a = 2, xl=%,x2= 1,x,=2.11.a=-6,b=-9,

x =3, x=-lx=10x=-3128=325=0,8==2p, S, =-3p, S, =2p" Avem S+ pS_, + ¢S, =0,

.=

oricare ar fi » > 3. Acum prin inductie rezultd ca S, € Z, oricare ar fin € Z. 13. ae (—oo, %} U1, +0).

4+ x2+x2+x=—a’+a—-1<0,VacR. 17.f=X =2 + 20 - 2X+ 1. 18. f=X* - 4X° + 10X* - 12X+ 9.
19. Fie € o radacina a polinomului X*> + X + 1. Daca X*> + X + 1 divide £, atunci f'(¢) = 0. Rezulta ca (—1y""e*" " =1,
deci (1) =1 si g™™ = 1, Deducem cd m — n se divide cu 2 si 3, deci cu 6. 22. Daca ¢ este radacina a

polinomului X* — X + 1, atunci € = —1. Din fle) =0 rezultd ca n = 6k + 2 saun =6k + 4, k€ Z. 26. a —%;

b) 1 si —3. 27. Daca exista a € Z astfel incat fla) = 0, atunci f(X) = (X — a)g(X) cu g(X) € Z[X]. Rezulta
A0) = —ag(0) si f{1) = (1 — a)g(1). Cum unul din numerele —a si 1 — a este par, se obtine o contradictie.

29. f=X*+ 12X - 30. 30. Daca a € Z astfel incat fla) = 0, atunci fX) = (X — a)g(X) cu g(X) € Z[X]. Avem
A0)A) ... f(n) =-a(l —a)2 —a) ... (n— a)g(0)g(1) ... g(n). Folosind formula pentru aranjamente se arata ca
(n + 1)! divide produsul a » + 1 numere intregi consecutive. 31. Daci f=a, + a X+ ... + a, X cua, # 0 si

r=L" este numar rational scris sub forma inductibila si dacd f{r) = 0 avem a,¢** + apg*' + .. +a, p*'q+

+ a,p™ = 0 membru stang al egalitdtii precedente este impar. Contradictie.
pag 99-102. l.a) x, = -1 +i,x,=-2-3i. 2. a) x, =1, x, = ~i, x, = I.

3.x,=0,x,=-1,x,= 1. 4. ¢) x, zi%(lﬂ'), Xy, =%(2+1). 5. a) X, =4a, X, =7 ab.7.a) 1, ¢, €, 2, 2¢,

2¢? unde ¢ :_1+TN§ .

Probleme de tip bacalaureat

1.a)2-3-3=18.b)3-3-3=27.¢)f=0.d) 0.
2. a) Se verifica direct ca f nu are radacini in {il, *

b)C=2,R=-1. ¢ f[cosﬂj =2g[cos£j—l=2(4cos3E—3cos£j—l=2cos£—1:0.
9 9 9 9 3

d) Se deduce din a) si ¢).
3.a) f(-2)=6,f(2) =-2, deci f(-2) - f(2) = -12.
b) Daca polinomul f ar avea radacina r = g €Q cu(p,q)=1,atuncip|2siq

1, de unde rezultd ca r € {*l1, £2}.

Cum r € {#l, +2} nu sunt radacini, rezultd ca polinomul f nu are radacini rationale.

¢) Cum f(—o)=-m, f(-2)=06, f(1)=-2si f(x)= oo, polinomul f va avea trei radacini reale.

d)x, +x,+x,=0.

e) Scriem ca x,, x, si x, sunt radacini ale polinomului fix)—6x,+2=0; x;—6x,+2=0 si X —6x,+2=0.
Inmultind relatiile anterioare cu x| , xi respectiv xi si adunandu-le, obtinem S,.,—65,,+25=0,VkeN.
f)Cum §,=3,5 =0,5, =(x, +x,+x) - 2(xx, + xx, + xx) =12, relatia S € Z va fi adevérata V n € N.
Intr-adevir, verficarea fiind facutd, si aratim ca P = P .. Din relatia anterioara, avem S = 6S —2§5 € Z,
ceea ce trebuia aratat.
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4. a) Conform relatiilor lui Viéte, x, +x, + x, + x, = 0.

b) £(1) - f(-1)=-1-9=-9.
¢) Fie P radicina rationald a lui f; (p, 9) = 1, p, ¢ € Z, g # 0. Atunci din ¢ ‘ Isip ‘ 3 rezultd ¢ € {*1},
q

p € {£3, £1}, deci singurele radacini rationale posibile ar fi +1, +3. Acestea nu sunt radéacini pentru f; deci
f nu are radacini rationale.

d) x, rddacind pentru f implica xt=5x,-3,Vi= 1, 4. Atunci % +X5 +x5 +x) =5(x, +x, +x; +x,)—12=-12_

5.a) filx) = (x - (x - 2) g(x) + r, rezulta (1) = f(2), deci a = —4;
b) x x,x, = 6; x, +x, + x, = 1 si XX, +x,X;,+x,x;, =a, deci xl2 +x§ —i—)c32 =1-2a

3_

X, —x; +ax,—6=0

()
X, =X +ax,—6=0/=x +x;, +x; —1+2a+a—18=0, de unde x; +x] +x] =19-3a;
X, —x; +ax;—6=0

4_

3 2
X, —x; +ax; —6x, =0

(+)
x5 —x; +ax; —6x,=0=x] +x; +x; —19+3a+a—-2a" -6=0, de unde

4 3 2 .
X; —x; +ax; —6x,=0

X' +x) +x) =2a> —4a+25. Inlocuind in relatie obtinem 2a* — 4a + 25 — 1 + 2a = 24, adicd a* = a, de
unde a € {0, 1}.
¢) Radacinile rationale se gasesc printre divizorii termenului liber (presupunand ca ele existd). Dar nici un
divizor nu este solutie, asadar f nu are radacini rationale.
6.a) f(0)=25.
b) Se verifica prin calcul direct ca expresia este egala cu 0.
¢) Rezolvand ecuatia x* + 5x + 5 = 0, obtinem doua solutii reale. Deci polinomul f are 4 radacini reale.
d) Produsul x, ... x, este egal cu 25.
e) Suma x, + ... + x, este egala cu —10.

7. a) Se verifica prin calcul direct ca expresia este egald cu 0.
b) Polinomul f nu are radacini reale.
¢) Din a), (x*—/2x? +1)] /', deci restul este egal cu 0.

8. a) Cum x,,x, €{2, 3}, rezulta ca solutiile sunt reale si strict pozitive. Doua solutii.
b)Vom rezolva ecuatia x* — 5x* + 6 = 0. Notam x* = ¢ si obtinem # — 5t + 6 = 0 cu radacinile ¢, = 2 si ¢, = 3. Deci
radacinile ecuatiei initiale sunt: x, = 2 ;X = -2 ;X = NE) X, = —J/3. Prin urmare, f are patru radicini
reale.
¢) Fie P radacind rationala a lui f; atunci ¢ | 1 si p ’ 6, deci ge {£1,£2,+£3,+6}.

q

Se observa usor ca acestea nu sunt radacini, deci f nu are radacini rationale.
d) Utilizand relatiile lui Viete, avem x, + x, + x, + x, = 0.
e) Daca x, este radacind a lui f, atunci —x, este radacind a lui /. Exponentii la care apar radacinile in suma fiind

. . < ox 2005 | 2005 , 2005 2005
impari, rezulta ca x; ~ +xy  +x;  +x;  =0eN.

9.2) f(-1)+ f(1)=6.
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b) Daca f are radacina rationala r :§ cu (p, q) =1, atunci p ’ lsiqg ’ 1, deci r € {£1}. Dar 1 si —1 nu sunt
radacini pentru f, deci polinomul f nu are radacini rationale.
)X+ X+1=X+1)P-X2=X- X+ 1)(X*+X+1). Deci expresia este egald cu 0.
d) Suma este 0.
e) Produsul este 1.
10. a) y, +y, = —1, conform relatiilor lui Viéte.
b) f= g(X3 + 1).
OX-Df=X-DX*+X*+ X3+ X2+ X+ 1)=X°-1.

d) f(y) =g +1)=0, deci fiy My, = 0.

1
11. a) Restul este 0. b) |x,|=1. ¢) x; =—1. d) S, = -2. e) Probabilitatea este 3
12. a) f{—1)=0.

b) Conform teoremei restului, daca f{—1)=0, atunci restul impartirii lui fla X + 1 este 0.
< s < < . . 1

¢) fare o radacind reald si doud complexe, deci probabilitatea este 3
d) x, +x,+x,=-L
e) x, este raddcind a lui f; x; +x; +x, +1=0, de unde x'+x’ +x7 +x, =0. Analog obtinem x; +x +x7 +x, =0
si x] +x; +x] +x, =0. Adunand ultimele trei relatii vom avea:
x4+ xd +x == +x) +x))—(x) +x2 +x7)—(x, +x, +x;) . Calculand parantezele din membrul drept
obtinem: x! +x; +x; =3.

13. a) Restul impartirii este 0. b) Cum x} = 8, rezultd ca |x,|=2. ¢) x/ =8 =64.

d) S,=x+x,=16.¢€) S, =x, +x,=-2,8 +8, =14

Primitive
x° sinl x#0
pag.114-117. 7. a), b) si c): functia f este continua. 9. a) Fie G(x)= x . Se arata cd G este
1 0 ,x=0
2xsin—, x=0
derivabila si G'(x)=f(x)+ x = f(x)+h(x). G’ admite primitive, /4 este continua, deci f'admite primitive;
0 ,x=0
cos1 daca x#0 1 sin1 #0 (0,x#0
A ) . X s .
b) f(x)=92 «x +— se tine seama de a). 10. b) f(x)= X + . Functia
- 2 a,x=0
0 ,dacax=0 0 ,x=0
1
sin—, x#0 o . o , o
gx)=9 «x admite primitive. Rezulta ca f admite primitive <> A(x) ={ admite primitive < a = 0;
0,x=0 T
Siﬂxio 0, x=#0 )csinl x#0 coslx;tO 0,x=#0
©) f(x)=1 x +{ ’ oo Rezultda=1;d) f(x)= x’ Iy +{ ’ T
ox=0 00T 0 ,x=0 [ 0,x=0 77
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Rezultd @ = 0. 11. a) f are discontinuitdti de prima speta (pentru orice x, € Z);

< x<0 0, x<0 0 , x<0
b =474 . Aratdm ca functia = nu admite primi-
) J@) {0, x>0 sinl—lcosl,x>0 lia g(x) sinl—lcosl,x>0 P
X x X X x X
s x<0
tive. Presupunem ca G ar fi o primitiva a lui g. Atunci G(x)= 1 . Se aratd ca G nu este
xsin—+c¢;, x>0
X
0, x=0 |0, x=0 l —0
derivabila in x = 0; ¢) f(x)= 1 — 1 +42> 7 7. 12. fnu are proprietatea lui Darboux.
2xsin—, x#0 |[cos—,x#0
X X 0, x#0
le fL,fl sif(x);tl,‘v’xe l,L . 13.Fie F'' (x)=f(x),V x € [a, c] si F' (x)=f(x)
4 J5 3))° 4 3’5 ! ’ T2 ’
: £ (x) ,x€la,c] - : : I :
Y x € [c, b]. Atunci F(x)= este primitiva a lui £. 14. Fie F' o primitiva a lui f.
FZ(x)+FiC)_F2(C)’ X E(C, b]

Avem: (F-g) =fg+F-g = fg=F-g) - F-g. (F-g) admite primitive iar F'- g’ este continua.
Test 1. 1. Nu are proprietatea lui Darboux. 2. a) —+ 2x+4In(x-2)+ ¢ ; b) 1 3 RxP+ 5 ¢) arctg +¢ ;

d) %-COS2 x —cosx+ ¢ . 3. Functia f este continud. F(x)=x/x(20—6x) pentrux < 2si F(x)=x~/x(6x —20)+ 322

pentru x > 2.

2x5

Test 2. 1. feste continud. 2. a) x — 2In(x + 1) + ¢, b) %g Vx4 ;¢ ln + ; d) 2ctg2x + €.

3. feste continua. F(x) = —e*** pentru x < 2 si F(x) = e** — 2 pentru x > 2.

Probleme de tip bacalaureat

6. a) f’(X):3x2+ lb) jf(x)dx:[%4+x_22+xJ.C) F(X)=%4+x72+x_

=lim =0-
X—>00 x X—>00 x4

2 3
d) fim 3x (3)2 +1) 9x” +3x

7.a) f'(x) = 3x* — 4x + 3.

b) J.f(x)dx—[%—2—ﬁ+£—5x]

¢ fl(x)=0=x’ —%x +1=0,A<0, deci f'(x)=0 nu are solutii reale; rezulta f nu are nici un punct de

extrem local.

L AU

190



Integrala definita

2 1
pag125.3.2) Z2:1b) 2035 0) 16V2-2;d) Fie) e=1i D) e 0) 15 2,h)z 4.2)4;b) 8;¢) 35 d) 5
4 13 7 4 11, 3 56
5. a) _§5b)ﬁ3c)ﬁ3d)§ e)2 f) 4 + 4In2; g) )m . 6. ) b) ——+1n2 ; C) 2—1114
d) 1 -1n3.7.a) 2 + In2; b) 32,c)1 d) In6. 8. a) 3*f b) ﬁ~c)%;d)%. 9.a)24;b)%.
3
pag.130.3.a) 1+— ln— b) 1115 3 ) 41n2 —1. 5. Se aplica metoda primitivelor surori. J1=J‘%,
g(x) bg'(x) +af"(x) :
Jy=|—=—"——dx,a-J +b-J,=x+€; nbJ+mal, =|—=———dx=Inlaf (x)+bg(x)|+€ .D
e 48l = by @i/ )+ B0+ € Din
aceste doua relatii se determina /.
w3 5 1 w3 2 T w3 1,3
137-140. 1. a) ——In2; b) tg"x= -1; ——In 2—— ———+—In=;d ——1 2. a) 6¢* —2;
pag Q) )i v= o T2 9 S-S d )
3 3
b) e? — 2; ¢) %—%; d) %+% 3. Doua integrari prin parti; a) E(1+e“); b) —%(1+e”);

c) %(sinl—cosl) +l; d) %(sinl+cosl) —%. 4. a) %(2—\5) ; b) In(In3); c) calculati (e*cosx)’; —1; d) %(4—&).

1 4
5.a) In +\F ; b) 1_§ c) .12 =—(ctgx); 243 ; d) S_I .6.a)2(1 —1In3); b) 4(1 —In3); ) 4 + In2 — m;
sin” x
i i T 2
d) %ln(2+\/§). 7. a) e b) g; c) 2—%; d) §+e—1—arctge. 8. a) 5—1; b) 1;¢) 1; d) arcsing—;.
T
9. Se folosesc paritatea si imparitatea unor functii; a) 2ln(1+\/§); b) 5 c) 0; d) 1—2. 10. a) E+\/§—2;
271[ b 1 n\/_
- 11.a) 3—In2—- — 12. = at, —+—In2-——
In4; c) f a) 3—1In 2,)315 c) (1+f) a)x=a a(2+3 9]
b) x =sint; 5—1; ¢) l=t; 1+\/_ d) (1 In2). 13. a) \/§+——2 b) 21n [ )1——
2 x \/g
1 6-1
d) 17; 6\/— ? . 14. a) 0; b) 3——1 3- n\6/7 ¢) In50+ 2arctg2 — 3—— 15. a) —+2I In(2+~/3);
4 3m
b) amplificare cu 1++/x ; x=sin’¢; 3750 2x+l=1; 1+—1nf d) ——1——1n(n+l)
: _5 4). _ L.
16.a) x=In¢;2— b) 2—=;.17. a) n+2arctg§ ; b) x = arctgt; Zln2,
C) X =Yy +nm; ( D'e ™ (1-e"); d) . 18. Se stabilesc ecuatii pe care le verifica integralele; a) x:% 0;

2

b) xz%—y;%ln% c) arctgx = y; %an; d) x=ay; o (21na+1n2) 19. a) x = —y; ——; b) functia se aduce
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la forma ( f'(x)e")’; e%.ZO.a)In=e—nI se-1; 1 e—2;-2e+6,b) 2n+ DI =@2n—-1DI_; 4°16°32° 256 °
1 5 16

c) Inzln_l——‘,e lie—2;e— e

d) 2n1, =2"'\2+@2n-11, ; ln(1+\/§);%(x/§+ln(l+\/§));%(7«/§+31n(1+\/§)); i(67ﬁ+151n(1+\5)).

T 1 2n-3

.2
21. nl = s s b i x.220 1 = ;, 2
n (n — ),,2 2 4’3 n (n_1)2"+2n—2 1 4 8( + ) (8+3TC)
Test.1. 1. 7+%. 2. §+ln%_ 3. 13In2 — 3. 4. In3. 5. 4¢* + 2.

Test.2. 1. 2(1 — In2). 2. 1+1n% 3. %(565+e) 4. %(4—\5). 5. %

Probleme de tip bacalaureat

1 a) (1) = 2005.
b) Se verifica prin calcul direct.

12005
¢) f(x)==

1, pentru x=1. Cum f(1)> 0, rezultd /(x)> 0,V x €R.

d) ( jo f(t)dt) = £(x), deci F'(x) = f(x), V x €R.

e) Cum F'(x) > 0, V x €R, rezultd ca F este strict crescatoare, deci injectiva. Din lim F(x)=o si
X—>00

lim F(x)=—o0, rezultd ca F este surjectiva. Deci F este bijectiva.

X—>—00
f) Fie I = J.Oa g(x)dx . Schimbam variabila: g(x) = ¢ = x = F(¢). Pentru x = 0 avem F(¢) = 0, deci ¢ = 0 iar pentru
X = a, avem F(t) = a = F(1), adica ¢ = 1. Deci

2005 11 | 1 2005
I= jtF(r)dt jtf(r)dt j(m ot 2y =1 SH3+etaaae =01+ 3ee == 500 -
2. a) Evident, folosind 0 < ¢ < 1, adica 0 < " < 1.
b) Se obtine din a) prin integrarea inegalitatilor.
¢) Se aplica criteriul clestelui in b).

dyZ,(x)= jt" 'dt j—dz —1 (x).
3.8) f/(x)= 22—
(x+1)?
b) Iolf(x)dx=jol(x2+ﬁ)d =(§+1n(x+1)j L,

© f"(x)=2+ 21) deci exista un singur punct de inflexiune.

(x +
d) f()=2-3=7.
e) lim%(x—3+lnxj=—
X—m 3

4. a) Se verifica prin calcul direct.
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b) f'(x)= 3+( +)2,Vx€ R.
2
) f'(x)=3+(xzzjl)2 :3x ?§f+ji)§+2x=(xzil)z( (xz +l) +%(3x+1)2 +%J>O YV x € R rezulta ca functia /'

2
este strict crescatoare pe R.

d)j f(x)dx = 37—arctgx\o 5= 4

e) Cum f este strict crescatoare, rezulta ca este injectiva; apoi lim f(x)=-o si lim f(x) =00, arata ca f este
X—>—0 X—>00

surjectiva.

5
) Fie Izj_zlg(x)dx; notam g(x) =t = x =f(t) si dx = f'(t)dt. Apoi x=-1=1t=0si x=§:>t=1. Deci

2
1=[ 't fdi=if ), —jolf(z)dzzz—(%—%):%%.
5. a) 1n(x+oc)—A1nx:1nx+a :lnx+a ,deci 4= 1.
b)y=0.¢) f(x)=——.d) L.
x(x+a)
e) LOOS f1)dx = f () =1 (1%) :: =ln(2023 (‘)2?07j=1n (2006 _22))52906“) =ln(1—20(1)62), deci B = 1.

6.2) f'(x)=2xe" .b) lim  (x) = nr%exz _1.

c) lim%=f'(0)=0. d) I;f’(x)zf(x)‘(l)ze—l.

x—0

" r(t)dt
e) lim '[0 s i L =S0) _

X—>00 f(x) X—>00 f( ) X—>00 2xexz X—>00 2x

7. a) f(m) = sint = 0.
s
b) Daca x = 2nm, atunci f(x ) = 0 si li_r)roloﬁ)(xn) =0. Daca y = 2nn + 5 atunci f(y) = 1 si li_r)?oﬁ)(y”) =1.
Deci lim f,(x) nu exista.
¢) f,(m) = cosm = —1.
2n 2n . 2n
d) _[0 JSi(x)dx —J.O cos xdx =smx‘0 =0,

e) f,(x) = sinx; f,(x) = —cosx; f,(x) = —sinx; f,(x) = —cosx; f,(x) = sinx. Deci valoarea functiei se repetd
din 4 in 4, rezultd f, (x) = f,(x) = —sinx.

b fim Lo LG+t ()

n—o n

=0 deoarece numaratorul este constant, putand lua una din valorile 0, cosx,

cosx — sinx, —sinx. Cum numitorul tinde la oo, rezultd fractia tinde la 0.

8. a) Se verifica prin calcul direct ca f(x)=x— 21 , VxeR\ {1, 1}.
X
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1 . X —x—-1-x"+x
X
— X—>0 xz_l

3
b) 1im@=l; lim(f(x)—x)zlim(%— =lim

graficul lui 1" este y = x.
¢) lim f(x)=-o

4 e 1 e 1 X 1ox—1t 1,3 11
d) Lf(x)dx—L(x—xz_l)dx—Lxdx—L xz_ldx_7\2—§1nm2_ 6-5Inz+lnz.
e) f(x)—1+( 2x 1y >1< x> 0. Deci multimea este (0, o0) \ {1}.

9. a) Se verifica prin calcul direct.
b)@gutn—xﬂ=@gf4+xf+J=—L
c)f”)z”kxi) vreR
d) f'(x)= (x +2x° +1- 1)—M rezultda cd f'(x) <0,V x <0,
(x* 1) (" +1)°
deci f este strict descrescatoare pe (—oo, 0] si f'(x) > 0, V x > 0, deci f este strict crescatoare pe [0, ).
e) hm f (x)=o0 si hrn / ( ) =o0, rezultd cd f nu admite asimptotd catre co.
1 1 1 1 1 2
f) Jof(x)dxz.[o(xz—1)dx+_[omdx=§—1+arctgl—%—§.
, 2x
10. a) f(JC)Zm
1 -2 1
b ALY D) =5y =
©) —l< al - <l<:>—1< Klo—(I+x)<2x<l+x¥ ox-1)’=20si(1+x?=>0
2 I+x 2 1+x

1 2
d) Calcul direct. e) J.Oz[l— e J =2—arctgx| =2—arctg2. f) 0.
X 0

2x

1 il
11.a) f/(X)==Qx*+3) 2 - dx=—~—on—
) 2 J2x? +3

b) [, /'(x)dv= £ (1)~ £(0) =53 ¢) limy2x" +3=c0.

X—0

d) hm(\/2x +3 \/_x)—hm 3 =0.
Hw\/2x2+3+\/5~x

e) Functia e monotond pe [0, %) si pe (o, 0], deci unica solutie este x = 0. f) 0.
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Aplicatii ale integralei definite

32,32 5,10 1, 38 1_ (e—1) 2
pag.144. I. 1. 3 2. 3 . 3. 3 .4.m—2.5. 6.6. o 3.7. et 2.8. 1_T' 9. 3n3 -
pag.148-150.Test.1. 1 f'(x)zi Im f=(0;1], xe(—o0, —=1JU[1, +0) ; T 1 3 3+l
] . oo . (1+x2)29 ) 9 9 ) ) 2 3 . 3
2
Test.2.1. f'(x)=e"(x’ —2x), f"(x)=—e"(x’—4x+2). 2. V(a)= Tcarctga+1+ hmV(a)— 3. 272

Probleme de tip bacalaureat

1. a) Asimptota este y = 0.

b) f'(x )—W,xeR.c) lin}f( *) f(l)—f(l)—
dx —arctg2|?=L e) hmx f(x)=1lim X’ =1
2 4_ g20_4 _r—m:x +4— .

2.2) f(a)=a, f(b)=h.

a+b-1
2

a+b-1
<a, iar functia fiind de gradul al doilea si convexa este crescatoare pe { §+°°j.

b) 2

¢) Folosim continuitatea si monotonia functiei f.

b

2

X
—(a+b-)=—
(a )2

b
+ abx|: = b

a

3

b x
d) Aria este I f(x)dx = 5

2_a2_(b_a)3
2 6

b -a _(b—a)3
2 6

b b b
e) Evident, deoarece se observi ci .[f(x) dx + .[f'l(x) dx=b"—a" si .[f(x) dx =

b -a +(b—a)3
2 6

b
-1
f) Evident, deoarece in acest caz If (x)dx =

) =

I e—e!' e*—1

b) 1= f(x)dv=3(e ~e )|

X

e +e”

¢) Cum f"(x)=
d) 1'(0)=0.

e) Cum f'(x)=0 are o solutie si derivata isi schimba semnul la stanga si la dreapta lui 0, avem un punct de
extrem local.

>0, rezultd cd nu are puncte de inflexiune.

2x f(x) f(0)
4 Sl )_(x +3)1n2 " @iom2 Pl =/10)=0.

0 f,(x):L.2x3+4x—2x3—6x:_L. 2x
In2 (x2 + 2)(x2 +3) In2 (x2 + 2)(x2 +3)°

deci f'(x) > 0, x <0, sau f'(x) <0, x> 0.
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d) hrn f (x)= hm o 2 lnx + 3 =0,deci y=0 este asimptotd orizontala.

e) Din c) si d) rezulta 0 <f(x) < log3 - 1.

x 2, N g, 2, 2N, lx £ _ 2o 2 [ a -
1) Io log,(+" +a”)dt =tlog,(t" +a’)dt |, — 1112.[Oﬁdt—xlogz(x +a’)- ln2j0 (1 t2+a2)dt

= xlog,(x* +a’) ——2 +12—a2arctg—

g) Aria= f f(x)a’x—f log, (x* +3)dx — f log, (x* +2)dx—10g24—ﬁ+ 2\/_arctg\/_

- 2 22 —0-
log23+1 T arctg\/_ 2 10g23+ (\/—arctg\/_ \/_arctg\/_

5.a) Cum lim f(x)=1, y=1 este asimptota la graficul functiei f catre +o.

v (1) 1Y 2
b)f()(f):[ xz = 1—7 :F,XEIR*. X —0 0 0
- -
¢) Din tabelul de variatie, rezulta ca f'(x) € [0, 1), V x € R, deci cel mai mica € R J;('(;)) T— } —

cu proprietatea f (x) <a, Vx € Reste a = 1. —00! —00

1

1(1—%)61)6 = (x+l)

A X
3

ool xt x+1

6. 2) £'(x) = 4 — 2. b) £'(2) = 30.

¢) f"(x) = 12x%, deci nu are puncte de inflexiune.

1

d S B
) ‘2 2 2‘

(x)dx| = %

1
1
2

d) Un punct de extrem local: [%, f[%}} e) A= J-_llf(x)dx — J'_ll(x4 ~2x)dx = (X?S_xz]
7.a) f'(x)=2x+3.b) f'(2)=7.

¢) f"(x)=2, deci functia nu are puncte de inflexiune.

3
d) Punctul x= ) este singurul punct de extrem local.

1
b2 P 3x 17
e) IO(X +3x+1)dx—(?+7+ j‘o—?.

8.a) f(x)=2x,Vxe R.b) f'(1)=2.
¢) /"'(x) = 2, deci f nu are puncte de inflexiune.

d) Cum f'(x) = 0 are solutia x = 0, functia are un punct de extrem local: (0, 1).

O [|/ldx=] (¢ +ax=1+1=3.
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9.2) f'(x)=2x+ 1. b)f'(x)>0, Vx>t

2
O SO +f W)+t fl) =3 (K +k+1) :”(”“)6(2””) + ”(”; Dy nrn= (”+1)(”23+ n+3)
d) Din ¢) rezulta ca lim /) +f(1)3+...+f(n) =%.

n—>0 n

e) A =j_11!f(x) |dx =£1f(x)dx :fl(xz +x+1) =(%3+%2+xj \1_1%

1 1
10. a) Se verifica prin calcul direct ca f(x) - 3x—2) T3 Y =0, VxeR—{-1, 2},

b) lim f(x)=—o0, lim f(x)=+400 si lim f(x)=00,lim f(x)=—o0, deci x = —1 si x = 2 sunt asimptote verticale
x—>—1 x—-—1 x—2 x—2
x>—1 x<-1 x>2 x<2

la graficul lui £ Rezulta cd f admite doua asimptote verticale.

1ox=2" 1,2 1)1 5 1,8 2
X)dx =— ——— |dx==In =—|In=—In—|==|In4-In— |==In—=In—
o [}/ J.[x2x+1jx3 1, 3[5 4) 3( 2)35 5
2
d) hmx f(x)—h m
(1,1 1 1 1 1)
e) 11m(f(3)+f(4)+ +f(n))—11m§(1+2+...+n_2—z—§—...—n+l)—
1 11 1 1 1\ _11
‘E‘is(”z 3‘n—17‘n+1)‘1
11. a) Se verifica prin calcul direct ca f(x)—2+ 1—1+ =0, Vxe[0, ).

b) lim f(x)=2, deci y = 2 este asimptotd orizontald la graficul functiei f.
X—>+00

1 1

) S O = r

1 1
d)jf(x)dx jzdx jx+1dx j0x+2dx 2x‘ —1n(x+1)‘ ~In(x+2)) =2-In2-In3+In2=2-In3.

¢) lim%j:f(t) _ 11m%(2x—1n(x+1)—ln(x+ 2)+In2)=2.
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Probleme recapitulative

Grupuri.

I
1. ABE€ M,V 4, BE M, (AB)C = A(BC), Jzz((l) (I)J,de‘rA £0, A =|* | 4B # BA.
0

<=8 |n

2.a=b,ae {0,-1}.3.xxe=x,Vxe€ R; x=0,e=-2,darpentrux=1,x xe=e—1-e—-2# 1 =x.

4.a=b=1.5.a€ {0,1}.6.a=3.7. ae{O,%}.& e=0, x':xz_xze(D\{2},(x*y)*zzx*(y*z);x*yzy

* 2, Vx,y,ze Q \ {2}. 9. e=1+0\/§,a=x+y\6,a"l=x—y\/§. 10. x*y=(x-4)(y—-4)+4=y=*x.
11. x*y=y*x; xke=x=e=4¢M.12.x,yeE M,x x ye M, X*y=y*x, 1+(x_1)1“\/)’j:1+(y_1)lnx/ﬁ’

1 1 1
FIn(y=Din(x -1 =3In(x~DIn(y~1), Vx, ye M. 13. 4,4, € M, A A, = A,A,, VA, 4, € M. 14. m=7.
15,4 -4 € M{E=A, AA = AA YV A, A € M. 16. x*y=(x—6)(y—6)+6;(x*y)kz=x*(y*z);

e=T7eM,; x*yzy*x,xe{5,7};x'=6+x—16, x'e{57.17.x,ye M, xxyeM,(x*y)*z=x*(y*z),

.
=e, InxInx'=1, x'=e", Vxe M . 18. Nu exista e,er,e .

Inxlnx'

e, =e, x*y:y*x’ x*x':e’e

19. 44, € M,V A, A, € M ; I=1, Daci A € M existd A" dacd si numai dacd x # 0 si y = 0.

-1

A_lz(—xﬁy_lZ yqu. 20. a,a,€ M,aa, € M, a=x+y\/7, x, yeq@, x2—7y2=1, e=1,x’1=x—y\/7,
Vx,ye Qx*-7?=1.2l.a)yx*y=x-3)y-3)+3,x,y€ G;x-3>0,y-3>0,x *x y>3, x *x ye G.
b) a # 0, feste bijectiva ; f (xy) =f (x) * f(y), a =1, b = 3. ¢) Inductie matematica. 22. x * ye Z,Vx, y € Z,
(xxy)*z=x*x(*z),e=2,X=2-x,x*y=y*xx,Vx,)z€ Z f(x)=x—2 este bijectiva; f (x * y) =f(x) +f (),
Vx,ye Z.23.x x y=(x-2)(y—2)+2, xxx*x*. . *x=(x—-2)"+2,neN, n=2.24. (x*y)*z=x*(y*z) ;e=0;

x de n ori

x'=—x;x*xy=y*x; f: R—> G, bijectiva si f(x+y)=f(x)*f(»); f’I:G%R,f’l(x):%Initg

SUPIIVE _ _ 10 - 1 Xy
bijectivd, f'(x*y)=f"(x)+f"(y). 25. 4,, 4, € G, AA, € G, E=12=(0 J, 4 1=x2+y2 (_y x),

X +y720; f_I:C*%G,f'l(Z)z(;C} _xy); f:GoC, f(A)=z, A:(; _g),z=x+iy. [ este bijectiva,

I —x xz—y
-1 _
fUAB)=f(4) f(B).28.4A4,€ G, A,4,€ G, (A, A)A,=A(A,A), L€ G, 4 = {8 (1) _1Z ]G G.

27.a)x,y € G, x¥y=(x=-3)(y-3)+3,x*yeCG; (x*y)*z=xx(y*z), e=4eG,x'=3+x—13=’7;jc__§g

x*y=y*x,Vx, yeG. b) f:G—)IRf,fbijectiVé si f(x*xy)=f(x)-f(»),Vx,yeG. 28. e, =-1, e =1,

eq,

X ==2-xeZx, =2-xeZ; fbijectivi, f(x*y)=/(x)L f(y). 29. Azz(l 8:1); A= E A4 = A2,

0
(A4 = E. 30. 4, A, € G, A4, € G. 12=((1) ?),A”:xz_—lsyz[_gy _xy)eG,f:G%Q(\/S),
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P33 A=( 3, 7 stebifecivg, £ Q) 5G. 1B) =, Sz = 1) /23 7 =530,

22=x2+y2\/§;x1,y1,x2, », €Q.

. 1 . -
31.2) xxy=(x-1)(y-D+leG,e=2€G, ¥'=l+——5=—"=, x*y=y*x.b) Inductic matematici,
32. x*yzl—(x—l)(y—l),x,yeG,x*yeG;ez—leG,x'=1+x_1EG, x*y=y*x.33.a)e=m + 1,
2 .
x'=1_’;1$, x*y=y*x.34.z *z,=(z, - i)z, - i) ti,e=1+1i, Z'=2Ztll,ZeC1.b) Inductie matematica.
1 —Inx 0
35,4 A€ G,AA =4 =A;I3=A1,A_1= 0 1 0].36.x,ye G,x*ye G;e=0, x'=i,x¢k.
X y Xy Xy x 0 0 1 )C_k

37.a € G, x,ye G, x *y € G; ad=d-a=e,e,=d,x.*x=x*x_=e,=d,x,=x"dd, xy = yx,
x*y=y*x, 38.a) e e = @ €(@. a) (e¥et)e = @t = gax . (ePe); e =1, () = e, b) f: G > R,

xy+(x =1y

f (e™) = a, f este bijectiva si f (e™e’™) = f (e™) + f (e®). 39. a) X*) _DEG,
e:%e(o’l)’x'zl—xe(o’l), x*y=y=*x.b)f bijectiva sif(x * y)=f(x) f(y).40.z,z,€ C,z, Lz, € C,

z, Tz, € C,e =—ai,e,=a; z| =—z—2ai, zy =—z+2a; fbijectivd, f(z, Lz,)=f(z) Tf(z).

=

Inele si corpuri

lLxlye Z xTye Z, (Z 1) este grup abelian, e, =3, x' =6 —x, e, =4, (Z, T) este monoid; x T (y L z) =
=@ Ty)L@Tz.2 (C, +) este grup abelian, e, = 0, z' = —z, z, + z, = z, + z; (C, *) monoid comutativ,
e,=1+iiz*x(z +z)=@E*z)+(z*z)3.2,2,€ A,z +z,€ A, zz, € A; e, =(0,0); —z=(—=x, p);
z, tz,=z,+z;e =(1,0),zz =zz; 2(z, +z,) = zz, + zz,; (4, +, *) este inel comutativ; 4. 4, + 4, € 4,
A,A,€ 4;e,=0,, A=A, A +A,=A, v+ A A A, € A, A, A, € A;e,=1; A4, +A,))=AA, + AA,.
5.(4, L, T) este inel comutativ. x€ 4, ¥ € A, xTxX =xXTx=e,e,=-LxLy=x+2)y+2)-2,xLx=-l,

(x+2) +2)-2=-I, x’=—2+L,Vxe(D\{f2},el=—2;xT(yJ_Z)=xTyJ_xTZ. 6.4, 4, € K,

x+2
A4,€ K, 4, +4,€ K, e=0,, (K, +) este grup abelian. 4, = (x;y xzy) , (K—10,}, -) este grup abelian.
X-y -y
5 x2_2y2 x2_2y2
e=1, Ax’y = y X+ s AA, +A)=AA, +AA; AA,=AA.T.z,2,€E K,z +z, € K, zz, € K,

x*=2y" x* =2y

e, =0,e =1, (K, +) grup abelian, (K, ) grup abelian, z(z, + z,) = zz, + zz,. 8. (K, L) grup abelian, (K —e , T)

+

grup abelian. x T (y Lz)=xTy Lx Tz
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Primitive. Integrale nedefinite. Integrale definite.

232f &f7

99. a) =~ 3 ,b)
2) E+lln2; h) —. 100. a) In3; b) 1 — In2; ¢) In3—-=; d) ——ln3 101. a) ; b) ; ¢) In3; d) 8n.
42 15 15
102. a)ﬁ——ln(2+f) b)2m ©) 5 (16 9n2);d) X —1.103. a)%;b) (2+1n 7); ) 1-e+(1+e)n(l +

+ e) — In4; d) —2arctgoc+1n};—§, unde oczﬁf +} 104. a) 4; b) 0; c) 4; d) 4. 105. a) 21n ; b) e+l—2
e

©) 2(+e); d) S(+eh). 106, ) 2-2 5 b) 2 — 2 ©) 4m; d) 4. 107. a) S+ln Bl 2m3

9

N
C)£—2 2
4 3

1 T b1 o1
c) —Enz;d)E.llO.a)2;b)§;c)n2;d)2. lll.a)Z;b) 1 c) 32,d) 9 112. a) e¥%; b) e; ¢) 4,d) n( )

;d) 2In5—4+2ve—1+2arctg2 —2arctg\e—1; e) 1 — 2In2; f) %—4ln2;

b

d) ( 1+1n4). 108. a) ———1 (1++2); b) “( 2 ¢) 2; d) 1. 109. a) —(n +4); b) —(n ~4);

114. Se minoreaza si se majoreaza functiile \/x4 +1 si e+ 115, a)l =e—-nl ;e—1;1,e—2;6 - 2e;

1 2,5 ; . 2.4.16 32 _ 1
b) £, =l == =252 =262 05 0) @n+3)0, =20 3°15°105° 3150 D @n* DI =20l 5 1
2.8 48
37157105

Aplicatii ale integralei.
1. a) feste strict crescatoare pe (—o0, —2) si pe (-2, +©) ; b)a=3,=-7;¢) ’3 - 71n2|.

2.a) f'(x) =—-2cosx(2sinx — 1) ; 0, = 2 , T puncte de minim, %, 5% puncte de maxim ; b) 4. 3. a) f'(x)= X+2

o

x+1
2
f strict crescatoare pe (-1, +o0) ; b) A(oc)———(x+(ot+1)ln(ot+1) c) hm A(oc)—%
— )2
4.a) im LGN =IO o py piy=[6-2x-C= | 5x ) 2. a) BT 5 a) £(x) = —3sindx,
h/0 h 5 4 2
f"(x) =-9cos3x ; ¢) 2 +g; d) % 2371 6. a) f strict descrescatoare pe (—o0, In2), strict crescatoare pe (In2, +o0) ;
o ' Tov 4, 2. (l-cos8xY 7 1 1
b)S=6; V=mn(15-8In4);c)SInd —-6.7. a) §’b) sin” 4x =(sin” 4x)” = — —g—zcos8x+§cosl6x
) V==-.8.a) F(x)= ln|lnx| +¢;b) A———ln(lnoc) 1-21.9 a) f7( )=ezy_1
= 32 i REd y Tl

10. b) J_Zf(x)dx:2Jj(f(x)+f(—x))dx=6;c) Szln(lze) 12. a) = 3 ,b)8 13. ) )
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