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Prefata

Manualul se adreseaza elevilor de liceu din clasa a XI-a de la urmétoarele filiere si
profiluri:

» Filiera tehnologicd, profilul real, specializarea stiintele naturii (TC + CD);

» Filiera tehnologica, toate calificdrile profesionale (TC).

Aceste este conceput pe baza noului curriculum scolar elaborat pentru clasa a XI-a,
vizand formarea de competente, valori i aptitudini in actul Invatarii, elemente care sa
dea posibilitate elevilor sa perceapd mai usor dimensiunile realitdtii Tnconjurdtoare si sa
aplice metodele matematice 1n situatii cat mai diverse.

Manualul este format in esentd din doud parti distincte.

Partea intai, intitulatd Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare,
cuprinde capitolele: Matrice, Determinanti si Sisteme de ecuatii liniare.

Partea a doua, intitulatd Elemente de analizd matematicd, este formatd din
urmatoarele capitole: Limite de functii, Functii continud, Functii derivabile si Studiul
functiilor cu ajutorul derivatelor.

Partea aplicativa este constituitd din urmatoarele elemente:

» Exercitii si probleme rezolvate. Acestea sunt plasate in fiecare paragraf, dupa
introducerea unei notiuni si a teoriei ce se dezvolta in jurul ei. Ele oferd modele
de aplicare si folosire a elementelor teoretice in exercitii i probleme.

» Teste de evaluare. Ele apar dupa un grup de teme sau la sfarsitul capitolelor.

» Seturi de exercitii i probleme propuse structurate in doud categorii:

a) Exercitii §i probleme pentru exersare, notate cu litera E. Parcurgerea
acestora asigurd insusirea si folosirea notiunilor de baza invatate intr-o lectie.
b) Exercitii si probleme de sinteza, notate cu litera S. Acestea au un grad de
dificultate mai ridicat decat cele de la Exersare si asigurd o sinteza a
cunostintelor, conexiuni intre diferite nofiuni din lectia curentd, capitolul
curent i din capitolele anterioare.

» Teme care solicitd demonstrarea unor rezultate sau rezolvarea unor cerinte pe
baza unor modele care apar in continutul unei lectii.

» Seturi de probleme recapitulative care acoperd intreaga tematicd a manualului.
Acestea se constituie intr-o rezerva de probleme pentru teme suplimentare,
pentru lucréri de verificare semestriald sau verificare curenta.

Manualul se incheie cu un paragraf de ,,Raspunsuri si indicatii de rezolvare*, pentru

un numar semnificativ de exercitii si probleme.

AUTORII






PARTEA 1

Elemente de calcul matriceal.
Sisteme de ecuatii liniare






Capitolal 1

Matrice

1.1. Tabel de tip matriceal. Matrice, multimi de matrice

1.1.1. Tabel de tip matriceal

In diverse activititi practice legate de inregistrarea, gruparea, analiza si
interpretarea datelor referitoare la desfasurarea unui anumit fenomen de naturad
tehnica sau economicd apare necesitatea organizarii acestor date informative in
diverse tablouri (tabele) care sd serveasca Intr-o maniera optima scopului propus.

Sa consideram urmadtoarea situatie practica:

Situatia vanzarilor la 4 librarii dintr-un oras intr-o perioadd de timp este
prezentatd in tabelul de mai jos, in care se specifica librdria, tipul de carte

vandut §i numdrul de exemplare vandute din fiecate tip.

Tabelul 1.1.
Produsul| Carte |Literatura| Carte SUVRRON
e . 9 . 9 . . | Beletristica | Dictionare
Libraria scolara [universala| tehnica
Libraria nr. 1 55 14 4 20 2
Libraria nr. 2 30 24 0 52 10
Libraria nr. 3 45 15 8 40 7
Libraria nr. 4 28 10 3 50 9

Din acest tabel putem extrage cu usurintd informatii despre vanzarile unor
librdrii citind datele situate pe linii, precum si informatii privind vanzarile unui
anumit tip de carte, la cele 4 librdrii, extrdgand datele situate pe o anumita

coloana.
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EXEMPLE
» la libraria nr. 2 s-au vandut 30 de exemplare de carte scolara, 24 de
exemplare de literaturd universald, nicio carte de tehnicd, 52 de carti de
beletristica si 10 dictionare;
» dictionarele s-au vandut astfel: doud dictionare la libraria nr. 1, 10 la
libraria nr. 2, 7 la libraria nr. 3 si 9 la ultima librarie;
» numarul 50 situat la intersectia liniei a patra cu coloana a patra a tabelului
reprezinta numarul de carti de beletristica vandute la libraria nr. 4.
Datele tabelului de mai sus pot fi scrise sub o alta formd, intr-un tabel format
din 4 linii i 5 coloane astfel:

55 14 4 20 2
30 24 0 52 10
45 15 8 40
28 10 3 50

& DEFINITIE.

Un tabel in care datele sunt scrise pe linii si pe coloane se numeste
tabel de tip matriceal.

Un tabel de tip matriceal format din m linii si n coloane, unde m,nEN" are
forma urmatoare:

Tabelul 1.2.
Coloana 1 |Coloana2 |[Coloana3 |.............. Coloana n
Linia 1
Linia 2
Linia 3
Linia m

Pozitia unei date din tabelul de tip matriceal este bine precizata cand se
indica linia si coloana pe care se afla.
Vom utiliza notatia literala a;; pentru a indica elementul situat la intersectia

liniei i cu coloana j, unde i € {1, i e m} sijE {1, 2, ., n}



ExempLyu
Pentru tabelul de tip matriceal de mai sus avem:
> a; =55 ajp =14; ay; = 0; azs =7, ayy =50 etc.

>28=ay,; 8=as;; 10 =a,5; 3=a,3; 9 = ay; etc.
TEMA

1. Sa se alcituiascd doud exemple de tabele de tip matriceal cu doud linii si trei
coloane, rspectiv cu trei linii si doud coloane.

2. Evidenta incasdrilor (exprimate in milioane de unitdti monetare) la ghiseele
unei filiale CEC pe o perioada de o luna este redata in tabelul 1.3.

Tabelul 1.3.
I. sdptamanii | Siptdmana | Sdptiména | Sdptimana |Sdptdmana
Nr. ghiseului I all-a alll-a alV-a
1 120 330 105 320
2 80 110 160 215
3 135 95 140 190

a) Sa se interpreteze datele din coloana a 3-a si apoi cele din linia a 2-a.

b) Ce reprezinta numerele: 135, 110, 320?

¢) Dacd a;; reprezintd suma incasatd la ghiseul cu numdrul / in sdptdmana j, sa se
determine:

dyy, A3y, Apps Ay, 34, 3.

d) Dupa modelul 80 = a,,, sd se completeze:
95=..,160=...,320=..,140=..., 330 =....
1.1.2. Matrice. Multimi de matrice

Fie m, n€N" doui numere naturale si mulfimile N "= {1, 2, .., m},

N, ={1,2, .., n} si C multimea numerelor complexe.

< DEFINITIE.

Se numeste matrice' de tipul (m, n) sau matrice cu m linii §i n
coloane cu elemente din multimea C o functie

AN, XN, =>C, AG, j)=a;,i€N,, JEN,.

Numerele a; € C se numesc elementele matricei.

1 Notiunea de matrice a fost introdusa in anul 1858 de matematicianul englez Arthur Cayley (1821-1895)
care foloseste notatiad =

a; |si<m. in1919,lasugestialuiM.Bécher, s-aintrodus notatia4 = a; ) si<m.

Isj<n Isj<n
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Cele m - n elemente ale matricei vor fi agezate Intr-un tabel de tip matriceal
format din m linii si n coloane, obtinandu-se urmédtoarea reprezentare a matricei:

aip 4y ayj Ain

dyr A4y a,; Arp
A=

a1 4p a;; i

Ui Ay oo Ay oo Ay

Prescurtat, o matrice de tipul (m, n) se noteaza sub forma:
A= (aij)]gl'gm sau 4 = (aij),-=@ sau 4 = (aij) .

ISj<n j=l,n mXn
EXEMPLE
1 =3 0 ) ) .
> A= (2 N _4) este matrice de tipul (2, 3) cu elemente din R.
Elementele ei sunt:
a =1 a,=-30a,;3=0,a, =2,a,, =5, ay; =—4.
3 5 =2
» B=|0 1 1 [esteo matrice de tipul (3, 3) cu elemente din Z.
2 4 4

Seobservaca: 0=a,;, —2=a3,2=ay,, az3 =az; =4, ay, =a,; =1

De obicei, matricele se noteaza cu literele mari ale alfabetului latin, eventual
insotite de indici: 4, B, C, ..., 4}, 4,,...

Multimea tuturor matricelor de tipul (m, n) cu elemente din mulfimea
numerelor complexe se noteaza . %, , (C). In multimea . 4, , (C) se disting
cateva submultimi importante de matrice:

> M, , (R) — mulfimea matricelor de tipul (m, n) cu elemente numere

reale;
> %m; (Q) — multimea matricelor de tipul (m, n) cu elemente numere
rationale;
» M, , (£) — mulfimea matricelor de tipul (m, n) cu elemente numere
intregi.
Deoarece ZCQ CR CC, intre multimile de matrice enumerate existd
relatia:

M, @) C.M,, Q)C.A,, R)C.A,, C).

m,n
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EXEMPLE
s a="" Plewn 2): g 2
2o—1 2—i 3 A2
_ } > D= eEM C).
>C=| _% EM, , R); L4 s 23 (€)

Matrice particulare

1. Dacid n =1, matricea 4 este de tipul (m, 1) si se numeste matrice coloand.

Aceasta are forma

De exemplu, in calendarul lunii septembrie 2006 ziua de duminicd are
urmatoarele date 3, 10, 17, 24 scrise pe coloana.

Septembrie 2006

L Ma Mi J V S |D

1 2

4 5 6 7 8 9 [10

11 12 13 14 15 16 |17

18 19 20 21 22 23|24

25 26 27 28 29 30
3

10
Asadar, avem matricea 4 = 170 unde a,; =3, ay; =10, ay; =17,a,, =24.

(O8]

24

2. Dacd m = 1 matricea A4 este de tipul (1, n) si se numeste matrice linie. Aceasta
are urmatoarea scriere:
4= (011 i 413 - aln)'
De exemplu, sdaptdmana a 36-a a anului 2006 incepe in data de 4 septembrie.
Putem forma astfel matricea linie B = (4 56 78 9 10).
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3. Daca numadrul m al liniilor este egal cu numarul » al coloanelor, matricea este
de tipul (n, n) si se numeste matrice patratica de ordinul n.

Multimea matricelor patratice de ordinul » cu elemente in C se noteaza
A, (C). Forma generald a matricei patratice de ordinul # este:

app dp 43 ... 4y

dy Ay Gyz ... dyy
A= a31 a32 a33 ves a3n .

anl anZ anS ann

Sistemul ordonat de elemente (a,;, a5,, @33, ..., a,,, ) din matricea patraticd
A formeazad diagonala principalda a matricei A4, iar sistemul ordonat
(ay,,> @yp_» ---» @, ) se numeste diagonala secundara a matricei 4.

Suma elementelor diagonalei principale se numeste urma matricei si se
noteaza tr (4).

ExempLU
-2 4 5
» Fie matricea patraticd A=| 3 9 1|€&€.#;(R). Diagonla principald
-1 0 3

este (—2, 9, 3), diagonala secundara este (5, 9, —1), iar urma matricei este
tr(4)=—-2+9+3=10.

4. Matricea pitratica care are toate elementele diagonalei principale egale cu 1,
iar celelalte elemente sunt egale cu zero se numeste matricea unitate de ordinul
n, notatd / . Aceasta are forma generala:

1 0 0 .. 0
0 1 0 .. 0
I,=10 0 1 .. Of
0 0 O 1
Cazuri particulare:
1 0 00
1 00
1 0 01 00
I,= , [;=|0 1 0} I,=
0 1 0 010
0 0 1
0 0 01
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5. Matricea de tipul (m, n) cu toate elementele egale cu zero se numeste matricea
nula si se noteaza O,, ,,. Dacd m = n, matricea nuld se noteaza O,,. Avem:

0 0 .. 0
00 0
0 0 .. 0 0 0
0, = 0, = :0,=(0 0 0
0 0
00 0
0 0 0

Matrice egale
Fie matricele 4,B € .4, , (C), A= (ay.) o B = (b?/)m . Matricele 4 si

B se numesc matrice egale daca a; = b,-j pentru oricare iE{l, 2, . m} si
je{l2, .., n}

Proprietati ale egalitatii matricelor
1. Egalitatea matricelor este o relatie reflexivd pe multimea matricelor:

A=A NAE ./,  (C).

m,n

2. Egalitatea matricelor este o relatie simetricd pe multimea matricelor:

A=B=>B=A4Y4,BE. X, (C).

3. Egalitatea matricelor este tranzitiva:

A=BsiB=C=>A=C,VA, B, CE. 7, (C).

m,n

EXERCITIU REZOLVAT
Se dau matricele:
(2x—1 2 5) po[F 2 2741
4 y=3 8/ t 1 8 )
Sd se determine x, y, z, t € R astfel incat A = B.

Rezolvare.
2x —1 2 5

4  y-3 8

Avem: (
t 7 8

_(5+3x 2 22+1)
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Aplicand egalitatea a doud matrice de acelasi tip se obtine succesiv:
a3 = b3 = 5=z +1, cusolutiaz € {-2, 2}
ayy, = by, = y—3=7, cusolutia y =10.

Asadar, A = B dacd si numai dacix =—6, y =10,z =*2, t = 4.

/ Exercitii si probleme

Exersare
E1. Si se scrie o matrice
AE. My,@), BE. My,@),CE. M, R), X E. My (C).

E2. Si se scrie:
a) o matrice coloana cu 4 linii;
b) o matrice linie cu 4 coloane;
¢) matricea unitate de ordinul 5;
d) matricea nuld de tipul (3, 4).

E3. Se considerd matricele:

A=|-7 8 =2|; B= i ; C=| —1
3

0 -4 1

a) Sa se precizeze tipul matricelor 4, B, C, D.

b) Sa se scrie elementele matricei B si D precizand linia si coloana pe care
sunt asezate. Exemplu: by, =2, d\; = NER.

¢) Sa se completeze:

a23 =..., a32 =..., a22 =..., 031 =...’ 021 =...’ 1+ i =..., ﬁ =...’ _4 -

by =..., d\4 =... si altele.

ceey
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d) Sa se precizeze valoarea de adevar a afirmatiilor:
* a;, + a,, + as; reprezintd diagonala principald a matricei 4.
* diagonala secundara a matricei 4 are suma elementelor egala cu 12.
° a31 +b22 +021 _d14 =\/§+1.
2.2
*ay; bz ey tdp>—12.
*dy3 = by =5dy.
: 3a—6 1-b a*—4 . .
E4. Matricea X =| ", reprezintd matricea nuld de
b’ —b c—12 4—2m
tipul (2, 3). Sa se determine a, b, ¢, m ER.

x+1 0 0
ES5. Matricea A=|4—y? 3u 1—t |reprezintd matricea unitate de ordinul
z2+1 v? 1—x?

3. Sa se determine numerele complexe x, y, z, ¢, u, v.

E6. Si se determine elementele necunoscute astfel incat sa aiba loc egalitatea:
: 2w+l =1 [(—y+6 -1
a = )
5 xX—y |-5] 4-2x+y

b) x+y 2x=y) ([ 3 y+2
4 2x+y_x+2y 5 )

E7. Se considera matricele 4 € .4, 5_, (C)si B € ./ , , (C). Si se determine
m, n € Z astfel incat sa fie posibila relatia 4 = B. ’

Sintezd
S1. Sai se scrie matricea 4 = (aij)4x4’ stiind cd a; = max{i, j}, i, j= 1,_4
S2. Si se scrie matricea B = (bij)3x3’ stiind cd b; = FHG = 1, 3.

2, dacii=j
S3. Si se scrie matricea C = (C"J')3><4’ stiind cd c¢; =11, dacdi>; .

(=1)"*/ 4}, daci i<
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S4. Se dau matricele

4 2 4 4 -6 2
A=|3 —2x 1 si B=| 0 —x° -—10/.
5 6 ¥ +6 -4 0 2y

a) Sa se scrie tr (A) si tr (B).

b) Pentru ce valori ale lui y are loc egalitatea as; + b33 = a,; — by,?
c¢) Pentru ce valori ale lui x are loc egalitatea a,, +2b,, = a3, + by;?
d) Sa se determine x, y € R astfel ca tr(4) —tr(B) = a;3 + by,.

S5. Se dau matricele patratice

2x—1
A= 20
log,(a—1) 4y° —3x

2
X _ oX y- =2y

si B= 3 -9 g 3
a+3bi—1 3-C?

a) Sa se determine x, y, a ER astfel incat 4 =17, .
b) Pentru ce numere x, y, a, b, n €R are loc egalitatea O, = B?

S6. Si se determine elementele necunoscute din urmitoarele egalititi de

matrice:
2) a>—4 a+b _(2—61 -1 )
3x(1—2x) z 2x—1 x-=2)
CZ, Vx2+7|_(2:C} 4
b)| = ‘
Ip? =3 4 logya

S7. Si se determine numerele reale pozitive x, y, z, m, p pentru care urmatoarele
matrice sunt egale:

5 2 et )

3 2m 3 m B C22+l p



1.2. Operatii cu matrice

1.2.1. Adunarea matricelor

S& analizdm urmatoarea situatie practica.
O agentie turisticd oferd pentru doud luni de vacantd locurile detinute in 3
statiuni balneare in sejururi de cdte o sdptamdnd. Evidenta repartizdrii
numerice pe Statiuni si sdptamani a fost fdcutd pe cdte o lund sub forma

urmdtoarelor tabele de tip matriceal:
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Tabelul 1.4.
Saptamana| Siptimana | Siptimana | Saptiméana | Siptimana
Statiunea I all-a alll-a alV-a
Statiunea 1 10 12 14 35
Statiunea 2 16 28 10 18
Statiuneca 3 14 25 25 42
Tabelul 1.5.
Saptamana | Saptimana | Saptimana | Siptimana | Siptimana
Statiunea I all-a alll-a alV-a
Statiunea 1 20 16 20 25
Statiunea 2 14 32 28 22
Statiunea 3 51 40 15 48

Pentru o evidentd de ansamblu privind numdrul de locuri oferite in cele 3
Statiuni pe sdptamani, se poate alcdtui un nou tabel de tip matriceal obtinut prin
insumarea datelor numerice corespunzdtoare (statiune-saptamand) din cele
doud tabele. Se obtine urmdtorul tabel de tip matriceal:

Tabelul 1.6.
Saptamana [ Siptimana | Siptimana | Saptimana | Siptimana
Statiunea I all-a a [Il-a alV-a
Statiunea 1 30 28 34 60
Statiunea 2 30 60 38 40
Statiunea 3 65 65 40 90
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Daca asociem tabelelor matriceale 1.4 si 1.5 matricele:

10 12 14 35 20 16 20 25

A=[16 28 10 18|, respectiv B=|14 32 28 22}

14 25 25 42 51 40 15 48

30 28 34 60
atunci tabelul matriceal 1.6 corespunde matricei C =30 60 38 40].
65 65 40 90

Matricea C reprezintd suma matricelor 4 si B si se scrie C = A+ B.

 DEFINITIE.

Fie matricele A, B€ .4, , (C), unde A= (al-j)an si B= (sz)an-

Se numegste suma matricelor A si B matricea C = (¢;;),x, ale cdrei

elemente sunt date de egalitafile c; =a;+b;, pentru oricare

16{12 m}§1] {12 } ’ v

Suma matricelor 4 si B se noteazd C = 4+ B. Operatia prin care oricaror
doud matrice din multimea . #,, , (C) se asociaza suma lor se numeste adunarea
matricelor.

ExempLUu
U e A DO e T T N
acd 4= i B= i
o4 -1 1) P T s 2 0 4) T
3+(=1) —242 041 2+3) (2 0 1 5
A+B= = .
J5+(=/5) 4+(=2) —1+0 1+4) \0 2 -1 5

Proprietatile adunarii matricelor
1. Adunarea matricelor este comutativa:

A+B=B+4,YA4,BE .4, (C).

Intr-adevar, daci 4 = (al.j)an, B= (bz'/')an’ atunci A+ B = (a; + b;) s
SiB+ A= (bij +al-j)mx”.
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Deoarece adunarea numerelor complexe este comutativa, au loc egalitatile:
a; +b; =b; +a Vie {1, 2, ..., m} sijE {l, 2, ..., n}

Rezultaica A+ B =B+ A.

ija

2. Adunarea matricelor este asociativd.:

(A+B)+C=A+(B+C),Y4,B,C E. 1, ,(C).

, B=(bl-j) si C=(Cif)m><n’ folosind
proprietatea de asociativitate a numerelor complexe rezultd egalitatile matriceale:
(A+B)+C = @5+ by ) en + (€5 n = (@ +by) +e;) =

Xn

Intr-adevar, daci A= (aij)

mXn mXn

=(ay+(y+cy)) =A+(B+0)

3. Matricea nuld O,, , este element neutru pentru adunarea matricelor:

A4+0, ,=0, ,+A=ANA€E X, ,(C).

Intr-adevar,

mXn mXn *

A4+0,, ,=(@a;+0), ,= ;) mn=4=0+a;),x,=0,, ,+ 4, VA= (a;)

(C) exista matricea B € . #,, , (C) astfel incat

m,n

4. Pentru orice matrice 4 € . %, ,
A+B=B+4=0, .

Daca 4= (a;) definim  matricea B =(b;),y, astfel incat

by =—a; Vi €{l2 o mysij E{L2, ... n}.
Matricea B cu aceasta proprietate se numeste opusa matricei A $i se noteaza
—A=(=a;) yxn-
ExempLU
2 -4 45 2 4 =5
» Daca A= 4 1 0 , atunci —A4 = 4 1 0 si
3 6 3 6
2 -4 \5) (-2 4 —5
A+(—A)= f l 0 +_i _l 0 =0, ;
3 6 3 6

2
(A +A=| 4 1 +4 1 =0, ;.
3
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OBSsERvATII
v' Daci A, BE ./

m,n

(C), atunci suma 4+ (—B) se noteazd A— B si se

numeste diferenta matricelor A si B.
v/ Operatia prin care la oricare matrice A, B €. 4, ,(C) se asociazd

diferenta lor se numeste scdderea matricelor.

ExeEmpLU

3 -4 -2 1
» Fie matricele patratice de ordinul 2, 4 = (5 5 ) siB = ( 3 )

Rezulta ca

(3 —4) (—2 1) (3 —4) (2 —1)
A-B= — = + =
5 2 3 -1/ \5 2) -3 1
( 3+2 —4+(—1))_(5 —5)

5+(=3) 241 ) {2 3

1.2.2. Transpusa unei matrice

Se considerd urmatoarele matrice:

1 2 3 1 -1 a
A=|—1 =2 =3|si B=|2 -2 b|.
a b c 3 3 ¢

Analizand structura liniilor si coloanelor matricelor 4 si B se observa ca:
* liniile matricei 4 sunt coloane Tn matricea B si reciproc;
* coloanele matricei 4 sunt linii in matricea B §i reciproc.

“ DEFINITIE.

Fie A= (a;),x, 0 matrice de tipul (m, n). Se numeste transpusa

matricei A, matricea notatd ‘A= (b))
Vied{2, . ntsile{l2, .., m}.

e unde by =ay,

Operatia prin care fiecdrei matrice 4 €., ,(C) i se asociazd matricea
‘4 €. #, ,,(C) se numeste operatia de transpunere a matricelor.



21

OsservaTH

v/ Transpusa matricei 4 se obtine din matricea 4 schimband liniile in
coloane sau/si coloanele in linii.

v/ Daci matricea 4 este de tipul (m, 1), atunci matricea ' A este de tipul (, m).
v Daci A€.#,(C) atunci ‘AE€.#,(C) si are aceeasi diagonali

principald ca si 4.
EXEMPLE

-1 2
» Matricea A =( 4 5) de tipul (2, 2) are matricea transpusa

=71 ) de 1(2,2)
= ul (2, 2).
2 5) P

» Matricea B =(l -4 3 2), de tipul (1, 4) are matricea trnspusa
1

t 4 .
B = 3 de tipul (4, 1).

2
EXERITIU REZOLVAT
3 4—x 9
Fie matricea de ordinul trei A=| 8 0 2y—3| Sa se gdseascd
22 =2 1
numerele x, y, z € R astfel incdt A="A.
Rezolvare.
3 4-x 9 3 8§ z°
Din conditia A="A se obtine| 8 0 2y=3|=|4—x 0 -21.
z2 =2 1 9 2y-3 1

Aplicand egalitatea matricelor se obtin ecuatiile: 4—x =8,2y —3=-2,

1
9= zz, cusolutiilex =—4, y = > respectiv z =3,
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1.2.3. Inmultirea unei matrice cu un scalar

Sa pornim de la urmatoare situatie practica:
Cantitdtile de produse vandute de un magazin in primele trei luni ale anului
la trei sortimente principale sunt consemnate in urmatorul tabel de tip matriceal.

Tabelul 1.7.
Luna . . .
Tanuarie Februarie Martie
Produsul
Aragaze 18 25 28
Frigidere 15 24 35
Masini de spalat 30 45 56

In urmatoarele 3 luni se prognozeaza o crestere a vanzarilor si de aceea se
hotaraste ca pentru aprovizionare sa se dubleze cantitatile de produse vandute

anterior.

Ca urmare, lista aprovizionarii pe urmatoarele 3 Iuni va fi datd de urmatorul

tabel de tip matriceal.

Tabelul 1.8.
Luna Aprilie Mai Iunie
Produsul
Aragaze 36 50 56
Frigidere 30 48 70
Masini de spalat 60 90 112
18 25 28
Dacd primului tabel ii asociem matricea 4 =15 24 35| atunci celui
30 45 56
36 50 56
de-al doilea tabel 1i asociem matricea B =30 48 70 |=2A4.
60 90 112

Asadar, se poate spune ca matricea B =24 se obtine din matricea 4
inmultind fiecare element al matricea 4 cu numadrul real 2.
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< DEFINITIE.

Fie matricea A€ A, ,(C), A=(a;;) ux, $ik € C un numdr complex.
Se numeste produsul dintre numdrul k §i matricea A o matrice
B=(b;)uxn ale cdrei elemente sunt date de egalitafile

by =k-a Vi€{1,2, vy m} $ij€{1,2, . n} Se scriek - A= B.

ija

Operatia prin care oricarui numar complex si oricarei matrice 4 € . #,, , (C)
se asociaza produsul k& * 4 se numeste inmultirea matricelor cu un scalar.

ExXEMPLU

3 -5 4
» Fied=|3 _1 _T|sik=—6 Avem
2 3
s _6'§ —6:(=3) _6'(‘2 (-18 30 —24
- —6'5 —6-(—1) —6- 3 =9 6 14 )

RETINEM!

Pentru a inmulfi o matrice cu un numdr complex se inmulteste
fiecare element al matricei cu acel numadr.

Proprietati ale inmultirii matricelor cu scalari

Tinand seama de proprietétile adunarii si inmulfirii numerelor complexe, se
verificd urmatoarele proprietati ale inmultirii matricelor cu scalari:

1. (a+b)-A=ad+bA,Va, bEC si AE. X, ,(C).
2.a(A+B)=ad+aB,YaEC si 4, BE ./, ,(C).
3.a-(b-A)=(ab)-4,Va,bEC si A€ .4, ,(C).
4.1-4=4,V4 € .4, ,(C).

EXERCITII REZOLVATE

-1 4 3) . 3 2 =7
1. Se dau matricele A= si B= s 4 3

. Sa se calculeze
1 0 1

1
matricea X =24 —3B +E(A + B).
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Rezolvare.
Aplicand proprietdtile inmultirii matricelor cu scalari avem:

1 1 1 1 5 5 5
X=24-3B+—-A+—-B=|2+-|A+|-3+-[B=-A——B=—-(4—B).
2 2 2 2 2 2 2

Inlocuind 4 si B si efectuand sciderea se obtine:

vl -4 2 10} (=10 5 25
2 \=4 —4 4) \=10 =10 10/

2. Sa se determine a, b, ¢ €R din urmitoarea egalitate matriceala:

1 1 c
2| 7—4al=|-2[+=13-6-0b]|
1-2b 4 a+4b
Rezolvare.
Inmultim matricele cu scalarii 2 si (— 1)3. Obtinem:

2 1 —c
14—8a|=|—-2[+| 6+5b
2—4b 4 —a—4b

Efectuam adunarea matricelor si se obtine egalitatea
2 |
14—8a|=| 4+b

2—4b) \4—a—4ab

din care se obtine urmatorul sistem de ecuatii 2=1—c, 14—8a =4+ b,
2—4b=4—a—4b,cusolutiac=—1,a=2, b=—6.

/ Exercitii si probleme

Exersare
2 -1 3 -7 8 5
E1. Si se calculeze: a) + :
5 4 =2 3 0 4
-6 2 =5 2 =7 3
—2a b a —5b
b) + : ol1 o0 -1+l 4 -1 2|
3x =8y \2x 6y ) s 1 8
35 3/ \3 5 3



E2. Si se calculeze:
-1 4 -6 1 1 0

a) - — ; b)| 2
2 =5 0o 2 0 1

E3. Se dau matricele:

-1 2 0 1 -3 2
A= , B =
(1 -3 2) (0 -1 2

25

—i*Y (1 2) (0

3 |+|[—-2 0|—[-3 2|

-1) \3 4 4 6

-1

);C= 0 3

—4 -5

a) Si se calculeze A+ B, A—B, 'A+'B, '(4+ B), '(4— B).

b) Si se calculeze A+'C, B—'C, '(4—B+'C).

E4. Se dau matricele pitratice:
2x 4y 3z 1 =z v

A=|1 u
—v —=2v t+3

-4 [,B=|-y —v «x

—x 2y x-—z

Sa se determine x, y, z, u, v, t astfel ca A+ B =C.

ES. Sa se determine matricea X € . 7, (R) daca

M A B

5

E6. Se dia matricea de ordinul trei, 4 = a®

3

numerele reale a, b, ¢, n astfel ca ‘A = A.

3

3 =2 3
,C=2 3 =3
2 4 2
1
1
2
, 4
1=+/5
6—a \/Z
—1 —10] Sa se determine
3c+2 n

-2
E’7. Se di matricea 4 = ( s \/5) S3 se scrie matricea 4 sub forma:
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ES8. Si se calculeze:

_ 18 —6 12
oo po ) D215 2 sk
2{V12 02 3? Cy LS

i o 2% 1-i
o(E-) ol ol )
1-+2

E9. Si se determine matricea X stiind cd are loc egalitatea:

~1 4 3 s (0 1 3 1 =1 3
X =2 +(=1)°- —-32 1.
1 01 2 =5 —4 3 5 3

E10. Si se determine constantele x, y, z, a, b, ¢ din egalitatea:
x =2y 4z 1 =3 =2 7 13 22
2. +5- = :
-3 4 -1 a 4b 3c =21 =2 8

Sintezd

25 - 46
S1. Se dau matricele: 4 =( ), B= 2 4 , C= )
56 39 log,z C;

S se determine elementele necunoscute stiind c¢i ‘4+'B = C.

S2. Si se determine x, y, z, t € R pentru care are loc egalitatea:
x+1 2 0 1 9 4+y
X + 3]2 +x- = .
-1 x 2 0 z+2 t+4

S3. Si se determine matricea 4 in fiecare caz:

1 2 5 6 4 -1 2 2 1 1
a)24+ = ; b)34+5 = ;
31 -1 3 31 0 0 -4 9
-1 =3 -3 0 4 0 15
c)—4/ 0 4 |+74=|1 =2 ~3 6 0
12 -1 5 6 3 12

S4. Si se determine matricele 4, B stiind ca:

3 2) . 1 -1
a) A+2B = si2A—B = ;
2 3 -1 1
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b)(1+i)A+B =

T LR
i —iB= :
1o2+i)° S PP

S5. Si se calculeze matricea:

C&(1 k3
2) A= E(k3 k(k+l)) b)A_E(z" 2"-3"‘)'

k=1

1.2.4. inmultirea matricelor

Y DEFINITIE.
Fie matricele A= (a;),x, si B=(

i nxp- S€ numeste produsul

matricelor A si B (in aceastd ordine) matricea C = (c;, ) ale carei

mXp
elemente sunt date de egalitdtile:
a; by +a,by+apby+..+a,b,, Vi€ {1, 2., m} Si
vie{l2, .., p}

Matricea produs se noteaza C = A-B.

Operatia prin care fiecdrei perechi (4, B) € .4, ,(C)X %, (C) 1 se
asociaza produsul de matrice 4 - B se numeste inmulirea matrzcelor

OgBservATH
v/ Pentru a obtine elementul ¢, situat la intersectia liniei i cu coloana k in

matricea produs AB se face suma tuturor produselor dintre elementele
liniei i din matricea 4 si elementele omoloage din coloana k a matricei B.
Omologia dintre elementele liniei i din matricea 4 si elementele coloanei
k din matricea B se stabileste astfel: elementului a;; 11 corespunde
elementul b, elementului g;, ii corespunde elementul b,,, ..., elemen-
tului a,, 1i corespunde elementul b,, (vezi diagrama de mai jos).

by

T’b2 k

h}b nk
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Regula de inmultire a doud matrice se numeste pe scurt regula de
inmultire a liniilor cu coloanele sau regula linie-coloand.

v’ Din definitie se observi ci produsul AB are sens numai daci numirul de
coloane ale matricei 4 este egal cu numarul de linii ale matricei B.

Rezulta ca nu orice doud matrice pot fi Tnmultite.
v'Daci A4, BE.#,(C) atunci are sens produsul AB si produsul

BA. Asadar, operatia de inmultire a matricelor este peste tot definitd in

multimea . 7, (C).

EXEmpPLU
» Sa exemplificim regula inmultirii a douad matrice. Fie matricele:
2 2
1 =1 2) .
A= siB=|—1 4 |
3 0 4
5 =3

* Calculdm produsul A- B. Avem: A € 4, 3(R) si B € 4 ,(R).

Rezulti ci A+ B e%z”(lR).NotémA-B=( 8 12).
’ €1 Cp

Aplicand regula de inmultire /inie-coloand se obtine:
Cll = allbll +a12b21 +a13b31 =1'2+(_ 1)' (_ 1)+2'5 = 13;
021 = a21b11 +a22b21 +a23b31 = 3'2+0' (_ 1)+4'5 =26;
13 -8
Asadar, AB = .
26 —6

* Calculam produsul B - 4 € . #;(R). Avem:

2:1+2-3 2-=D+2-0 2:2+2-4 \l

2 2
( 1 \(; _01 2)=L—1-1+4-3 —1-1D)+4-0 —1-2+4-4
514 (=3)-3 5 (=1)+(=3)-0 52+ (=3) 4

-4 =5 =2

Se observica A-B#B-A.
Asadar, inmultirea matricelor nu este operatie comutativd.

;
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Proprietati ale inmultirii matricelor
1. Inmultirea matricelor este asociativd:

(4B)-C=A-(BC),YAE ., ,(C),BE. , ,(C),CE. M, ,C).

2. Inmultirea este distributivd fati de adunarea matricelor:
A-(B+C)=4B+AC,VAe. #, ,(C),B,Ce ., ,(C);
(A4+B)-C=4C+BC, V4, B 4, ,(C),C Ek%n,p(C).

3. Matricea unitate de ordinul n este element neutru la inmultirea matricelor
patratice:

Al,=1,-A=ANAE. X, C).

4.|a(4B)=(ad)-B=A-(aB),Ya€EC, AE. X, ,(C),BE. 1, ,(C).

EXERCITIU REZOLVAT
Se dau matricele

1 -1 3 1 0 -1
A= , B = ,C= :
0 2 -1 4 1 1
a) Sa se calculeze A+ B, (A+B):C, AC+ BC si sa se verifice egalitatea

(A4+B)-C=AC+BC.
b) Sd se verifice dacd (AB)-C = A-(BC).

Rezolvare.

e a5={%, Jasmre=(* Y0 )
(( ;( I 1 S (S S P S

Rezultd ca (A+B)-C=AC+BC.
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b) Obtinem:

(w)-c{(l

A G O e e e
coa=(y 20T S DG )

Rezultd ci (4B)-C = A~ (BC).

I
—
~
—_
l W
—
N

I
—
O
o |

—_

PUTERI DE MATRICE

Fie matricea patratica A € #,(C),A#0,.
Prin definitie, A° =1, 51 A" = A+ A-.:A,Nn EN".

n ori

Se observi cd A" = A" - A,Xn EN.

PROPRIETATI

Cu ajutorul proprietatii de asociativitate a inmultirii matricelor se poate
demonstra cd au loc urmatoarele reguli de calcul:

a) A¥ - 4P = AP |k p EN';
b)(4*)" = 4% k. pEN';
Daca 4,B EMn(C ) si AB = BA, atunci: C
c) A" -B? =B?-A* k,p EN’;
d)(U+B) =cla  +Cl A" B+CP A 2B+ . +CE ' 4-BF +CFBY

(binomul lui Newton).

EXERCITII REZOLVATE

1 0 *
1.FieA=(1 1).SdsecalculezeA",nE|N.

Rezolvare.
Calculdm cateva puteri consecutive ale matricei 4. Avem:
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O [ R A

1 0
Se observa cd A" are forma A" = (

,nEN (1)
n 1

Demonstram relatia (1) prin inductie matematica.
Pentru n =1, relatia este evident adevarata.

1 0 1 0
Presupunem ci A* = (k 1) si demonstram ca A**! = ( )

k+1 1)
1 0\(1 0 1 0
Dar, A" = 4% 4= . = .
k1) 1) \k+11

1 0 %
Asadar, 4" =( 1), VneN .
n

I 1 p
2. Fie matriceca A=|0 1 1| p €R.Sd se calculeze A".
0 0 1

Rezolvare.
1 0 0) (01 p
Scriem matricea 4 sub forma: 4=|0 1 O0[+|0 0 1 |=/;+5.
0 0 1) {0 0 O

Deoarece /5B = B 15, pentru calculul matricei 4" vom folosi formula
binomului Iui Newton:

A"=(1,+B)" =C%,+C)B+C?B*+..+C"B" (1)

Calculam inductiv puterile matricei B:

01 py(O 1 p) (0 O 1
B*=B-B=[0 0 1|0 0 1|=|0 0 0|, B’=B*-B=0;,iar
0 0 0/J\0O 0 0) \0 O O
BF = O,, Yk €N, k = 3. Cu aceste puteri ale matricei B, relafia (1) devine:
-1
1 n np+n(n )
n(n—1) 2
A" =I1,+nB+ B*=|0 1 n

0 O
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/ Exercitii si probleme

Exersare

E1. Si se calculeze:
) 4 5 2 1 b)
a . ;
6 —-1/)\-3 -2
4 2 [ -1 =1 cosO

31 2
0 -2 3 .
|l 0 [ ; df2 1 2|2 -1 sin—|;
> 1 -1 -4 Lo 3 2
! 0 1 g~
4
1 1
1 -1 2 4
1 2 3 -1 2
e) 412 1 2| .
3 -11 0 1
1 3 -1-1
-2 2

E2. Pentru fiecare pereche de matrice (4, B) si se determine 4B, BA,’A 'B,'B 4.
1

—— 1
a)A=(1 3), B = 2

b

31 1
1__
2
1
byd=|2|, B=(-3 1 -1);
101 sin% 2 1
c)A= , B=|1 3 |;
coszl 2 -2 tg0
> g
1 0 0 0 0 —4
dA4=|0 1 0|, B=|-3 0 0
1 0 1 1 —11
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-1 2
, 0 1 31 -4 0 . )
E3. Pentru matricele 4 = ,B= sd se verifice egalitatea
-3 1 01 0 5
2 0

'(4-B) = 'B- 'A. sisi se calculeze AB + 'B-'A.

E4. Se dau matricele patratice:

-1 0 3 5 1 -2 0 20
A=({2 -1 2;B=|1 1 3 |;C=|-1 3 —1].
1 1 0 -1 1 -2 -4 0 -2

Sa se verifice egalitdtile matriceale:
a)A-(B:-C)=(4-B)-C;
b)4A-(B+C)=A4-B+A4-C;
c)(A+B)-C=A4-C+B-C.

ES. Sa se calculeze urmatoarele puteri de matrice:
2

2 1 1
2 1V 1 -1)Y (2 -1y
; ; ;13 -1.0
1 -3 3 2 -1 1
01 -2
-1 2 -2
E6.Fiematriccad=| 4 -3 4 |.Sasecalculeze 4%, 4>, 4% si(4° +1)"°.
4 —4 5

1 1
E7. Se di matricea 4 =(0 1). Folosind metoda inductiei matematice sa se

calculeze A", n EN".

ES8. Si se determine X €. 7, (R) care verificd egalitatea matriceala:
-1 2 5 10 -1 3 5 7
a) X - = ; b) ‘X = .
3 4 4 2 2 1 4 0

- 0] . 3
E9. Se di matricea E = 5 si f(X)=X"—-4X+21,.

-1
Sa se determine matricele:
a) B=2f(A)- f(A4+1,); b)C = f(A)+2f(4-"A).
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Sintezai

S1. Si se determine matricea X care verifica egalitatea:

-1 4 1 -3
1 -1 1 0 3
a) ‘X = ); byl 0 1 3[-X=[8]
0 1 -1 32
-2 25 9
-1 1 g8 2 -1
o2 0 3|-X=19 5 4
1 =2 -3 -1 5

1 5 2 1
S2. Se dau matricele patratice 4 = (0 1), B = (l 1). Sé se rezolve in . 7, (R)

ecuatiile matriceale:

a)AX =1,; b)AX =B; c)X4=B; d)AX=XB; e)BXB=A.

—b

S3. Sd se determine matricea 4 € . #, (R), de forma (Z
a

), care verifica
. 2 - 1 - 1

egalitatea 4~ —34+2[, = { 1
S4. Si se rezolve ecuatia matriceala:

1 2 3 1 0 -3

24— “A- = +17,.

-1 1 -1 1 4 1

S5. Existd matrice 4 € . #, (R) care verifica egalitatea

1 -1 1 -1
A=A ?
b 2amals 3]

-1 0 2
S6.Sd dimatriccad=| 0 1 0 [.Sasedetermine numerele x, y € R astfel
2 0 -1

incat sa fie verificata egalitatea 4° = x4% — yA.

Facultatea de Inginerie economicd Tg. Mures, 2002
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V3

1
S7. Si se determine puterea n a matricei 4 = 2 \/25 .
2 2
Facultatea de inginerie Sibiu, 2002

21 0
S8. Si se determine puterea n a matricei A={0 1 0.
0 0 2
Universitatea Politehnicd Timisoara, 2002
. ) 1—-2x
S9. Fie matricea A(x) = € . #,(R).
—6x 143x

a) Sd searate cd A(x) - A(y)=A(x+y+xy), Vx, y ER.
b) Sa se verifice egalitatile:

A2 )= A(x+1)2 1), 420) = A (x +1)° -1).

c) Sa se calculeze A2006 1.

1 1 2 01 2
S10. Fie matricele A=|0 1 1|,B=|0 0 1
0 0 1 0 0 O

a) Sa se arate ca 4 =1, + B si sa se calculeze 4", n EN*.

b) Sa se calculeze suma S = 4 + A+ A+ 447,

11 1 &
S11. Se dau matricele 4 = , B=| , )
0 1 k= 1
a) Si se determine matricea C(k) = A-B-'A.
b) Sd se calculeze suma de matrice S =C(1) + C(2) +...+C(20).
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Teste de evaluare
Testul 1

2
X

x |sta =2a;;+3a,;.Dacd a =5, atunci:

1
1.Fie 4 €. 4 (R), A=|0
0 1

oS = =

5
ayx=1; bx=-25 ¢ x€{0,1} d)xe{—i,l}.

2. Si se determine numerele reale x, y cu proprietatea ca
1 2 y 1 4 5
X +3y = .
2 x I x 5 4
11

1
3.Fied=|0 1 0|€.#4R)siB=4"+4".
1 01

a) Sa se calculeze Tr(B) si by, + by, + by3;
b) Si se calculeze 4", n €N’

Testul 2
1
0 —-D”

xEZ}.

1. Se considera multimea de matrice M = {A(x) = (

a)Sasearatecdl, EM .
b) Sa se arate ca daca 4, B EM ,atunci A-B €M .

¢) Sa se calculeze A", nEN" si A EM.

2. Si se determine numerele x, y, z, ¢t € N pentru care:
2V 4+4% 37 +97) ‘(4 18)
c? 542, 9 12)

11 11
3. Si se determine matricea A € . #, (Z) stiind ca: (0 1) : A+tA(O 1)

47
3 7)
0 0
4.FieA,Be%2(C),A=( a),3=(x )
b0 0 y

Si se arate ci matricea (4B — BA)? are cel putin dou elemente nule.
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Capitolul 2

Determinanti

2.1. Determinantul unei matrice patratice de ordin cel
mult trei

In acest paragraf se va vedea cum fiecdrei matrice pétratice de ordin cel mult
trei 1 se poate asocia dupa anumite reguli un numar real numit determinant.

2.1.1. Determinantul de ordinul 2

Fie sistemul de doud ecuatii de gradul intai cu necunoscutele x, y de forma:

{ax+by=m

1
cex+dy=n M

. . a o g .. .
si matricea 4 = ( ) formata din coeficientii necunoscutelor x si y.

C

Sa rezolvam acest sistem de ecuatii prin metoda reducerii. Pentru eliminarea
necunoscutei x se Inmulteste prima ecuatie cu —c si a doua ecuatie cu a, dupa care
se aduna cele doud ecuatii membru cu membru. Avem:

{—acx —bcy =—cm

acx +ady = an

Prin adunarea ecuatiilor se obtine ecuatia

(ad —bc)y =an—cm. (2)
Procedand analog pentru eliminarea necunoscutei y avem:
ax +by=m|d
cx+dy=n |(—b).
adx + bdy = md
Rezulta: .
—bcx — bdy = —nb
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Prin adunarea ecuatiilor se obtine:
(ad — bc)x = md —nb. 3)

In ipoteza ci ad — be # 0, din ecuatiile (2) si (3) se obtine solutia sistemului
data de formulele:
_dm—bn  an—cm
ad — bc Y ad—bc’

X 4)

Se observd ca numitorul fractiilor din formulele (4) reprezintd diferenta
dintre produsul elementelor de pe diagonala principald si produsul elementelor
de pe diagonala secundard a matricei 4.

Numarul ad — bc se numeste determinantul matricei A sau determinantul de
ordinul doi (matricea asociata fiind de ordinul doi).

 DEFINITIE.

a4

Fie matricea pdtratica de ordinul doi A=( ) Numdrul

ay Ay
d=ay, ay,, —a,,*a,se numeste determinantul de ordinul doi sau
determinantul matricei A de ordinul doi.

a, a
Pentru determinantul de ordinul doi se foloseste notatia d = e

3

dyp dp
det(4) sau| 4| Produsele a;, - ay,, a;, - a,, se numesc termenii determinantului

de ordinul doi.

EXEMPLE

1
> Fie matricea 4 =
4 10

). Determinantul ei este numaérul

1
det(A)=‘4 10‘=1-10—4(—2)=10+8=18.

V2-1 0 -1
4 2+1
Revenim la formulele (4) care dau solutia sistemului de ecuatii (1). Folosind

definitia determinantului de ordinul doi se observa ca numitorul fractiilor este
determinantul matricei 4, notat

> =\2-DR241)—4-(=1)=2—1+4=5.
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a b
det(A4) = ,
c
iar numaratorii fractiilor sunt urmatorii determinanti:
m . . m
d, = st respectiv d,, = .
n c n

Determinantul d, s-a obtinut din determinantul det(A4) inlocuind coloana
coeficientilor necunoscutei x cu coloana formatd din termenii liberi m, n ai
ecuatiilor sistemului. Determinantul d, s-a obtinut din determinantul det(4)
inlocuind coloana coeficientilor necunoscutei y cu coloana formata cu termenii
liberi ai ecuatiilor sistemului.

Astfel, solutia sistemului de ecuatii (1) se poate calcula cu ajutorul
determinantilor de ordinul doi dupa formulele:

m b a m

d, dy n d c n
X=—"—, y=——"— |sau x = , V= . ®))

det (A) det (A) a b a b

c d c d

Formulele (5) se numesc formulele lui Cramer pentru rezolvarea
sistemului liniar de doua ecuatii cu doud necunoscute.

2.1.2. Determinantul de ordinul 3

Prin analogie cu introducerea determinantului de ordinul doi, determinantul
de ordinul trei va fi definit strans legat de rezolvarea unui sistem de trei ecuatii de
gradul intai cu trei necunoscute. Scopul introducerii acestuia este de a gasi o
metoda noud si eficientd de rezolvare a unui astfel de sistem.

Sa consideram sistemul de trei ecuatii liniare cu necunoscutele x, y, z:

apx +apy+apz =b
ayx tayny+ayz=b,
azyx +ayny+ayz = b
Ay 4 g3
simatricea A =|a,, a, ay; |€. #;(C), formata din coeficientii necunoscu-
a3 4z ds;
telor x, y, z, numita matricea sistemului.
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Pentru rezolvarea acestui sistem vom folosi metoda reducerii. Pentru inceput
vom reduce necunoscuta z. Se inmulteste prima ecuatie cu a,; si apoi cu a;; dupa
care se adund la ecuatia a doua Inmultitd cu —a,;, respectiv la ecuatia a treia
inmultitd cu —a,;.

Astfel, se obtine un nou sistem de doud ecuatii liniare cu necunoscutele x, y:

(011‘123 - a21a13)x + (a12a23 - a22a13)y = biay; — byay;
(a11a33 - a31a13)x + (a12a33 - azz“w))’ = byaz; — byays

(2)

In continuare, reducem necunoscuta y din sistemul de ecuatii (2) inmultind
prima ecuatie cu (a12a33 —a32a13), iar ecuatia a doua cu —(a,,a,;3 — @ a;3)-
Dupa reducere, rezultd ecuatia cu necunoscuta x:

[(011423 - a21a13) (a120‘33 - 6132013) - (5‘11‘133 - 031013) (a12a23 - azzals)]x =

= (b1a23 - 52013) (0126133 - a32a13) _(b1a33 - b3a13) (0‘12“23 - a22a13).

Dupa efectuarea calculelor obtinem ecuatia:

(011022033 T ay1a3013 T a31a120)3 = 4130031 — 1051033 — a11a32a23)x - 3)
= biay a3 + byayyayy + byayyay — byay a;y — biazyay; — byaysas;

Coeficientul lui x din ecuatia (3) este format din produse de cate trei elemente
ale matricei 4 a sistemului, in fiecare produs fiind trei elemente situate pe linii si
coloane diferite.

Acest coeficient se numeste determinantul matricei A de ordinul trei.

& DEFINITIE.

dip dip dp3
Fie matricea pdtraticd de ordinul trei A=|a,, a,, a3 | Numdrul:

daz; dzp di3
d = aj1aya33+a13091a3,+a1,0)3051— 41309031 A1A51033— A1 105303

se numeste determinantul de ordinul 3 sau determinantul matricei

AE 1, (C).
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Pentru determinantul de ordinul 3 se foloseste notatia:
iy dip a3
d=|a,, ay, ay, det(4)sau|4]|.

dsz; dzp dsz

ExempLU
2 -1 0
» Pentru matricea 4=|3 4 —5|€.7;(R) determinantul ei este
1 0 1
numarul:
2 -1 0
det(4)=(3 4 =5|=24-1+(-1):(=51+0-3-0—-0-4-1—
1 0 1

—(-=1)-3-1-2-(=5)-0=8+5+3=16

Revenind la ecuatia (3), cu ajutorul determinantului de ordinul 3 aceasta se
scrie sub forma:
det(4)-x =d,,
by ap ap
unde d, este determinantul matricei | b, a,, da,3 |, obtinutd din matricea 4 a
by ay ay
sistemului de ecuatii, inlocuind coloana coeficientilor necunoscutei x cu coloana

formata din termenii liberi ai ecuatiilor sistemului.
d

— X
det(A4)
In mod analog se va proceda pentru aflarea necunoscutelor y si z, lucru care
va fi realizat in capitolul urmator.

Dacd det(4)#0, atunci x

OBSERVATIE
v/ Pentru o matrice A4 =(a11) € . #,(C), determinantul acesteia va fi

determinantul de ordinul unu, | 4 | = | a11| =a.

EXEMPLE
> Matricea 4 = (—3) are determinantul |-3 = —3. Matricea B = (1 +/5 )

are determinantul ‘1 + \/g ‘ =1+ \/g .
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2.1.3. Reguli de calcul pentru determinantul de ordinul 3

Analizand definitia determinantului de ordinul trei se observa ca valoarea sa
este datd de suma a sase termenti, dintre care trei au semnul plus, iar trei au semnul
minus. Pentru un calcul mai usor, bazat pe un suport logic, se poate folosi una din
urmatoarele reguli:

A. Regula lui Sarrus

Pentru calculul determinantului de ordinul trei al matricei 4 = (a;; ) 33 prin
regula lui Sarrus se procedeaza astfel:
» se copiaza linia intai si linia a doua sub determinant (sau sub matrice);
» se insumeazd produsele termenilor situati pe diagonala principald,
respectiv pe paralelele la aceasta;
» se scad produsele termenilor situati pe diagonala secundard cat si
produsele termenilor situati pe paralelele la aceasta.

Aranjarea calculelor este urmatoarea:

= ay1aya33F ay 103,013 F a3101,053 —

—a3dyds) —dy3dspdip — dszdpdy

Aceasta reguld de calcul pentru un determinant de ordinul trei se numeste
regula lui Sarrus.

ExempLU
3 4 2
Sa se calculeze determinantul matricei 4=| 1 5 7].
2 -1 1

Aplicand regula lui Sarrus se obtine:

det(A)=| 1.5 7|=3:5-141(-1)-24(-2)-4-7—
1| =2:5-(=2)=7-(=1)-3—1-4-1=
42 =15-2-56+20+21-4=—6
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EXERCITIU DE REZOLVAT
m—1 1 2
» Seddmatricea: A=| 3 m+2 1|€.45(R).Sdsedeterminem €R
-1 2 5
astfel incat det(4) = 3m +8.
Rezolvare.

Calculdm det(A) folosind regula lui Sarrus si obtinem:
det(4) =5m* +5m -8.

Relatia det(4) = 3m+8 devine 5m* +5m —8 = 3m+8, din care se obtine
8

ecuatia 5m? +2m —16 = 0, cu solutiile reale m, =2, m, = 3

B. Regula triunghiului

Analizand termenii precedati de semnul ,,+ ai determinantul de ordinul trei se
observd cd termenul @, | a,, a5 este produsul termenilor de pe diagonala principald, iar
termenil a,5a,,a3,, a;,a,3az; sunt produsele elementelor considerate ca ,,varfuri ale
triunghiurilor avand fiecare o laturd paralela cu diagonala principald. Termenii
precedafi de semnul ,.— sunt a,3a,,a5,, care este produsul elementelor diagonalei
secundare §i a;,a,,a33, respectiv a;,a,;as,, care sunt produsul elementelor
considerate ca varfuri de triunghiuri avand o laturd paraleld cu diagonala secundara.

Regula de obtinere a termenilor determinantului de ordinul 3 prin acest
procedeu se numeste regula triunghiului. Aceastd reguld este descrisd in
continuare indicand pas cu pas modul de constituire a fiecdrui produs:

ass

termenul termenul termenul
(ay1axa;3) (a13a;31a3;) (a15a53a3,)

termenul termenul termenul
(a13axa3,) (a12a,,a33) (ay1axa3,)
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Asadar,

a 4qp a3
Ay; Gy Ap3|= ayaya33t apzayay + a;pay)3031— Q130,031 A0y A33~ A1 A)303)

a3 4z dsg

ExempLUu
3 =21
» =35 HT () (D) +(2) 2 1= 11— (=2) - (—4) 5=
L, o T32ED=-20

C. Regula minorilor

Fie A= (a; ) ,x, 0 matrice patraticd de ordinul n.

 DEFINITII

> Se numegste minorul elementului a,; determinantul de ordinul n—1

care se obtine din determinantul matricei A suprimdnd linia i si
coloana j si se noteazd d ;.

» Numdrul 0 i ™/ ~d; se numeste complementul algebric al

elementului a;.

ExempLU
i dip A
Fie matricea A=|a,, a, a,;|. Minorul elementului a;, este

az; dip  dsg

dpp  do3| . . y 1+1
si complementul algebric este numarul 6,, = (-1) " - d,; =d,;.

dsp dsj

ap ap

Minorul elementului a,; este d,; = si complementul algebric este

azp  dxp
l’lumél’ul 623 = (_1)2+3 * d23 = _d23.
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EXERCITIU REZOLVAT
2 3 1
» Seddmatricca A=|-1 0 4|.5dsedetermine matricea B = (0 )3,
1 -2 1
unde 0 ; reprezintd complementul algebric al elementului a; al matricei
A; i’ .] = 17 3
Rezolvare.
Aplicand definitia complementului algebric avem:
0 4
O =D dyy =dyy = 5 1‘=8;
-1 4
O, = ()" dyy =—dy, = =3
1 1
-1 0
O3 =(D"dy=dps= =2
13=(D 13 = 43 )
3 1
8y =D dy =—dy =- =-5
21 = (1) 21 21 5
2 1
0y = (-1 dyy =dy = ‘1 ‘Z 1
2 3
0y3 = (-1** “dyy =—dy; = - =T,
1 -2
31
8y =D dy =dy = =12;
51 =1 31TBIT gy
2 1
03 = (1) dy, =—dy, = =-9;
3 =1 32 32 1 4
2 3
03 = (1) dyy = dy =‘ 1 O‘Z 3.

8 5 2
In final se obtine B=|-5 1 7.
12 -9 3
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Cu ajutorul minorilor si complementilor algebrici ai elementelor unei
matrice patratice se va da o noud reguld de calcul a determinantului acestuia.

Y TEOREMA
(Regula minorilor sau dezvoltarea determinantului dupa elementele unei linii sau coloane)
4 N

dyp dip a3
Fie d =\|a,, a,, a,|un determinant de ordinul trei. Valoarea
d3; dzp  dsz
determinantului d este egald cu suma produselor elementelor unei linii
(sau coloane) cu complementii algebrici corespunzdtori.

. V4
Asadar:
d = a0y, +a;,01, +a;30,3; d=a,10,, +ay 0, +a;05;
d =050y +ap0y +ay0y; sau  d=a;0;, +ay0y, +a305;
d = a;,03 +az03; +a30s3; d = a;3013 + ay3;0,3 +a330;3.
(dezvoltarea dupa (dezvoltarea dupa
elementele unei linii) elementele unei coloane)

Verificarea acestor formule de dezvoltare a determinantului d dupd elementele
unei linii sau coloane se poate face prin calcul direct.

EXERCITIU REZOLVAT
25 =37 40
» Sd se calculeze determinantul matricei A =22 53 50 | folosind
0 1 0

regula minorilor.
Rezolvare.
Pentru aplicarea acestei reguli vom folosi linia a treia care contine cele mai
multe elemente nule. Avem:

25 40

2250
= (1250 — 880) = —370.



47
2.1.4. Proprietati ale determinantilor

In calculul determinantilor sau in unele probleme care cuprind determinanti
sunt utile unele proprietati speciale care conduc la rezultate mai usor de obtinut.
Vom verifica aceste proprietdti pe cazuri concrete.

Pl Daca intr-un determinant toate elementele unei linii sau unei coloane

sunt nule, atunci determinantul este nul.

ExempLyu
a b c
d=10 0 0=a-0:-z4+0-y-c+b-0:-x—c-0-x—b-0-z—a-0-y=0.
x vy z

(toti termenii determinantului contin un factor egal cu zero).

P2 Daca un determinant are doua linii sau doua coloane identice, atunci

valoarea determinantului este zero.

EXEMPLU

a b ¢
d=u v tl=avc+cub+ bta— cva— buc—atb=20.
a b ¢

(linia intai si a treia sunt identice).

P3 Daca elementele a doua linii sau doua coloane ale unui determinant

sunt proportionale, atunci determinantul este nul.

EXEMPLE
a ak m
d=\b b-k n|=abkp+ mbck + aknc — mbkc — akbp — anck = 0.
c c'k p

(coloana intai si a doua sunt proportionale, factorul de proportionalitate fiind k).
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-1 2 5
d=|-10 20 50=-20-50+300-300+20+50=0.
31 1

(linia Intai i a doua sunt proportionale, factorul de proportionalitate fiind £ =10).

P4 Daca o linie sau o coloana a unui determinant este o combinatie

liniara de celelalte linii sau coloane, atunci determinantul este nul.

ExeEmprLU
3 2 -1
Fie determinantul d=|1 5 7|. Se observa cd linia a treia este suma
4 3 6

celorlalte doua linii. Rezultad ca d = 0. Prin calcul direct se obtine intr-adevar
valoarea zero.

P5 Daca toate elementele unei linii sau coloane ale unui determinant sunt

inmultite cu un numar &, atunci valoarea determinantului se multi-
plica cu &.

ExeEmpLU

2
Fie d = ‘3 { ‘= 17 s1 d; determinantul obtinut din 4 inmultind elementele

2
liniei a doua cu (-2). Atunci d| = ‘ 6 2‘= —34, adicd d, = (-2)-d.

OBSERVATIE

v’ Aceasti proprietate permite scoaterea unui factor comun de pe o linie sau
coloana, fapt care face ca in continuare calculele sa fie mai simple.

ExempLU
20 30 40
Sa calculam determinantul d = | 1 5 —1|.Se observa cd se poate scoate
3 6 9

factor comun de pe linia intai si a treia si se obtine:
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2 3 4
d=10-3-1 5 -1=30-(30-8+3-20+9—-4)=300.
1 2 3

P6 Determinantul unei matrice patratice este egal cu determinantul
matricei transpuse: det(4) = det('4),VA4 € . 7,(R).

ExempLu
_ . -8 5 . . ; -8 7
Fie matricea 4 = s1 matricea transpusa “ 4 = .
7 10 5 10
Atunci:
-8 5 .
det(4) = =-80-35=-115 si
7 10
; -8 7
det(‘4) = =-80-35=-115.
5 10

P7 Daca intr-un determinant se permuta intre ele doua linii sau doua

coloane, atunci determinantul obtinut este opusul determinantului

initial.
ExempLU
0 2 1
Fie d=|5 4 -3|=22si d; determinantul obtinut schimband intre ele
1 2 1
0 -2 1
linia a doua s1 a treia. Atuncid, =|1 2 1 |=-22=-d.
5 4 3

Pg Daca intr-un determinant se aduna la elementele unei linii sau coloane

elementele altei linii, respectiv coloane, inmultite eventual cu un
acelasi numar, atunci valoarea determinantului nu se schimba.
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ExempLyu
-1 2 -5
Fie determinantul d=|3 -1 1|=-154+4-10+1=-20. Inmultim
2 1 0
coloana intai cu 2 si o adunam la coloana a doua. Se obtine determinantul
-1 0 -5
d=[3 5 1|=-75+50+5=-20.Asadar,d =d,.
2 5 0

§P97 Daci 4,B €. #,(C),atunci det(A4-B) = det(A)- det(B).

ExempLU
. : -1 2) . -3 1 L .
Fie matricele 4 = L o SiB = 5 1 ,avand determinantii det(4) = -2 si

det(B) = —5. Atunci:

A_B_(—l 2)‘(—3 1)_((—1)(—3)+2-2 (—1)-1+2-1)_(7 1)
1 oo)\2 1) {1-3)+02 11401 ) (=31

si det(4 - B) =10. Asadar, det(4 - B) = det(4) - det(B).

PIO intr-un determinant suma produselor dintre elementele unei linii

(coloane) si complementii algebrici ai elementelor corespunzatoare
de pe alta linie (coloana) este nula.

ExXEMPLU

> Pentru determinantul ‘ai]-‘3x3 de ordinul 3 avem:

@109 + a0, + 1303 =

dpp a3 ann 93 an A |

=a; (= 1)2+1

+ap, (1)

+a(—1)*"

dzp A3z daz;  dsz s a4y

=—ay;(apa33 — aj3asy) + app (ay1a33 — ajzaz) — ap3(ay a3, —appas;) = 0.
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EXERCITII REZOLVATE

1. Folosind proprietdtile determinantilor sd se scrie sub formd de produs valoarea
1 1 1

determinantuluid =| a b ¢ |(determinantul Vandermonde de ordinul 3).

a’ b* c?

Rezolvare.
Adunam la coloana a doua si a treia, coloana intai inmultita cu—1 si se obtine:
1 0 0
d=|a b—a c—a

a* b —-a* *-d°
Se da factor comun pe coloana a doua si a treia factorul (b— a), respectiv
(c —a) si se obtine:
1 0 0

d=((b—-a)(c—a)'| a 1 1 |=(b—-a)(c—a)(cta—b—a).

a’> b+a c+a

Asadar, se obtine in final, d = (b—a) (c —a) (c — b).

2x -3 1 5 {
2. Se dau matricele A=|2x+1 1 =2|siB= * ,x ER.
16 x+2
2x—4 -1 -1

a) Sd se determine x stiind cd det (‘4) = detB.
b) Sd se determine x stiind ca2det(4+15) = 3det(B)—4.

Rezolvare.

2x 2x+1 2x—4
a) Avem egalitatea |—3 1 -1 |=
1 -2 -1

2x 1
16 x+2|

Calculul determinantului matricei ‘4 il vom face folosind proprieitile
determinantilor. Pastram coloana intai si o scddem din coloana a doua si din
coloana a treia.
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2x 1 —4
Se obtine egalitatea: |—3 4 2 [=2x(x +2)—16.
1 -3 =2

Adunam linia a doua inmultitd cu 2 la linia intai si apoi adunam linia a doua
la linia a treia si obtinem un determinant care are si elemente nule:

2x—6 9 0
=3 4 2|=2x7+4x—16.
-2 10
Calculand determinantul dupd una din regulile studiate, se obtine 1n final
ecuatia x> + 4x +4 = 0 cu solutia dubld x, =x, =—2.
2x+1 =3 1
b) Avem det(4+/;)=|2x+1 2 —2/=2x-19.
2x—4 -1 0
Se obtine ecuatia 2(2x —19) = 3(2x > 4+ 4x —16) — 4, cu solutiile x;=1si
7
2 3 *
pd Exercitii si probleme
Exersare

E1. Sa se calculeze urmatorii determinanti de ordinul doi:

N -2 =5/ b)ﬁ =6l 4 15 -72| d)2+i -1
8§ 10/ —3 320 5 87 i’ 2—i|

E2. Si se calculeze, scriind sub forma cea mai simpla, determinantii:

o &l R N EE R
9 25’ \/E —\/%, 1+\/§ \/5—1’
1g100 05 31 5! A2 A3

d|* ;o ; n1a 3k
-8 1g0,1 0! 4! cl c;

g) 2X+1 32)/ . h) (1 _ l)2 _l
gyl o) i 1+
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2 -1 4 =5
E3. Se dau matricele pétratice 4 = (7 ), B = ( ) Comparati numerele:

a) det(A4)+det(B)sidet(4+B).
b) det (AB) si det (4)- det (B):
o) det|\3(4—1,)] si det(4+21,).

E4. Si se rezolve ecuatiile:

x =3x -5 3x-—1 2 +1
) = 20; b) —10; o YTloy
4 =2 2 —Xx X 2
3—x 4x-—1 x—i 1 3 x 3* 2% —1
d) =x=5; ¢ =l. . D "=
x+1 X 2x X i 3 1 2 —x 18*

ES. Sa se calculeze determinantii de ordinul al treilea prin cele trei reguli de
calcul:

3 -1 2 1 3 1 2 =5
a1 4 51 b)[3 2 1§ c)2 =1 01
-2 -1 -1 1 3 2 4 -1 0
or 1 2! P, P P 10 20 40
dy[1r 2! 0!; e)|Cy Cy Cjl; -1 -5 =7|;
20 00 1 Ay A7 A3 100 200 400
11 21 47 -8 2 8
g)[—1 18 17| h|3 7 -3
0 0 0 -1 5 1

E6. Enuntati cate o proprietate a determinantilor si dati un exemplu de aplicare a
acesteia.

E7. Folosind proprietatile determinantilor sa se calculeze determinantii:

300 400 500 10 -1 3 5 11 -1
ayl 1 -1 4| b)[50 1 1§ )15 22 -=-3|;
3 4 5 100 2 1 25 44 -5
1 a m X y y a b c
d)|l b n|; ey x yi; b ¢ al.
1 ¢ p y y X c a b
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8 —9 10
ES8. Se considerd determinantuld =|4 6 -=3|.
12 5 1

a) Sa se determine complementii algebrici ai elementelor determinantului d.

b) Sa se calculeze d folosind dezvoltarea dupa coloana a doua si apoi dupa linia a treia.
¢) Folosind proprietdtile determinantilor, sa se formeze doud zerouri pe coloana
intai, apoi sd se calculeze determinantul obtinut folosind dezvoltarea deter-
minantului dupa coloana intai.

Sinteza
| 4 4 -1 2
S1. Si se calculeze valoarea expresiei: 25‘—6 35 —1|+2:]-95
2 1 0
S2. Sa se verifice dacd urmatoarea egalitate este adevarata:
3 4 -3 4 -1
2 5| |2 a-17].5 7 -1
20 - +—=0 2 1|= .
6 71 J4+17 —5-2| 3 7 1
5 1 3
3 10
S3. Si se rezolve ecuatiile:
+2) x+3 2 — 3+i
2 x(x+2) x - 14 b)x +x x—2|_| z;
5 4 3x 2 3—i —i
x(x—1) 4—-x| |-5x 2 3¥*2 9| |2 3
c) = ; d) = .
5 2 X+l x 4 1] |1 3
S4. Si se rezolve ecuatiile:
x 1 1 7 -1 2 -x 1 1 -1 -1 «x . 2
e
a)1x1=—394;b)1x1——1x—1=(;) :
11 2 |7 -15 11 x| |x -1 =1 7%
2x—=1 2 1 X x+1 x+2
I x x+1 x
c)3x+2 -1 3|= ; d)[x+3 x+4 x+5|=
x 3 4 5
4 -2 2 2x 2x—-1 x-3
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x+1 1 2 {
x
S5. Se considerd ecuatia [x—1 x =3 |= . ‘ Dacd x,, x,, X sunt
0 x 1-x

solutiile ecuatiei, si se calculeze S = x; +x3 +x3.

S6. Folosind proprietatile determinantilor, si se calculeze urmatorii determinanti
scriind rezultatul sub forma de produs:

a’> a 1 a a+l a+2
a)|b? b 1|; b)|b b+1 b+2|;

¢t ¢ 1 c c+l c+2

a a*+1 a+l a—b m—n x-—y
olb b*+1 b+l d)|b—c n—p y—z|;

c ¢*+1 c+1 c—a p—m z—X

X y z a+1 a—1 a*—1
e)|x? y? % Hlb+1 b—1 b*—1|.

vz Xz Xy c+1 ¢c—1 ¢*-1

S7. Sa se verifice egalitatile:

2a 2a a—b—c

a)|b—c—a  2b 2b  |=(a+b+0)’;

2¢ c—a—b 2c

x+y y+z z+x

b) )c2+y2 y2+z2 z? +x? =2xz(x—y)(y—z)(z—x).
x3+y3 y3+z3 27 +x°

S8. Fie 4 € .7, (R).
a) Si se arate ci are loc egalitatea A2 — 1 (4) - A+ det (4) 1,=0,
(relatia lui Hamilton-Cayley).
b) Daca tr(A4) = 0si det(A4) =2, sd se calculeze A% si 4.
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1 =2 1
S9. Se dd matricea A=|1 -1 3|.
0O 1 4

a) Sa se calculeze d = det(A) si t =tr(A4).

b) S se calculeze s =, +0,, + 043, unde d; reprezintd complementul algebric
al elementului a;; din matricea 4, i =1, 2, 3.

¢) Cu cat este egala suma s; = @30, +@530,, +a3305, ?

d) S se verifice egalitatea matriceald 4> — t4% +sd—d 1, =0;.

—2 1 -4
S10. Se dau matricele A=| 1 —1 3 |si B=(b;)sq;, unde b; =1, dacd
2 1 0

i=jsib;=i—j,dacdi#j.

a) Sa se determine det(A4), det(B) si det(4-B).
b) Sa se verifice daca are loc egalitatea det(4- B) = det(A4) - det(B).
c) Cat este suma s = by 05, + b0, + 53035 ?

Carei proprietdti a determinangilor corespunde rezultatul?

S11. Aplicand proprietitile determinantilor, s se arate cd urmitorii determinanti
sunt nuli:

a+b \/5 c a+b+c b+c a
a)|b+c 3 al; d)b+c+d c+d b
c+a N3 b c+d+e d+e ¢
a—b 2 a-b a*bc a+b b
b)|a®>+b> a—b —2ab |; e)lab’c b+c
—2ab  a—b a*+b* abc* a+c a
a’ (b+c)2 b+c—a a’b ab* abe
c)|b? (a+c)2 a+c—b|; f)labe b*c bc?|.
c? (a+b)2 a+b—c a*c abc ac?
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2.2. Aplicatii ale determinantilor in geometrie

2.2.1. Ecuatia dreptei determinata de doua puncte distincte

Sd considerdm planul P raportat la reperul cartezian xOy si A(x,, y,),
B(x,, y,) doud puncte distincte din plan‘,

x y 1
Fie E(x, y)=|x; y, 1 oexpresie, scrisa sub forma de determinant, care
Xy ¥y 1
depinde de elementele arbitrare x, y.

Dezvoltand determinantul, se observa cd ecuatia E(x, y) =0 reprezintad
ecuatia unei drepte (d).

Pe baza proprietdtilor determinantilor nuli se obtine cd E(x, y;) =0 si
E(x,, y,)=0.Aceste ultime egalitdti exprima faptul cd punctul 4(x,, y,) Edsi
B(x,,y,) €d.

Din unicitatea dreptei determinata de doua puncte distincte din plan rezulta
ca dreptele d si AB coincid.

Asadar, ecuatia dreptei determinatd de punctele A(x, y,), B(x,, ¥, ) scrisd
sub formd de determinant este E(x, y) = 0, adica

x y 1
xp » =0 (1)
Xy ¥y 1
ExempLu
» Ecuatia dreptei determinata de punctele 4(—1, 1) si B(2, 3) scrisd sub
x y 1
formda de determinant este |—1 1 1/=0. Prin dezvoltarea
2 31

determinantului  se  obtine x—3+2y—2+y—3x=0 sau
2x — 3y +5 =0, care reprezinta ecuatia dreptei 4B sub forma generala.

"' Ne reamintim!
Ecuatia generald a dreptei in plan: ax+by+c=0,a# 0 sau b= 0.
XX Y=

Ecuatia dreptei determinatd de punctele 4 (x;, y,), B(x5, 1): = .
Xo=™X1 V2T
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2.2.2. Coliniaritatea a trei puncte in plan

Sa considerdm in planul P punctele distincte A(x;, y,), B(x,, y5),
Clxs, y3).

Punctele 4, B, C sunt coliniare daca sunt situate pe o dreaptd. Pentru a
exprima coliniaritatea punctelor 4(x,, y;), B(x,, ¥,), C(x3, ¥3) cu ajutorul
coordonatelor se va scrie ecuatia dreptei 4B sub forma de determinant:

x y 1
(A4B): |x; »y; 1=0
Xy, ¥y 1

si apoi se va pune conditia ca punctul C(x;, y5) sd apartind dreptei 4B, adica
coordonatele punctului C sa verifice ecuatia dreptei 45.

x3 yy 1
Se obtine relatia: |x; y, 1=0.
Xy yo 1

Asadar, punctele A(x,, y,), B(x,, y,), C(x5, y3) sunt trei puncte coliniare
dacd se verificd egalitatea:

x|l
x, y, 1=0. (2)
x3 yy 1

POBLEME REZOLVATE

1. Sd se verifice dacd punctele A(4, 1), B(—1, —9), C(2, — 3) sunt puncte coliniare.

Rezolvare.
Aplicdm conditia (2) si obfinem succesiv:
4 1 1
-1 =9 1[|=0«-36+3+2+18+1+12=0«0=0.
2 =31

Asadar, punctele 4, B, C sunt coliniare.
2. Sd se determine parametrul m €R astfel incdt punctele AQm+1, m),
B(m—=3,3), C(m+7,—m)sd fie pe o dreaptd.

Rezolvare.
Conditia de coliniaritate a trei puncte conduce la ecuatia
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2m+1 m 1
m—3 3 1=0,
m+7 —m 1
care este echivalenti cu ecuatia m* +17m —18 = 0 cu solutiile m, =1, m, =—18.

Pentru m =1 punctele sunt 4(3,1), B(—=2, 3), C(8, —1).
Pentru m = —18 punctele sunt 4 (=35, —18), B(—21, 3), C(—11,18).

2.2.3. Aria unei suprafete triunghiulare

A. Distanta de la un punct la o dreapta

. . : A

Fie 4 o dreapti in plan, cu ecuatia /
generald ax +by+c =0 si vectorul normal
n(a, b), iar punctul M ,(x,, y,) un punct in

plan.

Notam cuM | (x,, y,) proiectia pe dreapta (n)

h a punctului M .

Asadar, distanta de la punctul M la

dreapta 4 este

d(MO,h)=M1M0=|M1M0’.

M (xo, o)
n
M, (x;, »1)
0 x
Fig. 2.1.

(1)

Vom exprima distanta de la punctul M 1a dreapta / cu ajutorul coordonatelor
punctului M, si coeficientilor dreptei 4.

Vectorii 7i(a, b) siM M ;(x, —x,, ¥y — ¥, ) sunt vectori coliniari.

- —_—
Produsul scalar al acestor vectori este: 7+ M M, =|i|-|M M |- cos0°,

relatie din care se obtine

i-MM,

‘MlMo‘z =

7]

la(xg —x))+ by =)

Va? +b?

2)

Din conditia cd M | (x,, ;) € hrezultd cd ax, + by, +c = 0.

© Ne reamintim!

* Fie 4 (x;, y,), B(x,, y,). Coordonatele vectorului 4B sunt AB (x, —xy, ¥, — ;).

* Produsul scalar al vectorilor a(/,, m,), I;(Z2 ,m,)este a- b= 5L+ mym,.

el =1+ mi.
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Inlocuind in relatia (2) se obtine
| axy+by, tc |
Va? +b?

v« Asadar, distanta de la punctul M ,(x,, y,) la dreapta h de ecuatie

‘ @

M M| Lda,, hy=

ax + by + ¢ = 0 este datd de formula:

|ax0 + by, + c|

d(M,, h) = B 3)
a

ExXEMPLU

» Distanta de la punctul M (=3, 5) la dreapta 4 de ecuatie 4x —3y +2 =10
4-(=3)—3-5+2 |25

este =
V42 +3? >

B. Aria unei suprafete triunghiulare

Sa considerdm triunghiul 4BC in reperul xOy avand varfurile A(x,, y,),
B(xy, y5), C(x3, y3).

Se pune problema determindrii ariei suprafetei triunghiulare (4BC) cand se
cunosc coordonatele varfurilor triunghiului. Pentru aceasta se va porni de la
formula:

BC-d(A, BC)
A pcy = 5
si se va urmadrii exprimarea elementelor din formuld cu ajutorul coordonarelor
varfurilor.

Astfel avem: BC=\/(x2 —x3)2 + (=37,

iar ecuatia dreptei BC cu ajutorul determinantului este

x y 1
x, ¥y, 1=0.
x3 y3 1

Dezvoltand determinantul, de exemplu dupa linia intdi, se obtine ecuatia
dreptei BC ca fiind

X(Vy —y3)—y(xy; —x3) + x93 —x3y, =0.
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v A v

Aplicand formula (3), se determina indlfimea din 4 a triunghiului, adica
X - —y1(x, —x3)+x —X
d(A,BC)=| 172 = ¥3) y1(22 3) 2)’23 3)’2|.
\/0’2 —y3)" +(x; —x3)

Cu aceste determinari ale lungimii laturii (BC) si a distantei de la punctul 4 la
dreapta BC, aria suprafetei (4BC) este:

1
“A(48c) =5‘:X10’2 =Y3) =Yy —x3)FX,Y3 = X3y, .

Se observa cd expresia din modul reprezinta dezvoltarea dupd linia intai a
determinantului

xp oy 1
A=|x, y, 1]
x3 y3 1

Asadar, aria suprafetei triunghiulare (4BC) cu varfurile A(x;, y,),
B(x,, y,), C(x3, y3) este datd de formula:

1 xpo o1
%ABC)=§|A, unde A=|x, y, 1]
x3 yy 1
PROBLEME REZOLVATE

1. Se dau punctele A(6, 4), B(2,5), C(—4, 3) si D(—3, —3). Sd se reprezinte
punctele in plan §i sd se determine:

a) aria suprafetei triunghiulare (ABC);

b) aria suprafetei patrulatere (ABCD).
Rezolvare.

Punctele sunt reprezentate in figura 2.2.

C(-4,3)

3

1

6 41
unde A, =|2 5 1|=14.
-4 31

Rezulta ca

1
A gy = 5 14 =7 (unitdti de arie).
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b) Avem A pcpy = A ypcy + A acn)-

| 6 4 1
Dar, Aycp) =5 |A,| unde Ay =|=4 3 1=61.
-3 =31
. 61 . . .
Rezultd ¢d .7 4cpy = PX iar aria suprafetei (ABCD) este:
61 75
A apcpy =T+ 27 (unitdti de arie).

2. Se considerd punctele A2, m), B(5,1), C2m—8, m). Sd se determinem €R
astfel incdt A ypcy =12.

Rezolvare.
Calculdm aria suprafetei triunghiulare (4BC) dupa formula
) 2 m 1
2m—8 m 1

Se obtine: A =2(m*—6m+5) si A 4pc) =‘m2—6m+5‘.

Punénd conditia ca ./ 4pc) =12 se obfine ecuatia ‘mz —6m+5‘ =12 cu

solutiile m; =7, m, =—1.

/ Exercitii si probleme

Exersare

E1. Se dau punctele 4 (2, —4) si B(—1, 3).S4 se scrie ecuatia dreptei AB si sa se
verifice dacd punctul C(5, —11) este coliniar cu punctele 4, B.

E2. Care din urmatoarele triplete de puncte sunt formate din puncte coliniare:
a) A(—1,-9); B2,—-3);C4,1).
byM@2,—3); N1, —1); P(L, 5).
c)E(—4,-2); F2,1); G(6, 3).
T2, —-1);U@G1); V(m2m—=5).
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E3. Se dau punctele A2, —3), B(m+1,2m), C(1, 5).
a) Sa se determine ecuatia dreptei AC.
b) Pentru ce valori ale parametrului m, punctele 4, B, C sunt coliniare.
c) Sa se determine triunghiul ABC cu aria 22,5.

E4. Se dau punctele 4 (=3, —2), B(5, —4), C(—1, = 3).
a) Sd se scrie ecuatiile laturilor triunghiului ABC.
b) Sd se determine lungimile Tndltimilor triunghiului ABC.
c) Sé se determine .7 5 -

ES. Patrulaterul ABCD are varfurile 4 (1, 2), B(8, 2), C(6, 4), D(3, 4).
a) Sa se scrie ecuatiile laturilor patrulaterului.
b) Sa se scrie ecuatiile diagonalelor patrulaterului.
¢) Sa se compare distantele punctelor 4 si C la diagonala [ BD].

d) Sa se calculeze aria suprafetei (ABCD).

Sintezd

S1. Se dau punctele 4 (1, 0), B(—=2, 4), C(—1, 4) si D(3, 5).
a) Sa se reprezinte punctele In plan si sd se scrie ecuatiile dreptelor
AB, BC, CA, CD.
b) Sa se determine distantele de la varfurile B si D la dreapta AC.
c) Sa se compare ariile suprafetelor (4BD), (BCD) si (COD).
d) Daca punctul M (m, m +2) este coliniar cu B si C, calculati aria
suprafetei (MAD).

S2. Si se determine x €R astfel incat punctele 4 (1, 1), BR*, 2"+ —2),
C@**" =2, 2%) si fie coliniare.
S3. Se dau punctele 4 (sin® a, cos? @), B(sin® b, cos? b), C(sin” ¢, cos? ¢).
1
a) Sé se verifice daca .7 5) = E‘Sin(a —b)-sin(a+ b))‘.
b) Sa se arate cd pentru oricare a, b, ¢ € R, punctele 4, B, C sunt pe o dreapta.

S4. Se dau punctele distincte 4 (2, m), B(m+1, m), C(l, 2).
a) Sa se determine m € R astfel incat punctele sa fie coliniare.
b) Sa se determine m € R astfel incat aria suprafetei (4BC) sa fie 1.
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SS5. Se considerd punctele A (m, 2m —1), B(m +1, — m +2).Pentru ce valori ale

23
lui m are loc egalitatea 7 45y = PR

S6. Si se determine m, n €R astfel ca punctele 4, B, C si fie coliniare in
cazurile:

a) A(m—1, 3), BQm, —m), CQm—3, 1+ m).

b)A(m—n,1+m), BCm—n, 1), C(m, n+1).

S7. Sa se determine m € R astfel ca punctul 4 (1, 1) sa fie la distanta 3 fatd de
2—6 Tm—1
dreapta BC, unde B(O, " m)’ C(l, m_)

—m

S8. Se considera punctele 4 (3, 2), B(2, 4).S4 se determine punctele M situate pe
dreapta x —y — 3 = 0 pentru care 1) = A o) -

S9. Exista puncte 4 (m, 1), B(l, m), C(m, m) astfel incat A ey =27

Teste de evaluare

Testul 1
e -5 102
1. Se d expresia £ = ~ —5—1 1 5—=1°]-¢.
2k 3] T

Valoarea expresiei este:  a) —2; b) 2; c) 20; d) -36.

2 -1 3
2. Se di matricea 4 =|—1 4 —35/|.Sa se calculeze det(A) utilizdnd:
4 =2 6

a) regula lui Sarrus;

b) regula triunghiului;

¢) dezvoltarea dupa linia a doua;

d) dezvoltarea dupa coloana a doua;

e) dezvoltarea dupa coloana intai dupa ce s-au obtinut doud zerouri pe aceasta.
f) o proprietate a determinantilor nuli.
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) X -2 3 2x+1 x 1
3. Se dau matricele A=( ), B=( , C=(2 3). Suma

x—1 1 5 x-1
solutiilor ecuatiei det (4 4+ B) = det (C?) este ... .

4. Punctele 4 2m+1, 3), B(1, m) si C(—4, 2) sunt coliniare daca m =....

Testul 2
1. Fie S, respectiv S, multimile solutiilor ecuatiilor:
)x—4 1-3x| 2|8 -2| 3|5 L(6)
a —— == ;
5 -3 312 7 213 -1
+4 —p=5 p+l
4 ye2 241 —1
b 1 y-1 3 |= .
1 2y
y+2 -1 y

Sd se determine S, S,, S;US,, S| XS,.

1 — &2

2. Se di matricea A=|—¢ &> 1

e 1 —

, unde & este solutie a ecuatiei

1
x% +x+1=0. Atunci det(4) + det(5A2)=

x y b x 0 b x 0 vy
3. Sedau matricele A= a 0 z|,B=|a y z[,C=|a y 0 |si
- —z 0 — b 0 —-c b —z

n=xdet(4)+adet(B)+cdet(C).Atuncin=....

2 1
4. Se considera triunghiul ABC, cu A(—?m, 1) B(3—m, _Z) si C(1, 2).

Valoarea lui m € Z pentru care d(C, AB) = 3este ... .
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Capitolul 3

Sisteme de ecuatii liniare

3.1. Matrice inversabile din . 7,(C)

Sa consideram matricele patratice de ordinul 3,

1 11 3 =3 1
A=(1 2 3, B=|-3 5 =2
1 3 6 I -2 1

si sa calculam produsele 4B si BA. Avem:

1 1 1 3 =3 1
AB=|1 2 3|-|-3 5 =2|=
1 3 6)\1 -2 1
3-3+1 —-3+5-2 1-2+1 1 00
=|3-6+3 —-3+10—6 1-4+3|=|0 1 0|=1;.
3-94+46 —-3+15—-12 1-6+6 0 01

3 -3 1 I 11

B4A=|-3 5 =21 2 3|=

1 -2 1 I 3 6

3—3+1 3—6+3 3—-9+6 1
=[—-3+5-2 —-3+10—-6 -—-3+15—-12|=]|0
1-2+1 1—4+3 I-6+6 0

=1,.

0
1
0

- o O

Se observd cd s-au obtinut egalitdtile AB =15 si BA=1;. Matricea 4 cu
aceasta proprietate se numeste matrice inversabild, iar matricea B este inversa
matricei 4.
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 DEFINITII

» O matrice A€ M, (C), n=2,3 se numeste matrice inversabild

daca existda matricea B€ M, (C) astfel incat AB=BA=1,.
» Matricea B se numeste inversa matricei A si se noteazda B = A7

In mod analog, se poate spune ci matricea A este inversa matricei B si au loc
relatiile:
AA =4t a=1si4H '=4.

& TEOREMA 1.

Inversa unei matrice pdtratice, dacd existd, este unicd. J

Demonstratie.

Fie A€.#,(C)siB,B € #,(C) astfel 1incat AB=BA=1, si
AB'=B'A=1,,n=2,3.

Folosind asociativitatea inmultirii matricelor si faptul ca matricea unitate /
este element neutru pentru inmultirea matricelor péatratice, se obtine:

B=B-1,=B(AB'Y=(BA)B' =1,B'=B'deci B=B'.

In continuare, ne punem problema existentei inversei unei matrice patratice
si a modului de determinare a acesteia atunci cand exista.

& TEOREMA 2.

O matrice pdtratica A€ . #,(C) este matrice inversabild daca §i
numai dacd det (4) # 0.

Demonstratie.

S3 presupunem ci matricea 4 este inversabili. Rezultd ci existi 4~ €. «,(C)
astfel incat A4~ ' =A"'4=1 .- Aplicand proprietatea P, a determinantilor
obtinem ci det(44~") = det(l . ), adicd det(4)- det(4™") =1, ceea ce implica
faptul cd det(4) # 0.

Reciproc, sd arataim cd daca det(4) # 0, atunci matricea 4 este inversabila.
Pentru aceasta se va realiza constructia efectivi a matricei 4~ " .



68

v’ Se scrie matricea transpusd ‘A a matricei A.

. * IR . . v . .
v’ Se defineste matricea 4 numitd matricea adjunctd a matricei A4, ale
carei elemente reprezinta complementii algebrici ai elementelor matricei
transpuse A.

Folosind proprietatea P;, a determinantilor se arata ca:
AA" = A" A=det(4)1,.

. : A . 1 .
Din aceasta egalitate, prin inmultirea cu factorul nenul r() se obtine:
e

A-(m%*)=(mﬂ* “A=1,,

egalitdti din care rezultd ca matricea A4 este matrice inversabild si inversa ei este

datd de formula
1 1 A
Cdet(4) T
EXERCITII REZOLVATE
-1
1. Sd se determine inversa matricei A =| 3 0o 2.
4 -1 2

Rezolvare.

Calculam determinantul matricei A pentru a stabili dacd 4 este matrice
inversabila. Avem:

-1 2 1
det(4)=13 0 2/=0-3+16—0—-12—-2=—1=%0.
4 -1 2
.« . U . —1 1 «
Rezulta ca 4 este inversabilad si inversaeieste A =—>~<-4 .
det(A)
-1 3 4
Scriem matricea transpusd ‘4=| 2 0 —1|si apoi determinim matricea
1 2 2

adjuncta A" formata din complementii algebrici ai elementelor matricei ‘4.



2 =5 4
Seobtine 4" =| 2 —6 5 |siprin urmare
-3 7 -6
-2 5 -4
A'=—-4"=|-2 6 -5
3 =7 6

m 2 m+2
2. Se considerd matriceca A=|—1 m+3 1

3 -4 1

a) Sd se determine m € R pentru care A este matrice inversabild.
b) Pentu m =1sd se determine A~ " .

,mER.

Rezolvare.

a) Matricea A4 este inversabild dacd si numai dacd det (4) # 0. Avem:

m 2 m+2

69

det(A)=|-1 m+3 1 |==2(m+1)>.
3 -4 1
Rezulta ca matricea 4 este inversabila daca si numai daca m+1# 0, adica
m R\ {~1}.
1 2 3
b) Pentru m =1, se obtine matricea A =(—1 4 1} iar det(4) =—8.
3 -4 1
1 -1 3 8 —14 -10
Rezulti ‘A=[2 4 —d4|ijar 4 =| 4 -8 —4|.
3 1 1 -8 10 6
Se obtine:
8 —14 —-10 4 =7 =5
A‘1=—%- 4 -8 —4|=—1l2 4 oo

4
-8 10 6 -4 5 3
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/ Exercitii si probleme

Exersare

E1. Si se determine care din urméitoarele matrice sunt inversabile:

2 5 2 =5 > 2 V2 -1
a) ;b ;92 "3k 9 V2 |
4 3 3 -7 —
9 4 7
E2. Si se determine inversa matricei:
2 -1 -8 6 -1 0
a)(g ); b)[Z _l]; 9 1);
=3 3 4
1 1 1 2 1 3
J3o2
d)2\/§ 3\/3; e)|1 1 0f H{0o -1 4 |;
2 1 1 0O 0 -5
3 =2 0 1 3 2
olo 2 2| ml2 o 1
1 =2 -3 1 2 1

E3. Si se determine m € C pentru care matricea este inversabila:

2 m m 5
a) ; b) ;
3 —6 —20 m
-3 7 2 _
" ); o™ T ””);
2 m+2 m—3 1
m m+1 2 m> 4 3
e)| 1 1 -3; Hl2 =1 0f;
0 m 1 m? 11 9
3m+1
- 7
24m 1 1 2 ;
ol m m—1 1|; | 4 9 mT
1 m 1 2 —1 7
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. -1 2) . 7 5
E4. Se dau matricele 4 = siB= .
-4 10 3 2

a) Sa se arate ca matricele 4, B, AB si BA sunt inversabile si sa se calculeze

inversele lor.
b) Este adevirati egalitatea (4B) ' =B~'-47'9

¢) Si se verifice egalitatile (4%) ' =4 )?si(BY) '=B"H?2.

ES. Si se determine matricea 4 a cirei inversa este:

-5 8
-1 0
a)d =|_3 1]; b)A‘1=( );
5 4 2
L7
| -2 -1 1 s s <
oA '=l0 4 -1 A4 l=[0 -2 1
2 0 14 3
5 5 5
Sinteza

S1. Care din urmitoarele matrice sunt inversabile:

T e 5

2% 5"
a) ; ;
(4x 1()’“) 2 lg5 V5+4 3+42)
0 0 3 ; 0 C: A3 ; log,8 log;9 .
g8 41 11 7 log, 32

S2. Si se determine inversa matricei:

(\/_+\/_ 1—i )
1+ \/5—\/5’

-1 ¢c: ¢!

sinx  cosx
C) ; d| 4 -3 5

. b
—COSX Sinx
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S3. Si se determine valorile parametrului real m pentru care matricea A4 este

inversabila, oricare ar fix ER.

1 x 2 1 3 «x
a)Ad=|2 -1 x|; byd=|1 x -—1}|;

m x 3 m 2 x

I 2 x 54x -3 x+2
c)A=|m -1 3} d)|x—-1 1-2x x-=2§

2 1 2 m X 3

S4. Si se determine m € R astfel incat 4° = A~! daca:

2 0 1 m—3 m 1
a)Ad=3 m+3 1 | b)d=| 3 5 24

-3 m—4 -3 0 I m

2m—1 —1 4 4" -1 0
)A=| m -1 1 dA=3 1 =3[

3m=2 2 3 2" -1 1

S5. Fie 4, B€. #,(C),nE {1, 2, 3}, douda matrice inversabile astfel incat

AB = BA.Sa se arate ca:
a)AB~'=B7'4;
b) A" 'B=B4A"";

0)A™'B ' =B714!

1 1 -1
S6. Se da matricea 4 =|2 2 -=2|.
3 3 -3

)4 (B+B7")=(B""+B)a™";
e) A 'BAB™' = 4B~ '47'B;

: ) 47'B~(44+B)=(4+B)B~ 147"

a) Sa se determine produsul (/; —A4)([; + 4).

b) Sa se arate ca/ ; — A este matrice inversabild si sd se calculeze (/5 — A)_1 )
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3.2. Ecuatii matriceale

O ecuatie matriceald este in general o ecuatie in care necunoscuta este o
matrice.

Au fost deja intalnite la capitolul Matrice astfel de ecuatii, unde matricea
necunoscutd s-a determinat respectdnd operatiile cu matrice si egalitatea
matricelor.

Notiunea de matrice inversabild da o noua posibilitate de rezolvare a unor
ecuatii matriceale de forma:

a)A-X =B,unde 4 € .#4,(C), BE. #,,(C) si det(4) = 0.

b)X-A=B,unde 4 € .%,(C), BE #,,(C) sidet(4) #0.

c) A- X -C = B, unde:

4e.,C),Cce4,C),Be ,,(C)sidet(4)#0, det(C) = 0.

» Astfel, pentru ecuatia 4X = B, folosind faptul ca 4 este inversabild avem

AT AX)=4""Be (U HX =4"'Belx=4"'Ble . 4,,(C).

> Ecuatia XA = B este echivalenti cu (XA) A '=BA ' X(4-47"Y=B4™",

deci| X = BA™! | Asadar, ecuatia b) are solutie unicd in multimea. Uy, (C).

» Pentru ecuatia AXC = B avem succesiv
A'axoe'=47'BCT e U4 ) x(cCTY=47'BC e

s |lx=4apCc!

In concluzie, ecuatia c) are solutie unica in multimea . 7, #(C)

EXERCITII REZOLVATE

3 =2 -5 5
1. Sd se rezolve ecuatia matriceald: X - {1 = 14 L)

Rezolvare.
Ecuatia data este de forma X4 = B, unde

3 =2\ . -5 5
A= st B= .
1 1 14 -1



74

Deoarece det(A4) =5 # 0, rezultd ca matricea A este inversabild si ecuatia
matriceald este echivalentd cu (XA4) - A ' =BA7" adica X =BA™".

" det(A4) 51—
(—5 5) (1 2) 1(—10 5) (—2 1)
X: . = — = .
14 —1) 5\—=1 3/ 515 25 35

2 1 -3 2 -2 6
2. Sd se determine X din egalitatea: (1 1) - X ( ) = ( )

—1 1 « 1 (1 2 .
Dar, A4 A =—- 3 . Rezulta ca:
1
5

5 =3 3 —4
Rezolvare.
Relatia din enunt este de forma 4- X - B = C,unde

2 1 -3 2 -2 6
A= ,B= ,C= .
11 5 =3 3 —4
Deoarece det(4) =1# 0sidet(B) =—1# 0, atunci avem:

A" (4uxB)-B'=4""-C-B7!,

relatie din care rezultica X = A4~ '-C-B7 !,
1 -1
-1 2

L ST T S A

/ Exercitii si probleme

*

* 3 2
Dar, A" '=4 =( )siB_1=—B (5 3).Seob‘;ine,inﬁnal,

Exersare

E1. Si se rezolve ecuatiile matriceale:

21
1 2y (21 1 2
a) X = ; b) X =3 1};
35 31 35 0 1

(2 3)X_(—1 1)_ d(z 1)_(31‘ 1)X
Nz o)1 of ot =) s 2™
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E2. Si se rezolve ecuatia matriceala:

3 2) (4 1) (1 0)
a) X = ;
4 3 5 1) \o 1
-1 2) (2 —1) (1 4)
b) Y- =2 ;
3 1 0 3 4 -5
1 0) (—2 1) (3 2)(1 0) (—1 1)
2 1 2 0) o 1)1 2 3 0

E3. Sa se determine matricea necunoscuta din egalitatile:

-2 3 -1 1
a)| 3 -4 2| x=|o0]|
1 -1 -2 -2
1 -1 2
1 -2 1
X1 0 —1|= :
0 —1 3
1 -1 1
2 2 3 1 2 =3} (0 -1 —1
ol1 -1 of-x-]o 1 2|=[0 1 1
-1 2 1 o0 1) o o 1

E4. Se dau matricele
1 -1 2 1
2 3
A=|1 1 1|,B= ,C=|1 0|
3 4
0O 0 1

Sa se determine matricea X care verifica relatia:

a) AXB=C; b) BXA='C.
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3.3. Sisteme de ecuatii liniare cu cel mult trei
necunoscute. Forma matriceala

3.3.1. Notiuni generale

Sa consideram urmatoarea situatie-problema:

Intr-un bazin apa vine prin trei robinete. Dacd robinetele functioneazd timp
de trei ore, doud ore, respectiv o ord, in bazin se adund 175 dal. Dacd robinetele
functioneazd timp de doud ore, trei ore, respectiv doud ore, in bazin se adund 220
dal, iar dacd robinetele functioneazd o ord, cinci ore, respectiv trei ore, in bazin
se adund 295 dal.

Cdti decalitri de apd curg intr-o ord prin fiecare robinet?

Pentru rezolvarea problemei vom inregistra datele acesteia intr-un tabel de
tip matriceal, urmand ca apoi sa analizdm aceste date, sa le coreldm si sd le
interpretam.

Astfel, avem urmatorul tabel matriceal:

Tabelul 3.1.
Robinetul I Robinetul II Robinetul 111 Cantitatea de
(nr. de ore) (nr. de ore) (nr. de ore) apa din bazin
3 2 1 175
2 3 2 220
1 5 3 295

Notdm cu x, y respectiv z debitul robinetelor I, I1, respectiv III (cantitatea de
apd scursd intr-o ord).

Datele referitoare la numarul de ore de functionare a celor trei robinete le
organizam intr-o matrice 4 de ordinul 3, cele referitoare la cantitatea totala de apa
din bazin le organizdm intr-o matrice-coloand B, iar cele care reprezintd
necunoscutele problemei formeazi o matrice-coloani X. In mod concret, avem:

321 175 X
A=|2 3 2|, B=|220f; X=|y|
1 53 295 z

Interdependenta celor trei categorii de date se face exprimand cantitatea de
apa acumulatd in bazin ca fiind suma cantitédfilor de apa furnizate de robinete in
fiecare din cele trei transe de functionare.
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Se obtine astfel urmatorul model matematic al problemei:
3x+2y+z=175

2x + 3y +2z =220.
x+5y+3z=295

S-a obtinut un sistem de trei ecuatii cu trei necunoscute in care necunoscutele
X, ¥, z au exponentul 1.

Y DEFINITIE

Un sistem de ecuatii, in care fiecare ecuatie este de gradul 1, cu una
sau mai multe necunoscute se numeste sistem de ecuatii liniare.

Forma generald a unui sistem de # ecuatii liniare cu cel mult 3 necunoscute
este:

(a,x + by + ¢,z =d,
ax+b,ytc,z=d,
1a03x +byy+cyz=d; (S).

la,x+b,y+c,z=d,

Asociem sistemului de ecuatii liniare (S) urmatoarele matrice:

a b ¢ d,

A= a3 b3 03 EL%Zn73(G)’ B= d3 E‘%H,I(G);

x
C=\|y|e 4,(C).
z

» A este matricea coeficientilor necunoscutelor sau matricea sistemului;
» B este matricea termenilor liberi ai ecuatiilor;
» X este matricea necunoscutelor sistemului.

Un sistem de ecuatii liniare in care matricea termenilor liberi are toate
elementele zero se numeste sistem liniar omogen.
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» Un triplet de numere complexe (a;, @,, a;) se numeste solufie a

sistemului de ecuatii (S) dacd inlocuind necunoscutele x, y, z respectiv cu
aceste numere, toate ecuatiile sistemului sunt identic satisfacute.

Din punct de vedere al existentei si numarului de solutii ale unui sistem de
ecuatii liniare se poate face urmatoare clasificare:

1. Sisteme de ecuatii liniare care au o singurd solutie, numite sisteme
compatibile determinate.

ExeEmpLyu
, L Jxty=3 o
» Sistemul de ecuatii are solufia unici x =2, y =1.
dx —y=1

2. Sisteme de ecuatii liniare care au o infinitate de solutii, numite sisteme
compatibile nedeterminate.

ExempLU
, L Jxty=4 . S .
» Sistemul de ecuatii este sistem de ecuatii liniare compatibil
2x+2y =38

nedeterminat deoarece are o infinitate de solutii de forma
(a,4—a),a €C.

3. Sisteme de ecuatii liniare care nu au nicio solufie, numite sisteme

incompatibile.
ExempLU
. L j2x+y=0 :
» Fie sistemul de ecuatii . Daca ar exista cuplul («,, a,) de
2x+y=5

numere complexe care sd fie solutie a sistemului, atunci ar rezulta ca
0 =35, ceea ce este fals. Rezulta ca sistemul este incompatibil.
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3.3.2. Forma matriceala a unui sistem de ecuatii liniare

Se considera sistemul (S) de n ecuatii liniare cu cel mult 3 necunoscute, scris
in forma generala:
ax +by+ciz=d,

ax+b,y+tc,z=d,

ax+b,ytc,z=d,

cu matricele asociate:

a b ¢ d,

a, b, ¢ o d

q=|% > 2,X=y,B= 2
z

a}’l bn Cn dn

Calculand produsul AX se obtine matricea

ax +by+cz

ax+b,y+c,z
AX = 2 ?y 2

EL/{M(G:).
a,x+b,y+c,z

Se observa ca elementele matricei 4AX reprezinta membrul Intai al fiecarei
ecuatii a sistemului (S).

Rezulta ca sistemul de ecuatii liniare (S) se poate scrie sub forma unei ecuatii
matriceale astfel:

A-X=B. | (S)

Aceasta formad de scriere reprezintd forma matriceald a sistemului de ecuatii
liniare.

Dacd matricea 4 este matrice inversabild, atunci aplicand tehnica rezolvarii
unei ecuatii matriceale se obtine solutia sistemului, data de:

X=4"1B.

Aceastd metodd de obtinere a solutiei unui sistem liniar, cu matricea 4
inversabila, se numeste metoda matriceald de rezolvare a unui sistem liniar.
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EXERCITII REZOLVATE
y : J2x=5y=7 o
1. Sd se rezolve sistemul de ecuatii prin metoda matriceald.
x+3y=-2
Rezolvare.

Matricele asociate sistemului de ecuatii sunt:

)

Forma matriceald a sistemului este A X = B.

2
Avem: det(A)=‘1 =11=0.

_ 1 {3 5
Rezultd ci A este matrice inversabild i inversa ei este 47! = Tl ( i 2).

1 (3 5 7
Matricea X are forma X = 47! ‘B, adica X = ﬁ( i 2)( 2) care se scrie

1
sub forma echivalenta (x) = ( 1).
y _

Asadar, solutia sistemului de ecuatii este perechea (x =1, y =—1) care se
scrie sub forma de multime § = {(1, = 1)} .

2. Sd se rezolve prin metoda matriceald sistemul de ecuatii:

2x—y+z=6
x—=3y—2z=-7.
3x+4y—2z=4
Rezolvare.
Matricele asociate sistemului sunt
2 =1 1 X 6
A=|1 -3 =2, x=|y|.B=|-7
3 4 =2 z 4
si forma matriceald a sistemului este A+ X = B.
2 -1 1

Calculam det(4)=|1 -3 —=2/=45=%0.
3 4 =2
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. 4 2 5
Rezultd ci exista 4~ ' si se gdseste A'=—--4 -7 5
13 —-11 -5

Din ecuatia matriceald 4+ X = B se obtine X = 4~ - B, adica:
14 2 5 6

1
X=—-|—-4 =7 5 [|-7]
45
13 =11 =5)\4
2
Efectuand inmultirile, rezultd ca X =|1|.
3

Asadar, multimea solutiilor sistemului de ecuatii este S = {(2, 1 3)}.

3.4. Metode de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare

A. Metoda lui Cramer

In paragraful 2.1, folosind metoda reducerii pentru rezolvarea unui sistem de
n ecuatii liniare cu n necunoscute, n € {2, 3} s-a ajuns la exprimarea solutiei

sistemului cu ajutorul determinantilor de ordinul 2, respectiv 3.
In continuare se va da o rezolvare de sine statatoare a sistemelor de » ecuatii
liniare cu 7 necunoscute, n € {2, 3} folosind determinanti.

% DEFINITIE

Un sistem de n ecuatii liniare cu n necunoscute se numeste sistem de
. 1 o . . .
tip Cramer" dacd determinantul matricei sistemului este nenul.

Rezolvarea unui sistem de tip Cramer se va face folosind determinanti, prin
metoda denumitd metoda lui Cramer.

(@ Gabriel Cramer (1704—1752), matematician si fizician elvetian. Este creatorul determinantilor
(1730). Are lucrari in domeniul curbelor algebrice de ordin superior.
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Metoda lui Cramer pentru n=2

. . y L ax+by=m .
Fie sistemul liniar (S) cu doua ecuatii si doud necunoscute si

cx+dy=n
A= ;X = ;B = .
c d y n

» Daca sistemul (S) este de tip Cramer, atunci este compatibil determinat si
solutia sa se calculeaza cu formulele:

matricele asociate:

unde d = det(4), iar d, =|
n

numite formulele lui Cramer.

EXERCITIU REZOLVAT
Sd se determine solutia sistemului de ecuatii:
Tx —6y=35
{Sx —Ty=-=10
Rezolvare.
Matricea sistemului este 4 = (; - ) cu determinantul d = _3‘ =-1

Deoarece d # 0, sistemul este de tip Cramer si solutia se afla cu formulele lui
Cramer:

d,
X =— = —
FRE AR

5 -6 7
unde d, = ==95;d, = =-110.

—-10 =7 8 — 10‘
Asadar, sistemul este compatibil determinat si solutia lui este:

x =095, y=110.
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Metoda lui Cramer pentrun=3
Fie sistemul de trei ecuatii liniare cu trei necunoscute:

ax +by+ciz=d,
(S) ya,x +b,y+c,z =d,
axx +byy+ciz =ds
si matricea asociata
a b ¢
A=|a, b, c,|
ay by c3

» Daca sistemul (S) este sistem de tip Cramer, atunci acesta este compatibil
determinat si solutia se calculeaza cu formulele:

d, d d,
x=—r,y=—",1=—",

Ty
d d’" d

unde d = det(A4), iar

d b ¢ ap dp ¢ ap b d
y=lay dy ¢yl d.=|ay b, d,|,
d; by c; as dy c3 as by d

numite formulele lui Cramer.

EXERCITIU REZOLVAT

Sd rezolvam sistemul de ecuatii asociat problemei enuntate la inceputul
3x+2y+z=175

paragrafului 3.3.1: 12x + 3y +2z =220.
x+5y+3z=295

Rezolvare.
321
Matricea sistemului este A =[2 3 2|, iar determinantul ei este:
1 5 3
321
d=|2 3 2|=—4=%0.
1 53
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Rezulta ca sistemul de ecuatii este sistem de tip Cramer si are solufie unicd
datd de formulele lui Cramer:

dx d dZ
X =—, =——,z=—",
'’ d d
unde:
175 2 1 35 2 1 35 2 1 26 :
d, =220 3 2/=5-44 3 2/=5--26 -1 0=5-‘ 46 1‘z—lOO;
205 5 3 59 5 3 —-46 —1 0
3 175 1 3 35 1 4 35 1 1 35 1
d,=2 220 21=5-2 44 21=5-4 44 2=5-4-0 9 1) =-120;
1 295 3 1 59 3 4 59 3 0 24 2
3 2 175 3 2 35 0 —13 —142
—13 —142
d,=2 3 220=5-2 3 44=5-0 -7 —74|=5- ; 24 =—160.
1 5 295 1 5 59 1 5 59
. ) —100 —120 —160 R
Solutia sistemului este x = —4 =25;y= —a =30;z= —4 =40.In

concluzie, debitele celor trei robinete sunt: 25 dal, 30 dal, respectiv 40 dal.

B. Metoda lui Gauss

Sa considerdm urmatoarea situatie-problema:

Un magazin pune in vdanzare trei tipuri de produse P, P,, P; aflate in stoc in
numdar de 10, 25, respectiv 20 de bucati, valordnd in total 2400 unitdti monetare

Dupad epuizarea tipului P, in stoc mai ramdn 12, respectiv 14 bucati de tipul
P,, respectiv Ps, in valoare totald de 1070 u.m. Dupd epuizarea tipului P, in stoc
mai ramdn 6 bucdti de tipul Ps, in valoare de 150 u.m.

Care este pretul pe unitatea de produs din fiecare tip?

Pentru rezolvare vom aseza datele problemei in urmatorul tabel matriceal:
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Tabelul 3.2.
Produse Proc}use Produse Valoare totali
de tip P, de tip P, de tip P,
10 25 20 2 400 u.m.
0 12 14 1070 um.
0 0 6 150 u.m.

Notdm cu x, y respectiv z pretul unui produs de tipul P, P,, respectiv P;.
Modelul matematic al problemei este urmatorul sistem de 3 ecuatii liniare cu 3
necunoscute:

10x +25y +20z =2400
12y +14z =1070 . (1)
6z = 150

Se observa ca solutia sistemului se afla pornind de la ultima ecuatie. Avem

150
z= o =25 (u.m.). Prin inlocuire, din ecuatia a doua se obtine y = 60 (u.m.), iar
din ecuatia intai se obtine x =40 (u.m.). Asadar, pretul pe unitatea de produs

este: 40 u.m., 60 u.m., respectiv 25 u.m.

OBSERVA’III

v’ Trebuie remarcatd forma triunghiulard a sistemului (1) si simplitatea
rezolvarii lui cu cunostinte elementare, pornind de la ultima ecuatie cétre
prima.

v’ Se pune intrebarea daci un sistem oarecare, de ecuatii liniare se poate
aduce la o astfel de forma si daca da, cum se procedeaza? Raspunsul este
afirmativ si procedeul va fi dat de metoda Iui Gauss®.

Metoda lui Gauss sau metoda elimindrii succesive consta in eliminarea cate
unei necunoscute din ecuatiile sistemului astfel incat sistemul sa aiba o forma
triunghiulara sau trapezoidala.

Transformairile care se fac asupra unui sistem si care conduc la sisteme
echivalente cu sistemul dat sunt:

» inmultirea unei ecuatii cu un numar nenul;

» adunarea unei ecuatii la alta ecuatie Inmultitd eventual cu un numar nenul;

» schimbarea ordinii de scriere a doua ecuatii 1n sistem.

@ Carl Friedrich Gauss (1777-1855), matematician german. A fost profesor la Universitatea din Gottingen
(1795-1798). A avut contributii deosebite in teoria numerelor, geometrie, analizd matematica, fizica.
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Metoda lui Gauss este aplicabild pentru orice fel de sistem de ecuatii liniare.
Exemplificam aplicarea metodei lui Gauss pe cateva sisteme de ecuatii.

ExempLU
1. Sd se rezolve sistemul de ecuatii liniare:
|x —2y—z=2 | |(—2)
S)y2x—y—z=1
2x+y+z=3

Pasul 1. Se pastreaza prima ecuatie si in raport cu ea se elimind necunoscuta
x din celelalte doud ecuatii. Pentru aceasta se inmulfeste prima ecuatie cu—2 si se
aduna la celelalte ecuatii. Astfel sistemul (S) este echivalent cu sistemul (S'):

x=2y—z=2

5
S 3y+z=-3 "(——).
Sy+3z=-1
Pasul 2. Se elimna necunoscuta y din a treia ecuatie, pastrand primele doua
ecuatii neschimbate. Ecuatia de referintd (in raport cu care se face eliminarea)
) . 5 . 9 . ) y
este a doua ecuatie, care se inmulteste cu 3 si se aduna la a treia ecuatie.Dupa

aceasta transformare elementara se obtine sistemul (S”) echivalent cu (S"):
x—2y—z=2

8" 1 3ytz=-3
4

—z=4

3

Acest sistem are formd triunghiulard. Din ultima ecuatie se obtine z = 3.
Inlocuind in ecuatia a doua se obtine y = —2,iar din prima ecuatie se obtine x =1.
Asadar, solutia sistemului de ecuatii este tripletul (I, —2, 3).

Sx—y+z=9
2. Sa se rezolve sistemul de ecuatii: 2x + 3y —4z = 3.
x=Ty+9z=3
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Permutam prima si a treia ecuatie intre ele si se obfine sistemul echivalent cu
cel dat:

x=Ty+9z=3| [(-2);(5)
2x +3y—4z=3
Sx—y+ z=9

Eliminam necunoscuta x din a doua si a treia ecuatie pastrand ca ecuatie de
referinfa pe prima. Se obtine urmatorul sistem de ecuatii echivalent cu
predecentul:

x=Ty+ 9z=3
17y =22z ==3||(-2).
34y—44z =—6

Se elimind necunoscuta y din ecuatia a treia pastrand ca ecuatie de referinta
ecuatia a doua. Se obtine sistemul de ecuatii:

x=Ty+ 9z=3
17y =22z =-=3.
0-z=0

Din ultima ecuatie a sistemului obtinut se deduce ca z poate fi orice numar
complex. In acest caz necunoscuta z se noteaza parametric z=a, a2 €C si
reprezintd o necunoscuta secundara a sistemului de ecuatii.

22a -3
Din a doua ecuatie a sistemului triunghiular se obtine y = 17 iar din
. . . a+30
prima ecuatie se determind x = 17

In concluzie, sistemul initial este sistem compatibil nedeterminat si
a+30 22a-3
,alla€eC ;.

17 7 17

mulfimea solutiilor este S = {(

PRECIZARE

Dacad ultima ecuatie a sistemului adus la forma triunghiulara (trapezoidald)
are doud sau mai multe necunoscute, se pdstreazd una dintre acestea ca
necunoscuta principald, iar celelalte vor fi considerate necunoscute secundare si
se vor nota cu parametrii.
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ExeEmpLU

. L 2x+y+3z=1
» Sd se rezolve sistemul de ecuatii: .
—3x—2y+z=0

Pentru usurinta calculelor se pot permuta necunoscutele sistemului alegand
ca prima necunoscuta pe y. Avem:

y+2x+3z=1 |2
—2y=3x+z=0 .

Elimindm necunoscuta y din a doua ecuatie inmultind prima ecuatie cu 2 si
adunand-o la a doua ecuatie. Se obtine sistemul trapezoidal:
¥+m+&=1

x+7z=2

Consideram necunoscutd secundard pe z pe care o notdm parametric
z=a,a €C, iar x si y sunt considerate necunoscute principale ale sistemului.
Se obtine:

y+2x+3z=1
x+7z2=2,
z=a

deunde rezulti x =2—"7a, y=1la -3,z = .
Asadar, multimea solutiilor sistemului este:

s={@-7a,11a-3, a)la€C }.

PRECIZARE

Daca in sistemul de ecuatii liniare adus la forma triunghiulara, apar ecuatii
contradictorii (membrul intai este nul, iar al doilea este nenul), atunci sistemul
este incompatibil.

ExempLyu
3x—2y+4z=2
x+ 2z=0
» Sd se rezolve sistemul de ecuatii: .
Sx— y+4z=1

x+2y+ z=1
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Pentru a elimina mai usor necunoscuta x este preferabil sa permutam prima
ecuatie cu a doua obtinandu-se:
x+  22=0 [(=3):(=5): (D)

3x —2y+4z=2
Sx— y+4z=1
x+2y+ z=1

Inmultim prima ecuatie de referintd cu (—3), (=5) si (—1) si o adunim
respectiv la a doua, a treia si a patra ecuatie. Se obfine sistemul:

x+0y+2z=0

—2y—2z=2
—y—6z=1 |(=2:Q)

2y— z=1

Permutam ecuatia a treia cu a doua si continuam eliminarea necunoscutei
y din ecuatiile a treia si a patra. Se obtine sistemul:

x+0y+2z=0
x+0y+2z=0

—y—6z=1
. —y—6z=1
] 13 echivalent cu .
10z=0 | — 10z=0

10

0z=3

—13z=3

Din ultima ecuatie se obtine o contradictie (0 = 3) si ca urmare sistemul este
incompatibil.

EXERCITIU REZOLVAT

Sd se discute si sd se rezolve sistemul de ecuatii, a fiind un parametru real:
x+ y+ z=3
2x— y+3z=8.
x—=5Sy+az=8

Rezolvare.
Folosim metoda lui Gauss si obtinem succesiv:
x+ y+ z=3 x+y+z=3
-3y+ z=2 & 1=3x + z=2.

—6y+(a—1)z=5 (@=3)z=1
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Discutia si rezolvarea sistemului pornesc de la ultima ecuatie.

Dacda a = 3, ultima ecuatie este contradictorie (0 =1), deci sistemul este
incompatibil.

Dacid a # 3, sistemul este compatibil determinat, cu solutia:

1 7-2a 1a—37
z= ;Y= ;X = .
3(a—23) 3(a—23)

a—3
Asadar, pentru a # 3 solutia sistemul inifial este tripletul:

Na=37 7-2a 1
3a—3)" 3a=23) a—3)

/ Exercitii si probleme

Exersare

E1. Si se scrie matricele asociate urmatoarelor sisteme de ecuatii:

x—2y=3
x+5y=7
a ; b)i2x —4y=1 ;
8x—y=2
S5x —6y=-38
[x =2y +z=1
at+b—c=6
C)14x+y+3z=0; ) ;
3a—=2b+c=11
9x —2y—z=4
(3x +2y—z=—x+y+1 3x—1)+4Q—y)=3(z-2)
e\ x—y+3z=ix—-2 ;0 D20+ x)+3z—y)=5(x—y)
lix —iy+z=2(x—1) 3x—y)+4(y—z)=2x+y—2)

E2. Care din sistemele de numere (=3, —2); (=2, —4); (—6,2); (i, 1) sunt
solutii ale sistemelor de ecuatii:

2x+y=-8 x+y=—4
a ; b)

3x—4y=10 2x +5y=-2
) R—-i)x—4y=-3+2i q) 3x—i)+i(y—1)=0
c ; .

2ix +iy=—-2+i I+Hx+D+A=)(y+1)=2

3
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(a+3)x—3y=8
4x —(2b+3)y =18’
si b astfel incat solutia sistemului sa fie:

E3. Se di sistemul de ecuatii { a, b €R.Sa se determine a

7
a) (1, - 2); b) (——,—5 .
4
E4. Sa se scrie sub forma matriceald si sd se rezolve sistemele de ecuatii:
x—4y=7 2x =3y =1
a ; b) 5
2x =3y =5 Sx=Ty=3

2x+y—3z=-6
3x+y)—2(x+2y)=5
c ; d)i4x+y+z=10 ;
4x—y)—y+2x =2
—x+y+2z=—-1

2(3x —y)+5z=3+y x+y+z=a
e)14x+y—z)+2y=3+z; f)12x +5y—3z=b.
2x —3y+10z =2 x+3y—2z=c¢

ES. Sa se determine care din urmatoarele sisteme sunt de tip Cramer si sa se
rezolve prin regula lui Cramer:

x—8y=5 b) 2x—y)—3(x+y) =1
a ; ;
x+9y=11 & —5(x—3y)=4
3x —4y+2z=3 x=2y+2z=10
C)Sx+y+3z=6 ; d)i2x—y—z=2
x—6y+z=-4 x+y—z=4
E6. Si se rezolve sistemele de ecuatii prin regula lui Cramer:
x+2y=4 b) —2x+5y=-1
2x+5y=9"’ Ix—=Ty=2 ’
x+y+z=2
4x +3y =17
C) 1 ; d)12x+3y—z=5;
6x +5y=-3
3x+y+3z=4
(x+2y—4z=—2 —2x+y+3z=-1
e)y—3x+4y+z=13; Hix+y+2(y+z)=4
2x—y+3z=9 2x+z)—@By+x)=10
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E7. Se considera sistemul de ecuatii 4+ X = B, unde

-3 2 1 X 4
A=4 -1 2|, X=|y|, B=|8]|.
-5 2 3 z 8

a) Sa se rezolve sistemul de ecuatii prin metoda matriceala.
b) Sd se scrie ecuatiile sistemului.
c) Sa se rezolve sistemul de ecuatii prin regula Iui Cramer.

ES8. Si se rezolve prin metoda lui Gauss sistemele de ecuatii:

x+y=4 2x+y—3
a >
2x+3y=9 x+2y 0’
. 2x +5y+3z=17
x+y+z=1
4x—6y 3z=0
o)\ x+2y+2z=—1; )
6x+10y—102—8
x—y+2z=2
x+y+z=6
(x+y—-3z=-1 x+y+2z=4
) 2x+y—2z=1 x+2y z=2
€)1 ;
2x+3y—2z=4 2x+3y+z—
x+2y—3z=1 3x+4y+3z=10
[2x —3y+z=—1
x+2y—3z=0 2x =3y—z=1
81 P h) o
2x =10y +8z =— X—y—2z=-3
(4x —15y+9z=0
x+y+z—1
i a—2b+c=10 51 b
3a—2b—c=T o
x+3y—z=1

Sintezdi

S1. Si se determine m € R astfel incat sistemul si fie de tip Cramer si si se
rezolve in acest caz:
xX—my+z=2m X+my—z=8
a)\x —2y+z=-1 b)12x —y—2z=6.
mx+m2y—2z=2 mx +2y+z=4
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S2. Pentru ce valori ale parametrului m sistemul de ecuatii nu este de tip Cramer?

x+(m+l)y+z=2 2x+3y+(m+2)z=0
a)ymx+y—z=0 ; b)13x+y+mz=4
xX—=2y—mz=3 3x—y+z=6

S3. Si se rezolve prin metoda matriceald, metoda lui Cramer si metoda lui Gauss
sistemul de ecuatii:

' 7
1 1 x+3y=—(5x+12z)
Z(Sx—2y)+1=x—§(y+2) 9
a) ; b)19y+20z = 6(x —48y).

1 1
;(5x+3y)+a(9y—11)=x+y 2x +3y+4z =128

S4. Si se rezolve prin regula Iui Cramer sistemele de ecuatii:

X+y—Q—i)z =—2+2i C3x —C3iy+4C3z =2
a)ix+iy—(+iz=—-1 ; b) 12Cix —4Cy+Ciz =6.
x—iz==1=i Aix =243y + 43z =0

SS5. Si se rezolve prin metoda lui Gauss sistemele de ecuatii:

[2(x +2y) =3z +11 (2x+y=2-z
5x =3y=6—5z—-2x x+3y=5—-z
a)< ; b)< ;
3x—z)=15—y+5z x+y=-7-5z
(6(x —y)+1lz=—4—y 2x +3y=14+3z
(x +y=3z-1
x+4z=-22+y)
2x+y=2z+1
C) 1 ; d)15y+7z =4(x +2) ;
x+y+z-3=0
11x =31y —47z =—68

x+2y—3z—-1=0

[2x +7y—42z=0 x—4y+Q2m+3)z=0
e)15x —2y—8z=0 ; Hix—my—z=0

12x +3y—20z=0 2x+y=8 m€ER
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2x+y+(m+1l)z=m
S6. Se da sistemul de ecuatii \x + (m—1)y + mz =2m.
Sx+4y+3m+1)z=3
a) Pentru ce valori ale parametrului m € R sistemul este compatibil determinat?
b) Sa se rezolve sistemul de ecuatii obtinut pentrum =0, m=—1, m =2.

x+y+z=1
S7. Se di sistemul de ecuatii yax + by + ¢z =2
a’x +b*y+ciz=4

Stiind ca a, b, ¢ sunt numere reale diferite, sa se rezolve sistemul.

Cm—1Dx+3y—mz=1

S8. Se consideri sistemul de ecuatii 13x + 2m—1)y +(m —1) = 3.
m=2)x+m—-2)y+z=2

a) Sa se scrie matricea 4 a sistemului si s se rezolve ecuatia det (4) = 0.

b) Pentru ce valori ale parametrului m sistemul nu este de tip Cramer?

c¢) Dacd sistemul este de tip Cramer sd se determine solutia sistemului notata

(xm’ ym’ Zm)
d) Sa se determine m € R astfel incat sa aiba loc relatiax,, +2y,, —z,, >1.

2x+y+z=1
S9. Se considerd sistemul de ecuatii \x + y+z =2%, « €R.
x+y+2z=4
a) Sa se determine solutia (x (@), y(a), z(a)) a sistemului de ecuatii.
b) Sd se determine multimea 4 = {a € IR| y(a) > 1}.
ASE Bucuresti, 1998

ax+y+z=4
S10. Sistemul de ecuatii (@ +1)x + (B +1)y +2z =7, a, B € Reste compatibil
x+2py+z=4
determinat pentru:
1
aya=1,8#0, baz#lLB#0;, c)a fER; d)a=1,,8=§.

Universitatea Galati, 2004
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2x+y+3z=1
S11. Sa se discute dupd m € R si si se rezolve sistemul: {x —y+z =—1
x+2y+mz=m

mx+y+z=0
S12. Sistemul de ecuatii yx + my +2z = 0 are numai solutia nul (0, 0, 0) daca:
x—y—z=0

aym#—1,m#2;, bym=0; c¢ym=2; dymeR.
Politehnicd Bucuresti, 2004

S13. Pentru golirea unui bazin cu apd se utilizeazi trei robinete. Timpul de
functionare a fiecarui robinet si cantitatea de apa evacuata exprimata in hectolitri
sunt date in tabelul matriceal aldturat.

Tabelul 3.3.
Robinetul I Robinetul 11 Robinetul II1 Cantitatea de api
(nr. de ore) (nr. de ore) (nr. de ore) evacuatd (in hl)
2 ore 3 ore 6 ore 220 hl
3 ore 2 ore 6 ore 210 hl
2 ore 2 ore 3 ore 145 hl

Sa se determine debitul fiecarui robinet.

S14. Daci tatal ar avea cu 7 ani mai mult decét are, atunci varsta actuald a fiului
. | ) . .. 1 ..
mai mic ar fi g din varsta tatdlui. Peste 15 ani varsta fiului mai mare va fi 5 din

varsta tatalui. Sa se determine varsta fiecaruia, daca peste 18 ani cei doi copii vor
avea impreuna cat varsta tatdlui lor.

x+my—2z=2
S15. Se considera sistemul de ecuatii: \2x +2m—1)y+z=n, m,n €ER.
x+2y+3z=1

a) Sa se rezolve sistemul pentrum =11 n=35.

b) Sa se discute dupa valorile lui m, n € R si sa se rezolve sistemul.
Universitatea Bragov, 2002
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Teste de evaluare

Testul 1
2 0 1
1. Seddmatriccad=| 5 3—x x|€./;R).
x+6 -2 8

a) Sa se determine x € R astfel ca matricea 4 sa nu fie inversabila.
b) Si se calculeze A~ daci x =2.

x+2y+z=1
2. Fie sistemul de ecuatii: 1x —y+2z =2
2mx+m2y+3z=3m

a) Sa se determine m € R pentru care sistemul are solutie unica.

b) Sa se rezolve sistemul obtinut daca m = 3.
Universitatea Constructii Bucuresti, 2004

3. Pentru 3 creioane, o guma si 7 caiete un elev plateste 45 lei. Daca ar cumpdra 5
creioane, 3 gume si doud caiete ar plati 28 lei. Stiind ca 4 creioane, 5 gume si 5
caiete costd impreund 42 lei, sd se afle pretul fiecarui obiect.

Testul 2
1. Si se calculeze inversele matricelor:
2
3 2y (-2 1
A= \/5 3 ;B=|—-1 2 ;C = .
1 2 | 4 33 -1

C;i s > ] —4
2. Se dau matricele 4 = (a;) 33, unde a; =i, i=j siB=|2
—i, i< 45

Sa se rezolve ecuatia matriceald AX = B.
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I+m)x+y+z=1
3. Se di sistemul de ecuatii: {x +(1+m)y+z=m ,m> ER

x+y+(1+m)z=m2

a) Sa se calculeze determinantul sistemului.
b) Pentru ce valori ale lui m sistemul este compatibil determinat?
c) Sa se rezolve sistemul pentru m =2.

d) Sa se rezolve sistemul pentru m = 0.
Universitatea Baia Mare, 2005

/ Probleme recapitulative

1 3
1. Fie A=(2 )E‘%Z(IR). Si se determine @, b ER pentru care

4
A +ad* +b4=0,.

X
2. Sa se determine matricea 4 = ( 4 € . %, (R) stiind ca A* + 47, =44, si
X
apoi sa se afle A", n EN".
Stiinte economice Cluj, 1996
1 00
3. Se considera matricea A =|a 1 0|€.#;(R).
b ¢ 1

a) Sa se calculeze A% si 4°.
b) Sa se determine «, f € R cu proprietatea ca A’ =ad® + BA+I ;.

Universitatea Bacau, 1997

0 a O
4. Fie E(X)=X?—4X+4[,.Daci A=|1 0 1|, si se determine a €R
1 01
3 4 -1
pentru care E(4)=|—-3 3 -=3|.
-3 -1 1

Universitatea Craiova, 2003
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0 -1
S5.Fied=|0 0 1 |.Sasecalculeze(I;+A4)",nEN".
0 0 O
Universitatea Politehnicd, 1994
1 0 —1
6. Fied=|0 1 1 |.Sisecalculeze S=A+A>+A4>+..+4".
0 0 1
a 0 b
7. Se considerd matricca A =|0 ¢ 0|€.#;(R),cu proprietatea cd ae = bd.
d 0 e
a) Sa se demonstreze ci existd x, y €ER astfel incat 4> = x4+ yE, unde
0 00
E=(0 1 0f.
0 00

b) Sa se arate ca pentru oricare n € N*, existd a,, b, €ER, cu proprietatea ca
A" =x,A+y,E.
Facultatea de Sociologie, 1997
1
8. Fie A=| 1 |€.#,,(R),B=(1 2 —1) €. 4(R). Daci C = 4B, si se
-1

calculeze C'°',

9. Si se rezolve sistemele de ecuatii:

1 2

A+B=I, A+3B=( , 1)
a) 1 1) b) .
24+3B = 0 1

-1 1 34A+4B =
I 0
: : 1 a .
10. Si se determine matricea 4 = (1 1) € ., (R) stiind ca

ool



11. Si se determine 4 € . #, (C), stiind ca:
1 i | 2 4i
A- + A= .
o 1l 16 %)

12. Si se rezolve in R ecuatiile:

x x 1 X 1 2 x 1 1
a)l/l x 1|=0; b-1 x 1|=5 ¢l x 1|=0.
4 -5 4 1 -2 x 1 1 x?

13. Fie a,b ER,a # b. Si se rezolve ecuatiile in R:

1 x ab 2x X 2x +1
a)|ll a bx|=0; d)x+1 2x—-1 x+2|=0;
1 b ax 3 1 3
2x+1  x+1 x+2 x2 2x 1
b)[2x+7 x+4 x+5|=0; e)lx? 2x—1 2|=0;
2x+13 x+7 x+8 2 X X
1 1 1 X a a
¢)la+b x+b x+a|=0; fla 2x—a a/=0.
x?2 a’ b? b X 0

14. Sa se determine a € R pentru ca matricea 4 s fie inversabila:

11 1 l+a 1 1
a)Ad=|1 a+1 1 |; A= 1 1+4*> 1
1 1 a*+1 1 1 1+d°

15. Si se rezolve ecuatiile:

1 2 3 15 3
1 1) (12
a) X - = : X0 1 2[=]2 1 —1|.
12) U1
-1 2 1) (-3 4 5

929

Universitatea Bacau, 1998
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. x+m m .
16.Fie A €. 7#,(R), A= ( ) Sa se determine m € R pentru care

l—-m x+42m

matricea A este inversabila Vx €R.

€ ./, (R).Sa se calculeze inversa matricei A%

1
17.Fie A= (1

, 12\ (32 B
18.F1€A=1 1sleA 1, 1.S:?tsecalculezeB .

19. Si se rezolve sistemele:

x+y+z=2
x+3y—z=3 x+y+z=1
2x+y+2z=3
a)12x+y—4z=-1; Db)y2x+y—-3z=1; ¢ .
3x+y+4z=1
x+y—2z=0 4x+y—-5z=1
x—y+3z=1
2x+y+3z=1
20. Se considera sistemul ymx + y —2z =1 . Daca

Cm—-1)x+2y+z=n
A= {(m, n) €R X IR| sistemul este compatibil nedeterminat} si
a= E(m2 +n?), atunci:

(m,n)€A

a)a=18; b)a=26; c)a=32; d)ya=13; e)a=25.

. . 1 0 I —1) .
21. Se considera matricele/, = 0 1,A= ) §1X(a)=12+aA,a€Z.

a) Calculati 4> —34;
b) Determinati ca X (a) - X (b) =X (a +b+ 3ab), oricare ar fi a,b € Z;

c) Aratati ca X (a) este matrice inversabila oricare ar fia € Z.

Bacalaureat 2011
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Capitolal 1

Limite de functii

1.1. Multimi de puncte pe dreapta reala

1.1.1. Relatia de ordine pe multimea R

Este cunoscut faptul cd multimea R a numerelor reale se poate pune in
corespondenta cu punctele unei drepte d. Fiecarui numar real x 1 se asociazd un
punctM € d .Numdrul x se numeste abscisa punctului M si se scrie M (x) (fig. 1.1).

) y(x) A{(x) M(y)

1 x<y
Fig. 1.1. Fig. 1.2

\ 4
\ 4

S e

Dreapta d pe care s-a ales o origine, o unitate de mdsurd $i un sens pozitiv se
numeste axd numericd (axa numerelor reale).

Daca x, y €R, iar M (x), M (y) sunt punctele asociate, numarul x este mai
mic decat y si se scrie x < y, dacd pe axa numerelor punctul M (x) este in stanga
punctuluiM(y) (fig. 1.2.).

Pentru oricare numere reale x, y sunt posibile doar urmatoarele situatii:

x<y,x=y sau y<x | (legea tricotomiei).

Vom spune ca x<y dacd x <ysaux=y.

Relatia ,,.<* se numeste relatia de ordine pe mulfimea R.

Se verificd usor ca relatia de ordine ,,<* are proprietatile:

> reflexivitatea: pentru orice x € R, x<x;

» antisimetria: dacd x<y $1 y<x,atunci x = y;

» tranzitivitatea: dacd x, y,z € R si x<y, y<z, atunci x<z.
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1.1.2. Multimi marginite

Fie A CR o mulfime de numere reale.

Y DEFINITII

» Numarul mE€R se numeste minorant al multimii A dacd
m<x,Vx €& A(fig. 1.3.).

» Numdrul M € R se numeste majorant al multimii A dacd
x<M,Vx€Afig. 1.4.).

- @A —)  » A4 N .
A S =
m<x,Vx €A x<M,Vx €4
Fig. 1.3. Fig. 1.4.

Lecturand fig. 1.3. si fig. 1.4., se observa ca dacd multimea 4 CR are un
minorant, ea are o infinitate de minoranti. De asemenea, daca multimea 4 CR
are un majorant, ea are o infinitate de majoranti.

EXEMPLE
» Sd se determine multimea majorantilor si multimea minorantilor pentru
a) A= (2,3); b) 4=[-1, 0]UI[1, 3].
Rezolvare.

a) Studiind desenul din fig. 1.5., se observad cd multimea minorantilor este
M= (— 0o, 2] , 1ar multimea majorantilor este mulfimea . 7, = [3, + 00).

—c0  m p A \ M 400
— — — ¢ y/— - —>
minoranti 2 3 majoranti
Fig. 1.5.
b) Sa observam desenul din fig. 1.6.
—00 —+o0

frm——F 1 >

minoranti —1 0 1 3 majoranti

Fig. 1.6.

Multimea minorantilor este . #, = (— 00, — 1] ,1ar multimea majorantilor este
My =[3, +).
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 DEFINITII

» O multime AC R se numeste mdrginitd inferior (minoratd) dacd
are cel putin un minorant.

» O mulfime A C R se numeste mdrginitd superior (majoratd) dacd
are cel putin un majorant.

» O multime ACR se numeste mdrginitd dacd este mdrginitd
inferior i mdrginitd superior.

» O multime AC R se numeste nemdrginitd dacd nu este marginitd
inferior sau nu este mdrginitd superior.

Din definitia multimilor marginite rezultd ca daca 4 CR este marginita,
atunci existd numerele @, b € R, cu proprietatea ca:

as<x<b,Vx € 4. (1)

Cu alte cuvinte, o multime 4 CR este marginitd daca exista un interval
I =[a, b]cu proprietatea ca 4 C [4, b].

Proprietatea de marginire a unei mulfimi 4 C R poate fi exprimata folosind
proprietati ale modului unui numar real. Avem urmatoarea caracterizare:

* O multime 4 C R este méarginita daca si numai daca exista M € (0, ®) cu
proprietatea ca

|x|<M,Vx €EA. )

EXEMPLU

» Sd se arate cd multimile urmdtoare sunt mdrginite:

_1 " * 2
a)A={u n€eN }; b)A={ 2x xEIR}; c)A={2sinx|x EIR}.
n x°+1
Solutie.
~ ~ (_l)n 1 * . .
a) Se observa ca =—<L,VnEN siseciaM =1.
n n

b) Avem:

al " <1, Vx €R (verificare) siseiaM =1.

X
c¢) Deoarece |sin x|<l, Vx €R,rezulti ca |2sinx|<2, VY x €Rsi se considera
M =2.
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Dacda 4 C R este multime marginita inferior, mulfimea minorantilor sdi este un
interval de forma .7, = (— 00, m] Numarul real m, cel mai mare minorant al

multimii 4, se numeste margine inferioara a mulfimii 4 si se noteazd inf A4 (fig. 1.7.).

—0 . A +o0 — o A : M, + 00
minoranti m M majoranti
Il I
inf A sup A
Fig. 1.7. Fig. 1.8

Daca 4 C R este multime marginita superior, multimea majorantilor sai este un
interval de forma . 7, = [M, »). Numirul real M, cel mai mic majorant al multimii
A, se numeste margine superioara a multimii 4 si se noteaza sup 4 (fig. 1.8.).

O multime marginitd 4 CR are margine inferioara si margine superioara.
Marginile unei multimi marginite sunt unice.

Pentru o multime 4 CR care este nemarginita inferior nu existd margine
inferioard. In acest caz, se convine si se considere ca inf 4 = — .

De asemenea, o multime 4 CR care este nemarginita superior nu are
margine superioari. In acest caz se convine si se considere cisup 4 =+,

Simbolurile — oo, + 00 sunt numite numere improprii sau numere infinite.

Multimea formata din toate numerele reale (numere finite), impreuna cu — o
si + o se numeste dreapta incheiata si se noteaza R.
Asadar, R=RU {—00, 00} sau R =[— o0, ].

PROBLEME REZOLVATE
Sd se arate ca urmdtoarele mulfimi sunt nemdrginite:
a) A=N; b)A=1Z; c)A={n2|n€N}.
Solutie

a) Pentru a ardta ca o multime nu este marginitd, se aratd cd aceasta nu are cel
putin un minorant sau nu are cel putin un majorant. Deoarece 0<x, Vx €N,
rezultd ca multimea N este marginitd inferior. Mulfimea minorantilor este
M =(—o, 0], deciinf 4 = 0.

Vom arata ca Nnu este marginita superior. Daca presupunem ca M € (0, «)
este un majorant pentru multimea N, atunci n<M, ¥V n €N (fig. 1.9.).
n
| | | |

| | |
01 23 .. no.. M
Fig. 1.9.

— 0 + o0
A -
>
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Dar [M ] €N, iar numarul n; =1+ [M ] este numar natural §in;, >M ,deci M

nu ar fi majorant pentruN, ceea ce contrazice alegerea lui M. Asadar, multimeaN
nu este marginitd superior i avem supN =+ .

b) Deoarece N C Z, iar N este nemarginitd, rezultd ca si mulfimea Z este
nemarginitd superior. Mai mult, multimea Z este nemarginitd si inferior
(demonstrati!).

c¢) Procedim analog punctului a). Daca ar exista M € (0, ©) majorant al
multimii 4, atunci n’<M,VnENsaun<JM ,¥Vn EN.Luand m = [\/M ] +1se

obtine ci m* € 4 siM < m?, deci se contrazice faptul ci M este majorant pentru
A.

(OBSERVATIE
v Multimile @Q, R, R \ @ sunt multimi nemirginite inferior si superior.

Referitor la simbolurile — o0 §i + o sunt acceptate urmatoarele operatii:

L)+ () =+

L) () =~

o) ) =

s (+®): (—0)=—00;

(Fe) (ho) =+ oo

¢ (—®) (=) =+00;

*(+to)ta=+x,Va€ER;

cat(+x)=+x,Va€ER;

s(—o)+a=—o,VaER;

cat(—o)=—-x,Va€ER;

*aq-(+o) =+, dacd a>0;

*q+(—)=—00, dacd a> 0,

*q-(+o)=—0, dacd a<0;

*q-(—o) =+, dacd a <0;

a

=0,YVaER;

+ oo

a

=0,Va€ER.

Pentru operatii de forma: (+ ) — (+ ), (—®) —(— ), 0+ (+ %), 0+ (— ),

—o 4+

— 00

+ o0
(+2)-0, (=)0, —,
+ o0

s s
- —00

nu se atribuie niciun sens.

+ oo
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1.1.3. Intervale de numere reale

Fiea, b €ER, a < bsipunctele A(a), B(b) asociate acestora pe axa numerica.
A(a) B(b)

— 0 + o0
A -
>

xX<a as<x<b x=b
Fig. 1.10
Punctele 4 si B determind pe axa numericd multimi de puncte reprezentate de
segmentele [ 4B] si de semidreptele cu extremitatile 4 si B (fig. 1.10).

Aceste multimi pot fi caracterizate cu ajutorul absciselor. Astfel, vom avea:

not L \ ;
-{x ERja<x <b}=(a, b) ) )
interval deschis;
not L ] >
'{x €R|a<x<b} =[a, 1] a j)
interval inchis;
not L A g
«{x €R|a<x < b} =[a, b) v ; g
interval inchis la stanga §i deschis la dreapta;
not ( ] >
°{x E|R|a<x<b}=(a, b] a b "
interval deschis la stanga si inchis la dreapta. Fig. 1.11.

Intervalele definite mai sus se numesc intervale marginite. Numerele a si b se
numesc extremitatile intervalului. Din punct de vedere geometric, un interval
marginit reprezintd un segment de dreaptd (fig. 1.11).

In cazul in care a = b, atunci[a, a] = {a}.

not
. {x € |R|x > b} = (b, ©) — interval deschis

la stanga si nemadrginit la dreapta,
not

. {x € |R|x < a} = (— oo, a)—interval deschis

S

\ 4

A =4

la dreapta si nemdrginit la stanga;
not

. {x ER| x>b} =[b, ) — interval inchis la

stanga si nemdrginit la dreapta;
not
. {x € |R|x<a} = (— w, a] — interval inchis

la dreapta si nemdrginit la stanga. Fig. 1.12.

S

\ 4

e

Imaginile geometrice ale acestor intervale sunt semidrepte (fig. 1.12.).
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Intervale simetrice

Fie a un numar real pozitiv. Un interval de forma [—a, a] sau (—a, a) se

numeste interval simetric. Imaginea geometricd a unui interval simetric este un
segment pe axa numericd cu mijlocul situat in origine (fig. 1.13).

— 0

]

+ oo — 0 ( .
—a 0 a —a 0 a

Fig. 1.13.

(-

\ 4

Avem: [—a, a]= {x ER[-a<x <a} = {x € IR||x|<a};

(—a, a) ={x ER[-a<x< a}={x ER|x| < a}

Intervale centrate intr-un punct

Fie a €R si r € (0, ). Intervalele de forma (a—r, a+r) sau [a—r, a+7]

se numesc intervale centrate in a. Imaginea geometricd a unui interval centrat in
a € R este un segment cu mijlocul situat in punctul A(a) (fig. 1.14).

A(a)
®
a—r atr

— 00

+ o — A.(a) ;4o

»
>

\4

= ml

1
a—r atr

Fig. 1.14.

Folosind proprietati ale modulului de numere reale se obtine:

(a—r,a+r)={x ERla—r<x<a+r}={x ER|-r<x—a<r}=
={x ElR||x—a|< r}.

la—r, a+r]={x ERla—r<x<a+r}={x ER|-r<x—a<r}=
={x €R||x—d<r}.

OBSERVATIE

v’ Pentru oricare punct x, € R exista o infinitate de intervale centrate in x,,
de exemplu (x, —n, x, +n), nEN".
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Oricare interval de forma (a, b) sau [a, b], cu a < b este interval centrat in

+b
X, =“T (fig. 1.15).

— 0 i P \ 4+
C Y »
a x0=a+b b
2
Fig. 1.15

Dacdl = (a, b) si x, €1, atunci exista intervale centrate in x, incluse in /.
Intr-adevar, dacd ludm € = min(x, —a, b—x), atunci (x, —¢&, x, +¢&) C(a, D)

(fig. 1.16.).
——————> >
a X0 xpte b a xg—e& *o b

Fig. 1.16.

1.1.4. Vecinatatile unui punct pe axa reala

Y DEFINITII

> Se numeste vecindtate a punctului x, € R orice interval deschis

I = (a, b) CRcu proprietatea cix, €1 .

» Se numeste vecindtate a Iui —o orice interval deschis
I =(—,a)CR.

» Se numeste vecindtate a Ilui +o orice interval deschis
I =(a,°)CR.

Se observa usor ca oricare ar fi x, ER el are o infinitate de vecinatati.

Multimea vecinatatilor lui x, € R se noteazi 7 (xg).
) (a, b) €7 (x) +
P

— o0
A »
\ J e
a Xo b
J : AN
a a
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ExempLyu
» Multimile (=1,1), (=%, 1), (=1, ) sunt vecinatafi ale lui x, =0.
Totodata, mulfimea (— o0, 1) € 7" (— ), iar (—1, ©) € 7 (+ »).

Proprietati ale vecinatatilor
» DacaV,,V, €7 (x,),atuncisiV;(\V, €7 (x,).
» Daca V,,V,, ...V, €7 (x,), atunci V,(\V,..."\V,, €7 (x,) pentru
oricare n EN” .

» Daca V €7 (x,), atunci oricare interval deschis 7 =(a, b) cu
proprietatea J C/ este vecindtate a lui x, .

» DacdV €7 (x,)siy €V ,atunciV €7 (y).

Dupd cum s-a ardtat, dacd x, € (a, b),atunci existd un interval / centratinx,,
cu proprietatea ca/ C (a, b). Asadar, oricare ar fi} € 7" (x)), existd cel pufin o
vecindtate

Vi=@g—r,xo+r)E7 (xy).

Aceasta proprietate permite ca in multe cazuri sda se lucreze numai cu
vecinatati centrate.

& TEOREMA I (de separare).

Fie x,yER x<y. Atunci exista vecindtdtile V,E€7 (x) si
V, € V' (y), cu proprietatea ca V,(\V, = Q.

Demonstratie.

Alegem z € (x, y) si vecinatatileV, €7 (x),V, =(—»,z),V, €7 (»),
V, =(z, +) (fig. 1.18).

— 00

=
N
¢ <
+
8

— el Vo, -

" Va
Fig. 1.18.
Avem V, NV, =Jsi teorema este demonstrata.
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Puncte de acumulare ale unei multimi

, DEFINITIE.

Fie AC R o multime nevidda. Numdrul x, € R se numegste punct de
acumulare al mulfimii A dacd pentru orice vecindtate V €7 (x)

multimea V() A are cel putin doud elemente.
Multimea punctelor de acumulare ale mulfimii A se noteazda A'.

O multime 4 C R poate avea mai multe puncte de acumulare sau niciunul.
Numarul x, € 4 se numeste punct izolat al mulfimii 4 daca nu este punct de
acumulare al mulfimii 4.

EXEMPLE
» Intervalele (a, b), [a, b], [a, b), (a, b] au mulfimea punctelor de

acumulare intervalul [ a, b].

» Dacd A =Q, atunci 4' =R.

» Multimea N are un singur punct de acumulare + o, iar multimea Z are
punctele de acumulare — oo §i + o0,

» Orice multime finitd nu are puncte de acumulare, ea este formata doar din
puncte izolate.
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/ Exercitii si probleme

Exersare

E1. Si se determine multimile de minoranti si majoranti pentru multimile:

a) A=(=3,5]; b) 4= (=2, 3);
c)4=[-5,4]; d) 4=(-2,1HU@G, 5);
e) 4=(1,5]Ue6, 11]; f)4=[-1,1)U{3}.

E2. Si se determine mulfimea minorantilor si multimea majorantilor pentru
mulfimile:

a) A= xE[R‘x2—3x=0}; b) A= XER‘x2—3x<0};
C)A={XER‘\/)C—3<2}; d)A={xE[R||x—3|<1};
2x‘3<0,25}; HA=9x ER

e) A=1x €(0, ) 0, 125<4%<0, 25};

g) A={x €R|log,x —D<2};  h) 4={x €R|log, (x —I)<log,3-x)}.
E3. Si se arate ca urmatoarele multimi sunt multimi marginite:
2n
A =si €R ; b) A= EN;
a) {smx | x }, ) {n+1 n },
48
c)A={\/n+1—\/;|nEIN}; d)A={nEN‘—EN};
n+1
2 +1
e)A={ 5 xEIR}; f)A={2x—xEIR}.
x°+1 x“+x+1
E4. Sa se scrie cu ajutorul intervalelor multimile:
a) 4=1{x eR||x|<3}; b) 4 ={x eR||x -1]<2};
1
¢) 4=1{x €R[|x —2|>1}; d)A={xEIR—<1};
X
e) 4 { er/ X1 >o} fd=1{x ER =4
=3\X = N =X N
x?—4 x2-9

g) A=1x ER[2""'<16" -(0,25)“1}; h) 4 ={x ER‘\/x —3<x —3}.
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ES. Si se precizeze care dintre mulfimile urmitoare sunt vecinatiti ale
numadrului x, = 0, respectiv x; =—1;

a)V,=(=517; b)V, =(—10); c) V3 =(0, »);
d)V, =(=1,00); e)Vs=N; DV, =2;
2V, =Q; h) Vg =R; i) Vo =R\ {0}.

E6. Si se precizeze care dintre multimile urmétoare sunt vecinatiti pentru+ oo :

a)V; = (—6, »); b) ¥, = (100, »); ¢) V3 = (2, );
d)V, = (=0, 10); e)Vs=1; NV, =Q;
g)V, =R\Q; h) Ve =R\ Q; i)V, =R;

E7. Si se determine punctele de acumulare in R pentru multimile:
a) 4=[0, 3); b) 4=1{0, 3}; c) A= (—o0, 3);
d)4=(-2,2)UB3,5); e)4=N\{0,1}; f) 4=(1,2)U{5}.

E8. Si se demonstreze cd urmatoarele multimi sunt nemarginite (inferior sau
superior):

a) 4= (-, 3]; b) 4= (~1,);

" . _JL .
) 4={(=1"n|neN}; d)A—{x xE(O,l)},
e)A={x E[R||x—1|>2}; f)A={;C:2x€(2,oo)};

g) 4={x EN|7 divide x }.
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1.2. Limita unei functii intr-un punct

Fie f:D—=R o functie reald de variabild reala si x, €D" un punct de
acumulare pentru D. Ne propunem sa studiem ce se intampla cu valorile functiei f
atunci cand argumentul x este din ce In ce mai aproape de punctul x,.

Intrebarea care se pune este daci si valorile f'(x) ale functiei se apropie din
ce in ce mai mult de un anumit numar / € R.

Cu alte cuvinte, problema care se pune este daca pentru valorile argumen-
tului x intr-o vecindtate suficient de micaV € 7" (x ), valorile f(x) ale functiei f/
apartin unei vecinatati oricat de mici a unui numar / € R.

EXEMPLE

1. Fie f/R—=R, f(x) =x +1si x, =—1 punct de acumulare pentru R.
1 1 «

Considerdm vecindtatea V', = (— 1——, -1+ —), n€N aluix,=-1
n n

Pentru n =1 i n =2, avem situatiile redate in fig. 1.19, respectiv fig. 1.20.
y A y A

S
~
3
VYV =
1
|
SN
]
L
T W
Y =

N ~05 I
----------- /() £ =05
_______________ 4 —1] 41
B
Fig. 1.19. Fig. 1.20

Lecturand graficele din figurile de mai sus se desprind urmatoarele concluzii:

® Pentru x €V, = (=2, 0), valorile functiei f aparfin intervalului (=1, 1),

ilustrat geometric de segmentul (4B). Asadar, daca x € (—2, 0) atunci
—1< f(x)<l.

1
® Pentru x €V, =(—5, —5), valorile functiei f apartin intervalului

, Vx E(—é, —l)

11 1 1
——, = |- Asadar, —— < < <
( ) sadar 5 fx) 5 27>

272
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* Pentru valori ale lui x €V,, deci mai apropiate de punctul x, =—1,
valorile f(x) apartin unui interval care este "mai mic". Observand ca

) A 11 . ) .
intervalele (—1, 1) si 5 sunt vecinatdti ale lui 0, putem spune cd, in

al doilea caz, valorile lui fapartin unei vecinatati "mai mici" a lui 0.

1 1 1 1
® Daca Vv, =(—1——, —1+—), atunci avem ¢d —1——<x <—1+4+—sau
n n n n

1 1 11
——<x+1<—,deci f(x) € (——, —), adica f(x) este intr-o vecindtate
non

n n
foarte mica a lui 0. Cu alte cuvinte, se observa ca dacd x se apropie de
x, =—1, atunci valorile functiei se apropie foarte mult de 0.

1 X
2. Fie 'R->R, f(x)=(5) si x, =+ punct de acumulare pentru R.

Considerdm vecinatatile lui+ o, V', = (a, ©).Pentrua € {1, 2, 3} ,avem situatiile
redate 1n fig. 1.21, 1.22, 1.23.

Fig. 1.21 Fig. 1.22 Fig. 1.23.

Se observi ca :

1

® pentrux €V, = (1, ©),avem f(x) E(O, 5),
1

® pentrux €V, = (2, ®),avem f(x) E(O, Z),

1
® pentrux €V; = (3, »),avem f(x) € (O, g)

Mai general, fien EN” si V., = (n, + ) vecindtate pentru + .
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Dacd x €V, ,decix > n, folosind monotonia functiei exponentiale f, rezulta
ca 0< f(x) < f(n).Aceasta relatie se mai scrie

1 x
0<f(x)<2—n,Vn€N ,XEV,.

: . . : . 1
Deoarece pentru # valori ale lui » mai apropiate de + o valorile pentru o

sunt foarte aproape de zero, putem spune cd si valorile functiei f sunt foarte
apropiate de zero.

Asadar, pentru valori ale lui x din ce in ce mai mari, mai apropiate de + oo,
valorile functiei sunt mai apropiate de 0. Intr-o altd formulare, putem spune ci
pentru valori ale lui x tinzand la + oo, valorile lui f'tind la 0.

Ca o prima observatie asupra comportamentului valorilor functiilor considerate in
cele doud cazuri, se poate afirma cd daca x tinde cétre un punct x ,, atunci valorile f'(x)
ale functiei tind cétre o anumita valoare / (in cazurile de mai sus ¢/ = (). Mai mult, daca
V €77 (¢) este o vecindtate a punctului /, observam cd exista o vecindtate U € 7" (x ;)
cu proprietatea cd Vx € U, atunci f(x) €V. (fig. 1.24, respectiv fig. 1.25).

yl

Fig. 1.24. Fig. 1.25.
 DEFINITIE

Fie f:D - Ro functie reald de variabild reald si x,, € D" un punct
de acumulare pentru D. Numdrul { € R se numeste limita functiei f in
punctul x, dacd pentru orice vecindtate V € 7 (!) existd o vecindtate

U €V (xy) cu proprietatea cd dacd x € (% D)\ {xo}, atunci
f)er.
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Daca / este limita functiei f In x, se foloseste scrierea £ = lim f(x) si se
X=X

citeste: ,limita functiei / pentru x tinzand la x,* sau ,limitd din f(x) cand x
tinde cétre x .
Pentru functiile din exemplele considerate rezultd cd lim (x +1) =0,

x—=>—1
1
respectiv lim(—) =0.

x—>00 2x

OBSERVATII
v’ Problema existentei limitei unei functii / intr-un punct X se poate pune

chiar dacd functia nu este definitd in x ), dar x , este punct de acumulare al
domeniului de definitie.

v’ Problema existentei limitei unei functii nu are sens intr-un punct care nu
este punct de acumulare pentru domeniul de definitie.
Astfel, dacd f:N - R, atunci problema existenfei limitei se pune numai in
X, =, acesta fiind singurul punct de acumulare in R al mul{imii N.

Astfel de functii definesc siruri de numere reale (an) . Definitia limitei in
X, =+ este echivalentd cu afirmatia: ,,Numadrul / € R este limitd pentru sirul
(an) daca in afara oricarei vecinatati V' € 77 (/) se afla un numar finit de termeni

ai sirului®.

Y TEOREMA 2 (de unicitate a limitei).

Fie f:D - Ro functie reald de variabild reald si x, € D' un punct
de acumulare pentru D. Dacd functia f admite limitd in punctul x,
atunci aceasta este unicd.

Demonstratie.
Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca functia f admite in x

limitele distincte 7, ¢/, €R. Din teorema de separare rezultd ca existd vecina-

tatile V, €7°(¢ ) siV, €77 (¢ ,) astfel incat V, NV, =D (fig. 1.26).

" Vs

— 00 +00
>
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Deoarece /7, si ¢, sunt limite ale functiei f in x, rezultd ca:
> existd vecindtatea 7/ €7 (x,) cu proprietatea cd daca

xe(%1 ﬂD)\{xo},atuncif(x)EV1 (1);
> existd vecindtatea 7%/, € 7" (x) cu proprietatea cd daca
x €@ N D) \{x, }atunci f(x) EV, (2).

Din relatiile (1) si (2) rezultd ¢ pentru x € (% N %4, N D) \{x, } am avea

cd f(x)EV,NV, =0, ceea ce nu se poate. Aceastd contradictie aratd ca
presupunerea /; # ¢, este falsd. Asadar, limita functiei f in punctul x este
unicd.

1.3. Limite laterale

Sa consideram functia reala de variabila reala /:R - R,
—2x—1, x<0

x+1, x>0

f(X)={

al carui grafic este reprezentat in fig. 1.27.

=V
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Lecturand graficul redat in figura de mai sus in legaturd cu comportarea
functiei f in jurul punctului de acumulare x , = 0 din domeniul de definitie se pot
desprinde urmatoarele concluzii:

» Pentru valori ale lui x <0, din ce in ce mai apropiate de 0, valorile
functiei f sunt din ce In ce mai aproape de — 1. Cu alte cuvinte, pentru x
tinzand la 0, dar cu valori negative, valorile functiei f tind cétre —1.

» Pentru valori ale lui x >0, din ce in ce mai apropiate de 0, valorile
functiei f sunt din ce In ce mai apropiate de 1. Cu alte cuvinte, pentru x
tinzand la 0, dar cu valori pozitive, valorile functiei f tind cétre 1.

Dacd consideram restrictiile functiei f la intervale (—oo, 0) si, respectiv

(0, ), cele douad concluzii se pot reformula astfel:
v’ functia f|(= e, 0) are limita £ ¢ = —1 in punctul x, = 0;

v functia J|(0,) are limita £ ; =1 in punctul x, = 0.

Aceste noi formulari conduc la urmatoarele definitii:

% DEFINITII

Fie f:D - Ro functie reald de variabild reald si x, € D' un punct
de acumulare pentru D §i A=D N (=, x,), B=DN(x,, ®).
» Numarul ¢ , €ER se numegste limita la stdnga a functiei f in

punctul x, dacd lim f L x)=1;

—>x0

» Numarul [, ER se numeste limita la dreapta a functiei f in

punctul x, dacd lim fB x)=1;.

X=X,

» Limitele la stanga si la dreapta ale functiei f'in punctul x, € D' se
numesc limitele laterale ale functiei fin punctul x, .

Pentru limita la stdnga a functiei /' In punctul x, se folosesc notatiile:

lim f(x)sau f(x, —0)sau lim f(x),iar pentru limita la dreapta a functiei f in

X=X, x7x,

x<x,
unctul x, se folosesc notatiile lim f(x) sau f(x, + 0) sau hm f(x).
BSERVATII 7%

X>Xx
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v/ Daci functia f:D - R are limiti la stanga in punctul x, €D', atunci
aceasta este unica.

v’ Daci functia f:D - R are limita la dreapta in punctul x, €D', atunci
aceasta este unica.

v’ Este posibil ca o functie f:D - R si admiti in x, € D' limiti laterali la
stanga, dar sa nu aibd limita laterala la dreapta sau reciproc.

v Fie f:(a, b) = R. Atunci limita la stanga in a si limita la dreapta in b nu
au sens. Dacad functia f are limite in punctele a si b, acestea coincid cu
limita la deapta in a si limita la stanga in b.

Y TEOREMA 3

(de caracterizare a limitei cu ajutorul limitelor laterale).

(" Fie f:D - Ro functie reald de variabild reald si x, € D" un punct )
de acumulare pentru D. Dacd functia f are limite laterale in x,, atunci f
are limitd in x, dacd si numai dacd limitele laterale sunt egale. In acest

caz:

lim /() = f(ry = 0) = £ (xy +0).

X=X,

. J
Teorema 3 este utild, in special, in cazul functiilor definite printr-o acolada.
—2x—1, x<0

* Functia /'R >R, = limite laterale Tn x = 0 si
unctia f f(x) {x+1, x>0are imite laterale in x sl

f(0—=0)=—1si f(0+0)=1. Conform teoremei 3 rezultd ca functia f nu are

limitd in punctul x = 0.

x+m,x <1 “f(l 0) [+
, avem ca —0)=1+m
4x, >1

sif (l + 0) = 4.Conform teoremei 3 functia f are limitd in x, =1, dacd si numai

« Pentru functia /'R >R, f(x) = {

dacd 1+ m = 4, deci pentru m = 3.
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1.4. Calculul limitelor de functii

1.4.1. Limitele unor functii elementare

LIMITA FUNCTIEI CONSTANTE
Fie f/R>R, f(x)=c, c ER. Daca x, ER este punct de acumulare al

multimii R, atunci:

limec=c.

X=>Xq

(limita unei constante este egald cu acea constantd).

Intr-adevir, fieV €7 °(c), V = (a, b) o vecinitate a lui ¢ (fig. 1.28).

y A
bf\
V |c y==c
at
o \x=0 X ’ ;
Fig. 1.28.

Daca % €7 (x,), avem ca f(x)=c, Vx EZ si se obtine ca f(x) EV,
Vx €7 .Asadar, lim f(x)=c.
LIMITA FUNCTIEI DE GRADUL I
Fie fR=>R, f(x)=ax +b,a, bER, a# 0.Dacd x, €R atunci avem:
» lim(ax +b) =ax, +b, dacdi x, ER;

X=X

_ -, a>0
> lim (ax+b)=a'(—°°)={ ;

x—>— +°°, (l<0

) -, a<0
>11m(ax+b)=a-(+00)={ .
X—=>0 +00, a>0
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Pentru justificarea rezultatelor de mai sus, vom lectura graficul functiei de
gradul 1 in fiecare caz.

v Fie xo ERsia € R". In functie de semnul lui a reprezentarile graficului

sunt redate in fig. 1.29 si, respectiv, fig. 1.30.

Fig. 1.29. Fig. 1.30.

Lecturand graficul din fig. 1.29, se observd ca pentru a > 0:
» lim f(x)= f(x,),adicd lim (ax + b) = ax, + b;

X=X X=X
x<x, xX<xg
» lim f(x)= f(x,),adicd lim (ax +b) = ax, + b.
X=>X X—>X
x>x(;) x>x00

Pentru cazul a < 0, prin lecturarea graficului din fig. 1.30 se obtine:
> lim f(x)= f(x,),adica 11m (ax +b)=ax,+b;

X=X
x<xq x<x0
» lim f(x)= f(x,),adicd lim(ax + b) = ax, + b.
X=>Xx X=X
X>X X>X

Asadar, pentru oricare x, €R se obtine ca functia de gradul 1 are limite
laterale in x, si aceste limite laterale sunt egale.

In concluzie, conform teoremei 3 obtinem ci functia de gradul 1 are limita
in orice punct x, ER si

lim(ax +b) =ax, +b.

X=X,
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v Fie Xy =x®siaE R’ .Reprezentirile grafice sunt redate in fig. 1.31. i
fig. 1.32.:

Prin lectura graficd se obtine:

» Dacd a> 0, atunci lim(ax + b) =+ si

x>

» Dacd a <0, atunci lim(ax + b) =—o i

xX—>x0

EXEMPLE

> limQx —3)=2-4—-3=5;

x—=>4

» lim (=3x+5)=-3-(=2)+5=11;

x-=>=2

» lim(3x —14) =3-00 =+,

X—>00

> lim (3x —14) = 3+ (—0) = —co;

X—=>—

> lim (—2x+1)=—2-(—®) =+,

X—>—00

lim (ax +b) =—o0.

lim (ax + b) =+o0.
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LIMITA FUNCTIEI DE GRADUL 2

Fie ffR-R, f(x)= ax>+bx+c,a,b,c ER,a#0. Calculul limitei
functiei In punctul x, €R se obtine prin lecturarea reprezentdrilor graficului
redate 1n fig. 1.33 si fig. 1.34.

Fig. 1.33. Fig. 1.34.
Rezulta ca functia de gradul 2 are limite laterale egale in orice punctx, ER
sicd lim f(x)= f(x,).Asadar, lim(ax? +bx +¢) = axé +bx,+c.
X=X X=>Xg
Pentru x, = =% avem reprezentdrile grafice in fig. 1.35 si 1.36.
y A+ 0 y A+ 0

Fig. 1.35. Fig. 1.36.
Pentru a > 0, rezulta cd lim f(x) =+ si hm f(x) + 00,
Pentru a < 0, rezultica™

lim(ax? +bx+c¢)=—oc0si lim (ax? +bx +¢)=—o0

X—>x0 X—=>—
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Asadar,
2
+bxy+c, xg ER
lim (ax2 +bx +¢) =470 T 0T 6 Yo =R
%o a- (), xg=%00
ExEMmPLE
> limQx? —x)=2-3-3=15;
x->3
> lim(=2x2 +3x +1)=—2-1> +3-1+1=2;
x->1
> lim 2x% —x +1) =oo;
> lim (=3x? +4x)=—oo,
x—=>4+

LIMITA FUNCTIEI RADICAL DE ORDINUL 2
Fie f:[O, 00) =R, f(x)= Jx s1x, € (0, ). Graficul functiei este redat in

fig. 1.37.
y A y A oo
| —— . Ji | ,
xg)§------------=za , ! :
S| | ; O ; ;
R | »
O x X X X 9] X x X
Fig. 1.37. Fig. 1.38.

Se observd ca pentrux, € [O,+00) avem ca:

> lim f(x) = f(x,),adicd lim vx = /x, ;

X*XO x_)xO
xX<X x<x,

> lim f(x) = f(x,),adica lim vx =[x, .
X=X, XX,

x>x X>X
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Asadar, functia radical de ordinul 2 are limite laterale egale in oricare punct
xo €(0, «) si astfel lim Jx = \J*o - Dacd x, = 0, atunci limita functiei radical

X=X
de ordinul 2 este datd de limita laterala la dreapta.

Din lectura graficului (fig. 1.38) se obtine ca limvx = 0.De asemenea, din
x>0
x>0

fig. 1.38 se obtine cd limvx =+ 0.

xX—>00

Asadar,

lim\/_z{ Yo Yo E[O’+Oo).

xX=>Xx + oo, x0=+oo

LIMITA FUNCTIEI RADICAL DE ORDINUL 3
Fie f/R->R, f(x)=%x si x, ER.
YA+
FO

f(xo)J --------------
VACY! S !

Lecturand graficul functiei redat in fig. 1.39 se obtine cd functia radical de
ordinul 3 are limite laterale egale inx,, Vx, ER si

%/;0, X0 ER
limx = +oo, x, =+,

X=X
—®©, X =—0
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ExEMmPLE

: ) 1 1
- limx =~/4 =2; °11m\/;:\/::_;
x—=>4 _>l 9 3

9
s lim+/x =+, e lim ¥x =—oo;
1 1
e lim ¥x =327=3; e limdfx =3~ ==
x—>27 x—>l 8 2

8

LIMITA FUNCTIEI EXPONENTIALE
Fie f:R = (0, ), f(x)=a", a € (0, »)/{1}. Pentru studiul limitei functiei
exponentiale in puncte x, € R studiem reprezentirile grafice din fig. 1.40 si 1.41.

y“ yﬂ /
a<1 a> 1 &)
f(xo)
oI
1 Ly
S (x)
f(xo)
S (x) D D — o>
Ol x x5 x X Ol x xoxg
Fig. 1.40. Fig. 1.41.

Se observa cd in punctul x, € R functia exponentiald are limite laterale egale

si:
» lim f(x)= f(xq),adicd lima* =a™;
x=>x, X=X,
x<xq x<xg
» lim f(x) = f(x,),adica lima* =a™.
X=X, X=X

x>x0 x>x0
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Pentru x, = = o studiem reprezentarile grafice din fig. 1.42 si fig. 1.43:
y A+ o0 B

a>1 a<1

S ) f(x)

Fig. 1.42. Fig. 1.43.

Se observa ca pentru @ > 1 avem:
» lim f(x)=0,adicad lim a* =0;

X—=>—00 xX—>—00

> lim f(x) =+, adicd lim a* =+o0.

xX—>00 x—>+

Pentru a <1 se obtine:
> lim f(x)=+c,adici lim a* =+oo;

» lim f(x) =0, adicd lima* = 0.

Asadar, functia exponentiald are limitd In orice punct x, € R s

a®, x, €ER
lima* =70, x,=+0,a<lsaux,=—o,a>1.
X=X
' t+o, xg =40, a>lsaux, =—0,a<l]
EXEMPLE
1 X 1 -2
x—=>2 x>-2 2
1y 1
>lim(—) =0; > lim 4" =47 =—;
xX—=>—© x=—1 4

X—=>—00 x>

> lim 5% =0; > lim(—) =
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LIMITA FUNCTIEI LOGARITMICE

Fie f:(0, ) =R, f(x)=1log,x, a €(0,©)\{1}. Pentru calculul limitei
functiei logaritmice in punctul x, € (0, %) studiem reprezentdrile grafice redate
in fig. 1.44 51 1.45.

J1C)) T .
J00) SR -
S O

o T 5

S )]

S (x0)4

f

Fig. 1.44. Fig. 1.45.

Rezulta cd functia logaritmica are limite laterale egale pentrux, € (0, ©) si:

» lim f(x)= f(x,),adicd lim log, x =log, x;
r<vy r<vy

» lim f(x)= f(x,),adica lim log, x = log, x,.
X=X, X=X
X>X xX>Xg

Asadar, functia logaritmicd are limitd in orice punct x, € (0, %) si
lim log, x =log, x,.

X—>X0
Domeniul de definitie al functiei logaritmice are ca puncte de acumulare si
punctele x, =0 s1 x, =+00.

Pentru x, = 0, limita functiei existd numai in partea dreapta.

Pentru calculul limitelor functiei logaritmice Inx, = 0 i x, = + o0, studiem
reprezentadrile grafice redate in fig. 1.46 si fig. 1.47.
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I a<l1

f(x)ﬂ_

S (%)

Fig. 1.46. Fig. 1.47.

Rezulta ca functia logaritmicd are limite in punctele x, = 0 s1 x, =+ si
anume:
e pentru a > 1:

> hmf(x) =—00, adica limlogax =—00;
x>0 ¥=0
x>0 x>0

> lll’nf(x) =400, adica lin’llogax =+ o0,

e pentrua <1:

> llmf(x) =+, adica limlogax =+ ;
x>0 x=>0

x>0 x>0
» lim f(x)=—o0,adicd limlog, x = —oo.
X—>0 X—=>00

In concluzie, functia logaritmicd are limitd in orice punct de acumulare al
domeniului de definitie si avem:

log, xq, xq € (0, ®)

limlog,x =1+, x,=0,a<lsaux,=+%,a>1.

X=X
—o, x,=0,a>1lsaux, =+, a<l
ExXEMPLE
> limlog; x = — o0; > lim log,; x =log, 64 =—6;
x=0 x-=>64 - -
x>0 2 2
> lim log; x = o; > limlog, x = log, 8 = 3;
X—>00 x=>8
> limlog, , x =+ oo; > lim log ;) x =—.
x>0 ’ xX—>00 ’

x>0
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PROBLEME REZOLVATE
1. Sd se studieze existenta limitelor functiei f:D -> R in punctele specificate:
3x+5, x<0
a) f'R->R, f(x)={2x 4. x >O,x0 =0;
Inx, x €(0,1)
b) £:(0,®) >R, f(x)= {xz e[y e{o, 1}.

Rezolvare.
a) Calculam limitele laterale ale functiei fin x, = 0. Rezulti:
» lim f(x) =1limQ3x +5)=3-0+5=5;
x>0 x>0

x<0

> lim f(x) = limQ* +4)=2° +4=5.
x=>0 x>0
x>0

Asadar, functia fare limite laterale inx, = 0 s1 acestea sunt egale. Rezulta ca
functia fare limitd In x, = 0 s1 lim f(x) =5.
x>0

b) In cazul x, = 0, daca functia fare limiti in x, = 0, atunci aceasta este data

de limita laterala in dreapta punctului. Se obtine ca lim f(x) = limIlnx =—oo,
x=>0 x>0
x>0 x>0

Pentru cazul x, =1, calculam limitele laterale. Se obtine:
lim f(x) =limlnx =In1=05si lim f(x) = lim(x* —-1)=1> =1=0.
x->1 x->1 x->1 x->1
x<1 x>1

Asadar, limitele laterale ale functiei /1n punctul x , = I sunt egale sirezulta ca
lim f(x)=0.
x->1
2. Sd se determine constantele reale a si b pentru care functia :R >R,
f(x)=ax?+bx + a+ bverificd conditiile:

lim /(x)=6si lim £(x)+2lim f(x) = 0.

Rezolvare.
Avem succesiv:
lim f(x)=4a+2b+a+b=5a+3b=6si

x—=>2

lim /() +21lim f(x) =a=b+a+b+2a+b)=4a+2b=0.
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) 5a+3b=6 ) .
Rezulta sistemul cusolutiaa=—6, b=12, deci
4a+2b=0

f(x) =—6x2+12x+6.

3. Sd se determine valorile constantelor reale pentru care functia f:R - R,
2%, x<0
f(x)=qax+b, x €(0,1)
a’x? +bx -2, x=1

are limitd in fiecare punct x, €R.

Rezolvare.

Restrictiile functiei f la intervalele (— o, 0), (0, 1) si (1, %) au limita In fiecare
punct, fiind functie exponentiala, respectiv functie de gradul 1 si 2.
Ramane sa studiem existenta limitelor in punctele x, = 0 51 x, =1. Avem:
lim f(x) =1im2* =2° =1si lim f(x) = lim(ax + b) = b.
x>0 x>0

x=>0 x=0
x<0 x>0

Functia fare limitd in x, = 0 daca si numai daca b=1.
Pentru x, =1 se obtine:

lim f(x)=lim(ax +b) =a+b=a+1si

i !

lim /(x) = 1in11(a2x2 +bx—2)=da’*+b-2=a*—1.

x>1

Functia f are limitd in x, =1 dacd si numai daci a+1=a® —1. Rezultd

ecuatia a> —a—2 = 0 cu solutiile a = — 1 i @ = 2. Asadar,
2%, x<0 2%, x<0
f(x)=9—x+1, x €(0,1) sau f(x)=12x +1, x €(0,1).

x2+x—2, x=1 4x2+x—2, x=1



134

/ Exercitii si probleme

Exersare

E1. Si se calculeze limitele:

a) lim 3; b) lim5°; ¢) lim /3;
x=3 x=>0 x—>\/§
d) lim2x +1); &) lim| - +1]; f) lim(3x 2 —x +2);
x=>2 x=>m\ T x—>1
1 X
g) lim (5° +1); h) lim In 3. 1) lim log(g) .
x—=>+ x=>—1 X—=>00

E2. Si se calculeze:
a) lin’ll[(x +)2+1];  limfer+@-D2]; o) lim (> -3);

xX->—0

d) lim (=3x+2+x2); o) lim (=5x=7x2); ) limWx);

X—=>—00 x>+ x=>9

g) limlog; x ; h) limlog,; x; 1) limlog, x.
x=0 x=0 ’ X—>00 —
x>0 x>0 2

E3. Si se calculeze:
1 X
) lim2°%2");  b)lim3°%C: ¢)limlogs2*;  d) lim 10g3(§) .
x->1 x>0 x=>5 x—=>—00
EA4. Si se studieze existenta limitei functiei /' in punctele specificate:

2 <
2 fFR=R, f@) =1 F "= 1 elna);
5x —1, >1

x+3, x €(0,1)

,xo €41, 0, 0}
4, xe( +w) " 11,0 +eof

b) f:D >R, f(x)={

Sinteza
S1. Si se determine parametrii reali pentru care:
a) ii_r)r;[(a—l)x+3]=6; b) lim(5 + 6ax) =23;
©) lim(ax +3r = 3) =5; d)iig;f=3;
e) Eiil}(azx2+2ax+11)=a+l4; ﬂxggli/}=3;
g) lim Vx =a—1; h) lim2% =16.

x—=>a—1 x=>a
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S2. Si se studieze existenta limitei functiei /:D - R pe domeniul de definitie:

log,x, x E(O, %)
a) f:(0,1) >R, f(x)=

2x—=2, x E[l, l)
2

2, x€(0,1)

b) £:(02]U {3} =R, f(x)=1log, x, x €[1,2].
0, x=3

S3. Si se determine constantele reale pentru care functia f are limita in punctele
specificate:

ax’ +(a+2)x, x<I
a) [R=>R, f(x)={%/;’ x>1,xO=l;
b)f:lR—>|R,f(x)={(x+a)2+(x_l)2’ =< =1
x—1l+a)(x+4—a), x>1
(ax-irb, x<2
¢) ' R=R, f(x)=1log, x, xEQ 4),x, €{2,4};
ax’ +bx +6, x>4
[ <1

d) f R=>R, f(x)=14", x€(3),x, €{l, 3}.

8(a+2)x , =3

S4. Si se studieze existenta limitei functiei f:D -> R in punctele specificate:

a) fR=>R, f(x)=[|,x, €{-10,1};

X

b) fR=>R, f(x)=|x—13,x, €{0, 3, 4};
¢) fR=>R, f(x)=p—3+x,x, €{-5,3,5};
x|, x<l
d)f:lRelR,f(x)={\/;, L e{o, 1};
‘xz—l, x<2
e) [ R=>R, f(x)= ,xo E{-1,1,2}.

\/x_2+1, x>2
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1.4.3. Limitele functiilor trigonometrice

LIMITA FUNCTIEI SINUS SI COSINUS

Fie functia f:R —=[—1,1] f(x)=sinx. Deoarece functia sinus este functie
periodicd cu perioada principala 7 =2, pentru studiul limitele functiei pe
domeniul maxim de definitie R, este suficient studiul limitei functiei
X E[O, 231]. Graficul functiei f restrictionatd la intervalul [O, 231] este
reprezentat in fig. 1.48.

VA

S

reot—oA |

rolf |

0
S

i 4

S (xo)
S )

Fig. 1.48.
Se observa ca pentru x, € [O, 27t]:

» lim f(x)= f(x,),adica lim sinx =sinx;

X=X X=X
x<x, x<x,

» lim f(x)= f(x,),adicd limsinx =sinx,.
X=X X=X,
x>x x>x

Asadar, functia sinus are limite laterale egale in orice punctx, € [0, 277]. Rezulta

cd functia sinus are limitd in oricare punct x, € [0, 2:1] si limsinx =sinx,.
X=X

Din periodicitatea functiei sinus se obtine ca:

lim sinx =sinx,, Vx, €ER.
X=X,

Fiind functie periodica, functia sinus nu are limitd la — oo, respectiv la + oo,
In mod analog, pentru functia cosinus f:R — [1,-1], f(x)=cosx,seobtine

lim cosx = cosx,, Vx, ER
X=X,

Functia cosinus este periodica si nu are limita la — oo, respectiv la + oo,
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LIMITA FUNCTIEI TANGENTA SI COTANGENTA
Fie f:R\ {% + lm‘k € Z} - R, f(x)=tgx. Functia tangentd este functie

periodicd de perioada principald 7 = 7 . Pentru calculul limitelor in punctele de
acumulare x, € R folosim reprezentarea graficului care este redat in fig. 1.49.

VA YA+
AC) T .
PACTY] S— / ; F)t---- /
reot i s
_T ¢ X, x| X _ ¢
5 Ol X Xyx > X > O X
VAT S -
Fig. 1.49. Fig. 1.50.

< . T . . .
Se observa ca pentru orice x ) € (— P 5) functia tangenta are limite laterale

T T
egale. Rezultd ca functia tangentd are limitd inx , € (—5, —) silim f(x)= f(xq),

2 X=X,

adica

lim tgx = tgx, .

X=X,

4 4
Pentru cazul x , = > s1, mai general, x , = £y + ki , studiem graficul din fig. 1.50.

Rezulta ca:
lim tgx =+00 g1 limtgx = —o0,
x—>E x—>E
2 2
JT JT
x<— x>

. .. A T STV
Asadar, functia tangentd are limite laterale in x, = Py dar nu are limita in
T ) e - o <
punctul x, = Py In general, din periodicitatea functiei tangenta rezulta ca aceasta nu

o T - :
are limita in punctele x, = 5+kyr, Vk € Zsiinx, = — oo, respectiviax, =+oo.
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In mod analog, pentru functia cotangenti ctg:R \ {lm| k € Z} - R rezulta:
> lim ctgx = ctgx,,dacix, ER\ {lm|k S Z};

X=X

» limctgx =—o0, limctgx =+ ;
x=>0 x=>0
x<0 x>0

» lim ctgx =—o0, lim ctgx =+ .
x=>km x=>km
x<km x>k

LIMITELE FUNCTIILOR TRIGONOMETRICE INVERSE

Folosind reprezentarile geometrice ale graficelor functiilor trigonometrice
inverse redate in fig. 1.51-1.54 se obtin urmatoarele concluzii:

» lim arcsin x = arcsin el-L1J; . 44
x->x ¥ inxg . xo €[-11] > limarctgx = —;
x>0 2
» lim arccosx = arccosx,, x, €[—1, 1f; . 7
vxg 0 %o El=11]; » lim arctgx =——;
x—>—00 2
» lim arctgx = arctgx,, x, ER; » limarcctgx =0;
X=X X—=>00
> lim arcctgx = arcctgx, x, ER; > lim arcctgx =um.

X=X X—=>—00
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—o x O + f(x) = arcctgx
I x
|
|
""" 1/
_
2
Fig. 1.53. Fig. 1.54.
ExEmPLE
» limarcsinx = arcsin 0 = 0;
x>0
» limarcsinx = arcsin— = — ;
1 2 6
x—=>—
2
. . . . . T
» limarcsinx = limarcsinx = arcsinl =— ;
x—=>1 x—>1 2
x<l
. . . . . T
» lim arcsinx = lim arcsinx = arcsin(—1) =——;
x—=>—1 x=>—1 2
x>—1
_ 4
> limarccosx = arccos 0 = —;
x=0 2
) 1 =n
» limarccosx = arccos —=—;
1 2 3
x—=>—
» limarccosx = limarccosx = arccos1 =0 ;
x—=>1 x—>1
x<l
» lim arccosx = lim arccosx = arccos(—1) = ;
x=>—1 x—=>—1
x>—1
. 1 1 T 2
» lim arccosx =arccos|—— |=m —arccos— =7 ——=—
1 2 2 3 3
x—=>—
. \/5 \/g T Sm
» lim_arccosx = arccos|——— |=m —arccos—=ma —— = — ;

73 2 2 6 6

xX=>——
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5w

» limarctgx = arctg0=0;
x=0
. 4
» limarctgx = arctgl = 7 ;
x->1
. 4
» lim arctgx = arctgx/g = 3 ;
x-=>+/3
. T
» lim_arctgx = arctg (—\/5) =3 ;
x=>—3
) 4
> Im(} arcctgx = arcctg( = by ;
) 7T
» limarcctgx = arcctgl = Z ;
x-=>1
, V3 a
» lim_arctgx =—arctg—=——;
RE 3 6
_ 3n
» lim arcctgx = arcctg(—1) = —arcctgl = e ;
x—>—1
» lim_arcctgx = arcctg (—\/5) =7 - arcctgx/g = 5
x=>—3
/ Exercitii si probleme
Exersare

E1. Si se calculeze:
a) limsinx; b)limcosx; c¢)
4 T

X=>— x—=>— x—=

e) limsinx; f)limcosx; g)
X—=>TT X7
X< x>

E2. Si se calculeze:

a) lim tgx ; b) lim tgx;
T T
x—=>— xX—=>—
d) limtgx; f) lim ctgx;
X—>7 T
x> =y
1) limctgx; j) lim ctgx.
X7 x—=>2m

X<

x>27

lim sinx; d) lim cosx;
T T

x>

limsinx; h) lim cosx.
X—>—7

x=>27
x>27

c) lim tgx;
T

x=>—

g) lim ctgx;
43

x=>—

xX<—1

d) limtgx;
x—>£
Ja
x>
2
h) lim ctgx
3

x>

2

b
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E3. Si se calculeze:

a) lim] arcsinx ; b) lirn1 arccos x ; c) lim arccosx;
x>— x>— x—>£
d) lim_arcsinx; e) lim_ arccosx; f) lim arcsinx.
V3 V2 V2
x—=>—— x=>—— x=>—
2 2 2

EA4. Si se calculeze:

a) lim arctgx; b) lim arcctgx; ¢) lim arctgx;
)x» g g )x» e g )xé B e g
3 3 3
d) lim_arcctgx; e) lim_arctgx; f) lim arctgx.
\/3 x=>—/3 x—>x/§
x_)T x>\/§
Sinteza

S1. Si se determine valorile parametrului @ € R pentru care au loc egalitatile:

. . T . . T
a) limarcsinx = —; b) limarccosx =0; c¢)limarctgx = —;
x—=>a 2 xX—=>a xX—=>a 4
. . I . . T
d) limarcsinx = —; e) limarccosx =m; f)limarctgx =——.
xX—=>a 4 xX—=>a X—=>a 4

S2. Si se studieze existenta limitei functiei f:D -> R in punctele specificate:

sinx, x<0
a)f:IR—>fR,f(x)={ )  xg €40, — 0, +o}
X x>0

b

sin x, X<T
) , Xo E{O, 7, Zn};
3x—m)',x>m

b)f:IRelR,f(x)={

arccos x, X E[— 1, 0)

1-1L1]=-R, = ,Xg €E1—10,1;
o fI-L1]-R, () x2+2x+§’xe[0,1] xy €{-1,01}

arctgx, x<O0
d) fR>R, f(x)=1arcsinx, x €(0,1) , x, E{~, 0,1, +}.
arcctgx, x E[l, +00)



142

S3. Si se determine valorile parametrilor reali, pentru care functia f:D — R are
limitd pe domeniul de definitie.

sinx, x<0
a) fR=>R, f(x)=qax+b, x €(0,1)

arctgx, x=I1

a, X E[—2, —1)
b) f:[—2, 2] =R, f(x)=1qarcsinx, x el-11] ;
b, x€(,2]

S4. Si se studieze existenta limitei functiei f/:D - R in punctele specificate:

a) ' R=>R, f(x)=sin|x|, x, €{~1,0,1};
b) f:[—%, n]—>IR, f(x)=]sinx |, x, e{—%, 0, %}

) x() E{_%a 05 %}3

,xo €4{-1,0,1}.

c)f:IRelR,f(x)=|—cosx

d) f:-R>R, f(x)=|arctgx

S5. Si se studieze existenta limitei functiei /:D - R in punctele specificate:

2*—-1,x<0

9x0=0;
log, x, x>0

a)f:lR—>|R,f(x)={

Jx+1, x €[0,3)

=13
sin(zzx), x=3 To=

b) f10+0) >R, f(x)= {

o fI-1]-R, f(x)= {x +a vel- 1’0}, xo=0;

arcsinx, x € (0,1

arcsinx, x € [— 1,1]
€1—10,15.
xeR\[1.1 "0 {-101}

X

d) fR->R, f(x) ={

m+ log,



143
1.5. Operatii cu limite de functii

1.5.1. Adunarea, produsul, catul, puteri de limite de functii

Fie f, g:D - R doua functii reale de variabila reald, x, € D' un punct de

acumulare al multimii D g1 /; = lim f(x), £, = lim g(x).(1
X=X X=X,

Referitor la operatiile cu limite de functii are loc urmatorul rezultat:

& TEOREMA I (Operatii cu limite de functii)

/ » Daca l | +/, are sens in R atunci \
lim(f(x)+g(x))=1lim f(x)+lim g(x).
x_>x0 x—)xo x—>x0

Limita sumei este egald cu suma limitelor.
» Dacda l|—1, are sens in R atunci

lim(f(x)—g(x))=lim f(x)— lim g(x).

X=X, X=X, X=X,

Limita diferentei este egald cu diferenta limitelor.
» Dacd l -0, are sens in R atunci
Iim(f(x)-g(x))= (lim f(x)) -(lim g(x)).

Limita produsului este egald cu produsul limitelor.

lim f(x)
g ™ X—>X,
> Dacd —- are sens in R atunci lim S &) =2 )
l, x=x g(x)  limg(x)
x—>x0

Limita raportului este egald cu raportul limitelor.

9 L ~ D .
> Daci (¢,)"? are sens in R atunci

lim g(x)
lim (1 (x))$® = ( lim f(x)) R
X=X, X=X
\ Limita puterii este egald cu puterea limitelor. /

(' Ne reamintim!
Fie f,geD—>Rsi 4 = {x € D‘ gx) = O}.Atunci au loc urmatoarele operatii cu functii:

fxg.fgD>R(f+2)(x)=f@)+gw), (f—g)x)=fx) —gkx), (/g () = fx) gk);

i:D W R,(f)(x) = &
g g gx)
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EXEMPLE
» lim(sinx +cosx) = limsinx + limcosx =0+ (—1)=—1;
X=>TT X—=>TT X=>T

> lirr91(x+1+\/;)=1in3(x+1)+lin;\/;=10+3=13;
> tim(r? + Inx+) = limx? + lim(In v +x ) =

=1+limInx +limvx =1+Inl+1=2.

x—=>1 x—>1

Mai general, dacd f, f5, ..., f,;D>Rsi lim f,(x)=1,k € {1, 2, ...,n},
X=>Xg
atunci:

Hm () + fo (x) +.t £, (x)) = lim f;(x) + lim £, (x) +...+ lim £, (x),

dacd operatia | +(, +...+ (, are sens in R

EXxEMmPLE
> lin}(x2\/;)=(lin}x2)(lin11\/;)=l-l=1;

» lim(@w —x+1)-sinx =lim(z —x +1)- lim sinx =1-sinzwt =0;
X7 X—=>TT X—=>TT

> lim[(x2 +Xx +1)-%/;-cosx] = li_r)r(}(x2 +x +l)-1i_1)13(%/;'cosx) =

x>0
= (lim%/;)-(limcosx)= 0-cos0=0.

x=0 x=>0

Mai general, dacd f, f,, ..., f,:D >R sunt functii cu proprietatea cd
lim f, =¢,, k €{1,2, ...n},iar operatia { |- 0, -...- {, are sens in R, atunci:

m[ £,0) £, 60) e (x>]=( )}g};ﬁ(x))-( lim f, (x))-...-( lim f, (x)).

Daca f, = f, =..= f, = f,atunci lim(f(x))n =(lim f(x))
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ExEMmpPLE
5
x->2 x-=>2
4 4
. 4 . 4
» lim(arctgx) =(hmarctgx) =(Z) :
x=>1 x->1

> lim(x? +1)° =0’ =co;

xX—>00

3 3 3
> lim (arctgx)3 =( lim arctgx) =(_£) __T.

x> -0 2 8’
lim(5x*+3) lim5x?* +1im3
562+3 0 = Mo 543
> lim o= = 2=l = 1 =l ==
1 3x+1 lim(3x +1) lim3x +1lim1  3+1
x=>1 x=>1 x=>1

lim2x 4
> lim(x +1)** = (lin;(x +1))*‘” = (limx + liml) =3*=8l.

x—=>2 x—=>2 x—=>2

TEMA
1. Calculati:

a) lirrll(x+1)°(x +2)2; b) 1im(l+1nx)'(1+2lnx);
o lim(Vx +3x ) @) tim(x +1)7

2. Determinati valorile parametrilor reali pentru care au loc egalitétile:

o) lim(vx +a¥x)=3 b lirr31[(x—3)+alnx] —1n9:

x=>1
2+x 3
lim( 2" +4" ) =6; d) I =—,
C) xl—l;lg( ) ) x—gllill-l 3+x 4

3. Determinati parametrii reali pentru care functia /:R = R,

2

x+ax“+Inx,x =1 A

f(x) = )3 ,are limitd inx, = L.
x+aix, x <l
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1.5.2. Limitele functiilor compuse

Fie f:D - R si u: A - D functii reale de variabila reala, iar 4: 4 - R functia
compusa a acestora.

f

D———R

u
h=fou
A
Xo
Fig. 1.55.

Daca x, € A’ este un punct de acumulare pentru multimea 4, conditiile in
care functia /4 are limitd In punctul x, sunt date de urmatorul rezultat:

U TEOREMA 2 (de existentdi a limitei functiilor compuse).

Fie xy €A §i u(xy)=uy,€D" puncte de acumulare pentru\
multimile A, respectiv D. Dacd sunt indeplinite conditiile:

a) lim u(x) = u,;
X=X

b) u(x) # uy, pentru oricare x € 4\ {xo};
o) lim f() =",
y=>uy
atunci lim f(u(x)) = lim f(y).

\.

PROBLEME REZOLVATE

1. Sd se calculeze:

a) limx? +x +8;

: b) linglogz (x+5);
c) lin}sin(x2—1); d) limIn 2x? 4 3x +1).
Solutie.

a) Fie f,uuR >R, f(x)=%/;, u(x) =x? +x +8.Avem:
limu(x) = lim(x2 +x +8) = 8.

x=0 x=0
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Atunci:
1in3\/3 4x+8= lim /(u(x)) = lim / () = 11%%/} =38 =2.
x=> x—= y=> y=>
(OBSERVATIE

v’ Din rezolvarea anterioard se desprinde concluzia ci pentru calculul
limitei date se poate proceda In mod practic astfel:
» se noteazd y = u(x) si se scrie functia f (u(x )) sub forma £(y);

> se afld valoarea y a limitei lim u(x);

X=>Xq

» se calculeazd apoi lim f(y).
Y=o

b) Avem f:(0, ©) > R, u:(— o0, —5) = (0, ), f(x)=1log, x,u(x) =x +5.
Se obtine:
Vo = ling u(x) = lirr31(x +5)=8si linélglog2 y=log,8=3.
x=> x—= y=>

Asadar, ling log, (x +5)=3.
¢) Avem f,u:R =R, f(x)=sinx, u(x)=x>—1.

Se obtine

limsin y =sin0= 0.
y=>0

Asadar, limsin()c2 —-1)=0.
x->1

d) Consideram f:(0, ©) =R, u:(0, ) = (0, ), f(x)=Inx,

u(x) =2x2 +3x +1.

Se obtine:

limu(x) = imQx? +3x +1) =0 si lim In@x? 4+ 3x +1) = lim In y = co.

xX—>00 X—>0 X—>00 y—=>©
OBSERVATIE

v In cazul in care f'si u sunt functii elementare, vom avea

lim f(u(x)) = f( lim u(x))’

X=X

relatie care permite un calcul mai direct al limitelor de functii compuse.
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Astfel, avem:

> limx? +x+8 = 3/lim(x? +x +8) =8 =2;
x>0

x=0

> lirr31 log, (x +5) = logz(ling(x +5)) =log, 8§ =3;

> limsin (x* —1) = sin(lim(x2 —1)) =sin0 = 0;
x=>1 x=>1
> limInQx?* +3x +1) = 1n(1im(2x2 +3x +1)) =Inw =00,

X—=>0 X—>0

2. Sd se determine constantele reale pentru care au loc relatiile:

a) limV2x? +3x+a=3; b) lim e* " =¢7!; ¢) limlog3(\3/x+a)=2.
x=>3

x=>2 x—=>—1

Solutie.
a) Avem limy2x2 +3x +a = [lim@x2 +3x +a) =Ja+14 =3
x—=>2 x-=>2

Rezulta a+14=9sia=-5.

. . 2x+a__ xl_i)n_il(2x+a)_ a—2_ —-1_: % _ -
b) Se obtine lim e“ " “=¢ =" “=¢ sirezultia—2=—1sia=1.

x=>—1

c) Avem:
lin} log3(\/3 x+ a) = log3(lin%\/3 x+ a) = log, 3llin%(x +a) =
= 10g3\/3 at3=2.

Rezultd ca/a+3 =3%sia+3=729,deci a = 726.
TEMA

1. Determinati valorile parametrului a pentru care au loc egalitatile:

2) 1213[\/x +1+aln(x+e)]=5; b) 1i_r>n(\/2x Fl+x—a)=3

x>a

x+1
) lim (sin2x +2a- cos 4x) =8; d) lirr11(2x +3=)" =25
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1.5.3. Criterii de existenta a limitei unei functii

Fie f, g:D - R doua functii reale de variabila reala si x, € D' un punct de
acumulare pentru D.

& TEOREMA 3 (criteriul majoririi)

(" > Daca f(x)<g(x),Vx€&€D silimg(x)=—o0,atunci )
X=X,
lim f(x)=—o0.
X=X,
» Dacd f(x)<g(x), Vx €D gi lim f(x)=+00,atunci
X=X,
lim g(x) =+ 0.
X=X
» Dacd existd ! € R cu proprietatea cd |f(x) —/ |<g(x), Vx €D si
lim g(x) =0, atunci
o lim f(x)=".
L x_>x0f( ) )
EXEMPLE
» Sa se calculeze:
2
1
a) lim——; b) lim(—x* —=x°);  ¢) lim(x sin— |.
x>0 X +1 x> x>0 x2
Solutie.
52
a) Fie f(x) = , X €(0, ©). Avem
x+1
2
x°—=1+1 1
= —x—l+—>x-LVx€E .
f) =T =y - L Vx €(0,%)

Din inegalitatea f(x)=x —1, aplicand criteriul majorarii, rezulta:
lim f(x)=lim(x —1) =00, deci lim f(x)=o00.
b) Fie f(x) =—x? —x>, x €R.Se observi usor ci
f(x)<—x3,x ERsi lim f(x)<lim(—x>) = — 0.

Asadar, lim f(x) =—oo.

X—>00
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c) Avem| f(x)|= ,Vx ER".

=[x |- fsinL{<la

1 .1
X sin— sin —
x? x?
* . .
,Vx ER  si, deoarece 11m|x | =0, conform
x=>0

Asadar, |f(x)—0/<|x

criteriului majorarii se obtine cd lim f(x) = 0.
x>0

& TEOREMA 4 (criteriul clestelui).

4 I
Fie f, g, h:D = R functii reale de variabild reald si x, € D' punct
de acumulare pentru D. Dacd sunt verificate conditiile:
a) g(x)<f(x)<h(x), Vx €D;
b) limg(x)=limh(x)=¢ER, atunci lim f(x)=".

XX X=X, X=X,

\- Y,
EXEMPLE
1
1 xsin® —
Sa se calculeze:  a) limx-|—|; b) lim 2
x>0 x—>o X +1
x>0
Solutie.
a) Folosind proprietatea functiei parte intreagd se obtine:

1 17 1
——1<|:—i|<—,x € (0, )
X X X

1
si rezulta inegalitateal —x < x [—} <1.Deoarece lim (1 —x) =1 aplicand criteriul
X x>0

1
clestelui pentru f(x) = xl:—}, g(x)=1—x, h(x) =1, se obtine ca lirréf(x) =1.
X Y

b) Considerand functiile £, g, £:(0, ) = R,

.o 1
xsin? —

1
fx)= x+1x,g(X)=0, h(X)=Sin2;,

se observausorca g(x)< f(x)<h(x), Vx €(0,%) si limg(x)=0,

2 2
1 1 1
lim A(x) = limsin? — = (lim sin—) = (sin(lim —)) = (sin0)* = 0.
X—>00 xX—>00 X xX—>00 X x—=>00 X

Asadar, conform criteriului cleste se obtine cd lim f'(x) = 0.

X—>00
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/ Exercitii si probleme

Exersare

E1. Si se calculeze:

a) lim(x? = 3x ++%);

¢) lim(sinx + 3cosx);

X—=>T

e) lim (3x? —27x + log; x);

x-9

E2. Si se calculeze:

b) lim(2x —1+ 1n5);
x=>3 3

d) lim(27 +3 —47);

x->1

0 lim (2* +3° =),

x-=>—1

) lim(x? =2)(x*=3); b lim(x? logsx); o) im((x? +27) ¥

x=>1

X X

8

_(2r 3 (o . .
d)}g;(_.ﬁ); e)}g%(z +1D)(¥x ++x): D) lim (1= cosx) (1 +sin ).

E3. Si se calculeze:

. x—1
a) lim——;
>lx“+x+1

_ Ax+x
d) im———;
=1 244/x

E4. Si se calculeze:

a) lim(x +1)"* ;
x=>1

d) lim(1 +sinx )" ;

X—=>TT

Sintezd

S1. Si se calculeze:

) lim(Vx +3x) "

x—>1

d) lim (sin x tgx )**!
x=>0

g) lin}(Z arcsinx +arccosx)”;

xX—=>—

2

3

2
+4x —10
b) lim—— = .
x-=>2 2x —3

. sinx +tgx
e) hm,—;
x=>x sinx +2

b) lim(sinx)"*™;
x=0
x>0

e) lim(sinx +tgx)™ "™ ;
X—=>TT

x>

by lim((2v7x —33x )

x=>0

e) lim()m/;+ 5
x>l x“—x+1

t
h) lim ——2~

¢) lim

2x +1 )

x>/3 arcctgx’

sinx + cosx

. )
x>0]4sinx ++/x
x>0

arcsin x + arccos x

m
x=>1

7T +arctgx
. 2 x+1
¢) lim\ x“ +x —1 ;
) x—>2( )

f) lirrll(arctgx)\/; .

¢) lim (sinx +cosx)?;
x-=>27

; ) lim(2x -3* +l)\/;;

x—>1

arccos x

) lim—m———.
x=01+arcsinx
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S2. Si se determine constantele reale pentru care au loc egalititile:
x+D>+(x—2)"

T+ i
a) limw=2; b) lim 1;
x>1 JT +arccos x a1 a+3x
Jx +2 2% +47 3
o) lim =2 =1, d) lim———— =2
x>a 2 +4lx x=a2-2% +3-4° 8

S3. Si se studieze existenta limitelor functiei /:D - R in punctele specificate:

E{O z}.
x() ) 2 )
e x—Dx, x €(0,1) fo.1):

x—1 3
Y e
X +.x+1 5

(—1+sinx)?, x €(0, +)

7T
xtgx, x € (O, 5)

a) f(x)= ;
sinx, x E[g, +00)

c) f(x)= x,=0.

S4. Si se calculeze:
2
) lim(sinx)¥x —1; b) ling(x 2 pxin(r+1)

5
c) 1irr21(2x —1)lg(x +8); d) lirrll(\3/ Tx + \/;) ;
i Vx +24+3x+6

e
e) lim ; lim ;
T Dx_’zx/x2+l2—\3/10—x
arcsin (x sin x) )
; h) lim1 2+1 +9)).
x1_r)r(} 1+ sin (arccos x) ) xl—r}(} 082 ( 0g;(x ))
SS5. Si se calculeze:
1 .
a) limx > [—2:|, b) lim M; ¢) lim sm2x ;
x>0 X x>0 X x>0 x
+ +|3
d) lim “2 T &) lim * o ) lim Ll +[3:]
X—>0 X x=0o x < 41 x>0 X
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1.6. Cazuri exceptate la calculul limitelor de functii
In multimea R urmitoarelor operatii nu li se atribuie niciun sens:
2 0-00,0°, 0, 17

0 —00, —
H H

In cazul in care 1n calculul limitelor de functii se ajunge la asemenea situatii,
numite cazuri exceptate, nu se poate preciza direct care este limita finala.

EXEMPLE
xt—4
> lim > . Prin folosirea operatiilor cu limite de functii avem:
x=>2 X —
- 2
oy lim(x?-4)

lim = = — (caz exceptat)

x=>2 x—2 lim(x —2) 0
x—>2

si, astfel, nu putem spune care este rezultatul.

In acest caz, limita ceruti se poate calcula astfel:

2
-4 -2)(x+2
lim® =4 i O TDOHD b2y =a,
=2 X —2 x-=>2 x—2 x-=>2
. sin2x . ) . . . .
» lim————.Prin calcul direct, cu operatii cu limite de functii se obtine:
x>0 sinx

. sin2x }Cl_r}& Sin 2x
lim — = = — (caz exceptat).
x>0 SINX limsin x 0

x>0
Pentru depdsirea acestui caz de exceptie se prelucreaza expresia de sub limita
si se obtine:
sin2x . 2sinx-cosx

lim — = lim - =lim2cosx =2cos0=2.
x>0 SInx x>0 Sin x x>0

> lim[(x +1)° —x 3]. Siin acest caz, prin calcul direct se ajunge la operatia

xX—>0

3

o — oo care nu are sens in R. Prelucrand expresia (x +1)° —x° se obtine:

lim| (r +1)° = x> ] = lim (e 3+ 3x 24+ 3x +1-x°) = limBx 4+ 3x +1) = w.

xX—=>0
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> 0= hm[(x +1)

xX—=>00

J. Prin calcul direct se obtine:
+

/=1lim(x2 +1)- lim =00-0),
x»oo( ) x>e2x? +1
deci operatie care nu are sens in R.
Pentru calculul limitei se scrie expresia (x + 1) | sub forme
2% +
echivalente si se obtine:
1 1
2
) x“|1+— 1+—
+1 ( 2 2
(=1im->—— = lim = lim =
x—>oc>2x +1 x—>oox2 2+2) x—>002 e
X

x>0\ X

1 1
» (= lim(— . ln( —x)) Prin calcul direct se obtine:
X

1 1
/=1lim—- hm(ln—) 0°ln(()+) =0-(—),

x>0 X x—>0© X
deci o operatie care nu are sens in R.

Pentru a evita aceastd operatie avem:

1 1
f=1lim—(=Inx*)=—lim > = —limInx = — .

x—>00 X xX—>00 X xX—>00

Aceste exemple permit sa se facd urmatoarele observatii:

. . o 0
» In cazurile exceptate oo —oo, —, 6, 0:00,..., nu se poate cunoaste
0

direct rezultatul final, iar acest rezultat final depinde de functiile care
apar in calcul, el putand fi orice numar din R, eventual sa nu existe.
De aceea, aceste cazuri se numesc cazuri de nedeterminare.

Pentru calculul limitelor de functii in cazurile de nedeterminare se folosesc
anumite tehnici speciale sau sunt folosite anumite limite fundamentale.
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1.6.1. Limitele functiilor rationale

Functia f:R =R, f(x) = apx"+a;x" ' +..+a,_x +a,,unde a,, a;,...,a,ER,
a, # 01 n € Nse numeste functie polinomiald de gradul n.

In particular, functia de gradul 1 si functia de gradul 2 sunt functii polinomiale de
gradul 1, respectiv 2.

Daca f:R = R este o functie polinomiald de gradul » si x, €R, conform
operatiilor cu limite de functii elementare lim f(x) = f(x,).

X=X,

Fie f, g :R-=R functii polinomiale si 4= {x E|R| gx)= 0} Functia

BR\ AR, h) = L&)
g(x

se numeste functie rationald.
ExEMPLE

1
> Functiile 7;:R\{0} =R, i,:R >R, h(x) = h2 (x)=

functii rationale.

Fie h:D R, h(x) = &)
g(x)

o functie rationald, unde f si g sunt functii

polinomiala de grad cel mult 2 si x, € D' un punct de acumulare al multimii D.

Calculul limite1 functiei 4 in punctul x, conduce la urmétoarele situatii:
1. Cazul x, € D. Avand in vedere operatiile cu limite de functii avem:

70 _ f(xo)

Iim A = lim .
)= ®) - gero)
fero)_k

2. Cazul g(x,)=0si f(x,) =k #0. Rezultaca ———=—.
gxy) 0

In acest situatie se calculeazi limitele laterale ale functiei fin punctul x,, .
Pentru calculul acestor limite laterale se folosesc urmatoarele ,,reguli*:

1 1

. =—00 1 =+ H

lim y limy
y=>0 y=>0
y<0 y>0
. . . 1 1
reguli notate simbolic astfel: —— = — oo, =+,

) Oty

0
3. Cazul f(x,) =g(x,) = 0. Aceasti situatie conduce la nedeterminarea 0 care

se solutioneaza folosind descompunerea in produs de factori a expresiilor f(x) si
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g(x) urmatd de simplificarea fractiei prin factorul comun (x —x) 2

Avem:

i 26 o XA L A

b
x> () xxg (X —X0)g (X)) wexo g (x)
urmand sd se examineze ultima limita gasita.
4. Cazul x, =+ saux, =—,

(o2]
Aceastd situatie conduce la cazul de nedeterminare —, a cdrui solutionare se
(o]

face folosind ,,regula factorului comun fortat“. In raport cu gradele functiilor
polinomiale f'si g se obtin urmatoarele rezultate:
a) Dacad grad f<gradg, atunci lim A(x)=0.

x—=>* o0

b) Daca grad f>gradg, atunci lim A(x) = Z—O (£ ),
x>+ 0

unde q,, b, sunt coeficientii termenilor care dau gradul functiilor polinomiale fsi g.

c) Dacéd grad f =gradg, atunci lim h(x)=z—0.(3
x—=>+ o0 )
ExEmpPLE
3
2x =3 x(2—) 2-> 2
- X
> lim— " = lim = lim = =0
x>0 — xX—=>00 xX—=>00 0
X" —xtl xl-=+— x|1l——+—
X x2 X x2
5 5 1 5 1
9 x73=—+— x(3——+—
. 3T —=5x+1 . X x ) X x
» lim —— = lim = lim ————=
xX—=>—00 —x+4 X—=>—0 ( 4) xX—>—© 4
—x|1—— -1+
X X
3
BEVEV I
-1
2 1 2 1
. 2—x—-3x . X X x% x 3
> lim — .= lim ] S\ li I 5 =—Z.
X x X X

Ne reamintim!
@ ax’+ bx+c=alx —x;) (x —Xx,) ,unde x|, x, sunt solutiile reale ale ecuatiei ax*+ bx+c =0.
CL I

+ o ’—
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EXERCITII REZOLVATE
v Sd se calculeze urmdtoarele limite de functii rationale:
3x? +2x —1 -2 2 +1
a) lim — = . b) lim =, ¢) lim ———
-2 Sx—4 x=1x? =1 =2 (x +2)°
2 2
—3x+2 -1
d) lim*———; e) lim————.
x=>lx”—4x+3 =1y —=2x+1
Solutii
o3P 42x =1 3-(=2)*4+2(=2)-1 7 1
a) lim = = =——
x>-2 5x—4 5:(=2)—4 —14 2
-2 1=-2 (=1).
b) lim al = ——=|——|.In acest caz se calculeaza limitele laterale ale
—>lx2—1 1-1 0
functiei in punctul x, =1, folosind totodatd semnul expresiei x 21
.o x=2 -1 ox—2 -1
lim 5 =——=+00; lim 5 =—00,
ot Oe =1 0

Deoarece limitele laterale In x, =1 sunt distincte, rezultd cd functia

¥ —
f(X)—X2

, X Z*1nu are limitd in acest punct.

x2+1 5
c¢) lim = =+o00;
=2 (0 42)7 Oy
C
Cox2 =42\ =D -2) . x—2 -1 _1
d) im——— = lim = lim — ==
>l x2 —4x+3 x>l (x—1)(x—3) —lx—=3 =2 2
3
o ox*-1 (0- x=D@Ex+1) . x+1 (2
e) im———— = lim = lim ==
x>l x% =2x+1 x>l (x_1) x>1x—1 0
- 1
Inacest caz vom calcula limitele laterale pentru functia 4(x) = al . x #1:
¥ =
x+1 2 . ox+1 2
lim —— =—00, iIm—— = =400,
;:11 X _1 0(_) i:ll X _1 0(+)
x? -1

Asadar, nu existd lim ————.
x>l x® =2x+1
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(o]
1.6.2. Solutionarea cazului de nedeterminare — in calculul
(00]

limitelor de functii in care apar radicali

[e0]
Regula factorului comun fortat folositd in cazul de nedeterminare — in
(o]

calculul limitelor functiilor rationale poate fi folosita si in calculul functiilor care
contin radicali.

EXEMPLE
> S4i se calculeze

Vx? +1 V2x +1

a) lim ; b) lim ;
) x»o X ) x=>04[2x +3
CoAVxP4xHl4x ) Ve +14x
¢) lim ; d) im———F———.
x>o 2x ++/x +1 =y +x? +1
Solutie.

(0.0]
Se observa ca toate limitele de mai sus sunt in cazul de nedeterminare —.
(o]

a) Folosind operatiile cu limite de functii avem:

2 2 2
+1 +1 +1
lim = =1ime =\/limx =1=1

2

x>0 X xX—=>0 X xX—>00 X
V2x +1 2x +1 2x +1
b) Se obtine succesiv: lim al = im\/ al =\/ lim = =J1=1.
x>0 2x +3 xs0 (2x+3 x>02x +3

¢) Folosind metoda factorului comun fortat obtinem:

) 1 1
3 x I+ -+ +x
vy +x+1+x X x _

/=1lim = lim
e dx4Alx+1 e ( Jx +1)
x|2+
X
1 1 1 1
X 1+;+72+1 1+7+72+1
. X . X x
= lim = lim " 1
xX—>00 +l xX—>00
x(2+ = ) 24 |~ +—
X X X
I+1 2
si folosind operatii cu limite de functii, se obtine: (= vl =—=1.
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d) Combinand operatiile cu limite de functii si metoda factorului fortat se obtine:

R 3( 1) i)

x"°°x+\/x +1 2

x—>oo 1
x+ X l+ (1+ 1+J

]
3‘/1+—+1
. N I 2
xX—>00 1+\/_ 2
1+ 1+—
X

In cazul in care se calculeaza limite de functii cu radicali de ordinul doi la

(=

— o0, trebuie si se aibd in vedere civx? = |x|

EXEMPLE
2
Vx? +x+1
» Sa se calculeze: a) lim al ; b) lim i.
X—=>—00 x2 +1 X—=>—00 x+l
Solutie.
o0
Se observa ca exista cazul de nedeterminare —.
o0
) X . X
a) Avem succesiv: lim ———== lim ———== lim
x—>—00 /x + x—>—o00 1 x—>—o00 1
x 1+72 |x| 1+72
X X
llm llm
—x1/1+f 1/1_'_7
b) Se obtine:
1 1 1 1
. x2(1++2) el [T+ =+ —
CoVx T +x+1 . X x . x  x2
lim — = lim = lim =
x»>—w  2x+1 x>—0 1 x>—0® 1
x|2+— x|2+—
X X
- lim x x* _ V14040 1
it 1 o240 2
24—
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/ Exercitii si probleme

Exersare
E1. Si se calculeze:
a) lim ;  b)lim
=2 X+ 1 x=0

E2. Si se calculeze:

a) lim—;
x=>0X
x>0

2
d) lim ——

2 b
=>4 x° —16
x>4

E3. Si se calculeze:

1
a) hm—2 ;
x—>1 (x — 1)
d) lim ox

2

E4. Si se calculeze:

-3
d) limz—x;
=>3x° —=Tx+12
ES. Si se calculeze:
2x+3
a) lim al ;
xeo—x + 4

2

d) lim

N T

3x =2
g) lim il

x>+ 4% + 6x +1

E6. Si se calculeze:

) li 240x +1
a) lim ;
x>0 /34 x

=>3—x24+6x—9

2x

h) i :
)xl-?;(x2+l)(x—l)2

\/)c2 +x )
x>=e\J4x? 43 ,

b) lim

2
+x+1 3x+2
L; c) hm—' d) lim al .
3x +1 2 3x +x2 +1 x>=14x2 =3
3x +1
b) lim al ¢) lim il ;
x>—12x + 2 x>1x? —1
x>—1 x<l
2x% +3x — 4 5x%—19
e) lim———; f) lim ———.
x>l x“ =3 +2 x—=>= 2x +3x+2
x<1 x>=2
3x—4
b) lim 0) lim—>———;
x=>= 1(x+1) x=>2x"—4x+4
3x +11 4x +3
e hm—' hm—
x>0 x (x+1) >—1142x +x°
-1 —4
b) lim —x ) lim—
x>=1x2 43x +2 x=>2x°—=3x+2
—2)? 2 +d4x+4
&) lim =2 f) lim
x>2 x° —=2x >=2 2x? 44x
4—x? —2x +11
b) lim — ¢) lim — "=
x>+ dx 2 Fx 4+1 x>—o 6x—11"
3x2 +6x+3 . 6x?—=3x+11
ST D dim
x>+o  2x+1 x>—0  2x+6

x+\/;

¢) lim———F——;
) I 3x +24x +1
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Vs +x Cx? 142 A 42dx +1
; e) lim—F——; f) lim

d) lim

row 2x +3 x>0 2 14 x =9 33x =1 +/dx +1
3x—1 2x% —3x+5
g) lim ———— h) lim — T2
X>= 9x2_x+7 X=>—00 3x—4
Sintezdi
S1. Si se calculeze:
+1)2+(x—1)>—4 +1)° = —1° -8
a) lim & T =U7 =4, by lim & adnd Mt}
x=>1 x°—1 x=>1 X —3x+2
2x 1)+ (x—-1)*—10 2-9
C) llm( XD 4D ; d) lim al
=2 (x=2)2 +(x—1)> =1 3 (=32 +x2 -9
(k=2 =(x-D*+x?-2 =D+ +D? —4
e) lim 5 ; f) lim
x=1 2x° —=3x+1 x>-1  4x? —(x+3)
S2. Si se determine limitele functiei /:D — R in punctele specificate:
[x -1 x—1
[z r e 2y SO
a)f(x)= _ 2 ,x0=25b)f(x)= 5x0=1~
‘ a X E€Q,+») Ej:;i&j;% E(, + )
xi-4 ’ 9 —1) X ’

S3. Si se determine constantele reale pentru care functia f/:D - R are limita

finita In punctele specificate:
2

2x +a 3x +ax
a) f(x)= X0 =1 b)f(X)——,xo 3;
x—1 3
(x—a)2—4 x—a2 2x +a?
) fX)=" " xe=1; A f(x)= + 2T g =1
X _1 x_l X —1
S4. Si se calculeze limitele de functii:
2 2 2
-1 6x°—x—5 -2 —6x +8
a) lim| — + x2 272 by lim| —— 0
> 2x°=5x+3 4x"—-3x-—1 2| 552 —4x—12 x° =16

¢) lim
x—=>—1

(x+1D)*+x? - (x—l) +3x—1
x2+3x+2 2624341 )

S5. Si se calculeze:

2x +1 4x% 43 +
a) hm( al al ); b) hm( al al \/; );
1

oo\ 3x2 4 dx 41 yx2 4 oo 262 +6x 41 \x? 44
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¢) lim| — % 3x? +4x d) lim — & 3x? +4x
=\ (x +1)Vx 2 +1 x> (e )Vx? 41

1.6.4. Limite fundamentale in calculul limitelor de functii

. . . 0, .
Pentru solutionarea cazului de nedeterminare 0 in calculul limitelor de

functii se pot folosi urmatoarele limite fundamentale:

g

> hmsmx I; > hm—x—l;
x>0 X x>0 X

> lim arcsin x 1. > lim arctgx 1.
x>0 X x=0 X
. In(+x) x_1

» lim———=1; > lim < =Ina.
x=0 X x=0 X

1+x)" -1

> lim¢=r,rER;

x>0 X

In cazul functiilor compuse aceste limite fundamentale se extind, folosind
teorema de existentd a limitelor de functii compuse, astfel:

Dacd u:D - R este o functie reald de variabild reald, x, € D' este punct de
acumulare pentru D si lim u(x) = 0, atunci:

X=>Xx
1 t
» lim s1nu(x)=l; > lim gu(x)=1;
X=X u(x) X=X u(x)
> lim arcsin u(x) 1. > 1 arctgu(x) 1.
X=X, u(x) X=X, u(x)
. In(l+u(x)) u(x) _
> hm(—()=1; > lima =Ina
X=X u(x) X=X u(x
> lim I+ ux)) —1 _
X=X M(X)
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PROBLEME REZOLVATE
1. Si se calculeze:
in(3 in(3 to(x? —1
) lim S2CY). b) Lim SRCX). ¢) lim 88—~ D7
x>0 X x>0 sin(2x) x—>1 x—1
In(1+x + x> 2% -2 9% — ¢
@ lim 2T i : f) lim ——<—.
x>0 X x=>1 X — x>0 3x _ex
Rezolvare.
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Folosind limitele fundamentale si operatiile cu limite de functii se obtine:

in(3 in(3 in(3
2) lim S0CX) _ lim(—sm( *) -3)= 3-1im 0G0 _ 525,
x>0 X x>0 3x x>0 X
M.?) i sin (3x)
Cosin@x) 3y 3 40% 3¢ 313
b) lim— = lim— = - = ==
x>0sin(2x)  x-0 sin (2x) 2 . sin(2x) 21 2
—2x lim
2x x>0 2x
C)limtg(xz—l)n:lim g’ =D @’ -Dx) .. gk’ =D
x-1 x—1 x=>1 (xz—])y'[ x—1 x->1 (xz—l)y-[
. P-Dx . x*-Dx . (x—-Dx+Dx . (x+Dx _
li =1i = lim =lim———=
x—>1 x—1 x—>1 x—1 x—=>1 x—1 x—=>1
In(+x+x%) . (In(+x+x?) x+x°
d) im——————=1im 5 . =
x=0 X x=0 x+x X
In(l1+x+x? +1
= fim ot = ) 4im XD i1y =1,
x=0 x+x x=0 X x=0
2 -2 227" -1 27 —1
e) lim —1im22 Y i =2-n2=1In4.
x> x—1 x—>1 x—1 x>1 X —
In acest caz, vom scrie functia data sub forma:
I fi d b fi
9" -1 €' —1
9" —e* 9 —1+1-¢" B
f(x)= X exz X ex = xx xx '
3 —e 3 —1+1—e 3 —l_e -1
X X
. 9" —1 y e’ —1
im —lim
- > In9—1 2In3-1
Rezultd ci: lim f(x) = 220X o x _—-o-fe 7o
x>0 3 —1 e*—1 In3—Ine In3-1

lim —lim
x>0 X x>0 X
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sin 3x +2sinSx x + arctgx
2. Sd se calculeze: a) lim b) hm—g
x>08in2x — 3sin 3x x>0 X + arcsin x

.. . 0 . .
Rezolvare. Limitele sunt in cazul de nedeterminare 0 Folosind operatiile cu

limite de functii si limitele fundamentale se obtine:

sin 3x 340, 5I5% sin5x 5
sin3x +2sin5x . 3x 5x 3+2:5 -—13
a) lim = lim—; - = = ;
x=>0sin2x —3sin3x  x—0 SIn2x . 'sm3x 3 2—3-3 7
2x 3x
arctgx
1+ ——
+ arct 1+1
b) lim 8% _ fim X T
x>0 Xx +arcsinx  x-=0 n arcsinx 1+1
X
3 —
3. Sd se calculeze: limw
x>0 X

. ) 0 )
Rezolvare. Limita este in cazul de nedeterminare 6’ dar nu se observa direct care

dintre limitele fundamentale se poate folosi. Pentru calculul limitei, expresia data
trebuie adusd la o forma in care sa se poatd identifica folosirea unei limite
fundamentale.
Astfel, avem:
3x—x . 3x+x

cos 3x —cosx =—2sin -sin =—2sinx -sin2x.
2 2
Rezulta ca:

cos3x —cosx . sinx -sin2x . (sinx sin2x
1m—2=11m— -—2=—2-11m . =
x>0 X x=>0 X x>0\ X X

. sinx . sin2x
=—-2lim | im 2 =—4.
x>0 X =0 2X

0
Alte limite de functii in cazul de nedeterminare 0

. , : . 0
In cazul in care pentru solutionarea cazului de nedeterminare 0 nu se pot

folosi limitele fundamentale este necesar a cduta alte procedee de solutionare.
Vom exemplifica unele procedee in cazul in care functiile ale caror limite se
cer contin radicali.
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PROBLEME REZOLVATE
v’ Sd se calculeze: a) hr% —“X-H_l, b) hn} Jx —1 1 :
x-> x>1 X —

_ NxZHl—+x+1 (Vx+ _1) - Ax -1
¢) lim ; d)l e) lim .
x>0 X x—>0 ‘,X +1-—1 -1 x—1

.. 0 ) .
Rezolvare. Se observa ca limitele sunt in cazul 6 Pentru evitarea nedeterminrii

folosim metoda expresiilor conjugate. Aceasta metodd constd in amplificarea
fractiilor cu expresiile conjugate ale expresiilor cu radicali.

2) Avem: T i (J;—l)(\/ﬁﬂ) _ G+D=1 _
S0 X i (\/xT+1) X*Ox(\/;ﬂ)

=lim—F—~

=1
X"Ox(\/x+ 1+1 xg%\/x+ 1+1
Jx =1 . Wx =) Ex +1) po xel

oyAvemt T G-Dex+1) ol -l +1)
11
S a2
ey () ()
c) Avem: lim = lim
L N )

a24+1)— +1) . x(—1) 1

= lim =
X*Ox(\/xz +1++x +1) X*Ox(\/xz +1 4 +x +1)

d) In acest caz, vom amplifica fractia dati prin expresiile conjugate ale
numaratorului si numitorului. Avem:

1im(m_1)x . (\/xT—l)(\/xT+l)(\/x +1+1)
0 x4l -1 X*O(H—l)(mﬂ)(\/ﬁﬂ)

D IR D B =

gt @2+1=1)(Vx +1+1) _Llfol 22(feH+) o e 2

Ne reamintim!

@ Perechi de expresii conjugate: ® ﬁ—@six/;+ Jb; . x/;+x/55ix/2—\/5;
« Ya-VbsiV +Yab+ v Ya+ Ybsiva® —Yab+ V.

l
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e) Avem: lim%/;_1 1m(\/;_1)(\/_+\/_+1)

=lox =l el 1)(\/_+\/_+1)

-1 1
= lim al

! (x - 1)(\/_+\/_+1) “1%/_+\/_+1 3

Calculul limitelor de functii in cazul de nedeterminare (-
Fie f, g:D >R si x, €D’ un punct de acumulare pentru D astfel incat
lim f(x)=0si lim g(x) =400,

X=X X=X,

Pentru calculul limitei lim ( f(x)- g(x)), in cazul in care aceasta existd, se
P d

aduce expresia f(x)- g (x)launa din formele f(lx) sau g(lx) ,caz in care se
(g(X)) (f(X))

. o 0 .%o . .
obtin nedetermindri de forma 0’ respectiv — si se aplica procedee specifice
o)

acestor cazuril.

PROBLEMA REZOLVATA
v Sd se calculeze: a) ling(x ctgx); b) lim (x - %)tgx .

x=>—
Rezolvare. Cazul de nedeterminare este Q- oo.

a) Avem: hm(x ctgx) = hmL =1;
x=>0 gx

- x—— x= x=>
b) Avem: lim(x—) tgx = lim = lim =|lim sinx |- | lim =
T 2 x ctgx en(cosx) T (_)n cosx )
2 ) ol ) 2
sinx
T
)



Exersare

E1. Si se calculeze:
sin (5x)

a) lim ;
x>0 6x
)
-1
o) lim S D
x->1 x—1

E2. Si se calculeze:

a) lim g2 ;
x>0 3x

d) lim sin(x —7)
X=>7 tg(x JT)

E3. Si se calculeze:
arcsin (3x)

a) lim————;

x=0 5x

d) lim arcsin (5x)
x>0 sin(10x) ~

EA4. Si se calculeze:

. In(+x?)

a) lim————;
x>0 Sx
6
d) lim ——

x>0 In(1+ 8x)
ES. Si se calculeze:

3 -1
a) lim
x>0 6x

2x+1 _

3

d) lim
x=>2 X —

2
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/ Exercitii si probleme

b) lim

sin 6x .
¢) lim
x>0 x(x + ) x>0
sin (x —2)

f) lim2—4; g) lim

x-=>—1

x=>2 x° =

b) lim £& =7 (xz_l)” :
=l (x7—=1)
2_

0 hmM

-1 sin (x 2 —x)

. arcsin (x?)
b) lim—————;
>0 x"+x

) 7
arctg{ x ——
g 4)

e) lim ;
T 16x% —m?
4

X—=>—

by lim In(1+ 6x) :
x>0 8x
o lim In@+3x)
x>0 \/§ ’

2
3 —1

b) lim .

x>0 x2 4 x

2% —-3*
e) lim
x-=0 X

2

sin 2x?)

sin(l—xz).

¢) lim

f) lim

. d)lim sin (2x) .
x>0sin (4x)’

sin (3x — 3)

1 sin (x? —1) '

3x 2

2x+2

tg(3x —9)
x2=9 "’
2
) lim tg(x —1) ’
w1 (x —1)sin (x* —1)

¢) lim

x->3

arcsin(10x)
x>0 arcsin (5x)

arctg (9x% —1)
__Larcsin(3x +1)
3

In(1+5x°)
=0 xZ4xd
In(1+x?%)

=0 In(1+3x2)

8" -8

¢) lim
x->1 x—l
3 =27

f) lim

=0 2% —]
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Sintezai

S1. Si se calculeze:
sinx +sin 9x

a) lim
x>0 3x
i
O lim ECD
x=>0 2x

. arcsin (x 2 - 1)
e x‘l’ml arcsin (x + x) ’

S2. Si se calculeze:
. 1—cos2x

a) im————
x>0 X
sin 3x —5Ssinx

¢) lim ;
x>0 sin 4x —2sin 3x’

S3. Si se calculeze:
. In(1+sin3x)
a) lim —_— Y,
x>0 sin Sx
In(I+xsinx)
¢) lim
x>0 In (14 xsin5x)’

. . a
S4. Si se calculeze valoarea expresiei E =

S5. Pentru care valori ale Iui n €N

. b) lim sin2x + 3sin5x + x

sin (x* —4x+3)

. sin(tgx)
5 ; ) lim————;
x+x x=0 X

tg(x>+x-2)

x>1 sin (3x —4x +1)’

—>-2tg (x> +5x+6)
arctg(x —6x + 5)

h) lim > :

x>l arcsin (x +4x — 5)

. cosdx —cos2x

b) lim — - :
x>0 sInSxsin 3x

D lim tg (arcsinx)

x>0 sin (arctgx)

In2-3"
b) thX
x=>0 SIn x

xIn(l+1n(x +1))
m 2 .
x>0 In(1+In (x> +1))

2 2

tgax —sinax 1
dacilim———=—

a® +b2’ x>0tghx —sinbx 8
sinx +2sin2x +..+ nsin nx
, lim 5 =147
x>0 X+x

S6. Si se determine constantele reale pentru care au loc egalitatile:

2 2
+x+1 2x% +3x +
a) lim |2 g |=3+b; b) lim| 2%y =g
x>too| X +2 x>0 x—1
3
c) lim(\/x2+x—ax—b)=— d) lim ﬂ
x>0 x>0 (x +2)sin 3x
In (4— 2" -8 2" —16
e) lim aln(4-x) = lim ; f) lim = lim a’
x->3 x—=3 x=>3 x2 -9 x=2 4* —24 x->1
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1.7 Asimptotele functiilor reale

Asimptote orizontale

Sa consideram functiile exponentiale f,g: R ->(0,+ ),

1 X
fl)=2", g(x)=(5)

Graficele acestor functii sunt redate 1n fig.1.56 si 1.57.

y A y A
1 / \ 1
N, f(x)) Nx, g (x))

e S ) g ? -
M(x, 0) o) M(x, 0) Xx

=V
Q

Fig. 1.56 Fig. 1.57

1 X
Se stiecd lim f(x)= lim 2* =0si hm g(x)— hm(z) = (Oa

X—=>— 00 X—=>— 00 X—=>—+ 00

Din punct de vedere geometric aceste rezultate arata ca lungimea segmen-
tului [MN], unde M (x,0), N(x, f(x)), respectiv M (x,0), N(x,g(x)) tinde la
zero cand x tinde spre — o, respectiv + .

Lecturand graficele din figurile 1.56 1 1.57, se observa cd dreapta y = 0, axa
Ox, este din ce in ce mai aproape de graficele functiilor in vecinitatea punctelor
— 00, respectiv + oo,

& Definitie

Fie f:D =R o functie reald de variabild reald pentru care — o,
respectiv + o sunt puncte de acumulare ale lui D.
» Dreapta de ecuatie y = a, a € R se numeste asimptotd orizontald

spre — © a functiei f, dacd lim f(x)=a.

X—>— 0

» Dreapta de ecuatie y = a, a € R se numeste asimptotd orizontald
spre + o a functiei f, daca lim f(x)=a.
X—>+ ©
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OBSsERvATII
v’ Problema asimptotelor orizontale pentru o functie f, f:D - R se pune

numai la + o sau — oo §i numai in cazul In care + o, respectiv — o sunt
puncte de acumulare pentru D.

v Dreapta y = 0 este asimptoti orizontald spre — o a functiei exponentiale
fR-(0+2), f(x)=a",a>1

v’ Dreapta y = 0 este asimptota orizontala spre + o a functiei exponentiale
fR= (04x), f(x)=a",a€(0,1).

PROBLEMA REZOLVATA

Sa se determine asimptotele orizontale ale functiilor:

2) fR=R, f(x)="1L; b) fFR>R, f(x)=

x2+1 x°+1

, U
¢) f0,4») >R, f(x)—H\/;-

x| x|
2

2

Rezolvare
a) +o si —oo sunt puncte de acumulare pentru domeniul de definitie al
functiei f. Avem:

+1 +1
lim f(x)= lim 5 —=0, lim f(x)= lim - =0
+

2
Asadar, dreapta y = 0 este asimptota orizontala spre + o si spre — o a functiei f.

X—=>—00 X—=>—0 y + x—=>+ x—=>+ X

b) Si in acest caz, problema existentei asimptotelor orizontale, se pune si la
+ oo gi la—o0. Avem:

. Coxlx] L x?
lim f(x)= lim = h =1
x>+ x>tox? 4] xotox? 4]
. _ox|x| o =x?
lim f(x)= lim — = lim — =—1
x=>—o xrmoxt 4] xmmwxt 4]
Rezulta cd dreapta y =1 este asimptota spre + oo, iar dreapta y =—1 este

asimptotd orizontala spre — o a functiei f.
c¢) Problema existentei asimptotei orizontale se pune numai la + . Avem:

. . X 1
xl—}]floo f(X) N xl—}]floo 1 + \/; N xl—llfloo 1

1+
Jx

=1,

deci dreapta y =1 este asimptotd orizontala spre + oo.
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Asimptote verticale
Sa lecturam graficele functiilor logaritmice f:(0,+) =R

f(x)=log,x,a>0,a#1
redate in fig. 1.58. si 1.59.

yT+w 4
A NQO, £ (x))
NO, f(x)) §- 5
o x .
Fig. 1.58. Fig. 1.59.

Se observa cd lungimea segmentului [MN], unde M (x, f(x )), N (0, f(x )) tinde

spre zero, cand x se apropie de x, = 0. Din punct de vedere geometric se observa ca
graficele sunt din ce in ce mai aproape de dreapta de ecuatie x = 0, axa Oy.

De asemenea, lim f(x) =+o0,cand a < 1 §i lim f(x) =—o0, pentru a > 1.
x>0 x>0
x>0 x>0

Y Definitii

Fie f:D - R o functie reald de variabild reald si x, € D'(\R, punct
de acumulare pentru D.

» Dreapta x = x, se numeste asimptotd verticald a functiei f, dacd
cel putin una dintre limitele laterale f (xo - 0) sau f(x, +0)exista
si este infinitd.

> Dreapta x = x se numeste asimptotd verticald la stdnga a funcfiei f,
dacad f(xy,—0) este + o sau — .

» Dreapta x =x, se numegste asimptotd verticald la dreapta, a
functiei f, dacd f (x, +0) este + o sau — .

> Dreapta x = x, se numeste asimptotd verticald bilaterald a functiei

[, dacd ambele limite laterale ale functiei f in x sunt infinite.
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OBSsERvATII
v’ Functia logaritmici f:(0,4 ©) >R, f(x) = log,, x, are asimptota verticald
dreapta de ecuatie x = 0.
v’ Exista functii care au oricte asimptote verticale.
ExempLU

> Functia f'R\Z->R, f(x)=

are asimptote verticale dreptele de

sin(rx )
exucatiex =n, n € Z.
PROBLEME REZOLVATE
1. Sd se determine asimptotele verticale ale functiei f:D - R:
fo)=—"
T D -2)

Rezolvare.
Domeniul de definitie este D =R\ {1,2}.
* Dacd x, €D, atunci lim f(x)= f(x,) €ER, deci dreapta x = x, nu este
asimptota verticala. T
* Daca x, =1, atunci se obfine ca:
1

X
£(1=0)=1lim ==+ i
1
F(+0) = lim—— =—o

(x—Dx—-2) 0,

x—=>1
x>1

Asadar, dreaptd x =1 este asimptota verticala bilaterala.

. 2 . 2
Dacd x, =2, se obtine cd f2—0)=—=—0s1 f(2+0)= =+,
O O
Asadar dreapta x =2 este asimptotd verticala bilaterala.
x% +ax —24?

2. Se considerd functia f:R \{— 1, 1} =R f(x)= 5 ,a€R
X

Sd se determine valorile parametrului a pentru care functia f are o singurd
asimptotd verticald.

Rezolvare.
Asimptotele verticale pot fi dreptele de ecuatiex =1 six =—1.
Daca x =1 este asimptotd verticald, trebuie ca x = —1 sd nu fie asimptota

verticala si reciproc.
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2 2
+ax —2
Rezultd ca fractiau trebuie sd se simplifice fiecux + 1, fiecux — 1.
(x—=D(x+1)

Dacd g(x)=x>+ax —2a%, rezulti ci g(1)=0 sau g(—1)=0. Se obtin

1 1
ecuatiile 1 +a —2a°>=0 sil—a —2a° = 0, cu solutiile a € {l,— l,—,— —}.

27 2
_ x+2 . X~z
Pentru a = 1 se obtine f(x) = ——, pentrua = —1se obtine f'(x) = »1ar
x+1 x—1
11 2x +1 2x —1
pentru a E{—E,E} se obtine f(x) = 2(;C+1), respectiv f(x) = 2(;6_1).

Se observa usor ca fiecare din functiile obtinute au o singura asimptota verticala.

Asimptote oblice

Fie f:D - R, o functie reald de variabila reala astfel incat + oo i — o sa fie
puncte de acumulare pentru D.

Daca y = mx +n este o dreaptd oarecare, m ER’, fie A(x,f(x )) €Y si

B(x,mx + n) punct situat pe dreapta y = mx +n (fig. 1.60 s1 1.61).
y A yl

NS ()
; y=/x) _y=f())
B(x, mx+n) B(x, mx+n)
0 \ X /0/ X

Fig. 1.60. Fig. 1.61.
Lungimea segmentului [ AB] este ¢(x) =| f(x)—mx —n|. Daca dreapta

(d):y=mx +n este asimptota graficului functiei f, atunci lim /(x) =0,
respectiv lim /(x) = 0. x>—o0

x—=>4+ 0

& Definitie

Dreapta y =mx +n me& R, se numegte asimptotd oblicd spre — o,

respectiv +© a functiei f, dacd distanta dintre dreaptd si imaginea
geometricd a graficului, mdsuratd pe verticald, tinde la zero, cand x
tinde la + oo, respectiv — .
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Avand 1n vedere ca /(x) = | f(x)—mx— n| obtinem cd y=mx +n este

asimptotd oblicd la +o dacd lim | f (x)—mx—n|=0, ceea ce conduce la
X—>00

lim ( f(x)—mx — n) = 0. Din aceasta egalitate se obtine ca

limx(f(x) — m) =n€R.

X—>00 X

@) _m): 0

Deoarece lim x =+, obfinem cd este necesar ca lim(
X

x>+ xX—>0
altfel limita ar fi infinitd. Asadar, dreapta y = mx + neste asimptota oblica la+ oo,
) X
dacd m = lim ()
x>0 X

In mod analog, se obtin conditiile ca y = mx + nsi fie asimptota oblic la— o.

,larn= lim(f(x) — mx).

RETINEM!

» Daca dreapta d:y = mx + n este asimptota oblicd la + o pentru functia

f:D—R, atunci m = lim Jx)

x=>® X

» Un rezultat analog are loc pentru — oo.

, N = lim(f(x) — mx) si reciproc.
X—=>0

PROBLEMA REZOLVATA
Sd se determine asimptotele oblice ale functiilor f:D = R:
2 _ x|x
D= b= o s =2l
x—1 x+1
Rezolvare.
2
a) Avem: lim J(x) = limx— =1, iar
x>0 X x>0 Xx(x —1)

2
lim(f(x)—l-x)=lim(x —x)=lim Sl
X—>00 x>\ X —1 x>0 X —1

Asadar, cele doud limite existd sim = 1, n = 1, deci dreapta y = x + 1 este

asimptotd oblica la + .
Analog, se obtine cd lim
X—=>—00

y =x +1 este asimptota oblica la — .

&=1 si lim (f(x)—x)=1, deci dreapta
X X—=>—00



175

11
by Avem: lim 2% = lim ™ = lim— = —— =0
x>0 X X—>00 X—>00 ex + o0

Asadar, fnu are asimptota oblicd la + oo.

—X
. f) . Xxe .
Deoarece lim = lim = lim e =¢” =
X—=>—00 X X—=>—00 X X—=>—00

functia nu are asimptota oblica la — .

¢) Domeniul de definitie este R\ {— 1} si avem:
2

—X
,x € (—oo,—1)U(=1,0]
fx) = x+1
+1,x € (0, + )

Rezulta ca:
lim 2% = fim = = 1= meR"

x>—w X x=>—oo X +
si
lim (f(x)=—mx) = lim (f(x)+x)= lim (%) =1=n.
x—>—00 X—>—00 x—=>—o0o\ X
Dreapta de ecuatie y = —x +1 este asimptota oblica la — oo,
Pentru cazul x, = + o obtinem:
tim 2% = fim X =1=meR’
x=>+o X x>+ X +
si
=X
im (f(x) mx)— lim =—1=n
x+1
Dreapta de ecuatie y = x —1 este asimptota oblica la + oo,
OBSERVATII

v" O functie f poate avea asimptote oblice diferite la + oo si la — oo.
v’ Daci o functie fare asimptota orizontald la + o sau la — o, atunci ea nu
poate avea si asimptota oblica la + o, respectiv — .
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/ Exercitii si probleme

Exersare
E1. Si se determine asimptotele orizontale ale functiilor /:D =R, in cazurile:
1 1 X
a) f(x) =3 b) f(x)=—7 ) fx)=,"
X x=3 —X
3x X
d =— = ; =
W= 9= Df0)=5"
Jx 3x? — x|x|
= h) fx)=—7—; ) fx)=—F"
9I0=3" W= D=
E2. Sa se determine asimptotele verticale ale functiilor /:D =R, in cazurile:
1
a) f(x)=——3 b) f(x)= ; ) f(x)=
e N e V)=
2 2
x“+1 x“+x+1
dfx)=—— ofx)=—F——- Dfx)=InG+I)
x"—4 x“=3x+2

1
g)f(X)=m; h)f(X)=2x_1-

E3. Sa se determine asimptotele oblice ale functiilor f:D =R, in cazurile:
_.2

’ 2 1

D fO=""5 b fE)= - 9=
_x2+2|x|' _ x\/;. X —2|x|
DI =T @S = h ="

Sintezad

S1. Si se determine asimptotele functiilor /:D - R, in cazurile:

x| x?

X
a)f(x)—m, b)f(x)=m> C)f(x)=m;
1+x 2 x?
D fe) =7 e)f(x)=‘x 7 f)f(x)=|xj;

2 3

x
— h)f(x)=x2_

g f(x)=




177

S2. Si se determine asimptotele functiilor /:D - R, in cazurile:

1
a) f(x)=x-2%; b) f(x)=xln(e+%);
3
c)f(x)=(x—1)1n(1+1; &) () =4
X x—1

S3. Si se determine parametri reali pentru care functia f/:D - R,
2
x°—1 . . < s
f(x)=—; are o singurd asimptotd verticald.
x“—ax+a+l
S4. Si se determine parametrii reali pentru care functia f:D ->R, admite

asimptota indicata:

2
+2a+b
Q) )= y= a4
(x+a)(x+a+l)
b = =x—a+3.
) S =TI y=x—a

Teste de evaluare

Testul 1
2 2
—6x+9
1. Daca/, = lim%, l, = lirnx2 ,atunci /| + ¢, este egal cu:
=3 x" =9 x>0 x® =3
a) 1; b) 3; c) + d) =0

2. Sa se calculeze:

sin(x2—5x+4). o oAx?43x

a) lim - ; b) lim
x> sin(x —1) x>0 2x +1
* x2+ax+3
3. Fie /'R >R, f(x) = ——— . Daci dreapta y = bx +2 este asimptota a
X

functiei £, atunci
a)a+b=3 b)ab=3  c)2a+b=3 d)a’+b>=3
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Testul 2

1. Sai se calculeze limitele de functii:

X arcsin x VxZ+x+1

a) lim— b) lim
x>0S8Inx arctg x x»>—oo  3x—1
3)6 X
2. Dacd [, = lim ©_ =1, atunci:
x>0 X
a)a=2; b)a=4; )a=3el; dya=1.
2
3. Functia /:D =R, f(x) = 2ax— are o singurd asimptotd daca:
x°+2bx +1

a)a=b=0, Db)a=b=1 c)a€Rbe(-1L1);, d)beER a=".

Testul 3
3x2—4x—4 2% —3%)2
1. Si se calculeze: a) lim%; b) lim g
x-=>2 x°—4 x>0 XSInx
x?—4a?

X—=>a

2. Sa se determine a €ER pentru care lim—=——+= = 4.
e

3. Si se determine valorile parametrului real a stiind cd dreapta y = ax +a+1
este asimptotd a functiei /R >R, f(x)=vx?+4a?

4. Sa se studieze daci functia /R - R, cu proprietatea ¢ 2 f'(x) + 3 f(—x) = x> —1,
Vx €R, are limita in oricare punct x, ER.

Testul 4

x4+ a3,x <a

x+1, x>a

pentru care functia f'are limitd in oricare x, ER.
x?+ax+ 3x <1

2. Se considera functia /'R >R, f(x)=13x +5 . Sa se determine

5 , x>1
x“+2

1. Se considerd functia /'R =R, f(x) = { . Sa se determine a ER

- fd
a,b ER astfel incat f'sa aiba limitd in x =1 si sa existe lim L{()
x—=>1 X —

3. Fie f/:D >R, f(x)=ax +Vbx* +cx —1, a,b € (0,+»),c ER. Si se deter-
mine parametrii a, b, ¢ astfel incat dreapta y = 2x +1sa fie asimptota oblica spre
+ oo, iar y = —1sd fie asimptota spre — oo.
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Capitolul 2

Functii continue

Fie f:D >R, o functie reald de variabild reald si x, € D' un punct de
acumulare pentru multimea D.

In calculul limitei functiei f in punctul X, s-a avut in vedere studiul
comportdrii valorilor functiei f In vecindtatea punctului x, dar fird a avea in
vedere valoarea functiei In x .

De asemenea, in calculul limitelor de functii s-a observat ca pentru functiile
elementare studiate f:D - R, limita acestora in punctele de acumulare x, € D
este egald cu valoarea functiei in x,, adica lim f(x) = f(x,).

X=X,

2.1. Functii continue intr-un punct

2.1.1 Problema continuitatii unei functii intr-un punct

Sa consideram functia /R - R,

Ay
x+2, x=-—1
x+1, x €(-12) 5 frmmmmmm e
fx)= _
L x=2 al
2x =1, x €(2,+>)
3,_ __________

al carei grafic este reprezentat in fig. 2.1.

Lecturand imaginea geometrica 277y
a graficului functiei f constatdim cd
existd doud intreruperi ale acestuia,
sianumeinx, =—1siinx, =2.

Sa studiem ce se intampld cu
limitele functiei fIn aceste puncte de
intrerupere si intr-un punct oarecare
xo ERN{-1,2}, in care graficul nu T

prezinta intrerupere.

S

=y

—_
[\
w
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Avem: lim f(x)= lim (x +2)=1si lim f(x) = lim (x +1) = 0.
x—=>—1 x—=>—1 x—=>—1 x—=>—1
x<—1 x>—1

De asemenea, avem cd f(—1) =1.

Asadar, in punctul x, = —1 functia f nu are limitd. Pentru x, = 2 se obtine:
lim f(x)=lim(x +1)=3si lim f(x) =limQ2x —1) =3, iar f(2) =1L
x-=>2 x=>2 x-=>2 x=>2
x<2 x>2

In acest caz, functia fare limitd in x, = 2, dar limita nu este egald cu valoarea

functiei inx, =2.

G

Dacax, € IR\{— 1,2} se obtine cd lim f(x) = f(x,).

Asadar,

® intr-un punct de intrerupere al graficului, functia f nu are limita sau daca
aceasta limita existd ea nu este egala cu valoarea functiei in acest punct;

* in punctele 1n care graficul functiei f nu se intrerupe, deci are imaginea de
curba continud, limita functiei f exista si este egala cu valoarea functiei in
acest punct.

Aceste observatii sugereaza introducerea urmatoarei notiuni:

Definitie.

Fie :D =R o functie reald de variabild reald §i x, € D un punct

de acumulare pentru D. Functia f se numegste functie continud in
punctul x, € D daca lim f(x) = f(x;,)

X=X

Y

Definitii.

Fie f:D =R o functie reald de variabild reald si x, € D.
> Functia f se numegte discontinud in punctul x, € D dacd nu este
continud in x,.
» Punctul x, € D se numeste punct de discontinuitate al functiei f,
dacd functia f nu este continud in x,.
» Punctul de discontinuitate x, € D se numeste de speta intdi, dacd

limitele laterale ale functiei in x , existd si sunt finite.
» Punctul de discontinuitate x, € D se numeste de speta a doua,

dacad cel putin o limitd laterald a functiei fin x, nu existd sau este

infinitd.
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EXEMPLE
' x, x=0 . .

» Functia f R—>R, f(x)= are x, = 0 punct de discontinuitate

x+Lx>0
de prima spetd deoarece f(0—0)=0, f(0+0)=1, f(0)=0.

x+1,x=<0

» Functia fR->R, f(x)=11 0 are x, = 0 punct de discontinuitate
-, X >
X

1
de speta a doua deoarece f(0—0) =1, f(0+0) =lim— =+ 0.
x=>0 X
x>0

OsBservATI

v’ Revenind la functia f'studiatd anterior, rezulti ci ea este continui in oricare
punct x, ER\ {-1,2} si discontinua in punctele x, = —1si x, =2.

v/ Intr-un punct izolat al domeniului de definitie al functiei f:D >R,
aceasta functie se considera functie continua.

v Egalitatea lim f(x)= f (x() din definifia continuitdtii presupune:
X=X,

1) existenta limitei functiei in x y;
11) egalitatea acestei limite cu valoarea functiei in x .
v’ Functia f:D - R este discontinui in punctul de acumulare x, € D, daci nu
are loc egalitatea lim f(x) = f(x ). Acest fapt presupune una din situatiile:
X=X,
1) limita finctiei fnu existd in x y;

i1) limita functiei f'exista In x ,, dar nu este egald cu valoarea
functiei in x,.

“ DEFINITIE.

O functie :D —=R este continud pe multimea AC D dacd este

continud in oricare punct x, € A Mulfimea pe care o functie este
continud se numegste domeniu de continuitate al functiei si se va notaD .

OBSERVATIE

v" Avéand in vedere rezultatul obtinut in capitolul Limite de functii, ci daci

f:D =R este functie elementara si x, € D, atunci lim f(x) = f(x,),

X=X,
rezultd ca functiile elementare sunt continue pe intreg domeniul de definitie.
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RETINEM!

» Functiile polinomiale, radical, putere, exponentiale, logaritmice, trigono-
metrice, rationale sunt functii continue pe domeniul de definitie.

PROBLEME REZOLVATE

v Si se studieze continuitatea functiei f:D - R:

xz—l,xs x2+ax+1,xsl

>

=<1 0
a) f(x)= >1;b)f(X)= 0;C)f(X)=

x2, Inx, x> 2x +a?, x>1
Rezolvare.

a) Functia este continua pentru orice x, € (—o,1), respectiv x, € (1,+»),
deoarece este restrictie a unei functii de gradul 1, respectiv de gradul 2 la aceste
intervale.

Studiem continuitatea functiei in x, = 1. Rezulta:

lim f(x) =1limQ2x —1) =1, lim f(x) =limx* =1, f(1)=1
x—>1 x—>1 x—>1 x—>1

x<1 x>1

Asadar, limita functiei fin x, =1 exista si este egald cu valoarea functiei In
x, =1, deci functia f'este continud in x, =1.

In concluzie, functia f'este continui pe R.

b) Functia f'este continua pe (— o0, 0), fiind restrictie de functie de gradul 2 pe
acest interval si este continuda pe (0,+) fiind functie logaritmica pe acest
interval.

Problema continuitdfii se pune in x, = 0. Avem:

lim f(x)=limx2=1)=—1 si lim f(x)=limlnx =— .
x=>0 x=>0 x=>0 x=>0
x<0 x>0 x>0

Asadar, functia f nu are limitd in x, = 0 s1 astfel nu este continud in x, = 0.
Domeniul de continuitate al functiei f'este D, =R\ {0}
¢) Pe intervalele (— o,1) si (1, + o) functia f este continua fiind restrictia unor
functii de gradul 2 si gradul 1 pe aceste intervale.
Studiem continuitatea functiei finx, =1. Avem:
lim /(x) = lim(x* +ax +1) =2+a,
-1 -1
<l *
lim f(x) = limQx +a*) =2+a*si (1) = a+2.
x->1 x->1

x>1 x<l
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Functia feste continua in x, = 1 daci si numai daci2 + a =2+ a*, deci daca
a€{0,1}.

In concluzie:
* pentru a € {0,1} domeniul de continuitate al functiei f'este D, =R;
* pentru ¢ ERN{0,1} domeniul de continuitate al functiei f este
D, =R\{1}.

/ Exercitii si probleme

Exersare

E1. Sa se studieze continuitatea functiei f/:D - R in punctele specificate:

a) fx)=x>—Tx,x, E{~1,0,1};  b) fx)=x+2x|, x, €{-1,0,2};
2
c) f(x)= x+1,x0€{—2,1}; c)f(x)=x—\/;,x0 e{0,4}.
X
E2. Si se studieze continuitatea functiilor in punctele specificate:
2 <1
a) fR>R, f(x)={" " 7 x,=1
2x—1x>1
[sin x <0
b) fR>R f(x)=1 x '~ ,x,=0
x+1l, x=0
[3x+1, x=<0
0) SRR, f(x)=1"—x €01}, x, €{0.1},
Mlnx, x =1
3 x=-1

d) £{-1U@O,+») >R, f(x)=13+x, x €(0,1), x, E{-1 1},
x+3
X0
(2x —1

E3. Si se studieze natura punctelor de discontinuitate pentru functia /:D - R:

2 _ < 2 =2, x<0
a)f(x)={x x+2x =1 b)f(x)={ x =<

=1

-1, x>1°~ 3x—2x,x>0’
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x? Inx, x>0
—, x <1
¢) f(x)=y1x—1 ; d) f(x)=12, x=0.
Ix—1,x=1 1
-, x<0
X
E4. Sa se studieze continuitatea functiei /:D —= R, in functie de parametrii reali:
x+a, x=1 2Y +24x<0
a) f(x)=19 , ; b) f(x)= ;
x“+x+1, x>1 ax+3, x>0
s1n(ax)’ £ <0
2x 2ax +1,x =0
©) f(x)=12a*, x=0; d) f(x)=1x+a, x €(0,1).
x+b x=1
5x +2a, x>0

Sinteza

S1. Si se studieze continuitatea functiei f:D - R:

sin(ax +x?%) 2 2
—, x <0 \/6x +4a” +4ax, x <1
a) f(x) =1 x ; b)f(x)={ ;
In(x+¢%), x20 x" +4a, x>1
2a+arcsmx’ x €[-1,0)
In(1+ ax) 2*+a,x<a
o fx)y=y——", x>0 ;o D fx)= -
X 3 4+a,x>a
—1l+sinaxr, x=0

S2. Si se determine constantele reale pentru care functia /:D -> R este continua,
in cazurile:

9% —4.3%% 112 x <1 3% 42x, x <2a—1
a)f(x)= 5 ;b flx)= i , 3
a—ax —15x~, x>1 9 —47, x=a
2 .30 <] 2 43 x <1
) f(x)=112, x=1 ; d) fx)=1x>=3x+7 x €[1,2].

372 x> 2% 435 8 x >2
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S3. Si se determine a, b €R pentru care functia /:D -> R este continui si are loc
conditia data:

3x? —x, <1 -7
oy =1" " T G LTI
ax’+bx+3, x=1 1 x-—1
In(l +sin? x)
s el —7(0
b) f(x) = <0 exista i LSO
x=>0 X
ax + b, x=0

2.2. Operatii cu functii continue

Fie f,g:D —>R doua functii reale de variabild reald si x, € D. Folosind
operatiile cu limite de functii se obtine urmatorul rezultat pentru functii continue:

Y TEOREMA 1

Daca functii f,g:D - R sunt functii continue in punctul x, € D, A

atunci:
a) functia f+ g este continud in punctul x;
b) functia f — g este continud in punctul x;
c) functia f - g este continud in punctul x;

d) functia ! este cotinud in punctul x,, dacd g(x,) # 0;

e) functia f¢ este continud in punctul x,, dacd operatiile [* si
\(/ (g )8 gy sens in R. )

OBSERVATII
v’ Proprietitile a), b), ¢) se pot extinde sub forma:
® daca f, g sunt continue in x, € D si o, €ER, atunci functia af + g
este continud in x, € D.
v’ Daci functiile f,, f5,..., f,, :D = R sunt continue in x, € D, atunci:
* functia sumd f, + f, +...+ f,, este continud in x, € D;
* functia produs f, - f, -..: f, este continud in x, € D.

v’ Daci functiile f,g:D - R sunt continue pe multimea 4 C D, atunci si

functiile f+g,f —g,f " g,i sunt continue pe multimea 4.
g
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Teorema 1 ne arata faptul urmator: efectuand operatiile elementare cu functii
continue se obtine ca rezultat functii continue. In cazul in care se opereazi cu
functii care nu sunt continue nu se poate afirma nimic despre continuitatea
rezultatului.

EXEMPLE
. -2,x=<0 I, x<0 o ' )
1. Fie f.g R>R, f(x) = {2, >0 glx)= {—2,)6 -0 functii discontinue in
x,=0.
Se obtine cd (f+g)(x)={_’ : (f—g)(x)z{_3’xso;
0, x>0 4, x>0
-2,x=<0 f —-2,x=<0
(f.g)(X)={_4’x>0; (E)(X)z{—l,x>0

sifxg, g, isunt functii discontinue In punctul x, = 0.
g

—-Lx=<0

, x=<
cg(x)=1" , functii discontinue in
L x>0 §® {—1,x>0 t

2. Fie f,g:fR—>|R,f(x)={
x,=0.

Se obtine cd (f+g)x)=0,(f g)x)=—1, (g)(x) =—Lx €R, deci

functiile /' +g, f - g,i sunt continue in x, = 0.
g

Avand in vedere calculul cu limite de functii compuse se obtine:

Y TEOREMA 2

(continuitatea functiilor compuse).

Fie f:D->R u:A-=D functii reale de argument real i
h:A—=>R, h(x) = (f ou)(x) functia compusd. Dacd functia u este continud
inx, € Asi functia f este continud in punctul uy = u(x), atunci functia
h este continud in punctul x, € A

OBSERVATII

v’ Daci functia u este continui pe 4 si f continud pe D, atunci functia
compusd 4 = f o u este continud pe A.

v’ Daci una din functiile f sau u, sau amandoud nu sunt continue, nu se
poate afirma nimic despre continuitatea functiei compuse.
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TEMA

Studiati cazul functiilor:

x, x€Q
R->R = =1 .
a)f,l/l af(x) X5 u(X) {x-l—l,xEIR\Q’
x,x €EQ x, x€Q
b R~- = - .
J S uR=R ) t+LxER\Q’u@) i—LXER\Q

/ Exercitii si probleme

Exersare

E1. Si se studieze continuitatea functiilor f,g:D - R si a functiilor f+g,
f—g,f'g,i, in cazurile:
g

a) fx)=x-Lgx)=x+L b)fx)=x"-1gkx)=3x—x%

1
¢) f(x)=2%, gx)=1x; d)f(x)=lnx;g(x)=ln;;
2
e)f(x)={x =0y =a-;
x+1, x>0
_{2x—1,x$0 _{l—x, x=<0
DIC=12l x50 9T 4L x>0

E2. Si se studieze continuitatea functiilor compuse fog si go f in cazul
functiilor f,g:R = R.

a) f(x)=x—Lg(x)=2x—3; b) f(x)=x>+1, gx)=x—1;
¢) f(x)=vx*+1,g(x)=x—1; d) f(x)=In(x?+1), g(x)=2x -1

Sintezd

O,g(X)= 5

x+a x<0 2ax, x=<0
S1. Se dau functiile f,g: R >R, f(x)= .
x—x,x>0

x2+l,x>

Sa se determine a €R pentru care functia f + g este continud pe R.
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S2. Si se studieze continuitatea functiilor £:R =R si /2 in cazurile:

_ —l,xsl‘ X, xSl‘
a)f(x)—{l, s b)f(X)—{_Lx>l,

_ x+a,x$l. _ 2x+a, x <2
C)f(x)_{2x+1,x>l’ d)f(x)_{x+a, x>2

S3. Si se studieze continuitatea functiei f o g in cazurile:
a) f(x) =2x —4, g(x) =sgn(x),x ER

b) f(x)=3x—6,g(x)=|x—1,x ER;

2= = - 1eR,

c) flx)= 2’x>1,g(36)— x—LER;
I—x,x <1 a’,x <1
d = , =17 .
) f(x) {o, x>1g(x) {x,x>l

S4. Si se studieze continuitatea functiilor /o g, g o f in cazurile:

a)f(x)={ex’ xSO,g(x ={lnx,x>1.

x+1Lx>0 x<1’

\/;, x=0 ) xz, x=0
,g(x) = .

%/;, x<0 1+x3%, x<0

2

b)f(X)={

2.3. Semnul unei functii continue pe un interval

Fie/ CRun interval si f:/ - R o functie
continud. Imaginea geometricd a graficului
functiei f pe intervalul / este o curba care nu
are intreruperi (fig. 2.2).

Lecturand graficul din fig. 2.2 se poate
observa cd daca a,bEIl,a<b si A este un
numdr intre f(a) si f(b), dreapta de ecuatie
y = A intersecteaza graficul functiei f intr-un

punct M (a,A). Asadar, pentru orice valoare
intermediard A dintre f(a) si f(b), existd
a €| a,b] astfel incat f(a) = A.

=Y
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 DEFINITIE

Functia f:1 =R are proprietatea lui Darboux pe intervalul |

dacd oricare ar fi a,b € I ,a < b si oricare ar fi A cuprins intre valorile
f(a)si f(b), existd un punct c € (a,b) astfel inct f(c) = A.

Legatura intre functiile continue si functiile care au proprietatea lui Darboux
este datd de urmatoarea teorema:

& TEOREMA 3

Orice functie continud pe un interval are proprietatea lui Darboux
pe acel interval.

EXERCITIU REZOLVAT

2
+3x, x <1
Sd se arate cd funcfia 'R >R, f(x)= {: * xl are proprietatea lui
—X, x>

Darboux pe oricare interval [ CR.

Rezolvare.
Pe intervalele (— o,1) si (1,0) functia f'este restrictia unei functii polinomiale
de gradul 2, respectiv gradul 1. Rezulta cd f este continud pe aceste intervale.
Deoarece f(1—0) = Eci_r)rll(x2 +3x)=4,f1+0)= %Ci_r)rll(S —x)=4si f(1) =4,
x<l x>1
functia f este continud si in x =1. Asadar, functia f este continua pe R si, din
teorema 3, ea are proprietatea lui Darboux pe orice interval / CR.
OBsERVATI
v’ Daci o functie f:D - R este discontinui pe un interval/ C D, nu rezulti
ca fnu are proprietatea lui Darboux.
v’ Daci functia f:D - R are proprietatea lui Darboux pe intervalul / C D,
atunci ea poate avea numai discontinuitati de speta a doua pe /.
v" O functie /:D =R, care are discontinuititi de speta intdi pe un interval
I C D nu are proprietatea lui Darboux pe acest inteval.
v’ Daci f:D - Rare proprietatea lui Darboux pe intervalul/ C D, atunci in
mod necesar, multimea (/) = { f(x) | x €l } este tot interval.

v" O functie neconstatni f:D - R care are un numir finit de valori nu are
proprietatea lui Darboux pe intervalul /.

(I Jean-Gaston Darboux (1842 -1917) - matematician francez. A fost profesor in domeniile geometriei,
mecanicii, teoriei ecuatiilor diferentiale, analizei matematice.
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Consecinte ale proprietatii lui Darboux

Consecinta 1.
Fie f:[a, b] =R o functie continud pe [a,b]
Daca f(a)- f(b) <0, atunci existd ¢ € (a,b) astfel incat f(c)=0.

Consecinta 2.

Fie f:I =R o functie continud pe I. Dacd f nu se anuleazd pe intervalul 1
atunci functia f are acelagsi semn pe 1.

Intr-adevir, daci fnu ar avea acelasi semn pe 7, atunci ar exista a, b € I astfel
incat f(a)- f(b) <0. Aplicand consecinta 1, existd ¢ € (a,b) astfel incat
f(c) =0, ceea ce contrazice ipoteza.Asadar, f pastreaza acelasi semn pe tot
intervalul.

Aceste consecinte permit ca pentru o functie continud sa se poatd stabili
semnul pe un interval pe care ea nu se anuleazd cunoscand semnul functiei
intr-un punct al intervalului.

EXERCITIU REZOLVAT
Sd se stabileascd semnul functiei f:(1,0) >R, f(x)=(x —3)In(x —1).

Rezolvare.

Ecuatia f(x) = 0 are solutiile x; =2, x, = 3. Deoarece f este continud pe
(1,00) si nu se anuleaza pe intervalele (1,2), (2,3), (3,), ea are semn constant pe
fiecare din aceste intervale. Pentru determinarea semnului functiei pe fiecare
interval stabilim semnul unor valori particulare ale functiei.

3 3 5 1. 3
Astfel —|[==In2>0; f|-|=——In—<0si f(4)=1n3>0.
stfel, f(2) 2n O,f(z) 2n2 Osi f(4)=1In3>0
Rezulta urmatorul tabel de semn:

X ‘ 1 2 3 0

f(x)=(x—3)ln(x—1)‘++++++0 ——————— O+++++++

In concluzie:
® f(x)>O0pentrux €(1,2)U((3,»);
® f(x)<Opentrux € (2,3).
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/ Exercitii si probleme

Exersare

El. Fie /'R >R, f(x) = 3x 4+ 1. Si se arate ca f are proprietatea lui Darboux pe
intervalele/ | = (—=2,2)s1/, = [0,3]. Exista intervale pe care fnu are proprietatea
lui Darboux?

E2. Si se stabileascd dacd functia f/:D - R are proprietatea lui Darboux pe
intervalul dat:

2 re=1" =0 =)
sinx,x >0
In(1+x) .
o= x ST o

x+cosx, x E[O,+00)

arcsinx, Xx E[— 1, O] 1
c) f(x)= A =1—=,21.
x+3%, x €(0,+x) 2
E3. Sa se stabileascd semnul functiei /:D = R:
a) f(x)=x"—x; b) f(x)=2"—1;
c) f(x)=3"—9; d) f(x) =sinx, x €[0,27].
Sintezd

S1. Si se arate ca functiile f:D =R, au proprietatea lui Darboux pe oricare
interval din domeniul de definitie:

[1-Vx

—_— >

1—x2~ x>1 x2+5x—6, x =1
a) f(x)=1025, x=1 ; b)f(x)=14Jx—1sin(x—1) o7

. X

sm(42x —4) x e 3(x? =1)

8x° —8

rO, x=2

o —{O’ el
0 &)= {1+3x2] s2 V% G, xerz
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S2. Folosind consecinta 1 a proprietatii lui Darboux, sd se arate cd urmatoarele
ecuatiile au cel putin o solutie pe intervalul dat:

a)x>+4x2-5=0,1 =[0,2]; b) x> +5x=27=0,1 =[0,3];
O x+2°—2=0,1=[01]; d)x+1+sinx=0,]=[—%,0}

&) x +1Inx = 0,1 = (0,1).
S3. S se stabileasca semnul functiei /:D - R:

a) f(x)=x@2" =1); b) f(x) = (x =13 =27);

2" -1
) f(x)=(3" —=Dlog, (x +2); d)f(x)— 5
Vx — 1
e) f(x)=———1— f) f(x) =@’ —x)x*~16).
S4. Sa se rezolve 1necua;111e:
a) 2" —1)(x*—=1)=0; b) (x —x>)1—=+vx +1)<0;

o) (x—1+\/x2 +1)(J¥—1) <0;  d)@*—3")(2—log,(x +1)) <0.

S5. Se considera functia /'R >R, f(x) =x +e".
a) Sa se arate ca functia f'este strict monotona pe R.
b) Folosind proprietatea lui Darboux, sd se arate ca functia f este surjectiva.

Teste de evaluare

Testul 1
1. Si se studieze continuittea functiei /R - R,
2
+
* K eR{-10,1}
fx)=1x"— |x .

1, xe{-101}
2. Si se determine parametrul real pentru care functia /'R =R,
x+2% x <1
fo=1"
4% -1, x >1

este continud pe R.
3. Sa se stabileascd semnul functiei /:(0,%0) =R,

=27 -1)3" -9).
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Testul 2
sin? 2x
2

1. Si se studieze continuitatea functiei /'R >R, f(x)=1{ax+b, x €[0,1]

, X €(=,0)

sin(x —1)

2

x € (L, +)
| x°—1

in functie de parametrii reali a si b.
2.Fie fR=>R f(x) ={x’ xeq
| . ’ x?, x ER\Q
a) Fiel = [2,3]. Exista valori ale lui x €1 pentru care f(x) =357
b) Functia f'are proprietatea lui Darboux pe 7 ?
3. Si se rezolve inecuatia 2% —16)(x —x°>) < 0.

Testul 3
1. Se considerd functia f/:R =R, f(x) =x[x]. Sa se studieze continuitatea
functiei finx, € Z

9 . .. . . x24a+x ,X<a
2. Sa se studieze continuitatea functiei f:R—=>R, f(x)= 5
2x+ax”, x>a

pentru a €ER.
3. Sa se stabileascd semnul functiei /'R =R, f(x) = Q2" —2)(x — a) in functie

de valorile parametrului real a.

Testul 4
L , . , o NP2 437
1. Se considera functia f:N - R data de relatia f(n) = )lcl_)rg m .
Sa se calculeze suma f(1)+ f(2)+...+ f(n).
2. Si se arate daci [ a, b] = R este functie continuid si f(a) = a, f(b) < b, atunci
existd x, € [a,b] cu proprietatea ca f(x,) = x,.

2% =2)(log, x —1),x > 0

x3—x, x<0

3. Si se studieze semnul functiei /R =R, f(x) = {
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Capitolul 3

Functii derivabile

3.1. Derivata unei functii intr-un punct

3.1.1. Tangenta la o curba intr-un punct

Fie f:D —-R,D CR o functie continua,
%, imaginea geometricd a graficului acesteia
si Mo, /() M (x,f(x)) puncte pe
curba ¢, (fig. 3.1).

Dreapta M (M este secantd curbei 9, si
face cu axa Ox un unghi de masurd «. Panta
(coeficientul unghiular) al dreptei M ;M este
egald cu

@)= o)

X _XO

m=tga =

Fig. 3.1.

Lecturand graficul din figura 3.1. se observa cd atunci cand punctul M se
apropie de punctul M ,dreapta M (M tinde sd se suprapund cu dreapta (d),
tangenta la curba %, in punctul M ,.

Dacd punctul M se apropie de punctul M , atunci x tinde cétre x ;. Rezultd ca
panta tangentei (d) la curba &, in punctul x, € D este

o tim L) =S 0)

X=X X=Xy

cand aceasta exista.
Dacd m'= * o, atunci tangenta in punctul x, este o dreapta verticald.

RETINEM!

Functia f:D =R, continua in punctul x, € D, admite tangenta in x , daca

x)—f(x —
si numai daca exista m' = lim S&) =/ &) € R si panta tangentei este m'.

X=>X X=Xy
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EXERCITIU REZOLVAT

Sd se studieze dacd graficul functiei f R —=R admite tangentd in punctul
specificat:

2
) x°,x=<0
a) f(x)=x"—3x,x,=4; b) f(x)= ,Xo =0;
x3,x >0
¢) f(x) =x[,x, =0.
Rezolvare.

Se va studia existenta limitei raportului R(x) = in punctul x,

SO = f(xo) .
—

Xo
specificat.
a) Avem:
2 2 2 _ 42
—3x—4"+3-4 —47)—=3(x—4 —4)(x +1
Ry = X _@ 434 _ -t

x—4 x—4 x—4
Rezultd ca lim R(x) = lim(x +1) =5. Asadar, curba % admite tangenta in
x—=>4 x4

punctul M ,(4,4) cu panta m =5 si ecuatia y —4 = 5(x —4) de unde rezulta ca
y=5x— 16.1

b) Vom calcula limitele laterale in x, = 0 ale raportului R(x).

2 _ 3

limR(x) = lim =limx =0; limR(x)=Ilim =limx? = 0.

x=>0 x>0 X — x=>0 x=>0 =0 x—0 x=>0

x<0 x<0 x>0 x>0 x>0
Sx)=/(0)

Rezulta cad exista lim
x>0 x—0

punctul M ,(0,0) cu panta m = 0 si ecuatia y — 0 = 0(x — 0), adica y = 0.

=0, deci curba G admite tangentd in

|x|—0 —X |x|—0 X

c) Avem: lim = lim— =—1si lim =lim—=1
x»0x—0 x>0 X x>0 x—0 x>0 X
x<0 x<0 x>0 x>0

Rezulta ca nu exista 1imw

, deci ¢ nu admite tangentd in punctul
x=>0 X —
M (0,0).

(' Ne reamintim!
Ecuatia dreptei determinatd de punctul M(x,,y,) si panta m este y — y, = m(x —x,).)
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3.1.2. Functii derivabile intr-un punct

Din rezolvarea exercitiului anterior se observa cd existd functii numerice
J(x) = f(xp)

x_xO

f:D —=Rpentru care limita in x , a raportului R(x) = existd, dar si

functii pentru care aceastd limita nu exista.

Y DEFINITII

Fie functia f:D -R,D CR si xy €D un punct de acumulare al
multimii D.
» Functia f admite derivatd in punctul x, €D dacd existd
S =) L
lim———————= nR

X=X X=Xy

, x)— f(x
» Valoarea acestei limite notatd f'(x,)= llmM se
X=X X=Xy

numeste derivata functiei f in punctul x,.
> Functia [ se numegte functie derivabild in punctul x, € D dacd

. X)—J X . . .
limita f'(x,) = lim &)= ) existd §i este finitd.
X=X, X=Xy

OBSERVATIE
v’ Daci functia f'este derivabild in punctul x o € Drezulta ca are derivata in

X . Reciproca acestei afirmatii nu este adevarata.

ExempLU
Sa consideram ca functia /'R =R, f(x) = Ux six, =0.
Avem:
— £(0 3 1
limM =lim— \/; = lim + oo,
x->0 x—0 x>0 X x=>0 13/ O(+)

Asadar, functia f are derivatd in punctul x, =0, f'(0) =+, dar nu este
derivabild in x, = 0.
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EXERCITIU REZOLVAT

v’ Sd se studieze derivabilitatea functiei f R =R in punctul xy=0:

) {x2+x,xSO
a) f(x)=sinx +x; b) f(x)=

3x 2 +x,x > 0'

Rezolvare.
a) Avem:
— (0 S ) )
lim L&) =S Oy sinxtx lim(smx +1)= lim = +1=2.
x=0 x—0 x>0 X x>0\ X x>0 X
Rezulta cd f'este derivabila inx, =051 f'(0) =2.
b) Avem:
A >+
lim SO T EE e+ =1 i
x>0 x—0 x>0 X x>0
x<0
A 3+
lim LSO 3T G+ =1
x>0 x—0 x>0 X x>0
x>0

Rezulta cd f'(0) =1si feste derivabild in x, = 0.

Interpretarea geometrica a derivatei intr-un punct

Fie /:D = R,D CR o functie care admite derivata in punctul x, € D.

Din punct de vedere geometric, existenta derivatei functiei f'in punctul x,,
este echivalenta cu faptul cd graficul functiei admite tangentd in punctul
M (xy, f(x,)) a carei pantd este

m= f'(xg).

Ecuatia tangentei In punctul M, (x,, f(x,)) este:

Y= Jf(xo)=f"(xo)x —x), dacd f'(x,) ER;

X =x,,daca f'(x,) ==*oo.

TEMA

Sd se scrie ecuatia tangentei In x, = 0 la graficul functiei f din exercitiul
rezolvat mai sus.
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 DEFINITII

Fie f:D =R o functie numericd si AC D o multime nevidd.
» Functia f se numeste functie derivabild pe multimea A dacd este
derivabild in fiecare punct x, € A.
> Multimea D = {x € A|E|f'(x) si f'x)ER} se numeste

domeniul de derivabilitate al functiei f.
» Functia f':D >R care asociaza la fiecare punct x, €D,
numadrul real f'(x,) se numeste derivata functiei f sau functia

derivatd a functiei f-

Avem ca
)= tim L8 60)
X=>Xx X=Xy

Folosind notatia x —x, = / se obtine scrierea

Sxog+h)— fxg)
I .

! =1'
S'(xg) hl_f)l(}

Cum x, € D este un numar ales arbitrar, rezultd cd legea de corespondenta a
functiei f” se poate scrie astfel:

Jo+h) = f(x)
h

f'(e) =lim NxE€D, | (1)

Operatia prin care functia f” se obtine din functia f'se numeste operatia de
derivare a functiei f.

PROBLEMA REZOLVATA
Sd se calculeze functia derivatd pentru functia 'R - R daca:
a) f(x)=x>+2x+3; b) f(x)=2" +1.
Rezolvare.

a) Conform relatiei (1), pentru x €ER avem:

+h)— +h)? +2(x +h)+3—-x?—2x -3
Py i LGNS C) @R 20 )+ 3=t =2x =3
h>0 h 70 h
2xh+h* +2h
= lim e T — im@x + A +2) = 2x +2
h=0 h =0

Asadar, f'(x)=2x +2,Vx €R.
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x+h _ 2%

272" =1
=lim————
h=>0 h

b) Avem: f'(x)= %ling =2"-In2.

Rezulticd f'(x) =2" In2,Vx ER

3.1.3. Derivabilitate si cotinuitate

Legatura dintre cele doud proprietdti locale, continuitatea si derivabilitatea,
ale functiilor reale de variabila reala este realizata de urmatorul rezultat.

& TEOREMA 1.

[ Orice functie derivabild intr-un punct este continud in acel punct. ]

Demonstratie.
Fie f:D-=R,D CR i x, € D un punct in care functia f este derivabild. Sa
demonstrdm cd lim f(x) = f(x,).

Avem: i
fim[ /@)= /()] = tim H =S 00,
X=>Xx X=X X=Xy

= limM~ lim(x—xy)=f"(x,):0=0

X=X X=Xy X=>Xx

(x—x9)=

Rezulta cd lim f(x) = f(x,), adica f este continud in punctul x .

X=X

OBSERVATIE

v/ Reciproca teoremei de mai sus este in general o propozitie falsa. Altfel spus,

o functie poate fi continud intr-un punct fard a fi derivabila in acel punct.

Asadar, continuitatea intr-un punct este conditie necesara pentru derivabilitatea
functiei in acel punct.
ExempLyu

Functia modul, fR->R, f(x)= |x | este continud in x, =0, dar nu este

derivabila in x, = 0 (tema).
EXERCITIU REZOLVAT

Sd se determine numerele reale a, b astfel incat functia f'R->R

x*4+ax+bx<0 5 .
fx)= 3 sd fie derivabild in x , = 0.
e, x>0
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Rezolvare.

Deoarece proprietatea de continuitate a unei functii intr-un punct este
conditie necesard pentru derivabilitatea functiei in acel punct, impunem conditia
ca f'sa fie continud in x, = 0.

Din f(0—0)= f(0+0) = f(0) se obtine egalitatea b = 1.

: N . x)—f0) . . .
Functia f'este derivabild in x , = 0. Rezultd ca lim Lg() exista si este finita.
x=0 X —
2 3x 3x
x“+ax+b—1 e’ —1 x(x+a e’ —1
Asadar, lim = lim < lim ( ) = lim -3,

x-=>0 X x=>0 X x>0 X x>0 3x
x<0 x>0 x<0 x>0

egalitate din care se obtine a = 3.
In concluzie, pentru a = 3si b =1 functia f este derivabli in xy,=0.

3.1.4. Derivate laterale

Am viazut ca pentru o functie numericd f:D - R existenta derivatei intr-un
. ) . ) x)— f(x
punct x, €D depinde de existenfa limitei raportului R(x) =—f( )= /1 0),
X=X 0

existentd care poate fi doveditd studiind limitele laterale ale acesteia. Legat de
aceste limite laterale se vor introduce notiunile de derivata la stanga si de derivata
la drepata intr-un punct.

& DEFINITII

Fie :D -R,D CR si x, € D un punct de acumulare al lui D.
» Functia f are derivatd la stdnga in punctul x,, dacd limita

. X)— X . A D TR v ot .
lim &)= fx) existd inR. Aceastd limitd se noteazd f(x,) si se
X=>X X — )CO
xX<Xg

numeste derivata la stanga in punctul x , a functiei f.

> Functia | are derivatd la dreapta in punctul x,, dacd limita
, x)— f(x
@)= 1)

X=>X X — .xO
X>X

existd inR. Aceastd limitd se noteazd f;(x) si se

numeste derivata la dreapta in punctul x,, a functiei f.
» Functia [ se numegte functie derivabild la stinga (la dreapta) in
punctul x, € D, dacd derivata la stanga (la dreapta) in x, existd §i

este finitd.
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EXEMPLE
1. Pentru functia /R >R, f(x) =|x |, avem:
flO)=lim—=~1si f;(0)=lim>=1
x>0 X x>0 X
x<0 x>0

Rezulta cd feste derivabila la stinga in x , = 0, respectiv derivabild la dreapta
inx,=0.

) x, x=<0
2. Pentru functia /R >R, f(x) = , AVem:
Inx,x >0
. x—0 .
/f;(0) =lim =1 si
x>0 X
x<0
Inx -0
f7(0) =lim =|lim—|-|limlnx |[= (+ ) (=) =—o0o0,
x>0 x>0 X x>0
x>0 x>0 x>0

In concluzie, functia fare derivate laterale in x, = 0 diferite si este derivabila
la stanga inx, = 0.

Legatura dintre derivatele laterale ale unei functii f intr-un punct si derivata
functiei in acel punct este data de urmatorul rezultat.

Y TEOREMA 2

Fie f:D -R,D CR si xy €D un punct de acumulare al lui D.
> Functia f are deribatd in punctul x, dacd si numai dacd derivatele
laterale in x jsunt egale. In acest caz fs' (xo)= fd (x0)=f"(xp).

> Functia f este derivabild in punctul x dacd si numai dacd f este
derivabild la stdnga si la dreapta in x si derivatele laterale sunt
egale.

/

PROBLEME REZOLVATE

Sa se stabileasca derivabilitatea functiilor urmdtoare in punctele
specificate:

a) fR->R, f(x)=x|x—1

5 x()=1;

x3+3x, x=<0
b)f:IRelR,f(x)={ xy=0.

-3 +3x,x > 0’
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Rezolvare.

iy . —x? +x,x €(~o0,1]
a) Explicitand modulul se obtine: f(x) =

x?—x, x € (I, +»)

Avem:
-1 _ 2+
f‘S/(l)zhmf(x) f()=11m X x:hm(—x)z_l;
x=>1 x—1 | x—>1
x<l x<l1
— 1A 2 _
x—=>1 x—1 -1 x—1 x=>1

x>1 x>1

Deoarece fs' (1) = fa', (1), rezulta ca fnu este derivabild Tn x, =L
b) Avem:

3
x)— (0 x4+ 3x
fs’(0)=limf() SO _ =lim(x* +3) =3
x>0 X — x>0 X x>0
x<0 x<0 x<0
3
x)—f(0 —x~ +3x
fé(0)=limf( ) 2SO _ iy = lim(—x? +3) =3,
x=>0 x—0 x>0 X x>0
x>0 x>0 x>0

Deoarece f, (0) = f;(0) = 3, rezultd ca f este derivabilainx, = 0si /'(0) = 3.

/ Exercitii si probleme

Exersare

E1. Sa se stabileasca daca graficul functiei f:D - R admite tangentd in punctul
specificat, daca:

2x2—3x,xSO
Xy =0

a) f(x)=3x"—4x,x, =2 b fx)=1_, ,
5x“=3x, x>0
¢) f(x)=x+x—1,x,=1; d) f(x)=x7x|,x,=0.
E2. Si se arate ca functia f:D — R are derivatd in punctul specificat si sd se
calculeze aceasta:
a) f(x)=3x+11,x,=—1 b) f(x)=x%=3x—11,x,=2;
1

) fx¥) =5 % =0 d) f(x)=+x+1Lx,=0;

e) f(x)=2"4+3,x,=—1; f) f(x) =sinx +sin2x, x, = 0.




203

E3. Si se studieze derivabilitatea functiei /:D - R in punctul specificat si sa se
scrie ecuatia tangentei 1n acest punct:

a) f(x)=2x—x% x, €{0,1,2}; b) f(x)=x>,x, €{0,1,—1};

¢) f(x) =sinx +x, x, €{0,x}; d) f(x)=%+l,x0 e{-10,1}.
X

E4. Si se determine derivatele laterale ale functiei /:D - R in punctele date:

a) f(x) = —1, xy=1; b) f@) =x+|x| xg =0;

) ) x+1, x=-1 . 0/ () sin(zzx), x <1 !

C = R = — = ) = 1.
* xz—l,x>—1)CO * Inx, x>1 *o

Sintezd

S1. Si se studieze dacd urmitoarele functii /:D - R admit tangenta la grafic in
punctele specificate:

x+x[+1, x<0
a) f(x)= X E{-10,1};
cos x, x=0
et x=—1
B) £(r) =114 o**! xo €1-1,0);
, x <—1
2
x—1
e -1, x=0
c) fx)= ’ , X0 €E1—1,0,2¢.
4 {ln(1+2x),x>0 o €1 j

S2. Sa se studieze continuitatea i derivabilitatea functiei /:D - R in punctele
specificate:

x“4ax, x<0
a) f(x)= ’ ,xo =0;
)7 {2x—l, x=0""
b) £() 4x —a, x>2 5
X)= X = 25
x2+ax+b, x<2 0

¢) f(x)=min(x,2x —1),x, =1;

\/x2—1+a, x=1 —1

Xo =
arccosx + b, xE[O,l) ‘

d)f(X)={
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S3. Fie /:D->R si x, €D, punct de continuitate al functiei f. Punctul
M (x, f(x,)) se numeste punct unghiular al graficului functiei f daca functia f
are derivate laterale diferite in x, si cel pufin una dintre ele este finita.

Sd se studieze dacd punctul de abscisa x, este punct unghiular in cazurile:

2x—1, x<1 x2+1, x<0
a) f(x): 2 :»xO =17 b)f(x)z 7-x0 =05
x“+x—-1x>1 e, x>0
2 .
x°, x<0 sinx, x=<m
C)f(X)={. X9 =0; d)f(x)={ , Xg =TT
sinx,x =0 X—m, x>7

S4. Fie f:D - R i x|, punct de continuitate al functiei f. Punctul M (x, f(x,))
se numeste punct de intoarcere al graficului functiei f dacd functia f are derivate
laterale 1n x, infinite si de semne contrare.

Sd se determine dacad punctul de abscisd x, este punct de intoarcere in

cazurile:
) F) Vl—x,x =1 { b) £(x) Vx—=3, x=3 3
a) f(x)= Xo =1 x)= X0 = 3.
i1 x>1" 2W3—x,x<3 "

SS5. Si se determine parametrii reali pentru care graficele functiilor /,g:R =R
admit tangentd comund in punctul de abscisd x, €ER.

a) f(x)=2x+a,g(x)=x2 +bx+bx,=1;
b) f(x)=x2 +ax+b,g()c)=2x2 —x+Lx, =1

S6. Se dau functiile f,g:D >R, f(x)=x>+ax*+b,g(x)=23x+cx +1.
Sa se determine:

a) ¢ €R pentru care tangenta la graficul functiei g in punctul de abscisa
x, =l este paraleld cu dreapta de ecuatie y = 7x — 6.

b) a,b ER, stiind cd tangenta in punctul x, =1, la graficul functiei f este
paraleld cu dreapta y =5x +1, iar In punctul de abscisa x, = —1, tangenta are
ecuatia y = x +5.

S7. Se dau functiile f,g' R >R, f(x)=2x>+ax+b, g(x)=x> +bx +a. Sise
determine a, b €R pentru care graficele celor doua functii admit tangentd comuna.
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3.2. Derivatele unor functii elementare
Fie f:D - R o functie reald de variabild reald si D » domeniul de derivabilitate.

' +h)—
Functia derivatd este datd de /":D, =R, f’(x) = lim S i)z f(x).
h=0
Cu ajutorul acestei relatii se pot determina functiile derivate pentru cateva
functii elementare pe domeniul lor de derivabilitate.

Derivata functiei constante
Functia f:R >R, f(x) = c €ER, are domeniul de continuitate D, =R, iar

f'(x) = %im% =0, Vx €R. Asadar, functia constanta este derivabila pe R si
-0

f'(x)=0,Vx €R. Se scrie:| ¢' =0.

Derivata functiei putere cu exponent natural
Fie f:R->R, f(x)=x",n €N". Domeniul de continuitate este D, =R.

Avem:
) = lim (" —x" Cox""h+Cyx"h? +..+ Cyh" _
h=>0 h h=>0 h
= C,ix "= !

Asadar, functia putere este derivabild peR si f'(x) = nx"',x €R. Sescrie:

(x}’l)/ — nxn—l

EXEMPLE
» Daca f(x) =x, se obtine f'(x) =1,x ER si se scrie m
> Daci f(x) =x?, se obtine f'(x) =2x,x ERsi se scrie| (x*)' =2x.

Derivata functiei putere cu exponent numar real
Fie /:(0,+) =R, f(x) =x“,a €R. Domeniul de continuitate al functiei
(x+h)“—x“

este D, = (0,+ ). Derivata functiei f este:
h e
[1+2] -
X
f'(x)= }g}gT =limx*|—— |=x*" lim~—F—5—=

h a
(1+) S
x
h>0 h h=>0 h
)
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Rezulti ci f este derivabild pe (0,+%) si /'(x) =ax“",Vx € (0,+). Se
scrie:

) =a-x“".

EXEMPLE
» Pentru f(x) = \/;,x € (0,+ ) se obtine ca

o1 4
f’(x)=[ 2)=5-x 2=m,x € (0,+ ).

RETINEM! | (Vx) =#,x€(0, +o0),
X

!

1
» Pentru f(x)=§/;,x € (0,+ ) se obtine ca f’(x)=[x3]=

R/x?
x € (0,+00).

RETINEM! | (Vx) =—1— x € (0. +w)

3/x2

Derivata functiei logaritmice

Fie f:(0,+ ) =R, f(x) = Inx. Domeniul de continuitate al functiei f este
D, = (0,+ ). Derivata functiei f este:

h
InGe+ ) —1 ln(l+)
n(x —Ilnx X
' :l :1 —_—
J'x) hl—I;% h hl—% ﬁ x
X

2

X

In(1+
avand 1n vedere limita fundamentala lim nd+y)
»=0 y

= 1. Rezulta ca functia logaritmica

1 1
este derivabild pe (0,+ ) si f'(x) =—,x € (0,4 ). Se scrie:| (Inx)" =—.
X X

OBSERVATIE
v/ Pentru functia 1:(0,+%) >R, f(x)= log, x, folosind transformarea

fx) = E—x se obtine ci f'(x) = x € (0,+).
a

xina
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1
RETINEM! | (log,x)' = , XE€(0,4x), a>0,a#1
xIna

Derivata functiei exponentiale
Functia f:R - (0,+»), f(x)=a",a€(0,1)U(,+») are domeniul de

continuitate D, =R. Derivata functiei f'este:
x+h X h
. a’ —a . |a
f'(x)=lim—————=4a" -lim =a" Ina,x ER.
h=>0 h h

h=>0

Rezulta ci functia exponentiald este derivabild peRsi f'(x) = a* Ina. Se scrie:
(@) =a"Ina x ER.

In particular,

(") =¢e", xER

Derivatele functiilor trigonometrice sinus si cosinus

Functiile trigonometrice f,g:R - [-1,1], f(x)=sinx,g(x)=cosx au
domeniul de continuitate D, =R. Avem:

. h h
2sm5-cos X+ -

. sin(x +h)—sinx . 2
'x)=1 =1 =
/') hl—l;% h hl—l;% h
i SHlE
= (lim cos(x +—))- lim =cosx,x ER
h=>0 2 h=0 ﬁ
4

_h ( h)
—2s1n5-s1n X+

cos(x + ) —cosx 2

' —_ 1. o 1. o
g'kx) hl—r>1(} h hlen(} h
A
sin| —
. h ) 2 )
=—|limsin|x +—[|-| im————~ | = —sinx,x ER
h=>0 2 h=>0 ﬁ
2
© Ne reamintim!
a—b a+b a—b | a+b

. — b =—-2si .
P cosa — CoS Sin ) s P

e sing—sinb = 2sin * COS
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Asadar, functiile trigonometrice sinus si cosinus sunt functii derivabile pe R
si f'(x)=cosx, g'(x)=-—sinx, x ER. Se scrie:

(sinx)' = cosx

, | (cosx) =—sinx |,

Sistematizand rezultatele de mai sus se obtine tabelul:

x ER.

f'(x)=—sinx

Functia (ll)e(l)'lil\::lll)ii;lii:litz Derivata Scrierea uzuala
f:R=R, f(x)=¢ R f"R->R,f"(x)=0 c'=0
fR=>R, fx)=x R f"R-=R,f'(x)=1 x'=1
fR>R, f(x)=x> R fiR=>R,f'(x)=2x @) =2x

. f"“R-R, .
f:R=R, fx)=x",nEN R ra— x")'=n-x""
/' (0+®) >R, C
rilo4e) >R, f0)=x Oe) | oo L () =~
2Jx
/R >R, , .
‘R~ =3 R\{0 1 Ix) =
[ R=R, f(x)=3x {o} f.(x)=33 : (¥x) a2
X
f':(0,40) >R,
f:(03+°°)_>IRsf(x)=xa)a€R (0’+°°) f’(x)=a-xa_l (xa)'=a-x“_1
f':(0,40) >R, .
f:(0,40) >R, f(x)=Inx (0,+ ) )= 1 (Inx)'= -
X
fl(0,+°°) —>R, f(x)= loga X, 0 f’5(0,+00)—>[R, l -
a>0,a% 1 O4%) 1 iy = 1 (log,x) ="
xlna
; "R - (0,4 ), L
fR>(04), f(x)=e R )= et () =e
N "R~ (0,4 ), L
fR=> (04, f(x)=a R F@)=a" Ina (@) =a" Ina
7:R=[-11], £(x)=sinx R ;:(T): [c_oi’)lc]’ (sinx)' = cosx
f:R-> [— 1,1], f(x)=cosx R SR> [_ l’l]’ (cosx)'=—sinx
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TEMA

1. Aplicand formulele obtinute, s se calculeze derivatele functiilor f:D - R:
a) f(x) =2007,x ER; b) f(x) =5V2,x ER;
¢) f(x)=sin5,x ER; d) f(x)=x>,x ER;
e) f(x)=x", x ER; f) /(x) = log; x,x € (0,+);

g) f(x) =logysx,x €(0,+0); h) f(x)=2",x €(0,+);

i) f(x)=cos? %—sin2 %, x€R; j) fx)= 10g3(5x2) —log;(5x),x > 0;
7
K) f(x)=x3x>0; ) f(x)=e*,x ER
2. Pentru functia f:R R, f(x) = 4", si se calculeze £'(0),(f (1)), /' (=1).
3. Pentru functia /'R >R, f(x) = x, s4 se calculeze

!

Fen. (FeD), ren. (ren), f(é) ( f(é))

3.3. Operatii cu functii derivabile

Calculul derivatei unei functii oarecare, derivabile pe o multime D, folosind
definifia derivatei intr-un punct este destul de laborioasa. De aceea sunt necesare
reguli de calcul care sd evite folosirea limitelor de functii.

3.3.1. Derivata sumei si a produsului

Fie f,g:D >R, D CRsix, € D, punct de acumulare al lui D.

& TEOREMA 1

Daca functiile f,g:D =R sunt derivabile in punctul x, € D,\
atunci:
> functia f+ g este functie derivabild in punctul x, € D si
(f +8)'(xg) = f'(xg) +8"(xp).
> functia f - g este derivabild in punctul x, € D §i
(fg)(xg)=f"(xg) glxo)+ f(xg) g'(xg).
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Demonstratie.
Folosind operatiile cu limite de functii si definitia derivatei intr-un punct se obtine:
+ —(f+ —
ey = lim OO U+ _ o f0)=f o) |
X=>X X_xO X=>Xg x_xO

i 1im EOZEC) gy
X=>X X=Xy
(+)xg) = lim OO U )o0) _
X=X X=Xy
iy (f(x)—f(x())_
= lim g

x_xO

+g(}f)—g(x())
X=X

()

X=X,

'f(xO))=

)- limg(x)+(lim—g(x)_g(x0))

X=>Xx X=X X=Xy

lim f(rg) =

X=X

—(1- S @)= fx)
=| lim ——————
X=>Xx X=Xy

= f(x¢) g(xg)+g'(xg) fxg).
In acest calcul s-a avut in vedere ci functiile / g, fiind derivabile, numerele

f'(xy),g'(x,) sunt reale si f'(x,)+g'(x,) ER. De asemenea, din derivabili-
tatea functiilor f si g rezultd cd acestea sunt functii continue in x, si

lim f(x) = f(xo), lim g(x) =g (xg).

X=>Xx X=>Xx
OBSsERvATII
v Daci functiile f,g:D - R sunt functii derivabile pe D, atunci functiile

f+g si f-g sunt functii derivabile pe D. Regulile de derivare pentru
suma si produs sunt:

(f+g)=/+g"|si|(/-&)=/f"g+/g| (D)
v’ Luand functia constanti g (x) = ¢,x €R, regula produsului conduce la:
(¢f) =¢f

Pentru c =—1,se obtine: (—f) =—f"si (f—g) =f"—g"
Asadar, retiem:

) =c¢" |;| S=8)=/~g.
v’ Regulile de calcul din relatia (1) se pot extinde la un numdr oarecare de
functii derivabile. Se obtine:

(fi+fotot f)=fi+fs+.+f, nEN

i+ foror ) = 2o oot oo SL rat oot o).

k=1
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In particular, cand functiile sunt egale se obtine:

Sy =2-7/-f ;| (=31

sau mai general

(f"Y =n-f""f, neN.

EXERCITIU REZOLVAT
Sd se calculeze derivatele functiilor f:D =R, folosind regulile de calcul:
a) fx)=x+x°,x ER; b) f(x)=x+Inx,x € (0,+);

¢) f(x)=xInx,x €(0,+»); d)f(x)=x-1)"e",x ER
Rezolvare.
Functiile sunt derivabile pe domeniul de definitie.

a) Vom avea: f'(x) =(x +x3)( =x'+(x%) =1+3x% x €R

b) Obtinem:  f'(x)=(x+Inx) =x"+(nx)’ =1+%, x € (0,+);

c) Aplicam regula de derivare a produsului:

fx)=@Inx) =x'(Inx)+x(Inx) =Inx +x% =Inx+1, x € (0,+x);

d) Se obtine: , ,

ro=le-n%e] =[a-v] e +a-1iEy =
=5-x=D*@x =D e +x =D’ =5x-D*e"+(x -1 =
=x-D*(x+4)e",x ER

3.3.2. Derivata catului
Y Teorema 4.

~
Fie f,g:D - Rsi x, € D astfel incdt g(x,) # 0. Dacd functiile fsi g

sunt derivabile in punctul x, € D, atunci functia — este derivabild in x,,

si are loc relatia

(1) (rg) = L0 860) =S G0) &)
g g (o) J




212

Demonstratie.

Din derivabilitatea functiilor f; g In punctul x, rezulta continuitatea acestora
in punctul x,, deci lim f(x) = f(x,), limg(x)=g(x,).
X=X X=X

Avem succesiv:

, (f)(x)_(f )<x0> /) _ o)

(1) o) = lim 8 g) T _ 8@ glo) _
g X=X, X —Xy X=>Xg X=X

_ o JEgCr) = f()g ) _

= lim -

X=X (x_xo)g(x)g(xO)
Lo SO)gxo) = flx)gx) _

_gz(xo)x%xo X=Xy
B P (S BN O B LS IO
gz(xo) X=X, X—Xg X=X X=Xy
=f’(xo)g(xo)_f(xo)g/(xo)'
g”(xo)

adica relatia (1).
OBSERVATI
v/ Daci f,g:D - Rsunt functii derivabile pe D si g(x) # 0,x € D, atunci

= este derivabild pe D si rezultd regula de derivare a catului:
g

(1)' _fe—fg
8

1 — !
Daca f =1, atunci se obtine: (—) =5

PROBLEMA REZOLVATA
Sd se calculeze derivatele functiilor f,g:D =R, in cazurile:

a) f(x) = tgx,D =R\{%+kn|k ez};

b) f(x) = cigx,D =R\{kx |k € Z}.
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Rezolvare.
Aplicand regula de derivare a catului, se obtine:

, (sinx (sinx)’-cosx —sinx - (cosx)  cos’x +sin” x
a) (tgx) = = 2 = > =
cosx cos” x Cos” x
1
= 5, X eD.
cos” x
. {cosx (cosx) -sinx —cosx - (sinx)’
b)(Ctgx)=(. )= 5 =
sinx sin“ x
—sin® x —cosx? 1
= — =-—— xED.
sin” x sin” x
RETINEM!
1
(tgx)'=— sau (tgx) =1+tg’x
cos” x
(ctgx)'=——— sau | (ctgx) =—1—ctg’x
sin“ x
/ Exercitii si probleme
Exersare

E1. Si se calculeze derivatele functiilor /:D = R:

a) f(x)=x>+3x+1; b) f(x)=2x —x*;
c)f(x)=x+2\/;; d) f(x)=x>+sinx +cosx;

e) f(x)=2x>+Inx; ) f(x)=2"+3" —x;

g) £(x) =log, x +log; x; h) f(x) = 4sinx —5cosx ++/3;

i)f(x)=x2+log3x+sinx; j)f(x)=\/_—\/5+tgx;

K @) =@x=D+x+1)?; D) fx)=2x +32 +logy s x;
m) f(x)=log3x3+log2x4; n) f(x)=2tgx —ctgx;

p) f(x) =x+2 +32x; Q) f) =2 +37"
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E2. Si se calculeze derivatele functiilor f/:D = R:

a) f(x) =xlog, x; b) f(x) =xx;
¢) f(x)=xsinx; d) f(x)=x%cosx;
e) f(x)=Q"=DEB" -1); f) f(x)=Q2Inx+1)log, x;
g) £ (x) = (x =) +3x); h) f(x)=(B—x)’;
i) f(x) = —x)’; ) /@)=xInx+In’x;
k) f(x)=xsin’x; D re)y=(k=1)"e".
E3. Si se calculeze derivatele functiilor f:D - R:
&) £00) = b ()= 5 o fo) ==,
X X
~1 —x+1
b= T =5 p =t
+x+1 X —x+1
sinx _ cosx ) 1+ igx
8 flx )_l+cos h)f(x)_1+s1nx D Jex)= sinx
x+1+Inx xx 1+¢"
J)f()_—lnx’ )f(X)— \/; l)f(X)—2+
) _ l—tgx
m)f()—1+tg n)f(x)—1+ctgx.

E4. Pentru functia /:D = R si se rezolve ecuatia f"'(x) = 0 precizand mulfimile
D51 D, in fiecare caz:

a) f(x)=x>—12x; b) f(x)=2x>—15x% +24x +5;
o) f(r) =(x2 +6x—15)e"; d) ) =x21Inx;
) )= 5 f)f(x)—xj:—:x:;
9 [0 ="t =",
Sintezd

S1. Si se calculeze derivatele functiilor /:D > R:
2 n

X
+ 4. A
121

T *
8) f(x) = T ET Ly f(x) = e 14 neN'.
X COSX —SInx 1!
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3x2=2

x—1"

S2.Fie f R\{l} >R, f(x) =

a) Sa se calculeze derivata functiei f.

b) Sd se determine punctele M (x, f(x,)) de pe graficul functiei fin care
tangenta ese paraleld cu dreapta y =2x — L.

c¢) Sd se determine punctele M (x, f(x,)) de pe graficul functiei f'in care
tangenta este perpendiculard pe dreatpa y = x.

x+a e’
2

S3. Se considerd functiile f,g:R=>R, f(x) = 1 ,g(x) =
X+

R Sa se deter-
x°+1

2g(x) .

mine a €R pentru care are loc egalitatea e* f'(x)+g'(x) = I eR.
x°+

+
S4. Fie fR- IR,f(x)=2x—m. Sa se determine m €R pentru care

x“+x+1
f'(x) <0,V EeR.
SS5. Se considerd /' R=R, f(x) =" (x* + mx + m):
f) Sa ]se determine m €R cu proprietatea ca f'(x) < 0 daca si numai daca
x €1—-22|

eX

S'0x)
S, =g0)+g)+..+g(n),n EN.

b) Pentru m =1se noteaza g(x) = . Sd se calculeze:

3.3.4 Derivarea functiilor compuse

S-a aratat anterior cd prin adunarea, inmultirea si impartirea de functii
derivabile intr-un punct se obtin functii derivabile. In cazul funtiilor compuse
avem rezultatul:

Y TEOREMA 5
4 N
Fie I, J intervale de numere reale si functiile u:l = J, f:J >R,

h:l =R, h= fou Dacd functia u este derivabild in punctul x, € I, iar
functia f este derivabild in punctul u(xy)=y,€J, atunci functia
compusd h este derivabild in punctul x, € I §i are loc egalitatea

(fou)(xg) = f"(ulxy)) u'(xy).
- /
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OBSsERvATII
v/ Daci functiile f'si u sunt derivabile pe domeniul de definitie, atunci
functia compusd 4 = fou este derivabild pe domeniul de definitie si
exista egalitatea:

(fou)=(f"ow)u

v’ Teorema se poate extinde la o compunere de mai multe functii. Pentru
trei functii avem:

(fogoh)=(f"ogoh) (' oh) K

Prin particularizarea functiei f se obtin urmdtoarele reguli de derivare cu
functii compuse, pe domeniul de existenta:

'(un)’=n’un_l'l/; '(ua)’=a°ua_l-u’, a €ER;

W) == c@uy = ——
2u Ru?
1

*(Inu) =—-u'; * (log, u)' = “u';
u u-lna

s (") =¢é"-u; (@) =d""Ina-u;

* (sinu) =cosu-u; *(cosu) =—sinu-u';

1

*(tgu)' = ———u; e (ctgu)' =————-u'.

cos” u sin” u
EXERCITIU REZOLVAT

Sd se calculeze derivatele functiilor f:D —=>R:

a) £/(x) = (Inx)’,x €(0,+®); b) f(x)=e" *,x ER;

¢) f(x)=sin(3x +5), x ER;  d) f(x) =Vx? +x,x €(0,+»);
e) f(x)= ln(x2 +x+3), x €ER; ) f(x) =1/i ;1,x € (1,+ ).

Rezolvare. Avem:

In’x

) f'(x) = (Inx)?) = 3(Inx)* (Inx)' = 3(lnx)2-%= 3 :x € (0,4 );

b) (X)) =(e" ) =" (x2 4+x) =" - 2x +1); x ER;
¢) f'(x)=(sin(3x +5)) = cos(Bx +5)- (3x +5)' = 3cos(3x +5); x ER.



2x +1
d) f'(x) = (\/x +x) P x) =y E (040
\/x +x 2Nx? +x

1 5 , 2x +1

e) f'(x) = (In(x*+x +3)) = — @ Fx+3) =—"x€ER
x4 x+3 x“+x+3
-1 1 -1 1 +1 2
f) Avem: f'(x)= al = '(x ) =z
x+1 x—1 \x+1 2 l (x+1)
x+1
; X € (L, +).

1
- Va2 =1 (x+1)

(OBSERVATIE

f/(x)z(xx)lz (exlnx) — xlnx(x lnx) _x

v'Fie f,g: =R, f(x)>0,x €I. Deoarece | f¢ =e5™/ |, folosind
formula de derivare a functiei compuse, obtinem:

() =y = e (g Inf)

sau
(%Y = f5 (g In fY = f* '(g'§+g’lnf) 1)
EXEMPLE
1. Fie f:(0,4) =R, f(x)=x". Folosind relatia (1), derivata ei se obtine
astfel:

1
Inx +x—) =x"(Inx+1), x > 0.
x

2.Dacid f:(0,©) =R, f(x)=x Inx aplicand formula (1) se obtine:

Inx

f’(x) = (Xln)c)/ =x1nx(1n2x)/ =x1nx -21nx(lnx)’ =2,xlnx iy

X

3. Fie f:(0,+®) =R, f(x) =x""". Se obtine:

! ] .
in - — ~ sin x
f'(x) =(esmxmx) = xS (sinx - Inx) =xsmx(cosx ‘Inx +—),x >0
x
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3.3.5 Derivarea functiilor inverse

Ne reamintim ca o functie f:4 = B este o functie inversabila daca este
functie bijectiva (injectiva si surjectiva).

In cazul in care o functie reali de variabili real are inversa si aceastd inversi
este derivabild, derivata acesteia se poate calcula folosind numai derivata
functiei date.

Y TEOREMA 4
)

~
Fiel,J C Rintervale de numere reale si -1 = J o functie continud

si bijectivd. Dacd functia f este derivabild in punctul x, €1 gi
f'(xq) # 0, atunci functia inversd f ~1.J = I este derivabild in punctul
1

Yo = f(xq) si are loc egalitatea: (f_l)'(yo) =—
f(xo)

-

OBSERVATIE
v’ Daci functia f:/ = J este continu, bijectiv, derivabild pe Isi f'(x) # 0,
Vx €1, atunci /" este derivabili pe J si are loc egalitatea:

Sy ]
U=

APLICATII

Derivata functiei arcsinus.
T o7
Functia f :[— 1 1] - [_E’ E:I, f(x) = arcsin x este functia inversa a restrictiei

T T
functiei sinus la intervalul / = [—5, 3} Dacd y, € [— 1, 1], fiex, € [—5, 5} cu
proprietatea ca y, = sinx . Aplicand formula derivatei inversei, obtinem:

1 1 1
f(70) = (aresiny (vg) = —— = = —— Yy €L

cosx, cos(arcsiny,) 1— 3

Asadar, functia arcsinus este functie derivabild pe intervalul (— 1, 1) si exista
egalitatea:

(arcsinx)’' = ,xE-L1).

1
\ll—x2

In punctele y, =—1si y, =1 functia arcsinus nu este derivabila, dar are
derivata infinita.
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In mod analog, se obtin rezultatele:
» Functia f :[— L 1] - [O,n], f(x)=arccosx este functie derivabild pe
-1

V1—x? ’

> Functia /R - (—% E) f(x) = arctgx este functie derivabila pe R si

intervalul (—1, 1) si| (arccosx)' = xEEFLI

x ER

(arctgx)' = ,
8 1+ x?2

» Functia /'R - (0, @), f(x) = arcctgx este functie derivabild pe R si

(arcctgx)' = 5, X ER

Aplicand formulele de calcul pentru derivarea functiilor compuse, se obfin
urmatoarele reguli de derivare, in conditiile de existenta:

oy 1 ) , -1 .
* (arcsinu)’ = — “u'; * (arccos u) =m-u;
* (arctgu) = o “u'; * (arcctgu)’ = -:uz “u'.
EXERCITIU REZOLVAT
Sd se calculeze derivatele functiilor f:D - R:
a) f(x)= arcsin(x?), x €lo, 1); b) f(x)= arccos%, x € (1, + ),
¢) f(x)=arctg(x —1), x ER; d) f(x)=arcctg(2x —1), x ER.

Rezolvare. Avem:

2 celo)

1
) [1(@) = ——="0")'=
o \/1—(x2)2 SR

1
b) f(x)=——— (;) = J—_I'FZT\/T_I,XEO,-{-OO)

_— — _— I'R
)70 +(x —1) v 2 _2x+2° ¥ E
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~1 -2 ~1
d) f'x)=——— Qx—1)' = = ,x ER
) /) 1+ Q2x —1)? @x=D) A’ —dx+2 ol —2x 41
/ Exercitii si probleme
Exersare
E1. Si se calculeze derivatele functiilor f/:D - R:
a) f(x)=(x*+1)°, x ER; b) f(x) =In(x* +1), x ER;
1—x X
©) fO)=In"— x €CLI) d)f(x)—\/Hx,x € (0,+);
e)f(x)=xex2,xE|R; f) f(x)=sin(x?> +1), x ER;
g) f(x)=cos(x>+x+1),x ER; h) f(x)=+sinx, x €(0, 7);
) fx)=xVx?+1,x ER; i) fx)=A/xe", x €0, +).

E2. Si se calculeze derivatele functiilor f/:D = R:
a) f(x)=In(l+sin’x), x ER; b) f(x)=In(l+e"), x ER;

¢) f(x)=+1+sin’x, x ER; d) f(x) =sin(x\/;), x € (0, +0);
e) f(x)= arcsin(%), x €(0,2), f) f(x)= arccos(

X —

1
1)’ x €3, +»).

E3. Si se determine domeniul de derivabilitate pentru functiile /:D - R:

) f)=vx—1x €[l +»),  b)fx)=e",x €[0, +);
¢) f(x)=|x?~1

e) f(x)= arcsin|x

‘Y ER d) f(x)=In(+ "), x ER;

,xE[—l,l); Df(x)=arccos|x,x€[—l,l].

E4. Fie functiile £0,+®) =[3,4+®), f(x)=x*>+3sigtR>R, g(x) =x".
a) Sa se arate cd f'si g sunt bijective. b) Sd se calculeze (f_1 ) (4)si(g 1y @).

Sintezi
S1. Si se calculeze derivatele functiei /:D — R, specificind domeniul de derivabilitate:
a) f(x)= ‘xz—l,xEIR; b)f(x)=\/l—lnx,x6(0,e];
. 2x _1-x?
¢) f(x) =arcsin ——, x ER; d) f(x) = arcsin >, X ER;
I+x I+x

e)f(x)=x\/;,x>0; f) f(x)=x""D x>0,
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S2. S se rezolve ecuatia f'(x) = 0 pentru fiecare functie /:D - R, precizand D
$iDp:
a) f(x)= (2x2 - 6x)3; b) f(x)= cos? x — cos2x, x E[O, n];

¢) f(x)=Vx?+6x+5; d) f(x)=InGx? +2x);

e) f(x)=3"">, f) £(x) = arctg (4x > — 3x2 +1);
2x +1 x?+4
9 /0= h) £ =13 g

S3. Se considerd f:R - R, f(x)=x+2".
a) Sa se arate cd functia f este inversabila.
b) Si se calculeze (f~1)'(3).
S4. Se considera functia 7:(1, + ) >R, f(x) =x +In(x —1).
a) Sa se arate ca functia f este inversabild.
b) Si se calculeze (£ ') Q) si (f 1) (e+2).

3.4. Derivata de ordinul doi

Fie f:D — R o functie reald de variabila reald. Daca functia f'este derivabila
pe multimea D, functia f":D = R care asociaza fiecdrui punct x, € D numarul
real f'(x ), reprezinta derivata functiei f sau derivata de ordinul intdi a functiei f.

In mod natural, se poate pune problema derivabilitatii functiei f” intr-un
punct al multimii D sau pe o submultime a acesteia.

% DEFINITIE

Functia f:D - R se numeste de doud ori derivabild intr-un punct
xo €D daca:
> functia f este derivabild intr-o vecindtate V a punctului x;
> functia f" este derivabild in punctul x,,.

In cazul in care functia f este de doud ori derivabild in x, € D , derivata
functiei /" in punctul x, € D se numeste derivata de ordinul doi (sau derivata a
doua) a functiei f in punctul x, si se foloseste notatia f”(x, ). Rezulta ca:

e = lim L9 00)

X=X, X=Xy

Daca functia f” este derivabild pe multimea 4 C D, atunci functia f'este de
douad ori derivabild pe multimea 4.
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Functia (f")": 4 = R se numeste derivata de ordinul doi sau derivata a doua a
functiei f si se noteaza f"sau f@.

OBSERVATII
v’ Daci functia f:D — R este derivabild numai in punctul X, €D sinupeo
vecindtate a lui x , atunci nu se poate defini derivata a doua a functiei f inx .
v Daci functia / este de doud ori derivabild in punctul x, € D, atunci
derivata sa f este definitd pe o intreagd vecinatate a lui x,.

PROBLEME REZOLVATE

1. Sd se studieze dacd functia f:R - R este de doud ori derivabild in punctul
specificat:

a) f(x)=3x>+x+1,x,=0; b) f(x)=sinx, x, =7;
xz, x<0
Of@)=1","  xg=0.
x>, x>0
Rezolvare.

a) Functia f'este derivabila pe Rsi f'(x) =6x +1, x ER.
Functia f” este functie de gradul 1, deci este derivabila pe R si, in particular,
in punctul x, = 0. Se obtine:
f"(0) =lim
x=0
b) Functia sinus este derivabild pe R si are derivata f'(x) = cosx care este
derivabild pe R, deci si in x, = 7r. Obtinem:

6x +1—1
bx+l-l_

. x+m | x—nm
COSX —COSTT —2sin , S,
f"(@)=lim———— = 1lim =
x> X —T x> X—T
. X—T
g SIn
= —sin - lim——2— =0
x»>nx X —T
2
c¢) Functia /" este continud in x, = 0. Se obtine:
2 3
.. x°—=0 . x =0
f,(0) =lim =0; f;(0)=Iim =(;
x>0 X — x>0 x—0
x<0 x>0

deci functia f'este derivabild in x, = 0si /'(0) = 0.
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Deoarece pe intervalele (— o, 0) si (0, +o0) functia f este restrictie de functii
elementare, ea este derivabild pe aceste intervale si vom avea, folosind regulile
) 2x, x<0
de calcul ale derivatelor:  f'(x) = 5
3x“, x>0
Daca notam g = f, se obtine:

S =0, 2x=0

gS() xl—r>r(} x—0 x>0 x—0
x<0 x<0
! — !0 3 2_0
g;,(O)zlingf(x) SO i, 30

x—0 x>0 x—0
x>0 x>0

Asadar, functia f’ nu este derivabila in x, = 0, iar f nu este de doua ori
derivabild in x, = 0.

2. Sd se determine a,b €R, pentru care functia:

fi'R—>|R,f(X)={

asinx, x<0
x3+bx, x>0

este de doud ori derivabild in x, = 0.
Rezolvare.

Functia este continua pe R, dupa cum se verifica imediat. Avem:
3

inx — 0 +b
O =mE "= g £1(0) = lim = lim(x2 + b) = b.
x=0 x—0 x=>0 x=>0
x<0 x>0

Functia f'este derivabild in x, = 0, daca f,(0) = f;(0), deci dacd a = b.
Cum f' este derivabila pe (— o, 0) si (0, +), ca fiind restrictie de functii
elementare pe aceste intervale, ea este derivabila pe R si avem:

, acosx, x <0
fx)=

3x2+a, x>0

Conditia de derivabilitate a functiei /' in x, =0 conduce la egalitatea
(f");(0)=(f")}(0). Obtinem f,'(0) =0si f;(0) = 0. Asadar f este de doua ori
derivabiliinx, =0dacia=b ER
OBSERVATIE

v Studiind tabelul derivatelor functiilor elementare, se observi ci derivatele
acestor functii sunt, de asemenea, functii elementare sau restrictii de functii
elementare la domeniul de derivabilitate al acestor functii.

In consecinti, functiile elementare sunt derivabile de doui ori pe domeniul
lor de derivabilitate.
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ExempLyu
» Functia f:(0, +) =R, f(x) = Inx este derivabila pe D = (0, + ), are

: 1 . : .
derivata f":(0, +) =R, f'(x) =—, care este restrictia unei functii
X

rationale pe (0, + ). Rezulta ca feste de doua ori derivabild pe (0, + )
. 1 1
sif"(x) =(—) =——
X X

TEMA

Scrieti derivatele de ordinul al doilea pentru functiile elementare studiate,
folosind regula:

J"E)=()x), x €4

/ Exercitii si probleme

Exersare

E1. Si se stuieze daca functia f:D - R este de doud ori derivabila in punctele
specificate:

a) f(x)=x>+x,x, €{-1, 0}; b) f(x)=xe", x, €{0, 1}
¢) f(x)=sinx +cosx, x, €{0, 7}; d) f(x)=\/;+x,x0 e{l, 4};

¢) f(X)=#,xO e{o,1}; D @)= x e{oak;
g f(x)= He_xx » X0 E{O, 1}; h) f(X)=x21nx,x0 E{l, e}.
e

E2. Sa se arate ca functia f:R - R este derivabild de doud ori in punctul

specificat:
3

x7, x<0 sinx, x <0
a)f(X): 4 JXOZO; b)f(X): 3 5x0:O
5x7, x>0 x +x, x>0
3 x3lnx,x>0
c) f(x)=x>|x], xo =0; d) fx)=7 | , Xg=0
x>, x <0

E3. Folosind regulile de calcul cu derivate, sd se calculeze derivata de ordinul
doi pentru f:D = R:
a) f(x)=2x?+5x; b) f(x)=x>—4x; ) f(x)=¢é" +x;

d) f(x)=x+Inx; e) f(x)=xInx; f) f(x)=x%e";
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g) f(x)=x21nx; h) f(x)=sin2x; 1) f(x)=cos3x;

J) f(x)=xsinx + cosx; k) f(x)=x2 x,x>0; ) f(x)=xtgx;
x—1 X

m) f(x)=x+2’ ™) f(x)=x2 +1

Sintezd

S1. Si se arate ci:
a) dacd /'R - R, f(x)=sinx, atunci:

£'(x) =sin|x +% | £7(r) = sin(x + 7).
b) dacd f:R - R, f(x)=cosux, atunci:
fx) = cos(x +%) () = cos (x +71).

S2. Si se verifice daci functia /iR = R, f(x) = ¢** (3+ 4x) verifici egalitatea:
L) =21 )+ f(x)=e (4x +11), x €R
S3.Fie f:R=>R, f(x)= e sinx. Sd se determine a € R cu proprietatea ca:
f"x)—af' (x)+af(x)=0,x €ER
S4. Si se determine a, b € R stiind ¢i functia /:R = R, f(x) = ¢ ** (sinx + cos x)
verifica egalitatea:
")+ (@+b)f'x)+(@+2)f(x)=0,x ER.
S5. Si se determine functia polinomiali de gradul doi /:R = R, /(x) = ax* + bx + ¢
care verifica relatiile: £ (2) =9, f'(1)=2si f"(0) =8.

S6. Existi o functie polinomial de gradul trei /:R = R, f(x) = ax >+ bx >+ cx +1,
care sa verifice conditiile f(—1)=—6, f'(1) =—3si f"(2) =4?

S7. Sa se determine a,b,c €R dacd f:D - R este de doud ori derivabila pe D.

x3+3x+a—l, x <2
2) f(x) = Db =1 :

ax“+bx+c, x>2

x3+ax, x <0
x3+bx2+c, x>0
. 2x3+cx2+8x+b,x<0
asinx +bcosx, x <m
; d) f(x)=13 x=0.
> )
x“+ax+b, x>0

C)f(x)={

csin2x+x2,
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3.5 Regulile lui I'Hospital

- . . N . : 0
In calculul cu limite de functii s-au intalnit cazurile de nedeterminare: 0 Si—.
(o]

Calculul cu derivate oferd o metoda simpla si unitard de solutionare a acestor
cazuri de nedeterminare. O metoda bazata pe calculul cu derivate a fost data de

matematicianul francez Frangois I'Hospital ® in anul 1696 si este cunoscutd sub
numele de regula lui I'Hospital.

Y TEOREMA 7

0
(regula lui I'Hospital pentru cazul 6)

( Fie f,g:1 = R functii de variabild reald, I C Rinterval si x,, punct\

de acumulare pentru I. Dacad:
a) lim f(x)=1limg(x)=0;

X=X X=X

b) functiile f si g sunt derivabile pe [ \{xo};
c)g'(x)#0, Vx EI\{xO};

d) existd lim f, ) ER
x=x0 g (X)
: x) .. flx
atunci functia ! are limitd in punctul x, si lim &) = lim &
>y (X)) xxy g (X) Y.
ExempLU
7 x
-1 27 =1
» Sd se calculeze:  a) lim al P b) im———.
=1 x8—1 x>0 sinx

Rezolvare

. : 0 . .
a) Se observa ca limita este in cazul de nedeterminare 0 iar functiile

f,.gR=>R f(x)=x"—1, g(x) =x°® —1satisfac conditiile teoremei. Avem:

7 ’ 6
-1 7 7
TRt A A ST
=1 (x°=1) *16-x 6
x'=1 7

Asadar, lim =—,

© Guillaume Frangois Antoine 1'Hdspital (1661-1704), matematician francez. A publicat primul tratat de
calcul infinitezimal in 1696.
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b) Functiile f,g:R=>R, f(x)=2" =1, g(x) =sinx indeplinesc conditiile

teoremei. Avem:
2 =1) 2% In2
lim & D 2 2
x>0 (sinx)" x=0 cosx

X

Rezultda ca: lim— =In2
x=0 sinx
Y TEOREMA 8
(regula lui I'Hospital pentru cazul f)
(o]
Fie f,g:1 = R I C Rinterval si x, punct de acumulare pentru I. Dacd: A
a) lim|f (x)| = lim|g (x)| = +oo;
X->X X=X
b) functiile f si g sunt derivabile pe I \ {xo};
c)g'x)=0,VxEI \{xo};
d) existi lim ) e R
x>x) g (x)
: x . fx
atunci functia ! are limitd in punctul x, si lim SC) _ lim &
g x>y g(X)  xoxy (X) Y,
ExempLU
1 1
» Sd se calculeze:  a) lim ﬂ; b) lim ot .
x>w X x>0x +Inx
x>0
Rezolvare
1
Inx)’ x 1 1
2) Avem: Tim ) — jim ® = L Rezutta i tim ™F = 0
X—=>00 X X—>0o0 (o2] x>0 X
1
Inx)’ X 1
b) Avem: lim (Inx) = lim—*— = 1. Rezulti ci: lim S
=0 (x+Inx)  xs0 1 x>0x +Inx
x>0 x>0 1+— x>0
X
OBSERVATIE

) . ) 0 . o : )
v’ Existd cazuri in care nedeterminarea 0 si — nu se solutioneaza la prima
(o0]

aplicare a regulii lui I'Hospital si este necesara aplicarea repetatd a acesteia.
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ExempLU
—In(x +1
> Sd se calculeze:  lim L(zx)
x>0 X
Rezolvare

a) Limita este in cazul de nedeterminare o Avem:

1
/ 1———
—1 +1 0
0, = hmw — limﬂ =
x>0 (x?) x>0  2x 0

Asadar, se obtine o noud limita in cazul de nedeterminare o Cu o noud

aplicare a regulii lui I'Hospital, rezulta:

!

1 1
R +1)2 1
X

¢, =1lim RVt 2 )
=0 (2x) x>0 2 2

. 1 —In(x+1) 1

In concluzie, ¢, = > deci limL(zx) = >

x>0 X

OBSERVATIE
v Cazul de nedeterminare 0- o poate fi solutionat cu regula lui I'Hospital prin

0 o ) .
transformarea sa in caz 0 sau —. Pentru aceasta se foloseste una din scrierile:

o0

f g

frg=7 s [frg="

g f

ExempLU
» Sd se calculeze:  a) limx Inx; b) lim xe”.
x=>0 xX—>—00
x>0

Rezolvare
1
a) Alegem f,g:(0, +) =R, f(x)=Inx, g(x)=—, functii care indeplinesc
X

conditiile aplicdrii regulii lui 'Hospital. Avem:
1
Inx)’ X
limx Inx = lim ) = lim—X— =0, Rezultdca limxInx =0.
x>0 x>0 ( 1 ) x=0 1 x=>0
* x>0 — x>0

x>0 x>0 5
x X
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b) Scriem expresia x - e* = ——. Se obtine:

. x)

m __:;7”—
x>—o(e )

Exersare

E1. Si se calculeze

X =3x+2
a) lim—————;
x>l x7—1

52006 _

d) lim—_——;
) xl_rfllxzom _1

g) lim

x>0 xsinx

E2. Si se calculeze:
. sin? x
a) lim - 5
=0 x“ +smn” x
2
e’ —cosx

x2 +x

d) lim

x>0
E3. Si se calculeze:

a) lim

x>0 x +3x+16

In(2
d) lim n(2x)
x—>0 ctg(3x)’
EA4. Si se calculeze:
a) limx In ——;
+1

xX—>0

d) limarcsinx Inx;
x>0
x>0
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x+In(x +1)

b) lim

; e)lim
)x—>02e Y—2-2x— x2

h) lim

x>0 8in 7x —sin2x

1—cos3x

9

x>0 l—cosx

—sinx

sinx + 3sin 8x

lim
)x—>°°2x2 +x—Inx
In(1+sin2x)
e) lim———

x>0 In(l+sinx)’

b) lim(x — ) ctgx;
X7

1

e) lime * Inx;
x>0
x>0

3x2 —x+lnx

e
1 1
lim ——=——=0. Rezulticd lim (xe")=0
X>—0 —p X — o0 X—=>—00
/ Exercitii si probleme
X 24 x3+1
b) lim ———; ¢) lim ———;
x>2x"—8 w==1x? +4x +3
. x> =27 x +sinx
e) lim 5 hmz—‘
x>3x°—4x+3 ¥>0 x“ 4+sinx

) lim 0
x>0 X
f)limn —(n+1)x"+l+x
-1 —
i (=17
In(sin2x)
x>0 In(sinx)’
x>0
In(x? +x +1
) ljm 20X D
¢) limx In ;
x>0 x2+1
x>0

1
f) lim (x +2)e**2.

x—=>=2
x>—2
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Teste de evaluare

Testul 1

1. Fie /'R =R, f(x)=x" +ax +1. Si se determine « € R pentru care tangenta
la graficul functiei f in punctul x, =1 trece prin punctul M (2, 1).

=
2. Si se determine derivatele laterale ale functiei f:R =R, f(x)=1x+1’ x>0

sinx, x<0
in punctul x, = 0.
3. Sa se calculeze derivatele de ordinul doi pentru functia f, in cazurile:
a) f:(0,+) >R, f(x)=xIn(x +1);
b) /'R =R, f(x) = arctgx — In(x* +1).

Testul 2
1. Si se determine derivabilitatea functiei
xsinx, x>0

pe multimea R.

fi'ReIR,f(X)={

ax’ +a? -1, x<0
2. Sa se calculeze derivatele functiilor /:D = R:
2
—x+2
a) f(r)="5 b) £(x) = xvx? +x+2.
X" +x+2
3. Si se calculeze:

\/x2+x+1—1_ 2x +1In(x +1)

a) lim ; b) lim .
)x—>0 Jx+1-=1 )x—>°03x+11’1(2x+1)
Testul 3
1—cosx :cos2x - cos 3x ¢ —cosx
1. Si se calculeze: a)lim > ; b) lim————
x>0 x x>0  gsin“x

2. S se calculeze derivatele functiilor /:D = R:

2 1-x°
a) f(x)=arcsin al > b) f(x)=1In xz.
I+x I+x

3. Si se determine valorile parametrilor a,b,c € R pentru care functia f:D - R
este de doua ori derivabild pe D.

a)f(X)={

x3lnx+a, x>0

bcosx +1, x<0

a"—x—1, x<0
. b
bsinx+c¢, x>0

b)f(X)={



231

Capitolul 4

Studiul functiilor cu ajutorul derivatelor

4.1 Rolul derivatei intai in studiul functiilor

4.1.1 Determinarea intervalelor de monotonie

Un rol important in studiul functiilor cu ajutorul derivatelor il are urmatorul
rezultat:

& TEOREMA I (Lagrange)
p

Fie f{a, ] >R, a < b. Dacd:
a) functia f este continud pe intervalul [a, bl

b) functia f este derivabild pe intervalul deschis (a, b),
atunci existd cel putin un punct c € (a, b), asfel incdt:

f ()= f(a)
—a

S AON B

\ /

Relatia (1) se numeste formula lui Lagrange " sau formula cresterilor finite.
Pentru determinarea intervalelor de monotonie ale unei functii numerice este
utild urmatoarea consecintd a teoremei lui Lagrange. @

(I Joseph Louis Lagrange (1736-1813), matematician francez. Opera sa matematicd cuprinde lucrari de
algebra, mecanica, teoria numerelor, calcul infinitezimal, dinamica.
2 Ne amintim!
Functia f:/ = R se numeste: * monoton crescitoare pe 7, daci Vx,;,x, € I,x; < x, = f(x))<f(x,)
+ monoton descrescitoare pe I, dacd Vx,,x, € I,x; < x, = f(x;) = f (x;)
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Y TEOREMA 2

- N
Fie I =R o functie derivabild pe intervalul I. Atunci.:

a) functia f este monoton crescdtoare pe intervalul I, dacd si numai
daca f'(x)=0,Vx €I,
b) functia f este monoton descrescdtoare pe intervalul I, dacd si
numai dacd f'(x)<0,Vx €I
-

/

Demonstratie.
a) .= Fiefmonoton crescitoare pe I. AtunciV x,x, €1, x # x, rezultd ca:
SO =fGo)
X —X 0
Prin trecere la limitd, se obtine:

lim 2=/ o)
X=X X — XO
deci f'(x()=0,Vx, €.
»< Presupunem cd f'(x)=>0, Vx €1 si fiex,,x, €I, x; <x,. Aplicand
teorema lui Lagrange functiei f pe intervalul [xl, X 2], rezultd ca dc € (x;, x,)

astfel Incat
fy) = fx)) =y —xp) (o)
Dar x, —x,20, f'(c)=0, de unde rezulta ca f(x,)=> f(x,), deci functia f
este monoton crescatoare pe /.
b) Tema.
OBSsERVATII
v Daci f este derivabild pe I si f'(x) >0, Vx €I, respectiv f"(x) <0,
Vx €1, atunci functia f este strict crescitoare pe /, respectiv strict
descrescatoare pe /.

v/ Daci f este strict crescitoare (strict descrescitoare) pe / nu rezultd ci
f'(x) >0 (respectiv f'(x)<0),Vx €1.

Stabilirea intervalelor de monotonie ale unei functii

Din teorema 2, rezulta ca determinarea intervalelor de monotonie ale unei
functii derivabile f se reduce la determinarea intervalelor pe care derivata f”
pastreaza acelasi semn.

Pentru stabilirea intervalelor de monotonie ale unei functii f:D =R se
procedeaza astfel:
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* se calculeaza derivata f a functiei f pe domeniul de derivabilitate D , C D,
* serezolvd ecuatia: f'(x) =0, x €D ;
* se determind semnul functiei f” pe intervalele pe care acestea nu se anuleaza;

* se stabilesc intervalele de monotonie in functie de semnul derivatei.

Pentru a indica monotonia functiei f pe intervalul /, cu ajutorul semnului
derivatei se alcatuieste un tabel de monotonie a functiei, de forma:

/ 1
X X
flx) |[+++++++++++++++ flx)y  ———=—=—=—=————~—
S ) 2 2 Ve 2 fx) N N N N
PROBLEME REZOLVATE

1. Sd se stabileascd intervalele de monotonie ale functiei:

a) f R=>R, f(x)=x>=3x+2 b) f:(0, +) >R, f(x)=x|x -2
Rezolvare

a) Functia f este derivabild pe R si f'(x)=3x 2 —3, Solutiile ecuatiei

f'(x)=0suntx; =—1six, =1 Tabelul de monotonie este:
X — 0 -1 1 + o0
Fl)=3x2=3]| ++++++0— — — —0++++++

f0) 2 2 NN 2 2

Asadar, functia f este strict crescdtoare pe intervalele (— o0, —1) si (1, + ) si
este strict descrescatoare pe intervalul (—1, 1).
x*=2x, x>2 . _ o
b) Avem f(x)= 5 . Studiem derivabilitatea functiei /' in
X" +2x,x <2
punctulx, =2. Obtinem f; (2) = —2si f,; (2) =2, deci fnu este derivabila inx, = 2.
Domeniul de derivabilitate al functiei feste D, =R\ {2}, iar

fx)= {2x % x> 2. Ecuatia f”(x) = 0 are solutia x; = 1.
—2x+2,x<2
Alcdtuim tabelul de monotonie
X — 1 2 + o0
£ tH++++0— — — — [++++++

fx) 2 Ve NN Ve 2
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Rezulta ca f este strict crescatoare pe intervalele (— oo, 1) si (2, +0) si este
strict descrescatoare pe intervalul (1, 2).

2. Sd se determine parametrul real m, astfel incdt functia f:R—>R,
fx)=x—mln(x 2 +1) sd fie monoton crescdtoare pe R.

Rezolvare

2mx x% =2mx +1
x?+1 x?+1
este monoton crescitoare pe R, daca f'(x)=0, Vx €R. Aceasta revine la conditia
x2=2mx +1>0, Vx €ER. Rezulti cd A = 4m> —4<0si se obtine m €[—1, 1].

Functia feste derivabila pe R, iar f'(x) =1— . Functia

4.1.2 Determinarea punctelor de extrem

Fie f:D - R o functie reald de variabila reala.

Y DEFINITII

» Un punct x, €D se numegste punct de maxim relativ (local) al

functiei [ dacd existd o vecindtate V a punctului x astfel incat
fx)<f(xy), VxEVND,

» Un punct x, €D se numeste punct de
minim relativ (local) al functiei [ dacd
existd o vecindtate V a punctului x, astfel
incat f(x)=f(x,), VxEVND.

» Dacd xy € D este punct de maxim local,
valoarea f(x,) a functiei f se numeste
maximul relativ (local) al functiei, iar %
punctul A(x, f (x,)) de pe curba asociatd
graficului functiei se numeste punct de
maxim relativ al graficului. (fig. 4.1.) v A

» Dacd x, €D este punct de minim local,
valoarea f(x,) a functiei f se numeste
minimul relativ (local) al functiei, iar 7™
punctul A(x,, f(x,)) de pe curba asociatd
graficului functiei se numeste punct de O
minim relativ al graficului. (fig. 4.2.)

=Y

S
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» Punctele de maxim relativ sau minim relativ ale unei functii se
numesc, in general, puncte de extrem relativ ale functiei.

» Valoarea functiei in punctele de extrem relativ se numesc extreme
relative ale functiei.

» Punctele de maxim §i de minim relativ ale curbei asociate graficului
unei functii se numesc puncte de extrem relativ ale graficului.

 DEFINITII

Fie :D - Ro functie reald.
» Un punct x, € D se numeste punct de maxim absolut al functiei f
dacd f(x)<f(x,), VxED.
> Un punct x, € D se numeste punct de minim absolut al functiei f
dacd f(x)=f(xy), Vx ED.
» Dacd x, € D este un punct de maxim absolut al functiei f; valoarea
f(xo) se numeste maximul absolut al functiei f.

» Dacd x, € D este un punct de minim absolut al functiei f, valoarea
f(xq) se numeste minimul absolut al functiei f.

» Punctele de maxim absolut §i de minim absolut se numesc puncte
de extrem absolut ale functiei f.

Un rol important in determinarea punctelor de extrem ale unei functii il are
urmatoarea teorema:

&Y, TEOREMA 3 (Fermat®)

Fie f:[a,b] - Rygix, € (a,b) un punct de extrem al functiei f. Dacd

functia f este derivabild in punctul x,, atunci f"(x,) = 0.

OBSERVATIE

Reciproca teoremei lui Fermat nu este propozitie adevaratd. Daca derivata unei
functiifse anuleazdinx, € (a,b) nurezultd cd x , este punct de extrem al functiei f.

ExempLU
> Functia f:R—>R, f(x)=x" are f'(0) =0, dar x, = 0 nu este punct de
extrem.

G Pierre Fermat (1601-1665), matematician francez. A facut descoperiri importante in analiza matematica
si teoria numerelor, iar impreund cu Rene Descartes a pus bazele geometriei analitice.
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Stabilirea punctelor de extrem ale unei functii

Din teorema lui Fermat rezultd ca, in cazul unei functii f derivabile pe un
interval / C (a, b), punctele de extrem se gasesc printre solutiile ecuatiei /' (x) = 0.

Pentru stabilirea naturii punctelor de extrem se foloseste semnul derivatei
functiei pe acest interval si monotonia functiei pe intervalul 7 .

RETINEM!

Fie fi—-R o functie derivabild pe %
intervalul I = [a, b], xo € (a,b) 5i f'(xy)=0. N

> Dacd pe o vecindtate a punctului x,, in fr<0 M >0
stanga lui x, derivata f' este negativd,
iar in dreapta lui x,, derivata f' este 0 %o
pozitivd, punctul x, este punct de minim

(local) al functiei f. (fig. 4.3.)

> Dacd pe o vecindtate a punctului x, in
A . . ! .o, ~
stanga lui x,, derivata f" este pozitivd,
iar in dreapta lui x,, derivata f' este
negativd, punctul x, este punct de maxim

(local) al functiei f. (fig. 4.4.)

PROBLEMA REZOLVATA

V' Si se determine punctele de extrem ale functiilor:

2x
a) fR>R, f(x)=——; b) fR>R, f(x)=|x>-1|
x°+1
Rezolvare
. N . . 2(1-x?) .
a) Functia f este derivabild pe R si are derivata f(x) = (2—1)2 Solutiile
X+

ecuatiei f'(x) = Osuntx, =—1six, = 1. Alcatuim tabelul de semn al derivatei si
de monotonie a functiei f.

X — o0 -1 1 + 00
fl®) | ====0 ++++ 0 ———-~—
fx) 0 N -1 2 M N 0

m 1
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Din tabel se observa cd punctul x, = —1 este punct de minim, x, =1 este
punct de maxim, iar —1 = f(—1) sil = f(1) sunt valorile extreme ale functiei.

b) Domeniul de derivabilitate al functiei este D » = R\ {-1, 1}, iar derivata este:

, 2x, x €E(—o,—1)U (1,+ )
Sy =
—2x, x €(—11)

Solutia ecuatiei f'(x) = Oeste x = 0. Alcatuim tabelul de semn si monotonia:

X — -1 0 1 + 0

flx) |—=—=—=|+4+0—=|++++++
fx) |40 N 0 2 M N O 2 +00
m 1 m

Obtinem ca punctele x = —1s1 x =1 sunt puncte de minim relativ, iar x = 0

este punct de maxim relativ pentru functia /. Numerele 0= f(—1) = f(1) si
1= f(0) sunt valori extreme ale functiei.

OBSERVATIE
v’ Punctele x; =—1s1x, =1sunt puncte de extrem ale functiei, desi functia
nu este derivabild in acestea.

Stabilirea unei inegalitati
PROBLEMA REZOLVATA

v Fie f:(=1,+®) >R, f(x)=x—In(x +1)
a) Sd se determine punctele de extrem ale functiei.
b) Sd se arate cd In(x +1)<x, Vx(—1, + o)

Rezolvare
a) Functia f este derivabild pe (—1, +) si
1
') =l—-———= , X E(—1, 400
S = T e & )
Tabelul de semn si monotonie este:
X -1 0 +
flx) |—=—=—=—=———— 0++++++++
S x) N 0 7

m
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Rezulta ca functia are un punct de minim x = 0, iar valoarea sa minima este
f(0)=0.

b) Deoarece valoarea minima a functiei f'este f(0) = 0, rezultd ca f(x)=0,
Vx €(—1, +w),adicax>1In(x +1), Vx € (=1, +x).

TEMA
Atdtati ca: a) sinx<x, Vx E[O, +00); b)tgx=>x, Vx E[O, +00);
c)e*=x+1,Vx ER

Probleme de maxim si minim

Determinarea punctelor de extrem si a valorilor extreme ale unei functii
f:D—=R cu ajutorul derivatei oferda o metoda eficientd in rezolvarea
problemelor de optimizare.

PROBLEME REZOLVATE

1. Dintr-o sdrmd, avdind Ilungimea L, sd se confectioneze un cadru
dreptunghiular care sd cuprindd o suprafatda cu aria cea mai mare.

Rezolvare D c

Notam cu x o dimensiune a cadrului cerut (fig. 4.5.).

Atunci cealaltda dimensiune a cadrului este X X

L-2
L= Tx Aria suprafetei delimitatd de cadru este A B
modelata de functia: Fig. 4.5,

L L-2
f:[o, 5]—>IR, fe)=x=" i

functie derivabila.
. L L . .
Obtinem f'(x) = 5 —2x,x € [O, 5] Tabelul de semn al derivatei este:

L
x 0 1

N | b~

flx) | ++++++++++ 0 - — — — — — —

S ) 2 M N

L L
Se obtine cax = 1 este punct de maxim al functiei /. Pentru x = 1 cadrul va

avea forma patratd, deci maximul ariei se realizeaza pentru o forma patratd a
cadrului.
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2. Sd se determine conul cu volumul maxim inscris intr-o sferd de razd R
Rezolvare

Fie x indltimea conului inscris in sfera (fig. 4.6.).
2
Tre X

Volumul conului este 7 (x) = , unde 7 este

raza conului. Din triunghiul dreptunghic ABE, cu
teorema indlfimii se obtine egalitatea

BD? = AD-DE sau r? =xQ2R—x).

2
2R—
Asadar, 7 (x) = w, iar volumul conului

este modelat matematic de functia:

2nRx % — x>
s
47 Rx — 3mx? 4R

Obtinem 7' (x) = — 3 care are solutiile x =0, x = 3

Stabilim tabelul de semn si monotonie:

7:10,2R] =R, ¥ (x) =

4R
X 0 ? 2R
V') | ++++++++ 0 - ——————
7 (x) 7 M N
4R 327R’
Maximul volumului se obtine pentru x = EY siesteegalcu”7 = T

/ Exercitii si probleme

Exersare

E1. Sa se studieze dacd se poate aplica teorema lui Lagrange functiilor:

a) f=32]=R, f(x)=2x>=3x; b) [l e] >R, f(x)=Inx;
1

o) 111, 2] >R, f(x)=%; o) 710,11 =R, f(x)=x|2x—1|
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E2. Sa se stabileascd intervalele de monotonie ale functiei f:D - R:
a) f(@)=x"—4x; b)f(x)=3x—x" ¢ f(x)=x"-8x%
d) fx)=xe"; e) f(x)=xlInx; f) f(x)=x—lInx;

x—1 x% -1
9/0="Fr W=
E3. Sa se determine punctele de extrem pentru functia /:D - R:
x x?4+4x—1
a) f(x)=x’—6x; b) f@) = =De’s o) f0) =T
+1
d) f(x)=2x—; e) f(x)=x —2arctgx; f)f(x)zi;
x“+x+1 Inx

g f()=@*—x+De™; h) f(x)=vx—1

Sintezai

S1. Si se determine constantele reale pentru care se poate aplica teorema lui
Lagrange functiei f:

a) f{-1L2] >R, f(x) ={

x? +ax, x<l'
5x+bx2,x >1

a+sinx, x<ux
b) 110, 27] > R, f(X)={

acosx +bx,x >

S2. Si se studieze monotonia functiei f:D - R si sd se determine punctele de
extrem, in cazurile:

x2—4x —1 x?2

D )= M@=

x+1
d) f(x)=xvx—1; e) f(x) =x—=2\x2+1; Dfx)= lnx—garctgx;
g) f(x)=3x>=3x; h) f(x)=ln(l+\/x2 +1);
1) f(x)=arctg(x +\/1—x2); j) f(x) = arcsin 2
1+

X
S3. Sa se determine valoarea parametrului m € R pentru care functia f:D - R
este monotona pe D.

a) f(x)=x>+mx; b) f(x) = (x? +m)e™;
¢) f(x)=2x>+5mx? +6x—1; d) fx)=x>+x—mlnx.

; ¢) f(x)=x"Inx;

X



241

S4. Si se determine m € R pentru care functia /:R - R,
fx)=(x*+mx+1)e>
are doud puncte de extrem.
m—x

SS. Fie R\ {1, 2} >R, f(x)=————. Sa se determine m ER pentru
x°=3x+2
care functia f nu admite puncte de extrem.
x2 +2bx +5

S6. Fie /:R\{a} =R, f(x)=——"——. Si se determine a,b € R pentru
x—a

care functia f/ admite puncte de extrem punctele x =—1six =3
S7. Se di functia f:R—=>R, f(x)=mx>+nx*+ p(x+1). Si se determine
m,n, p € R pentru care punctul 4(1,1) este punct de extrem al graficului functiei,
iar tangenta la graficul functiei f/in punctul B(0, p) formeaza cu axa Ox un unghi
cu masura de 45°.

x2+ax+b

S8. Se considera functia /:R\{b} =R, f(x)= T—p Sd se studieze
¥ =

monotonia functiei f'si sda se determine punctele de extrem, stiind ca dreptele
x =1s1 y = x +4 sunt asimptote ale functiei f.

S9. Si se determine dreptunghiul de perimetru maxim inscris intr-un cerc dat.

S10. Dintre toate dreptunghiurile care au aceeasi arie, si se determine cel de
perimetru minim.

S11. Un triunghi isoscel cu perimetrul 3P se roteste in jurul bazei. Sd se
determine triunghiul care genereaza un corp de volum maxim.

S12. Se considera functia (0, ©) = R, f(x) = Inx si intervalul
I, =[n, n+1], neN’
a) Sd se arate cd functiei /1 se poate aplica teorema lui Lagrange pe intervalul / .
b) Sd se aplice teorema lui Lagrange functiei fpe intervalul /. Dacdc, €1,
are proprietatea ca f'(c,) = f(n+1)— f(n), sa se determine c,,.
¢) S se arate ci pentru orice n EN” are loc inegalitatea

1 1
——<In(n+1)—Inn<-—.
n+1 n

d) Si se demonstreze ci pentru oricare n €N" are loc:
I 1 1 1
-+—+—-+.+—>Inn
1 2 3 n
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4.2. Rolul derivatei a doua in studiul functiilor

4.2.1. Determinarea intervalelor de convexitate si de concavitate

VA
Fie f:I =R o functie derivabild pe inter-
valul 1.

» Functia f se numeste convexd pe 1
intervalul I, dacd tangenta in oricare _ 5
. o g (functie convexa)

punct al graficului functiei f se afld sub Fig. 4.7.
acest grafic. (fig. 4.7.)

q
=V

» Functia f se numeste concavd pe
intervalul I, dacd tangenta in oricare
punct al graficului functiei f se afld
deasupra acestui grafic. (fig. 4.8.)

(functie concava)

Fig. 4.8.

Se spune ca graficul unei functii convexe este o curbd convexd, iar graficul
unei functii concave este o curbd concava.

Pentru studiul convexitatii si concavitatii unei functii f:/ = R, de doua ori
derivabile pe 7, se poate utiliza semnul derivatei a doua pe acest interval.

Y TEOREMA 4

~
Fie f:I =R o functie de doud ori derivabild pe intervalul I. Atunci:

a) functia f este convexd pe intervalul I dacd si numai dacd
derivata a doua este pozitivd pe intevalul 1.

b) functia f este concavd pe intervalul I dacd si numai dacd

L derivata a doua este negativd pe intevalul 1. )

Dupd cum rezultd din teorema 4, problema determindrii intervalelor de
convexitate si concavitate ale functiei f, se reduce la determinarea intervalelor pe
care derivata a doua pastreaza acelasi semn.



243

PROBLEMA REZOLVATA
v’ Sd se determine intervalele de convexitate si concavitate ale Sfunctiilor:
a) R=>R, f(x)=x"=3x>+2 b) fR\{l, =1} >R, f(x)=— 1
2

Rezolvare
a) Functia f'este de doua ori derivabila pe R si

f'(x)=3x%—6x, iar ["(x)=6x—6,x ER.

Ecuatia /" (x) = Oare solutiax = 1. Alcatuim tabelul de semn pentru derivata
a doua, sub forma:

X — 1 + 0

f'x) |- ———=———~— 0 ++++++++
@) ~ ~_

Din tabel rezultd ca functia f este concava pe intervalul (—o, 1) si este
convexa pe intervalul (1,+ ).

b) Functia f'este de douad ori derivabild pe R \ {—1, 1} si

—1-x> 2’ —D@r’+3)
—(xz—l)z’ iar f"(x) = (x2—1)4 .

fx)=

Ecuatia f"(x) = 0 are solutia x = 0. Tabelul de semn pentru derivata a doua
este urmatorul:

X — -1 0 1 + 0

f'&x) |[— === +++0-—=—=|++++

o) TN N T N S

Asadar, functia f este convexd pe intervalele (—1, 0) si (I, +) si este
concava pe intervalele (— oo, —1) 1 (0, 1)
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4.2.2. Determinarea punctelor de inflexiune

Fie f:[a, b] > R, six, € (a, b).

Y DEFINITIE

A

VA

» Punctul x, € (a, b) se numeste punct de
inflexiune al functiei f:[a, b]>R dacd
functia f este continud in x,,, are derivatd in
X 81 dacd intr-o parte a lui x, functia f este
convexd, iar in cealaltd parte a lui x, functia
feste concava.(fig.4.9. si fig.4.10.)

=Y

> Dacd x este punct de inflexiune al lui f,
atunci punctul A(x,, f(x,)) se numeste
punct de inflexiune al graficului functiei f.

X
Fig. 4.10.
OBSERVAIII

VA . v Daci x, este punct de inflexiune al functiei f,
atunci graficul functiei f admite tangentd in
punctul A(x,, f(x,)). Mai mult, tangenta la
{A(xo, f (x0)) grafic in punctul 4 traverseazi graficul functiei f

| (fig. 4.11.)
0 %o v’ Daci functia f :[a, b] - Reste derivabila de doua
Fig. 4.11. ori in punctul de inflexiune x, € (a, b), atunci

J"(xg) =0.

Pentru o functie de doua ori derivabild f:/ = R, punctele de inflexiune sunt
printre solutiile ecuatiei f”(x,)=0. Determinarea acestora se face studiind

semnul derivatei a doua pe domeniul de definitie.
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PROBLEMA REZOLVATA

v’ Sd se determine punctele de inflexiune ale functiei 'R - R,

3
x”, x<0

fx)= xt=x3 x€ (0,1)
1-x%, x €[, +)
Rezolvare.
Domeniul de derivabilitate al functiei feste D, =R\ {l} ,deoarece f;(1) =1

si f; (1) =—3.Derivata functiei f este

3x2, x<0
f'(x)=144x>=3x% x €(0,1)
-3x?%, xE€( +»)

Functia /" este de doud ori derivabild pe D =R\ {1} si

6x, x<0
f"(x)=112x? —6x, x €(0, 1)
—6x, x €(1, + )

Studiind semnul derivatei a doua se obtine:

X - 0 1 1 +

ffx) ——==0—-—==0+++|————

O TN NN 7N

1
Rezultad ca functia f este concava pe intervalele (— 00, E) si (1, +00) si este

1 1
convexa pe intervalul (5, 1). De asemenea, punctul x :5 este punct de

inflexiune al functiei f.

OBSERVATIE
v’ Punctul x =1 nu este punct de inflexiune pentru £, desi derivata f” are
semne contrare in jurul sdu. In x =1 functia /nu are derivata.
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/ Exercitii si probleme

Exersare
E1. Sa se determine intervalele de convexitate si de concavitate pentru functiile
f:D—->R:
a) f(x)=x2—3x; b) f(x)==3x%+6x—11;
c)f(x)=x3—12x; d)f(x)=3x2—2x3;
©) ) =" f)f(X)— T
9) f(x)=——; h)f(x)=xze"“;
x> +1
3
i) f(x)=x1Inx; b f(x)=arctgx+%.
E2. Si se determine punctele de inflexiune pentru functiile /:D = R:
a) f)=x"=1; b) f(x)=x* —dx?;
¢) f(x) =" +De™; I f)=——
x2=
¢) f(x)=In(x* +1); ) () =xe™;
1
g) f(x) = arctg—; h) f(x) =sin x.
X

E3. Sa se determine intervalele de convexitate, de concavitate si punctele de
inflexiune pentru functiile /:D - R:

x?=3x +2, x<1
a) f(x)= ;b)) f(x)=

2x2—5x+3,x>1

x3+x+l, x<0
x+In@E?+1),x>0
xe*, x<0

Q) f(x)= { i

x“+x, x>0

Sintezd

S1. Si se determine intervalele de monotonie, convexitate si concavitate pentru
functiile f:D - R:
4x —x

a) f(x)=x*—4x?+1; b)f(x)= -
X

d) f(x)=x++/x>+1; e) f(x)=(>—x+2)¢"; ) f(x)=x"Inx.

2

; ¢) f(x)=x—arcsinx;
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S2. Se consideri functia /'R =R, f(x) = (x> +ax + b)e".

a) Sa se determine @, b € R stiind cd x =1 este punct de extrem, iar x =—2,
este punct de inflexiune pentru functia f.

b) Pentru valorile lui a, b gésite, sa se determine intervalele de monotonie,
convexitate, concavitate si punctele de extrem si de inflexiune ale functiei f.

S3. Si se determine punctele de extrem si de inflexiune ale functiei /:R - R,
f(x)=x>+ax>+85x —2,stiind ca f"(=3) = 0.

S4. Se considera functia /:R = R, f(x) = ax + barctgx.

a) Sa se determine a, b € R stiind cd f'(1) =2si f"(—1) =1.

b) Pentru valorile lui a si b gasite, determinati intervalele de monotonie,
convexitate si concavitate si punctele de inflexiune ale functiei f.

S5.Fie fiR>R, f(x) =, a € (0, +).
x“+a

a) Sa se determine « stiind ca ecuatia tangentei la graficul functiei f in
punctul de inflexiune cu abscisa pozitiva este x +24y —9=0.

b) Pentru a= \/5, sa se studieze monotonia functiei, intervalele de
convexitate-concavitate si sd se afle punctele de extrem si de inflexiune ale functiei.

4.3. Reprezentarea grafica a functiilor
Fie f:D - R, o functie reald de variabila reala.

Graficul functiei f este multimea
G ={(x, f@)xED}={(x, »|xED si y=f(x)}.
Reprezentarea geometrica a mulfimii G, C D XR intr-un reper

cartezian se numeste reprezentarea graficului functiei sau curba
reprezentativd a funcfiei, notatd 9 . Astfel,

G, ={M (x, fx))|x €D}.
Cand nu este pericol de confuzie, reprezentarea geometrica a graficului se
denumeste, prin abuz de limbaj, graficul functiei @,
Relatia y = f(x), x € D se numeste ecuatia curbei reprezentative a functiei
in raport cu reperul cartezian ales.
A reprezenta grafic o functie f:D - R, D CR inseamnd a trasa (desena)
curba &, intr-un reper cartezian.

“René Sluse a dat in 1659 prima reprezentare graficd a unei functii.
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Reprezentarea grafica a unei functii pune in evidentd anumite proprietati
locale si globale ale acesteia.

Pentru obtinerea reprezentarii grafice se recomanda parcurgerea urmétoarelor
etape de determinare succesiva a unor elemente caracteristice ale functiei.

1. Domeniul de definitie D. Acesta este dat in enunt sau in caz contrar se
determind ca fiind multimea formatd din toate punctele pentru care au sens
operatiile prin care este definitd functia (domeniu maxim de definitie).

2. Domeniu de studiu. Acesta este, de reguld, domeniul maxim de definitie
sau o submultime a acestuia in cazul cand functia are proprietati speciale.

» Daca functia este periodica, cu perioada principalad 7, este suficient sa
se faca studiul functiei pe intervalul[O, T ] sau alt interval de lungime 7.

» Dacd functia este pard sau impard, domeniul de studiu poate fi
multimea DN (0, +00).

3. Limitele functiei la capetele domeniului de definitie si asimptotele
functiei. Limitele la capetele domeniului de definitie dau informatii despre
comportarea functiei in aceste puncte si despre eventualele asimptote.

» Asimptotele verticale: sunt dreptele de ecuatie x = c astfel incat cel
putin una din limitele laterale f(c —0) sau f(c + 0) este infinita.
» Asimptotele orizontale: sunt dreptele de ecuatie y=a, a €ER, cu

proprietatea ca
lim f(x)=a sau hm f(x) =a.

x>+
» Asimptotele oblice: sunt dreptele de ecual:le y =mx +n,unde
m= lim f( )EIR si n= hm[f(x) mx]ER.

4. Intersectiile graﬁculul cu axele de coordonate
» &N Ox:Serezolviecuatia f(x) = 0, x € Dsiseretinsolufiilex, €D.
Punctele de intersectie au coordonatele (x4, 0).
» &, NOy:Dacd 0 €D, atunci &, N Ox = {A4(0, £(0))}.

5. Studlul functiei cu prima derlvata. In aceasti etapa se determin:
» Domeniul de continuitate, de derivabilitate si derivata f” a functiei.
» Se rezolva ecuatia f'(x) = 0 si se stabileste semnul primei derivate.
» Se stabilesc intervalele de monotonie si punctele de extrem.

6. Studiul functiei cu a doua derivata
» Se calculeazd f” pe domeniul de existenta.
» Serezolvaecuatia /" (x) = 0si se stabileste semnul derivatei a doua.
» Se stabilesc intervalele de convexitate-concavitate si punctele de inflexiune.
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7. Tabelul de variatie a functiei. Rezultatele obtinute in etapele anterioare
se trec intr-un tabel numit tabel de variatie a functiei care are forma urmatoare:

X
f'@)
A
1)

» Pe linia intai se trece domeniul de definitie si valorile remarcabile ale lui
x gasite 1n etapele anterioare.

» Pe linia a doua se trece semnul primei derivate, iar pe linia a patra se trece
semnul derivatei a doua.

» Pe linia a treia se trec limitele functiei la capetele lui D, monotonia si
convexitatea-concavitatea functiei, valorile functiei in punctele
remarcabile, etc.

8. Interpretarea tabelului de variatie si trasarea graficului functiei.
Intr-un reper cartezian xOy se traseazi asimptotele, se reprezinti punctele de
extrem, punctele de inflexiune, punctele de intersectie ale curbei &, cu axele
Ox, Oy. Se unesc aceste puncte printr-o linie curba respectand informatiile din
tabelul de variatie

PROBLEME REZOLVATE
1. Sd se reprezinte grafic funcfia 'R =R, f(x)=x>—3x +2.

Rezolvare
Domeniul de definitie.
Domeniul de definitie este D =R si coincide cu domeniul de studiu al
functiei.
Asimptotele functiei.
Fiind functie polinomiald, functia f nu are asimptote. Avem:

lim f(x)=—cosi lim f(x)=+e.

x>— 00
Intersectia cu axele de coordonate
» 94N Ox. Rezolvam ecuatia f(x) = 0. Rezulta cd x 3 —3x +2 =0, ecuatie
care se scrie sub forma (x —1) (x >+ x —2) = O'si are solutiile x € {— 2, 1} .
Punctele de intersectie sunt 4 (=2, 0) si B(l, 0).
> § N Oy. Deoarece 0 € D, obtinem punctul de intersectie C (0, 2).
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Studiul functiei folosind derivata intai.
Functia este continua si derivabild pe R. Se obtine:

f'(x)=3x?-3,x ER.

Ecuatia f”(x) = Oare solutiilex € {— 1, 1} .Tabelul de semn si de monotonie:

X — =2 -1 1 + o
/@) [ +4+++++0 ———— 0 ++++
®) |_eu 207 4 N 0 7 4o
A o A S
Rezulta cd functia este strict crescatoare pe intervalele (— o, —1) si (1, + %) s1

este strict descrescatoare pe intervalul (—1, 1). Punctul x =—1 este punct de
maxim, iar punctul x =1 este punct de minim.

Studiul functiei folosind a doua derivata.

Functia f este functie de doud ori derivabild pe R si f"(x)=6x, x ER.
Ecuatia f"(x) = 0 are solutiax = 0.

Tabelul de semn si de convexitate-concavitate este:

X — 00 0 + o0

O e —— 0 +++++++
) |~ (;) ~—_

Rezultd cd functia f este convexd pe intervalul (0, +o0) si concavd pe
intervalul (— o, 0).Punctul x = 0 este punct de inflexiune al functiei f.

Tabelul de variatie a functiei.
Sistematizand datele obtinute, se alcatuieste urmatorul tabel de variatie:

X — -1 0 1 +

flxe) | ++++ 0 —=———- 0 ++++

o) | —o 7 4 N2N 0 2 + o0

——————— 0 +++++++

Sw T~

Graficul functiei f.
Interpretand datele din tabelul de variatie se
obtine graficul din fig. 4.12.

)
=Y
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2. Sd se reprezintee grafic pe domeniul maxim de definitie functia f:D - R,
datd de legea de corespondentd: f(x) = x_l
X —
Rezolvare
Domeniul de definitie.
Domeniul maxim de definitie este D =R\ {1} si coincide cu domeniul de

studiu.

Asimptotele functiei:

» Asimptotele orizontale. Deoarece

2 2
lim f(x)= lim —— =—osi lim f(x)= lim —— =+,
X—=>—0 x>—ox —1 x>+ x>+ x —1

rezultd ca nu existd asimptote orizontale.
» Asimptote verticale. Problema existentei asimptotelor verticale se pune
in punctul x =1. Avem:

2
1
f1-0)=lim——=——=—
x—>1x_1 0(_)
x<1
si
2
1
FA+0)=lim——=—— =400,
x—>1x—1 0(+)
x>1

Rezulta ca dreapta x =1 este asimptotd verticald bilaterala.
» Asimptote oblice. Calculam:

m= lim %) = fim 5o
X—=>—00 X xX>—0 X —

si

—=>—o00\ X — xX=>—0 X —

2
. ) X ) X
n= 11m(f(x)—mx)= llm( 1—x]= lim =1.
xX—>—© X
Rezultd ca dreapta y =x +1 este asimptotd oblica spre —oo. Din calcul
rezultd cd y = x +1 este asimptota oblica si spre + .

Studiul folosind derivata intai.
Functia f este functie rationald si este derivabild pe Intreg domeniul de
definitie D =R\ {1}. Avem:

2
, —2
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Ecuatia f'(x) = 0 are solutiile x € {O, 2} . Tabelul de semn si monotonie:

X —® 0 1 2 + o
flxe) | ++++ 0 —=|—-=— 0 ++++
+
o) = 2 0 N N4 2 + o
M — m

Rezulta ca functia este strict crescdtoare pe intervalele (— o, 0) si (2, +), si
este strict descrescatoare pe intervalele (0, 1) si (1, 2).Punctul x = 0 este punct de
maxim local, iar x = 2 este punct de minim local.

Studiul folosind a doua derivata.
Functia derivatd [’ este functie rationald. Rezultd ca f este de doud ori

2
derivabila pe R \ {1} sif"(x)= ( x €ER\ {1} .Tabelul de semn pentru f”
Y —

1
si intervalele de convexitate-concavitate ale functiei f:

X — 1 + 0

@) | == === —-— | ++++++++
f@ | N~~~

Functia f este concava pe intervalul (—, 1), este convexd pe intervalul
(I, + ) si nu are puncte de inflexiune.

Tabelul de variatie a functiei.
Sistematizand datele obtinute, se alcatuieste urmatorul tabel:

X —® 0 1 2 + o
fle) | ++++ 0 —=|-=0 ++++
o) |- 2 0 N~ |KN g4 2 + o
M — m

——————— | ++++++++

) T~ ~—

. VA
Graficul functiei f. \/
4 i I .

Interpretand datele din tabelul de variatie a m
functiei f, se obtine graficul din fig. 4.13.

-
N DR
e 4

Fig. 4.13.
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x2+1

3. Sd se reprezinte grafic functia f:D >R, f(x)=

Rezolvare
Domeniul de definitie.
Domeniul maxim de definitie este D = R \ {0} si este domeniul de studiu al
functiei.
Asimptotele functiei:
» Asimptotele orizontale. Avem:

2 2
+1 +1
lim f(x) = lim~—— = lim,[*—— =1 =1
X—=>00 XxX—>00 X X—>00 X
si
2 2
+1 +1
lim f(x)= lim ~——= lim |—[*—— [=-1.
X—>—0 X—=>—00 X X—=>—00 X

Rezultd cd dreapta y =1 este asimptotd orizontald la +oo, iar dreapta
y = —1 este asimptotd orizontald la — .

» Asimptote verticale. Problema existentei asimptotelor verticale se pune

in x = 0.Rezulta ca:
Vx2+1 1

f(O—O):}Ci_l;% . =O(_)=_OO
x<0
si
VxZ+1 1
£(0+0) = lim = =+,
x>0 X O(+)

x>0

Asadar, dreapta x = 0 este asimptota verticald bilaterala.

» Asimptote oblice. Functia nu are asimptote oblice, deoarece la ambele
ramuri (% o) are asimptote orizontale.

Intersectia cu axele de coordonate.
Curba & nu intersecteaza axele de coordonate.

Studiul folosind derivata intii.
Functia feste derivabild pe R\ {0} si se obtine:

A

,x ER\{0}.
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Tabelul de semn pentru 1’ si monotoni a functiei f:
X — 0 + 0

f@) | —=mm == ===

fx) NN N N N N NN

Functia este descrescatoare pe intervalele (— o, 0) si (0, + ) si nu are puncte
de extrem.

Studiul folosind a doua derivata.
Functia feste de doud ori derivabili pe R\ {0} si se obtine:
3x° +2
S = :
x3(x2 +1)\/x2 +1

Tabelul de semn pentru /" si de convexitate-concavitate pentru f°:

x €R\ {o}.

X — 0 + 0

f'&x) | === = === | ++++++++
@ | N~~~

Functia este concava pe intervalul (— o, 0) si convexa pe intervalul (0, + )
si nu are puncte de inflexiune.

Tabelul de variatie a functiei.
Sistematizand datele obtinute se alcatuieste urmatorul tabel:

X — 0 + o

@) |—====- - |---—----
+ o

f(x) —1 N N Y NN N N ]

) T~ ~_

VA
Graficul functiei f.
Interpretand datele din tabelul de variatie se
obtine graficul din fig. 4.14. y=1

Fig. 4.14.




255

/ Exercitii si probleme

Exersare

E1. Sa se reprezinte grafic functiile /:D - R:
a) f(x)=x"=3x% b) f(x)=8-x7;
d) f(x)=x>—5x"
g f(x)=16—x";
D@ =2 1=x); k) fx)=01-x)’x;

E2. Sise reprezinte grafic functiile /D - R:

e) f(x)=x4 —5x° +4;
h) f(x)=x*—2x%+1;

¢) f(x)=—=2x>+3x%;
f) f(x)=2x>-3x%+5;
D) /() =@ =1 +1);
D) f(x)=(x—=1*x+2)>%.

c) fx)= FEIE
3

f) &)=

x—l

1—x
D= b )=
2
X
Df@=F 5 OS5
[ 2
g) f(x)= 2_g’ h)f(x)=m.

x* - (
E3. Sa se reprezinte graficul functiilor /:D - R:
) @) =xx: b)) =Vx 1
d) f(x)=xe"; e) f(x)=xe";
g) f(x)=In(x? +1); h) f(x)=In(x>=1);

1) f(x)=2arctgx; k) f(x)=x—Inx;

Sintezdi
S1. Si se reprezinte grafic functiile /:D - R:

x

¢) fx)=x*~1;

) f(x)=xInx;
i) f(x)=x?Inx;

Inx

D fe)==—"

x<0

xlnx—1, x>0

a) f(x)= b) f(x)=x]|x
xz, x<lI
C)f(x)={ : ; d)f(x)—{
2x° =1, x>1
%/; x<0
= ’ ; = 1 2
&) f() {1_m,x>o D) £ () =[x [In (%)

S2. Se consideri functia f:R\ {1} >R, f(x) =

x + ax

,a€ER.

Sa se reprezinte graficul functiei f stiind ca are a31mptota y=x—1.
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2
+
S3. Si se reprezinte graficul functiei f:R\ {~1} =R, f(x) = r T ,stiind cd
are un extrem in x = —3.
2

—4x+3
S4. Se considerd functia /:D - R, f(x) = romrs

ax+3

a) Sa se determine a € R pentru care functia are o asimptota paraleld cu a
doua bisectoare.

b) Sé se determine @ € R pentru care functia are un punct de extrem situat pe
axa Oy.

c) Pentru a = —4, sa se reprezinte grafic functia f.
3

SS5.Fie ffR=R, f(x) = % + x —sinx . Sa se reprezinte grafic functia /.

x+a
+b%

S6. Fie f:\R—=>R, f(x)=

i Sa se reprezinte grafic functia f stiind ca
tangenta 1n origine este prima bisectoare.
ax? +2

-1 -
a) Pentru care a € R, graficul functiei este tangent dreptei y +2x =107
b) Sd se traseze graficul functiei f pentru a =1.

S7. Se considerd f:D =R, f(x) =

Teste de evaluare
Testul 1

1. Sa se studieze monotonia functiei f:R >R, f(x)= , stiind ca

/'1)=0.
2. Si considerd functia f:R =R, f(x)=In(x* +4x +m).

a) Sa se determine m € R pentru care functia este definitd pe R.

b) Pentru ce valori ale lui m € R, punctul 4 (=2, 0) este punct de extrem al
graficului functiei f.

c¢) Pentru m = 9, s se studieze monotonia functiei f'si sd se afle punctele de
extrem ale acesteia.

a
2
x“+x+1

3. Studiati convexitatea si concavitatea functiei
/' R=R, f(x)=arctgx —In (x> +1).
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Testul 2
1. Fie f/R-R, f(x)=x".
a) Sa se arate ca f este derivabila pe R.
b) Sa se arate ca f”(0) = 0. Este x = 0 un punct de extrem al functiei f?

2
2. Fie 'R >R, f(x) = arcsin al
I+x

a) Sa se studieze derivabilitatea functiei 1.
b) Sa se precizeze extremele functiei f.
c) Sa se arate cd semitangentele laterale in punctul x = 1sunt perpendiculare.

5

2
3. Fie 'R\ {— 1} =R, f(x)= % Sa se determine punctele in care tangenta
x

la graficul functiei este paraleld cu prima bisectoare.

Testul 3

2 <
1. Se consider functia f:R >R, f(x) = " ta, x<2 .
ax+b,x>2

a) Sa se determine a, b € R pentru care f este continua pe R.

b) Exista valori ale lui a pentru care f este derivabild pe R?

¢) Daca f(1)=5si f'(3) =4+ b, si se traseze graficul functiei g:R =R,
glx)=f(x*+1).

2. Fie 170, +») =R, f(x) =1n(l+x)—xz%.

a) Sa se calculeze f'(x), x €[0, + ).

b) Sa se studieze monotonia functiei f.

2
c) Sd se arate cd In (1+x)>%, Vx €[0, +).
X

3. Sedau functiile 1:D; > R,g:D, >R, f(x) =+x =2, g(x) =" (x> +x —6).
a) Sa se afle D, 51 D, .
b) Sa se studieze derivabilitatea functiilor f'si g si sd se calculeze f”sig’.

c) Sa se calculeze lim g(x)

2/
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Testul 4
3
1. Se considera functia f:[0, + ) = R, f(x) = arctgx —x +%.

a) Sa se calculeze f'si 1.
b) Sa se studieze monotonia functiei f.

X
c) Sd se arate cd arctgx=>x — ER x € [O, +00).

X

5

3. Fie f:R\{0} >R, f(x)=1_—2x si M (a, f(a) €9, a€R\{0,2, 3}.
B .

2. Si se reprezinte grafic functia /'R = R, f(x) =vx? +1—

Notam cu N punctul in care tangenta la grafic in punctul M intersecteaza din nou
graficul functiei. Sa se determine valorile parametrului a pentru care coeficientul
unghiular al tangentei la grafic in punctul N este egal cu 3.

Probleme recapitulative

1. Si se determine limitele de functii:
Cox 0 x4 ) \/x+l—\/§
a) lim ; b) lim

=l (x-1)7 =1x +2-4/3

sinx +sin2x+..+sin nx . arcsin(8x)
¢) lim ; d) lim————;
x>0 tgx +tg2x +..+tgnx x>0 sin (2x)
1- 2 2% +3" 44" -3
) lim—— 2R f) lim .
=0 x >0 5% 467 =2
[x ++/x +1In? x]
2. FieL = lim . Atunci:
x>0 3x +1

1
a)L=3; b)L=0; c¢c)L=In2 d)L=§; e)L =1.

3. Si se determine a, b € R pentru care lim(\/x2 —x+1—ax— b) =0.

X—>0

Facultatea de Chimie Constanta, 1997

) . acosx+bcos2x +c
4. Sa se determine a, b, ¢ € R pentru care lim 2 =1.
x>0 X
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5. Sa se studieze continuitatea functiilor f:D = R:

1
5x2 =3, x<l . xsin—, x<0

a)f()€)={ ; b) f(x) = X ;

a=x, x>I a+In(x+1), x=0
x2+ax+b,x<l

c) f(x)=12x +a, x€(,2).
x—ax +2, x=2

6. Sa se studieze continuitatea functiei /:R - R,

ate, x<0
foO=1rravp -
— x>0
X

Universitatea Pitesti, 1995

7. Sa se determine parametrii reali a, b, ¢ pentru care functia /:R - R,

e, x<0 — 7(0
este continua si limM eR.

ax>+bx+c,x>0 x>0 X

Universitatea Politehnicd Bucuresti, 2004

f(x)={

8. Si se determine a, b, ¢ ER, pentru care functia /:R - R,

2x <0
f(x)= ae ’ o este derivabild pe R.
—2sinx +bcosdx, x>0

9. Se considera functia f:R\{-1, 1} =R, f(x)= max{L, al }
x—1 x+1

a) Sd se expliciteze f(x).
b) Sa se studieze continuitatea si derivabilitatea functiei f.

) ax2—3x+1,xE[—l, O)
10. Fie /[-1L1] =R, f(x)=
x? +bx—c, x E[O,l]

a) Sd se determine a, b, ¢ € R, pentru care functia este derivabilda pe (—1, 1) si
fED=r0).

b) Pentru valorile gésite, sa se studieze derivabilitatea functiei

g:[_lal]eng(x)zf( 2x2)'
1+x
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11. Se considerd f:(—1, ) >R, f(x)= %—m (x +1)si
X
F:(=1,0)U (0, +) > R,

c+bx+aln(x+1)
. .
DacilimF(x) =1six2F'(x) = f(x), Vx €(=1, 0)U (0, +),iara = F(2),

x=>0

F(x)=

atunci:
a)a=ln\/§; b)a=2; c)a=ln6; da=1; e)a=2In2.
ASE Bucuresti, 2001

2x—\/x2m2 +mx+1, x<I1

Ax—1 +|m|\/;, x>1.

Daca 4 = {m ER| 1 este continui pe R} si = Emz , atunci:

12. Fie f\R->R, f(x) = {

meA
34 25 58 81
a)a=1, ba=—; c)a=—; da=—; e)a=—.
25 4 9 64

13. Se considerd functia f:R >R, f(x)=(—1)[x](x+a[%]+b)+3, unde

a, beR.
Daca
A= {(a, b) ER X |R| f este periodica de perioadd 2 si este continud inx = 1} ,
iar § = E (a+b), atunci:
(a,b)eAd
a)S=2; b)S=—-1; ¢)5§5=0; d)S=-3 ¢e)S=4.
ASE Bucuresti, 2002
14. Se consideri functia /:[0,2] = R,
px,  x€[01)
f(x)=1m, x=1
x3 +q,x E(l, 2]
si multimea 4 = {(p, m, q) ERXR X IR| 1 este derivabila pe (0, 2)}.
Dacd § = E(p +m+ ¢q), atunci:
(pmyg)€EA

a)S=7 b)S=—-1 ¢)5S=0, d)S5S=10; e)S=8.
ASE Bucuresti, 1998
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15. Sa se determine asimptotele functiei /:D - R:

a)f()f)—#: b) () =x 4 1|
X —3|x 2|
) )= T

16. Se considera functia f:(0, +®) = R, f(x)=Inx +¢&*.
a) Ardtati cad x - f’(x) =1+x-¢e", pentru orice x € (0,4 ).

b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul A(l, e).

c) Calculati lim (x)

x—=>+o00 X

Bacalaureat, 2011

4Inx

17. Fie f:(0,+0) >R, f(x)=2—x—

. S4 se determine coordonatele

punctului in care tangenta la graficul functiei este paraleld cu asimptota oblicd a
functiei.

2x2+ax +b

x+1

a) Sa se afle parametrii a, b € R pentru care dreapta y = 2x + 3este asimptota
a functiei.

b) Pentru a =5, sd se determine b astfel incat functia f/'sa admita asimptota
verticala.

18. Fie f:D =R, f(x)=

Facultatea de Stiinte Economice Timisoara, 1995

19. Pentru ce valori ale lui m €R, functia /'R - R,

f@) =32 +m=2)x +2-m

are domeniul de derivabilitate R ?
Universitatea Politehnicd Bucuresti, 1990

20. Se consideri functia f:R\ {~1,1} > R,

f(x)_l+ax

e a€ER.

a) Sa se calculeze lim x2 f(x).

X—>—00

b) Pentru care valori ale lui a exista egalitatea 3/'(0) — f(0) =11?
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)33 933
g:z;wtg—zix siT=7E2)+H O+ 10).

21. Fie f/R->R, f(x)=

Atunci:

1 33 3 22
T==; bT="; T=1 dT==; T==".
a’) 27 ) 29 C) > ) 27 e) 3

ASE Bucuresti, 2000

) In(l—x), x<0 _ _
22. Fie fIR=>R, f(x)=7 , . Si se determine valorile
ax“+bx+c, x>0

a, b, ¢ € R pentru care functia f'este de doua ori derivabila pe R.
ASE Bucuregsti, 1990

23. Pentru ce valori ale parametrilor a, b, ¢ €ER, functia /:R - R,

3 2
x“+ax*+bx+c, x<l
f(x)={

arctg(x —1), x>1

este de doua ori derivabild pe R.
ASE Bucuresti, 1994

24. Se considera functia f:R >R, f(x) =|x — z|sinx.

a) Sa se arate ca functia f este derivabila in x = 7.

b) Functia f'este de doud ori derivabila nx = ?
25. Fie f:R = (1, + ), f(x) =4" +2" +1.

a) Sa se arate ca f este functie inversabila.

b) S se determine " si ( f‘l), 3).

Universitatea Politehnicd Bucuregsti, 1987

1
26. Fie :R\1—-2, -1, 0 = R, = .
fe SR\ } >R S00) X+ +2)
a) Sd se arate cd exista numerele a, b, ¢ € R pentru care:
a b c
=—4+—x :
S ) x x+1 x+4+2

b) Sd se calculeze S= f"(1)+ f"(2) +.+/"(10).
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. sinx —tgx
27. Si se calculeze hmz—g
x>0 x“tgx

ASE Bucuresti, 1990

X _ esinx
28. Si se calculeze lim

x>0 x —sinx

Universitatea Politehnicd Bucuresti, 1990

. XCOSX —sinx . )
lim——— €R;.Dacaim = En,atuncn

x>0 X ! nemM

29. FieM = {n EN

aym=3; bym=6;, cym=4; dym=15; e)m=10.
ASE Bucuresti, 2000

30. Se considera functia f:[—1, +®) > R,
£ = +5—4vx +1 +x +10—63x +1.

Daca B = {xo e(—1, +x) | f nu este derivabild in xo} si
S= > (f5b) - f(b))’, atunci:

bEB

1 13 1 11 3
a)S—Z, b)S—%, C)S—a, d)S—g, e)S—E.

ASE Bucuresti, 1998

31. Se considera functia f,:R = R,

£ =34 —x—1)—x’+(@=3)x>, aER.

DacéA={a€|R| f,, este derivabild in x = 0}, atunci:
1 13 5

a) AC|=3,—=|; b)AC|—=, = |; c)AC|=,5(;
2 2°2 2

9 13
d)AC(E,E); C)AC(7,15).

ASE Bucuresti, 2000
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32. Se consideri functia f:R >R, f(x)=x*|x—d—|x—4, a, bER.

Fie A={(a, b)) ERXR|f este derivabila pe R}si S= E(az +5?),
(a,b)EA
atunci:
a)S=13; b)S=26;, ¢)S=17, d)S=5; e)S=4.
ASE Bucuresti, 2001

xe*, x<I

33. Fie functia /R >R, f(x) = )
ax+b,x>1
10

Daca feste derivabild pe Rsi 4 = E f'(k), atunci:
k=1

a) A=20e; b)A=0; ¢c)A=100¢; d)A=1le; e)Ad=e.

34. Sa se determine numarul de elemente ale multimii:
X 2n

lim 5
=l (x—1)

—2x"—a

A={a€|R =b€|R}.

In(+x°)—In>1+x)

5 . Atunct:

35. Fie a=lim
x>0 X

5 5 e
a)a—z, b)a—g, c)a—T, d)a—g, e)a—z.

ASE Bucuresti, 2001

1 2 + X
36. Si se calculeze lim%.
x>0 n(x” +e )

ax? +bx +2

37. Fie fR\{1} =R, f(x) = —

a) Sd se determine a, b, c ER pentru care functia admite asimptota
y=x+2.

b) Sa se reprezinte graficul functiei fpentrua=1si b=1.

¢) Pentru a = b =1, sd se determine aria triunghiului determinat de axa Ox si
asimptotele functiei f.
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2

iders ia - - -
38. Se consideri functia /:R\ {1, 2} >R, f(x) C-D—2)

a) Sa se traseze graficul functiei f.
. . X . :
b) Sa se determine in ce raport Imparte dreapta y = 5 aria patrulaterului

determinat de axa Ox si asimptotele functiei 1.

39. Sa se demonstreze cd pentru oricare m ER, functia f:R >R,
f(x)=(x*+mx)e™, admite un maxim si un minim local.

40. Se considera functia /:D - R,

f(x)=ax +bx? +cx +1,a, b, c €(0,+x).

a) Sa se determine a, b, c stiind cd functia admite o asimptota oblicd la +
paraleld cu dreapta y = 4x + 5, iar cdtre — o o asimptota orizontald y = —1.
b) Sd se construiasca graficul functiei pentru valorile lui @, b, ¢ determinate.

x%+ax
bx+2
a) Sa se determine a, b €R pentru care extremele functiei se obtin pentru
x=—8six =4.
b) Pentru valorile lui @, b determinate, sd se reprezinte graficul functiei f.

41. Se da functia /:D >R, f(x) =

m(x +1)°
x*4+x+m
a) Pentru ce valori ale lui m functia admite doud asimptote paralele cu axa
0y?
b) Pentru ce valori ale lui m functia este monotona pe R ?
c) Pentru m =1, sa se reprezinte graficul functiei f.
d) Fie 4, B punctele in care graficul functiei f, pentru m =1, intersecteaza

axele de coordonate. In ce puncte graficul functiei admite tangente paralele cu
dreapta AB ?

42. Fie /:D >R, f(x) = ,mER".
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Indicatii de rezolvare si raspunsuri

Partea 1. Elemente de calcul matriceal. Sisteme de ecuatii liniare

Capitolul 2. Determinanti 2.1. Determinantul unei matrice patratice de
ordin cel mult trei. 2.1.4. Proprietitile determinantilor. (pag.52)
E2.d) 2; e) 24; ) 18; g) —7;h) 3. E3.a) det (4)+det (B)<det (4+B);b) egalitate. E4. a) 2;

4 6
b)—8;¢) 1;_§;d) 1,—g.E5. a) 26; b) 18;¢)—10;d)—4;e¢) 3; 1) 0; g) 0; h) 0. E8. a)

b){-1, 9};0) {—2, 3};@ 2.84.a)x> —x — 90=0; x €{-9,10};b) —4x = 0; x = 0;

0)x?—10x + 9=0,x € {l, 9} ; d)x =1.S5. Ecuaia estex > — 6x > = 5 = 0, cu solufiile
xe{0,1, 5} si S$=126.86. a) (b—a)(c—a)(b—c); b) Se scade coloana intai din
celelalte; d) se aduna la linia intéi celelalte linii; se obtine d = 0; ) se scade coloana 1ntai din
a doua si a treia, se di factor comun pe coloana a doua, a treia, ... Se obfine
d=@—x)z—x)oy+xz+yz); ) d=2(b—a)(c—a)(c— b).S7. a) Se aduna toate
liniile la prima linie si se da factor (@ + b + ¢) de pe aceastd linie; b) Se scade coloana
intai din coloana a doua si a treia, se da factor comun pe coloana a doua si a treia etc.

I -1 =2
S10. a) det (4)=0, det(B)=18;B=|1 2 —1|ic)s =0, proprietatea P,,.S11. a) Se
2 1 3

aduni coloana a treia la prima, se da factor de pe coloana intai si a doua si se obtin coloane
identice; b) Se aduna coloana a treia la prima si se obtin doud coloane proportionale; c) Se
scade prima coloana din a doua coloana si se obtin coloane proportionale.

2.2. Aplicatii ale determinantilor in geometrie. 2.2.3 Aria unei
suprafete triunghiulare. (pag. 62)

El.AB:Ix + 3y —2=0;4, B, Csuntcoliniare. E2. a), ¢), d) sunt triplete de puncte coliniare.

11
E3.a)—x—y+13=0;b)5;c)5ﬂ0m—i=22,5;m€{—4, st
~1-12+11] 2Vi7

N ESTE v €) 2
245 o5

5 5
S1.2) (AC):2x + y =2=0:b) d(B, 4C)="2=:1d(D, AC)=""—; )M Q. 4).

Ed.2) (AB):x + 4y +11=0;b) d(C, 4AB)=

4
S2. Se obtine ecuatia 3-2% —10-2° +8=0;x € {1, log, 3} S4.aymeAl, 2};

byme {0, 3}.SS.mE{—§, 3}.86. a)m€{-2,2};b) m=0saum=2n.
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S7.BC):m+Dx+(1A—m)y+6m—2=0sim=—1. S8.SeiaM (a + 3, a)sise obtine
, cu solutiaa € {18, —2}.89. me {-1, 3}.

ecuatia |a — 6=

4 5 3
Teste de evaluare. Testul 1. 1. b; 3. g; 4. mE {—3, 2}. Testul 2. 1. §, = {2};

S, = {—2, - z};z. —2;3.0z—ab—cy)*; 4. 4.
Capitolul 3. Sisteme de ecuatii liniare 3.1. Matrice inversabile (pag. 70)
(5 —1 -1 0 1
E2. 3)2(8 _2);e) 1 1 —1|.E3.Conditiaestedet (4)# 0;a)m= =105f)m= *i;
1 -1 0
g) m> —3m#=0; h)y mER\{I, =119} . E5. Se foloseste formula (4~')™' = 4. SI. Se
) b (\f NI
) 1+i  —2-43

impune conditia det(4)#0, Vx ER=(m—1x’-2x+2m-3#0, Vrx ER<

verifica: det(4 = 0=>b), d) . S2. a) ( ) S3. a) Se

1 .
& 4—4(n-1) Qm=3)<0em € (-, 1)U 2, ).54.4" = 4 e det (4)=1 etc.

-7 3
- 3
3.2. Ecuatii matriceale. (pag. 74) E1. a) X = ( 1 5) by X=|-12 5|
3 —
-2 3 -1\7'(1 10 7 2 2
7 -4 1
)X = Ea)X=|3 -4 2 0|==|8 =|2].
-5 3 3
1 -1 =2) \-2 1 1
5 x
3.3. Sisteme de ecuatii liniare (pag. 90) E1. a) 4 = ( , ) )
y
1 =2 3 X 1 =2 1
byd=|2 —4|,B=|1 |,C=|yl;c)A=|4 1 3,B=0 X=y;
5 —6 -8 z 9 -2 -8 4 z
a
1 1 -1 6
d) 4= 3 _o 1)’B=(ll)’X= b|.E2.2) (=2, —4);b) (—6,2);¢) (i 1).

c
E3.a)a=—-1,b=2;b)a=b=1.E4.a)x =1, y=—1;b)x =2, y=1;c)x =—23,

1 1 1
y=—28;d)x=2,y=—1,z=3;e)x=5,y=§,z=g;f)x=—a+5b—8c,
133 4
y=a—3b+5c,z=a+3c—2b.ES5.a)Da,x = ,y=—-7;b)Nu; c) Da,

33 33’
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65 4 101
x=?,y=—§,z=—7;d) Da,x=6,y=4,z=6.E6. a)x =2, y=1,b) x =3,
y=l;¢) x=47, y==57, d) x=1, y=1,z=0;¢e) x=2,y=4,z=3; f) x=3,
y=—1,z=2.E7.x=1,y=2,z=3.E8a)x=3, y=1;b)x=2,y=—1;¢c) x =3,

y=—1,z=—1;d) x =3, y=1, z=2; e) incompatibil; f) com- patibil nedeterminat:

17
x=6—5x y=3a—-2,z=a, a €R; i) compatibil nedeterminat: a=Z+ a b=a,

c=—-a,a€R. SI. a) A=4—m?, A#=0=>>meR\{-2,2} x=2m+1,

4
2m+1 2m*+2m—2 1
y= , z=—7—""""; b) A=—m+1)2m+1), meR\{—1, ——¢,
2—m 2—m 2
14m—8 10 —6m>—16

_ _ _ P
Emanen )Y T a1 amtmtn S rWAT 02T m=D)

=0>me{-1,-2,2};b) A=5m—19=0.83. a)x=—2, y=3.84. a)x =4, y =0,
z=l;b)x=—1, y=1,2z=2.86. a) A=m(m—2), meR\{0, 2}; b) Incompatibil
. . . (b—=2)(c—2)
pentru m=0si m=2.8S7. A# 0 fiind determinat Vandermonde: x =—————,
b—a)(c—a)
_@-a)c-2) _@-a)@-b)
YT =a)e=b)" " (c—a)c—b)

e v =t el 2 o) . a=pu-a)

Daca a#1, f#0, se obtine un sistem Cramer. Pentru =1 sau f=0 se obtin
necunoscute secundare. S11. A= 32— m). Pentru m € R\{2} sistemul este de tip

2
Cramer. Solutia este x = — V=327 1.Pentru m =2 sistemul este compatibil simplu

S8.a) A= 6m(m—2), me {0, 2} ;byme {0, 2};

4
nedeterminat: x :_?a, y=1—%, z=a,a€R. S12. A=(m+1)2— m). Se pune

conditia A # 0si se obtine m ER\ {— 1, 2} .S13.x =20, y =30, z=15.515. a) x = 3,

y=—1,z=0;b) A= 5(m— 3). Pentru m € R\{3} se obtine un sistem de tip Cramer.

Pentru m=3 si n# 3 sistemul este incompatibil. Pentru m =3, n= 3 sistemul este

compatibil simplu nedeterminat: x =—1—13a, y =1+ 52, z=a, a ER.

Probleme recapitulative (pag. 97) 1. a=—5 b=-2.2.x=2,y=0,4"=2"1,.3.
0 01

a=3,f=-35.4"=[0 0 0/,4°=0,.Seobtine(I,+A4)"=CI,+Cla+C?4*.
0 0O

, o 2 -1 -1 1 1{(—4 -5
8.C2=4Csi C"=4""C.9.a) A= , B= ;b) A=~ )
1 2 -1 -1 5011 —4
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1{3 5 1 i 5
B=- . 10, a=11. 11. 4= . 12, a) x€3l,——¢; b) x=0; ¢
5(-7 3 01 4

A=@—-1)2@2+2x+2),x=1.13. a)yx €{a, b}; b) x ER; ¢) x €{a, b}. 14 a)

4 -4 8
: 0 1 1
aER ;b)det(A)=a3(a+1)(a2+1).15.a)X=(1 O);b)x=4 9 —16 1].16.
4 =24 16

8
det (4)= X%+ 3mX +2m.Se pune conditia A < 05si se obtine Im* —8m< 0,m€E (O, 9).

| ),iar UH =@ H* =( 34

-21 13
B=A"'CAsiB ' =U7'cA) ' =47 'C" 4 etc. 20. a =13.

Partea a II-a. Elemente de analiza matematica

Capitolul 1. Limite de functii. (pag. 151) E1.2) 6;b) 5;¢)—3;d) 1; ¢) 2; f) 161 E2.2)2;

2 32
17. 47" =( ).18. Fie c=(2 1).Atunci

2 2
b)0;¢)0;d) 1;¢)0;1) 0. E3.a)0;b)2;c) l;d)g;e)O;f)g.E4.a)2;b)0;c) 125;d) 1;

f) T S2 —
5 . a) a=

f(”—o =+, f(j+ o)=1;b)f(0+ 0)=0, /0= 0)=1; £~ 0)= 0,/ +0)=0;

; by a=10; ¢) a=1; d) a=1. S3. a) f(O0+0)=0,

N | W

2

¢)f(0—=0)=—17(0+ O)=—1.S4.a)0;b)0;c)3;d)2;e);;f)2;g)0;h)2. S5.a) 1;b) 2;

¢)0;d) 0; e) 0; f) 4.

Capitolul 2. Functii continue. (pag. 183). El. a), b), ¢) functii continue. E2. a)
fl—=0)=1= fQ1+0); f1)=1, continue. E3. a) Prima spetd; b) Prima spetd; c) Speta a
doua; d) Speta adoua. E4.a) f (1 — 0)=1+ a, f ( + 0) = 3.Functie continud dacd a = 2 si
si discontinud daci « €R\{2}. b) Pentru a=1, b=—1 f continui pe R; pentru
a=1, b€R\{l}, f continui pe R\{l}; pentru a €R\{1}, b=—1 f continui pe
R™, b€R"\{1}, f continua pe R\ {0, 1}; ¢) a=1 f continui pe R; pentru « €R\ {1}

* 1
f continud pe R ; d) pentru a=0, D, =R, pentru a = 2 D,=R\{0}. S1. a) a=2,

1 1

D,=R,a#2, D,=R\{0}. b) a=5, D =R; a=i5,Dc=|R\{1}; ) a=-1,
D.=R; a=z—1,D,=R\{0}. d) a=0,D.=R\{0}. S2. a) a€{l,2}; b) Daca
2a—1<a?, Dc=(—oo, Za—l]U[az,OO). Daca a=1,b=1,D,=R; daca

a=1, b#l, DC=IR\{1}; c)a=2,b=1l;d)a=b=1saua=1log, 3, b=1og; 2.S3. a)
a=6,b==T,b)a=1, b=0.



270

Capitolul 3. Functii derivabile. (pag. 202). E2. Functii elementare. a) f'(—1)=3;
1 1 1
D) @=L f'O==5d) f0)=7;¢) f'C1D)=71In2; 5 f/(0)= 3. E3. Funcfii

derivabile. E4. ) /{1)=—1 f;0)=1;b) /{(0)=0; f;(0)=2;¢) f{ (=) =1;

d) fiO)=m, f;1)=1.82. a) Discontinud inx = 0; b) derivabild dacd a= 0, b= 4;
¢) continud, nederivabild; d) pentru a = b functie continud; nu este derivabila.

S3. a) Functie continud, ()= 0, f; (1) = 3.Punctunghiular: b) Da; ¢) Da. S4. a) Da;

b) Da; S6. a) Panta tangentei este m = ¢+ 6. Conditie: c+ 6=7;b)a=1,b=4.
Capitolul 4. Studiul functiilor cu ajutorul derivatelor. (pag. 255) E3. f) D = (0, «),

1 1
Dp=(0,%), f'x)=Inx+1, f"&)=—",x=—— punct de extrem. i) D = (0, ©);
: x e

x—1 1
S'&)=—"—,/f")=—.Punctul x =1 de minim. Dreapta x = 0 asimptotd verticald.
X X
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