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Elemente de calcul

si sisteme de ecuatii liniare

- - - ——

Matrice

1. Tabel de tip matricial. Matrice, multimi de matrice.
Operatii cu matrice: adunarea, inmultirea unei matrice cu scalar

Tabel de tip matricial

O companie de tranzactii financiare ofera la vanzare pachete de _
cate 1000 de actiuni, la 4 intreprinderi, A, B, C, D. Directorul | L Ma Mi J V

companiei alcatuieste tabelul alaturat, cu numarul de pachete de actiuni /]; ;g ;411 ;g gg ?g
vandute din fiecare fel, in fiecare zi a unei anumite saptamani de lucru. cla25 26 32 31 26
Daci se cunosc semnificatiile liniilor si coloanelor pentru actiunile D |24 26 31 30 27
A, B, C, D, respectiv zilele saptamanii de lucru L, Ma, Mi, J, V,
atunci tabelul ,centralizator” se poate reduce la forma aldturata.
Acest tablou cu 4 linii si 5 coloane este o matrice formata din 29 34 32 26 35
4 - 5 =20 de numere reale. Fiecare numar poate fi precizat cu ajutorul 20 21 25 30 19
a doi indici; primul indice este indicele de linie, iar al doilea este 25 26 32 31 26

indicele de coloand. De exemplu, numarul 27 se gaseste pe linia a
patra si coloana a cincea, se noteazd a, si reprezintd in acest caz
numarul de pachete din actiunea D vandute vineri.

24 26 31 30 27

Notiunea de matrice a intervenit in studiul sistemelor de ecuatii liniare. Ea a fost introdusd de matema-

\<i<m . In 1913, C.E.

Isj<n

ticianul englez Arthur Cayley (1821-1895) in 1858. EI a folosit pentru matrice notatia ||a;

Cullis propune notatia [a iar In 1919, la sugestia lui M. Bocher, s-a introdus notatia (a )

i |1sism? ij JI<ism *
Isj<n ISj<n

Vom utiliza notiunea de matrice, in studiul sistemelor de ecuatii liniare.
x+3y+2z=6
De exemplu, sa consideram urmatorul sistem: <2x—y+3z=4. Toti coeficientii care apar in scrierea
3x+2y—z=4
sistemului intervin in rezolvare, atdt prin valoarea lor cat si prin pozitia pe care o ocupd. Nu este acelasi

lucru daca un anumit coeficient apare in fata unei necunoscute sau a alteia. Pentru a pune in evidenta
multimea coeficientilor, precum si pozitia pe care o ocupa fiecare coeficient, vom atasa sistemului matricele

1 3 2 1 3 2 6 6
urmatoare: |2 1 3|, |2 -1 3 4| |4]
32 -1 32 -1 4 4



SA A~F A . . o
LEn In clasele anterioare s-au rezolvat sisteme cu doud sau

trei ecuatii si necunoscute (m = n =2 sau m = n = 3),
Am.wr 44 prin metoda reducerii sau metoda substitutiei.

EEEMPLY
o x+3y=4
Rezolva sistemul: .
2x—y=1

Metoda reducerii Metoda substitutiei

x+3y=4 x=4-3y
& Ultima ecuatie devine:
6x—3y=3 8—6y—y=1

Tx =7 ,x=1 7-Ty=0

1+3y=4, 3y=3, y=1. y=1,x=4-3y=4-3=1
Obtinem x = 1, y = 1, deci

sistemul are solutia (1, 1).

Obtinem x = 1, y = 1, deci
sistemul are solutia (1, 1).

Definitie.
Fie S un sistem de m ecuatii liniare cu » necunoscute:

a,x, +a,x, +...+a,x, =b,

Ay X, + Ay X, +...+a,,x, =b,

(S)

A, X, +a,, X, +..+a,x =b,

m2

Numerele a,,i=1, m, j=1, n, se numesc coeficientii necunoscu-

lj’

telor x,, j=1, n, iar numerele b.,i=1, m se numesc termeni liberi.

Exista metode generale de rezolvare care conduc la operatii
aplicate coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi. Acestia
pot fi ,,grupati in urmatoarele matrice:

matricea matricea  matricea

matricea completa termenilor necunos-

sistemului a sistemului liberi cutelor
ay 4 ...y, a, a, . a, b b X
Ay Ay . Gy, , ay G . a4, b , b, ) X |
aml amZ amn aml amZ amn bm bm xn

N e

1) Un magazin ofera la vanzare foarte
multe tipuri de marfuri. Se poate descrie
situatia stocurilor magazinului printr-un
singur numadr, care va reprezenta valoa-
rea totala a marfii. Cum putem sa organi-
zam informatia despre stoc, astfel Incét
sa putem sti cate obiecte sunt de fiecare
fel si cat costd fiecare obiect?

2) Rezolva prin metoda substitutiei si
apoi prin metoda reducerii sistemele:

Sx+2y=11
3x-2y=4"
2x+4y-3z=1

b) {3x—2y+z=2 |
Ix—y—z=2
3) Se considera sistemul:
2x+3y=m
x—y+2z=e
x—y+z=0
Scrie matricea sistemului, matricea com-
pleta a sistemului, matricea termenilor liberi

si matricea necunoscutelor. Din ce multimi
de matrice fac parte aceste matrice?

Atentie! Atunci cand o necunoscutd
nu apare intr-o ecuatie, inseamna ca ea
are coeficientul 0. De exemplu, in prima
ecuatie necunoscuta z are coeficientul 0.

2x+3y=3
3y—lz=1
4) Fie sistemul 2 .
2z—t=2
t+x=4

Scrie matricea sistemului, matricea com-
pleta a sistemului, matricea termenilor liberi
si matricea necunoscutelor. Din ce multimi
de matrice fac parte aceste matrice?

5) La ce s-ar putea folosi un tabel cu
linii si coloane in care sunt scrise numai
cifrele 0 si 1?

6) Cum poti prezenta distantele (in
km) dintre resedintele de judet, atat pe
calea feratd cat si pe sosea?

- 7T



Matrice, multimi de matrice

Definitie.

Fie m, n € N* si fie E o multime de numere (N, Z, R, C). Se
numeste matrice de tipul (m, n) cu elemente din E, o functie
A:A41,2, .. ompx{1,2, .., n} —>E;not€1mA(i,j)=aij, i=1,m, j=n.

a, a, .. q,
< ay Gy ... Oy,
Notam 4 = sau A =(a;)<i<p -
........................... I<j<n
aml amZ . amn

Multimea tuturor matricelor de tip (m,n) cu elementele din
multimea E se noteaza prin .# (E).

Observatie.
Matricele sunt o generalizare a vectorilor; vectorii sunt matrice
cu o linie (matrice linie) sau cu o coloand (matrice coloana).

Definitie.
: a, a, .. a,
. o . ay Ay - Oy,
Matricea pdtraticd de ordinul n, A= , este
anl anZ ann

o matrice cu #n linii si n coloane.
Matricea linie (a,, a,,
matricea (a,
n

.. a, ) este diagonala principald, iar
Ay yy oo a,) este diagonala secundard a matricei 4.

Multimea tuturor matricelor patratice de ordin n cu elemente
din multimea E se noteazd prin -# (E).

I -10 5 2
EEEMPL

. |37 -2 8

m Matricea 4= 151 4 3

-5 9 10

(-1 7 4 10) si diagonala secundara (2 -2 1 -5)

are diagonala principala

B 2 2020 2 ——_—

7) Scrie cate o matrice de tipul (2, 3)
cu elemente din multimea:

aZ; bQ; oR; d)C.

8) Scrie o matrice coloand cu patru
linii folosind elementele 0, 1 si —1.

9) Scrie o matrice linie cu cinci co-
loane, cu elemente numere reale, in care
suma elementelor sa fie 10.

10) Ordoneaza dupa incluziune mul-
timile de matrice cu m linii si n coloane:

M, (©), M, (R), M, (Q), M, (Z).

11) a) Scrie o matrice patratica de
ordinul 3 cu elementele 1 si —1, in care
produsul elementelor de pe fiecare linie,
respectiv coloana, sa fie —1.

b) Scrie diagonala principala a acestei
matrice.

12) Calculeaza suma elementelor dia-
gonalei principale a matricei de ordin 21.

1 0 -1 1 0 -1 .. -1

o -1 1 0 -1 1

-1 0 -1 1 O .. O
A=

1 0 -1 1 0 -1 .. 1

-11 0 -1 1 O 0

13) Care este transpusa matricei

Definitie.
Transpusa unei matrice 4 de tip (m, n) este matricea ‘4 de tip
(n, m) definita prin ‘A(i, j) = A(, i),V i=1,n, ¥ j=1,m.

A= —i 2i)?

14) a) Care este transpusa matricei

a, a, .. a, a, @ .. a,
I T I B R B
aml amZ amn aln a2n amn
EFEMFLY 20
31 2345
A= ‘A=
m 4 7 (0 17 —3)
53

b) Verifica relatia ’(’B ) =B,

123 147
15) Dacd A=|4 5 6|, 'A=|2 5 8/|.
789 3609

Verifica relatia: '(‘4) = A
(daca transpunem de doua ori o matrice,
obtinem matricea initiala).

- - - - - _



Deci, prin transpunerea matricei A4, linia i din matricea 4
devine coloana i In matricea ‘A si coloana j din matricea 4 devine
linia j In matricea ‘A.

Egalitatea matricelor

Definitie.

Doua matrice de tip (m, n), 4=(a;) <<, $i B=(;) <<, €
I<j<n I<j<n

numesc egale daca a,= bl.j, Vie {l,2,.,m},Vje {1,2,.. n}.

EREMPLY

. 1 2 3) . 1 2 x
Fie 4= si B= .
5 21 5 y z

Matricele 4 si B sunt de acelasi tip, (2, 3), si A = B daca

si numai dacix =3,y =2,z=1.

Adunarea matricelor

Definitie.
Fie matricele 4, B€ M, (C), A=(a;)<;<p>B =6y )1<i<m-

I<j<n I<j<n

Suma matricelor A si B este matricea C = (¢; )<<, CUC, = a, + b,
Vie{l,..,m},Vje {1, .., n}.

I<j<n
Matricea suma C se noteaza 4 + B.

S A& Doua matrice sunt egale daca sunt de acelasi tip si

E. 3 elementele corespunzatoare sunt respectiv egale.

Rt . . . ..
RETIVE Matricele se pot aduna numai daca sunt de acelasi tip.

EEEMPLY

ﬁ Fie 4, B matricele care reprezintd numarul de autotu-
risme vandute in prima, respectiv a doua zi de la deschidere.

Un magazin are doua sucursale, Ml si Mz, in care
vinde automobile de tipurile P,P,P.

53 3 4
1 4 23

Cele 2 coloane indicd vanzarile din magazinele M si M_, iar
cele 3 linii reprezintd vanzarile articolelor P , P_, respectiv P3.
Care sunt vanzarile din cele doua zile, la cele doua sucursale
Ml si Mz, pentru produsele Pl, P2, P3?

N e

16) Care dintre urmatoarele perechi
de matrice sunt egale?

a)A:[z 1}3:(2 z'4}
0 3 0 3

1
b) A=(1 2 3), B=|2|;
3
2 1 4 2 1 6-2
c) A= ,B= ;
015 01 5
2 1 2140
d) 4= ,B= ;
015 0156
2 0
2 1
e) A= ,B= 1?
015
4 5

Cum adundam matricele?

-1 10 1 -2 3
17) Fie A= ,B= .
0 2 -1

2 -31
-1 3
-1 0)

1
0 ’Bzxyx'
1 0 y Xy

Determind numerele x si y daca

0
Verifica egalitatea: A+B= (2

1
18) Fie A:[
0

0 0 O
A+ B= .
[0 0 OJ

19) Fie 4 2o A [P0
1€ A= , B= .
it0 —i ito

a) Calculeaza 4 + B.
b) Calculeaza ‘4 +'B.

i
20) Fie A=(G i*i’) si B=|—i]|,

2 -3
unde i© = 1. l

a) Calculeaza 4 + 'B.
b) Calculeaza ‘4 + B.




Solutie.
53 3 4 8 7
C=4A+B=2 0|+|3 1|=|5 1] este matricea
1 4 2 3 37

reprezentand vanzarile din cele doua zile, la cele doud sucursale
Ml si Mz, pentru produsele Pl, P2, P3.

Teorema. Proprietdtile adundrii matricelor

Pentru orice matrice 4, B, C € .4/ (C) avem proprietatile:

I.A+B=B+4 (comutativitateaj;

2.(A+B)+ C=A4+ (B+ C) (asociativitatea);

3.4+0, =0, +A4=4,unde O, este matricea nula de tip (m, n)
(are toate elementele 0); ,

4. existd matricea opusd —A4 €A, ,(C), A+(-A)=(-A)+A=0,,,.

Pentru A= (al-]. Ni<i<m >

1<j<n

avem —A=(=a; ) ;<

I<j<n
Definim operatia de scadere a doud matrice astfel:
A-B=A+(-B).

Demonstreaza teorema pentru matrice de tipul (2, 3)!

Adunarea matricelor, particularizata pentru matrice cu o
singura linie (sau coloand), conduce la adunarea vectorilor.

Inmultirea matricelor cu scalari

Extindem definitia Tnmultirii vectorilor cu scalari si obtinem...

Definitie.

Fie 4= (ag Di<i<m

I<j<n

e, ,(C) si h € C. Produsul dintre

numdrul ) (numit scalar) si matricea A este matricea
B=(byh<icm> ub;=h-a,Viell, . .,m},Vjell, .., n}.

1<j<n

Matricea B se noteaza A - A sau AA.

B 2 2020 2 ——_—

2x 0 ¢
21) Fie A= 4 3y 3|,
v —z 3z
-4 -y -1 16 6 =2
B=|-—x -2y u|siC=[-6 3 5|
—-v 2z 2 0 -3 1

Aflax,y,z,u,v,t€ Rstiindcad+B=C.
22) Determina x, y € R daca:

0 5 4x2y+3y—1_14x
x 2x) 2y 4) (7 3x) \y 2

23) Determind matricea X € .#/,(Z)

-2 1 0 1 -3 4
daca: - X+ = .
( 3 —1) (5 —6) (—2 1)

24) Scrie matricele urmatoare:

not no
a) 0, b) 0,,=0,; ©) 0,,20;;
O ;5 e0,; 00 ;g0

Cum inmultim o matrice cu un numdr?

25) Determina numerele x, y, z, ¢ daca

S T P

26) Calculeaza 24, 3B, 5B, —5B, A-5B,

111 2 -11
. — |
daca (2 0 2} s B (_1 2 3}

27) Calculeaza x, y € R astfel incat

EEEMFLY

-1
@ Fie A =(

4

Se demonstreaza usor urmatoarea ...

(i 1= ), (2= =143 _
1-2i =2+3)" 7 i 3= )7

2 3) (2D 22 23) (2 46
217 24 2(=2 21) |8 4 2

Teorema. Proprietdtile inmultirii cu scalari a matricelor
Pentru orice matrice 4, B € .4/, (C), a, b € C avem proprietatile:
N1-A=4 ” 2)(@+b)Ad=a-A+b-A
3)aA+B)=a-A+a-B 4) (ab)4 = a(bA).

(5@ —1+7i
L1 4+
28) Determina matricele X, Y ce

8 7 =2
2X+3Y =

e o . 1-6 5
verifica sistemul .

-3 0 -1
X-=-2Y =
3 4 -1
Indicatie. Inmultim ecuatia a doua cu
—2 si 0 adunam la prima ecuatie. Inlocuim

matricea Y intr-o ecuatie a sistemului si
obtinem matricea X.

- - - - - _



o @ 1. Fie matricele:
=
2 1

ﬁ A—l 2 3'8—0_10-C—0 )
peopsE T (1 2 3)° 7 (1 0 1) _1

Calculeaza:

a) A +8B;

b)4d-B-'C;

c)C-2"4.

C ) 2. Se dau matricele:

1 01 -1 0 -1 202
A=|0 1 0|.B={0 -1 0].C=/020

101) -1 0 -1) 202)
Calculeaza:
a) A+ B;
b)Ad+ B+ C;
c)A-B+C;
d)y4+'B-'C;
€)24-'C
f)‘(A+B)—03.

100

@ 3. Fie matricea 4=|0 1 0|. Calculeaza:
b) A4, LeC;

c) xeC cu x-A=A4.

® 4.Fie Ae. 4 ,(C) si Be. M, (C). Care dintre
urmatoarele operatii sunt posibile:

a)A+ B; b)4 + 'B;

c)'4 + B; d)'4+'B?

@ 5. Determind matricele X, Y € ./, (Q) daca

2 0 1 1 30
X-=3Y={3 1 0fsi2X-5Y=(-2 1 1|
1 23 3 01
I -1 2 -1 0 1
@ 6.Fie 4={-2 1 0|siB=[{0 1 0
0 2 3 2 2 3

a) Aratd cd ‘(A+B)="4A+'B.
b) Demonstreaza ca, pentru orice matrice
X, Y€ A, (C),areloc relatia ‘(X +Y)="X+"7.

o 7. Calculeazé
a) ;(H‘S) b) HSZ’ c) Zk(k+l)

Indicatie.

n
a) > a,=a,+a,+..+a, (simbolul suma);
k=1

b)Hakzal-az-...-
k=1

R S N O
) kh+1) k k+l-

a, (simbolul produs);

d® 8. Fie a.,a,..a, b,b,

n n
i) Z(a,c +a)=2ak +no.;
k=1 k=1
n n n
ii) Ha-ak -b, =oc”Hak -ku .
k=1 k=1 k=1

bn, o € R. Arata ca:

@M 9. Calculeazd sumele urmaitoare:

a) Zn:k; b) Zn:kz; c) Zn:k3.
pa pa k=1

@® 10. Calculeazd sumele urmaitoare:

a) Zn:k(k+1); b) Zn:(2k+k2+1)_
k=1 k=1

Indicatie. Foloseste formulele obtinute la exercitiul 8.

"1 k k2 k3
@8 11. Calculeaza suma S= Z -1 2 3 k(k+1)
+

@8 12. Daci ¢ este o solutie a ecuatiei x> +x+ 1 =0,

] n (kg% g3k
calculeaza suma: E .
3k k 2%
o\ € et ¢

Indicatie. € =1, deoarece x* — 1 = (x — 1)(x* + x + 1).

@8 13. Daci o este o solutie a ecuatiei x> —x + 1 =10,

o o o
calculeaza suma z 2% |-
~lo* o

Indicatie. @ =— 1, deoarece x* + 1 = (x + 1)(* —x + 1).



2, Operatii cu matrice: inmultirea

Inmultirea matricelor

Exercitiu rezolvat.

. . N . . .. P P P
Pentru fabricarea produselor X si Y o intreprindere utilizeaza piesele ! 2 3
P,P,P. Tabelul alaturat reprezinta necesarul pentru fabricatie; astfel, X 5 2 1
pentru fabricarea unei unitati din produsul X sunt necesare 5 bucati P, Y 2 3 2
< < . . ) 5 2 1
2 bucati Pz, 1 bucata P}. Asociem acestui tabel matricea 4= 5 3 o)
Tabelul aladturat reprezinta pentru fiecare piesa de tipul cost cost
P, P_, respectiv P_, In unitdti monetare, costul de productie si productie | transport
b2 3 ’ N P 10 1
10 1 1
costul de transport. Asociem acestui tabel matricea B=| 5 3. P > 3
) P, 1 2

Pentru fabricarea unei unitati din X, costul total de productie al pieselor este 5 - 10+2 - 5+ 1 - 1 =61,
iar costul total de transporteste 5 - 1 +2 - 3+1 - 2 =13,
Calculeaza in mod analog costurile pentru fabricarea unei unitati din Y.

5‘10+2-5+1-1 5:-1+2:3+1-2 13
Putem aranja calculele astfel:
2 10+3-5+2-1 2-1+3-3+2-2 37 15
si obtinem repartitia costului de productie si a costului de transport pentru fiecare articol.

Acest exemplu ne conduce la urmatoarea ...

Definitie.

Fiem, n, p € N*,4=(a;) ., st B=(by)<,<,. Produsul matricelor A si B (in aceastd ordine) este matricea

I<j<n I<k<p
n
C=(Cy)reian » ude Vi€ {1,.om}, ¥V k€ {1, .., D}, c4 =D @by =ay by +ayy-by+.+a,, by
I<k<p Jj=1
Matricea produs C se noteaza A4 - B.

Sa explicitim modul in care se inmultesc doud matrice.

a]] a]z a]n bll b12 oo blp cll 012 ee clp
) a21 a22 a2n b21 b22 bzp A C21 022 Cz
Fie 4= ,B= si C= P 1,unde C =4 -B.
Ay Ao amn bnl bn2 bnp Cml Cm2 Cmp

Elementele din prima linie a matricei C sunt:
¢, =a,b, +a,b, +. +a b (produsul dintre linia 1 din 4 si coloana 1 din B),
c,=ab, +a,b,+ . +a b, (produsul dintre linia 1 a matricei 4 si coloana 2 a matricei B),

¢, =ab +a, b +. +a b (produsul dintre linia 1 a matricei 4 si coloana p a matricei B).
P P P n np
Elementele liniei a doua din C se obtin Tnmultind linia 2 din A, pe rand, cu coloanele matricei B, adica:

C a21b11 + a22b21 Tt a b a21b12 + a22b22 Tt aannZ’ o ch = a21b1p + a22b2p Tt aan

In general, elementele din linia / a matricei C se obtin inmultind, pe rand, linia i din 4 cu coloanele lui B.
9




EREMPLY

. 1 2 3 27 -10
Fie A= 4 ) 1) B=30 4 2|,
B 12 0 -1

ABz( -1-24+2-3+3-1 —-1-7+2-0+3-2

) Matricea 4 poate fi inmultitd cu matricea B numai
Ff' daca numarul de coloane ale matricei 4 este egal cu
gemve  numdrul de linii ale matricei B.

Precizam ca produsul vectorilor (sau matricelor) cu un sca-
lar este un vector (respectiv o matrice).

-1-(-D)+2-4+3-0

Teorema. Proprietdtile inmultirii matricelor

1. Oricare ar fi matricele A€ .4, (C), BE .M, ,p(C)’ Ce J{) yq(C):
(AB)C = A(BC)

(asociativitatea)

2. Oricare ar fi matricele 4 de tip (m, n), B si C de tip (n, p):
|A(B+ C)=AB + AC |

(distributivitatea inmultirii la stdnga fatd de adunare).

3. Oricare ar fi matricele 4, B de tip (m, n), C de tip (n, p):
| (4+B)C=AC+BC |

(distributivitatea inmultirii la dreapta fatd de adunare).

0 ... 0
. . , 0
4. Matricea unitate de ordinul n, I, =
00 .1
este element neutru fatd de inmultire, adicd ¥V A€ .4/ (C) avem

A1 =1-A=4

Atentie! in general A-B# B-A. Daci A-B = B- A, spunem
ca matricele 4 si B comuta intre ele.
Observatie.
¢ Consideram sistemul de ecuatii liniare:
apx+a,y+ansz=>b
(S)yay x+ayy +a,;z =b,. Fie A matricea sistemului, X matricea

a3, X +ayy + a7z = by

necunoscutelor si B matricea termenilor liberi:

10

—1-042-(2)+3-(-1) ) (7 -1 9 =7
4.2+(=2)-3+1-1 4-7+(=2)-041-2 4-(=1)+(=2)-4+1-0 4-0+(=2)-(=2)+1-(=1))

330 -12 3

Cum inmultim matricele?

1) Verifica inmultirea matricelor urma-
toare:

o MG 1)

(1-0+2-(=1) 1-1+2-1 1-2+2-0)
0-0+1-(=1) 0-1+1-1 0-2+1-0)
(-2 3 2
-1 1 0)
-1 5
2 -1 0
2) Fie A= ,B=| 0 3
1 4 -3
2 1

- . -2 13
Verifica egalitatea 4-B = .
-7 -10

3) Inmulteste matricea linie

2
-1
(-1 0 2 -3) cu matricea coloand
-3
4) Inmulteste matricea linie
-1

(2 -1 4 3) cu matricea coloand

5) Stiind ca 4- . afla tipul

=N = W
Il

8

matricei 4 si da un exemplu de matrice A4.

- 7T



ay A 4 X by
A=|ay ay ay |, X=|y|siB=|b,|.
a3 4z ds; z b,

Obtinem scrierea matriciala a sistemului (S): AX = B.

EXEMFLY 1) Scrie matricial sistemul de ecuatii liniare:

2x+y=3
-x+y=0"

Solutie. Scrierea matriciald a sistemului este AX = B, unde
21 x 3
SEHESWERY
2) Verifica rezolvarea ecuatiei matriciale:
1 0 -1 -1 3
X = .
1 -1 2 6 0
Solutie.
. 1 0 -1 -1 3
Fie A= ,B= .
I -1 2 6 0

Numarul de linii ale lui X este 3, egal cu numarul de coloane
ale lui 4, iar numarul de coloane ale lui X este 2, egal cu numarul
de coloane ale lui B.

a b
. a—e b-f
Fie X=|c¢ d|, A-X= .
a—c+2e b—d+2f
e f
a-e=-1
. b-f=3 3
Din 4 - X = B, rezulta . Solutiile sunt:
a—-c+2e=
b—d+2f=0

a=o-1;b=B+3;c=3a-7,d=3p+3;e=a; f=B,cua,pe C.
Deci, problema are o infinitate de solutii de forma

a—-1 pP+3
X=|3a-7 3p+3|,a,peC.
o
P 0
Caz particular: o = 1, B = 0. Rezulta X =| -4 3|,
1
1 0 1 03 1 3
Verificare: g 32| .
I -1 2 L 0 6 0

11

-

6) Calculeaza, daca este posibil,
produsul matricelor 4 - B :

0 1 1
012
a) A= ,B=|1 0 1;
110
110

1
10
b) A= 2,B=( J;
0 1

11

) A=|0 1 1| B=[-11

—_
)
|
—_
)
—_

o O

—
(e}
—_
(e}
—_
—

7) Verifica dacd A - B # B - 4, pentru

-2 3
1 2 4
A=|-5 -1,B= .
4 31
7 0

8) Verifica daca 4B = BA, pentru

()

9) Verifica proprietatile inmultirii matri-

I A_2lB_12C_10
celor pentru A= 2 115 1)

30/
10) Determina matricele X care au

. 1 2 1 2
proprietatea: X - = - X
3 4 3 4

11) Fie matricele:

103 3 2) 10
A= ,B= §1I2:
0 -1 1 1 0 1

Rezolva in . #(R) ecuatiile matriciale:

a) AX=1,; b) AX = B.

12) Fie matricele:

-1 3 32
A= i B= .
Rezolva in . #(R) ecuatiile matriciale:

a) AX = XB; b) AX4 = B.

13) Determina matricea X daca:

o 3 5 3)

14) Determind matricea X daca:
1 2
X1

0 2

0= .

2 1
11

- - - - - _



Ridicarea la putere a matricelor patratice

Definitie.

Pentru A € .#/(C), definim A" =4-... 4,V k€ N*.
%r—/

Conventie. de ke ori

Pentru 4# O, , A° =1 (matricea unitate cu » linii si 7 coloane).

Observamca A>=A - A, A=A A-A=A4>-A4, ..., A=A+ 4.

Proprietdti.

Fie 4, B € .4 (C) doud matrice care comutd intre ele: AB = BA.
Relatiile urmatoare se demonstreaza in mod asemanator cu relatiile
corespunzatoare la numere:

a) A'B*=B*4' Vi, ke N*;

b) A"~ B =(A-BYA'+ A B+..+A-B**+ B\, Vke N, k= 2;
c) A+ B =A+B) (A —A*-B+..-A- B2+ B Vke N,
k=3, k impari7

d)(4+B)" = ZC,’ACAIHAB’A Nke N, k= 1. (binomul lui Newton).

i=0

EEEMPLY 11 a
Calculeaza A", pentru A=|0 1 1|, ae R
001
Metoda 1.
1 2 2a+1 1 3 3a+3
Calculim A*=|0 1 2 |, 4°=[0 1 3
00 1 00 1

Observam elementul de pe linia 1, coloana 3. Presupunem si
1 k a,

demonstram prin inductie ¢cd 4* ={0 1 & |, unde a, € R

N e

Cum ridicam o matrice la o putere?

11
15) Fie A:[1 J. Calculeaza:

a)A’=A4 - A;
b) 4°.
-1 4 1 201
16)FieA=| 0 3 1| B=|1 0 2
-2 2 -1 1 11
Calculeaza:
a) AB si B4 ;

b) A> — B?si (4 — B)(4 + B).

Ce constati?

¢) A — B si (A — B)(4> + AB + B).
Ce observi?

1 2
17) Fie matricea A:[O J.

a) Aratd ca V X € ./ (R) care comutd cu

A la inmultire este de forma X = [g bJ .
a

b) Calculeaza 4% si X 2.
c¢) Calculeaza 4° si X °.

0 0 1
1 k+1 a+k+a, 1 k+1 a,,
Avem A" =0 1 k+1 |={0 1  k+1|
0 0 1 0 0 1
undea,, =a, +k+a Vk=l.
Din aceasta relatie de recurentd deducem:
a,=a
a,=a +1+a
a,=a,t2+a
a=a_ +k-1)+a
k(k-1)

a, =a+(1+2+...+(k—1))+(k—1)a=ka+T-

12

1 1 2 1 2 3
18)Fie A=|0 1 1|, B=|0 1 2
0 0 1 0 0 1
1 a b
Determina X de forma X=|0 1 a|,
0 0 1
astfel incat X?4 = B.
0—
19) A= .
a 0
a) Arata ca:
i) 4> = —azlz;
il) 4° = —a*4;
iii) 44 = @'I,.
b) Calculeaza: A, A%, A7, A8.
e



10 opas =D
2
Asadar 4" =|0 1 n
0 0 1

Metoda a 1l-a. (Metoda binomului lui Newton)

100) (01 a
Scriem matricea 4 sub forma 4=|0 1 0(+|0 0 1 |=/;+B.
001) 1000

Cum [,-B = B- [, aplicim formula binomului lui Newton:

A"=(;+B)'= ZCka . Calculam inductiv puterile lui B:

k=0
001
B*={0 0 0|, B>=0;sideciB"=0, Vk=>3.
000

Atunci: 4" =C)B’ +C,B+C.B’ =

n(n-1 nn—1
100) (0 n na OO(T) 1 na+(—)
=01 0(+{00 n |+/0 O 0 =0 1 n
001 000 00 0 00 1

Exercitiu rezolvat.

10
Fie A= L) Sa calculam 4", n € N*.
Solutie. Calculam:

e

Vom demonstra prin metoda inductiei matematice ca

Anz(l 0),Vn>l
n 1 :

1 0 I 0
Presupunem ci 4" = si demonstram ca 4*"'= .
k1 k+1 1

1 0Y1 O 1 0
A =4 4= = , deci A" este de forma de
kK TN 1 k+1 1

10
mai sus. Atunci Anz[ J, V neN*,
n

13

B 2 2020 2 ——_—

20) Calculeaza 42, A%, A%, unde A este
matricea:

4 8
a)[l 2}9

0 -1
b)[l 0}9

0 1
91 o)
a 00
d)|b a0
cd a

21) Calculeaza A%, A3 pentru:

I 0 a
a2
A=|-a 1 ——1],a€ R
2
0 0 1

Ce poti spune despre 4", n € N*?

22) Calculeaza A%, A3, A* pentru:

a 0 b
A=|0 a+b 0|,a, be R
b 0 a

Ce poti spune despre 4", n € N*?

) 2001
23) Calculeazé( | 1] .

24) Fie A=

S O Q

b
a
0

SISV

a) Calculeaza A%, A4°, 4*.
b) Calculeaza A", n > 1.

25) Determind X € ./, (R) de forma

X= X astfel incat

X —7X+31,=0,

- - - - - _




pRIBLEAE -1 2
FEm—
— 1 21 -1 0
@ 1.Fied= siB= .
-3 1 01 0 3
pRopiE 9

a) Aratd cd (4-B)="B-'A.
b) Arata ca intre o matrice X de tip (m, n) si o matrice
Y de tip (n, m) are loc relatia: ‘(X -Y)="Y-'X.

2 11 21 2
@ 2Fied=1 0 1|siB=|1 0 -1].
1 10 0 1 1

Calculeazi: AB, BA, AB— BA, A>=A-A, B* A> - B>

1+ 5a
—2a

a)V a, be R, X(a)- X(b) = X(a + b + ab) ;
b) (X(2))* = X(8).

10
@ 3. Fie X(a):[ 1 j Je,/ié(lR).Araté ca:
—4ada

@ 4. Determina matricea X care verifica ecuatia
1 2 -1 =2 2
0 -1|-X=3 0 -=3].
3 1 12 -6 -9

@ 5. Gaseste toate matricele cu elemente in
multimea {0, 1} care transforma prin Tnmultire ma-

: ?
tricea | 2 | Tn matricea 5|
3
4

. . -1 -2 22 .
@ 6. Fie matricele 4= ,B= si
1 2 -1 -1
multimea . # = {C(x) = xA + B, x € R*}. Arata ca:
a) C(x)- C(y) = C(y)- C(x), V Cx), C(y) € A ;

b) I, € M.
3 1 0
@ 7. Aratd ca [\/7 212(0 J.

_1J_
1B

14

@® 8. Calculeaza A%, A%, A*, unde A este matricea:

V22
2 2
a)| 2 2
2 2
V22
2 2
b |2 V2 |
2 2
2 23
N2z 2 )
11
Dl J?
-3 -1
| Negk
23 2
D2 23)

11
@ 9.a)Fied= (0 J. Determina toate matricele
X astfel incat 4%- X = X-4? si aratd ca nu exista nici
. > , (1 0
o matrice Y astfel incat A°-Y —Y-4" = 0 1 ;
b) Arata ca, oricare ar fi 4, B€ .4/ (C), AB-BA#1,.

@ 10. Determind matricea X daca:
0 2 3 00 2
a0 0 1|-X={0 0 0];
0 0 0 0 0 0
2 1 -1 0
b) |0 1|-X=]0 1 1].
1 1 =2 -1



C )

b
@D 12. Fie Az(a d] eMy(C)cua#d b#c
c

11. Rezolva ecuatia matriciala:

a
b#0,c#0. FieA"z(" "j,nEN.
cn n
b, ¢, a,-d,
Demonstreaza ca 2 =-2=
b ¢ a—d

@ 13. Fie 4=

—_ e O

1 1
0 1] Arati ca:
1 0

a) A"=a-A+b I,a,b € N*;
2n (_1)7!
3

b) Anz?-(A+I3)+

(21— A),VneN* .

@® 14. Calculeaza:

a)

—_— O =
o
N—
S = O
NN O N
o = O

1
0
1

(e)
~
~N O
[y
N
~N O

d 1

@ 15.Fied=

S =N
—_ N W

k=1

1
0
0
16. Fie 4 = (

a) A verifica ecuatia 4% —

] a, b, c,de R. Arati ca:

(a+d)A + (ad - bo)l, = O
b) ad = bc implica:
Fre N*cudf=r'- A Vke N k=2

n
. Determina ZAk ,ne N*,

15

2
-b

@® 17. Daci |© a0 , aratd ca
a+b a+2b z t

y—X,z—Yy,t—zsunt in progresie aritmetica.

a+b 0 a
0O b 0 |
a 0 a+b

@ 18. Se considerd matricea A=

a,beR*. Calculeaza 4%, 4°, A*.

C -
a) X?

19. Determind X € .#,(R) care verifica relatia:
='X; by X*=1; )X -X=0,.

1
Oa Je M(R).
da

1+5
@ 20. Fie X(a):[ 2“

a)Aratacd Va, b € R, X(a) - X(b) = X(a + b + ab).
b) Determina (X(1))>.

c) Aratd ca (X(1))" = X(2" — 1), V n € N*

@® 21. Calculeaza:
2001
6 4
a) ;
3 2
2008
DIRAEA R
-3 2

c)(a b] a,be R, ne N*
b a b b 9 .

1
@D 22.Fie 4=|0
0

S DO

0
0] si
3

N (A)={X €.M,(C)| XA= AX}. Arata ca:

a) dacd X, Y € # (A), atunci XY € H(A),

b) dacd X € #(A), atunci existd a, b, ¢ € C astfel
a 0 3b
incat X =0 ¢ O
b0 a
¢)dacdi X€ A (4)si X* = O,, atunci X = O,;
d) daca X € A (4) si X**7 = O,, atunci X = O,.

2




Sisteme de ecuatii liniare si determinanti

3. Sisteme de ecuatii liniare. Determinanti

5A A E . .. -

¢ O ecuatie liniard cu n necunoscute, x,, X,, ..., X,
; este o ecuatie de forma: ax, +ax, + .. +ax =b,
o T H 1771 2772 nn 1
Amwri2a unde a, a,, ..., a, b, € R

Exemple de probleme care se pot rezolva printr-o ecuatie
liniard cu o necunoscuta:

1) Intr-un cuptor Siemens-Martin se topesc 20t de otel, avand
un continut de 0,5% carbon, cu 5t de fontd avand un continut
de 5% carbon. Ce procent de carbon are amestecul?

Solutie.

Fie x% continutul de carbon al amestecului, adica 25t de

amestec contin foigt carbon. Cele 20t de otel contin 20.0,5t

carbon si cele 5t de fonta contin %t carbon. Atunci

20-0,5 5-5 25x
+——=""¢
100 100 100

ux=14.

2) Un tren lung de 250 m trece cu viteza de 50 km/h printr-un
tunel lung de 200 m. Cat a durat trecerea prin tunel?

Solutie.
Timpul de la intrarea locomotivei in tunel pana la iesirea
ultimului vagon este de x secunde. In acest timp, ultimul vagon

000 .. . . .
x m, adica lungimea trenului plus lungimea

60-60
tunelului: 200 + 250 = 50000
60-60

parcurge

x, de unde x = 32,4 s.

A NE Forma generald a unui sistem de ecuatii liniare

0 sau sistem liniar este:

R.ﬂ--;ﬂ' Ay
a,x, +apx,+..+a,,x, =b,
Ay X, +apXx,+..+a,,x, =b,

(S) ;

Ay X, +a,,X,+..+a,,x, =b,
unde x,, x,, ... X, sunt necunoscutele sistemului, numerele reale

(sau complexe) a,i=l,m, j =1, n sunt coeficientii necunos-

cutelor si b, b,, ... b sunt termenii liberi ai sistemului.

16

Sd rezolvam probleme folosind ecuatii
liniare.

1) Doua trenuri, primul lung de 150 m,
iar al doilea de 250 m, trec in sens contrar
unul pe langa altul, primul cu viteza de
70 km/h, iar cel de-al doilea cu viteza de
50 km/h.

In cat timp trec unul pe langa altul?

2) Aceeasi problema, daca cele doua
trenuri circuld in acelasi sens.

3) Afla ce distantd parcurge pe sosea
un automobil cu lungimea de 5 m care
circula cu viteza de 90 km/h, in timp ce
depaseste un camion care circuld cu viteza
de 16 km/h avand lungimea de 13 m.

4) Un slep mergand in sensul curen-
tului apei ajunge la destinatie in 2 ore.
Mergand contra curentului, cu aceeasi
incarcare a masinilor, parcurge aceeasi
distanta in 3 ore. Viteza slepului in apa
statatoare este de 250 m/min. Care este
viteza curentului?

Sd recunoastem matricea asociatd
unui sistem liniar.

5) Scrie matricea sistemului si matricea
extinsd pentru fiecare din urmatoarele
sisteme liniare:
2x, 4+ x, —x; =1
a) \x, +x;,=0

X +x,—x,=0

X+y+z=6
b) 1x—2y+z=0;
x+y—z=4
x+y+z=0
¢) \2x—3y+5z=0;
-x+y—-2z=0




Unui sistem liniar 1i asociem urmatoarele matrice: 3x1 +x,—x, =1

matricea matricea  matricea d) 92x; +x;=2 ;
matricea extinsa termenilor necunos- X 4+x. —x.=0
sistemului a sistemului liberi cutelor R
2x+y=6
4, G a, a, @ .. a4, b b X e)
b b x Sy= 0’
Gy Gy v Gy |Gy Gy e Dy D 2 |, X
............................................................ 2x+5y=0‘
a, a a a, a a b b X f) ’
'ml m2 ‘mn 'ml m2 ‘mn m m n 2x— 8y =0
Matricea extinsa se mai numeste si matrice completd. x-2y=3
Prin rezolvarea sistemului S intelegem determinarea multimii 9) 2y-3z=4
solutiilor (x,, x,, ..., x,) care verifica toate ecuatiile sistemului (S). 3z-4t=5
x+3y+5z-6t=11
EFEMPLY ... de problema care conduce la sistem liniar de 2 Sd rezolvam probleme folosind sisteme
@ ecuatii cu 2 necunoscute: de ecuatii liniare.
Un rezervor poate fi umplut cu apa de la un robinet

6) Pentru a evita inghetarea apei in
blocul motor si in sistemul de racire al
unui automobil se amesteca apa cu lichi-
dul antigel cu densitatea 1,135 g/cm?.
Daca lichidul ajunge la densitatea de
1,027 g/ecm?, atunci se evitd inghetul
pana la temperatura de —10°C.

Cati litri de antigel si cati litri de apa
3x+y=50 . sunt necesari la aceastd temperatura

, cu solutia .
x+2y =40 ’ pentru a obtine 100 / de amestec?

de apa calda si unul de apa rece. Daca robinetul de apa calda
este deschis 3 minute si cel de apa rece 1 minut, atunci 1n rezervor
vor fi 50 /. Daca apa calda curge un minut si apa rece 2 minute,
atunci in rezervor vor fi 40 /. Cati litri de apa curg intr-un minut
din fiecare robinet?

Solutie.
Fie x //min debitul robinetului de apa calda si y //min debitul

celui de apa rece. Obtinem sistemul {

(x, ¥) = (12, 14); deci robinetul de apa calda furnizeaza 12 //min

) g ) Sd rezolvam sisteme liniare:
si cel de apa rece 14 //min.

2x-3y=5

7) Rezolva sistemul :
3x-2y=1

¢ Sistemul 1" + i, =b se poate rezolva prin mai mult
Sl D poate rezolva p al mutte a) prin metoda reducerii;
2% T apX; =b,

b) prin metoda substitutiei.

metode. Sa-l rezolvim prin metoda reducerii.

Metoda reducerii consta in eliminarea uneia dintre necunoscute, x+3y=5

adunand cele doua ecuatii inmultite cu coeficienti corespunzatori:

8) Rezolva sistemul :
3x-y=35

a) prin metoda reducerii;

{allxl +a,,%, = by |-ax { A\ AyXy + Aty Xy = Ay b) prin metoda substitutiei;

. _ _ ) ¢) grafic (pe hartie milimetrica).
ayX| +ayx, =b, "(_al2) Aty Xy — Aty X, = —aypb, )8 (p )

9) Rezolva sistemele urmatoare prin

x,(a;,a,, — 50, )= ay,b, —a,,b
1 11%22 12%21 221 .
1272 mai multe metode:

Pentru a a, —a,a, # 0, obtinem solutiile: dtry=4
_ ay,b —a;,b, X, = a,b, —ay b ‘ 6x+3y=12 ’
011Gy — Aty 118y — Ay
2x+y=4
b) .
{2x +y=3

17 ——



Observam ca la numitor se afld o expresie pe care o notaim cu

A=a, a

iy —aa

,4,,» care contine termenii a, a

117227 a,a

12721°

Definitie.
Determinantul unei matrice de ordinul al doilea,

a4 - a,  ap
A =[ , este numarul A = det4 = =a.a, —a.a,.
a4 ay Gy 4y
Fiecare dintre termenii determinantului A, a,a, sia.a

. - A . ~ . . 12 21 ’
sunt obtinuti Tnmultind céte un singur element de pe fiecare

linie si cate unul singur de pe fiecare coloana din matricea A.

Observatie.

Valoarea determinantului matricei asociate unui sistem deter-
mind compatibilitatea sistemului (existenta solutiilor):

e daca A= 0, atunci sistemul este compatibil determinat (are
solutie unica);

 daca A=0, atunci sistemul este incompatibil (nu are solutii)
sau compatibil nedeterminat (are o infinitate de solutii).

¢ Metoda lui Cramer
Sistemul de doud ecuatii liniare cu 2 necunoscute

{allxl +a,x, =b
a, X, +ay,x, =b,

a,b,—ay b,

Ay Ay — Aty

. a,,b, —a,,b
,aresolutia: x; = —21——122_ x =
Ay dy —apdy

Observam ca la numitor avem determinantul matricei sistemului,

n d b ay, iall by

)

2| . < < . ..
, iar la numarator avem determinantii
4y Ay , dy a, b,

obtinuti din A prin inlocuirea coloanei corespunzatoare coeficien-

tilor necunoscutei cu coloana termenilor liberi.

b, a a, b
o 1 12 . 11 1
Notam A, = =a,b —ayb,si A =

X =a;,b, —ayby.

b Ay ay O,

e

Observam cd:

a) cele doua ecuatii au coeficientii pro-
portionali: dacd inmultim prima ecuatie
cu 3 obtinem a doua ecuatie; in acest
caz, spunem ca sistemul este compatibil
nedeterminat (are o infinitate de solutii);
multimea solutiilor sistemului este:
S={(r)|y=4-2x,x,ye R} =
= {(x,4-2%) |xe R};

b) expresia 2x + y nu poate lua doua
valori diferite pentru aceeasi pereche de
numere (x, y); ca urmare, multimea
solutiilor sistemului (S) este multime
vida deci sistemul este incompatibil (nu
are solutii).

10) Calculeaza valorile urmatorilor
determinanti de ordinul al doilea:

3 2 0 a
a) B ol 0

43 5 b eb,a,bEIR.

11) Pentru ce valori reale ale parametru-

o o {(m+1)x +8y =4m
lui m, sistemul liniar
mx +(m+3)y =3m—1
are o infinitate de solutii?

Indicatie.

Din conditia ca determinantul matricei
asociate sistemului sa fie 0, rezulta m = 1
sau m = 3. Pentru m = 3, Inlocuind in
sistem obtinem un sistem incompatibil,
iar pentru m = 1 obtinem un sistem
compatibil nedeterminat. In concluzie,

Metoda lui Cramer.

a, X, +apx, =b

Solutia sistemului liniar { este, pentru A # 0,

A A

X .
=T8N =
A

ay X, +anx, =b,

X3

sistemul are o infinitate de solutii pentru
m=1.

12) Pentru ce valori reale ale parametru-

Exercitiu rezolvat.

Sa rezolvam sistemul {2x = 4.
Ix-y=1
* Metoda reducerii.
Adunam cele doua ecuatii si obtinem x = 1.
Inlocuind aceastd valoare intr-una din ecuatii, de exemplu
in prima, obtinem y = 2. Solutia sistemului este (1, 2).
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-1 =4
lui m, sistemul liniar (m—=L)x+8y =dm :
mx+(m+3)y=3m+1

a) are solutie unica?

b) nu are solutii?

o 3x,-17x,=9
13) Fie sistemul .
5x,+19x, =23

a) Calculeaza A.
b) Calculeaza A , A .
¢) Rezolva sistemul prin metoda lui Cramer.

- 7T



* Metoda substitutiei.

Din prima ecuatie obtinem y = 4 — 2x si inlocuim in a doua.
Obtinem x = 1, de unde rezultd y = 2. Deci solutia este (1, 2).

e Metoda lui Cramer.

2 1 4 1
A= =-2-3=-5#0; A = :—S,x:AX:I;
3 -1 1 -1 A
A—24— 10 —Ay—z Obti lutia (1, 2
=lhlF s V=i =2 tinem solutia (1, 2).

¢ Daci rezolvam (prin substitutie sau reducere) sistemul liniar:
ayX) + X, +a;x3 = by
ay X, +ayx, +ayx;=by, unde a,eR,i=1,3, ;=13 si
a3 X, + a3X, +ay3x; = by

b, eR, k =1,3, obtinem solutiile:

biay,as; + byasya,5 + biay,a,3 — byayna; — byay,az; — biasyay,

xl =
A1y Qyz + 0y A3y Q13 + 310103 — Ay Aty — Ayl — A3y ),
Y. = a,bas; + aybia; + aybay, —ay bya; — a, bay;, — a, bay,
L=
Ay sy + Ay A5y A5 + 031 Q1, 0oy — Ay Gy A3 — Ay Ay3Gyy — Ay, Ay
Y. = a,a,b; + ay ay,b +a,b,a,, — ay,a,b — a,,a,,b, — ay,ba;,
L=

A Ay Gy + Ay Ay Q)3 + A3y, Ay — Ay oy Gy — Ay A3 Gy — Ay, Ay

Observam ca la numitorul fiecarei solutii se afla expresia
)10y Ay + Ay A3y A3 + Q311505 — A0y A3 — A3y A5Gy — Ay, -

Definitie. Determinantul unei matrice de ordinul al treilea,

a4 4y a;;  4dp Ay
A=|a, a, a,]|,estenumarul A=detd=|a, a, a,|=
a3 4y Gy ay 4y 4y

= QA Gy Gy Asy Q3 Ay Gy Aoy — Ay Ay Uiy — Ay Go30yy — Q330545 -

In scrierea Iui A sunt 3! = 6 termeni formati din cate 3 factori. In
fiecare dintre acesti termeni se Intilneste o singura data cate un
element de pe fiecare linie si de pe fiecare coloana a matricei A.

Teorema. Regula lui Sarrus
@y Gy 43

Ay, Uy | = _ _

21~,.%2~<.' 23| = Oy Ay A3y + 0y A3y T 8310150y — G130,

Gy Oy Ay
> ‘e

a4y 8p g

Tay 0y Ayy — Ay Ay, -

Ayf Gy Uy

(adunam produsul elementelor de pe cele 3 diagonale paralele
cu directia . si scddem produsul elementelor situate pe cele

3 diagonale paralele cu directia .-".)
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e

14) Rezolva urmatoarele sisteme liniare:

{3x—2y=13

a) ;

2x+y=4
4x+3y=-1

by
2x+9y =2
x+y=0

©) ;
3x-y=0
x+y=1

IR
2x+2y=2
x+y=1

) \2x42p=1"

Sd rezolvdam sisteme liniare de 3
ecuatii cu 3 necunoscute!

15) Rezolva, prin metoda substitutiei,
sistemele liniare:
X, +x,=06
a) 92x,+x;,=3 ;
3x,+2x,—x,=4
2x+y+z=4
b) Ix+2y+3z=12 ;

xX=2y+2z=-12

2x =Ty +8z=16
c) {3x+5y—-3z=14.
3x-y+8z=30

16) Arata ca:

123
a) 3 2 1=-12;
3

b)

O
—
(=)

=354 ;

000
c)|7 2 1(=0.
272221




Teorema. Regula triunghiului

=0y, (yy Ay T 0y A5y Q3 T 0y 04 Ay — O30 0y —

—a),0y 033 — 400,

(evidentiem ,,triunghiuri® cu varfurile in elementele determi-
nantului, ca in schema. Se aduni produsele elementelor care se
afla pe diagonala principala si in varfurile triunghiurilor ce au
o latura paraleld cu aceasta si se scad produsele elementelor
care se afla pe diagonala secundara si in varfurile triunghiurilor
ce au o laturd paralela cu aceasta).

ATEwriE  Toti termenii corespunzitori diagonalei principale au

: , 24 semnul ,+” in dezvoltarea determinantului A, iar cei

H corespunzitori diagonalei secundare au semnul ,~ in
dezvoltarea determinantului A.

Pentru calculul determinantilor de ordinul 3 este mai comod
sd aplicam una din urmatoarele trei reguli de calcul:

Teorema. Regula minorilor
(dezvoltarea determinantului dupa o linie sau coloana)

Ay Oy Ay Gy Ay Ay
Ay Gy Au| =4y —ap +a; =
3 3 sy Uy a3 Uy
a3 Oy Ay
G 43 ay G ay Gp|
=~y +a,, —ay =
a3 Ay a3 ds a3 a4iy
A Gy CTICE QG Ay
=4 — a3y +ay =
22 Oy a4, dp ay Ay
ay Ay G, a3 A,  G3|
=a —ay +a; =
a3 Ay a3 Ay ay Ay
Ay Gy ay a ay Q)
=—dp +ay — a3 =
51 a3 a3 dsy ay Oy
_ a4y ay a4y a, 4y
=dap —ay + a3
a3 ay a; 4y a4y 4y

(alegem o linie i sau o coloand si iInmultim fiecare element
a, j=1,3 al acestei linii sau coloane cu determinantul de ordin
.1] . . . . . e e . P i+7
inferior obtinut prin eliminarea liniei 7 si a coloanei ; si cu (-1)"7;
adunam produsele astfel obtinute si obtinem valoarea deter-
minantului).

B 2 22—

17) Calculeaza urmatorii determinanti
de ordinul al treilea folosind definitia:

1 0 -1 11 1
ayll 1 0; b}2 2 2;
00 1 3 33
1 2 3 1 2 3
c)|0 1 2|; d)]2 3 4
0 1 3 45
2.0 0 1 1 1
e) |1 o; Hl2 2 2.
1 -1 3 4

18) Calculeaza folosind regula lui Sarrus
determinantii:

1 0 -1 111
ayll 1 ol:b 2 2;
00 1 33 3
1 0 0 00 1
9 1 o Djo 1 o
00 1 1 0 0
1 2 3 1 3
e) |0 C P2 3 4
0 3 4
20 2 2 1
g |1 ; 2 a -2,a€eR;
1 2 3 1 2 2
1 11

x y z[,x,yze€ R

20

2 .2 .2
Xy z

19) Calculeaza urmatorii determinanti
de ordinul al treilea folosind regula triun-
ghiului:

1 0 -1
a)2 1 0};
0 0 -3




Teorema. Metoda lui Cramer
Daca A # 0, atunci solutia sistemului liniar

ay X, + X, +ap3x; = by

A X, + Ay Xy +arn X, =b _Ax _Ax,
2171 22V2 2343 2 este (XI’ x, x3): X; —T,xz _T
a3 X; + A3, + az3x; = by

a G 4 b ay, a;

Ax
3 _ _
X3 ZTa unde A=|ay ay ayl, Axl =1b, ay ay|,

a3 Q3 ds; by ay ay
ay b ay a, a, b
A, =lay by ay| A, =|ay ay by
ay by as ay ayp by

Aplicatie. Modelul economic al lui Leontief

(1906 - 1999, economist american de origine rusa. Creatorul
modelului ,,input-output® (intrari - iesiri; consumuri - productie)
folosit 1n analiza echilibrului economic. A obtinut premiul Nobel
in 1973).

Consideram o economie formata din doud sectoare notate 1
si 2. Schimburile intre sectoare si cererile exterioare finale sunt
evaluate 1n aceeasi unitate monetard. Producerea unei unitati in
sectorul 1 necesitd 0,1 unitati din sectorul 1 si 0,2 unitati din
sectorul 2; producerea unei unitati in sectorul 2 necesita 0,5
unitati din sectorul 1 si 0,25 unitati din sectorul 2. Sa determinam
producliile x, si x, ale sectoarelor 1 si, respectiv, 2 pentru
realizarea echilibrului pietei daca cererea finala, din afara celor
doud sectoare, este pentru sectorul 1 de 5000 de unitati si pentru
sectorul 2 de 10 000 de unitati.

Solutie.
Pentru a stabili un echilibru trebuie ca in fiecare sector sa
existe egalitate intre productie si cerere; echilibrul se traduce prin:
{xl -0,1x, = 0,2x, =5000

. Sistemul este echivalent cu
x, —0,5x, —0,25x, =10000

~0,5x, +0,75x, =10000 |-8 ~ [—4x,+6x, =80000 °

de unde obtinem solutia (x,, x,).

{o, 9x,—0,2x, =5000 | -30 {27x1 —6x, =150000
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1 1 1
b)|x y z[,x,yzeR;
2 2 2
Xy oz
1 53
c) 0 1 2|;
0 1 1
1 01
dyla 2 bl,a,be R;
-10-1
3 -i 0
e)li 3 0,aeC,i?=-1.
0 0 «

20) Calculeaza urmatorii determinanti
de ordinul al treilea folosind regula
minorilor:

1 0 -1
a2 -1 0;
0 0 -3
1 1 1
b)l-x -y —z|,xyz€R;
x2 2 Z2
-1 53
c) |0 1 2
0 1 4
1 21
dyla 2 bl,a,be R;
-1 0-1
3 =i 0
e)|i 3 0,aeC,i?>=-1.
0 0 «




P ROD LEME

= o 2x—=5y=-3
ﬁ C ) 1. Fie sistemul Sx+7y=12"

P Ro PSS E

a) Calculeazd determinantul asociat
matricei sistemului A.
b) Calculeaza determinantii obtinuti din A prin
inlocuirea coloanei corespunzitoare necunoscutei
x, respectiv y prin coloana termenilor liberi, A si A,
¢) Rezolva sistemul prin metoda lui Cramer.
@ 2. Fie sistemul {x+y =4 .

2x—y=-1
a) Calculeazda determinantul asociat matricei
sistemului A.
b) Calculeazd determinantii obtinuti din A prin
inlocuirea coloanei corespunzitoare necunoscutei
x, respectiv y prin coloana termenilor liberi, A si A,
¢) Rezolva sistemul prin metoda lui Cramer.
@ 3. Calculeaza urmatorii determinanti:

11 10
)|y > RAVSIE
-1 0 12
9o —1f D3 4
i1
e) 1 i,undei2=—;
x 0
Dy fx7eER
et 1
g) ety ey’x’yEIR;
et 0
h) &~ ey’x’yEIR;
m+1 1
i) 1 m_l,melR_

@ 4. Rezolva si discutd, in functie de valorile
parametrului real, urmatoarele sisteme liniare:

2x—y=4 )

a) {x—ay=2’aER’
2x+3y=6

R-

){a.x—y=2 ’ ’

22

d) {2x+ny=4 cR.

nx—2y=6’n

@ 5. Pentru ce valori ale lui a, sistemul

—4x+ay=3+a
4 nu are solutii (este incompatibil)?
(6+a)x+2y=1+a

xX+ny=2

@ 6. Fie sistemul { . Pentru ce valori

X—y=m

reale ale lui # si m sistemul este compatibil determinat?

Sx +my =10
x+y=p

Pentru ce valori reale ale lui m si p sistemul:
a) are o solutie unica;

b) are o infinitate de solutii;

¢) nu are solutii?

@ 7. Fie sistemul {

@ 8. Rezolva sistemele liniare:

{2ax—y=4
a

5 ,aeR;
3a’x—ay=a

A+ y=1
I'R.
b) {x+7uy=k’xe ’

3.2
@{mx MY=M meR.

m3y—m2x=—1

@ 9. Calculeaza urmatorii determinanti de ordinul
al 3-lea prin toate metodele cunoscute: regula lui
Sarrus, regula triunghiului si regula minorilor.

1 23 110
a) |4 5 6; b) (0 1 1f;
-1 27 101
1 01 -1 -1 0
0)110 d) |0 -1 -1;
011 -1 0 -1
-1 0 -1 111
-1 -1 0 011
e 5
)0—1—1 f)001
100 -1 -1 -1
110 0 -1 -1
; h

g)111 )00—1




-Loo 023
ok DIERENCE
-l 127
1 20 1 00
k)[4 5 6[; D4 5 6[;
-107 -1 27

0 23
m) |4 0 6|;

-120

i 23
n) |4 2—i 6[,i*=-1;

-1 2 7

1 23
o)|la 0 6],a be R;

-1 567

1 i 1-i
plx 0 2+il,x, ye C,i*=-1.
0y 1

X+y+z=3
@ 10. Fie sistemul {x—y+z=1
2x+y—-z=0

a) Calculeaza determinantul asociat matricei siste-
mului A.

b) Calculeazd determinantii obtinuti din A prin
inlocuirea coloanei corespunzitoare necunoscutei
x, respectiv y prin coloana termenilor liberi, A _si Ay.
¢) Rezolva sistemul prin metoda lui Cramer.
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X+y+z=6

@ 11. Fie sistemul {x—y+z=2 |

2x+y—z=1

a) Calculeazda determinantul asociat matricei
sistemului A.

b) Calculeazd determinantii obtinuti din A prin
inlocuirea coloanei corespunzitoare necunoscutei
x, respectiv y prin coloana termenilor liberi, A si Ay.
¢) Rezolva sistemul prin metoda lui Cramer.

@ 12. Rezolva, folosind metoda Cramer, urma-
toarele sisteme:
x+2y+z=4 x+2y—z=8
X—y+6z=06 2x+4y-2z=16

@ 13. In circuitul electric urmator, se cunosc:

E =12V, E, =15V, r = 1Q, r, = 2Q,
R, =2Q, R, =1Q, R, = 3Q.
Din legile lui Kirchhoff obtinem:
E =1,(rn+R)+ LR,
E,=1,(r,+R,)+ LiR;.
=1 +1,
Determina intensitatile curentilor prin cele 3 laturi.



4. Proprietatile determinantilor

Pentru calcularea determinantilor, uneori este mai util sa aplican:
proprietati ale acestora. Vom verifica aceste proprietati pentru o
a dp 4
matrice de forma 4=|a,, a,, a,;

a3 Oy Ay

I. Determinantul unei matrice este egal cu determinantul
matricei transpuse.

4, dp 4
detd=la, @, ay|=ay Gy ay+ay Gy, G5 +a; -0, 0y =
43 4y Ay
—Qy Gy Gy — Ay Gy Gy — Gy Ay Ay =|dy Ay Gy =det'd.
G Ay Gy
Aceasta proprietate ne permite sa transcriem proprietatile obti-
nute pentru liniile unui determinant la coloanele sale (si reciproc).

11. Daca determinantul unei matrice are o linie (sau o coloana)
cu toate elementele 0, atunci determinantul este egal cu 0.

a, 4, 4a;
0 0O o0

a3 4y Gy

=a,-a;-0+ay,-a,-0+a,-a,-0-

—ay-0-a;-a,-0-a;—-a,-a,-0=0.

III. Daca inmultim toate elementele unei linii (sau coloane)
ale determinantului unei matrice cu un numar, valoarea
determinantului se Tnmulteste cu acel numar.

a, ha, a,
ay hay ay|=a, h-ay-ay+ay-hay-ata,hea,-a,; -
a, hay  ay,
=y Gy A=Ay A @y Ay =y Ay Gy =
=May, @y Ay + Ay gy Ay F Ay Ay Gy — Ay Gy Gy —

a  4dp A4y
—y Ay @y — Oy Gy Gyy) =Gy Gy Gy

a3 Gy Ay

folosind proprietdtile lor.

1) Verifica egalitatile:

1 2/ |1 3
a) = ;
3 4‘ 2 4
701 (7 30
b)|3 2 0/=|0 2 3.
030 (1 00
2) Calculeaza determinantii:
1 13 1 3 2
31 2; 1 1 1|.Ce observi?
213 323
3) Verifica daca:
0 7
a) =0;
0 9
1 2 3
b) |0 0 0/=0.
9 1 7

4) Calculeaza determinantii:

19 0 -73 10 -1
a)24 0 15[; b3 0 5.
1 0 -2 00 0

5) Verifica daca:

IV. Daca in determinantul unei matrice adunam toate
elementele unei linii (respectiv coloane) cu elementele
corespunzatoare unei alte linii (respectiv coloane) inmultite cu
un numar, valoarea determinantului nu se schimba.

13 9] |1 33
52 6|=5 2 2/=0_
17 2 177

6) Verifica daca:

12l 1
a) = =6

7 8 |7 4

363 |12 1 111
b)[2 4 1=32 4 =322 2 1=0.

1 21

24

Sd calculdm valorile determinantilor

1 2 1 1 1 1
e



a, a, as

Ay +Aay Ay +hay, Ayt hag|=a,(ay +hay)ag; +

a3 as, as;
+(ay, + hay, )ay, - ay; +ay, - a3 (ay, + Magy) — a, - a5 (ay, +hag,) —
=Gy, Gy (Ayy + A0y ) = Ay - 4y (A + A0 ) =) -Gy gy + 0y - Gy Gy +
Fa, Gy Gy — Ay Ay Q3 — Gy Gy gy — Oy Oy =
a, adp 4y
a,|=det4, AeC .

ay Oy Ay

=4y Gy

V. Daca determinantul unei matrice are doud linii (respectiv
doua coloane) proportionale, atunci determinantul este nul.

a, a, a3 a4 4 0 0 0
m
hay hay Ay =May,

as 4y g a3 Gy Ay a3 Oy Ay

v
a, as|=MAa, a, a,;/=0reC.

VI. Daca schimbam intre ele doua linii (sau doud coloane) ale
unei matrice patratice, atunci determinantul isi schimba semnul.

a, G dp
Ay Gy Q| =0 -Gy Ayy T8y 2 Ayy -y, T3 Ay - Ay —

a3 Oy Ay
ay a4 4y

—Qy) Gy Ay — gy Gy Gy — Gy Ay Gy = =[Gy Gy Gyy|=—detd .

ay Gy 4y

VII. Daca determinantii a doua matrice difera printr-o singura
linie (sau coloand), atunci suma lor este egald cu valoarea
determinantului care are pe linia respectiva (coloana respectiva)
suma elementelor liniilor (sau coloanelor) respective ale celor
doi determinanti si restul elementelor egale.

e

7) Calculeaza:

2 0 1 2 2 8
a)|-2 -2 1|; b0 -2 0f.
8 0 -1 1 1 -1
8) Verifica daca:
1 2 3 |1 2+1(=2) 3
35 9/=3 5+3(=2) 9=
2 4 1] |2 4+42(-2) 1
1 0 3
=3 -1 9|=(-D-(-1)* : 3k—5
2 1
2 0 1

9) Calculeaza determinantii:

1 21 1+2 2 1
a)|-1 0 2[; b)|-1+0 0 2|.
2 10 241 1 0

10) Verifica daca este corect calculul:
10 3 1 3 11
20 6 2 6 2 2

‘ﬂ% =3-10[. _|=0.

11) Verifica daca:

1 2 3 1 3 2
0 1 2[=-0 2 1j.
301 310

12) Calculeaza determinantii:

’ ’ ’
4y G 4| |4 dp A

Ay Gy G| TGy Gy Gy =

a3 Gy 4| |4y Gy 4y
= (), a5 053 + Ay A3y Gy + Q301,055 = 3,y Gy — Uy, 81503, — A3y 0530, ) +
(@), Gy Gy + @y U3y Oy + Q315G — By Aoy Q)3 = A1y — GOy ) =
=(a), +a],)ay,ay + aya, (@, + aj;) + aya,(a, +a,) -

—ay,ay, (4 + ajy) — ayag(ay, +a,) —ag,a,(a, +a)) =

’ ! ’

a,ta, a,+ta, a;ta;
= 4y Ay Gy
as as, as;

25

2 1 3 1 2 3
a)y|l 0 -1; b) [0 1 —1f;
1 -1 2 -1 1 2
)Jiﬁi )Jilkﬁ
c ; .

V2 27 1442 341
13) Verifica daca:
1 4/ |1 4 |1 4
a) + = ;
2 0 |1 1] 31
1 2 7 |-1 =2 -7
b)y|2 3 1j+|2 3 1|=0.

54 2|5 4 2

- - - - - _



VIII. Determinantul produsului a doud matrice patratice (de
acelasi ordin) este egal cu produsul determinantilor acestor matrice.

FieAZ[an alzJ siB:[b” blzJ‘
a4y A4y b, by,

bl 1 bl 2
b21 b22

a, 4

=(ayay, — a3, )(by,Dy, = by, b)) =

a4y A4y
=a,,b,a,b,, + a, by a,b, —a,a,b, b, —a,a,b,b,, =

_ a,b, +a,b, a,b,+a,b,

a b, +anb,  ay,b, +ayb,

IX. Daca o linie (respectiv coloand) a determinantului unei matri-
ce este o combinatie liniara a celorlalte linii (respectiv coloane) ale
aceluiasi determinant, atunci determinantul este nul (si reciproc).

Sa verificam aceasta proprietate pentru matricea

a a, a3
A= a,, a,, ay, ,o,BeC.
aa, +Bay, aa,+Pa, oa;+Pay
a ay a;
Avem a,, a,, a,, =
aa, +Ba, oa,+Ba, oa;+Pay,

a, 4dp  dp a, G 4y
=0ay @, ap|tPlay a, ay[=0.

a4y 4 Gy Ayp 4y

Demonstratia proprietatilor I-IX pentru determinanti de ordin
n este un exercitiu care presupune o bunad cunoastere a modului
de lucru cu simbolurile 22, I1. Nu ne-am propus si dim aceste
demonstratii, dar este util sa le incerci!

Exercitiu rezolvat.

2x+3y=5 . 2+4-3)x+(3-4-2)y=13
3x—2y=2 % 2{3x—2y:2

sunt echivalente (au aceleasi solutii).

Sistemele S, {

Solutie.

Din proprietatea IV. rezulta A, =A,. Analog A =A = si

A=A, unde A, ,i=1,2 se obtine din A, inlocuind coloana
corespunzatoare necunoscutei x prin coloana termenilor liberi,

iar A ,i=12 se obtine din A inlocuind coloana cores-
punzitoare necunoscutei y prin coloana termenilor liberi; cele

. . . . (16 11 . .
doua sisteme au aceeasi solutie, (%, E) , adica sunt echivalente.
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1 2 7

14) Fie determinantii: d, =2 3 1],

5 4 2
1 0 7 1 2+0 7
d,=2 -1 1, dy=|2 3-1 1.
51 2 5 4+1 2

Verifica prin calcul direct egalitatea
d+d,=d,

. 1 3) . 0 2
15) Fie A= si B= .
2 4 31

. 9 5) . .
Aratdcad A-B= sica
12 8

det AB=detA-detB.

16) Fie matricele:

1 2 -3 1 -1 0
A=|-3 0 1| B=|0
1 -1 1) -1 1 1

Calculeaza: a) detd; b) detB;
c) det(4-B); d)(detd)-(detB).

17) Calculeaza determinantul:

1 -1 0
-1 2 1
2 1 1

18) Aratd ca :

1 1 1 b
a)|la b c|= @ ¢ ;
2 2 | l|ala=c) bb-c)
a b ¢
I 1 1
b)la b c|=(b-a)c—a)c-b);
2 2 2
a b c
a b ¢
o)l b c’|=abc(b-a)c—a)c-b).
a b

- 7T



Aplicatii
A ME
E i Doua puncte distincte A(x,, y,) si B(x,, y,) determind
Amwetay 1N mod unic o dreaptd AB.
Daca x, = x,, atunci dreapta verticald AB are ecuatia x = x,.
Daca y, = y,, atunci dreapta orizontald AB are ecuatiay =y .
Daca x, # x, si y, # y,, atunci dreapta AB este oblicd si are
- N y-Jy
M(x—xA) , adica: 4 = 4
Ve = V4

Xz —X, Xg =Xy

ecuatia: y—y, =

Uneori se utilizeaza aceasta reprezentare chiar daca un numitor
este nul; atunci numaratorul respectiv trebuie egalat cu zero.
Evident, pentru ca 4 # B, numitorii nu se pot anula simultan.

Propozitie.
Ecuatia dreptei care trece prin punctele
x y 1
A(x, y,) si B(x, y,) se scrie sub forma: |x, y, 1=0.
Xy Yy o1
Propozitie.
Conditia de coliniaritate a punctelor
x oy 1
M (x,,y), My/x,, y,), M|(x,, y,) se scrie sub forma |x, y, 1=0.
Xyl
A ME In clasa a X-a am aflat cum se calculeazi distanta
de la un punct la o dreapta.
Am.pr Ay

Fie M(x,, y,,) un punct din plan si 4 o dreaptd cu

ecuatia ax + by + ¢ = 0, unde a # 0 sau b # 0.

Distanta de la punctul M la dreapta h este
|axM +by,, + c|

Ja* + b ‘

Este de asemenea cunoscut faptul ca, daca A(x,, y,) si
B(x,, y,) sunt doud puncte din plan, atunci distanta dintre punctele
Asi Beste d(A, B)=\(x; —x,)* + (s —y,) -

d(M, h)=

Aria unui triunghi
Fie punctele distincte 4(x,, y,), B(x,, y,) si dreapta AB de

x y 1
ecuatie |x, y,

Xy yp 1

11=0. Dacd M(x,, y,) este un alt punct din
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19) Scrie sub forma de determinant
ecuatia dreptei care trece prin punctele:
a) A(1, 2) si B(2, 3);

b) 00, 0) si C(1, 0);

¢) 0(0, 0) si D(0, 2);

d) 00, 0) si E(2, —1);

e) F(-1, 2) si G(2, 1);

f) H(-1, -2) si 1(3, -1).

Reprezinta intr-un reper cartezian, in
fiecare caz, punctele si dreptele obtinute.

20) Reprezinta intr-un reper cartezian
urmatoarele puncte:
A(1, 2), B(2, 3), 00, 0), C(1, 0),
D(0, 2), EQ2, -1), F(-1, 2), G(2, 1),
H(-1, -2), I(3, -1), J4, -2), K(-1, 0),
L(0, -3), M(0, 1).

Care dintre aceste puncte sunt coliniare?

21) Determina o € R astfel incat
punctele A(a, 3), B(2, 4) si C(3, 5) sa fie
coliniare.

22) Pentru ce valori ale parametrului
real a, punctele 4(a, 3), B2, o + 1) si
C(3, 5) sunt coliniare?

23) Arata ca, oricare ar fi valoarea para-
metrului real a, punctele A(a, 3), B2, o)
si C(3, 1) sunt necoliniare.

24) Fie punctele A(2, 3), B(-1, —1) si
C(, 7).

a) Determina ecuatia dreptei AB.

b) Verifica daca punctele 4, B, C sunt
coliniare.

c¢) Calculeaza distanta de la 4 la BC.

d) Calculeaza aria triunghiului ABC.

e) Reprezinta punctele, dreptele si triun-
ghiurile intr-un reper cartezian.
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Xy Va1
plan si daca notam cu A=|x, y, 1, atunci 25) Fie punctele 4(2, 3), B(-1, 1),
C(5, 7), D0, 2) si E(1, 0).
a) Determina ecuatiile tuturor dreptelor
care trec prin cate doud din punctele 4,

xp Yy 1

A
d(M, AB) = | | si, in consecintd, obtinem ... B C D, E :
(xp=x,) +(y—v,) b) Care dintre punctele 4, B, C, D, E sunt
coliniare?
— ¢) Formeaza toate triunghiurile cu varfu-
Propozitie.

rile in trei dintre punctele 4, B, C, D, E.
) Calculeaza cea mai mica si cea mai mare
B(x,, y,), M(x,, y,) este datd de formula: -7 :5|A|' arie a triunghiurilor formate.

Aria triunghiului AMB cu varfurile de coordonate A(x,, y,),

pRIBLEAE

2
o 1. Arata, cu ajutorul proprietatilor x=1 x+1 x -1

=
Z;j determinantilor, ci: o) ly—=1 y+1 y' -1, x,y,z€e R;
pROANSE z—1 z+1 22-1

a b c
d) | b+c¢ c+a at+b|,a b ce R.

[ P+ F+dt A+
22 4 :
|1 2 1=0; 111
0 0 0 @ 3. Calculeaza determinantul A=|l © o,
1 o o

I+x X, X3
O x l+x,  x [=l+x+x+x,x,x,x€R unde ® este o radacind cubica a unitatii (o* = 1).
X X, l+x

@8 4. Rezolva ecuatiile:
@ 2. Aplicand proprietatile determinantilor, calcu-

'

i

leaza si scrie punand rezultatul sub forma de produs: 4—-x 6 2
a) 6 9—x 3 1=0 ;
1 1 1
3 1-x
a)la b c|,a b ceR,
at b a—x ab ac

b)| ab b -x bc |=0,a,b ce R

ac bc ?—x

@ (a+1) (a+2)°
b) (B (b+1)? (b+2)*|,a b, ce R;

A (c+1)? (c+2)?
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5. Interpretarea geometrica a sistemelor liniare cu 2 necunoscute

Fiecare ecuatie a unui sistem liniar cu doua necunoscute se

reprezintd in plan printr-o dreapta.

Pentru a interpreta geometric un sistem liniar de doua ecuatii
cu doud necunoscute vom reprezenta grafic dreptele cores-
punzatoare ecuatiilor sistemului. Coordonatele punctului de
intersectie, daca exista, verifica simultan ecuatiile sistemului si

reprezintd solutia acestui sistem.

JA_ M€ Consideram ecuatia ax + by + ¢ =0, cu b # 0 si functia

AMMTAT are este o dreapti.
* Daca m # 0, atunci dreapta

y =mx + n intersecteaza axa Ox 1n

punctul (—ﬁ, 0).
m

e Daca m = 0 si n = 0, atunci
dreapta y = 0 reprezinta axa Ox.

e Daca m = 0 si n # 0, atunci
dreapta y = n reprezinta o paralela
la axa Ox, deci nu are puncte de
intersectie cu Ox.

EEEMPLY
Sa interpretdim geometric
@ sistemul:
4x+y=12
N x+2y=10°

Sistemul are solutia unica x = 2,
y=4,deci S ={(2, 4)}
(sistem compatibil determinat).
Cele doua ecuatii ale sistemului re-
prezinta ecuatiile a doud drepte care
se intersecteaza in punctul (2, 4).

2) Sa rezolvam sistemul

4x+y=12
{Sx +2y=24"
Obtinem o infinitate de solutii:
S = {(x,y)|y= 12 — 4x, x € R}
(sistem compatibil nedeterminat).
Cele doua ecuatii ale sistemului
sunt ecuatiile a doua drepte care
coincid (coordonatele oricarui
punct de pe dreapta 4x + y = 12
reprezinta o solutie a sistemului).

a c ..
y=mx+n,unde m=——, n :_Z , a carei reprezen-

12

_ {78
Ay

¥l
e
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Sd rezolvam sisteme liniare

o o J2x—y=1
1) Fie sistemul liniar .
3x+2y=5
a) Rezolva sistemul.
b) Reprezinta grafic, in acelasi reper
cartezian, dreptele de ecuatii y = 2x — 1

si ——§x+—
N y=moxTS

c) Gaseste coordonatele punctului de
intersectie al celor doua drepte.

d) Ce legatura exista intre solutia
sistemului liniar dat si coordonatele
punctului de intersectie al dreptelor date?
e) Pornind de la interpretarea geometrica
a multimii solutiilor unui sistem compa-
tibil determinat, da exemplu de un astfel
de sistem liniar. Rezolva-l.

x=2y=1

2) Fie sistemul liniar {Zx _4y=2"

a) Rezolva sistemul.

b) Reprezinta grafic, in acelasi reper car-
tezian, dreptele de ecuatii d;: x — 2y = 1 si
d,: 2x — 4y = 2. Ce poti spune despre d, si d,?
c¢) Ce interpretare geometrica are multi-
mea solutiilor sistemului liniar dat?

d) Pornind de la interpretarea geometrica
a multimii solutiilor unui sistem liniar
compatibil nedeterminat, da exemplu de
un astfel de sistem liniar. Rezolva-1!

o L {x +y=2

3) Fie sistemul liniar .
2x+2y=1

a) Rezolva sistemul.
b) Reprezinta grafic, in acelasi reper
cartezian, dreptele de ecuatii d: x +y =2
si d,: 2x + 2y = 1. Ce pozitie are dreapta
d, fatd de dreapta d,?
¢) Interpreteaza geometric solutia sistemului.
d) Pornind de la interpretarea geometrica
a multimii solutiilor unui sistem liniar
incompatibil, da un exemplu de un astfel
de sistem. Rezolva-l1.

- - - - - _
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r 4) Rezolva sistemele liniare si inter-
12 preteaza geometric multimea solutiilor
3) Rezolvam sistemul {4x+y—12 fiecarui sistem:
' 4x+y=10 x+2y=4
prin metoda reducerii sau metoda substi- ~ 1° a {2 x+4y=8 ’
tutiei si obtinem S = J (sistem incompa- B
tibil). Cele doua ecuatii ale sistemului {2x+y_1 .
reprezinta doua drepte paralele, deci nu > x+3y=-2’
au nici un punct comun. 0 i\ 3\ s X+2y=3
’ ¢ {2x tay=7"

In interpretarea geometricd a unui sistem liniar cu 2
necunoscute putem avea urmatoarele situatii: 5) Rezolva sistemele si interpreteaza
geometric solutia obtinuta:

* sistemul are o infinitate de solutii si 4 /J

o infinitate de puncte de intersectie ale ] —x+2y=1

celor doua drepte; in acest caz cele doua a) {2x+y=3 ;

drepte coincid; uneia dintre necunoscute Tx—y=6

i se poate da o valoare arbitrara, iar cea- x_

lalti este determinati in functie de prima; /|0 - x=3y=0
b) {3x+2y =0,

N d, y=5=0

* sistemul admite o solutie unicd; in acest
caz dreptele se intersecteazi intr-un singur punct; 6) Rezolva sistemele liniare si inter-

b
/0 .

% (X, Vo) preteaza multimea solutiilor fiecdrui sistem:
: A od _
8 A y 4, x+2y=4
"d a) {2x+4y=8 ;
3x+6y=12
e sistemul nu are solutii; dreptele sunt 2x+y=1
distincte si paralele. / 0 X by dx+3y=—2;
Ce se intampla daca sistemul este format din mai mult de doua x-2y=3
ecuatii cu doud necunoscute? Imagineaza astfel de situatii! x+2y=3
c) {2x+4y=T7;
EREMPLY 2x— y=1 2x+4y =8
w Sa interpretam geometric sistemul: < x+3y=11. 2r—y=1
—x-2y=-1
Fiecare ecuatie a g 7 d) yx+3y=11
sistemului reprezinta ~ -x—-2y=-8
ecuatia unei drepte in plan: 377
_ : x+y=1
d:2x-y-1=0; N o
d,:x+3y-11=0; 0 7) Fie sistemul {x+my=1
d:x+2y—1=0. -l x+Q2m-1)y=1
Observam ca 4 a) Pentru ce valori ale lui m solutia sis-
d Nd,={2,3)} temului reprezintd un singur punct in plan?
si acest punct nu apartine dreptei d,, deci sistemul este incompatibil. b) Pentru ce valori ale lui m solutia

sistemului reprezintd o dreapta in plan?
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PRIELESE @ 1. Rezolva sistemele si interpreteaza geometric solutia obtinuta:

@ x—y=0 x—=3y=0 2x+y=3
pROPE 2) x+y=0; b) 3x+2y=0; c x+2y=3;
y=5=0 y—3=0 3x-2y=1
2x+3y =8 3x+2y=7
3x+2y=7 ' x+y=3

@ 2. Interpreteaza geometric sistemele liniare :

2x-3y=5 x+3y=5 2x+y=4 2x+8y =4
a c) )

3x-2y=1" x—y=5 2x+y=3" x+4y=2"

@ 3. Interpreteaza geometric sistemele liniare:

2x+3y =8 Sx+y=13 Tx—4y=1 3x—4y=1
a) «3x-2y=-1; b) 12x+3y=13; c) {x+2y=-1; d) Jx+y=-1.
x+2y=5 3x+2y=12 3x—12y=5 x-3y=2

@ 4. Scrie ecuatiile sistemelor corespunzatoare dreptelor reprezentate mai jos si calculeaza coordonatele
punctelor de intersectie ale acestor drepte.

»t 4 4
1 1 1
2
1 _1 f
2 S 2 S ! 5
0 x 0 x 01 X
2
yl\ yl\
N 1
1
1 i
i X -1 0 x
1
2
N
v pp yp
1
1 1 1
2 X 1
> ! S 2| \2 S
i) 0 X 01 N x "1 0 X
2
-1
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6. Matrice inversabila

Exprimarea matriciald a sistemelor liniare AX = B sugereaza
solutia X = A7'B. Se pune problema determinarii unei matrice
notate 4! cu proprietatea A"+ 4 =1, n=2,3. Astfel, ecuatia
matriciala s-ar rezolva prin analogie cu ecuatia de gradul I, dupa
cum urmeaza:

A ]-AX = B;

(A" A)X =A4"B;

I,X =A"'B, cusolutia X = 4" B.
1 00

I,={0 1 0| este matricea unitate de ordinul al 3-lea.
0 0 1

Pentru orice matrice 4 € A (C), [,- A=A-1,= A.

Definitie.

Fie A o matrice patratica de ordin al treilea. Matricea 4 este
inversabila daca existd o matrice B patratica de ordinul al treilea
astfel incat 4 -B = B -4 = I,; matricea B se numeste inversa
matricei A si se noteaza 4.

Observatie.
Daca B este inversa matricei A, atunci si matricea A este
inversa matricei B.

Teorema.
Inversa unei matrice patratice, daca existd, este unica.

Demonstratie.

Fie 4 € .4, (C) o matrice patraticd de ordinul al treilea. Presu-
punem cé existd doud matrice de ordinul al treilea, B si B’,
astfel incat: AB=BA =1 si AB'=B'A=1,.

Folosind asociativitatea inmultirii matricelor, obtinem:
B=B-1,=B-(AB')=(B-A)B'=1,-B'=B', deci B=B'.

Inversa matricei 4 se noteaza A'.

Observatie.

Daca A" este inversa matricei A, atunci:

cAA = A"A =1, c(ANH'=4

¢ Fie C o matrice inversabila. Daca C4 = CB sau AC = BC,
atunci 4 = B.

In ce conditii o matrice este inversabila?

Teorema.
O matrice 4 € .4/ (C) este inversabila daca si numai daca
det4 # 0.

32

Sd verificam dacd o matrice este
inversa altei matrice.

1) Scrie matricele 7, I,.

2) Verifica daca B este inversa matricei

1 3
2 3 5 5
A, unde A= ;B = > 3
LS 2
5 5
3) Verifica daca 4! = B, unde:
9
1 2 3 4 32 32
A=—21—3;B=l 73
5 3 1 4 32 32
. r.r s
4 32 32
In ce conditii o matrice este inversabild?
1 23
. 23
4)FleA:1 1; B=|2 1 3|
3 -

a) Calculeaza det4 si detB.
b) Este 4 inversabila? Dar B? De ce?

2 1 =3
5) Fie matricea A=| 1 5 4
-1 2 -3

Determind inversa matricei 4 si apoi
verifica prin calcul direct relatia

A-A'=1.
Indicatie.
2 1 3
detA=|1 5 4|=-68+0, deci 4 este
-1 2 -3
inversabild si 4" = Lo+
det A
2 1 -1 -23 -3 19
A=|1 5 2 |sid*=| -1 -9 -11|,
-3 4 3 7 -5 9
-23 -3 19
deci A’lz—i -1 -9 -11].
68
-5 9
e —
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Cum gdsim inversa unei matrice A € A (C)? Cum gdsim inversa unei matrice?
e Calculam det4. Daca det4 # 0, atunci A4 este inversabila. 1 2 3
. . . . <, . 2 3
* Scriem matricea transpusd a matricei 4, notatd 4, schim- 6) Fie A= . B=|-2 1 -3|.
band in matricea A liniile cu coloanele. -1 2 3 1
a) Scrie matricele transpuse: ‘4; ‘B.
i o a4 4 a4y 4y ) . ) Il) 1 . 1
Fie Ao Avem A=l 4. a. a b) Scrie complementele algebrice ale
16 471y Gy Gy . AVE B e fiecarui element din matricele ‘4 si ‘B;
4 Gy Ay Q3 Gy Ay c¢) Ai obtinut
L3 g8 11 -9
* Scriem matricea reciprocd a lui A, notatd 4*, inlocuind A*:[_ B J si B*=|-8 -7 3|2
fiecare element al matricei transpuse ‘A prin complementul sau -1 2 8 1 5
algebric, notat §,,i, j=1,3, obtinut astfel: 3, =(-1)""4,, d) Gaseste 4! si B

e) Verifica dacd A4 =A4'4 =1 si

1<i<3,1<j<3, unde 4 este minorul elementului a, din ma-
d ’ B'B=BB =1,

tricea ‘A (determinantul obtinut din ‘4 prin eliminarea liniei 7 si

a coloanei j). 7) Notam d = detA.
a) Arata ca:
exémriY In exemplul anterior, complementul algebric al lui a, din d 0 0
CAF = *.4 —
‘Aeste §,, =(-1)""'4,, unde 4, = “ % deci S, = o) AdrmAnd 8 g’ 2
3 @y Gy
Analog se calculeaza fiecare J,,1<i<3,1<,<3. b) Verifica relatia:
8, Oy 98y A'(é'A*J:(é'A*J'AZI%dio'
Se obtine A4*=|§,, 6, 0, |, matricea reciproca a matricei 4.
8 0y By 8) Existd inversele matricelor urma-
toare?
* Gisim matricea inversd a matricei 4 din relatia 4™ = ! A*,
det 4 3 -10
adica Tmpartim fiecare element al matricei A* la det4 (det 4 =0 ). ayd=2 4 1|;
-1 1 5
Propozitie. 2 1 0
Fiem, ne N,me {2,3}, ne {2,3}. Fiede .« (R),
Be.#l (R),Ce .U (R),detd #0,detB % 0. " by d=113 2
Ecénz,l};ia AX = Cma,l}ie solutia unica X =4'C € ,/iim n(IR). 412
Ecuatia XB = C are solutia unici X = CB' € ,/ilm,’n (R). 1 2 3
Ecuatia AXB = C are solutia unici X=4"'CB ' € ,/ilm,n (R). aA=|0 1 2|
0 0 1
Demonstratie.
In ecuatia 4X = C inmultim ambii termeni cu 4" in stinga. 2 3 4
Obtinem: d)4=|3 2 3 |;
AU =4"C; 5.2 -l
' Ax=4"C; L oo
[ X=4"C; 9020
xX=4'C 003
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Exercitiu rezolvat. S, S, S,
Pentru realizarea a trei preparate farmaceutice F v Fz, F3 se folosesc r 20 20 10
substantele Sl, Sz, 53 ce contin elementele active Al, Az, A}. Cantitatile de Fl 5 10 5
substante, respectiv de elemente active, ce intrd in preparate sunt date in tabelele F2 10 5 10
alaturate. Sa determindm cantitatile de elemente active continute in substante 3
astfel Incat compozitia preparatelor farmaceutice sa fie respectata. 4. A A3
Solutie. F 3 8/3
Fie matricele 4 si B asociate celor doud tabele. Cantitatile de elemente F, 1 1/2 1
active 4_, i =1,3 continute in substantele S , i =1,3 vor fi date de elemen- F, 2 1 1
tele matricei X obtinutd din ecuatia AX = B. Avem detA4 =0,
/10 -1/5 0 1/10 1/10 1/15
A'=| 0 2/15 -1/15|,deci X=4"B=| 0 0 1/15].
-1/10 2/15 2/15 /10 0 0

Substanta S, va trebui sa contind 1/10 unitati de element activ 4, 1/10 unitati de element activ A, si 1/15
unitati de element activ A, etc.

PROD LESE .o - PRI
E ——3 @ 1. Determina, daca exista, inversele @ 3. Rezolva urmatoarele ecuatii matriciale:
urmatoarelor matrice:
11 10 a)[1 2))(—[2 1)'
popUiE - . — . _ - R
a) 4 (0 J, b) 4 (0 J, 10 3 -1
1 2 21
30 0 1 0 -2 b)X-( )=[ J;
) (0 3} d) 4 (1 OJ, Q) A=| OJ,
3 21 1 2 3
-1 1 12 11 ) X0 I 2|={2 3 1}
A= : A= h) A= ’
K (1 ‘J’ & (3 4} ) (2 2)’ 21 1) (31 2
1 00 001 111 d))(‘2131_14
i)A=|0 1 0|; j) 4={0 1 O|;k) 4=[{0 1 1|; 53021) (4 1)
001 1 00 001
) 2 1 ¥ 31 1 4
_ e -X- = ;
100 1 2 3 1 -11 5 3 )1 4 1
) A=|1 1 0;m) 4=|1 =2 3|;n) A=| 2 2 2]|.
111 1 00 1 2 3

@ 2. Determind a € R astfel incat fiecare din

urmatoarele matrice sa fie inversabile, apoi determina 2 2 -2
inversa fiecareia: - @M 4. Se considerd matricea A={4 4 -4
) 1 a b -1 o 6 6 —6
a) A= -1 2) ) B=ja 1 3; a) Calculeaza determinantul matricei 4.
1 0 2

b) Calculeaza 4° si verifica identitatea /, = (1, — A)/, + A).
c) Aratd cd matricea /, — A este inversabila si

a 1 1 1 a l-a L.
calculeaza-i inversa.
c)C=l1 2 3|; d) D={1-a 1 a
a -1 1 a l-a a
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7. Sisteme liniare cu cel mult 3 necunoscute

ay, X, +a,x,+..+a;,x, = b,
Fie sistemul liniar: |a,,x, + a,,x,+..4+a,,x, = b, dem ecuatii

Ay X, + Ay Xy+..4a,,x, =b

m

cunnecunoscute,nSS,aijE C,i=l,m, j=1,n,beC,i=1,m.

Determinarea multimii solutiilor sistemului liniar se face prin
rezolvarea acestuia prin diferite metode. Indiferent de metoda
folosita trebuie sa precizam tipul sistemului, adica:

- compatibil (daca are solutii)

* determinat (daca are solutie unica);
* nedeterminat (daca are o infinitate de solutii);

- incompatibil (daca nu are solutii).

Observatie.

Urmatoarele proceduri aplicate unui sistem de ecuatii liniare nu
modifica compatibilitatea sau incompatibilitatea acestuia si nici
eventualele solutii:

* adunarea unei ecuatii a sistemului la o altd ecuatie a sistemului;

 inmultirea ecuatiilor sistemului prin factori nenuli,

* schimbarea ecuatiilor intre ele.

Metode de rezolvare a sistemelor liniare

¢ Metoda lui Gauss a cipatat o importantd mai mare in ultimul
timp pentru ca se utilizeaza in programele de calculator.

Ideea acestei metode este urmatoarea: sistemul liniar de 7 ecuatii
cu n necunoscute se transforma intr-un alt sistem liniar echivalent
in care una dintre necunoscute, de exemplu x, apare intr-o
singura ecuatie. Spunem cd x, a fost eliminat din celelalte m — 1
ecuatii. Prin aceeasi metoda cele m — 1 ecuatii, fara necunoscuta
x, , se transforma astfel incat o altd necunoscutd, de exemplu
x,, apare numai in una dintre acestea. Repetand procedeul, vom
obtine:

a) un sistem in care ultima ecuatie contine numai necunoscuta x ;
atunci sistemul este compatibil determinat;

b) un sistem in care x, = f (x,,,, ... , X ), unde k < n; atunci
sistemul este compatibil nedeterminat;

c) un sistem in care o ecuatie este de forma 0 = ¢, ¢ € C*;
atunci sistemul este incompatibil.
— X +x, +x,=1
1) Sa rezolvam sistemul liniar: {x, +x, —x; =1,

X, +x,=0

Solutie.
Scéazand prima ecuatie din a doua si impartind la (-2) obtinem
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Sd rezolvam sisteme liniare.
1) Rezolva sistemele liniare:

X, + x; =2
a) n+ =2,

X +x,+x; =4

X, +x, +x,=10
b) §x, +x, =3,

x; =7

X +x,+x,=2

C) 1X +x,+x;=1,

X, +x,=0

specificand, pentru fiecare sistem, daca
este compatibil determinat, compatibil
nedeterminat sau incompatibil.

2) Rezolva sistemele liniare:
X +x, +x;=1
a) y—x, +2x, +x;,=0,

2%, =X, —x;=2

X, +x, +x,=2

b) 12x,—x, +x,=3

X +x,—x,=0
prin metoda lui Gauss.

3) Verifica daca sistemul

X, +x,+x;=06
2x, +x, —x,=0

1T X .
3 este echivalent
4x, —x,+2x, =8

—X + X, +2x,=7
X +x,+x,=6

—X,—2x;,=-12
13x, =34

cu sistemul:

si calculeaza multimea solutiilor.

- - - - - _



X +x, +x,=1

sistemul echivalent X, +x;,=0 | deci X;= —%,
1
x3 = —5
X, =%, x, =1; obtinem S{(l, %, —%)} (sistem compatibil
determinat).

X +Xx,+x,=06

) . 2%, +x, —xy =1

2) Sa rezolvam sistemul liniar: .
' 4x, —x,+2x; =8

=X, + X, +2x,=7

Solutie.
X +x,+ x; =6
. . -x,—3x; =-11 )
Sistemul este echivalent cu: cu solutia
13x; =39
0=0

unica x, = 3, x, = 2 si x, = 1, adica S = {(1, 2, 3)}
(sistem compatibil determinat).

¢ Metoda matriciald. Sistemul liniar poate fi exprimat matri-
cial astfel: AX = B, unde A este matricea coeficientilor necunos-
cutelor, X este matricea necunoscutelor (matrice coloand) si B este
matricea termenilor liberi (matrice coloana). In cazul 4 € A (C),
daca matricea 4 este inversabila (adica det4 # 0), inmultim la
stinga ecuatia AX = B cu 4! si avem A'(4X) = A'B, adica
(A'A)X = A'B, deci X=A"'B.

—— 2x+y-3z=11
Sa rezolvam sistemul liniar {x+5y+4z=-1 prin
@ —Xx+2y-3z=6

metoda matriciala.
Scrierea matriciald a sistemului este AX = B, unde

2 1 3 11 X
A=|1 5 4 |,B=|-1|,X=|y]|; cum detd = —-68, rezulta
-1 2 3 6 z
23 3 19
68 68 68
ca A este inversabild si 4™ = oo ; solutia ecuatiei
68 68 68
7 5 9
68 68 68
2
esteX=A4"'B,adica X =| 1 |.Solutiasistemuluieste S= {(2, 1,-2)}
-2

(sistem compatibil determinat).
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4) Rezolva sistemele liniare:
—X;=2
a) 91X, —2x, +4x; =4 ;

3x, —6x, +8x,=0

28x+56y—-56z=0
b) <39x-78y-78z=0;
40x-80y—-80z=0

28x+56y—56z=-28
c) <39x-78y-78z=-39;
40x —80y —80z =-40

17x-17y+34z=0
d) 2x-y+z=0
4x-2y+2z=0

17x-17y+34z=34
e) 2x—y+z=-1

3x+z=-1

5) Rezolva urmatoarele sisteme prin
metoda matriciala:

2) 2x1+3x2=1;
X —x,=3

X, +2x, +3x,=9
b) 1 2x, +x, -3x;, =—4;

2x, 4+3x, —x;=—4

2x+3y+4z=11

c) {3x-2y+3z=1 ;
Sx+2y—-z=-11

X, =3x;=-1
d)§ x
3x, +2x, =7

-2x,=-1;

2x +y =
€)y x+2y+z=1.
2y+z=0




¢ Metoda lui Cramer

Solutiile unui sistem liniar au la numitor dezvoltarea
determinantului asociat matricei sistemului.

La numaratorul solutiilor vom avea dezvoltarea determi-
nantilor obtinuti din A prin inlocuirea coloanei corespunzatoare
coeficientilor necunoscutei cu coloana termenilor liberi:

b a, a; a, b a; a, a, b
Axl =10, ay ay ; sz =lay b, ay ; Ax3 =|ay, ay byl
by ay ay ay by as ay ay by

Teorema. Metoda lui Cramer

a, X, +apx, +a,x; = b,

Daca sistemul 1 a, x, + a,,x,+a,x, =b, are determinantul
a, X, +a_  x, +ayx; =b

. . X
A nenul, atunci solutia sa este (x,, x,, ..., x ), unde x :Xl’
A Ax; . .1 A . .
—, x;=——,iar A_,i=1,3 este determinantul obtinut

A A i

din A prin inlocuirea coloanei corespunzatoare coeficientilor

X, =

necunoscutei x, , = 1,3 cu coloana termenilor liberi.

Pentru n = 4, adica pentru sisteme liniare de patru ecuatii cu
patru necunoscute, solutia sistemului este (x,, x,, x,, x,), unde

A ACTCTA A

Un sistem liniar poate fi rezolvat prin metoda lui Cramer,
daca numarul de ecuatii este egal cu numarul de necunoscute
si determinantul asociat matricei sistemului este nenul. Un astfel
de sistem, se numeste sistem Cramer.

Exercitii rezolvate.

M+y+ z=1
1) Sa rezolvam sistemul liniar { x+Ay+ z=X1 ,1in
X+ y+iz=2\
functie de valorile reale ale lui A.

Solutie.
Determinantul sistemului este A = (A — 1)*(A + 2).
e Daca A # 0, adica A # 1 sau A # -2, atunci sistemul este

2
Cramer si §— {(_ A+l 1 (A+1)

A+2  A+27 A+2

* Dacd A = 0, atunci existd urmatoarele situatii:

J}, AeR, A= A#-2.
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6) Verifica daca sistemul liniar
2x+3y+4z=11
3x—2y+3z=1 esterezolvat corect.

5x+2y—z=-11

Solutie.
2 3 4
A=|3 =2 3|=110#0, deci sistemul
5 2 -1
este compatibil determinat (are solutie
unica)

11 3 4

A= 1 =2 3=—220,decix=ix=—2;
-11 2 -1
2 11 4

oA

A, =3 1 3=110,de01y=X=1;
5 -11 -1
2 3 11 A

A, =3 =2 1/=330,deciz= AZ =3.
5 2 -11

Multimea solutiilor este S = {(-2, 1, 3)}.

7) Rezolva sistemele:
2x,-3x, =1
S5x, +7x,=2

X —x,=-1

-2x,+4x, =—-6

iy
3

2
b t+tz=——;
)Y 3

Z+x=——
2

6x=—4y=3z
) x+2y+2z=4"




i) daca A = 1, atunci toate ecuatiile se reduc lax + y +z = 1;

sistemul este compatibil nedeterminat,
S:{((X,B, I—G—B)|(X,B€ IR}’

ii) daca A = -2, atunci inlocuind in sistem obtinem

2x+y+z=1
X=2y+2=-2 Aqunand membru cu membru cele trei ecuatii
x+y—-2z=4

obtinem 0 = 3, relatie falsa, deci sistemul este incompatibil.

Unele sisteme liniare se pot rezolva si prin diverse artificii
de calcul.

xX+y=c
2) Consideram sistemul {y+z=a, a,b,ceR.
xX+z=b

I a+b+c .
Adunam ecuatiile si obtinem x+ y+z= — Scadem, pe

rand, ecuatiile initiale din aceasta relatie si obtinem:

—a+b+c a-b+c a+b—c . o )
= y= y 27T 2 (sistem compatibil determinat)

ax=by=cz
3) Fie sistemul{ Y ,a,b,c,m, n p,re R
mx+ny+pz=r

Se scriu primele doua ecuatii sub forma de rapoarte egale:

Yy _z_mx+ny+pz _ r _k
11 - -
b ¢

m,on p m.n. p
a b c a b c

Definitie.
Un sistem liniar in care toti termenii liberi sunt nuli se nu-
meste omogen. Forma generald a unui sistem liniar omogen de m
a,x, +a,x, +...+a,x,=0
X, + X, +...+a, x, =0
ecuatii cu n necunoscute, n < 3, este: ””

a,x, +a,x, +..+a, x, =0
a, eR,i=l,m, j=1,n.

B 2 22—

3x+4y-8z=1
d){2x—y+z=2
9x—-10y +14z =11

2

xX+y—z=35
e) 4x—y+2z=4 ;
—x+4y—-5z=6

-x, +2x,=2
f) §4x, —3x, +5x,=2;
3x,+2x,=2

3x,—=3x, +x;,=0
g) 14x, —x, =5
2x, = 2x, +x; =1

8) Rezolva sistemul de ecuatii:

ay+bx=c
cx+az=b, abc#0.

bz+cy=a

9) Rezolva urmatoarele sisteme lini-
are omogene:

2x,4+3x, —x;, =0
a) <3x,—x, +2x;,=0;

4x, +x, =3x,=0

3x,+4x, —5x,=0

Observatie.

Orice sistem liniar omogen este compatibil, avand intotdeauna
cel putin solutia nula (x, x,, x,) = (0, 0 0).

EEEMPLY X, +3x, +2x,=0
@ 1) S& rezolvam sistemul §2x, —x, +3x,=0.

3x,—5x,+x,=0
38

){2x, — 3x2+3x3—0 ;
4x, +11x, —=13x;=0

=3, +x,=0

©)

{2 +x, — x3—0
—3x,+3x,=0
—4x,+5x,=0

5x1+x2+2x3 0’

X +x,+x,=0




e

Solutie.
Sistemul este Cramer, deoarece numarul de ecuatii este egal
cu numirul de necunoscute si A # 0. Solutiile sistemului se X+y+z=0
L _ Ax, _ Ax, _ Ax, o 3x-4y+2z=0
obtin din x, =A T BT unde Ax = Ax = Ax = 0 e) e+ Ty43220"
(fiecare determinant are cate o coloand cu toate elementele egale e vtdz=0
cu 0). Obtinem (xl, x,, xs) = (0, 0, 0), deci sistemul este Y
compatibil determinat (avand solutie unica).
x+y+z=0
X, +3x, +2x;,=0 f) <x-2y+z=0;
2) Sa rezolvam sistemul {2x, —x, +3x,=0 . 2x—y—z=0
3x,—5x, +4x,=0
Solutie. x=3y+2z=0
Din matricea sistemului obtinem A = 0, deci sistemul nu este g) 14x—-12y+8z=0;
compatibil determinant. Conform observatiei anterioare, rezulta 3x=9y+62z=0
ca sistemul este compatibil nedeterminat (deoarece admite cel
putin solutia nula). Sx+y—z=0
Sistemul admite si solutii nenule: notam x, = o, o € R si prin h) {2x—4y+z=0;
) X +3x, =20 ) Ty —3v=0
rezolvarea sistemului obtinem: y
X, —Xx, ==30
11 1 x+2y+z=0
S=9|——a,——a,a ‘ acR} (sistem compatibil nedeterminat). . Y i
7 7 i)<2y+z=0
x+z=0
mx+y+z=1
3) Sa rezolvam sistemul {x+my+z=1,meR. X-2y+32=0
x+y+mz=1 i) x+2y-3z=0
Solutie. 2y=0
Din matricea sistemului obtinem:
m 11 10) Rezolva urmatoarele sisteme:
A=[1 m 1|=(m+2)(m-1)". x4 y4mz=1
L1 m Asx+my+z=1;
i) pentru m # 1 si m # -2 sistemul este sistem Cramer si mx+y+z=1
‘ _1 ! 1_ . mx+y+z=1
avem: A =|1l m 1|=(m-1)"; b) xtmy+z=1;
Il m X+y+mz=m
m1 1
A,=1 1 1|=(m-1). mx+y+z=1
1 1m ’ C) sx+my+z=m .
X+ y+mz=m’

m 1
A =1 m =(m—1). Obtinem S = ! , 1 ) :
11 m+2 m+2 m+2

melR},

solutie unica.
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X=a

i) pentru m = 1 sistemul este compatibil dublu nedeterminat |~ ZF B’a’B < IR.
z=l-o-
2x+y+z=1
iii) pentru m = -2 se obtine sistemul {X—2y+z=1 ; adunand cele trei ecuatii obtinem 0 = 3, deci
x+y-2z=1

sistemul este incompatibil.

pRIBLEA

—
propsiE

a)

3 < < . . :
@ 1. Rezolva urmatoarele sisteme liniare prin
metoda lui Gauss:

x—y+2z=1
14y -3z=3 ;

z=-1

x—y+2z=1
2x+12y +z=5;
3x—-12y+8z=1

xX—=y+z=-5

) x—2y—-z=-3;
x=3y—-3z=-1
6x —2y+5z=-22

d) {-4x+3y+2z=9 ;
—3x+7y+8z=8

x+2y-3z=4
€) 12x— y+4z=8.
3x+2y—-5z=8

@ 2 Rezolva urmatoarele sisteme liniare prin metoda
lui Cramer:

12x -7y + 62z =83

a) 8x—4y-3z=24 ;
—2x+5y+13z=23
3x+8y—4z=23

b) J6x+2y+7z=6 ;
-x+9y—-5z=38
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—8x+13y -6z =-158
Tx=9y+5z=122 ;
6x+3y—4z=-26

X+2y—z=5
d) x—y+2z=1

x=3y+5z=-3

@ 3. Rezolvad urmatoarele sisteme liniare prin
metoda lui Gauss:

2x+y+3z=13
a) 4 x+y+ z=6 ;
3x+y+ z=8
X+2y+3z=8
b) 43x+ y+ z=6;
2x+ y+2z=6
Tx+2y—-4z=19
c) {Sx+3y-3z=15;
Sx-3y+3z=15
@ 4. Rezolva sistemele liniare:
2x, —x, +3x,=3
3x,+x,=5x;,=0
a) "
4x,—x, +x;,=3
X, +3x, —13x; =6
X, +3x, +2x,=0
b) 2x,—x,+3x, =0 '
3x,-5x, +4x, =0
X, +17x, +4x,=0




@ 5. Rezolva sistemele urmatoare pentru m € R: : { 4x+3y-22=5

2) mx—2y=-1 8x+6y—4z=9’
xX+2y=m+2
x+3y—z=2
mx+4y=9 _ -
b) {9x+m =1 e) o] ’
V= 2x+y+2z=-1’
x+my=m’ 4x-2y—-3z=4
c) 5
mx+y=m
X, +x, = 3x; =-1
0 {)H-i}:iﬂ(;-l. f 2x, +x, = 2x; =1
mx—y= X +x,+x;=3

) . . .. X, +2x, —3x, =1
@ 6. Pentru ce valori reale ale lui m sistemele liniare ! 2 3

urmatoare sunt compatibile?

2x+3y=10 @ 8. Rezolva urmatoarele sistemele liniare:

a) 13x-2y=2; mx+y+z=0
a ,unde m € R;
xX+my=6 x—y+mz=0
x+y=-1
mx+2y—z=0

b) <2x+y=m; . 3 _O,undem,pe R;

2x -3y =8 rrpymaes

x+3y=1 2x+y—4z=0
c) 12x-my=10 . c) {3x+5y-7z=0.

3x+my=>5m 4x-5y—-6z=0

@ 7. Rezolva urmatoarele sisteme liniare: . . <
@ 9. Pentru ce valori reale ale lui m urmatoarele

x—6y+z=7 sisteme liniare admit si solutii diferite de solutia nula?
{2x—5y+32=2’ mx+y+z=0
YA ytzed a) yx+my+z=0;
{2x+2y+2z=—1; xhysmz=0
mx+my+z=0
c {x+y—3z=3 . b) <mx+y+mz=0.
3x-2y+z=4"

x+my+mz=0
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Teste de evaluare

Testul 1

1
o
a) Calculeaza A%, 43, A*.
b) Arata ca matricea 4 este inversabila.

1
1. Fie matricea 4= (0

0 1
d) Calculeaza 4° — 34 + 21

2 3
c) Rezolva ecuatia AX =( J

2. Se considera sistemul:
x=y+z=0
x—2y+3z=0, unde (x, y, z) eR’.
x=3y+5z=0
Se noteaza cu 4 matricea sistemului.
a) Calculeaza determinantul matricei A4.
b) Rezolva sistemul.

¢) Gaseste o solutie (x,, y,, z,) a sistemului pentru
care x, + 2y, + 3z, = 8.

Testul 2

In multimea M, (Q) se considerd submultimea
b
6= "|l@#-20*=1,a,beQ}.
2b a
1 0
a)Aratd ca [, = eq.
0 1
b) Arata ca, daca 4, B € G, atunci AB € G.

a b
c) Aratd ca, daca X e G, X = (21) J, atunci X este

a
matrice inversabild si X' = a b eq.
-2b a
a b
d) Giaseste o matrice 4 € G, 4= (21) J cub # 0.
a

b
e) Aratd ca daca Be G, Bz(zab J cua>0,b>0,
a

atunci B* # 1.
f) Aratd ca multimea G este infinita.
(Bacalaureat 2002, Varianta 3 — economic,
enunt modificat)
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Testul 3

In multimea Al (R) se considerd matricele
A b2 L= Lo i multi

=l1 2 2%l 1) precum si multimea
G={X(a)|ae RsiXa)=1,+ad}.
a) Verifica daca 4% = 34.
b) Verificd dacd I, € G.
c) Arata ca X(a) - X(b) = X(a + b + 3ab).

d) Aratd ci X(a)-X(—%):X(—%), Vae R

e) Arata ca, dacd a # —% ,

. . —a _
atunci X (a) X(1+3a) 1.
3
f) Demonstreazd cd (X(a))’ =X(32(a+l) _%j

g) Determina r € R, pentru care

X( ‘2007) : X( ‘2006)...)((0) : X(%)X (M) - X(1)

3 3 3

Testul 4
1. Se considera matricele
-4 2 2 2 2 2
A=|2 -4 2 |,B=|2 2 2|siC=A4A+B.
2 2 -4 2 2 2

a) Arata ca 4> = —64 si B> = 6B.
b) Arata ca AB = BA.
c¢) Determina matricea C°.
(Bacalaureat 2000 — varianta 4 economic,
enunt modificat)

—x—-2y+3z=1
2. Se considera sistemul 2x-y—-z=2 ,

m parametru real si 4 matricea sistemului.
a) Calculeaza determinantul matricei A4.
b) Determina valorile lui m pentru care sistemul este
compatibil determinat.
c¢) Pentru m = 1 rezolva sistemul.
(Bacalaureat 2000 — varianta 8 — economic)



Testul 5

1. In multimea Al (R) se considerd matricele 3x-2y+z=1
4= b ,B= e f 2. Considerdm sistemul |**Y*22="2,
c d g h) mx—y+z=-1
a) Calculeaza AB si BA. m parametru real si 4 matricea sistemului.
b) Arata ca suma elementelor de pe diagonala a) Calculeaza determinantul matricei A4.
principala a matricelor AB si BA este aceeasi. b) Determina valorile lui m pentru care sistemul este
c) Arata ca det(4 + B) + det(4 — B) = 2(det(4) + det(B)). compatibil determinat.
d) Demonstreaza ca det(4B) = det(4) - det(B). c¢) Determina valorile lui m pentru care sistemul este
(Bacalaureat 2002 — varianta 4 economic) incompatibil.
d) Pentru m = 4 rezolva sistemul.
Probleme date la examenul de bacalaureat
x=y+z=0
1. Se considera sistemul {x—2y+3z=0, unde (x, y, z) € R*.
3x-2y+z=0

Notam cu A4 matricea sistemului.
a) Sa se calculeze determinantul matricei 4.
b) Sa se rezolve sistemul.
c) Sa se gaseasca o solutie (x,, y,, z,) a sistemului, cu proprietatea ca x, + y, + z, = 4.
(Examen de bacalaureat 2003 — sesiunea iunie-iulie, varianta 1 - economic)

- 1
2. In multimea matricelor . #(R) se considerd matricea I, = ( 0 (I)J precum si
. a0
submultimea G = {(b 1) |ae(0,0),be IR} .

a) Sa se verifice ca I, € G.
b) Sa se arate cd, dacd 4, B € G, atunci AB € G.
c) Sa se arate cd, dacd C € G atunci existd D € G astfel incat CD = DC = I,

d) Sa se gaseasca doua matrice S, 7 € G pentru care ST =TS
€) Sa se demonstreze ca, pentru orice matrice 4 € G si Vn € N, existd o matrice X € G astfel incat X" = 4. ||
(Examen de bacalaureat 2003 — sesiunea iunie-iulie, varianta 1 — economic)

. b
3. In multimea matricelor .4 (R) se considerd matricele A =(j dj’ B =[2 ij

a) Sa se calculeze 4B si BA.
b) Sa se arate ca suma elementelor de pe diagonala principald a matricelor AB si BA este aceeasi.
c) Sa se arate ca det(4 + B) + det(4 — B) = 2(det(4) + det(B)).
d) Sa se arate ca det(4B) = det(4) det(B).
(Examen de bacalaureat 2003 — sesiunea iunie-iulie, varianta 4 — economic)
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Elemente de analiza matematica .
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Multimea numerelor reale. Functii reale _

1. Multimi de puncte pe dreapta reala

Dreapta reala
A AME

A - Folosirea numerelor la masurarea lungimilor a condus
B -
Amaeiaq la reprezentarea lor pe o dreapta.

Definitie.
Se numeste axa numerelor (sau axd de coordonate sau
dreapta reald) o dreapta d pe care sunt fixate: un punct O

(origine), un segment OF (de lungime unitate) si un sens pozitiv
(dela O spre E) .

-b a

" —
ra o~ N
1 1 1 1 1 } 1

P(b) -2 E'C1)O0) E(l) 2

M(a)

Numarului 0 1i corespunde originea axei O. Numarului pozitiv
a ii corespunde punctul de pe semidreapta (OF aflat la distanta a de
O. Unui numar negativ b 1i corespunde punctul de pe (OFE’ situat
la distanta — b de O. Punctul P(x), asociat numarului x, se numeste
imaginea lui x, iar numarul x se numeste abscisa punctului P(x).

Dintre douad puncte de pe axa numerelor, abscisa celui din
dreapta este mai mare decat abscisa celuilalt punct.

Putem reprezenta numai portiu- .
nea de axd care ne intereseaza. 2 3 4 5

v

. . . x, x=0
Distanta dintre P(x) si O este : d(P(x), O) = |x| = 0
—x, X<

Distanta dintre punctele P(x) si P'(y) este d(P(x), P'(y)) = |x - y|.
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Cum se reprezintd numerele?

1) Reprezinta pe axa numerelor reale
punctele de abscisa:

a)-3; b)—1; ¢)2; d)3; e)5; f)2,5;
g)-1,5h) m; i) 057;j) 0,8 ;k) 1,7;1) -1,3

3
m) 15 5m) 73 0) 25p) —/3:1) 5.

Indicatie.

Pentru 2 foloseste diagonala unui
patrat de latura 1.

2) Arati ci: V22Q,3/5¢Q.

3) Calculeaza:

k-3 w2k o [1-v2; dN3-2.

; b)

2

4) Expliciteaza, in functie de numa-

rul real m:

a) [m+3; b) ‘m+\/§

;C) |m—3|+|m+3|.

5) Reprezintad pe axda multimile:

A={xeR|[d(P(x),0)=2},
B={xeR|[d(P(x),0)<2},

C={xeR[d(P(x),0)>2}.

‘
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Teorema. Proprietdtile modulului 6) Determina distanta dintre punctele

Daca a, b € R, avem urmatoarele proprietati: A si B situate pe axa numerelor reale:
I |a|=0 @a=0; 2 |a|>0 & ar0; 3 |al=|a; | [PA@SECE D) ACD) s BC):
) A(—/3) si BQ);  d) AN3) si BQ).
i 5 ||b¢0 ) A(—3) si BQR):  d) AN3) si BQ)
7) Arata ca:

6. la=b,b>0& -b,b}; 7. <b,b=0 < -b < a < b; +b| 1

|a| CZE{ } |a| ‘x_a <5<|x_a| )’Va, b’ xEIR'
8. |a|=b,b>0=a<—-bsaua=b;

9. la+b|<

10. |al-|b]<|a-b].

Ordinea numerelor reale si intervale de numere reale

Multimea numerelor reale este Inzestrata Tn mod natural cu trei tipuri de structuri, fundamentale pentru
gandirea umana: structura algebrica, structura de ordine, structura topologica.
i ME Structura algebrica a numerelor reale este data de operatiile de adunare si inmultire.
: Structura de ordine pe R este data de relatia < (sau poate fi definitd de relatiile inrudite: <, >, >).
Aminr A

Relatia de ordine a numerelor reale este definita de urmatoarele proprietati:

1) Va € R, a < a (reflexivitate) 2)Va,be R,a < bsib < a= a=>b (antisimetrie)

3)Va,b,ce R, a < bsib <c= a < c (tranzitivitate)

Teorema. Proprietditi de compatibilitate ale relatiei de ordine ,,<” cu operatiile din R
Daca a, b, ¢ € R, atunci:
Ha<b=a+tc<b+c 2Ya<bsicz0=a-c<b-c

Utilizand teorema de mai sus, demonstreaza urmatoarele proprietati ale relatiei de ordine:

1)Va,be R,a < bsaub < D)Va,be R,a=>0sib=>0=a-b=>0
) Va,be R,a=>0sib<0=a-b<0 HVa,be R,a<0sib<0=a-b=>0
5)Va,b,c,de Rya<b,c<d=a+tc<b+d 6)Va,be R,0<a < b:>l>%

a

Cu ajutorul relatiei de ordine putem sa definim intervalele.

Fiea,be R,a<b, >0
{x‘xe R, x > a} = (a, ©)

o~

0 a i’
{x‘xEIRx a} = [a, ©)

o0

—00

Q=

{x‘x € R, x<a} = (-», a)

A >
3 >
—0 a o0

{x|xe R, x < a}=(-w,d]
' 1

Gl >
—0 a 0
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{x|x e R.a<x<bl=(a,b)

A

v

VG
A%
—00 a

{x|x € R a<x <b}=(a,b]

7

b

1

o0

»

{
A
—00 a

{x|x e R,a<x<b}=1[ab)

a

b

»

o0

Iz
v
—00 a

(x| xe R,a <x<b}=]a,b]

A
T

b

1

»

o0

»

Iz
v
—00 a

{x|xeR,

i

)\

a

b

»

o0

xfa\<s}:(afs,a+s)

I
Y 7

U

—00

a—-¢ a ateg

»
»

o0

Observatie. [a, a] = {a}, (a, a) = OD.

Dreapta reala incheiata

Pana acum am lucrat cu simbolurile oo si —o. Extindem in Rw{—o0, w0} ordinea si operatiile din R.

Definitie.

Notim R=RuU{-w0, }; R se numeste dreaptd reald incheiatd. Pentru orice numar real x consideram:
¢ w<x<w

o, x>0 X X

® xto=wt+x=w Ox-—w=-0+x=-

¢ x-oo:oo-xz{

-0, x<0

—00—00=—00 0000 =00 —00+00 =—00 (~00) - (~o0) =0

2 2 2

¢ 0+o=00;

Nu definim si nu dam sens scrierilor:

* 0+ 0 (+o0)  (£0)-0 o N

® 00—

o | o

Multimi marginite

In continuare, vom remarca acele numere care sunt mai mici Sa cercetam dacd o multime este
. . A . . . . T1177 ]
sau mai mari decat toate elementele unei multimi. marginita!

8) Fie 4 = [0, 1), reprezentatd pe axa

Definitii. 3: . . . .
. ’ . e reala: minoranti majoranti
Fie A o multime nevida de numere reale. F ) >
< . . 1
Un numar real m se numeste minorant pentru A daca m este m=0eA4 0 M=1¢4

mai mic sau egal decét orice numar din 4 (m < x ,V x € A).
Un numar real M se numeste majorant pentru A daca M este mai

mare sau egal decat orice numar din4 (M = x ,V x € A).

A se numeste mdrginitd superior (majoratd) daca admite majorant.

A se numeste mdrginitd inferior (minoratd) daca admite minorant.

A se numeste mdrginitd daca este marginita superior si inferior.

O multime nevida care nu este marginita se numeste nemdrginitd.

Da exemple de doi majoranti si, res-
pectiv, de doi minoranti ai multimii 4.

9) Reprezinta pe axa fiecare dintre
intervalele urmatoare:

a) (15 OO), b) (_79 OO)’
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Observatie.
O multime este nemarginita dacd nu este marginita superior
sau nu este marginita inferior.

Teorema. Fie 4 = R, nevida.
[. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) multimea A este marginita;
2) existd a, b € R astfel incit a < x < b, Vx € 4;
3)existaM € R cu |x|<M, Vxed.

II. 4 este nemarginitd < VM€ R,3x, € A cu |xM|>M.

Demonstratie.

[. 1)< 2) A4 este marginitd dacad si numai daca admite un
minorant @ $i un majorant b; adicaVx€ 4,a <x < b.

3)= 1)Daci 3M R cu|x| < M,V x€ 4, atunci multimea 4
admite —M ca minorant si M ca majorant, adicaV x€ A, -M <x < M.

1) = 3) Reciproc, dacd 4 este marginita, atunci exista
numerele a si b astfel incat a < x < b, V x € A.

Fie M = max{|a|, |b|}. Avem -M < —|a|<x<|b|< M, VxeA.

&)

[I. Demonstratia se reduce la un calcul logic. Ne vom baza
pe urmatoarele teoreme de logica:

a)V g si rpropozitii: (r<q) < (Irelg).

b)V P(x, y) predicat: |(3x Vy P(x,y)) < (Vx 3y [P(x,)).

Ca urmare, sunt adevarate urmatoarele propozitii:

A este marginitd <> 3IM >0, Vxe 4, x|<M

A este nemadrginitd < VM >0, Jx,, €4, xM|>M
(am notat x deoarece acest numar depinde eventual de M).

Definitie.

Fie A o multime nevidd de numere reale.

Numarul m € R se numeste minimul multimii A, si se noteaza
minA, daca m este minorant pentru 4 si m € 4.

Numarul M € R se numeste maximul multimii 4, si se
noteaza maxA, dacd M este majorant pentru 4 si M € A.

e

1
¢) [2, ©); d) {_E,oo),
e) (o, -9); 1) (—0, 3);
g) (-0, —4];  h) (-0, 5);
i) (2,7 i[5, 3]
k) 2, 71; D) [-3, 5).

10) a) Care dintre intervalele de mai
sus sunt minorate in R?
b) Care dintre intervalele de mai sus sunt
majorate in R?
c¢) Care dintre intervalele de mai sus sunt
marginite in R?

11) Reprezinta pe dreapta reald inter-

valele:

a) [1,\/5+1};
b) (1-v2.1+42);
c) (—oo,\/il

12) Fie A = {x € R| x> <2}. Da
exemplu de un minorant si de un
majorant al multimii 4.

13) Fie B= {x € R| x* < 8}. Da
exemplu de un majorant al multimii B.
Multimea B admite un minorant?

14) Fie C = {x& R|x*> 1}. Multimea
C admite un minorant? Dar un majorant?

15) Gaseste minoranti si (sau)

majoranti, daca exista, pentru:
A={xe Q| <3}

Vom demonstra ca minimul (ca si maximul) unei multimi,
daca exista, este unic: fie 4 o multime reald; presupunem ca a si m
sunt minime in 4, deci a, m € A; rezultd m < a si a < m, deci a
= m. In concluzie min4 este unic.

B={xe R|x>0six*> 3}

16) Reprezintd pe axa reald fiecare

Definitie.

Fie 4 o multime de numere reale, nevida.

Cel mai mare minorant (daca existd) al multimii 4 se numeste
infimum (margine inferioard) pentru multimea A si se noteaza infA.

Cel mai mic majorant al lui 4 (daca existd) se numeste supremum
(margine superioard) pentru A si se noteaza supA.
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dintre multimile:

A={xe R|x® <3}
B={xe R|x<4};
C={xe R|x =2
D={xe R|x=2}

17) a) Precizeaza minimul si maximul,
daca existd, pentru fiecare din multimile
A, B, Csi D de la exercitiul 16.

b) Precizeaza marginea inferioara si

marginea superioara, daca existd, pentru
multimile 4, B, C, D (exercitiul 16).

- —



Observatii.
¢ Dacd 3 inf4 siinfd € A4, atunci inf4 = minA.
¢ Daca 3 sup4 si supA € A, atunci sup4 = max4.

Axioma lui Cantor.

Orice multime de numere reale, nevidi, marginitd superior admite supremum.

Teorema.

Orice multime nevidd de numere reale marginita inferior admite infimum.

Vecinititi in R

In continuare vom vedea cum se leagd intre ele numerele reale. Mai exact, ca orice numar real are o
vecindtate si in orice vecinatate, oricat de micd, a unui numar real se afla o infinitate de numere reale. Ca sa
studiem unele numere vom apela la vecinii lor. In acest caz putem parafraza un proverb astfel: ,,Spune cu cine

te invecinezi ca sa-ti spun cine esti“.

Definitie.

O multime de numere reale V este vecindtatea numdrului
real a daca existd r > 0 astfel incat (a —r,a +r) c V.

Notam cu ¥ (x) multimea vecindtdtilor numdrului x.

Un tip de vecinatati ale unui punct a sunt intervalele simetrice
de centru « si raza r, notate (a — r, a + r).

Consecinta.
O multime } nu este o vecinatate a punctului a daca, ¥V r > 0,
intervalul (a —r,a+r) ¢ V.

Propozitie.
Intervalele (a, b) sunt vecinatati pentru orice punct al lor.

Demonstratie.

Fiex € (a, b) si r = min{x —a, b — x} > 0. Avem
V=(x-rx+r)c(a,b), deoarece
a=x—-x—-a)ysx-r<x<xtr<x+t((b-x)=>b.

Orice vecinatate a unui punct este vecinatate pentru o infinitate
de puncte. De exemplu, intervalul [0, 1] este vecinatate pentru orice
punct din (0, 1). Deci, o vecinatate nu caracterizeaza un punct, insa
multimea tuturor vecinatatilor caracterizeaza perfect punctul.

Observatii.
¢ Vx,yERx#y, IV EVX), V€V () cuV NV =T
(oricare ar fi doua numere reale diferite, ele au doud vecinatati
disjuncte).
¢ N V=ix}
Ve 7 (x)
(intersectia tuturor vecinatatilor unui punct este chiar punctul).
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Sd lucram cu vecindtdti!

18) Arata ca: a)(0,2)e 7(1);
b) (0, 2)& 7(0) ; c) [0, 1] & 7(0).

19) Este (—o, 0) o vecinatate a lui —3?

20) Arata ca intervalul [0, 2] este
vecindtate a oricarui numar a € (0, 2),
dar nu si pentru a € {0, 2}.

21) Daca 0 < x<g, Ve >0, atunci x = 0.

22) Fie a € R; definim urmitoarele
intervale:

{x‘xe ﬁ,x<a}:[—oo,a)

Iz AY »
14 ] =
—o0 a o0
{x‘xe ﬁ,xSa}—[—oo,a]
Iz 1 »
I/ i >
—o0 a

{x‘xe ﬁ,x>a}:(a,oo]

|
71

Y’
V
—00 a 0

{x‘xe R, x > a} = [a, ©]
b ¥

—00 a o0

Reprezinta pe axa reald intervalele:

a) (25 OO], b) [—OO’ _6):
c) [-3, «]; d) [~oo, 5].
e




Vecinititiin R = R U {~o, 0}

Cum legam —oo si oo de multimea R? Prin vecinatati, desigur!

Definitie.

O multime V" din R este o vecindtate a lui —o, daci existim € R
astfel incat [0, m) < V. O multime V' din R este o vecindtate a
lui oo, daca exista M € R astfel incat (M, +oo] c V.

O multime V din R este vecindtate a lui x daci VN R e ¥ (x).

EYEMFLE 1) [0, o] este vecinatate a lui co deoarece exista M = 0
.} si intervalul (M, o] < [0, ].
2) R este vecinitate a oricarui punct al sau (rezulta
din definitia vecinatatii unui numar real, aplicatd la —oo si o).
3) R nu este vecinatate a lui oo deoarece © & R.

Definitie.

Fie A o submultime a lui R.

Un element x € R (numadr real, —oo sau ) este punct de
acumulare pentru multimea 4 daca, V Ve 7 (x), VN A - {x}#J.
Notim cu 4" multimea punctelor de acumulare ale lui A.

Un element x din A, care nu este punct de acumulare pentru
A, se numeste punct izolat al lui A.

EEEMPLY .

Fied = 1} U2 —k—F
@ ied=1{0,1}U(2,3) 0 1 5 3
0 si 1 sunt puncte izolate in A4;

A' = [2, 3], adica punctele 2, 3 precum si orice punct din
(2, 3) sunt puncte de acumulare pentru 4.

e

23) Fie x € R . Demonstreaza ci:
a) dacd VyeR,y <x, atunci x = oo
b) daca Vy eRR,y > x, atunci x = —oo0.
24) Fie a € R. Atunci:
a) Ve Na)siVcU=Ue Ha);
b)V,V,e May=V NV, € Na);
coVe Ma)=acV;
d) V Ve(a), 3 We¥(a) astfel incat
Y beW, We 1(b).
25) Arata ca:
a) ne (0, m)', unde (0, )" este multimea

punctelor de acumulare din intervalul

(0, m);
b) (n,5)" =[m, 5];
¢) w este punct de acumulare pentru mul-

107
timea trunchierilor sale {[nlo’? ] | neN}

26) Arata ca originea este punct de
acumulare pentru multimile urmatoare:

a) {iz|nem*}; b) (0, 5); ¢) R\ N;
n

dQ; R Q fHR\{0,5);

g) R\{l|new*}
n

pespiiar @ 1. Fie x € R. Folosind proprietatile D= {xe R| ] > 2};

= modulului, expliciteazd urmatoarele
@ expresii: E={xe R[[x-1]> 1}
1
pROP/SE a) E(x)=x—% ; F={xelRHl—2x|>5}.

b) E(x) = x> — 5x + 6] ;

) E(x)=|x—2|+[3-x.

@ 2. Reprezinta pe dreapta reala urmatoarele multimi:

@ 3. Exprima cu ajutorul modulului urmatoarele
inegalitati, pentru a, b € R:

1 1
a) a——<b<a+—;
2 2

A={xe R|k <2} b) b<a—% sau b>a+%;

B={xe R||x-1] <1}

b-1<a<b+1:
11‘ c) ;
C={x€[R||1—2X|<EJ, dya<b-6saua>b+6.
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@ 4. Reprezinta pe axa reala multimile: @ 9. Care dintre multimile urmatoare sunt veci-

A= {xe R|d, 3)<1}; natati ale lui 0,5:
B={xe€ R|dx1)>2}; a) (0,+00);
C={xe R|1 <dx 3) <3} b) R\ Z;
—o0, —1);
@ 5. Determinda n € N* daca: ©) (=0, =)
1 1 1 1 11 '
—>—; b)—<—; d) {——,—+r ,r>0;
V75 s 22
’ 1 2" +1 1 -
c) Zn —ll<—; d) L - e) Z,
n°+1 100 2" +3 10 |
f) R\ {E} ?
@ 6. Fie a, b, c € R. Arata ca:
a+b— | a— b| @ 10. Arata ca submultimile urmatoare sunt nemar-
a) min{a, b} = 3 ; ginite si calculeaza inf, sup, min si max, daca acestea
a+b+|a—b| exista.
b) max{a, b} =————; a){xe R|x =2}

¢) |a—H+|b—d+|c—d =2(max{a, b, c}—min{a, b, c}) b) xe R|x>0,2>2};
¢) fre R|x¥+x <0}

@ 7. Fie n € N*. Pentru orice numar real x exista d) fre R|x +x<0};
2 actfel imeat | ™| 1 e) xe R| ¥ +x2<0};
m € £ astfel incat x—;<;. f){xelR|x3+x2<0};
2
X
@ 8. Determind infimum, supremum, minimum si 2) {j | x> 0}.
maximum (dacd existd) pentru urmatoarele multimi .
reale: . .
@ 11. Determina punctele de acumulare si punc-
a) (-2, 1]; tele izolate ale multimilor urmatoare:
_ : 1
n

¢) {=31U(0, 100);

. b) {l|xeR*};
d) {1——|neN*}; x
n

¢) (=0, =3)VI[5, +0);

e) {3 _1|neN*}; d) Z,
3" +1
e) N;
ﬂ{jﬁineN*}. )R\ Z;
- )R\ Q;

h) (-0, =3)U{l}.
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2. Functii reale de variabila reala

e g Se numeste functie reald de variabild reald o

functie f: E — F, unde £ si F sunt submultimi nevide
Am et aq ale multimii numerelor reale.

In continuare, vom folosi termenul de functie intelegand ca
este vorba de o functie reald de variabila reala.

Fie E o multime simetricd fata de origine, adicd o multime de
numere reale cu proprietatea —x € E, Vx € E,; fie functia f: E > R.

[ se numeste functie pard daca f(-x) = f(x), Vx € E.

[ se numeste functie impard daca f(—x) = —-f(x), Vx € E.

Functia f: E > R (E < R) este mdrginitd daca da, b € R
astfel incat a < flx) < b, Vx € E.

Se considera functia /: £ —> R (E < R).
a) feste crescdtoare pe E daca, Vx,, x, € E, x, <x,, atunci f{x,) <f(x,).
b) f'este descrescdtoare pe E daci, Vx,, x,€ E, x,<x,, atunci f{x ) >f(x,).
¢) f este monotond pe E daca este crescatoare sau descrescatoare pe F.

Observatii.
¢ Daci in definitia functiei crescatoare, descrescatoare respectiv
monotona, inegalitatile Intre valorile functiei sunt stricte, functia
se numeste strict crescdtoare, strict descrescdtoare si respectiv
strict monotond.
¢ Pentru studiul monotoniei unei functii, /: £ — R, uneori
este convenabil sd consideram x, x, € E, x, # x, si sd studiem
S - f(x)
semnul raportului .
X, —X
o f(xl)_f(xz)
Daca —
X~ X
au acelasi semn, adicd functia este strict crescatoare.

Daci f(xl):f(xz)

X
1 2
au semne opuse, adica functia este strict descrescatoare.

> 0, atunci diferentele f(x ) — f(x,) si x, — x,

< 0, atunci diferentele f(x,) — f(x,) si x, — x,

Functia constanta

A ME
Se numeste functie constantd o functie f: R —> R,
i & J f() =c, unde c € R (c este un numdr real).

Aminr: Ay Reprezentarea grafica a functiei
constante este dreapta orizontald dusad prin Y
punctul (0, c¢): 00
(0] X

Observatii.

¢ Functia constantd este marginitd; Imf = {c}.

¢ Functia constanta este o functie para, deoarece
f(-x)=c=f(x), Vx € R, deci reprezentarea grafica este simetrica
fata de axa Oy.
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1) Care dintre urmatoarele functii sunt
functii reale de variabila reala:
a)f: N >N, f(x)=x%
b) /1 R —> Z, f(x) = [x];
)f:C—oC, f(z)=z+iz;
d)f: R > R? f(x; y) = (x - 2y; 3x - y);
e)f:R—> R, f(x)=x%+ 5x0-2?

2) Ce proprietate de simetrie are re-
prezentarea grafica a unei functii pare?

3) Ce proprietate de simetrie are re-
prezentarea grafica a unei functii impare?

4) In figura urmitoare este reprezen-
tarea grafica pe [0, o) a unei functii

fiR—>R

Completeaza graficul pe (—o0; 0) daca
functia f este para.

5) In figura urmitoare este reprezen-
tarea grafica pe [0, o) a unei functii

2 -

0‘ 1 x
Completeaza graficul pe (—o0; 0) daca
functia f este impara.
6) Se considera functia f : R > R.

Demonstreaza ca f este marginitd daca
AM >0, M € R, astfel incat |f(x)| <M,

Vx e R.

7) Se considera functia f: R > R.
Demonstreaza ca f este marginitd daca
Imf este 0 multime marginita.

8)Fie functiaf: E >R (EcR),a,be E,

S(@)—f(b)
a-b
Completeaza urmadtoarele enunturi,

astfel incat sa obtii propozitii adevarate:

a) Daca R(a, b) > 0,Va, b€ E, a # b,

atunci functia f este ...

a # b si raportul R(a, b)=

- —



A ME

Functia putere si functia radical

g > Se numeste functia putere cu exponentul natural n
Amopriaq (n € N*), functia f: R > R, f{x) = x".
In cazurile n =1 si n = 2 reprezentirile grafice sunt urmatoarele:

y Y
f@=x S =
0 X 0] X
(prima bisectoare) (parabold)

In cazurile n =3 si n = 4 reprezentérile grafice sunt urmatoarele:

y y
fix)=x3
0 b 19} X
fx)=x*
(parabola cubicq) (parabold)

> Se numeste finctia putere cu exponentul intreg negativ (—n),
n € N* functia f: R* > R, flx) =x".
In cazurile n =1 si n = 2 reprezentarile grafice sunt urmatoarele:

y y

fo)=x!

0 X O X
fio)=x

(hiperbold echilatera)

Stabileste pentru fiecare reprezentare grafica de mai sus daca
functia este marginitd, monotona, para/impara, bijectiva;
determina Imf.

> Fie n € N, n > 2. Se numeste functie radical de ordinul n
functiaf: E > R, f(x)= (/;, unde E = [0; ), dacad n este par
si E =R, daca n este impar.

Pentru n = 2 si n = 3 reprezentarile grafice sunt urmatoarele:
y y

/ [9) X
fx) =t
Observatii.

¢ Orice functie radical este strict crescitoare pe domeniul ei
maxim de definitie.
¢ Orice functie radical de ordin impar este o functie impara.
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0 X

fix)=Jx

e

b) Daca R(a, b) < 0, Va, b € E, atunci
functia f este ...

c) Daca R(a, b) nu are semn constant
pentru Ya, b € E, atunci ...

9) Stabileste pentru ce valori ale lui
n € N* functia f: R > R, f{x) = x" este
parda sau impara.

10) Stabileste intervalele de monotonie
ale functiei /: R > R, filx) =x", n € N*.

Indicatie.

Analizeaza separat cazurile n par si n
impar. Foloseste reprezentarile grafice
alaturate!

11) Stabileste pentru ce valori n € N*,
functia /': R* > R, f{x) = x" este para
sau impard. Foloseste reprezentarile
grafice aldturate!

12) Care sunt intervalele de monotonie
pentru functia /: R* — R, ix) =x", n € N*?
Foloseste reprezentarile grafice alaturate!

13) Stabileste valoarea de adevar a
propozitiilor:

1
a) Functia /: R* > R, f(x) = este

strict monotond deoarece este strict des-
crescatoare pe (-, 0) si pe (0; ).
b) Functia f : R* - R, f{x) = x2 este
marginita.

Indicatie.
Foloseste reprezentarile grafice alaturate!

14) Stabileste domeniul maxim de de-
finitie al fiecarei functiif: D > R, D c R:

a) f(x)=x+/x;
b) f(x)=42x+7:

) f(x)=~x—1+3x-2;

@ f0=5 113 .

15) Fie functia f': £ —> R,
f(x)=~x*+mx+1. Care sunt valorile

parametrului real m?

16) Daca functia f: E —> R,
f(x)=+2x—-m are domeniul maxim de
definitie [-1; o), cat este parametrul real m?

——'



Functii polinomiale

Definitie.

Se numeste functie polinomiald cu coeficienti reali o functie
ffR>R fx)=ax"+a, x'+..+ax+a,undea,a, ..,
.na € Rsine N,

Numerele a, a, ..., a, se numesc coeficientii functiei
polinomiale f. Coeficientul a, se numeste termen liber.

Numarul natural maxim n, cu a, # 0, se numeste gradul
functiei polinomiale; se noteaza grad f = n.

Pentru functia polinomiald f cu grad /' = n, numarul a, se
numeste coeficient dominant.

EFEMPLE 1
* Functia f: R »> R, f(x)=2x"—3x" +Ex2 —3x+4

@ este o functie polinomiala de gradul al cincilea.
*2:R > R, g(x) = x>+ 3 este o functie polinomiala de

gradul al doilea;
ck:R >R, k(x)= 2x—/3 este o functie polinomiald de
gradul ntai;

*h:R— R, h(x) =7 este o functie polinomiala de gradul zero.

Conventie.

Functia polinomiala nuld (care are toti coeficientii zero) se
considera ca are gradul —oo.
Jﬁ:_ ~E
b G In clasa a IX-a s-au studiat functiile polinomiale
de gradul zero, de gradul intai si de gradul al doilea.
Asa s A

Functiile de gradul intai, f: R > R, f(x) = mx + n, m # 0 si
functiile de gradul al doilea, f: R —> R, f(x) = ax* + bx + ¢,
a # 0, au urmatoarele reprezentari grafice:

yta>0 y

\). A
¥

Fiecarei functii polinomiale f: R — R 1i putem asocia o ecuatie
polinomiald (numita si ecuatie algebricd): f(x) = 0, x € R.
Putem rezolva astfel de ecuatii utilizand descompunerea in factori.

y y

JA ME

G ¥ -a&=(x-a+ax+a),Va,xeR

Aritay ¥t @ =+ —ax+a), Va,x€ R

53

e

17) Pentru fiecare din urmatoarele functii
polinomiale, precizeaza coeficientii si ter-
menul liber.
a)f:R—> R, filx)y=53-3x>+2x-7;

b)f:R >R, f(x):ﬁx(x%j;
©)f:R—> R, fix)=x*-2)x*+ 1).

18) Da cate un exemplu de functie
polinomiala care:
a) este functie para;
b) este functie impara;
c) are termenul liber 2+4/3 ;
d) este strict crescatoare;
e) nu este monotona.

19) Determina functii polinomiale
f: R —> R, care au urmatoarele reprezen-
tari grafice:

a) y b) y
___O 1
s L——
_____ __ 3-________ 0 x

20) Precizeaza gradul si coeficientul
dominant pentru fiecare din functiile:
a)f:R—>R, flx)=-5x*+7x+1;

b)f: R > R, fix) =2 —x)(x* + 5);
) f: R->R, f(x)=3x"—7x +5x-3.

21) Daca functia f: R > R,
fx)=m>—-1x*+ mx*+3, me Reste o
functie polinomiala de gradul al treilea,
cat este m?




Functii rationale

Definitie.
Se numeste functie rationald cu coeficienti reali o functie
X
fiD>R, f(x)=2) ;

Pr(x
cu coeficienti reali, p, este diferita de functia nula si

D= {x€ R|p,x) # 0}.

, unde p, si p, sunt functii polinomiale

EEEMPLY

Functnlef R—->R, f(x)=
g(x)=

lsig:IR\{il}—HR,

1 sunt functii raglonale cu coeficienti reali.

La sfarsltul clasei a XI-a vei stabili ca aceste functii au
urmatoarele reprezentari grafice:

» Stabileste daca functiile rationale care sunt reprezentate
grafic in exemplul de mai sus sunt pare, impare, marginite,
monotone.

* Determina intervalele de monotonie pentru functiile de mai sus.

Functia exponentiala si functia logaritmica

Consideram un numar real a astfel incat a > 0, a # 1.
Se numeste functia exponentiald in baza a, functia
f:R — (0; ), fix) = a*, pentru a >0, a # 1.
; Se numeste functia logaritmicd in baza a, functia
Py g f:(0, ©) > R, flx) = log x, pentru a > 0, a # 1.

SA ME

e Fie a > 0, a # 1. Atunci:

)

N a”* =x,vx>0 | |log,a" =x, VxeR
RETIVE

"Functiile exponentiala si logaritmica, ambele in baza a, sunt
inverse una alteia. Reprezentarile lor grafice sunt simetrice fata
de prima bisectoare.

f(x_)} S =

Z A
A e ' &) = log, x
Observatie.
Functiile exponentiale si functiile logaritmice sunt nemarginite.
Notatii.
log x = lgx (logaritm zecimal); log x = Inx (logaritm natural).
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22) Stabileste domeniul maxim de
definitie pentru urmaitoarele functii
rationale /: D — R:

2) f(x)—2x+5
b ——z,
) S(x) D)
2 .
c) f(x)zm,
& f) =2
x +x+1

23) Daca functia f: E —> R,

S (x)=
x” +x+3m
care sunt valorile parametrului real m?

este definita pe R,

24) Da cate un exemplu de functie
rationald pentru care domeniul maxim
de definitie este:

a) E=R;
b) E=R\ {1;7};

¢) E=R\{£/2; +/3}.

25) Precizeaza in functie de baza a mo-
notonia functiei exponentiale si logaritmice.

26) Determind multimea Imf daca:
a) f este o functie exponentiala;
b) f este o functie logaritmica.

27) Care este domeniul maxim de defi-
nitie al fiecarei functii f: D — R (D < R)?

a) f(x)= (%)( +107;

b) fix) = log (x* — 2x — 2);
©) f(x)=lg(x—D++/x-3.
28) Determina parametrul real m astfel

incat fiecare din urmatoarele functii sa fie
bine definita:

ViR R /0 -(2]
m+2

b)f: (0; 0) > R, f(x) =10g‘m‘71x

o) f: R— R, fix) = log,(mx* + x + 1)?

‘



Observatii.

¢ Numairul e este o constantd fundamentald in analiza
matematica (e este irational si e = 2,718281...).

¢ Logaritmand in baza e dubla inegalitate

e

29) Determind m € R astfel incat
fiecare dintre urmatoarele functii sa fie
monotona:

a)f: R—> R, f(x) =2"—m"

1 n 1 n+l1 -1 1 *
(1+—) <e<(1+—) ,VneN* obtinem b) f: (0; 0) > R, f(x)=log, x+ Ik
n n
30) Arata ca, pentru m € (0, 1), func-
tiile urmatoare sunt descrescatoare:

a)f: R—-> R, f(x) =2"—m"

1 1
a2 i<y Ve N* sau
n n

1 1 Y
S+l =Inn<—, ¥ ne N b) f: (0; 0) > R, f(x)=10ng+(E) .

Nota istorica.

Logaritmul natural, Inx, a fost descoperit de John Neper (1550 - 1617) si de Jobst Biirgi (1552 - 1632) in
dorinta de a pune la dispozitia astronomilor un mijloc de simplificare a calculelor.

Isaac Newton (1615-1677) cat si G. Leibniz (1646 - 1716) au stabilit dezvoltarea in serie a numarului e.

Leonard Euler (1707 - 1783, matematician, mecanician si astronom elvetian) a introdus in 1748 notatia
e ca baza a logaritmilor naturali (sau neperieni).

in 1728, Daniel Bernoulli (1700 - 1782) a stabilit formula e = lim[l +1J .

n—>0 n

Irationalitatea lui e a fost demonstrata in 1815 de catre J. Fourier (1768 - 1830).

Observatie.
Functiile reale de variabild reald prezentate in aceastd sectiune se mai numesc si functii elementare.

Probleme rezolvate.

> ~a+
1) Se considerd functia f: E < R > R, f(x) =[M

3 J ,a€ R, me R.
ma +a+m—1

a) Determini m € R astfel incit ma®> +a+m — 1 # 0, Va € R.

b) Determind m € R astfel incat functia f sa fie definitd pe R, Va € R.

c¢) Pentru m = —1, studiazd monotonia functiei f.

Solutie.

Sunt echivalent at le afirmatii:
a) Sunt echivalente urmatoarele afirmatii 2 -3 12
1-4m™ +4m<0 ; me| —oo; U ;o0 |.

ma*+a+m—-1£0,VaeR ; A, <0 ;

ma’ +a+m-120,VaeR (1)

b) Functia f este definita pe R, VaeR < (m* —Da+m

> >0,VaeR (2)
ma +a+m—1

Daci este indeplinitd conditia (7), atunci numitorul din (2) are semn constant, adica este pozitiv Va € R sau
este negativ Va € R. Trebuie ca si numaratorul sa aiba semn constant pentru orice a € R, adica m> — 1 = 0.
Convine doar m = —1.

c) Daca m = —1, atunci f(x) :(2;) .
a —a+2

1

az—a+2: 1\’ 7
a——| +—
2 4

Deoarece €(0;1),VaeR, rezulta ca f este strict descrescatoare pe R.
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2) Se considera functia f:(0; ) —[In2; oo),f(x)zln(x+l)
X

a) Demonstreaza ca f este surjectiva.

b) Determina intervalele de monotonie ale functiei f.

c¢) Determina restrictiile inversabile ale functiei f si inversele acestora.
Solutie.

a) f este surjectivd < Yy € [In2; «), dx € (0, o) astfel incat fx) = y.

: , 3 , 3 Y tafe” —
Ecuatia f{x) = y este echivalentd cu x> — e’x + 1 = 0 si y > In2. Solutiile sunt x,, =u, Vy=In2.

2
b) Deoarece f =hog unde g:(0, o) —>[2; ), g(x)=x+l si h:[2,0)—>[In2;®), i(x)=Inx sih este

X
strict crescatoare, este suficient sa determinam intervalele de monotonie ale functiei g.

g(a)-g(b) _ab-1

a-b ab

e daca a, b € (0, 1], a # b, atunci R(a, b) < 0, de unde g strict descrescatoare pe (0; 1];

* dacd a, b € (1, o], a # b, atunci R(a, b) > 0, de unde g strict crescatoare pe [1; ).

c) f are doua restrictii bijective; ele au ca domeniu de definitie fiecare interval maximal de monotonie al
functiei f':

Fie a, b € (0, ), a # b. Calculam R(a, b)=

X 2x
£, :(0, 1] > [In2; ), £, :[In2; %) —(0; 1], fl‘(x)=¥,
1 1 ex + ezx -4
£, 1 [1;00) = [In2; 00), f, :[In2; 00) = (1; 0], f, (x)=f
P:.:=:=i=‘l_€_AE @ 1. Se considera functia f: R\ {1} - R, @ 5. Stabileste domeniul maxim de definitie al
functiilor f: Dc R —> R:
J) 2 e surjectiva? Este injectiva?
=——. Este surjectiva? Este injectiva?
pRoPSE x—1 a) f(x)=Vx"-1; b) f(x)=4/lg(x*-1);

@ 2. Se considera functia f: Ec R > R, _
S =N3-x-x+l. c) f(x>=1“(x+lj9 d) fx)=Ve? -1.

a) Determina domeniul maxim de definitie E. 2x -3
b) Demonstreaza ca f este injectiva.
¢) Determind cea mai mare si cea mai mica dintre

valorile functlel. ¥ /: [l; 2006} SR, f(x), /(x)=[lg2x], unde []
@ 3. Se considera functia f: D < R —> R, 2

@ 6. Expliciteaza functiile:

reprezintd functia parte intreaga;

f(x)=+—x" +3x +4 . Determina:

a) domeniul maxim de definitie D; b)f:[-1: 1] > R, f(x) :}Eifg Ty

b) intervalele de monotonie ale functiei, -

¢) punctele de intersectie ale reprezentarii grafice @ 7. Stabileste domeniul maxim de definitie al
cu axele de coordonate. functiilor f: Dc R > R:

@ 4. Expliciteaza functiile f: R > R: 2) /()= (=15 b /@ =0r- 1%

a) f (x) = max{2% 10}; 1
b)f(x)zmin{|x—l;2}; ©) f(x)=vx-1; d) f(x)=&+m;

c) f(x):‘x3—3x+2‘_
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D f(x)=In(x=D;  m) f(x)=log, (x+1).

n) f(x):Jm; 0) f(x)=Ve2-1.

@ 3. Simplifica fractiile:

2

X +x-2
Z T2 % xeR\{1}:
x> =2x+1 CF

X +8
xX—x—-6

2x—10

——,xeR\{5
c) 2125 {5}.

b) ,xeR\{-2,3}.

Teste de evaluare

_\/;+ x—1

ERANFEN
1

f) f(x)=x-1; g) f(x)=m;
h f(x)zﬂ. 2 f(x)_ﬂ.
) 2 -2x+1’ 0 _xz—x—6’

2x-10
j)f(X)=x3x_125; k) f(x)=4"+2%;

Testul 1

1. Se considera multimile:
A={xe R|x<2},B={xe R |x=>1},
C={xeR|x-1/<4}si D={xeR|x<0!.
a) Scrie sub forma de intervale (din R) multimile
A, B, CsiD.
b) Determina 4 U C, BN C, A\ Dsi C\ B.
c¢) Care dintre multimile 4, B, C si D este vecinitate
pentru origine? Dar pentru +oo?

2. Completeaza urmatoarele enunturi astfel incat sa
obtii propozitii adevarate:

a) Daca |2x+3| <0 sixe R, atunci x = ...

b) Multimea punctelor de acumulare pentru
(0; 11U {2; 3} este ...
¢) Multimea punctelor izolate pentru Z este ...

d) Daca 4 =[—m; \/E]HN, atunci mind = ... si
maxA4 = ...

3. Se considera multimea 4 = (0; 2). Da cate un
exemplu de:
a) majorant irational al multimii 4;
b) minorant din Z \ N al multimii 4;
c) vecinatate a lui —oo care contine multimea 4;

d) vecindtate a punctului care este indusa in

1
) 10°
multimea 4.

4. Determind n € N’ in fiecare din cazurile:

lgn—1

no 1.1 .
7 b)‘lgn+1

m+1 2

1
2 “10-
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Testul 2

1. Calculeaza urmatoarele limite de siruri:

a) lim(v/2n+3-+/3n+2);

b) ]jITl( n+l1

5n+l1
n+2) ’

: n+l o’
C) 11m[2n+3 n2+1j'

2. Determini a, b € R astfel incat
lim(\4n* +3n+5—an—b) =1
3. Se considera sirul (a,) definit astfel: a, = 1,

a.,=a —5a,+7,Yne N.

n

Stabileste daca sirul (a,) are limita si in, caz afir-
mativ, calculeaza lima,

4. Calculeaza:

n3

1+sinT
a) lim 7;1
1+ tgg
b) lim‘/C’f” +JC2, 4. +4/Ch
H—>00 n2 ’



Testul 3

1. a) Care este inversa functiei /: R — (0, o),

r@=(3) 2
b) Care este domeniul maxim de definitie al

functiei /: D c R > R, f(x)=+/x(x*—1)?

2. Da un exemplu de numar a > 0, a # 1 astfel
incat functia f: R > R, f'(x) = a>" sa fie strict
crescatoare.

3. Se considera functia f: D c R > R,
fx) = log,(x* - 9).
a) Determina domeniul maxim de definitie D.
b) Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor:
(pl) functia f este para;
(p2) flx) = log,(x — 3) + log,(x + 3), Vx € D.
c¢) Determina intervalele de monotonie ale functiei f.
d) Demonstreaza ca functia f este nemarginita.

Testul 4

1. Stabileste domeniul maxim de definitie pentru
functiile f: D > R (D —> R):

a) f(x) = 1g(2x - 3); b) f(x) = (* = 5)%
¢) S(x)=x(x*=1) +2x +1.

2. a) Care este inversa functiei f/: R — (0, «),

f@)=7°

b) Determina valorile reale ale parametrului a pentru
care functia f: (0, ©) > R, f(x)=log,,,,x este
strict crescatoare.

c¢) Determina valorile reale ale parametrului a pentru

a-1Y
care f-R—>R, f(x)= (ﬂj este strict descrescatoare.

3. Se considera functia f: D c R > R,
f(x) = log(x* — 16).
a) Determina domeniul maxim de definitie D.
b) Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor:
(pl) functia f este para.
(p2) f (x) = log,(x — 4) + log,(x + 4), Vxe€ D.
c¢) Rezolva ecuatia f (x) = -2, x € D.
d) Rezolva inecuatia f (x) < 0, x € D.

Probleme date la examenul de bacalaureat

1. Se considera functiile f: R > R, f(x) =1 -x+x>-x*+ ... +x¥si g: R> R, gx)=x"+ 1.

a) Sa se calculeze 1 (—1) si g(-1).
b) Sa se verifice ca (x + 1) (x) = g(x), Vx € R.

c) Sa se arate ca daca x < —1, atunci g(x) < 0 si daca x > —1, atunci g(x) > 0.
(Examen de bacalaureat 2003 — sesiunea iunie-iulie, varianta 1 — economic)

2. Se considera functia f: R > R, f(x) =x* + x + 1.

a) Sd se verifice ca f(x)=> %, vVxeR.

b) Sa se rezolve in R ecuatia f (2%).

c) Sa se rezolve in intervalul (0, «) ecuatia f (log, x) = 3.
(Examen de bacalaureat 2003 — sesiunea iunie-iulie, varianta 3 — economic)

111 100
3. Se considerd matricele A= 1 2 3| si I;=| 0 1 0. Pentru orice x € C, definim matricea B(x) = 4 + xI,
321 001

si functia polinomiald /: C - C, f (x) = detB(x).
a) Sa se calculeze determinantul matricei 4.
b) Si se arate ci f(x) = x* + 4x2 — 5x, Vx € C.
c¢) Sa se rezolve in C ecuatia f (x) = 0.

(Examen de bacalaureat 2003 — sesiunea speciald — economic)



1. Limita unei functii intr-un punct. Limite laterale

In secolul al XVII-lea trei mari probleme se aflau in atentia oamenilor de stiintd: studiul traiectoriei unui
mobil si viteza sa, studiul tangentelor la o curba si studiul problemelor de maxim si de minim. Aceste probleme
au condus la conturarea unui concept fundamental in analiza matematica, /imita unei functii intr-un punct.

Cristalizarea completa a conceptelor, asa cum le intalnim astazi, dateaza din secolul al XIX-lea si se datoreaza
unor matematicieni celebri: Cauchy, Bolzano, Darboux, Weierstrass, Heine etc.

Modelarea conceptului

Consideram functia /: R — R, f (x) = x” si tabelul de valori:

| o e |2 | | s |

f@ | 121 | 14161 144 | 14641 [ 1,69 |

Analiza tabelului de valori ne conduce la ipoteza ca, pentru
numere x din ce in ce mai apropiate de 1,2 , numerele f(x) sunt

din ce in ce mai apropiate de 1,44.

Aceasta observatie poate fi formulata astfel: oricat de mica ar fi
vecinatatea /' a numarului 1,44 de pe axa Oy, existd o vecinatate
W a numarului 1,2 de pe axa Ox astfel incat /(W \{1,2}) c V.

VA

VA

=Y
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Ce intelegem prin limita?

1) La un concurs de masini de curse
distanta parcursa de o masind este func-
tie de timp. Momentul cel mai important
este cel in care masina va trece linia de
sosire. Un alt moment important este
momentul 0, in care masina demareaza
in cursa. Ce alte momente importante
pot fi studiate in timpul cursei? De ce
crezi ca in studiul acestor momente ne
intereseaza comportamentul automobi-
lului in vecinatatile acestora?

Sd interpretam grafic ...
2) Fie functia f: [0; 0) = R, f(x)=+/x.
y

2

it
0|? x

a) Fie V:(J— _ L JE+1J, Ver(2).
10 10

Reprezinta grafic pe axa Oy multimea V.
Gaseste o multime U € 7(2) astfel incat
fx)e V,Vxe UNJ[0, o)\ {2}.

- - —



1
Fief: R\{0} > R, f(x) =— . Graficul functiei ne sugereaza
X
ca, oricat de ,,sus“ este plasat un punct M pe Oy, exista o
vecinatate W a originii din Ox astfel incat f (W) c (M, ).

. N
- I Fie DcR si aeR; a este punct de acumulare
,q:].:.';',;.r, «y pentru D daca, VV e ¥(a), avem V(D \{a}#J.
Am notat cu D' multimea punctelor de acumulare pentru
multimea D.

Atentie! Problema existentei limitei unei functii /': D — R se
pune doar 1n punctele a care sunt puncte de acumulare pentru D.

Definitie. (Cauchy)

Fie f:D—>R,aeD'sil eR. Functia f are limita / in punctul
adaca V V e?(l), 3 U e (a) astfel incat f(UND\{a}) V",
adica VxeUND\{a}, f(x)eV.

In acest caz, notim }CI_I)I; f(x)=1 sicitim ,limita cand x tinde

la a din f (x) este egald cu [”.

ErEMPLY

i)

e

. %4

§

*, .
EETINVE

limizoo

lim x* =1,44; -
x—0 x

x—1,2

lim f(x)=a< (VVe?(l),3U € ¥(a) astfel incat
X—a

VxeU N D\{a} rezultd f(x)eV).
Observatie.

Daca aplicam regulile de negatie obtinem
lim f(x)#[ <@V € ¥ (1), astfel incat YU e ¥ (a), Ix €U D\{a}
X—a

si f(x)eV).

Fie functia f:R—> R, f(x)={x}=x—[x]. Repre-
@ zinta graficul functiei f si arata ca lin? f(x)#1.
X—>
Y4

EEEMPLY

R4 SE—

=Y
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B 2 —_—

b) Fie V' =[ V2 - ——; v2 4+ |,
100 100
V' e ¥ (2). Gaseste o multime U' € #(2)

astfel incat f(x)e V', Vxe U' N[0; 0)\ {2}.
3) Fie functia f: R* > R, f(x) =i2.

x
V

v (I .
o\ttt *
Uu=?

Alege pe axa Oy o vecinatate V a
punctului O. Gaseste o vecindtate U € (o)
astfel Incat, daca x € U\ {0}, sa rezulte

fx)e V.

4) Fie M = (-0, 0) \ {~1} U {2}.
Incercuieste litera A daca afirmatia
este adevarata si litera F in caz contrar:
a)0eM ';@ F.;
b)2eM’; A. F;
c)-leM'; A F,;
d) —oeM';A. F;
e)le M'; A F,;
fy2e M';A. F,;

g)ooe M'; A F,;

1
h) S€ M A. F.

5) Care este multimea D' a punctelor
de acumulare in fiecare caz in parte:

a)D =R,
b)D =R
c) D= {0; 2; 4; 6};

d) D=R\{@/k62}?

6) Folosind definitia, demonstreaza:
a) lin}(2x -3)=-1;

b) lim10* =oo |

X—>0




Figura ilustreaza faptul ca existd o vecindtate } a lui 1 de pe
axa Oy si, oricare ar fi U vecinatate a lui 1 de pe axa Ox, multimea
U nu este ,,dusa“ de functia f in vecinatatea 7 a lui 1. In acest
caz ELI} f(x) nu exista.

Putem observa ca aceasta functie are ,,tendinte” laterale in
punctul 1 de pe axa Ox, adicd, daca ne apropiem de 1 prin
valori mai mici decat 1, valorile functiei se apropie de 1, iar
daca ne apropiem de 1 prin valori mai mari decat 1, valorile
functiei se apropie de 0.

Limite laterale

Exemplu. f:R\{0} >R, f(x)= 1
X

| 10" | 10° | 10° | 10
| 107 | 10° | 10° | 10°

x |—10*“ —10*6|—10*3|—10*‘°| 0
s @] -10t| 100 [ -10° [ 10| |

Analiza tabelului si a repre-
zentarii grafice aratd ca nu exista V, € #(+o)
lim £ (x). Ins3, functiile
x=0

f (0,00 > R, fi(x)=

si

R |l—x =

f2:0,+0) > R, fr(x)=
au limita in O:

lim £, (x)=—o0, linéfz(x)z +00.
x—0 x—

B

V, € #(—»)

Definitie.

Punctul a € R este punct de acumulare la dreapta (la stdnga)
pentru D daca, V V€ #a), V(DN (a, +o) # I (respectiv,
V'O DN (-, a) # D).

e

7) Fie functia & : [-2, 2] >R,
daca x €[-2,1)

daca x=1

x+2,
h(x)=12,
—2x+ 3, daca x €(1, 2]
a) Traseaza graficul functiei 4.
b) Exista l}g}lh(x)? Daca da, calculeaz-o.
c) Exista }CILI(l) h(x)? Daca da, calculeaz-o.

d) Exista lim h(x) 2
X—>—00

8) Arata ca functia f: R —> R, f{x) = [x]
nu are limita in 1.

Cum calculam limitele laterale ale
unei functii intr-un punct?

1
9) Fie f: R* > R, f(x)=—. Calculeaza
X

limitele laterale ale functiei Tn punctul 0.

10) Determina parametrul real a,
pentru care functia f: R\ {4} —> R,

f(x)={2x+3, x<4

are limita in x = 4.
2
ax“+5,x>4

Observatie.
Daca a este punct de acumulare la stanga si la dreapta pentru
D, atunci a este punct de acumulare pentru D (notam a € D').

11) Calculeaza limitele laterale ale
x+3, x<2

functiei /: R »> R, = s
unctiei /: R —> R, f(x) {2x+1,x>2

inx=2.

Definitie.

Fie functia /: D > R, / cR si ae D'(\R punct de acumulare
la dreapta. Daca V V € ¥(I), 3Ue ¥(a) astfel incat
VYxe UN DN (a, +o) avem f(x) € V, spunem ca f are limita [

la dreapta in a si notam
limf(x)z1i£nf(x)=f(a+0)=ld(a)=l.

xX>a
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12) Calculeaza limitele laterale ale

. e* ,x<0
functiei f: R > R, f(x)=
2x+5,x>0
in punctele x = -1 si x = 0.
i —



Definitie.

Fie functia /: D -> R, / eR si a € D' punct de acumulare la
stainga. DacaV V € 7(l), 3Ue ¥(a) astfel incat
Yxe UN DN (-, a) avem f(x) € V, spunem ca f are limita [ la
stdnga in a si notam &I}f(x) = }Yi%f(x) =f(a-0)=I(a)=1.

x<a

Teorema.
Fie f: D - Rsi ae D'(NR un punct de acumulare bilateral.

Functia f'are limita in a daca si numai daca f are limita la dreapta
si la stdnga in a si aceste limite sunt egale.

Demonstratie.

= Daca existd }332 f(x)=1, atunci evident existd f (a — 0) =/
sif(a+0)=1

< Presupunem ci existd f (a + 0) si f (a — 0), iar
f(a+0)=f(a—-0)=1[ Rezulta ca, pentru oricare V € ¥(I),

N e

13) Stabileste daca functia
f:R\N{5} > R, f(x)=

limitd in punctul 5.

X
(x=5)°

are

14) Determina parametrul real a astfel
incat functia
a
a)f:R\{1} > R, f(x)={x-1’
In(x—-1), x>1

x<1

sd aiba limita in punctul 1;

,Xx<2

b) ;R\ 2} >R, f(x)= x72 sa
erx, x>2
aiba limita in punctul 2;

c) Determina valorile parametrului real
nenul m astfel incat functia

exista. U, U € ¥(a), astfel incat Vxe U N DN (-, a) £ R\ {1} SR Of(x)= __ s aiba

implicd f'(x) € VsiVxe U NDN (a, +oo) implica f (x) € V. 2 4exl

Cum U = Ul N U2 € Ma)siVxe UNDN\ {a} implicaf(x)€ V, limita in punctul x = 1.

rezultd ci existd lim f(x)=1.

£

':;%‘:E @ 1. Fief: R —> R, f(x)=x". Arati, cu x+1, daca x<I
ajutorul definitiei (cu vecinatiti), ca @® S Fief:R->R, f(x)= 3—ax? . daci x> 1
lim £ (x) = 4. ’

pRopssE x—>2f () a € R. Determina parametrul real a astfel incat fsa

@ 2. Fief: R > R, fix) = Inx. Folosind definitia

(cu vecinatati), aratd ca lim f(x)=o0.
X—>0

1
@ 3. Fie f:R\ {\/E}—HR, f(x)=x_ﬁ.
i) Calculeazd f(W2-0) si f(/2+0).
ii) Exista xlg% f(x)?
® 4.Fief:R—>R,

2x* —=3x+1, dacd x (—w, 2)
Sf(x)=410,

—x2 +7,

daca x=2
dacda x €(2, + )

Cerceteaza daca exista lin% f(x).
x—
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@ 6.Feh:[2,2] >R, h(x)=12,

1
@ 7.Fief:R->R, f(x)=9x+1

aiba limita in 1.

x+2, x¢eg[-2,1)
x=1

—2x+3,xe(1,2]

i) Calculeaza (1 — 0) si A(1 + 0).
ii) Are 4 limita In x, = 1?

, X €(—00, —1)

x, xe€[-1,0)

Cerceteaza daca exista 1im1 f(x).
xX——

L, x (-0, =2)

@ 8. Fief:R>R, f(x)=9x+a

X, xe[-2, o)

Pentru ce valori ale parametrului a, f are limita in —2?



2. Operatii cu limite de functii. Limitele functiilor elementare

Operatii cu functii

Definitie. Daca f, g : D —> R, atunci:

¢ functia f+g: D> R, cu(f+gx) =f(x)+gkx),Vxe D
se numeste functia sumd a functiilor f'si g;

¢ functiaf-g: D> R,cu(f-2)x)=7/(x)-gkx),Vx€ D

se numeste functia produs a functiilor f'si g;

¢ functia 1:D1—>IR,D1={xeD\g(x)¢0}, cu

(f J( )_f E ; VxeD , se numeste functia cdt a functiilor f'si g.

EEEMPLY

Fief, g: R —> R, f(x) = x si g(x) = x*+ 4. Atunci:
f+tem=x+xX+4VxeR (f 2K =x(x’+4),
Vxe R; (5

f
Fie functia 7 : R - R, h(x) =x*(x*+ 4). Se observacih=f" - g.

Compunerea functiilor este o altd modalitate de a defini
functii noi cu ajutorul unor functii cunoscute.

Fie functiile f: 4 > Bsig: C > D, Im fc C.

¥ Functia go /24— D, (go f)(x)=g(f(x)), se
Amwr. 41 numeste compusa functiei g cu functia f.

)(x)zsz“‘, vx eR\{ol.

A ANE

Operatii cu limite de functii
Proprietatile care urmeaza se pot demonstra cu ajutorul
rezultatelor obtinute pentru operatiile cu limite de siruri.

Teorema.

Fief,g: D—>R a€ D lim f(x)=1, €Rsi limg(x)=1€R

4 Cu exceptia cazului {/,,1,} ={-0, 0} (cazul = —x),
functia '+ g are limitd n punctul a si
l,+1,, daca/,l, eR

lim(f + g)(x) =<0,

X—a

dacd/ =/, =c0saul =0sil, eR
—o0, dacdl =1, =—c0saul, =—0sil, eR
¢ Cu exceptia cazului {/,1,}={0, 00} sau {/,,1,} ={0,—o0}
(cazul 0-o0), functia f -g are limitd in punctul a si
l,-1,, dacal, [, eR
o, dacal =], =wsaul, =csil, >0 sau
)lciilg(f-g)(x)z l,=-wsil,<0sau/ =1, =—o0

—o, dacal =wsil,=—00saul =-c0sil, >0

saul, =0sil, <0

Sd ne amintim operatiile cu functii!
1) Fie functiile f, g, n : R > R,
S0 =2", g0) =, h(x)=Ax.
i) Calculeaza:
a) (f+ 2g - h)(x);
b) (f-g- M) ;
¢) (g h)() ;

d) (h+§)(x);
f
o5

ii) Fie F: R — R. Care dintre enunturile
urmatoare sunt adevarate?
3

+
a) daca F(x)= x+x , atunci F= g;
+5 f+5
b) dacd F(x) = 4"+ 2", atunci F =f>+f;
g
¢) daca F(x)—T, atunci F = ;
d) daci F(x)=x"*, atunci F= 1 — g%
< 1—x? . l-g
e) daca F(x)= , atunci F= .
) (x) 1+x° 1+4*

2) Fie functiile
/i R —> R, fl(x)=x2—3x+2,
£ R=>R, fix) =3
1,110, 00) = [0, 20), f3(x)=A/x.
Marcheaza corespondentele:
)3

63

a) fyeofyofi 1
b) 0 f, N) 3P _3.3% 42

o) fyo /s 33

d) fr0 /) 4) 3%
e) fiofr0f; 5)9* 3" 42
0 fiofs 6) V3*

3) Fie f, g : R > R astfel incat
lingf(x) =3, f(x)#3,Vxe(l;3) si
lin} g(x)=o0. Determina ling g(f(x)).

- —



Fief: D —> R, a€ D'. Daca lim f(x)=0 si existda V €7 (a)

astfel incat V x € VN D\ {a} implica f(x) > 0 (respectiv [ (x) <0),
spunem ca f are in punctul a limita zero pozitiv (respectiv zero

negativ) si notam 0 (respectiv 0 ).

Teorema. Fieg: D —> R*, ae D' si limg(x):leﬁ
X—a

Despre limita functiei — in punctul a putem spune ca:

g
1) 1 2)Daci =05V Ve Na),
—, daca / eR*
. ! 3 x,x,€ VN D\ {a} astfel
i =10, daca/ eyt o i
’lclg‘l’ g(x) aca | e{ e, incat g(xl) > 0 si g(xz) <0,
oo, daca /=0,
5 atunci — nu are limita in a.
—o0, daca [=0_ g
Observatie. .
Fief,g: D > R,ae D'. Cum L:f-—, studiul limitei
g g

functiei cat in punctul a se reduce la studiul unei functii produs.
oo

0
Cazul de exceptie 0-co apare in ipostaza 0 sau —.

oo

Observatii.

¢ Operatiile algebrice cu functii care au limita sunt valabile
si pentru limitele laterale.

¢ Daci nu ne situdm in anumite cazuri de exceptie, avem:
lim(f/ +g)=1lim f +lim g (limita sumei este suma limitelor).

lim( /- g)=1lim /' -lim g (limita produsului este produsul limitelor).

f limf
lim—=— (limita cdtului este egald cu cdtul limiter).
g limg

In cazurile exceptate, la operatii cu limite de functii limita
poate sa existe (si sa fie egala cu un numar real, +co sau —o0) sau
sa nu existe. Exemplele urmitoare motiveaza aceastd afirmatie.

¢ Cazul de exceptie ,00 — 0.

b REMfL E . 5 )
D) Fief, g: R—> R, f(x)=x" +xsi gx) =—x;

WI
{/ lim f(x) =00, lim g(x)=—0 si

3 lim(f (x)+ g(x)) = limx®=oo,
2)Fief,g: R—> R, f(x)=x+(%)x si g(x) = —x ;

lim /(x)= eo, lim g(x) = —eo si 3 lim(f(x)+g(x) = lim(%j ~0.
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4) Completeaza tabelul:
lim f(x) | limg(x) | lim[f(x)+g(x)]

[,eR ,eR I +1
[,eR +o0

[,eR —o0

+ oo + o0

— Q0 — Q0

o0 —® nedeterminare

5) Completeaza tabelul:

lim f(x) [ limg(x) | lim[/(x)g(x)]
[,eR [,eR 1,

[,>0 ~+00

[,<0 +o0

+ o0 +o00

— 0 —00

+00 —00

0 +00

6) Completeaza tabelul:

i /0 [l [, 700
e g(x)
[,eR l[,e R* I
L,
[,>0 0, +00
1,>0 0
+o0 [,>0
—00 [,>0
0 +o0
0 —00
+00 0,
—0 0

7) a) Daca }Ciir;f(x) =—0 si
}E}; g(x) =00, cat este }333[2 f(x)—5g(x)]?
b) Daca lim f(x)=-3 si lim g(x) =,
cat este 12130[2f(x)g(x)] ?
¢) Daca EE} f(x)=3 si {Clg} g(x)=-

cat este limw ?
x—1 g(x)




HFiefig:R>R [(x)=lrf si g(x)=2x
Hrfl f(x)=0o0, 11131 g(x)=—-osi 3 lirfl (f(x)+ g(x))w:o_oo_

¢ Cazul de exceptie ,,0 - oo

1) Fie f, g : R — (0, «), f(x)=(%) si g(x)=4";

ErEMFLE
G
lim f(x)=0, lim g(x)=0o0 si
X—>0 0-0 X—>0
3 lim f(x)-g(x) = lim 2" = 0.
2)Fief, g: R — (0, ), f(x)= [%) si g(x)=2%
0-00 *
lim £(x)=0, lim g(x)=co §i 3 lim /' (x)g(x) = lim[%) 2ot
3) Fief, g: (0, ©) > R, f(x)zl, g(x)=—x%
X

0-00
lim f(x)=0, lim g(x)=—o0 si 3 lim f(x)- g(x) = lim(—x)=—o0.
X—>0 X—>0 X—00 X—>0

Limitele functiilor compuse

Teorema.
Fief:4A—>Bsig:B—>R,A,BcR,acA’, beB'.

) lim f(x)=>
ii)AVe?(a),VxeVNA\{a}, f(x)#b,
iii) 3 1im g () =1, leR

y—

Daca

atunci 3 lim(go f)(x)=limg(y)=/.
x—a y—b

Observatie.
Substitutia y = f'(x) se mai numeste ,,schimbare de variabild”.
EFEMPLE

2) lim =limy =0, unde y= ! ;

1
X—0 [x6_1 y—0 x(’_l

3) lime¥* =1in%ey =1, unde yzx/;;
y—>

x—0

Sa calculam limitele urmatoare, folosind schimbarea
de variabila:

1) lim\/x6—1=1im\/;=oo’y:x6_ 1;

X—>00 y—o

4) lim eV

X—>0

=lime’ =0 ynde = /x;

Yoo

e) lim eJ’“—Z =lime” =1, unde y=\/x72,

X—>—00 y—0
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8)Fief,g: D —> Rsiae D'. Daca
lim f(x)=1¢ R si functia g nu are limita
in a, demonstreaza ca functia f+ g nu
are limitd 1n a.

Indicatie.

Foloseste rationamentul de demon-
stratie prin reducere la absurd.

9)Fief,g: D —> Rsiae D'. Daca
lim f(x)=/eR" si g nu are limita in q,

demonstreaza ca functia fg nu are limita
in a.

10) Ramane adevarata concluzia din
problema precedentda daca lim f(x)=0
X—a
si g nu are limita in a?

Cum folosim schimbarea de variabild
pentru a calcula limita unei functii compuse?

11) Verifica urmatoarele calcule:

. 372 — .
lim e* ™ ™' =1lim e’ =0, unde

X—>—0 y—o>—0

y=x-x+x-1

12) Completeaza spatiile punctate:

a) limvx?+3x—4 = lim . = «, unde

X—>0 P>
_ .2 )
y=x +3x—-4;
2 — .
b) lime"* " =lime” =...., unde y=....;
X—>0 Y

¢) lim ¥x* —x?+x—1=lim}/y =....,
Y.

X—>—0
unde y = ....;
d) limln;—lim =
e x4 3x—4 7 ’
unde y—;
Vx®+3x -4
i —



Limitele functiilor elementare

1) Functia constantd

fTR>R fixy=c,ce R.

limc=c, Va eR

X—>0

2) Functia identitate pe R
fTR>R, filx)y=x

limx=oa,Vae R

X—0

limx =00
X—>0
lim x = -0
X——0

3) Functia putere cu exponent natural
TR R, fix)y=x",ne N,n=> 2.

limx"=a", Voae R

X—>0

limx" =o0

X—®0
lim x" = o, 1 pat
x> -0, n impar

4) Functia putere cu exponent real
£:(0, 0)>R, filx) = x4, ac R*

limx*=a", Va € (0, w)

X—>0

0,a<0
o 0,a>0
limx“ =
0 0, a<0

5) Functia radical

a)f:[0;0) >R, f(x)=%x,pe N

lim%x = o, Vo e [0, )

xX—o
. 2
lim“{x =0

X—>0

Pentru p = 1 obtinem

lim~/x =\/a,VOLG [0, )

X—>0
lim \/)_c =00

X—>0
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Calculul limitelor de functii elementare
si utilizarea operatiilor cu functii care
au limitd.

13) Calculeaza limitele:

a) limx’;
x—2
. 1
b) lim x'’;
X—o0

L8
c) lim x°;
X——o00

d) limx';

e) lim(x’ +x* +x+1);
X—>00

f) lim (3x* —1)
X—>—%0

g) lim 3x+1).
xX—>—00

14) Calculeaza limitele:
a) lim X" ;
x>2
b) limx2;
X—0 1
¢) limx ¥ ;

X—>00

2

. 1+/2
d) limx™"?;

x—0

x>0

e) limx"?.
x—0
x>0

15) Calculeaza limitele:

a) 11rn|x — 1| ;

X—>0

b) lim |x—1[;

X——0

) lim|x* ~4|;
dy lim [x* - 4|;

x>

e) 11rn|x — 1| .

x—2

16) Calculeaza limitele:
a) lim Jx ;

x—16
b) lim ¥x;

X—yo0

c) limﬁ/;, unde n € N, n > 2 fixat;
x—0

x>0




b)/:R>R, f(x)="x,pe N.

lim > VYx ="Ja , Va € R

X—>0

. 2 1
lim "Nx =

X—>00

. 2p+1
lim “’Yx = -

x—>—0

Pentru p = 1 obtinem

limf/zzi/a,VocelR

X—>0
lim</x =0 lim 3/x = —o
X—>0 ? | x>—»

6) Functia exponentiald
f:R— (0, o), fixy=a,a>0,a # 1

lima*=a" Yae R

X—>0

I A |
lima"* =
X 0,0<axl1

.+ 10,a>1
lim a* =
x>0 w,0<ax<l

7) Functia logaritmicd
f:(0,0) > R, fix) =logx,a>0,a # 1

limlog, x =log, o, Va € (0, )

o, a>1

limlog, x = {

—0,0<ax<l

-0, a>1
limlog, x =
x>0 w,0<ax<l

x>0

ATEMDE Dacd f: D — R este o functie elementard sau o
functie care se obtine din functii elementare prin
® aplicarea succesivd de un numar finit de ori a

operatiilor algebrice, de compunere, de inversare si
o€ DND', atunci existd lim f(x)= f(a).
xX—>o

Problema rezolvata.

Calculeaza limitele laterale ale functiei /: R\ {2; 3} - R,

1
f(x)= — 1n punctele x = 2 si x = 3.
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d) lim ¥/x ;

X—>00

e) lim 5\/;;

X——o0

f) limU;;

x——1

9) 11“1(2*/; +3x +4¢x ).

17) Calculeaza limitele:

a) lim 2%;
x—>-1

b) lim(¥x) ;
) lim(+/3)';

d) lima*, a €(0,+ )\ {1};
x—0

(1Y
2 }Lmz[gj ’

f) lim e*,a€e R;

x—>sino

g) lirln e*,ae(0,).

18) Calculeaza limitele:

a) limlnx;
xX—e

b) lirré Inx;
x>0

¢) limlnx;

X—>o0

d) lim lgx;

x—100

e) limlgx;

X—>o0

f) limlgx;
x—0
x>0

g) lim(elgx+10Inx);

h) lim x/;lnx;

X—>00
i) limlog, x;
x—10 0

j) limlog, x;
X—>00 5

k) limlog, x.




Solutie.

1 1
hmf(x)— lim —=—,unde y= ;
2 rore—e’ e x-=2

X< 1 1
lim f(x) = lim =0, unde y= .
yore—e’ x—2

1
Dacax e (2;3),atuncix—-2¢€ (0; 1) si o

Avem hm f(x)=1lim

x<3 y>e

x>3 i?ee e-y
P RIS LEAE o

pRopssE

I
=-o0, unde y=e*? si

1. Calculeaza limitele laterale ale

ﬁ functiei f:R—>R, f(x)=

x=1

x <1

2x
xa

punctul o = 1.

@ 2. Calculeaza:

a) lim (x* +x);
x—>—1

b) lim(x* +x);
x—1

©) lim(—x" +8x%);
x—2

d) xli_)n}z(—x3 + 8x2);

4
X +X

e) lim———;
=0 x7 —x

x+x

f) lim ;
X—>— lx - X
4 3

® lip

FR—

3
h) 11mx +x

x—1 X

x
i) lim—-;
x>0 x

i) 11m

X—>00 x

lim (x +X);

x—o>-2

lim(x* + x) .
x—2 ?
lim(—x’ +8x);
x—1

lim (—x’ +8x)

x—-—1

4
X +Xx
lim :

4 5
X—>00 X —X

4
X +Xx

lim :
4 5

x—1 X —X
4

X +Xx

lim e

x\0 X

4,3
X t+Xx
lim .

x——1 X

X—>0 x

,in

>1, deci e<e* .
2 eci
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19) Calculeaza limitele:
)
2 .
\/; 5
= b) lim (%/;+x3)(%/;—‘x

a) lim
X—>o0

l+e*
;{/; 9
1
1
d) lim 21 iy

Ux

c) lim

X——o0

-1

@ 3. Calculeaza limitele laterale in punctul x = 2
-2

pentru functia f: R - R, f(x)=— .
x“+x+1

@ 4. Calculeaza limitele laterale ale functiilor in
punctele indicate:

,a=3sia=-3;

2/ R\ (3] >R, f(x)= le_

1
b)f: R\ {1} > R, f(x)= L,azl;
1+ 21
o) f:(1;2)U@2;0) >R, f(x )—1( 1) a=2
@ 5. Calculeaza limitele:
a) lim 2%; b) lim2*;
X0 x—0
¢) lim 2%; d) lim2*;
X—>—00 x—1
M Tc x- ' .

) )
i i lim .
2 xgmww b H@ :

i) lime"; j) lime";
X—0 x—0
li
k) xll)mwe 1) xlg}e
m) limlnx; n) limlnx.
X—0 i;BO



@ 6. Calculeaza valoarea limitei:
a) lim(x* =3x+1);

p) lim (" =3x+1),
X—>—0
¢) lim(—x’—5x" +2);

d) lim(—x" —5x* +2)
X—>00

e) lim(—\/ix2 +x—1);

X—0

f) lim (—/2x* +x-1);
X—>—00

g) lim(x’ +x° +1);

h) lim(x* +x* +1);

i) lim(x* —x* +x* —x);
X—>0

) lim (x* =x* +x* —x).
X—>—00
@® 7. Foloseste la calculul limitelor urmatoare

calculul limitelor unor functii polinomiale si
completeaza spatiul punctat.

a) lim(4" -2"+1)=........... ;(y=2%);
X—>00

b) lin3(1n2x+lnx+l)= ......... ;(y=Inx);
x>0

c) lim(x—%/;)z ............. ; (yzi/;)-

@ 8. Fie functia f:R—R, f(x)=x""+x+1,
neN*. Calculeazd lim f(x) si lim f(x).

@ 9. Se considera
x—q; x<l1
fTR->R, f(x)=92x+p;x>1,
q; x=1
unde p si ¢ sunt parametri reali.
Pentru ce valori ale lui p si ¢ functia f are limita
in punctul x = 1?
In ce caz aceasta limitd este egala cu f (1)?

@ 10. Determina a € R daca functia f: R > R,
e, xe(—,0)
f(x)=<1-x,x€[0,1]

a, xe€(1,0)

,a€ Rarelimita in orice.€ R.

@ 11. Calculeaza:

C(xt X X 2 2 ).
a) £213(T+?+7+x+ﬂ (—\@x —5a+3):

b) lim (x*—x*+x?—x+1)(x*—x?+x—1);

X—y—o0

3 3 3

3 X+l 0 x4+ x +1

c) lim X +1, lim——; lim——; lim .
x—-1 x2—1 x>l x“ =] x>0 x° —1] x—’*wxz—l
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3. Metode de eliminare a nedeterminarii

In studiul limitei unei functii intr-un punct putem intalni

. . 0 oo R
cazurile de nedeterminare: oo — o0, 0- 0, o —, 17 % 0° In
o0

aceste situatii, cautdm sa exprimam functia a carei limita o studiem
in forme echivalente care nu mai prezinta cazuri de nedeterminare.
Indicam cateva tehnici posibile prin exemplele urmatoare:

I. Exercitiu rezolvat.

Studiaza daca existd lim(2x” —3x+1).
X—>00

Solutie.

Deoarece lim2x> =+ si lim(=3x+1)=-o, ne plasim in
S p

X—>0 X—>0
cazul de exceptie oo — oo. Pentru eliminarea nedeterminarii
procedam astfel:

lim(2x* —3x +1) =lim x’ (2—3-l+i2j=oo.

X—>00 X—>0 X X

Aceeasi strategie se foloseste si In cazul general:

Limitele functiilor polinomiale.
s . — —1
Fief:R>R,f(x)=ax"+a x""'+..+ax+a,a €R,

k=0,n, a,# 0 (functia polinomiald).

X x"

. o 1 1 o, dacda, >0
¢ lim f(x)=limx"| a,+a, ,—+ .. +a— |= 5
X% X—>0 —00, daca a, < 0

o, dacd n par si a, >0 sau n impar si a, <0

¢ }i;nwf(x)={

—o0, dacd n impar si a, >0 sau n par si a, <0

II. Exercitiu rezolvat.
Studiaza daca exista limitele urmatoare:
2% =3x +1 2% —3x +1

a) lim ; b) lim .
) xom x?4x =2 )x—>1x2+x—2

. < < A . © .
Solutie. a) Observam ca suntem in cazul de exceptie —, deci
0

;/(2—3-1+12J
=2

2x? —3x+1

. . X X
lim 5 5 =lim 0 0
X—>00 X +x— X—>0

1+—-2-—

b) Intalnim cazul de exceptie %, deci
2
lim2x2 3x+1zlimwzx 1) :l‘
=l x4 x—2 ol (x=T)(x+2) 3

Aceasta prelucrare este posibila deoarece, conform definitiei,
x reprezintd un numar oricat de apropiat de 1, dar diferit de 1.
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1) Calculeaza urmaitoarele limite:

a) lxiirll(x2 —2x+1);
b) £i£%(x2 —2x+1);
c) }Ln}l(xz —2x+1);
d) 12{10(x2 —2x+1);
e) }ngo(x2 —2x+1);
f) lim(x* —4x -3);

g) lim(x" —4x-3);
h) lxilﬁrll(x5 —-4x-3);
i) lim(x" —4x -3);

) }ijg(xs —4x-3).

2) Calculeaza urmaitoarele limite:

a) hmw-
e 2% —x—1"
b) limw'
x>0 27 —x —1
o lim* =3 *4.
s>l 2x% —x =1
d) limxz—S—x-l-4‘
>4 2x% —x -1~
x> —5x+4
e) lim——;
)HO 2% —x -1
3_
f)limx 1;
I |
3_
2) lim = 1;
X—>—00 X —
3_
h lim*—_
x>0 x —1
3
i) lim~ 1;
x—1 x_l




In cazul general...

Limitele functiilor rationale

Fief,f,: R>R f(x)=ax"+a x"'+ .. +a, a #0si

L@ =bx"+b x"'+.. +b, b #0.Functiaf:D—>R, f =%,
2
unde D = {x€ R| f(x) # 0}, se numeste functie rationald.

1
y:*

¢ lim f(x) = hm
x—mf( )= g b,+b, v+ ..

n
men Ay A, Y+ o tayy”

+byy

m

o, dacdin>msia,-b,>0
—oo,daca n>msia,-b, <0
=1a,

—, daca n=m

b,’

0, dacan<m

Asemandtor se procedeaza pentru lim f(x).
X—>—0

¢ Fie a € R cu proprietatea f,(a) = f,(a) = 0. Atunci exista
g,8  R>R, g(a)#0,g,(a) # 0sii,je N* astfel incat f,(x)
= (x — a)'g,(x) si f,(x) = (x — a)/g,(x). Astfel,

lim f'(x) _&@ lim(x —a)"™ .

x—a ( ) x—a

I1I. Exercitii rezolvate.

)Fief g:R— R, f(x)=v2x’ +1-vx’—x+1,

g(x) =\/x2 +x+1 —\/x2 —x+1. Studiazd daca existd lim f(x),
X —0
respectiv lim g(x) .

Solutie. Se aplicad principiul ,,dominarii de grad® sau
principiul ,,dominarii de coeficient”. In cazul in care acestea nu
functioneaza, amplificam cu ,,conjugata®.

Astfel, lim f(x) =, conform principiului ,,dominarii de

X—00 ) )
(\/x2 +x+1) —(\/x2 —x+1)
coeficient” ; lim g(x)=1lim =
o = x4 —x+ 1

. 2x
=lim =
x(\/1+1+12 +\/1—1+12J

X X X X

* Conjugata expresiei Ja —Ib este \a++/b.
* Conjugata expresiei Ya - este {/E +3ab +{/§ )

j ~NE
T A
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1) lim

x—0 x

. ox—1
m) lim—
xﬁlx —

3) Calculeaza:

3
a) lim al

b) lim
) -1 2x* =3x+1

¢) lim

o4 x7

lx'

d) lim
¥ |4 x
4
e) lim al
¥ |4 x

)

f) hmx +1

x>0 x2 41’

o) lim -3x+5
xom D +3x+4

hy Tim 2x+1;
x>0 3x 4+ 2

—x*+4x-1
e 2% —3x 41

X —x*+4x-1



Nedeterminarile care apar in studiul limitelor functiilor irationale
se inlatura, de reguld, folosind ,,factorul comun fortat* sau
rationalizarea folosind formulele:
a® — b" = (a — b)(a"' + a"?h + ... + ab"? + b*),
a+b"=(a+ b)a"'—ah + .. — ab"? + b"'), n impar.

2) Calculeaza hmlz—x_z.
X3 x _9

Solutie.

B e R )

=3 x* =9 x—>3 (x* —9)(1+Vx )

. 3—x . -1 1
=lim =lim -

=3 (x=3)(x+3)1+vx—2) =3 (x+di+x-2) 127

I'V. O alta posibilitate de eliminare a nedeterminarii o constituie
folosirea urmatoarelor ,,limite remarcabile®.

Numarul e, introdus de Euler, pe care l-am intalnit deja ca
baza a logaritmilor naturali este definit printr-o limita remarcabila:

1 X
1im[1+—) =e
X —>00 x

Din definitia numarului e rezultd urmatoarele limite:

L In(1+x)
17]lim(1+x)* =e 2° [ lim —————==1
x =0 x =0 X
3| lim & _lzlna,a>0 4° lim—(1+x) L
x>0 x x>0 X
Demonstratie.

1
1° i) Facem schimbarea de variabila y =—,x #0;

1 y
11ml_oo deci 11m(1+x) —hm(1+ 1) =e
N0 X y

1 1
ii) Facem schimbarea de variabila y =——-1, lim(—— - lj =00,
X

X x/0
1 1 v+ 1 y 1
Atunci 11m(1+x)x =1lim (1——J = lim(l+—J (1+—J=e.
yo® y+1 Y0 y y

1
Din 1), ii) rezultd ca exista 11m(1+x ) =e.
x—0 1

2° Consideram schimbarea de variabild y =(1+x ); . Atunci

In(1+x) -
lim———=—= hmln(1+x)x —hmlny
x =0 X x—0

Ine=1.
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Cox -1
0) lxlirllxz_l’
4 2

p)li X +x =2

X +x4+x2—3‘

nlim=———=——;

)hmx”+x2"’2+...+x2—n N
] 21 , nelN™;
i x' =2

$) XLI}}EX—\/E;

0 lim X +xt-2x-2

2t =Xt =2x+2°

4) Calculeaza urmatoarele limite:

a) 113;({—@),
b) lxig}(f—\/ﬁ);

c) lim X -

2

Vx—1-+x);

(Vx —x=1);

d) lim( );
Jr—1-+x);

)

2

e) lin}(
f) 1133(\/x—1—& .

5) Calculeaza limitele urmatoare:

I-vx-3

a) lim ;
) x4 x2—16
b) lim I- ;

X—>0 x — 6
o I-+x-3
¢) lim——.

=3 x?—16

6) Calculeaza limitele urmatoare:

1 2x
a) 1im(1+—) ;
X—>00 X
. 1Y
b) hm(l——) ;
X—>0 X

¢) lim (x_—lj ;
X—>0 X




3¢ Consideram schimbarea de variabila y = a* — 1, echivalenta -l
X _ d) lim(1+—j ;
cu xzm.Atunci lim & 1=1irn ! ‘-Ina=Ina. R X—
Ina x>0  x y—0 ln(y + 1) ) 2
y e) lim(l + —) ;
4° Facem schimbarea de variabila y = In(1 + x), o x-1 .
echivalenta r_ v : 2 )
cux+1=e, decix=e"—1. Atunci lim(1+x—)1=1ime 1= f)}c%(l-‘_x—lj '
x—0 X y—0 ¢V —1
wro_ yro_ 1=t L
:lime ! ! r:r;lime ! = lim& 1=lne=1
y—0 ry ey -1 y—0 ry t—=0 t
y
Din rezultatele precedente se obtin:
/0 . a’™ -1 -
1. lim| 1+ = e, dacd lim f(x)=o0 4. lim =Ina (a>0), daca lim f(x)=0
x> f(X) X=X Y=o f(X) X=X
1 1+ -1 U
2. lim(1+ f(x))/® =e, daci lim f(x)=0 5. lim % =r, dacd lim f(x)=0
X=X, X=X, X=X X X=X,

3. 1im 2SO s tim £(x) =0

S f(

Exercitii rezolvate. pr s 3V R
Calculeaza limitele: a) lim( s ) ; b) lim(a ;b J ,a,b>0.

x>\ 2x 41 x>0
Solutie.

2
2x+1 [ 2xe1 "

- (2x+3) . 2x+3 N\ 2 Y. . 2 ) o man
2) 1ﬂ(2x+1)_£1—r>2[1+[2x+1 lﬂ‘yﬂ(”zﬂlj‘ 1152{(“2“1) e Tese

b) Metoda 1.

a'+b* -2
ax + bx % ax + bx -2 TIZJ‘Y*Z ZX llimill%r})‘Yi2 llim[QX71+bX71] l(lnaJrlnb) lln(ﬂb)
x—0 2 x—0 2
Metoda II. o
' - In (“ b —1J+1

_(a"+b" | A A A | 2 a -1 b"-1
lim =lime~ ; [, =lim—In = lim— . + .
=2 w0 =0 x 2 x>0 a' +b* 1 X X

s . s a*+b* 2
Consideram schimbarea de variabila y = -1;

1{(“ ;b 4}1} '

1 1 1 T4+b" )

lim =lim ny+ )=1, deci /[, =—Inab. Atunci lim u e =+a-b.
x>0 a* + b* y—0 y 2 x=0 2

-1

2
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Limita functiilor de forma f(x)** 7) Calculeaza limitele urmatoare:
Fief: D — (0, +o), g: D >R, a€ D', limf(x)=/,limg(x)=1,. Y+l
Dacadlimg(x)In f(x)=b si IV e ¥ (a) astfel incat 3) Pglo(x — 1) ’

Y xe VN D\ {a}, gx)nf (x) # b, atunci 1
. 5 b) lim(x+e*)~;
e’,daca beR -0

lim f(x)*") =400, daci b=co . i Inx—1Ina P
x—a - c .
0, daca b=—o0 2 oa xX—a -4 ’
1
Limita functiei produs glnf se stabileste cu ajutorul operatiilor d) 923(9 —4x)*2;

cu functii care au limita, mai putin in urmatoarele situatii: /, = 1
sil, € {0}, Sal-l [, =0sil =.0, sa}l l.1 = oo si I.2 = 0 (rezultate din &) lim(11—2x)"
cazul de exceptie 0-oo, aplicat limitei functiei glnf). ¥2

(%)
w

2

Propozitie. f) Hm(x"'”jx neN:
Fie functiile f,g: D—> R,a€ D', lim f(x)=1, limg(x) € {+oo}, oElX =
limg(x)(f(x)—1)=b.Daca IV e ¥ (a),Vx€ VN D\ {a}, .
x—a lim ;
f(x) # 1, atunci limg(x)In f(x)=5. g x—m[3x+ J
x—a 2x
Demonstratie. h) lim [LZJXH;
Utilizand schimbarea de variabila y = f (x) — 1, obtinem A
i R =D+1] _ . In(y+D) _, D hm(Hl) :
x—a f(x) —1 y—0 y X0\ X
| -1+1 il
limg(x)-In f(x) =lim n[(/) =D+ ]-(f(x)—l)-g(x)zb. I T A NE
= S f-1 iy timf
x—o\ x+1
Observatie. 1
Propozitia precedentd reduce studiul limitei functiei f%, in k) lim(7— 2x)§;
cazul de exceptie 1%, la studiul limitei functiei g(f — 1). x3

1
R EE TR 1) lim(x+e")*.
] x>0

limf(x)g(x) =lim(1+ f(x)— 1)g(x) — 1n|:(1 +f(x)— l)f(x)fl

X—a

8) Calculeaza limitele:

" (x> +x-6)

lim g(x)(f (x)-1) a) lim—————=
1 x—a lim g(x)(f (x)-1 2 ’
= lim[(l + f(x)=1)f } = eV 7 x=2
xX—a 1
b) lim——;
A . . . - 9 L 0 1
In cazurile de exceptie 0° si «o° se utilizeaza aceeasi schimbare <0 l+e*
de variabild, y = g(x)Inf (x), care ne plaseaza in cazurile de PER
. 0 o0 L . _ . o lim ;
exceptie 0 - oo, 6 sau — . Pentru eliminarea acestor nedeterminari, ) x>0 x
0
vor fi prezentate unele metode si in capitolul ,,Functii derivabile®. d) Tim e -
x—0 X ’
S &) ) . .
e Valoarea limitei In punctul a a lui f¢ se decide imediat, . a+b -2
{ s e A . o o e) im——,a4>0,b>0
s daca nu intalnim cazurile de exceptie: 1%, 0°, o, x>0 X
4 L4

74 I —



pnmhf @ Calculeaza:

=—— 010
ﬁ x—)oo X _1 ’

pRoPSE

11.

12.

13.

14. lim

15.

16.

17.

18.

19.

. lim

. lim

l+x+x°
2 7

2. lim
x>0l —x—x
2x% -3x+7
R
2
lm(3x+1) (x+2);

X X’ +5

 (2x-3)Bx+5)(4x-6)

2

x—>w 3x° +x -1
2x* +3x -1
-2 2x+3

2
lm(x D :

x—1 x2 _1

X +x?=5x+1
lim 3 5 ;
=1 2x” =Tx"+8x—3

X—a X —a

a2 —23x 41

2

1 (x=1)

lim 2x+1
lim 2x+1

2

lim
x>0 x+1

. x+1
limx ,[———11{;
X0 x+2

X—0

limxz(\/;—Z\/ﬁ+ x+2);
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20. lim[\/3 X +3x% +1 —x] ;

X—>0

3/ 3
21. lim%&, xe R*:

h—0 ’
. 1 . y
22. lim[x],/x —— , unde [x] este partea intreaga a
3 2
2
numarului real x.

@ 23. Pentru ce valori ale parametrului real a,

Vo —2ox +x7, 0<x<l
f:[O,Z]—)IR,f(x)z x

a+—, I<x<2
2

are limita in 1?

@ 24. Fie a, b € (0, o) si functia /: R\ {1} - R,
f(x)= ax®> +b
i) lim f(x);
X—>0 X
ii) lirzl (f(x)—ax);
iii) lin}f(x) si lintllf(x).

x<1 x>1

. Calculeaza:

@ 25. Caleuleaza limx*(Vx+1-+vx—1), a € R

X—>0

@ 26. Afla a, b € R daca:

2
i) lim(x +1—ax—bJ=o;
x| x+1

ii) lim(\/xz—x+l —ax—b)=2

X—>0
-1

iii) lim(3 ax® + bx* —2xj=?.

X—>0

@ 27. a) Determini A — R astfel incat ax” +x+3 > 0,
Yae AsiVxe R

b) Pentru a € A, calculeaza lirn(x+1— ax’ +x +3j.

X—>0

@ 28. Determind a € R astfel incat:

[ 2x* +3ax i )
lim —— | =€
X—>00 2x° =1



4. Asimptotele unei functii

Consideram multimea D < R si f: D — R o functie. Daca D
este 0 multime nemarginita sau graficul lui feste o multime nemarginita
in plan spunem ca reprezentarea grafica a functiei f/ are ramuri
nemarginite (adica nu existd un cerc in plan care sd contind in interiorul
sau graficul functiei f). Daca o ramura nemarginitd a graficului se
apropie de o anumitd dreapta, spunem ca aceasta dreapta este asimptota
la graficul functiei. Termenul de asimptota provine din limba greaca:
a=,fara"“, simptotos =,,a coincide*. Notiunea de asimptota se intalneste
initial la Menechnurs (sec 4 1.Hr.), iar termenul a fost propus de
Autolykos (sec 4 1.Hr.). Asimptotele unei functii, fiind drepte in plan,
pot fi: asimptote verticale (au directia axei Oy), asimptote orizontale
(au directia axei Ox), asimptote oblice (nu au directia axelor Ox si Oy).

in cele ce urmeazi, DcR,D+J.

Asimptote verticale

Asimptotele verticale se definesc pentru functii nemarginite,
chiar daca functiile respective sunt definite pe multimi marginite.

Definitie.

Fie f: D — R o functie si x,€ R un punct de acumulare al lui D.

Dreapta de ecuatie x = x, este asimptota verticald la stanga
(respectiv la dreapta) la graflcul functiei f, daca hm f(x) (res-
pectiv lim f (x)) exista si este infinita.

XN\Xg

Dreapta de ecuatie x = x, se numeste asimptota verticala la
graficul functiei f/ daca ea este asimptota si la stanga si la dreapta
la graficul functiei f.

Observatie.
In reperul cartezian xOy, dreapta x = x, este o dreapta verticala.

N Interpretare geometricd
y

v

0 X

X=X,
[ (x,)=00; li/m dM,M")=0 I, (xy)=—o0; li/m dM,M")=0

deci dreapta x = x, este asimptota verticald la stanga.

y yT
L
M 0 :
A = fp----- ML
0 : X X=X
| x=a)
1,(xy)=+x; 1i\r£1d(M,M'):O [,(xy)=—0,; 1i\rild(M,M'):O

deci dreapta de ecuatie x = x, este asimptota verticala la dreapta.
(Am notat cu d(M, M') distanta dintre punctele M si M").
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Sd recunoastem asimptotele unor
grafice de functii cunoscute.

1) Care dintre urmatoarele functii
admit asimptote?
aA)f:R>R, f(x)=da",a>1

y
1
O] x
b)f:R>R f(x)=a,0<a<l

\L
o

©)f:(0,0) >R, f(x)=

yl\

6;1 X

d)f:(0,0) > R, f(x)=

yl\

logax, a>1

logax, 0<a<l1

e)f: R* > R, f(x)——
|




e

LrEMPLE 1 y A Sa stabilim asimptotele verticale ale
DfELD >R, f(x)=—5;

| JJ T ’ ¥ unei functii.
[ (0)=+00, [,(0)=c0, deci

1
dreapta de ecuatie x = 0 (axa Oy) este 2) Fie x, € [-1, 0]. Calculeaza lim —-.

X/ Xy X
asimptota verticala la graficul lui f. Este dreapta de ecuatie x = x, asimptota
2 f:(1,2) > R, f(x)= 0 x verticala la stanga pentru graficul lui /' ?

(x —1)2’

[,(1) =+, deci dreapta de ecuatie x = 1 (paraleld cu Oy) este 3) Determina punctele de acumulare

finite ale multimilor: A= (0, 1); B=(0, + «);

asimptota verticald pentru graficul lui 1. C=(0,1)U {2}: D= {2n| ne N

4) Fie x, € (0, 2). Calculeazd lim

Asimptote oblice. Asimptote orizontale o (x=1)°

Este dreapta de ecuatie x = x, asimptota
Asimptotele oblice se definesc pentru functii definite pe verticala pentru graficul lui f°?
multimi nemdrginite.
Definitie. Sd studiem existenta asimptotelor
Fie o functie f: D —> R. verticale! |
Daca D este o multime nemarginitd la dreapta (co este punct 5 a)Fief: R\ {1} > R, f(x) =ﬁ.

de acumulare al multimii D), atunci dreapta de ecuatie y = mx + n,

m, ncR, m # 0 este asimptotd oblicd la +oo a graficului daca Calculeaza liﬁ?f (x) s lii?f (x) . Dreapta

lim ( f(x)—mx — n) =0. x = 1 este asimptota verticald a functiei /*?
Daca D este o IInu.l.‘gime neméfginitﬁ la stanga (—.oo este p}mct de b) Fie f: R\ {2} - R, /()=
acumulare al multimii D), atunci dreapta de ecuatie y = m x + n’, (2 x)*
m', ' eR, m'" # 0 este asimptotd oblicd la — « a graficului daca Calculeaza lxi;rzlf (x) si lxi{rzlf (x) . Dreapta
}E}}O(f (x)—m'x - ”’) =0. x = 2 este asimptota verticald a functiei f*?

Interpretare geometricd.
Sd studiem existenta asimptotelor

1 1 oblice.
NN o 6) Fie functia f: R\ {1} — R,
g AN ’ e
;? f(x)= . Calculeazd m=lim=——. Daci
: - x— 0 x
Y . x\ . x\
W\"M 0 x X 0 s, 7 | 'm este finit, calculeazd n=lim(f(x)—mx).
Z 2 X%
3 (¢ || Este dreapta y = x + 1 asimptota oblici a
functiei la oo sau la — oo ?
lim d(M, M") =0 lim d(M, M') =0 .
lim (/(x) = mx —n) =0 Tim (f ()= mx=m) =0 e/ B (’R) JO=50
¥ = mx + n asimptotd ¥ = mx + n asimptotd Calculeaza m'= lim =—— .
oblica la +oo. oblica la —oo. R , 5
n' = lim (f(x)—m'x). Calculeazd
mzlimf(x) si nzlim(f(x)—mx).
X—>®0 X X—>0

Este dreapta y = 2x asimptota oblica la + oo ?

77 e —



Observatie.
In loc de ,,asimptota oblica la ramura spre oo (sau —o) a graficului®
vom spune ,,asimptota oblica la co (sau —0)* sau ,,asimptota la co*.

Teorema.

Fie o functie /: D —> R.

1) Daca « e un punct de acumulare pentru D, atunci dreapta
de ecuatie y = mx + n este asimptota oblica la +oo a lui f daca si
numai dac existd m = lim === J(x) eR*, n=lim(f(x)-mx) € R.

X—>+00 x X—>+0

2) Daca —oo e un punct de acumulare pentru D, atunci dreapta

de ecuatie y = m'x + n’ este asimptotd oblicd la —oo a lui /' daca
. . - . ~ 1 x ’ . 1
si numai daci existd m =11m&€ R*, n' = lim (f(x)-m'x)€ R.

X—>—00 x

Demonstratie.
1) Daca y = mx + n este asimptota la +oo, atunci
lim (f(x)—mx—n)=0, deci lim(f(x)—mx)=n.
Avem J(x) —m= J(x) —mx , deci
X X
lim(&—sz limmzm de unde m = lim S ) .
X0 x X—>+0 x X—>+00 x

Reciproc, daca 3 lim S ()

X—>+0 X

=meRsi Ilim (f(x)-mx)=neR,

atunci  lim (f(x) —mx —n)= lim (f(x)—mx)—n=0, deci

y = mx + n este asimptota la +oo.
Analog se demonstreaza afirmatia 2).

Observatii.
¢ Dacd lim S )

X—>+0 X

functiei nu are asimptota oblica la +oo.

¢ Daci existd lim ——= S )

X—>+0 X

nu existd sau este infinitd, atunci graficul

=m sieste finita si lim (/(x)—mx)
X—>+00

nu exista sau este infinita, atunci graficul functiei nu are asimptota
oblica la +oo.
Analog pentru cazul —oo.

Caz particular.
Daca existd lim f(x)=a si este finitd, atunci dreapta de
X—>+00

ecuatie y = a este asimptotd orizontald la +oo.
o f ( ) L B L B
(Daca m=Ilim—— —Osln—hm(f(x) mx)—hmf(x)—a,
X—>0 X—>+00 X—>+0

atunci dreapta de ecuagle y = a este orizontala).
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8) Verifica daca functiile urmatoare
admit asimptote oblice:

a)f: R\ {1} >R, f(x)— ey

x—1"

b)f:R\{-1} > R, f(x)zL1

¢)f: R* > R, f(x)=x3:8.

Sa studiem existenta asimptotelor
orizontale!

9) Fie functia f: R* > R, f(x)=">
lim f(x).

Este dreapta y = 1 asimptota orizontala a
functiei f?

Calculeaza 111}1 f(x),

2x?

10) Fie functiaf: R—> R, f(x)=——.
x +1

lim f(x) .
Este dreapta y = 2 asimptota orizontala a
functiei f?

Calculeaza lim f(x),

11) Verifica daca functiile urmatoare
admit asimptote la +oo si completeaza
spatiile punctate:

a) f:R->R, f(x)=x". Avem

lim x’ =400, deci functia ........... , dar
x—>to0
este posibil sa aiba asimptota oblica.

Calculam lim S _ lim x* =0 ; deoa-

x—>1o0 X x—>*oo

rece limita este infinitd, functia ............

2x+1

b) 1 (-0, 1) > R, f(x)=
Deoarece lim f(x)=2, dreaptay = 2 este

¢) f:[2,40) > R, f(x)=

Deoarece lim f(x) =0, func‘ga ................
X—>00

Calculam: m=lim Jx) =lim
X—>+00 x

(x+1) _

X—>t0 x© —x

deci m este finit si

—hm (f(x) mx ): lim

X400 x —

1
3x+ 3

Deci dreapta de ecuatie y = x + 3 este .......

‘



Daca nu exista lim f(x), atunci graficul lui f nu are
X—>+0
asimptota orizontala la +oo; dacd nu exista lim f(x), atunci
X—>—0

graficul lui f nu are asimptota orizontala la —co.

n'?:." Presupunem cd multimea D este nemarginitd la

F.od dreapta. Pentru a vedea dacad exista asimptotda la oo

e . o .o . A N e
gemwre  (orizontala sau oblicd) si, In cazul in care exista, pentru

a o determina, procedam astfel:
a) calculam lim f(x):
* dacd exista lirri}?x) =a si este finitd, atunci dreapta y = a este
asimptotd ori);o:ztald la oo;
* daca exista )lgg f(x) si este infinita, atunci:

e

12) Verifica daca functiile urmatoare
admit asimptote la +oo:

a)f: R\ {-1} > R, f(x):x’i

b)f: R\ {1} 5> R, f(x)= xx+

OfiR->R, f(x)=e™

d) f:[1,+oo)—>IR,f(x)=‘/x—_1;
x+1

e) f1(—o0, 0]U(1,+oo)—>IR,f(x)=x\/Z;
f) £:R\[-1,1]>R, f(x)=In(x*-1).

b) calculam lim~——+ f ( )
o 13) Determina asimptotele verticale
e daca existd lim f (x) =m si este finitd nenuld, atunci: (daca existd) ale urmdtoarelor functii:
X—>0 x
¢) caleuldm lim( f(x)—mx); a) f:R\{+1} >R, J”(X)=xz_1 ;
* dacd existd lim( f(x)—mx)=n si este finita, atunci dreapta b) f: R\ {-1} 5> R, f(x)= [
X—®0 ° 4 27
y = mx + n este asimptotd oblicd la . (x+1)
X
Presupunand cd multimea D este nemarginita la stanga, in ) fiR->R, f(x)= FE ;
mod similar se studiazd existenta asimptotei la —oo si, in cazul
in care exista, se trece la determinarea ei. 1
d) /- R* >R, f(x)=e";
ATEMTIE O functie f definitd pe o multime nemarginita nu ) 1
. , -} admite si asimptota orizontala si asimptota oblicd la o ¢ [:R\ZR, f(x)= x—[x]’
H (sau la —o0).
preglisr @D 1. Determina valoarea parametrului .
—— real a > 0 pentru care functia g) f(x)= x1/1 ; h) f(x)=
2 -X
x +1
[ D->R, f(x)=———sa
popUsE X’ +ax+a «/x +1 . B )
aibd o singurid asimptotd verticald (DR fiind D) fx )_ 3 DS () = In(4 = x)
domeniul maxim de definitie). .
K f(x)=e"; D f _ X -9x+8,
@ 2. Determind asimptotele functiilor f:D —>R, ’ (x) = x—2

unde D este domeniul maxim de definitie:

2 S )—b‘i b) ()= m) f()=x =¥ —x; n) f(x)=( -2 .
o) f (x)— d) f(x )_ SX — 1 @ 3. Determina numerele reale a si b astfel incat
4 +1° dreapta de ecuatie y = 2x — 1 sa fie asimptota oblica
X +1 2hx+1 2 1
&) f(x)= D £ =2 a functiei /()= 2L R 1R,
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2 —
@ 4. Fie functia f;lR\{_1}_>[R,f(x)=x +p3i 1’
X+

p € R. Determina p astfel incat graficul functiei f'sa
admitd asimptota oblicd y = x + 1.
(Bacalaureat - 1996, enunt partial)

@ 5. Fie functia f:(0,©0) >R,
2Inx—1

1
Sx)= 5t 3+ Determind asimptota

oblica la ramura graficului functiei f spre oo; cerce-

teaza dacd aceastd asimptotd intersecteaza graficul
functiei si, in caz afirmativ, determinad coordonatele
punctului de intersectie.

(Bacalaureat - 1995, enunt partial)

® 6. Fie functia /:(0,00) >R, f(x)=—x+2-41%.
X

Determina asimptota oblicd la ramura graficului
functiei f spre oo. Aceasta asimptotd intersecteaza

graficul functiei intr-un punct 4. Afla coordonatele
punctului 4.
(Bacalaureat - 1994, enunt partial)
2
x+a
@ 7.Fiefunctia f/:D—>R, f(x)= (b i ,a,b€R,
o —
unde D este domeniul maxim de definitie.
Determina a si b astfel incat graficul functiei f'sa admita
dreapta de ecuatie y = x + 3 ca asimptota oblica.
(Bacalaureat - 1993, enunt partial)

(x+a)
bx-1"
unde D este domeniul maxim de definitie.
Determina a si b astfel incat graficul functiei f sa
admita dreapta de ecuatie y = x + 3 ca asimptota oblica.
(Bacalaureat - 1993, enunt partial)

@ 8. Fiefunctia /:D—R, f(x)=

a,be R,

@ 9. Determina valorile parametrilor reali p si ¢

astfel incat functia /: R > R, f(x)= px —q\/’ Xt - 1\

sa admitad ca asimptote dreptele y = 2x si y = 0.

Teste de evaluare

Testul 1
1. Calculeaza:
. 2 . . x2 —2x+1.
a) }Clirz}@x =5x+1); b) EE}T’

5 }i‘i(x_l 2 ); d) WM +1-2x+1).

2x+3_x3+1

2. Calculeazi: a) 1imf+—2_2;
2 X +x-6

1 1
0) lim x*| e¥ —ex+!
X—>—0 .

3. Calculeaza limitele laterale ale functiei

b) lim(x+1)3x+1 ‘
x+2 ’

X—0

1
e”, x<0
in punctul 0.

SRS RSO a4 20) -

X

0

4. Determina a, b € R astfel incat dreapta y = 2x — 1

sa fie asimptotd oblicd pentru graficul functiei

2
f: IR*—)IR, f(x):ax +xbx+1'

Testul 2
1. Calculeaza:
li 32 5 D: li x2—6x+9.
a) xlf_ll( X —5x+1); b) xgﬁa

1
Iim\/x+2—2; . 3x+4x x
C) x—2 x2 +x-6 d) xlgzloo 2 ’

2. Determina a € R astfel incat:

J@—=17>x" +2x _ .

a) xlilzio 3x+1 ’
2
. ln(1+ax)’x>0 )
b) functia/: R > R, f(x)= 3x sa

5x° = 7x+3,x<0
aiba limita in 0.
3. Calculeaza:

1

b) lim[Z—gj%

O

[
a) lim x°| e* —e**1 |;
X—=>=0 x—3



Testul 3

1. Da cate un exemplu de:
a) functie f': R — R care in punctul 2 are o limita
laterala finita si cealaltd limita laterala infinita;
b) functie care nu are limita in —oo;
¢) functii f, g¢: R — R astfel incat liinf(x)=00,
limg(x) =00 si lim(f(x)—g(x))=
X—>0 X—>®0
d) functii f, gt R > R astfel incat lim f(x)=c0,
X—>—00

i o= o si Tim L) _
fim g(x) =0 si lim 5 =

2. Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor:
(pl) Dacda f': R — R si A3 — 0) # £(3), atunci f'nu
are limita in punctul 3.

(p2) Daca f este o functie polinomiald, atunci

lim f(x)eR

x—1

(p3) Daca f'si g sunt functii polinomiale, atunci

NACY)
}E} g(x) R

3. Calculeaza limitele laterale ale functiei
1
e x<l
f1O;\ {1} 5> R, f()= 1 >1inpunctuloc=1.
, X

e—e
4. Determina a, b € R astfel incat functia

f:R\{2} >R, f(x)=
asimptota dreapta y = 2x — 3.

ax* +bx+3 _ . .
——  sa aiba ca

Testul 4
1. Consideram functia f: R > R, f(x) =e" + ™
Determina lirfl S(x) si lim f(x).
2. Consideram functia g : R —> R, g(x) = (1 — x)e".
a) Determind lim g(x).

b) Determind lim g(x). Ce asimptotd admite
x—>—o0
functia g?

3. Consideram functia 2 : R > R, A(x) = e* — x.
a) Determina lim A(x).
b) Aratd ca h(x) =x[§—1), pentru Vx € R*.
Determind apoi lim A(x).
4. Fie f:(0,0)—>R, f(x)=2x+1+Inx. Deter-
mind lim f(x) si lim f(x).
x—0 xX—0

S. Fie f:(0,0) >R, f(x)—1+ln—x-

a) Determina lin?) f(x) si lim f(x).
X—> X—>0
b) Ce asimptote admite functia f?
6. Fie f;(—%,oo}—)lR, f(x) = In(2x + 1).

Determina lim1 f(x) si lim f(x).
X—>00

x—>——
2

Probleme date la examenul de bacalaureat

1. Se considera functia f: R > R, f(x )_x +£11.
x* +
a) Sa se verifice cd f(x)=1+ 23 1,VerR.

b) Sa se determine asimptotele la graficul functiei f.

(Examen de bacalaureat 2003 — sesiunea iunie-iulie, varianta 5 - economic)

1
2. Se considera functia /: R > R, f(x) T
+x

a) Sa se determine asimptota verticald a graficului functiei f.

b) Sa se determine asimptota la +oo a graficului functiei f.

c)Sasearatecaf(x)— 1 +x—x* <0, Vx > 0.

d)Sasearateca f(x) -1 +x-x*+x* > 0,Vx >0

e) Sa se deduca inegalitatile 1—x+x? —x° <

1+ x

<l-x+x2,Vx=0.

(Examen de bacalaureat 2003 — sesiunea august, varianta 2 — economic)



1. Continuitate punctuala; continuitate pe un interval.
Operatii cu functii continue

In mod obisnuit, a afirma ci o curba este continud este
echivalent cu a spune ca aceasta nu are intreruperi, ca o putem
trasa fara sa ridicam creionul de pe hartie etc.

Graficele functiilor reale de o variabila reald pot fi reprezentate
printr-o curba intr-un plan raportat la un sistem de coordonate.

EREMPLY 1 Y

Fie functia f: [0, 2]U {4} > R

@ x?, daca 0<x<l

definitd prin f(x)={x+1, daca 1 <x<2.

—

N

“V

1, dacix=4 o T s s

Observam ca reprezentarea grafica se intrerupe in punctele
de abscise 1, 2 si 4. Ce se intampla cu valorile functiei in jurul
acestor puncte?

Solutie.

Sa analizam comportarea valorilor lui ' in jurul punctului
de abscisd 1. Observam ca, atunci cand x tinde spre 1 si x < 1,
valorile f (x) tind catre valoarea lui / in 1, adica
li£r11 f(x)=1= f(1). Daca x tinde spre 1 si x > 1, valorile f'(x) tind

spre 2; 1&1}1 f(x)=2; deci ,,;saltul” din jurul punctului de
abscisa 1 se datoreaza faptului ca limitele laterale in 1 sunt diferite.
Sa studiem comportarea lui f'in jurul punctului de abscisa 2:
lxi;l;lf(x) =3= f(2); deci nu avem ,,salt“ in 2.
Daca alegem un punct de abscisa X, diferit de 1, 2 sau 4,
adica x, € (0, 1) U (1, 2), constatam ca f (x) tinde la f (xo), cand
x tinde la X, -
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Ce intelegem prin continuitate?

1) In imaginea de mai sus apar
reprezentate obiecte sau fenomene care au
caracteristici continue. De exemplu: trenul
este un obiect unitar (continuu), locomoti-
va si vagoanele sunt ,legate” intre ele;
calea ferata este continua.

Da cel putin trei exemple de obiecte
sau fenomene sugerate de imagine, care
au aspecte continue.

2) Da exemple de discontinuitati
prezente in imaginea de mai sus. Ce
discontinuitati poti remarca la obiecte sau
fenomene din clasa voastra?

Sd interpretam grafic...

3) Traseaza graficul functiei /: R —> R,
x,x=0

f(x)={_x x<0’

continua in X, = 0?

Este functia f

4) Traseaza graficul functiei /: R —> R,

Sx)= {b, daca x>0

conditii functia f este continud in x, = 0?7

a,daca x<0 R
,a,beR. In ce

5) Traseaza graficul functiei /: R —> R,
f (x)=‘x2 —1‘. Este functia continud in
punctele —1 si 1?




T

Punctul de abscisa 4 este punct izolat In domeniul de definitie
al functiei /. Graficul ,,nu se intrerupe” in x = 4.

Vom defini continuitatea functiei intr-un punct:

Definitie.

FieECR, f: E—> IRsixOE E.

Functia f se numeste continud in X, daca, V Ve f (xo)),
3U, € /x) astfel incat Vx € E, x€ U rezulta f(x) € V.

Daca f nu este continua in x,, atunci x se numeste punct de
discontinuitate.

Observatii.

¢ Problema continuitatii se pune doar in punctele domeniului
de definitie al functiei.

¢ Daci x, € E este punct izolat al lui E, adici x € E-E,
atunci f este continua in X,

¢ Daca x, €ENE ' (x0 este punct de acumulare din domeniul
de definitie al functiei), studiul continuitatii functiei in x, revine
la cercetarea existentei limitei in x, si compararea ei cu valoarea
functiei n X,

¢ Daca x, este punct de acumulare al lui £ doar la dreapta
(respectiv stanga), atunci:

f continua in X, < fcontinua la dreapta (respectiv la stanga) in X

¢ Functia /' nu este continua in a, daca si numai daca exista
a € E N E' astfel incat nu exista lim f(x), sau lim f(x) exista
si este diferitd de fla). o e

Notiunea de continuitate a avut ca suport intuitiv notiunea
de neintrerupere a curbelor. Exista, insa, functii carora le putem
studia continuitatea fara a le trasa graficul.

Continuitate pe un interval

Definitie.

Spunem ca o finctie f este continud pe o submultime a dome-
niului de definitie daca este continua in fiecare punct al acesteia.
Multimea punctelor din domeniul de definitie pe care o functie
este continud se numeste domeniul de continuitate al functiei.

e

6) Traseaza graficul functiei /: R—> R,
x+1, dacax<-1
f(x)=14In(-x), dacd x e(-1,0) si
x—1, daci x 6[0, )
studiaza apoi continuitatea ei pe R.

7) Determind a € R astfel incat urma-
toarele functii sa fie continue in punctul
X, specificat:

) £(x) ax+1, x<l1 i
a xX)= cx =1,
3x-1,x>1 °
2x—1,x<a
b) f(x)z{ $X, = a;
X ,x>a
2x-3, x<a
¢) f(x)= ;x,=a
x=1, x>a °

xz,xSa
d) f(x)= ;x, = a.
4, x>a

8) Functia f:R— R are urmatoarea
reprezentare grafica:

a) Este functia continud pe R?

1
b) Dar pe intervalul (—531)?

9) Studiaza continuitatea in punctele
indicate pentru fiecare din urmatoarele

Teorema.

Functiile elementare studiate (polinomiale, putere, exponen-
tiale si logaritmice) sunt functii continue pe intreg domeniul lor
de definitie.

Demonstratie.
Daci f este functie elementara, atunci lim f(x)= f(x,) pentru
XX,

orice punct x din domeniul maxim de definitie al functiei f si
x, punct de acumulare. Daca x, este punct izolat, atunci f este
continua.

&3

functii, /:R— R:
x
1 o

a) f(x)= 1+€;
0, x=0

x#0
;inx; =0

b) f(x) = a2—2ax+x2,1<x<2;
ax+3,x € (—0,1)U(2,0)

in punctele x, =1 si x, =2;




Problema rezolvata.

1) Fief: R—> R, f(x) = [x], V x € R. Demonstreaza ca f este
continua in x daca si numai daca x, e¢l.

Solutie.

Daci x € Z, atunci 11/11; S(x)=x,-1si 11\—‘11; S(x)=x,,
deci x, este punct de discontinuitate.

Daca X, € Z, atunci [x]=[x0] pentru x dintr-o vecinatate sufi-
cient de mica a lui X deci lim f(x)= lim[x]= [xo] = f(xy),

X%, X,

deci f este continud in X,

yl\
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Operatii cu functii continue

Avand 1n vedere faptul ca definitia continuitatii este bazata
pe limite de functii, multe din proprietatile limitelor de functii
se regasesc si in cazul functiilor continue.

Teorema.
Daca functiile £, g : E — R (E < R) sunt continue in punctul

x, € E, atunci functiile f+ g, a - f (a€ R), [ g, g (daca

g(x,)#0), f* (daca flx,) > 0) sunt continue in x,.

N e

¢) f(x) = [x?], unde [-] este partea intreaga
a numarului real x*, in punctele x, = 2 si

x, = 9.

10) Studiaza continuitatea urmatoarelor
functii pe domeniul lor maxim de definitie:

e, x#0
a x)= ;
) f() {0’ 7
by £(x) 2x, x<2
X)= 5
X —1,x=2
X +x?, x<l1
0 f(n=1", .
x =1, x>1

11) Fie f: [0, 1) > R o functie conti-
nua in punctul 0, ce indeplineste con-
ditia f (x) = f (x?), Vx€[0,1). Aratid ca
f este functie constanta.

12) Fie functiile f, g : (0, 1) > R, defi-
nite prin £ (x) = x%, g(x) = xInx.
a) Studiaza continuitatea urmatoarelor

functii: f+ g, f- g, 2f-3g, 1’ %
g

b) Calculeaza limitele functiilor de mai
sus la capetele intervalului de definitie.

13) Da exemplu de doua functii
f,g: R —> R discontinue in x = 2 astfel
incat f+ g si f+ g sa fie continue In x = 2.

GrEMPLY Inx
@ f(x)=—— este continud pe (0, ).
x
Teorema.

Daca functia f:E — R (E cR)este continua in punctul

x, € E, atunci functia | f | este continud in X,
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14) Fie f,g:R—>R,
-1,
f(X)={

2 +x, x€(l,+e0) ’

g(x) _ {x, Xe (—oo, l]

-2, xe(1,+oo)'

X € (=00, 1]

Studiaza continuitatea functiilor /' + g,
f g. Ce observi ?




Teorema.

Fief:E > E siggk >R(E,E cR)sih=gof:E >R
functia compusa. Dacd f este continua in punctul x, € E si
g este continua in punctul f (xo) € E, atunci h este continua in Xy

! g
E, —>E,—>R

Xo P> f(x0) > g(f (%)) = (g2 f)(x)

Consecinta.
Daca f, g : E — R sunt continue in x, € E, atunci functiile

max{f, g} si min{f, g} sunt continue in Xx,-
Demonstratie.

max{fag}z—f+gz|f_g|

atunci f+ g si f— g sunt continue in x,- Deoarece functia f— g

. Cum f, g sunt continue in X

este continua in X5 rezulta ca si | f - g| este continud in punctul X5
deci max {f, g} este continua in X,

f+g-|f-¢
2

Analog, se aratd cd min{/f, g} = este continua.

ErEMFLE

[
{’/ demonstra ca este continud).
2) f(x)= 1/‘xz —3x +2‘ +max{x—1,2x+1} este continud pe R.

Probleme rezolvate.
1) Studiaza continuitatea functiei f: R —> R,

1) f(x)=+x*+1 este continui pe R, fiind

compunere de functii continue (functia radical se va

2.2 =
f(x)z{ ax +1’dacax<1,undeaelR_

2ax+1, daca x>1

Solutie.

Functiile f,(x)=+a’x*+1 si f2 (x) = 2ax + 1 sunt continue
pe R, deci f este continua pe fiecare din intervalele (—oo, 1) si
(1, o).

Studiem continuitatea in punctul x, =L
Avem: li;lllf(x)leaz2 +1, 1i£l}f()€)=2a+1 si f(D)=+a*+1,
deci f este continud in x, = 1 dacd si numai daca

5 2a+1>0

a+l=2a+1=4 ,=a=0.
a +1=2a+1)

In concluzie, pentru @ = 0 functia f este continui pe R, iar
pentru a # 0 domeniul de continuitate al functiei f'este R\ {1}.
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15) Determind doud functii
f.g:R—>R si x, eR astfel incét fg sd
fie continua 1n X dar f'si g sa nu fie con-
tinue in X

16) Traseaza graficul functiei
R >R, f(x)=max{x? 3x — 2} si
verificd daca functia f este continua pe R.

17) Traseaza graficul functiei
fTR->R, f(x)zmin{xz, —2x* +3, x},
utilizand graficele functiilor x— x2,

X —2x* + 3, x|—>|x| si verifica daca
functia f este continua pe R.

18) Studiaza continuitatea fiecareia
din functiile urmatoare pe domeniul lor
maxim de definitie:

xe~, x<0
a)f: R>R, f(x)=7 0, x=0;
ln(1+x)’x>0

b)f: R>R, f(x)=9 1 ;

Of: [0,0) >R, f(x)={(x+e ), x>0,

1, x=0
x2, x<1
d)f: R>R, f(x)=2a, x=1l,aeR;
2—x,x=1
e)f: R> R,
1
a* +b" +c* | 0
f(x)= 3 X =
a, x=0

a,b,ce(0,0)\{1},a e€R;




2) Studiaza continuitatea functiei

a(x* +1)*, dacd x<0

f(x)=<22a—-1, dacax=0,aecR.
|2x—1, daca x>0
Solutie.

Functiile f;(x)=a(x’ +1)* si f,(x)=[2x—1| sunt continue,
deci f este continua pe fiecare din intervalele (-0, 0) si (0, o).
Cum lxi}lgf(x) =a, 1Yi{13f(x) =1si f(0)=2a—1, rezultd ca feste
continua in x = 0 dacé si numai dacd a = 1 = 2a — 1. Deducem
ca, pentru a = 1 functia f este continud pe R, iar pentru a # 1,

f este continud pe R* si discontinua in x = 0.

pregliar @ 1. Studiazad continuitatea urma-
—— toarelor functii in punctele indicate:

peorse VSRR f(x):{ix_—lﬁ,iill’ "
punctul x = 1;

b) /i R->R. f(x):{
¢) f: (0, €] > R, f(x) = [Inx], unde [-] este partea

intreagd a numarului real Inx, in punctele x, = 1, X,
2
x. =, x =¢.
2 3

x+1,x<-1

X inpunctuleZ— 1.

=1 x>

:e’

@ 2. Studiaza continuitatea functiei

1 ‘l—x2

SRV SRIM={7 "2

a,

x eR\{-1,0,1}

x=0.
pentru a € R.

@ 3. Determind a € R astfel incat functia

Vx? =2ax+a?, x=1

ox + 3,

fTR->R, f(x)={

x<l1
sa fie continua in x = 1.

ae”, daca x<0
@ 4.Fief:R->R, f(x)= [x+1-+b .
—————, daci x>0

X

Afla a, b € R, b > 0 stiind ca f este continua pe R.

@ 5. Studiaza continuitatea functiilor compuse
fogsigof,in fiecare din cazurile:
aA)f:R>R flx)y=x-1sig:R> R, gx) = ¢
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f)f: R - R,
fx) = V4x® +1, dacd x<1
4x+1, dacd x>1
2)f:R—->R,
s (x* +1)*, daca x<0
X)= ;
|2x—1|, daca x>0
x? <
hf:R>R f(r)={ " Th¥s2
|5—x,x>2

-1,x<0
0,x=0si
I, x>0

b)f:R>R, f(x)=

g:Ro R g(x)=x"-2x+1;

x?, daca 0<x<%
©)f:(0, 1) > (0, 1), f(x)= ,

X, dacé§<x<1

2x,daca 0 <x<%
g:(0,1) > (0, 1), g(x)=

Ea

dacé%<x<1

@ 6. Fie functiaf: R > R, f(x)= [x +%}, numita

»functia de rotunjire®.

a) Traseaza graficul functiei si determina punctele
ei de discontinuitate.

b) Definim functia g(x)= |f(x) -x[,Vxe R

,Vxe —l,l , este
22

@® 7. Fie f: (0, ©) — Z cu proprietatea ca
2/ < x < 2/ x> 0. Studiaza continuitatea lui f
pe (0, ).

Demonstreaza ca g(x)= |x

continud pe R.

@8 8. Studiaza continuitatea urmatoarelor functii
pe domeniul lor maxim de definitie:

a) f:(0,0)—> R, f(x) = [Inx], unde [-] este partea
intreagd a numarului real Inx;

b) f:[0,0)—> R, f(x) =x— [x], unde [-] este partea
intreagd a numarului real x.



2. Studiul existentei solutiilor reale ale unor ecuatii si

H

semnul unei functii continue pe un interval

Teorema.
Daca f: [a, b] > R este functie continua si f (@) si f (b) au
semne contrare, atunci exista ¢ € [a, b] astfel incat f (c) = 0.

Justificarea geometrica a acestei teoreme y
este urmatoarea: dacd, spre exemplu, f (a) < 0
si f(b) > 0, atunci o extremitate a graficului A (b)"
lui f'se afla sub axa Ox, iar cealaltd deasupra orc b X
axei Ox. Deoarece f este continua graficul ei !
nu se Intrerupe, deci el trebuie sa intersecteze
axa Ox in cel putin un punct.

- & < 1) Aceastd teorema este foarte utild in studiul unor
[ ecuatii de forma f'(x) = 0, unde f'este o functie continua
RETINE pe un anumit interval /. Astfel, daca existd doua puncte
in / unde fia valori de semne contrare, atunci ecuatia
are cel putin o solutie pe intervalul /.
2) Daca o functie continud nu se anuleaza pe un interval,
atunci ea pastreaza semn constant pe acest interval.
Acest rezultat va fi util in rezolvarea unor inecuatii sau in
studiul semnului unor functii continue pe intervale.

Probleme rezolvate.

1) Ecuatia 2" = x are cel putin o solutie in (0, 1).
Solutie.

Functia f:[0,1] >R, f(x) = 2™ — x este continua si

£0)=1>0, f(l):%—l<0, deci Fce (0, 1) cu f(c) = 0.

2) Orice functie polinomiald de grad impar cu coeficienti
reali admite cel putin o solutie reala.

Solutie.

Intr-adevar, daca f (x) = anx” + .. +a, nimparsi a,#0,
atunci f este continud pe R, iar lim f(x)=-a, o si

X—>—w0

lim f(x)=a,-o0. Deci existd x € R astfel incat f (xo) = 0.
X—>00

3) Fie f: [a, b] — [a, b] o functie continud. Demonstreaza ca

3 ¢ € [a, b] astfel incat ya 23

f(c) = ¢ (punctul ¢ se numeste  hf---a-ceeeceaaneaaans %

punct fix al functiei f). : o
Solutie.

Justificarea geometrica a
acestui rezultat este ilustrata in . '
figura. L RESATEERRRR

1) Demonstreaza ca urmatoarele ecu-
atii au cel putin o solutie in intervalul I:
a)x*+5x+1=0, [=[-1,0];
b)er+x=0; I=[-1,0]

o) In(1+x)+x =1; 1=[0,1];
d)yx*-3x=1,1=[-1, 0];

e) x’=11; 1=[-2,2];

f) x* +x* =2; I= (-0, 0);

g) x*+x*—2x*=0;7=(-2,0);
h) Inx*—x=0;1=(0,2e).

2) Fie f:[a,b]— R o functie continua.
Arata ca exista x, €[a, b] astfel incat
S(xg)=f(a+b—x).

Indicatie.

Fie g:[a,b] > R,
g(x)=f(x)— f(a+b—x). Observam ca
g este continud pe [a, b]. Se studiaza
semnul expresiei g(a)-g(b).

3) Fie f : R - R o functie continua
marginitd. Atunci ecuatia f (x) = ax + b
are cel putin o solutie, unde a, b € R,
a# 0.

Indicatie.

Functiag: R—> R, gx)=f(x)—ax—b
este continua. In plus, f fiind marginita,
avem lim g(x)=—a-o, lim g(x)=a .

X—0 X—>—00

4) Un rezervor este umplut la o sursa
cu debit variabil intre orele 8 si 12.

Acelasi rezervor este golit prin scurgere
a doua zi, tot intre orele 8 si 12. Arata ca
exista o aceeasi ora ¢ in ambele zile in care
apa este la acelasi nivel.

Indicatie.

Fie V volumul rezervorului si
f, g[8, 12] — [0, V] definite astfel:
f (t) este volumul de apa la momentul ¢
in timpul umplerii, iar g(¢) este volumul
de apa la momentul ¢ in timpul scurgerii.

Functiile f si g sunt continue, deci si
functia # = f— g este continua.

- —



Demonstram ca ecuatia f (x) — x = 0 are solutie in [a, b].
Consideram functia ajutatoare g : [a, b] > R, g(x) = ' (x) — x.
Functia g este continuad si, in plus, g(a) = f (@) — a = 0, iar
g(b)=f(b) - b < 0. Rezulta ca I c €[a, b] astfel incat g(c) = 0,
adica f (¢) = c.
(x—D(x-=3)(x-5) <0
x=2
Solutie. Consideram functia continua f: R\ {2} —»> R,
f(x)= (x—D(x=3)(x-5)
x-=2
solutiile x =1x =3si x, = 5. Pentru aflarea semnului pe
intervalele (—oo, 1); (1, 2); (2, 3); (3, 5) si (5, «) va fi suficient
sd calculam valoarea functiei intr-un punct al intervalului sau
limita la una dintre extremititile acestuia.
x |0 1 2 3 5 o0
SOl w+0 —Jo+ 0 -0 +

Solutia este x € [1, 2) U [3, 5].

De retinut urmatoarea observatie: functia f nu se anuleaza
pe intervalul (1, 3), totusi isi schimba semnul pe acest interval.
Explicatia consta in faptul cad f nu este definitd pe intervalul
(1, 3), ci pe reuniunea intervalelor (1, 2) si (2, 3).

4) Rezolva inecuatia:

. Rezolvam ecuatia f'(x) = 0 si obtinem

Proprietatea lui Darboux
O proprietate globala foarte importanta a functiilor continue
definite pe intervale este proprietatea lui Darboux
(Gaston Darboux, 1842 — 1917, matematician francez).

Definitie.

Fie 7 un interval. Spunem ca o functie f : I — R are proprietatea
lui Darboux pe intervalul I daca pentru orice puncte x,x €1,
x < x, si orice numar A cuprins intre f(x;) si f(x,),
f(x,)# f(x,), exista un punct ¢ €(x,, x,) astfel incat f'(c) = A.

Observatie. Functiile constante definite pe un interval au
proprietatea lui Darboux pe acel interval.

Altfel formulat, functia f are proprietatea lui Darboux pe
intervalul / daca, o data cu valorile distincte luate in doua puncte
ale intervalului /7, f (x) ia toate valorile intermediare atunci cand
x parcurge intervalul dintre cele doua puncte.

Urmatoarea teorema ofera o imagine mai clara a acestei proprietati:

Teorema.

O functie f: I — R are proprietatea lui Darboux pe intervalul
I daca si numai daca imaginea oricarui interval prin functia f
este de asemenea interval, adica pentru orice interval J < I, f (J)
este interval.
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5) Rezolva urmatoarele inecuatii:

Vx+1-x Vvx—-1+x
aQ) ———>0; b)———

: D <0;
x“=3x+2 x"—=3x+4

VX +2—-+x-2 x—1
c) <0; d)——«<I.
Nx—=1+x x+2

6) Studiaza semnul functiei

fi(-1,0)\ {2} > R,

1 1
f) ==t —.
Ji+x x-2
Indicatie.
Rezolvam ecuatia f (x) = 0. Obtinem:
2—-x>0
Nl+x=2-x si x>-1 ,
l+x=(2-x)
-l<x<2 -1<x<2
54413 | de unde _Si\/ﬁ;
xl’2=T 1,2 — )
. 5413
deci x= S,

Functia f este continua si
lim f(x)=o00, lim f(x)=—0,
Jim £ (x) lim 7(x)

. . 3
lim f(x) =0 si J3)=7>0.
Se studiaza semnul functiei pe fiecare din in-

5—\/3} {5—\/3’2} .

tervalele | —1,
2 2

7) Fie functia f: R > R,
x—1, x<0
x+a, x>0’

f(X)={

acRsil=(A, L), A>0.

a) Determina f (/) in cazul a = 0

b) Determina f (/) in cazul a = -2

c¢) Determina a astfel incat f (/) sa fie in-
terval pentru orice A > 0.

8) Demonsteaza ca urmatoarele functii
nu au proprietatea lui Darboux pe R:
-1, dacd x<0

x+1,daca x>0’

a)f: R>R, f(x)={

‘



Teorema urmatoare stabileste legatura dintre functiile con-
tinue si functiile care au proprietatea lui Darboux.

Teorema.
Orice functie continud pe un interval are proprietatea lui
Darboux pe acel interval.

Demonstratie.

Fie f: I - R o functie continua, x <X, X, € I si A cuprins
intre f (xl) sif (xz), f(x,)# f(x,). Trebuie sa demonstram ca
existd ¢ € (x, xz) astfel incat f (c) = A.

Consideram functia g : [x, x]— R, g(x) = f (x) — A; g este
continua iar g(xl) si g(xz) au semne contrare, deci existd un

ce (x, xz) astfel incat g(c) = 0.

) Reciproca acestei teoreme nu este adevarata: exista
FI} functii care au proprietatea lui Darboux pe un inter-

ermwme  val, dar care nu sunt continue pe acel interval.

Teorema.
Fie f: I - R (I un interval) o functie continud si injectiva.
Atunci f este strict monotona.

Demonstratie.

Presupunem ca f nu este strict monotond. Atunci exista
x, X, x, € lastfel incat x <x <x,iar f(x)<f(x,)>f(x;)
sau £ (x)> f(x,)< f(x;).

Sa ne situam in primul caz. Dacd f(x,)< f(x;), atunci
f(x;) este cuprins intre f(x,) si f(x,), deci existd ¢ €(x;, x,)
astfel incat f(c)= f(x;). Cum f este injectiva, rezultd ca c = X,
imposibil deoarece x <c<x <x. Cazul f(x,)> f(x;) con-
duce, de asemenea, la o imposibilitate.

Problema rezolvata.
Demonstreazi ca functia f: R — R, f(x) =x’ + x este bijectiva.
Solutie.
Demonstram mai intdi ca f este injectiva.
Avem: f(x)=f(x,), (x] =x3)+(x; —x,) =0,
(x, =, )X, +x,x,+x3+1)=0, x, =x, (sau: f este strict
>0
crescatoare, ca suma de functii strict cresciatoare). Cum f este

continua, lim f(x)=-o0 si lim f(x)=oc0, rezultd cd Imf' = R,
X—>—w0 X—>00

ceea ce inseamna cd f este si surjectiva. Fiind injectiva si
surjectiva, functia f este bijectiva.

&9

e

x—1, daca x<1‘

b)/f: R>R, f(x)z{

3, dacix>1

2x -3, x<2

X, x>2

of: R>R, f(x)z{

9) Arata ca urmatoarele functii au
proprietatea lui Darboux:

xs,xe[—2,0)
a)f: [_292]_)IR9 f(X)Z{ 2 5
x ,x€[0,2]

4x—-1,x€[0,1]

b)7:[0,3] > R, f(x)=1 x—1
Y1

xe@,3]’

e',xe[-a,0)

¢)f:[-a a >R, f(x)=

a> 0.

1-x,xe[0,d]’

10) Demonstreaza ca urmatoarele
functii sunt bijective:

a)f: R>R, f(x)=x’+>,unde a > 0
a

—-X

b R (LD f0)=5

&) f: (0, 1) = (0, o), f(x)=1n1ij§;

d)f: [0, 3] = [0, 2],

I-+1-x,x¢€[0,1]

f(x)= x+1

, 1,3]
2 x e(1,3]

-1
11) Fief: R > R, f(x)zex
e +
Determind imaginea functiei f.

Indicatie.
f este injectiva, lim f(x)=-1,
X—>—0

lim f(x)=1 si f este continua, rezultd
X—>00

Imf = (-1, 1).




PRIGLESE @ 1. Rezolvi inecuatiile:

ﬁ )4 Vx+1 <3
pRopnE 1-+vx+3

b) 5-x-32-x=33.
@ 2. Fief: [0, 1] > [0, 1] U [2, 3] o functie continua
astfel incat 1 (%) =0. Aratd ca:

a) f nu este surjectiva;

b) f nu este strict crescatoare;

¢) f nu este injectiva.

@ 3.Fief, g: [a, b] > [a, b] continue, f surjectiva.
Demonstreaza ca exista cel putin un punct x, € [a, b]
astfel Incat f (xo) = g(xo).

@8 4. Demonstreazi ci pentru orice functie

f: R —> R, continua si marginita, exista un punct
x, € R astfel incat f (xo) =X, (in acest caz x, se
numeste punct fix pentru ).

@M 5. Fie f': [a, b] — R continua cu f (a) = f (b) si

) +b .. . .

fie c= 472 mijlocul intervalului [a, b].
SR b-a oA

Demonstreaza ca exista x, € O,T astfel Incat

fla+tx)=f(c+x).

@ o6.Fief:R>Rcu(fof)x)=—x,Vxe R.
Demonstreaza ca f nu are proprietatea lui Darboux
pe R, dar este injectiva.

@ 7. Studiaza daca urmatoarea functie are pro-
prietatea lui Darboux pe domeniul sdau de definitie.

a _ 1 1 2
w’ O0<x<l
X =5x+6 ,a>0.
a+l, x=1
@ 8. Studiaza semnul functiilor f: D > R (D < R
este domeniul maxim de definitie):

f(x)=

x> =3x+2
X)=—-——_
a) /) 2% +5x+3°
1nx+1
b) f(x )— e

x+1

) f(x)=e?~1:

3 =",
+3

-2
-3

e) f(x)=

@ 9. Determina relatiile dintre a € R si b € R,
astfel ncat functia

fiFL 1T - R, f(x)={

x+1,daca—1<x<0
x> +ax+b,daca0<x<1

sa aiba proprietatea lui Darboux pe [-1, 1].

@D 10. Fie f: (a, b)) - R o functie continua.
Demonstreaza ca, daca hm f (x) —hrn f(x), atunci
f nu este injectiva.

Test grila

1. Fie functia f : R—> R, f,(x)= {

o= z m, atunci:

meM

A) L Ba=-2. Oua 4
o=—=; =—=; =—;
7 21 21

—m*xt +mx+10, x<2
Jx=2+2|m|Jx-1, x>2

2
D) a=—;
) 3

,meR.DacaM={me R |]fn continua pe R},

13
E) a=—.
21

(Facultatea de Management 2000 — prelucrare)

2. Fie f/: R > R, fcontinua si f (f (x)) + x =0, Vx € R. Fie L = f(0). Decide:

A) nu exista o functie f cu proprietatile de mai sus;

B)A=0; C)rA=-1; D)A=1; E)L=2.



2
x°=2|,xe < < o
| ’ (D. Daca o este numarul de elemente ale multimii

3. Se da functia /: R - R, =
e da functia f f(x) {Z,xelR\(D

A= {x e R | fcontinui in x}, atunci:
A)a=0; B)a=1; COaoa=2; D)a=3;, E)a=4
(Facultatea de Ciberneticd, Statisticd si Informaticd Economicd 1998)

4. Fie f: R —> R, fcontinua, / nu se anuleaza pe R si f satisface relatia f (x + y) = f(x) - £ (v), Vx, y€ R.
Daca f (Ig2) = 2, atunci o = f(2) este:

1
A)oa=100; B)a=4; C)OL=—E; D)a=10; E)a=16.

5. Fie a, be (1, +o) cua # b. Fie P= {f ‘R, - R| f continua, neconstanti cu f(a*)= f(b"), Vx e IR} si
fie p numarul elementelor lui P.

A)P=0;, B)yp=1;, Cp=2; D)p=3; E)P esteinfinita.

Teste de evaluare

Testul 1 Testul 2

1. Studiazd continuitatea functiei /: R — R, 1. Studiaza continuitatea functiei /: R = R,

2(x’ +1)°, dacdx <0 iy L
f(x)=13 ,dacix=0 . X ’

]2x—1\ ,dacax>0 S(x)= 1, daca x=0,

1

(bx +e")*,dacd x>0

2. Determina valorile lui @ € R pentru care functia

X2 —ax, daci xeQ unde a, be R, b > —1.

fiR—->R, f(x)={ are un

—1, dacd xeR\Q 2. Studiaza semnul functiei:
singur punct de continuitate.

. _Nx+l-x.
3. Fie f: R > R o functie cu proprietatea ca a)f:R\{1,2} >R, /(x) x'=3x+2’
2x
S+ +x+)=—" vye R _ _ 1 1
o 1+x b) f:(-1,0)\ {2} > R, S(x) m+x_2.
Demonstreaza ca:
ia o: =xX+x+x+
E)lilé?s;a g:RS R, g)=x'H 2%+t 1 este 3. Demonstreaza ca functia f: R —> R,
J ’ f(x) = x + ¢ este bijectiva.

b) functia f este continua;
¢) functia / nu este monotona;
d) Imf'= [-1, 1].
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1. Functii care admit derivata. Functii derivabile

Notiunea de derivata, parte esentiald a calculului diferential, isi are originea in studiul
unor probleme de geometrie si de mecanici. In antichitate, Eudoxiu (408-355 i.Hr.),
Arhimede (287-212 1.Hr.) si Papus (sec. III), au abordat problematica care a condus
ulterior la calculul diferential. Regulile generale ale calculului diferential au fost elabo-
rate, aproape in acelasi timp, de catre Isaac Newton (1642-1727) si Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716).

Posibilitatea de a duce o tangenta intr-un punct al unui grafic este studiata cu
ajutorul notiunii de derivata. Atunci cand o functie admite derivata intr-un punct a,
vom 1intelege cd reprezentarea grafica a functiei / admite o tangentd in punctul de
coordonate (a, f (a)).

Deoarece multe relatii sunt frecvent exprimate prin functii continue si derivabile,
calculul diferential exprima matematic stari si procese din stiintele naturii si din disciplinele
tehnologice. De exemplu, daca s=f (¢) descrie dependenta distantei, parcurse de un
punct material Tn miscare, de timpul ¢, atunci derivata acestei functii in punctul 4
reprezintd viteza instantanee a punctului material la momentul t,- Cao generalizare a
acestei idei, conceptul de viteza este aplicat si pentru alte situatii in care timpul are rol
de variabila independenta. Notiunile de incdlzire sau racire a unui corp, viteza de reactie
a proceselor chimice, rata de dezintegrare a proceselor radioactive si rata de crestere a
organismelor biologice pot fi definite si calculate cu ajutorul derivatelor.

Vom prezenta probleme ce conduc la notiunea de derivata.

I) Problema calculdrii vitezei unui punct in miscare

1) O racheta se inscrie pe traiectorie
dupd o curba. Masa si viteza deosebit
de mari determina asupra rachetei o forta
de inertie tangentd la traiectorie. De ce
aceasta traiectorie nu se schimba brusc,
adica de ce traiectoria nu deseneaza

2) In miscarea rectilinie si uniforma

Sa consideram caderea libera in vid a unui punct 0

material greu. Distanta S (masuratd in metri) parcursa

de punctul material in intervalul de timp ¢ (masurat in

secunde) se exprima astfel: S =%-t2, unde g ~ 9,81 m/s’. AS M unghiuri si linii frante?
Ne propunem sa aflam viteza v a punctului mate- M,

rial aflat in pozitia M, la momentul ¢ dat.

Sa dam variabilei ¢ o crestere Af si sd consideram timpul ¢ + At
cand punctul va fi in pozitia M,. Cresterea MM, a distantei

parcurse de punct in intervalul de timp A¢ o notam prin AS.
92

S(f)=v-t. Aratd ca v, =%=v

*



. 2
Din OM, =S+AS=§(t+At) deducem AS=%(2t-AH(At)2).
Viteza medie v, de cadere a punctului material in portiunea
. AS .
MM, este data prin formula v, =—= g-t+§- At; v depinde
: "N 2 "
de variatia At si caracterizeaza cu atat mai bine miscarea
punctului material la momentul ¢ cu cat Az va fi mai mic. Definim
viteza v a punctului iIn momentul ¢ ca fiind limita catre care
tinde viteza medie v, in intervalul Az, cand A¢ tinde la zero,

. . AS .
adica v=1im v, = lim —= 11m(g-t+§-At)= gt.
At—0 A—0 At A—0 2

II) Intensitatea unui curent variabil la un moment dat

Sd notam cu Q cantitatea de electricitate (masuratd in
coulombi) scursa in intervalul de timp ¢ (masurat in secunde)
printr-o sectiune transversald a unui circuit O = Q(¢). Sa dam
variabilei ¢ o crestere Az si sa consideram cresterea
AQ = Q(t + Af) — Q(¢). Intensitatea medie a curentului in intervalul

A
de timp A¢ va fi / =—Q. Definim intensitatea curentului la un

A At)—
moment #: [ = lim /,, = lim AQ_ lim M
At—0 At—0 At At—0 At

Problemele prezentate, cat si alte probleme asemanatoare,
conduc la studierea dintr-un punct de vedere unitar a limitei
S (xg +Ax) - f(x)

Ax
S (x, ¥ Ax) — f (x,) se numeste cresterea functiei corespunzitoare

raportului cand Ax tinde la zero;

cresterii argumentului cu Ax.

In cele ce urmeazad consideraim DcR,D=J.

Definitie.

Fie f: D — R o functie si x, € D N D'. Daca
L= ()
XX b xo
si se numeste derivata functiei f in x,. Dacd, in plus, f'(x) € R
(este finit) atunci spunem ca functia f este derivabild in x,.

exista (finita sau infinitd), se noteaza cu f'(x,)

N e

Derivabilitatea functiilor intr-un punct.
3) Fie functia /:R—> R, f(x) = x%

a) Calculeaza f'(1).

b) Este f derivabila in x, = 1?

4) Consideram f: R —> R, f(x)=x>.
Calculeaza f'(1). Este f derivabila in 1?

5) Fie f(x)=\/;,x = 0.
a) Calculeaza f'(0).
b) Este f derivabila in 0?
¢) Fie x, > 0. Calculeaza f"(x,). Putem afir-
ma cd f este derivabild in x; daca x;, > 0?

6) € este reprezentarea grafica a functiei
[ t este tangenta la curba ¢ in M (x,, y,).
Determind f '(x,), ecuatia tangentei si
panta tangentei in x,.

N o

o
ENE

b)

EREMPLY

i

Sa studiem derivabilitatea functiei:
f:R—R, f(x) = ax’ in punctul x = x;

ax’ —axé a(x—xy)(x+x,)

lim = lim =2a-x,,

X—>Xq X — xo X—>Xq X — xo

deci f este derivabild in x, € R si S'(xg)=2-a-x,,
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Ce interpretare geometricd dam
numdrului f'(x,)?




Alaturi de simbolul f”'(x,) dat de J. Lagrange se mai folosesc
si simbolurile Y (%) dat de G. Leibniz sau Af (x,) dat de
dx

A. Cauchy. Noi vom folosi 1n special notatia simpla a lui Lagrange.

S()=/(%)

In cazul in care existd lim
X=X X— X,
. s A < 0 . .
derivabila in X5 dar vom spune ca are derivata +oo (respectiv —o).

=400 (sau —0), f'nu este

Interpretarea geometrica a derivatei unei functii
intr-un punct

Consideram functia f'si curba Y

sa reprezentativa ¢, M (x,,y,) € €.

S )= f(xy)

X=X,
reprezintd panta secantei M M.
Daca x ia valori oricat de apro-
piate de x,, atunci punctul M
»tinde® sd se confunde cu M;

e . X)— X
in aceste conditii hmM
XX, x— x()

curba in M , notatd f'(x)) = m, .

Raportul Yo=/1(x)

devine panta tangentei ¢ la

Observatii.

¢ Daca derivata este finitd, coeficientul unghiular tgo al
acestei tangente este egal cu derivata f’ '(xo).

¢ Daca derivata este infinitd, tangenta este verticala.

Cunoastem panta dreptei 1
tangente m, si coordonatele
unui punct al ei, M (x;, y,);
prin urmare, ecuatia tangentei
la grafic este: y -y, = m(x—x), ,
adica

Yy :f(x()) +f,(x())(x - x())'
Observatii.

¢ Derivabilitatea unei functii intr-un punct reprezinta o proprie-
tate a functiei, iar derivata f'(x,) reprezintd un numar sau toc.

¢ Derivabilitatea este o notiune cu caracter punctual; ea are
sens numai in punctele de acumulare care apartin domeniului
de definitie. De exemplu, nu are sens problema derivabilitatii

functiei f'(x) = Inx in punctul 0 sau in punctul —1, sau a functiei

T
f (x) = tgx in punctul 5
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7) Studiaza derivabilitatea functiilor
urmatoare in x;, = 0:

a) f:R—(0,+x), f(x)=2";
b) g:(-1,+0) >R, g(x)=In(x+1).

Indicatie.
e .a -1 .
Utilizeaza llng =Ina si
X X
In(1+
fim P+
x>0 X

8) Studiaza continuitatea si derivabi-
litatea functiei modul, f(x) = |x ,xeR in

punctul x, = 0.

Indicatie.

f:R—>R este continua pe R, deci
este continua in x,= 0.

[0SO, /OO,

limZ =70 _ .
x/0 X — N0 x—=0
Yy

9) Arata ca
f(x)= " este con-
tinua in x= 0, dar nu
este derivabild in
acest punct. Rega-
seste rezultatul ob-

tinut pe grafic. ~ 0 R
Observa ca 1n punctul (0, 1) functia nu are
tangenta, dar are doud semitangente.

10) Studiaza continuitatea si deriva-

bilitatea functiei /:R — R,

2x+1,x<0
f(x)=11, x =0, in punctul x, = 0.
2x+1, x>0
Indicatie.

lim(=2x +1)=lim(2x +1)=1= £(0);
x—0 x—0

x<0 x>0

lim L =S Oy, =2x

=-2 iar
x—0 X — x—=0 x
x<0 x<0
hmwz limﬁ -9,
x;BO x—0 i;BO X
e —



Propozitie.
Fie f': D — R o functie si x, € D(1D’; atunci urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:
1) 3tim LS _ o R
X

X—>X X — 0

S ) =1 (%)

Xy~ %o

=71"(%)

2)V(x,),cD\{x}, lim x, = x, rezultd lim

Ideea demonstratiei. Se utilizeaza definitii echivalente ale
S ()= f(x)

limitei functiei 7: D\ {x;} = R, r(x)=
X=X,

Definitie.

Fief: D —> RsiAdc DND'. Functia [ este derivabild pe
multimea A daca f este derivabila in orice punct x € 4.

Daca 4 = D, spunem simplu ca functia f este derivabila.

Definitie.

Fie f: D — R o functie.

Multimea D, ={x, € D(1D' | f e derivabild in x,} se numeste
domeniul maxim de derivabilitate al functiei f.

Functia f": Df' — R, care asociaza fiecarui x € Dfr numarul
real f'(x), se numeste derivata functiei f.

GrEMPLY Fie f:R—>R, f(x)=x% f(x)=2x,V x, € R.
Domeniul de derivabilitate al functiei ', D )., este tot R.

Functia f:R—>R, f'(x)=2x, x € R este derivata lui /.

In cele ce urmeaza, vom nota cu / un interval al dreptei reale.

Teorema. Legdtura dintre continuitate si derivabilitate
Daca functia f': / — R este derivabild in x, € /, atunci f este
continua in x,.

Demonstratie.

“(x=xp).

S ()= f(x)
X=X,

0

Fiex € I, x # x,; atunci f(x)= f(x,)+

Din 1im 2=/ (%) _

f'(xy) €R si lim (x —x,)=0 rezulta
XX X —X, X=X,

lim f(x)= f(x,), adica f este continua in x,.
XX,

Consecinta.
Daca f': I — R este o functie derivabild pe I, atunci f este

continud pe 1.
[T/

in figura alaturatd, ¢ reprezinta
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multimea functiilor derivabile pe un
interval /, iar ¢ reprezinta multimea
functiilor continue pe / (¥ c ©).

B 2 202 ——_—

11) Aratd ci functia /(X)=vx+2,

x = -2 este derivabila in 0 si nu este
derivabila in x = -2.

12) Arata cd functia f(x)=</x,
/R — R, nu este derivabila in x, = 0.
Regaseste pe grafic rezultatul. Observam
ca tangenta la grafic in x; = 0 este axa
Oy.

N
y

v

£ =

13) Arata ca functia f: R — [0, «0),

1

f(x)=1¢€ *,x<0 este derivabild peR.
0, x=0

14) Studiaza derivabilitatea functiei
a)f:R—>R, f(x)=|x—2
b)/:R—> R, f(x)=x3/;, in x, = 0;
Of:R>R, f(0)=Yx-1,inx =1

, Inx; =2;

d)f:R* >R, f(x)=In|x|,inx,=-1
Indicatie.
Yx -1 (x—1)
= , Vxe R\ {1} .
) x-1 (-nx-1y :

S =/fED - In[l+ (=x=D]
x—(-1) —x—1

lim R+
-0 t

si




Observatie.
Reciproca nu este, in general, adevdratd. Este posibil ca o functie sd fie continud intr-un punct x, €/, fara sa
fie derivabila in x,.

exémriy  de functie continud intr-un punct, care nu este derivabild in acest punct.

Fie f: R = R, f (x) = |x|. Evident, / este continua in x, = 0. Din limM: lim—X =-1 si

x/0 X — 0 x/0 X
—f(x) — /() —limX = —1, rezultd ca f nu este derivabild in x, = 0.
x—0 N0 X 0

lim
N0

Remarca.
Exista functii continue pe un interval care nu sunt derivabile in nici un punct din acest interval. Un astfel
de exemplu a fost dat prima datd in 1874 de matematicianul german Karl Weierstrass.

pRIBLEAE

E—4 @ 1. Determina cresterea functiei @ 9. Fie f: R — R, definita prin
J (x) = x* corespunzitoare schimbarii § £ (x) = x(x — 1)(x -2) ... (x - 50). Calculeaza f'(0).
argumentului: )

pRoP/SE a)delax=1lax =2; @ 10. Se considera functia f/: R* > R, f(x)=—.

_ _ X

b)delax=1lax =1,1. 2) Calculeaza £ '(1).

@ 2. Calculeaza Ay pentru functia y = Vx daci: b) Calculeazi 1 '(-1).

a)x =0, Ax =0,001; c) Pentru x, € R*, calculeazd f'(x,).

b) x =8, Ax =-9. .
@ 11. Arata ci functia /: R > R, f(x)=x nu

A .
@ 3. Determinda Ay si Ey corespunzatoare schim- are derivatd finita in punctul x, = 0.
barii argumentului din x in x + Ax: @ 12. Studiaza derivabilitatea functiilor:
a) y = ax + b; b) y =x°. a)f:R>R, f(x)=x*~1,inx,=-1six =1;

b) f:(0,0) > R, fix) =Inx—1,in x, = ¢;

o) f:(-1,0) > R, fiIx) =1+ In(x + 1), in x, = 0;
A . d) f: R — (0, o), fix) = 3%, in x, = 0;

.. Ay oo

@ 5. Determina o~ pentru functia y =— inx = 2, e)f: R = (0,0), f(x)=2"2,1nx,=3;

@ 4. Determina rata de crestere Ay a functiei y = x?
in intervalul [1, 4].

x
daca: a) Ax=1; b)Ax=0,1. Calculeazd y'(2). f)/:R— (0, %), fix) =1+ 3% inx, = 0;
@ 6. Fie functia f: [0, ©) > R, fix) = Vx . 8/ R—>R, fix)=|x-1], inx, =1

a) Calculeaza f'(1). h)f:R—> R, fix)=|x+ 1], in x,=—1;

b) Calculeaza 1 '(4).
c¢) Calculeaza 1 '(0).
d) Este functia f derivabila in x, = 07

1

)f:R—>R, f(x)={xexz;x<0 ,inx, =0.

0 ;x=0

@ 7. Fiefunctiaf: R > R, f(x) =3x @ 13. Studiaza continuitatea si derivabilitatea
a) Calculeazid f'(8). urmatoarelor functii f: R — R in punctul x = 0.
b) Calculeaza 1 '(0). -3x+1,x<0
c) Este functia f derivabila in x, = 0? a) f(x)=x"-x; b) f(x)= 1 ,x=0;
@ 8. Pentru functiaf: R > R, T 3x+Lx>0
F()=x- (x— 1P, calculeaza: /'(0), f"(1). ¢) f(x) T

‘: 2x* +x,x>0
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2. Derivate laterale. Derivatele unor functii elementare

Derivate laterale. Interpretare geometrica

Fie o functie f: D — Rsi x, e DND'. Functia raport

r:D—{x} > R, r(x)= %

limitd in punctul x, dar sa aiba limite laterale in X,

este posibil sa nu aiba

Definitie.
Fie f: D — R o functie si x, € D un punct de acumulare al
multimii D M (o0, x,). Spunem ca f este derivabild (respectiv are

derivatd) la stanga in x,, daca exista llmM = fi(x)) eR

X/ X X _xO
(respectiv lim M
x/Xo X — xO

= fl(x)) R).

Fie T(x, f (x))) € %,. Apar urmdtoarele situatii:

JJ(xg)=—00; % are semitan-

gentd la stanga In T, de ecuatie:
X=X,y = f(x,).

X
0] PR
y
1) fl(xy)=+0; G /, are semitan-
gentd la stanga In T, de ecuatie:
) X=X,y < f(x).
0
y
f{(x;)eR; %, are semitan-
genta la stanga 1n T, de ecuatie:
S ) D y=f(xo)=f{xoNx=x0) x < x
0 N

Exercitiu rezolvat.
Calculeaza derivata la stdnga in punctul x, = 0 pentru functia:
SRR, f(0)=4.

Solutie. f(0) =1im Y=Y = —lim \/_ - 'mL
x70 x x/0 (\/_) x/70 \f—x

Definitie.
Fie f: D — R o functie si x; € D un punct de acumulare al
multimii D N (x,, +0). Spunem ca f este derivabild (respectiv are

derivatd) la dreapta in x,, daca exista limwz Ji(x)eR
(respectiv lim S~/ (x) = f(x,) €R).

XNXg X — xo
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1) Calculeaza derivata la stanga in
punctele specificate, pentru urmatoarele
functii:
a)g:R—>R, g(x)=m, inx, = ~1;
b)h:R—> R, h(x)=x>+1,Inx = 1.

Indicatie.

3
1
a)g.(-1)=lim x+l i

o xdl e

x2+1-

b) Al(1)= lin} 2 = li;rll(x +1).

x<1

2) Pentru functia f: R > R,
x? -1, xe(~0,-1]
S (x)=

1-x*, xe (-1, + o)

, calculeaza

FED, £1(=2), £0).

3) Calculeaza derivatele la stanga
ale functiilor /: R — R in punctele x
indicate:

a) f(x):x2+\/m inx, = 0;
b) f(x)=x+|x—2| inx, = 2;

c) f(x):x1/|x+2| in x, = -2;

,x#0 .
0, x=0"

x, = 0.

0

d) f(X)={

4) Calculeaza derivatele la dreapta ale
functiilor, In punctele specificate:

a)g: [0, +0) > R, g(x)=4/x,nx,= 0,
b)h:R—> R, h(x)=x"+5,inx = 2.

Indicatie.

x*+5-13
x=2

{ I |

b) #(2)=lim

=1m(x—2)(xz+2x+4) _

N2 x_2

=lim(x* +2x+4)
xN\2




Fie T(x,, f (x,)) € %,. Apar urmatoarele situatii:

Y fi(xy)=—0; ég’f are semitan-
DACH) SRR T genta la dreapta in T, de ecuatie:
' X=X, < f(x).

0 X, -
y f(x,)=+0; ég’f are semitan-
genta la dreapta in T, de ecuatie:
f(xu) """"" : T . X = x()v y = f(xo)'
0 ER

fi(xy)eR; ég’f are semitan-
genta la dreapta in T, de ecuatie:

y Z
f (xn) """

T y=f(x)= falx)x=X0), x = x,.
0 Xy >
Observatii.

¢ Dacia,be R, a<bsif:[a, b] > R este o functie, atunci
nu are sens problema derivatei la stanga in punctul «a si nici a
derivatei la dreapta in punctul b.

¢ Functia f are derivatd in punctul a daca si numai daca are
derivata la dreapta in a si, in acest caz, f'(a)=f;(a).

¢ Functia f are derivatd in punctul b daca si numai daca are
derivata la stanga in b si, in acest caz, f'(b)= f/(b).

Propozitie.
Fie functiaf/: D — Rsix, € DN D'. Atunci f are derivata in
x, daca si numai dacd are derivate laterale egale in x,. In acest

caz, f'(x,)=f](x0)= fi(xy).

e

5) Pentru functia f: R —> R,
x* =1, xeR—(~o0, —1]
J(x)=

, calculeaza
1-x*, x (-1, +0)

Ji(=D. £4(=2), ;(0).

6) Calculeaza derivatele laterale la
dreapta in punctele specificate:

a)f:lR—)IR,f(x)z{

inx, = -1,
b)f:[l,w)—)lR,f(x)zxfxfl,inx0= 1;
0) f:R>R, f(x)=3x ., inx, =0;
d)f:R->R,f(x)=x+3x inx, =2.

x” =1, x € (~00,~1]

1-x*, xe(~1,+0)

7) Studiaza derivabilitatea functiei in
punctul specificat:

a) f:[2,0) >R, f(x)=vx+2,nx,=-2;
b) g:(—0, 1] >R, g(x)=+1-x,Inx,= 1.

8) Determina a, b € R astfel incat

X Hax+2,x<0
In(x+1)+b,x=0

f:IR—>IR,f(x)={

sa fie derivabila pe R.

9) Calculeaza derivatele laterale ale
functiilor /: R — R in punctele indicate:

a) f(x)=x+|x

, inx, =0;

Demonstratie.

S ()= f(x)
x—x,

V x € D - {x,}. Obtinem: f are derivata in x,, adica

Fie functia raport  : D\ {x,} = R, r(x)=

Jlim r(x), deci Ilim r(x) =1, Ilimr(x)=1, si I, =1,; rezultd
X=Xy X/xy xXN\ixg

cd 31{(xq), Ifi(xo) st f{(x) =1 (x,).

Reciproca se justifica asemanator.
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b) f(x) =sgnx , inx, = 0;

2x—1, x<1
o) f(x)= LR inx, =1;
|x—1| . )
d) f(x)=|x|+1 , Inx, =0six =1;
1
e) f(x)_|x|+1 ) lnxo_O)
1 .
f)f(x) | +1’ 1, me:—l.
e —



Exercitii rezolvate.
1) Determina ecuatiile tangentelor la graficul functiei
f (x) = x — x* in punctele de abscisa:
a)x=0 b)yx=1
si masurile unghiurilor formate de semidreapta (Ox cu aceste tangente.
Solutie.
Vi3
a) f'(0)=1; P=4y=x;
3
b)f'(D=~1; <0=7ﬂ;y =-x+1.

2) Determind b, ¢ € R stiind ca parabola y = x> + bx + ¢ are
ca tangenta dreapta de ecuatie y = x In punctul (1, 1).

Solutie.
2 2 g
»(x)= lim (x+Ax) +b(x+Ax)+c—x"—bx c_
Ax—0 Ax
2
lim 2 AV A DAY vt b Ax) = 2x + b
Ax—0 Ax Ax—0

y'()=1siyl)=1.Rezulta2 +b=1si 1 + b+ c=1, de unde

deducem b = -1, ¢ = 1.

Derivatele unor functii elementare

Vom calcula derivatele catorva functii elementare. Daca
f:D — R, vom nota D, domeniul ei de derivabilitate.

1) Functia constantd
fTR>R, f(x)=¢ ceR,
este derivabila pe Rsi /': R > R, f'(x)=0.

Demonstratie.

c—cC

Fiex, € R; lim Mz lim =0=f"(x,).Cum

X=Xy X — xo X—>>Xg X — xo

x, a fost ales arbitrar, rezulta f'(x)=0,V x € R.

Observatie.
Prin notatia vom intelege ci derivata functiei
constante este zero (nu derivata numarului c).

2) Functia identitate
fTR>R f(x)=x
este derivabilasi f': R > R, f'(x)=1.

Demonstratie.

m >0 =1 = f1(x,).

Fie x, € Rarbitrar; lim M =1i
Toxg X — X,

X—>Xo X — xo

Rezulta f'(x)=1,V x€ R.
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10) Determind @, b € R astfel incat

fiR—>R, f(x):{

sa fie derivabila pe R.

X ,Xx<2
ax+b,x>2

11) Scrie ecuatia tangentei la graficul
functiei /: R —> R, f(x) = x%, in punctul
M(1, 1).

12) Scrie ecuatia tangentei la graficul
lui /[0, +00) = R, £ (x)=~/x, in M(1, 1).

13) Fie functia f: R - R, x, € R.
Scrie ecuatia tangentei la grafic in punctul
M, (x,, fx)) € 4
a) f(x) =x’, inx,=0;

b) f(x)=x"—5x+1,Inx = 2.

14) Scrie ecuatia tangentei la curba
y =5x2 tangenta ce este perpendiculara

pe dreapta y = x + 1.

Indicatii.

Panta tangentei la curba data in
punctul (x,, y(x,)) este y'(x,).

Douda drepte oblice sunt perpendi-
culare daca si numai daca produsul
pantelor este — 1.

Sd calculam derivatele unor functii
elementare.

15) Deriveaza functiile urmatoare si
determina, in fiecare caz in parte,

domeniul de derivabilitate:

a) TR>R, f(x)=7;

b) [:(0,+0) >R, f(x)=7;
¢) f:(=0,00>R,f(x)=7;
d) frR>R, f(x)=mn;

e) [RoR,f(x)=+2;

f) frR> R, f(x)=x;

8) [t R—->R, f(x)=x%

h) /: R—> R, f(x)=x%

- —



Observatie.
Prin notatia vom intelege derivata functiei identice si
nu trebuie sa se inteleagd derivata argumentului.

3) Functia putere
fTRoR f(x)=x,ne N,n=2
este derivabili pe Rsif: R > R, |f'(x)=n-x""|, VxeR.

Demonstratie.

SO f () X

Fie x, € R arbitrar, lim
X=Xy X — xo

XXy X — xo

_1: n—1 n-2 L2 n=1\_  .n-1 _ ¢y
—)}gl(x +x"T Xy AX Xy X )—n Xy =1"(x,)
0

4) Functia putere
f:(0,t0) > R, f(x)=x,re R

este derivabila pe (0, +o0) si £ : (0, +0) > R,| f'(x)=r-x"""|,

Vx €(0,0).

Demonstratie.
Fie x, € (0, +0).

r r

lim = lim =X, -
¥ X — X, X=X X X—>X, X
Xo| — -1 —-1

X0

Notim ——=1+7 si observim ci lim =1 lim(1+£)=1.

X, XX X, —
. o 0+ -1
Deci f'(x,)=x;" -thsz L
t—0 t
Observatie.

Dacare Z, r <0, functia /: R* - R, f{x) = x" este derivabila

pe R*si f'(x)=m"",VxeR*.

5) Functia radical
f:[0,0) > R, f(x)=%x,ne N*

este derivabilasi £’ :(0,+0) >R, f'(x)= , Vxe(0,0).

29[ 201
2nx™"

Pentrun =1, (\/;)'zL Vx>0,

2Jx

. A 1
Demonstratie. Se considera in formula 4), r=2—.

n
Observatie.
_ 2ny
@O e MU et 3 £1(0) = +o0.
N0 x—=0 N0 x  x\0 2n/x2n—1
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i) f: R—> R, f(x)=x1

(0, 40) > R, f(x) ==

X

1Y .
Indicatie. (—J =(x7).
x

k) f: R* > R, f(x)=l;

X

Df:R* >R, f(x)=x7;
m) f: R¥* > R, f(x)=xi5;

n) f: R®\{1} > R, f(x) = max{x, x*};
0)f: R* 5> R, f(x) = min{x*, 0} .

16) Calculeaza derivatele f “ pentru
fiecare din urmatoarele functii, definite
pe domeniile lor maxime de definitie si
specifica D, (domeniul de derivabili-
tate) 1n fiecare caz in parte.

a) f (x) = 10;
b) f (x) = x*;
©) f (x) = x;
d) f(x)=Yx;
e) f(x)=%x. ‘

Verifica daca afirmatiile urmatoare sunt
adevarate:

a) D, = R; D, =R, f'(x)=0;
b) D, =D, =R, f'(x)=2x;

¢) D, =D, =R, f'(x)=3x";
d) D, =[0,+),
1

Dy =(0,+x), f (x)—6({/x—5, |

sxt
17) Calculeaza f~ pentru functiile:

a) [:(0,+%) >R, f(x)=+x;

b) £:(0,+%) >R, f(x)=x;

¢) £:(0,+%) >R, f(x)=4x. H

e)D,=R; D, =R*, ['(x)=




6) Functia radical

RS R, f(x)=>Yx, ne N*

1
este derivabila pe R*, /" :R¥* >R, | f'(x)=—————————.| vx eR*.
(2n+1)'2n+1,x2n

Retinem: (%/;)' = R , VxeR*.
3R/x?
Demonstratie.

Pentru x > 0 se considera » =

in formula 4). Pentru x <0
2n+1

se va demonstra in paragraful urmator.

Observatie.

_ 2n+1
i QSO g PN L e 3£1(0) = 40,
Y0 x—0 =0 x x>0 2n+1[x2n

7) Functia exponentiald
fiR—>(0,o),f(x)y=a"cua>0sia#1,

este derivabila pe R si , VxeR.

Demonstratie.
X X X X=X,
. .oa - . a’-(a -1
Fie x, € R; lim = lim av(@ =D =
X=Xy X — xo X—>Xq X — xo

X=X,
.a -1
=a™ - lim

)C—))Co X — xo

=a” -lna=f"(x,) .

’
Consecinti. (¢*) =e*,Vxe R.

8) Functia logaritmicd
log,: (0, +0) >R, cua>0,a # 1

1
este derivabila pe (0, +oo) si|(log, x)' = , Vxe(0,0).
x-Ina
Demonstratie.
1 -1
Fie x, € (0, +o0); atunci lim 08, X 08, %o _
) X=X,
1n(1+x—lJ 1
X,
= lim -logai = lim . . = =/"(xo)
X% X — X, Xy %X, -Ina R XyIna
Xo
Consecinta.

(lnx)':l ,Vx>0.
x
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18) Calculeaza /" pentru fiecare dintre
urmatoarele functii:

a) f:R*>R, f(x)=x;
b) [:R*>R, f(x)=Yx;
c)f:lR*—)IR,f(x)zZ/;.

19) Calculeaza derivata f” si specifica
D, (domeniul de derivabilitate) pentru:

a) f(x) = ;
b) f (%) = %,
o) f(x)=x";

d) f(x)zxﬁ; H
&) f()=Alxl;

f) f(x)=|x[.

20) Calculeaza /" pentru fiecare dintre
urmatoarele functii:

a)f: R—> R, fx) =25
b)f:R—>R, f(x)=3";
¢c) [:R->R, f(x)=x%

\/gx
d fTR->R,f(x)= BEE
e) [:R->R, f(x)=mn,
)R> R, f(x)=¢"

21) Calculeaza f” pentru fiecare dintre
urmatoarele functii:

a) f:(0,+x0) >R, f(x) = logx;
b) 1:(0,+x) >R, f(x)=lgx;
¢) f:(0,+0) >R, f(x)=log, x;

2

d) f:(0,+x0) >R, flx) =logx;

e) f:(0,+0) >R, f(x)=loglx;
5

f) £:(0,+0) =R, fix) = logx;

g) f:(0,+0) >R, f(x)=loglx;
6

h) £:(0, +0) = R, fix) = Inx.




prsdlisg @ 1. Determina derivatele laterale ale func-

= .. < N .
—— tiilor urmatoare in punctele specificate:
ﬁ a) f(x)=vx+2,1nx, =-2;
PRopsSE
b) f(x)=|x , inx; = 0;
) £(0) 2x,x<0 0
c) f(x)= in 0;
3x,x=0
2x-1,x<0
d)f(x):{xz; >0,1nx0=0.

@ 2. Calculeaza in doud moduri (cu definitia si cu
formule) derivatele functiilor in punctele date:

a) f(x) =x*, x, = 3;
b) f(x) = x*, x, = 2;

Q) f(x)=x,x,=3;
d) f(x)=x,x,=8;
e)f(x)=2%x,=1;
f) fix) =Inx, x, = e;
g2 f(x)=¢e',x,=0.

@ 3. Calculeaza derivata fiecareia dintre functiile
urmatoare:

a)f: R—> R, filx) =x%
b)/: R —> R, filx) =x%
©) /1 (0, +0) > R, fix) = Vx ;

dfR->R, f(x)=3x;

e)f: R—> R, fix)=2%

f) 12 (0, +0) > R, A(x) = Inx;
2)f:R—->R, fix)=e¢

h) f: (0, +o0) — R, fix) = log,x;
i) f: (0, +0) > R, fix) = log, x.

2

@ 4. Se considera functia f:R —>R:

) £ x+a, x<0
a x)= ;
X +bx+1,x>0
xz, x<0
b f)=1", :
x“+ax+b,x>0
e, x<0
c x)= .
) /) {ax+b,x>0
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Gaseste a, b € R pentru care functia f este derivabila
in punctul x = 0.

@ 5. Calculeaza derivatele laterale in 0 pentru
ffR->R:

af) =kl b =y o e =x+]a]
@ 6. Scrie ecuatiile semitangentelor la graficul lui
FRSR £(x)=4x, in M(0, 0).

@ 7. Scrie ecuatiile semitangentelor la graficul lui

X

x,x<0

‘R—>R f(x)= , In M(0, 0).

A Jr. 20 (0, 0)

@8 8. Scrie ecuatiile semitangentelor la graficul
l—xz, x € (-0, 0]

1 )
—, x>0

functiei f: R = R, f(x)= in

M(0, 1).

@8 9. Scrie ecuatiile tangentelor sau
semitangentelor la graficele functiilor in punctele
de abscisa specificate:
a)f:R->R,f(x)=3x-2,x,=1;

b) f:[3, +0) = R, f(x)=vx-3, x=3.

@ 10. Calculeaza derivatele urmatoarelor functii:
a)f:(0,0) > R, f(x)=1Inx;

b) f: (0, ©) = R, f(x) = In2;

) f:R—-> R, fx)=e5

d)f:R >R, fix)=¢é.

@ 11. Pentru functiile urmatoare schiteaza graficul
si calculeaza derivatele laterale in punctele indicate:

a) fR-R, f(x)=]x"-1], x, € {1, 1};

3y x <
b) f:IR—)IR,f(x):{\/\;/‘;’;C:(?,xO

0;

d) f:IR—>IR,f(x)=min{—x,€/;}, x,= 0.



3. Operatii cu functii derivabile. Derivate de ordinul al doilea

Operatii cu functii derivabile
Operatiile algebrice cu functii derivabile si compunerea
functiilor derivabile conduc tot la functii derivabile. Vom completa
derivatele functiilor elementare din paragraful anterior.

Teorema.
Fie functiile f; g : D — R derivabile in punctul x, e D1 D'.
Functia f + g este derivabila in x si (/' +g)'(xy)= f"(xy)+ g'(x,)-

h(x)—h
Demonstratie. Sa notam h = f + g; lim Mx) = hx,) =

xox X=X,
— lim(f(X)_f(XO)+ g(X)_g(XO)Jzf'(xo)‘i'g'(xo) EIR.
X=X x—xo X—XO

Consecinte.

¢ Daci f'si g sunt derivabile pe D, atunci /+ g este derivabila
pe D si vom scrie|(f+g)' =f'+g'|.

¢ Suma f, + f, + ... + f, a n functii derivabile pe D este

derivabila pe D si [(f, + fot.tf,) = fy+ fotot ], ]

EREMPL G 1) Functia f: R > R, /' (x) = x* + ¢ + Inx este
derivabila pe R si f'(x)=2x+e" +%.

2) Functia f': (0, +0) > R, f(x)=1nx+\/; este

derivabila pe (0, +o0) si /'(x)=—+—
erivapila pe , TOO Sl = .
P x  2/x

Teorema.
Fie o functie /: D — R derivabild in x,e D(1D' sic e R.
Functia ¢ - f'este derivabild in x, si (c- /) (x))=cf"(x,).

h(x)—h
Demonstratie. Sa notam h = ¢ f; lim M) = hixo) =

>x X=X,
_ lim c-f(x)=c-f(x) _

ctim LOSCD ey

X—>X X — xo X—>Xq X — xo

Consecinte.
¢ Daca functia f este derivabild pe D si ¢ € R, atunci

functia ¢ - f este derivabila pe D si |(c- f) =c- [’}
¢ Pentru ¢ = — 1 obtinem |(-f)' = —f"’

¢ Daci f'si g sunt functii derivabile, atunci f— g este functie
derivabila si |(f- g)' =f' — g'|
(Intr-adevar, /- g = f+ (-@) si ([~ @) ="+ () ="~ &)

EREMFLE

{I,y/ﬁ

Functiaf: R —> R, f'(x) = ax? + bx + c este derivabila
sif'(x) =2ax + b.
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Sd calculam derivatele unor functii
obtinute prin operatii algebrice cu functii
derivabile.

1) Calculeaza f~si D, pentru fiecare
dintre functiile urmatoare:

a) f:[0,+oo)—>IR,f(x)=€/;+\/;;
b) f:(0,+0) >R, f(x)=Inx + ¢

2) Calculeaza f~ si D, pentru fiecare
dintre functiile urmatoare:
a)f:R—> R, f(x)=3x+5x+ 1;
b) /:(0,+0) >R, f(x)=2Inx+x+3x.

3) Fie functia f': D — R. Precizeaza
domeniul maxim de definitie D, , domeniul
maxim de derivabilitate D . si calculeaza f”
pentru fiecare dintre functiile urmatoare:

a) f(x) =3ln x;

b)) =+ 1

O S0 =x+
X

d) f(x) = x>+ 5x + 3;

0/ (x)=2;
ffe)=3-1;
g fn=2

h) f(¥)=3x -1
D f(=o -,

D) =3 -1

k) f(x)= ! +2.
X
4) Calculeazd /" si D, pentru fiecare
dintre functiile urmatoare:
a)f:R—>R, f(x)=xx%
b)f:R->R, f(x)=x*e
¢) 1:(0,+x0) >R, f(x)=x-lInx;

d) /:(0,+%) >R, f(x)=x-/x.

- —



Teorema.
Fie functiile f, g: D — R derivabile in x, € D N D'.
Functia f - g : D — R este derivabila in x; si

(f - 8)(x) =/"(x,) - 8lxy) + 1 (x))- g'x,).

Demonstratie.

()20~ f (50)gl) _
X=X,
i SO0 = £(0)8(0) + £ (5)g () = f(x)g () _

XX X — xO

tim (f() S0 ooyt fay) B g(xo>J

Notam h=f-g; hmM =lim

X=X X— xo X=X

X=X, X=X,
= f'(x0)g(xy) + f(x)g'(xo)eR (am folosit continuitatea
functiei g in x;, g fiind prin ipotezd derivabild).

Consecinta.
Daca f'si g sunt functii derivabile pe D, atunci functia /' - g

este derivabila pe D §i| (f-9=f'gtfg. |

Teorema.
Fie functiile f/'si g : D — R derivabile inx, € DN D' si g # 0.
S

Functia = este derivabila in x si

g
(fj( = S (%) g(xo) S (x)- g(xo)
g

g (xo)
Demonstratie. Fie x € D.

PR A
(gJ(x) {gJ(xO):f(X)-g(xo)—g(x)-f(xo):
X%, 2()-8(x0)-(x— %)

_ J(x)-g(xy) = f(xg) g(xg)+ f(x5)-g(xy) —g(x)- f(xy) _
g(x)-g(xy)-(x—xq)

_ 1 _{f(x)—f(xo)'g(xo)_f(xo)g(X)—g(xo)}_)

g(x)-g(x,)

) )~ /)8 ()
g (xo)

X=X, X =X,

Consecinte.
1) Daca f'si g sunt derivabile pe D si g(x) # 0, Vx € D,

1) _[le-f-g

g g

f

atunci functia = este derivabila pe D si (
g

N e

5) Calculeaza f”si D,. pentru functiile:
a) 1 (x) = xe™ + 2;

b) f(x)=vx+e'
¢) f(x) =1Inx + xe

d) f(x)=x"€" +\/;;
e) f(x) = (n3)x- e~

6) Daca f, g : I — R sunt derivabile si g
este functie constantd (g = c¢), ce devine

formula (f-g) =f'-g+ f-g'?

Dar (%J =¥ (c#0)?

7) Calculeaza /', specificand domeniul
maxim de derivabilitate, pentru fiecare
dintre functiile:

Q) f(x)=+
b) f(0)=3;

) f(x)=(x+ 1) Inx:
d) f(x)=(x+3)-e;
e) f(x)=(2x+1)-/4x.

8) Calculeaza f', specificand dome-
niul maxim de derivabilitate, pentru fiecare
dintre functiile:

a) f(x)=le,
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b) £ =2
©) f(x)=i__l ;

o f(x)_2x+3

) £ =5

D seo=500
g) f(X)=ﬁ;




2) Daca g este derivabila pe D si g(x) # 0, Vx € D, atunci

Teorema. Derivabilitatea functiei compuse

Fie functiile f: D — E, g : E — R si punctele x, € DN D',
Yo=f(xy) € ENE". Daca f este derivabila in x, si g este
derivabild in y,, atunci functia go f: D —R este derivabila in

Xy 51 (g0 ()= €' (f (x0) £ (x,).

Demonstratie.
Din g derivabila in y, rezultd cd exista

lim Mz g'(yy) €R. Definim functia a. : £ — R,

Y=o y _yO
g(y)-g(o) () ¥ £,

a(y)= ) . Atunci
0, Y=Y

g)—8(y)=8' W) (v =yp)+a(y) (¥ —»), ¥y € E — {y,}
si cum lim o(y)=0=o0(y,), rezulta ca o este continud si nula
in y,, deygy;elagia se verifica si pentru y = y,:
) =8We)=g' (o) (v =yo)+ay) (¥ =yy), Vy €E.

Fie x € D, x # x; atunci pentru y = f'(x) avem:
g/ (x)=g(f (x))=g'(f (x))- (f (x) = f(x0)) +

s L))~ f(x,)) sau ELEDNZET 0D _

X=X,
SIS0 | oy LD~ )

0 X0

=g'(f(x0)): (D).

Cum f este derivabila in x; rezultd ca f este continua in x,, iar
din o continud in y, = f(x,) rezultd cd oo f este continua in x,

si lim a( f (x)) =0. Trecand la limita in relatia (1) obtinem:

lim (&)~ (g2 f)(x) _

X=Xy X — xo

g'(f(x0)) [ (x0)+0- f"(x0)=
= g'( S (x, ))- f'(x,), de unde rezultd concluzia teoremei.
Consecinta.

Dacaf: D — E si g : E — R sunt derivabile, atunci functia
compusa go f:D—>R este derivabila si

(go /) (x)=g'(f(x))- f'(x), Vx e D.
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B 2 202 ——_—

D f(x)=";
e

D 0=
X
Inx

i f(x)——

9) Calculeaza f' pentru fiecare din
functiile:
aA)f:R>R, f(x)=x*+x+1)";

1+x

b) [ (LD >R, f(x)= ;

Of:RoR, fx)=+1+x".

10) Pune in evidentd greseala din
rezolvarea exercitiului urmator.

Fie f:R >R, f(x) =x% Demonstreaza
ca f este derivabila pe R si determina
derivata functiei.

Solutie.

Metoda 1.

Scriem f(x)=(x)* si notdm u(x) = x3,
iar g(u) = u? ; atunci
f'(x)=g'(u)=2u=2x".

Metoda 2.

Observam ca f=gou si
g'(u(x))-u'(x) =2u(x) - u'(x) =
=2x"-3x7=6x" = f'(x).

11) Fie functiile f': £ — R (£ fiind
domeniul maxim pe care f este deri-
vabild). Precizeaza E si calculeazd [’

pentru fiecare din functiile urmatoare:

a) f(x)=3/x7+ln\/;'

b =1
) f(x) nm
¢) f(x)=x+Inx;

d) f(x)=+/Inx;

e)f(x)=3"+x+Inm;

f) f(x)=v2" +1.




Exercitii rezolvate.
1) Determina derivatele urmatoarelor functii definite si derivabile pe intervalele date:

a) f1(0, ) >R, fix) = 2Inx;  b)f:(0, 0) >R, fix)=2x—1Inx; ¢)f:(0,0) >R, f(x)=2+

d) f:(0, ©) >R fix) =x’Inx; e) f:(0,0) >R, f(x)= x+3Inx ]
Solutii.

Inx
x 2
, 12 L
a) Vx € (0, »), f'(x)=-2-—=-=, pentru cd (Inx)'=—.
X ox x

b) Vx € (0, ), f'(x)=2—%;

1 .

—-x—1-Inx g—f.g

) Vx € (0, %), fi(x)=0+= : _1=Inx - Geoarece (iJ e ) 2f . ;
N g

d) Vx € (0, ), f'(x)=2x-Inx+x* -l=2xlnx+x, deoarece (f-g)' = feg+ fg';
X

X

[1+3-1)x—(x+3lnx)-1
e) Vx € (0, %), f(x)= X

_x+3-x-3lnx _3-3Inx_

2 2 2
X X X

2x

R +1)

, 1
Fieu, g: R—>R u(x) =x>+ 1si g(x)=:/x. Obtinem f =gou, g, u derivabile si g'(x) =—%/72 , u'(x)=2x.
x

2)f:R> R, f(x)=%x>+1 este derivabild si f'(x)=

Solutie.

2x = 2x

. ' o Yy _; —_—
Atunci f(x) = g'(u(x)) u(x)—3m _3m ’

3) Fie I, J, K intervale ale dreptei reale si /: 1 —J, g: J > K, h: K — R functii derivabile; atunci functia
F =hogo f este derivabila (pe I) si F'(x)=h"(g(f(x))-g'(f(x))f'(x).
Solutie. F'(x)=((hog)o f) (x)=(hog)(f(x)) f'(x)= =h'(g(f(x)) &'(f (X)) f'(x).

Ca o sinteza a formulelor obtinute, vom prezenta urmatorul tabel al derivatelor functiilor elementare.

f D E 1 D, Observatii
¢ (constantd) R 0 R
X', n € N* R n-x"! R
x%, o€ R* (0, +0) o xe! (0, +0)
2 * ! !
Yx.neN [0, +o0) 2 Ix (0, +o0) S4(0)=+o0
a,a>0,a#1 R a*Ina R
1
Inx (0, OO) ; (0, OO) a=e= (ex )! — e,\r
log,x,a>0, a1 (0,0) : (0,00)
x-Ina
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Derivate de ordinul al doilea

In cele ce urmeaza, consideram D < R.

Definitie.

Fie f: D — R o functie si x, e D(1D'. Functia f este
derivabild de doud ori in x, (respectiv are derivatd de ordinul
al doilea in x,) daca:

1) f este derivabild pe o vecinatate /" a lui x,.

2) functia derivata f'>D, —>R este derivabila in x, (res-

A R "(x)—f'(x
pectiv are derivata in x,), daca exista hmM e R

X=X, X=X,
(respectiv lim ST )=S"(x)

X=X X — xo
In acest caz, limita se noteaza cu f"(x,) (sau

eR). ,
d
—é;(zx 0) sau
D’f(x,)) si se numeste derivata a doua (sau derivata de ordinul al

doilea) a functiei f in punctul x,,.

Observatie.
f"=(f",f":D; >R, unde D, este domeniul de deriva-
bilitate al functiei f": D, —>R.

EREMPLY

fTR->R, f(x)=5x% + 2x,
derivata de ordinul 1 este f’(x)=15x"+2,

derivata de ordinul al 2-lea este f"(x)=30x.

In mod asemainitor se defineste prin recurenta derivata de
ordin n € N* a functiei /: D — R si se va nota /™.

f(n) — (f(nfl))r’ Yne N *

Conventie.
Derivata de ordinul 0 a functiei f coincide cu f, adica f© = f.

PROBLESE

—_—

@ 1. Calculeaza derivatele urmatoarelor
functii specificand, in fiecare caz multi-
mile maxime de definitie ale functiilor

si f:
a)f(x)=x*-3x>+2x+ 1;

b)f(x)=x*+x*+x+1;

<l

P 2o psiE

e

12) Calculeaza derivata de ordinul al
2-lea pentru fiecare dintre urmatoarele
functii si stabileste, in fiecare caz, dome-
niul de derivabilitate D,. .

a) f:R->R, f(x)=c,ceR;
b)f:R->R, f(x)=3;

¢c) TR->R, f(x)=x%

d) f:R*>R, f(x)=x",neZ*;

&) f:(0,+%) >R, f(x)=¥,reR;
f) TRo>R f(x)=x>+2x%

) (R* SR, f(x)=1;

X
h) £:00,+0) >R, f(x)=X/x,neN*;
i) f:R>R, f(x)="x,neN*;

D R=>R,f(x) =27

k) f:(0,+0) >R, f(x)=1gx,

) f:R—(0,+©), f(x)=a",a>0sia#1;

m) f:(0, +0) >R, f(x)=log,x,a>0,a#1.

f) f (¥) = x*Inx ;

g) fix) = x* Ina, unde a > 0;

h) £(0)=1% inde a > 0:
X

&) fix) = xe; D S
9 fe=L; DS @ =2

i k) f(x)=3"+x-6"+2%
e) f(x)=e—x; D) f(x)=x>+1%
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m) f(y) = x>+ 3%
n) f(z)=x+)~

@ 2. Calculeaza derivatele functiei f (specificand
domeniile maxime de definitie ale functiilor f'si f’):

2) f (x) = (2x + 3)";
b) £ (x) = (ax* + bx + ¢)’', unde @, b € R;
Q) f () = (¥ — x);

d) ()= —x;

&) f()=A1-x;

f) f(x)=Vx-e" +x;

g f(x)=¢";

h) f(x)=7-¢".

@ 3. Calculeaza derivatele urmatoarelor functii pe
domeniile maxime de derivabilitate:

) /() =e e
bW =e+e

C)f(x)=ex+e,x;

et —e”
PE—

D) =" =

e)f(x)=1-x4
f) f(x)=N1-x*;

o

4 >

g) f(x):

1—-x

1

4
- X

h) fix) =In

@ 4. Calculeaza derivatele de ordinul al 2-lea
pentru urmatoarele functii f: D — R, unde D < R
este domeniul maxim de definitie:

a)f(x)=x3+3x+1;

b) f(x)=

X4 3x+17
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c) f(x)=3"+x%
d) () = 3+

e) f(x)=2"+log, x;
f)f(x)=e",aeR™;

1
xX+a

h) f(x)=In(x +a),acR.

g) f()=

,aeR;

@ 5.Fief: R— R Calculeaza /" pentru urmétoarele
functii:

200 =2+ 1;
b) f(x)=—

x’ +1;
) f(x)=x'+3;
d) f(x) = In(x* + 3);
e) f(x) =x* - 2x;

f) f(x) — ex2—2x .

@ 6. Pentru f: (1, to) > R, f(x) = In(x — 1),
calculeaza f".

@ 7.Pentruf: R —> R, f(x) = 3% calculeaza f".

@ 8. Calculeaza:
a) f(0)+x-£'(0) pentru functia f (x) = e™;
b) £ (3)+(x—3)- f'(3) pentru functia f(x)=+x+1.

@ 9. Daca Ic Rsiu, v:

derivabile si u(x) > 0, V x € [, atunci functia u" este
1

I —> R sunt functii

derivabila si (u") =v-u"" -u'+u" -Inu-v'.

@ 10. Folosind formula de derivare din exercitiul
anterior, calculeaza:
a) xln x;

b) (In x)*;

9) x‘/;9

d) (Jx)*.



@ 11. Dedu formula sumei:
S =1+ 2x + 3x* + ... + nx"! din egalitatea:

n+l

x—Il,Vxe R\ {1},

X —

l+x+x2+.+x"=

@ 12. Demonstreaza ca functia

{l—x,xSO
fTR>R, f(x)=

Calculeaza 1.

este derivabila.
, x>0

@ 13. Fie f: R > R o functie cu proprietatea ca
functia g: R— R, g(x) = x - f(x) este derivabila intr-un
punct x, € R*. Aratd ca f este derivabild in x,.

@ 14. a) Daca f: I > R este strict crescatoare
(crescatoare) si derivabila, atunci f'(x) > 0 (respec-
tivf'(x)=20),Vxe [

b) Daca g : I — R este strict descrescatoare
(descrescatoare) si derivabila, atunci g'(x) < 0 (respec-
tiv g’'(x)<0),Vxe L

X

@ 15, Deriveaza functiaf: R* > R, f(x)=

-
1+e*

@ 16. Studiazad continuitatea si derivabilitatea
functiei /: R > R, f(x) = max {x, x?}.

@ 17. Fief: R —> R o functie derivabila. Arata ca:
a) dacd f este pard, atunci f' este impara;
b) dacd f este impard, atunci /' este pard.

@ 18. Arati ci ;

a) y= verificd x-y'=y-(y-Inx—1);

l+x+Inx

2
X

b) y:x-€77 verifica x-y'=(1—x2)'y;

c)y=x- e~ verifica x-y'=(1-x)-y.

@ 19.Fief:R—> R,

SO =@ -x)x-x) ... (x-x) x, X,

distincte doud cate doud. Arata ca:

a) S + ! +.+ L,
f(x) x-x x-x, X—Xx

Vxe R\ {x,x,..,x};

b) £(x)- f()<(f'()’, ¥xe R

Lx € R,
n

Pentru miscarea rectilinie pe axa Ox, cunoasterea
ecuatiei de miscare x(¢) oferd posibilitatea
determindrii ecuatiilor vitezei v(¢) = x'(¢) si
acceleratiei a(f) = V() = x"'(¢), cu toate consecintele
din interpretarea geometrica a derivatei.

@ 20. Un mobil pleaca dintr-un punct cu o viteza
initiald v, = 5m/s si acceleratia @, = 2m/s*>. Dupd un
interval de timp &, din acelasi punct pleaca un alt
mobil Intr-o miscare uniformd, cu viteza v, = 20m/s.
a) Pentru ce valoare a lui 6 mobilele se intalnesc doar
o data?

b) Interpreteaza geometric faptul X/ /%,
ca, la momentul Intalnirii,
mobilele au aceeasi viteza.
(Ecuatia miscarii uniform

at’
accelerate: x =vyr+ -

Ecuatia miscarii uniforme: x = vf).

@ 21. Dintr-un punct pleacd doua mobile cu
ecuatiile de miscare x () = 5¢* + 2¢t, x,(t) = £ + 21> + 41,
unde x este masurat in metri si 7 in secunde. Determina:
a) momentele de intalnire;

b) ecuatiile vitezelor si acceleratiilor celor doua mobile;
c) vitezele si acceleratiile mobilelor in momentele
de intalnire;

d) momentele in care vitezele si respectiv accelera-
tiile mobilelor sunt egale.
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4. Proprietati generale ale functiilor derivabile pe un interval

¢ Teorema lui Fermat

(Pierre de Fermat, 1601 — 1665, matematician francez, pre-
cursor al calculului diferential al geometriei analitice, al teoriei
numerelor si al calculului probabilitdtilor).

A
Fie functia f: [-1,3] > R, 2 -----------------
f(x)=|x: Imf =10, 3]; y, = O este Nl
minimul functiei obtinut pentru
x, = 0, iar y, = 3 este maximul l
functiei obtinut pentru x, = 3. : . -
1 0 1 2 30

Definitie.

Fie f: D € R — R o functie. Punctul x, € D se numeste
punct de minim absolut (global) al functiei f daca: f (x) < f (x),
Vxe D.

Punctul x; € D se numeste punct de maxim absolut (sau
global) al functiei f'dacé: f'(x) < f(x), V x € D.

o b Functia f: (-2, 4) > R, f(x) = x* este marginita, x = 0
@ este punct de minim global, /' (0) < f(x), V x € (-2, 4),
dar nu are puncte de maxim global.
Definitie.

Fie f: D < R — R o functie si x, € D.

Punctul x, se numeste punct de maxim relativ (sau local) al functiei
/, dacd existd o vecindtate V' a lui x, astfel incat f/ (x) < f (x),
V x € VN D; f(x,) se numeste maxim relativ al functiei.

Punctul x, se numeste punct de minim relativ (sau local) al
functiei f, daca exista V' o vecinatate a lui x astfel incat
f(x) < f(x),V x€ VND,;f(x,) se numeste minim relativ al functiei.

Punctul x; € D este punct de extrem relativ (sau local) al lui
f daca este punct de minim sau de maxim relativ (sau local).

ot . g Fie functia ce are

graficul trasat in figura
aldturata. x; si x, sunt
puncte de maxim local, iar x,

si x, sunt puncte de minim lo- |
cal.
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1) Arata ca functia:
a) f:[0,+0) >R, f(x)=x+2
are punct de minim global, dar nu are punct
de maxim.
b) f:(=0,0] >R, f(x)=x+2
are punct de maxim global, dar nu are
punct de minim absolut.

2) Ce puncte de minim sau maxim
global au urmatoarele functii definite pe
domeniul maxim?

a) f(x)=x"—1;
b) f(x)=3x"—x*-2.

3) Se considera functia f: R > R,

x* ,x<0
f(x)=92 ,x=0.
x+a,x>0

Determind a € R pentru care x = 0
este punct de maxim local al lui f.

4) Se considera functia f: R > R,
,x#0
f(x)={ e . Aratd ca x = 0 este
punct de minim local (si global). Observa
ca x = 0 este punct de discontinuitate,
deci f'nu e derivabild in x = 0.

|x

5) Determinad extremele functiilor
ffR->R:
a) f(x) =x* + 2x;
b) f (x) = min{x, 1 — x};
¢) f (x) = max{-x, — x*};

d) f(x) =P - 1].




Observatii.

¢ Un punct de maxim relativ nu este in mod necesar un
punct de maxim absolut (in care functia are cea mai mare valoare
pe domeniul D); un punct de maxim absolut este si punct de
maxim relativ.

¢ Un punct de minim relativ nu este in mod necesar un
punct de minim absolut (in care functia are cea mai mica valoare
pe domeniul D); un punct de minim absolut este, in acelasi
timp, si un punct de minim relativ.

¢ Este posibil ca un minim (relativ) al functiei sa fie mai
mare decat un maxim (relativ) al functiei.

Urmadtoarea teorema aratd legatura intre punctele de extrem
ale unei functii derivabile si zerourile derivatei intai.

Teorema lui Fermat.

Fie I c R un interval si f: I — R o functie derivabila intr-un
punct de extrem local x, din interiorul intervalului / (x, € I si x,
nu este capat al intervalului); atunci /’(x,) = 0.

Interpretare geometricd

Teorema lui Fermat aratd ca, daca f: I — R este derivabila
si x este un punct de extrem local din interiorul intervalului I,
atunci tangenta la graficul functiei f dusa in punctul de abscisa
x, este paraleld cu axa Ox.

Observatii.

¢ Reciproca teoremei nu este in general adevarata.

Exemplu. - R - R, f{x) = x> are f'(0) = 0, dar 0 nu e punct
de extrem pentru f (f este crescatoare).

¢ Daca X, nu e punct interior lui /, propozitia din teorema
lui Fermat nu este adevarata.

Exemplu. f: [0, 1] - R, flx) = x admite x, = 0 si x, = 1
puncte de extrem, dar f'(0) = f'(1) = 1.

-

6) a) Arata ca, daca a, b, c € (0, +o)
sia"+ b+ ¢ =3, Vxe R, atunci
a-b-c=1.

b) Determina ¢ € R daca

15 +2" 23" +a",VxeR.

Indicatie.

a) Definim functia /': R > R,
fX)=a+ b+ c -3
x, = 0 este punct de minim absolut, deci
este evident si un punct de extrem local
din interiorul intervalului R, iar f este
derivabild. Aplicim teorema lui Fermat
si rezulta /'(0) = 0;
Ina + Inb + + Inc = 0; abc = 1.

7) Determina punctele critice pentru
functiile /- D,, — R urmatoare (D, este
domeniu de derivabilitate al functiei /).

a)f(x)=x*-27x;

b) f(x)=x"—x;
¢) f (x) = 2 ~Inx ;
d) f(x)= xj‘il ;
&)/ (x) = 20

f) f(x) = x* + 3x;
2) /() = Inx — 2;

b S0 =52

i) f(x)==>

Definitie.

Daca f: I — R este o functie derivabila pe un interval I,
atunci punctele o € [ pentru care f '(a0) = 0 se numesc puncte
critice ale lui f pe 1.

x2_17

P re=25

Observatie.
Teorema lui Fermat afirma ca punctele de extrem local se
gasesc printre punctele critice.
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8) Fie f: R > R o functie derivabila
care se anuleaza in punctelea, <a,<..<a,.
Aratda ca f' se anuleaza cel putin in
n — 1 puncte.

Indicatie.

Aplica teorema lui Rolle restrictiei
functiei f la intervalele [a,, a,], [a,, a,],
- la, , al




¢ Teorema lui Rolle
(Michel Rolle, 1652 — 1719, matematician francez).

Teorema lui Rolle.
Fiea,be R,a<bsif: [a, b] > R o functie cu urmatoarele
proprietati:
1) f este continua pe [a, b];
2) f este derivabila pe (a, b);
3)f(a) = f (D).
Atunci dc¢ € (a, b) astfel incat f'(¢)=0.

Interpretare geometricd

Fie A(a, f (a)), B(b, f (b)); cum
f(a) = 1 (b), rezultd AB || Ox. Daca
graficul functiei f admite tangenta in

y

orice punct din (a, b) si coarda [4B] ol A
este orizontald, atunci exista cel putin un punct al graficului in
care tangenta are directia axei Ox.

Exercitii rezolvate.

1)Fief:[0,1] > R, f(x)=x*—x+ 1; ffiind elementara, rezulta:
a) f'continua pe [0, 1]; b) f'derivabila pe (0, 1); ¢)f(0)=f(1)=1.

Din teorema lui Rolle, exista ¢ € (0, 1) astfel incat f'(c)=0.

. 1 1
intr-adevar, /7(c)=0, 3¢*~1=0, ¢, =— 2(0,1)
B

3

€(0,1), ¢, =

2) Fie ay, a,, a,, a,, a, € R, a, # 0 cu proprietatea:
a, a a, a a - .
Ly 124 5 4 (). Aratd ca ecuatia:
1 2 3 4

4 2 . . -
ax* +a;x’ +a,x* +ax+a, =0 are cel putin o solutie reala.
Solutie.

Fief: [0, 1] > R, f(x)— %

x4+a23 a -
4

X +— x+a0
2

x+

f este derivabila, deci si contmuz‘t, pe [0, 1]; £ (0) =0 = f(1).
Conform teoremei lui Rolle rezultd existenta unui punct inter-
mediar ¢ € (0, 1) pentru care f'(c)=0, conditie echivalenta cu
act+actactact+a,=0.

Consecinte ale teoremei lui Rolle

Consecinta 1.
Fie f': [a, b] = R continua, f derivabila pe (a, b) si
f(a) = f(b) = 0; atunci existd ¢ € (a, b), astfel incat f'(c)=0
(Intre 2 zerouri ale functiei se afla cel putin un zerou al derivatei).
Consecinta 2.

Intre 2 zerouri consecutive ale derivatei se afla cel mult un
zerou al functiei.

Fie f'(x;)= f"(x,) =0, x, <x, zerouri consecutive ale lui /.
Presupunem cd Jx,, x, zerouri ale functiei f/ (x; < x, < x, < x,).
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9) Aplica teorema lui Rolle functiei

f:03,5] > R, f(x) =3 -x)(5 —x).

10) Studiaza aplicabilitatea teoremei
lui Rolle pentru functiile:

a) f:[0,2] >R, f(x)=

x+1, x e[—l, 0)
b) f-L1\ {0—>R f(x)= e

Indicatie.

a) Studiaza derivabilitatea functiei f
inx=1.

b) Studiaza derivabilitatea functiei f
inx=0.

11) Fie f: [-1, 1] > R, definita prin

{xz +tax+4 ,xe[-1,0]
f@=1" :
3x"+bx+4,xe[0, 1]
Determina valorile parametrilor a si b
pentru care f verifica ipotezele teoremei
lui Rolle pe intervalul [-1, 1].

Indicatie.

i) f(-1) = f(1) si f este derivabila pe
[-1, 1]\ {0}.

a,beR

2
X tax
=lim

X.

ii) £(0) =£n/1gf (x))c:g © —a

X

2
£(0) = lim 2 f(x) f(o) lim >y
PN X
Functia f este derlvablla in x = 0 daca si
numai daca a = b. Din i) si ii), f verifica
ipotezele teoremei lui Rolle daca a = b.

12) Aratd ca ecuatia
axX"+ax"'+ax"?+ . ta, x+a, =0
are cel putin o solutie in intervalul (-1, 1),
daca are loc relatia:

D B b D
2n+1 2n-1 2n-3 1
Indicatie.

Aplica teorema lui Rolle functiei

2n+1

Fi[-LI] >R, Fx)=—20 x4
2n+1
2y L2y y, X
2n
—



Conform consecintei 1, din f (x,) = /' (x,) = 0 rezultd ca exista
A -

x, € (x,, x,) astfel incat f'(x;)=0, contradictie deoarece

x, <Xx; <x,six, x, sunt zerouri consecutive ale lui f".

Sunt posibile situatiile prezentate in figurile urmatoare:
N

y
| y
AV

ol Ta c Al

S(a)=f(b)=0 f'(x)=f"(x,)=0

dce(a,b)al. f'(c)=0 S(x3)=0,x; €(x,x,)

¢ Teorema lui Lagrange
(Joseph Louis Lagrange, 1736 — 1813, matematician francez).

Teorema lui Lagrange.

Fiea,be R, a<bsif: [a, b] > R ce verifica proprietatile:
1) f continua pe [a, b]; 2) f derivabila pe (a, b).
SO -f@ _
——==f"(c).

P A

Atunci existd ¢ € (a, b) astfel incat

Interpretare geometricd y

Daca graficul lui f admite  f(b)
tangentd in fiecare punct (cu
exceptia eventual a extremitatilor) /(@)
exista cel putin un punct pe grafic .
in care tangenta este paraleld sau a ¢ b
coincide cu coarda [AB] ce uneste extremitatile acestuia.

Observatie.

Teorema lui Lagrange generalizeaza teorema lui Rolle
(intr-adevar, daca in plus f (@) = f(b), atunci f'(c)=0).
Aceasta teorema se numeste si prima teorema a cresterilor fi-
nite sau prima teorema de medie.

Exercitii rezolvate.

1) Determind punctul intermediar ¢ obtinut prin aplicarea
teoremei lui Lagrange functiei
Bl >R f)=m+nx+p@me R* n,pe R).

Solutie.

f este continuad pe [a, PB], f este derivabila pe (o, B), deci
SB) - f(o)

f-a

+
2mc+n=m(a+P)+n, deci c= OLTB (adica ¢ este mijlocul

existd ¢ € (a, P) astfel incat f'(c)= . Obtinem

segmentului de pe axa Ox ce are abscisele a respectiv p).
Acest rezultat ne aratd modul in care se poate construi cu
rigla si compasul tangenta intr-un punct al parabolei.
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13) Arata ca, daca f: R — R este o
functie derivabila, atunci pentru orice
interval [a, b] existd un punct ¢ € (a, b)
astfel incat: f'(c) =M f(o).
(c—a)c-b)

Indicatie.

Se aplicd teorema lui Rolle pentru
functia g : [a, b] > R,

gx) = (x —a)(x = b) - f ().

14) Arata ca urmatoarele functii veri-
ficd numai una din conditiile teoremei
lui Rolle, iar concluzia teoremei nu se
verifica.
a)f:[0,2] > R, f(x)={
este discontinua in x = 2,
S'(x)=1,Vxe(0,2);

b) g : [-1, 1] > R, g(x)=|x| nu este

-1, xe(-1,0)
1,xe(,1)

c)h:[0,2] > R, h(x) = x,

h(0) = h(2), h'(x)=1,Vxe(0,2).

x,x€[0,2)
0,x=2

derivabila in 0, g'(x) ={

15) Concluzia teoremei lui Lagrange se
poate scrie:
»dc € (a, b) astfel incat

S@SB) -
a->b
sau

»dc € (a, b) astfel incat

f(®)=f(a)=f'(e)b-a)™?

16) Studiaza aplicabilitatea teoremei

lui Lagrange si aplic-o, unde este posibil,
in cazul functiilor urmatoare:
X

a)fi[oab]%R,f(x)=1—,0<b<1;
-X

by £- _ x”, xe[0,1] _
) A0SR tx—l,xe(l,zl

17) Determina punctul intermediar
c € (0, 1) prin aplicarea teoremei lui
Lagrange functiei f: [0, 1] —> R,
f(x)=3x*-5x+7.

- - - - - _



b— b—
2)a) Daca 0 <a < b, demonstreaza ca: 24 <Inb-Ina< a .
a

1
b) Fie x > 0; aratd ci: ——<In(x+1)—Inx<—.
x+1
5 cq lim 1+l+l+ +l = +00

c) Arata cd M R .

Solutie.

a) Definim functia f: [a, b] > R, f (x) = Inx; f este continua
pe [a, b], derivabila pe (a, b). Conform teoremei lui Lagrange,

3 ¢ € (a, b) pentru care lzlnzﬂ‘ Din a < ¢ < b rezulta
c -a
1 1 1 .1 Inb-Ina 1
—<—<—,deci —<——<—.
c a b b—a a

b) Pentru a = x si b = x + 1 se obtine afirmatia.
. 1
c¢) In inegalitatea In(k +1)—Ink <E’ dam lui & valori de la

1
1 la n si, insumand, obtinem: 1n(n+1)<1+5+...+—, Yn=l.
n

Cum limIn(n+1) =+, rezultd ca lim(1+l+...+1J _——

n—>0 n—>0 n

Consecinte ale teoremei lui Lagrange
Fie I — R un interval.

Consecinta 1.
Daca f: I — R este derivabila si f'(x)=0,V x € [, atunci f
este constanta pe /.

Observatie.

Daca [ nu este interval, concluzia poate fi falsa. Fie functia

-1, x<0
f:R* >R, f(x) :sgnx:{ * , f derivabila,
I, x>0

f'(x)=0, dar f nu este constantd pe R* (R* nu este interval).

Consecinta 2.
Daca f, g : I > R sunt derivabile pe intervalul /si f'=g’,
atunci g — f este constanta pe /.

Observatie.
Conditia ca / sa fie interval este esentiala.

-1 0
Fief, g : R* > R, f(x) = ¢, g(x)z{e s

-1, x<0 . .
nu este functie constanta.
I, x>0

9 :ga
e"+1,x>0

dar g(x)-f(x)= {

Consecinta 3. Monotonia functiilor

Fie f: I - R o functie derivabila pe intervalul /.

a) Daca f'>0 pe I, atunci f este strict crescatoare pe /.

b) Daca f'<0 pe [, atunci f este strict descrescatoare pe .
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18) Fie functia f: [1, 2] > R,
f(x) =x + Inx. Arata ca exista ¢ € (1, 2)
astfel incat 1+1In2= f'(c). Determina
efectiv valoarea lui c.

Consecinte ale teoremei lui Lagrange
19) Fie functia f: [1, 0] > R,
fix) =x"9 a> 1. Arata:

1 1 .
D G (a_l)[f(k)—f(kﬂ)]<F

keN*;
b) i+i+...+i<

24 3 n‘

< ! [fD)—-f(n+D],neN,n=2.
(a=1)

Solutie.

a) Pentru orice k € N*, restrictia lui /'
la intervalul [k, k£ + 1] este derivabila.
Conform teoremei lui Lagrange, exista
¢, € (k k+1)cu fk+1)—-f(k)=1"(c,).
Avem, Vx = 1, f'(x)=(1-a)x™* si
f"(x)=a(a—1)x*">0. Rezulta ca
functia f” este strict crescatoare.

Din k < ¢, <k + 1 rezulta
S'(k) <f"(c,) <f'(k+ 1); din aceasta, prin
inmultire cu Ll > 0, obtinem inegalitatea
a—
1 1
<
(k+D* (a-1)

[£()-7k+D] <

b) Din prima parte a inegalitatii de la
punctul a) rezulta:

1 1
<m[f OESL (2)]

2¢

1 1
¥ < m[f(z) - /3]
i< ..... 1[f(n)_f(n+1)]
n® (a-1)

Insumand aceste inegalititi, obtinem:
1 1 1

1
SR U RN

e



c) Daca f este strict crescatoare (crescatoare), atunci
fl(x)=0,Vxel.

Observatie.
Conditia ca [ sa fie interval este esentiala.

1
Desi functia f: R¥* > R, f(x)=— este derivabila si are
x

. TR 1 .
derivata negativa ( f'(x)=-—<0, V x € R¥), f'nu este strict
X

descrescatoare pe R* (f(—1) = -1 <1 = f (1)), insa f este strict
descrescatoare pe fiecare din intervalele (—oo, 0) si (0, +o0).

Consecinta 4. Derivata unei functii intr-un punct
Fie / < R un interval, f: I — R o functie si x, € /. Daci f este
continud pe /, derivabild pe 7 — {x } si existd lim f'(x)=/eR,
XX

atunci existd derivata lui f'in x; si f'(x,)=1.
Observatii.

¢ Conditia ca f sa fie continud in x, € I este esentiala.

-1, x<0
0,x=0
I, x>0

f(x)=sgnx=

nu este continua in x = 0, este derivabila pe R* si ling f'(x)=0.
X

Evident ca f nu e derivabild in x = 0 (0 fiind punct de discon-

tinuitate).

¢ Consecinta 4 exprima conditii suficiente, nu si necesare,
pentru ca o functie f:/— R si fie derivabild in x, € 1.

¢ Adesea, in aplicatii, consecinta 4 se utilizeaza cand x,
este capit de interval. In acest caz, /= f/(x,) respectiv / = f. (%) -

115

-

20) Fie/c Runintervalsif: 7—> R o
functie derivabila.

Arata ca feste constanta daca si numai
daca f'=0.

21) Determina intervalele de mono-
tonie pentru functiile urmatoare.

a) f(x)=x>+3x2 - 2;
b) f(x)=

X
X +2

22) Studiaza derivabilitatea functiilor
urmatoare in punctele indicate, folosind
consecinta 4 a teoremei lui Lagrange:

a)/:R— R, f(x)z{zx <0

x*, x>0

punctul x, = 0;

b) f:(0,+2) >R, f(x)=|[lnx-2

punctul x; = e

, In

1
x+1

A

& in
b

c) [TR\{-I} >R, f(x)=

punctul x, = 0;

X +1

, X €(—o, —1)

d)f:R>R, f(x)=1x, xe[-1,1]

X +1

,xe(l, +o)

in punctele x, = —1 si x, = 1.




P_‘.';_!'LE-*E C 1. Stabileste caror functii li se poate

o
=== aplica teorema lui Rolle si determina punctele
intermediare ¢ din concluzia teoremei.
PROPSE ) f:[0, 1] > R, f(x)=1+x—x"

D) f: L 11> R, ()=
@ 2. Daca numerele reale a,, a, ...

a, 2-a, 2°-a 2"-a
G 274 24+ ~=0, arata ca functia
1 2 3 n+l1

11, ez]—>R,f(x)=a0+al-lnx+

se anuleaza in intervalul (1, ¢?).

, a, verifica

.. Ta -In"x

@ 3. Fief:[a, b] > R continua pe [a, b] si derivabila
pe (a, b). Arata ca pentru orice A € R intre doua zerouri
ale lui f'se afla cel putin un zero al functiei - /' + f".

@ 4. Determind c, din teorema lui Lagrange
aplicata functiei /: [0, 1] > R, f(x) =x" si apoi limc, .
@ 5. Aplicand teorema lui Lagrange functiei

1
f:00,x] > R, f(?) =m , vom determina 0 =0_si

0<0_ <1 astfel incat f(x)—f(0)=x-1"(0,-x).
Calculeazd lim0 .

xN\0

@ 6. Fie n € N*. Aplicand teorema lui Lagrange
functiei f: [n, n + 1] > R, f(x) = Inx, verifica

1 1
inegalitatile: ——<In(n+1)—-Inn<—.
n+1 n

X

@ 7. Fiefunctiaf: R—> R, f(x)=— x
x°+

a) Calculeaza lim f(x).

b) Verifica aplicabilitatea teoremei lui Lagrange pe
un interval [c, d] < R.

c) Aratd cd lim )" f'(x,)=—f(1)= —% , unde x, este
n—+0 =0

punctul intermediar obtinut prin aplicarea teoremei

lui Lagrange functiei f pe intervalul [k + 1, k + 2].

@ 8. Fie functia f: (1, ©) > R,

f(x)=1In(1 + Inx). Arata ca:

1
) e may, k- B<

<

—,Vke N, k> 2;
k(1+1Ink)
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b) ! + ! +
2(1+1n2)  3(1+In3)

! >
n(l+Inn)

> f(n+1)- f(2),¥Yne N, n > 2.

@ 9. Stabileste inegalitatea:
e>1+1In(1+x),Vx>-1,x#0.
(Institutul de Arhitecturd, Bucuresti, 1995)

@8 10. a) Demonstreaza inegalitatea: e* > x + 1,
Vxe R,
b) Arata inegalitatea dintre media aritmetica si me-
dia geometricd a n numere pozitive.

(G. Polya)

@ 11. Demonstreaza inegalitatea:
X

<In(l+x)<x, Vxe(-1,0)U(0, + ).
x+1
@ 12. a) Studiaza monotonia functiei

|
S:0,%0) > R, f(x) ==

X
b) Demonstreaza inegalitatea
n>m+1y,¥Yne N, n=3.

@ 13. Determina m, n € R astfel incat functiile
urmatoare sa fie derivabile pe intreg domeniul de
definitie:

X +n, x<2 )

a)f: R—>R, f(x)={

2
mx+n,x>2

2mx® +n, x<I

b)f: R >R, f(x)={

2x2+3m,x>1’

> +n,x<2
x +1 ;

mx+n,x>2

o)f:R—->R, f(x)=

T +n, x<I
2+x

2x*+3m, x>1

df:R>R, f(x)=

@ 14. Determina m, n € R pentru care functia

710, +0) - R, f(x)={ln X, xe(O, e]

mx+n, xe(e, +0)

este derivabila.
Indicatie. Se poate utiliza o consecintd a teore-
mei lui Lagrange.




@ 15. Fie intervalul /  Rsi f: I — R functie deriva-
bila. Daca f este crescatoare, atunci f'(x)=0,V x€ L

1
@ 16. Demonstreazd ca x+—=2,Vx >0,
X

@ 17. Determind intervalele de monotonie ale
urmatoarelor functii:

a)f:R—>R, f(x)=-x*—4x-1;
b) f: R >R, f(x)=(x-2)
)f:R> R, f(x)=(x+4)

d) /- R—> R, filx)=x>+ 4x +1;
e) /:R—>R, fix)y=x*—3x+2;
f) f: R> R, fix)y=-x*+5x-6;
8) /1 R—> R, flx) = x(x - 2);

h)f: R\ {2} > R, f(x)=L;

x—2
DSR2} >R f()=—:
DRV SR, fx)=—;
x—1
‘R _ __
Kf:R-{1} >R, f(x) GO

&8 18. Fie functia /: R > R,
f(x)=x |x - 1| —|x +d|, a € R. Determina
parametrul real a pentru care f este derivabild pe R.

@8 19. Arati ca, pentru orice a, b € R*, a < b, daca
f: [a, b] > R este o functie derivabila pe [a, b]
astfel incat af (b) = bf (a), atunci exista ¢ € (a, b)
asa incat f(a)— f(c)+ f(b)=(a—c+b)- f'(c).

@ 20. Fie f: [a, b] — R derivabila si marginitd pe
(a, b). Atunci exista ¢ € (a, b) astfel incat
a—-2c+b ,
A0 pe).
(c—a)(c—b)

@ 21. Arata cd existd : R—R cu una din proprietatile:
a) f este continud, dar nu este derivabild in a = 1;
b) f'este continud, are derivata dar nu este derivabila
ina = 0;

¢) f are derivata dar este discontinud in a = 0.

@ 22. Daci a,, a,, ..., a, € R, si
a +ay+.+a,>n,V x € R, atunci a,-a,"...-a, = 1.
@ 23. Determind a € (0, 1) U (1, o) pentru care
azx+1,Vvxe R

(W. Sierpinski)
@8 24. Giseste a > 0 pentru care are loc inegalitatea
2+ a=23F+4 Vxe R

@® 25. Determind a € R pentru care are loc
inegalitatea (1 +x)" > 1 +ax, Vx> -1 si n € N* fixat.

@® 26. Determind a € R pentru care are loc

a
inegalitatea: x“+a=>1+—, Vx>0.
X

@ 27. Arati ci daci Z %
k+1

. . —1
atunci ecuatia: a,-x"+a, ,-x" +..4+a,-x+a,=0
admite cel putin o solutie reala.

=0 (¢, R,0O<k<n),

@ 28. Di un exemplu de functie f: [1, 10] - R
ce verifica conditiile din teorema Iui Lagrange pentru
care punctul intermediar ¢ € (1, 10) nu este unic.

@D 29. Fie 0 < a < b si f(x) = Inx; conform teoremei
lui Lagrange, existd cel putin un punct ¢ € (a, b)

astfel incat M = f'(c). Arata ca
—-a

J

@ 30. Rezolva in R ecuatia 3* + 4% = 2% + 5%,

(ﬁ

a+b
2

@@ 31. a) Se considera functiile ¢, : R > R
derivabile, 1 <i< 2,1 <j < 2si se defineste functia:
a,(x)  a,(x)
a4, (X) a5, (x)
derivabila si demonstreaza ca:
an(x) al,(x)| |a,(x) a,(x)
a4, (X) ay,(x)| |ay(x) ay(x)
b) Extinde regula precedentd pentru determinantii
de ordinul al 3-lea.

RS R, f(x)=

. Arata ca f este

2

()=
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5. Calculul unor limite de functii cu ajutorul derivatelor

In cazurile exceptate de teoremele referitoare la operatii cu
limite de functii se studiaza direct existenta limitei cu ajutorul
derivatelor, utilizdnd ,,regulile lui I’Hospital*

(Guillaume de 1'Hospital, 1661 — 1704, matematician francez).

0 . o
Aceste reguli se aplica in cazurile de nedeterminare 0 s1 —.
o0
Celelalte cazuri se reduc la acestea.

Regula I’Hospital
Fie / R un interval, x, € I'sif, g : I\ {x;} — R functii cu
proprietatile:

1) lim f(x) = lim g(x) = 0 (respectiv lim | £(x)| = lim [g(x)|+00) ;

2) f'si g sunt derivabile pe 7 — {x,} si g'(x)#0, Vxel\{x,};

3) exista hmf( X) ;
% g (X)
atunci g(x) # 0, Vx € I\ {x,} si exista hmf( )—1 S (%)
X=Xy g(x) X=X g (x)
¢ Cazul ¥ a2
azul exceptat 0 o
Exercitiu rezolvat.
Sa calculam: hm (n m e N¥);
Lx™

Solutie.

Fie f(x) =x" -1, g(x) = x" - 1, lin?f(x)=0, lin}g(x)=0;

fsi g sunt derivabile, g'(x)=m-x"" #0;
' n—1
SO i X

. n . n

lim— — =—, deci /=—.

x—1 g (x) >lm.x m m
Observatie. ’

Daca limita raportului ~——,; nu se calculeaza mai usor decat

limita raportului ~—, nu este indicatd folosirea teoremei lui
I’Hospital. £

De exemplu, fie f,g:R—>R, f(x)=e"—e " si g(x)=e" +e
Avem )1Ci_r>1010f(x) =0 si )1(1_1)1010g(x) =w; g'(x)=e" +e "

—-X

X _ X 2 X + —X
g(x)=ex—e_x;éOpentrux;tO,f(x):e e, sif(x)ze ei
g(x) e'+e™ gl(x) ef-e

¢ Reducerea cazului exceptat ,,0-c0“ fg= % - %

la una din formulele ,, 0 sau ,— “: ?

© g
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1) Calculeaza lim% .

X‘)tzce
Solutie.
Consideram f (x) = x si g(x) = ¢€*
1img(x)—+oo‘ f si g sunt derivabile;
g'(x)#0,VxeR; hmf( )—1 ixz(),
X—>0 g (x) x>0 o
deci limix=0.

X0 o

2) Dupa modelul exercitiului prece-
dent, calculeaza:
2
a) limx—;
X—>0 e
3

b) lim >

*)ooe
xk
¢) lim—, unde k € N*;

X—>0 e

7
d) lim 1

x—1 x

3) Calculeaza 11{413\/; ‘Inx .

4) Calculeaza:
2) lim -3x+2

ol xd 4 x? —5x+3°

n+l

b) lim ™ —(n+1Dx"" +x
ol (x=1)° ’

¢) lime* ln(l—lJ ;
X—>0 X

d) limx’Inx;
N0
1

e) lime *Inx;
N0

£ lim| ~———|;
=0 x  In(x+1)

g) lim L—; ;
=0 2x  x(e" +1)

1 1
. 2 . 1
h) limx (ex —e”‘}
X—0

|



-

Exercitiu rezolvat. i e y
Sa calculam liilgxlnx. i) vl (x+e ) ’ ) fl{%x
Solutie.
Suntem in cazul 0 (—0); xInx —ln—f. 5) Calculeaza:
x 1 1
Definim f(x) = Inx, g(x) :;, f,g:(0,+0)—>R. a) limx* ; b) 1in3(1+ x)*;
. . o N 1
11mlnx =—00, 11mg(x) =+00; f, g sunt derivabile, g'(x)= 7 #0. o) lim(1+x)"
11\_‘0 fg )) = h\_‘0 = li{rol(—x) =0, deci 11{101x-1nx =0.
SOgx) ’ 6) Calculeaza:
¢ Reducerea cazulu(; exceptat é_% 2) 11m } (0 BeRY):
,0 — 00 la cazul ”6“ f-g= 1
- 1+ x)'* —e
Exercitiu rezolvat. /g b) 115)1 X ’
Sa calculdm: a) lim(x—xInx); ~ b) 11{13(l+lnxj. ¢) lim x-e";
X—> X X
. 1
Solutie. d) 13{‘1?(x—1)-1nx_ ’
_1
a) lim(x—xInx) = lim %nx =lim 315 = oo e) lim(e" —x);
x—=0 x— x—0
+ 2
. * f) limx";
(1 _l+xlnx . Inx+1 iy
b) 11{13 —+Inx =11€3 =11§g =—00, i
A } X ’ 1 g) lim(Inx)*;
¢ Reducerea cazurilor exceptate fE=em =gt 3
”100’ 000’ 00“ h) lxlg)lxulnv . 2
Observatie. e —1-x-"2
| f@ @) Dl
Este bine sa evitdim scrierea: lim =1lim o X
=0 g(x) =0 g'(x) i) lim[In(x —e)(Inx ~1)] ;
aceasta egalitate avand loc doar cand ultima limita existad. Daca e .
nu exista lim S () , teorema lui I’Hospital nu este aplicabila. k) lim [#JX
X=Xy g(x X—>0
pPRIBLEAE
== @ 1. Calculeaza: @ 3. Calculeaza:
X Inx . lim [_ 1 j . 1.
SR ) lims = 3’ b) lim> =7 e e Y e L) hi;% xer J;
1
M+x -1, li Jx+27-3 c hml x e d lim[ 1 __1 j
C) Eclilg 3x ’ ) XIE}% Jx+4-27 ) x>1 ( ) ) =0\ " —1 1n(x+1) ’
@ 2. Calculeaza: @8 4. Calculeaza:
x 1 ln x . le_9 . . % .
) lim £ b) lim ¥ Q) lim@-x0)™%;  b) lim(inx)*;
1 1
o) lim ln(x + 1) d) lim In(e" +e ")‘ 0) lim(x -z l)x; d) lim (ln_x)ﬁ
X—>0 x + X X x—o\ X x—wo\ X
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6. Rolul derivatei de ordinul intii in studiul functiilor

Derivata 1ntai a unei functii ne da informatii despre monotonia
functiei si despre eventualele puncte de extrem ale acesteia.

EREMPLY

Fie /' : [a, b] & R o functie derivabild care are
urmatoarea reprezentare grafica.

VACY)
VA

VAC)
VACY)

(0]

VACY)

Grafic, observam ca:

* x,, X,, solutiile ecuatiei f (x) = 0, sunt zerourile functiei f si
punctele A(x,, 0), B(x,, 0) reprezintd intersectiile graficului
functiei cu axa Ox;

e x/, x5, x5, x},,xt, solutiile ecuatiei /”'(x) = 0, sunt zerourile
derivatei /" (numite si puncte critice ale lui f°) si pot fi puncte de
extrem local pentru functia f:

- punctele C(x], f(x))), E(x}, f(x})), 1(b, f(b)) sunt puncte de
maxim local;
- punctele D(x}, f(x})),F(&',, f(x'), H(a, f{a)) sunt puncte de
minim local;

- punctul G(x§, f(x%)) nu este punct de extrem pentru functia f
(vom vedea mai departe ca G este punct de inflexiune).

— pe intervalele [a, x{],[x5, x], [x}, b] functia f este strict cresca-
toare;

— pe intervalele [x], x5],[x}, x;] functia f este strict descresca-
toare.
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Sd interpretdm grafice
1) Fie f: [a, b] > R o functie deriva-
bila care are urmatoarea reprezentare

rafica:
g f(b)

i) Ce solutii are ecuatia f (x) = 0?

ii) Care sunt punctele de intersectie
ale graficului functiei f cu axa Ox?

iii) Ce solutii are ecuatia f'(x) = 0?
iv) Care sunt punctele critice ale Iui f/?

v) Ce puncte din plan sunt puncte de
extrem local pentru functia f ?

vi) Sunt punctele (a, f (a)), (b, f (b))
puncte de extrem local pentru functia f ?

vii) Care sunt intervalele de monotonie?

2) Imagineaza o reprezentare grafica
a unei functii f: [-2, 4] > R astfel incat
graficul sa intersecteze axa Ox 1n punctele
(0, 0), (2, 0), (4, 0) si urmatoarele puncte
sa fie de extrem local: (-2, 2), (1, 4), (3, —1).

Existd mai multe functii ale caror
reprezentari grafice verifica conditiile de
mai sus?

Imagineaza si traseaza inca o astfel de
reprezentare grafica.

3) Functia f:[-3,4]—>R are urma-
toarea reprezentare grafica.

T 0 :

-3 -1 1 3 4
Care sunt punctele de extrem local ale
functiei £ ? In care dintre aceste puncte,

graficul admite tangentd orizontala?

X

‘



Intervale de monotonie ale unei functii

O consecinta a teoremei lui Lagrange ne asigura ca o functie
derivabild este strict monotona pe intervalele pe care derivata
sa pastreaza semn constant.

SR ME Consecinta a teoremei lui Lagrange
/ O Fie f: 1 - R o functie derivabild pe intervalul /.
n:',-'-"' - a) Daca f(x) > 0, V x € [, atunci feste strict crescitoare

pe L
b) Dacd f'(x) < 0, V x € I, atunci f este strict descrescitoare pe 1.
c¢) Daca f este strict crescatoare (crescatoare pe /), atunci
f'(x)=0,vxel.
d) Daca f este strict descrescitoare (descrescatoare pe /),
atunci f'(x)<0,Vxel.

Un rezultat important relativ la determinarea intervalelor de
monotonie ale unei functii derivabile pe un interval este:

Propozitie.

Daca functia ': I - R, I — R interval, are proprietatile:

a) f este continua pe /;

b) f este derivabila pe / \ A, unde A4 este o multime finita si
f'(x)>0,Vxe I\ A.

Atunci functia f este strict crescatoare pe /.

Demonstratie.

Este suficient sa analizam cazul 4 = {a}, a € I.

Daci @ = min{x | x € I} sau @ = max {x | x € I}, riméne
valabild demonstratia consecintei teoremei lui Lagrange.

Dacd a este un punct din interiorul intervalului /, atunci
functia f este strict crescatoare pe intervalele (—oo, a] N 1 si
[a, to0) N ] i)

Oricare ar fi x, € (-0, @) N Isi x, € (a, +0) N I, rezulta
(0) </ (@) sif (@) <[ (x,), ceea ce implica £ (x) </ () i)

Din i), ii) functia f este strict crescatoate pe /.

Observatie.

Daci ipoteza ,.f'(x) > 0, Vx € I\ A” este inlocuitd cu
of'(x) <0,Vx € I\ A7, atunci functia f este strict descrescdtoare
pe L.
ENEMFL 6 )Fief:[0,2] >R, f(x)=x*+x. |
Folosind derivata functiei, arata ca )
f este strict crescatoare pe [0, 2].

Solutie.
Functia f este derivabila pe [0, 2] si

e

Sd demonstram monotonia functiilor
derivabile folosind derivata intdi!

4) i) Studiaza, cu ajutorul derivate-
lor, monotonia functiilor:
a)f:[-1,4] > R, f(x) =x*> + 5x + 6;
b)f:R >R, f(x)=x2+5x + 6;
©)f:[-3,3] > R f(x) =%
d)f:R>R f(x)=x
(parabola cubica);,

@fﬂLSL%RMﬂﬂ=%;
ff: R\ {0} - R, f(x)zi.

(hiperbola echilaterd);

ii) Studiaza monotonia functiilor de
mai sus fara sa folosesti derivatele.

5) Fief: [4,-1] > R, f(x) =x* + x.
Folosind derivata functiei, arata ca f este
strict descrescatoare pe [-4, —1].
Reprezinta grafic functia f si regaseste
grafic proprietatea demonstrata.

6) Fie f: R — (0, ), f(x) = e ™
Arata ca functia f este strict descresca-
toare pe R.

1

7) Fie f : R* > R, f(x)=e".
Studiaza, folosind derivate, monotonia
functiei (gasind intervalele de monotonie
ale functiei).

8) Fie f: (-0, 0] > R, f(x) = —x%
Folosind derivata functiei, arata ca f este

f'(x)=2x+ 1. Pentrux € [0, 2], f'(x)>0,
deci f este strict crescatoare pe [0, 2].

strict crescatoare pe (—oo, 0]. Reprezinta
grafic functia f'si regaseste grafic proprie-
tatea demonstrata.

1
9) Fie f: (0, 0) > R, f(x)=In—.
x
Arata ca feste strict descrescdtoare pe (0, )
10) Formuleaza enuntul propozitiei

pentru varianta ,, / functie strict descres-
catoare” si demonstreaza acest rezultat.

-



2) Fie f: R — (0, ), f(x) = e". Arata ca
functia f este strict crescatoare pe R.

Solutie.
Functia exponentiald este derivabila pe

Rsif'(x)=e">0,Vxe R, deci feste strict
crescatoare pe R.

3) Fief: [0, ©) > R, f(x) = -2
Folosind derivata functiei, aratd ca f este

strict descrescatoare pe [0, o).
Solutie.
Functia f este derivabila pe [0, o) si
f7(x) = —2x. Pentru x € (0, ), f'(x) < 0, deci
f este strict descrescatoare pe [0, o).
4)Fie f: (0, 0) > R, f(x) = —Inx. Arata ca
functia f este strict descrescatoare pe (0, o).
Solutie.
Functia f este derivabila pe (0, ) si

1
S'(x)=—=—.Cum x >0, avem f"(x) < 0, deci
x

f este strict descrescatoare pe (0, ).

5)Fie f: R > R, f(x)=3/x. Arata ca
functia f este strict descrescitoare pe R.
Solutie.

a) Functia f este continua pe R.
b) Functia f este derivabild pe R\ {0} si

f'(x):3%/lx72>0,‘v'x€ R\ {0}.

4
y
1
0 X
yl\
0
X
AN

Din a) si b) rezulta ca functia f este strict crescatoare pe R.

Puncte de extrem ale unei functii

1 ... interpretarea geometrica a teoremei lui Fermat
d G Daca reprezentarea grafica a unei functii derivabile

pe un interval admite tangenta intr-un punct de extrem,

ce nu coincide cu extremitatile graficului, atunci tan-

genta in acest punct este orizontala.

yl\

N
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11) Fie f: R — (0, ), f(x) = 2¢*. Arata
ca functia f este strict crescatoare pe R.

12) Fie f: [0, ) > R, f'(x) = —3x2.
Folosind derivata functiei, arata ca f este
strict descrescatoare pe [0, o).

13)Fief:R - R, f(x)= Ix’+2x-3.

Arata ca functia f este strict crescatoare.

1
14) Arata ca f (x) = = este strict

descresciatoare pe (-, 0), strict
descrescatoare pe (0, o), dar nu este strict
descrescatoare pe R*.

15) Fie f: (0, ©) = R, f (x) = —2Inx.
Arata ca functia f este strict descrescatoare
pe (0, ).

16) Fie f: R > R, f(x)=3-3/x.
Arata ca functia f este strict descresca-
toare pe R.

Sd interpretdm grafic!

17) Folosind semnul derivatei,
stabileste intervalele de monotonie ale
functiilor si specifica eventualele puncte
de extrem:
a)f:[-4,4] > R, f(x)=x*+ 5x + 6;
b)f:[-1,1] >R, f(x)=-x*+ 1.

Pentru fiecare functie 1n parte ilustreaza
grafic rezultatul obtinut.

18) Construieste o functie /: [0, 6] >R
derivabila, strict descrescatoare pe [0, 6]
si gaseste punctele de extrem ale functiei.

19) Stabileste intervalele de mono-
tonie ale functiei /: R > R, f(x) =" — x.

Indicatie.

Functia f este derivabild pe R,
f'(x) = e* — 1. Ecuatia /' = 0 are solutia
x{ =0. Derivata pastreaza un semn
constant pe fiecare din intervalele (—oo, 0)
si (0, o).




Teorema Iui Fermat pune in evidentd faptul ca derivata unei
functii se anuleaza in orice punct de extrem local din interiorul
intervalului I. Deci, punctele de extrem local ale unei functii
derivabile definite pe un interval deschis se gasesc printre zerourile
derivatei, adica printre punctele critice.

Fie /- I — R o functie si x, un punct din interiorul intervalului /.

a) dacd, pe /, functia este strict crescatoare la stanga lui x; si
strict descrescdtoare la dreapta lui x,, atunci x, este punct de maxim
local al functiei (/" M \);

b) daca, pe /, functia este strict descrescatoare la stanga lui
X, si strict crescdtoare la dreapta lui x,, atunci x, este punct de
minim local al functiei (\y m ).

Daca functia f este derivabila pe 7 si x, un punct din interiorul
intervalului /, reformuldm aceste proprietati folosind semnul
derivatei:

a) dacdf'(x) >0,V x€ L x<x,
sif(x) <0,V xé€ I x>x, atunci
x, este punct de maxim local al
functiei f;

b)daca f'(x) <0,Vx€ [, x<x, — 0
si f(x) >0,V xe I x>x, atunci
x, este punct de minim local al
functiei f.

+
ZOOX
|

X
7
f

=
=

|
()
+

~[~

Observatii.

# Daci derivata are acelasi semn la stanga si la dreapta lui x,,
atunci x, nu este punct de extrem al functiei.

¢ Proprietatile a) si b) raman adevarate si in cazul in care f
este derivabild pe / — x; si este continud in x,. Pot fi puncte de
extrem local si punctele in care functia nu este derivabila.

¢ Daci f: [a, b] — R este o functie derivabila si /~ are semn
constant, atunci « si b sunt puncte de extrem ale functiei astfel:

x| a b x| a b

f + sau f -

flm 2~ M SIM N m
Concluzie.

Pentru a determina intervalele de monotonie si punctele de
extrem ale unei functii derivabile, procedam astfel:

« calculdam f~ pe domeniul maxim de derivabilitate D, cl,

* rezolvam ecuatia f'(x) = 0; solutiile acestei ecuatii sunt
eventualele puncte de maxim sau de minim ale functiei f;

* stabilim intervalele pe care f~ are semn constant, acestea fiind
intervalele de monotonie ale lui f (daca f* > 0 pe I, atunci f este
strict crescatoare pe / si, daca /< 0 pe I, atunci f este strict descres-
catoare pe /).

123

e

din functiile urmatoare:

a)f:R >R, fx)=x3
b)f: R-> R, f(x)=-x%
o)f:R->R,f(x)=-x%

d)f: R—>[0,00),f(x)=|+1
e)f: R— (0, 00),f(x)=e
£)/:(0,0) >R, f(x) = Inx;
) /:(0, %) > R, f(x) = -Inx;
h)f:(0,0) >R, f(x)=1Inx-x;

2

4

)R> R, f(x)=1+x2—%;

D R—>R, f(x)=-x*+ 8%

K/ RSR, f(x)=——:
x +1
DRV} SR, f)=10
x +1
m £ R\ 1} > R, £ =00
(x+1)
n) f:lR\{%}—)lR,f(x)zx+2x_5
0)f:R\V{0,1} > R, f(x)= ! ;
x(x—1)
[x-2|
p)f: R\ {4} >R, f(x)="—21;
x—4

q)f ' R>R, f(x)=x(x+1)(x+2);
1) f:R>R,f(x)=In(x*+1);

s) f:(0,0) >R, f(x)=xInx;

t) f:R>R, f(x)=x’e";

u) f£:(0,0) >R, f(x)=x*" +xlnx .

20) Stabileste intervalele de monoto-
nie si punctele de extrem pentru fiecare

2



Sa exemplificam cele trei observatii precedente prin...

N
EFEMILE 1) Functiaf: R > R, f(x)=x> are 4

derivata f'(x) =3x>> 0,V x € R*,

x | —o0 0 +00

f(x)=x

0
f + 0 + ’

f S0 7

Observam ca la stdnga si la dreapta lui x, = 0 derivata este
pozitiva, deci x, = 0 nu este punct de extrem al lui f, ceea ce se
vede si in reprezentarea graficd a lui f (parabola cubica).

7

T X
2) f: R — [0, ®), f(x) = || este continud &,
in x, = 0, dar nu este derivabild in 0; totusi \
x, = 0 este punct de minim al functiei f.
[0 <~

3) f:[0,2] >R, f(x)=x are
derivata pozitiva pe tot intervalul [0, 2].

x| 0 2

£ +

S f0) S f@)
m M

Observam ca punctul O(0, £'(0)) este punct de minim si A(2,8)
este punct de maxim.

Probleme rezolvate.
Stabileste intervalele de monotonie si punctele de extrem
pentru urmatoarele functii:

) fR>R f(x)=ax*+bx+tc,a#0,a b, ce R

Solutie.
Functia feste derivabila si f'(x) = 2ax + b.

Rezolvam ecuatia f '(x) = 0, adica 2ax + b = 0 cu solutia

2
x= —23. Calculam f(—ij _ b dac A

a 2a 4a 4a
X | —o0 —i +00 X | —o0 —i +00
2a 2a
- 0 + |+ 0 -
A A
N e / / e N
(m) M)
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21) Stabileste intervalele de mono-
tonie si punctele de extrem pentru fiecare
din urmatoarele functii:

a)f:R—> R, f(x)=x>—Sx+ P, unde Ssi
P sunt numere reale;

b)f:R—> R, f(x)=-x*+Sx— P,unde S
si P sunt numere reale;

)f:R> R, f(x)=x*+3x;
d)f:R—> R, flx) =+ 3x;

x+1

e) /:R\{l} >R, f(x)=x_1,
f:R>R, f(x)=e+x;
8)/f:10,2] >R, f)=x*+1;

h) £:[0,5] > R, f(x) = x> — 4x + 3;
i) f1[3,5] >R, f(x)=x—4x+3;
Nf:10,0) > R, f(x)=x—4x + 3;
k) f:(0,0) > R, f(x)=x*>—4x + 3;
) f:[2,0) > R, f(x)=x>—4x+ 3;
m)f:(2,0) > R, f(x)=x—4x+ 3;
n f:[-,1]>R, f(x)=¢e"—x;
0f: [-1,1) >R, f(x)=e+x;

DS D) > R0 =0y

D f:R->R, f(x)=x"e™".

22) Determina cea mai mica si cea mai
mare valoare a functiei f(x)=6x—x" pe
intervalul [-2, 3].




Observam ca punctul (Z, —) este un punct de extrem al

da

graficului funcpei fsi anume: punct de minim pentru a > 0 sau
punct de maxim pentru ¢ < 0. Am regasit astfel rezultatele
obtinute in clasa a [X-a, cand s-a studiat functia de gradul al

e

23) Pretul unei ore de mers cu auto-
turismul se poate exprima cu ajutorul
formulei empirice p=a+bv’, unde

lei-h’

Care

..o -3
doilea. a =500 lei si b=0,35-10 o
)R> R, f(x)=x—3x este viteza cea mai economicd a masinii?
Solutie Indicatie.
v s Dacia parcurge lkm in timpul
f(x)=3x2-3; f(x) =0 are X 1 1 | km )
solutiile x, =-1 si x,=1. T+ o 0+ t= =— (h) .
Caleulim f(-1)=2si f(1)=—2. L - vikm/h v
Derivata pastreaza un semn /{7 1\2/[ N2/ Pretul pentru 1 km este
constant pe fiecare din interva- m a+bv  a
lele (-0, —1), (-1, 1), (1, +). Pentru determinarea semnului = v =;+bv2 (lei).
derivatei, putem folosi semnul functiei de gradul 2 (derivata . . . , .
.. . o : _ Pretul minim se obtine din p'=0, deci
fiind functie de gradul 2), sau putem utiliza proprietatea lui u
Darboux a functiei f'. Pentru aceasta, calculam valoarea sa 1n v’ =2—b-

cate un punct al fiecdrui interval (de exemplu, f'(-2) = 9 > 0,
f'(0)=-3<0, f'(2) =9 > 0). Functia f este strict crescatoare pe

(—oo, —1] si pe [1, o) si strict descrescatoare pe [-1, 1].

pregliay @ 1. Studiazd monotonia fiecareia

=

— dintre urmatoarele functii /: R > R:
a) f(x) =3x+5;

P opUSE b) f(x) = -5x+9;

c) f(x) = x%

d)f (x) = x*, n € N* fixat;
e) f(x)=x>"1, ne N* fixat;
f) f(x)=2x>-3x+5;
8)f(x) ="+ 2x;

h) f(x) = x* + 3x;

i) f(x)=x*-3x.

@ 2. Stabileste intervalele de monotonie si even-
tualele puncte de extrem ale functiilor urmatoare, defi-
nite pe domeniile lor maxime de definitie:

a) f(x)=x*—6x;

b) f(x)=x —x;

c) f(x)=x(8 - x);

d) f()=""1,
x+1
2—5x

G 3x+4°
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@ 3. Determina intervalele de monotonie ale urma-
toarelor functii:

a) [:R-{2}>R, f(x)=

X

x—2’
X

(x-1)7"

b) fR-{l} >R, f(x)=

@ 4. Studiaza monotonia functiei:
f:(0,0) > R, f(x)=x— Inx.

@ 5. Studiazd monotonia fiecareia dintre urma-
toarele functii /: D — R, determinand D, domeniul
maxim de definitie, pentru fiecare functie in parte:

a) f(x) = e = 2x;
b) fix) =4 — x%
) () =4-x";

d) f(x)=Qx+3)(1+x%);

1
e) f(x)=1+x2;
_2x+3
f) f(x)_ 1+x2 >



g) f(xX)=(-x+x)(1+x-x%);

h) f(x)=1+x;2;

_ 2
D f)= i

l+x—x

D) fx)=Inx;

9 £ =1

D f(x)=%;

m) f(x)=x*(x*+4);
0 £ =

0) f(x)=xji 7

P S0)=

D £ 3

) f0)=x3

s) f (x) = xIn(x);

0 f(x)=ﬁ;

W) f(x) = e
3

v ="
e

@ 6. Fie functiaf: R > R, f(x)zi/;+\/3 7—x.

a) Determina intervalele de monotonie ale functiei /.
b) Utilizand monotonia lui f, stabileste care dintre nu-
merele A = {/E +3/5 sau B=%/3 +1/4 este mai mare.
@ 7. Fie functia f (x) = ax(x — b)(x — ¢), a, b, c€ R.
Determina b si c astfel incat functia f'sa admita pentru

4
X =— un minim si pentru x = 6 un maxim. Determina

apoi a € R astfel incat maximul lui f'sé fie egal cu 6.

x> +2ax+b

@ 8. Fie functia f(x)= d,a,b,c,delR.

x4 2ex +
Determina a, b, ¢, d astfel incat functia sa aiba pentru
x = -1 un maxim egal cu 2 si pentru x = 1 un minim
egal cu 4.

@ 9.Fie/: R R, f(x)=Ux> —3f(x-1?.

a) Calculeaza lim f(x) si lim f(x).
b) Determina f* si /'’ pe R\ {0, 1}.
¢) Studiazd monotonia lui 1.

d) Compara numerele:
X, =39 +3N16 si x, =J4+325.

@ 10. Determind numerele reale a si b astfel incat
functia /: R — R definita prin /' (x) = In(1 + | + ax + b|)
sa aiba puncte de extremin x =1, x=3six= 5.

1
@ 11. Fie functia f:D—>R, f(x)=x+ ,
x+m

meR, D fiind domeniul maxim de definitie al functiei 1.
Pentru ce valoare a lui m, abscisa punctului de minim
este jumatate din abscisa punctului de maxim ?

(Admitere 2000, Universitatea Transilvania Brasov)

@ 12. Fie functiile f, g: R > R,
r0=(3] (3] -1sig=rw-1+x
a) Determina g'(x) si g''(x), pentru orice x € R.

b) Stabileste semnul functiei g’
monotonia functiei g'.

si precizeaza

c) Utilizand teorema lui Rolle pentru functia g,
demonstreaza ca exista ¢ € (0, 1) astfel incat g'(c) = 0.
Aratad ca punctul ¢ este unic.

d) Arata ca functia g este strict descrescatoare pe (0, ¢)
si strict crescatoare pe (¢, 1), unde c¢ este definit la c).
e) Arata ca, pentru orice x € [0, 1], g(x) < 0.

@8 13. Determina triunghiul isoscel de arie maxima
inscris intr-un cerc de raza r.

@® 14. Determinad conul de volum minim
circumscris unei sfere de raza r.




7. Rolul derivatei de ordinul al doilea in studiul functiilor

Functiile convexe au proprietatea remarcabila de a admite in
fiecare punct derivate laterale. Derivata de ordinul al doilea al
unei functii oferd informatii despre convexitatea si concavitatea
functiei si despre eventualele puncte de inflexiune ale acesteia.

Am vazut ca semnul derivatei de ordinul intai ne indica daca
o functie este crescdtoare sau descresciatoare pe un interval.
Priveste urmatoarele reprezentari grafice ale unor functii pe
intervalul [a, b]:

¢ functii strict crescatoare
y / v /

(1) 2)

¢ functii strict descrescatoare

0] ; b o b
3) 4)

Functiile reprezentate in (1) si (3) sunt convexe pe [a, b], iar
cele reprezentate in (2) si (4) sunt concave pe [a, b]. Vom defini, in
continuare, aceste notiuni.

=V
=\

Intervale de convexitate si concavitate ale unei functii

Definitie.
Fie functia f: / > R, unde / < R este un interval. Functia f'se
numeste convexd pe I, daci V x,, x, € IsiV A € [0, 1]
S0+ hoy) < (10 () + 1o f ().
Functia /'se numeste concavd pe I daca, V x, x, € IsiV A € [0, 1]

S =2y, +hx) = (1= 0)f (x) + A f(x,)

Observatie.
Functia f este concava daca si numai daca functia —f este
convexa.
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1) Reprezintd grafic urmatoarele
functii:
a)f:[2,5] >R, f(x)=x>-1;
b)f:[1,2] > R, f(x) =x*—4x;

o) f:[-52]1>R f(x)=x2-1;
d)f:12,3] > R, f(x)=x*— 4x.

Care dintre aceste functii sunt cresca-
toare, descrescatoare, concave sau convexe
(conform imaginilor alaturate)?

2)Fiea,b€e R, a< b.Arata ca [a, b] =
re R|x=(1-1)-a+Ar-b,re [0, 1]}=
e Rlx=1a+rp A,k =04 +1=1}

17

3) Fie /R un interval, x,, x,, ...,
x € I,deunde n € N, n > 2. Atunci pentru
Aoy ook Z0culd, +A+..+A =1,
avem A x+Ax, + .. +Ax €L

Sd interpretam definitiile functiilor
convexe/concave.

4) Rescrie definitia functiei convexe

. . - 1
si interpretarea ei geometrica pentru A = E

5) Rescrie definitia functiei concave

1
si interpretarea ei geometrica pentru A = Py
6) Verifica (folosind definitiile) si

interpreteaza grafic reprezentarile func-
tiilor a), b), ¢), d), de la exercitiul 1).

x flx) 1
7) Aratd ca |x, f(x,) 1/=0,
xo f(x) 1

unde x, = (1 = M)x, + Ax,, A € [0, 1].

8) Daca f: I — R este convexa, atunci
Vx,x,el, VA, €[0,1]cur + A =1,
are loc inegalitatea:

Shx, +hx, ) < Af(x)+Af(x).

o -



Interpretarea geometricd a definitiei
Fie functia f': / = R. Fixdm x,, x, € I, x, < x,. Orice punct
X, € (x,, x,) se scrie sub forma x; = (1 - A)x, +Ax,cur € (0, 1).

fx) e
(=) £ () + 2 (x) J(x)
FGe)f-- A (=201 0e) + 2 (x,)
f(xo) .f(xl) "".
.;C, Xn ;Cz xl -;Cu )ICZ

Punctul C(x,, f (x,)) se afld pe graficul lui £, iar punctul
D(x,, (1 = X)f (x,) +Af (x,)) se afla pe coarda care uneste punctele

Alx,, f(x)) s B(x,, 1(x,))-

Daca functia f este convexd pe I, atunci punctul C este situat
sub punctul D, adica y. < y,, sau f'(x,)) < (I = A)f (x) + Af (x,),
adicd f((1 — Ax, + Ax,) < (I —A)f (x,) + Af (x,); portiunea din
graficul functiei cuprinsa intre punctele A si B este situatd sub
segmentul (AB);

Daca functia f este concavd pe I, punctul C este situat deasupra
punctului D, adica y. = y,, sau f(x))=(1-L1)f(x;)+Af(x,),
adicd f((1-2)x; +Ax,) =(1-A)f(x;)+Af(x,), deci portiunea
din graficul functiei cuprinsd intre punctele A si B este situata
deasupra segmentului (AB).

Intervalele pe care o functie este convexa (concava) se numesc
intervale de convexitate (concavitate) ale functiei.

Observatii.

¢ Functia /: I — R este convexd, daca si numai daca V x,,
x,, x, € I cux<x,<x,, punctul M,(x,, /' (x,)) se afla sub sau pe
segmentul determinat de M, (x,, f (x,))
i M, (x,, f ().

¢ Daca f este convexa pe /I, atunci
despre pantele dreptelor M\M, , M M,
si M,M, putem afirma:

JOo) = /() S(s) = f(x) f(5) = f(x)
Xy — X, Xy =X X3 =Xy M,

(1) (2)

Reciproc, dacd pentru orice puncte x, < x, < x, din intervalul
1, una dintre inegalitatile (1) sau (2) este adevarata, atunci functia
este convexa pe I.

-

9) Arata ca:
a)f:R—>R,f(x)=ax+b, a, be R este
convexa si concava; ce concluzie putem
trage?
b)g:R—> R, g(x)=ax*+ bx+ c este convexa
pentru @ > 0 si concava pentru a < 0.

10) Fie f, g : I —> R doua functii
convexe. Arata ca:
a) f+ g este convexa (Bacalaureat 1999);
b) a-f este convexa pentru a > 0.

11) Consideram functia derivabila
fTR>R f(x)=ax*+bx+c,a >0.
Ce poti spune despre monotonia functiei f/~?
Studiaza si cazul a < 0. Ce concluzie obtii?

12) Functiaf: R - R, f(x) = ax® + bx + ¢,
a > 0 este de doua ori derivabila.
Calculeaza f "'(x). Studiaza semnul
lui f"". Ce observi? (Vezi si exercitiul 11).
Considera si cazul a < 0.

13) Fie f, g : I —> R de doua ori
derivabila si @ > 0. Arata ca:
a) daca f'si g convexe, atunci /' + g convexa;
b) daca f'si g concave, atunci f+ g concava;
c¢) daca f convexa, atunci af convexa;

d) daca f concava, atunci af concava.

14) Studiazad convexitatea (conca-

Lema.
Dacaf: I — R este convexa, atunci pentru orice x, € /, functia
S )=/ (%)

X=X,

(raport) 7 : I\ {x;} = R, r(x)= este crescatoare.
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vitatea) urmatoarelor functii:
a)f: R->R, f(x)=x%
b)f:R—>R,f(x)=x>+x;
)f:R->R, f(x)=e¢
d)f:R->R,f(x)=-x%

e) [:(0,+0)—> R, f(x)=Inx.




Consecinta.

Daca /' : I —> R este convexa, atunci f este continua pe 7
(exceptand eventual capetele intervalului 7).

Demonstratie.

Fie a, b puncte interioare din /. Aplicand teorema precedenta

obtinem 1@< ;@< =D < i< 1)

Inmultind cu (b — a) inegalititile precedente si trecand la
limita dupd b— a, obtinem concluzia.

Teorema.
Fie f: I = R o functie derivabila. Atunci f este convexa daca
si numai dacd f~ este crescdtoare.

Demonstratie.

Daca f este convexa, fie a, b € I, a < b. Din teorema
precedentd avem f(a)<f;(a)<f/(b)<f;(b) si, cum f este
derivabila, derivatele laterale sunt egale, deci f '(a) < f'(b),
adica f' este crescatoare.

Reciproc, fie x, x,, x, € I cu x,< x,< x,. Aplicand teorema lui
Lagrange functiei f pe intervalele [x , x,], respectiv [x,, x,], rezulta

o) = f(x)

Xy =X

cdexistdc € (x,, x,), c,€ (x,,x,)astfel incat f(c))=

S5) = f(x)

sifi(c,)=
X3 =Xy

f'(c,) < f'(c,), adica inegalitatea (1). Deci f este convexa.

. Din f” crescatoare si ¢, < c, rezulta

Consecinta. Fie /': I — R de doua ori derivabila pe /.
a) f'este convexa daca si numai daca /"=>0;
b) feste concava daca si numai daca f"<0.

Puncte de inflexiune ale unei functii

Fie o functie /: (a,b)cR — Rsix € (a, b).

Definitie.

Spunem cd x, este punct de inflexiune al functiei f daca:

1) fcontinud in x;

2) are derivatd in x; (finitd sau infinitd);

3) f este convexa pe (a, x,) si concavd pe (x,, b), sau f este
concava pe (a, x,) si convexa pe (x,, b).

Observatie.
Daca x, este un punct de inflexiune al functiei, atunci M (x,, f(x,))
se numeste punct de inflexiune al graficului functiei.
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15) Reprezintd grafic urmatoarele
functii si spune despre fiecare daca este
convexa sau concava:
aA)f:Ro>R f(x)=x*+x+1;
b)f:R—> R, f(x)=x>+2x+1;

)fi:R> R, f(x)=x+2x-3;
df:R>R f(x)=x+1;
e)f:R>R f(x)=-x+1;

x+1, x<0

f)f:R->R, f(x)={4 e

16) Fie f: R > R o functie para si
a > 0. Demonstreaza ca:
a) daca f este crescatoare pe [0, —a],
atunci f este descrescatoare pe [-a, 0];
b) daca f este convexa pe [0, —a], atunci
f este convexa pe [—a, 0];

Formuleaza si demonstreaza proprie-
tatile corespunzatoare daca f este impara.

Sd stabilim intervalele de convexitate,
concavitate si eventualele puncte de extrem
pentru functiile de doud ori derivabile.

17) Determina, daca existd, punctele
de inflexiune ale fiecarei functii:

a)f:R>R, f(x)=x;
b/ R>R, f(x)=x"+x;
O)f:R>R,f(x)=¢"
d)f:R->R,f(x)=-x%
e) /:R> R, f(x)=x-x;

f) fiR>R, f(x)=e";
g) f:(0,+0) >R, f(x)=2x"+Inx;
h) f: R—> R, f(x)= xe".

-



-

Fie f: I — R de doua ori derivabila pe 7, f'(x) # 0, Vxel, 18) Functia f'satisface urmatoarele con-
astfel ncat existd un unic x, din interiorul lui I pentru care /"'(x,) = 0, ditii intr-o vecinatate /" a punctului x, = 1.
iar pentru x € 1, x < x, f""(x) > 0 (f""(x) < 0) si pentru x € 1, a) f()=2, f'(1)=-1,

x> 3, £1(0) <0 (£ () > 0).

f este concava pe V;
Obtinem cazurile:

b f(=2, (=7
feste strict crescatoare pe V,
f"(x)<0, VxeV(-o,1);
) f)=2,
S = fi(1)=—0.

X
I) ’ +
fr +

G

S

Imagineaza si traseaza curba reprezen-

Ih) ; tativa a functiei f pe V.
+ +
f)) _ + .. ~
19) Pentru functiile urmaitoare,
Gf x = 0 este punct de inflexiune. Determi-
na ecuatia tangentei la graficul fiecarei
functii in punctul de abscisa x = 0.
m _* —J=x,x<0
7 - fRSR, f(x)= :
\/; ,  x=0
v=x,x<0
s g:R>R, g(x)= .
—\/; ,x=0
V)

~| =
[

A~
J’_
%MO S %O | kOJro* % of + =
e .

20) Stabileste intervalele de convexi-
tate/concavitate si eventualele puncte de
inflexiune pentru fiecare din urmatoarele
functii:

a)f:[l,0) >R, f(x)=+vx-1;

Q1>
!

Punctul M(x,, f (x,) € SG’f este punct de inflexiune al grafi-

cului. Cum f'(x,) € R*, ecuatia tangentei in M este y — f (x,) = b)f: R* >R, f(x) zl;
= f"(x,)(x — x,) si tangenta traverseaza graficul G, . X
o) f:R->R,f(x)=x*+3x;

Dacad f'nu este derivabild in x,, dar are derivata in x, infinita si

S >0 (f"(x) <0), Vxel,x<x,iarf"(x) <0 ("(x)>0), Hd)f:R->R,f(x)=x—6x;
V x el, x> x, obtinem inca doud cazuri:

e)f: R* > R, f(x)=i2;

X XO x
R H f:RSR, f(x)= x;ll;
f,, I | _ X+
G : &) £:(0,00) >R, f(x)= 1%,
f ﬁ X
h) /:R->R, f(x)=x"-¢".
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|
J’_

In aceste doua cazuri, M(x,, f (x,)) este punct de inflexiune
al graficului Iui f'si tangenta in M la grafic este verticald avand
ecuatia x = x,.

Concluzie.

Pentru a determina intervalele de convexitate/concavitate si
punctele de inflexiune ale unei functii derivabila de doua ori,
procedam astfel:

e calculam f”;

* rezolvam ecuatia f"(x) = 0; solutiile acestei ecuatii sunt
eventualele puncte de inflexiune ale functiei f ;

* stabilim intervalele pe care f" are semn constant, acestea
fiind intervalele de convexitate/concavitate ale lui f'(daca f" > 0
pe 1, atunci f este convexa pe [; dacd /' < 0 pe [, atunci f este
concava pe /).

Stabileste intervalele de convexitate/concavitate ale

EREMPLY
functiilor urmatoare si punctele de inflexiune ale acestora:
a) 10, ) > R, f(x)=+x;
b) f:R>R, f(x)=x"-3x.
Solutie.
a) f este derivabila pe (0, ) x | [0 )
: 1 -
si 17(0)=+00, f'(x)=—=;
fi@ =, S/ == o<

f este derivabila pe (0, ),
S"(x)=—

1
4 x?
Ecuatia f"(x) = 0 nu are solutii, dar
f"(x) <0,V x € (0, ©). Deci f este
concava pe (0, ) si nu are puncte de
inflexiune.

e

21) Stabileste intervalele de convexi-
tate/concavitate si, daca existd, punctele
de inflexiune pentru fiecare din urma-
toarele functii definite pe domeniul
maxim de definitie:

W) [ =2 +dr+ 1

b) f(x)=-3x2—x+2;

) fX)=x+9x?—x+1;

d) f(x)=x' - 16;
e) f(x)=2x"—3x+1;
f)f(x)=%;
-X
&) f(0)=——
1+x
h) f(x)=—";
1—-x
D) fxy=2";
x+1

D=y
x+1

0 (=Gt D) (1)
D f(x)=e;

m) f(x)= e
n) f(x) = x’lnx;

0) f(x)=1n(4x> + 1).

v

Observam ca reprezentarea grafica a 0] x
functiei radical f(x)= Jx corespunde
rezultatului obtinut mai sus.

b) f(x)=3x"-3, f"(x)=6x;
solutia ecuatiei /" (x)=0este x" =0.

x | —oo 0 00
Pentrux <0, /" (x)<0sipentrux>0, I 0 n
f"(x)>0.Deci f esteconcavape (—=,0) 17 0

si convexa pe (0, ), avand O(0, 0) ca
punct de inflexiune. Observam ca graficul
lui f'este simetric fata de O (f este impara).
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%E @ 1. Completeaza tabelul de variatie in
fiecare dintre situatiile urmatoare, pentru
secAnE °© > ( fixat:

X 2—¢ 2 2+¢, e >0 fixat
'™\ (777274
U774 (77224
')\ (/7274
a) b)

YA YA

—
>
X

O 2-€ 2 2+e 0

@ 2. Determind, daca exista, punctele de inflexiune
ale fiecareia dintre functiile urmatoare:

a)fx)=x4L f:R>R;

b) fix)=x>-x,f: R—>R;
)fx)=x*+x,f:R>R;
df)=xfR->R,;
fx)=x*-1,:R>R;
Hix)y=x*+1,/:R>R;

g) flx) = x>+ Inx, f: (0, ©) > R;
h) fix) = x* — Inx, f: (0, ©) > R;
i) f(x)=x¢",f:R>R;

i f(x)=z—x, RS> R
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@ 3. Stabileste intervalele de convexitate/conca-
vitate si eventualele puncte de inflexiune pentru
fiecare dintre urmatoarele functii.

a)fix)y=x*+4x,f: R>R;

b) fix)=x—-4x,/: R—>R;

¢) f(x)=x,f:[0,0) >R

d) f(x)=vx+1,f:[-1,0) > R;

o f)="2 /1R S R:

X

ﬂf(x)i—j,f: R* > R;

1 1
g) f(x)=;+x—2,f: R* > R;
h) f(x)=x%", f:R—>R;
) f(x)=x*e".f[:R>R;
4
DI@=" /R R

4
X

k) f(x)=

—./iR>R;

e

) f(x)=é,f: R - R;

X
m) f{x) = xlnx, f: (0, ©) > R;

n) fix) = ¥*lnx, f: (0, ©) > R;

0) f(x>=1i,f: (0, ) > R;
nx
P F)=10% £1(0,0) > R

X
) f(x)=1x—,f:(o, ©) = R.
nx

@® 4. Se consideri functiaf: R — R,

ox+p, x<1
/@) ={ U
e, x=l1
a) Determind numerele reale a si [} astfel incat functia
f'sa fie derivabila pe R.
b) Pentru a si  determinate la punctul a), arata ca

If(x)*f()’)| <|xfy,‘v’x,y€ R.




Teste de evaluare

Testul 1 Testul 2
Consideram functia 1. Consideram functia
£:00,2) >R f(x)=In(a? + bx),uyndeae Rsibe R, g:(0,0) > R, g(x) =—x*-2+2Inx,
avand reprezentarea grafica urmatoare: avand reprezentarea graficd urmatoare:
y id y
| 1
1 12 f
N 1 X
E x T 1
a 5
Dreapta d are ecuatia x = 2.

, 2ax+b
1. Arata ca: X)=—7% 7> € 2).
raté ci: /'(x) ax® + bx vx e 0,2) Prin lectura grafica:
2. Presupunand ci reprezentarea grafici a func- a) determind intervalele de monotonie ale functie g;
tiei f trece prin punctul A(1, 0) si admite In acest b) determind semnul functiei g pe (0, ).

punct tangentd orizontald, determind a si b.
2. Consideram functia f: (0 R
3. Fie functiile g : R - R, g(x) = —x* + 2x si onsiderdm functia /: (0, ) = R,
f1(0,2) > R, flx) = Ing(x). 1) =—x+5—21f17x.
a) Determina lim g(x), apoi lim f(x) si limg(x),
) 0 oL lim £(x) 2) Determind lim £(x) si lim /(x).
apoi lim f(x). S 0 e
X2 b) Calculeaza derivata functiei f. Verifica daca

< . = A2 ’ —2x+2
b) Calculeazd g'(x) si arata ca f'(x)=—"=""—=.
g(x) flx)=& (f) ,Vx e (0,0).
¢) Studiaza semnul functiei f '(x) si completeaza *
tabelul semnului functiei f: c¢) Dedu semnul lui /', apoi determind intervalele

de monotonie ale functiei f.

Probleme date la examenul de bacalaureat
1
1. Se considera functia f:(0,0) >R, f(x)=x+—.
X

a) Sa se calculeze f"(x), x > 0.
b) Sa se arate ca x = 1 este punct de minim global.
c) Sa se determine asimptotele la graficul functiei f.

1 1
d) Sa se arate ca PACIRELID S, SR
22 23
(Examen de bacalaureat 2003 — sesiunea iunie-iulie, varianta 3 — economic)

2. Se considera functia f:R —>R, f(x) —e".
a) Sa se calculeze f'(x), x € R.
b) Sa se calculeze limw.

x—0 X

c) Sa se arate ca functia f este strict crescatoare pe R.
(Examen de bacalaureat 2003 — sesiunea iunie-iulie, varianta 4 — economic)
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1. Reprezentarea grafica a functiilor

A reprezenta grafic o functie /: D — R inseamna a trasa (a
desena) intr-un reper cartezian graficul lui f, Cgf= {(x, () |x € D}.

Reprezentarea grafica a unei functii este utila in ilustrarea unor
proprietati locale si globale ale acesteia si, implicit, in aplicatiile
din care provine sau in care este utilizata functia respectiva.

Vom prezenta un mod de lucru sistematic in reprezentarea
graficd a unei functii. Recomandam parcurgerea urmatoarelor
etape de determinare succesiva a unor elemente caracteristice,
importante ale functiei.

1. Domeniul de definitie al functiei (notat cu D).

¢ Stabilirea domeniului de definitie (acesta fie este indicat
in mod explicit prin definirea functiei respective, fie este
subinteles ca fiind domeniul maxim pe care functia are sens si,
in acest caz, se determind).

¢ Gdsirea (dacd existd) a intersectiilor graficului cu axele
de coordonate
— intersectiile cu axa Ox (y = 0) sunt puncte de forma (x,, 0),
(x,, 0), ..., unde x , x,, ... sunt solutiile ecuatiei /'(x) = 0 (daca exista!);
— intersectia cu axa Oy (x = 0) este punctul de forma (0, f(0))
(daca punctul 0 apartine domeniului de definitie!)

¢ Calcularea valorilor functiei (dacd este cazul, a limitelor
functiei) la capetele domeniului de definitie si determinarea
asimptotelor functiei (dacd existd): ne intereseaza comportarea
functiei la capetele domeniului de definitie, obtinand astfel
informatii despre eventualele asimptote verticale sau orizontale
ale functiei; dacd functia nu admite asimptote orizontale la +oo
sau la —oo, verificam daca functia admite asimptota oblica la +oo,
respectiv la —oo.

’f 2L+ Daci x, este un punct de acumulare pentru D, x, & D si
k.
L daca Jlim f(x)=+xco sau Jlim f(x)=200, atunci
A, 0T A X=X X=X

X<Xg X>Xq
dreapta x = x, este asimptotd verticald a functiei f la stanga sau
la dreapta lui x,. Ne punem problema existentei asimptotelor
verticale daca D, domeniul de definitie, are puncte de acumulare
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Sd reprezentam grafic!

1) Determina:
a) domeniul de definitie;
b) punctele de intersectie (daca exista) ale
graficului functiei f'cu axele de coordonate;
c) valorile functiei la capetele domeniu-
lui de definitie;
d) determina asimptotele functiei (daca
existd), pentru fiecare din functiile:

DAx)=x"-2x+1; 2)fx)=x—1;
3) ) =2+ 1 8 f@=5—;
x2 -1 . X )
5) f(x)= ; 6) f(x)_x2+1’
7) fix) = x*; 8) flx) = x*;
9 f(x)=x; 10) f(x)=3/x;
1) fix) = 2% 12) f(x)=(%j ;
13) fix) = €' 14) fix) = Inx;

15) f(x)=loglx;

2

16) fix) = logzx.

2) Pentru fiecare dintre aceste functii:
a) determina f' si gaseste eventualele
puncte de extrem;
b) determina f" si gaseste eventualele
puncte de inflexiune;
c) completeaza tabelul de variatie;
d) traseaza graficul fiecdrei functii in parte.

3) Figura urmatoare reprezinta graficul
unei functii, % si graficul derivatei

A
functiei, Cg‘f' , in acelasi reper xOy.
Identifica fgf si fgf'.

*



care nu apartin lui D (pentru functii care au numitor se
cerceteazd punctele in care se anuleaza numitorul).

* Daca D contine intervale nemarginite si 3 lim f(x)=/
x—>to0

({ finit), atunci dreapta y = [ este asimptotd orizontald a functiei f.

o L . . X
* Daca D contine intervale nemarginite si 3 m= lim /)
x—>teo X

(m finit), 3n = lim (f(x)—mx) (n finit), atunci dreapta y = mx + n
x—>to0
este asimptotd oblicd a functiei f la +oo, respectiv —oo.

¢ Studierea continuitdtii functiei pe D si determinarea
multimii pe care functia f este derivabild.

Il. Derivata de ordinul intdi (da informatii despre monotonia
functiei si despre punctele de extrem ale acesteia)

¢ Calculam /.

¢ Rezolvam ecuatia /'(x) = 0 (solutiile acestei ecuatii, no-
tate x,’, x,’, ..., sunt eventualele puncte de extrem ale functiei).

¢ Stabilim semnul derivatei intai, adica intervalele pe care
f' are semn constant; acestea sunt intervalele de monotonie ale
lui f (dacd f” > 0 pe I, atunci f este strict crescatoare pe I; daca
f' <0 pe [, atunci f este strict descrescatoare pe /).

I11. Derivata de ordinul al doilea (da informatii despre
convexitatea/concavitatea functiei si despre punctele de inflexiune
ale acesteia)

¢ Calculam f"'.

¢ Rezolvam ecuatia /''(x) = 0 (solutiile acestei ecuatii, notate
/'y x)", ..., sunt eventualele puncte de inflexiune ale functiei).

¢ Stabilim semnul derivatei a doua, adica intervalele pe care
f'" are semn constant; acestea fiind intervalele de convexitate /
concavitate ale lui f(daca /" > 0 pe I, atunci f este convexa pe [;

daca "' < 0 pe 1, atunci f este concava pe ).

X

IV. Tabelul de variatie (sistematizeaza rezultatele obtinute
in etapele anterioare).

¢ Pe prima linie se trec, in ordine crescatoare, valorile remarcabile
ale lui x (domeniul de definitie, abscisele intersectiilor graficului
cu axele, zerourile derivatei intai, zerourile derivatei a doua).

¢ Pe a doua linie se trec informatiile referitoare la derivata intai,
obtinute in etapa a Il-a.

¢ Pe a treia linie se trec valorile lui f corespunzitoare valorilor
lui x din prima linie si sagetile corespunzatoare monotoniei lui f.

¢ Pe ultima linie se trec informatiile referitoare la derivata a
doua obtinute in etapa a Ill-a si simbolurile pentru convexitatea
sau concavitatea functiei (daca s-a determinat si derivata a doua).
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VA

Q
=V

4) Verifica daca obtii tabelul de varia-
tie si reprezentarea grafica a urmatoarelor
functii:

a) f:(0,0) >R, f(x)=Inx

X 0 1 ©
£ + +
f e 0 St
f" _/_\_
Yy

[§) /(1,0) x

b)f:lR*—)IR,f(x):x—lz

X | —© 0 +o0
! + -
T . R .
a L
N N
4 Observam ca functia
f este para (graficul
este simetric fata de Oy).
ol %
x> +3
¢) f(x)=
-1
X |[Fo -1 0 1 3 +o0
' -0+ + | -0+

f
[ HoN 2 2 3 2 4ol 6 A+
f

”» |

+ o+ 4+

N 7

+ 4+

—

-



V. Trasarea graficului

Intr-un reper cartezian xOy reprezentim asimptotele functiei
(dacad exista) si punctele remarcabile (x, f(x)) din tabelul de variatie.
Unim printr-o linie curba punctele obtinute, tinand seama de
asimptotele, monotonia, convexitatea sau concavitatea functiei f.

Observatii.

¢ Tabelul nu trebuie si contina elemente contradictorii.
Eventualele neconcordante din tabel provin din greseli de calcul.

¢ Daca determinarea derivatei a doua este laborioasa, se poate
renunta la studierea acesteia, convexitatea/concavitatea functiei
rezultand prin corelarea celorlalte informatii.

¢ Este util s observdm anumite proprietti ale functiei studiate:

e Daca f = 0 (respectiv f < 0), atunci graficul lui f este situat
deasupra axei Ox (respectiv sub axa Ox).

* Daca D este o multime simetrica si f este o functie pard
(f (=x) =f (x), V x € D), atunci graficul lui f este simetric fata de
axa Oy. Daca D este o multime simetrica si f este o functie impard
(f (—x) = —f (x), V x € D), atunci graficul lui f este simetric fata
de origine. Pentru o functie pard sau imparda se poate studia
functia pe D N [0, o) si trasarea reprezentarii grafice se face
prin simetrie (fatd de Oy sau fata de O) pe D.

* Daca f este o functie periodicd, atunci studiul se face pe un
interval de lungime egald cu perioada principala a functiei,
graficul functiei fiind trasat pe D prin translatie.

exémrie 1) Functia f(x)=[x,/: R >R A
este pozitiva, adicd f(x) = 0, Vx € R;
graficul ei este situat deasupra axei Ox.

Deoarece fi—x) = |-x| = |x| = fix), Vx € R, | |
functia f este para si reprezentarea grafica : o >
este simetrica fatd de axa Oy.

2) Functia f (x) = —x%, f: R > R este
negativa, adica f (x) < 0, V x € R; graficul
ei este situat sub axa Ox. .
Deoarece f(—x) = —(—x)* = — x> = f{x), B
Vx € R, functia f este para si reprezentarea
grafica este simetricd fata de axa Oy.

3) Functia f (x) = x°, f: R > R este 7 ,
impara: f(—x) = (x)’=—x'=—(x), Vxe R; 0
graficul ei este simetric fatd de origine. , g

//0
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5) Stabileste domeniile de definitie,
reprezinta grafic functiile si verifica daca
obtii graficul alaturat fiecareia:

x2+1

x? -1

a) f(x)=

=
2\

\f{

d) f(x)=1In(x*>—-4)




Exercitii rezolvate. Reprezinta grafic functiile urmatoare:

1) f(x) =x" cune N.

I. Domeniul de definitie este D = R.

Intersectiile cu axele:

N Ox (y = 0): avem x*" = 0 cu solutia x = 0, deci
graficul functiei f intersecteaza axa Ox in O(0, 0),
care este si punctul de intersectie cu axa Oy.

Asimptote:

» functia nu admite asimptote verticale;

. . 2 . . .
* lim f(x)= lim x™" =00, deci functia nu admite
x—>doo x—>to0

asimptote orizontale;
S (x)

X

. 2n—1 . .
= lim x™ =400 | deci functia nu

x—>+0

e m= lim

xX—>+o0
admite asimptote oblice.

Functia este continud si derivabild pe R.

II. Studiul derivatei intdi

f'(x) = 2nx*""; ecuatia f”(x) = 0 are solutia x| =
si semnul derivatei Intai este dat in urmatorul tabel:
0
0

x|

S| -

II1. Studiul derivatei a doua
f"(x)=2n2n-1)x>""7;

solutia x'=0 si semnul derivatei a doua este dat in

ecuatia f"(x)=0 are

urmatorul tabel: . | 0
f@l+ o0+
IV. Tabelul de variatie
X —o0 0 +o0
SO - -0
fx) | +o N 0 AN +Hoo
"o+ + 0 o+ o+
Ne— 7
V. Reprezentarea graficd a functiei
Y
0| X

Observatie. Reprezentarea grafica de mai sus se
numeste parabold.
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2) f(x) =x*" cune N.
I. Domeniul de definitie este D = R.

Intersectiile cu axele

NOx (y = 0): avem x**! = 0 cu solutia x = 0, deci
graficul functiei f intersecteaza axa Ox in O(0, 0),
care este si punctul de intersectie cu axa Oy.

Asimptote:

* functia nu admite asimptote verticale;

- . 2n+l1 . .
« lim f(x)=lim x™" =400 deci functia nu
x—>+ow x—>+o0 ’
admite asimptote orizontale;

f(x)

X
asimptote oblice.

Functia este continud si derivabild pe R.

. 2 . . .
= lim x™ =+o0 , deci functia nu admite

xX—>+o0

o lim

X—>+00

II.  Studiul derivatei intdi
f'(x) = @n + 1x*"; ecuatia f'(x) = 0 are solutia
x; =0 si semnul derivatei intai este dat in urmatorul
tabel:

X | 0

S@)+ 0

Studiul derivatei a doua
f"(x)=Q2n+1)2nx>""; ecuatia f"(x)=0 are solutia

x/=0 si semnul derivatei a doua este dat in urma-

III.

torul tabel:

X | 0
f@- 0+
IV. Tabelul de variatie
X —00 0 +00
ffoy| + + 0 o+ o+
J) | > A~ 0 S Ao
I - - 0 + +
S VR N/

V. Reprezentarea graficd a functiei
y

Observatie. Reprezentarea graficd de mai sus se
numeste parabold cubicd.



3) fix) = —x3 + 3x2.

I. Domeniul de definitie este D = R.

Intersectiile cu axele:

* NOx (y = 0): avem —x* + 3x> = 0, adicd x, = 0 si
x, = 3, deci graficul intersecteaza axa Ox in punctele
(0, 0) si (3, 0);

* NOy (x = 0) este punctul (0, 0) deja obtinut

Asimptote:

* functia nu admite asimptote verticale;

o lim f(x)=lim(—x" +3x*)=—0 si lim f(x)=
X—0 X—0 X—>—0
= lim (—x” +3x’) =0, deci functia nu admite asim-
X—>—0

ptote orizontale;

S(x)

X
nu admite asimptote oblice;

Functia este continud si derivabild pe R.

= lim (—x” +3x) =—o0, deci functia

x—>to0

e m= lim

xX—>to0

II. Studiul derivatei intdi

f'(x) = =3x% + 6x; ecuatia f'(x) = 0 are solutiile

x; =0 si x; =2 si semnul derivatei este dat in tabelul

urmator:
X | 0 2
o= 0+ -
II1. Studiul derivatei a doua

f"(x)=—6x+6; ecuatia f"(x)=0 are solutia

x/=1 si semnul derivatei a doua este dat in tabelul

urmator: | 1
X
w0 -
IV. Tabelul de variatie:
X |- 0 1 2 3 +ow
SO -0+ 0 - -
f(x) o\, 0.2 /74N 0 -
re + + o - - -
/e N/ VR

V. Reprezentarea graficd a functiei

2_.____

Q
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1 s
4) f(x)=§x’ -X.

I. Domeniul de definitie este D = R.
Intersectiile cu axele:

*NOx (y=0): %x3 —x=0, adica x(x* -3) =0, cu

solutiile x, = 0, x, =3 si x -3 , deci graficul
intersecteaza axa Ox 1n trei puncte (0, 0), (ﬁ ,0),
* NOy (x = 0) este punctul (0, 0) obtinut deja.
Asimptote:
* functia nu admite asimptote verticale;

. . (1
. llinf(x)=hln(§x3 —szoo si lim f(x)=-o0,

deci functia nu admite asimptote orizontale;

f(x)

e m=lim——~=
X—>*t0 X

ptote oblice;
Functia este continud si derivabild pe R.

=00, deci functia nu admite asim-

II. Studiul derivatei intdi

Jf'(x) =x* — 1; ecuatia f'(x) = 0 are solutiile x/ =1

si x)=—1; semnul derivatei intdi este dat in tabelul
urmator:  x | -1 1

@+ 0 -0
II. Studiul derivatei a doua

f"(x)=2x; ecuatia f"(x)=0 are solutia x/=0;
semnul derivatei a doua este dat in tabelul urmator:

X | 0
f@l- 0+
IV. Tabelul de variatie
x o B -1 0 1 3 4w
x| + o+ 0o - - 0 + +
f(x) | — 70 %\.0 \1‘% /0 Ao
o - — - 0 + + =
VR N—

V. Reprezentarea graficd a functiei

i/
/e

Observatie. Reprezentarile grafice ale functiilor
polinomiale nu au asimptote.

X




5) f(x)——," cune N

I. Domeniul de definitie este D = R\ {0}.

Intersectiile cu axele:

Graficul lui f nu intersecteaza axa Ox (deoarece
flx) # 0, ¥x € D) si f nu intersecteaza axa Oy
(deoarece x # 0).

Asimptote:

. lfiirgf(x):%o, {hﬁf(x):m, deci f admite

x<0 x>0

dreapta x = 0 ca asimptota verticala;

. lirp f(x)=0, deci f admite dreapta y = 0 ca
asimptota orizontald la +oo si la —oo;

* functia nu admite asimptota oblica (deoarece
admite asimptota orizontald si la +oo si la —o0).

Functia f nu este definitd in 0, deci functia f este
continud si derivabild pe (-, 0) si pe (0, ).

II. Studiul derivatei intdi

f'(x)= PR avand semnul dat de tabelul:
X | 0
f@l -

II1. Studiul derivatei a doua
2n(2n+1

f(x )_n(++2) avand semnul dat de tabelul:
X | 0
Sr@ls

IV. Tabelul de variatie

X —0 0 +o0

J'(x) + -
f(x) 0 Vs +o0| +o0 N 0

d + +
A N, N>
V. Reprezentarea graficd a functiei

y

6) f(x)——],cune N.

I. Domeniul de definitie al functiei este D = R\ {0}.
Intersectiile cu axele:
Graficul lui f nu intersecteaza axa Ox (deoarece
f(x) # 0, Vx € D) si f nu intersecteazi axa Oy
(deoarece x # 0).

Asimptote:
. lingf(x) = —00; lin%f(x) =+00, deci f admite
) )

dreapta x = 0 ca asimptota verticala;

. ILI}l S(x)=0, deci f admite dreapta y = 0 ca

asimptotd orizontala.
* functia nu admite asimptota oblica (deoarece
admite asimptota orizontald si la +oo si la —o0).
Functia f nu este definitd in 0, deci functia f este
continud si derivabild pe (-, 0) si pe (0, ).

II. Studiul derivatei intdi

2n+1
f(x)=- ’Z —, avand semnul dat de tabelul:
X | 0
r@l- 1 -
111. Studiul derivatei a doua
2n+1)(2n+2
S(x) =%, cu semnul dat de tabelul:
X
X | 0
fr@l- 1

IV. Tabelul de variatie

X —00 0 +00
/() - -
J@ 10 N T N0
ST A N>

V. Reprezentarea graficd a functiei

y
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x?-2x+3
7 =
URACY x2+2x-3

I. Domeniul de definitie

Punem conditia ca numitorul sa fie diferit de O,
deci x* + 2x — 3 # 0, adicd x, # — 3 sau x, # 1; deci
D =R\ {-3, 1}.

(N Ox (v=0): x> —=2x+3
»=0) x*+2x-3
cu A = =8, adica nu exista x real astfel incat y = 0;

=0,deundex*—2x+3=0

deci graficul functiei f nu intersecteaza axa Ox;
* N0y (x = 0): A0) = —1, deci (0, —1) este punctul
de intersectie cu axa Oy.

Asimptote:
. lim3 f(x) =+, 1im3 f(x)=—0, deci dreapta
<3 3

x = =3 este asimptota verticala a functiei f;
. lilrllf(x) =—0; linrllf(x) =+o0, deci dreapta x = 1
X—> X—>

x<1 x>1

este asimptota verticala a functiei f;
. X" =2x+3
o lim ————
xoto x° 4 2x —3
tota orizontala a functiei f catre +oo si —oo.
* functia nu admite asimptota oblica (deoarece
admite asimptota orizontala la +c0).
Functia f este continud si derivabild pe fiecare
din intervalele (—oo, —3), (-3, 1) si (1, ).
IL.

=1, deci dreapta y = 1 este asimp-

Studiul derivatei intdi

f'(x) =%, cu semnul dat de tabelul:
X -3 0 1 3
4x - - 0 + + o+
x—3 — 0 +
(& +2x-3)7 | + + o+ 4 +
S@ o[-0

111, Studiul derivatei a doua este mai complicat, fiind
calcule mai multe; vom deduce convexitatea si conca-
vitatea functiei prin corelarea celorlalte date obtinute.

IV. x —0 -3 0 1 3 +oo
f@ + |+ 0 - - 0 +
1
Sx)
V.
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, 2x -1
9 S0= s

I. Domeniul de definitie este D = R\ {1}
Intersectiile cu axele:

*NOx (y =0): avem

~=0 cu solutia X =—,
x—1
deci graficul functiei f'intersecteaza axa Ox 1n O(l,

2

[e) Nl,_.

* NOy (x = 0): este punctul (0, —1).
Asimptote:
. 1igllf(x) =+00, 1iL111f(x) =+, deci f admite

x<1 x>1

dreapta x = 1 ca asimptota verticala;
. lirp f(x)=0, deci f admite dreapta y = 0 ca

asimptota orizontald la +oo si —oo;

* functia nu admite asimptota oblica.

Functia nu este definita in 1, deci functia f este
continud si derivabild pe fiecare din intervalele
(o0, 1) si (1, ).

Il. Studiul derivatei intdi
f'(x)=———=, avand semnul dat de tabelul:
(x=1)
X | 0 1
S@- 0+ |-
11, Studiul derivatei a a doua
2(2x+1
f "(x)=((Ll)4), avand semnul dat de tabelul:
% —
R
x | >
Sl - 0+ [+
IV. Tabelul de variatie
O
A 2 2 ”
f - - 0 + o+ -
8
f 0N\ —5\.—1/'0/'4-004-00\0
f" — 0 + + + -+ +
VR N

V. Reprezentarea graficd a functiei
Y

_\4“\ .




9) fx)="" +11)

I. Domeniul de definitie este D = R\ {-1}

2

NOx (y = 0): avem G-
x+1

deci graficul functiei f intersecteaza axa Ox in O(1, 0).

NOy (x = 0): este punctul (0, 1).
Asimptote:
. 1i1r71l f(x)=—mo, linEl1 =+o0, deci dreapta x = —1

x<—1

=0 cu solutia x = 1,

x>—1
este asimptotd verticala;

. )16133 f(x)=00; r11:130 f(x) =—0, functia nu admite
asimptotd orizontala.

e m=lim f(x)=1;n= hm(f(x) X)=

x—>+t0

—3x+1
X

= lim

x—to0

=-3, deci y = x — 3 este asimptota oblica.

Functia nu este definitd in —1, deci functia este con-
tinud si derivabila pe fiecare din intervalele (—oo, —1) si

(-1, o).

II. Studiul derivatei intdi

-1 3
f'(x) =w are semnul dat de tabelul:

(x+1)

x | 3 1 1
@0 -0+

111, Studiul derivatei a a doua

8
f'(x)= — are semnul dat de tabelul:

(x+1)

X | -0 —]

Srel -

IV. x | -0 -3 -1 0 1 +o0
f'(x) + 0 - |- - 0 +
fx) |0 A -8 N\ 0 [+ ;1 \y 0 7 +oo
S"(x) — |+ +

V. :\y

NS
R A R I
P
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10) f(x)=%/x,neN*

I. Domeniul de definitie este D =
Intersectiile cu axele:
*NOx (y = 0) si NOy (x = 0) in punctul (0, 0).
Asimptote:
fnu admite asimptote verticale, orizontale sau oblice.
Functia feste continud pe [0, ) si derivabild pe
(0, o0).

[0, o)

. T 11
I1. Studiul derivatei intdi  f (x)_z_ZW
L. Studiul derivatei a doua  f" (x)_—i-E- !
2n 2n Yy

IV. Tabelul de variatie x | 0 +00
Sl
/S 10 S ™
| PN

V. Reprezentarea graficd a functiei

yV

‘I

X

1) fx)=>x

I. Domeniul de definitie este D = R
Intersectiile cu axele:
*NOx (y = 0) si NOy (x = 0) in punctul (0, 0).
Asimptote:

fnu admite asimptote verticale, orizontale sau oblice.
Functia f este continud pe R si derivabild pe R*.

1
xX)= P
f( ) 2 +1 2n+1[x2n
2n 1
(2n+1)2 2n+ x4n+1

11. Studiul derivatei intdi

1. Studiul derivatei a doua f"(x)=

IV. Tabelul de variatie

x | —oo 0 +o0
f i R
f| o / o +00
f +

AU N

V. Reprezentarea graficd a functiei ly/
% x




12) f(x)=;\/x2—1

I. Domeniul de definitie
din x> — 1 > 0, obtinem D = (-0, —1] U [1, +o0).

*NOx (y=0): yx*~1=0, adica x, =
deci graficul intersecteazd axa Ox in punctele (-1, 0)
si (1, 0);

* N Oy: graficul nu intersecteazd axa Oy deoarece
x # 0.

Asimptote:

* functia nu admite asimptote verticale;

~lsix, =1,

e lim =vx2 =1 = 4o, functia nu are asimptote
xX—>*too

orizontale;

i 00 1

. :E si n=)lci_r)rolo(f(x)—mx)=0,

X—>0

1
deci dreapta y :Ex este asimptotd oblica la +oo;

°m—hmf()

X—>—0 X

; si o' =lim(f(x)—mx)=0 de

1
unde dreapta y = —Ex este asimptota oblica la —o.

Functia este continud pe fiecare interval (—oo, —1]
si [1, o) si derivabild pe fiecare interval (—oo, —1) si

(1, o).

I1. Studiul derivatei intdi

f(X)_ﬁ Vxe(—oo —1)U(1 OO)
X =

f'(x) = 0 nu are solutii reale (x; =0¢ D).

ecuatia

I11. Studiul derivatei a doua

1 . 2 .o
f"(x) =———— ecuatia /(x) = 0 nu are solutii.
24(x* =1)’

IV. x |- —11/ +o0
VA - —olllfJle +
flHo N 0o 7 4w
fr — o =

V.
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13) f(x) =In(x? - 1)
I. Domeniul de definitie
Din conditia x> — 1 > 0, obtinem D = (-0, —1) U (1, o).
N Ox: (y = 0): In(x* — 2 i
V2

2

1) = 0 cu solutiile x; =—
X, =

N Oy: graficul nu intersecteaza axa Oy deoarece
x=0¢ D.

. hm ln(x —1)=—0, deci dreapta x = —1 este
as1mptota verticala la stanga; 11m1n(x —1)=—o,
deci dreapta x = 1 este asimptota Vertlcala la dreapta.

. IiIP In(x* —1) = o, functia nu admite asimptote
orizon)glieoO

* nu admite asimptotd oblicd (deoarece

hrnf() 0= ms1n—11mf(x) +00).

X—0 X
Functia este continud si derivabild pe fiecare din
intervalele (—o0, —1) U (1, ).
II. Studiul derivatei intdi
1; ecuatia f'(x)=0 nu are solutii in D.

f=—=
o

I1. Studiul derivatei a doua

f"(x )_(2(x—+) ecuatia f'(x) = 0 nu are solutii.
IV.
x |~o =2 +o0
! — -+
SN 0 N —olillo 20 4
7 - — A -

N/

Observatie. Functiile din exercitiile 12 si 13 fiind
functii pare, in fiecare caz se poate studia si trasa
graficul numai pe intervalul (1, +o0), iar apoi pe
(-0, —1) se traseaza prin simetrie fata de Oy.




14) fx)=x+e™.

I. Domeniul de definitie este D = R.
Intersectiile cu axele:

* N Ox (y = 0), obtinem xe™ = 0, deci x = 0; punctul O(0, 0) este punctul de intersectie cu axele de coordonate.
Asimptote:

* functia nu admite asimptote verticale;

o lim f(x)=lim xe "

H —X H X N . . . - . -
=—0; lrlilgxe =1(1£1£€—X =0, deci functia admite dreapta y = 0 ca asimptoti orizontald
la +o0;

S ()

*m=lim~——=lim e " =00, deci functia nu admite asimptota oblica la —oo.

X—>—0 x X—>—0

Functia este continud si derivabild pe R.

II. Studiul derivatei intdi
S'(x) = e*(1 — x); ecuatia f"(x) = 0 are solutia x, =1; semnul derivatei intéi este dat in tabelul:
by | 1
S@+ 0 -

II1. Studiul derivatei a doua

f"(x)=e"(x—2); ecuatia f"(x)=0 are solutia x/=2; semnul derivatei a doua este dat in tabelul:

X | 2
[l 0+
IV. Tabelul de variatie x | —o 0 1 2+
5]
1 2
fxX) | =070 /7 —~N—5 0
e e
& - = = + o+
el - - 0
V. Reprezentarea graficd a functiei y
1],
S
o 1 2 X

Observatie. ,,Citind” graficul unei functii putem stabili: intervalele pe care functia respectiva este monotona
(crescatoare sau descrescatoare); punctele de extrem, adica punctele de minim sau de maxim (daca existd);

intervalele pe care functia este convexa sau concava; punctele de inflexiune (dacad existd); solutiile ecuatiei
fix) = 0 asociate functiei f (daca existd) etc.
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Exercitiu rezolvat.
Intr-un reper cartezian xOy, 29’/. este graficul unei functii /' : (-0, 1] = R avand reprezentarea grafica

urmatoare:
/%

10

Dreapta T, este tangenta la grafic in punctul de abscisd 0 si dreapta T, este singura tangentd paralela cu
axa absciselor.
a) Rezolva grafic ecuatia f'(x) = 0, unde /" este functia derivata a functiei f': (-0, 1] > R.
b) Rezolva grafic inecuatia f”'(x) < 0, unde /"’ este functia derivata a functiei /: (o0, 1] > R.
c) Stiind cd tangenta 7' la grafic in punctul 4 de abscisd 0 trece prin punctul B(1, 1), gaseste coeficientul
unghiular al dreptei 7.
d) Dedu f'(0).
e) Presupunem ca functia f/: (—o0, 1] — R este definitd astfel: f'( x) = 3 — 2xe".
i) Calculeaza xl_i>mw S(x), stiind ca lim xe" = 0; interpreteazd grafic acest rezultat.
ii) Rezolva grafic inecuatia f (x) > 3.
iii) Calculeaza derivata functiei f si studiaza semnul functiei '’ pe (—oo, 1].
iv) Dedu variatia functiei f.
Solutie.
a) Solutiile ecuatiei f''(x) = 0 sunt abscisele punctelor in care reprezentarea grafica are tangenta orizontala.
Avem o singura solutie x = —1.
b) f'(x) < 0 pe intervalul pe care functia f este descrescatoare, adica x € (-1, 1].

_Yp= Vs _1=-3_

©) mr'_xB—xA 1-0 2.

d) Din a) deducem f'(0) = 2.

e) i) lim f(x)=3, deci dreapta de ecuatiec y = 3 este asimptota orizontala a functiei la —oo.
X—>—00

ii) Multimea solutiilor inecuatiei f{x) > 3 este (-, 0), conform reprezentarii grafice a functiei f.

iii) Pentru Vx € (—o0, 1], f'(x) = —2(x + 1)e*; cum &' > 0, Vx € (~o0, 1], atunci f'(x) = 0 este echivalentad
cu—2(x+1)>0,adicax < -1.Decix<-1, f'(x)>0six>-1, f'(x) <0sif'(-1)=0.

iv) (-1) =3 + 2e! = 3,74

X ‘ —o0 -1 1
fr + 0 _
3/ 342" N\ 3-2¢
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pregiar @ Reprezinta grafic functiile urmatoare:
" LLfI-R>R, f(x)=x*—x+ 1.
,{;7 2. f:R—>R, f(x)=-x+3x.
PRopIE 1
3. 1 RV{0} > R, f(x)z;.
4. [ R\ {xl} > R, f(x)= 21 o
2 -

5./: R\ {0} >R, f(x)=%+xi

6./ R\ {2, 42} > R, f(x)=—>

x2—4

7./ Ro>R, f(x)=3x?

8. f:[0,0)\{1} >R, f(x)= Jx

(x=1)"
9. f:(—0,-2]U[0,0) ; f(x)=x+x>+2x.
10. f:R—>R, f(x) = xe™

1. f: (-1, 1) > R, f(x)=1n(1 — x?).

12. £:(0, +0) >R, f(x)=n¥

13. f:R>R, f(x)=min{x,x% 1}.
@ Fie D domeniul maxim de definitie pentru fiecare

dintre functiile urmatoare (f: D — R). Determina D
si traseaza graficul functiei in fiecare caz.

14. f(x)—‘xlxll‘.
15, /()= (1|x| s
—X
-+
16. f(x)=
Inx
V- So=rm
18. f(x)=i§i—tj;.
19. f(x)=|x—leix.
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@ 20. Fiecare dintre figurile alaturate prezinta
curba reprezentativa a unei functii, ¥, si curba repre-
zentativa a derivatei functiei, % , in acelasi reper.
Identifica %, si %,

Ay
1
a) 2
0 1 2 x
-1
VA
b) )
O /1 §

@ 21. Fie functiaf: R > R, f(x)=e" —%—1.
a) Determina lim f(x) .
x—>—00

b) Arata ca functia f admite o asimptota oblica.

X
Dedu de aici lim f(x).

o) Aratd ¢i f(x)= x(i .

—l—lj pentru Vx € R*.

d) Determina f” derivata functiei f pe R.

e) Rezolva in R inecuatia e* —% = 0.

Dedu semnul derivatei /" pentru x € R.

f) Calculeaza valoarea exactd a lui f (ln%).

g) Stabileste tabelul de variatie al functiei f.

h) Reprezinta intr-un reper cartezian ludnd unitatea
de masura egala cu 5 cm, graficul functiei f'si asimp-
tota sa oblica.



2. Aplicatii ale unor proprietati locale sau globale ale functiilor

Probleme de maxim sau de minim

Exista probleme practice de geometrie, fizicd, mecanicd etc. in care se cere cea mai mare sau cea mai
mica valoare pe care o ia 0 anumitd marime variabild (lungime, arie, volum, timp, fortd, pret, consum de
material etc.).

Cum rezolvam o problema de maxim sau de minim?

Procedam astfel:

* se alege o variabild independentd,

* se exprima marimea al carei maxim sau minim se cere, in functie de variabila independenta aleasa;

* se calculeaza derivata functiei, se egaleaza cu zero si se determina valorile variabilei,
pentru care functia este maximd sau minimd. A

1) Determina triunghiul isoscel, de arie maxima, inscris intr-un cerc de raza egald cu 2.
Rezolvare.
Alegem ca variabild independentd naltimea AD = x, x € [0, 4].

BC- 4D
Exprimam aria triunghiului 4, - :T (1), unde BC=2-DC =230C* -0D" ;

tinand cont ca OC = 2 si OD = x — 2, obtinem: BC = 2\/4— (x—2)* = 2ax—x> .
Inlocuind in (1) obtinem fimctia A(x)=x+4x—x" .

, 4-2x dx—x"+2x-x"  6x-2x"
Calculam derivata acestei functii si obtinem: A'(x)=+v4x—x’ +x- =

2/dx —x* \/4)6—)62 \/4x—x2 ‘
A'(x) = 0 implicd 6x — 2x* = 0, adicd 2x(3 — x) = 0, cu solutiile x", = 0 (solutie care nu convine problemei
deoarece nu existd un triunghi cu o inaltime egalad cu zero) sau x', = 3.

Semnul derivatei intai este dat in tabelul alaturat, deci pentru x = 3 X 0 3 4 +owo
functia A(x) admite un maxim egal cu 3. A | +0 - | -
Deci, daca x = 3, atunci inaltimea triunghiului de arie maxima are AX) | 0 73 \/g N0\

lungimea egala cu 1 din diametru.
In acest caz (x = 3), triunghiul ABC este echilateral.

Observatie.
Dintre toate triunghiurile isoscele inscrise intr-un cerc dat, triunghiul echilateral are aria cea mai mare.

2) Dintr-un patrat se taie din colturi 4 patrate egale, apoi se indoaie marginile astfel
incat sa obtinem o cutie (fara capac). Latura patratului initial avand lungimea egala cu 12,
care trebuie sa fie lungimea laturii patratului mic astfel incat volumul cutiei sa fie maxim?

Rezolvare.

Alegem ca variabild independentd lungimea laturii patratului mic si o notam cu x.

Inaltimea cutiei care se formeaza este x, iar lungimea laturii bazei este 12 — 2x. Volumul x _

cutiei este descris de functia V(x) = x(12 — 2x)*. Calculam derivata functiei V' si obtinem | 12 |
V'(x) = 12(6 — x)(2 — x).

Ecuatia V'(x) = 0 are solutiile x', = 6 sau x’, = 2. Solutia x’, = 6 nu convine problemei (nu mai existd cutia!).
Tabelul de variatie pentru functia V' este urmatorul:

b 0 2 6 oo
V'(x) + 0 -0 +
V(x) 128N m /S

Volumul este maxim pentru x = 2 si este egal cu 128 unitati de volum.
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3) Dintr-o bucata de tabla de forma circulara cu raza R se decupeaza
un sector de cerc din care se confectioneazd o palnie. Pentru ce unghi la
centru, a, palnia are capacitatea maxima?

Solutie.
Alegem ca variabild independentd inaltimea h a conului care

reprezintd palnia. Volumul palniei este V=%; cum = R* — I,

obtinem functia V' = f (h) = E( R*h—h*). Valoarea extrema (maxima) se calculeaza din f'(h)=0 si obtinem
R

h =§\/§ >0. Cum f"(h) =—2?RR\/§ <0, rezulta ca valoarea gasita este un maxim. Cand se indoaie tabla,

> T . . . T . 2nr . R
arcul de cerc 4B =Ra devine circumferinta bazei, deci 4B =2mnr; obtinem oc:T si, cum rzgx/g ,

271\/8
3
4) O fabrica de conserve isi confectioneaza din tabla cutii cilindrice avand capacitatea de 1 / (1 dm?). Ce
dimensiuni trebuie sa aiba cutiile pentru a se folosi cat mai putin material?
Rezolvare.
Alegem ca variabild independentd raza bazei cilindrului pe care o notam cu x.

Notam cu 4 aria totala a cilindrului. Volumul cutiei fiind egal cu 1 dm?, deducem

1
indltimea /4 in functie de x, astfel: 1 = mx* - 4, de unde h=—+
™

~294°.

rezultd o =

5 -

2 1
Exprimam aria totala a cilindrului: 4(x) = 2meh + 2mx” ==+ 2mx” X 0 7
x T
2 ;
Studiem punctele de extrem ale functiei A(x): A'(x)=——+4mnx; AW|[ | - o +
x

din 4A'(x) = 0 obtinem x'= entru care A( J are o valoare minima. A(x) N oA

1 1
P on

A . A D 1 . .
Calculam, in acest caz, dimensiunile cutiei si, pentru x =——— (raza bazei), obtinem h=

3/% 27

inaltimea cutiei trebuie sa fie egald cu dublul razei bazei cilindrului.

VR
L)
ws‘-‘
a
N—
N

, adica

:

P:';;E_Lfff 49 1. Intr-o intreprindere, un ii) Determina limitele lui C! in 0 si +oo.
——" studiu al costurilor unei productii arata Studiazd monotonia functiei C! si dedu cad exista
ca, dacd ¢g reprezintd numarul de unitati un numar real unic, r, astfel incat C! (r)=0.
pRopsSE produse, costul total C(g) este dat prin: Determina, cu o aproximatie de 103, valoarea lui r.
1 cen . - . . -
C(q)==¢' —24* +50g +1. 111.) Studlaza funcvglaACm si completeaza tab.elul
3 de variatie. Traseaza, intr-un reper cartezian,
a) Studiazd monotonia functiei C definita pe [0, +0). portiunea din reprezentarea geometrica a graficului,
Construieste, intr-un reper cartezian, portiunea din corespunzatoare lui 0 < ¢ < 5.

graficul Iui C pentru 0 < g < 5. ) o
@ 2. Determina conul, de volum maxim, inscris

b) Fie functia C,(q)= %, definita pentru g > 0 intr-o sfera de razi data R.
q

(C. reprezintd costul mediu unitar). @ 3. Dintre toate dreptunghiurile cu perimetrul

. o
i) Calculeazd derivata C’ (q) (C! reprezintd de 24 m, care are aria maxima’

costul marginal, adicd costul suplimentar necesar @ 4. Dintre toate dreptunghiurile cu aria de 36 cm?,
pentru a produce o unitate in plus). care este dreptunghiul cu perimetrul cel mai mic?
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3. Rezolvarea grafica a unor ecuatii. Sirul lui Rolle

Rezolvarea grafica a ecuatiilor; utilizarea reprezentarii grafice a functiilor in
determinarea numarului de solutii ale unei ecuatii

Oricarei ecuatii 1i putem asocia o functie si oricarei functii 1i putem
asocia o ecuape (punand fix) = 0).
Daca se cunoaste reprezentarea graficd a unei functii f, atunci putem
observa numarul de solutii reale ale ecuatiei f{x) = 0 si, eventual, valorile
lor sau intervalele in care se afld acestea.
De exemplu, pentru o functie /': R — R, avand reprezentarea grafica % { XZ\/‘ x3

din figura aldturata, ecuatia f{x) = 0 are, conform imaginii grafice, trei
solutii reale x, x,, x, pe care, fie le putem determina din calcul, fie putem
spune in ce interval se afla fiecare din ele. Pentru reprezentarea grafica

de mai sus observam cd x, = 0 si x|, x, € (-0, 0).
Daca in exemplul precedent avem doar o portiune din reprezentarea
grafica a functiei f, atunci si discutia referitoare la numarul solutiilor ecuatiei ’\ V\/
asociate, f{x) = 0, poate fi incompleta (de exemplu, in reprezentarea grafica xz\ﬂ X
lipseste solutia x,!).

De aceea, avem nevoie de reprezentarea graficd a functiei f/ (pe domeniul ei de definitie) si de o metoda
prin care sa stabilim cu certitudine numarul solutiilor reale ale ecuatiei f{x) = 0 (pe domeniul ei de definitie)
si intervalele in care se afld acestea.

ErEMrLE 1) Sa rezolvam grafic ecuatia x> — 4x + 3 = 0.
Asociem functia f(x) = x* — 4x + 3, f: R > R, avand reprezentarea grafica
alaturata.

Intersectia reprezentarii grafice cu axa Ox se face In doud puncte, A(1, 0) si B(3, 0).
Abscisele acestor puncte reprezinta solutiile ecuatiei date f{x) = 0, adica x, = 1 si x, = 3.

2) Sa rezolvam grafic ecuatia —x* + 2x — 1 = 0.
Asociem functia f(x) =-x*+2x-1,f: R > R.

Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axa Ox intr-un singur punct V(1, 0).
Abscisa acestui punct este solutia reald (dubld) a ecuatiei f(x) = 0, adica x, = x, = 1.

3) Sa rezolvam grafic ecuatia x> + x + 1 = 0.

Asociem functia f(x) =x>*+x+1,f: R—> R. Y
Observam ca reprezentarea grafica a functiei f nu intersecteaza axa Ox, deci ecuatia 1
asociata nu are solutii reale. 0 %

Observatie.
In fiecare dintre aceste exemple am putut calcula numarul solutiilor fiecarei ecuatii si valorile lor!
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Sirul lui Rolle

Pentru determinarea numarului de solutii reale ale unor
ecuatii si a intervalelor in care ele sunt situate, se utilizeaza
sirul lui Rolle. Sirul lui Rolle ne permite sa separam solutiile
ecuatiei f (x) = 0, atunci cand cunoastem solutiile ecuatiei

f'(x)=0. Aceasta metoda se bazeaza, atat pe teorema lui Rolle,
cat si pe proprietatea lui Darboux.

Fiea,be R,a<b,f: (a, b) - R o functie derivabila si
x', x, ..x ' solutiile reale consecutive ale ecuatiei /" '(x) = 0.
Sirul lui Rolle reprezinta sirul semnelor dat de valorile: /' (a + 0),

S &, f0), of (8)), (b= 0).
Distingem urmatoarele cazuri:

[. Dacé in sirul lui Rolle apar doua semne alaturate diferite, adica
pentru x; <x;,, avem f(x;)-f(x;,,) <0,ke {0, 1, .., n} (am
notat x; =a si x/,, =b), atunci in intervalul (x,, x,,,) existd o
unicd solutie a ecuatiei f (x) = 0 (existenta este data de
proprietatea lui Darboux a lui £, iar unicitatea este asiguratd de
teorema lui Rolle).

[I. Daca in sirul lui Rolle apar doua semne aldturate identice,
adica pentru x’ <x'_ avem f(x;)-f(x,,,)>0, atunci f(x) =0
nu are nici o solutie in intervalul (x;, x;,,).

Demonstratie. Aplicim metoda reducerii la absurd.

Dacidc,c,€ (x,,x,.,,) .c, #c,cuf(c)=f(c,) =0, atunci,
conform teoremei lui Rolle, exista ¢ intre c, si c,, adica
c€ (x,,x],,) astfel incat /'(c) = 0, contradictie cu faptul ca x|
si x;,, sunt solutii consecutive ale lui /.

Daca c € (x;,x,,,) este unica solutie a ecuatiei f (x) = 0,
atunci ¢ este un punct extrem al lui £, deci f'(c) = 0 (conform
teoremei lui Fermat). Am ajuns din nou la o contradictie.

I1I. Daca in sirul lui Rolle apare valoarea 0, adica /' (x’) = 0,
atunci x', este solutie multipld a lui f'si in intervalele (x;_,, x;)
si (x;,x;,,) ecuatia nu mai are alte solutii.

Etapele formarii sirului lui Rolle sunt urmatoarele:

1) se fixeaza intervalul de studiu, / = (a, b) cu a, b € R,
pentru ecuatia f{x) = 0, unde f': I — R este o functie derivabila;

2) se rezolva ecuatia f”'(x) = 0 si consideram solutiile reale
ale acestei ecuatii (situate in /) in ordine crescatoare:

' ' r.
X <xh<..<xl;
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1) Gaseste solutiile multiple pentru
functiile f/: D — R, unde D este domeniul
maxim de definitie:

a) f(x) = x3 - 3x2+3x -1;
0, x<O0

b) f(x)=1 1 ;
e, x>0

) f(x) =x(e" - 1);

d) f(x) = (x*— 1)Inx%

2) Determina numarul de solutii ale
unei ecuatii f'(x) = 0, urmarind conditiile
prezentate in tabel.

a) x —oo -1 4 oo

£(x) 0 0

F(x) | +oo + + oo
b) x —oo -1 4 oo

f'(x) 0 0

S(xX) = = = = A
c) x —oo -1 4 oo

f'(x) 0 0

S(x) | —o° + +t e
d) x —oo -1 4 oo

f'(x) 0 0

F(x) | oo ¥ T too
e) x —oo -1 4 oo

f'(x) 0 0

S(x) | = + - oo
f) x —co -1 4 oo

f'(x) 0 0

f(x) +oco — + —o0
g) X —co =2 0 3 —+oo

f'(x) 0 0 0

f(x) '+ + — + —o0

— - —- —_— __ _



3) se calculeaza valorile functiei f 1n aceste puncte la care
se adauga valorile (sau limitele) lui f la capetele intervalului /,
notate cu fla + 0), respectiv (b — 0);

4) se organizeaza datele obtinute anterior intr-un tabel de
forma:

X a x'1 x'z.... x'n b
f(x) 0 0.... 0
f(x) [fat0) Ax')  Ax) .. AX) S(b-0)

Sirul lui Rolle este sirul semnelor valorilor ultimei linii a
tabelului.

Observatie.
Putem folosi sirul lui Rolle numai daca se poate rezolva
ecuatia f”(x) = 0.

Probleme rezolvate

1) Determina numarul de solutii reale ale ecuatiilor urmatoare
si intervalele in care se afld acestea:

a) 4x3 — 18x* + 24x — 9 = 0.

Solutie.

Consideram f: R > R, f(x) = 4x3 — 18x* + 24x - 9,
feste derivabild si f/(x) =12 -36x+24 =0 -3x+2=0<

< x/=1, x;=2. Caleulim lim f(x)=-o si lim f(x)=o0.

X —00 1 2 +o0
') 0 0
sgn f | — + - +

Prin urmare, avand trei schimbari de semne, ecuatia /' (x) = 0
are trei solutii reale: x, € (-0, 1), x € (1, 2), x, € (2, +o).

b)x’—4x*+3=0

Solutie.

Consideram f/: R > R, f{x) = x> — 4x* + 3 derivabila pe R si
f'(x) = 5x* — 8x. Ecuatia f'(x) = 0, adica x(5x> — 8) = 0, are
solutiile reale x/ =0 si X, =%.

Limitele functiei f'in —oo si +oo sunt egale cu —oo, respectiv
+o0, Sirul lui Rolle este dat in tabelul urmator:

2
X |—oo 0 % +o0

rol - v s

Deci ecuatia data are trei solutii reale (avand trei schimbari de

2 2
semne in sirul lui Rolle): x, €(—0,0),x, €| 0, —= |, x, €| —=, +0 |.
%/g 3

g/g
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h) x o —1 1 10 4o
7 0 0 0
T+ * 0 T =

) x [0 -1 0 1 2 -+
e 0 0 0 0
fol= + = 0 + =

3) Gaseste cate un exemplu de functie
care verifica fiecare tabel in parte si scrie
ecuatia asociata.

Indicatie.
a)f' )=+ Dx—-4)=x2-3x-4,de
3 2
unde obtinem f(x)= % - 3% —4x, deci

ecuatia asociata este 2x* — 9x? — 24x = 0.

Sa stabilim numdrul de solutii reale
ale unei ecuatii si le separdm pe intervale

4) Determina numarul solutiilor reale
ale ecuatiei:
a) 2x° = 5x* +10x° +10x” - 40x+1=0;
b) Inx—x+1=0;
C) e —x+1=0;
d) X’ +3x+m=0
unde m este un parametru real.

5) a) Determind numarul solutiilor
reale ale ecuatiei x* —2x’ —3x* +4x+ 1 =0
si separad pe intervale solutiile obtinute.
b) Propune o ecuatie care s aiba acelasi

numar de solutii.

6) Se da ecuatia 2* —xIn2-m=0.
a) Pentru ce valori ale lui m € R, ecuatia

are doud solutii reale distincte?
b) Poate avea ecuatia exact trei solutii
reale distincte?

7) Determina numarul solutiilor reale
ale ecuatiei X =28 -3 +4x + A =0,
A € R si separd pe intervale solutiile
obtinute in functie de parametrul A.




2) Separa solutiile ecuatiei x* + 2Inx — 4x = m, in functie de
valorile reale ale parametrului m.

Solutie.

Fie f: (0, +©) > R, f(x) = x* + 2Inx — 4x — m. feste derivabila

Si f(x)=2x+2—4;dinf'(x)= 0 obtinem x'=1; £(1)=—m—3;
X

(0 +0)=-—00; lim f(x)=+0.
X |0 1 +00

sen f | -
Daca m € (-0, —3), atunci ecuatia /' (x) = 0 are o unica solutie
ce se afld in intervalul (0, 1).
Dacd m = -3, atunci x, = 1 este solutie multipla.
Daca m € (-3, +o), atunci ecuatia f(x) = 0 are o unica solutie
ce se afla in intervalul (1, +o0).

sgn(-m — 3) +

3) Consideram functia f: [-1; 3,5] > R, f(x) = x> — 3x?
reprezentarea grafica alaturata:
a) Completeaza tabelul de variatie al functiei f.

b) Demonstreaza ca ecuatia f (x) = 0 are o singura solutie, x, € [3; 3,5].
c) Pune pe figurd punctul 4 de abscisa x,. Determind grafic o incadrare a

lui x, intr-un interval de lungime 0,5 unitati.
d) Completeaza tabelul urmator (aproximand la 10-2):

| 3 |35]325] 3,10 | 320 | 3,11

e

8) Determina numarul solutiilor reale
ale ecuatiilor si separa pe intervale solu-
tiile obtinute:
a)x’—6x+2=0;

b) x* — 4x -1 = 0;

c)x+e=0;

d) 3x*—4ax® — 6x* + 12ax + 7a> — 36 = 0,
unde a € R;

e) 3x* — 200 + 302 + 60x — 72+ Inx| + 1 = 0;
f)2x+Inx-—mx-Inx)=0,me R.

— 1, avand

5,125 f--------

X
ol T |
e) Dedu o incadrare a lui x, (aproximare prin lipsd si prin adaos) la o sutime.
Solutie.
a) X -1 0 2 3,5
7' + 0 - 0 +
fol-s 7 -1 N5 S 5125

b) Functia f este derivabila pe [3; 3,5] si pentru Vx € [3; 3,5], /'(x) > 0, adica f este strict crescatoare pe
[3; 3,5]; fi3) = -1 si f(3,5) = 5,125, deci 0 € [f(3); (3,5)] = [-1; 5,125]. Deci ecuatia f (x) = 0 admite o

singura solutie in intervalul [3; 3,5].

c¢) Punctul 4 este punctul in care reprezentarea grafica a lui f intersecteaza axa absciselor. Citim pe grafic

ca abscisa punctului 4 verifica 3 < x, < 3,5.

d) x | 3 | 35 |325]310] 3,11
fyy | -1 | 513 ] 1,64 | 1,05 | 006

e) £ (3,10) = 0,04 < 0 si £ (3,11) = 0,06 > 0, deci /(3,10) < 0 < £ (3,11), de unde 3,10 < x, < 3,11
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prIELEAF @@ 1. Determind valoarea lui meR

:ﬁ"
—= pentru care ecuatia

3x* +4x° —24x> —48x +m=0:
popsi E a) are doua solutii egale;

b) are toate solutiile reale.
<« 44 .
@ 2. Aratd ca, pentru m €| -3, 7 , ecuatia

2x’ +x* —4x+m=0 are toate solutiile reale.

@ 3. Aratica, Vpe R, ecuatiax’ —3x+p=0nu
poate avea in intervalul [0, 1] doud solutii distincte.

@ 4. Determina valorile parametrului real m
pentru care ecuatia e* = mx?” are trei solutii reale.

@ 5.Fiea, be Rcua # b. Rezolva in R ecuatia
(x—a)y'+ (x—b)"=(a—-b)y, neN*dat.

@M 6. Stiind ca ecuatia

x'—4x’ +6x’+ax+b=0, a,beR

are toate solutiile reale, precizeaza aceste solutii.

@8 7. Determina numarul de solutii reale ale ecuatiei
urmatoare si intervalele in care se afla acestea:

)X -3x2-9%+3=0;, b)X+3x*+6=0;
c)x*—2x + 1 =Inx.

Teste de evaluare

Testul 1

Intr-un reper cartezian xOy, SG’f este graficul unei
functii /: R — R, avand reprezentarea grafica urmatoare.

A
1/]

Tangentele la curba in punctele 4 si B, de ab-
scise 0 si 2, sunt paralele cu Ox.

1. Determina grafic /' (0), £ (1), f'(2).

2. Fie functia f: R > R, f(x) = ax® + bx* + c.
Determina constantele a, b, ¢, daca f are reprezentarea
graficd de mai sus.

3. Presupunand ca f(x) =x* - 3x*+ I, /: R—> R,
determina lim f(x) si liin f(x).

X—>—0 X—>0

4. Completeaza urmatorul tabel de variatie, folo-

sind datele obtinute mai sus.

—00 400

X
f / NS
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Testul 2

Se considera functia f: (-2, +o0), f(x)=x-2 +x;12

si reprezentarea ei grafica intr-un reper cartezian.

i
_2:
1. Arata ca functia f admite o asimptota oblica si

determina ecuatia acesteia.

2. Graficul functiei f este situat deasupra sau sub
asimptota sa oblica?

3. Presupunéand ca limzf(x)=+oo, ce putem
X—>—

spune despre functia f ?

4. Reprezintd, in acelasi reper cartezian, functia
f'si asimptotele ei.



Testul 3 Testul 4

= |

Fie functia f:(%, +oo) —->R, f(x)= 2);";13 si ’;G’f 1. Consideram functia /: (0, ©) -> R, f(x)=

reprezentarea ei graficd intr-un reper cartezian.

—_

a) Determind coeficientul unghiular al tangentei la
grafic in punctul 4 de abscisa 2.
b) Reprezinta grafic intr-un reper cartezian functia f'

si tangenta la grafic in punctul A.

2. In figura urmatoare este reprezentati o functie
f:[-1,4] > R.

1. Determina lim f(x) .
i3
2
2. Verifica, din limita de mai sus, existenta unei
asimptote d, pentru functia f si determind ecuatia
dreptei d,.

3. Determina lim f(x).

X—>+00

a) Determina grafic coeficientul unghiular al fie-

4. Verifica, din limita de mai sus, existenta unei . .
. . . o . careia din dreptele AB si OF.
asimptote d, pentru functia f si determina ecuatia . i .
dreptei d 2 b) Dreapta AB este tangenta in A reprezentarii grafice
repiet - a lui f'si dreapta OF este tangenta in £ reprezentarii

5. Traseaza dreptele d,, d, si functia /" in acelasi grafice a lui f. Dedu f'(0) si f'(3).
reper cartezian.

Testul 5

Consideram functia f:(—%, +oo) —>R, f(x)=4x -2 - 3In(2x + 1).

1. Presupunem ca lim f(x)=-+00. Determina lim f(x). Ce deducem de aici, pentru reprezentarea grafica
X0 N

_1
x>=

aluif?

2. a) Determina intervalele de monotonie ale functiei f.
b) Determina tabelul de variatie al functiei.

3. Reprezinta grafic functia f.

4. Demonstreaza ca ecuatia f(x) = 0 admite solutie unica pe intervalul [1, 2].
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Probleme recapitulative

0
1. Fiexe Rsi A(x)= 0 |e A (R).

(e
S~ =

3)C
a) Aratd ci A(x) - A(y) =A(x+y), Vx,y€ R
b) Calculeaza A"(x), x € R, n € N*,
x-1 2x 2-x
2. Calculeaza determinantul, punand rezultatul sub forma de produs: A=| 1 X x [, xe R.
4-x x 2x-3
3. Fie 4, B€ .M (C) astfel incat B* =21, si 4 = B> + L.
a) Arata ca matricea 4 este inversabila.
b) Calculeaza det(4 — A™").
c) Arata ca: |detA +det(4 - 21, )| =2,
—ax+y+z=-1

4. Studiaza compatibilitatea sistemului \x—ay+z=a , unde a este un parametru real.

X+y—z=2
1 11 1 1 1
5. Fie matricele 4=|0 1 1|, B=|m m 0|, meR". Rezolvd ecuatia matriciald B-X -4 = 0.
0 0 1 m 0 m

. a 0
6. Fie A:[O j, a>0.

a) Calculeaza B= i Ak
k=1

b) Precizeaza dacd B este inversabild si, in caz afirmativ, determina inversa sa.

Inegalititi celebre

7. a) Daca x > -1 si n € N* atunci (1 +x)" = | + nx (Inegalitatea lui Bernoulli)
1
b) Daca y > —1 si n € N*, atunci (1+ y)" <1+2.
n

c) Arata ca (1,001)!100 > 2,
d) Daca x > 1 si y € R, atunci existda n € N* cu x" > y. (Forma multiplicativd a inegalitdtii Bernoulli)
8. Fie a, a,, ..., a, > 0 cu proprietatea cd a,-a,-...-a, = 1. Avema, +a, + .. +a > n. (Ehlers)

9. Inegalitatile mediilor (A. Cauchy, 1821)
Fiea >0, 1 <i<n, atunci:

min{a, , a,, ..., a,} < % <ta-a-..a, <GTBRTTa max{a,, a,, ..., a,}
T "
aq 4 a,
n 2 n n
10. (Za,. b,J <{Zafj(2bf}, pentrua,b € R, 1 <i <n. (Cauchy - Buniacovsky - Schwartz)
i=1 i=1 i=1
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11. Pentru a, b. € R, \/Z(a,. +b)’ S\/Zaf +\/Z:bi2 . (inegalitatea lui Minkowski).
i=1 i=l1 i=1

12. Inegalitdtile lui Cebdsev

n

<o b a4 3

) a,<a, <. ; — ~
a) Pentru Z— =
h<b<.<b ' n nooon
n n n
ab, Za. Zb.
a<a,<..<aq, Z_:‘ i i
b) Pentru , = <4zl il
b=2b,=2.2b n n n

1 =2
13. Rezolva in M, (R) ecuatia X :(12 . j

b
14. Determind matricele X :(a

djeMz(lR) stiind ca X2—2aX+(a2+b2)~12:02_
C

abc bca cab
15. Fie a, b, c cifre nenule, nu toate egale. Demonstreaza cd A >0, unde A= cab abc bcal.

bca cab abc

16. Determina a € R daca graficul functiei f/:R—>R, f (x):\/3 ax* —x* admite o asimptota ce trece prin
punctul A4(1, 1).

17. Demonstreaza urmatoarele inegalitati:

a) In(1+x)<x,Vx>-1;

b) T <hx<x-LVx>1;
X
2 2. ,x

X X--e
c) 1+x+7<e"<l+x+

, Vx>0,

X
V1+x

2
e) l+§—%<x/l+x,Vx>0.

d) In(1+x)< ,Vx>0;

2
18. Fie f:D—)IR,f(x):—Z,a,beN .

a) Determina domeniul maxim de definitie D.
b) Determind a si b astfel incat functia sa aiba puncte de extrem de abscise —2 si 6.

c) Traseaza graficul lui f pentru a, b determinate anterior.

19. Fie f:(O,oo)—)IR,f(x)zz_x_4.1n_x_
X

a) Traseaza graficul lui f .
b) Determina coordonatele punctului 4 in care tangenta la grafic este paraleld cu dreapta de ecuatie x+y=2.
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20. Traseaza graficele functiilor:
a) [:RoR, f(x)=|x- 2|
Inx
ﬁy
)=Vx? —x 32 +x,
2x°

x*+ 1)2

b) £:(0,0) >R, f(x)=
¢) f:R->R, f(x

d) f:lR—)lR,f(x):( ;
X +3x 44

> s
X

f) f:R" >R, f(x)=(x-1)-¢e"

e) /:R" >R, f(x)

21. Determina a € R pentru care functia /: [0, 2] > R, f(x) ={

22. Calculeaza:

¥ -2x+3

x+1,

x> +a, daciaxe(l,2

3

daca x €0, 1]
are limitd in x = 1.

. 3x3+1 22747 3_x+1 2x
a) lim ; b) lim| ——|
) Hw[3x3+lJ ) HO()c3+xz+1
-2 il
sinx 3 x4
c) lim —x+2 ; d) lim x3 *l
=0\ x4+ x7 +2 =2\ x7 =3
23. Calculeaza:
1
TP . 3 49712
a) lim(\/ 2x — —2)’6 -25; b) 11m+—.
x5 x>l ¥ 41 4% 6

24. Calculeaza:

m

b) lim U -

B

(Concurs international M.C.M. — 18 iulie 2001 - Poiana Pinului, Buzdu)

a) lim 2
x—2

—4+4x—2_2‘
-8 ’

,m,neN* m,n=2.

25. Calculeaza:

) 1 1Og2(10g3 x)
>3 5525

: b) im(3*" +3*1 433 1%

x—0

26. Fie f: (0, +©) — R astfel incat hm xf (e*)=0. Calculeazd lim x/ ",

X—>00

(Concurs international M.C.M. - 18 iulie 2001 — Poiana Pinului, Buzdu)

27.Fief, g2 : R—> Rsi ae Rastfel incat f((a — ¢, a +¢)) N g((l +oo))¢ J,Ve>0. Se presupune ca

hm g(x) too. Studiaza continuitatea lui f'in punctul x = a.
(Olimpiada de matematicd, etapa judeteand, 2000 — Dambovita)

28. Fie f: [0, 2n] = R, continua, cu f (0) = f (2r). Demonstreaza ca 3 ¢ € (0, n) astfel incat /' (c) = f (¢ + m).
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a+b b+c c+a
29. Fie matricea A=| a+c a+b b+c |e M;(R). Demonstreazi ca, dacd a® + b* + ¢ = 4, atunci det 4 < 16.

ct+b a+c a+b

30. Fie 4e M, (R) astfel incat det(4 — 1,) = -3, det(4 + 21,) = 15.
a) Determind det 4, det(4 + 1)), det(4 — 2L,).
b) Determind matricea A* — 34° + 242

0 1
31. Rezolva in M, (R) ecuatia 4’ +2A:[4 3}.

32. Fie numerele reale distincte a, b, ¢ si functiile f; g: R > R, f(x) = (x — a)(x — b)(x — ¢), g(x) = x* — 3x + 2.

1 1 1

a) Calculeaza determinantul | « b c
ga) g(b) glo)

gla) &) gl
@ fib) fle)

b) Demonstreaza ca

33.Fie 4,Be M, (R),n€ {2,3} astfel incat 4 + B=1, A’ = 4.
a) Demonstreaza ca matricea C = AB + I este inversabila.

b) Determind C .

34.Fiex,ye R, 4= xl, + yB, unde B =

—_ =
—_ =
—_ =

a) In ce conditii matricea 4 este inversabila?
b) Determind A~! (cand exista).

b
35. Fie 4 :(a dj € M,(R) . Demonstreaza ca:
C

A+ A+ =0,<a+d+1=0,ad-bc=1;

b) ecuatia X 2 + X + I, = O, are o infinitate de solutii in M, (R).

36.Fief:R>R, f(x)= ‘xz - 2)4 e,
a) Studiaza derivabilitatea functiei f .

b) Calculeaza Z( fJ(x)=fl(x)),unde 4 = {x € R | £ nu este derivabila in punctul x}.

xeAd

37.Fie Ae M,(R), A= (x );j astfel incat x + ¢ = xt — yt = 1. Céte elemente are multimea {4" | n € N}.
z
38. Fie 4 M,(C), astfel incat 4> = 4. Demonstreazd ca (4 + L)'= (2"— )4+ 1,V ne N
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1-4x
2x

—6x

39. Fie A(x)z[ s
+ 35X

j, x e C.

a) Demonstreazi ci A(x) - A(y) = A(x +y +xy), V x,y € C.
b) Determina (A(1))", n € N

¢) Determina (4(x))", n € N', x € C.

1 1 1
1 ¢
40. Fie ¢ radacina a ecuatiei x> + x + 1 = 0 si matricele A=[0 2J,B= 1 ¢ ¢
€ 2
Determind 4" si B", n € N'. be e
41. Determina A" pentru matricele:
5 1 0 «x
X X —-X 1 x 2x"+2x )
a) A=|—x x —x|; b)4=|0 1  4x |; ¢)d=[-x 0 —%,xEC
-X -x X 0 0 1 0 0 1
0 0 1
42. Fie matricea 4=|1 0 0].
0 1 0

a) Demonstreazd ca 4, = I,.
b) Demonstreaza ca (4 — [,)(4, + A + I,) = O,.
c¢) Demonstreaza ca exista B, C € M,(R) — {O,} astfel incat 4B = O,.

Y 4
Il+x+xy 9°

) . B . X
43. Fie x, y = 0 astfel incat x + y = 4. Arata ca TTy+x

(Olimpiada de matematicd, etapa municipald, cls. a I1X-a, Constanta, 2001)

. . 12 0 1 m 3 -
44. Fie matricele 4, B, Ce M,(R), 4= , B= , C= , m#—. Fie a,b,ceR.
20 -1 0 20 3

Demonstreaza ca a-A+b-B+c-C=0, & a=b=c.

1

45. Consideram functiile F, f: (1, +©) - R, F(x) = In(1 + Inx) si f(x)=——.
x(1+1nx)

a) Aratd ca F'(x) = f(x), Vxe(l, +).
b) Utilizand teorema lui Lagrange, aratd cd pentru orice k € N, k > 2, existd ¢, € (k, k + 1) astfel incat
F(k+ 1) = F(k) = f (c).

1 1
c)Aratd caV k€ N, k£ > 2 au loc inegalitatile

<Fk+)-Fk)y<——.
(k+D(1+1In(k +1)) k(1+1nk)

46. Reprezinta grafic functiile urmatoare:

a) f:R—(0, ), f(x) = ¢}
¢) f:R>R, f{x) =x;
e)f:R>R, f(x)=x—3x+2;

¢)/: R* >R, f<x>=xl—4;

b) /:R—>[0, ), f (x) = x’;
df Ro>R fx)=x"+x+1;
Hf:R>R fx)=x —1I;

hf:R->R, f(x)=

5
x2+1
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1 x2-1

)f:R->R, f(x)= DRV{0} > R, f(x)=

2

x2+x+1;
2 2
R0} > R, (=52 Df: R\ -1} > R, (=2
X |x+1
1 2
m) f: (0, 0) > R, f(x)=x%; n)f: (0, 0) > R, f(x)=x*.

47. Care sunt dimensiunile pe care trebuie sa le aiba o cutie de conserve cilindrica, astfel incat pentru o
capacitate datd de 1/ = 1000cm’ si se consume minimum de tabli?
Indicatie.

A =2’ +2mrh; V.,

cilindru

cilindru = T[rzh = IOOOCITI3 . Obtlnem Acilindru

2V
= f(r)=2mr’ + =, iar valoarea extrema
r

se obtine din f'(r)=0.
x+1
x2+1°

48. Fie f: R > R, definita prin f(x)=

a) Aratd ca f(x) <% pentru oricare x € R.

b) Determina ecuatia tangentei la graficul lui f/in puncutul de abscisa x, = 1.

49. Fien€ N*si f : R— R, definita prin £ (x) = xe™.

a) Pentru n € N* fixat, studiaza variatia functiei f .

p—>0 =

P
b) Daca 4, =min f,(x)(n €N*), caleuleazi L = lim D4,
X €l =1

50. Studiaza variatia si traseaza graficul functiilor:

a)f:D,cR—>R, [(x)=x ’;—3;
-1
b/:D,CR >R 0=

) f: D,c R— R, f(x)=|x—1le".
51. Pentru a € (0, +x), fie fa:IR: — R definita prin f (x) = xIn(ow).
a) Pentru o > 0 fixat, studiaza variatia functiei f;.

1
b) Daca 4, = min f,(x),ae(0,0), calculeazd L = liml|Aa|1+1noc.
xe(0,0)

a—>—
e

52. Determind a, b € R astfel incéat lim(\/ 2x% +4x+1—ax-— bj = 2\/5.

53. Se considerd f: (o0, 0]\ {~1} > R, f(x)= ln|x + 1| +%. Calculeaza limitele in capetele domeniului
X
de definitie (se poate utiliza li{‘l’(l) xInx=0 ).

54. Se considerda /: R - R, f(x) =3 -2 - 3. Calculeazi limitele functiei la +oo si —0.

55. Se considerd f: (-0, -1] > R, f(x)=/x(x—1) +4/x(x+1) .
f(x)
X

; i) n= 1i1}1 (f(x)—mx).
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1+a° 3 X
(I-ax)* +(a+x)* a(x*+1)

56. Se considerd f: D — R (D domeniul maxim de definitie), f(x)=
Determind a astfel incat lim(—ax- f(x))* =e”.
X—>0
57. Fie /: D — R (D domeniul maxim de definitie), f(x)=ax+Vbx*+cx+1, a, b€ (0, ), ce R.

Determina a, b, c¢ astfel incat lim(f(x)—4x)=-2 si lim f(x)=-1.
X—>0 X—>—00

2
a b
= B , demonstreaza ca numerele

X
58. Fie x, y, z, t numere reale 1n progresie aritmetica. Stiind ca [Z d

b—a, c — b, d— c sunt in progresie aritmetica.
X
59. Determind 4 € M, (R), 4 :( );j, stiind ca 4> — 2xA + (x> + y), = O
4

60. Rezolvd in M, (Z) ecuatiile:

2 0 5 3
9 = N A3 = N A = .
a) A"+ A4 (200 2} ; b) [6 2} ; c) 4, =1,

61. Fie 4, BeM;,(R"). Determina A si B, stiind cd 4 * + B = 4B = O,.

-4 2 2 2 2 2
62. Fie a, b € R si matricele A=| 2 -4 2 |,B=|2 2 2|, C=ad+ bB.
2 2 -4 2 2 2

a) Determina matricele A2 + 64, B> — 6B, AB — BA.
b) Fie x € R, X e M, (R) astfel incat X 2 = xX. Determind matricea X" — x""'X, unde n € N".
¢) Determina matricea C", n € N

63. Calculeaza 4° si 4%, unde a, b, € R, in cazurile:

1
0 a b 110 0 1“
a) A=| b 0 0]; b) A=[0 1; ¢) A=|-a 1 _E'az
—a 0 0 0 1 0 o0 1

1
1
0
1
64. Fie A4e M;(C ), unde 4= -2 0.
1 -1 m

a) Determina m, stiind ca A4 este inversabila .
b) Determind A~ pentru m=2.

2 -1 -1 1 11
65. Fie matricele A=|-1 2 -1|, B=|1 1 1].
-1 -1 2 1 11

a) Demonstreazi ci 4> =34, A-B=B-A.
b) Determina A4° si B°.
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66. Fie f:R>R, f(x)=m’x’ + mx* —x-3,meR’".

a) Demonstreaza ca, pentru orice m, functia are doud puncte de extrem.

b) Reprezinta grafic functia pentru m= —%.

67. Fie a>0,b>0,ceR si functia f:D—)IR,f(x):ax+\/bx2 +cx+1, unde D este domeniul maxim de

definitie.
a) Determind a, b, ¢ astfel incat spre —oo graficul sa admitd asimptota y=-1, iar spre +co sia admitd o
asimptota paraleld cu dreapta y=4x-2.
b) Reprezinta graficul lui / pentru a=2,b=4,c=4.
68. Fie 4, B,C e M, (R) astfel incat 4> = BC, B> = CA, C*> = AB. Demonstreaza ca 4* = B> = C".

a

b
69. Fie 4 :( dj e M, (Z). Demonstreaza ca:

C
a) daca det 4 € {~1; 1}, atunci ' € M, (Z);
b) daci existd 4™ si 4! € M, (Z), atunci det 4 € {£1}.

70. Fie matricea inversabild 4e M, (C), n € {2, 3}. Determina:
a) (A7) = (4 b) (A7)
71. Fie 4, Be M;(C) astfel incat A°B = I, + B. Demonstreaza ci matricele B si A> + A + I, sunt inversabile.

ax+e"™, xe[-1,0]

72. Pentru fiecare n € N se considera functia / : [-1, 1] > R, f,(x)=1 |
" x +b,xe(0,1]

a) Determind a, b € R astfel incat functiei f sd i se poatd aplica teorema lui Lagrange pe [-1, 1].
b) Deermind punctul intermediar c(n) si determina n € N astfel incat c(n) € (0, 1).

In(x 1)

73. Fie functia f:(2, ©) > R, f(x)= |
nx

a) Studiaza monotonia functiei f.
b) Demonstreaza ca In(e — 1)ln(e + 1) < 1.
¢) Demonstreaza ca In(e™ — 1)In(e® + 1) < 72

74. Determind Ae M, (R), 4 :(: );j, daca A% — 2xA + (& + )L, = O,
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Teste grila
Fie A € M(R), A:(Z é),B:{(a, b) e[R2|(A—12)2 :02}, C:{(a, b)eR?| A2 212}.

Daca S = z (a*+b*)si T= Z(a +b), atunci:

(a, b)eB (a,b)eC
1)A)S=1: B)S=3: C)S=9: D)S=5;. E)S=I8.
) A)T=-1; B)T=1; C)T=-2; D)T=0;, E)T=3.

Facultatea de Economie Generald 1999

Fie A o matrice ale carei elemente sunt numere naturale si care verifica: (1 3 2)-A=(3 2 1).Fieke N

numarul tuturor matricelor A cu aceste proprietati. Atunci:
A) k=4; B) k=2; C) k=8; D) k= 6; E) k=0.

b
Fie A e 4 (C)\{0,}, A:{a dJ cu a+d=0. Daca M= {A” neIN*} este o multime finita, aflati p,
c

numarul maxim de elemente pe care le poate avea M.
A)p=12 B)p=3; Op=4 D) p =6; E)p=38.

1 0
Fie M = { Xe ,//é(IR)| x? =[ 3 J} si m numarul elementelor lui M. Atunci:
A) M=; B) M este infinita; COm=1, D) m =2; E) m = 4.
. 4 8\ .. .
Fie M = { Ae ,//é(Z)| IneN,n=>2cu A" = (3 6}} si fie m numarul elementelor lui M.

A) M=, B)ym=1, C)m=2; D) m = 4; E)ym = 5.

Fie K = { X e d(Z) | X*= —412} si p numarul elementelor lui K. Atunci:

A) K=, B) p=2; C) p=4; D) p=6; E) K este infinita.
3 0 1
Calculeaza det(A') daca A=| -1 0 -1]|.
2 1 2
M- B 0) 2; D) I; E) 2 F)A).B),C), D), E) false.
Universitatea Tehnicd de Constructii 1999, sesiunea B
-1 0 1 4 -2 3
Fie A=| 2 0 1|siB=|1 2 -1|.Dacd d=det(A-B") atunci:
1 -1 2 I 0 1
1 2 3 1 4
A) d=——; B) d=——; C) d=—; D)d=——; E)d=——.
) 2 ) 3 ) 5 ) 5 ) 3
Facultatea de Management 2000 (prelucrare)
xX—-p q r

Se considera ecuatia: | r xX—=p q |=0, p,g,r€R cu solutiile x,, x,, x,. Dacd solutiile sunt
q r xX=p

3
reale, fie S, = Zx,f Pentru p =0, ¢ =4 si » = 1 notam cu S, suma solutiile ecuatiei. Atunci:
k=1
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1) A)S, =3’ +2¢";  B)S =2p"-2pq+5¢%  C)S,=2p*+r

D)S =p*+ ¢+ E)S =p*+q¢-r.
2) A)S,=0; B) S, = 10; C)S,=5+3V3; D)S,=5-43; E)S, =4
Facultatea de Management 1999
a,+b, b +c ¢ +aq a, a, a
10. Fie d=|a, +b, b,+c, c,+a,|sid=b b, by cua,b, c€R, Vie{l,2,3}. Atunci:
ay+b; by+cy cyta oy Gy
A)yd=d; B)d=3d; C)d=2d; D)d=-2d; E)d=4d..
Universitatea Politehnicd Bucuresti 1985, lot olimpic
11 1 g ¢ 1
11. Fie eeC\R cu &’ =1. Fie X € A(C) astfel incat |1 & e’ |- X=| e & 1| si A suma tuturor
1 & ¢ 111

elementelor lui X. Atunci:
A) L=0; B) L=1; C) L=3; D) L=¢; E) A=¢’.
Facultatea de Matematicd Bucuresti 1986 si Facultatea de Management 1998
ax+(a+)y+(a+2)z=a+3

12. Fie sistemul: {bx+(b+1)y+(b+2)z=b+3, a,b,ceR, a#b. Daca (x,, y,, z,) este o solutie a sistemului,

2
x+ey+ciz=c’

si C este multimea acelor ¢ € R pentru care x,+ y, +z, =1, atunci:
A) C=R\{1}; B) C=R; C) C={2}; D) C={-1}; E) C=9.

Facultatea de Matematicd Bucuresti 1985 (prelucrare)

1
—x=ax+by+cz
2
13. Fie a, b, c € Z i fie sistemul %yzcx+ay+bz.

1
Ez=bx+cy+az

Notim M= {(a, b,c)el ‘ sistemul admite si alte solutii in afara de solutia nulé} si fie m numarul
elementelor lui M. Avem:
A) M=0J; B)ym=1; C)ym=2; D) m = 6; E) M este infinita.

Universitatea Politehnicd Bucuresti 1987 (prelucrare)

34 5 18
14. Se considera ecuatia matriceald: X*=| 6 27 20|, unde X =(x;), i3 U X, € R si x; =0, pentru
4 12 13

A) S =18; B) S =24; C)S=21; D) S =16; E)S=12.
Facultatea de Comert, 2000 (prelucrare)
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n
15. Notdam (X,,X,,...,X,) solutia sistemului Zai].xj — ' i=1,n,n eN*, unde a, = j', i, j=1,n. Fie

n J=1
o= Z‘f/ ,A={%,%,,..,X,} si p numirul elementelor distincte din A. Atunci:
J=1
HDA)a=1; B) o =8; O)a=2; D) a=n; E)a=11.
2)A)B=n; B) p=2; Op=4 D) =5; E)p=3.

Facultatea de Relatii Economice Internationale 1999
x—y+z=1
16. Fie sistemul {x+ (> —A-1)y +(A+1)z=2 ,AeR, cu X,y si Z solutia sistemului pentru A € R\ {0, 1}
2x+(X =A=2)y+2(A+1)z=3

si S=x—-y+2z. Se considera tlz(

t4:(éa _y aé)a tsz(f,_L,E'i'f
y z+1 X z+1
1) A)S=-5; B)S =0; C)S=1; D)S=5; E)S =25.

2) AT=1¢; B)T=¢,; OT=¢; D)T=1¢; E)T=1¢.

Facultatea de Economie Generald 1999

m m m
l+———x+|-1l+—— |y+| 2+————— [z=0
( mz—m+1J ( mz—m+1Jy ( mz—m+1J

€ Rsi
3mx+(1+m)y+4mz=1 , CUX, y, 2 S1

_ 1 _y _ o
,Xx—=y,1-——1|; t,=|X, z+1|; L=(y-X,z-y,x-Z);
g f) : [ Iz ) =0 7. %72)

<] =l

N—

. Fie T tripletul ai carui termeni sunt in progresie aritmetica. Atunci:

17. Se considera sistemul:

2x+(1-m)y+3z=1

parametrul m € R. Fie A(m) determinantul sistemului si Mz{me IR| sistemul esteincompatibil},

S= Zm3. Atunci:
meM
1)A) A4)=-21; B) A(4)=18; C) A(4)=-19; D) A(4)=20; E) A(4)=§.
7 1 9 13
2)A) S=—; B) S=—; C)S=0; D) S=—; E) S=—.
)A) 1 ) S ) ) 3 ) S
Facultatea de Economia si Gestiunea Productiei Agricole 2000
3 —
18. Calculeaza limxz—g.
x—2 X _4
A) o B) 2; C) 4, D) 1; E) 3.
x*—3x+2
19. Fie functia f': D - R, D ¢ R, f(x)=————. Alege raspunsul corect:
x" —4x+3
1
A) lin}f(x)=%; B) lin}f(x)=—5; O limf(x)=1; D) limf(x)=2;  E) lim f(x)=-2.
x— x—> x— x— x—

20. Daca /= lim 3 3 —L atunci:
o>\ 1+x” 1+x

A)I=0; B)I=1; O I=+2; D)I=v3; E)l=w.

164



21.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Daca /[, = lim (\/x2+x+1—\/2x2—x+lJ si [, =lim (\/x2+x+1—\/x2—x+l), atunci:
X—>—00

X—>—00

A)l =, =1; B)l =-x0=-1; Cl =-0[=1 D) =-0[ =0 E) =c0l=-1

Valorile parametrilor reali o si [ astfel incat lim(\/ ox” + X —\/x2 + ij sd fie infinita sunt:
X—>0

Aaoazl,peR Ba=1,=0 Cac0,1),=0 Dac[0,)HU,x),pe R, E)3ap.

V1+2x -3

Daca /=lim———— atunci:
x—4 X —
A)l=0; B) /=+/5-3; Q)= oo; D)I—L- E) /= 4
s s s \/5_3 s \/§+3 .
1
lim x{ex - IJ =...
A) 0; B) 1; C) x; D) —oxo; E) e.
) Vx?+4
T+ x+1
lim| ——— este:
x| x7 —x+1
A) e’ B) ¢; O I; D) ¢; E)e'.
1
lin%(ex —3x)% = ...
1
A) e; B) I; C) e’ D) —; E) —.
e
3x—[x] .
Valoarea parametrului a pentru care functia f(x)= x 77 are limitd in punctul x = 2, este:
{x}+a, x<2
1
A) a=23; B) a=/3-1; Qa=1; D) a=—; E) a=—

Valorile parametrilor reali a si b astfel incat lim (\3/ 8x” —ax® —bx+2|=1 sunt:

x—>—0

A)a=12,b=2; B)a=10,b=2; C)a=2,b=4, D)a=1,b=2; E)a=8,b=6.

1 1
Fie lim x’ (ex —e”‘J. Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata?

X—>—0

A) limita nu exista; B) limita este —1; C) limita este —oo ; D) limita este O; E) limita este +o0.
Fie a, b, c € R, ¢ > 0 astfel incat Xlil}locx(ax+b+\/cx2 +4x+3) =—% siS=a+b+ec.

A)S=5; B) S=4; C)S=3; D) S =-2; E)S=17.

Fie /= }Cigg[ln(loga xe)]g. Avem:

A)l=€”117“”; B) I=1; C)l=€ﬁ; D) /=0; E) [ = +oo; F)lzeia.
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32,

33.

34.

3S.

36.

37.

38.

39.

Fie /=1im ! - ! . Avem:

=0 ln(x+\/1 +x2) ln(l +x)

|
A) [=0; B) /=In(2+242), C) 1=-=; D) /=2 E)l=-1; F) [ =oo.

Daca b= limx[{/x3 +3x%+x+1 +{/x3 —3x7—x+2 —2x], atunci:

X—0

A)b=1; B) b =3; C)b=0;

Facultatea de Relatii Economice Internationale 2000 (prelucrare)

D)b=-2; E)b=-1.

Fief: R> R, f(x)=(a’-3a+2)x’ +(a’ —Dx* +(a’ +3a+2)x’ -3x* —2x+5, a € R. Daca

A= {a eR| 1 este functie surjectivé} atunci:

A)A=@: B)A=(2,+0); C)A=R\

.reR, A

Fie /. :R—>R, fr(x)z{2 1 x<l

x+2,x>1

A)Se (1,2); B) S =0; QS

Facultatea de Contabilitate si Informaticd de Gestiune 1999

) x—m, pentru x<0
Fie f:R—> R, f(x)= .

nx+m, pentru x>0

{-2,1}; D)A=R; E)A), B), C), D) false.
={reR | f, continud pe R} si S= Zrz_ Atunci:
reA

=1; D) S=16; E) S = 25.

Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata?

A) finjectivda < n-m>0; B) finjectiva = n-m<0;
C) fsurjectiva < n-m<0; D) finjectiva si m# 0 = f nu este surjectiva;

E) f bijectiva <> f continua.

2
1
Fie £:[0.2]> R, =17 Y€1 peie:
ax—1, xe(1, 2]
A) f injectiva < f strict monotona; B) f continua pe [0, 2] < f injectiva;
C) finjectivd < a>2; D) f([O, 2])= [0, 2] = fnu este injectiva;

E) finjectivd = f ([0, 2]) este un interval compact.

2 3 4 5
+ + +

+
x—1 x-2 x-3 x-4 x-5

Fie ecuatia:

A) ecuatia nu are nici o solutie reald;
C) ecuatia are exact 3 solutii reale distincte;
E) ecuatia are o solutie reala.

=0. Atunci:

B) ecuatia are exact 2 solutii reale distincte;
D) ecuatia are 4 solutii reale distincte;

Daca existd f continud astfel incat f(f(x))= f(x)—x, VxeR, atunci:
A) existda functii polinomiale care verifica ipoteza;

B) f nu este monotona;
C) f este surjectiva, dar nu este injectiva,
D) f nu este surjectiva, dar este injectiva;
E) A), B), C), D) false.
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40. Fie a,be(0,1)U(l,+o) si f:R—(0,+m), f(x)=a" +b*,VxeR. Stiind ci 2 f(R), care dintre
urmatoarele afirmatii este adevarata?
A) feste surjectiva; B) fnu este injectivd; C) a-be(l,+o); D) a-be(0,1); E) (a—1)(1-5)>0.
41. Fie Ic R, Tinterval si f:1— R, fcontinua pe I si f neconstanta. Fie J= f(I). Care dintre urmétoarele
afirmatii este adevarata?
A) I este interval deschis = J este interval deschis;
B) I este interval marginit = J este interval marginit;
C) I este interval nemarginit = J este interval nemarginit;
D) J este interval compact = I este interval compact;
E) A), B), C), D) false.
X2+ mx— 2, x<0

42. Determina m real dacd functia f:R—> R, f(x)= e* , este continud si derivabila pe R.
x=0

x+1

Aym=n=e¢; B)ym=-2, n=0; Cym=0, n=-2; D)ym=-2, n=3e¢;
Eym=1, n=-2; F)A), B),C), D), E) false.
Universitatea Tehnicd de Constructii 2000

43. Se considera functia /: R - R, f(x)= max{ 2x

x - 1‘ } Fie p numarul punctelor in care functia f nu

)

)4
este derivabild si x,, i = 1, 2, ..., p, punctele in care f nu este derivabild, S= fo. Atunci:
i=1

D A)p=1 B)p=2; Op=3; D)p=4; E)p=>5.
2) A) S=22; B) S=104/2; C)S=12; D) S = 16; E) S=20+2.

Facultatea de Economie Generald 1999

44.Fief: R—> R, f(x)=x|x—a|+|x—b

, care depinde de parametrii reali a si b. feste derivabild pe R pentru:
A)a=0,b>0; B)a,be R; C)a=b=-1; D)a=b=1;, FE)nicio pereche (¢, b)) € R x R.

Facultatea de Matematicd Bucuresti 1972

45.Fie f:R—>R, f(x)=x+ \M 1-x? \ si n € N numarul punctelor de intersectie dintre graficul lui f'si dreapta
tangenta la graficul lui f dusd prin punctul de abscisa x = 0. Atunci:
A)yn=1; B)n=2; C)yn=3; D) n=4; E)n = 5.

46. Fie f,g:R—> R, f(x)=x*+3x, g(x)=—x*>+5x+c¢, ce R. Notam

C= {c € IR| graficele functiilor f si g admit o dreapta tangenta comuné}. Atunci:

A) C=0; B)C:(—oo,—ﬂ; C) C=[-1,+); D) C=[-1,1]; E)C=R

47. Fie f:(0,+x0) >R, f(x)=xInx. Daca M= {xo €(0, +oo)|dreapta tangenta la graficul lui fin
punctul de abscisa x, trece prin A(2, 1)}, fie S= Zxo.

xpeM

A) M=0; B) Sell, 2); C) Se(2,3); D) Se (3, 4); E) Se(4,5).
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48.

49.

50.

Calculeaza f"(0) pentru f(x)=In(x*+x+1).
1 1 1
A) —; B) 2; C) —; D) 0O; E) 1; F) —.
) X ) ) 2 ) ) ) 5
Universitatea Politehnicd Bucuresti 1999
Fie A = {a eRle*=ax® +1, Vx eIR}. Decide:
A)A=J; B)YA={1}; CA=(1,1)\{0}; D) A=(-0,0); E) A=(-o0,—1); F) A = R*.

—e™? 1e’+a*, x<0 _ _ o )
, unde D (domeniul maxim de definitie) contine pe [-1, 1].

Fie f:D—>R, f(x)={

In(x* —x+ p?), x=0

Notim M={(a, p)eR” ‘ lui /i se poate aplica teorema lui Lagrange pe [-1, 1]} si £ € N numarul

elementelor multimii M.

A) k=1, B) k= 2; C) k=4 D) k = 6; E) M=0.
51. Fie f:R— R, fderivabild pe R, astfel incat f'(x)=2- f(x), VxeR si f(0)=1. Atunci A= f(%} este:
1
A) A=1; B) L=+e ; C) A=e; D) A=—; E) f nu este unica cu aceste proprietati.
e
. A C 1 a . 1+x .
52. Fie n € N astfel incat exista hm(x—x -ln—J =/eR. Atunci A=n+1/ este:
X—>00 X
3 5 7
A) 1; B) —; C) —; D) 2; E) —.
) ) 5 ) 2 ) ) 2
a, x=0
53. Fie f:[0,) >R, f(x)=11 N 1 0. 1) Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata?
- —3 x e 9
x In(l1-x)
A) Pentru VaeR, fnu este continud in 0.
B) Daca f este continua in 0, atunci f nu are derivata in 0.
1
C) Daca f este continua in 0, atunci 3 /7(0) ZE'
D) Daca f este continud in 0, atunci 3 f'(0) =+
E) A), B), C), D) false.
54.Fief:(0,0) > R, f(x)= thx Precizeaza pe care dintre urmdtoarele intervale functia este strict descrescatoare.
x
A) (¢, ); B) (0, 10); O) (0, &); D) (1,e);  E)(0,1); F)A)B), C),D),E) false.
Universitatea Tehnicd de Constructii Bucuresti 1999, sesiunea A
X’ -1
55. Fie f:(-o,—1)U[l,+o), f(x)=ax+b . a,beR. Stiind ca dreapta de ecuatie y=—x+1 este
X+

asimptotd oblicd spre —oo, determina valoarea lui A=m+n, unde y=mx+n este ecuatia dreptei asimptota
oblica spre .

A)L=0; B)i=-1; CAr=1; D)r=2; E)Ar=3; F)r=4.
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56. Determind asimptotele functiei f:(—0, —1)U[0,0) >R, f (x)=x1fil.
X+
1
A)x=1,y=x—5; B) x=-1, y=x; C) x=0,y=x-2;
1

D) x=—1,y=x—5; E) x=-1, y=x+2; F) A), B), C), D), E) false.
Universitatea Tehnicd de Constructii Bucuresti, 2000

2 1
X L

57. Fie f:IR\{—%, 0} >R, f(x)= 5 1~e2x, k € N numarul punctelor de extrem local ale lui f si
X+
y=mx +n asimptota la graficul functiei spre +o0. Atunci:
DA) k=1; B) k=2; C) k=3; D) k=4, E) k=0.

1 1
2)A)m=—5,n=1; Bym=1, n=0; C)m=—1,n=%; D)mza,nzO; E)m—l,n=1.

Colegiul Economic 2000 (prelucrare)
58. Fie f:R— R astfel incat ‘f(x) —x3‘<2x2 , (V)x e R. Atunci:

1) A) fnu este continud in x = 0;
B) f este continua in x = 0, dar f nu este derivabila in x = 0;
C) Exista f'(0)=1;
D) Exista f'(0)=0.
E) Nu putem decide asupra derivabilitatii lui f'in x = 0.
2) A) fadmite asimptota verticala;
B) f admite asimptota orizontald spre +oco sau spre—oo;
C) f admite asimptota oblica spre + oo;
D) f admite asimptotad oblica spre — oo
E) A), B), C), D) false.

Inx
59. Fie f:(0,+0) >R, f(x)=x-1
1 ,x=1

x€ (0, +00)\ {1} Decide:

A) f nu este continua;

B) f este continua dar nu este derivabild pe (0, +x);

C) feste derivabild pe (0, + o) dar nu este de doua ori derivabila pe (0, +x);
D) f este concava pe (0, +x);

E) x = 1 este punct de inflexiune;

F) f este convexd pe (0, + ).

60. Se considera functia /: R - R, f(x)= Vit x+l-Ax?—x+1. Fie A= Imf si n numirul punctelor
critice ale functiei /. Atunci:
1)A)A=(0,); B)A=R; C)A=(=0,1); D)A=(11: E)A=(1,2).
2)A)n=3; B) n=0; C)n=4 Dyn=1; E)n=2.
Colegiul Economic 1999
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3
x
— *+2Injxj+m, xe@Q . . .
61. Fie f:R*->R, f(x)=4 3 n|x| " re , unde meR. Fie keN numarul maxim de puncte in
X" +x, xezQ

care f poate fi continua.
A)k=1; B) k= 2; C) k=3; D) k=4; E) k=5; F) k=6.

62. Determina m € R daca ecuatia m(x +1) =" are exact doud solutii reale si distincte.
A) Nici una dintre celelalte afirmatii nu este adevarata;
B) Nu existd un astfel de m;
C) me (-0, —e*)u(0, 1); D) me (—o, —e*]U[l, ©);
E) me(l, »); F) me (-0, —e*)u(l, ).
Universitatea Politehnicd Bucuresti 2000
63. Fie ecuatia mx® —Injx|-m=0, meR si k numdrul maxim de solutii.
Notam M = {m € IR| ecuatia are exact k solugii}. Atunci:
DA)k=2; B) k=3; C) k=4, D) k=6; E) k=38.

2)A)M=(0,%J; B) M=(-,0); ©C) M=(-1,1)\{0}; D)M=(0,+oo)\{%}; E) M=(0, 1).

64. Fie /:R—>R, f(x)=3x*-12x+m, meR. Fie M= {m eIR| fnu este derivabild in 3 puncte }. Pentru
m = 16, fie p numarul punctelor de extrem ale lui f, ¢ numarul punctelor de inflexiune, / numarul
asimptotelor la graficul lui f'si n=p+¢g+/. Atunci:

DA M=J; B) M=(16,+x); C) M =(-w,—16); D) M=(-16,16); E) M={-16}.

2)A)n =4, B)n=3; C)n=2; D)yn=75; E)n = 6.
xZ
65. Fie f:R—> R, f(x)=3/e* —1—x—7. Atunci:
1
A) f'nu este derivabila in 0; B) 37'(0)=0 ; C) 31'(0) =§ ;

D) 3x, €R in care fnu are derivatd; E) f este derivabila pe R.
Universitatea Politehnicd Bucuresti 1989 (prelucrare)

66. Se considerd f:[1,2]— R, f(x)= max (2x —3y)>. Daci S este suma derivatelor laterale ale lui f in
yel0, 2]
3
punctul x, :E , atunci:

1 1 3
A)S=—; B)S=——; (C)S=0; D)S=-1; E)S=-.
) 3 ) 5 ) ) ) 5

Facultatea de Economia si Gestiunea Productiei Agricole 2000 (prelucrare)

. 2
min{3x , x"—x, x3—x} , x <0

67. Fie functia f:R—>R , f(x) ={ . Fie k£ numarul punctelor

max{-x* +e’+1, 2x+1, &}, x>0

in care functia / nu este derivabila. Atunci:
A)k=1; B) k=2; C) k=3, D) k=4; E) k=5.

Facultatea de Studii Economice in Limbi Straine 2000 (prelucrare)
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68.

69.

70.

71.

72.

73.

0, x=0

, In?[x|+ 2Inx|+ 2}, x 20 A=x) eR| / nederivabild n x,}.

Fie /f:R—>R, f(x)={

min{2|x

S=> Ufs'(xo )| +|/1(x0)| ] . Atunci:

Xg€A

A) A=J; B)S=2 C)S=4; D)S=8;  E)S=12.

Fie f:(0,+x)—> R, f(x)zmax{ ﬁl,xz}. Decide:
X+

A) f'nu este continud;  B) f este derivabila; C) f admite 2 puncte de inflexiune;
D) f are cel putin un punct de extrem; E) f este injectiva.
1
Fief:R—> R, f(x)= (2x + l)x »x#0 , o€ R. Fie Q multimea tuturor valorilor lui a pentru care f este
a ,x=0

injectivd. Avem:
AQ=g; B)Q=[L2; CQ=[2,+x0) D)Q=R; E)Q=(=0,0]; F)Q=(o0,0]U[L?2]
Fie f:R\{-1} >R, f(x)=x+

-1 .. 9 . <
x_l . Fie n numarul punctelor de extrem ale lui f, p numarul punctelor
X

de inflexiune ale Iui f'si ¢ numarul asimptotelor la graficul lui . Dacd A =n+ p+gq, atunci:
A) A=2; B) A =5; C) L=4; D) L =3; E) A>6.

21n‘x‘71
21n‘x‘+l

Fie f:D—>R, f(x)=x-e , x#0_ unde D este domeniul maxim de definitie. Fie n numarul
0, x=0

asimptotelor la graficul lui f, m numarul punctelor de extrem si / numarul punctelor de inflexiune si fie
k=n+m+I[. Atunci:
A) k=4, B) k= 3; O k=5 D) k=2; E) k > 6.

Fie f:R—>R, f(x)=a" —(a—1x, ae(0,1)U(l,0)=A. Care dintre urmatoarele afirmatii este adevarata?
A) Jae A pentru care f are un punct minim in (-0, 0);

B) Ja>1 pentru care f admite un punct de maxim;

C) Jae A pentru care f nu are puncte de extrem,;

D) dae A pentru care f admite un punct de minim in (1, +o);

E) A), B), C), D) false.
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Recapitulare pentru bacalaureat

1. Se considera functia

f:R\{1,2} >R, f(x)= !

(x-D(x-2)

a) Determind asimptotele functiei f.

. a
b) Determina a si b pentru care f{x) = —+

x—1
¢) Calculeaza f'(x).
d) Studiaza monotonia functiei f.
e) Calculeaza 1"(0) .

b

x-2

2. Se considera functia
f:(0, 0) > R, f(x) = ™+ In(e").
a) Calculeaza f'(x).

b) Calculeaza limM.

x> X

Jf(x)

PR

¢) Calculeazd lim

X—% X

d) Verifica daca functia f este surjectiva.

11 1
3. Se considera matricele A=| 3 3 3 | si
-4 -4 -4

B = I3 — 4, unde I3 este matriea unitate de ordinul al

3-lea.
a) Calculeaza A° si A°.
b) Aratd cd B°=1_— 24.
¢)Aratici B+ B - B’ = 13.
d) Determind inversa matricei B, daca exista.

x+my+z=1

4. Se considera sistemul (S): {1y —2z=3 ,me R.
xX—y+mz=0
a) Determind m astfel incat sistemul (S) sa fie
compatibil determinat.

b) Rezolva sistemul (S) pentru m = 3.

5. Se considera functiile /: R > R, f(x)=e" —x + 1.
a) Calculeaza f'(x), x € R.
b) Afla cate puncte de extrem local are functia f.

¢) Determina asimptota la graficul f catre —oo.

f(x)
f'(x)

d) Calculeaza lim

X—0

6. In multimea Al(C) se considerd matricele
A:(o —1J §i 1, :[1 0
-1 0 0 1

mea G = {X € M(C)|AX = XA4}.

a) Verifici dacad € Gsil € G.

b) Gaseste o matrice 7 € .4 (C) cu proprietatea
T¢G.

¢) Aratd ca 4> = [,.

d) Arata ca, daca a, b €C, atunci matricea

B=al,+b4d€ G.

), precum si submulti-

1
3x+2°

a) Determind asimptota verticald a graficului
functiei f.

b) Determina asimptota la +oo a graficului functiei f.

¢) Verifica daca exista alte drepte ce sunt asimp-
tote pentru f.

7. Se considera functia f: R—{—%} >R, f(x)=

=

0.

e) Calculeaza lim xf/(x) .

d) Arati ci B S 0,V x
x+1
8. Se considera matricele 4=
1 0
e

-1 1) .
si
2 3)°
0

a) Calculeaza determinantul matricei A.

b) Calculeazd matricea A4°.

¢) Calculeaza suma [, + 4 + ... + A",

d) Gaseste B € -4/,(C) pentru care 4 - B = 1.
e) Calculeazd determinantul matricei A4°.

, =

e —e”

9. Se considera functia f:R—>R, f(x)= 5

a) Calculeaza f'(x), x € R.

b) Calculeaza (f")'(x).

¢) Determind intervalele de monotonie ale lui f.
d) Rezolva ecuatia f{x) = 0.
€) Determind multimea solutiilor ecuatiei

f2x) — fix) = 0.
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10. Se considera functia g(x)=e" —%— l,g:R>R
a) Determind lim g(x).

b) Determina asimptota oblica a functiei g.

X

¢) Aratd ci g(x)= x(e
X

1 .
———— |, pentru orice x
2 x

real nenul. Calculeaza limg(x).

d) Determina derivata functiei g pentru orice x
real.

e) Rezolva in R inecuatia e* —% =0.

f) Stabileste semnul derivatei functiei g pentru orice

x real.
11. Se considerad functia f:R—>R, f(x)=e" —x.
a) Calculeaza f'(x),x€ R.
b) Calculeaza f'(0).
¢) Afla cate puncte de extrem local are functia f.
d) Verifica daca f este marginita.
e) Verifica daca, pe intervalul (0, «), functia f
este strict crescdtoare sau strict descrescatoare.
2x—1
+1°

12.Fief: R > R, f(x)=

x2
a) Calculeaza f'(x).

b) Determind intervalele de monotonie ale lui f.
¢) Calculeaza f(f(x)).

d) Calculeaza f(x)—f( j pentru x # 0.

1
x
13. Fie functia /: R, & R, fix) =2+ x°.
a) Calculeaza f'(x).

1

e) Calculeaza f ’(
x

b) Demonstreaza ca f este crescatoare.

¢) Demonstreaza 2* > 1 —x*, Vx € R,.

/')

d) Calculeaza lim

X—0

X +1
+1°

14. Se considera functia /: R > R, f(x)==
X

a) Calculeaza f'(x).

f@)= 1)
X

b) Calculeaza Iirr(}

¢) Cate puncte de extrem local are functia f ?

d) Determina asimptotele graficului functiei f.
15. Fie functia f: R > R, fix) =x* —x + 1.
a) Calculeaza f"(x).

1
b) Arata ca f este crescatoare pe intervalul (5’ Ooj .

¢) Aratd ca f(x) = %, Vxe R.

In
16. Se considera functia f{x) = Tx’ fi[Lo)—>R,
e
a) Calculeaza f '(x).

b) Calculeaza " (x).

¢) Determinad asimptotele graficului functiei f .

S (x)

d) Calculeaza lim
=l x—1

17. Se considera functia f: (1, ©) > R,

B 4x
SO Gy

a) Calculeaza f(x)- ! !

- .
-1 (x+1)

(x
b) Calculeaza f'(x).

¢) Calculeaza f(2) + f(3) + ... + f{100).
d) Determina ecuatia asimptotei catre oo la graficul
functiei f.

18. Se considera functia

F100,0) > R, ()=t
x (x+1)
a) Verifica daca f(.X') :%_ﬁ’ Vx e (0, OO) .
x (x

b) Calculeaza f'(x), x € (0, «).
¢) Determind ecuatia asimptotei catre oo si ecuatia
asimptotei verticale la graficul functiei f.

19. Se considera functia f: (0, ©) > R, f{x) = Inx — x.
a) Calculeaza f'(x).

S@)= /()

b) Calculeazd lim
x—l X — 1

¢) Cate puncte de extrem local are functia f*?
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20. Se considera functia /: R > R, f(x)=
a) Calculeaza f'(x), x € R.
b) Calculeaza f(1) - fi-1) - /(1) - f'(-1).

1 1
¢) Arati cid —Esf(x)<E,Vx€ R.

+x

d) Arata ca, daca x, y € R si f{x) + f{y) = 1, atunci
x=y=1

21. Se considera functia /: R > R, f(x) = &> - 2.
a) Calculeaza f'(x).

f@)= 1)
X

b) Calculeaza Iirr(}

¢) Rezolva ecuatia f(y) = f(2y), y € R.
d) Rezolva ecuatia f/"(x) = 0, x € R.

22. Se considera functia

fTR->R, f(x)=

2x+1
+1)(x* +2x+2)

(x?
1 1
X+l (x+1)+10
b) Calculeaza f'(x), x € R.
¢) Determina ecuatia asimptotei catre o la graficul
functiei f.
d) Determina multimea 4 pentru care

a) Verificd daca f(x)= VxeR

2x+1 .
este surjectiva.
X +x+1

iR = 4, f(x)=—

23. Se considerd functia
f:(0,0) >R, f(x) = -3x + 2nx.
a) Calculeaza f'(x).

f (X)

b) Calculeazi llm

¢) Cate asimptote Vertlcale are graficul functiei /' ?

174

24. Se considera functia /: R » R, f(x)=v2x>+3.
a) Calculeaza [ '(x).
b) Calculeaza 11&10 f(x).
¢) Arata ca dreapta y =2 x este asimptota
oblica catre +oo la graficul lui f.
d) Rezolva pe R ecuatia fix) + f{2x) = f(3x) + f(4x).

25. Se considera functia f: R* > R, f(x) =x+%.
a) Calculeaza f'(x), x € R*.

f@-fO)

b) Calculeazd lim
x—1 X — 1

¢) Cate asimptote verticale are graficul functiei f?

f (X)

d) Calculeaza llm

26. Se considera functia f: (0, ©) > R, f(x)=x+ Inx.
a) Calculeaza f'(x), x € (0, ).
S)- /()

b) Calculeaza lim
x—1

x—1

¢) Cate asimptote verticale are graficul functiei f?

f()

d) Calculeaza lim-——~

X—>0

4

27. Se considera functia f: R > R, f(x)= [
+

Vxe R

a) Verifica daca f(x)=x" -1+ 21 ,
x +1
b) Calculeaza lim(f(x)—-x").

¢) Calculeaza f'(x), x € R.

d) Arata ca functia f este strict descrescatoare pe
intervalul (—oo, 0] si strict crescatoare pe intervalul
[0, o).

e) Arata ca functia f nu admite asimptota catre oo.



INDICATII si RASPUNSURI

1 2 2
Pag. 8. 9.a) "D gy D@t ()" oy D+ 2)
6 3
" n(n+1) nn+)Q2n+l)  w*(n+1)y ,
€ e 3p+l1
11. 2 6 4 .12, (0 0 3pJ pentru n = 3p; {3 1 p2 J
€ €
-n 2n 3n nn+1)(n+2) 3p 00 p
3
-1 -1 2
pentru n = 3p+1; 3P pentru n = 3p + 2.
3p+2 -1 -1
0 0 1
5 =2 -4 1 00 2—-x 2-2x
Pag. 14-15. 4. X = . 5. 6. C(x)= , .
8 (—3 0 3} 010 0 [x—l 2x—lJ vreR
1 01
a b § - x ) . : L
9. X = 4 ; rezulta ¢ = 0, d = a. Consideram Y = . si se ajunge la un sistem incompatibil.
c z

12. A"'=4-4"=A"- A, obtinem be, =cb, ab +bd =ba +db sica +dc =ac + cd,.

13.a) A>=1-A+2-1;; A=3-A+2-1,;; A'=5-4+6-1,; A =11-4+10-1;; ... b) a (31)

n

023
2 n—1 2“1 * - gk k(k_l) 2
bnzg(—l) + 3 , VneN*. 15.4=1,+B,cu B=| 004 |;B*=0,, Vk>3,deci A" =1, +K-B+——"B
1148 000
n n(n+l) nn+D(A+38m) )6( +8n)
>A=l0 2n(n+1) |, 17.2z-y)=t+y—x—z
k=1
0 0 n

1 1
Pag. 22-23. 1. ¢) (1, 1). 2. ¢) (1, 3). 4. a) Daca a:E, sistem compatibil nedeterminat; daca a;tE, sistem

compatibil determinat, (x,y)=(2,0); ¢) Daca m=-1, sistem incompatibil; dacd m#—1, sistem compatibil

1 4n—-12
determinat, (x,y)= L bm = ;d) (x, y)= 8+6n n_ . 5. Punem conditia ca determinantul matricei
m+1’ W +4 0’ +4

. R . 1 . . o . 1 . o
sistemului sa fie 0; a=-4. 6. Daca n= Y m# 4, sistem incompatibil; daca n= Y m=4, sistem compatibil

nedeterminat; daca n# —%, sistem compatibil determinat, (x, y)= (22;: T? , gn_+ml) 7. a) m#5(A#0),

Sz{(lg:—zzp, 55]9_-’7110)‘ m,pelR,m;éS}; bym=5sip=2(A=0,A,=0,A =0), S={(x,2—x)|xelR}; c) m=5si
p#2 (A=0,A, #0,A #0), S=J. 8. a) Daca a = 0, sistem compatibil nedeterminat; daca a# 0, sistem

compatibil determinat; b) Daca A e R\{-1,1}, sistem compatibil determinat, (x,y)=(0,1); daca A =—1, sistem
compatibil nedeterminat; daca A =1, sistem compatibil nedeterminat. 10. c¢) (1, 1, 1). 11. ¢) (1, 2, 3).
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Pag. 28. 2. a) (a — ¢)(b — ¢)(b — a); b) 4(a — b)(b — ¢)(a — ¢); ¢) 2(x — Y)(¥ — 2)(x — z);
d)y(c—a)c-b)b-a)a+b+c) 3. 3o(0—1).
4. b) Obtinem ecuatia x*(a* + b* + ¢ —x) = 0; x= 0, x, = a* + b* + .

2 2 3
2 —
pag 34. 2. ae R\{-2}, qu; . ;b) aeR\ L , B'= ! 3-2a 4 -6 |;
a+2\1 1 2 1+ 2a
1 -1 2+a
1{—6 2 1 ba o 23 34
c) acR\{-4}.3.a) X =— ;) X==| 8 2-9|;e) X= . 4. a)detA=0;b)A2=0..
2050 3 30 9 39 -57 3

Pag. 40-41. 1. a) (3, 0, -1); b) (3, 0, —1); ¢) {(-30. — 7, 20, — 2, &) | a € R}; d) (-1, 3, -2).
2.a) (2, -5, 4); b) (-3, 5, 2); ¢) (4, -6, 8); d) (3,2, 0, 0). 3. a) (1,2, 3); b) (1, 2, 1); ©) (3, L, 1); d) (3, 2, 1);

¢) [9+4a 19a—4’aj’ a R ; f) sistem incompatibil; g) (0, 1, 1); h) (1, 2, 3). 5. a) A =2(m + 1); daca m # —1,

1’ 11
1
atunci x=1, y=5(m+1) (sistem compatibil determinat); dacd m = -1, atunci x =1 — 2y, y € R (sistem
Om—4 -8l
compatibil nedeterminat); b) A = m? — 36; dacd m # %6, atunci x = T 36 V= Wi 36 ; daca m = 6 sau
m - m°—

m = —6, atunci sistemul este incompatibil; c¢) A=1-m? dacam # 1, atuncix =m?, y = 0; dacam =1, atunci

sistemul este compatibil nedeterminat, x=%, y=1-A,AeR; d) daca m#-1, x=1, y = m; daca m = -1,

x=A, y=—-A.6.2) m:%;b)m =0siS={(1,-2)};c)m=2siS={4,-1)} saum=-9si S:{—Z%)}.

7.a) §= {[— 23 +713(x , = 12;— ¢ , aj \ o e IR} , sistem compatibil nedeterminat; b) S = &, sistem incompatibil;

o) S={(a+2,2a+1,a) ’ o € R}; d) S=; e) sistem incompatibil; f) sistem incompatibil. 8. a) Daca m # —1,
atunci x = (m + Dk, y = (1 — m®k, z= —(m + 1)k, k arbitrar; dacd m = —1, atunci x=y+z, cu y, z arbitrare;

b) Daca m¢§,p¢6, atunci x =(p—6)k,y =(3m—2)k, z=(mp — 4)k; daca m=§,p¢6, atunci x = (p — 6)k,

2 2
y=0, Z=(?p—4)k; daca m;tg, p=06,atunci x =0, y = 3m — 2)k, z = 2(3m — 2)k; daca m=§,p:6, atunci

2x+ 6y —3z=0; z=2; (yz%),ysizarbitrare; )x=13k,y=2kz=Tk, keR. 9. aym=1, m=-2;
1

bym=——,m=1.
2

1 1
Pag. 49-50. 3. a)0<|a—b|<5;b)|a—b|>5. S5.a)ne {1,2,3,45;b)n=6;¢c)n = 10;d)n > 5.

6. Deoarece membrii egalitatilor sunt expresii simetrice in a, b, respectiv a, b, ¢ pentru a treia egalitate, este
suficienta considerarea cazului a < b, respectiv a < b < ¢ pentru a treia egalitate. 7. Inegalitatea este

echivalenta cu |nx - m| < 1. Pentru x = 0 putem alege m = 0€Z. In general se poate alege m = [nx]€Z. 8. Infimumul
1
este: a) —2; b) —1; ¢) -3; d) 0; e) 5 Supremumul este: a) 1; b) 3; ¢) 100; d) 1; e) 1. Pentru minimum: a) nu

1
existd; b) —1; ¢) —3; d) 0; e) 5 Pentru maximum: a) 1; b) 3; c¢) nu exista; d) nu exista; e) nu exista. 9. a), b), d).
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10. Infimumul calculat in R; a) nu existd; b) J2 ¢) nu exista e) nu existd; f) nu exista; g) 0; h) nu exista.
Supremumul calculat in R:a) nu existd; b) nu existd; c¢) 0; d) 0; e) —1; f) —1; g) nu existd; h) nu exista.
Minimum: a) nu exista; b) J2; ¢) nu existd; d) nu exista; e) nu existd; f) nu exista; g) nu existd; h) nu exista.
Maximum: a) nu existd; b) nu existd; c) 0; d) nu exista; e) —1; f) —1; g) nu existd; h) nu exista.
11.a) A" ={0},A\A'=A4; b)A' =R, A\ A'=T;c) A" = (-0, 3]U[5, t0), A\NA' =D, d) A' =D, A\ 4A' = Z,
e)A' =D, A\NA'=N; )4’ =R, A\A' =T, g) A' =R, A\ A" =F;h) A" = (—0, 3], A\ 4" = {1}.

pag. 62. 3. 1) f(\/5—0)=—00, f(\/§+0)=+oo;ii)Nuexisté. 4. Ellirrzlf(x)=3.5.a= 1.6. 1) h(1-0)=3,
h(14+0)=1; ii) Nu existd. 7. Nu exista. 8. azg.
pag. 68-69. 1. f(1-0)=1, f(1+0)=2.2.2a)0;c)24;e)—1; g) —o0; i) +0. 3.f2-0)=f(2+0)=0.

301
9.p+q=-1, P==2.4=7. 10.a=0.11. a) 0 b) =0 ¢) _%

2
ag.75.1.0. 240, 3.2. 4.0, 5.0. 6. 13, 7.0, 8.40. 9. o0, 10._1. 11 _1; 12.3¢% 13, —— 14,
pg7,2\/;9
1 1 1
15.2. 16.-2.17.0. 18, == 19. =7, 20. 1. 21. et 22.1. 23. azi. 24.1) a; i) a; i) (1 — 0) = —00; £ (1+ 0) = +oo.

1 1 1
25. 0, daca oc<5; 1, daca OL:E si +oo, daca oc>5. 26.i)a=1,b=-1;i)a=1, bz_g;iii)a=8,b=—4.

1 1 4
27. ae L,+oo , +oo dacd ae|—,1|, — dacd a=1si — daca ae(l,+x). 28. —.
12 12 2 3

Pag. 86. 1. a) x, = 1 punct de discontinuitate; c) e; ¢*; €’ puncte de discontinuitate. 2. f este continua in x = 0

dacd sinumai daca a=-2.3. oo=-1. 4. a= %, b=1.5.b) f o g continud pe R\ {1}, x, = I punct de discontinuitate;
1 1

go f continud pe R\{0}, x, = 0 punct de discontinuitate; ¢) fog continua pe (0,1)\{5},)(0 =3 punct de

1 : .
discontinuitate; go f continud pe (0, 1). 6. a) x, = n+5, neZ, sunt puncte de discontinuitate;

b) g(x)=|n—x

V x > 0. Rezulta ca f este continud in x, < logx, ¢ Z < x, # 2, p € L.

1 1
,VXE[H—E,H-"E}VneZ. 7. Avem: f (x) < logx < f(x) + 1,V x> 0, de unde f(x)=[log,x],

Pag. 90. 1.a) x=—1. 2. a) Contrazice proprietatea Darboux; b) Contrazice definitia de functie strict crescatoare.

4. fmirginitébxliil}cg(f(x)—x)z—oo si Xlig(f(x)—x)zoo. 5. g:{O,%}—)R,g(x)zf(a+x)—f(c+x)

ia valori de semne contrare in capete. 6. f(x) =f () = f(f (X)) =f(f(y) = x =y = finjectiva = f strict

monotond = f o f strict crescatoare, contradictie. 10. f injectiva = f'strict monotona = li{n f(x)=# li;rbl f(x).
A
Pag. 96. 1. a) Ax =1; Af=3;b) Ax=0,1; Af=0,21. 2.a) Ay=0,1;b) -3. 3. a) Ay =a-Ax; Ey:a;

Ay 1 5 , 1
=2 n o) J15.5.2) ——: b) ——. 7. a) /'®)=— . 8. f(0)=1, /'(1)=0.
b) Ay = 2x-Ax + (Ax)%; x+Ax. 4. 15. 5. a) . b) o0 7.a) /() 5 8 S(O)=17(1)=0
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ORI

=50!. 10.c 2 11. f7(0) =+o0. 12. a) nu e derivabild nici in x,, nici in x,; b) nu
0

este derivabild in x; = e; e) nu este derivabila in x; = 3; i) este derivabilda in x; =0 si f'(0)=0. 13. a) continua
si nedeterminata in x = 0; c¢) continua si nederivabild si nederivabila.

Pag. 102. 1. a) fj(=2)=+co; f/(-2) nu are sens; b) f/(0)=—1; f,(0)=1; ¢) f/(0)=2; f/(0)=3;
d) £/(0)=2; f;(0)=0.4.a)b=1;b)a=1;c)a=1.5.b) f(0)=-c; f,(0)=+0; ¢) f(0)=0; f,(0)=2.
6. f;(0)=o, %, are semitangenta la dreapta in M de ecuatie x = 0, y > 0. 7. & are semitangenta la stinga in

M de ecuatie y = x; x < 0, iar la dreapta semitangenta de ecuatie x = 0; y = 0. 8. la stinga y = 1, x < 0, iar la
dreapta y = x + 1; x = 0. 9. a) tangenta de ecuatie y = 6x — 5; b) semitangenta de ecuatie x = 3; y = 0.

.a) fi(=D)==-2; [;(-D=2; f{()==2; fi()=2. b) f(0)=00; f3(0) =—00.¢) f/(0)=+00; f7(0)=+o0;
d) f7(0)=—o0; £7(0)=1.

1-— —Ina
Pag. 107-109. 1. a) 4x* — 6x + 2; b) 3x*> + 2x + 1; e) —xx;f)l +1;h) —5;j) 2"+ x- 27 In2;
e

k) 3"+ In3 + 6"+ x 6° - In6 + 2In2; 1) 2x; m) 2y; n) 0. 2. a) f'(x)= 140.(2x+3)69;

2 > -1 , x
b)f'(X)zeilf.xe:x+C)'(2ax+b);ZC) f'(x)=7-(x3—x)6-(3zx -1: d) f'(x)}}i‘;‘—z_x)z;e) f 2(2=— T
DS()= i) (=20 i) )= Mre ™ 3.0) ¥ = i =T
4.0) () =6x: ©) ['(¥)=3In"3+2. 5.b) /"(x)= % d) f'(x )—(2" 6 S
7. =313 9. ' =M™ =" 11 S=(1+x+x2+...+x”),=n'x zx(’j)lz)'x *l

-1, x<0

12. /0)=-1=fi(0)=f'(0); f'(x)= {_ex

, x>0

. () - f(x .1 g(x)—g(x |
13. 11mM= lim — M‘f(xo) =—[f"(x) £ (x)].
X X=X, X0 X X=X, X,
14. a) Fie x, € I si h € R* astfel incat x, + 4 € [; S +h2_f(x°)>0. Deci lhirrolf( +h) S (%) = f"(x,)=0;
| i x2,x<0
b) Se demonstreazi analog. 15. f'(x)=— R— = |. 16. f(x)=4x,x€[0,1]; feste derivabila,
e +1 x£1+e’CJ x2, x>1
deci si continua pe R\ {0, 1} ca restrictie de functii elementare. hngx = hn%x 0= £(0), deci f este continua
X—>
x<0 x>0
inx = 0; liil}x=liil}x2 =1=/(1), deci f este continua in x = 1, f'este continua pe R. f/(0)=0, f,(0)=1;

x<l1 x>1
fliD)=1, f;(1)=2, deci f este derivabila pe R\ {0, 1}. 17. a) f (—x) = f (x), x € R si derivand obtinem
—f'(=x)= f'(x) f'(-x)=—f"(x) deci f' impara; b) f(-x)=-f(x), Vx € I si derivand obtinem:
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—f'(=x)=—f'(x) & f'(~x)= f'(x), deci f' pard. 18. a) y'=—x(;+—+1;x)2;x=i—1nx.b) Y=e Z(1-x%).

0) Y =e (1-x).19.f()=(x—x)x—x,) .. x—x); f'(x)= [(x—)cz)...(x—xn)+(x—xl Y —=x3).. (X=X, e Hx =) (X =2, )];

)1 1 1

() = —x, + —x, ot R Vx € R - {x, x,, ..., x }. Derivand aceasta ultima egalitate obtinem:
" X _ ' 2

ANE)) fjffzx)(f ) __ . _1x1 . _1x2 g _lx 3 <05 dect 70/ ()< G

Vx€ R - {x, x,, ..., x } radacinile lui f fiind simple, rezultd imediat cd inegalitatea se verifica si ca x, ..., x,.

n

20. a) Ecuatia miscarii primului mobil este x,(f) = 5¢ + #. b) Ecuatia miscarii celui de-al doilea mobil este
x,(¢) = 20t; din 5¢+ 2 = 20(¢ — §) rezulta 6 = %S. 21.a)x (1) = x,(t), rezultd t, = 1,¢,=2; b) v(£) = x/() =10t + 2;

V(1) = X5(£) =3 + 4t +4; a(t) =V|(t) =10; ay(t) = Vi (t) =6t + 4.

1
Pag. 116-117. 1. a) ¢=—= ; b) Nu, deoarece f nu e derivabild in 0. 2. Consideram functia g : [1, el - R,

s

g(x):a—°~lnx+ﬁ~ln2x+...+a—”~ln
1 2 n+1

lui Rolle rezulta concluzia. 3. Consideram functia g : [a, b] & R, g(x) = f (x)-e** care este derivabila, deci
continud si f'(x,) = f (x,) = 0 & g(x,) = g(x,) = 0. Aplicam teorema lui Rolle si obtinem c intre x, si x, astfel

n+l

X ce este derivabila, deci continua si g(1) = g(e*) = 0. Aplicand teorema

incat g'(c)=0= f'(c)+A f(c)=0. 6.a) 3 ¢, € (n, n + 1) astfel incat 1n(n+1)—lnn=i, n<c,<n+l=
c

1 1 1 "
= 1 <C_<; , de unde rezultd inegalitatile date; b) 0 < x < 1; (x ) strict descrescator; ¢) ¢ = In2.

7. a) Aplicand teorema lui Lagrange functiei /': [n, n+1] — R, f (x) = In(Inx) rezultd ca existd ¢, € (n, n + 1)

1
astfel incat In(In(n + 1)) — In(In(n)) = ! ; n<c, <n+1= <
¢, Inc ¢, In(c,) n-In(n)

n n

de unde rezulta inegalitatea;

& 1
b) Zk Ik > In(In(n+1)) —In(In3) , deci I = +o. 7. a) 0; b) f continua pe [c, d] si derivabild pe (¢, d) ca
k=2 K- 1N

restrictie de functie elementara; c) f'(x,)=f (k + 2) — f(k +1), deoarece lim f(x)=0. 8. f continud pe R ca

restrictie de functii elementare lilré f(x)=1L Pentru b = 1, lim f(x)=f(0), deci f este continua in x = 0.
X—> x—0

x<0
f/0)=~1, f7(0)=a. Pentru a = -1, feste derivabild. Decia=~-1,b=1.9. f(x) =e —1-1In(1 + x),

e'(x+1-1
x+1

f:(=1,0)U (0, +0) - R.  f'(x)= Definim functiile g(x) = e(x + 1) - 1, g : R > R,

g'(x)=e"(x+2)>0 ,x € (-1, o), deci g este strict crescdtoare pe (-1, ©) si g(x) <0,V x € (-1, 0) si g(x)
>0, Vx € (0, +o0). Deci f'este strict descrescatoare pe (-1, 0) si strict crescatoare pe (0, +o0). Cum £1£3 f(x)=0
rezultd ¢d f(x) > 0, V x € (-1, 0) U (0, +o0). 10. a) Definim functia f: R > R, f(x) = ¢ — x — 1 ce este
derivabild si f'(x)=e"—-1; f'(x)=0=>x=0. Decif(x) > 0,V x€ R;b)Fiea, a,, ..., a, € (0, +o0) si

a;

a+ta,+..ta, § a _ o “y .
=1——=—"— §iG=1/a a,.a, . Luim x=j—1, 1 < i < nsiobtinem: e >j>0’ I<i<n.

A
n
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Gn
< G<A.11.a)Definimf, g: (-1, +0) - R, f(x) =%—ln(1+x)
X

n

Inmultind cele n inegalitati obtinem: e’ >

—X —X

si g(x) = In(1 + x) — x. Avem fsi g derivabile, f'(x)= =, &(X)=——; f(x) <0,V x€ (-1, 0) U (0, +o0),
(x+1) x+1

, I-Inx Inn _ In(n+1)

g(x) <0,V x € (-1, 0) U (0, +0). 12. a) f'(x)= = ; b) n<n+1:>f(n)>f(n+1):>7>?,

1
echivalenta cu inegalitatea datd. 16. Definim functia f : (0, +00) > R, f(x)=x+——2; f este derivabila.
X

1 x*-1 f'(%)=0

f(xX)=1-—=——; }:>x=1,rezultéf(x)>0,‘v’x>0.
X X x>0

17. a) strict crescatoare pe (—oo, —2) si strict descrescitoare pe (-2, +o); b) strict descrescatoare pe (—oo, 2) si
strict crescatoare pe (2, +o); c) strict crescatoare pe R ; d) strict descrescatoare pe (-, 2) si pe (2, +o0);
e) strict crescitoare pe (—oo, 1) si strict descrescatoare pe (1, +o0). 18. a = —1.

Pag. 125-126. 1. a) f este strict crescatoare pe R; b) f este strict descrescatoare pe R; c) f este strict
descrescatoare pe (—oo, 0] si strict crescatoare pe [0, +o); d) f este strict descrescatoare pe (—oo, 0] si strict

< . 9 . . 31 . .
crescitoare pe [0, +oo); e) f este strict crescitoare pe R; f) f este strict descrescitoare pe (—00, Z] si strict

5 3 ) . 5 oo <
crescatoare pe [Z’ +°O), g) [ este strict crescitoare pe (—oo, 1] si strict descrescatoare pe [1, +o); h) f este

strict crescatoare pe R; i) f este strict crescatoare pe intervalele (—oo, —1] si [1, +o0), iar pe (—1, 1] este strict
descrescatoare. 2. a) f este strict descrescatoare pe (—oo, 3] si strict crescatoare pe (3, +), x = 3 este punct de

- . < 31 |3 . 3 V3 . <
minim; b) f este strict crescatoare pe (—00, —\g} si [\/;ﬁoo), iar pe [—\/37, \é—} este strict descrescatoare,
= _ﬁ S _ ﬁ . . o . .

X = 3 este punct de minim, x= 3 este punct de maxim. ¢) f este strict crescatoare pe (—oo, 6] si strict

descrescatoare pe [6, +o©), x = 6 este punct de maxim; d) f este strict crescatoare pe intervalele (—oo, —1) si

. y . 4\ . (_4 . -
(=1, +o0); e) feste strict descrescdtoare pe intervalele (—OO, —3) si (_5’ + 00)- 3. a) f'este strict descrescatoare

pe intervalele (-0, 2) si (2, +o0); b) f este strict descrescatoare pe intervalele (—oo, —1] si (1, +o0), iar pe (-1, 1)
este strict crescatoare. 4. f este strict descrescatoare pe (0, 1] si strict crescatoare pe [1, +o0).

5. a) f este strict descrescatoare pe (—oo, 0] si strict crescdtoare pe [0, +); c) f este strict crescatoare pe
[-2, 0] si strict descrescatoare pe [0, 2]; f) f este strict descrescatoare pe intervalele (—oo, —1] si [1, o), iar pe

1—VG) .(1—V6 1

[-1, 1] este strict crescatoare; i) f este strict descrescatoare pe intervalele (—009 3 si 3 ’5} , iar pe

1 1+/5

. . [1++/5 . _ . § o
intervalele [5’ 3 ) si (T’ +°0) este strict crescatoare; 1) f este strict crescatoare pe (0, €?) si strict

descrescatoare pe (€%, +o); 0) f este strict crescatoare pe intervalele (—00, -2 ] si (0, V2 ] , iar pe intervalele

. . . . . 1- R
(—\/f, 0] si (—\/E,OO] este strict descrescatoare; r) f este strict descrescatoare pe [—15 3 } si strict
s 1-35 ). . _ 1 o _ 1
crescatoare pe 5 »']> 8) feste strict descrescatoare pe — 0] si strict crescatoare pe |—oo; 2| t) feste

strict descrescatoare pe intervalele (0, 1) si (1, e] iar pe (e, too) este strict crescatoare; u) f este strict
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< - . . . 70 . ..
descrescatoare pe (—oo, —3] si strict crescatoare pe (—3, +0). 6. a) f este strict crescatoare pe (—Ooa 5] si strict

descrescatoare pe [%, +°O)§ b) f(2) <f(3) implica 4 < B; 7. a——g, b=3,c=8sau a——g, b=28,c=3.

8.a=-5,b=1,c=-2,d=1.9.a) lim f(x)=lim f(x)=0; b) /'(x)= (J_ J_) f"(x)=%[%/(xl_—l)4—£7}

¢) pe intervalele (—oo, 0] si [1, +o0) f este strict descrescatoare, iar pe [0, 1] este strict crescatoare; d) /' (3) > 1 (5)
implica x, > x,. 10. a = -6, b = 5. 11. m = 3. 13. triunghiul echilateral. 14. Notam indltimea conului cu x si

. . . - . . - X .
raza bazei conului cu R. Folosind asemanarea si teorema lui Pitagora rezulta R =f. Functia
X —2rx

V:Qr +0) > R, V(x)= 37‘[7‘ X reprezintd volumul conului si are punct de minim absolut x = 4r.

(x=2r)’
Pag. 172-174. 1. a) x = 1 si x = 2 sunt asimptote verticale, iar y = 0 este asimptota orizontald. b) Prin

identificare gasim a = -1, b=1. c) f'(x) :&, d) Pe intervalele (—00,1) si (1,%} avem f'(x) >0,

(x=1*(x-2)’

. . 9 . . 3 . , . . 9
deci f este strict crescatoare, iar pe intervalele (E,2j si (2,00) avem f'(x)<0, deci feste strict descrescatoare

. ¢) Calculand f"(x) si inlocuind pe x cu 0 obtinem f”"(0) =§. 2. a) f'(x) = 2. b) 2. ¢) 0. d) Nu, deoarece

0 00 0 00
Im(f) = (0, ). 3.2) 4°=[0 0 0[=0;;4°=|0 0 0|=0,.
0 00 0 00
b) B> =(I,—A) =1; -2[LA+ A" =1,-24+0,=1,-24. 0 -1 -1
¢) B =(,-24)I,-A)=1,-34B+B’-B’ =1,—-A+1,-24-1,+34=1,. d) detB=-3 -2 -3=-9=0
4 4 5
2 L4
2 3 4 19 34 94 Lomo 1
B*=|-1 4 4 ;B'= 3 9 ol e) |0 1 =2{=-(m+3). Pentru ca (S) sa fie compatibil
1 -3 3 11 1 -1 m
9 3 3
1 3 1 1
determinat trebuie ca m+3#0  adici m#-3. Deci meR\{-3}. f) 4=|0 1 -2;B=3|;
1 -1 3 0
29 4 2 11 o
detA=—6;x=?;y=—g=—§;Z— "3 Sca)f')=e-1.b)f'x)=0=e—-1= = = x =0, deci existd un
) . ) 5 et —x+1
punct de extrem local. c) hm (e’ —x+1)=—o0; dreapta y = —x + 1 e asimptota catre —o. d) lim———=1
X—>00 e —

(L'Hospital). 6.a) 4 - A=A A= A€G;, [, A=4-[,=4=1,=G.

LR Eas)
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by [ O TN O 20 Ha[™ 0 )epmc sia=dRemlts G=i|* V] x yec! si
-1 OfN\c d) \¢ d)\-1 O —-a b —-d — y X

12 0 -1)(0 -1} (1 0 , a -b 2
3 4eEG.c) 1 ooll-1 o)l 1 =I,=>A4°=1,d) B=al,+bA= b4 eqG. 7.a)X=—§ este

asimptota verticala pentru £ b) lim f(x)=0, deci y = 0 este asimptota la +oo a graficului lui f.¢) Nu. Functia

x3

1
1 verifica aceleasi proprietati. d) f(x)=x>—x+1-——= >0.¢e) -. 8. a) detd = ad — bc = -5.
x+1 x+1 3

1 9 1 _3 1 ex+efx
3 _ _ B - ' -
b) 4 —(18 37} OL+A+..+A4°=(4"-1)A-1,)". d) B=4" :5[2 J ¢)—125.9. a) f'(x)= e

b) (f'(x)) = _267 = f(x). ¢) f'(x)>0,VxeR, rezultd f strict crescitoare. d) ¢* =e¢™ = x=0.

2x —2x X —x
— — e o t(t—1
¢) /(%) f(x)=" 2e -¢ 2e =0=e™ —e'=¢ ™ —e ™ =0. Notdm &' = 7> 0 si obtinem #(t—1) =~ (t3 ),

1
adica t(t—l)(1+t—3J=0. Rezultda t = 0, t = 1 sau ¢t = -1, adica x = 0. 10. a) Deoarece lime" =0 si

X—>—00

A |
lim (—%—lj =00, obtinem lim g(x)=+00.b) y= —%— 1. ¢) Pentru orice x nenul, x(e——g——J =e' ———1;
X—>—0 X—>—0 X X

¥ . 11 1 ¥
deoarece lim <= oo si hm(————j =5 avem lim(e——%—lJ =w.d) g'(x)=e" —% , oricare ar fi x real.
x

X—00 X X—>0 2 X X—>00 X

e) Inecuatia este echivalentd cu g'(x) = 0, Vx € R, adica e* > 3 de unde obtinem x > lnE. Daca x> lnE ,

1 (.01 1
atunci g'(x) > 0; daca x<ln5, atunci g'(x) <0si g (lnEJ =0.1) g(lnEJzel“ —Eln——lz ————In—.
1.a) ffx)=e"—1.b) f'(0)=e"—1=0.¢) f'(x) =" — 1 =0 = x =0 un punct de extrem local.
d) XILIEO e' —x=%_ fnu e mirginitd. e) Functia f este strict crescitoare pe (0, ).

2xz+2—2x(2x—1)_2xz+2—4xz+2x_2+2x—2x2

12. 2) £'(x)= -
S (x> +1)° (x> +1)° (x* +1)°
b) f'(x)>0=x*—x-1<0<xe ﬂ,“_\/g . Intervalele sunt —<>o,1_\/g , 1_\6,“\/5 si
2 2 2 2 2
4x -2 1
1++/5 P 4x =2)(x* +1) = (x> +1)’
\/7’00 ‘c) f(f(x)): X +12 :( )( - )2( - ) .
2 [2x—1) 2x=1)"+(x"+1D
> +1
x°+1
2 1 2\ 2
1Y 2x—=1 + = 2x=1 2x—-x* x*-1 2 o1 2x—x —2x" —-2x+2
d)f(x)—f(—} = = —=1-— .e)f[—)=[ 2 AR,
x) w4l Lo+l Y+l X+ x’+1 x x +1 (x* +1)
2
X

13. a) f'(x) = 2*In2 + 3x%. b) f'(x) > 0, Vx > 0, deci f este crescatoare. ¢) f(x) = f(0),Vxe R, =>2"+x* > 1 =

, x 2 2,2 _ 3 4 2

=272 1-x,VxeR,.d) limLf)zlim(zj n2+3-2-=0. 14. a) f'(x)=3x " +D=2x(x +1) _ x*+3x¢" ~2x
e 3 o3 3 (o +1y (7 +1y

b) f'(0)=0.¢) f'(x)>0=x*+3x> —2x =0, rezulti x = 0 sau x* + 3x — 2 = 0; doud puncte de extrem local: 0 si
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-1
x, € (0, 1). d) Functia f(x)=x - x; . are o asimptotd oblici x = y. 15. a) f'(x) = 2x — 1. b) f'(x) = 0,
X"+

2
1 3.3
Vx e l,oo L)X —x+l=|x—=| +==>,VxeR. 16. a) f’(x)zlnx-(e”‘)'zle’x—lnx-e”‘
2 2 4 4 X

" 1 1. 7,( . . .
b) f (x)=——ze —;e —;e +Inx-e™ ¢) lim f(x)=0, deci y = 0 este asimptoti la co.
1
f(x) == 172 0. b) f'(x)=-20x=1)7 +2x+1)".
1 1 1 1 1 1 1 1 1
C) 2)+ f(3)+...+ £(100 —1+—+—+ .- =l+-———>—-— .d)y=0.

18. a) Se verificd prin calcul direct. b) f'(x)= —%+ﬁ ,Vxe (0,o).c) limf(x)=0, deci y =0 este
X X X—0

asimptota catre +oo si lin% f(x)=00, deci x = 0 este asimptota verticala. d) 0.
>0

19. a) f'(x) =%— 1,Vx>0.b) f'(1)=0.¢) f'(x)=0= x=1. Functia are un singur punct de extrem local.

20.0) [=5 ) AP D) Ty e O a1 <
' (xR 42 4 16 S/S 1+x
S—(l+x)<2x<l+x* o x-1)"=0si(1+x’=> d)Dmf(x)+f(y)—1rezu1taﬂx)/—sau f(y)= %
adica x sau y este egal cu 1. Obtinemx =y = 1. 21. a) 3¢*.b) f'(0)=3.¢) f(y)=f(2y):>e3y=e' =y=0.

d) f'(x)=0= e =0; ecuatia nu are solutii reale. 22. a) Se verifica prin calcul direct.

2(x+1) . L . . .
b = ,Vxe R. ¢)Cum 1 =0, rezultd ca y = 0 este ecuatia asimptotei
) S0 = T Gy Y€ RO Cum lim (1)=0, renula ca y uatia asimp
2x+1 ) )
spre +oo. d) ﬁ—mjmx +mx+m—-2x—-1=0=>mx" +x(m-2)+m—-1=0,
X

4 (4
A(m)=(m—-2) —4m(m—1)=m’ —4m+4—4m’ + 4m=-3m" +4 >0, deci me{—\g,é}

23.a) f'(x)=-3+= b) lim—— S(x) =lim ( -3+ 21nx}= -3. ¢) O asimptotd verticald x = 0.

X—>0 X X—>0 X

24. a) f(x)——(2x +3) edx.b) limy2x 43 =00 ¢) hm(\/2x fx)-hm\/zij 3 _0.
o0 J2x2 +3++/2 - x

d) Functia e monotona pe [0, «) si pe (-, 0], deci unica solutie este x = 0.

25.a) f'(x) =1—L2, VxeR*.b) f'(1) = 0. ¢) Exista o asimptota verticala, x = 0. d) lim=——= f(x) =1.
X

X—>0

26. a) f(x)—1+% b) /(1) = 2. ¢) Exista o asimptota verticald, x = 0. d) lim+——= f(x) =1.

X—>0

27. a) Se verifica prin calcul direct. b) lim(f(x) —x’) =lim [—1 + 21 ): 1.0 f'(x)=2x —% ,Vxe R
x>0 x +1 (x*+1)
2x° (x> +2) .
d f'(x )—( ) (x +2x7 +1-1) —W rezultd cd f'(x) <0,V x <0, deci f este strict descrescatoare pe
X

(—o0, 0] si f'(x) > 0, ¥V x > 0, deci f este strict crescatoare pe [0, ©). €) hm f (x)=o0 si hm / ( )

ca f nu admite asimptota catre oo.

=o0, rezultd
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dar si acelora carora

nu le place matematica.
Lucrarea este impartita

pe capitole si lectii. In fiecare
lectie exista exercltu simple in
coloana din dreapta teoriei, pentru a se 540-265.€

putea urmari mai bine relatia teorie-probleme.
La sfarsitul fiecarei lectii exista un set de

probleme de diferite grade de dificultate.
Fiecare capitol se incheie cu teste de sinteza. 3-649-265-5
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