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Functia exponentiald si functia logaritmica

§ 1. Funcgla exponentlai¥
1.1. Puteri"cu exponent rational (recapitulare)

In clasa @ I1X-s s-a definit puterea cu exponent rational. S amintim
aceastd definitie.
1. Puteri cu exponent rajional pozitiv. Dack ¢ > 0 este un numér
real nenegativ, iar = un numdr rational pozitiv, atunci
" m
a n = Vamo (1)
2. Puteri cu ezponent rafional negativ. Dacd a >0 este un

ego s m . . .
numir real pozitiv,iar — un numdr rajional negativ, atunci
n

a1
a" = =" (2)
a n

m
Deoarece numirul — = este pozitiv, @ "
n

a fost definit la punctul 1.

3. In sfirgit, daci a >0 jar = = 0, atunci ,
n

a® =1, (3)

Relatiile (1), (2) si (3) definesc puterea unui numdr pozitiv a > 0, pentru

orice exponent rational —. In clasa a IX-a s-au studiat o serie de proprie-
n

tati ale puterilor cu exponent rational oarecare. In cele ce urmeazi vom
folosi in special proprietitile date de urmdtoarea teoremi.

Teorema 1.1.1. 1°. Daci a>1 este un numir real, atuncl dintre dou puteri
cu exponent ratlonal pozitlv ale acestul numir, este mal mare
aceea al cirel exponent este mal mare.
2°. Dac 0<a<1 este un numir real, atunci dintre doui puteri
cu exponent ratlonal pozitlv ale acestui numir, este mal mare
aceea al cirei exponent este mal mic.



Demonstratie. 1°. Intr-adevir, fie = > £ = 0 dous numere ra-
n q

m 2 -
tionale pozitive. Avem a&"=[/a™ §i a7 = }¥ ¢®. Aducem acesti radicali
la radicali de acelasi ordin:

Var="Va™, Vo> ="/ a™.

Cum % >f, rezultd cd mq > np. Dar, cum e > 1 rezultd a™ > a™, de

unde "{/a™ >"/a" sau
m P
a® >al.
2° Demonstratia este sneloagd cu cea de la punctul 1° si de aceea o
omitem.
Ezemple. 1) Avem 1,21 < 1,22, De aceea

21L,M < 91,2, (l)l’u > (i)l'n
2 2

2) Avem 0,3 < 0,4. De aceea

v () G

1.2. Puterl cu exponent real oarecare

In acest paragraf vom defini puterea cu exponent real oarecare de bazi
pozitivd, astfel Incit aceasta sd coincidi pentru exponent rational cu cea
introdusd mai Insinte.

Mai precis, dacd @ > 0 este un numir real pozitiv, iar z un numdr real
oarecare, ne propunem s ddm sens expresiei a*.

Amintim, mai Intii, citeva fapte privind aproximérile zecimale ale nume-
relor reale.

Fie z un numdir real oarecare reprezentat sub formi de fractie zecimald
infinitd, adicd z = z,, 2,Z;37y...Zp... . Pentru numdrul z, sproximirile zecimale
cu o erosre mei micd decit 10™ sint:

i) prin lipsid: z, = Zo, 2,23%5...Tn,

ii) prin adaos: z, = x,, 2,23%s...Z5 + 107",

Asadar numirului z i-am asociat aproximirile sale zecimale:

prin lipsd: zg, Ty, %3, I3, ey

prin adaos: zg, xj, T3, T3, .oy
astfel incit:

5 €z < &,
5 <z <2,
T3 € 2 < T3,



Observim ci aproximdrile zecimale prin lipsi si prin adaos ale unui
numdir real z sint totdeauna numere rationale.

1. Puteri cu exponent real pozitiv
Pentru definirea puterii de bazd ¢ > 0, cu exponent real, dis-
tingem doud cazuri, dupd cum baza este suprsuniterd sau subunitera:

1° @ > 1. Fie z > O un numair real i 83 considerdm aproximirile zecimale
prin lipsd §i prin adaos cu o eroare mai micd decit 10~". Atunci pentru
orice n, avem

T, € < I,

Dupi cum am observat numerele z,, z, sint rapionaie pozitive si deci
conform definitiei puterilor cu exponent rational, au sens puterile a*n si
a*n, pentru orice n.

Mai mult, dupd punctul 1° al teoremei 1.1.1, rezultd ci a*n < @ a-

Definigia 1.2.1. Fie a>1 §i x un numir real pozitiv. Se numeste puterea x
a lui a un numir real y, care pentru orice numir natural n
satisface inegalitigile:

a*n < Y < d*n.

Se poate demonstra cd un astfel de numdr real y existd si, mai mult,
este unic. Demonstratia riguroasi a acestui fapt depasegte programa clasei
a X-a. Ea necesitd notiunea de limita gt se va studia la Analizd matematici
in clasa a XI-a.

Numirul y dat de definitia precedentd se noteazd a* §i se citegte a la
puterea z.

Ezemplu. Si explicim ce trebuie infeles prin a3l 2 Aproximarile ze-
cimale ale lui |/ 2 sint urmitoarele:
prin lips: 1; 1,4; 1,41; 1,414;. .,
prin adaos; 2; 1,5; 1,42; 1,415;...;
astfel Inctt:
1< V2 <2,
1< V2<1,5
1,41 € V2 < 1,42,
1,414 < /2 < 1,415,
Numdrul care ne intereseazi y — 32 indeplineste inegalitatile:
g y<N
e gy < 30,
L4 g y < JL4
I g g < gL,

..................



2°0 <o < 1. Dacd z > 0 este un numair real, avem
T, <z <.
Dupd punctul 2° el teoremei din peragraful precedent, rezultd ci

a*n < @*n.

Definigia 1.2.2. Fie0 <a <1 §l x un numir real pozitiv. Se numeste
puterea x a lui @ un numir real y, care pentru orice numir
natural n, satisface inegalit3tile:

a*n < y < a*n.
Se poate demonstra cd un astfel de numdr real y existd si, mai mult,
este unic.

Ezxemplu. 83 cxplicim ce trebuie infeles prin (%}V 2,
Avind in vedere cele de mai inainte precum si tabelul aproximdrilor zecimale ale
lui /2 din excmplul precedent, numarul care ne intereseazd y = (%jv ? indeplinegte

inegalitd(ile:

[ <v <1
(5 < <[

(v ()
v <

Vom adiuga cd pentru orice numar real z,
1¥ = 1.
In final trebuie mentionatd o proprietate importantd a puterilor cu expo-
nent pozitiv §i anume:
Oricare ar fia >0g3iz >0 avem a® > 0.

Intr-adevir, fie z, §i z; aproximdrile zecimale ale lui z prin lipsd, respec-
tiv prin adeos. Atunci, pentru orice n, avem:
1° Dacd @ > 1, atunci

@n < @ <a'n.
2° Dacd 0 < a < 1, atuneci
@*n < @* <a*n
Numerele z; i z, sint rationale i pozitive. De aceea a*» >0 gi a*a >0,

pentru orice ¢ > 0. Atunci, evident, @* > 0 deoarece este cuprins intre doud
numere pozitive.

6



2, Puteri cu exponent real negativ
Dacd @ > 0 si z este un numair real negativ, atunci prin definifie

=1, (1)
a—*
Deoarece numirul —z este pozitiv, = a fost definit la punctul 1.
Mai mult, em demonstrat cd a= # 0, pentru — z > 0.

De exemplu, 3-V 3 = 1. (l]_ Vs _ 1 _.
afs 13 [L )V 5
3

Am demonstrat cd dacd £ >0 atunci a* >0. Cum ¢* = i: , rezultd
a

cd §i pentru z < 0, avem a* > 0.

Amintim cd pentru ¢ # 0, am convenit sd punem a°® = 1.

Astfel, am definit puterea unui numar pozitiv cu orice exponent resl.
Puterea unui numir negativ eu exponent real, in general, nu este definita.

3. Proprietdji ale puterilor cu exponent real

Fie a >0 si b >0 (numere reale pozitive). Atunci pentru z ¢i ¥ numere
reale, avem:

1. @* - a¥ = ", 3. (ab)* = a*b*, 5. (a*)¥ = a*V.
o e al* _ a*
2. = = &, 4._(7) =<,

Pe bazs definifiei puterii cu exponent real data mai inainte gi folosind
proprietdtile corespunzitoare ale puterii cu exponent rational, verificarea
acestora se face fard dificultate. Lisam ca exercitiu demonstrarea, lor.

Ezemple. 1) (é]‘ V3_ (o= ¥32 V3,

[T e
3) 7:_8 _ G Ai-VE_2VI-VI_ 07,

~
vl

1.3. Functia exponentiali

Fie a > 0 un numir real pozitiv. Am vizut in paragraful 1.2 (pct. 1 si 2)

cd oricare ar fi numdrul real z, avem a* > 0. Agadar, putem defini functia
urmaétoare:

[:R = (0, o0), f(2) = a*.



Observajie. Pentru @ = 1 se obtine o functie constantd f : R — (0,00),
f(z) =1 si de aceea acest caz nu prezintd un interes special.

O functie f: R — (0, c0), f(z) = a*, unde a >0 5i a # 1, se numeste
functie exponengiald (de bazd a).

Enuntim, in continuare, o serie de proprieta}i importante ale functiei expo-
nentiale.

1. Dacd a > 1, atunci pentru x > 0 avem a* > 1, iar pentru z < 0 avem
a* < 1. Dacé a < 1, atunci pentru ¥ >0 avem a* < 1, iar pentru z <0
avem a* > 1.

Demonstrajie. Fie @ >1 §i £ > 0. Dacd z este rational, adicd
m

z =2, atunci a* = a” =}/@". Cum a>>1 rezulti ci §i a™ > 1, dsr atunci
n

§i [/a" > 1. Dacid z este un numdr real pozitiv oarecare, fie z,si z,, pentru
orice n, aproximdrile zecimale prin lipsd si prin adaos ale lui z. Atunci

T, €T < x,

Cum a > 1, rezultd cd pentru orice n avem
a*n < a* < @"n.

Dar z, este rational pozitiv si dupa cum am observat mai inainte a*n > 1,
de unde a* >1.

Dacd z < 0, atunci avem

Dar —z > 0 si deci ¢ > 1. Prin urmare
@ =1 <1
a*

Cazul in care 0 < @ < 1 se trateazi analog; il lisim ca exercitiu.

2. Dacd x = 0, atunci independent de a >0 avem a* = 1.
Aceasta rezultd din definitia puterii nule.

3. Pentru a > 1, funcjia exponenjiald f(x) = a* este strict crescdtoare, iar
pentru 0 < a < 1 este strict descrescitoare.

Demonstrajie. Fie a > 1 8i z; < z,. S& ardtim ca
as < a*.

Intr-adevir, din 2, < z, rezultd ci existd u > 0 astfel incit 2, = z; + u.
Atunci

a5 — @5 = g% — gott = a%(1 — g¥).



Deoarece u >0, dupi proprietatea 1 a functiei exponentiale rezulti ¥ > 1.
Asadar,a% >0si 1 — a* < 0, de unde a%(1 — a*) < 0. Inseamni ci a*: —
— a5 < 0,saua® < a%. Deci din z, < z, rezulti ¢* < a%, adicd funcfia
f(z) = a* este strict crescitoare.

Analog, se demonstreazi cd pentru 0 < a < 1 functia f(z) = &* este
strict descrescitoare.

4. Funcfia ezponenjiald [ : B — (0, o0), f(z) =a* (a >0, a # 1) este
bijectivd.

Demonstrapie. Si aritam mai intii cd f este injectivd. Fie,
pentru aceasta, z;, Z, €R astfel incit z, #2,. Atunci avem z, <%, sau &, > %,.
Sd presupunem, de exemplu, c¢d z,<%, Atunci dupd monotonia funciiei
exponenfiale (propretatea 3) rezulti:

1. dacid a > 1, atunci f(z,) < f(z,) §i deci f(z,) # f(z5);

2. daci 0 < a <1, atunci f(z,) > f(xy) §i deci f(z;) # f(zo).

Analog, rezulti pentru z, > z,. Deci f este injectivd. Demonstratie
faptului c@ functia exponentiali f este surjectivd depigeste programa clasei
a X-a. Ea necesitd notiunea de continuitate si se va face la Analizd mate-
maticd in clasa a XI-a. Cu alte cuvinte, se poate demonstra ci oricare ar
fi yo > 0, un numir real pozitiv, existd un numdér real z, astfel incit a* = y,.
(Conform injectivitatii functiei f rezulta ci z, este unic.)

5. Funcjia ezponenjialé f(z) = a* este inversabild.

Aceastd proprietate este evidentad, deoarece orice functie bijectivi este inver-
sabila.

In § 2 ne vom ocupa de studiul inversei functiei exponentiale.

1.4. Graficul functiel exponentiale

Pe aceeasi figurd vom reprezenta graficul functiilor f(z) = 2% si g(z) =
= 5%, iar pe alta al functiilor k(z) = (%)x $i k(z) = ‘ %):; Trasarea fiecirui

grafic se face ,prin puncte“. Asociem tabelele de valori urmitoare:
z —oo -3 -2 —1 0 2 3 +oo

1
1 2 4 8

flz) = 2¢
oG]

w [®l=
# Wl-ﬁ
N [rel=

p A+ 1+ 1
2 4 8



Observam cd pentru z = +2, 43 gi, in general, pentru z Intreg diferit
de 31, valorile functiilor g(z) = 5 si k(z) = (is): sint ori foarte mari, ori

foarte mici, deci punctele corespunziitoare sint greu de figurat pe grafic.
De aceea, In acest caz, vom lua pentru z valori fractionare cupringe intre

—1§i1,deexemplu:x=—1,—3,—i, -1 0, 1,1 _3_’1_

4 2 4 4 2 4
Valorile functiilor vor [i calculate aproximativ. Astfel:

5 =1V5=1V |/5~ |/22360 =~ 1,5;

3
5% = |58 = (¥ 5)% ~ 3,34;
5l =5

1

“r_ 1 1

5 =iz1,5z0,66;§amd
56
z —o0 -1 -3 L _ 1 o1 1 34 4.
4 2 4 4 2 4
g(z) =5° 02 03 045 066 1 15 224 334 5
k(z) =(i ," 5 3346 226 15 1 066045 03 02
R 9

Prezentdm intr-un sistem de axe xOy punctele ale cdror coordonate sint
valorile din tabelele de mai sus. Punctele obfinute le unim printr-o linie
continua.

In figura I. 1 sint reprezentate graficele functiilor f(z) = 2* si g(z) = 5%,
iar in figura I.2 sint reprezentate graficele functiilor A(z) = [%]xgi k(z)=[%)z.

Analizind graficul functiei exponentiale pentru diverse baze, constatém
cd el are urmitoarele proprietéti:

1) Trece prin punctul de coordonate (0, 1) de pe axa Oy.

2) Graficul functiei exponentiale este constituit dintr-o singurd ramurd
care ,urcd“ pentru baza a >1 si ,coboari“ pentru baza 0 < a < 1.

3) Graficul functiei exponentiale este din ce in ce mai ,,apropiat“ de axele
Oz §i Oy cu cit a este mai mare, dacd a > 1, sau cu ¢t a este mai mic, dacd
t<axi.
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3

2
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“Fig. 1. 1 Fg. 1.2

Exercitii

1. S4 se afle care numir din perechile de numere urmitoare este mai mare:

4 5
a) 3° 5i 3%/ d) (0,5)-1 si 213;

b Ve Yo e (VI (ﬁ)’

7

23T (2 —¥V5 o=V

¢ = il—]; f) 2 i 2 .
) (5, $ (5) ) $
2. Si se aduca la form#& mai simpla expresiile:
rs _
a) (_1_)13.4 2 .(_1_)}'27 . 16%;
2 8

12m 227 VT’ .
JE VT

g) V3 g 525

c) [(V—S-)V_'r’] -3¥3 '

d) [(1/ 3" %] g

8. Sa se afle muljimea valorilor lui = pentru care este adeviiratd inegalitatea:

a) 3% > 729; d) = < 3; g) (?11-): Vi>y
x . * . l_ ; * -1_.

b) 2* < 0,25; e) (V2) 2>8, h)(t/o_j)<4'

c) 2¢ > é—ag f) (0,01)2 (V10)* < 1; i) 32 (¢ 2)* > 0,25.
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4. 84 se compare m 5i n daci este adevirati inegalitatea:
a) (3mj™ > (3m)™; W3-y >3-V
b ()" <(G) & WT- VI < WT- I

8. Si se deduci care din numerele urmitoare este mai mare decit 1, §i care mai mic
decit 1:

a) (%)V"ﬁ, o) (g) ; o W3~ /7)1
b W) QWz-1)" : 1) ("TH)— Ve,

8. S4 se afle care numir din perechile de numere urméitoare este mai mare:

— ( ) Ve, )( )Hn i( }Y2+V5

2 — . —¥V3—
v (5] 7% (5): a WI-V3 5 (52
7. Si se afle z astfel incit a* > (i): ,unde ¢ > 0 este un numir real pozitiv.
a

8. Si se spuni dacl sint echivalente inegalitagile urmitoare:
. . 1\= 1)1
a) a* >'a*5i z > 4; c)(g)>‘—3—) 5i 2z <z — {;

b) 6 < 6% §i 2 < z; d) 8~ < 4si3:2>2

9. Folosind graficul functiei f : R — (0, mo), flz) = 2%, si se giseasci valorile:

V2) Vlls V-E- ‘272‘

Pentru ce valori ale lui z aceastd functie ia valorile:

0,5; 0,9; 1; 1,8; 2,7?

10. Folosind graficul functiei f: R — (0, o), f(z) = (—;—):, si se gliseascl valorile:

Vg ; 5%, Y/ 0,008; (—‘g)_"”.

Pentru ce valori ale lui = aceastd functie ia valorile:
0,3; 0,6; 1; 2,25; 47

11. Folosind graficul funotiei £ : B — (0, o), f(z) = 10%, si se giseascd valorile:

2
31,5+ 0,42; (31,5)%; (0,0041)3

; (1,8)%1 + Y/400.



12. Sa se traseze graficele functiilor:

a) flz) = (%)"’; o) fla) = (ﬂ"‘: &) flz) = (% |+
b rie = (5] D =(5)f - 0@ %)"".

§ 2. Logaritmi
2.1. Definigla logaritmului unul numir pozitly

Fie @ > 0 un numdr real pozitiv, @ # 1. Considerdm ecuatia exponentiald

(1) == N, N >0.

Din proprietatea 4 (§ 1, pct. 1.3) rezultd ci ecuatia (1) are o solutie care
este unic determinati. Aceastd solutie se noteazi

(2) z=1log, N

" i se numeste logaritmul numdrului pozitic N in baza a.

Din (1) si (2) obfinem egalitatea

(3) alfaN = N
care ne aratd cd logaritmul unut numdr real pozitiv este exponentul la care trebuie
ridicatd baza a (@ >0, a # 1) pentru a objine numdrul dat.

Daci in (1) facem z = 1 obtinem ¢! = @ i deci

{4) log.a = 1.

Ezemple 1) S calculim log,32. Cum 2% = 32,.atunci din definilia loga-

ritmului avem lcg,32 = 5.

2) Si determindm log, 1_16 . Din egalitatea 24 = ﬁ obiinem log, l_lé = —A4.

3) S4 determindm log, 27. Si considerim ecuatia exponentiald (%)x = 27.. Cum
3

1 1 . . .
—| = -— =27, obtinem = = —3 si deci log, 27 = —3.

3 3 5
4) Cum 4! = 256 atlunci din definijia logaritmului ob{inem log,256 = 4.

Observagie. In toate exemplele pe care le-am dat am putut si calculam
logaritmul numerelor date. In general, determinarea logaritmului unui numir oarecare
nu se poate face cu exactitate. Gind vom studia tabelele de logaritmi vom arita ci loga-
ritmul unui numir se poate indica cu o anumit aproximatie.

2.2. Functla logaritmici

Fie ¢ >0, @ # 1 un numir real. In paragraful precedent definind notiu-
nea de logaritm in baza a, fiecdrui numir pozitiv IV i s-a asociat un numar
real bine determinat. Acest lucru ne permite s definim o functie

f : (0, 4o0) - R, f(z) = log,z
numiti funcfie logaritmicd.
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Iatd citeva proprietdti ale functiei logaritmice:

1° f{1) = 0.

Intr-adevir, cum, a% = 1, rezultd cd log, 1 = 0 gi deci f(1) = 0.

2° Funclia logal"itmicd este monotond. Mai ezxact, dacd @ > 1, atunci funcfia
logaritmicd este strict crescdtoare, iar dacd 0 < a < 1, funcfia logaritmicd este
strict descrescdloare.

Intr-adevir, si considerdm cazul a > 1 si fie z,, 7, € (0, +o0) astlel
incit z;, < z,.

Cum z, = @'%6a% §i py = @'°8s%, rezultd cdi g'°8e= < glo8a™,

Dar functia exponentiald fiind crescitoare (a se vedea § 1) obtinem ci
log, z; < log, z,, adicd f(z,) < f(z,).

In cazul 0 <a < 1,din inegalitatea g°a*: < gl¢€a% gi din faptul ci functia
exponentiali cu baza un numdr real 0 < 2 < 1 este strict descrescitoare, re-
zultd cd log,z, > log,z,;, adicd f(z,) > f(zl).
3° Funcfia logaritmicd este bijectivd.

Intr-adevir, dacd z;, z, € (0, --oo)- astfel inclt f(z,) = f(z,), atunci
log,z, = log,z,. Dar din egalitatea (3) (§ 2) obtinem z, = g!°%e: gi z, =
= a'°8a% adicd z; = z,. Deci f este o functie injectivi.

Fie y € R, un numir real oarecare. Notim z = aY. Se -vede ci
ze (0, +o00) §i log,z = log,a?¥ = y. Deci f(z) = y ceea ce ne aratd cd f este
gi. surjectivd. Asgadar f este bijectivi.

-

4°. Inversa funcgiei logaritmice este funcjia exponenjiald.
Functia logaritmicd

f:(0, 4o0) =+ R, f(z) =log,z

fiind bijectivd, rezultd din § 3.7, cap II, Algebri clasa a IX-a cd ea este
inversabild. Inversa sa este functia exponennalﬁ

g R - (01+°°’1 (.‘t) =

Intr-adevﬁr, dacd z € (0, 4-00) avem (go f)(x) = g(f(z)) = g(log,z) =
= @onet = z gt duck yER, atunci (£ 8) () = flg(s) = (e") = logue” = .
Graficul functiei logaritmice f(z) = log,z pentru a = 2, 5, e %

Considerim tabelele de valori

z + X L L ¢ 2 4 8 16
16 8 4 2
logez| -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
log, z| 4 3 2 1 0 -4 -2 -3 —4
2

14



2| L L 1 1 1 5 25 125 625
625 125 25 5
loggz | —4 -3 -2 —1 0o 1 2 3 4
log, r 4 3 2 | 0 —t -2 -3 —4
5

Reprezentdm intr-un sistem de axe zOy punctele ale cdror coordonate
sint valorile din tabelele de mai sus. Punctele obtinute le unim printr-o linie
continud.

In figura 1.3 sint reprezentate graficele functiilor f(z) = log,z sig(r) =
= loggr, iar in figura 1.4 sint reprezentate graficele functiilorh(r) = log, z

sik(2) = Iog|
5
Deoarece funciia logaritmica este inversa functiei exponentiale, graficele
celor doud functii sint simetrice fatd de prima bisectoare. In figura 1.5 am
reprezentat grafic functiile f(z) = log,z §i g(z) = 5%, iar in figura 1.6 am

reprezentat grafic functiile f(r) = log, z si g(z) = (%)x.
3

Graficul functiei logaritmice are urmatoarele proprietati:
1) Trece prin punctul de coordonate (1, 0) de pe axa Oz.

2) Graficul functiei logaritmice este constituit dintr-o singura ramura care
purcad“ dacd baza ¢ > 1 §i ,coboard“ dacd baza 0 < a < 1.

" ”
! !
* '
| :
i i
il
= ' \
/ e f(.\’}-u 4-, 3 l ‘
ny
| )
P 9{1}- J“d \\
Vi é ERYE .
i N
l B I ; } "N e i .'._'I" ’s
It ¢ .
! ! 1 Cree AH)TlL2
1 i i
A
Fig. 1. 3 Fig. I. 4
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————— =~ 4 . — 10NN
! x 7 x
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3) Gralicul functiei logaritmice este din ce in ce mai ,apropiat“ de axele
Oz §i Oy cu cit a este mai mare, dacd a > 1, sau cu cit a este mai mic, dacd

0<a<1.
4) Graficul functiei logaritmice este simetricul graficului funciiei expo-
nentiale fatd de bisectoarea unghiului z0y.

2.3. Propriletitile logaritmilor

Folosind proprietitile puterilor cu exponenii reali obtinem urmatoarele
proprietati pentru logaritmi:
1° Dacd A si B sint doud numere pozitive, atunce

log,(AB) = log,4 + log,B

(logaritmul produsului a doud numere este egal cu suma logaritmilor celor

doud numere).

Intr-adevir, daci log,A = z si log,B = y, atunci ¢* = A §i oV = B.
Cum ¢*t¥ = a* - @V, obtinem a**¥ = A - B 5i deci log,(AB) =z + y =
= log,A + log,B.

Observajie. Proprietatea se poate da pentru n numere pozitive

4,, A, ..., A,, adicd
log,(4,4; ... A,) =log, 4, + log,4; + ... 4+ log, 4,

2° Dacd A st B sint doud numere pozitive, atunci

log, i;? = log,A — logaBJ

(logaritmul citului a doud numere este egal cu diferenfa dintre logaritmul
numdratorului si al numitorului).

16



fntr-adevair, tinind cont de proprietatea 1°, avem log,4 = log, [% -B) =

log,,l + log,B, de unde rezultd ci log., — = log,4 — log, B.

Observajie. Daci punem A = 1 §i tinem cont cd log,i =0,
obtinem egalitatea:

logai— = —log,B

3° Dacd A este un numdr pozitiv i m un numdr real erbitrar, atunct

o logeA™ = m log, A

(logaritmul puterii unui numar este egal cu produsul dintre exponental puterii
§i logaritmul numérului).

Intr-adevir, dacd log,4 = z, atunci a* = A. Dar atunci A™ = (a*)™ =
= a™* gi deci log,A™ = mz = m log,A.

4° Dacd A este un numdr pozitiv. i n un numdr natural (n > 2), atunci

log, UV 'A = loged
n

(logaritmul unui radical dintr-un numir este egal cu citul dintre logaritmul
numirului i ordinul radicalului).
Intr-adeviir, proprietatea 4° este un caz particular al proprietatii 3°,
-punind m = 1.
n
Ezemple. 1) Sa calculim logy75.
Avem log,75 = logy(3 < 25) = log,3 + logy25 = 1 + logy5 = 1 + 2 log,5.
2) Si calculdm log,1 000 — log,125.

Avem log, 1000 — log,125 = log, -0

= lOg.B = 10852’ =

3) Si calculim log,,0,18 — log,,180.

0,18

Avem log,, 0,18 — log,, 180 = log,, 1,80 = logye =log,, 108 = —3.

1000
4) Sa calculim log, —:-5 + log, —:— .

Avem, log, ﬁ + log, 712- = —log 18 — loget2 = —(logel8 + logel2) =

= —log(18 < 12) = —loge6® = —3.
5) S4 calculim log, /8.

Avem log, /8 = %log,s = — log,2® = = ]og,z =

a~|u

5) 84 calculam log, 3/81.

Avem log, }/81 = %log,ﬂl = % log,3* = L] log;3.
o

17
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2.4. Schimbarea bazel logaritmului aceluiagl num3r

Dacd ¢ 8i b sint doud numere pozitive diferite de 1, iar 4 un numir
pozitiv oarecare, are loc egalitatea:

log,A = logy A - log,b

Intr-adevir, dacéd log,A = z gi log,4 = y, atunci evem a* = A i bV = 4
de unde obfinem ¢* = bv. Dar atunci log,a® = log,b¥ sau z log,a = y log,b.
Cum log,a = 1, avem z = y log,b, adicii log,4 = log,4 - log.b.

Observajie. Daci in egalitatea de mai sus 4 = a, obtinem
log,a = log,a - log,b. Cum log,a = 4, rezultd ci:

1
!ogba

logeh =

Exemple. 1) Si se scrie logyz n functie de log,z.
Avem loger = log,z * loged = 2 log,z.

2) Sa se arate ci expresia E = !og,z nu depinde de =z.
log,z
Intr-adevir, E = loger _ 1 _ log,5.

logez - log,2  logy2
8) Si se arate cA logy6 + log,2 > 2.

Avemlog,6 + log2 = logy6 + 1 . Deci trebuie s3 ardtim ci log,6 + 1
logl logl

sau (log,6)* — 2 log,6 + 1 > 0, sau Inci (log,6 — 1)* > 0, inegalitate evidentd deoarece
108’6 # 1.

> 2,

2.5. Operatia de logaritmare 2 unel expresli

De multe ori In practicd sintem pugi in situatia sd determindm valoarea
aproximativd a unui numir dat printr-o expresie in care apar radicali de
ordin foarte mare. De exemplu, sd considerim numdrul:

z= 172§/ 131 -_ij )
Y/ 3798 23

gi vrem s& determiném o valoare aproximativd a numarului 2. Vom logaritma
expresia (1) intr-o anumitd bazid convenabild a. Folosind proprietitile loga-
ritmilor obtinem:

log,z = log, (17° |V 131 [/92) — log, [/ 37 - 98 - 23 = log,17® + log, |V 131 +

+ log, [/ 32 —'ﬂ‘ﬁ’;s”'—”’ = Blog17 + 2 log,131 + 1 log,92 —

— % log,37 — %10&98 — %103,,23.
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Deci am obtinut egalitatea:

log,z = 3log,17 + % log,131 + % log,92 — % log,37 —

— %103,,98 - % log,23. 2)

Utilizind tabelele de logaritmi (a se vedea § 3) din egalitatea (2) putem sa
determindm o valoare aproximativd pentru z.

In general, dacd E este o expresie algebricd in care apar produse de
puteri gi radicali, putem si-i asociem, exact ca in exemplu (1), o expresie,
notatd log E, in care apar sume (diferente) de logaritmi inmultite eventual
cu anumite numere rationale. Operatia prin care expresiei E i se asociazi
expresia log E se numeste ,operatie de logaritmare".

Ezemple: 1) Fie E = a* |/ a".
Prin operatia de logaritmare ob{inem:

log.E = log. (a® }/ ab®) = logea® + log: V/ ab® = 2logea + %logca + -:—logcb.

& —
3
2) Fie E = \/—:—. . Prin operalia de logaritmare obtinem expresia

. —
* 1. a1 3 5
logeE = loge |/ = = — loge = = — (logea® — logeht) = = logez — — logch.
ge gevb, 4 JoBe s = - (logea® — logeh?) = - logea — - log

Observatie. Adesea In calcule este nevoie sé se facd i operatia inversd,
adici unei expresii fn care intervin logaritmi sd-i asociem o expresie firad
logaritmi.

De exemplu, fie expresia

logez = 2 log.a — %logtb — 3log.3.

Folosind proprietafile logaritmilor avem:

log.z = logea® — loge )/ b — logc3® = log, o log a*
= —_— e /- —_ = — = —
¢ ¢ T YA
]
de unde obtinem ci z = 2 _.
271/ b

Exerci;ii
1. Sé se determine valorile Ini 2 pentru ca urmitorii logaritmi 54 aiba sens:
a) log,(1 — z); b) logy(1 — 2%); c) log, (1 + 2%);
3.
d) logy(z* + z — 2); e) logy(—2t + 5z — 6); 1) logy(z® — z + 1);
8) log,(log,z); h) log, (logyz); i) log (log, z).
3 E )
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2, Care din urmitoarcle nimere cste mai mare?

a) log,4 sau log,5; b) 2 sau log,10;
] log,% sdu log,%-; d) 3 sau log,?.
8. Pentru ce valori ale lui z au loc inegalititile:
a) logyz > logst; b) log,(2z) > log ,5;
z 2
c) log;::’ = log,8; d) logs(a® — 1) < loge(az + 4).

4. Pornind de la graficul functiei logaritmice si se construiascd graflicele urmitoarelor
funciii:
a) f:(—1, +o) =+ R, f(z) = log,(1 + z);
b) 7 : {0, +0) = R, f(z) = logsz?;
¢ (1, o) > R, f(z) = logs(z — 1);
d) 7 : R\ {0} = R, f(z) = logsz*;
e) f:(2, +o) = R, flz) = log,(z — 2);
2

) £ :B\{3} = R, f(z) = logs|z — 3 |.

6. S3 se calculeze: pe
a) legys + lOgs':—: b) log;,2 + logy,72;
c) logsl 000 — log,40; d) logy7 — log, é;
€) log,,,50 — log, ,0,5; 1) 10845 + log,8 — log,3;
g) 1081 3 —log, 12 4 log, 2; h) 1080,l5 + logy a4 — 1030,12-
F) F) E)

$tiind e log,7 = 0,84510 i log,5 = 0,69897 s se calculeze:
a) log;0,7; b) logye V7 c) logy3s; d) logy0175; e) logye? V/''5.

7. Si se arate ¢l expresiile:

log,.'r:’ b) E = logsz + logs |/ = : ¢) E = logzV/ 7

logyz® | log,z + logs |/ = logx?

nu depind de =z.

a) E =

8. 54 se logaritmeze expresiile:

Y ans 33*
17aV23'- 39

d) E=23atY/5%; o) E = V[fb)’ 0 E= (\/%)3 o E~ T Vala

h)E= quVTVT?T—l;i) E_ 2la—1 a—l;b_j)Eé.Va ‘alVea

.b']/a V b Va—ﬁ h 3a + &) a—b , ..Vaiya f/:

a) E = 412 ‘E/l.l 375 b) E = )E @Y/ ab’c;




9. Si se determine expresia lui z astfel incit si avem:
a) logaz = loga3 + logsh — log,5; b) logez = 2loge7 + 3logq.6 — 4loga5;
¢) log,x = 2logea + 3logs(a + b) — slogy(a — B);

. 2
d) log,z = — —;—logq(a +8) + %[lcg‘(a —b) - %log.(a + b) + - log2b) —

1
iy log,(2a)] .

§ 3. Logaritmi zecimali
3.1. Logaritmi zecimali §i proprietitile lor

Definigia 3.1.1. Daci a este un numir real, se numeste partea intreagd a
lui a, cel mai mare numir intreg care este cel mult egal cu a.

Partea intreagd a lui @ se noteaza cu [a]. Conform definitiei avem [¢]€Z
si[a] < a;dacd[a] € n < @, n € Z, atunci n = [a]. Altfel spus, partea in-
treagd a lui g este un numdr intreg n, cu proprietatean < a < n + 1. Deoa-
rece oricare ar fi numdrul real a, in intervalul (@ — 1, a] existd un numar
intreg si numai unul, rezulti cd ¢ — 1 < [d] < a.

De exemplu:[3, 2] = 3;[0, 245] = 0;[6] = 6; partea intreagi a numdrului
—4,7 este —5, deoarece —5 < —4,7 < —4. Analog se obtine: [—5,791] =
= —6; [—0,231] = —1, [—=] =[-3,141...] = —4.

Se observi cd dacid e este un numdr real oarecare §i n este intreg, atunci

la + r] =[a] + n.
Definigia 3.1.2. Diferenta dintre numirul g §i partea sa intreagi [a] se nu-
meste partea fractionard a lui a §i se noteazi cu {a}.
Deci {a} = a — [a). Deoarece [a] < a < [a] + 1, rezultd ca 0 < {a} < 1.

De exemplu: {2,4}) = 2,4 — 2 = 0,4; {0,261} = 0,261 — 0 = 0,261; {—6,81} =
= —6,81 — (—7) = 0,19; {—0,231} = —0,231 — (—1) = 0,769.

Orice numdr real a este suma dintre partea sa intreagd i partea sa frac-
tionara: a = [a] + {a}.

Se observd cd dacid numdirul real e are scrierea ca fractie zecimali ¢ =

= @,, @ as85..., CU &y € Z §i a,, @, aj, ... sint numere naturale cuprinse intre
0 s 9 atunci ‘
[a] — a, , daci a > 0 sau a € Z,
" |la,—1,daci a <0siae Z, .
. 0,8,0,a;..., daci a > 0 sau a €EZ
iar {a} =14 _o, a,8305 .., dacd a <0 gi a & Z.

Daci a <0, ¢ & Z si |[a]l = by, {a} = O, bybgbs ..., atunci vom scrie
numdérul e in urm#toarea forma: '

a = bo’ blbzba LX) .
De exempluy—4,3 = [—4,3] + {~%3} = —5 + 0,7 = §7.

21



In practici se folosesc logaritmii in bazi zece care se mai numesc si loga-
ritmi zecimali. Acestia se noteazé cu lg, in loc de log; de aceea nu mai este
nevoie sd se specifice baza. Astfel, vom scrie Ig 101 in loc de log,,101 i 1g"5
in loc de log,,5 s.a.m.d.

Logaritmii zecimali au toate proprietitile pe care le au logaritmii in bazi
supraunitard. Astfel, Jogaritmul zecimal al unui numar mai mare decit 1 este
pozitiv, iar logaritmul zecimal al unui numar mai mic decit 1 este negativ.
Dacd doud numere pozitive sint intr-o anumitd ordine, atunci logaritmii
lor zecimali sint in aceeasi ordine. Dacd a este un numir real oarecare si
a este pozitiv, atunci lga® = alga. Dacd a §i b sint pozitive, atunci Igadb =
=1g a + lgb. In particular daci a = 10, atunci Ig 10" = n i lg 10" - b =
=R + lgb.

3
z

De exemplu:1g 10 /10 = 1g 102 = % ;1g10000 =1g 104 = 4; Ig100 =1g 102 = 2;

lg 0,001 =1g 10~3 = —3; Ig 56,81 = Ig 5681+ 10~2 = —2 + lg 5681.

Din aceste proprieti{i generale, deducem urmitoarele proprietdti ale loga-
ritmului zecimal:
1° Logaritmul unui numér care scris in baza zece este de forma 1 urmat

de n zerouri, este egsl cu n; adicd, daci ¢ = 100 ... 0, atunci Ig a = n.
e a—
n

2° Logaritmul unui numdr subunitar care scris in baza zece are dupi
virguld n cifre de zero urmate de cifra 1, este egal cu —n —1; adicd pentru
¢=2000...01, avem lg a=1g 10! = —n — 1.

———
n

3° Dacd 10" < a < 10**!, atunci g 10" < Ig @ < Ig 10™*! §i deci n <
<lga<n+1.

De exemplu, dacd ¢ = 87,23, atunci 10 < 87,23 < 100sidecii <Ilga < 2.

Deducem ci logaritmul oricdrui numdir care nu este egal cu o putere
intreagi a lui 10, este un numaér zecimal (nu este numér intreg).

Definlgia 3.1.3. Daci ¢ este un numir pozitiv vom numi caracteristica
logaritmului siu zecimal, num3rul intreg [lg d); vom numi
mantisa logaritmului lul a numirul {lg a}.

Prin urmare avem Ig a = [lg a] 4 {lg a}. Caracteristica logaritmului lui
a este cel mai mare numair {ntreg n cu proprietatea cd 10™ < a. Mai precis,
caracteristica lui Ig a este un numdr intreg n, cu proprietatea cd 10" < a <
< 107+,

De exemplu, caracteristica lui lg 87,23 esle 1; daci ¢ = 4573, atunci 1000 € ¢ <
< 10 000, 3 < 1g 4573 << 4, prin urmare caracterislica lui Ig 4573 este 3; dacd e« = 0,0123
atunci 102 < @ < 107 1si deci caracteristica legaritmului siu este —2.

Din cele de mai sus rezultd urmitoarele doud reguli de calculare a carac-
teristicii logaritmului zecimal al unui numir a:
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i) Dacd un numdr supraunitar scris in formd zecimald are n cifre la stinga
virgulei. (adicd la partea sa intreagd), atunci caracteristica logaritmului sdu
este n — 1.

ii) Caracteristica unui numdr subunitar scris in formd zecimald se objine
tn felul urmdtor: se ia numdrul de zerouri situate la stinga primet cifre diferite
de zero (inclusiv zeroul din stinga virgulei), rumdrul natural astfel obfinut
fiind luat cu semnul minus.

De exemplu,daci a = 0,57, atunci [lg 0,57] = —1; dacd a = 0,0012, [Ig @] = —3.

4° Dacd inmul{im un numdr fntreg @ cu o putere intreagd a lui 10,
atunci caracteristica logaritmului numadrului astfel obtinut se obtine din
caracteristica logaritmului lui @, la care se adaugid exponentul lui 10. Intr-a-
devir, avem [lg 10" - ¢] =[r + lg e] = r + [lg a]. De exemplu, daca inmul-
tim pe a cu 10, 100, 1000 etc., atunci caracteristica numérului obtinut creste
cu o unitate, cu doud, cu trei etc.; dacd impér{im pe ¢ cu 10, 100, 1000
etc., caracteristica scade cu 1, cu 2, cu 3 etc.

5° Mantisa logai-itmului unui numér ¢ nu se modificd, dacd inmultim pe
a cu o putere intreagd a lui 10. Intr-adevir, avem

{lg 10"} =1g10"-a —[lg10*-a]=n +1ga —[r + Ilga] =
=n+lga—n—[lga]l =Iga—[lga] = {lg a}.
Cu ajutorul regulilor enumerate pini acum, deducem ca dificultatea aflarii

logaritmului unui numér constd in calcularea mantisei. Aceasta se afld cu
ajutorul tabelelor de logaritmi.

3.2. Tabele de logaritmi cu 5 zecimale

Cu ajutorul acestor tabele se pot afla mantisele logaritmilor numerelor
de la 1 la 9999, cu o aproximatie de 0,00001. Aceasti aproximatie este in
general suficient de bund pentru calculele din practici. Pe prima paginé a
tabelelor sint scrise mantisele logaritmilor de la 1 pini la 100; in coloana
cu indicatorul IV sint scrise numerele, iar in dreapta lor, in coloana lg, se afla
mantisele respective.

Celelalte pagini sint aranjate in felul urmator: in coloana intii cu indica-
tivul N, sint scrise numerele de la 100 la 9999 gi urmesza apoi zece coloane
cu indicativul 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 in care sint scrise mantisele logarit-
milor numerelor cu patru cifre.

Pentru a afla mantisa logaritmului numérului cu patru cifre n = a,a,a3a,,
se procedeazd astfel: se cautd in coloana N numaérul a,a,a;, obtinut prin
tdierea cifrei unitdtilor iIn numirul n (dacd n are trei cifre, se cautd in
coloana N chiar numirul n), apoi fixdm coloana cu indicativul a,; ludm
primele doud cifre ale mantisei logaritmului lui a,a,a; din coloana 0, apoi
la intersectia liniei orizontale a lui a,a,a; cu coloana @, se gisesc restul
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de trei cifre ale mantisei (dacd n are doar trei cifre vom cluta logaritmul
siu in coloana 0).

N 0 1 2 3 [ 5 6 7 8 9

300 | 47712 727 741 756 700 | 784 799 813 828 842
301 857 871 885 900 914 | 929 943 958 972 986
302 | 48001 015 029 044 058 | 073 087 101 116 130
303 144 159 173 187 202 | 216 230 244 259 273
304 287 302 316 330 344 | 359 373 387 401 416

305 430 444 458 473 487 | 501 515 530 544 558
306 572 586 601 615 629 | 643 657 671 686 700
307 744 728 742 756 770 | 785 799 813 827 841
308 855 869 883 897 911 | 926 940 954 968 982
309 996 *010 *024 *038 *052 | *066 *080 *094 *108 *122

310 | 49136 150 164 178 192 | 206 220 234 248 262
311 276 290 304 318 332 | 346 360 374 388 402
312 415 429 443 457 471 | 485 499 513 527 541
313 554 °568 583 596 610 | 624 638 651 665 679
314 693 707 721 734 748 | 762 766 790 803 817

315 831 845 859 872 886 | 900 914 927 941 955
316 969 982 996 *010 *024 | *037 *051 *065 *079 *092
317 | 50106 120 133 147 161 | 174 188 202 215 229
318 243 256 270 284 297 | 311 325 338 352 365
319 379 393 406 420 433 | 447 461 474 488 501

Ezemple. 1) Daci vom ciuta in tabele lg 3153 procedidm In felul urmator:
deoarece 3153 are 4 cifre, caracteristica sa este 3 iar pentru a afla mantisa, ciutim in
coloana N numdirul 315. La intersectia liniei corespunzitoare acestui numir cu coloana 3,
vom giisi numirul 49872, deci

Ig 3153 == 3,49872.

2) Si aflim logaritmul lui 1,25. Deoarece 1,25 are o singurd cifrd nenuld la stinga
virgulei, caracteristica logaritmului siu este 0 (conform unor proprietiti stabilite). Mantisa
este aceeasi cu a numdirului 125 din coloana N a tabelelor; deci objinem

Ig 1,25 ~ 0,09691.

3) Logarilmul numirului 81,13 are caracleristica 1, iar mantisa aceeasi cu a numai-
rului 8113 pe care o gisim in tabele. Obt{inem astfel

Ig 81,13 =2 1,90918.

4) Logaritmul numarului 0,0003145 are caracteristica —4, iar in tabele vom gisi
mantisa lui in dreptul numirului 314, in coloana 5. Ob{inem astfel

Ig 0,0003145 = 4,49762.

Logaritmul unui numdr cu cinci zecimale. Sa aflim de exemplu lg 32437
cu aproxirmatie cit mai buna. Proceddm astlel: caracteristica este 4, iar man-
tisa este aceeasi ca pentru lg 3243,7. Observim cé 3243,7 este cuprins fintre
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3243 gi 3244, deci Ig 3243,7 este cuprins intre lg 3243 ¢i lg 3244. S5& admitem
cd pe porfiunea dintre 3243 i 3244 logaritmul este proporfional cu cregterea.
numerelor. Din tabele obtinem:

lg 3243 =~ 3,51095,
lg 3244 =~ 3,51108

§i rezultd cd pentru o cregtere a numdrului cu 1, logaritmul se miregte cu
0,00013 = 13-1075. Deci, daca numadrul creste de la 3243 la 3243,7, adicd cu 0,7,
logaritmul s3u va creste cu 13 - 105x0,7 = 9,1 - 1075 = 0,000091. Deoarece
lucrdm numai cu 5 zecimale, rotunjim pe 0,000091 la 0,00009 si vom avea

lg 3243,7 == 4,51095 4 0,00009 = 4,51104.

In practici este comod si fie agezate calculele de mai sus in fzlul urmdtor:

Ig 3243 = 3,51095
Ig 3244 = 3,51108

13
13
07 ........ 13x0,7 =91 =9

lg 32437 =~ 4,51095 + 0,00009 = 4,51104.

Operagia prin care am aflat logaritmul de mai sus se numegte interpolare.
Ea ofera posibilitatea unui calcul aproa:imatia;cu eroare destul de micé, pentru
aflarea mantisei logaritmului unui numir cu cinci sau mai multe cifre. In
realitate cregterile logaritmilor nu sint proporfionale cu cregterile numerelor,
deoarece, de exemplu, lg 10 = 1; 1g 100 = 2 si prin urmare logaritmul s-a
mdrit de 2 ori in timp ce numirul s-a mérit de 10 ori. Cind insd cresterile
sint mici, putem s& considerdm cresterea logaritmilor aproximativ propor-
tionald cu cregterea numerelor.

Aflarea unui numdr cdruia i se cunoagte logaritmul.

Considerdm, de exemplu problema urmitoare: si se afle numirul z gtiind
cd lg z = 3,49982. Si cdutdm mai intii un numér a cdrui mantisié a loga-
ritmului sd fie 0,49982. Pentru aceasta ciutdm in coloana 0 a tabelelor de
logaritmi, primul numar care incepe cu cifrele 49, apoi urm#rim in jos pe
aceastd coloand pina ajungem la cel mai mare numir, mai mic decit 49982.
Acesta este 49969. Urmdérim apoi pe linia corespunzitoare acestuia pind
gisim numirul 49982 sau un numir cit mai apropiat de acesta. In cazul
nostru gdsim numirul 49982 in coloana 1, deci numarul ciutat este un numér
de forma a,a,a,0,, in care numdrul a,a,a; este in coloana N, in aceeasi linie
cu mantisa 49982, iar a, este indicativul coloanei in care se giseste 49982,
in cazul nostru a4 = 1. Obtinem numérul 3161. Deoarece numirul Ig z are
caracteristica 3, rezultd cd z are 4 zecimale in stinga virgulei, deci z==3161.

Procedeul descris ne ajutd la calcularea puterilor lui 10, deoarece egalita-
tea lg z = 1 este echivalenti cu z = 10. Prin urmsre calculul lui z revine la
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aflares lui 10% unde « este numérul dat. Ca i aflarea logaritmului cu aju-
torul tabelelor, acesta este un calcul aprozimativ. Dacd numérul dat lg z nu
se afld in tabele, se procedeazd la interpolare, ca in cazul operatiei inverse,
de aflare a mantisei lui Ig z cind se cunoasgte z.

3.3. Operatil cu logaritmi

Tabelele de logaritmi zecimali se pot intrebuinta la efectuarea mai rapidd
a unor calcule numerice complicate. Artfel proprietitile urmétoare:

1°lgzy =gz + 1gy;
2l =lgz—lgy;
3° lg 2* = nlg z;
& 1gls = £,

Igx
5° log,z = =—
Ba lga'

ne permit ca in loc de o inmulfire si efectuim o adunare, in loc de o fmpér-
tire sd efectudm o diferentd, in loc de ridicare la putere si efectudm o fnmul-
tire, in loc de extragere de radical s& efectudm o fmpérfire. Proprietatea 5°
reduce calcularea logaritmilor intr-o bazi oarecare la calcularea unor logaritmi
zecimali.

Practic, trebuie s gtim deci si adundm, si scidem, s& tnmul{im, sau sd
fmpértim numere scrise sub forma

n+ecuncZsi0<e<]i, unde n reprezintd caracteris-

tica iar ¢ mantisa unui anumit logaritm.

Adunarea. Pentru a efectua adunarea mai multor logaritmi procedim la
fel ca la adunarea numerelor zecimale, {inind cont insd de unitétile care pot
apirea la adunarea mantiselor; acestea se adaugi la caracteristicd.

Ezemple, 1) Si efectum adunarea:
lg 3452 + g 253 + g 1,439,
In tabele gisim:
lg 8452 ~ 3,53807;
lg 253 ~ 2,40312;
Ig 1,439 =~ 0,15806.
Vom obtine:

3,53807 +
2,40312
0,15806

6,09925
2) -84 efectuim adunarea
1g 345 + Ig 0,98 + Ig 75,43 + )g 0,029.



Ciautind tn tabele, rezulisi urmitoarea adunare:

2,53782 +

1,99123
1,87754

2,46240
T 2.86899

Scdderea. Sciderea se poate reduce la o adunare, tinind cont ¢i pentru
un numdér scris sub forma n +-ecun € Z§i 0 <e < 1, avem —(n + ¢) =
=(-n—1)+ {1 —e).

345

Ezemplu. S& aflam Ig S933 "

Avem lg% = 1g 345 — 1g 5933 =~ 2,53782 — 3,77327 = 2,53782 + 4,22673 —

='2,76455.

Inmulgirea cu un numdr intreg. Pentru a inmulti un logaritm cu un numdr
intreg, inmul{im separat mantisa si separat caracteristica cu acel numdr,
addugind la caracteristicd unitatile pozitive ce rezultd de la inmuljirea man-
tisei.

~ Ezemple. 1) S se calculeze g (312,6)°.
Avem: 1g(312,6)® = 81g 312,6 ~ 8 - 2,49499 — 19,95992.
2) 1g (0,0074)* = 6 Ig 0,0074 ~ 6 - 3,86923 = —18 + 6+ 0,86923 — 13,21538.

Imparirea cu un numdr natural nenul. Aceasti operatie apare in calcularea
unor logaritmi de tipul: lg]/a =282 vom da trei exemple din care vor
n
rezulta cazurile ce se pot ivi in astfel de situatii.

Ezemple: 1) 84 se calculeze g §/520.
Ig 5
Obtinem lg /520 = g 520 _ 2,71600

ol
in acest caz, caracteristica logaritmului lvi 520 fiind pozitivd, nu am avut nici o
dificultate, impér{irea efectuindu-se in mod obisnuit.

2) Si se calculeze 1g/0,00786.

lg0,00786  3,89542  —3 + 0,89542 —
Avem 1g }/0,00786 = - 3 Py +3 = —1 + 0,29847 = 1,29847.
In acest caz caracteristica este negativi, dar ea impar{indu-se exact la impar{itorul
dat 3, am putut afla caracteristica citului §i apoi mantisa lui, efectuind impar{irile separat.

3) S4 se calculeze g §/ 0,0458.

~ 0,90533.

i U045 — 8 O 2, —2 — 3 + 3 + 0,66087
Objinem 1g §/0,0458 = = 050458 o~ 2 62037 — + ] + _
= ;5_+:ﬂ*ﬂ - —_55 + _?162037 14 073217 = Ts217.

Observim c& am redus in acest caz problema la o situatie similard cu cea din
exemplul 2). Pentru aceasta am scizut §i am adunat 3, astfel incit caracteristica sa se
fmparti exact la numitorul 5, mantisa ob{inindu-se prin imp&rtirea Jui 3,66087 la 5. Deci in
cazul In care caracterisiica este negativd §i nu este divizibild la impar{itor, se scade un
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wmir de unitili pini ce ca devine multiplu al tmpdartitorului si se efectueazd impar{irea

{ln cazul de mai sus _Ts = —1] . In acelasi limp se adaugi acelagi numir de unitifi

mantisei, num3rul astfel ob{inut impir|indu-se separat la numitorul comun (in cazul
nostru 5). Din prima impar{ire rezultd caracteristica, iar din a doua, mantisa numarului
cerut.

Impartirea logaritmilor. In cazul ecuatiilor de forma a* = b, a, b >0,
a # 1, apare problema impartirii a doi logaritmi, deoarece ‘egalitatea a* = b
este echivalentd pe rind cu egalitatile:
Ig a* =1g b,
zlga=Ilghb,
__lgb b
lg a
In astfel de situatii este preferabil si se scrie atit Ig acit si lg b sub forma

zecimald obisnuitd (deci cu semn in fatd) §i sd se efectueze impdriirea in
mod obignuit.

Ezemplu:
1g 0,458 ~ 1,66087 _ —1 + 0,66087 _ _ 0,33913 ~ —0,18707.
Ig 65 1,81291 1,81291 1,81291

Efectuarea unor calcule numerice complicate cu ajutorul logaritmilor. Folosind
proprietatile logaritmilor i utilizind tabelele de logaritmi, se pot inlocui
calculele lungi si dificile, cu calcule simple de tipul sumei §i diferentei, sau
de multiplicare si impar{ire cu numere naturale.

Ezemple. 1) Si se calculeze /125 < 4593. Vom proceda in acest caz,
.ca §i In cele ce urmeazi in felul urmitor: notim cu z numirul care trebuie aflat, calcu-
lam intii Igz, cu ajulorul tabelelor si calculelor invidjate, apoi afldm din tabele numirul
z al cérui logarilm il cunoastem.
Astfel avem in exemplul de mai sus:

g _Ig125 +1g4593  2,09691 + 3,66210 _ 5,75901
3 3 3

Caulim apoi in’ tabele numarul al cirui logaritm are mantisa: 0,91967. Obfinem numdrul
din patru cifre 8311 si tinfnd cont. ci Ig z are caracteristica 1, deducem ca z are doud
cifre la slinga v1rgule1 dec1

= 1,91967.

z = 83,11.
2) Si se ca]éuleze_.: =/ ¥3% ~ V5.

“Vom calcula mai -inlii. h=V35 siy, =V§6. Astfel - ob_;inem.. -lg" Y. = Ig 35

~

07
Y .isT“—{ = 0,38602, Cautind in tabele numérul (,u mantisa 0,38602, ob;mt.m ¥1:2,432)

Analog oh;mem Ig Y=

lg 30 l{’% ~. 0 26619 si decl Ve = 1,763: Prm urmare

_ __6
Vas = Vao z 0669



In tinal avem ca

—_— 1,82 —1 2 — -

gz 1gh/0 569 — JE0669  1,82543 _ —1 + 0,82543 _ —5 + 4,82543 _ 1ol
5 5 5 5

Cautind in tabele i {inind cont ci x are o singuri cifrd de zero in stinga virgulei (carac-

teristica lui Ig z fiind —1) rezultd ci z ~ 0,9228.

Logaritmi naturali

In matematica superioara, apar foarte des logaritmi care au ca bazi numirul ira-
tional, notat cu e, e = 2,718281828... . Folosirea acestor logaritmi permite simplificarea
multor formule matematice. Logaritmi in baza e apar in rezolvarea unor probleme fizice
si intrd in mod natural in descrierca malematici a unor procese chimice, blologloe s.a.
Logaritmul natural al numirului a se noteazi Ina.

Exercitii

1. Si se calculeze caracleristica logaritmilor zecimali ai numerelor: 2; 57,38; 632,7;
5237,81; 0,024; 0,99; 0,0003; 54; 231,002.

2. Stiind cd lg 2 =~ 0,301 silg 3 = 0,477, s se calculeze:

lg 6; 1g 15; 1g 32; lg 30; lg]—‘2.

3. Sa se calculeze cu ajulorul tabelelor de logaritmi, logarilmii zecimali ai urmatoarelor
numcre: 37 - 990; 235; 99; 301; 1457; 1,231; 54,36; 10325; 26739; 263,56; 35,074 ;
0,0028631; 28 - 534,215.

4. SA se efectueze operatiile:
a) 1,4792 + 2,4506 + 3,0025; b) 7,0032 + 3,8265 -+ 3,8502; c) 0,9329 — 1,2543 — 5,06
d) 2,4645 — %,3732 + 5,2104 — 8,3714.

5. Si se efectueze urmatoarele operatii, rotunjindu-se cu o eroare mai micd decit 0,00001.

a) 2,21455+.0,36; b) 4 - 51203 - 9,8; c¢) 1,02561 -(— -z-]; d) 6,45437 - (—0,2).

8. Folosind tabelele de logm'itmi' sﬁ se calculeze-

a) lg Vﬂk.’ll b) lg(53 24)' c) lg(2l YA f/653l d) log,5; e) log,17; ) log, 2,0,312.
7. Sa se calculeze z cuncscind loganlmul siu zemmal

a)lgxr=0, 36253 b) lg =14 00021 c) lg-z.= —0,39285; d) lgz=2 51.401

e) Ig = =1, 02574 '
.

Sd se .efcctueze, cua jutoﬁll tabelelor de logarilmi, urmitoarele calcule:

12,48 5,76 b). \/2591 ¥70,0836 o 2 /13,891 (—0,1536) _
i’/57as-|81.2' ‘ 1,147 P e Yo 092 7

a) VV2+‘V3~2‘V5




§ 4. Ecuatli exponentiale §i ecuatll logaritmice

4.1. Ecuatii exponentiale

Ecuajia exponenjiald este o ecuafie in care necunoscuta este exponent,
sau o ecuatie in care este exponent o expresie care con{ine necunoscuta.

Astfe]l ecuatiile: 3* = 2*1; 5% — { = 0 gi 2*%3 4 4%+ = 320
sint ecuatii exponentiale.

In practicd, cind avem de rezolvat o ecuatie exponentiald, vom proceda
astfel: folosind diverse substitutii precum, §i proprietdtile func{iei exponen-
tiale, vom ciduta s-0 reducem la rezolvarea unor ecuatii simple, de reguld
de gradul Intti sau gradul al doilea.

Cele mai multe ecuatii exponentiale sint reductibile la forma a/® = b,
cua>00>0a % 1.

Datoriti injectivitatii functiei logaritmice, aceastd ecuatie este echivalentd cu

- = lgb
f(z) = log, ga’
In aplicatiile practice, in aceste ecuatii b se poate de obicei exprima ca putere
a lui a,
b = a?,

de unde rezultd ecuatia

f(z) = a

Ezemplu. S4 se rezolve ecuatiile 22 — 64; 32° = 81; 5 ~*~% = 625,
Vom avea 22 — 2° de unde rezultd 2z = 6, adicl =z = 3.
Din ecuatia 3** = 81, 3*® = 34, deducem 2% = &, 2% — 22 5i deci z = 2.
Pentru ultima ecuajie obfinem 5 ~*~2 = 54, deci 2* — z — 2 = 4, de unde rezulti

P — 2 —-6=0.

Avem in final z, = 3 si z, = —2.

Dacd Intr-o ecuafie de forma ¢* = b, b nu se poate exprima ca putere
a lui ¢, atunci ecuatia se rezolvi folosind tabelele de logaritmi, {inind cont cé
gb

lega =lga

Si rezolvim, de exemplu, ecuatia 18* = 3,1.
Ea este echivalenid cu:

_lg31 04913 0,39
lg18  1,25527

Unele ecuatii exponeniiale se aduc la forma mai generald ¢/} = @%*),
Din aceasti ecuatie {inind cont de injectivitatea functiei exponentiale, dedu-
cem: f(z) = g(z), care apoi se rezolvi.
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Ezemple. 1) Sit so rezolve ecuatia 3v® = gu~tz,
Obtinem z — 6 = 15 — 2z, deci 8z = 21, z = 7.
2) 84 se rezolve ecualia 49% = (%)ﬂ .

Objinem - 7% = 7-%2 deci
2z = —z3, de unde deducem z, = 0, z; = —2.

Existd ecuatii exponentiale care nu se pot reduce la niciuna din formele
discutate.

Ezemple. 1) 2* = 32741,

Tintnd cont de injectivitatea functiei logaritmice, obtinem prin logaritmare ecuatia
echivalent

zlg2 = (2z 4+ 1)lg 3 si deci
z(2lg3 —1g2) = —lg 3,
—lg3
= 21g3 E Ig 2 ’
aceasld ultimi expresie a Iui x se calculeazdi apoi cu aproximatie, din tabele,

2) 57 = 75%, ‘
Logaritnﬁnd deducem 7*Ig 5 = 5%lg 7; logaritmind din nou obtinem zlg7 4+ Iglg5 =
=zlg5 + 1glg 7 si deci

s 8lg7—lglg5
lg7—1g5

3) 3% « 533 = 7T-1. 4x43,

, expresie care se calculeazd cu aproximatie din tabele.

Deducem ci 2z 1g3 + (2z — 3)lg5 = (x — 1)1g7 + (z + 3)Ig 4, prinurmare z(21g 3 +.
+2lg5—-1g7—1g4) =31g5—1g7 + 31g4; In final avem
g 125 - 64
z= 3lg5 —1g7+3lgk _ 7 . 3,05799
21g3 +2lg5—lg7—1gs g 225 0,90502 °
8 —
28
4) Si considerdm in cele ce urmeazi ecualia 4* 4+ 2* = 272.
Pentru a rezolva ecuatii de acest tip vom observa mai intfi ci putem scrie 2%* |
+ 2% — 272 = 0 §i deci facind substitutia 2* = y, objinem:
yB + Yy - 272 = 07

z = 3,367.

Y1 = 16, y, = —17.

Deoarece 2% > 0, rezullit ct —17 nu poate fi egal cu 2% si deci singura solutie se obtine
din 2* = 16, 2* = 24 deci z = 4.

in unele situatii, substitutia efectuats la exercifiul precedent nu se poate face imediat
tn forma initiald a exercitiului, S4 hudm, de exemplu, ecuatia: 6% 4+ 4¥ = 9%,

Vom impér{i ambii termeni cu 9* §i obtinem

(-
GRORt
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Féctnd substitufia (%)’ =y, obfinem y* + y — 1 = 0 §i deci
—1—-VY3s
— <0

rezulti cA singura solutie a ecuafiei o obfinem rezolvind

( ) E si deci .1:———2—.

4.2. Ecuatil logaritmice

Ecuafiile logaritmice sint ecuatii in care expresiile ce con{in necunoscuta
apar ca bazi sau ca argument al unor. logaritmi.

De exemplu: log,.(z + 2) = 1; lg(z* + z — 2) = 3;
log. (5z® + 3) = 1g(2z 4 3) — 1.

Rezolvarea unei ecuatii de tipul logy.)f(z) = b, folosind injectivitatea
functiei exponentiale, este echivalenti cu rezolvarea ecuatiei f(z) = g(z)".
Vom avea insd griji ca solutiile obtinute si ratisfaci f(z) >0, g(z) >0
&(z) # 1 pentru care expresia log,,)f(z) are sens.

La fel ca la ecuatiile exponentiale in practicd cind avem de rezolvat o
ecuatie logaritmicd, vom proceda astfel: folosind diverse substitutii precum
§i proprietitile logaritmilor, vom ciduta s-o0 reducem la rezolvarea unor ecuayu
simple, de reguld, de gradul intii sau gradul al doilea.

Ezemplu. Si se rezolve ecualia:
logx(z® — 3z + 6) = 2.

Obtinem z2 — 3z + 6 = z* §i deci 3z = 6, z = 2.
Deoarece pentru z = 2 > 0, expresia z® — 3z + 6 este pozitiva, rezulta ci 2 este solufie
a ecuatiei,

Rezolvarea altor ecuatii se bazeazid pe injectivitatea functiei logaritmice,
§i anume din log.f(z) = log.g(z), deducem f(z) = g(z), insé avind griji si
punem conditia f(z) >9, g(z) > 0.
Exemple. 1) Sa se rezolve ecualia:
Ig(z* — 17) = lg (= + 3).

Deducem z* — 17 = x + 3, deci 22 — z — 20 = 0, adicd z;, = 5, z, = — 4. Deocarece
pentru z, = — 4 obtinem z + 3 = —4 + 3 = — | < 0, rezultd ci ry = — 4 nu este
solulia ecuatiei. Deci z = 5.

2) Si se rezolve ecuatia 2lg(z — 1) = % Iga* — gy z.
In aceasld ccuajie vom pune de la inceput conditiile

z—1>0, z> 0, penlru a avea sens expresiile

Iglz— 1), lgab, Vz, lIgVz



Vom avea

2 Ig(z — l)églgz—%lgz §i deci

21g (r— 1) =2 lg z, prin urmare Ig (z — 1) = Ig =z,

de unde obtinem z — 1 = z, —1 = 0 egalitate ce nu are sens; rezultd ci ecuatia datd
nu are solutii.

8)lg(z+ 7)) +1g(3z 4+ 1) = 2.

Punem conditiile de existenta ale logaritmilor:

z+4+7>0si3z 4+ 1> 0, deci x>‘—%.

Obtinem Ig(z + 7) (3z + 1) = 2 si deci
(z 4+ 7) (3= + 1) = 10% = 100. ’
Rezulti ecuatia de gradul al doilea
322 + 22z — 93 = 0, de unde vom avea
31

1'1=3, Ty = — — .

3

Deoarece — 31 < — —;— , oblinem singura solutie a ecuatiei date, £ = 3.
3

Observatie. Ecualia precedentd nu este echivalentd cu ecuatia
Ig(z4+7) B3z + 1) =2,
care are dou# solufii £, = 3, z, = — ?;—l, deoarece pentru amindoufl aceste valori ale

lui z expresia lg (z + 7) (3¢ + 1) are sens.

4) 84 se rezolve ecuatia loggx — 3 logyx — 10 = 0.
Avem condifia z > 0 si facind substitulia log,z = y, obt{inem

y* — 3y — 10 = 0, deci yy = 5, y, = —2; prin urmare
log,z = 5 din care ob{inem z = 35, £ = 243 §i Iggx = —2 din care obt{inem
=32 z = 1 .
9

In continuare vom rezolva citeva ecuatii care nu se pot incadra intr-un
tip anume. Astfel, pot ‘apdrea ecuatii cu logaritmi scrigi in diferite baze,
ecuatii in care apar expresii continind necunoscute §i la exponenti gi la
logaritmi etc.

5) Sa se rezolve ecuatia
logoz + logsz = 1.

Deducem, aplicind formula de schimbare a bazei:

lg_a:_'_lg_:::l, deci

lg2 lg3i

Ig =_lg2_lgi=lg2lg3.
lg2+4+1g3 Ig 6
1g21g3

z =10 12 6
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6) S se rezolve ecualia
logyr 4 logs2 = 2.

Folosind ci logy2 =1 1

, deducem
Oy = ;

1

0B T

= 2.

log,z +

Notind log,z = y, ob{inem
y+%=zaﬂﬁw—dy+l=my=lﬁ®d

loger =1, 2 = 2V = 2,
7) 83 se rezolve ecualia '
zlgx1 = 100.

Punem condifia de existen{d a expresiilor, x > 0. Logaritmind obginem o relatie
echivalent
Ig(zl& =-1) — Ig 100, care devine

(lez—1)1gz = 2.
Notind lgz =y, avem * —y — 2 =0, y, = 2, y, = —1.
Din Ig z = 2 obtinem z = 10% = 100, iar din Igz = —1 obtfinem
z=10"1=0,1.

4.3, Sisteme de ecuatil exponentiale §i logaritmice

In astfel de sisteme se aplicd metodele aritate anterior, la ecuatiile de
tipul respectiv.
Ezemple. 1) Sa se rezolve sistemul:
272%—-1—= 243 - 3dx+2'
{ 3+ 3%+ = |//8181,
Deoarece 27 = 3%, 81 = 34, 243 = 35 5i obtinem:
363 = a7
{ Jr+y — Jax-3,
Rezultd sistemul echivalent:
6y — 3 =4z + 7,
z+y=4z—3
deci z = 2, y = 3 §i solujia sistemului este perechea (2,3).
2) S# se rezolve sistemul:

{ z? + y? = 425,

gz + gy = 2.

Obtinem pe rind sistemele echivalente
z? 4 y* = 425, 23 4 y¥ = 425,
Ig 2y = 2, Ty = 100,
z,y>0; z, y > 0.



Acest sistem simetric 11 putem rezolva pe clile cunoscute din clasa a IX.a: punem
s=z+y, p=zy 5i vom avea
{s'—2p=425 {s==625 {s= 425
v <> <>

p =100 p = 100 p = 100.
= 25 . iy
Sistemul {s 160 da solutiile (5, 20) si (20, 5) care satisfac si conditiile de
P =
= —23 .
existentd ale sistemului initial z > 0, ¥ > 0; sistemul {s 100‘) da solutiile
p =

(—20, —5), (—5, —20) care nu convin.

4.4. Inecuatii logaritmice §i exponengiale

Rezolvarea unor astfel de inecuatii se bazeazd pe proprietitile de mono-
tonie ale functiilor exponentiale gi logaritmice. Dupéd cum stim, functia expo-
nentiali este crescitoare cind baza este supraunitard si descrescatoare ¢ind
baza este subunitard. La fel functia logaritmica.

Ezemple: 1) Si se rezolve inecualia:
2% > 4,

Deoarece 4 = 2? vom avea 2% > 22 si deci z > 2, deoarece funcfia f(z) = 2% este
strict crescitoare pe R.

2) 3x*—3x > _1_ .
9

Tinem seama ci 1_ 32 si oblinem
9

3x’—3x > 32, de unde rezulti inegalitatea echivalenti z* — 3z > —2, adicl z* — 3z +
+ 2 > 0. Rezolvarea acestei inecuatii di pentru z valorile posibile z & (—o0, 1) U
U (2, oo).

3) log, (z — 1) > —2,

5
Vom scrie pe —2 sub forma —2 = log, 25 si ob{inem
¥
1
log , (z — 1) > log, 25; deoarece baza 3 a logaritmului este subunitars, rezulti ci
T B
intre argumentele z — 1 i 25 inegalitatea i§i schimbd semnul (functia g(z} =log, =z
5

este descresciitoare), deci z — 1 < 25, adici z < 26. In acelasi timp punem fns4 si conditia
de existen{d a logaritmului ini{ial, z — 1 > 0. Obtinem deci pentru z valorile posibile
z € (1, 26).

Exercitii

Si se rezolve ecuatiile (exercitiile 1—11):

1. a) 5% = 125; d) 25 = 0,2; g) 6~% = 1296;
b) 4= = 1024; e) 254 = 32; h) 3% = /9.
1
< . 1) 8 = 16;
) 729 )




0 (3] = (30 9 (3 =2 0 e sy

(x-2) (=-3)

e) a =1(a>0 a#]1).

8. a) 5% 4 5%+ = 3750; b) 7% — 731 = 6; ¢) 3%1 4 3T 4 39 = 13;
d) 74T 4 4077 = 347; ) BFLL 5301 — 7.3F 4 21 =0,

x

—_ — _ 5-Z% —_
4, a) VFF _gg - oV =HL, ) /BT YEE; ) 16 | (0,25) 4 = of L,
1 1—
5. a) 5% — 5% — 600 = 0; f) (i)” +(3) T o2,
5 5
b) 95 — 3% — 6 = 0 g 3f= 4.3V 3o
¢) 4% } 2%+ — g0; h) 2+ 25% = 10% 4 4%;
d) 3= 4 91 — 810 = 0; i) 3-4% 4+ 2-9% = 5. 6%;
e)&+5;2_—1=%; j)(l/3+2|/§)"—(l/3~2|/§)‘=%-

6.a) 3-2*=2-3% b) 7-2¥=5-3%, ¢) HUT=17%; d) a*=b%a >0, b>0,
a%b); e) 62X+1 — 284X . 33X,

7.a)lgz=1g2; b)lg z = —Ig 2; c) log,(x — 1) = logs(z® — = — 16);
2lgz
Ig (52 — 4)

8. a) logy—(z? — 5z + 7) = 1; b) logy2 — log,3 = 2; ¢} loge(z + 3) = logg(z® + 1).

9. a) élg’x:%_%lg z; b) 3lgha?) — lg z — 1 = 0; ¢) 21g¥z*) — 3lgz — 1 = 0;

d) éllog§5.1: — 7loga15z + 7 = 0.

10. 518 — 3lg x>-1 — 3lg x+1 _ j5lg -1,

5= Ty
11. [ log, ¥ 2z + log,t/ 2z + VIOg, V—;—" + log. V% =2,

12, S se rezolve sistemele de ecuatii:

) {z‘+y‘=641, b) {9x+y=729,
2lgz 4 21gy =2; A 31 =1;

o) {:c— = 90, d) {-‘L‘y—yx= ’
gz+lgy=3; 2% — 4¥ — 0;

) {zy:ﬁo, " { 2V = y=,
T8 Y = 4; y X _ gy
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18. Si se rezolve inecuatiile:
a) lg(a* — 3) > lglz + 3); b) lglz — 2lgz — 8 < 0; c) (0,25)%% < (ﬁ]"
14. S4 se rezolve inecuatiile:
a) logy(9 — 2.") >3-z b) Ig 2 + Ig(&=2 + 9) < 1 + Ig(2®2 + 1).
16. Si se rezolve inecuatia
3% + 4% > 5%
16. Si se rezolve si sd se discute dupd valorile parametrului @, inccuatiile:

a) loggz — loga'z + logesz 2> % :

b) loggz + logg(z + 5) + loga0,02 < 0.



Inductie matematicd. Combinatoric¥

§ 1. Inductia matematici

1.1. Notgiunile de deductie si de Inductie

S& considerim urmitoarele propozitii:

1) In orice triunghi lungimea unei laturi este mai mare decit diferenta
lungimilor celorlalte laturi.

2) In triunghiul ABC (fig. 11.1), lungimea laturii AB este mai mare decit
diferenta lungimilor laturilor BC §i AC.

3) Orice numar a cdrui ultima cifrd este 0 sau 5, este divizibil cu 5.

5) Numerele 1980 si 1985 sint divizibile cu 5.

Propozitiile 1) i 3) au un caracter general, iar propozitiile 2) si 4) sint
cazuri particulare ale propozitiilor 1) respectiv 3).

In general, propozitiile* pot fi clasificate in propozifii generale i propozifii
particulare. Propozitiile 1) i 3) sint exemple de propozitii generale, iar 2) gi
4) sint exemple de propozitii particulare.

Procedeul prin care din propozitii generale se obtin propozitii particulare
se numeste deducgie. '

Una dintre trisdturile caracteristice matematicii gi altor stiinte (de exem-
plu, mecanicii teoretice, fizicii teoretice, lingvisticii matematice) este con-
structia deductivd a teoriei, prin care toate afirmatiile decurg, apelind la

deductie, din citeva principii de bazi numite
8 axiome.

Dar deductia nu este singura metodi de rafi-
onament stiintific. In acelasi timp cu aceasta, In
matematicd se trece adesea de la propozitii par-
ticulare la propozitii generale, adici se fac ra-
jionamente inductive. .

Prin inducgie se intelege o metodd de ratio-
nament care conduce de la propozitii particulare
Fig. Il 1 le o oarecare propozifjie generald.

) -3
(2]

. Propozitiile la care ne referim sint propozitii in sensul logicii matematice.
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S& ddm clteva exemple:

1. Si calculim sumele succesive de numere naturale. impare: 1, 1 4 3,
14345, 14+34+5+7, 1 4+3 45+ 7+ 9. Obtinem, respectiv, nume-
rele 1 = 12, 4 = 22,9 = 32 16 = 42, 25 = 52 Observam ci In toate cazurile
considerate suma este egald cu pétratul numdrului termenilor sumei. In
mod natural, se poate presupune cd aceastd proprietate ar putea si aiba loc
pentru orice astfel de sumi (avind oricit de multi termeni). Presupunerea
(ipoteza) noastrd se poate formula astfel: Pentru orice numar natural o > 1,
are loc egalitatea:

14+34+5+..+2nrn—1)=n2% (48]
Astfel cele cinci cazuri particulare ne-au sugerat o ipotezi care, dupi
cum vom, ardta in continuare la punctul 1.2 este adevirata.
2. Fie trinomul
flz)y = 2% + z + 41.
Inlocuind pe z cu numerele naturale n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, obtinem:
f(0) = 41, f(1) = 43, {(2) = 47, f(3) = B3, f(4) = 61, f(5) = 71.

Observim cé toate valorile trinomului ob{inute mai inainte sint numere
prime. Se poate emite ipoteza cd valoarea trinomului f(z) este numar prim
pentru orice numdr natural z. Totugi, aceastd ipotezd este falsd, deoarece,
de exemplu

{(40) = 402 - 40 1+ 41 = 40(40 + 1) 4 41 = 41(40 + 1) = 412,

care nu este numér prim. De fapt, £ = 40 este primul numér natural pentru
care f(z) nu este prim.

3. Matematicianul francez Pierre Fermat (1601 —1665) considerind nu-
merele:

2 11 =3, 22" 1=5 2241=17, 2®® 1 =257, 2 + 1 = 65537,
care sint numere prime, a tras concluzia cd pentru orice numir natural n

numirul 22" 4 1 este prim. El nu a reusit si verifice dacd pentru n = 5,

numirul 22 - 1 = 4 294 967 297 este sau nu este prim.
Insd, matematicianul si fizicianul elvetian Leonard Euler (1707—1783)
a ardtat cd acest numdr, nu este prim, mai precis:

2¢° + 1 — 641 x 6700 417.

Ulterior s-au gisit si alte valori ale lui n, n =6, 7, 8, 9, 11, 12, 18, 22,
36, 38, 73, pentru care numdrul 22" + 1 nu este prim.

4. Matematicianul polonez Waclaw Sierpinski (1882—1969) a emis ipo-
teza cii numérul 991n% 4 1 nu da pitrate perfecte pentru n natural. Aceasta
s-a dovedit a fi falsd, cel mai mic numir natural » pentru care se objine
pitrat perfect fiind un numér format din 29 de cifre.
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5. Din mica teorem# a lui Fermat (aplicatie, pct. 3.2, § 3 din acest
capitol) rezultd cd dacd p > 3 este un numdér prim, atunci 2°-! — 1 se divide
cu p. Totugi oricare ar fi numirul prim p < 1000, 27! — 1 nu se divide
cu p2 De aici ar putea urma cé, in general, pentru nici un numdr, prim p,
numirul 27! — 1 nu se divide cu p% Totugi s-a ardtat cd 21992 — 1 ge
divide cu 10932,

Exemplele de mai sus »rati cd aceeasi metodd de rationament conduce
in unele cazuri la propozit adevdirate, iar in altele la propozitii false. Deoa-
rece prin aceasti metoda : sncluzia se trage dupi considerarea citorva exem-
ple, §i nu a tuturor cazu.ior posibile, aceastd metodd de rationament se
numeste inducjie incompletd.

Inductia incompletd, dupd cum am vazut, nu conduce mereu la propo-
zitii adevirate, dar este folositoare, deoarece permite si se formuleze o pre-
supunere, care dupd acee» poate fi confirmatd sau infirmaté.

Citeodatd insd, o astfel de metodd de rationament poate sd conduci,
studiind un numir finit de cazuri, la epuizarea tuturor posibilitatilor. Iata
doud ezemple in acest sens: '

1. Si se demonstreze cd fiecare numdr natural par n, unde & < n < 20,
se poate scrie ca suma a doud numere prime (care pot fi si egale).

Pentru demonstrajie sd considerdm, fiecare din numerele pare cuprinse
intre & §i 20. Avem: 4 =2 +2,6=3+4+3,8=3+5,10=347,12 =
=54+7,14=74+7,16=54+11,18=7 + 11, 20 =7 + 13.

2. Si se demonstreze cd pentru orice poliedru regulat este indeplinitd
relatia V — M + F = 2, unde V este numdrul virfurilor, M este numdrul
muchiilor, iar F este numirul fetelor.

Pentru demonstratie, este suficient sd considerim numai cinci cazuri,
§i anume: tetraedru, octoedru, cub, dodecaedru, icosaedru, deoarece nu
existd alte poliedre regulate. Pentru aceste cinci cazuri afirmatia se verificd
direct, deoarece pentru tetraedru: ¥V = &, M = 6, F = 4; pentru octoedru:
YV =6, M =12, F = 8; pentru cub: ¥ = 8, M = 12, F = 6; pentru dode-
caedru: V = 20; M = 30; F = 12; pentru icosaedru: V = 12, M = 30,
F = 20. Intr-adevir, pentru toate cele cinci poliedre avem:V — M + F = 2.

O astfel de metodd de rationament, in care concluzia rezultd pe baza cer-
cetdrii tuturor cazurilor, se numegte inducfie completd.

1.2. Metoda inductiei matematice

Inductia completd are un domeniu restrins de aplicabilitate in matema-
tica. De reguld, propozitiile matematice se referd la o multime infinitd de
elemente (de exemplu, muljimea numerelor naturale, multimea numerelor
prime, multimea poliedrelor §.a.m.d.) §i nu este posibil de considerat, pe rind,
toate aceste elemente. Existd insd o metodd de a rationa, care inlocuiegte
analiza, de altfel imposibil de realizat in practicd, a unei multimi infinite de
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cazuri cu demonstrarea faptului cé, dacd o propozifie este adeviratd intr-un
oaz, atunci ea se dovedegte a fi adeviratd si in cazul care succede acestuia. O
astfel de metodd de rajionament se numegte inductie matematicd.

Sé reluém presupunerea (ipoteza) ficutd tn paragraful precedent: Pentru
orice numdr natural n > 1 are loc egalititea:

14+3+5+..+(2n— 1) =n2 (1)
Sd notdm cu P(n) egalitatea (1), pentru numérul natural n. Atunci, faptul
cd P(1), P(2), P(3), P(4), P(5) sint adevirate, inseamnd cad egalitatea (1) are
loc respectiv pentrun=1, n=2, =3, n =4, n=>5, dupa cum s-a aritat
in paragraful precedent. '
Intructt P(5) este adeviiratd: 1 4+ 3 + 5 4+ 7 + 9 = 52 avem

14+34+54+74+94+11=542-541=(54 1) =6,

adicd este adeviratd P{(6).

Astfel, am demonstrat cd dacd P(5) este adeviratd, rezultd cd este ade-
viratd P(6).

Sd demonstrim, in acelagi mod, ci pentru un numir natural oarecare
k > 1, avem P(k) = Pk 4 1).

Aceasta inseamnd cd din egalitatea

14+34+5+...4+Rk—1) =4k
sd rezulte egalitatea

1 43454 . +2k+1) =+ 12

Intr-adevir,

1434540 + kD) L@k +1)=[14+34+5+..4+ 2k— 1]+
2k +1) =k 4 2%+ 1 =(k+ 1)

Astfel, egalitatea P(n) este adeviratd pentru n = 1, iar din faptul cX ea
este adeviratd pentru n = £k, rezultd cé ea este adeviarata gi pentru n =k + 1.

Atunci P(1) = P(2), deoarece 2 =1 4 1; P(2) = P(3), deoarece 3 =2 | 1;

P(3) = P(4), deoarece 4 = 3 4 1; P(4) = P(5), deoarece 5 = 4 - 1 g.a.m.d.

Pare natural cd in modul acesta se poate ajunge pind la orice numér n,
adicd P(n) este adeviratd pentru orice n > 1; deci rationamentul ficut pare
convingitor. Acest rationament este riguros din punct de vedere matematic,
deoarece este un caz particular al unui principiu de bazd al matematicii, numit
principiul inducfiei matematice (primul principiu de indactie).

Acesta se formuleaza astfel:

Dacd o propozifie P(r), n fiind un numdr natural, este adecdratd pentru
n = 0, st, din aceea cd ea este adevdratd pentru n = k (unde k este un numdr
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natural oarecare) rezultd cd' ea este adevdratd §i pentru numdrul natural n =
= k 4+ 1, atunci propozifia P(n) este adevdratd pentru orice numdr natural n.

In aritmeticd se pupe in evidentd ci principiul inductiei . matematice
constituie una din axiomele de bazd sle aritmeticii numerelor naturale, avind
numeroase aplicafii. Acest principiu ne dd metoda de demonstraie numiti
metoda inducjiei matematice.

Fie P(n) o propozijie care depinde de un numdr natural n > m, m fiind
un . numdr natural fizat. '

Demonstrajia prin metoda inducfiei matematice a propozifiei P(n), consid
din doud etape:

1° Se verificd mai intii cd P(m) este adevdratd.

2° Se presupune cd P(k) este adevdraid §i se demonstreazd cd Pk + 1)
este adevdratd, k fiind un numdr natural > m (adicé P(k) = P(k + 1),
k > m).

Dacd ambele etape ale demonstrajiei sint verificate, atunci propozijia P(n)
este adevdratd pentru orice numdr natural n > m.

Intuitiv, aceasti metodd de demonstratie se justificd astfel:

Din P(m) adeviratd si P(k) = P(k + 1), pentru orice k& > m, rezultd
P(m + 1) adeviratd (k = m); apoi luind &k = m + 1 se objine cd P(m + 2)
este adeviratd g.a.m.d. Rafionind ,din aproape in aproape“ deducem ¢i pro-
pozifia P(n) este adeviratd pentru orice numér natural n > m.

Metoda inductiei matematice aratd cé egalitatea (1) este adeviratd pentru
orice numdir natural » > 1, deoarece ea este adevdratd pentru m = 1, si
din P(k) rezultd P(k 4 1), pentru k > 1.

Observajit

1) Dacé se cere sé demonstrim cd propozifia P(n) este adeviratd pentru
orice n > m, m fiind un numér natural fixat, prima etapd a demonstratiei
prin inductie matematicid constd in verificarea faptului ca P(n) este adevi-
ratd pentru » = m §i nu pentru alt numér natural. Este posibil ca pentru
numerele naturale mai mici decit m propozifia sd fie falsd, sau s nu aibd
sens.

2) Cele doud etape ale demonstraiei prin metoda inductiei matematice
gint la fel de importante. In paragraful precedent, considerind exemplul
f(z) = 2® 4+ z + 41, ne-am convins c# o propozitie poate fi adeviratd pentru
un numir de cazuri particulare, nefiind adeviratd in general. Acest exemplu
araté cit de importanta este etapa a doua a demonstratiei prin inductie mate-
matica.

Nu inseamnd cd prima etapd este mai putin importantd decit a doua.
Tatd un exemplu care aratd la ce concluzie absurdd se poate ajunge, daca
se omite prima etapd a demonstratiei prin inducfie matematici.

S& considerdm propozitia P(n):

»Orice numér natural n este egal cu succesorul siu*.
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Sd presupunem c# P(k) este adeviratd, k fiind un numir natural oare-
care, adicd k = k + 1. Adunind 1 la fiecare membru al egalititii & = % + 1,
rezultd £ -1 = k 4+ 2, adicd P(k 4 1) este adevirati. Etapa a doua a
demonstratiei a fost efectuatd, totusi propozifia nu este adevirati. Intr-ade-
vir, pentru » = 0, P(r) nu este adeviratd, deoarece 0 # 1, si deci prima
etapd a demonstratiei prin inductie matematici ne spune cd P(n) este falsi.

Metoda inductiei matematice are o largd utilizare in matematici. Ea
poate fi folositd la calcularea de sume §i produse, la demonstrarea unor ega-
litdti §i inegalititi, tn probleme de divizibilitate a numerelor. Vom da
citeva exemple in care utilizim metoda inductiei matematice.

Ezemple
1) Si se calculeze suma
1 1 1 1
-1-2+2-3+3 i aln + 1)

pentru orice numir natural r > 1. -~
Solufie. Notdm aceastd sumi cu Sp. Ca s stabilim expresia sumei §,, calculim suma
fn citeva cazuri particulare: S;, &, §,, §,.

Considerind aceste numere formulim ipoteza $i dupd aceea pentiru demonstrarea ei
folosim metoda inductiei matematice.

S= At St =t =
§i= 1f2 + 213 + 334 + 415=S’ +_41-—5=—2'+4—?5~= : )

Cercetind aceste sume observim c3d numiritorul este. indicele sumei ciutate, iar
numitorul este succesorul siu. In acest mod, formulim urmitoarea ipotez:
Pentru orice numdr natural r > 1, are loc egalitatea:

1 1 1 1 n
——+—-+—-++ = B 2
1-2 2.3 3-4 n{n + 1) n+1 2)

Si notim cu P(n) egalitatea (2), pentru numirul natural n. Demonstrdm ci P(n)
este adeviratd prin metoda inductiei matematice.

1° P(1) este adevdratd, deoarece S, = 1 = S .
_ 2 141
2° Demonstrdm ci P(k) = P(k + 1):
1 1 1
Sppy = —+ —4+ — -+ =
m=rgtrateat W D TRk
+ 1 . S 1 K+ 2k+1
(k1) (k+2) k+1 " (k+1)(k+2) (k+1)(k+2)
k+1 k41

Tk+2 (k+ D+t
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Ambele etape ale demonstratiei prin metoda inductiei matematice sint verificate.
Prin urmare egalitatea (2) este demonstrata §i deci

1 1 n
~ + ... =
12 2+3  3-4 n(n + 1) n+1

pentru orice numir natural n > 1.
2) SA se demonstreze c¢i pentru orice n > 1, avem

1 1 1 1 1
—_ = i — 3
2n — 1 2n n+1 n+2+ 2n 8)

1
1 — — il =
2+ + -+

Demonsirafie. Notim cu P(n) egalitatea (3), pentru numdirul natural n.
1° Pentru n = 1, egalitatea (3) devine 1 -—% =% si deci P(1) este adeviratl.

2° Demonstrdm ci P(k) = P(k + 1).

Avem
1 1 1 1 1 1 1
P(k) :1— — —_——_——... —_— = — ... — 3’
- 2+3 k+ +2k—1 2k k+1+ +2k @)
1,1 1 1 1 1 1
Pk 1):1 — — —_——— J—— —_ -
tk+ 1) 2+3 l.+ +2k—-1 2k+2k+1 2(k + 1)
1
+ . 3"
k+2+ +2k+1+2(k+1) 37

Sciizind membru cu membru, prima egalitate din a doua, ob{inem egalitatea
1 1 1 1 1

2k+1—2(k+1)=2k+1+2k+2—k+-1'

care este evident adevirata.

Inseamni ci dach este adevirata egalitatea (3’) atunci este adevirati si egalitatea (3%).
Conform metodei inducfiei matemaltice rezultd ca egalitaiea (3) este indeplinitd pentru
orice numir natural n > 1.

3) S4 se demonstreze ci dacd r > —1 inegalitatea
(1+z*>1+nz (4)
este adevirati, oricare ar fi numérul natural ».*
Demonstratie. Sinotam cu P(n)inegalitatea (4), pentru numarul natural ».
1° Pentru n = 0, avem (1 + z)* =1 4 0+ z = 1, deci P(0) este adevirati.
2° 84 demonstrdm P(k) = P(k + 1).
Inmultim ambii membri ai inegalititii (1 + z)* > 1 + kzxcul 4 z. Cum 1 + z> 0,
semnul inegalitd{ii nu se schimbé, deci:
(1+ 2 2 (1 kx) (1 + 2) =1+ kz 4 z + ka?,
Deoarece kz? > 0, cu atit mai mult avem:

M+t >1+kx+z=1+4 (k+ 1)z
Deci
(1 4+ 2)r+r 21 + (k4 1)z,

* Inegalitatea (4) se numegte inegalitatea lui Bernoulli; lacob Bernoulli (1654—1705)
meatematician elvefian.
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Conform metodei induciiei matematice rezultd inegalitatea (4), pentru orice numdr
natural,

4) SA se demonstreze ci n® — n se divide cu 3, pentru orice numér natural n,

Demonstrajie. Notim cu P(n) propozifia: dn = n® — n se divide cu 3.
Deocarece dy = 0 — 0 = 0, atunci pentru r = 0, d, se divide cu 3, adicdi P(0) este
adevirata.
S3 demonstrim P(k) = P(k + 1), adicd din: dy se divide cu 3, si rezulte ci dyy, se
divide cu 3.

Intr-adevir,
dygy=(k+1P —(k4+ 1) =B+ 324+ 3%k +1—k—1=k —k+ 3K+ k =
=dx + 3(k* + k).

Observim ci dg+, este 0 sumi de doi termeni. Primul termen al acestei sume se
divide cu 3, iar al doilea termen este evident divizibil cu 3. Prin urmare, fiecare termen
al sumei dy4, se divide cu 3, de unde si dp4, se divide cu 3. Propozitia este demonstrati.

5) Si se demonstreze c¢i numdirul functiilor definite pe o multime cu n elemente intr-o
mul{ime cu m elemente este m™.

Demonstrajie. Fie A = {a,, as, ..., an} §i B = {by, b, ..., by} doud mul{imi,
avind n, respectiv m elemente. Sa ar&tim ci numarul functiilor definite pe A, cu valori
in B este m™. Demonstrim prin metoda inductiei matematice, dupd n. Fie P(n) afir-
matia: Numirul functiilor definite pe o mul{ime cu n elemente inir-o mullime cu m ele-
mente este m™.

1° P(1) esle adeviratd, deoarece evident de la ¢ muli{ime cu un element intr-o mul-
time cu m elemente sint m = m! functii. Fiecare astfel de funciie duce unicul element
al multimii 4 intr-unul din cele m elemente ale mullimii B. _

2° S84 ardtim cd P(k) = P(k + 1). Fie mullimca A = {a,, as,..., agsy} €1 k41
elemente. S& considerim A’ = A — {ap+;} = {ay, @y, ..., ax}. Cum P(k) este adevirata
rezultd ¢i numarul functiilor definite pe A’ cu valori in B este mk. Dacd f: A" — B esle
o funciie oarecare, alunci definim f;: 4 — B, 1 <i<m, prin filaj) = f(a;) pentru
1<j<k §i fi{len+,) = b, unde 1 < i < m. Asadar pentru orice funclic dela 4" la B
se objin m functii de la 4 la B. Mai mult, Loale Tuncliile de la A la B sint de acest
tip. Deci numirul functiilor de la A la B este m* - m = mkt', Conform metodei in-
ductiei matematice afirmatia este demonstrata.

1.3. O varianti a metodei inductiei matematice

Fie ACN o submul{ime nevidid a mul{imii numerelor naturale. Spunem ci «
din A este un prim element (sau un cel mai mic element) al mullimii 4, daci e € z
pentru orice z din A.

Dim in continuare o proprietate importanti a multimii numerelor naturale, care
se demonstreazi cu ajutorul inductiei matematice.

Teorema 1.3.1. (propriectatea de buni ordonare a mulfimil numerelor
naturale). Orice submulgime nevidi a mul§imii numerelor
natyrale are un prim element. '

* Textele insemnate cu o bard la marginea paginii sint facultative.
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Demonstratie. Fie ACN o submul{ime nevidd. Dacl 0 = A, atunci 0
este primul element al sju. Dacl 0 & A, fie M mul{imea numerelor naturale n, astfel
incit n < z, oricare ar fi z € A. Evident, 0 = M si dacd z ¢ A4, atunci z + 1 & M.
Deci M # N. Vom arita ci exist# un numir natural ¢ & M astfel incit ¢ + 1 & M.
intr-adevar, presupunem prin absurd ci pentru oricare k € M avem k + t = M.

Fie propozifia P(r) :Daci n =N, atunci n € M.

Deoarece 0 € M, rezulti P(0) adevirata,

Mai mult, P(k) = P(k + 1), deoarece dupd presupunerea prin absurd, daci ke M
atunci k + 1 e M.

Conform metodei inductiei matematice, rezultd M = N, contradictie. Deci existi
a € M astfel incit a 4+ 1 & M. Aratim ci a este numdrul cdutat. Intr-adevir ¢ < =z,
pentru orice £ € A. Mai mult, a & A; in caz contrar, ¢ < z pentru orice x € A i deci
a + 1 < z, pentru orice z € A. Asadar a + { & M, contradiciie.

Proprietatea mul{imii numerelor naturale de a fi bine ordonati sta la baza celui
de al dotlea principiu de inducfie matematicd. Acest principiu este echivalent cu primul
principiu de inductie, insd, uneori este mai oportun pentru unele demonstratii.

El se formuleazi astfel:

Dacé o propozitie P(n), n fiind un numdr natural, este adevdratd pentru n = 0 si,
din faptul cd ea este adevdratd pentru toate numerele n < k, rezultd cd ea este adevdratd
st pentru n = k, atunci P(n) este adevdrald pentru orice numdr natural n.

Demonstragie. Fie M submul{imea mulf{imii N a numerelor naturale
pentru care P(r) este falsd. Dacd aceasti submulfime este nevidd, atunci ea are
un prim element k. Acest numir nu poate si fie 0, deoarece P(0) este adevirats. Deci
k > 0. Cum k este cel mai mic numir pentru care P(k) este falsi, atunci pentru
orice n < k, P(n) este adevirati, si din ipotezd, rezulti ci P(n) este adeviratd
si pentru n = k. Deci P(k) este in acelasi timp si falsi si adeviratd, contradictie.
Deci neapdrat mul{imea A esle vidd. Asadar nu existi numere naturale pentru
care P(n) este falsi, adici P(r) este adevidratd pentru orice numir natural n.

Acest principiu std la baza unei pariante a metodei de demonstratie prin inducfie
matematicd.
Fie P(n) o proposifie care depinde de un numdr natural n > m, m fiind un numdr
natural fizat.
Demonstratia prin aceastd variantd a melodei inductiei matemalice a propozijiet
P(n) constd din:

1° Se verificd mat intii cd P(m) este adeviratd.

2° Se presupune cd P(l) este adevdratd pentru orice I, unde m <l < k, §i se
demonstreazd cd P(k) este adevdratd.

Dacd ambele etape ale demonstrafiel sint verificate, atunci propoztia P(n) este ade-
vdratd pentru orice numdr natural n 2= m.

Ezemplu. Si se demonstreze ¢i orice numir natural n > 2, ori este
numir prim, ori se descompune in produsul unui numir finit de numere prime.
(Amintim ¢A numdrul natural p > 2 se numeste prim daci nu are al{i divizori
n afard de 1 si p.)

Demonstrajie. Folosim metoda inductiei matematice (varianta a
doua). Notim cu P(n) propozijia: Numérul n > 2, ori este prim, ori este produs de
numere prime.

1° P(2) este adeviratli, deoarece n = 2 este numir prim.

2° S4 presupunem c# P(l) este adeviiratd pentru orice 1, 2 € I < k, §i 53 demon-
stram ci P(k) este adevirata. intr-adevir, fie numarul natural k. Dacd k este numir
prim rezultd cii P(k) este adeviratd. Daci & nu este numir prim, atunci k = ab, unde



2 € a, b < k. Dupd presupunerea noastrd P(a) §i P(b) sint adevirate, adici a §i
b ori sint prime, ori se descompun in produse de numere prime. Atunci este clar
ci 5i k = ab se descompune In produs de numere prime, adicd P(k) este adevi-
ratd. Conform metodei inductiei matematice rezultd ci P(n) este adeviratii pentru
orice numir natural n > 2.

Observagie. Am remarcat mai tnainte c4 la baza celui de-al doilea prin-
cipiu de induc{ie matematicd, care de altfel este echivalent cu primul, sti proprietatea
mul{imii numerelor naturale de a fi bine ordonati. Astfel, acest principiu poate fi extins
si la alte mul{imi de numere bine ordonate.

De exemplu:
1) O mulfime finitd este bine ordonata.

2) Daci m este un numir intreg oarecare, muljimea numerelor intregi z, z > m,
este bine ordonati.

Daci A este o multime birie ordonats, putem aplica metoda inductiei matematice
pentru demonstrarea unei proprietiti P(z), z € 4.

Exercitii

1. Folesind meloda inductiei matematice, si se demonstreze cii pentru orice numir
natural n, sint adevirate egalitatile:
nin +1)
2 H
_ n(n + 1) (2rn + 1)
6 :

a_
c) 124 324+52+...+(2n—1)2=n1n 2—3——1—-';

__4&n(2n — 1) (2n +1)
= 5 ;

a)14+2+3+4+...4+n=

b) 12+ 22+ 32 ...+ n?

d) 22 + 62+ ... + (n — 2)?

e) 18+2:+33+_“+n3=[n(n—-{-”.]8.
. 2 v

N 124+ 3 +5+...4+(2n — 1) = n2(2n% — 1);

nfn+1)(n42)

g)1-2+2-3+...+nrln+1)= 3 :

h) 1-2-3+2-3-4+...+n(n+1)(n+2)="(""'”(":'2)(""'3);

i) 1°44+2-74+3-10+...4 r(3n + 1) = rln + 1)%;

) 12— 28— gt (—1)rint = (e MR

2
2. S4 se demonstreze cii:

1 1 1 1 n
Q) —+f+-——+ ——+ ...+ = :
)1-4+4-7+7-1o (3r—2)(3n +1) 3n+1’

1 1 1 1 n
b)) — 4+ — 4+ —+ ... + = ;
)-1-5+5'9+9--13+ (4n —3) (4n + 1) 4n + 1
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GRS NI o ~n? nin +1)
° 1-3+3-5+5-7+"'+(2n—1) (en+1)  2(2n+ 1)’
1 2 n nin + 1)
1'-3-5+3-5-7+"'+(2n—1)(2n+1)(2n+3)=2(2n+-1)(2n+a)'
8. Si se demonstreze ci:

d)

7 1 )

)—+s_Ts+15 T +(7n——6)(7n+'l)+7n+1_1'
1 1 1

)_+s 12+12 -16 "+4n(4n+t.)+16(n+1)=ﬁ'

4, S4 se demonstreze- ci:
a) dacd n > 5, atunci 27 > n?;
b) dachi r > 10, atunci 27 > r3,
6. S3 se demonstreze inegalititile urmitoare:

a) u-:-i —— —>;—4— pentru n > 2;

b) n-1|—'1+ni 2+...+3u_l_l>l, pentru orice numir natural n > 1;
c) —;-.%-..'2n2:1<l/;_, pentru orice n 2> 1;

d) [/n<1+ l/3+ +I/_.<2|/n, pentru n > 2.

6. Sa se ca]culeze suma urmiltoare 5i apoi s se demonstreze prin inductie matematici
formula gisita: '
Sph=1"114+2+:21483'4+ ... 4+ n-n!,
unde n! =1+2+3+...*n
7. S3 se demonstreze cd pentru n 2> 2 este adevirati inegalitalea:
leg+as+ ...t anl< ey |+ lag |+ ...+ |aa].

8. Si se calculeze produsul urmétor §i apoi s& se demonstreze prin inductie matematici
formula giisita:

e =) =22 e

9. Si se demonstreze prin metoda inductiei matematice inegalitatea (inegalitatea lui
Cauchy-Buniakovskl-Schwarz):

(&} +aB+...+a2) (B3 + 83+ ...+ b2) > (asby + agbs + ... + anbn)?,
unde a;, a,,..., an, by, ba,..., by sint numere reale oarecare.

10. Sa se demonstreze ci pentru orice numir natural n, avem:
a) n® 4 11n este divizibil cu 6;
b) 77 — 1 este divizibil cu 6;
c) 631 + 1 este divizibil cu 7;
d) 10" 4 18r — 28 este divizibil cu 27;
e) 97+l — Bn — 9 este divizibil cu 16;
f) 73n — { este divizibil cu 48.
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§ 3. Binomul lul Newton sl aplicatil

3.1. Binomul lui Newton

Dacd a si b sint numere, sint bine cunoscute formulele:
(@ + ' =a+b,
(a + 8)* = @® + 2ab 4 ¥,
(@ + ) = a® + 3a% -+ 3ab® + b
De asemenea, se calculeazd fari dificultate
(@ 4 8)* = (a + b)*(e + B)* 5i (a + B)° = (a + b)%a + B)°
§i se obtine
| (e + b)* = a* + 4a®h 4 6a%? + 4ad® + b4,
(@ + b)° = a® + 5a'b + 10a%? + 10a%® + 5ab* + b°.

Observdm c#, coeficientii din membrii din dreapta ai acestor formule,
sint egali cu numerele din linia corespunzitoare a triunghiului lui Pascal
(vezi § 2, pct. 2.4).

Vom arita ci pentru orice numir natural n este adeviératd formula

(@ +b)* =Cla™ +Cla™ % 4-... +Ca™™™ + ... +C2b™, (1)

care se numeste formula lut Newton*. Membrul drept al egalititii (1) se nu-
meste dezvoltarea binomului la putere.

Vom demonstra formula (1) prin metoda inductiei matematice.

Notdm cu P(n) egalitatea (1), pentru un n dat.

1) P(1) este adevdrat, deoarece

(¢ +b=a 4 b=Cla+ Clb
2) Rémine sé aratdm cd pentru orice numér natural k > 1, avem P(k) =»
= Pk + 1).
Fie deci adevirata P(k), adicd
(a + b)* = Cla® 4 Cla® % + ... 4 CPa* ™™ + ... + Ckbr.

S# aridtim cd este adeviratd P(k 4 1). Intr-adevir, avem
(@ + B = (a + b (a + ) = (Ca* + Cla™b + ... + CPar"4m +
+ ... + CO®) (@ + b) = Cla**! | Cla™ + ... + CRptlad™pm+l 4 | 4+

+ Clab* + Cla*d + ... + CPa ™™ 4 ... 4 Cplab* | Cipr+l =

= Ca** + (G} + Cha*b + ... 4 (CP 4 CRil)ab-mbmtl 4 . +
+ (Cir! + Chab* + Cip+,

* Isac Newton, matematician si fizician englez a trdit intre anii 1643—1727.
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Deoarece
G=1= C?f'l'l’ C?, + G = Gy oy CF + CH = CRHY, ...
ey CF1 + Ck = Ciyy, G =1 =C}fl,
obtinem:
(@ + 8t = Chyyahtt + Chiga®d + . + CRf1aF™0m* + .
oo+ Chyqab* 4 ChilbAH,

Folosind metoda inductiei matematice, urmeazd cié P(n) este adeviratd
pentru orice numar natural # > 1. Formula lui Newton este astfel demonstrata.

. . Ezemplu. (e~ b)* = Cga' + C.';a.“b + C%a‘b’ + Cga’b’ + Céa’b‘ +
+ Cgabd® 4 Cgb®.

Avem:
0 6. 1 6 2 65 g 6°5°4
CB CG'! CG 1 " 6 1-2 6 1-2-3
Cé = G2 = 15 (fiind combiniri complementare).
C8 = C} =6 (fiind combiniri complementare).
Deci:

(@ + B)S = a® + 6a% + 15a%? + 20a%® + 15a%* + Gab® + bS.

Coeficientii CJ, Ci, C2, ..., C? din formula lui Newton se numesc coefi-
cienfi binomiali. Acestia sint, evident, in numir de n 4 1.

Asupra formulei lui Newton facem citeva observatii de bazi.

1. In dezvoltarea (a + 3)", dupd formula lui Newton, sint » 4 1 termeni
(numérul termenilor fiind egal cu numirul coeficienfilor binomiali C3, Ci,
Co - Q)

2. In formula lui Newton exponentii puterilor lui ¢ descresc de la » la
0, iar exponentii puterilor lui b cresc de la 0 lIa ». Suma exponentilor pute-
rilor lui @ si b in orice termen al dezvoltirii este egald cu n, adicd este egald
cu exponentul puterii binomului.

3. Coeficientii binomiali din dezvoltare egal depirtati de termenii extremi
ai dezvoltirii, sint egali intre ei, deoarece C* = Ci™ (fiind combinari com-
plementare).

4. Dacd n este un numir par (adicd n = 2k), atunci coeficientul binomial
al termenului din mijloc al dezvoltarii (adicd Ck) este cel mai mare. Daci »
este impar (adicd n = 2k 4 1), atunci coeficientii binomiali ai celor doi ter-
meni de la mijloc sint egadi intre ei (adicd Ck = Ck*') si sint cel mai mari.

5. Termenul Cka™*b*, adicd al (k 4 1)-lea termen din egalitatea (1), se
numegte termenul de rang k& - 1 §i se noteazi cu T, ,,. Asadar

Th+l = Cﬁa"_"bh, k = O, 1, 2, seey TBe
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Termenul T,, se mai numegte termenul general al dezvoltirii, deoarece
dind lui k valori de la O la n, giisim toti termenii dezvoltirii.

De exemplu, T; = C2a"° = (Qa® este primul termen, T3 = Cla®'b este
al doilea termen, T3 = C2a™2b® este al treilea termen etc.

Se poate stabili si o relatie de recurentd intre termenii succesivi ai dez-
voltérii (1).

Avind in vedere cd

k+1 " — K o
c yran C:
tezultd ca
—k b n—k &
T, ., = Chilgn-h-1ph+1 P =X cromppp 2 _ 278 & .
k+2 P G e k+1 k+1
Deci
n—%k &
Ty = e Th+l' (3)

- k+1 a
Observagie. Si se faca distinctie intre coeficientul unut termen
al dezvoltdrii dupd formula lui Newton si coeficientul binomial el aceluiagt
termen. De exemplu, in dezvoltarea
(e + 2b)* = a* + 8a% + 24a%*® + 32ab° 4 164°
coeficientul celui de-al patrulea termen al dezvoltirii este 32, iar coeficientul

siu binomial este C} = 4.

S& dim in continuare citeva exemple si aplicafii.
1) S3i se giseasca termenul al cincilea al dezvoltirii .

W'z + V).
Solugie. Termenul ciutat il gisim folosind formula (2)
T, = Co(V/ 2) ¥/ 2%)* = 21028 2.
2) SA se gaseascd rangul termenului care confine pe 27 din dezvoltarea
[r=+5ve)"
Solutie. Scriem termenul general al dezvollirii

T = Ch @ (3 V2]

Punem condifia ca in Ty, sd apard z7, adici (/22)"** (V z)* = 27,
R % 212 —K) |, k
Deci z % 2% = 27 de unde ——3——+E=7, care di & = 6.

3) Si se determine al 12-lea termen al dezvoltdrii |z — , daci coeficientul

<l

binomial al celui de-al treilea termen este egal cu 105.
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Solu;.ie. Coeficientul binomial al termenului al treilea este Cﬂ. Avem C2 = 105,

adicl ﬂ;ﬂ = 105, de unde n; = 15 §i ny = —14. Cum n este pozitiv, rezulti ci
n = 15. Deci
; 1 4 4 1 15 14 - 1312 1 273
Tia = (—1 uc"zu( _) g = 2212t D o 22 g
= (—1)"C1s V 5z 185 T5agn 1-2-3.4 5 5
4) S se giseascd rangul celui mai mare termen in dezvoltarea (1 4 0,1)w°,
Solupie. Dupd formula (3) rezulta This _ 100 — k 01 _ 100 — k.
: Thir k+1 1 10(k + 1) .
Avem cg 20—k > 1 daci §i numai ddci k < 8 2,
10(k 4- 1) 11
Deci pentru k < 8 rezulti Thta > 1, iar pentru k > 9 rezultd % < 1. Asadar
\ - R+1 - . R+1

termenii dezvoltdrii cresc pina la T, 5i dup3 aceea descresc, adici T, este cel mai mare
termen *al dezvoltarii.

2

3.2. Aplicatli. Identit3ti in calculul cu combinXri

Numerele CJ au o serie de propriet{i interesante. Indicim mai jos citeva dintre
acestea si stablhm o serie de 1dentltatl pe care le verificd coeficientii binomiali.
Amintim mai fntfi urmitoarele formule:

ck=cnk : . (1)

Ckya=cChych?, (2)
C2+C3.+...+CZ=2". (3)

care au fost stabilite in paragraful 2.4 din acest capitol.
Observam ci egalitatea (3) se ob{ine evident si din formula binomului lui Newton,

(@ +)n = Clam + Chan1b + CRam2 bt 4 ... + Cabm,

pentru ¢ = b = 1. )
Daci tn formula binomului lui Newton se pune @ =1, 5 = —1, se obtine egalitatea:

Cl—Cl+Ci— ... + (—1)*Ch=0. (&)
Pe baza egalititilor (3) si (4) rezulta
CA+Ci+ch+...=Cl+ci+cCi+.. =21 (5)

Deci, suma coeficientilor bmomw,h ai termenilor de rang impar este egald cu suma coefi-
cienftlor binomiali at termenilor de rang par.

Vom stabili in continuare alte citeva formule combinatorii importante. Uneori,
pentru demonstratia anumitor egalitati este util sé se aibi in vedere interpretarea geo-
metrici a numirului C',;, care a fost datd in paragraful 24 din acest capitol.
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1. 84 se demonstreze ci
Ca=CnTi+ Cich + ... + Ck=Y. (e)
Demonstragie. Folosind egahtatea (2), scriem sirul urmator de egalitati
Ch=Ciy+CioY,
Cn—l Cn—z + Cn—a ,

Cha=ck+ o,
- Ck=CiZi(=1).
Adunind membru cu membru aceste egalitifi, dupa reducerea termenilor asemenea, obti-
nem egalitatea (6).
2. S se demonstreze «i
cOck 4 cickt ... + CECo = Ch+me (7)
Demonstragia’ 1. Toate submulgimile cu k elemente ale mulfimit
A = {a,, 7 @n, Qn4y, -5 Am},

al ciror numir este c:+m, le impér{im in k + 1 clase T, T, ..., Tkrs, astfel: T; este
formatd din toate submultimile lui 4 cu k elemente, in componenta cirora intrd exact i
elemente cu indici < n. Fiecare submulfime din clasa T; se poate obtine, reunind o
submult{ime oarecare cu i elemente a multimii {ay, ..., an} cu o submul{ime oarecare cu
(k — i) elemente a mulfimii {an+y, ..., ansm}. Deci, T; este formatd din CiCK™¢ sub-
mul{imi. Cum 'T,, Tay-.us Th+1 sint disjuncte doud cite doua‘, iar reuniunea tuturor este
totalitatea submultimilor, cu k elemente, ale mul{imii A, rezultd

h . .
Crsm = > CaCm*
i=

Demonstragia 2. Si considerdm egalitatea
o (1 + 2?1 + 2)™ = (1 + z)mm,

Folosind formula binomului lui Newton, deducem coeficientul lui 2k din membrul
drept al acestei egalititi ca fiind Cm+,. , iar coeficientul lul zk din membrul sttng al
egalitaiii este

COCk + chekt + ..+ ckch.
Dupi cum se va argumenta in cap. IV al manualului, coeficien{ii lui zk din cei doi membri

sint egali, de unde rezultd egalitatea (7).
Dacd in (7), k =n = m si tinem seama de formula (1), rezultd

€+ (c)+ ... +(ch)2=cta. (8)
8. Si3 se demonstreze ci
C+ci+Cle... = 1(2n+2cos —) (9)
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Demonstrajie. Fie

¢=__L’- -—1=COS2—’:+I 5|n.2l‘.
2 3 3
o ridicini cubicd complexd a unjtalii. Avem deci e* = 1gie* + ¢+ 1 =0,
Punind in formula binomului lui Newton a = 1,5 = 1, apoi a = 1, % = &§i, In sfirgit,

a =1, b = ¢€? obiinem:
N en—Ch+Ch+Ci+cCirchy..,
{1: 3)"=C24-QC,’,+83C’-L(‘3+:C'+
(1 + €3’ = CY + €®C} + ¢Ci + Ch + €2Ch + ...

Adunind lermen cu termen, acesle trei egalitati si imparlmd la 3, obfinem tn membrul
drept C0 + C3 +¢$ + ..., iar in membrul slinyg

_5[21. + 0+ +(1 + ).

Tinind seama de faptul cit

obtinem
SR (e = (2 4 2000 %)

de unde rezulti egahtatea (9).
Lisim ca exercifiu demonstrarea urmitoarelor doui egahtatl

c}.+c¢.+cZ+...=%[2n+2cos(—"—;L)"]. (9°)

C?.+C?.+Cg+...=%[2"+2cos E'—‘a—")—"] (9°)

4. Aplicagie. (Mica teoremd a lui Fermat). Daci p este un numir natural prim, iar
n un numir natural oarecare, atunci n? — n se divide cu p.

Demonstraie. Intr-adevir, pentru n = 0, atirmatfia este adeviratd. S&
presupunem kP — k divizibil cu p §i sd demonstrdm ci numérul (k + 1)? — (k 4 1) este
divizibil cu p. Pentru acesta, considerdm diferenta

’ (k+ 1P — (k + 1) — (kp — ).
Dezvoltind dupd formula lui Newton (k + 1), avem:
(kt+1)P—(k+1)— (P —k)=(k+1)P — kP -1 =
' =CLi + Clirt 4 .. + CB k.
Insa pentru 1 € j < p avem:

o pp—1.(p—j+1) A
P = s .
1:2¢,..°]

(1)
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Inu.'ucft numdirul p este prim, el nu se divide cu nici unul din numerele 1, 2, ..., j de
la numitor. De aceea C} se dividé cu p pentru 1 € j < p. Dar atunci tofi termenii din
membrul drept al egalititii (1) sé divid cu p si deci membrul sting se divide cu p. Dar
cum am presupus clt- kP = k se divide cu p, atunci si (k + l)P — (k+ 1) se divide cu p.

Conform metodei inductiei matematlce rezulta e n’ — n se dimde eu P pen\tru-
orice numér natural n. -

Observa;w Dacd p este un numir natural pnm, iar ’h un numér natural
care nu este multiplu de p, atunci nP! — 1 se divide cu p. Acest enunf, este o variantd
sub care se Intilnegte adesea teorema de mai inainte.

Ezemple : s

- 1) Deoarece 17 este numir prim, atuncl 197917 — 1979 ge divide cu 17.

2) Deoarece 97 este numar prim, iar 721 nu este multiplu de 97 atuncl.b 721% — ¢
se dmde cu 97,

—~

’

3.3. Suma puterilor ‘asemenea ale. primelor n numere ,naturalg
Fie k > 1 un numiAr natural si sa notdm cu
sh—lh+2h+3k .. + nk.
In cele ce urmeazi ne propunem si ‘evahriim aceasta sum& Mai intfi vom calcula
citeva sume particulare, cum sint S;, S,, S, care ne oferd o idee de calcul pentru cazul
general.

1. Se verificA usor prin mduc[,le matematnca urmitoarea formuli care dﬁ suma
prlmelor n numere naturale

R R n = "("—;“—) e (1)

2. Si calculim acum
=132 4,

adicd suma patratelor primelbr n numere naturale.
- sa consideram formula

(a l)a a'+3a’+30+l

Y

Ficind, succesw, peaegalcul, 2, 3,5..,n —1 n, ob;mem
2= 1" 31348141, -
— P =2043-2243:2+1, )
B=343-30+3-3+1,
mo=(n— 1P+ 3r =1+ 3 = 1) 1,
R+ =nr"+3n2+ 380 + 1.

Aduntnd aceste relafii membru cu membru  dupd reducerea termenilor aseménea,
se obtine

(r + )‘=l+3(l'+2'+3'+ +n')+3(1+2+3+ -+ n) +n- 1,

ia ’ 4 -




(n + 1)2 = 1 + 35, + 38, + n,
de unde 5 .
’ =(rn+ 1) — 35 — (n.+1).
. Aceasttl formulﬂ ne da pe S, In funciie de S,. Dar daci lnlocmm S, dat: de for-
mula (1), dup¥ efectuaréa calculelor, se-obtine -
nin +1)(2n +1) K @)

8§ = P
z.v 6 -

- . ) L v
‘8. Pentru a afla pe §,,
S =P+t
(suma cuburnlor pnmelor n. numere- naturale) consxderiim formula
- ’ (a+1)‘ a‘+6a’-FGa’+’m+l
Facind, succesiv, pe a egal cu 1,2,3,..,n—1,n, obtinem -

24 = 14+4-1=+6-1=+4-1‘+1,
=204 42946274241, .
1:‘_-3‘+4 346" 3’+4 3+l

nt = (n — 1)% + A(n—l)’+6(n-—l)’+6(n—1)+l
(n + 1) ="n* + 4n? 4 6n® +4n + 1. -
Adunind aceste rela;u membru cu membru, dupd reducerea termemlor asemenea,
se obtine )
' (r 4 1)* =1 + 4S5 + 65, + 48 + n,
de unde - < - A ;
485 = (n 4 1)4 — 683 — 485, — (n + 1).
Aceasti formuli ne di pe S, fn functle de S, si S,. Inlocumd S, 51 83 date de
formulele (1) si (2), se obwle dupi efectuarea calculelor ¢

5, =["‘"2—+”] : N

Observim ci S5 = S3. -
4 Calea Jprin care am gasit pe Sy si 8, a fost aceeasl Ea poate fi urmata pentru
gisirea lui Sp, in general )

. Folosim formula .~ . N
: '

(@ + 1)k = g+l 4 Chigok + Chijab ' + ... + Chyye + ChEY.
Ficind, s‘.u'cces;i’v,':pe a‘eggl cul,2,3,..,n=1Ln oh;iném,\
DR = 1hH 4 Chaatk + Clual* + ... + Chpal + CEEL,
R+ = P41 4 Chig2k + CRu2 ' + ..+ Cha2 & ChH,
4htl = 3RH1 4 Ck+13" + Chia3r? + .+ Ck+13 + Ck+1 ’

S S U geirinren
nkét = (o — AW 4 Chis (n — DR+ Chialn — 12 + ... + €hialn — 1) + ChEL,

(n + 1)W1 = rk*1 4 Chiank 4 CReankl o ...+ Chaan + ChEL
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Adunind aceste relafii membru cu membru, dupa reducerea termenilor asemenea,
se obtine ’

(n 4 1) =1 4 ChiaSk + Che1Shey + ... + ChpaSy + 0. ° (%)
Aceasta este o for;nulé de recurentd, care dii pe Sy in functie de toate sumele

precedente S,, Sy, ..., Spy.
S4 determinim, de exemplu, pe §,. Pentru k = 4, gisim:

(n + 1)* = 1 + C3S, + C3, + C35, + CiS, + n.
Daca inlocuim pe .Sy, S;, 5, date de formulele (1), (2), (3)7obtinem dupi efectua-
rea calculelor:

_ n{n + 1) (2n + 1) (3n* 4+ 3n — 1) . (5)

Ry
. 30

Exercitli

1. S3 se dezvolte dupé formula lui Newton binoamele'la putere:
a) (z* — a)*; o Wa—-Vo) e) (V3z+Vy);
b) (e — b)5; d) (z +2)% ) 3 z— 21/ =)
2. Si se determine:

a) termenul al optulea al dezvoltarii (.1:3 - 1)";
' z

b) termenul al cincilea al dezvoltirii-()/ 2a — V?b')%;
¢) termenul din mijloc al dezvoltirii (V' z — |/ ¥)%;
d) cei doi termeni din mijloc ai dezvoltarii (V'@ — ¥/ 3)°
8. S4 se determine:’
a) termenul din dezvoltarea (/ z + y)® care il con{ine pe z?;
b) termenul din dezvoltarea (V—; + -i._\)m care fl contine pe a*;

3 Va
. — 1\
¢) termenul in care nu apare z din dezvoltarea (V z + 7_—) .
) I

3 —=\121
4. S4 se determine rangul termenului din dezvoltarea (‘\/, z +'\/i) ,in care z
Vy Va

si y au puteri egale.

5. Sa se determine n, dacd in dezvoltarea\(l + z)® coeficientii lui 2® si z'* sint egali. *
6. Citi termeni rationali conine. dezvoltarea (/2 + §/ 3)'® ?
-— n
7. In dezvoltarea (af/ a+t '/—1_) , suma coeficientilor binomiali de rang par este egald
a .

cu 128, Si se giiseascll termenul care contine pe a?.
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' n
8. Si se determine m, n, p astfel incit in dczvoltarca (z"' + —',-)) , termenii de rang
. . I
12 si 24 si con{ind pe z, respectiv z® §i, mai mult, aceastd dezvoltare si aiba’
termen liber.
9. Si se giseascd suma coeficienfilor dezvoltarii (72? — 6y?)°.

10. 54 se giseascd rangul celui mai mare lermen din dezvoltarea:-

aEed w(Eey”

11. S3 se demonstreze egalitilile:

1
a) Cn+ Cn+ .+ ! C:-—'- 21”.. ! H
n+1 n+1
kC,. A—*c,. kneiCh (k4 ) — 1
b) k+ + Tt o= n 1 ;

’

¢) Ci+2C2 + ... + nCh =nan—

d) Ch—2C3 + ... + (—1)™'nCh = 0;

e)1 +C,.cosa+C,.cos2a.+ . + Ch cos na = 2"cos";cos?a

C,.sm a4+ C,.sm 2a + ...+ Cnsin na=2n cos";sm '17:

§ 4. Progresii aritmetice §i progresii geometrice

4.1, $iruri

1. Notiunea de gir. Amintim'_cii am notat prin N multimea numerelor
naturale:
. 0,1, 2 3, ..,mn ., (1)

iar prin N* mul{imea numerelor naturale nenule:
1,2,3,..,m, ... (2)

In mod obisnuit se spune ci (1) si (2) reprezinta girul numerelor naturale
respectiv girul namerelor naturale nenule.
Sd scriem In ordine descrescdtoare fractiile al cdror numéritor este egal
cui:
1,414,141 11
l ’ 2 ’ 3 ] ’
Am scris numai primele cinci fractii. Este evident cd pe locul al gaselea
se gisegte fracia %, pe al zecelea se glisegte fracfia 1—16 , pe al cincizecilea
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sta 316’ pe al o sutdnoudlea sti 1—:’9. In general, pentru orice numér de

ordine n, se poate indica fractia cu numaratorul egal cu 1, corespunzitoare
acestuia. - '

Astfel intre multimea numerelor naturale nenule §i multimea fractiilor
cu numdratorul egal cu 1, se stabilegte o corespondents. S& notim aceasti
corespondentd cu litera f. Obtinem astfel o functie f definitd pe multimea
N* a numerelor naturale nenule cu valori tn muliimea fractiilor care au
numdritorul egal cu 1. Mai mult, avem :

) =15 (@)=, 10) =

1 1

=y ey f(109) = —, ...

3 1109) 109

Definigia 4.1.1. O functie definiti pe muljimea N* a numerelor naturale
nenule cu valori intr-o mulfime E se numeste sir de elemente ale

“mulgimii E.

Fie f : N* 5 E un sir de elemente ale multimii E. Valorile funb;iei f
care corespuAnd valorilor argumentului, egale cu 1, 2, 3 s.a.m.d. se numese, de
obicei, termenii sirului de rang, respectiv, egal cu 1, 2, 3 s.a.m.d. Scriem ter-
menii girului in ordinea crescidtoare a rangurilor: ' '

1), £(2), 13), ... f(n), ...

Notdm primul termen al girului cu a,, al doilea cu a,, al treilea cu as,
..., al n-lea cu a, s.a.m.d. §i atunci sirul se scrie:

ay, dgy Qg eeey Gpy ooe »

In aceasti notatie f(n) = @,. Sirul se va nota cu (a,). Putem nota sirul
folosind orice altd literd in locul literei a. De exemplu (b,), (bn) s.a.m,.d.

Remarcidm, cd intr-un gir acélaqi numgr poate apérea cu ranguri diferite.
De exempl.ﬁ ,

1,1, 2,2 3, 3, ..

este un gir.

Intre mulfimea N* a numerelor naturale nenule §i multimea N a nume-
relor naturale existd o funcpie bijectivd, datd prin

1 2 3... n

I Ll !
01 2...n—-1...

De aceea numerotarea termenilor unui gir se mai poate face incepind cu zero:

ao’ aln a" teey an, LTI
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Remarcdm c# pentru fiecare numér real
a = a,a,a, ... a,
se pun in eviden{d urmatoarele giruri:
1) sirul: a,, a4, a,, ..., @p, ...;
2) sirul aproximdrilor zecimale prin lipsa: -
Qg5 Qg @15 Gy Ay8y .. Ggy @183 oo Gny o

3) sirul aproximarilor zecimale prin adaos: .
1. 1 . 1 . . 1
ay, + 1; a4,a, 4 o7 g, a,a, +W 3 ey Ggy@yQs... An + o

In continuare vom considera numai giruri de numere reale acestea vor fi
numite, mai simplu, giruri. .

2. Moduri de definire a unui gir

Sirul este un caz particular-de functie, de aceea modunle de definire a
unei funciii se aplicd si pentru definirea unui gir,

1° Struri defzmte descriptiv (prin descrierc)

De exemplu, girul (d,) definit prin:

d=1,d,=11,d, =114, ..., d, = 11_.’-:1, .

-n ori

Acest gir se poate descrie astfel: fiecare termen al sdu se scrie cu ajutorul
cifrei 1 §i numdrul cifrelor este egal cu rangul termenului sirului.

\
2° Siruri definite cu ajutorul unei formule care permite sd sé gdseascd orice
termen al sdu

Fie, de exemplu, sirul (b,) astfel ci pentru fiecare n, b, este dat de for-
mula: .

by=n>—n + 1.
Punind in formul{ in loc de n, succesiv, valorile: 1, 2, 3, 4, ..., obtinem:
by=1, b,=3, b3=7, b, =13 samd. . '
Formula care exprimd fiecare termen al sirului cu ajutorul rangului siu n,
se numegte formula termenului al n-lea (sau. termenul “general) al girului.
3° Modul recurent de defzmre a unui §ir

S4 considerdm sgirul (b,) astfel cd b, =1, b, = 2 boio = b, + b,,H,
penttu n > 1.

Cunoscind primii doi termeni- b, $i b, ai sirului .gi formula b,,, =
= by + b4y, putem sd giisim orice termen al acestui sir:

by=1+2=3 b,=2+3=05 by=3+5=8 gamd.

O formuld care exprimé orice termen al sirului, de la un rang oarecare,
prin precedentii (unul sau mai mul{i) se numeste recurentd.
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Printr-un mod recurent de definire al unui gir indicim de obicei:

1. primul termen al sirului (sau citiva din primii termeni);

2. formula care permite si se defineascd orice termen al girului cu ajutorul
termenilor precedenti cunoscuti.

Ezemplu. Fie sirul (an) astfel incit ¢, = 10 $i ap+yy = an — 5, n > 1.
Atunci
a, =a, — 5 =23,
a,=a,— 5=0,

a, =a; — 5= —5 s.amd.

4.2. Progresii aritmetice

1. Definitia prggresiei aritmetice
Fie sirul (a,), adici ]
ay, Qg Gy, oooy Gy ey
astfel incit a, = 3sia,,, = a, + 2,pentrun > 1.Decie, = 3,8, =3+ 2=
=5a=54+2=7¢=74+2=29 etc.
Se observi ca fiecare termen al acestui sir,incepind cu al doilea, se obtine
prin addugarea la termenu! precedent a unui aceluiagi numér si anume 2.

Definitia 4.2.1. Un sir de numere in care fiecare termen, incepind cu al doi-
lea, se obgine din cel precedent prin ad3ugarea acelulagi numir,
se numegte progresie aritmeticd.

Cu alte cuvinte, un gir de numere
ay, @y, 4y, ..., Gy, ...
este o progresie aritmeticd, dacd pentru orice k > 1, avem
Gy =4 + 7,

unde r este un numdr constanl pentru girul dat. .

Din definifie rezultd cd intr-o progresie aritmeticd diferenta dintre orice
termen gi predecesorul sdu este egald cu acelagi numdr r.

Numaérul r se numegte rajia progresiei aritmetice.

Progresia aritmetica (a,) este complet determinatd, daci se cunosc primul
termen a, §i ratia r.

Se spune cd numerele a,, a,, ay, ..., a, sint in progresie aritmeticd, dacd
ele sint termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice.

Observatie. Pentru a pune tn evidentl faptul ci sirul a,, a4, gy, ..., ag, ...
formeazi o progresie aritmetica se utilizeazli, adesea, scrierea

~+a;, Gy, G3y ..., Cny ...
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Ezemple. 1) Dacl @, = 0, r = 1, atunci avem progresia
0,1,2,3,4,...,
adick éirul numerelor naturale, _
2) Dacl a, = —2 si r = —4, atunci obtinem progresié
-2, —6, —10, —14, ... .
3) Dacd a, = 1, r = 2, atunci obtinem progresia
1,3,5,7, ...,

adici sirul numerelor naturale impare.
O progresie aritmetici are urmitoarea proprietate importants:

Teorema 4.2.2. Orice termen al unel progresii aritmetice

Gy: Ggy ooy Gpgy Gpy Gpyge ooey

incepind cu al doilea, este media aritmetici a termenilor vecini
lui.
Cu alte cuvinte, pentru orice n > 2.

a, = St Onn (1)
& 2
Demonstrapie. Intr-adevir, pentru n > 2 .

@p =@8ny + 7,

@ = @8pyy —T.

Adunind aceste doud egalitifi, deducem
28, = @4y + Gpyyy

de unde rezulti egalitatea (1).
Este adevirata gi afirmatia reciprocd a acesteia, adicé:

Dacd ur gir de numere are proprietatea cd fiecare termen al sdu, incepind
cu al doilea, este media aritmeticd a termenilor vecini lui, atunci acest gir este
o0 progresie aritmeticd.

Intr-adevir, si presupunem c# pentru orice trei termeni consecutivi ai
unui §ir oarecare (a,) are loc relatia:

— Onat any

n = 9 .
Atunci
2, = apny + @nyys
de unde
a, + 8= apy + a4y,
sau

a, — Qpy = a'H_l - Qn.
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Aceasta inseamnd cd diferena dintre orice termen al girului (a,) qn prede-
cesorul siiu egte egalﬁ cu acelagi numdr, gi deci (a,,) -este 0 progresie arit-
metica, . .

Obseroane Propnetatea sen;nalat,a mal Inamle ]ustmca denum.lrea de
progresne aritmetici, ) - .

H -

o
PN

2. Formula termenului general al"ane progresii. aritmetice

Cunoscind primul termen si ratia unei- progresii aritmetice (a,) se poate
da o formuld care permite sa se giseascd orice term.en al progresiei.

Fie a, primul termen 4l progreswl -aritmetice i r rafia sa.
_Atunci din deflmt,la progresiei arltmetlce

az—a1+r
i as='“z+"-=(-ai+")+"=ax+2"
a4_a3+r_(a1+2r)+r=a1+3rgamd
In general; avem ] T

Teorem 3 4.2.3. Termenul general al. une| progresll aritmetice este dat de
formula: .

. ’—-a1+(n—1)r. o (1)
Demonstn;;ie. Vom demonstra _formula, prin metoda inductiei
matematice. Notém cu P(n) egalitatea (1), pentru un n dat.
"~ 1° Pentru n = 1, egalitatea (1) este evident adevirata. .,
2° Rémine si ardtdm cd pentru orice numdr natural k, avem P(k)
= P (k1)
Fie deci adeviratd P(k), adica
ah=a1+(k—1)r
Sa aritdm cd este adevirats Pk + 1). Intr-adevir, avem
ah+1=ah+r=a1+(k—_1)r+r=a1+kr.

Deci ambele etape ale metodei inductiéi matematice sint verificate. Inseamni
cd P(n) este adeviratd pentru orice numér natural . Formula (1) este astfel
demonstrata.

De exemplu', pentru progresia_ arilmetica
' 10,5, 0, 5, 10,...,
avem ay=—10; r=5."
De aceea '
. / @y = a; + 12r = —10+ 60 = 30,
' ayy = ay F 54r = —10 + 270 = 260

s.a.m.d.
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8. Formula sumei primilor n termeni ai unei progresii aritmetice
Ne propunem si gisim suma numerelor naturale de la 1 la 100, adic¥
A 424 3 .+ 100, -

Evident se poate efectua aceasts sumi adunind termen cu ‘ternien numerele
de la 1 la 100. Aceastd solujie este destul de anevoioasd. S& proceddm de
aceea in modul urmitor: ‘

‘Scriem suma numerelor naturale de la 1 la 100, de dou# ori. In primul
rind scriem termenii sumei in ordine crescitoare, iar in al ‘doilea rind in-ordine -
descrescitoare. Astfel:

14+ 24}3—}- +98+99+100 -
100499 + 98 4.+ 34+ 24 1 '
Se observi ci suma numerelor agezate unul sub altul esteﬁceea'qi: -
14100 =2+99=3+98=..=98+3=99+2=100+1

“Cum fiecare astfel de pereche de numere are sujna. egali cu 101 i cum
numdrul perechilor este 100, se obtine

1 +2+3.+-..;+98+99+100.=1°_L;ﬂ=101-50=5050.

" Se poate proceda analog, pentru deducerea formulei eare di suma prlmllor
n termeni ai oricirei progresii aritmetice. . :

Fie (a,) o progresie aritmetica de rat.le r si fie S suma pnm:.lor n ter-
meni ai sii, adicd - e
rd ) -
Sp=2a,+ a; +a, +“--- + @y + ap. .
‘Nurh.erel\g ay, a3, @y, ..., Gnq; @y Sint in progresie aritmetica.
Dim mai Intli urm#toarea proprietate importants .a lor.
PN . i AU

Teorema 4.2.4. Fie numerelé g, g,, 03, ... Gy, 0, Tn progresie aritmetic.

Atuncl

Gy + g4y =0 + an.

Cu alte cuvinte, suma oricdror doud numere egal depdrtate de numerele
extreme este egald cu suma numerelor extreme.

* Se spune ci Karl Friedrich Gauss (1777—1855), matematician german, unul- dintre
cei mai mari matematicieni ai tuturor timpurilor, pe vremea cind era elev la gcoala primara
l-a vimit pe profesorul siu, deoarece a calculat mintal suma unui numir par de numere,
pe care protesorul o considera o Qroblemd anevoioasi. De fapt, elevul observasé ci nume-
rele din sum au proprietatea c suma termenilor egal departdti de extremi este aceea;n
si a Inmulfit aceasta cu Jumﬁtate din numarul termemlor .
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Demonstragie. Dacd r este ratia, atunci
a, =@, + (k—1)r §i apyy =a, 4+ (n — B,
de unde: @, + @nyyy =[a;, + (k — 1)r] + [a; + (n — k)] = 22,4 (n—1)r.
Dar e, + e, =a, 4 [a, + (n — 1)r] = 24, 4 (n — Q).
Deci ay 4 @p 34y = ay + ap = 2a; + (n — 1)r.

Folosind aceastd teoremi este ugor de calculat formula generald pentru
suma S,. Avem

Su=a; + 83+ 8y + w + g + @y + Gy
Sp=@an+any+ s+ .. +a+ 08+ ay
Adunind aceste dou¥ egalitéiti se obtine:
285, = (a; + a,) + (a2 +-any) + (a5 + rp) + oo + (@np + a3) +
+ (@n1 + @5) + (an + ay).
Dar, conform, teoremei precedgnte, avem,
4+ 8y =0a+ @ =a5+ a5 = ...
De aceea
28, = n(a, + @),
de unde

Sn J— (al ';aﬂ)n . (1)

Deci: suma primilor n terment at unet progresit aritmetice este egald cu produsul
dintre semisuma termenilor extremi (ai sumei) §i numdrul termenilor sumei.

In particular,

.1+2+3+...+100=(l'+_1:°)129=5050.

_ oy + ann

Observagie. Inlocuim in formula, S, termenul a, al

progresiei prin e, + (n — 1)r. Atunci

Sn=gl+al_-;(n—1.)r.n=2a1+(2n—])r.n

Asgadar

S, = '-’“l_'*'(;_—')i .. 2)

Am obtinut astfel o formuld in care suma primilor n termeni ai unei pro-
gresii aritmetice se exprimé in functie de primul termen, rafie §i numésrul
termenilor.
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Ezemplu. S determinim suma primilor 10 termeni ai progresiei arit-
metice (an):
1,4, 7,10, ....

Primul termen al progresiei este 1, iar rafia este 3. Atunci al 10-lea termen al pro-
gresiei este: ‘
ap=1+(10~—-1)+3=1+9-3=28.
Deci

Spo = “++3“°=29-5=us.

Putem aplica §i formula (2) pentru calculul sumei S§,,.

4.3. Progresii geometrice

1. Definijia progresiei geometrice -
Fie*girul (b,), adicd
‘byy bgy bgy eeey bpy ooy
astfel incit b, = 2§iby,;, = 3 - b, pentrun > 1. Atuncid, = 2;b, = 3 -b, =
=6; by =3-by = 18; by = 3 - by = 54 g.am.d.
Fiecare termen al acestui gir, incepind cu al doilea, se obtine prin inmul-
tirea termenului precedent cu un acelagi numér gi anume cu 3.

Definitia 4.3.1. Un sir de numere al cirul prim termen este nenul, lar fiecare
termen a! siu, incepind cu al dollea, se obtine din cel precedent
-prin nmultirea cu un acelagl numir nenul, se numegte progresie
geometricd.

Cu alte cuvinte, un gir de numere
by by b3y ooy by, oo (b, # 0),
este o progresie geometricd dacd.pentru orice k > 1, avem

bpyr = bi- ¢,
unde g # 0 este un numdr constant, pentru sirul dat.

Din definitie rezulti ci intr-o progresie geometrici citul dintre orice
termen i predecesorul sdu este egal cu acelagi numaér q.

Numérul ¢ se numeste rafia progresiei geometrice.

Progresia geometricd (b;) este complet determinatéd, dacé se cunosc primul
termen b, §i ratia g.

Se spune cd numerele by, by, by, ..., b, sint in progresie geometricd dacd ele
sint termenii consecutivi ai unet progresit geometrice.

Observagie. Pentru a pune fn e;rident.'i faptul ca girul by, b, b,, ..., by, ...
formeazd o progresie geometricd se utilizeaza, adesea, scrierea

3 by, by, by, ...y by ..



Ezemple

1) Dacd b, = 5, ¢ = % , atunci avem progresia

53,35, 58,
3 9 27
2) Daci b, = 3, ¢ = —2, atunci avem progresia

3, —6, 12, —24, ....

Daci ratia ¢ a unei progresii geometrice este pozitivi, adic§ ¢ > 0, atunci
toti termenii progresiei au acelagi semn gi anume:

1° Dacd b, > 0, atunci toti termenii sint pozitivi.

2° Daca b, < 0, atunci toti termenii sint negativi.

In cazul in care ¢ < 0, termenii de rang impar ai progresiei au acelasi
semn ca §i primul termen, iar termenii de rang par ai progresiei au semn
contrar semnului primului termen al progresml. Deci, in acest caz, spmnele
termenilor progresiei alterneazi.

O progresie geometricd cu termeni pozitivi are urmitoarea proprietate
importanta care, in particular, justifici denumirea de ,progresie geometrica“.

Tearema 4.3.2. Orice termen al unel progresii geo_metrlcé' Cu termeni pozitivl
by bgs by, «-es by bpy bppys o

incepind cu al dollea, este media geometrici a termenllor vecini

lui. _
Cu alte cuvinte, pentru orice n > 2,

by = l/ bn—lbn-i-—l_- (1)
Demonstrajie. Intr-adevir, pentru n > 2 : ‘
b, = bn—lqr
bﬂ. = bnﬁ'o
Inmultind aceste doua egalitati, deducem,
b?n = bn-lbn+l’ N
de unde rezulti egalitatea (1).
Este adeviratd si afirmatia reciprocd a acesteia:
~ Dacd un gir de numere cu terméni pozitivi dre proprietatea cd fzecare termen
al sdu, incepind cu al doilea, este media geometricd atermenilor vecini lui, atuncz
acest §ir-este o progresie geometricd.

Intr-adevir, si presupunem cid pentru orice trei termeni consecutivi ai
unui §ir oarecare (b,) cu termeni pozitivi, are lo¢ relatia:

by = V bn—lbn+1 .
Atunci
bﬁ = bn—lbn+1’
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de unde .
babn = bpsbntrs
sau
ba:by, = bn+1 : b_n'
Asadar, citul dintre orice termen al girului (,) si predecesorul sdu este egal cu
acelagi numir. Deci (b,) este o progresie geometrici.
2. Formula termenului general al unei progresii geometrice
Cunoscind primul termen §i ratia unei progresii geometrice (b,) se poate
da o formuld care permite sd se géseascd orice termen al progresiei.
Fie b, primul termen al progresiei geometrice §i ¢ ratia sa. Atunci, din
definitia progresiei geometrice, deducem:
by = b,-q,
by =by-q=1(b,-q) ¢ ='_b1-.qz’
by=0bs-q=(b:¢*) ¢ =15,-¢* g.amd.

In general, avem

Teorema 4. 33 Termenul general al unei progresii geometrice este dat de
formula:

by = b,-q" o)

Demonstragie. Vom demonstra formula prin metoda inductiei
matematice. Notim cu P(r) egalitatea (1), pentru un n dat.

1. Pentru n = 1, egalitatea este evident adevirata.
2. Fie acum P(k) adevirata, adici
b, = by - ¢+
Atunci by,, = byg = (b,g* V) = b,q*, deci P(k + 1) este adevirata.

Asadar P(k) = P(k 4- 1). Metoda inductiei matematice ne aslguri cd
formula (1) este adevératd pentru orice numér natural n.

Ezemplu. Pentru progresia geometrici

12, —6, 3, =, ..,
2

1

avem b; = 12, ¢ = — R De aceea
1) 3 3
10 19 ( 2 (—2)7 128"
B 3
biy = byg'® = 12 (- '—) = 2%

g.a.m.d.
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3. Formula sumei primilor n termeni ai unei progresii geometrice.
Fie (b,) o progresie geometricé, de ratie g gi fie

Sa=bi4 bt bt F byt b ()

suma primilor n termeni ai séi.

Numerele b,, b3, bds, ..., by, b, sint in progresie gebmetricﬁ., Ca si pentru
numere in progresie aritmetic#, pentru numerele 4,, b, b3, ..., b, ,, b,, care
sint in progresie geometricd, are loc o relatie analoagi,

hk":t-»h+1 = blbn
adicd produsul oricdror doud numere egal depdrtate de numerele extreme este
egal cu produsul numerelor extreme.
Pentru calculul sumei S, distingem doud cazuri:
1. Dacd rafia ¢ a progresiei este egald cu 1, atunci S, = nb,.

2: Dacé ratia ¢ a progresiei este diferitd de 1, atunci procedém in modul -
urmaétor: :

Inmultim ambii membri ai egalititii (1) cu ¢:
@Sn = big + bag + bog + - + busg + bag.
Insd byg = bs, beq = by, bsq = by, ..., b,,q = b,, de aceela,
qSn = ba + b3 + by + ... + b, 4 byg. (2)
Scézind, membru cu membru, egalitatea (1) din egalita'tea (2) obtinem:
gSn — Sn = bog — by, '
Salg — 1) = bng — by
Deoarece ¢ # 1,

S, — g —b (3)
q — i

Observajie. Dacd in formula S, = bng — by , unde ¢ % 1, inlo-

cuim pe b, cu b1g"}, atunci obtinem o altd formuld a sumei primilor n ter-
meni ai progresiei geometrice:

S,=4C=1 44y (4)
q—1

Ezemplu. 84 gadsim suma primilor 10 termeni ai progresiei geometrice (b4)
1, 2,4, 8, ....
Avem b, = 1 si ¢ = 2. Atunci, dupa formula (4), ob{inem

1e@e-1 _,

Syo =
10 2 — 1

¥ _1=102-—1=1023.

Putem aplica gi formula (3) i:entru calculul sumei $y4, calculindu-1 mai tntli pé by,.

82



Exerclgli -
Siruri
1. 8 se scrie primii cinci termeni ai girului, cu termenul al n-lea dat de formula:
3n—2

a =2™; d) ep = : . = (— 1)»;
).a«n ) en stn’ g)-dn = ( )
- - —_f\n .
D) an=5+4n; o) o= 1E(=DT, h) on = tg —Z—; (n3>1).
) 2 n+2
o) bn = 10 — n?; f)z,.=sin(§-n); i) bn = (—1)me7 + L,
n
2. Si se giseascd formula termenului al r-lea (r 2> 1) pentru fiecare din girurile:
a) 'l, 3, 5, 7, 9, coey ‘ e) '1. Ep —3‘. '4—) '§', ces p
2 3 & S 6
b_) 2, 4, 6, 8, 10, ....; 1) tg 45°, tg 22°30°, tg 11°55, ...;
1 1 1 1
[ 3, —3, 3, ?3, 3,...; 1,——. —_— = —— 5 eeey
) ' g) 2 4 8 16

L L ! h) 1, 9, 25, 49, 81, ....

oL, L2 1
3 9 27 81

8. Sirul (zy), n > 1, are termenul general dat de formula z, = 6 — 4n. Este termen al
acestui sir numarul:
a) —102; b) —132; ¢) 100; d) 150?
In cazul in care rispunsul este afirmativ sa se indice numairul de ordine al aceslui

termen.
4. Este termen al sirului (ap), n > 1, unde ap = n® — 17n, numairul:
a) —30; b) —72; ¢) —100; d) —200?
In caz afirmativ si se indice numirul de ordine al acestui termen.
8. Sa se scrie primii 6 termeni ai girului (ag), n 2> 1, daci:
a)ay=1; apyy=an — 1; d)‘“1=3- an+y = '1—':
an
b) ay =1, @n+y = an + 2; e) @y = —1, ag = 1, an+2 = ep + @ny;
¢) ay = —2, ansy = 2an; f) ay =38, a3 =1, an42 = an — an4.

6. Un sir-este definit prin formula de recuren{i
(n+ 2)(n + 1) anss — n%p =0
i prin a; = 0, ¢y = 1. Si se deducl termenul general.

Progresii aritmetice -

7. S se scrie primii p'atru termeni ai progresiei aritmetice (a5), daci:

a) e =7, r=2; ¢) ay = 1,3,a, = 0,3;
2 1
b = —3, r=.35; d ==, @G =—.
) @ r ) ) a 7 2 5
8. 54 se giseascd primii doi termeni ai progresiei aritmetice (bn) data astfel:
a) by, by, 15, 21, 27, ...; b) by, b, —9, —2, 5, ...



9. Dacll se cunosc doi termeni ai unei progresii aritmetiee (cy):-
a) ey = 7§i ¢y = 13, sli se giiseascl c,, ¢4, ews; '

b) ¢y = 40 §i ¢yg = —20, s se gAseasc& C1e c.,, C1p-

10. fatr-o progresie ‘aritmetica (an) se cunoa;te a,sl r. Si se gﬁseascﬂ an, ‘dacli:-
n)‘al——2 r=05, n=12; lc)a, —2,5," r=—2 n'= 50;
i:),a,_=3;.r_—,'—1,5,n=19; .a)a,=§,r_=%,n=,25.f" ¢

11. Sa se giiseascd pnmul l.ermen al al unei progresii antmetlce dacé
a) a,, = 131, r_—l2_'\ c)a”.—o r——3 L
‘D) gy = —125, r = =5; . d) @ = 13,5, F = 05"

12, Si se giseascd primul termen si ratia unei progresii arit.metice, daci:

‘ a) ¢; = 27, ¢3, = 60; d) ay + a; =42, a5 — a3 = 21;

b) ¢y = 74, ;.,. = 47;- ‘e) a,-.+ a, = 16, a;a, = 28; .
C) Cpo = 0, Coqg = —92; 1) Spo = 85, Sy = 3. ° .

18. Sirul (yn) este dat p;in formula termenpl'ui al n-lea: E

a) yn =20 — 5; S b yn=10 —7n. < 2

54 se demonstreze cd girul (y;) este o progresie aritmeticsi. S& se giseascd primul
termen a) siu si ratia.

14. Si 'se giseascd sgima primilor 100 fermeni ai unei pi-o‘gpe'sii aritmetice (an), daci:
a) a; = 10, a0 = 150; c')- a = 2, F =—5;
b) a; = 5,5, @10 = 7,5; d)a;=—1r¥l ]
15. Cunoscind suma S, a primilér n termeni ai unei progresn aritmetice (ay), sﬁ se gi-
seascd:
a) primii cinci termeni ai p‘rbgresiei, daca '.'S';, = -’;—’-—« n;
b) pl:imul termen si ratia pl‘og"'resiei,' daca Sy = 2n2 -+ 3n.
16. S se rezolve ecuatiilé: '
a)1+7+13 4+ ...+ z = 280;
b) (z+ 1) + (z +4) + (z + 7) + ...+ (z + 28) = 155.
17. 83 se giseascd suma primilor’ douizeci de termeni ai unei progresii antmetwe, daca:
a.+“o+¢n+au—20 .

18. Este progresle aritmetici un gir, pentru care suma primilor n termem ai séh este datﬂ

de formula: - .
8) Sp = n* — 2n;’ €) Sn=7n—1;
b) Sp = —4n® 4 11; d) Sp=n—~n+ 372"

190, Intr-o progresie aritmeticA avem Sy, = 100, Sy = 900. S& se glseasca Sy

20. Suma pnmxlor n termeni ai unui gir oarecare (b,) este datd de formula Sp = n* —
— 2r + 5. 84 se giiseascd primii patru termeni "ai aoestul 9|r Este acest sir o
progresie aritmeticd? . - .



21. S4 se demonsireze.ci numercle urmitoare sint in progréesie aritmeticéi:

a ‘_v“z+a—l ‘2?4 a—1
z+1 2z ’ z(z + 1)
b} (e* — 2ab — b7}, (a® + 322, (a* + 2ab — b2,

a)

(z# -1, z#0)

28, 'S4 se demonstreze ‘cd dacd numerele a, b, ¢ sint in progresie anf.mehcé atuncl si
numerele urmitoare sint in progresne antmetlcé -

i) a® — be, b‘—ca, c® — ab; . ’ _
ii) Bt be + o, c'~+ca+a’ a’+ab+b’ } ’ _ L
-S4 se arate ci daci a + b + ¢ # 0, atunci este adevératﬁ §i reclproca

sn se demonstreze ci dacl a%, b3, ¢* sint in progresw aritmetick, atuncl §I numerele
'urmatoare sinl. in progresie antmétwé

o 2 1 1
b+c c+a a+5b"

a ) c

ii) , ’ .
“b+e c+a -a+bd

8d se studieze reciproca. -~

24, Sii se determine z astfel incit urmitoarele numere si fie, separat in progresie

aritmeticd : N
i) 1+ 2% (@ + :t)z {@® + z)%; ) b
ii) a® + z, ab + z, b? + z; - ) -

iil) @b + 1), ba + ), za +B). .

25. Fie z,, , ..., Zn, ..., uUn §ir de-umere reale. S se arale ci acest sir este o progresie
aritmeticd dacd si numai dacd pentru orice » avem relatia:

1., -1 1 - mn—1 :

3 e B - .

I1Ta:  TaEy " 0 7 Ta-1Zn Z,Tn

Progresii geometrice

26. Sa se scrie primii cinci termeni ai progresiei geométflice Bn) d_éc_é: ’ -

a) b, =6, ¢q=2; c) b= —24, ¢ =—05;

b) by =—10, g = d) »,=05¢=V3.

1,
2
27. sa se.giiseascd primii doi termeni ai progresiei geometrice (yn), &_qtd astfel:
a) ¥1, s, 24, 36, 56, ,..; - b) 1, s 225, —135, 81, ... .
28. Dacdi se cunose doi termeni ai unei progresii gebm‘etric; (b;.):
8) by =6, by = 24, 68 se ghseasch by, by, byo; ’
b) by = 10, by = —10, 84 se- glseasch by, byy, by. -



£9. Este progresie aritmetich sau progresie geometricd girul (an), dacéi:

a) @y = 5 §i apyy = 2an;

b) a, = 5 si anyy =2 + an;

c) ay=—8 $i¢n+1=':';+¢n;

. 1
d) ¢y = —8 si an+1=;¢n?

In caz afirmativ si se indice ratia.
80. Si se scrie formula termenului al n-lea al progresiei geometrice date prin:
a) by = 2, bpsy = 3bp; -

b) b, =4, bnpsy = (—3)bp;

€) by =9, bpyy = 2by;

d) bl = 10, bﬂ+l = ‘;—.’bﬂ-

81. Si se giseascd primul termen i ratia unei progresii geometrice, daca:

a‘+ al=116.
ﬂ) {al_al=_4’ b)
e — a; = 8; 7
aa—¢a+¢1=;;

c) a.=25’ a‘=9; d) a.=—l2, a,=23-{;.

82. Si se calculeze sumele:

a) 1424284 .., 4 25 d1—-24+21-28 4 421,

1 1 1 1

)_2___2_;_!.?’_ _2“; e) 14+ z+ 22+ ... 4+ zwo;
1 1 1 1. :

C) 3‘+;’+§+... 3Tl; f)z—z’+z‘—...+z“._

88. Si se rezolve ecuatiile:
a)1+z+2+2°+...4 2" =0;
b)14+z+22+2324...4 210 =0,

84. Fie (yn) o progresie geomelricd, astfel incit suma primilor n termeni ai sli este
Sp = 2(5" — 1). Si se determine S,, ¥;, ¥,.

85. Este progresie geometrici un sir, pentru care suma primilor n termeni ai sdi este dat
de formula:
a) Sn=n’—1; h) Sn=2"—1; c) Sn=3n+ 1?

86. Intr-o progresie geometrici avem S§; = 40, S, = 60. Si se giseasch S,.

87. Si se determine z astfel incit numerele @ + z, b + z, ¢ + =z, si fie in progresie geo-
metrici.

88. Se dau doul numere a §i b. Sk se determine numerele z, y, 3 astfel inctt s fie satis-
facute simultan conditiile:
i) z, y, 2z s& fie In progresie geometrich.

. ii) z, y + a, 3 sl fie in progresie aritmetici.

iii) =z, y + a, 3 + b sli fie in progresie geometrici.
Caz particular: ¢ = 4, b = 32.

89. Si se cerceteze dacl existi numere In progresie geometricd by, by, ..., by, unde b, este
un numir dat astfel fncit trei termeni consecutivi verificd, oricare ar fi k, relatia
by — 5by—y + 6bp—g = 0. 84 se generalizeze considerind relafia abp + Bbr—; + Ybr—s = 0-

86



1
Mg se

o]
‘

Notiuni de aritmetica numerelor intregi

§ 1. Teorema impirtirii cu rest a numerelor intregi

Ne reamintim din materia parcursi in clasele anterioare cé oricare ar fi

douid numere naturale a si b, cu b diferit de zero, existad alte doud numere natu-

rale ¢ §i r unice, cu proprietatea ci @ = b¢ 4+ r 51 0 < r < b. Teorema care

asigurd existenta si unicitatea numerelor ¢ §i r se numegte teorema fmpartirii
cu rest in multimea numerelor naturale.

In cele ce urmeaza vom da o teoremd mai generald §i anume teorema
impartirii cu rest pentru numere intregi.

Teorema 1.1.. Fie a§l b dous numere intregl, cu b diferit de zero. Atunci exis-
ti doud numere intregi, g §i r,astfel incit
(1) a=bg+rsi0<gr<|b].
In plus, numerele ¢ §i r sint unice satisficind proprietd{ile anterioare.
In egalitatea (1) ¢ si r se numesc citul §i respectiv restul impdryirii lui a la b.
Nu vom da demonstraia acestei teoreme, in schimb vom ardta cum se
procedeazi practic, atunci cind avem de impir{it doud numere intregi a si b,
cubd #.0.
Cazul I° a, b > 0; impiriirea se efectueazi cu algoritmul de calcul cunoscut
din clasele anterioare. ‘
Cazul 2° @ < 0, b > 0; vom efectua impirtirea lui |a] la b;
lal =8¢’ + recug,.r €N, 0<r<hb.
Daca r’ = 0, atunci
) a = b(—q') §i luim ¢ = —q¢'".
Dacd r’ > 0, va rezulta:

a = —|a|l = —bg — r' §i deci
a=b—g)—r' =b—q)—b+ (b —r)=b—g — 1) + b —r).
Luind g = —¢'— 1 §i r = b — r’, vom avea

a=bg+r st 0g<r<b.
Cazul 3° a > 0, b < 0: efectuiim impértirea lui a la |b|:
a=1blq¢ +r cu0<r<ib
§i luind ¢ = —¢’ obtinem a = bg + r.
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Cozul £ a < 0,5 < 0; prin impértirea lui | ¢ | la | | vom avea:
lel=10]1¢ +7r,0<r<]|b]|
§i deci —a = —bq’ +r. Dacd r' = 0, atunci avem a = bg’. Dacd r’ >0,
obtinem
a=0by —r = b +b—b—r = b +b+ (— b—r‘)=b(q’
+ 1) 4+ ((— b)—r)glluindq—q + 1, r—-—b-—r rezulta

a=0bg+r,0<<r<|b]
Ezemple._1) Si se efectueze inii)ar;irea cu rest a lui —19 la 3.
Solugie. Vom avea | — 19| =19 si 19 = 3+6 + 1. Prin urmare
—19=3(—6) —1=3(—6)—3+(3—1)=3(—6—1)+2=3(-7) + 2,

deci citul fmpér{irii lui —19 la 3 este —7 iar restul este 2. -
2) Si se efectueze tmpdrfirea cu rest a lui —523 la —20.
Solufie. Avem |—523|=523, |—20|=20 si 523 =20-26 4 3. Rezull.a ci

— 523 = (—20) - 26 — 3 = (—20) -26 — 20 + (20 — 3) = (~20)-27 + 17.
Citul este 27, iar restul 17. :

_ Observapie. In cazul impdrtirii cu rest la numdrul intreg b % 0,
se poate ob{ine ca rest unul din numerele 0,1, 2, ..., | b | — 1, deciin total | & |
resturi distincte.

De exemplu, in cazul impdrlirii lui a la 2, pot exista doud resturi, 0 si 1, dupa
cum numirul e este par sau impar: N

e=2¢saua=2¢+ 1, g &

In cazul b = 3, putem obline ca rest unul din numerele 0, 1 sau 2, iar a poate avea

una din formele:
- a—3q,a—3q+la—-3g+2 qu
fn multe probleme este convenabil si scriem in loc de
ra=3¢+ 2, a= 3¢ — 1, unde ¢’ =q+1
Deci, in general, a va -avea una din formele
a = 3k, a—-‘)l\j:l ke Z.

Analog, in cazul b = 5, putem avea resturile 0, 1, 2, 3, 4, forma corespunzitoare
pentru un numir oarecare a fiind: -

5¢, 5¢ + 1, 5¢ + 2, 5¢ + 3, 5¢ 4 4; altfel spus, putem avea pentru e una din

scrierile:
5k, 5k+1,5k+ 2, ke Z.

Aplicaii. 1) Sa se arale ci dack n e Z, atunci r? are una din formele

4k sau 8k + 1.

Solutie. Dacd n = 2¢, atunci n® = 4q® si deci n® = 4k, unde k =¢2 Daci n =

=2¢ + 1. alunci n?'= 4g® 4 4¢ +1 = 4(q* + ¢) +1=14q(g+ 1)+ 1.

Dar dintre numerele intregi consecutive ¢ si ¢ +_1 unul este par i deci ¢(g + 1) =
= 2k, deci n®* = 8k + 1.

fn final tragem urmétoarele concluzii: daci n este par atunci n? este de forma 4k;
daci n este impar alunci n? este de forma 8k + 1 (in particular fiind si de forma 4k’+1,
cu k' = 2k); nu existd numere patrate perfecte care si dea restul 2 sau 3 prin impér-
tirca la 4.
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2) S4 se gaseasc ultima cifrd a numﬁrului, 14899,
Solu;w Putem scrie pe 1489 sub forma

1489 = 14811 -9 = 148 « 10+9-— 149°-10 — 1,
Din formula- binomului lui Newton rezultd ci
- 1489® — 10k + (—1)8 = 10k — 1 i deci
ultima cifri a lui 14899 este 9.

Exercitii .

‘ »

1. Si se efectueze impdirtirile cu rest ale urmitoarelor perechi de numere intregi:

a) — 5437 la 225;

b) 8745 1la —319;
c) — 2438 la —18;
d) — 84312 la —36.

2. Si se giseasca doud numere naturale a ciiror sumi si fie 6612 si citul lmparprn celui
mai mare prin cel mai mic si fie 75. Esle solutia unica?

8. Care este ultima cifrd a numerelor 2 156" 4252, 251“’ 523412 164" !.53“ 179 4
412007

4. Fie n, a, b §i ¢ numere naturale nenule. Si se arate ci pentru a gisi_citul impartirii
lui n la a-b-c se poate proceda in felul urmitlor: se imparte n la e, apoi citul
obtinut se fimparte la b si noul cit se jmparte la ¢; citul ob{inut la aceastd ultimi im-
pirlire este cel clutat.

6. Fie a, b, ¢ numere intregi, ¢ 5 0 §i ry, ry resturile tmp#rtirii lui ¢ §i & la ¢. Atunci
restul fmparfirii lui a 4 b 1a ¢ este acelasi cu restul impartirii lui », + r,la ¢, iar restul
impartirii lui ¢ - b 1a ¢ este egal cu restul impartirii lui r, < ryla c.

6. 354 se giseascd cel mai mic numir natural care impértit la —7 53 dea restul 3 si
impirtit la 11 si dea restul 2.

7. Daci n este un numdr intreg, atunci restul impartlru lui n21la 7 este 0, 1, 2 sau 4.

§ 2. Divizibilitatea numerelor intregi.- Proprietigi

Definigia 2.1. Fie a i b doud numere\intregl. Spunem ci b divide pe a (sau
a este divizibil prin b, sau b este un- divizor al lul a, sau a
este un multiplu al lui b), daci existi un numir intreg c,
astfel incit o = bc.

Pentru a scrie cd b il divide pe @, vom folosi notatia b | a.*

Prin urmare intregii care divid numirul intreg @ se numesc divizorii lui
a, iar pentru b € Z, numerele de forma kb, k € Z, se numesc multiplii lui b.
Deci multiplii lui b sint numerele 0, 45, :t2b,' e

*In unele manuale §i_culegeri de problcme se folcsegte si notatia @ : b, pentru a
scrie ¢i a este divizibil prin b.

89



Se observd ci in afard de cazul b = 0, multiplii lui b sint in numdér infinit.

Dacid b = 0,atunci ¢ = bc = 0+ ¢ = 0 si prin urmare 0| a dacd si numai
dacd @ = 0. Deci singurul multlplu al lui O este 0.

Dacé @ = 0, atunci oricare ar fi b € Z, luind ¢ = 0 obfinem 0 = b-0
si deci orice numdr intreg este divizor al lui 0. )

Dacd a, b sint numere intregi §i & este diferit de zero, atunci. egalitatea

a=2"be, c€Z,
are loc dacd si numai dacéd impartirea cu rest a lui a la b déd restul 0 (adicd

impértirea este exactd).

Dacd a este un numar intreg nenul, atunci b | ¢ implicd existenta unui
numdr intreg c, astfel incit @ = bc. Rezultdcd |a | = | b |- | ¢ | §i deoarece b,
¢ # 0 (altfel, ¢ = b- ¢ = 0), obtinem ¢ |a| > |d| >0.

Prin urmare divizorii lui a sint printre numerele 11, 42, ..., La si sint in
numir finit (cel mult 2+ | a |).

Divizibilitatea numerelor intregi are urméitoarele proprietéti: _

1° este reflexiva, adica a | a, oricare ar fi intregul a. In plus, avem +1 | a.

Intr-adevir, avem ¢ = a: 1 = 1-a = (—1)(—a).

2° este tranzitivd, adicd @ | b §i b'| ¢ implicd a | c.

Intr-adevir din @ | b si b | ¢ rezulti existenta unor numere intregi k,,
ks cu proprietatea

b = ak,, ¢ = bks,
de unde obtinem ¢ = (ak)k: = a(k,ks) si notind
k = ki, € 7, avem ¢ = ak, adicd a | ec.

3° Dacéd a §i b sint numere intregi cu proprietatea a | b §i & | a, atunci
a = +b (adicd |a | = | b ). .

Intr-adevir, fie ¢;, ¢; numere iniregi astfel incit b = ac, si @ = bes. Atunci
b = bcycs. Rezulta ci, fie b = 0, fie ¢;c, = 1. In primul caz, din b | @ deducem
a = 0 = b, iar in al doilea caz, deoarece ¢;, ¢z € Z, vom avea ¢ = €y = +1,
prin urmare a = +b.

4° Dacé a,, a3, ..., a, sint numere intregi §i d este un numar intreg care
divide pe fiecare a;, i = 1, 2, ..., n, atunci d divide orice combinatie liniard

de a,, ag, ..., ap, adncﬁ d

2 la,, oricare ar fily, ly, ..., I, numere intregi.

Intr-adevér, existd ky, ks, ..., k, numere intregi cu proprietatea a; = dk;,
i=1, 2, ..., n, de unde rezulta:

é la; = 2 dlk,. Notind k = Z_" Lk, € T,




In particular, dac un numér intreg divide fiecare din termenii unei sume
date, atunci acel numir divide suma respectivd, iar dacd doud& numere sint
divizibile prin acelagi numdr, atunci si diferenta lor va.fi divizibild cu acel
numir. :

5° Daci a, b si d sint numere intregi i d # 0, atunci ¢ — b este divizibil
prin d dacd §i numat dacéd a i b dau acelagi rest prin impértirea la d.

Intr-adeviir, dacd a =dg; +ry, 0 <ry < |d] 8i b=dgs+r;, 0 <1y <|d|
sint impértirile cu rest ale lui ¢ si b la d, atunci putem presupune

ry>re 8i avem ¢ — b = d(q1 — ¢q2) + (r1 — ra),

egalitate in care |[d| >ry > ry— r: > 0 s din unicitatea impért,irii' cu
rest rezultd cé r, — r; este chiar restul impértirii lui @ — & la d. Prin urmare,
d | a — b dacd i numai dacd r, = rs.

6°. Dacd a, b sint numere intregi si b | a, atunci

b|(—a), (—=b)]|a i (—b)|(—a)

In particular, rezultd cd b | @ daca si numai dacé | 5| | | a|.
Intr-adevir, relatia @ = bc, cu ¢ € Z, este echivalentd cu relatiile:

~a = b(—c),-
a = (—=b)(—c) s
—a = (—b)e.

Din aceastd ultiméd proprietate rezultd c& ori de cite ori vorbim despre di-
vizorii numérului intreg a, putem si ne restringem numai la divizorii s na-
turali, ceilal{i ob{inindu-se din acestia punind semnul minus in fati. In parti-
cular, dacd ¢ € Z, atunci 41, 44 sint printre divizorii lui a. .

Ezemplu. Divizoriilui 128sint: +1, +2, 44, +8, 416, +32, +64, +128.

Observagie. Desi numdrul de divizori ai unui numir intreg dat n este
finit, nu este chiar atit de simplu s& fi ob{inem, mai ales dacd numirul respectiv este
mare, O metoda care poate fi folosita este prin incercarea tuturor numerelor de la 1 la
[ n |. Dintre acestea, 1 §i | n | stim de la inceput ca sint divizori, iar dacd 1 <d < |n |

are proprietatea ¢ d | n atunci si i este divizor al lui n. Prin urmare nu trebuie

si verificim decit numerele mai mici decit |/ |n|, avind griji ci, daci ob{inem un
divizor d printre numerele intregi de la 1 la |/ ||, s4-1 punem printre divizori §i pe

l_n_l Lista numerelor prinire. care céutim divizorii lui n poate fi si mai mult mic-

soraté tinind cont ci daci d nu divide pe r, atunci nici kd nu divide pe n. De exemplu,
dacd n nu este divizibil cu 2, atunci el nu este divizibil nici cu 4nici cu 6 ete.

Aplicapie. Fie ay, a4, ..., a;; = Z. S3 se arate cd existd printre aceste
numere intregi ctteva cu suma divizibild cu 10.
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. Solufie. Fie si=a,60=a;+ay, $3=a,+ay+ 8, ..., su=01+a,+ay+...

.+ a;;,."S4 notdm eu ry, ry, ..., ry resturile tmpdrfirii lui sy, sy, ..., 8, la 10. Deoarege
ceste resturi nu pot lua decit zece valori, de la 0 la 9. rezultii cd exista doud egale
itre ele: r; = rj, cu 1°€i.<j < 11. Atunci contorm unei observafii anterioare avem
0| sj — 8, adica (O

10 l'¢i+1 + aj4a- A .. +‘¢i-’
. 2. Criteriv: de divizibilitate a numerelor imregz

i Pentru a gﬁsn criterii de dlvmblhlate pentru ‘un numar tntreg n, vom scrie pe n
in sistemul de numeratie zeclmal sub forma'

R = am: 10™ + amy ~10m1 | .4 g, 10° 4 @+ 10+ ao,

unde a,, 4, ..., am sint numere naturale cuprmse fntre 0 si 9, am # 0. Prin urmare
" ag reprezinti clfra umtal,llor lui n, a, cifra zecilor,.ay clfra sutelor 5.a.m.d. «

1. Pentru ca n sd fie divizibil cu.2 (sau cu 5) este necesar ¢ suficient ca cifra uni-
tdpilor sale sd fie divizibila prin 2 (sau regpectiv prin §).

Intr-adevar . \ _

n=10 (@m - 10™1 £ @y~ 10™2 4 ... 4 a5) + ay §i deci n = 10k + ag. Prin
urmare, 2 | n implicdi.2 | (n — 10k), adlca 2 |ao. Recnproc, 2 | a, lmpllci 2| (10k +
+ a,), adica 2| n.

Demonstratia -divizibilita{ii cu 5 se face analeg. ) E
2..Pentru ca n sd fie divizibil cu 4 sau cu 25, este necesar si suficient ca numdrul
format din ultimele sdle doud cifre sd fie divizibil cu 4, respectiv 25. Mai general, numdrul
natural n este: divizibil cu 2! (sau cu, §!) dacd $i numai dacd numdrul. format de
ultimele 1 cifre din scrierea sa in bazd zecimald, este divizibil cu 2t (respecu'u cu §t ).
3. Numdrul natural n este divizibil cu 3 (respectiv cu 9) dacd i num:u dacd suma
,,ctfrelor sale este divizibild cu 3 (mspeclw cu9). o
lntr-adevﬁr, avem . , i et o '

- LN D oaagei AR

”n-am 10™ + amq = 1034 D ay 0 m+%—¢M1°m—l)+¢m(10W‘ 1)+
...+ ayf10 = 1)+(¢_zm+am_,+.,.+a,+a,)_. ,'

Din formula 10— 1 = (10 — 1):(10F! 4 103 4 ... + 1) = 9K, rezultd cd
101 — 1 este multiplu. de 9, oricare ar fi l s N». Prm urmare, -

n-—9k+(¢m+¢m—1+ +a1+ao), ‘

.

adlca n este dmzﬂnl cu 3 {respectiv ¢u 9), daoa $l numai dacd suma’ cifrelor sale
em + am—1 + -.. + @y + @, este divizibild cu 3 (respectlv cu 9).

4. Numdrul natural n este divizibil cu 11 dacd #i numai "dacd suma allernald a
czfrelor sale este dwuzbzh! cu 11, adica ) - :

m. .
1 |§_}(a—_1)za,._
Pentry a demonstra ‘aceastd ahrmepe, vom: scne ‘cu’ ajutorul formulei binomului

lui Newton. =~ -
100 = (11 — 1)l = 111 — C; "M 4. (== llk’ + (-1, K¥alZ



Prin urmare:’,

“n=1k+ 2.(_1)&;1
( = .
. m
§i deci n este divizibil cu 11 dacd gi numai daci ) (—1)la; este divizibild cu’ 11,
4 =0 : :

Exerciil .

1. Fiea, b, c e Z astfel incit @ + b'= ¢ 54 se arate ci dach d e Z divide douﬁ dmtre
numerele date, atunci el 1l divide si pe al treilea.

2. er a,bdeZ cu proprietatea ¢3 4 [(a + b) 5i d la-b.- Rezultﬁ, de aici i d (e
$| d|b?

8. Si se gﬁseascﬁ 1oate numerele !ntregl acZ, care au exact -2 * | a | divizori.

4. DacAin N nz2l1, exlsta numere intregi cu exact 2n + 1 dwnzori"

6. Dacta, b= Zsi3nu divide nici pe a nici pe b, atuncu 3 divide pea — b sau 3 divide
pe a +b. & -

8. Dacl a, b, d = Z si d | a-b rezulti ci dlasan d|b?

7. 5S4 se arate cll 1000k — 1 este dlw.zlbll cu 37, oricare ar fi k e N.

8. 54 se arate ci daci pe N, p > 3 are pr'oprietalea A p §i 2p +1 nu sint dIVIZIblle
cu 3, atunci 4p - 1 este divizibil ¢u 3.

9. Si se arate cit num&rul 9% — 720 ¢sie dxvizibil cu 10 \
10. a) S& se arate cid oricum ar fi date trei numere intregl existd doudl cu suma divi-
zibila cu 2. -

~b) Sise arate cil oricum ar fi date 5 fiumere intregi existd 3 cu suma divizibila cu 3.
c) $i se arate cd oricum ar fi date 9 numere intregi existd 5 cu suma divizibili cu 5.

11. S& se arate ci dacd n = N atunci »*| (1 + l)" — 1.

12. Si-se gﬁseasca toate numerele intregi » cu propmetatea n + 1| n? + l
18, =i se gseascd toate numerele intregl n cu proprlelatea n—3 | n’ - 3

'§ 3. Cel mai mare d,ivi‘z'or{ comun
Definigia 3.1. Se numeste divizor comun al numerelor mtregl asi b un
numir intreg: ¢ cu proprietatea: :

’ c I a $| ci b. .
‘Vom numi un cel mai mare_divizor comun (pe scurt c.m.m. d.c)
“al numerelor intregi a §i b, un numir intreg d care verifica
- urmitoarele conditil: .
I) d este un divizor comun al Iui astb(adici dlagldl b)
- i1) orice alt divizor comun d'al lui a §i b divide neapirat ;1 ped

(adic¥ d' | a ¢l d'| b, Implic3 d' | d).

Tdorema 3.2. Fiea s| b doud numere intregl. Atuncl exlsti un c.m.m.d.c.
al lul @ §i b.
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Demonstrajie. In cazul in care a = b = 0, c.m.m.d.c. este O.

Deci putem presupune, de exemplu, & # 0. Aplicind teorema impért{irii cu
rest @ numerelor intregi a gi b, rezultd existenta a doud numere intregi ¢, si
r, cu proprietatea c#

) Ca=bptr, 0<r<|bl

Daci ry = 0 atunci &|a §i c.m.m.d.c. al numerelor q si b este b. Intr-adevir,
b | bsib | a,iar dacd d’ este divizor eomun al lui ¢ §i b, in particular, satisface
gi @’ | b. Deci b este un c.m.m.d.c. al lui a §i b.

Daciir, # 0, aplicim teorema impértirii cu rest numerelor b i r, si ob{inem
numerele intregi ¢s, rp satisficind

{2) b=riga+r: cu 0 <ra<ry.

Repetind acest procedeu obtinem numerele intregi g¢s, ..., qp, ... 8 rg, ...
ey Ty - astfel ineit '

r1=r2q3+r3; cu 0 € rg < rg,

3
(3) Tme=Tm1qm = Tm» €0 0 < rpy < rpy,
Tm = N'aQm:1 = Tmy1y CU 0 < a1 < Fme

Deoarece ry >r3 > ... > Ip..., existd un numir natural n astfel incit r, # O
gi rp,, =0.
Vom arita ci r, este un c.m.m.d.c. al lui a si b.

Intrucit 7, , = r,q.,1, rezultd cd ry| ro,.

Din egalitatea r,_, = r,_,q, + n, rezultd ci r, | r,,. In continuare, din ega-
litatea r, 3 = rppgny <+ 7ny §i tinind cont cé r, divide pe r,_, si pe r,_,, re-
zultd ci r, divide pe r,_s. In felul acesta, din aproape in aproape, tinind cont
de egalité;ilé‘ (3), obtinem cé r, divide p2 r,_,, Tn_gy ...y T2, '1. Apoi din ega-
litatea (2) rezulta ca r, divide pe b gi deoarece r,, divide i pe ry, obtinem da-
toritd relatiei (1) ca r, divide pe @. Prin urmare r, este divizor comun al lui
a s b

Fie acum d’ un numadr intreg cu proprietatea cid d' | a §i d’ | b. Din egali-
tatea (1) vom avea

ry = a — bqy si deci d’ | ry.

Apoi din egalitatea (2) obtinem

re = b — ryqs §i deoarece d’ | b, d’ | ry, obtinem ca d’ | r,.

Folosind egalitétile (3) obtinem, din aproape in aproape, ci d’ divide fiecare
din numerele intregi rs, ry, ..., Iy, 'n. Asadar, in cazul in care b nu-1 divide pe
a avem cé r,, ultimul rest nenul din sirul de egalitati (1), (2), (3), este un cel
mai mare divizor comun al numerelor a i 5.

Demonstrajia acestei teoreme pune in evident{d urmditoarea reguld de
obtinere a c.m.m.d.c. a doud numere, care se numeste algoritmul lui Euclid:
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Pentru a obgine c.m.m.d.c. a doud numere intregi a st b, cu b # 0, impdrjim
pe a cu b; dacd restul impdrfirii ry este zero, atunct b este c.m.m.d.c.; dacd nu,
impdrfim pe b cu restul impdriirii anterioare, ry, §i obfinem restul ry; apoi impdr-
fim pery larygi objinem un nou restrs §.a.m.d. Ultimul rest nenul este c.m.m.d.c.
al celor doud numere.

Observagii. 1) Daci d este un c.m.m.d.c. al numerelor intregi a si 5,
atunci si —d este un c.m.m.d.c. al lui a i 4. Dacd d’ ar {i tot un c.m.m.d.c. al lui e si
b, atunci vom avea d |d’ si d’ |d, prin urmare d’ = +d. Rezultd deci cd existd intot-
deauna doui si numai doud numere intregi cu proprietatea celui mai mare divizor comun
al numerelor a si b. Aceste doudl numere sint egale in modul §i de semn contrar, Acela
dintre ele care este pozitiv il vom nota cu (e, b). Se observi ci prin algoritmul lui Euclid
se ob{ine tocmai (a, b).

2) Dacd d este un divizor comun al numerelor intregi a si b, atunci |d | < (a, b).
Deci (e, b) este cel mai mare dintre numerele intregi care divid §i pe a §i pe b.

3) Se observi ci pentru aflarea c.m.m.d.c. al numerelor a si b ordinea acestora nu
conteazd, cu alte cuvinte

(e, &) = (b, a).
4) Din definifia c.m.m.d.c. rezultd ca
(2, b) = (—a, b) = (a, —b) = (—a, —b),
In particular (a, b) = {|a |, | & ]).

Observatiile 3) si 4) ne permit ca pentru calcularea celui mai mare divizor comun
a doud numere intregi si ne mirginim la cazul numerelor naturale, in care a > b.

Ezemplu. Si se giseascd cel mai mare divizor comun al numerelor
—9 810 si 31 500.
‘Solugie. Avem (—9 810, 31 500) = (31 500, 9 810).

Vom aplica acum algoritmul Iui Euclid:
(1) 31500 = 9 810 x 3 4+ 2070

(2) 9810=2070 x 4 + 1530
(3) 2070=1530 x 14+ 540
(8) 1530= 540 x 2+ 450
(5) 50 = 450 x 14+ 90
(6) 450 = 90 x 5+ 0
In acest sir de impartiri succesive ultimul rest nenul este 90, deci

(—9 810, 31 500) = 90.

Teorema 3.3. Daciaglb sint doud numere Intregl sl d este un cel mal mare
divizor comun al lor, atuncl exist3 dou numere intregl k §i /,
astfel tnele d = ko + Ib.
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Definlgia 3.4. Doul numere intregl nenule a §i b se numesc prime intre ele
daci 1 este c.m.m.d.c. al lor.

Observdm cé e gi b sint prime fintre ele dac# gi numai dacd 11 sint
singurii lor divizori comuni. \
_ Ezemplu. Numerele 257 si 18 sint prime intre ele. Intr-adevir, folosind
algoritmul lui Euclid, obtinem:
257 =18 x 14 + 5
18= 5x 343
§= 3 x 142
3= 2x 141
) 2= 1x 240 )
§i deci (257, 18) = 1.

Observatii. 1) Din feorema 3.3 obiinem ci a este prim cu b dacid si
numai dacil existii k, ! = Z astfel Incit 1 = ke + Ib. Intr-adevir, dacii a este prim cu
b, atunci (g, b) = 1 §i conform teoremei 3.3 obfinem, &, I = Z astfel tncit 1 = ka + 1.
Reciproc, daci 1 = ka + b si d |a, d |5, atunci d |1 5i deci d = 4-1, adici singurii
divizori comuni ai lui e §i b sint +1. .

2) Vom da acum alte citeva proprietdyi ale, celui mai mare divizor comun.

1°, Dacd a, b, c € N, b, ¢ # 0, atunci
{ac, be) = cla, b).
Intr-g_devﬁr, dac# b | e, atunci avem be | ac §i prin urmare
(ac, bc) = be = c(a; b).
Dac# b nu divide pe a, scriem girul de impar{iri succesive din algoritmul lui Euclid
o e Fy, Pgy ey Pn >0 resturiie il;lpér;irilor,
/l'n = (a, b) §i rnlrny.
Atunci girul de resturi obfinute in algoritmul lui Euclid pentru ac st bc va fi
PyC > ree > ... > rpe §i deoarece
rac | rp—y ¢, rezultd ci rpe = (ac, be).
2°, Daci a, 'b, ceN, b, ¢ # 0si c este divizor comun pentru a §i b, atunci
(1, i) _ (@b
c - ¢ ¢
Relatia aceasta esle echivalentd cu

c(ﬁ. i] = (a, B,

4

care rezultd din proprietatea anterioara.
3°. Dacd e, b, d € N, d % 0 si d esle divizor comun al lui a i b, atunci (e, ) = d dacd

$i numai daci (2. LA ey
d’ 4

Aceastd proprietate rezultd din 2°.
" 4° Dacl a, b, k € Z, atunci

(a, b) = (a, ka + b).



Intr-adeviir, dacd d |a si d | b, atunci d | (ka + b), deci (a, ) | {a, ka + b).
Reciproc, dacd d |a §id | (ka + b), atunci d| (—ka) si decn d| (ke + b — ka) adici d | 5.
Prin urmare avem si

(a, ka + b) [ {a, b).

Aplicagii. 1) 53 se arate ci (21r + 4, 14n 4 3) = 1 oricare ar fi nu-
mirul intreg n.

Solugie. Daci d|(21n + 4), d|(14n + 3), atunci d|(2(21r + 4) — 3(14r + 3))
adicd @ | (—1) si deci d = £1. ) '

2) Si se arate ci dacd g, b si d sint numere Intregi astfel incit @ este prim cu b si d
divide suma a + b, atunci d este prim $i cu a si cu b.

Solugie. Fie 8 = (d, a). Atunci 3 |d si deoarece' d |a - b, rezultd ci 8 |a + b.
Dar & divide si' pe ‘a, deci divide pe @ + b — a = b. Prin urmare §| (e, b), de unde
rezultd ¢ & = J-1.

3) Si se arale ci numerele de forma Fp = 22" +1(k=o, 1, 2, ...) sint prime
fntre ele. N

Solupie. Pentru orice numir intreg z, avem
zh —1=(z— 1) (2 + k2 4 ...+ 1) si deci = — 1 divide zk — 1. Si. considerdm
numerele Fr, = 22™ 1 si Fp = 22" + 1, cu m > n i si aplicim observatia anterioar3,
pentru k = 2m-n-1 si z = 2:**1 Qbfinem
2:"tl _ g [98™ _ j DarFp = 22" 4 1 |28%* — 1 5i 2™ — 1 = Fm — 2, deci Fn|Fm—
— 2. Prin urmare, dacid | Fy, d | Fp, rezult ca d |2 §i Fp fiind impar, obtinem d —

= +1. .
4) Si se arate cd pentru orice n € N* avem

(R!+1, (R4+ 1)1 +1)=1.

Solutie. Daci d | r! 4+ 1, atuncid | (n 4 1)(n! + 1) si decid | (n + 1)1 + n + 1, prin
urmare tinind cont e d|{n + 1)l + 1, rezulticd d|(rn + 1)1+ n+1— (n + 1)] — 1;
deci d | n i cu atit mai mult d | n!.

Rezultd in final ¢ d | (n! + 1) — n!, adici d = +1.

Observapie. Delinifia celui mai mare divizor comun se poate extinde in
mod natural pentru un numir finit de numere intregi a,, a,, ..., a,. Vom spune ¢
numdirul d este un cel mai mare divizor comun al numerelot g,, a,, ..., an, daci

i) d divide pe fiecare din numerele a,, gy, ..., an (adicd 4 este divizor comun al
acestor numere). ' ' ‘

ii) dacd d’ este un numir intreg cu proprietatea ci d’ divide pe fiecare e; (i =
=1, 2, ..., n), atunci d’ il divide pe d.
Vom nota numdirul intreg §i pozitiv cu proprietatea celui mai mare divizor comun
cu (alr Qg, ... aﬂ)
Existenta si calculul celui mai mare divizor comun al numerelor a,, a, ..., an sint
_asigurate de proprietatea evidentii:
(a1, agy ..., an) = (a2, ag, .- ary—z), an).

Mai precis, cind sint date numerele intregi q,, a,, ..., @a, calculim un c.m.m.d.c. al

acestor numere astfel: se determind d;, c.m.m.d.c. al lui a, §i a,; se determind apoi

dy un c.m.m.d.c. al lui d, si a;; 1a pasul k + 1 se determind un c.m.m.d.c. al lui

dy Si ap4s, pe care il notdm cu dpy,; la ultimul pas se calculeazd dy—,,”c.m.m.d.c. al
" lui dpy §i @n. Numirul intreg dp_, este c.m.m.d.c. al numerelor date.
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Definitie 3.5. Fle a i b dou numere intregl. Un numir intreg m se numesgte
un cel mai mic multiplu comun (pe scurt c.m.m.m.c.) al numerelor
a sl b, daci verificd urmitoarele condigil; I} m este un multiply
comun al lul a si b, (adic3 alm i bim); 1i) orice alt multiplu co-
mun al lui g §i b. este multiplu si al lui m (adic3, daci alm’ si
bim’, atunci mim').

. Teorema care urmeazd ne asigurd existenta celui mai mic mulfiplu ccmun si ne
da in acelasi timp si un procedeu -de calcul.

Teorema 3.6. Fle g §i b doud numere intregi nenule. Daci d este un
c.m.m.d.c. al lul g §i b, atunci m = a—g—beste un c.m.m.m.c,

al lui a gl b.

Demonstrajie. Fie a = dk si b = dl, cu k, ] € Z. Atunci vom avea

m = bk = al §i deci m este multiplu comun al lui a si 5.

Fie acum m’ € Z, astfel incit a | m’ si b’ | m’. Rezultdi ci existi ky, I, € Z, astfel
fncit .

m’ = kja = L,b, prin urmare m’ = kjkd = l,ld,

ceea ce implicd k,k = I,l. Dar numerele k = —% sil= % sint prime intre ele conform
unei observatii anterioare si deci existd r, s € Z, astfel incit rk 4+ sl = 1. Prin
inmuljirea acestei egalitdfi-cu k, ob{inem:

ky = rkky + slky = rlly + stky = {rly + sk;)l
si deci I | ky. Prin urmare existi I, € Z,astfel incit k, = lly §i oblinem c& m’ = ka =
= Lla = l;m §i deci m |m’.

Deoarece m = @b satisface - proprietifile i) si ii) de la definilia 3.5 rezultd ci m

este un c.m.m.m.c. al numerelor a §i b.

Observayii. 1) Dacd m este un cel mai mic multiplu comun al numerelor
Intregl a si b atunci evident si —m este un cel mai mic multiplu comun al lor. Dacé
m’ este un alt c.m.m.m.c., atunci m’'|m si m |m’ deci m’ = +m. Prin urmaré

numerele + azb sint singurii c.m.m.m.c. ai lui e §i 5. Vom nota intregul pozitiv
a,

care este c.m.m.m.c. al lui a si b cu [e, &).

Cu alte cuvinte,

A Y

labl
(a, 8)°

2) Putem defini cel mai mic multiplu comun gi pentru un numir oarecare de
numere intregi a,, a,,..., an, nenule. Vom spune cé numirul intreg m este un ¢.m.m.m.c.
al numerelor q,, aj, ..., a; daci:

i) m este multiplu comun pentru toate numerele a;, ay, ..., an (adicd .q, | m,

alm, .. .anlm)
ii) dack m’ este un numir intreg, multlplu comun al numerelor a,, d, ..., an,

atunci m |m’.
Vom nota numirul intreg gi pozstiv care sé fie c.m.m.m.c. al numerelcr q,, g, ...

..y @p CU [ali Qg -y aﬂ]'
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Existenta gl calculul siu rezultd din proprietatea
[[ah Qgy -2y a.,,,_,_], a’l] = [all a‘) sy a‘n]-
Ezemplu. 83 se calculeze c.m.m.m.c. al numer¢lor 4 020, —210, 90.

-Solugie. Avem [4020, —210, 90] =[[% 020,  —210], 90]. Pentru a calcula
c.m.m.m.c. al numerelor 4 020 i —210 este suficient conform teoremei 3.6 sk calculim
c.m.m.d.c. al numerelor 4 020 si | —210 | cu algoritmul lui Euclid:

4 020 = 210 x 19 4 30,
. 210= 30 x 7+0.
Deci un ¢.m.m.m.c. al lui 4 020 si —210 este

4 020 x 210
~ 30

Apoi aflim c.m.m.d.c. al numerelor 28 140 si 90:
28140 = 90 x 312 + 60,
90 = 60 X 1 + 30,
60 =30 x 2+ O,
Deci c.m.m.m.c. al numerelor 28 140 si 90 esle

28 140 x 90
30

care in acelasi timp este si un c.m.m.m.c. al numerelor 4 020, —210 si 90.

=7 x 4020 = 28 140.

= 84 420,

Exercitii

1. 84 se gdseascd prin algoritmul lui Euclid cel mai mare divizor comun al numerelor:

a) —180; 756; b) —375, 360; —900;

c) 0; 779; —399; 5 700, d) —3724; 18 468;

e) —540; 588; —576; f) 375; 645; —600; —1515.
2. Si se giseascd cel mai mic multiplu comun, al numerelor urmitoare:

a) —960; 1200; b) 30295; 36 354;

¢) 12 345; 4 565; —960.
8. Si se afle toate numerele prime cu 100 si mai mici in modul decit 50.
4. Fie n= Z — {0}. S& se arate ci existd o infinitate de numere intregi prime cu n.

5. Se dau doud numere intregi a $i b nenule care au c.m.m.d.c. pe 5, iar cilurile impér-
tirilor succesive din algoritmul lui Euclid sint —1, 3, 2. Si se afle a §i b.

6. Si se giseasci doud numere intregl asib, astfel inctt (e, b) = 3 i [a, b] = 72. Este
solufia unica?

7*. Fie a §i b numere intregi nenule si m un c.m.m.m.c. al numerelor e §i 4. Si se

m : m
arate ci — este prim cu 3
a

8. Si se arate cd numerele 2k + 1 §i 9% + 4 sint prime Intre ele, oricare ar fi k e Z!.

9. S3 se giseascd c.m.m.d.c. al numerelor 2k — 1 §i 9% + & in functie de numirul
intreg k.
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10, S4 se arate ci dacd a §i & sint numere Intregi, ¢ un c.m.m.d.c, al lor, iar %,
l € Z, cu proprietatea cii, dacé

ka + Wb = d, atunci (k, 1) = 1.

11. Si se arate cii dacd a,, a, ..., an sint numere intregi §i & este un c. m.m.d.c. al lor,
atunci existd ky, ky, ..., kn € Z,astfel incit

n
2 kia; = d. -

i=1

12. S& se arate cd dacdl e si b sint numere naturale prime intre ele, atunci oricare ar fi
n > ab, existd z i y numere naturale,astfel incit n = az + by.

§ 4. Numere prime. Teorema de descompunere in factori
pfimi

Definitia 4.1. Un numir natural p > 2 se numeste prim dacd singurii sii
divizori sint 11 i +p.

Ezemple. Numerele 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 sint numere prime. Veri-
ficarea acestui fapt se poate face efectuind impéarijirea fieciiruia dintre numerele date
la numerele naturale mai mici decit el. '
Numairul 2 este singurul numar prim par.
In cele ce urmeaza vom da (firi demonstratie) doua teoreme foarte importante fn arit-
metica.

Teorema 4.2. Un numir natural p > 2 este prim daci §i numai dac} oricare
ar f1 g §1 b numere intregi astfel incit p divide pe ab, s% rezulte
c3 p divide pe a sau p divide pe b.

Teorema 4.3. (Teorema fundamentali a aritmeticii). Oricare ar fi numirul
intreg n, cu |n| >-2; existi o descompunere a sa in produs de
numere prime, adici existd un numir finit de nymere prime
D1 Dg veeer Pmy DU neapirat distincte, astfel incit

n= pipy - P

In plus, aceasti descompunere este unici in sensul c3 orlcare
alti descompunere in produs de factorl primi difers de ea
doar prin ordinea factorilor.

Observatie. In teorema 4.3, in reprezentarea numdrului n ca produs de
factori primi p,, p,, ..., Pm, este posibil ca unii dintre factori si fie egali intre ei: p, poate
sd aparii de a, ori, cu o; > 1, Ps de a, ori, cu a, 2> 1 si in general py de ap ori, cu oy 22 1.
Dacd numdrul factorilor primi distinci este I/, atunci vom avea:

n= :|;p1 y. p,ls unde putem presupune cil p, < p. <..<pu. (1)
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Scrierea lui n in forma (1) se numeste descompunerea lui n in factori primi,
Teorema fundamentald a aritmeticii se mai numeste teorema de descompunere
in factori primi.

Ezemplu. Numdrul intreg '—5 600 se poate scrie ca produs de factori
primi in felul urmitor:

—5600=—2+2+2-2:2+5+5-7= —28.52.7
- Aplicagie. S3 se\.arate cd girul numerelor prime este infinit.

Solufie. 5S4 presupunem prin reducere la absurd ci ar exista numai un numir finit
de numere prime p,, py, ..., pn. Fie p = pips... pn + 1.
Dar p admite conform teoremei 4.3 un divizor prim, fie acesta pp. Pe de alti parte impélr-
tirea lui p la pg dd restul 1, deoarece

p=pyg+1qeN

Am ajuns deci la o contradiclie. Presupunerea ci mul{imea numerelor prime este finita
este falsdi, deci existd o infinitate de numere prime.

Cu a_jutoruT teoremei fundamentale a aritmeticii putem da un alt procedeu
de calcul al c.m.m.d.c. a doud sau mai multor numere intregi.

Se scriu descompunerile acestor numere in produse de factori primi g§i
c.m.m.d.c. al lor va fi produsul fa'ctorilor primi comunt acestor numere, fie-
care ridicat la puterea cea mat mici la care apare in descompunerile respec-
tive.

Pentru a demonstra acest lucru este suficient si considerdm cazul in care
avem doud numere intregi a si b. Fie d numérul obt{inut prin procedeul descris.

Atunci, din constructia lui d, rezulti evident c& d | ¢ §i d | b. Fie @, =% si

b = % Tot din constructia lui d rezultd cid a, si bl nu au factori primi

comuni §i deci, conform unei observatii anterioare, rezultd ci a, §i 4; nu au
divizori comuni diferiti de +1. Deci (a,, ;) = 1 §i prin urmare

(a, b) = d(a1, b)) = d.

Ezemple

1) Fie a =360 §i b= 240. Avem 360 = 23-3%- 5 i 260=24-3-5 si deci
(360, 240) =2%-3-5 = 120.

2) Fie a=72, b= 120 §i ¢ = 300. Avem 72 = 23+3%, 120 =25-3-5 si 300 =
= 922.3-57 gi deci (72, 120, 300) = 22-3 = 12. « '

Tot din teorema fundamentald a aritmeticii rezultd si un mod de calcul al celui mai
mic multiplu comun a doui sau a mai multor numere.

Se scriu descompunerile acestor numere tn produse de factori primi gi c.m.m.m.c. al lor
va fi produsul factorilor primi care apar cel putir intr-una din descompuneri, luat fiecare

la puterea cea mai mare la care apare in descompunenle respective. -
De exemplu, fie numerele- @ = 72, » = 120 §i ¢ = 300. Deoarece 72 = 2* - 3%, 120 =
= 2%-3-55i 300 = 2%+ 3- 52 atunci [72, 120, 300] = 22 - 32.5%= 1 800. v
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In continuare vom face citeva observatii asupra girului numerelor prime.

Daci n € N, n > 2 i nu este prim, atunci el admite un divizor prim
p<n
" Intr-adevir, cum n nu este prim, avem n = a- b cu @, b > 1. Evident,
putem presupune ci @ < b. Atunci a® < @b = n, de unde a < |/ n. Dar din
teorema fundamentald a aritmeticii ¢ are un-divizor prim p, care este la rindul
séu divizor al lui n si, mai mult, p < a < |/n., ‘

In concluzie, pentru a dovedt ¢d un numdr natural n > 2 este prim este sufi-
cient sd verificdm ci el nu are divizori primi mai mici decit |/ n.

De exemplu, fie n = 97. Cum ]}/97 < 10, avem de considerat numerele
prime < 10, adicd 2, 3, 5, 7. Se vede imediat cé nici unul dintre aceste numere
nu divide pe 97.

Ciurul lut Eratostene. Vom da in cele ce urmeazd o metodd de obtinere a
numerelor prime mai mici decit un numér dat » > 2. Aceastd metodd este
cunoscutd incé din antichitate sub numele de ciurul lui Eratostene, dupé numele
matematicianului grec care a dat-o. Considerdm mai intfi girul tuturor nume-
relor naturale de la 2 la n. Apoi, deoarece 2 este primul numér prim p,, vom
inlatura din sir toate numerele mai mari decit p,, §i divizibile cu p, = 2. Pri-
mul dintre numerele rimase este 3 = p,. Acum vom inldtura din sir toate nu-
merele mai mari decit p, i divizibile cu p,. Primul numér rdmas este 5 = ps.
S& presupunem cé dupa pasul k£ am aflat numarul prim p (al k-lea ca mérime
intre numerele prime). Vom inldtura din sir toate numerele prime mai mari
decit p, si prime cu p,. Primul numér care nu a fost inlaturat va fi p,,, al
(k + 1)-lea numér prim. _

Acest procedeu se termind la pasul m, unde p,, este cel mai mare numair

prim < |/n.

Exercigii

1. Care dintre urmitoarele numere intregi sint prime 3477, 2003, 1213, 2099, 3649, 847,
1493, 2027, 2261, 6959, 9689, 10 627. '

2, Folosind teorema fundamentald a aritmeticii, s& se giseascd cel mai mare divizor
comun §i cel mai mic multiplu comun al urmitoarelor numere:
a) 319 si 407; b) 333 5i 504; c) 27, 24 si 15; d) 24, 48, 64, 192; e) 325, 526, 169 si
1014. , :
. -
8. Si se determine cel mai mic numir natural care are exact 20 de divizori Intregi si
cel mai mic numir natural care are exact 72 divizori intregi.

4, Si se giseasci un numir natural care sd aibd exact 15 divizori naturali gi singurii
sdi divizori primi si fie 7 §i 11.

5. Fie a 5i b numere intregi prime intre ele, S se arate ci @ + b §i a — b sint prime cu
ab. S& se arate cid, tn plus, dacli a $i & au paritati diferite, atunci a + b este prim
cu a—bcua®-— b3 '
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6. Dacl a si b stnt numere naturale nenule gi suma lor este un numér prim, atunci a
este prim cu b.

7. Si se arate ci dacii g, b,ceZsiale, b e, .(a, b) = 1, atunci ab | c.

8. Si se arate ci dacd a, b, ¢ € Z au proprietatea cii a este prim cu b si cu ¢, atunci
a este prim cu be. '

9. Si se arate cd dac3 b | ac atunci b | (a, b} {c, b). -

10. Sid se arate ci daci d este un c.m.m.d.c. al numerelor a si b, atunci @ este un c.m.m.d.c.
al lui @® §i %%. Reciproca este adeviratd?

11. Fie r € Q cu proprietatea ci r™ este un numir intreg, m = N *. Si se arate ci r este
* intreg.

12, Fie a, b, m = N cu proprietatea ci (e, ) = 1 5i Yab e N. Sa se arateca ¥a, Y2 e N.
13. 5 se arate ci numerele de forma 8" + 1 nu sint prime (n & N*).

14. S3 se gdseascd puterea la care apare numéirul prim p in descompunerea in factori
primi a lui n!. - )
In particular, si se afle cu cite zerouri se termini numdrul 100!.

156. Si se arate ci existd o infinitate de numere naturale n, cu proprietatea ci (n, 27 —1)>1.
Sa se giseascd cel mai mic dintre ele.

16. S& se arate cd nu existi numere naturale prime n astfel incit n | 2™ — 1.

17. Si se arate cii existd numere intregi de forma 3%, care scrise fn bazi zecimald au
ultimele cifre 00001. )

18. Si se arate ci existd numere intregi care au ultimele cifre 1978 si care sd fie divi-
zibile cu 1979.



Polinoame cu coeficienti complecsi
§ 1. Multimea p.olint;amelor cu coeficienti complecsl

1.1. Definirea polincamelor

Fie C™ multimea sgirurilor (infinite) de numere complexe

f = '(aOv a, az, ..;, ap, )o
care au numat un numdr finit de terment a;, nenuli, adici existd un numir
natural m,astfel incit ¢; = O pentru orice i > m. '

De exemplu, girurile f = (0, —1, 2,0,0,...); g =(—1,1,2,0,0, ...); A =
=1 +2i, 7, —100, 2, 0, 0, ...) sint giruri infinite care au un numdr finit de
termeni nenuli. Intr-adevir, girul f = (0, —1, 2, 0, 0, ...) are numai 2 termeni
nenuli; sirul g =(—1, i, 2, 0, 0, ...) are 3 termeni nenuli, iar girul & =
=1 4+2i, 7, —100, 2, 0, 0, ...) are 4 termeni nenuli. Deci aceste giruri sint
elemente din multimea ¢M™, ‘

Definim pe mul{imea C™) doui operatii algebrice: adurnarea si tnmulp,rea.'

Fie f = (aq, ay, a3, ...), g = (bo, b1, bz, ...) doud elemente din mult,lmea c™ .
atunci definim '

). 1+ g = (a0 + bo, a1 + by, az + by, ...) 51
2y 5 g = (co, €1, €2, ...),
unde
o = aoby,

¢1 = aohy 4 a,b,,
¢z = aghs + a1by 4 azb,,

) . T
¢ = agh, + albr-l +‘a2br—z + oo 4 @by = E arbr-i. = E aibj'
, =0 itj=r
S& observdm cd f 4 g si fg apartin mulfimii C™,
Intr-adevir, cum f € C™, existd un numér natural m,astfel incif a; =0
pentru orice i >m. Cum g € C™, existd un numdir natural n,astfel incit
b; = 0 pentru orice j > n. In acest caz avem a, = 0 §i 5, = O pentru orice
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k > max(m, n) §i deci a, + b, = O pentru orice k¥ > max(m, nr). Deci f +
-+ £ este un element din C™,

Fier >m + n; atuncir — m > n. In acest caz ¢, = aoh, + ayb,; + ...
e F @b + Cpibrmy + o + @bg. Cum r — m >n, atunci b, b, ...
<-ey by_m 5int toti nuli. Pe de altd parte si numerele @y, @y 9, .-, @, sint nule
gi deci ¢, = 0. In concluzie, pentru orice r >m + n avem ¢, = 0 si deci fg
este de asemenea un element din C™, .

Elementul f + g = (ay + bo, @1 + b1, @2 + bz, ...) se numeste suma dintre
f si g, iar operatia prin care oricdror elemente f §i-g din mul{imea C(N) se aso-
ciazd suma lor, se numeste adunare.

Elementul fg = (co, ¢1, €3, ...) se numegte produsul dintre f si g, iar operatia
prin care elementelor f si g din multimea C™) se asociazd produsul lor, se
numegte {nmuljire.

Ezemplu. Dacif= (—1,2,3,—5,0,0,...)5i g = (1,0, —1,0,...),
atunci suma lor este f+ g = (0, 2, 2, —5, 0, 0, ...), iar produsul lor este fg = (—1-1,
—1-0+42-1,(—4) (-1)+2-0+3-14,—1-0+2(—1)+3-0+ (=51, —-1:0+
+2:04+3-(—1)+ (—5):04+0-1, (—4)-04+2:04+3-04+(—5)-(—1), 0,0, ..)=
=(—1, 2, & —7, —8, 5, 0, ...).

Definitie. Fiecare element al multimii C(N), pe care sint definite cele doud
operatii precedente (1) si (2), se numeste polinom. Dac3 f = (q,,
gy, Gy, ...,) este un polinom, numerele g,, g, g,, ... se numesc
coeficientii lui f.

Vom nota cu €’ submul{imea lui C(Y) formaté din toate girurile de forma
(s, 0, 0, 0, ...) unde a € C.
Functia ¢ : C — C' definitd prin egalitatea
'P(a) = (d, 01 :01 01 "')

este o functie bijectivd. Mai mult, operatiile de adunare (1) §i inmultire (2)
a polinoamelor ce apartin mt_llt,in'gii C’ se transcriu astfel:

(3) (¢, 0,0, ..)4+,0,0,0, ..)=(z45, 0, 0, 0, w:) §l

(¢, 0,0, ..) - (4,0,0,0, ..) = (ab, 0, 0, 0, ...)

Relatiile (3) ne aratd cd adunarea §i Inmultirea pe C’ se fac dupd aceleasi
reguli ca adunarea sl inmulfirea numerelor complexe. Din acest motiv rezulti
ci C' are aceleasi proprietéti aritmetice ca multimea C a numerelor complexe.
Acest fapt ne permite sd identificdm polinomul (a, 0, 0, ...) cu numdrul complez a.

Asadar punem (g, 0, 0, ...) = a. Datoritd acestei identificdri avem Cc C™.
Polinoamele de forma (a, 0, 0, ...) = @ se numesc polinoame constante.

Observajie. Definirea polinoamelor pr:acum si operatia de identilicare a
polinoamelor de forma (a, 0, 0,...) cu numirul a, ne reamintes® de modul cum am definit
mul{imea numerelor complexe precum si de operajia de. identificare a numerelor com-
plexe de forma (a, 0) cu numérul real a (a se vedea manualul de Algebra clasa a 1X-a)
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1.2 Propflet!;lle aduniril polinoamelor

1° Adunarea este comutativd, adicd oricare ar fi f si g, din C™, avem
_ f+e=s8+1
‘ Intr-adevar, dach f = (ay, a5, a3,...), & = (boy b1, by, ...), @Vem f + g = (ay + bo,

ay + by, ay + by,...) 5i g + f= (by + ag, by + @;,...). Cum adunarea numerelor com-
plexe este comutativi avem a; + b; = b; + a; pentru orice : > 0. Decif+ g =g + f.

2° Adunarea este asociativd, adici oricare ar fi f, g §i A din CV), avem

f+8+r=f+(+h).
I Intr-adevar, dacd f = (ao, a3, as,...), g = (be, by, bs,...), k= {co, €4, €q,...) atunci
f+ g = (ao + bo, @y + by, ay + by, ...) si deci (f + g) + b = ((ag + by) + ¢o, (a1 + &) +
+ ¢, (ag+ bg) + ¢,,...). Analog, obiinem cd f+ (g + h) = (ag + (by + ¢o), @) +
+ (b + 1), @3 + (bs + ¢g),...). Cum ‘operatia de adunare a numerelor complexe
este asociativd, avem (a; + b;) + ¢; = @; + (b; + ¢;), pentru orice { > 0. Deci (f +
+te+h=f+(g+h).
3° Element neutru. Polinomul constant 0 = (0, 0, 0, ...) este element
neutru pentru adunarea polinoamelor, in sensul c& oricare ar fi f € C™),

avem .
f+0=047=t.

Intr-adevir, dacd f = (o, a,, @3,...), atunci f + 0 = (a,, @,, @y, ...) + (0,0,0,...) =
=(a+ 0, a, + 0, a3+ 0,...) = (ap, a;, as,...) = f. Dupd proprietatea 1° avem si
0+f=TF.
4° Orice polinom are un opus, adicé oricare ar fi f € C(Y) existd un polinom,

notat cu —f, astfel incit
f+(E=D=(H+1f=0
tntr-adevir, daci f= (ay, a,, @s,...), atunci —f = (—a,, —ay,...), deoarece f +
+ (=)= {ao, a1, as,...) +(—ay, —a;, —ay,...) = (ag+ (—a), &, + (—a,), ag+
+ (—ay),...) = (0, 0, 0, ...) = 0. Conform proprietdtii 1° avem si (—f) + f= 0
De exemplu, dacd f = (—1, 0, 2, 2, 0, 0,...) este un polinom, atunci opusul s3u este
—f=1{,0 -2 —2,0,0,..). -

Observatie. Daci f si g sint doud polinoame, suma f + (—g) se noteazi,
simplu, prin f — g §i se numeste diferenta dintre f 5i g. Operalia prin care oriciror doui
polincame f si g se asociazd diferenta lor se numeste scddere. '

Daci f = (ag, a1, @, ...) §i g = (bg, by, by, ...), atunci
f—g=Ilas— by ay— by, ay— by, ...).
De exemplu, dacd f = (2, —3, —1, 0, 0,...) si g =(—1, —1, —1, 2, 0,...), atunci
f—g=1(3 —2,0,—20,0,...). .

1.3. Proprietitile inmulgirii polinoamelor
1° Inmuljirea este comutativd, adicd oricare ar fi f §i g din C™, avem
fe =&
tntr-adevar, dacd f = (ay, @y, Gs,...) Si & = (b, by, bg, ...), atunci notind fg =
= (¢, €1, €3 ...) §i 8 = (do, dy, ds,...) avem cp = @by + aybry + agbr g+ ...

vee 4 apby §i dp = bear + bi@r_y + ... + bray - Cum adunarea $i nmulfirea nume-
relor complexe sint ccmutative §i ascciative, avem ¢r = d, pentru orice r 2 0 si

| deci fg = gf.
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2° Inmuljirea este asociativd, adic¥ oricare ar fi £, g si & din C(™), avem
‘ (e = f(gh).
Intr-adevir, tie f = (ag, @y,@,...), &= (bo, by, bs,...) §i h=(coep,04,...). S4
notdm fg = (do, dy, da, -..) §i (fg)k = (eor €1, €5, -..). Atunci dp = H_Z;T a;bj pentru orice

r> 0 §iep= drcp. Deci ep = ; ( ; qu) cp = aibicn.
r+h=n rt+h=n \itj=r i+ij+h=n

Daci notim gh = (do, d1, da...) si f(gh) = (eo, €1, €2, ...), In mod analog se

obtine dy = bjck pentru orice s> Ogien= Y, a;d,. Deci, ep =
© iR ifs=n
=3 a.-( I bjc;;)= Y  aibjcr. Comparind obfinem ci en =en si deci
{+s=n Jjt+h=8 i+j+h=n

f(gh) = (fa)h.

3° Element neutru. Polinomul 1 = (1, 0, 0, ...) este element neutru pentru
tnmultire, adicd oricare ar fi f € C™), avem

f-1=1-f=1.

Intr-adevar, daca f = (ag, a5, @g,...), atunci f *1 = {aq, a1, @5,..) {1, 0,0, ...) =
= (a1, a*0+ay°1, g0+ a,°0+ @z 1,...) = (ay, ay, as, ...} =f-
Dupd proprietatea 1° avem de asemenea 1°f=f.

& Inmuljirea este distributivd fajd de adunare, adicd oricare ar fi polinoa-
mele f, g, h € C™, au loc relatiile:

fle +h) =fg+fh s
(f + b = th + gh.

Intr-adevir, fie f = (aq, @y, @, ...), g8 = (bo, by, bg,)...) $i h = (co, €1, €5, ...). Atunci
flg + k) = (a9, @1, @gy...) (Bo + o, by + €1, b3+ €3,...) = (golbp + €o), @olby + 1) +
T .
+ ay(by + co)y .- E ai(br—; + cr-i), ...) =,((aobo + ageo), (aghy + ajby) + (ape; +
i=0
L T . r
+ a;co), ,E abr; + 2 iCr—i, -..) = (agho; aghy + a1by, ,2 abr_i, ...) + (ayco,
1=0 =0 i=0
r
€1 + @10s - 2 aiCr—is ) =1g+ fh

1=0

5° Dacd f si g sint polinoame nenule, atunci produsul lor este un polinom
nenul (f #0 §i g# 0=fg #0).

Intr-adevér, fie f = (aq, @y, ag, ...) $i g = (be, by, by, ...). Cum [ # 0 existd un termen
a; # 0. Fie m cel mai mare numdir natural astfel incit e, # 0. Rezultd ci a; =0
pentru orice { > m. Analog pentru g # 0, fie rn cel mai mare numir natural astfel
fncit bp % 0. Rezultd cA bj = 0 oricare ar fi j> n. S& presupunem cid fg=.
= (cqy €1, €a5...). Atunci emin = abmen + Gdmin-y + .. + amba + @misbpy + ... +
+ am+nbo. Cum _bm+1|, = bm.,.n,_l =...= bnq..l =0 $i aGmit = AGm4+g = ... = Qm4n = 0,
atunci em+n = ambn. Cum e # 0§5i by # 0, atunci cpen = ambn # 0 §i deci fg # 0.
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5" Szmphftcarea cu un factor nenul Dacé f, & hk, sint polinoame astfel
incit fg =fh si f # O, atunci g = &.

Intr-adevdr, cum fg = fk, obtinem fg — fh =0 si deci fige — k) = 0.
Cum f # 0, din proprietatea 5° trebuie ca g — & = 0, adicd g = A.

§ 2. Forma algebrici a polinoamelor

Notatia f = (aq, @1, @3, ...) introdusa pentru polinoame nu este prea comodé
in operatiile cu polinoame. De aceea vom folosi altd scriere pentru polinoame.
Convenim s& notdm polinomul (0, 1, 0, 0, ...) prin ,X“ gi citim ,nedetermi-
nata X“.

Inmultirea polinoamelor ne di:

X*=X-X= (0, 1,0, .) (01 11 0,0, "') = (0,0, 11 0, ...),

X=X X= ©,1,0,..) (0,0, 1,0, ') =(0,0,0,1,0,..),

X" = X- X1 =(0,1,0,..)(0,0,..0,1,0,..) = (0,0,..0,1,0, ...)

——— a— — —
€ n—1 ori n ori

Folosind acum adunarea gi inmultirea definite pe CN), pentru f = (a,,
a,, a,, ...) putem scrie
1 = (aq, @1, a5, ...) = (ay, 0, ...) + (0, @1, 0,...) + (0,0, a3, O, ..) + ... +
+ (0,0, ..., 0,4,,0,...) + ... = (40,0, ...) + (23,0, ...)* (0,1,0, ...) + (a5,0, ...) -
-0, 0,190, ...)+ ... +(a;, 0,..)-(0,0,...0, 1, 0, ...) =ap + a1 X +

YT

+ a: X+ .. + ¢, Xi 4 ...
(unde existd doar un numadr finit de termeni nenuli).

Deci

) f=6+aX+aX+..+aXi+ .= g a; Xi.

Cum f = (ao, aj, as, --.) este un element din ™), existd un numir natural
m astfel incit ¢; = O pentru orice { > m. In acest caz (1) se scrie sub forma

(1’) f = ay + alX + a'ng + ... + ame = 2 aiX}" .

i=o
-unde ay, a,, as, ..., a,, sint coeficientii polinomului f.

“ Polinoamele de forma ¢X" unde ¢ € C §i » este un numér natural se nu-
mesc monoame. Din (1 ) rezultd céd orice polinom nenul este 0 sumd finitd de
monoame nenule.

Datorité scrierii (1) sau (1°) pentrv polinoame, se adoptd pentru mulfimea
C™ notafia C[X]. In particular, avem incluziunea € C €[X]. Datoritd scrierii
(1) sau (1’) elementele din C[X] se mai numesc polinoame intr-o singurd
nedeterminatd cu coeflclen'pl complecgl De asemenea, dacéd f € ([ X] este un
polinom, de multe ori este util s@ scriem f = f(X).
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In mul{imea €[ X] distingem urmﬁtoarelg submul{imi importante:
R{X] = mult{imea polinoamelor cu coeficienti reali,

Q[ X] = mul{imea polinoamelor cu coeficienti rationali,

Z[ X] = mult{imea polinoamelor cu coeflclentl intregi.

Este clar cd avem incluziunile

Z{X] ¢ Q[X] c R[X] c €[ X].

Ezemple. 1) Polinomul f =}/2 — 7X? 4 X? este un polinom cu coefi-
cienti reali. '

2) Polinomul g = —;— — X+ % X* este un polinom cu coeficien}i rafionali.

3) Polinomul b =7 + X? — 8X? este un polinom cu coeficienti intregi.

Obserua;u 1) Folosind scrierea (1) a polinoamelor, operatule de adunare
si tnmulfire se transcriu astfel:

dacdi f=ay+a X +aX*+... 4, X"+ ...5i g=by+ 5 X + ... + b X" + ...,
atunci

(2)f+g=ao+ by + (ay + b)) X + (ag + b) X2 + ... + (ar + bp) X" + ...,

{3) fg = aoby + (achy + @1b0) X + (aghs + a1by + asho) X® + ...

o+ (aghr + agbry + @sbrs + ... + a;b) XT + ... .
De exemplu, daci f= —1 + 2X + X?sig = 1 — X, atunci
f+g_(—l—|—‘7X+X2)+(l—X) = X + X2 s5i
fg=(—1 +2X+X2)-(l —X)= —l+3X—X2—X’.

2) Se observa din relatiile (2) si‘(3) ¢i dacd f, g sint polinoame cu coeficienti reali
(respectiv rationali, intregi), atunci suma si produsul lor este un polinom cu coeficienyi .
reali {respectiv rationali, intregi). ”

3) tn practicd, ori de cite ori avem de inmul{it doud polincame este foarte comeod
s3 folosim proprietatea inmuliirii de a fi distributivd fatd de adunare. De exemplu, fie
polinoamele f =1+ X + X2 5i g =1 — X. Produsul lor se calculeazi astfel:

=1+ X+X1-X)=1-—-X+X-X2+X2—-X°=1— X3,

§ 3. Gradul unui polinom

Am vézut in paragraful precedent .ci orice polinom f € €[X] este 0 sumi

finitd de monoame, adicd
f=a0+ a1X + a2 X? + ... 4 a, X"

Se numesgte gradul lui f, notat prin grad f, cel mai mare numdr natural n
astfel incit a, # 0. In acest caz a, se numeste coeficientul dominant al polmo-
mului {. Numirul a, se numeste termenul liber al polinomului f. De multe ori
este foarte utild gi scrierea lui f sub forma f = ¢, X" + @, , X" + ... +
+ @1X + @y, lucru intotdeauna posibil {inind seama cé adunarea polinoamelor-
este comutativa.
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Ezemple

1) Polinomul f= 1 — X are gradul 1, adicid grad f=1.

2) Polinomul f= X + X*® — X® are gradul 5, adic grad f= 3.

3) Polinomul constant f = a unde ¢ = C, a # 0 are gradul 0, deci grad f = 0.

Pentru polinomul nul, 0, gradul sdu se conszderd ca fiind egal cu —oco (se
citeste minus infinit).

Referitor la gradul sumei i produsului a doud polincame f §i g au loc ur-
métoarele relatii:

"i)* grad (f + g) < max (grad f, grad g);

ii) dacd f gi g sint polinoame nenule, atunci

grad (fg). = grad f + grad g.

Intr-adevir, sd presupunem cd grad f = m si grad g = n. Atunci f si g
sint de forma f = a@o + &, X + ... + €, X™ §i g =bo + b;X + ... + b, X".
Daci m > n, atunci gradul sumei f 4 g este m, deoarece termenul de grad
maxim din f + g este a,X™.

Dacd m = n, termenul de grad maxim din f 4 g este (a,, + 5,)X™ in
cazul cind @,, + b,, # 0 sau mai mic in cazul cind a,, + b, = 0.

Asadar, grad (f + g) < max (grad f, grad g).

In produsul fg, termenul de grad maxim este monomul (a,,X™) (b,X") =
= a,b, X™*" (a se vedea proprietatea 5° din § 1). Cum f si g sint polinoame
nenule, atunci a,, # 0 §i b, # 0. Deci a,,b, # 0 5i in concluzie grad (fg) =
=m + n = grad f 4 grad g.

1

§ 4. Valoarea unui polinom. Functia polinomiali

Fie f = ap + ;X + ... 4+ @,X" un polinom arbitrar i « un numér com-
plex arbitrar. Atunci numérul

f(@) = ay + aya 4 aga® 4 ... an”
se numeste valoarea polinomului f in a.

Ezemple )
1} Fie polinomul f=2X? — 5X2 4+ X — 7. Valoarea lui f in 1 este f(1) ="
=213 -5124+1 -7 = ~9. .
Valoarea lui fin —1 este f{—1) = 2(—1) — 5(—1)2 + (—1) — 7 = —15,
2) Fie polinomul g = X* — iX 4 1. Valoarea lui g in i este g(i) =i —i*i+ 1=
=14+14+1=38. .
De asemenea valoarea lui g in t + i este
gl +i)=s(1+ipPp—-il+i)+1=—-b—i+1+1=—-2~—1
Observatie. Daca feste un polinom cu coeficientii reali (respectiv rajionali,
tntregi) i ¢ este un numir real {respectiv rational, tntreg), atunci valoarea polinomului f
tn a, f(a) esfe un numir real (respectiv rajional, intreg). '

* Pentru ca i) sd rimind adevirati si tn cazul cind lucrdm cu polinomul nul, con-
venim s& punem —oo <a, —00.+ e = —oc0 §i (—00) + (—o0) = —co pentru orice
numir natural a.
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Vom enunta acum proprietifile cele mai importante ale valorii unui
polinom:

Dacé f gt g sint doud polinoame gi a un numdr arbitrar atunci

i) (f + &) (a) = f(a) + g(a);

ii) (fg)(a) = f(a)g(a);

iil) Dacd f este un polinom cu coeficienyi reali st z un numdr complez, atunci
f (@) = f_(Z_)‘,

unde 2 desemneazd conjugatul lui z, iar {(z) conjugatul lui {(z);

iv) Dacd f este un polinom cu coeficienfi ragionali §i a, b € Q astfel incit
1/ b nu este rajional, atunci f(a + |/ ) este de forma A + B/ b, unde
A, B € Q. Mai mult, daci f(a + /D) este numirul A + B /b, atunci
f(a — 1/ b) este numdrul A — B/ b si reciproc.

Primele doud proprietifi rezultd direct din definitia sumei §i produsului a
doud polinoame.

Sé& demonstram proprietatea iii). Vom folosi proprietédtile conjugatului
unui numir complex, adica: '

z1 + 23 = 21 + 2y,
2122 = 212,

Fie acum polinomul f = ay 4+ a;X + ... 4+ ¢, X", unde ay, a4, a3, ..., a,
gint numere reale. Atunci f(z) = @¢ + a1z + ... + @,2", de unde
[@) = do + @12 + ... + @pz® = dg + @;2 + @22% + ... 4 3,2". Cum aq, @, ..., a,
sint numere reale, adicd G, = do, @ = ay, ..., 4, = @,, atunci [(z) = ao +
+ a2 + a2z + ... + 82" = ap + &:2 + as(2)® + ... + a,(2)", ceea ce ne
aratd cid f(z) = f(2)- '

Demonstrim proprietatea iv). Fie f = ay 4+ a,X 4 ... + a, X" un poli-
nom cu gy, Gy, ..., 6o Numere rationale. Avem:

f(@ax Vb)) =as+aa+|V/b) +alat B2+ ... + a(a 1/ B)

Utilizind binomul lui Newton i tinind cont cd pentru orice numir natural m,

avem
(Vo =tmeq s (£ VO™ =213,
atunci rezultd cd f(a + |/5) este de forma A + B]/b. In plus, dacid
f(a+1V/b) = A+ B)/b, rezulti ci f(:a,— /b)) = A — B b.
Ezemple

1) Fie polinomul f = X4 4+ X2 + 1.
Avem f(1+i)=(1+i)*+ (1 +i)2+1=—4+2i+1=—3+2i. Cum [ este

2) Fie polinomul g = X* + 2X? — 6.
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Avem g(1 + V) =(1 + V2 + 200 + V2 — 6 =17 + 12/7 + 23 + 2/ 2) ~
— 6 =17 + 16/ 2. Deoarece g este un polinom cu coeficienti rationali, atunci cénform
proprietatii iv) rezulta ci g(1 — V/2) = 17 — 16/ 2).

Defin Itle. Fle A, B doul submulgiml ale lui C. O functle f: A—>B se nu-
meste polinomiald dacl exist3 un polinom P & C[x] astfel incjt

f(a) = P(a), oricare ar fi a € A.

Ezemple:1) Functia de gradul intii
[:RoR, f(z) =az + b(a#0)

este. o, funcfie polinomiald, deoarece existi polinomul P = eX + b astfel fncit avem
f(a) = P(a), oricare ar fi «a € R.
2) Functia de gradul al doilea

[BRoR, flz) =az’+ bz +c;a, b ceR si a0
este o functie polinomiala, deoarece existd polinomul de gradul doi P = aX? + bX + ¢
pentru care avem f(a) = P(a), oricare ar fi « = R.
3) Functia putere .
f:BR—R, f(z)=2z"
este o funclie polinomials, deoarece existd polinomul de gradul n, P = X™ pentru care
avem f(a) = P(a), oricare ar fi « € R.

Fiind dat un polinom arbitrar f € €[ X] putem s& definim functia f : C - C
prin egalitatea f(«) = f(a), oricare ar fi « € C.

Functia f este polinomiali gi se numesgte funcjia polinomiald asociatd poli-
romulut f.

Exercitii
1. S& se calculeze f + g, daci: ) )

a)f=14+ X"+ Xtsig=1+ X?*— X3 — X4,
B) f=V2+(1—V2DX+X—X5ig=V2+V2X + X +2X* - X4
)f=1—-X4+X2-—XP+ X —_Xsgig=—-1+X— X"+ X*— X4 X5;
df=1+))+ (1 —HX+iX—iXvsi g=—i+iX + (1 — )X+ (1 + i) X3,

2. Si se calculeze produsul fg daci:
a)f=(1+i)+ X si g=(1—-1i)—X;
b)f=1—X+X2—X3s5ig=1+ X;

OFf=1—X+X2— X"+ X451 g=1+ X;
d)f=1+X+X+...+ X5 g=1—X;
e)f=2—~i+(3—)X+Xsig=2+i+(3+i)X—iXs;
Ni=1-V2I+2-V2DX+ X5 g=1+1V2+(2+V2)X.

8. Fie f = ay + ¢, X + a, X3 + ... + apX™ un polinom cu coeficienfi complecsi. Notim
cu J polinomul f = 3, + 3, X + 2,X* + ... + 3,X". S4 ee arate ci polincamele f + F;
§i ff sint cu coeficienti reali.

4. Un polinom f & ([ X] se zice inversabil dacd 3i numai daci existd g @ ([ X] astfel inctt

fe=1. .
Si se arate ci f este inversabil «» f & C gi f % 0.
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b. SA se calculeze grad (f + g) dacah:\_ . .
8) f=1+X+Xs5ig=1—X— X% -
b) f=1—-3X*4+7Xbsig=1+X+4 X*—7X%
) f=04+i)4+ (1 =X+ iX45i g =14 iX% — iX4,
6. In raport cu parametrul complex in  C si se determine gradul urmétoarelor ‘poli-
noame:
a) f=(m®— 3m+2)X’+ (m’— 4m+3)X’+ (m’— l)X+ 7;
b)f=m2+1) X0+ (m*— 1) X"+ 2 X +1.
7. 54 se arate c¢i pentru -orice polinom f de gradul n >0 si un numﬁr natural
0 < k < n existd un pollnom g astlel incit grad (f+ g) = k.
8. Fie polinomul f=1—2X + 3X® — 4X2. Si se calculeze f(1); fl—1); f(2) - 2),
£l fl—is FOC+ i) F(0— i) AL +1V/2) 5 600 —1V/2).
9. Si se determine polinoamele de gradul al doilea 1= ao + X + a,X’ astfel inclt
1) = —2; f(2)} = —1 i £(3) = 4 '
10. Fie funciia.polinomiald
: f:[0, 110, l],f(:l:)—z’+¢u:+b
unde e, b = R. Si se arate ('.Zi in mod necesar a < 0 §i b2 0.
11. Si se gaseascd polinoamele [ e R{X] de gradul al doilea care salisfac condilia:

f(@® = (f(e))?, oricare ar fi a=R.
12. 84 se arate prin induclie dupa n cd are loc egalitalea: -
(X +2X2 4+ 3X25 ... + nX") (1 — X)2 = nX™ — (n 4+ 1) X" + X,

§ 5. Impirtirea ﬁo!lnoamelor'>

5.1. Teorema impirgirii cu rest

Teorema 5.1.1. Fiind. date dous .polinoame oarecare cu coeflcienti complecgl
fsl g cug #0, atunci existd doud polinoame cu coeficienti
complecsl q §i r astfel incit

f=gq +r unde grad r<grad g. (1)

- In plus, polincamele q si- 7 sint unice satisficind proprleta-
tea (1). -

In egalltatea (1) polmomul 1 se numeste dezmpar{zt g zmpar;ttor, q it iar
r rest. '
Demonstrafie. Vom demonstra intii. partea de existentd a for-
mu]el (1). Fié n = grad f 5i m = grad g. Daci n < m atunci luim g=20 i
r=1{ Presupunem ci n > m gi cd f §i g sint de forma

f=a+a:X + .. -t e, X" g—ba+b1X+ -+ bpX™,
unde a, # 0 si b, # 0. Putem censulera polmomul

h=f-— X"_m ' (2)
In egaht.atea (2)- termenul de grad maxim a,,X" al lui f se va reduce gi

deci grad f, < grad f - :
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S#& notdm n, = grad f;. Atunci polinomul f, are forma

fom 6 X 4 X e G
Dacd n; < m, atunci punind ¢ = -:—"- X*™ g r =, din (2) obfinem
. ~ m

[ = gg +-r unde grad r = n, <.m = grad .
Dacd n, > m, repetdm din nou procedeul de coborire a gradului, prinﬁ‘-o
noud scidere: .

fe=h— ':—:: X" 3)

Dacid grad fz = n, atunci e_vident ny < n; < m. Repetind procedeul de
coborire a gradelor se obtine un sir de polinoame fy, f2, ..., fo, fo41, - astfel
Incit "

fl = f — = X‘n+mg’
bm -
g (4)
fo=fho X",
'bm_

fp+1 =fp — & X"”'"'g.
m
unde grad f > grad f, >grad f; > ... >grad f, > grad fp,, > ..., .adicd
B>R >Ny > e S0 SRy S e

Cum m este numdr natural, existd p numér natural astfel incit n,,, <m.
Vom nota r = f,,,. Adunind toate egalitdtile (4) obtinem

an n-m a;l n—m - agp)‘ n,-m
fp+1=f—[—X' plm xmem g S X ]g. 5)
bm bm bm'
Daci notdm polinomul din parantezd cu g:
’ . )
g=—2 x"™ 4 fmoxuemg 4 _"(i X
egalitatea (5) se scrie"
f =gq + r unde grad r = Rpyy < m ='grad g. (6)

Si trecem acum-la demonstrarea pdrii de unicitate din teoremd. Presupunem
cd mai existd doud polinoame ¢, si r, astfel incit ’
[ =891+ ricu grad r; < grad ¢
Atunci ‘ '

: f=g+r=gqn+n, (7)
de unde

g(q_ 91)=’1;!- - (7)
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Dacd ¢ —'q1 # 0, atunci grad g(g — ¢1) > grad g. Pe de alti parte, cum
grad (r, — r) < max (grad ry, grad r) < grad g, obfinem o contradicie. Deci
trebuie ca ¢ — ¢, = 0, adicd ¢ = ¢,. Din egalitatea (7°) objinem in acest caz

cﬁrl—r—Ogldeclrl—-r

Observajit 1) Imp:‘-ir;nrea cli rest necesitd efectuarea celor patru ope-
ra;u aritmetice: adunarea, sciderea, fnmulfirea si imp&rprea asupra coeficientilor poli-
noamelor f si g. Din aceste motive, daci polinoamele f si g au coeficienfii numere reale

(respectiv rafionale), atunci cltul q si restul r stnt polmoame cu coeficienft reait

(respectiv

rapionali ). Din egalitatea (6) se vede ca dacid polinoamele fsi g au coeficienti numere tntregi
coeficientul termenului de grad maxim al lui g este 1, atunci cttul si restul sint polinoame

cu coeficienti intregi.

9) Egalitatile (2), (3), (4), {5) si (6) se pot expune in tabelul aldturat

f . ' Y S
auX" + any X" 4o+ @ bmX™ 4 by X1 ... + by
P YU A ,
; e : _bm P G P Iy ymemog g
fi = X" +a, X" +.. 44 B o o "
e R L
™ b bm ) m .
b= X ) ,,
fb = Aa:;) X" + ...+ o
(P)b
—dP X" - —"”—X" ~m
al X"P .. b r

fpr1= d(’;’:_'l) x" pra + o+ a(p+“

r

Acest tabel ne reda tocmai regula de impar{ire a polinoamelor cunoscutd incd din
algebra elementara si pe care o vom aplica in practica pentru oblinerea citului si restului

impdriirii.

. Ezemplu. Fie polfnoamele f=2X° + Xt —5X°—8X +1 sig = X*—3.
S4 determinim -citul si restul impartirii- lui f la g.

. o f — } g
. 2X5 4 X4 — 5X° — 8X + 1 | X*—3. :
_ x5 + 6X3° _ ’ 24+ X2+ X+38 "
X'+ XP—8X +1 g .
— X4+ 3X2 .
X34+ 3X2—8X + 1
— X3 +3X
3X:—5X+ 1 ’
- —3Xx* 497
N =~ 5X 4+ 10
———— f
M
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Deci citul este ¢ = 2X° + X* + X + 3 iar restul » =—5X + 10. Formula lmp;cir-
tirii cu rest se scrie in accst caz astfel:

2XS + X4~ 5X3— 8X + 1= (X*— 3(2X°+ X3+ X + 3) + (—5X + 10).

5.2. Impirtirea prin X —a. Schema lul Horner

- Un caz foarte important in aplicatii este impartirea unui polinom f # 0
prin binomul X — a. Vom. demonstra urmditoarea teorema:

Teorema 5.2.1. Restul |mp5r;lril unui polinom f # 0 prin binomul X—a
este egal cu valoarea f(a) a polinomului f in a.

‘Demeonstragie. Aplicind formula impértirii cu rest. pentru poli-
noamele f gi g ="X — a obtinem egalitatea:
(1) f = (X— a)g + r unde grad r < grad (X — a) = 1.

Deci grad r < 0, adicd restul impdrtirii este un numir complex.
Dacd in egalitatea (1) facem X = a, obtinem egalitatea

*

f(@) = (a — a)gq(a) + r(a), -
‘de unde f(a) = r(a). Cum r este un polinom constant atunci r(a) = r si deci
r = f(a)-

Aceasti teoremd ne ajutd sé gas‘lm restul impdrjirii unui polmom oarecare
prin polmomul X — a fdrd a mat face impdrfirea.

Ezemple

1) 84 se giseascd restul impdrtirii polinomului f— X — 2X2 + X + 1 prin bine-
mul X — 2.

Conform teoremei de mai sus, restul impartiriieste r = f(2) = 22 — 2 22 4 2 4+ 1=3.

2) S3 se giseascd restul imparfirii polmomulun /= X*—2iX® + 4X + 1+ 2i prin
binomul X + i.

Conform teoremei de mai sus, restul este

r=f(—l)=(—l)‘—2l(—|)’+6(——l)+1+2i=1+2—6i+l+2i=4—2i.

L

Teorema de mai sus are dezavantajul ci nu ne spune nimic asupra citului
tmpdrjirii polinomulut f prin binomul X — a.

Vom indica acum un procedeu de aflare a citului impdrtirii polinomului
{ prin binomul X — a. . .

S& presupunem ci f este un polinom de forma

[ =68, X"+ X" + ... + a0
Dacy scriem formula impirtu-n cu rest pentru polmoamele f5i X—a
obt,mem egalitatea
2) f—(X—a)q+r
Cum grad f = n, atunci trebuie ca grad ¢ = n — 1. Deci g este un polinom
de forma - y

g = bua X" 4 By X7 4 o b
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Egalitatea (2) devine in acest caz

6, X" + 80y X 4 oo g = (X — @) (bay X™ + Doy X2 + ... + bo) T

Efectuind inmulfirea in partea dreaptd obtinem
(X — 8)(Bay X* + bp o X™2 + ... + bo) = by X* + by X* 14 ... +boX—

— @by  X*1 — ab, X" 2 — ... — aby’= b, X" + (bpy — @b, ;) X" 4

+ (bng — abp ) X™2 + ... + (b, — ab))X — ab,.
Inlocuind in (2) obtinem egalitatea
6, X"+ @ X"+ o4 ag = b X® + (b y — abn.l)X"" +
+ (bng — @bn o) X" 2 + ... + (B0 — ab))X + (r — aby).

Din egalitatea celor doud polinoame obfinem c&
@y, = by,
an_l = b’l—2 o abn_l‘
(3) ) Qp 5 = bng — abn—za

a; = by — ab,,
ao = r — aby
Din egalititile (3) obtinem succesiv
(bn—l = aﬂ'l . ,
bn—a = an—l + abﬂ—l’
@ {----- et
bo = a; + abb
{r'= a0 + aby
Egalitatile (4) se trec in tabelul urmétor
) [ xn [ xmt Xve S x°
an an, ' an 2 . TR az a,
e | a, |any +aby ;| yg+aby,|..... vee | @y + aby | @ag 4 aby
boy | Boa bas e eeen ]| o r

In rindul de sus al tabelului se scriu coefrclent,u pohnomu]ul f, iar in rindul
de jos coeficientii b,_,, b,_,, ..., by ai citului gi restul r.

Tabelul (5) poarté denumlrea de schema lui Horner. Din schema lui Horner
coeflclent.n citului se determini astfel: mai intli coeficientul termenului de
grad maxim n — 1, b,_, caré éste egal cu ay,, apoi coeficientul termenului de
grad » — 2, b,_, care este egal cu a, , + ab, ;, apoi coeficientul termenului
de grad n — 3, b, _, care este egal cu a, , + ab, , §.a.m.d.

Ezemple: 1) Utilizind schema lui Horner si se determlne citul gi restul
1mpér{irii polinomului
f=2X4—5X*— 8X + 1 prin binomul X — 2.
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Facem schema lui Horner . .

X X lx x°
2| -5 0 -8 1

2|2| —54+2-2=—1|0+2(—1)= 2| —8+2(—2)=—12] 142(—12)= 23

18, [ 5, by by r
Deci cttul gi restul tmpirtlrn sint: _
q=2X*—X"—2X — 12 i r= —23. -

2) Utiliztnd schema Tai Horner, s3 se determ.lne citul gi restul Imparirii polmomulul
f=X*— X*4 X4+ 2X° — X* — 3 prin binomul X + 1.
Facem schema lui Horner

XY x° X1 [P p. ¢ X X

1] —1 . 1 » 2 -1 (1} —3

—1 | 1] —1(=1=—2| 14(—1) (—2)=3 | 2+ (—1) | —14+(Z1) | 0+0=|-3
o B=—=1 | (=1)=0] = :

bs | by | b, . - by - b, be T

Deci citul si restul tmpértirii sint: )
¢g=X'—2X443X*— X®s5ir=-—3.
- Observatie. Schema lui Horner ne oferd nu numai un procedeu de ob{inere

a cttului impar{irii polinomului- / prin binomul X — a, dar si un procedeu de determi-
nare a restului. : .

Exercitil

1. Si se determine cilul si restul impdartirii ﬁ&linomului f prin bincmul g daci:
a)f=X'— X' — X4 X3 —2X24+ 5X — 4, g=X*—2X + 3; .
b) f=X*—6X*—8X* 41, g=X*— X + 1; '
) f=X4—2X*42;g=X*—2X +2;
d) f= X —2X4+ 3X* —4X*+ 5X —6,§=X>— X2+ 2X — 3;
- e f=X"—3X*+2X*+2X*—2X*—2X*4+3X—1,g=X>—-2X+{;
1) f=X"— XV + X4 X°+2X'+ 2,4 = X+X+1
Si se afle un polinom de gradul trei-astfel incit impé#rtit la X2 — 3X d4 restul
6X — 15 5i imparit la X* — 5X 8 dA restul 2X — 7.

8. Si se arate cii dacd fsi g dau prin lmpartlrea lor la_h resturile ry, respectiv ry, atunci
pent.ru orice @, B = C, polinomul af + @g d& prin impiriire la & restul ar, + fr,.

4. Ce conditii trebuie si indeplineascd numerele m, p, ¢ ca restul tmpértirii polinomului
X4 + pX* + ¢ la polinomul X2 4+ mX + 1 si fie zero?
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5. Aplictnd schema lui Horner si se determine citul si restul impartirii polinomuluif
prin g dacé:
a) f=X'—3X3—2X?'—6X+1,g=X—1;
b) f=X"— X84+ 3X* —6X+2,g=X+1;
O f=X—X\-2X*+ X*— X —2, g=X—2;
d)f=X—2X'— X1 2X2— 2, g=X+2;

e) f=X'— X' — X'+ 6X — 1, g=X+-;—;
f)f=2X2+8X*—4X +2,g=2X 1 1;
g) f=3X4+ 2X2 — 4X2+ 6X + 6,8 =3X — 1.
6. Sa se afle un polinom de grad cit mai mic astfel incit impartit la X + 1 si dea réstul
—1 si impariit la X — 1 sd dea restul 1.
7. Sa se determine parametrul m astfel incit polinomul
f=2X%— mX?+ X®— 7 impar{it la X + 2 si dea reslul 4.
8. 54 se determine parametrul m astfel tneit polinomul
=X — mX* + (m? — 2)X? + mX? — 1 impartit la X — 1 sii dea restul 7
9. sa se determine parametrii a si b astfel incit polinomul f = X? — aX? + bX + 1
fmpar{it la X — 1 sd dea restul 1 si impartit la X 4 1 si dea restul —5.

10. Si se determine un polinom f'= X* + aX® 4 bX? + cX + d astlel incit impartit la
X% — 3X + 1sd dearestul 2X 4 1 si impdriit la X2 — | s& dea restul —2X + 2,

§ 6. Divizibilitatea polinoamelor

" 6.1. Definitia relagiei de divizibilitate. Proprietisi

Definitia 6.1.1. Fie f i g doui polinoame. Spunem ci polinomuleg divide
' ) polinomul f (sau f este divizibil prin g, sau g este un divizor
al lui f, sau inci f este un multiplu af lui g)dack existd un
polinom h astfel incit .
| . " f =g
Cind polinomul g divide polinomul f notdm simb0‘]ic glf
Ezemplu. Si considerdim polinoamele f= X3 —27 si g= X — 3.
Cum X*—27 = (X —3) (X224 3X + 9), rezulti ca g [f.
Citeva proprietifi ale relajiei de divizibilitate a polinoamelor:
1° Din teorema impdrjirii cu rest rezultd cd g divide pe f'dacd $i numai daci
restul tmpdryirii lui f la g este zero.
2° Daci g |fstf # O atunci grad g < grad f.
. Intr-adevir, cum g | f existd un polinom % astfel incit f = gh. Deoarece
f # 0, atunci grad f = grad g + grad h. Dar grad k2 > 0 s deci grad g <
< grad f. .
3° Polinoamele de grad 0, adicd constantele nenule, divid orice polinom.
Intr-adevir, dacd @ € C, @ # O si f este un polinom oarecare putem scrie

f=( )f—-a( f)gl declalf,
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" 4° Dacd f este un polinom §i a &€ C, a # 0 atufici af |1
Intr-adevir, f = ‘ ] = —(af) gi ‘deci af | [.

Dacd f este un polmom, d1v1zom de forma a §i a¢f unde a € C, a # 0 se
numesc’ divizori improprii ai polmomulul f. Divizorii care nu sint improprii
se numesc divizori proprit.

5° Relajia de divizibilitate:

i} este-reflexivi, adicd f | f oricare arfi polinomul f.

Intr-adevir, f = f- 1.

ii) este tranzitivii, adicd dacd k' | g§ig | f, atunci k | f. -

Intr-adevir, cum 4 | g, atunci existd un polinom k, astfel incit g = hh1
Cum g | f, existd un polinom g, astfel incit f = gg;. Inlocuind in aceastd egali-
tate pe g = hh,, obt,mem cd = (hhy)gy = h{hig,) si-deci & |f. '

m) Baca glfi 6 glfs iar hl, ks sint doua polmoame arbitrare, atuncz

& | kaf1 + hofs

Intr-adevir, cum g | fi, existd polmomul &1 astfel incit f; = ggl, cum g | f3,
‘existé pohnomul g2 astfel ineit fo = ggo Dar atunci’ avem

kaf1 + hof2 = hl(ggl) + Ra(gge) = gh1gy + hags) i deci g |'Rafy + hzfz
iv) Dacd glfs f | &, atunct existia € C, a # 0 astfel incit

f=a -
Intr-adevar, cum g |, existd polinomul %, astfel incit
. - [ = gh (1)
Cum [ | g, existd polmomul he astfel incit. o '
g fhe. (2
Daca £= - 0, atuncl din egalitatea (1) obt,mem ci f = 0. In acest caz putem

alege a = 1.
~ Analog, daci f = 0 din (2) rezulti ci g = 0.
Putem presupune acum f # 0 §i g # 0. Din (1) si (2) obtlnem
g="fhy= (ghl)hz g(hlhz) K

Cum g # 0 atunci hlhz =1 si .deci grad (hlha) =0, adicd grad hy +
+ grad k; = 0. Cum grad 2; > Osigrad ks > 0, rezulta ci grad by = grad hz
=0.Deciky,=ac Ccua #0. In acest caz egahtatea (1) devme '

f—agcuaECa;éO ,
Doud polmoame [ §i g pentru car@f | g si-g | f se numesc asociate in divizi-
bllztate (sau, pe scurt, asocmte)
Cmd polinoamele f si g-sint asoclate notam snmbohc 1. L g

Rezultd din propmetaplle 8° 1v) §i 4° c&; f g dacy §5i numai dacd existi
a €C, a+#0, astfel incit f = ag. _
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- "Ezemprl;:. 1) Polinodmele f=X+145ig ='.1 X" + i “sint asoclate
in divizibililate deoarece f = 3 - g.
" 2) Polinoamele f= X? — X425 g= 2X’ —2X+4 sint asocm'te tn divizibili-

tate deoarece f = —;— 8.

6.2. Cel mai mare divizor comun al pollnoarn'elo?

Definlgia 6.2.1. Fie fsl g dous polinoame. Un polinom d se numegte un cel
mai mare. divizor comun (pe scurt, un c.m.m.d.c.) al polinoa-
melor f §i g, dack verifick urmitoarele condigii:

1) d este un divizor comun al lut f st g adick d|f §l d|g:
1) orice alt divizor comun d’ al lui f §l g divide neapirat
_§i polinomul d (adici daci d'|f ¢l d'|g atunci d'|d).

Teorema 6.2. 2 Daci f §i g sint dou3 polinoaine, atunci existi un c.m.m.d.c.
C al lui fsig. 7 '

Demonstrajie. In cazul f = g = 0, conform definitiei 6.2.1, poli-
nomul nul este un c.m.m.d.c. &l lor. Asadar put.em presupune ci f-;é 0.
Dacﬁ g = 0, atunci f este un divizor comun al lui f si g deoarece f = f 1 si
= [ - 0. Daeii d’ este un divizor comun al lui f ql &, atunci d’ este in particular
un divizor al lui f. Deci f este un c.m.m.d.c. al luifgig
Si considerdm cazul cind g # 0. Aplicind teorema impértirii cu rest poli-
noamelor £ st g, gésim doud polinoame ¢, 7y astfel incit

f £91 + ry, cu grad: ry < grad g. (1)

‘Dack Ty # 0, aplicim teorema impériirii cu rest polinoamelor g si r; gi
obt,mem pohnoamele gz, T3 astfel fincit

g =T1g2 + ry,cugradr, < grad ry. "(2)
‘Repetind acest procedeu, ob{inem -polinoamele ¢s, Qay vovy Qry oor §i T3y Tay oo
vy Ty «eep@stfel incit _
ry=rsgs+ rs cu grad r3 < grad ra,
.‘— | e . ; p @
Tnp = MyyQn + Ty, cu grad r, < grad ry_,,
ERRLT = Fafn41 + Tajpr cu grad rpy,; < grad r,.
Cum grad r; > grad rp >... . > grad r, > grad Pap1 > ..., €Xistd un numér
natural n astfel incit r, # 0 §ir,,, = 0.
Vom arita c& r, este un c.m.m.d.c. al lui f 5ig
Cum r,_, = r.qn,, rezultd cd r, | r,_;. Acum, deoarece r,_, = r,_,q, + n,
rezultd ¢ r, | 7,_,. In continuare folosind.egalitatea r, 4 = Fp_2fn-1 + Ty i
tinind cont c& r, | 7py §i Py | Frogy rezultd cé r, | 7,_g. Din aproape in aproape,
tinind cont de ‘egalitétile (3), rezultd cd .r, divide polinoamele r,_y, 7y 5, -..
-y By T1. Din egalitatea (2) rezultd ci r,|g, iar din egalitatea (1) obtinem r, |f.

-
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Deci r, este un divizor comun al polinoamelor f §i g. Fie acum d un lel-
zor comun al polinoamelor £ si g. Din (1). obt.mem rn={—gqn Folosind pro-
prietatea 5° iii) obfinem d | r,. Din egalitatea (2) ob{inem r; = ¢ — r,¢;. Cum
d | rysid | g atuncid | rs. Acum folosind egalit#tile (3), din aproape in aproape,
- obtinem cé d divide polinoamele rs, 7y, .., Py, Pp-

Asadar r, (ultimul rest nenul) este un c.m.m.d.c. al polinoamelor f si g.

Rezumind eele demonstrate in aceastd teorem# putem enunta urmaitoarea
regulid de obtinere a c.m.m.d.c. a doud polinoame care poartd numele de algo-
ritmul lui Euclid: Pentru a objine c.m.m.d.c. a doud polinoame nenule f gi g
tmpdrfim pe f cu g (mai ezact impdrfim polinomul de grad mai mare la cel de
grad mai mic). Dacd restul impdriirii este zero atunci g este c.m.m.d.c.; dacd nu,
impdrfim pe g cu restul impdrjirii, pe urmd impdrgitorul celei de-a doua impdrtir
cu ngul rest g.a.m.d. Ultimul rest nenul este c.m.m.d.c. al celor doud polinoame.

Trebuie si facem observatia cd dacd polinoamele f i g sint cu coeficienyi
numere reale (respectiv, rajionale), prin algoritmul lui Euclid obfinem un
cm.m.d.c. al lui f §i g care este un polinom cu coefidienji numere reale (res-
Dpectiv rationale).

Teorema 6.2.2. ne aratd ci fund date doud polinoame f §i g existd un
c.m.m.d.c. al lor. Mai mult, ne indic& §i un procedeu de obtinere a acestul
c.m.m.d.c.

+ Se pune intrebarea daci c.m.m.d.c. este unic determinat.

Acest lucru este lamurit de urmétoarea teorema

Teorema 6.2.3. Fie f, g doud polmoame si d un c.m.md.c. al lul fslg.
Atunci:
1° Daci 0 € C, a # 0, atunci ad este un c.m.m.d.c. al
polinoamelor f §i g.
2° Invers, daci d’ este un c.m. m dec.alluifsig exlsti un
a € C, g # 0,astfel incit d' = ad -

Demonstrajie 1° Cum d | f 5i ad | d {vezi propnetatea 4°), atunci
din proprietatea de tranzitivitate a divizibilitdtii objinem ad |[f. Analog,
obtinem ad | g.

Fie d’ un divizor comun al lui f si g. Atunci @’ | d (vezi definitia 6.2.1).
" Cum d | ad, atunci din tranzitivitatea dembllltam obtinem d’|ad. Deci
ad este un c.m.m.d.c. al lui f si g.

2° Presupunem c# gi d' este un c.m. m.d. c. al lui f si g. Cum d este un
c.m.m.d.c. al lui f §i g, din definifia 6.2.1 obt.mem d’ | d. Schimbind rolunle
lui d si d’, tot din deflm'pla 6.2.1 avem §i d.|d’."
" Din proprietatea 5° §i iv) deducem cd existd ¢ € C, a # 0, astfel incit
@' =ad. ,

Observaii 1) Teorema 6.2.3 ne spune ci c.m.m.d.c. a doud polinoame

f si g este unic, abstracpie fdcind de un factor constant nenul,

2) Teorema 6.2.3 ne ajuti ca in calculele ce le facem pentru ob{inerea c¢. m.m.d.c.
a doud polinoame cu coeficienti intregi prm algoritmul lui Euclid, 83 evitdm coeficientii
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fractlonarl Mai precis, daci la una din fmpdr{iri primul termen al vreunui detmpirtit
partial nu este divizibil prin primul termen al impérfitorului, se pot tnmulti foti coefici-
‘entii delmpirptulul cu un numir ales convenabil. De asemenea, daci tofi coeficientii
vreunui defmpdirtit “sau impdértitor sint divizibili cu acelagi numdr, i putem fmpdrt{i
cu acel numdr.

;

Ezemple™1) S4 se giseascl cel mai mare divizor comun al polinoamelor
f=X+X—2X"—4X+4s5ig=X+ X+ X—3.

Vom aplica algoritmul lui Euclid. Inip_drﬁm ﬁe flag

XA+ X —2X*— 44X+ 4 |X=+A"-+x-_—3
—X4—X'— X*43X X
_.3X.— X+6 ) -

L
’

Pentru a evita coeficientii frac;nonan vom inmul{i’tn prealabll pe-g cu 3 $l restul
tmpérfirii cu —1. Impér{im acum impartitorul la rest

3X*+3X'+3X—9 | 83X+ X—4
—3X— X*44X X

2X*+7X —9

-
-

Acum, pentru aevita din nou ccel‘nclen;n fractionari vom inmul{i 3X2 4 X -~ l.
cu 2 si continudm operafia’,

6X24+ 2X — 8| 2X*4+7X—9
—6X? — 21X + 27 | 3
— 19X + 19 |

Am obtinut restul — 19 X + 19. Pentru a evita din nou coeficientii fractionari impar{im
pe — 19X 4 19 cu — 19 si impdr{im fmpirtitorul la rest
L 2X*+7X—9 | X—1
—2X%+2X 2X + 9
9X — 9
—9X 49

.
.
-

Ultimul rest nenul este polmomul X — 1 5i deci X — 1 este c.m.m.d.c. al polinoa-
melor f si g. v

- 2) sa se afle cmm.d.c. al polmoamelor -

- =X —2X'+6X —5,g=X"—1.
Prima impéar{ire din algoritmul lui Euchd: -
' XP—2X' 46X — 5 -1
-X® + X X —2
—2X* 47X —5 .
2X2, —2
X-7
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A doua tmpértire ‘(tmpﬁrtim 7X -7 cu 7):

Xi— 1 X =

X+ X .
° X-1.

—-X41

Ultimul rest nenul este X — 1. Deci-X — 1 este e.m.m.d.c. al polinoa'-mel_or dafe.
- 3) 84 se afle c.m.m.d.c. al polinoamelor: )
f= X'+2X‘—4X’—3X’+8X—5$lg—-I‘+X' X+1

Prima impértire din algontmul lui Euclid: ]
XS 42X —4X —3X 48X —5 |X4+X—X4+1 -
—X* - X4 Xt— X X -

- 2X% — 5X9— 2X’+7X—5

A dova impdriire (inmultlm X84+ X2—X+1cu 2)

2X5 4+ 2X2 —2X +2 12X —5X* —2X2 47X — 5
—2X° 4 5X4 4 2X° — 7X* 4 5X
5X4 4 2X° — 5X% + 3X + 2

—5x‘+2?5x*+5x- ?ﬁx+ el

x+3
2 .

29 29
CTr_“y4 2
2 2 + 2 -

A treia tmpirtire (impﬁrtiim ultimul rest cu 2?9 :

2X4 —5X* —2X* 4+ 7X—5 | X2— X+ 1
—2X* + 2X? — 2X 2X — 5
—5X +5X—5 )
5X°—5X+5

Ultimul rest nenul este X?® — x + l Deci X* — X + 1 este c.m.m.d.c. al polinoa-
melor date.

Teorema 6.2.4. Fle f §i g doul Polincame. -Daci d este un c.m.m.d.c. al
. ’ lul f§ g, atunci existd polinoamele u §l v astfel ncit

. »d;uf-|=vg . .

a

Demonstratie. Am vizut tn demonstrafia teoremei 6.2.2 ci ultimul
rest nenul din algofitmul lui Euclid este ®.m.m.d.c. al polinoamelor f ¢ g. Deci daci

(1) =80 +r,

(2) g§=nda+ry

(3) Fy =Ty ‘+ T3
(n) n-q = Fnqn + n,
(n 4+ 1) rp-1 = nin+1,
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este sirul de egalitaji din algoritmul lui Euclid unde ultimul rest nenul este r,, atunci
rn este c.n.m.d.c. al lui fsi g.

Din (1)-obtinem ci r; = u,f + v,g, unde u, =1 51 vy = —¢j.

Din (2) obfinem cli ry =g — rigs = g — (uyf +J’18)91 = —{wqlf +
+(1 = 305)g = usf + vyg, Unde uy = —uyg, §i V=1 — vyg,.

- Continuind procedeul putem s& presupunem cid pentru orice i{1 < i € n — 1)
am determinat polincamele u;, v;,astfel fncit
ri = uif + vig.

Din egalitalea (n) avem ¢ rp = rpy — rpygn. Cum rpy = upf + vn_sg si
Pay = Un—yf + Ung, Alunci ra = unof -+ Vnsg — (Unaf + Vn-18lgn =. (Uny —
—uny@n)f + (Un-2 — Yn1qn)g = unf + vng, unde am notat up = up g — Up¢a §i
Un = Un-g3 — Yn—1¢n- ‘

Acum, ‘daci d este un c.m.m.d.c. al polinoamelor f si g, din teorema 6.2.3 rezultd
cll existd un ¢  C, a # 0 astfel incit d = ar,. Decid = au,.f+ avng = uf + vg, unde
u=aup §t v = avy.’

Definigla 6.2.5. Fie f§l g dou polinoame. Spunem cif gl g sint prime intre
ele dacX 1 este c.m.m.d.c. al lui f§i g

Din teorema 6.2.3 rezultd c# polinoamele f i g sint prime intre ele daci
gingurii divizori comuni ai lui f gi g sint polinoamele constante nenule.

Ezemple. 1) Polinoamele f = X‘ + 1 5i g = X® — 1 sint prime intre ele.
Intr-adevir, si caleculim c.m.m.d:¢c: al lui f 51 8 tolosmd algoritmul lui Euclnd

ana tmpértire: X441 X -1
—~ X +i- X
- X+ 1 -
A doua-impértife: Xt —1 X +1
, =X —x X— X+ 1
—X—1
T4+ X
- X—1
~X—1
—2

Ultimul rest nenul este —2 5i deci 1 este un c.m.m.d.c. al lui fsi g.

2) Polinoamele f = X3 + X -1 5i g = X* — X + 1 sint prime Intre ele.
. Intr-adevér, si calculdm c.m.m.d.c. al lui fsi g '

P+X41 »P—X41
~Xt X -1 1 .
T 2X
2X'—2X 42 2X
—2x? X-1
—2X +2

2X
2 -
Ultimul rest nenul fiind 2,atunci c.m.m.d.c. al lui £ §i g este polinomul 1.
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Observafii. 1) Fie'f si g doult polinoame si d un ¢.m.m.d.c. al lor. Atunci
utem scrie f = df’si g = dg’. Polinoamele f’ s5i g’ stnt prime tnire ele.

Intr-adevar, dacd d’ este un c.m.m.d.c. al lui f* §i g’, atunci dd’ este un divizor comun
1 polinoamelor f si g. Cum d ests c.m.m.d.c. al lui f i g, atunci objinem ca dd’|d. Deci
exista polinomul ¢~ astfel incit & = dd’d”. Prin urmare, d’d” = 1 si deci d’ este un polmom_
sonstant ceea ce ne aratl cll f’ si g’ sint prime intre ele.

2) Asa cum am definit cel mai mare divizor comun a dou polinoame (a se vedea
definitia 6.2.1) putem defini c.m.m.d.c., a unui numdr finit de polinoame. Mai precis,
daci fy, fa,..., fa sint n polinoame, atunci un polinom d se numegte un c.m.m.d.c. al
polinoamelor f;, fs, ..., fn dacd verificd urmitoarele condifii:

l)dlfhdlfm dlfﬂ’ .

ii) dacd 4’ este un polinom- astfel incit d’ | f1s rs 1fer-oer d° if,.‘atunci d’|d.

Fiind date polinoamele f;, f;,..., fn un c.m.m.d.c. al lor se calculeazi astfel: se -
determind d;, un c.m.m.d.c. al polinoamelor f; si f,, apbi se determind dg un
c.m.m.d.c. al polincamelor d, si f;, apoi se determind d, un ¢c.m.m.d.c. al polinoamelor
dy §i f,, ..., apoi se determind d,_; un c.m.m.d.c. al polinoamelor dy,_; §i fn. Polinomul
d = dy_, este un c.m.m.d.c. al polinoamelor f,, fs, ..., fn.

+

6.3. Cel mai mic multiplu comun al polincamelor
Definigia 6.3.1. Fief§l g douZ polinoame. Un polinom m se numeste un
cel mai mic multiplu comun (pe scurt, un c.m.m.m.c.)
-al pollnoarnelor f ¢l g dacd verlfici urmitoarele conditii:
i) meste un multiplu al fui f §i g, adic f|m si g|m,
if) orice alt multiplu comun m’ al lui f §i g este §i mul-
tipls al lui m (adicd daci f| m’, atunci m|m’).

Urmatoarea teoremd ne di un procedeu de obtinere a unui c.m.m.m.c. a doua
polinoame.

Teore.m 2 6.3.2. Fief §i.g doud polinoame dintre care cel pugin unul
.este nenul. Daci d este un c.m.m.d.c. al lui f §i g,atunci

polinomul m=f—5- este un c.mm.m.c. al lul fsig

(alcl%gin_seamrii citul imp3rgiril polinomului fg prin d).

Demonstratie. Cum d | f si d|g, existi polinoamele f* si g’ astfel
tnett f = df’ 5i g = dg’. fn plus, polinoamele f* si g’ sint prime intre ele, Deci m =
- = f'g = fg’, ceea ce.aratd ci m este un multlplu comun al lui f si ¢.

Fie m’ un polmom astfel incit f | m’ §i g | m’. Deci existd polinoamele £, si g, astfel
incit m"=ff; si m’ = gg. Avem m’' =df'fy si m’=dg'g;, de unde obf{inem ci
df'f = dg’g,. Cum d # 0, atunci f’fy = g'g. Polinoamele f’si g’ fiind prime tntre
ele, existd polinoamele u gi v astfel fncit 1 = uf’ + vg’. Inmul{ind aceastd egahtate
cu g, (de exemplu), obfinem cd g, = ugyf’ + vg'gy = ugsf” + vf'fy = f'(ug, + vf;). ceea
ce afatd ¢i f’|g,. Deci existd un polinom gy,astfel incit g = f'g,. Cum m’ = gg,,

fg

atunci m’ = gf'gy = mg, §i deci m | m’. Deci polinomul m =S este un c.m.m.m.c.
al lui f i g. .
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X Ezxemplu. Si se determinc c.m.m.m.c. al polinoamelor
f=2X'—3X—SX+ X'+ 6X+35ig=X'—— X2+ 1.

AflZm mai fntti c;m.m.d.c. al celor doud polincame folosind algeritmul lii Euclid.
Prima impértire:

- -_X 41 .

T2 XS —3X' -5+ X2+ 6X+3

—2X5 4 2X% 4 2X° — 2X 92X — 1
—Xt—-3X*+ X* 44X+ 3 -
Xd— X°— Xt 4 1 -

—AX“ + 4X + 4

Restul —4X + 44X 4l impartlm ¢u —4 si obfinem X® — X — 1.
A doua tmpiriire:

- X XXt Xxr—-X—-1
— X'+ X+ X XxX—1 -
—-X4+ X +1

X —-X-1

Ullimul rest nenul este X* — X — 1. Deci polinomul d = X® — X — 1 este-un’
c.m.m.d.c. al polinoamelor f si g. Cum g=(X*— X —1)(X — 1),atunci polinomul

m—’ﬁéfg —f- (X——l)—(X—l) (240 — 3X — 52° + X* 46X +3) =

=2X® — 5X5 — 2X4 4 6X"A+ 5X%2—3X — 3
este un c.m.m.m.c. al polincameler f si g

Observagie. Asa cum am definit-c.m.m.m.c. a doud polinoame (a se
vedea definitia 6.3.1) putem defini c. m.m.m.c. al unui numar finit de polinoame. Mai
precis, dfcd [y, fer ..., fa Sint n polinoame, atunci un polinom m se numeste un
c.m.m.m.c. al polinoamelor f,, fs, ..., fr, dacd verifici urmitoarele conditii:

htm folm,...,fnlm, i )

ii) dacA m’ este un polinom astfel incit fy [m’, fy [m/,...,fn | m’ atuncim [ m’.

Teorema 6.3.2 nu se poate extinde la cazul cind avem n polinoame fi, fy, ..., fn Cu
n > 3. In acest caz c.m.m.m.c. al polinoamelor f;, fs, ..., fn Se calculeazd astfel: se
determind un c.m.m.m.c. m, al polinoamelor f;, f;; apoi se determini un ¢.m.m.m.c. m,
al polidoamelor m, si f,,..., in final, se determind un c.m.m.m.c. mp_, al polinoa-
melor my_; §i fu. Polinomul m =m,_, este un c.m.m.m.c. al polinoamelor f;, 73, ..., fa.

:xercitii

1. S3 se arale cd polmomul
X4 —3X2 + 2X2 — - 6X + 6 se divide la X — 1; se cere citul tmpdarlirii.

e S& se arate ci pohnomul
X7 — 3X° 4 2X° + 2X4 — 2X3 — 2X% 4 3X — 1se dlvnde la X2 — 2X + 1; se cere
citul fmpdrtirii.

8. SA se determine parametrul m, astfel incit polinomul X" - 3X% 4+ 6X ~ m sd se
dividd la X — 2.

4, 53 se determine g, b, c, astfel incit polinomul X5 —~2X4 + 18X + aX* +3X + ¢
sd se dividad la X® — 3X* 4+ 10X — 9.
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5. Si se determine relaiile tntre numerele m, Ps q,astfel mcn polinomul X? 4 pX +4q
sd fie divizibil cu polinomul X* 4+ mX + 1. -

*

8. 84 se determine e si b astfel incit polinomul aX* 4 bX® — 3si tie dnnzlbll cu (X — l)’

7. Daci un polmom f nu divide nici pe g, si nici pe g, rezultﬁ de alcl cl f nu divide pro-""
* dusul’ g,g,?

8. Fie f, g, g, trei polmoame astfcl lncit 11 8:8.- Daca f §l & slnt pnme lntre ele s&
se arate ci f|g,. : )

9. Dach f esle prlm cu g si cu h, sii sc arale ci f cste pnm cu produsul gh.

10. Folosind algoritmul i Euclid, s4 se determme c. m m.d.c. al polmoamelor st g daca
a) f=X*— U(‘+8X’—7X+7g—3X°—7X‘+3X‘—7X '
b) f=X¢— X6 — Xt 4 8X°— 5% — 2X 4 10, g—-3X‘—6X’+SX’+2X—2
c))"='X"+2X‘—la.l”—3_1”+83.’—5g—X‘+Xa X’+X_

d) f=X°®+ 3X° — 12X* —52X% — 52X — 12X, g = X' + 3X° — 6X* — 22X —12;
f=X+X'—X>—3X*—3X—1,g=X5—3X'+ X°— X=+3X—l
Hf=X—10X"+ X, g=X'— 42X+ 6X* +4)/2X 4+ 1;

- B f=X'—sX*41, g—X‘—2X“—3X°+X+I -

Ch) f=XS—4X 43X 3K+ X — 1, g= X' = 2X:+3X —2;
iyf= X"—2X5+3X*—6X’—5X2+X—6 g—X‘+2X‘+3X’—6X—8

11. Dac# d este un c.m.m.d.ec. al polmoamelor fsigsih este un polinom nenul,‘ s se
arate ci'dh este un c.m.m.d.c. a} polineamelor f% §i gh. .

12. Si se determine A4 si B astfel incit polinomul 4AX?+ | BX" + 2 sé fie lelZlbll cu

X =)
18. S se arale cA polinoamele f si g sint prime intre ele, unde: e
a) [=3X"—-2X*+ X +2,g=X°"—2X* 42X —'1;
B) f= X8 — X — O AX 1, g= X0 — 2XP 4 1. .
o) f=X*— 5X4—2X3 4 12X* — 2X + 12, g = X3 — 5X* — 3X + 17,

§ 7. Iiigicinile ‘polinoameibr. Ecuatii algebric;

!

7.1. Radicinile polinoar‘ne_lor..' Teorema lui Bézout -

g Fié { un. polinom nenul cu coeficientii .complecsi. Un mfmiir complex, -
a € C se numegte rddicind a polinomului f dacd f(a) = 0. ..

Ezemple. 1) S considerim polinomul de gradul intti
f=aX+b(a#0). Se vede ci f(— i) - a(; 3)+ b=o0
a a)

gi deci — b este radacina a polinemului ¢X + b.
. , :

2) 834 cobsiderdm polinomul g = X*'+ 1. Cum g{i) =i"+ 1= -1 '+ 1=0 si
g(—i) = (—i)* + 1 = 0, rezultd i i 5i —i sint ridécini ale polinomului X*+ 1..
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Teorema luiBézout. Fie f % 0 un polinom nenul. Num3rul ac C este ri-
dicind a polinomului f daci §i numai dacd X — g divide f.

Demonstratie. Dacé a este riidicind a lui f adici f(a) = 0, atunci
din teorema 5.2.1 rezultd cd restul impértirii lui f prin X — a este zero gi
deci X — a divide pe f.

Invers, dac# X — a divide pe f, atunci existd un polinom g astfel incit
f = (X — a)g. Dar atunci f(a) = (¢ — a) g(a) =0 - g (a) = 0 gi deci a este
ridécing a lui f.

Aplicajie
S se glseasci conditia ca polinoamele
[=aX2+bX+csig=adX*+ VX +¢

si aibi o ridicini comuni.
Fie a o ridicind comuni a celor doul polinoame. Atunci « este ridicind si a poli-
nomului

af—ag=a(aX*+ bX + ¢) — al@’X* + ¥’'X + ¢’) = (a’b —ab') X + (a’c — ac’)-
Deci {a’b — ab’}a + (a’c — ac’) = 0. Dacll a’b — ab’ # 0 obfinem ci

ac’ — a’c

a= ¢« Cum f(a) = 0, atunci
prra— fla)
’_ 7 ’ I_ ’
e ac ac bac ac+c=0
a’b — ab’ a’b — ab’

§i ficind calculele obtinem:

{ac’” — a’c)® — (ab’ — a’b)(bc’ — bc) =0

Dacl @'b — ab’ = 0 atunci e’c — ac’ = 0 §i relajia ob{inuti este verificatd i in acest caz.

7.2. Ecuatil algebrice. Teorema lui D’Alembert-Gauss §i teorema
lui Abel-Ruffinl

Se numeste ecuafie algebricé cu o singurd necunoscutd o ecuatie de forma
(z)=0 (1)

unde f este un polinom nenul.
Dacé f este polinomul f=ao+ a; X ... + a,X*(a, # 0) atunci ecuatia
algebricd (1) se scrie:

GT" + 8y 12" + ... + 6, + 6o = 0. 1)
Gradul polinomului f se numeste gradul ecuapiei algebrice (1) sau (1°) iar

numerele complexe gy, 4y, ..., 6, 8¢ numesc coeficienfii ecud}iei algebrice (1)
sau (1').
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Daci coeficientii ecuatiei algebrice sint numere reale (respectiv, rationale),
atunci se zice cd ecuatia algebricd (1) sau (1’) este cu coeficientii reali (respec-
tiv, rationali). O ecuatie care nu poate fi redusi la o ecuatie algebrica folosind
operatiile: adunare, Inmultire, ridicare la putere etc. se numeste &ranscendentd.

Ezemple. 1) Ecuatia 22 — 3z + 7 = 0 este o ecuatie algebricd de gradul
3 cu coeficienti rationali.

2) Ecualia / 3z% + §/ 22 4+ 7z — 1 = 0 este o ecualie algebrici de gradul 4 cu
coeficienti reali.

3) Ecualiile sinz — 7z + 1 = 0; logz = 3 — 2z; sin z — logz + f =0 sint trans-
cendente.

S& considerdim din nou ecuatia algebricd

(1) (z) = 0.

Numirul complex a se numegte solujia sau rdddicina ecuajiei (1) dacd are loc
egalitatea f(a) = 0. Se vede cd a este rdddcing a ecuatiei (1) dacd st numat dacd
a este raddcind a polinomulut f.

Determinarea ri#déicinilor ecuatiei algebrice (1) este una dintre cele mai
importante probleme ale matematicii §i multd vreme a constituit obiectul
principal al algebrei.

Inca din antichitate, matematicienii stiau sd determine rddicinile ecuatiilor
algebrice de gradul I 5i gradul II. In secolul al XVI-lea, in perioada Renagterii
italiene, matematicienii italieni: Scipione del Ferro §i Niccola Tartaglia au
determinat formula de rezolvare pentru ecuatia de gradul III, iar Ludovico
Ferrari a determinat formula de rezolvare pentru ecuatia de gradul IV. Aces-
tea au fost publicate de Gerolamo Cardano in Ars Magna (1545).

Incercirile ulterioare ale matematicienilor de a gisi formule de rezolvare
pentru ecuatiile algebrice de grad mai mare decit patru, au fost zadarnice.
Problema a fost rezolvatd (in sens negativ) de matematicianul norvegian
H. Abel si matematicianul italian A. Ruffini la inceputul secolului al XIX-lea.
Mai exact, ei au demonstrat:

Teorema Abel-Ruffini. Ecuatia algebrici generali* de grad mai mare
decit patru nu poate fi rezolvati prin radicali (cu alte cuvinte, nu
existd nici o formuld (expresie) cu radicali, format3 cu coeficlentil
ecuatlel, care si fie o ridicini a ecuatiel).

Vom vedea cé existd totusi ecuatii particulare de grad >4 pentru care
putem sd dim formule de determinare a rddicinilor lor (a se vedea § 8).
Teorema urmétoare are o mare importantd pentru algebri:

Teorema fundamentald a algebrel. Orice ecuatie algebrici
ApX™ £ 0p X" 1+ ... 40, =0

de grad mai mare sau egal cu 1 §i cu coeficientil complecsl are cel
putin o ridicind complexi.

¢ Prin ecuatie.algebricid generald de gradul n intelegem o ecuatie de forma (1) in
care coeficientii a,, a4,..., an sint ,variabile“,
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Aceastd teoremd mai poartd numele de teorema lui D’Alembert-Gauss.

Nu vom da demonstratiile teoremei fundamentale a algebrei §i a teoremei
Abel-Ruffini deoarece depégesc cadrul manualului.

Trebuie sd observdm cd teorema fundamentald a algebrei are caracter
existential; nici o demonstratie a acestei teoreme nu ne indicé vreun procedeu
de obtinere a rddicinilor ecuatiilor algebrice. Acest lucru. ne aratd ci nu
existd nici o contradictie intre cele doud teoreme enuntate mai inainte. In
schimb teorema lui Abel-Ruffini ne spune cd pentru ecuatiile de grad >4
nu se poate da un procedeu (formuld) de determinare a radécinilor sale
(pentru ecuatiile algebrice de grad < 4, existd formule de determinare a
rddacinilor lor).

Observatie. Din clasele precedente am vizut ca ldrgirea nofiunii de numir
a fost impusd printre altele de rezolvarea anumitor ecualii. De exemplu, introducerea
numerelor intregi a fcst impusd de faptul ci nu orice ecuatie cu coeficienti numere natu-
ridle are o rddicind numdir natural. De exemplu, ecuatia £ + 1 = 0 nu are nici o ridi-
cind numir nalural.

tn continuare introducerea numerelor rationale a fost impus#, de asemenea, de faptul
cil nu orice ecuatie cu coeficienti intregi are o ridacind numir intreg. De exemplu, ecuatia
2z 4+ 1 = 0 nu are nici o ridicind numir intreg.

Introducerea numerelor reale a fost impusa printre altele de fapiul ci nu orice ecuatie
cu coeficientii rafionali are o radécind rationald. Nu avem de considerat decit ecuatia
z? — 2 = 0 care nu are nici o riddicind rationala.

Am vizut in manualul de clasa a IX-a ci introducerea numerelor complexe, in algebri,
a fost impusa de faptul ¢ nu orice ecualie cu coeficientii reali are o radicind reali. De
exemplu, ecuatia £? + 1 = 0 nu are nici o rddicinid reald.

Teorema lui d’Alembert-Gauss ne arati ci procesul de lirgire pe aceasti cale a no{iunii
de numir se opreste la numerele complexe.

7.3. Ridicinl multiple

Am vizut cé teorema lui Bézout spune cd dacd a este o ridicind a poli-
nomului f#0 atunci X—a divide pe f. Acest lucru ne permite sa definim
notiunea de rddécind multipld a unui polinom.

Definigia 7.3.1. Fief # Oun polinom nenul §i a € C o ridicini a lui f. Numirul
natural m > 1 cu proprietigile ¢ (X —a)™ divide pe f i
(X—a)™*1 nu divide pe f se numegte ordinul de multiplicitate al
rdddcinii a. Dacd m = 1, atuncl a se numeste rdddcind simpld,
daci m >2, atunci a se numegte rdddcind multipld de ordinul m,
daci m=2,3 ,..., atuncl a se numeste ridicini dubld, tripld, ... .

Egemple. 1) Polinomul f= X* — 2X + 1 are ridicina @ = 1 deoarece
f(1) = 0. Cum f= (X — 1)* atunci se vede ¢i ¢ = 1 este rddicind dubla pentru poli-
nomul f.
2) Polinomul f = X¢ — 5X® are ridicina ¢ = 0. Cum X?|f si X¢ nu divide pe f,
atunci ¢ = 0 este o ridicind tripld. De asemenea f are gl rddicina simpld @ = 5,
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Dembonstratie. Din teorema fundamentald a algebrei, polinomul f are
cel puiin o rddicini. Fie a,, a,,...,a, toate rddicinile lui f (ludim in considerare o
ridicind de atitea ori.cit este ordinul siu). Din teorema 7.3.2, existd un polinom
g#0 astfel incit f=(X —a)) (X —a,)... (X — ar)g. Dacd gradg>1 atunci
aplicind din nou teorema fundamentali a algebrei ob{inem c3 g are o rddicind ar,,
care este evident ridicind §i a lui f. Deci f ar avea r + 1 rddicini, contradictie.
Deci trebuie ca grad g = 0 si deci g = a=C. Atunci f = (X — ¢,) (X — a,) ... (X —
— a;). Cum gradul polinomului a(X — a;) (X — a,) ... (X — ar) este r, atunci trebuie
ca r = n §i deci f are n radicini.

»nsecinta 7.3.4. Fie f=ay-+a; X 43, X% 4 ... + 3, X"un polinom cu
a, # 0, n > 1.Dac’ x,, x5, ..., X, sint ridicinile lui f,
atuncl (1) f=a,(X —x)) (X —xp) ... (X—xy)-

plus, descompunerea (1) a lui f in factori liniari este unici.

Demonstratie. Din demonstraiia consecintei 7.3.3 f se scrie:
f=aX —z)) (X —z4)...(X —zp) unde a = C, a # 0.
Cum coeficientul termenului de grad maxim al polinomului
a(X — z,) (X — z,)... (X — zp) este aX™ atunci trebuie ca
a =ansi deci f= ap(X — ;) (X — z,)... (X — zp).

Si demonstrim unicitatea descompunerii (1). Presupunem cid f mai admite §i des-
compunerea f = b{X — y,)(X — y,) ... (X — ym), unde b, y,, ¥, ..., ym sint numere
complexe §i b 5% 0.

Cum gradul polinomului (X — ¥} (X — y,) ... (X — ym) este m trebuie ca
m = n. Termenul de grad maxim al polinomului b (X — 3;) (X — ys) ... (X — yn)
esle bX"si deci b = an. Deci an(X — ) (X — z4) ... (X — zp) = an(X — yy) (X —
—Ys)o (X —yn) sau (2) (X — ) (X —zp) ... (X — 2} = (X —y) (X — 93} ...
e (X — yn)-
Din egalitatea (2) prin inlocuirea lui X cu z,, obtinem:

(€2 — ¥) (21— ¥s) ... (g — yn) = 0.
Deci trebuie ca unul din factori z; — y;, 2y — ¥s,..., z; — yn sd fie zero. Putem
presupune ci z; — y; = 0 si deci z, = y,. Inlocuind in egalitatea (2) objinem:
(X —2) (X — 23) ... (X — 2p) = {X — 2) (X — y5) ... (X — yn).
Simplificind cu X — z, ob{inem egalilalea
(X —z4) ... (X — zp) = (X — ya) ... (X — ).

Facem acum X = z,. Exact ca mai sus gisim ci z, = y,. Continuind procedeul
gisim ¢d z3 = Y3, ..., ZTn = Yn.

Observagie. Consecinta 7.3.4 este foarte utild tn multe aplicatii in care
cere aflaréa c.m.m.d.c. a doud polinoame f si g care pot fi descompuse in factori liniari.

In acest caz c.m.m.d.c. al celor doud polinoame este produsul factorilor comuni la puterea
! mai micd.
De exemplu, fie polinoamele:
f=(X— 14X + 2)%X — 3)(X — &) §i g = (X — 1)%X + 2)(X + 6).

c.m.m.d.c. al polinoamelor f gi g este polinomul d = (X — 1)%X 4 2).
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Consecinta 7.3.5. Dack un polinom f de gradul n se anuleazi pentru n 4 1
valorl distincte, atunci f= 0.

Demonstragie. Presupunem c& f# 0. Daci n =gradf= 0 atunci
f=ae Csia#0. In acest caz f nu se anuleazd pentru nici o valoare. Dacd n = grad
7> 1, atunci f are n rddicini. Dar din ipotezd f are cel putin n 4 1 rddicini, contra-
dictie. Deci trebuie ca f = 0.

7.4. Relatil intre ridicinl §i coeficiengl (formulele lui Vidte)

Teorema 7.41. Fie f=agy+a, X+ ... + g, X* un polinom de gradn
(a, # 0). Dacd «;, «,, ..., @, sint ridicinile lui f, atunci:

’ al+¢2+...+dn= —aﬂ_l.
an
@y, + g 4 oo Foyay + oo + ap @, = a:—a ,
n
ooty - ol 4 .. oo sa oty = — “;:3 ,

()

--------------------------------------------

gy oo O 4 X &g ooo AR g Rpyg + oo+ Ry pyy Xp Rigeee

. a,, = (—1)"?—'
n

L @y ... a, = (—1)* 2o,

an
Invers, daci numerele complexe «,, a,, ..., a, satisfac relatiile (1),
atunci @,, «,, ..., , sint ridicinile polinomului f.

(Numérul de termeni din sumele (1) este egal cu Ci, Ci ...,

Ck, ..., CR).
Demonstrafie. Am vizut in consecinfa 7.3.4 cd f poate fi scris
sub forma
(2) f= an(X ot 11) (X - az) ves (X —_ a’n)'
Dar

(3) [=ao+a1X+ ...-|-a,,X".
Efectuind calculele in (2) si egalind coeficientii lui X*(0 < k < ») din (2)
cu coeficientii lui X* din (3) obtinem formulele (1). De exemplu, coeficientul
luvi X! din (2) este —an(x; + a3 + ... + a,). Deci trebuie ca a,, =

= —ap(2; + as + ... + a,), de unde obtinem «; + ag+... + a2, = — 9;?
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In continuare coeficientul lui X"~ din (2) este a,(x1as + a3 + ... + a2, +
+ ... + a,_ya,) care trebuie s& fie egal cu coeficientul lui X*2 din (3) care
este a,_,.
Deci a, , = ap(aj23 + aya3 + ... + a,_,a,), de unde obtinem

o + oy + .+ 2y @, = % .
In acelagi mod se obtin gi celelalte egalititi din (1).

Invers, presupunem cé o, o, ..., «, satisfac relatiile (1). Considerdim
polinomul g = (X — a;) (X — a3) ... (X — a,). Fécind inmuliirile ob{inem
g=X"— (14 azg 4+ ... + 2,) X* + (2128 + ayos + ... + ap12,) X2+
+ oo + (—1)ayas ... a,,.

Tinind cont de relatiile (1) deducem ca:
g=—Xf‘+ﬂiXﬂ—l+MXﬂ—2+m+ﬁl=
a

an Qn n

= a’— (@nX™ + @ X¥ ' + .o + ag) = aLf

Din egalitatea g = Ll { rezultd cd «,, a«g,..., @, sint ridacini §i pentru f.
Qn
Relatiile (1) se numesc relajiile intre rdddcini §i coeficienjii polinomului f
sau relafiile lui Viéte.
Dacid considerdm ecuatia asociatd

(4) a6,2" + ..+ az+ a =0

atunci relatiile (1) se numesc gi relajiile intre rdddcini si coeficienfii ecuagiei (4).
S& scriem relatiile lui Viéte pentru cazul cind polinomul f are gradul 2
sau 3. Sd presupunem c# f este de gradul 2 adicé f este de forma f = ay +
+ a; X + a3 X3
In acest caz relatiile (1) se scriu astfel:
—a

¢1+¢3= a »

(%)
ayag = -2.— .
ay
Dacii f este de gradul 3, adicd f = ao + 6:X + a2 X? + a5 X?,
atunci relatiile 1) se scriu astfel:
—ay

( a+ast+as= —,
a,

! ayas + @105 + agas = —%-

Xy = —.
Gy
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In continuare coeficientul lui X*2 din (2) este a,(xyxs + ®1a3 + ... + x&, +
+ ... + a,_,a,) care trebuie sd fie egal cu coeficientul lui X™2 din (3) care
este a,_,.

Deci a, , = ay(ajxz + ayo3 + ... 4 o 4a,), de unde obt{inem

an—2

ez + oy + .o + ap @, =

In acelagi mod se obtin si celelalte egalititi din (1).

Invers, presupunem cé a4, o, ..., a, satisfac relatiile (1). Considerdm
polinomul g = (X — o) (X — a3) ... (X — a,). Fécind inmuliirile obtinem
g=X"—(ay+ ag + ... + a,) X*! | (@122 + ayas + ... + ap_j0,) X2 4
+ e + (=) o35 ... «,,.

Tinind cont de relatiile (1) deducem ca:

g=Xr "L Xrt St xnr oy 4B o

an n an

= al—n(aan F @G XV e ) = ai f

Din egalitatea g = 1 f rezultd cd «,, aj,..., @, sint rédécini §i pentru f.
an
Relatiile (1) se numesc relajiile intre rdddcini §i coeficienjii polinomului f
sau relafiile lui Viéte.
Dacéd considerdm ecuatia asociatd

(4) 3,2+ ...+ a2+ a,=0
atunci relatiile (1) se numesc §i relaiile intre rdddcini §i coeficienfit ecuapiet (4).
S& scriem relatiile lui Viéte pentru cazul cind polinomul f are gradul 2

sau 3. Sd presupunem cé f este de gradul 2 adici f este de forma f = a4

+ a: X + a3 X2
In acest caz relatiile (1) se scriu astfel:

—_a

ay + as = -

%)

gy = =,
ay

Dacii f este de gradul 3, adicd f = ao + &1 X + asX? + a3 X3,
atunci relatiile 1) se scriu astfel:

[ @)+ s+ as = =2,
a,

{ mag 4 ajas 1 xgxs = if‘—.

X 1xady = —*.
Gy
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Relatiile lui Vidte sint foarte utile in numeroase aplicatii cind se cere si
se determine r#dédcinile unui polinom (sau ecuatii) §i cind se -cunoaste o
relatie suplimentard intre rédécini.

Ezemple

1) Fie polinomul f = X? — 10X2 + 29X — 20.
S4 se determine rédicinile z,, z,, z, ale lui f stiind c z; + z, = z,.-
Scriem relatiile lui Viete

zy + zg + 73 = 10,
(6) Z,Zy + 2Ty + Tyzy = 29,
X ZsTy = 20.

Cum z, + z4 = 7, atunci din prima relatie din (6) avem ci

2z, = 10 §i deci | 2, =5

Din z,z,7, = 20, objinem z,z, = 4. Formim sistemul
{ Iy + Ty = 51

Ty Ty = &,

care di ridicinile: | z;, =1 I §i |zs=14%

2) Sase giseascd relatia intre a, b, c stiind c# ridicinile polinomului f= X3 4 oX* +

+ bX + ¢ sint in progresie geometrica.
Dacli z,, Zj, Z, sint ridicinile lui f atunci avem relatiile:

Z; + 23+ 23 = —a,
(7) )%y + 325 + 3Ty = b,
ZyTyTy = —C.

Gum z,, s, T, 8Int in progresie geometricd atunci z2 = z,z,.
Din relatia a 3-a din (7) obtinem:

= —e.
Cum f{(z,) = 0, atunci 23 + az3 + bz, + ¢ = 0 de unde rezulti ci azs + bz, = 0. Deci
z3 =0 sau z,= — i. Dacl z, = ——b— din .1:3 = —¢ obtinem
a a

(8) | @a% — b =

Daci z, = 0, atunci z,z, = 0 gi din relatia a doua din (7) ob{inem 5 = 0. Cum 3 =
= —c, atunci ¢ = 0. Dar se observd ci relatia (8) este indepliniti pentru b =c = 0.
3) Fie polinomul f = X® + aX? + bX + ¢ avind rddicinile z,, z,, ;. Notdm Sy, =
= 2} + 28 + a5 (n > 1). 84 se determine in funciie de a, b, ¢, expresia S, pentru
n=1, 2, 3, 4. ’
Pentru n = 1 avem S§; = z; + z3 + 2 = —a.
Pentru n =2, avem S; = 21 4 23 + 53 = (2, + 22 + 2o)® — 2172 + 2124 + Tats) =
= a® — 2b.
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Presupunem ci n > 3. Cum z,, z,, x, sint rddéicinile lui f avem egalitatile:
2 + asd + bz +c=0,
z§+ a:cg+b:|:,+c=0,
.1:3 +az§+bz,+c= 0.
Inmul],lm prima egalitate cu z7 2, a doua cu z3° si a treia cu 25 3:
o + ezt + 42T 2 4 eal P =0,
23+ a2 ' + ba3 P + 2B P =0, )
23 + ezl ' + bxg'z + ez ? =0,
care adunate dau:

(9) Sn + asn—r*‘ bsn—-: + L‘Sn—s =0

Daci in aceastd egalitate r = 3, ob{inem:
83+ aS; + bS; + ¢Sy = 0.
Cum S, = z{ + 9 + 13 = 3 ob{inem
Sy = —aSy — bS, — 3¢ — —afa® — 2b) + ab — 3¢ = —a® + 3ab — 3c.

tn egalitatea (9) facem n = 4. Ob{inem
S, + aSy + bS; + ¢Sy = 0, . de unde rezulti ci §, = —aS; — bS, — ¢S, = —a(—a® +
.+ 3ab — 3c) — bla® — 2b) + ac = a* — 4a% + 2b* + 4ac.

Relatiile lui Viéte sint folosite in numeroase probleme in care se cere si se
determine -ecuatia, cunoscindu-se relatiile intre radécinile «,, «g, ..., @, adica
cunoscindu-se numerele s;, §s, ..., s, date de relatiile:
s1i=oay+ az + ... + ap,
. (10) S3 = oy + @123 + ... + Gp_10y,
Sp = 02 ... Upa

In acest caz ecuatia care are ca ridicini pe a;, as, ..., @, este urmétoarea:

(1) | 2" — 5" + 58" 4 e ()5 =0

Intr-adevir, este clar ci polil.lomul g=(X—oa))(X — a3g)... (X — &,) are ca
ridﬁclm Pe &1, O, euey Up-
Efect.ul.nd calculele si tinind cont de relat,ule (10) obtinem

£= X" —5 X 4 5, X7 4 o f (— )5y,

ceea ce aratd ci ecualia (11) are rﬁdﬁclmle 0y, Olgy «eeq Ope

~

Ezemple 1) Fie ecuatia z* — 52+ 1=0. Si se determme ecuatla
care are ca ridicini dublul radécinilor ecuatiei date.
S4 notdm cu zy, z,, x; rddicinile tcuatiei 22 — 5z + 1 = 0 §i cu v, ¥s, Vs rﬁdﬂcn-
nile ecuatiei pe care vrem s# o determindm.
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Avem y, = 2z,, Ys=2Ts, Yy =2z, Atunci y, + ¥p+ ¥» = 22, + 2z, + 22, =
=2zy+ 2L 23) =0, YYs + Yi¥s,F Ya¥s = (234) (274) + (224) (275) + (225) (22,) =
= &(z,Zy + 7,75 + -"-'uza) ="4(—5) = —20, Y1YsYs = B ,2,7, = —8.
- Aplicind formula (11) ecuatia care are ca ridicini pe y,, v,, y, este
23— 20z 48 =0.
2) Fie ecua;la ' —.x? - 7z 4 1 = 0. Si se determine ecua{ia care are ca rddicini
. inversele rédicinilor ecuatiei date.

53 notdm cu z,, x,, T, rddicinile ecuatiei z" — 2+ 7z 4+ 1§ cu Yy, Y3, Ys rada-
cinile ecuatiei pe care vrem si o determinim.

Avem
1 1 1 .
Yhh=—,Y=—,Yg=—.
Iy E2) I3
Atunci
- 1 .1 1 T I,Z TeT
yl+yz+ys=_+—‘+_=!-’+ls+ =7,
I T3 Ty Z\T,Tg .
T l l . 1 A x. T,
YiYa+ N1Ys + Ys¥s = — 4 = 'l,+ e L
1Ty I1 %3 Z3Tay T1T3T3
Y1YeYs = =—1
1T Ty v

Ecuatia de gradul 3 care are ca ridicini pe y,, ¥,, ¥, este urmitoarea:
N P+ 72—z +1=0,

Observapii. 1) Presupunem cd avem f(z) =0, o ecuajie algebricd de
gradul n §i vrem s3 deducem o altd ecualie algebricd de gradul n, gly) = 0, ale. cirei-
radacini y sint legate de ridicinile = ale ecuatiei f(z) = 0 printr-o relajie datd y = ¢(z).
1In cazul acesta se poate proceda astlel. .

Din relafiile {v’ flz) =0,
¥ = o(z) \ .

se elimind z si ecuatia ¢ care se obtine in y este ecuatla ciutati. Ca exemplificare s3 con-.
siderim din nou exemplul 2) Ecuatla este a® —a2* + 734 1 = 0, iar relatia datid este
R \

Yy=—o
z

: . -
a3 —\z’_+ 7z4+1=0, R
Din relatfile: 1
y=—,
z
elimindm pe z. Avem z = 1 ,-care fnlocuit fn prima relatie da:
. y ' .

- 1
L —— + +1=0,
¥ y’ ¥y .
de unde obf{inem: ecuatia y* 4+ 7y* — y + 1 =0,

’
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2) Procedeul expus mai sus eate recomandabil orl de ctie ori eate posibild climinarea

lui. z din relafiile: .

¢ { f(z)’:oo
y = ¢la).

tn caz ci aceast’ eliminare este dificild se vor utiliza relatlile lui Viste.

Exercltil ~

1. Aplicind teorema lui Bézout si se determine parametrii a i b astfel incit polinomul

X — 4X% 4 4X% 4+ aX + b sit se dividi cu' X2 — 4X + 3. Si se determine apoi

cttul tmpdrtirii. .

2. Si se determine rédécnmle polinomului X3 — 3X% 4 2X + 6 stiind ci are ridicina

4

b

9

10

11

12

18

o= —1.

S4 se determine parametrul m $i apoi si se afle rddicinile polinomului X* — 6X2 4
+ 8X + m stiind ci are riddécina « = 2.

Sa se determine parametrii a §i & stiind cid pdlinomul X4 —5X3+8X*+aX + )
are ridicina dubld a = 1.

S se determine ecualia de gradul cel mai mic care are ca riddcini numerele 1, 2, —2.
S4 se determine ecuafia de gradul cel mai mic care are radicina tripla 1 si radici-
nile simple 2 §i —3.

. 84 se giseascd c.m.m.d.c. al po‘linoamelor f5ig:

a) f= (X — DX + 1P(X — 3)HX —4),  g= (X — (et VHX —4)%;
b) f'= (X* — 14X — 1)(X — 2), - g= (X — 10X —2p5;
¢) f= (X = 1)(X* — 1)(X + 32, g = (Xt DX + X — 1)

S4 se arate ci doud polinoame nenule f5i g din C[X]sint prime intre ele dacd §i numai
daci nu au nici o rddicind comuni.

Daci f, g<= C[X] au acelasi grad, atunci fsi g au aceleasl riddacini dac §i numai daca
polinoamele f si g au coeficienii propor{ionali.

Aplictnd teorema lui d’Alembert-Gauss s se arate ¢i dacd f = C[X] este un polinom
de grad > 2, atunci func;la polmomulm asociati

f :C—r C, f(a) = fla)
nu-este injectivd, dar este.surjectiva.
Fie f si g dousi polinoame din ([X]. S& se arate cdl functiile polinomiale ?: C-r c
§i ;: C — C sint egale dacl i numai daci polinoamele f si g sint egale,
ﬁ}c)é f(X) este un polmom arbitrar si se arate ci f(/(.l’)) — f(X) este divizibil prin

Folosind teorema lui Bézouf si teorema: 7 3.2 si se arate ci:

a) Polmomul (X + 1)on+t 4 xen+2 ge divide-la X2 + X + 1;

b) Polinomul (X — 1)n+2 — X2n-1) se divide la X2 — X + 1;

¢} Polinomul (X 4- 1)*n+2 4 X + 2 se divide la X* + 3X + 3; .
d) Polinomul (X2 4 1)®n+2 4 X4 4+ 1 se divide la X* + X + 1;

¢) Polinomul Xen+8 4 X3nt 4 1 ge divide la X2+ X + 1;

1) Polinomul (X 4 1)1#r+l 4 X142 ge divide la X?® + X+ 1,
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14. Fie ecuajia z* + az* + bz + ¢ = 0 avind rdddcinile z,, z,, z,. Si se determine ecuatl:
care are rddicinile y,, y,, y; dacd ’
a) Yy =35+ T2+ 2y, Ys=371+ 3 + zp Ya =323 + 71 + 245

L4

b)y=—l—z y =-l—;‘;a Yy =iz-
4] 211! 2 » a.2 31

==+ T+ Ty, Y= — T3+ T1 + T3 Ya= — Ty + Ty + Tn;
d) y, = 1%: Ya = Igo Y = :!:3;
e) N1 =21+ 73T5 Y3 = Ta + T1Tp Y3 = Ts + ) Z,.
16. Si se determine parametrul m astfel ca o ridicind a ecuatiei 2* — 28z + m = 0 sl
fie dublul altei raddcini.

18. S4 se determine A astfel incit suma a doul radécml ale ecuapel 20 — 4a? — 7z +
+ A = 054 fie egald cu 1.
17. S4 se determine relafia intre p si q astfel incit radicinile z,, z,, z, ale ecuafiei
3 + pz + ¢ = 0sil se gliseascd in relatia z; = 1 + 1. Dacdi¢g' = psi peR — {0},
Zy Za
s4 se arate ci condifia din enunf nu poate fi indeplinita.
18. Si se rezolve ecuatiile algebrice
a) ¢ — 42 + 52 — 22 — 6 = 0.
b) z¢ + 22° + 223 + 10z + 25 = 0, ~
€ 2*+2224+ 322+ 22— 3 =0,
stiind cd suma a doud ridicini este egald cu suma celorlalle doudi ridacini.
19. S4 se rezolve ecuatiile algebrice
4% — 12z + 11z — 3 =0, a:"+3:t’—z—3—0
stiind ¢ rddéicinile sale sint in progresie aritmetica.

20. Dacd z;, z,, z, sint ridicinile polinomului
X2+ ) X2 + a, X + a,,
sd se calculeze :c’l' + z§ + ::3 §i z'{ +z§ + z;*.

21. Fie ecuafia z* + 3z + 1 = 0. Si se determine ecuajia de gradul al treilea care are
rddicinile y,, y,, y; daci:.

a) yl=ﬂ_‘ﬂ,y,=m,%=f”l—"‘_‘i’;
Iy E 7Y Zg
Ty, Z. " & e
b)yy = 2 41, gy =002 4y, g, = T 40y
. z " Zg - Ty

1 1 1.
c) y1=1+:2',ya=1+?,ya=l+'z—-
1 2 3

22, 54 se arate c3 1 este o ridicinid dubld pentru polinomul
. X3 — p X743 . p 01 — |, .
£8. Si se determine ordinul de multiplicitate al radacinii 2 pentru polinomul
X — 6X0 4 12X4 — 9X0 4 6X* 4+ 12X + 8.

24. 84 se determine ordinul de multiplicitate al radacipnii —1 pentru polinomul X* 4
+ 6X*4+ 14X® 4 16X* + 9X + 2 si apoi s se afle rddicinile polinomului dat.

26 S4 se determine ordinul de mulfiplicitate al radacinilor 1 si —1 pentru polinomul
X+ -2 —-2X24+ X+ 1.
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§ 8. Rezolvarea citorva ecuatil algebrice de grad superior

Sint bine cunoscute formulele de determinare a ridicinuor pentru ecuatiile
de gradul I gi gradul II. De asemenea se cunosc formule de rezolvare pentru
ecuatia de gradul III (numite formulele lui Cardano) precum si pentru ecuatia
de gradul IV. Inconvenientul acestor formule (pentru ecuatiile de gradele 111
gi IV) constd in aceea cid sint foarte complicate gi nu au nici o utilizare
practici. Am vézut prin teorema lui Abel-Ruffini cd pentru ecuatia generald
de grad > 5 nu se pot da formule de determinare a rédécinilor prin radicali.

Ceea ce ne propunem in acest paragraf este de a ardta cd existd ecuatii
de grad > 3 pentru care se pot da formule de determinare a rdédacinilor
lor.

Ecuafii binome. Forma eéua;iilor binome este
(1 " —a=0@ecCn>1).
Rezolvarea acestor ecuatii este ficutd in manualul de Geometrie. Se proce-
deazi astfel: se scrie numérul a sub formd trigonometrica,’ a. = r(cos ¢ +
+ 1 sin ¢). Atunci solutiile ecuatiei (1) sint date de formula

T = V?(cos ? + 2km +i sinw).
n

n

unde 0. < k< n—1.
Trebuie sd observdm céd-rezolvarea ecuatiilor de gradele I si II se reduce _
la rezolvarea unor ecuatii binome.

-Ideea de rezolvare a ecuafiilor de grad > 3 este’ de a o reduce la rezolvarea
succesivd a unui numdr de ecuaii simple (de reguld ecuafii binome ).
Ecuafii bipdtrate. Forma generald a ecuatiilor bipitrate este:

) azt + bz* 4 c= 0, )
unde g,bccCsia ;&‘O.

Rezolvarea ecuatiei. (2) se face astfel.
Se face substitutia 2> = y si obtinem ecuatia de gradul doi

3) "ay’+b.y+c=0. .
Ecuatia (3) se numeste rézo_lvanta ecuatiei (2) si ridécinile ei sint:
b VT . —b— Vb —hae
yo= TREYE R gy, P VP e

’

Din egalitatea z? = y obtinem ecuatiile
a* = Y §i 2=y
Ecuatia z? = y, are rddicinile:

am — -— a_
-’¢1=\/ b+Vb’ 6ac , z___-v b+l/b lmc.

141



Ecuatia':::'z =y, are ridicinile

—-b - s _ —b — /b® = tac
Zp = \/ b — Vb —4ac L Ta= — V b /b = bac .
2a ‘ 2a

Numerele z,, zs, z3, z4 sint réddcinile ecuatiei (2).
Rédicinile ecuatiei (2) pot fi cuprinse in formula

oo x| 2R

numitd formula de rezolvare a ecuatiei bipétrate.

(4)

" Observagie. In formula de rezolvare a ecuatiei bipitrate apar radicali

de forma |/ 4 + [/_ﬁ. Acesti radicali pot fi adt_iéi la o sumd sau diferen{# de radicali
mai simpli utilizind formula

) Vax Vf;\/_m:—ﬂi\/A—@Tﬁ

2
(A*> B, B > 0) (aceastd formuld se verificd direct prin ridicare la pitrat).

Ezemple. 1) Si rezolvim ecuatia bipatrata
x4+ 522 — 6 = 0.
Facem substitutia z* — y si obtinem ecuafia rezolventa
. y¥+5y—6=0

care are ridacinile y, = —6 si 3? =1.
Ridicinile ecuatiei bipidtrale sint:

2, =i 6, za=—il/ 6, z3=1, , = — 1.
2) Si rezolydm ecuafia bipitrati -
' — 822+ 9 = 0. ’

Ficind substitujia z? =.y obtinem ecuatia rezolventi
L ]
y—8y+9=0,

care are ridacinile y; = & +/ 7 §i ya = & — [/ 7.
Ridicinile ecuatiei bipédtrate sint:

VitV a== VitV a=VizV5 o - - Vi=/3.

Dar, folosind formulele (5)-de transformare a radicalilor dubli ob],inem'

T R [T T ]

V'ﬁ___ -'\/4+l/16———7;\/4_l/16_7=l/7:1'

2. 2 V2
Deci z; = V7+l =.=—&j-i. 2§="|/—-5_——l-'34=">l/—7—:1'
V2 Ve V2 Ve
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Ecuajit reciproce. O ecuatie de forma
2" + @12 + .t @2+ ez + a4 =0, (a, #0),

avind proprietatea @,_; = a; oricare ar-fi i (0 < i < n), se numeste. ecuafie
reciprocd de gradul n (altfel spus, o ecuatie este reciprocd dacd coeficientii
termenilor egal depirtati de extremi sint egali).

Observagie. Pe noi ne intereseazi numai rezolvarea ecuatiilor reciproce
de grad > 3.

Dacd n = 3 obtinem forma generala a ecualiei reciproce de gradul 3:
azx? + bz + bz +a=0 {a#0).
Daci n = 4, obfinem forma generali a ecualiei reciproce de gl;adul 4:
azt + brd + cx* + bz + a =0 (a #0).
Daci n = 5, obtinem forma generald A ecualiei de gradul 5:
a:c‘”+ bz! + cx® 4+ cz”—}- bz +a =0 (a #0).

Sd ddm citeva proprietéti generale pentru ecuatiile reciproce de gradul n:
1° Dacd ecuapia reciprocd are rddicina «, atunci ea are §i rdddcina 1.
a

- .
Intr-adevir, dacd f(z) = @,2" + @, 13" + ... + a1z + a9 =0 este o
ecuatie reciprocd avind rddacina «, atunci

a0 + @, &l 4+ ...+ ax® +aa+a2=0. Cam « # O (in caz contrar,
ar rezulta a@o = 0 st deci @, = 0) putem 8§ impér{im cu " §i obfinem relatia
) -1
an+a..-li+-..-+az( + 1( T ta(y) =0
Tinind cont de\faptul cd @; = a,_; oricare ar fi i (0 < ¢ < n) obtinem
n—-1
an('—) +a1l—l('l 4ottt da=0
x a~ a -
§i deci si ‘-!- este de asemenea rdddcind.

2° Once ecuajie reciprocd de grad lmpar are rdddcing z = —1.
Intr-adevir fie

f(z) = am_‘l_zml + agpx®? + ... + apy, 7P + @p2? + ... + a1z + a5 =0,
o ecuatie reciprocid de grad impar = = 2p 4 1.
Inlocuind £ = —1, obtinem in membrul sting numirul
f(—1) = dap,a(—1)P* + agp(—1)% + ... + @pya(— 1P +ap(—1P + .
et a(—1) + @Go = —8opyy + azp + .. S+ Gp (=14 + (1P + ..
' + (—a1) + ao.

Cum ay = agpyy, @) = agp, 3 = G3p_4, ..., @y = Gp,1, atunci grupind termenii
egal depértati de extremi obtinem

f(—1) = (8o — @spy1) + (asp — @1) + (32 — @ap1) + ... + (—1)P(ap — ap,,)=0.
Rezultd cd z = —1 este rdddcind pentru ecuafia reciproci de.grad impar.

-

143



3° Orice ecuajie reciprocé de grad impar
f(z) = 412;;4-{1-'13’”'"1 + ag,z® ... + az + ap = 0,
se reduce la rezolvarea ecuajiei z + 1 = 0 si a unei ecuafii reciproce de grad
par, /
8(z) = bypx® + byp_12P1 + ... + bz + by = 07

Intr-adevir, din 2° ecuatia f(z) = 0 are ridddcina £ = —1. Conform teo-
remei lui Bézout putem scrie
f(z) = (z + 1)a(z).

Presupunem ca g(a:) = bgpz?® + bzp_1x2P 1. + ... 4+ b1z 4 bo. Deci
A2p TP + @2 + ..+ ayx + ap =
= (2 4 1) * (b7 4 byp 2P - ... + b7 + by),
de unde obtinem,
ayp41 = b2p, @ = by,
azp = byp bap_s, a1 = by + by,
Az, = bep 1 + bap g, @z = bz + by,

Cum @; = agp,,_;, oricare ar fii(0 < 2p + 1) obtinem din primele egalititi

by = bzp Cum bgp + bypy = b1 + bo obpnem b1 = bgp4. Din urmitoarele

egalitdti obtinem ca by = byp_,.

Procedind la fel, din egalitdtile urmitoare deducem in fmal cd b, = by

oricare ar fi 0 < ¢ < 2p. '

Deci ecuatia bapz®P + bgp 2P + ... 4 b1z + by = 0 este reciproci.
Rezolvarea ecuajiei reciproce de gradul I1I

Am vizut cd forma generali a ecuatiei reciproce de gradul III este:

(1) e + b2+ bz +a=0 (a # 0).
Aceastd ecuatie are rddicina z = —1. Atunci putem sid scriem
(z + az® + (b — a)z + a] =
Ecuatia (1) admite rdddacinile
z; = —1 §i z,, 73 date de ecuatia az® + (b — a)z +a = 0.

Ezemplu. Si rezolvim ecuajia 22® 4 z? + z + 2 = 0. Aceastd ecuatie
este o ecuafie reciprocd de gradul III. Ea se scrie-

(z+ )2z —2+2) =0

care are rddicinile z, = —1 §i z,, z, care sint rad4cinile ecuafiei 2z% — = 4 2 = 0, adica

rm AEIVE o 1 1VE
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Rezolvarea ecuajiei reciproce de gradul 1V g
Am vizut cd forma generald a ecuatiei reciproce de gradul IV este:

(1) art + b3’ +cx* 4 bz +a =0, (a#0)
Cum @ # 0, ecuatia (1) nu admite ca ridéciné pe z = 0. In (1) impérfiin cu
z? gi oblinem ‘ecuatia .
az’+ba:+c+£+3’=.0

T T

sau grupind termenii in mod convenabil avem:
a(a:’ +—1;)+b(a:—l-l) +¢c=0.
T T
Facem substitufia y = z 4 1. cum z? + i’ = y% — 2 obtinem ecuatia in y
I I

a(y®—2) + by +c¢=0sau (2) ay* + by +¢c— 22 =0.
Ecuafia (2) se numeste rezolvanta ecuatiei (1).
Dacid y, y» sint ridicinile ecuatiei (2) atunci obtinem doud ecuatii:

\ Tta=y §i z+- =1y
. z z

sau B)22—yz+1=0

§i (4) 22 — ysz + 1 =0.

Daci z,, zs sint riddécinile ecuatiei (3) §i s, 74 sint rédécinile ecuapel (4)
atunci z,, Z3, Z¥s; 74 sint rdddcinile ecuatiei (1).

I

Ezemplu. Si se rezolve ecuatia
6z4 + 5z — 38x% 4 5z + 6 = 0.
Aceastdl ecuatie este o ecuafie reciproci de gradul IV. Impar{im cu z* si ob{inem:

62 + 52— 38 + > + O —
z x3

sau

1 1 . .

6(.1:’+—)+5(z +—]—3s=o.

z2 z

Notim y = z + 1 . Cum 2? + —1; = y* — 2 obfinem -ecuatia
T X

6ly*—2)+ 5y — 38 =0

sau
6y + 5y — 50 = 0,
care aré riddicinile y; = — .13_0 §i o= %,
Avem ecuatiile:
1 10 . 1 5
T+t —=——siz+—=—.
z 3 ¥ B - 2
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Prima ecuatie are rddicinile

_ / 1 T
?;= —3, Ty = —-—3—.
*Ecuatia a doua are radécinile z, = 2, z, = % )
Deci z, = -3, Ty = — %, Ty=2, T,= % sint riidacinile ecuatiei date.

Rezolyarea ecua;iel& reciproce de gradul V=~
Forma generald a ecuatiei de gradul V este

‘az® 4 bzt + ¢x® + ex? 4 bz + a = 0.

Deoarece aceastd ecuatie este de grad impar, din proprietatea 3° rezolvarea
acestei ecuatii se reduce la rezolvarea ecuatiei z + 1=0gsia unel ecuatii
reciproce de gradul.IV.

Ezemplu. Si se rezolve ecua.;ia ¢
6s‘+:‘—43z’—63z’+z+6=0

Aceasté ecuatle este o ecuatie reciproci de gradul V.
Deoarece este de grad impar aceastd ecuafie. admite solufia z = —1.
Putem scrie:

61:5+::‘—43a:’—43.1:’+z+6=_(z+ 1) (6z% — 5z® — 382 — 5z + 6).-
Deci obtinem ecuatia reciproci de gradul IV:

628 — 522 — 3822 — 5z + 6 = 0.

Imparfind cu z* obtinem: \ . g

\

szﬂ'—?s’:—as—-i+i=o.
: z z?

-

Facem sﬁbstituﬁa y==z+ 1 . Obtinem éc{lat.ia de gflidul I
z ,

6y? — 5y — 50 = 0 care are solutiile y, — — -Z- y, = _132 .
. . 1 5 ... 1
Din ecuatia £ + — = — — obfinem z, = —2’ Tg= — —.

z 2 K 2

Din ecuatia = + 1_1 obtinem .z, = 3, =; = 1,
z 3 3
Deci ecuatia datd are rddicinile
$1=—‘1, a:,=—2, Ty = ——l-

» Tg=13, xs;—l-.
" Observagii. 1) Am viizut ci ecuajia reciprocd de gradul IV se reduce

la rezolvarea unor ecuatii de gradul II, ficind substitutia =+ 1. y. Se poate ariita
z-

(exercifiul 10), folosind Binomulllui Newton, cll orice ecuafie reciprocd de gradul n = 2p
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se reduce, folosind aceeasi substitutie z + 1_ y, la rezolvarea unel ecuatii de gra-
dul p 5i a p ecuatii de gradul 1I, :
2) In unele manuale mat véhi stnt numite ecuajii reciproce i ecuajitle de forma .
(1) anI™ + @p g2t ..t aix + qy = 0‘
avind proprietatea urmdtoare:
a; = —ap-i oricare ar.fif, 0 < i € n.

Se observd imediat cd dacd n =l2p (numir par) atunci din ep = —agp_p obtinem
ap = —ap§i deci ap = 0. '

Orice ecuafie reciproci de tipul (l) are ca riddicind pe r = 1. Atunci, conforrn teo-
remei lui Bézout putem scrie:

anz™ + apyz 1 4+ ...+ a1z + ag = (z — 1)(bngZ™* + bpaz™? + ... + bz + b,) sau
anz® + anz"! + ... + @z + @y = by 2" + (bng — b1 )2 + (bng — bng) T2+ ..
) oo+ (Bo — by)z — by
de unde ob{inem egalititile:
dn = bp, @ = —by,

an1 =bny — bp, a1 =bo— by,

- " @ng =bng —bn-s, @y =0b, — by
Din prima egalitate, cum a, = —an, obtinem b, = bn,.
Din a doua egilitate, cum a¢; = —an,;, obtinem &, = by ,.
Din a treia egalitate, cum @y = —an, ohfinem by = bp,.

Continuind astfel obtinem ci b; = bin—)—; oricare ar fi {, 0 < i € n — 1, ceea ce ne arati
cll ecuatia

bpaz"™ + bp 2" 2 4+ ...+ bl + by =0
este o ecuafie reciproci.
In concluzie orice ecuatie

anz™ + Gny 2™ ...+ Gz + @ =0

avind proprietatea cd a; = —ap—;(0 i< n), se reduce la rezolvarea unei ecuafii reciproce
de gradul n — 1. . )
Exercigli )

1. S4 se rezolve ecualiile bi’pétratg
a) z* — 10224+ 9=0; b) z4 — 1722 4+ 16 = 0;
c) =t — (1 +‘1/"2)z'+ V2=o0; ci) 24— kot 4 1 = 0;
e) o8 —622 +6=0;1) 624 — 522 +1=0;
g) 3224 — 122+ 1 =0; h) 26 — 1 = 0,
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2. Si se rezolve ecuatiile:

.a) 2% + l%)’élno; b) V2z‘+7;'—5;z’+z;

o VETI—s—a 0 2 (4 s
. - 4

8. Si se determine ecuatia de gradul IV, avind ca radAcini:
8) 2y =—4 Za =4, 5= —3, 5, =3;
b) 5H= ——;‘, -""a=—2', Iy = —%. 34=%3
¢} 7, = —3i, za = 3i, 7, = —2i, z, = 2i;
d) o = —2, 23 =2, 23=—5, g,= 5. ~
4. 54 se determine natura rddicinilor ecuatiilor:
a) z8 — 2(m — 2)z® — m? = 0; v b) 4zt 4+ mz® + 9 = 0; !
c) mad+ 4zt + 1 = 0; d) mizt — 2(2m? + 3)z% + 1 = 0;
e) 3z* — 5mz? — 2m?2 = 0; 20 z%(2z? + 5) — m(z? + 3) =3.-
5. Si se rezolve ecuatia ’ '

az®® 4+ bz +¢c=0

si ap‘oi si se aplice formula pentru cazurile parﬁculare

a) z* + 152° — 16 = 0; b) 2* + 224 —3=0; -
c) z*— 723+ 6=0, d)z'+l2.1:’—13=0.

6. Si se rezolve ecuatiile de gradul ITI:
a) 52° + 3122 + 31z + 5 = 0; b) 22 + 32% + 3z + 2 = 0;
c) 522 — 312° + 312 — 5 =0; . d 22— +2—2=0;
e) 2+ 4o + 4z +1=0; f) 32* + 228+ 2243 =0;
ga+f+z+1=0; .h) 28 458 + 52+ 2 =0.

7

54 se determine relatia intre a i b astfel incit ecuafia reciprocd de gradul III
agt+ bz + bz +a=0 (a <R, b<R) & aiba: '

i) doud radicini egale,

ii) toate radicinile reale,

iii) doud rddacini complexe.

Sa se rezolve ecuatiile reciproce de gra_dt_ll Iv:
a) 224 + 7% 4+ 92 + Tz + 2 = 0;

b) s+ &2 — 1822 + z + 1 = 0;

c) 4.1:-‘—a:’+5::'—.1:+4=0;"

d) ::‘+2:c’—.1:’+2z+l‘=0;7

e) zb + 22° — 62° + 2z + 1 = 0;

f) 28 + 822 — 224+ 32+ 1 = 0;

g) 2"+ 32 — 162 + 3z + 1 = 0.
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9. Si se determine numirul real a astfel tncit ecuatia:
24+ 22° + az? + 2z + 1 = 0,

sd aibd toate ridicinile reale.

10. S se arate ci orice ecuatie reciproc:a de gradul n = 2p se reduce la rezolyarea unei
ecuatii de gradul p i a p ecuatii de gradul doi.

11. Si se rezolve ecuafiile reciproce de gradul V: «
a) 2025 — 81z* + 622° 4 622 — 812 4 20 = 0;
b) 5+ 24+ 4+ 22+ z+1=0;
¢) 52° — 4zt + 52° + 52* — bz + 5 = 0.

§ 9. Polinoame cu coeficlenti reali

Teorema 9.1. Fie f un polinom nenul cu coeficienti reall. Daci « = a 4 Ib,
(b # 0) este o ridicini complex3 a lui f, atunci:
1° @ = a— ib este de asemenea o ridicini a hui f,
2° « g @ au acelagi ordin de multiplicitate.

Demonslra;ze 1° Am vizut in § 4 (proprietatea iii)) ca f(a) = {(a).
Cum f(a) = 0, atunci f(a) = 0 si deci a este o rddicind a lui f.

2° Presupunem ci m este ordinul de multiplicitate a lui «. Rezulti ci existd un
polinom g astfel fncit f= (X — a)™g §i gla) # 0. Cum b # 0, atunci « 7 a. Cum
f(@) = 0, atunci (z — «)™g(z) = 0 de unde obtinem cii g(x) = 0. Din teorema lui Bézout
obfinem ci existd un polmom & astfel incit

g= (X —a)g. Deci f=(X—a)Tg=(X— a)"'(X - 1)31 (X — a) (X —3) (X —
—a)mlg = [X?— (¢ + &) X + aa] (X — a)™1g. Cum a 4 a@ = 2a¢ §i ax = a® + &2
atunci ) )

f=(X*— 2aX + a* + b?)(X — «)™'g,. Cum polinomul X? — 2aX + @? »b* are
coeficien}i reali -deducem c¢i polinomul f1 (X — )™ 1g, are coeficien{i reali. Putem
sd scriem

f= (X2 - 2ax'+ a® + i’)fl.

Daci m > 1 continuim procedeul cu polinomul f;. Cum f, are riddcina « atunci
exact ca mai sus existd un polinom g, aslfel tncit f; = (X3—2aX + a? + b?)(X —a)m2g,,
Deci f= (X? — 2¢X 4 a® + b%) (X — a)™ g, §i polinomul f, = (X — «)™2g, are
coeficienfi reali.
Daci m > 2 atunci « este ridicind pentru f, §i continuim procedeul cu f,.

in felul acesta dupi m pasi obfinem un polinom 4 cu coeficienfi reali astfel incit

f=(X®— 26X + a® + b¥)mh = (X — o)™ X — z)mh.

Din aceastd egalitate rezultd ci (X — &)™|f. De-asemenea (X — )™+ nu divide pe f,
deoarece in caz contrar am avea ci k(a) = 0. Cum & are coeficienti reali dtunci a = @
.este de asemenea o #id4cini a lui 4 si deci X — « | k. Dar atunci (X — a)™+! | f ceea ce
contrazice faptul cii « are ordinul de multiplicitate m.

1n concluzie « este o ridicini cu ordinul de multiplicitate m. Aceasti teoremi este
foarte utild in multe aplicatii cind se cere determinarea rédacinilor unui polmom (ecuatu
algebrice) i cind se cunoaste o riadicind cdmplexé a sa.
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Ezemple

1) Sa se determine riddicinile polinomului
f=X4—3X3— X+ 9X — 18, stiind ci admite ridicina «, =1+ i)/2.

Conform teoremei 9.1 polinomul va avea ca ridicini §i pe =1 — i})/2, deci
se va divide cu : R

(X—1—iy)(X—14+1)F) =X —2X+3:

Efectuind Imp4riirea lui f prin X* — 2.X + 3 se ob{ine descompunerea
f=(X®*—2X 4 3)(X*— X — 6).
Polinomul g — X* = X — 6 are rddcinile %= — 2, a, = 3.

2) S& se arate cd polinomul f= (1 4 X)%+ — (1  X)%+3 _ { este divizibil cu
X2+ X+ 1.

Radacinile lui X*+ X + 1 sint « = —_—’—;ﬁ si p= == V3 pentmy

a arfita c4 f se divide cu X2+ X 4+ 1= (X — a) (X — B) trebuie si aritim cA
flz) = f(B) = 0. Dar cum § = « este suficient s dovedim ¢ f(a) = 0. Intr-adevir "

fla)= (1 + a)fktt — (1 4 a)thta — 1,

Dar a®+a+ 1 =0 si deci 1+ @=—at. Obtinem _atunici f(a) = (— a?)%+ —
_ (_’_ ARt — | = — ¥ glzhid | = — (a?)%h o — (a¥)th .-qf — 1.
Cum o®=1 avem c¢i fla) = —a?—a! —1=—oa?—a*a®—~ 1= —d —aqg— 1 =

=—(®+a+1)=0.

Deci f{a) = 0,. ceea ce t:rebuia dovedit.

3) Fie polinomul f= X°4 X® 4 3X* 42X 4 3X? 4+ mX 4 1. Si se determine
m stiind ci admite ca ridicind pe i §i apoi s se gliseasci celelalte ridicint.

Cum, i este ridicind trebuie s avem ci f(i) = 0. Deci i® 4 i® 4 3i4 4 2i® + 3i® +
+mi+ 1 = 0.de unde obfinemcid —1 +i+3—2i— 3+ mi+1=0sau(m—1)i =
= 0 si deci m = 1. Cunt f are ca ridicind pe i rezultd cd are ca rddacind 5i pe — i. Deci
[ se divide cu produsul (X —i)(X +i) = X*+ 1. Deci f= (X?+ 1)(X* 4 X* +
+2X'+ X 4+ 1). "

_ Ecuatia 2%+ 2+ 2z* + £+ 1 = 0 este o ecuatie reciproéa'de gradul IV. im-
pir{im cu z2 si obtinem

z’+:+2+l+i=0.
z x?

Notim y =z + 1 ; objinem ecuatia de gradul II in y:
z ; .

\

- \

Y+y=0
care are riddcinile y, = 051 y, = — 1.
Ecuatia z + 1 0 are rddicinile 24 =i, 7, = —i..
I

’
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Ecuatia z + % = —1 are rddicinile gz, = _1—"'2”/-—:1 » Te = :1_"21@_ - Deci .
polinomul f are ca riiddcini:
Zy = ir Ty = _i: Ty = i, Zy = _in Ty = :—lizl—_a‘. Ty = —, —1—] l/- . Ridacinile,

i i —i sint duble.

In continuare vom da citeva consecinfe ale teoremei 9.1.

Consecinta 9.2. Orice polinom cu coeficlenti reali are un numir par de
ridicini complexe (care nu si‘nt numere reale).

Din aceastd consecintd rezultd imediat:

Consecinta 9.3. Orice polinom cu coeficlentl reali de grad impar are cel
putin o ridﬁcini real,

Teorema 9.4. Orice polinom f—:a +a,X+ ... +aX% de grad >1cu coe-
ficientl reall este un produs de pollnoame de gradul | sau gradul |l
cu coeficlentl reall, adici poate fi scris sub forma -

() f = an(X — o)l ... (X —ap)hp (X2 4 by X + )0 ... (X2 +
+ by X + ¢, )*e unde oy, @,, ..., 0, SR §1 b} — 4c; <0, ..., b2—
— 4¢c, < 0. )

Demonstrafie. Conform consecintei 7.3.4 f are descompunerea

(2) f=0a(X — a))(X — ag)fr ... (X — ;) unde a;, «g, ..., &, sint radi-

cinile lui f. Presupunem ci a;, aj, ..., a, sint toate ridécinile reale ale lui f.

Rédécinile &y, ..., &, sint complexe. Ludm rddicina «,,, care are ordinul

de multiplicitate %,,,. Cum E,,H este o ridicind a lui f, existd o rddécind

api(i > 2) astfel incit ap,; = @p,;. Dupd teorema 9.1 avem K, ; = k,,+,

In descompunerea (2). grupdm factorul (X — ap,,)*+1 cu factorul

(X — opy et = (X — ¢p+1)hp+'

Notﬁm rn=rlkybi=—(tpu1 + %) §i 1=ty Upyye
Atunci in descompunerea (2) apare factorul

(X — appy)rr+ (X — %y o+t = (X2 + b, X 4 1), unde by, 6; € R. Daci In
continuare proceddm la fel cu toate rddicinile complexe ale lui f descompu-
nerea (2) a lui f se scrie sub forma (1). \

Exercl;ii )

. S& se arate ci daci a 9& b polmomul f= aX' + X2 4+ b0X + 1 nu are rédécxmle ;l;n
2. S se determms a ;1 b §l ap01 S8 se rezolve ecuatia
at — 7z + 212+ az+ b=0,4a, b ER,
stiind c& 1 + 2i este rddacind a_ecuatiei. .
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8. Fie ecuatia
4+ 2a+1)2*+ 2+ 12" +bz+c=0,4a b, ceR cu a >0 Si se arate
cli aceastli ecuatie admite cel mult doud radicini reale. ’
4. S# se determine rddicinile polinomului
=X+ X +3X44+ 2P+ 3X*+ X + 1
stiind ci admite rddicina i.
6. Si se rezolve ecuatia
z — 322+ 5z — 4z + 2=0
stiind ci admite rddicina 1 + i.
6. sa' se rezolve ecuatia
z‘—li:c’+761:’—6::+5=0
stiind ci admite rédagina 2 —1i.
7. Fie ecuafia
*—az?—az+1=0cuacshBsi|a| <1.
S4 se arate cii toate rddéicinile sint de modul 1.
8. Si se determine m si r §i apoi si se i-ez—olve ecuatia
— Bt matt22+n=0
stiind ci admite rddicina 1 + i.

9. Stiind éi polinomul f= 3X4— 5X° + 3X2 4 4X — 2 are rddicina l +-i, s se
‘glseascd celelalte rdddcini 5i s34 se descompuni polinomul f in produs de polmoame
de gradul I si II cu coeficienti reali.

10. Si se descompuni polinomul f = X* + X* + 11n factori cu coeficienti reali.

11. S& se descompuna in factori cu coeficienti reali polinomul X4 4 1.

-12. Fie [ si g doul polinoame nenule cu coehcnenp reali. Daci polinomul f(X3) 4 Xg(X')
este divizibil cu X? + X + 1, atunci f §i g au rlidicina 1.

18. Fie fsi g dousi polinoame nenule cu coeficienti reali. Dac polinomul f(X3) + X"g(X'),
este divizibil cu X2 4 X + 1, unde n este un numir natural care nu este divizibil
cu 3, atunci f si g au rddicina 1.

14. Si se determine polmoamele cu coeficienti reali de gradul cel mai mic care au ca
radécini:
a) rddicina dubli 2 i rddicina simpla 1 4 i,
b) rddicina dublé i si rddicina dubld 2 — i,
c) ridicina tripld —1 — i si ridécinile simple 1 §i —1.

16. S4 se rezolve ecuatia
(z+im+ (2 —i)r =0
§i s se arate ci are toate raddcinile reale.
16. Si se arate cli polinomul
Xio 4 X4b+1 4 Yeces | Yedsd
a, b, ¢, d tiind numere naturalé¢, este divizibil prin X* + X2 + X +1.
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§ 10. Polinoame cu coeficlentl ratlonalli §l polinoame cu
coeficlentl intregl

Teorema 10.1. Fle f un polinom nenul cu coeficienti rationall §l a 4 Vb
(cua, beQ. b>034 /b &Q) o ridicin¥ a lul f.
Atunci:
1° g — |/ b este de asemenea o ridicini a lul f;

2a+ VDbsia— 1/ b au acelasl ordin de multiplicitate.

Demonstraie. 1° Conform proprietitii iv) din § 4, avem f (e+Vb)=
=A+BYb. Insi fle+ 1/ B)=0, deci A+ B b=0. DacA B # 0 atunci
Vo= — % Q. Dar)/b&Q; deci trebuie ca B—=0. Cum A+ BT =0
objinem ci A = 0. In acest caz f(a — Vi) =A—BYb=0,sidecia—|/b este
de asemenea o riddicini a lui f.

2° Presupunem ci a + |/ este o ridicind a lui f avind ordinul de multiplici-
tate m. Deci

f=lx—(@+Vb]"ssigla+V?)#0.
Cum a — |/ D este o radécini a lui f avem f(a — /) = 0 5i deci
[a—VEo—(c+VB)"gla— Vb)) =0
sau
(—2V8)"g(a —V'8) =0.

Cum b # 0, atunci trebuie ca g(a — |/ 3) = 0.
Din teorema lm Bézout putem scrie g = [X — (@ — 1V B)]g,, si deci f=[Xx—
—@+VA"[X—(e—V¥)Ia=[X"—20X+a*— 5] [X —(a + V)" g,
Cum X? — 2aX 4 a®* — b este un polinom cu coeficienti rationali, rezultd ci poli-

nomu! f; = [X — (¢ + V5)]™ g, are coeficienti rationali. In continuare se proce-
deazi exact ca in teorema 9.1.

Se objine ci a — |/ b este o ridicind avind ordinul de multiplicitate m.

Observatii. 1) Teorema 10.1 se aplicd numai atunci cind polinomul cu
coeficienti rajionali are o rdddcind pdtraticd, adicd un numdr real de forma a 4 |/
unde 5 > 0 si |/ b nu este un numir rational,

2) Teorema 10.1 nu mai este adevirati cind polinomul f nu are coeficienti rajionali.

De exemplu, polinomul f=X*— (V241 3) X+ (V/6+V3— |2 —1) are
coelicienti nu to}i numere rajionale. Ridicinile lui fsint 1 + |/ 2 5i}/"3 — 1. Se observa
ci f nu are si ridicina 1 — |/ 2.

Ezemple. 1) Si se giseasci rddicinile polinomului
f=X*—4X*+ X* 4 6X + 2 stiind cA admite radicina 1 — |/ 2. Din teorema 10.1
rezultdl ci f are si ridicina 1 + |/ 2. Deci f se divide cu produsul [X — (1 — 1/ 2))[X —
—(1 + ' 2)] = X* — 2X — 1. Efectuind impartirea lui f cu X* — 2X — 1, f se scrie

[=(X—2X —1)(X*—2X - 2).
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Radacinile lui g = X* — 2X — 2stnt 1 — |/ 3 i 1 + |/ 3. Deci fare rddicinile 1— |/ 2;
1+V21-V31+V3.

2) 84 se determine un polinom f cu ceeficien}i rationali de gradul cel mai mic care
admite ca ridicini pe 3 + isi 1 — |/ 2. Intr-adevir, acest polinom trebuie s aibi gi radi-
cinile 3 — i gn 1 4+ |/ 2. Atunci f se divide cu produsul

X—-0B4+iNXx—-0@-Nx-0—-vIXx-0+1r2]=
=(x’—6x+1o)(x=—2‘x—1)=x'—sx=+21x’—u.x—

Deoarece ultimul polinom are coeficienti rafionali, rezulti ci f= X* — 8X® + 21X —
— 14X — 10.

Teorema 10.2. Fie f =g, + a;X 4 ... + a, X" un polinom de gradul n (n > 1)
cu coeficlentl Intregi. Dacs a = £ (p, ¢ numere prime intre
q >
ele) este o ridicini ragionali a lui { atunci:

1° p divide termenul liber q,;
2° q divide coeficientul termenului de grad maxim a,,.

Demonstragie. Cum f (i) = 0, avem

(1) ao+a1—+a2( ) + . +an( )

Inmultind (1) cu ¢*, obtinem
af" + a1pg" + azp’q"? + ... + @0y p" g + anp™ =0,

de unde obtinem

(2) aq" = p(—arg*"'— agpq™? — ... — a,p™?)
si

3) anp" = g(—aeg" ! — a1pg" — ... — @y p"7)
Din (2) rezulté cé p | @pq". Cum p si ¢ sint prime intre ele, atunci p si ¢" sint
prime intre ele §i deci trebuie ca p si dividd pe a,.

Analog din (3) rezulta ca g | ¢,p". Cum p si ¢ sint prime intre ele obtinem
cd ¢ divide pe a,.

Consecinga 10.3. Fie f=g, + ;X 4 ... + 0, X", un polinom cu coeficiengl
intregl. Daci a = p este o ridicini intreagi a lui f atunci
p este un divizor al termenului liber g,.

Demonstrajie. Cum a=p= il'l atunci aplicind teorema 10.2
ge obtine cd p | ao.

Ezemple. 1) Si se determine rddicinile polinomului
f=X4—2X3— 5X% + 8X + 4.
Mai intfi incercim sd vedem daci f are ridicini intregi. Acestea, daci existd, se glisesc
printre divizorii lui 4 care sint +1, +2, +4.
Se vede cd f(1) = 6 §i f(— 1) = —6;

f(2) = 0 5i f(—2) = 0;
fla) = 84 si f(—4) = 276.
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Deci 2 §i —2 sint ridicini pentru /. Inseamnd ci f se divide cu (X — 2) (X + 2) =
= X% — 4, Polinomul f se scrie

f=(X*—4)(X*—2X —1).
Ridicinile lui X8 —2X —1sint 1 — /251 1 + /2. Deci polinomul f are’ rddicinile:
—2,2,1—-V2,1+V2
2) Si se determine ridicinile polinomului
f=6X4—-17X° — X% 4 8X — 2.
Divizorii lui 2 sint 41, 42, iar divizorii lui 6 sint 41, +2, 43 si +6.
Conform teoremei 10.2 f poate avea riddcinile fractionare:

. 1 1 1 2
1, +2, -, -, =, =,
+ + :I:2 :i:3 :i:6 :i:3

Avem

f(1) = —6; f(—1) = 12; f(2) = — 30; f(-2) = 2105

N
1)) 2o

Rezultd ci f are radéclmle -- $l — . Deci fse divide cu produsul (2X — 1)(3X — ).

Efectuind impir{irea ob],:m m it / (2X — 1)(3X — 1)(X2 — 2X — 2).
Ridicinile polinomului X2 — 2X — 2 sint 1 — V 3si1+ /3 Deci [ are rddicinile:

1 1 - -
S 1=Y3,1+ /3.
>t 3 V 4

Exercitii

1. Si se rezolve ecuatia 225—5z4—22% 4 622 — 1 = 0, stiind ci admite radicina 1 + |/ 2.
2. S#serezolve ecuatia ¢ — 22? — z? — 2z — 2 = Ostiind c4 admite radicina 1 — |/ 3.
8. Si se determine riddicinile polinomului
f= X5 — 3X*— 19X° 4 91 X2 — 80X — 50 stiind cd una din rdd&cinile luieste 3 + i
iar alta este 1 — |/ 2.
4. Si se determine ridicinile polinomulni
f=X%—5X°+ X*+ 6 stiind cd admite ridacina 3 + |/3.
5. S4 se determine rddicinile polinomului
f=X°+3X*+ X°— 5X?2 — 6X — 2 stiind ci admite radicina |/ 2.
6. Si se afle ridicinile rationale ale urmétoarelor polinoame:
a) X* + 3X — 14;
b) X¢ — X3 — 12X®  6X + 36;
c) X®+ 7X4 4+ 18X° + 22X% + 13X + 3;
d) X® 4 6X4 + 13X° + 14X* + 12X + 8;
e) X%+ BX4 4+ 5X° — 50X% — 36X + 72;
f) 6.X* — 43X° + 107X? — 108X -} 36.

7. Fie fun polinom nenul cu coeficienti intregi. Daci a = 2 este o fractie rationali

q
ireductibild, riddcind a lui f, atunci p — ¢q divide pe f(1).
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‘ Raspunsuri si indicatii

N Capitolul |
§ 1.
1. a)3 b)Y/ o) ( ) d) egale; e) egale; 1) 2= V3 g) 5V% ; 1) \/( )"
V‘
2. 2) 2-1=8VF . b (3.2m)¥F, ) 55, d) 2 % .8.a) 236;b)z< —2;¢)z> —7;

dz<1;e)z>-8;1) z<8; g)z<; h)z < —10; i) 2> —21. 4. a) m > n;

b) m>n;c¢c)m<n; d) m 2 n. b. mai mari decit 1; b); d); e}; mai mici decit 1: a);

¢); ). 6. a) (—) - b) ( ) ( ) +1s d) V372 7. daca o< a<t,

atunci z < 0; dac a > 1, atunci z > 0. 8. a) pentru e > 1, da; pentru 0 < ¢ < 1, nu;
b) da; ¢) da; d) nu.

§ 2.

l.a)z<1i; b)—1<z<1; c) zéR; d) ze(— o. —2)U (1, +o); &) z
(2 3);f)zeR; gl z>1; h) 2> 1,i)0 <z < 1. 2.a)log,5; b) log,10; ¢) legs 1/2;

d)3.8a)z>4;b)0<zx< —:— ; ¢) ze(—w, -2/ 2]JUl2)/ 2, +w); d) z=(1,5).
5.a)2;b) 2; ¢c) 2; d) 2; e —2; ) 2; g) 1; h) —1. 6. a}~0,15490; b) 0,28170;
¢) 1,56407; d) 2,26304; €) 1,19458. 7.a) E — log,8; b) E = log;3; c) % 8. a) logoE =
= 2 logg4l + —:—3 (logas! + 510ge37); b) logsE = 3loge31l + -;—(logaél + 41ogg33) —

— 2 loga17 — % (2 loga23 + 10gqa29); c) logeE = 2 logaa +'l (logea + 3logad -+ logac).

_ 12 _ 76 atla +b)* (a — b) ¥ 4b?
bo=Jible="ide="ml VV(a @t 5Vl + o)t

§ 3.
1.0; £;2; 3, —2; —1; —4;1; 2.2. 0,778; 1,176; 1,505; 1,477; 2,921,
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§ 4.

L. 20t g —an 2 =
L a)3;b)5ie) =3;d)— —.e) 2, 1) = @) —4ih) — .2 )2 ; b) 3; c)2 ; d) 7,=7.

Zg=—1; € ,=2, z,=3.8. a) 4; b) 1; ¢c; dl 1; e) 2. 4. a) 35; b) 13 ;o€e) 24

a) 2; b) 1;¢) 3; d} 4;¢e) z, = logs3, Ia=1085’2—2 f) 0; gz, =0; zg=1h) 0;

) 2= 0; zp=1. 6.4) 1; b) logaé; ¢) 0; d) 0; 8) & 7. a)2; b)é—; ¢) 5; d) &
2
Y 1 - . —
8. a) 4; b) \/ ;¢)2.9.a) 2,=10; z, = i b))z = V10;12=%_0—,(,) I, =
2 1
—10%, ;=10 %; q) .1:,=—;—,:|:2=—;—'34. 10. 100. 11. z,=2%; z,=24

12. a) z, = 5, y, = 2 sau z; = 2, y, = 5; b) (2, 1); ¢) (100, 10); d) (4, 2); e) =, = 4,

=10 sau z, =10, y, = 4; f) (1, 1). 13. a) z (-3, —2)U (3, + o0); b) 0,01 <

<z <10000;¢) r < —4. 14, a) 0 < z < 3; b) 2 < z < 4. 15. Impirtind cu 5% obiinem
: x

inecuatia: (i)r -+ (i)x > 1; funclia f(z) = (—:;-)x + (—2—) este slirict descresciloare
] LS

si f(2)=1 deci f(z) >1 pentru z<2 16. a) peatru 0<a<l,0<z<e
penlrua>1, £2a; b) penlru 0 <ae <1, z>5; pentru a>1, 0 <z <3,

Capitolul 1l
§ 1.
6, S, =1-11=1, Sg=1-114+2:21=5 8, =11/ 422! +3 -3 = 23,
Sg=1-114+2 2143 31 + 4 -4! = 119. Examinind acesfe rezultate, se observi ci

avem: Sy=21—1, S;3=31—1, §=4!1—1, §,=5! —1. Formulim urmitoarea
ipotezi: Pentru orice n 2> 1, are loc S = (n + 1)! — 1. Aceasta se demonstreazi prin

inductie matematici. 8. Avem P, — 1 — % =% p,= (1 - —) (1 - —)
(1——)(1——)( - =5, Observim ci P, = 2+1, P,= '
8 2-2 2- 2
.= -n Atunci, in general, formulim urmitoarea ipotezd: Pentru orice n > 2,
avem P, = n+1 . Aceasta se demonstreazi prin inducfie matematici.

2n
§ 2.

1. a) (2). b) (4, 3), (5, 4); ¢) (, B, ¥), (=, v, B), (B, ¥), (B, ¥, @), (¥, &, B), (v, B, ).
2. a) 5760; b) 322560; d) nn — 1); ¢) (n— 3) (n — 4); /) TFIMFL g gy p_ 7,

(n + 2)!1
b) n=6;c¢c) n=2,
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4. a)ne{3,4,56 7,8 9);b)nel,?2 3,45, 6}. 6. 4! = 24.

6. 101 = 3628800. 8. Daci fixdm un element din A (pe primul loc) si un elem\ant
din B (pe ultimul loc) obtinem (m-- n — 2)! posibilitdti de a ordona celelalte elemente.
Dar cum A are m elemente, iar B are n elemente rezultd ci sint mn posibilitati de
agezare a unui element din 4 pe primul loc §i a unui element din B pe ultimul loc.
Deci numirul permutirilor este ma(m + n — 2)!. 9. Daci n este numirul de elemente
al mul{imii, atunci 500 < n! < 1 000, de unde n = 6. 10. 6! — 5! = 600. 11. (n — 1}!
18. 48. 14. AS = 1 680 moduri; daci unul din examene trebuie dat in ziua a 8-a, atunci
avem 4 AJ = 840 moduri. 15. A3 = 30°29 = 870. 16. a) (rn —4)% b) n(n — 1);
c) 2nA'£,#l-

17. a) n < {9, 10}; b) 19; c) n = 10. 18. Trebuie si avem AX = pA%2. Rezulta ca
problema este posibild dacl numirul p este produsul a doud numere naturale consecutive,
adici p = m(m + 1). Apoi, se deduce cA n =k 4+ m — 1. 19. a) @, {3}, {4}, {3, 4}.

n(n — 1) ]

20. Co = 4060. 21. C3 = 22. C§ =126; Cjo = 210. 28. a) Cj — €2 + 1;

b) C3 — Ch. 24. Clo-C} = 14535.
95. C3-C2- CJ = 1680. 26. a) 45; b) 560; ¢) Ckil = o+ ”" ' ::4—_:‘)4' V. q) 101

; §) 90. 27, a) 6;b) 5;¢) 4;d) 17. 28. O

(n—In—k—1)...(n — 2k)
2...(k+1)

clasd oarecare confine ck submultimi. Asadar se cere si determindm care din numerele

c? c!,..., Ch este cel mai mare. Deoarece Cp = ~— :: +1 k1

"+1;iarC >Cn,dacﬁ —:L1<1 de

e) Cﬁﬂf =

k- k
avem Cj 1 < Cny

n—k+1

dacl > 1, de unde k <

n+1
2

numerele Cm. Dacd n =2m + 1 este un numir impar, Cim4+1 = Cimi1 este cel

mai mare. 29. a) n > 11; b) 7<n < 12; ¢) 1Sk < 10; d) #>9. 82. C3C2 + C2C§ + ClU}

§ 3.

1. a) 212 — 6az1% + 15a22® — 20a3z® + 15a%z® — 6a°x® + a®; b) a® — 5a%h - 10a%* —
— 10a%b® + .Sab‘ — b5 ¢) a®—4a }ab + 6ab — 4b l/a—l; + b%; d) 27 -+ i42® +
+ 842% + 280 z% 4 560z + 672x% 4 448z + 128. 2. a) —330 z; b) 70/ 2 a%? |/a;

¢) —20zy)/zy; d) 126a% )/ a ¥, —126 a% Vb2

8.a) k=3; b) %s—ﬁaa o) k=s6.

4. k=9. 8. n=17. 8. 26. 7. 70¢% 8. Din dezvoltare, avem nm — (m + p)k = 0,
nm — 11{m + p) = 1, nm — 23(m + p) = 5. Scizind prima ecuatie din celelalte doua
. . k— 11 1 8
i facind citulseobme——=— de unde k = 8. Apoi, m =—=,0= - —
5 } k — 23 5 P +p 3 " 3m
si deoarece n este intreg pozitiv, avem n = 8/, cu ! intreg pozitiv s.a.m.d.
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9. Punem z* = y* = 1. Atuncl dezvoltind dupd formula binomului lui Newton si
tnlocuind z* §i y? prin 4, obtinem suma ciutatd a coeficien{ilor. Astfel suma coeticientilor
este egald cu (7 — 6)* = 1. 10. a) 51; b} 26.

+1 .k +1 . 0 1 1 1 n 1

11. a) Deoarece ———— CX — , atunci C —Cn+t...+ Cp=

) n +1 n + g n —— n m—

(Cli1 + Coyr + ...+ COED) = fH(an —1); b) In dezvoltarea (1 + ) =

n

+1

=1+ Chliy 2+ C24y 22 + ... + Cht) zn# care se poate scrie: u't)%i— =

n +

1 2 n
0 Cn Cn Cn
=CnI+Tz.+TIa+...+l+n

se obtine b); ¢) Se folosesle egalitatea: KCh = nC’,::}; d) Se foloseste aceeasi egalitate
ca la punctul c); e) Dacd §, este prima sumi, iar S, cea de-a doua se calculeazi §; + iS,.

27+l pentru z = 1 se ob{ine a)si pentru x =k

§ 4
3. a) Numirul —102 este al 27-lea termen al sirului; b) nu esle; ¢) nu este; d) nu
este. 4. b) in sir termenul al 8-lea si termenul al 9-lea sint egali cu —72; ¢) nu este.

5. d) 3,%, 3, % 3, % e) —1,1,0,1,1,2; ) 8, 1,2 —1, 3, —4 6.apm, — 0,

2:4-6...(2k—2) 1

agh = k> 1),
T 85.7.. (20— 1) x k=1

8.8)b;=3, b=9; b) b= —23, by= —16. 9. a) ¢; =25, ¢y =4, ¢;5 = 43;
b) exe =0, ¢; =45, ¢;9= —15. 10. a) a;3 = 3,5; b) a;3= — 24; ¢) agp = — 100,5;

d) a,,=8—3—.ll. a) 23; b) 130. 12. a) ¢; = 21, F = 1,5; b) ¢y = 120, r = —1; ¢) ¢, =

=38, r=—2;e)sau g =2, r=3, sauaq, =14, r=-3. 18. a) y; = -3, r=2.
14. a) 8000; b) 650; c) —24550;d) 4850.15.a) — >, — -, 1 3 11 16 455
4 4 4 4 4
b) 1. 17. 100; 19. 2500. 21. a) Daci a, B, y sitnt trei numere, atunci ele sint in
2 — -—
progresie aritmeticd daci a + y = 28. Avem —= gHe—1_ tta—1 ;
z+1 z(z + 1) 2z

b) vezi indicatia de la a). 22.vezi indicajia de la problema precedenti. 2B. vezi in-
dicatia de la problema 21; i) este adevaratd si reciproca; ii) daci a + & + ¢ # 0 este
ageviratd si reciproca.

26. Se face inducfie matematici dupa n. 28, b, = 96, b, = 384, b,, = 768 sau
by = 96, by = 384, byy= —768; b) by = —10, byy = —10, b, = 10. 81. a) a, = 1,

- —3.. 1 __1. _ v _ __5

q= 3: b) a1—2,4— 2,0)(11—;, ql—oas sau '11——'3—5,92='—0,6-
0t 1

82. d) 2731; e) T daci z#1; 101, daci z=1. 88. a) Ecuajia devine
z—

' — ¢ . R 0 — 1

1 =0 cu z3#1; b) Ecuajia devine 1—=0 cu z#1, 84, y, =8,
et T —

Yy = 40, §; = 1248,

159



85. a) nu este; b) este; ¢) nu este. 87, z= L——i—, dacl a+4-c— 2530,
a+c¢—2b
88. Numerele z, y, s rezultd din sistemul: z3 =y, z + 3= 2(y + a), z(s + &) ~

=(y+a®

Capitolul 111
§1.
1. a) cftul —25, restul 188; b) —27, 132; c¢) 136,10; d) —2342, 0.

2, 87 si 6525; solufia este unic3. 8.6, 5, 1, &, 13, 7. 5. Se {ine cont de unicitatea
impartirii cu rest. 6. 24. 7. Se scrie n sub forma 7k +ecn e = 0. 1. 2, 3, 4, 5, 6.

§ 2.

2. Nurezultd; de exempluae =& = 2sid = 4.8, 4+ 1, + 2. 4. Nu exista astfel de nu-
mere, deoarece 0 are orice numdr intreg a divizor, iar pentru a # 0, dacid | eatunci —d | a.
8. Rezultd a=3k4-1,b = 3k’ - 1 si se analizeazd toale cazurile. 8. Nu; de exemplu
a=b=>55id=25.7.1000 =999 + { = 2737 + 1 = 37p + 1. Din formula binomului
lui Newton rezultd 1 000k — 1 = (37 p + 1)t — 1 =37, l=N. 8. p=3k — 1. 9. 9% — 7%
are ultima cifra 0. 11. Avem (R+1n=nr+Chnt + ..+ CR2en2+Chten+1=
=nt-k+1, ke N.

12. Din (n+ 1) |[{n + 1)*rezultici (n + 1) [R?+2n+ 1 — n® — 1 deci {rn + 1) |
|2n. Dar (rn+1)|2(n+ 1), deci (n+ 1) |2rn 4+ 2 — 2n. Prin urmare (rn 4+ 1) ]2,
adicine {—3, —2, 0, 1}. 18. > — n = (n — 3}{n? + 3n + 9) + 24; deci n — 3 este
divizor al lui 24, adicAin — 3 = {+1, 42, +3, +4, +6, +8, +12; +24}.

§ 8.

1. a) 4; b) 15; ¢) 19; d) 76; e) 12; f) 15. 4. Numerele de forma kn + 1 sint prime
cu n,hkeZ 6. a=—-2556=235.6.a=24,b=9 sau ¢e=72, b=3. 7. Avem

ab-(ﬂ.%')=(ma, mb) = m(a, b) = ab, deci '(ﬂ.%)=1. 8. Daci d|2k+1 si
a a

d |9k + 4 atunci d | 9(2k + 1) — 2(9k + 4) deci d | 1.

9. Pentru k= 171+ 9, c.m.m.d.c. este 17, in rest numerele sint prime intre ele.
10. Dacd (k, l) = d’, atunci d'd |1 ka si d'd |, deci d'd |d, adici &’ = + 1.11, Prin
inductie dupi n.

§ 4

8. 48 si respectiv 1260. 4. 7¢ - 112, 5. Fie p un numir prim, cu p | ab. Atunci p |a
sau p | b; dacd p | e si p |a+ b atunci p |b, absurd. Celelalte situatii se trateazi analog,
Dacid a gi b au paritdti diferite atunci ¢ + b §i a — b sint impare gi dacd pla £ b,
atunci p|a+ b+ a — b, deci p|2s, adici p|a. Prin urmare p |a + b — a, absurd.

160



6. Daci d|agid|b, atunci d |a + &, deci d = 1.
7. Avem [a, ] = (1.—:) =a *b. Deci ab | ¢, deoarece ¢ este multiplu comun pentru
a,

asib. 8. Daclt p|asip]|be, cu p prim, atunci p | b sau p | ¢, absurd.

2, deci . ¢, dar este prim cu —2
(a, &) | (a, b) (a, b) [ (a, b) (a, ) (e, b)

¢. Prin urmare, b | (a, b)c. -Rezultd ci b (a, b) - ¢ . Dar b este prim
{5, ¢) (5, ¢) (5 ¢

(a, b), adicd bl {a, b} *(b,¢).10. Rezultd din descompunerea
I P

9. Avem

y deci

{a, )

u -c—, deci b l
(b, ¢) (b, ¢)
tn factori primi a lui a §i b.

11. Din teorema de descompunere in factori primi. 12. Din teorema de descompunere
in factori primi aplicati lui a si b.

18. 8% + 1 = (20)® 4 1 = (2% 4 1) (227 — 27 4 1).

14. 2 [lh] ; 100! are 24 de zerouri. 16. Dacd n = p(p — 1} cu p prim, p # 2,
RENL P

atunci 2P(P~) — 1 = (2P~ — 1)k, si din teorema lui Fermat avem p | 2P!— 1.
De exemplu (6, 2¢ — 1} = (6,63) = 3. 17. Trebuie s& avem 3" = 10° k 1 1. Pentru fiecare
n € N considerdm restul impartirii tui 37 la 10°. Putem ob{ine doar 10° resturi distincte,
deci existd n, > n,, astfel fincit 105 | (3™ — 372), deci 105|3"%3™ ™2 — 1) si deoa-
rece (107, 3"2) = 1, rezultd 10% | 3™ — 1, adick 3" — 1 = 105 k. 18, Deocarece
10% si 1979 sint prime intre ele rezultli ci existd k, I & N* astfel incit:

105« k — 1979] = 1, deci

108+ k + 1978 = 1978 + 19791 + 1, deci

108 « k + 1978 = 1979(1 + 1).

Capitolul IV

N Y

8. f+ [ = (ao + a) + (a; + 6,)X + ... + (an + 8,)X™; numerele ay + @y, @ + @, ...
.y @n + a@p sint reale; ff = aydy + (apd, + a180)X + (aofs + a1, + asdo)X* + ...
o + apdn X, numerele a,d,, a,d; + a @, 2ol & 13, + azd,, ..., andn sint reale.

4. grad (fg) = 0=>grad f+grad g=0=gradf=0=fe (.

.a)ym=1=grad f=0; m=2=>grad f=2; m#1,2=>grad f=3; b} m =
=+i=grad f=1; m=£ +i=>grad 7=4; 7. Dacd f=¢a,+ ;X + ... + apXk + ...
.. - apXn; dacdl ap # 0ludm g = —ap4, XRH' — ... — ap X7, daci ap = 0 lvim.g = Xk —
— Gpa XRHL —  —apXr. 9. f=1—5X42X2 10. f(0)=20=b20; f(1) <1=
=a < 1; 11. f(X) = X2

§ b. »*
l.a)g=X*+ X*—2X2—6X—8; r=7X+4+20;b)gq=X—6; r=—7 X% —
—7X+7;, cJg=X*+2X; r=—-4X+2; d) ¢g=X*—-—X; r=X*+2X—6;

ejJg=X—-—X'-X+ X2+ X —1;r=0; f) g = X% — X1 | X17 _ f16 _ y18
+2XM4 — X _ X124 2XM _ X0 X% 3X8 — 2X7 - X604 3X5 — 2X4 4 2X% —
—2X+4+2; r=0.
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9. Se scrie f = (X* — 5X + 8)¢ + 2X — 7. Cum f(0) = —15 i f(3) = 3 se obtine
f= X — 6X'+ 15X — 15. 8. Se aplicd unicitatea formulei tmpartirii cu rest. 4. m = 0,
g=p—1.5. a) ¢g=X"—2X~4X—10; r=-9; b)jg=X-2X*+21 +
+X—X—-5 r=7, ¢)g =X4+X+X+1;, r=0; d) g=X'-4X+

FIX — 12X + 24; r=—50; e)q=X"— —Xt——x-+—x-——x+39—3
2 16 32
,=_E5_Z f)g =X+ — X—E r—23,g)q—X'+ X’——X+ r=329,
64 4 9 27
6.f=X.7.m=—;—-8.m=;|;3. 9. ¢a=3,b=2. 10. X4 —2X° — X? 4 2,

§ o.
8. m=8 4.a=-32 b=101,c=—99. 6. p=1—4¢% m= —q, 6. a= —9,

b = 12. 7. In general, nu. 8 5i 9. se aplicA teorema 6.2.4. 10.a) X2 4+ 1; b) X2 — 2X + 2;
) XP—X+1;d X+3;e) X2+ X4+ 1;1) X2 -2/ 2X—1;g)1;h)1;i)1. 11, Se
aplici teorema 6.2.4. 12. 4 = n, B = —2 — n. 18, Se aratd ci c.m.m.d.c. este 1.

§ 7.

1. Sescrie X2 — 4X +3=(X—1) (X—3); a=—4, b=3. 2 —1,2+i/2

8. m=0;02 4.4 a=—-5b=1. 6. 22— 22— b4z +4=0. 6. 25 — 274 —
— 62+ 2023 — 192+ 6=0. 7. a) (X — 1)} (X + 1)3(X — 4); b) (X — 1)3(X — 2);
c) (X34 1) (X — 1) (X + 3)2

8. Se folosegte teorema 6.2.4 si teorema D’Alembert-Gauss. 9. Se aplici consecinta
7.3.4. 11. A se vedea exercifiul 9. 12. Dacd f = ap + ¢;X + ... + anX™ atunci f(f(X)) —
—f(X) = {anf™ — anX™) + (Gnaf"! — a1 X™7?) + ... + q,(f — X). Se {ine cont ci fr —
— Xk se divide cu f — X oricare ar fi 1 < k < n. 18. a) Dacid « este o rddicind a lui
X*+X+1avema®=1§i a?+ a+ 1=0. Dar (a - 1)o7+ 4 o742 — (—q2)0n+l 4
+ (@*)® a® = — a? + a? = 0. In continuare se aplicA teorema 7.2.3. b), d), e) si ) se
fac ca exercifiul a). ¢) (X + 122 + X + 2= (X + 1)(X + 1" + X + 2 = (X* +
+2 X+ 1)[X(X2+3X+3)+1"+X+2=[(X* 4 3X + 3) — X — 2][X(X?* +
+3X +3) 4+ 1* + X + 2. Se dezvoltd apoi paranteza [X(X? 4 3X + 3) + 1]* dupa
binomul lui Newton.

14. a) Facem schimbarea de variabils z = ¥ ; 2 in ecuatia dati. Obfinem (y—_a)‘ +
2

( )+..~_o

b) In ecuafia datd se face schimbarea de variabili z = 2y. Ecuatia ciutati este
8y + 4ay® + 2by + ¢ = 0; c). Din egalitifile y = 2% si 23 - az? + bz +c = 0 eli-
-mindm pe z. Obtinem y(y + 8)? — (ay + ¢)* =

16, m= +48.16. A =6.17. ¢+ pg+¢=0.18. a) 1 + /3,1 + i)/ 2; b)!;|:2|,
—24i; ) 1¢1/5 —1¢|/11

19--{-—-- v—;l -1, 1, 3.
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20, 21+ o8+ 28 = o} — 2a,; 2} + oA + 28 = of - 4aiay + 208 — kaya,.
28, 3. 24. —1, —1, —1, —1, —2, 26. 1 are ordinul de multiplicitate 2; —1 are or-
dinul de multiplicitate 3.

§ 8.

1.a) £3, £1; b4, 15 o) £1; 2, cl)i'/‘”;'/2 ; i'/—;'“ ;

o £V 3+V3; £ V-V V2.iﬁ ):i:-— 2|/—.h):l:ld:1
Y Y . V13 AT
2.a) £6; £2;b) £ V5, 15 ¢) £1; 55 d) £2; iV 12,
8. a) x4 — 252% 4 144 = 0; b) .'!:‘——5—.:’ -L-=0; ¢) =4 + 1322 + 36 = 0;
18 144

d) z* — 29z + 100 = 0.

4. a) se discutd radicinile ecuatiei rezolvente y% — 2(m — 4)y — m® = 0. Ecuatia
datd are 2 rddicini reale i 2 complexe; b) Daci —12 < m < oo ecuatia are 4 rddicini
complexe; daci m < — 12 ecualia are 4 radécini reale; c) dacd m > 0 ecuatia are & rada-
cini complexe; daci m < 0 ecuatia are 2 ridicini reale si 2 complexe; d) ecuafia are

4 ridicini reale oricare ar fi m = R; e) are 2 rddacini reale si 2 complexe; f) Ré&da-

mt1, Dacid m < —1 ecua{ia are 4 rddicini com-

cinile ecuatiei rezolvente sint —3 si

plexe; daci m > —1 ecuatia are 2 radicini reale si 2 complexe.

5. Se face substitutia z®» = y. 6. a) —1, —5, — % i b) —1; iﬂ: 11/15 c) 1,5,

—-31+Vs . 1+iyY 35
1 g ) —1, &

_;d)l’_—_;;e)'_) H E) _l' :ti;h) _lv

=8 VT o 0y sasaub = —a; i) (b — 3a)(a + b) > 0; iii) (b — 3a) (@ + b) < 0.

—3+i)/ 55 -

1£iV3 po) 1 iy, =SR]

8.a)—2,—%,————— b)2+ily3, £22—Z—3-

d) ’i;m, _3i22l/2; e) —1, —1, 1¢;1/3; f li;ﬁ' ~2£V3;
g _:|:2_5, —3;};2[/5.

9. Ecuatia rezolventi este y2 + 2y + a — 2 = 0. Se pune condifia ca aceasti ecualie
84 aibd ambele ridacini apar{inind intervalului (—oo, —2) U[2, + o). 10. Fie ecuatia
reciprocd a,px®P + app 2P ' + ...+ ayx +ao = 0. O lmpartim cu zP si obtinem

(1) agpz? + ﬁ -t- App_y TP 4 .1;11 + p_‘ + asp_ ..= 0. Facem substi-
tujia z + — = y. Dup4 binomul lui Newton avem y* = z* + — + ch (:k“ + % +
T
k-2 —
+Ch(1‘ + zh-l +...
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Dind valori lui k = 1, 2,..., p se determind z* + -l—h tn raport cu yk, y*=%; y*, ... Ecu-
Z

. 5
afia (1) se transform# intr-o ecualie de gradul p in nedeterminata y. 11. a) -1, Z ’

4 3+V5 3—1/—5_b) _, 1iV3  —12iV3 ¢ —1 14i)/3
’g’ 9 ’ 2 ’ ’ 9 1 9 ) ’ 5 3
24+il/ 2
= .
§ 9.
. . 54+il/39 .
1. f(+i)= +(b—a)i. 2 a=57, b= —80, z,, = s Tae = 14 2i.

8. Reducere la absurd. Rezultd ca toate riddicinile sint reale. Dar (z; + z, + z, +

n
+ z,)2 = .1:1 + 3 + 3:3 + 73 + 2 2 zizj < (2a + 1) = 2 .‘t? + (2a+2)%, absurd.
i=1

1St
Lf= (P + )X+ X 42X+ X+ 1) = (X + 1) (X4 X + 1), i 5i —i rads
cini duble §i z,,3 = lﬂizﬂ B. f=(X*—2X +2)(X*+ X +1) deci 141 si

’—i;ﬁ o f= (X2 —4X 4 5)(X2+1),deci 241 i 41 7. Se demonstreazi ci

existd ¢, b = R astfel incit f=(X?—2cos aX + 1) (X2 —2cos b X + 1), cos a si
—a + l/cz2 + 8
4

ccs b sint radicinile ecuatiei 222 — ax — 1 = 0 adicd si tinind cont cd

la| < 1 avem /«® + 8 < 3. Radicinile Tui f sint cosa 4 ¢ sina §i cos b 4 i sin b.
8. f=XX2—2X+2)+ X(X?—2X+2)+mX2+n m=n=0;1%i, 0s5i —1.

9. f= (X?— 2X + 2)(3X*+ X—1)=3(X? — 2X + 2) (X +1 “6‘/‘_3) (x . +6'/'_3) .

1 +i, = i_V_.‘3 :

10. f=X 42X+ 1 —X2=(X2— X+ 1) (X24+ X+ 1). 1L f= X* 4 2X2 +
+1—(V2xP=(x—2x+ 1) (X +V2Xx +1).

12. Daci a este o ridicind a polinomului X2 + X + 1, atunci cum X2 + X + 1 |
[ F(X?) + Xg(X®) avem f(1) + ag(1) = 0 = f(1) = g(1) = 0..

18, Se face la fel ca 12. 14.a) f=(X —2)2 (X2 —2X +2); b) f=(X*+ 1)?
z_ﬂ)"=

- —1 = cos n +
z—1

(X*—4X +5)% ¢) f= (X2 +2X + 2 (X% — 1). 15. (

+isinn=9-z—+f=cosw)j+' (2k+1)"(0<ksn—l)=i=
z—i n -1
1 + cos (2k + l)"+sin (2k + 1)
= Py 2kn = r = ctg M)_ .
1 —cos( + l.)" —isin( + Un 2a
n n

16. X** + X+ X+1=(X+1) (X+1i) (X —i) si se aplici teorema lui Bézout.
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§ 10.

L14+V3, 1=V73Z, -, |, %.s.li[/'?i,ii.a.l—l/_z, 1413, 3—i

340, =5 4 33, 3+V3, ;Lﬂ;ﬂ. 5. £V/%, —1 de 3ori. 8.a) 2;

b) —2,3; ¢) —3, —1 de 4ori; d) —2de3ori;e)1, —2,2, —3, —6; ) 2,3, —:—. %

7. Se scrie f(1) — f (£]) = 1 P NI e ]
_“qnf“)=P—£7f)(4).al( q)+a(1 q’)+ +a (1 qn’ap
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