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1. MATRICE

in acest capitol analizim conceptul de matrice si anumite operatii algebrice cu
matrice. De asemenea, sunt introduse matricele ca structuri in care se pot stoca si
prelucra date. Operatiilor de adunare si inmultire de pe C li se asociazi operatii
similare pentru adunarea matricelor si respectiv inmultirea cu scalari a matricelor.
Conceptul matematic care a generat notiunea de matrice si a perfectat operatiile cu
matrice este cel de aplicatie liniara. Se defineste conceptul de inmultire a doui
matrice, care n-are corespondent intre operatiile pe C. Se dau proprietiti
fundamentale pentru operatiile cu matrice.

Numeroase aplicatii practice prezentate vin si sublinieze importanta cunoasterii
operatiilor cu matrice in rezolvarea multor probleme din viata cotidiana.

Istoric. Matricele au fost descoperite de doi matematicieni englezi Arthur Cayley
(1821-1895 - cu studii la celebrul ,,Trinity College” in Cambridge) si James
Joseph Sylvester (1814-1897 — in 1878 creeazi celebra ,,The American Journal of
Mathematics”) colaborator al lui Cayley, el fiind cel care in 1850 foloseste
termenul de matrice (termenul latin fiind ,,matrix” pentru matci). Lor li se
adauga W. Hamilton (1805-1865) si A. Cauchy (1789-1857). in matematici o

matrice este un ,,container” de informatie evaluabila.

®  Matrice 5 °

Probleme propuse ............ 34
® Operatii cu matrice ............. 11 Teste de evaluare
1.1. MATRICE

Tabel de tip matriceal

Poate nici un capitol al matematicii studiate in liceu nu beneficiazd de atat de
multe aplicatii in cele mai diverse domenii ale vietii sociale. De aceea am ilustrat
fiecare operatie prin aplicatii diferite. Multe probleme practice se rezolva utilizand
operatiile aritmetice asupra unor date asociate problemelor. Suntem obligati sa
folosim matrice atunci cand vorbim de articole care au doua caracteristici. Printr-
o organizare adecvata a datelor in blocuri de numere, putem utiliza aceste operatii
aritmetice intr-o manierd eficientd. Scrierea lor astfel face prelucrarea usoara cu
ajutorul computerului. De exemplu, o retea actuald de comunicatii contine un
numar mare de varfuri si muchii (de ordinul milioanelor). Reprezentarea ei plana
este practic imposibild. O alternativa la realizarea ei in plan este utilizarea
matricelor.




Exemplul 1. Vanzirile in leasing (pe 3 ani) a urmitoarelor mirci de autoturisme (numair
de bucati) BMW, MERCEDES, FORD, TOYOTA, RENAULT, in cele patru trimestre ale
unui an sunt sintetizate in tabelul de mai jos.

Trimestrul | " - v
Marca
BMW 173 191 203 215
MERCEDES 112 123 106 137
FORD 98 107 109 126
TOYOTA 75 82 76 93
RENAULT 205 211 200 273

in acest tabel pe linii se citesc marcile de autoturisme, iar pe coloane citim numarul de
exemplare vandute in leasing in cursul unui anume trimestru. De exemplu, in linia intai,
corespunzatoare mircii BMW, si coloana trei, corespunzitoare trimestrului III, gasim
numarul 203, ceea ce inseamna ci in trimestrul III al anului s-au viandut 203 autoturisme
BMW. in linia trei, corespunzator mircii FORD si coloana a doua, corespunzator
trimestrului al II-lea, intalnim numirul 107, ceea ce se traduce

prin aceea ci in trimestrul al II-lea s-au vindut 107 autoturisme | 173 191 203 215
marca FORD. Datele din acest tabel le putem sintetiza intr-o | 112 123 106 137
forma restransa astfel: 98 107 109 126
Observim ca acest tabel are cinci linii (corespunzitoare celor | 75 g 76 93
cinci marci (!e autoturisme) si patru coloane (corespunzatoare 205 211 200 273
celor patru trimestre).

Un astfel de tabel in care datele sunt asezate pe linii si coloane il

numim tabel de tip matriceal. Tabelele de tip matriceal stau la baza notiunii matematice
de matrice. Elementele tabelului matriceal, numerele din tabel, le-am inchis intre
paranteze pentru a preciza ci aceasta este toatd multimea de elemente.

Observim ci indicind un numar din tabel trebuie si-i precizim doui elemente: linia si
coloana pe care se afli. Deci pentru identificarea unui element avem nevoie de doi indici:
unul pentru linie si altul pentru coloana. Tabelul de mai sus il putem
reprezenta sub forma aliturati: “n %2 %3 Y
unde, de exemplu, a,, =173, a;, =191, ay, =123, ag3 =76, ag, =273. 21 922 %23 D
a, a, a, a
a
a

A cpe . 31 32 933 “u
Cat sunt: a,,, a3z, a4y, agz ? Care este semnificatia lor?

Exemplul 2. Clasamentul diviziei A la fotbal in 2005, in urma etapei a
XIX-a, pentru primele cinci echipe arata astfel:

1. STEAUA 12 5 2 41

2. DINAMO 2 0 7 36 1252 41

3. RAPID 0 5 4 35 1207 36

4. FARUL 10 4 5 34 10 5 4 35

5.F.C. NATIONAL 8 6 5 30 10 4 5 34
unde pe prima coloana este trecut numarul de meciuri castigate, pe a 8 6 5 30

doua numirul de meciuri egale, pe a treia numérul de meciuri pierdute,

iar pe ultima coloani numirul de puncte (3 p pentru victorie, 1 p pentru meci egal si 0 p
pentru infrangere).

Tabelul de tip matriceal este reprezentat mai sus.




Fie C, multimea numerelor complexe,
N, ={L2, ...,m}, N, ={1,2,...,n}, m,ne N*.

Definitie. Se numeste matrice de tip (m,n)sau incd (mxn) cu elemente
din Co functie A:N,,xN, =>C.

Valorile functiei A(i,j)=a;, i=1l,m, j=1ln se numesc elementele

ij 1)
matricei.

Notatii. Matricea A se reprezintd printr-un tabel

dreptunghiular cu m linii si n coloane, corespunzator celor
Ay, Ay ... Gy

mn elemente. : 2 2n
Tinand seama de aranjarea elementelor in tabel pe linii : : :

si coloane in loc de matrice de tip (m,n)vom spune |a,,

a|q ayHn ... 4

A,y ... a4
matrice cu m linii $i n coloane.

Uneori, pentru simplitatea scrierii, aceastd matrice se noteaza Az(al-j )i:fm sau
Jj=ln

cand nici o confuzie nu-i posibild, doar A= (al-j) .Pentru elementul a;;, indicele i

ij»
aratd linia pe care se afla elementul, iar al doilea indice j indica pe ce coloana este
situat. Liniile matricei sunt multimile ordonate: L =(ay; ap, ... a,),

IQ :(a2l dy ... a2n) > ey Lm z(aml Apa - amn) .

Elementele din linii le citim de la stinga la dreapta. Coloanele matricei sunt
multimile ordonate:

ap p) iy

ayy i) oy
Cl = . C2 = N N Cn = .

A %) Ayun

Elementele din coloane le citim de sus in jos.
Vom nota matricele cu litere mari A, A, A', B, B;,B"', ..., X, X;, X",...

Multimea matricelor de tip (m,n)cu elemente complexe o notim cu M,, ,(C).
Analog, notim M, ,(R), M, ,(Q), M,, ,(Z), M,, ,(N) pentru multimile

de matrice de tip (m,n) cu elemente numere reale, rationale,
intregi si respectiv naturale. Cum Nc Zc Q c R c C, deducem
M m,n(N) = M m,n(Z) = M m,n(Q) = M m,n(R) < M m,n(C) *




Exemple

1 2
I)A—(3 4)EM2,2(N), 1,
2
-1 03 . 51
5= 3 Jern |2 sfeea@
D=(1 T \/E)EMI,_}(]R); 1 E —1
3 5

E =(3;)e M,(C).
Matrice particulare

1) O matrice de tipul (l, n) (cu o linie §i n coloane) se numeste matrice linie (sau
vector linie) si are forma A=(q; a, ... a,)
Exemple. a) Un vector i din plan, in reperul (0,i,j), i=x +) poate fi gandit ca o
matrice linie cu doua coloane de forma u = (x, y) .

b) In exemplul practic prezentat la inceputul capitolului, pentru marca MERCEDES

avem matricea linie (112 123 106 137) . Aceste patru numere corespund vanzarilor din

cele patru trimestre ale anului considerat.

2) O matrice de tipul (m,l) (cu m linii §i o coloand) se numeste a
matrice coloana (sau vector coloani) si are forma: A= a,

Exemple. a) Vectorul i=x + din planul (0,7,7) il putem gandi ca o

. - o geee - X
matrice coloani cu doua linii de forma i =
Yy

b) in exemplul practic analizat, vanzarile de autoturisme din trimestrul al treilea le
putem reprezenta prin coloana:

203} 3) O matrice de tip (m,n)cu toate 0 0 ... 0
106

elementele egale cu zero se numeste 0 0 ... O
109 . b g 0. =
7¢ | matricea zero (nula). Se noteazd cu O, , e
200) sau simplu O. 0O 0 ... 0

4) Daca numarul de coloane este egal cu numarul de linii, adicd m =n, atunci
matricea se numeste patratica de ordin n.

Are forma: . A2 - 4y
Sistemul ordonat de elemente (a;;,dsy ...,y ) p=| 2t G2 e G2
reprezintd diagonala principald a matricei A, iar

suma acestor elemente a,, +a,, +...+a,, se numeste a, d, a,,




n
urma matricei A, notatd 7r(A)= Y a;
i=1

(Tr provine din prescurtarea cuvantului francez trace = urma). Sistemul ordonat de
elemente (aj,,d,,_;,.-.a, ) se numeste diagonala secundari a matricei A.
Multimea matricelor patratice de ordin n cu elemente numere complexe o

notam M ,(C) inloc de M, (C).

Exemple. 1) A =(1

-1
0 2

Je M ,(Z), are diagonala principald (1,2) si Tr(A4)=1+2=3, iar

diagonala secundara (—1,0) .

-1 2 3
2) A=| 4 -5 6|eM,(Z), are diagonala principala (-1,-5,9) si
7 -8 9

Tr(A)=-1-5+9=3, iar diagonala secundari (-3,-5,7) .

3) Printre matricele pitratice de ordin n, una este foarte 0 .. 0
importanti. Aceasta este: ;=010
si se numeste matricea unitate de ordin n (pe diagonala " .
principala are toate elementele egale cu 1, iar in rest sunt 0 0 ... 1
elementele egale cu zero). Uneori pentru scrierea ei se utilizeaza
simbolul lui Kronecker §; ={1’ dacva l_J . Deci, I, =(5,"). J—

0, daca i #j i,j=1,n

0

1 00

1

Matricele unitate de ordin 2 si respectiv 3 sunt: I, = (0 IJ , I;=[0 1 0].
0 01

5) Matricea patratica Ae M ,(C) se numeste triunghiulard dacd are una din

formele:
a, anp a3 ... a a, 0 0 0
0 ayy dryz ... dy, ar; Ay 0 e 0
A= 0 0 azy ... Uz, sau A= azy a4z ass 0
0 0 0 .. a, a, G Gz ... Gy

6) Matricea patratici Ae M (C) se numeste diagonala daca

a 0 . 0
0 a 0
A= 22
o 0 .. g,
In particular, daca a;; =a,, =...=a,,, = 0, atunci matricea A se numeste scalara.




Utilizarea matricelor in reprezentarea datelor

Prezentim aici citeva aplicatii extrem de interesante ale matricelor in modelarea unor
probleme practice, asupra cirora vom reveni atunci cind vom vorbi despre operatiile cu
matrice pentru a traduce semnificatia lor la nivelul problemei discutate.

1) Reprezentarea relatiilor utilizind matricele. Fie A ={a,,a,,...,a,,}, B ={b;,b,,...b,} , iar

R o relatie de la A la B. Aceasta relatie o reprezentam printr-o matrice Mg = (my) , unde

{1, daca (a,-, bj ) € R, decidaci g; se afla in relatia R cu bj
my; =

0, in caz contrar
Matricea Mg se numeste matricea zero-unu.
Exemplu. Fie A ={1,2,3}, B={1,2},. Atunci aRb < (ae A,be B,a>b).
00
Avem X ={(2,1),(3.1),(3,2)} , iar matricea asociati acestei relatii este Mg =1 0|.
11
Prezenta lui 1 in matrice aratid ca perechile (2,1),(3,1),(3,2), apartin relatiei® , iar 0
arata ca nici o alta pereche nu apartine lui X .

2) Grafurile si matricele. Teoria grafurilor este unul dintre cele mai importante capitole
ale matematicilor aplicate (studiul retelelor de telecomunicatii, problema transporturilor
etc.). Un graf neorientat G, este format din doud multimi: 1) o multime V ale carei
elemente sunt numite varfuri (sau puncte sau noduri) ale lui G si 2) o multime M, de
perechi neordonate ale varfurilor numite muchii ale lui G. Graful G se noteazi G(V,M),
pentru a pune in evidenta cele doud multimi. Doua varfuri u,v sunt adiacente daci existi o
muchie m ={u,v}. in acest caz u,v se numesc capetele muchiei m, iar m se spune ca uneste
u si v sau inca m este incidenti in fiecare din capetele u,v. Grafurile se reprezinta in plan
prin diagrame. Fiecare varf veV este reprezentat
printr-un punct sau un cerc mic si fiecare muchie
m ={u,v} este reprezentati printr-un segment (curbi)
care uneste capetele u,v. Fiecare muchie reprezinta o
legitura de comunicare directi intre douid noduri ale
retelei. Fie graful cu diagrama din Fig.1.

Atunci V ={v,,v,,v3,v,} , M ={m,m,,m5,m,,ms}, unde

my={v,vy},  my={vy,v3}, my={v3,v,}, my={vy, v},
ms ={vy,vs}.

Matricea A= (“u) asociata acestui graf are elementele

Vi V3 V3 Vy

{ 1, daca {v,-, v j} este muchie in graf
a; =

0, in caz contrar

vi(0 1 01
val1 011
Matricea A se numeste matricea adiacenta grafului. Aici : A= v.lo 101
Suma elementelor dintr-o linie di gradul varfului din acea linie 3 L1110
(adica numirul de muchii incidente din acel varf). Pentru v, avem \E
e) @
grad(v,)=3 (avem muchiile m;,m,,m;), pentru v; avem Mihai George
Mihaela
grad(v;) =2 (avem muchiile incidente m,,m, ). ORANG l / l
JToan —— Ana
Un graf G(V,M)se numeste orientat daci multimea M este @ ®

10




formata din perechi ordonate de elemente din V. Se utilizeaza o siageata de la u la v pentru
a indica directia muchiei (u, v) .

Cu acest tip de grafuri se pot modela comportarea unor grupuri de oameni, rezultatele
unui turneu de fotbal (tenis, etc.),
Grafuri influenti. in studiul comportirii unui grup este de observat ci anumite persoane
pot influenta giandirea altora. Un graf orientat numit graf influenti poate fi utilizat pentru
modelarea acestui comportament. Fiecare persoani este reprezentata printr-un varf.
Avem o muchie de la a la b daca persoana reprezentati prin a influenteazi persoana
reprezentata prin b. Matricea adiacenta este:

12345 Graful turneului

Intr-un turneu de fotbal fiecare 1 2

1/0 1.0 00 s s . < < -
echipa joaca cu fiecare altd echipa v
2000100 exact o dati. La fiecare meci o \‘
A=31 0 0 1 1 echipi este castigitoare. Echipele
40 0 0 0 1 participante sunt {A.C. Milan (1), 5
50 0 0 0 0

33
Bayern Miinchen 2), F.C.
Barcelona (3), Ajax (4), Manchester
United (5)}. Graful orientat al turneului este (am notat cu (a,b) 4

muchia dacia echipa a bate echipa b (Fig.2)). Scrieti matricea Fig.2
adiacenta asociata grafului.

1.2. OPERATII CU MATRICE

1) Egalitatea a doua matrice
Cum matricea este o functie are sens sd vorbim de egalitatea a doud matrice.
Reamintim cd daca f:A— B, g:C — D sunt doud functii, atunci spunem ca ele

sunt egale daca: 1) A=C (domeniile sunt egale), 2) B =D (codomeniile sunt
egale) si 3) f(x)=g(x), Vxe A (punctual functiile coincid).
Acum putem formula urmatoarea:

Definitie. Fie matricele A:N,, xN, -»K, B:N, xN, »>K, K,
K, < C. Spunem cd matricele A si B sunt egale daca: 1)m=m, si n=n
(matricele au acelasi tip), 2)K =K, si 3)A(i,j)=B(i,Jj), Vi=lm,

vV j =1,_n (sau ajj =b., Vi =1,_m, Vv j =1,_n, elementele corespunzatoare

ij s
sunt egale). Scriem A=B.

Doua elemente, a;j din matricea A si bl-j din matricea B, sunt

corespunzatoare dacd sunt situate pe aceeasi linie §i aceeasi coloand In
fiecare din matrice.

Observatie. Deci doua matrice A,Be M m,n((C), de acelasi tip, sunt egale daca

elementele coespunzdtoare sunt egale.

11




Exemplu. Sa se determine x,y,z,¢ € R astfel incit si avem egalitatea matricelor:
X _ 4 1 . e cpx gt
y+l 3 =21 . Din definitie avem egalititile y+1=4, 3¥-2=1 ,
2z +1 0 -2 t-3
3

27+41=-2,0=¢-3,adici y=3,3" =3 x=1,z=-", t=3.
2

2) Transpusa unei matrice

Este o prima operatie simpla care se efectueaza asupra matricelor.

Definitie. Fie Ae M mn(C) . Transpusa matricei A este matricea notata
"Ae M n’m(C), care se obtine din A prin schimbarea liniilor in coloane

(sau a coloanelor in linii): linia intdi din A devine coloana intdiin ‘A, linia
a doua din A devine coloana a douain ‘A, etc.

Operatia prin care fiecdrei matrice Ae M ,, ,(C)i se asociazd matricea

‘Ae M ,, ,(C) se numeste operatia de transpunere a matricelor.

Observatii. 1) Prin operatia de transpunere a unei matrice patratice de ordin n,
elementele de pe diagonala principald rdméan pe loc — cei doi indici fiind egali —

ceea ce inseamna ca Tr( tA) =Tr(A).

2) /('A)=A, VAe M (C).

1
Exemple. 1) A=(1 0 -1)e M 5(Z)="A=| 0|e M;,(2)
-1
1
2) A=|-2leM; (Z)=2'A=(1 -2 3)e M 4(2)
3
2 -1 {3 2 =
3) A= 1leMsR)=2/4=[-1  1|e M ,(R)
n _—
2 1
3 _
B3

4) Matrice simetrici. O matrice patratica de ordinn, Ae M n(C) se numeste simetrica

dacii A="A, ceea ce-i echivalent cu a;=a;, Vi=1,n, V j=1n.Prin urmare, intr-o

i
matrice simetrica elementele de pe diagonala principali riman pe loc, iar celelalte sunt
simetrice in raport cu aceasta diagonali. Deci este suficient sa stim elementele de pe
diagonala principala si de deasupra acesteia, pentru a completa celelalte elemente prin
simetrie fata de diagonala principala.

Daca A este o matrice simetrici, atunci forma ei este:

12




x ab
b
a)pentrun=2,A=[: JeMZ(C);b)pentru n=3,A=la y c|leM;C).
(4
b ¢ z

Matrice antisimetrici. O matrice pitratici de ordin n, Ae M (C) se numeste

antisimetrici daci A=— A , adica echivalent cu a;=-a;, Vi=ln, Vj=1n. Daca

punem i = j, atunci din a; =—qa; , rezulti a; =0, Vi =1,n, ceea ce arata ci intr-o matrice
antisimetrici elementele de pe diagonala principali sunt egale cu zero. In plus, daci se
cunosc elementele de deasupra acestuia, atunci pentru a le obtine pe cele de sub diagonala
principala le simetrizam pe cele de deasupra diagonalei si le schimbim semnul. Analog se
procedeaza daci se cunosc elementele de pe diagonala principala si de sub aceasta.

Daca A este o matrice antisimetrica, atunci forma ei este:

0 a b
0
a) pentru n=2,A=[ aOJeMZ(C);b)pentru n=3,A=[-a 0 c|e M,4C).
—-a
b - 0

3) Adunarea matricelor

Am vazut ca daca f,g:AcR—>R, atunci suma functiilor f, g este functia
f+g:A> R, definitaprin (f+g)(a)=f(a)+g(a), Vac A.

Cum si matricele sunt functii are sens sa vorbim de adunarea lor. Mai precis are loc
urmatoarea:

Definitie. Fie A=(q;),B=(b;

).C=(c;)e M ,,,(C). Matricea C se
numeste suma matricelor A si B daca Cij = a; +bl.j , Vi=lm,Vj=Ln.
Operatia prin care oricaror douid matrice de acelasi tip li se asociaza
suma lor se numeste adunarea matricelor.

Observatii. 1) Se pot aduna numai matrice care sunt de acelasi tip, adicd au
acelasi numar de linii si respectiv acelasi numar de coloane. Rezultatul este o

matrice de acelasi tip. Deci A,Be M ,, (C)= A+Be M, ,(C).

2) Explicit adunarea matricelor A, B Tnseamna

all a12 e aln bll b12 e bln

ay ayy ... Ay, + b21 b22 vee bzn _

S ) An bml bm2 . bmn
A + bml (%) + bm2 Ayn + bmn




Spunem ca adunarea matricelor se face pe componente.

3) Daca A, B sunt matrice linie (sau matrice coloand) de aceleasi dimensiuni,
atunci adunarea lor coincide cu adunarea vectorilor.

Exemple . Sii se calculeze A+B pentru:1) A=(-2 3 5), B=(4 -2 1);

2)A=( 1 1),3:(0 IJ;3)A=[1 -1 0),3:(1 oJ.
-1 1 10 0 2 3 01

R. 1) Observam ca A, Be M 1,3(Z) . Avem adunarea a doi vectori. Obtinem:
A+B=(-2+4 3+(-2) 5+1)=(2 1 6)

2) Cele doui matrice sunt de acelasi tip, A,B e M Z(Z) . Deci are sens suma lor.

] 1
11 01 1+0 1+1 1 2
Avem: A+ B = + = -
(—1 1) (1 0) (—1+1 1+0) (0 1)
L | t

3) Cum Ae M ,;(Z), Be M ,(Z) sunt de tipuri diferite ele nu se pot aduna.

Proprietiti ale adundrii matricelor

Tindnd seama de proprietdtile pe care le are adunarea numerelor complexe si
egalitatea a doud matrice, se stabilesc usor urmatoarele proprietati:

Al) (Asociativitatea adunarii) Adunarea matricelor este asociativa, adica
(A+B)+C=A+(B+C), VA,B,Ce M, (C).

A2) (Comutativitatea adunarii) Adunarea matricelor este comutativa,
adica A+B=B+A, VA,Be M ,,,(C).

A3) (Element neutru) Adunarea matricelor admite matricea nuld ca
element neutru, adica A+0,,,, =A,VAe M, (C).

A4) (Elemente opuse) Orice matrice Ae M mn((C) are o opusa, notatd cu
-Ae M, (C) astfel incat A+(-A)=0,,,,.

Daca A= (al.j) ,atunci —A= (—al.j ), adica opusa lui A,—A, se obtine din A

prin schimbarea semnelor tuturor elementelor sale.

Observatii. 1) Multimea M , (C) inzestratd cu operatia de adunare si avind
proprietatile A1) — A4) spunem cd formeaza un grup comutativ (sau abelian).
2) Inloc sd scriem A+(—B), notim A—B si spunem ci facem diferenta dintre

matricea A si matricea B. Deci, n sciderea a doud matrice elementele se scad pe
componente.

Exemple. 1) Fie A= 2 3 . Atunci -A = 2 34 .
1 -5 0 -1 50
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2) Fie A=| 0 3|, B=[3 ! 0).
2 31
1 2 3 2 -2 -4

Atunci (4,'Be M;,(Z)): A-"B=| 0 3|-|1 3|=|-1 6]|.

-4 5 0 1 -4 4
3) In virtutea proprietitilor A1) — A4), regulile de calcul relative la adunarea
matricelor sunt identice cu acelea de la adunarea numerelor complexe. Dacad avem
de adunat trei matrice de acelasi tip A, B, C, atunci efectudm, de exemplu, suma
dintre matricea A si matricea B, care este matricea A+ B, iar aceasta o adunam cu
matricea C. De altfel, operatiile indicate pentru matrice le pastram pentru
elementele corespunzatoare ale matricelor.

1 -1 0 -2 1 0 5 01 01
Exemplu. Fie matricele A= 3 , B= , C=
0 2 41 3 -111 -1 0 -1 0

pentru care sa calculim A-B-C.

1-(2)-0 -1-1-1  0-0-0 3—5—1}_( 3 -3 0 —3)

Avem:A—B—C:(0_3_(_1) 2_(_1)_0 4—1—(—1) 1-1-0 2 34 0

4) Se verificd imediat egalitatea ‘(a+B)=‘a+'B, vA,Be M m’”(c) (transpusa

sumei a doui matrice este egala cu suma transpuselor matricelor).

Aplicatii la adunarea matricelor

1. Animatia si matricele. O figura in plan poate fi stocata in calculator ca o multime de
varfuri. Varfurile pot fi marcate si unite prin segmente pentru a obtine figura. Daci sunt n
varfuri ele pot fi stocate intr-o matrice 2xn. Abscisele x sunt stocate in prima linie, iar
ordonatele y in a doua linie. Fiecare

Yy A 5 vA . :
doua varfuri consecutive se unesc

T printr-un segment. Fie A(4,6),
6
B(6,4), C(4,1), D(2,4) si
’ patrulaterul ABCD este un ‘“zmeu”.
4 (Fig.3)
3 Matricea asociata acestui ‘“zmeu”
4 6 4 2 . .
2 este S = . Fie matricea
6 41 4
1
3 3 3 3
n I'= .
> 202 2 2
X
-1 . 79 75
Atunci S+7T = si avem
4 2 -1 2

punctele A’(7,4) y B'(9,2) y C’(7,-1) y
D'(S,Z) , adicd ,,zmeul” A'B'C'D' se obtine din ABCD printr-o translatie de-a lungul

axei Ox cu 3 unititi si 0 coboram pe verticali cu 2 unititi.
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Text Codificarea ~ Textul Decodificarea Text

clar textului : codificat 7 textului clar
' ~
Expeditor Destinatar
Fig.4

2. Criptologia si matricele. Criptologia (cripto = ascuns) este la fel de veche ca si limbajul.
Odati cu transmiterea de mesaje, oamenii au avut nevoia ca acestea ajunse in mainile
unor persoane indezirabile sa nu poata fi decodificate si deci citite. Astizi dezvoltarea tot
mai rapida a telecomunicatiilor, a comunicatiilor electronice, a tranzactiilor bancare, a
plitilor cu carti de credit, etc. au impus tot mai mult criptologia. Scopul criptologiei este de
a transmite si proteja informatiile, asigurindu-le confidentialitatea dintr-un mesaj.
Criptografia este studiul tehnicilor utilizate pentru a codifica un text inteligibil (clar).
Dupi codificarea textului, printr-un anumit procedeu, se obtine textul cifrat (sau
codificat), care odata ajuns la destinatar acesta pentru a-l aduce la forma textului initial
(inteligibil) trebuie sa-1 decodifice avand la indemina procedeul utilizat de expeditor,
facand astfel operatia inversa realizati de expeditor. (Fig.4)

Un procedeu de codificare a unui mesaj este cel realizat prin substitutii literale, cind textul
clar este cifrat litera cu litera sau prin grupuri de dou sau trei litere.

Cifrul lui Iuliu Cesar (impéirat roman). Este unul din cifrurile cele mai simple. Pentru a-si
cifra o parte a corespondentei realiza o decalare a alfabetului clar cu 3 pozitii.

Alfabetul clar |a|b|c|d|c|f|g|h|i|j|k|1|m|n|0|p|q|r|s|t|u|v|w|x|y|z

matene: | b |27 [ E)1 |1 |E]E | 4] |o] e [els[z|u v | wiz| ¥ 2ja|5]e

Cheia cifrului este aceastia decalare. De exemplu, textul “te ador” se codifici si devine cu
acest cifru un text total neinteligibil “WHDGRU”. Destinatarului nu-i riméne decéit si ia
alfabetul cifrat si si observe ca lui W ii corespunde t in alfabetul clar, adica W — t,
H-oe,D—>a,G->d, R>o, U>r siobtine mesajul initial “te ador”.

Dezavantajul acestui cod este acela ca odata descoperiti o singuri literid permite
descifrarea intregului mesaj. Se spune ca “am spart” codul.

Patratul lui Polybe (= 207-130 i.C.). in acest caz
1 2 3 4 5 | fiecarei litere din textul clar ii corespunde numirul
format din doua cifre (numaérul liniei si numarul
1 a b C d e | coloanei pe care se afli litera).

Textul clar al expeditorului: te ador

22 Textul codificat al destinatarului: 44 15 11 14
2|1 f & h|1)] k|34 4

Destinatarul face operatia inversa de decodificare a
3 Il |m|n O [ P | textului utilizind Pitratul lui Polybe. Putem
complica codificarea mesajelor observind ci
4 q r S t u | fiecarei litere 1i corespund doui cifre sub forma de

I <. 1 1 5 d
5 v W x y 7 coloana: a— 1) b—-> 2 )0 o z- 5) unde

primul element este numarul liniei, iar al doilea este
numarul coloanei pe care se afli litera in Patratul lui Polybe.
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411134

.Consideram matricea
4 514 4 2

Textului “te ador” ii corespunde matricea A =(

5432154321354

Pentru matricea A, consideram M cu atatea coloane cite are A, adici cu 6.

1 23451 534585 . . .
si mesajul cifrat
543215 99 46 57

devine: 5939 44 56 85 57. Mesajul obtinut nu poate fi decodificat cu Pitratul lui Polybe.
Cifrele 6, 7, 8, 9 nu figureazi in cod. Ajuns la destinatar acesta il pune sub forma S, apoi
din S scade matricea M si rezulti A. De aici cu ajutorul Pitratului lui Polybe decriptarea
este imediata.

_(123451234512...)

Deci M=( ).Calculﬁm S=A+M=(

4) Inmultirea cu scalari a matricelor
Am vazut la vectori cd dacd Ae R si ﬁ:(x, y), atunci vectorul Au are

componentele obtinute din cele ale vectorului u prin inmultire cu scalarul A, adica
Au=(Ax,Ay) .

O situatie similard are loc daca Tnmultim o matrice cu un scalar. Mai precis are loc
urmatoarea:

Definitie. Fie A= (a,-j)e M mn(C) si Ae C. Se numeste produsul dintre
scalarul Ae C si matricea A, matricea notatdi AAe M (C) definitd
prin A A= (kaij) .

A Tnmulti o matrice cu un scalar revine la a Tnmulti toate elementele
matricei cu acest scalar.

Operatia prin care fiecarui numar complex A si fiecarei matrice
Ae M, (C) 1li se asociaza produsul AAe M, (C), se numeste
inmultirea cu scalari a matricelor.

Aa;; Aap, ... Ay,

Aa Aa ... A\a
Deci, M = 21 22 2n

Aa,, Aa,, ... Aa,,

Observatii. 1) Daca A este o matrice linie sau coloana, atunci inmultirea ei cu
scalari coincide cu inmultirea vectorilor cu scalari.

2) Aritatica ‘(M) =L"A, vie C, VAe M, (C).

x 1 20 . 3 6 0
Exemplu. Daca A = ,atunci 34 = .
3 45 -9 12 15
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Proprietati ale inmultirii matricelor cu scalari

Au loc urmatoarele proprietati:

S1) A(nA)=(Auw)A, VA,ue C, VAe M, ,(C).

S2) M(A+B)=M+AB, VAe C, VA,Be M ,,,(C).
S3) (A+pn)A=AA+pA, VA,ueC, vAe M, ,(C).
S4)1-A=A,1eC, VAe M, (C).

Verificarea proprietétilor este imediatd (se face apel la asociativitatea inmultirii
numerelor complexe, a distributivitdtii inmultirii numerelor complexe In raport cu
adunarea acestor numere etc.).

Multimea M myn((C), impreund cu operatiile de adunare a matricelor §i inmultirii
cu scalari din C si proprietitile A1) — A4), S1) — S4), formeazd un spatiu
vectorial peste C.

Aplicatii practice la inmultirea matricelor cu scalari

XL XXL M 1. Matricea alidturati contine preturile de vanzare (in
euro) pentru diferite sortimente de cimaisi (de mairimi
albastru( 12 13,5 14 ) giperite: XL, XXL, M si culori diferite: albastru, alb,

P alb 11 12 12,5 verde, rosu).
verde 12,5 13 13,5
rosu 12 12,5 13 Ca urmare a cresterii costurilor de productie s-a decis

majorarea pretului fiecarui articol cu 2%. Determinati
matricea corespunziatoare noilor preturi.
R. Daci x este pretul vechi al unui articol, atunci dupi majorare noul pret va fi

2
(1 + j x =1,02x . Deci, matricea noilor preturi va fi:
100

1,02x12  1,02x13,5 1,02x14 12,24 13,77 14,28
propogpo| PO2XIL 0 1L02x12 1,02x12,5 || 11,22 12,24 12,75
T T 1,02x12,5 1,02x13 1,02x13,5 | | 12,75 13,26 13,77

1,02x12  1,02x12,5 1,02x13 12,24 12,75 13,26

Ce semnifica in aceastd matrice: p'y3, p'35, p'41 ?

2. Animatia si matricele. Fie A, matricea asociati unei figuri din plan, iar c¢ o constanti
reald. Atunci cA este matricea asociata noii figuri. Dacd 0 <c <1, atunci noua figura
este o contractie, iar daci ¢ > 1, atunci noua figura este o dilatare a figurii date.
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Exemplu. Fie triunghiul OAB, O (0,0) , A (2, -2) , B (4,4) (Fig.5). Atunci matricea

VA VA VA
-, B'

x X
Triunghiul OAB definit Dilatarea de factor 2 Contractia de factor 1/2
de matricea T
Fig.5
. 0 2 4 . 0 8) .
asociati este T = 0 -2 4l Pentru ¢ =2 (dilatare), avem 2T = 0 .48 si figura

. 1 . 1 0 1 2
asociata OA'B'. Pentru c = — (contractie), avem —T = (0 1 2) pentru care avem
2 2 -

triunghiul OA"B".

3. Criptografia si matricele. Transmiteti unui coleg de clasid un mesaj codificat, utilizind
Pitratul lui Polybe, in care matricea asociati o inmultiti cu un coeficient numir natural
(pe care nu uitati si-1 comunicati colegului in vederea decodificarii).

Probleme rezolvate

1 2
1. Se considera matricele: A=|-2 |, B= (-3 1 0) , C=| -1|. Calculati: 3A - 4tB +2C.
3 4
3 -12 4 19
R. Avem: 3A-4'B+2C=|-6|-| 4|+|-2|=|-12].
9 0 8 17

2. Determinati numerele x,y,z,¢ daci are loc egalitatea:

(a0

3 3 2z -6t -1 1
R. Egalitatea se scrie succesiv: ( )( ¢ J:( ) sau

3x -6y 2 10 12
3-2z 3+6t) (11
3x-2 -6y-10) (1 2)°

3-2z=-1
. . . . . . 3+6t=1
Din ultima egalitate de matrice rezulta sistemul: A2 21
xX-2 =
6y-10=2
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2
cusolutia x =1, y=-2,z=2,¢t=—.
3

01

R. Aceasta egalitate este o ecuatie matriceali. Operatiile din membrul sting au sens daca

10 10
3. Sa se determine matricea X daca: 2( 5 J -4X = 3( ) .

XeM Z(C) . Izolim termenul care contine necunoscuta si avem:

1

30Y(20 10 . 4 0
-4X = - sau -4X = .Deaici X =
03 -4 2 4 1 i 1

4
b
Observatie. Se poate lua X € M ,(C) de forma X = (a d) si se aduce membrul stang la o
c

matrice patratica de ordinul doi. Se egaleaza cei doi membri si se ajunge la un sistem de
patru ecuatii cu patru necunoscute.
0 2
X+Y =
20

4. Determinati matricele X, Y pentru care: 3 1
2=} 1)

1 -3

R. Este un sistem de ecuatii matriceale. Pentru rezolvarea lui vom aplica metoda
reducerii. Adunim cele doui ecuatii, membru cu membru, si se obtine (am redus

3 3. . . 13 3 1 1 . . .
necunoscuta Y): 3X = , iar de aici: X =— = . Din prima ecuatie:
3 3 33 -3)7 1 -1
0 2 0 2 1 1 11
Y = -X = - = .
20 20 1 -1 11

5) Inmultirea matricelor

Urmatoarea operatie pentru matrice, cea de inmultire, este mai dificila. Prezentarea
ei prin definitie poate ridica semne de mirare. Utilizarea ei in probleme economice
ar justifica o astfel de definitie. Dar resorturile produsului a doua matrice, se va
vedea, tin de schimbarea de baza pentru multimea vectorilor din plan.

Aplicatie practici. O statie de benzina vinde intr-o zi 1600 litri de motorina, 1000 litri
benzind Premium si 800 litri benzind fara plumb.

Stiind ca preturile in Euro in acea zi au fost 0,85 €/1 . .
. . Benzind Benzina
Motorina

motorind, 0,95 €/1 benzini Premium si 0,97 €/1 benzina Premium firi Plumb

fira plumb, si se determine valoarea totala a C = ( 1600 1000 300)
incasarilor realizate in acea zi la benzinirie.
R. Vanzarile de carburanti din acea zi de la
benzinirie pot fi reprezentate sub forma de matrice

linie, matricea C € A7 (R). P= (0)’ zi ﬁzzz;:: Z;;“;:;::;b
b

matrice linie de tip (1, 3)
0,85 | Motorina

Preturile carburantilor per litru le punem sub forma

de matrice coloani: Pe A1, (R). matrice coloand de tip (3, 1)
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Primul element din C dia numiirul de litri de motorind vanduti in acea zi la statia de
benzina, iar primul element din P di pretul unui litru de motorind, iar produsul
1600 - 0,85 = 1360 € di valoarea totald incasati din vinzarea motorinei din acea zi.
Interpretiri similare au elementele al doilea si al treilea din cele dous matrice.

Ficand produsul elementelor corespunzitoare din matricele C si P si apoi suma acestor
produse obtinem totalul incasarilor din vanzarea combustibililor din acea zi de la statia de
benzina.

Deci 1600 - 0,85 + 1000 - 0,95 + 800 - 0,97 = 1360 + 950 + 776 = 3086 €.
Pe scurt avem urmitoarea scriere:
0,85
C-P= (1600 1000 800)~ 0,95 [ =1600- 0,85 + 1000 - 0,95 + 800 - 0,97 = 3086 .
0,97
Daca gandim cele doud matrice ca fiind doi vectori, regula de calcul di produsul scalar al
acestor vectori.
Cu aceste elemente formulam urmatoarea:

Definitie. Definim produsul a doua matrice astfel:
a) Dacd A=(a; ay .. ay)e M ,(C) si B= eM, (C),

atunci produsul matricelor A, B este matricea
A-B= (albl +a2b2 +...+anbn)e M Ll(C)
si reprezintd produsul scalar al lui A cu B.

produsul lui A cu B, in aceasta ordine, este matricea de tip (m, p),

C=(cl-j)€ M, p(C),

unde
b
by : n - _
2 . .
Cij:(ail ajy - ain) J :kglal-kbkj,zzl,m,]:l,p.
bnj

Observatii. 1) Produsul AB a doud matrice nu se poate efectua
intotdeauna decat dacd Ae M, ,(C), Be M, ,(C) adica dacd

numadrul de coloane ale lui A este egal cu numarul de linii ale lui B, cand
se obtine o matrice
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C=ABe M, p(C)

(A 5 B) >» C=AB
\ v dupa schema:
(m, n) (n, p) (m, p) 2)Pentru a obtine
I T elementul ¢jj din

matricea C se ia

vectorul de pe linia i
(linia i) din matricea A (prima matrice) si vectorul de pe coloana j (coloana j, de sus
in jos) si se face produsul lor scalar ca mai jos:

)
'#blj

Cij = ailblj + aizsz +...+ ambnj
Se ageazd linia i din matricea A peste coloana j din matricea B, se Tnmultesc
elementele corespunzatoare si se aduna rezultatele.

Daca se considerd matricea A definitd prin cele m linii Lq, LQ, s Ly, dar
L

matricea B prin cele p coloane, Cl’ C2, - Cp, adica A= 12 si respectiv
L,

B =(C1 C2 ... C p)’ atunci elementele matricei C sunt numerele Cjj = LiC jo

adica explicit:

LG, LG, ... LC,
G C .. C,))=
L, L¢ L.C, .. L.C,
Regula prezentata mai sus este cunoscutd sub numele de ,regula de Tnmultire a
liniilor cu coloanele”.
Sa observam cd elementele liniei i/ din matricea C se obtin inmultind pe rand linia i
din matricea A, cu coloanele matricei B.
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Exemplu. Sa se calculeze produsul AB pentru:

301
A=(; 'i j)e My 5(2), B=|-1 -1|eM;,(z).
0 1

Cum A este de tipul (2, 3), iar B de tipul (3,2), matricea produs C = AB are sens (numirul
de coloane (3) din A este egal cu numairul de linii (3) din B) si este de tipul (2, 2).
Avem:

To=22203 X
o (o4 c
AB = ( s e o ( 11512 )
unde elementele liniei inti din matricea produs c¢;;, ¢y, sunt date de:

ey =1-3+(=2)(-1)+3-0=5, ¢ =1-1+(=2)(-1)+3-1=6.

(in scriere s-au hasurat linia intidi din prima matrice si cele doui coloane din a doua
matrice, care contribuie la determinarea elementelor din prima linie a matricei produs;

sagetile indici modul in care se fac produsele pentru a obtine elementul c;; ).

Pentru a obtine elementele liniei a doua (021,022) din matricea produs, se consider linia
a doua din prima matrice §i coloanele matricei a doua. Avem
€1 =0-3+1 (—1) + (—1) -0 =-1 (produsele din suma au factorii dati de siageti):

R |
AB =(1 2 3 4 =(011 012)
0 1= 0 1 621 022

23 =0-1+1(~1) +(-1)-1=-2. Dei AB=( 5 6),

-1 -2
Desfasurat, procesul de determinare al elementelor matricei AB este redat mai jos:

L, »—1-3+(-2)(-1)+3 - 0=5—

C |

1
- 4 Ll - o = « T—=£&|

LI L] > 1 +V |1 1+( 2)( l)”+“3 1 6|—

A G
3 1 v

8 5 6
AB= £ =
Y 12

0 1 ‘;T
A 4
A 4
L, L, > *%!0'1+1(—1)+(-1)1---2

1
— »—10-3+1(-D+(-1)0=-1—

3) Dacéd matricele sunt patratice A,Be M n(C), atunci are sens intotdeauna

atit AB cit si BA. In general, AB # BA, adica inmultirea matricelor nu este
comutativa. Daca AB = BA, atunci se spune ca matricele comuta.
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g 1 2 -1 0 . 1 2) . -1 -2 .
Exemplu. Daca A = , B= , atunci AB = , lar BA = si
0 -1 11 -1 -1 1 1

observam ca AB # BA .
Proprietati ale inmultirii matricelor

Urmatoarele proprietati vin sa faciliteze calculul algebric cu matrice. Are loc
urmadtoarea:

Teoremia. I1) (Asociativitatea inmultirii) inmul‘girea matricelor este
asociativa, adici (AB)C=A(BC), VAe M, ,(C), VBe M, (C),
vCe M, (C).

I12) (Distributivitatea inmultirii in raport cu adunarea) inmul‘girea
matricelor este distributivd (la dreapta si la stdnga) in raport cu adunarea

matricelor, adica A(B+C)=AB+AC, (A+B)C=AC+BC, VA,B,C
matrice pentru care au sens operatiile de adunare si Tnmultire.
I3) (Elementul neutru) Inmultirea matricelor din M ,(C) are element

neutru, adica existd /,, matricea unitate de ordin n astfel incat
A-1,=1,-A=A, VAe M ,(C). Se spune cd matricea unitate I, este

element neutru in raport cu operatia de inmultire a matricelor pe M ,(C).

Demonstratie I1) Fie A = (aij)e M, (C),B= (bjk )e M., ,(C),
CZ(Ckl)E M p,q(C) ’AB:(dik)E M mn(c) ,BC=(€ﬂ)E M n,q(c),
(AB)C = (fil)E M m,q(C) ’ (AB)C = (gil)E M m,q(C) - Avem:

P )4 n p n n p
fu :Zdikckl = Z{Zaijbjk }kl = Zzaijbjkckl 22{217]'1(6’1(1 ]”U =
k=1

k=1\_j=1 k=1 j=1 j=1\k=1

n n L
=D epa; =) ey =gy, Vi=lm, Vi=1lgq.
J=1 j=1
I12) Tema.

I3) Fie A:(ai]’)EMn(C) In_(5,]) {l,dacéi:j

0, inrest AL :(bij)’

I,A=(c;)e M ,(C).
Atunci: by Zalkﬁk] a;0; =ay si ¢; Zﬁlkak] iy =g, Vi, j= Ln.m
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Observatii. 1) Aritati ci: a) '(AB)='B-'A, VAe M, ,(C), vBe M, ,(C);
b) Tr(AB)=Tr(BA), VA,Be M ,(C).

2) Matricea Ae M ,(C) se numeste inversabili daca existd matricea

A'e M (C) astfel incat A-A'=A"A=1,.

Matricea A', daci existd este unicd si se noteazi A'= A" (citim: A la minus unu)
si se numeste inversa matricei A.

3)FieA,Be M ,(C).Daca A=0, sau B=0,, atunci AB =0, . Reciproca nu
0 1 1 0
este adevaratd. Avem contraexemplul A =(0 OJ #0,, B =(0 OJ #0, cand

1 2

0 1 -1

Exercitii. 1) Fie A = (2 3 4) , B=| 0 -1 {. Calculati transpusele matricelor A, B, AB,
1 3

BA si verificati egalitatile ‘ (4B)="B."a, "(BA)="4."B.

1 -3 -1 X y z
2) Sase determine inversa matricei A=| -1 4 1| luidnd A_1 =lm n p
1 9 2 u v z

Aplicatii la inmultirea matricelor

1. Migratia populatiei si inmultirea matricelor. Se asteapta ca in fiecare an 3% din
populatia curenti cu resedinta in oras si se mute in suburbiile acestuia, iar 6% din
populatia curenti cu resedinta in suburbii si se mute in oras. in prezent, 65% din totalul
populatiei locuieste in oras, iar restul de 35% au domiciliul in suburbii. Presupunem ci
totalul populatiei din oras si suburbii este constant, care va fi distributia populatiei un an
mai tarziu? Dar dupi doi ani?

R. Arborele diagrama asociat problemei este:
Starea curentd Starea viitoare
0,65 - 0,97
l +
0,35 - 0,06 — 0,6515 = probabilitatea

ca o persoani aleasa aleator si fie peste
un an cu domiciliul in oras

suburbii

25




Deci peste un an 65,15 % din populatie va trii la oras, iar

34,85% starea viitoare
(0,65-0,03 +0,35-0,94 = 0,3485) va avea domiciliul in suburbii. 1 2

Procesul descris mai sus este un lant Markov cu doud stiri: starea 1{0,97 0,03
starea 1 (,,locuieste in oras”), starea 2 (,,Jocuieste in suburbii’’). ~ curenti2{ 0,06 0,94

Matricea de trecere asociati lantului Markov este:
Distributia probabilitatilor initiale a populatiei o reprezentim
Stareal Starea2

ca o matrice linie: X() =(0,65 0’35)

(matricea starii
initiale)
e 1 2
De fapt X, este o variabila aleatoare X, : .
0,65 0,35
Stareal Starea2
Punénd: X, =(0,6515 0,3485) (distributia dupi un an)observim ca X, = X, T .

Analog, daca X este distributia probabilititilor dupa un an, iar X, este distributia

Stareal Starea?2

2
probabilitatilor dupa doi ani, atunci: X, =X,T=X,T"=(0,6529 0,3471)

Aceasta inseamna ci dupa doi ani 65,29 % din populatie are domiciliul in oras, iar 34,71
% din populatie este domiciliata in suburbii.

2. Animatia si inmultirea matricelor. Se numeste transformare liniara a planului 7 in el
insusi o aplicatie f: P> P, f (P) 