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Elemente de calcul matricial &s
si sisteme de ecuatii liniare

A

1. Permutari

Cu elementele unei multimi finite se pot forma mai multe permutari. De exemplu, (2, 3, 5, 4, 1),

: (2, 1,3,4,5), (3, 4, 2, 1, 5) sunt permutari ale multimii {1, 2, 3, 4, 5}.
P, Cu elementele multimii {(, Qﬁ, &2} putem forma 6 permutiri diferite:

(), (), 05, (@), 58, O, 85,0, (8.0 )

Reprezentarea ( &8 nu este o permutare deoarece nu este datd ordinea elementelor. Intr-o permutare

cu n elemente, fiecare element trebuie sa ocupe o anumita pozitie numerotatd de la 1 la n.

Notiunea de permutare

In cele ce urmeaza ne vom ocupa de permutirile multimii
finite de numere naturale 4 = {1, 2, ..., n}.

Fie ¢ : A — A o bijectie a multimii 4 si notam @(1) =i,
©2)=1i, ..., ¢(n)=1i. Functia ¢ poate fi reprezentatd printr-un
tablou cu doua linii:

(1 2 3 .k .. nJ
o=\ . . N
L I, Iy .. L ..

prima linie indicd pozitia k pe care se afld elementul i, din linia
a doua, sau, cu alte cuvinte, locul ocupat de elementul i, in sirul
finit (i, iy, ..., ).

Definitie.

Fie multimea 4 = {1, 2, ..., n}. O functie bijectivi 0: 4 —> 4
se numeste permutare de gradul n. Multimea tuturor
permutdrilor de gradul n se noteaza cu §,. Permutérile din S, le
vom nota cu litere grecesti: ¢, o, T, ... (citim: fi, sigma, tau, ...)

O permutare o € S poate fi notata prin:

1 2 3 ... n
O =
i, i ..

sau

(,i,...1),undei = o(l),i,=oc(2), .., i = oc(n).

3

1) In cate moduri se pot clasa 4 elevi
care participa la un concurs sportiv, daca
nu sunt 2 elevi pe acelasi loc In clasament?

2) Care dintre urmatoarele tablouri
reprezintd permutari?

12345) (123
V12354 ) (321
1234 12342
9)l1342 Di12354
11111 123
123451 Hl333
1234
91345

(123 4) D521 4)
k) (134 2)

3) Scrie toate permutarile din S..

-



Observatii.

¢ O permutare o este o functie bijectiva si, ca urmare, toate
elementele o(1), o(2), ..., o(n) sunt distincte si apartin multimii
{1, 2, ..., n}. in clasa a X-a s-a demonstrat ¢i numarul de functii
bijective definite pe o multime data, cu n elemente, cu valori in
aceeasi multime, este n! (citim: n factorial).

¢ Sn , multimea permutdrilor de grad n, are n! elemente.

nl=1-2-.."n

Compunerea permutarilor. Proprietati

Definitie.

Fie o0, T € S, doud permutdri de ordinul n. Permutarea G ot
este definita prin relatia (o © T)(k) = o(t(k)), Vk = Ln si se numeste
produsul (sau compunerea) permutdrilor o, T (in aceasta ordine).

3 [ 1 2 .. n j . ( 1 2 .. on j
Daca o= sit= s
o(l) o) .. on))’ () 2) .. 1(n)

. ( 1 2 n j
atuncl cotT= .
o(t(l)) o(x(2)) .. o(t(n)
Produsulc ot se mai noteaza ot .
Notim: coo=00=06"; o =0o°0; 6* =6°G,...,6
Vn € N*.

n+l :GnG ,

Nu are sens sa vorbim despre produsul a doua permutari de
ordin diferit (ele fiind definite pe multimi diferite).

ErEMFLY

Sa consideram permutdrile de gradul al 4-lea
@ (e}

1 2 3 4 1 2 3 4
= ,‘C:
2 413 4 1 2 3)°

Produsul oot este permutarea
1213412134 234

OcoT= o = 3
2 41 3) 4 1"243) |32 4 1)

1¢ 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3l 4
ToO = l o i“ = .
41 2 3 2 47173 1 3 4 2

Se observa ¢d coT#7To0o.

5 1 2 3 41 2 3 4 1 2 3 4
6" =00= =
2 41 3)\2 4 1 3 4 3 2 1

s, (1 23 4\ 1 23 4) (12 34
O =00= =
432 1)2 413 (3142

Proprietatile inmultirii (compunerii) permutarilor rezultd din
proprietatile compunerii functiilor bijective.

N e

4) Completeaza permutarile:

(1234
DO=3 4 o)

1 23 435
b) o= ;
2?2 41 3

)t=(2 3 5 4 7).

5) Cate elemente au multimile de
permutari S, S, si 8,7

6) Scrie toate permutdrile o din §,
pentru care o(2) = 3 si o(3) = 4.

7) Fie permutdrile de gradul al 3-lea

1 2 3) . 1 23
c= siT= .
1 3 2)° 2 1 3

a) Determind o, 10, 02, &3, o4, o3, o
b) Determind p € N astfel incat o” = e,

1 2 3
unde e = :
[1 2 3]

8) Care egalitate este adevarata?
12 3)(1 2 3) (1 2 3)

2 1 3)\2 3 1) 13 2)
123 4)(1 23 4) (1234
31 42\3421)14213)
9) Fie permutarile:

1 2 3 4
c= ;
2 4 1

(98]

(123 4
Tla o3 o2 1)

(12 3 4
Pl 41 3)

Calculeaza: ot, tQ, cQ, ©C, T,
(o1)o, o(te), o(tc), o’t, ot

10) Fie permutarea ¢ € S,

1 2 3 4
o=

4 1 2 3
a) o2, o’o, oo
b) o3, o0, ooc’.

] . Determina:

- - - 7



Teorema.
1) Inmultirea permutarilor este asociativd:
Vo,1,0€ S, o(t0) = (o1)0
1 2
1 2

de gradul n, este elementul neutru pentru Inmultirea permutérilor:
Yoe §,ec=ce=o0.

n
2) Permutarea e =[ j, numita permutare identicd
n

3) Pentru orice permutare o € S exista permutarea notata
o, numita inversa permutdrii ¢, cu oo ' = o 'o=e.

Observatii.
¢ Compunerea permutarilor nu este comutativa. Mai precis,
oricare ar fi n = 3, existd ¢, o permutari de gradul n cu @c # co.

¢ c6'=¢;6"=(c")",VneN;
se poate arita ci o’c’ =6 si (6°)" =6“,Va,beZ.

¢ Inversa unei permutéri o : 4 — A este chiar functia inversa
o' A — A asociata functiei bijective o.

erEMpLY 1 2| 3 4 2 3 4
1) Fie 6= l l ; atunci o' = T )
4 1 2 3 23 4 1

Verificare:

L (1 2 3 4)1 2 3 4 1 2 3 4
(o)) = = N
4 1 2 32 3 1 1 2 3 4
5 1 2 3 4)1 2 3 4 1 2 3 4
O o= =
2 3 4 1)\4 1 3 1 2 3 4

Sa calculam o2, o3, o*, o°.

, (1 23 4y , (1 2 3 4 . (1 2 3 4
c = ,0 = Cc = =e
341 2 2 3 4 1) 1 2 3 4 ’

de unde ¢’ =6, o°= o, deoarece ¢ -c=e si
s 4
6’ =c"-c=e-c=0.

B 5 ) 1 23 1 2 3
2) Sa rezolvam ecuatia o = .
2 13 321

Solutie.

1 2 31 2 3) (1 2 3)1 2 3 1 2 3
=0 = =
2 1 32 13 32 1)2 13 2 31

e S

11) Fie permutdrile ©, 7, 0 € S;:

1 23 1 2 3
o= »T= si
2 1 3 1 3 2)°
1 2 3
0= )
31 2

Determina:
a) ot; (o1)8; (B1)o
b) to; o(10) ; 0(to)
Ce observi?
Arati ci ot # (o1)’.
12) Fie o, T, ¢ permutari din S, .
Arata ca:
oT=10< 0212=(01)%
oT=00 1T =0Q;
TO=0p0S T =0.

i 1 2 3 4
13) Fie o= €es,.
4 2 3 1

Determind p € N* astfel incat o» = .

14) Notam permutarile de gradul al
3-lea cu:

(123 (123
“l123) % Tl231)
(123 (123
27131 2) %721 3)

(123 (123
%=1 32) %7321/

Completeazd tabelul de mai jos,
punand in fiecare patratel pe linia i si
coloana j produsul 0,0

€ |01 |0» |03 |04 |05
€ 03
O1
o2
03 02
Oy |04
Os

-



Inversiuni, semnul unei permutari

Definitie. Fie o o permutare de grad n, n€ N, n > 2 si

o(l) o(2) .. o(i) o(j) o(n)
@@, J), 1 <i<j < nsenumeste inversiune a permutdrii ¢ daca
o(i) > ofj). Notam cu m(o) numarul tuturor inversiunilor permutarii o

Gz(l L nJ.Perecheaordonaté

o2 n
Observam cé, intr-o permutare G:(G(l) o(2) G(H)J’

inversiunea (i, j), i <j este o pereche de elemente din prima
linie pentru care in linia a doua avem o(i) > ofj).

EXEMPLY 1<2 3
3>1 2

@ siunile (1, 2) si (1, 3). Perechea (2, 3) nu este inversiune a
permutarii o, deci permutarea ¢ are doua inversiuni (m(o) = 2).

Permutarea de gradul al 3-lea, cz( J, are inver-

Observatii.
¢ Permutarea identicd e are 0 inversiuni, deci m(e) = 0.
Reciproc, daca m(o) = 0, atunci o este permutarea identica.

1 2 3 .. N
¢ Permutarea ceS,,0= cu
n n—-1 n-2 .. 1

oky=n—-k+1,Vke {1, 2, ..., n} are numarul maxim de
inversiuni posibile deoarece toate perechile (i, j), i <j sunt inver-
n(n—1)
2
tuturor submultimilor de doua elemente dintr-o multime de »

elemente. Pentru orice permutare o€ § avem 0 <m(c) < C:.

siuni pentru o. Ca urmare, m(c)= =C? este numdrul

Definitie. Numirul g(c)=(-1)"""" se numeste semnul
(signatura) permutdrii o, unde ¢ € S .

Semnul unei permutari este +1 sau -1 si €:S5, - {-1,1} este
functie.

Definitie. Permutarea o € Sn este pard, respectiv impard,
daca are un numar par, respectiv impar de inversiuni, adica
g(o)=+1, respectiv g(c)=—1.

N e

15) Scrie toate inversiunile permutarii

1 2 3 4
ceS, o= .
(4 3 1 2}

16) Fie permutarea de ordinul al 7-lea,

1 23 45 6 7
c= :
3714256
Care dintre urmatoarele perechi sunt
inversiuni ale permutarii o ?

(12), (1 4), (16), (24,
67, 23), 353

G 7,

17) Scrie toate inversiunile permutarii
1 23 45 6 7
c= :
3714256
18) Scrie toate inversiunile permutarilor

1 2 3 45
o=
51 4 3 2

1 23 45
"[:

543 21
(123 45
P71 3 24 5)

Cate inversiuni au permutdrile o, 7, @?

19) Determina numarul inversiunilor
permutarilor o, 7 € S

1 2 3 45
o= .
51 4 3 2)p

EEEMPLY
@ 4 5 3 2 1

cate ori fiecare element este mai mare decat unul dintre
succesorii sai. Dupa primul element, 4, urmeaza elementele mai
mici 3, 2, 1 ; dupa 5 urmeaza tot trei elemente mai mici; dupa
3 urmeaza doud elemente mai mici, 2 si 1, iar dupa 2 urmeaza
un singur element mai mic, 1. In concluzie, numirul de
inversiuni ale acestei permutari este m(o) =3 +3+2+1=09,
deci €(c) = (-1)° = —1. Permutarea o este o permutare impara.

6

) 1 2 3 4 5\ . .
Fie o= . In linia a doua numaram de

1 2 3 45
T= .
54 3 21

20) Determina semnul permutarilor
o TES:

1 2 3 45
o= .
53 41 2)p

1 2 3 45
T=
1 3 4 2 5)°

——'



PEELME @ 1. Scrie toate inversiunile permutarilor:

—

1 2 3 4 5
a) o= 1;

Py 4 2 5 3
1 2 3 4 5
b) t= ;
31 5 2 4
_12345
V=3 1 5 4 2)

Cate inversiuni au fiecare din permutarile o, 7, ¢@?

. 1 2 3 4
@ 2. Fie permutarea G € S,, 6= .
4 21 3

Determina: a) o2, o*o, oco?;, b) o3, oo, oo’.

12
@ 3. Fie permutarile de gradul al 2-lea: e = [1 2} si

12
G=[2 J. Completeaza tabelul ala- e |o

turat, punand in fiecare patratel com-
punerea dintre permutarea indicata de
linie si cea indicatd de coloana.

Realizeaza un astfel de tabel pentru permutarile
de gradul al 4-lea.

@ 4. Calculeaza permutarile ¢, o, T, daca:
1234) (1234) (1234 (1234
M2314)713421)12314)°(3421)
1234)(1234) (1234
2314)"3421)7\4213)

@ 5. Pentru fiecare ceS,, determina:
min{k € N*|o" = e}.

@8 6. Aratd cad pentru orice ce S,, n € N* existd k
e N* astfel incat o* =¢ .

@® 7. Se dau numerele reale a <a<..<a.

Deterr’?iné permutarea G €S, pentru care suma
Ss :zakac(k) este:

k=1
a) minima;  b) maxima.
@8 8. a) Aratd cd, pentru orice permutare ¢ € S ,
< . o(i)—o(j
semnul permutdrii ¢ este g(c)= H M
I<i<jsn V]

b) Vo,t€S5,,¢e(c-1)=¢(0)-&(1) .

@ 9. Fien =>2,i,je€ {1, 2,3, .. n},i#].
k,pentruk#i,k#j
Permutarea 7; din S, T, (k) =1/, pentru k =i
i, pentru k= j
se numeste transpozitie (se mai noteaza si (i j)).

Calculeaza numarul de inversiuni ale urmatoa-
relor transpozitii din S
(12,24, (15),006),Q3H0).
@ 10. Ce transpozitii de ordinul 4 nu se afla in
multimea: {(1 2); (1 3); (2 3); (24); 3 4)}?

Care sunt transpozitiile de ordinul al 5-lea?
@ 11. Fie (i j) € S, o transpozitie de ordinul 7.
Aratd ca (i j)* = e, adica orice transpozitie este pro-
pria sa inversa.
@ 12. Compune permutarile:

1234567
My g 7615 3502

D (L2345 6T
VADs g 7 6 1 5 3)

1234567
No 4761 5 3 567

s gl 234567
VO DSt 40 6 15 3)

Ce observi?

. 1234567
Ol3.F1ec—[2476153j.

a) Calculeaza (1 2)o.

b) Calculeaza (2 4)(1 2)o.

c) Calculeaza (3 7)(2 4)(1 2)o.

d) Calculeaza (4 6)(3 7)(2 4)(1 2)oc. Ce obtii?
e) Scrie ¢ sub forma unui produs de transpozitii.

@8 14. Demonstreaza ci orice permutare de ordinul
n se descompune 1n produsul a cel mult 7 transpozitii.

@8 15. Aratd cd orice transpozitie este impara.

@ 16. Calculeaza permutdrile o, T € §,, daca:
o(1 3)(2 3)(4 5)=e, (1 3)(2 3)(4 5)t=e.

@ 17. Afld permutarea T S, in fiecare din cazurile:
a) t((D)+1=12)+2=...=1(n)+n;

b) t(1)-1=112)-2=..=1(n)—n;

) _ w2 _un)
O T T




Matrice

2. Tabel de tip matricial. Matrice, multimi de matrice.
Operatii cu matrice: adunarea, inmultirea unei matrice cu scalar

| L Ma Mi J V¥

Tabel de tip matricial

A |29 34 32 26 35

O companie de tranzactii financiare oferd la vanzare pachete de B |20 21 25 30 19

cate 1000 de actiuni la 4 intreprinderi, A, B, C, D. Directorul C |25 26 32 31 26

companiei alcatuieste tabelul alaturat, cu numarul de pachete de actiuni D124 26 31 30 27
din fiecare fel vandute in fiecare zi a unei anumite saptamani de lucru. 29 34 32 26 35
Daca se cunosc semnificatiile liniilor si coloanelor pentru actiunile 20 21 25 30 19

A, B, C, D, respectiv zilele saptaméanii de lucru L, Ma, Mi, J, V,

. . » . 8 25 26 32 31 26
atunci tabelul ,,centralizator” se poate reduce la forma alaturata.

24 26 31 30 27

Acest tablou cu 4 linii si 5 coloane este o matrice formatd din 4 - 5 = 20 de numere reale. Fiecare numar
poate fi precizat cu ajutorul a doi indici; primul indice este indicele de linie, iar al doilea este indicele de
coloand. De exemplu, numdrul 27 se gaseste pe linia a patra si coloana a cincea, se noteaza a,; si reprezinta
in acest caz numarul de pachete din actiunea D vandute vineri.

Notiunea de matrice a intervenit in studiul sistemelor de ecuatii liniare. Ea a fost introdusd de matema-
ticianul englez Arthur Cayley (1821-1895) in 1858. El a folosit pentru matrice notatia Hag/ “l<i<m. In 1913,
Isj<n

C.E. Cullis propune notatia [a ] iar in 1919, la sugestia lui M. Bdcher, s-a introdus notaﬁa (a )

i |1sism? ij JI<ism *
Isj<n Isj<n

Vom utiliza notiunea de matrice, in studiul sistemelor de ecuatii liniare.
x+3y+2z=6
De exemplu, sa consideram urmatorul sistem: <2x—y+3z=4. Toti coeficientii care apar in scrierea
3x+2y—z=4
sistemului intervin in rezolvare, atat prin valoarea lor cat si prin pozitia pe care o ocupad. Nu este acelasi

lucru daca un anumit coeficient apare in fata unei necunoscute sau a alteia. Pentru a pune in evidenta
multimea coeficientilor, precum si pozitia pe care o ocupa fiecare coeficient, vom atasa sistemului matricele

1 3 2 1 3 2 6 6
urmatoare: |2 1 3|, [2 -1 3 4| |4]-
3.2 -1 3.2 -1 4 4
AE A
: 3 In clasele anterioare s-au rezolvat sisteme cu doud sau 1) Un magazin oferd la vanzare foarte
trei ecuatii si necunoscute (m = n =2 sau m = n = 3), multe tipuri de marfuri. Se poate descrie
As.pmo 41 prin metoda reducerii sau metoda substitutiei. situatia stocurilor magazinului printr-un
ErEMrLY x+3y=4 singur numar, care va reprezenta valoa-
Rezolva sistemul: dx—y=1" rea totala a marfii. Cum putem sa organi-
Metoda reducerii Metoda substitutiei zam informatia despre stoc, astfel incat
x+3y=4 X=4-3y sd putem sti cate obiecte sunt de fiecare
{2 ~1l-3 fel si cat costd fiecare obiect?
X=y= 2(4-3y)-y=1
—4 ) ) ) 2) Rezolva prin metoda substitutiei si,
x+3y= Ultima ecuatie devine: o o )
’ apoi, prin metoda reducerii sistemele:
6x—-3y=3 8§-—6y—y=1
7-Ty=0 2x+4y-3z=1
Tx =7 ,x=1 =4 3y—d_3—] Sx+2y=11 3y_2 5
1+3y=4, 3y=3, y=1 A a 3x_2y=4;b) raymamS
Obtinem x =1, y = 1. Tx—y—z=2

Obtinemx =1, y = 1.

8 ——————— T
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Definitie.
Fie S un sistem de m ecuatii liniare cu » necunoscute:
a, X, +a,x, +..+a,x, =b,

A X, + A X y+..+a,, x, =b,

(S)

X, +a,, x,+..+a, x =b,

Numerele a,

s i=1,m, j=1, nse numesc coeficientii necunoscu-

telor x,, j=1, n, iar numerele b, i=1, m se numesc termeni liberi.

Exista metode generale de rezolvare care conduc la operatii
aplicate coeficientilor necunoscutelor si termenilor liberi. Acestia
pot fi ,,grupati in urmatoarele matrice:

matricea matricea  matricea
matricea completa termenilor necunos-
sistemului a sistemului liberi cutelor
a, Gy .- 4y, a, ap a, b b, X
Ay Ay . Gy, , a4 4y a, b , b, ) Xy
am 1 am 2 amn aml amZ amn bm bm xn
Matrice, multimi de matrice
Definitie.

Fie m, n € N* si fie E o multime de numere (N, Z, R, C). Se
numeste matrice de tipul (m, n) cu elemente din E, o functie

A:{1,2, omyx{1,2, ..,n}y — E;notim A, /) = a, , i=Lm, j=Ln.

a, a, .. q

n

< _ | Gu Gp e &y,
Notam 4 = ,sau 4= (aij)lsism .

........................... I<js<n

a

ml

a a

m2 mn

Multimea tuturor matricelor de tip (m,n) cu elementele din
multimea E se noteaza prin .# (E).

Observatie.
Matricele sunt o generalizare a vectorilor; vectorii sunt matrice
cu o linie (matrice linie), sau cu o coloand (matrice coloana).

3) Se considera sistemul
2x+3y=m
x—y+2z=e
x—y+z=0
Scrie matricea sistemului, matricea com-
pleta a sistemului, matricea termenilor liberi
si matricea necunoscutelor. Din ce multimi
de matrice fac parte aceste matrice?
Atentie! Atunci cand o necunoscutd
nu apare intr-o ecuatie, inseamna ca ea
are coeficientul 0. De exemplu, in prima
ecuatie a acestui sistem necunoscuta z
are coeficientul 0.

2x+3y=3
3y—lz=1
4) Fie sistemul 2 .
2z—t=2
t+x=4

Scrie matricea sistemului, matricea com-
pleta a sistemului, matricea termenilor liberi
si matricea necunoscutelor. Din ce multimi
de matrice fac parte aceste matrice?

5) Scrie o matrice patratica de ordinul
5 cu elementele 0 si 1, astfel incat suma
elementelor pe fiecare linie si, respectiv,
pe fiecare coloana sa fie 1.

6) Cum poti prezenta distantele (in
km) dintre resedintele de judet, atat pe
calea ferata cat si pe sosea?

7) Scrie cate o matrice de tipul (2, 3)
cu elemente din multimea:

a)Z; bQ coR;, dC.

8) Scrie o matrice coloand cu patru

linii, folosind elementele 0, 1 si —1.

9) Scrie o matrice linie cu cinci

Definitie. a, a, .. a,
. . . . Ay Ay ... Gy,

Matricea pdtraticd de ordinul n, A= , este
a, a, .. a,

o matrice cu #n linii si n coloane.
Matricea linie (@, a,,
matricea (a,
n

a ) este diagonala principald, iar
Ay sy a ) este diagonala secundard a matricei A.

Multimea tuturor matricelor patratice de ordinul n cu ele-
mente din multimea E se noteaza prin ./ (E).

coloane, cu elemente numere reale, in
care suma elementelor sa fie 10.

10) Ordoneaza dupa incluziune mul-
timile de matrice cu m linii si n coloane:
M, (©), A, (R), A, (Q), A, (2).

11) a) Scrie o matrice patratica de ordi-
nul 3, cu elementele 1 si —1, in care pro-
dusul elementelor de pe fiecare linie,
respectiv coloana, sa fie —1.

b) Scrie diagonala principala a acestei
matrice.

- - - - -



I -10 5 2
EEEMPL

. |37 -2 8

w Matricea 4= 151 4 -3

-5 9 10

(-1 7 4 10) si diagonala secundara (2 -2 1 -5)

are diagonala principala

Definitie.
Transpusa unei matrice 4 de tip (m, n) este matricea ‘4 de tip
(n, m) definita prin ‘A(i, j) = A(, i),V i=1,n, ¥ j=1,m.

a, a, .. a, a, a, .. a,
A a, 4y, .. a4, e a, a, .. a,,
amamz .......... c.l .r;m alnaznamn
EFEMFLY 2 0
31 2345
w A=47’tA_(017—3)
53

Deci, prin transpunerea matricei 4, linia i din matricea 4
devine coloana i in matricea ‘A si coloana j din matricea 4 devine
linia j In matricea ‘A.

Egalitatea matricelor

Definitie.

Doud matrice de tip (m, n), 4=(a;),<;<,, $i B=(;)i<;,» €

I<j<n I<js<n

numesc egale daca a,= bl.j, Vie {l,2,.,m},Vje {1,2, .. n}.

EEEMPLY

i

. 1 2 3) . 1 2 x
Fie 4= si B= .
5 21 5 y z

Matricele 4 si B sunt de acelasi tip, (2, 3), si A = B daca

si numai dacix =3,y =2,z=1.

Adunarea matricelor

N e

12) Calculeaza suma elementelor dia-
gonalei principale a matricei de ordin 21:

1 0 -1 1 0 -1 .. -1

0 -1 1 0 -1 1

-11 0 -1 1 0 .. O
A= .

1 0 -1 1 0 -1 .. -1

-11 0 -1 1 0 .. O

13) Care este transpusa matricei

A=( —i 2i)?
123 147
14) Daca A=|4 5 6|, '4=|2 5 8.
7809 3609

Verifica relatia: '(‘4) = A
(daca transpunem de doua ori o matrice,
obtinem matricea initiala).

15) Care dintre urmatoarele perechi
de matrice sunt egale?

a)A:(z 1}32(2 i4}
0 3 0 3

1
by 4=(1 2 3), B=|2|;
3
2 1 4 2 1 6-2
c) A= ,B= ;
015 01 5
21 21 40
d) 4= ,B= ;
015 0156
2 0
2 1 4
e) A= ,B=|1 1
015
4 5

Definitie.
Fie matricele 4, B € .M, (C), A=(a; ) <;<,»B = by r<i<m-
’ 1<j<n 1<j<n

Suma matricelor A si B este matricea C = (¢; )<< CUC, = a, + b,

Vie{l,.,m},Vje {l,.., n}. I<jsn
Matricea suma C se noteaza A + B.
' & Doua matrice sunt egale daca sunt de acelasi tip si

elementele corespunzatoare sunt respectiv egale.
Matricele se pot aduna numai daca sunt de acelasi tip.

10

Cum adundam matricele?
-1 10 1 -2 3
16) Fie A=  B= .
2 -3 1 0 2 -1

0 -1 3
Verifica egalitatea: 4+B = .
2 -1 0

Ol’Bzxyx.
1 0 y Xy

Determina numerele x si y stiind ca

0 0 O
A+ B= .
[0 0 OJ

1
17) Fie A:[
0

- 7T



ErEMPLY

@ Fie 4, B matricele care reprezintd numarul de autotu-
risme vandute in prima, respectiv a doua zi de la deschidere:

Un magazin are doua sucursale, M1 si Mz, in care
vinde automobile de tipurile Pl, Pz, P3.

53 3 4
1 4 23

Cele 2 coloane indica véanzarile din magazinele M si M_, iar
cele 3 linii reprezinta vanzarile articolelor P , P_, respectiv P3.
Care sunt vanzarile din cele doua zile, la cele doua sucursale
M si M, pentru produsele P, P_, P2

Solutie.
5 3 3 4 8
C=A4A+B=|2 0|+|3 1|=|5
1 4 23 37

reprezentand vanzarile din cele doua zile, la cele doud sucursale
M si M_, pentru produsele P, P , P.

este matricea

e

Teorema. Proprietitile adundrii matricelor.

Pentru orice matrice 4, B, C € ./ (C):

.A+B=B+4 (comutativitateaj;

2.(A+B)+ C=A4+ (B+ C) (asociativitatea);

3.A4+0, =0 +A=A,unde O, este matricea nuld de tip (m, n)
(are toate elementele 0); ,

4. existd matricea opusd —A €A, (C), A+(-A)=(-A)+4=0,,,.

Pentru 4= (a;; Di<i<m

I<j<n

avem —A= (—ag Ni<i<m-

I<js<n

Definim operatia de scadere a doua matrice: A — B = A4 + (-B).

Demonstreaza teorema pentru matrice de tipul (2, 3)!

Adunarea matricelor, particularizata pentru matrice cu o
singura linie (sau coloand), ne conduce la adunarea vectorilor.

Inmultirea matricelor cu scalari

Extindem definitia Tnmultirii vectorilor cu scalari si obtinem...

) 26 4 591
18) Fie 4=| | » B=| , .|
i0 —i i"0 i

a) Calculeaza 4 + B.
b) Calculeaza ‘4 +'B.
i
19) Fie A=(i i* i°) si B=|—i

a) Calculeaza 4 + ‘B. i’

b) Calculeaza ‘4 + B.

2x 0 ¢
20) Fie A= 4 3y 3|,
v -z 3z
-4 —v -1 6 6 2
B=|-—x -2y u|siC=[-6 3 5|
-v 2z 2 0 -3 1

Aflax,y,z, u, v, t stiindcad+ B=C.

21) Determina x, y daca:
0 Sy 4x2y+3y—1_14x
x 2x) 2y 4) 7 3x) \y 2
22) Determind matricea X € .//(Z)

-2 1 0 1 -3 4
daca: -X+ = .
3 -1 5 -6 -2 1
23) Scrie matricele urmatoare:
not not

a) 02,3; b) 02,2 =0,,; c) 03,3 =0;;
O, ©0,; DO, 2o .

Cum inmultim o matrice cu un numdr?

24) Determina numerele x, y, z, ¢ daca

Definitie.
Fie 4= (ag; Di<i<m
I<j<n
numdrul ) (numit scalar) si matricea A este matricea
B=(bj)<i<m>cub,=Nk-a,Viell,..,m,Vjell, ., n}
I<j<n

Matricea B se noteaza A - A sau AA.

e, ,(C) si h € C. Produsul dintre

11

S Y P

25) Calculeaza 24, 3B, 5B, —5B, A-5B,

1 -11 2 -11
a: A= i = .
daca: [2 0 2j si B [_1 ) 3j

26) Calculeaza x, y € R astfel incat

i 1=i ) (2=i —1430)
=2 243)" 0 3= )7

(5-i —1+7i
I O B Y,

- - - - -



EEEMPLY

) -1 2 3
Fie A= ; 24
@ [4 -2 IJ

Se demonstreaza usor urmatoarea ...

2(-1) 22 23
24 2(2) 21

N e

27) Determind matricele X, Y cu:

Teorema. Proprietdtile inmultirii cu scalari a matricelor

Pentru orice matrice 4, B € e,/i/m’n(C), a,be C:
1)1-4=4
3aA+B)=a-A+a-B

2 4 6
8 4 2f axar=|8 T 72
1-6 5
30 -1\
X-2Y =
(—3 4 —1)
Indicatie.

2)(@a+b)yd=a-A+b-A
4) (ab)A = a(bA).

Inmultim ecuatia a doua cu -2 si o
adundm la prima ecuatie. Inlocuim

P &0 LEny @ 1. Fie matricele
—
1 2 3 0 -10

A= e PR
pRopsSE -1 23

Calculeaza:

a)A +B;

b)4d-B-C;

c)C-2"4.

100

@ 2. Fie matricea 4=|0 1 0|. Calculeaza:
a) A +'4; 001
b) A4, LeC;

¢c) xeC cu x-A=4.

® 3.Fie Ae. 4, (C) si Be. M, (C). Care dintre
urmatoarele operatii sunt posibile:

a)A+B; bA+'B;  ¢)'A+B; d)'A+'B?
I -1 2 -1 0 1

@ 4.a)Fie A=|2 1 0|siB=l0 1 0]
0 2 3 2 23

a) Arati ca '(A+B)="A+'B;
b) Demonstreaza ca, pentru orice doud matrice
X, Y€ M, (C),auloc relatiile (X +Y)="X+"7,

‘OX)=AX,¥LeC .

12

matricea Y intr-o ecuatie a sistemului si
obtinem matricea X.

@ 5. Determind numerele reale x, y pentru care

1
avem (

2|
@ 6. Determina x, ), z numere reale astfel incat:

Gl (740G A6

@ 7. Determind matricele X, Y € ./ (Q) daca

sin® x coszyJ_ % -
tg’y  tex 3

2 0 1 1 30
X=-3Y={3 1 0fsi2X-5Y=(-2 1 1]
1 23 3 01

n 2 3
@ 8. Calculeazd suma S= L &k k k
-1 2 3 k(k+1)

@ 9. Daca ¢ este o solutie a ecuatiei x> +x+1 =0,

k 2k k
[ 8 83 )

€
g3k
@ 10. Aratd cd nu existd matrice cu 2006 linii si
2007 coloane avand toate elementele +1 sau —1,
astfel incét produsul elementelor pe fiecare linie si
pe fiecare coloana sa fie egal cu —1.

n

calculeaza suma: Z
k=1

k

€ 82k



3. Operatii cu matrice: inmultirea

Inmultirea matricelor

Exercitiu rezolvat.

Pentru fabricarea produselor X si Y, o intreprindere utilizeaza piesele PR R
P,P,P. Tabelul alaturat reprezintd necesarul pentru fabricatie; astfel, X 5 2 1
pentru fabricarea unei unitati din produsul X, sunt necesare 5 bucati P, Y 2 3 2

5 2 1
2 buciti P, 1 bucata P_. Asociem acestui tabel matricea A =( J

2 3 2
Tabelul aldturat reprezinta, pentru fiecare piesd de tipul cost cost
P, P, respectiv P_, In unitati monetare, costul de productie si productie | transport
b ’ ’ N P 10 1
10 1 1
costul de transport. Asociem acestui tabel matricea B=| 5 3. P, 3 3
1 2 P, 1 2

Pentru fabricarea unei unitati din X, costul total de productie al pieseloreste 5 - 10+2 - 5+1 - 1 =61,
iar costul total de transporteste 5 - 1 +2 - 3+ 1 - 2=13.
Calculeaza in mod analog costurile pentru fabricarea unei unitati din Y.

10 1
, 5:1042-5+1-1 5-1+42-3+1-2 13
Putem aranja calculele astfel: — 5] 3= =
2 32 il s 2:10+3-5+2-1 2-1+3-3+2-2 37 15
si obtinem repartitia costului de productie si a costului de transport pentru fiecare articol.
Acest exemplu ne conduce la urmatoarea ...

Definitie.

Fiem, n, p € N*, A=(a;),<;c,, 81 B=(bj )<<, Produsul matricelor A si B (in aceastd ordine) este matricea

I<j<n I<k<p
n
C=(Cy)ieian »ude Vi€ {1,.om}, ¥V k€ {1, .., p}, c4 =D @by =ay by +ayy by +. 4, by
I<k<p Jj=1
Matricea produs C se noteaza A4 - B.

Sa explicitam modul in care se inmultesc doud matrice.

all a12 ces aln bll b12 A blp Cll C12 e Clp

. Ay Ay ..o Gy, by by .. by, | | Cyy Cpy e €y
Fie 4= ,B= si C= 7|, unde C=4-B.

a, A, - b, b, ..b, Cot Co p

Elementele din prima linie a matricei C sunt:
¢, =a,b, +a,b, +. +a b (produsul dintre linia 1 din 4 si coloana 1 din B),
c,=a,b,+a,b, + .. +a b, (produsul dintre linia 1 a matricei 4 si coloana 2 a matricei B),

¢, =a,b +a, b, +. +a b (produsul dintre linia 1 a matricei 4 si coloana p a matricei B).
p 12 2p In np >

Elementele liniei a doua din C se obtin Tnmultind linia 2 din A, pe rand, cu coloanele matricei B, adica:

C21 = a21b11 + a22b21 Tt aannl’ C22 = a21b12 + a22b22 Tt aannZ’ o c2p = a21b1p + a22b2p Tt aannp‘

In general, elementele din linia / a matricei C se obtin inmultind, pe rand, linia i din 4 cu coloanele lui B.
13




EEEMPLY

-1 0

2 0 -1

AB_[ “1:242:343:1  —1-742:043-2  —1-(=1)+2-4+3-0

Matricea 4 poate fi inmultita cu matricea B numai
: ;rIL daca numarul de coloane ale matricei 4 este egal cu
o

<\

_‘9\&\:_

gemwe  numdrul de linii ale matricei B.

Observatie.

Produsul de matrice 4 - B este matricea obtinutd cu produsele
scalare dintre vectorii linie ai matricei 4 si fiecare vector coloana
din matricea B. Remarcam astfel legdtura dintre inmultirea
matricelor si produsul scalar al vectorilor: produsul dintre vectorul
(matrice) u € A, (C) cu vectorul (matrice) v € ./anq | (C) este

numarul u-v € 4, (C) = C.

Precizam ca produsul scalar al vectorilor este un numar, spre
deosebire de produsul vectorilor (sau matricelor) cu un scalar
care este un vector (respectiv o matrice).

Teorema. Proprietdtile inmultirii matricelor.

Fie m, n, p, g € N*

1. Oricare ar fi matricele A€ .4, (C), BE .M, ’p(C), Ce ,/ié ’q(C):
[(4B)C = ABO)|

(asociativitatea)

2. Oricare ar fi matricele 4 de tip (m, n), B si C de tip (n, p):
[4(B+ C)= 4B+ AC]|

(distributivitatea inmultirii la stdnga fatd de adunare).

3. Oricare ar fi matricele 4, B de tip (m, n), C de tip (n, p):
| (4+B)C=A4C+BC |

(distributivitatea inmultirii la dreapta fatd de adunare).

0 .. 0
. . _ 0
4. Matricea unitate de ordinul n, I, =
00 .1
este element neutru fatd de inmultire, adicd ¥ A€ .4/ (C) avem

A1 =1-A=4

Atentie! In general, 4-B# B-A. Daci A-B = B- A, spunem
ca matricele 4 si B comuta intre ele.

14

12 3 27
@ Fie 4 =( ) € .M, (Z), B=|3 0 4 2| € . (Z),deciA- B are sens si
4 -2 1 : ) :

—1-042-(-2)+3-(-) ) (7 -1 9 =7
4.24(=2)-3+1-1 4-7+(=2)-0+1-2 4-(=)+(=2)-4+1-0 4-0+(=2)-(=2)+1-(=1))

330 -12 3

Cum inmultim matricele?

1) Verifica inmultirea matricelor

o 1 2 0 1 2
urmatoare: . =
(0 IJ (—1 1 Oj

C(10+2-(=1) 11421 1.242:0
“l0-0+1-(=1) 0-1+1-1 0-2+1-0

(-2 3 2
=110

2) Fie A:(

2 -1 0
,B=| 0 3|
1 4 3

-2 13
Verifica egalitatea: 4-B =
-7 -10

3) Inmulteste matricea linie

2
-1

(-1 0 2 -3) cu matricea coloand
-3

4) Inmulteste matricea linie

-1
) 0
(2 -1 4 3) cu matricea coloand 5
3

5) Stiind ca 4+ 1 |= . afla tipul

=N = W
|

8
matricei 4 si dd exemple de matrice A.

- 7T



Observatii.
¢ Consideram sistemul de ecuatii liniare:
anX+apy+az=>b

(S)ya, x+a,y +a,z =b,. Fie A matricea sistemului, X matricea
Ay X + a3,y +ay,z = b,

necunoscutelor si B matricea termenilor liberi:

ay dp 4 X by
A=|ay ay ay |, X=|y|siB=|b,|.
a3 4z ds; z b,

Obtinem scrierea matriciala a sistemului (S): AX = B.

EFEMFLY  Verifica rezolvarea ecuatiei matriciale:

N S ]

Solutie.

) 1 0 -1 -1 3
Fie A= ,B= .
1 -1 2 6 0

Numarul de linii ale lui X este 3, egal cu numarul de coloane
ale lui 4, iar numarul de coloane ale lui X este 2, egal cu numarul
de coloane ale lui B.

a b

. a—e b—f
Fie X=|c¢ d|, A-X= .
a—c+2e b—d+2f
e f

a—e=-1
) b—f=3
Din 4 - X = B, rezulta
a—c+2e=6
b—d+2f=0
a=o-1;b=B+3;c=3a-7,d=3p+3;e=a; f=P,cua,pe C.
Deci, problema are o infinitate de solutii de forma

. Solutiile sunt:

a-1 pP+3
X=|3a-7 3p+3|,a,peC.
o
P 0
Caz particular: o = 1, p = 0. Rezulta X =| -4 3.
1

0
Verificare: bo - -4
1 -1 2

3
-1 3
3= .
6 0
1 0

15

e

6) Calculeaza, daca este posibil,
produsul matricelor 4 - B :

0 1 1
0 1 2
a) A= J,=1o1,
110
110
21 Lo
b)A:lZ,Bz( J
0 1
11

—_
)
|
—_
)
—_
(=

¢) A=|0 1 1| B=[-11

(=]

—
(e}
—_
(e}
—_
—_

7) Verifica daca 4 - B # B - A, pentru

-2 3
1 2 4
A=|-5 -1,B= .
4 31
7 0

8) Verifica daca AB = BA, pentru

()

9) Verifica proprietatile inmultirii matri-

21 12 10
celor pentru A= , B= L C= .
30 21 -1 1

10) Determina matricele X care au

) 1 2 1 2
proprietatea: X - = -X.
3 4 3 4

11) Fie matricele:

103 3 2) 10
A= ,B= 51[2:
0 -1 1 1 0 1

Rezolva in . /#(R) ecuatiile matriciale:
a) AX=1,; b) AX=B

12) Fie matricele:

-1 3 32
A= i B= .
Rezolva in . #(R) ecuatiile matriciale:

a) AX = XB; b) AX4 = B.

13) Determina matricea X, daca:

FENES |

14) Determina matricea X, daca:
1 2

0 2
X1 0= .
2 1

11

- - - - -



Ridicarea la putere a matricelor patratice

Definitie.
Daci A € .4((C), A+ O,, definim 4° = [ (matricea unitate cu n
linii si 7 coloane) si A" =4-..- 4,V ke N*.
%r_/

de k ori

Observam ca A¥? = A*- 47, NIk, p € N.

Proprietdti. Fie A, B € .4/ (C) doud matrice care comuta intre
ele: AB = BA. Relatiile urmatoare se demonstreaza ca relatiile
asemandtoare cu numere:

a) A'B*= B*4', Vi, ke N,

b) A4 — Bt =(4—-BY(A“' + A*- B+.. + A- B>+ B,V ke N, k> 2;
c) A+ B'=(A+B)A"'-A42B+..—A-B?+B")Vke N k=3,
k impar; k

d) (4+B)" = ZC,’;AIHBZ Yk € N* (binomul lui Newton).

2 l=0 . . A . .
In cele ce urmeaza vom indica cateva metode de ridicare la
putere a matricelor patratice de ordinul n, n €{2, 3}.

Exercitii rezolvate.
10
1) Fie 4 =[1 1]. Sa calculam 4", n € N*.

Solutie. Calculam

L B e P R O

Vom demonstra prin metoda inductiei matematice ca

10
A" = Yn=?2
[n OJ’ " :

1 0 I 0
Presupunem ci 4" = si demonstram ca 4*"'= .
k1 k+1 1

n 1 0Y1 O 1 O
Intr-adevar A*'=4%4= = , deci A*! este
kK 1AL 1 k+1 1

de forma de mai sus. Atunci A”=[}11 (1)} YV neN*.
1 1a
2) Calculeazda A", n € N*, pentru A={0 1 1|,ae R.
001
Metoda I. (Metoda sirurilor recurente)
1 2 2a+1 1 3 3a+3
Calculim 4°=|0 1 2 | A42=|0 1 3 |. Presupunem
00 1 00 1

1 k a,
si demonstram prin inductie cd 4* =| 0 1 k& |, unde a € R.
0

0 1

16

N e

Cum ridicam o matrice la o putere?

11
15) Fie Az(l J. Calculeaza:

a)A’=A4 - A4;
b) 4°.
-1 4 1 201
16)FieA=| 0 3 1 [ B=|1 0 2|
-2 2 -1 1 11
Calculeaza:
a) AB si B4 ;

b) 4> — B*si (A — B)(4 + B).
Ce constati?

0 1
a) Aratd ca V X € ./ (R) care comutd cu

. . 1 2
17) Fie matricea A= .

A la inmultire este de forma X = (a bJ .
a

b) Calculeaza 4" si X", n € N".

1
18) Fie A=| 0

12 123
1 1|, B=[0 1 2|
00 1 00 1

Determina X de forma X =

[ R

b
a
1

ZOHQ

astfel incdt X "4 = B pentru n € N” fixat.

19) A:(g _OaJ' Calculeaza A", ne N*.

Solutie.

, (0 a0 -a) (=@ 0 )
A — = ) =—a 12,
a Ola O 0 —a

A =AA=-a’4; A'=AA=-aA=ad'l,

Demonstram prin inductie matema-
tica relatia: A* = a*- .
Pentru k£ = 1 relatia se verifica.
Presupunem A* = g*- I, si demonstram
ca A4(k+1) = a4(k+1)_12'

Avem A4(k+1) = A4kA4 = a4k12 _a412 = a4(k+1)12’

deci presupunerea este adevarata.

- 7T




1 k+1 a+k+a, 1 k+1 a,
Avem A" =0 1 k+1 |={0 1  k+1|
0 0 1 0 0 1
undea,, =a, +k+a Vk=l
Din aceasta relatie de recurentd deducem:
a, =a
a,=a +1+a
a,=a,+2+a
a=a_ +k-1)+a
-1
a, =a+(1+2+...+(k—1))+(k—1)a=ka+%-
1 n na+n(n—_1)
2
Asadar A" =0 1 n
0 0 1
Metoda a 1l-a. (Metoda binomului lui Newton)
100) (01a
Scriem matricea 4 sub forma A={0 1 0|+/0 0 1 |=/;+B.
001/ {000

Cum /,-B = B-1,, aplicam formula binomului lui Newton:

A"=(;+B)"'= ZCka . Calculam inductiv puterile lui B:

k=0
001
B*=|0 0 0(,B’=0,,B*=0,Vk=>3.
000
Atunci: 4" =C)B* +C,B+C.B’ =
n(n—1 n(n—1
100) (0nna) |00 (2) 1 a+(2)
=01 0[+00 n|+0 0 0 [=|0 1 n
001){000) (00 O 0 0 1

. . cosa  sina
3) Fie matricea 4 =(

—sina.  cosa,

Solutie. (Metoda trigonometrica)

1 _[ cos20,  sin2a

[ coska

—sinkoa.  coska

‘ . Presupunem A" =
—sin2a  cos2o

cos(k+ 1o sin(k + 1)0LJ

aritim ca A4""'=|
—sin(k + Do cos(k +1)a

17

sinka)

J. Determina A", n € N*,

2

e S

Deducem ci A" =a** -1, pentru
n=4k; A"=a* -4 pentru n=4k+1;
A" =-a**V ., pentru n=4k+2;
A" = -’ 4 pentru n= 4k +3.

20) Calculeaza A", n € N*, pentru:

coso. —sino
Az[

sina cosoc}’ a€ R

21) Calculeaza A", n € N*, pentru:

I 0 a
a2
A=|-a 1 —-——|,a€e R;
2
0 0 1

22) Calculeaza A", n € N*, pentru:

a 0 b
A=|0 a+b 0|,a, be R
b 0 a

) 2001
23) Calculeazé[ | 1] .

111
24) Fie A=|1 ¢ €*|, unde ¢ este
1 e ¢
solutie a ecuatiei x> + x + 1 = 0. Calcu-
leaza A", n > 1.

25) Determind X € ./ (R) de forma

X= ( o yJ astfel incat X*~7X+31,=0,.

NE
26) Fie matricea 4= 2 2 .

B}

2 2

Determina 4", n € N*, stiind ca

Gy
2

. : TE
=C0S— §1 —=SIn—,
6 2 6




Intr-adevar,

el coskocoso,—sinkosino
AT =4A=

[ cos(k+Da  sin(k +1)a
| =sin(k + Da) cos(k +1)a )

cosno.  sinno

In concluzie, A"

[— sinno,  cosno

J,Vne N*.

pRIBLEAE -1 2
—— 1 21 -1 0
@ 1.Fied= siB= .
-3 1 01 0 3
pRopUsE 2 2

a) Aratd cad (A4-B)="B-'A.
b)Arati cd, intre o matrice X de tip (m, n) si o matrice
Y de tip (n, m), are loc relatia: (X -Y)="Y-'X.

2 11 21 2
@ 2. Fied=1 0 1|siB=|1 0 -1].
1 10 0 1 1

Calculeaza: AB, BA, AB— BA, A>=A-A, B?>, A> - B.

@ 3. Determind matricea X care verifica ecuatia
1 2 -1 =2 2
0 -1|-X=3 0 -=3]
31 12 -6 -9

10a

A Je AM(R).
a)Arataca Va, b € R, X(a) - X(b) = X(a + b + ab);
b) Determina (X(1))?%;

c) Arata ca: (X(1))" = X(2" - 1), V n € N*.

1+5
@ 4. Fie X(a)z[ 2“

@ 5. Gaseste toate matricele cu elemente in multimea

I 3
{0, 1} care transforma prin Tnmultire matricea | 2 | in 5|
3
4

-2 2 2 .
, B= S1

el )

multimea .# = {C(x) = xA + B, x € R*}. Arati ca

2) Cx)- C) = C()- C), V¥ C), Co) € M ;

b) 12 € M.

-1
@ 6. Fie matricele 4 = ( |

sinkocos oL+ coskasina
—(sinko.cosa+coskasina)  coskocosa —sinkasina

18

N e

27) Calculeazda A", n € N*, unde 4

este matricea:
2 2

2 2 (4 SJ

;b ;

Yol P
2 2

0 -1 0 1

91 o) Dl o)

11
@ 7.a)Fied= [0 J. Determina toate matricele
X astfel incat 4% - X = X-4? si aratd ca nu exista nici
) > , (1 0
o matrice Y astfel incat 4”-Y -Y-4" = .

0 1
b) Arata ca, oricare ar fi 4, B€ .4 (C), AB—-BA#1,.

@ 8. Determina matricea X, daca:

02 3 00 2
a)|0 0 1/-X=|0 0 0;
00 0 00 0
12 1 -1 0
b0 1[-Xx=|0 1 1
11 1 2 -1

@ 9. Rezolva ecuatia matriciala:
1 2 2 -1 1 -1
X - X = .
s G )

b
@ 10. Fie 4 =[a d]’ a, b, ¢, deR. Arata ca:

c
a) 4 verifica ecuatia 4> — (a + d)4 + (ad — bc)l, = O,;
b) ad = bc implica:

FJre N cud=r1-A,Vke N k= 2.

@ 11. Determind X € ./ (R) care verifica relatia:
a) X? =X, b) X*=1; )X -X=0,.
@ 12. Fie matricele

[ coso sing) | 2 1 3
= S1 .
—sing cos@) 31

a) Calculeaza 4" si B", n € N".
b) Exista n € N” astfel incat 4" = I, ?




12
3 -1 1 0
@ 13. Arata ca \/_ =212( J
1 3 0 1

@B 14. Calculeazd A4, n € N*, unde A este matricea:

22
2 2
a)| 2 2]
2 2
V22
2 2
b) |2 2 |
2 2
2 23
V) N AL
11
d)[—l J?
7 &)
e) NegE
o3 o)

@® 15. Calculeaza:
6 5

6 4 2001 2008
Y [3 2] ’ ® (—3 —2) ;

c)[a b] a,b€ R, ne N*
b a b b 9 .

10
@ 16. Fie matricea A=[1 J. Daca

S MRS M(R), ()= X7+ X+
calculeaza 1 (4).

+ X+ 1,

@ 17. Fie matricea 4=(a;),<; j<3, unde
(-7 ,dacii=j
a.=q 0 ,dacai>j

v 2 . Calculeaza A".
(D)™}, dacai< j

19

, calculeaza ZAk )

k=1

111
@ 18.a) Daca A4=|0 11
001

1 2 3
b) Fie A=|0 1 4| Determina » 4", ne N*.
00 1 =
a+b 0 a
@ 19. Se considera matricea A= 0 b 0 |,
a 0 a+b

a,beR*. Calculeaza 4", n € N*.

@ 20. Daci in . #(R) avem egalitatea matriceala

a-b a ? Xy . .
= ,aratdcad y—-x,z—-y,t—z
a+b a+2b z t

sunt Tn progresie aritmetica.

011
@D 21.Fie A=|1 0 1| Arati ca:
1 10
a) A"=a -A+b -I,pentrua,b € N¥
2n n
b) A= (A 1)+ () ) (2L, - A), Vn € N*,
7 2 7Y
@® 22. Calculeaza |1 14 1|, ne N*
7 2 7

b
& 23. FieAz[a d)e,/ilz(C) cua#d;b+#c,
c

b
b#0;c#0. FieA”z(a” ”j,neN.
cn dn
Demonstreaza ca b—”zc—”za”_d”,Vne IN*
b ¢ a—d
100
@D 24.Fie A=|0 2 0] si
003

N(A)={X € .M,(C)| XA=AX}. Arata ci:

a) daca X, Y € .1 (4), atunci XY € .4 (4);

b) daca X € .1 (4), atunci exista a, b, ¢ € C astfel
a 00

incat X =|0 ;
00c

c)daci X € ./ (4) si X* = O,, atunci X = O;

d) dacd X € .1°(4) si X**7 = O,, atunci X = O,.




Sisteme de ecuatii liniare si determinanti

4. Sisteme de ecuatii liniare

A ANE e e

¢ O ecuatie liniard cu n necunoscute, x,, X,, ..., X,
3 este o ecuatie de forma: ax, + ax, + .. +ax =b,
e H 1771 2772 nn 1
Amwri2a undea, a,, ..., a, b € R

Exemple de probleme care se pot rezolva printr-o ecuatie
liniard cu o necunoscuta:

1) Intr-un cuptor Siemens-Martin se topesc 20t de otel, avand
un continut de 0,5% carbon, cu 5t de fonta avand un continut
de 5% carbon. Ce procent de carbon are amestecul?

Solutie. Fie x% continutul de carbon al amestecului, adica

25t de amestec contin Zﬂt carbon. Cele 20t de otel contin
20-0.5 100

0 t carbon si cele 5t de fontd contin %t carbon. Atunci
2085 55 _ose
100 100 100’

2) Un tren lung de 250 m trece cu viteza de 50 km/h printr-un
tunel lung de 200 m. Cat a durat trecerea prin tunel?

ux=14.

Solutie. Timpul de la intrarea locomotivei in tunel pana la
iesirea ultimului vagon este de x secunde. In acest timp, ultimul
000
60-60

lungimea tunelului: 200+ 250 =

vagon parcurge x m, adica lungimea trenului plus

50000

x, de unde x = 32,4 s.

A ~E Forma generald a unui sistem de ecuatii liniare
5 L (sistem liniar) este:
Ay 4y a, x, +ax,+..+a;,x, =b,
) Ay X, + ayXy+..4a,,x, = b,
)
A, X, +a,,X,+..+a,, x, =b,
unde x,, x,, ... x,_ sunt necunoscutele sistemului, numerele a,,

i=1,m, j=1,n sunt coeficientii necunoscutelor si b, b,, ... b_

sunt termenii liberi ai sistemului (aij si b, sunt numere reale (sau
complexe) date).

Unui sistem liniar 1i asociem urmatoarele matrice:

matricea matricea  matricea

matricea extinsa termenilor necunos-

sistemului a sistemului liberi cutelor
ay 4y ... 4y, a, ap a, b b X

Gy Gy v Gy | |Gy Gy ey, b, , b, ) X |
a, a, .. a, a, a, .. a, b, b, X,

Matricea extinsa se mai numeste si matrice completd.
20

Sd rezolvam probleme folosind ecuatii
liniare.

1) Doua trenuri, primul lung de 150 m
iar al doilea de 250 m, trec in sens contrar
unul pe langa altul, primul cu viteza de
70 km/h, iar cel de-al doilea cu viteza de
50 km/h.

In cat timp trec unul pe langa altul?

2) Aceeasi problema, daca cele doua
trenuri circula in acelasi sens.

3) Afla ce distantd parcurge pe sosea
un automobil cu lungimea de 5 m care
circula cu viteza de 90 km/h, in timp ce
depaseste un camion care circuld cu viteza
de 16 km/h avand lungimea de 13 m.

4) Un slep mergand in sensul curen-
tului apei ajunge la destinatie in 2 ore.
Mergand contra curentului, cu aceeasi
incarcare a masinilor, parcurge aceeasi
distanta in 3 ore. Viteza slepului in apa
statatoare este de 250 m/min. Care este
viteza curentului?

Sd recunoastem matricea asociatd
unui sistem liniar.

5) Scrie matricea sistemului si matricea
extinsd pentru fiecare din urmatoarele
sisteme liniare:

2x, 4+ x, —x; =1 X+y+z=6
a) 4x, +x;=0 ; b)3x—2y+z=0;
X +x,—x,=0 x+y—z=4

xX+y+z=0 3x, +x,—x;=1

€) 12x=3y+5z=0; d) {2x, +x,=2 ;
—x+y-2z=0 X +x,—x,=0

o) 2x+y=6 2x+5y=0_
x—5y=0’ 2x—8y=0’
x—=2y=3
2y—-3z=4

® 13:-4r=5
x+3y+5z-6t=11

e



Prin rezolvarea sistemului S intelegem determinarea multimii
solutiilor (x , x,, ..., x ) care verifica toate ecuatiile sistemului ().
3 1 2 n 5

EEEMPLY

@ Un rezervor poate fi umplut cu apa de la un robinet
de apa calda si unul de apa rece. Daca robinetul de apa calda
este deschis 3 minute si cel de apa rece 1 minut, atunci 1n rezervor
vor fi 50 /. Daca apa calda curge un minut si apa rece 2 minute,
atunci in rezervor vor fi 40 /. Cati litri de apa curg intr-un minut
din fiecare robinet?

Solutie.
Fie x //min debitul robinetului de apa calda si y //min debitul

... de problema care conduce la sistem liniar de 2
ecuatii cu 2 necunoscute:

3x+y=50

celui de apa rece. Obtinem sistemul { , cu solutia

x+2y=40

(x, ¥) = (12, 14); deci robinetul de apa calda furnizeaza 12 //min
si cel de apa rece 14 //min.

ay X, +apx, = by

se poate rezolva prin mai multe
y Xy +apX, =b,

¢ Sistemul{
metode. Sa-l rezolvim prin metoda reducerii.

Metoda reducerii consta in eliminarea uneia dintre necunoscute,
adunand cele doua ecuatii inmultite cu coeficienti corespunzatori:

{anxl +apx, =b "azz { ay1ApX) + apaynX, = apb

9
ayX| +ayx, =b, "(_a12) —Qyy0y Xy — Ay Xy = —aypb,

X, (ay,ay = a1ya,) = apb, —a,b,

Pentru q,a,, —aa, #0,

ayby —ab, Yo = ayb, —ay b

2

41y, — At
Observam ca la numitor se afld o expresie pe care o notim cu
A=a.a, —a,a,, care are termenii a, @, , a,,a,,. Indicii acestor

11722 12721° 117222 712721°
doi termeni ne conduc la cele doud permutari ale lui S:

obtinem solutiile x, = .
Gy — ypdy,

12 ]
— permutarea corespunde lui a,a),

| [
12 1
— permutarea corespunde lui aal

e

Sd rezolvam probleme folosind sisteme
de ecuatii liniare.

6) Pentru a evita inghetarea apei in
blocul motor si in sistemul de racire al
unui automobil, se amesteca apa cu li-
chidul antigel cu densitatea 1,135 g/cm®.
Daca lichidul ajunge la densitatea de
1,027 g/cm?, atunci se evita inghetul
pana la temperatura de —10°C.

Cati litri de antigel si cati de apa sunt
necesari la aceasta temperaturd pentru a
obtine 100 / de amestec?

Sd rezolvam sisteme liniare.
2x-3y=5

7) Rezolva sistemul :
3x-2y=1
a) prin metoda reducerii;
b) prin metoda substitutiei.
oo x+3y=5
8) Rezolva sistemul :
3Ix—-y=5
a) prin metoda reducerii;
b) prin metoda substitutiei;

c) grafic (pe hartie milimetrica).

9) Rezolva sistemele urmatoare prin
mai multe metode:

. 2x+y=4 b 2x+y=4
6x+3y=12" 2x+y=3

Observam cd:

a) cele doua ecuatii au coeficientii pro-

portionali: dacd Tnmultim prima ecuatie
cu 3, obtinem a doua ecuatie; n acest

caz, spunem ca sistemul este compatibil

Definitie.
Determinantul unei matrice de ordinul al 2-lea,

Az[a“ alz),estenumérulA=de‘u4= e
a4 ay

Gy Gy

nedeterminat (are o infinitate de solutii);
multimea solutiilor sistemului este:
S={xy|y=4-2x,xyeR}=

= {(x,4-2x)|xe R};

b) expresia 2x + y nu poate lua doua
valori diferite pentru aceeasi pereche de
numere (x, y); ca urmare, multimea
solutiilor sistemului (S) este multimea
vida, deci sistemul este incompatibil (nu
are solutii).




Fiecare dintre termenii determinantului A, a a__ si a.a,,
sunt obtinuti inmultind cate un singur element de pe fiecare

linie si cate unul singur de pe fiecare coloana din matricea A.

Observatie.

Valoarea determinantului matricei asociate unui sistem deter-
mind compatibilitatea sistemului (existenta solutiilor):

e dacd A#0, atunci sistemul este compatibil determinat (are
solutie unica);

 daca A=0, atunci sistemul este incompatibil (nu are solutii)
sau compatibil nedeterminat (are o infinitate de solutii).

® Metoda lui Cramer
Sistemul de doud ecuatii liniare cu 2 necunoscute

{allxl +a,x, =b
a, X, +ay,x, =b,

ayb, —ayb

Ay Ay — Ay

. a,,b, —a,,b
,aresolutia: x; = —21——122_ x =
aydy —apdy

Observam ca la numitor avem determinantul matricei sistemului,
a ap S a, b
) H Oy Tolay b2
obtinuti din A prin inlocuirea coloanei corespunzatoare coeficien-

b ay,

, iar la numarator avem determinantii

)

tilor necunoscutei cu coloana termenilor liberi.

b a a, b
< 9 Gz . 9 O
Notam A, = =ayb —apby; A, = =a;, b, —ayb,.

b Ay ay b,

Metoda lui Cramer.

. . .. e @, %, + apx, = b,
Daca A # 0, atunci solutia sistemului liniar
ay X, +anx, =b,

Ax
este (x,, x,), unde x; =—— si x, :Tz'
Exercitii rezolvate.
2x+y=4
1) Sa rezolvam sistemul Y
Ix—y=1

* Metoda reducerii.

Adunim cele doui ecuatii si obtinem x = 1. Inlocuind aceasti
valoare intr-una din ecuatii, de exemplu in prima, obtinem y = 2.
Solutia sistemului este (1, 2).

* Metoda substitutiei.

Din prima ecuatie obtinem y = 4 — 2x si inlocuim in a doua.
Obtinem x = 1, de unde rezultd y = 2. Deci obtinem (1, 2).

* Metoda lui Cramer.

2

3
2 4

31

A

1
A= ‘=—5x= SESE

A

1 4
=2-3=-520; A, =
-1 1

A
— — i - ohti .
A, —‘ =-10, y=—==2. Deci obtinem solutia (1, 2).

22

e S

10) Calculeaza valorile urmatorilor
determinanti de ordinul 2:

32

g 5

0

by | |, 4 beR;
b b

c) e 0 ,a,be R;
0 e’
cosg sin—

d) ;

LT bl
—sin— cos—
3

cos— sin—

e) .
LT b
sin— cos—

6 6

11) Pentru ce valori ale parametrului
m € R, sistemul liniar

(m+1)x +8y =4m
{mx +(m+3)y =3m—-1
de solutii?

Indicatie. Din conditia ca determinan-
tul matricei asociate sistemului sa fie 0,
rezultd m = 1 sau m = 3. Pentru m = 3,
4x+8y =12
3x+6y=38

are o infinitate

obtinem sistemul {

x+2y=3
8 , deci sistem incompatibil,
X+ 2y = g

iar pentru m = 1 obtinem sistemul
2x+8y=4
{x+4y=2
solutiilor {(2 — 4a, a) ’ a € R}, sistem

&< x+4y=2, avand multimea

compatibil nedeterminat.

12) Pentru ce valori ale parametrului

) (m-Dx+8y=4m
m € R, sistemul :
mx+(m+3)y=3m+1

a) are solutie unica?  b) nu are solutii?

13) Fie sistemul 3% ~17x%, =9 )
5x,+19x,=23

a) Calculeaza A.

b) Calculeaza A , A .

c) Rezolva sistemul prin metoda lui Cramer.

- 7T



2) Rezolva si discuta, in functie de valorile parametrului real,

2x +ay=4
i R
sistemul {x+y:1 »aceiR,
Solutie.
’ .. |[2x+ay=4 2x+ay=4
* Metoda red }
etoda reducerii {x+y=1 ‘-(—Z)Q{—Zx—Zyz—Z
, , @-2y=2
Pentru a # 2 obtinem y = 2,x: _2,aeIR\{2},solu‘gie
a_ J—

unica, deci sistemul este compatibil determinat.
Pentru @ = 2 obtinem 0 = 2 imposibil, deci sistemul este

incompatibil.
=1-x
* Metoda substitutiei. {2x tay=4 =2x+a(l-x)=4
. -4 L
Pentru a # 2 obtinem x= si y= solutie unica
’ a=-2 -~ a-2 ’

(sistemul este compatibil determinat) iar pentru a = 2 sistemul

este incompatibil. )
* Metoda lui Cramer: Az‘l Cll =2-a.
Pentrua # 2 avem A # 0, A, ‘11' ‘1’ 4-a,A, ﬁ ‘1“ 2 si
-4
obtinem x=4 ,y=—— (sistemul este compatibil
a-2 a-2

determinat), iar pentru a = 2 sistemul este incompatibil.
¢ Daca rezolvam (prin substitutie sau reducere) sistemul liniar:
@, X; +aX, +a;3x; =by
b,, unde a; eR(sauq, €C),i=1,3,
a3ﬂ +a3,X, +ay3x; = by o
j=1,3 si b eR (sau b, € C), k=1, 3, in cazul cand

numitorul este nenul obtinem solutiile:

Ay X +AyXy + Ay X3 =

X, = byayytas; + byas,ay5 +b3ay,a5; — by @iy — byayyay; —biasyay,
Ay AyQsy T 0y A3y T Q31015053 = U310y 3 — A3pl3ayy — A33d5,)

X, = a11b2a33 +a21b3a13 +a31b1azs _a31b2a13 _a21b1a33 _anbsazs
Ay A3 + Ay A3y Gy + Ay Q1 Oy — A Gy A3 — U3p A3y — A330, 4y

X, = aqlazzbs +a21a32b1 +alzbzasl _a31a22b1 _a12a21b3 _a32b2a11
Ay yy + 0y Ay Oy + 031Gy, Gy — A5 Gy Gy — Ay A3 Gy — 33054y

Observam ca la numitorul fiecarei solutii se afld expresia

)10y Ay + Ay Ay A3 + Ay, G1,0h5 — Q3100 Q13 — A3y G304 — Ay 4 -

e

14) Rezolva urmatoarele sisteme liniare:
3x-2y=13
2x+y=4

4x+3y=-1
b1, :
x+9y=2

x+y=0

o

) 3x-y= 0
x+y=1
RO
2x+2y=2
x+y=1

2x+2y=1"

Sd rezolvdm sisteme liniare de 3
ecuatii cu 3 necunoscute.

15) Rezolva prin metoda substitutiei
sistemele liniare:
X +x,=06
a) 92x,+x;=3 ;
3x,+2x, —x;=4
2x+y+z=4
b) Sx+2y+3z=12 ;

x=2y+2z=-12

2x =Ty +8z=16
c) 13x+5y-3z=14.
3x-y+8z=30

16) Arata ca:

=-12;

Definitie. Determinantul unei matrice de ordinul al 3-lea,

a, 4 a4 a4y 4
A=|a, a, a,]|,estenumirul A=detd=|a, a, a,|=
a3 Ay Oy a3 A4y ds

=00y Gyy T Q)05 05 T+ 05,01, 0y3 — A3 A, 13 — A3 0030, — Ay, 4, -
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W
»—A[\)l\)
W = W

\O

b) 10| =354

000
o7 2 1]=0.
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In scrierea lui A sunt 3! = 6 termeni formati din céte 3 factori. In 17) Calculeazd urmatorii determinanti
fiecare dintre acesti termeni se Intdlneste o singurd data cate un de ordinul 3 folosind definitia:
element de pe fiecare linie si de pe fiecare coloand a matricei 4. 10 -1 L1 1
Sa punem in evidentd permutdrile pe care le putem observa
e e b P P all 1 0] bR 2 2;
in indicii unor termeni din A:
0 0 1 3 33
T
— permutarea corespunde lui a11a22a3| 23 23
[t L] o0 12 a2 3 4;
T 0 1 3 45
L2 de lui |
— permutarea - corespunde lui alzlaz a31 70 0 1 1 1
[ : )|l 2 0; |2 2 2.
|1 I2 5 1 2 3 -1 3 4
— permutarea | corespunde lui a.a a3|
? [ ! T 18) Care dintre urmatorii termeni si
ete. cu ce semne, apar in calculul determi-
ATEnTie  Toti termenii corespunzatori unor permutdri pare au @y 4y
- , -} semnul ,,+” in dezvoltarea determinantului A, iar cei nantului @, @y, ay?
® corespunzitori permutdrilor impare au semnul ,,— in a, a, a;
dezvoltarea determinantului A.
o . . Baaa; baaa;
Pentru calculul determinantilor de ordinul 3 este mai comod 22733 2t 32
sa aplicdm una din urmdtoarele trei reguli de calcul: ©) aya,a.;  d)ayaa
— - 9 aya,a,; Daa.a;
Teorema. Regula lui Sarrus
g a . a a; hya a a_;
a, a, a, 32721712 33712732
i)a.aa..
eI ,%2\:"%3 =0,y 03y T 0y 03,015 T 05,00, 055 — Q305,05 — . ) )
a3""a5" “a, Gt —d da 19) Calculeaza, folosind regula lui
| S . - - . . .o
oy %:{ R e Sarrus, determinantii:
Ay 8
1 0 -1
Wi Ay Oy b
(adundm produsul elementelor de pe cele 3 diagonale paralele gl 1 015 b2 2 2
NP L . 0 0 1
cu directia .. si scddem produsul elementelor situate pe cele 333
3 diagonale paralele cu directia .-".)
23 1 3
Teorema. Regula triunghiului ¢) [0 20; d)2 3 :
0 1 3 4
2 0 2 2 1
(evidentiem ,,triunghiuri® cu véarfurile in elementele determi- e) |1 0; NP2 a -2,a€R,
nantului, ca in schema. Se aduni produsele elementelor care se 1 2 3 1 2 2
afla pe diagonala principald si 1n varfurile triunghiurilor ce au
o latura paraleld cu aceasta si se scad produsele elementelor 1 11
care se afla pe diagonala secundara si in varfurile triunghiurilor Dlx vy z[,x,yze R
ce au o laturd paraleld cu aceasta). Xy 2

24 ——



Teorema. Regula minorilor
(dezvoltarea determinantului dupa o linie sau coloand)

a4, a4
|G Gy Ay Ay Ay Ayp|
Gy Gy G| =y —dap; +a; =
3 A3 a3 Ay a3 Oy
a3 4y Ay
_ ap 4 4, a4 a, dp|
=y +a,, —ay =
ay; Qs ay; Ay sy Oy
_ a, a4 a4y a, dp|
= — a4y + as; =
ayy Gy ay Ay ay Ay
Ay Ay ap 4y ap 5|
=ay ay +ay, =
ayy Qs ay; Qs ayy dy
4y 4y a4 ay G|
=—ap +a,, — a3 =
a3 Ay ay Ay ay Oy
_|4n ap a4, a, a4,
=da; —dyy + a3
ady Ay ady 4y a4y Ay

(alegim o linie i sau o coloand si Tnmultim fiecare element a;
j =13 al acestei linii sau coloane cu determinantul de ordin
inferior obtinut prin eliminarea liniei i si a coloanei j si cu (—1)"7;
adunam produsele astfel obtinute si obtinem valoarea
determinantului).

Cu considerentele anterioare, suntem 1n masura sa justificam:

Teorema. Metoda lui Cramer
Daca A # 0, atunci solutia sistemului liniar

ay Xy + a5, X, + ap3x; = by

A
A Xy + Ay Xy + Ao Xy = x x
2171 22°V2 2373 2 este (xl, xz, x}): xl :_l’xz — AZ ,
a3, X) + 3y X, + a33X5 = by
a4 ap b a, a;
X — —
x; =—=, unde A=|ay ay ayl, Axl =1b, ay ay|,
a3 3y dsg by ay, a
ay b ay ay a, b
A, =y by ay| A =lay ay by
ay by as; ay ay b

e

a)

b)

d)

de

Aplicatie. Modelul economic al lui Leontief
(1906 - 1999, economist american de origine rusa. Creatorul modelului
»input-output™ (intrari - iesiri; consumuri - productie) folosit in analiza
echilibrului economic. A obtinut premiul Nobel in 1973).
Consideram o economie formata din doud sectoare notate 1
si 2. Schimburile intre sectoare si cererile exterioare finale sunt

25

d)

20) Calculeaza urmatorii determinanti

de ordinul 3 folosind regula triunghiului:

1 0 -1
21 0f;
0 0 -3
1 1 1
x y zl,xypzeR;
x2 y2 Z2
53
0 1 2[;
1 1
1 01
a 2 bl,a,be R;
-10-1
3 i 0
i 3 0f,aeC,i*?=-I.
0 0 o

21) Calculeaza urmatorii determinanti
ordinul 3 folosind regula minorilor:

1 0 -1

2 -1 0f;

0 0 -3

1 1 1

b)-x -y —z|,xyzeR;

x2 y2 ZZ

-1 5 3

0 1 2[;

0 1 4

1 21

a 2 bl,a,be R;
-10-1

3 - 0

i 3 0f,aeC,i*?=-I.

0 0 o




evaluate 1n aceeasi unitate monetard. Producerea unei unitati in
sectorul 1 necesitd 0,1 unitati din sectorul 1 si 0,2 unitati din
sectorul 2; producerea unei unitati in sectorul 2 necesita 0,5
unitati din sectorul 1 si 0,25 unitati din sectorul 2. Sa determinam
productiile x, si x, ale sectoarelor 1 si, respectiv, 2 pentru
realizarea echilibrului pietei daca cererea finala, din afara celor
doud sectoare, este pentru sectorul 1 de 5000 de unitati si pentru
sectorul 2 de 10 000 de unitati.

Solutie.
Pentru a stabili un echilibru trebuie ca in fiecare sector sa
existe egalitate intre productie si cerere; echilibrul se traduce prin:

x, —0,1x, —0,2x, = 5000
x, —0,5x, —0,25x, =10000

. Sistemul este echivalent cu

0,9x,-0,2x, =5000 | -30
—4x,+6x, =80000

—0,5x, +0,75x, =10000 |- 8

de unde obtinem solutia (x, x,).

{27x1 —6x, =150000

22) In circuitul electric urmator, se
cunosc:

I

1

Y

E =12V, E,=15V,r = 1Q,r
R =2Q,R =1Q,R =3Q.
Din legile lui Kirchhoff obtinem:
E =1,(r+R)+ LR,
E,=1,(r,+R,)+ LiR;.
I,=1+1,
Determina intensitatile curentilor prin
cele 3 laturi.

20,

P RIBLEME
== @ 1. Rezolva si discuta, in functie de @ 5. Rezolva sistemele liniare:
valorile parametrului real, urmatoarele
. S 2ax -y =4 A+ y=1
peopss€  Sisteme liniare: a 5 ,aeR; ) ,AeR;
3a’x—ay=a X+Ay=2»A
2x—y=4 2x+3y=6
a) ,aeR; b) ,aeR; ; )
x—ay=2 ax—y=2 mx—-m-y=m
-y=1 2x+ny=4 2RI —m’ ——l’mER'
c) e y_,melR; d) - ,neR. oy
xX+y=6 nx—2y=6

@ 2. Pentru ce valori ale lui a, sistemul

—A4x+ay=3+a .. . .
{ v nu are solutii (este incompatibil)?

@ 6. Calculeaza urmatorii determinanti de ordin
3 prin toate metodele cunoscute (prin regula lui
Sarrus, prin regula triunghiului si prin regula

(6+a)x+2y=1+a minorilor).
1 23 0 23 1 20
@ 3. Fie sistemul {x+ny=2 . Pentru ce valori a) |4 56 b)|4 50504 56
2x—y=m -127 -127 107
reale ale lui # si m sistemul este compatibil determinat?
Sx +my =10 1 00 0 23 i 2 3
C - 4.Fiesistemul{ . d)[4 56/;e (4 06; )[4 2-i6[,i*=-1;
Xty =p 127 120 -1 2 7
Pentru ce valori reale ale lui m si p sistemul:
a) are o solutie unica; 23 1 i 1-i
b) are o infinitate de solutii; g)la 06.,abeR; h)|x 0 2+i,xye C,it=—1.
c) nu are solutii? -1b7 0y 1
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5. Determinanti de ordinul »

Am vazut ca oricarei matrice patratice de ordinul 2, respectiv
3, 1i putem asocia un numar, numit determinantul sau.

In cele ce urmeazi vom defini determinantul de ordinul n,
n = 4, 1n asa fel Incét noua definitie sa fie valabila si pentru n = 2
si n = 3, adica pentru definitiile anterioare, si vom arata cum se
folosesc determinantii in rezolvarea sistemelor de » ecuatii liniare
cu n necunoscute.

Fie sistemul de » ecuatii liniare cu necunoscutele X5 Xy ey X

a,x, +a,x, +..+a,x, =b,

ay X, + ayX ,+...+a, x, =b, - —
(S ,unde g, €C,i=1n, j=1n

a x+a x,+..+a,x, =b,

iar b eC,1<i<n.
Consideram in continuare matricea sistemului, si anume
matricea patratica de ordinul #:

a2n )
, Ae A (C)

a, .. a

nn

Vom forma toate produsele cu elemente apartiniand celor n
linii si 7 coloane distincte, adicd produsele de forma a, a,, ...a,, ,

unde (5:(.1 2 n €S, . Numarul total al produselor de
[P
aceasta forrrllé ezste nl, numrul tuturor permutarilor de gradul ».
La fel ca pentru determinantii de ordinul 2 sau 3, si in for-
mula determinantului de ordinul 7 trebuie sa avem toate produ-
sele de n factori @5y@4(2) @) » cANd © parcurge toate permu-
tarile lui S ; jumatate din aceste produse vor fi cu semnul s
jumadtate cu semnul ,~.
Cu aceste observatii, putem da urmatoarea...

Definitie.
Determinantul matricei pdtratice A€ .4 (C),

a, a, .. a,
a, a, .. d
21 22 2 -
A= " | este numarul complex
a, a, .. a,
det A =3 &0 Gaoga) o) a4, G4y - G,
ceS,
. . < 2 Gy a,,
Determinantul matricei 4 se noteaza detd =
anl an2 ann

1) Scrie matricele asociate sistemelor:
X +x,—x,+x,=5
X=X, +2x;-3x, =1

! 3x,+x,—x, =11 ’

X, —3x, +5x; - 7x, =3

X, +2x, -3x, =4
b) <2x,—x, +4x,=8 ;
3x, +2x, —5x, =8

X, —3x;+x,=5
—X, +2x,—3x, =1
©) ;

3x,+x, —x, =11
X, —3x, +5x, =-3
2x, +\/5x2 -x;=5
dy I % -x,—-3x,=0
3x,+x,-x, =10

X, —3x,-7x,=0

2) Consideram urmatoarele permutari

dinSS:

0—12 45_(1_12345,
\12345) 23541)
B_123 5\, (12345
12435 % la1325)
9_12345_4)_12345,
5231 4) 25314)

(12
31

Scrie termenii corespunzdtori acestor
permutari din calculul determinantilor
urmatoarelor matrice:

W
[ NS N
W
N—

1 2 3 4 5 01000
-1 2 34 -5 -100 2 0
01 0 -10;]030-20
54 3 2 1 001 30
4 1 2 3 5 1 00 0 1
- - - - —




e S

Numairul detd este suma produselor &€(0)a . \@g0) - -us(n) 3) Scrie toate permutarile pare din S,.
Cate sunt?

Scrie toate permutdrile impare din S,
Cate sunt?

cand ¢ parcurge multimea permutarilor de ordinul 7, (o) fiind
semnul permutérii c.

Observatii.

@ Pentru n = 2 si n = 3 obtinem determinantul de ordinul 2, 4) Calculeaza determinantii urmatoa-
respectiv 3, cum a fost definit anterior. relor sisteme:

¢ Pentrun=1,cand 4 = (a,)avem detd = a . X, X, — X+ X, =5

@ Trebuie facuta distinctie intre o matrice patratica de ordinul x4 2% =3, =1

. . . o - 1 2 3 4 = .
n, care este o functie si determinantul sau, care este un numar. a) ;
N . . . . o . 3x, +x,—x, =11

¢ In formula determinantului unei matrice exista n! termeni;

n! n! X, —=3x, +5x; - 7x, =3

B} termeni au semnul ,,+ si B} termeni au semnul ,—".

X, +2x, -3x, =4

Definitie. Determinantul unui sistem liniar de » ecuatii si 7 ne- _Q -
; 3 b) <2x,—x, +4x,=8 ;
X, +a,x, +...+a,x, =b a, a, .. a, 3% +2x, —5x, =8
X, +apX,+...+a, X, =b, G, G .. a4 _ -
cunoscute (S) o este ", % —3x;+x, =35
................................................. C) _x2+2x3_3x4 :1‘
a x+a x,+..+a,Xx, =b, a, a, a, 3, +x, —x, =11
numit determinantul matricei sistemului. X, —3x,+5x,=-3
Determinantul unui sistem liniar va interveni in stabilirea 2x, +\/5x2 —x,=5

. . . - d) X, —x,=3x,=0

In continuare vom da, fard demonstratie, un procedeu prin
care calculul unui determinant de ordinul » se reduce la calculul
unui anumit numar de determinanti de ordinul n — 1.

3x,+ex,—x, =10

X, —3x,-7x,=0

Definitie. @, @y . by o @, . .5) Scri.e rqinorii e}ementelor de pe
@, a, Alzj - a linia a treia din matricele:
S | e 1 2 3 45
n matricea @ a, . %l,-j—-r o minorul elementului N 1 2 -3 -4 -5 |
=0 1 0 -1 0
| 5.4 3 2 1
a, G, - @&; .. a, 41 2 3 5
a;, i,j€ {1, 2, ..., n} este determinantul matricei de ordinul
n — 1 care se obtine din matricea A eliminand linia i si coloana . 01000
Minorul elementului a; se noteazd A,. -100 2 0
Numirul 8, =(-1)"" 4, se numeste complementul algebric B=0 30-20
al elementului a, in determinantul A = det4 al matricei A4. 001 30
1 00 0 1
Teorema.
Determinantul matricei 4 este numarul | 6) Calculeaza, folosind regula mino-
n n rilor:
A= ;(—1)“’ a4, = ;(—1)’”%4[ , 1 1 1 11 1
ayla b c|; bl -1 1
Lasam ca exercitiu sa se verifice pentru n = 2 si n = 3 ca a b A2 1 1 =1

numarul A reprezintd chiar determinantul matricei 4.

)% ————— 7



Observatii. 7) Scrie dezvoltarile determinantilor
urmatoarelor matrice dupa linia a doua

¢ A= ) a, A reprezintd dezvoltarea determinantului . .
Z( )y ayd, rep si dupd coloana a treia.

matricei 4 dupa coloana j; 1 2 3 4 5
¢ A= Z( 1) a,A4, reprezintd dezvoltarea determinantului -1-2-3-4-5
cicei A d i A= 0 1 0 -1 0 |;
matricei 4 dupa linia i. s 4 3 2 1
4 Calculul unui determinant care are mai multe elemente 0 4 1 2 3 5

este mai simplu, deoarece in dezvoltarea determinantului nu apar

termeni care au un factor 0. Vom incerca sa transformam 0 1000
determinantii pentru a obtine cit mai multe elemente 0 cu ajutorul -100 20
unor proprietati pe care le vom prezenta in cele ce urmeaza. B=|0 30-20
001 30
Exercitiu rezolvat. 100..0 100 0 1
1 10..0
Sa se calculeze determinantul de ordinul n, 7 =1 1 1 ... 0. 8) Calculeazi determinantul de ordinul
1 100..00
P 01 10..00
Rezolvare. Dezvoltam determinantul dupa linia 1. Obtinem 0011..00
I =1-1 —-0+0..,toate elementele de pe linia 1, cu exceptia I, = ’
prlmulul ﬁme Rezultal I . Prin inductie matematica obtinem 0000 ..1°1
[=1=1 1000 ..01

P“‘“‘*F @ 1. Rezolva urmitoarele sisteme liniare: @ 3. Calculeazi determinantii:

x+2y -3z=4 x =2y +3z=3 10 0 0
ﬁi a) 12x —y +4z=8 ; b){2x+y -z=1 ; a 1
B 3x +2y =5z=8 3x -2y +z=5 2) b c 1 0 a4 bocdefeER
X, —=X,+x5;=0 2x,—x,-x,=4 d e f 1
C) =X, +x,+x,=10; d){3x, +4x,-2x;=11; 1 x 1
X, +Xx,—x,=-2 3x,—2x, +4x, =11 0 2 0 0
e : ? ’ b) ,a, b cxyzeR,
a y c
—X,+2x, =2 3x,—3x,+x,=0 ) s
a z b ¢
e) 14x, —3x, +5x,=2; f) <4x, —x, =5
3x,+2x, =2 2x, = 2x, +x, =1 I n
2 3
1
) B c) le T]3 1 ,unden’=1,neC
@ 2. Calculeaza determinantii: nT n 1 n
12 3 =2 10 2 1 nolon
a)2—1 -2 -3 b)2—1 -1 0],
3 2 -1 2l L1 -1 1l @ 4. Calculeaza determinantii
2 3 2 1 00 1 2 1000 I -10 000
0100 0 1 -1 000
1 2 3 4 a) ; b0 01 -10 0f
2 3 45 0010
0) ) 000 1 0 0 0 01-1
4 5 6 7 -1 0 0 0 0 1
3456
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6. Proprietatile determinantilor

in formula determinantilor de ordinul al 2-lea, respectiv
al 3-lea, apar 2! = 2, respectiv 3! = 3 termeni.

In formula determinantului de ordinul » apar n! termeni.
Proprietatile determinantilor de ordinul al 2-lea si al 3-lea
(valabile si pentru determinanti de ordinul n, n = 4) au rolul de
a simplifica calculul determinantilor.

Vom verifica aceste proprietdti pentru o matrice de forma

a4 4
A=|ay a, ay

4y Gy A3

I. Determinantul unei matrice este egal cu determinantul
matricei transpuse.

a;;  adp 4
detd=|a, @y ay|=0), Ay ay+ay Ay a;+a, 0, ;=

a a a
31 32 33
a, a4, a4y

a,,|=det'4.

a3 Ay g

Ty Ay Q3 — 0y "Gy "y — Ayl Uy = |y Ay

Aceasta proprietate ne permite sa transcriem proprietatile ob-
tinute pentru liniile unui determinant la coloanele sale (si reciproc).

II. Daca o matrice are o linie (sau o coloana) cu toate
elementele 0, atunci determinantul ei este egal cu 0.

a, 4, a;
0 0O o0

dy 4y Ay

=a,-a;-0+ay,-a,-0+a,-a,-0-

—ay-0-a;-a,-0-a;—-a,-a,-0=0.

III. Daca inmultim toate elementele unei linii (sau coloane)
ale unei matrice cu un numdr, valoarea determinantului matricei
se Tnmulteste cu acel numar.

a, la, a
a4y My, Ay|=a Ay Gty A ay ca tag A ay g -
a, hay  ay,
S YT R S R P A B O
=May, -y - Ay Ay Ay - Qs+ Ay Gy Gy — Ay Gy Gy —

4, a4y
—lyy Gy Ay Gy Gy) =M ay Gy ).

Ay Gy g

Sd calculdm valorile determinantilor
folosind proprietdtile lor.

1) Verifica egalitatile:

701 (7 30
1 2 (1 3
a)‘ ‘z ; b3 2 0/={0 2 3.
3 4 2 4
030 (1 00O
2) Calculeaza determinantii:
IR
31 2; 3 0 3 0.Ceobservi?
21 3
3401
3) Verifica daca:
1 2 3
a) |0 7‘=0; p o 0 o=o0.
09 9 1 7

4) Calculeaza determinantii:

IV. Daca intr-o matrice adunam la elementele unei linii (respec-
tiv coloane), elementele corespunzatoare unei alte linii (respectiv
coloane) inmultite cu un numadr, atunci valoarea determinantului ma-
tricei astfel formate este aceeasi cu a determinantului matricei initiale.

30

19 0 -73 boo-t2
a)|24 0 15(; Db) 305 6.
10 - 0 0 0 O
2 1 3 4
5) Verifica daca:
1 3 9 2 1 3 3 2
52 6 9 5229
=3 =0.
1 7 21 3 1 7 7 3
4 0 0 8 4 0 0 8
6) Verifica daca:
1 2 1 1
7 8 7 4
36 3 |1 21 1 11
b) |12 4 1=32 4 =322 2 1=0.
1 21 1 21 1 11
2 0 1 2
-2 -2 1 1
7) Calculeaza: .
0 -1 0
2 1 1 1
e



De exemplu, adunam la linia a 2-a, linia a 3-a inmultitd cu A € C.
a, a, a3
Ob‘ginem: ay, + 7\.6131

as asy Ay

ay thay, Gy +hay|=a,(a, +Aay,)ay,; +
+(ay, + Aay, )ay, - as +ay, -4y (ay; +Mag) — ay - a5 (ay, +Aag, ) —
—ay, U3y (Ayy +Aay) — Ay - a4, (A + Ay ) =@y Gy - Ay + @y - gy G
BT O e R O e R P O Rk R R P

a4 4
ay|=detd, ALeC.

a3 Gy g

=4y Ay

V. Daca o matrice are doua linii (respectiv douad coloane)
proportionale, atunci determinantul ei este nul.

a, a, a3 a4 4 0 0 0
mm
ray, ha, Aas|=Aa,

as asy Ay 4y 4y g 4y Gy A3

v
a, as|=Ma, a, a;/=0, % €

€: - . . P -
VI. Daca schimbam intre ele doua linii (sau doud coloane) ale
unei matrice patratice, atunci determinantul isi schimba semnul.

a, G dp
Ay Gy Q| =0~ Qyy Ay T8y 2 Ayy -y, T 0150y, - Ay —

4y Gy Ay
ay a4 4y

=y Gy Ay — )Gy Gy — Gy Ay Gy == |Gy Gy Gyy|=—detd.

Ay Gy Gy

VII. Daca doua matrice diferd printr-o singura linie (sau
coloand), atunci suma determinantilor acestor matrice este egala
cu determinantul matricei care are pe linia respectiva (coloana
respectiva) suma elementelor liniilor (sau coloanelor) respec-
tive ale celor doi determinanti.

e

8) Verifica daca:

12 3 2 |1 2+1(=2) 3 2
359 0 3 5+¢3-2) 9 0
2 4 1 1 2 4+2(=2) 1 1
1 2 3 6/ [1 2+1(=2) 3 6
1 0 32
132
B 0—(n(1f”2 1 1]=20
2.0 11 '
136
1 0 36

9) Calculeaza determinantii:

121 1+2 2 1
a)|-1 0 2[; b)|[-1+0 0 2|.
2 10 2¢1 1 0

10) Verifica daca este corect calculul:
10 3 0 1 3 11
20 6 |2 6 2 2

=3-10 =0.

11) Verifica daca:

1 2 3 1 3 2
0 1 2/=—-0 2 1.
301 310

12) Calculeaza determinantii:

a, a, as| |a, a, a;
Ay Gy G| Ty Gy Gy =

a3 Oy Ay |43 Gy Ay
= ()0 053 + Ay A3y Gy + Q301,055 — 3,y Gy — Uy, 8150, — A3y 0530, ) +
(@, Gy Gy + @y U3y Oy + @315y — By Aoy @)y = Oy, A1y Uy — GOy ) =
=(ay, +a),)ay,ay; + ay,a5,(a,; + aj3) + a5,05,(a,, +a,) —

—ay,ay, (a5 + ajy) — ayag(a, +a,) — ag,a,(a, +aj)) =

’ ’ ’

a,ta, a,ta, a;+a;
=1 4y Ay Ay
as asy Ay
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2 1 3 1 2 3
a)|ll 0 -—1; b) [0 1 -—1f;
1 -1 2 -1 1 2

V3 32
V2 27

®6414§
1442 3+1 .

2

13) Verifica daca:

1 4/ |1 4 |1 4
a) + = ;
‘2 0‘ ‘1 1‘ 31
1 2 7 3 -1 =2 -7 3
2310 (2 3 1 0
b) + =0
54 20 1|5 4 2 0
3120 (3 1 2 0
-



VIII. Determinantul produsului a doud matrice patratice (de
acelasi ordin) este egal cu produsul determinantilor acestor matrice.

FieAz[a“ alzJ §iB=(b” blzJ.
ay 4y b, by,

bl 1 bl 2
b21 b22

a, 4

=(a,,ay, — ay,a,,)(by by, — by b)) =

ay 4y
=a,,b,ay,b,, + a, by a,b, —a,a,,b, b, —a,a,b,b,, =

_ a,b, +a,b, a,b,+a,b,

ay b, +anb,  ayb, +ayb,

IX. Daca o linie (respectiv coloand) a unei matrice 4 este o
combinatie liniard a celorlalte linii (respectiv coloane) ale ma-
tricei 4, atunci determinantul matricei 4 este nul (si reciproc).

Sa verificam aceasta proprietate pentru matricea
a, ap ZE
A= a,, a,, a,, ,o,BeC.

aa, +Bay, aa, +Pa, oa;+Pay

a a a3
Avem a,, a,, a,, =

aa, +Ba, oa,+Pay, oa;+Pay

a, a4 a, G A4y
=0ay @y ap|tBlay ay ay|=0.

a4y 4 Gy dyp 4y

Demonstratia proprietatilor I-IX pentru determinanti de ordin
n este un exercitiu care presupune o bunad cunoastere a modului
de lucru cu simbolurile 22, I1. Nu ne-am propus si dim aceste
demonstratii, dar este util sa le incerci!

Exercitiu rezolvat.

. 2x+3y=5 . (2+4-3)x+(3-4-2)y=13
Sistemele (S;) si (S,)
3x—-2y=2 3x-2y=2
sunt echivalente (au aceleasi solutii).
Solutie.

Din proprietatea IV. rezulta A, =A,. Analog A, =A si

A, =A, ,unde A, ,i=12 se obtine din A, inlocuind coloana
corespunzatoare necunoscutei x prin coloana termenilor liberi,

iar A ,i=12 se obtine din A inlocuind coloana cores-
punzitoare necunoscutei y prin coloana termenilor liberi; cele

. . . . (16 11 . .
doua sisteme au aceeasi solutie, (E’ E) , adica sunt echivalente.
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e S

1 2 7
14) Fie determinantii: d, =2 3 1],
5 4 2
1 0 7 1 2+0 7
d,=2 -1 1, d;=|2 3-1 1.
5 1 2 5 4+1 2

Verifica prin calcul direct egalitatea
d+d,=d..

) 1 3) . 0 2
15) Fie 4= si B= .
2 4 3.1

L 9 5) . .
Aratdcad A-B= sica
12 8
det AB =detA-detB .

16) Fie matricele:

1 2 -3 1 -1 0
A=|-3 0 1| B=|0
1 -1 1) -1 1 1

Calculeaza: a) det4; b) detB;
c) det(4-B); d) (detd)-(detB).

17) Calculeaza determinantul:

1 -1 0 2
-1 2 1 1
2 1 1 -1
31 2 4

18) Arata ca :

1 1 1 b
a)la b c|= @ ¢ ;
2 2 | l|ala=c) b(b-c)
a b c
1 1 1
b)la b c|=(b—-a)c—a)c-D);
2 2 2
a b c
a b ¢
¢) |l b c’|=abe(b-a)c—a)c-b).
3 3 3
a b c




A NE Aplicatii
: Doua puncte distincte A(x,, y,) si B(x,, y,) determind
A wrtay In mod unic o dreaptd AB.
Daca x, = x,, atunci dreapta verticald AB are ecuatia x = x .
Daca y, = y,, atunci dreapta orizontald AB are ecuatiay =y .
Daca x, # x, si y, # y,, atunci dreapta AB este oblicd si are
R (x—x,) , adica: e e~
Xp =Xy Xp =Xy V= Vu
Uneori se utilizeaza aceasta reprezentare chiar daca un numitor
este nul; atunci numaratorul respectiv trebuie egalat cu zero.
Evident, pentru ca 4 # B, numitorii nu se pot anula simultan.

ecuatia: y—y, =

Propozitie.
Ecuatia dreptei care trece prin punctele A(x, y,) si B(x, y,)
x y 1
se scrie sub forma: [x, y, 1=0.
Xy Yy o1
Propozitie.
Conditia de coliniaritate a punctelor x, y 1
M(x,y), M[x, y,), M(x,, y,) se scrie sub forma |x, y, 1=0.
xy oy

In clasa a X-a am aflat cum se calculeaza distanta

O de la un punct la o dreapta.

Fie M(x,, y,)) un punct din plan si 4 o dreapta cu
ecuatia ax + by + ¢ =0, unde a # 0 sau b # 0. Distanta
|axM + by, + c|

Na' + b’
Este de asemenea cunoscut faptul ca, daca A(x,, y,) si B(x,,
v,) sunt doud puncte din plan, atunci distanta dintre punctele A

si Beste d(4, B)=+/(x, —x,) +(ys —¥,)° -

Aria unui triunghi
Fie punctele distincte 4(x,, y,), B(x,, y,) si dreapta AB de

A ANE
-ﬂ;-.'yr-.ﬂq

de la punctul M la dreapta h este d(M, h) =

e

19) Scrie sub forma de determinant
ecuatia dreptei care trece prin punctele:
a) A(1, 2) si B(2, 3);

b) 00, 0) si C(1, 0);

c) 0(0, 0) si D(0, 2);

d) 00, 0) si E(2, -1);

e) F(-1, 2) si G(2, 1);

f) H(-1, -2) si 1(3, —-1).

Reprezinta, in fiecare caz, punctele si
dreptele obtinute Intr-un reper cartezian.

20) Care dintre urmatoarele puncte
sunt coliniare?
A(1, 2), B(2, 3), 00, 0), C(1, 0),
D(0, 2), EQ2, -1), F(-1, 2), G(2, 1),
H(-1, -2), I(3, -1), J4, -2), K(-1, 0),
L(0, -3), M(0, 1).

21) Determina o € R astfel incat
punctele A(a, 3), B(2, 4) si C(3, 5) sa fie
coliniare.

22) Pentru ce valori ale parametrului
real a, punctele A(a, 3), B2, oo + 1) si
C(3, 5) sunt coliniare?

23) Arata ca, oricare ar fi valoarea para-
metrului real a, punctele A(a, 3), B2, o)
si C(3, 1) sunt necoliniare.

24) Fie punctele A(2, 3), B(-1, —1) si
C(5, 7). Determina:
a) ecuatia dreptei AB;
b) daca punctele A, B, C sunt coliniare;

c) distanta de la 4 la BC;
d) aria triunghiului 4BC.

Reprezinta punctele, dreptele si triun-
ghiurile Intr-un reper cartezian.

x y 1
ecuatie [x, vy, 1=0.Daca M(x,, y,) este un alt punct din
Xy Yy o1
Xy Yyl
plan si dacd notdm cu A=|x, 1y, I, atunci
Xy Yy o1
|A| . o
d(M, AB)= - = i, In consecintd, obtinem ...
\/(xB _xA) +(y3 _yA)
Propozitie.

Aria triunghiului AMB cu varfurile de coordonate A(x,, y,),

, 1
B(x,, y,), M(x,, y,) este data de formula: -7 =E|A|.
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25) Fie punctele A(2, 3), B(-1, -1),
C(5, 7), DO, 2) si E(1, 0).
a) Determind ecuatiile tuturor dreptelor
care trec prin cate doud din punctele 4,
B, C D, E.
b) Care dintre punctele 4, B, C, D, E sunt
coliniare?
¢) Formeaza toate triunghiurile cu varfu-
rile in trei dintre punctele 4, B, C, D, E.
Calculeaza cea mai mica si cea mai mare
arie a triunghiurilor formate.

- - - - -



pRIBLEAE

= 0 1. Arata, cu ajutorul proprietatilor
Z;j determinantilor, ca:
p RS PISE 2 345
g8 9 10
a) =0;
200 0
1 00 0
1 V2 o2 1
E 22 4 2 ;
6 1 2
19 0 0 0
a b d
o[ * Y1 =8abcd: a b, ¢, de R
—-a -b z
-a -b —-c d
I+x  x, X3 X,
X I+x X X
d| ? ’ M EE A
X X, l+x;  x
X X, x;  l+x,

X, X,, X, x, € R.

@ 2. Aplicand proprietatile determinantilor, calcu-
leaza punand rezultatul sub forma de produs:

1 1 1 1
a b ¢ d
a) |, PRI P b, c,de R.
a@ vl &
@ (a+1)? (a+2)
b) (B> (b+1)? (b+2)*|, a b c de R
A (c+1)? (c+2)

x—1 x+1 x*-1
¢) ly-1 y+1 y' -1, x,yze R

z—1 z+1 Z2-1

a b c
d) | b+c c+a a+b|,a b c de R.
P+ P+d A+

!
I
3|4

1 1 1
@ 3. Calculeaza determinantul A=|1 ® o,
1 o o

unde ® este o radacind cubica a unitatii (o’ = 1).
@ 4. Calculeaza determinantul

2 2 2
Xp Xy X3

Xy X3 X

, stiind ca x,, x,, x, sunt solutiile

x3 xl x2

ecuatiei x* + x> —3x +2 = 0.

@ 5. Fie x, x,, x, solutiile ecuatiei x* + ax + b =0,
XX

abe Rsi A=| x, x, x5
1 1 1

a) Calculeaza 4 - ‘4

b) Calculeaza det(4 - ‘A);

c) Aratd ca x, x,, x; € R dacd si numai daca

det(4 - '4) = 0.

@ 6. Rezolvi ecuatia:

2

a —x ab ac
ab b -x be |=0,a, b, ce R
ac bc A —x

@ 7. Se considera matricele:

Xy z t I 1 1 1
z t xy| . 11 -1-1
A: E:
yoxotz|8ET1 o g pRaaieR
t z yx 1-11 -1

a) Calculeaza detFE.
b) Calculeaza det(4FE).
¢) Calculeaza valoarea determinantului matricei A.

@ 8. Arata ca:

a) dacd un determinant de ordin n are n> — n + 2
elemente egale, atunci determinantul este nul;

b) dacd un determinant de ordin n are n* — n + 1
elemente nule, atunci determinantul este nul.

@8 9. Calculeaza determinantii de ordinul n:

1 0 0 . 0 (1) _11 01 0 e O O
010..0 PR
a)[0 0 1 ..0; b
00 0 0 ..1-1
0 0 0 “ee 1 _1 0 O O . 0 1




7. Rangul unei matrice. Matrice inversabila

Rangul unei matrice

X, +2x, +3x;,—x, =9
5 L —2x,+x, = 3x,+2x, =4
Sa consideram sistemul (S):
—x,+3x, +x, =5
3x, +x, +6x; —3x, =13
Ecuatia a treia s-a obtinut adunand primele doud ecuatii, iar
ecuatia a patra a fost obtinutd scazand primele doud ecuatii.
Pentru a rezolva sistemul (S), ne putem ocupa numai de
sistemul format din primele doud ecuatii independente (celelalte
.. . g . . X 2%, +3x—x, =9
ecuatii rezultd din primele doud) (S'): .
—2x,+x,=3x,+2x, =4
Vom spune ca rangul acestui sistem este 2, pentru ca rezol-
varea lui se va reduce la rezolvarea unui sistem cu doua ecuatii.

1 2 3 -1

-2 1 -3 2
Consideram matricea sistemului: 4 =

-1 3 0 1

31 6 -3

Definitie.

Fie matricea 4 € ,///m,n((E), m,n € N*sire N* r < min{m, n}.
Un determinant de ordin r, format cu elementele matricei A situate
la intersectia a 7 linii si 7 coloane, se numeste minor de ordinul r.

De exemplu, minorul de ordinul 3 al matricei 4 format cu
elementele de pe liniile 1, 2, 3 si coloanele 2, 3, 4 este

2 3 -1
1 -3 2|=0; minorul de ordinul 3 al matricei A format cu elemen-

30 1 1 2 3
tele de pe liniile 1, 2, 4 si coloanele 1, 2, 3 este -2 1 —3/=0.
316

Observam ca toti minorii de ordin 4 si 3 din 4 sunt nuli. Sunt

4 minori de ordinul 4 si ¢2 = 10 minori de ordinul 3. Gisim
3 5

minori de ordin 2 care sunt nenuli; de exemplu, [ 12 ?J

Vom afla ca numarul de ecuatii independente ale unui sistem
este chiar cel mai mare ordin al unui minor nenul.

Definitie.

Matricea nuld are rangul 0. Dacad matricea 4 € .4, (C),
m, n € N* nu este nuld, existd un numar natural » < min{m, n},
r # 0, astfel Incat cel putin un minor de ordinul  este nenul, iar
toti minorii de ordin mai mare decat » (daca existd) sunt nuli. Acest
numar » se numeste rangul matricei A si se noteaza cu rangA.

Forma matriciald a unui sistem liniar.

1) Scrie sistemele sub forma matriciala:

2x,+3x, =1
: {xl—x2=3 ’
X +2x,+3x, =9
b) <2x,+x,—3x,=-4.
2x,43x,—x, =4
21 00
2) Fie matricea A=|4 -1 13 22]|.
9 0 0 O

a) Calculeaza minorii de ordinul 3 ai ma-
tricei 4.

b) Calculeaza trei minori ai matricei A4,
dintre care cel putin unul nenul.

3) Fie matricea . Cati mi-

~N O w»n =
[l S 2 N \)
W = O W

nori are aceasta matrice? Calculeaza
minorii de ordinul 3.

Cum calculam rangul unei matrice?

4) Determina rangul matricelor:

1 2 3 4 5
a)-1 3 6 8 2|;
0 5 9 12 7
1 1 1
b2 0 1 |;
31 =2
0 1
1 0]
0)01,
1 0
0101J
d) ;
1 010
m 1 1
e)) 1 m 1|, meR,;
I 1 m
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Intr-o matrice oarecare 4 € M, o CUm linii si n coloane, se
pot forma C, -C, minori de ordinul r .
12349
De exemplu matricea| 0 =1 5 2 2 \e.#, (R) are C;-C; =30
2 003-1
minori de ordinul 2 (alegem doud linii din trei in C32 moduri si

doua coloane din cinci in CZ moduri).

Vom propune trei metode pentru a micsora numarul de
calcule necesare determindrii rangului unei matrice.

I. Calculam minorii de ordin maxim pana cand gasim un
minor nenul. Daca nu gasim calculam minorii de ordin inferior.

II. Daca matricea este nenuld alegem un element nenul, il
,.borddm” pe rand cu cate o linie si o coloand si calculim minorii
rezultati pana gasim un minor nenul. Aplicdim procedeul de
bordare asupra ultimului minor nenul gasit, pana cand obtinem
ca toti minorii de ordin superior, daca exista, sunt nuli.

III. Transformadm matricea prin metode care nu schimba
valoarea rangului si care ne conduc la o matrice cu multe zerouri
in care putem observa usor un minor de ordin maxim nenul.

Rangul unei matrice raimane neschimbat, daca:

* la o linie (coloand) se adund o alta linie (coloand) inmultita
Cu un numar;

* liniile (coloanele) se schimba intre ele.

Folosind aceste reguli (numite si transformdri elementare),
o matrice poate fi adusa la o forma in care numai elementele
a, i=lr,r< min{m, n} sunt nenule. Rangul matricei A este
egal cu numdrul liniilor pe care sunt elemente nenule. Aceasta
metoda este foarte apropiata de algoritmul lui Gauss de rezolvare
a sistemelor liniare. Daca o matrice B se obtine dintr-o matrice 4
prin transformari elementare, scriem 4 ~ B.

Sa ilustram aceste metode printr-un...

EEEMPLY !

@ Sa determindm rangul matricei 4=| -1 3 6 8§ |.
Metoda 1. 0 59 12

A€ M, (R), deci m =3 si n=4. Cum r < min{3, 4}, minorii
de ordin maxim sunt cei de ordinul 3:

1 23 1 2 4 1 3 4

A =-1 3 6=0; A,=|-1 3 8|=0;A,=-1 6 8|=0;
0 5 9 0 5 12 0 9 12
2 3 4

A,=|3 6 8|=0,intotal C; =4 minori. In consecinti, matri-
59 12

cea are un rang mai mic decat 3. Investigam minorii de ordinul 2.

Deoarece A=

3‘ =5#0, rangul matricei este 2.
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10000
01000
)0 0100
00010
I 1111
m 0 1 00
0O0m 1 00
,meR.
&1y 0 mo o™
0 0 00O
1 1 O
5) Fie B=| -3 -3 1. Verifica
-2 1 0

daca rangul matricei B este calculat
corect.

1 1 0
Solutie. B=|-3 -3 1 ~
21 0 Iy <1, +3]
L<L+2]
1 10 1 0 1
~10 0 1 ~ 1 0f.
GG
0 3 0)G«<a (0 0 3

Rangul matricei B este egal cu 3.

6) Calculeaza rangurile matricelor:

1 0
) I -1 2 by |11
a 5 - 5
0 1 2
2 2
1 010
1100
c) ;
0110
0011
1 2 3 4
-1 -2 -3 4
0 1 0 1
d
) 2 0 2 0
-1 2 -3 4
1 2 3 4
7) Determind a € R pentru care ma-
1 1 -1 2
i o 1 1 1
tricea A= are rangul 2.
-1 3 3
4 2 0 «a
e



Metoda 11
In matricea 4, a,, = 1 # 0. Bordam a , cu o linie si o coloana si

obtinem minorul A =

i‘ =5=%0; deci rangul este cel putin 2.

Bordam A cu inca o linie si o coloana si obtinem pe rand minorii

1 2 3 1 2 4
A =-1 3 6[; A,=|-1 3 8| amandoi nuli.
0 5 9 0 5 12
In concluzie, rangul matricei 4 este 2.
Metoda II1.
Revenim la exemplu dat. Obtinem
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
i
A=|-1 3 6 8 ~05912j~05912.
0 5 9 12 05 9 12 00 0 O

Evident, ultima matrice are rangul 2 si, prin urmare, matricea 4
are rangul 2.

Matrice inversabila

Exprimarea matriciald a sistemelor liniare AX = B sugereaza
solutia X = A7'B. Se pune problema determinarii unei matrice
notate A™', cu proprietatea A™' - A = I . Astfel, ecuatia matriciald s-ar
rezolva prin analogie cu ecuatia de gradul I, dupa cum urmeaza:
A" | AX =B; A7 (AX)=A4"'B; (A" - A)X = A7'B; rezulti
I X=A"B,cusoluta X=4"B.

0 .. 0

JA A E

O I,= este matricea unitate de ordinul »

n
.‘I_.-‘-c‘.‘yr..ﬂ-.
0 0 .. 1
(matricea patratica cu »n linii si n coloane).

Pentru orice matrice 4 € .M (C),I - A=A4-1 = A.

e

8) Determina rangul matricei

1 2 3 4
1 -1 1 2|. _
A= in functie de p, g€ R
P2 q
0 1 -1 2

Sd verificdam dacd o matrice este
inversa altei matrice.

9) Scrie matricele 1, I, 1,.

10) Verifica daca B este inversa matricei

1
2 3 5 3
A, unde 4= si B= >3
1 -1 1
5 5
11) Verifica daca 4! = B, unde
_1 _11 2
L 2 3 4 2 32
A=—21—3§13=% 3_72 3_32
2 -1
: L1 s
4 32 32

In ce conditii o matrice este inversabila?

123
2 3) .
12)FieA=(1 J si B=| 2 1 -3|.

2 3 -1

Definitie.

Fie A o matrice patratica de ordin n. Matricea 4 este inversabila daca
existd o matrice B patraticd de ordin » astfel incat 4 -B=B -4 =1 ;
matricea B se numeste inversa matricei A si se noteaza A"

a) Calculeaza det4 si detB.

b) Este 4 inversabila? Dar B? De ce?

13) Exista inversele matricelor urma-
toare?

Observatie.
Dacad B este inversa matricei A4, atunci si matricea 4 este
inversa matricei B.

Teorema.
Inversa unei matrice patratice, daca existd, este unica.
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3 -1 0
ad=|2 4 1|;
-1 15
2 -1 0
by A=|1 3 2|;
4 1 2




Demonstratie.

Fie 4 € .4/ (C) o matrice patratica de ordinul 7. Presupunem
cd existd doud matrice de ordinul n, B si B’, astfel incat:
AB=BA =1 si AB'=B'A=1,.

Folosind asociativitatea inmultirii matricelor, obtinem:
B=B-1 =B-(AB")=(B-A)B' =1 -B'=B', deci B=B'.

Inversa matricei 4 se noteaza cu A7,

Observatie.

Daca matricea A este inversabila, atunci:

CAA =AA=1T

() = 4

o Aktr =gk A NIk, p € Z.

* Daca AB = AC sau BA = CA, atunci B = C.

Aflam care sunt matricile inversabile din urmatoarea ...

Teorema.
Matricea A este inversabila dacad si numai daca det4 # 0.

Cum gdsim inversa unei matrice A € A (C)?

e Calculam det4. Daca det4 # 0, atunci 4 este inversabila.
e Scriem matricea transpusd a matricei A, notata ‘4, schim-
band in matricea A liniile cu coloanele.

EEEMPLY
* Scriem matricea reciprocd a lui A, notata A", inlocuind
fiecare element al matricei transpuse ‘4 prin complementul sau

a4 ag a4y 4y
. _ t —
Fie A=|a, a, ay|.Avem A=|a, a, a,

4y Gy A3 A3 Gy Ay

algebric, notat 8,7, j=1,n, obtinut astfel: 5, =(-1)""4,

Ui 9
1<i<n,1<j<n, unde Aij este minorul elementului a, din
matricea ‘4 (determinantul obtinut din ‘4 prin eliminarea liniei i
si a coloanei j).

EXEMPLY A . . . .
In exemplul anterior, complementul algebric al lui @, din ‘4

a,, a
@ eS'[e 611 =(_1)1+1A11’unde A]l — 22 32 ,deCI 6“ _ a22 a32 .
Ayy Uy ay
Analog se calculeaza fiecare 8,.]. ,I<i<3,1<j<3.
611 621 831
Se obtine A*=|3, 4, 0, |, matricea reciproca a matricei 4.
613 623 833
.. . . L . 1
* Gisim matricea inversd a matricei 4 din relatia 4™ = vy A*,
et

adica Tmpartim fiecare element al matricei A* la det4 (det 4 =0 ).
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1 2 3
c)A=|0 1 2/|;
0 1
2 3 4
d)4={3 -2 3
5 2 -1

Cum gdsim inversa unei matrice?

2 1 -3
14) Fie matricea A= 1 5 4
-1 2 -3

Calculeaza inversa matricei 4 si apoi veri-
fica prin calcul direct relatia 4 - 4™ = I..
Indicatie.

2 1 3
detd=|1 5 4|=-68%0,
-1 2 3
deci 4 este inversabilisi 4" = ! A*.
det A
2 1 -1 23 -3 19
A= 1 5 2 |sid*=| -1 -9 11|,
-3 4 3 7 -5 9
| -23 -3 19
deci 4'=——| -1 -9 -11
68
7 -5 9
1 2 3
2 3
15) Fie Az[l J; B=|—2 1 3|
2 3 -1

a) Scrie matricele transpuse: ‘4; ‘B.

b) Scrie complementele algebrice ale
fiecarui element din matricele ‘4 si ‘B.

¢) Ai obtinut
’ g 11 -9

-1 -3
A* = si B¥=|-8 -7 -3|7?
-1 2
-8 1 5
d) Gaseste 4! si B
e) Verificd dacd 44™"'=A"'4 =1, si
B'B=BB'=1I,




e

Propozitie. 16) Notam d = det4.

Fiem,ne N,m=2n=> 1. a) Aratd ci:

Fiede 4 (R),Be ./ (R),Ce. .4 (R),detd#0,detB 0. d 0 0

Ecuatia AX = C are sohitia wnica X=A'Ce Al n(IR). A-A*=A*A=|0 d 0];

Ecuatia XB = C are solutia unici X= CB ' € ,///m’ n(IR). 0 0 d

Ecuatia AXB = C are solutia unici X = 4'CB™" e,,/i/m n(IR). b) Verifica relatia:

1 1

Demonstratie. A‘[E‘A*J:(E'A*J'A:IS’ d+#0-.

In ecuatia 4X = C inmultim ambii termeni cu 4™ in stinga.
Obtinem:
AT U =47C; A DX=4"C;1 X=A4"C;X=4"C.

Exercitiu rezolvat. S, S, S,

Pentru realizarea a trei p.reparate farmace.utice F v Fz, F3 se .f(jl.osesc r 20 20 10
substantele Sl, Sz, 53 ce contin elementele active Al, Az, A3. Cantitatile de Fl 5 10 5
substante, respectiv de elemente active, ce intrd in preparate sunt date in tabelele F2 10 5 10
alaturate. Sa determindm cantitatile de elemente active continute in substante 3
astfel Tncat compozitia preparatelor farmaceutice sa fie respectata. 4. A A3

Solutie. F 3 8/3

Fie matricele 4 si B asociate celor doua tabekc_.Cantitﬁgile de elemente F, 1 1/2 1
active 4, i=1,3 continute in substantele 5, j=1,3 vor fi date de elemen- F, 2 1 1
tele matricei X obtinuta din ecuatia AX = B. Avem det4 =0,

/10 -1/5 0 1/10 1/10 1/15
A= 0 2/15 -1/15|,deci X=4"B=| 0 0 1/15]. Substanta S va trebui sa contind 1/10 unitati
-1/10 2/15 2/15 /10 0 0

de element activ A4, 1/10 unitti de element activ 4 si 1/15 unitati de element activ A, etc.

PEEZE @ 1. Calculeazi rangurile urmitoarelor
= e fang ) @ 2. Determind a € R pentru care matricea 4 are
ﬁ matrice, in functie de valorile parame- rangul 2:
rabine trilor respectivi: 1 -2 o
3 -10 a) A=|3 1 a|;
a) A=|4 2 al|,ae R 3 -1 1
1 3
I 1 -1 2
1 1 a by A= a 1 1 1
b) A=|1 a 1|,aeR; L T R
a 1 1 4 2 0 a
1 1 1 @ 3. Determini a, b€ R astfel incat:
a b ¢ d 1 2 4
A= » 5 » |, abedeR .
a b° ¢ d a) A=|1 b 2 3| are rangul 2;
a3 b3 C3 d3 1 2b 2 4
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a 1 2 4
b) A=|1 b 2 3
1 26 2 4

are rangul 3.

@ 4. Determina, dacd existd, inversele urmatoa-

relor matrice:
10
b) A= ;
) [O 1}

1)
a)Az[o J’

01
d)A=[1 OJ;

12 11 00

= . = A= 10

01

001 111 100

i) A=|0 1 0|;k) A=[0 1 1|; 1) A=[110];

100 001 111
123 I -11
m) A={1 -2 3|;n) A=| 2 2 2].
1 00 1 23

@ 5. Determind a € R astfel incét fiecare din urma-
toarele matrice sd fie inversabila, apoi determina
inversa fiecareia:

2 -1 0
a-[ b9, b) B=|a 1 3|;
a) __1 2’ =l a ’
1 0 2
a 1 1 2
1 2 3 1
c) C= ;
a -1 1 2
2 -3 4 -1
1 a l-a

d) D={1-a 1 a

@ 6. Rezolvd urmatoarele ecuatii matriciale:
1 2 2 1

a) X = ;
-1 0 3 -1

32
by X-[0 1
2 1

—_ N =

1
=2
3

—_— W N
N = W

o2 el 06 %)
R R
o2 el 06 %)
o206 -0 )

@ 7. Determina valorile parametrului real a

111 111
astfel incat matricele 4={0 1 1| si B=|a 0 0
001 a0 a
sd aiba acelasi rang.
2 2 2
@ 8. Se considera matricea A=|4 4 -4
6 6 —6

a) Calculeaza determinantul si rangul matricei 4.
b) Calculeaza 4” si verifica identitatea /, = (I, — A)Z, + A).
c) Arata ca matricea I, — A este inversabila si
calculeaza-i inversa.

@ 9.Fied, B, Ce 4 (C).

a) Daca AB = A + B, arata ca matricea 4 — I este
inversabild si (4 —1)'=B - 1.
b)DacaAB=A4A+B,BC=B+ C,CA=C+ A, arata ca
A" =2"14,Nn € N*.

W 10. Daca 4 € .4, (C) si B € .4, (C), arata cd
rang4dB < min{rangd, rangB}.

@ 11.Fiede 4, (C)siBe A(C), cudetB # 0.
Arata ca rang4B = rangA.

@ 12. Fie 4, B € .4/ (C) cu proprietatea cd exista
a, b € C* astfel incat AB = a4 + bB. Arata ca
rangAd = rangB.

@ 13. Dacd 4, B € .4/ (C) sunt matrice inversabile,
arata ca rang(4 + B) = rang(4' + B).



8. Sisteme liniare de m ecuatii cu n necunoscute, n < 4

a; X, +apX,+..4a,x, =b,
Fie sistemul liniar: |a,,x, + @y,X,+...+a,,x, =b, de m ecuatii

A X, +a,,X,+..+a,, x, =b,

cu n necunoscute, 7 < 4, a,& C, izl,_m, j=1,_n, be C, i=1,_m.
Determinarea multimii solutiilor sistemului liniar se face prin
rezolvarea acestuia prin diferite metode. Indiferent de metoda
folosita trebuie sa precizam tipul sistemului, adica:
- compatibil (daca are solutii)
* determinat (daca are solutie unica);
* nedeterminat (daca are o infinitate de solutii);
- incompatibil (daca nu are solutii).

Observatie.

Urmatoarele proceduri aplicate unui sistem de ecuatii liniare nu
modifica compatibilitatea sau incompatibilitatea acestuia si nici
eventualele solutii:

* adunarea unei ecuatii a sistemului la o altd ecuatie a sistemului;

* inmultirea ecuatiilor sistemului prin factori nenuli;

* schimbarea ecuatiilor intre ele.

Metode de rezolvare a sistemelor liniare

®Metoda lui Gauss permite rezolvarea sistemelor liniare de
m ecuatii cu n necunoscute. Aceastd metoda a capatat o importan-
td mai mare pentru ca se utilizeaza in programele de calculator.

Ideea acestei metode este urmatoarea: sistemul liniar de m ecuatii
cu n necunoscute se transforma intr-un alt sistem liniar echivalent
in care una din necunoscute, de exemplu x,, apare intr-o singurd
ecuatie. Spunem ca x, a fost eliminat din celelalte m — 1 ecuatii.
Prin aceeasi metoda cele m — 1 ecuatii, fard necunoscuta x, , se
transforma astfel incat o altd necunoscuta, de exemplu x,, apare
numai in una dintre acestea. Repetand procedeul, vom obtine:
a) un sistem 1n care ultima ecuatie contine numai o singura
necunoscuta; atunci sistemul este compatibil determinat;
b) un sistem in care din ultima ecuatie rezultd o necunoscuta x,
in functie de urmatoarele necunoscute x, = f'(x,,, ... , X,), unde
k < n; atunci sistemul este compatibil nedeterminat;
c) un sistem in care o ecuatie este de forma 0 = ¢, ¢ € C¥*;
atunci sistemul este incompatibil.
EEEMPLE

i

1) Sa observam modul in care se modifica, la fiecare
pas, elementele sistemului si ale matricei extinse.

X 42X, +3x,+4x,=5 [ (12 3 4 5) -2,-3, -4, -3
2 = o '
X+ x,+2x,+3x, =1 2123187

3y, +2x,+ x,4+2x,=1 |32 1 21 |« o
Ax,+3x, +2x,+ x,=-5 | \4 32 1 -5 +
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Sd rezolvam sistemele liniare de 4

ecuatii cu 4 necunoscute.

a)

b)

2x,

2x,

3x, -

2x,+2x, —2x,+5x, =—6

1) Rezolva sistemele liniare:
- X+ x—- x,=1

- X, = 3x,=2

2

X, + x,=-3

x=7y+8z+t=16
3x+5y-3z+2t=14

3x—-y+8z+¢t=30
xX+4y-9z+2t=1

3x+4y—-2z+3t=0’

X+y+2z-3t=9
2x+y+5z+7t=6
c)

d)

2x, +x, +x, =4
o) X +2x, +x,=3

X+y+2z+3t=3

8x+12y+7z+8t=9
2x+3y+z+2t=3

2

2x+3y+5z+2t=-1
4x+6y+3z+4t=5

Xy +xy+2x, =3
2x, +2x, +x;+2x, =6

X, +2x,=3

2x,+x,=4
f X +2x,+x,=3

2x, +2x, +5x;+2x, =6

2) Rezolva, prin metoda lui Gauss,

sistemele liniare urmatoare:

b)

X, +x, —x;+x,=5

X, — X, +2x,-3x, =1
3x,+x,—x, =11

X, —3x, +5x,-7x, =-3
2x+y+z+t=4
X+2y+3z+41=12
x=2y+2z-2t=-12"
xX+3y+2z+t=5

- - - - - _



Inmultim prima ecuatie, pe rand, cu (-2), (-3), respectiv
(—4) si 0 adunim cu a doua, a treia, respectiv a patra. Impartim
a doua ecuatie obtinutda la —3. Obtinem:

X, +2x,+ 3x,+ 4x,=5 1 2 3 4 5
4 4 5 8
Mt ae s 2n=3 Jlo1 202 34 >3
3 3 3 3 n J
—4x,— 8x,—10x,=-14 [||0 4 8 -10 -14|«——
_l’_
—5x, —10x, —15x, =25 1{0 =5 -10 —-15 -25)%—
X, +2x,+ 3x,+ 4x,=5 1 2 3 4 5
4 4 5
X, +—=x; + é)64 =3 01 — = 3
3 3 3 3
X5 + éx4=g 00 1 é E &,—é
4 4 4 4 32
1 2
10, 20 ofloo 02l
3 3 3 3
X, +2x, + 3x;+ 4x, =5 1 2 3 4 5
x2+ix3+§x4=3 0 1 402 3
3 3 3 3
5 3 5 3
+—x, == = =
X3 4x4 4 0 0 1 71
X, =3 000 1 3

Inlocuim X, in ecuatia a treia, X, six, in ecuatia a doua si X, X, six,
in prima ecuatie. Obtinem solutia: x =-2;x = 2; x, =-3;x,=3,
adica solutia (-2, 2, -3, 3).

X +x,+x;+x, =1

2) Sa rezolvam sistemul liniar: 3 x, +x, —x; =2

X, +x3=0
Solutie.
Scazand prima ecuatie din a doua si impartind la (-2) obtinem
X +x,+x3+x, =1
. . X, + X =0
sistemul echivalent 207 . F i e
1 1
Xy +—X4=——
P22
X, =1-t
X —1+ lt
275y 11 11
x, =1, 2 2 s=dll-tymt—t,————t,t||teC};
11 2 2 2 2
2
X4:t

(sistem compatibil nedeterminat).

42

B S

3) Verifica rezolvarea sistemului

X, +2x, +3x, +4x, =5

. 2x, 4+ x, +2x, +3x, =1

liniar
3x,+2x, +x,+2x, =1
4x, +3x, +2x; +x, =5

Solutie.
1 2 3 4
21 2 3
A= =-20. Cum A # 0,
321 2
4 3 2 1
A

X1 Xy

sistemul este Cramer si x; = X, = A

A A

X3 Xy

= A X, = , unde A, =40,
A, =-40,A =60,A =-60.

Decix, =-2,x,=2,x,=-3,x, =3, iar

Solutia sistemului este: (-2, 2, -3, 3).

4) Verifica daca sistemul liniar:
2x+3y+4z=11
3x—2y+3z=1 esterezolvat corect.

Sx+2y—z=-11

Solutie.
2 3 4
A=|3 =2 3|=110#0, deci sistemul
5 2 -1
este compatibil determinat (are solutie
unica)

2

11 3 4

A=l1 -2 3=—220,decix=ix=—2'
-1 2 -1
2 11 4

LA

A, =3 1 3=110,de01y=X=1;
5 —-11 -1
2 3 11 A

A, =3 -2 1/=330,deciz= Az=3.
5 2 -11

Multimea solutiilor este S = {(-2, 1, 3)}.

- 7T



X +Xx,+x,=06

< . . 2x; +x; = x5 =1

3) Sa rezolvam sistemul liniar: .
4x, —x,+2x; =8

=X, + X, +2x,=7

Solutie. X +x,+ x; =6
) . -x,—3x; =-11
Sistemul este echivalent cu:
13x; =39
0=0

cu solutia unicd x, = 3, x, = 2 si x, = 1, adica S = {(1, 2, 3)}
(sistem compatibil determinat).

4) Modificam numai ultima ecuatie a sistemului liniar ante-
X +X,+x;,=6
2x+x, —x3 =1

Ax, —x, +2x; =8
—x, +Xx, +2x; =8

rior si rezolvam sistemul liniar obtinut:

Solutie.
X +x,+x;3 =6

. . —x, —3x, =—11
Sistemul este echivalent cu: 2 3

13x; =39
1=0
Sub aceasta forma, este evident ca sistemul este incompatibil.
Observatii.
* Dacd a,, = 0, putem schimba intre ele doud ecuatii astfel

incat coeficientul lui x, sa fie diferit de zero. In mod analog
procedam cu coeficientii fiecarei necunoscute, daca este cazul.

* Metoda lui Gauss (de eliminare succesivd) se poate aplica
la rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare, la calculul determi-
nantilor, dar si la calcularea inversei unei matrice .

* Rezolvarea unui sistem liniar de 4 ecuatii cu 4 necunoscute prin
metoda reducerii succesive a necunoscutelor se scrie, In general, cu
ajutorul unor formule algebrice lungi (de cate 24 de termeni). Putem
scrie mai simplu solutiile sistemului cu determinanti de ordin 4.

* A, valoarea determinantului unui sistem, determina compa-
tibilitatea sistemului (existenta solutiilor), astfel:

» daca A = 0, sistemul este compatibil determinat (adica
are o solutie unica);

» daca A =0, sistemul poate fi incompatibil (nu are solutii)
sau compatibil nedeterminat (are o infinitate de solutii).

¢ Metoda Iui Cramer permite rezolvarea sistemelor liniare
de n ecuatii cu n necunoscute avand determinantul asociat
matricei sistemului nenul.

Solutiile unui astfel de sistem liniar au la numitor dezvoltarea
determinantului asociat matricei sistemului.

La numaratorul solutiilor vom avea dezvoltarea determi-
nantilor obtinuti din A prin inlocuirea coloanei corespunzatoare
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Sd rezolvam sisteme liniare

5) Rezolva sistemele liniare:

X, + X =2
X, + X, =2

2 XX, X, X, =4
X, =X, +x;—x,=0

X +x, +x,+x,=10
b) {x, +x, =3

X, +x,=7
X +x, +x,+x, =2

C) 91X +x,+x, =1

X, +x,=0

specificand, pentru fiecare sistem, daca
este compatibil determinat, compatibil
nedeterminat sau incompatibil.

6) Rezolva sistemele liniare:

X +x,+x;,=1
a) 1—x, +2x, +x,=0;

2x, =X, —x, =2

X +x, +x,+ x,=2
b) 12x, —x,+x,— x,=3;

X, +x,—x,+3x, =0

X, +x,+x;=6
2%, +x,—=x3=0

4x1—x2+2x3=8'

—X, + X, +2x,=7

7) Rezolva sistemele liniare:

—x;+4x,=2

a) yx, —2x, +4x;+3x,=4;
3x, —6x, +8x;+5x, =0
28x+56y—-56z=0

b) 439x-78y —-78z=0;
40x-80y—-80z=0
28x+56y —56z=-28
c) <39x-78y-78z=-39;
40x —80y —80z =-40

- - - - -



coeficientilor necunoscutei cu coloana termenilor liberi:
b a, .. q a, b .. q

:b2 Ay, ... a,

n n
) ~ .y,
A, LA, =

b, a, .. a, a, b, .. a,

Teorema. Metoda lui Cramer
a, X, +a,x, +...+a,x,=b
o a5 X, + X y+...+ay, X, =b,
Daca sistemul m

are determinantul

a x;+a x,+..+a,x, =b,

A
A nenul, atunci solutia sa este (x,, X, ..., x,), unde X, =Xx‘,x2 =f,....,
x, =—= unde AL =1,_n este determinantul obtinut din A prin

inlocuirea coloanei corespunzatoare coeficientilor necunoscutei

x,, i=1,n cu coloana termenilor liberi.

Pentru n = 4 solutia sistemului este (x,, x,, x,, x,), unde
X —_Axl X —i X —i X —Ax“
1= s Xy = s X3 = sy = .
A A A A

Un sistem liniar care poate fi rezolvat prin metoda lui Cramer,
adica numarul de ecuatii este egal cu numarul de necunoscute
si are determinantul nenul, se numeste sistem Cramer.

¢ Metoda matriciald permite rezolvarea sistemelor de n
ecuatii cu n necunoscute avand determinantul nenul.

Un astfel de sistem liniar de # ecuatii cu » necunoscute (n < 4
in cazurile studiate) poate fi exprimat matricial astfel: 4AX = B,
unde A este matricea coeficientilor necunoscutelor (de ordinul »),
X este matricea necunoscutelor (matrice coloana) si B este
matricea termenilor liberi (matrice coloani). In cazul 4 € A (),
dacd matricea 4 este inversabild (adica det4 # 0), Inmultim la
stanga ecuatia AX = B cu A! si obtinem 4(4X) = A™'B, adica (4
'A)X = A7'B, deci X = A'B. Matricea X verifica ecuatia data: 4 -
(A'-B)=(4-4")-B=1 -B=B. Ea este unica (intr-adevar,
dacd ar mai exista o matrice X, care sd verifice ecuatia datd, am
obtine 4- X, =B,deunde A"~ |4-X=4 X, = X=X,

— 2x+y-3z=11
| Rezolvam sistemul { x +5y+4z=—1 prin metoda matriciala.
@ —x+2y-3z=6
Scrierea matriciald a sistemului este AX = B, unde
2 1 3 11 X
A= 1 5 4 ;B=|-1;X=|y]|.
-1 2 -3 6 z
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17x-17y+34z=0
d) <2x-y+z=0 ;
4x-2y+2z=0

17x-17y+34z=34
e) 2x—y+z=-1

3x+z=-1

8) Rezolva urmatoarele sisteme prin
metoda matriciala:

2 {2x1 +3x,=1

X —x,=3 '

X, +2x, +3x,=9
b) {2x, +x, -3x,=-4;
2x, +3x, —x;=—4
2x+3y+4z=11
c) 13x—-2y+3z=1 ;
Sx+2y—-z=-11

X, =3x,=-1

d) 3 x -2x,=-1;
3x, +2x, =7
2x +y =4

€) y x+2y+z=1.

2y+z=0

Sd rezolvam sisteme liniare.
X, +2x, +3x; +4x, =5

9) Fie {—x, +3x, +6x, +8x, =2.

S5x, +9x, +12x, =7

a) Calculeaza rangul sistemului.

b) Alegem determinantul principal

1

-1

principale si necunoscutele secundare? Dar

ecuatiile principale si cele secundare?

c) Cati determinanti caracteristici sunt?

d) Este sistemul compatibil? Daca da,

rezolva-1!

p

3‘ =5 . Care sunt necunoscutele




Deoarece detd = —68, rezulta ca 4 este inversabila; obtinem

23 3 b

68 68 68 )
R A L R N e A I

68 68 68 >,

7 5 9

68 68 68

Solutia sistemului este S = {(2, 1, —2)} (sistem determinat).

¢ Metoda bazatd pe teorema Kronecker-Capelli si teorema
lui Rouché permite rezolvarea sistemelor liniare de m ecuatii si
n necunoscute.

Presupunem ca rangul matricei sistemului este 7 (r <min{m, n}).
Pentru a stabili daca un sistem liniar de m ecuatii cu n necunoscute
este compatibil, folosim una din urmatoarele teoreme: teorema
Kronecker-Capelli sau teorema Iui Rouché.

Teorema Kronecker-Capelli.
Un sistem de ecuatii liniare este compatibil daca si numai daca
rangul matricei sistemului este egal cu rangul matricei extinse.

Definitie

Fie AX = B un sistem liniar scris In forma matriciala. Presu-
punem ca A, matricea sistemului, are rangul r.

Din matricea sistemului alegem un minor nenul de ordin 7, pe
care 1l numim minor principal si 1l notam A, Necunoscutele ale
caror coeficienti sunt coloane in A, se numesc necunoscute
principale. Celelalte, daca existd, se numesc necunoscute secun-
dare. Ecuatiile ale caror coeficienti sunt linii in A, se numesc ecuafii
principale. Celelalte, daca existd, se numesc ecuatii secundare.

Construim un minor caracteristic, A_, astfel: bordam deter-
minantul principal A, pe ,orizontald“ cu coeficientii necunos-
cutelor principale dintr-o ecuatie secundara si pe ,,verticala“ cu
elementele corespunzatoare ale coloanei termenilor liberi.

Observatie.

Un sistem liniar de m ecuatii cu n necunoscute, avand rangul
r, admite minori caracteristici numai daca m > r si numarul
acestora este m — r.

e

10) Pentru ce valori ale parametrului
mx+y+z=1
real m, sistemul {x+my+z=2 admite

. . xX+y+mz=4
solutie unica? Y

11) Determinda m € R pentru care
x+y+m=1
sistemul §x —2y +z =m este incompatibil.

m+y+z=0

12) Se considera sistemul liniar
mx +y—2z=2
2x +y+3z=1,m, n € R. Pentru
2m-Dx+2y +z=n
ce valori ale parametrilor m si n sistemul
este compatibil nedeterminat?

13) Rezolva sistemele liniare:
2x,—3x, =1

x+2y+z—-t=2

S5x, +7x,=2 ‘ L

a) Y —x 1 ;b) <x—y—-2z+3t=1 ;

L x+4y+52-7t=0
—2x,+4x,=-6

X +2x,— x;+ x,=-2
)y 2x,+ x,+ x;— x,=3

=5x,+2x, = Tx; +7x, =1

xX+y+z=3
2x—y+z=1
d)yx+z=2 e) .
xX+y—-2z=-3
y+z=2

14) Fie sistemul liniar
X +2x,— x;+ x,=-2

2x,+ x,+ x;— x,=3 . Alege un

Teorema lui Rouché.
Un sistem de ecuatii liniare este compatibil, dacd si numai
daca toti minorii caracteristici (dacad existd) sunt nuli.

Observatie.
Daca sistemul de ecuatii liniare nu are minori caracteristici,
atunci el este compatibil.

Rezolvam un sistem liniar de m ecuatii cu n necunoscute astfel:
1) determinam r, rangul sistemului (S) si stabilim daca
sistemul liniar este compatibil sau nu (fie cu teorema Kronecker-
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=5x,+2x, = 7x;+7x, =1
minor principal si scrie minorii carac-
teristici (daca exista).

15) Rezolva sistemele liniare:

2x— y+z=1 2x— y+z=0
a)< x+ 3z=2 ; x+ 3z=0;
—x+2y—-z=-1 —x+2y-z=0
2x—y=1 2x -y =0
b){x+3y=11 ; x+3y=0 ;
-x—-2y=-8 -x-=2y=0
- - -



Cappelli, fie cu teorema Iui Rouché); daca sistemul este incompatibil,
atunci S = J; daca sistemul este compatibil, atunci ...

2) alegem un minor principal, A, si specificam ecuatiile
principale, necunoscutele principale si necunoscutele secundare
ale sistemului;

3) rezolvam prin metoda lui Cramer sistemul format din
ecuatiile principale in care necunoscutele secundare se trec in
membrul al doilea (acest sistem este echivalent cu sistemul dat);
obtinem necunoscutele principale exprimate liniar in functie de
necunoscutele secundare (care raman parametri arbitrari).

Observatii.

Daca sistemul este compatibil, existd doud cazuri:

» daca r = n, atunci sistemul este compatibil determinant;

 dacd » < n, atunci sistemul este compatibil simplu, dublu,
triplu,... nedeterminat, dupa cum exista una, doua, trei ... necu-
noscute secundare.

i 1) Sa rezolvam in R sistemul liniar: 2x—4y+6z=1 .
xX=2y+ z=2
Solutie.

2
r=2, A= { =—4 # 0 ; necunoscute principale sunt x si z,

iar necunoscuta secundard y. Notdm y = o (numadr real arbitrar)

. . . 2x+6z=1+4a .
si rezolvand sistemul obtinem:
x+ z=242a

11 -
S= {(Z +2a, a, 73) lae IR} . Deci sistemul este compatibil

nedeterminat, avand o infinitate de solutii de forma de mai sus
(pentru fiecare o real, obtinem un triplet care este solutie a sistemului).
Observatie.
Solutia sistemului liniar, obtinutd dand valoarea zero necu-
. 9 (11 3
noscutelor secundare, se numeste solutie de bazd. Deci [Z, 0, Zj

este o solutie de baza a sistemului dat.

2x— y=1
2) Sa rezolvam sistemul liniar { x+3y=11.
) —x-2y=-1
Solutie. ) 1 1 1
Matricea sistemului | 1 3 | si matriceaextinsa| 1 3 11
-1 2 -1 2 -1

au rangurile 2, respectiv 3. Conform teoremei Kronecker-Capelli
sistemul este incompatibil, S = .
M+y+ z=1
3) Sa rezolvam sistemul liniar { x+Ay+ z=XA ,1in
x+ y+iz=2\
functie de valorile reale ale lui A.
46

e S

x+y=2 x+y=0
c) sx+3y=4; x+3y=0;
2x+y=3 2x+y=0
x+y=2 x+y=0
d) x+3y=4; x+3y=0;
2x+y=2 2x+y=0
x+2y-2z=1
e) {—x+3y+2z=3 ;
8
dx+ y—-8z=—=
4 5

x=3y+z+ t=1
f) x=3y+z-2t=-1.
x—=3y+z+5t=6

16) Rezolva sistemele liniare
X+y+z=2

a) 2x—y-2z=-2;
x+4y+mz=38

x+y+z=0

b) {2x—y-2z=0;
x+4y+mz=0

mx +y +z=1

)< x+my +z=1 1n functie de

X +y+mz=1

valorile reale ale parametrului m.

17) Rezolva sistemele:

2

2x,—3x, =1 =g

S5x,+7x,=2 2
ays 7 ; b) qytz=——;

X, —x,=—1 3

-2x,+4x, =-6 P x=—o

2
6x=—-4y=3z
X+2y+2z=4"

18) Rezolva sistemul de ecuatii:
ay+bx=c
cx+az=b, abc#0.
bz+cy=a




Solutie.
Determinantul sistemului este A = (A — 1)2(A + 2).
e Daca A # 0, adica A # 1 sau A # -2, atunci sistemul este

2
Cramer si §— {(_ A+l 1 (A+1)

A+27 A+27 A+2

* Daca A = 0, atunci existd urmatoarele situatii:
i) daca A = 1, atunci toate ecuatiile se reduc lax + y + z = 1;
sistemul este compatibil nedeterminat, S = {(a, B, 1 —a.—B)| o, p€ R};

-2

J}, AeR, A= A#-2.

ii) daca A = -2, atunci A b= =30, deci rangul

sistemului este » = 2. Singurul minor caracteristic este

-2 1 1
A, =1 -2 =2/=9#0, deci sistemul este incompatibil.
11 4
Definitie.

Un sistem liniar in care toti termenii liberi sunt nuli, se nu-
meste omogen. Forma generald a unui sistem liniar omogen de
a,x,+a,x, +..+a,x, =0
. ay X, +ayX, +...+a,,x,=0
m ecuatii cu n necunoscute este: i ,

P a,x +a,x,+..+a x =0

aiie R, i=1,m, j=1,_n.

Orice sistem liniar omogen este compatibil, avand intotdeauna
cel putin solutia nula (x, x,, ..., x ) = (0, 0, ..., 0). Daca r este
rangul matricei sistemului, avem cazurile:

* dacd » = n atunci sistemul este compatibil determinat, avand
solutia unica (0, 0,... 0);

» daca r < n, atunci sistemul este compatibil nedeterminat.

X, +3x, +2x,=0

EEEMPLY
. . 2x,—x,+3x,=0
| Sa rezolvam sistemul .
3x,—5x,+4x,=0
X, +17x, +4x, =0
Solutie.
Din matricea sistemului (77 = 4, n = 3) obtinem 4 determinanti

3

de ordinul 3, toti nuli. Avem A, = 5 =-7, adica » = 2. Necunos-

cutele principale sunt x,, x, si notim x, = a, o € R.
Sistemul admite si solutii nenule, obtinute prin rezolvarea siste-

X, +3x, =20 11 1
mului ; S=4 ——a,——a, a ‘aeIR .
2x, —x, =30 7 7

Sistemul este compatibil nedeterminat.
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19) Rezolva urmatoarele sisteme lini-
are omogene:
2x,+3x, —x; +5x, =0
3x —x, +2x,=7x, =0

a)

2

4x, +x, —3x,+6x, =0
X, —2x, +4x,-7x, =0
3x, +4x, —5x, +7x, =0
2x,=3x, +3x;, - 2x, =0
4x, +11x, —13x, +16x, =0’
Tx, —2x, +x,+3x, =0
X, =3x,+x;,—x,=0
© {2)(1 +x, —x; +2x, =0;

b)

2x,—3x,+3x;=0
n 3x,—4x, +5x, =0

2

5x,+x,+2x,=0

X +x,+x;,=0

x+y+z=0
3x—4y+2z=0
e) y—x+7y+3z=0.
IIx—y+4z=0
x+2t=0

20) Rezolva sistemul
xX+y=c
y+z=a, a,b,ceR.
x+z=b

Solutie. Adunam ecuatiile si obtinem

a+b+c . R
X+y+z= . Scadem, pe rand, ecua-

tiile initiale din aceasta relatie si obtinem:

—a+b+c a-b+c a+b—c
X= s = ) z=
2 2 2
(sistem compatibil determinat)
ax=by=cz

21) Rezolva sistemul { ,
mx+ny+pz=r

a, b, c,m,n,p, re R
Solutie. Se scriu primele doud ecuatii
sub forma de rapoarte egale:

A =k
L1 1 mmn p mmn p
a b c a b ¢ a b ¢
Lk kK
a’y b’ ¢
-



RoBLEAE
P:_?‘—"‘

=" @ 1. Rezolva sistemele liniare urmatoare
ﬁ prin metoda Iui Gauss:
PACTNE x—y+2z=1 x—y+2z=1
a){ 14y—-3z=3 ; b){2x+12y+z=5;
z=-1 3x—-12y+8z=1
X—=y+z=-5 6x -2y +5z=-22
C)yx—2y—z=-3; d){4x+3y+2z=9 .
x=3y—-3z=-1 —3x+7y+8z=38

@ 2. Rezolva urmatoarele sisteme liniare prin metoda
lui Gauss:

2x+y+3z=13 X+2y+3z=8

a)y x+y+ z=6 b) 13x+ y+ z=6.

3x+y+ z=8 2x+ y+2z=6

@ 3. Rezolva sistemele liniare prin metoda lui Cramer:

12x -7y + 62z =83 3x+8y—4z=23
a){8x—4y—-3z=24 ; b) <6x+2y+7z=6 ;
—2x+5y+13z=23 —x+9y—-5z=38
8x+13y—62=—158 YHymIHL=S
x—y+2z-3t=1
c)y7x—9y+5z=122 ; d)
6x +3y — 4z =26 xty-r=1l
x=3y+5z-Tt=-3
@ 4. Rezolva prin metoda lui Cramer:
X+y+z=6 2x+y+z=4
a) 2x—y+z=3 ; b) {x+2y+3z=12
3x+2y-z=4 xX=2y+2z=-12
@ 5. Rezolva urmatoarele sisteme liniare:
2 —x, +3x;+x, =13 X+5y—z-2u=8
3 +2x, —xy —2x, =4 Ix-1ly+u=-+4
D sk — 3642621, =3 O |x—dp—2r— =3
X, — 2%, +3x; —4x, =-10 2X4+3y+4z+u=-+4
@ 6. Rezolva sistemele pentru m € R:
mx—2y=-1 mx+4y=9
{x+2y m+2’ b {9x+my=1'

@ 7. Rezolva urmaitoarele sisteme liniare:

x—6y+z=7 X+y+z=3

? {2x Sy+3z=2 ){2x+2y+2z=—l;
x+3y—z=2 X, +x, =3x;=-1
3x-y+z=1 2x, +x, = 2x; =1
—2x+y+22——1; 9 X +x,+x,=3
4x-2y-3z=4 X +2x, =3x; =1

@ 8. Determinad o real astfel incat sistemul liniar

oax+(a+1)y=2a

( )y sa fie compatibil nedeterminat.
20+ (o +3)y =4a

@ 9. Pentru ce valori ale lui m sistemele liniare
urmatoare sunt compatibile?

2x+3y=10 x+y=-1 x+3y=1
a)<3x—-2y=2 ;b)<2x+y=m; c){2x—my=10
xX+my==6 2x -3y =8 3x+my=>5m

@ 10. Aratd cd urmatoarele sisteme liniare sunt
compatibile, pentru a, b, c, m,n € R:

X+y=m (b—c)c—a)x+(a-b)'y=1
a) smx+ny=m"; b)(c—a)a—bx+(b—c)y=1;
nx —my = mn (a—b)(b—c)x+(c—a)’ y=1
(m—a)x+(m—->b)y=a-b
c) {(m-b)x+(m—-c)y=b-c.
(m—c)x+(m—a)y=c—a

@ 11. Pentru ce valori ale lui a si b fiecare dintre
sistemele liniare urmatoare este compatibil?

2x—y=5 x+2y+2=0 ax+by=1
ax+2y=2b  |2x+ay=b+6 |(b-Dx+y=2
3x+2y=a+1" [3x+3y=6 2x+3y=3 '
x-3y=5 2ax—by =12 ax+(b-3)y=4

@ 12. Rezolva sistemele liniare urmatoare in raport
cu parametrul real A.

2x+Ay =8 M+y+z=1
a) IAx—2y=-1; b)qx+Aiy+z=>A .
X+2y=A+2 X+y+iz=2\2
@ 13. Rezolvd urmaitoarele sistemele liniare:
2x+y—-4z=0
mx+y+z=0
a{ ; b) 3x+5y-7z=0.
xX—y+mz=0
4x-5y—-62z=0

@ 14. Pentru ce valori ale lui m urmatoarele sisteme

liniare admit si solutii diferite de solutia nula?
mx+y+z=0 mx+my+z=0

a) x+my+z=0; b) {mx+y+mz=0.

x+y+mz=0 x+my+mz=0

@ 15. Determina conditia ca sistemul liniar
x=by+cz
urmator | y=ax+cz sa admita si solutii nenule.

z=ax+by



9. Interpretarea geometrica a sistemelor liniare cu doua necunoscute

Fiecare ecuatie a unui sistem liniar cu doua necunoscute se

reprezintd In plan printr-o dreapta.

Pentru a interpreta geometric un sistem liniar de doua ecuatii
cu douad necunoscute vom reprezenta grafic dreptele cores-
punzatoare ecuatiilor sistemului. Coordonatele punctului de
intersectie, daca exista, verifica simultan ecuatiile sistemului si

reprezintd solutia acestui sistem.

JA_~€  Consideram ecuatia ax + by + ¢ =0, cu b # 0 si functia

A e A1 g
este o dreapta.

* Daca m # 0, atunci dreapta

y = mx + n intersecteazd axa Ox

in punctul (—ﬁ, 0).
m

e Daca m = 0 si n = 0, atunci
dreapta y = 0 reprezintd axa Ox.

e Dacd m =0 si n # 0, atunci
dreapta y = n reprezinta o paralela
la axa Ox, deci nu are puncte de
intersectie cu Ox.

EXEMPY Q3 interpretdm geometric sistemul:
4x+y=12
) lx+2y=10"

Sistemul are solutia unica x = 2,
y=4,deci S ={(2,4)}
(sistem compatibil determinat).
Cele doua ecuatii ale siste-
mului reprezinta ecuatiile a doua
drepte care se intersecteaza in

/

a c .
y=mx+n,unde m=——, n= 5 a carei reprezentare

punctul (2, 4).

2) Sa rezolvam sistemul

4x+y=12
8x+2y=24"

Obtinem o infinitate de solutii:

S ={(x, ) ’y =12 — 4x, x € R} (sistem
compatibil nedeterminat).

Cele doua ecuatii ale sistemului sunt
ecuatiile a doua drepte care coincid
(coordonatele oricdrui punct de pe
dreapta 4x + y = 12 reprezintd o solutie
a sistemului).

/\y
12

“\E

A

U

S\

—

WY

= >
0 3\ X

Sd rezolvam sisteme liniare.

o o J2x—y=1
1) Fie sistemul liniar .
3x+2y=5
a) Rezolva sistemul.
b) Reprezinta grafic, in acelasi reper
cartezian, dreptele de ecuatii y = 2x — 1 si

=—=x+=.
4 2 2

c) Gaseste coordonatele punctului de
intersectie al celor doua drepte.

d) Ce legatura exista intre solutia sistemului
liniar dat si coordonatele punctului de
intersectie al dreptelor date?

e) Pornind de la interpretarea geometrica a
multimii solutiilor unui sistem compatibil
determinat, da exemplu de un astfel de
sistem liniar. Rezolva-l.

x=2y=1

2) Fie sistemul liniar {Zx _4y=2"

a) Rezolva sistemul.

b) Reprezinta grafic, in acelasi reper
cartezian, dreptele de ecuatii d: x — 2y = 1
sid,:2x—4y=2. Cepotispune despred, sid,?
c¢) Ce interpretare geometrica are multimea
solutiilor sistemului liniar dat?

d) Pornind de la interpretarea geometrica a
multimii solutiilor unui sistem liniar
compatibil nedeterminat, da exemplu de un
astfel de sistem liniar. Rezolva-I!

x+y=2

3) Fie sistemul liniar .
2x+2y=1

a) Rezolva sistemul.

b) Reprezinta grafic, in acelasi reper
cartezian, dreptele de ecuatii d: x +y =2
sid,:2x+ 2y = 1. Ce pozitie are dreapta d,
fata de dreapta d,?

c) Interpreteaza geometric solutia sistemului.
d) Pornind de la interpretarea geometrica a
multimii solutiilor unui sistem liniar
incompatibil, da un exemplu de un astfel
de sistem. Rezolva-I.

- - - - - _




5 ) 4x+y=12
3) Rezolvam sistemul
4x+y=10
prin metoda reducerii sau metoda substi-
tutiei si obtinem S = & (sistem incompa-
tibil). Cele doud ecuatii ale sistemului
reprezinta doua drepte paralele, deci nu au
nici un punct comun.

N

_.
2

10

(=]

In interpretarea geometricd a unui sistem liniar cu 2 necu-

noscute putem avea urmadtoarele situatii:

* sistemul are o infinitate de solutii si
o infinitate de puncte de intersectie ale
celor doud drepte; in acest caz cele doua
drepte coincid; uneia dintre necunoscute
i se poate da o valoare arbitrara, iar cea-
lalta este determinata in functie de prima;

Yop X (X0 Vo)

* sistemul nu are solutii; dreptele sunt
distincte si paralele.

v d

\/><

/ |0

* sistemul admite o solutie unicd; in acest
caz dreptele se intersecteaza intr-un singur punct;

v 4,
d,

v

/0 x

Ce se intampla daca sistemul este format din mai mult de doua
ecuatii cu doua necunoscute? Imagineaza astfel de situatii!

e S

4) Rezolva sistemele liniare si
interpreteaza geometric multimea solutiilor
fiecarui sistem:

x+2y=4

Y 2x+4y=8"
2x+y=1
x+3y=-2’
x+2y=3
2x+4y=T7"

5) Rezolva sistemele si interpreteaza
geometric solutia obtinuta.

-x+2y=1 x=3y=0
a) 2x+y:3 ; b) 3x+2y=0.
Tx—y=6 y=5=0

6) Rezolva sistemele liniare si inter-
preteaza multimea solutiilor fiecarui
sistem:

x+2y=4
a) 12x+4y=8 ;

3x+6y=12
2x+y=1

b) x+3y=-2;
x—-2y=3
x+2y=3
C) 12x+4y="7;
2x+4y =8

2x-y=1
d) <x+3y=11
-x—-2y=-8

EXEMPLY 2x— y=1
Sa interpretam geometric sistemul: { x+3y =11
—x-2y=-1
Fiecare ecuatie a Y 7
sistemului reprezinta ~
ecuatia unei drepte in plan: 3p-o
d:2x-y—-1=0; N
d, x+3y-11=0; 0 S
d:x+2y-1=0. 11 d;
Observam ca d, &

d Nd = {2, 3)}

si acest punct nu apartine dreptei d,, deci sistemul este

incompatibil.

50

x+y=1
7) Fie sistemul < x+my=1

x+(2m-1)y=1

a) Pentru ce valori ale lui m solutia siste-
mului reprezintd o dreaptd in plan?

b) Pentru ce valori ale lui m sistemul este
incompatibil?




P‘F.'&H‘*E @ 1. Interpreteaza geometric sistemele liniare :

—
{2x—3y=5 {x+3y=5 {2x+y:4 {2x+8y=4
R PSSR ) 3y v =5’ ©) _3) ) —
P ROPVE 3x-2y=1 3x—y=5 2x+y=3 x+4y=2
@ 2. Interpreteaza geometric sistemele liniare:
2x+3y =8 S5x+y=13 Tx—-4y=1 3x—4y=1
a) 13x-2y=-1; b) 12x+3y=13; c) yx+2y=-1; d) jx+y=-1.
x+2y=5 3x+2y=12 3x—-12y=5 x=3y=2

@ 4. Scrie ecuatiile sistemelor corespunzatoare dreptelor reprezentate mai jos si calculeaza coordonatele
punctelor de intersectie ale acestor drepte.

»t »4 4
1 1 1
1 1 —
2 o 2 S ! S
0 X 0 X 01 e
2
4 4
\ 1
| i
| X -1 0 X
_1
2
A
y A A
3 1 i
1 1
5 > : 5 IN\2 5
-1 x 01 I\ x -1 0 X
2
-1
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Teste de evaluare

Testul 1

1
o
a) Calculeaza 4", n € N*.
b) Arata ca matricea 4 este inversabila.

1
1. Fie matricea 4= {0

23
c¢) Rezolva ecuatia AX:(O J.

d) Calculeaza 4° — 34 + 21

x+oay+2z=1
2x+2y+z=-1,a,BeC.
x+y—z=8

a) Rezolva sistemul pentru oo = 0 si f = 1.

b) Rezolva sistemul pentru o = 0 si f = 0.

c¢) Rezolva si discuta sistemul in raport cu
parametrii a si € C.

2. Fie sistemul:

Testul 3

In multimea Al(R) se considera matricele

12 1
A= L=
12 0

G={X(a)|ae RsiXa)=1,+ad}.

a) Verifica daca 4% = 34.

b) Verificd dacd 1, € G.

c) Arata ca X(a) - X(b) = X(a + b + 3ab).

J , si multimea

d) Arati ci X(a)-X(—%)zX(—%), Vae R

e) Arata ca, dacd a=# —% , atunci

X(a)- X(%) =1,.

f) Utilizdnd metoda inductiei matematice, demon-

3
g) Determina ¢ € R, pentru care

X(_zgm) : X(_2(3)06) o X(0)- X(%) : ...-X(%m) -

= X(1).

streaza cd (X(a))" = X(3"'l(a+l)n —%J , Vne N*.
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Testul 2
1. Se considera sistemul:

x—y+z=0

x—2y+3z=0, unde (x, y, z) eR’.

x=3y+5z=0
Notam cu 4 matricea sistemului.
a) Calculeaza determinantul si rangul matricei 4.
b) Rezolva sistemul.

c) Gaseste o solutie (x,, y,, z,) a sistemului pentru
care x, + 2y, + 3z, = &.

2. In multimea permutarilor cu 4 elemente, S,
consideram permutarile

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
e= 5 o= 9 T= B
1 2 3 4 21 3 4 321 4
precum si submultimea H = {x € S, | x2 = e}.
a) Arata ci e € H.

b)Aratica c € Hsi 1 € H.
c) Aratd ca gre H .

Testul 4
1. Se considera matricele
-4 2 2 2 2 2
A= 2 -4 2 |,B=|2 2 2 siC=A+B.
2 2 -4 2 2 2

a) Demonstreaza ca rang (4 + B) = 3.
b) ratd ca A> = —64 si B> = 6B.
c) Arata ca AB = BA.
d) Demonstreaza prin inductie ca dacd matricea
X € M(R) astfel incat X* = ¢X, t € R, atunci pentru
orice m € N* avem: X" = ! - X.
e) Determini matricea C", Vn € N*.
(Bacalaureat 2000 - varianta 4 economic)

—x—-2y+3z=1
2. Se considera sistemul 2x-y—-z=2 ,

m parametru real si 4 matricea sistemului.
a) Calculeaza determinantul matricei A4.
b) Determina valorile lui m pentru care sistemul este
compatibil determinat.
c¢) Pentru m = 1 rezolva sistemul.
(Bacalaureat 2000 — varianta 8 — economic)
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Siruri de numere reale

1. Multimi de puncte pe dreapta reala

Dreapta reala
A ME
Folosirea numerelor la masurarea lungimilor a condus

L =
A aeiaq la reprezentarea lor pe o dreapta.

Definitie.

Se numeste axa numerelor (sau axd de coordonate, sau
dreapta reald) o dreapta d pe care sunt fixate: un punct O
(origine), un segment OF (de lungime unitate) si un sens pozitiv
(dela O spre E) .

-b a

— —
P el N N
1 1 1 1 1 } 1

P(b) -2 E'C1)O©) E() 2 M)

Numarului 0 7i corespunde originea axei O. Numarului pozitiv
a ii corespunde punctul de pe semidreapta (OF aflat la distanta a de
O. Unui numar negativ b 1i corespunde punctul de pe (OFE' situat
la distanta — b de O. Punctul P(x), asociat numarului x, se numeste
imaginea lui x, iar numarul x se numeste abscisa punctului P(x).

Dintre douad puncte de pe axa numerelor, abscisa celui din
dreapta este mai mare decat abscisa celuilalt punct.

Putem reprezenta numai portiu- : A .
nea de axd care ne intereseaza. 2 3 4 5

v

x, x=0

Distanta dintre P(x) si O este : d(P(x), O) = |x| ={ 0
—x, X<

Distanta dintre punctele P(x) si P'(y) este d(P(x), P'(y)) = |x - y|.
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Cum se reprezintd numerele?

1) Reprezinta pe axa numerelor reale
punctele de abscisa:
a)-3; b)-1; ¢)2; d) 3; e)5; ) 2,5;

3
m) 1,5 5m) 73 0) 25p) —3:1) 5.

Indicatie.

Pentru 2 foloseste diagonala unui
patrat de latura 1.

2) Aratd ci: V2¢Q,3/5¢Q,

3) Calculeaza:
; C) ‘1—\/5; d)‘\/§—2‘.

4) Expliciteaza in functie de numarul

a)|l-3

; b)

2

real m:
a) |m +3

; b) ‘m+\/§

;C) |m—3|+|m+3|.

5) Reprezintad pe axda multimile:

A={xeR|d(P(x),0)=2},
B={xeR|[d(P(x), 0)<2},

C={xeR[d(P(x),0)>2}.

- -
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Teorema. Proprietdtile modulului
Pentru orice ¢, b € R avem urmatoarele proprietati:

I la|=0 ©a=0; 2 |a]>0 < a#0; 3. |-a|=|a
4. | 5. 14=1 bxo;
bl |b

6. |al=b,b>0< ac{-b;b}
8. |a|>b,b>0<:>a<—bsaua>b;

10. |a|l-|b]<|a-b].

9. |a+b|\

7. |al<b,b>0 ©-b<a<b;

6) Determina distanta dintre punctele:
a) A(2) si B(3) ; b) A(-2) si BQ3) ;

0) A(/3) si BQ) ; d) AN3) si BQ).

7) Arata ca:

)VabxelR

‘x A BT

Ordinea numerelor reale si intervale de numere reale

Multimea numerelor reale este Inzestrata in mod natural cu trei tipuri de structuri, fundamentale pentru

gandirea umana:
A ME
Structura de ordine pe R este data de relatia <
A s T A

1) Va € R, a < a (reflexivitate)

structura algebrica, structura de ordine, structura topologica.

Structura algebrica a numerelor reale este datd de operatiile de adunare si inmultire.
(sau poate fi definita de relatiile inrudite: <, >, >).

Relatia de ordine a numerelor reale este definita de urmatoarele proprietati:
) Va,be Rya<bsib <

a=a=b (antlslmetrle)

3)Va,b,ce R, a < bsib <c= a < c (tranzitivitate) 4)Va,be R,a < bsaub <
Proprietiti de compatibilitate ale relatiei de ordine ,,<” cu operatiile din R
Pentru orice a, b, c€ Ravem: l)a<b=a+c<b-+c 2)Ya<bsicz0=a-c<b-c

Utilizand proprietatile de mai sus, demonstreaza urmatoarele proprietati ale relatiei de ordine:

HVa,be R,a=0sib>0=a-b>0 D)Va,be R,a>0sib<0=a-b<0
I)Va,be R,a<0sib<0=a-b=>0 NHYa,b,c,de Ria<b,c<d=atc<b+d
5)Va,be R,0<a < b:>l/l

a

Cu ajutorul relatiei de ordine putem sa definim intervalele. Fie a, b € R, a < b.

1) {x‘xE R, x > a} = (a, ©) 6)
£ »
—0 a ©
2) {x|xe R, x> a} =[a, ©) 7)
b »
—0 a 0
3) {x|x € R,x<a}=(-», a) 8)
3 >
—0 a o0
4) {x‘xEIRx\a}—(— a] 9)
| >
—0 21 ©
5) {x|x e Ra<x<b}=(a,b)
e
—00 a b 0

5") Pentru € > 0, un caz particular este intervalul centrat in a,

Observatie. [a,a]={a}, (a,a)=92

54

{x|x € R a<x <b}=(a, b]

¢ ] >
—00 a b 0
{x|x e R,a<x<b}=1[a,b)
Iz Y >
/} Ll
—00 a b 0
(x| xe R,a <x<b}=]a,b]
b 4 >
—00 1) a b o0
{x‘xe R} = (—o0, +o0)
% %

adicd {xeR||x-al<e}=(a—¢g,a+¢).




Dreapta reala incheiata

Pana acum am lucrat cu simbolurile o si —o. Extindem in Rw{—o0, w0} ordinea si operatiile din R.

Definitie.

Notim R=RuU{-w0, }; R se numeste dreaptd reald incheiatd. Pentru orice numar real x consideram:

¢ wo<x<w

, 0
¢ xtoo=w+x=0w ¢x-w=—0+x=-o Qx-oozw-xz{oo t 0i=i=0
-0, x<0 00—
¢ 0+ow=00; —00—00=—0; 0000 =0} —00-00 =—0; (~00) - (~0) =0
Nu definim si nu dam sens scrierilor: N 0
+oo
¢ 0- ¢ 0+ ¢ 0-(£x) ¢ (£0)-0 0+— 06
+o0

Multimi marginite

In continuare, vom remarca acele numere care sunt mai mici
sau mai mari decat toate elementele unei multimi.

Definitii.

Fie 4 o multime nevidd de numere reale.

Un numar real m se numeste minorant pentru A daca m este
mai mic sau egal decat orice numar din 4 (m < x , V x € A).

Un numar real M se numeste majorant pentru A daca M este mai
mare sau egal decat orice numar din4 (M = x,V x € A).
A se numeste mdrginitd superior (majoratd) daca admite majorant.
A se numeste mdrginitd inferior (minoratd), daca admite minorant.
A se numeste mdrginitd daca este marginita superior si inferior.
O multime nevida care nu este marginita se numeste nemdrginitd.

Observatie. O multime este nemarginita daca nu este
marginitd superior sau nu este marginita inferior.

Teorema. Fie 4 c R, nevida.
I. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) multimea A este marginita;
2) existd a, b € R astfel incit a < x < b, Vx € 4;
3)exista M € R cu |x|<M, Vxed.

IT. 4 este nemarginitd <>V M € R,dx,, € 4 cu |xM|>M.

Demonstratie.

I. 1) < 2) A este marginita dacd si numai daca admite un
minorant @ si un majorant b; adica: Vx € 4,a < x < b.

3)= 1)Daci 3 M €R cu|x| <M,V x€ A4, atunci multimea 4
admite —M ca minorant si M ca majorant, adica: V x€ 4,-M < x < M.

1) = 3) Reciproc, dacd 4 este marginitd, atunci exista
numerele a si b astfel iIncat a < x < b, Vx € 4.

Fie M = max{|a|, |b|}. Avem -M < —|a|<x<|b|< M, VxeA.

&)
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Cercetam dacd multimea este
mdrginita!

8) Reprezinta pe axa fiecare dintre
intervalele urmatoare:

a) (lv OO)’ b) (_7v OO)’

: L)
o= |1
e) (—OO’ _9)9 f) (—OO’ 3)’
g) (—OO’ _4]9 h) (—OO’ 5)’
) (2, 7); ) [-5, 3L
k) (2, 7]; ) [-3, 5).

9) a) Care dintre intervalele de mai
sus sunt minorate in R?
b) Care dintre intervalele de mai sus sunt
majorate in R?
c) Care dintre intervalele de mai sus sunt
marginite in R?

10) Reprezinta pe dreapta reald inter-

valele: a) [1,\/5+1};
b) (1-v2,1442); ) (-0, 42].

11) Fie A = {x € R| x* < 2}. D
exemplu de un minorant si de un
majorant al multimii 4.

12) Fie B= {x € R|x* < 8}.
Da exemplu de un majorant al multimii B.
Multimea B admite un minorant?

-




II. Demonstratia se reduce la un calcul logic. Ne vom baza
pe urmatoarele teoreme de logica:

a)V g si rpropozitii: (r<q) < (Ir<lg).

b)V P(x, y) predicat: |(Fx Vy P(x,y) < (Vx 3y [P, ),

T(WVx3yPk,y) < IxVyI|Px,y)

Ca urmare, sunt adevarate urmatoarele propozitii:

A este marginitd <>3IM >0, Vxe d, |x|<M

A este nemdrginitd < VM >0, Ix,, €4, xM|>M
(am notat X, deoarece acest numar depinde eventual de M).

Definitie.

Fie A o multime nevidd de numere reale.

Numarul m € R se numeste minimul multimii A si se noteaza
minA, daca m este minorant pentru 4 si m € 4.

Numarul M € R se numeste maximul multimii 4 si se noteaza
maxA, daca M este majorant pentru 4 si M € A.

Vom demonstra cd minimul (ca si maximul) unei multimi,
daca exista, este unic: fie A o multime reald; presupunem ca a
si m sunt minime in 4, deci a, m € A; rezulta m < a sia < m,
deci @ = m. In concluzie, mind este unic.

Definitie.

Fie 4 o multime de numere reale, nevida.

Cel mai mare minorant (daca existd) al multimii 4 se numeste
infimum (margine inferioard) pentru multimea 4 si se noteaza infA.

Cel mai mic majorant al lui 4 (daca existd) se numeste supremum
(margine superioard) pentru A si se noteaza supA.

Observatii.
¢ Dacd 3 inf4 siinfd € A4, atunci inf4 = minA.
¢ Daca 3 sup4 si supA € A, atunci sup4 = max4.

Vecinatati in R

-

13)FieC={xe R ’x“ > 1}. Multimea
C admite un minorant? Dar un majorant?
14) Gaseste minoranti si (sau)
majoranti, daca existd, pentru:
A={xe Q| <3}
B={xe R|x>0six*> 3}
15) Reprezintd pe axa reala fiecare
din multimile:
A={xe R|x*<3};B={xe R|x¥<4};
C={xeR|x¥>2};D={xe R|x»=2}.

16) a) Precizeaza minimul si maximul,
daca existd, pentru fiecare din multimile
A, B, Csi D de la ex. 15.

b) Precizeazad marginea inferioara si
marginea superioara, daca existd, pentru
multimile 4, B, C, D (exercitiul 15).

17) Pornind de la ...

Axioma lui Cantor.
Orice multime de numere reale, nevida,
marginita superior admite supremum.

demonstreaza urmatoarea ...

Teorema.
Orice multime nevida de numere reale
marginitd inferior admite infimum.

Indicatie. Pentru 4 # &, A cC R,
A minoratd, notdm -4 = {-a ’ a € A}.

Obtinem inf4 = —sup(-4).

In continuare, vom vedea cum se leagd intre ele numerele reale. Mai exact, ca orice numar real are o
vecindtate si in orice vecinatate, oricat de micd, a unui numar real se afla o infinitate de numere reale. Ca sa
studiem unele numere vom apela la vecinii lor. In acest caz putem parafraza un proverb astfel: ,,Spune cu cine

te invecinezi ca sa-ti spun cine esti“.

Definitie.

O multime de numere reale V este vecindtatea numdrului
real a daca exista r > 0 astfel incat (a —r,a +r) C V.

Notam cu 7 (x) multimea vecindtdtilor numdrului x.

Un tip de vecinatati ale unui punct a sunt intervalele simetrice
de centru « si raza r, notate (a — r, a + r).

Consecinta.
O multime ¥ nu este o vecinatate a punctului a daca Vv » > 0,
intervalul (a —r,a+r) ¢ V.
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Sd lucram cu vecindtdti!

18) Arata ca: a)(0,2)e 7(1);
b) (0, 2)g 7(0) ; c) [0, 1] & 7 (0).

19) Este (-0, 0) o vecinatate a lui —3?

20) Arata ca intervalul [0, 2] este

vecindtate a oricarui numar a € (0, 2),
dar nu si pentru a € {0, 2}.

‘



Propozitie.
Intervalele (a, b) sunt vecinatati pentru orice punct al lor.

Demonstratie.

Fiex € (a, b) si r = min{x —a, b — x} > 0. Avem
V=(x-r x+r)c(a, b) deoarece
a=x—-x—-aysx-r<x<xtr<x+t(({b-x)=5b.

Orice vecinatate a unui punct este vecinatate pentru o infinitate
de puncte. De exemplu, intervalul [0, 1] este vecinatate pentru orice
punct din (0, 1). Deci, o vecinatate nu caracterizeaza un punct, insa
multimea tuturor vecinatatilor caracterizeaza perfect punctul.

Observatii.

¢ Vx,yeERx#y, IV EVX), V€V () cuV NV =T
(oricare ar fi doud numere reale diferite, ele au doua vecinatati
disjuncte).

¢ N V={x}

Ve 7 (x)
(intersectia tuturor vecinatatilor unui punct este chiar punctul).

Vecinititiin R = R U {~o0, 0}

Cum legam —o si o de multimea R? Prin vecinatati, desigur!

Definitie.

O multime V" din R este o vecindtate a lui —o daca existim € R
astfel incat [0, m) < V. O multime V' din R este o vecindtate a
lui oo dacd exista M € R astfel incat (M, +oo] < V.

O multime V din R este vecindtate a lui x dacd VN R e 7 (x).

EFEMPLE

i

1) [0, oo] este vecinatate a lui oo .

2) R este vecindtate a oricarui punct al sau (rezulta din
definitia vecinatatii unui numar real, aplicata la —oo si o).

3) R nu este vecinatate a lui o deoarece © £ R.

e

21) Daca 0 < x<g, Ve >0, atunci x = 0.

22) Fie a € R; definim urmatoarele
intervale:
{x‘xe ﬁ,x<a} = [-, a)
7 AY »
|4

o) »
—0o0 a [e¢]

{x‘xe R, x < a} =[-x, a]
1
a

o
14

—00

B
»

o0

{x‘xe ﬁ,x>a}:(a,oo]

V. |
)X 71
—0o0 a o0

{x‘xe R, x > a} = [a, ©]
b ¥

—00 a o0

Reprezinta pe axa reald intervalele:
a) (2, ]; b) [0, —6);
¢) [3, «l; d) [0, 5].

23) Fie x € R . Demonstreaza ci:
a) daca Vy eR,y < x, atunci x = 0.
b) daca Vy eRR,y > x, atunci x = —oo0.
24) Fie a € R. Atunci:
a) Ve Na)siVcU=Ue Ha);
b)V.,V,e Ma)y=V NV, € a);
coVe Ma)=acV;
d)V Ve Ha),3 We a)alVbe W, We 1(b).

25) Arata ca:

Definitie.

Fie A o submultime a lui R.

Un element x € R (numadr real, —oo sau ) este punct de
acumulare pentru multimea A daca¥V Ve 7 (x), VN A — {x}#J.
Notam cu 4" multimea punctelor de acumulare ale lui A.

Un element x din A care nu este punct de acumulare pentru 4 se
numeste punct izolat al lui 4, adica: daca IV € ¥ (x),V (N A={x}

a) ne (0, m)’, unde (0, )" este multimea
punctelor de acumulare din intervalul
(0, m);

b) (n,5)" = [m, 5];

EEEMPLY

@ 0 si 1 sunt puncte izolate in A4,

A’ = [2, 3], adica punctele 2, 3 precum si orice punct din
(2, 3) sunt puncte de acumulare pentru 4.

)
3

Fied = {0, 1} U (2, 3) 5 T 2(
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¢) 1 este punct de acumulare pentru mul-

timea trunchierilor sale, {[nl(l)? ] ’ neN}.

26) Arata ca originea este punct de
acumulare pentru multimile urmatoare:

a) {izyneN*};b) 0, 5); ¢) R\ N;
n
d)Q; ¢ R\Q; )R\ {0,5};

g) R\{l|nem*}
n

-



prepriar @ 1.Fiex € R. Folosind proprietatile mo-
e . . . . .
—— dulului, expliciteaza urmatoarele expresii:
ﬁ a) E(x)=|x——|;

pRopsE 2

b) E(x) = x> — 5x + 6] ;
C)E(x)=|x—2[+[3 —x.

@ 2. Reprezinta pe dreapta reala urmatoarele multimi:
A={xe R| | <2};
B={xe R||x-1] <1}

C=ixelR||1—2x|<%l;
D={xe R|}x| = 2};
E={xeR|x-1]>1};

-1l

2]

@ 3. Exprima cu ajutorul modulului urmatoarele
inegalitati, pentru a, b € R:

F={xelRH1—2x|

1 1
a) a——<b<a+—;
b) b<a—— sau b>a+—.
2 2
@& 4. Reprezinta pe axa reala multimile:
A= {xe R|d(x, 3) <1};

B={xe R|dx1)>2};
C={xe R|1 <dx 3) <3}

@ 5. Determind n € N* daca:
1 1 1 1
—s_ b)—<—:
a) n>5, )n 5
2 1 2" +1 1
) [o—-1ll<—: d) <—.
7 +1 100 2" +3 10

@ 6. Fie a, b, c € R. Arata ca:

) a+b—|a—b|

a) min{a, b}=f;
a+b+|a—b|

b) max{a, b}=f;

c) |a—b|+|b—c1 +|c—a| =2(max{a, b, c}—min{a, b, c}).
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@ 7. Demonstreaza prin inductie matematica:
Vx,X,..x,€R Vne N¥

|y + 30, x| [+ x|+ +

xn

@ 8. Fie n € N*. Pentru orice numar real x exista
1

<—.
n

m
x__
n

m € Z astfel incat

@ 9. Determinad infimum, supremum, minimum,
maximum (daca existd) pentru urmatoarele multimi reale:
a) (=2, 1];  b) [-1, DU(2,3];  ¢) {=3;(0,100);

d) {1—l|neN*}; e) {3 _1|neN*}.
n 3" +1

@ 10. Care dintre multimile urmatoare sunt veci-
natati ale lui 0,5:
a) (0,+2); b)R\Z ©) (-0, -1);

{—%,%+r}r>0; e)Z; f) IR\{%}?

@ 11. Arata ca submultimile urmatoare sunt nemar-
ginite si calculeaza inf, sup, min si max, daca acestea
exista.

a) {re R|x*>2};

b) {re R|x>0, x> 2};

¢) {xe R|x*+x<0};

d) {xe R|x¥+x<0};

e) fre R|x*+x2 < 0};

f) re R|x +x2<0};

2
g) { a |X>0};
x+1

h) {x — sinx | x € R}.

@ 12. Determind punctele de acumulare si punc-
tele izolate ale multimilor urmatoare:

a) {1!ne2*}; b) {1!xeR*};
n X

¢) (-0, =3)U[5, +0); d) Z,
e) N; fyR\ Z,
g) R\ Q; h) (—o0, =3)U{l}.



2. Functii reale de variabila reala

A A . . . g7 x o
et ] Se numeste functie reald de variabild reald o

A functie f: £ — F, daca E si F sunt submultimi nevide
Am et aqy ale multimii numerelor reale.

In continuare, vom folosi termenul de functie intelegand ca
este vorba de o functie reald de variabila reala.

Fie E o multime simetricd fata de origine, adicd o multime de
numere reale cu proprietatea —x € E, Vx € E; fie functia /': E > R.
[ se numeste functie pard daca f(-x) = f(x), Vx € E.

[ se numeste functie impard daca f(—x) = —(x), Vx € E.

Fie T € R* si £ o multime de numere reale cu proprietatea ca
x+Te Esix—Te€ E,Vxe€ E. Functiaf: E— R are perioada T daca
f(x+T)=f(x), Vx € E. In acest caz, f'se numeste fitnctie periodicd.

Daca f: E — R si exista un cel mai mic 7 > 0 astfel incat
fix + T) = flx), Vx € E, atunci T este perioadd principald pentru f.

Functia /: E — R (E < R) este mdrginitd daca 3a, b € R astfel
incat a < flx) < b, Vx € E, adica Imf este 0 multime marginita.

Se considera functia /: £ —> R (£ < R).

a) feste crescdtoare pe E dac Vx,, x, € E, x, <x,, atunci f{x,) <A(x,).
b) f'este descrescdtoare pe E dacd Vx,, x,€ E, x,<x,, atunci f(x,) =>f(x,).
¢) f este monotond pe E daca este crescatoare sau descrescatoare pe F.

Observatii.

@ Daca in definitia functiei crescatoare, descrescatoare, respectiv
monotone inegalitatile Intre valorile functiei sunt stricte, functia
se numeste strict crescdtoare, strict descrescdtoare si respectiv
strict monotond.

# Pentru studiul monotoniei unei functii, /: £ — R, uneori
este convenabil sd consideram x, x, € E, x, # x, si sd studiem

S - f(x)
semnul raportului —————— .
X, —X

w f(xl)_f(xz)

Daca —
X=X

au acelasi semn, adicd functia este strict crescatoare.

o f(xl)_f(xz)

Daca —
X~ X

au semne opuse, adica functia este strict descrescatoare.

> 0, atunci diferentele f(x ) — f(x,) si x, — x,
< 0, atunci diferentele f(x,) — f(x,) si x, — x,

_ Functia constanta
;.1 - .N £ ’
: Se numeste functie constantd o functie f: R —> R,
f

21

(x) = ¢, unde ¢ € R (c este un numar real).

Ay s Reprezentarea graficd a functiei y
constante este dreapta orizontald dusa prin
punctul (0, c¢). (0, ¢)
Observatii. 0 x

4 Functia constantd este marginitd; Imf = {c}.

¢ Functia constanta este o functie para, deoarece
f(-x)=c=f(x), Vx € R, deci reprezentarea grafica este simetrica
fatd de axa Oy.
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1) Care dintre urmatoarele functii sunt
functii reale de variabila reala?
a)f: N> N, f(x)=x%
b) /R —Z, f(x) = [x];
)f:C—oC, f(z)=z+iz;
d) f: R > R? f(x; y) = (x - 2y; 3x - y);
e)f: R—>R, f(x)=x%+ 5x°-2.

2) Ce proprietate de simetrie are re-
prezentarea grafica a unei functii:
a) pare; b) impare?

3) In figura urma-
toare este reprezentarea
grafica pe [0, o) a unei

functii /: R > R. O‘ 1 X
Completeaza graficul pe (—oo; 0) daca:

a) feste pard;  b) f este impara.

4) Demonstreaza ca, daca T € R* este
perioada pentru functia f/: R — R, atunci:
a) —T este perioada pentru f;

b) kT este perioadi pentru f, Vk € N*.

5) Functia f: R > R are perioada
T = 2 si reprezentarea ei grafica pe [0; 2]
este: y

-2 0‘ 2 4 6 X

Completeaza reprezentarea grafica pe
[-2; 0) si pe (2, 6].

6) Daca numarul a € R* este pe-
rioadd pentru functia f, precizeaza alte
trei perioade ale functiei f.

7) Se considera functia f: R > R.
Atunci:

a) f este marginita dacd IM > 0, M € R,
astfel incat |f(x)| <M,Vxe R,

b) f este marginitd daca Imf este o
multime marginita.

8)Fie functiaf: E >R (EcR),a,be E,

f(@)-f®)
a-b
Completeaza urmadtoarele enunturi,
astfel incat sa obtii propozitii adevarate.
a) Daca R(a, b) > 0,Va, b€ E, a # b,
atunci functia f este ...

a # b si raportul R(a, b)=

o



A AE

Functia putere si functia radical

s > Se numeste functia putere cu exponentul natural n
Amopriaqy (n € N*), functia f: R > R, f{x) = x".
In cazurile n = 1 si n = 2 reprezentdrile grafice sunt urmatoarele:

y y
f@=x S@ =
0 X 0] X
(prima bisectoare) (parabold)

In cazurile n =3 si n = 4 reprezentdrile grafice sunt urmatoarele:

y y
f =
0 b 19} X
Sy =x*
(parabola cubicq) (parabold)

> Se numeste functia putere cu exponentul intreg negativ —n
(n € N¥), functia f: R* > R, fix) =x™".
In cazurile n = 1 si n = 2 reprezentarile grafice sunt urmatoarele:

y y

fix) =

0] X 0} X
Sy =x

(hiperbold echilatera)

Stabileste, pentru fiecare reprezentare graficdi de mai sus,
daca functia este marginitd, monotona, pard/impara, bijectiva;
determind Imf.

> Fie n € N, n > 2. Se numeste functie radical de ordinul
nfunctiaf: E—> R, f(x)= Yx , unde £ = [0; ), daca n este par
si £ =R, daca n este impar.

Pentru n = 2 si n = 3 reprezentarile grafice sunt urmatoarele:
y y

/ @) X
fix)=Ix
Observatii.

4 Orice functie radical este strict crescatoare pe domeniul ei
maxim de definitie.
4 Orice functie radical de ordin impar este o functie impara.
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0 X

Jox) =Vx

N e

b) Daca R(a, b) < 0, Va, b € E, atunci
functia f este ...

c) Daca R(a, b) nu are semn constant
pentru Ya, b € E, atunci ...

9) Stabileste pentru ce valori ale lui
n € N* functia f: R > R, fix) = x" este
para sau impara.

10) Stabileste intervalele de monotonie
ale functiei /: R —> R, fix) =x", n € N*.

Indicatie.

Analizeaza separat cazurile n par si n
impar. Foloseste reprezentarile grafice
alaturate!

11) Stabileste pentru ce valori n € N¥,
functia /': R* > R, f(x) = x" este para
sau impara. Foloseste reprezentarile
grafice alaturate!

12) Care sunt intervalele de monotonie
pentru functia f: R* > R, fix) =x", n € N*?
Foloseste reprezentarile grafice alaturate!

13) Stabileste valoarea de adevar a
propozitiilor: 1
a) Functia /: R* > R, f(x)=— este

x
strict monotond deoarece este strict des-
crescatoare pe (-, 0) si pe (0; ).
b) Functia /' : R* > R, flx) = x este
marginita.

Indicatie.

Foloseste reprezentarile grafice alaturate!

14) Stabileste domeniul maxim de de-
finitie al fiecarei functiif: D > R, D c R:

a) f(x)=~/x+x;
b) f(x)=2x+7;
) f(x)=~x—1+4x-2;

@ﬂwau;;

15) Fie functia /: R > R,
f(x)=~x"+mx+1; care sunt valorile

parametrului real m?

16) Daca functia f: £ —> R,
f(x)={2x—m are domeniul maxim de
definitie [-1; o), cat este parametrul real m?

——'



Functii polinomiale

Definitie.

Se numeste functie polinomiald cu coeficienti reali o functie
fTR>R fx)=ax"+a x'+.. +ax+a,undea,a,..,
..,a € Rsine N.

Numerele a, a,, ..., a, se numesc coeficientii functiei
polinomiale f. Coeficientul a, se numeste termen liber.

Numarul natural maxim n, cu @, # 0, se numeste gradul
functiei polinomiale f ; se noteaza gradf = n.

Pentru functia polinomiala f cu gradf = n, numarul a, se
numeste coeficient dominant.

EFEMPLE 1
* Functia f: R - R, f(x)=2x"—3x" +Ex2 —Bx+4
@ este o functie polinomiala de gradul cinci;
*2:R > R, g(x) = x>+ 3 este o functie polinomiala de
gradul doi;
*k:R-> R, k(x)= 2x—+/3 este o functie polinomiala de
gradul unu;
*h:R— R, h(x) =17 este o functie polinomiala de gradul zero.

Conventie.
Functia polinomiala nula (care are toti coeficientii zero) se
considera ca are gradul —oo.

JA_ ANE R

R In clasa a IX-a s-au studiat functiile polinomiale
de gradul zero, de gradul intdi si de gradul doi.
Amprs2q Functiile de gradul intai, /: R - R, f(x) = mx + n,

m # 0, si functiile de gradul doi f: R > R, f(x) = ax* + bx + c,
a # 0, au urmatoarele reprezentari grafice:

S SNV
AN T

X a<0

Fiecarei functii polinomiale f: R — R ii putem asocia o ecuatie
polinomiald (numita si ecuatie algebricd): f(x) = 0, x € R.
Putem rezolva astfel de ecuatii utilizand descompunerea in factori.

e

17) Pentru fiecare din urmatoarele functii
polinomiale, precizeaza coeficientii si ter-
menul liber.
a)f:R—> R, filx)=5x-3x*+2x -7,

b)f:R—R, f(x)=ﬁx[X+%J;
O f: R R, fx) = (2 -2+ 1),

18) Da cate un exemplu de functie
polinomiala care:
a) este functie para;
b) este functie impara;
c) are termenul liber 2+4/3 ;
d) este strict crescatoare;
e) nu este monotona.

19) Determinad functii polinomiale
I/ R — R, de grad mai mic sau egal cu 2,
care au urmatoarele reprezentari grafice:

y

a
) ___ O
X
_____ |
y
D L
[0) X

A M
Sl -@ =@ -a@! taat ta ), Vo, x e R,
Vne N, n=>2.
A s T A
Teorema.

Dacd numarul p € Z este solutie a ecuatiei algebrice cu
coeficienti intregi a x" + a x"'+ .. +ax+a, =0 (n € N,
- H n n—1 1 0
atunci p ’ a,
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Demonstratie.
. . 71 —_ b
Din relatia a p" + a_ p"' + ... + a p + a, = 0 obtinem
-1 -2 —
plap~ +a  p + +.... +ta)ta, = 0
Deoarece suma si primul termen se divid cu p, rezulti p | a,.

Teorema.
Daci numirul £ c @ (unde p, q, € Z,q # 0, (p, g) = 1) este
q

solutie a ecuatiei algebrice cu coeficienti intregi
-1 _ * . .
ax"+a x"'+..+ax+a,=0(ne N¥),atuncip | a,siq | a.

Probleme rezolvate.

1) Rezolvi ecuatia x* — 2x — 56 = 0 in Z.

Solutie.

Trebuie sa gasim solutiile intregi (dacad existd) ale ecuatiei
date. Fie f: R > R, f(x) = x* — 2x — 56. Cautim p € Z astfel
incat f(p) = 0. E suficient sa verificam daca divizorii numarului
56 sunt solutii ale ecuatiei. Gasim f(4) = 0.

JO)—f(A)=xX-2x-56-4+2-4+56=(x*-4)-2(x-4)=
= (x — 4)(x* + 4x + 14).

Din f'(x) = 0 obtinem x — 4 = 0 sau x> + 4x + 14 =0, de unde x = 4.

2) Rezolvi inecuatia -3 +3x%-3x+2<0,xe R

Solutie.

Fief:R—> R, f(x)=x*-3x+3x2 - 3x + 2.

Observam ca f(1) = 0.

) —f(D)=x*-3x+3x>-3x+2-1*+3-13-3-12+
+3-1-2=x-1)-3-1+3x>-1)-3(x-1)=
=x@-DF-2x+x-2)=x - DXx-2)+x-2)] =
=@x-DEx=2)*+1).

Din f(x) < 0 obtinem (x — 1)(x —2) <0, de unde x € (1, 2).

3) Rezolva ecuatia x* — 10x* + 125 =0, x € R.

Solutie.

Ecuatia poate fi rezolvata cu metoda de mai sus sau procedand
astfel: x*—10x*+125=0 ; (x’ —5x")—(5x"—125)=0 ;

515\/3}'

(x=5)(x* =5x—25)=0; xe{S; 5

Observatie.

Aplicarea metodei prezentate mai sus se bazeaza pe gasirea
unui numar p € Z astfel incat f(p) = 0.

Functii rationale

N e

20) Precizeaza gradul si coeficientul
dominant pentru fiecare din functiile
polinomiale urmatoare:
a)f:R>R, flx)=-5x*+7x+1;

b)f: R > R, fix) =2 - x)(x* + 5);
o) f:R>R, f(x)=+3x"—7x* +5x-3.

21) Daca functia f: R > R,
fx)=m>—x*+ mx*+3, me Reste o
functie polinomiala de gradul trei, cat
este m?

22) Care dintre urmatoarele ecuatii
este ecuatie algebrica?
a)2x —3x2+4x +1=0;
b) sinx + 2x* — 3 = 0;
¢) Nx'—1+x=7;

d) 2x-3)(x*+x+1)=0.

23) Rezolva in R ecuatiile:
a)2x+3=28;
b)2x+3=2(x+3)-3;
c)2x+3=2(x+3)+3;
d)3x>-2x-1=0;
e)x’—2x+1=0;
x> +x+1=0;

) (V2 +0\3=x+1;
h) x* - 3x*> + 2 = 0.

24) Fie functia
fx)=x"—4x* —4x+ 16, x € R.
a) Scrie ca produs functia f.
b) Rezolva ecuatia f(x) = 0, x € R.

25) Care sunt solutiile intregi ale
ecuatiilor urmatoare:
a)x' —3x -2+ 12x -8 =0;
b)x'+ 37 —5x+1=0;
)2 =3 +4x+1=0?

Definitie.
Se numeste functie rationald cu coeficienti reali o functie
X . o .
f:D—>R, f(x) =% , unde p, si p, sunt functii polinomiale

P
cu coeficienti reali, p, este diferita de functia nula si

D = {x€ R|p,(x) # 0}.
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26) Demonstreaza ca ecuatia
x® = x’ + x + 2 = 0 nu are solutii intregi.

27) Determina a € R daca ecuatia
x*+ ax* + x— 1 = 0 are o solutie intreagi.

28) Stabileste domeniul maxim de
definitie pentru urmatoarele functii
rationale /': D — R:

2) f(x)=2x+5'

3 B
X —X




EEEMPLY

Functiile /: R > R, f(x)=

3

151g R\ {#1} > R,

g(x)=

" sunt functii raponale cu coeficienti reali.

La sfarsitul clasei a XI-a vei stabili ca aceste functii au
urmatoarele reprezentdri grafice:

[ 1 k/
= AN

o N3 X
q Ly =g)

» Stabileste daca functiile rationale care sunt reprezentate
grafic in exemplul de mai sus sunt pare, impare, marginite,
monotone.

* Determina intervalele de monotonie pentru functiile de mai sus.

Functia exponentiala si functia logaritmica
Consideram un numar real a astfel incat a > 0, a # 1.
A NE Se numeste functia exponentiald cu baza a, functia
“ry o R > (0; ), fix) = a*, pentrua >0, a # 1.
Se numeste functia logaritmicd cu baza a, functia
Amiwi A f:(0,0) > R, fix) = log x, pentru a > 0, a # 1.

n.;/:lr. A Fiea> 0, a # 1. Atunci:

“~'~,,_

log
a®**=x,Vx>0| |log,a" =x,VxeR

EE "r

Functiile exponentiala si logaritmica, ambele cu baza a, sunt
inverse una alteia. Reprezentarile lor grafice sunt simetrice fata
de prima bisectoare.

R o=

0,7 X
5
N, g(x) =log,x g
’ g(x) =log,>
Observatie.
Functiile exponentiale si functiile logaritmice sunt nemarginite.

Notatii.
log, x = lgx (logaritm zecimal); log x = Inx (logaritm natural),
unde numarul e (notatie propusd de L. Euler in 1748) este o
constanta fundamentald in matematica (e este irational si
~ 2,718281...).
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e

2
b) f(x)_(x_l)z ’

2 .
Ay
d) f(x)zxz-l-—x-ﬂ'

X +x+1

29) Daca functiaf: E —> R,

3
X)=————
/%) X2 +x+3m

care sunt valorile parametrului real m?

este definita pe R,

30) Da cate un exemplu de functie
rationald pentru care domeniul maxim
de definitie este:

a) E=R;
b) E=R\ {1;7};
¢) E=R\{£/2; +/3}.

31) Precizeaza, in functie de baza q,
monotonia functiei exponentiale si
logaritmice.

32) Determind multimea Imf daca:
a) feste o functie exponentiala;
b) f este o functie logaritmica.

33) Care este domeniul maxim de defi-
nitie al fiecarei functii /: D — R (D < R)?

a) f(x)= [%)Y +10%;
b) fix) = log,(x* — 2x — 2);

©) f(x)=lg(x-1)+x-3.

34) Determina parametrul real m astfel
incat fiecare din urmatoarele functii sa fie
bine definita:

a)f:R>R, f(x)= (’"Jr;)

b)f: (0; 0) > R, f(x) =log‘m‘71x
o) f: R— R, fix) = log,(mx* + x + 1)?

35) Arata ca, pentru m € (0, 1), func-
tiile urmatoare sunt descrescatoare:
a)f: R-> R, f(x)=2"—mY

b) f: (0; 0) > R, f(x)=log, x+ (%) .

-
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Functii trigonometrice directe si inverse 36) Precizeaza trei restrictii bijective
ale functiei sinus.

A NE Functia sin : R — [-1; 1] are reprezentarea grafica:
&l 37) Da cate un exemplu de:
o a) centru de simetrie pentru graficul
A, T A Pl ol
functiei sinus;
b) interval maximal pe care functia
sinus este strict descrescatoare;
. ¢) interval maximal inclus in (—o0; 0) pe
. .. . -
l-f.‘”’f} | sin(—x) = —sinx, Vx € R |(func‘gia sinus este impard) care functia sinus este strict crescatoare.
S
EETIVE | sin(x + 2kn) = sinx, Vx€ R, Vk e Z |

(functia sinus este periodicd, de perioada principala 27)
||sinx| <1,Vxe R |

38) Da cate un exemplu de:
a) axa de simetrie pentru graficul functiei
cosinus;
b) interval maximal inclus in [0, ) pe
care functia cosinus este strict descres-
Functia sin:{—ﬂ,ﬁ}—)[—l,l] este o restrictie bijectivd a catoare;
22 ¢) interval maximal inclus in (—o0; 0] pe
care functia cosinus este strict crescatoare.

T T .. . - R
Pe {—5 5} functia sinus este strict crescatoare, deci injectiva.

)

functiei sinus.

ghi- ”" Functia cos : R — [-1; 1] are reprezentarea grafica:
A 39) Stabileste daca urmatoarele
o T A .. ’ :
functii /: R — R sunt pare sau impare:
a) flx) = sinSxsin7x;
b) fix) = x + 2sinx;
Cos X
70 )y cos
oy |cos(—x) = cosx, Vx € IR| (functia cosinus este pard)

f s
Ml 2
LETVE |cos(x + 2kn) = cosx, Vx € R,Vke Z |
(functia cosinus este periodicd, de perioada principald 27)

d) fx) = cosx + sin’x.

40) Determina Imf'daca f: R — R si:

| lcosx|<1,Vxe R | a) f{x) = 3sinx;

Pe [0, 7] functia cosinus este strict descrescatoare, deci injectiva. b) fix) = cos7x;
Functia cos : [0, t] — [-1, 1] este o restrictie bijectivd a ¢) f(x)= 1 )
functiei cosinus. 5+3cosx

FA_AE

O Functia tg:R\ {@ |k e Z} — R are repre-

zentarea grafica:
A pa T A
y 41) Folosind formula

COs X =sin[§+xj ,Vxe R,

explicd un procedeu prin care graficul
x functiei cosinus se poate obtine din
graficul functiei sinus.

ol
N
=

SE
)

ST
)
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' A& 42) Fie functia
(| e = e VxelR\{—(% H)n]keZ} iR =[], /() = sinx
LETNE 2 a) Determina o multime 4 c R, 4 # R

astfel incat f(4) = [-1; 1];
b) Determind o multime B — R astfel

tg(x + hn) = tgx, VxeR\{@]keZ}, Vhe Z Incat f(B) = (0; 1);
T 5.

c¢) Determind multimea f ([2, TD

(functia tangenta este impard)

(functia tangenta este periodicd, de perioada principald )

43) Rezolva cerintele de la problema
42 pentru functia /' : R —» [-1; 1],

T T . < . < .
Pe (——, —J functia tangenta este strict crescatoare, deci injectiva.
flx) = cosx.

2°2

. T e .
Functia tg: | —=, = | = R este o restrictie bijectivd a functiei . . .
’ 2’2 ’ ’ 44) Determind domeniul maxim de

tangenta. definitie pentru fiecare din functiile
f+E—>R(EcCR).

A AE
) Functia ctg : R\ {kn | k€ Z} — R are reprezentarea a) f(x) = tgx + tg2x;
graficd urmatoare: b) f(x) = ctgl2x — tgx;
HH;H"'-. Ay i y i i sin X
! ! : ) f(x)= 5
! ! : tgx —1
| | | d) f(x)=etgx.
! o : | 2n
R T BN x 45) Se considera functia
2 ? 2 i 2k -1
f:lR\{%keZ}—)lR,f(x)=tgx.
A7 [etg(x) = —ctgr, Vxe R\ fhn [ k€ Z} | 2012:;21;11:% o multime A < (0, o) astfel
L_*} (functia cotangenta este impard) ’ -
E E . - . . . .
RETWE | ctg(x + hm) = ctgr, Vx € R\ {kn ’ ke Zy,Vhe Z | b) Determina multimile f@——,ED si
(functia cotangentd este periodicd, de perioada principald ) f(( m 5T D
Pe intervalul (0, m) functia cotangenta este strict descres- 27 4
catoare, deci injectiva.
Functia ctg : (0, t) — R este o restrictie bijectivd a functiei 46) Folosind reprezentarile grafice ale
cotangenta. functiilor tangenta si cotangenta,

precizeaza pentru fiecare dintre ele cate
1A NE T doud intervale maximale de monotonie.

3 Functia sin:{—g; 5} —[-1; 1] este inversabila.

47) Determina maximul si minimul
A s e A Inversa ei este functia in :[-1; L a i
tia arcsin:[-1;1]— 57 pentru urmaitoarele functii:
- [ 2 :
! A o a) f: 0;—77}—>IR, Jf(x)=sinx;
F arcsin(sinx) = x, Vx e {—5; 5} - 3
,hetr S
RETIVE . y oo b) f: —Z;Z}—)IR, f(x)=cosx;
| sin(arcsinx) = x, Vx € [-1; 1] | _____ b R L 2 2
: E 1
Reprezentarea grafica a functiei : 2 : ) f: {_E; E} —>R, f(x)=tgx;
arcsinus este urmatoarea: 1' 0} ! 1 3 4
-1 Lo r
1 1 TE TE
----- | “_-_%-0"““1““ d) f —5,—g:|—)IR, f(x)—ctgx,
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lpf} ' |Vx € [-1; 1], arcsin(—x) = —arcsinx |
L e 40 (functia arcsinus este impard)
|Vx1, x, € [-1; 1], x, <x, = arcsinx, < arcsinx2|
(functia arcsinus este strict crescdtoare pe [—1, 1])
SA_NFE
3 Functia cos : [0, t] — [-1; 1] este inversabila.
Inversa ei este functia arccos : [-1; 1] — [0, «t].
A, T Aq
lﬂfﬁ' |Vx € [0; «t], arccos(cosx) = x|
e |Vx € [-1; 1], cos(arccosx) = x |

Reprezentarea grafica a functiei arccosinus este urmatoarea:

T

-1 1t X
s
lpf_ | Vx € [-1; 1], arccos(—x) = 1t — arccosx|
S
N .
RETIVE x, x, € [-1; 1], x, < x, = arccosx, > arccosx,

(functia arccosinus este strict descrescdtoare pe [—1, 1])

AN ek T

kA Functia tg:(—z; EJ — R este inversabila.
HH-N"‘H . . T T

Inversa ei este functia arctg:R — —5; 5 )

- &

Lo T

L.x Vx e (——; —J, arctg(tgx) =x| |Vy € R, tg(arctgy) =y
LETIVE 22

Reprezentarea grafica a functiei arctangenta este urmatoarea:

/7 [arctg(0) = —arotgy, Vx € R|

l\_‘ (functia arctangenta este impard)

RETIVE

|Vx1, x, € R, x, <x, = arctgx, < arctgx2|

(functia arctangenta este strict crescdtoare pe R)
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48) Da cate un exemplu de numar real
X pentru care:
a) arcsin(sinx) # x;
b) arccos(cosx) # x.

49) Stabileste domeniul maxim de
definitie al functiilor f: £ - R (E < R):
a) f(x) = arcsin(x — 2);

b) f(x)= arccosl ;
x

¢) f(x)=arcsiny/1-x>.

50) Stabileste daca urmatoarele functii
sunt pare sau impare:
a) f: [-1; 1] > R, f{x) = 3arcsin(x?);

b)f:[-2:2] >R, [ (x)=arccosej.

51) Se considera functia f: £ - R
(E c R).
a) Cum poate fi obtinut graficul functiei
—f din graficul functiei f?
b) Cum poate fi obtinut graficul functiei
a + f(unde a > 0) din graficul functiei f?

c) Folosind egalitatea
arcsin x + arccos =g, Vx € [-1; 1],

aratd cum poate fi obtinut graficul functiei
arccosinus din graficul functiei arcsinus.

52) Da cate un exemplu de numar real
X pentru care:
a) arctg(tgx)# x;
b) arctg(ctgx) = x.

53) Stabileste domeniul maxim de
definitie al fiecarei functii f: £ —> R
(E c R).

a) f(x)=/arctgx ;

b) f(x) = arcsin2x — arcctgx;
& S(x)=——

16arctg’x — 1’ '




N e

34 AL 54) Stabileste daca urmatoarele functii
0 Functia ctg : (0; 1) > R este inversabila. sunt pare sau impare.
e o Inversa ei este functia arcctg : R — (0; m). a)f: R —> R, f{x) = 2sinx - arctgy;

b)f: R > R, f(x)=73arctgx ;
|Vx € (0, m), arcctg(ctgx) = x| |Vy € R, ctg(arcctgy) = y| ¢) f: R —> R, fix) = arcctg(sinx);
d) f: R > R, fix) = arctg(cosx).

'«.
EE T’ ~¢ Reprezentarea graficd a functiei arccotangenta este

urmatoarea: Y 55) Determind maximul si minimul
____________________ . pentru urmatoarele functii:
) f ——;£ — R, f(x)=arcsinx;
0 2’ 2
X | \/_
|Vx € R, arcctg(—x) = n — arcctgx.l b) f: { 5 }—)IR f(x)=+/arccosx ;
|Vx1, x, € R, x, <x, = arcctgx, > arcctg,x2| L 1SR, .
(functia arccotangentd este strict descrescdtoare pe R) ) f [ ’ ]_) f(x)=mn+arctgx;
Functiile reale de variabild reald prezentate in aceasta d) f: [ 1 0]_>[R f(x)= 1 .
sectiune se mai numesc si functii elementare. arcctg x

Probleme rezolvate.

> Da+m |
1) Se consideri functia f: Ec R - R, f(x) =[M

3 J ,a€ R, me R.
ma +a+m—1

a) Determini m € R astfel incit ma®> +a+m -1 # 0, Va € R.

b) Determind m € R astfel incat functia f sa fie definitd pe R, Va € R.

c¢) Pentru m = —1 studiazd monotonia functiei f.

Solutie.

a) Sunt echivalente urmatoarele afirmatii: -3 13
ma*+a+m—-1#0,VaeR ; A, <0 ; 1-4m* +4m <0 ; me[—oo; — JU{ b ;ooJ,

ma’ +a+m-120,VaeR (1)
b) Functia f este definitd pe R, VaeR < (m* —Da+m

> >0,VaeR (2)
ma +a+m-—1

Daca este indeplinita conditia (1), atunci numitorul din (2) are semn constant, adica este pozitiv Va € R sau
este negativ Va € R. Trebuie ca si numaratorul sa aiba semn constant pentru orice a € R, adica m> — 1 = 0.
Convine doar m = —1.

c) Daca m = -1, atunci f(x) = (2;) .

a —a+?2
1

az—a+2: 1Y 7
a——| +—
2 4

2) Se considera functia f:(0;00) —[In2; oo),f(x)zln[x+lJ
X

Deoarece €(0;1),VaeR, rezulta ca f este strict descrescatoare pe R.

a) Demonstreaza ca f este surjectiva.
b) Determina intervalele de monotonie ale functiei f.
c) Determina restrictiile inversabile ale functiei f si inversele acestora.
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Solutie.
a) f este surjectivd < Yy € [In2; «), dx € (0, o) astfel incat fx) = y.

: : : y Ve -4
Ecuatia f{x) = y este echivalentd cu x> — e’x + 1 = 0 si y > In2. Solutiile sunt x,, =L, Vy=In2.

2
b) Deoarece f =hog unde g:(0, 00)—>[2; ), g(x)=x+l si h:[2,0)—>[In2;©), i(x)=Inx sih este

X
strict crescatoare, este suficient sa determinam intervalele de monotonie ale functiei g.

Fie a, b e (0, ). a # b, Caloulim R(a, b)= S Q=80 _ab=1
a-b ab
e daca a, b€ (0, 1], a # b, atunci R(a, b) < 0, de unde g strict descrescatoare pe (0; 1];
e dacd a, b € (1, o], a # b, atunci R(a, b) > 0, de unde g strict crescatoare pe [1; ).
c) f are doua restrictii bijective; ele au ca domeniu de definitie fiecare interval maximal de monotonie al
functiei f. ) —
£0(0, 1] > [In2; ®), £ :[In2; o) — (0; 1], fﬂ(@:#

5 .
3) Se considera functia f: [m; 2] — [-1; 1], f(x) = cosx. Demonstreaza ca f este inversabild si determina f™'.
Solutie.
[ este inversabila daca si numai daca, Vy € [-1; 1], exista si este unic x € [r; 2] astfel incat f(x) = y.
Ecuatia cosx = y are o infinitate de solutii reale date de formula x_= +arccosy + 2kn, k € Z.
Deoarece functia f este strict crescatoare pe [m; 27t], o singura solutie apartine acestui interval. Ea este
x = 27 — arccosy (justifica!), deci obtinem f~' : [-1; 1] — [0; 2x], f~'(x) = 27 — arccosx.

B

£, o [1; 00) = [In2; ), £, :[In2; 00) —> (1; 0], f; " (x) =

4) Se considera functia /': R — R, f(x) = arcsin(sinx).
a) Demonstreaza ca f are perioada 2m. b) Expliciteaza functia pe [0; 27).

¢) Reprezintad grafic restrictia functiei la [0; 2w).  d) Rezolva ecuatia f(x) :E, x €[0; 2m).
4
e) Rezolva inecuatia f(x) < %’ x€[0;2m) .

Solutie.

a) fix +2n)=fix), Vxe R.  b) f(x)= n—x,xe[g;ﬁ} c)

d) Dinf(x)zg, x €[0, 2mt) obtinem sinng, x €[0;2m), de unde xe{g;%}.

e) Din f(x)é%, x€[0, 2n) obtinem sinx < % ,x€[0;2m), de unde x E{O; %}U[%Tn, 275).
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P RSB LESE

— @ 1. Se considera functia /: R\ {1} > R,
3x+2
peorn€ S (x)=—_1, Cerceteaza:

b) injectivitatea;
d) marginirea.

a) monotonia;

) surjectivitatea;
@ 2. Se considera functiaf: Ec R > R,
f(xX)=~3—-x—-+x+1.

a) Determind domeniul maxim de definitie E.
b) Demonstreaza ca f este injectiva.

c) Determind cea mai mare si cea mai mica dintre
valorile functiei.

@ 3. Se considera functia f: D < R > R,

f(x)=+—x" +3x +4 . Determina:

a) domeniul maxim de definitie D;

b) intervalele de monotonie ale functiei;

c¢) punctele de intersectie ale reprezentarii grafice
cu axele de coordonate.

@ 4. Stabileste domeniul maxim de definitie al
functiilor f: Dc R —> R:

a) f(x)=\/m; b) f(x)=+/sinx—cosx ;

x+1

3j 4 fx)=Ver? -1.

©) f(x)= ln[arccos
2x —

@ 5. Rezolva in R ecuatiile:
a)x’ — 6x2 — 5x — 14 = 0;

b) x* +2x* —x2—4x-2=0.

@ 6. Rezolva in R inecuatiile:
aA)xX* +4x2+x—-6 = 0;

b) 4x3 + 8+ 5x +1 < 0.

@ 7. Expliciteaza functiile /: R > R:
a) f (x) = max {25 107};

¢) f (x) = [arctgx], unde [-] reprezinta functia parte
intreaga;

d) f(x)z‘x3 —3x+2‘,
@ 8. Expliciteaza functiile:

a) f: { 2006} —>R, f(x), f(x)=[lg2x], unde []
reprezintd functia parte intreaga,

b) 1: [0; 2n) = R, f(x) = {sinx}, unde {-} reprezinta
functia parte fractionard;
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o) f:[0; ] > R, f(x) =H<11x{sint};

d)f:[-1; 1] > R, f(x)= min {*}

I<t<x

@ 9. Demonstreaza ca urmatoarele functii sunt
inversabile si determind inversa fiecareia dintre ele:

a) f: [—— —EJ—ﬂR J(x)=tgx;

b) f:{g 3“} —=>[-1;1], f(x)=sinx;

c) f:R\{l} > [—g ng(Z ZJ f(x)= arctg—i

@ 10. Se considera functia

1—
f: R — [0; ), f(x)=arccos xz
I+x
a) Demonstreaza ca f este para.

b) Demonstreaza ca f este surjectiva.

n
c) Rezolvid in R ecuatia f(x) =3

n
d) Rezolvd in R inecuatia f(x) <5.

@ 11. Seconsidera functia f:R—R f(x)={x}(1—{x}).
a) Arata ca f are perioada principala 7 = 1.

b) Traseaza graficul functiei f.

c¢) Determina intervalele de monotonie ale functiei f.

1
d) Rezolvi in R ecuatia f(x) ry
@ 12. Se considerad functia f:(-1,1) >R,

S ==

S={(x,»)]0<x<1, 0<y<l, f(x)<y<f(x)}
a) Arata ca f este bijectiva.

b) Determina f '

c) Arata cd aria S < 1

d) Arata ca multimea S admite o axd de simetrie.

+x .
=—In—— si multimea
2 1-x

@8 13. Determina numarul solutiilor reale ale ecuatiilor:

b) sin2my = —— ;
2007

¢) y*+4y*x—11y* +4xy -8y +8x* —40x+52=0.

a) arctgr = x> +4x+3;

@ 14. Arata ca:
x—=2nm,x € [Znn, 2n+ l)n] )

arccos(cos x) = {—x +(2n+2)m, x e((2n+1)m, (2n+2)n)

arctg(tgx) = x —nm, xe[mt—g nm+ j Vne Z



Siruri de numere reale

3. Notiunea de sir. Siruri monotone. Siruri marginite

SA_NE AT g
- Am 1intalnit deja siruri:

;o 40, 1,2, 3,4 ... (sirul numerelor naturale)
Aminrian & 1, 3,5,7,9 ... (sirul numerelor impare)
®1,-1,1,-1,1,-1 ..

¢ 1,-2,4,-8, 16 ... (progresie geometrica de ratie —2)

Definitii.

Se numeste sir de numere reale (sir numeric, sir real) o functie
reala definita pe N sau N* (z: N > Rsauu: N*—> R).

Imaginea lui » prin functia u se noteaza cu u ; u, se numeste
termenul de rang n. Indicele n arata pozitia sau rangul unui termen
in sir. Sirul se noteaza (u ) _,, (), (1), . () sau (u ).

De exemplu: 2, 3, 5, 7, ... este sirul numerelor prime pe care
il notdm astfel: (p,) _\.cup, =2,p,=3,p,=5p, =7 ..
Observatie.

Formularea ,,sirul (u ) _, definit prin u = u(n)* o vom nota
si astfel: (u(n)),.

De exemplu: sirul (u,)

neN?

1
u,=——-,Vne Nilnotém( ! J
n+l n+l1),

EREMPLY

(Jn—-mn),., estesirul J4—m, /5-m, J6—7,... dat
de functia u, =v4+n—mn,n=>0.

Observatie.

Plecand de la exemplul anterior, considerdm ca (u,),s;,k €N
este, de asemenea, sir.

Modalitati de a defini un sir

A defini un sir inseamna a indica modul de calcul al ter-
menilor sai.

€ Siruri definite prin formula termenului general

Formula termenului general permite calculul oricarui termen
al sirului.

De exemplu, sirul (u ) _, este definit prin termenul general
u =1y +5Avemu, =6;u =4;u,=6 ..

& Siruri definite printr-o relatie de recurentd

Daca se dau primii termeni si o relatie de recurenta, pe baza
principiului inductiei matematice putem calcula termenul de rang
n in functie de termenii anteriori (de rang n — 1, n — 2, ...).
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Cum recunoastem sirurile?
1) Care dintre urmatoarele functii este
un sir real?

a) f:R>R, f(x)=x";

b) g:N>R, g(x)=x";

c) i:N>Z, h(x)=x";

d) i:R—N, i(x)=[x] (parte intreagd);

e) j:Z—>R, j(x)=|x
f) k:N>R, k(x)=2";
g) [:N>C, [(x)=x+1i;
h) m:N—>R, m(x)=|x+i

i) n:N* >R, n(x)=l;
x

. 2
D pii2,4,6,.. >R, px)=—.

2) Calculeaza primele 5 valori ale
fiecareia dintre urmatoarele functii:

D w:{0,2,4,. >R, w0 =2
b) v:{2" l’lGN}-)IR, V(n):n;

o) wi{n® | neN} >R, w(n)=+n+1.
Asociaza acestor functii cate un sir.

2

2

Cum reprezentdm un §ir?
L 5+(-1)"
3) Fie sirul (v ), cu v, =———.
Calculeaza v,, v, , v;, v,. Reprezinta-le grafic.
4) Utilizand prima bisectoare si gra-
ficul functiei f(x) =x*+ 1, x € R, reprezinta

2
=u,~ +1,n=0.

sirul recurent () : 1, =%, u,,
Indicatie.
Se determina punctele M, ieN ale
caror abscise sunt termenii sirului (u,),., .

5) Reprezinta grafic sirul recurent

(@,)s0:@=2, a,, = ,n=0.
a,+1
’ -,
//*/
N/
_>___//
7
7
7
4
\\ ’
0
Vs X
7
7



EREMPY Fie sirul (u) _, definit astfel: uy)=-3,u  =u +2,Vne N.
Din relatia de recurentd obtinem:
u=u,t2=-lu,=u +2=Lu=u,+2=3 ..

Observatie.

Uneori este important sa obtinem formula termenului general
pornind de la formula de recurenta.

EREMPLY o - =
Fie sirul (u) iy, =1, u,  =u+5 Vne N

Din relatia de recurenta obtinem:  u, = u, + 5
u,=u, +5
u=u . +5

n n—1

Adundm si reducem termenii. Obtinem u = u,+ 5n=5n + 1.

¢ Siruri definite prin enumerarea primilor termeni

by 2,3,5,7, 11, ... este sirul numerelor prime.
Nu s-a descoperit inca formula termenului de rang n
din sirul numerelor prime.
Siruri monotone
Definitie.

Un sir (u) _,, se numeste constant dacd u, = u,Vne€ N.

gy Fie sirul (v ) _, definit astfel: uy=2,u, = ju,  +2
@ pentru n = 1. Observam ca u, = 2, u, = 2. Se aratd prin
inductie matematicd ciu =2,V ne N.
Definitii.

Sirul (# ) _,, se numeste crescdtor dacau . = u ,Vne N.
5 n’neN > nt+l n
i i 5 <

Sirul (u,) _, este descrescdtor daca u , <u ,Vne N.

Sirul (u,) _,, este monoton daca este crescator sau descrescator.

Un sir monoton (crescator sau descrescator) in care oricare doi
termeni consecutivi sunt diferiti se numeste strict monoton
(respectiv strict crescdtor sau strict descrescdtor).

e

6) Fie sirul (v) _,, definit prin: v, = 1,
v, =2, v =y +3y_, pentrun > 2.

Calculeaza v,; v, ; v

V3V

o
7) Fie sirul (a,) _,, definit astfel:

a,=1,a  =5a,Vne€ N. Atunci

a =5a_

= 2 =
,=5%a ,= ...

Determina formula termenului general.

8) Fie (u,), cuu, =(-1)". Calculeazi

uZn St u2n+1 .

9) Determind primii 5 termeni ai
sirului (@,) definit astfel:
a,=2,a,=1,a,  =2a ~3a ,Vn=1l

10) Determina termenul general al
sirului (b ), definit prin: b,=1,b , =b —2.
11) Determina termenul general al
sirului (¢ ) definit prin: ¢, =2, ¢ , = 2c .

12) Determina termenul general al
fiecaruia dintre sirurile date mai jos:

o

N
—_ | —

—

—

o
~
—_ | —
-

(e
~
—_—
[@)
\]
~
|98}
\S]

o
=

Cum alegem metoda adecvatd pentru
studiul monotoniei?

Observatii.
4 Exista siruri care nu sunt monotone.
De exemplu, sirul dat de a, = (-1)", n€ N: a,= 1, a, = -1,
a,=1..
2

¢ Un sir (a,)

n, <n, < n, astfel incat a, <a, >a, sau a, >a, <a, .

oy U este monoton daca exista n, n, n, € N,

Putem afla daca un sir (u,) _, este crescdtor sau descrescator
prin urmatoarele metode:

Metoda 1. Se studiaza semnul diferentei a doi termeni consecutivi:
edaciu , —u >0,V n€ N,atunci () este crescitor;
sedaciu, —u <0,V ne N,atunci (u ) este descrescator.
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13) Determind u,, astfel incét sirul definit
prin: u, = ju, , +6,n>1 s fie constant.

14) Precizeaza numerele reale a pentru

care sirul (a”), este:
a) strict crescator; b) strict descrescator;
c) constant; d) nemonoton.

15) Studiazd monotonia sirurilor defi-
nite prin formula termenului general:

a)a =n*+2n+3;
n

b) bn:n+2 :
n+l1

C)C, =73,

) o

dd, =d,_ —1; dy=1.

-



Metoda 2. Daca termenii sirului sunt strict pozitivi, compa-
ram raportul a doi termeni consecutivi cu 1:

< .U . .
edaciu, >0si —L>1, Vn eN, atunci (u,) este crescdtor;

un
< . u . 9
edacau >0si 1l <1,V n € N, atunci (u), este descresctor:
un
EFEMPLE
1) Fiesirul () _,,cuu =n*+ 1. Avem u  —u =2n+1>0,

ceea ce aratd ca sirul (u ) _, este strict crescator.

i

u ., —u =-5<0,decisirul (u ) _,, este strict descrescator.
n+l n > n/neN
n

3) Fie sirul (v ) _, definit prin: v, = —-. Evident, termenii sirului
n

2) Fie sirul (u ) _,, definit astfel: v, = -2, u , =u — 5. Avem

sunt strict pozitivi. Pentru studiul monotoniei, vom folosi a
2
LV 2n° —2n-1 Y
doua metoda: - —1= —>0,V n > 2, deci 2L >1,
v, (n+1) v,
YV n = 2. Rezulta ca sirul este crescator (pornind de la rangul n = 2).

Siruri marginite

Definitii.

Un sir (u,) _,, este majorat, sau mdrginit superior, dacd exista
un numar real a astfel incit u < a,V n€ N.

Unsir (u,) _, este minorat, sau mdrginit inferior, daca exista un
numdr real b astfel incatu, > b,V ne N.

Un sir (u,),_,, este mdrginit dacd existd un numar real M,
M > 0, astfel incat |un|<M, Vne N.

Sirurile care nu sunt marginite se numesc nemdrginite.

Observatii.
¢ Un sir este marginit dacd este minorat si majorat.

este marginit: 0<u <1,V n€ N*.

neN*

. n+1
De exemplu, sirul (2_n)

4 Orice sir crescator are ca minorant primul sdu termen.
@ Orice sir descrescitor are ca majorant primul sau termen.

¢ Sirul (u ) este nemarginit daca VM >0,3n,€ Ncu |unM > M.

-

1
16) Fiesirul (a ) _, : a,=—1, @, = §“n~

Calculand diferenta a ,, — a  obtinem

1
gan -a,= —%an. Semnul diferentei

depinde de semnul lui a, .

Arata prin inductie matematica ca
a <0,vne N

Arata cd sirul (a,) _,, este strict crescator.

17) Studiaza monotonia sirurilor:
a)l,2,3,...mn, ...;
b) -1, -2, -3, ... —n, ...;

1 223 n-1 n n+l

9 9 9 9 e B B 9 e

2°1 3 2 n n—-1 n

18) Studiazd monotonia sirurilor defi-
nite prin relatia de recurenta:

1
a) en+1=1+e_530=1 ;
b) [, =2+ 1 fo=4

Cum determindm marginile unui sir?

19) Arata ca sirul (n_—l este majorat de 1.
n+l),
20) Arata ca sirul ( cosn), este marginit.
1+(-1)"
21) Arata ca [(—)] este marginit.
n

22) Studiazd monotonia si marginirea

I (3n+1 2n+1
sirurilor: ; ;
4n+3), . n+2 "

(_3n+1) : (_ anj _acR.
77’1 neN* n+1 neN

n

Definitie.

Fiesirurile (@) _,, i (b)) _, cuproprietatea ca existd numarul natu-

ral n astfel incdt a < b,V n€ N, n > n,. In acest caz, spunem

ca sirul (a,) _,, este majorat de sirul (b)) _, , iar sirul (b)) _, este

minorat de sirul (a) .
> n’neN

1 1
De exemplu, sirul (2— este majorat de sirul (—2)
n +n— neN nJ,en

incepand cu rangul n = 5.
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23) a) Arata ca [( ] este marginit.
N

b)Aratacasirul 0, 1,2, ..., n, ... are minorant;

c) Arata ca (a,),.,, @, = —n,are majorant.

n=0 2

. 2n . 2
24) Sirul | — este majoratde |—|?
n+3), nj,

25) Cati termeni ai sirului n=7
2n—11), 4

sunt negativi? Cati termeni are sirul

( 3 ) (11
in|—,—|?
n+2) . \10°8

——'



prediiag @ 1. Fie sirul (1) _, cu termenul
——— 3
general u, = .
n+2
propUSE a) Calculeaza u,, u,, u,.

b) Arata cd (u,) este descrescator.
c¢) Determina p € N cu proprietatea ca
(n>p)=(0<u <10").

2n+1

n+3’
a) Calculeaza primii trei termeni ai sirului.

b) Arata ca sirul (u,) este strict crescator.
c) Arata cd sirul (u,) este marginit superior de 2.
d) Determind p € N daca2 - 10° <u <2,V n>p.

® 2. Fiesirul (u,) cuu,=

1
® 3. Fie sirul (), cu u, € Rsi u,, =§un +8.

Determina u, € R astfel incat (u ) sa fie sir constant.
@ 4. Studiazd monotonia sirurilor («,) _, aritand,
in fiecare caz, ca u , —u = 3(u, —u
a)u,=-2,u, =3u +35;
b)u,=-3,u,  =3u ~7.

n-17"

@ 5. Studiaza monotonia sirurilor cu termenii generali:

3n—1
a)a =n’—3n+5; b)b ="
n+l
15}1 n
c)cn=(’5); d)d,,=4—;vn>1.
n n!

@ 6. Fie sirul (a,) _,, definit prin a, = 0,

1
a =an71+3—n,Vn = 1.

n

a) Stabileste formula termenului general.
b) Studiazd monotonia sirului.
c) Aratd ca (a,) este un sir marginit.

@ 7. Pentru urmatoarele siruri definite prin for-
mula termenului general:

i) calculeaza primii 5 termeni;

ii) reprezintd grafic primii 3 termeni;

iii) studiazd monotonia si marginirea.

a) Bn+5) b) (—4n + 11)

3 4
)| —-n——| ;
(5 ll)neN

e) (3n*+ 12n-1)

N’

d)y (*—n+3) s

D+ 1),

8 (2,ew
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D E,ens

o[(1]]

K) ((-2)),en 3

2n—1
m) ;
2n+1),

0) (- (=1)") e

D ((<0,5)),cps
3n+1

™ (_”_5),,6»4’

p) (V3n+1)

S R

nelN*

t) [3—] ; u) (sin n—n) .
3
n nelN* 3 neN

@ 8. Arata ca sirul (u,)
este marginit.

u, = sinn — 2cos3n

neN

@8 9. Sunt marginite urmatoarele siruri?

_2n—1
3n+1

@ 10. Fiesirul (a,) a, . Determina for-

neN 2

mula termenilor a,. sia,.
ntl 3 2n

@8 11. Calculeazi primii 6 termeni ai urmatoarelor
siruri. Studiazd monotonia $i marginirea fiecaruia
dintre urmatoarele siruri.

u,+5 _ .
37w, = =2;

Au,  =u —1,u =1; b) u,, = 0

2 1
C) Uyt =§un, U, = 1; d) Uy = _gun’ U, = 4

u,—3 _
f)unJrl_ ’MO_
u, —1

1
€) Uy :2+M_’ Uy = SH

n

1
g) u,, =E{un +ij’ u, =1

0;

u

n

h) u,,, =,6+u,,u, = 3.



4. Limita unui sir

In antichitate, matematicienii greci (Arhimede, Zenon si altii) au utilizat sirurile pentru obtinerea unor aproximari

cat mai bune ale unor numere. Mult mai tarziu, s-au introdus conceptele de sir convergent si limita. Abia la inceputul
secolului al XIX-lea, Bolzano (1817) si Cauchy (1821) au dat definitia convergentei unui sir. In acest domeniu au
avut rezultate remarcabile si matematicienii Gauss (1777-1855) si Abel (1802-1829).

Siruri care au limita

Notiunea de limita este fenomenul cel mai important din
analiza matematicd. Sd ne apropiem de aceastd notiune prin

cateva exemple.
1
1) Fie sirul cu termenul general a, =—)

n
M Sa reprezentdm pe axad primii termeni:

EXEMPLE N neN .

1 1 1 1
a, =-1, a :E’ ay=——,a, =Z, as =——; a, =g;...
_1 1
- 2 0 2 !
@ % _ad 4

Daca n ia valori foarte mari, ce poti spune despre pozitia
termenilor pe axa? De care numar real tind ei sd se apropie?
Consideram urmatoarele multimi care sunt vecinatati ale originii:
11 1
I/1 :[_5’ EJv Vz = (_27 4)3 I/3 :[_Za wj s V4 = (—OO’ 1) U (77 OO)
Pentru fiecare dintre ele raspunde la intrebarile urmatoare:
a) Cati termeni ai sirului sunt in afara multimii V?
b) Incepand de la cerang k€ N  avemx € V,Vn > k,n€ N?

S n
2) Consideram sirul cu termenul general a, =5 neN.

5
Avem a;, =0, q :E’ a,=1,qa =5, a, =2, a :E’ ag =3, ..

0 1 2 3
a, a, a, a, a, a, a,
;_,—v\—/

Daca n ia valori foarte mari, de care element din R tind sa
se apropie termenii sirului?

Consideram multimea V' € #(x), V = (2, ].

Raspunde la intrebarile a) si b) de la exemplul 1. Daca se
considerd o altd vecinatate, V' € ¥(«), care sunt raspunsurile
la intrebarile de mai sus?

3) Consideram sirul cu termenul general a, =—n,neN.
Avem: a,=0,a,=-1, a, =2, a, =3, a,=-2, ..
-2 -1 0
N cll4 cll] cll?_ clll cll()
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1) Reprezinta grafic primii cinci
termeni pentru fiecare din sirurile:

1
(5——} Qe m)yes ST
n nelN*

Ce poti spune despre termenii
sirurilor cand » ia valori foarte mari?
Citre ce element din R tind ei sd se
apropie?

2n+1

2) Se considera sirul a, = ,n=2.

Cati termeni ai sirului sunt in afara

vecinatatii V:G;gj a elementului 2?

3) Se considera sirul (2n + 1) _, si
Ve Hwo), V=(10; o]. Cati termeni ai
sirului sunt in afara multimii V?

4) Se considera sirul cu termenul gene-
ral @ = -3n + 13, n € N si multimea
Ve #(-x), V= [-w0; —4]. Determina
n, € N astfel incat a € V, Vn > n,.

Logica in actiune!

5) Sa ne amintim calculul propozitional.

Orice propozitie are o valoare de adevar
notata cu 0, daca propozitia este falsa, si cu 1,
daca propozitia este adevarata.

Fie p si q propozitii. Valorile de adevar
ale propozitiilor compuse sunt date in tabel:

pPlq | P|PAG|PVG|P>qlpoq
o0 [ 1] O 0 1 1
O[T 1] 0 1 1 0
1[0 0] O 1 0 0
L1 10 1 1 1 1

Demonstreaza ca, pentru orice propo-
zitii p, ¢, urmatoarele propozitii sunt ade-
virate: (p—q)<>(pvq); p>q>(pAg);
PAge(PV); pVago PAT:
(p—>q) < (lg=1p).

——'



Daca n este foarte mare, de care element din R tind si se
apropie termenii sirului?

Consideram multimea V' € #(-), V' = [0, —5). Raspunde
la intrebarile a) si b) puse la exemplul 1.

Ce a fost comun 1n cele trei exemple de mai sus? De fiecare
datd am gasit un element /R astfel incat orice vecinatate a lui
[ sa contina termenii sirului incepand de la un anumit rang.
Elementul /R, daca existd, se numeste limita sirului.

Definitie.

Fie (a)) unsirsi /e R. Sirul (a) are limita [ (sau sirul (a,)
tinde la ) daca orice vecinatate a lui / contine toti termenii sirului
incepand de la un anumit rang.

Se noteaza lima, =/ sau lima = /sau g —"—[ sau a, — L.

n—>0

Sa analizam, din punct de vedere al logicii matematice,
definitia limitei unui sir.

Variabilele sunt: vecindtate, rang, termeni si sunt legate de
cuantificatorii: orice (adica V), un anumit (adica 3) si respectiv
toti (adica V). Dacd scriem cu ajutorul cuantificatorilor si
conectorilor logici definitia limitei unui sir, obtinem:

lima, =1 < [VVe /(l), In,€ N astfel incat VheN, n=n,,a € V].
n—x0

Observatie.
Aplicand regulile de negatie obtinem: lima, #/< 3V e 7/ (/)
astfel incdt VneN,3n, eN,ny >n si a, V.

E jL Sirul (a,) nu are limita / € R daci existd o vecindtate
gemwe  alui/inafara careia existd o infinitate de termeni ai sirului.
EEEMPLY 1

Sirul a, =2+ — nu are limita 0;
: n
sirul (b,): 1; 0; 1; 0; 1; O; ... nu are limita.
Definitie.

Se numeste sir convergent un sir care are limita finita. In caz
contrar, sirul se numeste divergent.

Observatii.
® Natura unui sir este calitatea lui de a fi convergent sau diver-
gent. Nu orice sir cu limitd este convergent. Sirurile cu limita +oo
(respectiv —o0) nu sunt convergente, deoarece limita lor nu este finita.
convergent (cu limita finita)

¢ sir

), cu limita +oo sau —oo
divergent
\4 nu are limita

4 Notam: ¢ — multimea sirurilor convergente, & — multimea
sirurilor divergente si ¥ — multimea sirurilor cu limita;
obtinem ¢ ¥ ; €=9\Y.
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e

Ce sunt predicatele si cuantificatorii?
6) Fie 4 multime si P multime de pro-
pozitii. O functiep : 4 — P senumeste predicat.
Exemplu: ,x eR, x +3 = 4x*“ este un
predicat care, pentru x = 1, este propozitie
adevarata si, pentru x=2, este propozitie falsa.
Predicatele pot avea mai multe variabile.
Exemplu: ., x, y, z€R, x+y+z=3“
Predicatul devine propozitie daca {i le-
gam variabilele cu cuantificatorii ¥ si 3 .
Exemple:
NV x,Vy, VzeR, x+y+z=3"este falsa.
»23x,Vy,VzeR, x+y+z=3"este falsa.
L2Ax,Vy, 3zeR, x+y+z=23"este adeva-
ratd; 1n acest caz, z depinde de x si y.
L2 x, 3y, FzeR, x+y+z=3%este
adevarata.
N, Vy 3zeR x+y+z=3"este
adevarata; in acest caz, z depinde de x si y.

7) Ce reprezintd multimile:
QUYL €ND, I\NL P\NEC?
Da un exemplu de sir din ¥\ €.

Cum aplicam definitia limitei pentru
a demonstra cd un sir are limita [?

Urmareste solutiile propuse pentru
exercitiile 8, 9, 10 si recunoaste elemen-
tele din definitia limitei unui sir.

-2
n -1

8) Demonstreazi ci lim
noe 43

Solutie.

Dacd V'€ 7(1), atunci existda r =r,> 0
astfel incat (1 —7; 1 +») V. Determinam
un rang N = N, incepind de la care
a € (1-r;1+7r)c V. Pentru aceasta rezol-
vam dubla inecuatie cu necunoscuta 7 € N.

l-r<a <1+r,

2

an—r|<1 ;
5 5-3r
<r; ;

;o o n+3>— ; n>
n+3 r r

5_3r}+1.
3

5
Daca r € [E’ OOJ , atunci N, = 0.

5
Daca re[O; g} atunci N, :{

Am aratat ca:
YV e #(1),3IN, € N astfel incat a € V,
Vn > N,, n € N, deci sirul are limita 1.

-



Propozitie.
Fie (a,) un sir crescitor, nemarginit si a # 0, Vn € N. Atunci:

a) lima, = oo

1
b) lim—=0.
ai’l
Demonstratie.

a) Fie V'€ 7(0); existd m = m,> 0 astfel incat (m; o) c V.
Sirul fiind nemarginit, existd N =N € N astfel incat a, > m.
Deoarece sirul este crescator, rezulta ca a, = a,>m, Yn = N.
N depinde de m, m depinde de V, deci N depinde de V.
Am aratat cd VIV € 7(), 3N, € N astfel incit,
Vne N,n> N, = a € V, adica lima, = o.
b) Fie V'€ 7(0); existd r = r, > 0 astfel incat (-, r) C V.
Rationand ca la subpunctul a), deducem ca exista N =N € N

n A 1 . 1
astfel incat a, =2 ay, >—,Vne N, n = N, deci —r<0<—<r,
r a

n

1
Vne N, n = N, adica ieV,Vne N, » = Nsau lim—=0.
a a

n n

Asemandtor se demonstreaza i urmatoarea ...

Propozitie.

Daci sirul (a,) este descrescator, nemarginit si a # 0, Vn € N,
atunci:

a) lima, = —o0

b) lim—-=0.
a

n

EREMPLY

@ 1imi=0 ;
n!

lim(—/n+2)=—0 ; lim

im10’ =00 ;

1
—lgn

=0.

Propozitie.
liman = /€ R daca si numai daca lirn(an -0=0.

e S

9) Demonstreaza ca lim\/z =00,

Solutie.

Daca V' € (), atunci existd m = m,> 0
astfel incat (m; o) < V. Determindgm un
rang N = N, incepand de la care
a € (m; o) c V. Rezolvand inecuatia
a >mgasim N = [m’] + 1.

10) Demonstreaza ca lilrn(log1 nJ =—w0,
2
Solutie.

Dacd V'€ #(-—o0), atunci existd m = m, <0
astfel incat (—oo, m) — V. Determinam
un rang N = N incepand de la care
a € (—o;m)c V.

Rezolvand inecuatia a, < m, gisim

i

11) Folosind definitia limitei unui sir,
arata ca:
2n+1

lim =2
2) n+3 ’

b) lim(2n? + 1) = oo;
¢) lim(-10") = —oo;
d) lim(lgn) = oo;

n* +2

e) lim =1;
) n* +1
2n-3

lim =1;
f o2 2n+5

g) limﬂzoo;

1

Foloseste ideea:
spentrur>0,/-r<a <l+rs-—r<a —1<r"
si redacteazd demonstratia teoremei.

Propozitie.
—0

a, — 0 daca si numai dacd |a

n

Demonstratia se bazeaza pe propozitiile:
YV e 10), 3Ir > 0 astfel incat (—r; r) = V'si
a € (- r) < ’an’ € (-r; r).
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h) lime” =0;
i) lim n+l =l;
e dp—1 2

i) limW=w;

n—>0

k) lim(\/ﬁ—\/;)zm

n—>0

lim ———=0-

b nwan-2

m) lim on'+l =w0;

n) lim[(n+1)’ —n’]1=0.
H—>00

*



Proprietiti ale limitei unui sir

Teorema. Limita unui sir, dacd exista, este unica.

Demonstratie. _
Presupunem ca sirul (¢ ) arein R limitele /, si [, cul # L.
Exista V, € () si V,€ (1) astfel incat V, NV, = .

Deoarece /, = lima , rezultd cd in V| se gasesc toti termenii

sirului de la un anumit rang. In afara vecindtatii V, existd o

infinitate de termeni ai sirului, ceea ce contrazice lima, = /,.

Teorema.
Daca schimbam ordinea termenilor unui sir, limita nu se
schimba; adica, daca sirul (an) are limita [/eR si

f: N — N este o bijectie, atunci sirul (b = af(n)) are limita /.

Demonstratie. In afara oricdrei vecinatati a lui / sirurile (a,)
si (b)) au acelasi numar finit de termeni.

In acelasi mod putem demonstra urmatoarea ...

Teorema.
Dacéa adaugam sau elimindm dintr-un sir un numar finit de
termeni, nu se modifica existenta limitei si valoarea acesteia.

el e Daca sirul (a,) are limita /, atunci:

e sirul (b, = a,,,) are limita /;
esirul (a): a; 0; a5 1; a,; a,; .5 a; ... are limita /.

Urmatoarea teorema justifica trecerea la limita in inegalitati.

Teorema.
Daca un sir de numere pozitive (a,) converge la /, atunci / = 0.

Demonstratie.

Presupunem ca [/ < 0; exista r >0 cu (/- r; [ + r) < (—o0; 0).
Multimea (/ — r; [ + r) este o vecinatate pentru /.

Existd un rang N = N_astfel incata, € (I—-r; [+ 1), Vn = N,
adicd a, < 0, Vn > N, contradictie.

Subsiruri

e

12) Urmareste solutia propusa pentru

. ... 2n+1
a arata ca lim

#1, apoi arata ca

n—>0 n+
. 6n+l 9
lim -
o 3p 4
Solutie.
2n+1

1 ..
Deoarece a, = =2———, gasim
n+1

n+1

2

o vecinatate Ve (1), V =(% %J astfel

incat 1n afara ei sa existe o infinitate de
termeni ai sirului. Intr-adevar
3 1 3 1

a, >—<:>2——>—<:>—<l<:>n>1,
2 n+l 2 n+l

13) Calculeaza primii zece termeni ai
sirului ((-2)"),_,- Ce observi?

Ce poti spune despre sirul format cu
termenii de rang par? Dar despre cel for-
mat cu termenii de rang impar?

Formuleaza un rezultat valabil in general
pentru termenii sirului (a”), cu a < —1.

14) Calculeaza:

a) lim ;
) n+7

b) lim Ign;

¢) lim ! ;
5" +6"

d) lim(-10" — 2).

15) Se considera sirul a, = (-1)"3,
n€ N. Calculeaza lim

a,|. Sirul (a,) are

Definitie.
Fie (a,)
naturale. Sirul (g, ),., se numeste subsir al sirului (a )

un sir si (k) un sir strict crescator de numere

n=0

n=0"

Propozitie.
Daci (k) este un sir strict crescator din N, atunci k, > n, Vn€ N.

Solutie. Fie 0 < k, <k <k, <..<k <k  <..
Din k, > kj, rezultd k, = 1 + k> 1; din k, > k, rezultd
k, =2 1+ k = 2. Presupunem k >
k

n.
Dink >k remltdak >1+k > 1+n. Decik > n, Vn=0.
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limita?

16) Demonstreaza ca, daca un sir de
numere negative este convergent la /,
atunci / < 0.

17) Fie (a,) si (b,) douad siruri astfel
incita < b ,Vne Nsilima =1 € R,

limb =1 € R. Demonstreaza cia [ <1,




Observatii
¢ Unsir (a,) _, are o infinitate de subsiruri.
¢ Sirul (a,) _ , este un subsir al sau; in acest caz, k, =n, Vn=0.

¢ In aplicatii putem intalni subsiruri ca: (a,,) .. (@, ), -0
(a3n)n>0
Teorema.
Daca lima, =/ € R , atunci orice subsir (¢ ), are limita /.
n—>0
Demonstratie.

Pentru orice vecindtate ¥ € ¥ (/) , in afara ei existd un numar
finit de termeni ai sirului (a,) _, si, bineinteles, un numar finit

de termeni ai subsirului (a,(” ). Ca urmare, lima, =/.

ot

Consecinte.

1) Un sir care are doua subsiruri cu limite diferite nu are limita.

2) Dacd un subsir al sirului (a,) _, nu are limita, atunci (a ) _,
nu are limita.

3) Daca un sir contine doua sau mai multe subsiruri care au
aceeasi limita si ele ,,acopera® toti termenii sirului, adica orice
termen al sirului este termen in cel putin unul din subsirurile
respective, atunci sirul are limita si limita sa este egala cu limita

comuna a subsirurilor.

Teorema.

Se considera sirurile (a,), (b)) si (x,) astfel incat
limag = limb =0six =max{a;b }, Vne N. Atunci sirul (x )
are limita zero.

Demonstratie.

Dacix =a,Vn > ksaux =b, Vn = k (k€ N, k fixat),
atunci x, — 0.

Dacix =a,Vne M six =b,Vne M, , cu M,, M, infinite
si M, UM, =N, atunci (a,),.,, este subsir al sirului (a,) _, siare
limita 0; analog (b,),.y, are limita 0. Subsirurile (a,),cy, si

(b)) yem, acoperd” sirul (x ), deci x — 0.

-

18) Arata cd sirul (a,) , a, = (-1)",
nu are limita.

Indicatie.
@, =D > 1ay,, =(=D"" —>-1.

3 n
19) Fie sirul u, =(—5) . Calculeaza
111_1330 k1> 112130”2"'

142(~1)"
20) Arata ca lim 2D o,

n— n
21) Fiea,=2,a,,=2a -1, n>1.

a) Reprezinta grafic sirul utilizand functia
fRoR,f(x)=2x-1.

Studiaza natura sirului.
b) Determina formula termenului general.

22) Fie sirul u, =log, n .
a) Calculeazd limu .
k—o
b) Arata ca u,, =u, +u,, ¥V m, p € N*
23) Fie sirul u, =(-1)" sin%.

Calculeaza limu,,, limu,,,,.
n—>0 n—>0

Este convergent sirul (u ) ?

Sirul (u,,,,), este divergent?

. . n nn
24) Fie sirul v, =(=1) 0057. Calcu-
leaza limv,,, limv,,
n—>»0 n—»0
Este convergent sirul (v,), ?

Este divergent sirul (v,,,,),?

@ 2. Studiaza marginirea sirurilor (a,) _, definite
prin termenii generali:

a)a, =1+ (-1);

n

n+1’

proptisg @ 1. Studiaza monotonia sirurilor cu
— termenii generali, n € N*:
+5 2n+1
@- ) a, =" b)a,=
P ropUSE n+7 n+l
2 —
+1)! n+n+l b) a, =
0 a, =0 g6, =T
2" 2n
_nm 2" ¢) a,=\n+1-+n;
e) a, =sin—-; f) a,=—;
2 n!
g) a, =n —n; h) a =(-1)"n.
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|
d) a, zn_n’




L .
e) a, = +?+3—2+...+—2,

n
1 N 1 N 1
TR TRE
a,= ! + ! +..+ !
&Y= T
h) a _1+2+§+ + 1.
) & 3 o2n-1
1 1
Q) Gy =ttt
1.2 2.3 n(n+1)°
O U
DSTIET35 T 2n_n@2at )
A Lo . n—17
@ 3. Cati termeni ai sirului (a) _,, cu a, = P
n—
sunt negativi?
@ 4. Cati termeni ai sirului (a,) _, cu
n?—Tn+1 ... o1
, =————, sunt mai mici decat —?
n+2 2
@ 5. Cati termeni ai sirului (a ), cu @, :j’ se

afla in intervalul L, L ?
100 10

@ 6. Care este cel mai mare termen al sirului
(a) _.,a =-3n*+ 1ln-2?
n’neN n

@ 7. Care este cel mai mic termen al sirului
= 2
(@) yoa, = 30>+ 7Tn—9?

@ 8.Fiea =1, a

a
g =1——,n=1.
2

a) Reprezintd grafic sirul (@,) utilizand dreapta de
x
ecuatie ¥ =1—E. Ar putea fi convergent acest sir?

b) Determina formula termenului general.
c) Studiaza existenta limitei sirului (a,) .

@ 9. Aratd ca o progresie aritmetica cu ratia strict
pozitiva tinde la oo, iar daca ratia este strict negativa,
progresia tinde la —o.

1+2+...+n

@ 10. Calculeaza £1r£c1

n

79

@ 11. Aratad ca urmdtoarele siruri nu sunt monotone:
N 1+(-1)"
a) x,=(-2)"; b)x,= s1nn?; ) x, :(T)'

Stabileste daca fiecare dintre sirurile de mai sus
are limita.

@ 12. Fie (a,), definit de q, =(——) , n=1.

a) Reprezinta grafic sirul (a,) . Care este natura
sirului (convergent, divergent)?

b) Calculeaza lima,,.

c) Calculeaza %ggazm.

are limita

n

@ 13. a) Daci un sir convergent (u,
[ <0, atunci dn, €N astfel incat, daca n>n,, atunci

u,<0.
b) Formuleaza un enunt pentru cazul / > 0.

@ 14. Fie (a,) si (b,) doud siruri cu limitele /,
respectiv /,. Demonstreaza cd, daca sirul (a ) este
majorat de sirul (b)), atunci /|, < [,.
@8 15. Fie (x ) un sir de numere reale convergent
la I. Demonstreaza cd, dacd a < x, < b, Vn € N,
atunci / € [a, b].

@™ 16. Arata ca, dacda lima,, =lima,,,, =/€R,
.. n—om n—»o
atunci lima, =/.

n—>0

@ 17. Daci (a,,) ., (a,,) ., i (a,,,), ., au limita,
aratd ca sirul (a,) _, are limita.

@ 18. Studiaza monotonia si marginirea sirurilor
(a,), ., definite prin:

1 1
a,=—+ o —
2) 4, n+l n+2 2n’
1.3-5....-(2n-1)
b) 4= ;
2:4-6-...-(2n)

1 1 1
¢) a,=l+—+—-+..+—,
2 n



-

5. Convergenta

H

Criteriul majorarii. Criteriul clestelui

Pentru a arata cd un gir are limita /eR, putem folosi
compararea acestuia cu un sir cunoscut sau a carui limita o
calculam usor.

si mar

Teorema. Criteriul majordrii pentru siruri convergente la zero
Fie (a,) si (b,) doua siruri. Daca existd n, € N astfel incat

ja,] <[5,

,Vne N, n > n, silimb =0, atunci lima, = 0.

Demonstratie. Fie V€ 7(0); exista r > 0 astfel incat (—r; ) c V.
Deoarece |b,
b, e(-r;r),¥Yn € N, n > n,. Avem —r <a, <|an| <|bn|<r,
Vn € N, n > max{n,, n,}, deci a € (-r; r)c V, Vn € N,
n = max{n; n,}, adicd a_ — 0.

—0 si (-r; r) € 7(0), existd n, € N astfel incat

EREMPLY

'
@ limM =0 deoarece
n

Consecinta.
Daca (a,) este un sir convergent la zero si (b ) este un sir
madrginit, atunci (a b ) are limita zero.

anbn| =la,||b

n

cosn! _|cosn!| - 1 S 1
bl s Al

——0.
n n n

n

< Mla,|,¥n e N.

an|) =0 (justifica!) rezulta b — 0.

Demonstratie. a, a,

Deoarece lim(M
EXEMPLY
@ )

T

B
b, =arctgne| ——; — |, e N.
., gn ( 2 2J Vn

__arctgn

are limita 0, deoarece a, =1 —>0 si

n

Teorema. Criteriul majordrii pentru limitd finitd
Se considerd / € R, (a,) un sir si (b,) un sir cu termenii
pozitivi, convergent la zero. Daca existd n, € N astfel incat

|an —l| <b,,Vn = n, atunci lima_= /.

Demonstratie. Avem a — | — 0, deci a, — L.

. 3n+cosn
EXEMPLY lim———— =3 deoarece
@ n+2
n cosn—6
3n+cosn | |7 si lim——=0.
n+2 n+2 n+2° n+2

Teorema. Criteriul minordrii la oo
Fie (a,) si (b,) doua siruri. Daca existd n, € N astfel incat
a =>b,Vn > n silimb = oo, atunci lima, = oo.
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ginire

Cum aplicam criteriul majordrii (mino-
rdrii) pentru a ardta cd un sir are limita [?

1) Demonstreazad ca:

\/;+sinn! :

n
a) lim——=——=1;b) lim =00
Jn+1 n+2
2
c) lim( " J:—oo.
n+1
Solutie.

sinnl-1 _ 2
= <

\/Z+1 \/;+1’

=0

a) |\/E+sinn!_1
| Jn+1

lim 2 =lim

Jn+1
Jn

(sirul [_n +1J este crescator si nemarginit).
2 2

1
Jn 1
—+

2 2

2

n
b)a = =n-2+
) &, n+2 n+2
Sirul b, = n — 2 are limita oo, deci lima, = oo.
2
- 1
c)a,= " =-n+l-——<-n+1,¥ne N.
n+l1 n+l1
Sirul b = —n+ 1 are limita —oo, deci a, — —0.

>n-2,VneN.

2) Demonstreaza ca:

2) lim>" "2 _s.
n+l
¢) lim(2" — 5") = —w.

b) lim(7" — 5") = oo;

3) Demonstreaza ca urmatoarele siruri
au limita zero:

cosn! arctgn
a)( ‘”j ;b)[ fj :
n neN n nENk

alrcsinl
c) | — 1
10"

neN’

4) Calculeaza limita sirului (u,)

nx1>
1 1 1
u, =1+5+?+—3+ et =R
Indicatie.
Observam ca u_ este suma termenilor
progresiei geometrice: 1 111 ! .
T27 222 !
— |



Demonstratie. V'V € (), 3IM € R astfel incat (M, ] V.

Deoarece (M, o] € 7(©) si b, — oo, rezultd ca In, € N astfel
incat b > M, Vn > n,. Deci a, > b, > M, Vn > max{n,, n,},
adicia € V, Vn > max{n, n,}.

Asemanator se demonstreaza i urmatoarea ...

Teorema. Criteriul majordrii la —o
Fie (a ) si (b ) doud siruri. Daca exista n € N astfel incat

a <b,Vn=>n silimb =—o, atunci lima
n n n n

(=]

—00.

LHEMPLY a = n*+ (-1)" are limita oo deoarece a, > n* — 1,
Vn = N si lim(n? — 1) = 0.
w b =—n’+ cosn are limita —oo deoarece b, < —n’ + 1,
Vn € Nsi lim(-n® + 1) = —oo0.
Teorema. Criteriul clestelui a,<x, <b,
Fie (a), (b)), (x,) siruri de numere reale. \ )1c

Daca sirul (x,) este majorat de sirul (b)) si
minorat de sirul (@) si dacd 3 lima, = lim b, = x€R, atunci (x )

n—»0 n—»0

este convergent si limx, =x.

n—>o0

Francezii 11 numesc criteriul clestelui, ,, teorema jandarmilor*,
iar englezii 1i spun ,, criteriul sandwich*.

Demonstratie.

Fie (a) , (b)), si (x), siruri cu proprietdtile din ipoteza.

Existda n,€R astfel incat Vn > n,,a <x <b .Avem

bn—x|}.
b, —x|=0 si

0°

9

X, —x| < max{

a —-x<x —x<b —x rezulta a,—Xx

Daca lima, =limb, = x, atunci lim|a, — x| = lim

n—oo n—oo n—oo n—oo
lim max{ |an - X

b, —x|}=0.

Aplicand criteriul majorarii rezulta ca limx, = x.

n—>0

)

% . %

Convergenta si marginire

>

Teorema.
Orice sir convergent este marginit

Demonstratie.

Dacd lima, = [ € R, atunci existd n, € N astfel incat
a € (-1;1+1),5n>n,

Notam: m =min{a,, a,,
M = max{a, a,

ceey ano,l, [ — 1} Sl
ey @y, [+ 15

Deoarece a, € [m; M], Vn € N, deducem ca sirul este marginit.

Teorema de convergentd a sirurilor monotone (Weierstrass)
Orice sir monoton si marginit este convergent.

81

:Z—L—>2.
1 2ml
1-=

2

5) Fie sirul (a,) _, definit prin
1 1 1
a,=—+——+..+ :
1-4 4.7 (3n—-2)(3n+1)

, Vnz=l1.

In consecinta, u,=

a) Aratd cd a, =
3n+1

b) Demonstreaza ca sirul (a ) este
convergent.

6) Orice numar real x este limita unui
sir de numere rationale si limita unui sir
de numere irationale.

Solutie. In orice interval de numere
reale exista cel putin un numar rational
si cel putin un numar irational.

Vne N,3r e Q, 3i € R\ Q astfel

S . 1 1
Incat r , zne(x——;x+— .
n
n n

1 . 1
Avem i;—ﬂ<—, ne N*si i, _"1 <-,
n n
Vn € N*. Aplicand criteriul majorarii,
deducem lim » = 0 si lim i = 0.

Cum aplicam criteriul clestelui pentru
a determina limita unui sir?

7) Calculeaza limita sirului cu ter-
menul general

b b
COS—— +COS +..+cos—

_ n+1 n+2 2n

a, = )
n

ne N

Solutie.

b b

b4
Numerele —, , -y — apartin
n+l n+2 2n pars

. . T . . .
intervalului [0; Ej si sunt in ordine

descrescatoare, deci
T T T
< <

—< ,Vk=1n.
2n n+k n+l

Aplicand functia cosinus (care este

T
strict descrescatoare pe (0, EJ) obtinem

T T —
cos < cos <cos—,Vk=1n,
n+l n+k 2n

-




Demonstratie.

Fie sirul (a,) _, crescitor si 4 = {a, ’ n € N}. Multimea 4
fiind majorata, aplicim axioma lui Cantor, adicd existad
supd =/ € R. Aritdm ca lima = .

Fie Ve 7(l); existda r > 0 astfel incat (/ —r; [ + r) c V.
Deoarece / — 7 nu este majorant pentru multimea 4, existd n. € N
astfel incat a —r < a, .

Sirul fiind crescator avem: a —r< a, <a <I<a+r,n=>n,
adicia € (a-r;a+r)cV,Vn = n, deci lima, = /.

Observatii.

4 Teorema oferd o conditie de convergentd suficientd, dar nu si necesara.
# Daci (1) este un sir convergent, nu rezulta ca este si monoton.

D"

n

De exemplu, sirul j este convergent la 0, dar nemonoton.
n

4 Nu orice sir marginit este convergent.
De exemplu, sirul (-1)" este marginit dar nu este convergent.

@ Teorema Weierstrass asigura convergenta unui sir marginit
adaugand o conditie suplimentara, aceea de a fi monoton.

Teorema. (Cantor)
Fiel =[a,b], 1 cl,Vn=0.

Daca lim(b, —a,) =0, atunci ﬂ I, ={a},unde a=lima, =limb,.

n—m
n=0

Demonstratie.
Sirurile (an) si (bn) care apar in teorema lui Cantor sunt mono-
tone, primul este crescator si al doilea descrescator.

Avem a,<b, ,Vn=0si m fixat. Din teorema lui Weierstrass,

m?
rezultd cd sirul (a,), convergent la a, o<b, ,Vm=0.
Similar, rezulta ca sirul (b,,),, este convergent la .

Avem 0<|(x - B|<bn —a,— 0, deci o= p.

Teorema. (Cesaro)
Orice sir margint contine un subsir convergent.

Demonstratie.

Fie (un) un sir marginit. Fie a <u < b0 , V neN.

Ne propunem sa construim un subsir convergent (vn) alui (u,)
. a,+b a, +b, .

Fie v =u € [ao,bo]z[ao, g O}U[ 00 ,bo}. Cel putin

2 2
unul dintre aceste douad intervale care formeaza reuniunea contine

o infinitate dintre termenii sirului (un). Notam acest interval cu la, bl].
Fie v primul termen din sirul (u ) care se aflain [a , b ] si are

- . a1 . b, —a
indice mai mare decét indicele lui v ; avem b —a, = 0 5 0.
Repetam procedeul si gasim un interval [a,, bz] cla,, bl], cu
b, —a . P . N
by,—a,=-" > 0., care contine o infinitate dintre termenii sirului (un).
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Adunand termen cu termen aceste ine-
galitati si apoi Tnmultind cu —, obtinem
n

1 i 1 i
—cos——<a,<—cos—, Vn € N*
n n+1 n 2n

1
limb, =lim [—cosij= 0 si
n n+l

limc, =lim [lcosiJ = 0. Aplicand
n 2n

criteriul clestelui rezulta lima, = 0.

8) Calculeaza

. 1 1 1
lim + +ot———.
\/n2+1 \/n2+2 n* +n

Cum aplicam proprietatea lui Weierstrass
pentru a demonstra convergenta unui §ir?

n

9) Demonstreaza ca sirul a,=—,
n!

n € N* este convergent.
Solutie
a 27 pl 2
= = <1,Vne N*

a _(n+1)!'? n+l1

In plus, a, > 0, Vn € N*. Deducem
cd sirul este descrescator. Atunci a, < a.,
n e N*; pe de alta parte a, > 0, Vn € N*,
deci sirul este marginit.

Aplicand proprietatea lui Weierstrass,
rezultd ca sirul este convergent.

10) Demonstreaza ca urmatoarele
siruri sunt convergente:

a_3n+5 c N
" 2n+5’n ’
b) @, =——.neN;

1 1
a,=——-+ +.+—,ne N.
) n+l n+2 2n "

11) Demonstreaza ca urmatoarele
siruri sunt convergente:

1
)%, = 5. X =33, 45, Vne N
b) x,=~2,x,, =2x, ,Vne N.

12) Da cate un exemplu de:
a) sir monoton care nu este convergent;
b) sir convergent care nu este monoton;

——'




e

Fie v, primul termen din sirul (u ), cu indice superior indicelui ) sir nemarginit care are limita;
n . - . . . LR
lui v din (« ), continut in [a , b ] . d) sir marginit care nu are limita;
n . - .« . . R
Repeténd procedeul, obtinem un sir de intervale / = [a , b ] cu e) sir nemarginit care nu are limita.
b, —a . T, 5 oF 5 ;
b,—a,=—"—=", care respectd conditiile din teorema Cantor: 13) Demonstreaza cd, daca un sir are
2 un subsir nemarginit, atunci sirul nu are
lima, =limb, =o.. Subsirul (vn) al sirului (un) verifica a Sv < bn. limita finits.
Ca urmare, am gasit (v ) un subsir convergent al sirului (u ). IR .
’ gasit ( n) ’ & ’ ( n) 14) Aratad ca orice sir monoton are
limitd in R.

o n’ +3n
—— ® 1. Fiesirul (a) _,cu a, = Pl @ 8. Folosind teorema de convergenta a sirurilor mo-
n

notone si marginite, studiaza convergenta sirului (x ):

a) Transforma formula termenului general
pRopsE ) g a) x,=2,x,,, =4/3x,+4;b) x,=3, x,,, =42x, +5;

. n . ..
pentru aobtine: @, =—-5b,, neN,unde (b)) este marginit. 5 5
2 C) Xg ==, X,,; =X,  —4x,+6.
b) Calculeaza lima, utilizind criteriul minorarii la oo . 2

n—>o0 1
@ 9. Fiesirul (v), u, >0, u,,, =—u,+4.

@ 2. Arata ca 1im2ﬁn=o. v 13
Indicatie. 0< 2= _ 5 ln < 12
2" 1+ C,+C+.+C C,

a) Studiaza monotonia sirului () in functie de u,.
b) Arata cd sirul (v ), unde v, =u - 6, este o
progresie geometrica si este convergenta.

!
@ 3. Aratd ca limin' =0. c) Aratd ca limu, =6.
n—9o p n—x
o n 123 n 1 @ 10. Studiaza convergenta sirului (u ), cu u, > 0,
Indicatie. 0<—=——-= <. 1 5
W mnn n n =,
@ 4. Aratd ci: 402 L3050 (n1)
nr 1 -n" @ 11. Fie sirul x, = , Vn e N*
a) limcos—-—=0; b) lim———=0; ’ " 2.4.6-.-2n
n—>0 3 5§ n—0 = 4+ 9

¢) lim sinl+sin2+...+sinn 0 a) Arati ca

1
n—>0 n2 - ’ 2'\/;

1
<x,<——=, Vne N*

A2n+1

s .
@ 5. Fiesirul (x,),5,, x, = 4/n . Arata ca: b) Determina el
a) x. >1,Vn>2; @W 12. Calculeaza, folosind criteriul clestelui, limi-

tele sirurilor:

f 2
b) daca y,=x,—1>0,Vn=2, atunci y, < —I,Vn>2;
n—

1 1 1
a)s, = +..+ ,n € N*;
¢) limy,=0; d) limx, =1. \/n +1 \/n +2 \/n2+n
n—oo Nn—>oc0
@ 6. Aratd, folosind teorema de convergentd a cos—" 4 cos 4 +cos ™
sirurilor monotone si marginite, ca sirurile cu termenii b) a, = n+tl n '2" 2 2n , n € N*;
generali urmatori sunt convergente: "
Sn—-2 n 2" 2n+1
a)a, = ;0 bb=—: oSu,=—. @ 13. Fiesirul (v) cu u, = . Determina a,
+1 2 n! ” n+l1
@8 7. Folosind teorema de convergentd a sirurilor b astfel incat u, =a + si calculeazi limu,.
monotone si marginite, studiaza convergenta sirului n+l , "
o o n +3n-1
(x,) definit prin: ® 14.Fiesirul (v),cuv,=————,Vn > 2.
3n+1 1—-4n n—1
a) x, = ,n=1; b)x,= ; c
2n 3n+ 12 Determind a, b, ccu v, =an+b+—— Nn > 2
n n+ n—
¢) x, =— (a>1); d) x, —lg . Calculeaza limv,.
a + 1 n—»0

&3




6. Operatii cu siruri care au limita. Siruri remarcabile

Operatii cu siruri care au limita

Daca efectuam operatii cu siruri care au limitad obtinem, in
cazul in care operatia intre limite este posibild, siruri cu limita.

Teorema.
Fie (a)) si (b)) doud siruri cu limitd (finitd sau infinita).

# Daci suma limitelor are sens, atunci sirul (¢, + b ) are limita si
hm(a +b,)= hma + lim b, .

—>00 n—» 0

(Lzmzta sumei este egald cu suma limitelor!)

Caz exceptat. © — © ,

¢ Dacd a € R*, atunci limaa, = alima,,.
n—>0 n—>o0

(Constanta iese in fata limitei!)

# Daca produsul limitelor are sens, atunci (a b )are limita si
lim(a,-b,)=Ilima, limb,.
n—>0 n—» 0 n—>0

(Limita produsului este egald cu produsul limitelor!)
Cazuri exceptate: 0 - si 0 - (—0)

a
b—"J are sens si daca raportul limitelor are sens,

4 Daci sirul (
n
lima,

atunci lim -+ =2,

noop  limb,

n—0
(Limita raportului este egald cu raportul limitelor!)
0 o0 —00 —00 o0
Cazuri exceptate: —; —; ——;——; ——
0 o0 —00 o0 —00

lim b,
¢ Daca a, >0, Vn € Nsi (lim an) ">*are sens, atunci

lim b,
. b . >0
hm(an")z(hm a”) .

n—>c0 n—>c0
Cazuri exceptate: 1°,17°,0°, x”
# Dacaa € (0, 1) N (1, ) si (x,) este un sir strict pozitiv cu
limx, =/eR™, atunci si hm(logax )=log, !, adica

n—>0

lim(log, x,) =log, (hm X, ) )
n—0 n—®

Demonstratie.
Sa demonstram ca: lim(a, + b,) =lima, +1limb, .
a) Presupunem /, [, € Rsi [, = lima , [, = limb .
Fie Ve (I, +1,); existd r> 0 cu(/, + 12 2ryl + 12 +2r)c V.
Avem ([, —r, [, +r)€ W) si(l,—r, L, +r) € L).

lima, =/, = 3n, eN astfel incata € (I, —r, 1, +7),Vn>n
[, +7r),¥n=n,
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limb, =1, = 3In, eN astfel incat b € (I, -,

1) Completeaza tabelul:

limag, | limb, lim(a, + b,)
aeR | beR a+tb
a€ R +o0 ?
a€ R —00 —0
+o0 +o0 ?
—o0 —0 ?
+o0 —00 nedeterminare
2) Dacd lim a, = oo, lim b = —o0 si

lim ¢ = 2, cat este limita sirului
x =2a —3b +c¢?
n n n n

3) Demonstreaza ca, daca sirul (a,)
este convergent si (b ) nu are limitd, atunci
(a, + b ) nu are limita.

4) Ramane adevarata concluzia din
exercitiul precedent dacd lim a, = o si
(b)) nu are limita?

Indicatie. a, = n, b, = (-1)".

5) Completeaza tabelul:

lima, | limb, lim(a,b,)
a>0 +00 +00

o0 b<0 ?
a<0 -0 +o0
a>0 —0 ?

+o0 +o0 ?

+o0 —00 ?

—0 —0 ?

+o0 0 nedeterminare

0 —0 ?

6) Fie sirurile (a,)si (b,); calculeaza

lima,, limb, si lim(a,-b,), daca:
n—>0 n—>0

n—>0

1
a)a,=n, by=—,V ne N¥
n

b)a = n?, bnzl,Vne N*;

c)a, =n, b=lV e N¥;
n

dya =2, b () Vne N;

,Vne N*.

e)a =Inn, b,=In
n+1

*



Rezultd a,+b,e(l,+1,-2r,l,+1, +2r), Vn=max{n,n,},
deci a, +b, €V,Vn=max{n,,n,}, adica lim(a, + b ) =1 + L.
b) Presupunem cd lima =/, € Rsi limb, =co . Fie V € ¥/ () ;
existd m > 0 si r > 0 astfel incat (I, —r + m; o] V.
(,-rl +re Wl)=3In,e Ncua € (I,-r 1 +r),Vn=>n,.
(m, ©] € (o) = 3n, € N astfel incat b > m, Vn > n,.
Avema +b >1 —r+m,Vn > max{n,n,},adica a, + b, €V,
Vn=max{n,n,}, deci lim(a, + b ) = .
Pentru a demonstra celelalte formule, trebuie sa consideram,
pe rand, toate cazurile /,, [, € {—oo, o} U R.
Lasam ca exercitiu demonstrarea celorlalte afirmatii din teorema.

Observatii.

¢ Teorema se bazeazd pe operatiile posibile cu +oo.

@ Operatiile cu siruri se pot aplica unui numar finit de siruri.
In caz contrar, rezultatele teoremei nu se mai pastreaza.

EREMPLY

i

Nu putem aplica teorema in cazul calculului

1 1 e e
lim —+...+—, deoarece suma nu are un numar finit de
n—»00 n n

;V—/

de n ori

. . . 1
siruri, dar putem calcula direct: limn-—=1.
n—wo p

Ce Inseamnd cd o — o este caz exceptat sau caz de
nedeterminare?

Dacd lima, = o si limb = —o0, nu se poate da un enunt care
sd afirme existenta sau valoarea limitei sirului (a, + b ). Acesta
poate sa aiba orice limita (finita sau infinitd) sau sa nu aiba
limitd, cum o sd vedem in urmatoarele ...

CXEMRE  Dacd a=n+a,a€ Rsib =-n,atuncia +b —ac R.
@ Dacd a, = 2n si b = —n, atunci a, + b, —> .
Dacia = nsi b =—2n, atunci a, + b —> —o0.
Dacaa =n+ (-1)'si b =-n, atunci (¢ + b ) nu are limita.
n > n n n
Teorema.

Fiep€ N, p > 2 5i (a ) un sir de numere nenegative.
a) Dacd lima, =/€R, atunci lim{/a, = 9.
(Limita radicalului este egald cu radicalul limitei)

b) Daca lima, =, atunci lim{/a, =o.

Demonstratie.

1 1
= —lg
a) {la, =al =107

1

—lgl
—107 =41,

1 lim(lga, )

5 limgfa, =107

a

&5

7) Fie sirurile (a )

neN*? n ’

Vne N*si(b) _,..b =n ¥V ne N*

a) Calculeaza lima, ,limb, .

n—>0

b) Are limitd sirul (a, - b ) .7

neN**

In cazul lima, =0 si limb, =0 nu se
n—>0 n—>0

poate decide existenta sau valoarea limitei
sirului (a, - b)) (Cazul exceptat () - o).

8) Daca lima, =0, limb, =7 si

lime, =—oo, ce limitd are sirul
x =Qa +b)c?
n n n n

9) Demonstreaza ca:
a) dacd sirul strict pozitiv (b)) tinde la
]
zero, atunci lim — = 40 ;
n—>0 bn
b) dacd sirul strict negativ (b ) are limita

.1
zero, atunci lim— =—o0,
n—>0 "

10) Fie sirul (b)) astfel incat b, > 0,
Vne M sib <0,Vne M, silimb =0.

Demonstreaza ca, daca multimile M, si

M, sunt infinite si M, U M, = N, atunci

sirul (biJ nu are limita.

n

11) Completeaza tabelul:

ma. | mec | o[
lima, | lim b, lim
b,
a#0 0 0
a#0 —00 ?
+00 b>0 o0
+o00 b<0 ?
—0 b>0 -0
—o0 b<0 ?
0 +00 ?
+o0 +o0 nedeterminare
0 0 ?

12) Daca lim a = o0, b >0,Vn € Nsi

n

lim b = 0, cét este lim(%J ?

-



Consecinta.
Fiep€ Nsi(a, ) unsir. Dacd lima, =—0, atunci lim *//a, =—.

EREMPLY

. 1
@ lim 5+—2=\/§, lim¥Yn® +1 =00, limy—n’ +1=—0.
n

Probleme rezolvate

1) Fie sirul (x ) _,, definit astfel: x, = V2, X, =+2+x,,
Vn € N*. Demonstreazi ci (x,) este convergent.

Solutie.

Calculand primii trei termeni ai sirului avem x, < x, < x,.

Demonstram prin inductie matematica propozitia:

P(n): x <x ,,Vne N*
P(1) este adevarata (x, < x,). Presupunem ca x, < x,, ; atunci
24x,<2+x,,si \2+x, <|2+x,,, ,adicdx,, < x,,, deci sirul

este strict crescator. Atunci x, >\/§, Vn € N*. Observim x, < 2,
x, <2, x, <2, deci demonstram prin inductie matematica
propozitia Q(n): x, <2, Vn € N*.

O(1) este adevarata (x, < 2). Presupunem x, < 2; atunci
2+x,<4si 2+x <2,adicix,, <2 Rezultd x,€[v2;2),
Vn € N, deci sirul este marginit. Fiind monoton si marginit,
sirul este convergent.

2) Calculeaza limita sirului (x,) definit prin relatia de
recurenta X, -2, X, =+2+x,,VneN*.

Solutie.

Am demonstrat cd sirul este monoton si marginit
(x,, c[v2,2), VHGN*). Din teorema lui Weierstrass rezulta
limx, =/ si /e[v/2,2]. Trecem la limiti in relatia de recurents;
obtinem ecuatia /= \/2_+l , care are solutia / = 2.

3) Calculeaza limita sirului definit astfel: ¢, = 1si a,,, =1+ a,
VneN.

Solutie.

Avem a,, —a,=a’ —a,+1>0,VneN, deci sirul este strict
crescator. Deoarece orice sir monoton are limita in ﬁ, deducem
cd existd lima, =/€(1;0]. Prin trecere la limitd in relatia de

recurenta obtinem ecuatia 2 — / + 1 = 0, care nu are solutii reale,
deci [ = oo,

Observatie.

Teoremele si exemplele precedente introduc reguli de calcul
in R. In tabelul urmator sunt date operatiile care au sens,
respectiv operatiile fara sens (nedetermindrile) din R.
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13) Fie sirurile (a,) si (b,); calculeaza

lima, lim b si lim(%J daca:

n

2 1
a) a,=—,b,=—;
n n
1 1
b) a,=—,b,=—;
n n
1 1
¢) @, =—,b,=——=;
n n
-1
@ a, =5 L
n

14) Da cate un exemplu de siruri (a,)
si (b,) pentru fiecare din urmatoarele
cazuri:

. . . a
a)lima =oo, limb =oosi lim—*=2.

n

b) lim a = oo, lim b = oo si lim%zoo,

n

¢)lima = oo, lim b = oo si (Z—”J nu

are limita.

15) Completeaza tabelul:

lim a, lim b, lim (af” )
a>1 +o0 +o0
ac (0,1) +00
a>1 —0
ac (0,1) 0
+o0 b>0 +o0
+o0 b<0 ?
0 +o0
+o0 +o0 +o00
+o0 —0 ?
0 0 nedeterminare
1 00 ?
o0 0 ?

16) a) Dacd lim a = oo, lim b = —oo,
cat este lim(lg(2a, — b,))?
b) Daca lim a, = —oo, lim b = —oo, cat

este lim(logl (a,b, + 7)J ?

2

*
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ﬂ-? Operatia Operatii care au sens Nedeterminri
L:. Adunare a+ow=0wn 00 — 00; — 00 + 00 (cazul
RETIVE Scéadere a—00=—m exceptat oo — )
00 + 00 = 00
— 00 — 00 = —00
Inmultire o, dacid a>0 0 - 00;0 - (—0)
Impartire a-o= {_Oo, dacia<0 (cazul exceptat 0 - o)
—o0, daca a >0 2,22 2=
a- (—OO) _ { ’ ) o o —00 —00
0, dacd a <0 (cazul exceptat 2)
o= w0 (0 == (o) < () = | Z
a a ~
o 0; = 0 0
Puteri . [0, dacaa>1 17 17
Logaritmi a = 0, daci a & (0, 1) (C(?Zul exceptat 1%);
0.

N

. |0,dacaax>1
B o0, dacd ae (0, 1)
. |®,dacda>0
o0 =
0,dar a<0

0*=0;0"=0;0°=0

oo, dacd o >1
log, o0 = )
—o0, daca o €(0, 1)

{—oo, dacd o >1
log, 0=

Yo=0, VneN,n=2
=0 =—0,n€ N, n > 3, n impar

o0, daca o € (0, 1)

Siruri remarcabile

1. Sirul cu termenul general x, = n‘, a € R, n € N”

Teorema.

0,a<0

Daca a € Rsi n € N*, atunci limn* =41,a=0 .

n—w

w,a>0

Demonstratie.

Scriem x = 10" si folosim limita logaritmului si limita puterii.

EXEMPLY

w lil’Il I’lloo =0, limf = (I), limn*n = 0.
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Paradoxul lui Zenon. Ahile si broasca
testoasd (matematician si filozof antic
grec, 490-430 i.Hr.).

Se povesteste cd Ahile cel iute de
picior, aflandu-se pe tdaramul umbrelor, a

fost provocat la intrecere de o broascd

testoasd. Broasca a plecat in cursd cu un
avantaj A. Ahile a parcurs distanta A in
timpul t, , timp in care broasca a mai
avansat incd A/ 2; Ahile a parcurs
distanta A/ 2 in timpul t, =1t /2 darin
acest timp broasca s-a mai deplasat incd
A/ 4. Se pare cd Ahile nu va intrece
niciodatd broasca testoasd pentru cd, de

fiecare datd, pand cdind Ahile va ajunge

in pozitia in care s-a aflat broasca,
aceasta deja a mai avansat putin.

-



2. Sirul cu termenul general x, = a", a € R, n € N*

Teorema. 0,ae(-1;1)
3 . c o, Jlha=l
Daca a € R si n € N*, atunci lima" =
n—o o, a>1

nu existd, a € (—o; —1]

Demonstratie.
Dacaa>1,atuncia=1+5b,b > 0.

d'=(1+b)" =1+Cb+Cb* +..+b" >C.b=nb . Deoarece
lim(nb) = oo, deducem lima”" = oo.
Dacd a € (-1; 0) U (0; 1), atunci |a|e(0 1) si b_ﬂ

1
Avem ‘a"‘ :E si limbp" = o, de unde rezulta lim‘a”‘ =0, deci

lima" = 0.
Daca a € {-1; 0; 1}, rezultatul se obtine imediat.
Dacd a <~—1 si notam x = a", atunci lim x, = oo si limx, , = o0,

2n+l1
deci (x ) nu are limita.

EEEMFLY 7 n 5

2HO) il (2] 4+ =2 |=o0.
7" 7 7
1Y .
3. Sirul cu termenul general e, = (H;j ,neN
Numdrul e.

o 1y S
Fie sirul cu termenul general e, = (1 +—) ,n=>1. Incercand sa
n

trecem la limitd, obtinem nedeterminarea 1*.

Teorema.

1 n
Sirul e, = 1+—) ,n=1 este convergent. Limita sa, notata
n

cu e, apartine intervalului (2, 3).

Observatie.
In demonstratie vom folosi inegalitatea lui Bernoulli:
(1+a)"=14+na, Va>-1,neN*.

Demonstratie.

Studiem monotonia lui (e ) Deoarece e, > 0,V n > 1,

ne N*

. .- . . €
studiem pozitia fatd de 1 a raportului —-

n
e

wl [ PF2 ! n n_ n+2)" n " n+l
e, n+l1 n+l n+l n+1 n

n+l n
" +2n : n+l 1 o n+l n+l | n+l
= 3 . = 1 — 3 . > 1 —_ B . = 1’
(n+1) n (n+1) n (n+1) n
deci sirul (e ) este strict crescator si, implicit, minorat de e, = 2.

n+l

Consideram acum sirul f, =|1+—

Avem

n = 1. Analog se
n
aratd ca sirul (f)) este strict descrescator.
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Sd analizam cu instrumentele analizei
matematice acest paradox. Construim sirul
)yt t,=t/2t,=1/2 ..

A A
Stim acum cd lim| ¢, +—+...+— |=2¢,,
n—o0 2 ok
deci Ahile ajunge broasca si o intrece
dupd timpul 2t,. Dacd vom aduna insd
cantitdtile din ce in ce mai mici (infini-
t
tezimale) 1, +51+...
toatd viata si tot nu vom ajunge sd
adundm o infinitate de termeni.

+2—1 vom fi ocupati

no

De fapt, nu este important dacd Ahile a
intrecut sau nu broasca testoasd si cum s-a
miscat el in taramul lui Hades. Este impor-
tant cd, timp de mii de ani, oamenii s-au
preocupat de aceste idei, ceea ce i-au
condus cdtre mai buna intelegere a lumii.

17) Calculeaza:

a) lim(n+2n” +3n’ +...+2001n>"");
H—>00

b) lim(1—n+2—n* +..+2001—n*"").
n—>00

18) Calculeaza:
! 2
a) 1im(§/n72+2n3} ; b) lim(n 7 —7n3J.

19) Calculeaza: a) lim(2006" — 3);
b) lim8 9 ; ©) lim(n" ++/n);

TE n TE n
d) lim|sin— | ; e) lim| tg— | .
: ( 5) : (gsj
o 11 1
20) Calculeaza: 1—2[—+—2 +...+—) .
33 3

Indicatie. Numerele — 3 Fel ; ’37 sunt
in progesie aritmetica de ratie 3
21) Calculeaza: 3"
-1 (5} 7
a) lim cosn 2 2 ; b) im——4——;
n 2" 2-(0,5)" +1
(tggj 2 1+2 2"
) limo—2—; d) lim
sin~ | +1 I+ D+ 40
3 2
e —
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. 1
Evidente <f,V n > 1, deoarece 1+—>1,V n > 1. Cum 22) Calculeaza limita sirului cu terme-

n
f;<3,2=¢<e,<e<..<e <f<f <. <f<3,decie € (2,3), nul general a, =/3"+4",n>2.
YV n = 1. Sirul, fiind monoton si marginit, este convergent. Limita 5

23) Calculeaza:
sa, notata cu e, apartine de asemenea intervalului (2, 3).

N N | a) im¥1" 42" +3" +4" +5" 5 > 2,
hmf —11m(1+ ) -(1+—)=Iim(1+—) -lim(l+—)=e-l=e. "
n—o0 n n n—o n n—o0 n . o 3 3
b) IimA/T +2° +..+n" | n=2.

24) Calculeaza:
Observatii. ¢ Numairul e este o constantd fundamentald in 4n sn
a) hm(l+ j b) hm( )
n+

n n+l1
Obtinem dubla inegalitate: (1 +l) <e< (1 +1J ,V ne N
n n

analiza matematica (e este irational si e ~ 2,718281...).
4 In analiza matematica este foarte folosit logaritmul cu baza e.
Acesta se numePte logaritm naturdl. in loc de logx vom scrie Inx. 25) Se considerd sirurile (a ) si (b).
¢ Logaritmand in baza e dubla inegalitate obtinem L ) o b .
nil n+l Calculeazd lim a , lim b si lim (a,,” ) daca:

nn——<l<(m+1)ln—,V n € N* sau 1 RS
n n a) a,=10",b,=n;b) a =10" , b =n;

i "

1 1 1
——<In(n+1)-lnn<—,V ne N* ¢)a, =10",b =n",d) a,=10 " ,b =n.
n+1 n

Nota istorica.

log x se noteaza Inx. A fost descoperit de John Neper (1550 - 1617) si de Jobst Biirgi (1552 - 1632) in dorinta de a
pune la dispozitia astronomilor un mijloc de simplificare a calculelor.

Isaac Newton (1615-1677) si G. Leibniz (1646 - 1716) au stabilit dezvoltarea in serie a numarului e.

Leonard Euler (1707 - 1783, matematician, mecanician si astronom elvetian) a introdus in 1748 notatia e ca baza a
logaritmilor naturali (sau neperiani). "

In 1728, Daniel Bernoulli (1700 - 1782) a stabilit formula e = lim 1+l

n—o0 n

Irationalitatea lui e a fost demonstrata in 1815 de catre J. Fourier (1768 - 1830).

PH“‘AF @ 1. Calculeaza: yn=%, ne N*.
n*+3 . 2
a) 11m(3” +4n” —nj : b) Calculeaza llm[(xn)y’ ] daca x,=10",y,= 2on€ N
P ko pE =0 l’l +n+1 Lo . .
c) Determina doua siruri (x,) si (y,) astfel incat
o) 1 m+1 VT lim Bt ane1) limx = oo, limy = 0, iar sirul (xny”) nu are limita.
)nl~>n;lo nwin->2 > ©) n—w 2n+7

@ 4. Se considera sirul cu termenul general

@ 2. a) Calculeaza lim[(xn)y ] , dacd y = e si X, = n“ 2 ae R, n€ N* Determini a € R astfel

1 N* incat sirul (x ) sa fie divergent.
=——, ne .
Y P

@ 5. Se considera sirul cu termenul general

_(a+1Y . 1
x"_(2a+1)’neN’ aER\{ 2}'

Determina valorile parametrului real a astfel incat
sirul (x ) sd fie convergent.

b) Stabileste natura sirului (xny”) , dacd x = e si

v, = ey 1) ,n € N*.
c) Determmé doua siruri (x ) si (y,) astfel incat

limx = limy = 0, iar sirul (xy”) este convergent. .
n Y ’ ; " g @ 6. Se considerd sirul cu termenul general

@ 3. a) Calculeaza lim[(xn)y"] , daca x = 2" si x, = (Iga +.1)n’ " EANA’ @a= 0 Detverrnin.é vva.lor.ilve
! parametrului a astfel incat sirul (x ) sd nu aiba limita.

&9



7. Calculul limitelor in cazuri de nedeterminare

De cele mai multe ori, Incercand sd determinadm limita unui sir, observam céa suntem in fata unor operatii
nepermise. Pentru inldturarea nedeterminarii si aflarea limitei se pot utiliza diferite metode. Unele dintre ele au fost
puse in evidentd pand acum (criteriile de convergents, teorema de convergenti a sirurilor monotone). In continuare
vom prezenta unele metode algebrice de ,,eliminare” a nedeterminarilor (scoaterea fortatd a unui factor comun,
amplificarea cu expre%ia conjugata). Pentru aceasta, reamintim cele 7 cazuri de nedeterminare:

o0

o . _— o 0. 0
00_0030'009 9lw90900~

6 5
1. Limita unei functii polinomiale de gradul k > 1

lim(a,n* +a, 0" '+ . +an+a,)=

n—eo

. k 1 1 00, a, >0
=limn"| a, +a, |, —+.+a, — |=

n—>o0 n n -0, aq, <0°

Nedeterminarea inldturatd: o« — .

2. Limita unui raport de functii polinomiale

Pana acum am reusit sa calculam astfel de limite pe cazuri
particulare, prin diferite metode. Vom prezenta o metoda unitara
de calcul a limitei unui raport de functii polinomiale.

lim aknk + ak,lnk71+...+a1n+ ay _

e b +b,_n' +.. +bn+b,

i3 (= ay a,_ 1 >

n [ak ety @+ Ay — by
n ~ n

=n*! 5000, k<.

! b, by - . b b, 1
o +——+.+by—
n[b,+ p +...+nl it 0 (7

. A ~ ~ (X)
Nedeterminarea inldturatd: —.
0

3. Limita unui sir al cdrui termen general contine puteri

0, a>1

o oo ; 1, a=1
Reamintim ca lima” = .
n—o0 0, —l<axl

nu exista, a<-1
7[(;) +1}
m(5" —2)=o0; lim>"' = fim—t~ d_1
n—w0 n—eo 3" L TN noeo 3 n
7" () +1

7

EEEMPLY

4. Limita unui sir al cdrui termen general contine radicali
Extindem notiunea de grad astfel: daca P(n) este o functie

k
polinomiala de grad &, spunem ca {/P(n) are gradul —.
p
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1) Calculeaza: a) lim(3n’ —3n +1);
n—>0
b) lim(2—-n’);

c) lim(n—\/Z+2) ;

n—»0

d) lim{(3—x/§)n4 +(2-3)r + 1}].

n—>0

2) Calculeaza:

2
) lim3n+1; b) limn 5n2+1;
n—)oozn—l n—0 l_n

2, A2 2
2—
c) limw; d) lim — ™
n—e n +1 n>o p” +5

3) Determina a si b € R astfel incat

2
a) lim[2’1+—3gl—an—bj= 2

n—»o0 n-+

b) nmw__zs—a&—b}o.
n—>0 n+

4) Calculeaza: a) limn";
n—>»0
b) lim —\/5 ; c) lim(—sinz) .
now| 2 n—o 6
d) lim > 25 +2'51; &) lim>—— 2.
n—w 4" 4 57 n—w Q" _ 5"
Hlim 27 lim— =3
n—w 3" _ 4" n—w 4" 4 o
- . (x’n
5) Calculeaza: a) lim —(a>0);
e ] 40
a"+4"
b) lim a>0);
) n—o 3" 4 7" ( )
. a'+b"
C hmm (a>07 b>0)’
n>e g™+ b
30" +4
d) lim o,Be(0,1));
) lim S @ pe, )
e —



Exercitii rezolvate.

1) Sa calculam lim(\/3 n —3n+5—\/n+8).

n—>0

Folosim metoda scoaterii fortate a factorului comun 7 din fiecare
radical.

(3\/n3—3n+5—\/n+8)= n - (i/l_iz"‘%_\/%"'%)ﬁ“’
et n~ n n

—1
In functie de termenul care are gradul mai mare obtinem limita
+00 sau —o. Spunem ca functioneaza ,,principiul dominarii de grad™.

2) Luam un exemplu in care cei doi termeni au acelasi

grad: lilrn(n—\/3 3n’ +n—5)= limn[1—3/3+%—%J=_o@,
n— n—»o0 n n

—>1-V3<0
In cazul in care nu existd ,,dominare de grad®, se aplica ,,princi-
piul dominarii de coeficient”. Si in acest caz, limita este +oo sau —o.

3) Sa vedem ce se intampla in cazul in care nu exista
»dominari de grad sau coeficient®.

S3 calculam lim(\/n2 “3n+1-+n? +n+8).

n—»0
Metoda factorului comun nu este eficienta, deoarece
obtinem cazul o« -0. Amplificdim cu conjugata si obtinem:

n —4-——
P =3n+l-(n*+n+8) . ( n)
hm\/ - \/ - =lim =2
n—yc0 _ n—0
n =3n+1+vn"+n+8 n(\/l—3+12+\/1+1+82j
n n n o n
& In cazul calculului limitei unei diferente de radicali
Fj‘ aplicam, daca este cazul, ,principiul domindrii de
eemwe  grad® sau ,principiul domindrii de coeficient®, iar
' limita este +oo sau —oo. Dacd nu exista nici un fel de
domindri, amplificam cu conjugata.
A AE . ..
» Conjugata expresiei \/Z —\/Z este \/Z +\/Z .
AL it iy * Conjugata expresiei Va —3b este Va® +3ab +3b*.

* Conjugata lui Ra Kb este Na"™ +Na?2b+. +NbP"
0

Nedetermindri inldturate: © — © ; —.
0

Exercitiu rezolvat. Fie a, a, ..., a, numere reale si

/= lim(aox/;+a1\/n+1+...+ak\/n+ k)=

n—yeo
ag+..+a;

= lim«/;(ao +a11/1+l+...+ak1/1+£j.
n—soo n n
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6) Calculeaza 1im(\/ n+n’—5n— nz)

n—oo

Indicatie.
N +n* =50 —n*=n 1+L2—i3—1,
n n n
—-1

7) Calculeaza:

lim(%/n5+2n4—3n+l—\/n4 +n’ 4307 );

n—»0
lim [(2;1+1)2 i —3n+5]
n—0

8) Determina a si b astfel incat:

lim[\/n2+n+4—(an+b)}=l.

n—>0

Indicatie. lim n[‘ 1+ 1 + iz —a- éj
n—»o0 n n n

—1-a

w; 1-a>0
—0;1—a<0’

9) Calculeaza:

a) lim(\/2n2 “3n+1-3n’ +50° —7);

n—>0

b) lim(\/9n2 — Sl —n? 30+ 4);

n—>0

n—>0

c) lim(\/n2+2n+1 —\/n2—3n+5);

d) lim \/n2+3n+1—\/n2+5‘
n—o0 \/l’l—3—\/; ’

e) lim(\/3 w+n’ =3n+1 —n).

n—>0

10) Determina a, b astfel incat:

lim[\3/n3 +nt+2n+7 —(an+b)} =4.

11) Calculeaza:

a) lim(2Vn+1-3Vn+2 +n+3);
n—>0
b) lim(%/n3 +2n —\/n2 +n);

n—0

3n%-1
In* +n P03
AIn*—n+2n

12) Studiaza convergenta sirurilor

u =sin(7t\/n2 +n);vn =sin(27t\/n2 +3n) .

¢) lim

n—>0

B

-



Dacd a, + ... + a, > 0, atunci [ = +oo. Dacd a, + ... + a, <0,

atunci / = —o0. Dacd a, + ... + a, = 0, suntem 1in cazul de

nedeterminare o - 0. Scriem a, = —a, — a, ... — q,_,, deci

1= lim[a, (Vo ) + al(m_m) .

n—>0

+ak71(\/n+k—1 —\/n+k)}=0.

5. Limita unui sir care contine nedeterminarea 1°

Teorema.

)"
lim(l + —) =e.
n—>0 an

# Daca (a,) este un sir nenul cu lim a,, = 0, atunci lim(1+4,)" =e.

n—»0 H—>0

.| =%, atunci

S

Indicatie. [a ] < a <[a ]+ 1,V n > 1. Se minoreaza si se majoreaza
cu doua siruri ce au hrmta e, apoi se foloseste criteriul clestelui.

Observatie.

Pentru eliminarea nedeterminarii 1* cu ajutorul acestei teoreme
se procedeaza astfel:

* se pune in evidentd, in componenta bazei, sirul (a ) conver-
gent la zero; de obicei, se aduna si se scade 1;

1
* se pune in evidentd la exponent sirul {— , obtinut prin
a
A .. <A - o . . n
inmultiri si impartiri convenabile;

lim b,
o - s . . . b, . n
* se aplica operatii permise de tipul lim(a, " )= (lima,)”
n—>0 n—>0

EREMPLY 2 n n
. +n+1 . +n+1

lim| 222 | =lim 1+L 1| =
n—e\ n” —=3n+2 n—eo n®=3n+2

n(4n—1)

n?=3n+2 |2 -3p+2

4n*—n

im
— en—>wn273n+2 — 64

— 4n-1
_ lim (1+24n_1)
n—eo n-—3n+2

a>0,a=1

6. Sirul (x, =n@la-1)

X, . . x, Vo lim x,
Se aratd ca lim—*-=0 si ca a=lim||l+—* =em~
n—w n n—>oo n
Rezultad de aici ca limx, =1Ina.
n—»o0

' &) .

Fa'h -hmn(\/”a—l)zlna,a>0,a¢l;

| n—o0

\_\_‘ a”n _
FETWE  « Dacd (u,) converge la zero, atunci lim =Ina.

n—oeo Yy

0
Nedetermindri inldturate: 6 sau 0-c0
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13) Calculeaza:

1 3n+7
a) lim(l + ) ;
n—»0 n—1

2n+7
b) lim[n_lj ;

noe\ o+ 1

2 n
¢) lim1n [%j

n—e n*+1

d) lim(1+ j ;
10 n+1

a¥n=3
J ,aeR;

2

+1

n +n+1
n* —n+1

e) ng(l+2f 3

N

g

h) i

n’ +5
'Hw n’+3

Jl+(l+2)+ A(142+..4n)

14) Calculeaza:

a) hm n+\/; 2n+1‘
e m_dn)

6n+l
b) nm(3” 2) :
n>o\ 3n+7
2n°+3

. 4n2—5n+2J n+s
¢) lim| ———— ;

ol dn® +n+11

5n 2n n+l
d) lim - ;
noe| 5" 43"

22»1+l

e) lim 43
noe| 4" +1

15) Calculeaza:
1 i
L=1im(n2+1)(6”2 +7" —2)

Indicatie.
Nedeterminare de tipul o - 0.

*



Exercitiu rezolvat.

1 1\
Calculim nm(“" ;b"J ca.b>0,ab# 1.

n—on
Fiind 1n cazul de nedeterminare 1* procedam astfel:
1 1Y 1 1 "

a" +b" . a" +b" -2 lim x,,
=lim| 1+ ————=| =& :el‘“%:«/ab, unde

. 2

lim

N—>09)

—)%(lna +Inb)=Invab.

7. Siruri al cdror termen general contine functii trigonometrice

LY

il

"\

Lema. siny <x <tgy, V x e(O,%).

Demonstratie. L P(cosx, sinx]
Fie ¢ cercul trigonometric.
T) . x B,
Pentru x e O’E , fie punctul ] A(l,ﬂi

P(cosx, sinx) € ¢ astfel incat arcul

orientat Xf’ are masura Xx.
Fie B € Ox, PB L OP.
Evident, aria A AOP este mai mica decat aria sectorului de

cerc AOP, care este mai mica decat aria A BOP, adica

2
%OAOPsinx <m<%OP~PB. Pentru ci OA = OP = |

2n

i - t i < < t
S1 , avem SInx < x .

Consecinti. |sinx|<|x

,VxeR.

Teorema.

Dacd lim a, =/ si / € R, atunci lim(sina,) =sin/.
n—>0

Demonstratie.

a, -l a +I

COsS

. . . . a, —
|sman—s1nl|= 2sin < 2|sin— <

an—l|.

Deoarece lim

a, —l|=0, aplicand criteriul majorarii rezulta
lim(sin @ ) = sin /.
n
Consecinta.

Daca lima, =/ si /€ R, atunci lim(cos a,) = cos .

n—>0
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e

1
77 -1 n’+1
n2

1
167 =1 n*+1
Lzlgg T g + T
2 2
n n
1

n—>0

16) Calculeaza: lim n[2” —1].

17) Calculeaza:

. [%H/ZH/Z
a) lim| =~

n—>0|

] , a,b,ce (0, 0)-{1};

1

b Tim &

n+l1

2

n—>o0

1 n
c) lim[Z—a”J , a > 0 (discutie);

1

d) lim &~

n—o 2

n* +1

18) Incercuieste litera A, daca afirmatia
este adevarata si litera F, n caz contrar.

t
a) ﬂ>1,Vxe(o,EJ;A. F.
X 2

b) B 1w e(—E,OJ ‘A.F.
X 2

c) tgx >x,Vx e(—g,o} A. F

d) cosx <X < vxeR; A. F.
X

19) Calculeaza:
n+3 1

a) lim sin
ne p=5  2n+l

2

1
b) lim(2n+5)tg——.
n—o n+l1
Indicatie.

n+3 . 1

a) lim sin =
2n+1

n—wo n—>5

sin

n* +3
(n=5Q2n+1)>

— hm 2l’l +1 .
n—o0 1

2n+1

-



EREMPLY -1 n 1

o1 . 2 ... mn .
limsin—-=0; limcos— =1; limsin =sin—=—,
n n 6n+2 6 2
Folosind un rezultat pe care il vom demonstra in
cazul limitelor de functii, se obtine urmatoarea...

Teorema.

< 1. . . .. sina

Daca lima, =0 si a, #0, VaeN, atunci lim = =1.
n—>o oo q,
EREMPLY 1

1 sin— 1
limn-sin— = lim —Z2 =1 (deoarece lim—=0).

n—>0 n n—>0 1 n—o n

n

0
Nedetermindri inldturate: 6 sau 0-oo.

Consecinti. Dacd lima, =0 si a, # 0,V n, atunci lim =" tea, =1.
n—»0 n—>o0 a
R . tga sina 1 . n
Intr-adevar, &% _ . si cum cosa, —>cosO=1,
a, a, cosa,
. . tga n
rezulta ca &4, —1.
a

n

8. Teorema. Criteriul raportului

Fie(a ) sir de numere strict pozitive. Presupunem ¢ 3 lim &etl =

n—>0 a
n

1) Daca /<1, atunci lima, =0.

n—>0

2) Dacd [ € (1, o], atunci lima, =o0.

n—0

3) Daca / = 1 nu putem trage nici o concluzie.

Demonstratie.

Din /<1, rezulté cadg>0cul0</<g<lI;

2 .
dn,€ Ncu —= . t<gq,Vn=n,. Deci a, ,, <qa,, a,,,<q’a, si,

n

in general, 0<a, ,, < q a, . Pentru k —oo, rezulta lima, =0.

n—0

9. Teorema. Criteriul Cesaro-Stolz

Fie sirul (a ) si sirul (b)) strict monoton si nemarginit. Daca
C g A, —a . . ...
existd lim —*—" =/ (finitd sau infinitd), atunci existd lim —-

n—o — n—o
n+l n

- .a
si, n plus, lim—*=/.
n—>0 0

e S

1
b) lim(2n+5)-tg——=
1= n+1

1
to——
i onl 2045
n—o 1 n+1
n+l

20) Calculeaza :

n

a) lim—;
n—wo pl

b) }’Lrglonq (-1<g<1, dat)

c) lgn}o n*-q"(g>0) (discutie);

d) nm“—' (a>0) (discutie).
n—>0 n!

21) Calculeaza:

11 1 1
a) lim—| —+—+..+—|;
n»op\In2 1n3 Inn
1m1+«/5+...+«/;
N n«/; ’

22) Calculeaza:

. l+x  J2+x
a) lim— + +

a2y 224y
x,y€ R*;

. 1+d4+39+.. +\/7
b) lim
n—>o nin

+\/Z+x
2JZ+y ’

23) Calculeaza limitele sirurilor:
1

Observatii.
4 Reciproca nu este adevaratd. Contraexemplu:
fie (a, = (-1)"), (b, = n); [ ]—) 0si [M] nu are limita.
n bn+1 - bn
¢ Teorema este valabild si daca inlocuim conditiile puse in
cazul sirurilor (a ) si (b,) cu

,sirul (b ) monoton si lima, =1imb, =0".
n—>0 n—>0
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a) a —1+L+ +—;
" n 2n n*’

1 1 1
b) a, ZZ[I +E+...+E],

c)a,= l(1n2+ In3+..+1nn);
n

a+b a+\/_
d) a,=
n c+d c+\/_

b,deR};

a+\/n_b
c+m ’

a, c € R*,

‘




e

0 p P y4
4 Folosind aceastd teorema se elimind nedeterminarile: ;—.Z 0 e) lim 4+270+3 pf’f Tt a, ,a,—>a,
n—>0 n
ALY 1+l+...+l pEN*.
@ Sa calculim lim%.
n—»o0 nn <.
Rezolvare. 24) Calculeaza:
1 1 +1
Fie a, =1 +E+...+—, b =Inn. Evidentb >0, n > 2, a) lim4/n” +3n+4; b) limyp il
n n—»w n—o \| 2p +
1
App1 — Ay _ . n+l _ 1 W li 4/_‘
(b,), crescator si nemdrginit. Cum lim =lim = c) im~y1"+2"+...+nr"; d) limi/n!.
nmop o —b  mxIn(n+1)—Inn n—>® n—>e
1+l+ L 25) Calculeaza:
= lim;—L—l rezultd ci lim—2— 1 _ Inn
_n—>oo n+1 ntl Ine o n—>0 Inn o ) llm—, b) lim %/ hll’l; .
ln[ j n—% n n—»o n—oo 1 n!
n
10. Consecinte ale teoremei Cesaro-Stolz
Consecinta I.
+ Uyt
Fie sirul (x)cu limu, =u cR. Atunci lim 422 )

n—>0 n—»o0 n

Demonstratie.

Intr-adevar, notand @, = u, + u, + ... + u_si b = n, sunt verificate conditiile teoremei Cesaro-Stolz.
ag—a, . (utuyteu ) — (it tu . C . U Uyt AU
lim -2 =] (et p) =4+l ”)=11mun+1=u.Atun01 silim——2—"—" =y,
n—o0 an —bn n—o0 (n+ 1)— n n—o0 n—»o0 n

Consecinta II.
Fie sirul de numere strict pozitive (v )cu limv, =v €[0, c]. Atunci lim{/vv,..v, =v.
n—>0

n—»0
Demonstratie.

Pentru v € (0, o), intr-adevar, aplicand consecinta I pentru sirul # = Inv , obtinem cd limu, = Inv, deci

n—>0

LU U, U u,+..+u, Iny, +Ilnv,+.. +Inv « 1 Ing .
lim——2—""""7" —Iny. Dar — n— 1 2 2 =Ing/wy,...v, , Rezulta lime" V""" =™, adica

n—>0

n—>o0 n n n

lim%/v,..v, =v.

n
n—>0
Analog se demonstreaza pentru v = 0 sau v = oo.
Consecinta IIL. Criteriul radicalului

w,,
Fie (w)) sir de numere strict pozitive si lim—"*- =/, finitd sau infinita.
n—»o0 W

Atunci sirul (\/— ) are limita si hrn\/— =1.

n—>o0

Indicatie.

yeuv, =w. vy, =

Aplicam consecinta II sirului (v, =

n—1

Observatie.
Cu ajutorul consecintei III a lui Cesaro-Stolz se elimind nedeterminari de tipul oo’
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pesprisg @ 1. Gaseste formula termenului ge-
—— neral si studiazd convergenta urmatoa-
Z;j relor siruri. In caz de convergenta, deter-
p 2o PUSE mind limita:
a) 1 ;
a,—a,;=—-,vn=1
b)a, =2,a, =a +2",Vn=1;
c) n ,Vn=l
a,=a
T (1)

@ 2. Aratd ca urmatoarele siruri nu sunt monotone:

nm 1+(-1)"
a) xnz(_e)”; b) xn:tg?; c) xn=5—n,

1-2+3-4+..-2
@ 3. Calculeaza: a) lim F3z4t n;

n—»0 n

b) lim L+ ! +..4 ! ;
nso\ 1.2 2-3 n(n+1)

o fim| 4 e L
e\ 1-3 35 (2n—1)(2n+1)

@ 4.Fiex,=0,x,=1,x =2x —x _,Vn=1
Calculeaza limx,.
@ 5. Calculeaza:
2 3
n —3n+1 1-n
a) lim—————; b) lim ;
)n—wa n2_5 )n—>wn2+1
4 +n? 3 2 _
¢) lim n;i—n +5; d) lim 212 1_2n +5n—-1 :
n—o0 n+2 n—o p 45 n
2 2
) lim n.n +1 '
n-o\ 3n+1 3n-06

@ 6. Determina numerele reale a si b astfel incat

2
1im[n 1—an—bjz
no\ 742
@ 7. Calculeaza:
n n ) 3n+4n
a)lim2+4l, b) lim — ;
n—o 3" 4 4" n—w Q" 4
c) limﬂ; d) lim 2 +3 ;
nowe QM 3" 5" nowe 3% 4 4" 4 5"
1+ 2+. 42"
e)11m1+1+L+ + ; f) lim L.
n—® 5 5° A |
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@ 8. Calculeaza limitele sirurilor definite prin:

a)an=3 +a ,a>0;
n+5n
b)an=2 +3"+a a.b>0;
3" +b"
2 n
5 lim1+a+a +...+a a4 b>0.
no 14 p+.. +b"

@ 9. Calculeaza limitele sirurilor definite prin:
a) a, =An? -3n+1—n? —4n+1;

b) a, =n* —3n? +2n—5-3n* —2n* +1;

c) anzn—i/n4+2n3

—3n*+3n—-1;

d) an=\/n+\/nT—\/m;

e) an=M—n2;

£) @, =/5n° —2n* + 4n” =3 —\3n* —8n+11;

g) a,=2n" -3n+1—n.

@ 10. Determina a, b, ¢, d (d € N) astfel incat:

a) 1im(\/n2—n+1—an—b)=2;

n—>0

b) lim(an n* +bn— ) n=1;

—an bj

c) hm
Nn—>0|

d) lim[\/9n4 —24n* +6n> +5—(an’ +bn+ c):| =

n—>0

n+l

@ 11. Determina a, b € R astfel incat:

a) hm[\/n -3n+ —(an+b)}

b) 1im[%3+2n2—5n+1 —(an+b)}=1.

n—>0

@ 12. Discuta urmatoarele limite in functie de para-
metrii dati:

a) x :nk(n+1
" n+3

=Yn*+n-2—-an,ae R;
=3’ +n*-2n+l-an,ae R.

@8 13. Discuta si calculeaza limitele urmatoarelor

=n’-3n+l—-an,a e R;
b) anznk(\/n+2—\/n+l), ke N;
c) anznk(\/3 n3+n2—3n+1—n),k€ N.

—lj,ke N ;

b) x,

©) x,

siruri: a) a,



@ 14. Determina limitele sirurilor cu termenul general:
n 2n-3
a) anz(l—l); b) an=(1+l) ;
n n
2n+7 3 n
n n+1
c)a, =|1+ s d)a, =1+ .
) 4 ( n2—3) ) [ «/n+1]

@ 15. Calculeaza limitele pentru sirurile definite prin:
n+1)" w423\
a)a,= ; b)ya,=|—F— ;
n—1 n +n-1
s 2 41) 1Y
+ +
= ;d)a, = ;ean=1+—);
n —1] ) [2"—1] ) ( n
n+n 1 n?
f)anz(\/n2+2n+3—n) ; 2) an=(1+?) .

bn )3'1 P
=e.
n +1

, unde limx, =0

n—>0

n—»0

@ 16. Determind a, b€ R al hm[a+

@ 17. Calculeaza limM

n—»o0 X,

si x, #0, Vn=0.

@ 18. Discuta, in functie de valorile lui a € R,
(1+a+a2+ +a")’

valoarea limitei lim
o 1+ a’ +a*+.+a

o "

@ 19. Calculeaza limita sirului cu termenul gene-

ol ) 3]

1
Indicatie. Se inmulteste cu (1 —E)

d® 20. Arata ca, daca |x| <1, atunci

lim(1+x)(1+x2)(1+x*)...(1 +x2")=1L.
n—>0

@® 21. Calculeaza: /= lim cos 2cos ..COS

n—»0

i, x#0
2n

.o . LX
Indicatie. Se inmulteste cu sm2—n.

2n+2

@d 22.Fief: R > R, f(x)=1lim

n—0 x +

si
22n

n

. 2
: R\{-2} - R, g(x)=Ilim
& =2} &) n—e DM 4 x

graficele functiilor f si g.

Traseaza

2) lim " 2k +1

@ 23. Calculeaza: _
1> f= lk (k+1)
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b) lim 3Z(k2—nk+n) c) 11m2[1/1+£—1J

@® 24. Calculeaza limitele urmatoarelor siruri:

n k3+k n
a)a, = ; b)a,=2/) k" ,pe N;
) ;n4+k ) 1/Z p

¢, ., C Ch H
c) a,= .

1+2" 242" n+2"

@ 25. Calculeaza:

LI
2[aanrl +b n2+1 _ 2]’
2 2
b) l‘ﬂ{logl(l—ijﬂogl (1——}# +log1( ﬂ
U 23 U 34 s n(ntl)

@ 26. Afla relatia dintre a si b astfel incat sirul (x ) ,
x =In(n + 1) + aln(n + 2) + bln(n + 3) sa convearga la 0.

a) limn
n—>0

2
@® 27. Stiind ca hm 1+— ! +— ! +ot— lj r (Euler),
2?3 n 6

1 1 1
calculeaza: lim|l+—+—..+—|.
n—w 3 5 2n+1)

@ 28. Calculeaza limitele si arata ca

n 1 n 1
lim > lim .
Hwkz::‘ k(k+1) Hw; k(k+1)(k+2)(k+3)

@MW 29. Calculeaza lima,, daca:
n k n
aya =) ——
) 4 S+’ Z Ik +1 +(k+1)f
o1 1
©)a,=)—+; da=)—-—;
) 4, ;JE ) =k +1)+k!
= t
e) a, Zarcg il

@ 30. Arata ca sirul (x) _, definit prin x, = 1,

n

X . <1
=——=— este convergent, apoi calculeazd limx, .

Kol =
3/1+xn n—»w

@ 31. Calculeaza limitele sirurilor urmatoare:

5}1 n
a) x,=nl-n-3"; b) x, =—; c) X, =—:;
n! n!
n 3
d)x,,:k k>0, e x,=2—:  fx =n-2"
n! 3"



d® 32. Calculeaza:
a"a+b%+c§/2

a+b+c
b) lim Na+b a,b>0;

s %+%
n 1

d) limtg"| —+— |;
) limtg (4 )

n—>0 n

a) lim
n—>00

],a,b,c>0;

a i
c) lim(cos—j ;

n—>0 \/;

e) 11330[1 +tg2ﬁ] :

d® 33. Calculeaza:

1422 V2432334 +n* 40
n(n+1)(n+2)

a) lim
n—>0

. b) lim 7

n—>0 n

@ 34. Folosind criteriul Cesaro-Stolz, arata ca:

o 1P+ 2P+ 4 1
a) lim =
n—»0 np+]

,p € N*;
p+1

b) lim
n” p+1

n—>0

=5.P € N*;

(1"+2"+...+n" n J 1
2

. +[2a]+...+
¢) lim La]+] a]2 [na] =g, [-] este partea intreaga.
n

n—>0

d® 35. Calculeaza:

a) im{/n’ +n’ +1;

n—0

b) lim@ ;

c) lim/n! .

n—0

d® 36. Calculeaza:
N limn\/(n+l)(n+2)...(n+n);

n

n—>00 n
|
b) lim4/C!C2...C", unde C* =ﬁ.
n—o0 \n— .

Teste de evaluare

Testul 1

1. Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor:
a) Daca sirurile (x ) si (y,) sunt descrescatoare,
atunci sirul (x + y ) este descrescator.
b) Daca sirurile (x ) si (y,) sunt crescatoare, atunci
sirul (x y ) este crescator.
c) Daca sirurile (x ) si (v ) sunt marginite, atunci
sirul (x, + y ) este marginit.

d) Daca limx =1 si limy = —oo, atunci lim(x,”)=0.

2. Studiaza monotonia si marginirea sirurilor cu
termenul general:

:n2+1

n n 4

ne N*

5n—s1nn=5;

3. Demonstreaza ca: a) lim
n+3

1+2+...+n 3
—— 5 (CO0Sn =0
12+22+...+n2( )} :

b) lim[
4. Demonstreaza cd urmatoarele siruri (x ) _, sunt
convergente:

n

3
a) X =0

b) x,=v6,x,,=/6+x,, Vne N.
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Testul 2

1. Calculeaza urmatoarele limite de siruri:

a) lim(v2n+3—-+/3n+2);

b) hm( n+1)5n+1
n+2

: n+l
C) llm(2n+3 n2+1j'

2. Determind a, b € R astfel incat
lim(~4n® +3n+5—an—b)=1

3. Se considera sirul (a ) definit astfel: a, = 1,
a

. =a —5a,+7,Yne N.

Stabileste daca sirul (a,) are limita si in, caz afir-
mativ, calculeaza lima,

2

4. Calculeaza:

n3

1+sinT
a) lim p-
1+ tgﬁ
b) lim‘/C’f” +JC2 4. +4/Ch
H—>00 n2 ’




Testul 3

1. Se considera multimile:
A={xe R|x<2},B={xe R |x>1},
C={xeR|x-1/<4}si D={xeR|x<0!.
a) Scrie sub forma de intervale (din R) multimile
A, B, CsiD.
b) Determina 4 U C, BN C, A\ Dsi C\ B.
c¢) Care dintre multimile 4, B, C si D este vecinitate
pentru origine? Dar pentru +oo?

2. Completeaza urmatoarele enunturi, astfel incat
sd obtii propozitii adevarate:

a) Daca |2x+3| <0 sixe R, atunci x = ...

b) Multimea punctelor de acumulare pentru
(0; 11U {2; 3} este ...
c) Multimea punctelor izolate pentru Z este ...

d) Daca 4 =[—\/m; \/E]QN, atunci min4 = ... si
max4 = ...

3. Se considera multimea 4 = (0; 2). Da cate un
exemplu de:
a) majorant irational al multimii 4;
b) minorant din Z \ N al multimii 4;
c) vecinatate a lui —oo care contine multimea 4;

d) vecinatate a punctului care este inclusad in

1
) 10°
multimea 4.

4. Determind n € N’ in fiecare din cazurile:

lgn—1

n 1.1 .
7 b)‘lgn+1

n+1 2

1
a) 10

5. Demonstreazi cd multimea {x + cosx | x € R}
este nemarginita.
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Testul 4

1. a) Care este inversa functiei /': R — (0, «),

r@=(4) 2

b) Care este domeniul maxim de definitie al
functiei /: D c R > R, f(x)=%x(x*~1)?

c) Precizeaza minf si maxf, daca f :[0; 4%} —->R,
flx) = sinx.

d) Daca functia f:[—%; Q} — E, fix) = arccosx

2

este surjectiva, care este multimea E?

2. Da cate un exemplu de:
a) perioadd negativa a functiei
f:R\ {2kn| ke Z} - R, f(x)=ctg§;
b) restrictie inversabild a functiei
f:[%; 271}—)[—1; 1], fix) = cosx;

¢) numar a > 0, a # 1 astfel incat functia f: R »> R,
f(x) = a>" sa fie strict crescatoare;

d) numar a >0, a # 1 astfel incat functia :(0; %) —-R,
f(x)=log,ctg x si fie strict descrescatoare.

3. Fie functia f: D < R — R, fix) = log.(x* - 9).
a) Determina domeniul maxim de definitie D.
b) Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor:
(pl) functia f este para;
(p2) fix) = log(x — 3) + log(x + 3), Vx € D.
c¢) Determina intervalele de monotonie ale functiei f.
d) Demonstreaza ca functia f este nemarginita.

1

4. Fie functiaf: Dc R > R, f(x):sinx'

a) Determina domeniul maxim de definitie D.

b) Demonstreaza ca f este impara.

c) Demonstreaza ca 2006w este perioada pentru

functia f.

. . 9 .

d) Demonstreaza ca f este strict monotona pe (_5’ 0).
371')

=]-=>(10),
) (-1;0)

este inversabila si determina g'.

e) Demonstreaza ca functia g:(n,

1
SIEY



1. Limita unei functii intr-un punct. Limite laterale

In secolul al XVII-lea, trei mari probleme se aflau in atentia oamenilor de stiinta: studiul traiectoriei unui
mobil si viteza sa, studiul tangentelor la o curba si studiul problemelor de maxim si de minim. Aceste probleme
au condus la conturarea unui concept fundamental in analiza matematica, /imita unei functii intr-un punct.

Cristalizarea completa a conceptelor, asa cum le intalnim astazi, dateaza din secolul al XIX-lea si se datoreaza
unor matematicieni celebri: Cauchy, Bolzano, Darboux, Weierstrass, Heine etc.

Modelarea conceptului

Considerdm functia /: R — R, £ (x) = x* si tabelul de valori:

| e | 2 | | s |
f@| 121 | 14161 1,44 | 14641 1,69 |

Analiza tabelului de valori ne conduce la ipoteza ca, pentru
numere x din ce in ce mai apropiate de 1,2 , numerele f(x) sunt
din ce in ce mai apropiate de 1,44.

Aceasta observatie poate fi formulata astfel: oricat de mica
ar fi vecindtatea J a numarului 1,44 de pe axa Oy, exista o veci-
natate # a numarului 1,2 de pe axa Ox astfel incat f (W \{1, 2}) c V.

YA YA

v{ | 144 V'{ 1,
. \\

ra Y

AY T

»
X

o i o W

B
N

:

T
N2

=Y

1
Fie f: R\{0} > R, f(x)= — . Graficul functiei ne sugereaza

ca, oricat de ,,sus“ este plasat un punct M pe Oy, exista o
vecinatate W a originii din Ox astfel incat f (W) c (M, ).
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Ce intelegem prin limita?

1) La un concurs de masini de curse,
distanta parcursd de o masina este func-
tie de timp. Momentul cel mai important
este cel in care masina va trece linia de
sosire. Un alt moment important este
momentul 0, in care masina demareaza
in cursa. Ce alte momente importante
pot fi studiate in timpul cursei? De ce
crezi ca in studiul acestor momente ne
intereseaza comportamentul automobi-
lului in vecinatatile acestora?

Sd interpretam grafic ...

2) Fie functia f: [0; 0) — R, f(x)=x.
y

I

Sy
0‘? x

a) Fie V=[f _L \5+i} Ver(2).
10 10

Reprezinta grafic pe axa Oy multimea V.
Gaseste o multime U € 7(2) astfel incat
fx)e V,Vxe UN|0, w)\ {2}.

——'



A NE
w Fie DcR si aeR; a este punct de acumulare
Am priay pentru D dacd, VV € ¥(a), avem V(N D\{a}=D.

Am notat cu D' multimea punctelor de acumulare pentru
multimea D.

Teorema de caracterizare a punctelor de acumulare

Fie DcR si aeR; a este un punct de acumulare pentru
D dacd si numai dacd existd un sir (x,) < D\{a} astfel incat
limxn =a.

Demonstratie. Presupunem aeR.

. 1 1 .
.= Fie Vnz[a——;a+— ,neN* . Deoarece a € D' si
n n

Ve a), Vn € N*, rezultd cd Vn € N* existd x, eV, N D\{a}
1
si, deoarece |x” —a’<—,Vn € N*, deducem ca limx = a.
n n
<= Fie Ve /(a); deoarece existd (x,) = D\{a} cu limx =a,

rezultd cd 3N, eN astfel incat xy, €V (1D\{a}, adicia € D'

Daca a = o sau @ = —oo rationamentul este asemanator, se
modifica doar forma multimii V.

Atentie! Problema existentei limitei unei functii /': D — R se
pune doar 1n punctele a care sunt puncte de acumulare pentru D.

e

b) Fie V"’ :[I—L; \E+LJ,

100 100
V' e ¥ (2). Gaseste o multime U' € #(2)
astfel incat f(x) € V',Vxe U' N[0; x0)\ {2}.

3) Fie functia /: R* > R, f(x)ziz.
x
y

-

i
U=1?
Alege pe axa Oy o vecinatate V a
punctului O. Gaseste o vecinatate U € 7()

astfel Incat, daca x € U\ {0}, sa rezulte

fx)e V.

uk

sin x

4) Fief: R\ {0} > R, f(x)=

(functia ,,sinus atenuat®) avand graficul:

Definitie. (Cauchy)

Fie f:D—>R,aeD'sil eR. Functia f are limita / in punctul
adaca, V'V e? (l), 3 U €¥ (a) astfel incat f(UND\{a})V,
adica VxeUND\{a}, f(x)eV.

In acest caz notim }(I_I)I; f(x)=1 si citim ,limitd cand x tinde

la a din f (x) este egald cu [”.

Analizeaza graficul functiei f pentru
a completa spatiile punctate.

a) Pentru numere reale x din ce in ce
mai apropiate de 0, numerele reale f (x)
sunt din ce in ce mai apropiate de ...

b) Pentru numere reale x din ce in ce
mai mari, numerele reale f (x) sunt din

EEEMPLY .
@ lim x* =1,44; lim — =00
x—1,2 x—0 x
' &
() lim f(x)=a < (YV e ¥ (1),3U e ¥ (a) astfel incat

e x—a

d E'«_ﬁ v VxeUND\{a} rezulta f(x)eV).
Observatii.

4 Daci aplicam regulile de negatie obtinem: lim f(x) #/ <
< 3V e (1), astfel incat YU e ¥ (a), xeUND\{a}si f(x)gV).
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ce In ce mai apropiate de ......
Indicatie.
a) Pentru numere reale x foarte apro-
piate de 0, f (x) este foarte apropiat de 1,
sinx

~1.

adica
X
5) Fie M = (-0, 0) \ {~1} U {2}.
Incercuieste litera A dacd afirmatia
este adevarata si litera F in caz contrar:

a)0eM’;A)F; b)2eM';A F;
c)-1leM'; A F; d)-woeM';A F;
e)le M'; A F,; f)y-2e M"; A F;
1
g)ooe M';A.F;  h) Ee M'; A F.
-



¢ Fie/: D >R, aeD’. Dacd lim f(x)=0 siexistd V € ¥ (a)

astfel incat vV x € VN D\ {a} implica f(x) > 0 (respectiv f(x) < 0),

spunem ca f are in punctul a limita zero pozitiv (respectiv zero

negativ) si notdam 0 _(respectiv 0 ).

b Fie functia /:R—> R, f(x)={x}=x—[x].

zinta graficul functiei f'si arata ca lin} f(x)=1.
X—>

Repre-

YA
EIV1
t ) —>
-1 0 N 2 *
YU

Figura ilustreaza faptul ca existd o vecinatate / a lui 1 de pe
axa Oy si, oricare ar fi U vecinatate a lui 1 de pe axa Ox, multimea
U nu este ,,dusd* de functia /' in vecinatatea V" a lui 1. In acest
caz, lim f(x) nu exista.

x—1

Putem observa ca aceasta functie are ,,tendinte” laterale in
punctul 1 de pe axa Ox, adicd, daca ne apropiem de 1 prin
valori mai mici decat 1, valorile functiei se apropie de 1, iar
daca ne apropiem de 1 prin valori mai mari decat 1, valorile
functiei se apropie de 0.

Observatie.

Definitia limitei de siruri se obtine din definitia limitei de
functii considerand ca sirul este o functie definita pe N. Multimea
numerelor naturale are ca unic punct de acumulare co; ca urmare,
limita unui sir se poate calcula numai in co.

Teorema care urmeaza are o importanta deosebitd, deoarece
ne permite sa utilizdm rezultatele obtinute despre limite de siruri
pentru limite de functii.

Teorema. (Criteriul lui Heine)

Fief:D—>R,ae D'sil cR; limf(x)zl daca si numai

CD\ {a} cu limx, =a, existd

n—>0

daca, oricare ar fi sirul (x ) _

lim f(x,)=1.

-

6) Care este multimea D’ daca:
a)D =R,
b) D =R,
c) D=10; 2; 4; 6};

d) D:R\{@/kez}?

7) Folosind definitia, demonstreaza:
a) lin}(2x -3)=-1;
b)lim10* = oo .

X—>0

8) Fie functia /2 : [-2, 2] >R,
x+2, dacaxe[-2,1)
h(x)=12, daca x=1
—2x+3,daca x €(1, 2]

a) Traseaza graficul functiei /.
b) Exista lin}h(x)?

9) Urmareste solutia propusa pentru

a ardta ca lim(x+sinx)=o gj apoj
X—>0 >

demonstreaza ci }Lf}}c(x +C08X) =—00

Solutie.

Fie V € 7(x); exista m € R astfel
incét (m, o] < V. Determinarea multimii
U € 7(o) se bazeaza pe inegalitatea
x+sinx =x-1,Vxe R

Trebuie saavemx—1>m<x>m+1,
deci U= (m + 1, =].

Daca x € U\ {0}, atunci x > m + 1
sau x — 1 > m. Rezultd fix) = x — 1 > m,
Vx e U, decifix)e V,Vxe U.

Cum folosim criteriul cu siruri pentru

Demonstratie.
,—= Dacd lim f(x)=1, pentru oricare V € ¥ (I) existd U € ¥(a)
astfel incat Vxe D N U\ {a} implica f (x) € V.

Fie sirul 6 )din D\ {a}, cu hmx =a.Rezultd caexistaiNe N
astfel incat V n > N, x €U, de01Vn>N f(x)e V.

<" Presupunem cd lim f(x) =/, adica IV € ¥(l) astfel
incat, VU € #(a),d x€ UND\ {a} pentru care f (x) ¢ V.
102

a calcula limita unei functii intr-un punct?

2
X +Xx

10) Fie/: R\ {0} > R, f(x)=

Determina lin}) f(x).

Indicatie.
Pentru orice sir (x ) , cux € R\ {0} si

limx, =0 avem

n—>0

X, +X
hmf(x )= hm

2 = lim(x, +1)=1
n—oe

——'



1 1
i) Dacd a € R, consideram U =(a——,a+—) ¥ (a), VneN*,
" n n

Existdunsir(x ) _ ,cux € U ND\{a}sif(x )¢ V,Vne IN*,

1
Dmx IS U rezulta <—,VneN*, deci limx, =a. Conform
n

n—>0

ipotezei exista lim f(x,)=1, contradictie cu fix) ¢ V, Vn € N*.
n—o n
ii) Dacé a = o, consideram U = (n, +o0o] € #(0), Vn € N.
cux € U NDsif(x)¢ V,Vne N*. Din

x € Un rezulta x >n, YV n € N¥*,

Exista un sir (x ) _ ,

limx, =00, deci exista

n—>o0

lim f(x,)=1, contradictie.
n—»o0

iii) Daca a = —oo, rationamentul este asemanator cu cel din
cazul ii) (ramane ca exercitiu).

EEEMPLY
Consecinta 1.
Fief: D - Rsia e D'. Daca fare limita in a, atunci aceasta

este unica.
Ideea demonstratiei. Unicitatea limitei unui sir.

lim(x* +3)=7 deoarece
x—2

(Vx, eR\{2},x, 2 rezultd f(x,)=x+3si f(x,)—>7).

Consecinta 2.

Fief: D — Rsi a € D'. Presupunem ca exista sirurile (xn) si
o )din D\ {a} cu:
i) hmx = hmy =a si

n—>0
i) (f (xn))n si (f (yn))n au limite diferite.
Atunci nu existd lim f(x).
X—a
Ideea demonstratiei este negarea teoremei de caracterizare
a limitei unei functii intr-un punct cu ajutorul sirurilor.
Consecinta 3. Studiul limitei functiilor de tip Dirichlet

,xe@Q
Fie/:R—> R, f(x)= {i((;c)) ;Ci R\Q’ unde g si 4 sunt functii

reale. Atunci f are limita in ¢ € R daca si numai daca
limg(x) =limA(x) -
X—a X—a

Ideea demonstratiei. Dacd (z,) <R, lim z, = a, se considera

e
subsirurile termenilor rationali, respectiv irationali, din z (daca
exista) si se foloseste criteriul lui Heine.

1, daca x €Q
0,daci x eR\Q

Aratd ¢3, V¥ a eR, nu existd lim f(x).
Xx—a

EEEMPLY

&

Fief: R —> R, f(x)={
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11) Folosind criteriul lui Heine, calcu-
leaza urmatoarele limite:

a) lim——— 3
x—l (x 1)

b) lim 2*;

X—>—00

c) limlgx

X—>0

Cum folosim criteriul cu siruri pentru
a ardta cd o functie nu are limitd intr-un
punct?

12) Arata ca functia f: R — R, f{x) = sinx
nu are limitd in oo,

Solutie.

Cautam doua siruri (x ) si (x', ) cu limita
oo, astfel incat (f{(x )) si (f(x')) sd aiba
limite diferite. Alegem (x ) si (x')) printre
valorile importante ale functiei sinus:
X =nm— oosi X, =g+2nn—>oo,

Avem f(x ) = sinnm = 0 si

f(x'n)= sin[g + 2nnJ =1

Functia f nu are limita n oo deoarece
fix) —> 0si fix' ) —> 1.

Observatie.

Putem sa rezolvam problema conside-
rand un sir (x ), x — oo astfel Incat (x ))
nu are limitd. Géaseste un asemenea sir!

13) Arata ca functia f/: R — R, f{x) = cosx
nu are limitd in oo,

14) Demonstreaza ca functia

x+1, xeQ

f:R->R, f(x)z{x LeR\Q nu

are limita in punctul 5.

15) Demonstreaza ca functia

a)f: R\ {1} > R, f(x)zi1 nu are
limitd in punctul 1. g

b) f: R > R, fix) = [x] nu are limita in
punctul —1.




Solutie. ¥ a R, exista sirurile (x )din Q \ {a} si (v )din
R\(@QU{a})culimx, =limy, =a;f(x)=1,/(y)=0,vne N
Atunci lim f(x,)=1 si lim f(»,)=0, deci nu existd lim f(x).

' A Pentru a ardta ca o functie f nu are limitd in punctul

a este suficient sd gasim doud siruri (x,), (x)) < D\{a},

‘w

x, —a,x, —a astfel incat (f(x,)) si (f(x,)) si aiba
limite diferite.

Limite laterale

Exemplu: f:lR\{O}—) R, f(x)zl.
x |—10*“|—10*6|—10*8 |—10*‘°| |10*‘0 | 10°° | 10°° |10*4
s @] -10t| 100 [ <108 10| | | 10" | 10° | 10° | 10°

Analiza tabelului si a repre- h

zentarii grafice aratd ca nu exista V, € 7(tw)

1im f (x). Insa, functiile

Ji 10,0 >R, fi(x)=

><I-‘><|~

f2:(oa +OO)_) IRa f2(x)
au limita in O:
lim /,(x)= 50, lim £,(x)= +cc.

V, € #(—»)

Definitie.

Punctul @ € R* este punct de acumulare la dreapta (respectiv
la stdnga) pentru D daca, V V€ a), VN D N (a, +o) # I
(respectiv, V' N D N (-0, a) # D).

Observatie.
Daca a este punct de acumulare la stanga si la dreapta pentru
D, atunci a este punct de acumulare pentru D (notam a € D').

Definitii.

Fie functia /: D — Rsi / eR .

Fie ae D'(1R punct de acumulare la dreapta. Daca V V' € ()),
JUe /(a) astfel incat V x € U N D N (a, +o) avem f (x) € V,
spunem ca f are limita [ la dreapta in a si notam
lim £(x) = lim f(x) = f(a+0), = I

Fie a € D' punct de acumulare la stanga. Daca V V € 7(l),
JUe /(a) astfel incat Vx € UN D N (o, a) avem f (x) € V,
spunem ca f are limita [ la stdnga in a si notam

lim () =lim /(x) = f(a=0)= 1.

x<a

-

16) Arata ca functia /: R — R, f{x) = {x}
nu are limita in 1.

Cum calculdm limitele laterale ale
unei functii intr-un punct?

1
17) Fief: R* > R, f(x)=—. Calculeaza
X

limitele laterale ale functiei In punctul 0.
Solutie.
Fiex € R, x <0, x, — 0; atunci
1 .
lim f(x,)=lim—=—o0, deci limf(x)=
n ::<0

Fiex € R, x >0, x, — 0; atunci

limf(xn)zlimi=00; deci lim f(x)=o0.
X x—0

n x>0

18) Determina parametrul real a
pentru care functia f: R\ {4} > R,

2x+3, x<4
f(x)= 5 are limitd in x = 4.
ax“+5,x>4

Indicatie.
V) _, sirdin(-o,4)culimx, =4,

avem limf(x )=11, deci 3 f(4-0)=11.

v (xn) sir din (4, +0) si limx, = 4,

avem lim f'(x,)=16a+5, deci
n—>0
3f(4+0)=16a+5.
Rezolvam ecuatia (4 — 0) = f(4 + 0)

N 3
si obtinem a= re

19) Calculeaza limitele laterale ale
x+3, x<2

functiei /: R -> R, = )
unctiei /: R—> R, f(x) {2x+1,x>2

inx=2.
20) Determind limitele laterale (daca
exista) ale functiei /: R > R,

£ = {1 xeQ

in punctul 5.
xeR\Q

21) Stabileste daca functia

SRS - R, f(0)=

limita in punctul 5

are

(x —5)
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Observatie. 22) Determind parametrul real a astfel
Teorema Heine de caracterizare a limitei unei functii intr-un incat functia:

punct cu ajutorul sirurilor se extinde pentru limita la dreapta (la a

stdnga). a)f:R\{1} >R, f(x)=4x-1’ xel

Teorema.

Fie f: D — R si ae D'(1R un punct de acumulare. Functia
f are limita in a daca si numai daca f are limita la dreapta si la

stanga in a si aceste limite sunt egale.

In(x-1), x>1

sd aiba limita in punctul 1.

,x<2

Demonstratie.

= Daci existd lim f'(x)=/, atunci evident existd f (a — 0) = [
x—a

sif(a+0)=1

<= Presupunem ci existd f (a + 0) si f (a — 0), iar
f(a+0)=f(a—-0)=1[ Rezulta ca, pentru oricare V € ¥(I),
exista. U, U € (a), astfel incat V x € unbn (—o0, a)

b) /1R\ 2} >R, f(x)=1{X—2 sa

1
er , x>2

aiba limitd in punctul 2.

23) Determina valorile parametrului
real m astfel incat functia

SRV SR f(x)=—

sa aiba

implica f(x)e VsiVxe U,NDN(a, +00) implica f(x) € V. 2+er!

CumU=UNU e Na)siVxe UNDN\ {a} implica f(x) € V,

rezultd ci existd lim f(x)=1.
xX—a

pRIBLESE

= @ 1.Fie/:R— R, f(x)=x". Arati, cu ajutorul
definitiei cu vecinatati, ca lim f(x)= 4.

pRoPUSE 2

@ 2. Fief: R > R, fix) = Inx. Folosind definitia
cu vecinatati aratd cd lim f(x)=o0.

@ 3. Calculeaza, folosind teorema de caracterizare
a limitei unei functii intr-un punct cu ajutorul sirurilor
si operatii cu siruri care au limita, urmatoarele limite:
a) lim(2x’ +x—1);  b) lim (x’ —2x* +3);

X—>00 X—>—0

2

.ox"—=3x+2 )
¢) lim—————; d) lim .

x—1 x—1 x—2 (x_2)2

@ 4.Fief: R\{0} > R, f(x)=sinl.
x

Definim sirurile (x ) o X :i si(y) T
nn=z ’m nnz

V nelN*. 2

i) Calculeaza lim f(x,) si lim f(y,).

ii) Exista 1Airré f(x)?

1

PNy

® 5.Fie /IRV[V2] R, f(x)=

i) Calculeaza f (\/5 -0)si f (\/5 +0).
ii) Exista lir% f(x)?

limita n punctul x = 1.

@ 6.Fief:R->R,

2x* =3x+1, dacd x (—w, 2)
f(x)=110,

—x2 +7,

daca x=2
daca x €(2, + )
Cerceteaza daca exista 11_)11% f(x).
@ 7 Fief:R—>R,

x+1,
S (x)= {

3—ax?, daci x>1

daca x<1 o
,a €R. Determina para-

metrul real a astfel incat f sa aiba limita in 1.
x+2, x¢e[-2,1)

@ 8.Feh:[-2,2]1>R, h(x)=12, x=1
2x+3,xe(1,2]

i) Calculeaza (1 — 0) si A(1 + 0).

ii) Are 4 limita in x, =17

L xe(—o, 1
@ 0.Fief Ro>R fr)=ixsr D

X, x €[-1, o)

Cerceteaza daca exista lim f'(x).
x—>-1

1
—  xe(—0,-2
@ 10.Fie/:R>R, f(x)=lxsa T2,

X, xe[-2, o)

Pentru ce valori ale parametrului a, f are limitd in —2?
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2. Operatii cu limite de functii. Limitele functiilor elementare

Operatii cu functii

Definitie. Daca f, g : D —» R, atunci:

¢ functia f+g: D> R, cu(f+2)x)=/(x)+gkx),Vxe D
se numeste functia sumd a functiilor f'si g;

¢ functiaf-g: D> R, cu(f- 2)x)=f(x) gkx),Vxe D
se numeste functia produs a functiilor f'si g;

¢ functia g:Dl—HR,Dl:{xeD‘g(x)JtO}, cu

(f J( )—% VxeD,, se numeste functia cat a functiilor f'si g.

EEEMPLY

Fief, g2 : R > R, f(x) = x si g(x) = sinx. Atunci:
f+ox)=x+sinx, Vxe R; (f 2)(x) =xsinx, Vx € R;

[f}( )= ST ¢ eR\ {01

Fie functia / : IR — R, h(x) = x’sinx. Se observi ci h=f" g.

Compunerea functiilor este o altd modalitate de a defini
functii noi cu ajutorul unor functii cunoscute.

ANF

Fie functiile f: A—> Bsig: C > D, Im fc C.
Q Funcia g« /:A - D, (go /)(x) = g(/(x)); se

mToa4n numeste compusa functiei g cu functia f.
Operatii cu limite de functii

Proprietatile care urmeaza se pot demonstra cu ajutorul
rezultatelor obtinute pentru operatiile cu limite de siruri.

Teorema.

Fie functiile f, g : D > R, a € D', astfel incat exista limitele
liinf(x)elﬁ si }Ciilgg(x)elﬁ.
) a‘ Daca suma limitelor are sens in R, atunci functia f+ g
are limitd n punctul a si }Clir;( f(x)+gx)= }gr; f(x)+ lgr; g(x).

¢ Dacd a € R*, atunci functia of are limita in pun;:tul asi
lim af (x)) = tlim 7 (x).

¢ Daca produsul limitelor are sens in R, atunci functia - g
are limitd in punctul a si }Cirr;( f(x)-g(x) = £1rr; f(x)- lvlir; g(x)

¢ Daci g(x) # 0, Vx € B \ {a} si raportu? limitelor are

sens in R, atunci functia ry are limitd in punctul a si
hrn X
fx)  lim f(x)

lim-2%) hrn g(x) -

x—a g(.X')
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Sd ne amintim operatiile cu functii!
1) Fie functiile £, g, n : R > R,
F(x) =27, g(x) = cosx, h(x)=3x.
i) Calculeaza:
a) (f+ 2g — h));
b) (g M) ;
©) (g 1)) ;

d) (h+§](x);
f
o5

ii) Fie F : R — R. Care dintre enunturile

urmatoare sunt adevarate?
3

n+
a) dacd F(x)= x+cosx’ atunci F==—5;
2°+5 S+5
b) dacd F(x) = 4" + 2", atunci F = /> + £ ;
cosx n-g

c¢) daca F(x)=

atunci F = ;
/

d) daca F(x) = sin’x, atunci F = 1 — g%
I—cosx . l-g

e) daca F(x)= , atunci F= .

) (0 1+x° 1+4*

2) Fie functiile
/i R->R, fl(x)=x2—3x+2,
£, R=>R, f(x) =3
£, 10, 0) > [0, 0), f3(x)=x.

Marcheaza corespondentele:

a) fyofsef, 13"
b) f,f, \2) 3 3.3 4o

¢) fyofs 3)V3

d) fr0f, 4) 3%

&) frofr0f 5) 9" =37 42
0 fiofs 6) V3*

3) Calculeaza limitele functiilor de
la exercitiul 1, i) si ii), in punctul x = 0.

——'



¢ Dacid f{x) > 0, Vx € D si [limf(x)]mg(x) are sens in R,
atunci functia f{x)® are limita in punctul a si
lim(/ () = lim £(x) %

# Dacd o> 0, o # 1 si fix) > 0, Vix € D, atunci functia log f(x)

are limita in punctul a si lim(log, f(x)) = loga(lim f (x)).

In cazurile exceptate la operatii cu limite de functii, limita
poate sa existe (si sa fie egala cu un numar real, +co sau —o0) sau
sa nu existe. Exemplele urmitoare motiveaza aceastd afirmatie.

¢ Cazul de exceptie , 00 — 0.

EXEMMLE ) 5 .
{[fj )Fief,g: R—> R, f(x)=x"+xsigkx)=-x;

3 lim(f (x)+ g(x)) = limx> =oo.

lim f(x)= o0, lim g(x)=—0 si

2)Fief,g: R > R, f(x)=x+(%) si g(x) =—x;

lim £ (x)= o, lim g(x) === si 3 lim(/(x)+ g(x)) = 1ime) -0,
3)Fief,g: R >R, f(x)=|xsi g(x)=2x;

lim f(x)=o0, lim g(x)=—0 si 3 lim (f(x)+ g(x)) = 0.

4)Fief,g2R—>R,f(x)=x+sinx§ig(x)=—x;

lim £ (x) =oo, lim(—x)=—o0, f(x)+g(x) = sinx; A lim(f(x)+g(x)).

¢ Cazul de exceptie ,,0 - oo™

eeurs 1) Fief,g: R - (0, ), f(x)=(%) i g(x)=4";

0-0
lim f(x)=0, lim g(x)=00 si 3 lim f(x)- g(x) = lim 2" = 0.
X—>0 X—0 X—>00 X—>00

2)Fief,g: R — (0, ), f(x)= G) si g(x)=2%

0-00

lim f(x)=0, lim g(x)=c0, 3 lim f(x)g(x) = lim(%) 2 =1.
X—0 X—0 X—>0 X—>0

3) Fie f g+ (0.0) > R, f(x)=, g(x)=—x

b}
X

0-0
lim f(x)=0, lim g(x)= - si 3 lim f(x)-g(x) = lim(-x)=—oo0.

sinx

4)Fief, g: (0, ©) > R, f(x)= si g(x)=x;
lim £(x)=0, lim g(x) =, / (x)-g(x) = sinx, 7 lim /(x)- g(x).
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4) Completeaza tabelul:

lim /() [ limg(x) | Hm{f(n)+g()]
[,eR LbeR [+

[,eR +o0

l,eR —o0

+ o0 + o0

— o0 — o0

0 — o nedeterminare

5) Completeaza tabelul:

lim /() [ limg(x) [ liml/()g(x)]
/[,eR I,eR [y,
[,>0 +00
[,<0 +o0
+ o +o0
— 00 —00
+00 —o0
0 +00
6) Completeaza tabelul:
i /) | B |y L0
e g(x)
[,eR l[,e R* A
L
[,>0 0, +o0
[,>0 0_
+o0 [,>0
—00 [,>0
0 +o0
0 —o0
+00 0,
—0 0_

7) Fief, g : D > Rsiae€ D'. Daca
1323 f(x)=1€R si functia g nu are limita
in a, demonstreaz ca functia '+ g nu
are limitd 1n a.

Indicatie. Foloseste rationamentul de
demonstratie prin reducere la absurd.

8) Fief,g: D > Rsiae D' Daca

lim f(x)=/eR" si g nu are limita in a,
X—a
demonstreaza ca functia fg nu are limita
in a.

9) Ramane adevarata concluzia din
problema precedentd daca lim f(x)=0

X—a

si g nu are limita in a?

o




e
Limitele functiilor elementare Calculul limitelor de functii elementare
si utilizarea operatiilor cu functii care
au limitd.

1) Functia constantd: f: R > R, fix) =¢c,c€ R

— 10) Calculeaza limitele:
limec=c, VaeR

s a) limx’; b) lim x'’;
x—2 X—>o0
2) Functia identitate pe R: f: R —> R, fix) =x c) xligoxgé d) XIEISQXE
}(EEXZOC,VOCG R e)lim(x’ +x* +x° +x* +x+1);
X—>00
limx = oo lim x = —o0 f) lim (7x® +5x* +3x> = 1);
X—>00 X—>—00 X—>—o0

g) lim (6x° +4x> +2x+1).

3) Functia putere cu exponent natural: X0
"R>R fixy=x,ne N,n=2
/ fix) ~ 11) Calculeaza limitele:
limx"=a",Vae R limx" = © 5 ki L
hindd X a) lim x'?; b) limx2; c¢) limx
x>/2 X—>%0 X—>00
o, n par
lim x" = . 1+/2 . . 1-/2
x> {—oo, n impar d) lim x5 ¢) limx
x>0 x>0

4) Functia putere cu exponent real: f:(0, 0)—R, f(x)=x*, ac R* 12) Calculeazd limitele:

limx*=a", Va € (0, w) a) 12{10|x—1|; b) lim =1

©,a>0 0.>0 o) lim[+’ ~4]; ) lim [x* 4],
lim x* :{ ’ lim x* :{ ’ X x>
o \a<h O Gty e) lim|x—1].

x—2
5) Functia radical

a)f:[0;0) >R, f(x)=%x,pe N

13) Calculeaza limitele: a) limlrl6 ix ;

b) lim%/x, unde n € N, n > 2 fixat;
x—0

ling/i = 2{7/&’ Yo € [0, o0) 1im2(7/; =00 .
c) lim ¥/x ; d) lim ¥/x ; e) lim Ux;
b)f:R>R, fx)="Yx,pe N i o o
f) lim Vx; g lim(2\/§ +3x +4‘\‘/;).
lim*Vx ="VYa , Va € R =l xoe
lim 2 Vs = 0 lim 21,% . 14) Calculeaza urmatoarele limite:
i S a) linrll(xz -2x+1); b) lirr(}(xz —2x+1);
6) FunC,tia pOllnomlald C) hn,l](x2 _2x + 1)’ d) 1im(x2 _ 2x + 1) :

‘RoR, p(x)=ax"+a x""'+..+ax+a,, a, € R, k=0,_l1,
g PEI= a3+, v e) lim (x’ —2x+1); f) lim(x’ —4x-3);
an¢0, I’IEN* X—>—0 x—0

g) lilr{ll(x5 —4x-3); h) limrll(x5 —4x-3);

lim p(x) = p(a), Vo € R

o.a >0 i) lim(x* —4x-3); j) lilll(xs—4x—3).
lim p(x) =lima, x" ={ o ’ ’
o o -0, a, <0 15) Calculeaza urmatoarele limite:
2 2
i . X —5x+4 . X" —5x+4
lim p(x)= lim a x" = o ,a,>0,n par sau a, <0, n impar a) lim>—> "2 p) llrp X ooxrs
X0 X -0, a, >0, nimpar sau a, <0, n par o 2x" —x—1 ¥omo Dyt —x —1
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J:D=>R, f(x)=

miale cu coeficienti reali, p(x)=ax"+a

incat

7) Functia rationald. Notam D=R\{xeR | q(x) =0}
p(x)
q(x

, unde p(x) si g(x) sunt functii polino-

lx + +a1x+a0

Ty A+ bx+by,b,#0.

0°>“p

a,#0,q(x)=b,x" +b, \x”

p(x) _p(o) VaeD

o q(x) q(a)’
< . a,
o ,dacan>psi—>0
P
n —oo, daca n > sia—”<0
limwzlim X _ ’ P b,
x>0 q(x) X0 bpxp
—,dacan=p
P
0 ,dacan<p
p(x )

Asemanator se calculeaza hm

Dacd a € R\ D, exista doua functii polinomiale p, si g, astfel
P _p)

—o)",cume Zsiqg (o) # 0.
q(x)  q,(x) :

8) Functia exponentiald f: R — (0, ©), ix)=a,a>0,a # 1

lima*=a" WYae R
. Jo,ax>1 .+ 10,a>1
lima* = lim a" =
X0 0,0<ax<1 x>0 w,0<ax<l

9) Functia logaritmicd f: (0, ) — R, f{x) = log x, a>0, a # 1

limlog, x =log, a, Vo € (0, o)

X—>o

Oo,a>1 Oova>1
limlog, x = hmloga X =
x> —0,0<a<l| |y

x>0

w0,0<ax<l

10) Functia sinus: sin: R > R

limsinx =sina, Vo€ R

X—>0

Nu existd limsinx si lim sinx.

X—0© X—>—00

11) Functia cosinus: cos: R -> R

limcosx=cosa, Va e R

X—o

Nu existd limcosx si lim cosx.

X—o© X—>—00
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a) lim 2%;
x—-1

d) lima*
x—0

e) lim [l) ;
x—>-2 3

a) limlnx;
xX—e
x>0

 li o

h) lim v/x Inx;

X—>o0

j) limlog, x
X0 5

) lirln e*,ae(0, o).

b) limlnx;
x—0
e) limIgx;

g) lim(elgx+10Inx);

2_
=1 2x7 —x—1 Py 2% —x -1
2
e PP e 23
0 2% —x—1~ 1 2" —x—1
5 5
g) lim > ; h) lim & 1
X—0 x_ X—>—00 x_
x’ -1 x°
i) lim ; lim ;
) x>0 x —1 J) -l x—1
1 1
k) lim—~—; ) lim
X0 X7 — X—=00 x7 —
. ox—1 .ox—1
m S lime

16) Calculeaza limitele:
. 3 X . . X .
b i)’ o i)

, ae(0,+0)\{l};

lim e*, a € R;

x—>sino

17) Calculeaza limitele:

¢) limlnx;

X—>o0

f) lir%ng;

x>0

i) liml ;
i) limlog, x

k) }Ci{r(l)logl x

18) Calculeaza limitele:
a) lim sinx, hm cosx, ke Z;

x—km

b) limcosx;
P
6
d) lim cos x;
x—)i
f) lim cosx;
?

X_f?

¢) limsinx;

x—=
4

e) lim sinx;

b
x—=
3

g) limsinx.

x—=
2

-



12) Functia tangentd: tg:R\ {@ |k e Z} —->R

limtgx =

X—o

tga,VaeR\{@U(eZ}

lim tgx=o00,Vke Z

s/ Evkn
2

x\E+kn

lim tgx=-o0,Vke Z

Nu exista limtgx si hm n tgx.

X—>00

13) Functia cotangenta:

ctg: R\ {kn | ke Z} - R

limctgx =ctga, Vo€ R\ {kn | k€ Z}
lll}clctg,x -0, Vke Z

}i\%ctgx=oo,‘v'k€ z

Nu existd limctg x si lim ctgx.

X—>0

14) Functia arcsinus: arcsin:[—1; 1]—{—% g

X—>—00

X—>o

limarcsin x =arcsina., Vo € [-1; 1]

15) Functia arccosinus:

arccos: [-1; 1] — [0, =]

xX—o

limarccos x = arccosa, Vo € [-1; 1]

16) Functia arctangentd: arctg:R — [_E’ —j

T T
2

limarctgx = arctga., Va. € R

X—>o

. T
limarctgx = 5

X—>00

. T
lim arctgx = Y

x—>—0

17) Functia arccotangentd: arcctg : R — (0, m)

X—0

limarcctgx = arcctga , Vo € R

Pentru demonstrarea acestor formule se folosesc: criteriul
cu siruri, proprietatea corespunzatoare de la siruri si, In cazul
arcfunctiilor, schimbarea de variabila.

limarcctgy =0

X—>00

lim arcctgx =7

x—>—o0
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19) Calculeaza limitele:
a) limarccosx ; b) lim arctgy;
x—0 J3

x—>——
3

¢) limarctgx ; d) lim arcctgx ;
x—1 x—>\3

t
e) lim arctgx ; f) lim aver

X=X

20) Calculeaza limitele urmatoare:
a) 1ing arccos(sinx) ;

xﬁg
b) 1irr13 arctg(2sinx);

X—>—
3

. T .
¢) limarctg(——arcsinx) ;
H% 2

d) lim sin(m—arctgx) .

x—>V3

21) Incercuieste litera A daci afirmatia
este adevarata si litera F in caz contrar.

a) Nu existd limcosx; A)F.

X—>0

b) Exista lim cosx; A. F.

X—>—00

¢) Nu exista lim sinx; A. F.

X—>—00

1
d) Nu exista lingsin— ; AL F
X—> x

Existd sirul (x ) —0, astfel incat:

e) limsinizl; A. F
n—o xn

f) limsinizo; AT
n—0 xn

1
g) limcos—= T AR

n—o0 X 2 ’

n

22) Calculeaza limitele:

1_[ljx

2 l+e*
a) lim ; b) lim ;
) X—>00 ”x ) X—>—00 ,‘SIx

& im ()55

1
2% 41

Vsinx? +1
d) lim ; e) lim——t
X——0 1 _1 x—0 3cosx6
Ux
— |



Limitele functiilor compuse

Teorema.
Fief:A—>Bsig:B—>R,A,Bc R, acA’,

) lim f(x)=>
ii)AVe?(a),VxeVNA\{a}, f(x)#b,
iii) 3 lim g(v) =/, leR

y—

beB'.
Daca

atunci 3 lim(go f)(x)=limg(y)=/.
x—a y—b

Demonstratie.

Fie(x) < A\{a}silimx, =a; lim f(x,)=0.
Definim (y = f'(x )) . D';oil) rezult?;oé 3 m € N astfel incat
Vn>my €B \ {b}, iar din iii) obtinem
lim(go f)(x,)= lim g(y,)=1.

Observatie.
Substitutia y = f (x) se mai numeste schimbare de variabila.

Problema rezolvata.

Calculeaza limitele laterale ale functiei /: R\ {2; 3} - R,

1
f(x)= — in punctele x = 2 si x = 3.
e—e*?
Solutie.

1 1
hmf(x)— lim =—,unde y= ;
2 yore—e’ e x—2

1
lim f(x) =lim =0, unde y= .
yore—e” x—2

1

>1, deci e<e* .
2 eci

1
Dacax e (2;3), atuncix—2¢€ (0; 1) si
x—

1
=—o0, unde y=e*? si

Avem hm f(x)=lim
yoe g — y

x<3 y>e
1
hmf(x)—hrn =00, unde y=e*2.
yoee—y

x>3 y<e

Dacd f: D — R este o functie elementara sau o
functie care se obtine din functii elementare prin
aplicarea succesiva de un numar finit de ori a operatiilor
algebrice, de compunere, de inversare si e DND',

ATEMTIE
0
atunci existd lim f(x)= f(a).
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Cum folosim schimbarea de variabild
pentru a calcula limita unei functii compuse?

23) Verifica urmatoarele calcule:

a) lim ¢* " "' = lim ¢’ =0, unde

X oo y—>—0

y=x'-x2+x-1.

1 1

b)limsin— = 11rn siny=0, unde y=—

X—0 X x
y>0

24) Completeaza spatiile punctate:

a) limvx?+3x—4 = lim ./ = x, unde

X—>®0 Y
y=x+3x -4
b) lime"™ % = lim e’ =...., undey=....;
X—>0 Y
¢) lim ¥x* —x?+x—1=lim}/y =....,
X—>—00 Y.
unde y = ....;
1
d) lim sin—————==lim....=...,,
X—w 1x2 + 3)(7 _ 4 Y
1
unde y =

\/x2+3x—4‘

25) Completeaza spatiile punctate
astfel incat sa obtii propozitii adevarate:
a) lim tg(2") = lim gy =0, unde y = a:;

b) hmtg(l 2cosx)— hm tgy = =

c) hmw/1+t = hm y=..,undey=..;
xff

..., unde y = tgx;

d) limIn(tgx) = lim ....=
RN} Y.

e) lim ln[ctg(ﬂ— x)j =lim...=..., unde
x>0 2 Y.

x>0

y —ctg(ﬂ—x)
= 3 .

26) Completeaza spatiile punctate

astfel incat sa obtii propozitii adevarate:
1

a) hmtgi—hrntgy D,cuy=ux

b) 11ms1n(3x -3)= hrn smy =..,Cuy=..;
c) 11rn’cosx] 11m]y|_ undey = ..;
=
d) lim ln(cosx) = hm ..,unde y = .....
x/L
2
e —



prsbiiag @ 1. Calculeaza limitele laterale ale

‘== functiilor urmatoare, in punctele indicate:
sinx, x=0
propss€ D) " R—>R, f(x)={x x<0,a=0;
x>0
b) ffR—>R, f(x)= ,o=0;
cosx, x<0 '
20, x=1
¢c) ffR->R, f(x)= ,oo=1.
x2, x <1

@ 2. Calculeaza:

. . 3 2
a) )}Ln}l(x“ +x); b) il_rg(—x +8x7);

2 _2x+2 xt+x
¢) lim ; d) lim ;
x—l1 Zx—l x=0 x7 — x
4 3
+Xx X
e) lim = — f) lim—;
x/0 X x—0 x

2) ltlilg(x —=3x+1); h) lim (=x" —5x* +2);

i) lim(—\/ix2 +x— 1) ;

X—0

i) lim(x* +x* +1).

@ 3. Calculeaza:

3_ 2 _
a) li X 2x +4x 1; b) i x +4x -1
xoe 2x7 —=3x+1 ¥ 2x" —=3x+1
1 3
¢) lim xz’ d) hm1 x
xon ] 4 x oo ] 4 x
5
e)liml x3’ f) lim x+1’
xomn [ 4 x o x? 4
o) lim x* -3x+5 hy lim 2x+1
xom D +3x+4 JHw3x+2
2x
i) lim ; j) lim
xﬁwxz_{_ x~>oc4 x
2
K lim = : 1) lim X +x 12’
x>l x x—3 3x -9
2 3
m) lim > 23x+2’ ) lim > +38 :
x—2 x -4 x>2x" —4
Cox -1 Coxtext-2
o) lim=—: plim—s——:
4 2
r)lirrllx +x2+x —3’
x> x =1
X+t +xt—n
s) hn} 3 , neN*;
x> x -1
)lim 2—2‘ 0 lim X +x*-2x-2
=2 x =27 27 —xP = 2x+2°

@ 4. Calculeaza limitele laterale in punctul x = 2,
pentru functiile f, g : R > R,
sinmx, x <2

f( )—M ( )_
* _x2+x+1’gx - |¥?

x>,  x=2

@ 5. Calculeazi limitele:

a) lim 2%; b) lim 2%

c) lim[Ej ; d) lim [—) ;
x—o\ 4 x—-o\ 4
e) lim cosx; f) lim sinx;
st L
2 2

h) limsinx;

x—l

g) lim cosx;
3n

x>
2

i) limcosx; _]) lim sinx,aeR,keZ;
x——1 —a+2km

k) lime"; 1) lim cosx,aeR,keZ;
X—>0 x—a+2kn

m) lim e”; n) limlnx.

X—>—00 X—>0

@ 6. Calculeazi limitele:

a) limtgx; b) limtgx;
st PN
4 3

c) lim(tgx+ - !

x/—=
2

) d) }Ci{g(tg%+

-
n-x)

@ 7. Calculeaza limitele laterale ale functiilor in
punctele indicate:

DR\ E3) > R, f(0) =

,a=3sia=-3;

b)/ R\ {1} >R, f()=—— . a=1;

142+ 1
ANEE T
c) f:(O;EJ\{E}—)R’ f(x)=m,a=§;
d)f:(1;2)U @250 >R, flx )—1( BT
@ 8. Calculeaza limitele:
a) lim arcsin x; lim arccosx;

x—0 x—0

b) lim arcsinx; lim_arccos x ;

2 Y2
2 2
¢) limarcsinx ; limarccosx ;
PN x—1
arcsin x
arccos x
d) lim2ceosy, im >
N0 X =l (x=1)



@ 9. Foloseste la calculul limitelor urmatoare calcu-
lul limitelor unor functii polinomiale si completeaza
spatiul punctat.

a) lim(4" -2"+1)=........... ;(y=2%);
X—>0
b) ling(ln2 x+Inx+1)=.. ;(y=Inx);
0
c) 11m(tg XAtgr+D) =, ; (y=tgy);
X \47
2
d) lim(x—i/;)z ............. ; (yzé/;)-
@ 10. Aratd ca urmitoarele limite sunt egale cu 0:
3
X +1
lim x* sin b hrn X —x)tg——
a) x—0 2x3 +1 ) ( ) & +TC
1
¢) lim——cos—; d) lim2"™.
x—o x°© —1] X X0

@ 11. Calculeaza:
a) lingln(n—arccosx);

1
b) 11m s1n[arctgx +arcsin——— EJ

x+1 12
Z_arctgx arccosx
¢) lime? " ; d) lim=—""=;
X—>00 x—0 X
sin x .
e) lim m—y, f) limarctg(3—2cosx);
x> T

x>

x<I — —arcsinx 3

g) limIn {sin (E + arctg,xﬂ ;
IRE] 3
3

i) lirrll sin(arcsin x + arccos x) ;

X—>—
2

i) £T3[4+3+2+x+g[\/7x——x+3j

k) lim (x*=x*+x?—x+1)(x*—x?+x—1);

h) lirrll arcsin(2x—1);

x4l
D ;}Ln—llxz_l'
@ 12. Determina a, b € R si n € N astfel incat:
3 2n n
. —x"+
a) lim 2x —ax |=b; b) limX——% 5 a_
xom| x2 —2x oo (x=1)
x—q; x<l1
@ 13.Seconsideraf:R—> R, f(x)=12x+p;x>1,
q; x=1

unde p si ¢ sunt parametri reali.

Pentru ce valori ale lui p si ¢ functia f are limita
in punctul x = 1?

In ce caz aceasta limitd este egald cu f (1)?
@ 14. Pentru ce valori ale lui a si b functia

x’—x+1, x<0

fo(=e 2R, 1=

. T
asinx +bcosx, x €|:0, 5}

are limita in 0?

@ 15.Fief,g:R>R,f(x)=

Pentru ce valori ale lui a exista lim (f(x)+ g(x))?

’x! +asinx si g(x) = x.

@ 16. Determina a € R daca functia f: R > R,
e, xe(—,0)
S(x)=11-x,x€[0,1]

a, xe(l,0)

,a€ R arelimita in orice .€ R.

@8 17. a) Aratd ca nu existd limtgx .

X—>0

b) Fie f: R —> R o functie periodica, neconstanta.
Arata cd nu exista lim f'(x) si cdnuexista lim f(x).
X—>0 X—>—00

@ 18. Arata ca urmatoarele functii nu au limita in
punctele indicate:

a) f:lR*—)lR,f(x)zsinl,inxzo;
X
b) f:lR*—)IR,f(x)zcosl,inxzo;
X
¢c) [:R>R, f(x)=[x],iInx=2;
d) fR*SR, f(x)={x}-(2—{x}),inx=2.

@ 19. Foloseste teorema de trecere la limita pentru
functii compuse, pentru calcularea limitelor urmatoare:

b) lim sin(E - arctgx) ;
x—1 4

+ arctgx

d) hrn e?

a) limIn(arctgx) ;
XNO
¢) lim cos(arctgx);

@ 20. Cerceteaza existenta limitelor functiilor in
punctul x = a, a € R:

x3—2x,dacéxelR\(D‘
X 4+2x+1,dacixeQ’

a) f(X)={

b) f(x):{pxn’daCéxe(D p,q>0,n€N,n>2.

g, dacixeR\Q’

113



3. Criterii de existenta a limitei unei functii

In anumite cazuri este dificil sau imposibil si solutiondm
problema limitei unei functii intr-un punct utilizdnd numai
proprietdtile precedente. Se impune sid utilizdm pentru limite
de functii criterii de comparatie intalnite si la studiul limitelor
de siruri. Pentru limitele de siruri am gasit deja conditii suficiente
pentru ca, pornind de la un sir a cérui limita este cunoscuta, sa
determinam limita unui alt sir.

Teorema. Criteriul majordri/minordrii
Fief,g: D —> R, acD’.
i) Daca limg(x)=0 si 3/€R,3 V € ¥(a) astfel incat

|f(x)-1|<g(x), YxeV ND\{a}, atunci lim f(x)=1.
ii) Daca lim f(x)=o si 3 V € ¥(a), astfel incat

f(x)Sg(x),X_me e VN D\{a}, atunci limg(x)=00.
iii) Daca il_r)r; gx)=—w0 sid Ve 7/2;)&, astfel Tncat

f(x)<g(x), VxeVnD\{a}, atunci liinf(x)z—oo.

Demonstratie.
i) Dacd (x ) este un sir oarecare din D \ {a} convergent la a,

atunci 3 Ny, €N astfel incitVne N,n>N ,x € V. Din
|f(x,)-l|<g(x,),Vn>Ny si lim g(x,) =0 rezulta

lim f(x,)=1/, deci lim f(x)=1.

n_m;)emonstragia pentr);l_)Zi) si iii) o propunem ca exercitiu.

Exercitii rezolvate. Calculeaza:
b) lim(sin«/x +1 —sin«/;);
X—>0

d) lim(e® —sinx —cosx).
X—>00

a) limxsinl;
x—0 X
¢) lim(cosx —2%);
X—>0
Solutie.
1
,Vx€R si lim|x|=0, rezultd limxsin—=0.
x=0 =0 X
® ‘Sin x+1_sm\/¥‘=2 sin x+12—\/;|- cos x+12+\/;| <

,Vxe(0, o). Cum

a) Din

!
Xxsin— Slx
b

RN p-

lim =0, rezulta lim(sin x+1- sin\/;)z 0.

1
x—)oo.[x+1+\/; X—>00

¢) cosx—2"<1-2", Vxe€ Rsi lim(1-2")=—o0, rezulta
X—>0

lim(cosx —2")=-m .
X—>0

d) Din e* — sinx — cosx = e*~ 2,V x€ Rsi lim(e® —2)=0,
X—>00

rezultd lim(e* —sinx —cosx)=o0.
X—>00
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Cum utilizezi criteriul majordrii?
1) Justifica:
a) |arctgx|<£, VxeR;
2
b) lim/x =0.
x—0 ?
c) }B% x/;arctg x=0

2) Justifica:

x X _ gx 5 x_ .
2) 5*—4" =4 [ —4j 1},

. 5Y o
b) 152[(4) _1J_OO’

c) il_r)l’olo(S -4 )_oo.
3) Incercuieste propozitiile adevirate:

a) x—1<[x]Jsx,Vxe R;

b) f: R —> R, f(x) = 2" este descrescatoare;

ol-2M<1-2""vxeR;

d) lim(1-2"")=o0;

X—>00
e) lim(1-2")=—-w.
X—>00

Unde gresesc?
4) Fie functiile f:R*—>R,

o1 Lx#0
f(x)=xsin—si g:R—>R, g(x)= .
X 0,x=0

Calculeaza (daca exista) lirr(}(g o f)(x).

Varianta 1. |f(x)|=|x|- <|x|

1
sin—
X

i) Elling f(x)=0 (criteriul majorarii)
i) limg(y)=liml =1

y—0 y—0
i) siii) = lim(g o f)(x) =limg(y)=1.

1

1
Varianta 2. Sirurile (—J ,
nm nelN*

bl
2nm+—
n

sunt convergente la 0

(gOf)[i}g(f(iD:g(O) =0, deci
nr nT

Hlnigg(gof)(n—;jﬂ (1)

- 7T




Teorema. Criteriul ,,clestelui*

Fief,g,h:D > R,ae D' si Ve ¥a).

Dacs {f(x)Sg(x)Sh(x), Vx e VD\{a}
a

, atunci li 1
lim f(x) = limh(x) =/ € R atunci lim g(x)

Demonstratie.
Daca (x ) este un sir oarecare de numere reale convergent
laa,x € D\ {a},Vne N,atunci3 N, € N astfel incat Vn >N,
x € DN V\ {a}. Dini) rezultd f(x ) < g(x ) < h(x ), Vn >N

si din ii) rezultd lim f(x,)=limA(x,)=1/. Din criteriul ,,clestelui‘

Vv
pentru siruri rezulta limg(x,)=/ deci limg(x)=1/.
n—o0 x—a

Exercitiu rezolvat. Calculeaza: a) limm; b) lim[tgx]-ctgx .
x50 X T

)

Solutie. [x]
a)[x]<x<[x]+1 Vxe Ilephca <—<1,Vx>0.
X X
Cum lim x-1 =liml= 1 obtinem lim m =1,
X—>00 X X—>00 X0 X

b) tgx — 1 <[tgx] < tgx, implicd 1 — ctgx < [tgx]-ctgx < 1,

VxE(O 2} Cum hm(l ctgrx) =lim1=1 obtinem lnn[tg x]-ctgx=1.
/T /T

/T
2

Teorema. Fie f, g : D »> R, aeD’. Daca:
i) limg(x)=0 si

( f este marginita pe o vecindtate a lui a),
atunci lim f(x)-g(x)=0
xX—a

e

D gmrz) <l gmre) 1

=1 ().

deci Ellirr(}(gof)
2nm+ —
2
Din (1) si (2), rezulti ci A lirr(}(g o f)(x).
Indicatie. Reciteste teorema referitoare
la limitele functiilor compuse.
Cum utilizam ,, criteriul clestelui*?
5) Justificé
x+cos’x x+1

a) 1< , V x € (0, +oo);
X
b) hmijl l;
x—o X
2
o lim TS x _ )
X—>00 x
6) Justifica:
a) lcosx| < 1,Vxe R;
b) lim =0;
) x>0 x? 41
¢) lim———cosx=0.
x>0 x° 4]

7) Calculeaza: lim( cosvx+1 —cos\/;) .

Indicatie. ‘ 0s+v/x cos\/;‘ =

T
| 2|

8) Calculeaza:

Demonstratie.
Din 0<|f(x) . g(x)|\
limM | g(x)| =0 rezultd lim f(x)-g(x)=0 ( criteriul ,clestelui).

Exercitiu rezolvat.
1

N
Calculeaza: a) lim—sinx; b) lime* -cos—
X—00 X x—=0 X
x<0

1 N

=0, deci lim—sinx=0.
,\C*)oox ,\C*)oox
1

1
b) lim—=—o0; punand y =l obtinem lime~ = lim e’ =0.

x—=0 x X x—0 y—>—0
x<0 x<0
1 1
Cum |cos—| <1, V¥V x € R*, rezultd lime~ -cos—=0.
X x—0 X
x<0

115

2
1
a) limx{l}; b) lim—[x b ];
x—0 X

X—>®0 X

o me ([ 5])

. sinx+sin2x+...+sinnx .
d) lim ,nelN* fixat.

X0 X

9) Calculeaza:

1
AT

a) lim2 * -sin—;
x—0 X

1
b) limxcos—;
x—0 X

1
2

X~ COS—
¢) lim——%
=0 sinx




2 .1 <

) d 03 . -
Exercitii rezolvate. 1) Fie f: R > R, f(x)= * smx acd x € (0, ) . Exista hn%w ?
sinx —x, dacd x € (—, 0] " X

Solutie. limM = lig)lxsinl =0 (criteriul ,,clestelui®) si li;l(’)lw =lim [ﬂ - IJ =0, deci

N0 X X X x/0 X
- f(0
3 (0+0)=0si I (0-0)=0. Rezultd ca A AU

=0. Sa observam ca exista si lim f(x)=0= f(0).
x—0 X x—0

1 1
2) Fief: R\ {0} > R, f(x)=2xcos—+sin—. Exista lim f(x)?
X X x—0
. U < . .
Solutie. Presupunem ca exista lim f(x) .Notdm g : R\ {0} - R, g(x)=2xcos— si Flimg(x)=0 (criteriul
x—0 X x—0
. Do T S - . e
wclestelui®). Atunci 3 lim( f — g)(x) =limsin—=limsin y, contradictie, deci nu exista lim f(x).
N0 N0 X Yo x—0
Observatie. In definirea unor functii a caror limita a fost determinati in acest paragraf s-au utilizat, prin
intermediul operatiilor cu functii, si functii care nu aveau limitd in punctul in care aceasta a fost calculata. Se
1 . .
stie ca nu exista limsinx, dar am demonstrat ca existd lim(x+sinx)=oc0 sau lim—-sinx =0. Deci operatii

X—>00 X—>00 X—>0 X
cu functii care nu au limita intr-un punct nu conduc, in general, la o functie care nu are limitd in acel punct.

P::,-,:—-%-’iﬂ? ® 1. Calculeaza: a) P_{g(x +c0sx) @ 6. Determind a, b € R astfel incat
— _1\[x]
b) lim(sinx—Inx); c¢) lim&; lim[\/2x2 +4x+1 —ax—bj=2\/5.
X—>®0 X—>®0 X X—>0
pRropUSE 1 . .
d) lim(2+cosx)-e*; e) lin% {_} ;) lim [tg x] : @ 7. Se considera f: (—o, 0] \ {-1} > R,
X—>00 x=0| x T t
x>0 -y B f(x)= 1n|x + 1| + Ll . Calculeaza limitele la capetele
o . 1 X
g) limsinx-sin—; h) lim x? —2} ; domeniului de definitie (se poate utiliza limxInx =0).
x—0 X x—0 X ’ x—0
x>0

i) limxz[{%}+[i}+ +{1D, neN* fixat; @ 8.Seconsiderif:R—> R, f(x)=3"-2-3™
x

2 2
x—0 X X o 1. . .. .
Calculeaza limitele functiei la +oo si —oo.

1
N 1 <. o [x]+[2x] ...+ [nx] ‘
) lxl{rolx[ }’ k) 1&2 ¥ » nEN; @ 9. Se considera f: (-, -1] > R,
1) limwf)[x], a,beR; m) hng%{g} ) S(x) =\/x(x— ) +\/x(x+ 1) . Calculeaza:
X—>00 x X—> x
. . X . .
@ 2. Cerceteazd daca exista lim(1+sinx)Inx. i) m= lim %; ii) n= lim (f(x)—mx).
X—0 X—>—00 X—>—00
@ 3. Stabileste daca functia f:R >R,

@ 10. Se considerd f: D — R (D domeniul maxim
_JIxlLxeQ o .
S (x)= x.xeR\Q ¢ limita in punctele 2 si +oo. de definitie), f(x)=
@ 4. Fie functiaf: R—> R,
sinx —x, daca x € (—oo, 0]

= . Det ina
/) 2x cosl+asinl, dacd x €(0, ) etermina @ 11. Fie f: D »> R (D domeniul maxim de defi-
X

* nitie), f(x)=ax+\/bx2 +cx+1,a, b€ IR+, ce R

a € R pentru care functia f'are limita in punctul x = 0.

Determina tfel incat li —4x)=-2 si
@ 5. Fie /: R - R cu ‘f(x)—x2‘<a\x VxeR 1.e ermini a, l;,cas el inca Xl_r)lglo(f(X) x) si
unde @ > 0. Atunci: i) £ (0) = 0 i) lim /(x) = £(0). Mim fx)=-1.

1+a° 3 X
(I—ax)’ +(a+x)* a(x*+1)

Determina a astfel incat lim(—ax- f(x))" = et.
X—>00
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4. Metode de eliminare a nedeterminarilor

I. Cazul exceptat co — o0

Nedeterminarile se inlatura, de regula, folosind ,,factorul
comun fortat” sau amplificarea cu ,,conjugata”. Amintim formulele:

a'—b"=(@-b)a"'ta?h+..+tab"?+ b, ne N*

a + b"=(a+ b)a"' —ab + ... — ab"? + b""), n impar

N Calculeazi: a) HIm(2x" +1-+x" —x +1)

{[I:j b) lim(\/x2+x+1—\/x2—x+l)

o) limR/x*+x* +1-x); d)lim(2* -3* -5%).
X—>0 X—>0

Solutie.
a) im(2x> +1-vx* —x+1) =1imx(\/2+i2—\/l—%+izj=00
X—>00 X—>0 X X

(principiul ,,dominérii de grad”);

(\/xz+x+1)2 (\/x2 x+l)2:

\/x +x+1+\/x —x+1

b) hm(\/x +x+1-" —x+1)= 1

=lim =1 (amplificim cu ,,conjugata”);
o (\/1+1+ 1 1—l+ 1)
x X
c) 11m(x3/x3+x +1-x)=lim X+ +lox -

H’O\/(x 1 0N+

= lim x +1

o 2(,3/ 1+— +3l1++1J

d) lim(2* -3" -5")=lim {5" [(—

| N
;/
|
TN
W | W

=
|
—_
N
[E—
Il
|
8

II. Cazurile exceptate 0 si 2
0° o

Nedeterminadrile se 1nlaturd, de regula, utilizand ,,factorul
comun fortat”, amplificarile cu conjugata sau limitele remarcabile.

E*EMPLE

Calculeaza:
2 lim X +dx+1 ) lim1=x=2 Jx ol mx—1-1
Hoozx +Vx+1 7 53 2— Hz%/—+1
Solutie.
1 1 1 1
2) llmx2+f+1 ‘m 1+x X2 zhmHﬁJr?:l;
o 207 +x+1 v z(2+ 1+1) >op [l 2
XX X X
2 o9 x—’3(x —9)(1+Jx 2)
3—x . -1 1

=lim =lim -

=3 (x=3)(x+3)1+vx—2) = x+d+x-2) 127

Cazul exceptat wo—o

1) Calculeaza urmatoarele limite:
a) 1Ln30(Jx7 ~Jx-1);
b) 1j£r11(f o)
) lim(x —x—1);
d) lim (Vi—x=v2-x);
e) lim(Yx+1-¥x);
f) lim(M—X);

X—>0

g) lim(10" —4%).
X—>0
Cazul exceptat 0

2) Calculeaza limitele urmatoare:

I-+x-3
a) lim———;
=4 x*—16

b)l1 ;

\f*)oox_6

. 1—=+/x-3
¢) lim——;
=3 x"—16

d) lim I+x- l_x,neN,n>2.
X

x—0

3) Calculeaza limitele urmatoare:

a) lim

x—0 X

sin 2x

sin X

b) lim

x>0 Qx

¢) lim
x>0 8in5x

d) lim sin5x

x>0 sin x

t
e) lim £x ;

x=038in2x

f) lim tg3x ;

x>0 §in x




¢) limY= —1_ i & =D- 1%/(x73—\/—+1
)Hzx/x 3+1 va\/x T+1 o3y +1

Teorema. (Limite remarcabile)

1) lim Slzx =1 (cazul exceptat %)

x—0

1
2) 1irr(1)(1+ x)* =e (cazul exceptat 1%).

3) 1 ln(1+x) =1 (cazul exceptat ).
x4)0 X
4) lim? —1 =Ina, a>0 (cazul exceptat ).
x>0 X
5) li 0%=r, r € R (cazul exceptat %)
Demonstratie.

1) Daca x > 0, avem

sinx < x < tg x, Vxe(O —)<:>cosx<smx<1, Vxe(oag);cu
X

2

x \ 0 si criteriul clestelui se obtine 11{‘n sinx _
N0 X

Analog se procedeaza in cazul x < 0.

1

2) Se obtine din lim(1+x,)" =
x,—0

3) lim 1 ln(l; ) _ hm In(1+ x)" = lnhm(l + x)x =lne=1.
4) Cu schimbarea de variabila a* - 1 =y, x =_1n(11:;y) >
avem lim%<—=lim—2 —.Ina=Ina.
x—0 X »—0 ln(y )

5) Cu schimbarea In(1 + x) =y, x = ¢ — 1 obtinem:

p D = el ey
x»O X y—-0 ¢ —1 y—>0  Yr e’ —1
yr=t t
= lim¢ _llim Y -y

=0 1 yo0e¥ -]

Observatie. Plecand de la 1im S 1 se obtine si:
x—0
t . i 1
Jim ¥ = , maresiy - fim areler g
x>0 X x—0 X x—0 X

(se utilizeaza limita produsului si schimbarea de variabila).
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arcsin 3x

tg

4x

2

sin(x —1)
im——-
—ltg2(x—1)"°

sin3x

j) lim

x—0

k) lim

x—0

—sinx

2

tgx —tgdx

x—1 tg(x

X

2x2 _1

x—2

sin(x* - 1)

4_1) D)

_ 1)2007 _ 1

Cazul exceptat 1

4) Calculeaza limitele urmatoare:

a) lim

X—>0

2x
-
X




EWEMPLE 2
sin3x b) 1 1n(1+2x );

@ Calculeaza: a) lim>—~=; im
. x>0 S5x x—=0
im2 =1 d) hm 2x

¢) lim ;
x—0 X x—0 X

Solutie.

sin3x sin3x 3x sin3x 3_3.
a) lim o =l Sy ~im=5, 575¢

2 2 5 2

b) lim1n(1+2x )=1im1n(1+22x)-2i lim 1n(1+22x) 1 m2x=0;

x—0 X x—0 2x X x—0 2x

2 1 27 1 27 1

¢) lim=——=lim=— X =1lim limx=0;

x—0 X x—=0  x X x=>0 X x—0

2" ((3) - 1) (é) -1
x 2

d) hmﬁzlim—zlim?‘-limz—zoo,

x—0 X x—0 X x—0 x—0 X

IV. Cazul exceptat 1°
Nedeterminarea se 1nlatura utilizdnd limita remarcabila

1
ling(l +x)*.

1
EPEACY Calculeazi: a) )1‘1330(36 ) ) b) lim(2x—1)*".

X
Solutie.

x+1\ _ . x+1 .\ -1\ _
2) lli?o(x 2) ‘15‘30(1+x—2 1) ‘lli‘}o(”ﬂz) =

N
x+2 x+2
. -1\ 1im‘—)‘2 4
=lim| {1+ =e =,
X0 x+2

1 1 1
: 11 =15 _yV-1 — 14 _ 2x-2
b) £11/1}(2x 1) 1;}1}(1 +2x-2) 131/1} [(1 +2x-2) }

2x-2

2x-2
lim==—=
2
=g = ¥ -1 =e -

III. Cazul exceptat 0 - ©

Utilizand egalitatea f-g =<, nedeterminarea se reduce la

|

unul din cazurile exceptate % sau %.

1
EEMrY Calculeaza: a) limxsin%; b) )ICT;X ( 2 —1)
1 0
-0 sin—
Solutie. a) lim xsind = lim—2X 2 1im$0Y — 1
X0 X X0 Al y=0 Y
X
1 X % y
b) limx’ [22—1J—hm2 —1 - jjm 2 _1=1n2,
X—>0 X—>0 417 y>0 Yy
x
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e

5) Calculeaza limitele urmatoare:

b) ling(x +e*);

1
c) 11m(9 4x)* 2,

1
2) 11m(7 2x)*3;
1
h) lim(x+e”)*;
1
i) hm(cosx) '

Cazul 0 -
6) Calculeaza:

1

a) lim x* tg

X—>0

tg x°;

b) Kl%x +x

o) lim-5 (2 -3);

d) 12130x (e —lj

e) lim| (2x —3)arcsin ! .
x>® x+1]°

2

f) lim{ al
X2 X —

2 arctg (x — 2)} .

- - - - -
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IV. Cazurile exceptate 0° si oo’

Utilizand egalitatea f¢ =%/, nedeterminarea se reduce Cazurile 0°, o

s 7) Calculeaza:
la calculul limitei limg(x)In f(x) (cazul exceptat 0 - ).

Se utilizeaza, de regula, si limitele remarcabile: a) 11{n( 1 ) ;
x N0
. a . Inx )
llmx_zoja>0 N 11m—:07a>0 . sinx ,
x—w @* ’ xowo x¢ b) }CI{‘T(I) X >

a caror demonstratie se va efectua cu ajutorul teoremei I’Hospital. L
) lim(x* +1)*;

X—>0

EXEMFLY - . L o 1
: Calculeaza: a) }Cl{lgx ; b) 1{1{1’33( . d) liil}o(\/;)x;
Solutie. 1
1y [m Lin . <.
a) L=limx*=¢ " ;lim= Linx=limd limnx = —oo;L=e" =0 ©) )lcl_lg(ln X)* 5
N0 x\O X N0 X xN\O
1 lim(ln x)*™"
imxInx _lni f) X
b) L= hmx g el 1 hmxlnx = hml— =lim hmlny 0; o
x\0 N0 1 N0 l yoo Y
X X

L=¢e"=1.

Exercitii rezolvate.

Calculeaza limitele:

1-cosx Vcosx —A/cosx

2 x X x \yx
8) lim——% . b) lim c oo tim| 23 @) nm| S 4 es0.
x—0 X x—0 sin2 X x—ol 2x +1 x—0 2

1

Solutie. 5
1— cosx 2sin® = sin™- 11
a) ling 5 =1in3 5 2 =21ing 2 .Zza;
x> X x> X x> X
2 mf _nf
b) Metoda L. Metoda II. /= lim~—=>"—==22% -
¥ sin” x
lim Ncosx —{/cosx 1—\"/cosx_1—'\”/cosx B 1 |
o sin’ x = sin’ x sin” x i [1+(cosx—1)] [1"'(005)5—1)]" cosx—1 [ x Y
=lim . . .
> X0 cosx—1 cosx—1 ¥ sinx
_lim 1-cosx [ X J 1
v PR ) P
I SINXJ 1+ {cosx +---+(\/" COSX) Considerdm schimbarea de variabild y=cosx—1.
[1+(cosx—1)]’—1 Ly -1
m , VreR
_I—CSSX'( .x j . 1 — |= x—0 cosx—1 V%O y
x SIXJ 1+ %cosx +...+(\'”/cosx) Regults Jo[ L_ LY L) 2_m=n
Ll 1 men m n)\ 2 2mn
2 2 m 2mn
- (2x+3) . 2x+3 N[, 2 Y. . 2 ) I
1 =lim| 1 -1]|=1 1 = 1 1 =e " =e =e¢.
9 x‘fi[zxﬂj 132[ +[2x+1 ﬂ 132( +2x+1) 15’2[( +2x+1) ¢ ¢=e
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d In (ax+bx_1J+1
) Metoda I. B2 ) 1 2 ‘(ax _1 . bx _1J

1 2 " =lim— —
lim a +b x—im 1+ax+b"—2 a +b* -2 B -0 2 a +b ~1 X X
x—0 2 - x—0 2 B 2 b
Consideram schimbarea de variabila y = a —1;
1. a+b*-2 T e 1 1 x x
—e2™ =e2H°( o ]zeiﬂmmb) —er” = Jab lnﬂa ;b _1}_1} In(y +1)
. . In(y+ .
1 =1 =1,d
Metoda II. 1 T s » lim 5 , deci
hm(a" . ] Cime™ S g —tim L €Y e )
o2 0 =0 X 2 I =Elnab. Atunci ling(a ; J =™ =Ja-b.
ropLE
P' 4 @ Calculeaza: . 3\/x_2 _ox 41
— 010 14. hm—2 ;
’ x—1 (x—l)
R 241
propssE . l4x+x 15. lim -~ :
g T
2
3. lim 2 34T 16. lim 22!

e xigl x4+ 1 ’
2
4. lim &)+, x—x?-2x+3

’ 17. lim
X—>0 xS +5 o0 x+1 ’

 (2x=3)Bx+5)(4x-6)

5. ; (
x_’w 37 +x-1 18. limx x_+1_1 ;
2x% +3x -1 o |\ x+2

6. lim ;
2 2x+3 19. lilnxz(\/;—2x/x+1+ x+2);
7 lim(x_l)2 ; o
Tl 21 20.1{{2(\3/x3+3x2+1—xj;
3,2
. X7 4+x"=5x+1 Vit h
8. lim———— ; 21, lim ¥+ \/_ xe R*;
1 2x" =Tx"+8x -3 m ’
X
9. lim ; nf . _
2 x—2 22. lim&;m,neN;m,nZZ;
x_2 x—)l(l/;_l
x=2(x — X2 _
x<2 23, lim & & +*=6).
. 1 3 x—2 x_2
11. lim| ——+— ;
> 1l-x x" -1 . 1
24. lim——;
x3_ 3 x—0 =
12. lim ,a€ R; <O 1te”
x=a X—da e3x—]
25. lim ;
13. 1imM, a>0; =0 X
roa o X —d eSx_e2x
26. im———;
x—0 X
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CHb =2 0. b0

27.lim
X

x—0

28, lim In(1+sinx)

x>0 sinx

In(1+ sinax)

29. lim

- ,a,be R, b#0;
-0 In(1+ sinbx)

30. limafIn(x+2)-In(x+1)];
X—>0

4
1im—tg(x 21) ;
=larcsin(x” —1)

32. 1im 2% o be R b # 0
x—0 sin bx

31.

33. limM;
x—0
x<0

34. limM .
x>0 x
x>0

@ 35.Fiea, be (0, o) sifunctiaf: R\ {I} > R,
*+b
S (x)=

-
/@)

X
i) lim [/(x) - ax];

iii) li_n)}f(x) si linr%f(x) .

x<1

ax .
. Calculeaza:

i) lim
X—>0

2

x>1

@ 36. Afla a, b € R daca:

2
i) lim(x +1
ool x+1

ii) lirn(\/x2 —x+1 —ax—b) =2;

iii) lim(3 ax® +bx? —2xj = _31

X—>0

—ax—b}zo;

@ 37. Calculeaza limx“(«/x 1—«/x—1), o€ R

X—>0
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@  38.a) Determini A — R astfel incat ax’ +x+ 3 > 0,
Yae AsiVxe R

b) Pentru a € A, calculeaza 1im(x+1— ax? +x+3j.

X—>00

@ 39. Determind a € R astfel incat

X
lim =e?.
X—>00
1

2 n
C[ax+ax +.+ax
& 40. hm[ 1 2 n

x—1

2x? +3ax
252 -1

-1
,unde n € N*
a+a,+.+a,

sia +ta +..+a >0.
7 1 2 n

1
b o b b \x
. a = t+a +..+a
@ 41. lim| - 2 ” , neN*,
x—0 n
a >0, a,>0,..a >0; b,b,,..b eR.

1
@ 42.a) lim(1+sinx+sin2x+...+sinnx)*, n € N¥;
x—0

2

1
b) liil.?[l+1n(l+x) +1In(1+2x) +...+In(1+ nx)]*, n€N*.

@B Calculeaza:

1—cos2x-cos3x

43. lim 5 ;
x—0 X
. l—cosxcos2x...cosnx
44. lim 3 s neN*;
x—0 X
45. lim (1-sin x)(1-sin’x)(1-sin’x)
.Hg cos’ x ’
—q1 NPT 2 i
46. 1im (1-sinx)(1 smznx)...(l sin x),neN*,
x>l cos™ x

2

@ 47. Calculeaza limitele urmitoare:
1
a) lim[cos(xsin x)Jaresin’x ;
x—0

sinx

2 —_ X
b) lim[x 2x+3J :

x| x2 —3x+2
X
. | R
¢) lim| cos—+sin— | .
X—>0 x x



5. Asimptotele unei functii

Consideram multimea D c R si /: D — R o functie. Spunem ca Sd recunoastem asimptotele unor
reprezentarea grafica a functiei fare ramuri nemarginite daca nu exista grafice de functii cunoscute.
un cerc in plan care sd contina in interiorul sau graficul functiei f; 1) Care dintre urmitoarele functii
acest lucru se intampla fie cand D e multime nemarginita, fie cand f'e admit asimptote verticale?
functie nemdrginitd. Dacd o ramurd nemarginitd a graficului se apropie a)f:Ro>R f(x)=d"a>1
de o anumita dreaptd, spunem ca aceasta dreapta este asimptota la 1

graficul functiei. Termenul de asimptota provine din limba greaca: a =

»fard®, simptotos = ,,a coincide®. Notiunea de asimptota se intalneste X

initial la Menechnurs (sec 4 1.Hr.), iar termenul a fost propus de Autolykos ]

(sec 4 1.Hr.). Asimptotele unei functii, fiind drepte in plan, pot fi: o o
asimptote verticale (au directia axei Oy), asimptote orizontale (au directia b)f:R>R fx)=a,0<a<l
axei Ox), asimptote oblice (nu au directia axelor Ox si Oy). Ny

in cele ce urmeaza, DcR,D#J. \\

¥
O X
. . : = >
Asimptote verticale ./, +°Oz\_> R,f(x)=logx, a>1
y
Asimptotele verticale se definesc pentru functii nemarginite,
chiar daca functiile respective sunt definite pe multimi marginite. S

Definitie.

Fie f: D — R o functie si x, € R un punct de acumulare al
lui D (adicd x, eR(D"); fie f: D — R o functie. d)f: (0, +0) > R, f(x) = log x, 0<a <1

Dreapta de ecuatie x = x, este asimptota verticald la stdinga 4 “
(respectiv la dreapta) la graficul functiei f, daca: lim f(x)
(respectiv 11\111 f(x)) existd si este infinita. o

Dreapta de ecuatie x = x, se numeste asimptotd verticald la
graficul functiei f daca ea este asimptotd verticald si la stanga O] 1 x
si la dreapta la graficul functiei f.

e)f: R* 5> R, f(x)
Observatie. A

A . < . e y
In reperul cartezian xOy, dreapta x = x, este dreapta verticala.

Interpretare geometricd

_
.

0
T
f@ f) f [—— EJ—HR S (x)=tgx
S
lim f(x)=co; imd(M, M)=0  lim f(x)=—o0; limd(M, M')=0 -Z 3
x/" Xo x/x x/" Xo X/ Xy f 0 H X
deci dreapta x = x, este asimptota verticald la stanga.
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y" yl\
M 0
S @) 100
.

lim f(x)=4c0;

limd(M, M')=0  lim f(x)=—0; limd(M, M')=0
x\.xo N x\uxo XN

deci dreapta de ecuatie x = x, este asimptota verticala la dreapta.

(Am notat cu d(M, M') distanta dintre punctele M si M").

1 y/\
“Vﬁ DS ELD >R )=
0 syt s
deci dreapta de ecuatie x = 0 (axa Oy)
este asimptota verticald la graficul lui f. 0 g

2) f:(g, | =R, f(x)=ctgx; li}nf(x)z—oo, deci dreapta de
ecuatie x = este asimptota verticala la stanga la graficul lui f .
1
)f(1L2)>R, f(X)=——
(x=1)

de ecuatie x = 1 (paralela cu Oy) este asimptotd verticala la
dreapta pentru graficul lui f .

; lil\l} f(x)=+00, deci dreapta

4) f: (—g, Oj —->R,f(x)=tgx, lim f(x)=-—0, deci dreapta
N2
2

. i g . o L
de ecuatie x =—5 (paralela cu Oy) este asimptotd verticala la

dreapta pentru graficul lui f.

Asimptote oblice. Asimptote orizontale

Asimptotele oblice se definesc pentru functii definite pe
multimi nemdrginite.

Definitie.

Fie o functie f: D —> R.

Daca D este o multime nemarginitd la dreapta (co este punct
de acumulare al multimii D), atunci dreapta de ecuatie y = mx + n,
mneR, m#0, este asimptotd oblicd la +oo a graficului daca
lim[ f(x)—mx—-n]=0 .

oo

Daca D este o multime nemarginita la stanga (—oo este punct de
acumulare al multimii D), atunci dreapta de ecuatie y = m'x + n’,
m',n"eR, m'#0 este asimptotd oblicd la — « a graficului daca
Ylirg[f(x)—m'x—n']zO.
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Sd studiem existenta asimptotelor
verticale.

2) Determind punctele de acumulare
finite ale multimilor: A=(0, 1); B=(0, + ©);
C=(0,1U{2};D={2"|ne N}.

X/ X

3) Fie x, € {o, ﬂ Calculeazi lim tgx .

Este dreapta de ecuatie x = x, asimptota
verticald la stanga pentru graficul lui f ?

4) Fie x, € {—g 0} L f(x) = tex.

Calculeaza lim f(x). Este dreapta

XN

verticald de ecuatie x = x, asimptota

verticala la dreapta pentru graficul lui 1 ?

1
5) Fie x, € [-1,0]. Calculeaza li/m—z.
X/ Xy X

Este dreapta de ecuatie x = x, asimptota

verticala la stanga pentru graficul lui /' ?

6) Fie x, € (0, 2). Calculeaza lim .
) Fie x,€ 0, 2) lim—

Este dreapta de ecuatie x = x, asimptota
verticala pentru graficul lui f°?

7) Fief: R\ {1} > R, f(x)=——

x—1
Calculeaza 1i£1’11 f(x) si ligl f(x) . Dreapta

x =1 este asimptota verticald a functiei /*?

8) Fie/: R\ {2} -> R, f(x)=(2_x)2 .

Calculeaza li;n f(x) si li£n f(x) . Dreapta

x = 2 este asimptota verticald a functiei f/*?

Sd studiem existenta asimptotelor
oblice.

9) Fie functia f/: R\ {1} > R,
fx) = ’ )

x—1 X
Daca m este finit, atunci calculeaza

al . Calculeaza m=1im

X—>0

n=1im[ f(x)—mx] . Este dreapta

y = x + lasimptota oblica a functiei la o
sau la — oo ?

——'



Interpretare geometricd.

y/\ y/
M
£ 1\/['E y;f(x)
NS i
L :
’\ : x\ . x\
x 0 0 x x 0 2N i
9/1“7“ ’fzpf><
limdM,M")=0 lim d(M, M")=0
lim(f(x)—mx—n)=0 xl_i)r{lw(f(x)—mx—n)zo
y = mx + n asimptota y = mx + n asimptota

oblica la +oco. oblicd la —oo.

Teorema.

Fie o functie /: D — R.

1) Daca o este punct de acumulare pentru D, atunci dreapta
de ecuatie y = mx + n este asimptotd oblicd la +oo a lui f daca si
numai daca exista m= lim~——+ S) eR*, n=1lim(f(x)—mx) € R.

X—>+0 x X—>+00

2) Daca —o este punct de acumulare pentru D, atunci dreapta
de ecuatie y =m'x +n’ este asimptotd oblicd la —oo a lui f daca si
numai daca exista m' = lim S )e R*, n'= hm(f(x) mx) € R.

X—>—%0 X

Demonstratie.
1) Daca y = mx + n este asimptota la +oo, atunci

}i@m[f(x)—mx—n]zo, deci £i_r>r$[f(x)—mx]=n.

Avem Jx) —-m= S ) —mx , deci
X X
lim(&—mJ = lim M =0, de unde m = lim &—~ f(x)
X—0 X X—>+00 X X—>+00 X

Reciproc, daca 3 lim fx )—melR si Elhm(f(x) mx)=neR,

X—>+0 X
atunci lim (f(x)—mx—n)z lim (f(x)—mx)—nzO, deci

y = mx + n este asimptota la +oo.
Analog se demonstreaza afirmatia 2).
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10) Fie functia f: R > R, f(x) = —=>

x*+1
Calculeaza m' = lim Sx) si

X—>—00 X

n'= lim [f(x) —m'x]. Calculeaza

f()

=lim——~=

X—>0

Este dreapta y = 2x asimptota oblica la + oo ?

si n= lirzlo[f(x)—mx] .

11) Verifica daca functiile urmatoare
admit asimptote oblice:

a)/: R\ {1} >R, f(x)=’;2_+1;

b)f:R\{-1} > R, f(x)=ﬁ;

3_

Of: R* >R, f(x)=2

Sd studiem existenta asimptotelor
orizontale.

12) Fie functiaf: R* >R, f(x)=">
lim f(x).
Este dreapta y = 1 asimptota orizontala a
functiei f?

Calculeaza 111}1 f(x),

2
13) Fie functiaf/" R >R, f(x)=—
X
lim f(x) .

Este dreapta y = 2 asimptota orizontala a
functiei f?

14) f: (0, +0) > R, f(x)=

Calculeaza lim f(x),

sinx

a) Calculeaza lim f(x).

b) Arata ca dreapta y = 0 (axa Ox) este
asimptota orizontala la +oo.

c¢) Rezolva ecuatia f'(x) = 0 si decide daca

asimptota orizontald poate intersecta
graficul functiei 1.

15) Verifica daca functiile urmatoare
admit asimptote la +oo si completeaza
spatiile punctate:

a) f: R —> R, f(x) = sinx. Deoarece
Z}ilgf(x) si Z}il}}of(x),f .....................

b) f:R>R, f(x)=x". Avem

lim x* = +o0, deci functia ........... , dar este

x—>1o0

-



Definitie.

Fie o functie /: D — R.

Daca « este punct de acumulare pentru D, atunci dreapta de
ecuatie y = a este asimptotd orizontald la oo a graficului lui f

daca lim f(x)=a,a e R.
X—>0

Daca —oo este punct de acumulare pentru D, atunci dreapta
de ecuatie y = a este asimptotd orizontald la —co a graficului

lui f'dacd lim f(x)=a,a€ R.

'.?'ir. Presupunem ca multimea D este nemarginita la
b dreapta. Pentru a vedea dacad exista asimptotd la oo
N . - o - A A ©

gemwve  (orizontald sau oblicd) si in cazul in care exista, pentru

a o determina, procedam astfel:
a) calculam 1{% f(x):
« daci existd lim f(x)=a si este finita, atunci dreapta y = a este
asimptotd orl:vzza:ltald la oo;
* daca exista )1(1&10 f(x) si este infinita, atunci:

b) calculam lim—— Sx )

X—0 X

e daca existd lim J(x)

X—>0 X

=m si este finitd nenuld, atunci:
c) calculam lim[ f'(x)— mx];
X—>0
* daca exista lim[ f(x) —mx]=n si este finita, atunci dreapta
X—>0

y = mx + n este asimptotd oblicd la .

Presupunand cd multimea D este nemarginita la stanga, in
mod similar se studiaza existenta asimptotei la —oo si, in cazul
in care exista, se trece la determinarea ei.

Observatii.

4 O functie /', definitd pe o multime nemarginita, nu admite
si asimptotd orizontald si asimptotd oblica la o (sau —o0).

¢ Existd functii definite pe multimi nemarginite care nu au
nici asimptote orizontale si nici oblice la 400 (—o0).
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posibil sa aiba asimptotd oblica. Calculam

X . o
lim J&) lim x> =0 ; deoarece limita
x—>+o0 X xX—>too

este infinitd, functia ...........cccceeevevveeeenene,

O f: (0, 1) > R, f(x)—z"”

Deoarece lim f(x)=2,dreaptay= 2 este

d) f:[2, +0) > R, f(x)=

Deoarece lim f(x) =0, functia.................
X—0

Calculam:
2
m=lim S) =lim (x2+ D =1 (m este finit);
X—>+00 X X—>+00 X —X

1
3x+ 3

n=lim[f(x)—-mx]=lim

Deci dreapta de ecuatie y = x + 3 este .......

16) Verifica daca functiile urmatoare
admit asimptote la +oo:

a)f: R\ {-1} >R, f(x):xil

b) /i R\ {1} >R, f(x)= xx_

Of:R>R, f(x)=e™
d)f:R—>R, f(x)=x+sinx;

smx

e) fR* >R, f(x)=x+

) f:[L+ooHIR,f<x)=,/§—:;

2) 1 :(~o0,0]U(1, +0) —)R,f(x):x\/z;

h) f:R\[-1,1]>R, f(x)=In(x* -1).




prapriag @ 1. Determind asimptotele verticale
’iﬁ (daca existd) ale urmatoarelor functii:
promse A [1RV{zI =R J(X)=——;

b) f: R\ {-1} > R, f(x)=;2;
(x+1)

c) f:lR\{(2k+l)%\keZ}—>lR,f(X) = tgx;

d) f:R\{krx|keZ}—>R, f(x)=ctgx

e) [:R->R, f(x)=

x2+1;
1
) fR* >R, f(x)=e";

9 f:R\krlkeZ} >R, f(x)=/~In[sinx|;

1
~[x]

h) f:R\Z >R, f(x)=—

@ 2. Determind valoarea parametrului real a > 0
2
x +1

pentru care functia f:D =R, f(x)=—
x’+ax+a

aibd o singura asimptotd verticala ( DR fiind
domeniul maxim de definitie).

@ 3. Determina asimptotele functiilor f: D —>R,
unde D este domeniul maxim de definitie:

D) ST ) S et

c) f(x)=x2_4; d) f(x)=x-2arctgx;
) /(=" L b )—*—’;”,
2 f(x)=x\/z L) ()=

i) /(x )_ﬁ D) f()=In(4 - x*):

-3
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k) f(x)=e;
m) f(x)=x—~x*—x;

@ 4. Determind numerele reale a si b astfel incét
dreapta de ecuatie y = 2x — 1 sa fie asimptotd oblica

b =08

n) f(x)=(x>-x)e".

ax? +bx +1

a functiei f(x)= |

, /: RUIISR.

2 —
@ 5. Fiefunctia /:R\{-I} >R, f(x)=" +p3i I
X+

p € R. Determina p astfel incat graficul functiei f sa
admita asimptota oblica y = x + 1.
(Bacalaureat - 1996, enunt partial)

2Inx-1

@® 6.Fie f:(0,0) >R, f(x)z—%x+3+

Determina asimptota oblica la ramura graficului func-
tiei f spre oo; cerceteaza daca aceastd asimptota
intersecteaza graficul functiei si, in caz afirmativ,
determina coordonatele punctului de intersectie.
(Bacalaureat - 1995, enunt partial)

@ 7. Fiefunctia f:(0,0) >R, f(x)=—x+2— 4h1_x

Determina asimptota oblicd la ramura graflculul
functiei f spre oo. Aceasta asimptotd intersecteaza
graficul functiei intr-un punct A. Afla coordonatele
punctului A

(Bacalaureat - 1994, enunt partial)

(x+a)
bx—
unde D este domeniul maxim de deﬁmgle.
Determina a si b astfel incat graficul functiei f sa
admitd dreapta de ecuatie y = x + 3 ca asimptota
oblica.

@ 8. Fie functia :D—>R, f(x)=

,a,be R,

(Bacalaureat - 1993, enunt partial)

@ 9. Determina valorile parametrilor reali p si ¢

astfel incat functia /: R > R, f(x)= px —gq/|x* 1|

sa admita ca asimptote dreptele y = 2x si y = 0.



Teste de evaluare

Testul 1

1. Da cate un exemplu de:
a) functie /': R — R care in punctul 2 are o limita
laterala finitd si cealalta limita laterald infinita;
b) functie care nu are limita in —oo;
c¢) functii f, g R — R astfel incat 1ijlif(x)=w,

lim g(x) =0 si im[f(x) - g(x)]=35;
d) functii f, gt R —> R astfel incat hm f(x)=00,

—o0 si lim == S _
X—>—0 g(X)

2. Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor:
pl) Dacda f': R — R si A3 — 0) # £(3), atunci f nu
are limita in punctul 3.
p2) Dacd f: R — Rsiexistd (x ) c R\ {7}, x — 7

astfel incat f{x ) —> oo, atunci lim f(x) = co.
x—>7

lim g(x) =

p3) Daca f este o functie polinomiald, atunci
lin} f(x)eR.
(p4) Daca f'si g sunt functii polinomiale, atunci

lim L )

eR
x—>2 g(x)

3. Calculeaza limitele laterale ale urmatoarelor
functii in punctele indicate.

0 £ 3 E SR S0 =g o= T
ﬁ x<1
b (0:2)\ {1} 5> R, f(W)=1 | Gas
X >

4. Se considera functia f: R > R,

x ,xeQ

f(x)={2x’,xelR\Q'

Stabileste daca f are limita in punctele 1, 0 si —oo.
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Testul 2
1. Calculeaza:
. 2 . —2x+1.
a) £1£r21(3x Sx+1); b) lvlil’ll—x3 .
1
«/X+ 344
lim ¥———=;
) x>2 x° +x—6 d) xlimoo 2
2. Determind a € R astfel incat:
_Ja-1’x"+2x .
R R T B
a, x<0
b) functia f: R > R, f(x)=1, 5 sa aiba
E ;i|, x>0
limita in 0.
3. Calculeaza: a) hm Intg x)
1 ctg x’
1 e
b) lim x’ (ex —e”lj; c) hm[2——j .
X—>—0 x—3 3
Testul 3

1. Consideram functia g : R > R, g(x) = (1 — x)e".

a) Determina lim g(x).

b) Determina liril g(x). Ce asimptota admite
functia g?

2. Consideram functia 2 : R > R, A(x) = e* — x.

a) Determina lim A(x).
X =0

b) Arata ca h(x) =x(§—1), pentru Vx € R*.

Dedu de aici ca lim A(x).

X—>00

3. Se considera functia f: R\ {2} > R,

f(x):ax2+bx+3
x—=2
a) Determina a, b € R astfel incat dreapta de
ecuatie y = 2x — 3 sa fie asimptota pentru graficul
functiei f.
b) Graficul functiei f mai are si alte asimptote?
Justifica raspunsul.



o -

1. Continuitate punctuala; puncte de discontinuitate;
continuitate pe un interval. Operatii cu functii continue

In mod obisnuit, a afirma cd o curba este continud este Ce intelegem prin continuitate?
echivalent cu a spune ca aceasta nu are intreruperi, ca o putem
trasa fara sa ridicam creionul de pe hartie etc.

Graficele functiilor reale de o variabila reald pot fi reprezentate
printr-o curba intr-un plan raportat la un sistem de coordonate.

1) in imaginea de mai sus apar
reprezentate obiecte sau fenomene care au
caracteristici continue. De exemplu: trenul
este un obiect unitar (continuu), locomoti-

0 “ intre ele;

EFEMPLY y va si vagoanele sunt ,legate
w Fie functia /: [0, 2]U {4} - R calea ferata este continua.

X, daca O<x<I Da cel putin trei exernple de? obiecte
sau fenomene sugerate de imagine, care
au aspecte continue.

—

definitd prin f(x)={x+1, daca 1 <x<2.

1, dacax=4 0 1 ) 4 g . . el
2) Da exemple de discontinuitati
Observam ca reprezentarea grafica se intrerupe in punctele prezente in imaginea de mai sus. Ce
de abscise 1, 2 si 4. Ce se intampla cu valorile functiei in jurul discontinuitdti poti remarca la obiecte sau
acestor puncte? fenomene din clasa voastra?
Solutie. . 5
Si analizdm comportarea valorilor lui / in jurul punctului Sd interpretam grafic...
de abscisd 1. Observim ci, atunci cand x tinde spre 1 si x < 1, 3) Traseaza graficul functiei /: R — R,
valorile f (x) tind catre valoarea lui / in 1, adica a,daca x<0 .
f(x)= . ,a,beR. In ce
li;rll f(x)=1= f(1). Daca x tinde spre 1 si x > 1, valorile f'(x) tind b, dacd x>0

o o ) conditii functia f este continud in x, = 0?
spre 2, deci 11{111 f(x)=2; ,saltul“ din jurul punctului de

abscisi 1 se datoreazi faptului ci limitele laterale in 1 sunt diferite. 4) Traseaza graficul functiei /: R — R,
Sa studiem comportarea lui /'in jurul punctului de abscisa 2: f(x)= ‘xz —1‘. Este functia continud in
h;l;lf(x) =3= f(2), deci nu avem ,,salt“ in 2. punctele —1 si 1?

Daca alegem un punct de abscisa X, diferit de 1, 2 sau 4,
adica x, € (0, 1) U (1, 2), constatam ca f (x) tinde la f (xo) cand
x tinde la X, -

Punctul de abscisa 4 este punct izolat in domeniul de definitie f(x)=11In(—x), daca x e(—l , 0) si
al functiei f, deoarece functia f nu este definitd in alte puncte
dintr-o vecinatate a lui 4. Graficul ,,nu se intrerupe” in x = 4.

5) Traseaza graficul functiei /: R—> R,

x+1, dacax<-1

x—1, dacix EH:0,00)

studiaza apoi continuitatea ei.
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Vom defini continuitatea functiei intr-un punct:

Definitie. Fie Ec R, f: E-> Rsi x, € E.

Functia { se numeste continud in X, dacaV Ve f (xo)),
3U, € Nx) astfel incdt Vx € E, x € U rezulta f(x) € V.

Daca f nu este continua in x,, atunci x, se numeste punct de
discontinuitate.

Observatii.

4 Problema continuitatii se pune doar in punctele domeniului
de definitie al functiei.

¢ Daci x, € E este punct izolat al lui E, adicd x € E - E',
atunci f este continua in X,

4 Daca x, € ENE (x0 este punct de acumulare din domeniul
de definitie al functiei), studiul continuitatii functiei in x, revine
la cercetarea existentei limitei in X, si compararea ei cu valoarea
functiei in X,

4 Daca x, este punct de acumulare al lui £ doar la dreapta
(respectiv stanga), atunci:

J/ continud in x, < f* continua la dreapta (respectiv stanga) in x .

Teorema de caracterizare a continuitdtii
FieEC R, f: E> R, x, € E . Sunt echivalente afirmatiile:
1) f este continua in x ;

2)3 lim £(x)= /(xp);

3) ¥ sirul (x ), din E, x, ->x, rezulta f(x,)=> f(x,).

Observatii.
4 Daci, in plus, x, e E(E’, atunci:
f continua 1n x, &3 (5 —0), F(x,+0), f(xy—0) = /(o) +0) = /() -
¢ Functia /' nu este continud in @ € E N E' dacd si numai
dacd nu existd lim f(x), sau lim f(x) existd si este diferita de
X—a X—a
Ma).
Notiunea de continuitate a avut ca suport intuitiv notiunea

de neintrerupere a curbelor. Existd insd functii carora le putem
studia continuitatea fard a le trasa graficul.

exemree 1) Sa consideram urmdtoarea functie de tip Dirichlet:

SRR, f(x)= {x, dacd x eQ '
1, daci x eR\@Q
Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859, matematician
german) s-a ocupat de studiul seriilor trigonometrice si de teoria
numerelor; a definit conceptul de functie in sensul modern de
corespondenta.
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6) Determind a € R astfel incat urma-
toarele functii sa fie continue in punctul
X, specificat

) £(x) ax+1, x<lI )
a) f(x)= sx =15
3x—1,x>1"70
2x—1,x<a
b) f(x)z{ X, = a
X ,x>a
sinx
,x#0
c) f(x)=y x ;x,=0;
a, x=0
xsinl x#0
d) f(x)= x ;x,=0;
a, x=0
2x -3, x<
O f=1""""""x —a
x=1, x>a °©
D =] TS
x)= P X =a.
4, x>a °
7) Consideram functia 1': (—g, gJ —>R
tgx T T
= xe|-=,0(U] 0,—
f(x)=1 x ( 7 ) [ Zj,aelR.
a ,x=0

a) Determina parametrul a stiind ca f este
continua.

b) Daciae R\ {1}, x, = 0 este punct de
discontinuitate? De ce speta?

8) Studiaza punctele de discontinuitate

si completeaza spatiile punctate ale functiei

, dacax<0

==

fiR>R, f(x)=4x, dacidxe[0,1).

x+1, daca x=>1.

Indicatie.

Deoarece li}% f(x)=—o0, punctul

X = ... este punct de discontinuitate de
speta ..... . Deoarece li}n f(x)=1
x/1
—— |




Aceasta functie este continua in 1,
deoarece lirrllf(x)zlzf(l). Graficul

acestei functii ar putea fi trasat (sugerat, S

mai bine zis) dupa modelul alaturat: 0 1  x
2) De precizat ca exista functii care nu
sunt continue in nici un punct, asa cum
este, de exemplu, functia lui Dirichelet
I, xe@Q

><:V

/' R>R, f(x):{OxelR\Q' 0

Definitie.

Fief: E —> Rsi x, € E un punct in care f este discontinua.
¢ x, se numeste punct de discontinuitate de prima spetd al
functiei f daca limitele laterale ale functiei f'in punctul x, exista
si sunt finite.
¢ x, se numeste punct de discontinuitate de speta a doua daca
nu este punct de discontinuitate de prima speta.

Observatie. Dacé x este punct de acumulare doar la stanga
(respectiv la dreapta), atunci x, este punct de discontinuitate de

primd spetd daca existd f(x,—0)eR si f(x,—0)# f(x,)
(respectiv daca existd f(x,+0)eR si f(x,+0)= f(x,)).

De remarcat urmatorul rezultat...

Teorema. Orice punct de discontinuitate al unei functii

monotone este de prima speta.

Observatie. In plus, dacd f:EcR —>R este strict cresca-
toare si x, € E(E', atunci f(x, —0)< f(x,) < f(x,+0) si, mai
mult, daca x <x,x,x € E(E', atunci f(x1 -0) < f(xl) <
Sf(xl+0)<f(x2—0) Sf(xz)Sf(xz-i-O).

Continuitate pe un interval

e

si hg} f(x)=2, punctul x = .....

punct de discontinuitate de speta .....

9 Fief,g,h: R>R,
L ! 40
x sin—, x
fx)=1¢ *x#0 o(x)= X
0,x=0 1

Demonstreaza ca, pentru fiecare
functie, punctul 0 este punct de discon-
tinuitate si precizeaza de ce spetd este
acesta, pentru fiecare caz 1n parte.

,x=0

10) Functia f:R — R are urmatoarea
reprezentare grafica:

a) Este functia continud pe R?

1
b) Dar pe intervalul (—531)?

c) Precizeaza natura punctelor de discon-
tinuitate ale functiei f.

11) Fie /:R— R cuproprietatea ca
exista k > 0 astfel incat
()= f () <kx-y

Arata ca feste continua (functiile care

,Vx,y eR.

Definitie.

Spunem ca o functie f este continud pe o submultime a dome-
niului de definitie daca este continua in fiecare punct al acesteia.
Multimea punctelor din domeniul de definitie pe care o functie
este continua se numeste domeniul de continuitate al functiei.

Daca f este continud pe intreg domeniul sdu de definitie,
spunem simplu ca f este continua.

verifica proprietatea din enunt se numesc
functii Lipschitz).

Indicatie.

Fie y = x, in relatia datd. Cu x—x, si

Teorema. Functiile elementare (polinomiale, putere, exponen-
tiale, logaritmice si trigonometrice) sunt functii continue pe intreg

domeniul lor de definitie.

Demonstratie. Daca f este functie elementard, atunci
lim f(x)= f(x,) pentru orice punct X, din domeniul maxim de
)C—))CO

definitie al functiei /'si x punct de acumulare. Daca x  este
punct izolat, atunci f este continua.
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criteriul clestelui se obtine lim f(x)= f(x,).

12) Prelungeste prin continuitate in

origine functiile £, g : R* > R,
1

f(x)= e ¥, g(x)= x1n|x|.

13) Pentru ce valori ale lui a € R
. 1
functiaf:R, > R, f(x)=x"-sin— poate
X

fi prelungitd prin continuitate in origine?

-




Prelungirea prin continuitate

Fief: E - R o functie si x,e(R-E)NE’.
Daca exista lim f(x)=/ €R, atunci functia fN tEU{x } — R,

)C—))CO
f(x), daca x €E

f(x):{ [, dacda x =x,

este continua in X, Din acest motiv,

fN se numeste prelungirea prin continuitate a lui f in punctul x .

1
it be Fie functia f: R¥* -> R, f(x)=xsin—. Deoarece
x
111‘% f(x)=0, functia f poate fi prelungita prin continuitate
~ ~ xsin—, daca x =0
inx =0 la functia 7 : R> R, f(x)= X i

0 ,dacax=0
Probleme rezolvate.

1) Cerceteaza continuitatea in punctul x, = 0 pentru functia

a)CZ

e — <2:os bx x<0
f(x)= e’ ,x=0,undeae€ Rsib > 0.
1
(bx+e*)* ,x>0
Solutie.
Calculam limitele laterale Tn punctul x, = 0.
2 > sin’ bx 2
. Y e -1 .. b 2 _ b
1Y1}18f(x)—£1;13a = +£1;13 > I —=a+ i
2
1 bx+e* -1 lim bx+e” -1
: —1i X 1ybxtet-1 X N0 x b
Ll{r(}f(x)-l){l{r&(l+bx+e 1) e e’ .

Cum £ (0) = e si f continuad in x, =0, avem 11;13 f(x)=
b ’
=lim f(x)= f(0), deci b + 1 = 2, a+7=ez, de unde b = 1,
2
a=e ——.

2) Fief: R—> R, f(x) = [x], V x € R. Demonstreaza ca f este
continud in x daca si numai daca x, ¢Z.

y/
Solutie. ] PRI e f—3
Daca x € Z, atunci 2 H
lim f(x)=x, —1si lim f(x)="x,, 1he—
x/"x x\axg 3 9 0 ! : E
deci x, este punct de disconti- T T T2 3 x
nuitate de prima speta. e B!
Dacd x ¢ Z, atunci [x]=[x ] : —--4=2
pentru x dintr-o vecinatate sufi-  ....... -3

cient de mica a lui X, deci
lim f(x)= lim[x]=[x,]= f(x,), deci f este continua in X,
)C—))CO )C—))CO
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14) Studiaza continuitatea in punctele
indicate pentru urmatoarele functii,

fR>R:

—,x%0
Q) f(X)=114 o ;inx, =0
0, x=0
xarctlx;to
b) £(x)={""F T iy, =0
0, x=0
Ysinx —1 ¢£
_TE ’ 2
0 f(x)=4 T2 ;inx =
1, x==
2

2 2
d) f(x)= a” —2ax+x ,1<x<2;
ax+3,x € (o, 1)U (2,%)

inx,=1six,=2

sin3x o
e) f(x)=9 «x ;in x, =0
a ,x=0

f) f(x)=[*"]; Inx,=2six =09.

15) Studiaza continuitatea urmatoarelor
functii pe domeniul lor maxim de definitie:

e, x#0
a X)= ;
) f(x) {0’ o

Slnx’xio
b) f(x)=1 |x ;

1, x=0

c) f (x) = sgn(sinx), unde

1,daca x>0
sgn :R—>R, sgnx=<0,dacax=0
-1, dacax<0

(citim ,,functia signum”);

d) £(x)= 2x, xeQ@Q ‘
= ¥ -1,xeR\Q’
X +x?,xeQ
? f(X)_{xz—l, xeR\Q
— |



Operatii cu functii continue

Avand 1n vedere faptul ca definitia continuitatii este bazata
pe limite de functii, multe din proprietatile limitelor de functii
se regasesc si in cazul functiilor continue.

Teorema.
Daca functiile f; g : E > R (E < R) sunt continue in punctul

x, € E, atunci functiile f+g,a" f (ae R),f- g, ﬁ (daca g(x,)#0),
/¢ (daca f(xo) > 0), log 4 (daca f(xo) >0, f(xy)=1, g(xo) > () sunt

continue in X,

gy 1) f(x)=3sinx+ {/; —2e" este continud pe R;
@ 2) £(x)=2"F este continua pe (0, ).
X
Teorema.

Daca functia f:E — R (E cR)este continua in punctul

x, € E, atunci functia | f | este continud in x .

Demonstratie. Fie (x,), cE cu limx, =Xx,,

n—o0

el =1 )| <) = (x| 0. Deci lim £ (x, )=/ (xo).

Teorema.

Fief:E —>E siggE >R(E,E cR)si h=go f:E, >R
functia compusd. Daca f este continua in punctul x € E si g
este continua in punctul /'(x ) € E , atunci / este continua in x .

S g

E, —>E,—>R

Xo = f(x) = g(f(xg)) = (g ° f)x))

Demonstratie. Fie (xn)n>l un sir oarecare din E, convergent la
x, 8ty = f (xn). Deoarece f este continud in X, rezulta ca
limy, =1lim f(x,)= f(x,) si, din g continua inf(xo), rezulta
lim g(y,)=g(f(x,)). Deducem ca lim g(f(x,))=limA(x,) =
n—o0 n—o0 n—»0

=g(f(x¢))=h(x,) si cum sirul (x ) _ . convergent la x , a fost

ales arbitrar, rezultd ca functia 4 este continud in X

Consecinta.
Daca f, g : E - R sunt continue in x, € E, atunci functiile
max{f, g} si min{f, g} sunt continue in X,

f+eg+|f-¢g
2

Demonstratie. max{f,g}= . Cum f, g sunt

continue in x , atunci f+ gsif— g sunt continue in x,. Deoarece
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16) Fie f: [0, 1) > R o functie conti-
nud 1n punctul 0 ce indeplineste conditia
f(x)=f(?), Vxe[0,1). Aratd ca f este
functie constanta.

Indicatie.

Prin inductie matematica se aratd ca

f@)=f(x"), vneN*; cum x* -0, real-

@ (") > £(0). de unde f(x) > £(0);
obtinem f{x) = f(0), Vx € [0, 1)

17) Fie functiile f; g : (0, 1) > R, defi-
nite prin £ (x) = x%, g(x) = xsinx.

a) Studiaza continuitatea urmatoarelor

functii: f+ g, f- g, 2f-3g, i’ ?
g

b) Calculeaza limitele functiilor de mai
sus la capetele intervalului de definitie.

18) Fie f,g:R >R,
-1,
f(X)={

2 +x, xe(l,+e) ’

g(x) _ {x, Xe (—oo, l]

-2, xe(1,+o<>)'

X € (=00, 1]

Studiaza continuitatea functiilor /' + g,
f g. Ce observi ?

19) Da exemplu de doua functii
f, g : T > R (I interval de numere reale)
discontinue in x, € I, astfel incat /' + g si

/- g sa fie continue in x,.

20) Determind doud functii

f.g:R—Rsix, eR astfel incat E este
continud in x , dar f si g nu sunt con-
tinue in X,
21) Traseaza graficul functiei
f: R > R, f(x) =max{x? 3x — 2} si
verificd daca functia f este continua pe R.
22) Traseaza graficul functiei
fTR->R, f(x)zmin{xz,—sz +3, x},
utilizand graficele functiilor x — x?,

x = —2x* + 3, x—>|x| si verificd daca
functia f este continua pe R.

-



functia /' — g este continud in x , rezulta ca si | - g| este continua
in punctul X, deci max {f, g} este continud in X,

Analog, se arata ca mln{ 1, g} =w este continua in x .

ity e 1) f(x)=+x>+1 este continua pe R, fiind compu-
nere de functii continue.

{[I:j x2+1

2) f(x)=e* +arctg

este continua pe R \{2}.
x=2

3) f(x)=1/‘x2 —3x+2‘ +max{x—1,2x+1} este continud pe R.

Probleme rezolvate.
1) Studiaza continuitatea functiei f/: R —> R,

2.2 =
f(x)z{ ax +1,dacax<1’undeaelR.

2ax+1, daca x>1

fi(x)=Aa’*x* +1 sifz(x) = 2ax + 1 sunt continue pe R, deci
f este continua pe fiecare din intervalele (—oo, 1) si (1, o).

Studiem continuitatea in punctul x = 1.

0

Avem: lim £(x) =Ja’ +1, lim f(x)=2a+1 si f(1)= Va? +1,
deci f este continua in x, =1 daca si numai daca

5 2a+120

a+l=2a+l<4 | ,&a=0.
a +1=2a+1)

In concluzie, pentru @ = 0 functia f este continui pe R, iar
pentru a # 0 domeniul de continuitate al functiei f'este R\ {1}.
2) Studiaza continuitatea functiei
a(x® +1)*, dacd x<0
f(x)=42a-1,
|2x -1

daci x=0,a eR.

, dacax>0

Functiile f,(x)= a(x® +1)* si fr(x)= |2x - 1| sunt continue,
deci f este continua pe fiecare din intervalele (-0, 0) si (0, o).
Cum li}lgf(x) =a, li{rgf(x) =1si f(0)=2a -1, rezulta ca feste
continud in x, = 0 daca si numai dacd a = 1 = 2a — 1. Deducem

ca pentru a = 1 functia f este continud pe R, iar pentru a # 1,
[ este continua pe R*.

N e

23) Studiaza continuitatea functiilor:
1

xe~, x<0
a)f: R>R, f(x)=7 0, x=0;
ln(1+x)’x>0

b)f: R>R, f(x)=

1

o) f: [0,0) >R, f(x)z{(x+ex)x,x>0;

1, x=0
xz, x<1
d)f: R>R, f(x)=5a, x=1;aeR;
2—x,x=1
e)f: R> R,
1
a*+b*+c* ¥ 0
f(x)= 3 X7
a, x=0
a,b,ce(0,0)\{1},a eR;
x>+ xe™

f) f: R>R, f(x)=lim=———;

2
n—>0 14 2™

Teorema lui Weierstrass de marginire.

Daca f: [a, b] > R este o functie continua, atunci:

1) f este marginita;

2) fisi atinge marginile, adica exista a, [} € [a, b] astfel Incat

Sf(a)= x‘;[lj}},]f (x)si f(B)= xg}%]f (x)

134

2n 2
g2) f: R>R, f(x):limx4+x ;
noe x4 ]
—x?+2,xeQ
b =1, T
X, x eR\Q
2 -
) f(x)= V4x° +1, daca x<1;
4x+1, daca x>1
. (x* +1)*, daci x<0
) fx)= } ;
\2x—1, daca x>0

k) f:[0,2x] >R, f(x)=[sinx], unde
[-] este functia parte intreagd;
) :[0,21] > R, f(x)={sinx}, unde {-}
este functia parte fractionara.




Demonstratie.

1) Presupunem prin reducere la absurd ca f nu este marginita
si, pentru a fixa ideile, sd presupunem ca f nu este marginita
superior. Fie neN*. Atunci existd x, €[a,b] astfel incat
S (x,)>n. Deci existd un sir (xn)n>l cux € [a, D],V n = 1 si
ilfolo S (x,)=o0. Sirul (x ) _ fiind marginit, conform lemei lui
Césaro va contine un subsir (x, ),-; convergent la un punct
x, € [a, b]. Deoarece g?of(x”) =0, rezulta ca g?of(x”k )=o0.
Pe de alta parte, f fiind continud in x si x, — X, deducem ca
l%l_I)l’Dlof(xnk)=f(X0), contradictie!

Asemanator se trateaza cazul in care f ar fi nemarginita inferior.

2) Fie M = sup f(x). Vom arata cd existd o. € [a, b] cu f(o) =M.

Consideré;ja,rﬂulgimea A= {f (x) ’ x € [a, b]}. Deoarece
M = supA, rezulta ca existd un sir (f(v,)) _, astfel incat
lim f(y,)=M. Sirul (yn)n>l fiind marginit, conform lemei lui
nC_é:aro va contine un subsir (y,, ),>1 convergent la o € [a, b].
Atunci lim f (yn )= M si, cum f'este continua in o iar Vn, =0y
deducemﬁca f (OL) =

La fel se dernonstreaza ca, daca m = 1[nf f(x), atunci exista

B € [a, b] astfel incat £ (B) =
y
1) Functia f: [-1, 1] > R, 1 T 1

f(x) = x> — 1 este continui si 0 i
xg{é}ﬁ]f(X)=f(—1)=f(1)= 0,
iar xg}lll}l]f(x) =/(0)=-1

2) Functia f': (-1; 0) = R, /' (x) = x> — 1 este continui, este
marginitd, dar nu isi atinge marginile. Prin urmare, in teorema

de marginire a lui Weierstrass este esential ca intervalul de
definitie al functiei f sa fie inchis si marginit.

ErEMPLY

3) O functie continud pe un interval inchis din R isi poate
atinge fiecare margine in mai multe puncte.
Y

1. Studiaza continuitatea functiei

pRIBLENE [ )
Z FRVEL 1) >R,

ﬁ
P o psiE _
f(x)= x21n1+x2’ x eR\{ 1,0,1}'

a, x=0.
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24) Fie A c R, A marginita, m =
M = sup A. Arata ca:
a) VNA#=D YV eV (m)
b) exista sirul (x,),>, din 4 astfel Iincat

inf A4,

limx, =m.

n—>0

Enunta si demonstreaza proprietatile
analoage pentru M. Se utilizeaza aceste
rezultate in demonstratia teoremei lui
Weierstrass de marginire?

25) Functia : R = R, f(x) = sinx isi
atinge marginile de o infinitate de ori.

26) Da exemplu de functie
f:[0,0)—>R continua, cu proprietatea
ca lim f(x)=5.

27) Determina r{ry}nﬂ f(x)si nge;g] f(x)
pentru functia /: [-1, 2] > R,
f)=x*-2x-1.

28) Fie functia f :[0,27:] —->R,

x€[0, 2m]

f(x)= sin( 3 j Determind min f(x),

max f(x) si punctele in care aceste
x€[0, 27]

valori se ating.

29) Precizeaza care dintre urmatoarele
functii f: [a, +oo) — R sunt marginite:

x+5

a) f (X)—
b) f (x) = sinx;

c) f(x) = x + sinx;

1

1 1— 52 f(x)={

d) f(x)= g ~arctgx .

@ 2. Determind o € R astfel incat functia /: R — R,

Vx? =2ox+a’, x=1

ox + 3, x<1

sa fie continua in x = 1.



X

ae

@ 3. FieffR->R, f(x)= /x+1—\/3
X

daca x<0

, daca x>0

Afla a, b€ R, b > 0 daca f este continuad pe R.

@ 4. Determina punctele de discontinuitate si tipul
lor, pentru urmatoarele functii:

2x — <1
) f:R >R, f(x)={ -3, 0l
x—1, x>1
—sin—, x#0
b)f:R->R, f(x)=x «x ;
A, x=0( eR)

¢)f: (0, €] > R, £ (x) = [Inx].
@ 5. Studiaza continuitatea functiilor compuse
fogsigof,in fiecare din cazurile:

-1,x<0
a)f,g:R>R, f(x)=1 0,x=0sig(x)=x"-2x+1;
I, x>0

b) /. g:(0, 1) > (0, 1),

xz,d21c€10<x<l 2x,dacéO<x<%

S(x)= , g(x)= ;
X, daca§<x<1 7 dacaz<x<1
o)f:R->R,
x,dacd x eQ 1, daci x eQ
S(x)= 3 ,8(x)= 3 :
0,daci x eR\Q x,daci x eR\Q

@ 6. Fie functiaf: R > R, f(x)= [x +%}, numita

»functia de rotunjire®.
a) Traseaza graficul functiei si determind punctele
ei de discontinuitate.

b) Definim functia g(x)=|f(x)-x,Vx€ R.

Demonstreaza ca g(x)= |x

11
,Vxe|——,—|, g este
[ 2 2} y
periodica de perioada 1 si g este continua pe R.

@ 7. Afla multimea punctelor de discontinuitate
pentru functia /: R > R, f(x) = [x]sinmx.

@ 8. Dacd x € R, notam prin (x) distanta dintre x
si cel mai apropiat intreg de x.

(x), daca x #—
Se considerd functia f(x)=

[\)|>—A[\) —

a ,daca x=
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Studiaza continuitatea functiei / in functie de a € R.

s x ) x>0
X
@ 9. Aratdaca h: R-> R, a(x)=:2"-1
, x<0
X
1 , x=0

are o discontinuitate in 0 si precizeaza-i speta.

@8 10. Studiaza continuitatea functiilor:
a) f:(0,0) >R, f(x) = [Inx];
b) f:[0,0) >R, f(x) =x - [x];

1 <
3{—} daca x #0
o)f:R—>R, f(x)= X .
a, daca x=0
Studiaza continuitatea functiei /: R —> R,
x| 2 .
—{—} daca x#0

3| x

W 11.

fx)=

,dacax=0

W 12.

Determina 3 € [0, 1] astfel incat functia

X" =x*+6

Fx)=4m= x> + x> +4
1++/x* =B -e™, daca | x[>1
sa fie continua pe R.
@8 13. Fie /, g : R —> R doua functii continue,
f(x) = g(x), V x € Q. Demonstreaza ca
f(x)=gkx),Vxe R
@8 14. Se considerd functia

,daca | x|<1

o1
xsin—, x=0

" R>R, f(x)= X
0,x=0

a) f este continua pe R.

b) in nici o vecindtate a originii functia / nu este monotona.

. Arata ca:

@D 15. Fie f: (0, ©) — Z cu proprietatea ca
2/ <x <2/ W x> 0. Studiaza continuitatea lui /.
@M 16. Fie /: R— R cu proprietatea ca
|f(x)—x<x?,Vxe R

Demonstreaza ca f este continud in x = 0.

@ 17. Fie f: R —» R continud, cu proprietatea ca

f(x+y)=fx)+f(©),Vx,ye R. Demonstreaza ca
dk € R astfel incat f'(x) = kx, Vx € R.



2. Studiul existentei solutiilor reale ale unor ecuatii si
semnul unei functii continue pe un interval

Teorema.
Daca f : [a, b] > R este functie continua si f (@) si f (b) au
semne contrare, atunci exista ¢ € [a, b] astfel incat f (c) = 0.

Justificarea geometrica a acestei teoreme este urmatoarea: daca,
spre exemplu, f (a) < 0 si f(b) > 0, atunci o y
extremitate a graficului lui /' se afld sub axa Ox, "

iar cealaltd deasupra axei Ox. Deoarece f este fg b) 71
continua graficul ei nu se Intrerupe, deci el trebuie OfC b x
sa intersecteze axa Ox in cel putin un punct. | )
Demonstratie. y fie
Prezentam o metodad care se f(b) /-\ -------- / .
bazeaza pe tehnica ,injumatatirii = — 7/61 U -
intervalului®. Impartim intervalul / (a)l““

[a, b] in doua intervale de lungimi egale, prin punctul atb

Daca la mijlocul intervalului functia se anuleaza, teorema este
demonstrata. In caz contrar, printre valorile functiei la capetele
intervalului si in mijlocul intervalului vor exista doud de semne
contrare. Notadm cu [al, bl] pe acela dintre cele doud intervale
la extremitatile caruia functia are valori de semne contrare

(de exemplu, f (al) <0,f (bl) > 0). Repetam injumatatirea inter-
valului si rationamentul de mai sus. Procedand astfel, fie vom
gasi, dupa un numar finit de pasi, un punct in care f'se anuleaza si,
in acest caz, teorema este demonstrata, fie nu gasim nici un astfel de
punct si, in acest caz, rezultd un sir descendent si infinit de intervale.

[al,bl]b[az,bz]b...b[a b :HD..., unde f(a,)<0, f(a,)<O0,..,

no n

[(@,)<0, ... f(B)>0, f(b,)>0,..., f(b,)>0,... iar b —a, =an
unde / = b — a. Asadar (a,),-,,(b,),>, au proprietatile:
(Na<a sa<..<a <. <b <. <b<b<sb

2) li_rg(bn —a,)=0. Aplicand proprietatea lui Cantor, deducem

cd 3 c € (a, b) astfel incat lima, =limb, =c.

Functia f fiind continua in ¢, rezultd ca f(c¢)=lim f(a,)<0
si f(c)=1lim f(b,)=>0. In concluzie, f (c) = 0.

Observatie.
Rezultatul teoremei e valabil Intr-un cadru mai general, adica:
dacaf: (a, b) > R (a,b €R) e continua, exista li{n f(x), li}lg f(x)

X Na X,

si au semne contrare, atunci existd ¢ € (a, b) astfel incat f{c) = 0.
r‘ﬁ_.;/'f'r._‘- 1) Aceasta teorema este foarte utila in studiul unor
[ ) ecuatii de forma f (x) = 0, unde f este o functie continua
oewe De un anumit interval L. Astfel, daca existd doud puncte

in I unde f ia valori de semne contrare, atunci ecuatia
are cel putin o solutie pe intervalul I.
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Cum justificam existenta solutiei reale
a unei ecuatii?

1) Demonstreaza ca urmatoarele ecu-
atii au cel putin o solutie in intervalul I:

ayx*+5x+1=0, I=[-1,0]
byer+x=0; 1=[-1,0];

c) tgx+cosx=15; 1= [0, %},

d) In(1+x)++/x =1; 1=[0,1];

13
e —2)sintx=0; [=|—,—|;
o2 1 L]

fyx* -3x=1;1=[-1, 0];
g) X’ =11; I1=[-2,2];

h) x* +x* =2; I=(~o,0);

i) 2+tgx=0;l=[——,—};
j) arctgx—x+1=0;7 =(—o0, ©) ;
k) x0 +x*—2x*=0;7=(-2,0);
) Inx*—x=0;1=(0,2e).

2) Fie f:[a,b]— R o functie continua.
Aratd cd existd x, €[a, b] astfel Incat
f(x)= f(a+b—-xy).

Indicatie.

Fie g:[a,b]—> R,
g(x)=f(x)— f(a+b—x). Observam ca
g este continud pe [a, b]. Se studiaza
semnul expresiei g(a)-g(b).

3) Fie f: R > R o functie continua
marginitd. Atunci ecuatia f (x) = ax + b
are cel putin o solutie, unde a, b € R,
a # 0.

Indicatie.

Functiag: R—> R, gx)=f(x) —ax—b
este continua. In plus, f fiind marginita,
avem lim g(x)=—a-o, lim g(x)=a .

o T>c0

o



2) Daca o functie continud nu se anuleaza pe un interval,
atunci ea pastreazd semn constant pe acest interval.

Acest rezultat va fi util in rezolvarea unor inecuatii sau in
studiul semnului unor functii continue pe intervale.

Probleme rezolvate.

1) Ecuatia 2™ = x are cel putin o solutie in (0, 1).
Solutie.

Functia f:[0,1] >R, f(x) = 2™ — x este continua si

£0)=1>0, f(l):%—1<0, deci 3ce (0, 1) cu £ (¢) = 0.

2) Orice functie polinomiald de grad impar cu coeficienti
reali admite cel putin o solutie reala.
Solutie.
Intr-adevar, daca f (x) = anx” + .. +a, nimparsi a,#0,
atunci f este continua pe R, iar 1_i>m f(x)=-a, o si
X—>—0
}1_1;&10 f(x)=a,-o. Deci existd x € R astfel incat f (x,) = 0.

3) Fie f: [a, b] — [a, b] o functie continua. Demonstreaza ca
3 ¢ € [a, b] astfel incat f (c) = ¢ (punctul ¢ se numeste punct fix
al functiei f°). BN 23
Solutie. L e
Justificarea geometrica a acestui
rezultat este ilustrata in figura.
Demonstram ca ecuatia
f(x) —x =0 are solutie in [a, b].
Consideram functia ajutatoare : 5
g:[a, b] > R, gx) = f(x) — x. 0" - - LN
Functia g este continud si, in
plus, g(a) = f (a) — a = 0, iar g(b) = f (b) — b < 0. Rezulta ca
dcela, b] astfel incat g(c) = 0, adica f'(c) = c.
x* —9x% +23x 15
<
x—=2

0.

4) Rezolva inecuatia:

Solutie.
Consideram functia continua /': R\ {2} —> R,
3 2
x  =9x"+23x-15
f(x)=
x—=2
solutiile x =1x =3si x, = 5. Pentru aflarea semnului pe
intervalele (—oo, 1); (1, 2); (2, 3); (3, 5) si (5, =) va fi suficient
sd calculam valoarea functiei intr-un punct al intervalului sau
limita la una dintre extremitatile acestuia.
x |0 1 2 3 5 o0
f(x)|m+0_*w’+oo+0_0 + Hoo

Solutia este x € [1, 2) U [3, 5].

De retinut urmatoarea observatie: functia f nu se anuleaza
pe intervalul (1, 3), totusi isi schimba semnul pe acest interval.
Explicatia consta in faptul ca f nu este definitd pe intervalul
(1, 3), ci pe reuniunea intervalelor (1, 2) si (2, 3).

. Rezolvam ecuatia f(x) = 0 si obtinem
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4) Un rezervor este umplut la o sursa
cu debit variabil intre orele 8 si 12.
Acelasi rezervor este golit prin scurgere
a doua zi, tot intre orele 8 si 12. Arata ca
exista o aceeasi ora ¢ in ambele zile in care
apa este la acelasi nivel.

Indicatie.

Fie V volumul rezervorului si
f, g[8, 12] — [0, V] definite astfel:
f (t) este volumul de apa la momentul ¢
in timpul umplerii, iar g(¢) este volumul
de apa la momentul ¢ in timpul scurgerii.

Functiile f si g sunt continue, deci si
functia & = f — g este continua.

5) Rezolva urmatoarele inecuatii:

Vx+1-x Vvx—-1+x
aQ) ———>0; b)————

<0;

x> =3x+2 x?-3x+4

Vx+2—-4x-2 x—1
c) <0; d)——«<1.

Nx—1+x xX+2

6) Studiaza semnul functiei
S o)V {28 - R,

1 1
f) =t —.
VMli+x x-=2
Indicatie.
Rezolvam ecuatia f (x) = 0. Obtinem:
2—-x>0
Vi+x=2-x sij¥>-1 ,
l+x=(2-x)
-l<x<2 -1<x<2
5+413 | de unde _51\/5;
xl,2=T 1,2 =~ )
. 5413
deci x= 5

Functia f este continua si
lim =o0, lim f(x)=—0,
lim £(x)=s, lim f(x)

lim £(0) =2 5 f()=3>0.

Se studiaza semnul functiei pe intervalele

B

2

*



Proprietatea lui Darboux

O proprietate globala foarte importanta a functiilor continue
definite pe intervale este proprietatea lui Darboux
(Gaston Darboux, 1842 — 1917, matematician francez).

Definitie.

Fie I un interval. Spunem ca o functie f: 1 — R are proprietatea
lui Darboux pe intervalul I daca pentru orice puncte x,x €1,
x < x, si orice numar A cuprins intre f(x;) si f(x,),
f(x,)# f(x,), exista un punct ¢ €(x,, x,) astfel incat f'(c) = A.

Altfel formulat, functia f are proprietatea lui Darboux pe
intervalul I daca, o data cu valorile distincte luate in doua puncte
ale intervalului I, f (x) ia toate valorile intermediare atunci cand
x parcurge intervalul dintre cele doua puncte.

Observatie.
Functiile constante definite pe un interval au proprietatea
lui Darboux pe acel interval.

O imagine mai clard a acestei proprietati este oferita de
urmatoarea ...

Teorema.

O functie f: I - R are proprietatea lui Darboux pe intervalul
I daca si numai dacd imaginea oricarui interval prin functia f
este de asemenea interval, adica pentru orice interval J < I, £ (J)
este interval.

Teorema urmatoare stabileste legatura dintre functiile con-
tinue si functiile care au proprietatea lui Darboux.

Teorema.
Orice functie continud pe un interval are proprietatea lui
Darboux pe acel interval.

e

7) Fie functiaf: R > R,
x—1, x<0

f(x):{x+a,x>0’

acRsil=(A,A), A>0.

a) Determina f (I) in cazul a = 0.

b) Determina f (I) in cazul a = 2.

c¢) Determina a astfel incat f (I) sa fie in-
terval pentru orice A > 0.

8) Demonsteaza ca urmatoarele functii
nu au proprietatea Iui Darboux pe R:
-1, dacd x<0

x+1,daca x>0’

a)f: R>R, f(x)={

x—1, daca x<1‘

3, dacix>1

b)f: R—>R, f(x)z{

2x -3, x<2

X, x>2

o)f: R> R, f(x)={

9) Arata ca urmatoarele functii au
proprietatea lui Darboux:

xs,xe[—Z,O)

a)f: [_2v2]_)IRv f(X)Z{ 2 5
x ,x€[0,2]

4x-1,x€[0,1]

b) f:[0,3] > R, f(x)=1 x-1 re( 3

x -1

e',xe[-a,0)

C)f: [_av a] _)IRv f(x):{

a> 0.

1-x,x€[0,d]’

Demonstratie.

Fie f: I - R o functie continua, x <X, X, € I si A cuprins
intre f (xl) sif (xz), f(x,)# f(x,). Trebuie sa demonstram ca
exista ¢ € (xl, xz) astfel incat f (c) = A.

Consideram functia g : [x,x]— R, g(x) = f (x) — A; g este
continua iar g(xl) si g(xz) au semne contrare, deci existd un

ce (xl, xz) astfel incat g(c) = 0.

' mQ Reciproca acestei teoreme nu este adevdrata: exista
FI ;rIL functii care au proprietatea lui Darboux pe un inter-
ermwe  val, dar care nu sunt continue pe acel interval.
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10) Demonstreaza ca urmatoarele func-
tii sunt bijective:

a)f: R—)R,f(x)=x3+§,undea>0;
b R (L1, f()="%
e

2
+e*

¢) /' (0, 1) = (0, o), f(x)zlniig;

d)f: [0, 3] = [0, 2],

I-+1—-x,x€[0,1]

J)= XTH xe(,3]

-



1
sin—, dacd x =0
De exemplu, functia /: R -> R, f(x)= X ¥ ,

0 ,dacax=0
are proprietatea lui Darboux pe R dar nu este continua in x = 0.
Consecinta.

Fie f:a,b]—[m,M] o functie continua pe [a, b]
(mz I?il})] f(x), M= rr[1a>}§] f (x)). Atunci f este surjectiva.

Demonstratie.
Cum f are proprietatea lui Darboux, rezulta ca ia toate valorile
cuprinse intre m si M.

Probleme rezolvate.

1) Exista functii continue f': [0, 1] — (0, 1) surjective?

Solutie.

Raspunsul este negativ. Intr-adevir, daci f este continui pe
[0, 1] atunci, conform teoremei de marginire a lui Weierstrass,
feste marginita si 1si atinge efectiv marginile m si M. Din faptul
ca f are proprietatea lui Darboux rezulta céd f (x) ia toate valorile
cuprinse Intre m si M atunci cand x parcurge intervalul [0, 1],
deci f ([0, 1]) = [m, M] # (0, 1), ceea ce Inseamna ca f nu poate
fi si surjectiva.

2) Demonstreaza cd functia f: R > R, f(x) = [x] are
proprietatea lui Darboux pe intervalul deschis I daca si numai
daca I nu contine nici un numar intreg.

Solutie.

FieI=(a, b). DacalNZ =, atunci f (x) = [a], V¥ x € I deci feste
constantd, prin urmare f are proprietatea lui Darboux pe L.
Presupunem ca I N Z # . Atunci f (I) este o multime de numere
intregi care contine cel putin doua elemente si /(1) c Z, deci f(I)
nu poate fi interval si, prin urmare, f nu are proprietatea lui Darboux.

Teorema.
Fie f: I - R (I un interval) o functie continud si injectiva.
Atunci f este strict monotona.

e

Indicatie.
a) f continua si lim f(x)=—o0,
X—>—00
lim f(x) =0 implica f(R)=R, deci [
X—>00
surjectiva. Cum f este strict crescatoare

ca suma de functii strict crescatoare, re-
zulta ca f este si injectiva.

2x
-1,

b) f()="5—: lim f(x)=-1,

e+l ™

lim f(x)=1; f continua si f crescatoare,

rezulta f bijectiva.
-1
11) Fief: R > R, f(x)="
e +
Determina imaginea functiei f.

Indicatie.
f este injectiva, lim f(x)=-1,
X—>—0

lim f'(x)=1 si f este continua, rezultd
Imf'= (-1, 1).

Observatie.

Concluzia teoremei aldturate are loc
si 1n ipoteze ,,mai slabe“: functia continua
este inlocuitda cu o functie avand
proprietatea lui Darboux.

Teorema.

Daca f:I—R (I interval) are
proprietatea Darboux si este injectiva,
atunci f este strict monotona.

12) Fie f:[a,b] >R o functie conti-

nua. Aratd cd, oricare ar fi x,,x, € [a,b]

Demonstratie.

Presupunem ca f nu este strict monotona. Atunci exista
x, X, x, € Lastfel incat x <x <ux_iarf(x)<f(x;)> f(x;)
sau £ (x)> f(x,)< f(x;).

Sa ne situam in primul caz. Dacd f(x,)< f(x;), atunci
f(x;) este cuprins intre f(x,) si f(x,), deci existd ¢ €(x;, x,)
astfel incat f(c)= f(x;). Cum f este injectiva, rezultd ca c = X,
imposibil deoarece x < ¢ <x < X, Cazul f(x,)> f(x;) con-
duce, de asemenea, la o imposibilitate.
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si 00e[0,1], existd ¢ €[a,b] astfel incat
f@)=af(x)+A-0)f(x;).

Indicatie.

Daca f este continua pe [a, b], f este
marginita si isi atinge marginile. Daca

m= xlg[lgg]f(x) si M = xg[l%]f(x)’ atunci

of (x)+ (1= ) f (x,) €[m, M],
vV x,,x, €la,b] si a €[0,1].




Consecinta.

a) Fie f: [a, b] > R o functie continud si injectiva,
m =min{f (a), f(b)}, M =max{f (a), f(b)}. Atunci Imf'= [m, M].

b) Fie f: (a, b)) > R, a,b €R o functie continua si injectiva,
m=min lim /(x). lim /()] M =max{lim /(). lim / ()]
Atunci Imf'= (m, M).

Demonstratie.

a) Cum f este continud si injectiva, rezulta ca f este strict
monotona, deci m < f(x) < M, V x € [a, b]. Cum feste continua
pe [a, b], rezulta ca fisi atinge marginile m si M si, In plus, ia
toate valorile cuprinse intre m si M. Prin urmare, Imf'= [m, M].

b) Din f continua si injectiva rezulta ca f este strict monotona,

deci exista li{nf(x) si li;r[lyf(x) sim<f(x)<M,Vxe (a,b).
X Na X

Cum f este continud, f ia toate valorile cuprinse intre m si M,

deci Imf'= (m, M).

Problema rezolvata.

Demonstreazi ci functia /: R — R, £ (x) = x* + x este bijectiva.

Solutie.

Demonstram mai intdi ca f este injectiva.

. 3 3

Avem: f(x)=f(x;), (x] =x3)+(x; —x,)=0,

(x; =X, )(x] +x,x, +x3 +1)=0, x, = x, (sau: f este strict cresci-
>0

toare, ca suma de functii strict crescatoare). Cum f este continua,
lim f(x)=-o si hm f(x) o, rezultd ca Imf = R, ceea ce
X—>—0

inseamna ca f este’ 51 surJectlva Fiind injectiva si surjectiva,
functia f este bijectiva.

Inversarea functiilor continue

N e

13) Fie /:R— R o functie cu propri-
etatea: 2|x —y|<|f(x) —f(y)|\
Y x, y€ R. Este f o functie strict monotona?

Indicatie.

Se studiaza injectivitatea si continu-
itatea lui f.

14) Studiaza injectivitatea functiei
1
fR>R, f(x)=x +§sinx,

Indicatie.

Fie x;,x, eR cu f(x))= f(x,).

1. .
Avem x; +—sinx, = x, + —sinx,,
3 3

1. .
|xl —x2| =§|smxl —s1nx2| =

X+, |

+|COS
2 |

X=X

—|sin

<l|x
3 1

2
—§|x1 -x,|<0, de undex, =x,.

15) Studiaza injectivitatea functiei
fR—>R, f(x)=3x+cosx.

16) Determina numarul real a > 0
minim, astfel incat functia f :[a, ©) >R,
f(x) =x* - 10x> + 9 sa fie injectiva.

Teorema.

Fie f o functie continua pe intervalul / si J = f (I). Functia
f: I — Jeste bijectiva daca si numai daca f este strict monotona si,
in acest caz, functia inversa /' :.J—>Ieste continui si strict monotona.

Aceasta teorema ne asigura ca functiile trigonometrice inverse,
functia radical si functia logaritmica sunt functii continue.
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Studiaza apoi continuitatea functiei
f':J—>Lunde I=[a, +x), J=£().




P RSB LESE
—_— @ 1. Studiaza daca urmatoarele functii
ﬁ au proprietatea lui Darboux pe dome-

p oS E niul de definitie:
(x* —1+1Inx)?
—,0<x<1
a) f(x)=1 x’-5x+6 ,a>0;
a+1, x:l
1
xsin—, x<0
X
b) f(x)=10, x=0,aecR;a>0.
1
(I+ax)*, x>0

@8 2. Determina relatiile dintre a € Rsi b € R
astfel incat functia f': [-1, 1] > R,
x+1, dacda —-1<x<0 ]
fx)=1 , sa aiba
x“+ax+b, daca 0<x<l1
proprietatea lui Darboux pe [-1, 1].

@ 3. Stabileste domeniul maxim de definitie £ al
functiei f: £ — R si verifica daca au proprietatea lui
2n 2
. —x +1
Darboux: a) f(x)=lim % ;
+x"+2

n—eo x

1+ x+x7+.4x"
—x4x =X A

b) /(x)=lim

n—eo |

X" (1+sin* x)

C) f(X) - lgl;lo \/x2n + 22n ’
d) f(x)= hmw.
e x(x" +1)

@ 4. Stabileste daca functia f/: R — R are proprie-
tatea lui Darboux:

3 a2
a)f(x)z{x T, xe@Q

2", xeQ
1 b) ()=
2x, xeR\Q ) /() {

X2 x cR\Q

@8 5. Demonstreaza cd functia /: R —> R,
x*,dacd x eQ

X)=
/) {x, daca x eR\Q
Darboux pe R.

nu are proprietatea lui

4—+/x+1

@ 6. Rezolva inecuatiile: a) ————==<3;
I-+x+3

b) —x-3Y2—x=33; SY

¢) ctgx + ———=0.
cosx—2

142

@8 7. Arati ca functia /: [0, 1] > R,

x, xeQ

f(x)={ 3

X, x¢

nu are proprietatea lui Darboux,
dar Im f este interval.

@8 8. Fie (x,),>, un sir de numere reale. Demon-

. . .. 3
streaza ca, daca sirul (xn +Xx, )n este convergent,

=1
atunci sirul (x,),-, este de asemenea convergent.

@ 9. Arata ca functiaf: R > R,

cos—, x#0 . .
f(x)= X are proprietatea lui
a,x=0

Darboux daca si numai daca a € [-1, 1].

@8 10. Se considera functia

1 <
in—,daca x =0
X

daca x=0

f(x)= ° , A €R. Demonstreaza ca:
A,

a) f are proprietatea lui Darboux pe R daca si numai
daca A € [-1, 1];
b) f nu este continua in x, = 0.

@8 11. Verifica daca functia f: (0, ) - R,
S @)=[1]-

cos(2t—1)g are proprietatea lui Darboux.

@ 12. Fie f: [0, 1] = [0, 1] U [2, 3] o functie

continua, astfel incat f (%) =(. Arata ca:

a) f nu este surjectiva;
b) f nu este strict crescatoare;
¢) f nu este injectiva.

@8 13. Demonstreaza ca, daca [ : [a, b] — Q are
proprietatea lui Darboux, atunci f este constanta.

@ 14. Fie f, g : [a, b] — [a, b] continue, f
surjectiva. Demonstreaza ca exista cel putin un punct
x, € [a, b] astfel incat f (xo) = g(xo).

@8 15. Demonstreazd ca, pentru orice functie

f: R = R continua si marginita, exista un punct
x, € R astfel incat f (x,) = x, (in acest caz x se
numeste punct fix pentru f).



@ 16. Fie f: [a, b] — R continua cu f (a) = f (b) si
fie ¢ =M mijlocul intervalului [a, b].
Demonstreaza ca exista x, e[O,b%a} astfel Incat
fla+x)=f(c+x).

@8 17. Fie I < R un interval si /: I — R o functie

cu proprietatea lui Darboux. Demonstreaza ca

Vne N x el he 1) k=lncuy k=l
k=1

existd x € [ astfel incat f(x))= Zkk f(x).

k=1

@D 18.Fief:R—>Rcu(fof)x)=—x,Vxe R.
Demonstreaza ca f nu are proprietatea lui Darboux
pe R, dar este injectiva.

@ 19. Fie /: I — R (I interval) o functie continua
si injectiva, iar (xn)n>l un sir de puncte din /.

Demonstreazd ca sirul (x ) _are limita daca si
n nz

1
are limita.

n=1

numai dacd sirul (f(x,))

@D 20. Fie /: (a, b)) - R o functie continua.
Demonstreaza ca, daca 11}1} f(x) =1i{n f(x), atunci
f nu este injectiva. / “

Test de evaluare

1. Se considera functia f': R > R, f(x) ={

x+a, x<l1
Inx+x-2,x>1

,acR.

a) Determina a € R astfel incat functia f'sa aiba proprietatea lui Darboux pe R.
b) Demonstreaza ca ecuatia f{x) = 0 are cel putin o solutie 1n intervalul [1; 2].

2. Determina valorile Iui @ € R pentru care functia f: R > R, f(x) ={

punct de continuitate.

x> —ax, daci xeQ

are un singur
—1,daca xeR\Q

3. Fie f: R — R o functie cu proprietatea ca SO X+ x+1) =1_|2_—xxz, Vxe R

Demonstreaza ca:

a) functia g : R > R, g(x) = x* + x> + x + | este bijectiva;,

b) functia f este continua;
c¢) functia / nu este monotona;

d) Imf = [-1, 1].
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1. Functii care admit derivata. Functii derivabile

Notiunea de derivata, parte esentiald a calculului diferential, isi are originea 1n studiul
unor probleme de geometrie si de mecanica. in antichitate, Eudoxiu (408-355 1.Hr.),
Arhimede (287-212 1.Hr.) si Papus (sec. III), au abordat problematica care a condus
ulterior la calculul diferential. Regulile generale ale calculului diferential au fost elabo-
rate aproape in acelasi timp de catre Isaac Newton (1642-1727) si Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716).

Posibilitatea de a duce o tangentd Intr-un punct al unui grafic este studiatd cu
ajutorul notiunii de derivata. Atunci cand o functie admite derivata intr-un punct a,
vom Iintelege cad reprezentarea graficd a functiei f/ admite o tangentd in punctul de
coordonate (a, f (a)).

Deoarece multe relatii sunt frecvent exprimate prin functii continue si derivabile,
calculul diferential exprima matematic stari si procese din stiintele naturii si din disciplinele
tehnologice. De exemplu, daca s=f (¢) descrie dependenta distantei parcurse de un
punct material In miscare de timpul ¢, atunci derivata acestei functii in punctul 1, reprezinta
viteza instantanee a punctului material la momentul - Ca o generalizare a acestei idei,
conceptul de vitezd este aplicat si pentru alte situatii in care timpul are rol de variabila
independenta. Notiunile de incélzire sau racire a unui corp, viteza de reactie a proceselor
chimice, rata de dezintegrare a proceselor radioactive si rata de crestere a organismelor
biologice pot fi definite si calculate cu ajutorul derivatelor.

Vom prezenta probleme ce conduc la notiunea de derivata. 1) O rachetd se inscrie pe traiectorie
o . . dupad o curba. Masa si viteza deosebit
1) Problema calculdrii vitezei unui punct in miscare . . . <
_ ‘ . . 0 de mari determind asupra rachetei o forta
Sa considerdm caderea liberd in vid a unui punct de inertie tangenta la traiectorie. De ce
material greu. Distanta S (masuratd in metri) parcursa N aceastd traiectorie nu se schimbi brusc,
de punctul material in intervalul de timp ¢ (masurat in adici de ce traiectoria nu deseneazi
secunde) se exprimd astfel: S =§~t2, unde g ~ 981 mys™.  [IM Hf unghiuri si linii frante?
Ne propunem si aflam viteza v a punctului mate- M, 2) In miscarea rectilinie si uniforma
rial aflat in pozitia M, la momentul ¢ dat. S(t) = v-t. Aratd ca v =§ =y
. - .
Sa dam variabilei ¢ o crestere Az si sa consideram timpul ¢ + Az At

cand punctul va fi in pozitia M,. Cresterea MM, a distantei
parcurse de punct in intervalul de timp Az o notdm prin AS.
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Din OM, :S+AS:§(t+At)2 deducem AS:%(2I-At+(At)2).

Viteza medie v, de cadere a punctului material in portiunea

A
MM, este data prin formula v, :?f = g-t+%- At; v depinde

de variatia Af si caracterizeaza cu atadt mai bine miscarea
punctului material la momentul ¢ cu cat A¢ va fi mai mic. Definim
viteza v a punctului in momentul ¢ ca fiind limita catre care
tinde viteza medie v in intervalul Az, cand Ar tinde la zero,

adica v=1lim v, = lirnﬁ: lim(g-t+§-Atj:gt,
Ar—0 At—>0 At A0 2

II) Intensitatea unui curent variabil la un moment dat

Sa notdm cu Q cantitatea de electricitate (masuratd in
coulombi) scursd in intervalul de timp ¢ (masurat in secunde)
printr-o sectiune transversald a unui circuit Q = Q(¢f). Sa dam
variabilei # o crestere At si sd consideram cresterea
AQ = Q(t + At) — Q(f). Intensitatea medie a curentului in intervalul

de timp Af va fi I, = —Q Definim intensitatea curentului la un

moment £ [ = lim /,, = lim g: lim w
At—0 At—>0 At A0 At

Problemele prezentate, cat si alte probleme asemandtoare,
conduc la studierea dintr-un punct de vedere unitar a limitei
S (o +AX)— f(x)

Ax
S (x, + Ax) — f (x,) se numeste cresterea functiei corespunzatoare

cand Ax tinde la zero;

raportului

cresterii argumentului cu Ax.

In cele ce urmeaza, consideraim DcR, D#J.

Definitie. Fie f: D — R o functie si x, € D N D'. Daca
oS- ()

X—>Xo X — xo
si se numeste derivata functiei f in x,. Dacd, in plus, f'(x) € R

existd (finita sau infinita), se noteaza cu f'(x,)

(este finit) atunci spunem ca functia f este derivabild in x,.

.

Sd studiem derivabilitatea functiilor
intr-un punct.

3) Fie functia /:R—> R, f(x) = x%
a) Calculeaza 1 '(1).
b) Este f derivabilad in x, = 1?

4) Consideram f: R > R, f'(x) = x°,
n € N. Calculeaza f'(1). Este f derivabila
in 1?

5) Fie f(x)=+/x,x > 0.
a) Calculeaza f'(0).
b) Este f derivabila in 0?
c) Fie x, > 0. Calculeaza f'(x,). Putem afir-
ma ca f este derivabila in x, daca x, > 0?

6) Consideram functia sinus.
. m .
a) Calculeaza sin’0, sin [Ej, sin’ ().

b) Determina domeniul de derivabilitate
al functiei sinus.
Aceleasi cerinte pentru functia cosinus.

Indicatie.

. . .. sinx
Utilizeaza lim =1.

x—=0 x

7) € este reprezentarea grafica a
functiei f'; ¢ este tangenta la curba ¢ in
M, (x,, y,). Determind f '(x,), ecuatia
tangentei si panta tangentei in x,.

GREMPLU Sa studiem derivabilitatea functiei f: R > R,

f (x) = ax* in punctul x = x,.

ax® —ax} a(x—x)(x+x,)

Avem lim = lim =2a-x,,
X—>Xq x—xo X—>Xq x—xo

deci f'este derivabila in x, € R si S'(xg)=2-a-x.

Alaturi de simbolul f'(x,) dat de J. Lagrange se mai folosesc

si simbolurile dfém dat de G. Leibniz sau Af (x,) dat de
X

A. Cauchy. Noi vom folosi in special notatia simpla a lui Lagrange.

in cazul in care exista limM
X=X X— xO

=400 (sau —©), f'nu este

derivabila in X dar vom spune ca are derivata +oo (respectiv —o).
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Interpretarea geometrica a derivatei unei functii
intr-un punct

Consideram functia f'si curba Y

sa reprezentativa ¢, M (x,,y,) € €.

S )= f(x)

X=X,
reprezintd panta secantei M M.
Daca x ia valori oricat de apro-
piate de x,, atunci punctul M
»tinde* sa se confunde cu M;

e 1 x)— f(x
in aceste conditii hmM
XA)XO x —_ xo

curbd in M , notata f'(x)) = m, .

Raportul Yo =S ()

devine panta tangentei ¢ la

Observatii.

¢ Daci derivata este finitad, coeficientul unghiular tgo al
acestei tangente este egal cu derivata f ’(xo).

¢ Daca derivata este infinitd, tangenta este verticala.

Cunoastem panta dreptei
tangente m, si coordonatele
unui punct al ei, M (x,, y,);
prin urmare, ecuatia tangentei
la grafic este: y —y, = m(x — x,),
adica

Y =) TG = xp).

Observatii.
# Derivabilitatea unei functii intr-un punct reprezinta o proprie-
tate a functiei, iar derivata f”(x,) reprezinta un numar sau o,

¢ Derivabilitatea este o notiune cu caracter punctual; ea are
sens numai in punctele de acumulare care apartin domeniului
de definitie. De exemplu, nu are sens problema derivabilitatii

functiei /' (x) = Inx 1n punctul 0 sau in punctul —1 sau a functiei

T
f(x) = tgx in punctul 5

Propozitie.
Fie f: D — R o functie si x, e DN D’; atunci urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

1) ahmwzf'(xo)eﬁ;
X —X

o ’ F00)— ()

xn _XO

=f"(%).

2)V (x) <D\ {x,}, lim x, = x, rezultd lim
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Ce interpretare geometricd dam
numarului f'(x,)?

8) Studiaza derivabilitatea functiilor
urmatoare in x, = 0:
a) f:R—(0,+x), f(x)=2";

b) g:(-L,+x) >R, g(x)=In(x+1).
Indicatie.

Utilizeaza lin(} a -1 Ina si
X X
limM =1.
x-0 X

9) Studiaza continuitatea si derivabi-
litatea functiei modul, f(x) = |x ,xeR in
punctul x, = 0.

Indicatie.

f:R—>R este continud pe R, deci

este continua in x,= 0.
SOy S@-SO)
x—0
Yy

lim ;
x/0 X — 0 N0

10) Arata ca
f(x)= " este con-
tinua in x= 0, dar nu
este derivabild in
acest punct. Rega- RE
seste rezultatul ob- o

tinut pe grafic. o o«
Observa ca 1n punctul (0, 1) functia nu are
tangenta, dar are doud semitangente.

11) Studiazad continuitatea si deriva-
bilitatea functiei /:R — R,

—2x+1,x<0
f(x)=11, x =0, in punctul x, = 0.
2x+1, x>0
—



Ideea demonstratiei. Se utilizeazd definitii echivalente ale
S ()= f(x)

limitei functiei 7: D\ {x,} = R, r(x)=
X—Xx,

Definitie.

Fief: D > Rsi 4 c DN D' Functia f este derivabild pe
multimea A daca f este derivabila in orice punct x € 4.

Daca 4 = D, spunem simplu ca functia f este derivabild.

Definitie.

Fie f: D = R o functie.

Multimea D, ={x, €D ND'| f e derivabila in X,} se numeste
domeniul maxim de derivabilitate al functiei f.

Functia f':D, — R, care asociaza fiecarui x € D, numdrul
real f'(x) (x = f'(x)), se numeste derivata functiei f.

o nd Fie f:R—>R, f(x) =x% (" (x)=2x, Vx, € R
Domeniul de derivabilitate al functiei /', D,, , este tot R.

Functia f":R >R, f'(x)=2x, x € R este derivata lui f.

In cele ce urmeazd vom nota cu I un interval al dreptei reale.

Teorema. (Legdtura dintre continuitate si derivabilitate)
Daca functia f': I — R este derivabila in x, € 1, atunci f este
continua in x,.

Demonstratie.

Fiex € I, x # x,; atunci f(x)= f(xy)+

Bin 1im £ )= G0)
X

X—)XO X —

“(x=xp).

0

S )= 1 (%)
X=X

= f'(x,) €R si lim (x —x,)=0 rezulta
0 X*)XO
)rlgl;rl() S (x)=f(x,), adici f este continua in x,.

Consecinta.

Daca f: I = R este o functie derivabila pe I, atunci f este
continua pe I.

In figura aliturata, D reprezinta
multimea functiilor derivabile pe un
interval I, iar C reprezintd multimea
functiilor continue pe I (D < C).

H_/

Observatie.

Reciproca nu este, in general, adevarata. Este posibil ca o
functie sa fie continud intr-un punct x €I, fara sa fie derivabila
in x,.
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Indicatie.
1irr(1)(—2x +1)= 1irr(1)(2x +1)=1= f(0);

x<0 x>0

tim D= SO _ =2

=-2, iar

x—0 x—0 x>0 x

x<0 x<0

lim L =SO) 2
x—0 X — x—=0 x

x>0 x>0

12) Arati ci functia f(x)=vx+2,
x = -2 este derivabila in 0 si nu este
derivabila in -2.

13) Aratd ca functia f(x) =3x nu
este derivabila in x, = 0, dar are derivata
infinitd in x, = 0. Regaseste pe grafic
rezultatul. Observdm ca tangenta la
grafic in x, = 0 este axa Oy.

/
y

o

14) Studiaza derivabilitatea functiilor
urmatoare si completeaza spatiile punctate.

X

fe0=3x

T T
a) g:[—E,EJ—HR, g(x)=tgx inx =0.

1
x%sin—, x#0

b)h:R—>R, h(x)= X

. 0, x=0

in x, = 0.
Indicatie.

2) lim SIS0 SIY e
x—0 x—0 =0 x

geste ........... x=0si g'(0)=.......... .

x?-sin— |

b) lim X =limx-sin—=0, deci
x—0 X x—0 X

heste.......... inx=0si A(0)=.......... .

15) Arata ca functia f: R — [0, ),
f(x)=1€ . x<0 este derivabila pe R.
0, x=0

T — —



gxémres . de functie continud intr-un punct care

nu este derivabild in acest punct.

Fie f: R = R, f(x) = |x|. Evident, f este

continua in x, = 0. Din limM —lim—* =1
x/0 X — 0 x/0 X

si limM =lim< =1, rezultd cd fnu e deri-

N0 x—0 N0 X

vabila in x, = 0.

Remarca.

Existd functii continue pe un interval care nu sunt
derivabile in nici un punct din acest interval. Un
astfel de exemplu a fost dat prima data in 1874 de
matematicianul german Karl Weierstrass.

P;ﬂ_AE @ 1. Determina cresterea functiei

= f (x) = x* corespunzatoare schimbarii
argumentului:

pRoPUSE a)delax=1lax =2;

b)delax=1lax =1,1.
@® 2. Calculeaza Ay pentru functia y = Yx daca:
a)x =0, Ax=0,001; b)x=28, Ax=-9.
@ 3. Determina Ay si Ly corespunzatoare schim-
barii argumentului din x ﬁlxx + Ax:

a)y = ax + b; b) y = x%

@ 4. Determind rata de crestere Ay a functiei
y = x* in intervalul [1, 4].

1
@ 5. Determina ﬂ pentru functia y =— Tn x = 2,
Ax X
dacd: a) Ax=1; b) Ax=0,1. Calculeaza y'(2).

@ 6. Calculeaza f'(8) daca f(x) =3/x.

@ 7. Pentru functiaf: R = R,

f(x)=x- (x— 1) calculeaza: f'(0), f'(1).

@ 8. Fief: R —> R, definita prin

f(x) =x(x — I)(x -2) ... (x — 50). Calculeaza f'(0).

@ 9. Se considera functia /: R* = R, f(x):l.
X

Pentru x, € R*, calculeaza f'(x,).

I —
16) Studiaza derivabilitatea functiei:
a)f:R->R, f(x)=x-1,inx,=1;

b)f:R—>R, f(x)=xVx,inx, = 0;
Of:R->R, f(x)=x-1,inx, =1;
d)f:R* >R, f(x)=In]|x

, Inx, =-1;

1
x>cos—,x#0

X 5
0 ,x=0

e) f:R>R, f(x)=

. |x*xeQ@
f) f'R_)IR’f(x)_{x,xelR\Q'

Indicatie. Se determind punctele in care f e continua
si se studiaza derivabilitatea doar in acele puncte.

P ———

@ 10. Aratd ci functia f: R - R, f(x)=x nu
are derivatd finitd in punctul x, = 0.
@8 11. Studiaza derivabilitatea functiilor:
a)f:R>R, fix)y=x*-1,Inx,=-1six =1;
b)g:(0,0) > R, gx)=Inx-1,Inx = e
c)h:R—(0,0), h(x)=2""7,inx,=3;

1

d)f:R>R, f(x)={x¢ *:x<0 inx =0,
0 ;x=0

@8 12. Studiazad continuitatea si derivabilitatea
urmatoarelor functii /: R — R in punctul x = 0.

a) f(x)=sinx; b) f(x)=x"—x;
2 1
0 f(x)={x R € I AR
2x +x,x>0
0 ,x=0

@8 13. Determind a € R astfel incat functia

1
x“sin—,x#0
fiR>R, f(x)= x
0

sa fie derivabila in

,x=0
origine.

@ 14. Fie functia /' : R — R derivabila in x,.

Calculeaza: lim n[ f (xo + l) +f (xo + Ej -2f(x, )} .
n—>o0 n n



2. Derivate laterale. Derivatele unor functii elementare

Derivate laterale. Interpretare geometrica

Fie o functie f: D — R si x, e DND’. Functia raport

S ()= (%)
X=X
limita in punctul x,, dar sa aiba limite laterale in x,.

r:D—-{x} >R, r(x)= este posibil sd nu aiba

Definitie. Fie f: D — R o functie si x, € D un punct de
acumulare al multimii D M (-0, x ). Spunem ca f este derivabild
(respectiv are derivatd) la stdnga in x, dacd exista

MM = f1(x,) €R (respectiv limM =f1(x)) €R).

X=X, N X=X,

X%y

Fie T(x,, f (x,) € i’:ff. Apar urmatoarele situatii:

y
PACH)

0 X 0
Ji(xg)=—0 J{(xg)=+e0; J{(xo) €R;
i’/’f are semitan- i’/’f are semitan- i’/’f are semitangenta la

gentd la stinga in  stanga in T, de ecuatie:
T, de ecuatie: T, de ecuatie: y=f(xo)=f(xgNx—x,)
x=x,y = f(x) X=X, Y < f(x) X < X,

Exercitiu rezolvat. Calculeaza derivata la stanga in punctul
x, = 0 pentru functia /: R — R, f(x)=\/H.

Solufie. f;(o) = hm;x = —hmﬂ —
x/0 x x/0 (\/;)2

genti la stanga in

1
—lim—=-w.
Definitie. Fie f: D — R o functie si x, € D un punct de

acumulare al multimii D M (x,, +00). Spunem ca f este derivabild
(respectiv are derivatd) la dreapta in x, daca exista

lim———~—"~

1) Calculeaza derivata la stanga in
punctele specificate pentru urmatoarele

functii:
a)g: R—> R, g(x)=Ax+1,inx,=-1;
b)h:R—> R, Ax)=x>+1,inx,= L.

Indicatie.
Vx+1 1
a)g.(-1)= lim = lim——;
x<—11 x+1 x/-1 3’()(? + 1)2
rl-

b) y(1)=lim ™ 2_ lim(x-+1).

x<1

2) Pentru functia f: R - R,
x? =1, xe(—0,—1]
fx)= ,

calculeaza
1-x%, xe(-1, +x)

f=D, f(=2), £(0).

3) Calculeaza derivatele la stanga
ale functiilor /: R — R in punctele x,
indicate:

a) f(x)=x2+\/m inx, = 0;
b) f(x)=x+|x—2| inx, =2,

c) f(x) =x1/|x+2| inx, = -2;

xIn|x

d) f(x):{o ’ O,inxo=0.

o X =

S~/ (%) = f7(x,) €R (respectiv llmf( %) Q o) =fu (xo)EIR)

XN X — xo

4) Calculeaza derivatele la dreapta ale
functiilor n punctele specificate:

a)g: [0, +0) = R, g(x)z‘«‘/;, inx,=0;

Fie T(x,, /' (x,)) € i’}f. Apar urmatoarele situatii:

y
Y y
ACH] SR T
F)f-eeeees I D) M T
X X X X
0| Xo i’ O| Yo - 0 Xo -
Ja(xg)=—o Ja(xg)=+00; Ja(x) eR.
4, are semitan- % are semitan- ¢ are semitangenta la

dreapta in T, de ecuatie:

genti la dreapta in
T, de ecuatie: V=1 (x))=1](x Nx—x,)
X = X

x=x,y = f(x) o

genti la dreapta in

T, de ecuatie:

x=x,y < f(x,).
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b)h:R—> R, h(x)=x+35,inx, = 2.
Indicatie.

4
a) g,(0)= 11m£ =lim !

X N0 4[x3

3
b) h[',(2)=lirnx +5 13=
N2 x—=2

(x=2)(x*+2x+4) B
x=2 N

=lim
N2

=lim(x* +2x+4)
N2




Observatii.

¢ Dacia,be R, a<bsif: [a, b] > R este o functie, atunci
nu are sens problema derivatei la stanga in punctul a si nici a
derivatei la dreapta in punctul b.

# Functia f are derivatd in punctul a daca si numai daca are
derivata la dreapta in a si in acest caz f'(a)= f,(a).

¢ Functia f are derivatd in punctul b daca si numai daca are
derivata la stanga in b si in acest caz f'(b)= f/(D).

Propozitie.
Fie functia /: D — Rsi x, € D N D'. Atunci f are derivata in
x, dacd si numai daca are derivate laterale egale in x,. in acest

caz, f'(xg)=f{(xg)=f,(xy).

Demonstratie.

Fie functia raport » : D\ {x,} = R, r(x)= f(x)_f(xo),
X—x
V x € D - {x,}. Atunci f are derivatd in x,, adica 0

3 h_>m r(x), deci Jlimr(x)=1,3limr(x)=1, si [, =1,; rezultd
XX, XX XN

ca 3f(xq), Fa(xo) si f{(xo) = fa(xo).

Reciproca se verifica asemanator.
ax+b,x<0
x>0
Determind a si b pentru care functia f este derivabila in x; = 0.

Solutie.

Exercitiu rezolvat. Fie f: R > R, f (x):{ )
sinx,

Pentru ca f sa fie derivabila in x este necesar ca f sa fie
continud in x: li;rol(ax +b)= li{rg sinx= f(0)< b=0;
X X

sin x

fl(0)= lim & = a; £;(0)=lim =1. Conditia de derivabili-
x70 x xNO0

tate impune a = 1.

X

Propozitie.

Fie functia f: D — Rsix,€ DN D'

1) daca f este derivabild la stanga in x, atunci f este continua
la stanga in x,;

2) daca feste derivabila la dreapta In x,, atunci f'este continud
la dreapta in x,.

N e

5) Pentru functia f': R > R,
x* =1, xeR—(~o0, —1]
f)=

, calculeaza
1-x%, xe(-1, +)

Ja(=1), f1(=2), f4(0) .

6) Calculeaza derivatele laterale la
dreapta in punctele specificate:

a)f:lR—)lR,f(x)z{

inx, = -1,

b) f:[l,0) >R, f(x)=vx—1,inx, = I;
o) f:R>R, f(x)=3/x,inx,=0;
d)f:R>R,f(x)=x>+3x, inx =2;

x> =1, x € (—0,-1]

1-x%, xe (-1, +0)

x ,x<0
x =0.

. b
sinx, x>0 "

e)f:R—>R, f(x)z{

7) Studiazd derivabilitatea functiei in
punctul specificat:

a) f:[-2,0) >R, f(x)=vx+2,Inx =-2;
b) g: (-0, 1] >R, g(x)=+v1-x,Inx = 1.

8) Determinid a, b € R astfel incat

x4+ax+2,x<0
In(x+1)+b, x>0

fR->R, f(x):{

sd fie derivabila pe R.

9) Calculeaza derivatele laterale ale
functiilor /: R — R in punctele indicate:

a) f(x)=x+|x
b) f(x) =sgnx , inx, = 0;

, Inx,=0;

Demonstratie. 1) Fie x € D, x < x,. Trecand la limita in relatia

S-S (x)

JO)=f () +————(x=x) obtinem lim f(x)=f(x,),
X=Xy x:;xo
deoarece lim J&)~ /&) = fl(x,) eR si lim (x—x,)=0. Deci
SRR el

este continua la stanga in x,.

Revenim la interpretarea geometrica a derivatelor laterale.
Fie f: D — R o functie continud, x, e DN D’ si presupunem ca
T .,
au sens si exista f'(x,) si f](x,)-
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2x—1, x<1
o) f(x)= ER inx, =1;
|x—1| . )
d) f(X):W , Inx,=0six =1;
1 .
e) f(X):’x’H , Inx,=0;
f)f(x):m, inx, =-1;

g) f (x) = |cosx — 1/, inx, =0.

- -



Remarcam urmatoarele situatii:

L f/(x)=fi(x,) €R.
In acest caz functia f este derivabild in x; si ¢, are tangenta
in punctul T(x,, f (x,)) dreapta de ecuatie: ‘

Y =S (x)=f"(x0) (x=xp), Vx€ R(unde f"(xy)=f/(xy)=/i(x,))-

{l. fi(xg) = fy(xy) €{~o0, + 0}

In acest caz, f nu este derivabila in x, (dar are derivata in x,,
S1(x0)=£(x0) = [1(x,) €{—0, +0}) si graficul functiei ¥, are
tangenta in punctul T dreapta de ecuatie x = x, (o dreapta paraleld
la Oy).

J3(xg) = fi(xq) =+ FI(x)= f1(xy)=—0

N

Yy y
@ oo £
L x\ '
0 %o 0 Xy x>

UL £ (xg)s fi(xg) €{=o0, o0} s f(xg) # £1(xo)-
In acest caz, fnu este derivabild in x si nu are derivata in x,.
Punctul T(x,, / (x,)) se numeste punct de intoarcere pentru %, .

S (xg) =0, fi(xq) =—o0
ecuatia semitangentei este
X=X,y <f(x0)

S (xg) =—0, fi(xq) =+
ecuatia semitangentei este
X=X,y >f(x0)

IV. fl(x,)# f](x,) si cel putin una dintre ele este finita.
In acest caz punctul T se numeste punct unghiular pentru G 2
Graficul functiei f'admite in T doud semitangente.

2 {f;(xo)= 0 b {f;(xo) = +00 o { fi(x,) eR
fi(x,) <R fi(x,) €R F1(5) = —o0

fi(xg) <R .
! R
/i) <R © {j}'((jc())) i +o /T
S{(xp)# fi(xp) e
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10) Observa daca exista derivatele
laterale in 2 si precizeaza daca f este
derivabila sau are derivata in acest punct.

©)
o —— ==
=
o
oF=-=---
=

\
y y
2 2
I
]
: \/
1 S S
(6] 2 X 0 2 X

11) Determini a, b € R astfel incat

X ,X<2

SRR, f(x)z{ax+b x>2

sd fie derivabila pe R.

12) Se considera functia f:R—>R,

) ) x+a, x<0
a x)= ;
X2 +bx+1,x>0
x2, x<0
b) f=1", :
x“+ax+b,x>0
e, x<0
C X)= .
) /() {ax+b,x>0

Gaseste a, b € R pentru care functia f
este derivabild n punctul x = 0.

13) Scrie ecuatia tangentei la graficul
functiei /: R > R, f(x) = ¥, in punctul
M(1, 1).

14) Scrie ecuatia tangentei la graficul
lui /[0, +o0) > R, £(x)=~/x in M(1, 1).

T — —



Exercitii rezolvate.

1) Determind ecuatiile tangentelor la graficul functiei
f (x) = x — x* in punctele de abscisa:

a)x=0; b)x=1;
si masurile unghiurilor formate de semidreapta (Ox cu aceste
tangente.

Solutie. 3
T T
a) f’(0)=1;<p=z;y=X; b)f’(1)=—1;<p=7;y=—X+1.

2) Determina b, ¢ € R stiind ca parabola y = x> + bx + ¢ are
ca tangenta dreapta de ecuatie y = x in punctul (1, 1).

Solutie.
2 2 g
»(x)= lim (x+Ax)" +b(x+Ax)+c—x"—bx c_
Ax—0 Ax
2
lim 2 AV A DAY vt b+ Ax)= 2x + b
Ax—0 Ax Ax—0

y'(H)=1siyl)=1.Rezulta2 +b=1si 1 + b+ c=1, de unde

deducem b = -1, ¢ = 1.

Derivatele unor functii elementare

Vom calcula derivatele catorva functii elementare. Daca
f:D — R, vom nota D, domeniul ei de derivabilitate.

1) Functia constantd f: R —> R, f(x) = ¢, ceR este deriva-
bilape Rsi /'": R—> R, f'(x)=0.

Demonstratie.
Fiex, € R; lim S~ f(x) = lim =0 = f"(x,).Cum
X X=X, X9 X — X,

x, a fost ales arbitrar, rezulta f'(x)=0,V x € R.

Observatie.
Prin notatia vom intelege cd derivata functiei
constante este zero (nu derivata numarului c).

2) Functia identitate f: R — R, f (x) = x este derivabila si
RS R, f/(x)=1.

Demonstratie.

== /().

Fie x, € R arbitrar; lim S ()= f (%) = lim 2=
X% X — X,

XX X=X,

Rezulta f'(x)=1,V x€ R.

Observatie.
Prin notatia vom intelege derivata functiei identice si
nu trebuie sa se Inteleagd derivata argumentului.
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15) Fie functia f: R - R, x, € R.
Scrie ecuatia tangentei la grafic in
punctul M (x,, fx,) € (!;ff;

a) f(x) =x’, in x, = 0;

b) f(x) =x*-5x+ 1, inx, = 2;
¢) f (x) = sinx, in x, = 0;
d)f(x)=x+sinx, In x, =0.

16) Stabileste daca x, = 0 este punct
unghiular sau punct de intoarcere pentru

ffR->R:

a) f(x)=yJla];

b) f(x)=x+]x| .

17) Scrie ecuatia tangentei la graficul lui

FR>R ()=, in M(©, 0).

18) Scrie ecuatiile semitangentelor la

x,x<0

\/;,xZO,

graficul lui /: R > R, f(x) ={
in M(0, 0).

19) Scrie ecuatiile semitangentelor la
graficul functiei f/: R > R,
1-x*, xe(~x, 0]

S)=9 1
_ x>
x+1

, in M(0, 1).

20) Scrie ecuatiile tangentelor sau
semitangentelor la graficele functiilor in
punctele de abscise specificate:

a)f: R>R, f(x)=3x*-2,x,=1;

b) f: [3, +0) > R, f(x)=+vx -3, x,=3.

21) Scrie ecuatia tangentei la curba

1
y=5x2, tangenta ce este perpendicu-

lard pe dreapta y = x + 1.

Indicatii.

Panta tangentei la curba data in
punctul (x,, y(x,)) este y'(x,).

Doud drepte oblice sunt perpendi-
culare dacd si numai daca produsul
pantelor este — 1.

= -



3) Functia putere f : R > R, f(x) =x",n € N, n > 2 este
derivabilipe Rsif: R > R, |f'(x)=n-x""|, VxeR.

Demonstratie.

SO~ f ) =y

Fie x, € R arbitrar, lim
X—>Xq x—xo X—>Xq x—xo

1 n—1 n=2 n—2 n=1\__ n=1 _ py
_)}E?(x +XT Xyt XXy X )—n~x0 =f"(x,).
0

4) Functia putere f: (0, +0) > R, f(x) =x", r € R este derivabila

pe (0, +a0) si £ : (0, +20) > R,[£(x)= x|, Wxe(0,00) .

Demonstratie.
Fie x, € (0, +o0).

X
xXol | — 1 -1
xr_xr 0[()(:0) ]
0 r—1 .

lim = lim =X,
¥2X X — X X=X X X—>X, X
x| -1 LA

Xo

X . X .
Notam — =1+ si observam cd lim —=1 <:>11n(}(1 +1)=1.
-

X, X% X t
. 4. (I+0" -1 _
Deci f'(x,)=x, ! oth:xS Lo,
t—0 t
Observatie.

Dacare Z, r<0, functia f: R* —> R, f(x) = x" este derivabila
pe R¥si f'(x)=r-x"",V x€ R*

5) Functia radical f: [0, ©0) = R, f(x)=%x, n € N* este

derivabila si 1 : (0, +o0) = R,|f"(x)= ;, WV x €(0,).

2 201
2nA x"

Pentru n =1, (\/;)'zL Vx>0,

2Jx

. s 1
Demonstratie. Se considera in formula 4), r:2—.
n

Observatie.

_ 2ny
=@ A
N0 x—0 N0 x 1\0 2n[x2n—1

6) Functia radical f: R > R, f(x)= Z"JRI/;, n € N* este deri-
1

S'(x)= .| Vx eR*.
(2n + 1) 2n+l[x2n
1
2

=+o0, deci 3 f'(0)=+0.

vabila pe R*, /' : R* > R,

Retinem: (i/;)':— , VxelR*.

335

Demonstratie.

Pentru x > 0 se considera r =

in formula 4). Pentru x <0
2n+1

se va demonstra 1n paragraful urmator.
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Sd calculam derivatele unor functii

elementare.

22) Deriveaza functiile urmatoare:
a) [TR>R fx)=7;
b) f:(0,+0) >R, f(x)=7;
¢) f:(=0,00>R,f(x)=7
d f:R>R f(x)=mr;
e) f:R>R,f(x)=12;
f) /' R>R, fx)=x;
8) [T R R, f(x)=x%
h) f:R> R, f(x)=x3%
i) f: R—> R, f(x)=x!%
D20, 40) > R, f(x) =5

, X
Indicatie. (i}j =(x7).
X
k) f: R*\{1} —> R, f(x) = max{x, x*};
) f: R* > R, f(x) = min{x’, 0} .

23) Calculeaza derivata f/ ‘pentru urma-
toarele functii definite pe domeniile lor
maxime de definitie si specificda D,
(domeniul de derivabilitate).

a) f(x) = 10;

b) f(x) = x*

) f(x) = x*

d) f (=4

Q) f(x)=Ax.

Verifica afirmatiile:
a)D,=R; D, =R, f'(x)=0;

b) D, =D, =R, f'(x)=2x;
C) Df =Df’ :[R, f'(x)=3x2;

d) D, =(0,+0), f*(x)=—]

b

/.5

6V x
1

st

¢)D,=R; D,. =R*, /'(x)=

24) Calculeaza [~ pentru functiile:
a) [:(0,+x) >R, f(x)=+x;
b) /:(0, +0) >R, f(x)=¥x;
¢) £:(0,+%) >R, f(x)=¥x.

T — —



Observatie.

_ 2n+
G A (VT \V;:hm =400, deci 3 f7(0)=+0.
50 X_O =0 x x—0 2n+/x2n

7) Functia exponentiald f: R — (0, ©), f(x) =a*cua >0 si

a # 1, este derivabild pe R si , VxeR.

Demonstratie.
X XO XO X7X0
. . a —a .oa’-(a -1
Fie x, € R; lim = lim —) =
X—>Xq x—xo X—>Xq x—xo

aX7X0 _1
=a™ - lim =a-lna=f"(x,) .
X=Xy X —xo

!/
Consecinta. (e*) =e*',Vxe R.

8) Functia logaritmicd log,: (0, +0) - R, cua >0, a # 1 este

derivabila pe (0, +) si| (log, x)' = , Vxe(0,0).

x-lna

Demonstratie.

. ... log x—log x
Fie x, € (0, +o0); atunci lim 08, X708, %o _
xxg X=X,

In| 1+ 1
. xo - 1

X, Ina

=f"(xo)

. 1 x o
= lim -log,—=lim
X=X X — X X, % X,-Ina R

Xo

1
Consecinta. [(Inx)' =—|, Vx> 0.
X

9) Functia sinus

sin: R — [-1, 1] este derivabila pe R si , VxeR.

Demonstratie.
L X=X X+Xx

sinx —sinx Zsin B > cos B ’

Fie x, € R; lim "0 _lim =

X—)XO X — xo X—)XO X — xo
X=X,
sin
. 2 X+ X,
= lim -COS =CO0SX,
x—ox, X=X,
2

10) Functia cosinus
cos:R — [-1, 1], este derivabila pe R §i|cos'(x) = —sinx,| VxeR.

Demonstratie.
X=X, . X+X
COSX — COS X, ~2sin—"sin=—=
Fiex, € R; lim 0 = lim 2 __
)C*)XO X —xo X—)XO x—xo
. X=X,
sin
2 . X+X, .
=—lim sin = —sinx,
x—ox, X=Xy 2
2
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25) Calculeaza [~ pentru functiile:
a) f:R*>R, f(x)=x;
b) f:R* >R, f(x)=x;
o) fR*SR, f(x)=x.

26) Calculeaza derivata f' si specifica
D, (domeniul de derivabilitate) pentru:

a) f(x) = m;

b) f (x) = x°;
o f(x)=x";
d) f(0)=x";
&) f(x)=Ax]:
f) fx)=|xP.

27) Calculeaza [~ pentru functiile:
a)f:R-> R, f(x)=2%
b)f:R->R, f(x)=3;

) [T R->R, f(x)=x%

\/gx
d fR>R,f(x)= BEEE
e) f:R->R, f(x)=mn5

f)f: R—> R, [(x)= e

28) Calculeaza [~ pentru functiile:
a) f:(0,+x0) >R, f(x) = logx;
b) /:(0, +0) >R, f(x) = lIgx;

c) f:(0,+0)>R, f(x)zloglx_

2
29) Calculeaza derivatele functiilor:

a) f: (0, 0) >R, f(x) =Inx ;
b) f: (0, ©) > R, f(x) = In2.

30) Calculeaza derivatele functiilor in
punctele specificate:

a) f(x) = sinx, in X, =

b

NG

b) f'(x) = cosx, in x, = 0.




pRIBLESE e .
@ 1. Determina derivatele laterale ale func-

—
tiilor urmatoare, in punctele specificate:
propne @ f()=vx+2,Inx =-2;
b) f(x)=
) r=122" Y0
c X)= in 0;
3x,x=0
2x Lx<0 |
d) f(x)= inx =0
5 X =

@ 2. Determina m, n € R astfel incat functia

sinx+n,x<0
f(X)={

me, x>0 sa fie derivabila 1n x,= 0.

) .1
@® 3. Aratacafunctiaf:R—> R, f(x)= x“sin—, x#0

X
este derivabild 1n origine. 0, x=0
2
@D 4. Aratici f: R >R, f(x)=4" ,xeQ
0, xeR-Q

nu este derivabild in x, € R*, dar este derivabild in 0.

@ 5. Pentru functiile urmatoare schiteaza graficul,
calculeaza derivatele laterale in punctele indicate si
precizeaza tipul punctului (punct unghiular sau punct
de intoarcere).

a) f:RoR, f(x)=[x*-1|, x, € {1, 1};

3y x <
b) f:RaR,f(x):{Jf’i:S

» X =0;

c) f:lR—)IR,f(x)zmaX{ex,[ljx}, X,
e

:0;

d) f:lR—)IR,f(x)zmin{—x,Q/;},x0=0;
) 3 xz,xe(—oo,O] o

e) f.lR—)IR,f(x)—{\/;,xe(o,oo),xo—O,
f) f:R-R, £(x) = x|(1+]x+1]), x, = -1.

@ 6. Calculeaza in doud moduri (cu definitia si
cu formule) derivatele functiilor in punctele date:

a) f(x)=x% x,=3; b) f(x) = x*, x, = 2;
o) f(M)=vx,x,=3 d) f(x)=Ax.x,=8
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e)f(x) =25 x,= 1, f)fx)=Inx, x,=e;

2/ =ex, =0 W)f()=sinx x ="
i) f(x) =cosx,x,=0; j)f(x)=sinx x,= %,
k) f(x) = cosx, x, = m.

@ 7. Scrie ecuatiile tangentelor la graficul functiei
f: R —> R, in punctele specificate:

2) /() =5.x, =2
b) f(x)=35,x, =2;

) f(x)=x,x,=3;

d) fx)=x,x =-3;
e) f(x) =2, x,=-1;
f) f(x) =2 x =0;

g f)=2%x=1
h) /() = sinx, x, = 5 ;
i) f(x) = sinx, xO:%;

j) f(x) =cosx, In x, = %;
k) f(x)=cosx,inx, =mn

@ 8. Cerceteaza derivabilitatea urmatoarelor functii

f: R - Rsi afla functiile derivate corespunzatoare:
a) f(x)=max{x,x*,x*};

1
b) f(x) :min{l+x,—, 2x? —x};

X

¢) f(x)=max{|
d) f(x)= {

—x*,xeQ
-1, reR\Q'

@ 9.Fief: R —> R o functie continud in x, € R si

g R >R,
derivabild in x, daca si numai daca f{x,) = 0. in acest

glx) = ‘x - xol - fix). Arata ca g este

caz, g'(x,)=0.

@D 10. Fie f: R - R o functie derivabila Fie

g: R >R, gx)= Mx)’. Arata ca g este derivabila
in x, € R dacd si numai dacd f(x,) # 0 sau

S(xg)=f"(x,)=0.



3. Operatii cu functii derivabile. Derivate de ordinul al doilea

Operatii cu functii derivabile

Operatiile algebrice cu functii derivabile si compunerea
functiilor derivabile conduc tot la functii derivabile. Vom completa
derivatele functiilor elementare din paragraful anterior.

Teorema.
Fie functiile f, g : D — R, derivabile in punctul x, eDND’.
Functia f* + g este derivabila in x si (' +g)'(x,)=/f"(x,)+g'(xy)-

o =R

X—>Xq X —xo

):f'(xo)"'g'(xo) eR.

Demonstratie. Sa notam h = [+ g;

. nm(f (D=1 , 8- xw)

X=X,

X—>Xq X —xo

Consecinte.

¢ Daci f'si g sunt derivabile pe D, atunci '+ g este derivabila
pe D si vom scrie|(f+g)' =f' +g’|.

¢ Suma f, + f, + ... + f, a n functii derivabile pe D este
derivabild pe D si |(f, + fo+.+f,) = f'+ fo+..+f,.

1) Functia f: R > R, f (x) = x> + e* + sinx este
derivabila pe R si f'(x)=2x+e" +cosx.

2) Functia f: (0, to) »> R, f(x)zlnx+\/; este

derivabila (0, +o0) si f'(x) 1+ !
erivabila pe (0, +oo) si =— .
P X 24/x

EREMPLE

Teorema.
Fie o functie /': D — R derivabild in x, eDND’ si c € R.
Functia ¢ - f este derivabild in x, si (c- ) (xy)=c-f"(xy).

h(x)—h
Demonstratie. Sa notam h = ¢ f; lim hx) = hixo) =

Xoxg X=X,

Consecinte.
¢ Daca functia f este derivabila pe D si ¢ € R, atunci

functia ¢ - f este derivabild pe D si |(c- /) =c- f']
¢ Pentru ¢ = — 1 obtinem |(-f)" = -’

¢ Daci f'si g sunt functii derivabile, atunci f— g este functie
derivabila si |(f— o) =f"-g |
(Intr-adevar f~ g = f+ (-g) si (/- 2) = f"+ () = /"~ ¢')

1) Functia f : R > R, f(x) = ax*> + bx + ¢ este
derivabila si f'(x) = 2ax + b.

. 1
2) (3sinx + 4cosx + Inx)’ = 3cosx —4sinx+—.
x
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EREMPLE

i

Sd calculam derivatele unor functii
obtinute prin operatii algebrice cu functii
derivabile.

1) Calculeaza f"si D, pentru functiile:
a)f:R—> R, f(x)=x*+ cosx;

b) f: R > R, f(x) = sinx + cosx;

¢) £:00,+0) >R, f(x)=4x +x;
d) f:[0,+0) >R, f(x)="x+cosx;
e) f:(0,+0) >R, f(x)=Inx + e~

2) Calculeaza f'si D, pentru functiile:
a)f: R > R, f(x)=2sinx;
b)f:R->R,f(x)=3x*+5x+1;

c) f:[0,+o)>R,
f(x)z?/;+3sinx—cosx;
d) /:(0,+0) >R, f(x)=2Inx+x+x.

3) Fie functia f': D — R. Precizeaza
domeniul maxim de definitie D, , domeniul
maxim de derivabilitate D . si calculeaza f*
pentru fiecare dintre functiile urmatoare:
a) f (x) = Inx + sinx;

b) £ ="+

¢) f(x) = cosx + sinx + e%;
d) f(x)=x>+5x +3;

e) f(x)=sinx+Inx;

f) f(x):nx3+sing;
g f(x)=n"-x’+cosx.

4) Calculeaza f’si D, pentru functiile:
a)f:R-> R, f(x)=xx%
b)f:R>R, f(x)=x*e
c) f:(0,+0)—> R, f(x)=x-1nx;

d) f:(0,+0) >R, f(x)=x-/x;
e) f:(0,+w) >R, f(x)=x sinx;
f)/: R—> R, f(x) =x-sinx- cosx;
g)f:R—> R, f(x)=x"-sinx- ¢




Teorema.
Fie functiile f, g: D — R derivabile in x, € D N D".
Functia /' - g : D — R este derivabila in x, si

(f - 8)(x) =f'(x,) - glxy) + 1 (x)) - g'x,).

Demonstratie.

Notam hi—f- g Tim "D =) _ o S0~/ (o )g)

X=X X —xo

x~>x0 X —xo

im D8 — f(x)g(x¥) + f (x)g (x) — f(xo)g(Xo) _

X—>Xo x—xo

lim [f() SO0 ooy fayy. £ g(xo)]

X=X, X=X,

= f'(x0)g(xy)+ f(x5)g'(x,)eR (am folosit continuitatea
functiei g in x,, g fiind prin ipoteza derivabila).

Consecinta.
Daca f'si g sunt functii derivabile pe D, atunci functia f - g

este derivabilda pe D si |(f -g) =f'g +fg’.| Prin inductie

matematica se aratd cd produsul f,-f -...-f an functii derivabile

pe D este derivabil pe D si |(f,.f5...f,) = Zflfz...ﬁ,lﬂfm...fn ,
i=1

adica (f,f,...f,) = fiofs S, ¥ LSSy ot [Lo S5 S + e
+ fifse

ErEMPLY ) ) ' .
Functia g: R > R, g(x) = x*-sinx- ¢* este derivabila
si g'(x) = 2x-sinx-e* + x2-cosx-e’ + xsinx- e,

Teorema.
Fie functiile /'si g : D — R derivabile inx, € DN D' si g # 0.
S

Functia = este derivabild in x; si

.

5) Calculeaza f' pentru functiile:
a) f(x)=x%" +/x ;
b) f(x)=cosx-sinx+x’+In2;
c)f(x)=cosx —x*+ 1
d) f'(x) = xsinx + 3a* + 7;
e) f(x)=x"cosx—x’e* +7Inm;
f) f(x) = x’ecosx + xlnx + lge;
g) f(x) = (In3)x*- &+ sinx - log,x.

6) Daca f, g : I - R sunt derivabile si g
este functie constantd (g = ¢), ce devine

formula (f-g) =f'-g + f-g'? Dar

[5] &g (L),
A

7) Calculeaza ' specificand domeniul
maxim de derivabilitate, pentru functiile:

Q) f(x)=";

b) f(x)=5

¢) f (x) = sinx- cosx ;

d) f(x) =@+ 1)~ Inx?
e) f (x) = cos™x;

B f(x)=(x+3)-e';
8 f(x)=2x+1)-V4x;
h) f(x) = sin2x.

8) Calculeaza f’, specificand domeniul

g
[f] f(x) g<x0> f(x0)-g'(x,)
(x) =
g (xo)

Demonstratie. Fie x € D.

S-S
(gj(x) (g)(x())zf(X)~g(xo)—g(X)-f(xo)=
X=Xy g(x)-g(xp)-(x—xp)

_ S0 800) = f(3) -8 +/ (x) - 8(3) () S (%) _
g()-g(xp) (¥ = %)

1 {f(x) SG0) o) f(xo)g() g(xo)}%

g(x)g(x))

X=X, - X,
)onf(xo) g(xo) S (xp)- g(xo)
g (xo)
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maxim de derivabilitate pentru functiile:

Q) )=
b) ="
2
O S0=
@ feo=11
x3
) f=
0 f(x)==;
e




Consecinta.
1) Daca f'si g sunt derivabile pe D si g(x) # 0, VxeD,
atunci functia L este derivabila pe D si [i) = %
g g g

2) Daca g este derivabila pe D si g(x) # 0, Vx € D, atunci

[ij' _ g
g g’

Exercitii rezolvate.

1) Functia tg: R—{kn+% | k eZ}—)IR este derivabila si

tg'(x)=———.
cos” x '
sinx sinx)'-cosx —(cosx)' - sinx
Demonstratie. (tgx)'=[ ) _sinx) 2( ) -
cosx cos” x
2 .2
cos” x +sin” x 1 < <
- . = ———. Observdm ci (tgx)' = 1 + tg’x.
cos” x cos” x

2) Functia ctg: R\ {kn | k€ Z} — R, este derivabila si

1
Ctg,(x)z T2
Sin- x

(cosx)'-sinx—(sinx)"-cosx _

Demonstratie. (ctgx)' = ( cosY j =

sinx sin® x
. 2 2

—sin” x —cos” x 1 . .

= — =————. Observidm cd (ctgr) =—1—ctg’x.
sin” x sin” x

Q) 1

by [ J— [ J—
( (tgx) =— (ctg x)' =———
L~ cos” x sin” x
RETIVE

N e

9 /=

h ¥ _smx

) S =

B ="
X

2
jyﬂm=§4;
nx

X

kLﬂﬂ=x;x,

D f(ﬂ=%;

myﬂﬂ=in;

2
n) f(x) zm‘

9) Calculeaza f' pentru functiile:
a)f:R—> R, f(x)=sin5x;
b)f:R—>R,, f(x)=sinx’

o) f:R—->R, f(x)=sinx;
df:R>R, f(x)=x+x+ 1)
e)f: R > R, f(x)=cos;

f) f: [0 —j—)IR f(x)—tgx

g f: [0 —j—)IR f(x)= ctgx

h) fi(oa\/%]%R,f(X)ﬂgxz;

Teorema. Derivabilitatea functiei compuse

Fie functiile f: D - E, g : E - R si punctele x, eDND’,
Yo =f(xy) eENE’". Daca feste derivabild in x, si g este derivabild
in y,, atunci functia go f:D— R este derivabild in x si

(gof) (xo)=g"(f (xo))- S "(xp).

i) f:(O,%/E)—)IR, f(x)=ctgx’;
j) f:R—> R, f(x)= cos(sinx);

Demonstratie.
Din g derivabilad in y, rezultd ca exista

lim M: g'(y9) €R. Definim functia a. : E - R,

Y=Yo y—yo
V)-g(yy)
M—g(yo),y;«'fyo

a(y)= Y=Y . Atunci
09 Y=JXYo
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k) f: R—> R, f(x)= sin(cosx);

1+ x?

DfELD 2R, f)=y 7

m) f:[O,g]—HR, f(x)=3sinx ;

n) f:[O,g]—HR, f(x)=+/sinx;
0) f[ j—)IR f(x)=+/cosx .

- -



g0)—8(e)=8'e) (v =yo)+ o) (¥y—yp), Vy eE={y,}

si cum lim o(y)=0=a(y,), rezultd ca a este continua si nula
Y=Yo
in y,, deci relatia se verifica si pentru y = y:

) =gy)=g'(¥e) (v =yo) +ay) (¥ =¥,), Vv €E.
Fiex € D, x # x,; atunci pentru y = f (x) avem:

g(f ()= g(f(x0) =g'(f (xo)- (f (%)= f(x)) +
+a £ (0))(f (x)— f(x,)) sau g(f(x) —e(f(x)) _

X=X,
= g'(f(xo)).MJra(f(x)).M ().
X=X, X=X,

Cum f'este derivabila in x rezulta cd f este continud in x, iar
din a continua in y, = f'(x,), rezultd ca oo f este continud in x,
si lim a(f(x))=0. Trecand la limitd in relatia (1) obtinem:

X=X,

lim (go f)x)—(go f)(xy) _ g!(f(xo)).f'(x0)+O.f'(xo):

X—)XO X — xo
=g'(f(x,)): f'(x,), de unde rezultd concluzia teoremei.
Consecinta.

Daca f: D — E si g : E > R sunt derivabile, atunci functia
compusa go f:D— R este derivabila si

(g°f)'(x)=g'(f(x))-f'(x), Vx eD.

Exercitii rezolvate.

1) f:R>R, f(x)=3/x>+1 este derivabili si f'(x)= e

R +1y7

Solutie.

Fieu, g : R—>R u(x)=x>+1si g(x)zé/;_
, 1

Obtinem f =gou, g, u derivabile si g'(x) ==, w(x)=2x.
[

1 2x
Atunci f'(x) =o' ' (x) = Dy =
unci f'(x) =g (u(x))-u'(x) 33,—(x2 +1)2 X

N

2) Fie I, J, K intervale ale drepteireale si f: [ > J, g: J —> K,

h : K — R functii derivabile; atunci functia F =/hogo f este
derivabila (pe 1) si F'(x)= h'(g(f(x)-&'(f (x))- /'(x).

Solutie.

F'(x)=((hog)e f) (x)=(hog)(f(x))- f'(x)=
=h'(g(f(x)-g'(f(x)- f'(x).

3) Functia F : R > R, F(x)=sin’/x este derivabild pe R*.
Notam f (x)=§/; , &(x) = sinx, A(x) = x*. Observam ca
F=hogof; F'(x)=3sin2§/;‘cos§/;‘ !

sUxt

Vx € R*.
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10) Pune in evidenta greseala din
rezolvarea exercitiului urmator.

Fie f:R >R, f(x) =x° Demonstreaza
ca f este derivabila pe R si determina
derivata functiei.

Solutie.

Metoda 1. Scriem f(x)=(x")* si
notdm u(x) = x°, iar g(u) = u* ; atunci
f'(x)=g'(u)=2u=2x".

Metoda 2. Observam cd f=gou si
g'(u(x))-u'(x) = 2u(x) - u'(x) =
=2x>-3x* = 6x" = f'(x).

11) Fie functiile /: E — R (E fiind
domeniul maxim pe care f este
derivabild). Precizeaza E si calculeaza
/" pentru functiile urmatoare:

2) f(x) = sinx’;
b) f(x)=x* +Inx;
X

=1 ;
¢) f(x)=In N
d) f'(x) = sin(Inx);

e) f (x) = sin*(3x) + In2x;

f) f(x) = cos2x;
) f(x)=cos/x +sin(lnx);
h) /(x) = tg(sinx);

i) f(x)=+x’+Inx;
J) f(x)=R/sin2;

k) f(x)=+/Inx;

) f(x)=3"+x+Inm.

12) Calculeaza f' si D, pentru func-
tilef:R—>R:

2) f(x):ln(x+m);

2x

X) = arcsin .
b) /() =

2x
X) = arccos
c) f(x) -y




In practicd, notdm u=3/x si

F'(x)=(sin® u) =3sin’ u-cosu-u' = 3sin’ Ix -cosYx -

1
53t

Teorema. Derivabilitatea functiei inverse

Fiel, J © R doua intervale si f: I — J o functie strict monotona
cu f(I) = J. Daca feste derivabila in x, € I si f'(x,)#0, atunci
functia inversa f ' : J — I este derivabild in y, = f (x,) si

o1
(f )(J’o)——f,(x())~

Demonstratie.

Din f strict monotona rezulta ca f este injectiva. Cum f'(I) = J,
rezultd ca f este surjectivd. Am obtinut f bijectiva, deci
inversabila. Inversa ' : J] — I este strict monotond, de aceeasi
monotonie cu f. Aplicand teorema de continuitate a functiei
inverse rezulta ca fsi f' sunt continue.

Fiey € 1.y, # y,, VY n€ N* cu limy, =y,; ffiind bijectiva,

n—»0
rezultd cd existix € Icuf(x)=y < x =f'(y),Vn=>1
Dacd 3n € N* astfel incat x = x, atunci f'(x ) =y =1 (x) =y,
n
contradictie. Deci x # x, V n € N*. Cum y,—>y, si f' este

n

n
functie continud, rezultd /' (y,)—>f'(y,), adicd x,—>x,.

At S S U N
Vv S-S SE)SGE) [
xn _x()
Deci /' este derivabild in y, si (Y ()= ! .
f'(xo)
Remarca. (f’l)'(f()c0 )= f'(lxo) .

Consecinta.

Daca f: I — J este strict monotona si derivabila, I interval,
atunci f (I) = J este interval; dacd, in plus, f'(x)#0,V x € 1,
atunci ' : J — I este derivabila si

S O)= vyel. Y

1
(f"e /)
Interpretare geometricd
Graficele functiilor f'si f~' sunt
simetrice fatd de prima bisectoare. Yo
S(x0)=yo =X, zfil(yo)a adica : :
(XO, yo) € ch> (yoa xo) e G 5 0 Yo Xo X

Xo

f derivabild in x, cu f'(x,)#0 inseamnd ca graficul functiei f

admite in punctul (x,, y,) tangentd de panta tgo.= f'(x,).
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13) Fie functiile
f:R—(0,+®), f(x)=2"si
g2:(0,+0) >R, g(x) = log,x;
a) Traseazd in acelasi reper cartezian
graficele functiilor f'si g.
b) Calculeaza f'(2) si g'(4).
c)Aratacag=f" .
d) Verifica egalitatea (f')'(4) =—.

/(2
14) Fie functiaf: R - R, f'(x) =2x + 3.
Arata ca:
a) f este strict crescatoare;
b) f(R)=R;
¢) Determina f .
1

d) Verifica (') (5)= >

Indicatie. f este strict crescatoare, deci

f injectiva. Surjectivitatea lui f o putem
demonstra in doud moduri:

S eRsif@ -y

I. fiey € R, x=2
atunci f(R) = R.
IL. f'este continua, rezulta ca f are proprie-
tatea Darboux; lim f(x)=-o0,
X——0

lim f(x)=+o0, deci f(R) = R.
X—>0

In concluzie, f este bijectiva si

_ -3

fl="7vyeR

15) Fie functia f: R > R,

f(x)=x>+2x+ 1. Arata ca:
a) f este strict crescatoare;

b) f este bijectiva;
¢) ! este derivabil;

d) (fH(»)>0,VyeR;

e>u”xn=§. o
N)=JW)

X=X

Rezolvare. a) Deoarece

=x13+2x1+1—x;—2x2—1_

X=X,

X, — )X + X, + X2 +2
_ g =) 1X2 T X5 _

X=X,

2
=(x1 +%x2j +2x§ +2>0,Vx,x, eRx, #x,

- -




U - 1 . <
f ! este derivabild in y, cu (f ') (y,)=———#0, inseamna

S'(xp)

cd graficul functiei /' admite in punctul (y,, x,) tangentd de

panta tgf3 = . Deci tgf = L, adica a+f = z
tga 2

1
S'(xp)

Exercitiu rezolvat.
Fief: R —> R, f(x) = - — 6x + 3. Arata ca:
a) f este strict descrescatoare;

b)/(R) = R;
O (f ) (~4)= —%.

Solutie.

a) g(x) = —x* si A(x) = —6x + 3 sunt strict descrescatoare (se
demonstreazd cu definitia). Atunci /= g + h este strict
descrescatoare, deci f injectiva;

b) f continua (ca functie elementard), rezulta ca fare proprietatea
Darboux; lim f(x)=+o0 si lim f(x)=-o0, deci f(R) = R.
X—>—0 X—>+00

Altfel, fie y € R. Ecuatia f(x) =y, are cel putin o solutie deoarece
orice polinom de grad impar f — y, are cel putin o solutie reald.

¢) fbijectiva = f'inversabila. Calculul lui ! este complicat
(se recurge la rezolvarea ecuatiei de gradul al Ill-lea — formulele
lui Cardano). f'(x)=-3x"-6;y,=-4, x,=1; f'(1)=-9%0.

1 1
Aplicand teorema precedentd obtinem (/') (—4)= —

IZOE)

.

rezulta ca functia feste strict crescatoare (sau:
feste suma de functii strict crescatoare, deci
este functie strict crescatoare).

b) Din lim f(x)=-o0, }ii?of(x) =+00 gi
f continud rezultd f(R) = R. Cum, din a),
[ este si injectiva, functia f este bijectiva.
¢) Din a) si b) functia f este inversabila. (1)
Functia f este derivabila pe R si
f'x)=3x+2, deci f'(x) # 0, Vxe R. (2)
Din (1) si (2) rezulta

1
J(F7ly =V R
UO=Z0m5 ™

d (Y)= >0,vyeR;

1
(/7)) +2
e /T=ye (W)=, de
unde 1 =3* + 2y + 1, deci y = 0;

1 1

o )'(I)ZWZE

16) Aratd ca urmatoarele functii sunt
inversabile si calculeaza (f Y in X,
a)f: R— (0,0), ix)=2"+3", x € {2, 13};
b)f:(0,0) > R, fix)=x+1Inx, x, e{l, e + 1};

)f:R->R, fix)=x+¢, xoe{l,l_—e}.
e

Derivarea inverselor functiilor trigonometrice

4 Functia arcsin:[—l, 1] —)[—%,%} este derivabild pe intervalul deschis (-1, 1) si

(arcsinx)’ = !

1-x

Solutie.

T T . TS . < PN
g:[—E,E}—) [-1,1], g(x) = sinx este derivabild si g’(x)=cosx; g este strict crescdtoare si surjectiva;

Vx e[—%, %), g'(x)=0. Fie sinx =y, arcsin = g'; EHm=r'"n= ;
g

T
deoarece cos x > 0, Vx € [—5,—j .
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¢ Functia arccos:[-1,1]— [0, n] este derivabila pe intervalul (-1, 1) si

1

1-x

(arccosx)' =— ,Vxe (-1,1).

2

Solutie.
g : [0, r] > [-1, 1], g(x) = cosx este derivabild si g'(x)=—sinx; g este strict descrescatoare si surjectiva;
1 1 1

1
g sinx  \]_cos’x \/l—y2 ,

Vxe (0,m), g'(x)#0. Notam y = cosx; arccos = g'; (gfl),(y) =f'n=

deoarece sinx >0, Vx (0, n).

¢ Functia arctg:R — [—%, %) este derivabila pe R si

| VxeR.

(arctgx) =

x*+1

Solutie.

g:[—E E)—) R, g(x) = tgx este derivabila si g'(x)= >0. Deci g este strict crescatoare si Img = R.

272 cos’ x
. o iy , 1 1 1 1
Notam tgx =y ; f=g"'; (g VW)=f'(V)=——== = = 5. VyeR
g'(x) L I+tg°x 14y
cos’ x

¢ Functia arcctg: R — (0, 7t) este derivabila pe R si

1
(arcctgx)' = —— , Vxe R

x“+1

Solutie.

g:(0, 1) > R, g(x) = ctgx este derivabila si g'(x)=—— #0,V x € (0, m); g este strict descrescatoare
sin” x

1 _ 1 _ 1
g'(x)  l+ctg’x  1+y

silmg=R. Notam ctgx =y ; f=g (g7) ()=/"(y)= _, ¥y eR.

Exercitiu rezolvat.
Daca f:D—(0, «) este derivabild, este uneori convenabil sa logaritmam si apoi sa derivam. Astfel,
pentru y = f(x), avem Iny =1In f(x) si y—:M.
y o S

De exemplu, consideram functia f*: (0, %) - R, f(x)=

Usinx -/cosx

. Se cere f'.
2% -tgx f

Solutie.

f(x)>0,Vx 6(0, %) Logaritmam: |n f(x)= %ln(sinx) + %ln(cosx) —xIn2—In(tgx)-

r 7 2
Derivam: S :l'cosx 1 sinx —In2-L98 X deci f’(x)zf(x)-[%-ctgx—%tgx—ln2—
tgx

f(x) 3 sinx 5 cosx sinxcosx)
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Ca o sintezd a formulelor obtinute, vom prezenta urmatorul tabel al derivatelor functiilor elementare.

I D, 1! D, Observatii
¢ (constanta) R 0 R
X', n € N* R n-x"! R
x*, o€ R* (0, +o0) o - xe! (0, +o0)
1
Jx [0, +<0) T (0, +2) THORSS:
a,a>0,a#1 R a*Ina R
1
Inx (0,00) — (0,00) a=e=(e") =¢"
X
log,x,a>0,a#1 (0,00) ! (0,%0)
x-Ina
sinx R COSX R
cosx R —sinx R
yi 1 b
tgx R\{(2k+1)—keZ} - R\{(2k+l)—keZ}
2 cos” x 2
ctgx R\ {kn| ke Z} —~ .12 R\ {kn| ke Z}
sin” x
. 1
arcsinx -1, 1] -1, 1)
1-x?
-1 Ja(=1)=+o0,
arccosx -1, 1] -1, 1) d!
1—x2 fs(l):+w
1 ) _1 = —00,
arctgx R > R Jit=h
ol fi)= 0
1
arcctgy R - R
x“+1
1
" =nu""u' ,neN*; u)Y =ou " -u,aeR*; u)' = u',u>0;
(u") (u") dn
(@)Y =d"Ina-u',a>0,a+#0; (e =e"-u'; (log,u) = ! ‘u';
u-lna
! 1 ! . r r .
(Inu)' =—-u'; (sinu) =cosu-u'; (cosu)' =—sinu-u'";
u
1
(tgu)' =———-u', cosu#0; (ctgu)' =————-u', sinu#0; (arcsinu)' = ', ue(-1,1);
cos” u sin” u 1—u?
arccosu) =— w,ue(-11); (arctgu) = ‘u'; arcctgu)' =— u'.
(accosnf =~ = f,ue(-1D; - aretg =1 (arcetgu) =~

163




Derivate de ordinul al doilea

In cele ce urmeaza, consideram D < R.

Definitie.

Fie f: D —> R o functie si x, eDND’. Functia f este
derivabild de doud ori in x, (respectiv are derivatd de ordinul
al doilea 1n x,) daca:

1) f este derivabila pe o vecinatate V" a lui x,.
2) functia derivatd f":D, — R este derivabila in x; (res-
. I o JI)— N (x
pectiv are derivata in x,), adica exista hrnM €eR

XX X=X,
f@-fx)

(respectiv lim R).
X X=X, 5
¢ . gy p d”f(x,)
In acest caz, limita se noteazd cu f"(x,) (sau 4l sau

D’f(x,)) si se numeste derivata a doua (sau derivata de ordinul al

doilea) a functiei f in punctul x,,.

Observatie.
f"=(", f":D; >R, unde D este domeniul de deriva-
bilitate al functiei f':D, —>R.

Y DR R f(x) = 5% + 2x,

@ derivata de ordinul 1 este f’(x)=15x"+2,
derivata de ordinul al 2-lea este f"(x)=30x.
2)g: R >R, g(x) = sinx,

derivata de ordinul 1 este g'(x)=cosx,
derivata de ordinul al 2-lea este g'’'(x)=—sinx.

In mod asemanator, se defineste prin recurentd derivata de
ordin n € N* a functiei f: D — R si se va nota .

f(n) — (f(nfl))r, Ve N *

Conventie.
Derivata de ordinul 0 a functiei f coincide cu f, adica f© = f.
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17) Calculeaza derivata de ordinul al
doilea pentru urmadtoarele functii si
stabileste D . .

a) /:R->R, f(x)=c,ceR;

b) f:R->R, f(x)=x",neN*;

¢) f:R* >R, f(x)=x",neZ*;

d) f:(0,+0) >R, f(x)=x",reR;

e) f:[0,+0) >R, f(x)=X/x,neN*;
f) f:R>R, f(x)="x,neN*;

g) f:R—(0,40), f(x)=a",a>0sia=1;
h) £:(0,+0) >R, f(x)=log, x,a>0,a#1;
) f:R—>[-LI], f(x) =sinx ;

) fiR—[-LI1], f(x) =cosx;

k) f:lR\{(2k+l)g

keZ}—)lR,f(x)ztgx;

D f:R\{kn|keZ} >R, f(x)=ctgx:

T T .
m) f.[—l,l]—{—g,g}f(x)—arcsmx,

n) f:[—1,1]—)[0,n],f(x)zarccosx;

0) f:IR—{—g, j,f(x):arctgx;

r
2

p) f:R—(0,n), f(x)=arcctg x .




ROB LEsgE o . o
= @ 1. Calculeaza derivatele urmatoarelor
—_—
functii, specificand multimile maxime
finitie ale functii i f':
SRGRAE de definitie ale functiilor f'si f

a)f@)=x*-32+2x+1; b)f)=x*+x+x+1;
¢) f(x) =x-sinx; d) f(x)=x* cosx; e) f(X)=iY ;
o
f) f(x) =e" - cosx ; g)f(x)zln—a,undea>0;
X

1

COSXx

b

h) £ () =l ; i)f(X)=si%; i) ()=

sinx —x-cosx
K f(x)=——;

cosx + x-sinx
m) f(x) =3"+x- 6"+ 2%
0) f () =x+ % p)f(2)=x*+)7%
qQ)f(x)=x-ctgx; 1)f(f)=2¢"sint— (£ —2)-cost;
s)f(x) = tgx - ctgx; t) f(x) =Inx - log x — Ina - log x.

Df@)=x-2%

n) f(x) =x* + y*%

@ 2. Calculeaza derivatele functiei f (specificand
domeniile maxime de definitie ale functiilor f'si f”):

a) f (x) = (2x + 3); b) £ (0) = (@x? + bx + )';
¢) /() = (¢~ x)'; d) £(x)=Ax> —x;

&) f(1)=v1-x; )/ (x) = sin3x;

g) flx) = sin’x; h) f (x) = cos5x;

i) f(x) = cos’x; ) f(x) = tg*2x;

k) f (x) = ctg'®3x; ) f(x)=+sin3x;

m) f(x)=cosvx; n) £ (x) = sin(siny);

0) f(x)=Vx-e +x;  p) f(x)=e".

@ 3. Calculeaza derivatele urmatoarelor functii,
pe domeniile maxime de derivabilitate:

—si
a) y = e™ - coshx ; b) y=In s%nx ;
1+sinx

et —e " X °
c)y= ; d) y=Intg| —+—| ;
) e"+e " )y g[Z 4)

1 3 1
e) y=In 0 f) y=tex+tg’x + ~tg'x + —tg'x.
VI-x* 5 7

@ 4. Calculeaza derivatele urmatoarelor functii in
punctele indicate.

a) f{x) = arcsin x, Xx, e{—%, 0,1, 1};

b) fix) = arccos x, x, e{—%, 0,%, 1};

1
¢) fix) = arctg x, x, €4—/3,-1,0,1,—= ;
- g | 7)

d) flx) = arctg x, x, e{—%,o, 1,\/3}.

@ 5. Daca/c Rsiu, v:
derivabile si u(x) > 0, V x € [, atunci functia u" este

I —> R sunt functii

derivabild si (u") =v-u"" -u' +u’ -Inu-v'.

@ 6. Calculeaza derivatele functiilor: f: (0, +o0) > R,
f)=xsi g:[o, %) >R, £(x) = (sinx)e.

@ 7. Dedu formula sumei
S=1+2x+ 3x* + ... + nx"! din egalitatea:

n+l

l+x+x> 4. 4+x" = ,Vxe R\ {1}.

x J—
@8 8. a) Demonstreaza formulele:
sinx + sin(x + &)+ sin(x + 2h)+.. +sin(x + (n—1)h) =

sinn—h
_ ( (n—l)h) .
= -SIn| x + si
sinﬁ 2

2

cosx +cos(x + h)+cos(x + 2h)+..+ cos(x +(n— l)h) =

sinn—h
= 2 ~cos(x+—(n_1)h);

sinﬁ 2
2
b) Cu identitatea . nx
sin——
2 n+l
COSX + COS2X+...+CoSnx = -COS 7 X,
X
sin—
2

calculeaza S = sinx + 2sin2x + ... + nsinnx.

@ 9. Demonstreaza ca functia f: R > R,
1—x,x<0

f(x)={ B

e, x>

este derivabild. Calculeaza f'.

@ 10. Arata cd functia £ (0,3)— R, f(x)ztg3%
este derivabila. Calculeaza £'(2).

@ 11. Calculeaza:
a) f(0)+x-f'(0) pentru functia f (x) = e™;
b) £ (3)+(x—3)- f'(3) pentru functia f(x)=+x+1;

c) SO pentru functiile /' (x) = tgx si g(x) = In(1 — x).
g'(0)
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@ 12. Fie f: R > R o functie cu proprietatea ca
functia g: R— R, g(x) = x - f(x) este derivabila intr-un
punct x, € R*. Arata ca f este derivabila in x,.

@ 13. Dacd f: R —> R este derivabila si periodica
cu perioada T, atunci f' are perioada T. Reciproca
nu este adevarata.

@ 14. a) Daca f: I —> R este strict crescatoare
(respectiv crescatoare) si derivabild, atunci f'(x) >0
(respectiv f'(x)=0),V x € L

b) Dacd g : I —> R este strict descrescatoare
(respectiv descrescatoare) si derivabild, atunci g'(x) <0
(respectiv g'(x)<0),Vxe L

X

-

l+e*

@ 15. Deriveaza functiaf: R* > R, f(x)=

@ 16. Studiaza continuitatea si derivabilitatea
functiei /: R > R, f(x) = max{x, x*}.

@ 17. Fief: R —> R o functie derivabila. Arata ca:
a) dacd f este pard, atunci f' este impara;
b) dacd f este impard, atunci /' este pard.

@ 18. Fie f:R—>(l,+), f(x):4ix+ !

—+1.
2X

a) Arata ca f este bijectiva.

b) Calculeaza (f~')'(3).

@ 19.Fief:R—> R, f(x)=x+2x+ 1. Arata ca:

a) f este strict crescatoare; b) f este bijectiva;

0 (fl)'(l)%; d) (f1>'<4>=§; & (/Y(»)>0, Vy<eR.
& 20. Arata ca :

a)y= verificad x-y'=y-(y-Ilnx—1);

Cl4x+Inx

X2

b) y:x~e77 verificd x-y'=(1-x%)-y;
c)y=x- e~ verifica x-y'=(1-x)-y.
@ 21.Fief:R—> R,
fx)=(x- xl)(x - xz) (e — xn), X5 Xy
distincte doua cate doud. Aratd ca:
a)f'(x): 1 N 1 . 1 ,
f(x) x-x, x-x,  x—x
Vxe R\{x, x,

- x € R,

n
s X 45

b) f"(x)- f()<(f'(x)’,Vxe R
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Pentru miscarea rectilinie pe axa Ox, cunoasterea
ecuatiei de miscare x(f) oferd posibilitatea
determinarii ecuatiilor vitezei v(¢) = x'(¢) si
acceleratiei a(f) = v'(¢) = x"'(¢), cu toate consecintele
din interpretarea geometrica a derivatei.

@ 22. Un mobil pleacd dintr-un punct cu o viteza
initiala v, = Sm/s si acceleratia @, = 2m/s*. Dupa un
interval de timp J, din acelasi punct pleaca un alt
mobil intr-o miscare uniformd, cu viteza v, = 20m/s.
a) Pentru ce 6 mobilele se intalnesc doar o data?

b) Interpreteaza geometric faptul ca,

X/ /x,
la momentul Intalnirii, mobilele
au aceeasi vitezd. (Ecuatia miscarii
2
. at
uniform accelerate: x =v+—.
2 Q)] S t

Ecuatia miscarii uniforme: x = v¥).
@ 23. Dintr-un punct pleacd doua mobile cu
ecuatiile de miscare x () = 5¢* + 2¢t, x,(t) = £ + 2> + 4t
unde x este masurat In metri si ¢ in secunde. Determina:
a) momentele de intalnire;

b) ecuatiile vitezelor si acceleratiilor celor doua mobile;
c) vitezele si acceleratiile mobilelor in momentele
de intalnire;

d) momentele in care vitezele si respectiv accelera-
tiile mobilelor sunt egale.

@ 24.Fief: R— R. Calculeaza /" pentru functiile:
1
b) f(x) = arctgx ; ¢) £ (x) = In(x* + 3).

a) f(x)= ;
@ 25.Pentrug: R — R, g(x) = sin2x, calculeaza g".

x*+1’

@ 26. Pentru h: [—g, g] —>R, h(x)=tgx,

calculeaza &' si h".

@ 27.Pentru f: (1, +0) > R, f(x) = In(x — 1),
calculeaza 1.

@ 28.Pentruf: R > R, f(x) = 3% calculeaza f".
@ 29. Calculeaza derivatele de ordinul al 2-lea
pentru functiile /: R — R urmatoare:
a)f(x)=x*+3x+1; b)f(x)=3"+x%

@ 30. Calculeazd derivata de ordin n, n € N a
functiei, pe domeniul ei maxim de definitie:

a) flx) = x*; b) f(x)=e“,acR*;

c) f(x)zxia,GER; d) f(x)=In(x+a),acR;
X B 1

) f(X)ZX—1’ f)f(X)_x2+3x+2.




4. Proprietati generale ale functiilor derivabile pe un interval

¢ Teorema lui Fermat
(Pierre de Fermat, 1601 — 1665, matematician francez, pre-
cursor al calculului diferential al geometriei analitice, al teoriei

numerelor si al calculului probabilitdtilor).
VA
Fie functia f: [-1, 3] > R, i 3y :

f(x)=|x ; Imf'= [0, 3]; y, = 0 este
minimul functiei obtinut pentru
x, = 0, iar y, = 3 este maximul -7
functiei obtinut pentru x, = 3.

=<V

Definitie.

Fie f: D € R — R o functie. Punctul x, € D se numeste
punct de minim absolut (global) al functiei f daca: f (x)) < f (x),
Vxe D.

Punctul x, € D se numeste punct de maxim absolut (sau
global) al functiei f daca: f(x) < f(x), V x € D.

EREMPLY 1) Functia f: (-2, 4) > R, f(x) = x? este marginita,

x = 0 este punct de minim global, f (0) < f (x),
Y x € (-2, 4), dar nu are puncte de maxim global.

2) Functia g : R - R, g(x) = sinx admite o infinitate de

puncte de minim global [xk =2kn —%, k eZ) si o infinitate de

puncte de maxim global [xk :2kn+§, ke Zj .

Definitie.

Fie f: D c R — R o functie si x, € D.

Punctul x, se numeste punct de maxim relativ (sau local) al functiei
/> daca exista o vecinatate V a lui x, astfel incat /' (x) < f'(x,),
V x € VN D;f(x,) se numeste maxim relativ al functiei.

Punctul x, se numeste punct de minim relativ (sau local) al functiei
/> daca exista V o vecinatate a lui x, astfel incat /" (x)) < f (x),
V x € VND; f(x,) se numeste minim relativ al functiei.

Punctul x, € D este punct de extrem relativ (sau local) al lui
f daca este punct de minim sau de maxim relativ (sau local).

oo Fie functia ce are

graficul trasat in figura
alaturatd; x, si x, sunt
puncte de maxim local, iar x,
si x, sunt puncte de minim lo- |
cal.

1) Arata ca functia:
a) f:[0,+0) >R, f(x)=x+2
are punct de minim global, dar nu are punct
de maxim;
b) f:(=»0,0] >R, f(x)=x+2
are punct de maxim global, dar nu are
punct de minim absolut.

2) Ce puncte de minim sau maxim
global au urmatoarele functii definite pe
domeniul maxim?

a) f(x)=tgx;

b) f(x)=x"-1;
¢) f(x)=cosx;

d) f(x)=1-cosx;
e) f(x)=x+cosx;

f) f(x)=3x"—x*-2.

3) Se considerad functia f: R > R,

x* ,x<0
f(x)=<2 ,x=0.
x+a,x>0

Determind a € R pentru care x = 0
este punct de maxim local al lui /.

4) Se considera functia f: R > R,
{ ,x#0
f(x)= . Arata cd x = 0 este
1, x=
punct de minim local (si global). Observa
ca x = 0 este punct de discontinuitate de
speta I, deci f nu e derivabild in x = 0.

|x

5) Determina extremele functiilor

ffR->R:

a) f(x) = x> + 2x;

b) f(x) = min{x, 1 — x};
¢)f () = max{-x, - X’};
d) f ()= -1
e) f (x) = cosx;

f) f (x) = asinx, a € R, constant.

b

— -



Observatie.

¢ Un punct de maxim relativ nu este in mod necesar un
punct de maxim absolut (in care functia are cea mai mare valoare
pe domeniul D); un punct de maxim absolut este si punct de
maxim relativ.

¢ Un punct de minim relativ nu este in mod necesar un
punct de minim absolut (in care functia are cea mai mica valoare
pe domeniul D); un punct de minim absolut este in acelasi timp
si un punct de minim relativ.

¢ Este posibil ca un minim (relativ) al functiei sa fie mai
mare decat un maxim (relativ) al functiei.

Urmadtoarea teorema aratd legdtura intre punctele de extrem
ale unei functii derivabile si zerourile derivatei intai.

Teorema lui Fermat.

Fie I € R un interval si /: I - R o functie derivabila intr-un
punct de extrem local x, din interiorul intervalului I (x, € I'si x
nu este capat al intervalului); atunci f(x,) = 0.

Demonstratie.
Presupunem ca x,, este punct de minim local.
Rezulta ca existd Ve 7(x,) pentru care f(x) < f(x), V x€ INV.

Fiexe INV,x<x,; Mgo,deci

X=X,
F) = £(xg) = lim L=/
x/"x X=X, )
Fie x'eIﬂV,x'>xo,M>0, deci
x'—x,
S'(x0)=f(x,) = limM>0. Rezulta f'(x,)=0.
A )

Interpretare geometricd

Teorema lui Fermat arata ca, dacd /: I — R e derivabila si x,
e un punct de extrem relativ din interiorul intervalului I, atunci
tangenta la graficul functiei /" dusd in punctul de abscisa x, are
directia axei Ox.

BREMPLY Functia f': [0, t] > R, f (x) = sinx admite punctul

Xy = r punct de maxim local; ffiind derivabild, aplicand
teorema lui Fermat rezultd f ’[g) =0, adica cos% =0.

Observatii.

¢ Reciproca teoremei nu este in general adevarata.

Exemplu.

f:R—> R, fix) =x*are f'(0) = 0, dar 0 nu e punct de extrem
pentru f (f este crescitoare).
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6) a) Arata ca, daca a, b, c € (0, to0)
sia+ b+ ¢ =3, Vxe R atunci
a-b-c=1.

Indicatie.

Definim functia f: R > R,
S(x)=a" + b+ ¢ —3; x, = 0 este punct
de minim absolut, deci este evident si
un punct de extrem local din interiorul
intervalului R, iar f este derivabila.
Aplicdm teorema lui Fermat si rezulta
f'(0) =0; Ina + Inb + Inc = 0; abc = 1.

b) Determina a € R daca
155+2*> 3+ a,Vxe R

c) Arata ca, daca q, b, ¢, d € (0, ©) si
a+ b=+ d, Vx e R, atunci
a-b=c-d.

d)Arataca, dacia>0,a # lsia" > x+ 1,
Vx € R, atunci a = e.

7) Determind punctele critice pentru
functiile /': D,, — R urmatoare (D,, este
domeniu de derivabilitate al functiei /).

a)f(x)=x>-27x; b) f(x)=x>—x;
O f () =2¢-Inx; d) f(x)= xfﬂ

e) flx) = 2 — 9x? + 12x; ) f(x) = tgx — x;

b

B S =T 1 00 = (2 2 - e
i) flx) = x + sinx; j)f(x)zx—\/x2 —4x;
k) fix) = x — arcsin x; 1) fix) = (x* — 2x)e".

Indicatii.
a) D, =D, =R; f'(x)=3(x*-9);

, 1
b) f(x)=0&x=—;
2 2
4x° -1

C) D/,:nyz(O,oo);f'(x)z . 5
f'(x)=0<

1 1
XZ—EEDf, sau xZEEDf;
2 2
3)
&) D, =D, =R: f{(x)= " *3)
S S f( ) (x2+1)2

8) Fie f: R > R o functie derivabila
care se anuleaza in punctele e, <a,<..<a .
Aratd ca f' se anuleaza cel putin in
n — 1 puncte.

—



# Daca x, nu e punct interior lui , teorema lui Fermat nu are loc.
Exemplu. f: [0, 1] - R, fix) = x admite x, = 0 si x, = 1
puncte de extrem, dar /'(0) = f'(1) = 1.

Definitie.

Daca f': I - R este o functie derivabila pe un interval I,
atunci punctele o € I pentru care f '(a0) = 0 se numesc puncte
critice ale lui f pe 1.

Observatie. Teorema lui Fermat afirma ca punctele de
extrem local se gdsesc printre punctele critice.

¢ Teorema lui Rolle
(Michel Rolle, 1652 — 1719, matematician francez).

Teorema lui Rolle.
Fiea,be R,a<bsif: [a, b] > R o functie cu urmatoarele
proprietati:
1) f este continua pe [a, b].
2) f este derivabila pe (a, D)
3) f(a) =1 (D).
Atunci dc € (a, b) astfel incat f'(c¢)=0.

Demonstratie.

Conform teoremei lui Weierstrass, f fiind continua pe
intervalul [a, b] rezultd ca f este marginita si 1si atinge marginile.
Fiem = 1nf f(x) M= sup f(x),miMe R m<Msi

xela,b]
dx , x,, € [a, bl m=f(x ), M=f(x,).
Daca m = M atunci f (x) =m, ¥V x € [a, b], deci f'(x)=0,
Y x € (a, b) si teorema este evident demonstrata in acest caz.
Daca m < M, pentru x_ = a (analog dacd x = b) rezultd
f(@)=m<M = f(x,), deci x,, € (a, b) si conform teoremei lui
Fermat rezulta f'(xy)=0, deci ludm c = x,,. Pentru x_ € (a, b),
aplicim teorema lui Fermat si f'(x,)=0, deci luam ¢ = x .
Interpretare geometricd y
Fie A(a, f (a)), B(b, f (b)); cum
f(a) = f (b) rezultd AB || Ox. Daca
graficul functiei f admite tangenta in

. 2 22—

Indicatie.
Aplica teorema lui Rolle restrictiei
functiei f la intervalele [a,, a,], [a,, a,],

v la, o al

9) Aplica teorema lui Rolle functiei

f:[3,5] > R, f(x) =3 -x)(5 —x).

10) Studiaza aplicabilitatea teoremei
lui Rolle pentru functiile:

a) /:[0,2] >R, f(x)=|x-1|

b) /: {—E E}_)IR f(x)=sin’ x

f‘[—l 1] L OI>R f(0)= x+1,xe[—l, 0)
S Pk xe(0.1]

Indicatie.

a) Studiazd derivabilitatea functiei f
inx=1.

c) Studiaza derivabilitatea functiei f
inx=0.

11) Fie f: [-1, 1] —> R, definita prin

{xz +ax+4 ,xe[-1,0]
fo=1"
3x"+bx+4,x€[0,1]
Determina valorile parametrilor a si b
pentru care f verifica ipotezele teoremei
lui Rolle pe intervalul [-1, 1].

Indicatie.

i) fi=1) = A1) si f este derivabild pe
-1, 1]\ {0}.

,a,beR

ii)ﬂ(O):}% =a

f@-fO)_, ¥ +ax
x—0

0 x

orice punct din (@, b) si coarda [A4B] graz—
este orizontald, atunci exista cel putin un punct al graficului in
care tangenta are directia axei Ox.

Exercitii rezolvate.

1)Fief:[0,1] > R, f(x)=x*—x + 1. ffiind elementara, rezulta:
a) fcontinud pe [0, 1]; b) fderivabila pe (0, 1); c)f(0)=f(1)=1.

Din teorema lui Rolle, exista ¢ € (0, 1) astfel incat f'(c)=0.

L ¢00.1)

G
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. ]
Intr-adevar, f7(c)=0, 3¢*~1=0, ¢, =—=€(0,1), ¢
1 ﬁ 2

2
£ =lim ZE I S (x) f O _jim 222y
* N0 X
Functia f este derlvablla in x = 0 daca si
numai daca @ = b. Din i) si ii), f verifica
ipotezele teoremei lui Rolle daca a = b.

12) Arata ca ecuatia
ax’"+ax"'+ax"?*+ . .+a, x+a =0
are cel putin o solutie in intervalul (-1, 1)
dacd are loc relatia:

2n+1 2n—-1 2n-3 1
e —



2) Fieay, a,, a, a, a, € R, a, # 0 cu proprietatea:
a, a a, a, a . .
L4142+ 344 =0. Arata ca ecuatia:
1 2 3 4

a,x* +ax’ +a,x* +ax+a, =0 are cel putin o solutie reala.

Solutie. 4 a 0 a 4
Fief: [0, 1] > R, f(x)=—=x"+=x"+2x +2x" +2-x
S0, 1] S(x) s 1 3 5 |

f este derivabila, deci si continua, pe [0, 1]; £ (0) = 0 = f(1).
Conform teoremei lui Rolle rezulta existenta unui punct
intermediar ¢ € (0, 1) pentru care f'(c)=0, conditie echivalentd
cuact+ac +act+ac+a,=0.

Consecinte ale teoremei lui Rolle

Consecinta 1.

Fie f: [a, b] — R continua, f derivabila pe (a, b) si
f(a) = f (b) = 0; atunci existd ¢ € (a, b) astfel incat f'(c)=0
(intre 2 zerouri ale functiei se afla cel putin un zerou al derivatei).

Consecinta 2.

Intre 2 zerouri consecutive ale derivatei se afli cel mult un
zerou al functiei.

Fie f'(x;)=f"(x,) =0, x, <x, zerouri consecutive ale lui /.
Presupunem cd Jx,, x, zerouri ale functiei f (x, < x, < x, < x,).
Conform consecintei 1, din f (x,) = f'(x,) = 0 rezultd ca exista
x, € (x,, x,) astfel incat f'(x;)=0, contradictie deoarece
x, < x, < x,six, x, sunt zerouri consecutive ale lui f".

Sunt posibile situatiile prezentate in figurile urmatoare:

Y
| y

ol a c Al

f(a):f(b):() f'(x1)=f'(x2)=0

dce(a,b)al. f'(c)=0 f(x3)=0,x; €(x,, x,)

¢ Teorema lui Lagrange
(Joseph Louis Lagrange, 1736 — 1813, matematician francez).

N e

Indicatie.
Aplica teorema lui Rolle functiei

Fi[-LI] >R, Fx)=—2_y2mi
2n+1

4 2
2n
13) Arata ca, daca f: R - R este o
functie derivabila, atunci pentru orice
interval [a, b] existd un punct ¢ € (a, b)
a+b-2c
la+b-2c) 7).
(c—a)c-b)

ay,
+...+%x2 +a,,X .

astfel incat: f'(c) =
Indicatie.
Se aplicd teorema lui Rolle pentru
functia g : [a, b] > R.
gx) =(x—-a)x—>b) f(x),Vxe [a,b].

14) Aratd cd urmatoarele functii veri-
ficad numai una din conditiile teoremei lui
Rolle, iar concluzia teoremei nu se
verifica.
mfwazy»Rhﬂm={
este discontinua in x = 2,
[(x)=1,Vxe(0,2);
b)g:[-1,1] > R, g(x)=|x| nu este
—-1,xe(=1,0)

1, xe(,1)
c)h:[0,2] > R, h(x) =x,
h(0) = h(2), h'(x)=1,Vxe(0,2).

15) Concluzia teoremei lui Lagrange se

poate scrie:

x,x€l0,2)
0,x=2

derivabila in 0, g'(x) ={

,Jc € (a, b) astfel incat =f"(c)”

S(@—f(b)
a—b

sau ,,dc € (a, b) astfel incat

f(b)=fa)=f"(e)b-a)”.

Teorema lui Lagrange.
Fiea,be R,a<bsif: [a, b] > R ce verifica proprietatile:
1) f continua pe [a, b]; 2) f derivabila pe (a, b).

IO-S@ _ i,
-a

Atunci existd ¢ € (a, b) astfel incat

Demonstratie.

Definim functia % : [a, b)] &> R, h(x) = f(x) — k-x, unde k € R.
Determinam constanta k astfel incat functia /4 sa verifice
ipotezele teoremei lui Rolle.
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16) Studiaza aplicabilitatea teoremei
lui Lagrange si aplic-o, unde este posibil,
in cazul functiilor urmatoare:

a) f:[0, b]—>Rf(x)=i,O<b<l;

x*, x€[0,1]
2x—1,xe(,2]
17) Determind punctul intermediar
c € (0, 1) prin aplicarea teoremei lui
Lagrange functiei /: [0, 1] > R,
fx)=3x*-5x+7.

b) 1:[0, 2]—>IR,f(x):{

——



h este continud pe [a, b] si derivabila pe (a, b). In plus, din

(a) = h(b) rezulta f (@) k-a = £ (b) — kb, adica k =L D =S(@)

—a

Conform teoremei lui Rolle 3 ¢ € (a, b) astfel incat 4'(c)=0,

f(b)-f(a)
b—a ’

echivalent cu f'(c)—k=0, deci f'(c)=

Interpretare geometricd A

Daca graficul lui f admite /(b
tangentd in fiecare punct (cu
exceptia eventual a extremitatilor) /(@)
exista cel putin un punct pe grafic :
in care tangenta are directia a ¢ b
coardei [AB] ce uneste extremitatile graficului.

Observatie.

Teorema lui Lagrange generalizeaza teorema lui Rolle
(intr-adevar, daca in plus f (a) = f(b), atunci f'(c)=0).
Aceasta teorema se numeste si prima teoremd a cresterilor
finite sau prima teoremd de medie.

Exercitii rezolvate.

1) Determind punctul intermediar ¢ obtinut prin aplicarea
teoremei lui Lagrange functiei f: [o, B] > R, f(x) =mx* + nx +p
(me R* n,pe R).

Solutie.
f este continud pe [a, B], f este derivabila pe (o, ), deci
existd ¢ € (a, B) astfel incat f'(c) =w. Obtinem
—a

+
2mc+n=m(a+P)+n, deci c= aT (adica ¢ este mijlocul

segmentului de pe axa Ox ce are abscisele a respectiv B).
Acest rezultat ne aratd modul in care se poate construi cu
rigla si compasul tangenta intr-un punct al parabolei.

b=a _1nb—tna<2=?

2)a) Daca 0 <a < b, demonstreaza ca:
a

1
b) Fie x > 0; arati ca: 0 <In(x+1)—Inx<—
x

5 ca lim 1+l+l+ +lj—+oo
c) Arata ca 1M SRR .

Solutie.
a) Definim functia f: [a, b] > R, f (x) = Inx; f este continua
pe [a, b], derivabild pe (a, b). Conform teoremei lui Lagrange,

3 ¢ € (a, b) pentru care lzlnzﬂ. Din a < ¢ < b rezulta
c —a
I 1 1 .1 Inb-Ina 1
—<—<—,de01 — < <.
c a b b—a a

b) Pentru a = x si b =x + 1 se obtine afirmatia.

171

B 2 22 —_“—

18) Fie functia f: [1, 2] - R,
f(x) =x + Inx. Arata ca existd ¢ € (1, 2)
astfel incat 1+In2= f'(c). Determina
efectiv valoarea lui c.

Consecinte ale teoremei lui Lagrange

19) Fielc Runinterval sif: I — R o
functie derivabila. Aratd ca f este
constantd dacad si numai dacd f'=0.

1
20) Arata arctg x +arctg— = g,
X
Vx € (0, +o).
Indicatie. Functia f :(0,+0) >R,
I =
J(x)=arctg x + arctg; 7 este derivabi-
lasi /" =0, rezulta ca existd ¢ € R astfel

incat fix) = ¢, V x € (0, +x), A1) = 0.

21) Determina intervalele de mono-
tonie pentru functiile urmatoare.
X

a)f(x)=x*+3x2-2; b) f(x):x2+2

22) Studiaza derivabilitatea functiilor cu
ajutorul consecintei 4 a teoremei Lagrange:

a)f:R—>R, f(x)={

2x2,x<0'

3
x’,x=0

b

b

b) £:(0,+0) >R, f(x)=|lnx-2

©) f:R\{-I' >R, f(x)= L i,
x+1
X

d)f:R->R, f(x)=1x, xe[-1,1] ;

X +1

,xe(l, +o0)

e) f:[1, +0) > R,

) =Ax+3—4dx—1 +yx+8—64x—1-

Indicatii.
b) i) f este o functie continud in x = 2.
i) flx) = -Inx + 2, Vx € [0, €*], deci
, 1
feste derivabila pe [0, €] si f'(x)= 0

, 1
de aici fs(ez)z—e—z @.

iii) flx) = Inx — 2, Vx € [, +o], deci

N . 1
feste derivabila pe (€2, +o0) si f'(x) =7

- - - -



¢) In inegalitatea In(k +1)—Ink <% dam lui £ valori de la

1
1 la n si, insumand, obtinem: 1n(n+1)<1+5+...+—, Vn=l.
n

. . 1 1
Cum limIn(n+1) =40, rezultd ca hm(1+—+ +—j =400 |
n—>00 n—>00 n
Consecinte ale teoremei lui Lagrange
Fie I ¢ R un interval.

Consecinta 1.

Daca f: I —> R este derivabila si f'(x)=0,V x € I, atunci
este constantd pe I.

Demonstratie.

Fie x, € I. Notam f (x,) = k. Pentru x € I, x # x, aplicam
teorema lui Lagrange functiei f, deci exista ¢ intre x si x, astfel
incat f(x)— f(x,)=f"(c)x—x,)= f(x)=f(x,) =k, deoarece
f'(c)=0.Rezultda f(x) =k, Vx€ L

Observatie. Daca I nu este interval, concluzia poate fi falsa.

-1,x<0 o
, f derivabila,
I, x>0

f'(x)=0, dar f nu este constantd pe R* (R* nu este interval).

Fie functia /: R* > R, f(x) :{

Consecinta 2.
Daca f, g : I - R sunt derivabile pe intervalul I si f'=g’,
atunci g — f este constantd pe 1.

Demonstratie.

Fieh:1—> R, h =g~ f; h este derivabila pe intervalul I si
h'=g'— f"=0, deci conform consecintei 1 rezulta 4 = k, adica
g — f = k constant.

Observatie. Conditia ca I sa fie interval este esentiala.

. . sinx—1,x<0
Fief,g: R* > R, f(x) =sinx, g(x) =1 =g,
sinx+1, x>0
-1, x<0 )
dar g(x)— f(x)= nu este functie constanta.
I, x>0

Consecinta 3. Monotonia functiilor

Fie /: I > R o functie derivabila pe intervalul 1.

a) Daca f'>0 atunci f este strict crescatoare.

b) Daca f'<0 atunci f este strict descrescatoare.

c) Daca f este strict crescatoare (crescatoare), atunci
f'(x)=0,vxel.

d) Daca f este strict descrescatoare (descrescatoare), atunci
f'(x)<0,Vxel.

Demonstratie.

a) Fie x, x, € I, x, < x,. Aplicand teorema lui Lagrange pe
intervalul [x, x,], rezultd ca existd ¢ € (x,, x,) astfel incat
Jx)=f(x)=f(c)-(x; - x)).
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o, 1
iv) }{‘rgf(x)— 7 1
Din i, iii, iv rezultd f;(e’) = S
Din @, @ rezulta ca fnu are derivata in

punctul x = €* (x = €* este punct unghiular).
in conluzie, f este derivabila pe

(0, +0) \ {e).

) /(=127 +(Jx—1-3) =
A x—1-2[+[Jx-1-3]
5—2x/ﬁ,xe[l,5]
= 1 ,x€(5,10)
2Wx—1-5,xe[10, + o)

Pe traseul indicat la b) se aratd ca x =5 si
x = 10 sunt punctele unghiulare.

23) Determind m, n € R astfel incat
functiile f urmatoare sa fie derivabile pe
intreg domeniul de definitie:

2/ R >R, f(x):{x +n,x<2 '

b
mx+n,x>2

2mx® +n, x<1

b)f:R >R, f(x)={

2x2+3m,x>1,

+n,x<2

o) f: R R, f(x)=1x>+1 :

mx+n,x>2

5 T +n, x<I
+ X

2x* +3m, x>1

d)f:R->R, f(x)=

24) Determina m, n € R pentru care
functia f': (0, +0) > R,

Inx, x e(O, e]
S(x)=

mx+n, xe(e, +0)
este derivabila.

Solutie.
[ este derivabild pe multimea

(0, e) U (e, to); lim(mx+n)=me+n;
x\e

lim f(x)=1. Pentru me + n = 1 avem

x/ e

limf(x)=f{(e), adica f este continua in x=e.
xX-e

3In*x 3,
=- =/,

iar li{nf'(x) =1i{nm =m=f,(e).

i /) =lim

—



Dacd f'>0 atunci f (x,) — f (x,) > 0 ( f este strict crescatoare).
Analog se demonstreaza punctele b), c), d).

Observatie. Conditia ca I sa fie interval este esentiala.

. . 1 e .
Desi functiaf: R* > R, f(x)=— este derivabild si are derivata
X

1
negativa ( f'(x)=——<0, V x € R¥), f nu este strict
x2

descrescatoare pe R* (f(-1) = -1 < 1 = f (1)), insd f este strict
descrescdtoare pe fiecare din intervalele (—oo, 0) si (0, +o0).

Consecinta 4. Derivata unei functii intr-un punct

Fie I € R un interval, /: I — R o functie si x, € 1. Daci f este
continud pe I, derivabila pe I — {x} si existd lim f'(x)=/eR,

. . - . . A . XA)XD

atunci existd derivata lui f'in x; si f'(x,)=1/.

Demonstratie.

Fiex € I, x # x,Vn > 1si limx, =x,. Aplicind teorema

n—>00

lui Lagrange pe fiecare interval de extremitati x si x,, rezultd ca
existd ¢, € (x,, x ) sau ¢, € (x, x,) astfel incat

M:f’(cn)iﬂ, deoarece limc, =x,
X —%, n—

(|Cn —x0|<|xn —x0|1>0) .Deciexista f'(x,)=1.

Daca / € R, atunci f este derivabila in x, si f"(x,)=1.

Observatii.
¢ Conditia ca f sa fie continua in x, € I este esentiala.
-1, x<0
Functia f(x) =sgnx=4 0, x=0 nu este continud in x = 0, este

1, x>0
derivabila pe R* si lin(} f'(x)=0. Evident ca f nu e derivabila in

x = 0 (0 fiind punct de discontinuitate de speta I).

¢ Consecinta 4 exprima conditii suficiente, nu si necesare,
pentru ca o functie f: I — R s fie derivabild in x, € L
1
2 .
. x"-sin—, x#0
Fief:R—> R, f(x)= X
0, x=0

; f este continua pe R*;

lin(}f(x)=0=f(0) , f este continud in 0; f'(x)=2x- sinl —cosl .
X X X

Nu exista liII(l) f'(x), deci consecinta 4 nu se poate aplica. Totusi
X—>
S (x) = f(0)

1
lim=—————==limx-sin—=0, deci prin definitie f'(0) = 0 si
x—0 X — 0 x—0 X

f este derivabila in x = 0, dar /' nu este continud (in 0).

¢ Adesea, in aplicatii, consecinta 4 se utilizeaza cand x, este
capat de interval. In acest caz, /= f(x,) respectiv /= f(x,) .
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3 . .
Pentru m=— si n = -2, feste derivabila
e

si In x = e, deci derivabild pe (0, +o0).

(La acelasi rezultat am fi ajuns daca
studiam derivabilitatea lui fin x = e cu
ajutorul definitiei.)

25) Fie functia f: [1, to] —> R,
fix) =x'9 a> 1. Arata ca:

1 1

a) (k+1)”<ﬂ[f(k)_f(k+l)]<
<i,keN*-

ka b

LA S

b) 2a 3¢ n*
< ! [f(D—f(n+D],neN,n=2.
(a=1)

Solutie.

a) Pentru orice k € N*, restrictia lui f
la intervalul [k, k& + 1] este derivabila.
Conform teoremei lui Lagrange, exista
¢, € (k k+1)cu fk+1)-f(k)=f"(c,).
Avem, Vx = 1, f'(x)=(1-a)x* si
f"(x)=a(a—1)x*">0. Rezulta ca
functia f” este strict crescatoare.

Din k <c¢, <k + 1 rezulta
S'(k) <f'(c) <f'(k+ 1), din aceasta, prin

. . 1 . . .
inmultire cu o >0 obtinem inegalita-
a —
1

1 1
tea W<(a—_1)[f(k)—f(k+l)]<p.

b) Din prima parte a inegalitatii de la
punctul a) rezulta

1 1
> <(a—_1)[f(1) -],
1

1
3_”<H[f(2) - /3]

1
n—a<(aj[f(")—f("+1)]

Din acest sir de inegalitati, Insumand, obti-
1 1 1

nem: —1+— +ot—<——[f(D)—f(n+1)].
a3 n (a—l)

Observatie.

n
. 1
Sirul x, = E —,a>1 este convergent.
k=1

o - —



P:';;f_if-‘“ @ 1. Stabileste caror functii li se poate

pE—
T r—— . . . s~
=== aplica teorema lui Rolle si determina
punctele intermediare ¢ din concluzia

propsE  teoremei.

a)f: [0, 1] >R, f(x)=1+x—x%

b) f:{—g, g}% R, f(x)=|sinx

b

g} >R, f(x)= ‘sin3 X

b

¢) f:H,

d) f[o, n]—{%}—)IR, f(x)=tgx;
Of L1 >R, f(x)=n:

b
tex, xe|0, —
& { 4}
ct xe(E E.
gxa 4a2

@ 2. Daca numerele reale a, a, ..., a, verifica

2-q, 2°-a 2"-a, - )
— + +...+ =0, arata ca functia
1 2 3 n+1

f:01,e¢] >R f(x)=a,+a -Inx+
se anuleaza in intervalul (1, €?).

@ 3. Fief:[a, b] > R continua pe [a, b] si derivabila
pe (a, b). Arata ca, pentru orice L € R, intre doua zerouri
ale lui f'se afla cel putin un zero al functiei A - /' + f".

f) f:[O,ﬂ—HR, f(x)=

ay

..t an-ln”x

@ 4. Determind ¢, din teorema lui Lagrange apli-
cata functiei f: [0, 1] > R, f'(x) = x" si apoi limc, .

@ 5. Arata ca functia
fi[-1,1]>R, f(x)=arcsinx +arccosx este constanta.

@ 6. Aplicand teorema lui Lagrange functiei
[0, x] > R, f(¢)= ,
S 10, x] JO="

0<0_ <1 astfel incat f(x)—f(0)=x-7'(0,-x).
Calculeaza lim®0_.

x N0

vom determina 6 =0 _si

@ 7. Aplicand teorema lui Lagrange unor functii
convenabil alese pe intervalul [a, b], dedu inegalitatile:

b— _

a) 2a <tgh—tga< 2a , [0<a<b<£);
cos’ a co 2
b— _

b) — 2a < ctga —ctgh < — za, [0<a<b<£);
sin” a sin 2

c) arctgh — arctga < b —a, (a, b€ R, a < b);
d)s-alb-a)<b -a<s-b'(b-a),
(0 <ac< ba s € (—OO, O) U (1, +OO))
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@ 8. a) Fie n € N*. Aplicand teorema lui Lagrange
functiei f: [n, n + 1] > R, f (x) = Inx, verifica

1 1
inegalititile: —— <In(n+1)—Inn<—,
n+l n

s s 1 1 1
b) Arata ca sirul x, =1+E+—+...+——lnn este
n
monoton si marginit.

c¢) Fie c=limx, , determina hm(L +L+ +ij
1 o\ p+1 n+2 2n

@ 9.a)Fien € N, n > 3; atunci
In(In(n+1)) —In(Inn) < .

n-lnn
b) Calculeaza lim .

n— k=3 k . lnk
@ 10. Fie functia /: R > R, f(x)=— s
X"+

a) Calculeaza lim f(x).

b) Verifica aplicabilitatea teoremei lui Lagrange pe
un interval [c, d] < R.

c) Aratd ca lim »_ f'(x,)=—/(1)
n—+0 =0

punctul intermediar obtinut prin aplicarea teoremei

lui Lagrange functiei f pe intervalul [k + 1, k£ + 2].

@ 11. Fie functia f': (1, ©) > R,

f(x)=1In(1 + Inx). Arata ca:

1
Y Grneingeeny L KD IW0S

1
k(1+1nk)
1 1 1
b) + +o >
2(1+In2) 3(1+In3) n(l+Inn)
>f(n+1)-f(2),Vne N, n > 2.
@ 12. Determind a, b € R astfel incat f/: R > R,

f(x):{xz—x+l, x<0

="

unde X, este

<

,Vke N, k= 2.

sa fie derivabila.
asinx+bcosx, x>0
(Admitere, Universitatea Bacdu, 1995)
@ 13. Determina m € R astfel incat functia /: R —> R,
fix) =In(x* + 1) — mx sa fie crescatoare.

@ 14.Sedafunctiaf:R—>R, f(x)= ol

a) Calculeaza f'(x).

X
b) Arata ca: —;
x°+1

—arctgx .
x2+1 &

<arctgx , V x > 0.
(Universitatea Baia Mare, 1995)



@ 15. Demonstreaza identitatile:

a) arcsinx + arccosx =g, Vx e [—1, 1];
b) arctgx + arcctgx = g, VxeR.

@ 16. Fie intervalul |  Rsif: I — R functie deriva-
bila. Daca f este crescatoare, atunci f'(x)=0,V xe€ L

@ 17. Arata ca functiile f,g: (—g, gj —R definite

sinx

prin: f (x) = arcsin(tgx) si g(x)=arctg T
cos2x

difera printr-o constantd. Determind constanta.

1
@ 18. Demonstreazi cid x+—=2, Vx>0,
X

@ 19. Determina intervalele de monotonie ale functiei:
aA)f:R>R, f(x)=-x*—4x-1;
b)[1R>R f(0)=(x-27;¢)/:R>R,f(x)=(+4);

df:R-{2} >R, f(x)z—

R - {1 R, =
&) f iR {1} >R, f(x)= <_1>

@8 20. Fie functia /: R —> R,

f(x)=x |x - 1| - , a € R. Determina

parametrul real a pentru care f este derivabila pe R.

@8 21. Arata cd pentru orice a, b € R", a < b, daca

f: [a, b] > R este o functie derivabila pe [a, b]

astfel incat af (b) = bf (a), atunci existd ¢ € (a, b)

asa incat f(a)— f(c)+ f(b)=(a—c+b)- f'(c).

@8 22. Fief: [a, b] — R derivabild si marginita pe (a, b).
a-2c+b ,

——=/).
—a)(c—b)

@8 23. Aratd cd existd /: R—Rcu una din proprietatile:

a) f este continud, dar nu este derivabild in a = 1;

b) f'este continud, are derivata dar nu este derivabila

ina=0;

c) f are derivatd dar este discontinué ina=0.

@® 24. Dacd q,, a,, ..., a, eIR

a +ay+.+a,>n,Vxe€ R, atun01 a-a,-..-a =1

@ 25. Dacaa, b€ (0, 1)U (1, +0), ] <i<n

astfel incat b, -a +b, -a5 +...+b,-a, =2b, + b, +...+b,,

Atunci existd ¢ € (a, b) astfel incat

V x € R, atunci @ -a} -...-al =1.
@ 26. Determind a € (0, 1) U (1, o) pentru care
azx+1,Vxe R (W. Sierpinski)

@ 27. Gaseste a > 0 pentru care are loc inegalitatea
2+a* =23 +4,Vxe R

@8 28. Determind a € R pentru care are loc inega-
litatea (1 +x)* = 1 + ax, Vx> -1 si n € N* fixat.

@ 29. Determina a € R pentru care are loc inega-
a

litatea: x“ +a=1+—, Vx>0.
x

@ 30. Arata ca functiile date verifica ecuatiile indicate:

1
a) yzaxz-ex verificd y" -2y +y=e";

1
b) ¥ :E()c2 +2x +2) verifica 1+ (y')* =2y-y";

c)y=c e +c, e verifica y"+3y'+2y=0,
unde ¢, ¢, € R arbitrare.
L I+x"
@ 31. Fiesirul (1) _,.,cu u, = " prml
+ X+t X

> 0sipe N.Daca f(x)=limu,, C este domeniul
de continuitate si D domenlulﬁde derlvablhtate care
dintre variantele a), b), c¢), d) e) este corecta?
a)C=R,D=R; b)C=][0,+x), D=[0, +0)\ {1};
¢) C =10, +o0), D = (0, +o0);
d) C=10, +0), D=1, +o); e) C= (0, 0); D= (1, ).

W 32.

“klzo (@,€ R0 <k<n),

atunci ecuatia: a,-x"+a, -x" +.+a -x+a, =0
admite cel putin o solutie reala.

@ 33.Dacia,b € R, 1 <k<n,existd xg£(0,2n)

astfel Incat Z[ak -sin(k - x,) + b, -cos(k - xO)] =0.
k=1

@8 34. Da un exemplu de functie /: [1, 10] > R
ce verificd ipoteza teoremei lui Lagrange pentru care
punctul intermediar ¢ € (1, 10) nu este unic.

@8 35. Considera functiile , g, h: R > R,
1+ xe™

S ) =lim=—— sg()=e"" si h(x)=(go f)(x).

Determina constanta ¢ din teorema lui Lagrange

aplicata functiei 4 pe intervalul [1, 2].

@ 36. Fie 0 < a < b si f(x) = Inx; conform teoremei
lui Lagrange, exista cel putin un punct ¢ € (a, b)

f(b) f(a) = f'(c). Arata ca ce(\/_ a+bj

b—
& 37. Rezolva in R ecuatia 3* + 4 = 2* + 5~

@ 38. a) Studiaza monotonia functiei
£:(0, +0) > R, f(x)_lnx

b) Demonstreaza 1negahtatea
nt>m+ 1)y, ¥Yne N, n=3.
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S. Calculul unor limite de functii cu ajutorul derivatelor

In cazurile exceptate de teoremele referitoare la operatii cu
limite de functii se studiaza direct existenta limitei cu ajutorul
derivatelor, utilizand ,,regulile lui I’Hospital*

(Guillaume de 1’Hospital, 1661 — 1704, matematician francez).

o0

Aceste reguli se aplica in cazurile de nedeterminare 0 si —.
(e 0]

Celelalte cazuri se reduc la acestea.

Regula I’Hospital
Fie IcR uninterval, x, € I'sif, g : I\ {x;} = R functii cu
proprietatile:

1) lim f(x) =1lim g(x) =0 (respectiv lim|f(x)|=lim|g(x)| =+%) ;

2) f'si g sunt derivabile pe I — {x,} si g'(x)#0, Vxel\{x.};

3) exista hmf (x )
X=X, g (x)
Atunci g(x) # 0,V x€ I\ {x } si existd lim-—— S ) = lim &
X=X, g(x) X=Xy g (x)
¢ Cazul 062
azul exceptat 0 s1 o
Exercitiu rezolvat. Sa calculam: hn} (n meN¥) .
xX—> x —_

Solutie.
Fief(x)=x"—-1, glx)=x"—1; lirrllf(x)zo,

limg(x)=0: fsi g sunt derivabile, g'(x)= m-x""#0;
’ n—1
S iy X

n . n
—=—,deci /[ =—
>l m.x m m

lim—
x—1 g (x)

Observatie.

’

Dacé limita raportului ~—; nu se calculeazd mai usor decat

limita raportului ~—, nu este indicatd folosirea teoremei lui
I’Hospital.

De exemplu, fie /,g:R—>R, f(x)=e"—e™"
Avem 1i_r)130f(x) =00 si ll_rfo g(x)=0; g'(x)=e"+e " si

—X

sig(x)=e" +e

—X

o +
g(x)=e"—e " #0; pentru x =0, f(x)ze ¢ si f(x) ¢ ei .
gx) e'+er g(x) e -e”
¢ Reducerea cazului exceptat ,,0- o fog= f _8
0 I 1
la unul din cazurile ,,— “ sau ,, L« : -
0 © g f
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1) Calculeaza limix.

x—®0 o

Solutie.
Consideram f (x) = x si g(x) = e*
1img(x)—+00' f si g sunt derivabile;

g'(x)#0,VxeR; hmf( )—1 1 =0,

g e’

deci limix =0.

X—0 o

2) Dupa modelul exercitiului prece-
dent, calculeaza:
2 3
X
a) lim—; b) hm—
x—® ex x>0 e
k

c) hmx— unde k € N*;

X—>0 e
7 1 2
..n
d) lim = ——; e) lim—.
’ n
x=1 x*7 — n—w o

3) Calculeaza 11{13\/; ‘Inx .

4) Calculeaza:

X =3x+2
a) lim—————;
=l x"+x" =5x+3
n+2 n+l
b) lim "™ (n+1)2x +x;
x—1 (x_l)
) limtgx—x d lmﬂ;
=0 x(1-cosx) =0 x—sinx

1
e) lim(l—x)-tgﬂ; f) lime* ln[l——j;
x—1 2 X0 X
1

SR . i X .
g) lgzlgx Inx; h) 1;{1()1e Inx;

i) lim [ ! ;j ;
=0l x In(x+1)
1 1 )
D XLO[Zx x(e* +1)]

1 1

k) limx® (e" —e"“];
1
1) limx’ (x+e")";

x—0

m) limx";
N0

o 1gx
n) imG5-2x)°4; o) lim(lj ;
x—2 N0\ x

—— -



Exercitiu rezolvat. Sa calculim limxknx.

x N0

Inx

Solutie. Suntem in cazul 0-(—); cum xlnx=—F,

definim £ (x) = Inx, g(x)=%, f,g:(0,+0)>R.

£1{rglnx =-—00, £1{13g(x)

=+, f, g sunt derivabile, g'(x)= _iz £0.

X
’ -1
fim L _ fim X — = lim(—x) = 0, deci limx-Inx =0
N0 g (_)C) N0 X N0 xN\0
1 1
¢ Reducerea cazului exceptat > 7
f-g=5-L A
5,0 — 0 la cazul ,,— “ b
0 /g
1 1
Exercitiu rezolvat. Sa calculam lim| ——-—|.
=0 sin"x X
Solutie.
1 1 ? —sin’ o . .
———— = al 5 sz * . derivand succesiv obtinem
sin“x  x°  x"-sin“x
4sin2x

si, Impartind prin x, obtinem

lim
>0 6sin2x + 12xcos 2x —4x” -sin 2x

1 1 1
limita 1 . Aplicand teorema lui I’Hospital, hm[ > ——j =—.
3 sin"x Xx 3

¢ Reducerea cazurilor exceptate

o O ¢
”100) @ ’ 0

In re I
fgzen/ = &M/

Observatie.

VR . . X
Este bine sa evitam scrierea: lim J(x) = lim S )
XXy g(x) XX g (x)
aceasta egalitate avand loc doar cand ultima limita existd. Daca

nu existd lim S
X%XD g (x)

, teorema lui I’'Hospital nu este aplicabila.

RIBLESE 3.
P::—-=‘ @ 1. Calculeaza:

B 2 22 —_“—

p) hm( ! j ;
x—0 x

5) Calculeaza:
! 1
a) limx~; b) hm(cosx) =

X—00

1) £iir(}(cos x) .

1
c) lin3(1+x)x; d) lirr(}(l—cosx)".
6) Calculeaza:
1

_ 1
a) lim(1+x*)* ;

b) 11m(1+smx )72

1
c) lirr(}(l + x)sinx

d) lirr(}(l—tgx)x.
3
7) Calculeaza: a) hm(cos 2x)% ;

1

b) lim(In(e —x))""".

o1
x> -sin—
8) Calculeaza !/ —llm+x.
=0 sinx
Indicatie.
~ O .
Suntem in cazul 6 5
1 1
2x-sin——cos—
lim X X nu existd, deci nu
x>0 cosx

este aplicabild teorema lui 1’'Hospital.
Limita se calculeaza astfel:

lz(lim .x )-(limxsinl)=1-0=0.
x—0 SINn X x—0 X

2
_— e —1-x-2% .
h) lim - 2 ;i) lim sin x
a) hrn % peR’; x>0 0 xe* +sinx’
L x
propsiE ' )
—sinx 1+x” —cosx.
b) lmw’ EIR , J) }CII)I(} T— Slnx 9 k) x—>0 (ex_1)2 D)
x—1 (x 1)
N lim e —e™ ,a,beR’ .
)hn%ﬂ, dy li lrn tgx’ o) lin(}((ll_smx)f; D x—>01n(1+ax)+1n(1+b )’ ’
X 0 (1-cosx
. ) lim Yarccosx - rarccos x — «/_
f liml=cosx—Incosx. . lim lnsme; ) T
x—0 x2 > 8 x»—(TE 2x)

n) lim sin(narccos x)

N=x* ’

x/l
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sin” x . «/— In(sinx)

0) g%T’HEN ’ p i m cosx
liml COS X COS2X...COS X neN*:

q) x—0 xtgx

9 lim 1= \/cosxcos2x .COSMX ) \#.
x—0 sin® x

@ 2. Calculeaza:

a) lim xe';
X—>—0

b) }Ci{r(}xlnx;

1

. _ . . _ M
c) 1)61{1}()5 l)lnx_ ;0 d) 132}“ x)tg 5

e) lxlirll InxIn(x —1); f) £1{r(} sin x In(tgx);

) lim(1 - sin x)e®";

x/'z

: h) hrn cos—=-

T In(x - 1);

1 1
i) lim x* (e —e”lj 7) hmx (2 arctgx) a>0;
k) li{n(x —e)'(e" —x°),a<0.
@ 3.a) lim(e" —x’ —x-1); b) lim(x—Inx);

¢) lim(e" —In(x’ +1)); d) lim(In2x + ctg x);

) MMUB X255 0 tim v n(14-L)):

i - ™). by lim| -]
g) g{?(ln(x 1)+1ncos2), ) xli%[x tg2x]

1

im [ 25 !
@ 4.2) }Cllr(}( - j ; b) lim(Inex)*!

x—l
1
. 2 2
d) hm(ln x)x —3ex+2e ;
x\e

1
e) 1irr3(sinax+bx)x, a,b>0,b=#1;
1

x—0 n—1

1
g) h ( x+l+bx+l+cx+1)x

x>0 a+b+c

o>

sin X,

@ 5.a) }Ci{%xx; b) hrnx(smx)

o lim(In(l+)s  dy T+ x—1)';

1

e) hm(lnx) : f) lim(1—x)""

X—>00 x

sinx

) hm(ctgx)

1
@ 6.2) limx~;

X—0

b) lim(ctgy)";

1
d) lim ( tg %)x ;

X—>0

1
¢) lim(1+ x)~;
1 1

X\ . 2 : x
e) hm(e j ,neN; o) lim(Ls.mx) .

x>0\ X X +smx

@ 7. Dacia n € N, determind urmatoarele limite
de functii:

2) lim I+ x/1+ 2x.. A1+ nx —1.
x—0 X ’
b) lim 1—-In(e + x)In(e + 2x)-...- In(e + nx) .
x—0 X ’
o) hrrél cOs X - COS’ gx-...-cos2 nx.
x> X
tgxtg2x...tgnx —n!x"
d) }3_}0 xn+2 .

@ 8. Arata ca, pentru urmatoarele limite, nu e apli-
cabild regula lui I’'Hospital, apoi calculeaza limitele
respective:

—sinx' . x*(2+sinx)

a) lim b) lim
X‘”OX+SlnX X—® x+1

@ 9. Calculeaza urmatoarele limite de functii:

1 1y
2) lim (1+x);—e' b)l ((l+x))‘} '

x—0 X x—0 e

¢) lim ){[1 + ljx - e} .
X—>00 x




6. Rolul derivatei de ordinul intii in studiul functiilor

Derivata intai a unei functii ne da informatii despre monotonia
functiei si despre eventualele puncte de extrem ale acesteia.

i o Fie f: [a, b] — R o functie derivabila care are
urmatoarea reprezentare grafica.
N
4 E
J ()
J(x)
J(x)
S (x)

(0)

VACY)

Grafic, observam ca:

* x,, X,, solutiile ecuatiei f'(x) = 0, sunt zerourile functiei f si
punctele A(x,, 0), B(x,, 0) reprezinta intersectiile graficului functiei
cu axa Ox;

e X/, x5, x},x},xt, solutiile ecuatiei /'(x) = 0, sunt zerourile
derivatei /" (numite si puncte critice ale lui f°) si pot fi puncte de
extrem local pentru functia f:

- Clx], f(x))), B(x5, f(x5)), I(b, f(b)) sunt puncte de maxim local;
- D(x}, f(x5)),F(xy, £(x',), H(a, fla)) sunt puncte de minim local;
- G(x%, f(x{)) nu este punct de extrem pentru functia /" (vom
vedea mai departe cd G este punct de inflexiune).

— pe intervalele [a, x{],[x}, x}], [x}, b] functia f este strict cresca-
toare;

— pe intervalele [x], x}],[x}, x;] functia f este strict descresca-
toare.

Intervale de monotonie ale unei functii

O consecinta a teoremei lui Lagrange ne asigurd ca o functie
derivabild este strict monotona pe intervalele pe care derivata
sa pastreaza semn constant.
A NE Consecinta a teoremei lui Lagrange
O Fie f: 1 - R o functie derivabild pe intervalul I.

a) Daca f(x) > 0,V x € I, atunci feste strict crescatoare pe 1.

b) Daca f'(x) < 0, V x € 1, atunci f este strict descres-
catoare pe .
c) Daca f este strict crescatoare (crescatoare), atunci
f'(x)=0,Vxel.
d) Daca f este strict descrescatoare (descrescitoare), atunci
f'(x)<0,vVxel.

.ﬂ;-..'un Ay
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Sd interpretam grafice!

1) Fie f: [a, b] > R o functie deriva-
bila care are urmatoarea reprezentare
grafica:

A
£ ()
C
g/ |
a X, x' X
AT f(a

i) Ce solutii are ecuatia f'(x) = 0?

ii) Care sunt punctele de intersectie ale
graficului functiei f'cu axa Ox?

iii) Ce solutii are ecuatia f'(x) = 0?

iv) Care sunt punctele critice ale lui /'?

v) Ce puncte din plan sunt puncte de
extrem local pentru functia f?

vi) Sunt punctele (a, f (a)), (b, f (b))
puncte de extrem local pentru functia f*?

vii) Care sunt intervalele de monotonie?

2) Imagineaza o reprezentare grafica
a unei functii /': [-2, 4] — R astfel incat
graficul sd intersecteze axa Ox 1n punctele
(0, 0), (2, 0), (4, 0) si urmatoarele puncte
sa fie de extrem local: (-2, 2), (1, 4), (3, —1).

Existd mai multe functii ale caror
reprezentdri grafice verifica conditiile de
mai sus?

Imagineaza si traseaza inca o astfel de
reprezentare grafica.

3) Functia f:[-3,4]—> R are urma-
toarea reprezentare grafica.

<
2

-
~

=

—_ e ———

3 10

Care sunt punctele de extrem local ale
functiei / ? In care dintre aceste puncte
graficul admite tangentd orizontala?

- -



Un rezultat important relativ la determinarea intervalelor de
monotonie ale unei functii este...

Propozitie.

Daca functia f': I > R, I — R interval, are proprietatile:

a) f este continua pe [;

b) f este derivabild pe / \ 4, unde A este o multime finita si
f'(x)>0,Vxe I\A.

Atunci functia f este strict crescatoare pe 1.

Demonstratie.

Este suficient sd analizam cazul 4 = {a}, a € L

Daca a = min{x ’ x € I} sau a = max {x ’ x € I}, rdmane
valabild demonstratia consecintei teoremei lui Lagrange.

Daca a este un punct din interiorul intervalului /, atunci
functia f este strict crescdtoare pe intervalele (—oo, a] N I si
[a, +o0) N ] i)

Oricare ar fi x, € (—0, a) N I'si x, € (a, +oo) N I, rezulta
S ) <f(a)sif(a)<f(x,), ceea ce implica f (x)) <f(x,) i)

Din i) si ii) functia f este strict crescatoate pe /.

Observatie.

Daca ipoteza ,,f'(x) > 0, Vx € I\ 4” este inlocuitd cu
of '(x) <0, Vx e I\ A7, atunci functia f este strict descrescatoare
pe L

EWEAFL S DFief:[0,2] >R, f(x)=x*+x. |
Folosind derivata functiei, arati cd

[ este strict crescatoare pe [0, 2]. !

Solutie. \
Functia f este derivabild pe [0, 2] si N

£'()=2x + 1. Pentru x € [0, 2], /'(x) >0, T 3
deci f este strict crescatoare pe [0, 2].

2) Fie f: R — (0, ), f(x) = e'. Arata ca T
functia f este strict crescatoare pe R.

Solutie.
Functia exponentiald este derivabila pe

. 2 2 —_—

Sd demonstram monotonia functiilor
derivabile folosind derivata intdi.

4) i) Studiaza, cu ajutorul derivate-
lor, monotonia functiilor:
a)f:[-1,4] > R, f(x)=x>+5x + 6;
b)f:R->R, f(x)=x>+5x+6;
o) f:[-3,3] >R, f(x)=x3%
df:R>R f(x)=x

(parabola cubica);,
e)f:[L,5] > R, f(x)=
ff: RV{0} =R, f(x)=

(hiperbola echilaterad).

b

= |>_.>'< |’_‘

ii) Studiazd monotonia functiilor de
mai sus, fara sd folosesti derivatele.

5) Fief: [4,-1] > R, f(x) =x* + x.
Folosind derivata functiei, arata ca f este
strict descrescatoare pe [-4, —1].

Reprezinta grafic functia f'si regaseste
grafic proprietatea demonstrata.

6) Fie f: R — (0, ), f(x) = e~ Arata
ca functia f este strict descrescétoare pe I!?

7) Fie f : R* > R, f(x)=e*.
Studiaza, folosind derivate, monotonia
functiei (gasind intervalele de monotonie
ale functiei).

8) Fie f: (-, 0] > R, f(x) = —x%
Folosind derivata functiei, arata ca f este
strict crescatoare pe (—oo, 0].

Reprezinta grafic functia f'si regaseste
grafic proprietatea demonstrata.

Rsif'(x)=e>0,Vxe R, deci feste strict

0 X
crescatoare pe R.
3) Fief: [0, ©) > R, f(x) = —x. A
. . . . y
Folosind derivata functiei, aratd ca f este
strict descrescatoare pe [0, o). 10
‘ X
Solutie.

Functia f este derivabila pe [0, ) si
f'(x) = —2x. Pentru x € (0, «), /'(x) < 0, deci
f este strict descrescatoare pe [0, o).
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1
9) Fief: (0,0) > R, f(x)=In—.
X
Arata ca feste strict descrescatoare pe (0, )

10) Formuleaza enuntul propozitiei
pentru varianta ,, f functie strict descres-
catoare” si demonstreaza acest rezultat.

11) Fie f: R — (0, ), f'(x) = 2¢*. Arata
ca functia f este strict crescatoare pe R.

12) Fie f: [0, ©) > R, f'(x) = —3x7.
Folosind derivata functiei, arata ca f este
strict descrescatoare pe [0, o).

- - - 7



4)Fie f: (0, ©) > R, f(x) = —Inx. Arata ca
functia f este strict descrescatoare pe (0, o).
Solutie.
Functia f este derivabild pe (0, o) si
1
S'(x)=—=—.Cum x >0, avem f"(x) < 0, deci
X

[ este strict descrescétoare pe (0, ).

5)Fief: R > R, f(x)=3x . Arati ca
functia f este strict descrescatoare pe R.

Solutie.
a) Functia f este continua pe R.
b) Functia f este derivabila pe R\ {0} si

Fl(x) = J_>o Vxe R\ {0}.

“Qr
y
@] X

Din a) si b) rezulta ca functia f este strict crescatoare pe R.

Puncte de extrem ale unei functii

.. interpretarea geometrica a teoremei lui Fermat

Daca reprezentarea grafica a unei functii derivabile

y/

\

0| x', X', \ : / x

pe un interval admite tangenta intr-un punct de extrem,
ce nu coincide cu extremitatile graficului, atunci tan-
genta In acest punct este orizontala.

Teorema lui Fermat pune in evidenta faptul ca derivata unei
functii se anuleaza in orice punct de extrem local din interiorul
intervalului 1. Deci, punctele de extrem local ale unei functii
derivabile definite pe un interval deschis se gasesc printre zerourile

derivatei, adica printre punctele critice.

Fie f: 1— R o functie si x, un punct din interiorul intervalului I.
a) dacd, pe I, functia este strict crescatoare la stanga lui x, si
strict descrescatoare la dreapta lui x, atunci x, este punct de maxim

local al functiei (/" M \);

b) daca, pe I, functia este strict descrescatoare la stanga lui x si
strict crescatoare la dreapta lui x,, atunci x, este punct de minim

local al functiei (\y m ).

Daca functia feste derivabila pe I si x, un punct din interiorul
intervalului I, reformulam aceste proprietati folosind semnul derivatei:

a)dacaf(x)>0,Vxe Lx<x si X

fx)<0,Vxel x>x,atunci x, 1

este punct de maxim local al functiei f; £

e

13)Fief:R > R, f(x)= Jx’ +2x—3.

Arata ca functia f este strict crescatoare.

1
14) Aratd ca f (x) = - este strict

descrescdatoare pe (-, 0), strict
descrescatoare pe (0, ), dar nu este strict
descrescatoare pe R*.

15) Fie f: (0, ©) > R, f (x) = —2Inx.
Arata ca functia f este strict descrescatoare
pe (0, ).

16) Fie f: R > R, f(x)=3-%/x.
Arata cd functia f este strict descresca-
toare pe R.

17) Studiaza monotonia urmatoare-
lor functii:

a)f: R >R, f(x)=x"+arctgx;

b)/: (1, 0) > R, f(x)—zx L
o) f:(1,0) >R, f(x)=In(x*-1).

Sd interpretdm grafic!

18) Folosind semnul derivatei,
stabileste intervalele de monotonie ale
functiilor si specifica eventualele puncte
de extrem:
a)f:[4,4] > R, f(x)=x*+ 5x +6;
b)f:[-1,1] > R, f(x) =-=x*+ 1.

Pentru fiecare functie in parte, ilus-
treazd grafic rezultatul obtinut.

19) Construieste o functie f: [0, 6] >R
derivabila, strict descrescatoare pe [0, 6]
si gaseste punctele de extrem ale functiei.

20) Stabileste intervalele de mono-
tonie ale functiei
fTR>R f(x)=e—x

Indicatie.

Functia f este derivabila pe R,
f'(x) = e* — 1. Ecuatia /' = 0 are solutia

=0. Derivata pastreaza un semn
constant pe fiecare din intervalele (—oo, 0)
si (0, ).




b)dacaf'(x)<0,Vxe Lx<x,si x X,
S (x)>0,V xe I, x>x,, atunci x, este 7 - 0 T
punct de minim local al functiei f. 7 N m A

Observatii.

# Daca derivata are acelasi semn la stanga si la dreapta lui x,,
atunci x, nu este punct de extrem al functiei.

¢ Proprietatile a) si b) raman adevarate si in cazul in care f
este derivabila pe I — {x,} si este continua in x,. Pot fi puncte de
extrem local si punctele in care functia nu este derivabila.

¢ Dacid f: [a, b] > R este o functie derivabila si /~ are semn
constant, atunci a si b sunt puncte de extrem ale functiei astfel:

x| a b x| a b

ya + sau f —

f 1l m a M 1M N m
Concluzie.

Pentru a determina intervalele de monotonie si punctele de
extrem ale unei functii derivabile, procedam astfel:

« calculdam /" pe domeniul maxim de derivabilitate D, clI;

* rezolvam ecuatia f'(x) = 0; solutiile acestei ecuatu sunt
eventualele puncte de maxim sau de minim ale functiei f;

« stabilim intervalele pe care /~ are semn constant, acestea fiind
intervalele de monotonie ale lui /' (dacad /~ > 0 pe I, atunci f este
strict crescatoare pe 7 si dacd f” <0 pe 1, atunci f este strict descres-
catoare pe /).

Sa exemplificdm cele trei observatii precedente prin ...

N
EXEMPL G

1) Functiaf: R - R, f(x) =x3 are 7
derivata f'(x) =3x>> 0,V x € R*,

fx)=x
X | —o0 0 +00 S
0 X
f + 0 +
S S0 7

Observam ca la stanga si la dreapta lui x, = 0 derivata este
pozitiva, deci x, = 0 nu este punct de extrem al lui f, ceea ce se
vede si in reprezentarea graficd a lui f (parabola cubica).

2) f: R [0, ), f(x)=x] y N
este continud in x, = 0, dar nu este ;\@
derivabila in 0; totusi x, = 0 este
punct de minim al functiei f. Q =

3) f:00,2] >R, f(x)=x" are
derivata pozitiva pe tot intervalul [0, 2].

x| [0 2]

! +

S 0) / f@2
m M
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functiile:
a)f:R >R, f(x)=x
b) 1 R—> R, f(x) =~
) f:R—>R, f(x)=—
d)f: R—>[0, ), f(x) =
e)f: R— (0, ), f(x) = e
£)f:(0,0) >R, f(x)=

8) f:(0,0) > R, f(x) = —Inx;
h) f:(0,0) >R, f(x)=

Inx — x;

4

) f:R—>R, f(x)=1+x2—%;
D R—>R, f(x)=-x*+ 8x%

K f:R >R, f(x):x2x+1;

Df:R\ {1} >R, f(x)= ;‘3;

(x-1"

R\ {-1} > R, =
m) f: RA =15 — f()( Ty

X+

n) f:lR\{%}—)lR,f(x):

2x-5|

1 .
x(x=1)"

0)f: R\ {0,1} > R, f(x)=

~2
p)f:RV{4} >R, f(x)= | |

Q) [ Ro>R, f(x)=x(x+1)(x+2);
1) f:R->R, f(x)=In(x*+1);

s) f:(0,00) >R, f(x) =xInx;

t) f:R>R, f(x)=x"e";

u) /:R—->R, f(x)=e” -cos3x.

21) Stabileste intervalele de mono-
tonie si punctele de extrem pentru



Observam ca punctul O(0, f(0)) este punct de minim si A(2,8)
este punct de maxim.

Probleme rezolvate.
Stabileste intervalele de monotonie si punctele de extrem
pentru urmatoarele functii:

1) f:R>R fx)=a*+bx+c,a#0,a b, ceR

Solutie.
Functia feste derivabila si f'(x) = 2ax + b.

Rezolvam ecuatia f'(x) = 0, adicd 2ax + b = 0; obtinem solutia

2_
xz—i. Calculdm f —i =—M=—A.
2a 2a 4a 4a
b b
X |- — +oo X |- —7—— +o©o
2a 2a
- 0 + 1+ 0 -
iy rlo
E 4a 4 4a N
(m) M)

-b —-A
Observam ca punctul [Z’ 4—) este un punct de extrem al
a

graficului functiei f si anume: punct de minim pentru a > 0 sau
punct de maxim pentru a < 0. Am regasit astfel rezultatele obti-
nute 1n clasa a IX-a, cand s-a studiat functia de gradul al doilea.

2))f:R-> R, f(x)=x>-3x

Solutie.

f'(x) =3x*-3; f'(x) = 0 are -1 1
solutiile x =-1 si x,=1. f|+ 0 - 0 +
Calculam f(-1)=2si f(1)=-2. 1,2 N -2

M m

Derivata pastreaza un semn constant pe fiecare din interva-
lele (-, —1), (-1, 1), (1, +o). Pentru determinarea semnului
derivatei putem folosi semnul functiei de gradul 2 (derivata
fiind functie de gradul 2), sau putem utiliza proprietatea lui
Darboux a functiei f'. Pentru aceasta, calculdm valoarea sa in
cate un punct al fiecarui interval (de exemplu, f'(-2) =9 > 0,
f'(0)=-3<0, f'(2) =9 > 0). Functia f este strict crescatoare pe
(—oo, —1] si pe [1, ) si este strict descrescatoare pe [-1, 1].
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22) Stabileste intervalele de mono-
tonie si punctele de extrem pentru urma-
toarele functii:
a)f:R—>R,f(x)=x*—-Sx+P,unde Ssi P
sunt numere reale;
b)f:R—> R, f(x)=-—x*+Sx— P,unde Ssi
P sunt numere reale;

o) f:R->R,f(x)=x*+3x;
d)f:R—> R, fix)=-x+3x;

e) f:R\{I} >R, f(x):iii;

HfR>R, f(x)=e+x;
2)f:10,2] >R, f(x)=x*+1;
h) /:[0,5] > R, f(x)=x>—4x + 3;
i) f[3,5] > R, f(x)=x*—4x+3;
) f:[0,0) > R, f(x)=x>—4x +3;
k) f:(0,0) > R, f(x)=x*—4x + 3;
) f:[2,0) >R, f(x)=x*—4x+3;
m)f:(2,0) > R, f(x)=x*—4x +3;
n) f:[-1, 1] >R, f(x)=e"—x;

0 f:[-1,1) >R f(x)=e +x;

DL DSRS0 =5

QD f:R>R, f(x)=x"e";
4cosx

1') f:[O,ZTE]—)IR,f(X)Z 4

—sin?x’

23) Determina cea mai mica si cea mai
mare valoare a functiei f(x)=6x— X pe
intervalul [-2, 3].

24) Pretul unei ore de mers cu autotu-
rismul se poate exprima cu ajutorul formu-

lei empirice p=a+bv’, unde a = 500 lei

Llei-h’
si b=0.35107 2" 5.

Care este viteza

cea mai economicd a masinii?
Indicatie.
Dacia parcurge lkm in timpul

oKL bretul pentru 1 km
T n 5 (1) Pretul pentru

a+bv’ a ) .
=—+bv" (lei). Pretul
v

este p=

. L . a
minim se obtine din p’ =0, deci v’ :%.

- -



Demonstrarea unor inegalitati cu ajutorul derivatelor

. 2 2 —_—

Sd demonstram inegalitdti asociind
acestora functii derivabile!

E¥EMPLY 1) Aratam ca x|-1 0 00
|1n(x +1)<xVx> 1| 71 T 0 _ 25) Demonstreaza:
x+1 .

Fie f: (-1, ©) > R, fl o~ o N a)xSez,Vxe R;
f(x)=In(x+1)-x. Din tabel M b) In(1+ x*) < x, V x > 0;
observam ca maximul functiei este 0; rezulta ca f'(x) < 0, Vx > -1, ¢) sinx + tgx > 2x, Vx e [ 0. ki j;
adica In(x + 1) —x < 0, Vx> 1. \ 2

d) x—x—<sinx<x,‘v’x>0;
2)Ardatam cd [(1 +x)* =2 1+ ox, Vx=>-1,Va>1 6

Fie o> 1 si functia f: [-1, 0) > R, f(x) = (1 +x)* — ax
Functia f este derivabild pe [-1, «) si f'(x) = ol + x)*! — a.
Ecuatia f'(x) = 0 are solutia unicd x = 0. Observdm ca o —1 > 0.

Daca x> 0, atunci (1 + x)*!'> 1 si deci f'(x)> 0.

Daca x € (-1, 0), atunci (1 + x)*! <1 sideci f'(x) <O0.

a
e) —=elna, Vx>0,a>1;
X

X
f) arctgx > ——,
x +1

Vx>0;

2

g) cosle—%, Vxelo,1].

11 este mlmlmvul Vfu?c‘gel.pe Xl 0 *© 26) a) Daca € (0, 1) si x> 1, avem

[-1, o), rézu ta 'ca u'nc‘glaA are f’ _ 0 + (1+x)°<1+ax
toate valorile mai mari decat 1, . . e 1 .
fla N1 Va (generalizarea inegalitdtii lui Bernoulli

adicd (1 +x)*—ox > 1, Vx = —

Aceastd inegalitate generalizeaza inegalitatea lui Bernoulli

pentru exponenti o reali, oo > 1.

1
3) Fie f: (0, ©) > R, f (X)=%. Folosind intervalele de

monotonie si punctele de extrem ale functiei date, stabileste

inegalitatea e* = x°, V x € (0, o).

pentru o

b) Fie p,g>0cu l+l=1.
P q

a’ b7

Dedu inegalitatea a-b < —+—.

P q

c) Dedu inegalitatea lui Holder:

pentrua, b, € R, 1 <i<n,p,g>0cu

Solutie. x, 0 ¢ ®
+ —
Functia f este derivabilé pe S 0
fl 7 Ve N
(0, ©) si 1 (x)— . Ecuatia M

f'(x)=0, adica 1 - lnx = 0, are solutia x = e. Punctul (e, 1/e) este
punct de maxim al functiei, deci f(x) < f'(e), V x € (0, ). Aceasta

. . . y Inx _1 .
inegalitate este echivalentd cu —<—, adica e-Inx

X e

¥ < e,V xe (0, ).

prefitse @ 1. Studiaza monotonia functiilor
— fR->R: a)f(x)=3x+5;
b) f(x) ==5x+9; ¢) f(x) = x¥%
P oS E

d)f (x) = x*", n € N* fixat;

e)f(x)=x**! ne N* fixat; f)f(x)=2x*—3x+5;
g) f(x)=—x>+2x; h)f(x)=x+3x; 1) f(x)=x>—3x.
@ 2. Stabileste intervalele de monotonie si even-

tualele puncte de extrem ale functiilor urmatoare, defi-
nite pe domeniul lor maxim de definitie:

a) f(x)=x*-6x; b)f(x) x - X;

O f@) =@ -2 d) f(x)= _2-

S5x
4.
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< x, deci

J gt

1
1
Jq

1
—+—=1 avem:
P q

Pentru p = g = 2 se obtine inegalitatea
lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz.

n
Z’ai'bi ’< Z|ai ‘p
i=1

i=1

@ 3. Determina intervalele de monotonie ale functiilor:

a) f:IR—{2}—>IR,f(x)=
b R—{I} >R, =
)[R} >R, f(x)= o —1)

@ 4. Studiazd monotonia functiilor:

a)f: [0, 1] > R, f(x) = cosx;

b) f: {—— E}—)IR f(x)=sinx;

2 b

c) f: [—5 Ej_)IR S(x)=tgx;

d)f: (0, n) > R, f(x) = ctgx;




e)f:(0,0) > R, f(x)=x— Inx.

@ 5. Studiaza monotonia functiilor f: D —> R,
unde D este domeniul maxim de definitie:

a) f(x) = e = 2x; b) f(x)=v4-x";

¢) f (x) = x + sinx; d) f(x) = x + tgx;

o f(x )—2”3 f fe=mxr
l+x—x2
ln\/_ X
B 1= b f=—

) f () = xIn(=x);

D f0= x/2+x,
—-Xx

k) f(x)=ﬁ;

1) f(x) = sinx — cosx;

4sin x

m) f(x)= n) f(x)=x%"

4—cos’x’
@ 6. Fie functiaf: R > R, f(x)z%/;+\3/7—x.
a) Determina intervalele de monotonie ale functiei /.

b) Utilizdnd monotonia lui f; stabileste care dintre nu-
merele A =3/2 +3/5 sau B= /3 +3/4 este mai mare.

@ 7. Fie functia f'(x) = ax(x — b)(x — ¢), a, b,c€ R.
Determina b si ¢ astfel incat functia f'sa admita pentru

4 S . .
X =— un minim si pentru x = 6 un maxim. Determina
apoi a € R astfel incat maximul lui f'sa fie egal cu 6.

x> +2ax+b

@ 8. Fie functia f(x)= ,a,b,c,deR.

x? + 2ex +
Determina a, b, ¢, d astfel incat functia sa aiba pentru

x =—1 un maxim egal cu 2 si pentru x = 1 un minim
egal cu 4.

x*+2a—b)x+b*—2ab+1
‘41-b7

a) Arata cd, daca a # b, functia are doud puncte de extrem

si anume, un punct de minim si un punct de maxim.

b) Fie m minimul si M maximul lui /; determina relatia

dintre a si b astfel incat sa avem m + M = 0.

@ 9. Fie f(x)= ,a,beR.

@ 10. Stabileste inegalitatea:
e>1+1In(1+x),Vx>-1,x#0.
(Institutul de Arhitecturd, Bucuresti, 1995)

@8 11. a) Demonstreaza inegalitatea:
e=x+1,Vxe R;

b) Aratd inegalitatea dintre media aritmetica si media
geometrica a n numere pozitive. (Inegalitatea G. Polya)
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@8 12. a) Studiaza monotonia functiei /: (0, +o0) — R,
_Inx
Sx)= .

b) Demonstreaza inegalitatea: 7! > (n + 1y, VneN, n=>3.

@8 13. Arata ca, pentru orice x € (0, E) , are loc inega-

2
2, (Inegalitatea Jordan)
s

@8 14. Demonstreaza inegalitatile:
a) ﬁ<ln(l+x)<x, Vxe(-1,0)U0, + ) ;

sin x

litatea: >

3
%<sinx<x,‘v’x>0.

@8 15. Fie Ac Rsi g, a, a, > 0 astfel incat
a +a, =2,V x € A. Arata ca, daca:

a) A= [0, ¢), atunci a,-a, > 1,

b) A = (¢, 0], atunci a,-a, < I;

¢) A= (-¢, ¢), atunci a
d) Generalizeaza enuntul pentru a,, v a > 0.

@ 16.Fief: R >R, f(x)=x - 3/(x %

a) Calculeaza XIEBC f(x) si )lgg f(x).

b) Determina f” si /' pe R\ {0, 1}.

c¢) Studiazd monotonia lui f .

d) Compara numerele: x, = J9 +3N16 six, = Ja+3025.

@ 17. Fie functiile f; g: R > R,
1) =(%) +(§) “1sig) =f@) - 1+x.

a) Determina g'(x) si g'’(x), pentru orice x € R.

b) Stabileste semnul functiei g'’ si precizeaza
monotonia functiei g'.

c) Utilizand teorema lui Rolle pentru functia g,
demonstreaza ca exista ¢ € (0, 1) astfel incat g'(c) = 0.
Arata ca punctul ¢ este unic.

d) Arata ca functia g este strict descrescatoare pe (0, c)
si strict crescatoare pe (¢, 1), unde ¢ este definit la c).
e) Arata ca, pentru orice x € [0, 1], g(x) < 0

b) x—

a=1
a,

@ 18. Determind numerele reale a si b astfel incat
functia /: R — R definita prin £ (x) = In(1 + [ + ax + b))
sd aibd puncte de extremin x =1, x =3 six=>5.

@ 19. Fie functia f:D—>R, f(x)=x+ ,
x+m

m e R, D fiind domeniul maxim de definitie al functiei 1.
Pentru ce valoare a lui m, abscisa punctului de minim
este jumatate din abscisa punctului de maxim ?

(Admitere 2000, Universitatea Transilvania Brasov)




7. Rolul derivatei de ordinul al doilea in studiul functiilor

Functiile convexe au proprietatea remarcabila de a admite in
fiecare punct derivate laterale. Derivata de ordinul al doilea a
unei functii ofera informatii despre convexitatea si concavitatea
functiei si despre eventualele puncte de inflexiune ale acesteia.

Am vazut ca semnul derivatei de ordinul intai ne indica daca o
functie este crescatoare sau descrescatoare pe un interval. Priviti urma-
toarele reprezentari grafice ale unor functii pe intervalul [a, b]:

¢ functii strict crescatoare 4 functii strict descrescitoare

V=

0 a b o a b x O a b x O a b
(1) 2) 3) “4)
Functiile reprezentate in (1) si (3) sunt convexe pe [a, b], iar
cele reprezentate in (2) si (4) sunt concave pe [a, b]. Vom defini, n
continuare, aceste notiuni.

Intervale de convexitate si concavitate ale unei functii

S
re
X

Definitie.
Fie functia f: I - R, unde I = R este un interval.
Functia /'se numeste convexd pe I daca, V x, x, € IsiV A € [0, 1],
S =2)x, +Ax) < (1= A (x)+A-f(x).
Functia /'se numeste concavd pe I daca, V x, x, € Isi V L € [0, 1],

S =2x, +Axy) = (1= A)f (x) +A-f(x,)

Observatie.
Functia f'este concava daca si numai daca functia —f'este convexa.

Interpretarea geometricd a definitiei
Fie functia f: I - R. Fixam x , x, € L, x, <x,. Orice punct
X, € (x, x,) se scrie sub forma x, = (1 — A)x, + Ax,, cu L € (0, 1).

B
fx) : .
(1=2)£(x) + M (x) J(xo)
FOe)f--A (1-2)f(x) + A (x)
f(xo) f(xl) TTTAL

XX X,

Punctul C(x,, f(x,)) se afla pe graficul lui £, iar punctul
D(x,, (1 = A)f (x,) + Af (x,)) se afld pe coarda care uneste punctele

Ax,, f(x) si B(x,, f(x,)).

Daca functia f este convexd pe 1, atunci punctul C este situat
sub punctul D (adicd y. < y,, sau f'(x)) < (1 —=A)f (x,) + Af (x,)),
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1) Reprezinta grafic urmatoarele
functii:
a)f:[2,5] >R, f(x)=x*-1;
b)f:[1,2] > R, f(x) =x* - 4x;
o) f:[-5 2]1>oR f(x)=x-1;
d)f:[2,3] > R, f(x)=x>—4x.

Care dintre aceste functii sunt cresca-
toare, descrescatoare, concave sau convexe
(conform imaginilor aldturate)?

2)Fiea,be R, a< b. Arata ca [a, b] =
={xe R|x=(1-1)-a+1-bAe [0, 1]}=
=fr€ R|x=1a+ibA, A >0, +1=1}

2
3) Fie IcR uninterval, x, x,, ..., x € 1,
deunde n € N, n > 2. Atunci, pentru A,

Ay oo A, Z0cud + A +.. .+ =1,

avem k1x1+ kzxz +..+Ax €L
n n

Sd interpretam definitiile functiilor
convexe / concave.

4) Rescrie definitia functiei convexe
. . . 1
si interpretarea ei geometrica pentru A = E

5) Rescrie definitia functiei concave

y . . 1
si interpretarea ei geometrica pentru A = E

6) Verifica (folosind definitiile) si
interpreteazd grafic reprezentarile func-
tiilor a), b), c), d), de la exercitiul 1.

xo f(x) 1
7) Aratd ca |x, f(x,) 1=0,
Xy Sf(x) 1

unde x, = (1 — A)x, + Ax,, A € [0, 1].

8) Daca f: I - R este convexa, atunci
Vx,x,el, VA, €[0,1]]cul +A =1,
are loc inegalitatea:

Shx, +hx, ) < Af(x) +Af(x,).

—



adicd f((1 — Ax, + Ax,) < (I = A)f (x,) + Af (x,); portiunea din
graficul functiei cuprinsa intre punctele A si B este situatd sub
segmentul (AB);

Daca functia f este concavd pe 1, punctul C este situat deasupra
punctului D (adicd y. = y,, sau f(x,)=(1-1)f (x)+Af(x,)),
adicd f((1-2A)x; +Ax,) =(1-A)f(x;)+Af(x,), deci portiunea
din graficul functiei cuprinsd intre punctele A si B este situata
deasupra segmentului (AB).

Intervalele pe care o functie este convexa (concava) se
numesc intervale de convexitate (concavitate) ale functiei.

Observatii.
¢ Functia /: T - R este convexa daca si numai daca V x,,
x,, x; € I cux < x<x,, punctul M,(x,, f (x,)) se afla sub sau pe
segmentul determinat de M (x,, f (x,)) si M,(x,, f (x,)).
¢ Daci f este convexd pe I, atunci
despre pantele dreptelor MM, , M M,
si M,M, putem afirma:
o) = /() S(s)=f(x) f(5) = f(x)
X, =X, Xy — X, Xy — X,

(1) (2)

M,

Reciproc, dacd pentru orice puncte x, < x, < x, din intervalul
I una dintre inegalitatile (1) sau (2) este adevarata, atunci functia
este convexa pe .

Lema.
Dacd f: 1 — R este convexa, atunci pentru orice x, € I functia

_ S = f(x%)

(raport) r : I\ {x,} = R, r(x)= este crescdtoare.
X=X,

Demonstratie.

Fie x, y€ I\ {x,} cux <y. Apar urmatoarele cazuri:
D x,<x<y; (AD) x<x,<y; (I):x<y<x,

In cazul (I) consideram inegalitatea (1) pentru x, = x, x = x,,
S =) SO = f (%)

X=X, N V=X,
Analog obtinem inegalitatea »(x)<r(y) siin cazurile (II) si (III).

¥ = X, si obtinem S r(x)sr(y).

e

9) Daca f': I - R este o functie con-

vexd, atunciV n€ N,n>2,x,x,, ..., x € Isi

AyAy oo b Z0cur +A +..+A =1 are

loc inegalitatea: /(A x+ Ax, + ... +Ax) <
SASG)FAL() + o FAf(x)

(inegalitatea Jensen).

Daca f este concavad, atunci are loc

inegalitatea de sens contrar. Scrie aceasta

inegalitate.

10) Arata ca:
a)f:R>R,f(x)=ax+b,a, be R este
convexa si concava; ce concluzie putem
trage?

b)g:R— R, g(x)=ax*+ bx+ c este convexa
pentru a > 0 si concava pentru a < 0.

11) Fie f, g : I > R doua functii
convexe. Aratd ca:
a) f+ g este convexa (Bacalaureat 1999);
b) a-f este convexa pentru o > 0.

12) Utilizand teorema unghiului ex-
terior, demonstreaza geometric echiva-
lenta inegalitatilor (1) si (2).

13) Arata ca functia

0,xe(0,1)

1, xe{0,1}

este convexa, dar este discontinua in
x =0 six =1 (la capetele intervalului).

fqaly»RVﬂﬂ={

14) Consideram functia derivabila
fTRo>R f(x)=ax*+bx+c,a >0.

Ce poti spune despre monotonia functiei /~?
Studiaza si cazul a < 0. Ce concluzie obtii?

Teorema.
Daca f: I - R este convexa, atunci in orice punct interior
intervalului I functia admite derivate laterale finite.

Demonstratie.

Fie x, punct interior lui I; atunci existd x , y € I, Vn=1, cu
(x), . sir strict crescator convergent la x si (y,), ., sir strict
descrescator convergent la x,. Aplicand lema precedentd, rezulta
rx) < r(y,), Vn=l,r(x) < rQy), ¥n=l, (r(x)), sir crescator,
iar (7(y,)), sir descrescator. Conform teoremei lui Weierstrass,
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15) Functiaf: R > R, f(x) =ax® + bx + ¢,
a > 0 este de doua ori derivabila. Calcu-
leaza f ''(x). Studiaza semnul lui f"'.
Ce observi? (Vezi si exercitiul 14).
Considera si cazul a < 0.

16) Fie f, g : I > R de doua ori
derivabila si a > 0. Arata ca:
a) daca f'si g convexe, atunci /+ g convexa;
b) daca f'si g concave, atunci f+ g concava;
c¢) daca f convexa, atunci af convexa;
d) dacd f concava, atunci af concava.

———————r



rezultd ca Jlimr(x,) = f/(x,) eR si Ilimr(y,)= f;(x,) €R

(o functie crescatoare are limite laterale finite n orice punct de
acumulare al domeniului de definitie)

Consecinta.
Dacaf: (a,B)cR — R este convexa, atunci f este continua.

Demonstratie.
Fie a, b puncte interioare din (a, ). Aplicand teorema prece-

’ ’ b)— ’ ’
dents, obtinem /(@< fi(@)<L =L < pipy< i)
Inmultind cu (b — a) inegalititile precedente si trecand la

limita dupa b— a, obtinem concluzia.

Teorema.
Fie f: 1 —> R o functie derivabila. Atunci f'este convexa daca si
numai daca f~ este crescatoare.

Demonstratie.

Daca f este convexa, fie a, b € I, a < b. Din teorema
precedentd avem f/(a)<f,(a)<f/(b)<f,(b) si, cum f este
derivabila, derivatele laterale sunt egale, deci f '(a) < f'(b),
adica f' este crescatoare.

Reciproc, fie x, x,, x, € I cu x,< x,< x,. Aplicand teorema lui
Lagrange functiei f pe intervalele [x, x,], respectiv [x,, x,], rezulta

_Sn) = fx)

caexistd c € (x,, x,), ¢,€ (x,,x,)astfel incat f'(c,)= N
27X

S(5) = f(x)
X

sif'(c;)=
X3 =Xy

f'(c,) < f'(c,), adica inegalitatea (1). Deci f este convexa.

. Din f” crescatoare si ¢, < c, rezulta

Consecinta. Fie f: I — R de doua ori derivabila pe I.
a) f'este convexa dacd si numai dacd f">0;
b) feste concava daca si numai daca f"<0.

Puncte de inflexiune ale unei functii

Fie o functie /: (a,b)cR — Rsix, € (a, b).

. 2 2 —_—

17) Studiaza convexitatea (conca-
vitatea) urmatoarelor functii:
a)f:R->R, f(x)=x%
b)f:R->R,f(x)=x*+x;

OfiR>R, f(x)=ey
d)f:R->R,f(x)=-x%
e) [:(0,+0)> R, f(x)=Inx;
f) f:[0, n] —>[0,1], f(x)=sinx.
18) Reprezinta grafic urmatoarele

functii si spune despre fiecare daca este
convexa sau concava:

aA)f:RoR, f(x)=x*+x+1;
b)f:R—> R, f(x)=x>+2x+1;
)ft:R> R, f(x)=x>+2x-3;
df:R>R f(x)=x+1;
e)f:R>R f(x)=-x+1;
x+1, x<0

f)f: R—>R, f(x)={4, o

Sa stabilim intervalele de convexitate,
concavitate si eventualele puncte de extrem
pentru functiile de doud ori derivabile.

19) Determind, daca existd, punctele
de inflexiune ale fiecarei functii:
a)f:R> R, f(x)=x;
b)f:R->R f(x)=x"+x;
o)f:R->R,f(x) =¢
d)f:R->R,f(x)=-x
e) f:R->R, f(x)=x-x;

Definitie.

Spunem ca x, este punct de inflexiune al functiei f daca:

1) fcontinud in x;

2) fare derivatd in x, (finita sau infinitd);

3) f este convexd pe (a, x,) si concava pe (x,, b), sau f este
concava pe (a, x,) si convexa pe (x,, b).

Observatie.
Daca x, este un punct de inflexiune al functiei, atunci M (x,, /(x,))
se numeste punct de inflexiune al graficului functiei.
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f) R>R, f(x)=¢";
g f:(0,+0)—> R, f(x)=2x>+Inx;

h) /:R—> R, f(x)= xe".




Fie f: I — R de doua ori derivabila pe I, f'(x) # 0, Vxel,
astfel incat existd un unic x, din interiorul lui I pentru care /"'(x,) = 0,
iar pentru x € I, x <x,, f"(x) > 0 (respectiv /"(x) < 0) si pentru
x€ Lx>x, f"(x) <0 (respectiv f/"(x) > 0).

Obtinem cazurile:

X xo X
f +  + + f + +
f” + 0 _ f” _ +

Q
Q

X )CO X
T ;- -
f)l + 0 _ f)l _ +

8
%
Q

Punctul M(x,, f (x,)) € i’/’f este punct de inflexiune al grafi-
cului. Cum f'(x,) € R*, ecuatia tangentei in M este y — f (x)) =

= f'(x,)(x — x,) si tangenta traverseaza graficul i’/ff .

Dacd f'nu este derivabila in x,, dar are derivata in x, infinitd si
S"'(x) > 0 (respectiv f"(x) < 0), Vxel, x <x,, iar f""(x) <0
(respectiv f"'(x) > 0), V x eI, x > x,, obtinem inca doud cazuri:

X X X

=

0 0
f' + +00 ’ +00 + f' - —00 ’ —00 -
T R Y R N
G, ﬁ G, y

In aceste doui cazuri, M(x,, f (x,)) este punct de inflexiune al
graficului lui f'si tangenta in M la grafic este verticala, avand
ecuatia x = x,.

Concluzie.

Pentru a determina intervalele de convexitate/concavitate si
punctele de inflexiune ale unei functii derivabila de doua ori,
procedam astfel:

e calculam f";

* rezolvam ecuatia f"(x) = 0; solutiile acestei ecuatii sunt
eventualele puncte de inflexiune ale functiei f* ;

* stabilim intervalele pe care (" are semn constant, acestea fiind
intervalele de convexitate/concavitate ale lui f(daca 1 >0 pe L, atunci
feste convexa pe [; daca /' < 0 pe I, atunci f'este concava pe I).
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e

20) Functia f satisface urmatoarele
conditii Intr-o vecindtate V a punctului x, =L

a) f()=2, f')=-1,
f este concava pe V;
b f)=2. f()=3.
f este strict crescatoare pe V,
f"(x)<0, Vxe V[ (-o,1);
c) f(D=2,
S =fi(1)=—0.

Imagineaza si traseaza curba reprezen-
tativa a functiei f pe V.

21) Pentru functiile urmatoare, x = 0
este punct de inflexiune. Determina ecuatia
tangentei la graficul fiecdrei functii in
punctul de abscisa x = 0:

—x/;,x<0'
\/;, x>0,

\/;,x<0
—\/;,x>0.

f:lR—)IR,f(x):{

g:lR—)IR,g(x)z{

22) Stabileste intervalele de convexi-
tate/concavitate si eventualele puncte de
inflexiune pentru fiecare din urméatoarele
functii:

a)f:[l,o) >R, f(x)=vx-1;

b)f: R* > R, f(x)zl;
X
¢)f:R->R,f(x)=x*+3x;

d)f:R>R,f(x)=x—6x;

e)f:R* > R, f(x):iz;
X
f) f: R — [0, 2x], f(x) = sinx;

x—1

g/ R>R, f(x)=

’

x2+1

Inx

h)f: (0,+x) > R, f(x):T;

Hf:Ro>R, f(x)=x-e".

- -



ErEMPLY

Solutie.
a) f este derivabila pe (0, ) si
1 , .
"(0)=+0, f'(x)=——; f este deri-
14(0) S'(x) N f 1
vabila pe (0, ), f"(x)=- .
N

Ecuatia f"(x) = 0 nu are solutii, dar
f"(x)<0,¥x€ (0,0). Deci f este concava
pe (0, ) si nu are puncte de inflexiune.

Observam cd reprezentarea graficd a
functiei radical f(x)= Jx corespunde
rezultatului obtinut mai sus.

b) /' (x)=3x*-3, f"(x)=06x;
solutia ecuatiei f"(x) =0 este x" =0.

Pentrux <0, /" (x) <0 sipentrux>0,
f"(x)>0.Deci f esteconcavape (—x,0)
si convexa pe (0, ), avand O(0, 0) ca
punct de inflexiune. Observam ca graficul
lui f'este simetric fatd de O (f este impara).

b) f:R>R, f(x)=x"-3x.

Stabileste intervalele de convexitate/concavitate ale
functiilor urmatoare si punctele de inflexiune ale acestora:

a) £ [0, 0) > R, f(x)=+x;

X | —o0 0 0
f" _ 0 +
7 0 "

B 2 22—

23) Stabileste intervalele de convexi-
tate/concavitate si, daca existd, punctele
de inflexiune ale urmatoarelor functii
definite pe domeniul maxim de definitie:
a) f(x)=x*+4x+1;

b) f(x)=-3x>—x+2;

) f(X)=x*+9x2—x+1;

d) f(x)=x - 16;
e) f(x)=2x"—-3x+1;
ﬂﬂmil;
— X
1 .
2 ()=
h) f(x)=—"5;
1—x
D =y
x+1
D f=e™;

K) f(x) = lnx;
) f:]0, 2n] > R, £ (x) = sinx — cosx;
m) f(x) =In@x*+1);
n) f(x)=(x+1)> +(x-1)°.

pRIBLESE
= @ 1. Completeaza tabelul de variatie in
ﬁ fiecare dintre situatiile urmatoare:
pRopssE
X 2—¢ 2 2+¢, € >0 fixat
f'«) |\ [/ /i
f) |\ (224
[ |\ (/i
YA a)
2-¢ 2+€
0 2 X

0 2-¢

2

2+€

=Y
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. a b c
are loc egalitatea —+ —+—=

@8 2. Utilizand concavitatea functiei f(x)=+/x,

arata cd: Vo, a,,..,0,=0 cuo, + o, t..+ao =1

n n
si v x, x,, ..., x, = 0, atunci Zoc“/xi < ,Za[x[ .
i=1 i=1

@8 3.a)Functia /:(0,+%)—>R, f(x):l este concava?
x

b) Pentru oricarea, b,c,x,y,z>0 cua+b+c=1

1

X y z ax+by+cz



@ 4.a)Functia 1:(0,+0) >R, f(x):l este concavi? @ 5. Dacda 4, B, C sunt masurile unghiurilor unui
x

. triunghi ABC, demonstreaza ca
b) Pentru oricarea, b,c,x,y,z>0 cua+b+c=1 &

a4 b c I InA+InB+InC>3In>.
are loc egalitatea —+ —+—>————. 3
X y z ax+by+cz

Teste de evaluare

Testul 3
Testul 1

Consideram functia 4 id 1. Se considerd functia f:R —>[_£, +ooj,
f:00,2) > R, f(x) = In(ax® + bx), 1 iz B » 2
unde a € Rsi b € R, avand N f(x)—gx arctg x .
reprezentarea grafica alaturata: i <

Dreapta d are ecuatia x = 2. | a) Calculeaza f'(x),xeR.

' | < o S =D
1. Aratd ca: [1(0)=22EL e 0, 2). b) Caleuleaza limZ 2=/ ()
ax” +bx ol ox—1
2. Presupunand ca reprezentarea grafica a func- c) Calculeaza f"(x),xeR.

tiei f trece prin punctul A(1, 0) si admite in acest

) S ) d) Stabileste intervalele de monotonie ale functiei f.
punct tangentad orizontald, determind a si b.

e) Stabileste intervalele de convexitate si de concavitate
3. Fie functiile g : R > R, g(x) = —x* + 2x si ale functiei 1.
S:(0,2) > R, fix) = Ing(x). f) Arata ca functia f'este inversabila.

a) Determina }Clir(} g(x), apoi %gr(} f(x) si }grzl g(x), g) Calculeazi ( f"l)'[l+ Ej.

apoi lim f(x). 34
x—2 5 P ) . ) (X)C+B, x<1
b) Calculeaza g'(x) si aratd ca f'(x)=—=X+2 2. Se considera functiaf: R—>R, f(x)=1 _, ~
g(x) e, x=l1
¢) Studiazd semnul functiei /"'(x) si completeaza a) Determind numerele reale o si 3, astfel incat functia
tabelul semnului functiei f. f'sa fie derivabila pe R.
Testul 2 y b) Pentru o si B determinate la punctul a), aratd ca

) -0l <lk-3,Vx.ye R

1
1. Consideram functia E x
g:(0,0) > R, 1 i 3.Fiene N*si o :e_znli (e este ,,numarul lui
g(x)=-—x* -2+ 2In x, T o i ”
avand reprezentarea grafica ala- =377

G - e Euler”). Se considera functia
turatd: Prin lecturd grafica:

a) determind intervalele de ) _ Coym S (1-x)*
monotonie ale functie g; SiROR, f)=h,A=0)" +e {14_; k'

b) determina semnul functiei g pe (0, ). 2) Aratd ca £(0) = (1)

2. Consideram functia f': (0, ©) > R,

b) Aratd ca f'(x)= (1_)'6)”

f)=-x+5-210% e -an, JvxeR

¢) Aplica teorema Iui Rolle restrictiei functiei f la

intervalul [0, 1] si arata ca exista 0 € (0, 1) astfel incat
0

a) Determind lim f(x) si lim f(x).
X—0 x—0
b) Calculeaza derivata functiei f. Verifica daca e

f'(x)=g(§),Vxe (0,0). ":(n+1)!‘

X o 11 1)
¢) Dedu semnul lui /', apoi determina intervalele d) Arata ca ,1122(1 +1_! +2_!+ +_j =e.

de monotonie ale functiei f.
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Reprezentarea grafica a functiilor

1. Reprezentarea grafica a functiilor

A reprezenta grafic o functie /: D — R inseamna a trasa (a
desena) Intr-un reper cartezian graficul lui f; ng= {Cx, f(x) |x € D}.

Reprezentarea grafica a unei functii este utila in ilustrarea unor
proprietati locale si globale ale acesteia si, implicit, in aplicatiile
din care provine sau n care este utilizatd functia respectiva.

Vom prezenta un mod de lucru sistematic in reprezentarea
graficd a unei functii. Recomanddm parcurgerea urmatoarelor
etape de determinare succesiva a unor elemente caracteristice,
importante ale functiei.

L. Domeniul de definitie al functiei (contine toate informatiile
legate de domeniul de definitie al functiei, notat cu D).

¢ Stabilirea domeniului de definitie (acesta fie este dat in
mod explicit prin definirea functiei respective, fie este subinteles
ca fiind domeniul maxim de definitie si se determina).

¢ Gdasirea (dacd existd) a intersectiilor graficului cu axele
de coordonate
— intersectiile cu axa Ox (y = 0) sunt puncte de forma (x,, 0),
(x,, 0), ..., unde x , x,, ... sunt solutiile ecuatiei /' (x) = 0 (daca exista!);
— intersectia cu axa Oy (x = 0) este punctul de forma (0, f(0))
(dacd punctul 0 apartine domeniului de definitie!)

¢ Calcularea valorilor functiei (dacd este cazul, a limitelor
functiei) la capetele domeniului de definitie si determinarea
asimptotelor functiei (dacd existd): ne intereseazad comportarea
functiei la capetele domeniului de definitie, obtinand astfel infor-
matii despre eventualele asimptote verticale sau orizontale ale functiei;
daca functia nu admite asimptote orizontale la +oo sau la —oo, veri-
ficdm daca functia admite asimptotd oblica la +oo, respectiv la —o.

.. 7%€  «Daci x, este un punct de acumulare pentru D, x, ¢ D si
&
L. daca Jlim f(x)==xco sau Flim f(x)=200, atunci
A A T A X—>Xg X=X

X<Xy X>Xq

dreapta x = x, este asimptotd verticald a functiei f la stinga sau
la dreapta lui x,. Deci ne punem problema existentei asimptotelor
verticale dacd D, domeniul de definitie, are puncte de acumulare
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Sd reprezentam grafic!

1) Determina: a) domeniul de definitie;
b) punctele de intersectie (daca exista) ale
graficului functiei f'cu axele de coordonate;
c) valorile functiei la capetele domeniu-
Iui de definitie;
d) determina asimptotele functiei (daca
existd), pentru fiecare din functiile:

DAx)=x"-2x+1; 2)filx)=x"—1;
X

3) fix) =x*+1; 4) f(x)=x2_1;
5 f=— 0 fW=m
7) fix) = x°; 8) fix) = x*;

9 f(x)=+/x; 10) f(x)=3/x;
11) fix) = 25 12) f(x)=Gj ;
13) fix) = €% 14) flx) = Inx;

15) f(x)=10g1x;

17) fix) = sinx;2
19) fix) = arcsinx;

16) fix) = logzx;

18) fix) = arctgx;
20) fix) = arctg x.

2) Pentru fiecare dintre aceste functii:
a) determina /' si gaseste eventualele
puncte de extrem;
b) determind /" si gaseste eventualele
puncte de inflexiune;
c) completeaza tabelul de variatie;
d) traseaza graficul fiecarei functii in parte.

3) Figura urmatoare reprezinta graficul
unei functii, & si graficul derivatei
functiei, %  , in acelasi reper xOy.
Identifica @f si @f,.

—>"

*



care nu apartin lui D (pentru functii care au numitor se
cerceteazd punctele in care se anuleazd numitorul).

» Dacd D contine intervale nemarginite si 3 lir? f(x)=1

X400

(/ finit), atunci dreapta y = [/ este asimptotd orizontald a functiei f.

* Daca D contine intervale nemarginite si 3 m= 1i11l @

X—>Too

(m finit), 3n = lirilw( f(x)—=mx) (n finit), atunci dreapta y = mx + n
este asimptotdxol;lica' a functiei f la +oo, respectiv —oo.

¢ Studierea continuitdtii functiei pe D si determinarea
multimii pe care functia f este derivabild.

1. Derivata de ordinul intdi (da informatii despre monotonia
functiei si despre punctele de extrem ale acesteia)

4 Calculam /.

¢ Rezolvam ecuatia /'(x) = 0 (solutiile acestei ecuatii, no-
tate xl’, xz’, ..., sunt eventualele puncte de extrem ale functiei).

4 Stabilim semnul derivatei intai, adica intervalele pe care
/' are semn constant; acestea sunt intervalele de monotonie ale
lui f (daca /” > 0 pe I, atunci f este strict crescatoare pe I; daca
f' <0 pe I, atunci f este strict descrescatoare pe /).

111. Derivata de ordinul al doilea (da informatii despre
convexitatea/concavitatea functiei si despre punctele de inflexiune
ale acesteia)

¢ Calculam /.

¢ Rezolvam ecuatia f/''(x) = 0 (solutiile acestei ecuatii, notate
/'y x)", ..., sunt eventualele puncte de inflexiune ale functiei).

4 Stabilim semnul derivatei a doua, adica intervalele pe care
f'" are semn constant; acestea fiind intervalele de convexitate /
concavitate ale lui f (daca /"' > 0 pe I, atunci f este convexa pe [;

daca /" < 0 pe 1, atunci f este concava pe ).

X X

IV. Tabelul de variatie (sistematizeaza rezultatele obtinute
in etapele anterioare).

¢ Pe prima linie se trec, in ordine crescatoare, valorile remarcabile
ale lui x (domeniul de definitie, abscisele intersectiilor graficului
cu axele, zerourile derivatei intai, zerourile derivatei a doua).

¢ Pe adoua linie se trec informatiile referitoare la derivata intai,
obtinute in etapa a Il-a.

4 Pe a treia linie se trec valorile lui f corespunzatoare valorilor
lui x din prima linie si sdgetile corespunzatoare monotoniei lui f.

# Pe ultima linie se trec informatiile referitoare la derivata a
doua obtinute in etapa a Ill-a si simbolurile pentru convexitatea
sau concavitatea functiei (daca s-a determinat si derivata a doua).

V. Trasarea graficului

Intr-un reper cartezian xOy reprezentim asimptotele functiei
(daca exista) si punctele remarcabile (x, f(x)) din tabelul de variatie.
Unim printr-o linie curba punctele obtinute, tinand seama de
asimptotele, monotonia, convexitatea sau concavitatea functiei f.
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VA

=V

4) Verifica daca obtii tabelul de varia-
tie si reprezentarea grafica a urmatoarelor
functii:

a) f:(0,0)—>R, f(x)=Inx

X 0 1 0
V + +
f o 0 St
f" _/\_
y

1
x2

b) f:R* >R, f(x)=

X | —oo 0 +00

<

~ ==
o

+
/
+
N N
Observam ca
functia f este para
(graficul este si-
metric fata de Oy).

=N\

0l )
0 f(0)=112
e 1]

x |-o -1 0 1 3 +o0

M

-0+ + | -0+

tooN, 2 2 3 2 HooltooN, 6 S+

S~~~

+ 0+ o+ |+ o+

N~_ N

- -



Observatii.

¢ Tabelul nu trebuie sa continad elemente contradictorii.
Eventualele neconcordante din tabel provin din greseli de calcul.

¢ Daca determinarea derivatei a doua este laborioasa, se poate
renunta la studierea acesteia, convexitatea/concavitatea functiei
rezultand prin corelarea celorlalte informatii.

¢ Este util s observam anumite proprietati ale functiei studiate:

* Daca f = 0 (respectiv /< 0), atunci graficul lui f este situat
deasupra axei Ox (respectiv sub axa Ox).

* Daca D este o multime simetrica si f este o functie pard
(f (=x) =f (x), V x € D), atunci graficul lui f este simetric fata de
axa Oy. Daca D este o multime simetrica si f este o functie impard
(f (=) == (x), ¥V x € D), atunci graficul lui f este simetric fata
de origine. Pentru o functie pard sau impara se poate studia
functia pe D N [0, «) si trasarea reprezentarii grafice se face
prin simetrie (fatd de Oy sau fatd de O) pe D.

* Daca f'este o functie periodicd, atunci studiul se face pe un
interval de lungime egald cu perioada principala a functiei, graficul
functiei fiind trasat pe D prin translatie.

exémrie ) Functia f(x)=|x ,fiR—>R N
este pozitiva, adicd f(x) = 0, Vx e R;
graficul ei este situat deasupra axei Ox.

Deoarece fi—x) = |-x| = |x| = Aix), Vx € R,
functia f este parad si reprezentarea grafica o >
este simetrica fata de axa Oy.

2) Functia f (x) = —=x%, f: R > R este
negativa, adica f (x) < 0, V x € R; graficul
ei este situat sub axa Ox.

Deoarece f{—x) = —(—x)* = — x> = f{x),
Vx € R, functia f este para si reprezentarea
graficd este simetricd fatd de axa Oy.

3) Functia f (x) = x°, f: R > R este
impard: f(—x) = (=x)P=-x*=—f(x), Vxe R;
graficul ei este simetric fatd de origine.

4) Functia f'(x) = sinx, f: R — R este periodica, cu perioada
principala T, = 2n

Deoarece f{x + 2kn) = sin (x + 2kn) = sinx, Vx € R, Vk € Z,
atunci T = 24m.
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5) Stabileste domeniile de definitie,
reprezintd grafic functiile si verifica daca
obtii graficul alaturat fiecareia:

x> +1

a) f(x)=

x2 -1




Exercitii rezolvate. Reprezintd grafic functiile urmatoare:

1) f(x) =x, cune N.

Domeniul de definitie este D = R.
Intersectiile cu axele:
N Ox (y = 0): avem x*" = 0 cu solutia x = 0, deci
graficul functiei f intersecteaza axa Ox In O(0, 0),
care este si punctul de intersectie cu axa Oy.
Asimptote:
* functia nu admite asimptote verticale;
e lim f(x)= lim x*" =0, deci functia nu admite
x—too x—>too
asimptote orizontale;
PAC))

X

e m= lim

xX—>+o00

. 2n-1 . .
= lim x™" =400, deci functia nu

x—>to0
admite asimptote oblice.
Functia este continud si derivabild pe R.
I1. Studiul derivatei intdi
f'(x) = 2nx*"'; ecuatia f”(x) = 0 are solutia x| =
si semnul derivatei Intai este dat in urmatorul tabel:
0
0

x|

J'@)| -

+

II1. Studiul derivatei a doua
f"(x)=2n(2n-1)x>"7;

solutia x/=0 si semnul derivatei a doua este dat in

ecuatia f"(x)=0 are

urmatorul tabel:
by | 0
S+ 0+
IV. Tabelul de variatie
X —00 0 +o0
f'(x) - -0 + +
f(x) +0o N 0 S H4o
x| + + 0o + +
N~~~
V. Reprezentarea graficd a functiei
y
O| X

Observatie. Reprezentarea grafica de mai sus se
numeste parabold.
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2) f(x) =x*" cune N.
I. Domeniul de definitie este D = R.

Intersectiile cu axele

NOx (y = 0): avem x*"*! = 0 cu solutia x = 0, deci
graficul functiei f intersecteaza axa Ox in O(0, 0),
care este si punctul de intersectie cu axa Oy.

Asimptote:

* functia nu admite asimptote verticale;

. . 2n+1 . .
« lim f(x)=lim x™" =400 deci functia nu

X—>+o0 x—>Ho0

admite asimptote orizontale;

f(x)

X
asimptote oblice.

Functia este continud si derivabild pe R.

. 2 . . .
= lim x™ =+, deci functia nu admite

x—>%o0

o lim

X—>+00

II.  Studiul derivatei intdi

f'(x) = @n + 1)x*; ecuatia f'(x) = 0 are solutia
x; =0 si semnul derivatei intai este dat in urmatorul
tabel: |

X

S'@)|+

0
0

+

1I1. Studiul derivatei a doua
f"(x)=2n+1)2nx*""; ecuatia f”"(x) =0 are solutia

x;=0 si semnul derivatei a doua este dat in urma-

torul tabel: . | 0
S - 0+
IV. Tabelul de variatie
X —00 0 +o0
f'(x) + o+ 0o + +
f(x) -0 S 0 0 +o
" - = 0 + +
S VR N

V. Reprezentarea graficd a functiei
y

Observatie. Reprezentarea graficd de mai sus se
numeste parabold cubicd.



3) fix) = —x* + 3x%

1. Domeniul de definitie este D = R.

Intersectiile cu axele:

*NOx (y = 0): avem —x* + 3x* = 0, adicd x, = 0 si
x, = 3, deci graficul intersecteaza axa Ox in punctele
0, 0) si (3, 0);

* NOy (x = 0) este punctul (0, 0) deja obtinut

Asimptote:

* functia nu admite asimptote verticale;

e lim f(x)=lim(—x’ +3x*)=—0 si lim f(x)=

= lim (—x” +3x’) =0, deci functia nu admite asim-

X—>—00
ptote orizontale;
. X .
m= lim Jx) = lim (—x* + 3x)=-, deci functia
x>ty x—>to0 ’

nu admite asimptote oblice;
Functia este continud si derivabild pe R.

II.  Studiul derivatei intdi
f'(x) = =3x* + 6x; ecuatia f'(x) = 0 are solutiile
x; =0 si x; =2 si semnul derivatei este dat in tabelul

urmator:
2

0

x|

J'@)| -

0 +

1I1. Studiul derivatei a doua
f"(x)=—6x+6; ecuatia f"(x)=0 are solutia

x/=1 si semnul derivatei a doua este dat in tabelul

urmator: |
X 1
o+ o0 -
IV. Tabelul de variatie:
X |- 0 1 2 3 4o
f'(x) -0+ + 0 - -
f(x) oN, 0.2 74N 0\ —o
"(x + + o - - -
/e N VR

V. Reprezentarea graficd a functiei
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1,
4) f(x):gx" -X.

Domeniul de definitie este D = R.
Intersectiile cu axele:

*NOx (y=0): %x3 —x=0, adicd x(x> - 3) =0, cu

solutiile x, = 0, x, =3 si x, =3 , deci graficul
intersecteaza axa Ox 1n trei puncte (0, 0), (\/3 ,0),
(_\/ga 0) 5

* NOy (x = 0) este punctul (0, 0) obtinut deja.

Asimptote:

* functia nu admite asimptote verticale;

. (1
. )lggf(x)ﬂgmm(gf —xj=oo si lim /(x)=—o0,

deci functia nu admite asimptote orizontale;

S)

* m=lim =+o0, deci functia nu admite asim-

x—oio oy

ptote oblice;
Functia este continud si derivabild pe R.

I1. Studiul derivatei intdi

JS'(x) =x* - 1; ecuatia f'(x) = 0 are solutiile x/ =1
si x) =—1; semnul derivatei intai este dat in tabelul
x | -l 1
S@[+F 0 - 0+

urmator:

II1. Studiul derivatei a doua
f"(x)=2x; ecuatia f"(x)=0 are solutia x/=0;
semnul derivatei a doua este dat in tabelul urmator:

X | 0
S@l- 0+
IV. Tabelul de variatie
X —0 —\/5 -1 0 1 \/5 +o0
ffx)| + + 0 -- 0 +  +
2 2
f(x) | 20 E\.O \1—5 /0 S+oo
x| - — - o + + +
7~ N\ N~~~
V. Reprezentarea graficd a functiei
y
2
-3 1 ::j-. 1
3

Observatie. Reprezentarile grafice ale functiilor
polinomiale nu au asimptote.



1
5) f(x)=—,,cune N~
X

1. Domeniul de definitie este D = R\ {0}.

Intersectiile cu axele:

Graficul lui f nu intersecteaza axa Ox (deoarece
flx) # 0, Vx € D) si f nu intersecteaza axa Oy
(deoarece x # 0).

Asimptote:

. £ig(}f(x) =0, £i£13f(x) =+, deci f admite

x<0 x>0

dreapta x = 0 ca asimptotd verticala;
. lirP f(x)=0, deci f admite dreapta y = 0 ca
X—>L0
asimptotad orizontald la +oo si la —oo;
* functia nu admite asimptotd oblicd (deoarece
admite asimptotd orizontald si la +oo si la —o0).
Functia f nu este definitd in 0, deci functia f este
continud si derivabild pe (-, 0) si pe (0, ).

I1. Studiul derivatei intdi

f'(x) =—%, avand semnul dat de tabelul:
X
X | 0
f@l+ -
1I1. Studiul derivatei a doua
2n(2n+1
S7(x) Z% , avand semnul dat de tabelul:
X | 0
el I+

IV. Tabelul de variatie

X —o0 0 +o0
S'(x) + -
f@ [0~ TEITOON 0
A NG N

V. Reprezentarea graficd a functiei

y

6) f(x)=x;1+1, cun € N.
1. Domeniul de definitie al functiei este D = R\ {0}.

Intersectiile cu axele:

Graficul lui f nu intersecteaza axa Ox (deoarece
f(x) # 0, Vx € D) si f nu intersecteazd axa Oy
(deoarece x # 0).

Asimptote:
. lin(}f(x) = —00; lin% f(x)=+0, deci f admite
x<0 x>0

dreapta x = 0 ca asimptota verticala;
. ILIP f(x)=0, deci f admite dreapta y = 0 ca

asimptotd orizontala.
* functia nu admite asimptotd oblicd (deoarece
admite asimptotd orizontald si la +oo si la —o0).
Functia f nu este definitd in 0, deci functia f este
continud si derivabild pe (-, 0) si pe (0, ).

II. Studiul derivatei intdi

2n+1
f'(x) =—% , avand semnul dat de tabelul:
X
X | 0
S@l- 1 -
II1. Studiul derivatei a doua
2n+1)(2n+2
f(x) Z—( sz” ) , cu semnul dat de tabelul:
X | 0
frol- 1+
IV. Tabelul de variatie
X —o0 0 “+00
S'(x) - -
f@ [0 N TP N0
S (%) /:\ Q/

V. Reprezentarea graficd a functiei

y




x’-2x+3
x*+2x-3°
L. Domeniul de definitie

Punem conditia ca numitorul sa fie diferit de O,
deci x> + 2x — 3 # 0, adica x, # — 3 sau x, # 1; deci
D =R\ {3, 1}.

7) f(x)=

x*=2x+3
x24+2x-3
cu A = -8, adica nu existd x real astfel incat y = 0;

*NOx (y=0): =0,deunde * - 2x+3=0

deci graficul functiei f nu intersecteazd axa Okx;
* NOy (x = 0): f0) = -1, deci (0, —1) este punctul
de intersectie cu axa Oy.

Asimptote:
. lin_lsf(x) =+00, lin_lsf(x) =-—oo, deci dreapta
x<-3 x>-3

x = =3 este asimptota verticala a functiei f;
. lin} f(x)=—o0; lin} f(x) =40, deci dreapta x =1
x> x>

x<1 x>1

este asimptota verticala a functiei f;
_x’=2x+43
o lim ————=
xoro xT +2x =3
totd orizontald a functiei f catre +oo si —oo.
* functia nu admite asimptotd oblica (deoarece
admite asimptotd orizontald la +c0).
Functia f este continud si derivabild pe fiecare
din intervalele (—oo, —3), (-3, 1) si (1, «).

I1. Studiul derivatei intdi

, deci dreapta y = 1 este asimp-

f'(x) :(xfi(;—x_z)z’ cu semnul dat de tabelul:
X -3 0 1 3
4x - - 0 + + +
x—3 — 0 +
o +2x -3y | + + - - -
£1(x) + 1 + 0- |- 0 +

I1. Studiul derivatei a doua este mai complicat, fiind
calcule mai multe; vom deduce convexitatea si conca-
vitatea functiei prin corelarea celorlalte date obtinute.

V. x | = 3 0 1 3 4w
ol o+ [+ 0 -] - o0 +
T
J()
V.
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. 2x -1
8 xX)=—.
) =0
I. Domeniul de definitie este D = R\ {1}

Intersectiile cu axele:

*NOx (y=0): avem

1

0 cusolutia x=

o

deci graficul functiei f'intersecteaza axa Ox in O(l

* NOy (x = 0): este punctul (0, —1).

Asimptote:

. 1i£1}f(x) = +00, liil} f(x)=+00, deci f admite
x<1

dreapta x = 1 ca asimptotd verticala;

e Nl'_‘

o

2

x>1

. lirP f(x)=0, deci f admite dreapta y = 0 ca

asimptota orizontald la +oo si —oo;

* functia nu admite asimptotd oblica.

Functia nu este definitd in 1, deci functia f este
continud si derivabild pe fiecare din intervalele
(o0, 1) si (1, ).

II. Studiul derivatei intdi

f'(x)=———=, avand semnul dat de tabelul:
(x—1)
x | o 1
S@- 0+ | -
I11. Studiul derivatei a a doua
2(2x+1
f "(x)zLR, avand semnul dat de tabelul:
(x—1)
1 ]
x | :
Sol- 0+ [+
IV. Tabelul de variatie
o T
T 2 2 ”
f - — 0 + 4+ -
8
f 0\ —5\.—1/'0/'4—00—!—00\0
Vi _ 0 + + + + -
77 N\ A

V. Reprezentarea graficd a functiei
Y

|
| - =
P 1
1
T
S
oo




. 2
9) fx)=3"1D"

x+1
1. Domeniul de definitie este D = R\ {-1}

_ (x=1)*
NOx (y = 0): avem
x+1
deci graficul functiei f intersecteaza axa Ox in O(1, 0).
NOy (x = 0): este punctul (0, 1).
Asimptote:
. lim1 f(x)=—o0, lirn1 =+o0, deci dreapta x = -1

=0 cu solutia x = 1,

x<-1 x>-1
este asimptotd verticala;

* lim f(x) =c0; lim f(x)=—o0, functia nu admite

X—0 X—>—00

asimptotd orizontald.

em=lim f(x)=1;n=1lim(f(x)—x)=

x—>to0 x—to0

. —3x+1

= lim

x—>to0

=-3, deci y = x — 3 este asimptota oblica.
X

Functia nu este definitd in —1, deci functia este con-
tinua si derivabila pe fiecare din intervalele (—o, —1) si
(_1 H] OO)

II. Studiul derivatei intdi

f'(x) :w are semnul dat de tabelul:
(x+1)
x | 3 -1 1
S@+0-1 -0+

II1. Studiul derivatei a a doua

8
f'(x)= — are semnul dat de tabelul:
(x+1
X | -0 —1
frel -

IV. x |- -3 -1 0 1 oo
J'x) + 0 - |- - 0 +
f) |—0 /-8 N —o |+ N(1 N\ 0 A +oo
fu(x) —/_\— | + +

V. :\y

I
g

Ry <l
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10) f(x)=%x,neN*

L. Domeniul de definitie este D = [0, o)
Intersectiile cu axele:
*NOx (y = 0) si NOy (x = 0) In punctul (0, 0).
Asimptote:
fnu admite asimptote verticale, orizontale sau oblice.
Functia feste continud pe [0, ) si derivabild pe
(0, o).

1 1
11. Studiul derivatei intdgi f'(x)=—
f ( ) 2}1 2n[x2n—1
. L. 1 2n-1 1
1. Studiul derivatei a doua "(x)=—— -"—_.
f ( ) 2}’1 2}’1 2n[x4n—1
IV. Tabelul de variatie x | 0 +00
S+
10 S ©
el

V. Reprezentarea graficd a functiei

yV
’

1) f)=>x

Domeniul de definitie este D = R

Intersectiile cu axele:

*NOx (¥ = 0) si NOy (x = 0) in punctul (0, 0).

Asimptote:

fnu admite asimptote verticale, orizontale sau oblice.
Functia f este continud pe R si derivabild pe R*.

X

/ 1 1
11. Studiul derivatei intéi  f'(x)= o ._2n+\1/x7
1. Studiul derivatei a doua f"(x)= 2n S 1
Qn+1y 2yt
IV. Tabelul de variatie
X | = 0 +00
f + |+
f —0 /‘ 0 /‘ —+00
" + ] _
N S N\

V. Reprezentarea graficd a functiei ly/
/O‘ x




12) f(x)=;\/x2 1

L. Domeniul de definitie

Din x> — 1 = 0, obtinem D = (-0, —1] U [1, +o0).

*NOx(y=0): Vx*-1=0,adicix, =-1six,= 1,
deci graficul intersecteaza axa Ox in punctele (-1, 0)
si (1, 0);

* N Oy: graficul nu intersecteazd axa Oy deoarece
x # 0.

Asimptote:

* functia nu admite asimptote verticale;

1 . .
+ lim —/x?—1=+w, functia nu are asimptote

x—>to0 )
orizontale;
e S 1 .
. m_llfi . 5§ n-il_r)lolo(f(x)—mx)—O,

1
deci dreapta y =Ex este asimptotd oblica la +oo;

m = limwz

X0 X

—% si n'=1im(f(x)—mx)=0 de

1
unde dreapta y = —Ex este asimptota oblica la —o.

Functia este continud pe fiecare interval (—oo, —1]
si [1, o) si derivabild pe fiecare interval (—oo, —1) si
(1, ).

1. Studiul derivatei intdi

(x)=——2—, Vxe(-w0, —)U(, 0);
S'(x) N xe( YU(L, )

f'(x) = 0 nu are solutii reale (x; =0¢ D).

ecuatia

I11. Studiul derivatei a doua

f(x)=— ; ecuatia f(x) = 0 nu are solutii.
2((x* =1)°
IV. x |- ~11 +00
Va - —olllfJe +
Sl N 00 g e
I ~ oo =
V.
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13) £ () = In(x* — 1)

L. Domeniul de definitie
Din conditiax? — 1 > 0, obtinem D = (—o0, —1) U (1, ).
N Ox: (y = 0): In(x* — 1) =0 cu solutiile x, =—+/2 si
NEX

b

X, =
N Oy: graficul nu intersecteaza axa Oy deoarece
x=0¢ D.
¢ limIn(x®> —1)=—o, deci dreapta x = —1 este
asimptx()/t_a“i verticald la stanga; 1}311 In(x* —1) = —0,
deci dreapta x = 1 este asimptota verticald la dreapta.
. lirP In(x* —1) = o, functia nu admite asimptote
orizoriftzl_e:co
* nu admite asimptotd oblicd (deoarece

S&)

lim ix) =0=m si n=1lim f(x)=+4x0).

X—>0

Functia este continud si derivabild pe fiecare din
intervalele (-0, —1) U (1, ).

1I. Studiul derivatei intdi

f '(x)=zil; ecuatia f'(x)=0 nu are solutii in D.
-

111. Studiul derivatei a doua

2
f"(x) =M; ecuatia /'(x) = 0 nu are solutii.
(x?=1)°
Iv.
x|lmo =2 i N2 4w
f - - o+ o+
N N e
H 77
e UL

Observatie. Functiile din exercitiile 12 si 13 fiind
functii pare, In fiecare caz se poate studia si trasa
graficul numai pe intervalul (1, +o), iar apoi pe
(-0, —1) se traseazd prin simetrie fatd de Oy.




14) f(x) = xe™.

I. Domeniul de definitie este D = R.
Intersectiile cu axele:

* N Ox (y =0), obtinem xe™ = 0, deci x = 0; punctul
0(0, 0) este punctul de intersectie cu axele de coordonate.
Asimptote:
* functia nu admite asimptote verticale;
. x . X
=—o0; limxe ™ =lim— =0

o lim f(x)=lim xe™*
X—>—0 X—>—0 X—00 X—»00 ex
deci functia admite dreapta y = 0 ca asimptota

orizontala la +oo;

S(x)

X
asimptotd oblica la —oo.

em=lim

X—>—00

= lim e™* =00, deci functia nu admite

X—>—0

Functia este continud si derivabild pe R.

11. Studiul derivatei intdi

f'(x) = e*(1 — x); ecuatia f'(x) = 0 are solutia
x, =1; semnul derivatei intai este dat in tabelul:
1

0

x|
S'@)]+
111.  Studiul derivatei a doua
f"(x)=e"(x—2); ecuatia f"(x)=0 are solutia

x;=2; semnul derivatei a doua este dat in tabelul:

by | 2
S@ -0+
IV. Tabelul de variatie
X -0 0 1 2+
f'(x) + 4+ 0 - -
f@x) | 00/ —N—5N0
e e
& - = - 0 + +
o) - — &Y
V. Reprezentarea graficd a functiei
y
1]
e pT
o 1 2 X
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1
15) f(x)=sinx+ Esian

L. Domeniul de definitie

D = R; deoarece functia f este periodica, de
perioada principala 2m, este suficient sd studiem
comportarea functiei pe intervalul I = [-m, n] de
lungime 27.

1
NOx (y=0): sinx +Esin2x =0, sinx + sinxcosx = 0,

sinx(1 + cosx) = 0, de unde sinx = 0 sau cosx = -1,
cu solutiile x, = -, x, = 0, x, = m; deci punctele de
intersectie cu axa Ox sunt (-, 0), (0, 0), (=, 0).

Deoarece graficul trece prin punctul (0, 0), acesta
este si punctul de intersectie cu axa Oy.

Asimptote:

Functia nu admite asimptote verticale deoarece f°
este continua pe R.

Functia fiind periodicd, nu admite asimptote
orizontale sau oblice.

Functia este continud si derivabild pe R.

II. Studiul derivatei intdi

3x x .
f'(x)=cosx+cos2x = 200570055; ecuatia

S/ '(x) = 0 are in [-7, 7] solutiile x] =-7, x} =—§,
, T

X5 =3 X, =Tm.

I11. Renuntam la studiul derivatei a doua.

IV. Tabelul de variatie

T

X | -m - — T
3 3
10 - 0 + 0 - 0
33 33
f10 —— — 0
4 4
V. Reprezentarea graficd a functiei
/\y
33|
T '
3 i n Xy
_EUO % \\jZn 3n
RN
4

Observatie. Functia f fiind periodicd, am trasat
graficul pe un interval de lungime: 7 o =2m, 1=[-n, 7]
si translatam graficul obtinut pe axa Ox pe intervalele
de forma [-3n, -], [®, 37], [37, 57] etc.



Exercitiu rezolvat. \

Intr-un reper cartezian xOy, :L
4, este graficul unei functii i
f i (o, 1] > R avand i
reprezentarea grafica alaturata. :
Dreapta T, este tangenta la 0 !1
grafic in punctul de abscisa 0 = \} \x
si dreapta T, este singura tan- | h
genta paralela cu axa absciselor.

a) Rezolva grafic ecuatia /''(x) = 0, unde /' este
functia derivata a functiei /: (o, 1] > R.

b) Rezolva grafic inecuatia f/'(x) < 0, unde /' este
functia derivata a functiei /: (oo, 1] > R.

¢) Stiind ca tangenta 7' la grafic in punctul 4 de
abscisa 0 trece prin punctul B(1, 1), gaseste coefi-
cientul unghiular al dreptei 7.

d) Dedu f'(0).

e) Presupunem ca functiaf: (—o0, 1] — R este definita
astfel: f'(x) =3 — 2xe".

i) Calculeaza lim f(x), stiind cd lim xe* =0;

X—>—00 X—>-

0

interpreteaza grafic acest rezultat.

ii) Rezolva grafic inecuatia /" (x) > 3.

iii) Calculeaza derivata functiei f si studiaza
semnul functiei /' pe (-, 1].

presiiay @ Reprezintd grafic functiile urmatoare:
— LfROR fx)=x*-x+1.
2. i R-> R, f(x)=-x+3x.
FIU‘ME 1
3. i RV{0} > R, f(x)=;.
4. [ RV{E} 5> R, f(x)=——.
x2—
11
5./: R0} > R, f(x)=—+—.
X ox
6. R {2, 42} > R, f(x)=—~ e
x? =

7.1 R>R, f(x)=x>.

8. f:[0,0)\{I} >R, f(x):i

(x—1)*

9. f:(=0,-2]U[0, ) ; f(x)=x+x>+2x.
10. f:R—>R, f(x) = xe™

1. f: (-1, 1) > R, f(x) =In(1 — x?).

12.f: R\ {kn | ke Z} > R, f(x)=

sinx

iv) Dedu variatia functiei f.

Solutie.

a) Solutiile ecuatiei f '(x) = 0 sunt abscisele
punctelor in care reprezentarea grafica are tangenta
orizontald. Avem o singura solutie x = —1.

b) f'(x) < 0 pe intervalul pe care functia f este
descrescatoare, adica x € (-1, 1].

_Yp= V4 _1-3_

)M, 1=0
d) Din a) deducem f'(0) = -2.

e) i) lim f(x)=3, deci dreapta de ecuatie y = 3

este asimptotd orizontald a functiei la —oo.
ii) Multimea solutiilor inecuatiei f{x) > 3 este
(-0, 0), conform reprezentarii grafice a functiei f.
iii) Pentru Vx € (—o, 1], f'(x) = 2(x + 1)e;
cum e > 0, Vx € (-0, 1], atunci f'(x) = 0 este
echivalenta cu -2(x + 1) = 0, adicd x < —1. Deci
x<-1,f'x)>0six>-1, f'(x) <0sif'(-1)=0.
iv) f(-1) =3 + 2e! = 3,74

X ’—oo -1 1

f" + 0

3/ 342N\ 3-2¢

13. f: [o, %} >R, f(x)=1/~In(sinx) .

14. f:(0,+oo)—>IR,f(x):1n—x.
X

x|

15. f:R—>R, f(x)=(x—1)-arcsin
x> +1
16. f:R—->R, f(x)=min{x, x*, 1}.
17. f:R—R, f(x)=max{x-arctgx, In(x* +1)} .
@ Fie D domeniul maxim de definitie pentru fiecare

dintre functiile urmatoare (f: D — R). Determina D
si traseaza graficul functiei in fiecare caz.

[+ [+
18. = . 19. =
J0=a =T
1_ 4
20. f(x)= o oM. )=
I+Inx
2. fO)=2XE s =L
Inx—x e
24. f(x)=arctg al ~.  25. f(x)=arcsin 1+x2.
I-x I+x



2. Aplicatii ale unor proprietati locale sau globale ale functiilor

Probleme de maxim sau de minim

Exista probleme practice de geometrie, fizicd, mecanicd etc. in care se cere cea mai mare sau cea mai
micd valoare pe care o ia o anumitd marime variabild (lungime, arie, volum, timp, fortad, pret, consum de
material etc.).

Cum rezolvam o problemd de maxim sau de minim?

Procedam astfel:

* se alege o variabild independentd;

* se exprima marimea al carei maxim sau minim se cere, in functie de variabila independentd aleasa;

* se calculeaza derivata functiei, se egaleaza cu zero si se determind valorile variabilei pentru care functia
este maximd sau minimd. A

1) Determina triunghiul isoscel, de arie maxima, inscris intr-un cerc de raza egala cu 2.
Rezolvare.
Alegem ca variabild independentd inaltimea AD = x, x € [0, 4].

BC-A4D
Exprimam aria triunghiului A4, ;- :T (1), unde BC=2-DC =2y0C* -0D" ;

o~

tinand cont ¢ OC = 2 si OD = x — 2, obtinem: BC =2\/4—(x—2)2 =2Jax—x" .
Inlocuind in (1) obtinem finctia A(x)=x\4x—x*.

4-2x dx—x"+2x-x"  6x-2x"
Calculim derivata acestei functii si obtinem: A'(x)=+v4x—x" +x- = =

2\/4x—x2 \/4x—x2 \/4x—x2 .
A'(x) = 0 implicd 6x — 2x* = 0, adicd 2x(3 — x) = 0, cu solutiile x’, = 0 (solutie care nu convine problemei
deoarece nu existd un triunghi cu o inaltime egala cu zero) sau x', = 3.

Semnul derivatei Intai este dat in tabelul alaturat, deci pentru x = 3 X 0 3 4 +owo
functia 4(x) admite un maxim egal cu 33. A'(x) ] + 0 - ‘ -
Deci, daca x = 3, atunci naltimea triunghiului de arie maxima are Ax) | 073 BN N

lungimea egala cu n din diametru.

In acest caz (x = 3), triunghiul ABC este echilateral.
Observatie.
Dintre toate triunghiurile isoscele Inscrise intr-un cerc dat, triunghiul echilateral are aria cea mai mare.

2) Dintr-un patrat se taie din colturi 4 patrate egale, apoi se Indoaie marginile astfel
incat sa obtinem o cutie (fara capac). Latura patratului initial avand lungimea egald cu
12, care trebuie sa fie lungimea laturii patratului mic astfel incat volumul cutiei sa fie
maxim?

Rezolvare.

Alegem ca variabild independentd lungimea laturii patratului mic si o notam cu x. o/
2 o1 .. - . . .. . X X
Inéltimea cutiei care se formeaza este x, iar lungimea laturii bazei este 12 — 2x. [ 12 |

Volumul cutiei este descris de functia V(x) = x(12 — 2x)*. Calculam derivata functiei
V' si obtinem V'(x) = 12(6 — x)(2 — x).
Ecuatia V'(x) = 0 are solutiile x', = 6 sau x’, = 2. Solutia x’, = 6 nu convine problemei (nu mai existd cutia!).
Tabelul de variatie pentru functia V' este urmatorul:
X 0 2 6 +oo
V' (x) + 0 -0 +

V) | 2 128N m S

Volumul este maxim pentru x = 2 si este egal cu 128 unitati de volum.
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3) Dintr-o bucata de tabla de forma circulara cu raza R se decupeaza A B
un sector de cerc din care se confectioneaza o palnie. Pentru ce unghi la

centru, o, palnia are capacitatea maxima?

Solutie.

Alegem ca variabild independentd inaltimea h a conului care

2

reprezinta palnia. Volumul palniei este V =

; cum 2= R* — h?,

obtinem functia V' = f (h) = E( R*h—h’). Valoarea extrema (maxima) se calculeaza din f'(h)=0 si obtinem

R
h =§\/§ > 0. Cum f"(h)= —2% R\3 <0, rezultd ca valoarea gasitd este un maxim. Cand se indoaie tabla,

B . . . . T . 2nr . R
arcul de cerc AB=Ro devine circumferinta bazei, deci 4B =2mr; obtinem a:T si, cum rzgx/g ,

271\/6

3

~294°.

rezultd o =

4) O fabrica de conserve isi confectioneaza din tabla cutii cilindrice avand capacitatea de 1 / (1 dm?). Ce

dimensiuni trebuie sa aiba cutiile pentru a se folosi cat mai putin material?
Rezolvare.
Alegem ca variabild independentd raza bazei cilindrului pe care o notdm cu x.
Notam cu 4 aria totald a cilindrului. Volumul cutiei fiind egal cu 1 dm?, deducem

indltimea 4 in functie de x, astfel: 1 = nx* - A, de unde & =L.

2

X
o S : 22 2 1
Exprimam aria totald a cilindrului: A(x) =2mxh +2mx” = —+2mx” . X 0 3
X J2n
2 ;
Studiem punctele de extrem ale functiei A(x): A'(x)=——+4mnx; A - 0 +
X
. . 1 1 . N A 1
din 4'(x) = 0 obtinem x'=——, pentru care A| —— | are o valoare minima. A(x) [ ] /
J2n P [%/275] J2n
1
Calculam, in acest caz, dimensiunile cutiei si, pentru x =——— (raza bazei), obtinem h= 2 , adica
I2n J2m

inaltimea cutiei trebuie sa fie egald cu dublul razei bazei cilindrului.

pregiias @3 1. Intr-o intreprindere, un studiu al
= costurilor unei productii arata ca, daca

q reprezintd numarul de unitéti produse,
P o PUSE costul total C(g) este dat prin:

1
C(q)=§q3 —2q2 +50g+1.

a) Studiazd monotonia functiei C definita pe [0, +o0).
Construieste, Intr-un reper cartezian, portiunea din
graficul lui C pentru 0 < g < 5.

b) Fie functia C, (q) =&, definitd pentru ¢ > 0
q

(C, reprezinta costul mediu unitar).

i) Calculeazd derivata C/ (q) (C! reprezintd
costul marginal, adicd costul suplimentar necesar
pentru a produce o unitate in plus).

ii) Determind limitele lui C! in 0 si +oo.
Studiazd monotonia functiei C) si dedu ca exista
un numdr real unic, 7, astfel incat C/ (r)=0.
Determina, cu o aproximatie de 10, valoarea lui r.

iii) Studiaza functia C, si completeaza tabelul
de variatie. Traseazd, intr-un reper cartezian,
portiunea din reprezentarea geometrica a graficului,
corespunzatoare lui 0 < g < 5.

@ 2. Determina conul de volum maxim, inscris
intr-o sfera de raza data R.

@ 3. Dintre toate dreptunghiurile cu perimetrul
de 24 m, care are aria maxima?

@ 4. Dintre toate dreptunghiurile cu aria de 36 cm?,
care este dreptunghiul cu perimetrul cel mai mic?




3. Rezolvarea grafica a unor ecuatii. Sirul lui Rolle

Rezolvarea grafica a unor ecuatii; utilizarea reprezentarii grafice a functiilor in
determinarea numarului de solutii ale unei ecuatii

Oricdrei ecuatii 1i putem asocia o functie si oricarei functii 1i putem
asocia o ecuatie (punand f{x) = 0).

Dacé se cunoaste reprezentarea grafica a unei functii f, atunci putem
observa numarul de solutii reale ale ecuatiei f{x) = 0 si, eventual, valorile
lor sau intervalele 1n care se afla acestea.

De exemplu, pentru o functie f: R — R, avand reprezentarea grafica < < <
din figura aldturatd, ecuatia f{x) = 0 are, conform imaginii grafice, trei 1{ 2% ’
solutii reale x, x,, x, pe care, fie le putem determina din calcul, fie putem
spune 1n ce interval se afld fiecare din ele. Pentru reprezentarea grafica

de mai sus observam ca x, = 0 si x,, x, € (o0, 0).
Dacé in exemplul precedent avem doar o portiune din reprezentarea
graficd a functiei f, atunci si discutia referitoare la numarul solutiilor ecuatiei F\ V\/
asociate, f{x) = 0, poate fi incompleta (de exemplu, in reprezentarea grafica X, X
lipseste solutia x,!). \4

De aceea, avem nevoie de reprezentarea grafica a functiei f (pe domeniul ei de definitie) si de o metoda
prin care sa stabilim cu certitudine numarul solutiilor reale ale ecuatiei f{x) = 0 (pe domeniul ei de definitie)
si intervalele in care se afld acestea. y
L REMPL & 3

H 1) Sa rezolvam grafic ecuatia x> — 4x + 3 = 0. Asociem functia f(x) = x* — 4x + 3,
{/' f+ R —> R avand reprezentarea grafica alaturata:

Intersectia reprezentdrii grafice cu axa Ox se face In doua puncte, A(1, 0) si o I~ _A
B(3, 0). Abscisele acestor puncte reprezinta solutiile ecuatiei date f{x) = 0, adica x, = 1 si
x, =3.
2

2) Sa rezolvam grafic ecuatia —x* + 2x — 1 = 0. Asociem functia f (x) =—x*+2x -1, /: R > R.
Reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axa Ox intr-un singur punct, V(1, 0).
Abscisa acestui punct este solutia reald (dubld) a ecuatiei f(x) = 0, adica x, = x, = 1.

3) Sé& determinam numarul solutiilor reale ale ecuatiei me* — x = 0, m parametru real.

y
Separand parametrul m obtinem ecuatia echivalenta e%Zm. Asociem functia
f:R >R, f(x) :e%’ avand reprezentarea grafica alaturata. ?1:;:-.--
Numarul solutiilor reale ale ecuatiei se va determina intersectand dreapta y = m, o 12 g
m € R, cu graficul functiei. Avem cazurile:
* daca m >é, ecuatia nu are solutii reale;

1
e daca m=—, ecuatia are solutia x = 1;
e

1
e daca me [0, —) , ecuatia are doua solutii reale: x, € (0, 1), x, € (1, ©);
e

» daca m = 0, ecuatia are solutia x = 0;
* daca m < 0, ecutia are o solutie reald x, € (-0, 0).
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Sirul lui Rolle

Pentru determinarea numarului de solutii reale ale unor
ecuatii si a intervalelor in care ele sunt situate, se utilizeaza
sirul lui Rolle. Sirul lui Rolle ne permite sa separdam solutiile
ecuatiei f/ (x) = 0, atunci cand cunoastem solutiile ecuatiei

f'(x)=0. Aceasta metoda se bazeaza, atat pe teorema lui Rolle,
cat si pe proprietatea lui Darboux.

Fiea,be R,a<b, f: (a, b) > R o functie derivabila si
x,',x,,..x " solutiile reale consecutive ale ecuatiei /' (x) = 0.
Sirul lui Rolle reprezinta sirul semnelor dat de valorile: /' (a + 0),

S & f ), of &), f (b= 0).
Distingem urmatoarele cazuri:

1. Daca in sirul lui Rolle apar doud semne alaturate diferite, adica
pentru x; <x;,, avem f(x;)-f(x;,,) <0,ke {0, 1, .., n} (am
notat x; =a si x/ , =b), atunci in intervalul (x;, x;,,) existd o
unicd solutie a ecuatiei f (x) = 0 (existenta este datda de
proprietatea lui Darboux a lui /', iar unicitatea este asiguratda de

teorema lui Rolle).

II. Dacd in sirul lui Rolle apar doud semne alaturate identice,
adica pentru x’ <x', avem f(x,)-f(x,,,)>0, atunci f(x) =0
nu are nici o solutie in intervalul (x,, x;,,).

Demonstratie.

Se aplica metoda reducerii la absurd.

Dacad c,c, € (x;,x,,) ,¢, #c,cuf(c)=f(c) =0,
atunci, conform teoremei lui Rolle, existd ¢ intre c, si c,, adica
c€e (x,x],,) astfel incat f(c) = 0, contradictie cu faptul ca x|
si x],, sunt solutii consecutive ale lui /.

Daca c € (x;,x;,,) este unica solutie a ecuatiei f (x) = 0,
atunci ¢ este un punct extrem al lui £, deci f'(c) = 0 (conform
teoremei lui Fermat). Am ajuns din nou la o contradictie.

I11. Daca in sirul lui Rolle apare valoarea 0, adica f (x,) = 0,
., . . oA , ,
atunci x', este solutie multipld a lui f'si in intervalele (x;_,, x;)
si (x;,x;,,) ecuatia nu mai are alte solutii.

Etapele formarii sirului lui Rolle sunt urmatoarele:

1) se fixeaza intervalul de studiu, / = (a, b) cu a, b € R,
pentru ecuatia f{x) = 0, unde f': I — R este o functie derivabila;

2) se rezolva ecuatia f'(x) = 0 si consideram solutiile reale
ale acestei ecuatii (situate in /) in ordine crescatoare:

X <Xy <..<X;
3) se calculeazd valorile functiei f in aceste puncte la care

se adauga valorile (sau limitele) lui f la capetele intervalului 7,
notate cu fla + 0), respectiv f{b — 0);
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1) Gaseste solutiile multiple pentru
functiile f/: D — R, unde D este domeniul
maxim de definitie:

a) f(x) = x sinx ;

b) f(x) = x cosx;

c)f(x)=x-3x2+3x —1;
0, x<O0

d)fx)=y ;

e, x>0
e) f(x):[x —gjtgx ;

f) f(x) = x*(e" = 1) ;
8/ (x) = (x* = Dlnx*.
2) Determina numarul de solutii ale

unei ecuatii f'(x) = 0, urmarind conditiile
prezentate in tabel.

a) x —o0 -1 4 +oo

S(x) 0 0

S(x) | +eo + +t o e
b) x —o0 -1 4 +oo

S(x) 0 0

)| = - = = Ae
) x —oo -1 4 oo

S(x) 0 0

S(x) | —e + t o oo
d) x —oo -1 4 +oo

S(x) 0 0

S(x) | 4eo + t o oo
e) x —oo -1 4 oo

S(x) 0 0

S(x) | —e + - e
f) x — -1 4 oo

S(x) 0 0

S(x) | Aeo - t
g) x —oo =2 0 3 o0

f(x) 0 0 0

F(x) THoo  + - F =

———————



4) se organizeaza datele obtinute anterior intr-un tabel de h) x —o -1 1 10 +oo
forma: f(x) 0 0 0
X a X X e X b f(x) | 40+ 0 + —oo
f(x) 0 0. 0 ) x |—o -1 0 1 2 e
) [fat0) fir)  Ax) ) fb-0) o 00 0 0
f(x)l—o + - 0 + —o
Sirul lui Rolle este sirul semnelor valorilor ultimei linii a
tabelului. 3) Gaseste cate un exemplu de functie
care verifica fiecare tabel in parte si scrie
Observatie.

Putem folosi sirul lui Rolle numai daca se poate rezolva

ecuatia f'(x) = 0.

Probleme rezolvate

1) Determina numarul de solutii reale ale ecua-
tiillor urmatoare si intervalele 1n care se afla acestea:

a) 4x® — 18x*2 + 24x — 9 = 0.

Solutie.

Consideram /: R — R, f(x) = 4x* — 18x* + 24x - 9,
feste derivabild si f'(x) = 12x* - 36x + 24 = 0 &
S x*-3x+2=0< x=1, x;=2. Calculam

lim f(x)=—00 si lim f(x)=o0.

X —0 1 +o0
') 0
sgn f | — + - +

Prin urmare, avand trei schimbari de semne,
ecuatia f (x) = 0 are trei solutii reale: x € (—o0, 1),
x, € (1, 2), x € (2, +0).

b)x —4x*+3=0

Solutie.

Consideram f: R - R, flx) = x° — 4x* + 3
derivabila pe R si f"(x) = 5x* — 8x. Ecuatia f'(x) = 0,
ok

Limitele functiei /' in —oo si +oo sunt egale cu —oo,
respectiv +oo. Sirul lui Rolle este dat in tabelul
urmator:

adica x(5x° — 8) = 0, are solutiile reale x/ =0 si X} =

2
X |—oo 0 % +o0

- -

sgnf| -
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ecuatia asociatd.
Indicatie.
aA)f' )=+ Dx-4)=x>-3x-4,de
B X 3x?

unde obtinem f(x) 4x , deci

ecuatia asociata este 2x* — 9x* — 24x = 0.

Deci ecuatia datd are trei solutii reale (avand trei

schimbari de semne in sirul lui Rolle): x, € (-, 0),

eri xei+oo
o)

2) Separa solutiile ecuatiei x* + 2Ilnx — 4x = m, in
functie de valorile reale ale parametrului m.

Solutie.

Fie f: (0, +©) = R, f(x) = x* + 2lnx — 4x — m.

Feste derivabila si f'(x) = 2x+ 2 — 4 dinf"(x) = 0 obti-
X
nem x, =1;f(1)=-m—3; f(0+0)=—o0; lim f(x)=-+o0.

1
sgn(—m — 3)

X +o0

0
sgn /| -

+

Daca m € (—, —3), atunci ecuatia f (x) = 0 are o
unica solutie ce se afld in intervalul (0, 1).

Daca m = -3, atunci x, = 1 este solutie multipla.

Daca m € (-3, +o0), atunci ecuatia f/ (x) = 0 are o
unica solutie ce se afld in intervalul (1, +o).



3) Consideram functia f: [-1; 3,5] > R, f(x) = x* — 3x* — 1, avand

reprezentarea grafica aldturata:
a) Completeaza tabelul de variatie al functiei f.

b) Demonstreaza ca ecuatia /' (x) = 0 are o singura solutie, x, € [3; 3,5].
¢) Pune pe figurd punctul 4 de abscisa x,. Determina grafic o incadrare

a lui x, intr-un interval de lungime 0,5 unitati.

d) Completeaza tabelul urmator (aproximand la 10-2):

| 3 3503251 3,10 320 |3.11

X
ol T |
e) Dedu o incadrare a lui x, (aproximare prin lipsd si prin adaos) la o sutime.
Solutie.
a) X -1 0 2 3,5
1 + 0 - 0 +
Sol-s /-1 N5 5,125

b) Functia f este derivabilad pe [3; 3,5] si pentru
Vx e [3; 3,5],f'(x) >0, adica f este strict crescatoare
pe [3; 3,5]; f(3) = -1 si f(3,5) = 5,125, deci
0 € [f(3); f3,5)] =[-1; 5,125]. Deci ecuatia f (x) = 0
admite o singura solutie in intervalul [3; 3,5].

peedtiar @ 1. Determinad numarul solutiilor reale
— ale ecuatiei:
a) 2x° —5x* +10x” +10x* — 40x +1=0;
popni€ D) Iréx—x+1=0; C) e —x+1=0;
d) x”+3x+m=0, unde m este un para-
metru real.
@ 2. a) Determina numarul solutiilor reale ale

ecuatiei x* — 2x° — 3x* + 4x + 1 =0 si separi pe intervale
solutiile obtinute.
b) Propune o ecuatie care s aiba acelasi numar de solutii.

@ 3. Se da ecuatia 2* —xIn2-m=0.

a) Pentru ce valori ale lui m € R, ecuatia are doud
solutii reale distincte?

b) Poate avea ecuatia exact trei solutii reale distincte?

@ 4. Determina numarul solutiilor reale ale ecuatiei
x*—2x’ = 3x° + 4x + L =0, L € R si separi pe intervale
solutiile obtinute, in functie de parametrul A.

@ 5. Determina numarul solutiilor reale ale ecua-
tiilor si separd pe intervale solutiile obtinute:

)X’ —6x+2=0;, b)x*—-4x-1=0; ¢)x+e&=0;
d) 3x*—4dax’ — 6x* + 12ax + 7a*> — 36 =0, unde a € R;
e) 3x* — 206 + 30x2 + 60x — 72 - Inx| + 1 = 0;
DH2x+Inx —m(x—-Inx) =0, me R;

g) sin2x + 2sinx =m, m € R, x € [0, 2x].
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5,125 4--------1

3,5

4N

c) Punctul 4 este punctul in care reprezentarea
graficd a lui f intersecteaza axa absciselor. Citim pe
grafic ca abscisa punctului 4 verifica 3 < x, < 3,5.

d x | 3 | 35 ]325]310] 3,11
fixy | -1 | 513 ] 1,64 | 1,05 | 006

e) £(3,10) = —0,04 < 0'si (3,11) = 0,06 > 0, deci
£(3,10) < 0 < £ (3,11), de unde 3,10 < x, < 3,11

@ 6. Determina valoarea lui meR pentru care
ecuatia 3x* +4x® —24x* —48x +m=0:
a) are doua solutii egale; b) are toate solutiile reale.

@ 7. Arata ca, pentru m e[—3, %} , ecuatia

2x +x* —4x+m=0 are toate solutiile reale.

@ 8. Aratica, Vpe R, ecuatiax’ - 3x+p=0nu
poate avea in intervalul [0, 1] doud solutii distincte.

@ 9. Determina valorile parametrului real m pentru
care ecuatia e* = mx” are trei solutii reale.

@ 10.Fiea, b€ Rcua # b. Rezolva in R ecuatia
(x—a)y'+ (x—b)"=(a—- by, neN*dat.

@8 11. Stiind ca ecuatia x* —4x* +6x> +ax+b=0,
a, b € R are toate solutiile reale, precizeaza aceste solutii.

@8 12. Determind numarul de solutii reale ale ecua-

tiei urmatoare si intervalele in care se afla acestea:

a)x* —3x* -9 +3=0; b)x*+3x2+6=0;

c)x*—2x + 1= Inx.

@8 13. Discutd numarul solutiilor reale ale ecuatiei,

dupa valorile parametrului real m:

a) |l —x2| =m( +x?); b)2lnx+x2+ mx+3=0;

c) arctg x = x + m; dyes=m- |x|;
Inx

f) Y =mx+1-m.

e) e*=m(l — x);



4. Reprezentarea grafica a conicelor (cerc, elipsa, hiperbola, parabola)

Conicele sunt curbe plane obtinute prin intersectia unei suprafete conice cu un plan. Proprietatile remarcabile
ale conicelor au fost observate de catre Menechmos (¢ 300 1.Hr.). Si Euclid (¢ 330-275 1.Hr.) si Arhimede
(c 287-212 1.Hr.) s-au ocupat de conice. Dupa ei, Apollonius din Perga (¢ 262-200 1.Hr.), geometru si
astronom grec, in opera sa fundamentald Konika (in opt ,.carti” din care s-au pastrat sapte), face un studiu
sistematic al conicelor si, pentru prima datd, introduce denumirile a trei conice (elipsa, hiperbola si pa-
rabola) si prezintd numeroase proprietati ale lor.

Daca intersectam o suprafatd conicd (fig. a) cu:

— un plan paralel cu o generatoare a conului, obtinem o parabold (fig. b);

— un plan perpendicular pe axa conului, obtinem un cerc (fig. c);

— un plan paralel cu axa conului, obtinem o Aiperbold (fig. d);

— un plan care nu contine varful conului, nu este perpendicular pe axa
conului, nu este paralel cu axa conului si nu este paralel cu nici o generatoare
a conului, obtinem o elipsd (fig. e).

In continuare vom considera in plan un reper cartezian xOy, ales
convenabil pentru fiecare din curbele pe care le vom studia (cerc, elipsa,
hiperbola, parabold).

I

parabola (fig. b) cerc (fig. c) hiperbola (fig. d) elipsé (fig. e)

Reprezentarea grafica a cercului - .
Sa interpretam grafic!

1) Scrie ecuatia implicita si ecuatiile

Ecuatia (implicitd) a cercului, cu centrul In originea axelor si explicite pentru fiecare din cercurile
cu raza r este ,r>0. urmatoare:

Exprimandu-1 pe y in functie de x obtinem y =+vr* —x*, care b) Y 0,2)
se numesc ecuatiile explicite ale cercului.

X
S
>

Vom reprezenta grafic ramura y =+/7* — x* , pentru care y > 0.

Cealalta ramuri, y = —/r> —x?, 0 vom reprezenta prin simetrie

.
N

fatd de axa Ox.
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Reprezentdm grafic functia f'(x)=+vr?—x*,7>0, f:D—>R.
I. Din conditia 7> — x> = 0 obtinem x € [-r, r], adica D = [-r, r].

NOx (y = 0): Vr* —x* =0 are solutiile x, = -rsix, =r, deci
graficul intersecteazd axa Ox in punctele (—r, 0) si (r, 0);

N Oy (x = 0): £(0) = r, deci graficul intersecteaza axa Oy in
punctul (0, ).

Functia nu admite asimptote, deoarece D = [, r].

Functia f este o functie continud, definitd pe un interval [-7, r].

-X
I f'(x)=——

[2_ 2
x{ =0; in—rsir, fare derivata +oo, respectiv —oo, deci graficul
are tangente perpendiculare pe Ox in — si in r.

,V x e(~r,r); ecuatia f'(x) = 0 are solutia

1. f"(x)=

2
_r . »” _
R , Vxe(-r,r); ecuatia f (x) = 0

nu are solutii si f"(x)<0,Vxe(-r,r).

IV. x | —=r 0 r
f + 0 -
f 0 / r N 0
I _ _
77N

V. Reprezentarea grafica a functiei date

prin f(x)=+vr*—x* este un semicerc 0.0
situat deasupra axei Ox.

Reprezentand in acelasi sistem de N
coordonate si functia g(x)=—r>—x*, prin  (_r, 0) 0 @ O)>

simetrie fatd de axa Ox, obtinem
reprezentarea grafica a cercului cu centrul in originea axelor si cu
raza r.

y /\(0’ r)

0 x_

(=, 0) (r, 0y
(O’ —V)
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Sd reprezentam grafic

2) Reprezinta grafic functiile:

a) fi(0)=1-2 . D=[1, 1k
b) () =—1-x*, D =[1, 1]
¢) g (x)=V4-x",D=[-2,2];
d) g,(x)=—4-x,D=[-2,2];
e) h(x)=N9-x*,D=1[-3,3];

f) h(x)=—9-x", D =[-3, 3].

Reprezintd in acelasi reper cartezian
functiile /| si f,. Ce observi?

Ce poti spune despre reprezentarile
grafice ale functiilor g, si g,?

Reprezentand functiile 7, si A, in acelasi
reper cartezian, obtinem un cerc cu centrul
O si raza 3?

Scrie ecuatia implicitd a fiecaruia din
cercurile de mai sus.

3) Determina raza fiecaruia dintre
urmatoarele cercuri si reprezinta grafic
fiecare cerc de ecuatie:

ayx +y =1;
b)x* +)' =4;
c)x*+)y*=09;
d)x? +y=2;

2 2 9,
e) x +y =1
f) x* + )? = 25.

4) Determina ecuatia implicitd a
cercului cu centrul in punctul M(2, -3) si
avand raza r = 7. Reprezinta intr-un reper
cartezian acest cerc.

5) Fie cercul de centru M(-1, 2) ce
contine punctul 4(2, 6). Scrie ecuatia
explicitd a acestui cerc si reprezinta
intr-un reper cartezian acest cerc.




Proprietiti geometrice ale cercului

Cercul este locul geometric al punctelor din plan egal
departate de un punct fix, numit centru. Distanta de la centru la
punctele cercului se numeste raza.

Deci, cercul de centru O si de raza r y
def

este €(0,r) ={M[d(O,M)=r}. D

Dacda M este un punct din plan cu b i

proprzletatea 2OM = 1;, atunci Ol Mo

MO* + MM® =0M”, adica[x? + * = 12|
Aceasta este ecuatia unui cerc cu

centrul 1n originea axelor si de raza r.

def
Deci, |¢(0, r) ={(x,y)|x* +y* =r*, x,y eR}
M(x, . .
------------- (x. ) Daca cercul nu are centrul in
/! . .
O i originea axelor de coordonate, ci
X, . . .
y ar i i intr-un punct 4(x,, y,), atunci ecuatia
i : cercului de raza r este:
I
I

(X—XA)2+(y—yA2:

Reprezentarea grafica a elipsei

Ecuatia (implicitd) a elipsei, raportatd la axele sale de

x—2 y—2:1 ,a>0,b>0.
a~ b

b
Exprimandu-1 pe y in functie de x obtinem y = +—+a* —x*,

a

simetrie, este

care se numesc ecuatiile explicite ale elipsei.

< , b
Reprezentim grafic ramura y = —+/a” — x*, pentru care y > 0.
a

Cealalta ramura, y = —é\/ a’—x*, 0 vom reprezenta prin simetrie
fata de axa Ox. ¢

Reprezentam grafic functia data prin: f(x)= b a*—x*,
a>0,b>0. ¢

I. Din conditia &> — x* >

b . .
—+a* —x* =0 are solutiile x, = —a si x, = a,
a

deci graficul intersecteazd axa Ox in punctele (—a, 0) si (a, 0).
N Oy (x =0): £(0) = b, deci graficul intersecteazd axa Oy in
punctul (0, b).
Functia nu admite asimptote, deoarece D = [—a, a].
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0, obtinem x € [-a, a], adicd D = [-a, a].

NOox (v = 0):

e

6) Care dintre urmatoarele ecuatii
reprezintd un cerc?

a) x> +2x+)?—4y+1=0;
b)x*+)*—4x -6y +2=0;
C)2x*+ 22 +x+y=0;
d)x?+2)2+2x+y=0;

e) x>+ 2xy+3)P—1=0;

f) x> +2xy + 2y + 2y = 0;
g)x*+y—1=0;

h) 4x* +4)> + 4y = 0.

in fiecare caz in care ecuatia

reprezintd un cerc, determind centrul si
raza acestuia.

. Xty
7) Fie elipsa de ecuatie: ?+T=1.

Reprezentarea grafica a acestei elipse este:

o, 2

ov

~

L
I

0,-2)
Care sunt ecuatiile explicite ale elipsei?
8) Scrie ecuatia implicitd si ecuatiile

explicite pentru fiecare dintre elipsele urma-
toare:

0,27

I
N
/0\(1 0)
\/

(0-2)

D
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Functia este continud pe intervalul [-a, a]. 9) Reprezinta grafic functiile:

L 2 . .
II. f’(x):—é—zx = ,Vx €(~a,a); ecuatia f'(x) = 0 are a) fl(x):E 16-x", fi:[-4. 4] >R,
ava®—x
1 3 )
solutia x/ =0; b) f2:——\/16—x , i [-4,4]->R
—ab . ©) g =2N1-x", g :[-L1]] > R;
I f"(x)= , Vx €(—a,a) ; ecuatia f (x) =0
(az—xz)\/az—x2 d) g, =-2v1-x*, g, :[-,]]>R;
nu are solutii si f"(x)<0, Vx € (—a,a).
IV 0 e) h L2 x*, h 3 3 R
. X —a a - _ [ , -=, = ;
; ' 3\4 )
S 0 -

+ |
SO0 2~ b N O f)hz:—l g—xzahz:[_é’é}_ﬂR.
7T ’ 3\4 22

S\ Reprezinta, in acelasi reper cartezian,

functiile f, si f..

V. A : Reprezintd, in acelasi reper cartezian,
5 b functiile g, si g,.
:/ \ Reprezintd, in acelasi reper cartezian,
P C X .. . ..
S 9
= 5 > functiile %, si A,. Ce obtii’

Scrie ecuatiile implicite ale fiecarei
elipse astfel obtinute.

Reprezentdm in acelasi sistem "
de coordonate si functia datd prin b 10) Reprezinta grafic elipsa de ecuatie:
2 2 2
g(x):_éwlaz —x? (prin simetrie /\ X a) x_+y_:1; b) x* +y_:1;
a —a 0 a ° 16 4 4
fatd de axa Ox) si obtinem repre- \_/ 452 , x2Sy
zentarea graficd a elipsei: -b c) +4y =1, d) ?4' Py =1.

11) Pamantul, in miscarea sa 1n jurul

Proprietati geometrice ale elipsei Soarelui, descrie o elipsa avand Soarele

- - - in unul din focare. Poti sa descrii o
Elipsa este locul geometric al punctelor din plan cu . .
consecinta care decurge de aici?

proprietatea ca suma distantelor la doud puncte fixe distincte p
(focare) este constanta.

Sa notam punctele fixe cu F'si F', d(F, ") = 2¢ (2c este distanta
focald) si cu 2a constanta (precizdm ca distanta dintre punctele
fixe este mai mica decat constanta (a > ¢)) . ) ] o

Elipsa este ¢ ={M |d(M, F)+d(M, F')=2a}. simetrie pentru elipsa.

Sa fixam 1n plan un sistem de coordonate (convenabil ales). Indicatie. M(u, v)

Alegem dreapta FF' axa Ox (axa focald) si mediatoarea seg-

mentului FF' axa Oy. Fie F(c, 0) si ¥ \JF\

12) Arata ca axa focala este axa de

S

—
B

F'(-¢, 0). Fie b=+/a* —c* . In aceste M B M’ (u, —v)
ipoteze M(x, y)e ¢, cu proprietatea 4 /‘< 4 ¥
: 1. luti tiei — s+ = 1
\/(x_c)z - +\/(x+c)2+y2 N \F’\J K (u, v) este solutia ecuatiei PR
' daca si numai daca (u, —v) este solutie a
B’ 2 yz
ecuatiei —+-=—=1.
a b
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Ridicdm la patrat: 2a’—x*—)*—¢’ :\/()c2 —A)Y +2x*+)y +yt
ridicim inca o data la patrat: a®y* + (a*> — Ax* = a*(a® — &A2).
p Y
2 2

A . . X
Tinand cont de relatia a*> — ¢* = b%, obtinem —2+y— =1.

b2

2 2
Deci (ff:{(x, y)‘ x—2+z—2—1=0,x,yelR}.
a

Aceasta este ecuatia carteziand implicitd a elipsei.

Punctele A', 4, B', B, definite prin ¢ N Ox = {A'(-a, 0), A(a, 0)},
¢ N Oy = {B'(0, -b), B(0, b)}, se numesc vdrfurile elipsei.
A'A, B'B se numesc axa mare, respectiv axa micd, a elipsei.

Proprietatea opticd a elipsei.

Daca suprafata interioara a elipsei este reflectoare, orice raza

de lumina din sursa plasatd in F, dupa reflexie, va trece prin F'.
/

y
M B
A N
A’ FF T 0) F X
B/

Problema rezolvata.

e

13) Un fir inextensibil de lungime 2a
are capetele fixate. Ce descrie varful unui
creion care se misca intinzand acest fir?

/

14) Un zidar trebuie sa construiasca
o arcadd in forma de semielipsa, cu
deschiderea de 5 m si Indltimea de 2 m.
Daca vrea sa foloseasca procedeul din
problema 13), ce lungime are firul si in
ce puncte trebuie fixate capetele sale?

Un corp este aruncat de la sol, pe oblica, cu viteza v, sub unghiul o e [0, g) U [g, n) variabil. Determina

locul geometric al punctelor, din planul de aruncare, care reprezinta varfurile traiectoriilor (se neglijeaza rezistenta

aerului).
Solutie. y
Din ecuatiile miscérii pe cele doua axe obtinem: v
) gt . . 2g
x(t)=v,-cosa-t; y(t)=v,-sino-t—=—. Prin eliminarea tim- e g
2 2 i v R l
. . . . - gx e YN
pului obtinem ecuatia traiectoriei: y=x-tgo ——; T g~ 2
2v, cos” a e Sy
~~~~~~~ Vo e
v . = — P X
a € [0, w]. Coordonatele varfurilor V sunt x =—-sin2a si 0 Yo
2g 2
v, 2y ¢
y=—-sin’ o, de unde obtinem tga=—=. Inlocuind tga in
2g X
. . - . 2 . 2v; 5 . x>
ecuatia traiectoriei obtinem x”+4y"———-y=0 sau, sub forma canonica, =1,

care reprezintd ecuatia unei elipse. Deci, locul geometric al varfurilor
traiectoriilor este o elipsd, iar punctul N este varful aruncarii la 45° care

asigura bataia maxima.
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Reprezentarea grafica a hiperbolei

Ecuatia (implicitd) a hiperbolei, care are axa Ox ca axa

2 2
X
transversala, este —2—;—2 =1,a>0,b6>0.
a
A . . . b
Exprimand y in functie de x obtinem y =+—+/x” —a”, care

a
sunt ecuatiile explicite ale hiperbolei.

. b
Reprezentim grafic ramura y = —+/x> —a”, pentru y > 0.
a

~ -~ b 2 2 . . .
Cealalta ramurd, y = ——+/x~ —a” , 0 vom reprezenta prin simetrie
a

fatd de axa Ox. b
Reprezentim grafic functia f: D — R, f(x)=—+/x*—-a?,
a>0,b>0. a

I. Din conditia x* — > > 0 obtinem x € (-0, —a] U [a, ),
adica D = (-0, —a] U [a, x).

NOx (y = 0): x¥* — a®> = 0 cu solutiile x, = —a si x, = a, deci
graficul intersecteaza axa Ox in punctele (—a, 0) si (a, 0);

N Oy: deoarece x = 0 ¢ D, graficul nu intersecteaza axa Oy.
* Functia nu admite asimptote verticale deoarece
D= (—OO, _a] U [aa +OO)‘

. b . . . . .
+ lim —+/x*—a’ = o, deci functia nu admite asimptote orizon-

x—to0 g
tale nici la +oo, nici la —o.
2 2
. X . bNx"-a
tim £ _ iy 2¥X 747

X—>—00 a X

° m':

=2 i w=tim[ £ ) - mx] =0,
a

x—>—0 X X—>—00

. b . SR
deci dreapta y =——x este asimptotd oblicd la —oo;

a
[2 2
= limﬁz lim é‘uzé si nzlim[f(x)—mx]zo,
X

a X—>0

m

x40 X X—+0

. b . < s
deci dreapta y = —x este asimptotd oblica la +oo.
a

IL f'(x)= b , Vx e (—o0,—a) U(a,+») ; ecuatia /'(x) = 0

X
a [x2 _ Cl2
are solutia x{ =0, care nu apartine lui D; f are derivata in —a si
a, si anume —oo, respectiv oo.

L. f"(x)=

; ;ci[/j — Vx € (—o0,—a) U (a,+) ; ecuatia
(x*—a"Wx"—a

f""(x) = 0 nu are solutii reale.

Iv.
X | —0o0 —a a o0
f o A
f |0 N, O] /1111110~ oo
fr o N -
N\ N\
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Sd interpretam grafic!
2 2

15) Fie hiperbola de ecuatie % - 1.

Reprezentarea grafica a acestei hiperbole
este:

2. 2
unde dreptele y :§x si y:—gx sunt
asimptote. Care sunt ecuatiile explicite ale
hiperbolei?
16) Scrie ecuatia implicita si ecuatiile
explicite pentru fiecare dintre hiperbolele
urmatoare:

b)

'l ’ o1 raafic |
Sd reprezentam grafic!

17) Reprezinta grafic functiile:

a) f(x) =%\/x2 -16;

b) fz(x>=—%vxz 16

©) &(x)=2vx"-1;
d) g,(x)=-2vx" = 1;

) h1<x>=§\/x2 —3;
f) hz(x):—%\’xz _%~




=V

Reprezentand in acelasi sistem
de coordonate si functia datd prin

g(x)= —évx2 —a’ (prin simetrie
a

fatd de axa Ox), obtinem repre-
zentarea grafica a hiperbolei care
are axa Ox ca axd transversala.

Proprietdti geometrice ale hiperbolei

Intr-un plan se considera doud puncte fixe, F si F'.

Hiperbola este locul geometric al punctelor din plan pentru
care modulul diferentei distantelor la doua puncte fixe F' si F’
este o constantd. Punctele F' si /'’ se numesc focare.

Notdm d(F, F')=2c¢ (2c se numeste distanta focald) si cu
a > 0 constanta, a < c¢; alegem axa Ox = FF', iar axa Oy
mediatoarea segmentului /F'. Atunci hiperbola este
H = {M| |dM, F')— d(M, F)| = 2a}.

Cum Me A si |d(M, F')—d(M,F)|=2a, avem
(x+c) +y* =4a’ t4a-\/(x—c)*+y* +(x—c)*+y°. Ecuatia
devine: +a-+/(x—c)’ + y* = cx—a’si, prin ridicare la patrat, obtinem:

(= -a’y - a(F*-a*) =0

notam ¢? — a*> = b?, adica

b — a3y — @*b? = 0. Impartim cu

a’b* (a # 0 si b #0) si obtinem:
2 2

R4

X

a b

x2 y2
Deci H =i M(x,y)|—=—-=
{ ( y)|a2 >

1, b’ =¢? —az}.

Aceasta este ecuatia carteziand implicitd a hiperbolei.

Punctele A'(—a, 0) si 4A(a, 0) reprezinta intersectia hiperbolei
cu axa Ox si se numesc vdrfurile hiperbolei; axa Ox se numeste
axa transversd a hiperbolei. Axa Oy nu intersecteaza A

(Oy este axa netransversd).
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e

Reprezintd, in acelasi reper cartezian,
functiile f| si f,.

Reprezintd, in acelasi reper cartezian,
functiile g, si g,.

Reprezinta, 1n acelasi reper cartezian,
functiile 4, si A,. Ce obtii? Scrie ecuatia
implicitd a hiperbolei obtinute in fiecare caz.

18) Reprezintd grafic hiperbolele:

LAy
16 4
2
b) ¥ - =1;
4
2
9) 4; —-4y* =1;
2 2
d —-2L-1.
3 2
19) Reprezintd grafic hiperbolele:
2 2
)Rl ARE ¥
9 4
PIN
2) ———=-1.
4 9
20) Reprezinta grafic hiperbolele:
x> -y =4
) x> -y =1.

21) Reprezinta grafic hiperbola xy = 4.

22) Arata cd axele Ox si Oy sunt axe
de simetrie pentru hiperbola.

23) Aratad ca originea este centru de
simetrie pentru hiperbola.

24) Gaseste ecuatia hiperbolei, rapor-
tata la axele sale de simetrie, care trece

prin punctele C(S\/E, 25 ) si D45, 40).

25) Determind focarele si varfurile
urmatoarelor hiperbole:

2 2
X

a) -2 _1=0;
5 4

2 2

b) -2 —1=0;
36 64
2 2

0 X I 1oy
4 4

d) 92 — 47 — 36 = 0.




Proprietatea opticd a hiperbolei.

Orice raza ce pleaca dintr-o sursa
luminoasa plasatd in F va crea im-
presia, dupa reflexie, ca are drept
sursa F' (,,mascarea sursei*).

Observatii.

¢ Tot hiperbola (dar cu focarele pe axa Oy) este si curba

2 2

.o X
descrisa de ecuatia — ——z 5= -1,
a

a>0, b > 0. Aceasta se numeste

2 2

X
hiperbold conjugatd a hiperbolei —Z—Z—z =1,
a

avand aceleasi

b _
asimptote (dreptele y =;x siy =7x ), aceleasi axe (axa Ox si

axa Oy) si acelasi centru de simetrie (originea axelor de coordonate)

¢ Daca a = b, atunci hiperbola se numeste echilaterd si are
2 2
X

ecuatia — —=5 =1, echivalentd cu ecuatia|x?* — 1* = @?| (are ca
Ha - t

asimptote bisectoarele axelor de coordonate, adica dreptele y = x
si y = —x, iar axele hiperbolei sunt axele de coordonate Ox si Oy).

¢ Ecuatia x-y = k, k € R*, adica y:k , reprezinta o
X

hiperbold echilaterd avand ca asimptote axele de coordonate,
adica dreptele x = 0 si y = 0 si ca axe ale hiperbolei avand
bisectoarele cadranelor, adica dreptele y = x si y = —x.

Reprezentarea grafica a parabolei

B 20—

26) Determina hiperbola cu varfurile
A3, 0), A'(-3, 0) si focarele F(5, 0),
F'(-5, 0).

27) Gaseste ecuatia unei hiperbole,
raportatd la axe, stiind cd trece prin
punctele C(52;—2/5) si D(-45, 40).

Ecuatia parabolei avand ca axd de simetrie axa Oy este
|x2 = 2py| , p # 0 si ecuatia parabolei avand ca axa de simetrie

axa Ox estely2 =2px|,p=0.
2

1
Parabola de ecuatie x* = 2py, scrisa sub forma y :2—x ,a
P

fost studiata anterior (in clasa a IX-a) si are reprezentarea grafica

urmatoare: daca p > 0, atunci parabola are ,,ramurile in sus”, si,
dacd p < 0, atunci parabola are ,,ramurile in jos”.

p<0 p>0
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Sd reprezentdam si sd interpretdam grafic
28) Reprezintd grafic parabolele de
ecuatii:

1,
a) y=—x";
) y=5
1,
b) y=—7x7;
) y==3
)y =x%
d) ——lx2
y=-3*-




Axa Oy este axd de simetrie pentru aceste parabole, O(0, 0)
este vdrful parabolei si p se numeste parametrul parabolei.

In continuare, reprezentam grafic parabola de ecuatie y* = 2px,
p # 0. Expriménd pe y in functie de x obtinem y=+,/2px , care
se numesc ecuatiile explicite ale parabolei.

Reprezentam grafic ramura y = ,/2px , pentru y = 0, a parabolei

y* = 2px. Cealaltd ramura, y = —,/2px , 0 vom reprezenta prin
simetrie fatd de axa Ox.

Reprezentam grafic functia f: D —> R f(x)= \/2pTx ,p>0.
I. Din conditia 2px = 0 obtinem x = 0, adica D = [0, %)

N Ox (¥ = 0): obtinem punctul (0, 0) ca punct de intersectie a
graficului cu axa Ox (evident si cu axa Oy).

* Functia nu admite asimptote verticale, deoarece D = [0, «).

e lim 4/2px =0, deci functia nu admite asimptote orizontale.

e m= limM= lim —— 2px

=0sin= lim[f(x)—mx]] =
x—o X X—>00 X X—>00

= lim 4/2px =0, deci functia nu admite asimptote oblice.
X—>0

I. f'(x)= L, Vx> 0; ecuatia /(x) = 0 nu are solutii.

A 2px

p 1 p .
I f"(x)= -[— ) =— , Vx> 0; ecuatia
A2 2x\/; 2x4/2px

f"(x) = 0 nu are solutii.

Iv. x 0 o

f +

fl10 »~

f)) _

7N\

V. y

0] x>

Reprezentand in acelasi sistem de s

coordonate si functia g(x)=—/2px (prin
simetrie fatd de axa Ox) obtinem

(=]
=
v

reprezentarea grafica a parabolei y* = 2px,
p > 0, avand axa de simetrie Ox si varful
0(0, 0).
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29) Fie parabola de ecuatie )? = 2ux.
Reprezentarea graficd a ei este:
N

v

Care sunt ecuatiile explicite ale parabolei?

30) Scrie ecuatia implicitd si ecuatiile
explicite pentru fiecare din parabolele ur-
matoare:

Ay
AN ) ,
20
B
O 12 ¢
o\
22
N
y
b) oo 22
FNG--|2
N«
2: -1 Jo ~
A2
------- 22
31) Reprezintd grafic functiile:
a) /() =2Vx;

b) fy(x)=-2x;
¢) g(x)=2v-x;

d) g,(x)=-2v-x;

0 h1<x>=%ﬁ;
H hz<x>=—§ﬁ.

Reprezintd, in acelasi reper cartezian,
functiile f| si f,.

Reprezintd, in acelasi reper cartezian,
functiile g, si g,.

Reprezintd, in acelasi reper cartezian,
functiile 4, si h,.

Ce obtii? Scrie ecuatia implicitda a
fiecarei parabole obtinute.

———————r



0] X alaturat:

Reprezentand in acelasi sistem de coor-
donate si functia g(x)=—+/2px, p<0 (prin
simetrie fatd de axa Ox) obtinem reprezen-
tarea grafica a parabolei y* = 2px, p < 0, avand
axa de simetrie Ox si varful in O(0, 0).

Proprietdti geometrice ale parabolei

A28 Graficul 9, = {(x, /(%) | x € R}
s i al functiei /- R > R,

Amiwrian f(xX) = a + bx + ¢, a # 0 este
deja cunoscut sub numele de parabola. Ne
propunem sa studiem proprietatile
geometrice ale multimii %} . Intr-un reper
convenabil ales, aceastd multime se poate

scrie sub forma 2= {(x, y) € R?| y = ax?}.

Reprezentand grafic functia

f(x)=+2px, p<0, obtinem graficul

Parabola este locul geometric al punctelor din plan egal
departate de o dreaptd fixd, numitd directoarea parabolei si de

un punct fix, numit focarul parabolei.

Fie F focarul si / directoarea unei parabole .7 si distanta de la F'
la / este |p’ Numaérul p se numeste parametrul parabolei. Pentru
a obtine ecuatia parabolei (raportata la axe) fixam in mod
convenabil in plan un sistem de coordonate. Fie F' proiectia lui
F pe dreapta / si O mijlocul segmentului FF’, origine a sistemului

de coordonate.

I. Daca dreapta OF este axa Oy si paralela prin O la dreapta /

axa Ox, obtinem ;ﬂ/’dif{M]d(M,l):MF}.

\y p<0
F

p > () Ny
F
X
0 M i _Z_ R
P
FY

X
S
re

M

Daca M este un punct din plan avand d(M,/)=MF, cu

notatiile precedente obtinem

2
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2
y+§‘= x2+(y—£] , X2=2py.

et
32) Reprezinta grafic parabolele:
a) y’ = 4ux; b) X’ = 4y;

c) Yy =-4x; d) x2 =—4y;

| ]
e) y2=ZX; f) x2=zy;

2 1 2 1
=——Xx; hyx =——y.
gy 2 ) 27

33) Determina coordonatele focarului
si ecuatia directoarei parabolei:

c)y?=2x
A
D N

x>

d) y? = 2x

_____ Ay
o o
x,

34) Scrie ecuatiile carteziene
explicite ale parabolei:
a) #:)*=8x; b) #:y*=-16x.

35) Scrie ecuatiile carteziene
explicite ale parabolei:
a) #:x2= 16y ; b) #: x* =4y,

- - - 7



e

36) Scrie ecuatia unei parabole cu
varful in origine, axa de simetrie Ox si
care trece prin punctul A(-2, 4).

Deci ."/:{(x, y)eR?|x? =2py}.

Aceasta este ecuatia carteziand implicitd a parabolei cu axa

de simetrie Oy. A
Y
Observatie. F[O, BJ, F'[O, —BJ si dreapta [: y=—£. A 4
2 2 2 :
' Yo
-2

><\/

SR 1 . . . .
Daca notam 2—= a, obtinem ecuatia explicitd a parabolei
p
y = ax’.

II. Daca consideram dreapta OF ca axa Ox si dreapta / de ecuatie

37) La ce distantd de varf trebuie
plasatd o sursd de lumind pe axa unui
reflector parabolic de indltime 20 cm si
p>0 1 1 p<0 ry diametrul bazei 20 cm, pentru a produce

xz—g, obtinem :’f={(x, y)eR? [y’ =2px}‘

v
.

In acest caz, Ox este axi de simetrie (axi transversi).

Observatie.
Parabola are o singurad axa de simetrie si un singur varf.

Exercitiu rezolvat.

Un depozit este aparat de un tun. Proiectilul poate fi lansat sub
orice unghi a € [0, w], avand viteza initiala constantd. Arata ca
infasuratoarea traiectoriilor pe care poate fi lansat proiectilul este o
parabola, numitd parabold de sigurantd (in afara acestei parabole
orice vehicul aerian este in sigurantd).

Indicatie. ,
. .. Lo 9 . . t A .
Din ecuatiile miscarii pe cele doud axe, x(¢) = v, - cosa-t si y(t)=v, -sm(x-t—g—, eliminand timpul,
) 2
< . . . gx
rezulta ecuatia traiectoriei y =xtgo ——————, a € [0, n].
2v, cos” a

2
ax
2
Vo

(tg’a+1), punand conditia A = 0 (o singura parabola atinge

Din ecuatia echivalentd in tga, y =xtgo —
punctul P(x, y)) se obtine locul geometric.

Observatie. -

O oglinda ,,parabolicd* se obtine rotind in jurul axei de simetrie arcul OM al unei parabole. Din punct de
vedere optic, razele de lumind paralele cu axa unei oglinzi parabolice sunt reflectate in focar sau, invers,
dacd o sursd de lumind este asezatd in focar, atunci razele reflectate sunt paralele cu axa oglinzii. Aceasta
proprietate std la baza conceperii telescoapelor cu oglinzi parabolice, a antenelor pentru sateliti etc si este
cunoscutd sub numele de ,proprietatea optica a parabolei®, oglinda parabolicd fiind singura ce asigura
focalizarea punctuald a unui fascicul paralel de lumina, indiferent de dimensiunile acestuia.
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conica

Proprietati geometrice ale conicelor

ecuatia (implicita)

ecuatiile explicite

reprezentarea graficd a conicei

e cerc cu centrul in
originea axelor si cu
razar,r >0

xX*+y=r,r>0

yzi\/rz—xz,l”>0

N
y
e cerc cu centrul in —p+ 2 —(x-a)
=H+ bl------
punctul M(a, b) si cu | (x—a) + (- by =r, Y
razar,r >0 r>0 :
0 a x>
! /yjfb\
2 2 b5
Xy =f—+a —-x",
oelipsa _2+?:1, a,b>0 Y a —-a a g
“ a, b>0 \__‘_/ *
b
p>0 r<0 ¥
y 0
2
* parabola cu axa de 2= 9 X
= =0 =
simetrie Oy TP 4 Zp’p #0
0 x
p>0 p<0
y y
* parabola cu axa de V2 =2px,p # 0 y=+ /pr,p 20 - .
simetrie Ox x
~~~~ \y “‘f
PER b \ /
* hiperbola —Z—Z_zzl,a,b>o y=i—'/x2—a2,
a a

a,b>0
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pRIBLEME
—_—— tipul curbei obtinute:
propUiE l.a) y=v6—x* b)y=—V6—x>.

2.2) y=+25-x"; b) y=—\/25—x2 i

@ Determind domeniul maxim de definitie si reprezinta grafic urmatoarele functii, specificand

10. a) y:%\/9—x2; b) yz—%\/9—x2.

3 3
11. a)yzzx/x2—16; b)yz—zx/x2—16,
12. a) y=2x*-16; b) y=-2Vx"-16.
1
13. a) y:%\/xz—l; b) y:_E x*-1.
1
14. a) yzgx/xz—l; b) y=—~x"—1.
1
15. a) y=Z\/x2—9; b) y=—+x*-9.
16.a) y=+x*-1; b) y=—Vx’—1.
17.2) y=_: by y=2
X X
18. a)y=\/;; b)yz—«/;.
19. a) y=~+—x; b) y=—/—x.

Teste de evaluare

1 1
3.a) y=,——x7; b) y=—[——x".
)y 1/4 )y ,/4
1-9x° 1-9x°
4.8a) y=—; b =
)y 3 ) 3
1
5. a) y=%\/1—25x2; b) y=—§\/1—25x2 ,
3 3
6.2) y=—+16-x7; b) y=—=A16-x%.
)y 2 )y 2
7.a) y=2316—x"; b) y=-2316—x" .
1
8.a) y=—vl-x"; b) y:_E 1-x*
2 1 2
9.a) y=—v1-x"; b) yz—g 1-x
Testul 1

Intr-un reper cartezian xOy, 4, este graficul unei
functii /: R — R, avand reprezentarea grafica urmatoare.

Tangentele la curbd in
punctele 4 si B, de abscise 0
si 2, sunt paralele cu Ox.

1. Determina grafic 1 (0),
S, 1 Q).

2. Fie functia f: R > R,
f(x) = ax® + bx* + c. Determi-
na constantele a, b, ¢ folosind
rezultatele obtinute la punctul 1.

N BN
P
G Y

3. Presupunand cd f(x) =x* - 3x*+ 1, /: R—> R,
determina lim f(x) si lim f(x).
4. Completeaza urmatorul tabel de variatie, folo-

sind datele obtinute mai sus.

X +o0

f!
f

—0

/ NS
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Testul 2

Se considera functia f': (-2, +0), f(x) =x—2+x;:'r2

si reprezentarea ei grafica intr-un reper cartezian.

4 5 X

-2
1. Aratd ca functia f/ admite o asimptota oblica si

determina ecuatia acesteia.

2. Graficul functiei f este situat deasupra sau sub
asimptota sa oblica?
3. Presupunand cd lim f(x)=+w0, ce putem
x—>-2
spune despre functia f*?

4. Reprezinta, in acelasi reper cartezian, functia
fsi asimptotele ei.



Testul 3

Fie functia f:(%, +oo)—>IR, f(x)zzxx—Jr_l3 si ¥,

reprezentarea ei grafica intr-un reper cartezian.

1. Determina lin% f(x).

x5 3

2. Verifica, din limita de
mai sus existenta unei 1
asimptote d, pentru functia —
f si determind ecuatia
dreptei d,.

3. Determina lim f(x).
X—>+00
4. Verifica, din limita de mai sus existenta unei
asimptote d, pentru functia /' si determind ecuatia
dreptei d,.

5. Traseaza dreptele d,, d, si functia f in acelasi
reper cartezian.

Testul 4

Consideram functia f: (—%, + oo) —->R,

f(x)=4x -2 - 3In(2x + 1).
1. Presupunem ca lim f(x)=+o0. Determina

lim1 f(x). Ce deducem de aici, pentru reprezentarea
x5
graficd a lui /7

2. a) Determind intervalele de monotonie ale
functiei f.
b) Determind tabelul de variatie al functiei.

3. Reprezinta grafic functia f.

4. Demonstreaza ca ecuatia f(x) = 0 admite solutie
unicd pe intervalul [1, 2].

INDICATII si RASPUNSURI

Pag. 7. 5. Dacd ceS,,atunci 6,6°,6°,...€ S, si, cum S, este multime finitd, rezult ca 3a, b€ N, a > b

astfel incit o* =¢”’ =>c" " =e. 7.Daci 0 € S, fie 1= 0(ij). Avem S - S _=aa,  +aa

Goiy " Yo~ Yo T Yoy T

= (a, - aj)(a o — @ U(/.)). Daca S este maxima (minimd), atunci S > S_ (respectiv S < §), adica Vi > j avem

1234567
0(i)> 0(j) (respectiv 0(i) < 0(j)), deci o(k) =k (respectiv o(k)=n+1-k), Vk =1, n. 13. a) [1 476725 3);

1234567 1234567
D91 2764539123645 7

]; d) (5 6); ) 0 =(12)2 4B 7)4 6)5 6).

17. a) 1(1) = 12)=112) —13) = ... = t(n — 1) — ©(n) = 1, rezultd ca t(n), t(n — 1), ..., 1(1) este progresie

aritmetica cu ratia 1; (1), ..., ©(n) € {1, 2, ..., n}, rezultd ca rz[

M w2 ) _ D)+t +...+T(n)
OT =2 =" = T42+.4n
nn+1) nn+)2n+1)  (n+ly
Pag. 12. 8. 2 6 4 .
o 3 nn+n+2)
3

~1 -1 3p+2

entru n = 3p+1;
P P (3p+2 -1 -1
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2

o ; b) analog cu a); T = ¢;
n n—-1 .. 1

=1, deci t=e.

2
e & 3p+l
9. 003 pentru n = 3p; p2
3p 0 0 3p+1 €& ¢

j pentru n = 3p + 2.



2—-x 2-2x
x—1 2x-1

5 2 —4
Pag. 18-19. 3.X=[ . 3}5./11: 4, = 6. C(x)=( j,VxelR*-

S = O =

1 0
1 0
010
1 1

_— O = O
S = O O

—_— O O =

a b X
7. X :£ dj; rezultd ¢ = 0, d = a. Consideram Y :L J;j si se ajunge la un sistem incompatibil. 12. Scriem
c z
727 101 020
matricea | 1 14 1| sub forma 74 + B,unde 4=|0 2 0| si B=|1 0 1] si apoi calculam (74 + B)".
727 101 020

6 5 5 5 n n—1 n n
15.6) d=| T |=B+1.B=| " " |[:B"=2"'B.VneN* A = (I, +B) =

2 2

" 5.3-3 5.3-5
=12+C,iB+CfBz+...+C:B"=12+B(C,11+Cj2+C322+...+C:2"1):I2+u3=1[3 s 3%1].

a b 0 1 5
c) A= b =al,+bB, unde B= Lo ;B =1,; A" =(al,+ bB)" =
a

+ (a—b)" (a+b)'—(a-b)" _
> +B 5 =

:[Z(Cy?a” +Cfa"_2b2 +--.)+B(C:la"_lb+cjan_3b3 +) 1, (a+b)

:l[(a+b)n +(a=b)" (a+b)"—(a—b)

1 0
1 0
2 J 16. Prin inductie matematica: 4" :( J, neN*; fi (A):(n+1){ J
n

(a+b)" —(a—b)" (a+b) +(a-b) g 1
0 2 3 00 6 1 -2n 37
17. A=L;+B,B={0 0 -3|, B’=|0 0 0|, BP=0,;;4"=L,+CB+C’B*=|0 1 3|
0 0 0 000 0 0 1

wAn n+3+2n

01 1 3 2 26
18.a)A=1+B, B=[0 0 1 ;A"=13+c,13+c,332;zAk=n13+”(”2+DB+”6‘”B2= 0 =n =
k=1
000 0 0 -,
w+n n+2n+n
01 2 2 6 1 0 1
n 2
b)A=1+B, B=|0 0 3[;X4°={0 =n nxn 1 19.4=aB+bl, B=|0 0 0|; B"=2"'B,
k=1 2 3
000 0 0 1 0 1
Vne N; A”=W3+b"l3. 20. 2z -y =t+y-—x—z2la) A=1-A+2-L; £ =3-4+2-1,;
\ . -1y 2! 2 2 .
A =5-4+6-1,; A =11-4+10-1;; ... b) a":T+ 3 ,VxeN*; b, :E(_l) + = VnelN*.
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23. A"'=4-4"=4"-A, obtinem bc, = cb, ab +bd =ba +db sica +dc, =ac, + cd,

a b c
24. a) XA = AX = XAY = AXY; YA = AY = XYA = XAY. Obtinem A(XY) = (XY)4, b)Daca X =|d e f|, din
@ 0 0 g hoi
AX=XA deducemb=c=d=f=g=h=0;c¢) X*=10 b 0 ,deundea=b=c=0,deci X =0,
0 0 ¢

HX=0,=2X%=0,=2X"=0,=>X"=0,2X"=0,>2X"=0,2X*"=0,=2X°=0,=
=>X*=0,2..X=0,=>X=0,

| o . . | o .
Pag. 26. 1. a) Daca azg, sistem compatibil nedeterminat; daca a# —, sistem compatibil determinat,

(x,y)=(2,0);c)Daca m = —1, sistem incompatibil; dacd m # —1, sistem compatibil determinat, (x, y) = (L bm = 1);

m+1" m+1
8+6n 4n—12

d) (x,y)= ,
) (%) [n2+4 n +4 i
n= > m# 4, sistem incompatibil; dacid n= _E’ m=4, sistem compatibil nedeterminat; daca n# 7 sistem

j. 2. Punem conditia ca determinantul matricei sistemului sa fie 0; a=—-4. 3. Daca

compatibil determinat, (x, y)= (%, %) 4.a) m#5(A=0), S:{(lg_—zzp, %)‘ m,p eIR,m;tS};
n n - -

bym=5s5ip=2(A=0,A, =0,A,=0), S={(x,2-x)|xeR}; ¢) m=5si p#2 (A=0,A, #0,A #0), S=0.
5. a) Dacd a =0, sistem compatibil nedeterminat; daca a # 0, sistem compatibil determinat; b) Daca A e R\ {-1,1},
sistem compatibil determinat, (x,y)=(0,1); dacd A =—1, sistem compatibil nedeterminat; daca A =1, sistem

compatibil nedeterminat.
Pag' 2’9' 1' 3.) (35 25 l)a b) (11 _13 O): C) (_17 47 S)a d) (3a 1a 1)5 e) (Oa 1a 1)9 f) (15 25 3)

Pag. 34. 2. a) (a — d)(b — d)(c — d)(a — c)(b = o)(b — a); b) 4a — b)(b — c)a — ¢); ¢) 2(x = Y)Y — 2)(x — 2);

s, s, S,
d) (c-alc-bYb-afa+b+c). 3. 3o(@—1).5.a) [ 52 S| unde § =x +x5 424 b) S, =3, 5, =0,
S, 85 5

) =-20; 8 +aS ,+bS =0, Yn € Z; pentru n = 3, n = 4 obtinem
S, =-3b, S, = 2a% det(4'4) = —4a’ — 27b* c) dacd x, x,, x, € R atunci det(4'4) = detd - det('4) = (detd)* > 0;
daca, prin absurd, presupunem x, = ¢ + di ¢ R atunci x, = c — di, x, = e (c, d, e € R); det(4 - '4) = (detd)’ =
= (x, = x,)(x, — x,)(x, — x,)* = (2di)*(c — e + di)*(c — e — di)* = 4d’[(c — e)* + d’] < 0 (deoarece d # 0),
contradictie. 6. Obtinem ecuatia x*(a> + b> + ¢* —x) = 0; a, = 0, x, = @® + b> + .

7.a)d;b)ydetdAE=(xty+tz+Hx+ty—z—-6)(x—y—z+ t)(x —y+z— f)detE; ¢) din a) si b) deducem detA =
=xt+tytz+toxt+ty—z-0x—-y—-z+Hx—-y+tz—1.8.a) W*—n+2):n=(n-1)rest 2, deci exista 2 linii

S= 0 +x, +x) - 2(xx, ¥ xx, +xx

cu toate elementele egale; b) (n*> —n + 1) : n = (n — 1) rest 1, deci exista o linie cu toate elementele nule.
15 15
pag 39-40. 1. a) rang A = 2 pentru a=7;rangA = 3 pentru aeR\{;}; b)rang A= 1 pentrua = 1;rang A=2

pentru @ =—2; rang A = 3 pentru aelR\{—Z,l};Z. a) a:?;b)a=3;3. a)a=1, b=%;b)a= 1si beR\{%}

2 2 3
2 - 1
sau aelR\{l} §ibe|R.5.aelR\{—2},A"1=; a ;b) aeR\{—=¢, B' = ! 3-2a 4 -6 |;
a+2(1 1 2 1+2a ! | 94
- a
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140
1

) acR\{-4}.6.a) X 62 b) X g2 9 ) X w23 34) A =3 implici B=3
C) ae — .0.a =— 5 =— — ,C = . . ran = mpliica ran =3,
2l 50 50 o 39 —57 & P £

deci detB # 0;a€ R'. 8. a) detd =0, rang A = 1;b) 4° = O; ([, = A, + A) = ([, = D, + ([, A =1, - A +
+tA-A=1;0)(,-A)' =L +A4 9.a)AB-A—-B=0,AB-A-B+1 =1, AB-1)-(B-1)=1,

4- I )(B I ) I ;det(4 -1 )det(B 1 ) 1; rezulta ca det(A 1 ) # 0, demA I inversabila si, din unicitatea
1nverse1 obtlnem (A I)y'=B- I b) aplicand a) obtinem (4 — I )’ =B - I = C I deci B = C si, analog,
A =B = C. Inlocuind: 4° = 24 si prm inductie matematica obtlnem A" =2" 1A Vn e N* 10. Considerand un
minor d de ordin £ T min {m, p} al matricei AB si aplicand proprietatea VII (determinanti) pentru prima
coloana obtinem o descompunere a lui d in suma de k determinati d = d + d + ...+ d Aplicand acelasi
procedeu pentru a doua coloand, din fiecare determinant a’1 d d obtmem 0 descompunere alui din
suma de k> determinanti. Continuand procedeul, obtinem in fmal 0 descompunere a lui d in suma de *

alil biljl o alik bikjk alil o alik
. . a, b. .. a,b . Ay e @y, .
determinanti de forma: | Wi W b | | — pentru k > rang A4, deci d = 0 pentru
LY/ Ay
akil biljl o akik bikjk aki] o akik

k > rang A4 si, analog, d = 0 pentru k > rang B; se deduce rang AB T min {rang 4, rang B}.

11. Din rang 4B < min {rangd, rang B} rezulti rang AB T rang 4. Analog, 4 = (4B)B "' deci rang 4 < rang AB;
se obtine rang 4 = rang AB. 12. Avem (4 — bl (B — al ) = abl , ab # 0 de unde rang (4 — bl ) = rang(B — al ) = n;
cum A(B — al ) = bB si rang (B — al ) = n, deducem rang 4 = rang bB = rang B. 13. Aplicand succesiv
rezultatul demonstrat la 12., deoarece 4! + B! = A (B + A)B! si detd™! # 0, detB! # 0 obtinem concluzia.

Pag. 48. 1. a) (3, 0, —1); b) (3, 0, -1); ¢) {(3a — 7, 20 — 2, ) ’ a e R}; d) (-1, 3, -2). 2. 3) (1, 2, 3);
b)(1,2,1). 3. a) (2,5, 4); b) (-3, 5,2); ¢) (4, -6, 8); d) (3, 2,0, 0). 5. {(1,2,3,4)}; {2, 1,1,1)}. 6.a)A=2(m+ 1),

daca m # -1, atunci x=1, y :%(m+1) (sistem compatibil determinat); dacda m = —1, atunci x =1 — 2y, y € R

Om—4 m—281

(sistem compatibil nedeterminat); b) A = m? — 36; dacd m # +6, atunci x = ’2" V=" ; dacam=6
m" —36 m” —36

sau m = —0, atunci sistemul este incompatibil. 7. a) S = {[— 23 +713a , — 12; ¢ , oc) | oe IR} , sistem compatibil

nedeterminat; b) § = J, sistem incompatibil; c) sistem incompatibil; d) sistem incompatibil. 8. a.=1, o= 0.

{ =
9. a) m:%;b)m _0siS={(1,-2)}; ) m=2si S= {4 —1)} saum =9 si S:{(—Zg)}. 10. a){x ’:;
y:
xX=- . o e . C|x=2
c) { L 11. a) Ap = -5 # 0; punem conditia ca cei doi minori caracteristici sa fie nuli; a =3, b =2 si { 1;
y= y=-

=6 = 2
b)a=3,b=-06, {x 4;c)a=l,b=2,{ 1sau a=g,b=l. 12. a) Daca A=-4, S = {(1, —%)};dacé

r=-1,8= {( 156 g)}, daca A =3,5={(1,2)}; altfel sistem incompatibil, b) A= (A — 12\ +2); daca L # 1

A+l 1 1 . o . 5 .
Y= z=———; sistemul este compatibil determinat; daca A = 1, atunci

siA# -2, atunci x=——; y= ;
1-22 L+2 r+2
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sistemul este compatibil nedeterminat, S = {(a, b, 1 — a — b), a,beR}; daca A = -2, atunci sistemul este

incompatibil. 13. a) Daca m # —1, atunci x = (m + 1)k, y = (1 — m*)k, z=—~(m + 1)k, k arbitrar; daca m = —1, atunci
1

X=y+z,cuy,zarbitrare; b) x = 13k, y=2k,z=Tk, keR. 14. a) m =1, m = -2; b) mz—E, m=1.

15. 1 —ab + ac + bc + 2abc =0

Pag. 58. 2. 4 = [-2; 2]; B = [0; 2]; C=[%;%} D = (—wo; 2] U [2; w0); E = (—o0; 0] U [2; o);

F:(_oo;ﬂu[i, ) 3.2) 0<|a— b| b) |a - b|>— 4. 4=1[2;4]; B=(~0; 1)U (3; w0), C=[0, 2] U [4; 6];

S5.a)ne {1;2;3;4};b)n = 6;c)n = 10; d) n = 5. 6. Deoarece membrii egalititilor sunt expresii simetrice
in a, b (respectiv a, b, ¢ pentru a treia egalitate), este suficienta tratarea cazului a < b (respectiv a < b < ¢).
7. Pentru n = 1, n = 2 s-a demonstrat. Presupunem propozitia adevaratd pentru » numere. Daca x e R

1° 2’ e n+1

X, 45, 4 et x| x| S|+ o]+ [+ X

atunci |x1 +x, +...+Xx, +xn+1| =|(x1 + X, +...+xn)+xn+1| <

8. Inegalitatea este echivalenta cu |nx —m| <1. Se poate alege m = [nx] € Z. 9. Infimumul este: a) —2; b) —1;
c)-3;d) 0; e) % Supremumul este: a) 1; b) 3; ¢) 100; d) 1; e) 1. Pentru minimum: a) nu exista; b) —1; c) -3;
d) 0; e) % Pentru maximum: a) 1; b) 3; ¢) nu exista; d) nu exista; e) nu exista. 10. a), b), d). 11. Infimumul calculat

in R: a) nu existd; b) +/2; ¢), d), e) f) nu existd; g) 0; h) nu existd. Supremumul calculat in R: a), b) nu exista,
¢) 0; d) 0; e) —1, f) —1; g, h) nu existd. Minimul: a) nu existd; b) ~/2; c), d), e), f), g), h) nu existd. Maximul:
a), b), d), g), h) nu existd; ¢) 0; e) —1; f) —1. 12.a) 4" = {0}, A\ A" =A;b) 4/ =R, A\ 4' =T; ¢) A' = [0, -3]U
U[5;0], A\ A" =D;d) A" = {~o0; +o0}, A\NA" =Z;e) A= {+0}, ANA" =N;f) /=R, A\A'=T;g) A=
A\NA' =D, h) A' =[-0, -3], A\ A" = {1}.

Pag. 69. 1. fnu este surjectivd deoarece nu ia valoarea 3; f este injectivd. 2. a) [-1; 3]; b) f este strict des-

crescatoare; minf = f(3) = -2; maxf = f{—1) = 2. 3. a) [-1; 4]; b) [—1, %], [ 4]; c) A(-1; 0), B(4; 0), C(0, 4).

3
2,

4. a) (—0; =v2|U[N2;); b) U[ +2km; +2kn] c) IR\{%;4}; d) (—o0; ~1] U (2; 0). 5.a) x, = 7;

keZ
b) x, = x, = -1, x,=%tv2. 6. 2) x-D(x+2)(x+3)=>0= xe[-3;-2}U[l;0); b)(x+1)(2x+1)2 A=
@xe(—oo;—l]U{—%}. 7.2 > 10" & x < 0; b) |x—l|<2<:>xe[—l;3];c)f(x)=—2,‘v’xe(—oo;—%),

f(x)=-1, Vxe[ )ﬂx) 0, Vxe[ ) fx)=1, Vxe[dr, ); d) f(x)z‘(x—l)z(x+2)‘=(x—1)2|x+2| etc.

8. a) f{x) = 0, ‘v’xe[ ) =1, Yxe[5; 50); £(x)=2, Vx €[50; 500); f(x)=3, Vx [500, 2006);

b) fix) = sinx, Vx € [0; n]\{ }f(x)—smerl Vx € (m, 275)\{3 } ¢) flx) = sinx, Vxe[ } flo)=1,
Vxe( } d) fv) = 2, Wx € [-1; 0], £ () = 0, Vx € (0; 1].

9. a) f'(x) = arctgx — 7; b) f7'(x) = 7 — arcsinx; ¢) [~ ()_Exx+i

10.b) f(X) =y, yE [0; 1) ©x=1+ }+§gzi,ye[0,n);c) x=+\/— 2 d) (=15 1).
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M.a)fix+ 1) ={x+ 1}(1 - {x+1}) = {x}(1 — {x}) = fix) deci T = 1 perioadd. Daca ar exista 4 € (0, 1)
perioadd pentru £, am avea flx + 4) = f{x), Vx € R, deci f4) = f0) sau A(1 — A) = 0, de unde 4 € {0, 1}
contradictie. Deci 7 = 1 e perioada principala;

B 4O 1 | :
2

c) f crescdtoare pe intervalele de forma [k, k +%] si descrescatoare pe intervalele de forma [k —%, k :|,

Vke Z; d) f(x)—— are solutiile {x}—2+\/_ {x}— \/— ,deci X € k+¥’kel}.

12. a) Vom arita ci, Vy € R, 3! x € (-1, 1) ai. fix) = y. Intr-adevir, daci yeR atunci

}tx_z :»}fx e( 1L1):b) f@)= f ‘R (-1, 1);
c) S este inclusa 1n patratul de latura 1 avand coordonatele Varfurllor 0(0, 0), A(1, 0), B(1, 1), C(0, 1);

d) Deoarece ¥ si (5/,71 admit prima bisectoare a sistemului xOy ca axa de simetrie, deducem ca si S are

In—= =e” :>El'x—

aceeasi axa de simetrie.

13. a) fix) = arctgx, g(x) =x*+4x+3,/,g . R>R; ¥4 %, se intersecteaza cu (” in doud puncte; ecuatia are doua
solutii. b) Se procedeaza analog; 8027 solutii; ¢) Ecuatia devine ()* + 2x — 6)2 + (v + 2x — 4)> = 0, de unde
V' +2x—6=y+2x—4=0; 2 solutii.

Pag. 78-79. 1. a) si b) strict crescator si marginit; c¢) strict crescator si nemarginit superior; d) (a,), ., strict

crescator; a, e[%, 1}, Vn=1;e)a,=0,ke IN*; a,,=la,.,=-1, Yk € N; sirul nu e monoton; a € [-1, 1],

Yn = 1;1) (a,) strict descrescator; a, € (0, 2], Vn = 1;¢) a, strict crescator; a > n, Vn =2, (a,) nemarginit.

2. a) nu este monoton; este marginit; b) strict crescator si marginit; c) a, = ﬁ este strict descrescator

si marginit; d) strict descrescdtor si marginit; e) strict crescator; 1+Z <1+Zk(k—l)

—1+Z( _1—%) :2—%<2, VneN ; f) (a,) strict crescatoare; 0<a, < 1+ﬁ ZL (n 11)n

\S]

9

2—l<
n

Vn=1; g (a,) crescitor; 0<a, <1+l+ +i_1—i<1 h) (a,) crescétor; a,>5 +;+;+ +%=%;
%/_—/

1
22 2" 2" 2

n termeni

(a,) nemadrginit; i) @, = (% - %) + (% - %) tot (— - —) - % €[0,1], VneN, (a,) crescator;

1 1 1 1 1 1 1 1 * ., b4
=(z—= 2|+t =1- \v4 tor.
J) 2a, (1 3)+(3 5) (2n 1", 1) 1 il =3, 16[0 1], VneN*; (a,) crescator.

o o 2 (=n™
3.6:4.7,5.270; 6. a3 7. a3 8. b) 4, =3+ —0,

Vn e N'. 9. Este sir strict crescator (strict descrescator)

n+l

2

si nemarginit. 10. a, = —oo, 1l.a)x, > x, <x,;x, —>0;x, —>-0;b)x <x =x,>x,x, =00,

Xgpu = \/_ \/_ ;) x,>x, <x,,x, = 1,x,  — 0.12. a) convergent; b) 0; c¢) 0. 16. Cele doud subsiruri

,,acopera toti termenii sirului. 17. Cele trei subsiruri au limite egale.
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18. a) a,,, —a, =1 I I I L >0

= .1l n n .
TS R P S Rk s R Rk PR i U AL

b) ;—:1 22:;:% > aplicand inegalitatea mediilor avem: /-3 <% =2,3-5 <3%5 =4,

J57 <5L27=6, s J@=D)@n+1) < 21, si prin inmultirea lor deducem: 1-3-5-7-...-(n—IN2n+1<2-4-6-...-2n

. | . * * 1,(1.1
< <1, . K, 2k TS T 3T,
adica a, NTES] deci a € [0, 1], Vn € N*. ¢) Pentru n € (24, 2#'], k€ N* avem a, 1+2+(3+4)+

1 1), (1 L 1 L 1 L 1,2,2 2k
+(5+...+8)+(9+ +16)+...+(2k_1+1+...+2k)+(2k+1+...+2n)>1+2+22+23+ +2k _1+2§1

pentru n — oo avem k — oo, deci a, — o0; (a,) nemarginit.

Pag. 83.1.a) b, = %n +? 1+2 2 e(l 6], Vne N5 b) a,>2, Wne N 4. Foloseste criteriul majorarii.
+
50) Yn=y, +L;n=1+Cly +C>y* +..;n ( _l) Vi, ,[ , Vn = 2. 6. Sirurile sunt monotone si mar-

ginite. 8. ¢) x € (2;3),Vne N (induc‘gie), X, - xn =(x, - 2)(xn - 3) <0,Vn€ N.9. a)Pentru 0 < u, <6 sir
strict crescator si marginit; pentru u, > 0 sir strict descrescator si marignit; pentru u, = 6, sir constant.

10. Pentru 0 <u, < %, sir strict crescator si marginit; pentru u, > % , sir strict descrescator si marginit; pentru

u, =—-, sir constant. 11. a) inductie; b) 0. 12. a) n<~n’ +k <n+1,k =1, n; L < 1 l Adunam
3°° ’ n+l  Jl2+k n’

i ititi = 1,7 siobti i = T < < k=1, n;cos—— < cos—2— < cos -

inegalitatile pentru k& = 1,7 si obtinem lims =1.b) 2 STk ST s 115,008- 7 Py 3

cos#<a <cos s lima, =1.13.a=2;b=~1;limu =2. 14.a=1,b=4,c =3, limy, = .

1
Pag. 89. 1. a) «; b) 0; ¢) 0. 2. a) oo; b) nu are limita; ¢) x =27, ¥, =—, neN* 3. a)2;b)w; c)m=2"
n

=" . [ ! } [ I
L= ,neN* . 4. g€ (—o, 1)U (2; ©). 5. ae| ——:;0|. 6. ac| 0;— |.
y (-0, DU (2 ) ; —

n

Pag. 96-97. 1. a) a,=1-2.>15b) 4, = 2" = o; 0 anzl—ﬁ—ﬂ. 2.8)x,>x, <x;b)x, <x, >x,;

C)x,>x, <x,3.a)-1;b) 1;¢) %.4.xn=n,Vn€ N. 5. a) 2; b) —0; ¢) 0; d) —5; e) —%.6.a= 1, b=-3.

0,ae(0,5)
7. a) %; b) «o; ¢) -3; d) 0; e) %;DZ 8.a) lima, = 1,a=5( ).9. a) %; b) —%; c) —%; d) %; e) —oo; ) —o0;
w0, ae (5,0
14

g)o. 10.a)a=1, b=%,b)a=1,b=0;c)a=1,b=0;d)a=3,b=—4,c= ,d=2.1l.a)a=1, b__2

2’
0,k=0 |
1 . . OO,a<0 ,azl
b)a=1, b=—=.12.a) limx,={-2,k=1;b) limx, = ; ¢) limx, =43
3 —0,a>0’
—0, k>1 o, sgn(l-a), a;tl
cosgn(l-a), a#1 0,k=0 1 k=0 |
13. ) lima, =4 3 ; b) liman:{ .;c) lima, =43 . 14. a) 5 b) €% ¢) €% d) e.
2,a 1 OO,kEN OO,kGN*
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15.a) e*; b) €% ¢) €%, d) €% e) 1; f) e; g) . 16. lim(a+ 2[3" 1) =a, deci a = 0. Pentru a = 0 limita este 0 ( nu
n+

3n
convine). Pentru a > 0, (a+ﬂ) =a ( (b/a)n) ; 3” (b/a) , deci b—— sia=1.

n+1 n+1 n+1
1+
n Cl|<1
2n+2 n+l 1
18. xn_a+1 2,13 +1 ,daca a # £1; limx = ~td a|>1 19. 2. 20. Se inmulteste cu 1 — x. 21. smx
a—1 a" -1 na-T X
o, a=1
0,a=-1
<2 <2
1 2k+1 _ 1 | Jn? _
22. f(x)=4x",|x|>2, g&x)=1-5,x=2 230 Py K ke D) %; c),ll+§—l=%kn=
2, x|— >2

kL k . k
n(Nn® +k +n) n(Nrt +n+n) n(Nn*+1+n)

} / :%. 24. Foloseste criteriul clestelui: a) %; b) 1;

G - G G 2 -1 2 -1
L=< —1— < yk=1,n; <a, < ;a,—1.25. a) In(ab); b) log,2. 26. 1 + a + b= 0. 27. Daci
Vor? Sk ? 147 IR T b ) In(ab); b) log, ath aca
1 1 1. 1 1 B 1 1 T o
x =l+=+..+—= = . lim|l1+=+..+ =R _n _7
n 22 n2 5 atunC1 x2n 4 n [1-'— 32 +...+ (2n+1)2j_) 6 ? [ 32 (2n+1)2j 6 24 8 '

1 1 1 1( 1 )
1-
28. Zk(k+1) nel ’k(k+1)(k+2)(k+3) T3k 3k+2) 2K+ 3k k2+3k+2
1 1

29.2) 4,=1= gy 1 b) wk+1+(k+1)w€:ﬁ_¢m’c) ZIM Nrad
11 . | (k+D—k _tgh,, —tgh
= ; b 7. _ _ 85 e _
d) Gk+DHk! k+D)! (k+2)! e) Vk, kue(o, 2) astfel incat tg b, =k kel k(D) 1+tghtgh,,
—tg(b—b); 4= 3 (b —b,) bm—bl:arctg(n+l)—arctg1—>§—%:% 30.5,€ (O 1LV <1, Vs 3, 50,
k=1

alna+blnb+clne 1

= .”M_ (1+1) 1 . . Trbic . 1.
31. a) xn—n3( 7 1|—>w;Db)0; c) X, >1,x —00;d)0; f) 0. 32.2) ¢ b ; b) Jab’

(n+ l)a]

), -5 d) & e) e. 33. Foloseste criteriul Stolz-Cesaro. a) ; b) 0. 34. c) Pentru sirul [ P foloseste criteriul

2 I— |
clestelui. 35. a) 1; b) l; ¢) In'Yn! = ln?!; In(n + 1)2' ln2n. _In(n+1)
€ n (n+1)"—n 2n+1

—0; {n! —1.36. Foloseste criteriul radicalului

2) %:b) .

pag. 105. 3. a) c0; b) —o0; ¢) —1; d) 0. 4.1) f(x,) = 0, f(y,) —> 1; ii) nu existd. 5. f(2-0)=-o0, f(V2+0)=00.
6.3.7.1.8.) (1 -0)=3,h(1+0)=1.9. f(-1 = 0)=—-oo0, f(-1 +0)=-1. 10. f (-2 + 0) = -2;

f(2=0)=——(@#2);a=3

5
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pag. 112-113. 1.2) f(0 —0)=f (0 + 0)=0; b) f(0 —0) = £ (0O +0) = 1;¢) f(1 —0) =1, £ (1 +0) =2

1 2
2. a) 0; b) o0; d) —1; e) —oo; f) o0; g) oo; h) —o0; i) —o0; j) —o0. 3. a) 00; b) —o0; ¢) —o0; d) o0; €) —oo; f) 0; g) Ex h) 3

1) 0; 1) 0: k) 2; 1) %;m) %;n)—?a;o) %;p)3;r)6; 5) ”(”2+1);§) 221 34242 4. f(2-0)=f(2+0)=0,

g2-0)=0,g(2+0)=4. 5.a);b)0;c)0; d) «; e)0; f) —1; g) 0; h) sinl; i) cos(—1); j) sin a; k) «; 1) cos a;
m) 0; n) 0. 6. a) 1;b) /3; ¢) —0. 7.2) f (-3 —0) =0, f (-3 +0) = -0, f (3 —0) = —o0; £ (3 +0) = oo,

b)f(1-0)=1,/(1+0)=0;c) f(ﬂ—o)mo, f(ﬂ+ )——oo d)f2-0)=c0,f(2+0)=—0. 8 2)0; T

3
b) %; %; c) I o d) oo; e) 0. 9. a) w; b) o; ¢) oo; d) —o. 10. a) 11m[x smzx +1)—hmx limsin 2L —q;

x>0 x +1 x50 x>0 2)(;3 +1 ’

l\)

X—>00 x —_— x X—>00 x —_— X—0

b) hrn(x —x)tgx+i_—llm(x —x)hmtngr}t—O ¢) lim 2x 1cos%:lim 2x -limcos%:o; d) Daca
X

n

x,—oo, atunci [x,] > o, 1-[x,] ->—00, 7] _5 o pentru orice sir x" — o si din criteriul lui Heine se

H—>0 n—>00 H—>00

obtine 1lim2"*1=0. 11. a) In— b) \/_ ; ¢) 1; d) oo; e) oo; f) arctg?; g) 0; h) 2 Pk i) 1;j) —o0; k) —0; ) —5

X—>00

(@ +2ax | G h—2byn= L b=l 3. pq+1-0; p=—2,g=L 14 b= 1ac R

12.2) lim=—2—+ , ’ 2172

15.a =0. 16. a = 0. 17. a) Fie sirurile (x ), (v,) definite prin x = nm, y, =nn +%. Avemx,y — o, flx) — 0,

fv,) — 1. b) Fie sirurile (x ), (v) definite prin x =nT + a, y, = nT + b unde T e perioada pentru f'si a, b € R:
fla) # f(b). Avem x , y — o, flx ) = fla), Ay,) = f(D).

18. a) Alegem sirurile (x ), (v) ai. x, Z%, Y, = 1 p si proceddm analog cu problema 17;
nm+
4
b) X, = 50—, 3, = ;o) lim /() =1, lim f(x) =2; g) lim /(x) =1, lim (x) = 0.

Znn 2nn +7

20. a) hmf(x)—hm(x +2x+D)=a’+2a+1; hm f(x)=d' —2a; Elhmf(x)<:>a +2a+l=d -2a=>a=="= l

4
q
n|+ . n par
|l

er er xelR\Q

b) lim f(x)=pa", lim f(x)=¢;3limf(x) & pd'=q<=d" =~ <a= .
@ vR\Q e P 4-\/a i
xe xe +s/+, n impar
p
pag. 116. 1. a) oo; b) —0; ¢) 0; d) o0; e) ; £) 1; g) 0; h) 1; )”(”“) i) 0; k) ”(”2+1);1)b;m)%.2.g)oo

h) —o0; 1) —0, j) —00. 3. a) 0; b) —o0; ¢) —0; d) oo; e) —o; ) o0; g) 5; h) %; i) 0;j) 0; k) 2; 1) %; m) %; n) —3;

n(n + 1)

0) 2,p)3 r) 6; 5) s) 242: t) 34+242:5) a) o; b) 0; ¢) 0; d) oo; €) 0; f) —1; g) 0; h) sinl; i) cos(—1);

j) sina; k) oo; 1) cosa; m) 0; n) co. 2. Dacd x = nm, atunci f'(x ) — oo; dacd , =37n+2n71', atunci f'(y) = 0 — 0.
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3. In 2 nu are limita. £ (x) > x — 1, Vx € R. Aplicand criteriul minorarii la c obtinem lim f(x)=w.4.a=0.

5.1) |[f(0)|<0= £(0)=0; i) x¥*—alx|< f(x) < <

, Vx € R. Aplicati criteriul clestelui.

(x+1)1n(x+l)+x
0 x+1

>—1

=-2;ii) n= hm[ x(x— )+x (J)ﬂ(x+)+x)1

6. a=2;b=—/2; 7. {0 - 0) =0, lim f(x)=c0, f(-1+0) =00, f(-1+0)=

} \/X +1
X
= lim

( X + X J lim X + X = lim 1 — 1 =0
(Yl —x—x A +x—x H‘°°|x|\/1—l—x |x|\/1+l—x o \/1—l+1 \/1+l+1
X X X X

8. lim f(x)=0; lim £(x) = lim 1=2-3 = 23 —% 9. i) m= lim -

10. f(x)=—"~

2 X
( 1) lim[x ‘fff) =e“;a=-2.11. lim f(x)=—1=a=+/b si ¢=2b;
X—00 x X—>—0

lim[ f(x)-4x]=2=a-4+b=0;a=2,b=4,c=4.

pag. 121-122. 1. 0. 2. . 3. 2. 4. 0. 5. 0. 6. 173 7.0. 8. 0. 9. 0. 10. —1. 11. —1; 12. 3¢ 13. L\/— 14. 33 15.2.
1 L :
16. 2. 17. 0. 18. 5 19. - 1 20. 1. 21. 3\/—2 23.0. 24.1.25.3.26. 1. 27. Inab. 28. 1. 29. b’ 30. 1. 31. 1.
32. %; 33.-1. 34. 1. 35. 1) a; ii) a; iii) —o0; 0. 36. 1)) a=1,b=-1;ii))a=1, b:_i; iii) a=8; b= -4.
1
0,a< 3
_ _1 1. 1 — 1. _4
37. 1=41 a=s5 . . 38. ae[lz 00), oo daca ae[lz ) ~ dacd a = 1; —o0 dacd a € (1; w). 39. a 3
1
©, 0>5
a+2a+..+na, bhlng+bIna+..+b,Ing, nn+l)  n(n+l) _ _ .2
40. e 41 o 42 e je? . 43, f(x)=imcosZyteosaulzcosd) dsin'x
X X
251n23—x 13 1—cosnx
+cos2x - - 2 ;127 . 44. f(x)=1-cosxcos2x...cos(n—1)x +cosxcos2x...cos(n —)x - —>—==
X
2sin2% 2 P
= f_(x)+cosx...cos(n—1)x- > x? . Prin trecere la limitd obtinem recurenta [ =1 | +?, Vn=2 si
X
4
2 3
llz%,deunde ln:w. 45. sinx = y; hm(1 y)(l—yz)gl—y) lim A+ 90+ y+57) _3 4. o
12 y—l (l—y ) y—l (1+y ) 4 2

pag. 127. 1.a)x==%1;b)x=-1;¢) x= ,keZ;d)x=kn;, k€ Z; e) nu exista; f) x =0; g) x = kn,
ke Z;hx=k ke Z 2 a=4.3.a)y=0;b)y=0,x=22;¢)y=0;x=£2; d)y=x-mn,y=x+me)x=0

2k + D)
2

y=xhx=Ly=2x+3gx=Lhx=-1,y=1) X=%;y=i%;j)x=i2;k)x=0,y=0; Dx=2,y=x-7,

m) y=%,y=2x—%; ny=0.4.a=2;b=3.5.p=3.6. y=%x+3,A(x/E;@).7.y=—x+2,A(1; 1).

8.6=1,a=1.9. Sunt doud cazuri (p =g =1)sau (p =1 si y = -1).
Pag. 135-136. 1. feeste continua In x = 0 daca si numai daca a=-2.2. ao=-1.3. a= l, b=1.4.a)x,= Ipunct de
discontinuitate de speta I; b) x, = 0 punct de discontinuitate de speta II; ¢) e; €’; €’ puncte de discontinuitate de speta L. 5.
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a)f o g continud pe R\ {1}, x, = 1 punct de discontinuitate de speta I, go f* continud pe R\ {0}, x, = 0 punct de
discontinuitate de speta I; b) f o g continua pe (0,1)\ {%} , Xo =% punct de discontinuitate de speta I; go / continua pe

(0, 1); ¢) f og discontinud in orice punct din R (discontinuitate de speta I); (go f)(x)=1, Vx €R, deci go f este

1
continua pe R. 6. a) x,=n+—, nel,
1 1

‘v’xe[n—z,n+§}‘v’nez. 7. f(x)=nsinmx, xe[n,n+1),neZ; sinnm = sin(n+1)w =0; f este continua pe R.
8. Dacd a =5 fcontinua pe R; daca a# 7 f continua pe R\{l} (discontinuitate de speta I)

2014[2]<2,5(21) <2 2] < 5.2 g timE(2-1)=2-tim$.2, 0-2
11. Daca x >0 atunci B 1<[x] o S(x 1)<3[ ] 3 si im -3 3~ am> ; rezultd f;,(0)
analog f;(0) =%. 13. Fiex e R\ Q. Existd (x) < Q astfel incat x — x. Atunci lim f(x,)= lim g(x,), de

1
xsin—
X

unde f (x) = g(x). 14. a)

xsinl< =0. Rezulta lirnof(x)z 0= f(0); b) Fie (-¢, €) o
X x—
vecinatate a originii, € > 0. Se aratd ca existd x, < 0 < x, astfel incat /' (x) < 0 si f'(x,) < 0. 15. Avem: /(x) < log,x <

<f@+1,¥Vx>0,deunde f(x)= [log2 x]], V x> 0. Rezultd ca f'este continud in x, <> logx, ¢ Z<>x, # 2", p€ L
16. x> + x < f(x) < x>+ x, Vx € R. Se trece la limita cu x — 0. 17. Prin inductie se arata ca f (nx) = nf (x),

Y n e Z. Apoi f(%) = %f(x), VneZ, de unde deducem f (x) = xf (1), V x € Q. Din continuitatea lui f rezulta
fo=x(1),vVxe R

Pag. 142-143. 3. a) E =R, fcontinua pe R\{-1,1}; b) E=R\{l}, f continua pe E; ¢) E =R, f continua pe

11
R\{-2,2}. 6.a) x>~15¢) x € [—g+ 2k1'c,g+ 2k1'c}, keZ. 7. Se aratd ca f[[g, ED nu este interval; Im/'= [0, 1].
8. Fief: R —> R, fix) = x* + x. Functia f este continua si bijectiva, deci si inversa sa /' este continua. Avem:
f(x)=x+x,, deci x = f"'(x’+x,),Vn=>1. Daca hrn(x +x,)=1x,, atunci hmx =f"'(x,). 9. Fiel c R,
[ interval. Daca 0 ¢ [, atunci f este continud pe /, deci f (/) este interval. Presupunem 0 € 1. Demonstram ca

f)=1[-1, 11U {a}, de unde rezulta imediat concluzia problemei. Evident, /' (/) < [-1, 1] U {a}. Avem a € f (]),

deoarece a = f (0). Fie y € [-1, 1]. Ecuatia f (x) = y, conduce la ecuatia cosl:y, cu solutiile
X

1

X, :W;TCCOSJ” n€ N. Deoarece ll_l;gx =0, vaexistan,€ N astfel incat x, €/, ye (/). 10.a) sin— C[ 1,1],
1

VxeR\{0};/(R)c[-1,1] daca si numai daci Ae[-1,1]; b) Considerim sirurile (x,),,x ,,—2— si
nm

1 .
W)y =——— %, > 0siy, > 1
n TC n—>»0 n—>0
(k—l).cos(zt—l)g,dacak—kmk

11. feste continua pe (0, o) \ N, din operati cu functii continue. Fie k€ N. /(6)=

b

k- cos(%—l)%,dacék<t<k+l

lt%l f(H)=0, 1t1\nkl f(® =0, £ (k) =0, deci f este continui in ¢ = k. Deducem ci f este continui pe (0, o).
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12. a) Contrazice proprietatea Darboux; b) Contrazice definitia de functie strict crescatoare. 13. Imf/=1N Q = {q},
unde I este un interval, g € Q. 14. Fie & : [a, b] > R, h(x) = f (x) — g(x), Vx € [a, b); h este continua, f surjectiva,
rezultd cd 3x,, x, € [a, b] astfel incat f (x,) = a si f (x,) = b. Avem: h(x) = a — g(x,) < Osi h(x,) =b —g(x,) = 0
Deducem cd 3x, € [a, b] astfel incat A(x,)) = 0.15. f marginitd = lim g(f(x)—x)=-o si lim(f(x)—x)=c0.

16. g: { }—)IR g(x)=f(a+x)— f(c+x) ia valori de semne contrare in capete.

17. rnm f(x,) < Zkk f (xk)<rnax f(x,), deci Zk f(x,) este cuprins intre doud valori ale lui f, de unde

concluzia. 18. f (x) =f0)=f(fx)=f(f®) = x=y = finjectivdi = f strict monotond = f o f strict

crescatoare, contradictie. 20. f injectivd = f strict monotonda = l_i{n f(x)# ll}rbl f(x).

Pag. 148. 1. a) Ax = 1; Af=3; b) Ax =0,1; Af=0,21. 2.a) Ay=0,1; b) -3. 3. a) Ay =a-Ax;%=a;
b) Ay = 2x-Ax + (Ax)?; AJ): 2x+Ax. 4.15. 5.a) —— b) _H 6. f(8)——. 7.10)=1,f'(1)=0
f() /(0)

1
=50!.9. ——5.10. f'(0)=+co. 11. a) nu e derivabila nici in x,, nici in x,; b) nu este
Xo

8. 1(0)=
derivabild in x, = e; ¢) nu este derivabild in x; = 3; d) este derivabild in x, = 0 si /'(0) = 0; d) este derivabild
inx,=0si f(0)=2.12. a) continud si nederivabild in x = 0; b) continua si derivabila c) continua si

derivabild; d) continud si nederivabila. 13. a > 1. 14. glolo n[ f (xo )+ f (xo ) 2f (xo)}
A LA O 2) "

=lim

H—>00

1

n n
Pag. 155. 1. a) fj(=2)=+co; f/(=2) nu are sens; b) f/(0)=-1; f)(0)=1;¢c) f/0)=2; f;(0)=3;

d) £/(0)=2; f;(0)=0. 2.m=1sin=0.3. f'(0)=0. 4. x, = 0 este singurul punct de continuitate al functiei.

— 2 n x')— 0
Fiex € Q;x #0,Vn=>1six,—0; L{;(O):ﬁ:xneo.ﬁex; eR—Q,VnZl,x,Q—)O;Lg()
n xn— X n x:z_

Deci f'(0)=0.5.a) f/(-1)=-2; f)(-1)=2; f/1)=-2; £;(1) =2 (puncte unghiulare); b) f/(0)=+o0; f(0)=—o0
(punct de Intoarcere); ¢) f(0)=0; f,(0)=0; d) f'(0)=-o0; f;(0)=~1 (punct unghiular). €) /' (0) = 0, f’ (0) = o;
x, = 0 punct unghiular; f) /"(-1) = -2, f’(~1) = 0; x = —1 punct unghiular.

=0.

5 0 2% —x, x €| 0, 1_—2\/?’:|U[1+_2\/§,+00)
, X<
8.a)f :R*>R, ()= ;C,Ox<x<1;b) f’;[R\{ izf J5-1 }_HR F)= 1+x,x€[1—2f3,0)u(\62—1,1+2J§}
x,x>1 l,xe 0,\/—57_1}
X

—2,)(,‘6(—00,—1)
c) f7: R\ {O +1, 1}—>IR f'(x)= —l,xe(—l,O)U(l, 1); d) f continud in x = a daca si numai daca

2, xe( )U(l 0)
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hmf(x)— hm S(x), adica @’ —a’ =a-1<> ae{tl}. Din hmw—l lim f(x;:{(l)zl avem cd f'e

x—1
XEQ xelR\(D xe(D xeR\Q

derivabila in x = 1; analog f nu e derivabila in x = —1. Deci /": {1} > R, f(1) = 1. 6. a) 6; b) 32; c) L\/_;
243
1 1 2
d) E; e)2In2; f) —; g) 1; h) %; 1)0;j)0; k) 0.7.a) y=5;b)y=5;c)y=x;d) y=x; e) yzl((x+1)ln2+1);
e
fy=xln2 + 13 g) y=2(r— D2 + D )y =x; )y = 1;j) y=S—x; k) y=-1.9. lim -8 __riy),

/% X=X

. X)—g(x,
1%% = f(x,); g derivabili in x, < flx,) = 0. 10. Daca fix,) > 0 atunci g!(x,)= f'(x,) = g,(x,); dacd

PR ’ ' = _ . . g(x)—g(x ) : |f(X)| . f(x)
fx,) <0atunci g!(x,)=—/"(x,) = g,(x,); daca f{x,) = 0 atunci g,(x,) = )lr%t =, 0 = }%},x —— —}%})'X —x0| =

=/ (%) si, analog, g/(x,)=

1-x

Pag. 165-166. 1. a) 4x> — 6x + 2; b) 3x*> + 2x + 1; ¢) sinx + x - cosx; d) 2x - cosx — x* -
—lna _ —cosx _ sinx :

g )25

X sinx " cos?x’ " (cosx+x-sinx)

;) 2+ x- 2 In2; m) 3*- In3 + 6+ x 6 In6 + 2'In2;

2Inx o
—.2.2) f'(x)=140-(2x +3)";

x-lna x’

n) 2x; o) 2y; p) 0; q) ctgx - x2 ; 1) £sing; s) 05 t)
Sin~™ x

b) f'(x)=31-(ax2+bx+c)3°.(2ax+b);c)f'(x)=7.(x3—x)6.(3x2—1);d)f'(x)zL;
33/ (x? —x)*

e) f'(x)= —ﬁ; f) f'(x)=3cos3x; g) f'(x)=3sin’x-cosx; h) f'(x)=—5sin5x;

) 7. cos® ) 6tg? 25— 1K) f'(x) = 30ctg’3 ) Sx)= o
i) f'(x)=-7-cos’ x-sinx; '(x) =6t . x)=-30ctg 3x- = - ;
J'(x) 1 ) f(x)=6tg"2x o5’ 2x & 1sm sin?3x 2«/s1n3x

' — : , . , e"+x-e" +
m) f (x)szm X;n) f'(x)=cos(sinx)-cosx; 0) f (x)——,p) f'(x)=2x-e"

24x 2WWx-e' +x
3. a) bx —bsinbx); b) ¥’ -l ) 4 d) 1
)y =e™ - ; =—— )y =—F——F5dy= ;
y'=e"" (acosbx — bsinbx) y cosx y (ex+e7x)2 Yy cosx
2x° .
Q)= i f) y= 5.0) ' =™ =™ b) £(x)=x" - (1+Inx);
I-x cos®x
" onex™ —(n+1)-x" +1

g'(x) = (sinx)** " .cos® x — (sinx)*****" - In(sinx). 7. S = (l +x+ x2+...+x”) =

(x—1)’

8. a) Metoda 1. Calculam E, -sin% si folosim formula sinx-siny = %[cos(x —y)—cos(x +y)]]; Metoda 11. Notam

cu £ si E, membrii stangi ai celor doua identitati. Calculam E, + i-E| apoi utilizam formula lui Moivre;

b) S=-E/. 9. fs’(0)=—1=f(;(0)=ff(0);f'(x)z{:’jiio 10, £(2)=6m. a) | —xb) 2422 ¢) 1.

S =f(x) 1 {g(x) - g(x)

— f(x . . A
~X, X x—x, I 0)}, Vx eV \{x,} side aici, trecand

12. x, #0=3V € ¥ (x,) astfel incat

la limita, exista f'(x,) = [g (xo)— f(xo)] 13. f(x + T) =f(x), Vx € R. Derivand, obtinem f'(x+7)= f"(x),

Vx € R, deci [’ are perloada T. Reciproca e falsa. Prezentam un contraexemplu: functia f: R - R, f{x) = x + sinx

este derivabila si f'(x)=1+cosx; f' este periodica (T, = 2mn), dar f nu este periodica. Avem f (0) = 0.
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Presupunem ca 3T > 0 astfel incét f (x) = f(x + T). Luand x, = nT -+ 0, f(0)= f(nT)=nT +sinnT —+ o, contra-

dictie. 14. a) Fie x, € Isi h € R* astfel incatx, + h € [; MZO. Deci lhiir.}wzf'(xo)ZO;

h
1 x?,x<0
b) Se demonstreaza analog. 15. f este derivabila pe R* si f'(x)= M 16. f(x)=1{x,x€[0,1];
\lter X ,x>1

[ este derivabild, deci si continua pe R\ {0, 1} ca restrictie de functii elementare. lim x> = hmx 0= 7(0), deci
x—0
x<0 x>0

f este continud in x = 0; lm}x—hmx =1= f(1), deci f este continud in x = 1, f este continua pe R.
x—>
x<1 x>1

F10)=0, £10)=1; £1(1)=1, f1(1)=2, deci feste derivabili pe R\ {0, 1}. 17. a) / (=x) = f (x), x € R si derivand
obtinem —f'(—=x)=f"(x)< f'(-x)=—f"(x) deci f' impard; b) f(-x)=—f(x), Vx € I si derivand obtinem:
—f'(=x)==f"(x) = f'(=x)= f"'(x), deci f" pard.

18. a) f este strict descrescdtoare , deci injectivd, iar din f continud, lim f(x) =+, lim f(x)=1 si f strict
X—>—00 X—>0

descrescatoare rezulta Imf'= (1, +o0); b) f(0) = 3 implica f '(3) = 0si (/)(3)= Iz f11(3)) - f’}O) :_31112'

19. a) f este suma a trei functii, doud strict crescdtoare si una crescatoare, in consecintd este o functie strict
crescatoare; b) din f'continua, lim f(x)=o0 si lim f(x)=-o rezultd Imf=R;c) f(0)=1=7"'(1)=0
X—>00 X—>—00

DI =4=1"® =10 (V0= s, 200 Y == by =i
)y =(1-xe*21.a) f(x)=(x—x,) .- (x=x )+ Hx—x)x=x) o (x—x )+ (x—x)xX—x,) i (x—x,,);
notimcu =R\ {x,x,,., X }; J;((;C)) - lxl - lx2 +...+x_1xn’Vx€ E;b) (?) (X):{(x—lxlf I(x_lxzf +“‘+(x_1x )2}<0,

VxekE, (?) Ak ff U, ; deci f"(x)- f(x)<(f)(x)‘v’er si cum f'(x)#0,Vi=1n, rezultd cd

inegalitatea se verifica si pentru x ,x.22.a) 8= S 23.a) x () =x() < t=1saut =2

1 2, .

b) v () = X/(£) =106 +2, v,() =x/(£) =3¢ +4t+4,q(t)zvl(t)zlo,a/z(l‘):vz(t):6t+4; o v (1) =12,v,2) =22,

v(1)=11,v,(2) =24, a,(1) = a,(2) = 10, a2(1) =10, a,2) = 16; d) (1) = v,(1) = = 323 (=) 1=1.

3
" 23 " " 23_ ’ l
24. a) J'(x )_((x—l)) b) S )_( )29 c) S'(x)= ((2+;c)2)‘ 25. g"(x)=—4sin2x; 26'h(X):co:2x;
W= —Zsing. 27, f0=( s 28 100 =303 29.0) 100 =120b) f700 =3 I’ 342
30. a) f'(x) = 4x () = 12x2, £ O(x) = 24x, fD(x) =24, f® = 0, Vn = 5, b) f"(x) = ae™, Vn € N;
¢) £ (x) = (( D" )Zl,v eN: d) ()= E) =Dl 1() +(”) D! wneNts o) SO =+ xsls Lo

2xtl——t n) =D"-n!

fx)=2x+ o /0= 2+( )3,f (g)= - )M,Vne N, n > 3.
_ 1 _ (n) 1 1

f) S =117 +2 S =ED" [( Ty (x+1)”+2j'
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Pag. 174. 1. a) c= % b) Nu, deoarece f nu e derivabila in 0; c) ¢ = 0; d) O TE g} nu este interval; e) Nu,
2.

deoarece f nu este derivabila in x = 0; f) Nu, deoarece f nu este derivabila in x _Z Consideram functia

g:[1,&] >R, g(x)— ‘Inx + 21 In? x4 —2 n 1 In"™" x ce este derivabild, deci continui si g(1) = g(e?) = 0
n

Aplicand teorema lui Rolle rezultd concluzia. 3. Consideram functia g : [a, b] > R, g(x) = f (x)-¢** care este
derivabild, deci continua si f'(x,) = f (x,) = 0 < g(x,) = g(x,) = 0. Aplicam teorema lui Rolle si obtinem c intre

1
x, six, astfel incat g'(c)=0= f'(c)+A f(c)=0.4. 1=n-(c, Y '=c, =—=;limc, =1.

—\I/Z’naoo

5. (0 =0,Vxe (L. 6 oy D g NIFx-l 6 L 8 a)3c e (nn+ 1) astel
2

1+x (I1+x-0,) ! ;;)0
1 1 1 1
incat In(n+1)—Inn=—, n<c,<n+1= n+l <c_ <—, de unde rezulti inegalititile date; b) 0 < x <1;(x)
C n

n

strict descrescétor; ¢) ¢ = In2. 9. a) Aplicand teorema lui Lagrange functiei f : [n, nt1] > R, f (x) = In(Inx)
1 1
<
-lnc, ¢,-In(c,) n-In(n)
> In(In(n + 1)) —In(In3) , deci I = +o0. 10. a) 0; b) f continua pe [c, d] si

rezulta ca existd ¢ € (n, n + 1) astfel incat In(In(n + 1)) — In(In(n)) =

;n<c,<n+l=

S|
de unde rezulta inegalitatea; b) ; Ik
derivabilda pe (¢, d) ca restrictie de functie elementard; c) f’(xk):f(k+2)_f(k+1):>

= Zf (x,)=f(n+2)= f(H)——>-f 1) === deoarece lim f(x)=0. 11. Vezi problema 9. 12. f continua

pe R ca restrictie de functii elementare lim f(x) =1; lim(asinx+bcosx) =b. Pentru b = 1, lim f(x) = f(0),
x> x> x—0

x<0 x>0

2x-1,x<0

acosx — smx x>0’
2x?

(1+x)
1irnf(x) =0= f(x)<0,Vx>0. 15. a) Functia f': (-1, 1) > R, f(x) = arcsinx + arccosx este derivabila si

x>0

f(x)=0, ‘v’xe( 1,1), deci f(x) = k, V x € (-1, 1). Din f(0)== > rezultékzz S(=D)= f(l)— , deci

deci feste continud inx = 0. f'(x)= { ; f/(0)=-1, f7(0)=a. Pentru a = -1, f este derivabila.

Deci a = -1, b = 1. 14. a) f'(x)=- ; b) ff(x)<0, V¥V x > 0 = f este strict descrescatoare:

f(x)=—, Vxe[-1,1]; b) Functia g : R — R, g(x) = arctgx + arcctgx este derivabild si g'(x)=0, Vxe IR deci

gx)=k,Vxe R.Cum g(l)—— rezulta k=5 16. M>0 Vx,x'el, x#x'; llmf(x) f(ﬂ =/"(x) =0.
1

. = =—. . : + =x+—-2; i ila.

17. f(x)=£x) s oo 18. Definim functia 1 : (0, +t©) > R, f(x) x+x ; f este derivabila

1 x*-1 f'(x)=0

! :1——: 5
S x’ x x>0

} = x=1,rezultd f(x) = 0, ¥V x> 0. 19. a) strict crescatoare pe (-, —2) si strict

descrescatoare pe (-2, +o); b) strict descrescatoare pe (—oo, 2) si strict crescdtoare pe (2, +®©); c) strict
crescatoare pe R ; d) strict descrescatoare pe (—, 2) si pe (2, +o); e) strict crescatoare pe (-0, 1) si strict

descrescatoare pe (1, +o0). 20. @ =—1. 21. Concluzia se obtine aplicand teorema lui Rolle functiei 7 : [a, b] &> R,

Fx) =L@/ = /()

i h—x . 22.Fie F: [a, b] > R, F(x) =f(x) + In(x — a)(b — x). Din lim F(x) = lin%F(x) = —00
x>a x<b
si F continud rezulta ca existd g € (a, %b) si be (a ’2L b , b) astfel incat F(a,) = F(b,). Concluzia se obtine
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aplicand teorema lui Rolle restrictiei functiei /' la intervalul [a,, b,]. 23. a) un exemplu este f(x)=

b) un exemplu este f(x)=<x; ¢) un exemplu este f (x) = sgn(x). 24. Pentru functia /' : R - R,
f(X)=a'+a +...+a, , 0 este punct de minim absolut si, conform teoremei lui Fermat, /'(0) = 0. 25. Pentru

functia f/: R > R, f(x)=ba +ba, +...+b,a,, 0 este punct de minim absolut si conform teoremei lui Fermat,

0)=0.26.a=e.27.a=6.28.a=e 29.a=0.30.a) y = (éx2+x) ey = (; 2+2x+1)
1- x'xe[O 1]

b) y=x+1;)"=1; ¢) y=—-e -2ce; y'=ce +dce . 31. f(x)= red, +0) b) este

nooq N
varianta corectd. 32. Se aplicd teorema lui Rolle functiei /' : [0, 1] - R, f(x)= ) kilxk '.33. Se aplica
k=0

b, . a
teorema lui Rolle functiei /: [0, 2n] — R, J(X)= ;[f sin(kx) —fcos(kx)} . 34. Un exemplu este /: [0, 10] > R,

f (x) =sinnx. 35. ¢ = 1 + In(e — 1). 36. Concluzia revine la demonstrarea inegalitatilor ﬁ>lnlg# @ si

Inb—Ina

) o YR o 201
h—a >a+b(ll).Cu substitutia t—ae(l+oo) obtinem (i) <+t N Inz>0 iar (ii) < In¢ >0

37. Consideram functia f: (0, +0) — R, f(f) = #. Ecuatia este echivalenta cu / (33:5 @_f (55):f (4). Con-

form teoremei lui Fermat exista ¢, € (2, 3) si ¢, € (4,5) astfel inct ecuatia este echivalentd cu x¢ c;‘

Inn ln(n +1)

38.a) f' (X)— ; by n<n+l= f(n)> f(n+1)= , echivalentd cu inegalitatea data.
Pag. 177-178. 1. a) B, b) a(a 1) c) 6’ ——, e) «o; ) 1; g) §’ h) G i) %; ) Lk %; e) 0, dacd a = b;
__1 _ s1n(nt) _ 1 >
1, daca a # b; m) «/ﬁ’ n) Notdm cu ¢ = arccosx si obtinem [ = 1t1{10181T—n oyn=1, L—6, =2,
L:hmx—sinx_x”’1 +x"’sinx +...+sin"" x —Ljim 14 8inx (smx)
x—0 x3 x”*1 x—0
p) Notam ¢ =sinx si obtinem L =lim V_In¢ In¢ l, deci L:£
’ ’ BN t/‘lt -1 2
9 lim 1= cosxcossz-...-cosnx.i:hml—cosxcos%x-...-cosnx:
x>0 X tgx x>0 X
:hm(sinxcos2x-...‘cosnx+cosx‘2sin2x-...-cosnx+ +cosxcos2x-...'nsinmc):lJr2_2Jr
50 2x 2x 2x 2 2
N +n_2:n(n+l)(2n+l) )hml COS X €08 2X......COS 11X _ x2 ) 1 n(n+1)(2n+1)
T2 12 %0 x* sin? x 1++/cosxcos2x...cos nx 24

2.a) L—hm(—ye )—hm— 0; b) limLind = Jjm 220 “lny _ =0; ¢) hmzln—z—hmzlnz—O d) limA=% =2.
s v @” ey Y yow Y letg T >
-
e) lim In(x —1) —lim—*=1 __|im= In” x
-l 1 x>l 1 s x—1
Inx In®x x

p t
=0; f) 0; g) Notdm r=tgx si obtinem L:}I_{g(l— t2+1jet:
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1 =L
eﬁ (ex(x-%—l) _ 1) 1
. e x(x+1) 1 x2

=lim—————==m; h) 0; hm =lim
1o 2 +1+\/t +1 )0:9) 1 e =1 —x(x+D)

x° x(x+1)
dacd a € (0, 1), atunci L = 0; dacd a > 1, atun01 L = o0; k) Daca o € (-2, 0), atunci L = 0; daca o =-2, atunci

—1;j)Dacaa=1 atunc1L—é

=5—; dacd o € (—oo, —2), atunci L = o0. 3. a) o0; b) c0; ¢) c0; d) —o0; €) oo; ) —o0; g) —0

. 1 1 . tex—x tgx+x 2 1
h) lim} = —— J:hmgx = 'xz =34+ 2) &3, b)eic) ¢ 75 d) ¢ s ©) e f)(n')”1 g (a“bbc‘)“*b“.

x—0 x3 X tg X

5.a) I;b) 15 ¢) 15d) 1; e) o5 f) 005 g) 1. 6. a) 1;b) 15 ¢) 1;d) 15 e) 1; f) 0. 7. a) n(n4+l); b) _n(rgl);

tgx tg2x tgnx 1

2 2
o @D g nQnt Dt D! nly’ (tgx.tg%. .tgnx_l):n,.hmx 2 U ax

Indicatie hm 2 3 =

8 ’ 18 X 2x nx x—0 X
tgx 'tg2x tgnx | tgx(tg2x ), tgnx tgx tg2x (tgnx '
R e I | I e T
n'l X 2x nx 2x nx x 2x nx
x—0 X
) ) In(x) In(l+x)—x I
(1), (2 2 e . lime_—e_ C ol e -x o
= 2{(1 3)+(2 3)+ +(n 3 ﬂ 8.a) 0; b) . 9. a) L=lim™—— e}clfghl(ux) — p 0; b) 1;
X

¢) L=Ilimx

X—>00

1
a1l xln(1+£)—1 xln(l 7) -1
{el(l ")—e}zelim € -1 X =-£
=0 xln(1+l)—1
X
Pag. 184-185. 1. a) crescatoare pe R; b) descrescatoare pe R; c) descrescatoare pe (—oo, 0), crescatoare pe
(0, 0); d) descrescatoare pe (-, 0), crescatoare pe (0, «0); e) crescatoare pe R; f) descrescatoare pe (—00, Z);

< 3 < < < . <
crescatoare pe (Z’ 00); g) crescatoare pe (-, 1), descrescétoare pe (1, «); h) crescatoare pe R; i) crescatoare

pe (o, =1) U (1, =), descrescatoare pe (—1, 1). 2. a) descrescatoare pe (-0, 3); crescatoare pe (3, «); M(3, -9)

B B B) (o) 5,28

punct de minim; b) descrescatoare pe (_T’ T)’ crescatoare pe (—00, ) 3 9

punct de maxim; M. (%, 2—\/_) punct de minim; c) crescatoare pe (—oo, 6), descrescatoare pe (6, +o©);
M1(6, 432) punct de maxim; d) crescatoare pe R \ {-1}; e) descrescatoare pe IR\{—%}. 3. a) descrescatoare

pe R — {2}; b) crescatoare pe R — {1}. 4. a) descrescatoare; b) crescatoare; c) crescatoare; d) descrescatoare;
e) crescatoare pe (1, o); descrescatoare pe (0, 1). 5. a) descrescatoare pe (-, 1), crescatoare pe (1, %);

b) descrescatoare pe [-2, 2]; ¢) crescatoare pe R; d) crescatoare pe R— {{(2k +1)%‘ ke Z} ; e) descrescatoare

pe (o, —1) U (1, =), crescétoare pe (-1, 1); f) descrescatoare pe (—00, 1_2\/§)U(1_2\/§, 00) si crescatoare pe

11445 U %, +00/ 5 o) crescatoare pe (0, €%); descrescatoare pe (€2, «); h) descrescatoare pe (—/2, 0)U(2, +0);

2 2
crescatoare pe (-0, —+/2)U(0,~2); i) crescdtoare pe (—1, 1_2\/5)U(0, 1+2\/§), descrescdtoare pe
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[

5 1); j) descrescatoare pe [—éé 0] » crescatoare pe ( —90; = 1] k) descrescétoare pe (0, e),
crescatoare pe (e, ®) ; 1) crescatoare pe (0, %TR)U(SI ) 275) descrescatoare pe (%Tn, %Tn), m) crescatoare pe
- » 21|, descrescatoare pe (5> 5 |; n) descrescatoare pe (—o, —3); crescatoare pe (-3, +o).
0,2)U(3F, 2x), a atoare pe (%, 22); n) d dtoare p 3 toare pe (-3
6. a) crescatoare pe (—OO ;) descrescatoare pe (7 ) b)Ad=f(12),B=f(3)=>B>A4.7. a= —%, b=3,c=8

sau a=_—1 b=8,c=3.8.a=-5b=1,c=-2,d=1. 10. f(x)=¢e—-1-1In(1 +x),f: (-1, 0)U (0, +0)—>R.

+1)-1

fa)=0 (x +1) Definim functiile g(x) = e¢(x+1) -1, g: R > R, g(x)=¢"(x+2)>0, x € (-1, +o0), deci g

este strict crescatoare pe (—1, ) si g(x) <0,V x € (-1, 0) si g(x) > 0, Vx € (0, +o0). Deci feste strict descrescatoare

pe (-1, 0) si strict crescatoare pe (0, +o0). Cum lim f(x)=0 rezultd ca ' (x) > 0, V x € (-1, 0) U (0, +o0).
x—0

12. a) Definim functia /: R —> R, f(x) = e*—x — 1 ce este derivabila si f'(x)=e* -1; f'(x)=0=x=0. Deci

f(x)=0,Vvxe R;b)Fiea,a, .., a, €(0,+00)§iA:M siG=1%/a, -a,.a, . Luam x—j—l,

a; n

a G
1 < i < n si obtinem: e /Z >0, 1<i<n. Inmultind cele n inegalititi obtinem: e’ > Ve

< G<4.13. Fie

sinx X-cosx—sinx x—tgx
S (x)= ; fi(x)=———F——=cosx: s <0, Vxe[o, g), deci f este strict descrescatoare pe
T i _smx :E sinx 2 ( th X
0,— | m i >Z Vxe|0,=| 14. ini c(—1. + = _In(1+x) i
( 2). o x > deci = > 14. a) Definim f, g : (-1, +0) - R, f(x) 1 (I+x) si

g(x) = In(1 + x) — x. Avem f'si g derivabile, f'(x)= g'(x) =x_—j:1; f(x)<0,Vxe (-1,0) U (0, +o0),

_r
(x+1)*’
gx) < 0, Vx € (-1, 0) U (0, +). 16. a) lirzlf(x)zlimf(x):o; b) [fl(x)= (\/_ \/_)

f"0=5 [ \/7 \/7] c¢) Pe intervalele (-, 0] si [1, +o0) f este strict descrescatoare, iar pe intervalul
(0, 1) este strict crescatoare; d) f(3) > f(5) echivalent cu x, > x,. 16. a) gx)= ( ) ln(7)+(%) ln(%)+l,

g'(x)= ( ) In® (7)+(%) In? (%), b) g" > 0 implica g’ strict crescatoare; c) g’ este injectivda deci punctul C

este unic; d) g este strict descrescatoare pe [0, c] si strict crescatoare pe [c, 1]. e) Punctele de maxim local ale
functiei g sunt 0 si 1. Cum g(0) = g(1) = 0, rezultd g(x) < 0, Vx € [0, 1]. 17.a=-6,b=5.18. m =3

Pag. 208. 13. a) Daca m € (-1, 1) avem 2 solutii, daca m = 1 avem 1 solutie, iar daca m € (-0, —1] U (1, o0)
nu avem solutii; b) Vm € R, ecuatia are 1 solutie; ¢) Dacd m = 0, atunci x = 0 solutie; dacd m > 0 avem o
solutie x € (—o0, 0); daca m < 0 avem o solutie x € (0, ). d) Pentru x = 0: daca m € (o, ) nu avem solutii,
daca m = e atunci x = 1 solutie, dacd m > e, avem 2 solutii: x, € (0, Inm), x, € (Inm, ). Pentru x < 0 avem:
daca m € (-, 0] nu avem solutii, daca m > 0 avem 1 solutie x € (-, 0); e) Pentru orice m € R avem o

1 1

solutie; f) Pentru m [0, o) {—%} avem solutia x = 1; pentru me [—00, —EJU [—5,0) avem 2 solutii.

239



CUPRINS

I. Elemente de calcul matricial si sisteme de ecuatii liniare

Matrice

Sisteme de ecuatii
liniare si determinanti

o =

O 0 3N L W

c PEIMULATT .eeeiiiiiii e e 3
. Tabel de tip matricial. Matrice, multimi de matrice.

Operatii cu matrice: adunarea, Tnmultirea unei matrice cu scalar ................. 8
. Operatii cu matrice: TNMUILITEA........cccueiiiiiiiiiiiiiie e 13
. Sisteme de ecuatii liniare ...........cccevviiiiieiiiiiiiiieee e 20
. Determinanti de ordin 72 ..........cooocvviiiiiiiiiciiiiiee e 27
. Proprietatile determinantilor.........cccocoueeiiiiiiiiiiiiiie e 30
. Rangul unei matrice. Matrice inversabild .............cccocoiiiiiiiiiiiiiiiiies 35
. Sisteme liniare de m ecuatii cu n necunoscute, 7 < 4 .....ccccceeeviiiiieniienen. 41
. Interpretarea geometrica a sistemelor liniare cu doud necunoscute........... 49

II. Elemente de analiza matematica

Multimea numerelor
reale. Functii reale.
Siruri de numere reale

Limite de functii

Continuitatea
functiilor

Derivabilitatea
functiilor

Reprezentarea
grafica a functiilor

NN N DB W=

DN B W -

~N N DB W~ —_

AW N ==

. Multimi de puncte pe dreapta reald............ccceeviiiiiiiiiiieiiiieeeee e 53
. Functii reale de variabila reald .............ccooiiiiiiiiiiii e 59
. Notiunea de sir. Siruri monotone. Siruri marginite ...........cccceeevvveeernieeennn. 70
- LAMIta UNUL ST ceeeiieiiiiee e 74
. Convergentd $1 MArZINITE .....oeeviuiiiieiiiiieeiiiie et 80
. Operatii cu siruri care au limitd. Siruri remarcabile .............cccooeieeiriiienn. 84
. Calculul limitelor in cazuri de nedeterminare..............ccocueeevieenveerieeenneen. 90
. Limita unei functii intr-un punct. Limite laterale ..........c..cccceeeviiiennine.n. 100
. Operatii cu limite de functii. Limitele functiilor elementare .................... 106
. Criterii de existentd a limitei unei functii ..........ccccoeeviviiiniiieiniieeee 114
. Metode de eliminare a nedeterminarilor ...........coceeviiiiniieniiiniieenicenen. 117
. Asimptotele unei funCii .......coeeveeieiiiiie e 123
. Continuitate punctuald; puncte de discontinuitate;
continuitate pe un interval. Operatii cu functii continue. ............c..cccce... 129
. Studiul existentei solutiilor reale ale unor ecuatii si semnul
unei functii continue pe un interval ........cccococeiiiiiiiiiiiii 137
. Functii care admit derivata. Functii derivabile ............ccccoooiiiniiiinnnen. 144
. Derivate laterale. Derivatele unor functii elementare ...........cc.cccceeeenneee.. 149
. Operatii cu functii derivabile. Derivate de ordinul al doilea .................... 156
. Proprietati generale ale functiilor derivabile pe un interval ..................... 167
. Calculul unor limite de functii cu ajutorul derivatelor ..........c...ccceeeneee. 176
. Rolul derivatei de ordinul intai in studiul functiilor ...........ccccoeiiiniieein. 179
. Rolul derivatei de ordinul doi in studiul functiilor ..........ccccceeeviiinnniinen. 186
. Reprezentarea graficd a functiilor ...........ocueeeiiiiiiiiiiiiiii e 192
. Aplicatii ale unor proprietati locale sau globale ale functiilor.................. 203
. Rezolvarea grafica a unor ecuatii. Sirul lui Rolle .........cccoccoeeiviiiinnninnn. 205
. Reprezentarea graficd a conicelor (cerc, elipsa, hiperbola, parabold) .....209

Indicatii ST FASPUIMSUTI ...oooviiiiiiiiiiiiii e ae e eeeeeee seeeereeeeeeeeeeeeeeeeees 222



Manualul
se adreseaza
tuturor elevilor,
celor mai buni, &
dar si acelora carora

nu le place matematica.
Lucrarea este impartita

pe capitole si lectii. In fiecare
lectie exista exercitii simple in
coloana din dreapta teoriei, pentru a se

putea urmari mai bine relatia teorie-probleme.

La sfarsitul fiecarei lectii exista un set de
probleme de diferite grade de dificultate.

Fiecare capitol se incheie cu teste de sinteza.

ISBN




	interior p 1-240 M1 XI
	p 001-002
	p 003-007
	p 008-019
	p 020-052
	p 053-058
	p 059-069
	p 070-099
	p 100-113
	p 114-122
	p 123-128
	p 129-143

	p 144-163
	p 164-178
	p 179-191
	p 192-208
	p 209-221
	p 222-239
	p 240 cuprins



