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INTRODUCERE

Ca si celelalte stiinfe, matematica s-a niscut din necesitdtile practice:
ale omului, care s-au ivit pe diferite trepte de dezvoltare, in procesul
muncii lui.

Contribufia matematicii la progresul stiintei si tchnicii este astdzi
_unanim recunoscuti. o ‘

Exemplificarea acestui adevdr, la nivelul cunostingelor teoretice pri-
mite in liceu, este o necesitate. ‘

Scopul acestei lucrdri este de a ardta modul in care uunecle notiuni de
matematici fundamentate teoretic se pot folosi la rezolvarea unor probleme
practice. ‘

fn aceastd noud edifie o importantd deosebitd a fost acordati pro-
blemelor cu caracter economic.

Printre acestea, un rol important il are planificarea, urmirirea §i ana-
liza activitdtii intreprinderilor, care au ca scop principal: realizarea unwui

. numdr cit mai mare de bunuri materiale de fot felul, care sd satisfacd nevoile
merew crescinde ale tuturor oamenilor mumcii, cu minimum de efort si cu
maximum de economii. .

Aceasta Inseamnd cid productivitalea muncit (care reprezinti cantitatea
de produse realizate in unitate de timp)jva trebui si creasci necontenit,
atit prin introducerea tehnicii noi in .procesul de productie, cit si prin
organizarea rafionald a productiei §i cresterea calificdrii muncitorilor.

fn acelagi timp, ca o consecinfd a cresterii productivitifii muncii,
precum §i a altor mésuri care vor duce la economii de materiale $i de mano-
perd, preful de cost (costul exprimat in lei pe unitate de produs) va trebui
si fie redus in mod continuu §i progresiv, fird a diminua calitatea produ-
selor si numirul sortimentelor. : _ :

Indicatorii! folosifi in planificare §i in statistici se exprimi in unitdti

" fizice sau conventionale (m, m? m3, kg, t, kWh, bucdfi, leifbucatd,
tonefom zi, kg combustibil conventional etc.).

Majoritatea indicatorilor folosifi de fiecare intreprindere economici
se schimbi de la o perioadd de timp la alta §i se realizeazi la slirsitul perioa
-dei planificate conform planului, peste plan sau sub plan. '

Ei pot fi considerafi din punct de vedere matematic, variabile - indepen-
dente sau functii de una sau mai multe variabile, si sint lega}i intre ei prin
relatii simple care comportd operatii elementare (de adunare, scidere,
inmultire si impértire). ‘

Pentru a cunoaste mirimea unui indicator rezultat dintr-o serie de
marimi date, in statistici si in planificare se folosesc diferite mirimi medii1

i Mirimile folosite in planificare gi statisticA poarti demumirea generali de indicatori.
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aritmetice, armonice, geometrice, pétratice, simple sau pond- _.e (studiate
in capitolul I). : , -

in capitolul II au fost rezolvate si propuse citeva .bleme de maxim
si minim- pe cale elementard, folosind unele teorem' -eduse in capitgiul 1
(la nivelul cunostinielor din clasele 8—10). :

Deoarece mirimea unui indicator poatc cr ste sau descreste fatid de
valoarea lui inifiald, este necesar si cunoa‘ .eir modul de calcu! al variatie
procentuale al unui indicator in cazul -sud cxpresia lui se prezintd sub
forma unui produs, cit sau sume de (oi sau mai mulfi indicator:, care
variazi fajd de valorile lor initiale cv anumite procente. 2

‘Astfel de probleme, intilnite ad-sea in practicd au tost studiate in
capitolul IIIL. : o
" " Pentru a putca urmiri evolutia’ unui femcmen economic realizat :in
diferite perioade de timp, in capi olul IV au fost studiate §i reprezentate
graficele unor fi.ncfii cum ar fi: pretul de cost §i productivitatea muncii
in fenctie de productie, varial a numirului de cumpétitori in functie -
de timp, variujia cheltuielilor de stocare in functie de volumul stocuus 5.a.

O gami 1. ult ma: largd de probleme de maxin: sau de minim au fost
rezolvate ¢t ajutorul derivatcior (capitolul V). o ! "

in cap’ olul VI au fost date citeva aplicafii practice ale calculului
integral (uia §i volumul corpurilor de rotatie, capacitatea butoaielor,
lungimea unor arce de cuiba, centrele de greutate aic unor plici plane)
iar in ¢ pitolul V1I au fost rezolvate citeva probleme practice de analizd
combin .torie, construirea unor salloane pentru croirea unor piese, unele
aphca’id ‘n topografie, volumul unor -corpuri geometrice mai pujin cunos-
cute « ar foarte des intilnite in pract.ca : obeliscul, pana ; probleme de inter-
polare si extrarolare {folesind polinoniul de interpolare-al lui Lagrange) s.a.

] rintre mijloacele care duc la executarea calculelor cu multd usurinid
se «fld si nomogramele. ' )

" Construirea §i mwodul de utilizare a-unor nomograme simple este dat
in- capitolu) VIII. ' ’

O’ atenjie decsebitd a fost acordatd programelor liniare printre care
710llen.a transf orturilor ocupd un loc central. ) _

Tati fiind importanja mereu crescindd a metodelor cercetdrii operatio-
pale, in ultimul capitol s-au introdus citeva metode elementare de feoria
srafurilor. : ' :

"Algoritmii expusi, care sint simpli §i usor accesibili, permit soluionarea
a numeroase probleme din cele mai diferite domenii de activitate, folosind:
determinarea drumului de valoare sau de lungime. optimi (maxima sau
minimi), a fluxului maxim sau a drumului critic etc.). - '

Folosind metoda elimindrii succesive (datd in amexd) am ardtat cum
se pot-rezolva unele probleme de algebri liniard: disculia si rezolvarea
sistemelor liniare, rangul unei matrice §i matricea inversd a unei matrice
patrate nesingulare, valoarea unmei funcfii liniare, fard a folosi calcule
greoaie cu delerminanfi, formulele lui Cramer sau teroma lui Rouché (care
constituie de multi vreme piese de muzeu). ] )

Credem ci algebra liniar3 se poate dezvolta ugor, mai clar si mai profund,
far caleule cu determinanti. Este astizi unanim recunoscut ci determinantul
nu se mai foloseste decit in cazuri rare §i atunci ca un concept abreviativ'.

AUTORII

) 1 A se vedea si articolul din revista belgian# ,,Nico” ar. 2/1969 si Gazeta matematics
seria A nr. 2/1971 de acad. J. Dieudonné, :
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- CAPITOLUL 1.
MARIMI MEDII

§ 1. Cglculﬁl marimilor medii

— Media aritmeticd simpld (m,)

Daci notdm cu %;, Xa, ..., ¥, O serie de mdtimi individuale, in gene-
ral diferite intre ele, cc caracterizeazd evolujia unui [enomen economic,
tehnic, sau de aiti naturd, atunci media aritmeticd m, a acestor mérimi

- se obtine cu formula:
X Xo + ... x
m, = L % T r o om, = (Zx,): n.
n :

Manrmle %y, %3 ..., %, POt reprezenta: ,

— productia realizatd de un muncitor pe zi in " cursul unei perioade -
de timp (de exemplu in cursul unei luni sau al unci decade), pentru a afla
productia medie zilnici ce revine unui muncitor (exprimata in umtatl'
de productie pe -zi, de exemplu bucdti/zi);

— numirul de hectare arate zilnic la o ferma -agncola intr-o perloada
-de timp, pentru a determina numdirul mediu de hectarc arate pe zi;

— numirul de vagoane-marfi incdrcate zilnic intr-o stafie de cale
ferata, pentru a afla media zilnicid a Incércérilor in acea statie etc.

* Probleme propuse

‘1. Productia-realizati la extractia minereului de fier, in decursul unui
cincinal, este datd in tabelul: :

Anul I 11 III w | v
Mii tone | '1500 1900 2 400 3200 | 4,000

' Se cere productia medie anuali in acel cincinal. (R:2 600 mii tone)

2, Tabelul de mai jos reprezinta numirul de tractoare care au func-
tionat in 6 ani consecutivi: :

Anul I | m | mx v \4 l VI
Nr.bucati | 40000| 48000| 57000| 63000 | 82000 | 100000




Care este numirul mediu anual de tractoare care au existat in acea
perioadd §i numirul de tractoare care au fost construite in medie pe an
(R: 71 000; 12 000). .

— Media aritmeticd ponderatd (mgp)

Fie %, %, ..., %, o serie de mirimi individuale, iar m,;, m,, ... m,
- numere care ne arati de c¢ite ori se afli mirimile %, % ..., %, in
seria de mdrimi date. Medla aritmeticd ponderatd m,, se calculeazi cu
formula :

m Xymy + Xemy + .. xm, e = 2xm,
ap = s ap = “
my+omy+ ...+ m, Zm,
Numerele m,: Zm, >0, + =1, 2, ..., #; cu care se inmulfesc mirimile
Xy, %, ..., X, S& numesc ponderit.

Media aritmetici ponderatd se folosegte in cazul in care, in seria de
mirimi date unele mirimi se intilnesc de mai multe ori. De fapt, media
aritmeticd ponderatd se obtine dintr-o medie aritmetici . simpli, in care
unele mirimi din serie se intilnesc de mai iulte ori. Cum o adunare .
repetati se poate inlocui cu o inmultfire, media aritmeticd obfinutd devine
medie aritmetici ponderati

Exemplu. Un grup de 40, 20, 60 de vagoane au fost incircate cu 16,
10, respectiv 14 t/vagon. Se cere tonajul mediu care revine pe o osie-
a unui vagon.

Folosind formula care ne di medla ponderati, se obfine:

40 - 16 + 20 - 10+60 14
40 + 20 + 60

Tona]ul mediu care revine pe o osie este un indicator de o impertanta
deosebitd in transportul pe calea feratd si poartd numele de imedredturd
séaticé pe osie. Cresterea acestui indicator duce -la depa§1rea tona]ulul
frecirui tren si deci la un volum maérit de transporturi cu acela§1 numar

" de trenuri.

Mgy = = 14 t/vagon (sau 7 tfosie).

Observatie. Ponderarea se poate face nu numai cu mérimea abso-
lutd a ponderilor, ci §i cu raportul procentual al fiecirei ponderi fajd de
suma lor.

Aceasta este o consecin}i a faptului ci formula care ne di media arit-
metica ponderat‘é se mai poate scrie si sub forma:

% - 100 + %2 100, + ... + %, —2— - 100
m‘ zm{ zm‘
mll} = - »
. 100 T
' formula de mai sus devine:
(3
m‘p - %P1+ Xeps + ... + %P, — 2%,p, o
' ‘ 100 100
Numerele p,: 100 > 0, ¢ =.1, 2, ..., », se numesc ponderi procentuale.
! Dacdh my =my = ... =m, =1, m,y = m, Deci media aritmeticl simpli m,, éste un

<caz particular al mediei aritmetice ponderate m,yp.
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De mentionat cd media aritmetici ponderati cu procentele mdrimilor
date se aplici mai ugor in practicd, fiind mai simpld, deoarece procentele -
P1, Ps ..., Do sint, in general, numere de 2—3 cifre, iar numitorul
formulei este egal cu 100 si deci impdirtirea se face fird calcule.

Verificarea exactitétii calculelor unei medii aritmetice simple sau pon-
derate, se poate face cu ajutorul formulelor:

E(g—mg) = 0; - Im{x% — map) =0.

- Probleme propuse

1. La o intreprindere de confec}ii s-au executat in cursul unei luni:
200 de costume de 800 lei costumul, 150 paltoane cu 1000 lei bucata
si 120 pardesiuri cu 650 lei bucata.

Care este pretul de cost mediu al unei confectii la acea intreprindere.

(R : 825,50 lei/bucati).

2, La o fermd agricold recolta de griu s-a realizat astfel: 32 q/ha,
pe un lot de 12 ha; 36 q/ha pe-un lot de 10 ha, 38 q/ha pe un lot de™
16 ha i 40 q/ha pe un lot de 8 ha. Caré este recolta medie de griu la
hectar, provenitid din cele 4 loturi?

- (R: 36,34 qMa).

-3. In tara noastrd puterea electrici instalati ‘a crescut astfel: intre
anii 1925—1930 cu 14 000 kW /an, intre anii 1931—1938 cu 16000 kW/an,
iar intre anii 1939—1945 cu 18 000 kW/an Care este cresterea medie anuald
 a puterii de energie electrici instalatd in perioada 1925—1945?

(R: 15111 kW/an).

4. Puterea electricid instalatd a crescut dupd cum urmeazi: intre anii
1949—1954 cu 120000 kW/an, intre anii 1955—1960 cu 150 000 kW/an,
iar intre anii 1961—1965 a crescut cu 400;000 kW/an. Care este cresterea
~ medie anuala a puterii 1nstalate in penoada 1949—1965 ?

(R: 218750 kW/an).

— Media armonicé simpld (my)

Dacid x,, %;, ..., %, reprezinti o serie de mirimi date, media armonica
m, a acestor mirimi se calculeazi cu formula:

n n
—+ + . +? z—
2

2 (4

si este egala cu snversa mediei aritmetice a inverselor marimilor date. In cazul
particular # = 2, » = 3, media armonicid se poate scrie sub forma :

_ 2xy%y, 3xy%9%3
my,=——="*; m, =
% 4+ %, X1%g + X9Xg + Xg¥,

Exemplu. Pretul de cost al unui produs similar la trei fabrici diferite
a fost 400, 500, respectiv 600 lei/bucatd. Totalul cheltuielilor efectuate pen-
- tru realizarea acelei productii la fiecare din cele 3 fabrici a fost acelagi.

Care este preful de cost mediu al acelui produs la cele 3 fabrici?



Solugie. Daca notidm cu C totalul cheltuielilor. efectuate de fiecare din
cele 3 fabrici §i cu x,, %, %3 preful de cost realizat la cele 3 fabrici, pretul
de cest mediu ¢ al acelui produs va fi: :

_ _totalul cheltuielilor _ C + c + C _ 3
1,1 1
+ + —s- Py + r + Py

.

numirul produselor

Se constatd cd preful de cost medlu se obtme calculind media armonicid
a celor 3 preturi obtinute la cele 3 fabrici.
inlocuind pe x,, %3, %3 cu valorile date, gédsim:

w8 _ 36000 _ Leesp.

74
4’66'*'5706+ﬁ

deci preful de cost mediu va fi de 486,50 lei/bucatat.

— Media armonicd- ponderatd (my,)

Fie x,, %, ..., %, o serie de m3rimi date, iar a,, a,, ..., a, # numere
reale. Media armonicid a marimilor x;, %, ..., %, ponderate cu numerele
a, @, ..., a, este datd de formula: ) '

: a +ae+ ... +a Za

Mpp = a" au,; m;,,-—-.—‘%p .
hyBbp 4 &
xl 2 Xy ’ X,

si este egald cu inversa mediei aritmetice ponderate a inverselor mdrimilor
date.

Numerele a,: Za, >0, i=1, 2, ..., n, se numesc* ponderi.

Exemplu. Retributia medie lunard a unei categorii de muncitori dintr-o
intreprindere pe cele 4. trimestre ale unui an a fost 2400, 2580, 2700,
respectiv 2 840 lei/lun3, iar fondul de retributii efectiv pe cele 4 trimestre
a fost de 600000, 720 000, 900 00O, respectiv 960 000 leiftrimestru. Care
a fost retribujia medie lunard a unui muncitor de la acea intreprindere,
-in cursul acelui an? .

Dacd notdm cu 7 retribujia medie lunara, atundi:

7 — fondul de retribufii anual _ a, + a, + a5 + 4,

numarul de lucritori a1 Ta, Gy, G
: == + - + F + =

in care a, reprezmta fondul de retrlbu];n trlmestnal iar x, retnbutxa medie
lunard a unui muncitor pe cele 4 trimestre.

Deci, retributia medie lunaré se calculeazi cu ajutorul mediei armonice
a retnbutulor lunare, ponderate cu' fondul de retributii .corespunzitoare
celor 4 trimestre. :

1"Preful de cost al aceluiagi produs diferi de la o.intreprindere la alta, deoarece el de-
:pinde de modul de organizare a productiei, de gradul de mecanizare a-procesului de produc-
tie, de tipul de utilizare a maginilor unelte, de randamentul ‘acestor magini, gradul de califi-
«care al muncitorilor etc.
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Daci inlocuim pe 4, §i %, cu valorile date, se obtine: -

_ . 600 000 + 720 000 + 900 000 - 960 000

¢ = "= 500000 L 720000 900000 960000
2400 ' 2580 ' 2700 ' 2840
3180000 ‘

— 2612 lei/luni.
1217

- Observatie. Ca siin cazul mediei aritmetice ponderate, ponderarea
se poate face §1 cu raportul procentual al fiecirei ponderi fata de suma
lor.

In astfel de cazuri, ponderile a;; a,, ... , a, vor fi exprimate in procente 1
. _ 100a, .
) b= Sa,
iar ' ' '
151-{-1).. cer P =100(a; + a; + ... +a,): Za, = 100,
si deci: '
100 100 ’ -
mhp = = . X
' %~+&+...+& zﬁf
1 X

Exemplu. La o fermé agricola, producna de griu la hectar a fost reali-
zata astfel: :

— pe 609% dm suprafata cultivats, productla a fost depisitd cu 20% :
fata de plan; - .

.— pe 30,5%, productia a fost depdsitd cu 259, fati de plan;

— pe9, 5 %. productia-a fost rcalizati cu 5% sub plan. -

Care este procentul mediu cu care a fost depa§1ta producfia de griu
la hectar la acea fermi agricola?

Solugie. Cunoscind procentele de varratle a p]anuh.n P, coeficientii de
realizare ¢, se vor calcula cu formula:

P
=14+-L .
T 300
In exemplul dat se va gisi: . . ,
c1=1+020—120 Ga=1+025=125; c;=1-005=095

(deoarece 59, sub plan inseamni p, = —5).

Cunoscind coeficientii partiali ¢, ¢,, ¢, de realizare a p]anu]ux coeficien-
tul mediu de realizare a planului global se va obtine cu ajutorul mediei
armonice a coeficienjilor partiali de realizare, 1’0[1(3(&.;;1 cu procentele
corespunzatoare celor trei suprafefe fa{d de suprafuia totala: .

i '2(1)050 95 :;fg=l'1825;
T,§+1,25+0,95 T



jar procentul mediu de depdsire va fi:
$ = 100(¢ — 1) = 100(1,1825 — 1) = 18,26%.

82De7i la acea ferm3 agricold planul productiei la griu a fost depigit cu
1 'y 5°°. A - : .

Probleme propuse

1. tn cursul unui an, retribufiile unui grup de tehnicieni, ingineri si
"economisti ai unei intreprinderi au fost majorate astfel : 20% din totalul
retributiilor au fost majorate cu 25%, 429, cu 20% .si 38% cu 15%.

Se cere coeficientul si procentul mediu de majorare a retributiilor acelui
grup. : -
Indicatie : Se vor calcula mai intfi coeficientii medii parfiali de majorare
a retributiilor §i se va gési: %, = 1,25; %, = 1,20; %; = 1,15; apoi, folo-
sind media armonici ponderatd; se va gisi: £ = 1,19 sau $ = 19%.

. 2. Productia globali realizatd la 3 intreprinderi a foat de: 1200, 2866,
respectiv 3900 mii lei in cursul unei luni, jar coeficienfiii de indeplinire a
planului au fost: 1,2; 1,4 ; respectiv 1,3. -

€are este coeficientul si procentul mediu de indeplinire a planului glo-
bal la acest grup de intreprinderi? ,

Indicaie: Cum & = P,: P,, rezulti P,=P,:3,; i =1, 2, 8; iar
eoeficientul mediu ¢ se va obtine din formula: .
= productia realizatd P,+ P, 4 Py

productia planificatd Py:6; + PaiGa$Pei s

se va gisi ¢ = 1,316; deci $ =31,6%.

— Media geometrici simpld (myg): N
Fie aq, @y, G2 -5 4, O serie de mirimi date!. Fiecare din ele vor pm-
semta in genmeral, o majorare sau o reducere fatd de mirimea precedentll
@in anumite cazuri particulare, unele mirimi pot fi §i egale intre ele).
Daci notim cu ¥, raportul dintre marimea 4, fatd de mirimea prece-
dentd a,_,, (sau coeficientul de variatie) se pot scrie relatiile 1

a, ay ag a
Hy=— ) Kg=— Xg=——, ... X = .
Qo 1 as Q-1
famuliind aceste relatii se obtine:
a .
By Ty Ty ... =t t)
a9

1 Bxemple: Productia realizati la o tntreprindere pe o perioadd datd de ,timp, preul
. de cost al nnui produs; in general, mérimea unui indicator ecomomic realizat (sau planificat)
tn diferite perloade de timp etc. Prin natura lor mérimile a, sint strict pozitive: a, > 0,

i=0,1,2 ...,
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Dacéd vom presupune ci variafia acestor mirimi este uniformi si egala
cu %, relatia (1) devine:

n . .
=t g\, 2)
@’ " Va,

sau, daci finem seama de (1):

£;=m,={'/xl-x2-...-x,. (3)

Se constatd cd modul de variatie a mirimilor a,, a,, ..., a, (sau ceefi-
cientul mediu de variafie £) este egal cu media geometrici a coeficientiler
- de variafie a fiecirei mirimi fat3 de mirimea precedenti. Procentul mediu

de variafie a mirimilor a,, a,, ..., a, este § = 100 (z — 1).

- In practici se va folosi formula (2) sau (3), dupd cum se cunoaste seria_ »
de mirimi absolute @, a,, ..., 4, sau numai coeficientii de variatie ai
acestor mirimi #,, %, ..., x,.

Pentru calculul efectiv al mediei geometrice se aplici logaritmlii in 2)
sau (3) '

lg%.=(lga, —1gas): n=1>0; % =antilgp, (2
lg2=(gx+ ... +lgx):n=">0; z=oantilgh (3"

"Exemple: 1. Productia de tractoare pe o perioadi de 5 ani este dati
in tabela de mai jos:

Anul I I1 III Iv \%

Numirul de bucigi | 4000 | 6000 | 7500|9000 | 11700 -

Coeficientul de -
variatie 1 1,5 1,25 1,20 1,30

]
|
i
|
i
i
|

- Care este procentul mediu de crestere a numdrului de tractoare in acest
interval de timp? :

. 'Solutie. Deoarece’ seria mirimilor este cunoscutd, ritmul mediu de
variafie va fi dat de formula: , '
4 4/11700
- 4 000
Ig % = (Ig 11700 — 1g 4 000) : 4 = 0,1145;
% = anti 1g 0,1145 = 1,307 ; iar-$ = 100{% — 1) = 100(1,307 — 1) =30,7%.
Productia de tractoare a crescut in medie cu 30,7% in fiecare an fajd
de anul precedent.
2. Puterea instalati in centralele electrice creste anual in medie cu

16%. Se cere puterea instalati la sfirsitul unei perioade de 5 ani, stiind
ci la inceput ea a fost de 16 - 108 kW. . .

1



Solutie. Coeficientul mediu de crestere anuald va fi:

) 3 16 , -
142 1+ 22 —140,16=1,16,
e=ldig= T ="1%

. jar puterea instalatd la sfirsitul perioadei se va obfine din formﬁ]a (2)1
 gg=a,c=116°-16-10°;
Ig ag'= 61g 1,16 4 Ig 164 6 = 7,59288.
| ag =39 - 16 < 10° kW
si prezintﬁ o crestere de _ o

7 = 100 (gg_l,gg ~ 1),= 1449,.

3. Pretul de cost al unui produs a scizut de la 1500 la 1000 lei, ca

urmare a 4 rcduceri consecutive. ,
Care a fost ritmul wucdiu de reducere a prefului de cost la acel produs ?

- Solutie. Folosind formula (2), se obtine coeficieniui media de reducere %!

5= {’/T(SOO 1500 = /2 3.
Se va gﬁsi % == 0,9036; iar procentul mediﬁ de variatie va fi p = 100{(x—

— 1) = —9,649%. Cun § <0, ptetul de cost a fost redus in medie cu 9,64% -
1a fiecare din cele 4 reduceri consecutive. '

~ 4. Costul unui produs in valoare de 1000 lei a suferit 5 reduceri conse-
cutive, dé 5%, 8%, 10%, 15%, 20%. ’
Care este procentul mediu de reducerea prefului de cost alacclui produs
si costul lui final? o
Solugie. Se determind coelivient .ucdii de reducere cu formula :

%=14+p:100; x, =1- 1) =0,5; 2,=092; %, =090;
' Xy = 7,'?; X =(), 0.

“ormula (3) ne va da apoi _cuicieaul . din de variafie

| » =305, 20,90 0,85 - 0,80; ,
£=0,8823; 5 = 10 — 1) = 8823 — 100 = —11,77%.

um P <V, rezultd ci p,re;x';l de cost s-a redus in medie cu 11,77%

a fi.care din cal 3 reduceri consecutive.

Caleulul costulur fival ,
Cum seria de mirimi date a,, 4,, ..., @, se poate scrie §i sub forma

aq, ao(l +1—g—0) | ao(.ll.;.'l_i’oa'f, e ao(l + %6) ,



- preful de cost final dupid » reduceri consecutive va fi:

100

B

an=ao(l‘+“1—‘)“-‘ V I
In exemplul dat, avem:

P 11,775
= 14+ -] =1000{1 ———} = .
5 ao( + 0‘ , ( 7 100 ) 535

/

i ﬁ Dupa cele 5 reduceri consecutlve costul final va fi de 535 lei.

— Media geometricd ﬁonderata (mgp) =

ggDaca 1, 73 ..., 7,sint # numere reale strict pozitive, media geometrici
ponderatid m,g, este dati de formula :

"

i Ly — . :
14 7, r -
mg,='\/x,f-xz‘... Xgri v =0+ 134+ ... 7,
Dacid rl—rz—...r—l r-1+1+ .+ 1=mn si se obfine
media geometnca simpld a # numere %x,, %, vy X0
X IR

- — Media patratica:
Dacid %, %3 ... %, reprezmta elementele unei coleetivitifi statistice!
~format3 din # elemente §i # media lor aritmeticé, atunci diferengele :

X, — K Xpg—%; ;.. X, —X;

- dintre fiecare element ¥, si media lor aritmetici £° se numesc abateri de la
: medla lor aritmetica.

“# Pentru a calcula media acestor abateri se foloseste media aritmetics
a patratelor abaterilor? de la media aritmetic3 §i se calculeazi cu formula:

0, — A2+ (— 2+ ...+ (% =2 E(x — %)
" B h n ]

D) =

Media aritmetici a pétratelor abaterilor se noteazd cu litera D §i poartd

" numele de DISPERSIE

< Abatcrea medie pi'va’icd se noteazd de obicei cu litera o, §i este egald
cu ridicina patratd a dxspersxex' :

.= \/(x, Z AP F (o —AP Tt o T (% — AP _ \/z(x—_?)z‘
» n

’

. Abaterea medie patratxca este o mdirime statisticid care se exprlma in ’
“aceleasi unitdli ca si elementele #, ale colectivitdfii statistice.

Observatii. Di:1abditerilejy, — %] sint mici, aceasta inseamni ca
serla de mirimi #, dltcm putin de media lor aritmeticd. fnastielde cazuri
10 mulfime de oblecte fiinte, lucruri, fenomene, formeazi o colectivitate statistlc&

-dac# ele posedi unele caracteristici comune.
* deoarece media aritmeticd a abaterilor ‘este nuli.

13



§i pétratele acestor abateri (x, — £)® vor fi mici, deci §i media aritmetici
a pitratelor abaterilor adicd dispersia D, precum §i abaterea medie pétra-
‘ticét adicd o vor fi de asemenea mici. :
Dac# abaterile vor fi mari, atunci si abaterea medie p#tratici o va fi
' mare. : : , :
De aceea, abatereca medie pdiraticié reprezintd un indicator important
al unei colectivititi statistice; ea ne indica oscilafia sau diversitatea distri-
bufies elementelor x, din colectivitatea statistici pe care o studiem.
Aplicafie. Se cunosc prejurile de cost ale unui produs similar la 5 fabrici
diferite : A5, As -+ .s. A.,.USé cere si se calculeze dispersia D(%,), precum
si abaterea medie pitraticd g, folosind]datele din tabela de mai jos.
Vom calcula suCcesiv: . : '

Denumirea Pretul de cost Abaterea de la | pyy o4 abaterilor
intreprinderii | (%) lei/buc. medla;f_lt?etma (7, — 22

4, 40 —8 784

A, | 60 § -8 64

A, - T 7 [ 49

4, 85 17 289

A 80 ] 12 144 .

Total | 340 0 1330

— media aritmetica \a mérimilor x,:
=" 2=13%:5=30:5=68;
— abaterile de la media aritmetici, adicé_ diferentele x, — % ;
40 — 68 = —28;60 — 68 = —8;75—68 = 7 85—68 =17;80—68=12;

trecute in coloana 3; . C
- .— piitratele abaterilor (x, — £)2, trecute in coloana 4;
— media aritmetici a pitratelor, adicd dispersia:
_ Z(x —Z%)* 1330

5 5

D{z)
— abaterea medie patraticd:

o = A/D(%) = 4/266 ~°16,31.
Rezultd ci abaterea medie de la pretul de cost este de 16,31 lei.

"



D b servatie. Deoarece dispersia se poate scrie §i sub forma

D(z) =

=22 —

B(x, — z)? - Zx 22 3x, 42 m?*
n

n n

28 - £ = 73—

in practicd se va folosi formula mai simpli:

D(%) = 22 — 22

n

(4)

Dispersia este egald cu diferenta dintre media aritmetied a pitratelor
. elementelor x, 5i patratul mediei aritmetice a acelor elemente.
 Pentru sistematizarea calculelor se poate folosi tabela de mai jes:

Nr. crt. %, %3 2 %2 . %} 23—
(1) 2) (?) 4 8 (6) 7
1 0 | 1600
2 6 | 3600
3 75 5625
4 8 7| 7225
5 80 6400
| Total 340 |24450 | 68 |4624 4800 | 266

" — in coloana 2 se trec elementele %;, %;, ..., %5;

~— in coloana 3 se trec pitratele lor x3;
— calculim media aritmetici () a elementelor %, 5i pdtratul eii

2=3x,:5=340:5="68; 2 = 63 = 4624;

- calculam media antmetlca a “pitratelor elementelor s, folosind
datele din coloana 3: :
402 4 602 + 75 + 852 + 802‘ 2t 450

S —= 4890,

v2 —
i
§i se trece in coloana (6):
— calculim apoi dispersia, folosind formula (4):
D(x) = 22 — 22 = 4890 — 4624 = 266,
care se trece in coloana (7).

Practic, coloanele (4), (5), (6) (7) pot fi supnmate refinind numai
rezultatele din ultima linie.

£=68; 22 = 4624; x.=4890 D = 2 — #* = 266.
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— Medsa patratici simpld (myp).
Bacd x,;, %, ..., %, sint # numere variabile, media pitratici simpla-
(my) se calculeazd cu formula: y ’

. R z z
_ i+ xe+ oo+ x, 25
My = , n . - "

— Media pdatraticd ponderatd (m,,). _

Dacﬁ a,, &, ..., a, sint # numere ri.ale Jate, s'rict pozitive, iar z,,
X3, ..., X, # numere. var1ab11e medla pat wtica ponagrata (m”) se calcu-
leazd cu formulal: : i -

- 2 2 2 < ;
/et agx+ ... 4 oag Sa;x? -
Mpp = .

a, —}—aa?_—}— oo +oa, Xa, ’

numerele a,: Xa, > 0, se numesc ponderi.
~ Daci notam:

a«3$“a=ﬁ4iv$h= l;,

media pétraticd ponderatd se va.scrie:

Mpp = Np12i + pads + ... + parl= ~/ Spixi..

Media pitratica simpla (m,) si media patratlca ponderata (m,,) se numesc
medii de .ordin doi.

— Media cubici simpld. o
™, _\/xl+x2+ 43z

3 V- ‘ .
. -

— Media cubicd ponderald.

e — {/ale + a.ad + - ..o+ oa,al __‘3 Sa,x? )
%~ a,+ay,+ ... +a, =V Za

Dacd a, =a,= ... = a,= 1, se obtine media cubicd sinipl3, care
este deci un caz particular al mediei cubice ponderate.
Media cubicd simpld §i ponderatd se mai numesc si medii de ordinul .3.

— Media simplé de ordmul r (r=N).
m':\/ il + xz: +x \/Ex. ) (5)

1 dacd a; =ay= ... =a, =1, se obfine media pitraticd simpla.
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— Media ponderatd de ordinul r. e

r v r Id r e, r -
mpr _ V?le + aa’fz"l; . - + anxu ____ '\/ z:cxu . (6)
Dacd gy =a,= ... =a, = i, se obfine media simpld de ordinul 7,

care este deci un caz particular al mediei ponderate de ordinul » {r = N).

Observatii. Dacd in (5) facem r=1, 2, 3, ..., k, se obtin mediile
simple : aritmetice (m,), pitratice (m,), cubice (m,), ..., de ordinul % (m,).
Dacd in (6) facem z =1, 2, 3, ..., k, se obfin mediile ponderate: .
- aritmetice (m,), pitratice (my,), cubice (mg), ..., de ordinul & (my).
La care se mai adaugd maérimile medii studiate mai inainte :
— media geometricd simpld (m,), media geometrici ponderati (my,);
— media armonici simpld (m,), media armonici ponderati (my,).

Probleme propuse

1. In cinci ani comsecutivi, productia in transportul de mirfuri pe

calea feratid exprimati in tone-km! a prezentat urmitorii coeficienti de
_variatie de la- un an la . altul: -

Anul - I, | L I, I I, I

Coeficientul de va- . .
riatie 1 1,18 1,11 1,21 {1,001 § 1,12

Care a fost ritmul mediu anual de variafie a productiei in transpertul
feroviar in acea perioadi de 5 ani?

R: Se va folosi formula (3); se va gisi ¢ = l,‘122 san p = 12,20,%;
2, Care va fi ritmul mediu anual de reducere a pretului de cost la o ca-

tegorie de produse, dacid se prevede ca in decurs de 5 ani si scadi
cu 309,?

R: 6,88% in fiecare an fajd de anul precedent.

3. In decurs de 5 ani producjia de hirtie a crescut de la 125 - 108 ¢
la 375 - 10°® t (adicd de 3 ori). Care este ritmul mediu de cresterec anual3
a producfiei de hirtie in aceasti perioadi? C

R: Se va folosi formula a, = ao(l + %), in care a, =3 aoﬁ n=

C=5; $=100(y/3 — 1) = 24,57%,. "

! Producfia in transportul de mirfurl pe calea feratf evaluati in tone.km rezultd din
cantitéjile de mirfuri exprimate in tone, inmultite cu distanta parcursa in km; 200 t trans-
portate pe o distantd de 300 kni ne va da 200.300 = 60 000 tone . km. Calculul acestui indi-
cator se face cu formula: . : '

” .
Shrdi=thdi ittt 4,4,
T - ’ .

.2 — Aplicatii ale matematicii In practicd ' . 17
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4. Se cere coeficientul §i procentul mediu de crestere lunard a produc-
tiei la o intreprindere de textile, cunoscind urmétoarele date:

E Productia globald - | Coeficientul de erestere /
Luna ' : (lei) ' fatd de luna precedenti
JTanuarie 300 000 -
| Februarie « 330000 110
Martie 396 000 L2
Aprilie : " 495000 | 125
dMai 0 | ed3s00 - 180 .
- Tunie . - 842985 ' 1,30

R: Se poate aplica si formula (2) si (3); in ambele cazuri se va gisi
¢ = 1,23 sau p:23%.

5. Care este ritmul mediu de variaie a producfiei la o intreprindere
industriali pentru care s-a previzut ca dupid » ani producfia inifiald @,
si devini egald cu Q,? : o C

Indieatie : Daci se presupune ritmul mediu de variafie uniform si egal
cu Y, din producfia anului.precedent, atunci:

- 2\ . — oo — 1).
0.=qu(1+E) i i p=1000270 -

Productia a crescut, s-a redus, sau a rimas neschimbati fa}d de produc-
tia inifiald, dupd cum p» >0, p <0, sau p = 0. ~ ‘

6. O intreprindere industriald trebuie si realizeze intr-o perioadh de
6 ani, 100 000 piese. v

Se stie ci la sfirgitul primului an existau 44 000, jar in cursul celui de al

- doilea an au mai fost confectionate 8 000. Se cere ritmul mediu de ereg-
tere al numirului de piese de la un an la altul in perioada ultimilor § ami. -

Indieatie : Dacd se noteazd cu # coeficientul mediu de crestere.de la un
an la altul, se objine ecuatia: .

44000 + 8 000 + 8000 % -+ 8 0002 -+ 8000 ° +
+ 8000 x4 = 100 000, -

W3t +1=7,

care se poate' scriey :
(F—1):(x—1)=7; 2*—Tx+6=0, {7)
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Scrisi sub aceastd formi, ecuatia (7) admite ridiicina striin¥ x = 1.
Celelalte rddicini le vom ob{ine folosind sirul lui Rolle: -

Pl) =25 —Tx+6=0; P(2)=5x—7=0;
%,2=4V7:52 +1,1.
x| —o =11 11 12 4w
P(x) | - + - + =+

Rédécina care ne intereseazd x, = (1,1; 1,2).
Aplicind de doud ori metoda coardei pentru aproximarea ridécinii,
gasim :

x=1,17; p = 100(1,17 — 1) = 17%.

Numirul de piese va trebui si creasci in medie cu 17% in fiecare an
- fajd de anul precedent.

§ 2. Criteriu pentru aplicarea in practica a marimilor medii

Deoarece mirimile medii se aplici in multe domenii de activitate {plani-
ficarea §i analiza activitdt{ii intreprinderilor industriale, agricole, de con-
structii sau de transport, in biologie, medicind etc.) problema care se pune
este de a sti cind se aplicd aceste mirimi.

In care probleme se aplici media aritmeticd, in care media armonici,
geometricd sau pétraticd?

Rispunsul la aceasti intrebare rezultd din teoria Chissini-Boiarschi
care se sprijind pe urmétoarele definifii:

— O colectivitate statisticd poate avea diferite proprietéfi.

— O parte din aceste proprietd{i pot fi exprimate numeric.

— Numim proprietate determinantd a unei. colect1v1ta1;1 statistice acea
proprietate care rdmine nescmmbata cind variabila x ia toate wvalorile
posibile %, %3, ..., %,.

— Proprietatea determinantd se exprimd intotdeauna printr-o functie

~de aceste variabile?

F(xl, %, . %)

— Se numeste valoare medie a variabilei x, dupé proprietatea determi-
nantd, acea valoare £, care prin substltui;la H

x=%2; t=1, 2,

nu modﬁxcé proprietatea determinants. '
Ca o consecinf{i a defnntu]or date, rezulti cé valoarea med1e £ seva
obtine rezolvmd ecuatia :

F&, %, ..., %) =F(%, % ..., %,). 8

. Peatru a vedea cum se aplicd practic aceasti teorie, vom da citeva
exemple.

! Blaborati independent uaul de altul fa .anul 1929,
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1. Se'topesc impreund » aliaje de aur 4,, 4, ..., A, care au titlurile :

n?

ty by .,

5i masele: ) 'r
oy,
~ Se cere titlul noului aliaj. '
Solufie. Amintim ci titlul unui ahaJ reprezmta cantitatea de aur pur

continut intr-un gram de aliaj. Astfel, cantxtatea de aur G contmuta in =

ahajul 4, va fi dat de formula: ,
G =m -1 t1=1 2, ..., n.

Se constati ci propnetatea determinants a tuturor aliajelor este can-
‘titatea de aur pur continuti in intregul aliaj.

- Dar intreaga cantitate de aur din cele  aliaje este in functie de tltlunle.
¢, ale acestor aliaje. :

Flt, b ..7.,t)‘—m1t1+mzt2+ A mp. (9)

Daci notim cu Z, valoarea medie a titlului noului aliaj rezultat dupa
topuea celor # aliaje, vom putea scrie: -

F(tt.'..«,_t):—mlt-l-mat-l- +mZ )

Cum in baza relatiei (8) functiile {9) si (10) sint egale, obtinem : f
ml't+m2t+""+,m“t=m1t1+'mztz+,---+m,,t,,, "E
sau o |
z=’mj.t1 + My ...+ mi, _ Em, ’ L ;
my et +om, m 7 7 :
" unde m=my + my + ... + m,. ' T  ’£§

In acest exemplu s-a folosit media aritmetici ponderatd.

2. Pretul de cost al unui produs 51m11ar la » fabrici a fost ¢y, ¢,, ..., ¢, -
~ leifunitate de produs.

Totalul cheltuielilor efective pentru realizarea productiei la fiecare . .

din cele # fabrici a fost acelasi, C lei. ~
_ Se cere preful de cost mediu al acelui produs la cele # fabrici.

Solutle. Proprietatea determinanti este cantitatea totali a productlel
realizata la cele » fabnc1

Daci notim cu:

Qlt Qs’ ey Qa:

productia realizati la cele # fabrici, vom putea scrie:
c c ' c
Q== Q== ...; Q==
cl . Cq ‘ i . C.



si deci funcfia determinanti, care trebuie si reprezinteAintreéga productie
la cele # fabrici, va fi: : : ' 3 ' : :

c,cC c
F_(c,_, 03, cesy cu)=-+—+ voe +£. (11)
. . 01 Ca . . c“ ‘ ) )
-Daci notdm cu ¢ preful de cost mediu realizat la cele # fabrici, relatia -
(11) devine: < '

PG5 .., =21 4. (12)
. c c c
Cum functiile (il) si (12) sint egale:
' | c ¢, ¢
Crly 488484 4¢,
E T € .¢ € C,
‘de unde rezultd: ) |
. ) » 7 "
T 1. o1
- z;+c—z+---+z:‘ 227‘

‘Se constatd ci in acest exemplu, am. folosit media armonicd simpld.

" 3. In n perivade de timp consecutive (de exemplu in cele 12 luni ale
unui an) preful de cost al unui produs la o intreprindere industriald a
fost : ' , .

Cyy Cay «+vs Cp (lei/un@tate de ‘produs). ‘
Stiind c4 totalul cheltuielilor efective realizate pe cele # perioade de
" timp a fost: :

Sl: SB’ '°": Su (lel),

se cere preful de cost mediu al acelui produs pe intreaga pericadd de
timp luatd in considerare. : ) , .
Solutie. Proprietatea determinanti este intreaga cantitate de produse
realizatd in cele # perioade de timp §i depinde de preful de cost al produ--
sului in fiecare din cele # perioade. :
Daci notim cu

~

Ql:- Q2’ R ] Qn

,canﬁtéffﬂe produse in cele # perioade de timp, vom putea scrie:
| S .S LS,
Qr="2; Q== .05 Qu="",
- Cy Ca . a

iar functia determinanti, care trebuie si exprime intreaga producfie reali-
zatd, va fi: _
, ) Ss | S. .
Flcy, Cop +verCy) =—24+=2+4 ...+ =2, : - (13)

¢, € €
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Daci notdm cu & 'pretul de cost mediu realizat pe intreaga perioadd de
timp, relatia (13) devine: . :
FG 5 ... 5 =ap3, 45 (14)
. T. ¢ c |
Cum (13) sif(14) sint"egale, objinem : '
SySy  1S_S,S, S
¢ c - c

51 Cs Ca

de unde se deduce:

Si+Se+ ...+ S, - S, )

c= -
S, S, S, S,
, —c:+78-++7.- 27‘

Solufia a fost obfinutd folosind media armonics ponderatd.

" 4 Preful de cost al unui produs oarecare in valoare de C, lei a suferit
# variafii (reduceri sau majorari) cu procentele p;, g, ..., $,, in # perioa-
de de timp consecutive. : ' ,

Se cere: :

— Procentul mediu de variatie a prejului de cost la acel produs (f). -

— Costul final (C,) al produsului, dupi cele # variafii succesive. ,

_ Solufie. Functia determinanti va depinde de procentele partiale‘ o
(6=1,2, ..., n) de-variaie a prefului de cost. , o

Dupd # reduceri consecutive cu procentele $,, pg, ..., p,, costul pro-
dusului devine : a ‘ -

Co(g +§'1%:))(1 5{%) (1 +1%:))'

Deci - funcfia determinanti, care trebuie si exprime preful de cost al
produsului dupi cele # variatii succesive, va fii ~

Flputu o8 = o1+ 251 ) (14 ) s

Dacii notm cu § procentul mediu de variatie a prejului de cost In fie-
care din cele # perioade de timp, (15) devine! ' '

FG.5. .0 ) =§(l+%)(l +£—0)...(1+ig—0).’ '(V16)

Din (15) si {16) obfinem ecuafia: |
. Co(l+i)(1+ 5)...(1-}- 5)

100 100 100)
=Cof1 42\ 14 20)  (14.2:),
°,( +1oo)(l+me) (H'loo)



P4

din care rezultd:
(1+%)"—_—(1 +%)(1+£—%) ...(1+£—5), (17)

= * s Pl ? 2 ( Pn
—_ f1 4 221 2=, (1 — 1} -100.
4 [\/( + 100)( +00) | +100) ] 0
Costul final (C,) al produsului dupd » variatii succesive a prefului de
cost va fi: . .

”n

C, = Co(l + i)” ~CoT] (1 +Tg—6) )

100 1
Procentul total (¢),de variatie a.prefului de cost dupid cele # variafii |
succesive va fi:
(C
=100{-=>—
g = 100(z—1)

Dacid notdm! _
= ‘f b
t=14+<—; =14+, t=12,...,n;
100 " - ’
relatia (17) se scrie:
T =10¢€3,€3 -.+ Cy; E'={'/cl, 63 «.. €y

si repreziﬁté coeficientul mediu de variajie a prejului de cost.

Se constati ci pentru rezolvarea problemei s-a felosit media geometricd
stmpld. o

5. Consumul de benzini al unei magini in unitate de timp (pe ord)
- este proporjionald cu pétratul vitezei acelei magini.

Dacid notim cu: - A o

‘4, (6=1,2,...,n), intervalele de timp in-eare a mess magina ;

¥, (6 =1,2, ..., %), vitezele corespunziitoare acestor intervale, se
cere 3 se determine viteza medie ¥ cu care va trebui si meargd magina,
pentru ca in fiecare iiterval de timp sd consume a. :cu31 ca atitate de benzini,

Solufie. Proprietatea determinanti este cantitatea .totald de benzind
consumati de masini pe intreaga perioadd de timp ¢ = ¢, + 4 + ... + 3,

Dacinotim cu:" ’ . -

g 6=12,..., n) cantitatea de benzind consumatid in timpul ¢,
vem putea scrie in baza enunfului: . : ;

g=k-t- v5

unde % este o constanti ce caracterizeazi consumul fiecirei masini.

Tinind seama de proprietatea determinanti care trebuie si repre-
zinte intreaga cantitate de benzinid consumati in cele n perioade de timp,
se obfine funcfia: : -
t g,,‘ F(vl,vg,...,7).).=k't1'v§+i€'t2°v§+..'. +k’tn’v2. (18) '

o=y . . . i1y . a .
Cum funcfia determinanti nu se schimbi daci inlocuim pe v, cu ¥,

rezultd:
F@,7,...,0) =k b P +k-ty P+ ...+ k-1, -7 (19)



- Bgalind relagiile (18) cu (19), gisim :
Rk B hoty B f Rt P
='k't1'vl'-|-.k't3"l)§+'... +.k’i"v£,

si deci Viteza medie ¥, va fi:

tvd + td + . + tv? -\/Et  p2 |
= v T 6T . (20)

~ Se constati ci media care rezolvi problema este media padtraticd por-
deratd.

: Observa;ie:Daci notim : . - .

—"‘Pl) Z?l—_’ +...+-f=—t-=1"
forr;xtz_la (20) se mai poate scrie si sub forma : ‘

U =P} + Pvi + ... + paf = Zpal.

Concluzie. Teoria Chissini-Boiarschi ne permite si ga31m valoarea
‘medie a unui indicator economic sau tehnic, dintr-o serie de mirimi date
~ale acelui indicator (ce fac parte dintr-o colectivitate statistica).

In acest scop se constatd care este propnetatea determinantd a colec-
tlvxtatu, apoi se exprimi acea proprietate cu ajutorul unei functn F(x,),
in care variabilele x, fac parte din seria de mirimi date, a cirei medie o
ciutam.

‘Folosind proprietatea prin care funcna detemunanta nu se schimbd
cind mlocuml pe ¥, cuz, (1=12,...,n), se obtine ecuatla '

‘F(2, %, ...,%) = F(xl, %g, ...,x,,),

din care se deduce media ciutati %.

*

§ 3. Relatii intre marimile mecln

Fie x,, %y doud numere poz1t1ve %y = %g.
' x; % - "
My = \/—‘—-iz—-—”- = media pitratica,

4 % + : . . -
m, = ft % media aritmetica,

-2 A
My = /%, + %3 = media geometrici,

2 2%, %. . -
=-—2"%_ = media armonics,
1 + l %+ %5 ) '
. X1 X
max {%,, %} = %,; min {%,, %5} = %,.

My =
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Se constatd ca:

22+ x :
x> \/-—’.—;—1=-2x§ > 2 4 2% = %, > X, = max {x; %} > m,;

<

% + x3 % + %,
~— > 5 = 2(

xj+x8) 2 (% + %) => (% — %)2 20 = my2m,;
X + X, . l ‘

=2 '\/x1x2 = (%, + %) > 4x1xz (%1 — %3)2 2 0 =>m, > my;

—_— xlxz o U : 2 .
\/xlxz > R o (kb ox)? 2 A, = (% — %) 20 = mp > my;
%1+ %, :
>x2=>2x1>x1+xz=x1>x§=>mh>min {%1, %2} -
Se obtin astfel urmitoarele relatii intre mirimile medii:

max {%y, X3} > mp > m, > g > my > min {x;, %,}. @2y

Aceste relatii se pastreaza si in cazul general a # numere pozitive x,,
Xgy + ooy Xyt : :

) . 3 Y —3 o
P I A T T T
max {%, %, ..., %,} 2\/ 1 2 a5 1 3 n

n e n

SNE %y ... %, > " " - ] > min {%, %,, ..., %,}. o )
i TR | e
Ne propunem sd ardtdm cd relafia mg < m, este generald.
In acest scop vom demonstra urmaitoarea teorema : .

Daca suma a # numere pozitive %, %,, .. %, este constantd (%, +
4+ %, + ... + %, = nc) produsul lor este maxim daci numerele sint egale
(xl—xz_...'._x__c) o v
. * Demonstratie. Presupunem ci %, $i %, sint variabile, iar x,, x4, ..., %, o=l
constante (%3 + %, + ... + x, =a; %3 - % ... %, = A).

Cum prin ipotezd '

%y -|— X = ne — (%3 + %4 + ... 4 x,) = nc — a = constant,
produsul
. xz(x3 C Xy ... X) —A S % Xy

va deveni maxim odatd cu produsul x,%, ad.tca atunci cmd %, =%, (in baza
teoremei de maxim T,). .

‘Nici un motiv nu ne opreste si consuieram ca variabile, oricare perecher
x,,x,(t;é]—l 2, ...,n)




Urmind acelasi rajionament pentru fiecare pereche %, x; ajungem la
concluzia cd maximul produsului %, - %, ..

. %, va fi atins atunci cind
% = %3 = ... = %,. Cum prin ipotezi: :
%+ x4 ...+ % =mn (22)
se deduce %, + ... + &, = 6c —> 1%, = nc — %, = x5 = =2x,=c;
'max:(xl c Xy ... %) ="
Consecinjd. Din egalitatea obtinutd rezulti ci in general _
Byt Ky ... Xy <" (23) -
Eliminind pe ¢ intre (22) si (23) gisim: :

x,-xz.'..x,.<(x‘+x”_;”' +x”).,,

rm < Atnt . tm

n

Aceasta inseamnd ci, in general media geometrici este mai micd decit

media aritmeticd (m, < m,), egalitatea avind loc atunci cind %, = %, =
=...=2%,=C¢.

Mg=m, =c -¢c...c= c+?+ e te
n.

In acest caz, toate mirimile medii de ordinul 7, ..., cubice, pitratice,
aritmetice, geometrice, armonice, sint egale intre ele: -

c.

M, = ... =M, = My = M, = My = M, = C.

§ 4. Interpretarea geometricd a marimilor medii

Pe diametrul |AF | al semicercului 4 BF cu centrul O si raza R (fig. 1)
se considerd un punct arbitrar M (M # A ; M # F) si notdm:

HAM || = %5 | |[MF (] = %,; max {%, %} = % = |[|AM||;

v Vmin {xl, x2}= xzé |IMF|], -
|\MB|| = TIOMTE+ 110BI]t = /(IOF — ME| ¥ [|OF|F =
\/xl.—xza_*_ x1+xzz‘vxg+x§ .
=~(2-)‘(2)= 2 ="
' : AM MF
|\MC||=[0D|| =||0F || = 1! ”;” ”="‘_*2"‘*=m..
[\MD|| = TIAM] - [IMF]| = /7 - % = mq,

WME|| =IMPI* _ %% 2% % 2 = m,. -t
' [HMC|] %+ 2% %+ % l+j_ '
- 2 X X
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De asemenea, avem §i urmitoa-
rele relatii intre segmente (fig. 1):

|IMA|| > |IMB]]| >

> |IMC|| > ||MD]| > ;
> |IME||>|IMF||, (24 [
]
sau, daci f{inem seama de semnifica- £
.tia lor, rezultd: ~

max {%,, %5} > m, > m, >

>
> mg > m, > min {x;, %},

identice cu relafiile (21) obtinute mai sus.
Relatiile (24) se justificd astfel:
|IMA|| > ||MB]||, deoarece in AABM laturii |AM| i se opune un

unghi mai mare decit laturii |MB|(mABM) = (mABO) + (mOBM) =

AN N\
= 45° -+ (mOBM), iar (nBAM) = 45°; ,
[IMB|| > ||MC||, deoarece ||BM || este- o oblici mai depdrtatd
de piciorul perpendicularei |MO| decit oblica ||MC||([|0OB]| > ||0C|]|);
[IMC|| > ||MD]|, deoarece |MC| este ipotenuza, iar |[MD]| catetd

"

in ; : )
_|IMD|| > ||ME||, deoarece |MD| este ipotenuzd, iar |ME]| catetd
in AMED; ) v
[|IME|| > ||MF||, deoarece ||ME||—||MF]||=(||ICM]||—1|CE||)—
— (|JoF || — ||loM|]) = ||OM || — ||CE|| =]|CD|| — [{CE|| > 0(|CD|
este ipotenuzi, iar |CE | catetd in ACDE).
Observatii: — Daci #, =%, punctul M se confundi cu O..

Relatiile (21) si (24) vor fi satisfacute cu semnul egal :
[IMA|| = |IMB|| = [\MC|| = |\MD|| = ||IME|| = |IMF|| = R.
— Mirimile segmentelor |[MB|, |MC|, |MD|, |ME| reprezintd

media pdtraticd, aritmeticd, geometricd si armomicd, toate avind o extremi-
tate comuni M situatd pe diametrul |4F|. : :

§ 5. Teoreme de maxim §i minim, demonstrate cu ajutorul
‘ unor relafii intre marimile medii

Teorema de maxim :(T;).

Daci suma puterilor p a #» numere pozitive x,;, x,, ..., ¥, este con-
stantd, produsul lor este maxim, daci numerele sint egale.

Demonstratie. Folosind relatia intre mérimile medii:

?
x{+xg+...+xﬁ

Mg K Mgy ; »ﬂxlxz-...x,,s 7 ,

se constatid cd in general, m, este mai micd decit mg. Valoarea sa maximi
se obtine atunci cind m, = m,, §i are loc dacd x, = ... = %,,.
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“ Daca notdm 2+ ... +¥=nc?; din m, =i, se deduce:
max (%; ... %,) = c" §i are loc daci x, = ... =%, =c¢ (c.c.t.d).
 In particular, pentru p =1,2,3, ...,7, teorema T, se enunfi astfel:
Dacd suma pitratelor, suma cuburﬂor ..., suma puterilor de o1dinul
v a ® numere pomtwe Xyy ooey Xp este constanta produsul lor este maxim
cind numerele sint egale.

Cazul particular p =1;n =2 . ) N

Daci suma a doud numere pozitive x,, x2 este constanid (%, + %4 = 2c),
produsul lor este maxim, cind numerele sint egale (sau daca nu pot fi egale,
atunci cind diferenfa lor este minim4!). ,

Demonstrafia 1. Folosind identitatea . algebricd :
. (%1 + 29 =" (2 — %3)? =47,%,,
se obfine ' :
- ’ A
Xy - Hy = 7 [(x1 + x,)2 (x1 — %,)?].
Cum prin ipotezd x, 4+ %, = 2 = constant, rezultd ¢4 :
max (%; - %,) =-i— max [4¢% — (561 — %)%,
si are loc atunci cind (x; — %,)? =0; sau x, = x,.
Se deduce x; = %, = ¢; max (x1 %) = ¢t - (c.c.t.d).

Demonstrafia 2. Metoda geomelricd.

Pe diametrul |4 B]| al semicercului de centru O §i razd R se considerd
punctul -C. Ducem ]CDI L |AB|; |[OE| 1 |AB] si motdmn HACH = x;
HCB|| = %, (fig. 2).

£ !|,4ch - Din AADB  rezultd |1 DC| |2 =
A "541-»\’2 =|[|AC||-|ICB|l = %% Cum z; + %, =
= |[|AB|| = 2R = constant,

|IDC]| este maxim cind D = E, iar
= 0. In acest caz:

= ||40]]; =x,= ||0B]];
1140|] = [|0B]| =R
max (%, %) = ||40|| - ||0B|| = R;
%, = % = R. (cet.d)
Demonsirafia 3. Folosmd relagia intre mdrimile medis
%+ %5
2

Media geometnca este mai micd sau egalid decit media aritmetici. Va-
loarea( sa n:ia)xzma, se obfine atunci cmd me = m, ; adicd atunci cind %, =
= %, (c.c.t

IS

Mg < My A% * Xy <

1 Aceasts observatie se mentfine in toate cazurile sin;ilaxe.
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AN

{’ un. 1, + 1, = 1‘:, rO'/uhZ :

2, = 4, = x; max (1, x,) = 2
Cazu. - pariico. ar -

=%n =2
I a~ suma favra elor « wené wumere ﬁazuwe Xy, %, esle constantd Axf +
+ x = ¢, 7rocus . o csie maxim cind numerele sint egale.

Lemonstrafia i. ! olosind identilatea algebricd :

(21 + 28 = (a7 — a8)® + 4a9ai,
se ueduce

Hty = %«/(x% TR — (W — A

Cum prin ipotezd 2} 4+ af = 2¢? (constant), rezulti ci

_max (%; + Xy) = —;- maxa/4ct — (22 — a2)?,

_ 51 se obfine atunci cind (2} — 28)2 =0; 2, = x,

(21 - 29) = ¢, %, = 2, = ¢ (c.c.t.d).
Dcn‘o'nstra;m 2. Mcloda geometricd.

considerd un punct C. Ducem [|CD| | |[AB}; ‘1:0 1 I4B]| 51 notam
HAD|| =% |IDB|| =2, B¢ &

k -

Cum ||AD| 2+ | IDBH"=HABH"'—'
= %3 + 2§ = 4R?* (comstant). Produsul

Pe diametrul [4B| al semicercului de centru O si razd R (flg 3) se

P=zx 2= ||4D]|]| - ”jDBI.l:\:
=||4B]] - HDC||7=2R 'I.lDCH':

iar

0
. Fig. 3.

max-(x, - xz) = 2R - max ||DC|]|.

+Dar max ||DC|| =||OE||=R (punctul C se confundd cu O, iar D cu E).

In acest caz max (%, - %) = ||AE|| - ||EB|i= ||4B]|| - |IOE|| =
‘= 2R~ R = 2R? si 'are loc daci x, = %, = ||4E|| = R4/2.

Rezultd ci: daca‘ 22 + 2% = 4R? = constant; max’ (%, « %) = 2R*
si are loc dacd %, = %, = R4/2 (c.c.t.d). ) ‘

.’
Demonsiratia 3. Folosim velajia intre mdrimile medii :

: x2+x2

Se constatd cd in general media geometnca este mai mic3 decit media
" patratici. Valoarea sa maxémd se objine atunci cind m, =m, si are loc
dacd x; = x,.

Dacid notdm xf 4 x3 = 2(:2 din m, = m, se deduce:

max (%, - %) = c® §i are loc dacd x; = %, = ¢ (c.c.t.d).
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Teorema de maxim (Ty). ' ,

Dacd suma putenlor # a » numere pozitive x,, ..., ¥, este constant,
suma lor este maximd cind numerele sint egale. ‘

Demonstragte. Folosind relatia intre marimile medii :

: B 4 : ?
", € Mg x%+,.n. + % <w/"f+-;’-+"~,

se constatd ci m, este in general mai micd decit m,,.

Valoarea sa maximi se obtme atunci cind m, = m, ;1 are loc daci
xl = xz e = x N .
Dacd notim #f + ... + x? = nc?, din m, = m,, se deduce:

max (%, + +x)=nc,1ar %H=...=2%,=c (cctd)

In particular, pentru p =2, 3, ..., 7, teorema de maxim T, se enunji
astfel : dacd suma patratelor, suma cubunlor ~.., suma puterilor de or-
dinul 7 a # numere pozitive x,, ..., x, este constanti, suma lor este maxim3, )
cind numerele sint egale.

Cazul particular p =2; n =2

Daca suma pidtratelor a doui numere pozitive x,, x, este constanti
(22 + x% = 2¢?), suma lor este maximd, daci numerele sint egale,

D‘cmonstra,tza 1. Folosind identitatea algebricd :
(2 + %) + (21 — %5)2 = 2(xf + ),
se obtine

%1 + %p. = 4/2(2F + xz) (% " xz)z'

Cum prin ipotezd x} 4 x = 2¢% (constant), rezulti ci:

' max(¥; + %) = max /4c® — (x; — %,)%,
§i are loc dacd (%, — %,)2 =0 — %, = %, (c.c.t.d).
Se deduce x; = %, = ¢; max (%, +_%,) = 2c.
Demonstratia 2. Metoda geometrici '

In pitratul ABCD (fig. 4) ducem |EF| || |BC|; |E'F| || |AB] s
* " notim:

; F . . " .,
"/////// - 26 IAE|| =[IDF |} =4 || =||BF'|| = ,;
) X, Xz EB —_ FC — CFI = | |DE’ = %,
[,////// . IBBII= [IFCI| = |ICF || =|IDE'|| = »
///// . |4Bl|=1. A

‘1 X X o,

! NN Cum prin ipotezi suma ariilor celor, doui
//// pétrate nehagurate este constanti: . x3 + 2% =

A 7/ 15 = 2¢® (constant), aria patratului ABCD =
. 4 = (%, + %,)® va fi maximi, odati cu aria celor

Fig. 4. ’ doua dreptunghiuri hasurate (x, %,).
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Cum x} 4 22 = 2¢® (constant), produsul x,x, va fi maxim dacd 2, =
‘= %5 = ¢ (cele doud dreptunghiuri devin pitrate). '

Rezulti cd max (¥, + %,) = 2¢ = [ si are loc dac Xy = Xy = é— {c.c.t.d).

Demonstratia 3, Folosind relapia intre mdrimile medés :

Mo < By ﬁ%"—*s\/x?_‘;ﬁ

se constatd cd in general media aritmeticd este mai micd decit media pi-
traticd. Valoarea sa maximd se obfine atunci cind m, = m, si are loc
- dach x; = x,. -

Dacéi notim 2} 4 2§ = 2¢?, din m, = p,, se deduce:

max (%, + %,) = 2¢, iar %, = %, = c. (c.c.t.d).

Teorema de maxtm (Tg)

Dacé suma a doud numere pozitive x, y este constantd (x + y = c), pro-
dusul P = 2™ - y este maxim dacd x = my.

Demonstratie. Considerdim produsul mP=mx™y scris sub forma : mP=
=X-X...Xx -MYy=2%-%...%(mc— mx). ° :
Cum m este constant, max P se va realiza odatd cu max {(mP).
Cum suma factorilor ce compun produsul mP este constanti :

x+ x4+ ...+ 2 +(mc—mx)=mx+mc—‘mx;mc,

rezultd ci max (mP) si deci max P se va realiza atunci cind factorii stnt
" egali: , .

X=X= oo = X =MC — MX.

Se deduce x + mx =mc; x =mc: (m 4 1), iar din x + y = ¢ rezul- -
ta y=c—x=c—mc:(m+1)=c:(m+1); sau x:y=m; x = my
(c.c.t.d). >

In mod analog se arati ci:

Dacd suma a doud numere pozitive este constanti (x 4 y = ¢), pro-
dusul P = x - y" este maxim daci y = #nx.

Sau, mai general: . 1

Dacd suma a doud numere pozitive este constanid (x + y = c), produsul
P = x™ - y" este maxim dacd nx = my. -

Demonstragic. Consideram produsul m” -#™ - P =m" - 9™ - 4™ - y* =
= nx)" - (my)* =(nx -nx ... nx) - (my -my ... my) =nx -nx... nx -
+ (mc — mx)(mc — mx) ... (mc — mx).

Deoarece suma-factorilor ce compun acest produs este constant¥:

(nx + nx + ...+ nx) + (mc — mx) + (mc — mx) +... =+ (mc —mx) =
= mnx - n(mc — mx) = mnc = constant ;
produsul
: m® - ™ - P, ‘
deci si produsul P este maxim atunci cind factorii acestui produs sint egalit

nx = mc — mx; x%m -+ n) =mc; x=mc:(m-+ n). N

n



‘Rezulti : y—c—x—-c—mc (m 4+ n)=mnc: (m+n)—»y xX=mnim;
saunx = my. (c.c.t.d). _
Cazul particular m =2;n =1

Daci suma a doui numere pozitive x,y este constanti (x +y = c)
produsul P = x?y este maxim dacd x = 2y..

Teorema de minim (T,)

Dacé produsul a # numere pozitive x,, x,, ..., %, este constant (%, %;..

Xy = c") suma puterilor p a celor # numere este minimd, daci acele
numere sint egale. ' :

Demonstratze Folosind relajia intre mdirimile medu

\/x’+ S

? xl‘xz-...x”A

se constatd ci media aritmetics de ord.mul p este mai mare sau cel mult
. egald cu ‘media geometrici.

Valoarea minimd se obfine atunci cind cele doua marimi medu sint
egale si are loc dacd x, = ... = %, -

Cum prin ipotezd x; ... x, = ¢" = constant, din m,, = mg se deduce:
min (x2+ ... + x8) = ncP si are loc atunci cind cele # numere sint egale,
X = ..._x-c (c.c.t.d).

‘In particular, pentru p =1,2,3,...,7; teorema de minim T, ‘se
enunti astfel: dacd produsul a = numere pozitive este constant, atunci
suma, suma pitratelor, suma cuburilor, ..., suma puterilor de ordinul » a
acelor # numere este minimi, dacd numerele sint egale. :

Cazul particular p =1; n =2 :

, Daca produsul a doud numere pozitive Xy, Xy este constant (x,xy = c3),
suma lor este minimd, dacd numerele sint egale

Demonstm;m 1. Folosind identitatea cvidenti :
(%, + %)® = (% — %,)* + 42, %,,

se ‘deduce

% 4 % =4/ (% - %o)? + 42, %,
Cum prin ipotezd, x,%, = c? (constant), rezultd ci:

mjni(xi + %;) = min Vi — %) + 4¢3,

si se obfine atunci cind (%, = %)2=0; 2 =3%=c; min(x + %) =
- = 2¢ (c.c.t.d): '

Demonstratia 2, Metoda geome—
trica

Fie dreptele D | lD' Se descnu
“semicercurile concentrice cu centrul
inOside diametri: |4B|, |4;B,],
| A2Bs), ... (fig. 5). o

Ducem |CO| L|AB|; |E\Py| L
..L’AxBll |E2Pa|_L|A2 2l




Teorema maltlm;u ap licatd in NACB; AA E.B,; AAQE,B,, ne Pef'
mite si scriem: HCOII’—IIAOII OBl ”E1P1”2_||A Py||-[|P.Bll3
11 EsPs| 2 = ||4aPsl|] - ||PaBsl]; ...

€um ||CO|| = ||E 1P|l = ||EsP,|| = ..., deoarece. am presupus

~“D||D’, rezulta cd: o «
11401| ',HOBII = llA1P1II “||PyB, || =
H = ||4sPs]] + ||P3Bs]|-= ... = constant.
Sumele factorilor acestor produse sint: - :
~[140]| + |10B|| = IIAB'II: [4:1Py{ ] + [|1P1By || = ||4:B1] |
"||AgPe|| + ||PeBsl| = ”AerS”;

Se constati ci minimul acestor sume este ||4AB||. In acest caz avem
1140|| = ||0B||. Minimul sumelor are loc atunci cind numerele sint
‘egale. Putem enunfa deci urmitoarea teoremd: daci produsul a
doui numere este comstant (||40|| - ||OB||= |]4:1Py]|] + ||P1B,]]| =
= ||4;Ps]] ||PgBs|] = = ||CO||* = constant) suma acelor numere

este minimi, dacd numerele sint egale (c.c.t. d).

Demonstratia 3. Folosind relafia intre media aritmeticd st medm geome-
tricd a doua numere pozitive %y, %a.

! X+ x5
my > My "2

Media aritmetici este in general mai mare decit media geometricd,
valoarea sa minim3 se obtine atunci cind m, = m,, adici atunci cind
% = %, (c.c.t.d). ' , ,

Cazul particularp =2; n=2 . :

. Daci produsul a doud numere pozitive x,, %, este constant (%, - %3 = c%),
‘suma patratelor lo? este minimd, dacd numerele sint egale. ,

o

? \/x1 * xg; xl, xg ?0-

Demonstra;m 1. Folosind identitatea evidentd :

(43 + 28)% = (a2 — aB)? + 4 2348,
.se obtine

22+ 4 = i — 2 + 4aA.
Cum prin ipotezd” x,%, == ¢* (constant), objinem:

min (#} + 28) = min/(#7 — 28 + 4 - &5,

si are loc daci 2} — % =0,sau - LA Bx, 7
% = %3 = ¢. (c.c.t.d). 1400x,

Demonstraﬁa 8. Metods geometricd.
Din punctul fix A exterior cercului

cu centrul O (fig. 6) se duc tangentele ¢
{AT|, |AT'| si secanta ABC. Fie I -
- mijlocul coardei |BC| (|BI|= |IC|; 7

|0I] L |BC). ‘ , Fig. 6.

‘ 3 — Aplicalii ale matematicii In practici B B - 33



Daci notdm ||AT|| =% = coﬁstant, puteni scrie: : e

WAB|| - ||AC|| = /ATt = #; ||4B|| + ||4C| [ = ([|4I|| -
— ||BI|))2+ (I1AT]|+ [ICI1])? = (11411} — |IBII] + (1141]] +
+ ||BI||)? = 2||AI|[®+ 2||BI|2=2(||AI||*+ ||BI|[}).

Cind secanta JAC| se deplaseazd in sensul indicat de sigeatd pind cind de-
vine tangenti la cerc, punctul I se confundd cu 7. Segmentele |AI]| si
| BI| se micgoreaz, astfel incit in momentul in care I se confundd cu T';
|AB| = |AC|= |AT|; ||BI||=0 §i suma ||4B|]+ [JAC||® devine
minim3, min(||AB|]?+ ||AC|[}) =2||4AT|P. '

Daci notim ||AB||= #%1; ||AC|| = %,; avem: ||4AB]|| - ||AC|| =

=% = ||[AT|]?=F. . ’ )

Suma ||AB|2+ ||4AC|[2= 2} + «§ = 2(||AI|]*+ [[/B]|[?) este mi-
nimi, daca I=7T (|4I|= |AT| si ||BI||=0). min (2} + 28) =
=2||AT|2 si are loc dacd %, = %, = ||AT|| =k (c.c.t.d).

Demonstratia 3. Folosind relafia intre mdrimile medii :

2 ) : :
x1+x8
My, = Mg, V——z———sz1~x3; %y, %3 = 0.

Media pitratici este in general mai mare decit media geometricd; va-
loarea sa minimd se objine atunci cind m, = m,; adicd atunci cind x, ="
T = x4 (c.ct.d). . ‘ ST

Cum #,%, = ¢?, rezulti x; = %, = ¢; min (2} 4 23) = 2¢

Teorema de minim (Ty).

. .Daci suma a »# numere pozitive x;, %, ..., %, este constantd, suma
puterilor p a acelor numere este minimd, dacé acele numere sint egale.

Demonstragie. Folosind relajia intre méirimile medii :

=T -.
map?m,—v'\/xf"-',;' +x£> x1+ +x" ;

n ’

"se constatd ci m,, este in general mai mare decit m,.
Valoarea sa minimd se obfine atunci cind cele doud medii sint egale,
si are loc dacd %, = %, = ... = %,. T :
Daci notim %, 4 ... + %, = #c; din m,, = m, se deduce: min (xf +
4 ... 4 x8) =nc? si are loc atunci cind x, = ... =%, =c¢ (c.ct.d).
in particular, pentru p =2, 3,-..., 7, teorema T, se enun}d astfel: )
Daci suma a # numere pozitive %, %3, ..., ¥, este constantd (x, -+
4%+ ... 4+ x, = nc), suma pitratelor, suma cuburilor, ..., suma pute-
rilor de ordinul 7 este minim#, atunci cind acele numere sint egale.
Cazul particular p = 2; n = 2. ‘
Daci suma a doui numere pozitive x;, ¥, este constantd (x; -+ x, =
= 2c), suma pitratelor lor este minimd daci numerele sint egale.
Demonstratia 1. Folosind identitatea evidentd':

2(af + 2} =[x + 2 + (1 — 2P,



_se obtine:
. n (23 + #3) = %min [(%1 -+ %2)® + (% — %2)?].
Cum prin ipotezd %, 4 %, =:2c _(qonsﬁnt), rezultd ci:
_min '(x? + 28) = %min 4[c® + (x; — %,)%],
si are loc dacd (%, — %) =0 — x, = %, (c.c.t.d).
Se deduce %, = %, = ¢; min (2} 4+ x3) = 2c%

Demonstrafia 2. Metoda geomeiricd

In pitratul ABCD (fig. 7) ducem |EF| |||BC|; |E'F'}| || |AB]| si
notdm : '

[IAE || = |IDF || =|IDE'|| = |ICF'|| = % ‘T / —¢
IIEB|| = ||FC|| =||BF'|| = ||4E'|| = #s. _ / 0 nE
Cum prin ipotezd %, 4 %3 = ||[AB||=1= / / 2 i
= constant suma ariilor celor doud pétrate hasu- . / . ,
. f 4 F

rate 23 4+ 23 va fi minimd, cind suma ariilor celor 77
doud dreptunghiuri 2x,%, va fi maxima. na g
Cum %, + % = | = constant, produsul x;x, 4 //’/ 3

.. va fi maxim, dacd .x, = %, ——é— (cele doud pitra- Fig. 7. .

te sint egale).

Rezultd ci min (x§ + x3) _% si are loc ciﬂd %y = % =é (c.c.t.d).

- Demonstratia: 3. Folosind relajia intre media aritmeticd M, §1 media
patraticd m, a doud numere %y, %3t :

. 23 + %3 x1+xa
m’;>ma: v 2 = 2 *

Media pétraticd este in general mai mare decit media aritmeticd ; valoa-
" rea sa minimi se obfine atunci cind cele doud marimi medii sint egale m, =
= m,, §i are loc dacd x, = %,.

Cum prin ipotezd x, + Xy =2c= constant din m, = m, se deduce1
4 tmn(x’+ %3) = 2¢® §i are loc dacd x, = xﬁ—c (cctd)

. Teorema de minim Ty

Daci produsul x™y” este constant (x™y" = c) suma % + y este mm1m§.
dacd nx = my.
~ Este reciproca teoremei de maxim T3 Daca x + y=c¢, produsul
%™ - y" este maxim dacid nx = my.

Cazul particular m =2; n = 1.

Daci x2y=c; min (¥ + y)=3- /¢4, 5iare loc pentru x—-2y-2 \/ca

Cazul particular m =1, n = 2.

Dacid xy’— ¢; min (¥ +y) =3 - Ve 4, §1 are loc pentru y—2x=

=2 \/c
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CAPITOLUL 1t

PROBLEME DE MAXIM §I DE MINIM
(TRATATE ELEMENTAR)

-

In acest capitol vom rezolva citeva probleme de maxim §i minim pe
cale elementari, cu ajutorul teoremelor deduse in capitolul I, sau alte meto-
de simple, fdrd a folosi_nofsunea de derivatd. '

§ 1. Probleme de maxim

1. Dintr-o foaie dreptunghiulard din V 'tabla (sau carton) de arie -
S = 192 m3, se cere sd se confecfioneze un rezervor paralehpipedzc fard capac
de volum mazxim.

Solut.le. Dacd notdm cu #,y dimensiunile bazei, cu z inilfimea §i cu
V volumul cutiei, se cere max. V = max (x - y - 2), astfel ca:

=y + 2% +.2yz = 192. V (1)
Dar pfodusul'aéestor termeni este
(%y) - 2%2) - (2y2) = 4x2y%2 = 4 '(xyz)z = 472,

' In baza teoremei de maxim T, (cazul partlcular p=1n= 3),7 suma;
S = xy + 2xz - 2yz fiind constantd (S = 192) o

max 4V? = max (xy) - (2x2) - (2y2)

si deci max V, va avea loc atunci cind factorii acestui produs vor ﬁ
egalii

-~ : A xy=2xz=2yz, x=y=22. . o (2)
Daci {inem seama de (1) si (2) se deduce: ’
xy +'xy~+ xy = 192; %y = 64; 22=64; x=9y=8; z2=4.

Deci, cutia va avea baza unui pitrat cu latura 8 m, indljimea 4 m,
iar max ¥V =8 :8 - 4 = 256 m?.

2. Din mulfimea triunghiurilor care -au acela§z ;berzmetm (48 m) sd 'se -
determine triunghiul de arie maximd.
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Soluie. Se stie ci aria unui tnung}n in functle de laturile lui %, y,2
este datd de formula 1 ' .

S= #@—@@ = —2).

. Cum pnn ipotezd toate tnunghmnle au acelasi perimetru 2p = 48
 p =24 = constant, rimine s cercetim maximul produsului: :

P= (b= =P =)

Dar suma: ‘
b—2)+ b~ )+ p—2) =3 — (x+y+7) =3 —2

fiind constants, in baza teoremei de maxim T, (eazul partlcular p=1,

- n = 38), produsul P va fi maxim, cind cei 3 factori vor fi egali:

p—x=p—y= —p—z;=>x=y=2=16; max S =64 4_
Rezultd ci, dmtre toate triunghiurile cu acelam gbemmetru triunghiul -
echilateral are aria maximd.

8. Dinire toate patrulaterele cu acelagi perimetru (64 m) ﬁzscnphbile
$nir-un cerc, care este acela de arie maximda? '

Soluie. Dacd. notdm cu v, %, y, z lungimile laturilor unui patrulater .
mscnp’ubll cu 21) perimetrul lui, aria lui S este datd de formula:

, S=Jp =0 — A =NE — 2
Cum suma celor 4 factori este constanti :
,(;b—.v)j—(ﬁ-x)+(;1>—y)'+,(i)+z)'=_41>—§v+x+y+‘z)=
) = 4p — 2p = 2p = 64,

in baza acelems;a teoreme de maxim Ty (cazul p = 1, » = 4),-produsul
- celor 4 factori de sub radxcal va fi maxim-daci factorii smt egali !

——— - -

p—v=p—2x=29p _y jJ——z-»v—x-y—z=16 max S = 256.
Rezulti ci patrulaterul maxim tnscris in cerc este patratul.

. 4. Dintr-o foaie de tabld de arie datd S = 60 m®, se cere sd se constrmasca
un rezervor paralelipipedic inchis a cdrus volum si fze maxim.

Solufie. Notim cu x, y, z, cele trei dimensiuni ale rezervorului, cu S =
= 2xy + yz + 2x) = 60 aria totald si cu V = xyz, volumul lui. Dar
.max V se va realiza odati cu.max V? = max (22y%?) = max (xy) - (y2) -

* (2x).
A Cum suma xy + yz + xz = S:2 = 30 este constantd, max V2 (si deci
, max V) se va obtme atunci cind .cei trei termeni ai sumei vor fi egahl

! Matematiclenii arabi Abul-Vafa si Al Biruni (in cartea Despre aflarea coardei unui cerc,
cunoscuty pentru prima oars in 1910) relateazi un fapt care a impresionat cercurile gtiingifice
contemporane : vestxta teoremd pentru determinarea- ariei unui triunghi cu ajutorul laturilor

S = \/p(p—a) (p— b) (p—¢), cunoscutd noué din lucririle lui Heron din Alexandria (sec. 1-2), "
s{ denumiti téorema lul Heron, a fost descopenta ‘de Arhimede (c. 287—212 i.e.n.) i pubhcata
in lucrarea sa Cartea carcunlor

»
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%y = yz = 2%, sau ¥ = y = z. Rezervorul va fi deci un cub. Se deduce:
B+ P24+ =32=5:2=380 — x=4/5:6; maxV =,/655:36="
= S4/65:36. In exemplul dat, rezervorul va fi un cub de laturd
«/Tﬁ m, cu volumul maxim egal cu 10 «'/ﬁ) m3,

S. Dintr-o foaie de carton - (tabld, material plastic) in formd de poligon
regulat cu n laturi (h =3, 4, 6, 8) se cere sd se confectioneze o cutie fird-capac
avind forma unei prisme regulatc drepte cu acelagi numdr de laturi, astfel
incit capacitatea er si fie maximd. }

Soluie. Considerind poligonul un octogon regulat, situatia se prezinti
' ca in fig. 8. Pentru a obtine o
prismd se procedeazid astfel:

Se decupeazd figurile hasu-
rate, apoi, dreptunghiurile ri-
mase se vor indoi dupd laturile
IA{ASI!IJ 4 IAQAQL ety IAéA].I)
pind cind planul lor va fi per- .
pendicular pe planul foii. Se
obtine astfel o cutie fdra capac in
formi de prismd regulatd, avind

Fig. 8. - ca bazd octogonul A;A} ... A}
T si indlfimea ||[MM'|| = x.
Daci notdm |[|OM||=a, ||OM'|| =-a', apotema poligonului dat si

a poligonului de bazi, cu S §i S’ ariile acestor poligoane, in baza unei teo-
reme cunoscute! putem scrie:
' S a® S
—=—; SN=—a"?%=—(a — 2
S at Y :

-Funci;ia a cérei maxim se cauti, adici volumul prismei va fi:
V=_S. ;\:=§2(a—x)?-x:/’a(a—-:v:)’l cx =k -4 v
a .

. Cum # + 9 =a — x + ¥ = a = constant, in baza teoremei de maxim
T, (cazul particular m = 2), produsul #2? - v va fi maxim atunci cind #» =
=20 sau a—x=2x;, x=a :3. g

Dacd notim cu I = ||4;4,]|| = ||44;3|| = ... = [|4,4,]|, latura
poligonului dat, din figura 8 se deduce: . :

MA, || = |1OM||tg «; | = 2a ~tgu#2atg(£);
2 a 2 3 \
rnaxV_—_..S_'._(a—-i i:i‘é:%:’ictgﬁ(zl
a? 3 3 27 27 54 n' '
Observatii: — Se constatd ci mairimea ||[MM’'||=x ce co--

respunde lui V. max este egald cu 1/3 din apotema poligonului dat.

1 Raportul arlilor a dou# pol,ig.oane regulate, este egal cu pitratul' raportului lungimilor
laturilor sau apotemelor. - ’

-~
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— Pentru #.=3, 4, 6, 8 se obfin rezultatelevdin tabela:

a7l 3 s | e | 8
, W3 | 1 | 1B (1 442)
18 6 6 | 6 ,
oo s | e | Ca(3+242)
Vimax | g 7 | 3 — 27

in care indl{imea x a cutiei precum §i. V max auefost exprimate in functie
de latura / a poligonului dat. '

, — Pentru - cutiile cu baza un pi-
... trat (cele mai. frecvente in practicd) si- : :
" tuafia se prezintd ca in fig. 9. Dupd i "‘%
drept- -‘-—--1-'----
]
]

decuparea pitritfelelor hagurate,

unghiurile ramase se vor iindoi de-a lun-

gul liniilor punctate, perpendiculare pe

planul foii. , I 0 e St S
Se va obfine astfel o cutie in formd | . '

de prisma cu baza un pitrat a cdrei volum ©° . !

va fi ‘maxim §i egal 2/27 din volumul | e S

cubului de laturd egald cu latura pitra ' !

tului dat (V = 213/27). ‘ .

. " « 6. Dintr-o foaie de carton (sau alt ma- Fig. 9.

terial)’ de forima ‘unui poligon regulat cu

n laturi, se cere sd se construiascd o cutie in formd de piramidd regulati
dreaptd, a carei bazd si fie un poligon regulat cu acelasi numdr de laturi,

20/3 I afz e

TR A,
)
1
20/3

| afz

astfel incit capacitatea e1 sd fie maximd.

Solutie. Considerdm octogonul regulat A;4, ... 4, (fig. 10) si no-
tim: ||OA,|| = R, raza cercului .circumscris poligonului 4,4, ... Ag;
[|OM || = a’, apotema poltgonului de bazi. AjA;...4s; ||[MA,||==x
apotema pirdmidei obfinutd dupd decuparea triunghiurilor hagurate §i
indoirea triunghiurilor rdmase pind *cind se intilnesc toate intr-un singur
- punct (virful piramidei). S .

n general, in cazul. unui -
poligon cu #» laturi se obfine
suiccesiv :

S'_an,
'S a2’

s=Sa1=3 R—ap,
at a*

unde a, @’ sint apotemele iar S, S’
ariile poligoanelor A;4, ... 4,
~ §i respectiv 4j4; ... 4,




Cind A; ajunge in virful piramidei, se obfine triunghiul- dreptunghic
OA,M in care ||04,]]| =+, este indlfimea piramidei.
Se deduce: "

. - .
1$=xﬁ_a3‘

i =4/ — (R — )2 =4/2Rx — R%;
V =-S?Ii = -‘-E—(R — %) -o2Rx — R = k(R — x)? - \/2R% — L&
at” .
Maximul lui V' se va realiza odatd cu _‘ o » >
max (2R)% - ¥2 = (2R)* - k(R — x)¢.(2Rx — R?) =
= k?* - (2R® — 2Rx%)* - (2Rx — R?); , '
.« Ve=cut-v; =M= 2R)?; u=2R —2Rx; v =2Rx — R,
fn baza teoremei de maxim Ty {cazul particular n = 4), I;rodusul .y

(in care suma # 4+ v.=2R?* —2Rx + 2Rx — R® = R* = constant) va fi .
maxim atunci cind % =4v; sau1 2R® — 2Rx = 4(2Rx — R?), din care

- se obtine x = 3R/5.

Cum din AO4,B; ||0B|| =||04,]] COSOH'KZ‘=R cosa ; R=ésec¢i; -
: ~ R
x=§fseca,; max V=i(R_§_5Ri) .\/_%{_Rz=4~/§.513“.. l?

) 3a? 375 &
" = 2R sina. _ :
Dar h .
S=P a=ﬂ=n—l-R--cos«;nR2~sindcosa;
2 2 2

445 .nR3 . tg = .
, 375 . n
" Observatii: — Se constati ci apoteina ‘piramidei ce corespunde

lui V' max este egald cu 3/5 din raza cercului circumscris poligonului
dat 4,4, .... A4,. T

max V =

n 4 3 ; 4 . 6 3 8

z Y RAZ R Ny

125 375 l 375

V max 4;“/25.123 .1_27_{..5 RS 8415 RS 3245(/2—1) Ro

®

— Pentru #n = 3,' 4, 6, 8 se obtin rezultatele din tabeli.
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_— Constructia cutiei este pos1b11a
’ daca

0<a <=
2

asa cum se vede ‘din figura 10

([I0M ] < [104,]] :2). Cazurile li-
mitd . L
R ,
. '=—- i '=0
a 3 51 a ‘

~conduc la un volum_nul.

.— Pentru # = 4, construcfia este
datd in figura 11. Dupd decuparea
tnunghlunlor ‘hagurate ‘si indoirea tri-
unghmnlor rimase de-a lungul drep-

R T

43

&
-

—— e ——

|
I
1
I
]
|
1
1
|
i
- —
i

S RN N

N
&
>

7

7
I
!
]
{
I
I
!
1
|
|

4,
Fig. 11.

télor AjAg, Azds Azd;, A(A;] pmé cind se intilnesc intr-un v1rf comun,
se obtme o piramida regulata dreaptd cu baza un pitrat. Dacd a’= 2R:5,

- volumul este maxim si egal cu 16R%4/5 :375.
- 7, Dintr-o foaie de tabld circulard de razd R se cere.sé se construiascd o

- pthite conicd de volum maxim.

Solutie. Din cercul dat se scoate un sector
" circular ce corespunde unui ungh1 la centru

A
0B = « (fig. 12).

, Dupi scoaterea sectorului AOB si alipi-
- rea razelor |OA| si |OB| se ob}ine un con,

in care . lungimea arcului AMB devine
. -lungimea cercului de bazi a conului, iar ¢
104 ]| = ||0B|| = R devin generatoare ale

conului.

* Dacd notdm cu 7 §i i, raza si 1n§.ltlmea i lool=—5~ 5 s, ,

1ch(360 - oc)
180°
r = Rx;

* = (360° — «) : 360°.

j —— = 2nRx;

" eonului, din fig. 13 se deduce succesiv :

Fxg 13.

Cum inilfimea i a conului se poate gisi din ACOO' (fig.” 13),

- _z"—rRe—r2 %-JR’ R2x® = R4Jl1 — 22;

funcyia a  chrei maxim se cautd, ad1ci volumul conului, va fi:

V=m—2i=£- R«/ x’—kx’ «/ — x2; k= nR3%:3.

A
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Mammul lui V are loc odata cu max V” = max k’-x‘(l —'%?) =
= k*max (x2)}(1 — %) = k2 ‘max u" v; unde # = x%; v=1—22 .

Cimu+v=22+1—a2=1= - constant, in baza teoremei de maxim
T3 (cazul particular #» = 2), produsul %? - v, este maxim daci # = 2v sau
x* = 2(1 — 2?). Se deduce:

V6. M’:‘“/é;_u = 360° —120°4/6; « = 66°3'40"";. .. -

x=—, —-
3’ " 360° 3 , |
r=“@R; i=—3R-'; max V=M-Rﬁz£.R3. T
3 "7 3 27 5
" Probleme ﬁropuse S . . . ﬂ

~ 1. Un trunchi de arbore de forméd cilindricd cu d1ametru1 d trebuie .
transformat mtr -0 grindi de sectlune dreptunghiular3, astfel incit si pre-
zinte maximum de rezistenti la incovoiere. :

R. Dacd notdm cu x §i y cele doud dimensiuni

ale sectiunii dreptunginulare (fig. 14) rezistenta =

) la incovoiere este maximi odatd cu modulul de ,
- rezistentd al sec;lunn transversale a -grinzii; care - %
este. dat de expresia:

W = xy® : 6,
sau . ’

Fig. 14. o 36 W2 = 22 - () S
Cum 2+ y2=d® max W are.loc dacd y?=2s* . .
Sevigisiz=dy3:3; y=ay6:3; mexW=d*y3:27. =

' "2, Dintr-o foaie de tabla de a decimetri litime se. confectmneaza un

- {gheab a-cérei sectiune este un trapez. In acest scop, tabla se indoaie in -

_ ungime pe ambele pirfi cu c1te o f1§1e de aceea§1 latime; astfel ca- peretu

nl B . "7+ laterali si formeze cu fundul. ]ghea-
' "-'?-»-‘-.—---4- ¢ 7 bului unghiuri de 60° (f1g 15)

: R

. i R .

‘Ce litime trebu1e si aibi fi§nle S
o 1nd01te, pentru ca. ‘debitul apei care -
. S .. se’scurge prin acest ]gheab sd ﬁe
¢ e N TS maxnn?
s g T T Y T RY Maxxmul debltulm Q-se va,
o el S . . reahza odatd cu maximul sectiunii _
St tuheo .. Fg1s. . . prin Jgheab ca.re “este trapezul

L .t R - - ABCD .

o~ KIS x
LT Sy o . .

8

T
|

R

§
)
o
-]
)
A

Functla al cdrui maxim se.cauti este S = \/3(2ax — 3x2) 4 R

- 'Midx S se va realiza odatd cu maximul binomului .(Zax — 3x2) sau cu
ol :ma.x 3x(2a —3%). Cum 3x 4 28 — 3% = 2a = const. max S are loc cmd
.",-_3x=2a—-3x sau x=a/3 max S-—af 12, o S

, ;-.',f_ 3. Se cere capacitatea mamma a unui cilindria desc]us la un. capét (pahar
LT cﬁmdnc) §tund cd suprafata lul (S) este ,dati s ,‘\




-

R. Dacid notdm cu x §1 y, raza si malpmea cilindrului, se cere
max V = max na®y, stiind cad 2rxy +rmal=n(2xy + 22)=S; V=
=nix¥? = (nf2)*- (22y)? - 2% Suma 2xy + x? fiind constanti max V. are
loc cind 2xy = 242, sau % =y= A/S :3; max V = JS” 27r.

Asa se construiesc unele mésuri de volum pentru a economisi materialul
dm care sint confecfionate, sau pentru a le face mai usoare.

4 Se cere si se comstruiasci un rezervor cilindric a cirui suprafata
totald S = 6nm?, astfel incit capacitatea lii si fie maximi.

R. Daci notdm cu # §i y raza §i indltimea cilindrului ; se cere max V =
= max mwxdy, stiind cd S = 2nx® + 2nxy = constant.

Capacitatea maximi se va obtine atunci cind. indlfimea este egald cu

diametrul de *bazd; y = 2x. Se va gisi x = 4/S :6r, y_2\/S 6m;
max V = \/6 In exemplul dat: % = lm, y = 2m, max V = 21rm3

-8, Intr-un semicerc se duc coarde paraleie cu diametrul, care prin rotl-
rea lor in jurul diametrului dau cilindre circulare drepte. Care dintre ele
este maxim ?

R. Fie 7 1aza semicercului §i 2x lungimea coardei. Se obfine V = 2nx -

(r* — x3), max V se va realiza atunci cind % = 7 4/3 : 3; iar max V = 4= -
. ra J— M 9 . - e

6. Dintre toate conurile cu suprafata laterald datad (S), care.este acela '
cu volum maxim?
R. Daci notdm cu #, y raza §i malplmea conului, se obtme

max V? = max - 24(x2)2)2, S = mx4/22 4+ 32; 2% 4 a%? =c; x?y2 = 2x4;
‘ o 2 = 222 '
Se va gisi 'y = 24/2; x =4S 3%, y= \/45a 3.
7. Dintre toate conurile cu suprafata totala datd (S) care este- acela

cu volumul maxim?
"~ R. Folosind aceleasi notatii ca

A

in problema 6, gésim :

S = na? 4 nxg = nx(x + g), V=£x2y; g = x% + &

Se va gisi g=3%; y—ZJZx maxV N 721:

8. Care este cilindrul de volum maxim in-
scris intr-un con dat (de razd r i indljimea k) ?

R. Daci notdm cu %, y §i V, raza, inil-
fimea §i volumul cilindrului cdutat, din figura
16 se constati cd AAOC ~ AA'0O’ C :
. Se deduce 7 :x=(h—y) :h x=rh—
—y) h, V= -m"‘(k Y2y B -max V se :
obtme odati cu maximul produsulm (h — ). A’

Cum suma factorilor 2 — y 4+ y =k este con-

stantd max V are loc atunci cind & — y = 2y. Ly | Y

Se _obtine y——;h:3; 'x=277; max V= 4~ T 7 =~ g§
C=4nrth 127 =49 V. Fig. 16.



9. Care este- c111nd1u1 de volum maxim inscris -

p) ¢  intr-o sferd de razi dati R?
, R. Folosind notatiile din figura 17 se obtlne 1
/2 - L x4yt =Ry
3 p V =2r2%y;
v V2 = 4n2(x2)? - 42
4 s g Cum %24 5*= R?; max V are loc pentru
Fig. 17. 22 = 2y% Rezulti: x =R J— 3; y RJ_ 3

max V =4nR?,/3:9.
10. Care este cilindrul cu aria laterald maximi inscris mtr-o sferi de -
razi data R?.
*R. Din fig. 17 se obfine1 2® 4 »* = R*; S = 4nxy; S%= 16n2.a%%
Cum #2 4 9% = R? = constant, max S are foc atunci cind x = y. Inalfi-
mea cilindrului trebuie si fie cit diametrul cercului (5 = 2r).

max S = 2xR? si are loc pentru x =1y = R J‘ 2. Buprafata laterali )
maximi a cilindrului este egali cu suprafaa semisferei.

11. Un con cu raza bazei 7 §i iniljimea % este inscris intr-o sferi de
razi R. Se face o secfiune cu un plan paralel cu baza conului. Se cere dis- -
tanfa d(C, 0’) de la virful conului la plan pentru care coroana circular3

: dintre sferi si con si fie de arie maximi.

R. Folosind notatiile din fig. 18 se obtine:
S=mx(||O'N|]* — ||O'M | ]}).
Cum
[HO'N | |2 = [|CO"||-[iC’0"|=CO" - (2R — [ICO’])),
iar din ‘
| " AMCO' < AACO;
[1MO"| |1 |1CO]| =|]40]]: IICOH =7: h=’
= ||MO'|| =||CO|] -

?=+hﬂ=||Acn=*=||CC'||-ncon=2R-h'»

= S8=2zR-||CO'||- (h —|ICO"|]): A.
[1CO’|| + k —||CO’|| = h = constant,

max S are loc pentru \ V
|ICO'|| = h:2; max S =mRh:2.

12. Se cere conul de volum maxim, ;mnd
ci are virful in centrul unei sfere de razd R si
baza un cerc mic situat pe sferd.

'R. Folosind notatnle din fig. 19 se va
Fig. 19. gisit ¥V = mady 13 = my(R? — »%): 3; =




= nw¥(R® — y*’)2 +33:9; RR—y2 4 40 =R:== constant si deci ma.x V
are loc atunci cind R — % = 2*; y_RJs 3; x=R.6:13;
max V = 2xR3.4/3:27. :

§ 2. Probleme de minim

1. Volumul unui rezervor cilindric fird capac este 64 wm®. Se cer dimen-
siunile cilindrului peniru care costul tablei din care este confecﬁonat rezer-
vorul sd fie minim.

Solu;w. Dacid notdm r=x§i + = y raza i mé]tlmea cﬂmdrulm, functia
a ciirei minim se cere este:

S = wa? + 2nxy = w(x® + 2xy).
i Cum prin ipotezd V = maly = 64rx = constant, rezulti ci §i V=
= n”x“y’— ( 2) (22y)% - (23) = (641:)? = constant.

" Dach notim % = 2xy; v = %%; avem #® - v-= k. In baza teoremei de
minim Ty (cazul particular m = 2, # = 1), suma % + v (5i deci aria S)
va fi minimi dacd # = 2v, sau ny 28,

‘Se obfine x =y (sau'7 = 1). Raza cilindrului va fi egald cu miltnnea
5i deci ma. x=64n; ¥*=64; ¥ =y =4m.

Mlmmul ariei din care va fi confectlonat rezervorul va fi1

mmS min (x’+2xy)1:—(4“+2 4 - 4)m = 48n .

2, Dintre toate munghmnle de aceea;z arie, care este tmmghml de perd-
‘metru minim? _

Solupe. Ana triunghiului este dati de formula:
S= F?—a)(?—-b)(;b—c)

Cum prin ipotezd este constantd, rezultd:
- (p—a)p —b)p —c) =S p—-constant

In baza teoremei de minim 7T; (cazul particular ;b =1 n=23)

Suma (p—a)+ (p—b+(—c)=
=3p—(atbteo)=3p—-2p=p i :
deci perimetrul triunghiului va fi minim A
daci factorii sint egali: p —a=p — b=
=p —c. Rezulti a=0b =y, adici tri--
unghiul echilateral are penmetrul minjm.

3. Sd sedectermine pe latura |BC | a unui a7
triunghi oarecare ABC un punct M astfel
© incit suma pdiratelor distantelor la cele 3 A \M 8
virfuri sd fie minimd. - € P -

Solutie. Notdm cu 4’ p1c1oru1 perpend1- ¢ b
. cularei din 4 pe latura |BC|; ||44'||=a v
|1BA’||=b: ICA"||=¢; ||A'M||=x (tig. 20) Fig. 20.




Funcfia a clirei maxim se cere este suma: , .
S=|IMA|P+ |IMB|P+ ||[MC|[*={(a®+ 2%) + (b — 2)* + (c + 2)* =
=0+ b+ + 322 ~ 2bx + 2% = a® + B + B+ x[3x — 2% (b — ¢)].

Suma S va fi minimd daci x[2(b — ¢) — 3x] sau 3x[2(b — c) — 3%]
va fi maximi. Cum 3% -+ 2(b — ¢) — 3x = 2(b — ¢) = constant, produsul
3%[2(b — c) — 3x] va fi maxim cind factorii sint egali:

3x=2(b—c)—3x, sau x= (b —c) :83.
minS =-a?+ b+ ¢ — (b —¢)? :3.-
- .Observatie. Daci triunghiul este isoscel sau echilateral b = ¢ ;o
x=0, punctul M coincide cu piciorul indlfimii |44’| -min S = a? + 2 + ¢*. i

4. Sd se determine dimensiunile unei cutii paralelipipedice fird capac
de volum dat V stiind cd dimensiumile bazei sint intr-un raport constani k,
astfel ca suprafata totald si fie minimd.

Solufie. Notim cu #, y dimensiunile bazei, cu z inilfimea, cu S ‘aria |
cutiei fard capac si cu ¥V wolumul. '
Se obfine: -

Yyix=Fk; y=Fkx;V = xyz = ka%, (3)
S = xy + 22z + 2yz = ka? + 2(1 + B)xz. )
Elimin&m pe z intre relatiile (3) si (4): |

. S=2V(1 4+ k) : kx + ka2~
Daci notim: v
u=2V(14 k) hry v = kx®; se constati ci: #2 .y =

= 4V3(1 4 k) : k24? - ka® = 4V%(1 4+ R)®: k = constant, si deci in baza -
teoremei de minim Ty (cazul particular m =2, n=1) suma S =u 4+ v
© va fi minimd dacd # =20, sau 2V (1 + &) : kx = 2kx% Se deduce:

Va+E) - Vk
3=—__; S = Vkl k; 8 o= M
po YT LR R =T

3TVE 3/ 7a 3T
=[14+A\/——; 22= . sy =k\[—m—.
D=0tV e~ Viren "= Vi

min S = xy + 22z + 29z = 3/VF - (T F AE- F.

In cazul particular ¥ = y; avem % = 1; x=y;—;\*VW; z="\“’/2_l’:‘:2;
sau 2z = ¥ = y; min S = 34472, Inslfimea cutiei este egald cu juma-
tate din latura bazei. ' ) i

Exemplu. Daci V' =4_dm?; ¥ =y=2dm; z=1"dm; min S =
© =12 dm?. '

Observatie. Solujia optimi me permite si construim cutii sau
rezervoare paralelipipedice de capacitate dati (fard capac) avind raportul
dimensiunilor bazei cunoscut, astfel fncit costul materialului (tabli, carton,
lemn, ,..) folosit si fie minim, §i in°acelasi timp s3 fie mai ugoare.
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E. Se cer dimensiunile umwi rezervor paralelipipedic . cu capac, .
‘avind capacitatea V = 125 m?, astfel incit costul tablei din care este comstruit
sé fie minim. T » ' -

Solugie. Dacid notidm cu %, 3, 2 dimensiunile cutiei, se cere minimul
funcfiei- S = 2(xy + yz +2%), cu conditia V = xyz = 125. Cum V2=
- = a2y = (xy)(y2)(zx) = 125% = constaiit, in baza teoremei de minim
T, (cazul particular p = 1 # = 3), suma lor xy + yz + 2% este minimd.
daci xy = yz =z%, sau ¥ =Yy =2Z. Din. xyz = 125 rezultd 9i3 = 125;
x=y=2z=0>5. ' . :

Minimul ariei totale va fi: min S = 2(25 425 + 25) = 150 m®

Suprafata rezervoruluilsi deci costul tablei va fi minim, dacd rezervo- -
rul va fi un cub cu latura de 5 m: ‘ : '

6. Fie 0X, OY doud sosele perpendiculare OX | OY si A, B doud loca-
litagi situate in interiorul unghiului XOY. Sd se determine punctele M Ox
.5i N €Oy, astfel incit costul drumului AMNB si fie minim.

‘Solutie. Daci A’ este simetricul lui
A fati de axa OX iar B’ simetricul
lui B faji de axa OY drumul AMNB
este egal cu drumul 4"MNB’ deoa-
. Tece '

|14D|| = ||4'D]|

iar

[|IBE|| = ||B'E]|. 4
Drumul minim va fi egal cu distan- ' A
fa cea mai scurti intre punctele o Fig. 21. ’

A'B’ (fig. 21). _ ’ o ; ‘ ‘
- Punctele M si N'se obfin astfel: se construiesc punctele ‘A’, B’ simetrice
fatd de OX respectiv OY, apoi se unesc. Intersecfia dreptei A'B’ cu axele

© OX, OY ne'vor da punctele M respectiv N.

o Folosind notatiile ||0M || = %; ||ON || =y; ||OD|| =¢; [|AD|| =2,
. ||OE|| = b; ||BE|| =asi finind seama c& AAMD ~ AOMN ~ ANBE

(avind 0 =D =E=90°, M) = M, N, = ﬁg) gasim proporfiile :
o ’ ~x_:y‘=’(c—__x).:d;» £i1y=a :(b—-y).
- Se deduce: o ' ’ ' -

e be—ad_ o
. ,x}-—-; =|l0Mil;

T b +d
< be — ad
c

=|[oN |}

. 1.-Dintre segmentele ‘sferice” cu volum constant,
sd se determine acela cu aria calotes minimd.

CREED 5 . . : t
Solutie. Dac3 -motim | |CO’|| = » = indlfimea
segmentului sferic, §i cu R raza-sferei (fig. 22),
avem V = n#?(3R — x)-: 3 = constant. Se cere
minimul’ ariei S=2nRx. Dar min Rx seva realiza
odatd cu max 1': R¥ stiind ci 23(8R—x)=3V:m=c?,

BerL el e reloenn T e T B
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relatie care. se poate scrie (c®: R#®) 4 (x: R) = 3. Se observa insi cii .

cd )2 (x @ \3 . 1 .
. -—-) . (—) == (-—) , care este maximi. odati cu — .~
Rxt R Rx : : Rx

In baza teoremei de maxim T (éazul particular m =2 ; # = 1) maximul

produsului are loc cind ¢3 : Ra? = 2(x : R) sau c¢® = 2% Inlocuind pe
¢® in relatia de condifie gisim : '

) 223 Ra*+ x: R =3,
de unde x = R. Calota ceruti este o semisferi.

.8. Sd se determine pozifia T de amplasare a umei uzine termoelecirice
ce urmeazd a deservi 3 localitifi A, B, C nesituate in linie dreaptd,-astfel in-

cit lungimea conductelor (deci §i costul instalafies) care leagd uzina cu cele.

3 localitapi si fie minimd.

Solutie. Probleina se poate enunfa astfel: si se determine pozijia unui
punct T situat in interiorul unui triunghi 4 BC astfel casuma S = ||T4|| +
+ |ITB|| + ||TC|| s& fie minimi. - - ,

Din punctul T care satisface condifia de minim, laturile triunghiului

. . A B/\ C/\

se vid sub un unghi de 120° (ATB = BTC = CT4 = 120°).
Demonstrafie. Rotim triunghiul BCT cu 60° in jurul virfului C {fig. 23).

Rezulti |CB”|= |CB|; |CT'|= |CT|. ‘Triunghiul -TCT’ avind

|CT| = |CT’| si TCI" =60° este echilateral §i deci |TT'|= [TC|.
In mod analog se arati ci ABCB" este echilateral avind [CB| = |CB"| .

P AN . .
si BCB" =60°; deci |BB"”|= |BC|= |B"C|. :

ACT'B” este noua pozifie a ABTC, dupi rotirea acestuia cu 60°,

deci |TB|= |T’B”|, iar suma S= [|TA||l+ ||TC||+ ||TB]|| =
= T4l + |ITT’|| + ||T'B”||. Dar drumul ||AT||+ ||TT'|| 4
+ ||T'B"”|] va fi cel mai scurt atunci cind T si T’ vor fi situate pe dreapta
AB" care este fixi (B" are o pozifie independenti-de T). Deci, punctul

T va fi pe dreapta care uneste virful 4 cu virful B” al triunghiujui echi-
lateral construit pe latura BC. In mod analog punctul T se afli pe dreptele

-

a4 JCT'= BLB=60° 5

", .




care unesc virfurile B §i- C cu virfurile B, si C, ale triunghiurilor echilate- -

. rale construite pe laturile |AC| si |AB| (fig. 24). 7 '
" Cercurile circumscrise triunghiurilor echilaterale.construite pe laturile
triunghiului 4 BC se numesc cercurile lui Torricellil, iar ~punctul T care
‘satisface proprietatea de minim ‘se numeste ,,punctul lui Torricelli”. .

. Punctul T se obtine, construind in afara triunghiului 4 BC, triunghiu-
-rile echilaterale A BC;,, BCA,, CAB, si unind virfurile opuse. Din figura

: JAN AN .
"24 rezulti ATB = BT(C = T4 =120° (c.et.d).

Calculul sumei ||TA||+ |ITB||+ ||TC]||.
Vom -arita mai intii ¢c& ||TB|| 4 ||TC|| = ||TA,|]. Patrulaterul

TBA,C fiind inscriptibil (B/ TC + BA,C = 120° + 60° = 180°), teorema
lui Ptolemeu ne conduce la relatia: - .

NT4i01 - IBC|| = ||4,Cl| - ITBII+ |14:BI| - ||TC|I. (5) .

~ - (Produsul diégonalelof intr-un patrulater inscriptibil este egal cu suma
. produselor laturilor opuse). - - A ‘
Cum triunghiul BCA, este echilateral |BC| = |4,C| = |4,B|. Dupi

. simplificare relagia (5) devine [|TB||+ ||TC||= ||T4,|| (cc.t.d).
- Rezulti ci : : '
NTAN 4+ HTBI 4+ HITCl| = |ITA|| + |IT4,l] = ||44,]].

Pentru a obfine pe ||44,|| aplicim teorema cosin;ﬁsulﬁi in triunghiul

AAxBillAA1||27= HAB| P+ | ,A1b||2 - 2“‘43“' I IAxBH'COSAg}a =
= ¢ + a® — 2accos (ﬁ + 60°) = 2 4 «? — accosll}—}— qc\/gsi'n B. (6)
Aceeasi teoremi aplicatd in’ A4BC ne da: '
b= ¢+ at —2accos B; — ac cos B = (0 — ¢ — a2): 2 )
- Din formula ariei unui triunghi S = ac sin B: 2; 7
) “acsin B-= 28. 4 ‘ - (8)
Folosind (7) si (8), relagia (6) devine: .
A4, ]2 =a® + ¢ + (b — ¢ — a?) : 2 +.254/§.
Suma minimd va fi: , '
HTA|+ JITB|| + [|ITC|| = ||A41|| = ||BB,|| = ||CC,|| =

=‘—£3‘(a2 + b ¢ + 4S 3)'2,
Observatii: — Dacid unghiul 4< 120°, punctul T se afld in
interiorul triunghiului ABC; ) !

R Torricelli Evangelista (1608—1647), a fost elevul preferat al lui Galileo Galileir
(1564—1642). N

) 4 — Apl!c'aﬁi ale matematicii in practica . o 7' 7 49
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va fi minim% atunci cind aria S = xy va fi maximd.

: - < - . . -
Y 50 of h s e . R o .
. . oL - i o : . ;.
MM L8 - L ; Sl ra B
. . .. <

~

— Daci unghiul 4 = 120°, punctul T coincide cu vfrful A. In acest -

caz ||TA||+ I|ITB|| + ||ITC|I'= ||4B}| + [HAC||le=b +¢c. -
" — Dacéd unghiul 2 > 120°, punctul Tdeste exterior triunghiului, dar

suma ||TA||+ ||TB|}+ [ITC]| nu mai este minimd. -In acest caz

suma minim3 se obtine atunci cind iT coincide cu-4.

|TA||+ ITBI|+ ITC|| =b+¢c. -

" — Incazul 4 < 120°; din punctul T laturile triunghiului se vad sub

un unghi de 120°.

— Se poate arita:ci A0,0,0, care uneste centrele cercurilor circum-

scrise triunghiurilor echilaterale ABC,, BCA,, CAB, este tot echilateral!
. 6 i

1100311 = 11030511 =110:0: || =T=(a* + & + ¢ + 4S /3)'".
Triunghiul echilateral 0,0,0; poartd numele de ,,triunghiu] exterior

al lui Napoleon’. , » '
fn mod analog AOj0;0; care uneste. centrele cercurilor circumscrise

triunghiurilor echilaterale ABC;, BCA;, CAB; construite in interiorul -

triunghiului dat 4 BC este. tot echilateral i poartd numele de ,,triunghiul

» '/ interior al lui Napoleon”. .

- 11010311 =110:20s| =II0501|l=3/(5—é(a’+ B+ c* — 45 WA

Probleme propuse = =

1. Dintr-o bari metalici de formi cilindrici trebuie si construim bare

paralelipipedice. Se cer dimensiunile dreptunghiului de sectiune, astfel
incit .pierderea de material si fie minima. ' '
" R.'Duch #; y sint dimensiunile dreptunghiului, pierderea de material
Cum max S se va realiza odatd cu max S? = x%2, se va gisi. ¥ = y'ét
= R4, S =2R% Barele trebuie si aibd secjiunea un pitrat. - -~

2, Doui ‘orage A §i B sint situate la 10.km'$i respectiv 15 km:&e un rin

rectiliniu, iar proieciia segmentului |4 B| pe direcfia riului este de 20 km.

Cele doui orage trebuie alimen--
’B“w " tate cu api de la 6 uzind care -.-:
' ~ ' urmeazi si-fie .construitd pe -,

marginea riului. .

oy

orage cu uzina si fie minim, .

Fig. 25. , : - se va gisi: x =ad: (a -4 ).

1.Se¢ recomanda [18] g1 [20].

W

P

-Se cere pozifia 'de‘-amﬁlésaré PaR
. a uzinei, astfel incit costul con-- . .
B _ p ductelor care. leagd cele doud,

-
At

" R. Folosind- datele din figit- =~ °
) . ‘ ra 25 se constatd ¢ min (||AD||+
A(g-n) - | .+ ||DB||) =min (]| 4'D]| +

) " +||DB|)). Cum AOAD~ABCD -



In exemplul dat =10 - 20: (10 + 15) = 200 : 25 = 8 km,

_ 3. De-a lungul unei sosele rectilinii se afli dous santiere de construc-
$ii A si B. La distangele ¢ si d de sosea se afl§ alte dous santiere Csi D.

.- Se cere pozifia M de amplasare a unui depozit de materiale, astfel incit
s;ma distanfelor lui la cele patru santiere 4, B, C, D s fie minim3 stiind
ca:

||[AB|| = a = 800 m'; c
[ICC'|| = 500 m ; .
||IDD'|| =d=300m; .

[IC'D"[| = b = 600 m.

R. Fun‘ctia al cdirei minim se
cere este L=x -+ a — x +||MC||4+ - ,
+ | |MD||=a+||M(}| |+ IMD"||: =~ Fig.-26.
(fig. 26). Se va "gisi: min L= - ‘
=a -+ /b* + (c + d)® = 1800 m; y=ubc:(c+ d) =375 m.

4. O bari de lungime datd are sectiunea unui dreptunghi de arie con-

-stantd. Aceastd bard trebuie prelucratd pe toate fefele si apoi nichelat,

Se cer dimensiunile sectiunii, astfel incit costul celor doud operatii
(frezare §i nichelare) si fie minim. :
~ R.'Costul este proportional cu perimetrul sectiunii: C = 2¢(x + y)I;
unde [ este lungimea barei, ¢ costul pe unitate de suprafai, iar » siy dimen-

~ siunile dreptunghiului. . .

Va trebui si gisim minimul functiei C = k(x + ) stiind ci xy =S =
= constant. Se va gisi x =y = JS ; min C = 2¢! \/§ Se va folosi teo-
-rema de minim T, (cazul particular p = 1; 7 = 2),

5. Dintre toate conurile cu volum dat, se cere acela pentru care suma
tazei §i indlfimii este minim3i. , °
« R. Dacd notdm cu %, y, V, raza, indlfimea si volumul conului, se cere
- min (¥4 y) stiind cd V=mnaty:3; ay=c=3V:x. .
n baza teoremei de minim T (cazul particular m = 2, # = 1), mini-
mul are loc cind ¥ =2y =+/c: 4; min (¥ + y) = 33V 4. :
= 6. Uneori, vopselele se vind in cutii de tabli cilindrice cu o capacitate
de v = 250 cm3. Ele au o deschidere circu-
lard, care se inchide cu un capac din ma-
terial plastic. ) _"‘___mw__h
“"“Raportul ~dintre  diametrul  acestei
deschideri §i diametrul cutiei este 4:5.
Se cer dimensiunile cutiei, astfel incit costul
tablei necesare confectiondrii ei si fie
minim '
R. Folosind notatiile din fig. 27, functia
a cdrei minim se cere este f= 2mxz -
+ 72?4 w(x® — »?), astfel ca y =4%:5;
nx®z = 250. Se va giisi f = 2n (250: wx+

, i 2n (251
- +41722:25). Cum (Zio) '(17x )=17 2500 _
. X 25 72
= constant, in baza teoremei de minim T,

-

d=2y
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. . . . . z
 (cazul particular m = 2, n =-1), f-va fi minimi dacd @:: 2-17%

: S X
gisi % = /6250 34n = 3,88cm; D =7,76cm; d = 6,20cm; §=528 cm;
min f=0,0192¢, unde ¢ este costul unui metru patrat de tabli.

7. Se cere si se determine dimensiunile unei cutii paralelipipedice fir3
capac confecfionatd din tabls, de volum dat V (aplicatie ¥ = 125 dm?) .
R. Daci x, y, z sint dimensiunile cutie1, se cere minimul sumei S = 2y

+F 2xz 4 2yz stiind cd xyz = V = constant. : , B
Cum 4V? = 4x%y%® = (xy)(2x2)2yz) = constant, in. baza teoremei d
minim T (cazul particular p = 1, n=23) suma S este minimi dacd ¥ = -
=y =2V =5vV2; z=VV:4=5:/4; minim S =3V4 -Vi=
=75 V4. I
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CAPITOLUL i1,

CALCULUL VARIATIEF PROCENTUALE A UNEI SUME, PRODUS
SAU CIT DE DOUA SAU MAI MULTE MARIM! VARIABILE,

Marea majotitate a indicatorilor tehnico-economici folosifi in planifica-

rea si analiza activitafii intreprinderilor sint legaji intre ei prin relatii simple,

- care confin in expresia lor numai operatii elementare,

Fiecare din acesti indicatori cresc sau descresc faji de valoarea lor
planificati sau fafd de valorile realizate intr-o perioadi oarecare de timp,
cu procente pe-care statistica ni le pune la dispozitie, lunar, trimestrial
gi anual (mérimea unor indicatori de importan{3 deosebiti este cunoscut#
decadal, siptiminal, sau chiar zilnic). : o

De aceea este important de stiut cum se calculeazi procentul de variaie

a unui indicator in functie de variatia procentuals a altor indicatori intre care

- - avem stabilite una din relafiile simple sub forma de sume, produs sau cit:-

X=X+ X+ ..o F X, T=% %5 ... -x,,; x=2,
§ 1. Variafia procentualad a unei sume de doud
sau mai multe marimi variabile
Fie: -
E=mtm , o

suma a dou} mirimi variabilg independente una de alta. Daci xl\. §i %
variazii cu procentele p, si pg, iar x cu procéntul p, se poate scrie:

P P % Pa ), e
. o + 100 * (x" + 100 xl) + (xﬂ + 100 xﬂ) ) ( )

~ Din (1) si (2) prin scidere se obi;i'ne': * '
. P = D%t Paks : = )

%+ % , ‘
Formula (3) di procentul p de variagie a lui %, cind fiecare din mArimile
%, %3 variazi cu procentele p,, p,. C -
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- /
Generalizare. Daci mirimea x este o sumi de # mérimi variabile :
x=x1+x2+ soe +xm
iar PuPa « ., Pu D Drocentele de variatie respective :

2 o gz s s,
x+100{c—(x1+wox;)+(xa+moxa)-*- --.+(x..+100x,.)

se obtine :

___plxl + Doxy ... +p“x“= n : n . . 4
? %+ xn‘+ eee + %, Qﬁ,x,. @x‘ (4)

Exemplu. Unui santier de constructii i s-au previzut in plan, in cursul
unei luni urmitoarele elemente de cheltuieli, care au fost depasite dupi

cum urmeazi : . x

gi Natura chéltuielilo;, Pla(tlléiif)icat X De%fm _
1 | Retribugii S _ 52000 4
2 | Materiale " 40000 12
3 | Combustibil : ' 24 000 B 8
4 | Alte cheltuieli A 32000 0
TOTAL 148000 | p=12

Cu ce procent a fost depisit totalul cheltuielilor fafd de plan?
Folosind formula (4), se obfine: ' .

=4o52-108+12-40-103+8-24'-103'_8_8_0_594(y
52.10% 440 - 10° 424 . 10° 4+ 32 . 10° 148 7

)

§ 2. Variatia procentuald a unui produs de doud marimi variabile

Fie %, i %, doui marimi variabile indgpendente una de alta §i x pro-
dusul lor: .

xX = xl . xg. 7 ’ (5)
Dacd notidm cu p, p,, p, procentele de variatie ale lui %, %), %5, atunci:
A ’f‘*‘%x%(xl‘l"%%;-(M“"'I%xs)- (6)

Scizind pe (5) din (6) obfinem:
Y b1t
p=25 +Pa+—100 . )]

Formula (7) ne di4 procentul p de vaiiatie allui x, cind %, si %, variazd
cu procentelé p, respectiv pq. o
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) Exemplu. La un depou de'locomotive, consumul specific de combusti- _
. bil {¢) s-a redus in cursul unei luni cu 129, -fatd de plan, iar numirul de

tone brute remorcate (T) a crescut cu 10%,. :

» C?.re este procentul p de variafie a cantitifii de combustibil C fad de

plan ; . |

. Se gtie ci intre C, ¢ 5i T existi relatia C =c¢ . T: S
‘w22 - Cum procentele dé variafie ale lui ¢'si" T sint p, = —12; pa = 10, -
[formula (7) ne da: . . L -

p=—12410 —

101. 12 _ 390

Deci; cantitatea de combustibil consumat la acel depou in luna respec-
tiva s-a redus cu 3,29% fati de plan si au fost necesare numai 3 operatii. - )

- --Observa fie. Dacd am rezolva problema calculind mai intli valoa-
rea planificati si realizati a indicatorilor, ar fi fost necesare 11 operatii_ ’
elementare, : ‘

§ 3. Variafia proce_ntualé‘q unui vpgpd_q_s de n ,m&rimivyariabjle, L
Fie o | - | _
L X=% - %g ... %, .8
produsul a # mirimi va.riabf]e independente una de alta,

Dacd notdm cu py, py, . . ., p, -5i p, procentele de variatie ale Iui x,, %,,
e+ %, §1 %, vom putea scrie: ' o

. . . T
. NS 3

PR ";-“.J.”100?‘"7(’{1 +100x1)(xa 100" (x+ 0" )(9)

10 -
- .fmp“'}i’tiﬁd‘pé 9) la (8) si efectuind calculele gisim : o e sl
e ] pl( ,.;b,) ( ?.) ] ey e
. =11+ =2 (22— 1] 2100, 10 S

R . ] .on; coeficientii © i
...+ de yariafie ale mirimilor x,;, " Ce Xy sicuc _coeﬁcientulrde.._\va,riatfie?gl'-'~,;t:. A
7 7. produsului x, atunci (10):devine - [ T

. ‘Sau, daci notdméu ¢, = (14 4,:100); i = 1,2, ..

.:._,’:T_,,:, ST L ;'/c == (01 . cs ;. . 0“'.-_\ 1)' o ‘ e (101) :
s Formila (10) s da' procentul, (iat (10°) coeficientul) de vatidfie a ugui .~ ¢ .77
..~ - produs’de 7 mirimi variabile in funcfie de procentele (respectiv coeficiéntii) . . -
,‘: N - :‘ dqvi‘l\’l‘-vaﬁe~ale' acesto;'a; ) i ’ . R A "’A ; ; Nv;_- A ) -‘

Exemplu. Se'stie ci fondul de retribufii réprezinti suma tuturor fon- - -
, durilor banesti care se cuvin lucritorilor unei intreprinderi pentru muncay; < I ¢
-~ depusd. Prin-drepturi binesti se-infeleg ‘sumele incasate de unlucritof’ . '
., sub diferite forme: retributia, acordul simplu sau acordul progresiv (daci.

- " .lucreazi in acord), plata orelor Suplimentare, premiile, -indemnizatiile .de’» - R
~* . vechime, sporul pentru munci efectuate:id-conditii speciale etc. "~ .5 ¥ - T
IR S y TR S -
ét O e ik TN RO " AR E I - - SR



Fondul de retributie depinde de urmitorii indicatori :

= costul unei ore-munci, exprimat in leiford ; ‘ :
Ag = timpul necesar pentru efectuarea unui produs, mésurat in ore/bu-
cati ; '
product1v1tatea muncii, expnmata in bucidti/fom zi;

numirul de oameni zile efectuate in perioada de tlmp c0n51dea
rati; de exemplu oameni-zile pe luna.

Se constaté cé, fondul de retnbutle F care se exprimi in lel/luna este ,
egal cu produsul celor 4 1nd1cator1 Ay, A, Ag, A,

F( lei )= Al(lil)'Ag( ore ) A (bucétl )_;A‘(oamem-zile)'
lund ord bucati om - zi lund

deci: -

>
I,

F=A1'A8‘A3‘A‘..

Aplicatie. La o intreprindere se constati ci cei 4 indicatori 4,, 4, 4,5, 4,

‘au variat in cursul unei luni fatd de plan cu procentele :

P1=10%; pa = —5%; ps = 15%; ps = 8%.

Care este procentul de varlat;le a fondului de retribufii fajd de plan,
“in cursul acelei luni ?

Decoarece fondul de retributii este produsul a 4 factori, procentul de
var1at1e al acestui produs se.va calcula cu formula (10) pentru » = 4:

5 15
p={[1+ ) (* ~500) [+ 10m) (* +50) = 2] 100 =
= (1,10 095 - 1,15 1,08 = 1) - 100 = {1,298 — 1) - 100 =
. = 0,298 - 100 = 29,8%, '
Fondul de retnbutn a fost depésit cu 29,8% fai,'a de plan.

§ 4. Variafia procentuald a unui cit de doua m&rimir variabile
Fie .x,, % douX mirimi variabile independente una de altasi x citul lor:
p=5 : (1)
Xy -

Dacé notdm cu p1, Pa, p procentele de variatie ale lui #;, %3 §i x, vom
putea scrie : , + o

% + P1%: 100 ‘ o (12)
X + Paxs: 100 -
. Impirtind pe (12) la (11) si efectumd calculele gﬁsxm

L 100(p; — pg) :
P01 | -

%+ px:100 =



Exemplu. Planul de cheltmeh la o mtrepnndere de confeci;u a fost
in cursul unei luni de 80 000 lei pentru confecfionarea a 450 rochii. La sfirsi- -
tul lunii s-a constatat ci productia a fost depisiti cu 20%, iar cheltuielile?
‘numai cu 8%,

Care este procentul de vanatxe al pretului de cost?

Solupe. Cum prej;ul de ‘cost ¢ este raportul dintre totalul cheltuielilor
Csi producpa , .

| ¢c=C:P,

iar C si Pau crescut cu 8%, respectlv 20%, procentul de variaie p al citu-

" ‘lui va fi dat de formula (13), in care p, = 8 §1 Py =

1008 —20) _ — 1200 |
- — =) . = —10%.
?="100 + 20 120 A’

‘Deci, pretul de cost-a fost redus cu 109%, fatd de plan.

. Observatii. Firi a folosi formula (13), problema se putea rezolva
calculind separat cheltuielile realizate Cg, preful dé cost planificat cp,
productia realizatd Py si apoi preful de cost realizat cg; iar procentul de

variatie a pre;ulm de cost fata de plan va fi:

p= 100(__— )= — 109,

Cp.

A Dar in acest caz sint necesare 12 opera‘;u elementare in loc de 4 cit
necesitd formula (13).

— Dacd numéritorul se mentme constant §i variazid numa1 num1torul
adica ;bl = 0, procentul de variatie al citului va fi:

p= B (14

§ 5. Variafia procentuald a unui cit de produse
a mai multor marimi variabile

Fie:
.z.=x1'xz'--.‘xm (15)
Y1:Vat e _
citul -dintre produsul %, « %, « ... * %, SI Y1 Vs .o. Va3 a m-+n

. marimi variabile independente una de alta.

! Acest lucrn este posibil prin cregterea productivitifii muncii gi prin faptul i o parte
din cheltuielile unei intreprinderi (de exemplu cheltuielile de regie) au un .caracter constant
fatd de plan; ele nu depind de variatia productiei,
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Daca notam cu pl, j:,, +++» Do Drocentele de. variafe ale lui %,, %, .
, %5 §1 CUGy, Gy, ..., g, Procentele de variafie ale lui yl, Vor «oes Yo
. procentul 7 de variatie a lui 2, va fi dat de formula : . '

o ( +105)- ( +1€3) ' ( +1%6) ~1]-100.  (18)

' q1 42 dn . |
I+ (1 + L) ( |
) ( 100) - 100) + 100) ! .
Observatiii Formula (16) coni;ine urméitoarele cazuri particulare
tratate anterior: ’
— pentru m = 2, n = 0, se obfine formula (7) ;
— pentru m = m,*n = 0, se obtine formula (10);

— pentru m = 1, # = 1, se obtine formula (13).
— pentru m = 0, n = 1, se obtine formula (14).

. ‘Probleme propuse

1. La o 1ntrepr1ndere de confectii, pretul de cost planificat ¢, a fost de
124 lei/bucata. Productfia planificats a fost de 4 500 buciti (P, = 4500).
Se stie ca preful de cost s-a realizat cu o reducere de 89%, fata de plan (P =
= — 8), iar productia s-a realizat cu o depisire de 15%, (p, = 15).

Cu. ce procent (p) a variat totalul cheltuielile (C,) la acea intreprindere ?

R. Cum C,=c¢, - P,, se va aplica formula (7), se va gisi p = 58%. ., -

2. La_un atelier ‘de confecf;lonat piese de schimb pentru tractoare s-a -
constatat la sfirgitul unei luni cd, desi s-a lucrat cu 10% mai putini munci-
tori fajd de cei prevdzuii in plan, productia s-a realizat conform planulul.
ca urmare a cresterii productivitdjii muncii.

. Cu cit a crescut productivitatea muncii la acea mtreprmdere ?

R. Productivitatea muncii P, este raportul dintre productia P si
numirul N de oameni-zile! efectnate pentru realizarea acestei productn
P,= P:N. Se va folosi formula (14); $ = 11,11%.

3. La o intreprindere s-a previzut ca in decurs de 6 ani productivi-
tatea muncii-si creasci cu 60%. S& se determine procentul de crestere a
numirului de muncitori de la acea intreprindere, pentru ca productia sa
fie depdsitd in decursul acestor 6 ani cu 70%.

"R. Daci notdim cu P productia, cu P, - productivitatea muncii,
iar cu N — numirul' de muneitori, atunci N = P: P,

Daci finem seama de procentele de variajie ale lui P si P,, formula
(13) ‘ne va da p = 6,25%,.

4. Se cere procentul (p) de variatie a cheltuielilor intr-un sector indus-
trial in care s-a prevézut ca in decurs de 6 ani preful de cost si fie redus
cu 15%, iar productla si creasca cu 709%,.

! Numirul de oameni-zile se obfine ‘cu formula N = Z ne 2, daca in luna respectivﬁ
i=1i
(sau in petioada de timp analizat¥) au fost % zile lucritoare, n, reprezinti numirul de lucﬁ-
tori care au lucrat cite z, zile, Exemplu: daci 200 lucriitori au lucrat cite 18 zile, iar 30
numai cite 8 zile N =200 18 4 30 8 = 3840 oameni-zile.
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" R. Daci notim cu C, P si ¢ cheltuielile, productia $1 pretul de cost,
C=P-c;se va gisi p =44,5%, -
. 5. S& se calculeze procentul de variatie a prefului de cost in decurs de
5 ani, stiind ¢ producfia creste in aceastd perioadi cu 70% iar cheltuielile
“cresc numai cu 199,

R. Se va folosi formula (13). Se va . gisi p = — 30%. Pretul de cost
se va reduce cu 30%, fajd de plan. -

6. La 3 ateliere de zoni de pe cuprinsul a:nei Tegionale C.F.R. s-au
planificat §i s-au realizat urmétoarele reparatii la vagoanele de marfs :

- Denumirea Vagoane plani- Procentul de
- atelierului ficate pentru depésire fati de -
' reparat ¢ plan
- —
A4 200 12
A4, . 140 . " -4
4 . 8 . 6

Se cere procéntul de depdsire a numdirului de vagoane reparate la acea
regionald C.F.R. fati de plan. L _ ,
- R. Folosind formula (4) pentru # = 8 se va gisi = 8,14%. -

7. Cheltuielile necesare pentru consumul de energie electrici variazi
direct proporfional cu. urmétorii indicatori : '
- ¢ = pretul de cost al unui kilowators, exprimat in lei/kwh ;

's = consumul specific de energie electrics, misurat in kwh/masini-ori ; -

.7 = numdirul mediu al orelor de funcfionare a unei magsini in perioada

de timp analizati?, exprimati in ore; :

m = numdrul total de masini® care au funcfionat in acea perioadi.

Cheltuielile necesare (C) pentru consumul de energie "electrics, se vor
putea exprima in funcfie de acesti 4 indicatori sub forma:

C(lei) = c( (lei } . s( kWh - n(ma§m;1-(.)re
kwh \ masini-ore magini

) + m (magini).

Deci:
C=c-s-n.m.

Daci procenfele de variatie ale lui ¢, s, n, m au fost: 2%, —49%, 6%,
5%, se cere procentul de variatie al cheltuielilor.
R. Fomula (10) ne va da: p = 99,

1 M#rimea acestui indicator se obtine insumind numirul de ore de funcfionare a tuturor
maginilor care au Iucrat in perioada respectivil gi impirfind rezultatul la num#rul maginilor

n = (Eli‘m,) : Zmy, Incare by, Ay, ..., h, reprcziu_té.numiirul de ore lucrate de cele m,, m,, ..
+ .y My, magini. - ’
Pm=m +m+ ... + my.
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‘8. Producfia unei intreprinderi industriale depinde de urmdtorii indi-
catori: . A -
# = norma de manoperi, care reprezinté cantitatea de produse obfinutd
fn unitate de timp (bucdti/ord); :
{ = timpul media de lucru al unui muncitor pe zi (exprimat in
orefom zi); ‘
N = numirul mediu de muncitori care au lucrat pe zi in perioada -
analizati, exprimat in oameni-zilezi = Z(N, - Z,): (2Z,), unde N,
reprezinti numiral dé muncitori care au lucrat cite Z, zile; '
7 = numirul de zile lucrdtoare din perioada consideratd (de exemplu,
intr-o luna Z = 26 zile[lund; intr-un an Z = 300 zile/an).
S4 se exprime producfia P (bucéti/lund) in functie de acesti 4 indicatori.
Stiind ci indicatorii #, #, N au variat faji de plan cu procentele p, =
= 10%, p, = 5% ps =— 5%, iar Z a rimas constant, se cere procentul
# de variafie al productiei fajd de plan. '
R. P=n-tN Z; se va gasi p = 9,72%,. -

9. Productia in traficul de cilatori la caile ferate, C, care se exprimd
in calatori-km! depinde de urmitorii indicatori, fa}i de care variazd direct
proportional : : ‘

¢, = coeficientul de utilizare a locurilor ; este egal cu raportul dintre "
pumirul de calitori si numdirul de locuri (dacd ¢, =1, toate locurile sint
ocupate, dacd ¢, = 0, toate locurile au fost libere? etc.) si se exprimid in
. cilitorifloc. In general 0" < ¢; < I; . B o

¢y = capacitatea vagonwui, care reprezinti numarul mediu de locuri
ce tevin pe o osie a vagonului de cilitorisi este raportul dintre numarul
de Jocuri si numarul de osii ale vagonului (de exemplu dacd un vagon pe
4 osii are 72 de locuri, ¢, = 72: 4 = 18) si se exprimi in lo~uri/osie;

¢y = compuncrea in osii a unui trem, este numirul mediu de osii din
compunerea unui tren ; se obfine ca raport dintre numdrul de osii §i numa-
rul de trenuri si se exprima in osii/tren; » '

¢, = distanta medie parcursi de un tren de cdlitori in cursul perioadei
analizate, se exprimi in km si se calculeazi cu formula ¢, =" Zfd,):Z,
in care f; reprezintd numarul de trenuri ce au parcurs distanta a,; C-

¢ = numdrul de trenuri expediate, adicd numirul de trenuri ce au cireu-
lat in perioada analizati ¢, = Zf,. . . :

S4se exprime productia C, (caldtori-km) in funcfie de cei Cinci indica-
tori ¢, ..., G5 , , ‘ ‘

Stiind cd in cursul unei luni, acesti indicatori au variat cu procentele:
Pi="5%; pe=12%, ps=10%; ps= —4%; ps=8%, se intreabd
cu ce procent a variat productia in traficul de cildtori fajd de plan.

R. C, = ¢, (caldtorifloc) - ¢, (locurifosie} - cq (osiiftren) - ¢,(km) - ¢ (tre-
nuri) = ¢; + €, + €5 * €4 + ¢ cdldtori-km. Se va gisi p = 349,

numirul de cilitori care au parcurs distanfa D,.
. * Dacd ¢; = 2; 50% din pasageri ciilitoresc pe locuri §i 0% in picioare, ¢, = 2 repre- -
" gintd un coeficient de aglomeratie maxim. :

! Mirimea acestui indicator se obfine cu formula C, = IND,, In care N, reprezintd
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‘ CAPITOLUL IV.
REPREZENTARI GRAFICE :

Importanja reprezenténlor graﬁce este bine cunoscuti. Prin grafic
_putem urmiri evolujia unui fenomen in functie de cauza care-l produce.
In acelagi timp, studiind dependenja fenomenului in functie de factorii
de care depinde, vom putea lua mésuri pentru a provoca fenomene favora-
bile utile viefii sociale 5i a elimina acele cauze care provoaci femomene -
neplacute : :
‘Pentru a jlustra cele spuse, vom da citeva exemple cu aspecte din waya
, econonuci

1. Vama;m pre;ulm de. cost in funcﬁe de variafia produc;zez

‘Realizarea planului de _productle 1la orice .intreprindere este cond1t10-
E nata de un consum de:

E — for{d de muncd necesard realizdrii produsului §i care se reflectd in-
fondul de retributie;

‘— materii prime si matenale care 1ntra m produsul fmxt ;1 transnut'
acestuia integral costul lor; :
- — combustibili §i lubnflanju energle electricé, apé, abur, aer comprimat,
~ .Oxigen, acetllena, precum si alte materii pnme sau materiale auxiliare care
se consumd direct sau indirect in timpul §i din cauza procesului de productie,

_nu rimin in produsul objinut, dar transmit acestuia costul lor integral.
— magini unelte, masini de for{d, de ridicat, de transportat, cladiri -
sau alte instalafii. fixe ; in genmeral, tot felul de utilaje care servesc in mod
- direct sau indirect la reahzarea produci:1e11 '
Acestea se consumé numai partial in tlmpul unui ciclu de productie
(adJci in timpul realizdrii unitdtii de produs) §1 transmit produsului numai
-0 micd parte din valoarea lor.
Acea parte din valoarea mijloacelor fixe care se transfera produsului
reprezintd uzura si intrd in costul produsului prin cota de amortizare.
Totalul cheltuielilor necesare realizirii planului de productie se compun
din urmétoarele elemente de cheltuieli: fondul de retributie (1nc1u51v accesoriile),
- materii prime §i materiale, combustlbll energie electrici, apa abur, aer
comprimat, amortismentul si cheltuieli diverse. .
La rindul lor, aceste cheltuieli se impart in:
— cheltuieli direct proportionale cu producfia, cunoscute sub numele
. de cheltuieli variabile (C,), care se compun din retribufie §i materiale
~ direct productive; '

" 1 Toate aceste utilaje poartd numele de mijloace fixe sau mijloace de bazi. '




— cheltuieli care se mentin constante cmd productm creste (sau scade)
adicd se mentin egale cu valoarea lor planificata.

Aceste cheltmeh cunoscute sub numele de cheltuieli conventional con-
stante (C,), sau cheltuieli fixe, se compun in general din cheltujeli de regie!
mtretmerea si reparatla clidirilor administratiei, incalzirea, iluminarea
si alimentarea lor cu api, plata-telefoanelor si rechizitelor de birou etc. .
plata retribujiilor cadrelor administrative, de pazé si de serviciu ete. | ~

Preful de cost reprezmta totalitatea muncii omenesti sub diferitele ei
aspecte, care a fost depusd in trecut, (munca materializatd) si aceea dezvol-
tati in prezent (munca vie) in diferite faze ale procesului de productie,

consumati la o intreprindere pentru obfinerea unei productii ;1 se exprima
in lei pe unitate de produs.

Pretul de cost™(c) va f1 deci raportul dintre totalul cheltulehlor (C, ) si
produciie (P) :

o
I
N1O

3 - (1)

,

— produc';la P se poate etpnma in unitdti fizice caracteristice:m,
m?, m?, kg, t, kwh, bucifi etc. sau in unitati conventionale ;

— totalul cheltuielilor C,; necesare pentru reahzarea productiei este
dat in lei;

— pretul de cost ¢ se expriméd in lei/unitate de produs (lei/m, lei/kg,
lex/bucata leift etc.)

Cum . cheltuielile totale se impart in mod natural in cheltmeh variabile
(C,) si conventional constante (C.), vom putea scrie pretul de cost sub
forma: ,

o=CetCe - @
P

Problema care se pune este de a determina procentul de varlatle v%) .
a pretului de cost (c) cind productia (P) variazi cu x%,.
Dacd productia variazi cu x% devine:

x
L p=p —.
+100 ( +100)

Cheltuielile constante rimin egale cu C,.
Cheltuielile variabile (C,) variazi cu acelasi procent ca §i productia de
x% si devin: .
x / x
C,+—C,=C, 1 —)
10 7 T To0

Pretul de posﬁ variazi cu procentul-de y% si devine:
oY y
c+—=—c=c¢ 14+ —=].

+ 100 . + 100)
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Daci tinem seama de relafia. (2), vom putea scrie T

c 4+ C(14-%)
f+°(+mJ

®

Y
c+—=——c=
100 x
P14+ 2=
| P i)
Scizind pe (2) din (3) §i efectuind calculele, objinem :
_ __100ax ' 4)
100 + x

unde parametrul a = C,: C, reprezintd greutatea .specificd a cheltuielilor
" fixe fatad de totalul cheltuielilor. Cum C,> 0 si in acelasi timp C, < C,,
rezultd cad a = (0,1). :

- Observatie: C # 0, deoarece nu pot exista 'intreprinde'ri care
sid aibd toate cheltuielile. variabile; de asemenea C, < C, deoarece nu
pot exista intreprinderi la care toate cheltuielile si fie fixe.

Valoarea parametrului a este caracteristica -fiecirei intreprinderi si
depinde de natura ei. Astfel, in transportul feroviar ¢ x~ 0,6; Ia departa-
--mentul minelor §i petrolului @ X 0,4 in industria alimentari a % 0,16
(cheltuielile fixe sint foarte mici, reprezinti numai 169, din totalul cheltuie-

. lilor) ete.-

Formula (4) este generald si este folositd la analiza prefului de cost
la orice intreprindere.. .

Graficul functiei (4). Pentru a putea urmiri modul de variatie a prefului
de cost in functie de variatia: productiei, vom reprezenta grafic functia
{(4) pentru cazul concret in care a = 0,5: =~ : ' :

50x
100 + % °

Domeniul maxim de definifie al functiei (5) este mﬁl',cimca x€R—
— {— 100}. Daci tinem insid seama de semnificatia practici a lui %, se
constatd cd x trebuie sd fie mai mare decit —100. Daci x = — 100, pro-
ducfia scade cu 100% si devine zero, ceea ce practic nu se intimpli nicio-
data. . . : .

De asemenea, productia nu poate creste decit intre anumite limite
intr-o perioadd datd (lunar, trimestria] sau anual).

Vom considera x <100, adicd productia poate fi depdsitd cel mult
cu 1009 fati de plan. B ' o o

In aceste conditii, procentul practic de variatie a productiei va fi cuprins
-intre —100 si 100, » = (— 100, 100]. '
Curba trece” prin origine (pentru x =0, y = 0) si admite asimptota

y=- - (5)

% = — 100. Prima derivati a functiei este:
, _ __ 5000 <
P T 00 Ay

deci functia este strict descrescatoare pe domeniul ei practic .de definitie.

\
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Folosind datele din tabela de mai jos:

x| —100 - —50 _25 0 25 50 100

y +oo N 50 N 50/3 N 0N —10 \ —50/3 N —25

Yy —® - - — — - —
) Y se obtine graficul din figura 28.
i - Observatiis — Daci facem
' translatia de axe x=X — 100,
K . y=Y — 100-a si notim 10%2=K, se
. ‘ obtine hiperbola echllaterala XY=K. -
¢! : : — Variatia procentuald a prefu- -
3 PN B 1o o ~ lui de .cost se face dupd o hiperbold .
W0 S0 25| et #  in functie de procentul de variafie a-
T IS productiei.
TV s — Pretul de cost scade odati cu

cresterea productiei §i cregte odatd

Fig. 28. ' cu nerealizarea planului de productie.

Aceasti scidere (respectiv crestere)

este cu atit mai pronuntata cu cit cheltuielile conventional constante repre-

zintd un procent cit mai mare din totalul cheltuielilor acelei: mtrepnnden,
deci cu cit parametrul & are valori cit mai apropiate de 1.

: Daci acest grafic este intocmit la 0 scari convenabili (de exemplu

0,1% = 1 mm), atunci fiecirui procent de variatie a producfiei ¥ = x,%

ii va corespunde un procent de vanatle a pretulul de cost y =y, A, care

se va putea obfine direct din grafic prin simpla masurare a ordonatel punc-

tului de abscisd x = #,. .

— Daci productla variazd cu procente egale in valoare absoluta, dar

de semne contrare (¥'= 4 x,), atunci preful de cost variazid cu procente
- diferite.

: Astfel, daci producfia creste cu 50% (%, = 50) preful de cost scade.
cu 50/3% 16,66% {(y, = — 50/3).
’ Daci insi productia scade cu 509, adici se realizeazi cu 50% sub

' plan (%, = — 50), preful de cost cre§te cu 50% (y,=150), deci creste

de trei ori mai mult. decit a scizut

y o in cazul depasirii planului de pro-

‘ - ductie-cu acelagi procent de 50%.

— Functia (4) reprezinti un

fascicul de hiperbole, deoarece pa-

rametrul ,,a” poa’ce lua o infinitate -
de valori cuprinse intre 0 §i 1.

Cum pentru & = 0, avem y=0
(axa (0x)), iar pentru a = 1,

y = —100 x: (100 + #), (6)

fasciculul de h1perbole vafi cupnns
intre axa Ox si hiperbola (6).
figura 29 se pot vedea citeva h1-
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. perbole care fac parte din acest fascicul, cor,espuﬁzétoare lui 6=i@;
02;06; 1. : :

2. Variatia procentuali a productivitdtii muncii.

" Productivitatea muncii Q@ reprezinti valoarea raportului dintre pre-
ductia P si timpul® total 7, folosit pentru a obfine acea productie

P
Q‘—‘Ti- 7]

Productivitatea muncii se exprim# in uniti}i de producfie pe unitate da

timp (bucitifom—zi; m?fom-ori ; tonefom-zi etc.). : /
Lucritorii se impart in dous categorii: direct productivi N, al eéivos

numar variazi direct proportional cu prodtictia i auxiliari N,, al cirer nt-

‘mdr se menfine constant cind productia variazi®, Deci; D,=7,% 7, s
formula (7) devine; . . .

P A
= ®)
| T, + 1,

Problema care se pune este de a determina variafia procentuald |
a productivitifii muncii, cind produciia variazd cu %%} fap¥ de plan.

Dacd productia variazi cu %% fatd de plan, ea devine:

Q..—;

X .
P4+ ——P, : 9)
.+100 @

Deoarece se presupune ci numérul lucritorilor direct productivi variaai
cu acelasi procent ca si productia, T, devine: : -

T, 4+—T. 10
v+100 v . ; )

Numirul lucritorilor auxiliari se menfine egal ca valoarea lui planifi-
catd T.. '

In aceste conditii, productivitatea muncii variaz cu un procent B
si devine : A .

0. n
- 0+-20 | fy
Tinind seama de (9), (10) si (11) relafia (8) se scrie1
| - P+ 2 p
2 0= 100 1
0+20 s

T,+ T, + =
+ T+ T

. Daci notim cu #,, #y,..., s, numiral de oameni care au lucrat, cite 5, 5, ..., 8,
zile, atunci T, = m,2; + my8y + ... + 5, == IRy, om-zi. )

* T, §i T, reprezintd timpul de muncl efsctuat de ecle doud categoeti de lucriltesd I, g
N, gl se exprimi tn oameni-zile. ’

5 — Aplicatii ale matematicii tn practicd : ) é§



Scazind pe (8) din (12) si efectuind calculele se deduce :
' _ 100x(1 — )
100 + bx

in care b= T,: T, reprezintid raportul dintre timpul de muncid efectuat
de muncitorii direct productivi §i timpul total de munca.

Valoarea acestui parametru depinde de natura intreprinderii : industriala
sau de constructii, agricold sau de transporturi_etc. In transportul teroviar
de exemply, 5=0,1—0,2; in industria alimentars, b=0,4—0,5; la depar-
tamentul minelor, b = 0,5—0,6; s.a.m.d. Parametrul b este caracteristic
fiecdrei intreprinderi. Cum T,#0 si T,# T, b#0; b# 1. In general
I<b<l T :

Formula (13) ne permite si calculdm variafia procentuald a productivi-
t&fii muncii in funcfie de procentul de variafie a producfiei fatd de plan

pe o anumitd perioadd de timp.
Graficul functies (13). Vom in

. (13)

\ g1 tocmi graficul functiei (13) pentru
b=0,6;

200 x
L I 1) R, - =— (14)
=700 -50 _“T-z’ { . Graficul acestei functii este o
766 T 1 g 50 00 x  hiperbold, ale cérei asimptote sint!
. : x="—500:3, oparaleld cu

4 axa Oy; .

L A -100 ' Y= 200': 3, paraleld cu axa Ox.
! * Cum y' = 10°: (500+ 3x)> > 0,

) curba va fi strict crescitoare pe
Fig. 30. domeniul ei practic de-defin’tic

x € [— 100, + 100]. )
Folosind tabela de mai jos, am construit {fig. 30) graficul funcfiei (14)

x —100 —50 —25 0 25 50 100
—100 » —200/7 » —11,8 » O ~ 87 » 200/13 » 25
y + + + -+ + + +

Observatii. Productivitatea muncii creste odatd cu produciia si
scade odatd cu ea. : '
Se constatd o sciidere mai accentuatd decit cresterea in cazul cind pro-
ductia a fost dep¥sitd (sau nerealizatd) cu acelasi procent.
Daci parametrul b tinde ciitre zero curba tinde sé se confunde cu prima
bisectoare | '
. . 100x(1 — b)
y=lim ——"F"—=1x
b0 100 4 bx
Rvident ci in acest caz productivitatea muncii va creste cu acelasi
procent ca si productia. ‘
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Dacd & tinde citre 1, hiperbola. devine foarte aplatisatd §i tinde s3 se
confunde cu axa Ox. : ' ’

In consecinti, fasciculul de hiperbole reprezentat de ecuafia (13) va
fi cuprins intre axa Ox si prima bisectoare.:

3. Legea de variatie a numdrulwi de cwmpdritori ai unei mdrfi in funciis
de timp. .

Fie N numirul total al populatiei care ar putea fi aprovizionati cu um
articol oarecare de larg consum (de exempla cu o masini electricd de spalat
rufe). "
~ Dacéd notim cu x = x(f) numirul de cumpiritori care au cumpdirah
aceastd marfi la momentul ¢, atunci ritmul de cumpdrare a mirfii este
cu atit mai mare cu cit sint mai mulfi campéritori si scade odatd cu micgo-
rarea numdruluj acelorafcare mai au nevoie de acea marfi. -

Deci, viteza de variafie a lui #x(f), adic ‘%, este proportionald cm "

numdrul populatiei timase firi marfi, adici cu N—x.

In aceste conditii vom putea scrie1 '

dx b L

— = k(n — x), 15
= = X ) | _{15)
k fiind o constanti de proportionalitate care ne arati care este numdrul
mediu de cumpdiritori in unitate de timp.

Ecuatia (15) se poate scrie sub forma

ax
N—x _
Daci integfém in ambii membri §i f{inem seima de condifia inifiald,
cd la momentul t =0, x = 0, obt{inem 1
In(N - %) —InN = ,—kt; #—x=N-eM x=N(l—e¥ (l?)A

Funcfia (17) exprimi numirul de cumpiritori in functie de timp.
Pentru a ne da seama de modul de variatie a Ini x in functie de ¢ -am
construit graficul acestei functii, luind pe # in abscisi si pe x in ordonatl,
iar 2 =0,7 (fig. 31). _

Cum derivata functiei x = N(1 — e-97%) este x' =0,7 Ne-07, tangenta -
in origine va fi tg« = x’(0) = 0,7 N.

La momentul £ =1, se va obfine x= N(1 —e-07)n g, pentru

=kt | (18}

~

t=10, x & N; x'(10) x 0. In practics, valoarea lui % se poate stabili
in mod corect pe baze statistice si gra-

ficul functiei (17) se poate constrmi in 4
mod real pe baza datelor concrete puse b :
la dispozitie de statistica sectorului in- - Vil ety >
dustrial respectiv. by 7 o
. . Mer—zZan)
¢ 0 1 10| = T s
x 0 A N2 2 N | - I R

¥ | 07N + 03 + 0 R
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4, Variafia chelinicilor de stooare la o intreprindere, in functie de volumul
stoerdui. ' : '

Orice intreprindere industriali comsumd intr-o perioadd de timp T
{de exemplu, un an) o cantitate P bine determinatd (cunoscutd din plan)
de materie primi {sau piese de schimb etc.). ‘

Pentru ca procesul de producfie s& se desfisoare fiird nici o intrerupere,
'  anumitd cantitite x din aceastd materie trebuie s& fie disponibili in sto-

cul acele intreprinderi. :

Daci aprovizionarea se face zilnic, atunci x = P:300 (am presupus
o anul are 300 zile lucritoare, jar dach aprovizionarea se face o singurd
datd pentru intregul an, atunci x = P. o ,

in general, aprovizionarea cu materie primi se face de # ori in perioada
@ §i deci x = P:#, iar intervalele de timp # la care are loc aproviziona-
rea vor fi: ¢t =T :%.

Dheltuielile de stocare se impart in doud categorii:

@. Cheltuieli de manipulare §i ingrijirea materialelor aflate in stoc, deci
legate de cantitatea acestor materiale 5i pe care le notim cu ¢,.

Presupunem ci, consumul de materiale aflate in stoc se face in mod
aniferm, stocul mediu existent in depozit in perioada ¢ va fi x: 2, deoarece
pind la sfirsitul intervalului intreaga cantitate x va fi comsumatd (stocul
medlu = (¥ + 0):2 =x:2). :

b. Cheltuieli efectuate o singurd datd la intrarea unei cantitéfi x. Aceste
cheltuieli legate de operafiile de Immagazinare pe care le notdm cu ¢, au loc
de # ori [adick de fiecare dathi cind se face aprovizionarea, indiferent de
cantitatea de materiale x care intrd in stoc). :

Cheltuielile de-stocare! intr-o perioadd £ vor fi:

z
— ¢ "L+ ¢,
2 1 + 2 ‘
Totalul y al cheltuielilor de stocare in cele # perioade vor fi de » ori
mai marii .
- z
y=n(-—2—c1t+ca). , (18)
Cum din x = P! #, se deduce s == P 1 x, relagia (18) devine: '
. ‘! : P
y=—(-ﬁclt+02).
x\2

+fulocuind pe ¢ cu valoarea lui din {= [':#%, incare n= P:zx, (¢ =
o Txit P) - : ‘
' : P (x Tx _ N
y—-;(—z—cx'-l-;‘?'cz), (19)

L Bste votba de cheltuielile care warlezd cu n,igl % nu gl de acele de transport san
acele de cumpiirare, 8 ciitor sumi este comstantd, decarece nu depind de numiirul # al tram-
gelor to care ce face aprovizionsrea. )

\
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sau sub forma: _
- Ax2 4+ B o
. Y= __;t___ , (20)

unde 4 = T¢,:2 5i B= P - ¢c,.

Graficul funcfies(20). Domeniul de definifie in cazul unui studiu coneret
este £ € (o, P}, intervalul fiind inchis la dreapta, deoarece putem aves
x = P, in cazul cind aprovizionarea se face o singuri dati in pericada T,
cu intreaga cantitate P.
~ Cum -y’ ={(42— B): 4%, se anuleazi pentru x=B:A =
= o/2P¢,: T¢,, curba va avea in punctul M(x,, y,) un minin:, deoarece
y" = 2Pc,: x* > 0 pentru orice x = (0, P].

Curba a:dmite asimptota oblicd y = mx 4 n:

y(x)=limw=.4 =T¢:2;

‘= lim =2~
£—+0 x =00 X
CoL. Ax?
n = lim [y(x) — mx] = lim (____x +B _ Ax} = 0.
rewed o X - k

Asimptota oblici este dreapta
Te,y ,
y=Ax; y= <5 x.
Folosind tabela de mai jos, s-a in-
tocmit graficul din figura 32.

x 0 X4 P
Y H+® N v A P
== -0 + ++ | |
Y i+ + + 4+ + ++ Fig. 32
. Minimul are loc in punctul M de coordonate :

%o = A2P0y: T¢;; yo =+200,PT. " - (21)

Intervalul optim de timp, in care va trebuie si se faci aprovizicnarea
cu materie primi, pentru care cheltuielile de stocare sint minime va fi:

. - — " |
o = Ixo _Tr . 2Pcy _ v /2Tc, ‘ 22)
P P Te, Pc,

In cazul unui studiu concret, valorile lui T, P, ¢, si ¢, fiind cenoscute,
formulele (21) si (22) ne vor da mirimea stocului (x,), precum si pericada
de aprovzionare (z,) astfel incit cheltuielile de stocare si fie minime §i
egale cu y,. , '

. . Aplicatie. Pentru T = 360 zile, c; = 1000 lei, ¢, = 10000 lei, P = 72
vagoane; se va gisi: #, = 10 zile, x, = 2 vagoane, y, = 720 000 lei.
Dacd aprovizionarea cu materie primi se va face la intervale de 10 zile

cu cite 2 vagoane, cheltuielile de stocare vor fi minime si egale cu 720 000
leifan. - :
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.Obpervatie. Graficul functiei (20) admite o -asimptotd oblici.
In general, functiile rationale sau-irationale de forma1 _
Ly ey R ,
v
admit asimptote obhce de forma y = ax 4 B.

Dacl p =2k; aa’ > 0. Daci p=2k+1; aa’#0; <p<m
Deoarece w §i £ se obtm calculind limitele :
' « = tim 1% p=] lim [f(x) — o], (24)
F=rd00 X

care necesitd calcule laborioase (mai ales cind ;1 n sint mari), dim mai
jos wn algorifm* care permite gisirea asimptotelor oblice direct, folosind
o formuld simpld, care comportd un numdar minim de calcule.

Din {23) se objine!

ST i ) .\7ax"+'b'x"—1+...+l.
a=lim == =1lm \ s e . T

Ltk
. -
Dacdp =2k; aa! > 0; o= i\/'—ﬁ

‘ =
dacd p =2k +1; ad’ #O a—-"\/-a—

. P .
_ . ax" +bx*'4 ...+
p hm [f(x ax?‘ xizg:noo [\/a'x""’ + b xn—p—1 i o r

_ \’/7 x} — ab’ . ab—ab _ a'b—ab \7?
a Ui p =, Pa paa V@
| e ’\/( p(fg P TS

Graficul functiei (23) va avea doud asimptote oblice:

y:i\/ ( ab’ "a‘”’) daci p = 2k; aa' > 0, (25)
si una singurdi
—a’b '
x=\/ ( Yra ) daca;b—-Zk—}-l aa’ # 0, (26)

! Denumitea provine de la numele matematicianului arab Al-Horezmi; Muhamed .ibn
Musa (780—850).

Prin algoritin se infelege orice succesiune de operatii matematice care se execnté. pe baza
onor regull precis determinate, se desfigoard in timp intr-o anumitd ordine §i conduce in
tinal, dopd- un numir finit de pagi (etape, trepte) la rezolvarea umei probleme.

Exemple: algoritmul lui Euclid care ne permite si giisim c.m.m.d.c.a dou# numere in-
tregl sam a don#t polinoame. Formula pentru rezolvarea ecuatiel de gradul doi sau de gradul 3
{formuia lnl Cardan) etc.
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- Cazuri particulare
1% 2 ="1. Se obfin functiile rafionale :
: ax" + bxr=' 4 ..+ 1
fin) = 22O e L
a'am=t L a2 L+
cu asimptota oblica :

_ax__A .A'a /]
Y7 a®’ "~ |a ¥

Fxemple: Asimptotele oblice ale functiilor rationele:

_ 3x% 4 Zx4 4 Bx -~ Y

, 243 — a2 - 6x— 3
ji=.y ¥+ 0% RS

x"-i—Gx""—S‘f3

;aa’ # 0

=abt’ — a'b.

224 2%x—3 223 — 422 -2

y=2x—5’; ‘ y=lx+4;. Yy =—x.

2

2°% p = 2. Se obfin functiile irafionale :

ax® b1 .. 1
1) =V a’xn=2 4 a8 T

. ca ;’asimptotéle oblice :
‘ 7‘( L)
y'_.j: -a_’x—an" aa >07
- Dacd # = 2, se obtin functii]ekiraﬁo'nale:

f(x) = sfax? +’bx +¢; a > 0

care au doud' asimptote oblice :

y =i«/5(x+-b—); a>0.
- . 2a]

yaa’>0; n>2;

‘~Exeniple: : : R l
N =W
- =m
- .y;—;i2(x—2).

3° p = 3. Se obpin functiile irapionale :

axr34+ bt ..+

f.(x)=§/ ik Lk ST S aa’ # 0, >3,

- 1624 + 4x3 4 £ 41

T




cu asimtota oblici:
3rz( A ’
y=\/—;,( o 3aa’)’ a-a’ #0.
Daci # = 3, se obfin functiile irationale : o
flx) =ax*+ox2+cx+d; a#0,

~ avind asimptota oblicd:

3a

é

. Exemple:
3 F =5 84 —4x' +55—9 .  y—m—a—r——
flmv x— 1" P fe= \/ x84 2% —7 ,fs—\/x3+‘3x+x,r
y:—~'x+'3-; -y =2x; y=x+1L

— Ecuatiile asimptotelor obhce ale functiilor 1ra];10nale (23), depind
pareai de indicile p al radicalului, 5i de elementele’ matnce1

a b

= ab’ — a’b,
’ ’ ’

A = (a Z,), a cirui determinant A =
a

| apare la numiritorul termenulm hber nu §i de gradul polmoamelor de sub

radical. ) ,

~— Algoritmul' obtinut in (25), (26) si (27) este snnplu §i necesiti
3...7 operatii clementare. ‘

— Acest algoritm a fost programat pe calculatoarele electronice si
iolemit pentru reprezentarea graficid a functiilor rationalesi irationale care
admit asimptote oblice.

— Ecuatiile asimptoteior oblice se obfin usor §i manual fard riscul
4¢ 8 gresi la calcule in citeva secunde, eliminind astfel munca obositoare
pertru calculul limitelor (24). o

— Daci functiile irafionale au indicele impar (p = 2k + 1), nu mai
- esée mecesar si calculdm limitele pentru x — 4 00 §i ¥ — — oo, deoarece
- aceste doua limite coincid (formula 26).

— Dacd indicele funcfiei irationale este par (p = 2F), se objin pentru
@ gi { doud valori egale 5i de semne contrarii, iar functia admite doud asimp-
tote distincte si simetrice fajd de axa Ox (date de formulele (25)). -

— Pentru cei ce doresc si ‘calculeze pe « si B folosind limitele (24),
algoritmul constituie cel mai simplu muloc de verificare. -

B, Legea normald fundamentald

in calculul probablhtaplor una din repartmlle mai des intilnite in prac-
tick este ,,repartifia normald”’
,

, .
! A fost prezentat de conf. univ. C. Mihu in sesiunea de comunicdri stiintifice a Acade-
tofedl militare din 18—19 noiembrie 1980.
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O variabild aleatoare! continui urmeazi o lege normald de repa.rttﬁe

dacd functia de probablhtate a valorilor posibile 2 € (— o, 4 oo)
~deforma; ,
B 1 B Gl .
Plz)=—F=-e ™, {28;

o

in care: e » 2,71828; = =~ 3,14159; a = valoatea medie  variahils
aleatoare §1 62 = dlspers1a acelei variabile?.

Pentri e =0 §i 6 = 1, se obtine funcfia:
. 1 -3 .
P (*%) =~=-e °, 28)
. A2z _ :
care reprezinti densitatea de probabilitate a repartifiei normiale stamdard.

Grafioul funcfiei de probabilitate.
Pentru a comstrui graficul functiei de probabilitate vom considera fnsnc-

fia; ,
- f(x) =7,
care este.de aceeasi formi cu (28)

J%) = — 22-2 =0 > x = 0;£(0) = 1;

: f,,(x)=e-z-.'¢4x2—2)=0—»x=i“/7§:f& \/ﬁ

1 1

lim e-# = lim —J=—=0.

T~} =t 0 E* o
* Folosind datele din tabéla:
r (o a0 R o ]
f(x) 0 A Yo A1\ YJe N 0 {
filz) | + + =0 — — — !
f'(=) + 0 + 0 _ T

rezultd graficul din figura 33.

! Intmplitoare. 'n latind alea inseamn# zar.’

* Reprezintd media aritmeticd a pitratelor abaterilor, -

[E (% — 7)!] ; lar 7 = (i x,-): 7 = media aritmetic. .

f=1 \fe= ]



Observatii: — Curba dere-

y partifie normald este o curbi in

M(o7) clopot, care poarti numele de ,clo-

potul lui Gauss”. .

S - : — 'Toatel curbele de- repartitie

i ! normald-(28) au un punct de maxim

55— T'f?i y “(situat pe axa Oy, sau intr-un punct
7 7 . oarecare x, = a; Yo = 1/0\/21:).

Fig. 33. : — “Toate curbele sint simetrice

' fatid de o dreaptd verticald dusd prin
punciul de maxim, numitd axd de simetrie. Aceasts dreaptd se confundd
cu aza Oy (daci a = 0) sau este paraleld cu ea (dacd a # 0).

Trin aceasti proprietate rezulti ci valorile egal depirtate de valoarea
cea mai probabild, au probabilitdfi egale: ' :

L fl—a0) =f(@); « < [0, ®].
— 1In apropierea punctului de maxim, curbele sint concave (f*(0) < 0);

iar la o anumit3 distantd de el, devin convexe, (f"(x) > 0, peni:ruT2 <
" . TN ' .

2

Puncte‘le; A (1/—2— —E:\'A’ '(— 1/—2- , L_) sint puncte de inflexiune
) 2 Je) 2 Je :
jiig. 33). ‘

Pentrn fiecare curbi de repartifie normali se poate arita ci intreaga
ari situatd intre graficul curbei 5i axa Ox este egald cu unitatea. Aceasta
tnseamni cii, probabilitatea ca variabila aleatoare si ia ¢ valoare oarecare
div mulfimea valorilor posibile este egali cu certitudinea.

Ly
-~ ! “~
Qx<_____).

8. Linjigornl este o curbd plan3, care reprezinti pozifia de echilibra
& maui fir greu §i omogen, flexibil-dar inextensibil supus gravitatiei, ale -
cBrid capete sint fixate indoud puncte. Problema a fost pusid de Galileo
Galilei (1638), etuafia ei a fost datd in 1691, de Johann Bernoulli, Gott-
fried Leibniz §i Christian?Huygens. - '

Ecuafia acestei curbe este:

aln
B
alw

" flx) =a f—2—"=ach %- | (30) .

Bum

z. ‘ z

: 1Va_ 3 '
f(2) =§—(¢ —c )=oa-»x=o; £0) =,
curba admite un extrem in x = 0. | |
Se comstati apoi ci f(—x) = f(x) §i deci curba este simetrici fajid de
axa Oy. . _
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Folosind datele din tabela:

{ x —00 —a 0 a 400
J(=) to N L5a N a4 15a x4 4w
| | = - 0 7 "
| (=) |+ + +

o+ 4

se’obfine graficul din figura 34.
, Léntisorul este folosit in studiul : 4
podurilor suspendate pe doi piloni, in
amplasarea conductelor electrice sau
telefonice intre doi stilpi s.a.

Probleme propuse
Se ‘cere graficul urmitoarelor re-
lagii : °
1. Strofoida
2(x* + 9% + a(x* —4?) =0; a< R
R. Se va construi numai ramura:
y=2JGF D@ =2,

definitd pe intervalul xe [—a,+a), care admite un miinim in y=g(l — (/5): 8
si asimptota x = a.

In greaci: stropheion — odgon; eidos = aspect. A fost studiati de
Torricelli -(1645) ca loc geometric. Denumirea i-a fost datd de E. Montuccl
(1846). - .

2. Cisotda lui Diocles:

8tcol

g

Fig. 34.

Y(2a —x)=2%, ac R+

R. Se va construi numai ramura pozitivi:

.. . y=x\/x:(2a—x), ’
definita pe z e [0, 22). Ramura negativi este simetrici fa}d de axa Os.

In greaci: kisos = jederi. A fost descoperitd de Diocles {sec. 21i.e.n.),
care a folosit-o la rezolvarea problemei ,,dublfrii cubului” {g3sirea dnui

segment x = a - V/2).
3. Versiera: : 4
Y2 + a?) = a.
R. Este o curbi simetrici fats de axa Oz, avind' un maxim in Af {0, a)
51 axa Ox ca asimptoti. ‘ :

Fermat (1601—1665) a aritat ci aria S ‘mirginiti de curbi si axa O
este egald cu aria cercului de razi a(S = ma?). ’ :
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4. Asivoida:

R.'Sub formi explicitd:

X2 Y8 = g¥ ; g <R+

y = (@~ A"
Are patru puncte de intoarcere 4(a, 0), 4’(—a, 0); B(O, @); B'(0, —a).
A fost studiati de G. Leibniz in 1715. (fig. 75).

& Tractricea (sau tractoare):

Explicitatd in functie de y este:

=aln

@+ A =5 —JF—3; ae R+
Ty

R. Are proprietatea: segment;ll de tangentd, cuprins intre punctul de

2

Afo,0)

oAy 7=a

o

4

~

.Fig. 35.

tangentd si axa Ox este constant si
egal cu a(||MT|| = ||04 || = a). Vir-
ful A(0, a) este punct de intoarcere
(fig. 35). \

. Axa Ox este asimptoti. Apariia ei
este legati de considerajii mecanice. A
fost descoperiti de G. Leibniz (1693),
studiatd de Chr. Huygens i de A. J.
Fresnel, care a dat §i unele dispoziti-
ve mecanice pentru trasarea acestei
curbe. ’ o

Prin rotalia ei in jurul axei Ox se obtine corpul numit PSEUDOSFERA,
p: care se realizeazi geometria Lobacevski-Bolyai.

8, Leinniscata lui Bernoulli, a carei ecuatia sub forma implicitd este:
N Al .

(# = 20327 — 7).

Fig. 36.

R. A fost obtinuta: de Jacques Ber-
noulli (1694), ca o solujie a unei pro-
bleme de mecanici.

Se poate defini ca locul geometric al

~ punctelor M pentru’ care produsul dis-

tangelor la doud puncte fixe ' = * ~
. F(a, 0); F'(—a, 0)

este constantd si egald cu a?
(I MF|| - || MF'|| = a?).

Taie axa Ox in punctele B(a+/2,0); B'(—a4/2, 0), originea fiind un
_punct dublu. Are doud puncte de maxim §i doud puncte de minim N(a /312,
4/8) ; N'(—af3/2, a/2) si simetricile lor fatd de axa Ox (fig. 36).
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- CAPITOLDL ¥ _
PROBLEME DE MAXIM $i DE MRS

In acest capitol vom rezolva citeva probleme de mawxiws gi minim fofo-
sind analiza matematici (cu ajutorul derivatelor).

A realiza cu un efort minim un efect maxim este wa principia eare
sti la baza tuturor-actiunilor noastre.

" Acest principiu cunoscut sub numele de ,,priscipisl miminses actingd”
(san principiul lui Maupertuis) este urmat de altfel gl de multe fenomene
- din natura.

— Lumina se propagi de la un punct la altul in linfe dreapté; ea igi
alege astfel drumul cel mai scuri.

— Daci o razi de lumini se reflects tntr-o oglind4, unghiul de incidené
este egal cu unghiul de reflexie si deci suma distanfelor de la sursa luni-
noas} reflectati in oglindi pind la ochi este de asemenca sinimd.

— Daci o razi de lumind trece prin dou# medii diferite, de exempln
prin aer si prin api, prin care viteza de propagare este dxfenta v, g 9p
atunci drumul parcurs prin cele doud medii este astfel ales tncit timpak
total parcurs de acea razi sd fie minim.

Acest adevir, cunoscut sub numele de ,legea refractiei’”’ descoperitd
de Snellius {1620) este concretizat in formula:

sin a:sin B == 0;: v, ] ' ‘\;‘Q‘

in care « §i P sint unghiul de incidenfi, respectiv unghiul de refracfle, iar
v, §i v, reprezintd viteza luminii in cele dou} medii diferite, in aer §i apii

— In lumea ammala, acest lucru se apliei in mod instinctiv. De exem-
plu, s-a observat cid fagurii facuji de albine au o form3 invariabild §i anume
prisme hexagonale, terminate la fund cu un
poliedru mérginit de romburi. Solidul astfel , .
construit inchide volumul maxim inconjurat de _&=7%°92 f=105°28
o suprafajd minimd. Albinele realizeazi astfel '
o capacxtate maximi pentru miere cu minimum
de ceari.

Maraldi 2 misurat cu atenfie unghiurile.
fefelor rombice §i le-a gisit « = 70°32';
p = 109°28’ (in fig. 37 se poate vedea o ce- |-
luld desfisurati si cele 3 romburi care fnchid L\/ '
fundul).

Réamur entuziasmat de ,,cunostmtele de -
geometrie ale albinelor” s-a adresat matema-




ticianului Kénig din Berna pentru a rezolva problema firi a-i spune care
este originea ei.

Konig a tratat aceastd problemi folosind analiza matematici i a publi-
cat rezultatul in.1739, gisind « = 70°34’ si B = 109°26'.

S-a giisit astfel o coinciden{d uimitoare intre calculele matematice si-
practica de mii de ani a albinelor. : )

Matematicianul englez Mac-Laurin nu a admis aceasti diferent3 de
2 la unghiuri. In anul 1743 reface calculele si obfine unghiurile misurate
de Maraldi. S-a constatat ulterior ci nici Kénig nu gresise calculele dar
tabelele de logaritmi folosite de el aveau erori. Tn acest mod ,,albinele au
reugit si corecteze tabele de logaritmi” alcituite de calculatori experimen-
ta : :

Problemele de maxim i minim prezintd un interes deosebit in activita-
tea practicd, in constructii sau in transporturi, in industrie sau in agri-
culturd etc. . - : ' v '

Unele probleme de maxim §i minim conduc prin rezolvarea lor la eco-
nomii de materii prime sau materiale, altele ne dau timpul minim pentru
executarea unei lucriri. .

fa cele ce urmeazi vom da citeva exemple, rezolvate cu ajutorul ana-

lizei matematice, punind in evidenta
4 ‘ 4 si economiile ce se pot realiza.

. - © 1. O uzini electrici U se afli pe
’ marginea unui riu de litimea & km.

. A £ Pe marginea opusi acéstui riu se afld
‘ x ' l o fabrici F la distanfa de b km de
» - proiecfia U’ a punctului 4 unde se
: afld uzina electrici (fig. 38).
Fig. 38. . Se intreabd cum este mai economic

L . ) , si se instaleze un cablu care leagi
usina cu fabrica, stiind ci pe mal, costul instalafiei cablului este de m lei/km,
iar prin api » lei/fkm {se presupune # > m). .

Solufie. Daci notim ||UA|| = x lungimea cablului pe pimint, de
la U la A, atunci.functia al cirei minim se cautd va fi:' ‘
Cla) =m - ||UA|| +# - ||AF|| = mx + n /& T (6 — 2F.
Anulind prima derivati obfinem:-

Ja b — %) n:— md Ny
iar sostul minim! al instalatiei va fi: '

C,.,n=jmx0+n«/a’+ (b — %) = mb + a\/n* — m?.

Problema admite solufii reale numai in cazul cind # > m, care este
de fapt §i condifia reald, deoarece este evident ci instalatia unui cablu
piin apd costd mai scump decit pe uscat.

Dacéd # = m ; cablul va fi instalat pe distanta cea mai scurts de la U

la F; %= ||UF| =Jaz+b’, iar Coypm =m - | UF || =m\a - B2

1 Costul este minim deoarece C”(%p) = (' — m%):n > 0; n > m prin ipotezd..
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Aplicatie: ¢ =0,5 km; b=4 km; m = 6000 lei/km; #» = 100i0
leifkm. ' .

Se obfine: %o = || UA || = 3625 m; || AF || = 625 m; Coyn = 28 000 lei.

2.- Pe malul unui riu de lijime & se afli o uzini electrici 4. In partea
opusd riului se afli o fabrici la distanfa b de malul opus si la distanja s
de proiectia B’ a locului unde '
se afld uzina.

Se intreabd cum este mai eco-
nomic si se instaleze cablu care
leagd uzina cu fabrica, stiind
ci pe uscat costul instalatiei
(inclusiv costul) cablului este
de m lei/km, iar prin apid de
n leifkm (n > m).

Solutie. Folosind notatiile din
figura 39, functia al cdres minim
se cauti este: ‘

Clry="n- |AM ||+ m - || BM||=1n - &+ 2 + m - & + [c — 2]
Egalind derivata cu zero, se obfinet

nx . /m'(c — %) -
Va2 B+ (o — 2P
Dar, din A4A'M si AMM'B se deduce: '
e HAMI _x g e—3

C'(x) =

(1)

= ————; SNl e T 2)~
|AM||  a® +.2 P VB (e — xp (
si deci relafia (1) devine:
nsineg—msinf =0, sausfn—am,ﬁ. : 3)
sinf =n

Observatie: Daci dintr-un punct 4 {fig. 40) situat in api, pleaci

o razd de lumind §i ajunge la suprafaja apei tn M cu viteza v,, apoi din 31

va ajunge in B cu viteza vy(v, % v; deoarece viteza luminii prin cele dou’.

medii apd §i aer prin care trece este diferitd), drumul parcurs este astfel

. ales, incit timpul necesar pentru a ajunge din 4 in B si fie cel mai mic
. posibil, adicid expresia: '

., _'AM BM : ‘
= + = (4) W
U1 U ' aer B
sd fie minimd. Condijia (4) se exprimi prin g
telatia (5) care reprezinti legea refractiei M | z
{descoperiti de Snellius): . B
. opd (v-v;)
sino U, (5) Lol S
sinf v, - L ‘
unde « §i B sint unghiurile deincidenti si A g
tefracie. Fig. 40.



S8 comstatd ci relafia obfinuti de noi in (3) si 1elatia (5) au aceeasi
formi. Regulti cé, direcfia de instalare a cablului trebuie astfel aleas3
fucft sl wrmeze drumul parcurs de raza de lumini ce trece prin doud medii
diferite. :

Valorile lui « §i B se pot obfine §i ca solutie a sistemului : ,
'n sine =m sinf; atge = btgp = c. (6)
méﬁma ecuatie rezulti din triunghiurile dreptunghice 44'M ;i MM'B
ftig. 89). ) — .
€ostul minim al instalatiei se va realiza \atunci cind sinusul unghijurilor
fernate de directiile celor doud conducte AM si BM cu perpendicularele

duge pe malul riului in 4 §i M sint invers proportionale cu prefurile de cost
unitare al conductelor instalate pe aceste direcfii (3).

Aplicatie: Pentru a4 =2km, b =3 km, ¢ =7 km, # = 2m, relatia
{1) we conduce la ecuafia: . ‘ '
3x4 — 42x% 4 17922 4 56x — 196 =0, - (7)

care admite solutia x, = 1. Ecuatia (7)¥mai admite o solujie negativa
% @ (— 2, — 1), care nu convine problemei si doui complexe: Pentru
#= 1, 8 =2, b =3, ¢ =7, relajiile (2) ne dau:

sine = l/sﬁ ~ 0,447 sinp — Z—%/—s—z' 0,894; a ~ 26°35', B~ 63°35'.

Cow = 2myTF 4+ myBF 36 =2my5 + w35 = 5my5 » 11,18m.

Daci am instala conducta pe drumul direct ANB {fig. 39), lungimea
#i ar fi fost mai micd, deoarece ||AB|| < ||AM]|| + ||MB||, dar costul
ar fi mai mare. In acest caz, costul direct ar fi:

Cov = mIAN ||+ nlINBl| = 2m - 2 (T4 m 3 JTa = 27 72
~ 12,04 m, ’

gii-mpxezinti o cregtere de 7,7%, fatd de costul minim. ||A'N||si ||ND’|}
au fost obfinute din A44A'N ~ ANBD':

WA'NI _IND'(| _ NA'N| + IND|| _ ¢ .

. a b ] a+b a+b
) - 14 , b 21
NAN|| = == =2, |IND' [} =2 =22,
a+b 5 a4b 5

HAN || = 422 5 142:52:%@; |INB||= 3 + 2I2: 5 = _2_ J74.

8. 84 se determine pozifia de amplasare a unei uzine termoelectrice
osre urmeazd a deservi 3 localitéfi ce formeaz3 un triunghi 4BC, astfel
inclt instalafia (5i costul conductelor) care leagi uzina cu cele 3 localitifi
@i fle cit mai economici. = . : '

Aceastéi problemd se poate enunfa si astfel: se dau 3 puncte in plan,
megituate in linie dreapti ; si se determine un al patrulea punct M, astfel
focit sume distangelor lui la cele 3 puncte sd fie minimd.
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Solutie. Pentru a rezolva 4
problema folosind analiza ma-
tematicd se conmsiderd punctul
M(x, y) sivirfurile triunghiului
A(—a, 0), B(5,0), C(0, ¢) intr-un

sistem ortogonal 20y (fig. 41).
‘ Funcfia al cireij minim se
. cautd este.;

Ftr, ) =\ ¥ aF ¥ 5 +
VBT A
+ EF e — . . Fig. 41.

Gwrdonatele punctului de minim sint soluiile sistemului ce se obtine
egalind cu zero derivatele parfiale de ordinul intii in raport cu x §i y:

-tk b z =0 (8
fie. 9) J_(x+a)’+yﬁ.J(b—x)”+y2+«/x2+.(0—y)’ ®

;. " == Y . Y —_ c—J ==O.‘ ©
fils ’f) JGra Tt Jo—ar 7 N (e — P ®

Rezolvarea acestui sistem prezinti unele dificultafi. Se constatd insa
<& sistemul format din ecuatiile (8) si (9) este echivalent cu sistemul format
din ecuatiile trigonometrice : .

sin B — sin o« = siny 8
cosP 4 cosa = cosy, ©)

care se deduc din triunghiurile dreptunghice 4AMM’, BMM' si CMM".
Intr-adevir, relatia (8) se poate scrie sub forma :

HM'4|l || M'Bj|| + MM =0
HAM|  [|MB] = .||MC||
Cum .

(| M'A || =sina, din AAMA’,
IAM ||
| M'B|| . . , .
————— =sin B, din ABMM’,
IMB]| C

MM

: siny, din ACMM",
I1MC|

- rezultd sina — sinp + siny = 0, identicid cu (8'). In niod analog se deduce
si (9'). ‘ .

8. — Aplicatil ale matamaticii In practica . . 81



Daci in (8’ si (9') ridicim  la pdtrat §i

‘ - A\
2cos(a+P)=—1; « +B=4AMB = 120°,

6_“cosﬁ+“='sin-§—:3;
2 2 2

a—.(5=—2-(; y=60° — «a.

siny = 2sin

Z\ ' o
Cum AMC = 180° — & — y=180° — a—
— (60° — a) = 120°; rezultd:

N\ ™\ N\
AMC = AMB =-BMC = 120°;

lasi fezultat obtinut in cap. II, ‘unde s-a folosit o imetod4 geometrici
31?; a1‘J$1unc:tul M, Iatzlrile triunghiului se vid sub un unghi de 120° si se afl}
la intersecfia cercurilor circumscrise triunghiurilor echilaterale ABC’,
BCA’, CAB’ construite pe laturile triunghiului ABC (fig. 42).

4. De-a lungul unui traseu de cale feratd se afli doud santiere de'con- -
structii 4 i B (|| AB|| = a). Un al treilea santier ( se afli la distanfa o
de linia ferati (||CC’|| == ¢), iar distanja de la santierul A4 la proiecfia

C’ a santierului C pe directia

- _ AB este b(||AC’||=b). De-a
- lungul ciii ferate trebuie insta-
latd o magazie de materiale "M
care va alimenta cele 3 gantiere.
4, B, C (fig. 43). Si se deter-

° mine pozifia de amplasare a

T magaziei, stiind ci numirul me-

b p_ diuzilnic de transporturi efectwa-

7 — 5 i te de la magazie este diferit g

ez bz ¢ . ; ci suma distanjelor efectuate

— pentru transporturile zilnice tre-
Fig. 43. 4 buie sd@ fie minimd.

Solugie. Daci notim cu N,,
N,, N, numirul mediu de transporturi efectuate pe zi 1a cele 3 santiere
4, B, € funcfia al cirei minim se cautd va fi: '

L= %N, + (@ = 2) Ny + | MC|| - N, = %(N, — N;) + aN,  sN,. -

: Cuxﬁw - N, este o constant3, minimul lui L este atins odatd cu x'ﬁni-'
mul funcjjei: o ' ' :
- F(x)==x(N,—N.)+N,‘V(b—x)‘+c’.
Derivata functiei F(x): '

. F'(x) =N, — N, — J—'—'—(b—_x—’-)—w»\
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ge amuleazd pentru!;
C(N s N, b)
YN — (N, — N,

T Xe=0b4 (10)

§i se va lua semnul — in fafa radicalﬁlui, dac#N, > N, si + daci N, < ‘N,.
Daed N, = N,, M = C’ magazia va fi instalati la piciorul C’ al perpendi-
cularei |CC’| pe |AB| (% = b, yo = ¢).

Aplicafie numericii: Pentrn ¢=600m, 5=400m, ¢ =240 m, N, = 10,
Ny,=6, N,=35, se va gisii g

_ 240 -(10—6)
V5" —(10.—6)
Yo = /(400 — 80)% + 240? = 400 m.

Law = 80 (10—6) + 600 - 6]+ 400 - 5 = 5 9207m.

" %o = 400 800 m,

Dacid N, = 6 5i N, = 10, adicd N, < N,, s-ar fi luat semnul + in fata
radicalului 5i rezultatul ar fi fost acelasi (%9 =80, y, = 400).

Dacia N,=N,,=6;.x°=b=400m; Yo=¢=240m;
Law = aNy+ yo N, = 600 - 6 + 240 . 5 = 4800 m.

In general, pozifia de amplasare a magaziei este dati de relatia (10),

c-N, . T : o

= ; =bN,+ (@ —b) N, + c /N =[N, — N,).

e L + @ =Y N, + W= N, =&,

5. O fabrici se afld situati intre doud sosele perpendiculare Ox si Oy.

Se cere s se construiascd un drum rectiliniu care si uneascd fabrica cu cele

doud sosele, astfel incit costul acestni drum sd fie minim, adici lungimea
HPA]l + || PB|| = ||AB|| s fie minim3.

~ Solutie. Folosind notatiile din fig. 44, functia al cirei minim se cauti
este: '

4

f(x,9) = @=2F + B + J& F (5 — o), (11)
5@«!} _____ ———m e e gm__jc/‘l;y)
. M . ,/

-_——— —

PP ===

~
—_—t

S
B3
<
'Y
5
2

Fig. 44.

! %, corespunde ununi minim deoarece F'/(xg) = 2. NN~ (N, - NypPB>0; -
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i deoarece punctul P(a, ) se aild pe dreapta-4B, avem §i relafia de legl- |

turd intre x gi y: ‘ _ .
syt \ (12)
Yy
Rliminind pe y intre relaiile {11) si {12) se obfine:
. x . i

) =L JFF G

x—a
Derivata acestei functii :

oy X . “__a,f'b*‘—{r-,(a—x)"
f(x)uo\/b’—I—ﬁa—x)’, fx — a)

se anuleazd' pentru: _
x°=a+\3/m-; y,=b+m.
Lungimea minim3 a drumului va fi!
' min f=||4B| = JAF A= (¥ + V"
Aplieatie numeriedi: Daci ¢ = 8 km §i b =1 km, gésim :
Hy =8+ YB=10, yo=14 V64 =35,
min f = || AB || = (¢/64 + ¥/1)°" = 54/5 = 11,180 km._

Observatii. Se poate arita cd perpendiculara in A pe Os, in B pe
Oy si in P pe |AB| sint concurente si deci patrulaterul OACB este um
. dreptunghi. De asemenea, se constati ci perpendiculara din O pe |4 B|
determini pe | AB| un segment ||[BM|| = || PA||, deoarece AOM B =

6. Dintr-o foaie de carton sau de tabld de forma unui poligon regulat eu
n laturi se cere si se construiascd o cutie in formi de piramidi dreapth, a
cirei bazi si fie un poligon regulat cu acelagi numir # de laturi,astfel ineft
capacitatea ei sd fie maximé.

OA;=R; MAr=%;
2 OM=0'=R-x -

.- Solugie. Daci notim cu R
raza cercului eircumscris polige-
nului 4, 4,... 4,51 cu 4 apo~
tema poligonului de bazd, 4] 4;

.. A,, conditia de posibilitate
a constructiei (aga cum rezultd
din figura 45) ester

-

o< |l031||,,.€—§,sau0< as<

R
2

1 8e constatd prin caleul c& f”(x,) > 0; §i deci %, corespunde unwi minim.

-84



"Cazurile limitd ¢ = —123 sia=0 conduc la un volum egal cu zero.

Daci notam cu1i

L — latura poligonului dat A, 4,... 4,,
! — latura poligonului de bazd' A' A" . AL,

« = — , unghiul la centru format de | 04,| si |0A4}],
n o
x = ||0A}||, raza cercului circumscris poligonului 4] 45 ... 45, se
ob}in relatiile: : oo '
l=2xsina, a=2%xcos « ||4,B;]] = R — x cos a. {13)
Daca k& §i V reprezintd iniljimea gi volumul puam1de1 obtinute dupi
- decuparea tnunghxunlor hasurate si indoirea triunghiurilor rimase fde-a

lungul dreptelor AL AL, AJA;, ..., An A]) pind cind se intflnese teate
fatr-un singur punct (vu'ful plramldel) vom putea scrie:

k= || 4, By|{*— HOBll‘B::(R——Acosm) —a2cos? - o = R —ZRx'cosas;
S-h mn-lea-h

V= 3 = — 5 ==k-x’\/R”—ZRxcosa;undekm

£ sin 2e

2R*x —5Rx*cos a
J/RZE—2 R xcos a

Se constatd c3 x, == 0, corespunde unui minim! (V = 0), iar z, umwi
waxim. Se va gisi:

V'=

2
=0; =% =—Rseca; %=0.
)

L 5 ' .
@ = - cosec «; max V = 755 ™ n L? . seca - cosec? a. (14)

Ohservatie: Daci n =3, valoarea maximi a apotemei pentrx

. . . - R
care se poate realiza o constructie a piramidei este: g = —4 .

Cum maximul lui a ce corespunde lui #» = 3, objinut prin formulele de
mai sus este: :

2R sin 1 2R_ R
a=—5—cpseca= . =—>—

5 sin « 5 4

" acest maxim nu poate fi atins. Volumul maxim al piramidei triunghiulave

. R . - .
regulate se va obfine pentru a = 7 care este cea mai mare valoare a lui

a4 apropiatd de 3513, penf.ru care constructia este posibild.

Piramida triunghiulard astiel obtmuta are toate fefele triunghiur echi-
laterale egale, este deci un tetraedru regulat cu muchia L/Z

ll x l—ﬁ 0 ’ x,_lg E 7Y ‘2’1|
! - Z o= —Rseen; £ =0
o v i— AU S ;,-ug) “ -] s !

(m)



Folosind formulele de mai sus, cititorul poate calcula singur valorile
apotemei (g), a laturei (/) pentru poligonul bazei, precum §i max V, pentru
8=3 4,568, 10, 12. ,

4. Uneori, vopselele se vind In cutii de tabla cilindrice cu un volum
v=250 cm?, Ele au o deschidere circulard care se inchide cu un capac din
material plastic. Raportul dintre dia-
metrul acestei deschideri si diametrul
cutiei este 4:5.

T - __ Si se determine dlmensmmle cu-~
tiei, astfel incit costul tablei necesare’
confectiondrii ei sd fie minim.

" Solutie. Folosind notatiile din fi-
gura 46, functia al c#rei minim se

|

|

|

]

|

R cautd se compune din aria laterals,
AT "Nt ¥ aria bazei si aria coroanei circulage: -

T l N

i O |
= l[):gx‘\——‘ f(x,, Z) = 2z xz,+ 2?4 w2 — 37),

- . cu relafiile de legiturd: y1x =415
Fig. 46. si watz = 250.
. Elmmnd pe ¥ si z intre aceste relatii, gésim functia1

f.(x)=21:(;;.+i_5_xg)_

Derivata acestei functii

, 34x 250
X) = —_——
e ( 25 ‘n:xz)
e anuleaz’ pentru x = /62501 34x ~ 3,88 cm. Cumi ["(x) = C"‘ +
o]

4 52.0) > O pentru x = 8,88, valoarea gasxté corespunde unui minim.
w.

Sevagamame 77,6 mm; d =62 mm; { = z = 52,8 mm, iar costul
) p minim al table1 necesare confectlonaru
unei cutii va fi

min C = 0,0192 ¢ lei,

. , unde c este costul unui metru pitrat de
SN\ " tabli.
8. Stivele de cirbuni-brichete au

sectiunea unui dreptunghi sau un pétrat.

Pentru a fi ferite contra _intemperiilor
. .atmosfence, ele se acopera cu scinduri

- Rt ' - sprijinite pe stivd si pe {;01 egal incli-
. g : «. nate fajd de sol (fig. 47).

2 - ‘, Se intreabid sub ce unghi trebuie
Lot Z ‘. agezate scindurile pentru a intrebuinja
Fig. 47. cit mai pupin material lemnos.



Solugie. Daci notim cu 2a, 2b d1mensmmle secfiunii dreptunghulase
5i eu « unghiul de inclinare a unei scinduri fajd de sol, suprafafa mamimad
a materialului lemnes va fi dati de minimul laturii AB = =y1 .

{|AB] =1 B4’]] 1 cos o_c.
Folosmd notatule (dm fig. 47), se obtine
[HBA'|| = ||BMH + 'lMA | = x+a—2bctga+a
iar functia a cirei minim se cauta va fi1

‘a 22)

cos« Sina

Anulind derivata acestei functii:

, asinae 2bcosa
y —3 — " == 0,
cos? a sin? o,

se va gasi:
tg « —\/‘)b,a x=2b1tga = = 4a- .

Observ a;ne. Daci se considerd distanja ||BM||= x ea varia-
bild, functia a cirei minim se cere este:

H ] —
y =BT % T =,
X

a cérei derivatd:

'y, éi + x aJ4 b® 4 a2
J4 B+ 22 23

se anuleazi pentru x = V/4 ab®, adici se obtine acelasi rezultat.
{n cazul particular ‘a = b, adici sectiunea este un pitrat, x = & Vi
~ 1,587 o, tgm—-'\/2 anarctv\/Z—-arctngG 51°30'; y=.
=.x+a'__: 587“;:;4,16(:.
cos o 0,622

=0

Probleme propuse

1. Procesul de sulfurare si clorurare a compusilor orgamc1 se reahzeazﬁ
uneori cu ajutorul luminii.

Sa se ‘determine indlfimea la care trebuie asezaty sursa de lumind dea-
.supra unei platforme circulare de razi 4, unde au loc reactiile, pentru ca
iluminarea platformei si fie maximd, stiind ci mtensxtatea 1ummoas§.1

1! Unitatea de misuri pentrn intensitatea luminoasi este candela (cd), cuvint care im
latind insea mn# luminare,
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I pe directia vertical este cunoscutd, iar
iluminarea! E este dati de formula :
E={(I:?)-cosa,

unde o este unghiul de incidenfd al
razelor ce cad pe aceasti suprafatd.
, R. Folosind notatiile din fig. 48, se-
va gési:
. E=1-x(8*4a)-; -

Fig. 48. . max E are loc pentru x =a «/2—12;
max E = (24/3 . I): 9 a2 (Ix).
In cazul particular @ = 10 m, se va gisi x = 7,07 m.

2, Un lucritor trebuie si deplaseze o piesi de bronz pe o placd de fontd
agezatd pe un plan orizontal, cu ajutorul unei forfe Q.

Masa piesei fiind P = 100 kg, iar coeficientul de frecare dintre bronz

' 5i fontd p =02, se cere si se determine

- unghiul « dintre direcfia forfei si planul ori-

W. -zontal, astfel incit forfa Q mnecesari acestei
y deplasiri s3 fie minimd (fig. 49).

‘ R. Din figuri se constatiy ci echilibrul

forfelor F = p N, Qsi P este asigurat daci:

F = Q cos «,
P =N + Qsin «.
- i . ‘
v ' Functia Q a cirei minim se cauti va fi:
Fig. 49.

Q =p.?: (cos « + psin a).

Sé va gisi « = arc tgp; min Q = pP14/T + g Cu datele problemei
ge obfine: tg « = 0,2; o' ~ 11°20’; min @ = 0,2:100:4/1 + 0,22 & 19,6 kg. K

3. In circuitul din figura 50, rezistentele R, si R, sint montate in serie,
iar Ry §i R, in paralel. Stiind ¢ R, =40, R;,=9Q, si se determi-
ne rezistenfele Ry = R, = x, astfel incit intensitatea curentului care
trece prin rezistenfa R, sd fie maximd. o
' ' R. Se va gisi:

! ﬁa =41

‘ . 80 (x + 9)
/t‘,=¢.(2 /72='7

THAF2xr+36

Il= 2

iar din legile lui Kirchhoff :
fov ‘ S
~ : Iy 4+ Iy =1;;
‘}BI'“ ‘ s+ 4 1 |
" Fig. 0. : IRy — I,R,=0;

8 Unitatea de miisurd pentru iluminare este luxul (kx) ¢f reprezinti ilnmiparea prodma
asupra unei suprafete, de lumina de o candeld care cade de la distanf{a de 1 m, perpendicu-
lar pe o suprafafi.
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se obtine , . £

. ' ) It «
— 'sox _: I'—"—"O'. ” N .
4% - 22x 4~ 36

] )
ne va da ' -
Ry = R, = x=6Q; max I,$2,35 A.

. \
4 Un cimp electric produs de o sarcini Q /’— \

8

este repartizat uniform pe un disc de razi R (]
(fig. 51). ' 2

Sa se determine pozifia punctului M situat
pe axul discului in care intensitatea cimpului Fig. 51.

are valoarea maximd. _
R. Intensitatea cimpului electric E intr-un punct situat pe axul inelu-
lui la distanfa x de centrul lui este dat de relaia:

E =Qx1¢e(R? 4 223,
unde ¢ este constanta dielectrici absoluti a mediului. Se va gisii
%= R212, max E =20 319 Re.

5. Un rezervor avind baza un patrat §i pere}ii verticali, este deschis la
partea superioard. Stiind cd are o capacitate de 32 000 m?, si se determine
dimensiuniie lui astfel incit costul tablei din care este confecfionat si fie
minim. : .

R. Functia a cirei minim se cautd este: S = x* + 4 xy; unde x este
latura patratului de bazi iar y iniljimea rezervorului.

Cum
V = a2y =32 .10%; -
se obf{ine .
. S=2x%+4 128 - 10%; x.
Se va gisi:

¥x=40m, y=20m, min S = 4800 m®

6. Dintr-o foaie defcarton dreptunghiulard de dimensiuni ,b se taie de-
la colfuri cite un pitrat de laturd x. Indoind apoi dreptunghiurile rdmase
se obtine o cutie paralelipipedicd fird
capac (fig. -52). .

Sa se determine latura x a patratului, ] 4 ~
astfel incit capacitatea ei si fie maximd. : oY

R. Functid a cirei maxim se cere este:

V = 2(a — 2x)(b — 2x).
V' =12 2* — 4(a + b) x + ab, 7 LR A1

- se va gisil

b-2x
&

X

Q

1
Nt
x

>3]

fo= = (a+b — JF=BFH). :
+ 6 . Fig. 52.

) : ———eee 1 C—— '
! Cum V''(xy) = — 4Ja’+ P-ad<0; #g = :—(a'—}- b — ,\/al —ab +?) corespunda
8

unul maxim.
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g

in cazul particular b=a, se obfine x,=a:6;
7 . max V =2 3127 '

7. S& se determine dimensiunile unui pahar

Y conic de capacitate dati V, astfel incit costul
materialului din care este confecfionat si fie
minim (fig. 53). ' .

R. Se cere min S=nx g=nx 4/2+73?, stiind ca

' maly = 3V, S=7c4]x‘+_k:x’,
k=9V2:22;, S =0,

ne conduce la:
x~=.€/§V4:n~/_2‘; y=v6V:inm; y=1x.2
Indlfimea conului este egald cu latura patratului imscris in -cercul de

- Pig. 53.

bazi al cpnului.

8. Se cere sk se determine dimensiunile unei cutii firi capac, confectio-
natd din tabli, cu baza un dreptunghi, ide volum,dat V, astfel incit costul
‘tablei din care este.confecfionatd cutia'si fie{minim. Aplicatie V = 4 dm?.
R. Dacd x,y,z sint dimensiunile cutiei, funcfia & ciirei minim se cere éstc
aria S=sxy-+2xz+2yz. Condifia V=xyz,:ne va da S=xy2: (x+73) =

\cxy+2V(-l—+-l—).
x

- Cum S;=3—-2Vi#=0,y - =2V, S;=5—2.V:2=0;
22 =2V, se obfine: r=y=42V, 2 =+/V:4; min S=3 - FT72
~ Aplicatie. * =y =2dm, z=1dm; min S = 12 dm= :
. 9. Dintr-o foajie de tabli latd de @ dm se confecfioneazi un jgheab a

-.A';,;---_-{;',

—

ok

Fig. 54.

cérei sectiune este un trapez. In
acest scop, tabla se indoaie in lun-.

gime pe ambele pirti cucite o fisie

de aceeasi lafime, astfel ca peretii
laterali sd formeze cu fundul jghea-
bului unghiuri egale cu 60° (fig. 54).

Ce latime trebuie si aibi figiile .
indoite, pentru ca debitul apei care
se scurge prin acest jgheab si
fie maxim? .

R. Debitul maxim @ se va realiza odati cu maximul secfiunii prin

" jgheab. - Funcf{ia a c#rei maxim se cauti este:

S(x) = ax sin « + #¥(sin « cos « — 2 sin o).

' Cum

S'(x%) = a sin a0 +'2x (sif « cos & — 2 sin &) =0,

ne di ¥ =a1{4 — 2 cos ). Pentru « = 50° se obtine
xn:a:3;‘ max S=a’-J§112z0,144 as,



10. Sid se rezolve problema 9 in ipoteza i |AB||=a, ||AD|| =
= || BC|| = x¥ = b = constant, iar « variabil (fig. 54). '
R. Functia a cirei maxim se cere estei

S(x) = (@ + b cos «) b sin «.

S'(a) =2 b® cos® a + ab cos o« — b =0,

ne da: Losa~(—aj;\/a’+8b’)x4b Daci b=a, cosa=—1, =

= 181° 4i conduce la un minim (minS =0); sau cosx =11 2 o= 60°
© si conduce la un maxiin? (max S = 342 V31 4).

-

\

1 §”(a) = — b(a -+ 4b cos «) - sin a; 57(80°%) = —b(a+2b)¢§ 2 <'0; = 60° cores-
punde unul maxim
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CAPITOLUL VI, ,
APLECAW ALE CALCULULUI |NTEGR/A‘L'

§ 1. Calcuiul ariilor suprafefelor plane

Fie f o functie pozitivd si continud pe [a, b]. Multimea S, = {(x, ¥)
€ Rila < ¥ < b, 0 <y < f(x)} a punctelor din plan mirginitd de axa
Ox, graficul functiei f 5i dreptele x = ¢, x = b, are arie §i aria sa este egald
caul - :

aria () = F(x) dx. .

a

: b
" Dacd f <0, atunci aria (S;) = — S f(x) dx, deoarece |f]| = —/.
- ~ a ~ .

" Exemple. .

1. S& se calculeze aria mulfimii cuprinsi intre graficul funcfiei f(x) =
=sinx, x € [0, 2r] §i axa Ox.

_ Solufie |
: . 2r - T 2 : -
aria (Sy) =S [f(x)|dx =Ssinx - dx + S:(-—_sin x) - dx = 4.
: . 0 ' 0 ®

sin x, x € [0, =],

Isin x| = {—sin %, % € [r, 2rl.

2. Se cere aria mulfimii determinatd de
curba de ecuafie: 3% - (22 — %) =125 a>0
{numitd CISOIDA LUI DIOCLES) si dreapta
x = 2a (fig. 55).

Solugie. Aria mirginits de graficul functiei
f=4%%:(2a — %) si un punct de abscisi %

este :

z -

. ' %3 ’
aria (Sy) =2'§ \/2a — dx, x € [0, 2a).
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Schimbaren de variabild prin fuuctia ¢: l(), -g-) — [0, 2a), unde o¢f) =

= 2@ sin%, ne conduce la:

. .
w2

aria {Sy) = 16a® . % gindt. df = 2a*|3t — 3sint - cos/t — 2sin3fcost| =
¢ o e
= 3na®. -
3. Se cere aria muljinii delimitata de curba de ecuafie:
x(22 + %) = @[22 — »?), a> 0 {(numiti STROFOIDA),
precum §i aria mulfimii determinati de’ k
curbi si dreapta x = a (fig. 56).
Solufle. Aria buclei de strofoid (S): Y
0
e [at % . ' WHEW MW
ang_ (S/) —2 ‘5 x '\/ mdx, ‘ . p N 1 -y .
. A , P
x € [—a, 0). - . GANEE x
. N \
Schimbarea de variabild prin functia \
T n i
iy — = 0’ —aj, \
? [ 3 2] [ ]
unde g(f) = @ cos 2¢ ne conduce la: Fig. 56.
. n/4
. ‘ "
aria (Sf) ==2a® \ (2 cos¥ — cos¥)-dt=2a%|t 4 sin / cos t4-2sinfcos®| =
w2 . i
at h
=3 (4 — =).

Aria \[S7) mirginitd} de curbd §i dreapta x=a
Schimbarea de variabili prin funcfia
e »
:f—.,0] =0, a
\ °:[50) =109
ande ¢{f) = a cos 2/, ne da: v

n/4 .
aria (S7) = 2a® S {2 cosét — cos”t)v - dt = 2a®

t -+ sinfcost+

2sintcosd3t| — —]
+ n 2(4"‘7‘)-

nf4 a3
0
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§ 2. Volumul corpurilor de rotatie

Fie f o functie continui, definiti pe un interval [a, 4], si 4 mulfimea
cuprinsd intre curba y = f(x), axa Ox si dreptele ¥ = @, x = b [fig. 57 a, b).
‘ Volumul V al corpului obfinut prin rotirea in jurul axei Ox a acestei

milfimi este dat de integrala: ,

V= m S Ji(x) dx.

Exemple

1. Un turn de rdcire de la o centrali termoelectrici are forma unui
hiperboloid de rotatie! (fig. 58). :

Folosind dimensiunile din figuri (date in metri) se cere)
. — volumul pirtii interioare ; :

— diametrul deschiderii superioare..

Solugie. Deoarece volumul interior al turnului se obfine prin rotirea
multimii H delimitati de arcul de hiperbold CM (a cirei ecuafie este
%2136 — 3y%1625=1) si de dreptele y=5, y = —25in jural axei Oy, avem

5 §

) A S L
V=1ch3(y)dy=361:5 (1 +@)dy=36n‘y+§5-l 25=198'7.,2 ™.
* —-325 N . -
Ly
T,
4 (5
: 469 .
0| Iz
8 2 |
R
y .
. R m(,-23
Fig. 57. ‘ Fig. 58.

* Corpul obtinut prin rotafis umel hiperbole in jurul uneia din axe.
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Diametrul deschiderii superioare se obtine calculind abscisa punctului C,
a cérui ordonati este y = 5.
Folosind ecuatia hiperbolei, gisim:

2EB_ g e 36(1 + i) %= 2447 % 6,35.d = 12,70 m.
‘Observatie. Pentrua obfine ecuatia h1perbole1 se pune condma ca

punctele A(6,0) si M (13, — 25) si fie situate pe curbi.
Se obtine sistemul :

B_ g, 144 6B g6 5
o PR

2, Un cazan in formd cilindrici se termini cu un segment de para~
boloid (fig. 59) generat de parabola:

oo Ay
y=—_—" 22,
dz - J ~
Se cere: ; ¢ . 2
1, lungimea &, 2 cazanului (parties
cilindrului) ;
b. aria secfiunii axiale a cazanului, s;
¢. volumul cazanului, stiind ci o
h=4m d=1m al
Solutie :

a. Valoarea hu a se obtine din ecua- 8
tia parabolei, stiind ci punctul 4 se %V/f

afid pe parabola : R .
LY I
@ 4 4 _
S N ) s
4 4 '

b. Aria mulfimii s, mirginitd de arcul de parabold OA, axa Ox §i
ordonata A4’ este:

B hdn
CAria(s,) = — \ 4% dx = —
a {sy) 3 'Sx x 5

Aria {s,) marginitd de arcul de parabold AOB 5i dreapta AB este:

k) hd , hd
Aria (s;) = ||SB]] - AAH—Zsl—d 4' 2..2..4=%.,
Aria (s;) a dreptunghiului ABCD este: '
Atie (ss)=d(h—§)=—?ihd s—s,+s3——+ﬂ_gm
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¢. Dacd notdm cu V, si ¥, volumul segmentuhn de paraboloid §i al
cilindrului, se obtine:

. m : . )
#h o Budh
Vi=n [#0) dy=n2 [yad v, = 222,
. fx(y) y == ry y=n - Vo= S

/]
. @k 3ndh Tndh
V=V V, =2 = .
1t =t 6 32

In cazul particular dat (h=4 m, d =1 m):

s-—Em2 V _th~2747 m?A,
3 8

. 3. In figura 60 sé poate vedea sectiunea axiali a unei babale {o piesk
turnati din fontd, de care se fixeazd otgoanele vapoarelor ancorate in port).

Curbele laterale ale sectiunii axiale sint ramuri de hiperbol#, iar partea
de sus a babalei se termind cu o jumitate de elipsd (fig. 60).

Si se calculeze masa intregii babale, §t1md cad este ficutd din fonté
(y =71 kg/dm?). :

Solufie. Vom calcula pe rind volumele determinate prin rotirea mul-
{imii marginitd de arcul de hiperbold 4D, dreptele y =0, y = 3 in jural
axei Oy, apoi volumul obfinut prin rotirea mulfimii mérginitd de arcul de
elipsi AC, dreptele x =0, x =1 in jurul axei Ox, precum s§i volumul
cilindrului.

¢

500
|
X F A
Y
S | r 8
RN A
3'//// // - R
8
S
/ -
——¢2an -
|

Fig. 60.



| - — Volumul (V) determinat de arcul de hiperbold AD. Ry -
' Dimensiunile din’ f;gura 60,2 au fost tramsformate in decimetri im
fig. 60,6 si'c. Se deduce ecua}ia hiperbolei stiind ci trece prin punctele
A2, 5; 3), D(2,0). x*:4 — »*: 16 = 1; x2 = 4(1 4 2:16)
: 37 .'2 v 57 s
Vi=2n - \4[1+L)ax =2Unr.
LT S ( +,16)~~ 2

— Volumul (V,) determinat de arcul de éli;b,s‘(‘i ACS :
Se deduce ecuatia elipsei stiind ci trece prin punctele 4(0; 2,5), C(1,0)1.
12201 49%:625=1; y2=625(1 — &%) - '

-

1 : X
[

t

— Volumul cilindrului: Vg = nrth = 12x.

. Masa intregii babale va fi:

GV x =V Vot Viy = (T4 2 1)y
134 - qo= - '
=3 ™ ~ 9956 kg. . . Y’

‘' 4 TInelul cilindric''a cirui forms se poate
vedea in fig. Q1 este fcarte des folosit in. 4 . A(":@
tehnicd, ca piesi componenti a diferitelor ma- : d
sini (garnituri sau manson). .
S se calculeze masa unui inel cilindric ale
cdrui dimensiuni sint =2 cm, R=12 cm, stiind
cd este confectionat\din ofel (v = 7,8 kg/dm?).

- Solutie. FEcuatia cercului cu centrul ip -
0’(0, R) si cu raza r este:

;oL Bk —RE=r

'@ Dacé‘notdm cu y, si y, ecuatile celor doui
semicercuri 4 B4A”, respectiv. 4 B’A’, se obtine:

n#) = R+ JF =, gyfx) =

=R —JFF =% o - Fig. 61.

! Secfiunea intr-un inel cilindric poate fi un cerc sau o elipsd. In anumite cazurl speciale
el poate avea ca sectiune o figuri oarecare a cirei formi depinde de scopul peatru ears

este confectionat. . -

7 — Aplicatil ale matematicii In practica " , . 97



4

Volumul (V) al inelului ‘este dat de: ,

' - .
Ve—2on [' (y%i— 1) - dx = 8xR f A — 3 - dx = 2n*R.
‘ 0 o

In cazul particular dat, masa inelului va fi: G-= 74 kg.

. Observatie Volumul ineluluil se poate obfine si cu ajutorul teo-
remei lui Guldin?: . : : S

'Volumul (V) al corpului obfinut prin rotafia unei suprafete plane in
jurul unei axe situati in planul siu §i pe care nu o taie, este egal cu
produsul dintre aria acelei suprafefe (4) si lungimea cercului descris de
centrul de greutate ‘al suprafetei: ‘ -

V=2r-|GC|l 4. .

tn cazul inelului ||GG'|| = [|00'|| =R, jar A =m?* V =2n-R -
- 7% = 2n%2R, se obtine acelasi rezultat. ‘

~

5. Un inel are secjiunea o elipsd {fig. 62). S4 se determine masa unui
astfel de inel, stiind ci are dimensiunile a =8 cm, b =6 cm, R = 40 cm
si este confecfionat din ‘alamid (y = 8,5 kg/dm3).

Solutie. Ectiajia elipsei cu centrul in 0’(0, R) si cu semiaxele 4, b,

) este: - . ' '

et N

_ Daci notdm cu ¥, §i ¥, ecuatiile -celor dous arce
de elipsi ABA' si AB’A’, se obfine: -

yl = R +_b;»‘vag - x2:
a .

y2=R—i a* — %2,
to-a
V=Vim Vit | (s —o0) du=
'0

8nRb
a

f Vaz — x%dx = 2n*abR
oo

jar masa inelului G = 2n*abRy % 322 ke.

a Suprafata generatide um cerc care se roteste in jurul unei axe situate in pianul lud,
dar care nu-l intersecteazi se numegste tor. ' '
$ Guldin Paul (1577—1643), matematician francez.
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- si deci ecuatia parabolei va fi:

‘Observ atie. Daci folosim.teorema Iui Gul-
din, volumul se obfine direct cu ajutorul formulei :

i

V=L, .s,
uude
‘ o L, = 2=zR, '
iar s = mab (aria elipsei de semiaxe g, b)
-Se obtine: :

V = 2rR - mab = 2n*abR = 19,739 abR.

6. Si se determine mdsa unui inel (fig. 63) a
cdrui secfiune este o elipsi de semiaxe @ =2 cm,
b=4 cm, stiind ci raza R=20 cm si este confectio-
nat din aluminiu (y = 2,5 kg/dms3).

R. Se va folosi procedeul de la problema 5: se .
 va gisi G = 7,805 kg. . . ‘

¢ : Lo

Volumul butoaielof

"1. Vase cu formi parabolici. Daci doaga AA’ are forma unui arc de
parabold, o jumitate din vas va avea forma unui trunchi de paraboloid
cu razele: ||A4|| =7, ||BE|].= R, iar distanta dintre baze ||PE|| =
= k2 (fig. 64). ‘ ' ’

Solufie. Pentru a obfine volumul unui trunchi de paraboldid de rotatie,
vom scrie ecuafia parabolei care trece prin punctele A(0,7) si B(,,R). Por-
nind de la ecuafia parabolei -scrisd sub forma ¥ =2px 4 ¢, se determing
constantele p si ¢, punind conditia ca, doordonatele 1ui 4 si B si verifice -
ecuafia acestei parabole (fig. 65). .- - : : ‘

Rezolvind sistemul: 72 =¢; R® = 2p + ¢; gisim: e
o c=1%; 2p = (R —72) 1], : .

Fig. 63.

P¥=(R—r)x:l4 2

| Folosind formula care di volumul’ de rotatie detérminat de ecﬁa];ia
parabolei giisim : o , '

o . 1 . N *
V, = nfysdx — = f[(Rz — )il ré]..dx=’_;_lf(1es + )
. o . B S | ' ‘
aol=r;16£1=R; W08 1)7 . "y
. .. B - -

-

\TxT e S
- L. id

h/2

L
. % *
k .
I Sy
! sl
- - Sage
)
v
)
&




Cum. R=D:2, r=d:2 i
1= h:2, volumul butoiului va fi;

V=2V,= -;i (D* + d2)h.

2. Vase de formd elipsoidali. Se.
_considerd vasul compus din doud
trunchiuri de elipsoid de rotatie ‘cu
bazele lipite. In acest caz, doagele
Fig. 66. sint arce de elipsa. Trunchiul de elip-

A C . soid se obfine prin rotirea arcului de
elipsi AB in jurul axei mari a elipsei (fig. 66). S

Pentru a calcula volumul, se determind mai intii ecuafia elipsei rapor-
tatd la axele sale si care trece prin punctele 4(0,R) si B(l,7) si se obtine
rezolvind sistemul :. ~

Pa2 1By, o= EF p_ R
at’ b . B R2 — 72 )
Ecuatia elipsei va fi:
* xz(_Ra — 72) 2 (R2 —_— 1:2)
A _=1; 2=R2_,~.__.__.x2.
. 2« R2 + R Y 2

Folosind formula care did volumul de rotafie giisim:
g : ‘ ,

, V==

R}

Yy = ’_;fj(zzaz + 1) = ’i‘-z’f (@D* + ).

.
o\ﬁ«

3. Vase cu formd circulard. Doagele sint formate din arce de cerc de

. razi egali cu lungimea’ butoiului. Corzile acestor arce sint laturile unui

hexagon inscris in -cercul de razi D (fig. 67). : _
In aceste conditii 4 = d, iar

'y : © ', d se poate exprima in funcfie -
) ' de D. Din figurd se constati ci:
g, N _ :
8 . d=||BC||=10'4]| —
Y A ANz 2 ||14B|| =]10'4
Z‘W \ - I H——U I —
: A —2(]10°4}| —110'B]|) =
0' - y ' 7! ! ’
o =2|[0'B|| —|10°4||.=
' !,. ‘ =2’2“%/§‘—D'=D(\/§—1)°
Aria (s) a suprafetei seg-
Fig. 67. mentului circular hagurat este



; a s;asea parte din diferenga dintre aria -y
cercului i a exagonului regulat inscris in

' acest cerc. Rezulta : _ . -
| 2+ 25 D, 5

2 .
o o %
) =i§ (2.1: ~ 3@) I)"‘.’ . - 0, > o
Daci notdm cu V, volumul obtinut Fig. 6i.

din rotatia segmentulm circular .de arie
s in jurul axei Ox, teorema lui Guldin me permite si scriem:

V,=2n{|0G|}s. .

Cum ordonata cent/rulm de greutate al unui segment circular este datd ..
de formulat: .
| 4R sin® «
3(2¢ — sin 2a) -

pentru R=D s5i a=m=/6 dm figurile 67 si 68 se obtine:

’!IO'GII=

! ’ ‘ 4Dsmf~'6 : D
110Gl = — =
3(2:——_—siti— 27 — 343
6 ) - ‘
Cum j ‘ i
‘ " \ios 0'G 00" ———D _2
110611 = 1} 1= 1100 = IR

_ D(2 — 2n +3J3)

o 2(2% — 34/3)
Vi=2rm-s |ocu___(2_2n+3ﬂ

.La' acest volum trebuie si adéugam volumul cilindrului ¥, cu inilfi-
mea D, ale cérui baze (fundurile butoiului) au diametrul d = (/3 — 1) D1

; »7_._(\/3—1)2 D3=——(2—\/_)D3
Volumul - but01ulu1 va fi:

V—V,+V2%—(14—2n—343 ~ 0,66 D -

7
t beduss 1a § 5. Determinarea amtrélor-de grudg;e.



0 b serva 1:1 e. Volumul (V) al butomlm din ﬁgura 67 se poate obtme
prin rotirea multimii determinati de arcul MAN, dreptele x = @, x = D/2,

in Jurul axei Ox Ecuatia cercului cu centrul 0’ (O g si de razi D,
d1n care face parte arcul MAN este 23 + (y + DJ2)? = D* Se deduce:

: ;y?=;1?”-—x3—D\/D3;—x3.
Dp . b2 ;

V = 2n Sy?(x) dx = 2 S [_i. D' — 32— DJDF —% a] iz
. . . . . - ’6 . ‘. ‘

3 . _ ‘
- 72—114 — 2r — 3/3) ~ 0,66 D-.

Rezultatul obfinut este acelasi. Metoda folosita necesitd calculul unor
integrale’ 51mp1e, in schimb nu mai este necesari cunoagterea teoremei
lui Guldin §i nici deternnnarea coordonatelor centrului de greutate.

Ptobleme propuse c ' : . .

1. Se cere volumul unui butoi, §t1md ci doaga ABA’ (ﬁg 64) este
formati din doui arce de hiperboli racordate in B.

R, Se va scrie ecuatia h1perbole1 care trece prin punctele A(0, r) si
.. B{, 7).

2. Si ! se calculeze volumul unui but01, §tund .c3 doagele au forma-
unui arc de sinusoidi generalizatd (y = asin %), iar lungimea . butoiului
D este 2x/3. (fig. 69). >
4 | o . R. | ‘V—_.-znsyﬂdx= :

, o ,
= Znaaj sinx dx;

x / -

Loy =76, ay = ‘1:/2.

Se va gési
V = na? (4r+ 34/3) :

3. Se cere capac1tatea unei pllnu generatd prin rotirea multlmu deter-
, minati de graficul functiei y = xlnx; x e (0, 400). dreptele x =1,

% =¢, in jurul axei Ox.
4

V== sz- 1n2x.dx=-§

1

- 2 . 2‘ ﬁ ' .
x811n%y — —Inx + —|| = — (5e3 — 2
( "3 +9), 7 =2
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\, |

e i)serva;‘ire’. Volumﬁl‘:(V;) al corpului generat prin retirea mul-
fimii determinati -.de graficul funcliei’ in jurul axei Ox, §i dreptele

x=0, x=1, este:® -

1 . R .
- . 1
V1=nfx2 Jlow dr s 2 _ 2

. . 2 2
3 l 8 —'—1 h o = N
’(n"' 53.“-"+ )(, 27

9

deoarece lim % - Inx =2 - lim‘xs cInr =2 . im (—23:3) = 0.
. . =0 .. =00 . ) z=+0 o

.§ 3. Lungimea’ graficului unei functii ’
- Dach functia f: [a, b] = R este continui si derivabils cu derivata
continud,” atunci lungimea graficului acestei functii este: ‘ '

1)

541 F I (%) F ax.

" Exemple

1 S3 se determine lungimea unut cabl_ﬁ metalic suspendat in doud

. puncte fixe 4, B situate la aceeasi indlfime fa}d de sol, stiind cd ||04’|| = .
=110B'|| = ,||0M || = a (fig. 70). ‘» -

Solutie. Cablul suspendat in punc-

tele 4 51 B va avea forma unui,, lin-
fisor” a cidrei ecuatie este:. :
s r

.

-

g » _ i zla ~zla .-
VS = e %
| ¥ _ | T
f(x) = = (€™ — =", Co
“ R S
‘/rm - _]; (&sla + e_’/d). . 8tco) 0 Alco) . x
' 2. . ‘ . Fig. 70.
- L= S (eg/a +'e—x/a) dx =a ez/a - ~zja |c —a (e'c/a —.8-‘:/“).
.10
[1} ' -

fn cazul. pafticuiar a=c=1m. L= g'— e~z 2,718 - 0,367 =
= 2,351.. ‘ - . : ,

2. Se cere lungimea arcului de curbi a cirui grafic éstg definit de ecuatia
y = (1 + /1 + 8x) : 4, cuprinsi intre punctele 4 (0,1/2), B (1,1).
1 .

. 1. TR T s 1. .
S:O!BQ& Cum y' =1:41+ 8x ; L= .S \/1 + {85 ¢# Schimbarea
_ ‘ Ly
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! . : . : . ) .
/ - i

de variabild prin funcfxa o [l, 9} N ], unde ¢(f) = (£ — 1) : 8, ne con- .
duce’ la integrala:

‘ 9
__‘_f
8

1

+%1n(t+;+.¢—z+,)|°-— ww—w)

9 ‘ ./:9 Q
1 (241 1 dt 1 o
= | Tttt — | == = E
GJ NE -1 +‘16‘ N 8“/ T
1

1, 194+6/10

+Fs~n 3+242

. — L
3. Se déi funcéiq' x=f(y) =a - n? + Ja Y — JaE =R

.

Se che lunglmea graficului funct,zel f: [a b] = R. Caz-particulag
a=¢, b=ed :

Solu;le. Se obtine succesiv:

#(y) = — ‘/————&2},— S ;

dx =

= [T = T

=d~1n—b—=a(1n b— 1n a).
L] a

b
=Jr_j7dy?_~a‘ ln y

In cazul particular dat, L = e (ln €3 — 1n ¢) = 2e. !

§ 4. Calculul ariilor suprafeteior de rotatie

Daci f: [a, b] — R+ este o functie continud §i derivabild, cu derivara
contmua atunc; suprafata objinutd prin rotirea graficului funcfiei f in

. Jurul axei Ox (fig. 71) este:
g : . 8 -

-

Aos (f) = 2m ff(x)?

NTFT@EF @ @

iar daci

____-__.0___.._....
Il IR PR
S|
x

p:[c, d] =R+

. " este continud §i derivabild, cu derivata
Fig’71. continud, atunci - aria suprafetei obtinuta
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prin rotirea graficului functiei o(y) in gt
jurul axei Oy (fig. 72) este: . .. : v
R b ) N N

Aoy =2m \o(y) - JT + 9T dy.

z Exemple ,

- ———
1

1. Se cere aria auprafetéi obtinuti O~ -~

prin rotirea elipsei

; - 7 T
x2 yz ) . . ] .
' @ o >0 Rig. 72
. in jurul axei Oy. Corpul astfel obtinut, ~ | .
- (fig. “73) este un' elipsoid de rotatie ¥ r
‘(poarti si numele de SFEROID).
S s s e : s A 8/0.6)
. Solutie. Explicitind ecuatia elipsei in ;
raport cu variabila' y se obfine: g ) N
R — . —ay 7 [ Ao.0]
X = — /b2 — 8;,15':—:——‘-: .
B T N
Bl
e b F vi(at — B , - ,
14+ %2 = . ] ,
v \/ s e |
. b - b ‘ < i
A= 2n ( 21+ 2% dy= -2—;6 K«/b*‘ + %%y ; unde ¢ = a® — 2 -
- [ ' Ly :
L 7T — . 4 . — |+
4= b—‘: ’y«/b2 Ty + 5 tne + Vo )
_ PR s
A=2n_a(a+g.lna+c). ' .
, : 2 a-—c S
_ O'bsex:va;ie. Dacé;b'=a; P =a— g2 =,
B +c sz l'n(H_cJ 0
. la + ¢\ . \a—c¢ .0
i ge 1o gt = g i 4= B D
; a - c) /
i ‘(a-—’c — lim 2@ 2
0 (@ F ¢ TP —d .
(a - c} N
= 2na (a + = —) = 2ra (@ + a) = 4ra2,
.- S ’ 105



B 2. Si se afle aria oglinzii parabohce

gt i obfinuti prin rotirea parabolei 4y% = Ox;
4 A x < [0,1], in jurul axei Ox (fig. 74).
1\“ :{ “‘ Solutie. Se obtine succesiv :
t
1y 1y . .3 =
o I y=g%
%] I .
¥} 1 b
p ¥ _.3_
‘ L 44/x"

=

S

A'=2n fy«/l +y'='dx=— fJ16x+9dx S

Schimbarea de variabila prin funclia ¢: [3 5] — [0, 1], unde o)==
= (* — 9): 16, ne conduce la: . y . B :

A——3-C tsdg;f_
32 32

5 49
. = — TC.
.16

13

3. Se cere aria suprafetel obfinutd prin rotirea ,,astroidei” in jurul

axei ox (fig. 75).
Y T Solupe. Exp11c1t1nd ecuafia ,,astro1de1
L YE+YR=YE
in funcfie de x se obtine :
= @E YA
_WE—YA"
R Vx
Ve @é— P
v

Schimbarea de variabild prin
¢, 0] [0 al,
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unde () = (a?® — £)%2, ne conduce la:

10 . :
4= —61:(1?5 £92df = 61:4!’3' 1512 e = -l—z-n:az.
; 15 ’

2208
[} . o
Observagie. Cum aria sferei de razi a este A, = 4wa?, avem re-
latia : : : . -

- § 5. Determinarea centrelor de greutate |

Centrul de greutate G, 4l unui sistem de puncte materiale este punctul
- de aplicatie al rezultantei tuturor forfelor.de atractie gravitajionali care
acfioneazid asupra acelui sistem. ‘ S

. Determinarea centrelor de greutate ale curbelor, suprafefelor sau cor-

purilor prezinti in practici o importanti deosebiti. o ‘
In cele ce urmeazd wom determina centrul de greutate al unor placi’
plane si omogene. - R -

" O placid pland este omogeni, daci masa oricirei -porfitni din ea este
egald cu produsul dintre o constanti pozitivd (numiti masa specificd) si
aria suprafefei acelei porfiuni. ° . L

Dacd o placd pland este delimitati de graficul functiei y=f(x) continui
pe intervalul [a, 5], de dreptele x =a, x =5 si axa Ox, coordonatele
~centrului de greutate G (g, y¢) ale acestei plici (fig: 76) sint: =

r b . 3 , .
1 ! . o . .
= d 5 = —_— 2 d ; ;‘5 .-
g ! Sfxf(x_) % Yo 2Sff.(x) x | ®),

. . . ) b e
unde. S este .aria suprafejei ABba = f f(z) dx.
S S o p ‘l N
Dacé o placi plani este delimitati de graficile functiilor f(x) si g(x)
continue pe intervalul [a, b] si de dreptele x=a, x=15% (fig. 77),

P

%,
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‘coordonatele centrului de'greutéte Gy(%6, Yy, al acestei plici sint1

b -

o= 5 [ ) — sl y°'=,§lsi [ U — gtantss @

B
unde S, este aria suprafetei ABB'A’'= S [f(x) —g(x)]Ad!c.

‘Exemple

1. Centrul de greutate a unei plici plane,' mirginitd de un arc de cerc,
axa Ox *si dreptele x = Rsin®, #= —Rsina Aria haguratd din figu-
' ra 78. - :

Solutie. V Folosind notatiile din figu-
rd se obtine: . )

%5=0,
1 RSl’na‘ I( )
S R — 22) dx =—=.
Ye =53 . A %) dx o5
X —~Rsina :
Rsi{la
- I{a) = (Rt — 22) dx =
—Rsina | ’
i 3| Rein ‘
| e 22| * ™ Z 2 Regina (3 — sin® o).
3 —Rsina 3
j R?sin 2«

Aria S = aria sect. (A0B) + 2 aria AAd’0 = R*a + -

o = I(a) ='2R sin & (3 —.sin?® «)
€7 28 3 (2 + sin 2a) ¢

A

Cazuri particulare _
=, mR__
6 " 7% 6an+343)°

_SR{Z

T
@ =—, » - ¥ ’

4 Y6 = 3 +2) S .

- - 9R /3 ‘

==y s ey yG T T

3 " 2(4n + 34/3)

r 4R, S
B e Yo =5 (centrul de greutate al unul semicerc),



Coe \

a=m ..., y;="0 cedtrul ce greutate al cercului), .

o=0, o Y =£§- (centrul (}e .greutate al razei 0cC).
2R, 3sin « — sin’« ’
Yo =— lim e =
. 3 a0 2¢ 4 sin 2« .
__2R lim3cosaf—3sinzocc031_g 3 R C.
.. 8 a0 2 + 2 cos 2« 34 2,

In acest caz placa se reduce la seg]mentul de dreaptd OC, care, ewdent

are centrul de greutate situat la mii-
locul lui: OG = R/2.

2. Centrul de greutate al unut seg—
ment de cerc.

Din figura 79 se constata cit

. 1 Rsna °
Yo =5 [F(x) g*(a)] dx =. o
.25,
\ ~Rsina
= I-(°‘)i Fig. 79
25"
Rsina
I{a) = [(Rz —_ xa) — R? cos?a] - dx— % Rssmaoz -

;R"sinu . !

. 3'- A .

S= Rza—M=R (2¢ — sin 2a).

\ 2 2
- _Ila).  4Rsind«
Ye = = ;

2S5 3(2a — sin 2«)
lormuld folositi la calculul voiumuluj butoaielor,
Cazuri particulare -

' 4R sin3q 4R .‘ 3 sin? « cos «
a=0, yG——-hm—-——— = —lim )m
o

«~+0 \20t — sin 2 3 a=0|2.— 2.cos 2«
4R . 6sin a costa — 3sin?® o 4R 6
= —lim 4 =—:—==R..
3 a0 4sin2¢ - 3 8§ |

In acest caz placa se reduce la punctul C, deci Y6 =0C= R.

== Ve = R. . .
61:..: G 2(7:_3)’ , . ‘
x . 2RJZ |

A KT gy



o,/‘

3R43

K . = P
N R Y= n—3J3
: e '_ 4R
E 2 RN (] 31: .
7] 6" i 3. Centrul de greutate al unes j)lacz
e : plane, de forma umui sector circular de
- Fie 80 N unghi « st razd R.
Folosind notatiile din- figura 80, se obtihev
’ . 1 Renea I
Ko = — 2(y, — ¥,) dx ===,
‘G’ S f .(yl. Q’s) S
0

: . Re_ 3 : ‘
I, = x(WRE = 2 — zctga)= % (1 —cos®a) — % » sin? « cos a.

S _ R« ; -xG=2R_(1 —co§m).
2 : 3a

Bdna< Reaine e e

2R sin’a

Yo = 2Sf(y1 ”)--— f (R’—xﬁ.—xzctgga)dx-— 30

Cazuri pam'culare : :
2R ... 1 —cosa 2R sin &

«a=0,. xG=——h m——— =" lim—— =0,
3 a-vo o 3 a0 1, :
—2Rh smoc_Z_R_'
YT e @ 3

Centrul de greutate se afld pe axa Oy situat la distanta 0G = 3 R,

°‘=%' e —ng):_.y6=~
=X =L, =% |
@==, , "G—‘EJ \ yc=£"/§:

3 T oT
«=Z xg= R = 4R

2’ ’ . ¢ 8’ e " 3n’
@ =T, , ”G=ﬂ- Ye =0,

3r

a=12x, ..., x;=0, . ye=0.
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4 Centrul de greutate al umei plici
plane mdrginite de cercul x® 4 y* — 2ax =
- =0 §i parabola y* =ax, situatié deasupra
axes Ox (x =0,y > 0). .
.. - Construind graficul celor doud curbe, se
constatd ci cetcul C si parabola P se taie
.in punctele 00, 0) si A(a, a).
‘Folosind datele din figura 81 se obtine:

§ 49 — 34) da

'xG ='o-a - = .
(o — 3a) dx o Fig. 81.
x4, — %2 '— Afax) dx- 5
, § («/ﬁax_. %— \fax) % e i
L e T Ise—dg © 7O -
, .S(«/2ax——x”—-ﬁ)dx ' o :
. 0 . L
fot=sar fex—wya
L Yem———— = — = 505
: ,25 (0 —ya)dz 2 S(«/Zax — 22— \Jax)dx =
o N . .

]

Probleme propuse’

‘1. S& se determine centrul de greutate al unei jumititi de élipsé, a
. cérei ecuafie este: #%a? 4332 =1; x,= [—q,a]; y = [0, b].".

R. % =0; ys ="4b/3n (fig. 82). : '
: 2, Centrul de greutate al unei plici plane mirginite de elipsa 1 s -+
=1, x<[0,a];y=[0,6]; = - chipsat At

4a - 4b
"R, x5 = 37" Yo = — [tig. 83).

r

Fig. 82,

o o m
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Fig. 84.

3. Se cere centrul de greutate al unei plici de forma unui segment
de elipsd, determinat de coarda ce uneste virfurile 4(a, 0), B(0, b), adici
segmentul de elipsi ACB (fig. 84). ' ’
 R. Din ecuafia elipsei ¥*/a* 4+ 3%/b® = 1 §i a dreptei 4B: xfa + y[b =
= 1 se deduce: S o

R

\
-

7 = LNF=FE ) =)

Se va gési: _ ‘ )
g=2a:3(x —2); y5=2b:3(x — 2).

Caz particular: @ = b = 7, elipsa devine cerc, ‘édordonatele centrului
de greutate al segmentului de cerc ACB (fig. 85) sint: x; =y, = 27:
13(r — 2). ; _ o '

4. Centrul ‘de greutate'al ‘unei plici plane mirginiti de sinusoida:
y =asin (x/a), axa Ox si dreptele x =0, x =ar, a >0 (fig. 86).

R. = 4lfxsinxdx~ =2 “sinzxdk'S.—Za
"6 s g i e 2sf- a T T
0 0

. Se va gisi:
%g=arn:2;
ye = an: 8.
i

Caz particular 2 = 1, G(i , f—)
> : 2 8/
e $ Observatii: — Formulele (5) si
Fig. 86. (6) permit determinarea centrelor de
.. greutate numai pentru placile plane si
omogene, delimitate de graficul unor functii continue pe un interval dat
[a, b]. : : : . ‘
— Pentru a obfine aria suprafefelor precum si volumul corpurilor de
rotatie se pot folosi §i teoremele lui Guldin care se enunti astfel:
Prima teoremd a lui Guldin. Aria (A)'a suprafetéi de rotatie, generati
prin rotirea unei curbe plane in jurul unei axe din acelasi plam, care nu
taie curba, este egald cu produsul dintre lungimea (L) a acelei curbe si

112 , o :



Fig. 87. © . Fig. 8s. " Fig. 80,
' Q
Iungunea cerculm descrls de centrul de greutate al curbei in jurul acelei-
axe: 4 = 2x||GG’|| - (flg 87). , N

. Cazuiri paﬁzculare coo
- — Dacéd curba plani este mchlsa §i notdm cu P perimetrul ei, 4 =
= 2n||GG’||P (fig. 88). i
Co—- Daca curba este un cerc, corpul obtinut se numeste -tor, aria Jui
va fi: A =2rR - 2nr = 4n*Ry (unde R este raza torului, iar 7 este raza
: cercu1u1) , o
— Dacé. curba se reduce la un segment de dreapti |4AB [ (fig. 89),
atunc1 ea descrie untrunchi de con a cirui arie laterald este: 4 = 2 -

- IGG'|| - ||14AB]|| = ng(R + 7), deoarece ||AB|| =g este generatoarea
- trunchiului de con, iar HGG' [l=(R-+7):2 este linie mijlocie in trapezul
. AabB.

. — Dacd [4B| || Ox, segmentul |AB| va descrie un cilindru a cirui
‘arie - laterald 4 = 2x - IIOG’H [|AB|| = 2nrg. ,

Formula A = 2x-||GG’||"L confine 3 elemente:.

— Lungimea (L) a arcului (sau perimetrul P al f1crun1) Care se rotegte.

— Aria (4) a suprafefei de rotafie generati de arcul L. '

— Distanta ||GG'|| de la centrul de greutate' Ja axa de rotafie.

" Dac dous din aceste elemente sint cunoscute al treilea se poate- ob;:me :
' —27c||GG’]|  1IGG || =A:2xL; L=A: ZnHGG'l]

Exemple _

1. Centrul ae greutate al unui semicerc
cu centrul in origine si de razd ‘R.

Solutie. A4 = 4nR? (suprafata sferei),

L = nR (lungimea unui semicerc). ‘
IGG (| =Ad:2nl = - :
=4nR*: (2n - ©R) = 2R: 7. '

2, Se cere aria generata Iie ’ patratul
ABCD de laturi a, prin rotirea lui in jurul
axei xx’, ce trece prin virful 4 si face. cu
latura |AB| un, unghi «. (fig. 90).

d - .
k4! . J
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.So_lu]:ie.' Din ANAGG' se deduée': !
|IGE'|| = ||AG|]sin (« + 45°) =

% 2
-Se obtine
A =2r - ||GG'||- P=

L= 242 sin. (« + 45) = % (sin « + cos ).

=2m- -g- (sin o + cos a)- da=

. = 4na® (sin « + cos «).
3. Se cere aria generatd’ prin rotirea in
jurul axei ' — x a dreptunghiului 4 BCD

/

e IR avind laturile” @, b 5i diagonala d=
Fig. 91. - .- =|AC| L x' stiind ci latura | AB| face

o . . cu axa xx’ un unghi o« (fig. 91). .
Solugie. Se constati ci ||4G||= |]4AC||:2= d:2, a=4d-cosa;

b=d-sina 4 =2n||AG||- P =2r- .g- (2a + 25) = 2nd® (sin &+ cos «).

A doua teoremd a Wi Guldin. Volumul (V) al corpului generat de o
suprafajd -plani prin rotirea ei-in jurul unei axe din acelagi plan, pe eare
nu o taie, este egal cu produsul dintre aria (S) a acelei suprafete §i lungimea
cercului descris de centrul de greutate al suprafefei in jurul axeit
V =2r|IGG'|| - S. . ] - "~

fn particular, dacd aria S este limitatd de trapezul curbiliniu. A4'B’'B,
mirginit de curba y = f(¥) continud si derivabild pe intervalul [a,b], de
dreptele x = a, ¥ =b §i axa Ox (fig. 92) atumci: V =2xr - ||GG’|| - 4
(4 = aria AA'B’'B, G’ proiectia centrului de greutate G pe axa Ox).

— Daci aria este limitatid de trapezul rectiliniu ABB’A’ se va obfine
un trunchi de con (fig. 93). *. : ‘

V= 2r-[1GE||-S;. 116G ||.= V12 - S = (R® — #9) 1 3(R® — 79).

. —-Daci doui din elementele V, HGG' I, A sint cunoscute, teorema '
a doua a lui Guldin ne permite si calculim pe cel de al treilear
V.= 2x||GG'|| - S; |IGG'||=V:2rS; S=V:2r|IGG'}].

14 } R -



Exemple '

1. Sa se determine centrul de greutate al unei plac1 semicirculare cu
¢centrul in originea O a axelor de coordonate si de razd », avind diametrul
situat pe axa Ox. . .

Selutie. Cum V = 4nR3:3, A= nRe: 2, se obtme: . 0
: V - 411:R3 -2 _4R
27t§ 3 2. nRE 31':
acelas,a rezultat obtinut pe o cale mult mai laborioast, folosmd calculul' '
-integral (formulele (5)). -

2. Se cere volumul corpuhn obtmut prin rotirea patratulm AB’D

in jurul dreptei x'x ce trece prm virfu.l 4 §1 face un ungln o cu latura
|AB| (fig. 90).

Solutie. Cum |GG’ || = % (sin « + cos. oc) si S = a? rezulti:

GG’ =

- V=21c||GG'|| ) ='21:%(sinoc+cbs‘m)az#-naa(sin&+cos«)

3. Se cere volumul V al corpului obtmut prin Totirea dreptunghiu-
lui A BCD in jurul dreptei x'%, stiind cd - ||BC|| = ||4AD|| =a,. ||4B ||=
.= ||CD|| =b, diagonala ||AC||=4d | x'x, iar latura |AB| face cu axa
de rotatie x'x un ungh1 o (fig. 91).

Solugie. Avem : LAG||=d 2 a—dcosa,.b_asma, .S_ub—
== d2sin « cos a.

Rezulti: V' = 2n|4G)|-S =2 - g - az - sm & cos @ = md3sin « cos .

4. Si se calculeze volumut' corpului obfinut prin, rotirea tnunghxulm
dreptunghic ABC in jurul ‘bisectoarei extenoare a unghiului A(4 = 80°,
|[IBC||=a, ||AB||=c, |]AC]||=b; C-—- a), in,funcpie de a si a (fiz. 94).

Solufie: Se constaté ca |41 1= 1MC | 1=a:2; ||AG||=-Z— A | =

ﬁ.%'-“‘—;’-=g—, HGG'H = || AG || sm (o +45°) =3 —‘/,—-(smce-l—.
+cos a) = °/2(smoc+cos o) - aria AABC =S = %:Ll_azsuuco’s a-—‘
a2
= —sin 2a
'V—-27;:|[GG'||
- 2m ——(sm a--cos «) - —sm2a—

=T “/—sm 2a (sin a + cos «).

5. Se cere volumul corpului -
. obfinut prin rotirea ttiunghiului
ABC in jurul axei |BF| 1 |BC|,

115




stiind ci |AB|]—13, ||BC||=.14
P ||AC||_15 (fig. 95).

Solutie. Se ecalculeazi aria S a
triunghiului ABC cunoseind latunle
a=14,b=15 ¢=13,

423 (S=EE—ap -0 —o =
: P =«/21-6-7-8'=84,
¢ ' 8 £ M ¢ apoi o
] . p .
' - [lAE|| = =
rig. 95. ”BC”
! Dj:i NARE se obtine
|IBE|| = [|AF|| = {JTIABIF — [[AE|P = /13 — 12* = 5.

Pentru a determina pe ||GG’|| se considerd sistemul de axe forma
din IBC | (ax3 Ox) si |BF| L |BC| (axi Oy). Absmsa punctului G va fu

”GG,||——(x4+xs+xc)—"—(”AF||+O+“BC”)=
19
—-—5 14) = =
5+ 14) 3"
Rezultd: ¥ =2x| |GG’||S_21\:%9 84 — 1064x.
Observa;w. Cum |[|GG'|| = ||GD|| + ||DG||, iar ||DGH-r
2 4
-———IIEMH (IIBMII—IIBEII)—§(7—5)——§ gasim | [GG” | |==
= ||G'D|| 4+ HDGH =5+ — —Eg(fara cunostinte de georretrie anali-
tlca)

Concluzxe. Suprafefele si volumele de rotatle se pot obtinet
— folosind calculul integral;
— cu ajutorul celor doui teoreme ale 1u1 Guldin ;

— folosind notiuni de geometne elementari (suprafetelef 51 volumels
corpunlor de rotatie). ,



CAPITOLUL ViI.
APLICATH DIVERSE

s

" §1.0 problémé de croiolc‘:':l'

" In tinichigerie se pune ifi mod cufent problema de a se coﬁfectiona din
tabli un burlan previzut cu un cot (fig. 96)..

Unghiul format de cele ‘doud axe. ale cotului este de cele mai multe ori
de 90°, dar uneori poate fi de 30°; 45°, 60°, 120°.

Astfel de probleme se pun §i i croitorie, atunci cind se face croiala
ynei mineci in partea in care se uneste cu umdrul §i in constructia fevilor
de apid sau de gaze, atunci cind trebuie si construim -o racordare (un cot
sau un teu). : .

Se stie ci astfel de croieli se fac cu ajutorul unui sablon dinainte con-
struit. Dar-cum se realizeazi un astfel- de gablon? .

. Vom arita i el se construjeste cu ajutorul unei sinusoide simple,
.sau a unei sinusoide generalizate y = asinx (¢ fiind o constantd cu-
- noscutd). - . ‘ .

In acest scop se face o sectiune intr-un cilindru circular drept cu un
plan care face cu planul bazei un.unghi « (fig. 97), apoi se desfisoard pe
‘un plan suprafaja lateraldi a cilindrului. - o

" Sectiunea circularﬁ APBK se va desfasura dupi dreapta ADBKC,
iar secfiunea AMNBN' (care este' o elipsd) se va desfigura dupd curba

/

* : ' - EDHOP
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P I . AMBN'C (fig. 98) care este o si-
: : nusoidd' generalizati.
. " Intr-adevir,: daci notim:
T NSk n . AD = x,
L S IbMy =y,
" Fig.es. - o INP]| = b,
' IOP]| =7,

din A EOD — |[ED|| = rsin x;
~din AEDM.»y = ||DM|| = ||ED|| tgu=rsinztga;-

e q IMDIL _INP)| _ &
tg a = == —
"+ IEDI 0P| 7

.
) A

: - : » ‘o 2
se obfine: y =rtgasinx =7» L sin x = hsin x (c.c.t.d).
, .

Deci, desfisurata unei secfiuni oblice. a -unui cilindru circular drept
: . ' pPe un plan este ‘o sinusoidi generali-
zatd :

Yy = hsin %,

h=r tg o
' Dacé.. cele doud péarti ale cotului fac
intre ele un unghi de 90°, atunci -

a'=45° tga=1

si deci
. Fig. 99. he=r:
Daci vom considera r = I, se obfine sinusoida simpli y = sin x (fig.
99 a). ' , : v ’
Construcfia sinusoidei se face prin puncte pe o foaie de cartor, apoi.
dupi ea se realizeazi un sablon din tabld, care va servi ori de cite ori avem
nevoie si construim astfel de coturi. ‘

Daci cele dous coturi fac intre ele un unghi de 60°, atunci 2 = r tg 60° =
" =743 =173 7, deci se obfine sinusoida generalizati y = 1,737- sin ¥,
(pentru r = 1; y = 1,73 sin %) si se va obtine sablonul din figura 995.
Daci a=30°, h=rtg30° = 7—33 ~ 0,57 7; se obfiné sinusoida.
"y =057 rsin x (sau, pentru r = 1, y = 0,57 sin x). Cele doud pirti ale
cotului vor face fn acest caz 120°. ‘ : ' .

', Observa tii. In general, pentru ca axzele celot doui coturi si fack
intre- ele un unghi B, unghiul « se va obfine din relatia B = 180° — 2.

18



Fig. 100. - _ 'Fig 101.

., Aceastd egahtate se poate deduce ugor dln figurile lOO a'— b. Daci se taie 1
fisia hagurati din figura 100 @, dupi linia CD, se intoarce cu 180° si se
. lipeste de-a lungul liniei CD, se va obtme fxgura 100 b. '

A\ ‘
Din tnunghlul dreptunghm ACO se : constata ci ACO = 90° —

N\ :
2 ACO = 180°——2a, sau@—-180°—2a si oc—90——2- oy

" Ta constrmrea sablonului trebuie si cunoastem raza r a sectiunii drepte,
precum §i unghiul B format de axele celor doui pérji ale cotului.
.+ Cei doi parametri 7 si B fiind cunoscafi, ecuatla smuso1de1 generahzate
dupi care se va construi gablonul va fi: ) _
y—rctg%sin'x : g o
 Practic, §abloane1e sint cuprinse de obicei intre limite restrmse deoarece
unghiul B nu ia decit valori cuprinse intre 30° si 150° (30° < B < 150°).
Pentru B = 30°, 60°, 90°, 120°, 150° se obtin urmatoarele sabloanez

y=r . ctg 156% s1nx-r(2+f)s1nx-37375mx ,

y=7-ctg 30° 51nx—rJ3 sin x = l73rsmx

 y=r-ctgd5°sinx =rsin %,
'y =7 -ctg 60° sin % = 7 -%?lsmx = 0,57 rsin x,
y=rctg 756. sin x = ‘1"'(2‘— J§) sin % = 0,27rsin %,

~ale ciror grafice se pot vedea in figura 101.

§ 2 Aplicatii ale analizei combmatom .

. 1. Pentru executarea unei’ broa§te de la telefonul cu monedé. se folo-
sesc 4 verturi-de diferite forme.

Un vert este o plicutd metalici de o anumita gros1me si. formi

Mai multe verturi agezate unul peste altul §i care se pot roti in jurul
‘unui ax, datoritd unui resort, comstituie mecanismul unei broaste ,,Wert-
heim”. [

'.w
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v B Fig. 102. .

Daci aceste verturi sint asezate mtr-o anumitd ordine, broasca se des-
chide cu un anumit fel de cheie.

Cheia cu care se deschide o astfel de broasca are anumite forme care
depind de numirul si profilul -verturilor (fig. 102).

Se-intreabd, cite broa§te care se pot deschide cu chei diferite se pot
constrm, stiind c& fiecare broascé trebuie si conjini 4 vertun, iar o broasca
poate si diferc de alta, fie prin forma vertunlor fie prin ordme, fie §i prin

forma si ordinea lor.

Solutie. Va trebui si trecem in rewsta toate pozifiile pos1b11e a celor
4 verturi:

— Cele 4 verturi identice. Dacd notim cu a, b, ¢ d cele 4 verturi, vom
putea avea 4 broaste diferite care au toate vertunle identice: (2 aa a),
bbdd), (cccc) (2dadd).

In acést caz, o broascd diferd de alta numai prin forma verturilor, iar
numérul de broaste diferite, N, care se pot forma este: :
: N,=Ci=4

— Trez vertun ‘identice al patrulea diferit. Vom presupune cé cele trei
‘verturi identice sint egale cu a, iar al patrulea cu b.

Cum vertul b poate ocupa 4 pozitii diferite fatd de a, vom avea urma-
toarele situatii: (baaa), (abaa), (aaba), (aaab).’

' Dacd schimbdm pe b cu @, vom avea, in compunerea unei broaste 3
verturi b §i un vert a. Deci cu cele doua verturi a si b putem construi 2 - C}
broaste diferite. Cum in total avem 4 verturi- diferite @, b, ¢, d, vom putea
construi atitea broaste cu doud verturi diferite, cite combiniri se pot face
cu 4 obiecte luate cite doud, adicd C}. Deci, numarul total N, de broaste .
care se pot. construl cd 3 verturi 1dent1ce si unul diferit va fi: .

N, —-261 C: = 48.

— Doui verturs identice, doua diferite. Daci cele doua vertun identice
sint egale cu a, iar cele doui diferite cu b si ¢, jacestea vor putea ocupa fagi’
de a urmitoarele 6 pozitii:- (hca a), (bac a) (baa c), (abca), (u bac),
(aabc); in total, C} pontu, diferite.

Schimbind pe & ca ¢, vom obtine alte :C? broa§te diferite.: (c baa),
{caba), (caabl), (acba) (acab), (aach).

Daca ment’inem verturile diferite b i ¢, putem construi atitea broaste
diferite cite verturi identice putem avea. in cazul nostru 4 —2 =2; pe
a sid. .-

Daci mentmern acum verturile identice, vom putea construi atitea -
broa§te diferite cite combiniri se.pot face cu cele 4 vertun a, b, c, d, luate
eite doua adicd (2.
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_ In total, numirul broastelor diferite care se pot construi cu doud ver-
turi identice §i doud diferite va fi: =~ o '
' P Ny=24—2)-C2 - C2=144.

= Doud verturs identice, celelalte doud tot idemtice. Daci vom considera
doud verturi egale cu a si celelalte dous egale cu b, vom putea avea urmi-

s toarele 6 pozitii diferite: (2abd), (abab), (abbd a), (baabd), (baba),”

(bbaa); adici C? broaste diferite. : v

Daca schimbam pe a cu b, din motive -de simetrie nu vom obtine nici
o pozifie diferitid de cele 6 mentionate. Dar cu cele 4 verturi diferite (adbca)
-vom putea construi C§ broaste diferite (numirul combinirilor a 4 obiecte
luate cite doud): (2abd) (aacc), (aa ad), (bbcc), (bbdd), (ccdd).

Numairul total de broaste diferite, in acest caz, va fi:
. - ’ 3 .
N, =C} . C? = 36.

— Toate yerturile diferite. In acest caz, o broasci difers de alta numai - -

prin ordinea verturilor, deci vom avea atitea broaste diferite cite permutiri
se pot face cu 4 obiecte: :

Ny = P, = 4! =24,

In concluzie, numirul total N de broaste care contin 4 verturi, iar o
broascd diferi de &lta, fie prin forma, fie prin ordinea, fie si prin forma
§i- prin ordinea verturilor va fi: - ° ' :

. 5 C A
- N=2N,'=4+48+144+'36+24=256.
. . 1 o . :
Ob Servatie: vom presupune ci avem 4 obiecte diferite : ali,. Qg
a3, @4 Ne propunem si calcilim namirul G3, al tuturor grupelor simple -
$i cu repetitie ce se pot forma cu cele 4 obiecte dute. o
Numéru1 grupelor simple ce se pot f,orm.a cu un singur obiect va fi 4
" al; a2’ a31 . ad:
Deci G} = 4. : , o ’ ,
Adidugim la dreapta 1iecirei grupe de cite un obiect, ne rind pe fiecare
din cele 4 obiecte . . , :
J

aa, @y axa, - aa,
e @@, @y ° aza, T ey
aay Agdy - © asay . asa,
aa, aya, " agay T a,a, 1

Am format astfel toats grupele ce contin cite.doud obiecte.
Numirul acéstor grupe va fi: »

G} = 4Gt = 42,

Repetdm procedeul, agezind la dreapta fiecirei din cele 42 grupe pe
rind pe fiecare din cele 4 obiecte.:Se vor forma astfel toate grupele care
contin cite 3 obiecte. Deoarece laj fiecare din cele 42 grupe formate mai sus
va trebui si addugdm pe rind pe @,a,a,4,, numirul grupelor. astfel formate
va fi: ' , ) ’ T

o Gl =4Gi =4 - 42 =43
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Continuém procedeul, addugind la dreapta celor 43 grupe astfel formate,
pe rind aceleasi 4 obiecte 4y, @, a5, 4. , . :
Vom ‘forma astfel toate grupele de cite 4 obiecte. Numdrul lor va fi:

Gt=4Gt =442 =44

fn acest mod am obtinut toate grupele de 4 obiecte ce se pot forma,

 astfel incit o grupd si difere de alta, fie prin forma, fie prin ordinea, fie
si prin forma §i prin ordinea obiectelor. Numérul lor va fi G§ = 44 = 256.

Generalizare. Daci in definifia dati aranjamentelor simple nu punem
condifia ca obiectele ce compun o grupéd si fie distincte, obfinem aran-
jamente cu repetitie. o, - : o

Pentru a obtine formula care me di numérul total de-grupe ce se pot

~ .astfel forma, pornim de la numérul grupelor 'simple ce se pot forma cu.#»
_obiecte: a,, a,, :.., &, luate cite unul. ‘ . .

Numirul acestor grupe este:

x Gy ay, ..., 4,

si' confine # grupe; G} = #. B ; , )
Adiugim la dreapta fiecdrei grupe obfinute mai sus pe r1ind cele »
obiecte: a,, a,, ..., 4, Vom obtine toate grupele de douid obiecte:
e B R
a,a, a,a, aa;
ala- ) azau ) e o agaﬂ

'VQm avea in total #? astfel de grupe:
. . : G=n-Gl=n
_ Répetind procedeul de m oril, pb;iﬁg‘m succesiv':
Gi=nG2=mn3, ... Gr' =nGp—? = w1, Gm = nGm—1 = nm,
“In pafticﬁlar, daci m =n; G*=n" - ,
Observatii: Daci notim cu N(»n), numirul broastelor‘ care se pot
deschide cu chei diferite in conditiile problemei §i facem succesiv #.= 2,
3,4,5,6,..., obfinem: T S
N@ =22=4; NB) =3 =27; N(4) =44 =256; .
| N(5) = 55 = 3125; N(6) = 6® = 46656 .. . S

Se constatd -cd N(n) éreste foarte repede cu #. ' ‘

Daci intr-o localitate se pun in vinzare cel mult 3125 lacite, va fi su-
ficient ca aceste lacitesi aibd in construcfia lor 5 verturi. ‘In acest caz -
vom fi siguri ci in localitatea respectivd nu vor exista doud lacite care
se pot- deschide cu aceeaji cheie. :

Numirul maxim de verturi diferite, care in mod practic se pot utiliza
la fabricarea broastelor de tip ,,Wertheim”’, éste 6. In acest caz vom putea
construi 46 656 broaste care se pot deschide cu chei diferite.

1 unde mfposte fi mai mare ca », deoarece’nu am pus conditia ca numirul obiectelor ce
fac parte din fiecare grupi si fie distincte.

j-



- 2, Unele fabrici construiesc
si “lacite fird chei (fig.  103).

. 2 3\4 2 \7
Aceste lacite se deschid cu |, /A y a
-ajutorul unui ,,cifru secret”, * : '{ 3]; l Hg ]43 }lng 65‘ P

%

cunoscut numai de posesorul

lacdtului §i de.fabrici. Pentrua - ~ ‘

putea deschide un astfel de la- - Fig. 103.

cit trebuie si formim un anu- : ’ ~

". mit numir (daci pefiecare disc cilindric sint scrise cifre) sau un anumit
cuvint (dacd cifrele sint.inlocuite-cu litere). : :

‘ Si se cdlculeze numirul de lacite care se pot deschide cu »cifru” diferit,

dacd lacitul are.in compunerea lui 9 discufi, iar pe.fiecare disc sint gra-

vate- toate numerele de la 1 1a 9. ' o

Solutie. Fiecare din cele 9 discuri cilindrice cage au gravate numerele
de la 1 la 9 in ordine succesivi, se pot roti in jurul axului comun x'%.

Numirul care trebuie format cu cele 9. cifre pentru ca lacdtul si se poatd
deschide este agezat de .obicei intre doui repere (a, b) asa cum se afli num3-
rul 314 534 -685 din figura 103. o > :
. .. Deoarece nu punem condifia ca cifrele ce compun fiecare numir si fie
'd@stincte,,numénxl total al grupelor ce se pot forma este dat de numdirul

'

aranjamentelor cu repetitie a 9 obiecte. Cum # = 9, G§ = 9° = 389 420 481. .

., Observatie. Dacd posesorul unui astfei de lacit uiti cifrul, ar trebui
sd facd cel mult 9° incerciri pentru a deschide lacitul..Daci o incercare
‘ar dura numai o secund4, ne-ar trebui cca 11 ani pentru toate cele 9° in-
cerciri. S : S ‘
3. O casi de bani are 3 usi. Pentru a ajunge la banii aflati in interior
trebuie ‘si deschidem cu ajutorul unui cifru fiecare ugi. s
Pe prima usi se afl3 4 discuri, pe a- doua si a treia cite 3 discuri. Pe
fiecare disc sint gravate cifrele 1, 2, 3, 4, 5in ordine succesivi, fiecare -disc
putindu-se roti in jurul® uhui ax comun. Cifrul se realizeazi formjind cu
ajutorul discurilor cite un anumit numir la fiecare usd. o
Care este_numirul caselor de bani care se pot construi cu cifru diferit,

‘stiind c3 un cifru trebuie si difere de altul prin cel putin un numdr diferit /

la una din cele 3 usi?

Solufie. Deoarece numirul discurilor este diferit ‘de numérul cifreldr

-gravate pe ele, vom folosi formula aranjamentelor cu repetifie a # obiecte
luate cite m. ‘ R ,

Cum pe prima usid avem 4 discuri, iar pe fiecare disc sint. gravate. 5
cifre, vom' avea in total N§ = 5¢ case cu cifru diferit. - :

Pe usa a doua i a treia vom avea-N? = 5% casé cu cifru diferit. Numj-
rul total al caselor de bani dare vor avea cifru diferit va fi:

N=Np-NpoNp=56-50-88 =50 — 0765625, .

' § 3 Aplicaﬁi'in ‘topografie

1. Si se determine flistaﬁta de la un punét C la un punct 4 vizibil

dar inaccesibil din cauza unui obstacol (rfu, lac, groapa, teren mlisti-

nos etc.). - :

.

g
L 4
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Fig. 104.
’ 1

. 0 -

Solutie. Tn virful unui baston BC de lungime cunoscutd 4 = 1500 mm
se monteazi un echer 4’BD’ cu unghiulrept in B, putind oscila in jurul
acestui punct (fig. 104). .

Se roteste eclierul in jurul punctului B, pind cind se vede punctul A
de-a lungul catetei | 4'B| (folosind o lunetd care se agazd pe cateta |BA’|),
apoi se fixeazd echeru! in_ aceastd pozifie. :

Se fixéaza apoi luneta de-a lungul catetei |BD'| §i se vizeaza punctul -
D situat pe teren cu ajutorul unui indicator care se deplaseazd pind cind -

Iya fi prins in cimpul vizual al lunetei. In acel momerit se fixeazd punctul
"D de pe teren si se misoard distanfa ||CD|| = a. Din triunghiul dreptun- .
ghic ABD, putem- scrie B :

11BC||2= ||AC]| - iCDIf

/’

sau , -
' x=~h:a.

' . ;o ’ 3 )
Daci a = 50 mm, se -va gisi: ¥ = 45 m.
- 2, 83 se determine inaltimea unui turn, a unei case, a unui pom sau
a unui deal etc., vizibil dar inaccesibil din cauza unui obstacol peste care
nu putem trece (fig. 105). )

Solutia 1. Folosind acelasi procedeu descris la problema precedenta, .
se vizeazd virful ‘B si se fixeazi echerul in aceastd pozitie. Se vizeazid punc-_
. :

B

/

N
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C : ) '
- Al

tul E situat pe teren si se misoari distanta ||DE|| = b; apoi se vizeazi _

- punctul 4 si se misoard distanta ||DE’|| = a.

ABFC ~ AEDC =»ABEIL_ WFCI = _IFC||._ . o FC)
. “IIED|| |ICD|| " b  ||CD|| fICD|

’ : CUFAN _ IFCIl & _ ||FC|[ _,” . f|FCy
ACFA ~ A\CDE’' = = , —= =>h='g L,
IDE||  |ICD||" a (iCD||" fiicoyy

% _ b b2, . ' ' o
Z-..——_—:»x:'—n, daci 4 =20 mm, &= 100 mm, % = 1500 mm, se

a a -

va gisi % =75 m, iar iniltimea turnului va fi ‘H =754 15=9 m. .

Solufia. 2! Se asazi o oglindi plani "culcati orizontal pe 's’uprafa;a
Pémintului in punctul C, apoi observatorul se deplaseazd pini ce vede raza

reflectatd din punctul B (4, C, I, sint situate.in linie dreapt3), figura 106. .
Se deplaseazi apoi oglinda in C’ si observatorul in M’ unde se vede

‘raza reflectatd din B (4, C’, I’, sint situate in linie dreaptd).
Paci notim cu: ' :

[[MI|| = ||M'I'|| = h indlfimea observatorului,
IICC’|| =a = distanta dintre pozitia celor doui oglinzi,

HCI|}=0b; ||C'I'|| =¥, distanta de la ﬁozitia oglinzilor la picioi'ul .

observatorului, vom putea scrie (fig.. 106):

_ 4B _ j14c]]
ABAC ~ AMIC; = = .

o IMI)  jcI)|
S , e I4B|| -_ | AC"|]
©ABAC' ~ AM'I'C'; = _ )

; ~ oMy ery)”
WABI _ I ACH _ IACN _ NAC| — N4CW __a” _
WMIN  |ICI|l Tl Cr) — |CI) & —4

SR _ll4B| _ li4cy,

. h ', . b »

T ab
AB == ) AC =
4B == .n Il =

b —b

n

%
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- Solutia 3. Se cons1dera pe . teren o bazi BC

(ﬁg 107) pe care’o misurdm |[.BC || = 7. Se mi-

A N\
soard apoi unghiunle B= m(A BC); y=m 1CB);
facute de razele'vizuale ce trec prin virffu' . ‘u
latura |BC|.

in AABC cunoastem latura |BC| si unghm-

JANTTA
rile ABC si ACB §ideci putem determina pe |AB]|
din tcorema sinusului: )

- 14Bit __IBCl| .”Aé”= asiny
siny . sin (B4 ) . sin (8 + v)

Determindm apoi unghiul « format de raza vizuald B4 cu orizontala
BO. Din triunghiul dreptunghic . AOB se obfine: :
‘ a.sin o sin Y
, sin (B + 1)
Apbwpe. Pentru a = 60°, B = 15°, Y= 30°,a = 60m; gasim, ||A0|| =
= 15 4/6. .

* 3. S se calculeze d1stanta dintre doud puncte vizibile dar inaccesibile.
_ (din cauza unui obstacol).

Solutie. Fie ||AB|| = » distanfa ce trebuie calculata. (fig. 108). Ale-

[|A0|[v= [H|AB]| sin a =

, gem o bazi || CD || = a si misurim cu ajutorul unui grafometru1 unghiu-
‘ N\ AN A\
r1le a=m(ACB), B=m (BCD) (AD_C)

AN
8——m(ADB) (tig. 108).
Aplicind teorema sinusului in tnunghxu—
rile ACD si BCD se obfine:

l|CD|| IIACH
sin(a + B + Y) siny
- _Jéﬂ-_' AC
Fig. 108.. sin’ (“ + B) (A )
CDI. B _iBDI| "(‘ABCU; 5

sin(8 +vy + 8) sin(y + 8) ‘ sin B,
" din care se deduce:

asiny | BCI| = asin (y + 3)

; || B == .
sin(a+B+7v) - sin(@+y+3)

1AC| =

1 Instrume!ntul de misurat unghiurile formate de doui r:;ze vizuale JOAIvgi |OBI.

A}
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Apbif din triunghiul ABC, téorémé cosinusului ne di: -
= || AB[|* = [|4C||* + nBcn*—zuAcu | BC]| - cos . -
Aplicape. Pentru « = 30°; B.= 75°; Y-= 60°; ¥ =15° se ob}ine :

- MCH =2 (B4 4B), NBCH = 5 (/E+42),

!
.

Lx= lAB]|| ='aV5+2,/§ .\';',,2,9a. '

?robleme probuse
I |

1. O stattne de mal;;lme (MO) se vede din punctele coliniare 4, B, C .

A\ /\ /\
sub ung}uunle m(MAQ) = = 30, m(MBO) = 2, m(MCO) = a. :
gtiind ci ||AB|| = 10 m, || BC|| = 25.m, se cere: malj:1mea statuiei

'si distanta d(0, A4), stiind cd «.= 15°
R. Se va gasi:

X  10tg2« - tg3 . " 10tg 2
ol = B B, o4l = —22% .
. . tg3a —tg2a. tg 3o — tg 2a
Pentru cazul pamcular a=15% [|OM|| = |[0A4]| =5 (/3 + 1).

2. Un observator a§ezat pe malul unei ape, vede un aIbore A0
N\
planta1; pe malul opus, sub- un ungh1 m(AM 0) = 50°. Departmdu-se cu

40 ni de mal, unghiul sub care se vede arborele este de m(ANO) = 25° :
Se cere 1na1t1mea arborelui 40 si 1itimea apei OM.
‘R. Se va gisi: ||0A4]| =40sin50°; ||OM|| = 40 cos 50°.

‘3. Un paratrésnet, inalt de 3m (||4B|| = 3), se afld situat deasupra
unei clidiri BC. De la fereastra unei case vecine situati la 6 m deasupra
orizontului (||DE|| = 6) si la 15 m depdrtare de baza clidirii considerate

; (lIICE|| = 15), paratrisnetul se vede sub un ungm de 5°, Sd se calcu-

leze indlfimea cladirii (|| BC|| = 7).
4. Un balon captlv este vizut din 3 puncte 4, B C necoliniare §i .

situate in acelasi plan orizontal, sub unghiurile «, @, y fatd de orizont.

Cunoscind laturile &, b, ¢ ale tnunghmlm ABC, precum si ungh.tunle o,
B, v, se cere malt1mea h = ||MO || a balonului.

§ 4 'Metod'e practice de imp&rﬁre a unuj unghi in trei pérti egule

Aceastd problema -cunoscutd din antlchltate sub denumirea de ,,fri-
secfia unghiulyi” nu poate fi rezolvati numai cu rigla §i compasul.

In desenul tehnic, tnsecj:la unghiului se poate-rezolva prin unele me-
tode practice, folosind in afarad de nglé si compas, si un instrument simplu

numit ,,tnsector
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o £ o 1. Un astfel de aﬁarat care se poaté
\ vedea.in figura 109 se compune din
rigla orizontald |AD]|, rigla verticald

|EB| L|AD]|

r si semicercul - de diametru ||BD],

///// > construite astfel incit

CNNUNANAN, NRNNNRRNST AN

ANNAN

"‘\\\\

| |l4B|i=||BC||=||CD|| = a,
Y 777

!";’a

\
N

77
o -

—

dintr-o singu'ri bucati, ‘executati din
Fig. 109. ©  material plastic, din métal sau din
: P lemn etc.). _ .

Modul de utilizare. Fie AMT unghiul care urmeazi si fie impirtit in

" 3 par}i egale. Se asazd aparatul astfel incit virful M7si se ageze pe latura

verticald |EB|, latura |MA| si treacid prin virful 4 al instrumentului,

iar cealalti laturi |MT| si fie tangentd la semicercul cu centrul in C.

Se marcheazi! punctele B'si C pe hirtie §i se unesc cu virful M. Din
egalitatea triunghiurilor : ' ' :

AAMB = ABMC = ACMT, -

sé deduce

A\ Z\ N\
m(AMB) = m(BMC) = m(CMT) = «.

2, Fie 20y unghiul care urmeazi a fi impartit in trei parfi (fig. 110). -
Se ia>pe latura Oy un punct M, prin care se duce o paraleld la cealaltd’

) 7 laturd (|MB| }||Ox) §i perpendicu-

g, lara | MP| pe Ox(|MP| L Ox). Pe

) : margined rectilinie a wunei benzi
. ‘de carton (sau material plastic),
* hasuratd in figurd se marcheazd

At dowd puncte A’ si B, astfel incit
distanta ||A'B’|| si fie egald ‘cu
2||OM ||. Se potriveste apoi ban-
da, astfel ca: punctul 4’ si coin-
cidad cu punctul 4 situatpe |[MP]|,
-punctul B’ si fie situat pe paralela

, . . lungirea |4’B’| a benzii.
 Aceasti operatie se realizeazi ugor ficind si alunece punctul A’ pe
perpendiculara | M P|, iar punctul B’ pe paralela |MB], pind cind mar-
ginea rectilinie a benzii trece prin virful O al unghiului. -

- Se fixeazd apoi punctul A pe |MP| in dreptul punctului 4’. Unghiul

/\ VAN .
POA este o treime din unghiul POM, dupid cum rezulti din urmitoarele

63 - ﬁz (ca alterne internme) i, deoarece am luat prin construcjie

1 In centrul cercului C se afli un mic orificin circular -pentru a putea marca pozifia
acestul punct cu virful ascufit al creionulu1 sau virful compasului. '

) . 3

128

* solidar legate intré ele ~(comstruite

| MB|, iar virful O si fie pe pre-
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H4C|l = |ICB|| = ||OM || si PMB = 90°, rczulti ci MO = {|OM ]
51 deci: , '

~ o~ ~ o~ ) 2~
0,=0C, =28, 0, = 20,.
’
) ;. . -. . /\ - . | - - - .
Pentru ca trisecfia unghiului 20y si fie terminati, urmeazi ca unghin}

N\
AOB si fie impirtit in doud pirti egale.

§ 5. Volumul unor corpuri

In practici se intilnesc corpuri avind fbr;na unui obelisc (fundafii de
piatrd sau beton, ‘grimezi de nisip sau prundis) ca cele din figura 111;
sau forma unei ‘pene (ce servesc la fixarea a dous piese metalice sau de
lemn) ca cele din figura 112. Acestea fac ,
parte din categoria de. corpuri numiti o' ¢
~oarecarg), iar feele laterale sint triun-
ghiuri, paralelograme, trapeze sau drept-

Volumul prizmatoidului se calculeazi cu ajutorui formulei lui Newton-
Simpson : : :

o e AR
Un prismatoid este un poliedru avind . A f—e ——_—
bazele doud poligoane situate in plane / 7///, /
paralele {numirul si pozitia laturilor fiind % ///,ﬁf//////,‘f

. 7/ a” [

? b
unghiuri. Suprafefele laterale sau totale —
se calculeazi cu formule cunoscute pentru 4 g :
aria triunghiului, a patrulaterelor, a poli- .~ . Fig 111
goanelor etc. ’ . .

) V=2(B+b+48,), L
: i ,
in care: k& = inilfimea; B = aria bazei mari; b = aria baéei mici; B,, ==
== aria secfiunii medii (obfinuti prin intersectia  prismatoidului cu un plan
paralel cu bazele la egali distanti de ele).

L. Volumul obeliscului. Folosind no'tal:iile din figura 111, bazele fiind
dreptunghiuri, obfinem : o '

B=ab; bza'b'; a”=‘_l_:_+._a; b":li'b~;
: o 2 2

B B0+

4

V:%[z(ab+a'b’)+abf+a'b]. @ 4

2, Volumaul unei pene. O pand
{fig. 112) poate fi considerati un
prismatoid avind baza mare trape- . Fig. 112.
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cul A BCD de arie B = [m, -+ mg)- || MN || 12, baza micd redusé la muchia
m,, deci b =0, iar baza medie B, egald cu secfiunea A’'B'C'D'. Cum
|A'B'| si_|D'C’| sint linii mijlocii in trapezul A BFE, tespectiv in trape-
gul DCFE, iar ||M'N'||=||MN|| :2 (fiind linie mijlocie in triunghiul
MNP) se obtine: ‘ o

Bm_(ml+mz+m1:}-ma). | M'N'|| _ (2my 4 mg + ms) I MNj.

2 2 2 8
V= LRI} élMN" ) (mz+ms+2fgl+m2.+m8) =m + 7;2'4" m; .S (3

Deci, volumul unei pene este 'egal cu media aritmeticd a muchiilor la-
terale, inmultitd cu aria S a secjiunii drepte. ,
- Caz particular des intilnit in practic, baza este un
. dreptunghi {fig. 113). In acest caz:

my = Mg,

| PI||=h,
I|BC|ll=I1|4D||=a;
V = ah(m, + 2m;): 6. .

Fig. 113.

‘ Observapie. Formula lui Newton-Simpson (1) poate
gservi la calculul volumelor tuturor corpurilor geometrice studiate in
liceu, ajungindu-se usor la formulele cunoscute. ‘

Vom da citeva exemple: .

1. Volumul unus trunchi de -ﬁramidﬁ, cu bazele poligoane regulate.
Daci notdm cu l, L, 1aturile poligoanelor celor doud baze §i cu x latura

poligonului obtinut prin sectjunea medie, obfinem:
- J4L B bl _4b
X == cr—— [ — — _— —-—
g 'I* B 'L 4B -B Lt 412

1 1. B 1,1 §f 1 35,
R TAN T 4§+4 B’
4B, = B +b+2yJB 0, si formula (1) ne d&: ‘

V= %’_(B +b+B40b+2yF0 b)'=% (B+b+VE-B).
2. Volumul wnui trunchi de con, avind bazele cercuri de raza R si ».
Daci notidm cu x raza cercului de sectiune medie, se deduce:

R+ R47 = '
= ;'Ba= =~—R ’.
% w( ] ) T (R+7)

. . N .
V="-§"le+rz+4--%1R+f)a]=%f‘-(Rz+r=+Rr). '
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3. Volumul sferei. Cum B =
=b=0, B, ==R:, h=2R, for-
mula (1) ne di:

hf2 1 h/2

V=‘—2—6'3,(0+0+ 4n RY) =

4

= — RS3, o

4. Volumul unui segment sferic. Folosind datele din figura 114, vom
putea scrie! : '

V= .gi (m 72 + dm22),.

Cum din AOO'B si AOO"C: .

. 12
r"2=2Rh — I?; 7"2=Rhfz.

V =2 2Rk 44+ ARh — ) = = BR ~ ).

§ 6. Probleme de interpolare

Fenomenele intilnite in mod curent in practicd, in tehnici, in economie
°tc. se pot exprima printr-o funcfie de’una, doui sau mai multe variabile, ,

Aceste funcii sint, in marea lor majoritate, functii continue in sensul
strict’ matematic.

Aceasta inseamnd ci variajia argumentului cu o cantitate infinit mici
va conduce la o variatie infinit micd a funcfiei. . :

Principiul continuitdfii care sti la baza evolutiei celor mai multe fe-
nomene intilnite in practici permite cunoagterea expresiei analitice a.func-
fiei care exprimi intensitatea sau mirimea fenomenului cu ajutorul vari-
abilelor de care acel fenomen depinde in mod natural.

Pentru a urmdri, de exemplu, mersul unui tren, presiunea din interi-
orul cilindrului unei masini cu abur in timpul unui ciclu, intensitatea su-
netului sau a luminii produsd de o sursi la diferite distante etc., va trebui
si se facd o serie de masuritori, sau si se culeagi o serie de date statistice,
cu ajutorul cdrora se va putea studia fenomenul analizat,

‘Folosind aceste valori, se intocmesc tabele care cuprind valorile argu-
mentului (adici mdirimea cauzei x,) precum si valoarea funcfiei (adici
mirimea corespunzitoare a fenomenului studiat y,). )

Daci intr-un sistem de coordonate ortogonale xOy se reprezinti grafic
punctele M(x, y,) si se unesc printr-o trisituri continui, curba obfinuti
ne va da o imagine aproximativi a fenomenului studiat.

Aceastd aproximafie va fi cu atit mai buni cu cit distanja dintre doua.
valori consecutive (%, #%,.;) va fi mai mici si deci numirul observatiilor
efectuate cit mai mare.
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Practic, numirul observatiilor este restrins ; de aceea se pune problema
de a completa aceste tabele, fie pentru valorile cuprinse intre doud valord
determinate (operajie care se numeste interpolare), fie pentru valori situate
in afara valorilor date in tabel (operafie care se numegte extrapolare).

Pentru ca o astfel de problemd si poatd fi rezolvatd, se presupune cki
existd o lege dupid care au loc aceste fenomene. 'v -

w

Interpolarea constd in aflarea acestei legi si dd po%ibilitateé de a calcula
mirimea fenomenului studiat pentru orice valoare a variabilei cuprinsi
intr-un anumit domeniu. o

_1n cazul in care fenomenul depinde de o singurd variabild, problema
jnterpolitii se poate enunfa astfel:

Fiind date » valori ale argumentului:
Xy, %g, Xy - o %g

si valorile corespunzétoare ale functiei objinute in mod experimental prirx
masuratori, cintariri, numirari sau pe baze statistice: :

.‘}'1’ .3'2: ys; RIS ym

se cere si se giseascd valorile functiei care corespund unei valori oarecare:
x a argumentului, cuprinsd in intervalul dat x € (x;, %,). ’

Ipoteza pe care O vom face asupra functiei pe care o ciutim este ca
ca si fie continud §i in acelasi timp s aibd forma cea mai simpli, adick
sa fie un polinom. . _ :

fn calculele practice au c@pdtat o mare rispindire metodele de inter-.
polare pentru aproximarea functiilor printr-un polinom, care poartd numele
de polinom de interpolare. . ' : :

Dacs, de exemplu, graficul intocmit pe baze tabulare! (folosind coordo-
natele punctelor trecute in tabel) seamini aproximativ cu un arc de para-
boli, acea funcfie se va aproxima cu un polinom de gradul doi. In acest
scop se vor evalua valorile functiei (prin observafii sau prin misurdtor:
directe) pentru valorile x,, x,, %, ale variabilei (fig. 115), apoi se va construi
polinomul : - : .

P(x) = a,x* —|: a,x -+ a,, ) 4y

astfel incit, in punctele x,, X, Xp si coincida cu fqnctia considerati, adica
se vor determina coeficienfii @, @,, @, astfel incit sid avem satisficute

. conditiile :
Y | o ’ P(xo) = Yo;
. P(%,) = ¥1;
T ‘ P(xy) = Ya
: In acest scop se formeazd sistemul de
. :vya ".Z ,{l/z, ecuati : ' |
! H } _ %3 + a1%9 + a9 = Yo
g X0 X x2 x a,¥%; + ay%; + a0 = Y1, - (5
Fig. 115. : Lg%+ My % = Gy = Yo
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Cum z, 5i v, (6=0, 1, 2) sint cunoscute pe baze expérimentale (san
din tabele), rezolvarea sistemului (5) ne va da valorile @y, &, @, care inle-
cuite in (4), vor determina expresia polinomului ciutat.

Reprezentind grafic acest polinom, se va putea gdsi prin misurdri
directe ordonata unui punct oarecare a cirui abscisi este situatf in inter-
valul (x,, x,). : ’

In general, daci aproximarea se face cu ajutorul unui polinom de gra-
dul #, de forma: , :

'P(x)=ao+a1x+a2x2+..‘+aﬂx“, (6)
atunci, va trebui si determindm coeficientii a,, a,...; a, stiind cd pentru

" ' v X, %y, g, ..., X, '
polinomul P(x) ia valorile :

Yo Y Yas v - 2 Yy
Dacd finem seama de condifiile impuse, se formeazi sistemul :

@y + 4% + ax5 + ... + 2,15 =y,
Ao+ @) + a2 + ... F axl =y, . , (7

------------------

Cum % 5i y, (§=0,1,2,... ) sint cunoscute, solutiile acestui sistem
- de (# 4+ 1) ecuatii cu (# 4+ 1) necunoscute, ne vor da coeficientii ¢,{{ =

=0,1,2,...,#1) care, introdusi in {(6), vor determina polinomul dat. Pe-
oarece sistemul (7) are solutie unicd, atunci §i polinomul gésit va fi umic -

si bine determinat. Practic, rezolvarea unui sistem de (n + 1) ecuatii cu

{# + 1) necunoscute es.e destul -de laborioasi mai ales cind # este mare -

(de ordinul zecilor). ‘
De aceea, in practici se foloseste o formuli cunoscutd subfnumele de
formula de iuterpolare a lui Lagrange, care di direct polinomul cautat P{x),
dupd inlocuirea lui %, si v, in aceasti formuli si efectuarea calculelor.-
~ Pentru a vedea cum se ajung. la aceastd formuli, vom rezolva urma-
toarea problemi : ‘ ‘
3% se determine polinomul Py(x) astfel incit Py(xy) = 5o 51 Py(x,) =0,
pentru ¢ =1, 2,..,,2# Cum :Pyx) se anuleazi pentru x =1, (i =

L,2,...,m), el.va fi divizibil cu (¥ — %), =1, 2,..., n, deci §i co

produsul
(2 = 2)(x — %) ... (x — %,).

Rezulta ci;

Pyx) = ‘k'(x. — )X — %) ... (x — x,)-
Cum I’y (%,) = y,, obfinem ol

k(%o — %,) (%0 — %,) .. (% — %,) = y,;

; k=yo: (% — 2)(%0 — %) ... (% — 2.),
gt dect: '

Po(%) = Yo' (2= m)(x — 7)) .. .‘(x — %)
(%o — 21) (%o — %) ... (%4 — %)

2
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 in mod a’ﬁalog se pot determina polinoamele : Py(x), Py(%), ..., P %
care si fie respectiv egale cu i, ¥s ... Y. pentru x egal respectiv cu
Xy, % - - -» %, §i egale cu zero pentru toate celelalte valori. Adica:

P(x) =, pentru ¢1=70, 1, 2,..., %,
si P,(aé) =70, pentru x = X, (¢t=0,1,2,...,n). '
Se va gisi astfel: ‘
(% — %) (% — %g) .. (% "f-l.,
(% — %o)(%1 — %g) + - - (%2 — %)
(x — %o)(x — %) (% — %) ... (% — %)
(%3 — %) (%3 — %1)(%g — %) - - . (%2 — %)

Ve s e s s & s s e » & s e s

e (=) .. (F = A
(x- - xO) .(x- - xl) LI .(xn - xn—l) .

Daca se insumeazi, se obtine polinomul de interpolare a lui Lagrange,
care se poate scrie prescurtat sub forma:

Py(x)=n"

..........

P,(x) = 3,

Py = 52 (5= wlx — ). (B AN A (F ), L,
' =8 (5 — x) (% — %) - (B — Fea)( = Zaga) - - (50— R
_.Acest polinom care este de gradul »n satisface conditiile :
~ P(%e) = Yo P(t1) =51 P(%) =y . P(x,) = y.,
dupi cum ugor se poate constata. :

.Aplieatie. S3 se determine ecuajia spafiului in funcjie de timp in mis-
carea unui vehicul, stiind ci in prima ori parcurge 14 km, in ora a doua
tot 14 km, in a cincea 7 km i in a opta 21 km. Cum: L

f(1) = 14, f(2) = 14, f(5) =7, f(8) =21 ®
formula lui Lagrange ne da: ' :

) = 14 - (x—=2)(x — 5)(x — 8) 14 - (x—1)(= —,5).(x —8)

: (1—2)(1—5)(1—8 2—1(@2-952~—-8)
= NE—AE—8  , @=DE-2E=5),

G—1E—-206—-8 68— 18 —2@8 -5

+ 7

fla) = 1_12. (3x% — 3122 + 72 + 124). )

- In ipoteza unei legi polinomiale a spafiului in functfie de timp, ecuafia
miscarii va fi datd de (9), putind calcula spatfiul parcurs de vehicul in orice
alti perioadd de timp. = ' .

Daci se intocmeste graficul funcfiei (9), se vor putea determina cu
mai multd usuringi valorile functiei pentru diferitele valori ale variabilei x.

Se va giisj de exemplu, pentru % = 4, f4) =9 km/ford, pentru x = 10,

£(10) = 62 gmfora- - .. : :
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In acest mod, interpolarea si extrapolarea se poate face direct pe cale
graficd, prin simpla misurare a ordonatelor corespunzitoare absciselor
situate in interiorul sau in afara valorilor x  [1, 8]. '

Observatii. Dacd vom presupune ci variatia spatiului in \funcﬁe
.de timp este polinomiald, si se face dupid un polinom de gradul 3 de forma:
J{x) = azx® + a2 + a\x + a,, (10)
" atunci, condifiile (8) ne conduc ‘la sistemul: .
a4+ a4+ a,+ a; = 14
~ a, -+ 2a, + 4a, + 8a, = 14 - (11)
a, + Sa; + 25a, + 125q¢ = 7

a carui solutie:

-~

124 _72 - _ 8 3
T 1t T BT

introdusé in (10) ne conduce la acelasi rezultat obfinut in (9) aplicind for-
mula lui Lagrange, care eviti ‘munca laborioasi, necesari rezolvirii Sis-
temului (11), de 4 ecuafii liniare cu 4 necunoscyte.

~_ Din punct de vedere geometric, problema interpoldrii se pune astfel 1
fiind date {# + 1) puncte in plan si se determine ordonata ce corespunde
unei abscise date, diferiti de a celor {# 4 1) puncte. :
Cazuri particulare. Daci se cunosc numai doud puncte prin care trece
-curba, formula lui Lagrange di: .

%X — %, X — x,

Yy=%0" +n—,
xo—xl xl'—'xo

§i repre‘v:inté ecuafia unei drepté’ care trece prin punctele M(x, y,),
M,(z,, y,). '
’ 1Dacé 1se cunosc 3 puncte prin care trece curba M ol%or ¥o)y My(%y, ),
Mo(%,, ¥;) curba va »fi 0 paraboli.: . ,

- _ K (2 — 2)(x — %,) o . (% — x)(x — x,)

Y=Y - 1 -
(o — ;) (%o — %) (%1 — %o)(#; — ,)
Ly i mE—m)
(%2 — %) (%2 — )

+

Exemple

1. O grindé cu lungimea de 4 m suspendati pe dou3 reazeme este supusd
unei sarcini de 1000 kg/m uniform distribuite.

Momentele. incovoietoare in secfiunile ficute la 1/4, 1/2 si 3/4 din des-
chiderea ei sint egale respectiv cu 1500 kgm, 2000 kgm si 1500 kgm. Si se
calculeze prin interpolare momentul de incovoiere la fiecare zecime din
deschiderea grinziil. . )

! Momentul tcovoietor este o functie de gradul doi de deschiderea x a grinzii: M(x)
= az*+ bx -+ c.
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Fig. 116.

Si se intocmeasca graficul functiei obfinute §i si se verifice rezultatele
prin interpolare graficd (fig. 116). A

Dack notim cu M(#) functia caré d4 momentele incoveetoare in grindd
pentru o deschidere # din lungimea ei §i finem seama cid1 A

M{1) = 1500, M(2) = 2000, M(3) = 1500,
formula lui Lagrange ne dé: ,
o (2 — 1)z —3)

& —2(x—3)
Miw) = 1500 T e e —a
(x=)x—2).
+ I8

M(x) = —500% -+ 2000%.

Deoarece funcfia obfinuti reprezinti o parabold simetricd in raport
cu dreapta x = 2(M’(x) = —1000x + 2000 =0; x = 2) valorile lut M (.}

se vor calcula numai pentru secfiunile ficute la 1 2 3 i din des-

10’ 10° 10" 10
chiderea grinzii. v o , I ,
Gum lungimea grinzii este / = 4 m; vom calcula valorile lui M (x) pen-
' 2 8 3 12 . 4 16

:Tuxlp=—'4=—,,s=;'4=‘~, x8=_..-4=_..’ Xy == — 4= —.

10 . 10 ° 10. 10 10 .10 10 10

M(i) —M (?is) — 720, M (ﬁ) —uf 3_2.) — 1280,
10/ 0] 10 10

\

. M(l_z.).—_lw(zf):wso;M(E‘)=M(2_4)= 1920.
10) = “\10 10 10

‘Folosind graficul funcliei y = 500x2 — 2000« (fig. 116), ordonatele
% ‘ 12 3 4 L
punctelor ce corespund absciselor. ¥ = —, —, —, — se pot indsura di-
S . 100 10 1010 - ~
rect pe grafic. - c , :
Daci parabola este construitd corect si la o scard suficient de mare,
se vor putea gisi valorile lui M(x) pentru orice valoare a lui .» cuprinsi
tn intervalul [0, 4] prin simpla misurare a ordonatelor respective.
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2. S& se determine expresia intensitdtii curentului electric care va
incdlzi in vid pini la temperatura de 2500°K! un filament de tungsten
a cdrui razi este 7. : ,

In acest scop s-au ficut urmitoarele experienfe : prin 4 filamente de
‘raze 0,030; 0,050; 0,080 si 0,100 mm s-au frecut curenti electrici ping
cind aceste filamente agezate in vid s-au incilzit la 2500°K.

Misurindu-se intensitatea acestor curenfi, s-au gisit: 0,690; 1,485
3,000 si 4,200 A. _ ‘ g

S4 se determine prin interpolare §i extrapolare intensitatea curentuld
corespunzitor unui filament de 0,062 mm, respectiv 0,200 mm.

- Folosind valorile razelor in microni?, formula luj Lagrange ne da:

{r = 50)( — 80)(» — 100)

10 = (80— 50)(30 — 80)(30 — 100) o0+
~{r = 30){r — 80)(» — 100) 1,485 4
(50—30)(50—80)(50—100)
L __{r—=30)(r —50)(» — 100) 3000 +
© (80 — 30)(80 — 50)(80 — 100)
" (r — 30)(r — 50)(» — 80) . 4,200.

(100 — 20)(100 — 50)(100'— 80)

Efectuind calculele, se va gisi o functie I(r) care este un polinom (e
gradul 3. . ‘

Pentru a obfine intensitatea curentului corespunzitor filamentulii gde
9,062 mm = 62 microni, se va calcula I(62) si se va gisi: o

1(62) = (—0,0809 + 1,0835 + 1,4592 — 0,4147) A = 2,047 A.

Beci, pentru ca filamentul de tungsten cu raza de 62 microni si'se tacai-
zeascd la temperatura de 2500°K, va trebui ca prin el 83 circule un curent
de 2,047 A. Din experienfele ficute, aplicind metodele cunoscute din fizica,
rezultd I(62) = 2,048 A, deci o valoare foarte apropiatd de cea obtinut}
pe cale experimentali {eroarea este de un miliamper).

Pentru filamentul cu raza de 200 microni se :obtine 1
1(200) = (—17,70 + 101 — 255 + 183,54) A — 11,84 A.

Metoda interpoldrii este folosits in general la prelucrarea’ datelor expe-
rimentale. Denumirea a fost introdusi de J. Wallis (1656).

) ! Temperaturs in grade Kelvin se misoarh de la zeto absolut g este datd de farmula ¢
¥ o= ¢+ 273,2)°K, unfle ¢ este temperatura iu grade Celsinus (2500°K = 2226,8°C).
8 1 micron == (02 pim, . : ‘
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' ' CAPITOLUL Vil
APLICAT!I ALE NOMOGRAFIEI

Tehnica actuald necesiti in toate compartimentele ei de activitate
un numir foarte mare de calcule. Aceste calcule, care provin in general din
aplicarea unor formule uneori complicate, se ficeau in institutele de con-
structii si proiectiri cu multd pierdere de timp din partea celor ce le execubd.

De aceea, omul de stiinjd a conceput diferite mijloace practice care sd

eze mirnca necesari acestor calcule, atit de laborioase, care, prin uni-
fepmitated lor, devin plictisitoare, ripind in acelasi timp mii de ore de lucru
eaze ar putea fi folosite cu succes in alte domenii de activitate.

Printre aceste mijloace, care duc la executarea calculelor cu mai multi.

‘ugurinj3, mirind astfel in mod considerabil productivitatea muncts, se afld

si momograma, iar stiinfa care se ocupé cu studiul nomogramelor se numeste
nomografie. ' .

avintul nomografie este compus din cuvintele grecesti vopoc (nemes), .
eaze inseamnid lege, si ypapewy (grafein), care inseamnd a scrie, iaT nomo-
grama este o reprezentare geometricd a unei relatii functionale intre doud,

‘trei sau mai multe variabilé.

Cunoscind relatia functionald f(%;, %a %, ... %,) = 0. se poate constrai
pentru ea o nomogrami, dacd sint indeplinite anumite condifii cu privire
Iz numirul variabilelor si mai ales la forma analitici a funcfiei.

Scopul esential al nomogramelor a fost si a rimas acelasi de la imce-
putul existenfei lor, cel mai simplu auxiliar de calcul.

Fconomia de timp realizatd prin folosirea lor este apreciabild, iar faptul
¢ ele pot fi minuite cu usurinfd chiar i de nespecialisti constituie o mare
calitate a acestora. .

Trebuie s precizim, de asemenea, ca expresia analitici a relafiei func-
fiomale pentru care se construieste nomograma nu trebuie si fie neapi-
sat rezolvatd in raport cu variabila pe care o ciutim. Aceastid condifie mm
are, in general, nici o importan}a ; esentialul este sd cunoastem ecuafia care
leagi variabilele independente de functia a cirei valoare este cautata.

Acest fapt constituie un mare avantaj pentru construcf{ia nomogra-
melor, deoarece uneori explicitarea unei funcfii de mai multe variabile in.
saport cu variabila pe care o ciutim este practic imposibild, iar alteori,

A .

explicitarea funciei constituie ins3si rezolvarea problemei.

DBe exemplu, ecuafia de gradul 3 completi:
3 +ax®+bx4+¢c=0



se poate rezolva in raport cu x, folosind formula lui Cardan, dupi ce este
adusi la forma® " %3 + px + ¢ = 0, iar explicitarea ei in raport cu x, adici
x = f(p, g), constituie insisi rezolvarea ecuatiei. .

n nomografie, rezolvarea ecuatiei complete de gradul 3 este la fel de
simpld ca § a ecuatiilor:

x‘+hx2+px+§=0,
v~x‘+nx2+px+q=0;...; ‘.x"'+nx2+px+"q=.0,

Mengionim, de asemenea, cu privire la gradul de precizie, ci se pot
construi astdzi nomograme nu numai cu una sau doui, ci chiar cu trei sau
cu patru cifre semnificative exacte, ceea ce satisface cu prisosin{d ‘necesiti-
tile practice cele mai exigente ; este vorba de nomogramele de mare precizie.

Nomografia este o disciplind care apartine matematicii aplicate si da-
teazd relativ de scurt timp. '

Primele nomograme apirute abia la inceputul secolului al XIX-lea
au fost momogramele reticulare care si astizi sint cele mai cunoscute st
mai larg rispindite. ,

Primele nomograme reticulare apirute au fost acelea formate din re-
tele de drepte paralele cu axele de coordonate sau care trec prin originea
axelor si dintr-un fascicul de curbe oarecare. Executarea lor se poate baza
numai pe reprezentarea unei functii de o singutd variabili.

Exemplu: Sd se determine catetele unui triunghi, cind se cunoaste ipo-
lenuza s un unghi, cu ajutorul formulelor : ,

C.

b=acosq, c=a sing.

Tntr-un sistem de coordomate carteziene se va desena:
— un fascicul de drepte paralele cu axa Oy, care reprezinti valorile
lui b; '

— un fascicul de drep- - sj# .
- te paralele cu axa Ox, care . |8 _ e 7
reprezintd valorile lui ¢;. - @ T
— un fascicul de drep- A asA
te care trece prin origine YR SONEN =
si care fac cu axa Ox un- : L CTH NANAR N
ghiul o(p =5°, 10°, 15°, . A L NN RS
20°, ..., 90%; - o AR |
— un fascicul de cer- i T 21N 0
curi concentrice cu centrul [T FAITRIA N OCEINX i
in origine, ale ciror raze w7 LA A
A » Vo VAl . 20
sint egale cu a. , 4 %) A/*)(VS< NEAAR e
Atit  fasciculele de - h A5
drepte cit 5i fasciculele de  ; #[[J/4REX e A
cercuri se traseazi echi- . - R R R D )
distant intre ele {fig. 117). 7 AN 5
Daci a si ¢ sint cunos-  * - , -
cute, de exemplu: a = 85, \ A e v

\ . - o ¢
-9 =40° se va ciuta Fig. 117.

! Cu ajutorul substitufiel » = X — =,
A 3
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puactul de intersectie al cercului de razi a = 85 cu dreapta care treece prin
arigine g face cu axa Ox unghiul @ = 40° (punctul 4 din fig. 117). ‘

Citim valorile lui b §i ¢ pe dreptele din fasciculele respective, care trece
prin punctul obfinut. In exemplul dat b= 65, ¢ == 54. K

Rfectuind calculele exact se constatd ci b=65,1, ¢ = 54,6 5i deel re-
amltatele citite direct pe nomogrami prezintd o eroare sub 1%. Daecdl s-ar
§i construit nomograma la o scari mai mare §i cu ‘mai multi exactitate,
evoatea ar fi fost §i mai mica. fn practicd, in special in constructii, eva-
lndrile cu erori sub 1% sint cu totul satisficitoare.

Explicarea rezultatelor este foarte simpla ; distanfele d(0, 4'), 4(9, 4"),
eare ne dau valorile lui b si ¢, reprezintd chiar lungimea celor doud catete
4n trjunghiul OA4’, a cirui ipotenuzd OA este raza cercului cu central in
erigine [|04 || = a = 85, iar unghiul 404’ = ¢ = 40° este unghiul format
de ipotenuza |OA| cu axa O%.. : '

O lastfel de nomogrami poate servi la rezolvarea triunghiurilor drept-
amghice, In cazul cind se cunoaste: . .

— jipotemuza §i un unghi, pentru a afla catetele; .

— cele doud catete b si ¢, pentru a afla ipotenuza i un unghi ;-

— o cateti si un unghi, pentru a afla cealaltd catetd gi ipotenuza;

— ipotenuza §i o catetd, pentru a afla cealalti catetd §i un unghi.

frobleme propuse

‘1. Intr-un triunghi dreptunghic se dau catetele b = 25 m si ¢ = 80 m.
$e cere ipotenuza @ §i unghiul ascutit C. ~ g
R. a =84, m, C=73°

9, Un triunghi dreptunghic are cateta ¢ =75 m i ¢ = 65*’. Se eere
cateta b si ipotenuza a. ,
: R. b =35, a=283.

r ' z s '3. Un triunghi dreptunghic are

ipotenuza a=32 m §i cateta b=25m}
se cere cateta ¢ §i unghiul ascufit €.

R. ¢ =20, C =38°.
. ‘ *
. * Kk

T
3 .
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. Un alt gen de nomograme este
1  acela elaborat de matematicianul
3 francez Maurice d'Ocagne la sfirsitul
4  secolului al XIX-lea si -se numesc

.nomograme cu punctele aliniate, i

seari reetilinii. A

Exemple: 1. Nomograma peniry

calculul medies aritmetice a doud mu-

. mere. ' _—

in punctele 4, B, C, coliniare “si

echidistante, se ridicd perpendicula-

rele Ax, By, Cz, care se gradeazd in
Fig. 118, © milimetri (fig. 118). .-
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Dac# se uneste punctul x,, situat pe scara Az, éu un punct y, situaw
-~ Ppe scara By, dreapta .y, va tiia scara Cz intr-un punct z;. Deoarece in
trapezul Ax,y,B, segmentul Cz, este linie mijlocie, existd relafialy

7, = %1+ 9 .
2
De exemplu, pentru :él = 45, ¥, = 57, valoarea lui z, se poate citi di-
rect pe scara Oz la intersectia acesteia cu dreapta %y, Se va gisi z, = 51.
Dacd facem calculul, gisim acelasi rezultat:

_45+57 _

z

Sl

Dreptele Ax, By, Cz, gradate in mod uniform in milimetri, se numesc
sedrs rectilinii %, gradafie uniformd. ) :

Deoarece punctele zx,, y,, z, sint situate pe aceeasi dreaptd, nomograma
se numeste cu puncte aliniate §i sciri. rectilinii echidistante, uniform gra-
date. Practic, dreapta x,y, nu se traseazi pe nomogrami, ci se fologeste -
0 rigld transparenta, pe mijlocul cireia se duce o dreaptd colorati. Acea-
std rigli se asazi pe nomogrami astfel ca dreapta colorat} si treaci priz
punctele #, 5i y;. In punctul de intersecfie al acestéi drepte cu scara Oz
se citeste rezultatul, adici media aritmetici a numerelor %y §i vy

Pentru o precizie mai mare se vor lua pentru unitate diviziunile inter-
mediare de 2 mm, 3 mm §i 4 mm etc.; in loc de 1 mm. ,

In figura 119 se poate vedea o nomogrami care permite calculul mediei
aritmetice a dou numere in care o diviziune de 1 mm corespunde la 0,25
- unitdfi si care este gradati numai
pentru numerele de la 5 la 25. x 2 ¥y

Pe o astfel de nomogrami x, ’
se pot citi numere din 3 sau chiar-
4 cifre semnificative exacte.

|

&
&
]

n:llnllulnl.pix

Exemplu: =z, = 11,25, Yy =
== 17,25; media aritmetici se ci-
tegte direct pe scara Oz in punctul
%, de intersectie al acestei sciri cu
dreapta x,y,. Se va gisi z,=14,25.

In acest mod se pot realiza no-
mograme care sa corespundi din -
punctul de vedere al preciziei sco-
purilor practice pentru care este «,
construiti gradafia si numai pe
intervalul pentru care va fi folo-
sita.

Unitatea de misuri (in exem-
plul nostru, 4 mm) care corespunde
Bumdrului 1 se numeste in nomo-
.grafie modul. ' Fig. 119.
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! Segmentele 47,. By, Cz, le vom nots prescurtat cu a4y, ¥y, #.
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Y Dack am alege un modul de 10 mm, iar
Jungimea scirii ar fi numai de 10 cm, am pu-

Z <

‘ - tea citi pe ea numai numerele de 1Ia 0 la 10
/ g.a.m.d. | )

Z, Y. ~

®* %

<

5 / Nomogramele cu puncte aliniate §i [sciri
rectilinii se folosesc §i pentru funcyiile de for-

! mal
. ' X(x) + Y
._A r : 3 . Z(x)=—,—(fl-§-—(2—)

Fig. 120.

" fn acest scop se traseazi dreptele paralele

~ ' . echidistante AX, BY, CZ [fig. 120) si dreapta .
X,Y,, care taie pe CZ in Z,. Dacd se noteazd ||AX,|| =X, ||BY.1ll =Y,
11CZ,|| = Z, existi intotdeauna relatia ! : :

X+Y
2

Z =

pentru toate punctele coliniare X, Y, Z, situate respectiv pe dreptele
AX, BY, CZ. ' '
2. Nomogr}mza pentru calcwlul§sumei a doud numere.

Se cere si comstruim o nomogrami pentru formula1 z = x 4 y.
Daci se scrie aceastd formuld sub formai ‘ :

E_xty )
2 2 .
§i se compard cu
Z=X+Y,
. 2‘
atuncit
" Z=—z-, X=1zx Y=y
. 2’ .

Dach se ia modulul egal cu 1, scara Jui x s5i y se va grada-in milimetri
§i fiecirei unitdfi ii va corespunde 1 mm.

N

0 [10]20]30]... [100 y | 0]10]20|30]...]|100

X
x1|o0}10]20 30‘...}100 vloliol20|30]..:]100

’ . . . 1 0 0 e e e -
Pentru a construi scara lui z, se ia modulul ? , adica fiecarui milimetra

ii corespund doud unitati.
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Se gradeazi scara Oz in milimétri si se scrie in dreptul fieckrei divi-
ziuni un numér de doud ori mai mare decit este lungimea segmentului
{fig. 121). A .

gGmdatia sciirii lui z.se va face dupi tabela:
~ |1]o]|20{40|60|80]100[120] 140 160

z|0|10/20(30(|40| 50 | 60 | 70 | 80

Diviziunile intermediare se obfin divizind segmentele tn parfi egate,
- deoarece Z variazi proporfional cu z. ,

Exemplu: Daci x, =41, y, =73, se obfine 2z, = 114, numir care
se poate citi direct pe scara Cz, la intersecfia dreptei zyy, cu aceastf scard,

3. Nomograma pentru calculul diferentes a doud numers

A sciidea douid numere, inseamni a aduna un numir pozitiv cuunul
negativ. De aceea se consideri nomograma construiti pentru suma a doud
numere, se prelungesc scirile AX, BY, CZ cu lungimi egale in partea opusi
si se gradeazd cu numere negative, pistrind acelagi modul. In acest mod
se obfine o nomogrami (fig. 122) nu numai pentru diferenta a doui nu-
mere, .ci, in general, pentru suma algebrici a doud numere ;

=Lty i=%—Y 2=—%+y 1=—x—y, x320, y;o.

' X
x ‘ v4 J z J

. ‘ 50 =100 §0

=100 =200 10— E

3 =190 E 40» 40 w0

5—30 _=—/€’0 yp-—j E

= =l 3 E

E E E 4 =60 30 -3

g—ﬁa :E—ffﬂ gg_f y cl', E :E— 5 =.5-

3 1 T EA Nl [ 2.3

g7 d 5 F E 20 E

3 = 190 3 LEE - 2 B3

E~60 4ot E_ &3 —\ A of 3

E £ 110 4 of E\c'm\ LE)

= =100 503 i

§
'Tl;
/Q
ll”u'l“l
o o
IS]S

wE =50 i Wk Ef

HEY 2 v F Q= EN
3 70 i @i E—40) -2
E~30 E-60 7 E E
3 3 q WE = E
=4 =0 »q E E E
3 - 0 1 wE PR S
10 E-20 10 3 = 5
- E—10 4 -@E 0

c o4 3 -r -z -

: [4 B -

Fig. 121. o Fig. 122,
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7

Exemple: Si se 'éfectuéze diferenfa: 28 — 12; rezultatul se va citi
. direct pe scara Cz in punctul de intersecfie al dreptei care trece prin punctele
%,(28), y:(—12) cu aceastd scard.

Se va gisi z; = 16 (fig. 122).

S4 se calculeze diferenta 12—37; rezultatul se va citi direct pe scara
Cz, in punctul de intersectie al dreptei care trece prin punctele x,(13),
- 92(-=87) cu aceastd scard. Se va gist z, = —25.

S% se calculeze suma (—27) 4 (—49); rezultatul se citeste direct pe
gcara Cz. Se va gisi z = — 76. ' : _ :

" Obser vatie: In mod analog se pot construi nomograme pentru
semisuma algebrici a doud numere. ,

4. Nomograma peniru teorema -lui Pitagora.

Pentru determinarea lui 2z, x sau y din relatia1

22 — “xz + yg’

cu ajutorul nomogramei-se procedeazd astfel )
Se pune aceastiirelajie sub forma:

2_#+y o
-2 2 : .
si se compard cu
A
' 7o X4+Y :
. 2.
se gliseste: -
- za =~

Z=2,X=m» v=p
2 ¥

Folosind aceste egalitati, scérile lui x, y, z se vor grada, dind acestos
variabile valorile intregi 1, 2, 3, ... si calculind valorile corespunzitoare
mi X, Y, Z. : '

Se vor obtine urmitoarele tabele care permit gradarea celor trei scirit

x|0|1]2|3|4]5]|6|7|8|9] 10 |y0'123456718910'
x[0]1|4]9]|16/25|s6l40l64}81| 100 |Yo 1|49 16125/3649/6481| 100

tslol 11234l sle| 78] 9 |w0]11]12]13]14

z|0]o5]2|45]|8 [12,5]18[24,5|32/40,5]50|60,5| 72[84,5|98

Pentru scara valorilor lui % ;i y se va misura incepind din 4, respectiv
B, segmentele de 1, 4, 9, 16, 25, ..., 100 mm si se va scrie in dreptul fox
1, 2 8,4, ..., 10 '
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Pentru scara vaiorilor lui z, se izor masura incepind din € segmente,
de 0,5;2; 45;8;125; ...; 98 mm §i se va scrie in dreptul lor 1,2, 3
4, ..., 14, o .
" Se constatd.cé diviziunile intermediare nu se mai pot obfine prin im-
pértirea in pirfi egale; ele se obtin tot prin calcul {fig. 123).

Aceasti nomogrami. are gradatii neuniforme, valorile lui #, y, z nu
mai sint nici egale §i nici proportionale cu valorile lui X, Y, Z.

O astfel de nomogramé se numeste cu puncte aliniate, sciri paraiele
echidistante §i gradafie neumiformd. - '

¢ ‘Exemple: Se di x, = 8,5, »1=176; ipotenuza z; = 11,4 se citeste
direct pe nomogrami in punctul de intersectie al dreptei %1y, cu scara Cz
(fig. 123). . '

— Se di z, = 11,8, %, = 8,9; cateta y, = 7,7 se citeste pe scara By
in punctul de intersecfie al dreptei x,2, cu aceasti scari. !

5. Nomogramele ou scéri paralele neechidistante. Aceste nomograme ne
permit si nomografiem o ecuatie de forma ; '

nX + mY
et

Pentru a realiza o astfel de nomogrami, se construiesc dreptele AX |}
i BY ||CZ, astfel incit ||AC||=m, ||BC||=n_ (fig. 124, ).

Z =

foﬂ z'u.t"q" -2 /”_.Y
IR o
L7 ;
1}”'?:5 "
\‘258,5
~ -—8
-7
-9
o b Y 6
N 1 4 _
-5 Ly 5+ :{;
s . '
—4 . B 3
. -5 i
—J i 3
)
—2 = -
2 E} 7
A c B
Fig. 123,
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; z
" 1
o %
- 4
N
/
¢ 8
Lo L4 Ao
a
2z- 22X +35Y
=57 .
2 Y
L. 100 100 100
3 ’ = B OATE:
40 40 g0 *=46, =68
| i | Raspuns: £ =60
70 - 70— i
L N 3 y, (w}
() gy & =
, 2 1 oare:
x=40,y260

Rdspuns: 252

-0 —30 30
20 29 A
/0 -0 07—
g ¢ 8
. o
‘ Fig. 124.

O dreaptd oarecare taie

aceste sciri in X,, Y,, Z,.
Notind : LT
14X, )= X,
| BY:||=Y,
1CZ,l|=2
din ‘

) 'AXIMZI ~ AZINYI )
obtinem :

| MZy | _ HMX, ||
| NVl I NZ |
Z—X m ‘
Y—2Z n’
Z_nX—i—mY.
m-+n

~ Aceasti formuld permite
si se calculeze media aritme- -

- tich a doui numere X, .Y

ponderate cu numerele % si m.

Exemple: 1. La o formd
agricold s-aw obfinut urmdboa-
rele recolte 46 q la ha pe un
lot de 22 ha 3t 68 q.la ha pe un
lot de 35 ha. Care este recolia
medie la hectar provenitd din
cele doud loturi?

Recolta medie la hectar
Z, se obtine ealculind media
aritmeticd a recoltelor la hec-
tar, ponderatd cu numarul

4hectarelor celor doui Ioturi:

22X +435-Y

zZ ‘
22 + 35

’

unde .
X = 46, Y = 68.

Pentru aceasti formuld
se construieste o nomograma
cu sciri paralele §i neechi-
distante, luind: m =35 mm

si n=22 mm ; deci pe seg-



\

mentul IIABII— m 4+ n =57 mm se ia: HACII =35 mm, ||CB|| =22 mm-
§i se duce AX || BY ||CZ. Comparind expresia Iui Z cu {1) obtinem1
22 + 35y
22 +35
Gtadana celor 3 sciri se va face direct in m111metr1 Modulul folesit
este 1(1 mm corespunde unei unitfi).
Valoarea lui z, se citeste direct pe scara Cz in’ punctul de mtersectle

a acesbei scdri cu dreapta %,y,. Se va gisi z;, = 60g. Valoarea exactl este
59,5 q. Eroarea este sub 1% (fig. 124, ).

2. Sd se nomograficze formula:
S = 2= Rh,

care ne dd aria laterala a unui cilindru, in funcfie de raza bazei §i indljimea
celisdrulul. .
Aplicind logaritmii, se obfine:

IgS=Ilg2n+1gR+1gh

X=2 Y=y Z=1z % deci: z=

sau /
IgS —1g2xn _lgR+1gh
| 2 2
- Comparind cu expresia! '
- X+Y
Z =
i s 2
rezultd ; ' ‘
X=1gR, Y =Igh,
ZV=1gS—1g2-n:..
2

Deci, pentru formula datd se poate comstrui o momogrami cu puncte
alimiate si sciri echidistante, deoarece m = n-= 1. '

Gradatia scirilor. Dind lui R si h valori intregi de la 1 la 10, se calcu-
leazd pentru X 5i Y ]ogarltmn acestor numere. Pentru a grada scara valori-
Jor lui Z va trebui si se dea lui S valori mai man decit 2=, pentru ca Z si
rezulte pozitiv.

- Folosind tabelele de 10gar1tm1, se gradeazd scara valorilor lui R h s
S. Luind ca unitate de masurd 1 dm, se obtine pentru R =% = 10 dm,
X =Y =1 dm. Scrile lui R i & fiind identice, se poate intocmi pentru
ele o smgura tabela.

Rauk)|1| 2| 3]4|5]6 7|'8 9 |10
X (sau )]0/ 0,3 ]0,47]0,60 0,7 |0,78 0,84)0,90 0,95/ 1

S 1o|‘15 20 | 30 40| 50 | 60 | 70 80]90 100/ 200 | 300 | 400 | 500
z o,1|o,'185 0,250,33/0,4(0,45/0,49(0,52 0,55|0,58 0,6/0,75/0,84| 0,9 |0,95
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Aplicatie : Un cilindra are

Ry oY s '
2w T R=17dm, k=14 dm; se
k- Lo g cere aria lui laterald.
. Va0 : , Rispunsul se citeste direct
S ' Rl 87 - pe nomograma din figura 125:
I A 000 - |00 7= S = 15 dm? Rezultatul exact
R B ‘ gy este 14,94 dm?; eroarea este de
i .- ‘ _5”” —200 Lot 0,4%- :
5 a0 5] Folosind. acelasi procedeu,
| S Y putem nomografia si formula
. gr
1 P 4 care di volumul aceluiagi eilin-
' A dru cu raza bazei R s§i indilti-
' _w mea h:
Ly -0 ' ,
-3 . | e V = sR%h.
A A - Daci logaritmim, obfinem
:__2A R A . g V=Igr+4+21gR+1gk
~;i n TN igV —lgn _2lgR+1gh?
-,2 | wa T T8 .. 8
-2 2 :
F 4 ' . - scriss sub aceasti formd gl
' 4' > A L . comparatd cu: -
' Fig. 125. P S k2
N »n -+ m ’

, .
ge constati ci se poate comstrui pentrs formula velumului o nomogramé
cu puncte aliniate i sciri paralele neechidistante, luind m =1, n =3,

X=lgR,Y=1gh,Z=l—gz§—19-£. ~

S-a construit aceasti nomogrami pe scheletul nomogramei precedente
(S = 2rRk), deoarece scirile lui R §i 4 sint identice. Pentru a conséru
scara lui V, se imparte segmentul | AB| (fig. 125) in trei pir}i egale, ge
ia ||BD|| =2||AD|| deocarece ||4D ||=m =1 si ||BD|| =n=2
91 apoi se ridicd in D perpendiculara |DV'|. Gradatia scarii lui V s-a reabzat
dind lui V valori de la 5 la 2000.

v 5 | 10] 2| 30 | 40 | 50 |100]|200|300|400} 500 {1000|2 666
. X : 34
z 10,067]0,1670,268(0,327/0,368 0,40 0,50 0,60]0,66 o,7o|o,734 0,834 0,985

Aplicatie: Pentru R = 1,7 dm, = 1,4 dm, se obtine ¥ = 12,7 dm?.
fn acest mod, nomograma din figura.125 ne permite s determinim
gimultan aria laterald i volumul unui cilindru cind se di saza bazel R gi
" inilfimea -, economisind astfel timpul necesar executirii celor 6 operafd
de inmulfire, necesare calculirii lui S 5i V cu formulele respective. ’

8, Si se nomografieze formula care ne dd produsul aidond nwmers!

2= %9 3

~

48 - .



Daci se aplici logaritmii,

[ 4 'qg ‘2
formula {1) se poate scrie sub t-w . " wp 10—
forma 1 s | X g
4 . o A N 6~
lg_z_zlgx-‘;-lgy’ ) ‘ 7 - La 7]
2 . 2 - e 40 f—
si notind i :;'5 X st
) i Lo N y
gx=X, lgy=Y, 22 _ 2 ’ —4 5 e
, 2 P a5
formula {2) se va scrie sub for- : Eg -
ma; ? S
' L Fas Ls : —
X+Y B H
Z = 2 , L |z \ _//z__ g .
b T
4 3 g = N 1
pentrd care se poate construi /] 75—
0 nomogrami cu puncté alinia- |}~ -2 1
te, scdri . paralele echidistante . | . -
§i cu gradatii logaritmice. Dind : [ = 1
lui %, v, 2 wvalorile 1; 1,1;: "{; - -/ el
1,2; ..., 2;8;4;...; 10, 4 ¢ . .8 .
s-a intocmit tabela urmitoare: Fig. 126. ‘
xyz|1|L1|1,213|14|15]16}17] 1819
X, Y| 0 (0,04/0,08(0,114/0,146]0,176 0,204 0,23 {0,255/0,779
A 0 |0,02| 0,4 |0,057|0,073|0,088| 0,10 |0,115/0,127| 0,14
2 | 3| 4|5 |6 | 7|8} ol
03 {047 ] 06 | 0,7 0,78_“ 0841 09 | 0,9 1
0,15 10,235 0,3 | 0,35 | 0,39 | 042 | 0,45 | 0,475| 0,5

cu ajutorul cireia’se gradeazd cele trei sciri x, y, 8 ale nomogrimei din

figura 126.

. Aplicatie : Pentru a inmulfi numerele %, = 1,6 i y, = 2,5, resultatul
2z, = 4 se va citi direct pe scara lui z, la intersecfia acestei sciri cu dreapta

x ;i (fig. 126).

Observatfie: Aceeasi nomogrami (fig. 126) serveste si la efectuazea
impiértirilor. In acest scop vom scrie formula (1) sub forma: -

4
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pentru z;, = 4 5i ¥, = 2,5 se
va giisi %,~ 1,6 la intersecfia
dreptei 2,9, cu scara lui x.

" 7. Nomograme ct4 pumcie
aliniate s scdrs comcurenie

Se construiesc - dreptele

0X, 0Y, OZ, care fac intre ele

. 7\ N\ :
: . unghiuri de 60°; X0Z=20Y= - -
= 60° (fig. 127). Secanta A BC determini pe aceste drepte segmentele

4
XS

Fig. 127,

64 1|=X, |I0B||=Y, ||OC||=2.

Daca se duce: |[CB’| || [0X|si |CA’| || |0Y| se formeazi triunghiurile
echilaterale egale 0A'C si OB’C, precum §i triunghiurile asemenea, A4'C
si CB'B, din care rezultd: )

4’41l _ II4CH,
HCB'll  |IB'BJ|
. cum - | |
4’4 || =140 —|40||=X — Z,
ICB lI=1l0C|i=2Z2,
: 14'ClI=110C|| = Z,
: ' IB'B|l = 0Bl — |I0B')| =Y —Z,
properfia: de ‘mai sus devine:
X—-2 Z
- z Y—-2Z
(X -2 —-2)=2,
1 T ‘

XY =XZ+YZ —=—
Z X

mogrami poate servi pentru calculul distanfei focale f din [ecuatia oglin-
zilor concave sau a rezistenfei echivalente R _a unui circuit in care avem -

_montate in paralel doud rezistenfe R, §i R;. .

in general, o astfel de nomogrami permite rezolvarea unei ecuafii de
forma: XY = XZ + YZ, cind dou# din cele trei variabile X, Y, Z sint
date. , i '
Daci X si Y sint cunoscute, Z se va afla din formula
- X M Y '
X+v

Pentru gradafia celor 3 sciri se ia x =X, y =Y, z =2, ded grada-
$ia va fi uniforma. Pentru o precizie mai mare a rezultatelor s-a luat mo-~

+%— , relatie care arati ci o astfel de no-
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I

o . q=J8
X J‘eo’a-h”

: - Se ofld:£-159
' 45 B ok

Fig. 128.

.duiul 2, adicd la fiecare 2 mm corespunde o unitate. Astfel s-a gradat no-
mograma din figura 128. : ' ‘

& :
Aplicagie: Se di distanfa obiectului a;, = 36 cm, distanfa imaginii
by =28 cm; se cere distanja focald f,, stiind cd este dati de formula:

1 1 1.
. 7 = + 7
v Folosind homograma din figura 128 se va gisi f; = 15,9 cm, care se
poate citi direct pe scara OZ la intersectia ei cu dreapta a,b,. Valoarea
exactdi a lui fly calculatd cu formula:

- - ab
o fio= 00
. ! a, + b,
este de 15,75 cm; eroarea este sub ‘1%.

8. Nomograme cu scard oblicd . _

Printre nomogramele cu puncte aliniate sint si nomogramele cm scard
oblic3, cunoscute $i sub numele de nomograme in ,,N”.

O nomogrami in ,,N’’ se compune .
din doud scdri paralele AD||CB si o D _ g8
scard oblicd rectilinie |4 B|, care uneste _ [
virfurile opuse ale celor doud scéri pa- :

ralele (fig. 129). {
Aceste nomograme servesc pentru
calculul unui produs sau al unui cit ’ Y /y
de doud functii. _ x N
Daci se mnoteazi: |[[4AL| =X, " S
I|ICB|| =a, ||AB|| =3, |ICN|[=Y, . Y

|[{AM || = Z, din triunghiurile aseme-
nea ALM si MBN se-objine:

WALY _ 1AM )| .
INB|| ||[MB]| ) Fig. 129,




. sau’ ,
X _ VA X
a—Y b—2 b—Z

formuld care serveste la conmstruirea nomogramelor in ,,N*.

(e —Y),

Exemple: 1. Nomogramd peniru ecuatia compresoarelor. Compresorul
este 0 magind care serveste la- compnmarea diferitelor gaze. Dacd compri-
mém un gaz, el i5i mareste presiunea 5i i5i micgoreazé volumul. Dacl avem
o compresiune izotermd (férd variafie de.temperaturd), atunci produsul
dintre volumul v al gazului i presiunea lui p este constant. In acest caz
se aplici legea lui Boyle-Mariotte: '

p - v = const.

in prachcé. compresmnea produce cidldurid i deci’ legea lui Boyle-
Mariotte nu se mai poate aplica. Pe de altd parte, cildura produs nu poate
rémine in intregime in gaz, o parte din ea se pierde prin radiatie. De aceea,
in practici, compresiunea se face dupé formula 1

$ - v* = const.

- i se nume§te politropd. Exponentul # ia valori cuprinse intre # =1 §i
1 = k, care corespund unei compresiuni adiabatice (gazul nu cedeazd
nu absoarbe ciildura), pentru aer 1 <2 < 1,4. '

Cunoscind aceste nofiuni, sefpoate rezolva urmitoarea problemi ;

" Instr-um compresor, aerul este comprimat de la 1 la 10 atmosfere. S& s
calcyleze de ofte oré se va micsora volumul, stiind cd n = 1,2.
Va trebui si se conmstruiascl o nomogramiv pentru formula 1

Prvil= pavi.

Se scrie aceastd relatie 'sub forma1
)l =(&) :
b Uy

b v

Logaritmind 1

Daci”se noteazl pentru prescurtare!
i it
- . ] 0

relatia de nomografiat devine:

V:zP-.l_
”®

- Pentru a grada sciirile nomogramel cit mai convenabil, se vor folosi
doud module ﬁ $1 q.

152



Formula generald a nomograme- % . y2

for in ,,N*¢ se va scrie: : % L 7 n
. . = p -z - gla = | —10
prg-X= . gla ~Y) Y 2
o \~8 : 0;0 '
si, comparind cu expresia lui ¥V, re- :67 2. 17
zultd: - ‘ | 5 -, 161
. V = p R qX’ . _; ) 15 -
' PZ 1 ] . . 4%~
P=_—""_ _ =g(a-Y). L7 < 134
b—2 =n ; o 7 by ”

S-a luat distanja dintre cele -2 Sedi-pp"ino1Z ] {
doud scari paralele || AC||=7,5¢cm; Se afii- b :
a=18 cm, de unde rezulti (fig. 130). a 'Z=5:3 174

b= 475"+ 18 = 19,5 cm, Y/ y

: 1 . A . . ’
p=2 g=r.  Fig. 130.

' Folosind"aceste valori pentru a, b, p, ¢, se obtine:
18- , .195-P

X=9V, Y=18——<, Z .
) . n 24 P

Cu ajutorul acestor ,forinule si finind seama de valorile lui PsiV,
P = lg&, 'V=lg.ﬁ,
. bs N

se¢ pot grada cele 3 sciri Y2 , B 51&

Uy 2
Folosind aceastd nomogramai (fig. 130), rispunsul la problema propus3

s¢ poate citi direct pe scara lui —, in punctul |de intersectie a acestei
vl .

scéri cu d:reapta Y.Z,, Y41, 2), Z,(10). Se giseste b 6,9; deci, in urma
. 51 )
compresiunii de la 1 la 10 atmosfere, volumul gazului se va reduce de 6,9 ori.

Observatie : Calculul exact al raportului 22 se poate face cu ajutorul
1% P ]

41
forinulei : :
vy 1 p 1 1 v
lg2t=— .1gll=——_.1310 = — = 0,83333, =2 =6,82.
& v, B 8 p. 1,2 & 1,2 vy

Eroarea este 1,29, deci acceptabili in practici.
De remarcat este faptul ¢i obtinerea rezultatului prin calcul este destul
de laborioas, deoarece necesitd, in afari de operatiile de sciddere si inmul-
tire, doud ‘operatii de logaritmare si antilogaritmare.
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2, In munca de evidentd statisticid industriald, nomogramele se folo-
sesc cu succes pentru calcularea §i stabilirea rezultatelor necesare analizei
indicatorilor care privesc utslizarea mijloacelor fixe, a mijloacelor circulante
st a forfet de muncd a intreprinderilor. '

Mijloacele fixe ale umei intreprinderi se compun” din masini-unelte,
magini de transport, diferite instalatii fixe, inclusiv cladirile in care sint
instalate si care sint folosite in mod direct sau indirect la realizarea pro-
ductiei. .

Mijloacele fize se consumd numai parfial in timpul unui ciclu de pro-
ductie (adici in timpul realizdrii unitdfii de produs).

Acest consum se explicd prin uzura mijlocului fix, datoritd utilizarii
i in procesul de productie'. .

Mijloacele circulante se- compun din materii prime §i aateriale, com-
bustibili, lubrifianti, precum si alte produse. care se comsumi in timpy)
productiei, i5i pierd forma lor naturald §i transferd integral valoarea lor
noului produs. Sursa biéneascd necesard formari mijloacelor circulante
se numeste fond de rulment. Dintre Mdicato™ll utilizirii mijloacelor- fixe
ale unei intreprinderj, un rol important il joac? coeficientul procentual al
utilizarii extensive a wtilajului, U,, care se calculeazd cu formula:

i
U, =L 1009, (1)

'T‘ '

in care: ‘

T, este timpul de funcfionare efectivi ‘a utilajului in decurs de un
‘ an §i se exprimd in zile; o
T, = fondul de timp calendaristic exprimat in zile.

~

Pentru a nomografia formula (f), se\ scrie sub forma:

T,=T,- -ﬁ si se [compard cu formula gemerald pentru construirea
nomogramelor in ,,N:

z
X=—-—=_.@a=Y). -
—z &Y

Rezulti:

U, z

100 b—2Z

T,=X, T,=a—Y,

[y

Daci se ia ||4B]] =60mm, || BC|| =80 mm, ||AC|| =b =100 mm,
se obfine: : . _

100 U,

X=T,Y=80-—T, Z=—"—.
: e 7100 +U,

1 Suma de bani necesark fnlocuirii m!iloaéelox se numegte amortisment. Fiecare intreprin-
dere 1§l prevede smual tn planul de cheltujeli sumele amortizirii mijloacelor fixe. -
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Tinind seama ci valoarea maximd a 7"

indicatorului T, este 360 (numirul zilelor : :’;; g'l'-" &
' 2 . s - 980 f - r
intr- - ul —, adic =250

dintr-un an),{s-a ales modulu g adicd r .

unui milimetru de pe gradafia scérii ii co- - b b =63% !;; 4 ‘? 1

respund —g- unitafi. Tn acest mod, pentru 7 = ey dw
’ "

80 mm vor corespunde 80 X 4,5=360 - . w *Yg.. s Lo @

unitii. T s

Folosind acest modul, s-au gradat cele »E % H -2
3 scdri ale nomogramei (fxg 131). < ’

Aplicatie : In cadrul unei mtreprmdem i Fm 2 N - ad
din industria chimicd anorganicd, o sectie  ; N -
de sodd calcinatd a lucrat 250 de zile. din : '5”/ o s
totalul fondului de timp calendaristic de 360 2
de zile. Care este coeficientul utilizdrii ex- y)
tensive a utilajului? v Fig. 131.

Se di: T,=360, T,=250; se cere U,.

. Rezultatul U, = 69% se citeste direct pe scara-lui U,, in punctul de
intersectie al acestei scari cu dreapata X1Y1 (fig. 131) . ‘L

'
Probleme ptopuse

1. Si se nomografieze formula: V = l;- - 7%h, care di volumul conu-

lui de razd 7 §i inilfime k. , '
- 2. Si se nomografieze formula V = 2r%2R, care di volumul unui tor,

avind sectiunea circulari de razi r si raza torului R (fig. 132, a).

3. S4 se nomografieze formula S=nx2-D . d, care di suprafaja to-
rului - (fig. 132, a). . :

. 2 ' .
4. Si se nomografieze formula V = _;_: - 72h, care di volumul sectoru-

lui sferic de razi » si inil-
time £ (fig. 132, b).

95, Sd se nomograneze

formula V— E r2h, care o

ne di volumul uneicopite _y
cilindrice (se obfine ficind

- intr-un cilindru o sectiune
cu un plan care trece -
printr-un diametru al bazei __ |
si face cu baza un unghi

a dat de relatia: tgio =

A (fig. 132, ¢). - a)
P

R

- Fig. 132
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R

lndleatle Se va folosi fonnula generala a nomogramelor in ,,N" san
formula pentru nomograflerea expresiilor de forma ¢

, Z____nX+mYﬂ‘
E m+” 1§

dupé ce, in prealabil, se vor aplica logaritmii formﬁlelor date.
Pentru nomografierea formulei de da problema 5 se’ va scrie lg V4

+ g 3—1g2-21gr+1gh




- CAPITOLUL iX. |
PROGRAMARE LINIARA

Intredueere. Procesul de automatizare a productiei, care se dezvgita
intr-un ritm din ce in ce mai intens in toate ramurile economiej nationale
din fara noastrd, a inceput si se extindi in ultimul decenin si la problemele
de planificare si evidenfd statisticd.

Intocmirea unui plan tehnico-economic cit mai apropiat de posibili-
titile efective de realizare, necesiti o munci laborioasi $i 0 pricepere deo-
sebiti mai ales din cauza numdrului mare de indicatori ce concurs in
mod direct sau indirect la realizarea lui §i a interdependentei ce exist}
intre ei. ‘ : '

La elaborarea unui plan trebuie si se {ini seama de toi factorii ce pot
influenta indicatorii de bazd ai planului, mobilizind la maximum toate
resursele materiale de care dispunem, utilizind in acest scop cuceririle cele
mai avansate ale tehnicii moderne.

Activitatea™ depusi’ pentru realizarea unui plan de productie trebuie
astfel organizatd incit si conducd la obfinerea productiei intr-un timp
cit mai scurt (cu o productivitate maximi) cu minimum de cheltujel;
(la un pret de cost cit mai redus) mentinind in acelasi timp calitatea
produselor si numdrul sortimentelor previzute in plan. Numai atune
rentabilitatea si beneficiul vor creste méirind astfel fondul de acumuldri
socialiste, atit de necesar dezvoltirii economiei noastre nationale.

Un prim pas pentru realizarea acestui scop, il constituie aplicarea me-
todelor statisticii matematice in general si a »programairii liniare” in
special. _ ‘

Apdrutd acum 35 de ani ca o ramurd a statisticii matematice, , progra-
" marea liniard” s-a dezvoltat necontenit, generind capitole noi cu multiple
aplicafii'in practici. ' .

Printre acestea citdm : programarea pitratici, hiperbolic, polinomial,
exponentiald, logaritmici, in numere intregi, stohasticy, parametrici,
dinamica, programare liniard tridimensionali etc.

O problema de programare liniard poate conduce adesea la o plani-
ficare optimi a productiei in conditiile unor resurse limitate. :

.
Exemplu. O intreprindere are la dispozifie mai multe resurse (materii
prime, materiale, magini-unelte, forfe de muncs, resurse financiare etc.).
Fie by, by, ..., b, cantitifile disponibile din aceste resurse.
_Folosind aceste resurse, intreprinderea trebuie si realizeze # produse
diferite. Fie x,, x,, ..., "%, cantititile din aceste ‘produse ce urmeazi a fi’
realizate §i pe care nu le cunmoastem.
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Daci notimYcu a4 cantitatea din Tesursa i, (¢ =1, 2,..., m) necesard
realizirii unei uniti{i din produsul j, (j=1,2,..., ), atunci:

— cantitatea din resursa ¢ necesard realizirii cantitdfii %; va fi ay %;

— cantitatea totald din resursa ¢ mnecesard realizirii “tuturor celor #
produse va fi: a,%; + @p% + . . . + au%,. :

Cum aceastd cantitate nu poate depdsi cantitatea b, de care dispunem,
apare in mod necesar conditia! .

dn, + Ayt o+ Bk, < B i=1,2,..., m )

Cantitafile x,, %s, ..., x, din cele # produse nu pot fi decii pozitive
sau zero: - i

\ )

%205 j=il, 2,... n 2)

Daci notim cu ¢y preful de cost pe unmitate de produs, atunci costul
total al celor # produse va fi: .

C == Clxl .'i' CQx.g + .o +:C.x.. (3)

Daci inlocuim costul ¢; cu beneficiul ¢ realizat de o unitate din pro-
dusul j, atunci funcfia (3)idevine: '

B =¢e,%; + €%y + ... + €,%, ‘ 4)

si reprezintd beneficiul total ce va fi realizat de acea intreprindere. In acest
caz, se pune problema de a intocmi un plan de productie, adicid de a deter-
mina cantititile %, %, ..., %, astfel incit functia (4) si-si atingd valoarea
sa maxim3, iar condifiile (1) si (2) s& fie satisficute. :

Din multimea problemelor practice ce se pot rezolva prin metodele
programirii liniare, vom mai- cita citeva : .

— folosirea optimi a capacititii de productie a sectiilor unei intre-
prinderi, tinind seama de numdrul, tipul si productivitatea maginilor-
" unelte si a celorlalte utilaje existente;

— decuparea optimi a materialelor sub diferite forme (bare, foi etc.)
in scopul reducerii la maximum a deseurilor ; ‘

— stabilirea pozifiei de amplasare a unor depozite, a unor magazii
de scule, a iinor betoniere, in incinta unei fabrici sau a unor santiere, astfel
incit, $inind seama de pozifia centrelor de distributie, a centrelor de con-
sum §i 2 numirului de transporturi efectuate in unitatea de timp (de exem-
plu pe zi), distributia s se facd cu un minim de lucru mecanic, sau intr-un .
timp total minim ; : :

— intocmirea unui plan de transport peiitru unele produse omogene
{materii prime, materiale de constructii, bunuri de larg consum etc.) de -
la centrele de productie unde aceste produse sint disponibile, la centrele
de consum unde ele sint necesare;

— stabilirea pozifiei de -amplasare a conductelor de gaz sau .de petrol,
a unei conducte electrice de inalti temsiune, astfel ca suma distantelor de
la punctele de deservire {consum) si fie minimi;
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— ‘intocmirea unui plan optim de repartizare a mijloacelor ‘de transport
existente intr-un numair restrins de centre, in raport cu nevoile de efectuare .
a unor transporturi de mirfuri (exemplu dirijarea vagoanelor goale din
statiile mari, in statiile unde urmieazs a fi incéircate); astfel incit parcursul
gol al vagoanelor de marfd si fie redus la minim ;

— Iintocmirea unui plan pentru transportul amor mari cantitifi de
pamint, in scopul amenajérii unor terenuri plane, cu un consuin minim
de moto. km sau moto. ore; _ \ :

— stabilirea ratiei furajere optime la animale, adici determinarea
cantitdtilor diferitelor furaje ce trebuie si intre in compunerea unei ‘raii
zilnice, astfel incit principiile nutritive si fie Tespectate, iar costul ratiei
sd fie minim; )

— repartizarea culturilor pe grupe. de fertilitate, astfel incit, tinind
seama de producfia medie §i de cheltuielile ce revin la bha, planul de pro-
ductie si se realizeze cel putin in cantititile previzute la fiecare culturi,
cu un. total minim de cheltuieli (sau cu un beneficiu total maxim) ;

— Tepartizarea optimd a parcului de tractoare si masini agricole de
diferite tipuri, astfel incit, finind seama de numirul si productivitatea -
fiecdrui tip de tractor pentru diferite munci agricole, intreaga activitate
agricold sd se realizeze cu un numir minim de tractoare (sau cu un total
minim de cheltuieli) ;

— intocmirea unui plan optim de repartifie a ingrisimintelor chimice,
tinind seama de felul culturii, gradul de fertilitate a diferitelor categorit
de soluri, suprafefele corespunzitoare si dé cantitatea totals de. ingrisi-
minte existentd (ce va fi livrati conform planului in periodda respectivi) ;

— intocmirea unui plan optim de fabricatie pentru mai multe produse,
care urmeazi a fi prelucrate la un numir oarecare de magini, astfel incit
ciclul total de fabricatie si fie minim (reducind la minim ‘intreruperile
in timpul funcfionirii maginilor, precum si timpul de asteptare a produselor
ce urmeazd a fi prelucrate).- k

-~ -

§ 1. Modelul matematic al unui program liniar

Definifie. O problemd de programare liniard (sau program liniar)
se poate enunia astfel: . ‘
Sé se determine numerele x,, %,, . . ., %, care sd maximizeze o functie
liniard? de forma : _ . :
f=cax+cxe + ... + ¢, 1)
§1 si satisfacd conditiile :
an% + Gp% + ...+ a2, < b
A%y + @e%p + ... | Gpx, < by

A1 %) + GppaXs + . .. + LN < by A ]
220, 2.20,.:,2,20;, m<n (3)

., b, ¢, fiind numere reale date.

' O functie f(s) este liniard dack verifich relafls:
CSAx wy) = M)+ uf(3); unde A, pER;
X w3 (%, Xy, .n., 5)iy= (v 9 .. ;.”.).
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Funcfia (I) a cirei maxim se cere se numeste Sfumctie obiectiv (scop, -
criteriu, de eficient3, de optimizat etc.). Sistemul de inecuaii {2) reprezintd
- resiriciisle problemei, iar (3) se numesc condifii de nenegativitater.

Relagiile (1), (2), () care reprezintd modelul matematic al unei pro-
bleme de programare liniari se pot scrie si sub forma prescurtatd:

n
max 2 ;CI %y
I=1

n

i dayx < b, i=12..,m 4)

=1
5420, j=12...,mn

fn cazul in care se cere minimul functiei f, restrictiile trebuie satisficuta
cu semnul >. Programul liniar va fi de forma: ’ :

. . n .
min ), ¢; %
i=1

Eau x,? b‘, 1 =>1, 2, ve,m ’ (5)

=1

xj>0: j=1;2,_-..,n.

Clasificarea solutiilor

' Un sistem de # numere reale x,ce satisfac (2) si (3) se numeste solu-
fie admisibild (posibild, realizabild).
" — Daci printre cele » numere reale ce satisfac (2) avem siox <@
(condiiile (3) nu sint satisficute), solufia se numeste neadmisibilid (nérea-
lizabild). ' : -

— Un sistem de m valori x; = 0, si de » — m valori x; = 0, care veri-
fica sistemul (2), se numeste solufie de bazd admisibild. -

— O solutie de bazi' admisibild care conine m valori x; > 0 sin—m
valori x, = 0, se numeste solufie de bavd admisibild nedegenerata.

—- O ‘solutie admisibili care contine m — 7 valori %; > 0, se nuweste
solufie de bazd admisibild degemeratd (v > 1, se numeste ordinul de dege-
nerare?). - o :

— O solufie de bazi admisibild pentru care functia obiectiv devine
maxim3 (sau’ minim3) se numeste solufie optimd.

Forma standard a unwi program lLiniar.
Sistemul de inecuatii (care reprezintd restrictiile problemei), poate fi

transformat intr-un sistem de ecuatii cu ajutorul unor variabile ecart (auxi- -

liare, de compensare, de abatere).

1 In problemele practice de programare liniatd, solufiile care confin valorl # <0, siat
lipsite de sems.

S Pentru r == 1, 2, ..., vom spunc ci avem o degenerare simpli, dubli, ..., multipiil
de ordinul r. ) ’
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— Pentru problema (4). unde se presupune b, > 0, adumim cite o va-
riabild ecart x{ > 0 in membrul sting al inecuatiei §i sistemul de imecuatii
devine : : ' o

' %t Qg% +... . F A%, =b,i=12..,m

CE, M 20, i=1,2..,m; j=1, 2,...,n

— Pentru problema (5), se scade cite o/.vaiiabilé ecart din membrul
sting al fiecdrei inecuatii si se obtine sistemul ‘de ecuafii 1 .
%+ Xy + ...+ 2%, — 24 = b‘.; 1=1,2...,m
% 420, i=1,2..,m §=1,2.., 95

Programele (4) si (5) se vor scrie sub forma
maxg,, %,

Sagx, +d=b; ¢=1,2...m W
=1 )
X % 20;40=1,2,..,m;j=12, ..,

\

»
min ) ¥, c,
=]

e —x=b; 4=1,2,...m (5"
=]

% %20, i=1,2..,m; §=12..., n

Programele (4). 5i (5) se mai numesc si Programe liniare eanonice, iar (4')
§i.(5') programe liniare standard. Un’ pregram liniar cenowio poate fi deci
adus la forma’ standard Adaci se adaugi, respectiv se scade o variahild eeart
(0>0) din membrul sting al fiecirei inecuatii, care reprezinti restriefiile
problemei. . i

Variabilele ecart se noteazi uneori §i cu alti literd Y Y .-+ Ve SaU
cu aceeasi liters, indicii fiind numerotafi in continuare 1 ,,;, X553 + « o» Xapon

§ 2. Rezolvarea pmgraﬁé!or liniave prin metoda descrierii totale

Vom presupune programul liniar adws la forma standard. Restrictiile
problemei- formeazi in acest caz un sistem de ecuafii cu # necunoscute
(m < n): ' » E

S Anxy A% b b ayx, =b,
A1 %; + Age%y + - b Ban¥y = by
................ : )
anlx,_ + a.gxa + . e ‘$ d.,x,, = b-- v :
S& presupunem acum ci rang 4 = m; aeeasta inseamni ci existd deter-

minanti de ordinul » diferiti de zere, ce se pot forma cu elementele ma-
tricei A. ' '
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Fie : ‘ ’ o
a8y ... a4

14| = G1lay - - - Gog £ 0

| Borls - - - g

-un astfel de determinant. Sistemul (1) se poate scrie sub forma:

Ay % + A%y F .. A%y = b — (@ m41 Xmpr + oo+ G %)

G %y + Gao%s + o+ Gog¥y = by — (@2, mt1 Tmt1 + .o+ Bau %)
1%y + GgaXs + ...+ CppXg = bm - :(am. m+1 Xm+1 + ...+ L xn)
in care %, %, ..., %a.sint necunoscutele principale, iar x4, ..., %, necu-

noscutele secundare ale sistemului. :

Pentru a obfine o solufie de bazi a sistemului (1), vom anula necu-
noscutele secundare, adici vom presupune:

' » x,,,+1=x,,.+2=...=x,,=0.

Se objine astfel sistemul:

a3 %; +F @ia%e + .. 0T = b,

v azlxl + agaxg + .o + agﬂxm = bz (1")

Aa1%1 + QX + LR + ApuXm = bu'
care este compatibil determinat deoarece am presupus |4|# 0. Daci
solufia acestui sistem #,; j = 1,2,..., m, va confine numai valori %,2 0,

ea va constitui o solutie de bazid admisibild. .
. Aceastd solutie este: ,

— nedegeneratd dacd confine m valori %, > 0; }

* — degenerati daci confine m — 7 valori %, >0, celelalte fiind nule
(r 2 1). : ‘ .

Daci toti determinantii de ordinul m ce se pot forma cu cele # coloane
ale matricei A sint diferiti de zero, se vor obine cel mult Cy solufii de
bazi (admisibile sau nu). ‘

Rezulti ci numirul maxim al solufiilor de bazd este C; si se obfin
din (1) anulind pe rindfcite » — m din cele # necunoscute.

Daci vom determina in acest mod toate solutiile de bazi, iar pe acglea
admisibile le vom introduce in functia scop, vom sti care din ele este optima
(maximi sau minimi). -

Acest mod de a determina solutia .(solutiile) optime constituie o metoda
" de rezolvare a programelor liniare, cunoscuti sub numele de metoda descri-
erii totale. ‘

Exemplu. Si se rezolve programul ‘liniar:

f= % + %;=min
2%, + 42, 2 5
2%, + %, = 2
% 20; %, > 0.
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’

~ Solutie. Introducind variabilele ecart #, i , se obtine programul liniar
standard :
f= %+ %, = min
2%, + 4%, — 23 =5
2%+ % — 2y =2
- - %20;5=1,2 3, 4.

Cum m = 2; # = 4; vom avea cel mult C?: = 6 solutii de bazi. Amalind
pe rind cite doud din cele 4 necunoscute z,, %,, %3, %, se obtin cele 6 solufti

de bazi trecute in tabela:

<I;Tr11; Baza % X3 %3 % | f  |natura soluffei
1| mm | 12| 1 0 0 | 32 | minims
2 | 1 0 | —4 | o0 — neadmisibild
'3 %1%, 52 | .0 0 -3 5/2 | maximi
4 X9%g 0 2 3 0 2 admisibild
'5 %% | 0 .| 5/4 0 —3/4| — neadmisibila
6 Zg%g | O 0 -5 -2 | — neadmisibild

Se constatid ci 1, 3, 4 sint solufii admisibile, dintre care 1 este minimd,
iar 3 este maximi.

minf-—--z—, pentru xl=%; %y = 1.

~ Celelalte solufii: 2, 5, 6 sint solufii de bazi neadmisibile.

Observatie. Cind 7 si # sint mari, C™ creste foarte mult.

In problemele practice de programare liniard in care m i » sint de
ordinul zecilor, metoda descrierii totale devine foarte laborioass si nu poate
fi aplicatd intr-un timp rezonabil, chiar daci am folosi masini electronice
de calcul perfectionate. ’ ‘ :

Daci de exemplu, am avea m = 10 ; » =40, ar trebui si rezolvim
Ci3 = 847 660 528 sisteme liniare de 10 ecuatii cu 10 mecunoscute, apoi

- s8 calculim valoarea functiei scop ce corespunde tuturor Solutiilor admi-
sibile. ’ ' ,

§ 3. Interpretqrea geometricd a programelor liniare

Pentru interpretarea geemetrici vom considesa urmitorul program

liniar canonic cu doui variabile:
max (3x, 4 2x,)

2x1 + X <10 | (1)
%+ 2%, < 8 @)
4%, — 2%, > 5 3)
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\ intr-un- reper cartezian x,0%.

i % s N ~ construim dreptele:
FREn b‘,ﬂ2lldp .
Sl A3 N 2%, + %= 10 (4,4,)
AN B L % + 2%, = 8 (424,)
v b = dm= 5. (Asdd)
[ L) N . .
“ ",.V-;' Folosind apoi teoremele cu pri-
* vire la separarea planului in regiuni

de citre o dreapti, stabilim regiunea

i (54,00 - Y ‘g; 4; din plan in care sint verificate toate .

A N . PR . . .o
LI N 1Y T  inecuatiile (1) ... (4).
W N F Se obfine poligonul convex
P A,4,4,4, Fiecirui punct situat in
Atz * 22,0 interiorul si pe laturile lui ii corespun-
Fig. 138. de o solutie admisibild. Poligonul P

astfel construit se mai numegte §i po-
o ligonul solutiilor admisibile (fig. 133).
Ne propunem acum si detesminim din mulfimea solutiilor admisibile,
numai solupiile admisibile ds bazd. . :
fu acest scop, traumsformiim pregramul canonic intr-un program stas
dard, introducind cite o variabili ecart in fiecare din cele 3 inecuatii. Se
obfime urmitorul program Hmier: ’

max (3z, 4+ 21,)

28, 4+ %3+ x5 =10 (1)
%, 4 2%5 + %, = 8 (2)

. 4%1 -_ xs ‘—xs = 5 (3’) :
% 2 0; i=},2...,5 T4

__?mlosind metoda descrierfi totale se determind muljimea tuturor so-
lufiflor de bazd. Cu m =38, » =5, se pot forma C, = C? = 10 sisteme
lindare de 3 ecuatii cu 3 mecunoscute. )

tn tabela de mai jos au fest trecute numai solufiile de bazd admisibile,
precum si valorile corespunaatoare functiei scop.

: Valoarea
Nr. | Baza | 2%, | %3 | %3 | % X5 functiei
: scop
1 | 22| 51 0 o 3|15 15
2 | x%.%5 41 2 0| 0| 9 | 16 (max)
3 | xxpxs | 27 3 -3 0| 0 12
4 | xyxexy |54 | O |15/2(27/4| O 15/4(min)

Din datele objinute in tabeld si din figura 133 se constatd ci fiecarei -
perechi de valori (x,, %,) ce aparfin unei solutii de bazd admisibile 1i cores-
punde un virf al poligonului P ¢ invers, fiecarui virf ii corespunde o pereche
. ‘de valori (%, %,) ce aparfine umei solujii de bazi admisibile. :

- Ewistd deci o coréspondenti blumbvocd intre solujiile de bazd admisibile
wbplnute in acest mod §i virfurlle poligonului P. '
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Peﬁtni a deter_ming acum max f, si oﬁ'servéﬁ ca ecuatia
| C Sm42m—f=0 N
reprezinti un fascicul de drepte paralele cu dreapta
* (Ag) 3% + 22, = 0, S

iar disténta de la originea Oa reperului la dreapta (5) este dati de formula :

Y I A
:d_.x/m—«/ﬁ,f_x/w d.

Rezultd ci functia écop devine rhaximi odati cu distanta 4. Cum dreapts
(S) trebuie si aibi cel pufin un punct comun cu poligoniil-P, vom deplasa

dreapta A, paralel cu ea insisi pini cind va trece prin virful Ay, cel maj
depértat de dreapta A,. Virful 4,4, 2). corespunde unui .maxim '

maxf=3-442-2=16; %, =4; 5, =2
~ Virful A‘(5/4,‘O) cel mai apropiat de dreapta A, corespunde unui mésmém

L 5 15 5.
=3= 2-O~=——;_=—.;-=0,
min f 4—{-‘ ‘ 1 %y y %y

In general, daci poligonul solutiilor admisibile este nevid si, mirginit,
functia scop isi atinge valoarea sa optimi (maxim# sau minim3) in uma
din solutiile admisibile de bazi, adica intr-un virf al poligonului P -al so-
' lutiilor. ; : :
~ Pentru a ebfine solutia optimid a unui program liniar care confine m
inecuafii cu doud necunoscute adici are una din formule:

f=cX + ¥y =min; - f =2 + 5%, = max.
’ A%, + A%y 2 bt; Aa%| I Al < b(; 1= 1, 2: ce M
% 20; % 20; x5 x, 20;

proceddm astfel : ' '

— construim poligonul convex P al- solutiilor admisibile definit de
restrictiile problemei. Acest poligon va fi situat in cadranul intii (deoarece
% 20; %, >0) i va avea cel mult p laturi ("< m + 2); 4

— construim dreapta A, :c%, + cx, =0, ce trece prin originea
reperului; / , ¢ ‘ o
. — deplasim dreapta A, paralel cu ea insisi pini intilneste primul vird °

.al poligonului P. Acest virf fiind cel mai apropiat de dreapta A,, coordo-
natele Jui conduc la un minim al functiei scop (deoarece minf = % - min 4}
k= -\/cf + cf); ‘ . ‘

. — deplasim apoi dreapta A, paralel cu ea insdsi pind va trece prin

- virful cel mai departat de dreapta A,. Coordonatele Iui conduc la un maxim

al functiei scop (deoarece max f = % - max d).
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AN ~c48, z,
. ‘J\Ao ‘[I z,*6 Iz?w

Fig. 134. . Fig. 135.

Situafia se va prez;:nta ca in figura 134.
Virful A,(%;;, *%;,) corespumde unui minim :

minf = Clxu + 62x12; AIA{ = dm.
Virful A,(%,, ¥,) corespunde unui maxim:
max f = ;%4 + CoXyo; Agds = dy.

~— Daci una din laturile poligonului P este paraleld cu dreapta A,,
atumci vom avea satisficutd uma din relatiile: )
6 ¢ . ,
=22 pemtru un 1 =1, 2,..., m.
an Ao

fn acest caz, problema poate admite:

— o infinitate de solutii de maxim §i un minim (fig. 135); *

— o infinitate de solutii de minim §i un maxim (fig. 136);

— o infinitate de maxime si o infinitate de minime (fig. 137);

Mulfimea solutiilor optime vor fi date de.coordonatele tuturor punctelor
gitnate pe acea laturi a poligonului P care este paraleld cu dreapta A,.

Ay =0
A =d,
~ 4,18,
z,

Fig. 136. : ‘ Fig. 137.
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Fig. 138. - " Fig. 139.

, ‘ .
De exemplu, in figura 136, min f este dat de coordonatele {®1, 2,) ale

punctelor situate pe dreapta Al :ayx, + apx, = b, o
Aceste coordonate trebuie si satisfaci in mod evident relatiile 1

ap%y + a10%, = b,
2 <EH <Y
Za< %p < 23

Cum min f = kd,, acest minim nu depinde de pozitia punctelor situate
pe dreapta A;A4,, ci numai de distanta d, = [l A2A43]], care este aceeasi
deoarece A, ||A, prin ipotezi.

—" Dacd poligonul P este nemirginit (are puncte la infinit) problema -

poate admite:

— o solufie maximi infinitd si un minim unic (fig. 138),

— o solufie maximi infiniti §i o infinitate de minime (fig. 139).

In astfel de cazuri functfia scop poate creste oricit fird a avea un maxim
finit, san poate descreste oricit fird a avea un minim finit.

Exemplu. Se cere maximul §i minimul functiei:

f = % + x;
2%, — x, <2
xl —2x2 < 2
x1'+ xz > 5 . ) “-2:2’
%, 20; 2, 2 0. \."r"
. . %
Din figura 140, se constati ci N .
mulfimea solutiilor admisibile este si- - TP z
tuatd in interiorul §i pe laturile po- AN 40 -0 4,14,
ligonului nemdirginit P delimitat de N o' * T

dreptele A,4; A4, A,A, .. Fig 10,
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Punctfia scop pbate lua valori -oricit de mari, deoarece deplasind dreapta
8, ¢ % — f =0, paralel cu ea ins#si, oricit de departe de origine, vom
avea ia tot timpul puncte comune cu poligonul solutiilor. Maximul func-’

fiei f este deci infinit.

Problema admite o infinitate de solutii de minim si anume mul{imea
situate pe latura |A4;4;] || A, care conduc la aceeasi valoare

minimB a funcfiei scop;.min f=5. ' : ,
Mulfimea acestor solufii %, %, sint o combinafie liniard convexid de
coordematele celor doud virfuri A,(x], x3); A.(¥], xz) adica sint de forma1

Zy = M + Aoy

Ky = M¥ + A%y J

* In care A, 7\; satisfac relafiile :

MAd=1;, A 2 € [0, 10.

‘Jastificare. Daci netim cu % raportul in care punctul M imparte

segmentul "4,4, vom putea scrie: :
D ! ‘ ”

"x1=xl+kx1=-'. 1 4 k

144 14k

. ' U 1
£2=xa+kxs__

= M¥ + A%
1+k 1» 1A1 v21

k .
= %X + x5 = Mxs + Ao,
1+%k 14+k° 14k 1% + Ry

Gind punctul M descrie segmentul | 4,4,|; k& < [0, co]; iar Ay §i Ay
satisfac relagiile: A, = [1, 015 A= [0, 1]; M+ 2 =1

@um in exemplul dat avem A4, 1); Ag(g , —3—), coordonatele punc-
telor de minim vor fi:

’21=4)\1+—,Z7§2

-3
. 8 . -
Xy = )\1+ ‘5’ 7\2, )\1, )\2 (=] [0, 1]; )\1 + )\2 =1
. N -
- s 7 8
min f=x1 + 3= M4+ 1)+ )\2(‘5 +—§) =5(n + A2) = 5.

— Daci poligonul P se reduce la un punct, maximul si minimul
funcfiei au aceeasi valoare.

Exemplu. Se cere maximul §i minimul functiei :

f= %+ 2%,
‘ . —x; 4+ %, <1
- 3%, — % <3
3x, + 2%, < 12
2 =0; % >0
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\\\Ao(.z', +2z,=0) . ) Azt 2x,=0)
Fig. 14]§ : Fig. 142,

Din figura 141 se constati ci poligonul selufiilor se reduce la punctul
- 4(2, 3); max f= min f = 8. Probleme practice de acest fel siat lipoite
dée sens. . o .

— Dacid poligenul solutiilor admisibile este vid, programul Ewiar na
are solujii. Sistemul de inecuafii este incompatibil, restrictiile problemed
sint contradictorii. _ ]

Exemplu. Se-cere maximul si minimul functiei: ,

f= 2% +2x,
— %+ 2%, > 2
3%, — 22, > 6
, %+ v, <3
- % 20; 2, >0.

Din figura 142 se constati ci poligenul selutiiler admisibile este vid.
Sistemul de inecuatii este incompatibil. In nici una din cele 7 regium no
avem satisficute simultan toate restrictiile preblemei. Programul dat nu
admite solutii.
Interpretarea geometricd a programelor liniare care comtin m inecuati
cu doud necunoscute ne permite si tragem wrmitearele coneluzii i :
— Sistemul dé restrictii determini in R? intr-un reper cartezian {0x,x,),
un poligon convex §i marginit (sau nvemirginit) delimitat de P drepte
(p < m + 2), situat in eadranul intli, numit pokigonul Solufiilor admigibie, -
.— Dacé poligenul solutiilor este mevid, fieoirui virf i corespunde o -
“solufie admisibild de bazi. o
. — Dacd acest poligon este mérginit, funchia scop- isi atinge valoarea
optimi (maximi sau minimi) intr-o selutie admisibila de bazi, adici intr-un
virf al poligonului. - C
— Daci functia scop isi atinge valoarea sa optimi (maxim3 sau mininafl)
in dewd. virfuri, atunci ea are aceeasi valoare optimd in orice punct al seg-
mentului care uneste cele ‘doud virfuri. Programul admite in acest caz
o infinitate de solutii optime. -

- '— Daci poligonul solutiilor admisibile este nemdrginit, funcfia ecop
.poate avea e valoare optimi infiniti. ‘

. — Dacd poligonul soluiilor este vid, programul liniar nu are solutii
Sisterul de restrictii este contradictoriu. '
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Exemple din diferite sectoare de activitate:

1. Planificarea optimé a productiei la o intreprindere industriald. O
fabrici si-a previzut in planul de productie doud tipuri de aparate spe-
ciale P; si P,. Materialele §i materia prim3 necesard confecfiondrii aces-
tor aparate se afli in cantitdfi suficiente, dar capacitatea de productie
este limitati si imprimi productiei urmditoarele restrictii: '

— Capacitatea de producfie permite realizarea in unitate de timp
(pe zi) a pieselor mecesare pentru cel pufin 60 aparate de tipul P; si 40
de tipul P,. : : '

— Capacitatea de montaj este de cel mult 70 aparate de ambele tipuri
P, sau P, in aceeasi unitate de timp (una zi).
~ — Numirul aparatelor de tipul P, trebuie si fie conform planului,
de cel pufin 25 buciti/zi, iar pentru acelea de tipul P, de cel putin 14 bu--
citi pe zi. ' . '

Un aparat de tipul P, costd 40 lei, iar de tipul P,, 80 lei. Se cere sd
se determine planul zilnic de productie la acea fabricd astfel incit total
cheltuielilor necesare realizirii acestui plan si fie minim. .

Solutié. Daci notim cu %, $i %, numirul de aparate de tipul P, res-
pectiv P, ce urmeazi a fi prevdzut in planul zilnic de productie, con-
ditiile problemei ne conduc la urmitorul program liniar:

' f = 40%, + 80x, = min_
Xy Xy
— = >1.
60+4O
%X 4 %, €70
% =25, %, = 14

()

a chrui interpretare este evidentd.
Construind dreptele:

2%, + 3%, = 120 " . : (D)
X+ x, = 70 (D2)
%, = 25 , (Dg)
x, = 14 x ~ (Dd)

se constatd ci restrictiile problemei sint satisficute in interiorul §i pe la-
turile poligonului convex §i mdrginit
ABCD.

" Problema admite 4 solu}ii admi-
sibile de bazi, date de coordonatele
virfurilor A BCD (fig. 143).

Construind apoi’ §i - dreapta
Ao(40%, + 80x; = 0) se constatd cd
virful 4 de coordonate: x; = 39;
%3 = 14, corespunde unui minim:

min f =40 -39 4 80 - 14 = 2680.

——

Concluzie. Acea fabricd va trebui

,,,%\;4;"\ 4 40z, +80z,=0) si-si prevadi in plan’ o productie
R zilnicd de 39 aparate de tipul P, si
Fig. 143. 14 aparate de tipul P,.

’
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In acest mod toate restricfiile problemei ver fi satisficute, iar totalul
cheltuielilor necesare realizirii planului de preductie. va fi minim si egal
cu 2680 leifzi. - :

Un alt plan care si se realizeze cu un velum mai mic ‘de cheltuieli in
condififle date nu. poate exista. .

Observatgii: Virfului C, cel mai depirtat de dreapta A, #i cores-
punde un maxim. Coordonatele punctului C: :

% =25, %, =45
maximizeazi ‘functia scop. ' : .
max f = 40 - 25 4 80 - 45 = 4600.

Dacd’ vom planifica o productie zilnici de 25 aparate de tipul P, §i'
45 de tipul P,, planul de productie se va realiza cu un total maxim de chel-
tuieli in valoare de 4600 lei/zi. o I

Dacd beneficiul realizat este de 209 din pretul de -cost, adici este
de 8 lei, respectiv 16 lei pentru cele doud tipuri de aparate §i se cere un
plan de productie care si conducd la un bereficiu maxim, atunci va trebui
s planificim 25 aparate de tipul P, si 45 de tipul P,. In aceasti ipotezi
se va realiza un beneficiu maxim de: 8 - 25 + 16 . 45 = 920 lei]zi, iar
totalul cheltuielilor va fi de 4600 lei/zi. - '

2. Determinarea compozifiei optime a amestecurilor furajere. Se gtie ci
fiecare animal are nevoie de anumite camtitifi minime de principii mutri-
tive in unitatea de timp (de exemplu pe zi) care depind de specia din care
face parte, virsta, masa animalului, scopul wurmirit in alimentafie etc.

Principiile nutritive se aflid in diferite prepertii in produsele te compun
ratia furajera.
~ ‘Exemple : ,

— un kg de ovéz confine 1,1 g proteind ; 5,9 g valini; 7,8 g leucini; .

— un kg, tarite de griu contine 1,58 g proteind ; 7,7 g valini; 9,5 g leu-
cind; 5,7 g lizini etc. : ’ 7 ]

Problema cere si se determine cantitifile din fiecare fel de furaj, eare
trebuie si intre in rafia furajerd zilnici a wnui animel, astfel Incit X i

se asigure cel putin cantitdfile minime necesare din fiecare principiu nutri- -

tiv, iar costul acestei rafii si fie minim.

Privind problema rajiei furajere sub aspectul ei gemeral, vom presu-
pune cid avem # feluri de alimente diferite ecare conmfin m principii nutri-
tive :

4,; (=1, 2,...,n), denumirea alimentelor (furajelor) de care dis-
punem pentru obfinerea ratiei furajere; °

P =12 ...,m), denumirea principiiler nutritive continute in
cele n alimente; " . :

a,; cantitatea din principiul nutritiv ¢ cemtinut intr-o unitate din
alimentul j (kg); ] : L :

b,; cantitatea minimi din principiul nutritiv 4, care trebuie si o cen-
$ind rafia furajerd (kg); ‘

M



¢,; costul unei unitifi din alimentul j (leifkg);
%,; cantitatea din alimentul j care trebuie sd intre in compozifia ratiei -

furajere (kg).

4

. Folesind aceste notatii se obfine programul liniar !

C=cx + Ca%e+
apux, + di2%s +

Agy %y + A% +

. .

A Xy + UpoXa + .

.e. + %, — min.

o Fagx, 2

..........

x, 20 j=12, ey B

Aplicafie. Se cunosc datele din tabela:

N A, | 4, | b,
P, 01| 0 |04
P, 0 |01 06

P, 0102 2

P, 0201 17
‘, 24 |08 | —

Se cere si se determine cantitdfile %, si x, din alimentele 4, §i 4, ce

w

trebuie si intre in compozitia rafiei furajere a unui animal, astfel imci®

costul ei si fie minim.

Se @btine urmitorul program liniar:

.

o\, 19
N P
£ 4,(49)

\

s

\
\
\4,14,

0r\4, o o N

Fig. 144.

- C = 2,4x, + 0,8x, = min.
0,1x, > 0,4
0,1x, > 0,6
0,12, + 0,2x, > 2
0,2%, + 0,1x, > 1,7

care se mai poate scrie §i sub forma1

C = 0,8(3x; + x,) = min.
% =>4
%, > 6
%, + 2x, = 20
2%, + %, = 17.

Din figura 144 se constatd ci po-
ligonul P al solutiilor admisibile este

{



‘ nema.rglmt Virful A4, cel mai apropiat de dreapta A0(3x1 + %3 = 0),
minimizeazi - functla obiectiv C. Virful 4, fiind la intersectia dreptelori

‘ % =4, (DY)
le + ,xa = 17 H :(Dz) »
se obtine solutia: %, =4; %, =9; minC=24-4+4+08.-9=168.

Coneluzie. Ratia furajeri va trebui si eonfimi: 4 kg din akmentul
A, si 9 kg din alimentul A4, In acest mod vom avea asigurate: ‘

0,12, = 0,1 - 4 = 0,4 kg din principiul matritiv P, (exact cantitatea
prescrisd) ;

.0,1%, —Ol 9 =209 kg din pnnmpml mxtntva,(unplus de 8,3 kg
fata de cantitatea prescnsa)

0,1%, +02%2,=0,1-44+02 -9 = 2,2 Iz din pnnmpxul nutritiv.
P; (un plus de 0,2 kg fajd de cantitatea pre&nsa)

02%, + 0,12, =02-44+01-9=17 kg din principiul nutritiv P,
(exact cantitatea prescrisd).

‘Toate conditiile, problemei vor fi sawﬁcute 1ar costul rafiei furajere
va fi minim §i egal cu 16,8 lei. ,

3. Determinarea meniwlui optim (probkm mﬁwﬁw&) Se stie ed viaja -
unui om este conditionati de anumite cantithfi mimime de prmmpii nutri-
tive : calorii, hidrocarburi, vitamine etc. Aesstea se aflé in proporfii di-
ferite in alimentele pe care le consumi.

Totalul acestor cantitdfi este calculat pe baze stiintifice pentru um
organism sinitos pentru diferite virste, tmind seama de eforturile la care

este supus omul in cursul unei zile.
Cantititile minime din diferitele prineipii nutritive pe care le consum3 -

un om determind mecesarul biologic.

Problema cere si se determine cantltatlle eare. trebuie consumate din
fiecare aliment de care dispunem astfel incit {inind seama de proportiile
in care se gasesc principiile nutritive in fiecare din ele, si se asigure necesarul
biologic la un pref de cost minim. :

_ Aplicafie. Pentru un organism normal sint necesare cel putin 3880
calorii si 100 g proteine ‘in unitate de timp {pe zi). Se cunosc urméitoarele
date:

1000 g piine confin 2000 ‘calorii si 50 g proteine;

1000 g brinzi confin 4000 calorii 51 200 g proteine ; costul unui kg de
piine este de 4 lei, iar a unui kg de brinzd de 16 lei.

~ Se cere si se determine cantitatea de piine gi canmtatea de brmzé
care trebuie consumati de om intr-o zi pentru a asigura necesarul biologio
{minimum 3000 calorii si 100 'g proteine) la un pref de cost minim,

Solupe. Daci notdm cu %, §i %, cantititile de pline si de brinzi de
urmeazd a fi consumate, se obfine urmétorul progtam liniar 1 ‘
C = 4x, + 162, = min.
2000x, + 4000x, > 3000
50x, + 200x; > 100
. % 205x,2> O
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saﬁ sub forma: _
C = 4(x, + 4x,;) = min.
2%, + 4%, >3
%+ 4%, = 2
% =20; 2,2 0.

Construind  poligonul

H “o- solufiilor admisibile (fig.
AT .. . 145), se constatd ci este

e PP nemdarginit. _

. 4{ha+ lhz, =) Latura |AB| situatd

Fig. 145. 7 v pe dreapta Dg(x; + 4%,=

' = 2) fiind paraleld cu
dreapta ' A,(4%; + 16%x, = 0), problema admite o infinitate de solujii
de minim. ~ : -

Rezulti ci vom putea alege ca solufie minimd oricare din punctele
situate pe latura |4 B|. Solufia ce corespunde punctului B este:
1

%=1, 2= —

N
minC=4x1+16x2.=4-1+_16—}I-=8.

Meniul va fi compus din: 1000 g piine si 250 g brinza.
fn aceste conditii, vom avea asigurat la limit3 necesarul biologic: 3000
calorii si 100 g proteine, iar costul meniului va fi minim §i egal cu 8 lei.

. Observatii. Daci vom alege ca solufie punctul A(2, 0) ar trebui
s34 consumim 2 kg piime si 0 kg brinzi. Aceasta inseamnd cd va trebui si
mincim piinea goali, ceea ce nu este recomandabil §i nici plicut din punct
de vedere gastromomic, desi toate conditiile problemei sint satisficute:
necesarul biologic este chiar depasit (4000 calorii 5i 100 g proteine), iar
costul are aceeasi valoare minimi, 8 lei. ’ -

— Daci punctul ales se deplaseazi pe dreapta 4B, cantitatea de piine
se micgoreazli, iar cantitatea de brinzd va cregte. :
momentul in care punctul ales ca solufie este B, cantitatea de brinzid
este maxim3i (250 g), iar cantitatea de piine minima (1000 g).
— In practici, problemele care admit o infinitate de solufii optime
prezinti unm interes deosebit, deoarece avem posibilitatea si alegem solufia
care convine mai bine din punct de vedere tehkmic sau organizatoric §i

se adapteazi mai bine situafiei locale existeate in acel moment §i din
alte puncte de vedere ce nu au putut fi luate in considerare la intocmirea
programulei. '

— Pregramul uaei probleme de nutrifie ‘are acelasi aspect matematic
ca al problemei in care se cere rajia furajera. S

— Cum n problemele practice m < #, iar numdirul solufiilor de baza
este cel mult m, rezultd ci numirul alimenteler ce vor intra in compune-

rea meniului va. fi mai mic decit acela de care dispunem, .
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Tn astfel de cazuri se pot impune anumite condifii suplimentare asupra
unor alimente; de a fi consumate cel pu‘;in, In anumite cantititi date,

In acest mod numirul restricfiilor va creste si odati cu el si numdral’
solutiilor admisibile de bazi, adicd al alimentelor ce vor intra in compu-
_nerea menijuluj, ’

. 4. Repartizarea optimié a j)ieselo‘r pe magini unelte. O intreprindere
dispune de m grupe de masini unelte M,, My, ..., M,, la care trebuie si
-se prelucreze piese de # tipuri diferite P,, P, ..., P,. »
Timpul exprimat in minute, necesar prelucririi unei piese diferi dupi
felul masinii §i tipul piesei. ‘
Se cunosc -urmitoarele date:

t, = timpul necesar prelucririi piesei P, la magina unealti M,
¢, = capacitatea de prelucrare a maginii unelte M, in timp de una

lund (minute/luni); o
b, = beneficiul exprimat in lei/bucati obfinut la piesa de tipul P,;
x, = numdirul pieselor de tipul P, ce urmeazi a fi prelucrate in perioada

pentru care se intocmeste planul (lunar). :

' Se cere si se determine numdrul de piese din fiecare din cele # tipuri,
ce urmeazid a fi prelucrate la cele m grupe de masini pentru ca beneficiul
total B ce se va obfine in cursul acelei luni s} fie maxim.

Datele problemei inscrise in tabela !

P, | P|...|P | e

M1 %1 t.IB e tlu €y

M, by | taa | cee | ten | €

My |to |t | ... |t

bj bl bz e v e b- ’ —_

ne conduc la urmitorul pregram liniar:

B == blxl + nga + e + b'x' == mé.x.
tu%y + ba%a + ... + ba%, < 6 7
%y + bga%a + ...+ b %, < 64

boi%1 + Ema%e F oo F bma¥e < C

2,20;7=1,2...,n
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. Aplisagie. gie. SA presupunem cld o intreprindere -diépuné de trei grupe
de musini M,, M, M, la care trebuie si se prelucreze doud tipuri de’
piese P, §i P,. Folosind datele din tabela: o

, M, Py P, | P, G
. M, - |11 | 9] 9916
; | M, 7 | 12| 8414
| | M, 6 | 16| 9600

b, 20 moL‘;—

" ge cere si pe determine un program care 54 conducd la un beneﬁciu maxim
, . Baci notém cu %, § %, numirul de piese din cele doud tipuri
se obfime urmétorul program lmiar: - ) ,
' B = 80%, ¢ 160x, = max.
11%, 4- |92, < 9910
) : ’ 7%y 4 12x, <[8 414
% 20; % >0. ’

* @omstruind poligomul selufiflor admisibile {fig. 146), se comstati ci
problema are 5 solujii admisibile de bazi ce cerespund virfuriler O, 4,,
A, As A, Virful A, este cel maij
depirtat de dreapta = A,. Rezolvind

sistemul fermat din ecuatiile drepte-
lor: '

11%, + 92, = 9910 (B,)
Txy + 127, = 8414 (B,)
‘se obfime: S
. x, = 626; x, = 336
% max B =99-626 4 100-336=89 940.

4 \\ + = )
Bz, Bz=0) : Conelugie. . Daci la acea intreprin-
Fig. 146. dere se ver planifica lunar. cite 626
piese de tipul P, si 336 piese de tipul
Py, beneficiul obfinut va fi maxim §i egal cu 85940 lei.
In aceste condifii: - ’ -
— magina M,; va lucra 9910 minute (exact la capacitatea sa maxima) ;
— magina M, va lucra 8414 minute (exact la capacitatea sa maximi);
— magina My va lucra 6 - 826 4 16 - 336 = 9 132 (sub capacitatea sa
meximd cu 468 minute). ‘
®bservatie. Datele problemei au fost astfel alese incit solufia
optim& a fost exprimati in nwmere intregi. In general, in aplicatiile prac-
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tice solufia optiméd se obfine in numere fracfionare. Daci solujia optimi
- prin natura ei nu are sens decit in numere intregi [reprezints buc#ti, numir
de transporturi, un mumir de piese etc.) evaluarea necunoscutelor se poate
face cu aproximatie prin rotunjire, = -
Pentru a se obfire o solufie optimi in numere intregi R. Gomory intro-
duce in literatura de specialitate algoritmi care permit rezolvarea progra-
melor liniare in numere intregi.[6].

S. Repartizarea optimé a culturilor agricole. Pentru a putea enunta -
problema repartifiéi optime a culturilor agricole vom folosi datele trecute
in tabela: ' : ‘

: ) q c b Q x,
4, t/h‘a lei/ixa lei‘/t 3 | ha

4, @1 |G b | Q) !
: Ay . g2 | ¢ | b | Qs | %

A | | m | Om | Om | %m

Total | — | C B |Q-| S
in care: : / ‘
A, = diferitele produse agricole ce urmeaza a fi previzute in planul de
" culturi; .

g, = producfia medie la hectar a produsului agricol 4,, calculaty pe bazi
de date statice (tomefha); ‘ ’
¢, = cheltuielile de preductie care revin la ha pentru cultura 4,, in care
sint incluse cheltuielile- directe, comune §i generale (leifha); -
b, = beneficiul ce revime pe tona din produsul 4, §i care se obtine scizind
din valoarea producfiei la pre} de vinzare, totalul cheltuielilor
ce compun preful de cest; _ "
Q. = preductia planmificaty pentru produsul A4, exprimati in tone;
= suprafata in ha, care urmeazi a fi cultivati cu cultura 4,;
- = totalul cheltuieliler alocate prin plan' pentru pericada de timp
respectivi (lei) ; ' ‘ : ,
= beneficiul total, rezultat din vingzarea tutyror produselor §i al:cirui
maxim se cautd; '
= preductia totald planificatd, exprimati in tone; S
‘= suprafafa arabild tetald care poate fi cultivati de o ferma agriceld (ha).

no & O

Problema cere si se determime suprafefele x,, s, ..., %, Ce urmeazi
. a fi cultivate cu culturile 4,, 4,, ..., 4, astfel incit: :
— suprafafa totald cultivatd s¥ fie egali cu S; A
— producfia obfimuti la fieeare din culturi si fie cel putin egali cu
cantitifile previzute im plan; .
j— ‘totalul cheltuielilor de preducfie $4 nu- depigeasci suma C alocata
prinplan; ’ ‘ . ) :
— beneficiul realizat din vinzarea tuturor produselor si fie maxim.

12— Ap!ig:at’i ale matgmntlcit in practicd ' - - ) ) 77
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Dé.cé vom tine seama de, notafiile ficute si de enunful problemei se
objine programul linidr: '
 B= §10:1%; + Geba¥a + ... + Gn b, %, = max,
. x1+x37+...+x.=s ’
€% + Ca% + ... F Cp¥y < C
q«x‘SQ‘;‘i=1,2,...,m. . '
Aplieatie. O fermd agricold dispune de 8000 ha teren  arabil. ‘Folosin
datele din tabela:r =~
Felul q; .c: b, Q( X
culturii |t/ha | lei/ha |leift t | ha
| Griu 2,4 | 350 (625 | 6000 %
- Porumb | 3,6 500 {500 | 7200 %3

Secarid 2 300 [400 | 4800 %g

Total — |31.10°] B |18-10%| 8000

se cere si se determine suprafefele x,, %, %; ce urmeazd a fi cultivate:
cu griu, porumb si secard, astfel incit, beneficiul total realizat de ace
fermd si fie maxim. :

Solutie. Datele problemei ne conduc la urmitorul program liniar!

B = 2,4 - 625%, + 3,6 - 500%, 4+ 2 - 400x; = max.
% + %3 + %, = 8000
350x, + 500x; + 300x, < 3 100000
. 2,4x%, > 6000
- 36x, 27200
23, > 4800. .
Deoarece problema confine o restrictie sub formd de egalitate, vom

putea elimina una din necunoscute. Eliminarea lui x; ne conduce la un
program liniar cu doud ne-

I ; s o cunoscute x; §i g1
| - -\4‘;} ,4—\-(2807,2600) B — 7005, + 1000, +
, i + 6 400 000 = max.
1' 700 A : "% > 2500
,;' ’ <4118, %3 > 2000
n
. ’ % + %3 < 5600
A 7 ~y:f' S5 r %, + 4%, < 14000
PR

.. D Constmind poligenul P al
Al 7, + W z=0) solutiilor admisibile (fig. 147)
Fig. 147. - se constati cd virful 45 cel
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mai 'depi;tat de dreapta A,(7x, + 10x; = 0), corespunde unui maxim al
funcfiei obiectiv B. : . )
Rezolvind sistemul fermat din ecuatfiile dreptelor D, si D,

%+ %= 5600 - (D)
%, + 4x, = 14 000 (Dy)

si tiiﬁnd seama de restrictia x, + é:, + %3 = 8000, se obtine:

%, =2800; x, =2800; x;, = 2400
max B = 11 160 000.

Comcluzie. Dacé fermae agricold va. ‘cultiva 2800 ha cu griu, 2800 ha
cu porumb si 2400 ha cu secard, ea va realiza un beneficiu maxim de
11 160 600 lei. In aceste comditii:

» — producfia la griu va fi de 2,4-2800=6720 t (cu 720 t peste
lan) ; ‘ . o ~
p/ .— productia la porumb va fi de 3,6 - 2800 = 10080 t (cu 2 800 t peste
lan) ;
P -z productfia la secard va fi de 2 - 2400 = 4 800 t {conform. planului).

Peatru ca beneficiul real si fie cel pufin egal cu cel rezultat din calcul,
productia la hectar la cele trei culturi trebuie si fie egald (sau mai mare)
cu valorile luate in considerare la intocmirea planului.

De aceea, in cazul unui studiu concret se recomandi ca productia
medie la ha a diferitelor culturi sd fie calculats cu mult} atentie, luindu-se
in considerare valorile medii pe un numir cit mai mare de ani.

— Mirimile ¢, care reprezintd producfia medie la ha sint variabile
aleatoare! (intimpldtoare), elelspot lua o ‘serie- de valori cuprinse intr-un
interval dat {bine definit in cazul unui studiu concret). S

fn cazul in care legea de repartitie a variabilei aleatoare g, este cunos-
cutd?, problema se poate rezolva prin metodele programirii stochastice?
5] si” [13]. o

6. O problemd de repartizare a transporturilor. Aprovizionarea orasului M
cu un anumit produs de larg consum se face din trei centre: 4, Ay, A,
Cantitatea totalé din acel produs solicitati de orasul M este de 120 va-
goane. Cele 3.centre dispun de:72, 36 respectiv 96 vagoane din produsul
respectiv. .

Gradul de mecanizare a lucririlor de -incircare si descércare a vagoa-
nelor este diferit 5i, In consecin{l, timpul necesar pentru incércarea §i
descércarea vagoanelor diferd de la un centru la altul astfel:?7 ore, 4 ore,
‘respectiv 8 orefvagon.

Timpul total necesar lucririlor de inclrcare—descircare a tuturor
vagoanelor ‘este limitat la cel mult 912 ore. ' .

Costul transportului unui vagon din cele 3 centre in oragul M este
de 3, 5, 1 unitdti binesti (se va conmsidera o unitate bimeasci egald cu
100 lei). :

Se cere si se determine numirul de vagoane care trebuie trimise din
cele 3 centre 4,, A, A, astfel incit orasul- M si primeascd intreaga -

! ;,alea” in latini, joc de zaruri.

*-adicl se cunosc valorile gylie=12...,m;§=1,2,...,1) pe care le poate lua
variabila aleatoare, precum gl pesbabifititile p,, de a se realiza aceste valori.

? ovoxof In greacH, scop, stohastihiz era o persoany capabild de a prevedea un eveniment.
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cantitate de 120 vagoane de care are mevoie, iar costul total al acestos
transporturi sa fie minim.

_ Solutm 1. Daci notim cu %, %, % numirul vagoaneler ce trebuie
trimise din cele 3 centre _gonditiile problemei ne econduc la urméterul

program liniar i ! i

f=%,+m,hg=mm L (6)
x1+xl$x3 120 (7)
7%, + 4%, + 8%, < 912 '
0<% <72
0<% <36

0 < %, < 9.

Daci eliminim necunoscuta x3 folosind ecuatia (7), programul lmias

- devine1
A =d, . : f=2x, + 4%, + 120 = min.
P £ : 0 : : .
\5 TTITITIITITII 777777 77] 3 ‘%, + 4x2 > 48
% ;Séex . N ‘i
D~ 2 OO %+ %, > 24
&y q A 1 : Z
e 0<x%<72
g 4'(‘\\ - 4,18, i 2 0 < %, < 36.

~< A(?.z‘,*é.r‘, =0) . .
Din figura 148 se constatd ci
Fig. 148. : punctul 4 cel mai apropiat de dreap-
ta A,, minimizeazi. functla obiectiv f.

Rezolvind smtemu.l format din ecuatiile dreptelor D, §i Dy §i folesmd
-ecuafia (7) se obtine:
%, =16; 2, =8; %3 =96
minf=2~16+4-8+120=184. )
Concluzie. Centrele Ai A,, Ag vor trimite 16, 8 respectiv 96 vagoane
n

din produsul considerat acest mod orasul M va primi intreaga cantitate
de care avea mevoie (120 vagoane), iar costul transportului va fi minim

si egal cu 18 400 lei.
Solutia 2. Un alt mod de a rezolva un program liniar in cazul in care
una din restricfii este o ecuatie este urmitorul:
Se face substitufia:,

=i f = @
si se determini x, i x, din (6) si (7) in funcfie de y, §i ya1
xa=—‘2‘y1+zya—30 N
o1 1
xa= - §y1—zys+ 150-
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Sistemul de restrictii devine | ,
— %+ > 168
— 2y, + ¥ < 264
— 2+, > 120
20+ 39 < 216
2y, +ys P 600-

Din figura - 149 se constati cid pohgonul solutnlor este hexagonul
" ABCDEF, definit de dreptelei

— n+y:=168 - (D)

n= 72 = (D)
— 21 +y.=264 (D).

— 2y, + y: = 120 (Dy)

2y, + ys = 216 (Ds)

: 2y, + y. = 600 (De)
Dacé 1:mem seama de substltu;:la ¥s = f, problema se reduce la deter-
misarea unm punct ce aparfine poligonului P al solutulor a cirui ordonatd

esbe minimi. Acesta este evident, punctul A cel mai apropiat de axa Qy,.
Se determini coordonatele punctulm A, rezolvmd 51stemu1 format din

ecuatiile dreptelor (D) si [Dg)1
»n =16; = 184,

apoi, folosind substltutnle (8) se obtme acelagl rezultat 1
' : =16; 2, =8; %, = 96; '
min f= 184.

Daci poligonul solutiilor ar fi avut una din laturi, 'de exemplu, | 44441

{1 <4< ) paraleli cu axa Oy,, problema ar fi admis o infinitate de

solufii ; mulf{imea punctelor situate pe

i latura |A4,4:4:|. Toate aceste selufii

* ar fi condus la acelagi minim al functiei

f, deoarece min f= |[|[MM'|| =

= y, = constant - pentru toate punctele
situate pe latura | A, Ay | (fig. 150).

‘

2

!

"

7
Y SR
~ / .
/ -
D

Sy

. /] \1{,
Fig. 149. . ' : Fig. 150.
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' - § 4. Algoritmul simplex

Asa cum rezulti din interpretarea geometrici a programelor liniare,
solujia optimi se afld printre solufiile admisibile de bazd. Dar, numérul
total al bazelor {solufiilor de bazé)“ggtru un program care confine m
restrictii cu # necumoscute Cy, creste comsiderabil odatd cu m si =.

Deoarece nu se poate cogggpgwqil_sglu}._nfunctrisiNscop _pentru toate
“cele CP solutii de bazi (care in cazul unui studiu concret este de ordinul -
10 ... 10®), in literatura de specialitate au fost elaborate metode mult-
mai simple. ‘ -

Pentru a vedea modul in care se obtine o solujie optimi a unui program
linjar vom expune metoda elaborati de G. B. Dantzig, cunoscuti sub
- numele de algoritmul simplex, care se desfigoard pe etape astfel:

"7 — Se determini o solufie inifiald de bazi.

" — Printr-un procedeu iterativ se inlocuieste baza inifiald cu o altd
baz¥. Aceasti operafie de schimbare a bazei (de trecere de la un virf la
altul al poliedrului) este astfel organizati incit funcfia scop si se reducd
(in cazul de minim) sau si se majoreze (in cazul de maxim).

— Dupd un numir oarecare de pasi (iteratii succesive) se obtine o
bazi pentru care fumcfia scop nu se mai poate reduce (pentru cazul de
minim), sau nu mai poate creste (in cazul de maxim). Aceastd bazd cores-
punde unei solufii optime. . : ' :

Exemplu. Si se rezolve urmitorul program liniar canonic:
f= 4% + 22y = max "’ ,
X — % <2
—x, + 2%, < 4 ; : '
%, + 2%, < 6 '
v % 20; % =0.
Solutie. |
— Se transformd intr-un program standard.

Introducind variabilele ecart x5, %, %5 se obfine urmétorul program
liniar standard: :

f=4%, + 22, = max (1)
X — Xt x3=2
—% + 2%+ x, =4 . (2)

xl'{"zxg"i' x5=6, -
%20,;=12,...,5

— Se determind o solufie inifiald de bazd admisibild.
Se coastatd cd, pentru %, = £, = 0, se obtine solufia:

) £8=2; 2‘=4; £5=6,
care este o solufie de . bazi admisibili.

Valearea functiei scop ce corespunde bazei inifiale pe care o vom nota
Bo(xs, x4, %), este fo.= 4%, + 22, =0 §i corespunde unui minim.
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4

— Se face o schimbare de bazd. _ 4

Deoarece coeficientii lui », §i %, sint pozitivi, funcfia scop va creste
dacd vom considera o altid bazi care si confind pe x, sau %,. Cum' coefi-
“cientul lui %, este mai mare decit al lui %, vom introduce in bazi pe %,
in locul lui x,. Noua bazd va fi B,(%;, %, %;). Rezolvind sistemul (2) in
raport cu variabilele x, §i %3 din afara bazei se obtine:

=24+ 25— %

%y =06 — %, — %4 - (3)
/ Xy =4 — 3% + %3 '
iar functia scop devine: | ‘

fi =8 + 6, — 4z, @

Pentru x, = x3 = 0, se obtine noua solutie de bazi si valoarea cores-
punzitoare a functiei scop: ‘

% =2; % =06; % =4; f; =8.

Schimbarea de bazd efectuatd, care constituie o iteratie (un pas)
a algoritmului simplex a condus la majorarea functiei scop (de la fy =0,
la fl = 8). -

~Observatie. Daci am fi introdus in bazi pe ¥, in locul lui %,
sau in locul lui x5 noile baze: (%3, %,, %5) respectiv (xs, %, %), nu ar fi
fost admisibile (ar fi continut §i valori %, < 0). N
Intr-adevir, rezolvind sistemul (2) in raport cu (%, x,), apoi in raport
cu (x5, %) se obtin urmitoarele solufii de bazi neadmisibile

— pentru baza (%, %, %) :%; = 6;. = —4; %=10; % =2%,=0;
— pentru baza (%5, X, %):% = —4; % =10; 2, =6; % =2 = 0.

Din (4) se constati c3 funcfia scop se mai poate majora deoarece .
coeficientul lui x, este pozitiv. :

Vom face deci o nouid schimbare de bazd care si confini pe x,. Intro-
ducind in bazd pe %, in locul lui x5, noua baza va fi B,(%,, %,, ;). Repetind
procedeunl folésit in prima iteratie, se rezolvd sistemul (3) in functie de
- variabilele %, si x; din afara bazei: "

Se obtine: ,
=0 2 1,
3 37 37
14 4 1
M=o T ghT %
4 1 1
A x2='—3-+§x3_—3'x5,
" iar funcfia scop .devine:

: T fa=16 — 2% — 2%, )



Pentru x; = x5 = 0, se obtine solujia de bazi si valoarea functiei sceﬁn

=i =g fa=gifa= 16
33 -

Se’ constatd ca dupi 1terat1a a doua, funcfia scop s-a majorat de la
H=8 la fo=
’ Coeflmentu lm xg si x5 din f, fiind negatlw, funcna scop nu mai
poate cregte.

Solutia obfinutid dupi pasul doi este deci maximi

16 4
9\"1=-§'; 5z=:-§; ma-xf=fa‘=1

Pentru a aplica algoritmul simplex wte necesar oi stim 1 7
‘— cum se' determini o solufie de bazi;
— cum se face o schimbare a bazei;
, — care este criteriul care ne permte 8d stabilim dack funcfia as::Op
gi-a atins valoarea sa optimd  (criteriul de optimalitate). -
" a) Cum se determind o solufie de bazd.

Vom considera programul liniar sub forma1

Z=c1x1+ch3+...4>erx -min [8)

a‘lxl + a‘zxs-" +¢‘.x =b', 4=1 2 ceoy {7)
=20;j=12, ...,

in care m < n. Si presupunem ci m din cele # variabile, de exemplu
pnmele m formeazi o bazi. Aceasta tnseamnd cd 1

\
My Qyg .. Gy
an R RN

Ggy Qgzp + <+ Opn

....... =’a“,m960
Ay Opp -+ o Bpugs
Sistemul (7) care se poate scriei
BuXr+ oot Ay = b — Bpr Bl — o = A Xy b= 1,2, ..., m

se poate rezolva in raport cu variabilele g4y, ..., %, obfinind o solufie-
de forma: ‘ :

x,=92,—:g,,,,.,;,x,,.+,—...—x,,z,;j=l, 2,..., m. )]
‘Daci anulim acum variabilele din afara bazei!
! = coe = X4 =0

§i presupunem ci %, > 0; } =1, 2,. .., M, 5€ obtme solutia admxsfbﬂé
de bazd:

-

x,=£,;0;vj=l, 2,..., m
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b) Cum se face o schimbare d bazei.
'S4 presupunem ci solujia de bazi din (8), care se poate scriei

=2 — X, o1 %mb1l — o0 — XX — ... — X X, — .. — Xy X,

(9) % =2 — ZpmrFmi1 — o — Fm Xy — . = Xyp Xy — .. — X X,
’ .

\(9') .x.=2.—x¢,,,.,,..x,.+1f—,...—x.v.x,—...—x;jx,_—...ex;, x,

x,'==2,,—x,.,,,,.+,xm+,e...—xmkx,—...—x,,,,-x,—...’—x,,.,.x,

nu este optimi. In acest caz va trebui si facem o schimbare de bazi.
S& presupunem ci vrem si introducem variabila x, in locul varxabllel Zye
Noua bazé va fi deci formatid dm variabilele 1

Kiyeony Xayerny Bgpeney %o

Pentru a obtme noua solufie de bazd va trebui si rezolvim sistemul (9) /
in raport cu varxabﬂele din afara bazei:

. Xm+41s - M4 Xygye - oy xj’ L) xnf
Variabila x, se obfine direct din @)

% I x ' Xy
Hy=—— .. —— %, — ... — g — ...—ﬁx © o (10)
Zn Xey Xy o Xox . .
Dacd notim cu accent termenii liberi si coeficientii variabilelor dia
noua bazd, vom putea scrie 1 ‘
Xy =B — e — Kb Xy — . — X Xy — ... — Xiy X, (10) -

" Dia oomparai;la relati.ilozr (10) si (10°) rezultd

i f . % .
=" Xy =4 : (11)
s Xn | Xpx .

Pentru celelalte variabile %; §# k; se elimini %, intre ecuatiile (9')
si {97), mnul];md in (9"} cu 2% si scizind din (9”). '
Se obtmel » " : '
X, = (2, _ % x,,)—; . .—(x.,—ﬁ? x,,) Xy —...— (x‘,,— -z'—"x,,)x, (12)
. % .

'l. (]
Xy =R— . — Xy Xy — . — Xy %, . (12")
Compannd relatiile (12) cu (12) obtlnem

‘3:'=2(-£!‘x¢n

Xox

Xy =2, — 5, |i # k. (13)

r:




Coeficientul %,, se nume§te p1votu1 schimbirii de baza in care %,

intri in noua bazi in locul lui x,. -

Daci notim 2, §1 zo valorile funcpel scop ce corespund celor doua

solutii de bazd %, i %;:

zo=Ec, 92., ¥ic,xé - (14)
i=1 = |
z, = Zc. x.,; zj = 2 C; Xij. (15)

[} t=1

Folosind (13), din (14) si (15) obtinem:

—Zc,(a?, ——x,,) Ec. x,——Ec‘ Xy = 2y — — (z,, —¢)

=1 Xy =1 .

zf_cf'—zc(xu——x«.)—v, (2, —¢) — (2 — )
fm1 rk Xex

X,
Zg=2¢ — — (5, — )
>

-
ot
@

e

z.'v —g=—c) —Znm—a)
x’k

Formulele (13) si (16) ne pernnt si facem o schimbare de baza, in care
am presupus ci #x, intrd in noua bazd in locul lui z,. '

Criteriul de intrare in bazd.
— Cazul in care se cere minimyl. }
Dacd notédm 6, =250; 2t =12,—0,(z, — ¢,
| X
Valoarea initiald 2z, a functiei scop se va reduce cu cantltatea maxima,
atunci cind diferenfa z, —¢, >0, va fi maximd.
Dacd : : ‘ ‘

max (z, —¢) =2, — ¢ >0;j=m+1,...,2n; - (17)

'

variabila %, va intra in noua baza. .

— Cazul in care se cere maximul.

Functia scop se va ma]ora cu cantitatea maximi, atunci cind diferenja
2z, —¢, <0, va fi minima.

Dacid :

' min (z, —¢) =2, — 6 <0; j m+ 1, .., (18)
variabila x, va intra in noua bazi.

Concluzie. ‘ SN

. — Daci se cere minimul, va intra in bazid variabila pentru care dife-
renfa 2z, — ¢, are valoarea pozitivd maxima.
— Dach se cere maximul, va intra in baz# variabila pentru care dlfe-
renfa z, — ¢, are valoarea negativi minima.
Relatule (17) si (18) reprezmté criteriul de intrare in baza,
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Criteriul de iesire din bazd.

Noua bazi va fi admisibili daci vom avea satisficute conditiile de
“nenegativitate :

2 z
=% — 2,20 Lot
v 7k N
sau )
X, X4
0< =<
Xox X
Daca: - i
.mm_‘=_';1,=1,2,...,m ~(19)
x{l x’. Yy 'i

variabila x, va iesi din bazi.
Coneluzie.

_ — Se cerceteazi rapoartele 0, > 0; 1=x1,2, .. ., m. Variabila ce cores-
punde raportului 6, minim, va iesi din bazi. Co
— Dacd tofi x, < 0, variabila %, nu poate intra in bazi.
-— Dacéd avem mai multe rapoarte 6, minime egale, se alege unul din ele.

c) Criteriul de optimalitate.
— Cazul in care se cere minimul. -

Dupé fiecare schimbare de bazi putem avea urmitoarele situatiit

1) z, — ¢, < 0, egalitatea avind loc numai pentru variabilele din bazi.
Salutia este minimi si unici. A

2) z, — ¢, < 0, egalitatea avind loc si pentru unele variabile din afara
bazei. Programul admite o imfinitate de solufii,- care conduc la aceeasi
valoare minimd a functiei scop. '

Aceste solufii se pot obfime daci vom introduce in bazi succesiv,
cite una din variabilele din afara bazei pentru care 2z, — ¢, = 0. :

- 3) z;—¢,> 0, pentru anumiti §, dar x,, < O pentru tofi i=1, 2, ..., m.
Funcfia scop poate descreste oricit neavind un minim finit, deoarece
%; = % — 0%, > 0, pentru orice 6, >0, min z = — oo. : S

4) z, — ¢, > 0, pentru amumifi j, dar.avem si x,> 0 pentru unele
valori ale lui 2 =1, 2, ..., m. Funcfia nu este minim#, ea poate fi micso-
ratd efectuind o- schimbare de baza.

— Cazul in care se cere maximul.

1) 2z, — ¢, > 0, egalitatea avind loc numai pentru variabilele din bazi.
-Solufia este maximd §i unica.

"2) z,—¢, >0, egalitatea avind loc §i pentru unele variabile din afara
bazei. Programul admite o iafinitate de solu}ii, care conduc la - aceeasi
valoare maximi a funcfiei scop. '

3) 2z, — ¢, <0, pentru anumiti , dar x,, <0, pentru tofi ¢ =1, 2,...

.., m. Funcfia scop.poate creste oricit neavind un maxim finit, deoarece
% = %, — 0,%, > 0, pentru orice 6, >0, max z = -+ o0.’

4) z, — ¢, > 0, pentru anumifi j, dar avem si %, >0, pentru unele
valpri ale lui 4. Funcfia scop nu este maximi, ea mai peate fi majorati
efectuind o schimbare de bazi. -
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Pentru a aplica algoritmul simplex se foloseste un tabel de forma

A ‘Tabela 1
i
I ¢ Civoe Cueus € ¢

B C, x, 1 4 ] - {2 5 n

Xy eee Xypook Xgooe Xgeoo % A x,

L4
% |6 | & 1 0 0...0... 2%, R .o %y,
i
% |e |2 0...1 0...0... 2%, X,y x,,
e e« . st . e e s e . e s
x | ¢ PA 0...0 .:..1....0 ... z, Xy x,,
Xy | Co | %2w [0 ...0...0 ... 1... %, Ky * oo Xy
2, 0...0...0...0... 2—¢ ... 2;—¢, ... 3,—€,

pumit tabel simplex, care se completeazid astfel: :
— in coloana B (baza) se trec variabilele din bazi; - .
— in coloana ,. coeficientii din funcfia scop ce corespund varisbileln-
din bazi; ] ‘ -
— in coloana #,, solujia de bazi, adicd valorile variabilelor ce compun
baza: : ‘

%L=220;7=12,...,m

care se presupune cunoscuta;
' — in coloanele urmitoare, coeficienfii tuturor variabilelor din solutia
de bazi:
Xy == X — Xim+1 Xmt1 = « -« — X%y 4= 1, 2, I (]
luati cu semnul schimbat *; ‘ '
— in prima linie, tofi coeficientii din funcfia scop; '
— in ultima linie, coloana %, valoarea functiei scop ce corespunde
solutiei de bazd: ) - '

Z°=0121 +C§3+ -»-.,+ C.f.; .
— in celelalte coloane din ultima linie se trec diferentele1

zy—c¢; =12, ..., n

in care: . :
2, =%y, F CaXoy ot oo F Cu¥pys F=1,2, ..., n
- Cum z, = ¢, pentru j=12, ..., m rezulti ci pentru variabilele din bazi
avem: . < .
' ' z2,—¢=0;j=1,2,..., m
Folosind criteriul de optimalitate se constatd daci solutia initiald de

baza obtinuti in tabela 1 este optimi. In cazul in care nu este optimi se -,
face o schimbare de bazi. Folosind criteriul de intrare in bazd (18) si de

"¢ dack anulim®variabilele din afata bezel: %,,; = ... = #,= 0, se obtine solatta de
bazd ¥, =%; $=1,2,..., m. ‘
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N

iegire din bazi.
‘din bazi. :
Bacd vom presupune ci variabila x, intri inbazd in locul lui %,, noua
bazd va conmfime variabilele (%, %5, ..., %,..., x,..., Zp)e ’

‘ Noua tabeld simplex devine! '

(19), se stabileste care este variabila care intrd-si care iese

Pabela 2
, €y eos € cee € vew Cpvee Gy ouu C, e €
B; C’ x’ 1 r 1 ™ R ; »
‘ Biove Xp | ees Xy ou. %, Zyore X, v X,
%y | 6 4 Leoox, o000 0.0, g © cee X,
% |6 "% |0 ... xh, 0L 0l Tl x, L
% | 6. | &; O...x .1 ...0...0... « .o X
2% | C, 79 N OO | R B | T v X
2, 0 ...p—¢; ... 0 ...0...0... zl—c} ... 2t—c)

Biementele din tabela 2 se obtin din formulele (11), {13), (16).

~ Observatii: Elementele ce corespund liniei pivotului se obfin im-
pénfind toate elementele la pivot: : :

, X X .
g=Fa B2 (20)
Yoy Xer - : ’

— Toate celelalte elemente din tabela 2 (inclusiv acelea situate pe
- . ultima linie) se pot deduce usor din tabela 1, folosind regula dreptunghiului.
- Astfel, elementul #j, se obfime din relafia®: -

Xen  Fpy
Xp X Xy Xy — Xy X .
x;’_ — 170 1 — 2 7y o Vih Vry (21)
Xeg Xra ,
; t=1,2, ..., m;j=1,2, ..., n; 1% E
Elementele situate pe ultima linie, sint date' de relatiile?:
Xy z, Xy Xy :
‘ Z—cC 2 2, —Cy %, — ¢ .
zp = L LA ;z,’-—c”-z:' L Mt '—;]=1,_2,...,%. (22)
Xrx - Xgy

Expresiile de la numiritor se calculeazd ca un determindnt de ordinul

doi, impirfind apoi rezultatul la pivot. ,
— Trecerea de la o bazi la alta conmstituie o iteratie. Dupi fiecare
fteratie functia scop prezinti o reducere (in cazul de minim), sau o majorare
- [in cazul de maxim) fati de valoarea ei obfinuti in iteratia precedenti.

! cunoscutd ol sub numele de metoda In cruce a Ini Routh. . ,

* identicd cu (18).

! identice cu relafiile (16).
. ' “
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— Tteratiile se continui pind cind, in baza criteriului de optimalitate
stabilit, functia scop §i-a.atins valoarea sa optimi (minim, respectiv
maximai). ,

— Daci restrictiile unui program liniar canonic sint de forma

Au%y F Aa%s + ... + 4%, < b,
b, =20; i=1,2,..., m,
se poate objine usor o solufie'inifiald de bazd, scriind restricfiile sub ’
formi de egalitdfi: Q ‘ ~ ‘
Guty + ... At F 2 =0b; =12 ..., m

unde x‘;; 0,sint variabile ecart.
Pentru %, = %3 = ... = %, = 0, se objine solufia inifiald de bazd1
x:= b‘; ﬂ:=1) 2) AR ] m.
Exemplu. Vom relua programul linjar canomic:
‘ g = 4x1 "l‘ 25(3 = max.
X — % €2
— %, + 2%, < 4 -
% + 2%, < 6
%, 20; %, 20
Solugie. Introducind variabilele ecart x;, %, %5 se obtine programul
standard : .
: z = 4x; + 2%, = max
xl -_ x2-+ xs = 2
— %+ 2%+ x,=4
%,20;7=12...,5
care admite solufia initiaii "de bazdi
B =2 %, =4;%=6; %, =% = 0.
Se ini;0cme§te tabela simplex corespunzitoare acestei solutii!
. . )
c 4 2 0 0 0
X1 % X3 X4 %5

x| 0 | 2 1 -1 100
“ x| 0| 4 -1 2 010
% | 0 | 6 1 2 00 1
0 —4 -2 000

Deoarece se cere maximul functiei scop, si avem diferente z, — ¢, <0,
programul nu este optim. Funcfia scop se mai poate majora efectuind
o schimbare de bazi.

7
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‘Cum: .
min (2, —¢) =2, — ¢, = —4<0;

variabila #, va'intra in noua bazi. Cercetind apoi rapoartele:

0=2>0;i=35
se constatd ci: ,
-9} =2, 35
1 1 i
si corespunde variabilei 3. Deci %, va intra in bazi in locul lui %3. Noua
bazd va fi By(x,, #,, %;). Pivotul schimbirii de bazi care se afli la inter-
secfia liniei x3 cu coloana x, este egal cu 1. :

Se intocmeste tabela
(20), (21), (22).

. . {2.
- min 0, = min T

simplex pentru baza B,, folosind formulele*

l
.4 2 0 0O
Byl & | % % X X3 X4 Xg
. 1 2 3 4 { ]
% | 4 2 1 =1 1-0 0
% | 0 6 0 1 1 10
| % | O 4 | 0 3 —1 0 1.
'8 0 —6 " 4 \0 0

Deoarece avem z, — ¢; = — 6 < 0, solutia obfinutd in prima iteratie
nu este optimd. Variabila %, (cé corespunde diferentei z, — ¢,), va intra -
in noua bazi. .

Se constatd apoi ci:

.

6 4] 4

min 6, =min{—, —Y{=—; 1 =45
‘ 1 3 3
si deci variabila %, va intra in bazi in locul lui x5. Noua bazi va fi By(x,,
%y, %;). Se intocmeste tabela simplex pentru baza B,  ©
' 42 0 0 0
Bz» G | B X, X2 X3 X X5
w| 4108 10 230 13
% | 0 143 0 0 43 1 —13
w2 (4801 —130 13
16 0 0 2 0 2

Se constatd cd: .
2, — ¢, > 0, pentru variabilele din afara bazei (x,, x);
2, — ¢, = 0, numai pentru variabilele din bazi (x,, x,, ).

T coeficientii variabilelor s,, %, %;. in noua bazi nu se mail calculeazi’ deoarece sint
egali cu coeficlen{il Ini x,, #,, #;, din vechea bazi.
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{n baza critériului de optimalitate,
< solufia programului canonic este maxi-
ma §i unica. ' :

1_O"£

] 4. -
x1=3 ; 3=‘§;m:a.x_:‘.>'=‘16.

~ — Solufia optimi a fost obfinutd
numai dupa doi pagi*. o

— Coeficientii variabilelor x;, %,, %s
din baza B, mu au fost calculafi, ei

, g \\f;:p A,\\A/ n4,
‘\Ao{é,z', f2z2=0)

X, %g, %z din baza precedentd.
Fig. 151 .. " In general, la o schimbare a ba-
. _ zei, coeficienfii variabilelor din noua
bazi nu se mai calculeazd, ei fiind egali cu coeficientii corespunzitori

variabilelor din baza precedentd. fn fiecare iteratie se vor calcula numai

coeficientii celor # — m variabile din afara bazel.

Algoritmul simplex ne permite s determinim numai acele solu}ii admi-
sibile de bazi care conduc la cresterea (reducerea) cu cantitatea maximi
posibild a funcfiei scop® din mulfimea de cresteri (reduceri) posibile.

Tn exemplul dat, se constatd usor ci pernind din origine unde f, =0,

s-a trecut in virful -4, in care f, =8 (si nu in A4, unde: fy = 4), apoi.

in virful 4, unde funcfia scop are valoarea maxima fa=16 (si nu in
Ag in care f; = 9). Asadar algoritmul simplex constituie o metoda selectiva,

care me permite si ajingem la solufia optimd dupid un numir minim. de

iterajii (schimbiri de bazd).

Din aplicarea acestui algoritm la un numar mare de exemple, rezultd
ci, numdrul p al iterafiilor care conduc la solufia optimd, cind nu se
cunoaste o solufie initiald de bazi, satisface relafia - :

3m
—_—< P £ 2m.
5 h

Determina¥ea unei solufii iwifiale de bazd.
a. Cazul in care programul confine restrictii de formai

n Y -
SSayx< b by >0;i=12,..., m
. j=1
Se transformi inecuatiile in ecuafii:.
” ) -
2a,~,-x,+x$=b,;¢=l, 2,....m
=1

din care se deduce solutia inifiald de bazi:

M=b;x=0i=12..,mj=12..n

* jdentici cu soluffa geometrick din figura 151. -
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b. Cazul in care p:ogra;ﬁul confine restrictii de forma

jia,,x,; b; b >0: i=1,2-..., m. (23)’
Se transt:ormé sistemul (23) in ecuafii:
éa,,x,—xf:b;; i=1,2 ... m o (24)
= % 20i=1,2 ... m |

Se consider4 apoi programul artificial: .
'i,‘c,x, + i x{— nhlin (25)

=1 = - :
Jéa,,x,-—x‘,’ﬁ-x;‘:bi;i:l, 2. m (26)

% 20; »2>0; 2 >0; 1=1,2 ... m; i=12...,n (27)

In care variabilele ecart x;, transformi inecuatiile in ecuatfii, iar x? sint
variabile artificiale.

Introducerea lor in sistemul de restrictii ne permite si determinim
- solufia de bazi a programului (25) :

B=b;a=0}=0;i=12 .. m; j=12.. . n

, Pentru a obfine o solutie de bazi a programului dat (24) se cuneso
doud metode 1 metode penalizirii datorati lui A. Charnes [2] si metoda
celor doud faze pe care o vom expune in cele ce urmeazi. .

In prima fazi se rezolvd programul liniar;

. Lid .
@ =3 x; — min,

tee]

. B :
2a,,x,-—x€+xf=-b,;1’=l,2,...,m . - (28)
f=1 -

%20, @30 220, i=12 ..., m;j=1,2 ... n
care admite solufia inifialdi de bazi:
¥t =b,x=0; %=0;4i=1,2 ..., m; j = 1, 2,..., n

Putem avea urmitoarele situatii :

l. min ¢ =0, iar toate variabilele artificiale au fost eliminate din
- baz3. In acest caz solufia optimi a programului (28) conmstituie o solutie
inifiald de bazi a programului (24). o

Se trece la faza a doua rezolvind programul (24), folosind baza inifiald
obfinuti .in prima fazi. ' .

2. min ¢ =0, dar existi variabile artificiale (cu valoarea zero) care
nu pot fi eliminate din bazi deoarece toti %, =0. -

Se trece la faza a doua, neglijind liniile care confin variabile artificiale.
Iteratiile se continui, minimizind functia scop a problemei date (24).

3. min ¢ > 0. Problema dati nu admite solutii. Restrictiile progra-
mului dat sint contradictorii. ‘ :
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c. Cazul in care programul confine restricjii de forma:

3 ay % =bi; b > 0; i=1,2

cey M.
=1
Se considerd programul artificial:
. ” ) m . .
S, + > % — min
j=1 =1 ]
n N . '
Za,,x, + =20, i= 1, 2,...,m
= ‘

2,20, 20;:=12,

ceamyi=1,2,..., n
Se continui ca §i in cazul b, folosind metoda celor doud faze.

Exemplul 1. Si se rezolve programul liniar:

min (2x; + xz)

(29)

~ Solugie. Aducem problema la forma standard introducind variabilele
ecart x§, x§, *f: .

“min (2%, + %)
3%, + % — 2 =3
4x, + Bx, — x5 =6 _ (30)
% + ng —x=2
%y, %, = 0; x4, x.g,. %% =0,

Deoarece nu cunoagtem o solujie inifiald de bazi, introducém variabi-
lele artificiale xg, %3, #§ si obfinem programul :
f= 2% -+ %) + (% + x5 + 23) — min
3x1+ xz—xi'i-ﬁ::-——'s

©en
%y + 22 — o + % =2 |

%, %3 20; x>0, 220;i=1 23

Rezolvim prdblexﬁa (31) folosind metoda celor doui faze.
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in _'_prima fazi rezolvim programul : - \ |
¢ = % + % + % — min [ (82)
tn conditiile 'j(31), care admite soiuj:ia initiald de bazii ,
H=32=6, =24 =2=0; 5 =1=15=0
Intocmim tabela simplex pentru prima fazi.

Faza 7

B c! x*’ O O O .0 0 1 1 ] (f"‘
X1 % s U T T B L2
% 1 3 "3 1 —1 0 0 1 0 0 :|3m
x3 1 6. 4 3 0—-1 0 o 1 0 G4
2 1 2 1 2 0 0—1 0 0 1 211
A 11 8-6 —1—-1-1 0 o 0 |
% 0 1 1 13-13 0 o 0 0 3
3 1 2 0 5/3 43 —1 ¢ 1 0 |65
%2 1 1 0 53 13 0 —1 0 1 3/5
' 3 0 10/3 5/3 —1 —1 c 0
% 0 | 45/ 10 —255 0 155 0 4
2 1 1 0 0 1 -1 1 1 1
% 0 | 35 0 1 15 0 —3/5 0 —
1 0 0 1>=1 1:4i 0
% 0 3/5 1 0 =351/5 0:
4 0 1 0 0 1 —1 1§
% 0 65 | 0 1 145 0
0 0.0 0 0 0.

In fiecare iteratie; diferenfele @, — ¢, maxime, rapoartele "0, minime
si pivotul corespunzitor schimbirii de bazi, au fost marcate prin cifre
groase. , , '

Dupd 3 iterafii, prima fazi se termini cu min ¢ = 0. :

‘In faza 2, intocmim tabela simplex pentru problema (30), pornind
de la baza inifiali:x, =3/5; x4 = 1; %y = 6/5, folosind elementele
obtinute in ultima iteratie din. prima fazi. - ‘

: .Faza 2
B | é, z, 2 1 0 {0 0 )
‘ ' %y "%, £q x5 x5
% 2 3/5 1 0 —3/5 - 1/5 0
x5 0 1 0 0 . 1 =1 1
%y 1 6/5 0 1 - 4/5 —3/5 0
12/5 0 0 —-2/5 —~1/5 0
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Se constati ci toti z, — ¢, < 0. Solutia obfinuti in faza 1 este optimi
si pemtru problema (30) :

£, =3[5; :22-6/5 =x§=o;xg'=1;
mmz=2£1+x2 125,

Obser va}u. In iteratia a doua avem pe ultima linie doud di-
ferenfe maxime egale cu 1, ce corespund variabilelor x{ i x3. In iteratia
a treia se putea introduce oricare din aceste doud vanabﬂe

Alegerea trebuie ficutd astfel, incit funcfia scop’ a problemei (31),
f=Ra, 4 %) + (2 + 2 + x3) si& sé micsoreze cit mai mult. Alegerea
lui x{ micsoreazd pe f. cu:

21— — 1 - 141 —=—.
( 5)+ * 5 5

_ Dacid alegem pe #3, f se va micsora-cu:

- Besigur, cd x5 a fost introdus in bazi.

e

Daci am fi introdus in bazi pe g solujia obfinutd la sf1r§1tu1 pnme1
faze au ar fi fost optimd §i pgntru problema (30). :

fn faza a doua ar mai fi fost necesard incd o iteratie pentru a obtme
min I

- Interpretarea geometnca din f1gura 152 confuma rezultatele obfinute
prin metoda simplex.

Exemplul 2. S3 se rezolve pro-
gramul liniar canonic:

min (— 2, + %)
X — 2% €2
%+ %<5 (33)
2%, — %3 = 2
2, 20; %, 20.

Solugie. Scriem programul dat
sub forma standard :

R Sl Ll LLLL L Ll
A F220 min (— % + %)
2 ' . %y — 2%, 4 =2
’ Ht t+nw=5 . (34
N4, 1, 2% — Xy — Xf =2

%, % 2 0; 22 20;4=1,2, 3.
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Introducem in ecuajia a treia variabila artificials %; §i programul devine

o f=1(— %+ %) + 2 > min"
%y — 2%, + 2§ =2 .
%+ %+ =5 (35)
2% — Xy — x5+ 2 =2
2%, 20, 220, x>0;i=1, 2, 3.

Folosim metoda celor dou} faze. In faza I se rezolvi programul ;
. 9=2 >min
in condifiile '(35), cunoscind solufia inifiald de bazi:

2=2; x=25; x{=2; X = %y = x5 = 0.

. Faza 1
B cl x, 0 O 0 O O 1 e‘. L
' % Xg * *2 %3 %
% 0 2 1 -2 1 0 0 0 2
x5 0 5 1 1 0 1 0 0 5
x 1 2 2 -1 0 0 -1 1 1
2 2 -1 0 0 —1 0
x 0 1 -0 —3/2 1 0 1/2
x§ 0 4 0 3/2 0 1 172
%y 0 1 [ 1 -1/2 -0 0 —1/2
0+ 0 0 0 0 0

In faza 2 se rezolva programul (34), care adnute solufia initiald de bazd :
t=1; 23=4; 2,=1; %, = 25 =0. _

Faza 2
B c, il —1 1 0- 0 10 e‘
- X1 X X1 X x§
% 0 1 0 -32. 1 0 1/2 2
p+4 0 4 0 3/2 0 o1 1/2 8
% | =1 1 1 —1/2 0 0 —12 |-
—1 0o 12 0 "0 172
x5 0 | 2 0 -3 2 0 1 —
x5 0 3 0 3 —1 1 0 1
-2 |.0 1 -1 0 0 .
e 0 51 0 o 1 1 1
Zg 1 1 0 1 —1/3 1/3 -0
% | —1 4] 1 0 13 23 o
-3 0 0 —23 —13 o0



Observatiic — Variabila artificiald a
fost eliminati din bazi in prima fazd dupd
o singurd iteratie, firi ca solujia obfinuti si
fie optimd §i pentru programul (34). Au mai
fost necesare inci douid iteratii in faza 2,
= pentru a gisi solufia optimd:

[N 21=4;7£2=1;
z=0 - % =4%=0;
zi=0 . % =05;

minz=—x-1+£z=—3.

Fig. 153.

- Solufia geometricd a programului li-
niar canonic (33) este datd in figura 153.

Exemplul 3. Cazul de incompatibilitate.
. L min (— %; + %)
— 2% + %, <2
— %+ 2x,
%+ %

X, Xy =

N

(36)

n v

A}

8
5
0.

vV

Solugie. Scriem programul dat’ sub forma standard; introduciand o
singuri variabili artificiald x§ in ecuafia a doua: '

min f= (— %+ %) + %

o m =2

- mt2m -t R =8 | 37)

it Xt =5
%, %, >0; 22 >0; % >0;i=1,2 3.
Vem folosi metoda celor doud faze. In faza 1, rezolvim programul1
‘ ¢ = % — min ’
in conditiile (37), cunoscind solufia inifiald de bazd:
o M=2; =8;x=05; x;=12%=2x=0.

Din ultima iterétie a fazei 1, se constati ci to}i ¢, — ¢, < 0 pentru varia-
bilele din afara bazei §i totusi variabila artificiald nu a fost eliminatd
din bazi. min g =1> 0. ‘

Programul (37) nu admite solufii. Sistemul de restrictii  (36) scris
sub forma:- ) ' : ‘

— 2%+ Xy xf =2 .
x1—2x2+x§=—8 ’ '(38)
%+ %+ ag=35 '
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Faza 7

B : 5, 0 0 0 0 0 1 6,
% %2 T . -1
8 0 2 -2 1 1 0 0 0 2
. 1 8 | -1 2 0 —1 0 1 4
3 0 5. 11 0 0 1 0 5
8 -1 2 0 —1 0- 0
X, 0 2 -2 1 1 0 0 o —
2 1 4 3 0 -2 -1 0 1 {43
x5 0 3 3 0 -1 0 1 0 1
i} _ 4 3 0 -2 —1 o0 o0 |
% | 0 4 0 1 13 0 253 0
X3 1 1 0 0 -1 -1 —1 1
% 0 1 1 0 -—-13 0 13 0
1 0 0 —1 —1 =1 o0

- este imcompatibil. Adunind | ecuatiile (38) - se obtine relatia :
2+ 2+ = —1,
care nu poate avea loc deoarece: %, x5 23 > 0. :
" Incompatibilitatea rezultd si din solufia geometrici (fig. 154). .
n nici una din cele 7 regiuni nu avem satisficute_simultan inecuafiile
(36). , : : ' :
Exemplul 4. Cazul in care minimul este nemdrginit. -

min (— % 4+ 2%,)
/ ) —2% 4+ % <2 '
 m—2m <2 | (39)
it % 25 ~
%y, %, = 0. _
Solutie. Se scrie programul dat sub forma standard si apoi intro-

ducem variabila artificiald #2 in ecuatia
a treia: - }

== %+ x3)+x;4>min.
— 2% 4 Xt a=2
,xl"—2?c2—i'- % =2 (40)
it m—m =5

X, X2, 23 20; 202>20;i=1, 2, 3.

, In faza 1 se rezolva 'progra;nul: , :
? = % —»min in condifiile (40). - . Fig. 154,
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Faza 1

B’ c' x’ 0 O 0 0 0 1 e‘
| R
% 0 2 | —2 1 10 0 0 -
e 0 2 1 —2 0 1 0 O 2
e 1 5 1 1 0 0. —1 1 5
5 1 1 0 0 —-1 0
xf 0 6 0 —3 1 2 0 o0 —
%, 0 2 1 2 0 11 0 o 1
% 1 3 0 3 0 -1 -1 1 1
3 0 3 0 -1 —1 0
x 0 9 0 0 1. 1 —1
%, 0 4 1 0 0 13 —2/3
Xs 0 1 0 1 02 -—13 —1/3
0 0 0 0 0o 0

Faza | se termini cu min ¢ =0; 2, =4; Z3=1; % =9; 2 =zx=0
fn faza 2 se rezolvi programul: ' ~

min (— % + %)
—f2x1-i¥‘ %+ % =2
%y — 2%y + 2§ =2
%+ % —x=25
%y, % 20; % >0;i=123,

pornind de la solufia de bazd obfinutd in faza 1.

) Faza 2
B e | % -1 1 ‘ 0] 0 0 6,
. X% Xg % X 2
2 0 9 0 0 1 1 -1 -
%y —1 4 1 0 0y 13 . -—2/3 —
Xe 1 1 0 1 0o, —1/3 —1/3 —
-3 0 0 0 —2/3 1/3

Deoarece in ultima linie mai avem un element pozitiv, solufia obfinutd 1
x,=4; %y =1; % =9; nu poate fi considerati ca minimi, urmind a
introduce in bazd variabila x3. \

Dar acest lucru nu este posibil deoarece tofi coeficientii lui sint negativi.
fu concluzie, funcfia z = — %, + %, “poate descreste oricit, neavind un
minim finit.
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~puncte comune cu poligonul P al

o4

Aceasta se observd si din
interpretarea geometrici din figu-
ra 155. Oricit am deplasa dreapta
A, paralel cu ea insisi in sensul
indicat de sdgeatd, ea va avea

solufiilor admisibile. Virful A(4, 1)
corespunde solufiei obfinutd prin
metoda simplex:z = — 3, ,

Un punct oarecare M(x,, x,)
situat pe dreapta %, — 2%, = 2,
va avea coordonatele M(2x, + 2;
%g), iar funcfia scop:

z=_x1+xg=
= — 2%, — 24 % = — %, — 2; Fig.lss.
min z = lm (— %, + %;) = lim (— %, — 2) = — ®
el £q=>00 )

Exemplul 5: Cazul in care] minimul nu este unic.
min (— %, +'x,,)
— 2%, + %3, €2
Xy — % €2
%+ % <5 .
%1, % =0
Solutie. Scriem programul dat sub forma standard:
| min (— %, + %)
) —2x1—}jx2+:f;=2
% — %3 + %3 = 2
‘ % + %5 + § =.-5
%, % 20; 2020;1=1, 2, 3.
Cunoscind solufia de bazi:
X =2; x,=2; 28=5; % =2,=0;
Be intocmegste tabela simplex. . .
Dupi prima iteratie s-a obtinut solufia optima: |
%y =2; 2,=0; 2, =6; 2§ =0; x{ =3;
_ | min :(#-—x1+‘x,)‘='-—-2. ;
Se constat ci, desi optimul funpj:iei scop a fost atins, putem imtroduce

in bazd variabila %,.
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Se obfine astfel in iterafia a doua o noud solufie optimé!

T x _Z_. x _E. xc_ls. xa_.xv_o
1 2 ’ 2 2 ’ 1 2 » 2 ‘8
B | o | 5 | =L L ¥R 0 0 |y
%1 %2 * %3 X3
x 0 2 —2 1 1 0 0 -
2 0 2 1 -1 0 1 0 21
2 0 5 1 1 0 0 1 5
0 1 —1 0 0 0
% 0 6 0 =1 1 2 0 -
% -1 2 1 -1 0 1 O —
. 0 3 0 2 0 -1 1 3/2
: —2 0 0 0 -1 0
% | 0 15/2 0 0 1 32 12 15|
X -1 7/2 1 0 -0 12 12 7
% |1 3/2 0 1 0 =12 12 3
-2 0 0 0 -1 0

peutru care funcfia scop are aceeasi valoare minima-
« min (— %, + %) = —2.
Problema dati, avind doud solutii optime, admite o infinitate de solutii

opiime §i anume, mulfimea tuturor punctelor situate pe segmentul
A,4.]]A (fig. '156), dar toate aceste solufii conduc la aceeasi valoare

minimd a functiei scop. Cum A,(2, 0); A:(% , -g-)‘,aceste solutii sint :‘

L z=0 ) % = 2N 4 — s

min (—x1+xg)=-2.

Se verifici dim nou afirmafia:

/ s (420 %0~ daci o funcfie liniari atinge valoa-
4, dau . N\zf=y 1rea optimd in doud puncte extreme,
Y% ea are aceeasi valoare optimid pe mul-
{imea punctelor situate pe segmentul
Big. 156. - definit de aceste puicte.



Exemplal 6. Cazul in care solufia -este degeneratd.
min (— x; + zx,) '

xl) xﬁ ?

. Solu;ié. Intocmai tabela simplex pentru programul adus la forma
" standard: _

min (— % + )
2% — %+ % =4
%y — 2%y + x4 =2
%+ %+ 2§ =
%, %2 20; 20 >20;4=1, 2, 3,

pentru care se cunoaste solujia de bazi:

v=4;2=2; 25=5; % = x, = 0.

B :, , —1 1 0 0 0 6,
% 0 4 2 -1 1 0 o 2
4 0 21 -1 =2 0 1 0 2
% 0 5 1 1 0 0 1 5
0 1 -1 - 0 0 o ‘
% | =1 2 1 —1)2 1/2 0 0 \
x4 0 0 0 =32 —1f2 1. 0
x4 0 3 0 312 —1f2% 0 1 .
—2 0 '—1)2 —12 t0 0

Dupd prima iteratie s-a obtifnit solufia optima :

% =2; 23=0; x5 =3; 4 20

) kx2=’}l..=0;/

‘care este degeneratd, deoarece confine
numai doud wvalori strict pozitive
% §i a3, iar xf=0. ‘

. Degenerarea provine din faptul
cd prin virful 4, al poligonului Pal
solutiilor admisibile ~(fig. 157) trec 4

3 drepte: -

X =0; 2 =0;x=0 " Fig. 157.

203



fn general, fiecirui virf al poligonului P i corespunde o solujie de bazd.
Solufia va fi degeneraty, daci printr-un acelasi virf trec mai mult de douf
drepte, deoarece in acest caz vom avea mai mult decit doud wvariabile
egale cu zero. N

Observas;ii. fn exemplul dat avem doud valori minime egalé pentru
raportul 0, Se putea elimina din bazi oricare din cele doud variabile ¢
sau #,. Noi am ales pe #j, deoarece in baza criteriului stabilit de Charnes
[€], se elimini din bazi variabila situatd pe linia cea mai de sus din tabela
simplex (prima variabild din bazi care a condus la 0, minim, care in
exemplul dat este #{). Dacd nu se fine seama de acest criteriu se ajunge
la aceeasi solutie optimi, dupi un numir mai mare de iterafii.

Tn exemplul dat ar fi fost necesare urmitoarele doud iterafii:

B .c' 2‘ —1 1 O 0 ' 0 e‘
. Xy Xg x;_ x; x;

% 0 4 2 -1 1 "0 0 2

P 0 2 1 =2 0 1. 0 2

s 0 5 1 1 0 0 1 5
0 1 =1 0 0 0

8 0 0 0 3 1 — 0 ¢

Xy -1 2 1 =2 0 1 0 |-

X, 0 3 0 3 0 -1 1 1
-2 0 1 0 -1 0

Xy 1 0 0 1 .13 —2/3 0

% -1 2 1 0 2/3 —1/3 0

. 0 3 0 0 —1 1 1
-2 0 0 —1/3 —1/3 0

“Pupi iterajia a doua se ajunge la aceeasi solufie optima:
x,=2; %=0; x=38; % =2x=0; min (— % + %) = —2.

Cazul in care se introduce o singurd variabild artificiald.

Dacid programul liniar este de forina :

f=cx + CQ% + ...+ ¢x, —min

Ga%y + Qg 1oe + Bty — % = by; BTV

5,>0; % 20;6=1,2,...,m

se poate obtine. o solutie de bazd introducind o singuri variabild artifi--

ciali x,, in fiecare.din cele m ecuatii ale sistemului (41). Sistemul de res-
trictii devine: :

D Bn%y - Ag%a b ... A%, — X+ Ko = b,. 42)



Fie b, = max {b,, by,..., b). Sciaind din ecuafia &, toate celelalte
ecuafii ale sistemului (42), se ob}ine programul:
' F = {(c1% + ¢a%a + ... + ¢,2,) + %, — min
‘ %t o G — %+ %o =,
(@ — ay)%, + cor F (80 — a,)x, + ¢ —‘x: =b —b,;
care, pentru ¥ =ty = ... = %, =0 2y = 0, admite solufia de bazii
o Fo=b>0 5 =b =530 ikk=12.. m

. Aceasti metodd are avantajul ci reduce cu m — 1 mumérul caloamator
din tabela simplex, micgorind in mod apreeiabil volumul de caleule.

Exemplul'7. Si se rezolve programul limiar standard:
J = 6%, + 7%, = min.

3%, + % —x%=3

42, + 3% — %, =6
% b 2% — 2y =2 (43)

102, + %, —x,=5

%20;j=12,..., 86

- Solugie. Folosind procedeul indicat, introducem variabita artificiald x,

si programul devine:
F = (6%, + 7%) + %, — min
' 3x, + x,-—xa-i:xo=3
42, + 3%, — %, + %, = 6
Xy 2% — %+ %y =2
10x, + xz;—5§6+xo=5.' !
‘ Cum max {3, 6, -2, 5} = 6, se scad din ecuafia a doua celelalte ecuafii
§i se obfine programul:
F = (6%, + 7%;) + % — min
4%, + 3%, — %, + %, =6
x1+2x2—x411-x3=3
32,4+ 2 — 2, x5 =4
_'le + 2% — % F x5 =1 ,
- %20 2,>0;j=12, ..., 6;
care admite solufia de bazi: :

Z=6, 2 =3 =4 xy=1; =5 =22, =0.



Aplicind metoda  celor doud faze, se objine succesiv 1

Faza f
B c, 5’ OE 0 0 0 0 O l 6‘
Xy Xy X3 Xa Xy Xg Xo \
%o 1 6 4 3 0 -1 ‘0 0 1 32 |
Xy 0 3 1 2 1 -1 0 -0 0 3 |
Zg 0 4 3 1 0 -1 1. 00 4/3
Xg 0 1 —6 2 0 -1 0 10 f—
6 4 13 0 -1 0. 00 1
% 1 23 | 053 0 13-43 01 /5 |
%y 0 5/3 0 5/3 1 -=2/3-13 00 1 &
% 0 4/3 1 13 o —-13 13 00 4 |
Xs 0 9 0 4 0 -3 2 10 9/4 |
2/3 0 53 0 13—43 00
%3 0 2/5 0 1 0 15 —4/5 0
%3 0 1 0o O i -1 1 0
% 0 6/5- 1 0 0 —2/5 35 0
Xs 0 37/5 0 0 0 —19/5 26/5 1 ,
o/ o 0o 0 0 0 0 )i
Faza 2
B ¢, Z, 6 7 0 0 0 0 0,
x1 xg xs x4 . x; : xo
Xy -7 - 2/5 0 10 15 — 45 0
X3 0. 1 0o 01 — . 1. 0
%y 6 - 6/5 1 0 0 — 2/ 35 0
Xg 0 37/5 0 0 0 —19/5 26/5 1
16 o 00 -—1 —2 0 »
’ .—-‘&A.i‘-s.g
%20 Solujia optim3 obginutd in faza
=0 1 dupd doud iteratii, este optima
¢ \Q §i pentru faza 2:°
: - 2 ' '
PR N
1:70 . /77//7(6‘.‘?"."7.—1‘-?’:/[/ ~£1—§1 xi_gt xs_’l:
o ' 37
‘\‘* x‘=x5—0; £0=—
‘?fy\-\\\ ‘5
SN &, i) .
N AP » 6 7x,) = 62, + 7%, = 10.
WS \ \\\\‘\ Py min ( %, + xz) 1 + 2 '
SN, fn figura 158 se poate vedea $i
4, ~. . solufia geometrica, care ne conduce
Fig. 158 la acelasi rezultat.



“Obser va!:n. Daci am fi mtrodus cite o variabild pentrd fiecare
ecuajie, tabela simplex ar fi confinut » 4w =6 + 4 =10 coloanme
:51 4 variabile artificiale: x§, x3, x3, 3. . ! .

“Dim mai jos solufia problemei in acest caz.

- , Faza 1
Blo| 2|0 0 0 0 0 0 1 11 174
¥y . X3 Xy X4 X5 Xg__ X% X3 X3 %3
2|1 3/ 83 1 —1 0 0 0 1 00 0] 1
21| 6/ 4 3 0 -1 0 0 0 10 0|32
21 2/1 2 0.0 -1 0 0 01 0] 2
x#|1/-5/10 1 0-0 0 —1 ©0 00 1182
6|18 7 —-1 —1 —1 =1 000 0
xl1|32] 0 770-1 0 0 3101 0 0 15/7
4110 4/ 0135 0 —1 0 410 0 1 0 20/13
2132 0190 0 0 —1 1/10 0 0 I 15/19
% |0/12| 1 1/;0 °0 0 0 —1/10 0 0 O 5
‘W17 | 0o2p —1. -1 —1 45 0 6 0
2 |1/18/19) 06 0 —1 0 7/19 519 1 0 0 18/7 .
£ {137/190 06 0 - 0 —1 - 26/19.5/19 0 1 37/26
w0519 6 1 0 0 10019 1/19 0 © —
% |0[819 1 0 0 0 1/19—2/19 0 0 8
' 55/}3 0 0 —1 —1 331910119 0 ©
w|11l/26) 0 0 —1 7)26 0 5/26 1 11/7
% | 0 37/26 0 0 0 —1926 1 5/26 0 -
% |0[20/13] 0 1 0 —5/13 0 4/26 0 -
% [0[9/260 1 0 0 126 0-3/26 0 9
| [11/26] 0 0 —1 7/26] O 5/26
| zxlofliyyz7} 0 o —27 1 ' o 57
% |O[18/7] 0 0 --1977 0 1 57
% |0(15/7] 0 1 —=10/7 O 0 387
%0271 1 o0 17 0 0 —1/7
0| 0 o 0 0 0 0

. 1In faza 2 se rezolvd programul (43), pornind de la solufia de baza
obfinutd in prima fazi:
2 15 | 11 18
Xy = ——; X3 ——-7; %3 =0; x‘n7 = =--7— ; 3¢ == 0.
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‘S-a obfirut aceeasi solufie, dupii6 iterafii. Folosind procedeul indicat,
selufia optimd a fost obfinuté pe o tabeld simplex redusid {cu 7 coloane
?}} loc je 10),'numai dupi doud iterafii. e

Cele 3 solujii de bazi obfinute in faza 2, corespund celor 3 virfuri
4,, 4, A ale poligonului solutiilor ‘admisibile {(fig. 158):

AI(EJI—'SJ; AZ(E""G"); AS ('9'92 .
77 55 55

Faza 2
B . 5 |87 0 0. 0 0 6,
X 0 117/ 0 0 —2 1 0 57 | 115
% 0 18/7| 0 - 0 —19/7 .0 1 5/7 | 18/5
%y 7 1570 1-107 0 -0 .37]| 5 -
o | 6 | 271 0 Yz o o0 —17| —
7B 0 0 —647 0 0 157

% 0 [T15| 0 0-—26/5 75 0 1 —
% 0 1 6 0 1 —1 1 0 1
%y 7 65| 0 1 45—35 0 0 | 312
%, 6 35/ 1 0—235 15 0 0 —

12 |0 0 2 -—3 0 0
% og|™s751 0 0 o0 —195 -265 1
%y 0; 1 0 0 1 —1 1 0
% 7 2510 1 0 15 — 45 0
%, 6 (_65/1 0 0 —25 35 0

0 |0 0 0 —1 —2 0

Dacd tinem seama cé: o

— pentru a determina un element din tabela simplex sint necesare
4 operafiuni elementare la fiecare schimbare a bazei {(doui inmulfiri,
o sciddere §i o impértire, efectuate in baza formulei (21); '

— elementele -situate pe linia pivotului necesitd o singuri operatie
de impirfire (efectuatd in baza formulei 20); : :

— elementele situate pe celel m coloane ce corespund variabilelor din -
bazi nu se mai calculeazd (fiind egale cu elementele corespunzitoare in
baza precedentd); se poate arita cd prin procedeul expus, numirul ope-
ratiilor elementare se reduce cu:

A(m) = (4m + 1)(m — 1)
pentru fiecare iteratie. Infexemplul dat, ‘pentru cele 4 iteratii efectuate-

in plus, s-a realizat o economie def4 - A(4) =4 - 17 - 3 = 204 operafiuni
elementare. Eficacitatea metodei_este evidenti. ‘



Probleme proplise

1. S&” se rezelve grafic §i prin metoda simplex problema
- max (2x, + x,)
% — % < 4,
3%, — 5‘;’3 < 1§, -
— .xl + 2%, < 6,
%, %3 = 6.
Roao=2 0B x4 2y =2
N 5"
2. Folosind metoda celor doud faze si se rezolve problema i
' max (10%, — 7%, + 27, — x,)
3%, — 2%, — x4 =1
% + 2% 4 x; =12
2%y + %34 3x,=16"
X1, Xy %5 %4 > 0.

B. Se introduc variabilele artificiale %, %,, %, In prima fazi se mini-
mizeazd funcfia ¢ = (x; + %3 -+ %,); in faza a doua maximizém funcfia
datéd z = (10w, — 7x, + 2%, — %q). Co

" Se va ﬁsi‘x—w x—77‘ x—19 x—@’maxz—z—n—
g..1'3’212’36" » m T

‘3. 54 se rezolve programul liniar folosind ‘metoda . celor doui faze,
7 max(x; + 2x; + 32, — x,), . |
% + 2%, + 32, = 15,
2%, + x, + 53:5 = 20,
%, + 2%, + S5 + %, = 20,
Xy, %g %3, %4 = 0.

R. Se intreduc variabilele artificiale Xg §i %4 in ptﬁnele doud restricii.
fnprimafazéseminimizeazifuncﬁaq:=xs+x¢; iar in faza a doua se
maximizeazd funcfia datd: z = (x, + 2%, + 3%; — x). Se va gisis

5

x,=x,=x3='§;7q,=0;maxz='15.

4. Un meniu trebuie si confini cel pufin® 0,6 unitifi din substanfa
matritivd 4 ; 0,9 unitéfi din substanta B; 3 ‘unitdfi din substanfa C i

2,5 umithfi din‘substanta D. Aceste substanfe se gisesc in doud alimente
M s N. S& se determine cantititile », §i x, din alimentele M si N,

14 ~ Apugam ale matomaticit s practici . 209



astfel incit costul meniului si fie minim, folosind datele din tabela de

mai jos:

Alimente M N I\'{eces?r
Substante (xl_) (%) biologic

4 -1 0,15 0 0,6

B 0 | 015 | 09

c 0,15 0,30 3

N 0,30 0,15 2,55

Pref unitar 10 | -

R. Se va gisi: % =4; %, =9; costul minim al meniului 76 lei.
5. La o ferm4 agricold s-a planificat o suprafajd de 300 ha teren arabil

pentru cultivarea cu griu §i porumb. : _ 4
Pentru cultivarea unui hectar de griu se cheltuieéste in medie 350 lei,
iar pentru cultivarea unui hectar de porumb 200 lei.
Se presupune ci recolta medie la griu este de 2 500 kg/ha si la porumb
este de 3250 kg/ha. ' o
Beneficiul obfinut din vinzarea griului este de 0,80 lei/kg, iar al porum-
- bului 0,50 lei/kg. '
n planul de cheltuieli s-a previzut suma de 70 000 lei pentru ambele
culturi. ’
Se cere si se determine numirul de hectare x,; §i %, care trebuie culti-
vate cu griu §i respectiv cu porumb, pentru ca beneficiul total obfinut

din vinzarea recoltei si fie maxim.

R. x, =66%ha griu,‘ % = 233 —%-ha porumb, B, = 312300 lei.
) PR



CAPITOLUL X .
- PROBLEMA TRANSPORTURH.OR

 § 1. Enuntul problemei

Fie:4,i =1, 2,..., m) m centre de prbductie unde avem disponibil
un produs omogen in- cantitifile a,, ay,..., a,; ‘ :
Bf(j=1,2,..., n), n centre de consum tinde acel produs este necesar
In cantitagile &, by,..., b,; - o . '
dili=1,2,..., m; j=1,2,..., n) distantele de la centrele de
producfie 4, la centrele de consum B,;
> cg, costul transportului unei'tone din produsul considerat pe dis-
tanfa d; exprimat in leiftond (sau in general, in leifunitate de produs
transportat) ; o
. %y cantitdfile din produsul considerat ce urmeazi a fi transportate
din centrele de productie A, la centrele de consum B, Problema cere si
.se determine cantitifile de produse x; ce furmeazi a fi transportate din
4, in B,, astfel incit totalul cheltuielilor de transport si fie minim.

[

§ 2. Modelul matematic

Tinind seama de enunful problemei se impun urmitoarele restrictii

— Cantitatea totald de produse expediate din A, spre cele # centre
de consum B, trebuie s fie egald cu disponibilul; din 4,. Sel obfine astfel
sistemul : ‘ -

) Xn+ X+ ... FxXw=a; 1=12, ..., m (1)

de m ecuafii liniare cu m - # necunoscute, in care primul indice £ al necu-
nescutelor x,, reprezintd centrul de productie (expedifie), iar al doilea 7,
centrul de consum (primire).
— Cantitatea totald de produse primiti de centrul B, de la cele m
centre de expedifie trebuie si fie egald cu necesarul centrului de consum B,.

Se -obﬁne sistemul de # ecuatii liniare cu m - » necunoscute :
Tyt Xyt o+ Ay =b,; =12 ..., 8 (2)

— Cantitatile tra'nsportate. trebuie sd satisfacd condifiile de nenega-
tivitate - ' ‘

% 20; 22.20,...,2020; ¢=1,2,..., m. 3)
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— Problema cere ca planul de transport si se realizeze cu ua minim
de cheltuieli.

Functia care reprezintd totalul cheltulehlor necesare efectuém trans-
portului trebuie sa fie minimi :

f = cuxn 4+ s FCmEm A ...+ cmnxmr; (4)

— Intreaga cantitate de produse dlspombﬂa in cele m centre de pm-
ductie trebuie si fie expedlata in intregime celor # centre de oonsumx

T '“1+aa+ +“ —bl'l'ba'l" ,+b a QS)

Se obfine astfel urmatoru.l’model matematic :
S4 ‘'se minimizeze functla

2 Ecv Xi (6)

t=1 j=1
in condi {iile : .
Ex,,_a,, i=12...,m ' @)
J=1 ' '
le.y=b,; i=12...,n : @8)
%5 20;i=12,..., m; i=12...,n (9)

m ” .
Z;a,=zlb,=s. (10)
i i=
Funcfia (6) a cirui minim se cauti’se numeste funcfia scop (criterin).
Relatiile (7), (8), (10) se numesc restnctule problemei, iar (9) reprezinti
condifiile de nenegativitate.
tf1'(;‘10105111(1 tabela 1, modelul unei probleme de transport se poate ebfine
astfel 1

Fabela 7
B .
4 ! B, B, . _ B, a,
¢
cll cla . V “ s clnA
) ‘ a
Al . xn xla « o e :61,, 1
Cay - ¢ cen San
A a1 28 , : o
2 X Xag Zaw | B
€1 €m2 ' oo Cen \
As Fomt Fma . Ban | %o
b, . by by “es b, | S )

- Egalam suma necunoscutelor 2y din ﬁeca.re linie cu cantitifile @,
serise in ultima coloand i obfinem ecuatule 7).

— Egalim suma necunoscutelor sy din fiecare coloand eu eantitijile b,
scrise in ultima hme si objinem ecuafpiile (8)



 — Suma produselor dintre -costurile ¢y §i necunoscutele x; scrise -
in fiecare pitrifel (celuld) reprezinti functia secop (6), al cirei minim
se. cere. »
— Suma dantitdfilor ¢, din ultima coloani egalati cu suma cantiti-
- tilor b, din ultima linie ne conduce la relajia (10). : :

§ 3. Clasificarea soluiilor

Modelul unei probleme de transport confine un. sistem de # - #
ecuafii liniare cu m#n necunoscute. Daci finem seama de relatia (10) siste-
mul va confine numai 7 -+ # — 1 ecua}ii liniar independente cu mn

neeunoscute. . , .
Cum pentru m > 1; » >1; m n <N, avem satisficutd relafial:

m-+4n—1< mn,

A

rezultd ci numdrul ecuatiilor distincte in orice problemi de transport
este mai mic decit numérul necunoscutelor. o

Sistemul (7), (8) este nedeterminat 5i admite deci o infinitate de selufii.

— Solutiile care satisfac (7) si (8) dar nu satisfac {9) se numesc neadmi-
sibile (nerealizabile). - ,

— Solutiile care satisfac (7), (8) 5i (9) se numesc admisibile (realizabile).

— Acele, solufii admisibile care confin cel mult m + 2 — 1 valeri
%y > 0, celelalte (m — 1) (» — 1) fiind nule se numesc solufit de bazd.
. — Solutiile admisibile care confin exact m 4+ » — 1 valori x4 > 0,
celelalte (w+ — 1) (» — 1) fiind nule se numesc solufii de bazd nedegenerate.

— Solutiile admisibile care contin (m 4% — 1) — 7 wvalori x43> 0,
se numesc solufit de bazd degenerate, » > 1 fiind ordinul de degenerare?.

— Acea solufie de bazi nedegenerati (sau degemeratd) care conduce
la un maxim sau la un minim al funcfiei scop se numeste solufie optimd. .

Cielu. Numim ciclu un numir par de célule distincte de forma
) Rigos a,-,,.,_ Rigge 10+ a;k,b, a;k,‘.’
De. exewmplu, ciclul format din celulele:
, : G, Gz @gs, Qgs, Gz Ay, '
/marcat prin sigefi in schema de mai jos, contine 6 celule,

Gy~
|
aaz“'““lzs
‘
Qgy ' Q33

1 Dac3 o vom scrie sub forman — 1 < m(n — 1) gi tinem seama de eonditia # > 1, rezults

m > 1, ceea ce justifici afirmafia noastri. .
2 Dack r =1, 2, ..., 5 vom spune cii avem o degenerare simpl¥, dublj,..., mulkipli de

ordinul &,
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Celulele @, gy, a3, care ocupd locurile 1, 3, 5 in ciclu le vom numi
_celule impare, iar celulele a5, s, a3, care ocupd locurile 2, 4, 6 le vom
numi celule pare. : :

Bazii. Fie X° = (x§) o solufie de bazi a unei probleme de trapsport.
Numim bazi si o notdm cu B mulfimea celulelor @y ce confin numai
valori x4 > 0. ‘

O bazi poate confine cel mult m + # — 1 celule a4 i cel pujin #
{daci problema admite -0 degenerare multipldi de ordinul m — 1). Dacd
o solufie de bazi este nedegenerati, se poate ardta cid pentru fiecare
celuli ce corespunde unei valori x4 = 0, existd un ciclu unic careconfine
aceasti celuli, celelalte celule ce compun ciclul fiind ocupate numai
de valori x4> 0. ’ :

Evaluarea unei celule. Prin definifie evaluarea unei: celule ay & B,
pe care o vom nota sy este datd de expresia: :

Sy = Cy — Cyj, +§c;,," - Cij, + R c‘k’b - 0;‘_}..

Exemplu. Folosind datele din schema de mai jos, evaluarea celulei .
(in -care x4 ='0) este dati de relatia: ' '

‘ut C15
X1 . . . I %1
)
! Cas —~Cop
] X34
Ca1 Css
Xa1 | X34

Sgp = Cg5 — C15 + €11 — C31 + C34 — Cope

Se aratd c3 evaluarea umei celule a; reprezintd cantitatea cu care
se modificd (creste sau se reduce) funcfia scop dacd x,; creste cu o unitate.

In exemplul dat, valoarea funciiei scop ce corespunde celulei ag; dupa
majorarea lui xg; cu o unitate va fit:

Si(ags) = cg5 - 1+ (%15 — 1) + cu(®n+ 1) + cafta — 1) +-
+ Caa(%ae + 1) + Coa(%se — 1).

Si(ags) = (C1s%15 + cua%11 + Car%ar + CaaXse + Cas¥ae) +

+ (a5 — €15 + €11 — Ca1 + Cog — Coa). ,
Fase) = folaws) + 515 o ay

fn care So(x) regre;intii funcfia scop in ipoteza in care am presupus
%gs = 0. Din relafia (11) rezultd ci funcfia scop-a crescut [sau s-a redus)
,%15«; cgntltatea Sgs Qupd cum s > 0 (sau sy < 0). . '

Deoarece am majorat pe 45, am sclizut gi am adunat alternativ o unitate cind am trecut
de la un colf 1a altul al ciclulul. In acest mod ecuatiile (7) gi (8) rimin satisficute.
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§ 4. Determinarea unei solutii initiale

_ Pentru a rezolva o problemi de transport se porneste de la o solutie
ini}iald de baz3 care se obfine astfel:
— Se di unei variabile oarecare xy valoarea:

.

2y =min {a, b}

o — Dacd &, < b,; %y = a,. Se suprimid linia 1, iar b, se va inloeui cu
bj = b_, — . B . )
- — Dacd @, > b,; % =0b, Se suprimid coloana 7, iar a, se va inlo-
cui cu 4V ='a, — b,. v
Se obtine astfel un tabel redus cu o linie (sau cu o coloani) fati de
tabelul inifial. Procedeul se repeti pini cind toate centrele de comsum
au fost satisficute. . :
Distingem urmditoarele cazuri particulare mai importante : A
1°. Metoda colfului nord-vest. Se alege variabila z,, situati pe prima
linie §i prima coloand (in colful nord-vest al tabelei). '
Daci min {a;,)b} = @, atunci £y, = @j; Zy3 =3 = ... = %, = 0.
Se suprimd prima linie §i se detenminid -x,, din relatia: .

, 281 '= min {ag,. b1 - al}.

‘ Dacﬁ min {.al’ bl} = bl’ atunCi Zn = bl; 9331 = 381 = . = :2,,.1 = 0-
Se suprimd prima coloand §i se determini £,, din relatia:

#1p = min {a, — by, by}.

Procedeul se repeti determinind succesiv valorile xy situate pe
prima linie si prima coloand rimasd nesuprimati.

2°. Metoda costului minim pe linie. Se alege variabila x,; situati pe
- prima linie ce corespunde celulei in care costul ¢;; este minim:

sp=min {&y, €1 .. C1a}; £ = {1, 2, R
Se determind apoi %3 dinrelatia: ‘
fm = min {al, b,}.

. Dacd @, <y Zp=2ay; Iy=%p=... =3 =Rppn=... =
= %3, = 0; se suprimi prima linie §i procedeul se repetd cu linia a doua.

Dacd a, > b,; Zia=10y; Zs =R = ... = Zpy = 0; se suprimi co-
loana % si procedeul se continud, alegind variabila #y situati pe prima
linie ce corespunde costului minim rdmas dupid suprimarea coloanei &,
Procedeul se repeti pind cind toate’ valorile xy; situate pe prima linie
au fost determinate. . -

Se continud apoi in mod analog si cu celelalte linii. :

3°. Metoda costului minim pe coloand. Se alege variabila xy situatd
pe prima coloand ce corespunde celulei in care costul ¢; este minim1t

c'l = m.in {611, 681, ey c,nl}; re {l, 2, .0y m}-
Se determinid apoi %, din relatia:
3,1 = min {df, 6x}. -

1 Propusi de G. B. Dantzig a fost numits de A. Charnes si W. Cooper metoda colfuini
" mord-vest (sau metoda distributiel in scard).



Daci a, < by; #n = a,; 52,2=x,5= ... = Ry = 0; se suprimi linia 7
si procedeul se continui, alegind variabila x; situatd pe prima coloanid
si care corespunde costului minim rimas dupd suprimarea liniei 7.

Daci a, > b;; .2,1=l-71; Bn=2%p= ... =%, 1=F4,1= ... =
= %y = 0, se suprimi prima coloand §i procedeul se repeti cu celeana
a doua. ‘ : :

Se continuid in mod analog §i cu celelalte coloane.

- 4°, Metoda costului mintm al mairices. Se alege variabila x; ce cores-
punde celulei in care costul ¢y este minim. ,

Dacé 1t : :

' ¢n = min {e},
se determini %, din relatia:
£ = min {dr, b,}

Procedeul se repetd in mod analog pini ce toate valorile x; au fost’
determinate. - - , .

Oricare din metodele expuse 1°,..., 4° conduc la determinarea umei
solufii de bazi, care verifici (7), (8), (9)-

Exemplul 1. Si se determine o solufie inifiald de bazd a problemei
de transport ale cirei date au fost trecute in tabela 2.

T&bela 2
B, 7 ,
68 64 48 24 60 36
4 Xn X312 X33 %14 X315 X18 78
38 . 142 44 28 32 34
4, Xo1 Xog Xog . %o a5 X3g 87
‘ 36 46 52 50 40 22
4 %31 Xa3 X33 X34 Z3s | Xgg 55
b, 24 48 . 34 32 , 68 14 220
Metoda nord-vest me conduce la. solufia initi'ali de bazi din tabela 3.
' Dabela 3
N 1| 2|3|4|5]|6]|a
! - '
1 168 |64 |48 (24 (69 |36 78
.24 48 6 0 0 0
fo = 9932 9 38 |42 ([44] |28 |32 |34 87
0 0 28| 32| |27 0
36 {46 |52 |50 40ﬂ 22
3 ol ol o| o 4 14| %
b, 24| 48| 34| 32| 68 141220
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Se constati usor cd relatiile (7), (8) sint satisficute: =~

— Ficind suma valorilor %y pe’linii se obfin numerele 2, din ultima
coloand. , o :

— Sumele %y pe coloane’sint egale cu numerele b, din ultima linie.

Solufia -initiald obfinuti este .nedegenerati deoarece contine exact
m+n—1=3+4+6—1=8 valori x;> 0.

Valoarea functiei scop pentru aceasti solufie este:

fo=68-24464 -48+48.-6+44"-28 428 .32 +'32 .27 +
+ 40 - 41 + 22 14 = 9932.

Exemplul 2. Si se determine o solutie inifiald a problemei de transport
din tabela 2, folosind metoda elementului minim pe linie.
Folosind “ procedeul indicat in 2°, se obtine succesiv:

‘min {e1} = ¢ =24; j =1, 2',"” 6
‘%, = min {a,, b} = min {32, 78} = 32.
Rezultd : '
Ry =825 By = Ry = 0.
Elementul minim.ramas in prima linie dupi c,, este ¢;4 = 36.
Rezultd : '
| '%10 = min {78 — 82,14} = 14; 23 = %4 = 0.

Elementul minim rimas dupd c¢;; §i ¢ este ¢ = 48
Rezulta :

%13 =min {78 — 32 — 14, 34} = min {32, 34} = 32.
Valorile %,; situate pe prima linie au fost complet determinate !
2.711 = 2-7}2 = O; 5\-?13 =2’.14 = 32; 3215": O; :316—-—- 14.

Procedind in mod analog si cu linia a doua §i a treia se obfine solutia
initiald de bazd din tabela 4. ’

. Tabela 4
T T | |
\i 1 I 2| 3| 4] 5] 6 a,
;|88 64 [48 [24 [60 |36 -8
0| o 32| 32| .0]| 14
, |38 |42 |44 |28 |32 |34 o | fo=8198
19/ ol o| of e8| 0
. 136 |46 |52 |50 |40 |22 :
3 15| 48| 20| ol o S5
b, | 24| 48| 34| 32| 68| 14| 22
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Functia scop are valoarea: -

fo = 48732424 .32+4+36-14+38-19+32-68+436-5+
+46-48+52.2=8198.

Exereifiu, Si se determine o solufie inifiald de bazi i valoarea functiei
scop .corespunzdtoare, folosind metoda elementului minim pe coloand
si metoda elementului minim al matricei.

R. Metoda elementului minim pe coloand ne conduce la solufia:

'f]_‘ =_$15 = 32; 92“ = 14; xgg = 48; 223 = 34; xss = 5; 9?31 = 24;
.fas = 31,

celelalte valori %y fiind ‘egale cu zero f, = 8968. _
Metoda elementului minim al matricei ne d3 solufia:

3%12: 12; 9313=34;£14 = 32; £22 = 19;225 =68;‘.'231 =24; x.32 = 17;

5’33 = 14, celelalte valori %; fiind egale cu zero. f, = 8 368.

R R .
Dupi obtinerea unei solufii inijiale de bazd, prin una din metodele
expuse, se procedeazi la verificarea ei pentru a sti dacid este optimad.
In cazul in care se constatd cd nu este optimi se trece la imbunitdfirea
ei, micgorind funcfia scop daci se cere minimizarea ei, sau majorind-o
dacid se cautdi maximul. .
in acest scop vom expune:

- § 5. Metoda distributivad modificata
elaborata de A. Charnes §i W. Cooper

Se considerd toate costurile ¢; ce corespund celor m 4 # — 1 valori '
%5 > 0 din solufia initiald de bazd (x; € B).
, Fieciruia din aceste costuri ii asociem cite o pereche de numere (%, v,)
astfel incit: : ' ‘

v, =cy (12)

Se determini apoi %, §i v, rezolvind 'sistemul (12), care este format
din m + n — 1 ecuafii cu m -+ # necunoscute. ~

Pentru a obtine o solujie unici a acestui sistem se dé in mod arbitrar
uneia din necunoscute valoarea zero (de exemplu, facem %, = 0). Se rezolvd
apoi sistemul gisind pentrii #, §i v, valori unice. ,

Folosind solufiile gisite (#,, #g,..., %, vy, Vs..., U,) se determind
costurile €y ce corespund valorilor x; == 0, astfel incit:

Cy=t,+v, : (13)
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Calculele necesare pentru a rezolva sistemul (12) si pentru a gﬁsi
valorile ¢y se fac direct pe tabela 5. :

Tabela 5
v.
¢
u‘ U v2 'Un
i ‘u _ | Ga _ < Cin
1 C1u Ci2 Cin
“ Co1 Cap _ Con
: Car Cag Cop
th Cen) Cin2 Conn
» Cm Cm2 Conn

§ 5.1 Verificarea optimalitifii. A verifica optimalitatea unei solutii
{in cazul in care se cere minimul functiei'scop) inseamni a arita ci oricare
altd solutie conduce la o valoare mai mare a functiei scop si in consecintd
nu mai poate fi redusd. Pentru aceasta se calculeazi evaluarea sy pentru
-celulele ce corespund valorilor x5 = 0.
-S4 considerim ciclul C(2, 5) = {ts5, C15, €12, Ca1, Caq Ca4}, ce corespunde
celulei gy, pentru care avem g = 0 i si presupunem ci %g = « > 0.
Daca notam cu fys (0) 5i fus(e) valoarea functiei scop pentru g5 = 0 §i %35 = «
si folosim schema de mai jos se obtine: . '

Vg ) "
C11— - s ’
' I Xt ’ N it X1g—a

1
I Xag— & R o

_‘ )
C31 - Cag
X3—a . . Xggta

Jus(a) = acqs + cig(tas — @) + cpaf%; + ) + ‘;'31:(”31 — o) + Coq(%sa + o) +
"t Cog(%ay — @) = (Cr5%15 + €11%11 + €%y + Caa%¥ss + C24%2s) + a(cas — c15+
+ €1 — €31+ €34 — Cay)- '

S Jas(@) = fas(0) +’_°°ssso ’ (14
In general, se va obtine o relatie de forma: , ‘
fo(@) = f40) + asg; x>0 (15)

pentru toate celulele ce corespund valorilor x5 = 0.
Rezultd cid: )

- — Dacd s;> 0, pentru toate celulele 4 in care. xy =0 - (16)
si 5y =0, pentru toate celulele a; in care x5 > 0 (17)
funcfia scop nu se mai poate reduce; ea este optimi (minimi) §i unici.

I
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— Daci (16) i (17) sint satisficute, dar avem §i sy =0, pentru unele
celule in care xz=0, problema admite o infinitate de solufii minime,
care conduc la aceeagi valoare minimi a functiei scop. Pentru a justifica
aceastd afirmatie si observim ci, dacd s; = 0, din (15) rezultd:

. folo) =f40);  «>0,
jar conditiile de nenegativitate conduc la urmitorul sistem de inecuatiii
xls—'“>0;x31—a>0;x2¢-a>0;a>0. (18)

ale cdrui solufii depind de valorile lui %35, %z, g
Dacid presupunem :

A
0 < 25 < 2y < g
se obfine solufia*: : ’ i
a < [0, 2]

Problema de transport va admite o infinitate de solufii care se obtin
dind lui, « toate valorile reale cuprinse in intervalul [0, xi5].

' Daci solujiile problemei nu au sens decit in numere intregi, ea va admite
un numir finit de solutii i anume solutiile ce corespund numerelor naturale
situate in intervalul [0, x5]. : -

— Dacid sy <0, pentru unele celule a; in care s;=20, solujia
nu este optimd, ea poate fi redusd cu cantitatea asy. ,

Daci {inem seama de expresia lui s; si de valorile lui ¢; si €y din
(12) si (13) se obfine: o

S,j=6,'j—0;j,+0¢d‘-—0.‘lj.+ +c,-kjk—c;k,=c¢j—(u,+vj,—u;,—
— Uy v, — - —-‘u,k—-v,-k+u,-k+v,).

si = Cij — (w + v) = ¢y — Ty

Relatia sy = cy — Gy mne aratd ci verificarea optimalitdfii se peate
face cu ajutorul costurilor ¢y §i ¢y calculate in tabela 5.

Coneluzie. Verificarea optimalitéfii se face astfel:
Se intocmeste tabela 5, calculind valorile %, v, si costurile’ C; pentru

acele celule in care x5 = 0, folosind ecuatiile (12) si (13). ‘
Se compard ¢y cu Cy.

— Dach ¢y > €, pentru celulele in care x5 =0, - (19)
cij = Cy, pentru. celulele in care x5 >0, \ {20)

solufia este optimd (minimd) §i unica.

© — Daci (19) si' (20) sint satisficute, dar avem si ¢y = ¢y pentru
unele celule in care #x; = 0, problema admite o infinitate de solufii minime,
care conduc la aceeasi valoare minimid a funcfiei scop.

—~ Dacd ¢y < Ty, pentru’ unele celule in care x5 = 0, solujia nu este
optimi, ea poate fi imbundtdfitd (funcfia scop se poate reduce).

¢ n general, « poate lua o infinitate de valori cuprinse intr-unul din intervalele [0, 2g,)
sau [0, z,,] dupd cum 25 < &3 < #15 38U g < ¥yp < o
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§.5.2. Imbunititirea solufiei. Daci penmtru o celuls oarecare -ay in
care x; =0, avem ¢y < Ty, atunci evaluarea acelei celule va fi S5 =

= Cg — (—?,',' <0,
(15) se constati cd valoarea inifiald a functiei scop se va

P

Bin relatia |
reduce cu cantitatea acy. .
Pentru ca reducerea si fie maximi va trebui s luim pentru « valoarea
maximi posibild, astfel incit in noua solutie valorile %; sé fie nenegative.
In exemplul dat, va trebui si avem satisficute conditiile (18).
Pentru aceasta va fi suficient si luim: '

’
« = min :(xISn %31, x24)'

Daci vem presupume #y; << 2 < %gq, atunci max a = x,;.

Se censtatd ci max a este egal minimul valoriloy Xy Situate in colturile
pare ale ciclului ce corespunde celulei ags & B, a cirei evaluare Sg5 < 0.

Noua solutie imbuniti}itd ce corespunde ciclului C2, 5), va fi:

' N Y D I . .
Koy = %55 % =0; 2y, = %, 4 %15 5

N e W S . r .
X311 = Xg X1p; X34 = Xgu + Xyp; Xpg = Xgq — X15-

. Aceastd operafie constituie un pas (o iteratie). Dupi un numir finit
de' pasi (de iteratii succesive) se ajunge la solutia optima, conditiile de
optimalitate vor fi satisficute.

Exemplu. Si se determine o solufie optima (minimd) pentru programul
de tramsport dim tabela 2, cunoscind solufia initiald din tabela 6.

Verifiearea optimalitifii. = Folosind procedeul indicat se intocmeste
tabela 7 in modul urmitor: : :

1. Se trec costurile ¢y ce corespund celulelor in care 23>0 (in
- coltul din stinga sus). ‘ '

, N | | :  Tabela 6
N 1 2 | 3 4 5 | 6 a,
. |8 e |48 24 60 |36 68
‘ 0| (BT 32 313 0 0
38 |42 |44 |28 |=2 34
2 0 0o 1w es| o 87
i 36 |46 |52 |50 |40 |22 55
: 24 17 ol - o 0 14
/8, 24 | 48 | 34 32 | e 14 220
f0=8590

' 2. Se determin3 numerele %, 5iv, i =1, 2,..., 6; 7 =1, 2, 3) folosind
~ecuatiile (12). Pentru a obtfine pentru u, §i v, valori unice se conmsidera
#, = 0, apoi se deduce: x

Uy = 64; vy =48; v, =24; U, =28 — 24 = 4; y; =32 — 4 — 28
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3. Folosind relatiile (13) se calculeazi costurile ¢y ce corespund celu-
lelor in care xy =0 (trecute in colful din dreapta jos). ‘
4, Se trec apoi si costurile &y =¢; ce corespund valorilor x; > 0
{tot in coltul din dreapta jos). .

£

Tabela 7
v ]
'l 54 64 8.+ 24| 28 | 40
%; : , : :
68 |64 |48 |24 |60 |36
0 54| 64| 48| 24| 28| 40
s |42 |4 |28 |32 |34
4 ss| 63| s2| 28| 82| 4
g |38 |46 |52 |50 40 |22
. 36 46| 30| 6 10| - 22

5. Se compara costurile cy (scrise in cocg;ul din stinga sus) cu cesturile
Gy (scrise in colful din dreapta jos). Se constati cd solutia inittald datd
in tabela 6 nu este optimi deoarece in celulele @4, @31, @23 @23, Py avVem!

€18 < Crg; Ca1 < Ca1; Coo < Coa; Co3 < Capi Cag < Caer

Imbuniitifirea solugiei. Se cerceteazi evaludrile celor § celule in care
conditia de optimalitate nu este satisficutid §i se calculeazd produsele
@; S corespunzitoare acestor celule:

516 =36 — 40 = — 4; @ =min . {31, 14 = 14; RpeSre = — 56
Spp =38 — 58 = — 20; «y = min {19, 31, 24} = 19; agsy = — 380;

Sig=42 — 68 = —26; ap=mmin {19, 31} = 19; auss = — 494 ;
e =44 —52 = — 8; apy =min {19, 34} = 19; cgsSsy = — 152;
S” = 34 — 44 = '— 10; age = I‘nin {19, 31, 14} = 14; %8323 = _ 140.

Pentru ca funcfia scop si se reduci cu cantitatea maximi posibil3,
va trehui si considerim ciclul ce corespunde celulei in care oy sy are
valoarea minimi. _

Cum : : .
mf;n ay sy = min {— 56, — 380, — 494, .— 152, — 140} = — 494

vom imbun#titi ciclul ce Scorespunde celulei @y, marcat prin sigefi in
tabela 6, fmbunitifirea acestui ciclu ne conduce la solufia din tabela 8.
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Tabela 8

N 1 | 2 | 3 |-4 5 | 6 2,
1 68 |64 |48 |24 |60 |3 i

, o' |12 34 32 0 0
, 38 | 42| |44 |28 . |32 |a4| ‘
-2 ol |19 0 0| 68 0 87
) 36 |46 |52 |50 |40 | 22 o
u| T 0 0 0 14 |
5, 24 | 48 | 3¢ | 32 | -e8 | 14 220

f, = 8096

Dupd primul pas, f, = fo + 50 = 8590 — 494 = 8096,

Continuind verificarea optimalitifii, se constatd ci solufia obfinuti
dupd primul pas nu este optimd. Asa cum rezulti din tabela 9, evaluarea
celulei a,q este megativd: s;q = €13 — Cpp = 36 — 40 = — 4,

s

‘Tabela 9 -

; " 54| 64] 48] 24| 54| 40
{

"o 68 | 64 |48 |24 |60 | 36

54| 64| 48| 24| 54| 40

gp |38 |42 |44 |28 |32 |34

o 32| 42| 26 2| 32| 18

18 |36 |46 [52 |50 |40 |22

T | 36| 46| 30| 6| 36] 22

Imbunitatind ciclul ce corespunde celulei g,

marcat prin sﬁgéfi
. in tabela 8, se obfine solnfia din tabela 10. _ ‘

S1g = — 4; Oy = min {12, 14} = 12: *16518 = - 48'
Tabela 10
TV 11 21 3 4 | 5| 6 a,
1 &
1 68 |64 |48 |24 |60 | 36 78
0] 0 34| 32| o] 12
38 |42 |44 |28 [32 |34
2 o| 19| o o|e| o ¥
; 36 |46 [52 |50 (40 |22 | ..
3 24| 2| o] o o 2| %
5, 24 | 48| 34| 32| 68| 14| 220
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 Dupid paéul doi, funcfia scop devine:
fa=f1 + e85 = 8096 — 48 = 8048.
Verificind din nou optimalitatea solujiei (tabela 11), se comstatd cii

Tabela 11
) “| 50| 60| 48| 24| 50| 36
{ 1
o |68 [6 [48 |24 |60 |36
|'s0| 60| 48| 24| 50 38
s |3 |2 (4 [ |32 |3 |
- 32| 42| 30| 6| 32| 18
. |36 % [52 [50 [40 |22
: 36| 46| 34| 10| 36| 22|

¢y > Cy, pentru toate celulele in care xy =0,
¢4 == Cy, pentru toate celulele in care x; > 0.

Solufia din tabela 10, este deci optimd (minimi), unicd si nedegeneraid
(confine exact m +# —1=3 + 6 — 1 =8 valori x5 > 0).

Observatii. Pornind de la solufia inifiald din tabela 6, solufia
optimid a fost obfinutdi dupid doi pasi.

in general, solufia optimd se objine dupd un numir finit 2 de pasi.
Dupi fiecare pas valoarea initiald a functiei scop f, va lua valorile f;, fs, ...
ooy fr, iar in pasul urmaitor fi4, = f,.

Sirul de valori fy, fi, fo. .., fi va fi strict descrescitor1

fo>h>f> ... >fu
min f = f,, iar valorile x{; corespunzitoare, reprezintd solufia optim’é‘}'
(minim3).
Daci se cere maximul funcfiei scop, procedeu! este analog.
Dupd .» pasi se va obfine un sir de valori strict crescitor 1

fo<h<fo<...<[w

Daci in pasul urmitor, f,4; =/, atunci max f=/,.

Valorile x7, corespunzitoare, reprezintd solufia optimid (maximai).

Conditiile ca programul -de transport si admiti o solufie maximi
unica sint:

-

¢4.< €y pentru celulele in care x; =0, (21)
cs = Cy, pentru celulele in care x; > 0. (22)
Daci (21) si (22) sint satisficute, dar avem si ¢y = Cy, pentru unele

celule in care xy = 0, programul admite o infinitate de solufii de maxim,
care conduc la aceeasi valoare maximi a functiei scop. -

Dacid avem s§i ¢y > Cy, pentru unele celule in carc x5 = 0; solufia
nu este maximi, ea poate fi imbunitifitd (funcfia scop se poate majora).
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Exemplu. Se cere o soluie _optimd (maximi) pentru programul ‘de
transport din tabela 2, pornind de'la solutia inifiali de bazi din tabela 3,
Folosind .metoda distributivi modificats se obfine dupi 4 pasi solujia
din tabela 12, o ' A ¢

Tabela 12

Nl 28] 4]ls]s a,
% N .

68 | 64 |48 24 |60 | 36

1 2¢| 0| o of 54 ol 78
|38 |42 |44 |28 |32 |32

2 0| 48| 50 o0l 14| &

g |36 |46 [52] |50 (a0 |22 s

0| 0| 932 14].0] ° .
b, | 24| 48| 34| 32| 68| 14| 220

f=68-244+60 54+ ... 45082440 . 14= 11092,

Verificind optimalitatea solufiei (tabela 13), se conmstati ci relatiile
(21) si (22) sint satisficute, dar avem i €y; = Zys pentru celula ag in care
%35 = 0. Problema admite deci o infinitate de solutii -de-maxim. Pentru
a obtine muljiicea acestor solutii, si urmirim ciclul ce corespunde celulei
g5 (marcat prin sigefi in tabela 12). '

- Tabela 73

SNl er| )| 2| o e e
o |68 |64 [48 [24 |60 |36 N
68| 70| 72| 70| 60| 62 :
_og |38 |42 |44 {28 (32 |34
20| 42| 44| 42| 32| 34
) _op |36 |46 |52 |50 |40 |22
48| 50| 52| 50| 40| 42

Se obtine « = min {25, 14} = 14. Solui;iile ce corespund acestui ciclu

. vor fi:

Xgp =, Xgg = 25 — @ %y =9+ o} 2 =14 — o; 0 & [0, 14]; (23)
celelalte valori x;> 0 ce apartin solufiei maxime’ rdmin neschimbate - -
B Axn = 24'; x15 = 54; ng = 48; x34 = 32; xzs = 14. (24)

" Mulithea solutiilor obfinute in (23) si (24) conduc la aceeasi valoare
maximd a functiei scop: max f=11092. _ '

" 15 — Apligafii ale matematicli In practica - 225
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! Dacd solufia unei probleme nu are sens decit in numere intregi (de
exemplu x; Teprezintd pumirul de. transporturi, numérul de piese ce
urmeazi a fi prelucrate pe diferite tipuri de magini-unelte, numérul de
vagoane ce urmeazi a fi expediate etc.) atunci ea va admite un numdr
finit de solutii distincte. ’ o 4 .

Cum in exemplul dat « < [0, 14], problema nu va admife decit 15
solutii distincte, care se¢ vor obfine din (23), pentru « € {0, 1, 2,..., 14}.
Faptul ci o problemi de transport admite o infinitate de solutii (sau un
aumir finit in numere intregi), prezintd o jmportanj3 deosebitd in prac-
ticd, deoarece in astfel de cazuri vom putea alege solujia care convine mai
bine situatiei locale, in momentul executdirii planului de transport..

' § 6. Probleme de transport neechilibrate.

Daci relatia : ' o : ’ . ,
. m ”n .
Ya = >b,=S

. . ) 1 1 ]
este satisficuti, problema de tramsport se. numeste echilibratd, in caz
contrar -se numeéste neechilibrata. fn problemele cu caracter aplicativ -
distingem urmétoarele cazuri: '

- §6.1. Suma cantitdfilor disponibile este mai mare decit suma cantitdtilor
. mecesare:: - ' .

Pa>np 27)

Pentru ca problema s se poati rezolva ea trebuie si fie echilibrata.
Tn acest scop se introduce un centru de - consum fictiv By, ciruia ii
vom trimite cantitatea: :

F b =35 a T 350> 0 e
’ 1 1 : '

Centrul de consum ‘B,{+1 fiind - fictiv, cantitatea b,,.,;l‘va trebui s
rimind in centrele de expedifie 4, (E=12,..., m. ) .

Pentru ca aceastd condifie sa fie satisficutd se considerd toate distan-
jele de transport de la A4, la B,;; egale cu zero: \

dl.ﬂ+l = d2m+l = .. = dm.n-l-l = 0. ' .

Se obtine astfel un modei echilibrat, deoarece in baza relafiei (28)
avem satisficutd condifia: S ;

Solutia' optimd a acestui model ne va permite si determindm atit
cantititile ce vor fi transportate din A, in B, cit i cantitifile ce vor
rimine disponibile in 4, '

® . ) -
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~ Exemplu., Din 4 statii de cale feraty A, (=1, 2,73, 4) se trimit
lemne de foc in 6 localitifi, B, (j = 1, 2,..., 6). '
Distantele d,, (in km) de la statia 4, la localitatea B, cantitifile
de lemne 4, (in tone) disponibile in statiile 4, precum si cantitijile b,
- mecesare localititilor B, sint date in tabela 2]. ,

- L Tabela 21
| BB |B|B | B |B|B]| 4
L 4, |140|150|200]| 100] 160|240 | 46 | S

4, 160 | 100 | 140 | 150 | 120 | 220 | 50
As 200 | 120-{ 240 | 140 | 130 | 100 | 48
4, | 80| 180|170 | 120 200 | 160 | 30

R E — 174
: b, 24| 30| 18( 40| 16| -32 \

‘ Se cere si se organizeze un plan’ de transport care si se:realizeze cu un
minim de tone 3 . \

- Solutie. Deoarece ‘modelul este neechilibrat :

4 e .
2> 330,
1 - .1

vom introduce localitatea fictivi B, cireia i vom repartiza diferenfa: - . = . \
L ey b, — 174 — 160 — 14
- ? 12 i - 1 » . ‘

; si vom considera: .

_ by =dy = ésv =4 =0.

Se obfine astfel modelul echilibrat din tabela 22, in ¢are avem' satig-
ficuti conditia: : .

L L Na=08,=174

- 1 1 . el

' | N Tabele 22

- N 11281456 7|4

|1 [ 140|150 200 [ 100 | 160 [ 240 | 0 | 46

2 | 160|100 | 140 | 150 | 120|220 0 | 50

3|00 120|240 | 140 | 130| 100 0 | 48"
4| 80| 180|170 120|200 160 | 0 | 30

b, | 24| 30| 18| 40| 16| 32| 12|174




Folosind metoda elementului minim pe coloand, se obfine solutia initiald
de bazd din tabela 23: .-

“Tahela 23

\< 1 2 | 3 s | s 6 | 7 a,
Q .

, |40 | 150 | 200 100 160 | 240 |0 46

, 0 0 "0 40 o - o . 6| °
160 100 140 150 129 (220 |O I

2 ol 30| 18 0| 2 0 o| 90

5 | 2000 | 120 240 140 [ 130" | 1w’ |0 48
- 0 0 0 0 14 32 2

4 80 |18 |170 120 |20 {160 |O 30
24 0 0 ol - 0| - 0. 6

b, | 24 30 18 40 16 | 32 14 | 174~

Verificind optimalitatea acestei solutii prin mefoda distribulivd modificatd, . .
se constati ci ea este minimd, unica §i nedc eneratd (confine cxact m -+
+n—1=4—|—7—1=_10va10rix,-,->0). ; ’
: Solutia optimi ne aratd cid planul de tramsport se va realiza cu un

min f =-16 700 tone km, iar in statiile A,, A; §i 4,, vor rimine disponibile
cantitatile : 6, 2, respectiv 6 tone lemne {coloana 7, 'tabela 23).

§.6.2. Suma cantitdﬁlor disponibile este mai micd decil suma cantitdtilor

necesare . -
. m n )
2 a, < ? b, : (29)

Pentru a obfine o problemd de tranmsport echilibratd se introduce
. un centru de expeditie fictiv 4,4,, care va expedia centrelor de consum B, °
cantitatea:

%H=2u—;m>a . (30)

fntrucit aceasti cantitate nu poate fi transportaté,A deoarece ea nu
existi, vom considera distanfele de transport de la Apyy la B, (=1,
2,..., #n) egale cu zero: :

N

dm-i-l.l = dm+l,2 = ... = dm+1,n = 0.

Se obfine astfel un model de transport echilibrat, deoarece vom avea
_satisfacutd condifia:
m<+1 ” .
> a =2,b=S.
1 T ,

Necesarul centrelor, de consum nu va putea fi satisficut in intregime.
Solufia optim3 ne va arita care sint cantititile x; ce vor trebui trimise
din A,in B, 6=1,2,...,m; j=1,2,..., n) cit si cantitifile Zm4y,;
(j=1, 2,..., n) ce mai sint necesare centrelor de consum B, pentru a fi
satisficute conform planului inifial propus. -
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_Evident ci'in astfel de conditii, o parte din centrele B, vor trebui sa
primeascid cantitatea a,,; de la alte centre de productie.

Exemplu. Amenajarea unui teren plan. In scopul realizirii unui teren
plan necesar unui santier de comstruclii, urmeazi a se intocmi un plan
optim de repartifie a pimintului scos-din profilurile de sipiturs (debleuri)
gentn)J a fi trimis in punctele unde existi profiluri de umpluturi (ram-

leuri). I ‘ ‘ e ‘
Cantitétile de pimint 4, (in tone) ce urmeazi a fi obtinute din profi-
ivsile de sdpdturd, cele necesare profilurilor de umpluturd 7, precum si
distanfele d; (in sute metri) de la D, la R, sint date in tabela 24.

Tabela 24

S | R R R R R 4
D S 2 3 4 5 [ It '
]
Do |12) 16] 13| 15] 20| 2| 62
D, 14| 10| 16| 22| 25| 14| 50 =
Dy | 24| 26| 15| 28| 30| 18| a2

D, 15| 20| 19| 24| 18| 15 66

' ' | 210
7, 28| 36| 42| 48] 30 5023\

® . - : -

Se cere si se determine un plan de repartifie a pidmintului care si
conducd la un minim de tone km. : -
= h

Solufie. Sé constatdi ci modelul de‘- transport este neechilibrat,
deoarece ;- ' ~ » ' :

4 6~ -
'Zd.<¥r,.

Vom introduce .deci un profil de sdpiturd fictiv, D,, din care vom -

transporta in R, (j =1, 2,..., 6) o cantitate de pimint egald cu:

: <8 4 _
dg =3, 7, — D d, =234 — 210 = 24.
. .1 3 ) .

1

Cum aceastd cantitate de pimint nu exist3 pe suprafata terenului
care trebuie.amenajat, vom lua: : -

gy = dgy = dyg = dsq = d55'=‘dsa =0.

Se 'obtine éstfe] modelul echilibrat din tabela 25, in care avem satisficuti
conditia : P '

-5 [ .
2d,=$r,=234.‘ .
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L Tabela 25
N 1123 4|5 ]| 6|4
1 | 12] 16| 13| 15| 20| 22| 62
2 | 14) 10| 16| 22| 25| 14| 50
3 24| 26| 15| 28| 30| 18| -32
4 15| 20| 19| 24| 18| 15| 66
5 [ 0] 0] 0| O of o 24
2 28| 36 42| 48| 30| 50 | 234

Folosind metoda distributivi modificata se obtine solufia optimi (mjni-

mi) din.tabela 26.

Tabela 26

) J 1| 2]3]4 5 d,
B 1_' 40 |10 |8 | 0| O] 6
"2 ITofae [ o (o] ot |sof .
| "3 |||o| o |a |[o] o3
’ s |“zatofotfore [36] e
5 | ol o|o| o 2a] o]
| s, | 28|36 |42 |48 |30 |50 934

Verificind optimalitatea solufiei (tabela 27)

evaludri sy =0, ‘pentru unele celule in care xy = 0.

s

se constati ci avem §i

_ Tabela 27

Uy N - '
12 | 8 18|15 | 15 12
0 |0 8] o0]o0 5 10
2 0|'0 1|5 8 0
2 |10 {16 | 0./ 11 [ 13 4
3 0| 9|3 6 0 0
~15 | 3 |.7| 2| 0 o | 38
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- Astfel: sy = 554 = 0; in -celulele in care %y = %, =0. : .

Problema "admite deci o dubli infinitate de solutii, cite o infinitate

- de solufii pentru fiecare din valorile %5 ce compun cele doui cicluri
ce corespund celulelor @, §i a; (marcate prin sigeti in tabela 26).

. Dacd vom presupune ci xy rteprezintd¥ numirul de transporturi

auto de la D, la R, problema nu poate admite decit solutii in numere
intregi. Pentru ciclul ce corespunde celulei ag, aceste solufii sint!:

Xgg = a; X =48 —o; 2y =4+ a; %, =24 — «; .
g =6+ a;x5=24—a; a<{0, 1,2 ..., 24}

- Vom avea, numai- 25 solufii in numere intregi. Se constati ci in R,

-, vor fi trimise numai 6 tone de pidmint in loc de 30 cit era nevoie. Dife-
renfa de’'24 tonme va fi adusd din punctul cel mai apropiat de R, situat

in afara terenului ce’ trebuie ammenajaf. h :
In aceste condifiuni min f= 294 200 tone metri.

Concluzie, Problema admite o dubli infinitate de solufii (sau un numir
finit in numere intregi), care conduc la acceasi valoare minimi a functiei
scop: min f = 294,2 tone km. : ;

Probleme propuse

1. Trei fabrici de zahdr trimit produsul lor in 6 localitifi. Cantitisile -
a, (in tone) disponibile la cele 3 fabrici 4,, cantitifile b, necesare celor
6 localita}i B,, precum si costul transportului c; (leijtoni) pe distanta
4,B, sint ‘date in tabela  de mai jos: ,

B,

B, |By | By | B, | B, | B, | «

| 4, 7| 120] 50] 90]200] 40| 70| 400
g . As  |.100 | 220 | 260 | . 50 | 110 | 200 | 600
A, | 160/ 180|100 | 240- 280 | 60| 800
b, |350] 150 | 250 | 280 | 320 | 450 | 1800

i 4
Se cere sid se determine cantitifile x; (tome), care trebuie trimise
. de la cele 3 fabrici la cele 6 localitafi, astfel incit planul de transport
si sé realizeze cu un minim de. cheltuieli.
R: Problema admite o infinitate de solufii optime (minime):

4.

Xy = 280; X9 = a; %y = 150 — «; 215=25()-'l-a; x33=250;‘
Zog =70 — ) %y =250 + &} %y =100 — a; xg = 450;

unde o <. [0, 707; ceielalte’ valori xy fiind egale cu zero.

Toate aceste solufii conduc la aceeasi valoare minimi a functiei écopx
min_ f =1132200 lei. - - : ,

1 Pentru ciclul ay, se-obfin numai 15 solufii in numere intregi: z,, = 8; Xq = 24 — B;
Su=36+B; m=14—-8:8<{0,1,2,..., 14},




~ : °

2. Din 4 centre de cale ferati 4, (i =1, 2, §, 4)\‘ se trimit vagoane -
goale in 3 stafii B, (j=1, 2, 3). ' : :

Numirul vagoanelor goale () disponibile in centrele 4, al celor
necesare (b)), in statiile B, precum si* costul ¢y al transportului unui
vagon din 4, in B, (exprimat in leijvagon) sint date in tabela de mai jos.

= .

'» ! Bi| By| Bs| a

1 4, 13| 10| 5|20) | -
As 8|10 12750 |

4, | 23] 7/ 12500
A4, | 20| 15| 10| 250
b, |100 750 | 90071750 | .

Se cere si se determine numirul (x;) de vagoane goale care trebuie
trimise din centrele 4, in statiile B,, astfel incit totalul cheltuielilor
de transport si fie minim. =~ -

R: Se obtine solufia unici §i- nedegenerati: ‘
X3 = 250; xg.l = 100 ; Xog = 250 y Xog = 400; xsz = 500 ; Xy3 = 250;

celelalte valori xy fiind nule; min f = 15350 lei. -
" '3, S% se determine -un plan de transport care si se realizeze cu un total
minim de tone - km, folosind datele din tabela de mai jos: '

B
. N B, B, B, B, By a,
. L N S

A, 28 42 | 75 36 33 - 605
A, 24 36 28 72 54 245
" A, 14 27 35 40 | 45 650

b 220 | 440 | -410 | 230 150 \1500
% , ; 1450

in care a, reprezinti cantitétile de marfi (tone) disponibile la cele 3 depo-
- zite A, (=1, 2, 3); b, cantitdfile de'marfi necesare celor.5 centre
de consum B, (=1, 2, ..., 5). Numerele scrise in chenar reprezintda
distantele (in km) de la depozitul A, la centrul B,.

R: Se va introduce un centru de consum fictiv Bg, unde vom trimite -
diferenfa b = 1500 — 1450 = 50 tone. Solufia optimid (minimi) este:
Xy, = 175 %5, =230; %y5'= 150; %15 = 50; Xy = 2457 %5 = 45; X =
= 440; x4, = 165; celelalte valori x;; fiind nule. In depozjtul 4, va
rimine un disponibil de 50 tome (%34 = 50). min f= 43275 tome. km.

4. Folosind datele din problema 3, si se determine un plan de transport
astfel incit: :

— Centrul B; si primeasci cantitatea'de 410 t numai de la depozi-
. tele 4, si A, :
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4 - Sentrul B, si primeasci cénﬁtétea'dé 230 t numai de la depozitele .
s 5i 4 ’ SR
— Diferenfa 8 =50 t si rimini disponibils in- depozitul A4,.
Indieatie. Restricfiile impuse vor fi satisficute daci vom pune:
dss = d14 = dle = dgg ==N = l OOO.

Se va obtine' modelul ob'i§nuit‘ al unei probleme de- transport :

N’ 112|345/ 6]a

1 | 28] 42| 75| N| 33| N | 605

2 | 24| 36| 28| 72| 84| N |25

~ 8 |14 27| N | 40| 45| 0650
S b, |220|440| 410 230| 150 | 50 1500

- Rutele ce cb}espund celulelor pentru” care dy =N nu vor fi utilizate
deoarece distantele pe aceste rute sint foarte marj in raport cu cele existente.
Se obtine solufia: :
’ xu_ = 220; xlg. = 70; xla = ‘165 ; x15°=' 150; xzs = 24'5 ;E Xgg = 370;
%3q = 230; %35 = 50; celelalte valori xy fiind nule.

min f = 52 475 toné-km §i reprezinti o majorare de 9200 tone-km
faté de solufia obfinutd in problema 3, cind toate rutele puteau fi utilizate.

- 5. Se d4 problema de transport din tabela de mai jos:
. =

.‘Bl Bz Bs ‘B4 B5 Ba g a‘
A, |

4, | 16] 15] 10] 21| 21| 21] 25
d, | 23| 21| 17| 14| 27| 22| 26
| 4, | 26| 26| 19| 26| 16| 24| 30
4, | 20| 22| 16| 24| 27| 19 28

b, |. 20| 19| 19| 16| 17| 19]100

in care: a; reprezintid numdirul de autocamioane disponibile la autobuzele
4, (i=1, 2, 3, 4); b, numirul de autocamioane necesare centrelor B,

(=1, 2,..., 6), numerele scrise in chenar, reprezintd timpul ¢y (exprimat .
in ore), necesar unui autocamion pentru a parcurge distanta de la 4, 1a B,.

- Se cere si se determine un plan de tramsport care si. se realizeze: :
'— cu un total minim de moto-ore; :
— cu un total maxim de moto-ore.

Indiecatie. %e va folosi metoda distributivd modificatd.

| : . g3
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. X =

Se obtin ‘o infinitate de solujii optiine (minime):
x]_l = 11 —_, xlz =8; xls = 6 + ,“; le = 10; xu = 16;9633 = 13 - u;

Xgg = 17; %z = &; x4;'=~9+a; Xgg = 19 — ; oc.é o, 11].

min f= 1850 moto-ore. ,
Folosind acelasi procedeu se obfin o infinitate de solutii optime:

" (maxime) :

"’16; %6 =9 x21;8—a; Xgs = 8 + &} %as = 10; x3‘1=12+a;
Xgy = 18.—a; Xyp = 0; Xug =§11—u;’§x“=‘17;’:ae o, 8i.

max f=2435 moto-ore. . _ K
6. Fie a, (i=1,2 3, 4) capacitatea de prelucrare a -masinii M,,

"exprimatid prin numdrul de piese prelucrate pe zi; b, G=1,2..., 8

capacitatea planificatd pentru piesele de tipul P, exprimati prin numérul
de piese ce urmeazi 2 fi. preluctate la cele 4 magini in unitatea de timp.
(pe 7); cy cheltuielile de productie pentru prelucrarea unei piese de -
tipul j, la magina-unealtd . A o

Folosind datele din tabela de mai jos, se cere si se determine numdérul
(%4) de piese de tipul j ce urmeazi a fi prelucrate la magina 4, astfel
incit totalul cheltuielilor pentru realizarea planului de productie si fie
Problemele de acest fel, cunoscute sub numele de ,repartifia optimd

a pieselor pe masini-unelie”, conduc la un model obignuit al unei probleme

‘de transport.

—F A - :
N P, | Py| Ps| Pa| Ps Pg| P;| Pg| &
. 3 ] .

M, | 15| .2|24]08]| 0]05 L1
M, | 0|22| 1]|16|09| 225
M, |12|28| 0/19185) 0 13
M, |14 |11(32| 026|117 25 18 47

200
b, 12_2018241035840167\

Indieafii. Se constati ci unele. piese nu necesiti prelucrarea la toate

62
40
51

D = |0

maginile. Pentru cafacestor magini si nu li se repartizeze nici o piesd din
cele care nu cer.nici o prelucrare la ele, vom considera costurile ¢; cores-

punzitoare foarte mari in raport cu cele existente.
_ Vom 111/8.: C15 = Cgy = Cg3 ='icss = Cqq = N = 100.
" Problema fiind neechilibrati, vom introduce o categorie de piese,
fictivd, de tipul- P, care va {contine : by = 200 — 167 = 33 piese, ‘si
vom considera costurile cy “corespunzitoare egale cu 2zero; (i = Cyp =
== Cgg == Cqg =.0. Folosind metoda distributivi modificata se obifine solufia

288 \ ;



- optimd (minim3), unici si nedegenerati din tabela de mai jos, din ca¥;e
rezultdi min f= 172,50. . ‘ E

] 2| 2] 2] 22 2] 2] 2] 2] @
1M, | 24| | 3] 3. 62
M, | : 18 10 12 | 40
Mg | 12 B 5| 1) 33]( 51
M, | 20 , o 27 | 47
5 | 12| 20| 18| 24| 10| 35| 8 | 40| 33 | 200

[ . ‘ .
Planul de producfie se va realiza cu un total minim de 172,50 leifzi, -
iar magina M, va lucra sub capacitatea sa maximi (va prelucra 33 piese

mai putin).

i




CAPITOLUL Xi
. GRAFURI

Definitii. Fie X = {X,, %3 ..., %,} o mulfime finitd de puncte pe care
.le unim dupi un anumit criterin. '

tn acest mod se va obfine o corespondenti dintre elementele mul-
imii X. Legea care Stabileste aceastd corespondentd o vom hota cu I'.
Prin legea I' fiecirui element al mulfimii X ii corespunde unul, nici
unul sau mai multe elemente ale aceleia§i mulfimi. '

Graful se poate defini ca o aplicajie multivocd a unei mulfimi pe

ea Insdsi. :

Un graf G este definit daci se cunoaste mulfimea virfurilor X §i legea T'
de corespondenti dintre aceste virfuri. Vom nota G = X, I).

Segmentele orientate care unesc intre ele doui virfuri se numesc arce.
Daci notim cu U mulfimea arcelor dintr-un graf, atunci von nota G =
= {X, U). Daci mulfimea X are % elemente, graful G este de ordinul #
si va confine » virfuri. .’

Un graf poate fi definit deci ca un sistem format dintr-o mulfime X
de elemente #%;, numite virfurile grafului §i de o mulfime U de perechi
ordonate (%, ¥;), numite arcele grafului.

Prin grafuri pot fi reprezentate gi studiate o gerie de probleme din cele
" mai diferite domenii de activitate:organizarea circulafiei intr-un orag;
o refea de comunicatii in care virfurile reprezinti localitdtile, posturi
telefonice, posturi de radio emisie si receptie; circulatia informatiilor
intr-un sistem; operatiile de montare sau demontare a unui ansamblu
teksiologic ; refeaua stajiilor releu de televiziune ; relajiile "de rudenie ale
waui grup de indivizi (arbore genealogic); fluxul tehnologic al unei intre-

‘ prinderi etc.
Z2z Principalele concepte folosite . im

§ 1- Concepte legate de orientare

Drum. O succesiune de arce adia-
cente care -permit trecerea de la um
virf la altul de-a lungul arcelor. In-gra-
ful din figura 159 arcele (%, %), (%s, %4),
(%4 %,) formeazi un drum care uneste
- Virful %, cu % Un drum se poate de-

% _ scrie i prin virfurile care le confine,
Fig. 159. , exemplu (¥;, %5 %a %a)-

\
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Fig. 160.

Cireuit. Un drum in care virful inifial coincide cu virful final In
figura 159, arcele (x5, x,), (%s %s), (%s, %s) formeazi un circuit, care se
poate nota prin virfurile Ini (%, %, %5 x5). ‘

Lungimea unui drum (sau a unui circuit) este dat de numirul arcelor
ce compun acel drum (sau circuit). .

- Drumul (%, %5, %, %;) din figura 159 are lungimea 3, iar circuitul
(%1, %5, %y, %3, %3 %;) .are lungimea 5 (este format din 5 arce).
Bucld. Un circuit de lungime 1. Exemplu, bucla (%, #,) din figura 159.

Graf simetrie. Un graf G = (X, U) este simetric daci:.
Va2, € X; (%, %) € U= (%, %) <U.

Cu alte cuvinte, daci x; este legat de %, §i %, trebuie si fie legat de z,,
pentru toate virfurile intre care existi o.corespondenti. Exemplu, graful
din figura 160a este simetric. fn multe cazuri, pentru simplificare, arceleé
simetrice se inlocuiesc prin linii fird sige}i (graful din figura 160b).

Graf antisimetric. Un graf G = (X, U) este antisimetric dacd:
V2%, € X; (%, x) s U =(x, %) 2 U.
Cu alte cuvinte, intre orice pereche de virfuri nu poate éxista decit

" un singur arc. Rezulti ci un graf antisimetric nu poate contine bucle.
Exemplu, graful din figura 16la. - : : , *

Graf tare comex. Un graf in care:

v

Vg, %, € X; X # %,

existd cel pufin un drum de la virful x, la virful z,.
Graful din figura 160b este tare conex, ‘dar graful din figura 161 nu,
deoarece x, nu se poate lega cu x, §i mici cu x,. o

§ 2. Concepte legate de neorientare

\ :

Muechie. O muchie intr-un graf este formati dintr-o pereche de virfuri

(%6 .%,), astfel incit dacd (%, x;) = U, atunci si (sau) (x,, x,) € U; unde

% # %,. Cu alte cuvinte, o muchie este o pereche de virfuri legate printr-un
arc intr-un sens sau altul, sau prin doud arce de sensuri opuse.

" O muchie se noteazi, de obicei, prin # =[%,, %,], iar mulfimea tuturor:

muchiilor, prin U. Graful din figiara 160@ are 8 arce, dar numai 4 muchii,

iar cel din figura 161z are 9 arce si 9 muchii. : _
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Fig. 161.

‘Lang. O succesiune de muchii (%, s, ..., %), astfel incit fiecare muchie

%, este legatd de precedental; %, printr-o extremitate §i de %u41 prin
cealaltd extremitate (p =2,..., ¢ — 1). . ‘
' TUn lant se noteazi prin virfurile ce le confine. Lanjul este sim%:lu dacd
muchiile ce-1 compun sint diferite §i este compus in caz contrar. In graful
din figura 159 [%;, %a, %3], (%1, % %e %) sint lanfuri simple, iar [y, %3, %a
%, %5 %3 %g) este un lanf compus. '

'Un lant se numeste elementar dacd nu intilneste de dou# ori un acelasi
virf. In graful din figura 161 b [%,, %s %) este un lan} elementar.

Gielu. Un lan} care pleacd dintr-un virf # si ajunge in acelagi virf °
se numeste ciclu. In graful din figura 159, [%5, %s %s %51, [%2 %1, %5 X ¥a
xa, xg‘] Sint Ciclul’i. N o

Un ciclu este elementar daci fiecare virf ‘ce aparjine ciclului este
intilnit o singuri datd, cu excepfia virfului inifial care coincide cu virful

final. In graful din figura 1615, [%,, %5 %s %] este un ciclu elementar.

Graf eomex. Dack Vx, §i V%,; #% # %, existi un lan} care uneste

“pe %, cu %, Un graf este deci conex daci existi un lan} intre doud virfuri
distincte, oricare ar fi ele. - , :

Graful din figura 161a este conex, dar nu este tare conex. Un graf tare -

conex este §i comex. Reciproca mnu este insd adevirata.

§ 3 Tipﬁri de grc;furi

Graf complet. Intr-un graf complet, oricare doud virfuri z, %, sint ~
legate prin arce fié intr-un sens (de la la x,) fie in sens invers (de la 2,
la %), fie in ambele sensuri : ‘ .

Vi % e X cuiskfi (% m) e U =% 20U

Exemplu: graful din figura 16lc este complet.

Graf partial. Un graf partial al unui graf dat G = (X, U) este un graf
G, = (X, U,) cu U, = U. Exemply, graful din figuta 162 este un graf
arpial al grafului din figura 161¢c obfinut prin suprimarea arcelor [z,
’«’aﬂ: [x1, x&a» [xB’ xd']' ' .
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Fig. 162. : o Fig. 163.
¢ Subgraf, Daci intr-un graf G se suprimi unul sau mai multe virfuri,
precum si arcele care le sint adiacente se obfine un subgraf G’. Un subgraf
- al lui'G = (X, T) este prin definifie un graf (4, I'y) in care: ‘

‘ . ACX s Vn<d, Ty =TxNA.

~ In figura 163 se poate vedea un subgraf al grafului gin figura 159 in
-cdre a fost suprimat virful #, §i arcele adiacente (x,, #y), (%1, %), {%a
%), ‘

Graf simplu.’ ﬁgcé mulfimea X a virfurilor unui graf se compune din
doud - mulfimi’ disjuncte X; §i X,(X¥ =X, UX,; X, N X, =¢), graful
-G =(X,, X,, U) se numeste graf simplu daci: o :
. (% %) = U =>4 = Xy %, Xy
I' Un graf simplu se poate vedea in figura 164 in care:
i 1
C .Xl ={x1: xi’ xa: xﬂ}; .X2 ={x5» xd» xT}' ]
Graf total. Un graf G = (X, T') este total daci Vx, x, € X existi un
drum de la =z, spre z, si (sau) de la x, la %,

- Un graf tare conex este un graf total. Graful din figura 16la este un
~ graf total. Diferenfa dintre un graf tare conex'si un graf total este urmj-

’
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Fig. 166. : Fig. 167.

toarea:in graful tare comex V3%, %, € X existi un drum de la %, la
%, in graful total V=, x, € X existi un drum de la #, la #, i (sau)
de la #, la x,. :

Arbore. Un graf conex care nu confine nici un ciclu se numegte arbore.
Un arbore esteg’ﬁrn arbore parfial al unui graf dat, dacd el constituie un
graf partial care nu are nici un ciclu. Din definifie rezultd cd arborii nu
sint legati de conceptul de orientare. N :

fntr-un arbore orice pereche de virfuri este legati printr-un singur
lan{ si numai unul. Virfurile in care existd o singurd muchie incidentd
se numesc virfuri terminale. : .

fn figura 165 se poate vedea un graf. care confine 4 virfuri terminale:
xl’ xd: xs; ,x-,. .
e Multigraf. Un graf in care cel pufin doud virfuri sint legate prin mai
multe muchii distiricte intre ele se numegste multigraf. Dacid p este cel
‘mai mare pumir de muchii care leagi intre ele doud virfuri, multigraful -
se pumeste p-graf. ' : - :

in figura 167 se. poate vedea un 4-graf; virfurile x, §i %, sint legate
prin 4 muchii. - '

Matricea asociati unni graf. Unui-graf de ordinul #, i- se poate asocia
o matrice pitrati (4,) de ordinul # definitd astfel:
af= 1, dacd ;(x‘, %) €U
* 10, dacd (x, %,) & U.
Aceasti matrice defineste complet graful §i deoarece elementele ei

a, < {0, 1}, poartid numele de matrice booleand. Exemplu. Matricea asociatd
grafului din figura 159 este: .

%, %y X3 Xy %

%210 1001
%| 1 10 00
2] 01 0 1 1
%] 00100
2% .0 0 0 1 0
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§ 4. Drumul cel mai scurt intr-un graf

Fie % 5i %, doud virfuri ale unui graf G = (X, ). Numim depdrtarea
de la %, la %, §i o notdm d(%, %), numdrul de arce ale unui drum de

-« lungime minimi de la «, la %, (prin lungime se infelege numirul de arce

care formeazd drumul).
Drumul cel mai scurt dintre doud virfuri corespunde depértarii dintre

- acele doud virfuri. - '

Pentru a objine depdrtarea dintre doud virfuri se poate folosi urmitorul
algoritm care se bazeazi pe principiul:,;un drum de lungime minimi nu .
poate fi format decit din drumuri parfiale de lungime minimd”. Se -
atribuie fiecirui virf %, incepind cu originea drumului un numdir egal cu
depértarea de la acel virf la origine (x,). Marcarea se face succesiv
pind la virful care reprezintiy extremitatea finali (2) a drumului.

Daci numirul atribuit. acestei extremitii este 7, atunci d(x,, 2) = 7.
Si urmirim determinarea drumului de lungime minim3 pe graful din
figura 168. ‘ : ' . ’

Se di lui %, cota 0, apoi se dd cota 1 tuturor virfurilor adiacente spre
exterior virfului %, Se obtin 8 virfuri marcate cu 1. In continuare,
se atribuie cota 2 virfurilor adiacente spre exterior virfurilor marcate cu 1.
Se obtin 4 virfuri notate cu 2. Apoi se atribuie cota 3 virfurilor adiacente.
spre exterior virfurilor notate cu 2. Se ob}in 3 virfuri notate cu 3. Proce-

- deul se repeti pind cind virful z devine marcat. Cum in exemplul dat z

este marcat cu D rezultd cd d(%,, 2) =5. - .
Ob'serv,a];fi . .

_ — Pentru -a gisi depidrtarea d(z, x,) dintre virfurile z si x, se pro-
cedeazi in acelasi mod, cu.deosebirea ci marcarea incepe de la virful z.
in general, d(x,, 2) # d(z, %). - ' . ,

fn exemplul dat d(z, %,) = 6 §i poate fi urmdritd in figura 169.

— In grafele simetrice d(x,, 2) = d(z, %,), deoarece in acest caz:

7 (%, ) €U =(x, x) €U; Vx, x, =G

— n unele cazuri problema poate admite doud sau mai multe solufii.
fn exemplul din figura 169 avem doud drumuri de lungime minimd:

T dfz, %)= (2, 1,2 8, 4,5, %)=6, ’ -
marcat prin sige}i groase si: ‘
dz, %) = (7, 1,2, 3, 4", 5", %) =6,

in care primele 3 arce coincid, iar ultimele 3 marcate punctat sint diferite.

TFig. 168. o Fig. 169; -

16 — Aplicatii ale matematicii In practicd : . . 8



§ 5. Drumul de valoare minimd intr-un graf

‘Fie G = (X, U) un graf. Fiechrui arc 4 © U 1i asociem un numér
l(#) > 0 numit valoarea lui #. Aceste valori pot reprezenta costuri, distante,

timp, capacitifi, greutdfi, productivitate, probabilitate etc., pentru I(x,

%,) se poate folosi notatia a,,.

Se pune problema de a determina un drum p ¢e pleaci de la un virf

%o € X la un virf %< X astfel incit suma: :

) = El(u) si fie minim3.
‘uay . .
Aceasta insealnni a gisi un drum de valoare minimd intre doui virfuri
ale unui graf. ' : S

fntr-o anumiti problemi se poate cere si se determine traseul ce trebuie

parcurs de un autovehicul ‘cdre plecind din x, trebuie si ajungi in %,
intr-un timp minim. In acest caz valoarea arcului (%, x,) se va mota &,
si va reprezenta timpul de tranzit de la virful #, la virful #, .
Dacs urmirim minimizarea costului de transport se va folosi notatia ¢,;
costul transportului pe distanta (x, =%,). L »
fn astfel de cazuri, solufia optimi ne va permite si determinim un
drum (sau mai muite), care plecind din %, si ajungd in ¥, intr-un timp
total minim (sau cu un total minim de cheltuieli). . ’
Algoritmul Bellman-Kalaba. Acest algoritm se bazeazi pe principiul

optimalititii cunoscut din programarea dinamici: ,orice politici optimald

nu poate fi formatd decit din subpolitici optimale”. , _
Aplicat la teoria grafelor, acest principiu se enuntd astfel. Orice drum
minim este format numai din drumuri parfiale minime. '
Vom folosi notafia: ‘
¢,, valoarea asociatd arcului (%, %,) ce aparjine grafulni G = (X, U]},
definitd astfel:
Y=, %,), dacd (x, #,) € U
Cy='4 0, dacd (x,x)sU
oo dacd (%, x) & U

.'Cu aceastd notafie, gésirea drumului ‘minim
b= [Fotu %y -0 T %]
" revine la determinarea minimului sumei: o
Cot, + Ciy + Cop+ oo F Ciyne ' - 1)

Fie acum v, (1 =0, 1, 2,..., " — 1), valoarea drumului minim de Ia .

virful %, la virful final. Daci vom presupune ci graful are # + 1 virfuri,
atunci virful inifial se noteazi cu x,, iar virful final cu =, '

Pentru a gisi valorile v, ale drumurilor minime de la virful % la

virful , § =0, 1, ..., # — 1), va trebuifsi rezolvit sistemul de ecuafiis

vo=min (v, +cp); i=1 2...,—1;5=0,12...,n
s . . ’ )

, U=0.. !




Valorile gésﬂ;e pentru v, in diferitele 1tera1:n ce ufmeaza a fi efectuate .
le vom nota cu v§°) "o, v‘zﬁ ey U0,

In iterafia zero (k =0) se’ defmeste . _
b$°’—c,,, siof=0;i=0,1, 2, .,h—-i.
In prima iteratie (k= 1) se calculeazi valorile : ;
o) = min (]’ +c,)§1v"’ ;i=0, 1, 2,. .,n-—i.
| et =01, 2,

Procedeul se repeta in mod analog si.in 1tera',cu]e urmétoare, pma'
cind se ajunge la iteratia de ordinul %, in care se determma valonle'

v""—-:jmn (v}" l’—i—c,) ;105.’—0 4—0 1, 2,. .,n—l
. : =0, 1, 2,.
Iteratule se opresc atunci cind, pent.ru tojn k= 0, l
WP =V i=0, 1, 2, 0n—l

Numérul- v“ reprezintd valoarea drumului minim intre virfurile ',
§i %, ale grafului considerat.
' Se poate ardta cd intrwun graf cu # +1 virfuri, sint necesare cel mult
n — 1 iterafii pentru a ga51 valoarea drumului minim (k < # — 1). Rezul-
‘tatele obfinute se trec intr-un tabel de formia:

of ‘US' g ”g') e v,
0] () T 0
0 | o | | | o,
n ’ 1 : 1
1 o, it cee v,
| o o v"‘l

Pentru exemplificare ne propunem si aplicim. acest algontm in graful
-din figura 170. Numerele ¢, scrise pe arcele grafului reprezinti costul
transportului dm %, in z, Se scrie matricea costurilor:

Xoe Xy Xy Xz Xy Xy Xg Xg X
%| 0 |14 110 |12 |oo*[® | |0 |
%l oo | 0 | o 8| 8|0 |w | |
%] 7 | 5 0 4 |12 2115 |oo |
%] 5 | | o 0 | |10 [0 o |
(cy) =% oo |® |®© o | O 6 | 15 4 | o
x| o | oo | oo | 00w [12 |
. %g| © | oo | oo | 0 9 |20
Zg|l- 0 [0 [0 | | | 6 |1 0 |16
%g| i Joo |12 |0 | Jo | | 0}
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fn iterafia zero (¢ =0) se scriu valorile

- WO =i §20,1,2.... 8

care se iau direct din ultima coloani 4 matncel (c;,)
) =0 =) =0 = = v”-oo 2§ -—20 2 = 16; v’ = 0.
In prima iteratie (k =\ 1) se determini valorile:
! =I§1;n @ +cy);i=01,...,n—1
§j=0,1,..., n
Se obfine succesiv : _ '
1=0; ]940 v§) = min (v + cor, V3 4 Cogy- - -, +c,3)=-\

= min (oo+14 0 4 10, o0 4 12, o0 + 00, 0 4 00, 20+oo, 16 4 oo,

04 o) =0

(sa convemt ca, daca in sumele considerate nu figureazi sume finite
de forma a, + a5, min (..., @ 4+ 00,...) si fie egal cu m).

» $=1,]951,'U ‘—mm(v“’)—{-—cm,vg +c12,...,vs + 613) = min (o0 P

-+ 00, 0 4 o, oo-+-8, o0 48, o 4 o0, 20 4 e, 16+oe, 0 4 ) = oo,

i—z j#z 'U _min( +62010 +621,1) +023: ,vgo) + 688) =
= min (oo-|-7 540, 0o+4 1240, 0 +2;, 20+ 15 168+ oo,
0 + o) = 35.

$=7; j#£7; o = min 0 + ¢, v+ .., 08 o ”m >
+ €5) = min’ (® 400, 00 + 0, 00 4 ®, 00 + 0, ® 4 ®, 0 P o0,

0 + 20, 0+16)= |
. i=8;7#8; =0
Se procedeaza la fel si pentru celelalte iterajii, ficind 2 =2, 3,...
Valorile v{® astfel obginute au fost trecute in tabela 1

.

N o [ o [ o o [ o | o | o | ot | o0
0 © | | |® [ oo - 20 -1'6 0

1 o |w |35 | |20 [28 |20 |16 | 0

2 45 |28 |30 |38 |20 {28 [20 |16 | 0
3 40 |28 |30 |38 |20 [28 [20 [16 | 0

4 40 |28 |30 {38 |20 (28 |20 (16 | O




.$ia 4 se repetd rezultatele din ite-
ratia 3, si ,deci ‘o =0 =40

Se constati cd ultimile doud
linii sint egale: ,

o =of; i=0,1,2...,8

Aceasta inseamni cd in itera-

reprezinti valoarea minimd a

drumului dintre virfurile x, $i %g.
Pentru a stabili drumul optim,

se pleacd din virful %, Virful

imediat urmitor al drumului mi- Fig. 170.

nim este acel virf x, pentru care '

avem satisficuti relafiai co = vy = vo. Pentru ¢ =2, avem: Cog + V3 =

. mmwy =10 4 30 = 40, deci dupd virful %, urmeazi X.

. Dupd %, urmeazi acel virf pentru care cy + v, = v,. -
Acest virf este x5 deoarece g5+ v5 = vy =>2+ 28 = 30.
fn mod analog se obfin si virfurile %, §i %s. .
Costul minim se va realiza pe traseul w(%, X¥a % %,, %), marcat in
figura 170 printr-o linie groasd si va fi I(p) = 40. ‘
Observatii. Graful din figura 170 nefiind simetric, valoarea

 minim3i a drumurilor de la % la %, va fi diferitd de valoarea minimd a

drumurilor de la x, la xg.
intr-adevir, se constati ci valoarea minimi a drumului de la x5 la
%, este I(w) = 19-5i se realizeazi pe traseul p = (%3, %3 %), marcat prin

arce punctate in graful din figura 170. v

Aplicarea logaritmului Bellman-Kalaba se reduce la urmitoarele ope-
rafii eu matrice.. '
- Se observi mai intii ci valorile v, (i =0, 1, 2,..., n) sint egale cu.

elementele- ultimei coloane ale matricei (cy). .

- Acestei matrice 7 'se ataseazd o matvice de extensie ale cirei elemente
‘se obtin astfel: ’ Co , '
sSe aduni elementele liniilor matricei (cy) la ‘elementele ultimei sale
coloane (exceptind adunarea elementelor situate pe diagonald). Din sumele
astfel obtinute, se refin sumele minime care se fnscriu in prima coloand
a toatricei de extensie. Se constati usor ci elementele acestei coleane
sint egale cu valorile v{V). determinate in prima iterafie (¢ =1).
Procedeul se repetd adunind liniile matricei (c) la elementele coloanei I
a matricei de extensie §i se refin sumele minime. Aceste sume reprezintd
coloana II a matricei de extensie §i sint egale cu valorile v® obfigute
in iteratia a doua (k==2). ' o
Procedeul se continui pind cind in matricea de extensie se obt{in doud
coloane identice consecutive. - . y Co
Primu! element al ultimei (sau penultimei) coloane din matricea de
extensie reprezintid valoarea drumului minim. Numdrul coloanelor matricei
de extensie este egal cu numirul iterafiilor necesare pentru obfinerea
. drumului minim. '
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Folosind datele din exemplul precedent se obfine urmitoarea matrice
_de extensie: - ' .

I I I v X

%o| . 45 40 40 %
% 28 28 - 28 - A
% 35 30 30 30 . g
Xy| 38 - 38 %
%, 20 20 . 20 20 |
% 28 28 28 28 %,
%g 20 .20 20 - 20 © %
X%| 16 16 16 16 - %g
%| 0 0 | o 0 %

Cum coloanele III §i IV sint identice, rezulty :
i min Yio) = 40; o = (%o, %a %5 xy, Xg).

Drumul minim se obtine astfel:

Se porneste de la elementul minim din ultima coloans (sau penultima
coloand), care este 16. Acest element precizeazd drumul de la ultimul
virf la penultimul, adicd (%, %). Se scrie g pe linia #xy in coloana X.

In general se va trece pe linia ¢ in coloana X acel virf %;, pentru care: |

(% k—1 !
o = o 4 gy, ' ‘. |

In acest mod se obtine o succesiune de virfuri care se vor inscrie in
coloana X. Cu ajutorul acestei coloane se poate determina usor drumul
.minim de la oricare virf la virful final. '

In acest scop se va urmir secvenfa virfurilor incepind de la virful
corespunzitor din coloana X si- apoi in continuare, Ia corespondentul
acestuia din linia respectivi in coloana X. In. exemplul dat, drumul de
valoare minimi de la %, la xg.va fi: :

BolTo %o %5, 20 %);  Upg) = 40.

Intr-adevir, pe linia lui #,, in coloana X gisim pe #,, pe linia lui %q
in coloana X gisim pe x,, pe linia lui x; in coloana X se afl %;, iar pe
Linia lui %, o coloana X gisim e %g. ' PN

in mod analog se obfine drumurile de valoare minim3 de la;

Zy la x5 pi(xy, % %, 7); Mpy) = 28; '

%y la xy; pa(x,, x, %, %) Ups) = 30;

% la %y polxa, % %, %) ; Uug) =38;

T B2y pxg, %, %); Hu,) = 20;

% la xg; ps(xs, % %) Huy) = 28;

%g la %g; pefze, %) ; ° ug) ="20;

% la %g; pa(x, x); ) = 16. ‘ D

- _Valorile minime J(g,); (f=1,2,...,7) seiau direct din coloana IV
linia ¢ a matricei de extensie. ,
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. Simplitatea algoritmului Bellman-Kalaba (care se reduce la insumarea
succesivi a elementeloresituate pe liniile §i coloanele unei matrice §i refi-
nefea sumelor ‘minime), permite programarea lui cu ugurin{d la masinile -

electronice de calcul. g : :

O imbunititire a algoritmului- Bellman-Kalaba a fost propusd de S
~ I. Tomescu in [18]. o . : :

§ 6. Drumul de valoare maximé intr-un graf

?n unele probleme se cere si se determine drumul ce trebuie parcurs
tntre doud virfuri ale unui graf, astfel incit valoarea acestui drum si fie
maximi. - : ’ '
~ in astfel de cazuri numerele ¢; pot reprezenta : productivitatea muncii,
probabilitatea. de realizare a unui fenomen etc. o

Algoritmul Bellman-Kalaba se poate aplica si pentru determinarea
drumului de valoare maximi, cu condifia ca graful si nu contind mici
bucle, nici circuite, debarece in astfel de cazuri lungimea unui drum poate
s nu fie finiti, ier valoarea lui nu este mirginitd. .

Pentru a objine drumul de valoare maximd se folosesc aceleasi relafii - -
ca §i la determinarea drumului minim, cu deosebire ci in matricea asociatd
grafului se va lua: .

¢y = — o, dacd x, 2 U

iar simbolul min se va inlocui cu ‘max.
Se va calcula: :
Q 1. (B=—1 .
) = max " +e);
L o
§=0,1,...,n—1; j=0,1,... 7

cpentru k=1, 2, 3, ...,; §i ne oprim
: atunci cind: ' : C
o) —opfY.5=0,1, 2,..., n

.. Exemplu. Si se determine drumul de’valoare maximi intre virfurile, .

! 4o si % in graful din figara 171. Pornind de la matricea grafuluil

Fig. 171, °

. %o %y g %g %, g
. %o o| 8 10 12| —o | —o
x| —w | 0 8| —w | 10| —o
2y | —0on —o 0] 9| —o| —= -
% | —o0. —0 _—'-bo ‘ 0| —o 10 = (cy)
Xg| —® | T 9 11 0
xg | —o —0o0 —® — —00




se determinid ugor elementele matricei extinse :

y I I I IV V X

%[22 129 (39 [46 |46 |

) % |18 |31 |38 |38 |38 | x,
% (19119 |19 |19 |19 | &

% |10 [10 [10 |10 | 10 | %

% |21 [28 [28 |28 |28 | x,

x| 0l 0f o] o] ofaz

_ Se constati ci valoarea maximi a
. (primul element din ‘coloana V a mr

drumuluj de la z, la x5 este 46

tricei extinse). Drumul maxim de

la %y la %5 este:

= .(xm xl: xds x2: xa; 1’5).
trasat prin linii groase in gra-
ful din figura 171.
Probleme propuse -

1. Si se determine drumul

- cel mai scurt intre virfurile x,,
- %15 %, 2y §I %y, 23 in graful

din figura 172.

R: Se va gisi d,(xo’, 2) = .

= d(%y, 7,) = d(%,, 25) = 4
2. Se cere drumul de valoa-

re minimd intre virfurile x,, si
% §i apoi intre x, si %, in

graful simetric din figura 173.
- R: Se va gisi J(u) =18;
p= (%o, %5, %, x',).

3. S4 se afle traseul ce tre-

care pleacd din virful x, si tre-
buie si ajungd in. x, intr-un
timp total minim, folosind gra-
ful din figura 174. Numerele
scrise pe arcele grafului repre-
zinti timpul exprimat in mi-
nute pentru a parcurge distan-
ta dintre doud virfuri conse-
cutive. ‘

~ buie parcurs.de un autovehicul

/



.

‘R. Pornind de.la matricea asociati grafului se va obfine matricea
_extinsd: - > B

' I IO I 1V X

x| |8 |70 |70 | x

%, |70 | 70 [ 60 |60 X

%, | 50 | 40 |40 |40 | x,

%, 130 |30 |30 [30 | x4

% |20 [ 20120 |20 |

% | 30 |30 |30 (30 %q

% | 0 0 0|0 %q

din care se constatd ci dupi 4 iteratii se obtin doud coloane identice.
Daci autovehiculul va urma traseul p = (%,, %5, %, %5 #%;) el va ajunge
din %, in %, in timpul minim de 70 minute I(u) = 70. '

4. Si se determine dru{tnul de valoare maximi de la %, la %y; §i apoi
de la x; la %,,,..., de la x; la- %, precum §i traseul corespunzitor, folosind
graful din figura 175. -

R. Folosind matricea asociati gra--
fului- (c,)  se determind - matricea
extinsd din care se deduce:

2o=(%0» Xs, X3, Xa, Xq, X9, %1); L{120) =33

W1 =(%1, ¥, %, Xp, %11) ; Hp)=27
W= (%1, Xg, %a, ¥p, ¥, %¥11) . H(p1) =27 %S
- pa={(%a, Xq, %, %) I(pg)=18
ws=(%s, X3, X, %o, %11) ; Ipg) =20
pe={%g, %, X, Xq, Xy %) Hpy)=29
('is’:‘(xs: xe» x;l! xo: xu) ’ v l(("'5) =22

1 2.3 4 57 6 X

%o |—o0 | 21 |27 |31 |33 |33 Xy
%, |—oo | 18 |27 |27 |27 |27 .| %y %s
% |—oo [ 18 | 18 |18 |18 |18 | "
"% | 8 116 |20 |20 120 |20 | x, L.
Xy |—00 | 17 |25 |29 [29 |29 | x,
xs | 137116 |22 [ 22. 122 |22 | =,
xg | 11 |17 |17 |17 |17 | 17 Xy
% {13 |13 |18 [ 18 |13 | 13 | =x,

“xg | 7 |10 {10 |10 | 10 | 10 %10
% | 2| 2121 2] 2] 2| %
%10} 6 6 6 6 6 6 Xg
B 2,1 0 0 040 0 }{.0 X1
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Fig. 176.

5. Folosind graftll din figura 176 si se determine:

a. Depirtérile, d(x,, xg) §i d(xs, %,). ) )

b. Drumul de valoare minimd intre virfurile x,, % §i %5 %,.

R. a. d(xo, %) = 2; p=(%o, %, %) §i d(, %0)=3; u=(%y, %5, %, %o)
b. Din matricea asociatd grafului se obfine matricea extinsd:

I II III - Iv X

R %, | 29 23 S 21 21 Xg, %g
%l 16 15 15 15 %
x| 160 1 13 | 13 13 X5
%3] . 18 12 12 - 12 T %
% 11 11 11 11 Xg
x|l 7 7 7 7|
Xg 3 3 | 3 3 Xq, Xy,
%7 1 1 1 1 Xg
AN o | o | o P
din’ care se constati ci problema admite 4 solufii :
1 = (%0, %o, %5, %g Xg): ' ' .t

e = (%o, %o, %5 %, Xy, Xg);
Mg = (%o, %3, %5 %g, %g);
e = (xO!‘x&" xﬁ, Xgy Xq, xs)'
) =21;i=1, 2, 3, 4.
Existd un singﬁr drum de valba_i'e minimi de la x4 la x,:
= (xSr X5 Xg, xo); l(P-) = 17.

§ 7. Relatie de ordine strictd intr-un graf
) \ .

Daci intre virfurile #; §i , ale unui graf existi un drum de la x, citre
. %, se va scrie %; < x, s5i constituie o relatie de ordine stricti. O-astfel de
rela%ie este tramzitivd (v, <z, §i 1, < %, = x, < 7,). . <
' n acest caz se spune cd virful x; precede pe ¥, sau ci ¥; este un ascen-
dent al lui %, Virful x, care succede lui x; este un descendent al lui x,.
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Fig. 177. , Fig. 178.

Operatiile cafe se executd intr-un proces tehnologic pentru realizarea -

unui produs se succed intr-o anumitd ordine cronologics. Virfurile grafului
care reflectd acest proces sint intr-o-relatie de ordine strictd. Operafia %
trebiie si aibi loc inaintea unei alte operafii x, _ :
Conditia ca intre virfurile unui graf si eXiste o relatie de ordine strictd
~este ca el si nu confini nici un circuit. Un exemplu este dat in graful
din figura 177. S S : :
‘Virfurile grafului pot fi impérfite in submultimi, numite #nivele sau
" aliniamente. Fiecare nivel confine numai virfuri la. care se poate ajunge
din virfurile nivelelor .anterioare si-din care se poate pleca spre virfurile
nivelelor urmdtoare. : . ,
Virfurile primului nivel nu au ascendenti.
Virfurile ultimului nivel nu au descendenti.
Virfurile aceluiagi mivel nu pot fi unite intre ele. o
Graful din figura 178 este ordonmat §i contine 4 nivele. Se constatd
usor ci nivelul 1 confine un singur virf §i nu are ascendenfi.
. Virfurile nivelelor 2 si 3 au ascenden{i si descendenti, iar virfurile
ultimului nivel 4 nu au descendenti. - ; ST '

§ 8. Descompunerea unui graf conex fard circuite in nivele

Introducere. Fiind dat un graf conex fird circuite se pune problema
de a impirti virfurile lui pe nivele. - ‘
, Determinarea nivelelor se poate face direct pe graf folosind urmétorul
algoritm : s ‘ - - - .
Se determini virfurile care n-au ascendenti; aceste virfuri formeazd

primul nivél. Se suprimi apoi aceste virfuri impreund cu arcele care pleacd

- din ele, prin tdierea lor cu o limie. ~ .
graful rimas se procedeazi la fel suprimind virfurile i arcele inci-
dente spre exterior. -Aceste virfuri formeaza -nivelul al doilea. Procedeul
" se. contiud pini la ultimul nivel, care va confine virfuri din care nu mai
pleacd nici un arc. ' '
'S4 aplicim acest algoritm folosind graful din figura 177.
Se constatd ci virful x, este singurul care nu are nici un arc incident
spre interior. Primul nivel va. cuprinde numai virful x,. - :

R .
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Fig. 179. — _ Fig. 180. ’

- Se suprimd virful %, $i arcele ce pleaci din cl: (%, %;); (%, xs) ;
" (%7, %y,). In graful rimas, virfurile x,, X5, %10 01 mai au decit arce incidente
spre exterior ; ele vor forma nivelul 2. Se suprimi aceste virfuri impreund
cu arcele care pleaci din ele. o -
Procedind in mod analog in noul graf, se vor suprima virfurile %y, X,
%4, %9, %;; care au numai arce indicente spre exterior; ele vor forma
nivelul 3. - .
Virfurile rémase nesuprimate %, %, %, formeazi nivelul 4. Se obtine
graful ordonat pe nivele din figura 178. .
. Exercifiu. Se di graful din figura 179. Folosind algoritmu! expus,
sd se ordoneze virfurile lui pe nivele. Se va gisi graful din figura 180
care confine 5 nivele. k

§ 9. Determinarea drumului de valoare optima intre virfurile
nivelului initial si final ale unuj graf '
- Dacad graful este ordonat pe nivele, valoarea optimi intre virfurile
situate pe primul hivel si virfurile situate pe ultimul nivel se poate
. : - obtine usor fard a folosi algoritmul
- Bellman-Kalaba. - Metoda pe care o
vom expune se bazeazi pe principiul
optimalitdfii cunoscut din programarea
‘dinamicd §i care se enunti astfel:,,un
drum de valoare minimd (maximd) nu .
“poate fi format decit din drumuri par-
prale de valoare minimd’ (maximd)”.

Fie graful din figura 181. Ne propu-
nem si& gisim drumul minim dintre
virful x, situat pe nivelul 0 si virfu-
rile x},” x7, x} situate pe nivelul 4. /

Se atribuie fiecdrui virf situat pe

. ' , nivelul 1 cite un numir care repre-
w (2) (). _)  zintd valoarea atagatd arcului ce pleaci
) Fig. 181. - din x,, incidente in virfurile nivelului 1.
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Astfel, virfurile #, 2, % vor fi marcate cu {numerele 3, 1, 2.
Pentrés virfurile situate pe nivelul 2, se calculeazi suma numerelor
cu care au fost marcate virfurile nivelului 1 cu valorile arcelor incidente in
virfurile nivelului 2. Cu sumele minime astfel objinute se vor marca
virfurile nivelului 2. Astfel, in’ virful 2} avem un singur arc incident, se va
 marca cu 7 = 3 + 4. Virful x% se va marca cu min (3410, 1 4 4) =3;
22 cu min (146, 2+ 5)=7; 4} cu min 3+6, 147 2+8)=8si
2 cu 5=2443.. . . ,

Procedeul se continui in mod analog si cu virfurile nivelelor 3 si 4.
Numerele cu care au fost marcate virfurile ultimuiui nivel 4, reprezintd
valorile minime ale drumurilor de la %, la aceste virfuri. In exemplul dat,
drumurile de valoare minimi de la x, la virfurile 2}, 2}, x} situate pe
pivelul 4, marcate cu linii groase in graful din figura 181 sint: '

wxo x3) = (%0 23 23 28, A1) Lnin(%o, %) = 12.
'..].)'evla %o la 2% avem doud drumuri diferite care au acceasi valoare
minim4 : o ~
e ) = (%0 2 4 A,
: pe(%e #3) = (%0, 45, 23, 2§, %3),
pentru care [(p,) = lug) = 18. ,
w(ze 2) = (%o 2 b 8 )5 buin(%o, 2) = 18.

_ Folosind acelasi procedeu se poate determina si valoarea maximi a

drumurilor . dintre virfurile situate pe nivele diferite. .
‘Daci nivelul inifial si final confine cite un singur virf, graful se numeste

refea_de tramsport. Virful inifial x, se numeste anirarea repeler, iar virful .
final x,, desirea vefelei. Dacd numerele scrist pe arcele refelei reprezinti -
timpul (sau costul) necesar pentru a parcurge arcul respectiv, solufia minima
 ne va arita fraseul ce trebuie parcurs de un-mobil de la virful inifial x,

la virful final %,, pentru ca timpul (sau costul) total de parcurs de la %,

la x, si fie minim. - ,
‘ Pentru a obtine drumul de valoare minimi intre virfurile x, §i «, se
atribuie fiecirui virf al retelei pornind din x,, cite o valoare care reprezinta
minimul sumei valorilor scrise pe arce pinid in acel punct. Numirul cu
. care a fost marcat virful final x, reprezinti valoarea drumului minim
de la %, la x,. L : : : .

. Marcarea virfurilor se poate face incepind .cu virful final x, pind cind
se ajunge prin iterafii regresive in virful inifial x, (asa cum se procedeazd
in problemele de programare dinamicd). ‘

i’robleme propuse

1. In refeaua de transport din figura 182, numerele scrise pe arce
reprezinti timpul (exprimat in ore) pentru a parcurge arcul respectiv.
Se cere si se determine itinerariul ce trebuie urmat pentru a ajunge din
. punctul %, in pungtul xg intr-un timp minim. : .
R. Se va determina drumul de valoare minimi intre x4 si g incepind™ -
_cu %g §i terminind cu x5 Se va gési s = 20 ore. Itinerariul a fost marcat
cu linii groase §i sige}i in figura 183. '



_ Fig. 182, : .
. - !

2. Folosind aceeasi refea (figura 182) si se determine drumul de valoare
maximé, incepind marcarea virfurilor in sens invers de la Xg Spre %,.

R, Se va gisi ., = 43; drumul de valoare, maxim3 a fost marcat
cu linii groase si sigefi in figura 184. K A '

Fig. 184.

3. Un sistem S se giseste in momentul initial in stare x,. n momen:
tele 1, 2, 3 se poate afla in una din stirile indicate in graful din figura 185.

Fig. 185.
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_ Piecare trecere de la o stare la alta este insotits de un dstig a cirui mirime.
- este notatd pe arcele- grafului. '
Se cere si se determine drumul ce trebuie parcurs din starea inifiald x4
pini in starea finali x, care si conducd la un cistig total maxim.
. R, Se vor parcurge arcele grafului in sensul direct (de la %, la AR

apoi in sens regresiv (de la %, la 9;,0). Se va gisi acelasi rezultat:
Lnas(%0, %e) = 405 w(%xo, %) = (%0, o A A ).

4. Se di rtefeaua de transport din figura 186. Un ‘autovehicul care
pleaci din w, trebuie si ajungd in z. Numerele scrise pe arcele refelei
reprezinti consumul de carburanfi necesar pentru a parcurge distanfa
ce corespunde arcului. : . ’

Ry
()]

Fig. 186.

Care estetraseul pentru care consumul de carburanti este minim - §i ’
- care este consumul in acest caz: - o ‘ ‘
R:p(e 2) = (%, @3, bsy C 2) 5 Imin(%0) 2) = 19.
: Ddci autovehiculul va parcurge traseul indicat prin linii groase in
figura 186, consumul de carburanfi va fi minim si egal cu 19.




&

AU  ANEXA

§ 1. Rangul unei mdtrice

Fie 4 = (ay)ms 0 matrice cu m linii si % coloane.

Numim rang al matricei A si-1 notim cu ? (p =rang A), ordinul cel
mai /mare p al minorilor diferifi- de - zero ce se pot forma cu liniile §i
coloanele matricei 4. . ' '

Dacd in 4 suprimdm m—p linii si n—p coloane se obfine un tablou
cu p linii 5i p coloane. Determinantul acestui tablou se numegte minor
de ordinul p al matricei A. o -

Deoarece prin definitie matricea nuli are rangul zero, putem scriet

- 0 <p < min  (m, n).

.

Se stie,. de aseménea ci rangul unei matrice nu se schimbi daci efec-
tudm urmitoarele iransformdri elementare : :

— inmulfim elementele unei linii cu un numir nenul;

— schimbidm doud linii intre ele; -

— adunim unei linii elementelé altei linii, inmulfite cu un factor
constant. , ) .
 Folosind aceste proprieti}i, se transformi matricea dati in matrice -
superior triunghiulare (cu elementele situate sub diagonala principali egale -
cu zero). . ‘ , .

‘Rangul matricei este egal cu numirul maxim al elementelor nenule,
situate pe diagonala principali a matricelor triunghiulare formate.

Cum elementele situate pe diagonala principald se numesc pivofi, pusem
spune cd:rangul unei matrice este egal cu numirul maxim al pivotilor
nenuli din matricele triunghiulare formate. '

Transformarea in matrice triunghiulare se face astfel: '

Pasul 1. Prima linie rimine neschimbati.  Din linia 4 inmultitd cu
a,, # 0, se scade prima linie inmul}iti cu :

@y 1=2,3,..., n

In urma acestei operatii, elementele din prima coloani devin nule in
. afari de a,,. A : _
Un element oarecare a{l), situat pe linia i si coloana § dupid primul

pas, va fi dat de formula: _
‘ ay  ay| - ‘

u ~l’;'i=2,,3,...,m;

j= 1; 2;~“: ”y )

o) = anay — ayay =

@i1° Ay

- cunoscutd §i sub.numele de'.regula dreptunghiului.
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Pasul 2. Se suprimi linia si coloana pivotului i operafia se continui
cu matricea rimasi, considerind pe af) # 0 ca pivot. Pupd (m — 1) pasi
daca m < n, sau dupd (#» — 1) pasi dacd #» < m, matricea A va fi trapns= -
formatd in matrice triunghidlare. »

Exemplu. Se cere rangul matricei:

11 —1 -2 —6
A=12 1 3 4 2].
42 6 8 s/

Folosind regula dreptunghiului, dupid doi pasi se obfine1

11 -1-2-6) (1 1-—-1-2-6 1. 1 —-1-2-16
21 3 4 2|=-|0-1 5 8 14 —»(0 -1 5 8 14].
42 6 8 5§ 0—2 10 16 29 0 0 o 0 -1

Se comstati ci matricile triunghiulare formate din coloana 1, una
din coloanele 2, 3 sau 4 si coloana 5 contin cite 3 pivoti nenuli (celelalte
contin numai cite doud) deci rang 4 =3. .

Obseyila;ii

— In fiecare pas se pot face simplificiri pe linii inainte de-a trece
la pasul urmétor. ’ R

— Dupd fiecare pas, linia si coloana pivotului .nu se mai scriu, ne
mai fiind necesare in pasul urmitor. ; _

— Daci min (m, n) =m si in pasul (m — 1) primii m pivofi sint
nenuli, calculele nu se mai fac pentru ultimile (» — m) coloane; rang
A=m.

Numérul operatiilor elementare se redue in acest cas cu1
' ’ Alm, n) = 3m(m — 1)(n — m) : 2.
Exempla ‘

A (ég g_:ls —i g) (_2 —13 ) ...
43 —1 6 8 —g 8 =B

Cum min [m, %) = min (3, 6) =3, iar in pasul dei, primii 3 pivofi
" sint nenuli’(l, —2, 1), elementele situate pe coloanele 4, 5, 6 din pasul
1si doi nu au mai fost calculate, rang 4 = 3.
Numirul operatiilor a fost redus cui
Alm, n) =3 m-(m—1)(n —m)12=3-3 -2 -312=27.

— Daci min {m, ) = n, si in pasul {s —1); primii » pivoji sint
nenuli, elementele situate pe ultimele {m — ) linii nu se mai calculeazi,
rang 4 = n. th acest caz, numirul operafiilor elementare se va reduce
cul ) :

Aln, m) =3 n - (5 — 1)im — n)12.

by i
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Exemplu

2 1 3 1 '

1123 1 1.5 —4 2 8
211 2 -‘1’—42 -8 6| |
31‘02—v—.—91—»"-—»..
1 21 3 S .
2 2 1 1 -

Se constati ei min (m, #) = min (6, 4) = 4, iar in pasul 3, primii
4 pivo}i sint nenuli (2, 1, —4, —8). Elementele situate pe liniile 5, 6

. din pasul 1, 2 §i 3 nu -au mai fost calculate; rang 4 = 4. In acest caz,

.numirul operatiilor elementare a fost redus cu:

Aln, m)=3n-:(nﬂ-—l)j(m—n):2==3-4-3-:(6—4):2=36;

-

§ 2. Rezolvarea sistemelor de ecudtii liniare

in literatura de specialitate se cunosc astidzi un numir de peste 25
de metode sau variante pentru rezolvarea sistemelor de ecuafil liniare.
Dintre acestea, metoda Cramer care din picate inci se mai invafd in
liceu, impreund cu metoda matriceald sint cele mai laborioase, necesitd
numirul maxim de operajii elementare (pentru un sistemfde 10 ecuafii
cu 10 necunoscute numirul operajiilor estefde ordinulfmilioanelor).

Mentiondm cu aceastd ocazie cii metodele menfionate (Cramer §i matrice-
ali) nu se mai programeazi astizi la nici una din maginile electronice
de calcul. ’

a. Metoda elimindrii succesive (sau metoda elimindrii parfiale), pe care
o vom expune este simpld, poate fi ugor programati pe calculatoarele
* electronice, necesité un -numar foarte redus def operatii elementare in

comparatie cu celelalte metode §i excludefoperatiile cu fractii.

Fie sistemul - ‘ - '

8y %t G %t covtay o a x, =0

-------------- 4 e & e e s o & s =

an %+ @ip X+ ... F+ay x4+ ... Fam %, =b - (1)

Aui Xy + Guz X3+ ... + ayj x,‘+ cee T Gun x,_=~b,,,
de n ecuatii liniare cu # necunoscute sau, sub forma matriceald :
d AX =B; A=(a), -
X ={(x); B=(b),
i, =12 ...,n
Folosind metoda eliminirii succesive, pﬁma ecuatie rimine neschimbati,
din' ecuatia a doua se elimini %,, din ecuatia a treia se elimind x, §i
% s.a.m.d. din ecuatia # se elimind x,, %5, ..., Xp-1. :

In acest scop se scrie matricea completi (4 |B) a sistemului (1) si se.
transform# intr-o matrice superior triunghijulara. )



‘4
.

Pasul 7. Se con51dera ay; ¥ 0 ca pivotl. Elementele 51tuate pe hma
pivotulpi rimin neschimbate.

D12n 311ma ) )mmultlta cu 4y se scade pnma linie mmultxta eu &,
(*= )

fn acest mod, elementele din prima coloand devm nule in afaré de
pivot care rifnine neschimbat (a; # 0).

Un element oarecare a{l) situat pe linia 4 coloana j, precum §i ter-

[}
menul liber corespunzitor bsf) dupﬁ pnmul pas, 'se vor obtine din relafiiles

' @ a4y - " lay by
(1) — —_— . = N 1) = -—a; =\ ’
a,’,‘ ay; Ay QAiy- Ayy ay ay ’ bs . a5 b( a; b1 ag b¢ A
‘(adici se .va folosi regula dreptunghiulus).
Situaia dupd primul pas este:
By g ... By | Ay Gyp ... Gy | by

(AIB)= ai!l azz---aza'. b2 — 0 a;;)...ag,) bg) .
Agy Ggg - - Gyn | b, 0 ay.. af,‘,! B

Pasul 2. Se procedeaza in mod analog cu matricea obfinutd in primul
pas, suprimind linia §i coloana pivotului si considerind pe al) #0 ca

pivot (daci aff) =0, se procedeazd ca in pasul 1).
Dupid » — 1 ‘pasi se obfinea matricea triunghiulara

R - i
. ’ -~ |0 ce. B2q
(A|B) = ... = (4|B)o-n = |0 9= o,
ol o]
o 00 ...a,‘,',', M g1
din care se obfine solufia sistemului dat:
- o
\ Lt 0 b(" l) 0 bl—a]” x” "‘...—alaxg
Xy = n—1) *" " X = ; .
QAnn - s 4n

Observapl

— Linia §i coloana p1votulu1 din fiecare pas se pot suprima, nemai-
fiind . necesare in calcule in pasii urmétori. ,
— Se pot face simplificiri pe. linii in fiecare pas inainte de a trece

la pasul urmitor. - - ,

- Exemplu. Sé se rezolve sxstemul

X+ X+ X3 — 2%, —Txg= O
2%, A+ x5 — 2x5 = 1
3%, 4+ x, 0 — x, = 20

2%3 — S5x4 + 2= 23

% — 'xz ~ + 3z, = —14.

. 1 Dacd a,, = 0 se face o schimbare de linii aducind in prima linie un, elemen\ auﬂ 0,
i=2 3 .



-

Se scrie matricea completd a sistemului si dupii 4 pasi se obtine:

1 1 1-2-7| o e 1412l 1
2 0 1 0=21 1} [ o 3591|020
@By =[3 1 0-1 0| 20|72 3522)
0 2-5 0 1| 23 - 2]
. 215 7|14

1—-1 0 3 0|—14
—|6 —4 —13 | —24 -»(_1 5‘ ) (9|l8)
0 —1 5 15

In pasul 2 5i 3 elementele matricei complete au fost simplificate pe
fiecare -linie cu 2.
Se obfine solufia:

% =1819=2; 2, =(33—28): (—1) = — 5 2, = [— 19+18 5):2=—3,
ty=(1—24+2—3):(~2) =3;%5=14—-10+3—-3=4
%, =4; %=3; %3=—3; %, =—5; x,=2.

Pentru a ne da seama de eficienfa acestei metode simple, cititorul
va putea rezolva sistemul dat prin metoda lui Cramer (care necesiti cal-
culuh.a§6 determinan{i de ordinul 5), prin metoda matriceald 4X = B;
& == A-! . B (care mnecesitid calculul unei matrici inverse de ordinul 5)
sau prin metoda elimindrii totale (Gauss— Jordan), care este mult maij
laborioasd (necesitd un volum de calcule de doud ori mai mare fafi de
metoda eliminirii parjnale) si in plus necesitd, operatii cu fractn

Menj:xonam cu aceastd ocazie un fapt care trebuie scos in evidenti
i anume c#, tocmai aceste metode : Cramer, matnceala, Gauss— Jordan,
sint studiate si expuse in manualele;scolare.

b. Discufia. sistemelor liniare neomogene.

Pentru a cunoagte natura unui sistem de . ecuafii 11n1are cu n ne-
cunoscute, vom folosi teorema! Kronecker—Capelli.
Dacd notdm p =rang 4, ¢ =rang (4|B), atunci sistemul .

anxl'l‘auixa‘l‘ St ax, =b,; ‘—1 2

este compatibil, daci §i numai dacd p =
Aceastd teoremi simpld a clirei demonstrafie se poate face fari calcule
cu determinanfi are doud avantaje:
— ne permite si gtim dacd sistemul este compat1b1l
— in caz afirmativ, pe aceeasi schemi se poate determma solutia,
sau solufiile sistemului. :
" Putem avea urmaétoarele situatiii
$ = ¢ = n; sistemul este compatibil determinat (admite solutie unici) ;
p = ¢ < n; sistemul este compatibil nedeterminat (admite co"~# solutii).
Daci n — p =1,2 ..., 7, vom spune ci avem o mﬁmtate 51mpla
dubld, ..., multipld de ordmul 7 de solutii.
? < q; SIStemul este 1ncompat1b11 (nu admite solutii).

'3 Teotema lul Rouché care se mai afl§ inci In toate manualele de llceu este atit de
labotiasd tncit nu mai este folositd. Ocupi locul cuvenit tn muzeul de istorie a matematicii.



Exemple .
1° (m = n) 'x1+4x2+3§8=1
2%+ 5%+ A =4
Xy — 3%, — 223 = 5.
1 4 3|1\ s _oi9 |
_(AlB)=(2 5 4 4)_—»(_7 _5‘4)-»(112).,
1 -3 -2)|5

Discujie. Cum p'= g =n =3, sistemul este compati‘bil determinat
(p=g=n;,m=mn).

Solutie. fncepind cu ultimul pas §i terminind cu primul, se deduce
succesiv : '

g =2:1=2; xg=(2+4):(—8)=—2; %, =1—6+8=3;

%, =3; xg=—2; %3 =2.

2% (m > n)" %+ 2%,= 7

2%, — %= 4 -
3%, + x,= 11
xI,—2x,‘= -1
N e A R T AT
=3 | —’(:i __13)_,(0‘0).
1 -2| -1

Discuie. Se constati ci p=g=1n=2, sistemul este deci compatibil
determiifit (p =g =1n; m>n).

Solufie. Se objime succesiv:x; = (—10):(—5) =2; z, =7 —4=3.
Solutia gasita (3, 2), verifici evident §i ultimile doud ecuatii.
3. (m=mn) 2 +2x+ x=4

: 2%, — %3+ 22, =6

) 3%, + x5+ 3%, =10

(A|B)=|2 —1 2| 6 —’(_ , I_ )—»(OIO).
B -3 1 3] 5 012 -

Discufic. p =¢=2; n=3. Cum p=gq<m, iar n — p =1, sistemul
este compatibil §i admite o infinitate simpli de solufii (co*—# = ool)}
p=qg<n m=mn. _ ' 7 :

Solugie. Se censiderdi x; — « mneeumescutd secundard, apei se obfime
succesiv: x, =2:5; %, =4 —a—4:5=(16 —5«):5; a =R :




A% (m>n) %+ 2%+ %= 4

2%, — %34 2%3= 6

4dx, + 3x, + 4% = 14

3x, + 'z, 4+ 3%, = 10.

/ 1214

, 2 —1 2| 6 0|0
4B =y "5 3l ( =5 0 2)"(0|0)'

3 1 3|10/

‘Bisoupie. p=q=2; n=3. Cum p =g <m, iar n — p =1, sistemul
este compatibil nedeterminat §i admite o infinitate s1mpla de solufii (co*—#==
=ol); p=g<n, m>n

.Selugie. Dacid se considerd ¥; = « necunoscutid secundara se obfine1
%,=2:5; x,=(16—5):5; « €R.

5% (m < n); % — 4%, + 2%, =—1

2x1—3xa_ xs-sx‘=_7
3%, — T2 + % — Sxg = — 8.
wm (2 s -1 5| 7] )~ 0 010,
8 =7 1 5|8/ ¥ 75 8IS

Disossfic. p=q=2; n=4.Cum p=¢q<# §i # —p =2, sistemul
este compatibil dublu nedeterminati(p =g < #; m <<n). .

Selugie. Daci se considerd x; = «, %, = B, necunoscute secundare, se
objine £y = — 1 + a + B; x1=—‘1—2°‘+4(—1+¢+6) x1=2“+
+4B—'5 xlma-*-ﬁ_ ;xs—“ x‘ B: “lBeR ‘

6. m=mn); x — % —3 2= 8
o 3%, — %4+ 2= 4
2%, + 3% 4 192, = 10.

(L -1 -3 8 5 g -20
(4B)=18 -1 1| 4 (5 25| - (0188)..
- \2 3 19]10
Disoufis. p =2; ¢=3; p < q; 51stem1;l este mcompa.tibil.
1°.m>n); x,— 2= 8
. ' 3x1_ x’= 4
1 -1 8) _ay_gp -
(4|B)y=1|3 —1| 4. _.( 5 _6)-»(0188).
2 3110/ o7
Disostie. p =23 ¢ =3; p < q; sistemul este’ incompatibil.




8°. (}”‘<'”); %+ 2% + %3 — '3"4=4 h
. 2x1 + xﬁ - xs - x‘ = 2
2x1 + 4.763 + Zxa - 2x4 == 6.

- (12 1 —1|4 3 _3
41B)=12 1 -1 —1|2 —»( .

24 2 —2|8 000
Discufic. p =2; q=3; p <g, sistemul este incompatibil.

" Observatie. Putem avea urmitoarele situatii 1
1°. Sistemul este compatibil determinal {doud cazuri) 1

:g) ~(0 016)

. p=qg=m, i.a'rmA———,n,saum>n.
2°, Sistemul este compatibil n‘edeté?ﬁzinqt (3 cazuri)1
‘ p=qg<m iar m=n, m>n sau m <",

si poate avea o infinitate simpli, dubli, ..., multipld de ordinul 7 de
solujii {dupi cum # —p =1, 2,..., 7).

3°, Sistemul poate fi incompatibil (3 cazuti)y
' "p <gq, iar m=mn, m>n, sau m < n.
c. Discujia sistemelor liniare omogene.
Daci sistemul liniar este omogen, atunci el este de forma 1
8%y + Gigia + oo G, =0; i=12 ..., m.

Deoarece rang 4 = i’ang (4 |0), conditia p = g este intotdeauna satis-
“facutd. B : ~

* Daci p = n, sistemul este ‘compatibil determinat §i admitem mum i
solutia banali % = %3 = ... = % = 0. ‘

‘Daci p < #, sistemul este compatibil nedeterminat si admite o infini-
tate, simpli, dubli,. .., multipld de ordinul 7 de solutii, nebanale (dupd cum
wn—»p=12...,7). - : o '

Exemple. Si se discute si si se rezolve sistemele omogene 1
S 1e, %y 4 2%+ %y — %, =0, .
’ 2%, + %y — %3 — % =0,
—% — %+ 2%+ %, =0,
3%, + %a— 2%+ %, =0. ’
2 1 =1\ ' :

< 1
- 1 - 3 -3 1) ,_ g _1
o= 2 - -Hob 1 s -.( )-»;(42)
, -1 -1 2 1|7\ s 54 0o —7) &
3 1 -2 1 SR '

Discufte. p =q=n=4. Sistemul este compatibil determinat si admite
aumai solujia banald %, = %3 = %3 = %, = 0.
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2°. 'xl - 45\72 + sz _ = O,
’ 2”1 - 3xg - xs - 5x4 = @,.
3x1 —_ 7xg + X3 — sx‘ = 0.

'(A|e)—(; :g -% _o) ‘(5 = _5) (© 9©)
o 3 7 1 -5/ ® -5 -5 7

Discufie. p =g =2, n = 4, n — p = 2. Sistemul este compatibil dublu
uvedeterminat [admite oo? selufii).

Solsfia. Daci se comsiderd x; = «, x, = B necunoscute secumdare, se
objine ! %y = & + B; % = — 20+ 4fa + B) =2a + 4B; «, B = R.

Concluxis. Felosind teorema Kronecker-Capelli, discutia sistemelor liniare
necesiti un volum redus de calcule ce rezulti din transformarea, matricei
complete {4 |B) in matrici triunghiulare. In urma acestei transformiri se
determind p =rang 4 §i g =rang (4|B).

fa cazul in care p = ¢, meteda eliminirii parfiale ne permite si giisim-
gi_solupia [dack p =g =) sau selujiile [dack p = ¢ <) sistemulu,

' foleShd aceeagi schemd de calcul, ceea ce constituie un alt mare avantaj

al metodel

§ 3 Valoarea numericé d unei functii liniare

fn programarea liniard se pune in mod curent problema de a determina

valoarea umei functii liniare de forma:

. f“clx1+cﬂxl+ e +c-x.’ (2)
unde {c;, ¢, ..., c,} < R sint date, iar x,, %, ..., %, sintselutiile sistemu-

-lui de # ecuafii limiare cu % necunoscute

- Ga¥y + XaxXy + . st anx, =0 1=1, 2,. ' .8

despre care stim cd este umic determinat, fird a rezolva ststemul (fard a-i

cunoagte solufiile).
Metoda 1. 8e scrie sistemul (8) la care se adaugd (2)

' Se objine sistemaul :

au x1+au xg+...+‘]” x.=51,
Q3 ?‘1+aaa x,+...+ag,g,=be, ’ : n
Gut %y e Tyt ... F Gy %, =D, _—
1% + 6% + ...+ cx, =/,

forma.t din (n + 1) eeuafii cu # mecunoscute: %;, Xs, ...,

Folesind metoda eﬁmmﬁm parfigle paragraful 2, se ajunge dupa n
pasi la o matrice superier triunghiulard de forma:

Q Az ... G | 8y : @y Ry ... 81 b,

f Ggy @gg ... @se | by 0 aff... &l A%
.......... R e e T Ce .
Qui Ong .. Gun | O, ® 6. ... a5Vl
\ey € ... ¢ |f - \0 & ...0 |« +B



Deoarece sistemul dat {3) este unic determinat (p = 7= n), va trebui
ca of + =0, din care se deduce f= — B: a.

Exemplu. Se cere valoarea functlel
f=12zx 4+ 3%, + 4"3 + xa. ' (5)
in care x,, %, %5 %, sint solutiile sistemului :

%, + 324 + %+ 2x, = 14,
2%, 4+ x4+ 2% — 2%, = 3, i i
| % — 2%+ %+ 3%, = 6, (6)
Axl + 4%, — 2%, + x¢~;- 5.

Solupe. Scriem matricea completd, formati din sistemul (6) la care
- .se adaugi ecuatia (5) si o transformam {(dupd 4 pasi) intr-o matrice superior

triunghiular# oy

1 3 1 2|4 :

2 1 I 2|3 ST T TR (-5 8|8
1-2. 1 8/ 6] 5 || _g|l-l 16 11} 70 -
1-4 -2 15] \_5 o _glf_og) \—18—3|-5/+65

2 3 4 1|f ' -

1 7|17 ' |
—101 | —202
—|16 11|70 _»( " | )-.1(110-5]).
(13 3 5]—66) o "286 2865/

Sistemul (6) va fi unic determinat dacdl p = q = 4 (are 4 pivoii nenuh !
(1, =5, =5, —101), iar 110 — 5/ =0; f=

Observatie. Metoda folositi ne permite si rezolvim sistemul dat
si si verifichim exactitatea rezultatului. _

Se obtine succesiv, incepind cu pasul 3:
%, =2; 53=17—72=3; 2,=—94+249=2; x,=14—4—-3—-6=1.
%=1; %, =2, 2=3, =2, f=2-14+3:24+4-34+2=22

Metoda 2. Se comsideri sistemul (4) scris sub forma:

an x1+alz x2+ oo +al” x'+0=b1,
Ay %y + By Xy + ... + Gz %, + 0 = by,

Q1 %+ Gu2 X+ - Qpw %, + 0 = b.,
) Clxl +0,_x3.+....+6,x, _f=0, )
de (# + 1) ecuagii cu (# + 1) necunoscute: x,, %, ..., %,, [.
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Folosind metoda eliminérii partlale dupa n pasi se obtme o matrice
 triunghiulard de forma:

an als oo aln 0 b1 an ala LI al" O b]_ .
Ay sy .. Gza - 0| by 0 aff ...af 0 |3
Guy Gng +.. Gus 0| b, N0 0 ...a&a%Mo0 |8t

\¢e, ¢ ...c, —1]0 "\0 0 ...0 a™|p™
din care se deduce solufia f = b:am. '
Exemplu. Si se determine «, astfel ca functia: ,
| f=8m—dnmtax G
si aibi valoarea f=27, stiind cid x,, %, % sint'solutiilé sistemului 1
‘ %+ 4%+ 32, =1,

2?‘1 + 5%; + 423 = 4, | )
b 3x2 ket 2x3 = 5 * :

Solutie. Scriem matricea comple’ca a sistemului format din (8) si (7).
pe care o transformdm dupd 3 pasi intr-o matrice tnunghmlarax

1 4 3 0|1 '
25404__:‘;’:233(1 02)_’
1-8-2 0|57\ e 7o ol g T\ —8«—5- 3f| 41
34 o«—f|0 * .

. — (3f| 6 + 51).

Din condifiile 3f = 6a + 51 si f = 27, se obfine a = (3f — 51)16

Observatie. Ca §i prin metoda 1, solufia sistemului dat se obfine
usor, putind face verificarea rezultatului obfinut. .

Solufia este: xs—Z = (2422):(—-8)=—2; %,=1—32—
— 4 (—-2)=3. S

Cum %, =3, 3= —2, 23=2 5i «a =5, relafia (7) devine:

=383 —4.(-2) + 52 =27 (c.c.t.v).

§ 4 Calculul matricei inverse

Fie A = (ay),, o matrice patrata nesingulard (rangul matricei este
egal cu.-n, rang A = n).
, Se cunosc astdzi multe metode pentru a calcula matricea inversa 4-2.
Vom expune doud din cele mai simple.

a. Transformarea in matrice unitate.
Daci notim cu I matricea unitate de ordinul 1, se obtme succesiv 1

(A1) = (471 - 4|47 - I) = (I]47Y).

Se scrie matricea (4 |I). Folesind regula dreptunglmdm cu tmpamrea
la pivot, dupd » pa$1, matricea A se transformi in matrice unitate, iar
in locul matricei I apare matricea inversd A-1.




4

Inifial se scrie matricea 4 i prima coloand din matricea unitate, apoi,
in primul pas se adaugi coloana a doua din matricea unitate si se suprimd
prima’ coloani obfinutd in matricea dati 4. Se continud in mod analog
si in pasul 2, 3, ..., n . : . :

- Exemplu. . : : - _
2131 12 32| 120 -~ 7/3] 1 —13 0}
(3 32 ,o)_.(s/z —5/2| —3/2 1)-»(—5/3 -1 2/310)-»
121]|0/ \32 —1/2|—1/20). 2| 1-1 0
. —1/6 5/6 =7/6\ (-1 5 —7
-»(—1/6 —1/6 5/6)=—6:(—1 -1 5)-
1/2 —1/2  1/2 3 -3 3,

Verificare. Se constatid usor cd:

| L[—1 5—=7\(218) [(600\ (100 |
4 4=g|-1-1 s||332|=Fl060|=|010]|=1L
| 3-3 3/\i21) °loos) o1/

b. Trah‘sformarea in matrice diagonald. ,
Se porneste tot de la matricea extinsd (4 |I). Folosind apoi regula
-dreptunghiului fir3 a impirfi la pivot, dupd » pasi matricea 4 se trans-
formi in matricea diagonald D (cu elementele situate pe-diagonala princi-
. pald dg#0 (dg=al-V; i=1, 2,..., n), iar in locul matricei I apare
o matrice C = (cy). : :
Situatia se prezintd astfel:

(A11) = ... - (DIC).

dn alg PRCINY al!: 10 ...- 0 a11 0(1) 0 Cn 81’ Cl"
agl_ agg . ag,. 0 1 0 O azz 0 021 022 62”
S U R R PR
n=—1-1-_ . .
@y Gz ... Gun (00 ... 1 A0 0 ... ap, 6nl 6ma -ov Cnn/.

Daci finem seama de faptul ci am aplicat regula dreptunghiului fird
a impirti la pivot, matricea C devine egali cu matricea inversi 4-1,
daci vom impir}i liniile 1, 2, ..., » respectiv la:
@y - a) ... any |
ag) ... ap?

.......

—12 60 —84 . (—1/6 56 =78\ (=1 5 =7
—(—6 —6 30); A-1=(—1/6 —1/6 5/6)=-6—(—1 —1 .s), ~

6 —6 - 6 12 —1/2  1/2 3 —3 3

» ah
v Exemplu ‘
(2;13 100 .‘(1 3] 100\’ 14| 6 =2 0\ -
332 010)-3 -5 —320)-»(—5 -3 2 o)-.
121{001 3 —-1|—-102 12| 6 —6 6/.

¢

. . . - ) ’ ”7



Elementele situate pe liniile 1,'2, 3 ale matricei C obfinuti in pasul
8 au fost impirfite respectiv la1i :

ay - a) - o) = 2.3.12

£

. a(la) . ag) = 3.12
ag*;’ = 12.

Observagii. In [11] am ariitat ci numirul ‘operatiilor elementare
pentru a calcula inversa (4-!) a unei matrici pitrate de ordinul # cu
metoda (@) §i cu metoda () este dat de relatiile:

N.n) = wign —3)
Ny(n) = n(3n* — 4n + 1).

Meteda (b) prezintd doud mari avantaje:

— Aga cum rezultd din tabela de mai jos unde am calculat diferentele s
A(n) = Nn) — Nyn) = n¥(dn — 3) —n(3n2 —dn + 1) = n(n — 1)(n +
4- 2), metoda (b) este mai pufin laborioasi faji de metoda (a).

n 2 34 5... 10... 2... 100
An | 88072140 ... 1080 ...8360 ... 1009 860

— Regu]a dreptunghiului se aplici firi a impirfi la pivot, si deci
calculul matricei C nu necesiti operatii cu *fractii. '
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