Школьная олимпиада по математике
               IX -й класс

1) Определить функцию [image: image2.png]R->R fx)=ax®*+bx -8, a.beRa#0



, так что расстояние между нулями функции была бы 6,  а ордината вершина параболы была бы 8.

2) Между вещественными числами  х, у данно соотношение x2 + y2 - 12x - 16y + 64 = 0. Доказать, что:

a) [image: image4.png]


 şi [image: image6.png]2<y<14



.

b) [image: image8.png]


 
3) При мотоциклетных состязаниях одна из трех  стартовавших одновременно машин, делавшая в час на 15 км меньше первой и на 3 км больше третьей, прибыла  к конечному пункту на 12 минут позже первой и на 3 минуты раньше третьей. 

Остановок в пути не было.  Как велик  участок пути?
4) В треугольнике BAC с прямым углом А,  медиана  треугольника  AO (O ∊ BC) и биссектриса BD (D ∊ AC) перпендикулярны. 

a) Доказать, что [image: image10.png]


, I - центр вписанной окружности; 

b) Вычислить  длину сторон треугольника ABC в зависимости от DO = m.
Soluţii. Barem de corectare

1) Determinaţi funcţia [image: image12.png]f:R—R,f(x)=ax®+bx—8, ab€ER(a®0)



, astfel încât distanţa dintre zerourile funcţiei să fie egală cu 6, iar vârful parabolei să aibă ordonata egală cu 8.
Soluţie: 
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Din (1) şi (2): 
[image: image23.wmf]2

363264

aaa

-=-

 ( 
[image: image24.wmf]2

36320  |: 0

aaa

+=¹

 ( 
[image: image25.wmf]3632

a

=-

 ( 
[image: image26.wmf]8

9

a

=-

   …………… 2 puncte

Astfel, 
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  ………………………………………………………………………..………… 1 punct

Deci    [image: image30.png]fufo:R =R, fy(x)



………………..…. 2 puncte

Total: 10 puncte
2) Între numerele reale x şi y există relaţia  [image: image32.png]x®+y?—12x — 16y + 64 =




. Să se arate că:

a) [image: image34.png]


 şi [image: image36.png]


.

b) [image: image38.png]


 .

  Soluţie:
a) x2 + y2 - 12x - 16y + 64 = 0 ⇔ x2 - 12x + 36 - 36 + y2 - 16y + 64 = 0 ⇔ (x-6)2+(y-8)2 =36 …………1 punct

    Deci,  (x - 6)2[image: image40.png]


 36 ⇔|x - 6|[image: image42.png]


6 ⇔ -6[image: image44.png]


x - 6 [image: image46.png]


6 ⇔ 0[image: image48.png]


 x [image: image50.png]


 12 ……………………………………….. 1 punct

    În mod analog, (y - 8)2[image: image52.png]


 36 ⇔|y – 8|[image: image54.png]


6 ⇔ -6[image: image56.png]


y - 8 [image: image58.png]


6 ⇔ 2[image: image60.png]


 y [image: image62.png]


 14 ……………………….. 1 punct

b) Fie   [image: image64.png]mmeR



Atunci, y = mx ………………………………………………………………………………........ 1 punct

    Substituim în relația dată x2 + y2 - 12x - 16y + 64 = 0 și obținem x2 + m2x2 - 12x – 16mx + 64 = 0    

    ⇔ x2(1+ m2) – x(12 + 16m) + 64 = 0 …………………………………………………………………………………….. 2 puncte

   Ecuația obținută are soluții reale, deci  [image: image66.png]


 …………………………………………………………………….... 1 punct

   ( = (12+16m)2 - 4(1+m2)[image: image68.png]


64 = 144 + 384m +  256m2– 256 - 256m2 = 374m – 112 ………………. 1 punct

   Deoarece   [image: image70.png]


, rezultă că  374m – 112  [image: image72.png]


 ⇔ m [image: image74.png]e
brey




 ⇔ m [image: image76.png]


 ………………………….…….. 1 punct

   Dar, m = [image: image78.png]Y



. Deci, [image: image80.png]


, ceea ce trebuia de demonstrat ………………………………………………………. 1 punct

           Total: 10 puncte
3) La un concurs de motociclete, una dintre cele trei motociclete, care au luat startul în acelaşi timp, făcând pe oră cu 15 km mai puţin decât prima şi cu 3 km mai mult decât a treia, a sosit la punctul final cu 12 minute după prima şi cu 3 minute înaintea celei de-a treia. Cursa a fost fără opriri. Care a fost lungimea cursei ?  

Soluţie:
Notăm cu [image: image82.png]


 – viteza celei de-a doua motociclete, [image: image84.png]y (km)



 – lungimea traseului ……………… 1 punct

Astfel, [image: image86.png]x +15 (5



  este viteza primei motociclete,

             [image: image88.png]k.,

x—3 (5



 este viteza celei de-a treia motociclete,

             [image: image90.png]wrerll (O

ciis



 este durata cursei pentru prima motocicletă,

             [image: image92.png]- ()



 este durata cursei pentru a doua motocicletă,

             [image: image94.png]— ()




 este durata cursei pentru a treia motocicletă ………………………………………………… 2 puncte

Transformăm minutele în ore: 12 minute = [image: image96.png]


 din oră, 3 minute = [image: image98.png]


 din oră ………………………….. 1 punct

Alcătuim sistemul de ecuaţii: [image: image100.png]


  …………………………………………………………………………. 1 punct

Rezolvând sistemul obţinem soluţia: [image: image102.png]


  ………………………………………………………………………. 4 puncte

Deci lungimea cursei a fost de 90 km ……………………………………………………………………………………… 1 punct
            Total: 10 puncte
4) În triunghiul ABC dreptunghic în A, mediana AO  [image: image104.png](0 € BC)



 şi bisectoarea BD  [image: image106.png](D € AC)



 sunt perpendiculare.

a) Să se arate că [image: image108.png][74]




, unde I – centrul cercului înscris;

b) Să se calculeze lungimile laturilor triunghiului în funcţie de [image: image110.png]


.

Soluţie:
Desenul …………………………………………………………………………………………………………………………… 1 punct

B   

                               O
               I                        
                     P
A                     D                                    C
Dacă BD este perpendiculară pe AO ( bisectoarea BP este şi înălţime în (ABO, deci el este şi

isoscel şi astfel [image: image112.png][AB] = [BO]



. Dar [image: image114.png]


 şi prin urmare (ABO este echilateral, deci

[image: image116.png]m(< B) = 60°



 şi  [image: image118.png]m(< C) = 30°



 ………………………………………………………………………………………… 1 punct

[image: image120.png]I € [BD]



, iar pentru că BD este şi mediatoarea laturii [image: image122.png][40]



 ( [image: image124.png][14]

10]




, c.t.d. ……………….. 1 punct

Deoarece D aparţine mediatoarei segmentului [image: image126.png][40]



 ( [image: image128.png][DA] = [DO]



 …………………………………. 1 punct

Conform criteriului (L.L.L.) avem [image: image130.png]AABD = AOBD



  ……………………………………………………………….. 1 punct
Din congruenţa acestor triunghiuri obţinem că  [image: image132.png]


 ……………………………………… 1 punct

În (OBD avem [image: image134.png]


, deci dacă [image: image136.png]


, atunci [image: image138.png]0B = m\3



 ………………………….. 1 punct 
Astfel, [image: image140.png]AB = m/3



 , [image: image142.png]BC = 20B = 2mv/3



  şi [image: image144.png]AC

3m



 ………………………………………………………… 3 puncte  
          Total: 10 puncte
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