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9.1.2. Forma trigonometrici si forma expomentiali a
numairului complex.

Numdrul complex z =x+iy se reprezintd geometric printr-
un punct M cu coordonatele x, y in planul XOY sau prin raza

vector OM (vezi fig. 1.). Planul care serveste pentru
reprezentarea geometrici a numerelor complexe se numeste plan
complex si se noteazd cu C. Intrucét fiecare numir complex
Z=x+iy este determinat de partea sa reald x si partea sa
imaginard y in mod unic, intre numerele compiexe si punctele
planului complex existdi o corespondentd biunivocd sau o
bijectie.

Dacd z, =x, +iy, este un numir real, adici y, =0 si
z, = x;, atunci punctul care 1i corespunde este situat pe axa
absciselor OX. De aceea, axa absciselor se numeste axd reald.
Dacd numiarul complex 2z, =x,+iy,, este un numir pur
imaginar, adicd x, =0 si z, =iy,, atunci punctul care-i
corespunde esle situat pe axa ordonatelor OY. De aceea, axa
ordonatelor este numitd axd imaginard. Punctul M(x,y) se
numeste imaginea numarului complex z = x + y, iar numarul

complex z = x + y se numeste afixul punctului M(x,y).
A

Y
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Fig. 1.
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Alegem pe planul complex XOY un sistem de coordonate
polare in aga fel ca polul sd coincidd cu originea sistemului
cartezian rectangular de coordonate XOY, iar axa polara sa fie
orientatd dupa sensul pozitiv al axei reale. Notam raza polara a
punctului z=x+iy#0 prin p, iar unghiul polar prin &.
Distanta polari a punctului z se numeste modulul acestui numar
si se noteaza cu | 7|, iar unghiul polar @ se numeste argumentul
numarului complex z si se noteazd cu argz, dacd se ia valoarea
principald a unghiului (—71‘ <argz < 71') st cu Arg z, daci se ia

valoarea generald a unghiului. Asadar, p = |z JArgz=argz+

2k ke Z si —m <argz <z . In acest caz arg z se numeste
valoarea principald a argumentului numarului z.

Deoarece legitura dintre sistemul cartezian rectangular de
coordonate XOY si sistemul polar de coordonate p08 se exprimé
cu ajutorul formulelor x=pcosf, y=psinf, avem

7= x+iy= pcos@+ipsin@ = p(cos@ +isinf).
Expresia z = p(cos @ +isin @) se numeste forma trigono-

metricd a numarului complex z.

Un rol deosebit Tn efectuarea operatiitor cu numere complexe
joacd formula Iui Euler (a se consulta 9.3.3.), care stabileste
legitura dintre functia exponentiald e”, xeR si functiile
trigonometrice reale sinx, cosx:

€™ = cosx + isinx.

Evident ca
e™ =cosx—isinx.
Despre alte proprietiti ale functiei e a se consulta 9.3.3.
Deci cu ajutorul formulei Euler orice numér complex z poate
fi reprezentat sub o noud forma:

z=plcos@+isin@)=p-e”,

care se numeste formd exponentiald a numarului complex z.
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Modulul numérului complex z si argumentul lui & se
exprimd prin partea lui reald Rez=x §i prin partea lui
imaginard Imz = y in modul urmator:

’z|-—=p=1/x2+y2 si argz=6=arctgl+m7r, (1)
x

unde: m =0, dacd & apartine cadranelor unu gi patru;
m =1, daca @ apartine cadranului doi;
m=~1, daca @ apartine cadranului trei.
Constatim ca dacd
z€ D=C\{ze C; Rez <0, Imz=0},
atunci, avand in vedere ci
@ sin@ _ psind

y
g2_1+COSg_p+pC050—,‘/_x2+y2 +x’

obtinem urmatoarea formuli

argz=0=2arctg ——2— (2)

\/xz-f-yz +x'

. 3 .
Dacd x =0, atunci pentru y=#0, argz= Esgn y, adica

¥4 .
argz =+5— ,daca y>0 si argz :_121‘_ dacd y < 0. Daca insa

y=0,atunciargz =0 pentru x >0 i argz =7 pentru x < 0.
Evident ca |z| si argz sunt determinati unic de numarul
complex z# 0, iar Argz este determinat de numdarul complex

z# 0 cu exactitate de 24k, ke Z , deoarece fiecare vector

OM (vezi fig. 1) va coincide cu sine insugi daca-l rotim cu
orice numir de rotatii complete intr-o directie sau alta in jurul
originii sistemului de coordonate.

Modulul numarului z=0 este egal cu zero: IOI =0. Argu-

mentul acestui numdr este nedeterminat. Drept argument al
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numarului z = O poate fi acceptat orice unghi 8 , deoarece are
loc egalitatea 0 =0(cosé +isin8), O¢e |-, 7).

Daca z, =|zll(cosﬁ, +isin®,) siz, =lzzf(t::osﬁ2 +isind, ),
atunci
2 =2, & 2| =l|e,| st arg z,=argz, +27, keZ.
Evident ca argz=——argz ,unde z=x+iy, iar z=x—iy.
Deci, dacd z = ]zl(cosﬁ +isin 6?), atunci
2 =[g(cos(~ )+ isin(-6)) = |ef{cos 6 isin8) .

De asemenea
A1z g lel(coséﬁ—isiné?‘)

| ==

a4 27 |of M5

= —L(cosé?, ~isin@,).
|2

Fie z, = x, +iy, si z, = x, +iy, doud numere complexe in

planul complex XOY . Ducind razele vectoare OM, si OM,
ale punctelor M, (x,,y,) (vezi fig. 2.) si M,(x,,y,) , obtinem

———

doi vectori 51?4-,. si OM , , care corespund numerelor complexe
Z, §i z,.La adunarea numerelor complexe in forma algebrici se
adund aparte partile lor reale si partile lor imaginare, iar la
compunerea vectorilor se adund coordonatele lor respective.
Acest rezultat ne permite s& reprezentam adunarea numerelor
complexe prin compunerea unor vectori.

Astfel, "diagonala OM, a paralelogramului construit pe

———

vectorii OM | si OM , orientatd din O Tn M., adicd vectorul

OM, , reprezintd numdarul complex z, =z, +2,, iar cealaltd

diagonald M,M, a acestui paralelogram orientati din M, in
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M,, adica Intd
i vectorul M ,M |, reprezintds numirul complex

Z4 = Z, - ZZ .
Y4
A
M -7 "0 ,l
A
Zy, ,? ‘ ',’
/! P ’
7y -—“2‘2 M2 X
0 >

Fig. 2.

Considerdm urmitoarele operafii cu numere

. , o .
forma trigonometrica. omplexe in

1. Inmultirea numerelor complexe.

Fie z, =|zIKcosG, +isin0,)=]z,l-e'p‘ si

zZ, =[22’(C0532 +1isin 92)=Izzl-e"33 ,

atunci

2,°2, =Izlf~[22](cos€, +isiné, )(cosé?2 +ising, )=
=z,[-[z,[l{cos 8, cos &, ~sin b, sin 6, ) +
+i(cos 6,sin @, +sin @ cos 8,))= _
=|z,|-|z,[lcos(8, + 6,)+isin(6, +6,)]=
<l fe e

. Agaddr, .pfodusul a doud numere complexe in formdg
Lgonometricd este un numdr complex modulul ciruiq este egal
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cu produsul modulelor factorilor, iar argumentul lui este egal cu
suma argumentelor acestor factori.
Caz particular:

a) z,- z_, = Iz, |(cos 6, +isin6, ) F;“COS(— 6, )+ isin (— 6, )]z
=l |(cos 8, +isin 91)-}_27’(%591 ~isinf))=
=|21|2 (cos? 8 +sin’ 8 )= lzl[2 = lz_]’z;

b) z} =z, -z i(z,lz(cos29, +isin 28, ).

2. Impartirea numerelor complexe.

Fie z, =|z,|(cos€, +isin81)=|zl[-e”’l $i

2, =|z2](cos¢92 +isin02)=|zz|.e"9z’ z, #0,

atunci
4 _ % 2_2 _ !z,]~112][cos(6, _62)+i5in(9| -6, )]:
Q0% Z 2, ?
= ’i lcos(6, — 8, )+ isin(8, — 8, )]=|=L] /82,
2, Z,

Asuadar, la impdrtirea a doud numere complexe modulele se
impart, iar argumentele se scad.

3. Ridicarea la o putere naturali.

Deoarece ridicarea la o putere naturald n{ne N) a unui
numiir complex z=[z|(cost9+isin6’) se defineste ca in-
mulfirea de n or a lui z cu el insusi, obfinem
2" '-‘-‘zr(.Cdsne +Vivsvin>n6’),ne N adicd, pentru a ridica un

4 -
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numdr complex la o putere naturald, modulul sau trebuie ridicat
la aceastd putere, iar argumentul lui trebuie de inmultit cu
exponentul.

Prin urmare

%42+ [ (% J+m1n(i-;£ 158ji|+
[ws( e
+2[cos( 122))+:sm( % —122 H
=cos|:i(527r+% j}L
+1sm|::t[527£+ ﬁ]}rco[ Orc+ x)}h
+isin[i(507z‘+»§» }
+2<.0{ 40n'+ ﬂ'ﬂ+2i51{ (4();”% H=

=1, rezultd formula

"= (cosﬁ+isin6)" =cosnf+isinn@,ne N,
care se numeste formula Moivre ((1667-1754) - matematician
englez).
Dacd n =3, atunci formula Moivre are forma
(cos@+isin@)’ = cos36 +isin30
sau
cos’ @+i-3cos’ 8- sinf— 3cos@-sin’ @—isin® 6
=c0s36 +isin 36.

De unde, folosind conditia de egalitate a doua numere complexe
in forma algebrica, obtinem

c0s38 = cos® 8- 3cosPsin’ G,
sin 3¢ =3cos’ @sinf —sin’ 6,
formule bine cunoscute in trigonometrie.

‘ fn mod similar, utilizind binomul lui Newton, se obtin
formule si pentru sin(nx), cos(nx).

Exemplul 2. Si se calculeze z'°+7""°+-——, daca 2 o
z = cos['!" 3 JL‘] +i sm[+ ﬂ'J (+ JZ‘J +1i sm(-i- TJ +
] »
z+—=1. , ,
RZ +2cos 7= +2isin +_7r =
ezolvare. 3 3

. . 1 . -
Din conditia z+—=1 , obtinem z’—-z+1=0, adica
<

=li£i=cos[i£ +isin(i£ .
2 2 3 3
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=2cos—g£+ ZCoszli 2isi.n-%7z'¥ 2isin2—” =
3 3 3 3

=4bosz—”=4- (-—l} =-2.
3 2
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4. Extragerea radicinii.

Se numeste rdaddcind de ordinul n (n = 2,3,4....)a unui numar
complex w= lw](cosﬁ +isin@) astfel de numere complexe
z= IZI(COS @+isin qo) , care fiind ridicate la puterea n , coincid
cu numdrul dat w §i se noteazd z = 8w .

. Asadar, din aceasta definitie i formula lui Moivre, rezulta ca
egalitatea :

dlwl(cos 6 +isin @) =|z|(cos ¢+ isin @)

este echivalenti cu egalitatea

|Z|'l (cosn@+isinng)= |w|(cost9 +isin@).
Dar, dacd doud numere complexe sunt egale, modulele lor
sunt egale, iar argumentele lor diferd printr-un multiplu de 27.

Prin urmare, !z]" =|w| si np=0+27k, ke Z. Deci |z|=gj\—1_4i_| si
_ 6+ 2%
B 1

, unde 1"/ w| este valoarea aritmetici a raddcinii, iar

keZ.
Astfel, am demonstrat formula

O+2nx .. O+27K
n 1 St =7 § ———me - I § ——— 3
lel(cost9+zsm 6) 1/w](cos ” +isin - j (3)

adicd pentru extragerea rdddcinii dintr-un numdr complex w
trebuie de extras rdddcina din modului acestui numdr, iar
argumentul lui Arg w trebuie de impartit la indicele raddcinii.

In formula de mai sus, numarul poate lua orice valori
ntregi, insd vom demonstra ci nu existd decit n valori distincte
ale rddéicinii si ca ele corespund valorilor

k=0)2,..,n-1. 4
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Intr-adevar, sa observim mai Tntai ca rezultatele din formula
{3) vor fi diferite pentru doud valori k, $i K, atunci cind

. 0+2rx, . 6+2rx,
diferenta argumentelor si
n n

cu 27 si cd aceste rezultate vor fi identice, dacd aceste
argumente diferd printr-un multiplu de 27. Insa diferenta
K, — k', a doud numere din sirul (4) este In valoare absoluta mai
mica decit n $i deci diferenta
0+2mK, 0+, K~k -27nu poate fi multipld cu
n n n

27 . Prin urmare, celor n valori ale lui & din sirul (4) le
corespund # valori distincte ale radécinii.

Fie acum &, un numdr intreg, care nu face parte din sirul (4).

nu este multiplu

Tmpértindu-1 cu n, putem sd-1 scriem sub forma K,=qn+k, ,

wnde g este un numdr intreg, iar £, - un numdr din sirvl (4). Deci

O+2nk, O+2mn+2nk,  6+2m%,
o B n T on

k, 1i corespunde aceeagi valoare a radacinii ca si pentru

+ 27, adicd valorit

viloarea k, cuprinsd in sirul (4). Asadar, rdddcina de
ordinul » a unui numiar complex are an
valori distincte. Singura exceptie a acestei reguli este
numirul zero, adicd cind w=0. In acest caz toate valorile
rficdacinii sunt nule.

Cazuri particulare.

I) Dacai w=A este un numir real pozitiv, adici
W= A(cosO+i sin 0) , atunci formula (3) are forma

afw = ﬂ(cosz—’ﬂiwsin %], k=012,...n—1.

n n
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n n

toate valorile radicinii de ordinul # din 1.
De exemplu:

: 2k .
Expresia (cos— +isin %J, k=012,..,n—-1 exprima

a) %/_=Cosg3ﬁ+isin%,k =0,1,2,

are trei valori distincte:
2, =cos0+isin0=1;

2 2

lecosi+isin—7[:_l+,‘.£;
3 2 2
4z .. 4r 1 .3

2, =CoOS—+isin—=———j.—.
3 2 2

Usor se verifica ca 203 = zl3 =z, =1.
27k . . 27 VS
b)“\/l_:cos——ﬂ-sm——---=cos—+t-sm—,
4 4 2 2
k=023
are patru valon distincte:
2o =€0s0+isin0=1;
T .. T .
7, =cos—+isin—=1i;
2 2
Z, =cosm+isinz =~1;
I .. 3m .
2, =COS—+isin— = —{.
2
. 4 4 4 4
Evidentcd z, =z, =z, =z, =1.

2) Dacda w=A este un numir real negativ, adici
w = Alcos 7 +isin ), atunci formula (3) are forma

W:M{cos”JrZﬂk +7sin ”+2ﬂk} k=012,..n-1.
n n

22

1 o 2K+ 1
- 2n 2%k+1 .

Expresia din paranteze exprimd toate valorile ridécinii de
ordinul n din (-1).
Exemplul 3. Si se rezolve ecuatia

(x+i)" +(x—i)"=0,unde xe R si ne N.

Rezolvare.
Avem (X-H_) +1=0 sau (XH.) = -1, adica
x—1i x—1i
] — T+ 27k
x—H.:"«J—l =Vl(cos;t+tsm}t)=cos +
x—1i n
. T+ 27
+isin ,k=0,12...n-1.
n
Transformam ultima relatie astfel:
x+i 1 ..
-—1+1=cos Z+isin -7 sau
X =i n n
X+i-x+i 2k +1 .. 2k +1
———=-1+cos -IT+ising 2- .
x—i n 2n
Deci
! "—Zsinzw-ﬂ+2z’sin cosZkHJz
x—i 2n 2n 2n
sau
2i .. 2k+1 2k+1 . 2k+1 J
——=2isin cos T +isin .
x—i 2n 2n 2n
Prin urmare,

1 o 2k +1 ( 2%k +1 L 2k+1 J
— = | SIN T I COS T +1sIn =
xX—1 2n 2n 2n

2k +1
COS —— L —iSin
2n 2n

23



De unde

2k+1 .. 2k+!
cos > n’—zsmT—ﬂ' ok +1
.—.’:__- n n = _. P
xX—i kA1 ctg - 7 —i,adicid
sin T
2n

(2k+1 ]
X =ctg > 7.
n

Remarcam ci operatiile fnmultirii si Tmpartirii pot fi de
asemenea  interpretate  geometric  (despre  interpretarea
geometricd a adundrii si a scaderii am vorbit deja la Tnceputul
acestui paragraf) (vezi Fig.2.).

Intr-adevar, numarul complex z, = |z1 [(cos 6, +isin@,) este

reprezentat de raza vector OM, , iar numirul complex

2, = Izzl(cos 8, +isin 92) este reprezentat de raza vector OM ,
(vezi fig.3.).

A

Y

O
<
v
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Pentru a construi vectorul OM;, care reprezintd numdrul
complex z,=2,'2, =|zlz2|[cos(t9l +86,)+isin(6, +6,)]=
=|z3|((:0593 +isin#,), trebuie si rotim vectorul OM, cu un

unghi @, Tn sens opus migcarii acelor de ceasornic, dacd &, >0
si In sensul miscarii acelor de ceasornic, dacd 8, <0 i si

“mérim” lungimea vectorului OM | de izzl ori.
N PO Tr .. 7 n . C e o
Intrucét i =1 COSE +isin ek inmul{imea oricérui numar z
cu ¢ poate fi privitd ca operatia rotirii vectorului, care reprezinta
« LT .
numarul z cu un unghi 7 in sensul opus acelor de ceasornic.

Pentru a construi vectorul, care reprezintd numérul complex

Z C . . .
z, =—- , trebuie si rotim vectorul OM, cu un unghi &, in

2,
sensul migcdarii acelor de ceasornic, daca @, > 0 si in sens opus,
dacd 6, <O si si ,micsordm” lungimea lui de|z,| ori.
Impirtirea numarului complex z la i poate fi privitd ca
operatia rotirii vectorului, care reprezintd numérul z , cu un

. T, e e .
unghi 5 in sensul migcarii acelor de ceasornic.
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9.1.3. Planul complex si reprezentarea lui sferica.

In diverse probleme de analizi matematici este necesard
extinderea multimii  C a numerelor complexe prin addugarea
unui numir impropriu notat cu oo, Prin definitic C_ = C W {eo}
§i cog C. Multimea C,, se numeste plan complex
extins sau plan Gauss.

Legatura numerelor din C cu elementul o se stabileste prin
extinderea la acest elemient a operatiilor cu numere complexe
punind ga+eo=o0+g =00 pentru a€ C_ §l g0 =00 g =00
pentru ae C,\{0} . Prin conventie speciald (referitoare la

operatia de impdértire) vom scrie: %: oo pentru a€ C, \{0} si

0
£-0 pentrua € C . Este imposibil de a defini oo — oo, 0 oo, 5
s = Deci in ce priveste structura algebricd a lui C.. se pot

extinde operatiile algebrice din C fard a fi peste tot definite.
Conventia |oo[ = +oo extinde modulul de la C la C., (a se compara

cu extinderea multimii numerelor reale R, addugind simbolurile
(-09) §i (+o0) — vezj de exemplu [17], 1.2.).

Cu scopul de a l&muri comportarea punctului impropriu
(zp0=22) fatd de figurile geometrice elementare, convenim sa
considerdm pe zp=co ca element al oricarei drepte din C... In
schimb o nu apartine nici unut cerc si nici unui semiplan.

Pentru a satisface dezideratul de mai sus si a elucida
conventiile anterioare este de dorit si introducem un model
geometric in care toate punctele planului extins C. si aiba
reprezentanti concreti. Pentru aceasta consideram sfera unitara

de ecuatia x*+y? +(z—1)° =1, care este tangentd la planul
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complex XOY in originea acestui sistem §i punctul N(0,0,2) de
pe aceastd suprafatd sfericd (vezi fig.4.).

Fie A un punct arbitrar din planul complex C raportat la
sistemul cartezian rectangular de coordonate XQY. Acestui punct
fi asociem punctul M de intersectie al dreptei NA cu suprafata
sferica. Astfel intre punctele din planul complex C si punctele de
pe suprafata sfericd (in afard de punctul N/!) se stabileste o
bijectie, care se numeste proiectie stereograficd. Observim ci
daci punctul A (x,y) €C se indepérteazd nelimitat de la originea

sistemului XOY, adica |z| =+fx’ + y* — +oo , punctul respectiv
de pe suprafata sferici se apropie de N.
Convenim ca numdrului impropriu z, = oo si-i corespundd

punctul N de pe aceastd suprafata sferica.

Astfel, intre punctele planului complex extins C.. si punctele
de pe suprafata sfericd datd (numitd sfera lui Reiemann) se
stabileste o corespondentd biunivocd. Punctele de pe suprafata
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sferici sunt numite reprezentarea sfericd a numerelor complexe
din planul complex extins C...

Remarcim, in incheiere, cd multimea numerelor complexe C
nu este ordonatd: notiunea de numdr “mai mare” sau numar
“mai mic” pentru numerele complexe nu are sens.

9.1.4. Exercitii i raspunsuri la paragraful 9.1.

a b+ib«/§ ) J+a+idl- a
b«/g—ia\/l;’ AJl+a—idl—a
Ni—a+il+a = 3 —i"

. 4] .- - Q0 12_
i 9 9 [V2(cos10° + isin10°)]*;

- 1+ B-i) (1+i)
o ()7 9 [ETFTJ & [\Eﬂ’] '(I—J’

h) i +ln+l +1n+2 n+3(n€ N) l) l4k 4 k+] 'i4k+2 ‘i4k+3;
ke Ny j) i-i%-..-i% "%,
2. S3 se arate ci solutiile ecuatiei z" =1 formeazi o
progresie geometrica, adicd 1, a, &’ ..., """
3. Si se resolve ecuatiile:

1. Sa se calculeze: a)

2
a) 77+ 7"+ .+ 4+ z2+1=0;b) [z_—-l) =21,
z+1

4. Fie A(1,1) si B(0,1) punctele din planul complex C. Care
sunt punctele respective din sfera lui Riemann?

5. Fie A’(0,1,1), B'(1,0,1), si C’(1,1,0) puncte de pe sfera lui
Riemann. Si se¢ afle punctele respective din planul complex C.

6. Si se determine locul geometric al punctelor din planul

complex C ce satisface relatia : a) |z+] +i| <2, b)[z. +2i| 24,

28

c) 1<|z|<3; d) lz——i|=|z-—]|; e) 0<argz<%;

f) Rez+Imz2>1.

S& se interpreteze geometric multimile respective.

7. S& se interpreteze geometric multimile punctelor din planul
complex C, ecuatiile carora au forma : a) z=(1+i);

. .. 1.
byz=t"+it+4; ¢) z=2cost+3isint; d z=t+-—i;
!

e) z= t(iz‘2 + 1). In toate cazurile 7 este un parametru real.
Rispunsuri.

1) i;b) 2a; o 1+i; d) 320Bi-1); & 2%(i+1);

e
Uiy

1 -
E (sd@ se utilizeze forma exponentiald a numdirului

-1
complex); g) [TJ( 3 +i) (sd se consulte exemplul prece-

dent); hy O("(1+i+i2+i)=0); i) —1(*(i-i-i%-*)=-1);

J) -1 (a se consulta ex. precedent).

2.7, = cos?ﬁﬂsmz—’di, k=0.1,.., (n—1)
n n

k=0=z=1; k=l=z =0,

k=2=z, =cos(2—”-2)+isin(2—”-2j=
2 1)

2
2 .. 2x ) -
=|cos—+isin— | =&, ... ,k=n-1=z_=0a".

n n
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3. a) z, =cos 27k +isin 27 Lk=0,1,...,n-1 (inmul;im
n n

ambele parti ale ecuatiei cu (z—1) si a se consulta exercitiul

precedent); b) z, = -1+ 2i;z, = _—1 1+27).
1 2 5

4. A'[E,—z—,z), B'[O,E,E) (se rezolvi sistemul de ecuatii :
333 55

x4+ y2+{z-1Y =1 si ecuatia dreptei AN (sau NB ) cu

N(0,0,2) si A(1,1,0) sau respectiv N si B(0,1,0)).

5. A(0,2), B(2,0) (se rezolva sistemul de ecuatii : z=0 si
ecuatia dreptei NA' ( sau NB') cu N(0,0,2)).

6. a) interiorul cercului (x—-])2 +( y—l)2 =4; b) exteriorul
cercului de raza 4 cu centrul in (0,-2) si punctele de pe acest
cerc; c) coroana circulard 1< x®+ y? <9; d) punctele de pe
bisectoarea y=x; e¢) cadranul /, exceptind punctele de pe axele
de coordonate ; f) semiplanul x+ y 21 incluzand si punctele de
pe dreapta x+ y =1.

1. a) bisectoarea y=x; b) parabola x= y>+4 ; c) elipsa

2

2
xz— + 19— =1; d) hiperbola xy=1; e) parabola cubica y = x*.
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9.2. Functia complexi de o variabild complexi.

9.2.1. Notiune de functie complexi de o variabili
complexi. Vecinititi si domenii.

Fie E si F doud submultimi ale planului complex extins C..
Dacd printr-un procedeu oarecare f facem sd corespundd
fiecarui element z din E unul sau mai multe elemente w din F,
atunci spunem cd f este o functie complexd de o variabild
complexd. Se noteazd astfel f:E— F sauw=f{z),z¢€ E.

In primul caz functia f se numeste univocd (uniformd), iar in
al doilea caz — multivocd (multiformd). Elementul z din E se
numeste argumentul functiei f, iar elementul respectiv w din F
se numeste valoarea funcfiei. Multimea E se numeste multimea
valorilor argumentului, iar multimea F — multimea valorilor
Sfunctiei.

Daci z este un element din E, atunci valoarea lui fin z se
noteazi cu f(z).

Deoarece z=x+iy , x€ R,ye R, atunci putem scrie
w=flz)= fx+iy)=ulx y)+i-v(x,y),

unde u si v sunt functii reale de doud variabile reale x si y.
Numim u parteare al & a functiei f'si v partea imaginard a ei si
notim u =Re f =Rew, v=Im f =Imw.

Functia f se interpreteazd geometric ca o transformare
punctuald a unei multimi £ din planul complex (z=x+1iy),
intr-o mulfime F din planul complex (w=u+iv).

Prin urmare, a defini o functie complexd de o variabild
complexd inseamnd a defini doud functii reale de doua variabile

reale. Dacd, de exemplu, considerim w= z%, atunci

. . Y2 7 N .
w=u+iv=(x+iy) =(x2—y2)+z-2xy si u=x'-y%,
v=2xy.
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Fie [ :1:~> F. Daci fiecarui element we F, dupa o lege
Elllan!té I se atageazd unul sau mai multe elemente ze E, asifel
incat fiz)=w, atunci functia obtinuti se numeste functie inversd
in raport cu functia datd. Se noteazi: z =f"(w). Evident ca
transformarea w= f (z) va fi bijectiva atunci si numai atunci
cand functiile f si £~ vor fi univoce.

Daci f:E—-F si g:F—S§, atunci functia

-w:(g.? f).'E'ﬁS se numeste funcfie compusd sau superpozitia
functiilor f'si g, se noteazi astfel: w=g[f((2)], ze E. '

Pe parcurs, un rol important in teoria functiilor de o variabila
complexa vg.ﬁ cazul cind multimile E §i F sunt domenii (in
sensul definitiei 11 din [18], 5.1.3.).

Reamintim  aceastdi  definitie

fze C.lz=z,|<r}

razéd r>0, si se noteazi cu U (zo, r). Ea reprezintd un disc centrat

importantd.  Multimea
se numeste_r — vecindtate a punctului z,, de

in z, de raza r, adica interiorul cercului |z ~z,|=r. Convenim
s& notdm cu U (z,,7) multimea Ulzy, )\ 2, }» adica multimea
0< ]z— zol <r. Vom numi aceastd multime disc punctat (sau
perforat) centratin z, derazi r.

Mul{imea {ze C,r, <|z—20, < rz} s€ numeste coroand
circulard centratd in z, de razele 7 si r,. Se noteazi cu
U(zo,r,,rz). Evident c3 ("J-(zo,r)zU(zo,O,r). Numim

r = vecindtate a punctului z, =eo coroana circulari
U (O, r,+oo) » >0, adicd multimea |z{>r.

Fie E o submuliime a lui C,. Punctul Zy € E se numegte
punct interior al multimii £, daci existi o r — vecinitate
U(z,,r) continuti in E. Deci 24 € U(zo,r)c_: E.
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Definitia 1. Multimea E formati numai din puncte interioare
se numeste mulfime deschisd.

Punctul Z, care apartine multimii E sau nu apartine multimii
E, se numeste punct frontierd_al multimii E, dacd orice r —
vecindtate U (zo,r) contine atit puncte ce apartin lui E, cat si
puncte ce nu apartin lui E. Multimea punctelor frontierd ale
mulimii E se numeste frontiera multimii E.

Definitia 2. Multimea deschisd E impreuna cu frontiera sa se

numeste multime inchisd. Vom nota-o cu E.

Definitia 3. Multimea E se numeste mdrginitd, daca existd o
r — vecinatate U(0O,r) a punctului O, astfel incat E ¢ U(O,r).

* Definitia 4. Multimea E se numeste compactd dacd ea este
marginita si inchisa.

Definitia 5. Multimea E se numeste conexd daca oricare
doud puncte ale ei pot fi unite cu o curbd continua, punctele
céreia apartin in intregime multimii E.

Definitia 6. Multimea DCCeo se numeste domeniu daca

ea este deschisa si conexa.
Multimea formatd din domeniul D i frontiera lui se

numeste domeniu fnchis giil vomnotacu D.

Exemple.
1. Multimea {ze C,., 1z!>l} este un domeniu, frontiera

ciruia este cercul [¢|=1, iar multimea {zec,|d> 1} este de
asemenea un domeniu, frontiera ciruia se compune din cercul
Izl =1 si punctul z, =<,

2.Multimea {z e C,l< |z - ik < 2} nu este domeniu, deoarece
punctele de pe cercul -|z—i] =2 nu sunt puncte interioare ale

acestei multimi.
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3. Fie multimile: a) Rez-Imz<0, ze C;b) |z-1|<1 i
lz-2/<1, ze C (vezi fig. 1).

a) b)
g, 1.

Observam ci:
a) Multimea Rez-Imz<0,ze C (Fig.1a.) este compusa

din toate punctele ce apartin cadranelor 2 si 4 in afard de
punctele de pe axele de coordonate OX si OY. Aceastd mulfime
este deschisa insd nu este domeniu, deoarece ea nu este conexa:

de exemplu, punctele z, §i z, nu pot fi unite printr-o linie
continud, punctele ciireia sd apartind acestei mul{imi, deoarece
punctul O nu apartine acestei multimi;

b) Multimea [z—i|<1 s§i |[c=2|<1, ze C (Figlb.) este
compusi din doud discuri. De asemenea aceastd mulfime este
deschis3, 1nsi nu este conexa: punctele z, si z, nu pot fi unite
printr-o linie continud care sa apartind n intregime acestei
mulfimi.

4. Multimea numerelor complexe € este un domeniu,
frontiera cdruia contine un singur punct: 2z, =<. Planul
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complex extins €' este unicul exemplu de domeniu, care nu are
frontiera.

5. Orice r — vecindtate a punctului z, € C_ si orice coroand
circulara centratd in z, € C sunt exemple de domenii.

Fie x=0(t) 5i y= y/(t) doua functii continue de o variabild
reala r€ (e, B]. Ecuatia z=x+iy=0()+iy(r) , rela, f]
reprezintd ecuatia parametricd a liniei continue ¥ pe planul
complex C.

Linia v din planul complex C se numeste netedd, daci
functiile x=g(t), y=wl{r) impreuna cu derivatele lor sunt

continue pe |, B] si (1)) +(W/(t)} 20 pentru orice te[a;f).
Linia continua compusa dintr-un numdr finit de linii netede se
numeste netedd pe portiuni. Linia Inchisd y, care nu are puncte
de intersectie cu ea insdsi se numeste contur inchis sau simplu
contur. Observam ca partea planului complex marginitd de un
contur vy este un domeniu, frontiera céruia coincide cu acest
contur. Vom nota acest domeniu cu D, (fig.2a.). Pe parcurs in

2

calitate de contururi vom considera puncte izolate (cercuri de
raza r=0, centrate in aceste puncte) si linii duble (numite
tdieturi).

Definitia 7. Domeniul DcC se numeste simplu conex, daca
pentru orie contur y; ce apartine in intregime acestui domeniu,
avemca D, cD.

Din aceasti definitie reiese ca domeniile simplu conexe nu au
gauri”.

Dacid domeniul DcC nu este simplu conex, atunci el se
numeste m u lti ¢ o ne x. Aceasta nseamnd ca intr-un
domeniu multi conex DcC existd contururile ¥,%;,...7,

(numiteinterioare)siconturul y(numite x terio r) astfel
incit Dy, c Dy=D; Dy, "Dy, =0, i#j, i, j=12,., n si
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punctele din domeniile Dy, (i =1,2,...,n) nu apartin domeniului
D. Numarul m=n+1 care reprezintdi numdirul contururilor
Vi+ Vasens ¥, $1Y s€ numeste ordinul de conexitate al domeniului

multi conex D.
In acest caz se mai spune cé acest domeniu are n ,,gauri”.
E x e m ple. Considerdim urmétoarele domenii:

Fig. 2.

Observam cd: domeniul 2a) este simplu conex; domeniul 2b)
este dublu conex (cu o “gaurd”- Dy,), domeniul 2c) este 4-
conex (are 3 “gduri”: domeniul Dy,, tiietura y; si punctul zo,
adicd cercul y; de raza 0 cu centrul in zp) si domeniul 2d) este
deasemenea 4-conex (are 3 ,,gduri”: Dy,, Dy,, Dy,).

Constatam c& orice domeniu multi conex, cu ajutorul unui
numdr finit de taieturi (contururi alcétuite din linii duble), poate

fi transformat intr-un domeniu simplu conex. De exemplu,
domeniul 4-conex 2d) de mai sus cu ajutorul a trei tdieturi
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V4> ¥ss ¥s se transformd intr-un domeniu stmplu conex mérginit
de conturul AmnA,B,C,D,E,F,kF.E D.CBA,.

9.2.2. Siruri numerice convergente si divergente.

Se numeste sir de numere complexe functia w=f (n),
ne N, weC. Valorile functiei f(n) se noteaza respectiv {Z,,},
{w, Jetc. Numerele

3 Y A @)

ale sirului {z,,}, similar cazului real, se numesc fermenii

sirului, iar numérul complex z, -termenul general al
sirului.

Intruclt z, =x, +iy,, unde x, si y, sunt numere reale, avem
cd sirul (1) de numere complexe z, € C genereazi doud siruri
de numere reale:

{xn}=x,,x2,...,xn,..., )

{.}’)’!}=y'|’y2""’ .)Jn""' (3)

Prin urmare, orice sir de numere complexe (1) se

caracterizeazi cu ajutorul a doud siruri de numere reale (2) si (3)
§i invers.

Definitie. Numdrul z, =x,+iy,€ C se numeste [imita

sirului {z,,}={x,,+iyn}, daca sirurile reale {xn} si {y”} sunt

convergente catre xp §i respectiv yp, adicd limx, =Xx,,

n—roc

limy, = y,. Se noteaza: limz, = z,.

n—eo oo
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Numirul z, =co se numeste limita sirului {z,}="4{x, +iy, },

daca girul numerelor reale {)zn|}= {,fxf + yf} este un sir infinit
mare, adica lirn]z,,} =400, Se noteaza: limz, =oo.
f1—00 n—joa

In primul caz sirul {z,} se numeste sir convergent (citre z),
iar in al doilea caz sirnl {z,} se numeste sir infinit

m a r e. Dacd sirul {z,} nu este convergent, atunci el se numeste
sir divergent. Cu alte cuvinte sirul {z,} se numeste divergent,

dacd lim z, =eco sau lim z, nu exista.
n— n—yo0

Sirul {z, } se numeste sir infinit mic, daci 'l]l_)m” z, =0.

Din aceasta definitie si din definitia sirurilor reale convergente
([17], 1.4.) reiese c&, dacd limz, = z,, atunci orice € - vecinitate
n—oo

U(z,.€) a punctului Z, conline toti termenii sirului {z,,} incepénd
cv unrang N{¢) (ce depinde de £>0).

in simbolurile logicii matematice se scrie astfel:
limz =z, eC&

& Ve>0IN(e)e N:Vn>N(e)= e, -z, | <€
limz, =« < Ve >0,3N(e)e N:Vn> N(e)=
H—rco
Asadar, intre teoria sirurilor reale convergente si teoria

sirurilor convergente de numere complexe este o mare
aseméanare. Rezultatele de bazd din teoria sirurilor reale
convergente (a se consulta de exemplu ([17], 1.4) sunt valabile
si pentru sirurile convergente de numere complexe. Remarcam
unele din ele:

a) daca sirul {z”} este convergent, atunci limita lui este

z,l>€.

unica §i acest sir este marginit (adica sirurile reale (2) si (3) sunt
marginite);
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b) operatiile aritmetice cu sgiruri convergente de numere
complexe sunt valabile: daca limz, = z,€ C si
N-—yoo

limw, =w, € C atunci £1_I‘)E(zn +w,)=17,tw,,

H—300

. D 2, Z
lim(z, -w,)=2,-w, §i lim—~=-2 cu w, #0, w, #0;
N n—poo wn WO
c) criteriul Cauchy:
limz, =z,€ C ©Ve>0,IN(e)e N:Vn>N(¢),

n=300

Vme N =z, - 2

<&

n+m

d) daca limz, =z, , atunci limjz, | =|z,| i limZ, =7Z,.
-0 Lamdad H—I00

9.2.3. Limita si continuitatea functiei complexe.

Definitiile Iimitei si a continuititii functiei complexe de o
variabilda complexd intr-un punct, sunt similare definitiilor
respective ale functiilor reale ([17], 1.5).

Fie functia f : D—C este univocd §i z,€ D sau z,¢ D.

Definitia 1. Se spune cé functia w= f (z) are limita A in

punctul z,, si se scrie lim f (z) = A, daci si numai daci,
:—)Z,u

Ve>0,38=35(£)>0:Vze DO<|z~z|<6=|f(z)-A|<e.
Definitia 2. Numarul A se numeste limita funcfiei f{z) in
punctu} z,, daci pentri orice gir {z.} a valorilor argumentului
z, diferite de z,, care converge citre gz, sirul respectiv
{f(z, )}l valorilor functiei f(z) converge citre A.

Definitia I se numeste definitia limitei functiei in limbajul
-8 sau dupd Cauchy, iar definifia 2 — definitia limitei
functiei in limbajul ” sirurilor ” sau dupd Heine. Demonstratia
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echivalentei acestor doud definitii este similara cazului real ({6],
cap.2,§2; (17], 1.5).

Daci cel putin unul din numerele A sau z, este egal cu o
atunci definitiile 1 §i 2 trebuie si fie modificate in modul cuvenit.

De exemplu, dacd A= si z,€ C, atunci definitia 1 se
modifica astfel:

lim f(z)= 0 ¢ V&> 0,36 = 8(£) > 0:Vze D0<|z-z,|< &) =
=|fiz)>e

Propunem cititorului sd modifice aceste doud definitii pentru
cazurile: !iﬂf(z)= A#oo si !i_{gf(z)= o (a se consulta
[6], 2.2).

Constatim, c3 toate proprietatile privind limita unei sume, a
unui produs sau a unui cat, cand numitorul este diferit de zero,

din cazul functillor reale sunt valabile si pentru functii
complexe.

Deoarece z =x+iy §i w= f(z)z u(x,y)+iv(x,y) avem:
lim f(z)= lim{u(x, y)+iv(x,y)|= A=a+ibe C
=z 97
este echivalentd cu
limu(x,y)=a si limv(x,y)=b.

XX, X%,
¥ Y=g

Definitia 3. O functie univocd f:D —C se numeste
continud in zy€ D < C, daci lim f(z)= f(z,).
%
Daca f este continua Tn toate punctele lui D , atunci spunem
ci feste continud pe D.
Similar cazului real, constatim c# suma si produsul a doud
functii continue in z, € D sunt continue in z, € D, cfitul a doud

functii continue in z, € D este de asemenea o functie continue

in z,€ D, daci numitorul este diferit de zero in z,.
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Continuitatea fui fin z,€ D este echivalenti cw:
a) limAw=0, unde Az=z-7,=Ax+iAy si

Az -0
Aw= f(z)~ f(z,)=Au+iAv;

b) continuitatea funciilor reale u(x,y) si v(x,y) in punctul
(xo s Yo ) .

Mentiondm de asemenea c¢d continuitatea functiei f Tn zoe D
implica continuitatea functiei reale I f (z)l n (xo, Yo).

Dacd f (z) este continuid pe o multime compactd £ , atunci
teoremele lui Weierstrass din teoria functiilor reale sunt valabile
pentru modulul functiei:

1) f{z) este marginita pe E , adica existd numirul real M>0,
astfel Tncét ]f(z)| <M,Vze E;
2) Modulul functiei f atinge pe E valoarea cea mai mare $i

valoarea cea mai mici.
Exemplul. Si se cerceteze continuitatea functiei w=argz,
zeC. _
Rezolvare. Daci ze D=C\{ze C;Rez<0,Imz=0}, atunci
(vezi formula (2) din 9.1.2)
Y

w=argz=2arctg ———=————mo-.
\fxz +y +x

Prin urmare,
Yy

u(x,y)=Rew=2artg ——==ec—o
\I XP+y +x

vix,y)=Imw=0.
Observam ci aceste doud functii reale de variabilele reale x si
y sunt functii continue pe D. Aceasta inseamna ci functia argz
este continud pe D.
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Constatam cd dacd ze€ {ze C, Rez<0,Imz=0}, adicd x<0
si y=0, atunci

0
w = argg = 2arctg 0

si, prin urmare, functia argz nu este continua n astfel de puncte.

9.2.4. Exercitii si raspunsuri la paragraful 9.2.

1. Fie w=z>. Sa se determine imaginea din planul YOV a
punctelor z = x +1iy din planul XOY, care satisfac ecuatia :

a) Rez=0;b) Imz=0;¢c) z=(1+i), teR;d) xy=1;
e) x> +y? =4,
Sa se interpreteze geometric aceste transformari .

. . 1
2. Acelasi lucru pentru functia w=—, daca :
Z

a) y=x;

b) A¢2+y2 =1;¢c) y=4.

3. Fie w=2z". Si se descrie multimea punctelor din planul
XOY imaginile carora in planul UOV reprezinta: a) dreapta
#=1; b) dreapta v=2. S3 se interpreteze geometric aceste
transformari.

4. Acelasi lucru pentru functia w= -1- daca: a) u=1;
3
1
b) v=—.
) 2
S. Sa se arate dacd urmatoarele mulfimi sunt domenii sau nu:
a)lz—i<2; b)OSargz<%; 0)2<|z-1<3;

d) %<argz<~;£ silzl</; ) O<Imz <10 | z-1) <| z+1].
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6. Sa se determine ordinul de conexitate al domeniilor de mai
jos:

Fig. 3.

7. Si se demonstreze cd girul {z,,} , 2, # 0 este infinit mic,

atunci si numai atunci, cand sirul {—— este infinit mare.
Ly

8. Sid se demonsreze cd sirul {zn} este convergent citre
numirul g€ C atunci §i numai atunci, cand sirul {zn —a} este
infinit mic.

9. Fie flz) =2" +22,2e C;;

3 .
2" +2z,daca, z#1i,z¢€ C,
F(z)= . :
1+ 2i, daca, z = 1.

a) Sa se demonstreze ca lim f(z) =lim F(z) ;
Z— !

b) S& se cerceteze continuitatea acestor doud functii pe planul

complex C.

2
z°+4 ‘
10. Fie f(z)= z__21.,daca t#2i,z€C,

3+ 44, daca z = 21,
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2
z°+4 .
Flz)= .,dacaZ?EZl,zeC,.

z—2i
4i, daca 7 = 2i.

a) Sa se demonstreze ca lirgl f(z)=lim F(2)
—2i 7—2i

b) Sa se cerceteze continuitatea acestor doua functii pe planul
complex C.

11.5a se afle partea reald u(x,y) si partea imaginari v(x,y) a
Z—i: z i -
—=; b) flz) =Z+—; My=iz+27%;
i—2z r Z

functiei: a) f{z)=

d) flz)=sh(z+2i).
12. Dupé partea reald u(x,y) si partea imaginara v(x,y) si se

exprime f{z)=u+iv in dependenti de z si z , daci a) uz]—,

X
1 3 2
w=—; b) u= x>~ y2 =2y =1, v=2x(1+y);c) u:x—izit—x,
y x*+y?
2 3
_Xyty -y, _ x 2%
V_W,d) u=x-e* cos2y, v=y—e*-sin2y.
13. Sa se cerceteze continuitatea functiilor:
a) w=z-Rez+6z°,b) w= 3+52 N
2-|z|
2% —Im(3z) z-Im(z?)
Oyw=——— =),
lz-1]-1 ||

i 3

Raspunsuri.

1. a) dreapta x=0 (axa OY ) se transforma in semiaxa u <0,

v=0,
b) dreapta y=0 ( axa OX ) se transforma in semiaxa # 20,

v=0.
c) bisectoarea y=x , x€ R se transformd in semiaxa u=0,

v20;
d) hiperbola xy=1 se transformd in dreapta : v=2

e) cercul x* + y* =4 se transforma in cercul
w4y =16 (z=2¢" = 27 =4e™® = w=4¢" o|wl=
=4=>u’+v’ =16).
2. a) bisecloarea x=y se transformai in dreaptd u+v=0 ;
b) cercul x? + y* =1 se transforma in cercul u’ +v: =1
(z=1-¢® > w=e" =|wlrl=u’ +v* =1); c) dreapta
1 1
y=4, xe R se transforma in cercul u 2 (v +—| =—
8 64
= X' +16-16 1
()cz+16)1 X +16
2
1 1
—]—62—:>u2 A =——(v+—) +—).
(x2 + ].6) 4 8 64
3. a) hiperbola x* — y* =1 se transforma in dreapta u=1I;
b) hiperbola xy=1 se transforma in dreapta v=2;

b _ -4

416 416

(u=

2
1
4. a) cercul (xw%) +y? :Z se transforma in dreapta
2 . 1
u=1; b) cercul x* + (y +1)" =1 se transforma in dreapta =g
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5. a) domeniu inchis; b) nu; ¢) nu; d) da; e) nu; f) da
(x>0,ye R ).

6. a) dublu conex (2 contururi); b) triplu conex (3 contururi);
¢) simplu conex (1 contur); d) dublu conex; €) dublu conex;
f) simplu conex.

9. a) lim f(z)=1lim F(z) =i (limita functiei in punctul dat

a2 -t

nu depinde de aceea ci punctul dat apartine sau nu apartine
multimii valorilor argumentului acestei functii) ; b) f{(z) este

continud pe C, iar F( z) este continui pe C\ {z}
10. a) htgl f()= Im71 F(z)=4i (vezi explicatia din 9);

b) f(z) este continua pe C \{21'}, iar F(z) este continud pe C.

I+ y) = x? N
ll.a)u:( Y)z xa., _ 200D
(I+y) +x? x4+ (1+yY)
Y x , ,
b) u=-y- , V= —x; ©) u=2x2-2y*+y,
) x2+y2 x2+y2 ) y y

v=x(1+4y); d) u =shx- cos (y+2), v=chx-sin (y+2).

_,ZL; b) fiz)=2" +2iz - 1; ¢) flzr)= z+l;
(e -2 :
d) flz)=z-e".

13. 2) Continui pe C; b) Continua pe C cu exceptia punctelor
de pe cercul de raza r=2 cu centrul in origine ; ¢) Continuid pe C
cu exceptia punctelor de pe cercul de raza r=I cu centrul in
punctul (7,0); d) continui pe C\{0} .

12, 8) fiz) =
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9.3. Functii elementare de bazi.
9.3.1. Functia polinomiali.

Functia polinomiald este o functie p:C — C definita astfel:
P()=a,+az+a,z +..+a,z",
unde a;€ C pentru j=0,1,2,.,n. Dacd q,#0, atunci
polinomul P (z) este de gradul n. O constantd diferitd de zero

este polinom de gradul zero. Constanta 0, consideratd ca functie
polinomiald, ca §i in cazul numerelor reale, este privitd ca

polinom de gradul (—e<). Functia P,(z) este definitd, univoca si
continui pe C.

Cazuri particulare:

a) B, (Z) =w=aq, +a,z se numeste functie liniard. Oricirei
drepte din planul XOY fi corespunde o dreapta in planul UOV;

b) w=2z",ne N se numeste funcfie de putere cu exponent
natural. Aceasta functie este definitd, univoca si continua pe C.
Dacd lui z, =co 1ii atagim numdrul w, = oo, atunci aceastd
functie este definitid, univocd si continud pe planul complex
extins C_.

9.3.2. Functia rationals.

Functia rationala se defineste (similar cazului real) ca raportul
a doud functii polinomiale. Deci, functia rationala are forma

Fy=LnD by +bz+b,z +.4b, "

unde b, € C, a; € Cb,#0,a, 20,k=01..,m j=0]l.,n.

2 n?
P(z)  ay,+az+a,z" +..+a"

Aceastd functie este definitd, univocd si continud pe C,
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exceptind punctele in care numitorul este egal cu zero, adici
solutiile ecuatiei
2 no__
a,+az+a,z" +..+a,7" =0.
Cazuri particulare:
az+b

a)Functiaomografica: f(z)= , unde a, b,

cz+
¢, d sunt numere complexe, ¢ # 0 (daci ¢=0, functia omografici
coincide cu functia liniard) si ad —bc #0 (daci ad —bc=0,
atunci functia omografica coincide cu functia constanti, care de
asemenea este un caz particular al functiei polinomiale). Aceasti

. . . . - d
functie este definita, univoca i continui pe C \{-——- "
c

Remarcam urmitoare proprietate caracteristica pentru functia
omograficd: orice cerc din planul XOY al multimii numerelor

complexe C\{—i} se transformd in planul UO'V de
c

asemenea Tntr-un cerc.

1 |
by Functia f(z)::-i(z+~—). Aceastd functie este
b4

definita, univoci si continué pe multimea C \{0}.

Remarcdm urmitoarea proprietate caracteristicd a functiei
1 1 0 .
f(Z):_i(Z +—): dacid z=lz|~e"” si f(z)=u+iv, avem
¥4
1 1 1 1. .
u=—|le|+ [cosp,v==||g~ [sing. Prin urmare, cer-
2 ,z| 2 ]2|
curile [z|=r, r#0, r#£1 din planul XOY se transformd in

planul UO'V in elipse cu semiaxele: a, :-;—(r +l),
R
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¥

¢, =+Ja’ - b’ =Ji(r2+2+—r—lz—)—%(r2 —2+-§;) =J:]1-'4 =1,

nu depinde de razele cercurilor |zl =r.

Aceastd functie se mai numeste funcfia lui Jucovschi (1847-
1921 — matematician rus), care a utilizat-o cu succes 1in
hidrodinamicid si aerodinamicd (asa numitul ,profilul lui
Jucovschi” sta la baza constructiei aripilor de avion).

0,(2)
P(2)

El
m<n si neregulard, daci m=2n. Orice functie rationald
neregulatd, cu ajutorul algoritmului lui Euclide pentru functii
polinomiale, poate fi reprezentatid sub formd de sumé a unei
functii polinomiale i o functie rationala regulatd. La randul sau,
functiile rationale regulate pot fi descompuse in mod unic in

b, :—;—(r—l), care au aceleasi focare (%1,0), deoarece

Functia rationald f(z)= se numeste regulatd, dacd

funcfii rationale simple de forma (—-——-)7 unde
Z'—ZD

Ae C\{0}, z,€C, si ke N.

9.3.3. Functia exponentiali e°.

Definim functia exponentiald w=¢* astfel:
w=e' =e" =" -¢" =e"(cos y+isin y).
Deoarece u=¢e"cosy, v=e”siny sunt univoce §i continue

pe planul XOY, rezultd c@ w=e" este definitd, univocd si

continud pe C. Observim ca |e‘|=¢€” si arg e*=y.
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Daci x=0, obtinem ci e°=¢" =cosy+isiny, adicd
formula lui Euler.

Daci y=0, avem ¢‘=e", adicd ¢ coincide cu functia
exponentiald reald. Proprietitile de bazid din domeniul real
rimén valabile gi in domeniul complex C :

|
e . p
-c;=ez‘ 2 eh.e?=e%"2, (e‘) =e“, ne N.
Demonstrim, de exemple, una din ele.
e’ e'v(cosy tisiny)

e, €"(cosy,+isiny,)

_ e (cosy +isiny)(cosy,—isiny,) e" o
T T

e (cos’ y, +sin’ y,) e

x[(cos y,cos y, +sin y, sin ¥,)+i(sin y, cos y, —sin y, cos =

en ..
= l(COS(y, —y,)+ism(y, - yz)]=

=" [(cos(y, - y,) +isin(y, - y)]=

(xyHiyy )—( g +iva )

-2

=e =é

Functia w=e* poseda st proprietiti specifice ei:

a) Functia ¢ este periodicdA cu
T, = 27ki, k € Z\{0}.

intr-adevir

e™h = ¥ = o7 ¢ = o (cos 27k +isin 27k ) =
=e*(l+i-0)=¢°

Alte perioade, fin afara de perioadele de forma

T, =2nki, ke Z, k +0functia * nu are.

b) Functia ¢° primeste orice valori din C' 1in afard de O,

perioadele

deoarece Iezlze’ > 0. De exemplu ¢™ =cosz +isinz =-1.

50

Functia w=¢* joaca un rol important in teoria functitlor de o
variabild complexd: toate functiile transcendente de bazd se
definesc in domeniul complex cu ajutorul acestei functii.

9.3.4. Functii trigonometrice.

Definim functiile trigonometrice (circulare)
sinz, cosz, tgz si ctg z cu ajutorul functiei exponentiale e*
n felul urmator:

) iz _e-i; ei: +e—i1
Sin z = , COSZ =77,
i 2
SinZ leis_e—iz .eQiz_i 'l_eZiZ
tgz= ST T o Tl =i 2%
cosz ite“+e” e+l 1+
cosz e +e " e+l
Ctgz= = — =1

: iz -iz 2z '
sinz e —e et -1
Observam ca aceste functii sunt definite, univoce si continue
+1

pe planul complex C, exceptind punctele z = 2k z, ke Z,

adica solutiile ecuatiei ¢ +1=0 pentru functia tgz si
punctele z=mk, k€ Z, adici solutiile ecuatiei e**—1=0,
pentru functia ctg z.

Constatim cd, dacd z=xe R, aceste functii coincid cu
func;iile trigonometrice obignuite din multimea numerelor reale.
Intr-adevir, dacd z = x, adicd y =0, atunci, de exemplu, pentru
prima functie obtinem:

e —e™ _ (cosx+isin x) —(cos(—x) +isin(—x)) _

2% . 2 -

COSX+ISINX—COSX+isinx .
= - =sin x.
2i

sinx =
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Majoritatea proprietitilor de bazi ale functiilor reale sinx,
cosx, tgx, ctgx, x€ R sunt valabile i pentru functiile respective
din planul complex C. De exemplu:

1) din periodicitatea functiei e’ cu perioadele T, =27ki,

keZ, k+#0 rezultd: functiile sinz si cosz sunt periodice cu
perioadele 27k, iar functiile tgz sictgz — cu perioadele 7.
fntr-adevir, de exemplu,
_e2i(z+)r) —il_e2i5+2i7r _ ']_e2iz . ‘
+e2i(:+7r) - 1+ o2E¥3% =1 1+ezi: =gz

2) identitatile de bazd din domeniul real sunt valabile si
pentru aceste functii:

tg(z+m)=i 1

sin® z+cos’ z=1,1+1g°z =———=sec’ z,
cos’z

I+ctgiz= =cosec’z,

sin’ z

sin(-z) =-sinz,cos(—z)=cosz, 1g(-z)=-1gz,
crg(-2)=~cig z,
sin(z, * z,) =sin z, cos z, £ cos 2, sin z,,
cos(z, £ z,) =cos z,cos 2, Fsin z,sin z,,

tgz,ttgz,
1+1g 2182,

_ctgzy -ctgz, F1

1g(z,£z,) = verg(z tz) = ,
ctgz tetgz,

sin(z i-Z—) =Zcosz,

T, _ . . )
cos(zi5)=+sm Z, sin{ztw)=-sinz, cos(ztm)=—cosz.

Intr-adevar, de exemplu,
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r. Nak_ . st - i vt )

. N2 . RN
. 2 ) ell_e"k, etz+e 174
sin“z+cos“z=| ——— | +| — | =
2i 2

eZiz _2+e—2iz eZiz + 2+e-2iz
= + =1.
-4 4
Daci in campul numerclor reale modulele functiilor
sinx,cosx, x€ R nu depasesc 1, apoi in planul complex C
modulele functiilor sinz §i cosz pot fi oricat de mari (a se
consulta ex.1 de mai jos, ex.2 si ex.3 din 9.3.11).

9.3.5. Functii hiperbolice.

Functiile hiperbolice shz, chz, thz si cthz in planul
complex C se definesc astfel:

et —e’" e’ +e’" shyz e —e°
shz = , chz= , thi=—"=——=
chz e +e~
e’ —1 chz e +1
= P , cthz::-——-: oy .
e +1 shz e * -1

Daca z=xe R, aceste functii coincid cu functiile
hiperbolice respective din cdmpul real.
Functiile hiperbolice sunt definite, univoce si continue pe

k1 kez,

planul complex C, exceptind punctele z=

adicd solutiile ecuatieci e +1=0 pentru functia thz si
punctele z=krxi, ke Z, adici solutiile ecuatiei e**—1=0,
pentru functia cth z.

Identitatile de bazd din cdmpul real sunt valabile pentru
functiile respective din planul complex C si anume:
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ch’z—sh’z=1, I-th’z= ]q =sech’z,

ch’z
cth’z—1= =cosech’z, sh(-z) =-shz, ch(-z)=chz,
sh”z
th(—z) = ~thz, cth(-z) = ~cthz,
sh(z, + z,) =shz,chz, + chzshz,,
ch(z, * z,) =chzch, z, 2 shzsh,z,,
+th -cthz, +
thiz +2,) = Eths g g g 2 othothe, 31
[t thz, - thz, : cthz, *cthz,

Propunem cititorului sd demonstreze aceste relatii, reiesind
din definitiile functiilor respective.

Despre alte demonstratii vezi exemplul 2 de mai jos.

Din definitie rezultd: functiile sh z §i ch z sunt periodice cu
perioadele T, =2xki, ke Z, k#0 iar functiile thz si cthz
sunt periodice cu perioadele T, = ki, ke Z, k#0.

Reiesind din definitiile functiilor trigonometrice (circulare) si
hiperbolice, usor se obtin urmaitoarele formule:

 siniz =ishz, shiz =isinz, cosiz =chz, chiz =cosz,
igiz =ithz, thiz =itgz, ctgiz = —icthz, cthiz = —ictgz.

Exemplul 1. Si se afle modulul functiei w=sin z in punctul
z=rx+iln(a++va’+1),ae R.

Rezolvare. Fie 7 = x+iy, atunci

w = Sin X cos iy +¢cos x sin iy = sin xchy + ishycos x.

Prin urmare,

[sin 2] = JJsin? xch?y+sh®ycos? x =

= \/sin2 xch’y +sh?y(1 —sin® x) =

= 4/sin’ x +sh?y.
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Daci z = 7 +iln(a++a’ +1), atunci

’sin(JH-iIn(a ++va’ +1))' = ‘}sin2 7+ sh’[In(a+4a* +1)] =
=‘sh(in(a+\/a2 +1))\=

In(a+dd?+1) “nardet+1) 1 1
a+vat+1—

le

s el
=—l-a+\la2+ _az— a; I =|a|.
2 a —a -1

Deci: dacd a=2, atunci lsin(ﬂ'+iln(2+~/§))l=2, daci

a =10, atunci fsin{z +i1n{x10+VIOT)|=10 etc
Exemplul 2. Si se demonstreze formulele
a) ch’z—sh’z =1, b) ch(z, - z,) = chz,chz, —shzshz,.
Rezolvare.
a) Se stie ci formula sin’ z+cos’ z =1 este valabild pentru
orice ze C. Deci sin’(iz)+cos’ (iz) =1.
Deoarece sin iz = ishz s cosiz =chg, obtinem

i%sh’z+ch’z=1 sau ch’z—-sh’z=1.

b) Similar punctului a) avem:
ch(z, — 2, }=cosi(z, -z, )=
= cos(iz, ~ iz, ) = COSiz, COSIZ, +8in iz, siniz, = chiz,chiz, +
+ izshiz(,shiz2 = chz,chz, —shz;shz,.
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9.3.6. Functia logaritmica.

Funcfia logaritmicd in planul complex € se defineste ca
functia inversd functiei exponentiale e®: numirul we C se
numeste logaritmul numarului ze C, z#0 §i se noteaza
w=Lnz, dacd ¢” =z.

Fie z= ]z|e’¢, unde p=argz $i w=wu+iv, atunci
e'e” =]z|e'¢. De unde e =|z] $i
v=g+2nk=argz+2rk, ke Z, sau u=Injz, v=argz+

+27%k, keZ, unde In [z| este logaritmul natural obignuit de la
numere reale pozitive. Prin urmare,
Lnz = ln(z|+i(argz+ 2727'(): 1n|z|+iArgz, keZ, z#0. (1)
Asadar functia Ln z este o functie multivoca: are o infinitate
de valort. Daca k=0, obtinem cad Ln z=ln|z)+iarg z, care se
numeste valoarea principald a functiei date §i se noteazd cu

In z . Deci
Lnz=Inz+2mi ke Z, z#0. 2)

Daci z=xe R (deci y=0) si x>0, atunci valoarea
principald a functiei Lnz coincide cu functia logaritmica
obignuitd Inx din multimea numerelor reale: lnz:ln,x|+
+iargx=Inx+0=Inx.

Remarcdm ca, dacd functia reald Inx de variabila reald
x>0 are o singurd valoare, de exemplu, In1=0, Ine=1,

atunci functia Lnz este o functie multivoci si, de exemplu,
Lnl si Lne pe langd valorile O $i 1 mai au inci o infinitate de
valori: Lnl = 27ki, Lne =1+ 2ski, k€ Z . Asadar functia Ln

este definitd si multivoca pe C \{0}.
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Din formula (1) reiese urmdtoarele proprietiti, similare
proprietatilor logaritmului obisnuit din campul real:

a) Ln(zlz2)=anl +Lnz,;
b) Lr{i)=Ln z—Lnz, ;
%
¢) Ln(z")=nlnz, n=2,3,..;
d) Ln(%)zanz, n=23..;
n

e) e =7.
Aceste egalititi trebuie de inteles in sensul egalititii a doud

~multimi. intr-adevir, de exemplu,

Ln(z,z,) = Injz,z,| +iarg(z,z,) = Injz |+ Inz,| +

+i(argz +argz,)=Lnz +Lnz,
in mod analog se demonstreaza si celelalte proprietdti.
Ca proprietati specifice pentru functia Lnz, mentiondm
urmétoarele:
1) Ln z are o infinitate de valori;

2) Ln e* = z+27zki, pentru orice z€ C;

3) Lnz existd pentru orice z#90, z€ C, in special i de la
numere reale negative:

a) daca z=-1, avem !z'zl si arg z=x. Conform formulei

(1), obtinem ¢i Ln (—1)=(2k+1)7i, ke Z §i In(-1)=7i,;

b) dacd z=i, avem [zlzl $i argz=%. Deci

Lni=[2k+—]—}m} keZ s lni=2i,
2 ' 2
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9.3.7. Functii trigonometrice inverse.

Functiile trigonometrice inverse Arcsinz, Arccosz, Arctgz,
Arcctgz, se definesc ca functii inverse ale functiilor trigono-
metrice respective stn z, cosz, tg z, ctg z.

a) Numirul w se numeste arcsinusul numarului ze C,

se  noteazi w=Arcsinz, daci z=sinw, adica
w —iw . 2iw
e’ —e e -1 2 . A
z= ~—=———  sau e —2ize" -1=0. Rezolvind
2i 2ie :
aceastd ecuatie patrath in raport cu €, obtinem

=iz+v1-z>". De unde iw=Ln(iz+ l——zz) si

w = Arcsin z = —iLn {iz +1-77 ) Observam ci Arcsin z este

definita si multivoca pe C.
Dacid consideraim valoarea principala a logaritmului,
obtinem valoarea principald a acestei functii, care se noteaza

astfel: arcsin z. Deci arcsin z =—iIn (iz +1-2? ) si

Arcsin z = arcsin 2+ 27k, ke Z.
b) Numairul w se numeste arccosinusul numarului
z€C st se noteazi w=Arccosz, dacd z=Cosw=
iw —iw 2iw
e +e e +1 A - .
== s e’ —2z¢™ +1=0. De unde obti-
€

nem ci e” =z++z° —1, Deci w=Arccosz=—iLn {z N 1).

? Nu scriem () tnainte de ridicind, deoarece simbolul Y7, zeC
fnseamni toate valaorile acestei radécini.
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Aceasta funcfie este definitd §i multiforma pe C. Valoarea ei
principals arccos z =—iln(z+ 72 —1)$i

Arccosz=arccosz+2nk, ke Z.
¢) Numirul w se numeste arctange nta numarului ze C
l_erw l eliw '-l
] +eliw 21u +1
™ (l—iz) =1+iz.

si se noteazd w= Arctg z, dacd z=tgw=i

De unde iz (ez"“' +1) =™ -1  sau

.. . . 1 , .
Observam cé 1—-iz #0, adicd z #—=~i, deoarece egalitatea de
i

mai sus pentru z=—i se transforma in relatia 0=2//

s _Vtiz _()(i=2) i-z

Prin  urmare, " =——= . Deci
1-iz  (=i)(i+z) i+z
. 1+ [ — ' z
2iw=Ln —Z=Ln =% §  weArcige=-trnH2 o
1-iz z+z 2 l-iz
i i— ] 1
=—— Ln Zzt =~—L Z,Z?ﬁii.

2 i+z 2 ]+!z 2 i-z
Aceastd functie este definitd §i multivocd pe mulfimea

C\{ii}. Valoarea principala a functiei Arctg z, se noteazi

astfel: arctg z si arctg z =iln'+—z. Deci
2 i-z
Arctg z =arctg z+zk, ke Z.
d) Numirul w se numeste arccotangenta numi-
rului  zeC st se noteazi  w=Arcctgz, dacd

Ml 11+
=ctg W= =

D
" —1

e De unde zz(l——e ):I+eziw,
il-—e

3 . .
Observim ca z#-—-=1i, deoarece
1

egalitatea anterioard pentru z=i se transformi in relatia 0=—2//
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adicd  e*™(1+iz)=iz~1.



. w o 12—1
Prin urmare, ¢** =

i

iz+1 ;
. iz-1 i(z+1) 7+
2iw=Ln-~ =Ln- ~=Ln——.
iz+1 i(z-1) -1

Deci
P +’ A 17—
w = Arcctgz =an£—] = l,LnZ——l, = —-Z-LDE.Z—'—}-‘—
20 iz+1 2 z-—i 2 iz+1
:—iLnﬁ-lT:—l-Lnl_E-il-:LLnt“i_,Z#ii.
2 z-i 2 iz-1 2 z+i

Functia Arcctg z este definitd si multivocd pe C \{ii}.
o iz~
Valoarea ei principald arcctg z=—1In Z—— si
2 z+i
Arcetg z=arcctg 2+ 7k, ke Z.

9.3.8. Functii hiperbolice inverse.

Functiile hiperbolice inverse se definesc ca functii inverse
functiilor hiperbolice sh z, ch z, th z, cth z. Se noteazi respectiv
cu Arshz (seciteste areasinus hiperbolic dez),
Archz (seciteste arecacosinus hiperbolic dez),
Arthz (seciteste areatangentd hiperbolica dez),
Arcth z (seciteste areacotangentd hiperbolicia de
2). Prin urmare,

w= Arsh z, daci z=sh w,
w=Arch z, dacd z=chw,
w=Arth z, dacd z=thw,
w= Arcth z, dacd z=cthw.

Utilizand aceiasi metodd ca in paragraful 9.3.7., obtinem
urméatoarele formule:

Arshz=Ln(z++z*+1, ze C; Archz=Ln(z++z" -1,z€ C;
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Arthz =%Ln%j-z—, z#tl; Arcthz=an—z—+l, z# %l

-2z 2 z-17
Functiile hiperbolice inverse sunt definite si multivoce pe
multimea valorilor admisibile. Valorile lor principale se definesc
similar paragrafului precedent:

arshz =In(z++vz> +1),ze C; archz=In(z+vz* 1),z C;

+ 1 +1
¢ ,ZE XL arcthz=51n£——,z #+1

-2 z-1

1.1
thy =—1
arinzZ 2n

Prin urmare
Arshz = arshz+27ki ke Z, ze C,

Archz =archz +27i, ke Z, ze C;
Arthz =arthz+ ki, ke Z, z # £1,

Arcthz = arcthz + ki, ke Z, 7 # *1.
9.3.9. Functia de putere cu exponent complex.

Functia w=z7, unde ye C se numeste functie de putere cu
exponent complex. Aceasta functie se defineste astfel:
w=z" =", z20.

Fie z =|zlei“’ =re”, y=a+hi unde p=argze 7 x| si
a,be R, r>0. Deci

W= e{a+bi)[ln r+i(@+2mk)) - ealn r-b{p+27k) er’[bln ra{@+2rk )], ke Z. (])

Considerdm urmatoarele cazuri:
a) Fie ye Z , adica b=0si a=0,%1,%2,.... Deci

alnr fa(p+27k alnr ia 2nkai alnr fa
w=etlh . M) — 7. = €% . 1=

‘e € =¢e

a(lnr+¢) _ alazg

‘=e e,
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deoarece e° este periodici cu perioadele 7, =2zki si
(ka)e Z . Prin urmare, aceasti functie este definit, univocs si

continui pe C , exceptind punctul zp=0.

b) Fie y=—e 0 si fractia L este ireductibild. Deci
n n

L
w=2z" =4/z" si aceasti functie este definitd si multivoca pe C,

exceptind punctul zp=0. Functia w= 3/;”’— primeste n valori
diferite, care coincid cu varfurile vnui poligon regulat cu » laturi
inscris Tntr-un cerc cu centrul in punctul O de raza e“™" .

¢) Dacd y este irational sau complex (b # 0), atunci functia

w=2z" are o infinitate de valori, adici w=2z" este definiti §i
multivocd pe C, exceptind punctul z5=0.

Ea
Exemplul 3. S3 se calculeze: i4, i’ si 57,
Rezolvare.

. 3 \
a) Avem: w=7z" cu z=i si }/=Ze Q. Prin urmare,

3
Y . . A .
i* =3/’ =~i are 4 valoriin C (cazul b) de mai sus):

/4
-+ 27k
% (— i) e dllicos(— %) +isin[— %H = c052—4——-+

Ly pu 7
+isin-——22-—-—-=cos§(4k ~1)+ ising(étk—l),

unde k£ =0,1,2,3.

b) Avem: w =z’ cuz=isi y=1i Prin urmare, functia are o
infinitate de valori in C (cazul ¢) de mai sus):
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o I h‘ll+i(£+2ﬁk
iLni 2

f=e™i=p D=e{%m], unde k=0,+1,42,....

Valoarea principala se obtine considerind k=0 si este egald cu
)3
e?.
) Avem: w=z’ cu z=5 si ¥=+/2 este irational. Prin
urmare, utilizind de asemenea cazul ¢) de mai sus obtinem, cé

numdrul 5‘5 are o infinitate de valoi In C:

5‘/2_ =eJ5Ln5 =e~/5(1n5+f(o+2:r/c)) - eﬁ(ln5+27rki)’ unde k=0+142,... .

Valoarea principald se obtine considerand k=0 si este egald cu

In5+0 2 inci
eﬁ(""‘):eﬁ"‘sze‘“s =5%  care coincide cu valoarea

obisnuitd a acestui numdr in cimpul numerelor reale R.

9.3.10. Functia exponentiala generalizata.

Functia exponentiala generalizatd are forma w=a", unde
a#0, aeC, ze C si se defineste in felul urmiator a® =e™"*.
Aceastd functie este definitd i multivocd pe C . Valoarea ei

chha

principala este egald cu e*
9.3.11. Exercitii la paragraful 9.3.

1. Sa se demonstreze cd solutiile urmétoarelor ecuatii sunt
numere reale : a) sin z=0, zeC; b) cos z =0; zeC.

2. Fie sinz =2.Sa se calculeze cos 2z si sin 3z.

3. Fie cos z =-7.Sa se calculeze cos 2z §i cos 3z.

4. S3 se arate c¢i :a) sinz=sinz; b) cosz=cosz;

o tgz=1gz; d) cigi=cigz.
5. Si se arate ci: a) I+cos 2z =2cos’z, I-cos2z=
=2sin’z;b) ch(2z)+1=2ch’z, ch(2z)-1=2sh’z.
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6. Si se determine partea reald u(x,y) si partea imaginari
v(x,y) a functiillor : a) sin 2z; b) z cos z, ¢) sh 2z
d) z-chz.

7. Sd se calculeze: a) Ln(\/g—i), b) Ln(—_z—l-f-gi];

O 1 &) (1+if; o Aresin 3, D Arerg (Y2-i) ;

g) Arsh (-1); h) Arthi;i) U2 §) Arccosi ; K) sh%;

Dh (), m) Arctg %

8. Sa se resolve ecﬁatiile: a) e +2e*-3=0; b) chz=i;
c) sh( iz) =-i; d) sinz =m;e)ln (z+i) =0, ) € =cos(m),
unde xe R.

Raspunsuri.

l.a)yz=7k, ke Z

i —iz

e —¢e . i . . .

( 5 =0 e =™ :>e?.u =1 ;eZL. =e2ku!,ke Z).
{

b) z=[k +%Jx ke Z.

2.cos2z = ~7(cos 2z = cos® z—sin? z =1~ 2sin? z);
sin3z =-26(sin3z = sin2z-cos z+cos 2z -sin z =

=2sinz-cos’ z+c082z-sinz)
3. ¢c0s27=97; cos3z=-1351.
6. a) u=sin2x-ch2y,v=cos2x-sh2y;
b) u = xcosx-chy + ysinx- shy,
V= ycosx-chy—xsin xshy;
c) u =sh2xcos2y, v=ch2x-sinly;
d) u=xcosy-chx—y-siny-shx,
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v=ycosy-chx+x-shx-siny.
2) In2+i(27d<—%}ke Z; b)(%”u;dc]i,ke Z;
c)cos(2k +l)7zx/5+isin(2k+ l)ﬂﬁ,k eZ,

-{fnu

d) e J[cos(ln2)-fvc'sin(]n2)],ke Z;
¢) 2kﬂ+§-—iln(3¢2w/§)ke z;

f) % [(2k +1)ﬁ—arctgﬁ]—£ln 3,ke Z;

W
o) ki + |2 + (1) | ke Z; h)(k +ZJ7a,k €Z;
) cos(2v2kz )+ isin(2v2kn )k € Z;
) k7r+éln 2keZ; k) i 1) O

m) (2k i%]zz—iln(\/iﬂlke z;

8.a)z, =2nki, z,=(Qk+1)@+In3ke Z;

b)z, =In{l+ J'z')+(2k +—f;)m 2, =In(v2-1)+

+(2k—-‘2—)7a’,ke A c)z:[k —%) 7z ke Z;

d)z, =27k --iln(\};z2 +1 —7:),

2, =2k + )7 —iln(W7* +1+7),k € Z;
e) z=1-i;f) x=2m~iln(chnr),ke Z.
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9.4. Derivarea functiei complexe de o variabilii complexi.

9.4.1. Derivata si diferentiala functiei.

Fie functia f:G — C,unde G este deschisd in C'. Notam
Re fsi Imf cu usi v,decti f=u+iv.Dacd z=x+iyeC,
vom scrie f(z) =u+iv=u(x,y) +iv(x, y).

Astfel functia f poate fi privita ca o functie complexd de
doud variabile reale sau ca o functie complexd de o variabila
complexa. Notam

-2 =(x—xy) +(y— yoJi=Ax+iAy
cu Az (cresterea argumentului), iar
F2)— f(z) = —uy) +i(v—vy)=Au +iAv
cu Af (cregterea functiei).
Definitia 1. O functie complexd f:G — C se numeste

derivabili in punctul 2, €G daca functia

[f()-fz)] aAf

=2 definiti pe G\{z,}are limiti finita in
- ZQ

punctul z,.Aceastd limitd se numeste derivata lui f in punctul

, d
Z, §i se noteaza cu f'(z,) sau -J-%iﬂ—l.
Z

Prin urmare, f'(z,)=lim F@ = 1) = lim 4 si

7=z -2 Az—)OE
aceastd limitd nu depinde de modul cum Az tinde citre zero,
adicad nu depinde de modul cum punctul z, + Az se apropie de
punctul z,.

Definitia 2. O functie complexd f:G — C se numeste

diferentiabild (sau C- diferentiabilda, adicd diferentiabila in
sensul teoriei functiilor complexe de o variabild complexd) in
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punctul z,€ G dacid existi un numir e C s§i o functie
complexi f, definiti pe G\{z,} astfel incit lim f£,(z)=0 si
293

pentru orice z=x+iye G \{zﬂ} avem:

f)= fzg)+a(z—2¢)+ f(2)z — 2,)
sau
Af =ahz + f(2)- Az (1)
Teoremi (de caracterizare pentru functiile derivabile).
Functia f:G— C cu G deschisda in C este derivabila In

2o € G, dacd i numai dacad, f este diferentiabila in z,.
Necesitatea. Fie f este derivabild in z, € G §i ¢ derivata lui

f 1n z,. Notim cu f| functia definitiin G in felul urmitor:

(@)= f(zy)
fl(z)'_“ Z=2

\O, pentru 7 = z,.

-, pentru 7 ¥ 7,

Evident ci f, este continui in z, , deoarece

lim £,(2) = lim J@=fz) _

:_”‘0_- = ZO

a}=a~a=0——-f,(()).

Prin urmare, pentru orice z, € G, 7 # 7, avem ca

f‘(Z)= f(z)_f(zn)__a___éf___a_
-2, Az
De unde Af =a-Az+ f,(z) Az, adici relatia (1) este
verificata.
Suficiena. Daca f este diferentiabild in z, € G, atunci pentru

orice ze G\{z,} avem ci relatia (1) este satisficuti. De unde
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% =a+ f,(z), adicd [f(z,)= E{g}% = 352[0” fi(2)]=

=a+0=q. Teorema este demonstrati.
Consecintd. Daca functia f :G — C este diferentiabila in
Z, € G, atunci ea este continud in acest punct.

Demonstratia reiese imediat din (1) .
Remarcam ca, similar cazului functiilor reale de o variabil
reald, afirmatia reciprocd nu are loc. Intr-adevir considerim

urmatorul exemplu: fie f(z) =z =x—iy. Vom arata ci aceasta
functie, desi este continud pe C (# =x,v=—y sunt continue pe

C), nu este diferentiabila in nici un punct ze C.

Pentru functia f(z):z siorice ze C avem:éi:ﬁ&—y.
Az Ax+iAy

Dacd Ay=0, adicdi Az=Ax#0, avem: —iizzl si daca

Ax=0, adicd Az=iAy+#0, avem: %=—l. Prin urmare,

, A
functia Ef nu are limitd cind Az = 0.

Asadar functia f(2) =z, continu pe C, nu are derivata nici
ntr-un punct din planul complex C.

Definitia 3. Expresia &-Az= f'(z,)-Az din relatia (1),
liniard in raport cu Az, se numeste diferenfiala funciiei in
punctul z,€ G.

Prin urmare,

df (zo)=f(z4) - Az. )

Dacd f(z)=2z,din (2) obtinem ¢id Az=dz, ceea ce
inseamnd cd diferentiala de la o variabild independentd
z coincide cu cresterea ei.
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Astfel, formula (2) are forma
df (z9) = f'(z,) - dz, 3)
ceea ce inseamnd ca diferentiala functiei f in punctul z,este
egald cu produsul dintre derivata functiei date tn punctul z, §i
diferentiala argumentului z.
Din definitia derivatei §i proprietdtile limitei unei functii
complexe de o variabild complexa rezultd ca regulile de baza de
derivare a functitlor reale de o variabild reald sunt valabile si in

acest caz. Enumerdm o parte din ele:
1) daci f(z)=const=Ae C, atunci f'(z)=0;

)[4 f,@)] =4 £ (2),Ae C;

3) derivarea sumei algebrice:

?

@ n@] =4 @25 ()
4) derivarea produsului:
(1 £,@)] = £ (&) f,(@+ £ £, @
5) derivarea citului:
{f,(z)} N @ 5@ /@ L@ L,
f2(2) 11, (2)]
in aceste cazuri se presupune ca functiile f,(z) si f,(z)

sunt derivabile in punctul ze G.
6) derivarea functiei compuse: fie functia z=@(s)este

derivabild In s, € G,, iar functia w= f(z)este derivabilda in

7o =¢(s,)€ G,, unde G, si G, sunt multimi deschise in C.
Atunci functia compusd w = f(@(s)) este derivabila in s, € G,
si derivata ei w'(z,)=w(z,)" @'(sy)-

7) derivarea functiilor inverse: fie functia w= f(z) ce
stabileste o corcspondentd biunivocd intre mulfimile E 1 E,,
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care sunt deschise in C. Presupunem ca functia inversd
z =@(w) este continud pe E,. Dacd f(z) este derivabild in
Z,€E s f '(z(,);ﬁO, atunci functia inversd @(w) este
— . 1
derivabild in w, = f(z,)€ E, 51 ¢'(wy) =———.
f(zp)
9.4.2. Conditiile Cauchy-Reimann.

Reamintim, ca functia reala ¢(x, y)de 2 variabile reale x si y,
definitd intr-o vecindtate a punctului (x,,y,), se numeste
diferentiabili in (x,,y,) dacd cresterea ei totald
Ap=@(x, + Ax, y, + Ay) — @(x,, y,) poate fi reprezentata sub
forma Ap=AAx+ A,Ay + £ (Ax, Ay)Ax + £, (Ax, Ay)Ay,
unde gg}) & (Ax,Ay) = gr_{}) &,(Ax,Ay) =0, coeficientii A, si

Av—0 Ay—0
A,nu depind de Ax si Ay, ci depind numai de punctul
(X5 Y0) $i A =0(x, ), A, =9,(x,y,) (a se consulta [18],
54.2).
Fie f:G—C, unde Geste deschisi iIn C. Daca

z=x+iye G,awmnci f(z)=ulx, y)+iv(x,y), unde u(x, y) si
v(x,y) sunt functii reale de doud variabile reale definite pe
multimea G. In paragraful precedent am constatat ci functia
f(» =z=x— iy cu u(x,y)=x si v(x,y)=~y,definite pe
planul XOY, nu este derivabild in nici un punct z din planul
complex C. Aceasta inseamna ci, pentru ca functia f(z) sa fie

derivabild intr-un punct z, € G, functiile reale u(x, y),v(x,y)

trebuie sa satisfacd unor anumite conditii.
Are loc urmitoarea teoremd, ce caracterizeazd functiile
derivabile:

70

Teorema 1. O functie f=u+iv:G—>C, unde Geste
deschisa inCeste derivabild in z,€ G, dacd §i numai daci,
functiile reale u,v de doud variabile reale x,y sunt
diferentiabile Tn punctul (xo, yo) §i )

’

u, (X9, Yp) =V, (X, ¥o)s tt, (X9, ¥9) =V, (Xg-¥0)- (1)
Demonstratie. Necesitatea. Fie w = f(z) =u(x, y)+iv(x, y)
este derivabila in z,=x, +iy,€ G. Aceasta inscamni, in
virtutea relatiei (1) din 9.4.1., ca
Aw= f'(z)Az + f,(2)Az, (2
unde Az =z -2z, = Ax+iAy;

Aw= f(zo+A2) ~ f(2) =[xy + Ax, yo + Ay) —u(xy, yo) |+
+ i[v(x0 +Ax, y, + Ay) —v(xg, yo)] = Au +iAv;
f(z,)=a+ib,a,be R; lim f,(z)=0,
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adica f1(D) = fi(z, + AZ) = £,(Ax, Ay) +i€,(Ax, Ay) cu
lim £, (Ax, Ay) = lim £, (Ax, Ay) = 0.
Ay—0 Av—0
Efectuind operatiile algebrice in relatia (2), avem
Au+iAv =(a+ib)(Ax+iAy)+
+[e,(Ax, Ay) +ig,(Ax, Ay [ Ax +iny) =
= [aAx —bAy + £,(Ax, Ay)Ax — £,(Ax, Ay)Ay] +
+ilaAy +bAx + £,(Ax, Ay)Ay + £,(Ax, Ay)Ax]
Egalind pirtile reale si partile imaginare obtinem
urmétoarele relatii:
Au = aAx —bAy + £,(Ax, Ay)Ax — €, (Ax, Ay)Ay,  (3)
Av = bAx + aAy + £, (Ax, Ay)Ax + € (Ax,Ay)Ay .  (4)
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Aceasta inseamnd ca:
1) functiile u(x, y),v(x, y) sunt diferentiabile in (x,, y,).

2) derivatele lor partiale in (x,, y,) sunt egale cu

U, (x5, ¥o) = a,u, (xy,y,)=~b
Vx (xo,y()):b’v_\: (‘x()’ yO) =a

Prin urmare,
? ?

u, (xo’yo)zv_\' (xo,y0)=a st

V, (xosyo) :—I/l), (-x()a )’0)=b (5)
Astfel egalitdtile (1) sunt verificate.
Suficienta. Dacdi u si v sunt diferentiabile fin
Zy =(X, +iy,)€ G, atunci

Au=u_(x,,y,)Ax+ i, (X9, Yo)Ay + € (Ax,Ay)Ax +

+ &,(Ax, Ay)Ay,
Av =v, (x4, Yo )AX +v, (X5, ¥o)AY + S, (Ax, Ay)Ax +

+ [, (Ax, Ay)Ay,

unde
lim £,(Ax,Ay) = lim £,(Ax,Ay) = lim /3 (Ax,Ay) =
Ay >0 Ay—0 Ay—0
= lim B,(Ax,Ay) =0
Av—0

Presupunem ca relatiile (1) au loc. Deci considerind notatiile
din (5) obtinem:
Aw = Au + iAv =[alAx — bAY + £ (Ax,Ay)Ax + €, (Ax, Ay)Ay] +

+i[bAx + aAy + B,(Ax, Ay)Ax + B, (Ax,Ay)Ay] =
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=a(Ax +iAy) +ib(Ax + iAy) +
+[e,(Ax, Ay) + 1B, (Ax, Ap)JAx + [€, (Ax, Ay) +iB,(Ax, Ay) Ay =
=(a+ib)Az + [(81 (Ax, Ay) +if3 (Ax, Ay))% +
+(€,(Ax, Ay) +if3,(Ax, Ay))i—jm = Adz+ [ (2)- Ac,

unde A=a+ibe C si

7,2 <&, (Ax, Ay) +iB,(Ax, Ay)|- 1= +[e, (Ax, Ay) +

Ax]
Az
Ay .
™ <le,(Ax, Ay) +iB (Ax, Ay)|-1+
+[£,(Ax, Ay) +if3, (Ax, Ay)|- 1 < g, (Ax, Ay)| +
+1B.(Ax, Ay)|+|e, (Ax, Ap)|+| B, (Ax, Ay)|
Deoarece functiile €,,8,,¢,,8, sunt functii reale infinit mici,
cand Ax —0,Ay —> 0, avem ci |f,(z)] - 0, cind Ar—> 0,Ay —0
si deci lim f(z)=0. Am obtinut relatia (1) din 9.4.1. , ceea ce

+if3, (Ax, Ay|-

inseamnd cd functia f(z) este derivabild in (x,,y,) si n
virtutea teoremei din 9.4.1. avem cd f'(z) = A=a+ib. Teorema
este complet demonstrata.

Conditiile (1) din aceastd teoremd se numesc conditiile
Cauchy-Reimann,

Nota 1. Din relatiile Cauchy-Reimann (1) si (5) obtinem
pentru functia f, derivabild in z,e€ G, urmitoarele expresii
pentru f’(z,), formal diferitc:
f'(zl‘)) =u, (xu’yu) +iv;— (xm yn) =u, (xo’ yo) —iuy (xo’ yr)) =

4 7

=v, (X, Yo ) T iv, (x,,9,) = v, Xy Vo) — iuv‘_ (X, ¥,)- 6)
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Pentru modulul derivatei avem urmitoarele patru expresii:

@) = [u; (X Yo )T + |:v (Xp» Yo )T =

= [ux'(xo,yo)f +u) 00| =
= [v),'(xg, Yo )T + [vx’(xo, yo)}2 = [v; (Xq5 yo):|2 +
-'i-[u;(xo,yo)}z.

A cincea expresie pentru ’ f '(zo)| se obtine astfel: din relatia

f '(Zo )|2 = [u; (xo, Yo )]2 + [v: (xo, Yo )]2 , utilizdnd conditiile (1)
avem:

, 2 7 ’ 4 Id
|f (Zo)| =u, (X, ¥9) v, (X5, ¥o) =t (X5, ¥0) v, (Xg, Y)-(7)
Ultima expresie aratd ci | fl(z, )|2 este jacobianul functiilor

u $i v Inraport cu x, y in punctul z, = x, + iy, ([18], 6.3.6.).
~in general este dificil de a verifica conditiile de
diferentiabilitate Intr-un punct ale functiilor # si v din teorema
1. Luand n locul lor conditii mai restrictive care si asigure
diferentiabilitatea, putem enunta urméatoarea teorema.

Teorema 2. Daci functile #u=Ref si v=Imf sunt
continue Impreund cu derivatele lor partiale de ordinul intai Tntr-
o ¢&-vecindtate U(z,,£) oricdt de micd a punctului Zz,si
derivatele lor partiale de ordinul intdi in z, satisfac conditiile
Cauchy-Reimann, atunci functia f =u +iv este derivabila in
punctul z,.

Intr-adevir, continuitatea derivatelor partiale ale functiilor u
si v implica diferentiabilitatea lor Tn z, (a se consulta de
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exemplu [18], teorema 3 din 5.4.2) si aplicand teorema I,
urmeazi ci f este derivabilain z;.
Exemplul 1. 538 se cerceteze derivabilitatea functiei
f(z) =2z’ si sd se calculeze derivata ei.
Rezolvare. Fie z=x+iy. Avem
f@y=(x+iy) =x* 4327 iy -3xy? +i°y® =
=(x* =3xy") +iB3x’y — y°),
adica
u=x —3chz,v=3xzy—y3 sl

u, =3x2—3y2,uy =—0xy,v, =0xy,v, =3x* —3y%.

Observam ca functiile # i v si toate derivatele lor partiale

de ordinul intéi sunt continue pe planul R* si conditiile Cauchy-
Riemann sunt verificate in orice punct din R’:

W, (5 ) =v, (53 =30 -y,
u,.’(x, y) = —vxl (x,y)=—6xy.

Deci functia f(z) este derivabilad (diferentiabild) in orice
punct din planul R? si
F@)=() =u, () +iv, (x,3) =35> =3y" +i-6xy =

=3(x? +2ixy+i2y*) = 3(x+iy)? =3z°.

Nota 2. Fie z=x+iy=||-(cos@+isin@) =|z|- €’ =
=p-ei‘9, z#0,unde (p,8) sunt coordonatele polare ale
punctului (x,y). Avem (vezi Fig. 1. si formula (1) din 9.1.2.):

XZPCOSQ,)’szing,p=\}x2 +y? s 9:arctg-)-)~+m7r,
X

m=0,1,—1. In acest caz obtinem cid w= f(z)= f(p-e)=
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=u(p,0)+iv(p,8), unde functiile reale u si v depind de
~argumentele reale o, 6 si p20,0¢ |- 7,7].
Conditiile Cauchy-Reimann in coordonatele polare au forma

7 ] ?

u, =;-v9 , )]
I—- l ?

v, —"';‘Mg. &)

Intr-adevar, folosind regula de derivare a funcgiilor compuse
de mai multe varlabﬂe reale (18], 5.4.4.), avem

7’ ’
u, (x,))—u (pcosb‘psm@) u, px tu, -6, =
’ x 7 I ' ’ r
=u, -—+u, 6, =u, -cos@+u, -6_;
Fd Id 7 Fd ? ’
vy (5, y)=v, (pcosb,psinf)=v, -p, +v, -6, =
’ ¥ ’ ’ ’ . ’ ’
=v, =+, -0, =v, -sinf+vy, -6 .
. . J
Din relatia & = arctg i+ mn, m=0~-11, , obtinem:
X
0'_ 1 ¥ ¥ |
x vz'(_x_z=_ 2+-
1+ Ty \/x +y’ \/x +y?
X
1 .
=——-gind,
P
’ 1 1 X 1 X 1
6, = 7 T =TS 2. 2, cosf.
) 2 2
X XY eyt eyt P
2
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? ’ 4

: 1. ’
Deci u, (x,y)=u, cosf ~u, -—sind, v, (x,y)=
P :

’ ’ 4 4

, 1 T

=v, sinf+ v, -;cosB si egalitatea u, (x, y)=v, (x,y)
implica relatia
: -1, - 1
u,co80 —u,-—sinf =v,sind+v,-—cosd. (10)
p
’ ’

Similar, din egalitatea u, (x,y)=-v, (x,¥) §i

Py tuy 6, =

b

u, (pcos@,psin@) =u,

4

in @ ’ cosf
=u, -smb+u, - s

’ ’

? ?
.p,r +v0 '91 =

v, (peosd, psind) =v,

! P 7 sing
=v, -cos@-v, - ,

obtinem:
sin @

C o . cos@ : .

u,sin@+u, - =—v,cos0+v, - an

fnmultind relatia (10) cu cos@, iar relatia (11) cu sin@ si
adunandu-le parte cu parte, rezulta egalitatea (8).

Inmultind relatia (10) cu (—sin @), iar relatia (11) cu cosé
si adundndu-le parte cu parte, obfinem egalitatea (9).

Utilizdnd conditiile Cauchy-Riemann in coordonate polare
(formulele (8) si (9)), teorema 2 se formuleaza astfel:

Teorema 3. Pentru ca functia f(z)=u(p,8)+iv(p,0) sa
fie derivabila in punctul z, = p,e™, 2z, #0 este necesar si
suficient ca functiile reale v §i v sé fie continue Tmpreuna cu
derivatele lor partiale de ordinul intdi intr-o &-vecinitate
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U(zy,€) a punctului z, si derivatele lor partiale de ordinul
intdi in punctul z, s verifice relatiile (8) si (9).

Pentru a calcula derivata functiei f(z)= u(p,0)+ iv(p,8) in
punctul z, = poe'®, 7z, #0 obtinem urmétoarele formule:
a) F@=u (x,))+iv, (x, y)=u, cosf-

31 0 ’ , N
~ Uy i +£(vp cos@-v, -Sma)=
p P

’ L ’ ’
=u, -cos@+vy, -sinf +i(v, cosf —u, sinf) =
’ . 7]
=u, (cos@-zsme)+vp “i{(—-sin@ +cosf) =
1
', ’
=u, (cosG—zsmB)+i'vp (cos@ —isin@) =
’ ’

={u, +iv, )(cos@—isin@)=

- plcosB —ising) , ’

p (u, +iv, )=
p 7 . ’
= + -
p(cosh +ismd) Lr Te)
=§(up +iv, ). (12)
b) f'(2)=“;(X,y)+iv;(x,y)=u,, 'cosewuﬂ’~5i"6
+i(v, -cosB—v, _sm9)=
P
l ’ o ’ ’ ey
=—-cos8-v, —u, .sm¢9+i(_cose.ua v, .sln0)=
P P P P
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7 cos@ sin@ 1 sin@ cosé

=v, (2 iy, T+ ) =
: P
- i ')(cosﬁ—isine Ve =il _
? ? p plcosf+isin)
1
=—(v, —illy ). (13)
z

Exemplul 2, Sa se cerceteze derivabilitatea functiilor
a) f(z)=z2";ze C,neN;
b) f(z)=lnz,z#0,zeC.
Rezolvare.
a) Fie z #0, atunci
fR)=(p-e®)" =p" ™ =p"(cosnf +isinnb).
Deci u(p,0) = p" -cosn@, v(p,0)=p"-sinnf si

u, =np"" -cosn@, u, =-np"sinné,

? ’
vV, =np""' -sinnf, v, =np" -cosné.

Evident ci conditiile Cauchy-Reimann in coordonate polare,
adica formulele (8) si (9), sunt verificate pentru orice

2#0,ze€ C. De asemenea observim ci derivatele partiale
4 4 4 4
U, Ug ,V, vy sunt functii continue in orice €- vecinitate
U(z,s) a punctului z # 0, z€ C. Deci functia f(z)= 7", z2#0
este derivabila pe C\{0} si utilizind, de exemplu, formula (12)
avem:
fiz)= g(u'p +iv;,): %(n - p" " cosn@+in- p" -sin n6)=
_np"(cosn@+isinnd) n-z" R

Z <
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Daca insd z, =0, atunci

£ ﬂfﬂﬂmizz SO im0 A =0,

Az} AZ Az—0)

Prin urmare, functia f(z)=2z",are derivata in orice punct

din planul complex C si (z") =n-z"".
b) Valoarea principald (sau ramura principald) Inz,z#0 a
functiei multivoce Lnz =Inz+27ki,k =0,+1 42+ este o

y—nlgore

‘ funf:;ie univocd (numai pentru astfel de functii am definit
nofiunea de derivatd). Avem:
Inz=lInl¢[+iargz=1Inp+if, unde p#0,8¢ |- x,x}.
Deci u(p,@)=Inp si v(p,0)=86.
Evident c& conditiile (8) st (9) sunt verificate:
u, =—,uy =0,v, =0, v6‘=] si up' = —l~v9',vp, = —%u;.

Deoarece functiile u,v,u p Mg sV, 5V in baza exemplului 1

din 9.2.3 sunt continue pe D = C\{ze C; Rez<0, Imz=0} din
teorema 3 rezultd ci functia Inz este derivabili in orice punct
din multimea D.

Derivata ei conform formulei (12), este egalid cu

, ’ . ’
f(z)=£(up +iv, )32[_1_+0J=l, ze D.
B zZ\p F4

Nota 3. In ceea ce priveste functiile multivoce (multiforme),
apoi cle, in anumite moduri, pot fi privite ca functii univoce
(uniforme) si apoi se pune problema derivirii lor. Despre unele
pr(?cedee de “wransformarea” functiilor multivoce tn functii
univoce (uniforme), numite procedee de “uniformizare” se va
vorbi mai departe in 9.4.4.

7 ’ 4
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Din exemplul 2 constatim ci derivata de la o functie de o
putere naturald (f(z)=z",ne N,ze C) se calculeazd dupd
aceeasi formuld ca si fn caznl derivérii functiei reale
f(x)=x",ne N,xe R..

Deoarece regulile de derivare ale unei functii de o variabild
complexi sunt aceleasi ca §i in cazul functiilor de o variabild
reald (vezi regulile 1) -7) din 9.4.1.), in baza ex. 1si anotei 3 de
mai sus, alcituim urmitorul tabel al derivatelor functiilor
elementare de bazi pe domeniul lor de existentd din 9.4.4. (a se
compara cu tabelul respectiv din cazul real [17], 2.1.8.):

('Y =n-z"", ne N;(e:)'=ez;(an)'=%;

(Z“) =a-z*", (sinz)’ =cosz,

1 1
—i(c1g2) = ————;
COS 2 sz

(cosz) =—sinz;(tgz) =

’ , 1
(shz) = chz;(chz) = shz;(thz) = —;
ch’z

(cthy) = ——-]~2—;(Arc sinz) = (Arccosz) =
sh'z
1 . 1
= ——;(Arctgz) =—
N (Arcigz I+z°
L (Arshz) =——
+z 22 +1

(Arcetgr) =— ]

{(Arthz) = (Arcthz) =

o5 ¢

, 1
(Archz) =J_T—I-
-

-z
S# verificam, de exemply, formula (Arshz) = ]

22 +1
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(Arshz) = [Ln(z + \/?TI)] - ZT];..:;(Z +m), =

1 (” z }: 1
24V +1 Nzi+1) 2+

9.4.3. Functii analitice.

Definitii. O functie univocd f : G — C se numeste analitica
(sau olomorfa, sau regulard) pe mulfimea deschisi G, daca f este
derivabild in fiecare punct z din G C.

O functie complexd f se numeste analiticd pe o multime
oarecare F C C, daca existd o multime deschisd G care include
F astfel incat f sa fie analitica pe G.

O functie analiticd pe C se numeste functie intreagd.

In baza acestor definitii urmeaza ca o functie complexi este
analiticd Tn punctul zp € G < C, dacd existi o £ - vecinitate
U(z, € ) astfel incét f sa fie analitica pe U(zy, € ), deci f sé fie
derivabila in fiecare punct z din U(zy, £ ).

- Constataim ca notiunile de ‘“analiticitate” i de ,,C -
diferentiabilitate” pe mulfimea deschisd & coincid, pe cind
notiunea de ,analiticitate intr-un punct” este mai restrictivad
decat notiunea de ,,C — diferentiabila intr-un punct”.

Nota 1. Unii autori ([1], [3], [9]) definesc termenii
-analiticd”, ,,olomorfd” si ,regulard” Tn mod diferit ca pe urma
sd demonstreze teoremele respective despre echivalenta lor. Alti
autori ([8]) consideri ci notiunea de “functie olomorfa” este mai
ingustd decat notiunea de . functie analiticd”, care se referd si la
functiile multivoce.

In virtutea teoremei din 9.4.2. reiese urmitorul rezultat :

Teorema 1. Pentru ca funcgia f : G — C, unde G este o
multime deschisd in C, si fie analiticA pe G este necesar §i
suficient ca functiile reale u=Re f, v = Im f, impreund cu
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derivatele lor partiale de ordinul 1 sa fie continue pe G si si se
verifice condifiile Cauchy — Riemann
U (%, )=V, (%), U, (x,y)==V(%,y),

pentru orice punctz = x + iy € G.

Aplicand regulile de derivare 1) — 7) din 9.4.1, obfinem
urmatoarele proprietiti ale functiilor analitice:

Proprietatea 1. Daca fi(z) si fi(z) sunt analitice pe un
domeniu D (in sensul definitiei 6 din 9.2.1.) din C, atunci suma

algebricd f1(z) T fa(z), produsul f; (Z) F2) si citul fi(z) cu

[ (Z)
f2(z) # 0 pe D sunt functii analitice pe D.

Proprietatea 2. Daca functia f:D, — D,este analitica pe
domeniul D; din C si functia @ : D, — C este analitica pe
domeniul D, din C, atunci funcfia compusd (@ o f):D; — C
este analitica pe D;.

Proprietatea 3. Dacd functia w = f(z) este analiticA pe
domeniul D din C st f'(z) #0 pentru orice punct z din D,
atunci pe multimea G a valorilor acestei functii, care de
asemenea este un domeniu in C (acest rezultat se numeste
principiul conservarii domeniului pentru functiile inverse si este
demonstrat in [5], teorema 2 din §2, [8], cap.2, §51) existd
functia inversd @ = f/ : G — D. Aceasta functie este analitica
pe G si pentru orice zgp € D avem

o' (w,) =f%10) , unde wy = f(zy).

Proprietatea 4. Daca functia f(z) = u{xy) + iv(x,y) este
analiticd pe domeniul D din C, atunci functiile u(x,y), v(x,y)
verificd ecuatia Laplace in D.

intr-adevar, dupa teorema 1, avem :

W, (x, )=V, (x,),

u(x, y)=-Vi(x,y)
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pentru orice punct z = x + iy € D. Derivand prima relatie de mai
sus in raport cu X, iar a doua n raport cu y si adunindu-le parte
cu parte obtinem:

Ul (x,y)+u’ (x,y)=0, pentru orice (x,y) € D"

Similar, derivind prima relatie in raport cu y, iar a doua in
raport cu x si scdzindu-le parte cu parte obtinem :
Ve (x, y)+v, (x,y)=0, pentru orice (x,y) € D.

. Asadar functiile u si v verificd ecuatia Laplace.

Functiile care satisfac ecuatia Laplace se numesc functii
armonice. Prin urmare, functiile reale u(x,y), v(x,y) sunt
armonice si verifici conditiile Cauchy — Riemann pe D.

Doud functii armonice care verificd conditiile Cauchy —
Riemann se numesc funcyii armonice conjugate.

Din proprietatea 4 reiese cid partea reald u(x,y) si partea
imaginara v(x,y) ale unei functii w = f(z) analitice pe domeniul
D sunt functii armonice conjugate pe D.

Proprietatea 5. Daci se cunoaste una din functiile armonice
conjugate u(x,y} sau v(x,y) definitd pe domeniul simplu conex D
din C, atunci se poate de aflat si cealaltd functie armonica (cu
exactitate de o constantd aditivd) astfel incat functia f(z) =
u(x,y) + iv(x,y), si fie analiticd pe domeniul simplu conex D.

intr-adevar, fie w(x,y) partea reald a unei functii f(z) =
=ufx,y) + iv(x,y) analitice pe D. Atunci, aplicAnd conditiile
Cauchy - Riemann, obtinem :

dv(x,y)= v, (x, y)dx + v;, (x, y)dy = -«u;, (x, y)dx +u’ (x, y)dy.

" Existenta si continuitatea derivatelor partiale de ordinul doi reiese

din formula lui Cauchy (vezi consecinta | a teoremei 4 din 9.5.2.).
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De unde (a se consulta {18], teorema 1 din 6.2.4)

v(x,y)= U‘jp [— u'.»- (x, y)dx +u (x, y)dy]+ A=

(%04¥n)

(ag+Ar.yyHAY)
= [Fueadet w o pdyl+ A=

(xa:¥0)

{ap+Ar, ¥y)
_ J[" u!, (x, y)dx +u(x, y)dy]+

(xg.¥0)

{3 +Ax gy +aY)
.[[_ u (x, y)dx +u,(x, y)dy]+ A=

(xg+Ax.¥g)

-+

(xy+Av)

= [lwe v+ yy) - Ok +

(yp+dy)

+ J[— u.(x,y)-0+ u:(x,t)dy]dt +A=

x Yoy,
= fu,, y e+ fu c(xnydr + 4, (1)
N vy

¥

unde (xg,yo) este un punct arbitrar din D si A o constantd
arbitrard.

Similar, dacd se cunoaste functia v(x,y) si, aplicind conditiile
Cauchy — Riemann, avem:

du(x,y)= u’(x, y)ydx+ u: (x, y)dy =V (x,y)dx— V. (x, y)dy.
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Dc unde
(x.y)

u(xy)= V(5 y)dx-vi(x, y)dy+B =

(Xor Y. )

X ¥y
= Ivy(t, yu)dt— J.Vj(x,f)dt+B, 2)
Xo Y,
unde (x,,y,)este un punct arbitrar din D si B o constantd
arbitrara reala.
Notd. Proprietatea 5 este valabild gi pentru domenii multi
conexe, tnsd in acest caz f(z) este multivoca ([10], cap. 2, §9).
In practica intr-o vecindtate destul de mica a punctului
Zy = X, +iy, in loc de formulele (1) si (2) se utilizeaza formulele:

2, -2
£(2)=2u(x,y)+ A= 2u(?—ﬁ, %io_J+A, (3)
I
daci se cunoaste functia u(x,y) si
+ —_
f(z)=2iv(x, y)+ B = 2iv{z % %}4» B, &
14

daci se cunoaste functia v(x,y). In aceste formule Zg este
numérul complex conjugat lut z, = x, +iy, iar A si B sunt

constante arbitrare (a se consulta [33], cap. 1, §3).
Exemplul 3. Si se determine functia analitica f(z) = w(x,y)+
+ iv(x,y) daca se stie cii partea ei reald u(x.y) = X’ - y° + 2x.
Rezolvare.
Usor se verifica cd functia u(x,y) este armonica pe C, adica

satisface ecuatia u, (x,y)+u, (x,y)=0 pentru orice punct
z=x+iveC.

86

Metoda 1. Aflim v(x,y) dupa formula (1), considerand de
exemplu, x, = yp = 0. Punctul (0,0) apartine domeniului de

existentd a functiei u(x,y) . Deci
v(x,y) = - Iu:,(t,O)dt + Iu:(x,t)dt +A
] 0

Deoarece u,(x,y)=2x+2 si u,(x,y)=-2y, rezultd ci

w,(x, ) =u (x0)=2x+2, u (x,y)=u,(t0)=0 ;i
¥ ¥

v(xy) =0 + j(2x+2)dt+A=(2x+2)z|+A=2xy+2y+A,
0 1]

unde A este o constanta reald arbitrara.

Prin urmare,
f(z) = w(x,y) + iv(xy) =X =y + 2x + i(2xy + 2y +A) = (X" +
w20+ Cx+ 2iy) +Ai=(x + iyf + 2Ax + iy) + Ai=2* +
+ 2z + Ai, unde Ai este o constanta arbitrara.

Metoda 2. Aplicand formula (3) cu

Z Z —_
xozyozo’xzi’yz'E,Zo:ZOZO,
obtinem:
f(Z)=2u(x,y)+A:2u E_.t}_‘!."' Zn)+A.—
2 2i
=2”(£,i,)+A=
2i
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2 2 2 72
f2) f.) i2 3 eamg ey ]eas
2 2i 2 4 4

2
=2[£2—-+1J+A=z’ +27+ A,

unde A este 0 constanta complexa arbitrard.
v Metoda 3. In virtutea conditiilor Cauchy — Reimann avem :
V(x, y) == (x,y)=2y
Vo (%, y) = (x,y) =2x+2.

Integrind prima relatie Tn raport cu x obtinem :

v(x,y) = J2ydx =2yx +@(¥) = 2xy + @(y).

Pentru a afla functia ¢2(y) derivdm ultima egalitate in raport
cuy:

Vi(x,y)=2x+ ¢'(y) adicd 2x + 2 =2x + @' (y).

Deunde ¢ (y) = 2si ¢(y) = [2dy =2y + A, AER.

Prin urmare,

' vixy)=2xy+ @(y)=2xy+ 2y +Asi

flz) = ulx,y) + iv(x,y) =3 gyz +2x+i2xy + 2y + A) =

=(x + iy + 2x + iy) + Al = 77 + 27 + Ai, AeR.

Remarcim cd in aceste trei rezultate functia analiticd este
determinatd cu exactitate de o constantd arbitrard. Daca, de
exemplu, am pune conditia f(i} = -/ + i am obtine un singur
rezultat:

Metoda 1. Avem f(z) = 7 + 2z + Ai si f(i) = i — 1, deci
~]+i=i+2i+AiDeunde A + 2 = [, adiciA =-/5i f(z) =
=72 + 2z~ 1.

Metoda 2. Avemf(z) = 22 + 2z + A si f(i) = i -1. Deci
J+i=FP+2i+Asau—l +i=-]+2i+A Deunde A =—1igi
flz) =7 +2z-1i.
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Metoda 3. Avem f(z) = 7 + 2z + Aisi f(i) = i— ]

Deunde A = -7 i f(z) = 2° + 22— i

Teorema 2. O functie f analiticd pe un domeniu D din C este
constantd pe D atunci si numai atunci, cind f'(z) = 0 pentru
orice ze D.

Necesitatea. Dacé f este constantd pe D, atunci, utilizdnd
regula 1 de derivare din 9.4.1., obtinem f’(z)= 0 pentru orice
ze D.

Suficienta. Fie f (z) = 0 pe D. Deoarece f este analiticd pe D
urmeazd ¢ f(Y=u (V) +iv.(xy)=0 s f(z=
=vi(x,y) -’ (x,y) =0, pentru orice z = x + iy € D.

Deci w (x, y)=u,(x,y) =V (x,y)=v,(x,y)=0, pentru orice
z=x+iye D.

Din teoria functiilor reale de doud variabile reale se stie ci
dacd o functie reald ¢@(x,y) are derivatele partiale nule pe un

domeniu D din R?, atunci aceasta functie este constantd pe D
({11, t.1,2.3.2.).

Prin urmare, functiile u(x,y} si v(x,y) sunt constante pe D si
deci f(z) = u(x,y) + iv(x,y) este de asemenea o functie constanti
pe D. Teorema este complet demonstraté.

Teorema 3. O functie f analiticd pe un domeniu D din C este
constantd pe D, dacd §i numai dacd, cel putin una din functiile

u=Ref, v=1Imf, lfl argf este constanta pe D.
Necesitatea. Daci f(z) = u{x,y) + iv(x,y) = const = ¢; + ica,

unde ¢; $1 ¢; sunt constante reale, avem ci u(x,y) = ¢, v(x,y) = ¢
sunt constante reale pe D.

Prin urmare 1f| = ﬂ(C,z"‘Cz siargf =1g & +mmn, m=0,1,-1
Ci

sunt de asemenea constante reale pe D.
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Suflclenga. Dach u = Ref = const pe D, atunci
W =u(x,y)=0 si f(@D=u(xy)-iu(xy)=0-i-0=0
pentru orice z € D (am utilizat formula (6) din 9.4.2.). in virtutea
teoremei 2 de mai sus, functia f(z) = u(x,y) + iv(x,y} este constantid
pe D. Similar, dacdi wxy) = ¢ pe D, atnc

Vi(x,y)=vi(xy)=0pe Dsi f(z)=v(xy)+ v (x y)}=0
pe D. Conform teoremei 2 avem cé f(z) este constanti pe D.
Daca | fl2 =u*(x, y)+v*(x,y) este o frunctie constanti pe D,
atunci derivand in raport cu x i y aceasti relatie obtinem :
2u(x, y)- u,(x, y)+2v(x, ) v, (%, ) =0,
2u(x, y)-u, (%, y)+2v(x, y)-vi(x, ¥) =0,
sau
u(x, y) ul(x, y)+v(x,¥)-v.(x,y) =0,
u(x, y) - u (%, y) +v(x,3) v, (x,) =0,

Utilizand conditiile Cauchy-Riemann in ecuatia a doua a
acestui sistem, rezulta ca

u(x,y)-u.(x, y)+v(x, ¥)-vi.(x,y) =0,
—u(x, ¥) V. (x, yy+v(x, y)-u'(x,y) =0,
sau

—v(x, y)-ul (%, y) +u(x, y)-v,(x, ) =0,
Acest sistem este un sistem liniar §i omogen in raport cu
necunoscutele u;(x, ) v;(x, ¥). Determinantul sistemului este

egal cu uz(x, y)+vi(x, y)=|fl2.

Dacia uz(x,y) +v? (x,y) = 0, adici u(x,y) = v(x,y) = 0, atunci
f(z) = u(x,y) + iv (x,y) = 0 este constanté pe D. Dacd if|2 #0,
atunci acest sistem omogen admite ca solutie, solutia triviala:

{u(x, y)-ul(x, y) +v(x, y)- v (x,y) =0,

9%

o

u (x,y)=v.(x,y)=0pentru orice z=x+iy€D §i deci
F(Z)=u(x,y)+iv.(x,y)=0pe D. Dupi teorema 2
conchidem ci f este constanti pe D. in sfarsit, daci

v .
arg f =arctg—+mr=ky,,m=01,-1, este o functie
u

} . v .
constanta pe D, atunci raporiul —=tgk, =k este o functie
u

constantd pe D. Fie u(x,y) = 0 pe D, atunci dupid prima parte a
acestei teoreme, functia f(z) este constantd pe D. Daci insa
u(x,y)# 0, avem : v(x,y) = k -u(x,y) pe D si

f(2) = ulxy) + iv(x.y) =u(xy) (1+ik).

Considerdm functia complexi
fie)=~(k+i) fe)=(=k-ift+ik) ulx, y)=
= (0)0+k%)-ulx y),

care are partea reald egala cu zero pe D . Dupa prima parte a acestei
teoreme, functia f; (z) este constantd pe D si prin urmare, f este de
asemenea constantd pe D. Teorema este complet demonstrati.

Din teorema 3 reiese urmdtorul rezultat: orice functie
analiticd pe un domeniu D din C nu poate avea partea reald
constantd §i partea imaginard neconstanti. Ca un caz particular
al acestui rezultat constatim urmétoarele: orice functie analitici
pe un domeniu I din C nu poate fi pur reald sau pur imaginara
decét in cazul cand functia degenereaza intr-o constanta.
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9.4.4. Exemple de functii analitice.

Studiem analiticitatea unor functii elementare de bazi din 9.3.
1. Functia polinomiala
— n
P()=ay+az+..+a, 2",

unde ag,q,...,a, #0 sunt numere complexe din C si ne N,
este analitica pc C, adicd este o functie intreagd ca suma si
produsul a unui numdr finit de functii analitice pe C .

Constatam cé derivata ei

1

P/(2) =a, +2a,z+3a,2" +..+n-a, - 2",
(a se consulta proprietatea | din 9.4.3. si regulile de derivare

1) —4) din 9.4.1.) este de asemenea o functie analitica pe C.
2. Functia exponentiali

f(2)=e" =e" =¢*(cosy+isiny).
Observam ca
u(x,y)=e"cosy si v(x,y)y=e'siny.

Aceste functii satisfac conditiile Cauchy — Riemann:
ux,y)=e‘cosy=vi(x,y) st ulx,y)=—e'siny=-v(x,y)
pentru orice (x,y) din planul XOY si

fAD=u(x,y)+i-u(x,y)=e".

In virtutea teoremei 1 din 9.4.3, functia ¢° este analitici pe C.

3. Functiile sinz,cosz,shz,chz si z",ne N sunt functii

analitice pe C, deoarece ele sunt derivabile pe C (a se consulta
9.3.4, 9.3.5 si regulile de derivare din 9.4.1).

Toate functiile de mai sus sunt exemple de functii analitice pe
C sau functii intregi.

4. Functia rationala

[a

este analitica pe C, exceptand punctele in care functia
polinomiald de la numitor se transformd in zero(ca raportul a
doua functii analitice — proprietatea 1 din 9.4.3.).
5. Functiile fgz si ctgz sunt analitice pe C (in baza
proprietatii 1 din 9.4.3), exceptind in primul caz punctele
2k +1

% 7, iar in al doilea caz — punctele z, =7 -k, unde

k=0%112....
6. Functiile thz si cthz sunt analitice pe planul complex C

(in baza proprietitii 1 din 9.4.3), exceptind in primul caz
2k +1

punctele z, = 7Z-i, tar in al doilea caz — punctele

2, =7-k-i,unde k =0,£1,12,... .

Deoarece notiunea de derivata a fost introdusi pentru functii
univoce (se mai numesc uniforme), trecem acum la studiul
functiitor multivoce (sau multiforme).

Fie F(z) o functie multivoci definitd pe domeniul D din C.

Definitia 1. Functia univoca si continud f(z) pe domeniul D
din C se numeste ramurd univocd §i continud a functiei
multivoce F(z) pe D, dacé valorile functiei f in orice punct din
D coincid cu una din valorile fuactiei F in acest punct.

Procesul de separare a ramurilor univoce $i continue ale unei
functii multivoce se numeste procesul de uniformizare a ei.

Definitia 2. Punctul z, € D carc prin ocolire face ca valorile
functiei F(z) s treacd de pe o ramurd pe alta, se numeste punct
critic sau punct de ramificare al acestei functii.

De obicei pentru a uniformiza o functie multivocd sc
utilizeaza frecvent procedeul geometric. Fie functia multivoci
F(z) are n ramuri (fiecirui z 1 se asociaza n valori ale functiei F).
Consideram n plane complexe XOY indentice intre ele. Pe
fiecare plan se efectueazd un numar de taieturi (specifice
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functiei date) care trec prin punctele critice ale functiei 7(z).0
parte a taeturii din primul plan se lipeste cu partea opusi a
tajeturii identice din planul al doilea etc. Tn sfarsit partea rimasa
a taieturii din vltimul plan se lipeste cu partea rimasi a tdieturii
din primul plan. Suprafata, astfel obtinutd din cele n plane, se
numeste suprafata Riemann pentru functia F(z). Prin urmare,
orice drum ce ocoleste punctele critice ale functiei F(z) automat
va trece, la tdieturd, de pe un plan complex pe celalalt, deci de
pe o ramurd a functiei date pe cealaltd ramurd a ei. Planele
complexe ce formeazd suprafata lui Riemann pentru F(7) se
numesc foile acestei functii. Pe aceste foi ramura respectiva a
functiei F(z) devine deja o functie univoci si continua.

Despre alte procedee de uniformizare a se consulta [3], 3.22.

Vom aplica acest procedeu la cercetarca analiticitifii unor
functii multivoce elementare.

7. Functia logaritmica (9.3.6)

Lnz=In|z|+i(argz+2mk)=Inz+2nki, z#0, ke Z
este o functie multivoca care are o infinitate de ramuri.

Functia Inz reprezint ramura principala (k=0) a functiei Lnz.
Conform schemei de mai sus se considerd o infinitate de plane
complexe XOY indentice intre ele agezate unul pe altul in
ordinea ..., n=-2, n==1,n=0,n=1,n=2, ...

Deoarece functia reald Inx are ca domeniu de definitie
intervalul ]0,+o0[ pe fiecare din aceste plane se face o tiieturd
identicid pe semiaxa negativd a axei reale OX, adicd tiietura
contine punctele de forma {ze C, Imz=0, Rez<0}.

Punctul critic al functiei Lnz este z5=0. Suprafata Riemann
pentru Lnz se obtine astfel: o parte a tdieturii din planul dat se
lipeste cu partea opusd a tdieturii din planul urmitor etc. Astfel
suprafata Riemann pentru Lnz are o infinitate de foi si orice
traseu ce fnconjoard punctul critic zp=0 mutd valoarea functiei
date de pe o ramurd pe cealaltd. Asadar pentru orice

z€ D=C\{ze C, Rez<0, Imz=0}
st orice ke Z functiile
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Sflk)y=Lnz=In|z|+i(argz+2mk),
unde argze Jm,x] reprezintd ramurile univoce §i continue ale
functiei Lnz.
Utilizind exemplul 2b din 9.4.2, obtinem ca
! 4 N4 1
7. ()= (Lnzy = (n 2+ 27ki) =Z+0="]'
z
pentru orice ke Z i ze D.
Prin urmare, ramurile univoce si continue ale functiei Lnz
sunt functii analitice pe D.
8. Functiile multivoce (9.3.7)

Arcsing = —iLn (iz +vV1 - Z* )= arcsinz + 27k ke Z;

Arccosz = —iLn (z ++z* — 1 |=arccos z + 2%, ke Z
au o infinitate de ramuri, ele fiind definite cu ajutornl funcfiei
Ln. Ramurile principale sunt respectiv functiile

arcsing = — iln (iz +v1- 2° )
arccosz = ~iln (z + m )

Punctele critice ale acestor functii sunt z;=—1, z,=1. Deoarece
functiile reale arcsinx, arccosx, au ca domeniu de existenti
segmentul [—1, 1], pentru a uniformiza aceste doud functii pe
planele complexe identice XOY se fac doud tdieturi identice de-a
Tungul axei reale OX: de la 1 pentru x=1 §i de la  (~1) pentru
x<—-1. Suprafata Riemann se formeazi astfel: o parte oarecare ale
ambelor tdieturi din planul dat se lipeste cu partea opusd ale
taieturilor respective din planul complex urmétor etc. Astfel
suprafata Reimann pentru functiile date are o infinitate de foi §i
orice traseu ce ocoleste punctele critice z;=—1 §i z;=1 muti
valorile functiilor Arcsinz, Arccosz de pe o ramurd pe cealaltd.

Asadar pentru orice ze D=C\{ze C, |[Rez|21, Imz=0} si orice
ke Z functiile '

filz) = arcsinz + 2k7, g{z)=arccosz+2kxr
reprezintd ramurile univoce §i continue ale functiilor Arcsingz, si
Arccosz.
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-------

o £, (2)=(Arcsin z)’= [—i-ln(iz+x/1 - z2)+2ﬂf<]’=

=(~i)- lz+‘/_“ (1‘,+ 2),:
—i 1\/1—:7—4 |
tz+x/1—z Ji-z \/1—4
2 (Z) (Arccosz) —[ i ln(<+\/z —l)+27zk]

_ —1i '\)z “1+z_ -
24vz -1 A7 -1 W o \/

9. Functiile multivoce

i i+z
Arctgz = ELn.— =arctgz+kr ,
i—z

i, z-1
Arcctgz =—Ln——=arcctgz +k7w , ke Z
2 z+i

au o infinitate de ramuri. Ramurile principale sunt respectiv

functiile arctgz $i arcctgz . Punctele critice sunt z, =15
Z, = =i . Uniformizarea acestor functii se face cu ajutorul a doud
taieturi de-a lungul axei Oy:dela 1 pentru y=Imz 21 gi alta
de la (—1) pentru y=Imz<-1. Functiile sunt analitice pe
domeniul D=C\{ze C,|Imz[>1,Rez =0} si derivata functii-
for ce caracterizeazd ramurile functiilor date se calculeaza dupa
aceeasl formula:

4

%[ln(w z)—In(i - Z)],=

(Arctgz)':( '+Z+7d<J =
2 i-z

_i
2 z+zzZ
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4

(Arcctgz) [ nz—-+7dcj =j-[1n(z—i)—1n(2+f)]'=
2 z+i 2

_i(1 1]__ 1
2 \z—i z+i 2+l

10. Functia de putere cu exponent complex
fla=2", aeC,z#0,zeC.
Dacd o este un numir natural, functia z%este univoci si
analitica pe C, deoarece f’(z)= - z° pentru orice z € C (vezi
ex.2a) din 9.4.2.).

. R - m . .
Daci ¢ este rational, adicd @ =—, me Z,ne N, atunci functia

n
n n
unde p= Zl, f=argz, k=012,..,(n-1) este o functie multivoca

cu n ramuri. Punctul z, =0 este un punct critic. Uniformizarea
acestei functii se face cu ajutorul unei tiieturi de-a lungul
semiaxei pozitive a axei reale OX, pe fiecare din cele n plane
identice XOY.

Astfel functiile f*(z)=2z" k=0,1,2,...,(n—1) sunt analitice pe
domeniul

D=C\{ze C,Rez20,Imz=0},

deoarece functiile

u(p,8)=Re £, (2)= \/F cos(M}

Iz

v(p,e):lmﬁ(z)zq/p'" -sin[M
il

satisfac conditiile teoremei 3 din 9.4.2. pentru orice punct z din
domeniul D. $i, in acest caz,

f(D=G"Y=az7""zeD.
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in fine, daca o este irational sau complex, functia z¢ este
multiforma gi are o infinitate de ramuri.

Deoarece in acest caz f(x)=z" =" se exprima cu ajutorul
functiei Lnz, pe fiecare din planele complexe identice XOY se
face o tdieturd pe semiaxa negativd a axei reale OX. Astfel
pentru orice keZ si orice zeD=C\{zeC, Rezz0, Imz=0}
functiile

fk(z)zzc!:eai.nzzemlnabzk)
reprezintd ramurile univoce si continue ale functiei z% Aceste
ramuri sunt functii analitice pe D si

14

Fl@ =) =) = e (adnz) = "'m-w%:

9.4.5. Sensul geometric al derivatei.

Fie functia w= f(z)=u(x,y)+1-v(x,y) este analiticd pe
domeniul D din C. Aceasta Tnsecamnii c¢d in fiecare punct
Zo=X,+i-y, existdi derivata f'(z,)eC. Presupunem ci
f(z)=0. Notim Az=Ap-e? , Aw=Ar-e" si
f'(zo)zA-ei“' A#0. Avem:

l[ﬂ- )
= )= i = lim e
Deci
, A
| @) A= lim =, (1)
=0 Ap
argf‘(zn): 0::/1\:3(9—(0) (2)

Prin punctul z, ducem hnia ¥ si consideram punctul

z=z0+Aze ¥ (vezi fig. 1.).
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a) b)
Fig. 1.

Aplicatia w= f(z) va transforma punctele z,,z din xQy in
punctele wy si w din 4O’v, linia ¥ © D in linia L din D,
(domeniul valorilor functiei f).

Notdm prin As lungimea arcului liniei ¥ cuprins intre
punctele z, si z, iar prin Ao lungimea arcului liniei L ce
uneste punctele respective w, si w ale aplicatiei w= f(z). Se

As As .. Ao .. Ac

stie ci 11m =lim—=1lim =lim—=1,
_'“IAZI 30 Ap A-,—sc|Aw| A0 Ay
Deci formula (1) se transforma in formula

’ _ Ar Ao
| f(z,) = A }\IE?‘A_p }Q[{})K (3)

Din formula (3) observam ci | f'(z,)| este egal cu limita

raportului marimii infinit mici Ar a modulului vectorului Aw

cdtre mdrimea infinit micd Ap a modulului vectorului Az.

. A . Aw
Deoarece functia f .este analitica in z,, lim—= f'(z,) nu
Az—0 Az

depinde de modul n care punctul z se apropie de punctul z,.
Prin urmare, limita (1) este aceeasi, indiferent de forma liniei ¥
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ce trece prin z,. Asadar modulul | f'(z,)| geometric inseamndi
coeficientul de deformare liniard in punctul z, al aplicatiei
w= f(z). Dacd | f'(z,)[>1, atunci intr-o vecinitate mici a
punctului z,, distanta dintre punctele respective (w, si w) ale
aplicatiei w= f(z) se va miri, adica avem o dilatare a planului
uO’v ; daci insi | f'(z,)|<1, obtinem o contractare a planului

respectiv.
Vom cerceta inci o interpretatie geometrica a modulului unei
functii analitice w= f(z)=u+i-v in puncwl gz,, cind

|/ zo) 0.

fn aplicatia w= f(z) domeniul D din planul xOy se
transforma in domeniul D, din planul «O’v. Aria domeniului
D, poate fi calculata cu ajutorul integralei duble :

Sy, = [[dudv.
D,

Facand schimbul de variabile u=u(x,y) si v=v(x,y),
(x,y)e D si folosind formula schimbirii de varabile intr-o
integrala dubla (a se consulta, de exemplu [18],6.3.6.), obtinem

cd ([dudv = {fI1]dxdy,
D D

unde I se numeste determinantul lui lacobi -

’ 7
t u_‘_
’ I

vy V.

-

_ 7 7 2 7
SUV, UV,

Deci |I| exprimi coeficientul de deformare al elementului
de arie n aplicatia w= f(z).

Utilizand formula (7) din 9.4.1. avem ca
2

u; (Xp»> ¥o)- V_:-(xo’)’o)_“_:(xmyo)' V;(xo’yo) = f’(zo) I°.
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Asadar intr-o aplicatie cu ajutoruf unei functii f(z) analitice
pe D coeficientul de deformare al elementului de arie coincide
cul f'(zy)), daca f'(z))#0.

Trecem acum la sensul geometric al argumentului derivatei
functiei f(z) in punctul z,€ D, dacd feste analiticd pe D.

In formula (2) mirimea @ este unghiul de inclinatic al
dreptei ce trece prin punctele z, si z in raport cu axa Ox, jar
6 cste unghiul de inclinatie al dreptei ce uneste punctele
respective w, $i w inraport cu axa O'u (vezi Fig. 1).

Notam prin ¢, si 8, unghiurile de inclinatie ale tangentelor
la liniile ¥ si L in punctele z, si w, in raport cu axele Ox si
Ou.

Deoarece Eg}) Q=@, si A!Ln(} 6=46,, in virtutea formulei

(Au-0)
(2), obfinem arg f'(z)=a=6,-¢@,.

Prin urmare diferenta dintre unghiul de inclinatie al tangentei
la curba L in punctul w, = f(z,) si unghiul de inclinatie la
tangentei la curba ¥ in punctul z, coincide cu arg f'(z) in
punctul z=z,.

Deoarece f'(z,) nu depinde de linia ¥, rezultd ci unghiul
dintre doud finii netede ¥, si ¥, ce pleacd din z, se pastreazi
ca marime (i sens) prin transformarea f . Intr-adevar daci 7,
si 7, sunt doud linii netede ce pleacd din z, i L, L, sunt
liniile respective in planul uQ’v ce pleacd din w, = f(z,),
avem (vezi fig.2.) :

arg f(z) = lim(6, - ¢,) =6, - ¢,
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arg f'(z2) = g_n?o(/ﬂ —-a)) =, - o,
Deci 6, ~¢, = B, —,.Deunde 6, — 3, = ¢, ~ ;.
fn acest caz vom spune ¢ unghiul dintre liniile Vi st 7, se
pastreaza pentru liniile corespunzitoare L, si L,.
Asadar, dacd f :G — C este derivabild in punctul z,€ G si
S '(z9)#0, atunci arg f'(z,) reprezintd unghiul de rotatie al
tangentei la o linie neteda ce pleaca din z, prin transformarea

f,iar | f'(z,)| reprezinti coeficientul de deformare liniara in
acest punct.

y vl\

7

> u v

a) b)
Fig. 2.
Fie functia f : D — C astfel incit Re f =u, Im f =v sunt

functii reale continue impreuna cu derivatele lor partiale de
ordinul 1 pe D.
Definitie. Aplicatia f:D — C se numeste transformare

conformd in punctul z,€ D, dacd unghiul dintre doud linii ¥,
si ¥, ce pleacd din z;, (fig.2.) se pdstreazd pentru liniile
corespunzdtoare L, st L, ce pleacd din w, = f(z,) (4], [7],
(91, [10L, [12)).
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Transformarea se numeste direct conforma sau conforma de
speta 1 daci se pastreaza si sensul unghiurilor. In caz contrar,
transformarea se numeste transformare indirect conformd sau
conformd de speta 2.

Aplicatia w= f(z) se numeste transformare conformd pe
domeniul D, daci ea este conforma in orice punct z,€ D.

Reiesind din cele expuse mai sus am obtinut urmétoarele
rezultate importante:
Teorema 1. Daca functia w= f(z) este analitica pe

domeniul D si f’(z) #0 pentru orice ze D, atunci aplicatia
w= f(z) este direct conformi pe D .

Are loc i teorema inversa :

Teorema 2. Daca functia w= f(z) este direct conforma pe
domeniul D, atunci functia w= f(z) este analiticd pe

domeniul D.
Demostratia o veti gasi Tn {3},cap.2, §11,[6},cap.3,§3.
Teoremele de mai sus ne permit sa definim functiile analitice
cu ajutorul transformarilor conforme.

9.4.6. Exercitii si raspunsuri la paragraful 9.4.

1. S& se cerceteze derivabilitatea §i analiticitatea functiei
w= f(z) sisasecalculeze f'(z),daci ea existd, pentru functiile :

a) w=z-z2—2z-Imz: b)w=x>-2iy;

c) w=2z>-3iz ; dDHw=z-e°;

e) w=z|-ReZ ; f) w=x>—y* +2xyi :

g w=y+ix; hw=(x"=3xy?)+i(3x y - y*).

2. S4 se restabileasci (dacd e posibil) functia analiticd
f(2)=u+iv dupad partea ei reald u(x,y) sau dupad partea ei
imaginara v(x, y) daci: '
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) u=x"—y’—x;

b) v=sinx-shy ;
c)u=2e‘cosy f(O)=2;
d) v=3x+2xy, f(-i)=2;
e) u=3(x"+y)+x+y+l1;

D v=xy, f(O)=1;
1
g)M: 2x zvf(ﬂ-)_:_;
X +y T

h) v=2(chx-sin y—xy), f(0)=0 ;
) v=x'+6x>y—3xy’ =2y, f(0)=0;j) u=—y([dx+1) .
3. Pentru care valori ale constantelor ab,c dupa functia
u=ax’+2bxy+cy’ poate fi restabiliti functia analitica
f(2)=u+iv?Saseafle v=Im f(z), cu conditiaca f(0)=0.
4. S3 se demonstreze ci functia w= x’ +iy’ nu este analitici
nici intr-un punct ze€ C. Este oare derivabili in punctele
=0, z,=1+i, z,=-1-i?
- 5. S& se determine multimea punctelor z, € C, pentru care
coeficientul de deformare liniaré este egal cu 1, daci

a) f(z)=2z%; b) f(z)=2"~2z;
c)f(z)=«2; d) f()=112

_iz
6. Sa se determine mulfimea punctelor z, € C, pentru care
arg f(z,)=0, daca
a) f(R)=iz" 1b) f(D)=22~2z ;0) f()=—.

Z
7. Sa se verifice conditiile Cauchy-Riemann pentru functiile

) 1
sin z,cosz,shz ,chz,—,z ,In’ 7.
z
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8. Sa se verifice care din perechile urmatoare de functii
armonice sunt conjugate sau nu :

a) u=3(x"=y")v=3x"y~y’;
y

by u=
) x2+y2

v=—

L}

xt+yt
QuUu=x,y=-y;
dyu=e‘cosy+l,yv=e'siny+l;
e) (uu, —vv,) si (uv, +u,v), daca functiile u,v st u,,v, sunt
armonice conjugate.
9. Fie functia u =ul(x,y) este armonica pe D. Va fi oare

functia f{x, y)={(u(x, y))* armonica pe D ?
Rispunsuri.

1. a) Derivabila in punctul z, =0 cu f(z,)=0. Nu este
analitica;

b) Derivabildi 1n punctele gz,=-1+iy,ye R cu
f(z,) ==2. Nu este analitici;

¢) Derivabila si analitica pe C cu f'(z)=4z-3i;

d) Derivabila si analiticipe C cu f'(z)=e*(z+1);

e) Nu este nici derivabild, nici analitic;

f) Derivabila si analitica pe C cu f'(z)=2z;

g) Nu este nici derivabild, nici analitica;

h) Derivabili si analitica pe C cu f'(z)=3z".
2. a)f(x)=2"-z+A, AeC;

by f(z)=~cosz+ A, Ae C;

¢) f(z)=2e°,A=0;

d) f(z)=3iz+z>,A=2;e) nuexists;
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f) f(Z)=%ZQ+1,A=];g) f()==;
h) f(2)=2shz~2*; i) f(2)=(2+i)2";
$) iz(2z+1)+ A, Ae C.
3. a+c=0,be R; v=>b(y>~x?)+2axy.
4w #u,; f10)=0,f'0+i)=f(-1-i)=3.

N =

“n

| 1
a) | z, I=5;b) Izo—_l|=5;c)lzo I=1;d)} 7, —i|=/2.

o

a) argz, = z.
0 =T,
2

b) 1< zy <+4oo(arg(z—1)=0=0< z~1< +00);
¢) Im(l+i)z, =O(arg(—i)-2argz, =0=>

¥4
= argz, =—z:: y=~-x=>x+y=0).

7. Pentru functiile:

sin z =sin(x +iy) = sin xchy + ishy cos x,cos z,shz si chz
se utilizeaza conditiile Cauchy-Riemann in coordonate
carteziene, iar pentru functiile

I 1 .
= =;(cos€—ism9) .24 = p*(cos 48 —isin 46),
Z
In*z=(np+if)’ =(In® p—6*)+2iBlnp
se utilizeaza conditiile Cauchy-Riemann in coordonate polare.
8. a)nu; b)da; c) nu; d)da; e)da.
9. nu, daca u # const .
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9.5. Integrarea functiilor comlexe de o variabili
complexa.

Dupa studiul derivatei, trecem acum Ia introducerea
integralei unei functii complexe de o variabila comlexd de-a
lungul unui arc de curba. Proprietitile simple ale integralei
complexe sunt similare cu cele ale integralei curbilinii din
domeniul real. Vom obtine un rezultat de tipul formulei lui
Newton-Leibniz din cazul real (teorema 2 din 9.5.3). in
continuare apar insa deosebiri esentiale. Teorema lui Cauchy si
formula lui Cauchy ( teoremele 1,2,3 din 9.5.2 ) nu au
echivalent in domeniul real si atrag dupa sine un lant intreg de
rezultate specifice functiilor complexe, care constitue o
legatura mult mai profundd decit in cazul real intre calculul
diferential si cel integral. in primul rind teorema de
derivabilitate a unei functii complexe pe un domeniul simplu
conex, se dovedeste a fi echivalentd cu cea a existentei unei
primitive (in cazul real, a doua condifie este mult mai slabd (a
se consulta teoremele 1 si 3 din 9.5.3)). in al doilea rind vom
demonstra, utilizdnd rezultatele privind integralele complexe,
teoreme pur diferentiale, cum ar fi teorema 4 din 9.5.2, care
afirma cid orice functie analiticd (si deci derivabild) , pe o
multime deschisa G este infinit derivabild pe G sau teorema lui
Liouville din 9.5.3, care afirmd ci orice functie analiticad si
marginitd pe C este o functie constantd pe C.

9.5.1. Integrala curbilinie complexa.

Fie f o functie complexd univoci, definitd si continuid pe o
multime deschisa G din planul complex Csi ¥ € G unarc de o
curbd netedd, carfacterizati de ecuatiile parametrice
x=¢(t) y=@,(t), ounde functile @) @)
o/(t), @,(t) sunt definite si continue pe [a, bl. Notind
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f(z)=ulx, y)+iv(x,y) unde functiile reale u si v sunt definite
si continue pe G, avem dy=x"(t)-dt = ¢/(t)dt, dy= y'(t)dt =
= @, (t)dt, dz=dx+idy si  deci Az)dz=[u(x,y)+
+iv(x,y)J(dx+idy)=[u(x,y)dx-v(x,y)dy] +i[v(x,y)dx+u(x,y)dy].
Definitie. Se numeste integrald curbilinie complexid a
functiei f:G — C pe o curba netedd ¥y G si se noteazi

I f(z)dz numarul complex
4

[#@)dz= fulx, y)dx—vl(x, y)dy +
7 7
+i J.v(x, y)dx+u(x, y)dy . (N
y
Remarcam ca in conditiile de mai sus integralele (reale)
curbilinii de speta 2 din (1) existd (a se consulta [18], teorema 1
din 6.2.3). Curba ¥ < G din integralele respective este orientat
in sens pozitiv (direct), adicd din punctul A(x(a), y(a)) in punctul
B(x(b), y(h)).
. Reducand calcularea integralelor (reale) curbilinii de speta 2
din (1) la calcularea unor integrale reale definite pe [a, b],
obtinem urmdatoarea formuld pentru calcularea integralei
curbilimi complexe:
b
[£@dz = [lulx)y(0)x' @)= v(x@), y@)y (01dr +
y

7]
b

+ i fv ), y) (e + u(x(n), )y i dt. @)

Daci ecuatiile parametrice x =@, (t),y = @,(#),t € [a,b] ale
curbei netede ¥ C G se inlocuesc prin ecuatia z=z(1)=x(t)+iy(t),
te {a,b] , atunct formula (2) se transforma in formula:
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b
[f@dz= [fenzwar 3)
rd a
Daci f(z)=1 pe G, din (3) obtinem urmitorul rezultat:
b
b
[dz= [/t = 2(0) =0 -z@. 4)
Y u

unde z{a) este Inceputul curbei ¥, iar z(b) este sfarsitul acestei

curbe.
Din (4) rezulta, cd dacd curba netedd ¥ c G este inchisa,

atunci Idz =0.
¥

Exemplul 1. Sa se calculeze ﬂz|dz , unde ¥ este segmentul
¥
de dreapta , orientat din punctul z, =0 in punctul z, =2+1.
Rezolvare. Ecuatiile parametrice ale segmentului de dreapta
ce uneste punctul A(0,0) si B(2,1) sunt x=21, y=t, t€ [0,1]. Deci
2(t)=x+iy=2t+i-t=(2+i)} si utilizind formula (3), avem:

i 2
fldde = War+ 7 -2+ivar =5+ =
0

¥
=%J§(2+i).

Nota 1. Am definit integralele curbilinii complexe cu ajutorul
integralelor curbilinii de speta 2 din domeniul real (formula (1)).
Astfel de integrale le vomnumi integrale curbilinii
complexe de speta 2.

Pentru a gisi o corespondentd complexd si intregralelor
curbilinii de speta 1 putem considera integralele de forma

[reld

Y

, care se definesc Tn felul urmator :
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J f (z)|dz! = J.u(x, y)ds +i J-v(x, y)ds,
4 14 4
unde f{z) este continud pe curba neteda ¥ , caracterizatd de

7\2 ’\2
ecuafiile x=¢,(), y = @,(1).1 € [a.b] si ds= \/[x ) +(5)) a

este diferentiala lungimii arcului curbei ¥ sau elementul de arc
al curbei y. Observim cid aceastd integrala se exprimi cu

ajutorul integralelor curbilinii de speta 1 din domeniul real
([18],6.2.1) si, prin urmare, nu depinde de orientarea curbei date.
Daca f{z)=1 pe ¥, atunci

[ldz| = Jds =L, ®)
Y 4
unde L este lungimea curbei netede ¥ (a se compara cu 6.2.2 si

6.2.3. din [18]).
fn baza definitiei de mai sus si a proprietatilor integralelor
curbilinii de speta 2 din domeniul real, obtinem urmitoarele
proprietéfi pentu integralele curbilinii complexe (de speta 2):
- Pl.Dacd f,(z) si f,(2) sunt continue pe curba neteda ¥,
si A, A, sunt constante complexe arbitrare , atunci

JlA 2+ A, £ (W = A [ fi(2)de+ A, [ £(2)dz,
4 Y Y

AeC, AeC
P2. Daci f{z) este continud pe curba netedd y, atunci

[f(dz=— [f(2)dz,
7 7

unde 7") este curba ¥, parcursa in sens invers (negativ).
P3. Fie curba neteda y = 3, U ¥,, unde arcele ¥, si ¥, nuau

puncte interioare comune , adicd sunt puse cap la cap.Daca
f(z)este continua pe ¥, atunci
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[f)de = [f)de+ [£(2)dz.
I4 N V2

P4. Daci f{z) este continud pe curba ¥, atunci

< ﬂf(Z)lds,

unde ds este diferentiala lungimii arcului curbei ».
Demostratie. Din (3) rezulid ca

b
[F @z =| [ @)z @yt
¥ a

b b
= f G| &) + () de = [|f @) -ds.

P5. Daca f{z) este continui pe curba netedd ¥, si [flz)] <M

If (z)dz
4

z'(t)la’t =

)
< fIf

ff(Z)dZ <M-L, unde L este

4

pentru orice z€v, atunci

lungimea curbei Y.
Intr-adevar din proprietatea precedenti si formula (5) rezulta:

[£(2)dz
4

< |If s < [mds=m - [ds =ML
4 A 4

Curba netedd y se numeste ¢ o n t v r, daci ea este simpla (nu
contine puncte de intersectie cu ea insdsi) si este Inchisd (vezi
9.2.1.). Dacd f{z) este continud pe un contur v, atunci integrala

curbilinie a functiei f o vom nota cu semnul { f(z)dz . In acest

7
caz 1n calitate de sens direct (pozitiv) al conturului y vom
considera acea directi€, cAnd suprafata marginitd de acest contur,
rimine n stinga directiei de migcare. Directia inversa o vom
numi-o sens invers sau negativ si 1l vom nota cu 7/(_) .
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Exemplul 2 : Sa se calculeze c:’- , unde Y este un cerc

y - Z{)
de raza r cu centrul in punctul z, parcurs in sens pozitiv .
Rezolvare. Avem 'y:|z - 2,0! = r. Orice punct de pe cercul ¥

are forma z-z,=r-e", adica z=zy+re",te{027].

Utilizand formula (3), obtinem
CJ' dz
12-zy 5 re

Exemplul 3. Sa se calculeze 4(z— z,)'dz, unde v este un

Y
cerc de raza r cu centrul in punctul z, parcurs in sens pozitiv si

neZ, n#-1.
Rezolvare. Avem: 7:|z - zo] = r. Orice punct de pe cercul ¥

are forma z=2, +re”, unde te[0,2n).Aplicand formula (3),
obtfinem ci

2z it

_ I(Z"”eﬁ) dz:zj”"e dt:izj{dt=27zi.
0

it
Or-e

2T ’ 2n

tj.(z- z,) dz = Ir” o™ -(zo + rei’) Ldt = jr" -e™ - rie"di =
¥ 0 0
2z eiln+l)r 2”

. i 1
— rn+l v J'e:1n+lndt _—
Q

(n+) o
Prin urmare, combinind rezultatele exemplelor 2 §i 3 de mai
sus obtinem urmatorul rezultat:
u O,daca,ne Z,n# -1,
lz—z,)'de=1." ©)
; 24, daca, n =—1,
unde 7 este un cerc de raza r >0 cu centrul in zo §i parcurs n
sens pozitiv.
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e

Nota 2. in baza proprietatii 3, generalizati pentru un numér
finit de arce componente ¥ = ), U 7,.....\U ¥, asezate cap la cap,
toate rezultatele din acest paragraf sunt valabile §i pentru asa
numitele curbe netede pe portiuni : curba 7y , caracterizatd de
ecuatiile parametrice x =@,(r), y =@, ().t € [a,b],se numeste

7
netedd pe portiuni, daci functiile ¢, (1),@/(1), 9,(t), @, (¢),
sunt continue pe [a,b] exceptind un numdr finit de puncte ale
segmentului [a,b], care sunt puncte de descontinuitate de speta 1

pentru functiile @, (t) sl @, (t)
9.5.2. Teoremele Cauchy si consecintele lor.

Fie D < C un domeniu inchis in sensul definitiei 6 din 9.2.1
s1 v frontiera sa exterioara gi fie y este o curba Inchisa simpla si
netedi pe portiuni, adicd y este un contur neted pe portiuni.
Pentru a indica frontiera exterioard a domeniului inchis D pe
parcurs vom folosi notatia D , . Reamintim (vezi definitiile din
9.4.3) cd functia univoca f: D — C este analitici pe D , daca
ea este analiticd pe o multime deschisd G din C care contine D.

Teorema 1(Cauchy). Daci functia univoca f; D — C este

analiticd pe un domeniu inchis §i simplu conex D atunci

{f(2)dz=0, )

pentru orice contur £ neted pe portiuni care se contine in D . In
particular conturul inchis £ poate si coincida si cu frontiera lui

D . Orientarea conturului # se consideri in sens pozitiv (direct).
Demonstratie. Fie ¢ - D . Domeniul inchis D, marginit de
conturul £ este simplu conex. Aplicdm formula (1) din 9.5.1:
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{f @)z = Ju(x, ydx = v(x, y)dy +
{ !

+ i{v(x, y)dx+u(x, y)dy. 2

]
Deoarece f(z) = u(x,y)+iv(x,y)este analitici peEC cu
frontiera £ avem
w, (%,) = v, (X, ) u,(X,y) =, (X, )
pentru orice (x,y)e D,, adici pe D, sunt verificate conditiile

Cauchy-Riemann.
Demonstratia relatiei (1), in virtutea formulei (2), se reduce la
demonstratia egalitasilor
<j' u(x, yydx—v(x, y)dy =0 si

{

§v(x, y)dx +u(x, y)dy =0. 3)
I
Din proprietatea integralelor curbilinii de speta 2 de la functii
reale de doua variabile reale ( [18], teorema 1 din 6.2.4), rezultd
urmdtorul criteriu:

{P(x, y)dx+Q(x, )y =0 & P/(x,)=Q(x,)

pentru orice (x,y) € D, si functiile P,Q,P;,Q, sunt continue

pe D,.
Pentru integralele (3) acest criteriu se reduce la conditiile
Cauchy-Riemann

u, (x,y)==v,(x, s u,(x,y)=v, (), (xy)e D, cD,
care se findeplinesc, deorece f(z)=u(x,y)+iv(x,y) este
analitica pe D.

Prin urmare,
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f[f(z)dz = <ju(x, y)dx —v(x, y)dy +i4v(x, y)dx +u(x, y)dy =
! ! i

=0+i0=0.

Teorema este demonstrata.

Consecintid. Daca f este analiticd pe un domeniu simplu
conex D, iar y; st 2 sunt doud drumuri (arce de curbi) netede pe
portiuni cuprinse in intregime in D, ce unesc doud puncte
arbitrare din D, atunci

[fdz=[f(2)dz,
e bl

unde arcele y; §i v, sunt orientate in acelagi sens.
Pentru demonstratie este suficient s3 aplicim teorema 1 la

conturul y=y" Uy cD.
Aceastd consecinti ne aratd cd in conditiile teoremei |

integrala If (2)dz , unde y este un arc de curba ce uneste doua
4

doud puncte arbitrare z; si z> din D nu depinde de forma curbei
Y, adicd de forma drumului de integrare.

Teorema 2 (teorema Cauchy pentru domenii multi
conexe). Fie functia univoci f(z) este analiticd pe un domeniu

multi conex inchis D marginit de conturul exterior (frontiera
exterioard) ¥ care este neted pe portiuni si contururile interioare

Y; (=1.2,3,...,n) netede pe portiuni, domeniile cérora Dy} nu
apartin  domeniului D 'si Dy,nDy, =0 pentru orice
J,s=12,..n.. Atunci
{f(2)dz=Y {f(2)dz. )
y i=
Orientarea contururilor ¥,%,,%,,....¥n €Ste acelasi: toate
contururile sunt orientate sau pozitiv, sau negativ,
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Demonstratie. Fie domeniul inchis D satisface conditiile

teoremei, adici are forma din fig. 1.

Y1 72 yn-1
— _ — _—
A1 B1 Az 2 A3Bn-2 An-
| S |

D @
7 /

Fig. 1.

Prin taieturi formate din arce de curbe netede care unesc y cu
Y1, Y1 cu 7Y, §i aga mai departe Y. Cu Y, se formeazd un contur y*
neted pe portiuni, care inchide n interior un domeniu simplu

conex [_)7,, =D (se porneste, de exemplu, din punctul A€y pand
in punctul A€y in sens pozitiv pe curba 7, apoi se parcurge
tdietura AA, §i o parte din conturul %, (in sens negativ), taictura
BiA; si o parte din conturul ¥, (in sens negativ) si asa mai
departe pand la tdietura B, A, si pe urma conturul ¥, (in sens
negativ) pina la punctul A, se intoarce inapoi pe tiietura A8,
si partea rimasd a conturului 7, , si asa mai departe tdietura
AsB; si partea TAmasi a conturului ¥, si in sféarsit tdietura A|A (a
se consulta ultimul alineat din 9.2.1). Pe fig.1. conturul y* este
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indicat cu sagefi. Se observad ca I f(z)dz parcurge taieturile
r*

AA,, BiA;, BiAs, ... B A, , B,_i1A, de doud ori, a 2-a oard in

sens contrar cu sensul de parcurgere avut prima dati. Deci suma

acestor integrale pe tdicturile respective este egald cu zero (P2

din 9.5.1). Contururile 7, ,% 2,..., ¥ » sunt parcurse in sens contrar

sensului conturului y. Deci, aplicand formula (1) si proprietatea
P3 (generalizatd pentru un numar finit de termeni) din 9.5.1,
obtinem ca '

{f(dz=0={f()dz~{f (D)dz~ f ()dz—..— { f(2)dlz,
Y y h 7 Ya

unde contururile 7, ¥, ¥,,..., ¥, sunt parcurse in sens pozitiv.
Prin urmare,

n
{f(dz ="y df(x)dz
Y =y,
si formula (4) este demonstrata.
Consecinta. Daca functia f{z) este univoci si analiticd pe un
domeniu inchis dublu conex D, marginit exterior de conturul
neted pe portiuni ¥ si interior de conturul neted pe portiuni ¥,

atunci
df(ehdz = 4 f(2)dz,

unde ¥ st ¥, sunt orientate in acelasi sens.

Din aceastd consecintd reiese urmatorul rezultat important:
Daca f(z) este analitica intr-un domeniu inchis dublu conex D,

atunci integrala curbilinie complexd ‘j‘ flz)dz are aceeasi
r

valoare pentru orice-contur neted pe portiuni £, care apartine
in intregime domeniului D §i inconjoard frontiera interioard ¥y,
a domeniului D.
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Teorema 3 (formula Cauchy). Fie functia univoci f{z) este

analitici pe un domeniu inchis D (simplu conex sau multi
conex) i zo€ D. Valoarea lui f Tn punctul z; este datd de formula
integrala a lui Cauchy

f(zg) = cj 1) )

;2= zﬂ
unde Y este un contur neted pe porpum cuprins in intregime in D
fmpreund cu domeniul D, mirginit de acest contur gi
7€ D, D. Orientarea conturului y este Tn sens pozitiv.
Demonstratie. inconjurim punctul z, din domeniul Dycuun
cerc de razd micd € cu centrul in zg, astfel incét discul respectiv
sd aparfind 1n intregime domeniului simplu conex DycCD. In
domeniul dublu conex cuprins intre conturul ¥ si cercul |[z—zg|=¢
S
Z=2z,
analitice) si aplicind consecinta teoremei 2, avem ci
1@ 4o 1@

52— 2 zz:0

functia ¢(z) = este analitica (ca raportul a doud functii

unde ¢ este cercul lz-—zul =&
Notdm pe £: z—z,=¢&-¢", adicd z=z,+&-e", si deci

dz=¢-i-e"dt cu te [0,27]. In virtutea formulei (3) din 9.5.1,
obtinem

4’& J'f(zu'hgf’) Qeé'dr =

=i [f(z +e eyt
[{]

Observim c¢i daca &£—0, atunci Azp+ee)—fz0),
deoarece f{(z) este continud pe D . Deci
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LD i p@) fde=2mi-£(2,).

cind £—0.
Prin urmare,

cjf(z) dz=2r-i- f(z,)

52— %
si formula (5) este demonstratﬁ.

Asadar formula integrald a lui Cauchy permite de a calcula
valoarea functiei intr-un punct din domeniul D cu ajutorul
integralei curbilinii pe frontiera unui domeniu DycD cu conditia
ca functia dati s3 fie analitici pe D . Constatim ca punctul zg
din formula (5) nu apartine conturului y. De asemenea,
observim ci, dacid zp se aflid fn exteriorul conturului vy, adica

f(z)

Z_Zo

20¢€ D, atunci functia este analitica pe 57 si deci, dupa

formula (1), avem ca tj'f(Z) dz =0.
72— %
Dacd domeniul Tnchls D din teorema 3 este simplu conex,
conturul ¥ din formula (4) poate sé coincida cu frontiera lu1 D.
Pe baza formulei lui Cauchy obtinem urmitorul rezultat
important:
Teorema 4. Dacad functia univocd f{z) este analiticd pe un

domeniu inchis D (simplu conex sau multi conex), atunci ea
este indefinit derivabila pe D si

f("}(zo) - J.(Z {(Z)nﬂ dZ, ne N (6)

unde ¢ este un contur neted pe porfiuni cuprins 1n intregime
in D si zoc D, < D . Orientarea conturului £ se considerd in
sens pozitiv .
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Demonstratie. Fie zoe D §i £ un contur neted pe portiuni
cupring in intregime in D impreund cu domeniul D, marginit
de ¢ sizge D, (vezifig. 2.)

Fig. 2.

Demonstradm formula (6) pentru n=1.

Avem: f’(zg) = gr_nm S (zq +122)'f(zo)

, unde ze D, si
zo+Aze D,cD.
Aplicind formula (5) pentru f(z) analiticd pe D:, obtinem ca

: 1 1 f(z)
Zy)=lim—— ]
f( )) EH‘% {2}:; ?-Z_(ZO'*‘AZ)

1 &dz}z

27wl 72,

)
=1 dz | =
};12%':& 27[ 4f (Z —(2,+Az) z-z, z:l

1 1 7—2,—7+7,+Az
— [ d ) 4 —
hm|:27rl Az jf(Z) ¢ (Z“'zu_AZ)(Z—Zn)jl

_ .. 1 ‘j‘ f(2)dz =
m) 277 Y az,-Aa)z-2)

{ 1 [(z*a,—Az)JrAz]f(z)dz}:

=l' "

;Ln, 2r-i (z—-z.,—Az)(z—z(,)2
_ [ irod A fd |
I 27 Yame? 270 e Ga |

i f(z)dz 1 f(2)dz
. + ‘Az, z,€ D.
e Ll 4
2r- ;{( z,) lm!:Zﬂ' - j‘(Z“c:,‘AZ)(z 20) 2j| 0
Aritim mai Tntii ca functla
f(=2)dz
f(z(l = 4

(Z Zu) (Z—Z(,"'AZ)

este marginita pe D}. Intr-adevar, din analiticitatea functiei f{(z)
pe 5!, , reiese cd f(z) este continud pe domeniul inchis 5, Prin

urmare, f{z) este maginita pe 5, (vezi 9.2.3), deci existd numarul
real M, astfel incét | f (z)| <M , pentru orice punct (x,y)e £.
Notand cea mai micé distanta de la punctul zp pana la conturul
fcu 28 (fig2.) si considerand |Az|< &, avem Iz —zol >26.
Deci
|z—zo —Az|2}z—z0|—[Az]> 20-0=0 si

| f(2) | .M _M

|(z ~2) (22, —Az| 46*-8 46°
pentru orice punct z ce apartine conturuluj 7.

Aplicand proprietatea P4 din 9.5.1, rezultd ci
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‘j- Sf(2)dz 2|S
t( - Az)(z-2,)

f(2) PR fas L
|(Z L AZ)(Z Zu)l 4§3€ 453'

unde L este lungimea conturului £.
Deci

(2=

Egﬂf.(zn)v- Az|=|glr3)|f.(z.,)l~|Az|=

ca produsul dintre o functie reald marginitd si o functie reald
infinit mica. Prin urmare, limf,(z(,)-Az =0 si

, 1 f(z)dz
. Az =
-1 f(2)dz
27[ . i l (Z_Z())z'

In mod similar formula (6) se demonstreaza pentru n=23,... .
- O demonstratie mai detaliatd o puteti gisi in [6], cap. 5,
teorema 5.12 (consecinta 1).

Consecinta 1. Daca functia univoca f{z) este analiticd pe
domeniul inchis D, atunci derivatele ei de orice ordin sunt
analitice pe D.

Consecinta 2. Dacid functia f{z) este analitici pe un disc

inchis [z - z(,] < r, r >0, atunci au loc inegalititile lui Cauchy:

£z,

nen, (7

unde M = Suplf(z)l, iar y este cercul |z, - zo| =r.
€y

122

=N

Demonstratie. Considerind in formula (6) in calitate de
conturul £ cercul lz—zo|:r,r>0 cu lungimea 2m si,

utilizand proprietatea P5 din 9.5.1, obtinem:
2—2= r-e"‘ te [0,271] si
! ‘M
J(2) | ZmS—n—-M 2= ,
ﬂ-rl . r(JH—I)l l 2” rrh‘l f n

unde M :Sup[f(z)| si L, =2mr.
€Y
Remarcim ci dacd domeniul inchis D din teorema 4 este
simplu conex, atunci in calitate de conturul / din formula (6)
poate fi consideratd si frontiera lui D.
Noti. Teoremele 1, 2, 3 si 4 raméan valabile si in cazul cind

conditia ,f(z) este analitica pe D “ este Inlocuitd cu conditia ,f(z)

este continud pe D si analitica pe D*. Cu aceastd ocazie a se
consulta [27], cap. 1, § 4.12,§ 4.13 5i § 4.14.

2dz
Exemplul 4. Si se calculeze 4———
(z—1)(z-2)
contur arbitrar ce nu trece prin punctele z;=1, 22=2. Conturul y
se considera orientat in sens pozitiv.

unde Y este un

Z

, (z-1(z-2)
in fractii elementare:
Z A

= +
(z-D(z-2) z-1 z-2

Rezolvare. Avem f(z)= .Descompunem f{z)

, unde A=-1, si B=2.

Deci f(z):——%--——L si, prin urmare,
z2—2 z-1

zdz dz - dz
= 4f()dz_4( “)z-2) ‘jﬁ -1

=2'Il_ 2
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Remarcam ci functia f{z) este analitica pe C, exceptind
punctele z;=1 si 75=2.
Consideram urmatoarele cazuri (vezi fig.3):

Fig. 3

I)Conturul y =y, este astfel inciat domeniul Dy, méirginit

de acest contur, nu contine punctele z; si z2. In acest caz,
aplicind teorema I pentru functia f{z} analitici pe domeniul

Tnchis simplu conex D, , obtinem ca 1=0.

2)Dacd y =7y,, adica conturul y, este astfel incit z, € D,

lar z, & D},2 , atunci I,=0, deoarece f,(z) = este analiticd

pe domeniul Tnchis si simplu conex 5},’ .

Pentru a calcula I; aplicdm formula (5) cu fiz)=1/:

z—

72
Deci I=2-1-1,=0-2r-i=-2r-1i.
3)Daca y =y,, adicd conturul ¥, este astfel Tncit z,¢ D% ,

1ar 2,€ Dh , atunci in virtutea formulei (1), avem 1,=0, deoarece
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functia f,(z)= l este analiticd pe domeniul inchis simplu

7 -
conex D .
Y3

Aplicind formula (5) cu fiz)=1, avem ca

]]z{j.ldzzzﬂ-lf(22)=27£'11:27f£

Yzz_

Deci I =2-1,-1,=2-2r-i=4r-i.

4) Conturul y = y,este astfel incit z,€ D},.1 sl 7€ Dy‘ , adica
conturul ¥, contine in interiorul lui ambele puncte. Asadar
aplicand teorema 2 pentru domeniul triplu conex D, , rezulta ci

. zdz _ 2dz + 2dz
I= ‘f(z-l)(z—z) - 4(z—1)(z—2) g(z“’)(z"z),

Va £
unde conturul £, este de tipul conturului ¥, (care inconjoard
numai punctul z;,=1), iar conturu} £, este de tipul conturului Y3

(care Tnconjoard numai punctul z>=2). Aplicand cazurile 2) si 3)
de mai sus, avem cd

= c{—idz—z—27r~i+4fr-i=2ﬁ-i.

e

Exemplul 5. Folosind formula integrald Cauchy, si se

calculeze c{—;—w

y &

,unde ¥ este cercul cu centrul n punctal i de

raza r=1/, adicd 7y are ecuatia |z —i| =1. Orientarea conturului 'y

se considerd 1n sens pozitiv.
Rezolvare. Avem




g s . 1 . .
Observidm ca functia f(z) = ——este analiticd pe discul
2+t

inchis |z—4 <1 marginit de y. Aplicind formula (5), rezulta ci

dz s 1
=27 f(i)=2m ~=1.
Jag=2 fo=m

4

Exemplul 6. Si se calculeze r{v—dz unde vy este cercul

|Z' 1, orientat in sens pozmv

Rezolvare. Functia f(z)=cosz este analitici pe discul
inchis ]ziSl, marginit de . Aplicind formula (6) cu
f(z)=cosz sin=2, obtinem ci

cosz 274 .,
4 —*2—!'f ).

Avem: f’ (z) =-sinz,
£7(0) =—cos0=-1. Deci

f(z)=-cosz si

‘j‘% - ( D =-m.
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9.5.3. Integrala nedefiniti complexa.

Fie functia univocd [ (z) definitd pe domeniul D (simplu
conex sau multi conex).

Definitia 1. Functia F(z) se numeste primitiva functiei f (z)
pe domeniul D daci

F2)=f (x), ze D.

Observim ¢ dacid F(z) este primitivd pentru f (z) pe D,
atunci orice functie F(z)+A, unde A — o constantd arbitrard
complexd, este de asemenea primitiva lui f (z) pe D. Are loc st
afirmatia reciproca: dacé F(z) si Fp(z) sunt doud primitive ale
functiei f(z) pe D, atunci ele se deosebesc printr-o constanta.

intr-adevér, fie

F()=F\(2)-F22)=ulx,y)+ iv (x,y).

Avem F'(2)=F/(2)-F7(2)=f (2)- f (2)=0, adicd u,(x,y)+ivy'(xy)=
=/ (x,¥)-fuy (x,3)=0. Deci u,'(x,y)=u,’ (x,y)=vy"(x,y)=vy"(x,y)=0,
pentru orice punct (x,y)€ D. Aceasta inseamnd ca functiile reale
u(x,y), v (x,y) sunt constante reale pe D. Prin urmare, u(x,y)=A;,
v(x,y)=A2 pentru orice punct din D si F(2)=F\{(2)-Fx2)=
=A+iA>=A, unde A este o constantd complexa.

Asadar, daci F(z) este o primitivd a functiei f{z) pe D, atunci
multimea tuturor primitivelor functiei F(z) pe D are forma
F(z)+A, unde A este o constantd arbitrard complexa.

Definitia 2. Multimea tuturor primitivelor functiei f{(z) pe D
senumeste integrald nedefinitd complexi (sau
simplu integrald nedefinitd) a functiei date §i se noteazd cu
simbolul j' f(2)dz.

Astfel, daca F(z) este o primitiva pentru functia f (z) pe D,
atunci

[7()z=F(2)+ A Ae C, F(2)=f(z). ze D.

Teorema 1 (existenta primitivei). Fie functia f (z) continua
pe domeniul D (simplu conex sau multi conex) si
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‘{f(z)dz =0,
4

pentru orice contur y neted pe portiuni cuprins in intregime in D.
Atunci pentru orice punct fix z,€ D si orice punct arbitrar
z€ D functia
Z
F(z)= ff(é’)dff )
<o

este analitica pe D $i F'(2)=A(z), pentru orice z& D.

2
Demonstratie. Aratdm, mai intai, ci integrala _[f (£)d¢ nu
o
depinde de forma curbei, ce uneste punctul fix zee D cu punctul
arbitrar ze D.
Intr-adevar, fie Y1 §i 72 doud curbe netede pe portiuni ce unesc
20, 2 $1 71D, y,D.
Evident ¢& conturul y format din aceste dous curbe aparine in
intregime domeniului D §i Y=y, Uy, =MymMnMy(vezi fig. 1).

Fig 1. Fig 2.
in baza conditiilor teoremei avem:
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df(&dé=0,

y(MgmMnM )
wica | [©dE+ [F(©dE=0.
(MM ) (MaMy)
De unde
[rene=- [ f&ac= [r&ag,
(MynM) (MM y) (MynM)

ceea ce inseamna ¢

[£&ag=[ras.

Agadar, integrala J.f (6)‘15 pe curba 7y ce uneste punctele
2
20 st z nu depinde de forma acestei curbe §i dacd zp este un punct

fix din D, atunci J.f (Cf )dé: depinde univoc de punctul arbitrar

“{)

z€ D. Deci functia
Fo= [f(©)dé

este o functie univoci pe D.
Demonstram acum ci F'(z,) existd si coincide cu f(z,)

pentru orice punct arbitrar z,€ D.
Deoarece f(£) este continud pe D, ea este continud n z1€ D.

Aceasta inseamna cd
Ve>0, F5=8¢€) >0, Ve D : [fz)/=[At/ <=

=>/f(8-f @) <e @
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Fie U(z),0) aceastd vecindtate a punctului z) (fig.2). Daci A
este segmentul de dreapta ce uneste punctele z; i &=z1+4z, care
evident apartine in intregime multimii U (z;,0) si are lungimea
L=/Az/ , atunci curba ()4 A)C D este netedd pe portiuni si are
inceputul in punctul z4si sfarsitul in (z,+4z). Deci

z+Az
Flgy+0)y= | f(&dé= [f(&)dé=
% y+A

= [ F(EME+[ f(E)dE =F (z)) + [ f(E)dE.
7 A A

Prin urmare,

F(z) +A2)-F(z)) 1 '
Az _f(Z])zzz_ﬁf(é)dg_f(Zl):

f(©)d¢ - f(z))Az Jlf(é”)df*f(z])/ftdf
AZ = AZ =
1
" i[f(é‘)—f(z] e,

doarece in virtutea formulei (4) din 9.5.1, avem ci

Id§=(21+Az)-—z, =Az.
i

_

Aplicand relatia (2) de mai sus si proprietatea P5 din 9.5.1,
obtinem ca

flr & - rplag

Az

|F(z, + A2y~ F(z,)
T A

IA

—f(z.)}%

1 1
< — — L, <—-¢&-|Az]=¢.
IAZ||f(§) f(zl)[ /{<|AZ| € | Zl £
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’ . + -F
Aceasta inseamnd ci F (Z'):zlgmo F(z, +A)-F(z)) _

Az

= f(z ) Deoarece z; este un punct arbitrar din D), am obtinut

ca F'(z)= f(z) pentru orice ze D. Deci functia F(z) este
analitica pe D si teorema este demonstrata.

Consecintid. Daca f(z)este analiticd pe domeniul simplo
conex D si g4 este un punct fix ce apartine lui D, iar z este un
punct arbitrar al acestui domentiu, atunci functia

F(z)= }.f(é)df

este  a) analitica pe D;
b) primitiva lui f pe D;
¢) indefinit derivabila pe D.
Demonstratia reiese aplicand teorema 1 si consecinta 1 a
teoremei 4 din 9.5.2.
Teorema 2. Daca functia f (z) este analiticd pe un domeniu
simplu conex D, atunci

[7&)dE ~gz-gizo, ®

0
unde z; $i Zg sunt puncte arbitrare din D, iar ¢(z) este o primitiva
a functiei f(z) pe D.
Demonstratie. Fie ¢(z) o primitiva a functiei f(z) pe D. In
virtutea consecintei din teorema 1, avem ci functia F(z) =

= j F(EYAE este de asemenea o primitiva a functiei f(z) pe D.

g
Deoarece primitivele se deosebesc printr-o constantd complexa,
rezulta ci
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] F(&)dE = p)+a, Ac C.

Daca z=zp, atunci curba ce uneste punctele zo si z este inchisa.
%
Aplicand formula 4 din 9.5.1, avem: j F(E)AE =0 si relatia de
“0
mai sus se transforma in egalitatea

0=9¢(z,)+A.

De unde A=-¢(z,) si If(f)dé:: #z) - &zo) . Daci

consideram z=z;, obtinem formula (3) si teorema este
demonstrata.

Formula (3) se numeste formula Newton — Leibniz. Mai
compact, aceastd formula se scrie in felul urmator

(7 = a0

Tehnica de calcul a integralelor nedefinite complexe este
aceeasi ca si in cazul integralelor nedefinite reale. Metodele
traditionale: metoda substitutiei si integrarea prin parti sunt
valabile si pentru integralele nedefinite complexe. De asemenea
tabela de integrare in cazul real ramane valabila §i pentru
integralele nedefinite complexe (cu anumite comentarii):

D) [e'dz=e+A,

M
<o

n+l

z
n+l

3)_[—45:an+14,

2) [¢"dz=

(nt-l,ne?),

4) jsin zdz =—cos z+A,
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5) jcos zdz=sinz+A,
6) Ishz dz=ch z+A,
7) jchz dz=sh :+A etc.

Aceste formule reies din relatiile
7’

n+l
(sinz) =cos z,(chzY=shz (shz)y=chzetc.
Trebuie de atras atentie ca primitivele sunt functii analitice, §i
de aceea ele impun anumite restrictii asupra domeniilor, in care
sunt valabile formulele (1) - (7). Asa, de exemplu, pentru
formulele (1), (4), (5), (6), (7) in calitate de domeniu de
existentd al formulelor respective poate fi considerat orice
domeniu din C. In ceea ce priveste domeniul de existentd al
formulei (2) se poate considera orice domeniu din C daca n=20,
iar pentru n<0, domeniui nu poate contine punctul z=0. Pentru
formula (3) 1n calitate de domeniu se ia multimea
D=C\{ze C,Rez<0, Im z =0},
in care ramurile functiei multivoce Lnz sunt caracterizate de
functii univoce (a se consulta 9.4.4).
Unele formule din cazul real sunt esential diferite, pe cand in
cazul complex ele se deduc una din alta. De exemplu, in
urmitoarele perechi de formule

+
j_dz :larctg£+A$i I——-———zdz =—]——lna ‘v A
a

n+l
b4 n r 1 ;s
(e’-)':el, (——} =2z, (an) =—, (—C0S8S Z) =sinz,
Z

2+ad’ a a’~z° 2a a-z
sau
dz .
jT=lnz+\/a2+Zz +A i
a” +z

dz .z
I—~— = arcsin—+ A
a’ -7 a

133



o formula reiese din cealaltd inlocuind z prin (iz) si utilizand
formulele respective din 9.3.3 - 9.3.10.

Intr-adevar
d(iz) (iz)
— arrr -—+A sau
‘[(IZ} +a’ a & a
i+iz
d ] .
[ Wz _T 1 ayq,
(a* —<) a 2 P
a
1
Dect i —_— :~lna+ + A, adici
a’ =7 2a a-—z
7}
== it
Z'—-a 2a a-z
In acest caz am utilizat formula arctg z7 = «2mln— din 9.3.7).
[_

Propunem cititorului sa efectueze transformirile respective in
a doua pereche de formule.

Teorema 3. (Morera — matematician italian). Fie functia f(2)
continui pe domeniul D (simplu conex sau multi conex) si

[fydz=0

pentru orice contur y neted pe portiuni siy < D. Atunci
functia f(z) este analitici pe D.

Demonstratie. In virtutea teoremei | functia f admite o
primitiva pe D:

FQo)= J f(&)d¢ , F(@)=fz), 2D, zeD.
20

§i' F(z) este analitica pe D. In virtutea teoremei 4 (consecinta 1)
din 9.5.2 avem ci F(z) este indifinit derivabila pe D. Deci F'(z)=

=f (z). si F7(2)= f”(z) pentru orice z€ D, ceea ce inseamni ci
functia f(z) este analiticd pe D.
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Teorema 3 este teorema inversd teoremei lui Cauchy pentru
domenii simplu conexe.

Asadar, in domeniul simplu conex D afirmatia ,, f (2)
analitica pe D’ este echivalent3 cu afirmatia ,, f (z) este continué

pe D si I f(2)dz =0, pentru orice contur ¥, neted pe portiuni si

cuprins in fntregime in D’ sau cu afirmatia ,, f admite o
primitiva pe D,

Teorema 4. (Liouville (1809-1882 -~ matematician francez).
Dacid functia f (z) este analiticd si marginitd pe C, atunci f (z)
este constantd pe C.

Demonstratie. Fie f (z) marginitd pe C, adica | f (z)iS M.

Construim un cerc ycu centrul in z€ C de raza r > 0. Aplicand
inegalitatile Cauchy cu n=1 {(consecinta 2 a teoremei 4 din 9.5.2.),

M
rezulti ci |f (z)|< <— deoarece Sup |f(z)| S<M.
ey
Intrucat numarul M nu depinde de r i functia f (z) este
analitici pe C, adicd f (z) este o functie intreaga, trecand la
limita in inegalitatea de mai sus cdnd r—> oo, obfinem

| f '(z)| = (. Prin urmare, in baza teoremei 2 din 9.4.3 functia f

este constantd pe C si teorema este demonstrata.

Constatdim c¢i teorema lui Liouville este caracteristici
functiilor complexe de o variabild complexa. Exista functii reale,
nelimitat derivabile si marginite pe R, care nu sunt constante pe
R, ca de exemplu functiile sin x §i cos x.

Notia. Rezultatele obtinute in studiul functiilor complexe pot
fi aplicate §i in alte compartimente ale matematicii. In calitate de
o astfel de aplicatie vom da aici o foarte simpld demonstraie a
teoremei fundamentale a algebrei, numitd teorema lui Gauss. in
algebrd, se demonstreazi, ci orice polinom cu coeficienti
complecsi de gradul n21 are cel mult n ridicini. Teorema
fundamentald afirma ca exista cel putin o rddécind. De aici, cu
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ajutorul teoremei lui Bezout (1730-1783-matematician francez)
se deduce usor ca polinomul are exact n ridacini. Teorema lui
Gauss, desi se utilizeaza foarte des in algebrd, nu admite o
demonstratie simpla, care s fie bazata pe metodele algebrice.

Teorema 5 (teorema fundamentala a algebrei). Orice functie
polinominala de gradul 721 se anuleaza cel putin fntr-un punct
din planul complex C.

Demonstratia se face prin reducerea la absurd. Presupunem
ca polinomul f (2)=P,(z), n€ N nu se anuleazi nici intr-un

punct din planul complex, atunci functia ¢ (z)=

este o
n (Z

functie analitica pe C, adic# este o functie Tntreagi. Observam ci

entru z—> oo, avem: ¢(z)= —0, adicd lim ¢(z)=0.
P ®(2) 3 Alm, ¢(z)

n
Aceasta inseamna cd pentru orice £>0, in particular pentru g;=1,
existd un numar real r>0, astfel incdt pentru lz‘>r avem ca
'(o( z)l <1. Intrucat multimea

D={zeC, l Z] <r}
este compactd si ¢(z) este continud pe D, conform teoremei lui
Weierstrass, aceastd functie este marginita pe D. Deci existd un

numar real M>0, ca |§0(z)| <M pentru orice zeD. Asadar, functia

¢(z) este marginitd pe C, deoarece 1(p(z)| <M+1 pentru orice ze C.

Deci pentru orice zeC, functia este mArginiti.

P(2)

n

Aplicand teorema 4 (a lui Liouville) obtinem ci functia

P (2)

n

este constanta pe C. Prin urmare, si functia P, (z)este constanti
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pe C, adicd P,(z) este de gradul 0, ceea ce contrazice ipoteza ca
neN. Deci polinomul P (z), n€ N are cel pufin un zero in
planul complex C. Teorema este demonstratd.

9.5.4. Exercitii si raspunsuri la paragraful 9.5.

1. Si se calculeze integrala jf(z)dz, unde ¥ este arcul
7

semicercului |Z| =2, Imz <0 din punctul z;=-2 in punctul

2=2, dack 2) l)=2; b) ﬂ2)=%; ) f(z)=|Zl; d) f=2-|2;

e) fiz)=2x-3iy.
2. Acelagi lucru, dacd y este segmentul de dreapta ce uneste

punc[ul zi=1 cu punctul Zo=i $l a) ﬂZ)=Zs b) ﬂZ}: ImZQ
I
C)f(Z)=H-

3. Si se calculeze integrala ﬂz]dz, daca y esle cercul
7

]z - i| =1 orientat Tn sens pozitiv.

4. Sa se calculeze integralete _[ezdz si _ﬂe:’dz , daca

7 s

a) y este segmentul de dreaptd ce uneste punctele z;=0 si
=1+,

b) y este arcul parabolei y=x’ ce uneste aceste doud puncte.
S# se comenteze rezultatele.

5. Si se calculeze integrala _ﬂz’dz , dacd y este:

Y
a) segmentul de dreaptd ce uneste punctele z=-i §1 2=,
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b) arcul cercului |z| =1, Rez 20 ce trece prin aceste doui
puncte;

¢) semicercului le =1, Rez<0 ce uneste aceste doui
puncte. Sd se comenteze rczultatele obtinute.

6. Sa se calculeze integrala 4 Z- |z|dz ,unde ¥ este o curbd
4
inchisd compusd din semicercul 'Z' =1, Imz=>0 si

segmentul [—1,1] de pe axa OX.
7. Sd se calculeze primitivele functiilor: )
a) flz)=e"; b) lI)=sinaz); ¢} flay=sh(az); d) fla)=2-€*;
e) flz)=zcos(az); ) (z)=zch(az), unde ae C.
8. Si se calculeze integralele:

a) z-zdz; b) dz-lmz’dz; o) dRez-dz.
jz[=1 |z|=2 |z=1]=1

Cercurile sunt parcurse in sens pozitiv.

9. Sa se calculeze integralele:

2+
a) .[(322 +22)dz;

i
b) Jz -c08 zdz;
)]

I+

c) I sin z - €os zdz; d) I(i12 ~2z¢% )dz;

ln(z+1)
z+1

e) _jlz -cos z’dz; f) I

[0} ¥
unde ¥ este arcul cercului }zlzl, Imz 20, Re 220 ce
unegte punctele z;=1 gi zo=i;

J-l + fg Z
; COS° Z
uneste punctele z;=1 §i z2,=i;

h) Itg zdz, unde Yy este arcul parabolei y=x

14
punctele z;=0 si zo=1+i;

g) dz, unde y este segmentul de dreaptd ce

2 ce uneste
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i) [Imz’-Rez'dz, unde ¥ este arcul parabolei y=3x' din

14

punctol 2;=0 in punctul z=1+3i.

10. Utilizand teoremele si formula lui Cauchy sa se calculeze
urmitoarele integrale (contururile

pozitiv):
dz
a) T
|z]=3 zZ +4Z
) Sinz
c —47;
|zf=3 (Z - 2l)3
e‘dz
€) )
[:éz ZZ — 1
COS
g S - dz;
jo=4 2 — A
) Sin /7
1) ({
e (27 = 1)*
CoSZ
k) dz;
|z~llzl 4 -7
zdz
m) ” )
|z-2]=2 £ -1
0) L ‘f[ z-e

COS Z
b) 4 ———dz
||({ (z=1(z+3)

(J' COSZ
et (2 — 1)’
dz
|2=2if=2 7+ 9’

sh’z

2

daz;

h) dz,

2
z2°dz.
e £

zdz
1) ;
]:+{2§|'=2 Z2 - 1
2'dz
) §—
|z|=2 (Z + 1)
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¥ sunt orientate Tn sens



11. Si se calculeze t{ >
1+ z

a) y:|zJ =—
z—il=1

Contururile sunt orientate in sens pozitiv.
dz

12.  Si secalculeze 4—;——w dacd

V(ZA "])Q’

a) }/:Izml‘:]; b) y:|z+1|=]; c) 7:1z|=2. in toate

cazurile conturul ¥ este parcurs in sens pozitiv.

13. Sa se demonstreze ci

jdz=0, jzdz:() si I(Z—Zc,)'*(iz:O, ne N
4 14 7

pentru orice contur ysi orice g€ C.

14. Calculind integrala fezdz , 83 se arate c3
{z}=)

2z

je“’“" cos(@ +sinB)d o :_]‘e“’“e sin(@ +sin 8)d 6 = (.

0

15. Sa se calculeze integralele

’

)(ismfw +cosirz )Lj-

(z-D(z-2) (z+ 1)

4

unde yeste cercul lz| =3 orientat Tn sens pozitiv.
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Raspunsuri.

1. Indicatie generald: y: z=2¢", te [x.27], z=2e™"

. | vz 1-7
aydm:byim )8, d)d;e) 10in| x= 5 V= .

2. Indicatie generald y: z=x+(1-x)i, x€ [1,0].

i—1  1—i
Vith) — ¢) ——In(3 ~2~/2).
a:)z -\/E

3. —§(y: p=2sint,r€ [0, 7], z=p-e" =2sint-e).
4, a) (ecosl-1)+iesinl si (e-1)(1+i); b) a) (ecosl-1)+iesinl si
(e-D)+2i.  fi(z)=¢" este analiticd pe C, iar fg(Z)=|€zl nu este

analitica pe C.
5. a)l; b)2i; ¢) 2L
6. i

7. a) l-e“: +A, Ae C; b) :—]-cos(az)+A, Ac C;
a a
) I—ch(az)+A, Ae C; d) l[z—lJ-i-A, Ae C;
a o a

1
e) ]—zsin(az)+—cosaz+ A Ae C;
a a

f) lzsh(az)+—l—cha« +A,Ae C.
8. a)O b) ]677 c)m
9.2) 7+197; b)— c) [(I—cosZch2}+zsln2ch2];

d ._-, e —sml; ——(4z]n2—7r);
) 3 ) 2 D 32

1 . 1 ,
iothl=]tgl+—te’1+—12711;
g [g 518 zg]

141



h) i-arctg(tgl-thl)— %ln(shzl +cos’1);
51 3456

i) - = 222

8! 35

i .
10. a) 0; b) 7005 I, oymch2; &)y —7mi-chl;
e) 2ri- shl: ) %; 2) 0y h) 73 i) _”7}; i) -ri:

k) 0; 1y 7z4; m) %m‘; n) 127;

0) 27t(cos1—sin1)i - (cos1+sin1)].
1. a)0;b) 7 ©) -

12. a) —; b)-—gé; ¢) 0.

13. Fonctiile f1(2)=1, fi2)=z, fx(2)=(z-20)", n€e N sunt
analitice pe C. Se aplicd teorema Cauchy pentru domenii simplu
‘conexe,

14. ge"dzzo; z=e€",dz=¢"-i-d@, t1<|0,2z].
4

2n
DeCi J.ecosﬂﬂsmg ei& dIe:O.
0
2

15. a)47zi;b) 8xi-e >.
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9.6. Serii complexe.

Rezultatele de baza obtinute in 9.5 vor fi aplicate la studiul
comportdrii scriilor de functii analitice cu scopul dezviluirii
proprietatilor esentiale ale notiunii de functic analiticd (sau
olomorfad, sau regulard). Rezultatele fundamentale ale seriilor
functionale uniform convergente pe un domeniu se vor aplica la
studiul seriilor de puteri, care vor permite sd obtinem inca o
definitie a functiei analitice echivalenta cu cea din 9.4.3.

Un rezultat central va fi stabilirea echivalentei intre notiunile
de “funcfie analiticd (derivabild, C - diferentiabild)” i
“funcrie dezvoltabild in serie Taylor”, ceca ce permite de a
construi teoria functiilor analitice pornind de la definirea lor ca
functii dezvoltabile in serii de puteri (vezi [1], [7]).

Tot aici se vor introduce seriile Laurent, care vor permite
studiul comportarii functiei analitice Tn jurul unui punct singular
izolat. Pe baza acestor serii se¢ vor introduce alte notiuni, ca
reziduul functiei, care vor fi dezvoltate si aplicate in 9.7.

9.6.1. Serii numerice complexe.

Expresia de forma
Zy+z, otz o,
unde z,€ C, ne N se numeste serie numericd complexd. Se
noteaza cu
Zzn =Z(xu +iyn)’ (])
n=I n=l

unde x, =Rez,, y,e€lmz, si nelN.

0o
Numiérul
S, =z +z,+tz, =(x, +x,+..+x, )+
+iy, +y,+..+y, ) neN
se numeste sumd partiald a seriei (1), iar seria
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Ll + Z’n+2 +ot pst T = ZZrH—k i (2)
k=)

se numeste restul de rangul (ordinul) n, ne N al seriei (1) si se
noteaza cu r,,.

Definitia 1. Seria (1) se numeste convergentd, daca exista
limita finitd lim S, = § .

n—oo

In caz contrar seria (1) se numeste divergentd. Numirul S se

numeste suma seriei (1) si se noteaza astfel § = Z Z,.
n=|

Similar proprietatilor seriilor numerice cu termeni reali (vezi
([18], 8.1.1.) pot fi enuntate urmatoarele rezultate:

1. Omiterea unni numar finit de termeni sau adaugarea
citorva termeni noi nu schimba natura seriilor, adicd ambele
serii sunt simultan sau convergente, sau divergente.

2. Dacd termenii seriei convergente (1) se inmultesc cu un
numir a, atunci seria obtinutd este de asemenea convergenta si
suma e se inmulteste cu numarul a. De aici rezulta, cd daca
seria (1 este divergenta, atunci s seria
Za z,» a#0, ae C este divergenta.

3. Doud serii convergente §, = Zz,,, S, = Zw,, se pot
=1

aduna sau scidea termen cu termen i seriile Z(z,, *w,) vorfi
n=1
de asemenea convergente, suma lor fiind egald respectiv cu
Sr’rSz $1 Sr Ss.
4. Restul r, (de rangul n) al seriei convergente (1) tinde

citre 0, cAnd n —> oo , adicd limr, =0, deoarece in acest caz
n—yoo

limr, =1lim(S - §,)=S~1im§, =5-5=0, unde § este

H—o n—yoo H—>00

suma seriei (1).
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Au loc urmétoarele teoreme. )
Teorema 1. Pentru ca seria (1) sd fie convergenia este
necesar si suficient ca seriile cu termeni reali
SRz, =Sn, 5 Sme, =3,
n=1\ n=} #=1 n=l
sd fie convergente.
Demonstratie. Avem
S =z 42tz =+ bty )t
+ily, 4y, ot ¥, ) =0, +iT,
Dacia seria (1) este convergenta, atunci
S—1imS =limo, +i-imz, =S +i-S" i deci seriile reale
n—ses n—e n n—yon "
Zx , Z ¥, sunt convergente. Invers, dacd seriile reale
n
n=1

=t

PR
n=]

numerele S’ si S”, atunci
. ;o _
limo, = lim(x, +x, +..+x,)=5", limz, =
—e0

o
n—soo n n—

oo

y, sunt convergente si sumele lor sunt respecttv
§

H=

= lim(y, + y, +.+y,)= 5",

ceea ce fnseamni ca exista limita
lim$S =lim(o, +i7,)=S +iS’, adica  seria (1) este
n
n—yoo n—yoa
convergenta.
Teorema este demonstrata. )
Consecinta 1. Daca seria complexd (1) este convergentd,

atunci limz, =0.

n—yvo

intr-adevir, daca (1) este convergenta, atunci seriile reale

ZRC Z, = Zx,, si Zlm Z, = Z y, sunt convergente. Decy
n=| n=1

=l n=1
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limx, =0 si llm y,=0 ([18], teorema 2 din 8.1.1.). Prin

R—0a
urmare,
llmz —llm(x +zyn)—11mx +ilimy, =0.
n—yoo
Consecinta 2. Dacda limz, #0 , atunci seria (1) este

n—oo
divergenta.
Demonstratia se face prin metoda reducerii la absurd si
utilizdnd consecinta 1.
Teorema 2. Fie seria complex (1) si seria reald

o

=3

=1
Daci seria reali (3 ) este convergentd, atunci si seria
complexi (1) este convergenta.
Demonstratie. Fie z, = x,+1iy,, x, € R, y, € R si ne N.

3)

|z| +|za] + -+ z,|-

n

Avem

o<y, Y+, ) =le] st [ sy +(,) =

Aplicand criteriul (1) de comparage a semlor reale cu
* termenii nenegativi (vezi ([18], teorema 2 din 8.1.2.), conchidem
ci din convergenta seriei (3) reiese convergenta seriilor reale cu

> si Ziy

n=1

n N

, ceea ce Inseamnd ca

termenii nenegativi

seriile reale an st Zy" sunt absolut convergente (a se
#=l| n=l1
consulta ([18], teorema 1 din §8.1.3).

Prin urmare, in baza teoremei 1 de mai sus, seria (1) este
convergenta si teorema este demonstratd.

Definitia 2. Daca serile (1) si (3) sunt convergente, atunci
seria (1) se numeste absolut convergentd. Dacéd insi seria (1)
este convergentd, iar seria (3) este divergentd, atunci seria (1) se
numeste neabsolut convergentd (vezi ex. 1 b) de mai jos).
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In acesti termeni teorema 2 se formuleaza astfel: orice serie
complexd absolut convergentd este de asemenea §i convergentd.

Teoremele | si 2 aratd ci convergenta sau divergenta seriilor
complexe se reduce la cercetarea convergentei sau a divergentei
seriilor numerice cu termeni reali. De aceea criteriile de bazd din
cazul real (([18], 8.1.1. — 8.1.3.) se aplicd la cercetarea naturii
unei serii numerice complexe.

Reamintim formularea unora din ele:

Teorema 3 (criteriul I de comparatie).

o0

Fie seriile numerice complexe Zz" §i an astfel

=l n=]

incat |zn| < |w"| pentru orice ne N,

.|, Teiese

n=1

convergenta absolutd a seriei complexe ZZ,,

n=1

Din divergenta

.|, rezultd divergenta seriei

n=l

>

n=l

W

nl

Teorema 4. (Criteriul D’ Alembert). Fie llmZ =/, daci

n—oo zZ,

[ <1, atunci seria complexd (1) este absolut convergenta, iar
dacd [ > 1 , atunci seria (1) este divergenta.
Teorema 5 (Criteriul radical Cauchy).

Fie 11m'{}| =1. Daca [ <1, atunci seria complexa (1) este

absolut convergenta, iar daca I>1,
divergenta.

atunci seria (1) este
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Exemplul 1. Sa se cerceteze natura sertilor complexe:

) ZZ”; b)z ( 2n i 2nl-—J;

n=0 n=l
R 2+i 2 "
c) Z(—3;‘““; d) > i"(3+2i)°
= n=l
Rezolvare.
a) Avem: S, =1+4+z+7"+..+z"" = " ,daca |7] #1.
—2Z
Decilim S, =lim71——]im < 1 + L limz".
oo n——>ool_z n—)wl...z I_Z Z"’l n—reo

Observam c¢3 daci |z|<1, atunci ]1m|z| =0, adica

=300

li_I)n " =0. Prin urmare, daca |z| <1, avem

1 1 R .
lim$, = + 0= , ceea ce inseamnd ci seria
nes -z z-1 1-z

oo

Z z" este convergent.

Fie acum [¢[>1, atunci lim|z[" =+ee, adicd limz" #0.

n—oe #H—o

Aceasta inseamna ca seria Z z, este divergenta.
n=0

In fine, dacd [¢|=1, adicd z=+1, atunci seriile numerice

(reale) respective sunt de asemenea divergente ([18], ex. 1 din
8.1.1.).
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Asadar, dacd |z|<1, seria Zz" este convergentd si are
n=0

1 . B .
suma egald cu ——, 1ar dacd lzle, seria Zz" este
-z n=0
divergenta.
b) Consideram seriile numerice reale

S Re, =3 (1 _wzmn—ze .

n=1 n=1

Aceste doud serii reale sunt serii reale dlterndte si venﬁcé
condifiile criteriului lui Leibnitz ([18], teorema 4 din 8.1.3).
Deci ele sunt convergente si in baza teoremei 1 seria complexa
N TR <
Z(—l) (—+1~ J este convergenta,
2n 2n-1

Propunem cititorului s& demonstreze cd aceastd serie este
neabsolut convergenta.

c) Aplicam criteriul D’ Alembert (teorema 4 de mai sus):

f+] n
m|(n +1)2+)" 3

n=l

lim[ 2L = 1 1 -
n—yeo zZ, n—oo 3”+ 2+l I
_]2+1’[l_ n+l J4+ \/5
- 3 nl—EE n 3 = <L

ce Implica ci, seria complexa este absolut convergenta.
d) Aplicadm criteriul radical Cauchy (teorema 5 de mai sus):

],L@d—_hmq’ " (3+2i)™| =i|- '3+21 |—
=1|3+2i)" =(o+a) =13>1.

Prin urmare, seria complexa este divergenta.

Teorema 6. Orice grupare a termenilor unei serii complexe
convergente (1), care nu  schimbid ordinea lor, pastreaza
convergenta seriei $i marimea sumei ei.
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Demonstratie.
Fie seria complexd (1) este convergentd si S este suma ei,
adicd limS, =S ,unde §, =z, +z,+...+2,.

300
Formam diferite grupari de termeni ai seriei (1), fird a
schimba ordinea lor:
w=z+tz,+.+z,,

W, = zu|+l + zn,+2 +...+ an ’

W, =2, atZ, 4 *..+2, siagamaideparte.

Demonstrdm ci seria Zwk este convergentd si suma ei
k=1

coincide cu suma seriei (1). Avem O, =w, +w, +..+w,.
Alegem § astfel incat S, =0, .

Prin urmare, $ =1im$, =limo,, ceea ce inseamna ci seria
ko0

n—>00

Zwk este convergentd si suma ei este de asemenea numaérul
k=1
complex S.

Teorema este demonstratd.

Similar cazului real pentru seriile complexe absolut
convergente are lor urmétoarea afirmatie: dacd o serie complexd
este absolut convergentd, atunci seria obtinutd din ea prin orice
permutare a termenilor ei este de asemenea absolut convergentd
si are aceeagsi sumd (teorema lui Dirichlet).

Ca s1 in cazul real aceastd afirmatie pentru seriile complexe
neabsolut convergente nu are loc.
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9.6.2. Serii functionale.

Seria

A+ L)+t £+ =S fE) .

n=l
unde fn(z), ne N sunt functii complexe de o variabild

complexd z, definite pe multimea E < C , se numeste serie
functionald sau serie de functii.
Pentru orice z,€ E obtinem seria numericd complexa

Z.f " (ZO) , serie care poate fi convergentd sau divergenta.
#=1
Multimea D c E a punctelor z,€ E pentru care seria

numerica respectiva Z I (zo) este convergentd se numegte
n=l
multime de convergentd a seriei (1).
Considerim sirul sumelor partiale ale seriei (1):

§,(z)= f{z), $,(2)= fi(2)+ fol2) .y
S (z)= £i(2)+ fol2)+ ot £,(2), ... 2)
Se spune caseria(l)este convergentd in punctul
2y, € D, atunci i numai atunci, cand sirul sumelor partiale (2)
este convergent in 7.

Multimea de convergenta a sirului (2) coincide cu mulfimea
de convergenta a seriei (), iar functia

flz)=1limsS, = limek (z) se numeste sum a seriei (1). In
n—e 4T

n—yoo

acest caz se spune de asemenea ci funcfia f (z) se dezvoltd in
seria (1) pe multimea D.
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Fle serin (1) este convergentd pe multimea D si f(z) este
sumil ci. Aceasta inseamnd ca sirul {r”(z)} a resturilor de
ordinul n al seriilor numerice respective tinde cétre zero, cind
n — oo . Deci

limr,(z)=0& Ve >0,Vze D,3N(e,2)e N :
Vn>N{g,z)= r,,(zl <E.

Evident ci numirul natural N{&,z) depinde atat de numarul

real £ >0 cit si de numirul complex ze D .

Vom cerceta o clasd de serii functionale, unde N(g,z)
depinde numai de £,

Definitie. Seria (1) convergentd pe multimea ) catre suma ei
f(z), se numeste uniform convergentd pe aceastd mulfime daca
pentru orice numdr real £>0 existi un numir natural

N =N(g) , care depinde numai de € , astfel incit pentru

oricen>N(g) si orice z€ D avem

|f(z)-5,(z)
" Demonstram un criteriu practic de cercetarea convergentei
uniforme a unet serii functionale (1).

Teorema 1 (Weierstrass) Fie seria functionald (1) definitéd pe

multimea D. Daci 1]‘,,(2)]50(,,, Vze D si dacd seria cu

r(z)<e  adica

<E.

" termenii nenegativi Zan este convergenta, atunci seria (1) este
n=1
uniform si absolut convergenté pe D.
Demonstratie. Aplicand criteriul 1 de comparatie a seriilor

reale ([18], teorema 2 din 8.1.2), avem ci seria reald Z|f,, (:)]

u=l

cste convergentd pe D. Aceasta Tnseamna cd seria functionald
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Zf p (Z) este absolut convergentd pentru orice z€ D (teorema
n=1
2din 9.6.1 ). Aritdm ci seria (1) este uniform convergenti pe D.

Avem
I (@2} =1£ () fra @)+ ] S| fra () +
+ ~fn+2(z)+’“san+l +an+2 +”'=pn * (3)

unde p, este restul de ordinul n al seriei reale Za’

H

, care este
n=|

convergentd si termenii acestei serii nu depind de z. Deci

limp, =0 Ve, 3N=N(g):Vn>N(e)= p, <& pentru

n—3oe
orice ze€ D.
In virtutea relatiei (3) obtinem

Ve>0, Vze D, 3IN=N(e):Vn>N(e)=|r,(z)<e.

Prin urmare, seria (1) este uniform convergentd pe D si
teorema este demonstrata.

Teorema 2. Daci termenit seriei (1) sunt functii continue pe un
domeniu D (simplu conex sau multi conex) si seria (1) este uniform
convergentd pe D, atunci suma sertei (1) este continua pe D.

Teorema 3. Daca termenii seriei (1) sunt functii continue pe
un domeniu D si seria (1) este uniform convergenta pe D citre
suma ei S(z), atunci

Jsiekie= [[ @)= 3 J1. (ke

7 n=1
unde y este orice curbd netedd pe portiuni (inchisd sau nu)
cuprinsd in intregime in D sl orientatd in sens pozitiv.

Teorema 4 (Weierstrass) Fie termenii scriei (1) sunt functii
analitice pe un domeniu D, iar scria (I) este uniform
convergentd pe orice compacte din D catre functia f(z) .
Atunci
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a) suma seriei (1), adica functia f (z) este analitic pe D,

o

b =3 f96) k=123, weD;

n=|

c) seria i £9z) (ke N} este uniform convergentd pe

n=l
orice compacte din D si suma ei este egald cu tunctia
®(z)pentru orice ke N.

Teoremele 2 - 4 sunt asemanatoare proprietitilor respec tive
ale seriilor functionale de functii reale, serii uniform
convergente pe un segment real. Demonstratiilc sunt similare
cazului real si le puteti gési de exemplu, in [3], cap. TV; [6],
cap. 6, §1;[9], cap VI, §6.

9.6.3. Serii de puteri.

Teoria expusi in 9.6.2. are o aplicatie importantd Tn studiul
proprietitilor seritlor de puteri. '

Definitie. Seria de functii Y. f,(z), in care f,(z)=a, 2"
n=0
] 7
sau f,(z)=a,(z~2,)", a,eC, z,€C, n=0123,.. se
numeste serie de puteri.
Asadar, o serie de puteri are forma

oo

ag+a,z+...+a,7" +...=Zanz” (n
n=(}
sau

ag+a(z-z)+ .t a,(z—z0) +..= Y a,(z-2), @
n=0

unde z,,4,,4,...,4,,... sunt numere complexe din C , iar

n=10,1,2,3,.... Deoarece prin inlocuirea lui (z - zo) cu w, seria
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(2) are aceeast formd cu seria (1) vom demonstra rezultatele
fundamentale numai pentru seriile de puteri de forma (1).

Observam cd dacd z, =0, seria (2) se transforma in seria (1).
Multimea de convergentd a unei serii de puteri (1) sau (2) nu
este vida: in punctul z, =0, sau respectiv in z =z, seria de
puteri (1) sau (2) este convergentd, deoarece ea are forma
ay +0+0+... ,sisuma eieste egali cu a,.

In legitura cu structura multimii de convergentd a seriei de

puteri (1) avem urmétoarele teoreme fundamentale, demonstrate

de Abel.
Teorema 1 (Abel). Dacd sena (1) este convergentd in

punctul z, #0, atunci ea este absolut convergentd in orice
punct z ce satisface inegalitatea |z|<|zo| , adicd discul cu
centrul in O sideraza r = |z0|.

Demonstratie. Din convergenta seriei numerice complexe
Za"z(',' , rezultd ca Illi{nanzg =0, adica functia a,z" este
n=0 e

marginiti (9.6.1 si 9.2.3). Fie ]agzg <M , deci pentru || <|z,|

avem:
n "
< Z
a,z"|=a, 25| —| |=|a.2%| |- <Mq",
%y Z,
Z
unde g =—<1.
Zy

Seria reald ZM -q" , termenii céreia formeazd o progresie
n=0

geometricd cu (< g <1 este convergenta. Prin urmare, seria (1)
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este absolut convergentd pentru orice |z[<|z0’ (am aplicat
teoremele 2 si 3 din 9.6.1.). Teorema este demonstrata.

Consecintd. Daca seria (1) este divergenta in punctul z,,
atunci ea este divergentd Tn exteriorul cercului cu centrul In O §i
deraza r = Iz, |, adica pentru orice l2| > |zl| .

Intr-adevir, presupunem contrariul : fie cd seria (1) este
convergentd intr-un punct z, ce satisface inegalitatea |zl| < izzl.
Pe baza teoremel, aceasta ar insemna ci seria (1) este
convergentd fn punctul z;, ceea ce contrazice conditia din

consecintd. Deci seria (1) este divergentd pentru orice lz| > |z, ,

ceea ce trebuie de demonstrat.

Fie seria (1) este convergentd in z =z, # 0 si divergenta Tn
punctul z =2z # z,.

Pe baza teoremei |, seria (1) este absolut convergentd in
interiorul cercului

g

=|z,,| cu centrul 1n O de raza |zuladicﬁ |:| <1zo|

si este divergentd in exteriorul cercului |¢|=|z,| cu centrul in O de

raza |zl|, adica H > |z:,| . Prin urmare, | zd <| z)l (vezi fig.1).

Fig. 1.
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A

Consideram pe axa OX punctul a;>0 In care seria (1) este
absolut convergentd (deci gi convergenta) si punctul »,>0 in care
seria (1) este divergenta. Evident ca a,<|z)|, b1>|z)| si a1<b;. Daca
a, +b - . )

este un punct de convergentd pentru seria (1), atunci

a, +b a, +b,

notdm a, = L si by=h,. Daca insi este un punct

de divergentd pentru seria (1), atunci notdm ar=a; i

b, = M . In mod similar introducem numerele a3, b; etc.
Obtinem doua siruri reale monotone:
aISa;;Sa;S....Sa,,S...._
in punctele caruia seria (1) este convergenta si
b12by2by2.. . 2bg2...
in punctele cdruia seria (1) este divergenti. Intrucit aceste
siruri pozitive sunt monotone §i marginite, cle sunt convergente,
aviand o limitd comund, deoarece
b, +a,

—— — 0, cind n—eo.

b n—An=

Fie lima, =1limb, = r>0 si considerdm cercul le =r.Vom

H—>00 =y
demonstra ¢d in interiorul acestui cerc seria (1) este absolut
convergenra, iar in exteriorul lui seria (1) este divergenta.

Intr-adevér, fie z; apartine interiorului cercului |z| =r, adica
|z;l<r. Pentru un » suficient de mare se va indeplini conditia

Iz,|<an. Deoarece In punctul g, seria (1) este convergentd, pe

baza teoremeie 1, seria (1) este absolut convergentd in z,. Fie 2,
apartine exteriorului cercului |z| =r, adici |z|>r. Atunci pentru

n suficient de mare avem ci |z2\>b”. Deoarece in punctul b,
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seria (1) este divergentd, Tn baza consecintei din teorema 1,
conchidem ci seria (1) este divergenta.

Asadar in interiorul cercului [z' =r seria (1) este absolut
convergentd, iar in exteriorul lui seria (1) este divergenta.
in ceea ce priveste punctele de pe cercul ]z} =r, apoi ele cer

un studiu aparte.
In acest caz discul |z| < r se numeste disc de convergentd al

seriei (1), iar numarul- r — razd de convergentd a seriei date.
Daca seria (1) este convergenti numai in punctul z, =0, vom

considera r=0, iar dacd seria (1) este convergentd pe mulfimea
C, vom considera r = +oo .

Asadar, in baza celor expuse mai sus, am demonstrat
urmatoarea teorema generala :

Teorema 2 (Abel). Pentru orice serie de puteri (1), existd un
numir real r > O finit sau infinit astfel Tncét :

a) seria (1) este absolut convergentd in interiorul cercului

lef <
b) seria (1) este divergenta in exteriorul acestui cerc.

Astfel, problema despre structura domeniului de convergenta
al seriei (1) s-a dovedit a fi rezolvata : domeniul de convergenia

al seriei de puteri (1) este interiorul cercului |z| =r. Dupé cum
vom vedea din exemplul 1 de mai jos, In punctele de pe cercul
|z| =r, seria (1) poate fi atdt convergentd (absolut sau nu), cét si
divergenta.

Similar cazului real ([18], 8.2.2., teoremele 1,2), raza de

convergentd a seriei (1), utilizdnd criteriul D’Alembert, se
calculeaza dupd formula :

r=Tliml-2a ] | 3)

n—ro9|
al!
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iar utilizand criteriul radical Cauchy, se poate calcula astfel :

po— Lt )

lim/|a,
1#1—00
Exemplul 2. Si se afle domeniul de convergenti al seriilor :
3 f oo o0 n
Z N\2n <
a) D =5 by D (1+i)" 2" 50 Y .
=) 1 n=1 n=t 1
Rezolvare.

a) Metoda 1. Aplicam criteriul lui D’Alembert:

n+l 2 2
|nZ+1)2 ) = _| |}:~£E(n’j-l) =[z|. Deci, daci

n+|

| = lim|

lim
fn—yoo n—eo

|z| <1, seria este absolut convergenti, iar daca |z| >1, seria este

divergentd. Prin urmare, discul de convergenta este |z| <1,
Metoda 2. Utilizand formula 3) avem :

.1 a .1 2 s -
r=hm—=1lim—- {n+ 1) =1, adica discul de convergenta
= ¥ = n
n+l
este ‘zl <l.

Cercetdm convergenta seriei pe cercul |z| =1. Avem : seria

2

n=|l

a =2>1 (aseconsulta [18], exemplul 11 din 8.1.2.). Aplicind

n

Z

Z— este convergentd ca serie realdi Riemann cu
n’

2

n n
. . L. z
teorema 2 din 9.6.1., conchidem ¢a seria E — cu |z| =1 este
n=1

absolut convergentd. Prin urmare, domeniul de convergenti al
seriei date este discul inchis |z| <1.

b) Metoda 1. Aplicidm criteriul radical Cauchy :
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fimgfle] = im0+ P 2] <+ =2l <1, de unde

1 .
|2’,| < 5 Deci, discul de convergenta al seriei date este [ zl < 1 .

Metoda 2. UtiIiza‘md formula @ avem :
_ 1 I 1
11_{2“ N llm{/]]-}-z, I1m]]+z, 2

ceea ce mseamna ca discul de convergenta al seriei respective
cste ]2| <—=
2

Cercetdm convergenta seriei date pe cercul || = 1

oo

=3 (2 L= 3

n=i n=

Avem Z}:f(l—u’)z" - z” . Deoarece
-

l=1¢0,

obtinem ci si

h _ M _n .
ltgu iljg(l+z) z-#0 , pentru orice z de pe discul

Z 7
| , 2 - Aceasta Tnseamni ci (vezi 9.6.] .) seria Z 1+z "oZ"

n=l

este divereent3 ] i i
divergentd pe cercul Izl——2—. Prin urmare, domenijul de

convergenta al seriei date este discul [zl < —;—

¢) Aplicam criteriul D’ Alembert :

I. u ] ey z-n
im—"* = |jm}= = lim~—— i
= lim =
H—r00 u” 71~>00 n_{_l Zfl H—yoo n+1 rlll—l)gn+ { ’<l
Deci, discul de convergentd al acestei serii este ,z|< 1. Daci
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z=1, avem Z Z . Aceastd serie, ca O serie armonicé,

n=t B
este divergenta.

(1)

Dacad z=-1, avem z

n=1
Leibniz, care este convergentd. Aplicand alte criterii mai fine
(de exemplu, criteriul lui Dirichlet), se poate de demonstrat ca

punctul z=1 este unicul punct de pe cercul |z\ =1, in care seria

. Am obtinut astfel, seria lui

Zz— este divergenti (a se consulta [10], cap.6, §4.1, [9], cap.
n=1 1
4, § 2).

Teorema 3 (Abel). Seria de puteri (1) este uniform

convergenta pe orice disc inchis |Z, Sr,unde r, <r, §ireste

raza de convergentd a seriei (1).

Demonstratie . Intr-adevar, pentru punctul z=r <r in

virtutea teoremei 2 seria Y a,r" este absolut convergentd,
n=|
2 n +
ay|+ al|-r1 +iazl~r] a,|-r +.. este

adica  seria

n n

convergenti. Deoarcce 1an pentru orice |z| <y,

=4,
avem, in baza teoremei 1 din 9.6.2., ci seria datd este uniform
convergentd pe discul inchis lzl < r,. Teorema este demonstrata.
Nota 1. Discul de convergentd al seriei (2) are forma
lz—zo| <r, unde raza de convergentd r se calculeazd dupi

formule (3) sau (4), deoarece
. din seriile (1) si (2) coincid.

aceleasi coeficientii
aO 3 a] * az 3
In bdza teoremei 3 (Abel), seria (2) este uniform convergenta

pe orice disc Tnchis {z —zol Sh<r.
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Nota 2. Observim ci toti termenii seriei de puteri (1) sau (2)
sunt functii analitice pe discul de convergenta lz] <r, sau
respectiv |z - zol <r, unde raza de convergentd r se calculeaza
cu ajutorul formulelor (3) sau (4). De asemenea seriile (1) si (2)
sunt uniform convergente pe orice disc inchis |zi Sn<rz0
sau respectiv lz -—zol <1 <r#0. Aplicind teoremele 3,4 din

9.6.2., obtinem urmitoarele rezultate fundamentale:

1) sumele f,(z)'si f,(z) ale seriilor (1) si (2) sunt functii A

analitice pe discul de convergenta respectiv;

2) seria formatd din derivatele de ordinul & (ke N)ale
termenilor seritlor (1) st (2), are acelasi disc de convergenta ca si
seria initiald respectiva ;

3) sumele f,(z) si f,(z) ale seriilor (1) si (2) sunt indefinit
derivabile, si

®(z)= Z(az)(k), K(2)= Z[n(z—zo)"](k), ke N;

n=0

I ,2"dz |, unde ¥, este orice curbi netedi pe

j f, z)dz—

n=0 %
por;mm (inchisd sau nu), care este cuprinsd fn
intregime pe discul de convergentd |z]<r, si

.[fz dz-

'f Az=z,)'dz |, unde y, este orice curbd
n=(0 yz

neteda pe portiuni, care este cuprinsd in intregime pe discul de
convergenta 'z - 20] <r.

Asadar, seriile de puteri pe discul lor de convergentd pot fi
derivate termen cu termen gi pot fi integrate termen cu termen de
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la punctul z, la punctul z,, unde z,,2, apartin discului de

convergenta.
Exemplul 3. Sa se calculeze suma <er1e1

n+
7
A

n+1

Rezolvare. Considerdm seria 1-z+z

2
I ) L
2= (-1)

_z*+...=2(—1)" ¥
=0}

care reprezintd suma unei progresii geometrice cu ratia g =
Daca |q| <1, adicd |z| < 1, seria respectivd este convergenta §i

1 1
suma ei §(z)=——=——"Integrand termen cu termen seria

1-g 1+z2

L = 3 (—l)"z” de la punctul z, =0, la punctul
1+z =

2, =2 <1,0btinem seria
n n+l
‘ dZ =] n <
——+ A1 ( 1) +
v 2 =) ntl

in baza notei 2 de mai sus, aceastd serie are ca disc de

convergentd multimea |zl <1.

)'z

Deci ln(l+z)—ln1—2———( ,
=0

n+l1
sau )
'! n+| 2 3
Z Z Z
=7———t =,
In(l+z) = ; =TT
unde In(l+z) este ramura prmcipalé a functiei multivoce
Ln(1+2).

Exemplul 4. Sa se calculeze  suma seriei
3 2n-1
UL ) L R
3 2n-1
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Rezolvare. Seria dati se obtine integrand termen cu termen
seria
-2+t =+ (=) 2"+
Termenii acestei serii formeazi o progresie geometrica cu

ratia g =—z° . Deci, ea este convergenta pe discul ‘Z] <1, siare

S( )_ 1 1 _ 1
Suma Z-—l—q_l—(—zz) 1+z2

Prin urmare, pentru'oricel 4 <1, avem:

De unde

3 5 7
< Z Z n—-| £ _
=gt =+ (=) +..=
(erl'gZ Z 3 5 7 ( ) 2n—-l

o 2n-1

— Z (__ ])n—I

o 2n-1

care este convergentd pe discul |z|<1. Functia arctgz este

>

ramura principald a functiei multivoce Arctgz .

Definitie. Doud serii de puteri Za"(z—zo)" $l
=0

an (z- zo)" . coincid intre ele, dacd a, =b, pentru orice
=0

n=012,....
Fie S(z)= Za,,z" . Presupunem ca suma acestei serii este 0
n=0
functie pard, adicd § (-z)=S§ (z).

Avem:
S(z)=a, +a;z+ a, 2’ +.+a, "+,
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S(—z)=a, —az+a,2" —...+(=1)"a,z" +....
Deoarece S(— z)=S(z), seriile respective coincid intre ele.
Deci, a, ={—1)"a, pentru orice n=0,.2,... .
Daci n este impar {n = 1,3,5,...), obtinem a, = —a, , de unde
a,=0 (n=135,..).
Prin urmare, seria de puteri cind suma ei este o functie pari,
are forma

2 ~ 2n
ay+a,z" +a,zt +oata,, 2" .= Zauz O
n=0

Similar se constatd cd, dacd suma unei serii de puteri este
functie impara, adica S(-z)=-S(z), atunci aceasta serie are
forma

3 2n+l1 3 2n+l
a2+ a2 ot Ay 2 =) g, 2 (6)
n=0

9.6.4. Serii Taylor.

Fie scria de putert

>alz-z)" . (1)
n=0

unde r >0 este raza ei de convergentd. Aceasta Tnseamnd ci
seria (1) este absolut convergenti pe discul ei de convergentd,

adici pentru orice |z—z0| < r si uniform convergenta pe orice
disc inchis |z-—zO|Srl < r. Deoarece termenii seriei (1) sunt

functii polinomiale, adicd sunt functii analitice pe C, rezulta ca
ele sunt analitice pe discul |z - zo| <r si deci, indefinit

derivabile pe acest disc.
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Aplicind rezultatele notei 2, din 9.6.3., rezulti ca suma f(z)
a seriei (1) este de asemenca o functie analiticd pe discul
fz - zo| < r si indefinit derivabild pe acest disc. Prin urmare

=Ya,(z-2) #)

n=0

)= la,(z-2,)"]* . ke N, 3)

n=0

care sunt valabile pentru orice z din discul |z - 20] <r.

Daca in relatiile (2) si (3) consideram z=2z,, avem
flzy)=a,, ¥z, )=k(k-1)-...-1-a, =k!a,, pentru orice
ke N .De unde

),
a, = f(z,), a, =~f—z("“—°) , k=1,23,.... (4)

Prin urmare, substituind coficientii a,,q;,a,,... din relatiile
(4) in formula (2), obtinem ca

f(z):f(zo)+f'(zo)(z—Zn)+f—’§!i)(z—z‘,)2+...+

(n = £l
Ly iz e S gy )

n=i ~
Asadar, seria (1) cu ajutorul relatiilor (4) se transformé in seria
flzo)+ Zf Z” Zf z 2, ()

considerand f© )(zo)= f(zo) si Ol=1.

Seria (6) se numeste serie Taylor pentru functia f(z).
Evident cd suma seriei (6) pe discul el de convergentd
|z-—z0|< r coincide cu functia f (z) In acest caz, vom spune ci
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functia f(z) este dezvoltabild in serie Taylor pe discul de
convergenid |z —~ zol <r.

Pe baza celor constatate enuntdm urmétorul rezultat.

Teorema 1. Orice functie dezvoltabila in serie Taylor este
analitica pe discul de convergenta al seriei respective si coincide
Cu suma acesteia.

Are loc §i teorema reciprocé:

Teorema 2. Dacad functia f(z) este analitica pe discul

]z N zO] <r, r>0,atunci f(z) este dezvoltabili in serie Taylor
pe acest disc, si aceastd dezvoltare este unici.

Fig. 1.

Demonstratie.

Fie z un punct arbitrar ce apartine discului |z - z0| <r,r>0
(vezi fig. 1).

Considerdm cercul .y: |§ - zol =r, < r, astfel Incat punctul z

sil apartina discului |£ - zol <r, .
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Aplicind formula integrala a lui Cauchy (formula 5 din
9.5.2), avem:

—Z

flem L

Deoarece ! = ! = 1

-z (E-20)-(z-2,) (5_20)(1_ﬂ}

$i |5_Z0|:r0a

z~ z0| <t,,rezultd cd

Astfel, functia poate fi considerati ca suma unei serii

-z
de puteri termenii cireia formeazid o progresie geometrici cu
A LAax ] . . Z= ZO .
termenul intdt a = si rafia g = , unde |q| <1. Deci
~ % §-z

LI 22} ¥ ema)
Z0 ;‘)‘f Lo (5 Zo} II.Z—O(f_Z(])n-H.

Prm urmare,

=L%®

:M#f{wg ﬁJ ygf @_ﬁJ%U)

Aratadm ca seria

> () Z%) (8)

e el
n=0 0 )

este uniform convergenti pe cercu] 7.
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Intr-adevar, pentru orice Eey avem:

| (z- zo)"| 2=z -z
!( n +1 |§ lml rOHH

analiticd pe discul nchis lf —ZOIS ¥y, deci ea este continud si

Functia f(&) este

marginitd pe acest domeniu compact (vezi 9.4.3 si 9.2.3).
Aceasta Tnseamna ci existd numarul recal M >0, astfel incat
[f (&) < M pentru orice & din discul inchis |§ —z,|< 7, adica,
in particular i pentru orice £€ .

Prin urmare,

() (z=2,)" |< |z "=
ﬂﬂ@*)m M

. 5 .. .. ) — M |Z 2o
Observam c¢a termenil seriel numerice Z— M ——— N
n=0 7'0 r()

|22

o

<1, adica

formeaza o progresiec geometricd cu rafta g, =

aceasta serie numerica reald este convergenta.

Aplicand criteriuf lui Weierstrass din 9.6.2 si avand in vedere
relatia (9), rezultd cd seria functionalda (8) este uniform
convergenta pe cercul 7.

Integrind termen cu termen seria (8), in virtutea relatiei (7) si
a formulei (6) din 9.5.2, obtinem

> {‘{f L(J)‘m f}:ﬁi(z—zn)"x

n=l)
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o 'l o {n)
- n Z ul
=Z(Z ?u) -f( )(Zu)‘—'zf ( n)(z_z{').
n=0 n. :
considerand f%(z0)=f(z¢) si 0!=1.
Intrucat z este un punct arbitrar din discul |z - z0| <r,am
obtinut ¢i functia f (z) este dezvoltabila in serie Taylor pe acest

disc. Reesind din relatiile (4), dezvoltarea functiei f (z) in serie
Taylor este unica. Teorema este demonstrata. _
Remarcim cid, din teoremele 1 §i 2 rezultd cd notfiunea
,0 functie analitici pe un disc” si notiunea “o functie
dezvoltabila in serie Taylor pe acest disc” sunt echivalente.
Seria Taylor (6) cu z,= 0, se numeste s ¢ r I ¢
MacLaurin. Dezvoltarea functiei f(z) analitice pe discul

|z| < r, r>0in serie MacLaurin are forma

o

)
f(Z)=ZfT'(O)z", ze U(0,r), (10)

n=0
considerand f{0)= £(0) si 0'=1.

Reamintim (9.4.3) ca functia f(z) este analitici in punctul
Z,, dacd ea este analitica pe discullz—z0|<€, unde £>0,
adici, pe o €— vecindtate U (z4,£) a acestui punct. Daca functia
f(z) nu este analitica in punctul z,, atunci z, se numeste punct
singular. Dacd existd o € — vecindtate a punctului singular z, in
care functia f (z) nu are alte puncte singulare decit punctul z,

atunci z, se numeste punct singular izolat.
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Fie functia f(z) este analitici pe domeniul D. Presupunem ci
intr-o € - vecindtate a punctului zeD functia fz) este
dezvoltabila n serie de puteri, adici

f=) a(z-2,)"
n=l)
si rp este raza de convergenta a acestei serii. Are loc urmitoarea
teorema.

Teorema 3. Pe cercul |z—zol=ry existd cel putin un punct
singular al functiei f{z) analitice in zo€ D, in care seria de puteri

Y. a,(z—z,)" este convergenti.
a=()

Demontratia acestei teoreme o puteti gisi in [6], cap. 6, §3,
teorema 6.10.

Utilizind teorema 3 obtinem urmitoarele: fie z,z,,....2,
sunt punctele singulare ale functiei f(z)analitice pe domeniul
D. Daci se cere de dezvoltat functia f(z) in serie Taylor dupi
puterile (z—2z,), unde in punctul z €D functia f(z) este

analiticd, atunci, reiesind din teorema 3, conchidem, ci discul de
convergentd al seriei respective va avea raza egald cu distanfa

dintre punctul z, si cel mai apropiat punct singular al acestei

functii.

In incheiere considerdm cateva exemple de dezvoltiri ale
functiilor elementare in serie MacLaurin.
Exemplul 5. Sz se dezvolte in serie MacLaurin functiile:

a) e*;b) sinz;c) cosz.
Rezolvare.

a) Avem: f(z)=¢°, f“(z)=¢* pentru orice ne N . Deci
FO)=f(0=..=f"0)=.=¢"=1, ne N.
Prin urmare, formula (10) pentru e® are forma
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2
e’ _I+ +—+ +—+ =» — (11)
2 Zon

Aceasta formuli este valabild pentru orice ze€ C, deoarece

functia e¢® este analiticd pe C (este o functie Intreagd).
b) Avem:

J()=sinz, ) e ve it viet
z)=sin z, Z)=Ccosz= — . -
) 2 21
L iz . i(:+§) —i U.%,
ele"t+e?e™ e P —e _ .
- - ; =sin(z +—),
2i 2i >

F(2) = cos{z + %) = sin(z + 2%] F™ ()= sin(z + n%)

pentru orice ne N .
Deci f'(0)= sin(ng—) si formula (10) are forma

3 ZS 7'Zn+1
sinz=gz=—+-——..+=)'——+..=
sinz=z=gt o DR T

”n +1

—g (2n+l)

Functia sin z §i derivatele ei sunt functii analitice pe C. Deci
formula (12) este valabild pentru orice ze C.

(12)

d) Similar punctului precedent, avem:  f'"(z)=
; m
=c05(z+%} neNsi  f(0)=cos0=1, f )(O)zcos—z—.
Deci

2 2u

S DA | nf L=
082 2! D (2a)!
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. 2n

(13)

= Z("l
n=0
valabila pentru orice z€ C.
Exemplul 6. Sa se dezvolte Tn serie MacLaurin functia
binomiald f(z)=(1+z)",@e R, z#-1.
a) Fie a e N . Deci (vezi 9.4.4.) functia f(z) este analitica
pe C.

Daci @ =me N, atunci f'(z)=[(1+2)"]=m(1+2)"",
Fr@=mm-DA+2)" ... f"(2)=m si £ =0 pentru

orice n>m, ne N. Prin urimare,
fO =1 f' ) =m, f(0)=m(m-1),.., f "™ (0)=m! i
£ (0) =0 pentru orice n>m, ne N . Formula (10) are forma
_ !
(1+2)" :lererf:f@mﬂz2 ot 10+ =
2! m!
=1+mz +—m(n:;—1) I

Am obtinut formula obisnuitd a binomului Newton ([17],
2.6.2.). Deoarece f(z)=(1+2z)",me N si derivatele ei sunt
functii Intregi, binomul lui Newton are loc pentra orice ze C.

Fie acum & = me Z. Atunci f(z) este multivoca cu un numar
finit de ramuri §i ramurile ei sunt functii analitice pe

D=C\{ze C, Rez>-1, Imz=0}
(vezi 9.4.4, punctul 10).
Prin urmare,
F(@y=md+2)"", f(2) =mim-D(1+2)"7,...,
F2 D =mm—-1)(m—2)-...-(m—n+1)(1+z)"",
pentru orice n€ N . Deci
FO=1,f(0)=m, f7(0)=m(m—1),...,
F0) =mm=1)-...- (m=-n+1),
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pentru orice ne N si formula (10) are forma
m(m—1) 22+,
ol

A+2)" =1+mz+ .t

+m(m—1)....-(m—-n+l)Z,,_i_w_ (14)

n!

Deoarece punctul z=-1 este un punct singular pentru
f(D)=0+2)",z#-1l,me Z, avem cd formula (14) este
valabild pentru orice z din cercul | z|[<1 (distanta de la punctul
Z, =0 pand la punctul singular z) =—1 este egald cu 1, adica
':1)'

In sfarsit, dacd o este irational, atunci functia Az)=(1+z)%,
ze C\{-1} este multivocd cu un numdr infinit de ramuri (vezi
9.4.4, punctul 10) si fiecare ramura este analitici pe domeniul

D=C\{ze C, Rez<-1, Imz=0}.

Deoarece derivatele f*’(z),ke N au aceeasi forma ca in cazul
precedent, dezvoltarea in serie MacLaurin a functiei (1+2)“, &
este irational are forma (14) considerand & = m.

Prin urmare, functia binomialda (1+2z)” pentru orice
ae R,a¢ N este dezvoltabila in serie MacLaurin de forma (14)
pe discul | z }< 1. Daci in (14) inlocuim z cu — obtinem formula:

(1) Z"+-,me R,z <1. (15)

Exemplul 7. Si se dezvolte in serie MacLaurin functiile
arcsin z §i arctg z .

Rezolvare.
a) Functia f(z)=arcsinz este ramura principald

(univocd) a functiei multivoce Arcsin z (vezi 9.4.4, punctul 8)
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adicda acea ramurd pentru care  Arcsin0=0 i

(Arcsin z)'Z=0 =( =1. Deci

v 1 }
1....22 =0
N ]
(arcsin z)” =
V1-7?

A |
Aplicand formula (15) cu m :_E si , avind in vedere ci

=(1-27%) 2.

inegalitatea | z <1 implicd | ¢ | z° |< 1, obtinem
1 1 I 13
= =1+ +—=7'+
V-t 1-72 2 2° 2
1-3-5-...-(2n—1
+ ( )ZZH +
2" - n!

Aceasta serie este uniform convergentd pe orice disc inchis
| z|< r <1 deci, integrind-o termen cu termen de la punctul 0 la

punctul z, unde z apartine discului | z |<1, rezulti ca
. 2 132

arcsmz=z+——-—+

2.1 3 22.215

. . _ 2n+l
3@ 2

2" . n! 2n+1
1-3-..-2n=D 2" & (@n-DNt ¥
B S Lin I SN i C. o) LN ST
—0 2" - n! 2n+1 ‘= 2"-n! 2n+1

(reamintind ci 2n-H!"'=1-3-5-7-...-(2n-1) si
(2m''=2-4-6-...-(2n)). Formula (16) este valabili pentru
orice z ce apartine discului |z |<1.

b) Functia f(z)=arctg z este ramura principald (univoci)
a functiei multivoce Arctgz (a se consulta 9.4.4, punctul 8)
adicA acea ramurd pentru care  Arctg0=0 i
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din 9.4.4.):

2

(Arctg z) +=0 :(

) =1. Avem (a se consulta punctul 9
1+z°) 4

(arctg 2) = = (423", H
+ 7

Aplicand formula (14) cu m=—1 si, avind in vedere ci

| z|<1 implica |t| =| z* |< 1, rezulti ca r
| | 2 12, 123
—=l=z" 47 ——2z +..+
1+2z° 2' 3!
1-2-3-...-
P U S L L
n!

=124 = A (=D

Aceastd serie este uniform convergentd pe discul finchis
|z|< r<1 si integrand-o termen cu termen de la 0 la z , unde z

apartine discului | z |<1, obtinem:

Z3 ZS Z7 20+
tgz=z7——4+————+_.+(-1" =
ABLEETTTS TS D
2n+l
= 1 (17)
,,Z_O:( S ot 2n+l

care este valabili pentru orice z ce apartine discului | z|<1 (a se
vedea ex.3 din 9.6.3).

Exemplul 8. Si se dezvolte in serie MacLaurin functiile:
ayshz;bychz;c)tgz.
Rezolvare.

a) Avem

ZZ 3 Zn
e’ —1+z+m+—+ A
21 3 n!
2 3 n
"z Z
f=l-z———+..+ (-1
Sy Ty e

care sunt valabile pentru orice z€ C (ex. la) de mai sus).
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Deci
2 _ 2 1 2 3 n
shz=22 ol g+ g 4y |-
2 2 21 3 n!
2 3
S R S SO (- 1)"Z =
2t 3 n!
23 ZS 2n+| o '2n+l
=7t — b ———+, Z . (18)
3 s (2n+l)' = 2n+1)!

care este valabild pentru orice ze C.
b) Similar cazului precedent, obtinem ca

2z + -2 2 4 2n
chz=5"¢% 14X 42X 4+ 2 4 =
2 21 4 (2n)!
oo 2n
=>-= (19)
nmo (2m)!
care este valabild pentru orice z€ C.

2k +1

¢) Punctele z, = -7, ke Z sunt punctele singulare ale

functiei f(z)=1tg z. Distanta cea mai mica de la punctul z, =0

A . . T . .
panad la punctele singulare z, este egala cu E Deci seria

MacLaurin pentru f(z)=tg z este valabild pe discul |z ]<%

Deoarece tgz este o functie impard si tg0=0, seria
MacLaurin are forma (a se vedea formula (6) din 9.6.3.)
tgz=a,z -l~a3z3 +c15z5 +... .
Folosind identitatea sinz=cosz-tgz si formulele (12) si
(13) pentru sin z si respectiv cos z , rezulta ca
Z3 ZS Z'I 2 Z4 Z6

35 7 ""(_? W e T

X(a,z+a,7" +ag’ +..).
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Reamintim c@ doud serii se inmultesc dup regula inmulfirii a
doud polinoame. Din egalitatea a doud serii obfinem egalitatea
coeficientilor respectivi. Prin urmare, egaland coeficientii de pe

langd 2,2°,2°,2 ... din ambele parfi obfinem:

1 1 1
1=a,, —g—'=a3—5a,=a3—5,
1_ —~—1—a +—1—a =a —la +-—1—

51 BT BT T E TS Ty
g -tale Laza-Lota -1, ..
g) 2! 4 6! 2‘ 4! 6!

Formula generald are forma
L, 1 1 1
-1 m_abﬂl_aaht— 4‘a'7ﬂ—3 6'a2n-5+"‘+
+
GLUE (2’1)'

n=012,...
Din relatiile de mai sus avem g, =1,
11 32t 23-1)_2_1

BTN TR axw T wxw 3 3
117 1 1 1 1 1 1( 1 1) 2
Sl |-y —]=

=3 a5 3 a5 w4 20) 15
12 11 1 1 17

“ 015 a3 e 7315
117 12 11 1 1 6

“TA315 415 63 7 9 2835
Astfel seria MacLaurin pentru tg z are forma

1, 2. 17 , 62
tgz=2z+ +—+—7 +t——27 +.. 20
gr=2e 3Z 58 T a5° 2835Z (20)

valabili pentru orice z din discul | z |< >

178

'] o0

Noti. Formula l——=l+z+z2 +..+72"+..= Zz" este
—Z n=0

valabild pentru orice z din discul] z < 1, deoarece distanta de la

punctul z, =0 péna la punctul singular z =1 al acestei functii
este egalda cu 1. Evident ci |zi|<1 implicd |-z|<1 si
|z ||| —z% < 1. Deci

1 20
H—"=]—z+z2—...+(—l)"z"+...=Z(——1)"z"
] 2 4 2n n Zn

=1-z2°+z" -+ (-D"z => (-D"z
1+z° g

care sunt valabile pentru orice z din discul [z|<]
Integrind termen cu termen aceste trei serii de Ja punctul 0 la
punctul z , unde z apartine discului | z|<1, rezultd respectiv

urmitoarele formule

z2 z3 n+1
In(l-2)=- z+—+—+...+ = ; 21
( ) [ 2 3 n+l ) =n S
2 z3 znﬂ
Inf+z)=z-—~—+——..+(-1" +.=
3 n+1
oo n+l
=3 " E—; (22)
n=0 n+1
3 5 2a+l
Z Z Z
arctgz=z——+—+...+(-1)" =
& 3 5 =D 2n+1
2n+l
= -1 23
=Y E—, @3)

n=0
care sunt valabile pentru orice z ce apartine discului | z|< 1.
Propunem cititorului sd demonstreze formulete (21) si (22),
utilizind seria binomiald din exemplul 2 (a se compara cu
deducerea formulelor (17) si (23)).
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9.6.5. Serii Laurent.

In 9.6.4. am dat o caracteristica functiilor analitice pe un
disc §i anume, dacd functia f(z) este analitici pe discul

lz - Zol <1, atunci ea se dezvoltd in mod unic 1n seria Taylor

f(z] = ian(z - Zo)n’

(n)
S (Z) ,he N.

unde <.0€C ag= f(.,()) a,=

in acest paragraf vom studla functiile analitice intr-un disc
punctat (_](20 , ¥) , adica functiile analitice pe o coroani circulari
U(zo,0,r)= (20€ C, 0d 72d <r, r>0}.
Definitie. Vom numi serie Laurent (1813 — 1854 — matema-
tician francez) intr-o r - vecinitate punctatd a punctului z€ C,
r>0 (sau in jurul punctului z,) seria de functii de forma

o

Z n +Zaﬂ(z ZO) -

n=| (Z - ) n=

a, a,
=+ +..+ +la, +a,(z—z)+..+
z

-z,) -2,

+a,(z—2,) +] 20€ C, neN.

Numerele complexe a , si g,,ne N se numesc coeficientii
seriei Laurent.

Pentru seria Laurent vom utiliza frecvent o notatie mai
concisa

S a,e~2,)ne Z. )

R=—00
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Daca a, =0 pentru orice n intreg negativ, atunci seria
Laurent se reduce la o serie de puteri. Mai observim ci pentru
orice ne N functiile a,(z—z0)" sunt analitice pe C, iar pentru orice
n intreg negativ functiile a, (z— 2y )" sunt analitice pe multimea
Oz,).

Seria

oo

)

pur (z Z)
se numeste partea prmczpa!a a seriei Laurent, iar seria de
puteri

—Zaﬁn(z Zy) ", neN 2)

Y a,(z—z,)" ,n=0,12, .. (3)

se numeste partea secundard a seriei Laurent.

Vom spune cd seria Laurent (1) converge (simplu sau
uniform) pe o multime

E=C\{z},

dacd atat partea principald cit gi partea secundara ale ei sunt
convergente (simplu sau uniform) pe E. in acest caz, daca pentru
ze E, R(z)este suma partii principale, iar 7{z) este suma partii
secundare, atunci suma S(z) a seriei Laurent va fi definita astfel:

S(z) = Zan(z—zo)”= R(z)+ T(z), z€ E, ne Z.

H=—o00
Fie seria Laurent (1). Partea secundard (3) a seriei Laurent
este o serie de puteri. In virtutea teoremelor Abel din 9.6.3. |
avem :
a)seria (3) este absolut convergenta pe discul de convergenta
|Z—ZO|< 2, unde raza de convergentd r, poate fi calculatd cu

ajutorul formulelor (3) si (4) din 9.6.3;
b) seria (3) este uniform convergentd pe orice disc inchis
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|z—zo| S1<1y;
c) suma T(z) a seriei (3) este o functie analitici pe discul
IZ - ZO‘ <T.
Partea principald a seriei Laurent (1), adica seria (2), poate fi

scrisd sub forma unei serii de puteri astfel: Za_n -w", unde
a=]

w= » Z#20- Aplicind i aici teoremele lui Abel din 9.6.3.,

Z— ZO
obtinem ca:
. N . 1
a) seria (2) este absolut convergent pe discul |w| < —, adica
i
pe exteriorul cercului ]z - ZO] = r;, ceea ce inseamnd pe

multimea |z—zo| > 11, unde, conform formulelor (3) si (4) din
9.6.3., raza de convergenta r; se calculeazi astfel:
a

. —(n+1}
sau r; = hm" R
n—oo a

r;= lim
bt /]

dacd a_,#0;
b) seria (2) este uniform convergenti pe multimea

1 1
< — —, d —
|Wi r3<r1 undae w 72— 2,

, adicd pe multimea

|z~ 2| 2r> 15
¢) suma R(Zz) a seriei (2) este o functie analiticd pe domeniul
lz—zy|> 1.
Daca r; > ry, atunci intersectia domeniilor de convergenti ale
seriilor (2) si (3) coincide cu coroana circulard r; < |z - zol < 1
(vezi fig. 1).
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Fig. 1.

Daci r; > 1, atunci intersectia domeniilor de convergentd ale
seriilor (2) si (3) este o multime vida si seria Laurent (1) este
divergentd pe ntreg planul complex C. Daci r; = 1y, putem avea
puncte de convergentd ale seriei Laurent (1) numai pe cercul
IZ - Zol = ?’} .

Asadar am demonstrat urmatoarea teoremad, numiti teorema
coroanei de convergentd a unei serii Laurent:

Teorema 1. Fie seria Laurent (1). Sa notdm (utilizind de
exemplu, formula (4) din 9.6.3.)

1
l1mﬂ,f ]
n—o
Daca r; > ry, atunci
a) In coroana circulard r; < |z—10| < 1, notatd Ulzy, 15, 12),

#0, a_,#0

r, = sin= hm

care se numeste coroand de convergentd, seria Laurent converge
absolut §i converge uniform pe orice compact (domeniu inchis)
ce apartine coroanei de convergenti;

b) seria (1) diverge pe C, exceptand punctele ce aparfin
coroanei de convergent3;
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¢) suma S(z) a seriei (1) este o functie aralitica pe U(zp,r;,#2).

Pe parcurs vom utiliza urmitoarele cazuri particulare ale
coroanei de convergentd a unei serii Laurent:

1) dacd r; = 0, atunci U(zy,0,r») inseamna interiorul cercului

’Z . ZO' =71, , exceptand punctul zy, adicd multimea 0d Z,—Z()| <ry;
2) daca ry=+c0, atunci U(zq,r,+c0) inseamni multimea C,
exceptind punctele de pe discul inchis |Z - ZO| <r, adicd
mulimea r; < |z — z,| < 4o
3) daca rj= 0 si ry = +oo, atunci U(zp,0,+ o} inseamna
multimea C, exceptind punctul zy, adicd multimea C\ {Zo}-
Teorema 2 (unicitatea). Daci doua serii Laurent

fi= Y a,z-2)" s B@=Sbz-2), neZ @

n= n=—oo

au sumele egale f;(z) = fi(z) pe coroana U(zgry,r2), unde ry,
poate fi 0, iar r, poate fi (+ee)cu 0 <1 <r,, atunci ele coincid,

adica a, = b, pentru orice n€ Z
Demonstratie. Notind ¢, = a, —b,, seria Laurent

f(z) = +Zm:c“(z—zo)",nez . 3

n=-—c0

are suma f(z) = fi(z) — fo(z) = 0 pentru orice z€ U(z,y,1,7,)-

inmulgim ambele parti ale relatiei (5) cu (z — zp) 1 ke Z.
Obtinem egalitatea

Zc" (z—24)"" =0,

pentru orice z€ U(z,,n,r,) sikeZ.
Consideram cercul y cu centrul in z,, care apartine in
intregime coroanei U(zy,r),r2). Deoarece pe y seria Laurent este
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uniform convergenta, integrand-o termen cu termen pe conturul
cercului ¥, obtinem:

icn {(z - zo)n_k_]dz = 40-dz ,
4 14

n=—co

adica
+oo

Z c, tj.(z N z,,)"_k‘ldz =0
7 .

Integralele
O,dacda n—-k-1#-1

b4

4(2_%)“7 dz = adicd n #k,
’ 27,dacd n =k.
(a se consulta formula (6) din 9.5.1).
Prin urmare,
2rzi-c, =0,
adica ¢ = 0 pentru orice ke Z.

Aceasta inseamni cd a, =b,, ke Z, adicd seriile (4)
coincid. Teorema este demonstrata.

Teorema 3 (Laurent). Orice functiec f(z) analiticdi pe
coroana circulard r; < |z——zo|<r2, unde r; poate fi O, iar r,
poate fi (+o0) este dezvoltabild in mod unic in serie Laurent.

Demonstratie. Fie f(z) analiticdi pe coroana circulari
U(zy,1,0):

n<l|z—z|<r,,
unde 1, poate fi zero,.iar 1, poate fi egal cu (+). Pentru orice

z€ U(zg,ry,r2) construim o coroand circulard concentricd
Uiz, p,, p, ) astfel incit
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ze Uiz, py, P, ) §i Uilzo, py, P, ) < Ulzors,ra) (vezi Fig. 2.).
Deoarece f(z) este analiticd pe coroana inchisa
n<p s | SP <L
si, aplicand formula integrald Cauchy (9.5.2) pe conturul
¥y = Am m,ABn n,BA
orientat in sens pozitiv (coroana se afld in stinga directiei
miscdrii), obtinem ca

Fig. 2.

_ L (fg)dg _ 1 f(?)d‘f
f@) = -—.<{ i Tom {
f (5)d5 f(&)d¢ f (f)aféE
+ j + _[ - j: ;e ]=
- L (j‘f((f)df 41? (z)dz ©)
27, §-z 21
unde cercurile ¥, :|z—zo| =p 517, —IZ'"Z[J— P, sunt ambele

parcurse in acelagi sens (In cazul dat impotriva acelor
ceasornicului).
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Pentru integrala de-a lungul cercului ¥,, urménd

rationamentul de la dezvoltarea in serie Taylor (teorema 2 din
9.64.), avem ci

S N (3T
fo2) = Mg{ P
-3 { f f@di.J f)a ey
n=0
unde
f(&)dg _ :
a, 2711[{(5 T =002 ®)
Sa considerdim acum integrala a doua (de-a lungul cercului
%)
l Avem:
FEME 1o f@dE
he 2m4 5 z 27&4(2—20)—(5—20) -
1
- f . )
27 z— z, j‘(f) ]_g“ Z, g ®)

z-1z,
Deoarece £ € ¥, rezulti ci I;’wzol =p, si
’;:_ZOI=|§-ZU|=
z-2| |z=2| |22
Dect pe cercul ¥, seria
n
e
=0\ 2~ Z, ’

termenti cireia formeaza o progresie geometricd cu ratia

<1.
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5"20 <
z—-17,

lq| =

este uniform convergenti catre functia
1 1
] - q ] _ g - ZO

Z_Zn

. Inlocuind aceastd serie in (9) si integrind termen cu termen
seria obtinutd, urmeazé ca

P q-f(é)[ (f zoJ e

" Z— ZULK~0 2—2,

L_i{cjf@(&—zu)" dg}

24111 n=0 (Z"‘ZO)[H-]
N

= ~1— -z )" A7 — s y-lnt)
> zm;{f(f)(f Z,) d&} (z2-2y)

:z(fgjf(f)(f—zo)"" df](z_zo)-” _

— a
=y —=, (10)
unde

=— g{f(é)(g’ ) dE = : I(;@;{f)w neN. (11)

Inlocumd semIe (7) i (10)in relapa (6) obtinem :
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f(z):fz( +f| Zau(z 75)" + —?‘”—__

n=1 (Z Z{))
= Zan(z—zo)n.

oo
Observam ci, datoritd faptului cd f(z) este analitici pe coroana
circulard r, < |z - Zol <r, §i in virtutea consecintei din teorema 2
a paragratului 9.5.2, integralele din formulele (8) si (11) pot fi
considerate pe orice cerc ¥ cu centrul in zy siraza r € ]r1 by [

Prin urmare,

foy= Y a,(z-2)",neZ (12)
iar formulele (8) si (11) se_unesc in formula
f()dsg
,ne Z. 13
n 2727, 4(5 ZO n+l ( )

unde ¥ este cercul ‘z—z0|=r cure ]r],rz[.

Aratam, Tn fine, ca dezvoltarea (12) in serie Laurent a functiei
f(z) este unici. Fie

f(z) = an (z—2z)" . neZ

H=—00

o altd dezvoltare In serie Laurent a functiei f(z) pe coroana
l'1<IZ—ZO| <r,.

Deoarece aceste doua serii Laurent au aceeasi suma pe coroana
circulara r1<|z - zo| <r,, obfinem, in virtutea teoremei 2, ci aceste
doud serii coincid. Teorema este complet demonstrata.

Asadar din teoremele 1 si 3 rezultd ci nofiunile 0 functie
analiticd pe o coroand circulard” §i ,,0 functie dezvoltabild in

244

serie Laurent pe aceastd coroand” sunt echivalente.
Fie coroana de convergenti
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n<lz—z,|<r,,

a seriei Laurent (1) este maximala si functia f(z) este suma
acestei serii.
Ca si in cazul seriei de puteri (vezi teorema 3 din 9.6.4) se

poate de aritat cd pe cercurile |z— zo| =1 §i Iz —z0| =y, ale

coroanei de convergentd r, < ’z - zol <r, a seriei Laurent (12)
existd cel putin un punct singular pentru suma f(z) a acesteia.
Nota 1. Fie functia f(z) este analiticd pe discul ]z— Zol <r,,
adic ea este analitica pe coroana
Oslz—zo|<r2 cun=0.

Observam ci functiile f(z)-(z-z,)"™" din integralele (11),

ne N sunt analitice pe domeniul inchis si simplu conex D,

marginit de cercul 7 : |z— zo| = p<r,, adica pe discul inchis

|z—zo|Sp<r2.

Aplicind teorema Cauchy pentru domenii simplu conexe
(9.5.2), conchidem c# integralele din (11) sunt egale cu zero
pentru orice ne N. Deci coeficienfii a_,,ne N din seria
Laurent (1) sunt egali cu zero. Aceasta inseamnd ci partea
principald a seriei Laurent lipseste. Pe de altd parte, aplicand
formulele (5) si (6) din 9.5.2, formula (8) se reduce la formula

(n) {0)
, =2 f (ZO) f (ZO _f( 0)
n!
Astfel, seria Laurent (1) se transforma in serie Taylor.
Deci seria Taylor coincide cu seria Laurent pentru o functie
f(z) analitica pe coroana circulard 0 < |z - zo| <Iy.

, considerdnd a, =

Nota 2. Avind in vedere teorema 2 de mai sus (unicitatea
dezvoltdrii), pentru a dezvolta in serie Laurent o functie f(z)

analiticd pe coroana I, <!z—zﬂ| <r,, Tn practici se utilizeazi
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alte metode mai rationale decét aceea de a calcula coeficientii
seriei Laurent dupd formula (13). De exemplu, dacéd f(z) este o
functie rationald, ea, mai intdi, se descompune in functii
rationale simple: in cazul planului complex C functiile rationale

simple sunt numai de tipul 1 si 2, adicd de tipuyl —— si
(z—-1z,)
A
k Y
(z—-12,)
functiile rationale simple, cu ajutorul transformdrilor elementare
se considerd ca suma unei serii, termenii céreia formeazi o

<1lsau se utilizeazd seria

k = 2, 3,.... (a se consulta [17], 3.2.2.). Pe urmi

progresie geometricd cu ratia

binomiald din 9.6.4. (vezi ex. 1, 2, i 3 de mai departe).
Exemplul 1. Sa se dezvolte Tn serie Laurent functia

1
(z2)= ———
f z(1-2z)
pe coroanele a) 0<|z]<1;b) l<|z|<+oo; c) 0<|z—1|<1;
Rezolvare. Functia f(z) este analiticd pe C, exceptand
punctele z;=0 si zp=/. Deci f(z) este analiticd pe coroanele
circulare date, adica dezvoltarea In serii Laurent exista,
Calcularea coeficientilor a,, n€ Z,ai seriei Laurent (12) cu

ajutorul formulei (13), in general, este destul de complicata.

fn baza notei 2 de mai sus, descompunem functia f(z) in
functii rationale simple.

Avem :

= ——=24 2 1,1

zl-z) z l-z z 1-z

. . 1 . o

a) In coroana 0<|z[<1, functia - poate fi considerati
-z

ca suma unei progresii geometrice infinit descrescdtoare cu

lal =[] <1.
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Deci
1 1 ] ,
f@=—+—=—+(1+z+2" +.. . +2"+..)=
z 1-z z

1 1 <
= —tltztl =S4 =0,
Z‘ . .. Z n=0
Partea principal a seriei Laurent contine un singur termen.

b) in coroana l<|z|<+oo avem ci lz|>l, adica [—{<1.
Deci : ‘
1 1 I 1 1
f( = = — =—— :—]——l'L:
(=2) z l-z z z-1 z z ;1
11, 11 i
=———(+—+—=+..+ 1 +...)=——I;%-I—~...—L—...
: z oz 77 " ¢ 7 AR
=MZ*3T,11€N,
n=lz

1
deoarece [q| = J— <1, adicd |¢]>1.
z

In aceasti serie Laurent partea secundari lipseste.
¢) Incoroana 0 < [z - ll <1, functia

1 1 1

. z_z+1-1%1+(z—1)

poate fi consideratd ca suma unei progresii geometrice infinit
descrescétoare cu ratia q = -(z-1) si |q| = f— (z~—1)| = lz —'],| <1.
Deci

1 111 1 _&h,

)= = + =
2(1-2) 1-z z l-z 1+(@z-1) z-1

11 o , .
ATy CaD A Cl iR Cha VR

+(-D"(z=D" +...= —_—]_—1+i(—l)"(z: D" n=01,...

n={
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Partea principald a seriei Laurent contine un singur termen.
Exemplul 2. S& se cerceteze diverse dezvoltari ale functiei

1 . oA
f(z)= ————— n serie Laurent, considerind zp= 0.
z°-3z+2
Rezolvare. Functia f(z) este analiticd pe C, exceptind
punctele z; = /1, z; = 2, care sunt solutiile ecuatiei i

£-32+2=0.
Descompunem fanctia f(z) in functii rationale simple. Avem:
{ A B 1 1
flz)= + -——+

(z-)z-2) z-1 z-2 z-1 z-2
Exista trei coroane circulare cu centrul in zy = 0 in planul
complex C in care f(z) este analitici: D; : O0<|z<I;

Dy:l<|z|<2 §iDs: 2 <z < +eo (vezi fig.3.).

Y

g
\u

Fig. 3.
Avem :
) ..._1_1:%=]+z’+zz+...+z" +...=i2"’ daci |ql=|z]<l
Z— -2 n=0
si n=0],..;
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1 | 1 1 1

1
2) - =—— =——(l+—+—=+. . +—+.)=
-t ozl 2z oz
z
X
dacd |q= <] adic |¢]>1 si ne N;
3) 1 _ 11 __l(]+..z_ z A )=
-2 2,z 2 22 7Y
323,
daca
M=%<LMMﬁk2$nﬂnL@
1 1 1 1.2 2 2" = 2"
4 =—'—~'—=—(]+—+—*+...+-T+...)= -7
)2—2 2.2 = z 7 z ,.Zd;zl
z
daca
la| = <1 adicd [¢|>2 §i n=0,2,.

a) Consideram coroana D), adicid domeniul 0 < |z| <1, ceeca

ce inseamna discul |z| <1.

in baza notei 1 de mai sus, seria Laurent pentru functia f{z)
in D, se transformad in seria Taylor :

fo= ——-'+—-— i Z()

n=0 =0
pentru |z|<1 si n=0,l,2,....

Z( - 2n+l ’

n=0
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b) InD,: 1<|Z|<2 avem ca

1 n
f(z)= ——+—: Z’—‘—_ {—J , n=01,....
- =l < n—1) 2
¢) In D3: 2< |z| <+eco functia f(z) are urmatoarea
dezvoltare in serie Laurent:

f(z)_ ——-1_]-‘_?:_2 Z n+1=_2 n+l Z n+l

n=1 Z n=0 =0 < A=

_232'1) H,neN.

=l

Exemplul 3. Si se dezvolte in serie Laurent functia
1
@)= ———
! (z+3)(z-1)°
incoroana (< |z + 3[ <4,
Rezolvare. Descompunem f(z) in functii rationale simple:
1 A B C
— = + - —=
(z+3)z-1D)" z+3 z-1 (z-1
A(z 1)’ +B(z+3)(z-D+C(z+ %)
(z+3)(z-1)?
Deunde | = A(z— 1)* + B(z+3)z- 1)+ C(z + 3).

In aceastd identitate (formald), dand valorile z; = 1, z; = -3 st
= () obtinem succesiv ca

C:l,Azl—ng—la
4 16 16
Deci
IR WS BN U B SO
(z+3)z-1* 16 z+3 16 z—1 4 (z-1*
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a) Avem :
1 ] 1 1 ____1__ 1

16 z2—1 16 z—-1+3-3 16 4—(z+3)

<1,adica [z+3<4 §i n=0].2,....

dacd Iql = .51—3

1 1 1 1 1

l —— e —— =
4 (z-1 4 [4-z+3)f 64( z+3J

1—=—=
4
_L[l_gﬁ)*z
64 4 )

b)

Aplicand formula (14) din 9.6.4 si inlocuind in ea m cu (-2),

zeu a , rezultd ca
%.(2_1)2 __1_2(_1)"'2A3.,...;.(n+1){z:3j” _
Z( - (a+1)- (“3)
daca | =52 <1, adica [z43[<4 5i n=0,12....n.

Prin urmare,

Flo)= 1 1.1 +Lw(§i§)"+

(z+3)z-1* 16 z+3 643\ 4
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+—Z( 1) (n+1)- [“3) =
L L+—Z[1+( " (n+1))- (“3)

16 z+3 64
care este valabild pe coroana 0 z+3| <4 si n=0,1,2,... .

Deseori pentru a dezvolta in serie Laurent functii irationale si
transcendente se utilizeazd dezvoltirile in serie Taylor
(MacLaurin) ale functiilor &%, sinz, cosz, shz, chz, In(I+z),
(1+7)", me R demonstrate in exemplele 5-8 din 9.6.4.

Exemplul 4. Si se dezvolte Tn serie Laurent functiile :
1

a) e? pe coroana 0 < |z| < toa;

z
b) cos pe coroana 0 < |z + 2| < oo ;
z+2

Rezolvare.
a) Avem (veziex. 5 din 9.6.4.):

. w2 n
e” =l+wt+—+..+
2!

n!

. ) . x . 1
valabild pentru orice we C. Daca inlocuim w cu —(z#0),
Z

obtinem seria :
1
er =1+—+
z z°-2

+..+

= 1
n=0 Z -1

care este valabild pe coroana 0 < [z| <400 §i n=012,.. .
b) Avem:

z (z+2—2 ( 2
coS =CO0S =cos| 1l —-—— =
z+2 z4+2 z+2

=cosl-cos

+sinl-sin .
2+2 z+2
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Deoarece seriile

M)Z w4 wé ) “)21'2
cosw=l-—+—-——+_ (1) —+...,
20 4 6 (2n)
3 5 7 2n+]
sinwzw...w_.{.w_._lv_+_._+(__l)" _.‘Y__ s
3 st 7 (2n+1)

sunt valabile pentru orice we C (vezi ex. 5 din 9.6.4.) inlocuind

w Ccu

, z#—2,obtinem ci
z+2

z_ 2 Y 1 (2 Y
cos =cosl-|1—-| — | —+4|—~=| - —= .. |+
z2+2 z2+2 b \z+2) 4

3 5
+sin]- L_l(,..g._] .f_i L — =
z+2 3 \z+2) 'Stlz+

. 2 cosl{ 2 Y
=cosl+sinl- - -
z+2 2 \z+2

sin1 [ 2 )3 cosl{ 2 Y sintf 2 Y
- . + + —-.=
3! z+2 4 L z+2 51 \z+2

=S -1y cosl( 2 )2"+ sin | ( 2 )2"*‘
= T @) \z+2 @a+1p \z+2 ’

care este valabila pe coroana 0 < |z + 2| <+oosi n=0,12,... .
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9.6.6. Puncte singulare si clasificarea lor.

O problemd importantd in teoria functiilor analitice este
studiul comportarti unei functii analitice pe un domeniu intr-o
vecinitate a unui punct apartinind frontierei acestuia. Cazul cel
mai simplu este acela cind punctul respectiv este izolat.

Reamintim ci punctul zoe C se numeste punct singular al
functiei f(z), daca ea nu este analitica Tn acest punct.

Daci existd o €- vecinatate perforata (sau punctatd) U (zo, ),
£> 0 a punctului singular zo, astfel incit functia f este analitica

pe U (2o, £), atunci zp se numeste punct singular izolat.

Evident ¢ dac3 zo este un punct singular izolat al functiei f
analitice pe domeniul D, atunci z, apartine frontierei domeniului
D si multimea DU{zp} este de asemenea un domeniu.

Instrumentul principal pentru studiul comportérii unei functii
f{z) intr-o vecindtate a unui punct singular izolat i1 constitue
seria Laurent.

Fie zpe C un punct singular izolat al functiei f, adicd f este
analiticd pe o coroand 0<| z-zo|<€, >0. Prin urmare, in aceastd
coroand functia f(z) se dezvolta in serie Laurent (teorema 3 din
9.5.6.), adica

oo n
f@= Zau(Z_ZO) ’ (1)

unde

1 4 f(&)dé

an= i ; (g__zo)nﬂ *

neZ si y este orice cerc | z-zO|=r cu O< r<e, orientat in sens
pozitiv. ]

Sunt posibile trei cazuri referitoare la dezvoltarea (1):

a) seria Laurent (1) nu contine partea principala;

(2)
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b) partea principald a seriei (I) contine un numdr finit de
termeni;

¢) partea principald a seriei (1) contine o infinitate de
termeni.

Clasificarea punctelor singulare izolate se efectueaza in
dependenté de aceste trei cazuri.

Definitii.

1. Daca In seria Laurent (1) partea principald lipsegte, adica
coeficientii a,=0 pentru orice n intreg negativ, atunci punctul
singular izolat zy se numeste punct eliminabil (sau aparent)
al functiei f(2).

2. Daci partea principala a seriei Laurent (1) contine un
numir finit de termeni, atunci punctul z, se numeste pol al
functiei f(2).

3. Dacd partea principald a seriei Laurent (1) contine o
infinitate de termeni, punctul zp se numeste punct esenfial al
Sunctiei f (2).

Vom cerceta comportarea functiei f (z) intr-o € -vecinatate a
punctului: eliminabil, pol si esential.

1. Puncte eliminabile.

Fie 2o un punct singular eliminabil al functiei f(z) analitice

pe coroana 0 < !z - ZOI <r,r>0. In acest caz seria Laurent are
forma

fD=ay+a,(z—z5)+ - +a,(2—2y)" +...=

' =Za"(z—- zo)" , n=012,..., 3)

=0
care  este  valabild pentru orice z din coroana
0<|z—2zo|<r,r>0. Deoarece seria (3)este o serie de puter,
care este convergentd pe discul |z - z0| <r,r>0 , rezultd ca
suma ei f{z} este o functie analiticd pe acest disc (nota 2 din
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9.6.3) si deci f{z) este continui in zo (teorema 1 din 9.4.3 si
9.2.3.).

Asadar, daca z — z,,, suma seriei (3) are limita finitd, egala
cu go. Prin urmare, trecand la limité in relatia (3) cind zZ — Z,,
avem lim f(z)=aq,.

=2
Daci f(z) nu este definiti Tn punctul z, atunci consideram

f(zo)=£r2f(3)=a0'

Daca, insd, f (z) este definitd in 2o, dar f (zp)#ap, atunci
schimbdm valoarea functiei in punctul z5, considerdnd-o
f (zo)=ao. Deci, functia
(z)= f(z), dacd ze U(z,, 2)

"z -
a,,dacd z = z,,

astfel definitd, devine deja analiticd pe discul | z-zf< r, adica
singularitatea punctului zo este deja eliminatd. Din aceste
considerente punctul singular izolat zo al functiei f (z) in cazul
dat a fost numit punct eliminabil.

Din relatia lim f(z)=a,, rezulld ci pentru orice £>0 exista

I

un & > 0, & < r astfel incat inegalitatea |z -~ Zo! <d implici
inegalitatea | f(z)- ao[ < £ . Prin urmare, functia analiticd [ (z)
este marginitd pe discul | z-zo[<d centrat in punctul eliminabil z,
de raza 0<d<r.

Fie acum in seria (3), coeficientii a, =a, =---=a,_ =0,
iar a,70, adica seria (3) are forma

"
f( =ia,,(z—z.,) =q (z-2,) +a,,(z—2,)"" ++
e .

-'-am-!-k(Z - Zn)m‘“ +-oe= (Z - Zn)m[am +am+l(z-zn)+
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+alﬂ*2(z_zﬂ)2 +"‘+am+k(z_zﬂ)k +..']=

=(z2-2,)" - g(2),
oo k
unde ¢ @)= dnilz=2), si olz,)=a, #0.
k=0
Observam ca functia g(z) cd suma unei serii de puteri este
analitica pe discul 1z - Zo| < r, centrat in punctul eliminabil z,
al functiei f(z) derazar.
Asadar din cele spuse mai sus am demonstrat urmétorul
rezultat:
Teorema 1. Dacd z; este un punct eliminabil pentru functia

f (2) analitica pe coroana 0<|z—z0| < r, atunci existd o 0 -

vecindtate a punctului zg cu 8< r in care f(z) este mirginiti si
F(2D)=Gz)" - g(2),

unde me N, iar functia g(z) este analitici pe aceastd & —

vecinitate a punctului zo si g(z,)=a,, #0. Are loc si teorema

inversa.

Teorema 2. Daci functia f (z) este analitica si marginitd pe
coroana 0<| z-z|< r, r>0, atunci punctul z, este un punct
eliminabi! al functiei f.

Demonstratie. Fie f (z) analiticd si mérginitd pe coroana
O<|z-zg|< r, r>0. fn virtutea teoremei 3 din 9.6.5, f(z) este
dezvoltabild Tn seria Laurent (1) cu coeficientii calculati dupd

formula (2)
_ 1 f(6)dé
-y ;{ (f—zo)"ﬂ s HEZ,

unde y este orice cerc |z - z0| = p, care apartine in intregime

coroanei O<£z - zU| <r,adicd 0< p<rsi ¥ este orientat in sens

pozitiv. Deoarece  f (z)  este marginiti pe coroana
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()<|z — Zo‘ < r, rezultd ca existd numdrul real M > 0, astfel incét

| f(z )‘ <M pentru orice z din aceasti coroana. Deci

o|=-1g fEME |1 gMe]_
' 27 4 (f_zo)"+l 2”7 pm
E—zy=p-e", 2’
=ldE=p-e" i-dt, =~A—4?- '[pi{j, adica [an|5ﬂn.
2 p

dé|=p-dt,te (027
Observam ci coeficientii seriei Laurent nu depind de cercul
Y|z — z,|=p, adica de numirul 0< p < r . Trecind la limita in

M . :
relatia |a”| <—-,cind p — 0, obtinem c& a,=0 pentru orice

n intreg §i negativ.

Prin urmare, seria Laurent (1) contine numai partea ei
secundard. Aceasta inseamnd cd punctul zo este un punct
eliminabil pentru functia f(z).

Exemplul 1. S3 se cerceteze punctele singulare ale functiei

f(zr)=w

Rezolvare. Functia f(z) nu este definita pentru z, =0. Daca
z#0, atunci functia f (z) este analitica ca raportul a doud functii
analitice. Aceasta inseamnd ca f(z) este analiticd pe coroana
0 4 <+oo si in baza teoremei 3 din 9.6.5, pentru functia f(z)
existd o dezvoltare unicd in serie Laurent. Avem (vezi ex. 5 din
9.6.4):
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3 3 7
j'(z)=l-sinz=-]—(z—z—+z——z—+--- ):
z z

3587
2 4 2n
< <
=l___+____ . n
35 7 ;‘ b (2 Y

Deci partea principald a seriei Laurent lipseste. Prin urmare,
punctal z, =0 al functiei f (z) este eliminabil. Observam ca

. sinz Y oa s . . singz .
II_r)(I’I =1. Daca, insd, vom modifica funcfia —— numai in
0z z
punctul z=0, considerand f(0)=] , atunci functia

sin

—,daca z #0,

olz)=
I, dacé z=0,

astfel definita devine deja analiticd §i in acest punct, adica
functia @(z) este analitica pe C.

2. Polii functiei.

Fie z; este polul functiei f (z), care este analiticd pe coroana
0<| z-zol< r, r>0. In acest caz dezvoltarea Tn serie Laurent a
functiei f(z) are forma

f(Z):—aL'{““_" +Za"(z—20 » (4)

(z—2)" (z— zo) e
unde a0, me N si n=01,2.,... .
Dacd m=1, punctul singular izolat zo se numeste pol simplu.
in caz contrar, z se numeste po! muldtiplu, iar numarul natural m
se numeste ordinul lui.
inmultim ambele parti ale egalititii (4) cu (z-zp)"- Avem:
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(z-2)" f@=a_,+a_,,(z—2))+ -+

+ a, (Z _ Zo)nkl + Zan (Z_ Zo)n+m
n=0

si a_, #0.

Aceasta inscamnd ci pentrn functia [(z-z9)™ - f(z)} punctul
2 este eliminabil. Functia [(z-z0)™ - f (z)] este analitic3, deci §i
continua pe discul Iz - 20] < r casuma unei serii de puteri. Prin

urmare, lim[(z—zo)"' 'f(Z)I=a-m #0si
I

lﬂgﬂz-zol’" 1F @)= o] 20.

a_m‘ . Din ultima egalitate, rezultd cé existd un

disc cu centrul in zo de razi destul de mica astfel incit pe acest
. - . m A .

disc are loc inegalitatea Iz - Zﬁl . If(z)| > g (in virtutea

continuititii functiei reale de doui variabile reale). Prin urmare,

q .
f@P>——5 i limlf@)]=+=
|z -z, %
in felul acesta am demonstrat urmitorul rezultat:
Teorema 3. Daca punctul zy este un pol al functiei f(z)

analitice pe coroana (<] z-zo|< r, r>0, atunci lim] f (z)| =
o2

Are loc si teorema reciproca.
Teorema 4. Dacid functia f (z) este analiticd pe coroana
04 z~zo| <r, r>0, unde zo este un punct singular izolat al ei gi

lirr_]l f(z)| =+ee, atunci punctul zo este un pol al functiei f (2).

Demonstratie. Fie M un numdr real pozitiv arbitrar. Relatia
]imi f (z)| =+o0 implica existenta unei & - veciniitati perforate a
=y
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punctului zo (0<d<r), In care se satisface inegalitatea

1
|f(2)| >M. Considerim functia (Z) =——— pentru orice z

f(z2)
din coroana 0 < |z - zo| < &, care este analitici i marginitd pe
aceastd coroand. In baza teoremei 2 punctul zy este un punct
eliminabil al functiei ¢ (z), deci

@ (2)=(z-20)" ¥ (),
unde meN, iar functia ¥ (z) este analitica pe discul

|z — zo|< 8 si Wz)#0. Asadar
flz)= 1 _ lm __%@ _
¥(z2) (z2—29)" W) (z2—2¢)

unde @ (2)= este o functie analiticdA pe discul

w(z)
IZ - Zol < &, deoarece ¥ (z0) #0. Prin urmare, ¢,(z) este
dezvoltabila in serie de puteri (Taylor) pe discul 12,' - Zol <o

p=a,talz—z,)+-+a,(z—2z))" +-,
unde ag #0 si

1
(D —(z_—z“),,,"(ol(z)“

.
(z—z)"

+a,(z—z,)" +- ]=

la, +a(z—z)++

al) al

a"__
= +Zan+m(z Z()) *

(z—z)" (z=z)"" - Z,
unde ap#0. Aceasta inseamnd cé punctul singular izolat zo este
un pol de ordinul m pentru functia f (z). Teorema este
demonstrati.
Definitie. Fie functia f (z) este analiticd pe un domeniu D.
Punctul zge D se numeste zero (sau radicina) al functiei f, dacad
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flzo)=0. Daca existi un numar natural m astfel incat
f @)= f'zo)= - - - = f "™ D(z0)=0, iar f ™(z0)#0, atunci punctul
zo€ D se numeste zero multiplu de ordinul m al functiei f.

Teorema 5. Fie f(z) este analiticid pe domeniul D. Pentru ca
punctul zoe D sa fie zero multiplu de ordinul m al functiei f{z)
este necesar si suficient ca f (2)=(z-z0)" - ¢ (z), unde @ () este
analitica in punctul zo, @ (z0)#0si me N .

Demonstratie. Necesitatea. Fie zp un zero multiplu de
ordinul m al functiei f(z) si considerdm o & - vecinatate a lui zo,

adica discul |z - z0[< J, &0 astfel Inciit acest disc sa apartind
in intregime domeniului D. Deci f (z) este analitici pe discul
|Z - Z0l< J st in virtutea teoremei 2 din 9.6.4. se dezvolta in

serie Taylor :

{n)
f@)= Zf (0)(z Z,)",

n=0

unde f O z0)= f(z0),0!=1s5in —0,1,2,... .

Deoarece f (zo)=f 'zo)= - - - = f ™ z)=0, si f ™(zo)#0
urmeaza ca
f"") (ZO m f(m“)(zﬂ) nt+l _
f()=——— - (2~ 2,) +W(Z‘Zo) +.=
— - m f(’n)(ztj) f(m+l)(z()) — P
=22 [ o oy GTwT =

=(2—-24)" ' 9(2),
f""’( o)

unde @ (z9)= ————#0 $1 @ (g) este o functie analitica pe
discul |z - zol < 5 ca suma unei serii de puteri. Deci @ () este

analitica in zo.
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Suficienta. Fie f (2)= (2—2,)" 9 (z), unde meN , ¢ (2)

este o functie analiticd Tn punctul zp s1 @ (z0)#0. Dezvoltim
functia @ (z) in serie de puteri (Taylor) intr-o & - vecinatate a

punctului zg, adica pe discul |z - zol <d, .

Avem ¢ @)= ay+a,(2=2)+ +a,(2=2)" +,
unde @ (z0)=a¢#0. Prin urmare , ,
f@=G—z)"|ay taz—z)+ - ta,z-7) +-]=

= ay(2~20)" +a, (2= 2)™ + -+ a, (2~ 2)"" + . ()

Seria din partea dreaptd poate fi derivatd termen cu termen pe
orice disc inchis Iz - zoi <r<d.

Asadar din (5) rezulta:
f (z0)=0;
F(@)=aem(z-20)™ +ay(m+1)(z-20)™+ - - -,
de unde
f ’(Zo ) =0;

f"@=arm(m-1)(z-20)"™ +ay(m+ mx(z-z0) ™+ - - -,
de unde f "(z0)=0; etc.
SO D@=apmm-1)- . . . -2:(z-z0)+ a(m+ Dm- ... 3220+ . . .,
deunde f"(z,)=0si

F™@=aym!+ aflm+Dym(m-1) ... 2@zt ..,

de unde f™(z0)= ap-m!+0.

Teorema este demonstrata.

Legatura dintre polii multipli de ordinul m §1 zerourile
multiple de ordinul m este stabilitd de urmétoarea teorema:

Teorema 6. Pentru ca punctul z, s fie un zero multiplu de
ordinul m al functiei f(z) analitice in zp este necesar si suficient
ca punctul 2o sa fie un pol multiplu de ordinul m al functiei

|
F(z)=—o.
(z) e
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Demonstratie. Necesitatea. Fie zy un zero multiplu de

ordinul m al functiei f(z).

Pe baza teoremei 5, avem f(2)=(z2—2,)" 9(z), unde
me N, functia ¢ (z) este analitici in zo, adici pe discul
|z~ 2,|<8 85051 @(z,)%0. Deci

=—l-—. Z
Fle)= e 0o

unde{l?l(z):-a(l-;)— este analiticd pe discul |z—z,,]<5. Prin

urmare, ¢, (z) este dezvoltabild in serie de puteri (Taylor):
9= a,+a(z—z))++a,(z—z) +-- si

F(Z)::;m[ao +a,(Z—Zo)+“‘+a,,(Z—ZU)“ +“']=
(z—2,)

p— a“ + al +...+—.‘.z.ﬁi_+
(z—z,)" (z—z)"" 72—z,

¥ guanm (z-12,)", (6)
care  este  valabili pe coroana O0dz-zd <8 i
1
ay = 9,(z,)=
0 =)=

de ordinul m al functiei F(z).
Suficienta. Fie zp este un pol multiplu de ordinul m al

# 0. Deci punctul zg este un pol multiplu

functiei F(z), adica dezvoltarea lui F in serie Laurent pe coroana

0<|z - zol <d are fom’.na
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a a - n
F()=—=—+ +——+>a (z-7) =
(z-2,) -2y

1

= —T[a_m +a_, (z2-z)+..+ta (z- Z)"" +
(z—2z,)

S 1
. _ n+m - . ( ,
+ Z:a,,(z Z,) } ) o(2)
unde @ (z) este o functie analiticd pe discul |z - z0‘<5, fiind
suma unei serii de puteri §i @(z,)=a_, #0. Deci
1 m 1 m
=——==(2-2) —==2~-%) -9lz), unde ¢z
1= pg =) 5=l a) Al wie ()
este analiticd pe discul |Z_Zo| <& ca raportul a doud functii

analitice. Aceasta inseamni cid ¢ (z) este analiticd si Tn zo.
Aplicind teorema (5), obtinem cd punctul zp este un zero

multiplu de ordinul m pentru funcfia f(z). Teorema este complet -

demonstrati.
Exemplu 2. Si se cerceteze punctele singulare ale functiei
_ z+1
f@)= (22 +4)(z+2)°

Rezolvare. Observam ca pentru functia
@ @)= (I +4)(z+2)’
punctele z;=2i, z,=-2i sunt zerouri simple, iar z3=-2 este un zero
multiplu de ordinul 3. Prin urmare, pentru functia f(z) punctele
712=+2i sunt poli simpli, iar punctul z3=-2 este un pol multiplu
de ordinul 3.
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3. Puncte esentiale.

Fie zo un punct singular esential al functiei f (z) care este
analiticd pe coroana 0<|Z — zol <r, r>0 . Comportarea Ini f

in vecindtatea punctului esential zg este descrisd de urmitoarea
teoremd, demonstratd in mod independent de ilugtrii
matematicieni Weierstrass, Casorati si Sohotchi:

Teorema 7. Pentru ca punctul singular izolat z, al functiei

f{z) analitice pe coroana 0<|z — znl <r, r>0 si fie esential este

necesar §i suficient ca pentru orice numér complex w (finit sau
o) sd existe un §ir de numere complexe {z,,}, z,€ Ulzg, 0, 1)

convergent citre z, astfel incat lim f(z, )= w.
n—yo0
Demonstratie. Necesitatea. Fie 75 un punct esential al
functiei f{z) analitice pe coroana 0<|z — zo’ <r, r>03si weC.

Tn limbajul ,,& ~ 8" trebuie ci demonstrim urmitoarele: pentru
orice numere we C,£>0 st 6 >0, 0 <r existd cel putin un

punct z; ce apartine discului |z - z0| <J astfel Incat
|f (z] )—- wI < €. Vom demonstra teorema prin metoda reducerii

la absurd. Presupunem contrariul. Aceasta inseamnd ci existi
numerele w,€ C, &, >0 si &, >0(J, < r) astfel incit pentru

orice punct z ce apartine discului fz—zo|< 0, se satisface

f(z)— W0| 2&.
Consideram functia auxiliara

inegalitatea

@(z) = (7)

1
, f@~wy
Functia ¢ (z) este analiticd pe coroana O<’z - Zo’ < 4, (ca

raportul a doud functii analitice) i mirginitd pe ea, deoarece
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Dupa teorema 2, punctul zp este un

1
ol=} - |f(z) w|_(<:0 '
punct singular eliminabil pentru functia @ (z), ceea ce inseamna

cd existd limita finiti 1im @(z)=a,ae C. Din relatia (7)
=7

2

obtinemcad f(z)=w,+ ﬁ Daci lim ¢(z) = a =0, atunci
z

lim f(zx)=w, + =oo gi aplicind teorema 4, rezultd

7329 lim @(z)
9

ci zp este un pol pentru funcfia fz). Dacd

. 1
Iim p(z)=a#0,ae C, awnci lim f(2)=w, +—— este

=920 FA 7Y

finitd si deci f(z) este marginitd pe 0<(Z — Zol < 0,. Aplicind

teorema 2, conchidem cé zo este un punct singular eliminabil.
In ambele cazuri am primit contrazicere cu conditia teoremei
cd zp este un punct esential. Deci teorema este justd pentru w+eo.
Fie acum w=co. in acest caz functia f (z) nu poate sa fie
marginitd nici intr-o J - vecindtate a punctului zo , 0<d<r
deoarece in caz contrar, din teorema 2 ar rezulta cd zp este un
punct eliminabil pentru functia f (z). Prin urmare, pentru orice

1 1 .
neN 1n coroana 0<|z - Zo| < —,cu —=<r se pot gisi puncte
‘ n n

1
Z, pentru care >—. Acesta inseamnd cd in coroana
n

O] z—zd <r existd un sir numeric {z,} care converge cétre 7o §i
lim|f(z,)|=+e. adicd lim f(z)=w=co. Astfel conditia
n—r n-—po0

necesara este demonstrati.
- Suficienta. Deoarece pentru diferite giruri numerice {z,} din
coroana 0<| z—zd <r, r<Q, care sunt convengente citre Zo, sirurile
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respective {f(z,)} ale valorilor functiei f au diferite limite, rezulti
cd, in baza definitiei limitei functiei in sens Heine, functia f cind
7-3Z0 nu are limitd (nici finitd, nici infinitd). Aceasta Inseamni
¢a punctul zg nu poate fi nici punct eliminabil, nici pol pentru
f(z). Prin urmare, punctul z este un punct esential pentru f{z) .

Teorema este complet demonstrata.

De fapt teorema 7 este un caz particular al unei teoreme
celebre, numitd teorema Ilui Picard (1856 -~ 1941 -
matematiciam francez), care afirmi cd: in orice vecindtate a
punctului singular esential izolat al unei functii analitice,
aceastd functie ia orice valoare finitd, exceptind cel mult o
singurd valoare, numitd valoare exceptionald (vezi de exemplu
[3],cap.4,§ 7).

Exemplul 3. Si se cerceteze puncul singular al functiei

1

f=e*.
Rezolvare. Punctul z;=0 este un punct singular izolat al
functiei date. Avem (vezi formula (11) din 9.6.4.):

u2 u3 un
=l+u+—+—+--+—+:
2 3 !
variabila pentru orice numir ue C. Intocuind u = l, z#0,

Z
obtinem dezvoltarea in serie Laurent a functiei f (z) pe coroana

0 <z < oo

1

- 1 1 1 1 1

et =1-l——+—2~—+---+—,1 —+-
z 7o 2 " nl

care contine o infinitate de termeni in partea principald a ei.
Dupa definitie, punctul zp = O este un punct singular esential.
Aplicdm acum teorema 7. Daci wy=co, considerim sirul

{z,, =l},ne N.
n

213



Deci

limf(z,)=lime™ =lime" =w, =0,
H—300 Zp300 n—o

Dacia wy=0, consideram sirul

{zn = —-l} ne N
n

si obtinem cd
' lim f(z,)=lime™ =0.
s n—os

ey | —-—

Daca wo=C\ {0} , ecuatia ¢* =W, are radacinile
_ 1
Lnw, ln‘w0i+i(argw0 +2m)’

Z, ne N.
Aceste rddicini reprezintd un sir numeric de poli simpli
1
pentru functia ¢?, care se acumuleaza in origine.

Asadar din cele mentionate mai sus rezultd c oricare ar f wy
1

(finit sau o) functia e® ia valoarea wy In orice vecindtate a

punctului  zg=0. Aceasta confirmi, Tn baza teoremei 7, ci zp=0
1

este un punct esential al functiei f{z)=e*.

fn ncheiere vom studia comportarea functiei analitice f (z)
in punctul Zo=co.

Remarcam ca in planul complex extins C.. existd un singur
punct impropriu zg=ee, care in sfera unitard Riemann corespunde
punctului N(0,0,2) (vezi fig.1. din 9.1.3.) , adici C.= CU{eo}.

Reamintim cd exteriorul cercului |z |= r , 0, adica
multimea puunctelor ze C care satisfac inegalitatea [zl >r se

numeste r — vecindtate a punctului zp =co. Dacad zp=0, atunci
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interiorul cercului lz| = r se numeste r — vecindtate a punctului

finit z5 =0.
1 1

Aplicatia Z=— sau fz— aratd ci r - vecinatatea
Z

. Lo 1 . .
punctului zy =eo, r>0 se trasformi in — - vecinitate a punctului
r

&y =0. Asadar studiul comportirii functiei f in 7o = se reduce

. . i 1), .
la studiul comportarii functiei g(&)= f E in punctul finit
& =0.

Fie f(z) este analiticd intr-o r — vecindtate a punctului zg=eo,
1 1

f in ~ — vecinatatea
r

perforatd a punctului & =0 poate fi dezvoltati in serie Laurent :

o) =3 b+ 5 b

n={} n=} 5" ’

v it o . .
unde seria anf se numeste partea secundard, iar seria
n=0

1>0. Atunci functia g(&)=f

S B
n=] 5”

variabila z cu ajutorul substitutiei f =— i, considerind

- partea principald a seriei Laurent. Revenind Ia

b,=a,,b,=a_,,ne N , obtinem urmatoarea dezvoltare:

- ?
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f(Z)=ia;'""—+ia,,z”=ia"z", nez (8)
n=0

=1 n=—co

cate senumeste dezvoltare in serie Laurent a
functiei f(z) intr-o r - vecinitate a punctului Z0 =co, >0,

. - a—n - * . -

Seria ) —" se numeste partea secundard, iar seria . a,z" —
n=l Z =0
partea principald a seriei Laurent (8) pe coroana

r<|z’<+oo,r>0

Definitie. Vom spune cé punctul z, = este eliminabil, pol
de ordinul m, respectiv punct esential al functiei f (z) dupd cum
punctul &; =0 este eliminabil, pol de ordinul  si respectiv punct

esential al functiei g(&) = f[%)

Deoarece lim f(z)=1limg(£) si avand in vedere
700 £=0

teoremele 1-7 de mai sus, obtinem urmitorul rezultat :
pentru ca punctul zp == sd fie punct eliminabil, pol de ordinul
m sau punct esential pentru functia f(z) este necesar si suficient

ca lim f(z) sa fie respectiv finita, infinitd sau si nu existe,
)
sau ceea ce este echivalent respectiv cu aceea cia: partea

principald a seriei (8) lipseste, adicid seria Zanz" este nula;
n=t}
partea principald a seriei (8) contine un numdr finit de termeni
sau in fine, partea principald a seriei (8) contine o infinitate de
termeni. Asadar, teoremele 1-7 rimin valabile §i pentru zg =oce.
Exemplul 4. Sa se cerceteze punctele singulare ale functiilor
urmatoare 1n planul complex extins C.:
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a) f(z)=—17;

Z+1
b) f(z)=P(2)=a,+az+a,z’ +--+a,z",ne N,a, #0;
P(z) a,+az+--+az"
Q (z) b,+bz+-+b"

o f)=

ne N,me N,a, #0,b, #0,
d) f(z)=sinz.

Rezolvare.

1 . .
a) Functia f(z)= este analitici pe C \{-i}. Punctul
Z+1

z=-i este un punct singular izolat pentru f (z) si Tntrucét z=-i este
un zero simplu al functiei g(z)=z+i, rezultd ci z=-i este un
pol simplu pentru f(z). Dac z—ee, avem cd f (z)—0. Aceasta

inseamnd ci lim f(z) =0 este finitd si deci punctul zp =0
z—9%

este un punct singular eliminabil. '
Acelasi rezultat obtinem daci dezvoltdm functia f(z) in serie

Laurent pe coroana 1d z| <oo,

# 1 .
=— <1, atunci
2| |4

.2 .3
] =—]-~ 1 - :l(l—i+%wl_+...]=

intr—adevﬁr, daca

3

[ {
zti oz 4t 2 z ¥z
Z
1 i it P i
sttt CY o
Z Z Z Z Z

care este valabila pe coroana 1 4 <+oo.
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Deci
g(§)=fG)=§—i§?‘ +itB-PE .,

care este valabili pe discul | &|<1. Prin urmare, &=0 este un
punct eliminabil cu g(0)=0 pentru g(¢&) . Aceasta inseamnd ci
Zg=°< este un punct eliminabil pentru f(z).
b) Functia polinomiala
f@=P(2)=aq, +alz+a222 +---+az",neN,
a,#0 este o functie analiticd pe C (functie Intreagd), conform
studiului din 9.4.4. Observim céa

n a a .
f(Z)=Z (—2—%— "il+'--+an) St
Z Z

g(f):f(_;gjzfln(aogﬂ +a1§n_l +--ta,)=

a a
¢ e e
adicd seria Laurent pentru g(&) pe coroana 0d & < r, >0
contine un numér finit de termeni ai partii sale principale. Deci
&=0 este un pol de ordinul 1 pentru g(¢), ceea ce Tnesamnd cé
punctul zg=e este un pol de ordinul » pentru functia f(z).
¢) Functia rationald
P(z) a,+az+---+az"

(2)=
f Qm(z) b()+blZ+“.+bmzm
an+61"__l+...+a_0
=Zn~m . Z Zn =
bm+b’"—"+---+ by
Z Zm
=" -¢(z),ne Nyme N,a,#0,b, #0. ©
218

Functia rationala (9), conform studiului din 9.4.4., este
analiticd pe C, exceptind solutiile ecuafiei QOn(z)=0, adicid
zerourile polinomului Q,(z). Zerourile polinomului Qn(z) sunt
poli pentru f (z), ordinul cdrora coincide cu multiplicitatea
solutiilor ecuatiei Q,(2)=0.

. . . a . .
Din relatia (9), obfinem ¢i  lim ¢(z) = —%. Deci, daci
Zmee b
n>m, avem ca

. T n—m — oo
Zlg)noof(z)—zlg)nwz »(z) =

si punctul zo=co este pol de ordinul (n-m) pentru functia f(z).

Dacéa n=m, avem ca
_ a
lim = lim 2™ ¢(z)= lim =
Jim f(z)= lim ¢(z)= lim ¢(z) by
Acesta inseamnd cd zp=e este un punct eliminabil.
In fine, dacd n<un, avem:

. T n—m _ an _
Jim f(z)=lim z »(2)=0 by, =0
si punctul zg=eo (care este un zero de ordinul (n-m) pentru f(z))
este de asemenea un punct eliminabil pentru f{z).
d) Conform studiului din 9.4.4 si a formulei (12) din 9.6.4
avemcd f(z)=sinz este analitica pe C si
3 5 2n+l
Sinz=z— 4 (=]) -
3 5 2n+1)!

Consideram functia

1 11 11
8(§)=f(EJ=SlnE=E~.§.?+

. 11
+=D Qn+1) £

3
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care este analiticd pe coroana 0d & | <4o0, Aceasta inseamni ci
punctul &=0 este un punct esential pentru functia g(¢), adica
punctual zg=ce este un punct esential pentru f(z)=sinz.

9.6.7. Exercitii si raspunsuri la paragraful 9.6.

1. Si se cerceteze convergenta seriei numerice Za,, , dacd
n=l

a) a, =—’—1—(l+i)"; 5) a, :——(an) ; ¢)a, =—~—---(2m) ;
3" 3" n!
" (4i)" -(n+2" e”
d)an=n2";e)a": 3(" );f)an—;{z—-,
lvin( n Y %Y (1+i)
= iha,=|—|:Da,= ;
8 a, n+2i[n+l} ) (nj v (n+i)

l-n 2m'
Da,=— . Da,=
n n\/‘“
2. Sa se afle raza de convergentd a seriilor de puteri:

a)Z b)Z ;c)Zn z,d)Z—z,

n=l n a=l

e) Zni‘z D Z[3+ "]"z";g) Z(n+2")z"
n=0

n=
3. S& se determme discul de convergentd al seriilor de
puteri:

a) ZZ+£ ;b)z

I r=-7u . (,) Zzln .

 l+in o
o & (z+1+i)
d) l+ ; €) 2 ; e
Z; l Z J §[3+(—1)"-4
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4, 83 se dezvolte in serie MacLaurin functia f(z),
dezvoltind-o mai atéi in functii rationale simple, daca

_ . . 2z-5
a) f(Z)—( y b) flz)=

1
z+1)z-2 72 -5z +6’

C)f ( iz —2j )f iz +liz l

5. Utilizand seriile MacLaurin pentru functiile sinz, cosz,
chz si €° si se dezvolte 1n serie MacLaurin functiile:

a) f(z)=sin’z; b) f(z)=cos’ z;
¢) f(Z)=COS4z+sin4z; d) f(z)=coszz+ch2z;
e) f(z)=e" sinz; H f(z)=cosz-chz.

6. Sia se dezvolte in serie Taylor functiile f{z) intr-o
r-vecindtate a punctului zo, r >0, daci

a) f(z)=sin(2z+1) si z, =-1;

b fl&)=si 2o =2;

3z+1

©) flz)=cosz si zo:_%;
d)  f(z)=(z+1)sin2z si z, =—1;

1

= : =_I;

o flz) el
N flz)=e""si z,=-2;
g) f(z)=lnz sioz,=2;

1 :
B) f(z)zg‘jz—z si zo=3.

Sa se calculeze razele de convergentd ale seriilor respective.
7. S4 se determine domeniul de convergentd a seriilor
Laurent:
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care este analiticd pe coroana 0d &l <+e0. Aceasta inseamn ci
punctul &=0 este un punct esential pentru functia g(¢), adica
punctual zg=-e este un punct esential pentru f(z)=sinz.

9.6.7. Exercitii si raspunsuri la paragraful 9.6.

1. Si se cerceteze convergenta seriei numerice Zan , dacd
n=1

a) an=3in(1+i)"; b.) an:(z;,l) ;) a =@-)-—;

§ n!

" _ (i) (n+27)
o) e, =

tin( n \" (1+9)
= ;h =| — .
® n+2i(n+l) )4 (n) D, = (n+i)"

on 2ni

Da,=—; Da,=
n

d) a, ,f)a,,=£~2—;

RNR
2. Sia se afle raza de convergenta a seriilor de puteri:

T IR s

n=0
] ") Z(n+2")z”
n=0

e) Z—z i) 2[3+

3. Sa se determme discul de convergentd al seriilor de
puteri:

)Zz+z; Z(z31

n=0

d i(l+i)"z"!; e) i(Zz)"!;
n=0 n=0

; ©) Zzz"'
Z+]+l
I o

=0 [3 +
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4, S& se dezvolte in serie MacLaurin functia f(z),
dezvoltdnd-o mai intai in functii rationale simple, daca

. 1 2z-5
2) f(2)=(——ir;—); b) f(Z):——z—_m;

A e e

5. Utilizand seriile MacLaurin pentru functiile sinz, cosz,
chz si €° sd se dezvolte 1n serie MacLaurin functiile:

a) f(z)=sin’z; b) f(z)=cos’z;
c) f(Z)=COS4Z+Sin4z; d) f(z)=cos? z +ch’z;
e) f(z)=e"sinz; f) f(z)=cosz-chz.

6. Si se dezvolte in seriec Taylor functiile f(z} intr-o
r-vecindtate a punctului zg, r> 0, daca

a) fl(z)=sin(2z+1) si z, =—1;

b fz)=— i 2o =2

3z+1
c) f(z)zcosz §i 2z, -—-—%;
dy f(z)=(z+1)sin2z si z, =~1;
1

= 1z, =—1;
e f(z) peret I
D fle)=e"" i zp=-2;
g) flz)=lnz si z,=2;

h f(z):—lzz §i 7, =3.

Sé se calculeze razele de convergentd ale seriilor respective.
7. Sa se determine domeniul de convergentd a seriilor

Laurent:
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n

a) ZZ'"-Z";b)i z"l;c) i =

e 3+ e B +1

d Y2 (z+1) .

P
8. S se dezvolte in serie Laurent functia f{z) intr-o
r-vecindtate a punctului z, daci

a) f(z)zziz,z():(); 2y =00}

b) f(z)=z(~1{7),zo=0;zo=l,z0=°°;
) f(z)=zz-e£,zo=0;zo=°°;

d) f(z)=ﬁ?—jl), 2 =2;

e) f(z)=(zzi1)2,zo=i;zo=°°;

f) f(z)mez, 7o =1.

9. 84 se dezvolte in serie Laurent functia f{z) pe coroana
respectivd, daca
2

— Z - -

a) f(z)_—(z+1)(z~2)’ 0<|z+1<3;
1

b = 1 -1i<2;

) f(Z) Z( _3)2 <|Z I< ?
1

= 1 - .

o fla)=omgy t<k-<2:
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1
d) f(2)=(f—_lxm’2<lz|<+°°;
1 . _
e) f(z)—m, 2<|z|<3$13<|z|<+c°,
2
f) f(z)=22_1, 1<|z+2|<3;
2
9 fl)=mi e 2<k-l<t;
h) f(z):zzl+1, 1<[z-i|<2.

10. Si se clasifice punctele singulare finite ale functiilor:
1 1-cosz 1

a)  flz)= b) f(z)= = 10) flz)=er?;

1-sinz’

1
d) f(z)=cos%; e) flz)=e¥;D f(z):z,-s;%;
-1 ,h) f(Z)= sin g

z 2+zi-z-1"

9) flz)=2

i
7C08—

i) f(z) s)) f(Z)=“1"§"+ :

cosz—1 z e+l

11. Sa se clasifice punctele singulare indicate ale functiilor:
2 -3z+2
22 —2x+1"

_l+cosz

a) flz)= L= b) f(z)=

2y =

c) f(z):mngz s g =0; d) f(Z)=COS ] , 2y =T
2 : 2+
{1+ 2*

) f(2)=—'l(7t—z—), =0 N fle)=7—, z=—¢;
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I 2-m l1-cosz o o 277, T .
g)f(z)::cosz-+sm 2, =05h) f(z)= R =0; ' 5. a) ;(_]) l,(zn)!.zz [f(z)‘i(] cos2z)],
, z+3z77 . 3z2° +1 - EPEAS

=, =0; = =o0: — . 3 n _| &£ 7€ =
i) f(z) nl=27)" % D £G) 232 o= b (-1 NCES cos3z—( 5 ]
I p n=l) 4-(211).
=7 sin~ =o0: =2 =
k) f(z)=2 sz * %o ’ D fG) 14 2% 2o =02 :%cos3z+%cosz}
Raspunsuri o 1 +i(_ 1)" ] 24"_2_' Lz [(c052 z+sin? 1)2 =
1. a) absolut convergentd; b) absolut convergenta; ' a=] (2n)

¢) divergenti; d) absolut convergenta; e) divergents; f) absolut [

301 .
a =I:>cos‘z+sin4z:—+—cos4z},
convergentd, g) absolut convergenti: h) absolut convergents; 4 4

- o {1\ 2,20 1+cos2z 1+ch2z _
i) divergentd; j) semiconvergents (D Rea, =ZL2;(—) si [ d) 1+Z(4n)"24 [f(z): 5 T,
n=] k=] n=1 .
o0 o 3 1 ‘ .
Zlm“n=zi{3—]); I) absolut convergenti (vezi exemplul :”5(‘:0‘32”6’122)]’
n=1 L=ty &1 ' ) ' o
precedent). e) 225 .sin .ﬂ.%{f(z):%(e:(n+r) —e a))}
' i
2. a)r:I;b)r=oo;c)r=0;d)r=3;e)r=e;t) rzl; ":0 4”‘4 " e o e
] o f) Z(—l)"“—-Z“"'[f(Z): 2 T2
B g) r ::.2_' m=0 (4m)!
30 Jeri<ls b) Jo-1-1<3; o [f<1; q) I <1; :%(chz(l+i)+chz(1—i))]
2 .
r=— L _ _ ‘ - :1i.3|1+i17"17”:;1+,'|"=1 : 6. a) —sin1+2(z+1)cosl+?!(z+1)2sml—
ELTM }.LT"!II'H’ _gi(z+])3.cosl+...,r=+m, sin(2z +1) =sin[2(z +1)-1];
f
1 . . 2 3 5
e) [z|<2(vez18x‘precedent),f') ,z+1+z[<1. N —é[:l+%(z+2)+(%] (Z+2)2+(§J _|_”1’ r_g
4. a) %Z[(—])"” —2m s by =3t 3, | ,
n=0 n=0 N .
tep o A FE)=g
¢) _Z[(__l) +1 _4—nkI]Z,‘n+l . d) _Z(Z4n +Z4n—l). 5 l—é(z+2)
5n=0 n=0 ’ 5
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Al 2 3
c) £ 1+(Z+£)——1- z+£ _L z+£ +... s
2 4) 2 4 3! 4

¥y =+co0;

S G e SR )

d) (—sin2)(z+1)+(cos2)-2(z +1)* +sin2- > (z+l)

——‘(z+1) vy F=00
?z) =(z+1)cos2-sin 2(z+1)—sin2-cos 2(z+ l)];
e) —[1+4(z+1)+42(z+1)2+43(z+1)3+...1 r:%;

" 2} (z+2) L2+ +]

2! 3!

f) e’s[l+2(z+2
r=+oo, (f(z)=e™-2),

2 n
=2 (2-2) +...+(—1)"*‘-_(Z_2) +o,r=2
2" -n

N

—
[

[\®]

| [lnz=ln[2+(z—2)]=];1[2[1+%2J:| In2+ln(1+z—2—2D.

hy~1/3 2( 3) 2 2,2 ’
) torle- +3—3(z—3) +§4-(z—3) o, r=3/2.

7. 2) =2 5 B 1<fg<3; o) |z =1; d) O<|z+]| <+

8.

z|<2$i

2 <|z| < +oo;
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b) l~+~i:z" n coroana 0< |z[<1,

1)"(z=1)" in coroana 0 <]z -1 <1

—Z— in coroana 1<|z|<+o<>
n=2 Z

1 - | [
<) E+z+z2+z———-~n— In coroana 0<]z|<+oo;
n=] Z

- (n+2)!
oo An+H N\ A+
2 =0 5
0<|z- 2|<\/_
& — 1 __ 1 - = (n+3)i ;I(Z—l)
Hz-i) 4z-i) = 2"
na0<|z-i|<2,

(z—-2)" in coroana

in coroa-

oo

Z(—l)n —% in coroana 1 < |z| < oo
Z

f) Z(— ) in coroana 0 < |z 1| < 4o
n=l ﬂ!(z-'l)
1 4 8 19 >z, 8 ;
9. &) Sle+l) ——+—=lz+1)- y";
a)3(z+) 9+17(z+) ;3“](“)
QD" L =35,
b) Z( ) ( 1) +Z nt+2 (Z_l) s
e 9.9
= . L n+I__ n+i
o 3 E ey s S B2 oy
n=—o0 n=0 27-2
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0. a) z, = (4k+1)-%, ke z poli de ordinul 2.
b) z =0 - punct eliminabil;

¢) z =0 - punct esential;

d) z =0 - punct esential;

e) z =0 - punct esential;

f) z=0 - punct esential;

g) z=0 - punct eliminabil;

h)z =—1 - pol dubly; z =1 - pol simplu.
1)  z=0 - punctesential; z, =2/m, ne Z - poli dubli;

) z=0 -poldublu, z, =2mi, ne Z - poli simpli.

11. a) eliminabil; b) pol simplu; ¢) pol simplu; d) esential;
e) eliminabil; f) pol simplu; g) esential; h) pol dublu;
i) eliminabil; j) pol de ordinul 7; k) pol de ordinul 4;

1) eliminabil.
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9.7. Reziduul functiei.

Dupa prezentarea in paragrafele precedente ale celor mai
importante rezultate teoretice privind functiile analitice si
caracteristicele lor, vom introduce in acest paragraf notiunea de
reziduu si vom demonstra teorema centrali — teorema
riziduurilor — din care in continuare vom deduce aplicatii in
calcularea integralelor curbilinii complexe (ex 3-7 din 9.7.1.) si
a unor integrale reale (proprii §i improprii) in 9.7.2..

9.7.1. Reziduul functiei si calcularea lui.

Fie functia f{z) este analiticd intr-o r-vecinitate punctatd a
punctului singular izolat z, € C al funcfiei f, adicd f este
analitica pe coroana 0 < |z —zo| < r, r > 0.

Dezvoltdm functia f In serie Laurent pe aceastd coroana
(teorema 3 din 9.6.5.):

flz)= ian (z~2,), nez (1

H=—00
Deoarece functiile a,,(z—zo)",ne Z sunt analitice pe

aceastd coroand si seria (1) este uniform convergenta pe orice
domeniu inchis D :

0<p, Slz—z| S py <,
rezultd ca seria (1) poate fi integratd termen cu termen pe orice
cerc Y. |z - Zol = p cu p, < p < p,. In virtutea formulei (6) din
9.5.1 avem:

CJ‘(Z—ZO)"dZ =0,daci neZ, n#-1 si (j. d
7 ' YZ—ZO

=2m

229



Integrind ambele parti ale relatiei (1) de-a lungul
cercului y:]z - zo| = p, parcurs Tmpotriva acelor ceasornicului,
obtinem :

{f(2)de =27 a_, ,deunde
4

1
a, = E‘j f(z)dz. 2

Integrala din formula (2) nu depinde de alegerea conturului
¥y . Intr-adevar , fie ), si ¥, doud contururi ce inconjoari

punctul z, st apartin in intregime coroanei 0<|z—z0|<r.
Alegem numirul real pozitiv p astfel 1incit cercul
Vot
marginit de conturul ¥, si domeniului D, marginit de ¥, (vezi

fig. 1).
Dect f(z) este analitici pe domeniul inchis marginit de
contururile y; si 7, (pe fig. 1. acest domeniu este hagurat ).

z—zo|=p sa aparfind in intregime domeniului D,

Conform teoremei lui Cauchy pentru acest domeniu dublu conex
( teorema 2 din 9.5.2.), obtinem :

fj‘f(z)dz = gff(z)dz.
7y 7,
Similar, aplicind aceeasi teoremd pe domeniul inchis
marginit de contururile ¥, si 7, (pe fig. | acest domeniu este

punctat), urmeaza ci

4}‘ (z2)dz = ‘ff(Z)dz.
Yo Y2

Prin urmare,

df()dz = {f(2)dz.
h 72
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Remarcim ci formula (2) este un caz particular (n=-1) al
formulei (13) din 9.6.5.

Fig. 1.

Definitia 1. Coeficientul a_, , calculat dupa formula (2), din

dezvoltarea in serie Laurent a functiei f{z) analitice pe coroana
0d z-z4 <r, >0, z0e C se numeste reziduul functiei f in punctul
singular izolat z, si se noteaza

a_, =Rez(f, z,) sau a_ =Rezf(2).

=2

Asadar
1
Rez(f, 7,) hz?i f(2)dz, 3)

unde 7 este orice contur neted pe porfuni ce fnconjoard punctul
Zo §i apartine in intregime coroanei 0< |z - zg| <r, y este

orientat in sens pozitiv (impotriva acelor ceasornicului).
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Teorema 1. Fie functia f{z) este analitici pe un domeniu
D c C, exceptand un numar finit de puncte singulare izolate

Z; (k=1,2,...,n). Presupunem cd y este un contur neted pe
portiuni astfel incat z, € D, pentru k=12,..,n si D, <D ,

unde D, este domeniul mérginit de . Atunci
[r@de =27y Rez(f.2,) | @)
k=1

unde conturul ¥ este orientat in sens pozitiv .

Demonstratie. Fie ¥ un contur neted pe portiuni ce apartine
in intregime domeniului D astfel incdt punctele z, €D,
k=1,2,..., n, unde domeniul D, este marginit de conturul ¥ .
Inconjuram punctele 2 (k=1,2,..., n} cu cercuri centrate in z,
de raze foarte mici p,, astfel incat discurile respective si
apartind lui D, si doud cate doud si nu aibd puncte interioare
comune. Astfel am obginut urmétoatele: f{z) este analitica Tntr-un
domeniu inchis multi conex By marginit exterior de conturul ¥
si interior de cercuriley, :|z—zo| = p,. k=1,2,...n. Aplicind

teorema Cauchy pentru domenii multi conexe (teorema 2 din
9.5.2), obginem:

{fxz=Y df(2)dz, sau {f(z)dz =2y, tj’f(z)a& ,
¥ b=y,
unde contururile ¥ si ¥, sunt orientate in sens pozitiv.

Aceasta inseamnd, utilizand (3), cd am obtinut formula (4).
Teorema este demonstrata.
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Teorema 1 se numeste teorema fundamentald a riziduurilor.

Trecem acum la calcularea riziduului functier Tn diverse
puncte singulare izolate ale acestei functii.

Reiesind din definitia 1 st formula (3), observdm cé reziduul

functiei f{z) in punctul singular izolat z, € C poate fi calculat

dezvoltand functia f{z) n serie Laurent pe coroana 0<| 724 <r,
r>0 sau utilizind formula (3).

1. Calcularea reziduului intr-un punct eliminabil .

In cazul acesta dezvoltarea in serie Laurent a functiei f{z)
analitice pe coroana 0« 7=zl <r, r>0 contine numai partea ei
secundard (vezi formula (3) din 9.6.6) . Prin urmare, in orice
punct eliminabil al functiei date reziduul ei in acest punct este
egal cu 0.

2. Calcularea reziduului intr-un pol.

Fie z, este un pol de ordinul m al functiei f(z) analitice pe
coroana 0< Z—Zo’ <r, r>0. Atunci dezvoltarea in serie Laurent a

functiei f{z) pe aceastd coroand are forma (vezi formula (4) din
9.6.6):

flz)= G b L +Za y,a, #0.

(Z'Zu)’" Z 2y w=

De unde

f(Z)(Z - Zl] )”i = a—m + a—m+l (: - Z(,)+ .+ a_ ( Z(J )m—l -+
+Yalz-z,)"

n=l)

In partea dreapta avem o serie de puteri, care este
convergenta pe discul | z—z <r si uniform convergenti pe orice
disc inchis | z—zd <p<r . Deci aceastd serie poate fi derivatd
termen cu termen pe discul ei de convergenta. Agadar, derivand
de (m—1) ori ambele pirti ale acestei relatii, obtinem ci
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[F @)=z )" 1" = (m—1ka, +miay(z-2,)+...
si
timf (@) (2" [ = m-Dta,,.

Prin urmare,

Rez/()=a,=—

(m—1)! '!i_,rz‘}[f(z)(z ~2, )m}m—l)‘ )

Dacid z, este un pol simplu, adica m=7, formula (5) se
transforma in formula :

Rez f(z) = lim [f(2)(z-2,))- (6)

Consideram un caz particular al formulei (6).

Fie f(z)z igZ; , unde g(z), h(z) sunt analitice pe coroana
Z
0< |z - zol <r,r>0si h{z,)=0, #'(z0)#0. Atunci

. o Vetim 22 =
ELrLl[f(z)(z z(,)]wll_)r:r.{h(z) b4 zu)}

. g(2) 8(z,)
— 1 = .
= B~z | Kz,
z2—2

Prin urmare ,

_8()
Rez(f,z,) = #(z,) . (7

Exemplul 1. S3 se calculeze reziduul functiei
1
f{z)

T2z
in punctele ei singulare finite.
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Rezolvare. Punctele singulare finite ale functiei f{z) sunt
ridacinile ecvatiei z°(z—1) =0, adica z, =0 si z, = 1. Punctul
singular izolat z, =0 este un pol dubly, iar z, =1 este un pol
simplu (teorema 6 din 9.6.6). Avem:

Rez(f,O):—l

L fipgf e 2 ,—lim[————l ]'—
1t =0l 22(z-1) = z—-1

fn primul caz am utilizat formula (5) cu m=2, iar in cazul al
doilea - formula (6).

3. Calcularea reziduului intr-un punct singular izolat
esential .

in cazul acesta reziduul se poate afla numai prin dezvoltarea
in serie Laurent a functiei date intr-o r — vecinitate punctata a

punctului singular esential sau utilizind formula (2).
1

Exemplul 2. Si se calculeze reziduurile functiilor f,(z) = et
1

si f, =e* inpunctul singular z, =0.
Rezolvare. Avem

. u2 u3 n
e =l+u+—+—+. .. +—+...,
21 3 n!
care este valabila pentru orice ue C .
Deci
- 1.1 1 11 11
e =t =ttt — L,
z 20727 3z nl z
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= 1 1 1 1 1 1

et =l+—2—+— e S T T
- 20 z7 3 ¢z n! ™"

care sunt valabile pe coroana O<] 7 <+, Punctul z, =0 este un

1
punct esential atat pentru functia f,(z)=e?, cit si pentru functia
1

fy(z)=e¥, in baza definitiei 3 din 9.6.6. Prin urmare ,
Rez(f,0)=a_, =15 Rez(f,,0)=a_, =0

4. Calcularea reziduului in punctul impropriu z, =x.

1
._4_+

Fie z,=w este un punct singular izolat al functiei f, ceea ce
inseamnd cd f este analiticd intr-o r-vecindtate punctatd a lui z,,
adica f este analiticd pe coroana r < |z| < 400, unde r este orice
numdr real pozitiv. Deci dezvoltarea Tn serie Laurent a functiei
J(z) pe aceastd coroand are forma

a a
.f(z)=...+——j:’—+...+——fl—+a“ +az+..+a +..=
Z Z

N (8)

n=| Z n=0)
Deoarece seria (8) este uniform convergentd pe orice cerc
Y |ﬂ=p>r, urmeaza cd seria (8) poate fi integratda termen cu
termen pe acest contur. Deci

oo a* o0 ] .
Jf(de=Yy, [=2dz+y fa,z"dz,
7(71 n=} },l v & n={ 71-|
unde cercul y este orientat dupd acele ceasornicului, adicd in
sens negativ.
Utilizdnd formula (6) din 9.5.1, avem:
0,daca ne Z,n#-1,
a"z" = ‘
g —2m-a ,dacd n=-1,
unde cercul y este orientat dupé acele ceasornicului.
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Prin urmare,

Deci
o= [flede==a,. ©

Definitia 2. Se numeste reziduul functiei f(z} in punctul
impropriu  izolat z,=c0 §i se noteazd Rez(f,e) sau

Re z f(z) numarul complex :

Imee

1
R ,o0) = — dz, 10
e z(f o) Zm,j)f(z)z (10)

unde }/(_} este orice contur neted pe portiuni ce inconjoard
punctul z, =0 si este orientat in sens negativ (dupd acele

ceasornicului).
Din formula (9) reiese ca
Rez(f, o) =—a, Y
| I .
unde a_, este coeficientul de pe lingd — din seria Laurent
Z

flz)= Zﬁf neZ a functiei f{z) analitice pe coroana

n=—ca L

r<|z|<+oo cur>0.

Nota. Reamintim ([l 8],6.5.2) ca, se numeste directie pozitivd
(sau sens pozitiv) de parcurgere a conturului ¥ (o curbd simpla,

inchisd si netedd pe portiuni) o astfel de directie , la care
migcindu-ne pe domeniul marginit de acest contur in directia
datd, domeniul rimdne in stdnga. Astfel pentru punctele

interioare ale cercului |z - Zoj = r, r>0 sensul pozitiv al acestui
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cerc coincide cu migcarea pe cercul |z—zo|=rTmpotriva acelor
de ceasornic (fig 2.a)), iar pentru punctele exterioare ale cercului
dat, adici pentru punctele ce satisfac inegalitatea |z— z,|> r
sensul pozitiv al cercului }/:[z - zo| =r, coincide cu migcarea

pe acest cerc dupd acele ceasornicului (fig.2.b)).

C — ///@/
{ /i\v /
= —
~—~
= %
¥ Fig. 2. »

Asadar definitiile 1 i 2 pot fi unificate : se numeste reziduul
functiei f(z) care este analitici pe o r — vecinatate punctatd

Uz, 1) a punctului singular izolat z,( finit sau o) si se

noteazd Rez(f,z,), numirul complex :
1
Rez(f.2) = >—{f (2)dz.
2m ;

unde ¥ este orice contur neted pe portiuni ce inconjoara punctul
2o §i apartine in intregime domeniulni U(z,,r),r>0; v este
orientat in sens pozitiv in raport cu domeniu D, marginit de
acest contur.
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In legaturd cu unificarea definitiei reziduului functiei f{z) in
punctele singulare izolate finite sau infinit are loc urmétoarea
teoremd importanta:

Teorema 2. Daci functia f{z) este analiticd pe C, exceptind
un numdr finit de puncte singulare izolate finite, atunci suma
riziduurilor functiei f{z) in aceste puncte singulare izolate finite
si in punctul impropriu izolat zy=c este egala cu 0 .

Demonstratie.

Fie z,,2,,....2, punctele singulare izolate finite i punctul

singular izolat z, =< ale functiei f{z) care este analitici pe
domeniul D=C\{z;, 2z, ... , 2zJ). Notdim cu y cercul

3|2 fseeens zn[), care este parcurs in sens pozitiv.

]zl =r> max([z‘

Evident cd ycD Aplicand formula (4) din teorema 1, urmeaza ca
] "

—qf(2)dz=) Rez(f,z,) (13)
zm y k=1

In virtutea formulei (10) de mai sus si a proprietitii P2 din
9.5.1, rezulta ci

~Rez(f,) = Rez(f,z,)
k=1
Prin urmare,
D Rez(f,z) =0,
k=0

adici teorema este demonstratd .
Importanta practici a Rez(f,o) si a teoremei 2 consti in

posibilitatea de a simplifica calculul unor integrale curbilinii
complexe. Intr-adevdr, dacd f este o functie analiticd pe

C\ z,,2,5-.,2, }, unde z,,k =1,2,...,n sunt punctele singulatre

izolate finite ale functiei f{z) si se cere de calculat 4 f(z)dz,
¥
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unde ¥ este un contur neted pe portiuni astfel incit domeniul
D,, marginit de ¥, contine punctele 7,k =1,2,...,n , atunci,
utilizand formulele (13) si (10) de mai sus, obtinem:

q'f(z)dz =27m- iRe 2(f,z2,)=—=2m Rez(f,). (14)
¥ k=l

Daci 1nsa se cere de calculat I f(2)dz, unde ¥ este un contur

. Ve
neted pe portiuni , astfel incdt domeniul D, mérginit de ¥
contine punctele singulare izolate finite z,,2,,.....,2, ale functiei
flz) , iar punctele singulare izolate finite z,,,,2,,,,...,2, Si
2,41 =°°, nu apartin domeniului Dy =D, Uy atunci aplicind

teoremele 1 si 2 de mai sus, avem ca

n+l

JF(de=271-Y Ree(f.2) =210 § Rea(f.2). (15)
14

5=l r=k+t
Remarcdm céd Rez(f, «), utilizand formula (11) de mai sus, se
calculeaza cu ajutorul coeficientului @_, din partea secundard a

seriei Laurent pe coroana < 4 <o, 150, iar Rez(f, Z4), 2,€C
se calculeazdi cu ajutorul coeficientului a_, din partea principala

a seriei Laurent O« z—zd <r, r>0 (a se consulta sfarsitul punctului
9.6.6) Prin urmare, in timp ce Rez(f.z, )=0 pentru orice

punct eliminabil z,e C , 1n cazul punctului impropriu

eliminabil z; =oo se poate intdmpla ca reziduul in astfel de
puncte sd fie diferit de 0. De exemplu , pentru functia

. 1 ) .

j(z)=1—- punctul impropriu z, =c° este un punct
-z

eliminabil, deoarece partea principald a seriei Laurent pe

coroana r<| 7 <+, 1>0 lipseste:
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-z  z-1 )bz 2 7
z
z &)
care este valabild pentru | ¢l =|—{ <1, adica z| >1. Observam, ca

Rez(f,0o)=—a_ =1#0.
Calcularea reziduului in z, = o al functiei f{z) se simlificd in
cazul cand gz, =oo este un pol de ordinul m sau un punct
eliminabil. Daca z, = oo este un pol de ordinul m al functiei f{z)

analitice pe coroana r< o <+oo, r>0, atunci :

—1 " : m+ m+
Rez /()= limle™ - o] (16)
t=eo (m+ 1)1
(a se compara cu formula (5) Tn cazul unui pol finit de ordinul m2).
Intr-adevar, seria Laurent a functiei f pe aceastd coroand are
forma:

flz)=a,z" +a, 2" +..taz+a, +

a, a
+—"+;22+..., a, #0.
Z Z

Deci
) =a,(m)+a, - (~1)"(mt) 270 +
ta (1) (mr )z 4
si
£l (z)= a,- (- I)""Ll Am+ 1)!-z"(""'2J +

ta, - ()" 2
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De unde Ei_t}&[z””z - f (’”"')(z)]: a_ -(=1)""-(m+1). Prin

urmare, aplicind formula (9), obtinem ci formula (16) este
valabila.

Dacid insd punctul z, = este un punct eliminabil si

vvvvv

1 .
& = 1. = () este o ridicina simpld a ecuatiei f (—) =0, adica
2 z

. . i .
un zerou simplu pentru functia f (—), atunci seria Laurent a
<

functiei f{z) pe coroana r < |z| < +oo, r >0, are forma :

flR)=a,+S 424 1 5my
z 2 z
De unde rezultd ca
df@-a)=a, +52 4.+ Znq,
z "
Deci limz[f(z)—azo]:a_1 si
Rez(f,)=~a, =—lzi£gz[f(z)—ao], (17)
unde a, = f (o) = li_1>nf(z).
i 2
1
Daci z, =co este un punct eliminabil §i punctul & =—

2o

. . - ]
este o radicind multipla de ordinul m>1 a ecuatiei f (—} =0,
Z

adica un zerou multiplu de ordinul m>17 pentru functia f (l),
Z

atunci seria Laurent pe coroana r< 4 <+oo, >0 are forma :

flz)= Com y Gom 4 en a, 20 s

m 1+m
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a,=a_=a_,=..=a,, =0.
Prin urmare,
legogf(z)=—a_. =0. (18)
Z+2
Exemplul 3. Si se calculeze I = I———-——d unde ¥
z(z +4)°

este cercul [z[ = 3, orientat Tn sens pozitiv .

Rezolvare. Punctele singulare finite ale functiei

z2+2

=——F———— sunt:
z(z2 +4)?

z, = 0 este pol simplu, iar z,, =32/ sunt poli dubli.

Aplicand teorema 1, avem :

{f(2)dz =1 = 2n[Re 2(f,0) + Re z(f,2i)+ Re 2(f ~2i)].
'
Utilizand formulele (6) si (5) , urmeazi ci:

a)Rez(f,O)=lim———~z-+2—2 _hm___“_z:l:l;
S PE I e A TR

~

b) Rez(f, 2:)_1111{ t2 -(z-zi)’] -

(z-2if (z+2i)

=lim .ﬂ.ﬁ_ =
22 Z(Z+2l)
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22+ 2iY — 2+ D)|(e+ 20 + 222+ 20)]

=N _
21—1:‘211' ZZ(Z+2i)4
g 2220~ (242324 20)
= lim S — =
22 z (Z+2i)
_2i-4i-(2i+2)-8i 2+
(2i) (i) 327
. . . z+2 i—2
¢) Rezl f,~2i)= lim = .
) Reelf.~2) Z—"Z"L(z—Zz')z} 32
Deci I = 27i(L— 2714122y .
g8 32 32

Acest rezultat se obtine mai ugor, aplicind teorema 2.
Intr-adevir, dezvoltind functia f{z) in serie Laurent pe coroana

r<| z| <+oo unde r = max(O, |2ii,[— 2if) =72, avem ci

+2 1 2+z I
fla)=2== =

ST

)
F4

-2 -2
7+2 4 1 2 4
e Z Z Z Z

4 -2
Aplicand formula (14) din 9.6.4 la functia (I+—2]
z

<1, implica z* >4,

) 4
fnlocuind m cu (-2) §i zcu —-, unde
Z

2
Z

adica |z] > 2, obtinem c&
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Deoarece partea principald lipseste, urmeazid cd zg=-c este
eliminabil pentru f(z).

Prin urmare, utilizand formula (18), avem ca Rez(f, o0)=0. In
baza formulei (14), rezulti cd [ = -2 -Re z(f,~)=0.

1

Exemplul. 4. Si se calculeze §z3cos—dz, unde ¥ este
z

Y

cercul |z| =r, r >0 parcurs Tn sens pozitiv.
., A 1 :
Rezolvare. Functia f (2) =7 CO$— are un singur punct
Z

singular finit §i anume z, =0. Dezvoltam in serie Laurent

functia f{z) pe coroana 0 < |z| < r,unde r>0.

Avem:
MQ uln
cosu=1-—+...+(1"-
2! 2n)!

+.y

care este valabila pentru orice ueC.

Deci
3 3 1 1 1 1 1
zZ)=zcos—=z7 (l—-— b — — —— . — —
(z) P U T TR R R
, 1 11 1 1

care este valabild pe coroana 0 < |z| <r , unde r orice numar

real pozitiv.
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Prin urmare,
1 1
Rez{f0)=a ,=—=—
(f ) TRy $
42 cos— dz 27m-Rez(f, 0)—El
N . dz
Exemplul 5. Sa se calculeze integrala Lj.— unde

(@ =Dz +2)

¥ este cercul [z + 1| =15 'parcurs in sens pozitiv.

Rezolvare. Functia (z)""—————— contine in

—I)(z+2)
interiorul cercului |z +l| =15 punctele singulare izolate finite
=-2,2, =—1,2, =i,z, =—i, iar Tn exteriorul acestui cerc,
adica pe coroana 1,5 < Iz +1] < 4o se contin punctele singulare

izolate z; =1,z, = oo. Alte puncte singulare functia f{z) nu are.
Aplicand formula (15) , avem:

(j‘ . dZ = —27Z1[Re Z(f’oo)+ Re Z(f’l)] .
T e+

Punctul singular z; =1, este un pol simplu pentru f(z) ,

deoarece z; =1, este un zerou simplu pentru polinomul
P (z) = =)z +2).

Deci
Re z(f,1)=lim z-1 21 =
=l iz —liz+2) —" (z+D(Z"+1)z+2)
__ 1 _1
T 2.23 12
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Punctul impropriu z, = o este un punct eliminabil pentru
f(z), deoarece seria Laurent a functiei f{z), de exemplu, pe
coroana 2 < |z| < 400 are forma :

111111

( ) z+2 z 1-— T 4.2
Z Z
1 | 1 1 1 |
= = (I — + — +..) X
5 5 4 8
z 1—% 1+2 2 z
4 <
x(1—3+—2—£1+‘..)=i——+—+ ,
Z Z z 2z Z Z

care este valabila cu conditiile lq]] -—*-14—<1 si |q2| =ﬁ< 1,
Z Z

adicd pe coroana2 < |z| < 400, Prin urmare, aplicind formula
(18), avem ci Rez(f, o0)=0 si

§4d—z=—2m'(0+i) =-Z

;27 =D(z+2) 12 6

Exemplul 6. Si se calculeze integrala
21

()

d.
I TER

unde y este cercul |z| =1 parcurs In sens pozitiv.

Rezolvare. Punctele singulare izolate finite ale functiei
21

flz)= <

(222 +1)'(32* +1)’
sunt solutiile ecuatiei (2z2 + 1)3 (324 + 1)4 =0. Avem doi poli de

ordinul 3 , care coicid cu zerourile triple ale polinomului
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F(2)= (2z2 + 1)3 si patru poli de ordinul 4 , care coincid cu

zerourile de ordinul 4 ale polinomului Q. (z) = (324 +1)4. Toti
polit functiei apartin cercului Iz| <1. Punctul z, =0 este de

asemenea un punct singular izolat pentru f{z}). Calculim

Rez(f,00), dezvoltind functia f{z) In serie Laurent pe coroana

1< |z| < 400 .
Avem:
SO e B o)
zZl
(i) (e k]
277 ' 3z*
1 1 1

11 1Y 1y
=——ll+—| |1+—
648 z 2z 3z
Aplicand formula (14) din 9.6.4. pentru functia (1 +21—2)'3 ,
Z

inlocuind m cu (=3), iar z cu LQ si pentru functia (1 + %)'4 ,
2z 2z

. . 1 .
inlocuind m cu (—4), iar z cu 3—4 , obtinem ci
¥4
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1 1( 3 ] 11 1t

| e —————
648 7\ 27° 648 z 432 2’
care este valabild pe coroana I < |z| < 400, deoarece:
|q]|:__‘__<1 |z|>—:4i
ol
|q2|:§<1 IZ|>—

B

= U0, % s+o0) C U (0,1, +00).

3

DeciRe z(f,00) =~a_, = ——6—;@. Utilizind formula (14),

urmeaza ca
21

z dz =2 '-[—LJ=£.
(1.(2z2+1)3(3z4+1)4 T Teas) T

I

Exemplul 7. Sd sc calculeze nj‘ , unde ¥ este cercul

15
o +

|z| =2 parcurs in sens pozitiv .

Rezolvare. Punctele singulare izolate finite ale functiei

1

f)=
2" +1
potinom are 15 ridacini simple. Deci functia f{z) are 15 poli

simpli, care sunt situati pe cercul|z|=l. Pentru a calcula

sunt zerourile polinomului P(z) = z"° +1. Acest
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d: . .
cj.ls—z, in baza formulei (14), este suficient de calculat
4 +1
Rez(f, ).

Observam céa

lim £(2) = lim—5— =0,

0o Z
Deci punctul impropriu z, =< pentru functia f{z) este un
punct singular izolat eliminabil.

Dezvoltam functia f(z)=

in serie Laurent pe

. z5 +1
coroana r<} g <400 cu r>1.
Avem:
11 1_1(11+1 ]_
ZI5+1 zlS 1+——1—— ZIS ZIS Z30 ne
15
Z
bt o1 1
zlﬁ z30 z45 et

care este valabild pe coroana 1<|z|<+oo, deoarece
1 1

15 = 15

<l

Deci aceastii dezvoltare este valabili si pe coroana r< 7 <+eo
cur>l.

Aplicand formula (18), rezulti ci Rez f{z)=0

=00

<1, adica |z] > 1.

Prin urmare,

rj—dz—=—2m'-Rezf(z)=o.

15 il
2 +1 z
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9.7.2. Aplicatii.

Teorema fundamentald a reziduurilor isi géseste o aplicatie
nu numai Tn calculul unor integrale de la functii complexe de o
variabild complexa (exemplele 3-7 din 9.7.1), dar i o serie de
integrale definite (proprii gi improprii) ale unor functii reale de o
variabila reald pot fi calculate aplicind aceeasi teoremd unor
functii analitice alese convenabil. Precizim cd nu existd o
metodd generald pentru calculul integralelor definite reale cu
metoda reziduurilor. Vom considera citeva tipuri clasice §i vom
indica pentru fiecare din ele procedeul practic de a reduce
calculul integralelor definite (proprii §i improprii) reale la

calculul unor reziduuri.
27

I.Integralereale de forma IR(sinx,cosx)d.x.

0
27

Fie integrala [ = IR(sin x,cos x)dx, unde simbolul R

0
inseamnd o functie rationala in raport cu sinx si cosx . Aceasti
integrald cu ajutorul substitutiei z=e" =cosx+isinx,
xe€{0,27] se reduce la calcularea unei integrale de la o functie

complexd de o variabild complexa de-a lungul cercului |z| =1:

z=e",dz=i-e"dx=i-zdx
1
2z ix -ix L= 2
. . e —e z -1
fR(smx,cosx)dx= sin x = =t ==
b 2i 2i 2iz
; - +
ix +e X Z z Zz +]
COS X = = =
2 2 2z
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g Gt S = rco-
5

=%2m’-iRez(fzk)zbz-iRez(f,zk),

unde z,7,..., 2, (SSn) sunt punctele singulare izolate (polii)
functiei rationale

1 [27~1 2% +1 z L
f(z)=—R ¢ —, ¢ = 2, ) , ce apartin discului
Z 2iz 2z P (2)

unitar |z|< 1, iar 7y este cercul unitar |z|z1 parcurs Tn sens
pozitiv. Se presupune c& functia f{z) nu are puncte singulare,

care apartin acestul cerc.
Exemplul 8. 83 se calculeze integralele

21, = 2]5 dx

gl—2acosx+a

2z

b)12=J'(

J(a+bcos x)

= ,unde O<a<T;

,unde a >b>0.

Rezolvare.

a) Fie z=¢", atunci cosx= si dz=1i zdx. Daca

2z
x€ [0,27], punctul z = e apartine cercului y; |z| =1. Deci
3 dz I dz
[‘_cj 2t +1 2 =?({[-az2+z(l+a2)—a]:
Tiz[l—- a+a’] r

g
L

:l.qfﬁ_dz_%__
i J(z-a)-az)
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dz
(z—a)(l—az)

[z| = lare un singur pol simplu z, = a. Aplicind formula (6) din

Functia rationald f(z) = in interiorul cercului

9.7.1, avem ca

1 1
Rez(f,a)= y; =
(f ) zl}glal—az l—az

si deci
1 1 27
I =—-2m- =
b 1-a* 1-4°

< . dz .
b) Daci z=¢", x€ [0,27], atunci dx = —Z si

iz
=g - %'4{2 iﬁ P
ytz(a—kb-z +1J yLeza z
27
Punctele singulare ale functiei f(z)= 432 .
[2za+b(z" +1)]

polii de ordinul 2, care satisfac ecuatia
2za+b(z* +1)=0 sau
bz’ +2za+b=0.

—a+~a’-b* —a—+a® -b’

De unde z, = $1 2, =

Obser\ am ci

= = <1,
= (a _bua» Py
{2 2

adicd z; apartine disculut |Z}<1 $i |Z2|=g_-_i-a——b>1’

b
adicd z, nu apartine discului |z} < 1.
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Aplicind formula (5) din 9.7.1 , urmeaza ca

’

4z 2|
[b(z—z,)(z—2,)T @ ZI)J

Rez(f,z)= hm(

’

47 .4 (2-2) -22(z-3z) _
eyl -

—1}1111 1y (z-3,)
_2a
ll (z+zz)_ 4 b a
oy (2-7) b sJ(a By @by
Prin urmare, I, =l.- 2m- i = 21
P @ -0 @

+o0
2.Integralereale de forma Jf(x)dx.

Calcularea acestor integrale se bazeaza pe urmétorul rezultat:
Teorema 1. Fie functia f{x) este definitd pe axa reald, iar
prelungirea ei analitics, adicd functia fz) este analiticd pe

semiplanul complex de sus D, {z| ze C,Imz2 0} sau pe
semiplanul complex de jos D, = {z[ ze C,Imz < O}, exceptand

un numdr finit de puncte singulare izolate 2z, pemtru care
Imz, >0 sau respectiv Imz, <0, k=1,2,...,n. Daca existd

numerele reale pozitive M, rosi & astfel incat, pentru orice z€ D,

sau z€ D, ce satisfac relatia ]z] =r >1,,avem ci

@<~ (9).
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atunci integrala improprie j S (x)dx exista si se calculeazi dupi

formula

j f(x)dx = 2m'-fRe 2(f,z,). 20)
—ca k=1

Demonstratie. Fie f{z) satisface conditiile teoremei, de
f:xemplu, pe domeniul D; si z,z,...,2, punctele ei singulare
izolate ce apartin lui D;, dar nu apartin axei reale. Deci existd un

disc Iz[ <r, de raza r; > max(|zl|,..., zZ, lz,l | <ry,
k=1,2,...,n

Consideram conturul vy, format din segmentul de dreapti
[=AB cu r > r, si semicercul y;: |z| =r ce aparfine lui D,, adica
y=luy, (fig. 3).

Aplicand teorema 1 din 9.7.1, obtinem ci

CJ‘ f(dz= ZmZRez(f z,) sau

r=luy
Jf(x)dx+ If(z)dz=27d-iRez(f,zk)- (21)
= " k=1
In baza proprietég;ii 5din 9.5.1 si a relatiei (19), urmeaza ci
27r
IIf(Z)dZ < g lde < ( ) ,6>0.
2
?’l
Deci  1;y, [f(2)dz=0si formula (21) se transforma in
r—+oo }’1
egalitatea )
lim J'j(x)dx+0- lim 27 2 Rez(f, 2; ) sau
r—>-oo= r—>+oo
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Jfdx =273 Re(f,2,).
oo k=1

deoarece functia ZJzi‘ZRe z(f,z,) nu depinde de r, daci

k=1
r>r.

Teorema este demonstrati,

f_?% B

- 0 ro i‘
TO=ABUTY
D,
Fig. 3.
. . P
Consecinta. Daci  f(z) = EA0) » m>n+1 si Qu(z) nu
Q. (2)
are radacini reale, atunci

[fdx=27-Y Rez(f.z,), (22)

oo k=1

unde z,,z,,...,2, (sSm) sunt polii functiei f{z), care apartin
semiplanului D;, adicid Im 2, >0, k=12,..,s. v
Intr-adevir, fie
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a a
. a2
a,+az+..+a,z Z <

j(z): mo -
bO +blz+---+b,,,2 Zm(bm +%l_+‘+-—b%)
< Z

= L ~p(z),m>n+l1

m=n

si fie 7,,Z,,.,2,(s <m) radicinile polinomului Q,(z), care
apartin semiplanului D, adicd Imz, >0, k=12,..,s.

functia  f{z) este  analiticdi pe  coroana
,...,]zs )= fp<r< |z| <+eo. Observim cd ¢Az) este
analitici pe coroana inchisi r <lzl<r, cu ro<ri<r;<+ee Prin
urmare, functia ¢(z) este mirginita pe semicercul |z|=r;, Imz>0 si

M M
e =}Z’ff,,) < M- -

decarece m>n+l=>m-n>1=1+06>1=6>0. Asadar
am demonstrat ca functia f{z) satisface conditiile teoremei, ceea
ce si confirma valabilitatea formulei (22).

Deci
max(]zl ‘

2,

0>0,

- |z|m~n - |Z|]+§ = rl|+t5 ?

+oo

d
Exemplul 9. Sa se calculeze j —x3
(P +1)
1
Rezolvare. Functia f(x)=-—— este definitdi pe axa
(x2 + l)
reald. Considerim functia complexd f(z)= ( . )1 , care este
z°+1f

analiticd, de exemplu, pe semiplanul complex de sus D, (Imz>0),
exceptand punctul z,=i, care este un pol de ordinul trei pentru
flz). Puncte singulare ce apartin axei reale OX functia f{z) nu
are. Pentru orice z ce satisface relatia |z]=r>ry=1, avem ci
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1 1 1

1
(12 +})3 |Z|6 |Z|]+5 rl+5
Prin urmare, relatia (19) este satisficutd, consideriand
M=1,r, =1 si 6=5. Deci formula (22) este aplicabila.
Deoarece z;=i este un pol de ordinul 3, in baza formulei (5)
din 9.7.1., rezulta ca

1 Y
Rexr0=glim| oy |

:---1 1 :]”—l — 3 ’=
lm (z+i) 2| (z+d)*

12 6 31

=—hrn(z:ﬂf _E_

|f(2)| =

16
+oo
Prin urmare, Id—x =2m ( 3 j Eﬂ'
ﬁw(xz + l) 16/ 8

3.Integrale de forma
[f()-e®ax, >0, xeR. (16)

Are loc urmétoarea teorema:
Teorema 2. Fie functia f{x) si prelungirea ei analitici f{z)
satisfac conditiile teoremei 1. Atunci pentru orice numar real

pozitiv B avem:

[ e*ar=2m-Y Rez(F@)-e*), @)
k=l *T%

unde zi, k=1,2,...,n sunt punctele singulare izolate ale functiei

f(z) ce apartin semiplanului complex de sus D;, adicd
Imz, >0, k=12,...n
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Demonstratie. Considerim acelasi contur y=[Uy%, cu
,...,|z”|) din teorema 1 (vezi fig.3).

7 1|7 = r > r, > max(z,

Avem:
ﬁ‘f(z) ePdz = If(z)-e'ﬁzdz + If(z) ePdz =
Y
=27- ZRe 2(f(2)-€7). 24
Demonstrim ca  |im I f(z)-e®dz=0. Intr-adevar,
)

deoarece lzl =r >r,, rezultd cd
=|¢|-€" = r(cost+isint),dz =r-i-e"dt,t [0,7] si
aplicdnd relatia (19) din teoremal, obtinem:

z
Jf(z)~eiﬁzdz jf(re"’ Yelrlicossion, i ol gyl =
n 0

(ren)e—ﬁrsmr . e:ﬁrcnsrr i ! R endt <

g M 7
<r e—ﬁrsmr . (l‘ eu)dt < p— — —ﬁrsinrdt =
0 l"]
z z
2 z 2
ﬂa Ie ﬁrsinrdt+-“e—ﬁrsinrdt — 2? e—ﬁrsiutdt,
s T e

2

deoarece am utilizat substitutia t =7 ~u,u € |:0, —2—} in integrala
a doua.
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. . - S 2t .
Din matematica elementard se stie ca:sin? = — pentru orice

T
te I:O,z] .
2
Deci
3 3 _2n
If(z)-eiﬂzdz SQ—A;I je‘ﬁr“"‘dr<-2—43f— _[e T o.dt=
h g o
2M (—7m) ¢ _
:-—5—-—(3 B —1):
r 28r
Mr P Mrn
:W(]—eﬁ)<w—>0, (25)

cind r -+ si >0,
Prin urmare, i If(z)-e“kdzmo. Trecind la limitd in

r=>409 %
relatia (24), cind r — +eogi avind in vedere cé partea dreapta a
relatiei (24) nu depinde de r, r>ry obtinem formula (23).

Teorema este demonstrata.

P, (2)

1

radécini reale, atunci pentru orice numdr real pozitiv 3 avem:

(- de =213 Rea(f(2)-e™),
- k=1

L8

Consecinta. Dacd f(z)= , m>n+1si Q,(x) nu are

unde z; sunt rddicinile polinomului Q,(z) cu Imz>0 si
k=12,.s<m.
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Intr-adevir, conform consecintei din teorema 1 functia

o P (2)
f(z)__Zi:EES

1.Prin urmare, formula (23) este valabila.
Nota 1. Intrucat

Tf(x) ey = Uj f(x)-e®dx+ T f(x)-ePdx=
—c0 —o0 0

cu conditiile indicate mai sus satisface teorema

= Tf(—x)-e_iﬂ‘dx+ -[f(x)-e'ﬂ‘dxz
0 0

- T[f(x) 4 fx) P i
0

e 4 e 1
cos fx 5 , sin fx ¥ (e
obtinem urmatoarele formule din relatia (23):
a) Daci f{x) este para si functiile f{x), f(z) satisfac conditiile
teoremei 2, atunci

Tf(x)-cosﬁxdxzM-Zn:ielz(f(z)-ew:), (26)

b) Dacad f(x) este impara si functiile flx), f(z) satisfac
conditiile teoremei 2, atunci

If(x)-sinﬁxdx=x-il§gz(f(z)‘eiﬁz). 27
0 k=1 *7F

il __ o -ifi )

’

Nota 2. Formula (23) poate f1 scrisa si sub forma:

Tf(x) e dx = +Tf()c) -(cos fx +isin Bx)dx =
= If(x)-cos Pxdx+i If(x)-sin Pdx =
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=27 - ZRez(f(z) e"

=7

Prin urmare,

Tf(x)-cos Pxdx = R{Tf(x) ) e"ﬂ”dx} —

—Re[Zm ZRe z( f(z)-* )} (28)

2=z

+Tf(x) -sin frdx = Iml:Tf(x) - e’ﬁ"dx:l =

—Im[Zm ZRez(f(z) ¢ )] (29)
=2
Exemplul 10. Si se calculeze mtegralele
a) ICOSﬁ"dxﬂm a#0; b) j S“‘ﬂx —dx, >0,a#0.
0a
Rezolvare. Avem ca functia f(z)= - este pard si
(1 +Z

z; =ai, 7, =—ai sunt punctele singulare finite (pohi simpli) ale
functiei f{z)). Presupunem ca Imz, =a >0 atunci evident ci
Z, =—ai nu apartine semiplanului complex de sus, deci pentru

a0, existd un singur punct singular izolat al functiei f{z), care
apartine semiplanului complex de sus.
Utilizand formulele (7) din 9.7.1 si (26) urmeazi ci

j-cosﬂxdx JaRez(f( )-e)=1i- __L _
a’+x (@2+2%) .,
:m.dzl.e-ﬂa

b) Similar cazului precedent se constatd cd pentru orice az0

: z . . .
functia f(z)=-——— este impard §i are un singur punct
a” +z

singular izolat, care apartine semiplanului complex de sus: fie de
exemplu, z, =ai,a>0.

Z . . i
Deoarece f(z) =—5—— este impard, utilizdnd formula
a +z

(27) de mai sus si formula (7) din 9.7.1) rezultd ca:
+o0 iﬁz
z-€
J.x- szm,b'x dx=r- Rez(f(z) ) | — =
0 (a2 + ZZ) z=ai

a“+x z=ai

9.7.3 Exercitii si raspunsuri la paragraful 9.7

1. Si se calculeze:

1 1
a) [ } D Rezl 55—
Rez z2(z+3) z:(% ZZ(Z-"I)
1 -z J
c ; d)
)12?__6 smz) l;% I-cosz
sin z 2 T
e)R —-—-»] f) Rez(z sm—),
zeZ 22 z=0 2
Sin Zz 3 2 l
) Rez s h) Rezl 7”7 -sin” —
g =0
2= Z?'—EZZ 2= Z
4
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2. 84 se calculeze reziduurile in toate punctele singulare finite
ale functiilor:

| 1 22
= . b = -z .
a) f(z)= 7 ) f(z) P ¢) f(2) T+ o)
I
2 flz)= ¢ ;h) f(z)=z3+cosl.

(z+1)'(z-2) z

3. 8a se calculeze Re z(f,<), daci:

1

4 Sift —
a) f(z)=;+i;b) f(z)=cos(“2)”;c) f@)=

_ 7 —
d) f(z)=z-coszg; e) f(z)=z2'sin—z~; D flo= z;i];

6

1

) = ; )=
9 /@)= (z —1)4 W@ ' -1z +2)
o 7% . 47" -3z +27~1
1) f(Z)-*(223_1)2(z4_1)3,J) flz)= 1A .

4.53 se calculeze urmatoarele integrale (cercurile respective

se considerd parcurse in sens pozitiv):
1

a) q‘ COSZdZ’ b) 4-smzdz’ C) 4236’;(12;
fe-1[=2 < |2|=t Z [z+|=2

2
d) «f —+—-3—2—7ezjdz; e) 4229“1‘1’2;

ESA N 2= z
f) 4 fz dz; g) tj FE iz ) zj. 3dz :
=2 < -1 |41 dz-x Jem1=if=1 £ +1
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Zdz . 2 .2 1
i) —————dz; j) q 7 sin" —dz;
|zj ] (z~1)(z2 +1) [Z,CJ.] z
k) § ————dz; 1) zcos—~dz, m)
Ee sZ(? D) f {

1 1
n  ———————dz; o) ——dz
i (z-1(z* +1) ,4{ (z+1)(” +1)
: (2z-1)dz
p) qeidz; r) . .
|:,£ et (=1 (2% +32+2)
5. Utilizand reziduul in o, sd se calculeze integralele:

2dz -z
) 4 3 4 3 b) ‘j. 1 dz;
[:!=3 (22 + 1)(Z - l) !Z|=2 Z +l

: ld 1
sin—-dz P
C) Z ,d) .,_.l_’__d,-
|:<|i3z(Z+1)2(z+2)(z+4) Izé3(22+4)2 )
dz . dz

) 2 P TR
) [<[=9 24(22 + 9)~ (22 —4)' =2 2% +1

Cercurile de mai sus sunt parcurse in sens pozitiv.
6. Sa se calculeze integralele definite:

o dx _ % dx ) = dx )
2 -[ b j J(2+cosx)2>

¢
3 . b
0cosx~2 0smx+2

2z dx
& f—"—
gla+bcos” x)

2T .
a>0,b>0;¢) Jﬂ—dx;
§3—=3cosx

I cos” 2x ,a>b>0.

0 3—4cos 2% 8
7. Sa se calculeze integralele improprii:
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2 .
J’f sin? xdx
sa+bcosx

SR z|3”+4)

’



¥ j.[( e ey
oo T

©) +I(x +25(§)(C9x Y T(x2+l)(x2d-t4)(x2+9);
Tt I ik

;)j k)j

RPN P A +6x+13)
8. Sa se calculeze integralele improprii:

2 I sin xdx J xcosxdx T xsin xdx

—x+2 =2x+10" " Ix* +4x+20°
sinxdx "t cos3xdx . p(x+1)sin2xdx
d’) J. ’ J‘ I 2 2
—2x+2 ( _92x +10 X+ 2x+2
Ixsin mdx J-xcosmcdx_
Ixt+2x+5 7 a7 +2x+5
COS X Xcosx |
) |———5dx,m>0; ) dx;
Oj(x T ! j

K) J'x +5x smx
x'+10x° +9
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Raspunsuri.

3

1 V.4 1
. a)y—; b)-1;0)l;d)-2;e)l5f) ——;8)0; h) ——.
1 a)3,b)1 ol; d)-2;e)15 1) P 2)0;h) 3

. 1
2. @) Rez f(@D) =L Re (/o %)==
z=0

1
b)Re z(f»O):l;Re z(f’i]):_g;

) Re z(f’_1)=—l; d) Rez(f’ii):—gi;

&) Re (/- 7k)=(-1)" ke Z;

) Rez[f (k+;) J——lkeZ

17

8) Rez(f(2)-1)= “Sa0’

h) Rez(f(2)—1)=0

3

) N
3. 2)0; b)T; ©)0; Ay e)%; D-1; £)-20: )0 i)

i) 16 (Laurent in 3/4 < 2] < +e0).
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4. ) -Ti: b) 2mi: c)% d) 107i: ©) »3;1; f) 2rishl:

9 2’”'(’1"]_} W Z (3 i), =L (1+i); §) 20 KO;
4 3 2

D20 0:) 0; 0) 20+ py i)~

b1k po] 1
5.a) ——; b)-1:¢) —sin—; d} -2m1; e} 0
) 5 ) C)36 2 ) -27; )

. 1 1 111
00 fle)=———F ==t m-
I+— ° °
Zl(J
w3 273 anf3
6.21 3 ;C) 9 >

A rQa+baa+b)]

e)()(z—e ,sin3x = ¢

37[ Z?.._Z-Z Z3 _Z_3
N=—=—|z=e",cos2x= ;c083x = ;
8 2 2
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2i

2 . . _
g) ~£(a~\/az~b Iz=e"‘,cosx=6+2‘ . siny=-—2 J

7. a)- 2 by -, )g_(Zn MM _7z 1.3-5.-(2n-3)

27" 4a’ T2 2n=-)" 2 2-4:-6-...(2n-2)’

z. \/5

7z
d — "—", O 3 b4
) — )8960 9] 2 0; h) )27 3 J)
)256-
3
2 —_——
8. a) ”‘/_ 2 -sinl; b)—’f«;(cosl—3sinl);
2 3e”

¥
¢) = (2cos 2 +sin 2); d) sinl; &) - -cos3;
2e e 27

1z 2iz?

2 4
_ ho . z°-1 " =1
f) me 2cos?{ =¢",sinx="—- sin2x = J;

me " (1+m)

—2;r h —27!
g - ) ;1) p

(f(z) este pard); ) 0;

K) e +1

SN

(f{z) este pard).
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Capitolul 10
Elemente de calcul operational.

Incd pe la sfirsitul secolului XIX multi matematicieni se
ocupau cu aga numitul calcul simbolic, la bazal ciruia era

simbolul De exemplu, exponentul natural n al

p= d
dr’
simbolului p inseamna derivata de ordinul # de la functia x(¢) ,

o d'x() . , ,
adicd p" - x(t) = ——=, iar exponentul negativ m = ~1 a lui

(dt)

p este considerat ca o integrala:
1 4
—-x(t) = [x(v)d7.
P 0

Aplicarea acestui simbol la functia x(H)=I se reduce la
urmatoarele egalitati:

1 t

=1=[l-dr=1,

P 0
I ! 2 a
_f.lz_l_.(i.1]= If.df=t_, ...,_I"_.1=L_
jZ pAPp : 2 p n!

A se compara aceastd formuld cu formula din ex.2c) a
punctului 10.1.2. in transformata Heaviside.

Cu popularizarea calculului simbolic s-a ocupat fizicianul
englez Heaviside (1850-1925), aplicind acest calcul la
rezolvarea unor probleme din electrotehnic, care fiind modelate
matematic, se reduceau la integrarea unor ecuatii diferentiale.

De exemplu, ecuatia diferentiald x'(¢) — x(t) =1 cu condifia
inifiald x(0)=0, este inlocuitd cu ecuatia simbolica
p-x(ty—-x()=1.
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De unde in mod formal obtinem ca

I 1 1 1 1 i I
x( t): =—- o= — 1+—+—2+"+""'n"+ =
p-1 p -1 pU p p P
P
=l-l+—17-1+---+in-l+...:
P P P
1 TQ Tn ¢
=Wl+7+—++——"F- r=_fe'dr=e’~1,p|>l.
; 2! n! M

Argumentarea acestui calcul se datoreazd lucrérilor
matematicienilor Bromwich TJ. gi Carson J.R. din anii 20 ai
secolului XX. Din perioada aceasta calculul simbolic poartd
denumirea de calcul operational. in prezent calculul operational
este unul din compartimentele de baza ale analizei matematice.
in fizica, mecanica, electrotehnici si in alte stiinte se utilizeaz
metodele calculului operational pentru rezolvarea diversilor
probleme. O aplicatie deosebit de largd gaseste calculul
operational in automatica si telemecanica modernd, in teoria
informatiei, in teoria semnalelor ¢i a circuitelor electrice etc.

fn acest capitol vor fi expuse notiunile fundamentale si
proprietitile de baza ale calculului operational. De asemenea ne
vom opri asupra metodelor operationale de rezolvarea ecuatitlor
diferentiale ordinare liniare, a sistemelor de astfel de ecuafii
diferentiale, la rezolvarea ecuatiilor integrale Volterra si la
calcularea unor integrale reale improprii.
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10.1. Transformata Laplace.
10.1.1. Functia original si proprietatile ei.

Fie functia f:R - C.

Definitia 1. Functia complexd f () de o variabila reala r se
numeste functie original sau simplu original, daca:

a) f(»=0 pentru orice numar real 1<0;

b) f () este continud pe portiuni pe intervalul R™ = [0,+4],
adica pe orice interval finit din R functia f (f) este continui,
exceptdnd nu numar finit de puncte, in care f (f) posedi
discontinuititi de speta 1 ;

c) functia f (f) are crestere exponentiald cand f— 4o,
adica existd numdrul real pozitiv M si numarul real nenegativ s
astfel incat

lf(|sM-e”,e20. 1

Se verifica usor cd daca inegalitatea (1) este valabila pentru

perechea de numere (M,s) cu M>0, s> 0, ea va fi valabild si

_ pentru perechea (M,a) cu a > s =0, deoarece e’ <e” , pentru

orice 20. De accea vom ntroduce nofiunea de indice de
crestere a functiei f (f) : numarul sy se numeste indice de
crestere a functiei f (¢) daca inegalitatea (1) se verifici pentru
orice s>sp §i nu se verificd pentru orice s<sp. Cu alte cuvinte sp
coincide cu valoarea cea mai micd dintre toate valorile
reales 2 0, , care satisfac relatia (1), adic3

s, = Inf{s}, se R".

1, dacd t 20,
0,daca <0

se humegte functie unitate alui Heaviside.

Definitia 2. Functia o, (¢) = {
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Evident ca functia o, (t) este original cu indicele de crestere
so=0, deoarece 0O, (t)este continud pe [0,4+c0[ si relatia (1) se
satisface considerdnd M=1 si s4=0.

Fie f (¢) definitad pe intervalul J-co,+oo[ si f (t);t 0 pentru
t<0. Obesrvam ci functia o, (t) f(©) deja satistace conditia a)
din definitia originalului, deoarece

f(@®), daca t 20,
%M F )= {0, dacd t <0.

Pe parcursul acestui capitol in calitate de functia f (¢), r€ R
vom considera functia @, (£)- f(t) si vom scrie simplu

ft),120.

Reesind din acestd conventie constatam cd relatia (1) este
satisfacutd de
a) toate functiile f (f) marginite dupd modul; pentru ele se

considerd s,=0, deoarece f (t): <M. Ca exemplu servesc
functiile: Sin?,cos ¢, sht, chtcur 20

b) toate functiile exponentiale f{r)=t", Rez=a0. Pentru ele

tZ

5t

€

sp=0, iar — (0, cind t — 4o (a se consulta ex.l e) de
mai jos). _

Remarcdm cd majoritatea functiilor care descriu procesele
fizice satisfac conditiile a), b), ¢) din definitia originalului.
Conditia a) se explica prin faptul ci in calculul operational se
intdlnesc frecvent probleme, rezolvarea carora se reduce la
integrarea ecuatilor diferentiale cu conditii initiale (problema
Cauchy). De aceea la rezolvarea unor astfel de probleme este
indiferent cum se comporta functia dati panid la momentul
initial, care, evident, se considera momentul cand r=0. Vom
demonstra urmatoarele proprietati importante ale originalului.
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Proprietatea 1. Daca functia f (¢) este original, atunci
functia | £ (#)] este de asemenea original cu acelagi indice de
crestere.

Proprietatea 2. Dacd f (t), A1), ... , fo(?®) sunt functii
original cu indicele de crestere respectiv s, 02, ..., o™,

"

atunci functia  f(r)=D.a,f,(), unde a,, a,,-a, sunt
j=t

constante (reale sau complexe) este de asemenea original gi
indicele de crestere
so=max{so", so

Demonstratiile sunt evidente si le propunem cititorului.

Proprietatea 3. Daci functia f (¢) este original cu indicele de
crestere so, atunci si functiile urmétoare sunt functii original:

a) fi(H=f (at), (a>0) cu indicele de crestere (aso);

b) fal)=e*f (), (A este real sau complex) cu indicele de
cregtere egal cu (sp+Re A), dacd se+Re A>0 si cu 0, dacd
so+Re A<0;

)

2
@ ™,

. 0,dacd t< d,06>0,
5@ f(t—6), dacd t= 6,
cu indicele de cregtere sq;

d)y fi()=r - f (1), (z este un numdr real sau complex) cu
indicele de crestere sy:

e) fs(HD=@ (1) gu(t) este original cu indicele de crestere
so=s;+s2 cu conditia cd @(r) si ¢(?) sunt functii original cu
indicele de crestere s, sl respectiv s;.

Vom demonstra, de exemplu, cazul d). Demonstratia
celorlalte cazuri le propunem cititorului.

Observam, ca pentru orice numdr real s >s5, 20 este

valabila relatia
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|f4(t)|_ t* f(t)|< |tz M e _ tRez t”mz'Ml_
t e l_| et |‘ I o |_] G I_
tRez
- . e(:t'so)(
Rez
fntrucﬁt pentru orice 8 > 8, >0 avemca lim— =0

fos400 {91750

(a se consulta [17], exemplu 2 din 2.5.2), rezulta :

. t
tim|Z£8 — o,
1—>toof @
. N @ T
Aceasta inseamna cd functia 1457 este marginita pe
e

intervalul [0,4o[ pentru orice s, >5,20. Deci existd un

. o Q) :
numdr real pozitiv M astfel Tncat —j:%i-r—s M, pentru orice
e

t= 0. Deunde |f4(t)| <M -e"t2 0

Prin urmare, inegalitatea (1) este valabila pentru functia fi(r)
pentru orice s, > §,. Conditiile a) i b) din definitia originalului
pentru f3(¢) sunt evidente.

Asadar functia fy(f) este original cu indicele de crestere sy.

Proprietatea 4. Daca functia f () este original cu indicele de
crestere sq, atunci functia

o) = jf(u)du, t2 0
0

este continua pe intervalul [0,+oo[ si este original cu indicele

de crestere sg.
Demonstratie. Conditia a) din definitia originalului este

evidentdi pentru functia @(t) =@(f) - 0,(f). Demonstram
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conditia b). Deoarece f (f) este original, urmeazd ca f este
continua pe portiuni pe intervalul R =[0,+co|. Aceasta Tnseamna
ci pe orice interval finit din R” functia f(¢) are un numir finit de

t
puncte de discontinuitate de speta 1. Dect @(f) = j f(u)du
0

existd pentru t=20. Aplicind proprietatea 1 de mai sus,

conchidem ca | f (t)| este de asemenea original. Deci
t

_ﬂf(l‘ )|dl‘ existi pentru orice £2 0. Aceasta inseamnad ca
0
functia f(r) este absolut integrabila pe orice segment [0,7], cu

!

T >0. Prin urmare, functia ﬂ f (u)| du este continui pe [0,4o0[
0

(a se consulta [17], teorema 1 din 4.2.4), adica pentru orice £>0,

existd 0=0(¢)>0 astfel incit inegalitatea |A r|<& implica
inegalitatea (a se consulta §i proprietatea 3 din 4.2.3 [17])

_[ |f(u)|du - ﬂf(u)|du‘ = ﬂf(u)ldu <E£.
Asadar, daci |At] <0, avem ci
1+A7 ! t+At 1+A1
_[f(u)du - jf(u)du = jf(u)du < ﬂf(u)ldu < E.
0 0 t H

4
Deci functia ¢(t) = I f(u)du este continua pentru orice ¢ = 0
0
si conditia b) din definitia originalului este demonstrata.
Trecem acum la demonstratia conditiei ¢) din definitia 1
pentru functia ¢(¢). Presupunem, mai intai, cd originalul f (1)
este o functie reald si f(r)= O pentru orice t = 0. Observim

ca n acest caz functia @(#)=0 pentru orice £20.
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Functia f (¢), fiind original cu indicele de crestere s,
inegalitatea (1) este satisfacutd, adicA existd un numir real
pozitiv M astfel incat

fO< M.e%
pentru orice 5>sq=0.
Prin urmare

o) = [faddus [M e -du= M 1<
@ 0 Ky

1
<£-e"" =M,-€",
S)
Asadar
plt)<M, e, M, >0 2)

pentru orice £20 i orice s, > s, 20. Deci ¢(¢) este original cu
indicele de crestere s, in cazul cind functia f (7) este reala si
f(ry= 0 pentru orice t 20.

Fie acum originalul f (1) este o functie complexa. Atunci

(o =|[£ @i < [|f @] du.
0 0

Deoarece l f@® ] este de asemenea functie original (in baza
propritatii 1 de mai sus) si | f(t)| 2 0, rezulta ci relatia (3)

are loc pentru functia |(0(t)|. Deci pentru orice = 0 si orice
5, > 5,20 avem:
p0] M,-e", M, >0,
s1 conditia ¢) din definitia originalului este satisficutd. Prin
7
urmare, functia ¢(f)= j f(£)dt este continui pe [0,+o0[ si este
0
original cu indicele de crestere s,. Proprietatea 4 este complet
demonstrati.
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Exemplul 1. Si se stabileasca dacd urmdtoarele functii sunt
functii original sau nu:
a)e”, ae RsauaeCsit> 0;

b) sinat, ae R sau ae Csi t> 0;
c) cosat, a€ R sau ae Cysit> 0;

d fi{)=e"si f,()=ctgs, 12 0;

e) f(t)y=t",ze C,Rez=2 0 si t 2 0;

f) fO)=P({t)=a,+at+a,t’ +..+a,t",
unde a,,q,,
sit> 0.

Rezolvare.

a) Punctia e” =0,(t)-¢*, ac R sau aeC cu t> 0
este original, in virtutea proprietitii 3b) cu A=q, deoarece functia
Heavside o,(t) este original cu indicele de crestere so=0.

.,a,#0 sunt numere reale sau complexe, ne N

Indicele de crestere este egal cu Re ¢, dacd Re a> 0 si cu 0 daca
Rea £0.

b) Avem:
o,(t)-sinat = o,(1) - e =
2
1 fat —iat
=47 [ ’ (t)] C )[ 'O-o(t)}
2i
C e . . 1 .
si utilizdnd proprietitile 2 si 3b) cu g, :?,az 2—; §i
i i
A =ia, 2.2 =—{a, obtinem ci functia sinaf, > 0, este

original cu indicele de crestere
5, = max{Re(ai), Re(-ai)} =|Re(ai)|. =|Imad].

¢) Similar punctului precedent avem ca
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O'O(t)-cosat=%[e’“’ -O'O(I)]+%[e""" -a,,(r)l t2 0

. 1
si  utilizdnd proprietitile 2 si 3b) cu a,=a4a, :E 1
A =ia, A,=—ia
original cu indicele de crestere s, = |Re(ai)| = IIm a|.

d) Fie f(t)=¢",

f (t)=e’2 '0'0(1-‘) sunt satisficute, deoarece astfel de functie

urmeazd cd functia cosaf,t> 0 este

t 2 0. Conditiile a) si b) pentru functia

este continud pe [0,4+o[ si f (#)=0 pentru 1<0. Din relatia (1)

f()

obtinem ca <M, pentru orice 120 si orice s>s5,>0. Deci

daca f, (1) ar satlsfacc conditia ¢) din definitia originalului,

f]()

atunci functia reald ar fi marginitd pe [0,+cof pentru orice

t(r $)

s>s,20. Observim ca functia |—
o

~> 400 pentru

orice s> s, 20., cind ¢~ +eo. Prin urmare, functia f,(t)nu
este Marginita si deci nu este original.

In ceea ce priveste a doua functie f (f) =ctg t, t= 0O
observim ci punctele ei de descontinuitate sunt ¢, =7k, ke Z i

aceste puncte sunt puncte de descontinuitate de speta 2. Deci
functia f,(#) nu satisface conditia b) din difinitia I. Prin urmare,
functia ctgr, t 2 0 nu este original.

e) Fie f ()=, ze C,Rez20 si t2 0. Evident ci

conditiile a) si b) din definitia originalului pentru f (z) sunt
satisfacute, deoarece f (z) este continud pe [0+ si f(z)=0

pentru ¢ <0, adicid f(z)=1°-0,(t). Aplicand proprictatea 3d) la
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functia Flz)=¢*- o,(t), conchidem cé functia
t*,Rez20, >0 este original cu indicele de crestere 5, =0.

f) Fe f()=P(t)=a,+at+a,t’ +..+at", unde

t2 0, neN si aya,..,a,#0, sunt numere reale sau

czomplexe. Aplicand cazul precedent obtinem ¢ functiile reale ¢,
1%, ..., ¢" sunt functii original cu acelasi indice de crestere so=0.

Prin urmare, utilizand proprietaea 2 cu

€, =a,,¢,=4,...,C,, =a,si
L =0,@), (=1, )=t ..., f,.,O)=t",

conchidem ca functia f()=P,(z) este original cu indicele de
crestere so=0.

10.1.2. Functia imagine si proprietitile ei.

Fie f(#)o functie complexi de o variabila real ¢ definiti pe
intervalul [O,+oo[ §i p=s+ Oio variabild complexa ce aparfine
multimii D ¢ C.

Definitie. Aplicatia :

f@) = F(p)=[f@t)-e "dt
0

se numeste transformata Laplace a functiei f(t).
Se noteaza astfel :
J(®) = F(p) saL(f(£))=Fp).

Functia complexa

Fp)= [f()e Pt M-
0

280

care depinde de variabila complexd pe DC C se numeste
integrala Laplace pentru functia f(2) sau functie imagine (ori
simplu imagine) a functiei initiale f (¢) (numita original).

in aplicatiile practice frecvent se utilizeazi si aplicatia :

f@) > F(p)=p[f@)-emdt, @)

care se numeste fransformata Heaviside sau transformata
Carson.

Remarcam c¢i transformata Heaviside se deosebeste de
transformata Laplace prin factorul p, adica

F,(p)=pF(p).

Pe parcurs vom utiliza numai transformata Laplace.

Observam cd integrala Laplace (1), ca integrald improprie nu
pentru orice functie f(f)este convergentd. De exemplu, daca
f(t)=const = a, #0 si Rep = s < 0, atunci integrala (1) este
divergenta. De aceea fireste apar urmétoarele intrebari :

a) care sunt restrictiile asupra functiei f () ca imaginea ei
F(p) s& existe, adica integrala (1) s3 fie convergenta ;

b) in cazul cand imaginea F(p) existd, este ea oare unicd
pentru functia f(¢).

Riaspunsurile la aceste intrebdri le vom gési in urmdtoarele
teoreme.

Teorema 1 (despre existenta imaginii). Dacd functia
f(t) este original cu indicele de crestere so (in sensul definitiei
1 din 10.1.1.), atunci integrala Laplace (1) de la functia
f(t)este absolut convergentd pe semiplanul complex
Rep = s > s, iar in semiplanul complex Rep = s2 s, >3,
integrala (1) este absolut si uniform convergenta.
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Demonstratie. Fie p=s+i0, Rep =s > sp si functia f (¢)
satisface conditiile definitiei | din 10.1.1. Atunci, reiesind din
relatia (1) de mai sus si inegalitatea (1)_din 10.1.1, avem :

ojf(t)ewp’dt < °j.!f(t)| le-(sﬂ'a)r]dt <

sM[ gy o M iy 3)
5= 5,

M
S — SO
Aceasta Tnseamnd cd integrala Laplace (1) este absolut
convergentd pe semiplanul Re p =5 > s,.

adica functia |F ( p)| este majoratd de numrul

Dacd Re p =525, > 5,, atunci pentru orice t 2 0 avem cé

|F(p)| s M je‘“"" "dr =
s, =5,
Aceasta Tnseamnd, in virtutea criteriului Weierstrass pentru
cazul real, cd F(p) este uniform convergentd pe semiplanul
.complex Rep = s 2 s; > so (mai detaliat a se consulta [7],
teorema 8.1 din cap.8 sau [6], teorema 9.1 din cap.9).
Teorema este demonstrata.
Consecinti. Daci Re p = s — + 0o, atunci
lim F(p)=0. 4)
Re postes

Demonstratia reiese imediat din relatia (3) de mai sus.

Teorema 2. Daci f(t) este original cu indicele de crestere sp,
atunci functia F(p) este analiticdi pe semiplanul complex
Rep=s>s.

Demonstratie. Observim ci functia F(p) exista si este

univocd pe semiplanul complex Re p =5 > 5,. Vom demonstra

ci functia F(p) este derivabild in orice punct din semiplanul
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complex Rep = s > sg. Fie p = s + 10 un punct arbitrar din acest
semiplan. Atunci

AF(p) |1
= o [F(p+Ap)-F(p)]=
[F(p+Ap)-F(p)]

= ]'f(;) . L[e—(m&m: - )dt=

-1y = jf(z) —[1 (thp) +

. (rAp) _ ey’
2! 3!

—1]drt =

=°]f(t)~t e[~ 1+mf) (mp) +..Jdt=

; 2!
= _]} - f()-edt+n(Ap), ()
]

unde

> _ 1 tAp

— .42 . Pt | - _ Y

1p)=2p- Ji7- fO-e [21 3t

Intrucat primul termen din relatia (5) nu depinde de (Ap),
rezultd cd pentru a demonstra existenta derivatei
. AF(p)
Fl(p)=pim =2

L
este suficient de ardtat cd |, 7(Ap) =0.
Ap—l
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Avem:

o0

2 K Pl 2 l_ fAP
6|'t f(t)-e (2 —3! +...]dt
Y
(E+—3r-—+]df§.
I A
SIAPJ'Jt2.~M -e'“"‘o”[-;~+%+...]dt <

Ap|2 + tglApF +...Jdt =

<

n(ap) = |Ap]-

<|ap|- th f @) -(e'f”
0

< IAP|'°]-52 Mo G0 4 t,Ap' . £
’ o2 3!

=M -fapl- frre = g frre oo
¢ Q

40
Dacd consideram integrala improprie reald Irze'”'dr, a>0,
Y
atunci integrind-o prin  parti de doud ori obtinem formula

+oo

B 2 .
J} e™dt = — > a > 0. In particular, avem ci
b a

the—(s—s‘,—wi)rdt _ 2 ,
0 (s~s5— fAPl)3
unde s -5, ~ pr| >0, adicd Rep = s> s + lAp’.
Prin urmare,

2M -|Ap|
(s—5p ‘|AP|)3 -

Asadar 15, [7(Ap)| =0, adica }jm7(Ap) =0.

Ap—l} Ap—=0

n(Ap)| <
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Din relatia (5) rezulta ci
AF(p)

F'(p)=lim

Ap—=l
Functia F'(p) existd deoarece, utilizind proprietatea 3d) din

= —GJO.t -f)-e"dr. ©®)

10.1.1, urmeaza ci functia [t- f(¢) ] este original cu indicele de
crestere sy 1 deci, in virtutea teoremel 1, integrala

Dj[t - f@) e Pdt
0

existd §i este absolut convergentd pe semiplanul complex
Rep =5 > sp.
Asadar teorema 2 este demonstrata.
Nota 1. Daci functia f(t) este original cu indicele de crestere
so st functia ei imagine F(p) este analiticd in punctul py = oo,
atunci
limF (p)=0. (N

prares
Intr-adevar, daca F(p) este analitici in punctul impropriu
po = oo, atunci dezvoltarea ei in serie Laurent Inir-o vecinatate a
lui py = oo are forma
Flp)=a,+Z+L 4 + 5
PP p
Deci i F(p)=4a,, unde p->oco pe orice directie. In

“J—)oo
particular si in cazul, cdnd Rep =s— +oo.
Asadar, utilizdnd formula (4), avem ca
lim F(p)=0 sideci a, =0.

Re pr—r+eo
Astlel formula (7) este demonstratd si obtinem urmétorul
rezultat important: daca F(p) este analiticd in punctul p, = oo,

atunci p, = oo este un zerou pentru aceastd funciie.
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Din teoremele 1 si 2 rezultd ca nu orice functie complexa F(p)
de o variabid complexd p poate fi consideratd imaginea unui
original f(z). Din analiticitatea functiei F(p) pe semiplanul complex
Rep = s >s) rezultd ci toate punctele singulare ale functiei F(p) sunt
situate la stAnga in raport cu dreapta s = sy sau pe aceastd dreaptd,
adicd punctele singulare ale functiei F(p) apartin semiplanului
complex Rep <s5,. Astfel functia F, ( p)= tgp nu poate fi

consideratd ca o functie imagine, deoarece punctele ei singulare
C o 2k -1 )
care sunt poli simpli au forma p, = —2—7r k=012, si

sunt repartizati pe toatd axa reala .
De asemenea si functia F, (p)= p* nu poate fi considerati ca

imagine, deoarece in acest caz relatia (4) nu este verificata.
Pe de altd parte constatdm si urmétorul rezultat : functia F(p)
poate sd existe nu numai in cazul cdnd functia f(t) este original.
. I .
De exemplu, se poate de ardtat cd pentru functia f (t) = 7: (s,
t

in general, pentru f(t)=t‘, unde, —1<a<0), integrala
Laplace (1) este convergenta si deci F(p) exista, insa functia f(t)

|

= 7.: nu este original (punctul ¢ = 0 este un punct de
t

discontinuitate de speta 2, adicd conditia b) din definifia

originalului nu este satisfacuti).

Asadar conditiile a), b), c) din definitia originalului sunt
suficiente insd nu sunt §i conditii necesare de existenfa imaginii
F(p) pentru functia f(1).

Nota 2. Teorema 1 garanteaza existenta imaginii F(p) pentru

originalul f(t) cu indicele de crestere sy Tn semiplanul complex .

Rep = s > sg. Dupd cum vom vedea din exemplul 2 de mai
departe, pentru unele functii original domeniul de existentd a

imaginii respective va fi cu mult mai larg decat semiplanul .
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complex Rep = s > sq. De aceea vom considera cd F(p) este
imaginea originalului f(t) in orice punct in care F(p) este
analiticd.

Teorema 3 (conditii necesare pentru existenta imaginii).

Fie functia complexd F(p) de variabila complexa
p = s +Ii0 satisface conditiile :

a) F(p) este analitica pe semiplanul complex Rep=s>sg;
b) In domeniul Re p=s5>s5, functia F(p) tinde cétre 0

cand | p’ —> +o° 1n mod uniform in raport cu arg(p — so);

¢} F(p) este absolut integrabila de-a lungul dreptei Rep = s;
adicd s=ys,, pentru orice §, >s§,. Aceasta inseamnad ca
integrala improprie

s+i{e0) s+l
JIF@)-ldl=1im [IF(p)|-ldel < M
s=ifes) B3oo coip
este convergentd, unde M este un numdr real pozitiv.

Atunci functia F(p), Rep > s¢ este imagine pentru functia f(z)

care este original si se calculeaza dupa formula :

s+ib

I ;
f =~ lim [F(p)-e"-dp. (®

ben o _ipy
Demonstratia acestei teoreme este complicata si o puteti gisi,
de exemplu, 1n [6], teorema 9.5., pag. 357-363.
In practica formula (8) se utilizeaza sub forma :

O = Y Re AF(p)-e"], ©)

k=l p=p;

unde t=0, p=px (k= 1, 2, ..., n) sunt punctele singulare izolate
(poli si puncte esentiale) ale functiei F(p), consideratd ca o
prelungire analiticd a functiei F(p) pe tot planul complex (p) (a
se consulta teorema 9.6 din [6]).

Teorema 4. (unicitatea originalului). Dacd doud functii
original f;(t) si fi(t) posedd una si aceeasi L — imagine F(p),
atunci aceste functii coincid in punctele lor de continuitate.
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Demonstratia reiese din formula (8) (mai detaliat a se
consulta teorema 9.7 din [6]).

Consecinta. Orice imagine F(p) care este o functie neidentic
nuld, nu poate fi functie periodica.

intr-adevir, fie f(t) + F(p). Presupunem contrariul: fie F(p)
neidentic nuld si este periodicd cu perioada pez0, adicd
F(p + po) = F(p). Deci F(p) - F(p + po) = 0, adica

[f@)-e"dr—[f)-e"P*Par=0.
0 0
Prin urmare, pentru orice p avem ca:

[fA=-e')- e =0,
0

o : -pd a”
Aceasta Tnseamna ca functia f(t) (l —e P ) care, 1n virtutea
proprietatilor 2 si 3b) din 10.1.1., este original, are imaginea sa
identic nula. O altd functie, care are imaginea identic nuld, este
functia f,()=0 pentru t 20.
- . g —pt

Aplicand teorema 4, obfinem ca f(t) (1 —e P ) = 0 pentru

orice t 20

Egalitatea

27k

t
faptul ci po, fiind perioada functiei F(p), este un numér constant

e P =1 este valabild pentru  punctele

po= ,unde k =0, 1, 2, ... . Am primit o contradictie cu

Deci identitatea f (t)(l—e'”“’)= 0,1 =0, implica identitatea

f(1) =0, +20. Insa, daca f(t) =0, avem ci F(p) =0 pentru

orice p, ceea ce contrazice condifia din consecinta. Prin urmare,

functia F(p) # 0, =0 nu este periodica, ceea ce trebuiea de

demonstrat.
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Din aceasta consecintd reiese, de exemplu, ci functiile
periodice: a,, a, € C\{0}; ¥, Ae C; sin p; cos p; sh p;
ch p; tg p; th p; ctg p si cthp nu pot fi considerate ca imagini in
transformata Laplace.

In incheiere constatdm ca din formula (1) reiese urmitoarele :

a) dacd a€ Csi f(t)+F(p), atunci a- f(f) +a- F(p);

b) dacd f(t)+ Fi(p) 5i fat) + Fyp), atunci

F)E f)+Fi(p)£ Fap).

Aceste proprietdti ale transformatei Laplace constituie asa
numita proprietatea de linearitate.

In caz general avem :

alfl(t)+a2f2(t)+'“+anfn(!)+alFl (p)+
+a2F2(p)+“.+anF:|(p)’ (10)
unde ai, a2, ... , @, sunt constante arbitrare complexe, iar
£, f,(0),..., f,(t) - functii original.

Exemplul 2. Si se calculeze imaginea F(p) a originalului
f(t), daca

a) f(t) = o,(f)- functia unitate a lui Heaviside ;
by f()=e*, deC, t20;
) filh=t", neNsif0=t%, ae R, a>-1, 1>0.

Rezolvare,
a) Avem ci functia

l,daca t =20,
o,(H)=
O,dacdt<0

este original cu indicele de crestere sg = 0 (vezi 10.1.1.).
Deci

1
p-e”

=l,Rep>0‘

F(p)= IGO(t)e-’"dt = I] e Mdt = —
0 0 0 P

Asadar am demonstrat formula
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1
c,(ty+—, Rep>0.
P
In virtutea proprietitii de linearitate, urmeaza ca
a
Gy - Co(t)+—=, Rep>0
P

pentru orice a, € C.
Dacad calculam imaginea acestei functii dupd formula (2)
obtinem formula o, (r)+1, valabila in transformata Heaviside.
b) Avem f(t) = e cu indicele de crestere sy = Re A, dacd
Re A > 0si so =0, dacd Re A <0 ( vezi proprietatea 3b) cu fx(t) =
e™ -0, (t)). Deci

y T 1

_ APt —(p=AV g, _ . 1 ' — 1
F(p) oje e dt oje dt=2 o] ST
daciRe(p-A) >0, adicaRep>Re .
Observam ca dacd Re A< 0, atunci domeniul de existenta al
functiei F(p) este mai larg decét semiplanul Rep > 0, deoarece in

o

.1 . . . At
acest caz indicele de crestere al originalului €™, conform
teoremei 1, este egal cu sp = 0 (a se vedea nota 2 de mai sus).
Prin urmare, avem formula
At ]

€” +——, Rep>ReAd.
p—A
In particular obtinem formulele
e+ I —, Rep > Re(iw) = -Imw
p—iw

—iwt
e -

1
+ ———, Rep > Re(-iw) = Imw
p+iw
pentru orice numér we C.

290

Se stie ci
. 1, 1
sinwf =—-¢"™ ——
2i 2i

si
l iwr l —iw?
COSwt=—-¢ +5€ .
Aplicand proprietatea 2 din 10.1.1. si proprictatea de

linearitate a transformatei Laplace, obtinem formulele :

. 1 1 1 1 w
sin wt +——- - =

2i p—iw 2 p+iw  piaw’
coswt+l- ]. +-]—~ ! = ,p ,
2 p=iw 2 p+iw p'+w’
valabile pentru Rep > [Imwf.
Dacd w=ae R, avem

3

sinar +

5 >, Rep>0.
. . - p + a
Similar cazului precedent obtinem urmitoarele formule :
1 1
shwt =—e" ——e™ = LI N =
2 2 2p—w 2 p+w

w

2 2
p—w

chwt =le“’ +le'"" S— )
2 pz )

valabile pentru Rep > [Re ] si orice we C.

Daca w=ae R, avem

) a2

char+ P ,
p-—a p —a

shat +

valabile pentru Rep > 0.
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c¢) Functia fi(t) =t", ne N este original cu indicele de
crestere s, = O (a se consulta proprietatea 3d) cu

f)=1"-0,)).

Imaginea F(p) = J‘t” e 7' dt afunctiei f,(t) se calculeazi
0
integrand de n ori prin parti:
. " =u,du =nt""dt
t" = Jt" e Pdt =le™"dt =dv =
0
1

Yy=——p ™
p
no,-p * b
=_1‘—€ +£J}""‘€'1”dr: __E’_
’ n+l ?
Pl
dacd Rep > 0. Prin urmare, am obtinut formula:
"+——,Rep>0.

In transformata Haviside avem:

t n!
F(p)=p-F(p)=p —mr=—r
p p

adicd am obtinut formula

Functia f,(t) =t%, 120 &> -1 este original cu indicele

de «crestere sy = O (aplicam proprietatea 3d) cu

fi@) =17 -0,(0)).
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Avem formula :
———=Rep>0, (10)
unde functia
INa)= Tu . e™du
o

se numeste functia ,gama”, care este convergentd dacd
a>0([18],6.1.3.).
Intr-adevdr :

pt=u
oty Ir" e "dt =|du = pdt{= f%w@'“ __‘Efi:
o P 14
u
t=—
P

I
p"” Iu e™du = p"“ — T (a+1),
dacd ¢ +1>0, adicd ¢ >—-1si Rep>0.
Constatdm ¢ in integrala Iu”
0

e "du variabila u = pteste o

variabild complexd insi, deoarece functia e™ -u“este analitica
in planul complex (u) cu tdietura pe semiaxa reald negativa,
integrala aceasta nu depinde de drumul de integrare 5i de aceea
(vezi 9.5.3) metoda substitutiei, utilizatd aici, este justificata.
Deci formula (10) este demonstrati,

Din exemplele de mai sus remarcim urméitoarele formule :

1
o, (1) +—; a+£,aeC;
S P
sinal +———, A€ R,
p +a
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cosat+———, a€R;
p ta
e n!
) n+l 7

care sunt valabile pentru Rep > 0 si formulele :

A, 1

7;7,
valabild pentru Rep > Re A, Ac C;
shwt+—ﬁi—2-, shwt +————,
pt—w p—w
valabile pentru Rep > |[Rew| si we C.

Observdm insd cd partile drepte ale acestor formule sunt
functii analitice pe planul complex (p), exceptind urmitoarele

. .. o a
puncte care sunt poli: pentru functiile —si — punctul p; = 0
P

. . .. a .
este un pol simplu (de ordinul Intdi) ; pentru functiile ——— si
p+a’

P
2

14 +a

1
%punctul p1 = O este pol de ordinul (n + 1); pentru functia
p

= punctele py2 = *aisunt poli simpli ; pentru functia

| . .
Py punctul py = A este pol simplu, iar pentru functiile

p—

W .p R

— §1 ——, punctele p;; = £ w sunt poli simpli. Toate
p—w p-w
imaginile acestea au punctul p; = e un punct singular

eliminabil §i serveste ca zerou pentru ele.
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10.1.3. Exercitii si raspunsuri la paragraful 10.1.

1. Sa se verifice dacd urmitoarele functii sunt functii
original sau nu (se considerd cd r 2 0);

(5+20)t, 1y e’ ;e)sin@+i)t;d) a’, a>0, a#l;
1

D f@)= e’ g e';h)cos2it;i) e cost.
2. Utilizdnd integrala lui Laplace, si se calculeze imaginile
urmitoarelor functii original :

a) f(O)=€";b) fF(O)=t:0) fO)=1";
d) f(t)=sint;e) f(t)=cost;D f(t)=t e .

a) e

e)

Rispunsuri

1. a) da, s = 5 ; b) na ; ¢} da, so = 1
(]sin(3 + i)r| = ]sin 3t -cht + isht - cos 3t| <1-cht+1-sht=é' );
d) da, s, =Ina, dacd a >1 sisg=0,dacd 0<a<l;e)nu, =3
este punct de discontinuitate de speta 2 ; ) da, sy = 0; g) nu, vezi

2r =2t
ex.e); h) da, sp=2 (|cos2it| =|ch21] L Te oy,
i)yda, s, = OQf(t)l <e' <« e‘").
2. a) ] ,b)—],—,c)--z-;;d) ﬂ] e) ,p ;
p-=5 P P p+1 p +1
1
)
(p-1
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10.2. Teoremele de bazi ale calculului operational.
10.2.1. Teorema omotetiei.

Vom studia comportarea imaginii unui original cu scari
modificati.

Teoremi. Dacid f(r)+ F(p),Re p > s, st a>0, atunci

L(f (a1)) =%F(§),Rc p>as,;

1
F(ap)=;L(f(é)), Rep >, M

Demonstratie. Utilizind proprictatea 3a) din 10.1.1,,
constatdim cd f(ar) este de asemenea original cu indicele de

crestere (as,) si deci

at=u
oo o —l)-u
L(f(at)) = jf(az)-e'f”dr: du = adt | = jf(u)-e “ du =
0 ueloef

1
=——F(£),Rep > asy;
a a

oo - au =1
Flap)= [f(t)-e “"dt = [f(u) e du =dt = adu| =
° 0 r € [0, 00

-
=2y erar=21irdy,
a o a a a

e oA - e b}
valabila, in virtutea proprietitii 3a), pentru Re p >~
a
Aceastd teoremd se numeste teorema omotetiei sau teorema
asemandarii.
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Asadar inmultirea argumentului functiei original cu un numar
pozitiv implica impértirea la acest numdr atét a functiei imagine
cét si a argumentului ei §i inmultirea argumentului imaginii cu
un numar pozitiv implicd impértirea la acest numar atat a
originalului cét si a argumentului lui.

Daci calculam imaginile functiilor sinf si cost nemijlocit
cu ajutprul formulei (1) din 10.1.2, integrind de fiecare datd de
doud ori prin parti(a se consulta [17], ex. 11 si nota 2 din 4.1.2.)
obtinem formulele

. 1 p
sInf +———-, COSI+——r,
p-+1 po+1

valabile pentru Re p > 0.
Utilizand teorema omotetiel, urmeazi urméitoarele formule:

Sinat'+l-F(£j=l, 1’ - 21 >
a a a : a’
BER

cosat+l—-F(—"1 =—

a
P
J
—_. -
a a a
(K)H
a

P
pz+a2 ’

valabile pentru Rep>0 si a>0 (a se vedea ex.2b din

10.1.2.).
Noti. Din teorema omotetiei rezulti ci, daci
f@®+F(p),Rep>0,
atunci

o P
If(“) du ___]_ JF(w)dvv,ch >0. (2)
U- P 0
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Intr-adevar
f(—t-J+ a-F(ap),a>0,Re p>0.
a
De unde

1-f(i]+F(ap>

Deci F(ap)= L[ [ D j- [ Je""dt.

Integrand ambele pam ale acestel egalitdti in raport cu
variabila a e ]0 1] si schimband ordinea de integrare in integrala

dubla din dreapta, obtinem ca

| o (]
IF(ap)da = I[jf (—t—) : _‘fﬁ} e™dt.
0 o\o \4/ 4

Aceasta Tnseamnda ci

! 1
If(L] . ﬂ+ jF(ap)da,Re p>0.
o \a/ a 4

=u,u€ Joo,1]
!If(i)ﬁ: = - If( {4

bt a a 174
tdu
da=——
4 u2
;j‘igu_) -du
SO | 1’
IF(ap)a’a—- pda = dw| = IF(W)-—dW:—IF(w)dw.
P Py
we [0 p]
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Asadar
o P
jMdu +i j F(w)dw
u P

si formula (2) este demonstrata.
Exemplul 3. Si se calculeze imaginile fonctiilor

£)= _‘]siz u du, ()= __']—co:u

t !

du si

o —u

fin==f=

1

du

Rezolvare. Avem:

-1

sint + 2] , COSt+ 2p si
p°+1 p+1 p+l.
valabile pentru Re p > 0.

Aplicand formula (2), urmeaza ca
i

f,(r)——— .[ dw --——Larctgw =—larctgp,Rep>O;
w? +1 2 0 p
2
f?(l)"‘_"*". wdw __lap +1),Rep>0;
w? +1 2p
£+ T4 o gy pyRep>0.
I1+w P

0

Functiile f, (1) = Si(z), f,(1) = Ci(t)si  f5(t) = Ei(-1), se
numesc respectiv sinus integral, cosinus inte-
gral, si exponentiald integrala (|6],cap.9,8§5).
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10.2.2. Teorema Intarzierii.

Are loc urméitoarea
Teoremi. Daca f(f)+ F(p), Re p >s,.5i 0>0, atunci
ft—0o)y+e™ - F(p),Rep>s,. (1)
Demonstratie. Utilizdnd proprietatea 3c) din  10.1.1,,
conchidem ci functia f(r—0) este original cu indicele de
crestere s, adicd f(f — o) cu ¢ >0 are forma
£ = 0,f<o,0>0,
: flt-o)nt=0.

Deci
(22

fa-o)y+ ]'f(r —-0)-e"dr = j'f(t —-o) e Vdt+
0

0

" If (t—0)-e"dr = ff (t—0)-edt =

f -0 =u
f=u+o| r
= = .[f(u)'e_(”m)"du = . J‘-/'(u)'ef"”du =e " F(p),
e [O,oo J b
dt =du

valabild pentru Re p > s,, ceea ce trebuia de demonstrat.

Acest rezultat poartd numele de teorema intdrzierii: de obicel
functia f(r) reprezintd modelul matematic al unui proces in
dependenti de timp. Deci f(f — ) exprimd modelul matematic
al aceluiasi proces cu intarziere de ¢ unitati de timp.

Similar, obtinem urmitorul rezualtat: daca f(t)+F(p),
Re p > s, 1 0 >0, atonci
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f(t+0')+epa|:F(p)— If(t)-e""a’tJ,ch >5,. (2)
0

fntr-adevar

f+0=u
A I
Y uG[O',oo
dt =du

= If(u)-ef”("fa) -du =~J.f(u)-e_”" e -du+
o 4

+ _[f(u)-e"’“ e du+ jf(u}e“’“ e - du =
0 [

o

:—e”"‘]f(t)-e“”’ ~dt+e”"-_[f(t)-e"’" dt =

0

e Flp-Jr-e |

valabild pentru Re p > s,.

Unificand formulele (1) si (2), urmeazi asa numita teoremd
de translatie:

dacd f(t)+F(p), Rep>s,, atunci formula (1) exprimi
prima teoremd de rranslatie, iar formula (2) exprimi teorema a
doua de translatie.

Exemplul 4. 53 se afle imaginea impulsului unitar &, (r)ce
actioneaza pe durata de timp /2> 0:
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o,()= %,OStéh,

0,t > h.
Rezolvare. Daci interpretam aceastd functie ca o fortd care

actioneazi pe intervalul de timp de la O la Z, iar Tn restul de

timp fiind nulé, atunci este evident ci impulsul acestei forte este
egal cu unu.

Observam ca o, (f) poate fi caracterizata cu ajutorul functiei
lui Heaviside astfel:

O-h (f) = %[o.u(t)_ 0'(1(t —'h)]

Utilizénd proprietitile 2 si 3c) din 10.1.1., constatdm ca functia
0, (¢) este original cu indicele de crestere s, = 0. Deci

}—ph
0'1,(t)+—1{l—i-e"”']=l- I-e ,Re p>0.
h P h

In mecanici este comod de a considera acele forte, care
actioneazd pe un interval foarte scurt de timp, adic# forte de o
actiune instantanee, dar cu un impuls finit. De aceea se introduce
notiunea de functie delta sau functie Dirac(1902-1982-fizician
englez) in felul urmétor (a se consulta {14], cap 12, § 2.3):

t#

) O t
8¢ =lima, (1) sau 5(t)={i ) § [s@ydi =1

Prin urmare,

_ —ph -ph __
1 _ lime 1 ~1
ph 0 (-ph)

3

L(5(0) = limL(c, (1) = lim

adica 8(r)+1.

302

Asadar functia lui Heaviside o, (t)=1, +20 are imaginea

l, iar functia Jui Dirac 8(t), 120 are imaginea egald cu 1.
p

Exemplul S. Sa se afle imaginea semnalului periodic cu
pericada 7 >0.

Rezolvare. Fie originalul f(f) cu indicele de crestere s,

reprezintd o functie periodica cu perioada 7> 0.
Avem:

F(p)= ;[f (N-erdr= gmj}(t) eMdt =
t=u+nT

dt = du

i e [0,00

fy=flu+nT)= f(u)

o

= i j.f(u) e e du= Z[-[f(u) .e-ﬂ"dtl]- e =

n=ti n=0

n=l)

= { If(u) . e""’du:| . ie""‘r =

= [‘]‘f(u) . e"’“du} . [] +e "+ (Y 4 ~]=

{ij(u)-e"’"du]%,
b e

valabila pentru Re p > 5.
Exemplul 6. Si se calculeze imaginea functiei Isin t|, care

reprezinta curentul alternativ “pulsat”.
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Rezolvare. Deoarece functia original f (t)={sin t| este
periodicd cu T =7 si indicele de crestere s, =0, utlizind
formula din exemplul 5 de mai sus, obtinem ca

;4

- "P’ : Pt =
F(p)=— -pT If(t) dt = o 6[51nt e Pdt
1 ”’(psmt-cost)l
1—e™® p’+1 IG
1+e™ ™ _ P 1

- iy 2 =cth 2 ’

(—e ") p~ +1) 2 p 4+t
valabili pentru Re p>0 (in ultima integralda am efectuat
integrarea prin parti de doud ori).

10.2.3. Teorema deplasarii.

Are loc urmatoarea
Teoremi. Daci f(r)+ F(p),Re p >s,, atunci
M fF+F(p=A)Re(p-A)>s,

pentru orice A€ C.
Demonstratie. Pentru orice A€ C avem ci

£+ j f@)-ePdr = j F(r)- e " Mdr =

=F(p-4),
valabila pentru Re(p —A) > s,, adica Re p > s, +Re 4.
Teorema este demonstratd. Aceastd teorema se¢ numeste
teoremd de deplasare.
Prin combinarea teoremei omotetiei (10.2.1.) cu teorema de
deplasare, tezultd urmdtoarea relafie importantd: pentru orice
he C si orice a>0 avem cé
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At 'f(af)—Z-lF(p_/lJ,
a a
valabild pentru Re(p—A)>a-s,.
Exemplul 7. Si se calculeze imaginile functiilor

P pY
sin(a¥ £ @),e” cos(ax x ), unde A, @, sunt constante
reale sau complexe §i 120,
Rezolvare. Avem:

sin{@t @) = sin @t - cos @ + cos wr - sin @,
cos(ax £ @) = cosax - cos @ F sin @ - sin @.
Din exemplul 2b(10.1.2.), reiese urmétoarele formule:

. a
sin ax +'—"2'—"'——2—,
p +o
Cos ax =+ > P )
p +w

care sunt valabile pentru Re p > |Im a)|

Aplicand  proprictatea linearitatii transformatei Laplace
(10.1.2.), urmeazi ca

. w .
sin{ax + @) +— wz-cosqai Zf > -sing=
_ @cosgx psing

p3+a)2 ’
cos(ar+ @) + pcosqf+w§1n¢,
p o

care sunt valabile pentru Re p > |Im a)|

In sfarsit, utilizand teorema deplasirii, avem:



wcos@t(p—A)sing
(p-A)*+a’°
(p-A)cospF wsin@
(p-A+a’
valabile pentru Re p>Re A + |Im (x)|
Exemplul 8. Sid se calculeze imaginea originalului
f®)=e™ cos3t-cos 2t
Rezolvare. Decoarece

e™ -sin(ax + @) +

e’ -cos(ax + @) +

1
cos3t-cos2t = E(COSSI +cost),

rezultid ci aceastd functie este original cu indicele de crestere

5o =0
Aplicind formulele din ex.2 (10.1.2.):
p
cos St + ,Rep>0,
pt+25 P
cost +— ,Re p>0,
p-+1

proprietatea linearitdtii transformatei Laplace (10.1.2.) si
teorema de deplasare, obtinem ci

1 p+4 pt+4
M cos3fcos2f +— + ,
¢ cosaTeos 2[(p+4)2+25 (p+4)2+1:|

valabili pentru Re p >Red+s,=—4.
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10.2.4, Derivarea originalului.

Utilizand proprietatea 4 din 10.1.1., urmeazi ci, daci f'(r)
este original cu indicele de crestere §,, atunci

!
f(@t)= If ‘(t)dteste de asemenea original cu indicele de
0

crestere s, §i aceastd functie este continua pe [O, + oo[.
Teorema. Dacd f'(r) este original cu indicele de crestere
5o (deci functia f(¢) este de asemenea original cu indicele de
cregtere s, si f () este continui pe [0,+c>o[), atunci din relatia
f@)+F(p)Rep>s,,
rezultd ci
@0+ pF(p)— f(O)Re p>s,.
Dacé Tnsa f(0) =0, atunci
f'()+ pF(p).Rep>s,.
Demonstratie. Avem ci

f(Ddt = dy
/ T o = f(1)
L= [rw-eva=| 7 _
0 4 =u
du = (—p)e™"dt

=f)-e”

. +ij(t)-e“”a'f=
¢

=lim f(1)-¢ " — £(0)+ pF(p).
Deoarece ] f (t)l <M eV, rezulta ci

’f(t) R e‘l)tl gM R e-\’ol . e—xl :M . e—(s—Su)Y,Re p =5> SO'
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Deci  lim f(t)-e " =0, daci Re p>s,.

Prin urmare f'()+ pF(p)— f(0), ceea ce trebuia de
demonstrat.

Teorema poate fi generalizatd astfel: fie f™ ()(n=12,..)
este original cu indicele de crestere s, . In acest caz se poate de
aritat, aplicind proprietatea 4 din 10.1.1., c& funcfiile continue
F@O), f' @) £V (t) sunt de asemenea functii original cu
acelasi indice de crestere s,. Dacd f(£)+ F(p),Rep>s,,
atunci

FO)+ p"F(p)=p" fO) = p" 2 f/(O) == FOO), (1)
valabild pentru Re p > s,,ne N.
in particular, dacé
fO=fO)=f"O)=..=f""0)=0,
atunci obtinem formula
f™(t)+ p"F(p),Rep>s,,neN. (2)

Consecinta 1. Dacd f'(t) este original, iar F(p)=L( fan

este analitica in p, = oo, atunci
lim pF(p)= 1 (0). 3)

Demonstratie. Intr-adevr, aplicand formula (7) din 10.1.2.,

avemci lim F(p)=0.

poreo
Deci dezvoltarea in serie Laurent a functiei F(p) analitice
pe coroana rd pl <40, >0 are forma
a, 4 Ay
F(p)=—+—+..+ .

n+l

p
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"1

Utilizind formula -—'+7;1—, ne N din exemplul 2c) si
nt p
proprictatea de linearitate, urmeazi ci
2 n
t ¢
fl)=a 1+a,-t+a,-—+-+a,,-—+.., t20.
2! n!

Aceste doud serii sunt uniform convergente pe orice
compacte din coroana r<| p| <+oo, r>0 si respectiv pe orice
compacte din r — vecinitatea punctului ty=0(r>0). Termenii lor
sunt functii analitice pe aceste compacte.

Deci ll)l_rg pF(p)=a, sirespectivf(0)=a.
Prin urmare,
lim pF(p) = £ (0)
si formula (3) este demonstrata.

Consecinta 2. Fie f'(r) este original cu indicele de crestere
So» deci functia f(r) este de asemenea original cu acelasi
indice de crestere s, si f(t) este continud pe [0,00[. Daca
fO+F@) si !I_)I’E J () = f(o0) este finiti, atunci

Ligg F(py=limf(r)= f(c). (4)
intr-adevir, din continuitatea functiei f(t) pe [O,oo[ si
existenta limitei finite [im f(r)= f(co)reiese cd f(1) este

marginitd si deci indicele ei de crestere este s, =0.
Aceasta inseamnd cd F(p)este analitici si definitd pe

semiplanul complex Re p > 0.
Deci

'@+ [f'(©)-e"dt= pF(p) - f(0),Re p >0.
0
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Prin urmare, liII(I) T[f’(z) e Mdt= lir%[pF(p) - f(O)],
p— o p—
adica
lim{ pF (p) - £ (0)]= fimly oy e har = [ £y =
p—y o p—>0 3

| = f0O)5 = (=)~ F(O).
Asadar lin% pF(p)— f(0)= £ (e0) = £(0). Din ultima relatie
p—
rezulta formula (4).

Constatim c¢i formula (1) confirmd explicatia utilizérii
transformatei Laplace in teoria ecuatiilor diferentiale : operatia
de derivare din spatiul functiilor original se transformd in
operatie de tTnmultire cu p In spatiul functiilor imagine (daca se
face abstractie de un polinomin p ).

Exemplul 9. Utilizind teorema derivérii originalului, sd se
calculeze ~ imaginele  functiilor f(&)=sin’¢ si
fo(t)y=cos’t,120.

11
Rezolvare. Observim ci functia f,(z)=sin’7 = 5 ECOS 2=

] .. N
~0'U(r)-~?jcos 2t este original cu indicele de crestere

Avem f(t)+F(p); £i(t)+ pF(p)— £,(0), unde f(0)=
=sin?0=0si f/(t)=2sinzcost=sin2t.
Deoarece

fn=sin2t+

= pF,(p),Rep>0

14

310

urmeaza ci

Lsin’f)=F,(p)= ,Rep>0.

2
p(p" +4)
Constatdm cd acelasi rezultat se obtine din relatia:

. I 1 1 1 1
f1(3)= sin’ 1 =50'0(r)—-é-c032t-:——2--~a——~i.=

2
= 5 ,Rep>0.
plp* +4)

Propunem cititorului s demonstreze formula

2

, “+2
() =cos’t+—L T2 Rep>o0.
& p(p+a)

10.2.5. Derivarea imaginii.

Are loc urmétoarea
Teoremai. Daci

S@+F(p).Rep>s,,
atunci
D"t f ()= F™(p), (M
care este valabila pentru Re p > 5,51 ne N.

Demonstratie. Utilizdnd proprietatile 2 §i 3d), obtinem ci
functiile (=1)" -¢" - f(¥),ne N sunt functii original cu indicele
de cregtere s,. Prin urmare, ele verifica inegalitatea (1) din
10.1.1., adica

=Dt fO|SM e 5, > 5,

Deci

(VA f@)-e"|<sM e e =

- —(5=8)t —(Sy—=8y )t
=M e < M e
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unde
Rep=s5s=s,>5>5,20.
Deoarece IM - U™ egte convergentd, reiese ci integrala
0

improprie I(—l)” " f(t)-e"dt,n=0,2,.. este uniform
0
convergentd in raport cu variabila p pe semiplanul complex

Re p=s525, >s5,. Insd aceastd integrala reprezinti functia

- {n)
F‘"’(p>=( If(r)-e“f"dt)

(a se consulta mai detaliat teorema 5.3.1 din [6].

Teorema este demonstrata.

Constatdm, ca si in cazul operatici de derivare in spatiul
imaginilor (care este o operatie de trecere la limitd intr-o
integrald improprie), In spatiul functiilor original va corespunde
o operatie mai simpla: ITnmultirea cu variabila (—7).

Exemplul 10. Si se calculeze imaginile functiilor

a) fi(t)=tsinat si f,(t)=1cosat, unde g€ Rsau ae Csi
t20;

b) fi(t)=t"-¢“,ne N,ae C, t=20.

Rezolvare. a)Din exemplul 2(10.1.1.} avem ca

sinat +

2 2°

pPP+a

cosat +—; P =,
p +a
care sunt valabile pentru Re p > lIm ai.
Aplicand formula (1) cu n =1, obtinem ca

{ a ] 2pa .
T | =——5 S5 T-fsinat.
p-ta j (p°+a’)

Deci

312

2pa_Im(p+ia)’

= , Re p >|Imag|.
(p2 +a2)2 (p2+a2)2 p l |

tsinat +

Similar

22
[ i ) P cosar.
pta ), (p”+a°)

Prin urmare,
p-a _Re(p +ia)’
(p2+a2)2_ (p2+a2)2 ’
Propunem cititorului sd generalizeze aceste formule pentru
n=2,3,..., adica sd demonstreze relatiile

tcosat + Re p >|Ima}.

A Im(p+ia)™ Re(p +ia)"™
" stnat ’I—ﬂ!'%, t" cosat +nt ( (2p 2)?1+l »
p ta p *a

care sunt valabile pentru Re p > |Im a|.
b) Din exemplul 2(10.1.1.) avem ca

ar

,Rep>Rea.
p—a
Deci

7

( ! J=[(P-a)”'I=(—1)'(p—a)'2;

p—a
Observam ca

7

[ } J =DE2(p -7 =D -2 p-a)™

p—a
Prin inductie matematica obtinem ca

1 ]‘"3’ (=D nt
p—a (p_a)n+! :

Aplicand formula (1) de mai sus, rezultd ca
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e+ D2

a+l ©

(p—a)
De unde
r"e‘l"z- 1 Rep>Rea,ne N
n  (p-ay™’ ’ ’
Daci tnsa a =0, obtinem formula
t" 1
E * pn+l ’

care este valabild pentru orice ne N si Rep >0.

10.2.6. Integrarea originalului.

Are loc urmitoarea
Teorema. Dacid f(1)+ F(p),Re p >s,, atunci

o) = If(u)du+%F<p),Re P> 5, (1)
0

~ Demonstratie. In virtutea proprietitii 4 din 10.1.1 functia
¢(t) este original cu indicele de crestere sy i ¢(0)=0. Deoarece
@'(t)=f(t), rezulta ca ¢'(t) este de asemenea original cu

indicele de crestere so. Fie qo(t)~:»¢( p). Aplicind teorema din
10.2.4, conchidem ca

9ty = )+ pd(p)—(0) = pg(p).

Prin urmare,

FO+F(p) si ¢'O)=f@)+pd(p).
Deci p@(p)=F(p),deunde ¢(p) =lF(p), adica
p

(1) = jf (u)du +;l;F(p),Rc p>s,.
0
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Teorema este demonstrata.
Consecinti. Daci originalul f(t) este o funcfie continu pe

o0

[0,+oo[, f(t)+F(p) si integrala improprie _[f (r)dt  este
0
convergenta, atunci

[f(dt=1im F(p). (2)
0

=0
oo !
Intr-adevar, deoarece I f{t)dr = lim j fu)du este conver-
oo
0 0

gentd, f(r) este continud pe [0+oo[ si lim £() este finitd avem
cd lim f(n=0 (a se consulta cap. 9, §3 din [6}).

Prin urmare, functia original f(r) este marginita pe [0,4+oo[ $i
deci indicele ei de crestere s, =0.
Aplicind formula (1), urmeaza ca

j.f(u)du + Fp)
}
De unde conform formulei (4) din 10.2.4, rezulta ca

lim £ du=1imF(p),

1=t ) p-0

,Rep>0,

adicd am demonstrat formula (2).
in particular, daca functia F(p) este analiticd in punctul
p, =0, atunci formula (2) are forma

[£(eydr = F(0).
0
Aceastd consecintd se mai numeste prima teoremd de trecere

la limitd Tn imagine.
Exemplul 11. S3 se determine imaginile functilor
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fily=—= Fj—“du i fo(0)=—— J_ j%du

Rezolvare. in exemplul 2 ¢) din 10.1.2 am stabilit
urmdtoarea formula:

. F(o:+ )

, Rep>0,
unde T(a+1) = Ix“ve_'*dx,ae Roa>-1.
Se stie ca F{Z] «/— ({18], 6.1.3). Daca in formula de

. . 1 .
mati sus considerdam o = 3 obtinem ca

Prin urmare,

1 1 . eal

1 e N
T I A=

Asadar, aplicind formulele lui Euler st formula (care usor se

Rea>Rep.

verificd)
Jpiebt + NpiHbt -
p+b1 \} > TP J P 5 P , dacd b>0;
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s ___Jqf[f«kbz +p _iJ1f1)2+b2 —p, daci b>0.

obtinem ca

sint 1({e" e&* 1 Jz 1 1
—_—— | ——— G T — =
Jr 2:‘(\/{ \/EJ 2i ( p—i p+i]

2 p2+1
_Nr 1 NPt

cost 1 e +e"";‘/;;. L B
t t 2 2 \p-—i p+i
[T 3
i - - +14+p
WJ;_,/])+1+ p-t_ |7 ! I’ch>0
2 p>+1 2 p’+l

Utilizand formula (1) de mai sus, avem ca

sin 11 ’/T pi+l-p
d P e ——
hn= \/ J‘\/ \/ 27 p p’+l1

si
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£ = Icosud L1 \NP2+1+P

g LA LA
N2r § u \ p’+1
Functiile f, (t) st f,(t)se numesc sinusul §i respectiv

cosinusul lui Fresnel (1788—1827 — matematician francez).

,Rep>0.

10.2.7. Integrarea imaginii.

Are loc urmétoarea
Teorema. Dacd f(f)+ F(p), atunci

)
ff ), jF(w)dw lim jF(w)dw Rep>s,, (1)
Reg—o+= P
unde sp este mdlce]e de crestere al originalului f(t) si drumul de
integrare de la punctul p la punctul impropriu py=co apartine
semiplanului Re p=s5>5,.
Demonstratie. Aplicind proprictatea 3d) din 10.1.1,

f©
t

constatim ci functia ¢~ ‘f(r)= este original cu indicele

de cregtere s.
A0

Fie ——CD(])) unde ®(p)este analitica pe semiplanul

complex Re p=5>5,. Avem:

Ll t o

J-me”’”dt < ﬂ&e""

o ! ol 1

unde M >0,Re p=s>s,. Deci [y |@(p)|=0
Re p=s—oc

f@
t

ID(p)| =

- M
di <M Ie SN o
0 §—5

Din relatia

+®(p), aplicand teorema derivarii imaginii
(formula (1) din 10.2.5), obtinem:
(-1t f( ) +®'(p)sau  f(1)+-D(p).
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De unde F(p)=-®'(p).
Integrind ultima egalitate in limitele de la punctul p la
punctul g cu Reg > Re p > s, urmeaza ca

q
O(p) - D(g) = [F(w)dw.
Trecand la limitd Tn aceasti egalitate cAnd Re g — oo si Juind

in consideratie cd |jy P(g)=0 avem @(p)—0= jF(w)dw .
Reg—eo P
Deci
t
L0 0= f F(w)dw,

ceea ce trebuia de demonstrat.

Consecinta. Fie functia este continud pe [0,+<>o[

f@)
t
(bineinteles ¢a n acest caz functia f(t) de asemenea este
continud pe [O +oo[) Daca f(t)+ F(p) si integrala improprie
f&
!

dt este convergenta, atunci

j&dz = JF( pYdp . )
0 ! 0

fntr-adevar, (a se consulta demonstratia consecintei din

f )

pe [04+00] , existenta

TfO

si convergenta integralet improprii I—dl , reiese cé
t
0

10.2.6) din continuitatea functiei

lim

=

pAU]
t
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J@ £t
m—

=0. Aceasta Inseamna c3 functia ~——= este marginita
t

S

e [O,+oo[. Deci indicele de crestere al originalului —— este
4

lim

so=0. Prin urmare, indicele de crestere al originalului f(t) este de
asemenea s;=0 si functia F(p) este analiticd pe semiplanul
Rep>0.

Fie
D(p) = L[Hjitgl) = !Ig)— e "dt,

deci

Hm®(p) = 1mJ~j(7) e™"dt = j(o

=0 o0 g

Utilizdnd formula (1) de mai sus, avem:
®(p) = L( fa )] [Fovaw.
P

Prin urmare,

HImP(P) =1im JF(W)dw = _[F(w)dw

e o0

Comparind aceste doua rezultate, obtmem formula (2).

Consecinfa din teorema de mai sus se numeste a doua
teoremd despre trecerea la limitd In imagine (despre prima
teorema de trecerea la limitd 1n imagine am vorbit in 10.2.6).

Constatam ca formula (2) se utilizeazd pentru calcularea

: . .t f( : : . .
integralei improprii J’&dt cu ajutorul integralel improprii
t
0
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o]F (p)dp , care uneori este mai usor de calcuiat. De exemplu, sa
0
“esint
calculam |——dt.
o !

si utilizand formula (2) de mai sus

Avem sint =+

obtinem ca
jzll)_rd = J‘_.,.ZQ_ - arctgplz: ,,—__,

5)

se compara cu rezultatul dm (17}, 4.3.2, pag. 37 ) ‘

¢ Exem;l:lul 12. S4 se determine imaginile functiilor urmatoare:
.2

i 1
8 f()= S”‘t‘“ aeCi b f="",

br at

e
c) f(f)=ﬂ*—t“"_,

Rezolvare.
a) Avem:

a>0,b>0,a#b.

sinat + - ,Rep>]Ima|.
p-+a
Utilizdnd formula (1) de ma sus obtinem:
oo 72: p _
sinat | —-—a——dw = arctg =_—arctg—=
t w +a’ , 2 a

= arcctg—Z—,Re p >|lma|

Cu ajutorul acestei formule si aplicind formula (1) din 10.2.6
rezultd:
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1‘
Jsm t—-—arcctgp, Re p>0.

sint . .
Constatdim c3 J—dt nu poate fi exprimatd cu ajutorul
!
0

functiilor elementare ([17], 4.1.6).

b) Utilizdnd rezultatul din exemplul 9 al punctului 10.2.4,
obtinem formula
sinf+——=—, Rep>0.
pip™ +4)
Prin urmare, ap]icﬁnd formula (1) din 10.2.7, avem ci

[%ln W %ln(w2 +4)}

o0

sin” ¢ J-
pw(w +4)

P

=lln£—j—i Rep >0.

¢) Avem:
br

bt ar
Ie —e"l ¢ + e . . .
| £2-¢", daca t >0 si s = max(a,b).
t f
Prin urmare, aceastd functie este original cu indicele de

crestere s, = max(a,b).

E

Deoarece
eb: _ear - 1 - 1 ,
p-b p-a
si, utilizind formula (1) de mai sus, obtinem:
bt a >
- 1 I -
- "'J'( - )dw:]np a,Rep>max(a,b).
t w—b w-a p—b
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Exemplul 13. Utilizind formula (2) de mai sus sd se

calculeze urmatoarle integrale improprii reale:
°o ebl _ eu!
2 [~——d1,a>0,b>0;
t
0

uf

sin(mt)dt,a >0,b>0,m>0;

b)

dt,a>0,b>0;

0
9 °]-cos(at) —cos(br)

b r

" J-sm(at)tsm(_)d a>b>0, a#b:

0

e) —ﬂ(b—r)dr >0,6>0.

[¢]
Rezolvare.
a) Avem:
1 1
(ear _ehl)+ _ .
p—a p-=bh
Deci
o hr - -
J'———(e —¢ dr= L 1 dp=lnp -ml.
1] p b p a p“al) b
b) Avem:
at : m bt o B ___—..—m
)+ e sin(mt)+ .
e sin(mt) oo (mt) by +m
Deci
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e

¢) Avem

cos(at) +

Deci

0o

bt

.

at

e —¢
A

0

e 1
sin(mt)dt=m | [———-—-—-—
(p—b)2 2

—% 5 dp =m{iarctgp—“b—L
(p—a)”+m m m

n

m

+m

arctg

p—a
m

p p
, cos(bt) + )
p2 +a’ (1) p2+b2
p

0

J-cos(at) —cos(bt) dr = ?( p
0}

pi+at pr+b?

oo

2 2
=lnp?+a7 =1n2;
2 pi+br, a
d) Avem:
Tsin(ar) ‘sin(bf)lﬁ 3 l‘]cos(a ~b)t —cos(a+b)t
h t 24 t
1 p _ p
23 pPla-b) p +{a+b)
1. p*+(a=b) - | _a+b
LTS PO Ak B L I P
4 p*+(a+b)l" 2 a-b

2
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}F

,a>b>0, azb;

0

it

(o e
arctg| —— |+arctg| ~— | = arctg ——arctg —.
m m m

dt =

e) Avem:

00 oo

J-e_ sm(bt)Jt:J- :
b t 0(p+a) +b

_ pta
~dp = arctg(—b—)

“Z_ arct 2. a;»"ccz‘g2
2 YUY b

0

Integralele de mai sus se mai numesc integralele lui
Froullant.

10.2.8. Inmultirea imaginilor.

In diverse aplicatii, de exemplu: la construirea filtrelor in
radioelectronicd st telemecanicd; la calcularea functiei de
repartifie a variabilelor aleatoare in teoria probabilitatilor; la
codarea si transmiterea semnalelor in teoria informatiei se
utilizeaza notiunea de convolutie a doud functii.

Definitie. Se numeste convolutie a functiilor

fi(®)si

fo(r)definite  pe  intervalul [0,+oo[ $i  se  noteazd

(f, * f,)X(t) integrala definita

(fo* F)0 = [£00) £, —u)du
0

Aceastd definitie nu depinde de ordinea functiilor f,(¢)si

£@).
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Intr-adevar
t—u=y
u=t—v

(fl*fz)(f)=J-fl(u)‘fz(t—u)du= -

du = —dv

ve [t,0]

= [fit=v)- () (=av) =

= A=V £,0)dv = (£, * {)0).

Cu alte cuvinte convolutia a doua functii este comutativa sau
simetrica.

Teorema 1 (Borel ( 1871-1956 — matematician francez)). Fie
J1(®), f,(¢) sunt functii original cu indicele de crestere respectiv

s1 518 Dacd f, ()« F(p), f,()+ F,(p), atunci

(/i ¥ )0+ F(p)- Fy(p), Re p > s, =max(s;,s,).
Demonstratie.  Ardtaim mai  ntdi cd  functia

(HL* )= If, (u)- f,(t —u)du este original cu indicele de
0

crestere s, = max(s, ,s, ). In virtutea proprietatii 3 c) din 10.1.2.
functia f,(r —u) este original cu indicele de cregtere s,.

Conditiile a) si b) din definitia originalului sunt imediate.
Demonstrém conditia ¢) din aceastd definitie, adica inegalitatea
(1) din 10.1.1.

Avem:

£, sM,-e¥ <M -ev,

fz(tXSM2 e <M -e",
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unde s, = max(s,,s,) si M =max(M,,M,).
Deci

lolt) =

t

[1100) £,o -u)du

0

f
<M fer e du=
0

=M?-t-e".
Deoarece pentru orice £>0 oricdt de mic avem ca

.t . ¢ .
lim—=0 , rezultd ci functia — este mdrginitd pe
1400 g e

[O.+oo[. Prin urmare, Lﬂs A pentru orice [€ [0,4%[. De
[4

unde t<A-e”.
Asadar
|¢(t1 < MZ fee™ < M2 . A‘e(%%‘)‘,
care este valabili pentru orice £ > 0 oricét de mic.
Acesta inseamnd cd conditia c¢) din definitia originalului
pentru functia ¢(f) este satisficuta. Deci @(t) este original cu
indicele de cregtere sy = max(s, , s, )

Trecem acum la demonstratia teoremei.
Avemn :

LI(f, * f)= Je"”[jfl (u)-fz(r—u)dujdt =
0

0
= O]Adtj‘e"”f, (u)- f,(t —u)du.
0 0

Integrala din relatia aceasta este o integrald dubld extinsa la
domeniul limitat de dreptele u=0, u=t (vezi fig.1. de mai jos).
Schimbénd ordinea integrarii obtinem:
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t—u=t

oo

L[(f, * f2 )t] = J.du;[e—pt fl (u) . f2 (t — u)dr = ;t::d':lu =

t, € [0, 00f

= [f@du e e f,0,)-dr, =
0 0

:[Je_p“ £ (u)-du-][fe_p"fz(tl)~dtlJ= E(p) - F,(p).
0

0

----------
............

..............

..................
.....................
.......................
.........................

..........................

Fig. 1.

Teorema este demonstrata.

Aceatd teoremd se mat numeste teorema convolutiei.

Consecinti. Fie f(1)+F(p)si
o,(t) =1, 2 0. Atunci

functia  Heaviside

! 1
If(u)du +—F(p),Rep>s,,
0 P
unde so este indicele de crestere al originalului f{(t).
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A ] - .
Intr-adevar, ¢,(#) +— si aplcind teorema lui Borel, avem
r

t H 1
(f*o)t= [f@)1-du= If(u)du+;F(p), Rep>s,,
0 0

deoarece indicele de crestere al functiei o (t) este egal cu zero.

Asadar teorema despre integrarea originalului (10.2.6) este
un caz particular a teoremei lui Borel.

Teorema lui Borel impreund cu alte teoreme (vezi punctul 3
din 10.3.1) se utilizeazd n practicd pentru a restabili originalul
dupd imaginea lui.

Exemplul 14. Si se restabileascd originalul dupd imaginea
lui, dacd

4 1
a) F(p)=—"—5.a€ C;b) F(p)= - ;
(p*+a*) (p+1)*(p-2)
p+1
¢) F(p)= 7 .
P) p(p” +2p+10)
Rezolvare.
4) Avem:
1 7 )
F(p)= . i
() pz-i-a2 ;72+02 ;
1, 1 a )
—sinat +—-———, cosat = ——7,
a a p +a’ p-+a
care sunt valabile pentru Re p > ]]mal :
Aplicind teorema lui Borel, obtinem ca
F(p)= —~p—~2———-1~ Jsin(a&) .cosa(t—0)do =
2 2
(v +a] @i

13

=2L I[sin(a9+ar ~ab)+sin{ad-ar +ab)]d6 =
ag
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= —1— sin at +sina(26 — t)]dﬁ b
2a

0

a

1 1
= —| sinlat) -t — —cosa(26 —¢
20{ (at)-1 = —~cosa(26~1)

0

"I 1
=—-fsinat. ]
] 2a

_r . 2

b) Deoarece +—fe sl +e”, rezultd ca
(p+1) l' p-2
F(p)=—r——+ [6-¢7 & "do=

(p +l) (P 2) 6[
s . 6’733 § 1"
=¢ [0-edO=e"| 6. +=[ed6 | =
0 Ny 3 it

:ell[mie—
3

3t _l(e—f%__l) :—Le_'—le_‘ +lez: —
9 3 9

4
:é[ez' —e"(3t+1)] i
c) Avem: :
+1 1 p+l |

F(p)= ZP _

p(p +2p+10)  p (P‘H) +9
_1M+I;L+2]——+e—'-cos3l‘,Rep>0- ;
P (p+D*+9 1
Prin urmare,

F(p)+ je‘(’ c0s30-1-d6 = [e™ cos36d6.
0

0
Utilizand formula ([17], 4.1.2, pag.298)
j’em cosbx - dx = e™ (bsin bx+§4cos bx) ‘C.
a“~+b
obtinem ci
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e % (3sin 30 — cos 30)|t e (3sin3t —cos3t)+1

1+9 l, 10 '
Teorema 2 (Dubamel). Fie f,(f)si f,(f)sunt functii
original cu indicele de crestere s, §i respectiv s,. Daca
LO+F(p)si f[,()+Fy(p) si f(t) este original, atunci

£ @)+ (f, * f))+ pF(p)- F,(p),Re p > max(s,, s,).
Demonstratie. Avem:

pE (p)-F,(p)= pF (p)-F,(p)— fL0)-F,(p)+ f,(0)-F(p) =
= F,(p)-[pF,(p)- £,O)]+ £,(0)- F,(p);
fz'(t)"'PFz(P)"fz(O)~

Aplicand teorema lui Borel i proprictatea de linearitate,
urmeaza ca:

PE(P) Fy(p)+(fi * [+ [,(0)- fi(D),
ceea ce trebuia de demonstrat.

Teorema lui Duhamel se utilizeaza la rezolvarea unor ecuatii
diferentiale ordinare cu conditii initiale nule (vezi 10.4.1).

F(p)+

10.2.9. Inmultirea functiilor original.

Are loc urmatoarea teorema.

Teorema 1 (teorema despre inmultirea functiilor original).
Daca

fi+=F(p), Rep>s, [L)+F,(p), Rep>s,,

atunci
s+bi

OIAGE F(P)__mhm jF(u) Fy(p—u)du =

1 S+i(o0)

=— [F@)-F(p-wu)du, (M
27 $—i{eo)
unde Reu =s5>s,, Re(p—u)>s,. Adica Rep>s, +s5,.
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Demonstratie. n virtutea proprietdii 3 e) din 10.1.1,
obtinem c& functia f(f)- f,(t) este original cu indicele de
crestere s, =, +5,. Aceasta inseamnd (vezi teoreama 1 din
10.1.1) ca functia

F(p)= [£,@) f,(t)-¢"dt
0

este  absolut  convergentd pc  semiplanu!  complex
Re p > (s, +s,) si vniform convergentd pe orice semiplan
complex
Rep=s2s,,
unde s, > s, =5, +5, 20.
Utilizdnd formula (8) din 10.1.2 (numitd formula Mellini)
pentru functia f (¢), obtinem cé:

F(p)= [£(t)- £,(0)-e™di =

| s+itee])
- q: IE(u)-e"'du}fz(r).e-md;, Reu=s5>s,.

2/27 [ y=i{=)

Schimbénd ordinea de integrare, urmeaza ca

s+i(e)[ o
F(py=——- | {Ifzm-e-“""”dr]-F.(wdu=

2m
1 s+i(oe)
=—- [F)-Fy(p-wdu,
y=i(oe)
unde Reu=s>s, sl Re(p—u)>s,. Teorema este

dcmonstrat3,
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Dacd insd functia f,(t)este inlocuitd prin formula lui
Mellini

s+i{e0)
IFZ (1)-e“du

s—((o2)

£ ()= —
fr(0 =5

atunci formula (1) se transforma in formula

s+i{o)

F(p)==—- [F(p—u)F,()du, ()
2m

s—i{ee)
unde Reu =s>s,, Rep>s, =5, +3,.

Teorema 2. (Parsevalle (1755-1836-matematician francez)).
Daci

H®O+F(p), f,&)=F,(p), Rep>0
si integralele improprii reale

[0 Fyodx, [£,60- F(xd
sunt absolut co(;lvergente pe [0,+<><(:[, atunci ele sunt egale:
[0 Fyodx = [ £,(x)- F (o)t 3)
Formula (30) se numeste formu(l)a lui Parsevalle.

Demonstratie.
Intrucat

F(p)= [£,()-edt, F,(p)= [£,(1)-¢™d1, Re p >0
{ [§]
s1 considerand p=xe R, obtinem:

F(x)= Tf, (t)-e"dt, x>0,

F(x)= ojfz(t) e dt, x>0
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Deci
[(x) F,(x)= fi(x)- If2 (t)-e™Mdt.
0

Integrand aceastd egalitate Tn raport cu variabila reald x in
limitele de la O la +, obtinem ci

o]f\ (x) Fy(x)-dx = ]‘f;(x)[uj.fz(t) 'e_'“df}lx-
0 0 0

Integrala din partea dreaptd a relatiei astea este o integrala
dubla reald extinsd pe domeniul limitat de dreptele =0, x=0,
t=a, x=b, unde a—+co §i b—>+oce Schimbind ordinea de
integrare, egalitatea de mai sus se transforma in relatia

1) B -de= [1,0de- [f,)-edc =
0 0 0

= [£,0-F(dt = [£,(x)- F,(x)dx.
0 0
Teorema este demonstrati.

- Teorema lui Paresvalle se utilizeazd la calcularea unor
integrale improprii reale (vezi 10.4.3).
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10.2.10. Exercitii si rdspunsuri la paragraful 10.2.

1. Fiind date imaginile functiilor ', sin¢, cost si utilizind
teorema aseméndrii, si se determine imaginile functiilor: a) e” :
b) €® ; ¢)sin9¢; d)cosdt ; €) sh3t.

2. Utilizdnd proprietatea de linearitate §i teorema
asemindrii, si se afle imaginile functiilor: a) sinf; b) cos’r;
¢)sin®t ; d) sina-cosht; e) sinat-sinbt ; f) cosat-cosbt.

3. Utilizand teorema Intarzierii, s se calculeze imaginile
functiilor: a) cos(t—5), 5, b) sin3(r—4), >4
c) €', £26;d) (t-1)% £=1.

4. Utilizand teorema deplasarii si proprietatea de linearitate
si se determine imaginile functiilor: a) e’ sin t; b) e’ cosnt;
) e’ d) éesh tr e e'sin’f, f) e “ coshr
g)  e”'sin2t-cost; h)  e” cos5t-cos 3t
iy ¥ cos3t-sin 2t;j) e cos 2t - cos 5t.

5. Utilizénd proprietatea de linearitate si teoremele 10.2.1,
10.2.2, 1023, sa se afle imaginile functiilor:
ay  e® .sin(r—6), 26; by "V .cos(z=3), £5;

c) cos(3t —4), rz% ; d) sin(5t —3), 12% .

6. Utilizdnd derivarea originalului, s& se determine
imaginile functiilor: a) cos2f; b) sin’t; ¢) tsinat;
d) tcosat; e) te; f) cos*t.

7. Utilizdnd derivarea imaginii, si se afle imaginea
functiei: a) t°cos3t; b) t’sindt; ¢ t(e' +cht);
d) (t +1)sin2t; e) t shit.
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8. Utilizdnd integrarea originalului, si se determine
t

tf t
imaginea functiei: a) jsinwdu;b) jcos(au)du; c) |shu-du;
0 0 0

d) j(u+1)cos(at)dt; e) ju-sh(2u)~du; f) jcosz(au)-du;
0 0 0

gy lch(au)du; h) Juz e du.
0 0

9. Utilizind integrarea imaginii, si se afle imaginea

2 T o e —1 —e
functiilor: 2) sh r; b) sin 7¢ sm3r; 0 . d) l—e :
t t t 4
1—cost —Ccos2t L e —e’
&) tos . f) cost tcoq . o) e t] t_, h)

=2t - 2
- . . .. e ~sin‘ 3t
10. Sa se determine imaginile functiifor: a) ————:
I3

cOs6f — cos 21 l-e™ ) .
by ——— = o) — A % sinfr-5), =25
‘ t t-e
I '
e) j'e"" -sinu - du; f) fcos(t —uw)e* -du;
0 ]

1 P .
g) _[(r—u)zchu'du; h) Ie‘z"""’-uz -du; 1) J(t—u)e““ .du.
0 0 0
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Rispunsuri
1 1 9 P
L. — b —=ic ; d ;
2 p-6 ) p-8 ) p’+8l1 )p2+I6
3
€ .
6 .3 1 . | .
2. a) 3 5 [sm f=—(I—c052t)‘smt=—(35mf—sm3t)};
(p™+1(p°+9) 2 4

b M—— [cos“t‘zcos2 t-cost=]—(cost+
(p*+1(p* +9) 2

+CO8 2t - COSt) = :%(3005t+cos3t)

0 3 2 et Yot = b -cosany -
8lp pi+l6 p +1 4

=—l— 1—20032!+l(1+0054f):l ;
4 2

a(p’+a*-b*)
(p*+a’+b*)* —(4ab)*’
& 2abp :
(p* +a’ +b*)—(4ab)?
p(p’ +a’+bh)
(p* +a® +b*)—(4ab)*’

~5p 3 - )
3.a)~—2—p-——e5’;b) et ¢) e’
p’+1 p 49 p+l
&) Z e
»
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1 b p-1 6

Yt e O et

Q) 12 &) 1 1 p=-3
(p-1 T 2p-3) 2 (p-3)*+4’
1 p+a

2p+a) 2[(p+a) +4bq

1[ 3 1 }
g) — +
p+5) +9 (p+5) +1

[ p-2 |
2| (p- 2) +64 (p-2)"+4]

1 1
2{ (p— 3)? +25 (p- 3) +1}
_l_ p+4 p+4
2 (p+4) +49 (p+4)*+9 |
b) p_4 '9_5!)'
(p 2) +17 7 (p-4)? +1 ’

3

4 o

zp -e 3’; d) 25 ‘e.?

p +9 p-+25
P2 6 .
p(pP+4)" (PP’ +9)’
2a 2_ 2

C) 2 p2 2; d) p2 a2 2;
(p+a’) (p°+a’)

o 1 pt+16p?+24

(P-4 " p(p*+4)(p* +16)

c)
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2p(p* =27),

8(3p*-16)

Y (p*+9)* ’

2Ap*+p+l),

b)

(p*+16)*°

2p*+2p+4)

c) d)

(p*-1)°
&) 2P
(p*-n*

I

(p2 +4)2

1

b

1

a) ;
p(p2+l)
p +p +pa -a?

; ©
p2+a2

4

p(p*-1)’

pi+2a°

p(p*+a®)?

1 2

; €)

g

2

1 P
9.a)zln2 . by —

p -4

[)
g) In—2—
p 1

10. a)
(p+2)

p=3,

1

- h) .
pt-a’ p(p+1)’
2
llnp +100
16

& n 2L e +1,f)11n
P

4 p*+

2

b In p+1
p-l
(p+2) +36 1

’

¢) In

p+l T (p=3)"+1

—In

P

H

p  2) 2
(p-2p*+1)" 7 prp -1’
i)—2
P (p-4
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T

2

p(p*+4a®)’

c) ln—p—;
p-1

pl+4,

p

241’

pi+d

e)

2 p+36

1

(P—D(p?+1)’
2

(p+2)p*’



10.3. Calcularea originalului.

10.3.1. Restabilirea originalului dupi imaginea lui.

In 10.1. am introdus notiunea de functie original si functie
imagine in transformata Laplace. Daca se stie functia original
f(t) cu indicele de crestere s,, atunci functia imagine
F(p),Re p > s, se calculeazd dupéd formula

F(p)= [f@®)-e™dr. (1)

fn general calcularea integralei lui Laplace este un proces
destul de complicat (a se consulta exemplul 2 din 10.1.2.). De
aceea Tn practicad in loc de formula (1) se utilizeaza diverse
formule, ce reies din proprietatile (teoremele) fundamentale ale
calculului operational. Cu aceasti ocazie a se consulta
exemplele 3-12 din 10.2.

fn acest paragraf ne vom ocupa cu problema inversa: fiind
datd imaginea F(p) in transformata (directd) Laplace, sa se
determine originalul ei. Constatdm cu aceasta ocazie umatoarele:

1. Exista diverse tabele de imagini ale functiilor elementare
de baza publicate in anumite indrumare (a se consulta anexa 1 si
[21]- [24]) cu ajutorul cdrora dupd F(p) se determind imediat
functia f(¢).

2. In teorema 3 din 10.1.2. am aratat ci dacid F(p) cste

a) analitica pe semiplanul complex Re p > s, ;

b) absolut  integrabilda de-a lungul oricarei drepte
Re p=ys,,5 <s,;

¢) in domeniul Rep=ys>s, functia ¥ (p) tinde catre zero
cind | p |- +e Tn mod uniform in raport cu arg(p —s,), atunci
originalul  f(¢) se calculeazi dupd asa numita formuld a lui
Mellini
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sib sHi{o)
fy=5—tim JFpretdp=os [F)emdp, ()
pentru Re p > 5,51 t20.

Dacid presupunem ¢ F(p) are un numir finit de puncte
singulare izolate (poli si puncte esentiale): p,,p,.,..p, §i
F(p)— 0, cand p —> o (in teoremd Rep>s, si | p|— ),
atunci f(t) se calculeaza dupa formula

7@ =5‘;,;-'2’d-iRe:LF(p)-ewJ=

to) P=M

i
=Y Rez[F(p)-e"], t20. 3)
= P=P

3. Teoremele de baza ale calculului operational din 10.2.
permit de a rezolva aceastd problemd. Vom enumera in primul
rind teoremele: deplasdrii (10.2.3.), derivarea si integrarea
imaginii (10.2.5. 1 10.2.7.) si inmultirea imaginilor (10.2.8.) (cu
aceastd ocazie a se consulta exemplul 14).

In continuare ne vom opri la doua teoreme de baza (se mai
numesc prima teoremd a dezvoltdrii §i a doua teoremd a
dezvoltdrii), care permit rezolvarea problemei date , adici
restabilirea originalului dupa imaginea lui.

Teorema 1. Dacd functia F(p) este analiticd in p, =,
adica dezvoltarea ei in seria Laurent are forma

20

u a

Fipy=St4fe g 42, =2 @)
p P- p =l p

atunci F(p) este imaginea originalului f(¢) calculat cu ajutorul

formulei

oo

a, a a,. Ay w
f()=a, +=21+207 4+ =) 2 (5)
’ 1! 2! n! = n!
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Demonstratie. Seria Laurent (4) este convergentd in orice r-

vecindtate a punctului impropriu p, =oo, adicd pentru orice

1 1
| p[>r,r>0 sau — <—. Fie p un astfel de punct.. Deci

lpl r
1 1 1 . , . —
—=—<—=r, §i seria numericd Z—'; este absolut
lpl o r & p
~ =0. Aceasta Inseamna ci
n—yo0 p

pentru orice € >0 si incepand cu un oarecare numdr natural n

co s . a o
se verifica inegalitatea | < £, adici

|a"|<£,p". (6)
Considerim seria (5) pentru ¢ = 0. Utilizand inegalitatea (6),

urmeaza ca

a

n+l n

n+l n
" ' #(Sp)(p-'t) _
n. n

n!

Observam ci seria reald cu termeni pozitivi

) Lo
Z(,(Ep) (ep)[n . >
+ A +...=(gp)-e""
n!
342

reprezinta seria MacLaurin pentru functia (gp)-€”’. Deci
aceastd seric este convergenti pentru orice f=20. Aplicind
criteriul de comparatie, constatim ca seria (5) este absolut

convergent3 pentru orice £ 2 0.

Avem:

Fof= ]yt S | < S P =
par 3 n=0 :
_epz(p ) 8~p-e""

n=0 ‘

pentru orice 1 2 0.

Functia f(¢#) ca suma unei serii de puteri este analiticd pe

1 . . -
domeniul ﬁ<—=r, si este indefinit derivabild pe acest
pl r

domeniu (a se consulta nota 3 din 9.6.3.). Astfel f(¢) satisface
toate conditiile din definitia originalului (10.1.1.). Prin urmare,
functia f(¢) din (5) este original.

Demonstram cad F(p) = L(f(t)).

fnmultind ambele pirti ale relatiei (5) cu e, obtinem de
asemenea o serie absolut convergentd. Integrind-o termen cu
termen, rezultd urméitoarele:

fH+ j f(Oe™?'dt= Zam [ j— -, ’dz] (7

n=t)

Utilizind formula 16 din anexa 1 sau vezi ex. 10 b), din
10.2.5., adica

343



t" i et

—*'—”:Tz j_e_}”dr,
nl p o n
urmeaza ca relatia (7) se transforma in formula
- 1 a a,
f(t)+Za”+l =t =
n=0 P P p

=F(p)Rep>s,20.
Teorema este demonstrata.
Teorema 1 se numeste prima teoremd a dezvoltdril.
Constatim ci daca variabila reald f a functiei f(¢) este o

variabild complexd, atunci din inegalitatea (6) reiese cd

|f(r>|~Z e <Z <Z
_gpz(p”) (Ep PM’

adica si 1n acest caz f(1), re C este dezvoltabild in serie de

n+l
n+1 n

puteri pe planul complex C.

Aceasta inseamni ci f(r) este analitici pe C, adicd f(¢)
este o functie intreagd.

Are loc i teorema reciproca teoremei 1:

Teorema 2. Daca functia intreagd

a a a
f(Z):a(,+]—:z+72'zz+...+ ”' 7" +...
J ! n!
satisface conditia

f@<M - M >0.5,>0,
atunci

F(p)=L(f(1))=

unde o, (t) este functia lui Heaviside i £ 20.

Demonstratia teoremei 2 o puteti gasi, de exemplu n [6], cap.
9, teorema 9.10.

Lo, fF@O) =2+ 2oy Ty
2 4 pP

344

Ca o ilustratie practica a tcoremei 2 consideram urmatorul
exemplu: seria MacLaurin pentruo functia sinz are forma
(formula (12) din 9.6.4.)

R
SINZ=7m——F——="—+..,
3 57
valabila pentru orice ze C. Deci functia sinz este intreagl,

adicd analiticd pe C si pentrul orice 120, <M-e™,

unde M 21 i 5, = 0 .Aplicand teorema 2, avem ca

. 1 1 1 1
F(p)=Lsint)=—-—+———+..=
p P pp
1
= LA = >1,
[+
ceea ce corespunde cu formula
sinf +
pi+1’

demonstrata n exemplul 2 b) din 10.1.2.
Exemplul 15. Sa se restabileascd originalul, dacid imaginea

lui F(p)= In[] +—1—J .
p

Rezolvare. Avem:
2 3

Z < =l Z"
Inl+z2)=z———+-——...+(=D" —+...,
n(l+z) >3 (=1 ,

zi<1 (a se vedea formula 22 din 9.6.4.).
Deci
1 1
F(p)—lnl+—]— —]——1—2 11 +
p) p 2p° 3p
1 1
F(=DT = —
n.p
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valabild pentru 1 <1, adici p|> i
P

Aplicind teorema 1, urmeaza ca

1+t 14 1!
HN=l-——t = —— (D) —- f..=
A 213 2 “D n {n-1)
1‘2 n-1
1t 8 _1yn-t —
1 75 +(=1) —+
2 3 n
=1[ S t—+..}:
o2t 3 nl
2 3 7
L N PO N N |
t 20 3 n!
=}0—51r2&

Teorema 3. Pentru ca imaginea F(p) s fie functie rationala
este necesar si suficient ca originalul f(r) s& fie combinatie
liniard a functiilor de forma ¢"¢“, unde »=0,1.2,.., ae Csi
120,

Demonstratie. Suficienta. Fie f(r) este o combinatie liniard
a functiilor de forma 1"e*, n=012,..., ae Csi 20,

intrucat avem formuta 18 din anexa 1 sau vezi ex. 10 b) din
10.2.5., adici
n!
t"-e” +———,n=0L2,.. 8)
(p—-a)
si, aplicind proprietatea de linearitate a transformatei Laplace
(10.1.2.), urmeazd cd imaginea F(p) a functiei f(r) este o

combinatie liniard a functiilor de forma n=0,12,..,

n!
(p—a)™’
adicd F(p) este o functie rationala.

Necesitatea. Fie

d46

Qm (p) — bﬂ +blp+‘”+bmpm
R (p) a,+ap+..+a,p"’
unde b,,b,,....b, #0 si a,,aq,,.,a, #0 sunt numere complexe,

iar m si 1 sunt numere naturale. Observam ca functia rationala
F(p) trebuie si fie regulatd, adica m < n, deoarece in caz

F(p)=

contrar (m > n) Rlim F(p)#0, ceea ce contrazice consecina
e prrten

din teorema 1 (vezi 10.1.2.). Aceasta inseamnd cd functia
Ll (p)

R,(p)
10.1.1. Deci fie

-

,m=>n nu poate servi ca original in sensul definitiei din

0,
Fip =20
R,(p)
o functie rationald regulatd ireductibila si fie p,p,,..p,
radicinele polinomului R {p) cu multiplcitatea m,,m,,...,
unde m, +m,+...+m, =n. Dezvoltam functia F(p) in functii
rationale simple (in cazul planului complex ele au forma

ﬁr,unde A eC, ke N).

,M<

m KR

(p_pn)
Obtinem cé
A A A
O PR TR, R T
(p=p) (p-p) (p=p)"
A A A,
+ 21 + 22 ", +
(p-p,) (p~p.f (p-p,)"
+ot Ay + A +.,,+~_—A'"”~ =
(p-p,) (p~p) (p-n)"
K3 "1" A
=33 —4, ©)
k=1 I=1 (p—pk)

unde numerele A, (k=1,2,...,s;/=12,..,m ) se obtin cu ajutorul
metodei coeficientilor nedeterminati (a se consulta [17], 3.2.2.).
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Aplicind formula (8) de mai sus si proprietatea de linearitate
a transformatei Laplace, rezulta ca

sy, =1,

f(r)=zzl?;’_;:)"e"" , 120, (10)

k=1 =1

In virtutea teoremei 4 din 10.1.2., functia original (10) ( f(#)
este continud pe [0O4e cu indicele de crestere

s(,=max{]pl|,|p2|,...,[p.‘|}.) este unici. Deci f(r) este o

combinatie liniard de functii de forma t"e“ cu n=0,,2,.. si
aeC. '

Teorema este complet demonstrata.

Teorema 3 permite de a enunta urmdtorul rezultat important,
care se numeste reorema a doua de dezvoltare:

2.(p)
R,(p)

regulatd ireductibilda si  p,, p,,..,p, radicinile polinomului

Teorema 4. Fic F(p)= ,m<n o functic rationald

R (p) de multiplicitatea m,,m,,..,m , unde m +m,+...+
+m, =n . Daca dezvoltarea in functii rationale simple are forma
(9), atunci functia original f(r) are forma (10).

~ Nota. Tntrucat functia F(p) din teorema 4 satisface conditiile

formulei (3) de mai sus, in practicd pentru a calcula functia
original f(r) in loc de formula (10) se utilizeazd formula (3),

adica
=Y RelF(per}r=0. (1

Exemplul 16. 53 se restabileascd originalul dupad imaginea
lui daca

. p+l
2 F(p)=— :
P -Dip+D
b F(p)=—r———.
(p”—4p+8)y
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Rezolvare.

a)  Radicinile  polinomului  R,(p)=p*(p-1)(p+2)
sunt p, =0, p, =1, p,=-2 de nultiplicitatea m, =2, m, =1,
m,=1.

Descompunem functia rationald regulatd F(p) in functii

rationale simple:

A A, B
F(p):»-'+—‘2+———+L=
p p p-1 p+2

A p(p=D(p+ D)+ Ay(p—D(p+ 2+ Bp* (p+ 2+ Cp* (p- )

pr(p=1p+2)
Din egalitatea acestor doud fractii rationale (cu acelag
numitor) urmeaza identitatea
pH1=Ap(p-p+D+A(p-D(p+2)+

+Bp*(p+2)+Cp*(p-1)

. . . 1
Dand valorile p=0,,-2 si 2 obtinem respect1vA2=—5,

B=Z,C=L$i Ai=—§.
3 12 4
Prin urmare,
31 1 v 2 1 | 1
F(p)=—>———- —

4+ —- —_—
4 p 2 p 3 p-1 12 p+2

=é(ﬁf +8¢' = 61-9) 120,

b) In acest caz e mai rational de utilizat formula (11) de mai
sus si teorema deplasarii din 10.2.3., deoarece dezvoltarca

functiei rationale F'(p) in functii rationale simple si calcularea

coeficientilor A,, din formula (10) este destul de complicata.
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Asadar avermn:
1 1

F(p)= = :
(p*-ap+8) [(p-2?+4]
Consideram functia rationala

i
@, (p)=7— .
P (p>+4)

Radacinile numitorului sunt p,, =+2i, ambele rdddcini
avind  multiplicitattea m=3. Deci pentru functia

D(p)=® (p)-e" =

e”
(p>+4)
ordinul 3.

Prin urmare (vezi formula (5) din 9.7.1.),

punctele p,, =+2i sunt poli de

”

1
3 ept(ﬂ—25)3] =

li
2p ”’2‘{ (p-2i) (p+2i)

pt A .2
=—]—lim{te (p+2i) —e”3(p+2i) ] B

Rez[q) (p)-e” ]

27 (p+2if
:_]_]im|:e’"(!p+2it—3)] _
202 (p+2i)'

[;e (i + 2it - 3)+e'11p+2. —e" (v 2ir = 3)ap 4 20)°
21’"’2‘ (p+21)8 )
_1y e (1p + 2ir = 2)(p + 2i) — " Htp + 2it —3) _

2 (p+2i)

_ 1 €™ (2t +2it = 2)- 4i — & 4(2it + 2ir - 3)
=5 i -
1 46 (-4t —2ir—4it+3)

T2 &i B
2 (-4 —6it+3) ez"[ﬁ 3 +3J
i 4 128\ —i 2 4i)
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Similar

”

wlod | e™{p+2) |
Rez[‘b (p)-e”]= mwm{(p 20 (p+2i) |

1. e” e (? 3 3
=-— lim | = ———=t-—1.
2121 (p - 2i) 1280 i 2 4

Aplicand formula (11), avem cé
o) = ligz,z[q)l(p) e’ ]+ 1/}1%%[(])1(1,) -e” ] =

_—L— 3_4t2 ‘ eli! __e—2il 3 e2u te =2it B
128 2 % 5 =
1 — 44
=E(3 2t sin 2:—3tcos2tJ:
256 [(3 4t )sm 2t — 61 cos Zt]
Intrucit ¢(t) +®,(p) si

cbl(P_Z):

1 1
= =F .
[(‘17—2)2 +4r (p2 —4p+8)3 )

in virtutea teoremei de deplasare (10.2.3.), obtinem rezultatul

final:

f(y=e" - o(1t) =~2£;g[(3—4t2 )sin 2t — 6t cos Zt], t20.
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10.3.2. Exercitii si raspunsuri la paragraful 10.3.

1. Utilizand teorema intdrzierii sau proprietatea de linearitate,

sd se restabileascd originalul f(t), daca:

2 —p -2p =3p
2) F(p)="5 b) F(p)=<—; o) F(p)=-“—;
p p-—]_ p+3
3-2p° |
d) F(p)= se) F(p)=————
) F(p) p4 €) F(p) (D
-p p+2
= ;8 F(p)=— ;
f) F(p)= ( 2); () 4
2
) F(p) =230 —9p=18,
(p+3)p
1 ) 6—3])
D) F(p)=—(2+5¢ +e™); j) Fp)= X
p (p+1)
e’ p e?
k) F(p)=
(p) [)2_] p _4

2. Utilizand teorema lui Borel, si se restabileasca originalul
 f(t), daca:

E P
a) F(p)=———:b) F(p)=———F——;
) EP) (p—D(p+2) ) EP) (p+Dp +4)

! p
F(p)=———;d) F(p)=—7—————;
) EP= 9 (p)(p*HXV+9)

1
e) F(p)=———: =
) F(p) Ty ) F(p)= TS I)
3. Utilizand tcorema a doua de dezvoltarc, si se calculez¢

originalul f(t), daci:

I _
P+ (p+2)
pl+1 i
A s Y
spnpry D

a) F(p)=—L"". b) F(p)=
po+3

c) F(p)= ———————}
) Fpy= p+2p°+p’
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1
e)F(p)=m D (P)—( +I)

_ 1 by F(p) = 4p+3
T i TS P STTC Y

N P S0 S J—
W Ep)= (PP +D(p*+4) D = (p* +4)(p* +9)’

-1 1 )
R )
2p' +pt +2p+2.

p +2pt+2p’
p+2 i

;0 F(p)=————3
(p+D(P-2(p*+4)’ pi(p*+1)
, 1 pi+2p-1
= ;1) F(p)= ~ .
p) F(p) T rdp 15p ) F(p) Fap2p 1
4. Utilizand prima teorema de dezvoltare, si se afle originalul
f(©), daca:

m) F(p)=

n) F(p)=

'::]—*

I I 1
F(p)=—sin—; b) F( )——cos— c) F(p)=—e
a) F(p) psmp ) F(p D P

6p° +4p+l Sp*+3p*+12p—12

p4—]6

d) F(p)= e) F(p)=

Rispunsuri
1.a) f()=¢-1" 121 b) f(H=€7,12 2

1
Q) fy=e"Y, 123, ) f(t) = 513 -2,120;

, _ bt
e) f(t)=t—smt,t20{F(P)—pz p2+1}

| 5 2 1
D fy=1-1)e "'ZO[F(’))_(@—Z)'3 (P—Z)z}
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g) f(t)=cos2t+sin2t, t 20;
5 5

h)f(r)=5(r+e-3')-3t2,tzo(p(p)=_+_ 6

p+3

i) f()=81-3),123;j) f(O)=(t-3)e ", 123

k) f(t)=sh(t —1)+ch(t—2), 1t =2.
2. a) f(t):%(e‘ -2, t 20,

b) f(t)= ~;—(2sin2t +cos2t-e*), 120
) fO=t-1+e7,t20;

d) f(t)=%(cost—cos3t),12 0;

_1 [P = I .
e) f(t)—4(e e”), 120 [F(p) _—(p+3)(p—l)}

N f(H)= %(tcost +sint), ¢ 20.

3. a) f(r) :1(45" -, 1> 0
b) f(1)= ( e +e ¥, 120
) f(t):E—Ze" +—52—e'2',t2 13
d) f(f)—l (t+1)e”, s
e) f(t)—z( e’ —e), 120

f)j(t)*% {cos~\/§_3—t+ 3-sin§t]—%e",120;
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2

g) f(1) =-;~(e'2‘ -e' +3te!), 1 20,
h) f(1)= -é[k' — e (Tcos 2t —11sin20)} £ 20;

) f(t)= %(cost —cos2t),t= 0

i) f@)= l(3sin 3¢ - 2sin2t), 12 0;

3 2 1 ,
k t——tm- Zelt+—e, 120
) f® 4 3 12

D) f(H)= %(rzez’ _4te™ + 62 —2e' —6e"), t 20,

m) f(,)sz_tz +2etsint, 1= 0

R 1.
n) () —%e * 1]5 —%cosZt —gsm2t), t 20,

o) f(r)=t-sint, 1t 20;
p f(@) =%+%e2’ (4sint —3cost), t 2 0

1 f(t)=2e +e {m\/—_smf—t - COS £t}
2 2
( ]) 2n+l

0= Z[(2n+1)l]

120
= [en)

d) f(t)=4+1+2cost-sint, 1 2 0;

b ) =255(”—'

e) f(t)=4ch2t+cos2t +%Sin2t, 1 20.
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10.4. Aplicatiile calculului operational.

Ideea aplicarii calculului operational constd in urmitoarele:
presupunem ca trebuie de studiat un proces oarecare din naturi,
care este caracterizat de careva functii x(t), y(z).... , ce depind de

timpul ¢. In limbajul matematic, aceasta inseamni ci intre aceste
functii de timp x(t), y(¢),..., si alte functii bine cunoscute, existi o
relatie oarecare, adicd o ecuatie pe care trebuie s-0 rezolvam. Insi,
sunt cazuri cdnd ecuatia ce leagd functiile imagine intr-o
transformare oarecare a acestei ecuatii, numitd ecuatie original, se
poate rezolva cu mult mai usor. De exemplu, in 10.2.4. am
constatat ca operatia de derivare din spatiul functiilor original se
transformd in operatia de inmultire cu p in spatiul functiilor
imagine, daci se face abstractie de un polinom in p.

Astfel, operatiile asupra functiilor imagine sunt mai simple
decit operatiile asupra functiilor initiale. Prin urmare, trecerea la
rezolvarea ecuatiei ce constituie functiile imagine este
justificatd. Rezolvand-o, aflam functiile imagine §i apoi ne
intoarcem la functiile initiale.

Pe parcursul acestui paragraf in calitate de astfel de
transformért se vor considera transformdrile lui Laplace. Metoda
rezolvidrii ecuatiilor imagine se va numi metodd bazatd pe
calculul operational sau metodd operationald.

10.4.1. Ecuatii diferentiale ordinare liniare si sisteme de
ecuatii diferentiale ordinare.

Fie o ecuatie diferentiald liniard ordinard de ordinul n cu
coeficienti constanti

x(")(t)+ a,x("_])(t)+ e a"_,x'(t)+ a"x(t) = f(t), t))
unde a,,4,,...d
variabilareala r 2 0.

sunt numere reale si f () este o functie de o

n
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Problema de bazd (problema Cauchy) constd in aflarea
solutiei ecuatiei (1), adicd a functiei x=x({r), >0, ce satisface
ecuatia (1) si conditiile initiale

x(0)= %o X(O) = Xisees x(ﬂ_l)(o)z Xt * (2

Astfel problema pusa a fost deja rezolvati in cazul real dupd
urmitorii pasi ([18],7.6.2. i 7.6.5.):mai intdi se afld solutia
generald a ecuatiei (1), care depinde de n constante arbitrare,
apoi se determind constantele arbitrare astfel incat sid fie
verificate conditiile initiale (2).

Aici vom expune o metoda mai simpld de rezolvare a acestei
probleme: solufia x(t ) se afld in mod direct, fard a trece prin
asa numita solutie generala a ecuatiei (1).

Aceastd metodi se bazeazi pe calculul operational §i constd
in urmitoarele: ecuatia (1) se Inlocuiegte printr-o ecuatie formata
din imaginile termenilor ecuatiei (1) in transformata Laplace.

Presupunem ci existd imaginea solutiei ecuatiei (1) si a
derivatelor ei pani la ordinul # inclusiv, cat si imaginea functiei

F@).

Daci x(t)+ X (p) , f(t)-:— F{(p), prin aplicarea in ambii
membri ai ecuatiei (1) a transformatei Laplace, in baza
proprietatii de linearitate (10.2.1.) si a teoremei de derivare a
originalului (1024,  deoarece  x{(0)=x,,x(0)=x,..,
x“(0) = x,_,, obtinem urmatoarea ecuatie algebrica liniard in
raport cu necunoscuta X ( r):

"X(p)— P x, ““*”’xn—l]"'
+a, [/)""X(p)--p"'2 o= Xt
+a,.[pX(p)=xJ+a,X(p)=F(p

sau
X(pNp" +a,p"™ +..+a, p+a,)-

- [(P"-lxo +otx, )+ a, (p"'zx(, +otx )+ vt a,Hx(,]:
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=F(p). 3)
Deci
F(p)+¥ _(p)
Y, (p)

unde I,U"_l(p) este un polinom de gradul n-7 Tn raport cu

X(p)= , )

variabila complexa p, iar ,(p) — polinom de gradul n in
raport cu variabila complexd p. Ambele polinoame au
coeficienti reali. Dacd p=ke R, atunci w, (p)=w, (k)
coincide cu aga numitul polinom caracteristic al
ecuatiei (1) (a se consulta [18], 7.6.2. si 7.6.5.). Ecuatia (3) se
numegte ecuatie operationald a ecuatiei (1) sau ecuatie L -
imagine a ecuatiei (1).

Functia X (p) din formula (4) este imaginea solutiei x(r) a
ecuatiei (1) in transformata Laplace §i care verifici conditiile
initiale (2).

Aplicind metodele din 10.3., dupd imaginea X (p) din
formula (4) se determind originalul x(¢t), r > 0, care in
virtutea unicititii (teorema 4 din 10.1.2.) este solutia ecuatiei
(1), ce verifica conditiile initiale (2). Daca privim valorile
XosXpreers X din relatia (2) ca constante arbitrare

n—1
C{,Cy,..., C,, atunci solutia x(t ) astfel obtinutd, va fi
solutia generald a ecuatiei (1).

Consideram  un  caz  particular:  fie  numerele
Xgos Xyseees X, din relatia (2) sunt egale cu zero. Atunci
formula (4) ia forma

X (p)=£p) (5)7

w,(p)
unde F(p) este imaginea functiei f(r), iar w,(p) este
polinomul caracteristic al ecuatiei (1), daci p = k e R .
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Presupunem ci se stie solutia y (r) a ecuatiei (1) cu
£(t) =1, care verifici conditiile initiale nule. Deoarece 7 2 0 ,

1
avem: a(,(t)= 1 +? .

1
pv.(p)
x(p)=Zh 2L (). 1),

v, (p) pov.(p |
Aplicind teorema lui Duhamel (teorema 2 din 10.2.8.),

rezultd ca

pF(p)-¥(p)= £ (1) y(0)+ [ )yl —u)du =

Prin urmare, formula (4) are forma ¥ { p)= si

= [7la) yle—u)du,

deoarece y(0)=0.
Asadar solutia x(t ) a ecuatiei (1) cu conditiile initiale nule
se calculeazi dupd urmatoarea formula:

x(r)= ]f(u)- V(e —u)du . (6)

Avantajul utilizarii formulei (6), adica a metodei Duhamel, se
manifesti mai ales in cazul in care se cere de integrat mai multe

ecuatii diferentiale liniare care difera numai prin functiile f (t)
Exemplul 17. S3 se rezolve ecuatiile:
a) x” + x =t ,dacd x(0)=x"(0)=1;
b) x”+4x = 8sin 2¢,dacid x(0)= ¢, x'(0)=¢,;
¢) x"=3x +2x=t-¢",daca x(1)=x"(1)=1;
dy x"-2x"=1° ‘', daca x(0)= x'(0)=0.
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Rezolvare.
a) Avem:

x{t)+ X (p)

x(t)+ pX (p)- x(0)= px (p)-1;

)+ p*X(p)- px(0)-x'(0)= p*X(p)- p-1;
1

t":‘—z .
N
Deci, ecuatia L-imagine a ecuatiei date are forma
' |
p’X(p)-p-1+X(p)=— .

De unde

1 . .
Deoarece —-+ 1t si Zp +cos t , obtinem ci
p- p-+1

x(t)=t+cost,t>0.

x(e)+ X (p)

(1) pX (p)-c;;
x"(t)+ p?X(p)=pe -y
2 16
p +4 - pi+4 .
Deci, ecuatia L-imagine atasata ecuatiei date are forma

16
p*X(p)=pe,—c, +4X(p)= v

b) Avem:

8sin 21 + 8-

De unde

16 1
X(p)— =+C - P .

- (p2 + 4)

P 1 ] sunt:

Functiile original pentru termenii —; $ -
p +4 p~ +4
7P +cos 2f,
p +4
2
I L - +lsin21,Rep>O.

pl+4 T2 p’+4
Am utilizat formulele (6) si (7) din Anexa 1.

. . 16
In ceea ce priveste originalul pentru termenul ———,
(p>+4)

vom utiliza formula
—74£—ﬂ+ tsin 2t
(p? +4)
(vezi formula (20) din Anexa 1) si integrarea originalului
(formula (1) din 10.2.6.):
10 g L AP 4 sin 2udu =
(p2+4)  p (pP+4f

1

=4{—u'l-C082u +}:sin Zu] =sin 2t —2tcos 2t .
0

Prin urmare,
. 1 )
x(t): sin 2t —2¢ cos 2t + ¢, cOS 2t+502 sin2t, ¢t 2 0.

c¢) In exemplele precedente (st in partea teoreticd), am considerat
in conditiile initiale 7, =0. In exemplul dat avem ci x(1)=x(1)=1,

adicd momentul initial nu este ¢, =0, ci 7, = 1 . Pentru a-l reduce
la momentul initial ¢,=0, facem substituia 7=r-1 sau
t = 7 + 1 . Ecuafia initiald cu conditiile ei initiale are forma

Y =3y 42y =(c+1)- ¥V =(r+1). ¢ -,
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unde
x(t)=x(z+1)= Wy X () =X (T +1) = y'(7);
X(t)=x"(c+1)=y'(x);
x(1y = x(t,) = x(7, +1) = y(0) =1

X(1)=x(t,) = x(z,+1) = y'(0) =1 adicaz, =1, -1 =0.

Rezolvind aceastd ecuatie, in raport cu 7 obtinem:
y(z)+v(p)
y'(@)+pY (p)-1;
y@)=pY(p)-p-1

(T+i)e3-e3’=e3(1zz3’+e”)+e3( Lt ]:

(p-3} p-3
» p—2
=t P72
(p-3)
Deci, ecuatia L-itagine are forma
-2
p*Y(p)-p—-1-3p¥(p)+3+2v(p)=¢’- (:}’_3)2
De unde
1 3 P—2
Yp)= : +p-2]|=
e L ]
1 s p—2 :1
= e =+(p-2)|=
(”_2)(-”“){ (p-3)
= ¢ 1 N 1
(p-1p-3 p-1
Avem:
l T
— e
p-1 ¥
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o

! __A B __C
(p-1Xp-3)" p-1 p=-3 (p-3)
_Ap=3) +Blp-1)p-3)+Clp-1)

(p-1)(p-3)
Din egalitatea ultimelor fractii cu acelasi numitor, urmeazi

identitatea
1=A(p-3) + B(p-1)(p-3)+C(p-1).
Dind valorile p=1, p=3 si p=0, obtinem respectiv

Azi, C:1 si B=~l.
4 2 4

Astfel

1 :l[ I B ];
(p=1p-3) 4\p-1 p-3 (p-3)
+%(e’—e”+2r~e3’).

Prin urmare,

y(r)= iﬁ(er -+ 21‘-8")+ e’ = [i—e} +]Jer +__W21--.] M

)= x{r+1)= _V(T):(%e3 +1Je"' +2(t;4])_—l-e3’ =

e+4 , 2u-3

= e+ e
4e 4

d) Rezolvdm mai intéi ecvatia diferentiala

y'=2y’=1,daci y(0)=y(0)=0.

Avem: -
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Vi) p }’(p), Trﬁnsformdt‘} Ldp‘id.CG se poate all)llcfl s l'.1 x‘n'te;%l area un?r
[ ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti variabili, Tn cazul in
o—ﬂ(;):1+_, care coeficientil ei (adicd q,a,,..,a, din ecuatia (1)) sunt
polinoame in raport cu variabila ¢. In acest caz se utilizeaza

ia LA i 3 acestel ecuatii are forma . . . -
Ecuatia L-imagine atasa(a acestcl ; teorema despre derivarea imaginii (10.2.5.): daci x(t)+ X (p),

PZY(P)—2PY(P): l atunci
e unde ’ a1 XO0) 5
Vo)l oL A B C s -X‘”(t)f(—})"[p‘X(p)—p"‘xu —mx ],
p p —-2p p (p—2) p P p-2 pentru orice ne N §i orice ke N.
Ap(p-2)+B(p-2)+Cp’ | Pr‘ir'l. urmare, ecuatia L-imagine atagatd f:cua‘lgiei (.l) cu
' (p-2) conditiile mlt,la‘]e (2), se trans‘formﬁ ?n?r-o C'CLH‘IEIC diferentiala in
Din egalitatea fractiilor respective cu acelagi numitor, rezultd raport cu functia X (p ) ordinul careia coincide cu exponentul
identitatca maximal al variabilei ¢ din coeficientii @, a,,...,q,. Afland
1=Ap(p—2)+Blp- 2)+ . _ ; functia X(p) din aceastii ecuatie diferentiali, restabilim dupa
Dénd valorile p=0, p 212 sip =]1’ ongnemlrcspectlv i ea originalul x(t ) care serveste ca solutie a ecuatiei (1) cu
B=-—,C=gsi A= - conditiile initiale (2).
Asadar Exemplul 18. Si se integreze ecuatiile diferentiale:
Y(p)z—l-—l—ﬂl- 11 LN R a) 1"+ 2x"+ 4t =1, dacd x(0)=0,x(0)==
4 p 2p 4p-2 4
y(t-)zd%——lz—t+%ez'. # b) tx”+ & +1x =0, dacid x(0)=1,x(0)=0;
Aplicand formula (6) cu Rezolvare.
y’(t):—-;—-f-lzelr =J2«(e2' —1), a) Avem:
urmeaza ca 1)+ X (p)
7l b= - = ral==X (p);
o ’ X(1)+pX (p):
:lzf(ezr e —ile Jdu=1+e" ~2¢' — 1€ 1 20.
h
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tAx”(t)+—{p2X(p)"%J g —[2PX (p)+ PzX'(P)] ;

P

I+1—.

4
Ecuatia L-imagine atagatd ecuatiei date are forma

’ , 1
-2pX(p)-p*X'(p)+2pX(p)-4X (p)=;-
De unde

Aceastd ecuatie diferentiald este o ecuatie cu variabile

separabile. Deci,

H_J.(p +4-;Jdp—;[ln(p +4) 21np]+A—

7 2

S P2 R R Y B SIS
8 P 2 4 P

unde A este o constanta arbitrari (a se consulta 9.5.3.).

Utilizand formulele (28) si (4) din Anexa 1 si proprietatea de

linearitate, urmeazi ca

x(t)=

sin’ ¢

1
2 1

+A-8(1),
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R o, #0,
unde &(t) este funcia Iui Dirac. Deoarece 5(t)= o
oo’t =

Jé‘(t)dt:l (vezi, de exemplu,[14], cap.12, §2.3.), obtinem ci

sin’ ¢
x(t)= >
b) Avem:

x{t)+ X{p);

t-x(t)=-X"(p);

X(t)+pX (p)-1;

K(t)+ p*X(p)-p

&)+ X (p)- pl, =1-2p-X(p)— p* X' (p)

1
0-1+0-—.
P
Ecuatia L-imagine atagati ecuatiei date are forma

1> 0.

~2pX(p)- p*X'(p)+1+ pX(p)-1-X"(p)=0 sau
(p* +1)x’(p)+ pX (p)=
Aceastd ecuatie diferentiald de ordinul 1, n raport cu functia
imagine X ( p), este o ecuatie cu variabile separabile.
Deci

dX(p) __ pdp

X(p)  prH1
Integrind, obtinem c#

Inx(p)= —%]n(‘p2 + ])+lnA ,
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A

\/p2+1’

Aplicind prima teoremd de dezvoltare si formula (14) din

de unde X (p)= Ae C\o}.

1 1
964.cu m=—— i 7= -5 rezulta ca
2 p

1 11 -3 1 1.35 1
A ot o T e |
p 2-0 p 2220 p7 273V p

2 4 6
+A(1-2t +I 3 135 +...)=x(r)

120 27 2140 2736l
Deoarece x(0)=1,avemcid A=1.

Deci,
t? rt t¢
x(t)=1- + —— +...=
) 201 2t (2 2f-(3)
o ( ) th
=S (1) —.
nZ"ﬁ 2. (nt)?
Suma acestei serii numerice se numeste functie Bessel
de ordinul zZero, s se noteaza astfel:

A
B, () =2 Joos(rsin )d6 (a se consulta) [6], cap.9, §5).
7 0

Prin urmare, am demonstrat formula

1
B, (1)«
BRGEN PE

,Rep>0.
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Metoda bazata pe calculul operational poate fi utilizatd si la
rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale liniare ordinare. In
acest caz, fiecdrei ecuatii diferentiale din sistemul considerat i se
atageazi ecuatia L-imagine respectiva si apoi se rezolva sistemul
format din aceste ecuatii imagine.

Constatdm cd sistemul format din ecuatiile L-imagine
reprezintd un sistem de ecuatii liniare algebrice in raport cu
imaginea functiilor necunoscute. Vom ilustra aceastd metodd
printr-un exemplu.

Exemplul 19. Sa se rezolve sistemul de ecuatii diferentiale:

4

X =y+z,
7’

Yo =ztx
,

Z, =x+y,

daca x(0)=1, y(0)=z(0)=0.

Rezolvare. Avem:
x{t)+ X (p) x(t)+ pX (p)-1;
Y6)=Y(p)y' )+ pY(p);

1)+ Z(p), 1)+ pZ(p)

Ecuatiile L-imagine atagate acestor trei ecuatii initiale au

forma
pX(p)-1=Y(p)+Z(p),

pY(p)= X{p)+Z(p),

pZ{p)= X (p)+Y(p)
Am obtinut urmatorul sistem de ecuatii liniare algebrice Tn
raport cu necunoscutele X (p),Y{p).Z(p):
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pX(p)-Y(p)-Z(p)=1,
X(p)- pY(p)+Z(p)=0,
X(p)+Y(p)- pZ(p)=0.

Aplicim metodele algebrice de rezolvare a acestui sistem, de
exemplu metoda lui Cramer. Calculim determinantul principal

A i determinantii auxiliari A,A, si A, ai sistemului dat.
Deci

p -1 -1
A=l —p 1 |=p'~1-1-p-p-p=
11 -p

=p =3p-2=p’+1-1-3p-2=(p* +1)-3(p +1)=

=(p+1)p = p+1)=3(p+1)=(p+)p* - p—2)=(p +1)} (p-2)

1 -1 -1
A=l0 -p 1j=p"-1=(p+1)fp-1)
O 1 —p
p 1 -1
A,=]l 0 1 [=1+p;
I 0 —-p
p —-11
A, =)l —-p O=1+p.
i 1 0
Prin urmare,
p=1_ _2p-2)+(p+1) _

A _
X(P):'A_— (p+1)p-2) 3(p+1)p-2)
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2 1 1 |
= —
3 p+l 3 p-2
A, ] (p+1)-(p-2)

3 p—2 3 p+l

A 1 1 1
Z(p)=22=y(p)==| ———
(p)=22=1(p) 3[p_2 p+1]

De unde

_z -t l 21 _ _® —e
x(t)—3e e ,y(t)—z(t)_—3

In Incheierea acestui paragraf constatam cd metoda calculului
operational, bazatd pe transformata Laplace, poate fi utilizata si
la rezolvarea ecuatiilor diferentiale ordinare liniare de forma (1),

cand f(t) are puncte de discontinuitate de speta 1(aplicarea

metodelor clasice prezintd dificultiti). De asemenea, aceasta
metodd poate fi utilizatd si la rezolvarea unor tipuri de ecuatii
diferentiale Tn derivate partiale (a se consulta [6], cap.10, §1.2 si
§1.7; [14], cap.13, §1.2.).

10.4.2. Rezolvarea ecuatiilor integrale.

Metoda de trecere de la ecuatia initiala la ecuatia L-imagine
in transformata Laplace se utilizeaza si la rezolvarea unor ecuatii
integrale.

Se numeste ecuatie integrald, ecuafia in care functia
necunosculd se afla sub semnul integralei. in acest caz se
utilizeaza teorema lui Borel sau teorema convolutiei (10.2.8).

Daci ecuatia integrala are forma
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()= A [k, u) - y(uxdu = £(1), (1

unde f(1),k(t,u) sunt functii cunoscute, A parametru numeric
st y(r) functia necunoscutd, atunci aceastd ecuatie se numeste
ecuatie integrald a Iui Volterra (1860-1940 —matematician
italian) de speta a doua.

Ecuatia de forma

fiett,)- yddu = £, (2)

se numeste ecuafie integrald a lui Volterra de speta intdi.

In aceste ecuatii functia kK(f,1) se numeste nucleul ecuatiei
date.

Ecuatiile (1) si (2) se rezolvd cu ajutorul calculului
operational numai in cazul cind nucleul lor k(t,u) are forma
k(z - u) . In acest caz ecuatiile integrale (1) si (2) se mai numesc
ecuatii Volterra de tipul convolutiei, deoarece ecuatiile (1),(2) se
scriu respectiv sub forma

y(1) = Ak = y)() = f (1), (3)
(k* y)0)= £ (). 4)

Presupunem cia functiile k(r—u) si f(¢t) din ecuatiile (3), (4)
sunt functii original.

Fie y(n)+Y(p), f()+ F(p) si k(1) +K(p).

in virtutea teoremei de convolufie (10.2.8), ecuatiile
L-imagine atasate ecuatiilor (3) si (4) au forma

Y(p)-4-K(p)-Y(p)=F(p),
K(p)-Y(p)=F(p).
De unde

F(p) 1
CN LA ¢ —
Y(p)—] o (p)# (5)

372

F(p)
Y(p)=—r=, K(p)#0. (6)
(p) ) (r)

Restabilind originalul dupa functiile imagine (:5) si (6),
obtinem solutia ecuatiei (3) si respectiv solutia ecuatiei (4).
Exemplul 20. S se rezolve urmétoarele ecuatii integrale:

a) [sin(t —u)y(u)du=sin’1 ;
]

b) y(t) - I(t —u)y()du =sint .

Rezolvare. N
a) Nucleul acestei ecuatii Volterra de spefa intdr este

k{t)y=sinf.

. 1
Avem: y(1)+Y(p);, k()y=sint+——rj;

p-+1
— cin? —l —_— S -Ll. l_ p - 2 .
f(H=sn"t= 2(1 cos2t) + Z(p e o )

Aplicind formula (6), urmeaza ca
F(p) _ 2p*+l) _(p*+4+3p° _
Y(p)= - Pl - 2 4 -
K(p) pp*+4  2p(p”+4)

1 3p 113 p

=t ————=— ——
2p 2Ap'+4) 2 p 2 p +4
Utilizand formulele (1) i (7) din Anexa 1, obtinem cé

1 3 1
==+ =cos2t=—{1+3cos2t),t=20.
y(O)==+3 cos 5 )
b) In cazul dat nucleul ecuatiei este k(1)=t si A=1. Avem:
y(®) =Y (p),

!
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. 1
t)=simnt -+ .
f)=si o

Aplicénd formula (5), urmeazi ci
F | 1 :
Y(,D): (P) =3 ) = 4 2 .
1-AK(p) p*+1 1__1_ (p*+D(p’ -1
pZ
Descompunind functia rationald regulatd Y (p) in functii
rationale simple, obtinem ci
. 1 1 1 1 1
Y(p)=—- s .
4 p—-1 4 p+1 2 p +1
Utilizand formulele (5) si (6) din Anexa 1, solutia ecuatici
date are forma

)’(02%6' —%e" +%sint=%(e' —e” +2sint)=

=%(sht + sint),tEO.

Constatdim cd metoda calculului operational bazati pe
transformata Laplace poate fi utilizatd si la rezolvarea unor
ecuatii integrale neliniare de o forma speciala:

s

Jx(u.) ~x(t—u)du = (1),

0
unde x(z) este functia necunoscutd, iar functia f(¢) este cu-

noscutd si are imaginea F(p). In acest caz ecuatia L-imagine

atagati ecuatiei integrale date are forma X*(p)= F(p), de

unde X(p)=+/F(p). De asemenea pot fi rezolvate i ecuatii

integro-diferentiale de o forma speciald. Sa aratim aceasta prin
urmatorul exemplu.
Exemplul 21. Sa se rezolve ecuvatia integro-diferentiala

X°(e)+x(t) = sint + [sin(t —u)x(u)du, dacd x(0)=0 si ¥'(0)=1.
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Rezolvare.
Avem: x(1)+X(p);

Xty p?X(p)-1;

sint +

p‘2+],
’ X(p)
L

fsin(t —w)x(u)du + L(sint) - L(x(#)) = En

i}
Deci ecuatia L-imagine atagati ecuatiei date are forma

1 X(p)
2 — = _—
p’X(p)-1+X(p) p2+|+pz+1

De unde
1 1 pl+2
2 - = +1= .
X(p)[(p b p2+1j| p’+1 pt+1

pi+2  pil pl+2 _
pP+1 (pP+1)7 =1 (PP+1-D(p’ +1+D

pl+2 1
=

PPt p
Prin urmare, x(#)=t,t = 0.

10.4.3. Calcularea integralelor reale improprii.
19. Calcularea integralelor reale impro-
prii cu ajutorul teoremelor (prima si a doua)

de trecere la limitd in imagine (formula (2)
din 10.2.6 si formula (2) din 10.2.7).
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Intr-adevir, fie f()+F (p). Daca f(¢) este continud pe ; . 51
fl)=r +F(p)=;—6~

[0, +ef si Jf (£)dt este convergents, atunci si, aplicand formula 18 din anexa 1, obtinem ci

0 1 £
- D(p)= +p(t)=—e™”
[f@adr=limF(p). (1) Py e
0 Prin urmare, Tn baza formulei (3)de mai sus, rezultd cd
. L e 3 ()]  fdt 2 S o
Daca f(r) este continui pe [0, +oo] si daci 6[ ; dt este {;Il(t+2) _l;"(p(,)p(r)dt_.[ﬁ_' .*_d,_n_J' dt =
convergenta, atunci

“f(t) ° :l._l_e“z’r :L

[=di= [F(p)dp. (2) 6 (-2) b 12

4] 0

b) Deo:
A se consulta cu aceastd ocazie exemplul 13 din 10.2.7, unde ) arece

sunt calculate o serie de integrale improprii, numite integralele L sin’ £ =sin"¢-sin? =l(1 —~cos 2t)sint =
lui Froullant. 2

2. Calcularea integralelor improprii cu
ajutorul teoremei lui Parsevalle (formula

:l(sint—lsin 3t +~!—sinr}=l(3sin t—sin3t),
2 2 2 4
(3) din 10.2.9.):

3 o . . rezultd cd
daca  f(r)+= F(p), o(t)~D(t) si integralele improprii ‘ ,]‘Sing rd 1 °J°'3sint—sin 3td
- - t=— {———dt.
'J'f(t)d)(t)dr si Igo(r)F (t)dr sunt absolut convergente, atunci ot 43 t
0
! - - Fie f(t)=3sint—sin3t, () :—]—, atunci
[f@dr = [y F e 3) : ! 1
Q 0 -
Exemplul 22. Si se calculeze integralele improprii: | Fipy= pl+1 B p+9’ P =1+®(p)= ;
2) ]‘ tdr J'Sil"lsfdt. f Aplicﬁnd formula (3), urmeazi ci
(1+2) t | Igm Lat=— ( 3 ]dr—l(’% arctgt—arctgiJr =
Rezolvare. Doy 2+1 1249 44" 3,
a) Fie f(=1 s @)= —. Atunci, utilizind | V(37 7 .
(+2) ~4[Z-2-0)-Z.
formula 16 din anexa 1, avemn ¢ a2z o2 4

3. Calcularea integralelor improprii
cu ajutorul integralei lui Laplace
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= mj_f(r) e dt .

Vom ilustra aceastd metoda prin exemple.
Exemplul 23. Si se calculeze integralele improprii reale

=3 o

Ie‘“’ sinbt dt si je’“’ coshtdt,unde a>0,b>0.

[¢] (1]
Rezolvare.

Avem: f(1)+ F(p)—j ML f(ndt. Dacd in integrala lui

0
Laplace considerdm f(r)=sinbt $i p=a, obtinem ca

e sinbtdr=L(f(r)lp_a:L(sinbtlm:( b ]

0 P-+b. a
_ b
at+b*
Similar
Ie'“’cosbrdt:L(cosbt)| = ,p - = 2“ -
It p=a p-+b1- . a +b

Exemplul 24. Si se calculeze integrala improprie reald

[ x>0, a0

a® +1?

Rezolvare.
cos xt

Fie ¢(x)= ja v

0
T | cosxt
L(g(x)) = je . [(!.cf e dr}lx.

]

~dt . Atunci

Schimbind ordinea de integrare, obtinem ca
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o\ 0 a +t
intrucat
J‘cos(xt)e""”aix: L{cosxt)= zp s
0 p +t
rezultd urmitoarele:
y dt "" dt
L ¢x = p TS = =
(plx)) 0p‘+t‘ a'+t2 p!(p’+t2Xa2+t1)

=p |2 )

(,mp 7 T ea)"
“( —pa Xt +p_X:t+a)
(p +t) (r +a)

G e v
I A N R _
_p!(pz_az it +al p:_az t2+p2Jdt_

P [l t 1 r]w
= | —arctg ———arctg —
p-—a \a a p p

il

Deci L{g(x)) E— . Deoarece +e ™, urmeaza
2a p+ta p+a
N T . rcos(xt) T
ci (o(x)-»—e , adici I—«-—dt=—e “ox>0, az0.
2a a -+t 2a
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10.4.4, Exercitii si raspunsuri la paragraful 10.4.

1. Sa se mtegreze ecuatiile diferentiale:

a) y'(r)-4y(t)=4, y(0)=-1,(0)=0;

b) y'(r)-Sy (f)+6y(t)=2e', y0)=1, y(0)=1;
c) Y(e)+ y(e)=*+2t, y(0)=4,(0)=-2;
d) v {t)+ y(t)=2cost, y(0)=0,y'(0)=~1;
e) y()-yr)=1 y0)=y0)=0

f) v ( )+ y( ) 2sinf, y(O): , y'(())z—l

2 y'(e)-2y )+ yl)=¢, »0)=0,y(0)=k
hy y"()+4yi)=1. ¥(0)=1,y(0)=0;

i) ¥ (6)~ y(r)=sins, y(0)=-1,y(0)=0;

D y)-ye)=e, y0)=0y(0)=1.

2. Utilizand teorema lui Duhamel, s3 se integreze ecuatiile

diferentiale:

a) y°(t)+ y(t)=cost, y(O) y(0)=0;
b) ¥'(1)-3y()+2y(t)=e", »(0)=y(0)=0;
-0y ()+yl)= 5F, »0)= .»(0)=0
d) y"(e)-2y(r)=¢”, ¥(0)=y10)=0
e) y(£)-2y(e)+5yle)=1-1, »(0)=y(0)=0;
y(t)+ y'(t)=cost, y(0)=y(0)=0.
3 Sa se integreze sistemele de ecuatii diferentiale:
){ ¥(1)-2y(e) - 4z{r)=cost,
(¢) y()+22(f)=“nt ¥{0)=2(0)=0;
{'(t) 5y()-2z(r)=e
Z(1)- y()+6z(t)=€, ¥(0)=2(0)=0;

+
+
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)
c) {2(r)=3v(t)+u(r),
)=3y()+2(y),  v(0)=0, z(0)=1,4(0)=1;
d) ;

~y(t)+z(t)=0, y(0)=(0)=t;

e) 1 (t)==y{t)~ ulr)
w(t)=-y(t)-2(r),  y(0)=—-1, 2(0)=0,u(0)=1.

4. 53a se rezolve urmatoare]e ecuatii integrale Volterra:
a) y(r)- Ie’ ™ y(u)du = cos 2t;
]
) ¥(0)~ fins —u)v(ue=r"
0
o) y1)- j(t —u)y(u)du = cost;

0

d) y(r 2jco<t u)y (i )du = sinr;
e) ylt ——I(t u) y(u)du=1;

f) y(t)+ Ish t—u)y(u)du =1;
&) (1) + foh (r— w)ylu)du =ch

0

h) y +2]sint-u)—(t—u)]yu)du—t‘

0

1) Icow u)y(u)du=1+1%; j) J‘ ylu)du =1,
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k) ].cos(t—u)y(u)dumsinr; D ]ez"""y(u)du:tze’;
m) Icht ~u)y(u)du =sht; n) j (1)du =sint;

0) Ich (t—u)ylu)du =1; p) jch (r=u)y(e)du=1+1*.

5. Utilizdnd teoremele de trecere la limitd in imagine, sa se
calculeze integralele:

a) j S cos4tdr; b) j

"sint

dt; ¢) Ite’“’ cos2tdrt;
i

j~Ae +Be™® +Ce™” + De?
0 z
o:>0,ﬂ>0,y>0,5>0 si A+B+C+D=0.
6. Utilizind teorema lui Parsevalle, si se calculeze
integralele:
“rsinat —sinbt
a) .[—

dt, unde

t—sint

dt, a>0,b>0, b)j dr,

“ dt
sin’ td d .
)j )jt+4)

e) jwdz, a>0,b>0.
t
i}

7. Utiliznd integrala Laplace, sd se calculeze integralele
(considerim xe 0,4 ):

2) jtsmxtd b) J-COSJLt ) )?cosxgtdt;
Tosinxt sinxt .t COSXI
I det’ ) I ;,“t2+t+ldt'
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Riaspunsuri.
La) y{)=—1; b) yl)=e o) y()=5{* +6+6¢")
d) y{t)=(r=1)sint; e) ylt)=¢' —1 -1,
) y{t)=cost —tcost; g) y(r)=‘5re'(t+2),

1 1
h) ylr)=—f+cos2f——sin2
) ¥ir) 2 .

i) y(r)= —%e’ - %e" - %sin L

D y(t)=3e" =32t -1 —%r‘.

2.2) y(f):%tsinr; b) y(r)= (e“,_3e,+2€2r):

1
6
¢) y(t)=5(* ~2+2cose) d) y(r)= (1—e2'+2se2');

e) y(t)= 3 —lt—ie 0052t+ie’sm2t
25 5 25 25

f) y(z‘)zé(e" +sint—cost)
3. a) y(t):4t+2—2003t—33int,z(t)=25int—2t;
7 1 7 11
b) vir)=—e' +— L —71,
))() 40e 56’ ]56’ ]20(3
3 -2t 7 e_‘" 1] e_-h.

c) y(t):—sz-(e” —e‘z’), z(t)=%(3eg' +2e7” )= ult);

d) y(t): é'z' (1 - 2t), z(l) = e'Z_' (l + 2[);
e) ¥r)=—¢, z2(t)=0,ulr)=¢".

2 3 1 t
4.a) ylt)==e* +=cost+—sint; b) y{r)=1'+—;
) o0)=2e + Zeosr s ints ) y()=r" + 5
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c) y(t)zi(cosr+cht); d) y(r)=re';

2
e) y(r):%(cost-kcht); f) y(t)-—-t-—%t";
o2 A5 1 V2 .
g) y(z)—\/gsh 2 t; h) y(r)—é- 25h1+751n\/§t}

i) y(;):l+2:+%r:+%t’; i) ¥()=1-1 k) y(t)=1;

D y()=re'Gt+2) m) y(@)=1 n) y()=e";

12 1, 1,
(4] N\ —_—]——; H=14+2t+—1" +—t¢".
) ¥{t) 5 P ¥(t) 5! +3
5 1 3
S5.a) —; b tg —: —_— d) In7;
) D O 1o ) In

€) A]n£+Bln£+Cln£.
a B

4
6.a) 0, [ f(t)=sinar—sinbt, d(p)= i}
p

b =, [f(t)= 1—sint, ®(p)= Lq],
2 P

c) 3_7[, (f(,): sin’ t = l(?)Sirlr—sin3 f)a @(p)= ‘l_%]’
8 4 r

1 i b
d) —.| Fle)=2, ®d(p)= ;e) In—=.
e[ s=r 0= ko
7. a) %e"“; b) leinax; c) %e'“;
A, _B,
d) 2;[2 (1-cosax); e) -5 N sin%; ) 2?”6 2
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ANEXA 1.
Tabelul formulefor de baza ale calculului operational
(formulele din aceastd anexa sunt demonstrate Tn capitotul 10.)

Originalul .
Nr. 10,120 Imaginea F(p)
o,(t)=1 0
I | (functia - Rep>0
Heaviside) p
2 O'a(r~9), _LeAQv , Rep>0
0>0. p
C
3 c=const | — Rep>0
P
()
4 | (functia 1, Rep>0
Dirac)
5 e ] Rep>Rea
p—da
. a
6 | sinat — , Rep>|imd]
p ta
7 cosat ,p T Rep>|1ma|
p' +a
7}
8 shat — - Rep> |Re a|
p —a
P
9 chat — Re p > |Rea|
P —a
v —|— 1
10 | sin(azg) | LEIZPINEL | Rep>|imd
p ta
cos@F asin
11 | cos(ar+¢) —p——?—(—lgﬂ , Rep>|lmg]
p ta
385




Nr.

Originalul

Imaginea F(p)

f(6),t=20
12 | " sinar m , Rep>(Reb+[tmal)
13 | ¢ cosat m . Rep>(Reb+|Imal)
acos@+(p—b)sing
14 " sin(at £ ¢) (p-bY +a’
Re p>(Reb +[Imdl)
(p—b)cospFasing
15 " coslat £ @) (p-b) +a
Rep> (Reb +|Irna|)
n!
16 | t",ne N ~ , Rep>0
. F(Z—+l) , Rep>0, TI'- este functia
17 | £,Rez>~-1 p“"
Lgamma”
8 tneal’nGN __L"“ , Rep>Rea
(p-a)
19 re”, (F(Z+)ll Rep>0, I'- este functia
p—a
Rez>-1 gamma”
2
20 | tsinat (zfa2)2 , Rep>|Ima|
p+a
2_ 2
21 | tcosat ('Ii+a2)2 , Rep>|Ima|
p +a

Originalul .
Nr. 70,620 Imaginea F(p)
n o PR
. " sinat, (n!)-% , Rep>|]ma|
neN (P ta )
rn N f, 4]
3 cosa (n') Re(2p+zza?‘+I Rep>|1ma|
ne N (P +a )
2
in? - , Rep>0
24 | sin’t m P
2
2
25 | cos’t P ,+ , Rep>0
p\p~ +4
sint V4
26 | — E—arctgp:arccrgp Rep>0
t
27 sinar arcctg—P— , Rep>|Ima|
t a
. 2
2g | S ! llnp -:4 , Rep>0
t 4 p
r .
sin@
1
29 6[ g a0, —arcctgp, Rep>0
9>0
ebl _eal l q )
30 b-a ———— , Rep>maxiallb
- -b
azb,a, be R (p a)(p )
ehl _eal
31 ! 2% | Rep>max(a,b)
a>0,b6>0, p-b
azb
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Originalul

Nr. F(1.120 Imaginea F(p)
Ci(t) =
“.cos In(p® +1
40 =chowdu —1(32—"——) , Rep>0
u P

(cosinus integral)

Ei(-1)=

= -I———du

Originalul N
Nr. FU)E20 Imaginea F(p)
|
32 —(l—e") In[1+—J 'p!)l
d p
f@tn)= . |
3| =f0.T>0 [(Jf(u)e"”'du}l_e_;,, , Rep>0
' n
= 4 : "th_ s R >O
34 | |sin{] P cth= e
_ 2 pab
35 | sinat-sinbr lP2+(“—b)2J'lp2+(a+b)2J ’
Re p>|Imd]|
36 ! L Rep>0
P\t Jr
sin¢ 2 _
37 | — d P2+1 p’Rep>0
t 2(p+1
cost 2
3 | L p o) oo
‘/; 2{p* +1
Si(f):
sin i 1
39 __J u du| — Zqrctgp , Rep>0
' 14
(sinus
integral)

41
(exponenpala
integrald)
SF(n)=
1 sin " Y piHl-p
42 j — Rep>0
“Tm i 2pyp* +]
{sinus Fresnel)
CF(H=
\/ I
43 J-cosu P P , Rep>0
JZn' 2p4 pt+1
(cosinus Fresnel)
B“ (f) i
44 | (functia Bessel de Rep>0

ordinul zero)
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*) Lucrdrile de control nr. 1-4 sunt incluse pentru a acoperi in intregime
modulele ,,Analizd matematici, 2, 3”.

ANEXA 2° #

Lucrarea de control nr.1.

»wEFunctii de mai multe variabile reale”

Problema 1.
1. Sasearatecd x’z, =y’z] ,dacia z=e"

—cos{2x+y)

2. Sase demonstreze ci 4z’ =2Z,.dacd z=e

3. Fie z*in(x +y +2y+1 ) se arate ¢i 7., +z =0.

Sa
4. Sasearate ca functia 7 =X -X} V( )saubface ecuatia
x

4 2xy2l + ¥ =

5. Sa se demonstreze ca 4sz =277, daci z=sin*(y-2x).

xx ’

6. Fie z=-2.S4 se arate ci X’z +2xtyz] +yz, =0.
e »

e

7. Fie z= ydl . 82 se demonstreze cd xzzzx = y2z7
X

8. Sasearate ci functia z = ¢9(xy) + xl/[ X_J satisface ecuatia
x

. X « =
9. Fe z= ’— . Sa se demonstreze ¢i X’z ~ (yzz',. )v =0.
v - o
’ o
. Sd se arate ci (x2 ‘z;)x =Xz
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11.

12.

13.

14.

15.

17.

18.

19.

20.

21.

v

’ =
. " 2
Si se demonstreze ci (x2 -z, )_( =y’ 2}, dack z=e",

_y

daca z =
yQ __4x2

Si se arate ci 7., = 41‘) ,

S se demonstreze ci Xz, + y2y, + 2, =1, daca

=x+y+|—| .
Y

. 1 .
Fie z =§(x2+y2 +x— y). Sa se arate ca

X g +2xyz + ¥ = X0+ yr.

Sd se arate cd z = (x3 + i/;)ln(yz + 1) verifica ecuatia

2+ Zpy = 2t Ty

Fie z=sin?(2x+1)+2ysin2(2x+ 1). Si se demon-

streze ¢i 2, =2, + y-2, .

Sa se verifice ca z,, = a’z}, . Dacd

Z =—1~—+?’1/ x-ll-ary)2 .
x—ay

Fie z= ln(ax + dy). Sa se arate ca xz,, + yz:y +2z. =0,

Fie z=2cos ( _EJ Sa se demonstreze ca 2z + z =0.

X
S# se arate ci functia z = e verificd ecuatia
» I4 ’
Yo =2, L.

2
. Sa se arate ¢ 2., + 22, +2, = .
x=y I
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Fie z=



22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Sa se demonstreze ci functia
X ) I .
u==f(x)+ q)(l verificd ecuatia
v X
o, + youl +xul +2yul =0,
o Y s “ or
Fie z=arctg—. S se demonstreze ¢ z,, + 7, =0.
X b

Y
Sa se ariite ci xz_:\_ + yz:‘, =0 daci z=x" f(l]
’ N X

1 1 :
Sa se arate ca )«czz;r +-27, =— daci functia z = f(x,y)
YT

o : 2
este definita implicit de ecuatia z*+= = v y2 -7".
x

S4 se arate ca functia z = yln(x2 - yz) satisface ecuatia

X2 + vy, =0.

. _ .1y ~ « 2”4 _ 2w
Fie z = y-sm(—; -Sd se arate ¢4 X2y, = YT, .

2 -

Séa se arate cd x zu+) z“ +x° )z =x",daci

¥ ox 11
I=—+—+———.
2y 2 x vy
2,.2 -
Fie z=¢" " . Sd se arate ci 2xyz7, —(l + 2x2)z.’:\, =0.
Sa se demonstreze ci functia z:arctg1 Y > satisface
+x

1,

1
ecuatia — 2, +——2, =0.

2xy I+x

Problema 2. Si se calculeze derivata functiei u = f (x, y,z) in

punctul A(xl s z,) in directia vectorulut a, daca
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10.
11

12.
13.

14.

15.

17.

u=1x%y"z", A(l,1,-1), a:{2,2,1}.
u=tgx—sin’ y +cigz, A{” z EJ d=grad u(A).

u=Inle +e* +e°), AQLLY), G@=AB cu B(2,0,~1).
I

U= > 3 5 °
\/x‘ +y +7

A(211), @=AB cu B(3,-1,4).

A(1,-1,0), a@=1{2,3.4}.

1A
u=In—,
Z

u =arctg(xy)+arcsin(xz), A(LLO), a= gradu(A).

u=x+2 4242 Al-1-1), G =13.45).

X ¥y z
‘2 z —
u=x+l 42 A(lL,-1), @=AB cu B(2,-2,2).
4x y z
WU S S VL A(LL-1), a@=1{,-1,2}.
x y z 16

u=2x"+xy+x7+yz, A(1,0,3), a= M(A).
u=x+y +22 +12xy+2z, A3 1-2), Gd=ABcuB(3,42).
w=(x+y?)- e A10), @ ={13,5).
u=x'+y +22+xz+2y, A(34)5), d= M(A).

2

u =w1w+~y~;~—6y+5xz, All-1,-2), a={1,2,3}.
x z

u=x+2+2+ 2z, A(3-1), a={-112}.

7 x
u=x>+7"+4x*y +3xz%, A(0,2,-1), G@=gradu(A).

u =sin{x+ y)+cos(x+z), A(O,%,g), Ezz{l,ﬁn/g}.
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18. u=In(3x* +2y* +7z) A(-12.1), a=AB cu B(23-1).

19. u=z"+ arcsinT, A(L4)), a= gradu(A).
y

={4,3,1}.

—

AB cu B(5,2,1).

3
20. u=arctg>, A(-24]1), a
y

X-y+z
xt+y-2z
A A(-222) a={i-1-1}

x +y +7?

2. —ln(h 2y+2 ?) A@211), a= .23,

4. u=x"y+xy' +yz’, A,3)), a= gradu(A).

25. u=5x2y+3xy2+yz2, A(],1,~]), i=AB cu B(~1,1,2)

21, u= A(43)), a

22. u=

26. u=2x2+xv+ yz+z+1, A(=121), @
A(34,2), a={1,2,3}.
28. —arctg(xyz ) A(23.1), @=AB cu B(1,2-1).
x+y -
————, AlLLLV2) a=12,~1}.
o A} a=fon)
30, u= ln(2x+ 3y+ 4xz), A(1,~ i,l), a= gradu(A).
Problema 3. Fie z= f(x,y) si A(xy, 5,2
a) Sise cerceteze la maxim si minim functia z = f{x, y);
b) $a se alcatuiasca ecuatiile planului tangent §i a normalei la
suprafata z = f(x, y) in punctul A, daca
I z=x+y —~15xy, Al,-115).
2. z=x"+ Xy + y2 - X, A(O,l,l).

= gradu(A).
27, u=—

29. u=
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[P — A,

Rl R A

21.
22.

23.

24,

. z=x +xy’ +3axy,

7= xy+1+—1~ All~1,-1).
y

z=(y-xP+(y+2), A(2,2,64).

=X+ =9xy~27, A(l,-1,-18).
z=x"+y* +2x%y? —8x+8y, A(0,1,9).
7=2x>+6xy+5y° —x+4y~-5, A(1,0,4).
z=x"+ y* =3axy, A(LOJ).
z=x'+yt = 2x° + 4xy— 2)?2, A(1,1,2).
z=x" +xy+ y: —mx—ny, A(L,0,l-m).
A(L1,2+3a).
z=x'+xy+y'—4lnx—4lny, A(113).

L z=xP-2xy+2y +2y, A(L0]).

+(y-1)", A(1,0,2).
A(L-11).
A(0.11).
A(lLL4).

z=2+(x~y)’
z=y +x’y—3xy,
=y —2xy = 2x° +2x°,
z=3+(x—y)4+(x—2)6,
r=x-e", AlLO,e).
7=2x +xyt +52° +y%, A(l-19).

rmee . AlLO2).
NIES SRS
2= X+ y> —6xy—39x+18y+20, A(L1-5).
z=x+y =3xy+1, A(l,-14).
z= xy+@+@ A(1,-1,29).
y

z=x"+y"=2Inx-18Iny, A1,1,2).
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25.
26.
27.

28.

29.

30.
Problema 4. S3 se calculeze valoarea cea mai mare si valoarea cea

z=x"+3xy’ —15x~11y, A(l,-1,0).
7=2x" —xy2 +5x7 + yz, A(—l,l,S).

2=2-4x+y*, A(L,0,1).

7= —§x3 +2xy—y° ~1, A(3,0,—'l9)-

z= e-g(x+ yz), AlO,L1).
z2=2x"+2y" —36xy +430, A(1,0,432).

mai micd a functiei 7= f (x, y) pe domeniul inchis si marginit, dac

z=x"—xy+ y* —4x in triunghiul marginit de dreptele
x=0,y=02x+3y-12=0.

z=x*-3xy+ y* —2x in patratl 0< x<4,0< y<4.
z=x"+y —3xy indreptunghiul 0< x<2,0< y<3,

1

A : . 1
7= Exz —~ xy Tn domeniul marginit de parabola y = -?:xz

si drcapta y =3.

z=x"+ 2xy - y?—4x in triunghiul marginit de dreptele
y=x+1,y=0,x=3.

72=2x+y—xy inpatratul 1<x<3,0<y<2.
z=x*+2xy—4x+8y in dreptunghiul mirginit de
dreptele x=0,y=0,x=1,y=2.

z=x"-2y*+4 in domeniul mérginit de
semicircumferintd y =+/4 — x° si axa OX .
z2=5x"+3xy+ y’ +4 in triunghiul marginit de dreptele
x+y=Lx=-1,y=-1.
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10.

I1.

21.

22.
23,
24,
25.

z=x +8y’ —6xy+1 in dreptunghiul marginit de
dreptele y=1, y=-1,x=0,x=3.

z=5x"-3xy+ y2 in patratul marginit de dreptele
x=1Lx=3,y=2,y=4.

z=x"-xy—2 in domeniul mirginit de parabola
y=4x* —4 siaxa OX .

z=x"+3y* +x—yin triunghiul mairginit de dreptele
x=Ly=Lx+y=1.

z=2x+y—xy+1 inpitraul 0<x<4,0<y<4,
7=5x" —3xy+ y+x-+4 in dreptunghiul 0<x <1, 1< y<3.
z=x"+ y* +x+1 in domeniul mirginit de circumferinta
x* 4yt =4x.

z=x"+2xy—y +5x+3 in triunghiul marginit de
dreptele x+y+1=0,y=0, x=-3.

z="5x" —2xy+3y2 +2x inpatratul 1S x<4,0<y<3.
z=x>+xy=3y’ +y+1 in dreptunghiul 0<x<2,0< y<3.
z=x"+ 3xy+x+2y—1 in domeniul mérginit de curbele
y=2x",y=8.

z=3x+2y—xy in triunghiul mérginit de dreptele
y=x,x=3,y=0.

z=xy—2x—y—2 indreptunghiul 0<x<3,0<y<4.
z=2x+3y—xy+x inpatratul 0<x<1,0< y<1.
z=4-2x—y* incercul x* +y’ <4x.

2=x"+2xy— vy =2x+2y fin triunghiul marginit de
dreptele y=x+2,x=2,y=0.
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26. z=6xy—9x" +x+y+2 in dreptunghiul 1<x<2,2<y<5.

27. z=x"+y’ ~xy—x—y+2 inpatratul 1< x<3,2< y<4.

28. z=x’+2xy~10y in domeniul marginit de circumferinta
' +yl= 2y.

29. z=3x—xy+y* -2 fin triunghiul marginit de dreptele
y=x,y=4,x=0.

30. z=x*+6y*+5xy+4 in domeniul marginit de parabola
y=2-x"siaxa OX .

Lucrarea de control nr. 2
»Calculul integral al functiei de mai multe variabile reale.

Campuri scalare si vectoriale”,

Problema 1.
1. Sa se calculeze sz ydxdy, unde D este mirginit de
D

curbeley =2¢%, y=0,x = 1.

2. Sase ca2lculezc aria figurii méarginita de curbele x*+y* = 72 si
Oy =-—-x".

3. Sa se calculeze aria figurii marginita de curba polari p = 2sin*28.

4. Sa se calculeze ”e "dxdy , unde D este mirginit de curbele
D
y=lnx, y=0, x=2.
5. 84 se calculeze aria figurii mirginita de curbele
y =v2-x" si y =x%

6. Sa se calculeze aria figurii marginita de curba polara

p =2+/cos20.
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7. Sa se calculeze ﬂy sin xydxdy  unde D este mirginit de
D

/3
curbele )’:5 ,y=m,x=1,x=2.

8. Si se determine masa figurii ( plicii ) materiale marginitd de
coroana circulard x*+y” > 4, x*+y” < 25, situati in cadranul 2,
2x -3y

daci densitatea de suprafata 1% Y)= JEIE

X
9. Si se calculeze jij cos?ydxdy , unde D este marginit de
D

linile x = 0, y = V2T | y=2x,

10. Sa se calculeze aria figurii marginitd de curbele x = v+,
x+y=3.
11. S se calculeze aria curbei mérginita de curba polard p = 3sin36.

12. Sa se afle masa figurii materiale marginitd de curbele x= 2,
2

y* = 2x, daci densitatea de suprafatd y(x, y) = .
8+2y

2
13. 53 se calculeze .‘-‘[4_},6 xydxdy , unde D este mérglnlt de
D
1
drepteley = In3,y = In4, x = 5 x=1
14. Sa se afle aria figurii mérginita de curbele yi=4-x,
y=x+2,y=2,y= -2.

15. Sa se afle aria figurii marginita de circumferintele
yi-2x+x’ = 0, ¥ —4y+x" =0.

16. Sa se calculeze aria figurii mérginitd de curba polard
0 = 4cos30.
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17. §a se determine masa figurii materiale mérginita de elipsa
2

e 5 A
X'+ 7= 1, daci densitatea de suprafata Hx,y)=x2y.

18. Si se calculeze J.J.X(ZX +¥)dxdy | unde D este marginit
D

decurbeley = 1-x% y = 0.
19. S se calculeze aria figurii mérginiti de curbele
2
Y —dy+x* =0, ¥ = 6y+x2 =0, y= \/?_)x, x=0,
20. Sa se afle aria figurii mérginita de curbele

y= 3-\/;’); :‘3",.1‘:9,
X

21. 83 sc afle gnasa figurii materiale marginita de curbele
x = 2y = 8 daci densitatea de suprafata
y(x,y):7x+3y2.

22. Sa se afle masa figurii materiale marginitd de elipsa

2
Xt
—9*+ y =1, daci densitatea de suprafati
Yxy)=11x".

23. Si se calculeze II(24xy “48353)’3)(13“2')7, dacad D este
D

mérginit de curbele x = [,y =x’, y = — Vx.

24. Sa se calculeze lf)j4y2 sin(2xy)dxa’y, daci D este

marginit de curbele x = 0, y = V27, y = 2x.
25. Sa se calculeze aria figurii marginita de curbele x° — 2x+y’ =0

P8 =0,y= o y= ik

NG
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26. Si se calculuze aria figurii marginita de curba polara

p =3cos56.
27. Si se determine masa figurii materiale marginita de curbele

1 .
y = 2 x = ~2— daci densitatea de suprafatd

y(x,y)=4x+9y>.

,
28. Si se calculeze _Uy e’ dXd}’, dacd D este marginit de
D

drepteley =x, y = 2, x = 0.

29. Se“% se calculeze aria figurii marginita de curbele x = i
y=4-x

30. Sa se calculeze aria figurii mérginitdi de curba polard
p = 2c0s’0.

Problema 2.

1. Sa se calculeze ”'[(2,\:2+3y+z)drdydz, daci V este

paralelipipedul 2€ x< 3, — 15y< 2, 0<z< 4.
2. Si se calculeze volumul corpului marginit de suprafetele

y=1642x,y= +2x,2=0,x+z=2.
3. Sa se calculeze masa corpului omogen (densitatea de volum
x, y, z)= const =1) marginit de suprafetele ey’ =3,2y -

=0, z=0.
4. Si se calculeze volumul corpului mirginit de suprafetele

4y =2y, Z:Z -x*, z=0.

zdxdydz

5. Sa se calculeze ”} =
v \}xz +y +22

marginit de suprafetele sferice x+y*+2> = 1, Py47=9 s

, daca V este corpul

1
semiplanele y 2 0, z 20, ys—g X.
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6. Sa se afle volumul corpului marginit de suprafetele Z=4-x,
X+ y2 =4x .

7. S84 se afle masa corpului omogen (densitatea de volum
Hx,y,z) = const. = 1) marginit de suprafetele x* + y* =4 ,z =4 -
x-y,z=0.

8. Sa se calculeze ”_[(sz + yz)dxdydz, dacd V este marginit

de suprafetelez= 10y, x+y=1,x=0,y=0,z=0.

9. S se calculeze volumul corpului marginit de suprafetele
.x2+y2=4y,z=4—x2,z=0.

10. Sa se calculeze masa corpului omogen ( densitatea de volum
Ax ,y,z) = const. = 1) marginit de suprafetele L+y -1 =0,
y—2z=0,z=0.

11. Sa se afle volumul corpului marginit de suprafetele y = 2x,
2=0,y=0,z=y,x=3.

12. Si se afle masa corpului mirginit de suprafetele

X = \}2iy2 +z° ) x = 4, dacd densitatea de volum x ,y,z) = x.
13. Sa se calculeze j J IS y?z¢*dxdydz , daca V este mirginit
v

de suprafetelex= ~ 1L, x=0,y=2,y=0,z=1,z=0.
14. 54 se afle volumul corpului marginit de suprafetele z = 0,

7=2-x y= 2\[;,);: %x2_

15. Si se afle masa corpului omogen (densitatea de volum
Ax ,y.z) = const. = 1) marginit de suprafetele
x4y-2=0, 3y-2z=0,z=0.

16. Sa se calculeze volumul corpului marginit de suprafetele |

Py =9 +y =120 z2=yx"+y" , 2=0,y=0.
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17. S4 se afle masa corpului mirginit de suprafetele X+ y: =2y,
X +y =4y, z=0,z=6,x =0, daci densitatea de volum

Y

Hx y,2) ===
Vxi+y?

18. Si se calculeze Hj'yzzcos(xyz)dxdydz, daca V este

marginit de suprafetele x = 1, x =0,y =0,y = 2x, z =0,
z = 36.

19. S& se afle volumul corpului marginit de suprafetele z = 0,
x=0,y=0,z=y41, x+y=1.

20. Si se afle masa corpului omogen (densitatea de volum
Hx yz) = const. =1) marginit de suprafetele
zz=4—y,x2+y2:4y.

21. Sa se calculeze volumul corpului marginit de suprafetele

x+z=6, y=3x,z=4y,z=0.
22. Si se calculeze I”xzzsin(xyz)dxdydz, daci V este

marginit de suprafetele x = 0, y =0,z =0, x =2, y = 7,
z=1.

23. Sa se calculeze volumul corpulwi marginit de suprafetele
z=0,z= 16-—x2,x2+y2= 16.

24. S se afle masa corpului marginit de suprafetele x° + y” = 2x,
y =0, z = 0, z = 3, dacd densitatea de volum

Hxpz)=zqx” +y° .

25. Sa se calculeze ijz sin(zxy)dxdydz, daci V este

mérginit de suprafefele x = 1,y =2x, y =0,z =0,z = 4.
26. Sa se afle volumul corpului marginit de suprafetele x = 0,
y=0,z=0x4y=2,z= 2x2+3y2.
27. Sa se calculeze volumul corpului marginit de suprafetele

x2+y2=22,x2+y2=5y,z=«{x2+y2,z=0.
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28. Sa se calculeze IIJyZZch(xyz)dxdydz, dacd V este cubul

0<x<1,0<y<1,0<z<1.
29. Sa se afle masa corpului omogen (densitatea de volum
¥ (x ,yz) = const. = 1) marginit de suprafefele

2=90x2+y2,  z=22-x- 2

30. S& se calculeze volumul corpulul mérginit de suprafetelc
y=1—2xi = -1, ¥+ 2+ ¥ -2,
Z=xX"+2y+y + 1.

Problema 3. Sa se calculeze integralele curbilinii:

1. 4(x+ y)dx + (x— y)dy, unde L este circumferinta

L
x> + y* = 16, orientatd in sens pozitiv.
2. j———m-ds :
8 _ X2 _ yZ
B (2,2).
3. 4‘(): —y)dx+(y + x)dy, unde L este elipsa x = 2cost,

unde L este segmentul OB cu O (0,0} si

V 3 sin t, orientatd in sens pOZItIV
4. I(4«/“ -3 y)ds, unde L este segmentul de dreapta AB cu

/14( - 1,0),B(1,0).
5. I(x2+y2)dx+(x2 +y2)dy, unde L este segmentul de

L
dreaptd AB cu A( - 1,1),B(3,2).
6 Yy

’ z'“ (xz —y2

fe [o,ﬁ]
2

7. I(x2+y2)dx + (x2 - y2 )dy, unde L este linia poligonaia ABC

ds, unde L este arcul cardioidei p =2(1 + cos6),

1.
cu A(2,0), B(5,3), C(5,0).
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8. I A2y ds, unde L este primul arc al ciocloidei x = 2(t — sinz),
y=2(1-cost).
1
9. !2xydx——x2dy, unde L este arcul parabolei y = sz din

L
punctul O (0,0) in punctul A(2,1).

10. J—d—i—, unde L este segmentul de dreapta AB cu

“}x2+y2+4

A(1,2),B(5,7).
11 (j' xdx — ydy, unde L este conturul triunghiului cu varfurile

L
in punctele A( - 1,0), B(1,0), C(0,1), orientat in sensul
pozitiv.

12. —(w)i-—_x—)x)-ds unde L este arcul curbei polare

;P y?)?

b = 9sin26, 0 e {o,ﬂ.
13. I?,xydx——xzdy+7dz , unde L este segmentul de dreaptid

L
OA cu 0(0,0,0), A (2,1,-1).

14. I(x2+y2+z2)ds', unde L este arcul curbei x = cost,
L

y=sing, z= 3, te [0,27[].
15. Jldx+ xdy , unde L este arcul curbei y = In x din punctul
x

L
A(1,0) In punctul B(e,1).

16. jyds, unde L este arcul astroidei y =

L
cuprins intre punctele A(1,0), B(0,1).

sin’t, x = cos’t,
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- 22,

17. Inyzdx+ x*dy, unde L este arcul parabolei y = éx‘ din
L

punctul O (0,0) in punctul A(2,1).
18. J———'y————;ds, unde L este arcul cardioidei p = 1 + cos®,

L\fx2+y

oo3]

19. Ixydx+( y—x)dy, unde L este arcul curbei y = x’ din
L .
punctual O (0,0) in punctul B(1,1).
20. J(x+ y)ds , unde L este conturul triunghiului cu virfurile
L
in punctele 0(0,0), A( - 1,0), B(0,1).
21. Ixyzdx— vzidy—x*zdz, unde L este segmentul de
L
dreapta OA cu O (0,0,0), A (- 2,4,5).
z°ds
I unde L este arcul curbei x=2cost, y=2sint, z=21,

2 2
LX ty

te[0, ]
23. I cos ydx —sin xdy, unde L este segmentul de dreapti AB

L
cCuAQ2xm,-27x), B(27m,2rm).

24, I yds, unde L. este arcul parabolei y* = 2x, taiat de parabola
L

x’=2y.

25. I ydx + xdy, unde L este arcul de circumferinta x=Rcosr,

L
y=Rsin t din punctul A(R,0) in punctul B(0,R).
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26. j(x2 + yz)ds, unde L este circumferingi x’+ y*=4x.
L

27. I 2xydx + yzdy+z2dz, unde L este arcul curbei x=2cost,
L

y=2sin t, z=4¢ din punctul A(2,0,0) in punctul B(2,0.8 7).
3
28. I (x+z)ds, unde L este arcul curbei x = 1, y =‘/; 2, z=r,
L

te(01].
29. j xdx+ydy - (x - y+1)dz, unde L este segmentul de dreaptd
L

ABcuA(l,11), B(2,3,4).

30. J V247t (2z —x¥+y? )ds, unde L este arcul curbei
L

x=fcost, y=1tsint, z=11t€[027].

Problema 4. _

1) Sa se calculeze fluxul cimpului vectorial b M)= rota(M)
pe fata exterioard a suprafetei S=S;+3,. .

2) Si se calculeze circulagia cAmpului vectorial a(M) de-a
lungul conturului L format de la intersectia suprafetelor S si Sy
Directia conturului se consider in sens pozitiv.

3) Sa se verifice raspunsurile din punctele precedente cu
ajutorul formulelor Gauss — Ostrogadschi §i Stoches.

1. a (M)={2(x - 2), 2y — xz, 4 - 2x},
Sy X2+ Y 422+3=0, Sy: z= - 2.

2. a(My=(-x,2y,2), S:2X+2y+32~2=0, Sp: 2=~ 2.

3. aM=(y, 2}, Siz=4fl-x° =y, Spz=0.

4, 5(M)={x+2,y —xz,3-z}, Si: X+ ¥ +27+1=0, Sy z=— 1.
5.4 (M)={ 3x- Ly—x+z24z}, Si: 2%y +22°=2, 8,: y=0.

6. a(M)y={2y+zx- 2z}  Spz=x*+¥’ =2, Sy z=4.
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7. a(M)={xy.yzzx), Sirz=416-x> =y,
Sy z= 1fx2 + y2 (induntrul conuhui).

8. a(M)={2x+2,2y - x2,3+x), Si: P+y*+2z— 3=0, S5: z=1.

9. a(My={y+2zx+22x =2y}, Si: 2X+y+27°=8, S»: y=0.

10. a (M)={ X x,3z), S): P4y’=2’ Sp 2=4.

11. Z(M):{xz,z,y}, AYR x2+y2=l -2z, 82 z=0.

12. a(M)={3x—y, 2y+2,22— x}, Si7 2X+2y*+7=6, S»: 2= — 2.
13. a (M)={x -6,y — xz, 1+7°}, Si: X+’ +2z - 5=0, Sp: z=2.
14. E(M)={ xz,x,xz}, AR z=x2+y2, Sy z=1.

15. a(M)={3x + 1, y ~ x+2,42), S : 242 22=2+y, Sy: y=0.
16. a(M)={324 ~xz, P+3x),  Sp: ¥+ y+22—7=0, Sy z=3.

17. a (M)={zyz, - xy }, Siz=yd—x* = y? 8y z=0.

18, G(M) = (3% - 2,25~ 1), Si: 2= X+, Ssz=4.
19. @ (M) = {x,x+z,y+7), Si: 343y’ 4z2=3,8,:2=0.
20. G (M) = fx+zy-xz2x—z), Sux+y-2z-5=0 8:7=-2.

21. @ (M) = {X+xy.y’ +yz,2%4xz}, Si: 2 = \/Z—xz -y?,

Sy 7= AJx*+y® (induntrul conului).

22, G(M)={2x2y—x2,4+7}, Sy X¥4y* =22-3=0, Syrz= -1

23. d(M)={2xp2x32%), Siz= - \fxz +y?, Spz=-2

2. a M) ={-x2yyz}, Spz= - \f9—x1 —y2 , S z=0.

25. @ (M) = {z.x+y.y), S X +y?42z-3=0, S:z=1

2. G (M) = fx+72,22x~y}, Sirz=l-x>—y?, Syz=0

27.a (M)=f{x+ly-2-x22}, Si:xX+y —2:+5=0, Sy z=3.
28. @ (M) = {3x+3,3y—xz,1+x), Sizz= 4/2x> +2y%  Spz=2.
408

29. G (M)={2x-22y—x22-x}, Sp X’ +y' = 2241 =0,8xz= 1.

30. a (M) = {x+z,z+3y.y),  Srz= «]4—x2 -y,

Sy z=AJxt+ y2 (induntrul conului).
Problema 5. Si se stabileascd dacd cimpul vectorial al
vectorului g (M) este sau nu
a) solenoidal:
.4 (M) = [x+z, - 2(y+2),2 - x}.
. (M) = {37y, = 2xy°, = 2x7°).
.a (M) ={vzx~-y,2).
L4 (M) = {xX—yy -= X
. a (M) = {7y — 2x,xz+2y,xy}
cam)={(a=-p)xly-a)y.(B-7).
. a (M) = {2xyz, — y(yz+1).z}.
. d (M) = {x%y, - 2xy°, 2xyz).
9. d (M) = {x’ -2, — 3x3,(3y - 2x)z).
10. @ (M) = {3x4(x—y)(z—x—-Y)}
b) potential:
1. @ (M) = [354(x - y)(x - z)).
12. @ (M) = {3(x - 2).(x* ~ ), 32).
13. @ (M) = {657, 3cos(3x+2z),cos(3y+22)).
14. a (M) = {{zy - 2x),(xz+zy).xy}.
15. @ (M) = {xy(3x - 4y).x’(x — 4y),37°}.
16. @ (M) = {Z’xz+y,X°y).
17. a (M) = {(2x — yz),(2x — xy),yz}.
18. @ (M) = {(z-y),(x+2).x* = ).
19. G (M) = {6xy,(3x° - 2y),2).
20. d (M) = {2 (xz+y).x°y)
¢) armonic:
21, a (M) = {(y - Dz - x)(x = y)}.
22. a (M) = {yzxz.xy}.

O =) N U BN =
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23. d@ (M) = {(2+yz).(2+xz),(2+xy)}.
24. 4 (M) = {6xyz",3x°2 6x°yz).

25. a (M) = {(x+y)(y+2).(x - 2)}. ' 2 20 , x
2. G (M) = (Foxzy x2). A 2. ({+y)dx+(I+x)dy =0. 24.y'—y=e \/;

27. @ (M) = [y+5,xy, — x2). % 25. (2x+y)dx+xdy = 0. 26. (x*+y*)dx+xydy = 0.

21. (1 =x)y'+xy = 1. 22.xy’=y(l+lnl}
x

28. a (M) = {yz+3x,.x2— 3y,62+xy/. 27. xy’ = 2y+x° = 0. 28. (I1+ejyy' = €.
Xy (x+ y)lnz} ’

vz xz’ xy

30. a (M) = {2+yz,xz,xy)}.

- _ 1
29.a (M) = { 29.y' = —y—2xy° = 0. 30. (y+siny)dx+(x+xcosy)dy = 0.
x
Problema 2. Sa se afle solutia particulara a ecuatiei diferentiale
cu conditiile initiale indicate:
1. y"=5y'+6y =x"—x, y(0) = 0, y(0) =
|

Lucrarea de control nr. 3 ’

O | —

“Ecuatii diferentiale ordinare” !
2. y'-2y+Sy=x"—1,y(0)= - 3,y(0) = —.
Problema 1. Si se testeze si sd se afle solutia generald a 5

o . ] AntAd: 4
ecuatiei diferentiale de ordinul intéi 3.y dyedy = — - 3% y(0) = 3, y(0) = :

1. y'sinx — ycosx = 1. 2. xydx+1+ x? (1+y)dy = 0. ,‘

. 3.ny'=y2+2x2_ 4- (_lel’l)y_ x)y':y-‘ 4. "y (+107: e 2 ) 0 =0 '0 - 3
5. (x+y =1 Jdx +(e"+x)dy = 0. 6.y"'— ysinx = e‘;"”‘ sin2x. = Y ey ity sin2x, y(0) = 0, y(0) 7
7. (Zx—y)dX‘I'(x + y)dy = (0. ) 8. y —xy' = 2(]+x y'}, 5. yll_ 6yl+9y - e3x’ y(o) — ], y'(o) =0.

9. (¥ —4)y' -4y = - (x+2)y".10. ye'+(y+€')y' = 0. 6. y"-3y'—dy=17sinx, y(0) =4, y'(0) = 0.
1. y'xinx+y = 3x°In’x 12.xy" = y+AJx* + 37 . J 7. y'+y'=e 7 y0)=1,y10)= 1. ]
13.dy— Jxydx=0. 14, xy'—y(2yinx ~ 1) = 0. l‘ 8. y"+5y'=6y = 2cosx, y(0) = 3, y(0) = .

15. (¢"siny+x)dx = (y — €'cosy)dy. , 9. y"-2y+5y= 552 —4x+2, y(0) = 0, y'(0) = 2.
16. y'+2xy —xe™ = 0. . 10. y"=3y"+2y = e"(3 - 4x), ¥(0) = 0, y'(0) = 0.
3
| | " ' _ - N -
17. (x— ycosl}iﬂxcosldy = 0. Ll y™2y'- 10y = - cos2x, y(0) = 0, y'(0) = Z
X ;
* ,‘ 12. y"—4y'+3y =™ y(0) = 3, y(0) = 0.

y(0) = 3, y(0) = 0.

18. y‘cosleny?y =0.
19. 55y —xy’ = 1. 13. y"+9y =

20. (x2+siny)ch+(2+xcosy)dy= 0. cos3x
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14. y"+2y'—- 8y = 3sinx, y(0) = — 1, y(0) = L. ¥ = 2x+6y yi = 2x+3y Y= —2x+1ly
15. y"-y'=e’ y0)=1y(0)=1 10{ 3 ”'{ 4 ]2‘{, 4
16. y"+6y' = 9 — 12x+2, y(0) = 1, y(0) = 3. Xp=3x-y Xy = xtdy Xy = x4y
17. y"—y'=x+1,y(0):0,y'(0)=2. = _Jx+ ] r_ 3y
18. y"~ 3y’ = x+sinx, y(0) = 0, (0) = 0. 13{” ST {y e 15.{y e
19. y"—y'=2(1-x), y(0) =0, y'(0) = 0. — 3x+2y. Xy =x+4y X = 3x+y.
20. y"-3y'—4y = 5sinx, y(0) =4, y(0) = 0. | )
21 y"-2y+y=9¢, y(0) =0, y'(0) = 2. | 15{y o 17 { o 18 Vi oy
2y _ et _ o i x,—3x y . xh=x-3y. . xh=x-2y.
2. ’ Y- 3yly = l1+e™" ¥(0)=0.y10)=0. § yr= —3x+9 o yi= —2x+9 yr=6x-—4y
23, y"-3y"=cosx, ¥(0) =0, y(0) = 2. 19 B : ) 21. ,
24. yn_ onr+25y — (1+5x)e5.\" y(o) - ], yl(o) =2 ! = 5X+4y X = ).+6y Xy = 7)C+3y
25. y"+9y’= Scos3x, y(_O) =0, y(0)= 1. : vy = 4x+3y v, = 2x+7y Yy, =x—y
26. y"-2y'+5y = 16¢™, y(0) = 3, y(0) = 1. ! 22. 23. ' 24. '
27. y"—y = sinx, y(0) = 0, y(0) = 2. X = Sx+dy. xh= = 3x+y x'y= 2x+y
28. y'iy = 1 .y z =1y z - E l yi=lix—y ¥, = 7x+5y v, = Oty
Sin x 2 ) 2 25. ’ 26. , 27. '
29, y7—dy = 66% y(0) = 0, y(0) = 0. [ x,=x-11y. X'y =5x+7y X' =3x+2y
30. y"+6y = 2sin2x, y(0) = 2, y(0) = ; yh=y—3x vy, = 10x+5 ¥ = Sy+x
Problema 3. Sa se integreze qlstemul de ecuatii diferentiale, x 28. 29. 30.
reducindu — I 1a o ecuatie diferentiald de ordinul doi: Xy=3x~y x'y = Sx+10y. Xp=x-y
v, = 12x+5y v = x+3y = x+4
1. { ' 2. { { 3, yr Y Lucrarea de control nr. 4
x', = 5x+12y. Xy=x-y xp=xty. »oerii”
{ yh = 3x+y { y,=x-y { yh=2x—4y Problema 1. Sd se calculeze suma seriei numerice:
4. 5. 6. o o w an , &n
x'y= —4x -2y xh=y-x xt=x-3y. = 1. Z—l___ﬁ.“ 2. 2—2__;3.23 +5 :
= (n +6)(n+7) “4n’ +8n+3 o 15

o oo 5"_3"!
L) - ——) > ;
n+9)(n+10) S 9n’ +21n—8 15"

; {y’, = X+y {y’, = 4x+5y £=', =x-Jy i n=l n=l L
. 8. 9 \ o0 o0 [ n n
X’t:x_Zy. x',:y, "=_2x_2y’ Z .8, 2_23——,922 +5 :
= ( 2n+5)(2n+7) “~On° +3n-2 = 10"
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- 1

10. Z (n+7)(n+8) ;

n=l

- 1
12. ;
Zn(n+2)

n=l

- 1

| 14. Z(n+2)(n+3);

n=l

- 1

6. ) ——m8m——;
249;12 —Tn-24

n=1

o0 5’1 _4"
18. :

2700
20. i(‘""—“—;
Sn+hn+3)

0 71’! +3I’!
22. ;

2o

= 6
4 Z4n2—-9;

a=]

- I

2. ;(3n+1)(3n+4);

oa 97! +2n
28. ;
27s

3. 225n2+5n 6

Problema 2. S se cerceteze natura seriei numerice:

= 3" (n+2)!
2. Zlm#

= 2n+5
I. ;
,,Z:,:Sn.3~1

13.

15.

17.

19.

21,

23.

25.

27.

29.

= 7
11. ;
249n2+7n—~]2

n=|

5"+2"
Z 1011 ’

n=l

o 7" +2n

ki

o 1 4n

2 1
§(3n—1)(3n+2) ;
= 12
;36;1 “1m-35
1
~'n*+n- 2

= 1

Mx

o (n+3)n+4) ;

oo 3n+8ﬂ.
2 24"

n=l

4
Zéln +4n-3"

=l

ZI: 2n+ 3)(2n + 5)

n
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17.

19.

21.

23.

2S.

7"
5. Z"': 4.5 . (n+3)

~5.7. 9 (2n+3)

oo 1 n .
Z(arctg gn—-] ;

n=]

Zg

n=|
sa 3

H
g(zn)!’
= 4n+3

Z6n3+5’

n=}

i(n+1)!.
n=l n! '

- 1
8. —— e
Z (Sn—1)(6n + 3)

= g
10. Z (n-D! :

n=l1

o dn+4
12,
ZZn +3
4 Zl 6:11-...-(Sn—4)
~579.-2n+3)°
3n—-1
3
18. !

%;41/(4%3)3 ;

20. (” :
n=] n+7

2 22n+3

n=.

u 31]

26. Z(2n + I)tg o

n=}
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2

" o0 2n+l oo "
2n+1 — -1 19. (x+5) .
27. 28. Z( J ; Z 20, S22 .
Z 4/,12" A\ 3 n=1 (2"+1) 1 yn+1vn? +1
a3 Y > | 21y 2. S
: 30, Y —— . - - 2 ;
29. ;(arcsm 2n+5) Zl: (2n+1)3" zl 2n+ ~'2"In(r+1)
I 3. Si se afle domeniul de convergentd al seriei de 2 ad n*
utle’rl;ob ema a se afle do g 23, z X _— Z(X +5) :
P n=| (n+1)(n+2) n=| (n +l)n
+13 n’+3 = —(x—-3)"
L Z(n ) 2. Z (x+3)"; 25. Z(2n2—2n+l)x"; 26. Z(x 3) ;
n=l n=1 n=l n=l
= 2"y 46, ., = 2n-1\" =( 2
3. ) ———; 4 z —(x=6)"; 27. ) X", 28 I+—i(x+1)" ;
21}(2/1«—1)3" = 6 w1\ n+1 , n= n’ (4D
= n+l n’ +5 > +6
5 ) —————x"; 6. (x+35)"; : 30. x+6)" .
;2"(n2+1) Z_l: 5" Z(3n)' ; 6" (0
- nl+4 Problema 4. Si se dezvolte in seria Fourier functia f{x) pe
Z ; 8. Z (x+4)"; intervalul dat cu perioada T:
'n(n+1) =) 0,-mw<x<0 2. (fix)=x xe [-11]],
oo n oy x M
0 3T 22 f3(x—3)"; - re2
n=l (n +1)“ n=l 3 x
, 5+1,05x_<;z; T=2nx
1. Z(Hij DA V2
o n pun 3 /1) 7-3x, - n<sx<0, 4, fix)=x,x € [1,3]
oo n_n 2\ Jx) =
5 S " Z(x 3" 00<xsz  T=2r. | 7=2.
n=l 1/; n=| nI
= nlx" (x+8)" . f
13. ; 16. 5
3 Z}: n" ; n2 5. fix) = 0, —-mr<x<0, 6. Jfix) =x0<x<],
7. i{lJfL)X"; 18. ) 20" (x+2)"; e Osxsm T=m (T2
T\n n+l el
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-

2x~ 11, —7<x <0, 8 |fix)y=€ xe[~22],
7. flx) =<

00 < x< 7 T=2rx. T=4.

.

'

0, ~r<x<0, 10. = 10— x xe [5.15],
9. fix) =

il\n 8y, 0O<x<z T=2x T=10.
0 -m<x<0, 12. lfix)=x~1xe[-55],

1. flx)=

6x~50<x5m T=2x T=10.

==

2x—~1, —n<x <0, 14.

13.fix) =
00<x<-m T=2r.

fix)=l+xxe[ -11],
= 2.

—

S—x, —m<x <0, fix)=2x+3,xe [ - 1,31,

15. fix) = 16

0,0<x<m T=21m =2

0, -r<x<0, 18.{ vy =1 - |xl,xe [-33,
17. fix) =

4x-30< xs T=2r T=06.

2x+3, —m<x<0, 20. ﬁx):'x|—3,xe[—4,4],
19. fix) =

0,0<x<m T=2n. T=238.

x—2, —nsx<0, 22, fix)=x-1,xe[-22]
21. flx) =

00<x<nm T=2x T=4

418

.

I, —m<x<0, 24,1 fix) =4x -3, x[ - 55),
23. fix) =

%H, O<xsgT=2x \T=]0

0, —r<x <0, 26.| fix) =x, I<x <3
25. fix) =

3-x,0<xsT=2x T=2

— X

0, —-2<xx<0, 28. [ fix)= X€ [-7A,
27. f(x) =

20<x£2, T=4. T=2rx

I, -1 <x<0, 30.| ix)=3x+1, 0 <x=1
29.fix) =

I-x,xe[0 1,T=2 T=2x7

Lucrarea de control nr. 5

»lunctia complexi de o variabild complexi”

Problema 1.,
, i N2 1—i
1.1n \/5—1; 2.1 3.(1+4H) 7, 4. In—;
(- -
\/g R 4 1
+ 1+
5. [ 5 1) ;o 6.sin(l+); T.e ?*; 8. cos(2+1);

10. Arcsini; 11, Ln(=1-i); 12. (<N
3

13. Arccos (%} ;0 14.In(1 - i);

9.(1-D¥Y,
15. Arcth 7 i;
16. In(=+3— i);

17. Arctg(l —1); 18. Arcsh (1-i);
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19. Arc sin 3; 20. sh(l+§i); 21.1n 14

2. Amch%; 23. Arccos i: 24. Arctg-;j:

1
25. In(1+i); 26. (1+);27. Ini';
28.Ln -‘/2——-é . 29. Ateetg (31); 30. Arccos(l + ).

Problema 2. Si se cerceteze analiticitatea functiei

f2)=ulx, y)+zv(x y), unde z = x+iy, §i sd se calculeze f{zp), daci

1. u—3xy y,  v=3xy —x, zo= — I+i;

Z

2. f(z)= —, 2= | +i;
3. u=e*(xcosx -y sin y ),v=e'(x sin x+ysiny), zo=-—1+7i;
4. flz)=(1+2) - Im2®,  zp=—1;
2,
5. u=x" =30y’ +x’ -y, y=3x"y — y'+2xy, zo= El :
6. i) =5e", p=1-i;

Iy ey

T
Hu=ecosx, v=—e"sinx, zO—E-H

s A=l -1 1
9. u=2xy — 2x,

10. flz)=sh3z,

11, u=x’ = 3x°+3x,

v=y? =2y - X'+2, 20=1;
2022 + i;
v:3xzy fyj+3y+1,zoz -1—1

12. fiz)=ich3z, Z0=1;
. ¥

13. u = '™ cos3x, v = —ePsin 3x,70= ; +i;
. T,

14. fiz)=2 sin 2z, 2= gl N

15. u=x’+2x — y2 v=2xy+2y,2p=i;
16. flz) = (z+1) - Rez, n=-1;

420

e e 1

17. u=¢ "' cosx,

18. f(z) = zcosz,

19. u = ' *cos2y,
20. fz) = 2ch2z,
21. u= e Pcos2x,
22. flz) = z:¢,

23. u=e"cosy +1,

24. fiz) = 2+27+1,

25.u=1x,
26. ) =z 2,
27. u = 2¢" cosy,

28. fiz) = Z+4diz,
20 u=

X2+

30. f(z) = 2sinz—z,

1=y - .
v=e  “Tsinx, zg=m—i;

b/
0=—1¢,
4
.
y=—¢'" 2J"§1n2y,z0__—:;
4
Zo=]+i;
.
v I+2‘SIHZX Z0= —
Zo=1-1;

. T .
v =e'siny+1, zo= I+Zz ;

Zp = 2434;
v=y, 20=5+3i;
=0
v =2¢" siny, zo = 2-3i;
20 = 2+i;
vE e =24
X +y
i
= —1.
3

Problema 3. Sa se calculeze integrala
1. !(1 +i+4z)dz, unde AB este segmentul de paraboli

AB

y=x+1,x€[0,2];
2. I(z3 +2z2)dz ,unde z =x—

L

|z =2, 0< argzsn;

3. tze*dz,unde 7=x—

L

uneste punctele z

iy, L este semicircumferinta

=0, 7 = n—ir;
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iy si L este segmentul de dreaptd, ce



3+
4, f(3z2 +7+5)dz;

1+i

2i i

5. fzeos2zdz; 6. f(z+Detdz;
0 i+1

7. Iz Re zdz , unde L este semicircumferinta |z - t| =1, Imz > 0:
L

8. [cos® zdz, unde L este segmentul de dreaptd, ce uneste
L

4 .
punctele z) = —, 2, = 7+i;
i {+i 24/
9. I(3z5 +2z%)dz: 10. I(z +i)edz; 11, Isin zcos zdz;
i 0 0

12. j(z +1i)shz dz , unde L este circumferinta | -i| =1,
L

13. J.|z| - zdz , unde L este semicircumferinta lzl=2,Rez20.
L

14. ﬂz’lmzzdz, unde L estc semicircumferinta | -2 =2,
L

Imz > 0;

15. J(z + shz)dz , unde L este circumferinti | sHil=1.
L

16. I(cosiz+chz)dz , unde L este linia poligonala ce uneste
L

punctele z; =0, 2 =2, z3=2+i;
17. Iz_zdz, unde L este segmentul de dreaptd ce unegte
L

punctele z; = 1, z, = 2+2i;
18. j(52,3 +4z+3)dz , unde L este segmentul de parabola
L

y =2x7, ce uncste punctele z; = 0, z; = 142i;
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19. Iz-zdz, unde z=x—Iiy, iar L este circumferinta
]

l+1]=2.

T, .
-i —i

1§ { 4
20. I(z+i)e":dz;21. J&in2zdz; 2. jzsinzdz;
0

-1 -1

23. J(cosiz+ze“ )dz, unde L este arcul de circumferintd
L
|zl =2, Imz 20, Rez 2 0;

24. I(sin iz+ 2" )dz ., unde L este linia poligonali, ce uneste
L

punctele 72=0,20=2, 73 =3+
25. I(COS 7)? sin zdz , unde L este segmentul de dreaptd, ce
L

T

uneste punctele 7. —+1,2,= ——1;

SR

206. Isinz-a’z, unde z=x-iy si L este arcul de parabold

L

y = x?, ce uneste punctele z; = 1+, z, = — 14;

1+i %“
27 [eidz; 28, [siniz-dz;29. feosiz-dz;
I L 0

30. jz Im zdz, unde conturul L este multimea punctelor
L

Rez=1, |Tmz| <1
Problema 4. Si se dezvolte functia f{z) in seria Laurent in

vecindtatea punctului zo §i s3 se afle domeniul de convergenta al
acestei serii.
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! 1

LAD = (24D e%,2=0; 2.f)= ————,2=0; 25 = zel:, zo=—1; 26.f(2) = ,20=0
-2z+3) " )= zes 2o 2 +9
: -1 . ! .
3.f(x) = ,20=1 4. fiz) = , zo=1, 27. ) = cosZ -, 2= 28.ﬂz)= 3 ,20= 15
(z+2) A z(1-2) 0 f2) z+i 72—z
i 1 ] . SInZ =1
5.00)= ———,20=0;  6.f)= , =i 2. fl) = ———5— > %=2 30.f2)= 7 e=h
@+ o= 5 =k (z-2*(z-1) (z-1)
) Problema 5. Si se aplice teoremele Capchy la calcu}areil
7.f) = 2" cos 2,m=2; &ﬂ@=3 , Z0=2i; urmitoarelor integrale (orientarea conturului L se considerd
] ¢ inf pozitiva):
9.Az)=ze* !, o= 1; 10. f(2) = Zz =i 1 4@_”(_1.11)&, unde L: 1 z-1-i| = 2;
7" +1 Lz2—22+2
. Z 1 :
11.R2) = sin , 20=—-1; 12.A0)=———, 20=2; e ALt A
1+2 0 Jr— 0 2. 4w———~22(z+1)dz, unde L: 1z1=2;
B =2 p= ol 140 ] - P
A= 0= —1; == e : .
2’ ) (Z+D%z+2)m 3.{4 —dz, unde L: | z+il = 1;
i j2t -z -2
15. flz)= =0, 2 2
(ZP+1)(2* +2) 4, 402)82 dz , ‘ unde L: f~9—+}4— =1;
16. f) = zsin L =0, 17700 iz
. = ,20=0; J)= , 0=
’ z(z+1) ’ 5,({ 3dz , unde L: x*+y*+2x = 0;
7z +1
lg‘ﬂz)z—z——-, 20=2: L=
(z-z+2) _Sn& d unde L: x° + 2 _2x=0;
6. 1)’ Z, y
] J(z7 -
19.fz) = , z20=1; 20.flz) = , Z0 = 21;
2’ -4 22 +4 ’ ' 7. 4___‘5%__23, unde L: |zl = %,HEN;
CcoS 1 -1z~
2L )= ——, 20=0; 22.fz) = , 0= 1; - 1
Z } 3z+5 g <§z3sin—dz, unde L: | z—i| = 2;
.+
B =sino =1 2400 = ——,z=—i 1 2
! . 14z
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9. <j.—idz , unde L: | 242 | = 4; 22. 4ctg (7 2)dz, unde L: [z + 4 =2 ;

12472 H
zdz inJ |z il
0. {75 unde L: | z-1-i+/3] = 2,5; 23, {snnzdz, ande L: | z~i|=2;
[t L
dz | 1 .- .
11. 4 — s unde L: | z—1-i[ = 2; 24. 4| sin—+—ye” |(dz, unde L: |z~ 1 —il=2;
j(z=D"(z" +1) i H 5z
sin z-sin(z +1) { L
12. ‘j' 5 ( dz, unde L: | z| = 3; & 25. §(z-1)e‘dz, unde L: [z +1[=2;
L ¢ 72 ] 11
dz iz
34— unde L: | z-i| = 4; € Nzl =4
?(ZZ +4)(Z+4) u 26. ?‘(Z_ﬂ)3 dz, unde L. j«.' 4»
sin{z+ i) ' .
14. 4 -z, unde L: | z| = 4; 27. C—tgfidz, unde L: |z - 11=0.8;
; e +1) n.z
L 52
sh T
15. 4 : Zldz, unde L: |z- 1| =1,5; 4
L< — :
ch(z+1) 2 28. Lj. > ¢ cizza:'z o undeL:[z+i~%|=2;
16. CIT—dz, unde L: x? +2— = 1; 1 (@ =9) (" +D)
b Z +1 ez x2 y?
¢* COS T 29. (j.———-2—dz, unde L: ——~+—4— =1;
17. tj.;-z-—'dz, unde L: | z| = 3; pez=1) ?
Lo -2 | 2dz deL:lz-1]=2
CthZ ‘ 30. 4W, unae L. [z — =Z.
18— unde L:|z| = 2; L SIN" zC0SZ
@+ (z-1)
hz Lucrarea de control nr. 6
19.4 fs z Tdz undeL:|z+i|=1,5; :
L@+ | ,»Calculul operational”
20. ,j'z__sz_l,)_z_dz, undeL:lz-11=1; l Problema 11 Sa se restabileasca originalul du2pﬁ tmaginea lui:
A .' __ p+2
dz _ L. F(p) = 8 2-F(P)—m,
21§ unde L: | z| = 1,5; 4 p-—4p
(27 +2)' (27 -1
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=3p

€
3.F(p)= ———
VT D)
1
4. F(p) = —; 3 ;
(p" =1 (p"+2p+2)
SEp)=——2 . 6 Fp) =
(D" +2) PN
_ p p’
7. F(p) = ;8 Fp) = —E——
(p —D(p +4) P Ay 43
1
9. F(p) = ———r— 10. F(py =—2—;
pi(p*+9) P
1. F(p) = —2L— 7. 12. F(p) = P
2_1 ? ’ p4_1’
B.Fp)=——2L - 14 Fp)= p+l ;
(p +D(p+2)° ® (r-3"(p-1°
2
P 1
15. F(p) = —F——; 16. F(p) = 3 :
p'+4p*+3 (p =D*(p*-9)
142
17 Fp=—~t T2 s Fp-—B2tL
(p+3)p° -1 pp-17(p+2)
p+4 1.1
19. F(p) = ; 20. F(p) = —sin—;
(r’-n p’ P
p 5-3p
21.F(p)=e—2+ f ; 22.F(p)=icosi;
p- p +2 p P

p3+2p2+3 .

23. F(p) = .
p p5+2p4+p3

24.Fp)= —F
P (p° -1

428

25. F(p) =

p2+p+l

p3 —3‘92 +3p-1 ’
-3
27.F(p) = —F—5——;
(p+)(p"—2p)
29. E(p) = S
. p4 —5p2 +6

26. F(p) = —

pi(p’+1)’
2
p
28. F(p) = —2——;
T
N
30. F(p) = __ej_
p(p° +2)

Problema 2. Sa se afle solutia particulard a ecuatiei diferentiale
cu conditiile initiale indicate:

1.

000N O LA W

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.

rre

X7 +x" =sint,

x"4+2x =cos t,
X"=x"+x" =4,

x"+2x —3x =€,
xX4x" =1,
x"-x'=te',

x"—x" =cos t,

X2 +3x =1t —sin¢,
x"+9x = cos 3t,

X3 +x = 1+,
X" +2x'+x = sin ¢,
x"-3x'-4x=10sint,
X2 +x =9 ¥,
xX'+l6x=¢",

X7 =3x"+3x"~x = 5(1+51),
xX"=3x"+2x = 2(3+24),
x”'+x” - 2,2,

x"-2x =tsint,
X" =11,

xm_xr/ =te 1’

” . 3 t
x"+4x = sin —t COS—,
2 2

x(0) = 1,x(0) = 1, x”(0) = 0.
x(0)=x(0)=0.

x(0)=1,x(0) =2, x"(0) =-2.
x(0)=0,x(0)=1.

X(0) = X(0) = 0, X(0) = 1.
x(0)=0,x(0) =-1.

X0) = 1, X'(0) =x"(0) = 0.
x(0) = 1, X'(0) =0.

X0) = X(0) = 0.
x(0)=0,x(0)=2.
x0)=x)=1.

x(0)=0, X'(0) =1.

X0) = X'(0) = 0.

X(0)=0,X(0) = 1.

x(0) = x"(0) = x"(0) = 0.
x(0)==1,X0)=1.

x(O)=-3, X0 =1, x"(0)=0.
x(0)=0,x10) =-1.

x(0)=0, X0 =1,x"(0)=-1.
x(0) = 1,X(0) = -1=x""(0).

x(0)= 1, x(0) = 0.
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22, x"+3x - 4x=0,

23, X"+20x'+(o*+B%) = 0,

24, X7+x' = €”,

25. X"x'+x=te’,
26. x"+x="re’,

27. x"—x=tcos 24,
28. X" 2x"+x =4,

29. x"+4x = 2COS t cos3t,

30. x"+x' =te '+ sint,

x,'=y-z

1.y, =x+y,
v

<y :X+y,

x ‘ty,Lly=e
2.

Zx +y/-2y=2cos1,

X +y, =0,
4,

X =—x+y+z,
y=x—y+z
Z:—X‘l'y—

x+2y, +x=0,

x/ +x+2y=2¢,
6.

x/=2x-2y-4z,
y,—~2x+y 22,
7/ =x+y+2z

2x /4y -y=e'

x(0) = x"(0) =0, x"(0) = 2.

x(0)=0,x(0)=1.

2(0) = x"(0) = 0, x(0) = 1.

x(0) = 0, x'(0) = 2.
x() =x"(0) =x"(0) = 0.
x(0)=1,x(0)=0.

x0)=x(0)=1,x"(0) =2.

x(0) =x(0) = 1.

x(0)=x"(0)=0,x"(0) = 1.
Problema 3. Si se rezolve sistemul de ecuatii diferentiale
liniare cu conditiile initiale indicate:

x(0) = 1,(0) =2, z(0) = 3.

x(0) =1, y(0) =-

x(0) =y(0) =1, z(0) =-1.

x0)=1, y(0) =-

x(0) = y(0) = I, (0) = ~1.

x(O)=y(0)=1.

x1,+y_2=09
7. y(/'—Z:Oa
x+z-z,=0,

Sy =
8.
-2x-2y=0,

x;—-x+2y=3,
9.
3x/ +y,/ —4x+2y =0,

x,—-y+z
10. ’,—x+y.
y—x_<.'
x/+7x-2y=0,
11.
[+ 2x-5y=0,
7(,=X+<.,
12. ,ux 0,
i =x+y—

x/=x-y,
13.
v/ =2x+2y,

x/=2x-2y+4z
14. r=~»2x+y+2;z,
Z, =3x+y+2¢,

x/—-x=2y=t,
15.
2x+ 2y, =3y=1t,
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x0) =1, 0)=2, z(0) = 3.

x(0) =1, y(0) =-1.

x(0)=y(0)=1.

0=y =z0)=1.

%(0) =0, y(0) = 0.

x(0) =1, y(0) = -1, z(0) = 2.

XM =1,y0)=-1.

x(0) = y(0) = z(0) = 0.

x(0) = 3, (0) = 2.



+2x+y=1,
16.
{x "+4y/ +3y=0,
{ f+y=2x+2,
17. y,—x+¢,
"+ 2z7=y-3x,

+yt +ty=e'
2x+y, +2y—51nt

r—*‘\

18.

,+y +z=0,
19 ,+x+z—
‘+x-y= O

x+x, -y+e

20. 7+y, =x+e’,
x, =y+2z
=3x+z
z,~3y+x

F=2x+2y=1+2¢,
F+2x+y=0,
Xy "=2x+ y+7z,

y1=X Za
72/ =3x-y+2z

r"—"-“ﬂ

"=3y +x,
24 )
y,—x+y+e

X,/ = x- ytz+i,
U= x+y—z+ £,
72.= x+y+2z,

Jry+rx=e,

=

26.
y/+2x+y=1,

[\]

x(0) = y(0) =0.

x(0) =0, y(0) =z(0) = 0.

x(0) =y(0)=0.

x(0)=-1,¥0)=0,z2(0)= 1.

x(O)=0,y(0)=1.

x(0)=y(0)=0,z0)=1.

x(0) = y(0) = 0.

xO=y0)= 1 z2(0)=0.

x(0)=0, y(0) = 1.

xy=y()=z(1)=0.

x(0) = 1, ¥0) = 0.

2= x-y-
x/=3y—x+1,
28.
y/=x+y+e’
xg= y-z+l,

20. v, =2x+y+ 2z,
z/=x+y+z+4,

x,/ =2x+y-z,
27. 2)7’ t+2v+z,

3x/+2x+y/ =1,
30.
x/+4y/ +5y=0,
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x(D=y(H=zD=1.

x() =1, y(0) = -1,

X(0) = y(0) = z(0) = 0.

x(0) =1, y(0) = 1.
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