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CAPITOLUL 7

MULTIMI NUMERE. STRUCTURI

1.1 ‘Fie E o mu]tlme oarecare nev1da, P(E) multimea partilor sale s

A, B € P(E) nevide. S4 se arate ci:
- ) 4 = B implicd P(d) = P(B): )
- 2) P(A O\ B)= P(4) N P(B). . ’ :

—

.3) P(A)U -P(B) s P(AUB). = , =
4) P(AN\B) = P(A)\ P( B) '
5) PA\B UP(B\4) € P(A AB) < P(4\ B),

P(A\B) U P(B\4) < P )A P(B) < P(4) U P(B).

- unde , o
XAY = (A\Y) U v(Y\X)' este diferenta Simctricd dinti’e X §i' Y.
6. P(4) x P(B), P(A x B) nu sint comparabile.
7. A N B # @ implicd P(4 X B) N (P(4) X P(B)) #
Sd se precizeze cind are loc egalitatea la 3), 4) si 5) §1 si se gene-a-
“lizeze 2), 3) pentru n A (intersectia tuturor mulfimilor din S), respectiv

U A (reuniunea tuturor mulpmﬂor din S), unde S C P(E).

: B 1) Se consideri X € P(A) adici X € A.Cum 4 < B, rezulti X < B
si deci X = P(B). .~ :
2) Se demonstreazi prm dublid incluziune. Se aplici 1) pentru
ANB <4, A N BcB: Seobtine P(A N B).< P(4), P(A N\B) = P(B).
Urmeazi si P(A N B) < P(4) N P(B). -

" Cealalti. 4ncluziune se demonstreazﬁl luind X e P(4) N P(B).-

Prin definifie avem X € A4 si A < B. Rezultdi X < 4 B §i deci

X € P(A N B). Dcca 4 N B=6, atunci P(A N\ B)=P(4) N P(B)=1{3}.

Pentru N 4, S C P(E) avem P( ﬂ A) = (' P(A), care se obtine analog.
AeSs AeS .

" 3) Se aplicd 1) pentrn 4 < A U B, B < A B. Se obtine
P(4).<-P(4 U B), P(B) < P(4U B).

Urmeazi ca P(4) Y P(B) < P(A-U B). S
, "In general incluziunea P(4 |J B) < P(4) U P( .) nu este adevirati.
Intr-adevir, daci X € P(A B), adica X € 4 U B, existd X, # 0,
- X, € 4; x\zsé@XzCBastfelmmtX XLP;A CumX$A X ¢ B,
o rezulti ci X ¢ P(A), X ¢ P(B) sideci X ¢ P(4)|J P(B). Are loc egali-
tatea in cazul partlcular A € B sau B € A, deoarece P(4A|\J B) = P(B)

§
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- sau P(4 U B) = P(4), iar conform 1), P(4) U P(B) = P(B) sau P(4) U
U P(B) = P(4). . - ' .
: Pentru 4U5A’ S C P(E)avem AUs P(4) P(‘4 Us A), care se obtine
analog. _ ’ ‘
' 4) Observagie. Avem X < AN\B ddaci X\ (4\B) =@
Se demonstreazid in prealabil egalitatea '
i) XN(A\B) = (X\4) U (XNB). . 4 o
CAvem x € X\(A\B) ddacid x = X 5i x ¢ A\DB ddaci x < X st
(v ¢ A sau x € B). daca (x € X si x ¢ 4) sau (x = X 5i « € B)
ddaci x = (X\4) U (X N B). S o »
Egalitatea se maj poate demonstra. exprimind diferenfa in functie de
intersectie si complementard si aplicind relatiile lui De Morgan.  Fie
X € P(A\B), adica X < AN\B. Conform i) si observatiei care o
precede, avem X\ (AN\B)=0, X\4=6¢, X(B=0; Xcd, X¢B.
Rezulti X € P(4)\\P(B) si incluziunea este demonstrati. In general,
incluziunea P(4)\P(B) < P(A\B) nu este adevirati. Intr-adevir, dacid
XeP(AN\P(B),adicax < AsiX ¢ B (dar X - B#Q) avem (X\4)U
U (X N B) # 9 deoarece X\ 4 =@, X N B # @. Conform (i) si observa-
tiei care o piecede avem X'\ (A\ B)#9, X ¢ ANB. Deci X P(AN\B).
Pe de alti parte, in cazul particular 4 N B =@, daci X < 4, atunci
X N B =@ si are loc egalitatea. . ," 4 :
5. Se aplici 1), 3) pentru 4AB = (AN\B)U (B\4) =s4U B si
se obtine prima dubld incluziune. in continuare se aplici 4) pentru
P(A)A P(B) = (P(A)\P(B)) U P(B)\P(4)) s se obtine incluziunea
'P(AN\B) U P(B\4) <.P(4) A P(B). L |
" Incluziunea din dreapta celei de-a doua duble incluziuni este evi-
dents. In cazul particular 4 () B =@, decarece AAB=4U B are
loc egalitatea P(4 A B) = P(4 |J B). Conform 4) are loc §i egalitatea
' P(4) A P(B) = P(A\B) U P(B\A4). o v :
Se observi ci P(4) A P(B) = P(4 A B). » , ‘
fn cazul particular A< B sau B< 4, avem P(4AB) c P(A)AP(B).
6) In general multimile P(4) X P(B), P(4 X B) nu sint comparabile
dedarece an elemente diferite. intr-adevar, daci (X, Y) = P(4) X P(B),
~atunci X X ¥ = P(4 x B), deoarece pentru (a, ) eXxY,cumX € 4,
Y.< B, avem (a, b) € A X B. ‘ . v
i Reciproc, fie ReP(4 x B), adici. R = 4 X 'B. Se consideri mulfi- -
mile . - N .
X = {a = .Alexists b € B astfel incit (a, b) € R},
| Y = {b = Blexistd a € A astfel incit (a, b)) < R}

" Avem X' P(4), Y € P(B), (X;Y)<P(#)xPB), RsXX Y,
. X XY € P(4 X B). - S - -

Primele trei felafii sint. evidente. Dacd » < R, atunci existdi a € 4,
b < B astfel incit 7 = (4, -b). Prin definitie ae X, be Y i deci7 € XXY.

Tn general incluziunhea X X Y € R nu este adevdrata. :
Daci (@, b) € X XY, atunci 2 € X, b €Y. Cum X c 4, Y € B,
-rezulti (@, b) €A X B. Deci X X Y4 X B; adica X XY € P(AXB).
- In general, (X, Y)# X xY i (X, Y)# R~ = ' o
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Observajie. 1) R se numeste relatie binard pe mulfimile 4, B, X, ¥ se numesc domeniul,
re§pectiv. codomeniul relatiei R. . .

Dacd R= A4 x B, relatia R se numeste universali. -

2) Aplicatia F: P(d) X P(B)— P(4 X B)," (X,Y)=X X Y este injectivd, deoarece
X, XYy =X, XY, implicd X; =X, Y,=7Y, implicd (X,, ;)= (Xa Y3). Rezultd ci
[ P(4) x P(B)| <|P(4 X B)| unde |X| este cardinalul mulfimii X, Daca multimea X .
este finitd, | X| este numirul elementelor lui*X. P(4 x B), P(4) x P(B) sint multimi fi-
nite dacd 4, B sint finite.\ . ,

"7 In pal;tiéular, daci A ﬂ B';é g, a\tunci existi ¢ €« A N B. Prin
d—eftﬁf}e (@ @)= {{a} {a, a}} = ,{{a}}f ‘({a}, {a}) = {te}}) {{ah {a}l} =
Avem 3(3 a)} e P(4 x B), ({a}, {a}) < P(4) x P(B), B
L {(@, @)} = ({a}, {a})'= {{{a}}},
deci P(4 x B) (N (P(4) x P(B))+ @. B

1.2. Fie E o mul{ime oarecare nevidi si P(E) iﬁul;:imea pértilor sale.
. S& se arate ci aplicatia Cg: P(E)— P(E), X— ENX . -
- (Cg(X) este complementdra submulfimii X in raport cu E) are propriets-

e: - : : - .
. 1) Ca(X'UY) = Cp(X) N Cx(Y), Ce(X NY) = Ce(X) U Cx(Y) (rela-
fiile De Morgan). ) : - - o
 Sa se generalizeze pentru U X, N X (reuniunea, respectiv inter-
. xas  Xgs A :
seclip tuturor mulfimilor din S), unde 'S C P(E). ’
7. 2) CgoCg = 1ppz), unde lpg: P(E)— P(E) este aplicatida identicd.
- 3) Cg este bijectivi. . _ S : .
. ‘RJ Observa[ié. CE este corect definiti deoarece, orice element din algebra Boole P(E) are .
- complement unic. . : t . S

I) Relatiile De Morgan se pot demonstra direct, folosind definitille
operatiilor de diferent3, reuniune, intersectie. De exemplu, -pentru prima, -
relafie avem 1« Cp (X JY) ddack x € E i x & X{JY ddacid x e E
six¢XsixéYddaci (v <E si ¢ X)si(x<Esix¢Y) ddaca
z < Cg(X) (M Cx(Y). Relatiile de Morgan generalizate, respectiv Cig(x US X)=
= xﬂsCz(X),' CE(XDS X) = |J Cg(X).se demonstreazi analog. O alti

€S - e ' Xss - T - .
‘metodd de demonstratie (pe cate o ilustrim pentru relatiile De Morgan)
rezulti din observafia de mai sus si din relatiile (X JY)U (%=(X) N
N Ce(Y)) = E, (X UY) N (Ca(X) N Ca(¥) =B, respectiv (X (1Y) U
U (Ce(X) U Ce(Y)) = E, (X0 Y) (N (Cx(X) U C4(Y)) = B, care se obfin
" - aplicind proprietifile de comutativitate, asociativitate, distribuitivitate,

mérginire ale algebrei Boole P(E). = : . .
_ 2) Pentru X < P(E) arbitrar fixat, egalitatea Cz o Cz = lpg revine
la egalitatea E\((EN\X).= X care rezulti din’ echivalenfele: - -

%< (E\(E\X)) ddaci x « E5i » & E\X ddaci x < E 5i
. (x¢EsauxcX)ddacixcEsix e X ddaci x € X.
* '3) Din relatia 2) rezulti ci aplicatia Cj este inversabils (si egald cu
inversa sa), deci bijectivi.. ' . : ' -

~ . - i
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1.3, Fie E o mul{ime oarecare nevidi, P(E) mulfimea pérjcilér sale i
-F € P(EN\@, E} fixata. Si se arate cd aplicatia Ug:P(E)— P(F),
X—F N X (Up(X) este urma pe F a submultimii X) are proprietifile :

1) Ug(X NY) = Ur(X) N URY), Us(X'U Y) = Up(X) U Ur(Y).

Si se generalizeze pentru () X, |J X (intersectia, respectiv reu- .

XeS _ - XaS§ .
niunea tuturor multimilor din S, unde S C P(E).
2) Up(X\Y) = Us(X)\Up(Y). - o . :
3) U(X AY) = Up(X) AUg(Y), unde XAY = (X\Y)U (\X)
este diferenta simetricd dintre X' §i Y. . S . '
4) Uy este surjectivd, dar nu este injectivi. ’ R
5) RC P(E) x P(E), X RY dacd Ug(X) = Ug(Y) este relatie de -
echivalentd si existd o aplicajie bijectivd de la P(E)/R (mulfimea claselor
de echivalenti) la P(F). » :

R. 1) Relatiile 1) revin la egalitiile
‘ | FNEXAY)=FNXNENY),

FNEUY)=FNX)UFNY),

care rezulti conform plioprietéjciloi de idempotenti, asociativitate, distri-
butivitate ale operatiilor de intersecfie si reuniune. S '
-Relatiile 1) generalizate, respectiv - : .
T /.
U N X) = N Us(X), Ue(U X) = U_Ux(&X)
Xes ' Xes Xes s

vXE

. se demonstreazi analog.

2) Relafia 2) revine la- egalitatea F ) (X\Y) =(FNX)\FNY)
. care reprezinti proprietatea de distributivitate a intersecfiei fatd de dife-

“renti. Prin exprimarea. diferentei in funcfie de complementard §i intersec-

. tie si conform proprietitilor de asociativitate si distributivitate ale ope-
ratiilor ‘de intersecfie si reuniune, definitiei complementarei sl unel
relatii De Mofgan, avem: (F N XN\(F NY)=F NX) N CFNY) =
= (FNX)N(CFUCY) = (FNXNCFUEFNXNCY) =FN(&EN\Y).
) 23)) Relatia 3) rezulti din definifia diferenfei simetrice -5i -egalitatile
1),.2). - . S
4) Se observd ci P(F) C P(E) (vezi problema 1). Folosim cgalitatea
X = (X N F) \J (X\F) care se obtine usor conform exprimirii diferenfet
in funcfie de complementard §i intersectie si proprietifilor operafiilor de
intersectie, reuniune si complementare. Urmeazd cd pentru orice Y = P(F),
existda X N P(F), X =Y, astfel incit Ug(X) =Y, deci Uy este surjectivi.
Uy nu este injectivi deoarece propozitia . : : _
X, # X, implica Up(X,) # Up(X,). este adevirati ‘doar pentru
X,, X, € P(F).. ' . ‘ :
5) Evident R este relatie de echivaleptd (reflexivi, tranzitivd, sime- -
trici) deoarece = C'P(F) x PF) este relatie de echivalena. Aplicatia

Pl

Or: P(E)/r— P(E), X— Uy(X), unde 4 este clasa de echivalenji a_
submultimii X € P(E) este injectivd; in plus, este si surjectiva deoarece
Up = Ur o sp, unde sz: P(E)— P(E)/R, X— X este surjecfia canonici
si Ur este surjectivi conform 4). . .
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14, Fie E o multime oarecare nevidi. Peritru orice 4 = P(E) (mulfimea
partilor lui E) se defineste f4: E—~ {0, 1} (functia caracteristica a submul-

... . 1, x €4 - :
mii A4) prin fulx)=} " ‘

tll )P fa(%) ‘O,er_\A.

~ Si se arate cd: .

1) A B ddaci fu < fp, unde f4 < fp ddaci pentru orice x ='E,
falx) < fa(x). Si se deducd echivalenta A = B.ddaci fy = fz. '
. '2) Aplicatia F: P(E)— {0, 1}5, A~ f4 este bijectivd, unde {0, 1} =~
© = {f: E—{0, 1}} este mulfimea functiilor de la E la {0, 1}. -

© "8) Existi submulfimi pentru care funcfia caracteristici este conms-
tanta. ' o B

D Fans=fufs - : - L

5) fca = 1 — f4, unde CA este complementara submul{imii 4 in
raport cu E. ’

6) faxz=fa—faf5-. . _
7) fave=fa+ s — fafs S% se generalizeze pentru R = U 4, 5isa -
- : k=1 .

"

se précizeze cind are.loc egalitatea fr =2 Say
, . = R

: 8) fuss = |fa — f4l, unde AAB = (AN\B)U (B\4), este diferenta ’
'simetrici dintre 4 §i B. , S
R. 1) Fie 4 € B; daci f4(%) =1, avem prin definifie » € 4. Rezulta
x € B, fa(x) =1 si deci f4 < fp deoarece nu este posibild situatia
fA(x)_ =1; fa(x)=0. - , -, . » ,
. Reciproc, se presupune f4 < fz. Avem ANB = @. Cum AN\ B =0,
dddcs A < B, urmeazi ci A <B. Echivalenfa 4 = B ddacd f4 = fp, Te-
. zulty din echivalenfa. precedentd folosind proprietatea de antisimetrie a
relatiilor de ordine parfials = C P(E) X P(E), < C {0, 1} x {0, 1}.
" 2). Aplicatia F este injectivdi conform echivalentei 4 = B dacd
. fa=fg dela 1). In plus, F este surjectivi, deoarece pentru orice LE—{0, 1}
se poate lua 4 = f~1{1}) (preimagined prin f a mulfimii {1}). 51 fa = /-
Cu menfiuned ci doui mulfimi X, Y se zic echipotenfe (X ~Y) ddacd-
exist o aplicatie bijectivd de la X la Y, astfel ca' P(E) ~ {0, 1}E.
'+ 3) Prin definifie, f4 = 1 pentru EN 4 = @, adici 4 = E si f4a=0
Upentru 4 =@, unde 1, 0 e {0, 1}* sint funcfiile constante. )
Conform 2) submulfimile &, E sint singurele cu aceastd proprietate.
Se remarci relatiile: - ; :
" fo = min'{0; 1}f, @ = min P(E) (cel mai mic element al mulfimii),
. fg =max {0, l}E, ‘E = max P(E) . (cel mai mare element al ‘mﬁltimii.).
_ 4) Prin definitie se obfine S 4
fgdg(x) =1, '(fAfB)(x)_ = fa(x) fo(x) =1, pentru ' x < A ﬂ B.' | ‘
Sans(%) = 0, (fafs)(x) = 0, peptru x e E\(4 ﬂ B) = (E\A) U (E\B)'
(relatie ‘De" Morgan). ‘ .
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5) Se demonstreazi in prealabil egalitatea |
i) faye=fs4 + fg, unde A N B =@. E - ’
Avem fuys(x) = 1, (fs + fu) (%) = falx) -+ falx) = 1 pentrs x < AU B,
Jaus(#) =0, (fa+fo)(x) = 0, pentru x=EN(AUB) = (ENA)N(E B
(relatie De Morgan). - . : T -
Se aplici i) pentru B =CA si se obfine fr =f4 + fca unde fz =1
(conform 3). o . . . - o
: 6) Se foloseste exprimarea diferentei in fuhctie de intersecfie si com-
plementard. Avem ANB = A4 (\CB, fa\5 = fa(l = f5) = fu — fufs o
7) Folosim succesiv egalitatea imediati A |J B =4 |J (B\ 4), i) si
6). Rezultd fuys = fa+ fosa, favr=/a +fa’—“f4fa- o
Reuniunea R = U 4 se mai scrie-ca reuniune de muljirni disjuncte .dous
T k=l - . oL
cite doud : _
R= 4,0 (Az\Al) U](As\(Alqu)) U.. °U(An\(A1UA2U ce U 4p-i)
sau R= 4, (CAL N4 U (C4,NCA, N4) U ... .U (C4, NCA:N
N ... NCAs1 N 4y) _ e
folosind asociativitatea reuniunii §i a intersecfiei si o relatie De .Morgan
-generalizat. . . . S S

 Se aplici i) sub forma i) fr=; f}k '
. B k=1

unde R =Q; By By=C4,N...N CAs_, N 4; B; N B; =@ pentru
1£74,4,7<{l,2 ..., n}, obfinuti prin inducfie matematici. Avem
Jo=fa,+ (U= fa) fas + (U= fa)(U — fa) fa, + ... +
+ (=S —fa) oo (L= fa, ) fa,

(folosind si 5)). Evident f =3 fu, dack A,V 4; =0, pentru i#j,
Lje{l, 2 ..., 0} ' ' '

" 8) Folosind_egalitafile i) si 6) se obfine fuaz = funs -+ fonn;
' ‘fAAB = (fa4 —ffa)z;_fAAB = |fa — Jz|, deoarece 32 =¥ ,pentrg ye {0, 1} .
1.5. Fie E o ‘multime oarecare nevidi. Si se araté ci daci ' 'U B =
=AU C si ANB=A4NC, atunci B=C, unde 4, B, C-« P(E)
(mulfimea pértilor lui E). ‘ - -

- R. Solugia 7. Se folosesc succésiv egalitﬁtile din el;upjz (Ip) §i‘,pi§opriet5,ﬁ1.e :
- 'de absorbtie (Ab), comutativitate (C), distributivitate (D) pe care le au
operatiile 1, U in algebra Boole P(E). Avem 7 .. '

. BRBNBUASBNMAUBZBNEUC) =
=BNHUBNO=AUNBUBACOZANCU(BNC) =
<AUB NCEAUCNCECNMAUC=CN(CU4)2C.

10 ' ‘ .
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Solutia 2. Se folosesc pe rind urméto.a'reie. proprietdti ale functiei ca-
racteristice asociate unei submulfimi: y o ' ’

i) X =Y ddack fy=fr, ..

i) fxyy =fx +fv — fxoy, unde X, Y = P(E).
Avem . ‘ . '
favr = fayc, fans.=fanc @), .
fl;UB =fA +fB '_;fAdB: fAuC =fA +fc ;-fAnC (11),
B=C (). - . ‘ :

16. Fie E o mulfime oarecare nevida, P(E) mulfimea pirfilor sale, 4, I, B
B, R = P(E) fixate §i sistemul de ecuafii 4 N X =Isi BU X = R.
S4 se giseascd conditiile de compatibilitate ale sistemului, ‘o solufie

X = P(E) §i cazuri cind aceasta este unici.

R. Din definif}iile operatiilor M, U rezults incluziunile
')IcX<RIcA BER, :

care conduc 12 incluziumile si egalititile o
) BNISANRBUISBUX=RANI=ILAUI=A4.

. Pentru a gési alte condifii de compatibilitate se folosesc succesiv urmatoa-
rele: proprietati ale funcfiei caracteristice asociate unei submulfimi (vezi
_problema 4.): . '

a) Y =.Z ddacd fy =fz. -

" b) fraz=Jfvfn
Q) fruz=fy+ 2 — fefo

unde Y, Z e 'P(E). si proprietdfi ale operatiilor de adunare si inmulﬁre ale
. functiilor de la E l1a {0, 1}. Avem : o

fAri){=fI:'-fB.LX=fR - (a)
- fafx=ft . - (b),
© fetfx—fefx=/fr (c),.

fAfox = fo/1 o

fafs + fafx — fafsfx = fafw

Jafs +fi—fefr=Ffafr

fA‘nB +ft —fénl = faar  (b).
- Conform proprietitilor operatiei de intersectie i relatiilor i’) se obfine
(ANB) NI=(@AND)NB=8NL Reults - e
T Jfdemwi=Sar - ., .
)0 @B YT = AR )t e

1
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Conform propriététil(;r operatiilor de intersectie, reuniune §ii diferentd.
si relatiilor i’) avem ,
. MNBUI=MAUINNEBUN=A4N(BUI,
. CR=(BUID)U (R\(BU D),
ANR=ANBUU MENER\BUDI),
" (BUDNER\BUI) =9, |
, ANBUDINEANR(BUID) =0
Deci egalitatea ii) este echivalenti cu oricare din egalitifile
i ANBUI =4NR, '
i) AN(ER\BUD) =2. | |
Se observd cid din relatiile i’) rezulti doar incluziunea ANBUI <
_’ Sge goQteRdemopsué in mod direct ci in condij:.iile'i)’, daci existd X = PgE) »
astfel incit A N X = I, BYU X = R, atunci are loc egalitatea’ ii).

tr-adevir, conform proprietitilor operatiilor de intersectie si reuniune
avem ' ' »

ANR=4ANBUX)=ANBUMNX)=(ANBUIL
- In 'COntinixare se construieste 6 submulfime X e P(E) care satisface
egalitdtile din enunf in conditiile i). Folosim egalititile o
dY=( ﬂZ)_U (Y\2), |
e YUZNV=@E\NU@\V), .
unde Y, Z, V'« P(E), care se ob}in usor conform exprimarii diferentei in.
funcfie de complementars si intersectie si proprietatilor operatiilor de
intersecl:ie, Teuniune $i complementare. Avem - _ :
X=X NAUE\4) (@),
X=1IU(xX\4), .
RX 4 =(BU X)\ 4,
R\ 4=(B\AUX\4) @
In cazul particular B = 4 se obfine N :
i) X =IU R\ 4). . o S ,
Remarcim ci submulfimea X este unici, Intr-adevir, in caz contrar
(Y = P(E) este o alti solutie), pentru 4 = B, din egalititfile 4 N X =
=ANY=I AYUX=4AU Y =RrR, rezultd - X =Y (vezi 1.5), iar
pentru BC4, avem XUAd=XU (BU (AN B)) = (XUBU
UMNEB)=(YU B UMANB) =YU BU@A\B)=YUA si dn
nou rezulti ci X =Y. : :
. Reciproc, se arati ci in conditiile i), dacj are loc egalitatea ii), atunci
submulfimea X e P(E) datd de iii) verifici egalititile din enunt. Conform

e
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propneta:cllor operatulor de mtersectle, Teuniune si dlferenta, relatulor

i), i) si egahtatu d) avem AﬂX 4N IU(R\A) (A ﬂI)U

‘U(Aﬂ(R\A =4ANI=1I,

(RﬂAHHR\A%—MFHBUDHJM\A)
(AU(R\ADFH“UJU(R\AD—
=(AURNBUX)=BU X.

Observdfie. 1) Dacs A < B conform relatiilor i), i) avem 4 n R = 4, AnBUul =

= A U I= 4, deci egalitatea ii) este satisfdcutd. Submulfimea X = P(E) datid de jii) veri-
“ficd egahtatile din enunt-in conditiile de .compatibilitate i).

2) Daci Bc A4 avem (A NB) U I=BU]I deci egalitatea ii) devine B U I—
=4 NR

3) Dacd A nB o avem (4 NnB) U I=1I, deci egalitatea ii) devine I = A nR.

1.7. Fie E o multlme oarecare nev1da, P(E) multimea pirtilor sale, 4, S
B, D = P(E) fixate i sistemul de ecuafii X\ 4 =S5 B\ X =D.

Sa se gdseascd conditiile de compatlblhtate ale sistemului, o solu1;1e -

v X'e P(E) si cazuri cind aceasta este unici. .
R. Se exprimi dlferenta in funcfie de complementari si 1ntersect1e si se
foloseste o relatie De Morgan. Se obtin egalitatile
tiile de referin{i sint
i) ScX cCD, S cc(4, CBCCD
ii) (.CA (N CB) U S=CANCD,
1y CAN(CBY S) =C4 NCD,. .
iii) X =S (CD\ C4).

CANX=S si C B X = CD, care intervin in problema 6. Rela- .

 Dacé se inlocuieste complementéra cu diferenta folosmd relatiile De

Morgan si propnetap ale complementarei, se obtin relatiile echivalente
. I)SecX,DNX=0 ANS= g, D < B,
II) AU B\ S=4U D,
) AU (BN S)=4U D,

‘HDX—SUM\Q)»'~ A ' ‘ .

Se mentm adevirate propozifiile :

In- condifiile I), daci existi X = P(E) care verifici egalititile din
‘enunt, atunci are loc egalitatea II) si X este unic daci 4 < B.

in conditiile I), daci are loc -egalitatea II), atunci submultimea X -

= P%E) dati de III) verifici egalitifile din enunt.
n cazurile particulare B € 4, AC B, A|J B = E (echivalente

cu CA =< CB, CBC CA4, CA N CB =) egalitatea II) este satisfacuta, »

respectwdevmeB\S AUD, ENS=4AUD.

1.8. Si se arate ci ecuatia X |J Y = 4, are 3" solutii (X, Y) unde 4 cste
o mulfime nevidi formati cu # elemente, n e N* = N\ {0}:

; I;{.K_Dm definifia operatiei de reuniune rezultd incluziunile
1) X €4, Y < A



" PentruQ <k<gn ‘existé. C;’i submul$imi X alelui A formate cu % A'elemente.‘
. P(4), mulfimea’ parfilor lui 4, are cardinalul (numirul de elemente, 4
fiind. finits): | P(4)] = 2 Ch=2n
. ‘ — - '

Folosim egalititile ' . : . . . )

i) (XUYINX=Y\ZX, Y={F\'X)U (Y NX), care se obtin
ugor conférm exprimdrii diferenfei in funcfie de,complementari si inter~
. sectie i proprietafilor operatiilor de intersectie, reuniurie §i complementare. .
Perechea (X, Y) cu Y dat de , - ' o

iii) 'Y = (A X) U Z, unde Z « P(X) constituie o solujie a ecuafied

din enunj. Pentru X fixat cu | X | = % existi 2% asemenea solufii deoarece
n . .

| P(X)| =2% In total avem ), Ck2"» = 3% solufii.
N - . . . N hmo ~ .
'1.9. Fie E o mulfime oarecare nevidi, P(E) mulfimea pirfilor sale §i 4,
B, C, D = P(E) nevide. Si se arate ci: . T
1) A<CsiBesDddaci AXB<sCxD :
2 (ANC)X(BND)=(4xB)N{4xD)N(Cx B)N(C x D).

3) (AUC) X (BUD)=(4 x U (4 xD)U (CXxB)U (CXD). -

4 (EXE)\ (4 x B)=(EN\4) xEU (Ex EN\ B).

" - Si se generalizeze 1) — 4) respectiv pentru :
I') X A (produsul cartezian al tuturor mulfimilor din R), X f(4), unde
AaR . A<eR .

-f: R—CR este o aplicafie injectivd, R C P(E), R finit4 daci contine ca -
elen;ergze numai multimi finite, iar CR este complementara lui R in raport -
cu P(E). - : ~ . ,
2’) AﬂR A (intersectia tuturor mulfimilor din R), N B, unde R, SC P(E).

. a . BaS

3) AURA (reuniunea tuturor mulfimilor din R), Ue B, unde R, S C P(E).
a . . Ba$S . .
4') EI®l (produsul cartezian de | R| ori al mulfimii E), X 4, unde R C'P(E)
A<R ~
este finitd, iar | R| este cardinalyl mulfimii R. ~ ~

R. 1) Presupunem 4 < C 5i B < D. Daci (%, y) = A X B, atunci prin
definifie x < Asiy = B. Conformipotezei, x =« Csiy = D si deci (x, y)
'€ € X D. Urmeazi ¢4 A X B = C x D. _ : -
.. Reciproc, presupunem 4 X B < C X D.Dacix € Asiy B, atunci”
(%, ¥) € A X B si deci-(x. )  C X D. Prin definifie avem ci ¥ « C §i
.Y <D Rezulti ci 4 cC i B = D. 4
Pentru mulfimea R C P(E) care satisface inegalitatea IRl < |CR}
{datoritd existentei aplicafiei f), 1) devine o
1) A =f(4). 4 « Rddacd X 4 < X f(4)
S AaRr 4eR : o
si se demonstreazi in mod analog, cu observatia ci pentru orice | R|-uplu
(%4), avem (x4) &€ X A ddaci pentru orice 4 € R, x, « A. :
aR ' .

2) Se observi ¢ incluziunea: (ANC) x BND)E[4 x B) (}
(4 XxD)N(C x B) N (C x D) rezultsy conform 1). Folosind definifiile
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* operatiilor -de .inte‘i:sec;;'ie‘ si pljo'dus.cartéziag,_ﬁdemgngtrém .chiar egalitatea.
. Avem:- ST T g

(% 9) < (4 NC) x (BND) ddaci =4 NC.5i yB ND ddaci -

xcAsixesCsiysBsiy<D ddacd (reAdsiyesB)si(xsdgs .~

yeD)si(x=Csiy e B) s (x=Csiy = D) ddaci (%, ) = (4 X B) ()
N xD)N(C x B)N(C x D). Din egalitatea 2) rezulti ci in parti-
cular produsul cartezian este distributiv la stinga si la dreapta fatd de in-
tersectie. - o LT L o
‘ _Reciproc, egalitatea 2) rezultd si prin aplicarea: succesivi a proprie-
tiii de distributivitate la stinga si la dreapta a produsului cartezian
fafa de intersectie, care se demonstreazi in prealabil. Pentru mulfimile
R,'S-C (P(E), 2) devine ' : N R

2 (A (Q.B= 0 L (4 x.B)

KN 4SR

. §i se demonstreaz3 in mod analog.
3) Se observi ci incluziunea

UXBU@XD)UICXIB)UCxD) £ AUC) x (BUD)

rezulti conform 1). Folosind definifiile operatiilor de reuniune si produs
artezian, demonstrim chiar egalitatea. Avem : , ' _

. (x, ¥)e(d U C) x (BU D) ddacd x=4 UCsiyeBUD ddacd
(s =4 sau x<C) 5i (y=B san.yeD) ddaci (x € 4 si ¥y = B)
sau (x<=A 51 y= D) sau (xeC) si y = B)sau (x=C si y.= D)

ddaci (%, y) € (4 X B)U (4 X D) (C x B)U (C x D). ) ,

Din egalitatea 3) rezultd cd in particular produsul cartezian este dis-
tributiv la stinga si la dreapta fafid de reuniume. o

’ Reciproc, egalitatea 3) rezultd st prin aplicarea sticcesivi a proprie-’

titii de distributivitate la stinga i la dreapta a produsului cartezian fafd

de reuniune, care se demonstreazi in prealabil.
" ' Pentru mul{imile R, S C P(E), 3) devine

. | %) ( ALJRA) % :('BLGJS' B? =#AL3)R BLéJs (4 X B)

'si se demonstreazi in mod analog. - : »
4) Prin definifie avem (%, ) € (E X E)\ (4 x B) ddaci (x, yeEXE
§i(x,y)eiéAdedac‘éxEEgiyE,E$i(x¢Aéauy¢B) '
- ddacé(xeE§ix¢‘A§iye,E)sau(xEE§iyEE;i.yéB)
. ddaci (%, 9) = (E\\4) X E)U (E x (E\ B))- :
“Pentru mulfimea finita R C P(E), 4) devine’

) BRN( X 4) = U (E° x (E\4) x E),

unde a +b+1=|R|, a e {0, 1, ...,le‘l — 1} este numirul de o¥--.
~ dine al mulfimii-4 in R, iar E° = @. Daci se exprimi diferenfa in funciiéic
de complementard si intersectie, egalitatile 4), 4) se mai scriu C(4 x B)i&==
= (CAXE)U (E x CB), G(X 4) = U (B*x C4 x E). |
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-X — sectiunea relatiei R, —

o " R(X) ={y = B/ existd x = b astfel incit x R: jl}gB
‘ /Pent_rli X, Y < A si se arate ci

1) X €Y implici R(X) € R(Y).
2) R(X-JY) = R(X)U R(Y).
- 8) RX A Y) € R(X). REY).
In general nu are loc egalitate,
4) Daci la 3) avem egalitate, atunci

R(X \Y) = R(X)\ R(Y), RXAY) = R(X) AR(Y),

unde XAY = (X\Y)U (Y \; X) este diferenta simetrici dintre X si Y.
5) Dacd R este relatie functionald, atunci R este injectivi ddaci are

Joc egalitate la 3). - ‘ S : o : '
Si se generalizeze 2), 3) pentru xUsX (reuniunea tuturor mul{imilor

din S), respectiv. N X (intersectia tuturor mulfimilor din S), unde
S

. Xea -
S C P(4) (mulfimea partilor lui 4). : :
R. 1) Dacd y « R(X), atunci prin definitie existi x = X astfel incit x R R
Cum X €Y, urmeazi ci x € YV si deci y = R(Y). . ' .
2) Deocarece X s XYY siY € X U Y, incluziunea R(X) J R(Y) =
€S RXUJY) rezulti ' conform’ 1). Pentru a demonstra incluziunea
R(XUUY) € R(X) U R(Y) presupunem ci Yy e RXUY). Prin definitie
- existi x &€ X (J Y astfel incit xRy. Cum » « X sau x < Y, rezulti ci
Y € R(X) sau y « R(Y), adici y e R(X) U R(Y). Pentru. mulfimea
S C P(4)  egalitatea 2) devine R( \J X) = U R(X) si se demonstreazi -
xas x

€S

11.10; 'Fie RCA X B o relg;gie binari si pentru o submultime X < 4,

in mod analog. _ : ‘ ;e
3) Deocarece X NY < X si X NY <Y, incluziunea 3) rezulti con-
form 1). Pentru a arita c§ in general incluziunea R(X) N R(Y) <
S R(XNY) nu este adeviraty, folosim egalitdtile X = (X NY)U
UX\Y), Y=xnvuy (Y \\ X), caré se objin prin -exprimarea -
diferentei in functie de complementari. §i intersecfie si aplicarea proprie-
tatilor operatiilor ‘de reuniune, intersecfie §i complementars. Conform 2)
avem - : : h

RX) NREY) = RX NY) U (RE\Y) N RE\ X)),

iar pentru submulfimile X, ¥ « P(4) arbitrare, R(X\Y) N RY\ X)#@.
Pentru multimea S C P(4) incluziunea 3) devine

R( N X) s N RX) si se demonétréazé in mod analog.
XeS - Xas o . = .
.. 4) Conform 1) existi CR(X), complementara lui R(X) in raport cu
‘R(A). Din relatiile 2); si: 3) (cu egalitate) avem L
STunR(4) = R(X) .Y R(CX), R(X) "YR(CX) =@, unde Y = CX este .
"'Complementara lui X.in raport cu 4, Din unicitatea complementarei in

algebra Boole P(R(4)) fézulf‘%;g"g__alité.fég: R(CX) = CR(X). in continuare




. egalitdtile 4) se obfin usor prin exprimarea diferentei in functie de comple-
' mentard si intersecfie §i respectiv folosirea egalititii 2). E
5) Presupunem R. relajie funcfionald injectivi si fie ¥ € R(X) N
N R(Y). Prin. definitie existi x;, € X, x, €Y astfel incit y = R(x,) =
= R(x,). Cum R este injectivd rezultid ci x, = x, 5i deci y € R(X NY),.
Reciproc, daci la 3) are loc egalitate se presupun€ pentru'x;, %, = 4,
» = R(z,) = R(z,). Urmeazi y < R({z}) N R({x,}) 5i deci y < R((x}(}
- N{x}); dar R({x}) N {x.}) # F dacd {%;} N {x;} # F. Rezults x, = x,
si deci R injectivi. _ o - . R

1.11. Fie RC A x Bo relatie binari, R™1C B X 4 inversa sa definitd -
prin y R7* x ddacd x Ry si pentru o submulfime ¥ < B, Y — sectiunea .
relatiei R, . _
. RYY) = {x = Afexists y = Y astfel incit y R} c 4. -
Pentru X, Y < B si se arate ci R este relatie functionaly ddaca
i) RHX (Y) = RYX) N-RYY). :

- R. Observaie. 1) R™! = B x A fiind o relatie binari verifiéd relatiile 1) — 4) din problema.
10., iar proprietatea 5) capiti forma ,,mai slabd” a €chivalentei de demonstrat. )
: 2) Pentru X < 4, X — sectiunea relatiei R < 4 x B este R(X)= {y € B[ existd
% € X astfel incit x Ry} < B. i .
. Presupunem R relatie functionald. Conform Observatiei 1) rimine de. demonstrat in-
' cluziunea R=YX) n. R-(Y) € R= (X n Y). - '
Dacd » € R™{X) n R~Y(Y) atunci prin definitie existi y, € X, v, € ¥ astfel incit y, R™1 #,
¥a R ». Urmeazi ci y, = p, = R(¥) si deci ¥ € R™YX n Y). Reciproc, se presupune c3
are loc egalitatea i) si se comsiderd x € 4, v,, ¥ € B astfel incit ¥ Ry,, * Ry,
. Seobtine y, R g, Rz xS RH5H N RX({y}) si deci.» & RY({3} n (a));
dar R7Y{y,} n {ys}) # @ daci {y;} n {ya} # O. Rezultd y, = y, §i deci R relafie funcfionald

1.12. Fie 4 o multime finité si f: A— A o functie. Si se arate ci f este
injectivd, ddacd f este surjectivi, ddaci f este bijectivi.

R. Presupunem ci f este injectivd, deci corestrictia f: A—-f(4) este bi-
jectivd. Urmeazd ci 4 ~ f(A) (multimea A este echipotenti cu f(4), ima-
ginea prin f a lui 4). Cum mulfimea 4 este finita si f(4) < A4 rezulti ci
fl4) = A si deci f este surjectivi. ’ ’ S

Dacé functia f este surjectivd, atunci existi o functic g: A— A in-
jectivd astfel incit fog = 1,, unde 1,: A— 4 este aplicatia identici. Din
- implicatia demonstrati miai sus urmeazi ci g este si surjectivi, deci bi-

jectivi. Avem gof=ygo(fog)og™ =1, unde g*!: 4d— A-este inversa
. lui g. Din egalititile fog = g of = 1, rezulti ci f este bijectivi.

"1.13. Fie E o mulfime oarecare nevidi, P(E) mulfimea pértilor sale si
A, B = P(E). 84 se arate ci dacd 4 ~gB (4 este echipotentid cu B),atunci - -
P(4) ~ P(B). .
R. Prin‘ipotezi existi o bijectie f: A — B. Se-defineste ap}icatia F K .P(A.) —

— P(B), £ — f(X), unde f() este imaginea prin fa lui A. F este injectivi,

- edoarece daci F(a,) = F(X,), atunci se obfine succesiv X; = lppu(X;) =
= (f 0 f)(&;) =FHf(X) = (FUF(X,) = (F 0 ) (Xp) = Lewa(Xe)= X,

,unde 1pyy ¢ P(A)— P(A), A — A este aplicatia identici, In plus, F este sur--
jectivi, deoarcce pentru orice Y € P(B), existi. X € P(4), X =)

2 — Probleme de analizi matematics ' c - 1M



astfel incit F(X) = f( ‘I(Y)) (fof‘1 (Y lp(g)(Y)—-Y unde IP(B) P{B)—v _
— P(B), Y=Y este aplicatia 1dent1ca Aplicafia F fiind buectlva, Tezultd
ci P(4) ~ P(B). - _

-1.14. FieTE o mulfime oarecare nevidi, P(E)- mul;nmea: ‘partilor sale si. -
"A, B, C = P(E). S% se arate ci A ~ B implici C* ~ C® (mulfimea’ func-
$# ‘lor de la~A la C este echipotenti cu multimea funciiilor de la Bla C) si .
A° ~ B® (mulfimea functiilor de la Cla A este echipotenti ‘cu mulpmea '
functiilor de.la C la B). ,

R. Prin definijfie existd o bijecfie f;: ' A—~B. Se defmegte aphcapa
F:C* = C% ffofy!. Daci F(f) =F(f;), adici fiofe'=fofc"

" atunci prin compunere la dreapta cu f, se obfine f; = f,, deci F este

injectivd. In plus, F este surjectivi deoarece, pentru orice g € C®, existd

f = gfo f = C4, astfel incit F(f) = g. Rezulti ci C* ~ C° Pentru a de- .

monstra echipotenta A4° ~ Bc se defmegte aphcajua G: AC—> B° f—> foof -
si se procedeazi analog.

-~

1.15. $4 se determine mulj:1m1le :
‘a) Ay={neN, n> /2” 3}
: b) Bj={n<N, n > 1/3”>n4} unde k, lENsmt fixate.
R. a) Solutia 1.

Se observi ci pentru # = 10, 21° = 1024 > 1000 = 10°.

Se presupune adevirati inegalitate de la’10 pind lan—1gi se arata_ ‘
ci este adevirati pentru #. Conform ipotezei, 2" =2 . 2" > 2(n.— 1)%,
incit revine la a arita ci 2(n—1)2>#% sau V/2(n—1)>#n, (V2—1)n>~2.
Pentfu # > 10 4 1, decarece v/2> 1,1 avem (¥/2—1)n =>(10+1)x
X (W2 —1)> /2 (deoarece 10(\/ 2 — 1) > 1). Rezulti (prin inducfie
matematicd) A,, =N\{0, 1, ..., 9} '

Solutia 2. -

Se arati ci functia f: N—»Z fn) = 2"—n3 ia valon in N*—-N\{O}
pentru -# > 10. Se considers “extensm VE R,—R, flx) =2"— 2 si 1
se studiazi monotonia cu a]utorul derivatelor. Se calculeazi derivata
de ordinul &, f®(x) = 2%(In 2)" — 45", unde & = (0, 1,2, 3; 4}, /O =/,
A3 =1, A3 = 0. Se observi ci f(‘” > O pe R,, iar din propnetatea ,sDacid
f(k’ > 0 pe ( 10, ), atunci SE&=1) este strict crescatoare pe (10, )", rezulté
in final aceeasi mulj;1me A;lo =N\_{0. 1, }.

b) Analog Bg = NN\ {0, 1,...,7} cu observatla ci pentru pnma s0- -
Iutie 38 = 812 = 6561 > 4006 — 642 — 8%, ¥/3>13. , '
. La a doua solufie se calculeazd f¥, £ = {0, 1, ..., 5}

1.16. Pentru orice #n e N*= N\{O}, daci {a,,} {5} CR, unde
‘ke{l,2, ..., n} atunci are loc 'inegalitatea (Z a,,) (E b’) (2 a,,b,,)
k=l k=1

(inegalitatea lui Schwarz-Buniakovski).
-R. Observatie. 1) Egal.itatea are loc penttu a.,,/b;= = ¢ {constant).

2) In spatiul vectorial. euclidian R inegalxtatea se scrie (a, b)’ < llall’ b2
unde a = (a,, a,,..., a,), b = (b,. by, .. b,,)
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Solutia 1. Se procedeazi prin inductie matematics.

Pentru n =1, evident 430 > (2,6,)%. Se presupune adevirati inegali-
tatea de la 1'la # — 1 5i se aratd ci este adevirati pentru #. Conform ipo-
tezei, L . .

BBy

n—1

n—1 n—1 n—1 ) n—1 2 ‘
(8] + St + Dot + > (S + S+
\k=1 k=1 k=1 . k=1 k=1

k=1 .
T 931 : 2 n—1 n—1 n—1
+ kEl a,’;bﬁ + aﬁb?, = (;,21 a,,bk + a,,b,,) — Za“b,, kZl akbk + ];21 aﬁbﬁ + kElaﬁbﬁ =

’ ; PR . " 2
= (D) + S abe s (Lan).
. : k=1‘ h=1 ) k=l
Solutia 2. o : . : . i
Se consideri func;ia‘ FiR=R,, f(2) =3 (mx — )2 = (}: ag)'xz‘—-
’ . . k=1 . k=1

. ” ’ ” . .
— 2( > ;a,,bk) % + ) B2 Inegalitatea rezultd din conditia ca discriminantul
T k=1 k=1 - . [ ’ N

. R . . . .
ecuatiei f(x) = 0 si fie negativ, adici’ (E a,,b,,) - (E aﬁ)(E b}‘;) < 0.
o k=1 =1 /=t ,
- 117. FieN={0, 1, ...} ‘muiltimea'numerelor naturale unde conform de-
+ - finitiei lui Neumann 0 este &, 1 este {0}, ..., in general » - 1 este # |J {n}
si sint satisficute axiomele lui Peano (P): o ce
1. Existd o functie s: N—N, injectivd (de exemplu funcfia succesor
definitd prin s(n) =#» + 1). . : :
2. Existi un unic element 0" N, astfel incit 0 ¢ s (N). S
+ 3.-Daci A C N este o submulfime astfel incit 0 € 4 si S (4) C 4,
‘atunci 4 = N.. . ) - ,
-S4 se arate c3 din sistemul (N, P) décurge principiul inductiei.
" R. Principiul de demonstrat este urmitorul: , Daci P(#n) este o proprie-
~ tate relativ la numirul » astfel incit P(0) si fie adevirats si si aibi loc
implicatia P(k) = P(k + 1) pentru orice £ = N, atunci P(n) este adevirati,
pentruorice » € N”. Fie A = {n € N| P(un) este adevirati} o submulime
a lui N. Din ipotezi avem 0 = A. Conform 3., pentru ca 4 = N (P(n) este
- adevidrati pentru orice » € N) ramine de aritat incluziunea S(4) C 4.
Se conmsiderd % ‘= S(4) (k# 0 conform 2.). Conform 1., existi (in' mod
unic) # € A astfel incit # = # + 1. Prin modus ponens, din P(») este ade-

. adica ke A4

vérata st P(n) = P(n + 1) este adevirats rezultiy P(n - 1) este adevirati.

" @, = N} Sd se arate ¢i A\ Q'# 0.

- .
’

' 1.18. Fie mulfimea 4.= {4, < R / pent;u oriée n < N¥, a,= Vaﬁ_;‘+ 1,
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R. Se presupune prin reducere la absurd cd A\ Q =@. Cum 4 CR_ si
{a,y A NNCANQ, rezultd cd A<(Q\N)U N cu (ON\N) "NN=g.
Avem ci B = {al[a, = A} = N, deoarece a} se objine prin aplicarea
functiei succesor s:N—N, s(#) =# 4 1; de asemenea 4 < N. Relatia
a, = +fai_; + 1 pusi sub formd (a, — ay-1)(as + ay—1) =1 conduce la
ay =0, a, = 1. Se obtine imediat a, = 4/2. Avem 4/2.¢ Q (din construc-
$ia lui R prin tiieturi (Dedekind)), ‘deci a, & N, contradictie. ‘

Sa observd cd B =N conform definirii 1ui N cu axiomele lui Peano.

1.19. S% se calculeze g
1)- N o, 1_],’ unde a < R% fixat;
”n R

neN*

2 N (0, 3], unde ¢ = R% ‘firxat;
naN* n

3) N [b—.‘f, b}, unde a, b e R% fixati, b,>.a; ‘ | | -

naN®* ,"
n
9 Ul =
5) ,,-, [—n, n].

\

R. Observafie. In cimpul total ordonat al numerelor reale R folosim axiomele: .
Axioma lui Arhimede (AA): Pentru .orice » & R, y & R}, existd n & N* astfel incit
ny > x. ) : :

Axioma lui Cantor—Dedekind (ACD): Orice sir de intervale nevide, inchise, mirginite
compacte), strict descrescitor are intersectia nevidai. ’

1) Se observi ci pentru orice # = N¥, .[O, i]D [0, e 1] astfel
o o . n on ]
ircit conform ACD rezulti ci () ’[0, .—a-] # 0.
. . - neN* ” . . i
De asemenea, pentru orice zeN* 0 e [0, 1], deci0e () [0. i],
: n n<EN* n

Daci mai existi un element x = ( N [0, i” \_{0}, atunci pentru orice '
t : naN¢ nlil. - . -
nelNs O<x<2. .

n | )
Dar conform AA pentru x, @ = R} existd m = N* astfel incit mx > @,
contradictie. Rezulti ca (1) {0, ﬁ] = {0}. ,
. . neNe n : - :
. 2) Conform punctului 1) rezulti ci [ ) (0,‘ 1] = @. Rezultatul se
R ' aN* n
poate demonstra direct prin reducere. la ”absurd.

Se presupune ci () (O,\ﬁl # @, adici existi x = N {0, i14]- Deci
GN* n .. . aN* n )
- pentru orice # = N¥, :zx < a. Dar conform AA pentru ::, a = R} existd
m < N* .astfel incit mx > @, contradictie. : '
" 3) Ca la punctul 2) se demonstreazi ci ﬂ[b -2, b) =@.
: ”
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n
nt+1
C [0, 1). Pentru a demonstra incluziunéa

4) Se observi “ca pentru orice # < N, [O,

- on . f -
< 1, deci 0
n41 - ”LEJN " a1

IC [0, 1) deoarece

_ inversy se considerd un element x < [0, 1) si se arat ci existi #» = N*,
astfel incit x [0, : | fapt care rezulti simplu din AA aplicati ele-
. " | ‘ ,

mentelor %, 1 —x s RY.

5) Se demonstreazi prin dubli incluziune ci U [—# n]=2Z.

- ° maN \
. . -

1.20. Daci E este o mulfime de numere reale nevidi si mirginiti, si se.
demonstreze urméitoarele propozitii :

S 1) (\=sup E) « (S1 si S2);

2) (w=inf E) < (il 5i i2), unde S1: Vx € E, x <,
il: Vx € E, u < 2, S2: Ve>0, 3%y € E, A—e<zx, < ),
i2: Ve> 0, 34, € E, p <o < p+e :

R. Observagie. 1) n cimpul total ordonat al- numerelor reale se folosesc axiomele :
Axioma marginii superioare (AMS): Orice mulfime de numesre reale nevidd, mirginiti

superior are supremum. ) . : :
Axioma marginii inferioare (AMI): Orice’ multime d= numsre reale nevidi, mirginitd

inferior are infimum. :

.2) Conform AMS, AMI existd in mod unic A=supE =E° f (B, p—infE =

= E"n (EY, unde E°, E siut mulfimea majorantilor, respectiv mulfimea minorantilor
lui E. . . :

1) Implicafia (A =supE) = (S1 si S2) este echivalenti cu

{(A=supE) =851 i (A=supE) = S2. Implicatia (A = sup E) = Sl

este imediatd, deoarece, A = E°. Implicatia (A = sup E) = S2 se demon-

streazi prin  reducere la absurd. Daci existi ¢, > 0, astfel incit pentru
orice ¥ € E, x <A — ¢, rezulti ci A'— ¢, « EY, contradicie.

Pentru a ‘demonstra implicafia inversd se observi ci (S1) > A = E°

Se arati ci A =sup E prin reducere la absurd. ‘ :

. Fie a=supE, a# A; conform AA pentru A —a, 1 € RY existd

# € N* astfel incit #(A — «) > 1, adici A — a > 1/n. Deci pentru orice

x<€E, A—1/n>a>x, ceea ce contrazice, pentru e = 1/n, propozitia S2.

-’2) Echivalenta se demonstreazi ca mai sus, urmirind si observatia

 initial3. » :

1.21. Si se arate ci (G, +, ) nu ‘p'oate fi cimp (corp comutativ) total ’
ordonat, unde C=1R? +,.: C X C—C (adunarea si inmulfirea) sint
definite prin _ ' :
' (%1 31) + (%2, 35) = (%1 + %20 31+ 2),
(%1, 31) + (%2 yz) = (21%2 — Y1V 1Yz + %2)1)-

R. Se verifici, folosind structura de cfmp a mulfimii R fats de adu-
nare si inmultire ci (C, +, <) este cimp. Presupunem ci existi o relatie
de ordine totald < C € X € compatibild cu operatiile ,,+", ,,»”. Daci
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avem (0, O) (0, 1), atunci (0, 0) (O 0)-(0,1) <(0,1) - (0, 1) =
=(=10)= —(1, 0), (0,0) < [(0,1) - (0, )2 = (1, 0). . Am objinut ci
pentru (0, 0) # (1, 0), 0, 0) < —(1,0) §1 (O 0) < (1, 0), ceea ce contra-
zice faptul ci relafia < este totald. Analog se ajunge la o contradicfie
in ipoteza (0, 1) < (0, 0). Cum (0, 0) # (O 1), rezultd cd relatia < nu
este totala, dec1 (G, +, - ) nu poate fi cimp 'total ordonat o

1.22. S% se arate ci mulfimea - . '
. F={feRff=7r+ sJ- unde 7, s € Q} este c1mp (corp comuta-
tiv) total ordonat cu mai mult de o relatie de ordme totals.

_ R. F este cxmp total ordonat in raport cu operai,'ule de adunare §11nmu1~~-
tire si relatia”de ordine din R. In continuare se definéste relajia binari

RCF X F, f,Rf, dack (r; — 7,) + (51 — s5) 4/2 > 0, unde 7, = n+s,ﬁ
i =1, 2. Deoarece < este relajia de ordine totala avem
1) R]este reflexivi;
2) R este tranzitivi, deoarece daci f; Rf; si fo Rfs adlca
(rg — 73) +.(s1 — $2) \/i 20, (13— 1)+ (52— sa) ~/§ ? 0, atunc1
(rs — "1) + (s, — 53) 2 > 0, adicd fiRfy;
3) R este antisimetrici, deoarece daci fiRf, si foRf;, adica
Yy — 7)) (51— S2) \/i 20, (rn—7) i+ (s2—8) JZ? 0, atunci
— 7)) + (1 — S2) «/ﬁ 0, adicd f; =f2:
) 4) R este totald deoarece pentru orice f = F, f >0 sau f <0. Re-
zulti ci mulpmea F este total ordonata si in raport cu relajua R.

1.23. S4 se arate ci intre' doui numere reale diferite din cimpul total
ordonat arhimedian' R existi o infinitate de numere rafionale.

R. Mulfimea R verificd
- 1) Axiomele de cimp in raport cu operatule +, - ,(AC)
2) Axiomele de ordonare in raport cu relatia < (AO).

3) Axioma lui Arhimede (AA): Pentru orice x = R, y = R%, existd
#n = N* astfel incit #y > x. Se consideri a,b € R, 0 < a <b. Conform
AA pentru 1, b — a = R} existi » = N* astfel incit #(b — 4) > 1, adica
lfn <b—a. Se aplicd inci o data AA pentru b, 1jn € R% si se ob‘,cme

ci existi k< N astfel incit EL > b. Fie k= min {k e N|b < kfn}.
”n
=1

h

< a, atunci b —a < = —
. n - ”

h—1 . .

= — Urmeaza ci existd ¢ = €Q, c=(ab). In conti-

n ” .

” .
nuare se repetd ratlonamentul pentru perechile (z,¢), (c, b) s.a.m. d. si se

daca

h—1

. obtine ci intre 4,5 € R cu.0 < a < b existd o infinitate de numere ra- _ .

_1:1ona1e Cazul - & b= R a< b 0 se trateaza analog.’

1 24. Sa se. arate ci. intre -doux numere reale dlfente din c1mpu1 total
ordonat arh1med.1an R .existd: o infinitate: de' numere irafionale. .+ -
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R. Mulfimea R verifici ‘ _
1) Axiomele de cimp in raport cu operatiile 4, (AC). .
2) Axiomele de ordonare in raport cu relafia < (AO). o
_ 3) Axioma lui Arhimede (AA). - )
".. Se consideri @, b € Rcua <bsiz <R\ Q. Conform problemei 23.
..pentru @ —2z, b—zeR cu a —2<b—2z existi ¢ € Q astfel incit
v@—z<c<b—2zsau a<c+ 2<b Cum c=Q si zeR\ Q rezulti
<d ¢+ z = B\ Q. Se obtine apoi, prin repetarea rajionamentului ci
- intre a'si b se afli chiar o infinitate de numere-irationale.

Observatie. 1) Un cimp total ordonat F (care verificd AC, AO) se spune ci este dens ordo-
nat dacd Vy,y €F, dz = F astel incit v <z <y. -
2) Conform préblemelor 23. gi 24. avem: ' ..
Cimpul total ordonat arhimedian-R este dens ordonat... . ...

"1.25, In cimpul total ordc‘m'at R al numerelor réal_é si se demonstreze
echivalenfa (Axioma marginii' superioate (AMS)) <> (Axioma marginii in-
ferioare (AMI)). - ' R o o .

R. Mulfimea R verifici o o

1) Axiomele de cimp in rapert cu operatiile -, . (AC).

2) Axiomele de ordonare in raport cu relafia < (AO). -

In cimpul total ordonat R folosim _

Axioma marginii superioare (AMS): Orice muljime de numere reale
nevidi, mirginiti superior are supremum. , »

Axioma marginii inferioare (AMI): Orice mulfime de numere reale -
nevidd, mirginiti inferior are infimum, , : S

Pentru a_demonstra implicajia (AMS) = (AMI) se consideri mulfi-
mea ECR, E # @ mirginiti inferior. Avem’ ;

E={re R/ pentru orice x € E, r < x} # O,

unde E’ este mulfimea minorantilor lui E. Cum E’ este mirginity su-

- perior, conform AMS rezulti ci existi sup E. Prin definitie inf E = ~

- =-sup E".-. Pentru-implicafia (AMI) = (AMS) se procedeazi in mod analog.

1,26, In ~cim1')u1.‘ total ordomat R al numerelor reale si se demonstreze
implicatia (Axioma marginii superioare (AMS)) = (Axioma lui Arhimede:
@aay. T T | | :

R. Mulf{imea R verifici o

. 1) Axiomele de cimp, in raport cu operatiile 4, . (AC).
2) Axiomele de ordonare in raport cu r_ela;i.a < '(AO). -
In cimpul total ordonat R folosim : .

. Axioma marginii superioare (AMS): Orice mulfime de numere reale

nevidi, mirginiti superiot are supremum. - ‘
Axioma lui Arhimede (AA): Pentru orice 'x € R, y = R}, existd

#-< N¥, astfel incit ny > x. ’ .
Presupunem priri reducere la absurd ci nu este indepliniti AA, adica

existi x = R, y € R}, astfel incit pentru orice » € N, #y < x. Atunci .

mulfimea A4 = {ny|n = N} este nevidi si mirginiti superior. Conform

Y
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AMS existi a =sup 4. Dar a —y € R cu @ —y < a’este un majorant
al mulfimii 4, deoarece ny = (n+ 1)y —y < @ — y, ceea ce contrazice
" ,deflmtla elementului 4. . .

1.27. In cimpul total ordonat R al numerelor reale si se demonstreze im-
plicatia- din propozitia
(Axioma marginii superioare (AMS)) <> (Axioma marginii inferioare
(AMI)) = (Axioma 1u1 Cantor-Dedekind (ACD)). (lema lui G. Cantor).

R. Multimea R verificd ,

1) Axiomele de cimp in raport cu “operatiile +, « (AC).

2) Axiomele de ordonare in ‘raport cu re1a1;1a < (AO).

in cimpul total ordonat R folosim : :
: " Axioma marginii superioare (AMS): Orice mulfime de numere reale
- nevidi, mirginiti superior are supremum ;

Axioma margini inferioare (AMI): Orice mulpme de numere reale
nev1da, mirginitd inferior are infimum ;

Axioma lui Cantor—Dedekind (ACD) Orice §ir de’intervale nevide,
inchise, mirginite (compacte), strict descrescitor are intersectia nevida.

Fie ([%m ¥4]) un sir de compacte strict descrescitor, adici V# < N,

{xm yn] :) [xn+l: yn+l] Se observa ca {xn} 9& Q {x”}s {yﬂ} {y”} # Q
{9} € {x,}, unde {x,}, {y.} reprezinti mulfimea majorantilor mulfimii
{x,}, respectiv. mul{imea minorantilor mulimii {y.¥. Conform AMS, AMI
rezultid ci existi x = sup {x,}, y= mf {y.}, iar @ # [x, ] C ﬂ [ Vi ]--

Observatie. Conform problemelor 26., 27. in cimpul total ordonat R avem mplxcatxa (AMS) =
= ((AA) si (ACD)). .

1.28. tn cimpul total ordonat R al numerelor reale si se demonstreze
~ implicatia (Axioma lui Arhimede (AA) si Axioma lui Cantor —Dedekind
(ACD)) = (Axioma marginii superioare (AMS)).

R. Multlmea R.-verificid .
1) Axiomele de cimp in raport cu operafiile +, « (AC
2) Axiomele de ordonare in raport cu relapa < (AO)
In cimpul total ordonat R folosim: ]
Axioma lui Arhimede (AA): Pentru orice x € R, y = R.,_, existd
# = N¥, astfel incit #y > x. - ’
Axloma lui Cantor—Dedekind (ACD) :* Orice sir de mtervale nevide,
inchise, mirginite (compacte), strict descrescitor are intersectia nevida.
Axioma marginii superioare (AMS): Orice multime de numere reale
nevidd, mirginitd superior are supremum.
Se considerd multimea E C R, E # Qﬁ ma]orata, adici mulj:lmea ma- -

o ]orantllor lui E, E° = {b R/ pentru orice x € E, x < b} # J.

Pentru a  CE’, complementara in raport cu R a lui E'sibeE,
existd cel pu‘pxn un element x € E, astfel incit ¢ <% < £b, b—a=1>0.
- Dacd . a, b = R\ Q, conform probleme1 23., existd 4, € CE°NQ,
bs € E° (N Q, astfel incit a, < % < by, bo—ap=10,>0, 5, = Q
» Analog, daci numai unul din elemente]e a, b este uaj:lonal cu mt.n—‘
tlunea ci la celilalt se adaugi indicele 0. :
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3

, Se &emgnstreazé prin’l_inducj:ié matematicy propozi‘;ia -
P(m) : EXiSt‘a . ([am bn_])ne{l. 2, ovoy i} [am .bn] C R, n < {1, 2, ooy m}
sit de intervale nevide, inchise, marginite (compacte) care verific:
1) Pentru orice # € {1,2, ..., m — 1}, [@m ba]l D [@as1, buir] (siT
strict descrescétor). ' . -
-+ 2) Pentru orice # € {1,2,...,m}, a, < CEENQ be<ENQ
b, —a,=1,=1,/2" I, € Q. : ' C o '
Pentru a verifica propozitia P(l), fie ¢q = a°:b°
tervalului [ag, byl, Co — @y = be — @p = o[2) care Iimparte intervalul
[a,, bo] in doud intervale. Dintre acestea se noteazi cu [a,, b,] compactul
cu propfietatea a; € CE° N Q, b, € E° N Q (8, = a,, by=¢ 532 4, = Cq,
bl = bo). v ‘ : .
Se observid ci [q o] D@y b1, by — ay =1 = Lo[2, L =0

e Q (centrul in-

Se presupune adeviratd propozifia P(m) si fie c,;, = &"_'2"_"'_"_ e  (cen- -

trul intervalului [@m, busls Cm — G = bm — Cm =In = ],/2"™) care imparte
intervalul- [@m, bn] in doud intervale. Dintre acestea -se noteazi cu
[@ms1, bms1] compactul cu proprietatea @i € CE° N Q, bus1 = ENQ
{@mi1 = Oy b1 = Cm  SAU Ay = Cuy D1 = bs). Se observd ci
[am,. bm] D [@m1s bms1ly Dmi1 — - Gmpr = bmi1 = Inf2 = Lo2"11, Iny1 € Q.
In continuare se demonstreazi ci existi in mod unic ¢ € R, astfel
“4ncit, pentrit orice # € N, P(n) implicid ¢ € [ay, ba]. '
Propozitia ,,pentru orice # € N, P(n)” are forma.: . §
. Existd ([@s bul)nay, [@n ] CR, n =N sir de compacte care ve-
xificd : o _
1) Pentru orice n €N, [ag, bs] D [@n+1 byi1] (sir¥strict descrescator).
. 2) 'Pentru oricen €N, a,=CEENQ b, =E NQ, by — au =1l,=
= lo/Z”, ln ‘E Q ’ . D R
Conform ACD rezultd ci (1) [@m bs] # &, deciexistd ¢ € ﬂN,[an,_ bnl,s
eN : ne :

\ "
adici pentru orice # €N, ¢ € [a,, b,). Mai rimine de demonstrat cd
elementul ¢ € R este unic. Se procedeazd prin reducere la absurd. Pre-
supunem ci mai existd un element ¢’ = R astfel incit pentru orice w = N,
. &' € [ay, by). -In cimpul total ordonat R, pentru ¢ sy’ avem € < ¢’ sau
¢ <c.;fiec<c, adicd ¢’ —ce R%. Din demonstrafia propozifiei P(m)
avem : Pentru orice n € N, ¢, ¢’ & [aa, b,] ceea ce implicd : Pentru orice

- -meN, 2/ —c) <!, Totodatd, conform AA, pentru ¢ —¢, b € R,

Tezulti ca existi m < N#, astfel incit m(c’ — ¢) > lo- Folosind ine-
- gdlitatea lui Bernoulli (144a)" >14na, 2 < R, a>—1 n<N
se stabileste usor inegalitatéa 2* >n + 1, » = N. Atunci 2(c" —¢) >
> m(c'—c) > l,, adici am gisit ci existd m eN* astfel incit 2"(c’'—¢) > o,
contradictie. Analog se procedeazi in cazil ¢ — ¢’ > 0. :
fn final se arati ci ¢ = sup E. Dach ¢ ¢ E°, atunci existd %, € E,
astfel incit ¢ < x,. Conform AA pentru x, — ¢, I, = R% s inegalitafii
P> n+4 1, neN rezults ci existy m = N¥*, astfel incit 2"(x —¢) >
> m(xy — ¢) > I,. Avem ' : )

. by — G = LoJ2" <2y — €, b < G — € + %o
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Cum a, —¢ <0, rezultid 3, < x, si deci b, ¢ E°, ceea cé contra-
zice conditia 2) din propozitia P(m). . :
. Urmeazi ci’c < E*. Daci ¢ % min E’ fie ¢’ € E°, ' < ¢..
Conform AA pentru ¢ — ¢/, Ly = Ry si Anegalitatii 2" > n' + 1, peN
Tezultd ci existi m = N* astfel incit 2™c — ¢') > m(e — ¢’) >, Avem
b — ey =1)2m < ¢ — ¢, @y > by — ¢+ ¢'. Deoarece by — ¢ > 0 urmeaz
cid ay > ¢', deci &,<E’. Cum CE° NE’ =@, rezulti a, ¢ CE', ceea ce
contrazice condifia 2) din propozitia "P(m). Am obtinut ci existi in mod"
unic ¢ =sup E < R. ST . : :

1.29. In cimpul total ordonat R al numerelor Teale si se demonstreze
i?plica,ﬁa (Axioma marginii superioare (AMS)) = ((Teorema lui Dedekind.
(TD)). T - ‘

R. Multimea R verificy , '
V4 1) Axiomele de cimp in raport cu operatiile 4, « (AC).

2) Axiomele de ordonare in raport cu relatia < (AO).

In cimpul total ordonat R folosim. -
Axioma marginii superioare (AMS) : Orice mulfime de fumere reale ne-
vidi, mirginiti superior are supremum. ’ : :
Teorema Iui Dedekind (TD): Ofice tiieturs in R are un element de in- .
chidere, unde o tdicturd in R este o pereche (4, B) de multimi de ele-
mente din"R care verifics , - . '

I) R=4y B,
II) A #QS‘ B#Q: \‘.
) ANB=g, . § ‘
- IV) Pentru orice ¢ € 4, b € B avem « <b iar :
_ Un element de inchidere al tiieturii (4, B) este un element ¢ « R,
unic care verifici o » :
o i)PentruoriceaEA,bEB,achb, ] ‘
.ii) Daci x> ¢, atunci x e B si dacd x <c¢, atunci x « 4. ¢

Se-aratd ci o taieturd (4, B) in R posedd un element de inchidere.
Din II), IV) urmeazi ci A este nevids, si mirginiti superior. Conform
"AMS, existi ¢ = sup A. Ardtim ci ¢ este element de inchidere al tiie-
turii (4, B). Din 1V) rezulti i). Dacid x> ¢, atunci x < B, deoarece
din III), » ¢ B implici % < 4, ie = < ¢, contradicfie. Analog, daci

- % <¢, atunci x € 4, deci proprietatea i) este demonstrati. In final se .
aratd cd ¢ este unic prin reducere la absurd. Daci mai existi ¢’ = R,

’

# ¢ care verificd i), ii), cum R este dens ordonat deoarece (AMS) =

. c=> (AA) (vezi problemele 23., 24., 26.) ‘avem ci existi ¢” < R cuprins

intre ¢, ¢’. In cazul ¢ < ¢’, avem c¢''>¢, ceea ce implici ¢”' = B iar ¢ <¢’, -
implici ¢’ « 4. * : - - =

Rezulti ¢” « 4 N B, ceea ce contrazice III). Analog se procedeazi
in cazul ¢’ <c¢ (singurul care mai este rposibil in R). . '

. 1.30. In ci‘mi;i:l ‘total ordonat R .al numerelor rgalé si se de‘mons‘trezé
implicatia (Teorema lui Dedekind (TD)) = (Axioma marginii superioare
(AMS) . ’ ‘ . : * o ) v ‘ '



R. Mul{imea R Verifici ' . Lo
1) Axiomele de cimp in raport cu ‘operafiile F, . (AC).
2) Axiomele de ordonare in raport cu relatia < (AO).:
- in cimpul total ordonat R folosim S
Teorema lui Dedekind (TD):. Orice tidieturd in R are un element
de inchidere, unde o tdieturé in R este o pereche (4, B) de mulfimi de .
elemente din R care verifici : - :
- ) R=4U3B5,
) A#9, B+9,
IIY) ANB=@, - L : ’ -
~ IV) Pentru orice 2 € 4, b € B avem a < b, iar un element de in-
chidere “al tdgieturii (A, B) este un, element ¢ & R unic care verifica
i) Pentru orice e € 4, b € B, a <¢ <), _
ii) Daci x> ¢ atunci x € B i dacd 3 <c atunci x = 4.
: Axioma marginii superioare (AMS): Orice mulfime¢ de numere reale
nevidi, mirginiti superior are supremum. T g
4 Se consideri o mulfime E C R nevidi i mirginiti superior (mulfi-
_ mea majoranfilor E°# @) si mulfimile B=FE’, 4 =CE’, unde CE’.
este complementara in raport cu R a lui E°. Se verifici ugor ci (4, B)
" este o tdieturd in R. Conform TD existd in mod unic ¢ € R care verifi-
ci proprietatile i), ii), ceea ce arati ci ¢ este cel mai mic majorant al
mul{imii E, adici ¢,= sup E. T .

: 'bbservaﬁe.\(‘ionform problemelor 25. — 30, avem: In cimpul td(: A1 ordonat R existd echiva-
entele de axiome (AMS) <> (AMI) <> ((AA) §i (ACD)) <> (TD). ;

131 Fie R [2] ={p: R—=R, p(x) =3 a", ay <R, k{0, 1,..5, n},
. s - k=0 . L g
# <N} muljimea polinoamelor de” coeficienti si variabild reald §i
F={}f=2lg cu p, ¢ = Rz}, f: R\ {# = Rjg(x) = 0}—~R mulfimea

functiilor rationale. , . P
' 1) S4 se stiuctureze F ca un cimp nearhimedian.
'2) Sa l‘§e arate ci F de la 1) nu este complet, iar Q nu este densi
 3) Si se deducd existenfa unei infinitdfi de cimpuri nearhimediene.
‘R, 1) Se definesc in mod natural operatiile @, ©: F X F—F,

(f, @ £ = A2, + A0, (fi © f)(®) = Al#) - ala):

Cum R CF este cimp, avem ci F este cimp. Pentru < R[x],
plx) = > ax*, a,# 0 se va numi coeficient dominant al polinomului .
k=0 . . . N

'Se considerd multimea F* CF, F§ = {f < F, f = p/q, unde p,.g = R[x]
au coeficienfii dominanti de acelasi'semn} care satisface proprietafile :
i) ‘Este -inchisi fafa de 'opeéaﬁile @, O, adici pentru orice.

,foeFy avem /1@ fo, 1O fo = F ‘ .
/1 fii) Pentru o:ic'é f€F, avem feRY, sau f=0, sau —f e R}
(in sens exclusiv). S T ) ~ :
Se verifici usor ci relajia binari < CF X F, f < f, ddacd

—fi+F fo-s F% sau f; = f, este o relatie de ordine totald pe F. Deci F
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= lim g(x) < g(x,).

este cimp total Srdonat.” Deoarece pentru orice 7 N * [ Rx],
n=mn[l, f=f]1, Fezulti ci N* C F%, R[x]CF. .
-Urmeazi ci pentru orice polinom f = R[x] de coeficient dominant
pozitiv si pentru orice » = N*, avem < /, decarece —n + f « F*, si
“deci F nu este arhimedian. = - - ’
- 2). Conform implicatiei (AMS) = (AA) (vezi problema 26.) rezulti c3
F nu poate fi complet. Se demonstreaz cd mulfimeéa Q nu este densi
in F prin reducere la absurd, adicy presupunem @ densi in F. Atunci
pentru f = F% arbitrar fixat, ecxisti » e Q. 7r=mln, astfel incit
0<7<1)f. Avem 0 < 1/n < mln < 1/f, de undé rezulti # > f, ceea
ce contrazice faptul ¢ F nu este arhimedian, ) :
3) Conform 1) aritim cj orice cimp total ordonat F ce-1 confine pe
R ca ‘sub cimp propriu nu este arhimedian prin reducere Ia. absurd, adici
presupunem: K arhimedian. Cum R CF, si alegem fosF \.R; Deoarece
F este arhimedian rezalty ci existy # < N* astfel incit |f,] < m. Pentru
mulfimea E={x « R /% < |£,|}, avem E # @ si E este majorati su-
perior in R, decarece 0 < E, f, ¢ R implica [f,| = F% si u este majorant
al lui E. Urmeazi cj existi A=sup E  R. Cum A — [fol #0 s F este

arhimedian rezulti cj existi m = N* cu >F_7ITII >'0. Avem .
_ . . Rl 1Y
IA=1foll > 1fm, A > |fo]+ 1/m sau |, > A+ 1m. o
in primul caz rezulti ci A — 1 /m este majorant al lui E, contradictie
in al doilea caz rézulti ci A + l/m < E, ceea ce ccntrazice din nou cx .
A=supE. Deci F nu este arhimedian. '

1.32. Fie functiile f, g: R—R, fl, gle: Q—R, unde f cste continui
pe R, g este monotoni pe R, Sla(x) = f(x), glo(x) =g(x) pentru z = Q
(fla, glo sint restrictiile lui f, respectiv g la Q) si fla = glo- Si se arate

i f=g. o .-

R. Fie %, = R\ Q arbitrar fixat §i g crescitoare. Dedargce Q cste densi
in R (vezi problema 31.), i.e. § = R, unde Q={x=R|VV, V,NQ+0}
este inchiderea (mulfimea punctelor aderente) pentru Q-rezulti ci exista
S un sir (x,) cu {%,}CQ, %, < %, lim x, = x,. Conform enunfului

- 71— 00
(¢u g crescitoare) si unor proprietéti ale limitei avem f (%) = lim f(x,) =

7#—00.
In mod anaiog existd un-sir (y,) cu {y,} C Q, #, < Yu Hm y, = x4
astfel fhelt g(zo) < lim g(y,) = lim f(y,) = f(x,). Urmeazd c& f(xg) —

= g(%,) $i deci f = g. Se procedeazi in mod analog in cazul g descresci-

toare. . ’ . . o

1.33. Fie R cimp total ordonat -arhimedian (verifici axiomele de cimp,

de ordine si agioma Iui Arhimede. Si se arate cd: = . X
1) Orice mulfime de intervale deschise din R, disjuncte doui cite

doud este cel mult numirabili. ' o : : :

© +* 2) Mulfimea tuturor intervalelor din R cu capetele - rationale este

numirabili. - -
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R. f R fiind cimp total ordonat arhimedian este dens ordonat (vezi
problema 24.). Urmeazi ci din fiecare interval al unei mulfimi de in-
" ‘tervale § deschise din R, disjuncte doui cite doud se poate extrage (fiindci
existd) cite un numdar rat.mnal Prin acest procedeu se defineste o aplicafie

. injectivi de la J la Q. Cum @ este numarablla, rezultd cd J este cel mult
numarabili. :

2. Fie § = {J} multimea tuturor intervalelor din R cu 'capetele ra;io-
nale, unde J=<Ka by sau J=(—o0,a) sau J=(b o0) cu <:
=([.>:=),]5lebeQ, a<d Se defineste aplicatia f: ‘}—+Q><Q
pnn {a, b) s—»(a b), (—oo ay —(—a, a), <b, ©) — (—b, b) si se observi
cd este injectivi. Deci multimea % este cel mult numirabili. Cum co-
restncpa lui f, f: 3—f(7) este b1]ect1va, iar f(‘}) este infinitd, urmeaza
cd ] este numérabild. ‘ e ' .

1.34. L. Dacs A € B C §i A~C (mul;imilé A si C sint echipotente),
atunci B ~ C. - _ '

T. Relatia binari < definits prin., 4 < B ddaci existi o funcfie
de la 4 .la B injectivd’’ este antisimetricd Lema.si teoremalui Canlor—
Bernstein). ‘ : '

R. Observatie. 1)’ Dacid B~ C se mai spune ci B si C au acelasi cardinal i se scrie [B i=|C |

: 2) Relafia binard =¥ .este. o parte d produsulni cartezian U x U, unde U este un uni-,
vers de multimi care apar in descrierile matematice. Se demonstreazi ci = este o relatie
- de ordme totali (reflexivi, tranzitivi, antmmetxcé toteld).

- L. Prin’ 1p0teza existi o b1]ec1;1e f:C—A. Se demonstreaza echlpo-
tenta B ~ C in doud moduri:

1) Se construiesc pentru B si C doud reuniuni numarablle de mulfimi
disjuncte .care sint egale sau echipotente. Pentru aceasta se defineste
§1ru1 de mulfimi (C,) prin relafiile de recurenty C,=C, C, = B,

C,+2 = f(C,) pentru orice # € N. Prin inductie se obtine 1med1at ci $1ru1 '

- (C,) este descrescitor, deoarece C, 2 Cyp 5i Cp = f(Cpzg) 2 f(Cpt) = Crsre:
Se. mai - defineste sirul ‘de mulfimi (D,), D, = C,— 1\C,, pentru orice

n = N¥, d131uncte doui cite doud. Se noteazi E = M Cn mulpmea E fiind -

#neN .
dls]uncta cu once mul;xme D,, Se obseivi ca S
B =( NL{III n) U E (U D2n+l) (U D"n) U E
naN* #neN

C= ( U. D)UE= (U D2n+l) U ( U‘ D.,) UE.

. Folosmd propneta];lle 1mag1nu prmtr-o functie injectivi se obtine
-succesiV  Djyp3 = C2n+2\62n-1-3 = f(C2n) \f(c2n+l = Czn\czn-l-l) =
= f(Dz,,H) Deci Dy ~ Dy, ya, pentru orice #» = N, aga incit B ~ C.

: 2) Se construieste o functie g:C—~B bijectivi. In acest scop se
definegte sirul de multimi (C,) prin- relatiile de recurentd ‘C, = C\B;,

C, f(C,._l) c 4, pentru orice # € N*, Seia D= JC, , §i se observd

nGV
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cd D, B\ D formeazi o partifie a mulfimii C, adici C =DU (B \ »),

D N(B\ D) =@. Se defineste functia g: C— B prin

g ={f@ e =D o
- le, ¢ € BN\ D, unde g(C) = B deoarece f(C,) < A.
Pentru a aridta ci g este injectivi se iau elementele distincte ¢ st
¢; din C si se conmsideri cazurile: o _ :
a) o €D, ¢, D, in care gley) = fles) # £leg) = g(cy)
b) ¢; ¢€.D, ¢, D, tn care glc;) =c¢, # ¢, = gles);
¢) ey €D, ¢; ¢ D, in care g(c,) = f(c,) € D, gle,) =<, ¢ D;
d) ¢, ¢ D, ¢, € D, analog cu c).. < ' ,
- Functia g este surjectivi daci B = g(C). Seia b = B. Daei b = B\D,
atunci g(b) = b, deci b = g(C). In cazul '« D, exists » = N* astfel incit
b = D,, deoarece C, (| B =@. Din relatia C, = S(Cpa) rezultd ci eéxisti

- ¢ & C,_y astfel incit b = f(c). Urmeazi ci g(c) = f(c) = b deoarece c<D-

si deci b = g(C). Functia g fiind bijectivi rezulti ci B ~C.
T. Trebuie de aritat'cd dacd X <Y si Y < X, atunci X ~ Y. Prin
ipotezd existi functiile injective f: X — Y, g:Y— X. Conform proprie-
- tagilor imaginii prin f, g rezultd (fo g)(Y) = f(g(Y)) < J(X) € Y, deoarece
" g(Y) = X. Cum fojg este injectivi, urmeazi ci fog:Y—(fog)(Y)
* (corestrictia lui fog) este bijectivi, deci (fog)(¥) ~ Y. Conform L.

{(lema lui Cantor—Bernstein) aplicati pentru A-= (f og)Y), B=f(X),

C =Y rezulti ci f(X) ~ Y. Corestricia Iui f, f: X—f(X) fiind bijec-.

tivd, avem ci X ~ f(X). Relatia ~ fiind tranzitivi (deoarece compu-
nerea a doud bijectii di o bijectie) rezulti A X~Y. '

" 1.35. S4 se arate ci’ P(N) ~R (mulfimea pirtilor niultimii numerelor

naturale este.echipotenti cu mulfimea numerelor reale).. :

R. Se face observatia ci R ~ (-O,'l), deoarece existy cel putin ‘o bijectie
8:R— (0, 1) (de ex. 6() =%.(1;+ (14| x]). S

*  Este suficient de demonstrat echipotenta P(N) ~ {0, 1) folosind teo-
»rema lui Cantor—Bernstein (vezi problema 34.). Se defineste aplicatia g
F:P(N)=(0,1), X =0 oty ... ¢y .. unde ¢, =0 daci » ¢ X si
6n <8 daci # = X. Cu observatia ci daci doui par}i zecimale sint ‘egale,
atunci uha din ele se sfirgéste cu un sir infinit de:9 se obtine ci .F este
injectivi §i deci P(N) < (0, 1). Se mai definegte "aplicatia ; :

G:(0, )= P(N), % {101 4 x, n = N¥},

unde 0« %, %, X, ... %, ... este Treprezen area zecimald a lui x. Se arati

usor ci G -este injectivd si deci-R < P(N).

1.36. Si se arate ei R = {f: N—R, f (functie)} (mulfimea tuturor si-

‘r-urii;)r de numere Treale) .este de puterea continuului (RN echipotents
cu R). o R T

“R. Se arati ci R"~ R (R" este echipotents cu R) folosind teorema lui
- Cantor—Bernstein (vezi problema 34.). Inegalitatea R < R¥ este imediata,
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deoarece aplicatia F: R— RY ¢ — f este injectivi, unde f: N— R, f(n) =c

pentru orice # € N este sirul constant {c}. ‘

" Pentru a demonstra inegalitatea R¥ < R se construieste o aplicatie
G: RY — R folosind o bijectie f: R —¥[0, 1). Se consideri un sir f < R¥
si se noteazd 0(f(n)) = 0; CuoCui ... Car ..., pentru orice » = N. Se de-
fineste aplicatia G': RV [0,1), f=0, s;s5...58 ..., unde s;= ¢
dacd +=2"3" i 5; =0 daca ¢ #2"3" cu #u, k.= N. Se observi ci G’

este injectivd. Urmeazd cd §i aplicatia G = 673G/, G:R"—R este in- )

jectivd si-deci RY < R.

- 1.37. Si se arate ci Cr={f: 1] -—».,B/I c R interval inchis; f continui '

pe I} (mulfimea funciilor continue pe intervalul inchis I din R) este de
~ puteres, continuului (C? este echipotenti cu R). ‘

. R. Se arati ci C}~R (C} este echipotenti cu R folosind teorema lui
- Cantor —Bernstein (vezi problema 34.). Inegalitatea R < C7 este.imediati, -
deoarece aplicatia F: R— C}, ¢ —f este injectivi, unde f(x) = ¢ pentru:
orice x € I. Cum R¥ ~ R (vezi problema 36.) este_suficient de demonstrat

“inegalitatea .C§ < R". Mulfimea Q (N I este numirabili (Q fiind numjra-

N

bila); deci se poate scrie ca mulfmiea termenilor unui sir, fie Q N I = {g.}.
Se defineste aplicaia G: C}—RY, f — (f(g,)) si se arati ci este injec-

tivd. Se presupune G(f) = G(g) si se demonstreazi ci f = g pe I'\ Q. Fie
x = I\ Q, arbitrar fixat. Deoarece Q=R (Q este densi in R — vezi
problema 31.) si deci Q (I = I rezultd ci existd un §ir (7,), 7» < {gu}

" avind limita ». Cum f§i g sint continue in ¥, urmeazi ci f(x) = lim f(r,) =
P . n—00

= lim g(r,) = g(x)..

In final se face observajia ci daci I nu este interval inchis (deex. -

I este interval semideschis sau o mulfime care confine puncte izolate)
existd puncte in care funcfiile f i g nu sint egale (capitul in care [
este " deschis sau punctele izolate), deoarece in. general Q NI =2 (Q N I)’
(mulfimea punctelor de acumulare). o S

1.38. Fie 4 o mulfiine, nevids oarecare, P(4) m'ulﬁmea partilor sale si :

relatiile binare <, < definite prin _ )
»X Y ddaci existi o funcfie de la- X la Y injectivd”, respécttv
»X <Y ddaci X Y si X » Y (multimile X, Y nu sint echipotente)”.
S3 se arate ci 4 < P(A4). Si se deduci de aici cA N < R. i totodatd
nu existi un' cel mai mare cardinal. '

R. Se observi ci aplicafia {+}: A— P(A4), @ »{a} este injectivi si deci
‘4 L P(4). 4 » P(4) daci nu existd o bijectie intre 4 si P(4). Se aratd

prin reducere la absurd ci nu existi nici o surjectie de Ia 4 la P(4) (5i -

" cu atit mai mult nici o bijectie). Se presupune ci existi o aplicatié sur-
jectivi F: A— P(4). Se consideri B = {x € A[x ¢ F(x)}, B = P(4).
" Urmeazi ci existd a € 4, astfel incit B = F(a), deoarece F(4) = P(4).

Se cerceteazi daci @ € B. In'cazul a € B, din definifia lui B, rezulti

| _a ¢ F(a) = B, contradictie. Daci « ¢ B, atunci a ¢ F(a) si iardsi din
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defxmtla lui B rezulti a = B, contradlctle Deoarece ambele presupuner1
a B sia¢ B conduc la contradm];n presupunerea ci F este surjec-
tivi este falsa

Observa;m 1. Procedeul folosit mai sus poate fi numit ,,pe diagonald”, denumire care
se justificd in cazul particular 4 = N.

- Aplicatia F se reprezintid ptmtr-o matnce mhmtﬁ 'dé linie F(3) = (a ), unde ¢,j €N,
iar a, i = 0 dacd j & F(i) si a; = 1 dacd j € F(3). De exemplu, dacd F(l) este mulfimea
numerelor naturale prime, atunc:l linia a doua a matricii incepe cu 0111010160010..

Se defineste B={r & N » ¢ F(x)} = {n € N| ay, = 0}. Pentru orice n € N, B % F(n)
deoarece # = F(n) ddacd Apy = 1 $i Gy, = 1 ddacd n & B.

Se remarcd faptul cid elemetele lui B sint determinate de diagonala matricii, adicd
de ay, pentru n € N.

© In cazul particular 4 = N se obfine N <{ P(N). Cum P(N)~ R (vezi problema 35.)
rezultd N<R sau [N| < |R|, unde |[Nj, [R| sint cardinalele lui N, respectiv R. Pentru
orice cardinal «, se alege mulfimea 4 astfel incit |4 | = « §i atunci [ P(4)] > «, deci pentru
orice’ cardinal existi unul strict mai mare.

Observafia 2. -a) In teoria mulimilor existd o axiomi (independentﬁ de sistemul de
axiome Zermelo—Fraenkel la care se adaugi.axioma alegerii) numit¥ ipoteza continuului
generalizat (ICG) care afirmi cd succesorul unui cardinal se obtine® prm procedeul de mai sus,
(lumd mulfimea pirtilor P(4))..

b) In cazul particular 4 = N axioma (ICG) se nume§te ipoteza continuului (IC) i
se poate pune sub forma:

Orice submultime a Iui R este sau echipotenti cu R sau cel mult numdrabild,

1.39. Si se arate ci pentru o multime 4 = R avem relaﬁa
sup}x]_max{lsupA| |1anl} )

R. Prin defmltle avem inf 4 < x < sup 4, | x| max {(sup A, |1nf 4 1}
pentru orice x € A Rezulti

() sup | #] < max {lsup A, |1nf 4 |1

Folosim in continuare prOprietétile marginilor extreme i, diﬁ“~—| x| <
<% < || pentru orice 'x € A obtinem —sup |2] < —1nf|x| =
= sup(—lxl) sup x < sup[ x|\| sup 4| < sup | %], respectlv —sup | % |=

1nf( 2]) < mf x 1nf %] < 9up Jx |, han] sup [%].

b

Urmeaza
- (i) rmax {|sup Al linf AJ} sup |x|
Din i) 11) rezultd relatxa

sup |x| = max {|sup 4 | ]mfAI}

1.40. Si se arate ci pentru érice ¥ € R, n « N* are loc egalitatea

= [nx],

unde {a] este.partea intreagi a lui 2 « R.-
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- R, Deoarece egahtatea este evidenta pentru # =1, presupunem, in con-
tinuate ci # e N*\ {1}. Fie {x} = x — [x] partea fracfiondra: a lui
% <R cu {x} =[0,1) ({#} =0 ddacd x = Z).

Conform axiomei 1u1 Arhimede (vezi 1.23.—1.30.) mu11;1mea. '
M = {p e N/n{x} < p} este nevidi. Urmeazi ci existdi m = min M,

m < {1, ..., n} astfel incit ~{x}e["'-l 2. avem x_l_k—-l o

n

= [x] + ({}+-257), unde. x4 2oL [t m+k—l) Se
.observica[x_{_k—‘] =1, & = {1, e B—m +1}

xl+LkEke{n—m+2 ..., «n}
~ Se obtine .

(T iy o PR T R S [P TL
= h=n—m+2
—("—m-i-l)[x]‘f-(m— (%] +1) =[xl +m—1,
n[x] +m—1 < [nx] = [n[x] + n{x}] = u[x] + [n{x}] < n[x]+m,
' [nx] =n[x] +m — 1.
FEgalitatea se verifici ugor in cazurile parficulare remarcabile {x} =0,
{x} = (O, ,i) ,(pentru m = 1) si respectiv {x} < [”_ , l) (pentru m=wn).

1.41. Se considerd C} mul‘pmea functiilor contmue pe compactul I < R.
Si se arate ci d:CY X Co —R,

[ f(x) — 8] S
d(f, g) =\ —L2—""1 _ dx este o matricd in Cj.
(/. & § 1+ 1 (%) — g e

" R. Aplicatia d estc metrici (distantl) in Cj daci verifici axiomele .
1) Pentru orice f, g = Cy, d(f, g) >0 si d(f, g =0 ddacid f=g;
2) Pentru orice f, ¢ = Cy, d(f, g) = d(g, /) ;
3) Pentru orice f, g, h € C3, d(f,.k) < d(f, g) + d(g, ).
. Pentru orice f, g € C7 avem
1f—gl ng’ |f—egl >Ope I,
1+ 1f—gl 1+|f—egl :

" deci d este corect definitd si d: Cp x C;—R,. In continuare 1), partea
a doua, 2) si 3) se verificd folosind propnetatlle modulului.

142, S3 se arate ci daci (E, d) este- spatlu metric, atunci (E, 4y),
1 € {1, 2, 3 4} sint spatii metrice, unde:

1) d, =

I+ d
)dz—da,“e(o 1)
3)'d,=1n (1 +4d- :
4) dy =min {d, c};c: E X E—RY, ¢(x, y) = ¢ este functfia constantd. -

- .3 — Probleme de analizi matematici ’ 33



R. Aplicatia @ ver1;f1c5. axiomele . :
Al) Pentru orice %, y< E, d(x, y) > 0 si d(x y) =0 ddaci x—-y,
A2) Pentru orice x, y € E, d(x, y) =d(y,
A3) Pentru orice x, y, 2z € d(x, 2) < d(x, )=+ d{y, z)
1) Al) (pentru d,) se venf1ca imediat, cu observatia ci pentru orice
%, ¥y € E, daci d,(x, ») = 0, atunci d(x,: y) =0 si deci x = y. Ev1dent

daci d verifici A2)Jatunci si d, verifici A2). Din inegalitatea - <
v : ! ' . a
's‘lib ,0<a<bgsi A3), pentru d, avem
dn, 2) = 0D o dmytap . dx )
n 14 d(x,2) - 14dxy) +d.2)  1+.dx )+ do, 2)
 dy, ) d(x, dy,z) .
422 <oy W _ iy, ) + di(y, 2)

14 d(x,9) + dly, 2) . Lt d(sy) 1+d(y,z> ,

pentru orice x, ¥y, 2 € E. : i :
~2) Analog cu 1), axiomele Al) si A2) se verifici ugor. Pentru
a < (0, 1) avem inegalitatea :

i) (@a+0)*<a*+0% a0k .
Intr-adevir, dacd a = b = Oavem egalitate. In caz contrar se imparte
prin max {a, b}eR% si se ajunge la inegalitatea (1.4 2)* — 2*—1<0,
xR, care este adevaratd deoarece functia f:R, —R, f(x)=
= (1 4+ x)* — 2% — 1 este descrescitoare (f’(x) = «[(1 + x)"‘_1 — 2 71]<0
pentru x = R% si f(0) = 0). Din i) si A3) pentru d se obiine
d o(% 2) = [d(x, 2]* < [d(x, 3) + d(y, 2)]° < [dx, 5" + [y, "=
= dy(%, y):'—}— dy(y, z) pentru orice %, ¥, z < E.
3) Axiomele Al) si A2) se verifici usof cu observatia ci pentru orice

%, y €.E, dacd dy(x, y) =0, atunci d(x, y) = 0si dec1 x =3y. Din pro-
prietétile functiei n si A3) pentru d avem .

dy(x, 2) =1In [1 + d(x, 2)] <In (1 + d(x, 9) + dly, 2)
4 <In [[14d(x, 3)][1 + d(y, 2)]] =In [I'+ d(x y]+
-!— In 14 d(y, 2)] = dy(%, ¥) + dg(y, z), pentru orice %, 3, z € E.

4) Aﬁoﬁele Al) si A2) se verifici usor, cu observatia ci pentru orice
%,y € E, dyx, y) =0 ddaci d(x, y) = 0.. Folosim incgalitatea

ii) min {@ + b, ¢} < min {a, c}+m1n{b ¢}, a, b, ¢ = R, care se ve- .
rificd usor m ca7ur11e ¢ <'min {g, b}, min {w b} < ¢ < max {a, b},
*© max {a b} <c<a+4b a+b<c Din ii) si A3) pentfu d, se obtme

‘dy(x, z) = min {d(x, 2), ¢} < min {d, (¥, ¥) + d(¥, )', ¢} <
< min {(@(x, 3), o} + min @y 2), ¢} = dulx, ) + dily, ),

pentru orice x, y, z € E.
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- 1.43. F1e (E a) spa;xu metric §1 SRy —~Ro funcpe care venfma‘ pro-
prleta]nle

Pl) f este strict crescatoare pe R, ;

P2) f(0)=0; . o

P3) f(a + b) <f(a) + f(b), unde @, b = R,.

Sd se arate cd (E, fod) este spafiu metnc ’ -

n. Apllcatla @ verifici axiomele ' N

Al) Pentru orice %, y € E, d(x, y) O si d(x y) =0 ddaca x —-y,i

. A2) Pentru orice x, y € °E, d(x, y) =d(y, %

A3) Pentru orice %, y, z € E, d(x, 2)-< d(x, ) +d(y, 2). -

Urmeazi cd aplicafia # = f o d este corect definiti. Din P1) se obtme

cif:R,—~R,. Daci x=y cu z< E, atunci conform Al) i P2) rezulti

hz, y) f(O) =0. Reciproc, dacd pentru orice x, y < E, h(%, y) =
= f(d(%,-y)) = 0, atunci d(x, y) = 0 deoarece f este 1n3ect1va. (conform
Pl)) si deci x =y (conform Al)). Am demonstrat .ci aplicatia % este
;:orect c;,eflmta si verificd Al). Evident % verificd 51 A2), deoarece d veri-
icd A2)) : v

Pentru orice. x, y, z € E din A3) -pentru d P1) si P3) avem
Wz, 2) = fld(x, 2)) < fldlx. 3) + dy, 2)) < fldl, )+
+ /@y, 2)) = h{x, 3) + ky, 2).

Rezultid ci (E, h) este spapu metric.

) 1.44 in spatml metnc (E, d) se. deflne§te apl1ca1;1a f:E—R,,
x— mf d(x, y) (distanta de-la mulfimea 4 C E fixati la x '€ E).

Sa se arate ci pentru orice %, ¥ < E are loc inegalitatea

R [f(x) —f) | < d(x, ).

R. Aplicafia d verifici axiomele
1) Pentru orice x, y € E, d(x, y) O:;Ld(x y) =0, ddaca x—y,
'2) Pentru orice %, y €'E, d(x, y) = d(y
3) Pentru orice x, y, z € E, d(x, y) < d(x, + d(y, 2)

. Conform 3) avem d(x, 2) < d(x, y) +dly, 2), dly, z) a(y, »
T+ d{x, z), penitru orice %, y, z € E Din (1) si propnetaj:lle marginii mfe-
rioare se obtine f(x) < d(x, y) + f(y), fy) < d(y,” x) + f(x).

in fmal prm aplicarea axiomei 2) rezultda —d(x, y) < f(») —f(») <

d(x, 3), | f(x) = f) | < d(x, p).

1.45. Se considers mul;mule A CR si 4’ <R (mu{,cxmea punctelor de
acumulare pentru .4). Si se arate ci dacid A csta finitd, atunci 4’ este
vida.

R. Prin definitie 4’ ={x = B/VV,,, V.N4 \{x}#@} Consideram
©o enumerare a mulfimii 4, fie 4 = {x,},c,, I =10, 1 .. .',
neN*\{1}. Cam R=AU R\ 4), 4'= (4 N4)U R\A)),
T A4'N4N R\A Qﬁ examinim cazurile . - :
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1) 2; € A N A’, © « I arbitrar fixat, caz in care existi vecinitatea
simetricd V,, = (x; — ¢, x; + eh cul<e< mln | ; — x|, astfel mcﬂ:
j, ke

VN4 = {x;} si dec1 % & 4, ie. AﬂA'——Q

2) x = (R\A) n A’ arbitrar fixat, caz m care existi vecmatatea
simetrici V,=(x—¢ 24¢) cu 0<e< mm [x — x;|, astfel incit

V.NA =@ siiarisi » ¢ A', adicd 4’ N (R\A = 0. Rezults 4’ = @.

-1.46.. Fie mulfimile 4 C‘_‘R si A’ € R (multimea punctelor de acumulare
pentru A) 'si elementele = inf 4, M = sup 4. Si se arate ci .
+ 1) Daca m, M-¢ A, atunci m, M = A’,
2) Dacd A este inchisd, atunci m, M e A.

R. 1) Prin definitie A4'={x e R/VV,, V,NA\ {x} #3} Avem
(m =inf 4) « (i1 si i2), unde :

il: Vx € 4, m < z,

12: Ve> 0, 3x, € 4, m < x, < m + e (vezi problema 20.): o

CummqéA seob;mex,;ém %, < (m— e, m+ e). '

Cu observaj;la cd, pentru orice V,, existi e> 0 astfel incit
(m—c¢e m4e) CVpu rezulta. m = A’. Analog se arati ci M = A’.

2) Avem A4’ c A,unde d = {x e R|VV, V., N4 # O} este multlmea.
punictelor aderente pentru ‘A. Daci A este mchlsa ie. A = A, atunci
A’ = A. Conform 1), in 1poteza m ¢ A urmeazi m < 4’, contradlcjae.
Analog rezultd si M « A.

1.47. a) Pentru orice douid numere reale x, y se noteaza d(z, v) =
= |arctg x — arctg y|. Sdsearatecafunctiad: R X R— R, astfel definita
este o distantd pe R si ed, relativ la. aceastd distants, §1ru1 (%4), xy=m,
n > 1 este sir Cauchy, monoton §i mirginit si totu§1 nu este convergent.
b) Fie mulfimea X = {1, 2, 3, ...}; pentru orice %, y- X notim
d(x, ¥) =|1/x — 1]y|. S& se arate ci'd este o distan{d pe X; este X
spatiu metric complet? (Concursul Tr. Lalescu, 1979, etapa Jocals LP. B.).

R. a) ‘Functia &: R X R— R, verifici axiomele .

1) Pentru orice %, y € R, d(x, y) =0 ddacd x = y;

2) Pentru orice x, y = R, d(x, y)'=d(y, x);

3) Pentru orice x, y, z = R, d(x, 2) < d(x, y) + d(y, 2).

Urmeazid ci d este dlstanta (metricd) pe R. Evident sirul (x,) este
monoton. In plus este si mirginit deoarece pentru orice # = N¥, d(x,, 0) =

= |arctg n| < /2.

Cum functia arctg x:R— [-—1:/2 w[2] este crescitoare, pentru orice

n, p € N* avem

‘1

d(%y14, %,) = |arctg (# —arctn =arct—3_=',
(%t ..)‘ L ctg ( fzﬁ) retg n | v,
= afétg—L < arctgi .
- 1+ n(n + p)

Conform axiomei lui Arhimede pentru 1; tge € R% (cu 0 < e < =/2)
rezulti cd existi # = N* astfel incit #ntge> 1. leam rangul N(e) =
= [lftg e] 4+ 1 si deoarece’ funcj;la tg: [—=n/2, n/2]—R este crescitoare,
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obj:inem- ci pentru orice #, p € N*, n > N(c) implicd d(Zu+p %) < €
deci sirul (x,) este Cauchy. Daca sirul (x,) este convergentin (R, d), atunci.

existd %, < R, astfel incit lim d(x,, %o) = 0. Avem d(x,, %) = |arctg n—

700 .
_ - - . 1
—a = |arctg =—2° | = arct 2= % lim d(x,, x,) = arctg—-
retg %) | | & |~ BT e (% %c) 8-

L
Rezulti %, € {—o, o}, contradicjie. Urmeazd ci spafiul metric (R, @)
nu este .complet. : o
b) Aplicatia d:X x X—R,. verifici axiomele? 1) — 3), dcci este
distants pe X. Fie sirul (%), 7, =n, » < N*. Pentru orice #, p € N*
n+ P n n
- Conform axiomei lui Arhimede pentru e 1 € R, existdi # e N¥,
astfel incit #e > 1. Fixim rangul ‘N(e) = [1/e]+ 1 §i objinum cd pentru
orice #, p € N*, n > N(c) implici d(%n4p, %,) < e, deci sirul (x,) este
Cauchy. Daci sirul (x,) este convergent in (X, ), atunci cxistd x, € X

astfel incit lim d(x,, %) = 0. Avem
7= 0

avem d(Xyip %) =

7—400 73— 00 B
Rezulti %o € {—o0, o} contradictie. Urmeazid cd spatiul nctric
. (X, d) nu este complet. . .



CAPITOLUL 2
SIRURI SI SERII DE NUMERE

2.1. Si _se studieze plecmd de la deflmf;le convergenta sirurilor (a,) cu
termenul general respectlv

1) a,=1/n; . :

‘2)a,‘—z,xeR S

3) a"—Jx,xeR“ = {r = Rfr > 0}.

R. Pentru studiul convergentel sirurilor (a,) se foloseste defmltla cu e:
def

(Ela = lim a,) < (Ve > 0 AN(e)eN, VreN, (n > N(c) = (ja, — a|<e)).

11 =00 . .
In fiecare caz se alege a sise determini pentra e > 0 arbitrar fixat, rangul '
N(e), astfel incit pentru #» €N, # > N(s) |a, —a] <e. '

1) Se ia a= 0 i se aplici axioma lui Arhimede (AA) pentru €,
1 eR%. Rozulty ci existdi N = N*, astfel incit Ne > 1. -Se alege-
N(e) = [1fe] + 1. T

2) Se discuti cazurile

2.1) | x| < 1, pentru care se ia a = 0 si se aphca AA pentru —-lg g,
) —lg | x| =R%. Urmeaza cd existd NeN*, astfel incit —N1g | > —lge. .
. Se alege N(e) = [(Ige)/ig | x| + 1.

22) x> 1, caz in care se ia a4 = o0, Definitia cu ¢ devine:

(lim 2, = c0) < (VM < R%, IN(M) <X, Vo <N, (n > N(M)) =
n-&oo . .
= (¢, > M)).

Se aplici AApentru 1g M,1g x <R%. Se obfine N(M) (lg M/lg ¥+1.

2.3) x < —1, caz care’ se reduce la cel precedent lumd y=—x.
Se obtine y > 1, hm y = oo, multimea punctelor limiti £€(a,) = {—o0, oo}.
~Dec1 sirul (a,) este dlvergent . ' '

3) Se discuti cazurile: :

31) x <1, cazm careseiaa =1, se aphca AA pentru €, X — 1<R%.

Se obtine N(e) = |Z= 1] + 1. ~ Pentru neN, n> N(e) conform inega-

lititii lul Bernoulli se obtme succesiv_x < 14 ne < (14 e 1—e<1<
<, <1 +4e . :
32) x =1, evident lim g, = 1.

n—0Q
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3.3) x <1, caz care se reduce la 3.1) luthd: =1k

1-Vy| _ 5
f/‘~ <li7y -1l <.

2.2, Si se arate ci pentru orice §ir' (x,) cu propri'etatea“~‘

1

© Se obtine |a, - 1] =

Cqe e AR VL L g0 % X,
Hm (%, — 2,-2) =0, avem lim it Fny =0.
700 . n-soo n e

R. Solutza 1. Conform definitiei cu ¢, pentru un §ir'’(x,) cu pl:oprietate '
- lim (%, — x,,_z) =0 avem ci S ’
Ve>0,3N,(e) N, Vu <N, (n Ny(e) & (—ef2.< _x,,'—"x,,_.z <¢f2).
Se obtme succesiv

. Lo N
3 . . v t -
”

Zn — XN, = 2 (3 — xk—l) = E (xk — Xp—2) 2 (Hrl1 — X 7) =
i =A k=N +1

7%

(xk — xh-2) — xn—l + Nty
£, e

— = Ny) < By o+ Hinmy — ’xN + xN,_l) <=

r—i(l——‘)< ”“"\"‘— il RS 1——

2 ‘n )] n n. “n i
R AR o

Deoarece lim St G == 0, -avem ci

1 — 00 .n

INy(e) €N, V¥ <N, (z > Nz(s)) = (—- £ <.& <%)
- ' . ' i " o

g), Ny(e)} rezulti. ci

vn <N, (n > N(e)) ;{‘_e <t 2y + Ay

, deci lim —2—~%L = (,
N 2 f7—0 n

Pentru N(e) = max {IV,(

Solutia 2. Conform lemei Iui Stolz, pentru un sir (x,) cu proprictatca
lim (x, — x,-2) = 0

se aleg §1rur11e (an), ay = %, — Xp—1,. (b,), by =mn
n—00 B .
(crescdtor si nemdrginit) si se obfine ci
. ' . . Gy — . . ]
lim 22X %t fim 2 = fim " % i (% — Zpaz) = 0.
78— #n n-+00 b” 73— 00 b;; -

n—1 n—0

Exemple : Slrul (%4), %5 = (—1)" + 1/n are mulfimea punctelor hnnta
£(x;) = {—1, 1}, deci este divergent (nu are limit3).

Se verifici insi usor ci lim (%, — %y—2) = Hm (%, + %, ,)/n =0..

7=00,

Analog, pentru sirul divergent (care are 11m1ta.. mﬁmt.a) (xa),.
=vVn+1n '

#— 00
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2.3. Si se calculeze lim'¥n.
. . ”—QQ. . ‘

R. Solutia 1. Considerim lim xV*. Cu observatia ci sint indeplinite con-

. X—00
ditiile din ipotez3, aplicim regula lui I’Hospital in.cazul oo® Se obtine

Lo . lim (1n %)/ lim 1z
lim U = lim s =" =¢ @ =1
X =00 ) .
Rezultd lim % = 1. Pentru a evita folosirea derivatei unei functii
E 2N Y . . =

este preferabili : _ :

Solutia 2. Cu observajia ci y¥n >'1, se noteazd ¥n=1+ a, unde
a, € R,. Se obfine n = (1 4 &) = E Chalk > "—(n;_—l)-“ﬁ, ap <
: k=0

. Conform criteriului majoririi, rezultd lim «, =0 si deci lim ¥n = 1.

n -+ . . =00

n—1

2.4. Si se arate ci daci (a,) si (bs) sint siruri Cauchy in spatiul metric
(E, d), atunci sirul (d(a,, b,)) este convergent (vezi 1.47.).

R. In spatiul metric (E, d) se noteazi §g, €z clasa sirurilor fundamentale
{Cauchy), respectiv clasa sirurilor convergente. Prin definitie, (x,)=&Fz <,
< Ve>0, IN(c) €N, Vu, m €N, (n, m > N,(e)) = (d(x,, %n) < €/2),
unde % e {a, b}. Deoarece F = Cr, este suficient de aritat ci (d(a,, b,)) € Fr.
Conform proprietitilor metricei d, avem : :

* @y, 0,) < Aan bp) + Abw ba) < d(2n @) + d(am, bs) + ABm, b

deci d(a,, b,) — d(a,, b,) < d(a,, a,) + d(b,, b,). Prin permutarea lui »
~cu m sialegerea rangului N(c) = max {N,(¢), N,(¢)}, rezulta ca. | d(as, ba) —
- d(a;m bm) | <e ’ . : :

2.5. S4 se calculeze lim #"/2", .»'qnde P < N¥ = NN\ {0}.

R. Solutia 1. Considerim lim x’/2". Cu observatia ci sint indeplinite con-

X ~»00

ditiile din ipotezi aplicim regula lui I’Hospital in cazul oofco:
b p—1 . : . . '
lim X~ =-2 1im X . In continuare se aplici regula lui I'Hospital de
xa00 9 In2 240 9% ' ’ B
‘incd p — 1 ori, conditiile din ipotezi fiind indeplinite la fiecare pas. Se -
4 e “nf ) .
obtine lim 2 _ 2! lim L = 0. Rezults lim = = 0. Pentru a evita
za00 2% (In 2)P 3 9% ‘zeos oM

folosirca derivatei unei functii, este preferabild: _
Solugia 2. Se procedeazi prin inductie matematicd. Pentru p = 1 i siru-
rile (a,), a, = n, (bs), b, = 2" (crescitor si nemdrginit), conform lemei
- . . - .1 g .
lui Stolz, avem: lim Sn — lim & "% _ fim — =0. Se presupune ci
o0 by 10 byyy — by naoo 2 . .
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: . : o )
lim -”; =0 pentru k < p. Se aplici lema lui Stolz pentru sirurile (a,),
7-=+00 : . : .

a, = nt, (b,,), b, = 2. VSe 'ob1:_ine

2.6. Si se examineze convergenta sirului (a,) definit de relatiile de recu-
renté a4 = 0, azm= ‘é‘ a2m;b Aom+1 = Aam + —2' , m = N¥,
_ R. Solutia 1. '£(a,), multimea punctelor limitd se obtine ca mﬁltimea limi-

telor subsirurilor convergente care se pot extrage din girul (a,), respectiv
subsirurile (@m4+1) §1 (@2m). Relatiile de recurentd pentru subsirul (asm41)

A 1 3
sint 4, = 0, azm41 =5 +;a2m_1. Se obtine
1 1 1 1 1
a _ —_— Aoy ] == = -—_ —_— Aoy g = ..., =
2m+1 2+22m1 2+2=+2= 2m—3
m ' m ' R
' 1 1 1 1 .
=) —F+—g, =) —=1——, lim a =1,
‘ 2’*+ 2™ :;12” 2" e

Relatiile de recurentd pentru subsirul . (as,) sint a, =0, ag, = 2L +

+—; Aam—z. Se obfine as, = % +%a2m—2 =_% + —;—s +-;—g Tommt = . =
= i i,, + 1 a, = i 1_1_1 '(rezultat ~care se obfine direct
fohob | ogmm1 T2 T L BT g ;. :
din relatia ay, = -;—'c;z",_,)‘, lim a,,, =% . Tn final, £(a,) = {1/2, 1},
. m—c0 . .

lim 4, = inf £(a,) = 1/2, Tm a, = sup £(a,) = 1, deci girul (a,) este

75— 00 : %— 00 , . e

divergent. S ‘ 3
Solufia 2. Se presupune ci sirul (a,) are limits, deci existi a = R,

a = lim a,. Dacd a = R, trecind la limit4 in ultimele doud relafii de recu-

700 \ .
rentd din enunt, rezulti un sistem de doud ecuatii cu o necunoscutd incom-
patibil. Daci @ = oo (2 nu poate fi — oo deoarece in relafiile de recurentd
apare 0 5i operafiile de adunare §i inmulfire), ar rezulta cid sirul este .
nemdrginit, ceea ce contrazice faptul ci @zmi1, @am (calculati la solutia L)
.verificd inegalititile 0 < agmy; < 1, 0 < a2, < 1/2. Rezultd cd sirul (a,)
nu are limitd, deci este divergent. I

‘2.7, Fie numirul ¢ dat ca limita sirului (a,), a, = (1 + 1/#)"
1) Si se arate ci sirul (b,), b, = 2 L are ca limitd numérul ¢;
) =0 kI

2) S3 se demonstreze inegalitatea ¢ — b, < 1/nln;
3) Si se deducd ci e este un numir irational.
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‘R. 1) Pentru # & N arbitrar fixat, folosind binomul lui Newton, se obfine

IO

k=2 . k) © k=0 kI

. ” . : h

a, =2, Cnt=24
#=0

Pentru » N fixat',‘ m < N arbitrar fixat, m > # rezulti

2= (=22

‘a"'=2+n2=:z . T >
s 1 2\ E—1
>2+§,.3 (1-—;][15-;2!...(1-. —~ }

k=2

sau, trecind la limiti, . -

= lim a,,,>2+1imE

00 Mmoo k=2 k!

In concluzie a, < b, < ¢, deci lim b, = e.
7—00 .. . .
2) Pentru # « N fixat, m = N arbitrar fixat, m > - se evalueazi
k . m—n

bm_'bn=.. i—l—=_1.2 1 .<_1_2 1

5]
E=n+1 k1 n! k=t i=1 n i \.vn! E=1 (n + g

nl 1_'_ 1 nin
- “n+t1 .
Trecind la limitd, rezultd lim (b, — b,) =e — b, < 1/nln. .

- 3) Se presupune prin reducere la absurd cie = Q, ¢ = ?lg, pe Z,
e= N¥; deoarece 2 <e¢ <3, avem p, ¢ = N* \\ {1}. Din inegalitatea
g — b, < 1/n!n pentru # =g, se obtine succesiv
: R . \ ‘
1 1 gl _ 1
0<2-_3 Ll o<cpg—11p—_ Ll 1
© g &Eﬂk!.\q!q' <(2_ )P k};lkl\q< ‘
Am gésit un numir natural situat intre ‘0 si 1, contradictie.
2.8, Si se arate ci sirul de numere reale (x,), definit de relafiile !
Xy = % (x;,_l“-l; a[%y—1), » < N¥, iar x, = R%, a.< R} fixafi,

este convergent si si i se cai_lculez'e limita (Formula lui Heron).
R. Deoarece x,, ‘2 = R} se obtine prin inductie ci pentru orice # < N,
Z,eR%. In plus, x,—%,_; = % (x,,_, + = ) — Xpoy = "

(a—22_,) <0

X1 Xp-1a -
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~ deoarece trinomul de gradul doi in x,_1, ¥2_, —2%,%,_;+a=0 are radici-

nile reale. Rezulti ci sirul (x,) este convergent (descrescdtor si minorat

de 0), deci existi x = lim x, unde x € R,. In final se trece la limiti in

: 7= 00 - . v‘ . . e - \. . e

prima relatie de definitie folosind proprietiti ale limitei i se obtine 2% = a.
Deci x = s/a. Se observi ci pentru ‘a «'R% fixat, prima relatie de defi-

nijie di aproximatii succesive rationale pozitive ale numirului JE = R%,

unde aproximatia %, este un.numdr rafional mai mare decit Ja, iar

Ja<x;;<xo,ﬂeN*- ’ ’

2.9, Si se arate ci sirul de numere reale (x,), definit de relatiile x, =0,

1 : o ) .

Xy = Xp_1 F 3 (@ — 22_,), » = N* iar a [0, 1] fixat, este .convergent

si si i se caleculeze limita. '

* R. Deoarece .trinomul de gradul doi in =%,_;, 22, — 24,1+ 2x,—a=0

" . obtinut din prima relatie de definifie are ridicinile reale, rezultd ca’

a+1

» - . a . » -
X < 1. Se observd cad %, = 2 > 0 si se presupune adeviratd

inegalitatea de la 1 la pind # — 1. Se obfine

1 1. ’ ' )
Xy = 5 a -+ x,,_l(-l - x,,_l) > % > 0, deoarece

1 1 .
l—zx”_1>1—a+ '=3 d

2 . 4 4 >.0.

Prin inductie s-a . demonstrat.ci pentru ofice neN*\ {1}, x, > a/2 > 0
- §i deci %, E[f L
restringe intervalul la [4/2, 4/a), unde @ # 0. Se observi ci x, = a2<Afa
si se presupune adevirati inegalitatea de la 1 pind la # — 1. Revine la
a arita ci a3, — 2%, + 2\/5 — a > 0, inegalitate adeviratd pentru
%u—1 € [a[2, Afa). In plus, %, — %,_, > 0. Rezulti ci sirul (x,) este con-
_vergent, fiind monoton si mirginit, deci existd x = lim x,, unde x = R,.

]C [0, 1]. In continuare, prin aceeagi metod3, se .

-In final, se trece la limitd in prima relatie de deﬁ,x'x_i'ge folosind proprie-
titi ale limitei §i se obtine a2 = @, deci x = sfa. Se observd ci pentru
a < (0, 1) fixat, prima relatie de definijie di aproximatii suecesive ratio-
nale pozitive ale numirului 4z (0, 1), unde prima aproximafie este -
0 < Ja. ' : :
2.10. Fie universul % al mulfimilor, inzestrat cu relafiile = (egalitate),
€ (incluziune), ~ (echipotentd), definitd prin A4 ~B dacd intre 4 5i B
existd o bijectie, g (cardinal mai micd), definiti prin 4 < B ddacid 4 este
echipotentd cu o submulfime a lui B (sau intre 4 si-B existd o funciie -
injectivi). : : : SRR

1. Pentru mulfimile de giruri de numere reale A = {(a,,)l (2;2) des-
; , ; N :
crescﬁ.tor}, B = {(b,) / ¥m; n & N*, buis < b, + b, (proprietate de sub-

) _ ' ' 43



aditivitate)}, C = {(cn) / limf’-:'- = inlf {ﬁ}} si se arate ci sirul finit
# =00 - neN* {

(4, B, C) este ) . '

a) strict crescitor in sensul relatiei <; :

~ b) stationar (constant) in sensul relafiei <, odatd cu sirul (4, B, C, R).

9. S& se reformuleze punctul 1, daci mulfimea B se defineste cu
ajutorul ' proprietitii de supraaditivitate, buin > bp + b

3. Aceeasi cerere ca la punctul 2, in cazul proprietdtii de aditivi-
tate, bm+n = bm + b, . ' '

4. Aceeasi cerere ca la punctul 2, pentru mulfimile 4, = {(¢,) din
R/(a,) monoton}, B, = {(b,) din R/(b,) verificd cel pufin una din pro-

prietigile de subaditivitate, supraaditivitate, aditivitate, -C, = {(c,,) din

R/3lim 2 e{inf {‘_} sup {”_}}
a0 7 .IneN* | n neN* | 2
R. 1. a) Aritam ci- 4 C BCC, cu mentiunea cid mulfimea A_este
nevidi, deoarece contine mulfimea {(c#)/c = R, }, evident nevidi. Ince-
. pem prin a considera (a,) € 4 cu (), %, = I n e N¥ descrescitor ;
: n .
avem  Guip =, (m + ”) Xman = MAyiy + BApgy S MAy, + nx, = Aoy + a,
deci (a,) = B si A < B. Totodata dacd (b,) = B, cu b, € R_, atunci sirul”
(b,) este descrescitor, deoarece b,y — b, <b; < 0, » = N*, fara ca sirul

b w . w Y s oA
( n) s4 fie neapirat descrescdtor (si in general monoton — conform

n . .
proprietitilor numerelor reale) si deci AC B; in particular avem

P ={(—n), « >1, (|sinny |),y € R\ {krjk = Z}} C B\ 4. In conti-

. - : (R v LYy . [ . b
nuare considerim (b,) € B i ardtim ci existd lim — = inf £ (= b).-
: n—ow - peN* B

Deoarece ‘cazul b=oc nu este posibil (deoarece sirul (b,) devine sirul
constant (o) din R\ R), rimin dé studiat doud cazuri: cl1:b<R si
2:b = —oo0. In'qazul ¢l s'e‘_fo'lose§te proprietatea de caracterizare a lui
infimim fn R, "bi’#’inf'{%};»,(il!‘ si 12), cu dlrVneN% b <22,
DT . geN* |’ A P . S on .

12: YeeRY, :Bm,eﬁ?‘f;;b:ls L3 < b+ g, Pentru  nm = N* arbitrar _fixat,

. . Cy it ae e d W . - L .
identitatea impdrtirii.cu \test a Iul'% ta m-ddmi=gm + 7, unde g, r&N,
. : LR T R e ; ’ Y : ¢ .

. i Foliowna Lo S R IR AL, S N DR b
r<.mi.Se. obfine,; SHORSIY [t I £ Momr QL KR4
" : i s ”n B IRV Y S PP n »

b, _ b b . . by
<O @ % Deoarece n—o0 ddacid ¢ — oo, iar lim 2= 0,
. . . nac0 N

T T e qm‘-l-r,, B v antienthioar 0w . b
prin. trecere ild: limith i ultimai; dubli inegelitate obfinem lim 2% =d.
Loofey R o ’ nooo 7 .

_T,p. 'éaz{ﬂ#cZ seprdc’é.ﬁé%'zg \iﬁ’nibd ‘analog, "cu menfiunea ci in
R=RY {—o, o} axioma marginii ‘'supericare (AMI) devine AMI(R):
,,Orick miulfime nevidi admite infimum’, deoarece in R mul{imeéa mino-

arntilor- oricirei multimi confine “cel ‘pufin “elementul —oo. Urmeazi cd

"B €y chiar: B:iC," deoatece {{-..—n?ff“%- -l—vJ‘,‘(arctg ), (In n.)} —_C\ B.
. . ] C . . h T
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Observim ci incluziunea. B C C se probeazi pentru mulfimea P, adici
avem si PCC. A " B

) Sirul (4, B, C) este stationar, odatd cu sirul (4, B, C, R) ddacid
A ~B~C~R. Funcjia R, =4, ¢+~ (a,), a,'= c este corect definiti,

" deoarece (ﬁJ este sir descrescitor si injectivd, deci R, %< 4. Cum functiile
n . : .

de incluziune sint §i ele injective §i in plus CC RY={/:N Q-»R} avem
R xALB<LCX R". Deoarece R, ~ Rsi RY ~ R (vezi problema 1.36),
conform tranzitivitifii relajiei < si in plus antisimetriei acesteia (afirmati
de teorema Cantor—Bernstein, vezi problema 1.34) rezult¥® echipoten-
telle A~B~C~R.

2. In cazul proprietitii de supraaditivitate enuntul rémine acelasi,
pentru  mulfimile 4 = {(a,,)h%} crescétor}, B = {(b,)/Vm, n<N*
"Bpsn > by + b, (proprietate [de supraaditivitate)}, C = {(c,,)[ 3 lim 2 =

n0 7

- = sup {-c—”-}} Rezolvarea este aseminitoare cu cea de la punctul 1.
neN* | # .

3. In cazul proprietafii de aditivitate mulfimile 4 = {(a,,) / (ﬁ) sta-
. . . ) n .

gionarl, B = {(b,)/Vm, n € N¥ buy, =bu +0, (proprietate -de aditivi-
tate)}, C = {(c”)/‘inf {ﬁ} = sup ﬁ}( = lim -cl)} devin egale cu multi-

. meEN* | B neN*I R Iy n
mea {(cnjc € R}, asa inc¢it punctul l.a devine 3.a) stationdr in sensul
relatiei <. Punctul 1.b ridmine acelasi, dar cu o rezolvare ugor simpli- -
ficatd (datoritd inlocuirii relatiei C cu relatia =). : ‘ .
4. Daci inzestram mulfimile 4, B, C de la punctele 1,2, 3, cu in-
dicii respectivi, avem Az = A4, N4, B3=B, N B, C3=C; N Cy asa
fncit la punctul 3 am obfinut o - S
3.a) Al_nAZ == Bl nBz = Cl nC2, cu A‘C B,‘ nc", ie {1, 2}; '
3-b)&A1 nAZN BlnBZ .~ c! n C2 ’\" R, cu A,,' ~ B,’ ~ C," ~R, ie{l, 2}.
Avem 4,= A, 4, B,=B;U By, C,=C,U G, 4,C B,CTC,
- In plus obfinem ugor implicafia o e L
) VXI, Xz, Y]_,‘Yz eq. Xl ~ Yl’ X2 ~ Yz, .Xl nX2 ~ Yl‘nY2= 'XIU
U X, ~Y,U Y, conform bijectiei F: X;|J X, — Y, Y, definitd cu
ajutorul bijectiilor F,: X, =Y, F: X, =Y, F3: X, X, =Y, NY,
prin_ F| (X, \ X,) = F,| (X1 .X2)», Fl (X, X,) = Fp| (X5 \ Xi)
F| (X, \:X,) = F,. Prin folosirea implicajiei, cu X, Y; = {4;, B;, C;, R},
i< {1, 2}, urmeazi ci enunful de la punctul 1 rimine acelasi. .

_ Observatie. 1. Pentru multimi infinite (cazul de fa{d) implicafia precedentd se poate folosi

fitr-o formi ,mai slabd”, in care se remuntd la condifia X, N X~ Y, N Y,; 0 forma -
,,mai tare” a implicatiei este cea in care condifia X, N X,~ Y, N Y, se inlocuiegte cu

XiNX,=Y,NYy= @ (X,, X, respectiv¥,, Y, sint dijuncte). Facem mentiunea cd o

zeciprocd a acestei forme ,,mai tari’’, anume : )

X, ~mY, X,UX,~ YUY, XN X;=Y, NYi=0=X,~Y,5iin particula¥, “pentrii

Z=XUX;=Y,UY, X~Y=CzX~CzY, - o e
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v o, . p

nuY este adevirati decit pentrn multimi finite, intr-adetiir, pentru X, = [—2, —1 ],'
Y,=[-10], X,=N, Y,={l...,n} avem X,~Y,%R, X,UX,~Y,UY,~R,

XMNX, =Y NY,=0, X, » Y, : ’ - S i
2. Incluziunile B, N 4. C By\4;, B\ 4, € B\ 4, C N B, CCN\B,
C;\\ By CC;\\ B, (care rezulti conform incluziul}flot_‘ 4, CA,C CA,, respectiv B,,
CB, C CB,, complementarea fiind in raport cu mtlfimea RN) si celelalte aseminitoare-
sint utile pentru a ardta.ci la punctele 1 §i 2 avem incluziuni stricte. L
" 3. Pentru multimile uzuale de siruri de numere reale Ay = {(x,) / (%) descrescitor},’

A7={(x,) din R j(x) descrescitor} C 4, A, = {(x,)/(x,) crescitor}, A} = {(,) din
-R /(%) crescitor} C A, avem gp R_<A4;<RV~R, 47~ 4% R~ M,N4) < 4,
A <RV~ R, aga incit, conform teoremei Cantor— Bernstein rezultd A7~ AT~ 4, ~ 4 ~
4 R (4 a 4

~(daN A4 ~R. L : )
In final, cu notatii pentru submultimile 47 C 4,, By C B,, A} C 45, Bf C B,, aseminitoare
_cu a submultimilor 47 C A4, 4F C A, remarcim incluziunile AT < By € A7, A}SBicAt,

2.11. Si se studieze convergenta, iar in caz de convergentd si se calculeze
limita sirurilor (x,) definite respectiv prin relatiile de recuren}i
1) %, = 4fa, %p41 = 4/a + x,, n = N*, jar a = RY, fixat;

2 %=1, 2, = «/ax,,-;, n € N¥, jar ¢ « R% fixat;
o %

25

8 m=a% xyp=a’, n =N¥ iar a € (1, o) fixat.

- R. 1) Conform relatiilor de recurenti avem =, = afa + %, > 4fa = #,.
Presupunem adevirati inegalitatea x4, > %, pentru & < {1,2, ..., % — 1;

Se obtine a 4 x, > a + x,_1, Xpy1 > %, ,

 Prin inducfie matematici s-a’ demonstrat ci-sirul (x,) este strict

crescator. Cum inegalitatea” %2 — x, — a <0 este adevirati pentru

- e(l—«/l+4a 1+ T+ 4a
”
2

.

, tezulty ci sirul () .este si [mirginit,

’

_ 2 .
deci convergent. Urmeazi ci existi x = lim x, care se calculeazi prin
: ‘ 500 :
trecere la limitd in relatia de recurenyi ux,,, = «/'a + x, folosind pro-
e egs . e s . 1 T4
prietdfi ale limitei. Se obtine x = L;"'—“

2) Se demonstreazi prin inductie matematici relatia x, = a’, unde
Y= 2-217 pentru orice # € N*. Cum pentru # = 1 relatia este evident

s=1 27 : . . .
adevirati, o presupunem adevirati de la l1la #n—1 Avem

; : , 1
Xp = 4/G%Xp—y = Ja Xp1 = a2 . a¥nl? = a’s. v R

Sirul (y,) este convergent fiind suma prinﬁlor 1 termeni ai unei

progresii geometrice cu rafia 1/2 <1 si lim y, = li'm71/211_—1117,: = L
- - . ~+00 =) — i}
- Rezultd ci girul (x,) este convergem’:' si lim %, =a.
B : : B0 .

. 1 .
- Deoarece “#it — Yni1 T = a¥" se observi ci sirul (x,) ‘este strict
¥
crescidtor pentru "a e (1, o), stationar pentru @ = 1 si strict descrsecéitos
pentrua = (0, 1). . : e :

N
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3) Conform rela;ulor de reourenta avem
%, =ale>1, %, = a"d“ > ale = x,.
Presupunem adevirata megahtatea %41 > % penfruk € {1,2,...,n —1}
Se obtine .
. a "/ >a ”"II y Xp41 > xn-'
. Deoarece - : :
%, = al* < a(lfa < 1), %, = anl* < a%* = a,

daci % < a pentru k ={1,2 ..., »—1}, atunc x, = a'n-l® < a.
Prin inducfie matematicd s-a demonstrat ci sirul (x,) este strict cres-
citor i margm1t deci convergent. Urmeazi ci existd x = lim %, care se
t

”-'w
calculeazi prm trecere la limiti in relajia de recurenfd x,41 = @ Fult folosmd
proprietifi ale limitei. Se obtine x = a.. :

S 212, J.‘Se cons1dera sirul (x,) definit prin relatia de recurenfd
B %, = axy_y + b, n = N* cu %, a, b € R fixati.

S4 se giseasci expresia lui %, (in funcjie de a, b, xo) §1 sé se stud.teze o

convergenta sirului (x,).
R, Conform relafiei de recurenfd avem ’

n—1

2 a"""x,, = E ar=¥axy—1 + b) = a"x, + E a"—"xk + bE ar—k,

- k=1
Xy = a"%g + b 2 at=1 = a’xy + b=
: =

Se considerd cazurile

1) a#1, %=
convergent.

2) lal>1, % 9é
_observa. ci pentru a € (1 ), lim x, = o, adicid sirul’ (x,.) este conver-

gent in R. .
3) a=1, x”si"

—a* b b
=[xy — a*
l—a (“ l—a} +_1—a‘

b . A L. .
, in care girul constant (x,), %» = :
—a . 1l =a

, in care girul (%,) este divergent in R. Se

\

, in care'sirul (x4), %, = x, + bn este divergent

in R (dar convergent in R).

4) a=—1, x, e 2 — in care sirul. (x,) este divergent, avind mul-
fimea tebrmemlor {xn} = {%, b — xo} si mulfimea punctelor limita L(x,,) =
= 1% 0 — % ‘

5) lal <1, xp.# " : ,in care’girul (x,,) este convergent cu lim x, =

- a 7#—a0

b +

__. 1—a

’ n concluzie, pentru @ € (—1, o) sirul (x,) convergent in R iar pentru
a;< (—1, 1) sirul (x,) este convergent in R.
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2.13. Si se arate ci existi doud siruri (as), (b,,) de numere reale poz1t1ve
' astfel incit a,, b, si fie solutii ale ecuatiei

x* —nx + 1 =0 pentru n e N* /], 2} si lima, =0, llmb =1

R. Pentru # = N*\{l 2} arbitrar flxat/ se considerd funcfia f,, R—R,
f(x) = 2" — nx + 1 .cu proprietitile : / ‘
1) fu continui pe R (f, = C°(R));
2) fo(0) =1>.0, (1) =2 — % < 0;
3) lim f,(x) = co.

700
Conform- propneta;u 1u1 Darboux existi a, e (O 1), b, = (1, c0) astfel
incit fu(as) = fu(bs) = 0. Dearoece a3 <1 avem

na, =ap+1<2, a, < 2. Prin trecere la limit3 in dubla inegalitate
0<a, <2/nse obtme lim a,, = 0. Se consideri sirul (c,), ¢, = b, — 1 > 0.

Rela;la FA() ,,) —= 0 devine a+ c,,)" —n(l + c,,) +1=0, Zc,,c,, ~ ne,+
+1—n=0,

"("_ 1 c2 +EC"0" =n — 2. Rezalty 2#-1 cz<n 2, a< =2
2 2 .n(n— l)

Prin trecere.la limiti in dubla megahtate 0<e <M se obtine

nn—1)

lime2 =0, lim ¢, = 0. ‘Deci lim by = 1.
1100 13— CO ”—Ow

2.14. Se considers sirul (f,,) definit prin relé.tii]e de recurenti
fo=0, i=fi=1 far1=/a+ fasr, » €N* (sirul lui Fibonacci).

Se se demonstreze pentru orice # « N* rdaﬁﬂe:
- (5]

9 gf,, = fora = - ]

3) §f2k=f2;:+l -1 |

4) gf%-l = fon;

5) th fn n+1

R. 1) Solugia 1. Se considerd ecuaj:la %2 — x — 1 =0, cu ridécinile x; =

= 1_2\/5 ) %o =——-—l +2‘/ . Conform relaj;ulorf,,_H = fy + fac1, %y + x5 = 1,
xﬁ‘z = —1 avem fy41 = (%, + xg)f,.b— %1%5fn—1, de unde deducem succe-
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SIV  fur1 — %ofo = %(f, — %ofu1) = 2i(fam1 — Zofas) =. .. = 2(f; — % )
deci fop1 — %,fn = xi’fl'.' In I_nod':analolg se ol‘)t;iﬁe Jos1 — %o fn = x’;'fr oo
Cum f, = 1, scizind penultima relatie din ultima rezulti

2 2

s =2 = 5= 2, Ed

Solupia 2. Se verificd imediat
L (A (1B o s L (1445 1-4F)_
e el e | e S

Se presupune adevirati relatia 1) pentru f,, k{0, 1, ..., n}.
Conform relatiei de recurentd f,41 = f, -+ fu_1 se calculeazi

Jutt = o+ for = F m#) + (‘—*"—5—)""’] _

R o
(ST - 5

S-a demonstrat prin inductie ci relafia 1) este adevirati pentru orice
7 < N. ,

2) Conform relatiilor din enun} avem’

2 firr =2 fu+ 2 famr,
k=1 k=1 k=1 i
n—1

LAt =Rt et At S B h=fa— 1

3) Avem 7 ,

- S = for + for-1, k N*, k21f2k+1 = kElfzk +k2=lfzk—1,
kE_zfzk-n + fontr = k)_,:lfzs + A+ ’;Ezfzk‘—l’ kz_lfzk = font1 — L.

4) Analog cu 3) se obfine |

4

Joo = forr'+ fiea R S N% D0 fur = 32 a2 fress

n—1 i3 - n—1 "
Efz;; + fon =2, for—1 - fo + Zfzk, 2f2k—1 = fon.
=1 F=1 =1 =1

" 4 — Probleme de analizi matematici : 49
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5) Pentru'n == 1 relatia este evidenti. Se’ iJresupune adeviraty de

"la'1lla # i se demonstreazi pentru # + 1. Avem
n+1 ‘, A ’

2 = TR+ Fre = fofors + Fn = fusalfo + furd) = fosifosa

2.15. Se considerd sirul (f,) Fdefinit prin relagiile de recurenfs f, — 0,
h=fi= L fax1 =Fs + fa-1, ' # € N* (sirul lui Fibonacci). S se arato'e ci:

1) Lim Jn =—1+N/5;v : -
noso fig 2 o :
. 2) existd in mod umic & € RY% astfel incit lim % =1,
. . . 75— 00 a™ Jg
-
S . kz b/ 1
3) existd inYmod unic @  R% astfel incit lim 2=l _.— —_;
. ’ - ' nvco a2 ‘\/§

4) fim Jf; = 145,

7—100 )

R. 1) Se calculeézi

[ - (=Y T () -

- s

‘Deoarece 1’"—“/.5. <1, lim i) = 0 rezulti
1445 sso\1+45
lim 2 — 2 _ =l1+45,
7200 f”+1 1+«/5 2
2) Se observi c?_i pentru 4 = 1+2ﬁ, avem

fi—00 G" «/g B0 1+4/5

tim 2= Liim [i - (‘_—_*/_5_)”] ='_J_§.

Numiryl ¢ < R% ales mai sus este unic. Intr-adevir, daci mai existd
b= m: astfel incit lim é'- = O, atunci . - : .

7n—c0 Uy
- . ' 1 . Con . " n
: 11m(-1‘} =1imZ . —im & . tim £ =1,
noo \ OF naoo f*b" nao f* g0 BP

“deci —:-‘ =1, adici @ = b.
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3) Deoarece- kE_! fo= f,,'+2 — 1, conform 2), pentfu a=11 +:J§)/2,

- B

Z fk '
. Suta roy 1
se obtine hm =11m(-"——,—-— =
t’l o a"+2 novco att2 a2 Jg

4) Deoarece {7, = a\/.f—’; se aplici 2) cu a= 1+2«!_5 §i\se obtine
a ) .
: hm(7f,,—a( ] = a. )

700

2.16. Se considers sirul (L), L, =" + 1)1 + D1 —¥nl, n e N* (sirul Iui.
Tr. Lalescu) S4 se calculeze lim by

n-mo

' R Se comsiderd sirul (as), as, = \/n' Conform lemei lui Stolz pentru'

§1rur11e (a,,) (n) se obfine lim 2% = lim (ant1 — a,) = lim I, fn continu-

n—oo 7 N0 g n— oc>l 0%
im '
are se calculeazi hm b,, unde b, =2 sub forma e"”® . Avem
1100 n
—_— M ' ,
In b, = ln ": = :”' =2 unde ¢, = ln—! . Se aplicd inci o dati
n . ” —. - e
lema lui Stolz pentru §1runle (c,,) (n) §1 se obtme lim In 3, = lim &
SRS skl wow ";'°° i
i »
= 11m (Cns1 —c,,)} a‘{culeaza:'c,+1—cn=]n (”("—_:I)T)_H- :1]=
= —ln(l +_) [ Limnb,=—1. Se con51dera7§1ru1 (da), dn = LW
-0 Gy
*ndl
Avem 1< \ -l- <d, <”+Jn+l Urmeazad >1, l>0pentru

#n  N* si lim d, —1 Deoarece —"—“1-=d"""—1 <1¢>d+,+—\2, jar
=00 lln l d"

L 1—— .
conform definifiei cu ¢ avem Ve >0, iN(e) N, v N, # >N (e)) =
= (da<1--e), Tezults dy +_;”‘— < (14€)+1 =2 + ¢ (pentru #>N(e) — 1,

vd,,,H + }1: < 2, lyy1 € Uy Decd §1ru1 {ls) este convergent (descrescifor si

minorat de 0) si lim J, = lim 8, =—-

fN—0 n—c0 e

n . L
2.17. Se consideri girul (S,), S, =2, &L HIE :ﬁ;-"’*”’ ,unde peN
k=0 7n
este fixat. S4 se calculeze S = lim S,.

7200
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R Pentru $ =0 avem (prin conventie)

”

=1+-—, S—th,, 1.
”

;. n=eo

E R

. k=0
fn continuare se presupune p < N*. Se calculeaz}

_ R DE+D .G 1 RIGENEFD (k)
= nPtl - .v—n”'H Rl . -

—_1 @+rn!__ p! (P+1)(P+2)---(P+k)
nPtl py nPt1 ' k1

% n
s S P S~ o
= e + g = . uk = C ke
pbF1 PR kEﬂ PN _,5230 P+

p+1 Ci’+k =

Folosim formula C! = C*_, + C¥Z!. Avem

: L " n
p+1 b +1 p+1 4
Chiin = CoLh + Cp+k: kz 1: Coibi = kz ;1 Cotr + kz :1 Coth

E Chii ﬁi;fl 1+ 2 Coik+ 2 Chrn Cn+1’+l = ;) Chin

Rezulti o '

S Pl opris _ A Gtp N L kDD l)
P+l nt+p+1l = npt1 (p + Dinl p+1 nbtl |
2 p+1 ) 1
14+ =14+ =]... |1 +"— =1 = .
P+1( + ( +n) ( + n"s nl;lb?os” p+1

Observa;ze 1) Pentru p =0 se regiiseste rezultatul calculat la inceput

2) (S,,) siS sint sirul sumelor parfiale, respectiv suma seriei Z"k
. k=0

2.18. S4 se arate cd un sir (x,) de numere reale este marglmt ddacd mul-
fimea punctelor limitd £(x,) este marglmta :

R. Daci (x,) este mirginit exists M € R} astfel incit pentru orice #» € N,
| %s] < M, Se extrage din (x,) un sub§1r (#,) convergent cu limita x.
Deoarece pentru orice # € N, | x; | <M avem ci |x| < M. Cum multi-
mea punctelor limits este £(x,) = {x/ex1sta (x,,) sub;u' convergent al
lui (%) cu limita x} rezulti ci £(x,) < [—M, M ] st ‘deci £(x,) este
marginiti.

Reciproc, presupunem ci £(x,) este. mirginits, adicd exnsta. M = R}
astfel incit £(x,) & [—M, M]. Deoarece .

lim %, = min £(x,,) max £(x,,) = lim x,, N

n—w 70

lim %, = sup inf {x}, hm Xy = m:f sup {*.}, -
prrey naN kzn N izn

52.



avem ci pentru e > 0 arbitrar fixat existd N = N; astfel incit pentru
neN >N, —M—c¢c <%, <M- ¢ Rezultd C .

min {%g, %y, .., %y, —M — €} < %, < MAX {%Xo, %, ..., ¥y, M+ €},

adici (x,) este marginit. - ' '
2.19. Daci A CR este o mulfime finiti, nevidi, atunci existi un sir (%)
de numere reale astfel incit mulfimea punctelor limitd, £(x,) = 4. _
R. Se considers o enumerare a multimii 4, 4 = {aq, @y, ..., Gy—1}, iden- .
titatea impirtiriiluin « Nlam,n =gm +7,¢<N, » {0, 1, ..., m—1}
si un sir (x,) definit prin
: a, n<{0,1, ..., m—"1}

n = a, 4+ ! n>m—1 g
t4 q+1) ] Rald ‘

Atunci (a, + l/n),,em este un subsir convergent (cu limita é,) al siru- ‘
1lui (x,), decitd < £(x,). Reciproc, fie (%s,) un subsir convergent (cu limi-
ta x) al sirului (%,). El este de forma (a, + 1/#)sens, unde a, = 4. Cum

.1 : < e 13 BT . . .
fim — =0, urmeazi ci lim g, = %, adicd x = A si deci £(x,) < 4.
B0 % noc " )

© . . -
220, Si se studicze natura seriei ), %, #,=————, unde p = N*¥
X R Con=L . n(n + p)
este fixat, iar in caztde convergen{d sd 1 se calculeze suma.
: 1 1

:— n+4p

R. Se observi cd pentru ne N¥*, u, = %( ) Se ia n> p §i se
calculeazi

7
n n—p

(& 1 .1 1
=5 = IENED LU, R

1 11 )*_ 1 (
- k=1 Pk=l( k+p ? k=1 k=p+1 k k=1 k.+r;b_,, -

» 7
D L. Se obtine

1
P E=1 n+k .
- - k T

. @ . . .
_ Deci seria’ z:l u, este convergenti si are suma
n=
. * 1 - A
Observafie. 1) Pentru. p = 1 se obfine ci seria E Uy, Uy = ———— este convergentd
. . - ' * o T n=l - - B .n(n + 1) . N
sl are suma 1; o .l v R
) o' .
2) In cazul exceptat p = 0, serja E ; (caz‘. particular al seriei armonice generalizate
. pe=l - - 7 R .
° 1 ‘ R
—cu a=2>1) este convergent# gi_are snma — *
=1 n* ) ) .. .. .. 8



221 Si se studleze natura -seriei E Uy, Uy = C"l , unde p e NN {1}
n=1 p+n

este fixat, iar in caz de’ convergenta sa ise calculeze suma. .
R. Avem ,

p! . pl 1 1
@+mn...o+1)  p=DlG+1)..ntp-1 n+2)...m+2)

Se calculeazi

Uy =

" 7”

B |

= =1k G+ +p—1) (R+2)...(+p)
- a1 [aa i 1 S
=——+ T lmt -
p=tlpt B GHDtp-) £ 42+ 9)
1 ]= A_ - 1 I
e+ mrp) ] p—1lpl m+2) . (4 p)
Se obtine :
S=1mS,=—+——_2! jjp ! !

P 2=l 2= lme @t ) p—i'

i 1
Deci seria E u, este convergenta si are suma Py .
. n=1 —EP

1

Obsenm;ze 1) Pentru p =2 se obtme ci seria E o U ==

este convergents §i are
n=1 n+2 : ‘

suma 1; .
. 1.
2) In cazurile exceptate p =0, 1 seriile de termen general respectiv 1, ——— sint -

. n4+1
divergente. -

2,92, Si se calculeze E arctg+~
n=3 N »

R. Suma este o serie cu termeni pozitivi, deoarece 32 — x — 1 > 0 pentru
[3, ) C (%3, ®), unde x; este ridicina pozitivi a trinomului de gradul
doi. Se evalueazi termenul general al sirului sumelor part:ale (Sh)s

E Uy, u,, = arctg 1

3 _ 8 . _ 3 o hr1——-2
B—k—1 F—k=2+1 14+G+1)E—2) 1+ ¢+ DE—2)

1 1
(k-—z— k+l]

(e )

. Se obi:me succesiv
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1 1

E—2 k41
1.

¢+ 1) —2)

u, = arctg = arctg ki 2 — ‘arctg’ ok
’ 1+

o

~ . 1
S,.—gu,.—kgsarcﬁgk_

- E tg— =
k=3

kE+1
n—2

= ; (a,rctg— — arctg —) + arctg 1 + a%'g!:g l.+ arctg ';T o

Y Lae D

(G = e L) 1 A
— arctg — — arctg — arctg = ,
wittvise ®— 1 Bugaz nl L"'+ 1 e
! 1 11y e g | it
= arctg 1 -l— arctg ( + - ) / ( 1—— —J — arctg — arctg — —
{ [ v r..%‘n’&. bl 3 23 NI, S -] -1 ' "
- . ) . b a R ';;-:.— rm
— arctg = 2arctg 1 — arctg - arctg — — arctg .
n+1 R ,Z;,.,._«”_I! ———y nt1

-

Suma cefuti este limita S = lim'S, = 2arctg 1 = % .
| B0 :

2.23. Si se stud1eze natura seriei’ E Py, Uy == (-—l-!- ITie+ kl) , unde
. ¢ n=l n .
a e R\\ZL este fixat. ~

R. Se observi ci seria E 4, este cu' termeni poz1t1v1 si se moteazi
n=l

i),——l_[|a+k| PentruaEB se obtme

nl =i
n n ) . L . -
ITG@+R2ITk=n! v,>1, u,>1, limwu, >1 (daci existd),
k=1 : © k=1 : . i — 00
. iar pentru a € R_\Z_, # > —[a] + 1,

”n

TI ja+bl> H 1]+ B) = {[e] + ),

k==[a]+1 k=—[a]
RN — 'ﬁ] : IIle+e
Uy > — a a
- "7 (el +n+1)...mi= la+ kI > ‘[“3 la k.

l 7 .
Cum lim x* = lim n” =1 (se obtine imediat cu regula lui 1'Hospital),

73400 © 7= 00
0

rezultd iardsi ci lim u, > 1 (daca existd). Deci seria Y 4, este diver-

7~ 00 n=l

gentd, deoarece nu este indepliniti condltla necesard de convergenfi.

1



1
2.24. Sa se stud1eze natura. seriei E Uy Uy =In L — ln sin —
n=1 n n

. R. Se observid ci

lnl—O

) -1
lim #, = lim In = In lim
Y- 7n—0 sin n™1 n—co SiR 7

deci condifia necesari de convergenti este indepliniti.

Fie (a.), a, = 51: :_1 , @ >1 (#7 > sinn™1 > 0); prin definifie

(lima,=1)<> (Ve >0, IN(c) € N, Va e N, (#> N(e)) = (a, < 1 + €))-

Pentru ¢ > 0, # e N*, m e N* arbitrar fixafi se obfine succesiv

<le [TEXIZ o140,

sin 1 "kl sin(n + k)1

1 S e+ Bm
n;g;sm(n-;-k)-x

' tenul general de convergentd al lui Cauchy, adics Ve > 0, 3N(e) = N
(dat de §1ru1 (@), ¥u €N, VYm.< N* (n > N(e (E s < e)

< ¢'(¢), unde &', €’ > 0. Deci seria 2 u, verifici cri~-

2.25. Fie (@) un sir de numere reale pozitiVe descrescétor; daca

Ea,, este o serie convergentd, atunci l1m na, = 0 (Olivier).

Si se arate (prin contraexemple) ci nu smt adevirate 1mp11cat1a care
se obtine omi{ind conditia ,,(#,) descrescitor” si implicatia inversa.

R. Conform criteriului general de convergentd al lui Cauchy, pentru > 0
arbitrar fixat existi N(e) € N astfel mc1t pentru orice # € N, daca » > N,

atunci ay4; 4 aygz + ... F a, <- Deoarece AN4l = ANp2 Z v = Ay
urmeazd cd (# — N) a, < ayqp1 + vz + .. F+ a4, < -5 . Pentru n > 2N
sau —2- <mn— N 'se obtme 3- a, < —, na,, < g, deci hm na, = 0 corform -

73— 00
definitiei- cu e. '

Contraexemplu pentru afirmatia »Seria Z_,‘a,. convergenta, a, 20

implici lim #a, = 0”.

%~ 00

1
—, n# 3
g Z . :
Fie a, = ; sirul (a,) nu este monoton, deoatece
) . 1 . . :
E n = 3k \
1 1 1 .
agp — ap=———>0; ayp A — <0
3 #= 5 2 +1 3 1) 2
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Conform unuia din criteriile de comparatie, seria Ea,. este conver-

- genti deoarece a, < 1/#? - 1/2", iar seria de acest termen general este
”convergenta ca sumi de doud sern cu termeni pozitivi convergente

(armonici generalizati cu o = 2— si geometricid). Se observi

el 9

<% multimea punctelor limit3 ale sirului (na,) este £(na,) = {0, co}. Limi- .

tele extreme lim #a, =0, Tim na, = oo sint dlfente, deci sirul (#a,) nu
71— 0

. #—00
converge la 0. .

‘Contraexemplu la implicatia inversd.
de numere pozitive descrescitor la 0. .Con~

Fie sirul (a,), a, = n

form principiului condensirii, seria Ea,. ‘are aceeagi naturd cu sena
n=2

22" G = —E ~— care este dlvergenta
"w=2 2p=2mn

t
COoS #¥

2.26. Fie seriile (S1) 2 =5 uade (p, x)e(l, ©) X R, (82) 35 =5~
. n=1

unde (p, x)-< R2, (S3) 2 _ -

1) S% se stablleasca convergen}'a seriei (S1) si divergenfa seriei (S3)
utilizind criteriul general de convergentd al lui Cauchy;

2) Si se determine mulfimile {(p, ¥) = R*} pentru care seria (S2)
este absolut convergenti, respectiv 51mplu convergenta

R. 1) Pentru seria . (S3) se observi ci lim

n—00 N

dlvergenta deoarece nu este indepliniti condifia necesari de convergenti.
Conform criteriului general de convergenid al 1u1 Cauchy, seria (S1) este
convergentd dacd ‘ \

< s).

= 10, deci seria este

2 cos (n + R)x

Ve > 0,. IN(c)eN, VuneN, YgeN*, (n > N(g) (

n+k
Se obtine
.Ecos(n+k)x Zq: cos(n+k)x g )l—p 1
=, =T k=l " 1— ;b" (o~ 1)p"

“Pentru ¢ > 0 arbitrar fixat, se impune " condifia F_ln?’_ < el se deter-"
)+ 1. | | '

min3 rangul N [logp T
€

-~
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COS nx
n?

< 1

2) Cbnfonﬁ' unuia din criteriile de comparatfie deoarece <=
. n 5 "

: . A N L) . . ‘
'si seria armonicy generalizat} E —l; este convergentd pentru > 1, re-
Sl - . n=1 N . ’ . . .
zultd cd seria (S2) esté absolut comvergent pentru mulfimea (1, o) X R.
Pentru a giési mulfimea de simplu convergenti (semiconvergent3) se

'aphfcéi. criteriul lui Abel. Se pune seria (S2) sub forma 21 au,, unde

-

1 : ¥ - A . %
Yp = COS X, Gy = —5. Se evalueazi suma S, = kz > u;, calculind 2S,sin -
. =] .
‘ " ‘
sau S, + 1T, unde T, =) sin kx si se obine
T o 3 ST
%41
‘siljl—nzﬁ cos % : x .
1Sal = : < — pentru x € R\ {2kx, k = Z}.
. x
o sin = sin—-l S .
2 . 2

Se observd ci sirul (4,) de numere pozitive este strict descrescitor la O
pentri p < RY, Deci mulfimea de simplu convergen}d a seriei (S2) este
0,171 Xx R\ {2kr, k € Z). .

o | .
2.27. Si se studieze natura seriei 2 Uy, U, =arctgn®, unde « = R

. ) L #=1
este fixat.
R. Se calculeazi o
0, « = R*.
limu, ={n/4, o= 0
noe nf2, « = RY

§i se constati ci seria este divergenti pentru « < R, deoarece nu este
_ indepliniti condifia necesard de convergenti. Pentru o & R*, 2 e 0, =/2)

se folosesc inegalitatile sin ¥ < x < tg x si sc obfine ——2——
. AT ' A1 4 n2*

< thy < 1,

. . 00
Se observd ci pentru —a > 1, .seria armonici generalizati D n* este

n=1

. ) x x R :
convergentd, iar pentru « = —B & [—1, 0) seria ) , ———— este diver-
n=1 4/1 4 7;2“- '
gentd conform unuia din criteriile de comparafie peutru serii cu termeni
AR -8 ©0
s e n -1 . . 1 . :
~ pozitivi, decarece —————> i seria are’aceeagi na-
o RV Fpr g R g ”E, P ;

. ® o . . :
- turd cu seria armonici generalizati Y % (divergents pentru g = (0, 17. =
o n=1 =l ~ o _
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Conform aceluiasi criteriu de comparajne, seria 2 u, este convergenta '

=1
pentru o< —1 si d.tvergenta pentru o= [—- 0). In conclume, sena

E %, este convergenta. pentiu « € (—co, —1) si d1vergenta pentru
n=1

« < [—1, oo)

2. 28. Sa se studieze nmatura seriei E Un, Uy = arccos (1 — l/nz)

' n=1

R. Functia arccos: [—1, 1]— [0 %] este inversa funcpel cos: [O ] —

— [—1, 1] si este descrescitoare deoarece (arccos x)’ = (n/2 — arcsin %)’ =
71—1—=< 0, x = (=1, 1):*Se observa ¢i sirul (c,,) Cw=1—1/n? este
— %

strict crescitor, deoarece c,._,.l —g = -1 >0 si dec1 §1rul (%)

n? (n4 12"
este strict descrescator in plus u,e [0, 71:/2] deoarece ¢, = R, . Rezulti
cd sirul (u,) este convergent fiind monoton si mirginit §1 l1m Uy = arccos 1=

=0 < [0, 7[2]. Acelasi rezultat se obfine folosind megalltai,'ﬂe sin Uy <
< Uy < tg u, si calculind

lim sin %, = lim y/T— (1 — 1/n“~11m A2 — l/n2

7—00 . " B0 n—co N

. . - sinwu, . 1 4/2— 1/n?
lim tg #, = lim 225 — lim —i—l'— =
7400 ‘B0 .COSU; - g n 1 — 1/nt.

Conform criteriului de comparatie la limit4, seriile 2 u,,, 2 tg u,,,'

n=1 n=1
[~} . ~
2 1/n au aceea;u natura, deoarece
n=l . ’
. .ty . 2 — I/n® s
fim 2% 1, fim Y g N2 5

n—oo Uy nac0 1/n ) ni0 1 — 1/n?

00
Cum seria armomnic} E 1/n este dlvergenta rezults ci si seriile ), #y; -

n=l =1

E tg u,, smt d1vergente

n=1

2,29, Fie seria }3 Upy Uy=1-—(n+1/21n(1+1/n) s sirul (a),
n=l . . 4 . .
.nle®

a, =W' Si se arate ci:

1) Seria 2 u, este convergenti;
Con=1

2) Sirul (a,) este convergent.

~

5.



: a o 1 [3n+l‘ | nt1f2
I'. Observafie.  Se calculeazd . raportul s+l (r+1) . bl =
nle® (”+ l)ﬂ+l+ll2
. a .
=--‘———6—-—— §1 se giseste relafia u, = lnLﬂ--
a+ lln)n-HIZ [

1) Se observd cid lim %, = 0, deci condiia necesari de convergen';a.

23— 00

este indeplinitd. Se considera sirul' (¢;), ¢, = (14 1/n)"*"2. Folosind binomul
lui Newton generalizat, ' . :
(14 2)=1+ 2 M7 k(l)\;. k4 1) 4h se calculeazi difereﬁf;a
=1
s R M1 URE B =12 . i+ 1+ 2—k+ )
€n+1 €n 122-;1 Eln + l)
n+12n—1/2)...n+12—F+1) —
k=1 ' Rln® .

(l + 1/2(n + 1 W1 —1/2(n + 1)) ... (1 —‘(2k —3)2n+1))
k=l [ k! ) .
_a + 1/‘7n)(l — 1I2n) . (1'— (2k — 3)[2n)
I+

2 (141/2(n+1)((1—1/2("+1))...(1—‘(2k—3)/2(n+1))—(1+1/2n)(1—112n) (1-—(21;—3)[2”)
+E ‘ ————

Se obtine cd pentru orice » € N* prima sumi, este stnct pozitivd
(prin calcul), iar a doua este strict pozitivi deoarece .

b

1L c1—— 1 1= 2 unde k& N¥\ {1}
4n® 4(n + ])2 2n ‘ 2(n + 1) ;

Deci. sirul (e;) este strict crescitor si cum lim e, = ¢, rezultd ci pentru

© B—00
orice #eN* \{1} e, < e (ef = 242 < €). Prin urmare seria 2 Uy este
n=1
cu termeni pozitivi (cu exceptia primului termen) §i conform criteriului
general al lui- Cauchy este convergentd, deoarece

pentru e eR%, p e N* arbitrar fixati, ne N, » > N(a) (astfél ‘incit

elé, < 1--¢), avem %,q1 + ... Uuyp < €'(€).
" 2) Conform observatiei 1m1:1a1e sima primilor # — 1 termeni -ai
f#—1 n—1 n—1" .
seriei 2 Uy este Sp_1 = 2 "y = Eln 1o [T 24 = In % | Rezults
n=1 k=1 _ k=1 a Aal .

@, = a5 = St lim g, = ¢’*', unde S este suma seriei Z Uy
7—00 n=l
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4 » .
2.30. Si se stabileascd convergenta SEIIEIEM,,, Uy = (_-;-i-)T si cifi ter-
 meni trebuie insumati pentru a obfine suma seriei cu 3 zecimale exacte.’

© :
R. Seria E u, este convergenta conform cr1ter1u1u1 raportu1u1 pentru serii

n=0
cu termeni pozitivi, deoarece ol 2wyt 2 <g<1
Uy 2" (n 4+ ")l n-+ 2
pentru # > 2¢71 — 2 (de exemplu, pentru ¢ = 1/3, # > 4).
) Aprommarea sumei S a, seriei cu trei zecimale exacte se face ma-
jorind restul de ordm n al seriei

1 » 1 1
" " k;Eu-j”'”’ - ”kEEN' 3% w411 3113
IR
T+ nr 100

Se verifici faptul ci inegalitatea este satisficuti pentru # = 9. Deci
o0 - *

. - . . . . . « Al .
pentru a obtine suma seriei ¥, #%, cu trei zecimale exacte trebuie insumafi
1=0

9 termeni. (seria este rapid convergenta).

.
[

231. Si se stud.leze natura seriei Z Upy Uy = 2( -W"-n cu criteriul raportu—
#=0 .
lui §i a radacinii.

*

0

R. Pentru seria ) u, se folose§te criteriul raportu1u1 sub forma :
n=0
.
Dacé lim |t J < 1 seria Eu,, este absolut convergenti,
1=+ 00 Uy n=0
daci lim > 1, seria Z“" este deergenta
ey "" n=0
-] . .
Seria %, fiind cu termeni pozitivi, se evalueazd raportul
n=0 b
) - 1 u par
“nt1 = Q= gt = (=1 o Q-1 __ ] 8 p
iy, i .
2, mimpar

Rezulti mulfimea punctelor limitd .
o e (ii) = {l 2} .
/ ) ‘ Uy 8. ’

im ﬂ’=_ maxéiunﬂ): 2 < 1, lim Dntr minﬁ(:,‘”i)—_f%} 1,

700 Uy Uy
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deci criteriul raportulm nu di nici o mformaj;le despre natura seriei. in
continuare se folose:;;te criteriul rédécinii intr-o formi asemanatoare

_..‘

,,Daca hm {7 | |- <1 senaEu,, este absolut convergents; daca A

hm \/l u,| > 1, seria Eu,, este - dlvergent"”
_ n=0
w .
Sena Z:fund cu termeni pozmw se evalueazd radicalul {u, =
n=0

= 20=1—a)n "L -y
2

Rezulti lim Ju, = lim {7u,, = — < l dec1 seria Zu,, este conver-

. n=00 . n-N‘D
genta. o - -

In conclume, Eu,, este un exemplu de serie numerici pentru care
n=0

natura sa nu se poate stab111 cu criteriul raportului, ci cu criteriul ra-
dicinii. ) )

- i '
232 Sz se studieze natura seriei 2 Uy Uy = (%""—'l b) , unde @, beR*. -
#n=1 a n— ) .

R. Pentru seria Z 4, se foloseste criteriul radacmu (Cauchy) sub forma
n=1

,,Daca 11m N oy | < 1 seria Xu,, este absolut convergenta

n=1

daci '
hm V4] > 1, seria este dlvergent

n—ow

Se evaliieazi 'radicalul{'/}u,,]‘_! atn '[b[ si se obtfine limy[u
- a+t+n—

|n=

# =00
=|b]. Deci pentru 3| < 1, resPectw 16> 1, serlaE 4, este absolut
convergenta respectiv divergents. Daci 6] > 1, si »>1—a sz poate
face minorarea |[—2t" p —a—'*'l—l 6] > 10} > 1 si se giseste
) at+n—1 let+n—1
cd lim u, ;é 0, deci seria este divergenté deoarece nu este indepliniti

71—-00

~conditia necesari de convergenti.
a

2.33. Si se studieze -natura ser1e1 Zu,,, Uy = (n" -1 ) unde xR

este fixat. '

R. Se observi ci seria Eu,, este cu termeni pozitivi; notim '
n=2

Up = n'»— 1, unde v, = R%.
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Seobﬁne . ' : S
= (L) }:m -"i’:—‘)vz <2 .

R

Conform criteriului majorérii; rezulty lim v, = 0. Urmeazi ¢ pentru

" B0

= lL lim %, # 0, deci seria Eu,, este dlvergenta Pentru « = R}

" M0 n=2
]

. : > 1

face majorarea u, < 22 (——7, si -se observa .ci s-a obtinut termenul
n

general ‘al unei serii- care are aceeagi naturd cu seria armonicd generah-

zati 2 ol ‘convergents daci a>2. Coniorm unuia din cnteru_le de
Cona=l#

comparatie, rezulti ci pentru « > 2 seria Eu“ este convergenta. In con-
n=2

. - In
tinuare se. studiazi cazul « = (0, 2]. Se noteazi w,= ——"} , unde
. n

w, € R;'. §1 se observd cd lim 2 = 1 deoarece e
i o n—0 Wy - L

. In %z _ §\« . y_
lim[Z— ="} =lim|Z LI 1
NS In x/x — y0 y :
'

| Is-a aphcat trecerea la limitd in functu compuse si regula lui 1"Hospital).
~ In plus sirul (w,) esteYdescrescitor .deoarece functia f: (e, o0) — R, f(x)=

% gy o fInz e—1/1—Ing '
—( ) este descrescatoare pentru asRY, (f'(x) = oc( ” ’ ( - )<Q).

k4

Conform unuia dm cnterule de comparape si a principiului condensarii

rezults ci semleEu,,, 22"102.; au aceeasi natura avind aceeasi naturd

n=2
¢u seriaE w,,) . Se obi,‘ine '
n=2
2w, = (In 2)" , lim 2 = |00 ¢ € . 1]
q(u—l)n 200 O’ o € (1' Z} .

0 . 2 : -
dec1 seria ) u, cste dlvu'genta pentru « = (O 1] rezu]’cat care se ob-

n=2 :

tine si din compararea cu seria armonici E 1/n°‘ cu In n/n > 1/n. ‘In
o 0.
flnal se aplicd criteriul radacmu (Cauchy) serjei 22" .~ Se calculeazéd

n=1

1-- .. = . R 1
lim §2"w g = — lim (In2 “r im 9" = ——
B0 ‘(7 2?‘—1 n—00 ( ) noo gu—1
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‘ . . ©
< 1pentru « > 1. In- concluzie seria ), u, este
=2
. -convergentd dacd « = (1, ), cu observatia ci s-a regisit rez”ultatul de
convergenta pentru « = 2 c0) §1 divergentd pentru a e (—o, 1].

si se giseste cd 21

2.3%. Pentru un sir de numere reale (a,,); si se demonstreze inegalititile

< lim Y[ a,] < hmﬂ Q| li_m

n—ow 7% =0

lim Cut1 i1

n—»0

§i si se compare criteriul raportului cu a ridicinii in stabilirea naturii

seriei E .

#=0 ‘ S .

R. Prin defmlj:te

hm{?’[a,.l_mmf.(\/ [2,]) < max € (¥ a,]| )—l1m«/ ], unde £((7 l)

este mul;:nnea punctelor limitd pentru sirul (\‘/ |a,|) In contmuare se.
demonstreazi inegalitatea ~

-t ' : hm\/ [ay] ) {im

an+ 1

Ay

’
7%—+00 . 700

pentra inégalitateé. . ) o

Q N
2t < lim Y a,]
o0

Qg

lim.

n— 0

procedindu-se in mod analog, Daci

PR Q
a =Iim |-t ]| = oo,
#n—00 | Qg !

inegalitatea este 'evid€hti. Pentru a = R, deoarece -
4k } — l]]f {b”}
ak .

lim
#—+00

Gy naN | k2n neN

Dntt| _inf sup{

(slrul (,), cu b, = sup{ +1 } este'descrescitor), se foloseste propozifia

kzn

a
(a= 1nf {b,,} < (il si i2), unde il: V# €N, a < b,
i2:Ve> 0, EIN(e) SN, VneN, (3 NE) = (a <h<a+e)
Se obtine succesiv : . |
laxs] < I“NI(“ + ), lawsa| <|aypil(a + t'=) < IaN](a + €)%,
| conr ] <layl(a+ )™
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in final 'rezulti‘ : ‘ ' o
“ATaal <Vawl(e + e)“" (a+ 5)

sau, trecind la limits,

lim ¥[a,] < a+ €, deci lim |as| < a.
75400

Folosim cntemle raportulul si al radacmn sub forma

,.Dacy fim | < 1, respectlv 11m ¥a,| < 1, seria Za,. este ab- -
00 an
solut convergenta 4 ,
dacé 11m'1 > 1, respectivlim ¥ a,| > 1, Ea,, este d1vergent""
" 70 '

' Conform megahtatxlor demon§trate antenor rezulta !

Daci seria Ea,. este absolut convergentd conform criteriului raportulul,
7=0
atunc1 ea este absolut convergentd si conform criteriului ridicinii; dacd

senaE a, este d1ve1'genta conform criteriului raportului, atunci ea este
7=0

divergentd si conform critériutui ridicinii. Cu alte .cuvinte, daci natura

unei serii numerice se poate stabili prin criteriul raportulul atunci ea

" se poate stabili §i prin’ criteriul ridicinii. Cu observafia ci existd serii

0

numerice |de exemplu ), %y, %= 2(—‘)_’"") a ciror natur} nu se poate sta-
. n=0 .

~ bili cu criteriul raportului, dar se poate stabili cu criteriul radécinii (v. 2.31)
rezultd ci cntenul radicinii este mai ,,tare” ‘decit criterial raportulul.

2.35. S4 se stabileasci natura seriei armonice generalizate 2 —, un-
=1

de « € R\ {1} este fixat folosind teorema cresterilor finite ”(Lagrange)

pentru o functie convenabil aleas3.

a R. Se observi ci pentru x = R_, seria E—este divergentd. Cum (x—%)' =
= —ax~*"1, se aplici teorema lui Lagrange functiei f: Ry —R}, f(z) =
——;;_—1 , &S R} derivabild pe orice interval [n, # + 1], n = N*. Rezul-

1 1

et T

.—1— Deoarece n* < e < (14 1) se obtm succesiv 1negahta;11e
x5

T td cd existii Xy € (n, n -+ 1) astfel incit =(1—a)-

1 1 -
(=2 (?‘+1)“ <(n-i-l)"‘_l —‘n“‘ <{-= “)_

LA 1
1 — ' 1 — o) —
( “ é (% 'l'-l)“ k=-1 &+ 1)“— ‘ ot ) < 2 a)

1
(n + 1)*!

(1 - 'a)(an“ 1) < —1 <(1 —_ “) Sayo< 1,

§ — Probleme de analizd matematicd ’ i 65



unde (S,.) este sirul sumelor partlale ale seriei. Folosmd propnetaj:ﬂe
limitei rezulti P ' .

v

S,,>. (n-{—l)—‘"+l : = 111:25 =65 a1y
: 1.. . l ,1 .l:_',‘:,.
,S,,,<1—« (n+1)““'+'v—§ .a-—l’“>1 -

. Urmeazi ci -pentru « <1 seria armonici generahzata este divergenti,
iar pentru o>l convergenti (este cu termeni pozitivi §i are §1ru1 su-
melor parj:lale marg1mt) In cazul exceptat « = 1 sena armomcaE—-

n:-l b3
este. dlvergenta . Lo e

. 2.36. Si se stabileasci convergen}a senelz Uy Uy = (—1)"-1 E si nu-

n=2 1
mirul de termeni ce trebuie- msumai,i pentru a obtme suma seriei cu 3

zecimale exacte.

R. Seria Eu,, este convergentd conform criteriului lui Lelbmz pentru serit
n=2
alternate, deoarece sirul (v,), v, = | ;| este'descrescitor ia zero | f R+-—-
—R, f(x) =1g3 x este crescdtoare).
Aproximarea sumei S a seriei cu trei zecnnale exacte se face majo-
rmd restul de ordin » al seriei cu primul termen, |R,| = |S Sal <

lu,,,,.;l 1?(—1+—1)< . Se obtine # > 101° —.1, deci pentru a ob-

obtme ‘suma seriei E #, cu trei zecimale exacte trebule msumaj:x cel putm

10 termem (seria este foarte slab convergenti).

2.37. Fie seria armomca alternata Eu,., Uy = (— 1)”-l 1/n:

1) 4 se calculaze suma seriei; ,
'2) Si se giseascd o permutare a acestei serii astfel incit suma seriei

obfinute si fie de doui ori mai mici.
i

R. 1) Solufia 1. Conform criteriului lui Leibniz, seria Eu,, este conver-
n=1

gentd deoarece sirul (]u,|), | #a|=1/n este strict descrescator la 0, dar nuw
este absolut, convergenta deoarece seria armomca 2 | #, | este d1vergenta,.
Deci seria Z‘,u,, este 51mplu convergenta( semlconvergenta) Suma S a
seriei 2 Uy este limita §1rulu1 sumelor parpale (S‘ ) Sa _Euk Daci

n=l

se noteazi (), o, =,E 1/% sirul sumelor pariale ale seriei Elu,,l, se ob-
- k=1 B . ot ‘=1
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Se evalueaza Oy folo-

servi ci Sz,, = 0’2'; — 2(0'13/2) = Ca2n — = 2
k=1 N +

smd sirul (e,), e,,- (1 + —j , e = lim ey Deoarece §1ru1 (e,,) este cres-
100
~cétor rezulta ci pentru orice k S N*

MR <e< (14 1/k)’i+1 san’ (1) .1/(k + 1)<ln (1 + 1k < I/k

Insumind inegalitatea din dreapta pentru kdelallan—1se
obtine succesw

P .

2. 3...n> v
1-2...m—1) <,$:" ,"m< < o

‘Conform"(i) megahtatea din stinga, se observi ci §1ru1 de numere
strict. poz1t1ve (a ) a, = o, — Iln 7 este strict descrescitor, ‘deoarece @y+1 —

—a, = ln 1 + =10, dec1 este convergent; fie ¢ --11m an (c; =‘¢
= O,577_it .= constarrf:a lui Eu]er). Se calculeazd S = ,l,ﬂﬁ Son = -
. =lim (az,; — 6,) = lim @, — lim @, +1n 2 = In 2. ’ -
#—0 - n—m #-—00
Solugfm 2. Se demonstreéza ci seria de puteri E (— 1)”"1 — este con-

n=l

vergentid pe multlmea (—1,.1], mulfime pe care: are suma - ln (1 + ).

in partmular pentru x=1 se obtlne In2= 2( ""‘ L,

‘ne=l "

2) .Deoarece Y‘ #y este semlconvergenté con:form teoreme1 lui Riemann
n=l N

existd o permutare a seriei astfel incit seria obfinuti, 2 %, sd aibi suma

- S’ =In 2/2, anume permutarea ‘care face ca dupa un termen pozitiv sd -
urmeze d01 termem negativi. Daca se noteazi (S,) §u‘u1 sumelor p@rtlale

ale seriei Eu,,, se calculeaza o

ne=l
. »
” ' 3

: 1 1 1 1 1 1y - S
o kZ:l 2k—1 . 22k— 2. 2 2;& %1 % 2
11 N , .
S:;n—l = sén "I' S3n—ﬂ - San—l +
4n—2

- Rezultd cid
. 'S,—th'—%—z—.‘

7=

Observatie. Se poate demonstra urmitoatea geueralizare:
»Pentru o- permutare de forma — dupf un sir de p termeni pozitivi in. ordine- cresci-
toare u.rmeaza. un §ir de ¢ termeni negath descresc§t0r1 in wmodul — suma seriei’ obtinute este

24 LT DR o N - y
q I . . - ‘
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2.38. Si se studieze natura seriei

N i (=1)
Lt =, T+ = 1)"«/ +1°g(l+ )

- R. Se studiazi fie natura Seriei Y| #%,|( cu criteriile izuale de la serii de
) - N =2 . L
" o0 co_\ .
. § .o ~ . .
numere reale), fie natura seriflor 2 %5, }_, Y unde #, = %, + 1 ,. Se ob-

4
servi ci senaZ_‘,x,, este serie alternata, deoarece T
: = _ 1T+ (=14n

3 ,
= (— )”( 1),,_“/_ si = +\/_ eR,. Se considerd seriile ausiliare

E Ay, Ay = J (armomca alternata semlconvergenta conform cntenulm

_ (- 1)" (_1) . (_1)213 B
lui Lelbmz ) st E(“n Xa)s Y (=1)" + n «/—((-1) )

n=2

l
R PYEETON
oo

1 - .
genta (avmd aceeasi . naturd cu sefia armonic b ), conform unuia "
n=1 .

1 . =
Cum Ay — Xy = = si seria - este diver-
n nt A 51 s 231 4”

din criteriile- de comparafie rezulti ci seria E (a,, - x,,) este divergenti.
n=2 .

Rezultd cd seria E x, este d1vergenta deci si senazu,, este divergenti.
n=2 - on=2

2.39, Si se araté ci este pos1b11 si se aphce criteriul lui Le1bmz pentru

stabilirea naturii unei serii in care alterneaza semnele unor grupuri de
termeni.

Aplicafie. Z) Yy thy, = (—1)[21 hi( “+”J, unde @ = RY.
n=1
R Fie (L) (”1 Ftgt oo ) o (“n,,_,+1 T oo T ty) +

seria obj:muta prin asocierea termemlor seriei Eu,, astfel incit flecare pa-
n=] -
rantezi si confind termeni de ace1a§1 semn (nu se schimbi pozitia terme—

nilor). S& aritim ci daci seria (L) este convergenta, atunci i seria E Up

este convergenti si are aceeagi sumi. Fie (o) sirul sumelor par;:xale

ale seriei (L) (de sumi o) si (S,) §irui sumelor partiale ale seriei ) #,.

n=1 - R
_ Prin definitie, pentru e> 0 arbitrar fixat existi n;, € N* (b, < N#)
astfel incit daci n; > m,, atunci ¢ — e < Gn, < 0 + ¢.- Pentru # « N*
arbitrar fixat astfel incit # > 75, + 1 (u,, face parte din paranteza
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(“"k R ST %y,) .care poate contine termem pozitivi-sau- negatlw)- :
avem i Gp,_ I<S,,< Opy, SAU c,.k<S,,<cr,.,, ,» deci th = gq.

Daci u, = (— 1)["’3] In (“+ ”),, a = R%, atuncl .pnma parantezi

i contme doi termeni- pozitivi,- apm ‘alterneazi - paranteze ‘de -trei termeni--.
negativi cu paranteze de trei termeni pozitivi, -deoarece pentru

3k<n<3Fk+1), ?{]= k. Deoatece v, = 2tE-q, e
’ ”
nt 4 an + 1

N Un
=TT« 1, iar functia 'ln‘ R% — R este - strict crescatoare,
nttan+n+a
rezultd cj sirul' | u,| = ln v, este descrescitor la zero, deci conform cri-

teriului Le1bmz seria E u, este convergenta

i I (& + ?)
2.40. Si se studieze natura seriei E Uy Uy = (— 1)"“’_’;‘=‘_‘___

, unde
T owln?d
p,geN sint fixafi. '

’

' " R. Se folose§te cntenul lui Raabe—{Duhamel sub forma .

Uy

,,Daca lim n(

— 1) > 1, seria Z U, este absolut convergenta,
700

m=l

Unsd
daci lim n( ——I) - 1) < 1, seria E Uy € este d1vergent§”.

n—0 Uptx
- 8é evalueazi termenul general din §1rul lui Raabe—Duhamel

,'n(

._q=npﬁiﬂf;_1) (o Y=

Uiz nin+ 1+ p) . nI+ 1+ p)nf"t
(@g—p)nf + Z C,,+,n
= n’+(l.+p) 7—1
, Rezulta 11m n | l— 1) = q — p, deci pentru ¢ > p + 1 seria 2 Uy

_este absolut convergenta Se observa ca raportul o
”ﬂ+l + (1 + q) n? A
= _ e
AL (Ll + S Ot
k=0 N

Uy
Uy

este subunitar pentru g > p. Se prelﬁéregz‘é termenul general in modul

) ' G+ H 15+~£)~
1 (”+?)l 1 k=1 i »)___'1 Bl n
| %y = — =t =
P! Tatn? P! n P! ¥
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9i -Se Qbﬁnﬁ PVERIRGRT  trraergr o F DI : T o -
ST A '0' j) + l . -

. .-3:-{;-' .
broemlnr den hmlunl—‘ 37—'J14~=¢ T

B 2T )

e

T e <, |
Pentru q —;;p + 1 seria este.. semmonve;rgenta conform criteriului. lui
I,elbnu,, iar pentru ¢ < p este divergents deoarece nu indeplineste condi-

Yia necesary dé évtivergentd. Se observi ci pentru =0 u,=(—1)"" lq
n

- st se regas‘e;;te re?zultatul ‘privind’ na’l’;ura Seriei ‘armonice. generahzate al-,«'

ternate , . .
Tl TEoet

" Pentru g > 1, seria E %, este absolut convergenta, pentru q = l
n=1

semxconvergenta, iar pentru ¢ =0 dlvergenta

B HEP W - .“".2.';
2.41. S se studleze natura Sernlor E Un, (E u,,) , Uy = (— 1)"'l
1

n=1 ne »\/'n.
« L . . . i R . . ’
unde (35w =2 =z:;, :
\n= =1 =1,.

B. Conform- cntenulm lui Ieibniz pentru seriile alternate seria E Uy
~ este convergenta deoarece §1rul de’ termn general lu,,l este descrescator :

la 0. Cu observapa c¢f seria 2 #, Este armonica generalizati alternata

de forma: 2( 1)’1‘?1-1— cu o = > 0, rezultatul -este- direct. Seria

ne=l

E %, nu este absolut convergenta deoarece a < 1, deci este semicunver-

0 2
yeotd, Tr meazd cid natura ser1e1 produs (E u,,) trebuie studiati direct.

n=1
Se calculeaza .

k— n—k : _ —k 1 noot 1
.”"_p( 1) ‘I_( 1) CAB=RY =1 A=1 Jk(n—k+l)
si se face minorarea = B o

”

1 1
Iv"[_,.z Jk(n—k+1) 2;’1/— =t ;f

Rezultd lim {v,| ¥ 1; lim v, 0 (dacd emsta) deci seria E , Uy este- di-
n—0 . =0 E ) S
vergenta deoareee; nu este mdephmta cond11:1a necesara. de convergenti.

7 .




3 ettty e
2,45, 34 se. stud1eze Hatura Qrgglusmul H (1 + u,,),' R i

1.
. Y - ¥ 5 . ”(’? -t.z)
jar in caz de convergen;a 84 sebEteutefEN T suipe o s M

R. Produsul TT(+ u) are aceeagi \né.fwra ¢h seria D w, care este

naN* = neEN®

convergenta cu suma —(— —l-) =— (vez1 problema 20) Pentru calcu—

N ialn . . [\3 . a0 Sv- B 3o

Iul produsulm avem
= R AT ST

_ Gkt o Ay ns:;vz‘m £y -
1_I_u"_k(k+2) H\(l+uk) I;'[k(k+2) gn+2

. B

“Prin trecere la’ limita se obtme valoarea produsulm

i ‘L, ”"°° i :‘ei.x

2.43: Se 'consideré (py) sirul numere‘lor"‘primé cﬁ"po =lgi.aeR x< 1

fixat. Si se stablleasca convergenta produsulul H ——1—— si sa se
: CieNe ] L pe _

-1
compare valoarea sa cu suma seriei’ —
. naN* n v
R. Avem ————1= - ' ‘
. 1—1"'“ Pﬁ—‘l' P s T R
Produsul Il S S are aceeasi naturi cu seria z care
‘ neNk 1 — p® e ) - nEN* pL— 1 '
« « s - . 1
este convergenta dacd seria armonicd generahzata E >3 este conver-
neNs
genti, deoarece §uul (p,,) este sub§1r al lui N. L

Cum pentru @ > 1 seria Z —m' este convergenté rezulta ci s pro-,

e n
dusul din’ enunt este convergent. 'In continuare, ‘dacy’ 15,. = m, notim
# cu m. Din convergenta (pentru « >.1)-aseriei armonice generahznte'

rezulti ci pentra once € > 0 existi M (e) € "N et - pentru orice
> M(e) si avem ' 2 L << “Pentru # astfel mcﬁ: > M(e), fie

n=m+1 n*
. Y

E', m - m .l
P(m —_—— —_ .

i :

A4, —{n s N*/n = Ilp' cu’q, 7; = N*, p; € m}, )

) Y TR FERPVEIP SPPTUPI TR S ’ i:i" T :. o

A, =‘{‘n e N¥/n =Hﬁ;‘ cu g, 7, = N* p, > m} T
i=1 - : :
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Avem P(m) > L . 2i—< € 2. 5
sca; #*  acd, » ' -
cere la limiti se obpae valoarea predﬁsulm

P=1lim Pm) =3 L.
"-—400

naNe n®

. : . . . 0 N
244. 1) Si se afle b, ¢ = R} astfel incit seria Y3 20+D.. G +n—1)
’ ' Som=l e+ 1) et n—1)

si fie convergenta

2) In conditiile gasu:e arata;n ci |

1 ; ‘e I - .

be—l(l — x)”bfgdx =2 be'+n—l.(1 _ x)c—b—ldx

‘ . )

0. - .

0

_si exprimati cu ajutorul functiei T' suma seriei de la punctul 1) (Con—
cursul Tr. Lalescu, 1987, etapa locali I.P.B., profil electric).

LR (b+”_l)>0 pentru orice # EN* fo-
e+ 1) (eFn—1)

losim cr1’cer1u1 lui Raabe— Duhamel sub forma

R. 1) Deoarece #, =

’

,,Daci lim n(
7—»00

— 1) > 1, seria 2 uy este convergents ; daca’

Upiy n=1

lim n( — — 1} < 1, seria Z Uy este divergentd”.

700 “!H-l
Se evalueaza termenul general din sirul lui Raabe—Duhamel

n( %y l) — n(c +n 1) (c — b)n .
Uppy b+ n+b

- Rezultd lim n(—-—— — 1) =c¢ — b, deci pentru c> b+ 1 seria E u, este
$—00 Upia n=1
convergentd, iar pentru ¢ << b 4 1 este dlvergenta Conform unuia din

“criteriile de comparatle, pentru ¢=0b+41 seria 8

are aceea§1
n=1 b+n

naturi cu seria armonmici E — care este divergenti.
o=l

)Incondljzlﬂgb,c-ER Le>b+1, x (0 1) avem

b1 _ e—b-2 __ P ombm1 1 ‘_ = b4n—1 c-—b-l . .
271 — x) = (1 %) __l_x_gox -2
1 - . ) 1 © . .
beél(l _ x)c—-b-—2dx =S [2 xb+'n—l(l _ x)c—b-l] dx —
o S : -+ n=0 .

= ES ""’""(l )"'""dx, deoarece integrala comuti cu suma.
n=0 : i : .
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“Iu.continuare fqlosim functiile T, B si ‘obﬁpém?~,5 ~ cnt L .

S @ Te) & Do+ n)
S = = — ———y
T E " e S Te+ )

BBe—b— 1) =Bl ta c—b),

TOE =3 =1 _ 1, _ ) i T+ ),

1‘('¢':—l). _ n=0 I'(c + n) o o
TOTe—b—1) _ TETE—b) 1o 4,1y
Te—1) o) (S+1), ‘_
1_—_‘?:_”']'_l(s‘+1'),s=_°-_~—_‘__1‘= ., SeR,.

c—b—.1% c—b~—1

. ) : ) : .
2.5. Fie ), 4, o serie ¢u termeni pozitivi convergentd, (S,) sirul sume-
. ‘n=0 : / .

lor partiale si o functie f: R, — [—1, 1].
1) Si se studieze natura serillor de termen general respectiv -

Unf(100), Un(f(Sa), Unf(Bn), Unf(nS).

2) S4 se arate c daci sirul (u,) este descrescitor si existy 7, T = R
astfel incit f{r + #T(2) = (—1)*, n = N, atunci sirul (v,), vs = %af(1/0),
# < N nu poate fi monoton.

R. 1) Pentru orice n e N avem

l wnf (an) [ = u:}'f (n4) | < Uy, | - .

Conform unuia din cﬁte;iile de comparafie rezulti ci seria de termen .
general u,f(u,) este dbsolut convergentid. Analog seriile de termen.gene-
ral. respectiv #,f(Sy), #.f(nus), #.f(nS,) sint absolut convergente.’

2) Se considerd functia g: R, — R, . ,

. - xf(1/x), x = R% \
. : . 0 ,x= 0 5t
continui in 0 si sirul (x,), 1/xs =7+ #T/2, n = N.

Deoarece sirul (#,) este descrescitor urmeazi cid (g{x.)), &(%s) =
= (—=1)* nu este monoton; cum lim x, = 0 rezulti ci functia g
2 + uT < © peoo )

nu este monotoni in nici o vecinitate a originii. Din. convergenfa seriei
© :

¥ 4, avem ci lim #, = 0. Cum sirul (u,) este si descrescitor, rezulta
o ;

] . 700 o o e
~cd sirul (v4), va =g(#a), #eN nu este monoton. Se observi ci lim v,=0.

fl—fw

2.46. Fie Y, u, o serie cu termeni pozitivi convergentd cu suma S,
n=0 . . .

(S») sirul sumelor pargiale, f:R,—[—1,1] o funcfie si mulfimea
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'

T = {x <R, [ Graficg] lni; f are iy (4,f(x)) tengentd (semitapgents)
: diferiéé deI:;:/ele (seﬁé‘:}igle)fdé éog}idoﬁefité}.» FaBeR T
1. S& -se studieze naturasseriilor.;de termen general v, daci
D) 0T, f0) =0, vy=fdai .
2) f are limitd nenuld in S, v, = f(S,); -
"3 SeT, v.ﬂ'=f(sﬁ); tii T ' o
- 4) 0 =T, fl0) =0, siral“(y,) este descrescitor, v, = f(nu,).
2. S4 se arate ci seria de termen general f(»S,) este cel mult semi-

convergentd (nu poate.fi absolut convergentd) daci f indeplineste condi-
tiile : R Nt R ' :

Y& Ry, flx +5) <f2) +10) (£ este subadi-

i) Pentru orice’ #
tivi pe R.); . ,
ii) inf &) < p* (numirreal finit si nenul).

9By ¥ — P :
3. Ce se poate spune despre natura seriilor de termen general nf(u,)
(in cazul 1.4)), respectiv #f(S,) (in fiecare din cazurile. 1.2), 1.3) si 2.
cu fr R, —[0,1])?2 ) .
R.'1.1) Din enunt rezulti ci existd £;(0), derivata la dreapta a lui f in
0 si fi(0) = R* (finits si nenulf). Prin definifie avem f£}(0) = lim Z®) .
: : : . ’ 20 ¥

Deoarece lim L —J1im /3 | urmeazs cx exista |713(0), |f140) =
PN Y PN } "~

= [fi(0)] si ',c‘ié-ci [f12(0) = R%. Cum lim %, =0 (din convergenta seriei

fn-+00

8

p u,,), conform criteriului. de comparatie la limiti rezulti ci seria de
‘n=0 < A

termen general f(u,) este absolut convergents. ,
1.2) Cu.observatia ci lim S, =S, avem ci seria de termen general

’ : #—00 i - .
* f(Ss) este divergenti deoarece nu. indeplineste condifia necesars de con-
" vergenti. . S .

- 1.3) Deoarece lim S, =S si f este continuj (la stinga) in S rezulti

cd lim f(S, =f(S')'n;2o 0, deci seria de termen general f(Ss) este diver-
noax - :

gentid deoarece nu indeplineste conditia. necesari de convergenti (cu
mentfiunea ci f(S) = 0 implicd S & 7)." = -
1.4) Conform problemei 25. avem ci lim #wu, = 0. Analog cu 1.1),

] . . n—r0 . . S
obtinem ci seria de termen general | f(nus) | are aceeasi naturi cu seria.
de termen general mu, care poate fi divergenti sau convergenti. De

©0
‘ . Coe 1 —y “
exemplu seria armonici generalizaty E—; cu a'> 1 este convergenti,
=1 %

P 1 1 " 00 1 .
sirul ( T) -este descrescitor, lim — = 0, dar seria E — este diver-
. n n—vo 7 a=l 7, .

gentd pentru « < 2 si convergenti pentru « > 2. Rezulti ci seria de
termen general f(nu,) este absolut convergenti, respectivul mult semi-
convergentd dacd seria de termen general nu, este convergentd, respec-
tiv divergenti. R -
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”) I cazul mai general (generahzam §1 a problemel -10.)
1) e >0, fie oo)-—»R subaditivi, . .

ii') Pentru -orice "4 & [2u, oo}, sup f(A) < o se demonstreazi ci

tim I = i ¥ <o (vez1 E. Hille, R. Phillips, Functional analysis and

X000 X E> 7

semi-groups, cap. VII, Amer. Math. Soc., Collog. Public., vol. XXXI, 1957).

Existi m = inf %) conform ~ axiomei marginii inferioare in
>a ¥ , . ) ‘ . )

R=R U {—o, o}:
,,Orice mulfime nevidi admite infimum”, :
_ deoarece ‘mulfimea minorantilor confine cel pufin elementul —oco.

- Dintre cazurile posibile m = —co. si m € R* ne ocupdm de ultlmul
Avem m = inf £% ddaes il §1 i2, unde -
»>a X .
i1 vy e (“, .)’ m < 19 f(x) .
i2: Ve>0 Ja = (a, oo) m < ﬂa)<m+e

Fie x> «, # = N* arbitrar f1x:«;1:14 astfel incit x — #a = [a, 2a],
adicé. a(n + l) < x < a(n + 2). Conform il, i') avem
f(x) — fx—natna f(x = mz) +f(m) < f(x — na) + nfa) _

x - b4

=l | o ~ fa).

Din ii’) rezultd cid existd M = R} astfel incit |f(x— na)l
Conform propnetatl]or limitei urmeaza ca hm I (x""“) = 0.

Folosim dubla inegalitate a(n + 1) < a(n + 2) si obtmem
;__ <t g2
a(n + 2) x a(n + 1)
Din i2 si prin trecere la hm1ta (dura x sau n) dubla inegalitate

. X—>00 daci n— o0 §i

mi¥ (Jrmma)  J@ m rezultd m = lim 22 1) Ccum lim S, = oo

’ x x a n-+ l $=200 X H—00 ’

(seria de termen general S, este divergents) si im L8 _ | gim £& ] i,
. 30 ¥ F=o0 X |

lim M3l o B+ conform cntenmm de comparatle la limitd rezulta. ci
0 X

‘seria de termen general | f(nS | este d1vergenta, deci seria de termen '

general f(nS,) nu poate fi absolut convergentd. -

3. In cazul 1.4) seria de termen general |nf(u,)| are aceea§1 natura
cu seria de termen general wu, care poate fi divergentd sau convergenti.
Deci seria de termen general #f(u,) este absolut convergents, respectiv
cel mult semiconvergentd, daci seria de termen general n#, este conver-
gentd, respectiv divergenti. Pentru seria de termen general #f(Ss) avem :
in cazurile 1.2), L. 3) este d1vergenta deoarece 11m 1f(S) =00, In cazul 2.

cu f: R, — [0, 1] este d1vergenta, conform criteriului de comparatie
pentru sem cu termeni pozitivi (cu inegalititi), deoarece sena de termen
general f(nS,) este divergentd si #f(S,) > f(#S,).
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CAPITOLUL 3

- FUNCTIL. LIMITE. CONTINUITATE.
~ DERIVABILITATE PE R

L]

3.1. Folosind — Criteriul lui Cauchy—Bolzano si se arate ci funcfia -

fiR—{0}—R, f(x) = xsinl are limiti in x =0 si si se calculeze
N B x *

_aceastd limits. .

-R. Criteriul lui- Cauchy—Bolzano: ° o

»Fie f o functie definitd pe o' muljime 4 $i x, (x, finit) punct de
acumulare al lui 4. Atunci f are Jimiti finiti in x,, daci §i numai daci,
pentru orice € > 0, existi o vecinitate V a lui x4, astfel incit oricare ar
fi 2, 2" € VN4, ¥ # 2y 2" # xy avem [flx) — fl=") | < €.

a) Ardtdm ci oricare ar fi e> 0, existd y(c) > 0, astfel incit ori-
~care ar fi a7, ¥ #£0, ¥ #£0 cu x| < y(e) si|x”] < n(e), avem
If(e) = A=) | <e - - - '

Avem: ‘ A

[flx) — flx")| = x’.sin}—,- x”sin—_l-l =|x'sin—l-|+|x" sin — <
N 3 » - x x'l xl xl'
| < 1]+ [27].
Fiind dat\’e =0 arbm'ar, e suficient si alegem~ nl—_—' e/2, “astfel ~fincit
pentra | x| <ef2, |x7] <e/2 sd avem |f(x') — f(x")]| <e.

b) Calculim lim f(x). Tinem seama c4 sin <lsicd |x sin X

. 20, . . R - x .
Apoi aplicim teorema: ,Daci |[f(x)| <M si lim g(x) =0 atunci

2azy

<|¥].

A=y x=0 x

lim f(x) - g(%) - O';. Cuf(x) = sin L sig(x) = «, obtinem : lim % sin Lo
. x "

3.2. Pentru ce valoare a constantei « = R functia :
fi(l/e2, 21— R datd de:

' f(¥) = {\/“2 — 20x In (ve) + 22, x = (1/¢, 1)
: . o+ x[2, - _ x = {1’ 2)

are limitd in punctul x = 1?
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R. Pentru ca functia sé aibi limitd in punctul x =1 trebuie ca limitele
laterale in acest punct si fie egale.- Avem: '

A —hmf(x) —hm\/ax—2ocln (we) + #* =qo* — 20+ 1 =|a— 1},

. :<l x<l
_ l,,_hmf(x)-hm (a+x/2)—a+l/2—a+1/2
. '_ x>l . z>l T _
Trebuie, deci, ca: |a — 1] = a4 1/2. Pentru @< (=0, 1) rézolvim ecu-
atia —a+ 1 = a + 1/2 deci « = 1/4. Pentru « = 1 avem a+1/2=0,
de unde « = —1/2. Pentru a < (1, +00) nu avem solufii. Rezultd ca

functia f(x) admite limitd in: punctul ¥ =1 numai pentru o= 1/4.
Verificare : Intr-adevir, avem

\/—- — —x1n(xe) + 22 = hm(— ﬁ), adici
:31 '

,$ﬂ6—lﬁ-k1—u4+lﬂsm1w4~3ﬂ

¢ eae

_ Ara.tam ci pentru orice %< (1/e?, 1) radlcalul are sens oficare’ar
i «. Pentra ca radicalul si aiba sens trebuie ca : a* — 2ax In (¥e) + «? >0
sau 2ax In (re) < -x? + o2,

Pentru- x (l,le2 1), ‘avem |1n xe| <1, prin urmare ]Zax In (xe)l <
<2a|l x| < #* + o pentru ci (|x| —jel)2 = x- + o2 —2]a||x] > 0
si 2Io=||vvl--%2+oz2 .

33. Sid se cerceteze emstenta 11m1te1 funcj:1e1

224 x—6
-, 2
IS [y %<
flx) = _ L
4 xx_z . ".V,
—=[Z 2
(ZJ ke

in punctul x = 2.

R, Calculim 11m1te1e la.terale in punctul x = 2:

I,= 1l im 2+t*=-6 _ 0 _,

* = e flx) = x-.;no A+3r+2 12
- L 2

i, = lim f(x) = lim i(-”-)x_z _——[ lim (1 + = 2)"—2} = 4.
x-»2+0 24240 \/e \/5 2240 i

Deoarece limita la stmga este diferiti de limita la dreapta, rezultd
ci functia nu are limitd in punctul x = 2

- 7 1
3.4 Si se cerceteze dacd functw. f R {2}~ R, f(x) = 1,(1—!—6"'2)
are limitd in punctul x = 2
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R. Pentru ca o funcfie si aibi limiti intr-un punct.trebuie ca limitele

laterale in acel punct si fie egale. Avem: -lim ‘= —o0 ‘deci
' . N £02—0 ¥ — 2

1 o , . - . 1

=2

=+ deci lim ¢*? = 0.

lim e =e'm$—:.7=0 si lim

£-42—0 e 2240 ¥ — 2 'x 2240

Prin urmare I, = l1m flx ) =" lim 1/(1 +-e""_")‘£ -1;' I; = lim f(z) =
- %=2-0 Z—2~0 ) ’ %240 v

i 1/[1+e‘“2J+0

Lumtele laterale in x = 2 fiind d1fer1te rezulta cd funcfia dati nu
are limitd in acest punct. '

3.5. Si se calculeze:

lim _ﬁV—%m '
x40 sin? x
‘R, Sintem in cazul de nedeterminare "2 5" Deoarece radicalii au irndici

diferifi 1i aducem la ace]a§1 indice dupa. care amplificim fracfia cu con-
jugata expresiei care confine radicalii, inind seama de formula :

(\/“-\/_)(\/a—'“"+\/¢7‘3+1/—+\/7¢2—03 +x/ab4+\/_) =a—b

Avem:
. cos ¥ — 'ﬁ’/cos x s Vcos” —Vcos? x
“lim “/ = lim. v =
20 sin® 2 =0 sin? »
= lm cos® ¥ — cos® ¥

*-+0 sin® x ?/ os™® x 4 Vcos“ ¥+ Vcosm % + Ycos® x + {eosT 7 + chm x)
= lim cos® z(cos ¥ — 1)

Pan sin‘x(f/ 0s1® ® ++Y/cos™ % + Vcos®® z + Vcost® z -+ Veos x + 4/ cos® x)

2 cos? x sin? ; .
= lim , : - =
#0 4 sinﬂ-g cos? -g (’\6/ cos®® 7+ cos™ # +¥cos® +¥cos®® x +¥cost x +¥cos®o %)

Acelasi rezultat se obfine aplicind regula lui 1’Hospital pentru cazul %.

—sinx sina

<o lim Neosz = Voosx - fi ooz | 3eorrs /

20 sin® x z =0 2sin » - cos ¥ /

s

1 ) 1 _ 11 "1y 1
g_.o(.'hs/cos”x 24/cos x cos x 213 2) 12
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N 3.6 Si se calculeze L

hm lh{'l +#%+1n (l + 4x) + .+ In(l + n%)
20 ° .sinx -+ sm2x + . B ,+ sinmx

(Examen).
R.. Aphcé.m regula 1u1 1’Hosp1ta1 pentru a mlatura nedeterminarea
(cazul —) Avem ‘ '

In(142)+ln(+49)+ ... +In(l+n%)

lim ——— = —— .
20 sinx 4 sin2s 4+ ... 4 sinmx .

1 4 n?’ - ,
=1i1.:n. 1+_x+ 1+ 4x ++ 14nts _ BL24 .+
20 COS% +4 20824 + ... -+ m cosmx l+2+ .+ m

' n(n + 1)@+ 1)
T 6 D@+
m(m + 1) T Bmim + 1)

. 6
3.7. 54 se ca.lculeze . . ‘ .
lim (1 + sin & + sin 2% + ... + sin n2)"".

x=0
(Examen)

R. Sintem in cazul de nedetermmare 1°. Avem:
lim (1 + sin x 4 sin 2% 4 ... + sin ,nx)l/x _

)

= lm {[1 + (sin x+ e sjn nx)]ll(slnx+'...+sinm)}(sinx+...+sinnz)lx‘
2-0 . o

’

Dar . . :
e in .. 4sin . (sina in2 i
hmsinx+sm2x+ + s nx=llm(s@ +sm x+ .”+smnx)=
-0 - z 20 % x %
. i 0 1 in 2x sinnx )
= lim 2% 4 21im 3 ‘ ] 11m
20 x + z-0 x + + x=0 NX
. 1)
=142+ ... p=rt1
+24 .t .

Deci limita este e"**12,
- 3.8. Si':se .determine parametrul real « pentr'u' care functia:
tg6(x — 1)
flz) = {sm2 = 1)
e+ 44 4o'c/e"—‘, x>1
are limitd in punctul x = 1.

, x<1‘
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" R. Calculim limitele laterale in punctul x.=1 ,
' ‘ tg6(x — 1)

ly= lm f(x) = lim $88G=1 gy, 6=-1 _
. #2410 z—=1-0 Sin 2(x — 1) F-1-0 sin2(x —"1)

ly= lim f(x) = fim v o 44 2 «/Zé +_4_+_4oc = at2

%140

_Pentru ca functia si aibi limiti in punctul x=1 trebme ca l =l

dec1 o= 1

3.9. 84 se studieze functla flx) = ,,/- [¥z], peN, x>0, unde

g?lu_l] reprezinti partea intreagi a numarulm {’/_ % .5l sd i se traseze gra-
c . ’ . :

R. Stiind ci:

/

[O, x € '[0, 1) :
o ueenn
Wxl =12 x<[23) avem f(x) = §/z — [{/x] =
n, x [ﬁ’;, (n + l)p). A

[’32 , xe [0, 1)

Ar—1, x|, 2?)

= {5/;__2, xe [.21” 3?) o

..............

N

. Pe fiecare interval de forma [#f, (¢ 4+ 1)?), 2 =0,1, ..., n funci;la este
continui §i strict crescitoare. In punctele x = #* avem f(n”) =n—n=0
iar limitele laterale I, = Iigl fo) =% —n+1=1sl,= lim flx)=
=n—n=0 sint dlfe;Ite ’ rezulti. ci f(x) este dtscontlnflznpizo aceste
puncte; (este continuid numai la dreapta in x = w?).

Graficul este dat in figura 31 si se obtme translatind pe ﬁecare

- interval graf1cul functiei .’J x.

3.10. Si se studieze continuitatea funcj:iei:

g™ + aga™t - . + ay_31% + a,
x) = P R -1,
A=) boa™ + bya™t b o by 17+ by

unde I este mulfimea punctelor in -care se anuleazi numitorul.
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 Pig. 8.1

R. Notim g(x) =box" 4 b2™ " + .. + bus® + by :

Funcfia f(x) este definitd pentru x € R — {x = R|g(x) = 0} si este
continui -pe tot domeniul de definitie. In punctele x = R pentru care
g(x) = 0, nu se pune problema studierii continuit#tii, deoaréce in aceste
puncte functia nu este definiti. ‘ :

3.11. Si se stabileascid daci funcﬁa:

.1
xsin— , x>0

flw) = "
_ —xt 4%, x<0
este continui in punctul x = 0.

R. Pentru aceasta trebuie calculate limitele laterale in x =0:

I, = lim f(x); lim (—a%4 %) =0;
. 2-20-0

z-20-~-0

I;= lim f(x) = lim xsint=0 deoarcce 0 <
2=0+4+0 %040 x
Avem: f(0) = 0. Pentru ci J, = [, = f(0) rezulti ci functia ‘este con-
tinui in .punctul x = 0. Graficul functiei este dat in figura 3.2.

.1
xsm—| < | %]
X

3.12. Si se studieze continuitatea ~funcﬁéi:

17— 11+ = 1
foy =17 smm T

0 ,/A 'x =1
'fn punctul x = 1. ‘ '

R. Pentru a studia daci functia este continui in punctul x =1 vom
‘calcula limitele laterale in acest punct: -

I= lim f(x) = lim 2= WWI¥s g oI+
2-1—0 2a1-0 sin wx. 231—0 sin v
¢ — Probleme de ana.lizli matematich ' ‘ ' * 81



Fig, 3.2

Notim y =x — 1, de unde x =y 4 1 si finem seama ci:

sin =(y + 1) = —sin =y. , , (1)
Avem in continuare :
=—[ lim —Y = /2 lim 2 =\/§<1im'—'i-l=1/-g-
y=0—0 sin w(y 4 1) y—0—0 sin xy y-0-05inwy . % ™

. Calculam lg— llm f(x)-— im ’”—1I'V1+x = lim (”—1)'\/1+x .

. 2140 sin wx 2140 sin nx

s

Notém: y =x%—1, deci =79 4 1 5i finem seama de (1). Avem:

L=afBlim — 2 e % Yim 1 A2,
9040 sinn(y+1) -7 3040 Sinmy w L

fn final: l % bz, deci funcj:la nu este contmua punctul x=1
(discontinuitate de spefa intii).

" 3.13. Si se studieze continuitatea functiei

cos mxf2, |x| <1

TR=V2 =11, 121>1
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" R. Explicitind modul

.avem: :
. —x+1, xe(—~0, —1)
f(x) ={cosmxf2, x = [—1, 1]
‘ , x—1, x (1, +0) .
Deoarece pe intervalul (oo, —1) | (—1, 1) U (1, +o0) functia con-
- sideratd este continud, rimine de studiat continuitatea in punctele : ¥ = -1
si x=1. In punctul x = —1 avem: ‘

L= lim f(x) = lim'o(—x-,-]-l) =2,
=1

i Z=—1-0 . -
Jg= lm f(x)= lm cos™ =0 si f(—1)=0,
X—-—140 . F=—14-0 2 )

deci in acest punct f(x) nu este continui '(este continui numai la
dreapta), discontihuitatea fiind de _speta intfi. In punctul # = 1 avem:

L= lim f(x) = lim cos™ =0,
£21—0 #=1—0 2 —

L= lim f(x) = lim (x—1) =0si f(l) =0
=140 z=4140" :

A,

prin urmare flx) este continui in acest puncf. o
Rezultd cid funcfia f(x) este continui pe R —{—1}.
Graficul ei este dat de figura 3.3. ,

3.14. Si 'se &ete;mine a real astfél incit funcfia:

In[l+In@ = )
flz) = (x — 1%
- ) —1

= b4

, %1

si fie continui in » = 1.
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R. Avem: o -

I = lim f(x) _ fim O+ ln(2;— )] — lim [l +In@— )] In@—x
‘ 2=1-0 210 (»—1) S s=1-0 - In(2 — %) (¥ — 1)*

Folosind lim —lfgL(fl(%If)—)-.: log, € pentru a>1 si f(x) > —1, rezulti ci:
%, X i . . .
L=lie. lim 28=% _ iy, BO+A=20
z21-0 (¥ — 1) za1-0  (1— 2%

" Pentru ca func];1a f(x) s3 fie continui in punctul x = 1 trebuie ca:
lim f(x) = hm flx) = —1, dec1 a=1.

X~1—0
3.15. Si se” studieze- continuitatea functiei :

1
x4+ esinx

L f(x)= | — x;ékn,keN

r—"=
1, x=kFkx

R. Pentru a studia continuitatea functiei in punctele 2% vom conmsidera
" separat cazurile in care % este par si % 1mpar

a) B =2m. Avem:
1

. . ; sin z 9 2
I,= lim fx)= lim Z te =T
Z~2mr—0 £2m7—0 ¥ — T (2m — I)m 2m —1
. . 1
: sinx .
l,= lim f(x)= lim 2t -

x—-2mn-+0 2=2mr+0 r— 7=

i : 1 _

(deoarece lim esits =¢~® =0 §i lim etinr =¢e» = oo) si f(2m-n:)=1
x=2mr—0 . xa2m1:+0

Deoarece /, # /;, functia nu are limitd in x = 2mm, dec1 nu este con-

tinui. Dlscontmmtatea este de speta a doua.,
b) k=2m 4+ 1. Avem: :
1.

sin z
L= lim flz)= lim 2¥° __ _ o,
N z-(2m+-1)e~0 z=(@2m+1jr—-0 X — T .
| ' v .
peatru cd  lim  esin¥ = oo;
' 2= (2m+1)—0
= lm f(x)= lm ZFeTT __@mtlr mt1,
Zer(2m+ 1) +0 z-@2mi+lri0 X — @m+ r— = 2m

m#0, si f((2m + n) = 1.
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Deoarece limitele laterale sint diferite, rezulti ci f(x) nu are.limiti
in punctele_(2m + 1)x, deci nu este continui. Discontinuitatea este de
speta ‘a doua. Rimine de studiat-continuitatea in punctul x ==.

1~

l, = lim f(z) = hm 2+ _ o

Kt gy Fan—0 X¥—T
-

I = lim flz) = lim 2X° " o 4o pentru ci

z-+7t+0 Cx=w+0 ¥ — T
L ) 1 : :
lim e = e® =00 §i lim esit? = =% = (),
z=1t—0 ’ ¢ x-an0 -

~ Avem: by # Iy, deci f(x) nuare limits in punctul x = w. Rezultd cj f(x)
nu este continud-in x = x. Discontiniuitatea este de spefa & doua. - -

3.16. Se dau functiile :

, { kR,xeQ - [—k x<Q
=l L eesem={"y o0
S4 se demonstrezeé cd funcfiile sint discontinue in fiecare punct si
cid suma lor este o functie continui. _ A . -
R. O funcfie f este continui intr-un punct x, din domeniul de definijie,
daci, oricare at fi ¢ > 0, existd 7,.> 0, astfel ficit daci |x — %,| < W
atunci | f(#) — f(x,) | < e. Consideram x, € Q si un punct oarecare x & Q.
Avem: |f(x) —f(xo)| = | —k — k| =2k, de unde rezulti ci f nu
este continud in punctul x = x,,. ' . . ’
Iar pentru g, avem: |[g(x) — g(%,)| =% 4+ k| = 2k, de unde re--
zultd ci nici g nu este. continud “in % = x; -Calculim: (f + g)(x) =
= f(x) 4 g(x) = 0 pentru orice x. Functia f 4 g este continui.

3.17. S& se studieze uniform continuitatea functiei : ;
' S(x) = x cos?s? pe orite interval [q, 5] CR.

R. Alegemgv o o 4 By

%l =, 2 =\/(2n-{-1).’2i ,meN

§1 calculdm:

T
nT — nw — —
o

T &

«fﬁ;+\/(2n+1)%| L

yim = e+ 1% |-

|2y — 2| =

1

«/EF+\/(%,+1)—’;-

ola

< e



Avgn;' _ . .
ety — f(x)l—- (ot - \/(2n+1)-(cos e+ 1) )
| — O] = > 1

" Rezulti ci f(x) nu este umform continus.

3.18. Si se studieze Vc‘c'mtmmtatea “uniformi a funciiilor :
a) f(x) =sin? x4, peNx < [0, b]CR
b) f(x) = cosP 22

-

" R.’'a) Funcfia f(x) este definiti pe R si continui pe orice interval m-
chis [a, b1, deci este uniform continud pe [a, ]. Ardtim; ci pe R funcfia
nu este uniform continui. Pentru aceasta consrderam sirurile

X = \/Znn + %, xY = \[2nn.

Avem: .
N ] R PR, : . 2m+12:-—- 2mtn
Xy — x,’,’=v21m +Z = Zrn= =
: ‘2 i e
‘ , 2rn 4 <+ A2
a— .. 7 “
[ T —)
2('\/2m +5 +J2m)
§i:

f(x,,) = f(%n ) = sinP x'2 — sinP x”’ = sinP \/znn + = — sinP Q/an =1,

pentru ci: -
| 1, x2=2nn+l;-,nEN,
‘ sinP 22 = 0, a2 =nn '
(l—l)P, %% = 2nn 4 227-:- .
leerent;a %, — %, S€ poate face onc1t de mic3, dar |f(x,) — f(x")l =1
»\Prm urmare funct1a f(%) nu este umform continud.
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- b) Considerdm sirurile = . . e e

= 4\/21:% §1 %, = \/Znn +Z

Avem1 o
, [ o
" 2. T
%y = 270 — 21m +— =— PR
: == \/m += T
st .

1 flw — fw) ] =l | cos? 27tn — cos? (21m +%)l =1,
pentru cid avem: ‘ |

0, 42 =nn + -7-;-
cos? %% = 1, a2 ._= %nn
(=1, 22 = (20 4 D).
Deci diferenfa x, — x, poate fi ficuti mai mici decit orice numir real
pozitiv, dar |f(x;) — f(x) | =1 si funcj:xa g(x) =cos? 22, peN, xR
anu este uniform contmua
3.19.- Si se prelungeasci 'func}:ia :

-1

f(x)—-—— e, x <R — {0},

prin continuitate in punctul % =0.
R. Pentru calculul limitelor laterale in punctul x = 0 utilizim formula: -

x =€, x> 0,

Avem : ' . -
° 1 1 1
1 - . In— -
l=1lim —¢ & = lime #.¢ #=
: £-0-0 #* s...o—o
A1 lim 22— 1) - ~Hm 3 .L)
= lim eln =t 22— p¥—=0-0 m1-tn s 22/) — g#—0—0 (lnx + 2] =
£40—0 : : ' ’
—~tim 23 In 2241
= g*—=9-0 E4d =% = ()
/ ~

87



deoatece pentru a calcula lim (len #41), x=0—0, trebule eliminat
cazul de nedetemunare 0. (—oo) si deoarece :

2x
. - Ina? . .
lim 221n 22 = lim — = lim = — lim 22=0
$=0-0 ¢ s=e—0 1 za0-0 , 22 7400
2. ) 2t

Analog : o ’ . | R )
.l =-1lim L. =¢~® =0,
x=0—0 ¥ .

'

Pentru .ca funcj;xa 'si fie continuid in punctul x = 0 trebuie prelungiti
astfel incit in acest punct sd ia valoarea zero. Avem :

_ 11 -
f(x) =1 £ »xsé‘O,
0, x=0.

3.20. Si se prelungeascd prin continuitate in punctul x = 0 funcfia
flx) = (14 2)'%, x < (=1, +o0) — - {0}.

R. Calculim 11m1tele Jaterale in punctul =0 si punem conditia ca

valoarea functiei f in acest punct si fie egald cu valoarea comund a:
acestora. Avem: ‘ .

Iy = lim (14 x)'l‘ =e, l;= lim (14 x)"‘ =e.

2-0—0 %-0+40

" Deci :

C me {(1+x>w % < (=1, +) — {0}

, -x=0.
3.21. Sé se prelungeascd functia :

f()—V‘““”

x_.

;x < [~1, +w) — {0}

in punctul x =0, astfel incit funci;la prelungity f si fie contmua in
acest punct.

R. Pentru ca funci;la si fie continudi In =0 trebme ca valoarea ei
in acest punct si coincidi cu valoarea limitelor laterale ale funcj:lel f(x)

A,

in x=0. Avem:

- x(€/1+x)= ,+\3/1+x+1)'___

I,= lim f(x)= lim 2 +t*=1

£=0—0 240—0 YT+ 2 —1 2-0—0 x(«/l Fx+ 1)
="'lim VI+ 2P+ V1+x41 =_3_ l lim f(x) ____
2=40-0 ¥ z+1 ) 2’ 7040

N
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Deci:

EF=L S & (2, ) — (0
“Fwy = 7T -

3
2"

- 3.22, s§ sestudzeze denvab;htatea si sa se-calculeze denvata de ordinul
intﬁ a functiei:

V11, % (.—90, 4]

o f(x)=§f_:'7£ %< (4 +op)

Il Pentru (—oo, 4) functia f(x) = V2% + 11 x2+ 11 ‘este derivabild si f/'(x) =

2= 8y + 49 .
Sty Pentru x < (4, 4-0) funcpa f (€)= —— este denva .
bils 5i f/(x) = .
Rimine de studlat denvab:htatea in punctul x = 4.
- Avem: : . o
fid) = lim LSO _ gy VAFN VT _ oy, VAR -3
s24—0  x—4 gd-0 - x—4 2-44—0 x—4
= lim . (# — )z + 4 _9
- im0 (v — YW + 8V F 11 +9) 27’
: 7 _ 8x+49 .
fild) = tim SAZSD gy T gy 82328
2440 ¥ — 4 24440 z—4 2440 27(x — 4) 27 °

" Deoarece , f,'(4) = fi(4) = :%, Arezulté cd f(x) este derivabild pe tot
domeniul de definifie 5i avem:
’ 2%

. M lwEey et T (=0, 41
';7' , ¥ E (4J+°°)'

Ny

3.23. Si se studieze derivabilitatea §1 sd se calculeze derivata de ordinul
_intii a funcj:1e1

f(x) = max (cos x, cos’z), x = [0, x].
) ,‘B. Pentru x = [O, %], 0<cosx <1 gi cosx>0 prin urmare cos’z <

< cosx deci: max (cos %, cos’x) = cos ¥. Pentru¥x = [f , 1:] , —1<
za [0, w2} o 2
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- 90

;, . R

< cos x <0 si cosx < 0, dec1 cos® x > cos x, de unde rezulté vkt
max (cos %, c053 x) = cos" x. Avem H
=<0, =f2) .
cosx, x<|0,Z

——sm x, xe [0 —)
, . sl fi(x) =1
. o cos"x, % E‘E,w] .

R Py

. - 3coszx . sm,x; x < (%, 7:,],

Py

Calcu"uu denvatele ]aterale in punctul x=— pormnd de la defmme :

(mf2) = lim M— lim M= fim ZSRE g
Jitm[2) zan2—0 % — %2 ‘zomjz—0 % — wf2 PRV EY I |
: ‘;;-(;72) _r hm’ " f(x) — f(f:/2).‘_ im cos?¥ — 0 = fim —8costrsing _- '0

S E-D2+0  X— w2 _{. somp-0 ¥—n/2 zonz—0 .1

Avem i ' '

£(3) ;ef;(i)',

prinr urmare functia nu este derivabili in punctul x = 71:/2 In conclume -
S(=x) este denvabﬂa pe intervalul

RN |

Graficul functiei f(x) este dat in figura 3.4

yh

I tgn | o

[Fig. 3.4



3.24. Si se. studieze derivabilitatea §i i se calculeze denvata de ordxv
' mel ﬁti‘iafunctlel.'i‘ . Tt el
B f(x) lcos“xl, x e [O 1:]
'R. Funcfia f(x) '¢§'te datd de:
- [cos’w, % < [0 m/2]
/(%) ={ —cos’x, x < (n/2, ©].
Pentru z = [0, 1:/2) functia f(x) = cosx este derivabili si f'(¥) = —3cos?x-

- sin #. Pentru % = (n/2, ©] func;:xa f(x) = —cos"x este derivabild si
 f'(x) = 3cos?x sin x.

7 In punctul x =2 avem: |
(n)2) = lim B =S _ (x/2) lim __COs * =0 _ g4y SScostasing 0:

f s(’:t/ ) ) D w-nj2—0 x— %f2. z—mlz—o % — 7:/2 ;_mg]_..o " 1 -
Fin12) = ) lim fl#) — fi (1:/2) lim M lim 3 ,cos® xsinx =0
A ;—;n]!-l-o X - 7712 2—01:[2.4-0 x — 1:,2 Zon[240 - 1 N o

Deoarece f: [-:-) = f} (%), rezults cd f(x) este derivabili in punctul
%= =, Deci: B :
2 .
, —3cos?xsinx, xe< [0, n2] -
fle) = 3 coszxsm %, %< (nf2, ©].

'Grafmul funcjnel f(x) este dat in f1gura 3.5.

y

" Pig. 3.5 \

oL (Z9) o %

i

3.25 Si se studieze derivabilitatea si sd se calculeze derivata de ordmul
intii a functiei

f(x) = |lnx — 1|, % & (0, +oo)
R. Avem: R
) l—lnx, X €. (0 e)

- f(x) [lnx——l % < [e, +c0).



Pentru x € (0, ¢) functia f(x) = 1 — In x este derivabild §i f'(x) = —1/x.
. Pentru x = (e, +o0) functia f(x) =Ilnx— l este denvabﬂa si f' (x) = 1/x.
In punctul x = ¢ avem:

. . ’ ].
) = tim L0250 f“) = fim B gy 20
X—e~0 ¥ — z—e—0 X — & z—e—0 1 e i
L
f(e)—hmM im 2= ! _ fim 21
¢ Zm=—0 X— x—4e-0 ¥— 3 xoet0 1 e
1
f,,(e)—hmM——f@— im 1=32% _ g 2 1,
Z—e+40 x— e Z—e+0 x— 6 xre—0 6 -

" Deoarece f;(e) # fd(e) Tezulti ci f(x) nu este derivabili in punctul
x = e. Deci
_L x<(0 ¢
, x
f'x) =

—l-, x € (e, +o0).
X .

3.26. Si sé determine «, § € R, astfel incit funcfia: -
Inx , x.= (0, e]

xX) =
1) ‘MH-B. % < (e, +o)
si fie derivabili pe tot domemul de definitie.

R. Funci;la f(x) este contlnua pe (0, +oo) — {e}. Pentru ca f(x -s4 fie con~
tinud in punctul x = ¢ calculam:

l=1m Infx=1; ;= lim (ax 4 B)'= ae + B; f(e)=ae+[5

X—e—0 z2=e+0
si punem condifia ca: l; =1, = f(e) adics :
e ae + B = 1 1

Functia f(x) este derivabild pe (0, +o0) — {e} ‘
Pentru ca f(x) si fie derivabild in punctul x=e¢ trebuie ca f;(e)=/fi(e)-
Avem :

* : -iln*x
f(e)——- lim M_ lim M: lim =~ ‘ =.i,
¢ Tae—0 ¥ — F—re—0 X — € zme—0 + 1+ e
f,,(g) — lim P =0 _ i Lol el Al AP
Z—e4+0 X — € x=1e+0 x—e ) '
de unde obfinem: o = 3/e. ’ o 2)

Din relatiile (1) si (2) deducem: a = 3fe, f = —2.
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"~ In concluzie functia f(x) este denvablla pe (O, +oo) pentru o= 3/e, ,
B = —2. iar derivata ei este:

fl _ (3/96) lnz-x, x E"(O, e},
- { 3[‘%» L2 .. xﬁe ,(e! +°0) i

e e L. .\
E T Lt

3.27. Si se calculeze diferentiala de ordinul # a functiei:
flx, 9) — xe? +yIn (1 + x), x € (—1, ), vy €R.
. ¢ (Examen)
LR Calcu]am dlferentlalele de ordinul # a]e funcj;nlor %y &, ]n(i-}—x).

* Avem : .

dx =1, d2x =0, . d”"x—O d"x = 0, adici d"x =0, # =2, 3,

dy=1, @& =90,...,d" 'y=0, dy =0, adici dy =0, n=2, 3, ...

d Lo, an-t
— (&) = &Y, —— (&Y) = €7, ... - Yy = ¢¥
dy (e ) e, dy’ (e ) €, ? dy”"l (e ) o e\ ’ dy”
1 a N 1
‘-]-x’ - g ) - l+x2’ ’.
n—z _(n—21 . dv _
damt [ln(l +. x)] - ( b A+ 0 @ (ol + 2)] =

= (—=1)*!. %-:I-i))—’i_ si utilizdm formula care-dy diferentiala de ordinul #:

'51"f(x, y) = ( dz 4+ 2 dyJ 'fi ).

Avem : . .
- &(flny) = &) + Plyin (1 +7)] = cs:xd—”,, (e")dy" +

Ci " e¥)dx C2 ar e¥)dyn—24d2;
T4 y,,_() + ()y x4 ...+

+ C"'1 — (e")dyd”“x + Che*d’x + C3 y— [n(l1 4+ x)] - da +

gn-

o ~ [In(1 + x)]d2* dy +Ci &= (1 F ) )deidyt o ...+

+a

+ C:-*é [n(l 4+ )] dzd™y + €2 In(1 4+ z)d"v.
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de unde deducem S S

- d%(x, y) = xe?dy" =+ ne"dy”“dx + y(— l)"“ . %;—?-‘dx" +
x "

=2 gumidy = (xdy + ndx)erdy™

gy =2
+(=1) T

U R P e @ s e oL 4, y e R

3.28. Se di funcfia:
e ) , ' . - . ) 2 .
f(x)={xln[x|, x#0 si se cere:

0 ,x—O

,a) Si se arate. ci f(x) este continud in origine, dar nu este derivabili in
acest punct. -
b) S& se’calculeze. derivatele la 'dreapta si la stinga in punctul x = 0.

R. Pentru a stabili daci f(x) este continui in origine trebuie si calculim :
In? (— )

-

I, = lim f(x) im xIn?|x| = lin = lim 2B Ue=x
. z=0-0 #=0—0, Cxa0-0 1l . za0-0 —1/a2
=2 fim 0= Y — —2fim X _—o.
v #=0-0 1z 2-0-0 —1/a%
ld 4——_ lim f(x)- hm xlnz{x] = lim xIn?x =0 s f(O) = 0.
x—00+

Deoarece I, = ld = f(0), rezulta ci f(x) este contmua in punctu]l ‘x = O

Calculim : lim £#)= ﬁ O _ jim 21t hm In?| x| = ~o0.
=0 | ¥~ 20 x .
Deoarece limita este infinit4 rezulti ci f(x) nu este derivabili in punc- -
tul x = 0.
b) Calculim derivatele laterale in punctul x = 0:

£0) = lim =0 _ pipy 200D iy gne (L) = oo,

20-0 x—0 - za0-0’ % £0~0
0 . In?’ .
fH0) = lim {®= f( )= lim FY% — fim Inzy = +o0.
2040 X - £—0+4-0 ] x =040

Deci: f;(0) = fi(0) = -|-oo prin urmare funcj;la are de*lvata inx=0
-dar nu este derivabili in acest punct.

3 29, Se da funcj:xa

arctg , x «R—{0}. Se cer:
flz) =
‘ 0 ,x2=0

'

‘a) limitele la.terale ale functiei f(x) in punctul x =0,
b) limitele laterale ale functiei f'(x) in punctul x = 0
c) graficul funcfiei f(x).
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R. a) Considersm restrictia funéfiei tangenti la interv lul (—=/2, =/2),
restncj:le care este. bljectlva, deci inversibils : tg: (—=n/3; (n/Z)—»R Inversa

ei este functla arctg : R—o— (—=/2, =/2). Functia arctg- este definiti pe
¥
{O} 51 ia valon in 1nterva1ul (—1:/2 w[2). Calculam

Iy = hm flx) = 11m arctg— = f— = ld = lim f(x) -1im arctg—l— =Z.
, x-0~0 . —0 . : 2 e E0EO 2040 T x o 2

b) Calculam den:vata functlel arctg— ,'reR— {0}

o . _ —1/x2 _ -1
f(x) - 14 1/a2 o1

Avem: fim f'(z) = hm Filx). = —1.

%-10—0 =040

<) Trasam graflcu] funcpel actg—f ' ¥e R {0} Graficul nu intersecteézé-
axele de coordonate. Avem: , 7
lim f(x) =0, lim f(x) =0, hm f(x) —xf2 §i lim f(x) = 7:/2. :

Z——00 . X—+400

Calculim derivata intii a functiei: f'(x) = gyl s f (x) #0 si fix) <O

pentru orice ¥ € R — {0}. Prin urmare funcfia este strict descrescitoare
pe tot domeniul ‘de definitie. Calculim derivata a doua & functiei:
f'(x) = o _|2_x o ; f'{%) = 0 pentru x = 0: Graficul admite numai asimp-
totd onzonta]a dreapta y-="0. Tabloul de variajie al functiei este dat
in. figura 3.6, -

Graficul functiei este dat in flgura 3.7.

Tangentele la grafic in punctele (0, —=/2) §1 0 1:/2) sint paralele
cu cea de-ar doua bisectoare a axelor de coordonate Acesta deoarece :
Jim () = Bim fla) = -1 s

" flx)

| f();)

L I LA R

- Lo Fig. 3.6
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2) f(x) este derivabild pe (—1,0)U

\
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" 3.30. Si seiarate ci .fgncj;ia:-"' o

¥ —2, x e [=2 —1]

f(x)=[ x+2, v < [1, 2]

nu are proprietatea lui Darboux.

R. Graficul functiei f(x) este dat in
figura 3.8; f este o aplicatie a lui
[—2, —1]U[L, 2]— [—-1,0]U[3, 4].
" Mulfimea de definifie a functiei
este reuniuné de doud intervale dis-
juncte; functia este continud pe com-

~ pactul [—2, —1]UJ {1, 2], dar nu

are proprietatea lui Darboux deoare-

. ce nu ia nici o valoare cuprinsi in

intervalul (0, 3).

3.31. Si se’ ceréeteze aplicabilifatea
teoremei lui "Rolle ‘pentru functia:

fi[—1, 1]—R .
(%41, ze[-10]
f) —{ x4+ 1, x<(0 1]

R. 1) f(x) este continﬁi pe [—1, 1],

a

In x =0 avem:
R
f;(O) - zljﬂo 2=~0 -

Ar=+1—1,=0

= lim
-~ 2-0-0 x

£i(0) = lim fW=SO_

- z40+0 2z2—0

= lim x+l—l_1
x2=040 . X

deci: f1(0) # fi(0).
3) f(—=1) =f(1) =2

-

Nu putem afirma ci se poate
aplica teorema Iui Rolle deoarece
functia f(x) nu este derivabild pe
(—1, 1). Graficul functiei f(x) este

. dat in figura 3.9.



'3.32. Sﬁ se studieze apl1cab111tatea teoreme1 1u1 Rolle pentru functxax :
f [~2J§ 31—»R dati de: :

s eebea )
WaE+z+14,. xe:[o, 3]

.) f(x)“contmua pe [—2[ 3]

b) f(x) derivabils pe (—24/Z, 3) — {O}.
Tn punctul x=0avem: .

SO FO) g P22 ¢
‘ f’( ) sl:ﬁo =0 z&o-o % 0
Cfi0) = 11m = O pyy dFFEF2 o2
) . 0-?0 x—0. ‘_’q+o x

= lim x(x 4+ 1) -'____ : .!
- 0t Watr+a+2) £0) %fa(O)

<) f(—Z«/‘) = f(8) = 4. : B
Nu putem afirma cd se poate aplica teorema lui Rolle deoarece funct.xa
f(x) nu este derivabild" Pe (—2[ 3) S | , -

- 3.33. Sa se determme numarul « care 1nterv1ne in teorema. 1u1 Cauchy pen- .
tru functnle :
f [0, 3]—»R f(xr { —% 43 . w0 1]

Y3 — 2+ 1, x = (L, 3]
si gt [0, 3]—-11 (%) = x. .

R. 1. f(x) g(%) continue pe [0 3] :
" 2. f(x), g() derivabile pe (0, Huy (1, 3)
. 8. g(x) = 1'# 0 pentru orice (0, ‘3).

Rezulti cid g(3) —g(l) =2 #£0 §1 ca exxsta cel putm un punct'
« =0, 3) astfel mc1t .

v

L@ =1 _ S
£® — &M 8w

de.vimde‘: ' R L
_ -9_9+1+1‘—413=,f'(¢)'
. 8=1 g'(=)

adicd o2 — 2a = 1/3 sau 3a? — Ba— 1= 0, ecuajie care are radicinile

. 2= 142 2«/- . Dar « € (0 3) prm urmare o > 0, deci constanta cidu-

. tata este oc—--l-i—z‘/3 : " .

7 — Probleme de analizi matematics . ' . T ) . 97
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EVANLY 3]—+‘B,‘

- R. 1) f(x) continud pe [0,.2].

3.3%4 Si se studieze aplicabilitatea teoremei lui Lagfange pentru funcfia:

[ x . omel 2]
1) = lx2/4 +1, xe(2 3]

R. a) f(«) este continui pe intérvaluli [L,E3] — {2}. iIn lx‘='-.2 avem:

L= lim f(x) = Bm x=2; = lim f(z) = lim (s34 +1) =2
", 3=2=0" 2420 . T g-240 7 xa240 - co T C

si fi2) =2 Avem: J,=1I;=2; deci f(x) este continui in x = 2. Prin

urmare f(x), este continui pe intervalul [1, 3]. o ‘
b) f(x) este derivabild pe (1, 3) — {2}si; -

, (1, ze<(l,2
It {xlz,,“(z’ Y
In =2 avem: , ' '.
f1@) = lim f8=S@ _ 222,

520 x—2 242-0 ¥ — 2

#4240 ¥—2  za240 ¥ —2 4 za240 - T

Avem: f(2) =/i(2) deci flx) este
derivabili in x =2 prin urmare, este
derivabild pe intervalul (1, 3). .

Deci: - R

Cfw) =

1, 2€(1,2]
{x/Z, x € (2, 3).

Rezults, aplicind teorema lui Lagrangé,
ci existd cel pufin un punct ¢ = (1, 3),
astfel incit: : ) -

B =1 _ o 4+1=1 _ oy
_5‘__1_..f(c),sa?1‘ 5 _.j-'(c),
de unde: f'(c)==9/8; daci c e 2, 3), .
rezultd ci: ¢/2 = 9/8 5i ¢ = 9/4. Graficul
functiei, reprezentat. in .figura 3.10, con-
_ firmd acest fapt. e . .

3.35. Si se determine valoarea lui ¢ care intervine in teorema lui Lag-’
range pentru functia : T : ' ~

Fo =R f =, P %S ([;)2? ‘

2) f(x) -derivabils pe (0, 2) — {1}.
98 o -



z—d—o x - z1—0 ¥ — 1

L= _ iy Zm1=t g ..Cffj
1) = 1 BTk
7ilt) = Jim J2I0 _ iy 221 7 4./

dec1 fi(1)-=fi(1). Rezulti cid f(x) este den- 0 2 '
vabil3 pe {0, 2). Deci existd cel pufin un punct 7 200 / v x"
. ¢=(0, 2), astfel incit: M = f'(c). Avem: / '.'
- f'(c) = 3/2 sau 2¢ = 3/2, de unde ¢=23/4. Gra- o / '
f1cul funci;lel f(x) este trasat flgura 3.11. , ,%/,

fnpuncful x=1 aVéxﬂ' _ . 7 y V
fi(l) = lim fle) — j;(l)-j lim -1 ='2; // B}Zﬂ%' o

S 3 36. 4 se demonstreze folosind teorema wi Fig. 3.11

Lagrange, urmétoarele inegalitéfi: ’
» 1) |sinb —sina| < |b—-a|

2) "“'<tgb—tga<

- costa

=2 oéa<b<f-

R. ) Consideram functla f(x) =sinx, x € [a, b]
a)’ f(x) este continui pe [a, b], .
b) f(x) este derivabild pe (a, b).

Sintem in conditiile teoremei lui Lagrange Pnn urmare, emsta. cel

. “pufin ‘un punct ¢ € (a, b) astfel incit:

f@.M) Ei___;
AEZLE = f(e), adies S2o= ()

sal1 smb —sinag = (b—a) cos ¢. Dar [sin b — sin a| = lb—a[ - |cosc}| si
deoarece —1 < cosc¢c <1 sau|cosc|<1,avem:|sinbd —sina| <|b—a|.
~ 2) Considerim funcfia: f(x) =tgx, x <[a, b]0<a<b < 1:/2
a) f(x) continui pe’[a, b], . . _
b) f(x) derivabild pe *(a, b). . -
Sintem in conditiile'teoremei lui Lagrange. Rezultd ci existd cel’ pui,'m
un punct ce(a b), astfel incit : M =f'(c), adicd tg: — '8 ls=c !
—a a CO.
c e (a b). Dar pe intervalul [O 7(2) func}na cos x este descrescitoare; -

: 1
_ prin urmare, deoarece « <e< b, avem: —, de unde

cos?a cos2 [ cos?b
1 tgb—tga 1 . b—a
< <t b—t a< adici Telatia -
cos:.a . " b—a cos’b cos? g g b" . t

ceruti.

3.37. Se di functla f R-—»R f(x) = x"es* # =N. 54 se dJscute dupa

” extremele lui f.

(Examen)

R, Avem ' : ~ ‘
- pentru n = 0, Tunctia f(x) %, x R este strict crescitoare,

~ deci nu are extreme; ' P .
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pentru "= l func};la f(x) = xes’ are denvata f(x)=e3*+4 3xe3'—~

- = (1 4 3x)e?*, jar ecua,tla f'(%) = 0 are ridécina x; = —1/3. Dérivata a
doua-r f"'(x) = 3e¥* - 3(1 + 3x)e®* = 3(2 + 3x)e? este pozitivd in pimctul
x = —1/3 deci acest punct este punct de minim; - ‘

— in cazul ‘general: f(x) = "¢, iar derivata intli este: f'(x) =
= nxn=1e8% .. 3x"e% = x""(n + 3x)e3" Feuafia f'(x) =0 are radacmﬂe
=0 §i ¥=—n/3. ‘
a) Considerim x = 0. A’cunc1 prima denvata nenula cste. denvata de

ordin #. Prin urmare:
" — dacd # este par avem in punctul % =0 un minim deoarece

dim f(x) > 0 hm f(x) >0 si f(O) =0;

8-00—0

- daca % este 1mpar avem in punctul x = O un punct de ‘inflexiune
-deoarece

lim f(x) < O; 11m f(®) >0 si f(O) =0.

z-0—0 -
b) Con51deram % = —-n/3 Avem f'(x) =0 si:
f'(x)=(n— l)x"-z(n + 3x)e’* 4 Gyn—1g%s + 3xn=1(n 4 3x)e3" =
= x"‘z[n(n — 1) + 3nx — 3x + 3x + 3nx. + 9x2]e%* =
= x*=2[n(n — 1) - 6nx 4 9x2]es’ )

| ié’*'f "(; == =me= (“'?)'H(‘s‘)m‘" -

Prin urmare: :
— daci » este par %= —n/3 este punct de maxim;
' — dacd # este impar x = —n]3 este' punct de minim.

3.38. 84 se reprezinte grafic functxa ,
o A=t 2 ‘.".
C ' ‘f(x).—‘-x‘+2x"-+1
R. Functla se -poate scne si sub forma:
— 2242
o) = ———( 2L
1) Domeniul de def1n11;1e % R,
2) Calculim:

- lim f(x) = 1 si 11m f(x) = 1.

x—'—eo

. 3) Graﬂcul nu intersecteazi axa abscxselor dar‘in'te_rsecteaz‘é axa
ordonatelor in punctul M ©, 2).
- 4) Calculim denvata intii:
Fx) = " (433 — 2%)(4A + 242+ 1)2 - (4:;8 + dx)(t — a® + 2)
@2+ 1)
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de “unde rezulta, dupa efectuarea calculelor
’ 2x(372 — 5)
| =D
Rezolvim ecuafia f’ (x)‘-— 0 sau 295(3952 ~35) =0, care are ridicinile

X = O X283 = v_—b»\/15/3
' Semnul _derivatei mti1 este dat in tabloul :

5 |—m—————=====04+++++++++++
5| 4+t ++O0————————0+++++++
) ——ee——0+++0—f—+0+++++++

Puncte de extrem: m,(— J‘B o@ mAJBB 04) si Mm m’
5) Calculam denvata a doua:

f"(x) (18::g 10)(x2 4 l)3 — 3(x"+ 1)25. 2% « (62% — 10::)
(42 4 l)a :

2(98 — 3422 4 5)

(210
si rezolvim ecuatla f'(x) =0 sau 9x% — 3422 + 5 =0, ecua]:le blpatrata

. cu radacmﬂe %2 = 17i2“,—, sau xp = :}:l 9 si %g4 = +0,39 =~ ~ 0,4.
Puncte de- 1nﬂex1une :
I,(=1,9; 05); Iz( —0,4; 1x4)7§1 13(04 1,4); I,(1, 9 O 5)

6) Graficul admite as1mptota orizontald y= = 15i nu admite a51mptote
verticale sau oblice.
7) Tabloul de var1a;1e a1 funci;lel este dat in f1gura 3.12.

de unde, dupa efectuarea calculelor, obtmem fl(x) =

. -?. ) | 219 —-"3’3- '_‘o,.z.‘ ,o""'o,z, J3@ 19 +oa
fm‘~—~¥~¥~——a+HP+%0+-+—0+++HH++
f.{x) \ / \“" /

Fix) —,—;'_._—0 +++++o—--——~———o++++ +o-——
1 /\ 05 e T 1.4‘\/'25/-\,

Fig, 3.12
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‘F;g 3.13

8) Graficul functiei este dat in figura 3.13.

Functia f(x) fund functle para, graficul ei este simetric fafi de axa
ordonatelor. ‘

- 3.39. 84 se reprezmte.graflc,:

e (x - 1)213 :
| ) = =
‘ R. 1) Domeniul de def1mt1e x.€R— {O} ‘
2) Calculam limitele la capetele intervalelor’ domemulm de deflmjne;
' lim f(x) -0 hm flx)= '

’—V—m

| hén f(=) 5 ,'-—oo §1~ 11m f(x)=

- ~

- 3) Graﬁcul intersecteazi axa absc1selor in punctul A(l, O)
4) Calculam derivata Intfi:

f’(x) (46“‘\/ (x — 124 e“ 2(x— l)/34("'/(x - 1):) 10x — IOe“ m

- 100 2
[lZe"(x -1 2e“'(x - 1)]10x — 30e4%(x — I)2-
300 3(x — 1) Vx — 1 -7

de unde deducem, dupid efectuarea calculelor

e‘”(l2x3 13» + 3) : '
f ( ) = 304 \/ . N v
Ecuaf,‘la f'(x) = O se reduce la 1252 — l3x+ 3 = 0 care are solu;:ule

ix llx 3
1 35 2 e
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- Semnul derivatei intii.este dat in tabloul urmitor :

-

% _ —°° ‘- O—:l’; % , ! _+°°
122 — Be4 3 [+ 4+ b+ +F 0 —— 0 F A+t bt
2 '|++++0+++++++++++++++
F—=1 |—————m—— I —————— 0 ++++
1) ————n——0+++0———1++++,

Punctele de extem m(1/3 086) si M(3/4; 106)

Avem :
—hm fix).= —o si hm f'(x)
z—1—-0
Asiﬁlptote — verticale: x =0, ‘
— orizontale y = 0 pentru ramura de la —co.
‘— oblice — nu existd. ..

Tabloul:de variafie al funciiei este dat in figura 3. 14.

Graficul functiei este dat in ﬁgura 315 . ' .
IR v 1 3
TN Balad 0 o 3_- AR 1T oo,
fx) ——r ==~ 0+ +0 — ’w+;++_++ ~
f | S \*\//fﬁ\\,//(w,
) . 00 086 0
Fig '8.14 4

340 S se reprezmte graflc funcjzla
| ) = |x+11e"*'” |
R. Tinind séama de semnul functiilor x -17‘1 six—1, deducem :

= Ne, x e (—o0, —1
flx) = (x+ De=1, 2z (-1 1)
‘ (x+ 1)8"'“"1), x € [1; +CD) ;

1) Domeniul-de definifie: z < R.



‘_*lu..;__ _.l_..‘_

¢ _ Fig 3.15

2) Calculam limitele la capetele intervalelor domeniului de deflm];.le.

11m f(x) = — lim (x + 1).4:’"‘l _—Z‘ —,-xhr_nw ’;'*" = -*11:_11&::1—_0

PERTIS Zor—c0
#+1 .. L ‘
= llva=O,

lim f(x) hm (x 4 l)e ("-‘)— lim ——
x-v+oo 8 400 -

-.+oo
hm flx) = — .lim (x -+ l)e"'1 =0,
Fo—1— -o-n -0
Clim f(x) = hm(x+nw4—0‘
 ¥=—=140 .
lim f(x) = 1m¢x+naﬂ— '
z=1-0 .
lim f(x) hm (x + l)e'("‘!? = 2.
_- %140 . .

3) Graficul mtersec’ceaza axele de coordonate in puﬁctéle A(—1, ‘O)'

- si C(0, 1fe).
4, Calculam denvata mtu

% € (=0, —1J, f(x) = —es=1 —

£ (=1, 1), f(x) = e 4 (x + Dort = (x + o=,
% < (1, +), f’(x) = e~ ("1) - (x . 1)e~t=0 = —xe—(x=1)

@+WH=—@+%H.

104



.. Deci:

: ‘ —(x:[— 2)ex-1, x e (;oo, —1) -
f'(x) =1 (x4 2% x (=1, 1) .
- —xe—l=-1),

x < (1, 4o0)

Ecuaj;xa f'(%) = 0 are ridicina: x = —2 iar punctul M(—2, e™9) este 4'
punctul de extrem al functiei.

Studiem derivabilitatea in punctele X = —1 si =1 Avem:
C lm f(x) = lim (x4 2erl = —g—2 = —1/e?;
Er=1=0 za—=1—0

lim f' (x) hm (x + 2)e*~1 = ¢—2 = l/e2 l
24140 -

lim f'(x) hm (% + 2)e*-1 = 3;
x—vl—O

F1-0

lim f (x) = — lim xe-("-l) = —1.
2140 z140

mx=1gizx= —lfuncj:la este denvablla Punctele 4(—1, 0) 'B(1, 2)
sint puncte unghiulare. : , ’
5. Calculim derivata a doua: .

% € (—o, —1), f'(x) =.—e‘~'1(¥ + 2) —el= —[x + 3)e*-1,
x € (—1, 1), f'(%) = ex~1(x + 2) + >t = (x + 3)e-?
x < (1, o), f7(x) =

rd
—e-"?—l') o+ xe—(x-1) = (x —_ ])g-(*-l),
Avem . deci: o C '

x & (—o0, —1)
xe(—1,1)
x € (1, +w)
Ecuatia f”(x) =0 are ridicina x = —3. Punct de inflexiune
I(~3, 2¢74). In punctele x = —1'si'x = 1, f’(x) nu existi. '
6. Asimptote: — orizontals: y =0

— verticale si oblice: nu existi.
7. Tabloul de variatie al funcfiei este dat in

figura 3.16.-
- 8. Graficul functiei este dat m figura 3.17. ,

—(x + 3)ex—1,
£ =] (6 + Best,
(2 — Deme-m,

3.41. Sa se reprezinte grafic functia

(x) V%% < 32, 3:\;2
R. 1) Domeniul de’ deﬁmjne xR
2) Calculam

lim f(x) = —00 §1 11m f(x)

T =0

,( 3) Graficul intersecteazs.-axele de coordonate in punctelé:"O(O, 0) si
4(8,°0). R
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- -3 -2 - 1 )

'
M— ]
s -

f'( X 1]

R ++a —--l+4—+— ————

fix)

flx)

+++++m——--—‘+++|++++

- fix) g

~__— 254 /\0 \__/3\_/

Fig. 3.16"

i 24

4‘40) 1000 o ' . X -

Pig. 3.17
4) Calculdm derivata intii:
3x% — 61 x— 2‘
fla) = f

' 3’& 3x’ : 'f/x(x — 32

Ecuatia f (%) = O are radacma % = 2. Semnul derivatei intii- este dat
in tabloul urma.tor ,

X — ﬂ0' -
% —2 | === 0 +++++++++++
Var =3P | ——=—0++4++++0++++++
f'(%) 44+ 1 == 0+ +++ [ ++++++
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Punct de minim : m (2 —/4) Avem :

hm f’(x) = -}-00, 11m f(x) = —o0 lim f'(x)» = 400 §i lim f;(x) = --c0.
2-0—0 i —0+4+0 ' £-3~0 . z-43+0 )
. Calculdam denvat_a a doua: ‘ : ,

' ' R 342 — 122 + 9

iy = O
de .unde deducem dupa efectuarea calculelor

‘ ’ 4 —_ -2
f() #(x — 3)V/x(x — 3)

Semnul denvate1 a doua este dat in tabloul: ‘
"x . .—oo, O '3 + 00
83—z | +4+++++++++F+0 —— ——— —
/@) | +++++ 1 +++++ | —————— ——

6) Graficul admite. aSi'mp'toti oblicd: y =« — 1 deoargée: \

L - m—m—hmﬂ) 11m‘_e"3"3"”=1;
L .. Z—00 X F=0 »‘ %

'rﬁ’ . n= nn [f(x) — mx]. —hm (Y7 = BaF — 2) =

B C 1“ — 342 — 43
' e V= sxa)2 + \/xs(aﬂ — 847+ w/—w

7) Tabléul de vanape al’ func]:te1 este dat in figura 3. 18. .

x jm® 2 3. +00

fx) +-s-+-1—-+-4-+++—+| —=0 ++ M il

f(x)\..—-—"'"/ 0\\—/0 /‘\

Fig. 3.18 -

£7x) +++++4—++++J+++++ I--—-__, '
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si rezolvim ecuatia :
derivatei intii este dat in tabloul:

Fig 3.19°

8) Graf1cu1 funct1e1 este dat in
figura 3.19. Punctul 0(0, :0) este
punct de intoarcere, iar ' punctul .

. I(8, 0) este punct de .inflexiune.

3.42,. Si se reprezinte grafic functia :

flz) = Va* =3z + 2.

R. 1) Domeniul de definifie: x € R. .
2) Calculim: lim (%) = —o0 si.

hm flx) = e
—vf 20

3) Grafxcul intersecteazi axele
de coordonate in -punctele:

T 4(=2, 0) B(1,. 0y si C(0, ¥2).

~-4) Caleulim derivata inti ;
, -3

flx) = \/(x’ ‘3x'_+ 2)
-1

e/m

(x) = O care are rada.cunle %12 = +1. Semnul .

-.x —© . -2 —1 A | + o0

=1+ ++++++++++0 ———=0+++++ +
f(=) +,-'t-.+++++vl++++0<—-——|-++++++

Avem : N S -
I’im ' Sl = +'oo hm ,g(x) +o0; lim fz) = —oo; lim_fz) =

z=1-0

Punct de intoarcere: B(1, 0). Punct de maxim: M (-1, ¥4 _)
. 5) Calculim derivata a doua :

f(x) = 2x(x® — 3x 4+ 2)-213 _

de. qnde :

n
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6) Asimptote:
.. — oblice: dreapta y = x deoarece:

-2

2
3

- 1) . 3(x2 — 1)(s° — 3% + 2)~5,

. ECuaj:ia; "£(x) =0 nu are solutii..

(x+ 2V/(2* — 3% + 2)

— orizontale si verticale nu exjsti:

f(=

m = m = lim 221 hmM 1 -
2% x X0 X .
=1im[f(x)—mx] lm[\/x"——3x+2—-x]
=Y. X—+00
»—-3x+ 2—

=Ilim

o 1’/(;;8 SR +&’/xa(xa— mra+ Ve



fix) |

M vﬁ.;AféA _ 
Flx) w/p / | \o/ E

m,++f+++|~f~—f—~|——-—~-

|~ 0 T~ < ™

Fig 3‘20

7) Tabloul de vanatle al funct1e1 este dat in figura 3. 20
8) Graﬁcul funct1e1 este dat in figura 3.21.,

3.43. Se di functia, f(x) = w

a) Si se determine muljnmﬂe de def1n11:1e, de cont1nu1tate 51 de deri-

vabilitate.
b) Sid se studieze variajia i s se reprezinte grafic func];la

"R a) Pentru ca functia sé. fie definity trebuie ca x4 — 922 8 >

x #0.
Ecuatxa blpitrata x4 — Oa? + 8= 0 admlte ridicinile ;.

x1="‘2\[2_- % = —1, ”a—l' %y = 24/2.

Fg, 3.21

o~

§ .
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‘Tra}bloulA de semne este: .
% |- —22 -1 1 2.2 foo -
—92248] - +++++++ 0 ———10 HHH0—— 0 ot

Deci funcfia este deﬁmta pentru

% . (—o, —2J‘ U -1, )u © 1)]Uz[2J2 +00).

* Functia-este continui pe: (—oo, —242)U(—1,0)U (0, U (242, +).
In punctele x = '—2\/5 % = 1 funcfia este continuj la stinga pentru.ci:

".‘z,-_ lim . f(x) f( 2«/_)—0§ll—llmf(x> f(l)—~0~»

T—2/2-0

jar in punctele x=1 §1 x = ZJ— func];la este con’anua la dreapta deoarece: :

z,,_ hm S = =f(-1 )—0 silp= lm f(z) = f242 ) =0.

‘ 524240
: ~Func1:1a f(x) este derivabild pe mtervalul

(—o, ~242) U (=1, 0) U o nu (ZJ‘ +oo)

I punctele —24/2, —1, 0, 1, 242 funéia nu este derivabils, dar
are derivati laterali deoarece

m @ = f(—zd‘) i JA=5F TS — 4o,
#s—2i-0 FF 24/2 ,_,__242-_ x + 242 : )
lim &‘Lr_f(:ﬁ=' fim - AFZ TS =S +8 . _ o,

Fo—-140 - ¥+ 1 24140 41
lim & =fO _ o, AF=0a+3 o
=1-0 x-—1  #-1-0; x—1 ! :
lim 1) —A22) ) lim JE=97F8 _

£2¢/240 x-—242 x~%f40 ”'-24-

| Deci func;ua f(x) are derivats Ia stmga in punctele —2\/— si —I si
are derivati la dreapta in punctele 1 i 24/2.
b) Réprezentim grafic funcjna Sf(x)..

') Domeniul de definifie: #< (—oo, —2Jz]u [—1 0)U(o 1ju[24‘ +oo)
-. 2) Calculam lim f(x) = —o0; l1m f(x)

-0

lim f(x) = —oo; hm 0 =

2-0-0

3) Graflcul nu mtersecteaza axa’ ordonatelor dar mtersecteaza axa abs-
ciselor in punctele: A(—2 4/2, 0); B(—l 0) "C(1, 0);-D(24/Z, 0). -
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4) Calculam derivata: intii:

42° — 18% o

242t — 922 -8 |

f’(x) — ‘J x’ N N R ) bl x'Jz‘— 933.*.. 8

- A8 ' '
x'Jx‘ 95*+ 8 -

si rezolva.m ecuai;la f (x) = 0 sau »* — .8 = 0 de unde

—\/')(x3+«/‘)—0>

ecuatla care are radicinile reale: x, = /8 sl %, = —\/8
Graficul nu -admite asimptoti orizontald, dar are asimptotid verticald
dreapta x = 0 §1 asimptotd oblicd dreapta Y= deoarece

) _ g AF9EEE L

—_ ;95 8 :
ek Ol 24— 0 — A 918

m’ = m =1lim —=—2

. :—ow X =00 - At
# = n = lim [f(x) — mz] = hm(______‘J"_":”°+8~..’. x)=

limdx‘—9x’+8-’-x'=0.

. %00 x . ' .. .. ) . ’

‘Tabloul de vanajne al functle este dat in figura 3.22.

x' e '-2/5'%-1 | 0 1%2ﬁ' ’,. )

-

Fx) + +++++'++%/A%—- —4*'—-'— -;V////Z'++ + ¥+

y o 0

0%0 B % et
£lx) / / \ \ /

.- Fig. 3.22 ' '
Graficul functiei este dat in figﬁfa 3.23.
- 344 S3 se Teprezinte grafic fi:hé;:ia:
S =

, (serpentma ui Newton) : ) -

R. 1) Domeniul de- deﬁmtle % ER N
2) Calculdm: lim f(x) =0, hm f(x) = 0.

Z=b—00

~ 3) Graficul 1n1:ersecteaza axele de coordonate punctu] 0(0 0).

, a>0
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Fig, 3.23

4) Calculim derlvata mtu

f’( %) = a(ax®t + l)—2a’x2 _ al— ax)t

(ax®  1)2 T (axt4 1)8
sl reZOIVam ecuajna f'(x) = O care are rédacinile : '
. L mp=1a= if/a N e

Punctele de extrem alefunc;nel si’nt m Ja/a —J_ I2 §1M J— /a, ,\/— /2);
‘ 5) Calculdim denvata a doua: 4

f" (x) -—2ax(ax” -+ l)’ 4az(axt+1)(1— ax‘) —_2a’x(q;;’ + 14 2—2a2¥) —
e (a4 1)¢ ' ‘ ‘ co (ax®+ 13t
_ ¥2ax(3 - ax’) . )
= e

§1 rezolvam ecuapa f”(x) = 0. Aceasta are rddicinile:

X = 0 xz,s ;f;\/_a = j;JSa/a

Semnul derivatei a doua este’ dat'm tabloul urmitor :

a - o a .

2% |+ +++FFFFF 0 — —m et — e ——
8—ap | ————— 04+ ++++++ 40— — — — — —
[l = —=—=—== 0+ +++0——=0++++++
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" Puncte de inflexiune : 0(0, 0), I,(—+/3ala, —+/3a/4), I,(y3ala, 1/3a/4).
6) Asimptote orizontale: y =0 ‘ ' ‘ N
— verticale — nu exist¥.

— oblice ' — nu exista. '
7) Tabloul de variafie al functiei este dat in figura 3. 24

_E ;YA Y3a
x =% a a o . a a too
fix)
Fix)
f?x)

FIx) /—\-—@-\_/ 0 /\ ’/_ S~ —

N

Fig 3.24
8) GraﬁcuI funct1e1 este dat m ﬁgura 3.25.

vdo.o') x

‘ Wig, 3.25°

3.45 Pnnc1p1u1 de minim al lui Fermat ‘Fiind date o dreapta p s dous
punc’ce A si-B situate in acelasi plan cu dreapta d si-de aceeasi parte a ei,
sd se géseascd un punct M pe d astfel incit suma M4 4 MB si fie minima
(legea reflexiei razelor - de lumma)

R. In planul 20y, hl, By, 4 sint date (vem flgura 3. 26). Trebme ca dnkmul
,L(x) fie minim. Avem: . »

L(x) = AM + B = \/hl T+ BT A=

- 8 — Probleme de analizi matematics . : ‘ T - 113
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s

Fig. 3.26 N Fig. 3.27

Pentru a- éaIéulafminifnul functiei L(x) calculim derivata intfi si rezolvim
ecuajfia L'(x) =0. Avem: ' : :
T WAt - RTR AR
L'(x) =0 daci zy/A + ( — 2)2 = (! — #){/& + 2 sau
x3(h§ — 2) + 208 — %% = O deci pentru:

=y(hy + hy) = . = o = -lhl-(h‘.ﬁ-jm — '.
(o= ha)(hy+ ha) ko= hy "2 (hy— ) (By+ he) - By + g

Obfinem : OM/AM ='MN|MBsau sin « = sin B, deci « = .

3.46. Si se taie dintr-un bugstean circular- o grmdz‘i de rezistentid ma-
- ximd cu secfiunea un dreptunghi de laturi a §i b gtifiid c& supusi la inco-
voiere are rezistenfa proporfionald cu ab® (fig. 8.27). T

R.. Rezistenfa R este dati 'de: R(a, b) = kab%, 2> 0, b > 0, unde % este
o constanti. Tinem seama . de rela}ia Edintré raza busteanului » si
dimensiunile dreptunghiului a §i b adici de: 472 = a®+ 52 si objinem:
R(a) = ka(4r*— a?). Calculim derivata de ordinul intfi a functiei R(a):
R'(a) = k(4r® — a?) — 2ka® = k(4r® — 3a%) si rezolvim ecuatia. R'(a) =0
adici 4 —'32 =0. Deci extremele funcfiei sint: a, =2r\/3/3 si
@y = —274[3/3. Calculim derivata de ordinul doi a funcfiei: R"(a) = —6ka
deoarece pentru a; = 274/3/3, R"(2r4/3/3) = —12k4/3/3 <0 rezulti un
~maxim, Valoarea maximi a rezistenfei este: Rumax(2#4/3/3) = 16k+3,/3/9.
Grinda are dimensiunile: a = 2r/3/3 si b =2,/6/3. - i v
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3.47, Si se determine unde este Tezistenfa maxim3i
fntr-un stilp tronconic supus unei forfe orizon-
tale .P (fig. 3.28). »

< .._.*.'_._..._._.’____...,....__.__._.I

. N~
R S
3

b

i{. Avem: £ = . dé unde ¢ =209 No-
h D—d k o

‘tim cu y diametrul stilpului. Putem . scrie:
y=d4+e=d+*2=9 " Tinind seama ' ci

1 oy Bes
y , rezulti ci: x = v—9, Intr-o sec-.

g =

fiune. oarecare momentul fortéi este 'dat . de:
- M=Px, iar rezistenfa dee R=M|W = Px/(xy3/32)=
= 32P/x-(x/9°). Rezistenfa este maximd cind este
faximd functia z(x, y) = x/3%, adici funcfia
Cip—d) o . ,
SR | R,
" /Extremele functiei z(y) se determin rezolvind
ecuafia z'(y) = 0. Avem: - . . -
| ) B Py =@
z(y)‘_D-—d‘ S =
=k yEI=2) _ b 8a—3
D—a - D—a .
si #'(y) =0 pentru y = 34/2. Avem: ‘
no b (34 ki
. — d —— 1 f o o— g = .
D—i fy“_)  D-—4d ‘ 2 . 2(D = d)
. Calculdm derivata - de ordonul doi:
b =2 — 493 — 2y)
D—d. N A
b 1dy—6y _ 'k 6y—2d)
D—d ~ 5 ..iD—d . p

gy -

T UmL T

X =

g )=

.-'.-.__'....._--_..._ o,

_Pentru y = %{ , airém':.

| = . = —

D—d 2438 . D—ad -8l

32 . . - N ‘Fig. 3.29 -

| o5~ |
z“(ﬂ) B 5 , I I v

Rezistenta in stilp este maximd daci D > 34/2 sau x < k.
3.48. Si se canstruiasci un bunker de ',vol‘um. maxim dintr-un material
dat S?% format dintr-un tronson paralelipipedic de in&lfime b-fird - capac,
de bazi un pitrat de laturi a, completat cu o piramidi regulati .de muchie
a, cu virful In jos. (vezi figura 3.29). C.

" 1
v
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R. Iniljimea piramidei, &, este datd de’ & =\/ 2 —@-=fg.m,

o B
iar aria bunkerului (fird capac): S? = dab - Tz = dab + @*4f3.
" Deducem: b = L—‘;glf's_ (2). - Volumul bunkerului este: V = a2 - “—Z’.'
a . . "

de unde deducem; inlocuind % din relatia (1) si b din relagia (2):
. : b

2 -~ 12

_ o(2y2—348) +35%
12 - i

V(a) = a? - St — a%/3 _"_._a_a LaE 3aS* — 3a%/3 + 2a%,/2 o
- Ag 3 ' o

Avem de studiat maximul functiei V(a). Pentru aceasta calculdm:

: *V’-(a)‘ = é [3a2(2J§ — 3J3) + 5] = 2242 —?;«/5) +3s

si rezolvim ecuafia V’(s) =0 care are radcinile: -

a”=ﬁ; S4/57(348 + 242)
’ - 19

Calculim derivata a doua: V"(a) =1(3“/—§;ﬂ;; In punctul

 “1 ="'l.§9' V57(3‘\/§+2«/Z) " . .

N

avem.

V"(ay) = % (242 — 343)V57(34/3 + 24/2) <0,
deci volumul este maxim. ‘

3.49. S& se determine la ce inilfime % trebuie agezati o lampi pe verticala
centrului unei piste circulare de razi » pentru ca aceasta si fie luminatd la
maximum, stiind ci intensitatea luminii intr-un punct M este proporfio-
"nald cu sinusul unghiului ficut de raza de lumini cu planul pistei §i invers
proporfionald cu p#tratul distantei-de la punctul M la sursi.

R. Pentru punctele situate pe conturul pistei, deci cele situate la cea -mai
mare distantd fatd de surs3, intensitatea I este datd, tinind seama-de enunf,

deci: I(x) = Si;: , unde @2 = NP + 7% si sin « = -\/—x—-a— (fig. 3.30).

ke 4
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" natura gazulul Se cere relat:la ‘dintre P si Py _pentru

Pent:ru a rezolva problema trebuie si caqulam extremele funcfiei:

[(x) = ’(——%)37 , > 0. Calcula.m denvata de ord1nu1 intdi :
. . . . .
() = (x2 + )32 e 2x%(x% + 1'2)1/2 _ (# + ,2)112(5:3 492 —-»3;\:’_) ot 22
. R (4 + 72 - (#* + ,2)512 .

§i.rezolvém_eci1a1;ia I'(x) = 0. Avem 72 — 222 =0 fentru Kig = £ r\f "

' Calculim derivata de ordinul doi a funcfiei:

. ) — ()% — (rz';-Zx’),~ 3. 2% + (2 4 )32
1’ , 2 -
I'"(x) =— - =
~ (2 +r2F B
_ —x(2® + 72)312(442 + 4t 4 o2 — 24%) "—x(2x’ + 57%)
(# + 12 o (% + 12712

_--;-' 3,3\/5 . 27““
==
mare functia I (x) are pentru % = r«/2 [2 un punct de maxlm Rezulta.
ci pista este luminati la maximum dacd sursa “de .

luming este agezati la distanja % = 74/2 [2 fati de
centrul pistei.: :

" Pentru x1'='—"?, avem I"(xy) = —4r{/§<0 P,rin‘ ur-

3,50, Cantitatea de gaz care se scurge intr-0 secundi
dintr-un vas cu presiunéa P, in alt vas cu presiunea
P (prmtr-un orificiu de secj:mne constantd) éste pro-
porfionald cu- -expresia: E(v) = y'a(l — yle=tia) !l

-unde y = P[P, iar « o constanti ce depinde -de .

ca scurgerea in unitatea de timp si fie maxxma

R Calculam denvata de ordinul int#i a functiei E (y) .' Fig: 8.30

B) = L yai(1 — 5len ¥ — (1/2) (L = et~ by

1 -1} —!/2' __E_ ‘ k"
=.—(1—y(°‘ ),a) A2 ¢ —a—1}. ‘ .

Rezolvim ecuaj;la E'(y) =0 pentru a determina extremele funcfiei E(y).
l af(l—c)
:Avem y e = 'H sau y = =t 1) . Obtinem urmitoarea relafie

of(1—a) > . .
intre Psi Py: P= Poy ‘P (“: 1) , care, in cazul aerului, pentru

cire o = 1,41, devme : P =0,526P,.




3.51. Un element galvanic de for} electromotoare E si rezistents interioard
.7 produce un curent I intr-un circuit exterior de rezistentd R. Si se
determine cit de mare trebuie si fie R Pentru ca puterea efectivi L
a elementului gélvanic si fie maxima stiind cd intensitatea curentului si

respectiv puterea efectivi sint date de: I=_ZF s >0, R>0,.

r+ R
LRy =R.I2=2"F yat
- (+ Ry

R. - Calculdm éxtrgmeié_- functiei L. Pentru aceasta caicule‘im L'(R) ‘si
‘Tezolvim ecuafia’ L'(R) = 0. Avem; T C

L'(R) = E¥r+ RE—2RE¥r+ R) _ Er+ R)r+ R— 2R)‘ _ Br+ R)(r— R) ,

(r + Ry :
Calculim derivata de ordinul doi:

(r+ Ryt o C+RY - (r R
de unde L'(R)=Z¢=8 r/py—o di » — R =0 adici R =7r.

L”(R)‘ — E2 | —(r+ R — 3(r 4 RP}r — R — —E2 r+“R+r.-.— RI_ _ 2
T c+RrRE C+RE . G+ RE
i L) = =B _ £ < 0. Deoarece L''(r) <"O, _rezulti ci puterea
5 164 8 T ‘ , :

efectivi L(R) este maximi pentru R =7

3.52. Si se determine care este cea mai mare fortd de frinare a unei frine

electrice cu saibi dati- de relafia: F'(v) = l')z‘_': -, v <R, unde v este”
: i - T v .
viteza perifericy, iar a, b, constante reale pozitive.
‘R. Trebuie si determinim extremele functiei: F(v) = bz‘_’;_’ -, veR.
- N v .

a(b® + v?) — 2av* = a(d® — v?)
T (b3 4 22 . (5% 4 v2)8
ecuajfia F’(y) =0 care conduce la: 22 — 42=0 cu solutile 2, — b,
. 1
-9y = —b.-Calculim- derivata doua: S :
| F'v) =a- —20(6% + o2 — 20(5% 4 W — oY) —2au(36* — v7)
e ) - - (0t + o

_ Calculdm derivata intii: F'(v) = si rezolvim

In punctul v, =% avem: F//(p) =200 2% _ —2avB5 — ) deoarece
S _ ~ 8° @+op

2>0, 5> 0. Deci pentru v = b forfa de frinare este ‘maximi si ia

valoarea: Fpoy = ab/28% = af2b. =~ = . : '

3.53. Curba de magnetizare a fierului este dati de relatia y = ¢°+%*,
unde » este intensitatea cimpului magnetic, yinductia, iar @ §i b constante
reale. Si se determine valorile lui -x pentru. care permeabilitatea

u(x) =2 ia cea mai mics si cea mai mare valoare.
% o A ,
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‘R. Avem y.(x) === -l- . e“'“" x>0, Calculam

: t@g; ‘_'__lb'iré—"am;L’.‘Lﬂ’ﬂ”_e—uu(_l __)__
. ode . at % (a4 ba) - (a + bx)?

P - o du . ____l_ a
si rezol,v?.m. ecuafia %= 0. Avgm : + ———(a parveri 0, de unde:

B2+ (26 — l)ax + o=

cu solutiile :

, o(l = %) £ I—20F — 4 _ o1 — 2 + JT=%)
L2 = 25 : = Py ?

care sint reale daci 1 —4b> 0 sau b < l (fenomenul fizic conduce si

la 1mpunerea altor condifii). Valorile extreme -ale permeabilitiii smt

: . a(l—-zb;!:«/—_)
p.(x') — ' 2bl ‘:1-' e_—————-ﬂ i . . - . l.
7 ( 2b:]; 41—4b), A - u,2ab‘-+ab('l—2&;]:«/l'—4b)
sau - ' '
: L S a=2bkTo .
ulm) = s etz | 51, 2

“(lj-z_bd:m)l



o 7 CAPITOLUL 4
- FUNCTIL LIMITE. CONTINUITATE.
-~ DERIVABILITATE PE R

41. Si se ‘figureze ﬁdﬁmea punctelor din plan care satisfac relatiile :
S 2 . B : " ol . . . . .
o P52, mfET A
=zl <2 . A iy <2, - ' '
R. a) y = a2 este ecuajia unei pérabble cu virful in.origine care are ca
axd de simetrie axa ordonatelor. x2 — ¥.2.0 este multimea punctelor din
plan limitatd de parabola y = 2 (care confine punctul M(—1, —1)), iar
|#] < 2 pentru —2 < x < 2. Mulfimea ciutati este reprezentatd hagn-
rat in fig. 4.1. Sint incluse si punctele situate pe frontieri. :
\b) Rezolvim inecuafiai- |4 — 2| < 1. Pentru aceasta considerim :

% € (—ow, 2], deci —x +2 < 1; de imde % < [1, 2];
x e (2, +o0), deci x —2 <1, de unde % 2, 31

Iﬁecuaﬁa‘ ¥/ <2 da y = ’[—2, 2]. Mulfimea ceruty este hasurati in
fig. 4.2, Sint incluse '5i punctele situate pe frontierd. Prin urmare este o

y ‘ n
S
s — ‘olézg €(32)
— //// ¥
; 0 X
oy | //;
ma— N B N E2R)
ol
X7 %23
Fig. 4.2
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mulfime inchisi .gi marginitd adics o mulfime compacts. In plus mul-
fimea este simplu conexd. - T .7 , -
. R. Funcfia este definiti pentrii xyz <0. Pot exista urmitoarele * . -
4.2. Si se determine mulfimea ‘de definifie' a functiei f(x, ¥, 2) =In xyz. '
R. Funcfia este definiti pentru xyz > 0. Pot exista urmitoarele cazuri:

>0

- [x>0 g =x>0" {x>0"”
- I{y>0 II{y>0 III{y<0. . IVyy<O
z2>0 S ) z2>0 z2<0
‘ "'i""{'x-'<'0 P {x"<0' o {x<0" c {x<0~
SV iy>0 - VI{y>0 VII{y <0 VIII{y <0
T lz>0 lz<0 | 2> 0 | lz<0 =

' Dintre triedele scrisé mai sus le alegem pe cele care, satisfac relatia’:
xyz’> 0. Multimea de definitie a functiei f(%, y, 2) este formatd din trie-
. drele I, IV, VI, VII din care se exclude frontiera.. .

4.3. Si se detgrmine mgl;imea‘Ade definitie a functiei:
flx, 5) = SO (F T30
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“R. Radicalul are ._indice par; deci trebuie impusid condifia:. . -
 usin(x?+ 59 >0, de unde. rezultd 2km < %+ 3% < (2k + ),
B k=0,1...2 . -
Prin urmare mulfimea de definitie a funciei este mulfimea punctelor din- -
plan care aparfin unei familii de coroane circulare cu centrul in punctul
0(0, 0). Este o. mulfime inchisi §i neconexi, reprezentati hasurat in
fig. 43. S § ) -
4% Si se afle mulfimea de &efini}:ie a funcjiei: o .
' ‘ [z, 3, 2) =In(—1 — »? — 3% o+ 22).

',

R. Pentru ca logaritmul si aib3 sens trebuie ca expresia de logaritmat si -
fie strict pozitivd adicd: —1—2a2—y?2 422> 0sau: a2 42 —224- 1 <0, .
care reprezintd interiorul hiperboloidului cu doud pinze dé - ecuatie:
24yt —2241=0. Este o mulfime nemirginitd §i neconexi. De
exemplu punctele: A(0, 0, 1), B(0, 0, 2), 4'(0, 0, —1), B'(0, 0, —2)," .

C(lx 1’ ‘\/‘;5)’ C'(l.r '1, —'\/5) :

k*

Fig. 44 o -

45, Si.se determine muljimea de definitie a functiei:

Sz, y: z)=\/1—_x2_y2'_22 "

‘R. Trebuie ca: 1 — 22 —32 — 22> 0; 224 92 4 22 — 1 = 0. este ecua-'
tia sferei reprezentate in fig. 4.5. Mulfimea ciutatd este mulfimea punctelor -
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| Fig 45 . .7t - Fig 46"

* - din spatiu situate in interiorul §i pe suprafdfa sferei cu centrul in origine
§i de razd » = 1. Deci sfera inchisi, care este 0 mul{ime compacts. (inchisi
§i mirginitd). ) ' : :

4.6. Si se determine multimea de definitie a funciei:
" f(%, y) = aresin wfy? + arcsin (1 = y).

R. Intrucit functia arcsinus este definiti pe i'ntervalﬁl‘ [—1, 1] trebuie ca:
—l<ap<l A o

L éare revine la :.
—1<l—y<VI :

. o - 4'>
{’_‘y? Vi 1m —2<-y<00<y<2
x[y*< 1 .
N : , | : )
sau I{x ? y,y.;é'() adicd —)2 < x < S II0 Ky <2
: o lx <yt o J : A

Deci mulfimea de definitie (hasurat in fig. 4.6) este mulfimea punctelor
din plan mirginiti de parabolele de ecuatii: 32 = ¥, y2 = —x si de dreapta
y =2, in afara punctului (0, 0). Este o mulfime. coneéxd. ; ‘

. % r : L W) — ~x+(x—y)3‘ ' .
4. Se di functla,. flx, ¥) ot (%, y) # (0, 0).
-S4 se calculeze: =~ . o o
a) lim(lim f(x, ¥)); b) lim(limf(x, »)); ¢) lim f(x, ¥)..
. ..s'—fo y=-0 - i y—=0 x40 B z~0 . )

Sy
B . . : N — )2 + 2t
R. a) lim(lim f(x, = lim(lim —*+F & =" )= FrE
) .i.'-v.O (y—vo f(l y)) z-0ly—0 324y — (x4 y)® 20 32 — 22
+ =z o . .

b) lim(lim f(x, y)) = lim [lim —=F =9 )=lim A
)y_?z}(zf;f(x y))A yl.l.]g'(y-rg Bx+y—(x+ 92 y-0 ¥y —¥*

. =1im'y =6. :
y-.ol—-y .
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c) Facem ca: x—rO '§1 y—»O pe dreapta y=mx:

lim f(x, y) = lim —=% CEF ST T T
. 3x+y— (x+ y)? 20 3% + mx — (¥ + mx)?
y-30 :'-0 y=mx . .
qe x[x(l < m) .
g0 B+ m—21+m] 34m
y=my

Deoarece 11m1ta depmde de m, rezulta ci funcjna f(x, ) nu are l1m1ta
“in (0, 0).- . :

~

48 Se da funcj;la flx, 9) = =+ -, (% y) € 32 — {(0, 0)}

Sk se arate cd f(x, ) nu are 11m1t in origine, utilizind defmlpa cu §1run. '
R. Conmderam §1runle de puncte M (— —} si P (— , —) care converg

catre onglne Avem :

l/n ) . n? )
~lim f (— —{= =lim—=—. si
n—ow l/n’ + l[n’ ¢ =00 2n? 2.

N~ 00
lim‘f(_. _)=1im_2/"’i__=.2£=3.
s \n n naoo 1n24 42 522 5

Rezulti ci f(x, y) hu are limitd. in 'origine.

4. % te ci T v, — Gt +y ) 2 __
9. Si se arate ci functia : flx, ) T +y)’,+y , (%9 R
— {(0, O)} nu are limiti in orlgme

R. Pentru calculul limitei cons1deram ci x— 0, y—»O pe o dreapta ce
trece pnn ongme, de ecuatia y = mx. Avem

Sz )Ety e (A matEme

11m Sz, y) = lim = lim =
250 3x 4 12(x + y)’ +y z=0 3x 4 l2(x + m::)a + mx
. yaO- . . y-0 y=mz
. - 2 L 2 .
— lim 2%(1 4 m)® 5 nq = lim x(l +' m) + n —-_m
x=0 3% 4 122%(1 4 m)® 4 mx 2=0 3+ 122(1 4 m)® + m . 3+m
y=mz ynmz -

. Deci limita h\_i existi deoarece depinde de m..
410. Fie D = {(x, y)fcx +.dy = O} si functia
' M , (x’ y) e R2 — D
fle )= @y 2T
S 0 , (x,y»=eD

Sa se calculeze hm(hm f(x, y)) §1 hm(hm f(x, y))

- 2=0 y=0
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R. a) Presupunem ad - bc # 0. Avem:

hm(hmf(x .y)) = lim llmi“”——y} =limZ =2; .
#0340 2200 1y—0 cx + dy z=0 €% c ,
lim(lim f(x, = lim[lim ax+by)—l e _ 2,
y—m(x—»of(x y)) y0\x0 cx+dy ) . yl_l;% dy. b
' b) Pentru = -—;% = k, adica pentru @ = ck, b = dk, avem:
[4
f(x y) \ag + by ckx + aky k(cx + dy) — k .
: +dy ezt ay cx+dy
dem hm(llm f(x, y)) = k st hm(hm f(=, y) = k.

z=0 y=—0

41..Se a4 functia i f(x, 3) =2 :”;' (z, 3) = R — {(0, O)}.
Sé se calculeze 11m f(x, ), daca M (%, y) se apropie de ongme fund

- x-'o
y-0
srtuat pe pnma blsectoare a axelor de coordonate
R. hmf(x, y) = lim Y i SEF 02 atb
} ocx+dy %0 cx + dx c+d
y-0 oo y-vO y=5

4.12. Se di functia:

Sxy?‘ . . .'
flx, 3) = 2+ o0’ (% 3) # (0, 0)

Sa se arate ci: f(¥, y) nu are limitd in or1gme ,
R. Pentru calculul' limitei lm f(x, ) con51deram cd x—0, y-—»O pe
. - . txa0 . )

. 320
: curba y? = mx. Avem: ' . :
e .2 . "2 " 2m
hmf(x, y) =lim—22" _ = lim 2 fim 2= .
) x-0 22% 4 9y4 220 22 4 Om®a? 0 2+ 9Sm® 24 9m®
7—00 ) ~y=0 P=mE Pams .

Deoarece limita depmde de parametrul m rezultd cd nu este umca,
prin urmare funcjna f(x, ¥) nu are limit} in origine.

T 413, Sa se ara‘ce cd pentru funcfia f(x; ) =22=9) . lim f(x, y) nu
. ‘ - ) v ' 23y . 2=0 . -

=0
exista. : : :
R. Pentru calculul limitei lim f(x, ) con51deram x—0, y-—»O pe 0
20
2]
dreapta ce trece prin origine y = mx. Avein: .
llmf(x, _’}’) = lim 2= 2x—9y) __ = 1 2(x — mx) = lim 20—m) _, 2(1 — m) .
%0 %+ 3 By 540 x -+ 3mx x=0 14 3m 14 3m
y-.o g y-»o y=mx . ! y=mz .o

Deci limita nu, existi deoarece depmde de .
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4.14. S se 'calcpléze_:»lim (1 4 y/x)*.

?—’k

~ R. 11m(l+y/x) —hm (1+k/x) —11m [(l-{—k/x ‘”‘]" = [11m(1+k/x)’”‘]"—e
)

y—ok

fx ) = (x+p)sintsinl, yz0, 0.
. LxFY

S4 se arate ci: L ,
a) hmf (x, y)=0; b) lir% (lim f(%, y)) nu exists;
20 - y=0 -
y-.o ' '

c) lim (lim f(x, ) nu exist‘a'.;
§=0 20 :

R. a) im f(z, y) = lim (x4 ) sin ~sin L = lim (x+y) lim sin Lsin L =0 .
L x=0. 20 ’ zx . y 0 | z-0 X y
y-oo l 9-’01 ] T y-0 y—0
pentru ci sin—, sin— sint mirginité, deci: '
‘ r oy '
sin—sint e [—=1, 1], iar lim (x +9) =0;
x y . £-0.
. y=0
b) lim(lim f(x, y)) =1lim (]im(x—l—'y) sin L sin 1 ] = hm(x sin Llimsin 1 ]
x40 y-l.o‘ B} -0 ly~0- x "y =0 C X g0
Dar lim sin — nii existi pentru ci se pot gisi- siruri- diferite {y,.} cu
y=0 ¥ o ,
Yy =0 a;stfel'incit sirurile {sin l} corespunzatoare sd alba limite d1fer1te
In

' Rezulta ca hm(hm f(x ¥)) nu existi;

c) 11m(11m f(xy) = hm(hm(x +y) sm - sm ) = hm( ysin— L limsin ).
y=0 x—0 ) y—=0 Y z-0 x.

‘Dar limsinl nu emsta pentru ci se pot - gsi siruri diferite {x,} cu
=0 x

%4 — 0, astfel incit sirurile Jsin i} corespunzatoare sd aibid hmlte diferite.
X

Deci hm(hm f(x ¥)) nu emsta E
. 7—00 = .

4. 16 Si se studleze continuitatea funcj:lelt ‘

© . [(locs@ ety
Slx y) = S+

B o #0
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R. Pentri 2 +y2 P 0 funcfia f(x, y) l;c;__(fi_:m

fnnd compunere de functii continue. Studlem continuitatea in (0, 0). Avem:
cos 0 — cos (2° + »?) —

este’ continﬂi '

hm %, —-hm—i"w lim ,
f( y) |+y:’ x=0 - - 3’+J”
y—oo . y—oO‘ . y—0 B ‘
. - —2sin? x’+y3 » v’- l sin!.f_s_-l-la.
= lim— 2 _9im 2. (B4
20 . 2%+ 2 ) ‘x°+y3)3 4(x* + 97
- y-0 90 -_—
. . "a PR
- - sin’-x—*ﬂ-
Dar: lim —— " o =
. x40 x‘+y’ 2
- y=0 :

Avem m contmuare o
(Bt

2 4 ya)s
hm %, = —2 1im { — 2 lim
f( y) . 2 za0 4"'+J" . 2 20 334 m2at
y—.O y=ms ~ y=ms .
I T (T S W Y, S :
2 z-0 231+ m?) 2 x40 . 1 + m‘ o
y=mz . ymmz, - o

Dar f(O 0) =0 ‘Rezultd ci f(x, ) este contmua in origine cind"
(%, y)— (0, 0) pe .dreapta y =mz C

417, Si se arate ci functla i
22y TR Y
' _— % 0.
flx, y) ={ a*+5" Ty
’ 0, B+3#0

este contmui in raport cu f1ecare variabild 1 in parte, dar nu este continud
. in raport cu ansamblul vanablle]or

R. a) .Emam Y =Y, Avem f(x,‘ Yo) ='—’2:%! si calculam lim f(x, yo) =
. FrXy o
= f(%g, Vo) = 25, Dec f(%,y) este continud in raport cu x.

A+ 93
b) Fixim x = x,. Avem f(x, 9=

§.1 calcu]am hm f(xo, y)
= f(xo, Yo) ——jx—_"’_"i; Rezul‘éé .c:';. fl=, ) este contmua in- raport cu y.
0 (] -
) Aratim ci functia nu este contmua in raport cu ansamb]ul varia-
bllelor Pentru aceasta calculim: : :

: 2mat o
hm f(x, y) = hm 2%y — lim 2w ___m .
=0 A4y a0 A + m3x3 1+ m"
y-.o . y_.o y=thx -

. Deoarece depinde de m, rezultd ci f(x, y) nu are lumta in ongme
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-, Obsma;w Daci f(z, ») “este contmué. in raport cu ansamblul vanabxlelor, atunci f(x, y) este
continuid in raport cu fiecare variabild in parte. Reciproca nu este adevidrati.

Dack f(», y) este continui in raport cu fiecare variabily in parte, nu rezultd ci

" f(x, 3) este continu’i in raport cu ausamblul variabnlelot .

4.18. S3 se studiezé continuitatea ftinc;igei

, 224+ 92£0

R (T ey
f(%, 5) Py
0 , ¥ 4+32=0

R. Pentru ca rad1calul si aibi sens, tre-
buie ca’ 1---,1:2—y2 >.0 sau x2+432—1<0.
: Notim cu D mulfimea punctelor din
plan situate pe discul méirginit de cercul
de ecuatie x? 4 y2 —-1=0 (fig 4.7) :

1L D ={(x ) | %+~ 1 < 0}
Func;:ia f(x; y) este data de:
. —_— —_— a2 a2 .
A= R ep 0, 0
f(x: y)= w0 : :

. i ’ w2 A2 —

Pig. 4.7 . 0 P B +yi=0
flx, y))::‘-l-;———— “l’_”:—ys este, continui fe D — {(0, 0)}. Ramine de -
, - ~ :

. studiat continuitatea in punctul (0, 0). ‘
lim f(x, y).=limi=A1—# -2
20 - 20 a4yt '

y..o y—=0

Smtem in cazul de nedetermmare 6— AVem

i (2 N Sy
1mf(x y) . 0 (241 + JT= x’—y’) . x_.ol +. ,Jl —a—y 2
7

y—oo

 Deci: lini f=, -') ;é f(O- 0). Rezulti ci funcfia ‘dats nu este continug in
4 930 - R ’
‘orlgme dar este contmua pe D — {(0, O}

4.19 Fle functla flx, ¥) = «/sm2 x -+ siny,
- Pornind de la definitie si se calculeze

() » (8l 3
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. R. Pentru y = 0; avem:

e, -1= .’ o)

ﬁ'(i,"o) = lim lim
ox \ 4 .m =0 b
x-—nz- L X , 2-47
4-2- B
sin — —5~ - - >
— lim 2 — lim So5% ___iz_
sk F saE 1 2
1
Pentru xv=%, avem . T :
. L - o JZ
' 3f( 2) — llm f(4 "yJ‘ f(4 ) \/( ) +sm2"—v2{ ) —
3y 4] T T
’ . :v-»? . -'V’Tz = 4 y—’z
. __2sinycosy :
T .
- \/ +sin—y-—-1 o -\/'—-l-sm2 \
. 2 ‘ 1
lim =
ST . 2
= il y—'z . ?-"4— o o

4.20. Si sc éa.lctfleze derivatele parfiale de ordinul intli ale functiei:
S iz, 9, 8) =, %>0,9>0.
_R..Caléulém: gf aphcmd formula (x“) = ax“-l obtinem -:—£'~ yrear' =1
Pentru calculul lui ai; aplicim pe rind formulele: (a%)’ = %'a*1n a, apoi
. (#")" = na™7, pentru calculul lui (5%)'. Avem:. % = g . zyp-1 lg X =
=z~ 'lnx =" . y-1.z.1nx. -
~ Pentru calculul lui —';f a.phcam de doui ori formula

v (a%)’ = u'a® ln a, o data pentru xv cons1dermd a=xglu= y" sio data,
* pentru y*. Avem: %——x"y‘ ‘lny - lnx—xﬁ"y’lnxlny

. . , . ¥ — yt ’ ‘ : 0,0
421, Fie f(z, 5) =] s+ (%, 3) # (0, V)

0 , (xy)=1(00

' 2 ’ P . w A P
S3 se arate ci aa ; - nu este continui in origine.
) %oy .
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R. Calculdm .derivata partiali de ordinul II -aﬁg; Pentru aceasta calcu-
. td i . . -
o

- lam intti £, Avem:
oy . .
Y _ oy WA = -y
dy . x’+y’ > {22 4 y3p '
_ (22 — 2) — Pty — 9 sl = — 45
- ,,a+ys y

T (e

si in continuare

P _ o (ﬁ) _ 2 (B~ 4@*) _ (A — A= 12t e
723

dxdy - ) x| A4 24y (*2 4 ¢
. + Ay — yf — 4% (22 pY[(5a¢ — 44 — 1227722 + 57)
(#* + 3¢ o T o
A = — ety 0+ 9x'y” — 9%yt — ¢ (2% — 9°%) +9x%3(x — y7)
(2* -+ y2)8 (%% + 323 ) " o (#® + y3)3 v -
o Ryt )+ O — gY) (a0 — 0t 10092 4 )
G XL L (* + »%°

ﬁ (%, ) este continué in orice :punct' (%, ¥) # (0, 0), deoarece este

compunere de functu continue. Studiem continuitatea in ‘punctul (0, 0)
conSIdermd ci (x, y)—» 0, 0) dupa o duecjne oarecare m, Avem

" fim ( %, ) = lim (#® — y%)(#* + 10222 + ) _
720 8:: ! 200 (#* + %2
7—'0 90 )
= lim Z= ) | (A 10mi 4 omeat) im (L= w1+ 10m2 4 )
20 (224 m2x2)3 R | 20 (1 4+ m2)3
y=my y=mzx ;
= (—=mi + 10m3 4 m‘)
1+ m’)’ '

Deci limita poate lua o mﬂmtate de valon pnn urmare aaz nu este'con-
xoy
tmua in (0 0).

. ghte
4.22. Si se calculeze: 2-F pentru functla
. . 9xPoy?

Sl ) = (42 + y2)et, (x» y) = R

R. Con51deram functiile g(x, y) = et si Rh(x, y) = . —+ 52 : '
Pentru a calcula derivatele partiale de ordin p + ¢ folos1m formula

lui Leibnitz de 2 ori, o dati pentru a calcula % , iar a doud oari pentru
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' art f ’apf&_ 29[ 22 2 1,04 2 | —
a calcula —=— rowe . Avem w (% +y)+C,,e v. 2x+Ce=+y 2 =

— +y2 L%t b — 1) (5 9) R,
o
- 92P3y?
= e+ 4 B+ 2y + 5 — 1) + glg — 1)), (x, 5) < R

4.23. Si se calculeze derivatele partiale de ordinul
pentru funcfia f(x, y) = (x — a)m(y— b)" '

= e[ + 32 4 23 p(p— 1)] + Cle+r2y 4 Clests . 2 =

p in raport cu x §1 y

R. a) Demonstram formula pentru 2:{- folosmd metoda 1nduc];1e1 mate-
0.
matice.

L L — mix — api(y = by, 2 = il — 1) — iy — o

II., Presupunem ci:

o N ) o L ‘ L
=l =) . m— A+ 1)(x — Ky — b (1
-Demonstram ci: | o
ak-r-lf _ b )
= =1 — k)(x - a) (" (y )" ()

© Intr-adevir, derivind din nou a% in raport cu x in (1), obtmem relatia (2),
' 2

-adici : ﬁ = A,’;‘(x — a)"'-P(y — b)
: 3 .
' b) Utilizim tot metoda iﬁductiei matematice. :
L &= nla = a7y~ 075 Lt~ 1(x— a7y =
, Y " ayk
II. Presupunem ci: ' ' .‘ ‘
. ik—f——n(n— )...n—k+ 1)(x — a)™(y — b)** e
' Démonstrém cd: N
, . S
P i —1) ... (= B)(x — a)"'(y — gyt @
ayk-l'l ‘ . o .

intr-adevar, derivind din nou —a—ky%- in raport cu y in (3), obtmem
2

relajna (4) adicd : % Af(x — a) Ny — b)"

131



4.24. S3 se calculeze df si d*f pentru fuhci:ia . '
fx,y, 2y =cos(x+ 2y + 32), (%, 5, 2) €R3
. R. Calculam derivatele partiale de ordinul I: .
 Offax = — sin(x + 2y + 32), 3lay. = —2sin(x + 2 + 32),
of|az = —3sin(x + 2y + 32)
_si inlocuind in expresia lui df:
| S H gy Fgy &
df 2 ¢ x + ay dy + azdz.
Avem: }
df = —sin(x +2y + 3z)dx -2 sm(x + 2y + 3z)dy 3s1n(x + Zy + Sz)dz
af = v—sm(x + 2y + 82)(dx + 2dy + 3dz)
Calculdm denvatele partiale de ordin II: 2
*f|ox? — cos(x + 2y + 3z); 0%[dy? = —4 cos (x + 2y + 32) \
2floxgy = —2 cos (x + 2y + 32), @*f/oydz = —6cos (x + 2y + 32);
82022 = — Ocps (v + 2y + 32); 0%f|0z0x = —3cos (x + 2y + 32)
§i inlocuim in formula: | ‘ |
2=ﬂ 2 _afi 2 9 3,2 Ff | *f
af K dx? 4 o dy? 4 ot dz? + 2__'3x8y dxdy + Z—ayaz dydz +
+ 2 dzdx

Avem:

a@*f = —cos (x + 2y + 3z)(dx? + 4dy~ + 9dz% + 4dxdy + 12dydz + 6dzdx)
& = —cos (x + 2y 4 3z)(dx + 2dy + 3dz)2.

4.25. Si se "arate ci pentru functia f(x, y,2) = \/ x2 + y2. 4 22, avem
d*f > 0, oricare ar fi (%, ¥, z) # (0, 0, 0)

. R. Toate derivatele partiale de ordmul Isi II precum §i df si @?f sint defml‘ce
pentru (z, 3, z) # (0, 0, 0).

Avem : -
9 _ LA/ y Lo .z
x NETyE+z dy NRtyr+e u  JErpta
. 2x
. ,/s 2 2 —— )
ifi Byt - 2z 32 F 22 s
O Byt 2 (22 + 52 + 29%2

132



Celelalte derivate pariale de ordinul II se deduc usor tmmd seama ci func-

tia f(x, ¥, z) este simetricd in x, v, z
W pae o sy

ayz. (22 + y2 + .3)3/2 a2 (x’ + 24 32)3/2 ’

Avem »
) : —2xy .
2 _i(ﬁ);i,( 9 ')_z«lm_q ay
ax3y x4 3y ox «/x’ + 242t T a4yt 4og (2% + y2 + 32)312
Din simetrie rezulti: ‘ ‘ »
*f __ ¥z . 9 _ _ zx .
ovoz . (224 2 + 22)3/2 ' 8zdx Co(ath gyt 22)312

fnlocuind in expresia: .
dzf_—.-:izdx.z-}- 2 ay + afdz2+ 2L 3" dxdy+2 f dydz+
X

LN

+ 2 dzdx
obfinem : » A 7
2 _.___.__..;__ 2 2)d 12 22 2) J4/2 2 2V 352 —
af T (00 A (B a4 (a7 4 )3 |
— 2xydxdy — 2y2dydz — 2zxdzdx],
© sau . ‘ .

Lo ’
+ (22dy? — Zyzdydz + y2dz?) + (chdz2 - szdzdx + z2dx2)]

°

de unde: |
af 1 _ e _ .
&Y = m [(ydz - ady)? + (zdy yd2)? + (2dz — zd%) 1
Rezultd cd d% > 0 pentru orice (x, y, z) # (0, 0; 0).

4.26. O funcfie z = f(%, y) care verificd identic relatia flmx, my) =

= m’ff(x, y) pentru orice m se numeste functie omogeni de grad k. Si se
arate cd funcfia omogend de ordin: %: z = f(x, y) poate fi pusi totdeauna
sub forma: z = x*F(1, y[x), x # 0. :

R. Deoarece z = f(x, y) este o funcfie omogen# de grad %, avem:
flmz, my) = m'f(x, ) .
Considerim m = 1/x, % # O si inlocuind in (1) avem:
(L y[x) = (UNf(x, y]x) sau f(%, y[x) = 2*(1, y[x).
Notim: F(y[x) = f(1, y/x) §i scriem funcfia z = f(x, y) sub forma
z = 2*F(y|x). T a

133



'

4.27. O functie omogeni de un numir oarecare de variabile se defineste
in acelasi mod ca o funcfie de doui variabile. Intr-adevir, o functie
Jf(x, ¥, z) este omogend de grad % daci: : :

f(mx, my, mz) = m*f(x, v, z) pentru orice m. Si se demonstreze ci exista
relafia f(x, 3, 2) = 2*F(1, y]%, z[x), % # 0. o '

R. Punenﬁ m=1/x, x# 0. Avem :
S, ylx, z[x) = -:—kf(x, ¥, 2), de unde f(x, y, 2) = (1, y/x, z|x).
Notam Fly/z, z/2) = f(L, ylx, #/x).

Ay

i : = o*F(Y £
a Prin urmare._f{x, Y, 2) = 'x"F(x . x).

4.28. Si se arate ci daci f(x, v, 2) este 0 functié omogend de grad » si
derivabild, atunci derivatele parfiale de ordin I sint funcfii omogene de
‘grad » — 1. . :

R. f(%, 3, 2) este func}ie omogeni de grad #; atunci:
g L fln, by, 1) = 1f(x, y, ).
Deriviam in raport cu x: S .
b it by, G2) =0f2 (%, 9, 2) 5 faltw by, t2) = 7 Va(x,0y, 2) 5

fi(#, y, 2) este functie oinogeni de grad # — 1. Ia fel, celelalte derivate -
parfiale sint functii omogene de grad # — 1 adici:

Stz by, t2) = f5(%, y, 2)5 filtx, ty, t2) = £Yi(x, y, 7).

4.29. S se arate ci daci f(x, 3. z) este o functie omogeﬁé de grad # in toate
variabilele si derivabild de 2 ori, atunci verifici egalitatea: -

° 2)
2 g 9" Feuln—=1)
x;;—}-y-a—y-%—z;) f=mnn—=1)f.

R. f(#, 9, 7) -este funcie omogeni de grad . Atunci fltx, tg':, lz) =
= "f(x, y, z) §i verifici relajia lui Euler: o

L S S
xax+y8y+z_3s nf ' ‘ ()
Derivind relatia in raport cu %, ¥, %, obfinem :
(& P, B o
23 T 9% - dxdy + zaxaz i ax
P, xﬂ.. .g-i yﬂ.’.zﬂ_—_nﬁ '
dydx dy -7 oy ayoz dy
AR SRS TNy .. S
xaz&v+y3zay+az+z "

oz oz
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sau-

« 2 22 f |
3x’ s axay + zaxaz ,_,.__S . 1) ! ‘ .
axay Tty T o oy + 3y3 ) (” : D ay
oA s s
% 030x Ty 920y + ( 1 oz

r N

de unde:.

Ropt W b= =L,
X

oy “zaf Bty — 1)y
;‘» 3x3y+ ay'+yaya (- l)yay'

w2 T P | 2O _ o
J‘ 020 +yz 020y + e o0z (n l)z—

Adunam membru cu membru toate relatnle §1 tinem seama de\ rela;:la (1).
Avem:

z—aif' s —ai .ﬁ. 2_6?-_f. 3f 2
. are .+ 27y 9x9y + 2 %0z T+ ar ay? +\ 22y + az’
e af+;vaf+zf’f) (n — 1jf,

. _q; 2 2 _
Cadick: (x 2 +y o+ ag] = nin — 1)f. |
ﬁ.

4.30. Si se arate ci funcfia:

flx 3, 2) =;._::”___%§; (x, ¥, 2) = R —{(0, 0, 0)}

 verifica relatia x—ai + y KA + zif = 0.

.

R. Rezolvdm in ‘dous modun -
L Once functie omogen3 de grad n, de clasa C¥ verificy relafia lui

Eulerx +yaf+zaf nf.

3 Observa;n cid funcpa fx, v 2) = 3—%-'-—__53'_5!_—05—3 este fﬁnéﬁe ochgéné 'dfe*
grad O si deci inlocuind in relatia lui Euler # = 0 obfinem, relafia
xax'+yay+zaz 0.
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II. Calcu]am denvatele parfiale de ordinul I ale functlel flx, ¥, z)

.'M/m 2x(ax + by + ¢z)

o 2Jx3 +92+22 ay*+ a2 — bxy — cxz
o Cattyrt gt (4 y2 + 4%
: —_—  %(ax 4+ by +cz)
2 2 e e—
if_ be Tyt 2«/:1:*+y3-i-z8 _ bx* 1 b2 — axv — cyz
dy PLIRRpY I (32 + y2 + z2)%2
i . 2z(ax + by + c2), .
R‘ 2 2 Qe —
F oN¥ -'Ty ts 2\fat - 2 F 2 __ cxtt oy — axz— byz
L o - 22 92 4 2t —' (x2+ys+za)3l?
Avem deci: ‘
o of o 1 2 2 2 4 Bt — ox?
x—= -t i—=— (ax axz® — bx bxPy — cx2z
ax+yay+ ™ (x,+ye+z,)3,2( VE + Y + baty - +

+ by2® — axy® — oyz + ca% + ¢y — axs® — byR) = 0
adici relajia ceruti.

" 4.31. Si se arate ci daci f(x, ) si g(x, v) sint 2 func}:u de 2 ori denV.tbxle
iar A este operatorul lui Laplace, atunci ‘

A(f, g) =ng + gAf 4 2A%(f, g), unde

sef f — O % | o & _
A*(f, g) » Frley % 7 .(grad f, grad g).
R. Pentru a demonstra relatia cerutd este necesari calcularea derivatelor
parfiale de ordinul I si II ale funcpu JSe:

ofe) _ rog of . 3(fg) g
3x%—fax + ax’ f +

far : X
a’(fg) & af % o kP P o O
f + + ax dx  .9x Ox fﬁx‘ T8 ox? + ox dx
- §i ana.log: . o
' T2 _ P 9 9 %
oyt 'fayatl_gayzﬁ-zay"ax'
de unde: : ' .
_ &(fe) &(fe) __ R
Afe) ==L+ ‘T,‘
g | o% Ff L P oI 3f %\
f{w + ]+°{ +ay*J+2( ay ay)
—ng + gAf + 2(grad f, grad g)
Deci

A(fg) = fAg + gAf + 2A(f.g).
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4.32. Se nume§tev potential al sfevei x® + y2 + 2—a =0 functia

rf27ra2 _%E(xz F+ 24 22), a2 2 4 2 < P
f(%, 3, 2) = |

4ra®

- |
Wrrprs o C TV

Sa. se verifice cid Af = a:; + — a;{ &+ — af ia valonle —41: si 0 dupi cum’

~punctul M(x, y, z) se afli m mtenorul sau in extenorul sferei.

R. a) Pentru 2% 4 éyz -I- 2 < a, dec1 daca M se afl3 in 1nter1oru1 sfere1
(%, v, z) = 2ma® — — (x2 +3* + 2%) 5i avem:

4 .
ﬁ&-ix;ﬂ=—ﬁy;ﬁ=—ﬁ%
ox 3 ay 3 9z 3
iar ’ ' '
&f 4 o L
dxt 37 gy 3’ a2 3’
.de unde
SN . N ...y
. 3 3 3

b) Pentru x2 + 32 + 22 > a2, adici daci M aparﬁné exteriorului sferei

, 4ra
y %) = ’
, 1& 9.8 = e
st . o
i——_ﬂ_—ﬁ=__ 4may __3__f___ 4raz . )
oz WETFE+P RCEr T WE+yr+op
jar ¢ o - ‘
L ) 222 « 3(2® 4 2 4 29)
. J——“'_ :
B e N e _
- e @ 30 (B P ‘
= _dra (244 22) — 312 (x’ + .‘}'2 +3) __ _ 4mna B2ty 2t —3a7)
3 (x4 2+ 2252 ) 3 (224 32 + 23)512
_ _41:_a o2 — y8— g2
: BER T
Analog: ’ o o

of 4za 2y“'-zz—z”j~, 8 _ 4dma 222 — 22—y

—_ee— — D e—

% 8 (F+yr+T w3 (Pt
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Avem :
R G T et L NP
3 (224 y% + 23R

o 3’f
dx8 + ay? + 823
Deci : .

A {——41:, 2+ y < at

f = 0, x2+y2+‘zz>a2_.

4.33. Si se calculeze dF §1 d?F pentru functia

Flz, 9)'=flx+y, 22 +39) -

R. a) Notim: u= t+y; v=2"+» de .unde

ﬁ_lﬂ—l——z =2.
ox ay dx » 8y

Calculéxﬁ "dF utilizind formula

dF—-—d + dy

Avem : ,
deci:
dF;=(%’+2x-?a{-)dx+(-§-£—+2y‘%)dy.. _
' b) fentru a calcula dF Autilizén'n :formula: ‘
’dw_—d +L—dd+—dy: A'm

Prin. urmare . trebuie calculate derivatele par;nale de ordin II ale functlel
F (x’ y) . ®

BBF,____a_‘aF] _'_(af o 8f au]
o2 oz \ 9x x| ou ax. dv '

(ﬂ I ) Y o
o O0x = Oudv Ox }ax ou  oa®
N A k) 8’11
+ (3113“ ox T vt ox )3x du - 0x*
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sl 32

iy dy ( ou ay a0 ay .
=(ﬂ:‘1 et E RN S
out oudv 3y | 3y ou oyt
e e o
dudv - 3y = vt &y - ay®
»F - 92 (ap) (3f oun 3f ov =

8xay ox |\ dy ox \ ou 8y ov ay
(2 ey o av) LI

\dur gy  oudv 3y ou  dxdy

( Y O o J I
ox v axay ’

dudv 3y dv® ay

)

de unde:

PE _ o ., o syl
" Qx® 8u2+ 33+ + v

FE B 4 zaf
ay: . du. yaua +4y +
>F

‘@xdy ou? + (x + y) oudv + 4’0 o

- Inlocuindiin formula (1) obtinem:

2 e ) 2 1

dz‘?. ( Bl 2 av)dx
(21 4 4y 2 2 09. .23f) ay

+'2(3u’-*.'3av+49 dx v +

(P 1ot + )P day T aye
_+(W+2(x+y)auav+4xyauz}dy |

sau:. -

d?F = (dxz + 2dx dy + dyZ) + 2[2xdx? + 2ydxdy + (x + y)dy2]
. . 2 af 2 d _ai
+ 4(acf‘dx2 +y2dxdy + xyd-y)——-}— 2(dx? + dxdy) poll
434, Si se calculeze dF pentru funcjna F(x, y) = f(1 + xy, 22 + 3%,
(%, 9) = R .
R. Notim » =1 4- xy, V= x2+y2; Avem :

—_= ;—;Zx, 2
- I:23 S ay =% ‘0% 8y 4
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Tnlocuim in relatiile:.
OF _ o o O . OF o o, o &
oz dw 9x  dv  Ox ey o oy év dy
~si obtinem:
) oF 7} d af - of . J
" Deci diferentiala f«un’c.;iei F(x, y) este:

—OF 4 4 O (2 L0 UV ay Y o 9, )
dF; 2s 0% ay,dy (yau‘+ xav)fiﬁ+[aax.+ Jav)dy”

4.35. S4 se arate cd funcfia’ z(x, y) definitd de relagia:

B(x —az,y —bz) =0, a, b <R verificd ¢cuatia a ;ﬁ"— +b —:5 =1
. ) . x ay -
(Examen(

R. Notdm « = x — az, § =y — bz si derivim intli in raport cu x, apoi
in raport cu y, in ipoteza ci J(«, B) este de clasi CM in D C R2 Avem:

I7:] 0z 69 oz
—{l —a—= —|—0b=]=0
3:2( aax]+ 8[3( ax]

99'_.“2,’+@(1_;b£)=0, ‘
dat oyl ap 2y :
de unde
| (22,28 430 _ 28,
ox du aB! O
?i{a.a_g_*_bf?.):ﬁ?_ : '
ay da a8 a8 .

Inlocuim 3z/ox si 8z/dy in ecuatia dati si obtinem:
» -
da + B aB =1

o B . e o

solufie care este adevirati in ipoteza ci:
i) a0
a— +b—#0.
Ca T aB *
4.36. Sd se giscascd transformata ecuatiei
N PR I

.2 2 9 0 ’
* Ix? e Ixdy Ty ay -

in urma schimbdrii de variabile: X = #, y = uv.
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R. Avem % —'x v = y/x, x# 0. Calculim derivatele partiale de ordmu
T ale lui 2:

ox ou 9dx ox ou v 2a? ou v u
Br_ 0 o B Bk g 1 a1 0
oy oz dy dv “ou L% 0dv ©w v
" Calculim derivatele partiale de ordinul II ale lui z utilizind opera-
torii ; : . )
| b _wo, & _1 2
x m . vd I u
‘Avem : , , S
ﬁ=-_ 3*) (83__12_11(2_12}=
gx® dx) . ox % dv u dv \ ou u Jv
2%z v Oz v a”z v % 1 oz v 9%
B R it i ] e el ) b
LR ML . UL SR
dut u? gv® u Judv % Jvdu ut v ' ut gt
_pe b a gu e 0o
2 u  Jv % Oudv u?- o2
2 9 (o 1" 79 (1 oz 1 1 9% 1 %
ol ) R T R el
oz _ 9 (o= a (1 32y a1 8y v & (1 &
axay—a_(ayj E(ITE}—E('J'E)_I'E(;‘ au)
1 9, 1 0% v 1 8% 1 0z, 1 d% v 3%
=_7_2'—a—u' ;%’;—;“;"37;.—."',;3,, w auav—Ia"-Ez}?'

‘ inloculm in ecuafia datdi x=wu;y = v precum si
o O o 0%

o e a7 ey ' !
si obtinem : -
9% .5 v d%z - v? dez . 20 oz
. u2 - 2_ . — _) £
(au= u  Qudv ta u® dvt + )
o 1oz , 1 8% o %), 1 0%
2u | — — = —-——————) - U2 — . =0,
T 20 ( u* Ju + % Judv u® gv? T Gt
'de unde :
% 9% iz | o Oz 9z %z
%2 — — 2uv 2 4 20— — 29— 22— 4 vP— =
: prai el e -+ e
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sau

2% -
2 0%
" — 0.

Ecuafia are gcuafia generali: z = f('v) + ug(v) (1) .

Dar 4 = x, v = y[x, x # 0 §i inlocuind in expresia solu}:lel generale
obtinem solutia generala a ecuajnel date:

oz 9) =f(% )+xg( }
cu x # O unde f si g au derivate de ordinul al II-lea continue.

4.37. Si se giseascid punctele de extrem ale funcpel Sz 9)=2y1n (x2+y2).

R Rezolvam s1stemu1

if-= 2 9 2%. - '
o =01 (% + %) + 2y prype -0 \
F o yin (22 4 % __o0
Z a4 ,nyy e |
- sau - . ’ : '
V 2 a2 20 1_
. y [l + 57 + o ]=o
[1n<x2+y2>+ ars]=0

'pentru a determina punctele stationare ale funcfiei f(x, y).
| Gisim solutiile {x =EUNZ  (a= E1/y2e o
y = £1/42 .vy = +1/42¢
deci punctele statlonare sint |
A(I/«/2e 1/+/2¢) ; B(—II«/Ze —1/«/2e) C(1/4/2, —1/«/27
D(=1/y2e, 1]4/2).

Calculam denvatele parj:lale de ordinul II:

. y[ da(a® + 9% — 48] _ (20 + ny’) - Suy(at 4 By
axa 284 42 (2 + yn)a (* + 9%® (22 + 98
. __' I 2 5 __4xr
§ 920y ln(x +y)+ s+ 3 + [xa.*.ya (x3+y”)3}_
. 20 2a3(ar— g7)
' _ln(x2+y)+ g+ygi . (xn_i_yg)g ’ .
= _ % A+ 57 — 4y*] 220 + 65%) __ 2ay(y+ 34

. dy® . t %% 4 y2 (22 + 92 . xs + y8)2 (*® + y3)°
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iDm semnul expresiei 7 — s2 ‘caleulat pentru fiecare punct in parte de-

ducem ci punctele A(1/4/2¢, 1/4/2¢) si B(—1/4/2¢, —1 JZe sint puncte
de mminim ale func elf(x, y) deoarece 7y, — s‘p/ 4et >/0 si7g=22>0.

iar C(—1/4/2, 1/\/_ ) st D(I/J—e, —1/4/2¢) sint puncte de maxim pen-

trucaroto—s,,_ et > 0, iar 7y = —2¢2 < 0.

4.38. S se géseascd punctelev de extrem ale functiei:

#(%,y) =sinx 4 cosy 4 cos (x — ), 0 < x < =/2 si0<y<mf2
R.' Rezolvim sistemul ' | ' |
ﬁ—cosx—sm (x—3) =0

] o= cos x=sin (x —y)

%j=—smy+sin(x,_y)~=o  my=saiz=)

cu soluiile cuprinse in intervalele cerute x = w3, y = 1:/6
Deci_A(x/3, ©/6) este punct stationar. Pentru a determina natura puncte-
lor-de extrem calculdm derivatele parpale de ordinul II.

r= é‘zzlax2 = —sin x — cos (x — ¥); s = 0%/dxdy = - €S (x =)
t= az.z/ay2 = —cos ¥y + cos (x — y).
in punctul A(rn[3, 7/6) semnul expresiei 72 — s? este:
rolo — S = [—sm /3 — cos (w3 —x/6)] [—cos 1:/6 -+ cos (n/3 — 7:/6)] -
— cos?(w/3 — ©[6) = —3/4 <0.
Deci A(rn/3, 1:/6) este punct ,sa” si z(n/3 1:[6) = sin 1:/3 + cos n[6 +
+ cos 3 = 43/2 + 24/3[2 = 3[ /2

4.39. Si se’determine un punct M din planul triunghiului 4BC, astfe1 _
fncit suma 'z = MA2 - M B2 - M(C? si fie minim3,

R. Fie A(%;, 51), B(%xa y2), Cl%s ¥5) §1 M(x; ).
vem :

2= (x—mP+ (x — xe) + (2 — %) + (y-vyl) + =+ (0 — ).
Rezolvim sistemul : . '

2 2(x—x1+x—x'2-i‘-x—x3)=o'

ay =20—-n+y—9:+y— ys) 0

" 5i obtinem =£"_’;’_iﬁ;. Yar = Jr';"l-y;-l'.ys‘_
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d oz % .
Deoarece: 7= 2% — 6; s= =0; ¢ i = 0 rezultd ci in punc-

ox ' axdy
tul M (xM, yy) avem 7gfy — $5=36> 05 7, > O Rezultd ci punctul M
este punct de minim. Prin urmare, daci M este centrul -de greutate
al tnung]:uulul ABC atunci suma z = MAa + MB? + MC? este minim3.

‘

#40. O bobind de volum V = 2nxyz are inductanfa w=—"2* __ unde
: ax -+ by + ¢z -

x este raza medie de mfagurare, y dlferenta dintre raza exterioari si raza
interioar3, z lungimea bobinei, iar m, a, b si ¢ constante. S4 se determine
valorile z, y, z astfel mc1t la un volum dat V 1nductanta si fie maxima.

‘R. Din expresia volumu]ul deducem z = ' Determinim minimul

2nxy
. f’unci;iei U=U(x,y) dati de:
«U=__1'=_l_(“+l'+:‘;i]'=_2i'_ ux+by+ )
©w vz E74 xy

mV 25y

Pentru -aceasta rezolvim sistemul :

_a'[l=_2i‘( _21‘:6'[’,y =ﬁ(a—'cv)=0
oz . mV 4n3xy® my 2rxly .
itl:z_n' VY _ b_~aV -0
dy mV ( 4n2x’-y=} mV ( anys) R
2%y = ¢V /[2axn .
de unde : sau x[y = bfa, deci x = yb/a.
{xyz — oV|2bm [y =18/ ¢ = yb|

Dar: y = cV/[2ar - b%2[a? = a%V[2anby = acV[2b*ry2.
De aici ya—acV/2b2-r: sau y= \/ acV/szV 2=V oV 20V ; 2= abV/Zc“’n

Avem:
. . .3 ) S A=l
mV. a%bcV . b’aaV» cV
- \/ TR A A
p 2 22V 2°n 2n \/ bV  acV | -

.

" 2a%r 20
_mV 8 2t mV 21: _m \3/ Vs
2% abeV 6r ach 3 4gbcn®

. Pentru aceasti valoare #% este maxim deoarece :
U = 1/u este minim.

Avem :

de unde: ,
gty — SE= czl/?/x{;v“ﬂ:2 — czVZ/:t:‘y"'n:2 > 0 si ro > 0.

" Rezulty ci U = = 1/u este m1n1m
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. CAPITOLUL 5
SIRURI SI SERH DE FUNCTIX

8.1. Se di sirul de functii

f,,(x) 1+m x‘e,R,n-—‘—‘l,Z,.... |
‘Se cer: ‘ o ‘ Q

a) muljnmea de convergen]:é si functia limits;

'b) si se studieze uniform convergenfa sirului dat pe mulfimea de
convergenta

R. a) Fie x € R, |x| <1 deoarece lim 2" = 0, rezulti l1m f,,(x)

. =0
=lim —* _—_% _0. Daca x=1, hm fa(l) = lim
noo 14 (23)7 140 0 l+1
Daca x= -1, 11m f,,( 1) = 11m( l)"/2 nu ex1sta Pentru [%] >

_1
2

~ -

Hm fy(#) = lim—— % —lim— ' —
‘B nco 2%(1[2" - 2" naeo (12" 4 2

. Rezulti ci multimea de convergenti este C = R\{ 1} §1 funcpa'
limit3 este f: C —»R

L, xeC x£1

sz )—{1/2 w=1.

b) S& ardtim ci sirul (f,) nu este umfofm'convergent. pe C. Pentru .
aceasta ardtdm cd nu existi N(e) finit, astfel inclt |fu(x) — f(x)| <e
pentru orice »# > N(:-:) si orice x € C. Pentru x € C, z # 1 avem

Edid B4
| fa(%) f(xH’—I 1+ 2 l—l+(x”)”_1+|xl'”
si conditia
T-:-_:‘IET"_'< € revine la e(|2|") — |2+ >0
care conduce la v : o
i < Lo AT 14T5E

sau |x|">

2e 2e
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sau, logaritmind,

sau #ln | x| >~ln—H'—“/——;"%s-=-'-‘
€

'nln|x]<lnl— 14
. ) €

Prima inegalitate nu poate fi satisficuti pentru orice » = N (si nici

‘ 1 + m
pentru orice ¥ e C) iar dm a doua megahtate obtlnem n > - |2:|
1 + q/ 1— 43’
Insa _pentru ¢ f1xat ‘avem sup 2e = 00 deci nu existi N(g).-
il ) zeC Inj|x| » )

Ll aead e */

5.2, Se consideri §1ru1 (fa)s fa: R—»R

S 0S 2 ) cos
o f,,()—“”‘ +EE

\

53 se arate ci este umform convergent pe R.

R. F01051m criteriul general al lui Cauchy. Pentru aceasta evaluam
‘modulul d1feren1;e1 JSoip(%) — fo(%), care se scrie:

,fn-(-p(x) —ful%)| = cos(n+1)z+c03(n+2)x+.“+ cos (n + p)x <

¢+ 12 (n+ 2 (»+ 28
| cos (n 4 1)x| lcos(n+2)x| | cos (n 4 p)x| <
(n+ 1) + (»+2)° + + (n + )
S—t—t——t . <
+12  m+27 (n +2)°
< —1 ! + ot =
b Tomm+ D <u+x)(n+2) Tl - Dt )
1 1 1 1 -1 11 1
_:—n+l+n+‘l_n + - +p—l n+p—u n+ﬁ<n

‘Deoarece 1/n—0, pentru orice € >0, existi N(c) = 51/s] -+ 1, astfel
incit, pentru # > N(c), si avem l/n <e si deci |fuyp(%) f,.(x)l <e
pentru orice # > N(g), p > 1. si pentru orice ¥ « R. Rezultid .ci sirul
dat este uniform convergent pe R

5.3. Si se arate ci daci (f,) este un sir de functii f,. A—-R, ACR,

egal mirginite pe 4 si (2,) un sir de numere reale, convergent la zero,

atunci sirul de funcfii (g,), gu: 4—R, gu(x) = a.fy (x) este uniform con-

vergent la zero pe 4. .
S se aplice acest rezultat pentru §1rur11e

sin nx cos-nxy |
a) ) ;

« sin nx -4 B sin nx
: c) .
n n N Inn
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R. Deoarece §1ru1 de funci:u (), f,; A—»R este ectharglmt rezulti
cd existd M > 0O, astfel incit |f,(%)| < M, oricare ar fi x € 4 si n & N
Deoarece a,— 0, rezultd cd pentru orice € > 0, existd N(c), astfel incit
' V[a,.f < &g/M, n> N(e). Avem: |g,(x)| = |a,j,,(x)| Sla, M <e €A
si deci g,,_>0 Pentru §1runle concrete date se alege 4, = l/n—»O §1 _

fulx) = sm nx pentru a) si f.(x) = cos nx pentru b).
Pentru c) alegem a, = 1 /in n—rO si observam cd

}asmnx-]— Bcosnxl Ja2+ g2, n» ;EN

54. Fie f:R—R o funcfie mdeﬁmt derivabild si (f,) §lIu1 fa: R—»R
jA ==f("), n < N, (f(o)
© . Sa se arate ca daci §1rul (fs) este uniform convergent pe orice mul-

;1me compactd din R citre funcfia g cu propnetatea g0)=1 atunc1
glx)=¢, x =R,

| R. Ave_m. E A
) : ’ fal®) = farr(x), xR

§i deci 'sirul (f;) converge si el uniform pe orice mulpme compacta

R. Aplicim teorema privind derivabilitatea func}nel limit3, -deci g

este derivabild §i trecind la limiti in' (1) rezulti g'(x) =g(x), z = R,
adicd g(x) = Ce*. Cum g(0) =1, rezulti C =1 dec1 g(x) = &~

9.5, Avind un calculator electromc de buzunar, previzut cu taste pentru -
, funcj:u elementare, face;n urmatorul experiment :
Introduce]n un numdr x in calculator pe care il memora;n sau il notati.
Apisati in contmuare numai pe aceeasi tastd de un numir # de ori’

' (suficient de mare). Ce observatl? Exphca;x-va Iezultatele considerind
sirurile de functii:

So _({datt’ Jol2) = (f °fu-1)(x) (n > 1) in ,urmatoarele cazuri :

- aleasd)
8) fol#) =4z , x'>0;
b) folx) =¢* , x<eR;

c) folx) =sinx, x<R;
d) fo(x) =cosx, x e R;
e) fo('c) Inx, x>0

Sint toate aceste siruri de func;:u corect definite ?
Repetati experimentul schimbind valoarea inifiald x.

R Fold) = N7 A =VE =20 fdln) = 2™ (e = 172),

Sul®) = = i = z", Obfinem sgirul exponeniilor lui 2, «, =% R

n>1, cu ag=1/2, de unde deducem = 12", Rezultd fy(s) = 2" si
»pentru orice x > 0, lim f,(x) = 1.

B—C0

Pentru x = 0 se obi;me sirul constant 0.

I
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» b) Folosind inegalitatea & >, ¢ e R, ce se poatc ' demonstra
inediat, eventual studiind fun:pia g(t) =¢ —¢, ¢ € R, rezulti f (x) =

= /¥ >f,,_1(x), deci sirul (f,(x)) este strict crescitor pentru orice x.
Sirul este nemirginit. Presupunind ci ar fi mirginit ar rezulta ci
existd [ = lim f,(x) si trecind la limitd in relatia de recurenti ar rezulta

, N0 .
! = ¢ ceea ce nu se poate deoarece ¢! > I. Rezulti lim f,(x) = 0, x=R

: 7n—cQ
(La calculator se va semnala depdgirea capacitdfii de inregistrare).

c) Deoarece pentru orice x € R, sin x  [—1, 1]C [—n/2, =/2] si
deoarece pentru orice a € [—=/2, =[2], |sin a| <'|a|, rezultsd |f,(x)|=
= |sin fy—1(%) | < |fa=1(#)], decl sirul’ modulclor (|f,(%)|) este descresci-
tor. Daci x = R astfel ca sin ¥ > 0 atunci sirul f,(x)  este descrescitor -
si existd /= lim f,(x) care va verifica ecuatia ! = sin 7 adici [ = 0.

11— 00 . )

Daci sin x < 0, sirul f,(x) este crescitor si rezultd tot 7 = 0.

d) Pentru orice » € R, cos ¥ & [—1, 1] 5i se obfine un sir conver-
gent (fird si fie monoton) citre unica solutie reald a ecuatiei cos x = x,
%z < (0, =/2), x = 0,73908513.... »

e) Sirul nu este corect definit deoarece In x < x §i deci pentru orice
x> 0, f,(x) este descrescitor §i pentru orice x> 0.va exista # astfel
ca f,(x) <O, deci f,41 nu mai poate fi calculat. La calculator va apirea
indicatia de oprire a calculelor datoriti unei operatii incorecte (in cazul .
- acesta, logaritmul unui numér negativ).

5.6. Fie sirul (f,) de functii f,: R— R definit prin
Ja#) = arctg fums(%), n > 1, fo(x) = arctg v

S4 se arate ci: . v
a) Sirul (f,) converge uniform citre funcfia 6(x) =0, x <R

b) Sirul (4% - £,) converge punctual citre funcfia

) ) /3__2- c 2 0
_1~3/2, x#
f(x)—{ 0, x=0.

R..a) Notim, pentru usurinfa scrierii, cu y, = f,(x), pentru x < R fixat.

Dacd 2 > 0, y,41 = arctg y, <.y, deci sirul (y,) este deserescitor si fiind

cu. termeni pozitivi este si marginit §i deci convergent. Fie ! = lim y,,
. . -0

. din relatia de recurentl, datoritd continuitifii funciiei arctg, obfinem

I = arctg / de undc rezulti I =0, deci lim f,(x) = 0. Daci x < 0 sirul
© . .

A e .
este crescdtor si mirginit §i se obtine in mod aseminitor lim f,.(x)=0.
In § § _ »

. -0
Pentru x =0, f,(0) =0—0 = 6(0)." Convergenta f,— 0 este uniformi
cdci dacd notim, pentru # -

a, = sup | f,(x) — 8(x) | = sup | f,(x) |
zsR } zall \
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deoarece i f.| este crescitoare, obfinem . ' ,
a, = lim | f,(x)| = arctg (... (arctg w/2)) = f,_i(n/2)
rc0 . -

si din demonstratia de mai sus (pentru x = x/2) rezulti lim a, = 0.
E 7n—+00

Rezultd ci f, converge uniform pe R citre zero. '
b) Definim sirul (z,) prin 2z, = 1/y2 — 1/y%, pentru x # 0. Avem
lim z, = lim (1/y2,, — 1/32) = Him (1/(arctg v,)2 — 1/y2)'=
#$—0 n—0- . . 13— CO .
= lim Vi — (m‘ctgy,,)”_. ‘
noo  Ya(arctg y,)?

Dezvoltind functia (arctg £)? in serie de puteri se objine: (arctg #)? =

= 2 — §t4 + ..., t € (—1,1) si folosind acest rezultat, limita de mai
sus devine -, ‘ . ,

lim 2z = lim 8 — (93— 28y5 + ...) — lim ya2l3+ ... =2/3

pow e VAR — 2By ) s A1— 233+ ...

~ deoarece in paranteze termenii nescrisi confin puteri ale lui y, pentru
care y,— 0 conform' cu punctul a). Deoarece lim z, = 2/3 rezulti ci avem

7—» 00
§i lim St it ot i o 03 o deci:

#—=0 ) n ] .

il 1\ AR 1y o111y
2/3=1im—zzk=lim—,-2( ; .__.,,)=nm_{_—_)=
now B 5=0 s 7 k=0 \ YRe1 Vi A

. . .1 sy o — =5

= lim — lim = lim , adici Hm fnf,(x) = NETA

n—00 %)y 17— 0 ny% 71— 00 ﬂ’yf; . 75— 00 .

Pentru x =0, din defini]:ie se obfine sirul constant «/ﬁf,,(O) =0
si deci lim 4/nf, =f, f fiind functia din enunf.
. 700

Couvergenta /7 f,— f este simpld deoarece functiile «/nf, sint
continue pe R.iar functia limiti f este discontinui in. origine.

5.7. Fie f,: RA\\N—R sirul (f,) definit astfel f,(x) = —2—. Si se arate
_ : =TT ,

cd lim lim f,(x) # lim lim f,(x) si si 'se explice rezultatul.
. =00 TroO 5 X400 2400 . . . ’.

R. Avem lim f,(x) = 1 pentru orice n « N si lim f,(x) = 0, oricare ar fi
X+ 00 -t 00 |
% < R\\N, deci lim lim f,(#) = 1% 0 = lim fim f,(x).
Explicatia consti in faptul ci f,—f, z?(xj'; 0, x =« R\WN. si con-

vergenfa nu este uniformi. Intr-adevar, funcfia limiti este f: R\ N—R,
Ed

f(x) =0 si pentru #» = N, avem sup |f,(*) — f(x)| = sup |= +c0,
. . zaB\N z=R\RNK| 2 - n
deoarece lim = -o0. '
X - .
-/
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5.8. Considerind §iruﬁle de -fu_néj:ii (F) s (o), fo:[—=1,, 1] —R,
Jfu(x) = - z —. Si se’ studieze convergenta .acestora si si se compare
nex

' lim f,;( ) cu (lim Ja(%))i=0" explicindu-se rezultatul

'R llmf,,(x)_O x e [—1, 1] deci f(x) _0 oricare ar fi x < [—1, 1] .

‘B0

este funcpa limitd si f,, = - i/ . _
’  l—m , 0, z « (-1, N\ {0};
= 1 = = :
Ale) = i im i) =g <[ % < 0
Ja— g dar nu uniform (deoare'ce g este' di'scontinué) ‘

lim f’(O) =1 # 0= (lml f,,(x)),,=o

7n-200

Rezultatul se explicid prin faptul ci f,; nu converge uniform pe
[—1,1] 1a g.

5.9. Se consideri §1rul (fa)y f5: [0, 1] R definit prin f,(x) = nxe—ne,

.—

Sa se arate ci hm S f”(x) dx # S 11m A (x ))dx si si se exphce rezultatul.
p ' .
1.

R. Calculim: S Ju(x) d Snxe-""dx = — -{lz e—nst

1
1 1 .

== ——¢ " deci
2 2 .

0 0

lim g (%) dx = hm (-%- — -;— e-") = 1/2, llmf,,(x) = hm nre=r* = 0, x <R,
0

n—Q . n—=O

deci f: [0, 11— R, f(x) =0 este functla limits.

ngg fu) dx Sf(x) dx =0 (1/2#0).

0 ’ 0

Explicajia constid in faptul ci (f,) este un sir care converge citre
f dar neuniform pe [0, 1]. Intr-adevir, daci studiem comportarea func-
. tiei f,, pe intervalul [0, 1], pentru » e N, fixat avem

fa(x) = ne~n® — 2uPxte—n = ne—""(l — 2n22) si deci
a,=_sup |£()]| =f,.( =)=

si se vede cid lim a, = oo, deci convergen]:a nu este uniforma.
75—+C0 .

1 — 3
e—n 12 — . ”e—llz .
«/— ’\/

5.10. Fie f: R—»R o functie denvabﬂa Si se arate ci existi siruri de
functii (f,), f,: R—R, derivabile astfel incit lim f, = f".

73— 00
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R Fié x = R. Deoarece [ este derivabild in «x rezulti ci existi
lim -&ih”)—ﬁ = f'(x). Aplicind pentru limita de mai sus definitia

h—ao

cu giruri, rezulti ci pentru orice sir (h,), k,— O sirul (£, definit prin
Julx) = flf'"—h,’:lﬂ- are proprietatea cd 11m f,,(x) = f'(x).

in partlcular se poate lua hy,=1 /n obtmmd §1ru1 ful®) = nif(x+1 /n)
—f(x))—*f ().
5.11. Fiind dat §n‘ul ( f,,) £, [0, 1]—»11 f,,(x) —= S4 se arate ci

(fa) desi converge neuniform pe [0 1] catre f(x) =0, % [0, 1] avem
totu§1 :

 lim Sf,.(x) dx = (im £,() ax

1

R. AAyem (

ln(l+n=) . .
=._1 1 2 42 — 77
l+n’x= dz o ( +u x) 2n s dec1

0’
1

lim Sf,,(x) dx = 0 si S(lim fu(%))dx =0
0

%— 0

Sirul f,[nu converge uniform pe {O 1] deoarece

. nx
.‘gup [ ful(%) - f(x)l— sgpu rpn

=1/2 = 0.

5.12. Si se arate ci orice functie continui fi[a,b]—+R este hmlta uni-
formi a unui sir f,: [4, ]—R de functii in scari.

R. Pentru functia f dati considerim sirul (f,,) fu: [a b]— R definit prm
fu#) = £ *H), x <o b'“(k+1)]

0<,k<n'—l

Din deflmtle se vede ci f, sint functu in scari.

Din continuitatea func1;1e1 f rezulti ci este uniform contmua, deci,
pentru orice € > 0, existd y(¢) > 0, astfel -incit, pentru orice 2’, 2" =

€ [a, b], cu |x" — x"| < n(e) si rezulte |f(x') — f(x")| <e.

Fie N(ec) astfel ca 2 < 9(¢). Dacd > N(e) si %< [a b}, atunci
— (& + 1)

exist’é. k 0 <

sl dec1 |f,,(x) f(x)]—lf a-]—b—“ )—f(x‘<e deoarece

b— b— b—
x-.(a‘_'_’ ”“k)< n.a< I <'q(t-:) Rezultd ca f,, o b]f

’
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5.13. Se consideri sirul de functii (f)us1, f,: [0, 2n]— R, definit prin
fol%) = —sin nx. ' '
”

Sd se arate ci: :
a) f, sint functii cu variajie mirginits; :
b) f, converge uniform pe intervalul de definifie citre functia

f:[0,2r]—R, f(x) =0;
2n . .
c) Sirul -variatiilor totale V (f,) nu este convergent.
) ‘ . 0

R. a) Deoarece funciiile f, sint derivabile si cu derivatele f! mirginite

pe intervalul de -definitie, (|f;(%)] < 4/%), rezulti ci Jo sint cu variatie

" marginiti. ‘ . ,
b) Convergenta f,—f este uniformi pe [0, 2r] . deoarece

‘@, = sup |f,(x) —f(x)| = sup
z< [0, 2x] : zs [0, 2r}

1. G
—ﬁsm nxl— 1A% si lim a, =0.

B0

c) Fie n € N, » > 1, fixat. Deoarece fu(%) =Tlsin nx . este perio-
”

dicid cu perioada 2n/n rezulti -
’ 2r - 2n/n
(1) s y (fo) =mn. \0/ (fa)

Comportarea, priviﬁd variatia, funcfiei sin nx pe [0, Zﬁ/nfl, este iden-
ticd cu variatia functiei sin ¢ pentri ¢ € [0; 2r]. Rezulti -

{'o/(f,,) - ?{%sin" na) = ¥ (i n) = %? (sin®) = 4/y7m.

"Pinind seama de acest rezultat (1) devine

2\1;(f)—’n 2 =47 si se vede ci li".z\T;( ) =
p e =T AW st se vede cd lm V() = oo

700

deci sirul variatiilor totale este divergent.
5.14. Si se determine multimea'de convergenti a seriei .
gtg"(x +a/n), e € R, x4+ o./n.‘;é w2 + kr, o> 0.
R. Datoritd periodicititii ~functiei tg ‘vom studia seria pentru '_

% € [—=f2, m[2]. C .
Studiem absolut convergenta seriei. Seria modulelor :

0
2 1tg (x + afn) "
n=1 )
. fiind cu termeni pozitivi putem si aplicdm criteriul ridgcinii

lim f[u,] = lim |tg(x + a/n) | = |tg x|.
17— 00 7500
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a) Dacid |tg x| <1 adicd x = (—n/4, =/4) seria data este absolut .
convergenta. -
b) Dacd |[tg x| > 1 adicd x = [—7:/2 —n[4) U(rn/4, /2] seria datd .
nu este absolut convergenti. Daci x < (nf4, 1:/2] seria este cu termeni
pozitivi si aplicind criterinl radéacinii rezulty c3 este divergenti. Pentru
x € [—mn/2, —x[4) seria este alternatd §i lim |%,| = lim |tg (x + oc/n) "= o0
0

”
pentru x < [—=[2, —=/4), deci seria este dlvergenta intrucit termenul
siu general nu tinde la zero.

c) Daca |tg x| = 1 adicd x = ;{;n/4 avem de anahzat convergenta
seriilor Etg”(n/4 + ajn) si Etg —1:/4 + «/n), prima flind cu termeni

pozitivi, a doua alternati. Pentru primul caz obtlnem

lim (tg (z/4 + a[n)) = lim (1+_tw/':) =

#O noo | 1 —tg aln \.
i.ga’/n . ) . 1
. ‘ - 1—tgaln | aln 1 —tgz/n ,
. 2 . 2g ’
=11m[(1—|—~——t§—°i/i‘—— fln' } = g2 £ (),
B 1 —tgaln C

deci seria este divergentd. Pentru a doua serie se deduce ci este divergentid
deoarece limita termenului general nu existi. In concluzie, mulhmea de
convergenta a seriei este ' :

C=U (—.7:/4 + -kw, w4 + kn).

kEZ
- 0, x< O .
" 5.15. Fie h(x) =1{1/2, x = 0 funcfia Heaviside si a, o serie absolut
! 12 $
i 1 , x> O n—O

- Convergentd. Si se arate cid pcntru orice §1r numeric (x,), %, € R,
%; .-,é x; (2 # j), seria de functii Za h(x — x,) are proprietitile:

a) este uniform convu‘genta re R, p
b) functia sumi este continui in orice punct x # x, (#» € N).

R. a) Deoarece |a,i(x —x,)| < ]a,,l ¥ «R si cum seria numerici 2 |a,]

este convergenta, rezults conform criteriului Weierstrass ci serla .de
funcfii este uniform convergenti pe R.

b) Pentru x # %, (# = N) functiile ce reprezinti termenii seriei,
Sal%) = a,h(x — x,) sint continue in x §1 conform cu punctul a) rezulti
ca suma seriei este o functic continud in astfel de puncte.

5.16. Pentru orice x =R, fic f(x)= E q,(z %) , unde qa(x)—|x— [x+l/2]|

am notat cu [a], partea intreaga a numarulul feal a.'Si se arate ci
funcjna f este continud dar nu este derivabild in nici un punct x € R

153




R. Se demonstreazi imediat ci |(x)| < 1, x « R i, deci, termenul ge-

neral al seriei date poate fi ma’jorat: 1(—2:—”2- < ?l”- cu termenul bge-

neral al seriei numerice geometrice cu ratfia ¢ = Y <1 si care este deci

‘convergentd. Rezultd of seria dati este uniform convergenti pe R. Se
poate arita ci ¢ are proprietifile o(x) = |x| pentru x = [—1/2, 1/2],
este periodici cu perioada 1, o(x 4 1) = ¢(x), * = R. De aici decurge
ci ¢ este continud pe R. Cum seria este uniform convergenti rezulti
ci f este o functie continud pe R. S& aritim ci f nu e derivabili pe R.
Fie xy = R umrr punct arbitrar, fixat. Fie intervalul :

I, = (2-"[2"%,); 2-7[2%0] + 27) = (o, B).

Observim ci daci notim . g(x) =L(Z;i’)-", avem gy(a) =0, g(B) = 0.
_ 1 0, kBs#n A o ,
Deducem M_= 1, k<% si cum- f(x) =;gk(x) rezultid
B— e ___1, k >I n ’ =0
0= Sy s e
B—«a k=0 B—a - )
Daci x, € I,, pentru n— o0, a, B— x,, lim fﬁ;—i@- nu exists, deci f
. #— 00 — a :

nu e derivabild in x,. Cum x, a fost arbitrar rezulti ci f nu e derivabild
pe R. . , ‘

5.17. S& se dea un exemplu de serie de fuﬁctii derivabile, 3 f,(%), f,: R>R
' n=1

[
cu proprietatea ci seria dati si seria derivatelor ), f®(x) sint uniform

© n=l
convergente pe R pentru 2 =0, 1, ..., p— 1 dar seria 2 fP(x) nu mai
n=1

este uniform convergentd pe R (p = N, p > 1.dat).

© . : ’
LY ~ . S1 . ~. . .

R. Vom .drita ciseria 3, D !;::1 satisface cerinfele problemei. Seria:

. . n=1 (222 - L C

. . T
© . o 'Sin (nx 4+ k- .
Z fﬁk)(x) =) jm are termenul general majorat de
L [

n=1 . n=1

1 .
= op+1,p+1-k 5t

i
s | nxy 2
+

2P F1 P t1—k

pentru p +1—% >2
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‘ e ‘
P . : ) . X 1 - X B
adici £=0,1,2, ..., p— 1, seria Z: SPFLATIE fiind convergentd,

n=1

rezulti ci seria E Ja ‘k’(x) este uniform convergenti pe R, (k=0, ..., p—1),

0 . o sin {nx +2 12:-) B
dar seria 2 fP(x) = z_‘,l T— este convergentd pe R si nu este .

uniform convergenta pe R, deoarece hm '
n—'d)

14
op+1, 21>+17é0

5.18. Fiind data. seria de’ puteri Ea,,x” si se determine multlmea de

, convergenta si suma seriei in func;ne de ao si  in urmitoarele ca7ur1 :

a) ag, @y, ..., a, ... este o progresié aritmetici cu ratia 7;.
' \ r£0 |
b) ay, @,, ..., 4, ... este o progresie geometrici cu ratia 7.
, : (r#0, r+#1).

il

R. a) Daci. (a,).sn este o progresie aritmetici cu rafia 7, atunc1 a,
=@, —|- nr; n €N si: : _

ao+ (n + 1)

aq - nr

n— 0

13— 00

tr

deci raza de- convergenti este R = 1. 'Pentri x =1 obfinem seria
0 . '

Y, (g +nr) care este divergents, iar pentru x = —1 obtinem seria
a=0 . .

0 .

> (—1)*(a, + n7) care este de asemenea divergentd. Deci mulfimea de
n=0 oL . .

o0
convergentd a seriei date este (—1, 1). Fie S(x) =Ea,,x", x e (—l, 1);

B i @ . = , .
S(x) = 35 (@g+nr)a"=ay 2 2" + rx ) nxr=t = a,- -+ rx( 1 : ) =
#=0 7=0 n=1 — X .
o G0 rx
- 1—=2 + (1 — %)

. b) Daci (a, ),,EN este o progre51e geometrlca cu ratxa 7, atunci
a, = ag", n =N si lim || = lim
17— 0

l—|r[ Deci raza de con-
an . B0

vergenta a seriei este R = 1/|7|.

00
_ Pentru x = 1/|7|, seria dati se scrie 2 a,x" = 3, ag"- !

=20 #=0 oy "

= aoz (;{;1)" dupid cum 7 > 0 sau 7 < 0 si deci in ambele cazuri este

dlvergenta -
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Pentru x = —l/]r[ seria devine E a,x" = a, E (£(—1)*) care, de

asemenea, este d1ve1'genta Rezultd cd mu]pmea de convergenta a seriei

. este (— 1/]7[ 1/|7])., Pentru calculul sumei, avem:

Stx) = Eax _anr"x _aoE(m)”-— : _

‘n=0Q —rx

5.19. Si se determine mu]tim_ea de convergenti a seriei

w41 - 'x-!-l-)”
— , X # —3/2.
n=0 1/n‘+n?+l(2x+3, : * /

« R 1 . . . } . - ”n + 1
R. Notdm ¢= 2E g obfinem seria de puteri Z ) e {"
2+3 P =y
care are raza de convergend R =lim|e,/a,.,] =1, a, fnnd coeficientu?

n—

lui #*." Pentru determinarea mulfimii de convergentd a seriei inifiale,
1
x+ < 1. Avem

rezolvdm sistemul de inecuatii —1 <
LY

z+1 o f 3x+ 4

1

Iz +3+ >0 l2x+3>0

! sau

| »+1 1 —x— 2
-1 :

L2v+3 <0 12'x+3<0

Din prima inecuatie obtinem x & (—o0, —3/2) J(—4/3, ) iar din

cea de a doua x € (—c0, —2) |J(—3/2, oo) Intérsectind cele doui mul-
{imi, obfinem: x € (—o0, —Z)U( 4/3, ). Si cercetam comportarea la

) : ! : I 1 .
capete : pentru x = —2 ob{inem seria- numerzca 2 ”+ - 2 u,

#=0 A/nt + nd 41 n=0

care este divergentd deoarece 0 putem compara cu seria 2 1/n care este

n=1
divergenti. Intr-adevir, lim 1"4=
A 72 0O n -
Pentru x = —4/3 se obfine seria numerici alternata
—1)" ﬂ_. = 1Y
nz=0 ( ) w‘ + n+ 1 ,‘2_0 ( )

care este convergentd, dcoarece putem aplica- criteriul lui Leibniz.
1 < <
nt converge descrescitor la zero. Rezultd

e

cd multimea de convergenfd a seriei date este C=(—c0, —2){J[—4/3, ).

Intr-adevir, sirul «,

5.20. Si se giscasci mulfimea de convergentd a seriei de functii

4+ DInP (n 4 1) (22 — 1 2 3.
1+2 (3 + 1)® (x—s)’ o

Dlscutle dupa a, p = R. Aceeasi problemd pentru seria derivatelor.
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2% — 1

R. Daci piniem y =
o : % —

obtinem seria de puteri

& 8 . L.
1+2 Gt D"+ 1) y*, care are raza R de convergentd data de

3 4 1) . ¢
R = lim (n=+1)1p"(n+.1).‘. fe+1p+1®
) aso B+ ((a+ D2+ 1)InP (0 +2)

Muh;lmea de convergenta a seriei dxn enunf se obtme din

x—l 2x— 1

|<1 —1< <1,
F = .

si este datd -de x = (—2, 3) N {(—o0, 4R3) U (3,-+0)} = (—2, 4/3).
" Inintervalul (—2, 4/3) seria din enunf este absolut convergenti pentru
orice a, B = R. Si cercetim comportarea la capetele intervalului. Pentru
x = —2, obtinem seria numenca .

' nt41-
(1) } E T In® (i + 1)

pe care daca o comparim cu seriile lui J. Bertrand obtinem :
a) pentru 3a — 2> 1, B « R, seria este convergenti;

b) pentru 3a — 2 =1, —B > 1, seria este ‘convergentd ; in celelalte
caziri seria (1). este divergenta. o '
Pentru x = 4/3 obtmem seria alternatd

1+E( )y it n® (n + 1)

! s+ 1%
prin urmare: : . ' s
a) pentru 3a —2 >0, ~ B'e R, seria este simplu convergenti;
b) pentru 3a — 2 =0, —B <0, seria este.simplu convergentd;
c) pentru 3 — 2> 1, B > 0, seria este absolut convergenti;
d) pentru 8¢ — 2 = l, —B>1, sena‘ este absolut convergenti.

Seria derivatelor “este

E n(n® 4 1) lné (n + 1) [ 2% — 1 }”“,

(x - .'.’:)2 @+ 1% - x—3
si are aceeasi mulfime de convefgenj:a( 2, 4/3) cu ¢, B in R. Comportarea
la capete se discutd in acelagi mod. Pentru x = —2 dacaﬁg —3>1,
B = R, seria este convergent’é pentru 3¢ — 3. =1, —B > I¥seria obtx-
nutd este convergenti. In celelalte cazuri pentru x = —2 seria deriv atelor

‘este divergenta. :

Pentru x = 4/3 dacd 3« — 3> 1, B = R seria este absolut conver-
gentd ; pentru 3o — 3 = 1, —B > 1, seria este absolut convergenta pentru
8a—3 < 0, 8 = R sau 30— 3 = 0 —B > 0, seria derivatelor in punctul
x = 4/3 este simplu convergento.
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5.21. Si se determine mulfimea de convergenti si suma seriei

2" o
n=0 2n 4 1 . .
A - : {examen)
' " g T ' : 28 2 1
R. Calculim raza de convergenti R = lim |--|=lim 2 m+3 1
oo | Gpyy nooo 2n+ 1 2H1 2

Dec1 pentru x < (—1/2,:1/2) seria este convergenta

" Pentru x = 1/2 obtmem seria Z

n=0 2n

1' care este d1vergenta 1ar-

pen'cru x = —1/2 obj:mem seria E 2( 3 care este convergenti con-
n=a <

form criteriului lui ILeibniz. Deci muljimea de convergenj:a a seriei este
C = [—1/2, 1/2) Pentru calculul sumei notim 2x =1, pentru %205l

f) = E P D,

2n +l n=0 2n+l n=02n+1

=S, t = [0, 1)

= £ >~ on 1 .,
S =30 o Ssh) =S e =t
tS(t)——S—dt |‘+‘I+C
, pentru i—0 O S(0).= 0+ C deci C —O (S(0) = .
Avem S(t) ——ln I'H , t € (0, 1) si deci pentru x>0,
oy 1 1+J2x
| f(z) = T In — 5 ,‘x e (0, 1/2).
Pentru x < 0 notdm 2z = —#2,

" 27

f(x>=2'°3 LM *E G —sw te (-1, 0

n=0 2n 41 520 2n+1 n=0 2n4+1

Avem £S() —20‘_“2‘_’_;]_ < (tS(t)) = E( 1)"z=" =

= arctg t+ C, pentru t—0, obtmem C =0, Deci S(t) == arctgt adicd

, deci S =

flx) = \/__zxvarctg N=2z, x = (-—-l~/2 0). In concluzie, suma seriei este

‘ o 1 sz '
& e e s ©. 172
flx) = 1- o, 2=0
\/_{_ arctg J—2x, x € [—1/2, 0)

Valoarea sumei f(x) a seriei in punctul =0, 0 stabilim direct din
seria din enunt .
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5.22. Si se determine- mulfimea de éonvergenj;é si suma seriex

o0

(_l)n—'l 11—z 251
n=1 w2 —1) \1— 2x) ,
(Examen)

)n—l

=y si ob‘]:mem seria de puten Z L0
n=1 n(2n — 1)

R. Notim y%=1 care

va avea raza de convergentd : :
R fim | E0 D@D
I, ) ”(2” - l) (_l)”

: deci pentru. y e (—1, 1)
seria este convergenta idr pentru y € (—oo, —l) U(1, o) seria este

dlvergenta Pentru y= —1 ob;mem seria numericd E Gl Vil

iar 'pentru :
n=1 n(2n—1) - .

| y=1 obj:mem seria E i(—l)——l)- ambele alternate §i convergente conform
n=1 7 n —
criteriului Ieibniz. Pentru determinarea mul{imii de convergenta a serjei

1n11:131e rimine si rezolvim inegalitifile —1 <

o

< 1sau, ech:lvalent

— O=>xE(—oo,0]U(1/2 oo) o

ro - deci mulfimea de convergen{d
o2 3025 (—0, Y2 U2B @) |
— 2%

cerutd este ,C = (—o0, O]U [2/3 ). ' ‘ | .
Pentru calculul “sumei fie S(y) =2 _(:_1.)___3:%-1 y e [—-1 11;

n=1 n(2n — 1)

S'ly) = z:‘ U= one = }L‘ U sy 25() =3 <_—_2___(y2)

n=l

(S }:(—m- (52)=1 - 2y—2y23<—y2)"-* =Y 5 S 0)=

'. —Sl1+ dy In(1+9% + C; pentru 5’—*0 se obtine C =0 dedi,

pentru y 0, S'(y)=—1n 1+ 59; SO) = (Sma+ My =
=S(— )i+ Ay = — 2+ + (2 2y =
=——1n 1+ y2)+2arctgy+C . _ a

' Dm def1n11,’1e se vede cid l1m S(y) = 1, iar din rezultatul obfinut

lin: S(y) = lim ln(l +7) + 2arctg y+ C] = lim—2_ 4+ C=C deci
¥ y-0 y

y—0 1+3°
C = 0. Obtinem S(y) = — —~1In (1.4 42) + 2arctg y. Suma seriei inifiale
y C
. 1—-x ‘__1—2:: 1—2z 1—=2
va fi: f(x)--S{ — =1 ll-l—( 2x)‘]—{—flarctg -

159



© 8.23. O sirmi grea, perfect flexibild si care nu se lungegte, fixati intre

doud puncte A si B ia forma unui Mintisor (graficul funcfiei y°= chx).
In vecinitatea virfului linfisorului (originii) curba se poate aproxima cu
o parabold. Pind la care abscisi eroarea comisi este sub 19}?

R. Functia chx admite in jurul originii dezvoltarea in serie

ypp=chx=1+24+2 4 4+ 2 reR
1 21 ' 41 (2n)1

/

Iar parabola care o aproximeazi in vecinitagea originii are ecuatia
o o
yo=1+ < xR, .

22

5-6+

+ s 6"’7' S+ -+ <chz putemscriey, —y, = 2—"; Ryx) <00l chx =
= 0,01 : y,; obtinem condifia ¢ <24.0,01 de-unde |x] <07 si
'y, = 1,255, y, = 1,245, . " - '

Daci notim n=chzx=1+ —zi + o—x; . R4(x) cu Ry(x) =1+

5.24 Si se dezvolte in serie de puteri functia

fl =mlE2 oy e,

Folosind rezultatul ob";inut si se arate cum se poate calcula In 7 cu
5 zecimale exacte. '

El. Avem f(x) =In (1 4 %) —1In (1 — ). Calculim derivatele de ordin

v 2, ..., n, ale functiei date §i valorile acestora in punctul x = 0:
: 1

) — 1 ) —o-
I =i SO =2
7] - 1 1 : 7] — .
{(x) T T wre tamae SO=0

" () = (—1)"+! (n— 1)1 (n—1)1 ,
7R = (=1) 1+ 2" (==

" # par

0
(n) 0) =) . =
70 2(n — 1), » impar

v

'Folos'ind fgrmula Mac Laurin

) ’ 77, ’ [T
fa) = f0) + L0 w4+ L0 g p Ly

obtinem -

0 ot ’ ©
(n— DI+ (=™ 1 '
x—_—,§: , =2.§: 2k+1,
f( ) n=0 nl * =0 2k+1x'
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Pentru a calcula 16 7, din ‘ecﬁaﬁa :""‘? =7 gisim - =% si numéirul
— %
2n4-1

In7 este dat de suma ser1e1 2 %, =2 2 ) . Seria obti-
C =0 ; ) m=o 2n+ 1) . B !

nuta este cu termem p021t1vi .51 observam cy Mo 1 9 3

= o o— o

sty 2n+3 16 16
= k < 1. Pentxu aproximarea donta, obtmem condlf,'la i1 < e = 107,

2n+-3

adici 2"+3( }

< 10‘5 sau (2n + 3)( ) > 10° din .cate re-

’16'
zulti » < 11,,.

BN

5.25. S& se dezvolte in serie d'e puten functule
4 a) tg %;.b) th x; c) sec %,

scriind primii trei termeni nenuli.

P ’ i
i

yIr1
) ) . 2 (_ )il .
R. a) tgx=sinx/cosx—”f":° (2”';1)' —Ea +1x SALS
' 3 (—1p—
k=0 (Zk) !

Pentru determmarea coeficientilor @;, a5, ... facem identificarea

Lt 35 (=120 = 35 -1y 2

} (2R)) a0 (2n+ nt
adici: | e LA ;1”'—1— #neN.
a2, g = (1 e
>0, 220 _ '
Rarﬁculaﬁzigd #n=20,1, 2, ..., obfinem sistemul
“1 = l, ) . ‘ N

-“a‘;ll'“1_=—1/3i>

' a5—_‘-a3+ia,= 1/51,

l 1
a__a +_.a_..._a—_]7|
21 ° 3 61 1 7%

.
.

De unde se obfin a, =1, a;=1/3, a; =2/15, ... . Adicd
tgx=x+§-x?+ %xs—l- ceer X <-‘-'(—1:/2, =(2),

-

11 — Probleme de analizi matematicd - : ) i i 1.61



. ' @V
b) thx =sh x/chx = Zazj.,.lx’f"'l.

=0 (2k)l ., (2n+ !
se obj:me, analog thx—x——x3+—x5+ ..., x =R,

) © . "
Din identificgrea E a3,+1 2 e — 2 2"“,

¢) Se procedeaza in mod asemanétor

1 1 L
sec ¥ = = = 2 ) agx™
R ¢ cos x © (= l)"‘f’k 7=0 % .
hz:o (2%)1

si se obfine secx=l;1——;-x2+-2-5-4-x4+ iy % € (=72, [2).

Obs. Pentru obfinerea aceloragi rezultate se péate aplica s formula de dezvoltare in
serie Mac Laurm N ~ ’ s :

A (0) f"(O)

J(¥) = f(0)+ 21 ©F o

5.26. Sa se giseascd primii trei termem ai- dezvoltam in serie de puteri
ai func;lel f(x) = (1 + sin x)""‘, x €I c (—n/2, n/2).

T * (examen)
H. Folosim formula lui Mac-Laurin

fl2) =f0) + —f’(0) + = f"(0) + .
Avemr de calculat f(0)," f'(0), 7(0) §1 obtmem stccesiv
: . ! o f(0) =1, )
1) =1+ sin 2*Jta (1 + sin 2 FA+SE ] o) =1,

10 = (1 + sin 2)**in (1 +sing) 4 (1) 222y

1+, _cosx —siny _ cos’x v ,
+(l+smx) [ 14 sin# +( +x)(l+;sinx- (1/+sinx)’}]"

- F'0) =
* Inlocuind rezultatele in formula Mac-Launn, ~Obtinem
(1+smx”‘"-—1+x+x2+ ey x L l

" 8.27. Sa se dezvolte in serie de puteri funcgiile de mai jos, stabilindu-se
mulfimea-de convergen}i , .
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a 1+¢-b T—=%; c T—#; d LI
) JT=7 o 4 PRl =
f) ; J__,g) arcsin #; &) In (x-{-«/x2 1). :
R. Se foloseste dezvoltarea

(1)-‘(1+ec)*=2‘*““’ Q=ntl) e ye (=1, 1)

#=0. L onl

a) Avem A= 1/2. Se obfine ' o ‘ v -

T+ = —‘——) { —”H‘,'x =1+%x‘.¥;—'.

m=0 nl

L . . .' _ . ) :
+E-‘(—1)““~‘ : ‘j""f" D, 5= (-1, D
-n

Studiem convergenta in extremititile mtervalulm “Pentru %= 1 se obtme
sena numeric -

A R .,_‘135 . (2n — 3)
5 Eu,. + +E(1 s

2n 4 2

pentru care lim n(ﬁd— — 1) lim n( 1) =3/2>1yi, conform ‘
nooo ] na 2n— 1.

criteriului Raabe—Duhamel, seria dati este absolut convergenti. Pentru

% = —1 se obfine acelasi rezultat. Rezultd ci dezvoltarea de la a) este

- valabild pentru » € [—1, 1]. -

b) Facem mlocuu‘ea lui x cu —x in a) st obtlnem

. o]

n=2 2% enl

Cercetarea comportarii seriei la capetele intervalului este identicd cu .
cea de la a).
c) Se inlocuieste x de la punctul b) cu x* i se obtine

Jl—x2'=1——x2 E(l 35, (2”—?) 2, x € [—1 1]

2 n=2 . 2% . 5

d) Se'ia in (1) A= —1j2 i se obtine :

g oibEdeliee])

— (12—
X

' :\/l x=
o o
_ S~ qyn  1:8:5...@n—1) . _ R COLER S
."1"7&’( v EX :z; V" gy -

e w
o= S

. n=0
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 Studiem convergenta la capete. Pentru x = —1 seria este divergentd
myl R ‘

- -deoarece, notind #,; = -(——,' avem

23(n 1) ,

o limn( n e-l)= lim #»

@n)! | oM 1l 1)___

ns0 | Upyy naco | 2(n 1) @n + 2)1
= lim nf — 20+ 1" 1)=limn(2”+2 — 1)=l~.
=00 - 2n + 1 : 2

f,_.'eé. (2n + 1)(2n + 2)

: ' © ;
deci seria este divergentd. Pentru x = 1 seria obfinuty (=1 % =
) . ‘ =0 - #
Ld . . ’ ‘ - .
=3 (—1)"u, este o serie alternati. Din evaluarea precedenti a raportului
n=0 o . o
n _2nt2 > 1 deducem cd (u,) este un sir descrescitor.Din inegali-
Yniy 2n+ 1 S :

titile 0 < #, <_421——+i- rezultd lim #, = 0 si deci seria este convergenti
. n n—00 '

conform cu criteriul lui Leibniz. (Inegalitatea %, <

1
———— se demons-
Nan+1

treazi prin inductie, iar #, > 0 este evidenté). In concluzie avem dez-

voltarea ¢
. 1 & o ’ o
= — 1) 2 gn (-1, 1
—=—==2 (1" 22" e (=1, 1]

€) Se procedeazi aseminitor ca la punctul d) si se obfine :

I =§E‘-”'lx", x e [—1, 1)
=7 o= o0 ’
sau se poate folosi deja rezultatul obfinut la. d) inlocuind pe x cu.—z.
f) Se inlocuieste x cu # in rezultatul de la e) si, se obtine:’

0

1 e - I
e Y

- Din faptul ci # = 1 este un punct: de divergentd a seriei de la punc-
tul e), rezulti ci 22 =1, adici x = +1, extremititile intervalului, sint
puncte de divergent pentru seria’ obfinuti. :

g) Dacid notim Jf(x) = arcsin x, x € (—1, 1), avem, conform rezul-

. o0 .
tatului precedent, f'(x) = ',\/l 1 = = 2 %xﬂ* din care, prin integrare,
: -—% n=0 o -
obtinem : 4 '

00

arcsin ¥ = E Cin

___xzn-l‘l’ x (_l’l)_
n= 2:”(211-*- 1) i

(constanta de integrare fiind zero, obfinutd pentru x = 0).
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Stud;und seria ob;muta pentru arcsin % la capetele 1ntervalu1u1, pentru
x=1 obginem seria numerici cu termeni- pozitivi: E “, =2, (2n) |
© . a=0 #=0 28%(5 1)2(2n 4 1)
cireia, aplicindu-i cntenul Raabe—Duhamel obtmem :

fim g2 — 1) = lim » G __ ZeARPEED )=
o Unsr now A2 1320 + 1) (21 + 2) ! )
. =lim I (2n +2)(2n+3) j — hm n(6n -+ 7) > 1,
o l (2n+ 1) no (20 1) T2

—1 seria este convergentd , fund de.

dec1 este convergenta Pentru x =
fapt absolut convergenta In concluz1e avem dezvoltarea

arcsin % =2—-"—”ﬁ—x2"+1 x € [—1 1]
n=0 28%(2n 4 1)

oy L
h) Notamf(x) =In ( x—}—«/xz-i- 1), xe( 1 1). Avem f'(x)= Y
si folosmd rezultatul de la punctul d) inlocuind pe x cu 4% obt,mem
_2(1 2 g0, 5 (—1, 1). ‘
n=0

la punctul precedent obj:mem dezvoltarea .

: m

Procedind acum ca
' ) ©
I e

in punctele x = 1, x =1 seria obfinuta prin mtegrare se constati

ca este convergenta

5.28. Sa ‘'se dezvolfe in serie de puten func;ule

a) f(x) = i“'idt ; ) f(x) .=Se-"dt; ¢) flx) =Sl';“_‘i‘l dt.
" 0 6 o
R. Folosim posibilitatea de a integra termen’ cu termen o serie do
puteri pe intervalul de convergen}d

] t2+ . \ 0°
e L M (et

é)f(”‘)=S(_:,l‘k=° @k + 1)1 =

0
® 21 o
—g;\f)(—l) (2k‘+1)|(2k+‘l)' % <R
et -
(S 1) _‘_) 24df =
o 0= {5 Er L) Fim 5§

x2k+l . B
x € R,

=0 j , ‘
. . . . . . 165



. '¢) Pentru x (=1, 1) avem voie si integram . -

. S( 1 i 1 ;—l ik) dt é 1 ey 1 £ tk'_ld.t
fo) =15 Z (=) iy Rl M e Wl 2
0 . . » . . 0 .
. [ =1 ,,k . . .
5.29, Folosind dezvoltiri in serie ale functiilor elementare si se calculeze
* urmitoarele limite : : ‘ s

. x*cosxy — sin® R P
a) lim Xicost» sin? » : b) lim < ¥sinzx —cosx
0 (arcsin x)¢ z+0 @ - shix
R., Folosim dezvoltirile in serie de puteri (in vecinitatea originii) ale
functiilor elementare . I

cosx=1—2i!+4—”:+... ‘ ',xER;_
) P .
smx=x——3—l—f_-;+... . » x € R;
- 2 xS
ef=14 X 2. ¥ , x<eR;
. ‘+ll+21,+3! + co .
- . 23 25 ‘
Vshxr=x+-3—7!-+;+.... » x<€R;
- lxa 3 5 'k . -
arcsmx—.——-xl-]—-é- +—43-x + ... o s ®s(—=11);
si objinem _
‘cos"‘x=1—x2—|—_%x4—%x°+... ,'x'ER;*
- 1 ., ,.°2 ; ' -
. sin! x=x2+%-x +—Ex + ... ,xeR;
sh2x=x,2+1;x4+j4;x°+..‘, » ¥ =R;

aresingp = 24 Loty % (=1,1).

Avem : -
a) liﬁl %% cos? ¥ — sin? » — lim 21— 22 4 ) — (¥ — 1/32% 4 .. .)
- (arcsin x)¢” ~ z=0 — (2 1/324 4 .. )2
= lim 32~-l x? +,#‘(—l + 1/3) + .o = _2/8
. %0 A4 ...
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b) lis & — xsinx — cos z It —a(r a6t )= (1= 282 )

, = lim.
%0 _shizx © x40 a3+ z‘!3e|- N
= lim 1—14+ A —=141/2)234 ... = 1/2.
. %0 3"+ 1/3a* + ..

5.30. Folosind propneta}:ﬂe seriilor de puten si se calculeze suma
urmitoarelor serii pe intervalul de. convergenta indicat.

a)Enzx, xE( 1, 1)

n=1

,”, xE( 1 1);

9 Q(—l)".;”;l, x < [~1 1
QX (=P

| e) E ”3(3"_ 2”)

f=1

1
+'1.’ x & (_1: 1]:

R. a) Plecam dela E 2t = 5 1

=3 ) inmultmd ct # si derivind fncd o dat3, obtmem E n2xn1 =
C=ap v

_ a1 * ¥_ 14
b s x)‘] T rezpltat ce 1l inmplj;xm cu ¥ si Obtmefm m‘

L, se-1 D5 derivami X nari=

[y

final 27;8:;"_' ("*‘), ‘g e (—1, 1).

b) Integram seria }_‘_,x" = , xe(—1, 1) si objinem E =
n=0 - n— n+ 1

=v—11n (l —x)+ C. Pentru x= OavemC =0 deci 2—_'_— = —ln(l——x) :

B imparjnm cu x, (x # O) Obtmem ;, n+1

. diferenfa dintre seria inifiald s cea. obtmuta mai mamte i Tezultd:

A" = —-—]n (1 — x). Facem

0

S S DR SEP B
Zﬂ)o(l ”+1~) 1,?x+xln(1 %

© .

deciE x* =——~—+—1n(1—x) x e (—1 1), x#0.

n=1 n+1 1l—=x
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" ¢) Fie f(x) suma ser1e1, flx) = 2( 1)" o Derivim f(x) =

< .
= 2 (—1)”x’-"' = +l - i deci flz) = arctg %+ C. /

n=0 x \

Pentru x =0 se obtme C =0 si deci f(x) = arctg x.
il
d) Fie f(x) = }'_‘,( 1y # . Atunci fiE) = }'_) (—1)rgen = =1

n=0 .
Obtmem ~ o , ' :
' _ s  —13+423 .
,f(x)~s fdx—sl_'_xdx—}-sx—’_-w—ldx—
=1 - 2 _
3lnlx-i-ll ln(x x+1)+‘/_arctg 1/_ +C
Pentru % =0, obtxnem 0= T( — —)—]— C, dec1 C= —\F si deci suma
Senel este .
= _— I T,
flx) = ln|x—|—1| ln (x x+ —{—Tarctg \/- +6.*/§ |

e) Fie f(x) suma ser1e1 de la punctul a). Avem:

ne=l

SR OIS 12— 3w = (D — 1) =

Nz quzp 1/3+(1/3)= 2.
: (1 — 1/2 = 1/3)a T
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CAPITOLUL 6

\FUNCTII DEFINITE IMPLICIT
DEPENDENTA FUNCTIONALA ,
EXTREME CONDITIONATE

6.1, Sa se arate ci ecuafia y2 — y(2a 4+ ¢*) + a? + ae* = O (%, ) = R2
a fiind un nd¥mir real fixat, care defineste pe Y ca functle de x, admite:
.2) o infinitate 'de solutii definite pe R §i cu valori in [a, +d);
'b)- numai doua solutii’ definite pe R si cu valori in [a, 4), care sa
fie continue; ‘
¢) o singurd solu]ne f definitd pe o vecinitate ¥, a-lui @, care venflca
proprietétile: fe CYU,), f(O) = a. . Sa se calculeze f'(0).

'R. a) Rezolvind ecuaj;la in y, obfinem y,(x) =a §i y(x) =a+ e
ecuai;la scrnndu—se (y a)(y —a— e"),—- 0. Functiile fy:R— [a, 400);

',xeM - '4

farl) = { e = R,

unde M este o submultlme oarecare din R, epu1zeaza solutule definite pe
R ale ecuafiei date. ‘

b) Aritim ci f,: R— [a —|—oo) ful%) = a, oricare ar fi x € R §1
Jo i R— [a, 4-c0), fz(x) = a -} ¢%, oricare ar fi'x = R sint smgurele solutii
care . satisfac condifiile de la b). Fie f;:R—[a, +o0) continud, ce
verificd ecuafia si f; # /1, fo Atunci,.oricare ar fi x € R, f;(x) = a4 sau
Solx) = a + & §i existd x,, %, € R cu f(x,) =a si fa(xz) = a -+ é*.

- Dar, din %; = x,, rezulta a=a -+ ¢4, achca e% = 0, deci contradlctle

Atunci, x; # x,. "

Presupunem x, < %,. Deoarece f; are propnetatea lui Darboux,
oncare ar fi s (e, a + en) C (@, a + em) = (f5(%1), fo(xs)), existd
%" € (%, %) astfel incit fy(x") =y". Dar din fy(x) = @ rezulti contra-
dictie ¢u a<y iar din f3(x') =a + e¥, deunde a2 < a + ¥ < a 4 e,
rezulti x' < 7y, contrachcj:le :

Analog, se obtine contradlctle si pentru x, < %;.

¢) Fie F: R2—R, F(x,y) = (y—a)®*—(y —a)¢’. Deoarece F(0,a) =0 .
existd F si F, intr-o vecinitate a lui (0, a) (de fap'c chiar pe R?) si sint
continue (mai mult, sint din C*(R?), iar F)(0, a) = —1 # 0, sint verifi-
cate condifiile dm teorema de extsten}'a si unicitate a functlﬂor implicite
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- R . . . \

de clasi C! (mai mult, de clasi C%) si, deci, exist‘é 0 unici functie f cu
_ proprietdtile de la c). Avem o .
F(0, oy
F(0) = — v,',( F(0) N a)e’. .
, Fy0, f0) - 2(y —a) — ¢*
2y —a) —e& 0. - - . S ,

=0 O’
y=0
Obssruatie. De la b), stim <4 f, fiind continud, va fi f, sau f. Dar £,(0) = a + 1 4.
Deci, f= f,, adicd f: R— [4, +®), f(*) = a, oricare ar fi » = R. Atunci, f(x) = 0, oricare
ar fi x € R, de unde f’(0) = 0. Observim ci f & C®(R). o

6.2, Si searateciecuatiax +Inx — 4fy + 1=0, (x, ) < (0, 0) X [0, o),

admite o singuri solutie x = x(y) de 'clasi Ct pe o vecinitate a lui -

Yo =4 astfel intit x(4) = 1. Si se calculeze x'(4).

‘R. Fie F(x, y) =2 +1Inx — [y + 1. : ‘ '
Avem ci F(1, 4) =0, exista F, si F; continue pe (0,,00) X (0, o),
Fi(1, 4) =2 # 0; deci, existi o vecinitate U, C (0, c0) a lui 4, o vecini-
tate ¥V a lui 1 i o unicid funclie x: Uy— V, de clasi C! pe U, astfel
incit : B . . '

F(x(y), ) = 0, oricare ar fi y € Uy, %(4) =1, iar

2 = —Fx, 5)[Fix, 3) o =1
, il

‘Observa;ie. Functia »: U,—; Vo o putem construi gi din constructie rezult¥ ci Uo poate
* fi luat chiar intervalul [0, c0), iar ca Vo pe R, :
" Fie g:(0,0)> R, g() =2+ Inx 41
st k[0, 0)= R, h(y) =47 . :
! Deci, trebu:ie gisit x: [0, 0)— R astfel incit &(#(y)) = h(y), oricare ar fi y € [0, c0).
. . Dar g este injectivi, fiind strict crescitoare §i surjectivii, avind proprietatea lui Darboux
K hf,:)g(x) = —0, limg(x) =0o0.- Atunci, existi g-1: R— (0, ). Rezultd =x(y) = g~Y(h(y)),
3 kd X =00 .
oricare ar fi y € [0, 00), compunerea g&7'oh avind sens. . . -
Observé‘up cd x(4) =g (h(4) =g Y2 s {r|xr+Inx+1= 2} = {1}. Din g'(x) = 1 +
+ l.lx > 0, oricare ar fi x & (0, 00 ), rezulta ci &7* derivabild i, 4 fiind derivabild pe (0, o),
obfinem cX x = g=10 4 este derivg.bilii pe (0, ) si deoarece A(4) = 2 = g(1), rezulti
. . . . ) l . . . )
- A=) K@) = ——- K =1/8 . - )
‘ : g - -
Punctia » este unici avind proprietétile din enunt, deoarece dac existd si ¢: [0, 00)—R, - -

gu; fé?g)))': h(y) pentru orice y € [0, ), rezulti <p(y)'= g7 () = #(y) oricare ar fi _

$a. P"ie ecuatia ;vy +Iny =0, y>0, care defineste implicit pe . ca
funcfie de w. Si se calculeze ¥'(x) si y"(x). . § HIp P -, Y

R. Derivim ecuatia in raport cu x: _
Y+ +yly=0y>0
- , 2y 4+ 1#0.

de unde " = — ¥
xy+1
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Calculim pe y"(x):

LS ‘)_1 P
Va dx (y"‘ dx ( Lay+ 1 =
o, = o Zyyiay + 1) = 3+ ayn)  4(2sy + 8)
: (zy + 12 T (w+ 1)8

© 6.4. Fie functia f de clasi C2 pe D C R? si z funcfie de x §i Y defmlta
implicit prin ecuapa flx —y, 2) =
. Sa se arate ci z este solutie pentru ecuatiile cu derivate parfiale

 0z[0x A 9z[0y = 0 si 32z/ax2 — a‘zz'/é)y2 = 0. 7 <
R. Dacid notén} % — y = u, obfinem denymd pe f in raport cu x, apoi cu y,
I P ujon —

o Ox + oz ox 0. au@’.‘ o ' o
Y o ¥ e |

2. ==0, oufe = —1,
- ou  dy 0z Oy u/y

care ne dau pentru 8ffoz# 0,

az/ax—'—ﬁ/ﬂ, azfoy = "’f/_ai‘
0z oz

si se vede. 1med1at ca verific a doua ecuafie din enunt. .
Daci rela]na af + afféeun =0 o denvam n raport cu ¥, obf;inem

+a=f+a cE—0; ()

ﬁf_'._“ & _ﬁ) o o
+ (ax + dz  Oat dz0u  Ox + | TEREe-.

O0z2u  9x . O®

in mod aséménétor, si derivim relafia g . gyz- — 9f|0u = 0 in raport cu
. ) . L . - . . 2 . -. . S0 % o0 .

Y §i obtinem o o '

o +a=f( L B2 ﬂ_ﬂli?:'ox e

Souwes oy ar\ey) ez o owe R WS

Din (1 ) i (2) rezulti imediat denvatele de ‘ordinul doi. ale lui z:
. 9%2]dx? §1 8zz/ay3 care mlocmte in a treia ecuafie din enunt o verificd -
lden’ac .

~

6.5, F1e D un domeniu CR? FeCY(D), iar z 0 funcj;le de vanabﬂe
% §i y definiti 1mp11c1t pnn ecuafia ;-

F (arctg 2, In (x'“’ yz)) 0; .
's4 se arate ci xaz/ayA—yag/ax =0;

\
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R. Notim # = arctgz §i%v = In (2% 4+ 3?). Atundi,

e E w F -
' o 3% v O 'av.x’+y’ ,
323x=—F'F'=— =—.___—’F
/2 +/F o o o 1 s'#O
ou 0z 2z 3z¢.l-l~z2 )
OF u OF v oF 2y
ou 3y v dy v L o
2/0y = —F,[F; = — —_ —
a{y ol Fx oF 1 oF 2
) ¢'iu.l-l-::2 L au‘.l+x=

'Observam cd, mlocumd in relatla cerutd pe d9%/dx §1 3z/3y, ea este veri-
flcata .

6.6; Functia . de variabile « si y definitd implicit de ecuatia
flxtgz ytg z) = O unde z # (2% + 1)x/2, k < Z, iar feste de clasa C! pe
D c R?, satisface relaj:la %02/0x + ydz[dy = —sin 20S 2.

R. Se deriveazi prima .ecuajie in raport cu #, apoi cu y §1 se fine
seama Ci z = z(x, ), notind » =xtgz v=ytgz:

¥ m Y w
du  Ox dv. dx

zu- = ‘tgz d . -a—z-,
dx cos?z. Odx
> __y_ | %
) dx costz dx
) I . tg +( AN AT 4 .ﬁ)!’i_o,
au cos®z QJu - cos®z Jv) ox
i af 9 .
= .tgz — == . sinzcos z
o o o
ox ‘ox ﬂ y of -af af
costz On + costz dv # oun ty- dv

LTI
o dy v ay,

ou  cos*z dy cosz 3y
i
ax_——sm.zcosz
oy af af
”au'”au

Relatia din enunt este verificatd imediat. o
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, 6.7. Fie o: D(csR)—=R o funcj;le de clasa C, zo functle de variabile
y deﬁmta implicit prin relafia z — % -—'ycp(z) =0 51 # = f(2), unde
f D— R este de clasd C" si f'(2) #0, oncare ar fi z = D Atunci,

™u g1 ou N
N y,,—ax,,_,[((»" 5
R. Procedim prin mduc;:le Pentru # = ‘1, trebuie venixcata egahtatea
ou du
_— = o(2) — -
dy °(2) ox .
m_4 . 2,
ey a9 - B
par {7 -7 ¥ - . -
:31-‘. = d—'f . —ai . . - .
’ ox dx % .
Dec1, f'(z) - o(2) - f'(2) - a‘ az (z) de unde, cu o _ el
2 1 oy l—yel) -
$i — = ————— obfinute d1n prxma ecuaine a enun1;u1111 rezultd cd

9z . 1—y9'(s)
a doua ecuatie se venflca pentru n=1

&y

Presupunem cd — =
Py TS o
.07 k+1 314
e L) ] |
Folosmdu—ne de cntenul 1u1 Schwarz, - obtmem

l(?(z )P - —-] pentru k<n si aritim cd

-.;i*:=;-(az) - {%,;,[w»« -351}= :
- :” { <<p() }-
e

a k=1

{k(cp(z))’*"- o'z - & —+< <z» "”“}-

ay , dyox

membrul drept al rela]tiei pr'eced‘enté devine

B (e 2 -3

.," :x» l: [k(W))”"" . @"(f") E ot (ol i‘*:.]':

o B ﬁ’ F\\e L O
96 - o 5 (e |
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6.8. Fie D = domeniu C R?, f Ci(D) si functiile z i 4 de variabile » si
y definite implicit prin sistemul : N
| fle—9 24 u) =1 ,
Clmyz (2242 =2 a2 g2 2S00,
ax’ oy ox’ 5 -

. ' -~ ’ .
R. Notim v = x — y 5i w = 2+ u; daci derivim sistemul in raport cu z,
avem T o

S3 se calculeze O 0 o

o G ¥ w_ o

dv  ox ow ox

. PR 2% f 25— .
. ox .

V4 X ¢ o= ﬁ=0'
R ik ()

v +ﬁw A ox + ox .
‘ ET e T
,im@-‘a ; 2x+23_aa_3_ ‘
) 2 -
2z XY —— ;i N —
7 _l:‘\{y ox + x”.}.yk._’_ 22 -

care ne conduc la

_3_z'=_2x+yz(x=+ya+,a) 2z | (22 4 12 4 52) = 0

‘ ax 2z+xy(x5+y8+33)’ _J- y( +y + )?é. »
Y Y rmtpis .
o o v mAayehyits) ¥

o . RO ™I
' ) T C ow T

 derivim acum sistemul initial in raport cu y:

o dy dw oy ‘

2o,

- ' . < [t

il e . z
P 2y or. B

xz-[—xyvgi- .- A % =0,

#4yr st
_H L (x 2 =0 .
av+'3w(ay+3y )
$ : :
| w WHEeZ

20 8 4 g8
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_care ne dau :
& tuErta

oy = 2x 4 zy(x® -+ y* + 28)
y+ of 2y+xz(x'+y'+z’)
o _ o ow 2z+zy(x*+y=+z=)
dy ' o
- dw

6.9. Si se arate ci funcﬁa A(x, ) definitd de F(x + zy, y + z/x) =

satisface ecuaj:ia x — + y gy— =2— %)

‘R. Notam‘ o« =% 4 z/y, + z/ si derivim mtn in raport cu %
apoi in raport cu ¥ presupunind cd F(a, (3) este de clasa CM in DC R

Avem
"_iaf_(l_l_laz)_*_ ( z+_l_.___0
d 22 x

o ler s 1 4 L Lo
R 0,
o 3::.{- y’ yay}+ ( - xay)
83[ 9F | 1 8F) _ s oF - F

y % ' % OB 2 3B Ba-
_1_817 laF} 2 OF OF

de unde

ay y acz' x 0B y‘ o 8B )
falocuim in ecua;la daty & ;i 2 i ipoteza ci LELLIE 40,

. . ox y Oa z 9B .
, 2 9F _F ia_F o
; : . % 98 Oa ¢ da 8B : .
Obtinem : x—_lfﬁ Tor + Y _l_a_F_ z — xy sau
y Oua % 0B y Oa % 9B
20 GO L 30 OF _sOF i O yéf_,
x-9B ‘ do y O« aB y 9« x 3P a 8{5

relatie care este adevirati.
6.10. Tn -ce se 41':rans‘form5. expresié'
E= y— + x—~ daca se face schlmbarea de vanablle X = ue”
y'—ve“ (u, v) € Rzy
‘R. Calculim denvatele partlale din , transformarea dati:
x ox

—_= v o — = ue®
ou dv -
.al=vg“ ’ - .a—y=e“
ov.

oy -
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0z oz Ox éz ay oz 02
— S — — = gV em veu__ »
ou  dx Ou + oy  du 0% + oy
0z "9z dx | oz oz oz

dv
. ‘ 02 o dz . . "
de unde deducem -Z sii 2 in ipoteza ci:
ax " oy -

S VR

. . e’ ve¥ .
A= uer et #0 )
Obtinem : ‘ 4
) . o
E L e AE-. ) & 2
oz __ 1| 0w —_ o i __om
9 A 39_.3_. S (1 —uv) - (1 — u)
o ‘ : _
o _~1 B P R ™ o
L P . D " L
N av " : -

.care introduse in' expresia datd conduc la: -

9z - 0z - Oz 9z
S —— v — S - — — u— -
E — pev — o v we av ou —
LT Gv(l - »“”),,' . 3“(1 __ m) . ’
1 { 8z oz - [ 3z - s\
= vef . 9 2 uef . u-——) cu 1 —auy£0.
. et [ (3" _30')»+ (av 'au-] - #

6.11. Fie mulfimea 4 = R* v§i‘ func}:ule f, & A—R cu proprietatea .
- card. f(B) > card. g(B) pentru orice submulfime B < A. S# se arate ci:
f este independent3 de g in orice punct x € 4. .

R. Presupunind ci f nu este independents de g intr-un punct % € A,
existd o vecinitate V' -a lui #, pe care f si fie dependents de g, adici
existd funcfia @: g(V) — R, astfel incit J(xy=D(g(x)), oricare ar fi x = V.
. Din card. f(V) > card. g(V), rezulti “card." S(V) > card. B(g(V)); deci,
contradictie. : ~ - . _ '

- -~ ~

Observatie. Fie f: R— R o functie continui astfel incit restrictia Iui f Ia I, f/I, nu este cori-
stantd, oricare ar fi intervalul I = R §i g: R— R, . : o :

‘ ) ’ 1, zeQ '

f]v x ¢ Q.

‘funcfia lui Dirichlet. Atunci, f este independents de g in orice » = R. Daci f nu este in-
dependentd de g intr-un punct x, € R, atunci exists un, interval I, vecin#tate a lui %o,

g(x) = {
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astfel " incit f este dépendenté de ; pe I. Dar f/I # constantd implicd existenta Ini }:,
§i xy din I cu #x,# %, §i f(x)# f(x,) f avind proprietatea lui Darboux, rezulti ci

JI)  [f(#y), f(#3)]. Dar card. [f(xl) f(zs)] = e > card. g(I) = 2. Deci, f este mdependenti
_de g in orice # € R. . )

6.12. Fie funciiile

T gm0

§l g(x: y) 51n (x —y)' (x’ ) < R~
Si se arate ci f §i g sint mdependente (0 0).

R: Presupunmd pe f dependenta de g pe o vecinitate V1 a lui (0, 0),
existd funcjia @, astfel incit

flx, )= Qfo(g(x, ), oricare ar fi (=, y) €V,

Deci, In 2 = f(x, x) = @,(g(%, %)) = B(0), oricare ar fi (=, x)'e V, .de.
‘unde contradictie.

Daci g este dependenta de f pe o vecinitate V, a lai (0, 0),.
existd. @, astfel mc1t g(x, 9) = Qz(f(x, ¥)), oricare ar fi (x,9) € V,.'
Deci, sin % -—fg(x, = @,(f(x, 0)) =.0(0), oricare ar fi (x, 0) = V, (sau
—siny = sin (—y) = G(f(0, y)) = 9(0)), de unde contradxcjne Rezultd

A

cd f si g sint independente in (0,40)

6.13. Fie mulfimea McR s functiile f,, for M -+R.,., fs: M —~ B,
Fy,Fy, Fy: M—R, unde F 1(%1, %a, xs) =In fl(xp %oy %)y Fy(%y, %oy %) =

_a\/fz(xl, %oy %g), 8(9::1, x2 %g) = arctg fa(%1, %a, %5). S se arate cd rang

(af’) =3 daci §i numai dacid rang( ) =3.
"\ 9#j)]1<s,5<8 oxj 1<i, j<3
R: Avem
det( ) =
33'5’ 1<s,:<3 ’
aFy BF, B |3 1. L 41
0%, - 0x3 0% oz, fi 0% fi ors  fi
|k om R _|oA . 1 o 1 ah, 1 |_
0%, Oxy 0% 9%, 2fy | 0% Wf  om 2Wh
|oFs 8Fy OFy| |0 1 O 1 O 1
8%, Oxg 0%y 9%, 1+f} 9zy 1+ f} 0z 14 72

oh (h %

Vo 9%, 0Oxg 0%,

SR SN S N ) [ S,

A +R) | 0% 9Fy . 0% TR G+ ) 3x5)ts-.i<s
o o o |

%, O%y Oz

12 — Probleme de analizd matemahcl . - . . 177
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de unde rezulti ci primul §i ultimul determinant sint diferifi de zero
simultan. , S o : ’

Observatie. In ‘mod asemdindtor, se aratd ci rangul celor doud matrici este simultan -egal -
cu 1 sau cu 2. ' . e .

6.14. Fie functiile f, g, k:R3—R, f(x,9,2) =z — ¥, &(x,y,2) =22+
+ 3242z hix, y, 2) = —xy — 2. : .. ~
a) Si se arate ci % depinde de fsi g pe R3; :
b) si se determine mulfimile pe care functiile sint independente cite
doua. s : ; A

R: a) Matricea funcfionald ; pentru functiile f, g, 4 este
R 1 =1 .0y
M(f,g, h)=|fe g &= 2% . 2y 21.

he by b -y —x -1

Deoarece det. M(f, g, B) = O'pentru. orice punct (x, y, 2) din RS, re-
zultd cid f, g, » nu sint independente in nici un punct din RS

PRGN < ]

Avind 2_1 g‘ = —2 # 0, deducem ci rang M(f, g) = 2 pentru orice

(%, ¥, 2) Ré?, Prin urmare, f §i g sint independente pe R?, iar pentru
" orice (xo, ¥o, 2,) = R3, gisim o vecinitate U, a sa astfel incit 4 si fie
dependentd de f si g pe U,. - e )

Mai mult, observim ci, deoarece f(x,y, 2) — g(%, 9,.2) = 2h(x,y, 2)*
,peni{m orice punct (x, y, z2)"< R®, in acest caz % depinde de f §i g chiar
pe R3. . ) ’ .
b) La punctul a), am aritat ci f si g sint independente pe R®. Ana-

log, se aratd ci f si 4 sint independente pe RS. Deoarece -

-y —x T -y -1
2 2 oy — ),
—x »-—.l ,

rang M(g, i) = 2 pentru orice 'punct (%, 3, 2) < R? Icu‘ £y $l rezultda

cd g si % sint dependente in planul x =y si independente in rest.. -

fiM—R, f(r,y) =@ — 10 +2. Si se giseased max f(z, 5) §i

. (x, =M
min f(x, y). : .
% y)eM

6.15. Fie M =|(x, ) ER?-lx.> 0, ¥y >0, -§+y < 1} -si . functia

R. Deoarece functia f este continui §i M este compact, rezulti.ci f este

maérginit si i5i atinge marginile. In-int. M, functia f fiind diferenfiabils,

punctele de extrem, daci existi, se gisesc printre punctele stajionare .
3. Dar f; =2+ 0. Funcfia f

éle,Afunctiei, solufii ale sistemului: l j:,', =
' : y =
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neavind_ puncte sta‘ponare, in
int. M, nu are nici puncte de ex-
‘trem, pe care le vom ciuta pe
frontlera i M:Fr. M = [0A] U
U [4B] U[BO]; (fig. 6.1). Con-

" siderim  f;: [0, 2]—R, fi(x) =
= (f|[04])(x, 0) = (¥ — 1)*. Daci
sint puncte de extrem in int. {04],
' acestea anuleazi pe ff:f(x
'=8(x — 1)2=0, de i 3.
.§i, deoarece Po(l 0) = int. [04],
-acesta ar putea fi punct de ex-
trem pentru functia f. Pe [04], , -
puncte de extrem ar mai putea : . 'PFig. 6.1
fi 0(0,0) si A(2, 0) care aparfin o
frontierei Fr. [0A4].- :

Cautim punctele de extrem pe [0B] si consideram funcjia
foi 10, 1]—=R, £,(5) =f(0,5) = ~1 42y si, deoarece fi(y) # 0 pentru
orice ¥ « [0, 1], pe compactul [OB], functia f, isi atinge extremele in
0(0, 0) sau-B(0, 1).- .

Ciutdm punctele de extrem pe . [AB ] si considerim funcia

far [0, 2] R, fi%) = (1AB)(x, 5) = f(x 1——) (x— 1P +2 — 2

;Deoarece fa(x) = 3(x — 12 = 1 =0 are solutule % = i “r iar'
Pl,(3+«/3 3-43) p(3-45 3+~/‘

e mt [4B], acestea ar putea'

’

3 6 o U

fi puncte de extrem in int. [AB]. Pe [AB] am mal putea avea puncte - '

‘de extrem in A4, B = Fr. [4B]..
Asadar, pe mulfimea M punctele pos1b11e de extrem pentru f smt

0, 4, B, P,, P,, P,. Deoarece f(0, 0) = f(2, 0 =1, f(O N=1,
L0)=o0, f3+"8 8-48)_;__2 3—4‘ 344B8Y_ 1, 2

'f(lv,O)—O,j-", 3 6 —l,—ad:?’f' 3 ' 6 ) 3\/5’
avem max f(x, y) = f(Pz) iar min f(x, = f(0). :

. (x 9eM - ) % M o '

6.16. Si se studieze extremele functiei ‘

f 3, z)—xy + yz + 2%, (x,y, z) =R,
culegatunlev—x-]-y+z—l x—z—O .

R. Folosim metoda multlphcatorﬂor lui Lagrange. Se con51dera funci;xa
atagatd .

F(z, 3, RN p») =ny et l(—ét~+y + 2 ’—-1) +
' -+ ulx — 2).
o S 1



Daci existd, extremele se gisesc prmtre punctele statlonare solutii
ale 51stemulu1 v

'.-af#y+‘2*‘l+n‘=0'
ax

-a—F-=x+z+>\=0

oy ' .

aF : e
<-a—z—x+y+_x p=0-
e aF___ 1 E
: a7\._‘:v«¢+_y—!.—2:‘1_0

=x—2z=0. .
\ Jn

Soluﬁa sistemului este x = —1, ' y = 1' Z= —-‘1. A=2, p=2 Fie
o A(—,l '—1 2 2) Avem Fl/A—F/A-— /A—O F;’,./A=F;'3/A==
= Foula=1, daF/A = 2(dx dy 4 dy dz + dz dx) - -

Diferentiem legatunle in punctul ( 1,1, —1):

~dx—dz=0,
de unde dz =dx, dy = 0

Rezulti d?F/4 = 2dx? > 0, adici (-—l 1 —1) estq punct -dé extrem si
anume de minim. - ' v

6.17. Fie functla de dou variabile. z = z(x, y) definitd implicit prin
ecuafia 2% 4 92  2x — 4y + 22424 3=0. Si se studieze extremele
acestei functii. ' DR

R. Fie F(x, v, )_x2+y2+2x—4y+zz+z+3
Se observd ci F verifici toate condifiile’din teorema de’existenfd a
'funct1e1 z = 2z(x,y) daci se jmpune si conditia

aF/az—Zz—l-l;éO

Pentru studiul extremelor calculam denvatele parpale de ordinul intfi
ale lui z: ,

éz'

2x+2+.2z-_’++=0
- ox ox
2y—4+2z._ai+_af=0,
: 8y ay -
D0 2x4 ) 2 22—3) - e
d L 2T ) 2 B
ecl, o 21’ 2y %1 . Existi” un smgur punct stafionar :.

x——l ¥ =2, pentru care 22+ z — 2 =0, care 'ne di 2= —2, 1.
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" Calculam derivatele parfiale de-ordinul doi ale lui z:

: o O, 0% .
2 2| == 2z — —
+ (ax') + " o +~agz
2[1+(ﬁ:’.]’] AR :
. 9% ozl : 22\, o 0% _, 0% _
nedi Y-t T 2 2 2(—) === =0,
x2 L2241 + ay + 8y§+8y‘
’ 2
o 2‘1+(—a‘ai)].‘
Obginem 22 = 1 "2,
ay® 2541 L
2,
90, 0 49 B L B 9
ax Oy . ..~ 0xdy oxdy )
o 2
8.
si o ox _ dy
axdy = - 2241

Fie 4(—1,2, —2) si B(—1,2, 1) L

o P & |V o - .
‘75/4"5?/4 (o) =40

. - . , \ . ’ .
Deci, A reprezinti un punct de extrem; dar —Z’—z / "> 0, adicd este un

. ' ’ . ‘ : Tox |4 C .
minim, 2(—1, 2) = —2.

9tz o% 832.,2___ : '
%/8.5/8 (8::33'/3) —v4/9’>0' -

7

Deci, B reprezinti un punct de extrem; dar ﬁ’iz / < 0, adicd este un
. ) »* | B v
punct de maxim, z(—1,2)=1.

6.18. Si se giseasci extremele functiei : 4 -
- u = %% + y% 4 2% cu legitura 2% +3y—z =1 _

: o (Examen)
R. Problema se poate reduce la o pi'oblémé de extremum ‘liber inlo+
cuind.in expresia lui # pe z din legitura z =2x + 3y — 1. Obtinem :
Cw= 224 94 (224 3y — D

Pentrir a determina extremele functiei w(x, y) rezolvim sistemul :
o 6x + 10y — 3 =0
dy T

2 4 6(2x + 3y — 1) =0
 cu solufia x = 1/7 si y = 3/14. Punct stationar A(1/7,3/14).
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Calculim derivatele .parg;iale de ordinul IX: ‘
7= 0]03* = 10; s = Pufoxdy = 12; t = 2u/3y? = 20,

Deoarece 7£ — s? in- punctul 4(1/7, 3/14) este Yoty — s§ =56 > 0 si
70=10> 0 rezulti ci A4(1/7, 3/14) este punct de minim.

Obs"erva_tii: . . o .
a) Deoarece u = x2 - ¥*+ 22 reprezinti pitratul distantei de la un punct M(, ¥, 3)
din spatiu la origine Tezultd cd extremul cerut este egal cu pitratul distanfei minime de la
origine la planul: ‘ . . ’ ‘ : o
_ i 2248 —2z—1=0 -~ ’ (1)
(intrucit maximul este infinit). : ' o ) i
Distanta de la origine la plan este: .

Vi = BT 3 1 22 = {7 F @laF T (1/14) = |[Ti/14
(deoarece este un minim). : . -

: b) Normala la planul ce exprimi legitura trece prin punctul N(1/7, 3/14, —1/14).
‘Ecuafia normatei la plan este #/2 = y/3 = z/—1 (2). Intersectia normalei la planul- (2) cu
planul (1) este punctul N(1/7, 3/14, —1/14) deci reprezinti solutia problemei- enuntate.

c) Problema poate fi tratatd §i ca o problem# de extremum cu legéturi, .

6.19. S5 se difneﬁsioneze ‘un canal descbpérit ‘cu sectiunea un trapez
de debit dat, astfel incit perimetrul udat si fie minim.

~ R. Secfiunea este un trapez isoscel de arie constanty egali cu a2 (vezi
figura 6.2). : L - o ' '

e

s (B+b+2ctga)h

N ,a - - = (b + ctg a)k . ' (1).
A . B
b -
' Big. 62 ’

_ Trebiile studiats funcfia Pla, b, h) =b 2
perimetrul udat. . ' - “ S T
Problema dati este o problemi de extremum cu legéturi ¢e se poate
reduce' la o problemi de extremum liber daci inlocuim :

- 8 -
4 .=%~_ctg.¢

e

, care reprezinti
sma - -

Din’ relatia (1) i expresia functiei P(a, b, k). Avem:

'Y op a® sin A2 — ».
,P(a;k)=.‘;»_.fhcﬁga+smu="‘.. Of-’l:éiﬁ(a\cosu).’
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S sau:

‘ Obtlnem din a doua ecuatie:

_ tiplicatorilor lui Lagrange. Funcfia
. lui Lagrange este: @(x, , 2, A) =

Extremele lui P se gasesc printre punctele stafionare ale sistemului:

Q (a’cosa+h’sma)hsma-— h - cos a(a’sma-l— 2h® — A% cos oc) =0
- 713 ) . oo h”sin’a: :
?f _ 2h’(2—cosa)sma—sina(a’sma+2h‘—hacosa) =0 -
dh - h*sm’ T .
k(1 — 2cos a) =0
sin &

B*(cos & — 2) 4- atsin _ 0
1 htsin -
‘Din pr'ima' ecuatie deducem % =0 §i « = j:arcco’s% + k,.k:_é Z.

Din motive constructive luim % # 0 §i-a= 1:/3

TR = —a® sin (=3) = a3 sal A= —m = Fa g

V3

‘T
cos— — 2
3

Deci solutia acceptati a sistemului este: a = -;5, =g .37 ijar ‘punctul

staf;mnar A(— ‘a . 3"“) . Calculim derivatele partiale de ordin II

t

P 2hsm-a—hcosa(l—2cosa) 2% — hcosa h(2——cosa)
_ »

Y =—=

dat . sin® , T sin®e sin?a
s PP - Zewa. P _ 2
dhdo. sine MW
Tn - punctul A (11:/3 a- 37 expresia 7oty —.5f = % LAE oo
a

=443 >0 §1 7o = 2a/\/3 >.0, deci, P este minim in acest punct.

t
6.20. Si se construiasci dintr-un material cu suprafa];a a2 o cisternd °
in formi de paralelipiped dreptunghic, firi capac.

R. Dimensiuhnile cisternei fiind cele 1nd1cate flg 6.3. rezulta ci aria
suprafetei cisternei este: o
@ =xy+2(x+y)z (1)
Volumul paralelipipedului este :’
Vix, v, 2) = xyz, . ,
' x>0, y>0 2>0 (2).
Trebuie studiati funcfia (2) cu -
legitura (1). Folosim metoda mul-

A

="xyz + Mxy + 2xz + 2yz — a?).
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. Calcu]am derivatele parpale ‘
-i@._yz+ 7\(3’“1‘22) zf=lx2+ X(x-i-Zz); .

_=xy+2)\(x+y); ag=xy+2xz+2yz_‘a2

a
. §i rezolvim sistemul :
(= : 142 +2)—0
: ) 2 . .
Y2+ MNy+22) =0 . Y
2= %z 4+ Mx +22) =0 1~+7\(l+£)=0
<a}' . ._Sau . 2)\ . ) 0 Sau< Z X .
a9 ¥, X . x = . 9
s YR ) L+a=+2)=0
Tl lxy 422242y —a2=0 . y =
 _ . 1,22 & _g4
7 - Ty ti T
\z ¥ 2 xyz

. sistem care admite solutiile :

V x = af3[3; :})=ag\/§/3; .z=a\/§/6' A= —ayf3/12. . (5)

Pentru a.stabili dacyi este punct de maxim sau de minim calculam
diferentiala a doua a functie1 V(x,y,z). Avem:

d2V = xdydz + ydzdx 4 z2dxdy,
in care inlocuim %, y, z din (5) si ob;mem

@y = %-. dydz + -3£ dedz + “_‘fdxdy.

‘ D1ferent1em legatura (1): A
ydx + xdy + 2zdy + 2ydz 4 2zdx 4. 2xdz = 0
si inlocuim z, y, z din (5):

“‘r (dx +dy) + 228 2““/_ == (ax + dy) 28 "“"3 dz =0
de unde: dz = — 1 (dx +dy). In final obtmem
dfV = ‘/— (dx + dy)2 + M/_ dxdy = “‘/3 (dx“ + dy3 —|— dxdy) <0.

Pentru % = a\3[3, y= a\/_/3 z = ad3/6 volumul este maxim :
' Ve = 3434/3/54 = 43,[3/18.
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CAPITOLUL 7

TRANSFORMARI PUNCTUALE
SCHIMBARI DE: VARIABILE

7.1. Fle transformarea

fi R R, [, 3) = (405 9), ol )

unde u(x,y)._e ccosy, v(x,y) =¢ -siny. ., 7

~a) S4 se arate cid [ este regulata :;1 nu este m]ectlva; .
b) si se verifice ci .

D(u, ) Dx,y) | .
D(x ) / -1 (D(u v) } .,_,) ’
. y=0 ) v=0 R
c) si se 'Agiseascé» in ce se‘transformi prin f dreptele
—{(xylx——a} B={(xy ly—b} o
si domenule D-_{x Yy €10, -n:} A ——{(x Wiy = (0, ), k<0}.' :
R. Conslderam : S
g {Fl(x, Y, #,0) =%—c cosy =0

Fy(x ¥t v)=v—¢ -siny=0.
-
a) Transformarea f este regulata deoarece admite derlvate parpale
contmue in cite o vecmatate a oricirui punct (%,7y) < int. R? §1

Du,v) _| 9% _. € cosy .—c'siny = %0
D(x,y) v | |€isiny . €' cos y

ox  dy

pentru orice (%, ¥) € int. R2. Dln S, ) f(x ¥+ 2k1:) k € Z, rezulti
cd transformarea f nu. este injectivi. Observam ci transformarea restric-
tie f/R*(2kw, 2(k + 1)m) este regulati §1 injectiva, oricare ar fi k = Z.

.. b) Transformarea f este regulatd in (1, 0) si' f(1, 0)-= (e, 0) ; deci,
existi . vecindtitile U, si V, ale lui (1, O) respectiv (e, 0) astfel incit
f/ U Uo—> V, este bijectivi.
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2
. oy I |ou  ov
Avem 29 = 23 _1 )
D(x, 3) - D(u, v) oy
y=0 m dv

Din teorema de emstenta pentru sisteme de’ functii 1mp11c1te, Te-

zulti ci:

9z _ _ D(F, Fg / D(Fy, Fy) 9 _ _ D({F.,Fy) / D(F;.Fa) ,
ou . D@,y) | Dlxy) v D@,y) | D(9)
% _ _ D(F, Fy) / DEF.Fy) 9y _ _ DWF,Fy) / D(Fy Fy) |
" ou D(x,uw) | D3 D(x,v) | -D(x9)
pentru DELED 0. ‘Avem
o D(x,5)
DF,Fy) | 9% 3| |—écosy -esiny|_ & 0-'
D(x, y) OFy  OF; —e*siny —efcosy
_ ox dy
pentru orice punct (x, y) € R
Analog, .
DFELEY) _ _ 5. cos 9, :D(Fx- Fa) _ _~. sin 9,
D(x,y) o D(wy)
M: e’\;Silly, M:—e’.cosy.
D(x, u) : D(x, v) )
1 -z Ox —2 a1 . —x 1 3}'
Deci, — =¢=%:C0sY, -a;=e *siny, — = —e"*.slny, -—=
= ¢~% . COS y',‘ iar %—((f% = ¢~* Pe U,, V,, avem u = ¢* 9) . cos y(w, v),
. - u' v . - L )
P = gx(u, 9 sin y(u,’ 'U), deci ~ :
. M = g—*(», ) 3 = ™1, .
-D(u’ l)) u=e Y=g
v=0 9=0

. Atunci, se verifici egalitatea de 12 b).
c) Daci x = a, se observd ci #?d 92 = €%,
cercul {(%, v) | + P2 = e}, (fig. 7.1)
~ Dacd y =b; se observd cd v =u - tg}, dec1 f(B) reprezintd semi-
dreapta {(u, v)| v = u tg b}. (fig. 7.2) . 3
Daci y = (0, n), se .observi ci v > 0, deci f(D) reprezmta semlpla-
nul {(», v)|v > 0}. (fig. 7.3)
Daci y = (0, ) §i # = (—o0, 0), se observi ci v >0 si u*+ v =
i? e2’7§)1 deci- f(A) reprezmta deschisul {(u v)|v> 0 u?. -|— v < 1}
ig. 7.

deci /i (A) reprezintd
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'yxe — T ——

. - : - - ) N .
f
y=b I
. < A8
0
| I \J 0 - R

~

-~

<
4

Fig. 7,1
. ' - _ -F . v
i Kl
!h‘ , -
oF. o« 8y v
‘Fig. 7.3 . ‘ ' © . Fig.7a

7.2. Fie transformarea 4 . o -

SR {0}) xR R, f(x )= (";y . yl%).

a) Si-se giseasci mul]:lmea pe care f este transformare regulata
b) 'si se expliciteze transformarea inversi ;

- c) daci D—{(x,y)l 2+ — 2ax <0, a> 0} si A—{(x »Nix>0,
<z r> %%}, sa se giseasci f(D) si f(A). '
R. a) Observam cid f are derivate partiale contmue pe tot domemul de
deflmpe Notam % = ;‘y’ , v —y/x
X

Atunci, D(‘""’; = ”!:y # 0, pentru orice 'punct (x, ) =(R—{0}) xR
D(x,y %3

’ Dec1, f este o_transformare regulata pe tot domeniul. .de definitie.

b) Pentru  fiecare (%o, yo) —{0p) xR, existd o vecinitate Uo
si pentru f(x,, ¥,) o vecinatate V‘J astfel incit- -

fU, "Uo—> V, este difeomorfism, iar

(1U0) 2 Vomr Uy (f1U,) M, v) = (%(u, v), y(u, v)),

Zuv

..')’('” )'_‘

unde (s, v) = .,22: 1 el

-
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¢) Inlocuind pe x = x(#, v), ¥ = y(u, v) in reprezentarea analitici a

lui D, -$e obtine

42 + 4uty? —2 21

A a a1 <0, a> 0

Dea (112+1) u(u—a) 0, a}O, adica _u(z'c'—;a) <0, a> 0, de unde
/ $<0u—a>0,a>0

ceea ce nu se poate, sau % > 0, #—a <0, a> 0, ceea ce reprezintd
banda cuprmsa intre dreptele # = 0 si # = a. Domeniul A are imaginea
dati in fig. 7.5. Din %> 0, rezultdi # > 0. Deoarece y < %, rezultd
2uv < 2u, v <1. Cum y > 2% se ob‘;me o(v* + 1)/2 > u. Atunci, f(A)
are 1mag1nea datd in fig. 7.6.

i‘ ‘1‘,’. (11){ '
1/ _; o Ve
; o T e
) v
W
.
Fig. 7.5 - Fig. 7.6

7.3. Sa se arate ce devme ecuaj:la
y”+y'2/x-—0 x#0,

"dupi schimbarea succesivi de funcfii y = 22[x §i 2'[z = u, unde z = z(x).

R. Ciutdm transformarea ecua.tiei dupi prima schimbare de functie :.

d: 222'x — 22
==t
dx x? .
o (dy) (222« x + 222"% + _212’ - 2zz;) .32 _ 2x(222" « x — 37) .
at o p

% = T
_ 2". (s'2 + 22")x% — 222’5 + 3* -

dx
x:!

Ecuajna 1n11;1ala devine
2,72 Boa?! 2 P W R
“2x%2'% - 2x 22 4xzz + 27 + 422’2 — 22 =0,
3 ‘A
222" =0, . -
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In ecuatia transformati, se face a- doua schimbare de funciie:
. ?=zu; 2 —zu+zu—(zu)u+zu—z(u2+u)
- §i obtmem 2u% + 22(u? + o) = 0 sauw %' + 242 = 0.,
' 7.4 Ce devine ecuafia 2%y 4 x”y — 2y = 0 dupa schimbarea de varia-

bild x = 1, £ # 07
dt'

- R dx=—_dt, X e
‘ $® dx : )
SR Y&y @ L
7 . B R e e —2
e . o y" dx das dx _’,V ( )
oSy 4 (dyy 4, e G
yz’— aat {dx @ ( ) dx'

= (—'Zty"—’tz:}"') (—#) —-t"’(zy +ty")
Ecua}:la devme =« B2y’ + ty"') +—( 2)y" — 2y(¢) = 0,
, ty" + 9y — 2y(t) =0, um)ie derivarea se face in raport cu ¢
7.5. S se transforme ecuatia :
o ¥y + 54 =0, unde 5 = y(x),
considerind pe y ca moud variabili independents.

‘R. Exprim3m denvatele lui y relativ la x cu- a]utorul derivatelor lui x
relatlv la y:

Cdy 1 1
=== =, % 0
4 dx dx/dy x #

4

’” d 1 dy —dexld;v2 1 —x
y =—(——- =—--(s == =
Codx \dx dy ' dx/dy dz | (d=[dy): _ dx/dy 2"
1 x

Inlocuind, ecuafia inifiald devine: — —_-) +L =0 1—2"=0,
. 2’3 P }

7:6. Si se arate ce devine expresia

_ Y
TN y#0

dupd schimbarea de variabild 1ndependenta .7.1 functie
Xx=pcost .
- [yéPS{nt, p = plf)-
R: Avem
{dx = (p' cos t — p.sin #) d¢,
dy = (p’ sin ¢ - p cos ¢) dt.
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, Deci, . . N

dy p’sint pcost .
— ettt &
dx- p’cost— psint

y'=
gr=2 R
‘dx \d» dt \ pcost — psint dx .
_ (p” sin ¢ + 2¢’ cos £ — p sin #)(p’ cos ¢ —. p sin ¢)

. - (p’ cos ¢t — p sin £)8 .
(p”’ cos t — 2p’ sin £ — p cos #)(p’ Sin t+ pcost) . pt4 20— pp”
—_— = ’
- (p’ cos ¢ — psin ¢ . (p'cost — psingp

-

p'cost — psin£#0.

2 _ 17 ’ _;- ] 2 ;;
- Atunci, E_____..p=+29 P ,_(9 cos'¢ 9s;nt)"= e*+ 20" — pp” | .
. (p'cost—psint (p’sins 4 pcos#)® - (p’'sin¢-+ p cosipP <
. N
" p'sint+4 pcosi#O,
7.7. In ce se transformi ecuatia
xE ¥
o Loy
dacd se face schimbarea de variabile independente
. x: :
U = —
- y .
—1InZ b)
v=In=, x>0
x -
R. Avem ,
B _ 5w B v oo ok O
ox . ou Ox v Ox dy. du oy v ay’
dar ' o _ .
ow L, _ 1, w_ _x, & _ 1
Tox oy ¥ % y Ea y ¥
Deci, _ '
2 1 _ 0 L0 8z x 0z 1,
ox oy v % . oy du ¥ v -y
Tnlocuind in ecuafia initiald, obfinem u—j—f — ? = 0.
. .o v
7.8. Ce devine ecuatia T
P L B o g 1 _ v
Nz 2yt . yaxay+8x+ yay o !
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dupi schimbarea de Variabile independente

r=u—v o
Y= eff+v... ’. (M,‘ v) e R2.? .
R: Avem
B0 o by w0 n Yy
' S Jx ou o Ou dv ox v ¥y o’
deci & _ & uto, % ; L uto O
© ow 9z 8y adv ox - oy -
. Se impune condifia ' '
)
ou ou |
A= - #0:
9z o
, o ~
N |- 1 ewto| . . ; '
A= = 2¢%*v % 0, oricare ar fi (4, 7).« R2. =
—1  ewte ' S |
Reultd
_g_ssu-i-u |
P N
I R
ox . A 2
=
. au ’
2 _ bl ()
oy A 284 {av ' ou

E-RE-RE-E-
SR 2 S-S

0% 0% d%
=21 2.9% 4 97),
{614“ dudv + 302)

RN
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Am obtinut operatorgl Sx_" = -;[f— — E -
9 (07 )
o y(?) “"”[au ) 'a—u( )]—
1 ( "
2“
2

Ll

sl ) e )

— 1 | 0%z
T 42wt —(

oz 0% 0%z
—9 % oz
au +2 ~Oudv + dud ‘+ au"

c.le’u‘ndgis-v#——l——‘[vz —2Z +( +32]~ 

dyt 42u+) v
' 75 _ 0 (_] _[ ( 22\
dxoy ax ou u(ay)]
: o1(8 1 1 dz-, @
. =< _[ 4t u+u z+.—z' =
- 2 | ou ‘.23 80 2¢ S .

1 f =1 oz ., oz 1 (o % 1 z . dz) -
Sivad ('a:+5),+w Feirn R o b
B 1 (-3’: + 8’2) 1. ( 0% 322]

264 | Judv o0t) 40 \out a0t

C 3 2 2
de unde o1 ( & _ 2,
, dx 4¢ HEY \oue ot

fnlocuind in ecuatla din enunf, obtinem

S Tt =0 .

. oz, o . 3% _
adicd 4 — 4+ — = =0.
oa T TS a0

7.9. Si se 'éréte ce devine écﬁatid ,
1 2%z . .
+a— xy+?‘s —aF+ 3y’+—(8x8y+1)—z

daca % §i v smt noile variabile 1ndependente, iar w noua funciie, legate
prm relatule : -

u'= ax -+ by -
" {v=ax —by
w = 2 4 xy.

R. Prima x'neto'dé. Diferentiind noua functie w, 'obtinem:

.

"dw =—-—du+awdv dw = dz+ xdy ¢y dx.

I
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Dar du=adx 4 bdy, dv = adx — b dy.

Obinem %Z—.(adx + qdy).+.f’—” (adx — bdy) = dz + xdy + ydx.
i dr=|af?® 4 2 _ oy Tay

Deci, dz = [a( ™ + ™ y] dx 4 [b au , x] dy.

Folosindu-ne §i de relatia dz_ — dx + dy, obtinem

oz 23

T PR P E)_._y’ o

———]—x

ou dv
Se calculeaz derivatele de ordin doi ale lui z:

B3R 2 Ha e

az___b(aw‘ ow

Pw . w ow o*w
. ' - a a —_—-l =
(s ] (e A 2l b
‘ — (a’w 1 9 " ow +2’1_0. ,
. ' ou vou vt -
ﬁ_i(z)_-bzﬂ_z o | oo
. ayt ay \oay] - ou? dudv 30’
2
0% __a_[ =b[ Bw au+a(____( )
dxoy ox dn au v ox az
out dv® |

Inlocuind derivatele de ordin intili §i doi ale lui z in ecuatia initialj,
iar pe % §1 y in functie de # si v, objinem

2ah 2 + 4 22
ou u?

‘A doua metodé Pentru calculul lui 3- si ? se denveaza w=2-4 xy
y

"~ in raport cu x §i apoi cu y:

dw O dw Iz ow ow 2z
— 0 e— el — ) , — . —_— = — y
ou 9z + dv  dx ox Ty a + dv 8x]+
de unde
Oz fow  dw)
P (3:4 v Y
st .
dw  u dw dv oz
— = = — == L g, b—-— b_-— x,
o dy < Gv By By + u * v + A
de unde —a- = b(%—w - @) — x. Restul calculelor, ca ma1 sus.
'y (72
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o . CAPITOLUL &
- INTEGRALA RIEMANN. INTEGRALA STIELTJES

8.1. Pornind de la- definitia integralei Riemann, s4 se arate ci func];iile
de mai jos sint integrabile pe intervalul indicat si si se determine va-
loarea integralei :

) f =2 xe[g0];
b) f(x)_é tg x, “x € [0, n/4];
) S =22, 5 [0, m2]

R.a) Fied:a =%, < ...‘< <t < ...<3x, =20 o.diviziune arbi-
trard a intervalului [a, b] §i & € [x,, Xp1), R=0,1, ..., — 1. Suma '
Riemann a functiei f relativi la diviziunea 4 si-la punctele E, este

n—1

. oag(f) = &f(&k)(xk+l — %) =§ Ex(%5y1 — x).

Aplicind functiei F(x) = —;-x"' teorema Lagrange ' pe intervaluk
[, xk;,.lfl, rezulti ci existd ¢, € (s, %p41) astfel- incit %(x},’ﬂ — x3) =
= (%41 — %).jInsumind si adunind la oze(f), obfinem

n~1 n—1 n—1

1
cag(f) = ;:4:1 (%o — %) — :Eo Ansr — 1) + 25 Eiltass — m) =
. . - 4”_1 . -
1 : )
=3 (¢ —a%) + kEO (& — Z’%)(xlﬁl — ).
Functia f(x) = 22 este uniform cohtinué‘pe [a, b], deci pentru orice

‘e > 0, existi y(c) > 0 astfel incit pentru &', " < [z, b] cu [2" — 2" | <x(e) .
si avem |f(x') — f(x")| < ——. Luind I2l] < n(e), rezults | E, — ¢,| <

. b—a
< | %a41 — 25| < ||)]-< nle) i, deci, '

) = 50— )| < B 178) — e 1ran — ) < - p—0) =,
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de unde

Coalf) » 5 (B — @) =

PR X

x%dx" dacal||d|| - 0.

" b) Procedind in mod aseminitor pentru funcfia F(x) = In cos %
pentru  diviziunea d:0=1sx,< ... < G < <..<%=mn/4 s
folosind uniform ' continuitatea functiei f(x)= tg x pe intervalul gé
definifie, obfinem : : ~ .

G‘d;g(f) ég)f(ik)(xkﬂ — %) = — :E;o (In cos x4y — In cos ;) + |

A}
n—1 n—1

+ kgo (tg &) (%hs1 — ) —g} (tg eu) (a1 — 1) =

= —In cos% + In cos 0 -[7’2;) (tg & — tg c,)(%eps — %) .

- n—1
_ ] ‘ ,
oa5(f) — ;an, < kz=% Itg & — tg C [(xpgr — %)-

Dar pentru e > 0, existi n(e) > 0, astfel ca pentru orice #’, 1"’ =

" Obtinem

= [0, ©/4] cu |2 — x| < y(c) si rezulte |tg " — tg 2’| b_’ = de
unde obtinem |oue(f) — —;— In 2, <e, alegind #' = E» %' =¢, §i insu-

mind. : ‘ .
.¢) Se procedeazi asemdnitor, alegind o diviziune arbitrari a inter-
valului [0, n/2], folosind teorema cresterilor finite pentru funcfia F(x) =
= arctg (sin x) pe fiecare subinterval [%4 %r41] si uniform continuitatea
functiei f pe intervalul [0, n/2]. - e ‘

°

. T 1
8.2. Se considers sirul (@) cu terménul general g, =S 1:_"2 dx. .Sa se

. . 0 .

arate ci este convergent si si i se calculeze limita. Calculind efectiv

- Integrala, si se demonstreze ci . . . :
1—12418— ...+ (=)""1n+ ... =In2.

~ R: Avem

1

1 1. ! ' :
e o = 1) :
—a = — dx=S——dx <0,
Ontr — Gy Sl-i-xd-x Sl+x 1+ # =

_ ) ) .

‘deci sirul este descrescitor. Cum el este si cu termeni pozitivi, rezulti -
cd sirul (a,), este convergent. '

Existi-deci I =lim a, 5i I [0, a,], @, = In 2.

n— 0
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\

Deoarece

dr = a"dx ==

1 1
14« S n+4+1
0

Gn+1 + a, = S 1+

0

Piignd

. 1
-dx + S
0
- rezultd prin trecere la limitd, 4/ = O deci /= lim a, ‘_—_- O

i Py, ) »

Pentru calculul integralei ne folosim de 1de11t1tatea

2" — gn—1 . 4n—2 n—2 1)n—1 (—1)” '
'l“_x P +....‘+( )2 x 4 (—=1) +1+x'

de unde priﬁ integrare .pe intervalul [0,.1], obtinem :

g, =2 L o4 e, '(4—71)?’ In'2.
n n—1 2 1

‘Deoarece lim a, = 0, rezultd cid lim (—1)"*a,=0 si, de01 deducem 'cid

7500 7w -

sirul cu termenul general

1‘—%-;- U (U St

n

este convergent §i are limita In 2, rezultat echivalent cu cel din enunf.

- w2 . )
8.3. Se consideri in’cegralé I, = Sx2 cos"xdzx, n ' 'N :
0 .
a) S& se giseascd o relatie de recurenta a numerelor 12”
b) Folosind rezultatul precedent si se calculeze'Is,.
c) Si se arate ci

1 + 122 +. 1/32 +o 14 =n26
- /2

R. a) Integrim prin pirfi in integrala Scosz’* xdx si avem
0

w2 /2 w2z .

S cos? xdx = x cos®™ x| -+ 2n S x cos?"~1 x sin xdx =

0 : 0 0 .
Yy ! ) /2 w2

=n S 2x cos®—1xsin xdx = nx?cos®lxsinxy| —n S x%(cos?—1xsin x)'dx =

0 0 [
. U4 /2
= n(2n — 1) S x?cos?2 xdx — 2n? S x2cos™ xdx = .
0 S0

= ”(2% - I)Iz,,_z —_— Zn"’Iz,..
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- Insi (conform cu ex. 8.22. c) :

l-'"

/2 e
S cos? ¥ = — 3(1/2 n - J % I‘(l/Z) P(n + l)(n + 1/2)
0 s ot g TR LAY .
_ 1 Jn.(zaz-l)rs «ln a (2n-—l)ll._.
X 2 el s T el L2
Rezultd urmitoarea relatie de r.ec,u,r,el;,té . ‘
2L, — 1(2n — S ) LA
2021,, — n(2n ‘ 1)1 3,2 — a1l >
b) Rezultatul precedent se mpl :§'cr,ig '
@9t g @e—2u; =1
@D T @mogn TRy e

. D‘md valorile # =1, 2, ..., # i adunind, obfinem !

.(2”_1)“12,, I.O -5 (114- 1/2 -""'_"""f-lf/’?‘)'

72 . °

Dar I, = { 2%y = w24 de unde obfinem
) #E2

N (2»-1)il - 3. : | :
Iy = Emt [1:3/24 U+ 12+ }/nZ)}

c¢) Din rezultatul de la punctul precedent, avem:

.%;T!Iz,, = % ~Z(+ Y2+ .. 4 l/n2\

si rezultd ci este suficient si ardtdm cd
1 (2n) 1! _
—_— T 4i2s —
nmco (20— 1)1
Folosim majorarea, x* < —"':Q'sinv2 %, x < [0, =/2], inegalitate -care
se poate demonstra ugor. ‘ ‘
Avem (ex. 8.22.¢c)

w2 R '
I, = S 2 cos? xdx < S — sm2 x cosz" xdx =
p . ;
© w2’ .
b w2

. 1 ,(3  2n41 w® (2n— 1)1
= 2. \ sin2x - cos?? xdx = — - — Bj— == =7 .
4 g T4 "2'{5 2’ 8 (m+2N
.0 : - : . N
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Rezulti

0 e 1
SEmoon <% 2+ 2

de unde obtinem lim QL)X“-IZ,, =0 si apoi rezultatul cerut.
. : 7—+00 n — .

8.4. Fie f: R—R o funcfie integrabilt Riemann care satisface conditia .
- fla— %) + fla + x) = 2b, pentru orice x € R, a sifd € R.

'S4 se arate ci

" ate

‘ S f(x) dx = 26;; ‘pe;xtrq orice ¢ = R.
. atc » a a+c - .
R avem § fe)dw= (s s+ § f) a.

Pentru prima integrali facem schimbarea de variabili z = ¢ — £
iar 'pentru cea de a doua x = a 4 £. Obtinem

atc ¢ 0 : 4

§ 70 s = 7ta -—~"'t’)(—dt)»+ (re+na=

c

(e = 1) + 70 + 1y ar = {26 az — 2.
] : S

0

8.5. Fie f: [a,b]— [«, B], derivabili cu f(%)#£0, ze[a, bl si fla) =«
si f(b) = B. Si se arate ci f este inversabild si si se demonstreze re-
latia: S o

b 8 |
(A, ax +$ 10 dy = 067 ae,

unde f~1: [a; B]— [a, b] este functia inversi.

R. Deoarece f'(x) 0 rezultd f injectivi. Fie ‘y € [a, B]. -
Functia %: [a, b]—R, h(x) = f(x) —y este continui si k(a) =

=fla) —y=a—y <0, h(b)=f(b) ~y=Pp—y >0, deci existi x< [a, b]

,ab.stfel incit %(x) = 0 sau f(x) =y, adici f este surjectivi. In integrala

S f(x) dx facem 'sé}i'i-xﬁbarea de f)ariabili f(x)': v, pentru x =g, y = fl@)=«a
? - 4 b . 8
si pentru z=b, y=f(0) = p. Avem {f(x) ax = (/20 5.

a 3
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Integrala in raport cuyo; efectuam pnn paf;1 :}1 obt}nem
g - '

Sf-l(y) dy "

Ixnmd seama de faptul ca f‘l([i) = b si f“(a) = a, re1a1;1a obtmuta
este ecmva]enta cu cea din entmf. -

Sf(x a5 < of (y)

8.6. Daci f [a, 5] > R este o functie: contmua sineN,.»n>2 sd se
arate ci existd » —|— 1 puncté &, &, ..., &, € [a, b, astfel $ncit f( Eo) =
f(51) +f(5») + o fE)

Daca in plus flx) >0, x e [a b] si'se ardte ca lexistd’ o propnetate -
aseminitoare §i pentru medla geome’cnca >

R. Funcfia f fiind continui este 1ntegrab11a Riemann pe [, b]. Folosind
o diviziune echidistanti a intervalului [a, 6], reahzata de punctele

x,,—a-l—'b_ak k=0, . n,avem T
o Sf(x)dx— Sf(x) dx+§f(x> dr+ .. Sf(x) dz.

Pentru fiecare dm mtegralele scrise apllcam propnetatea de medle
Existd punctele €0, 51: viey Ep=1y Eoe [a, 0], &< [x,,__h Xl R 1
astfel incit .

e % C :
- (f) ax = 6 — aE0) s S Ji6) 5 = (5 — w5
a o e ‘
Introducind aceste evaluiri in relaia (1) -si finind seama  cd
iy — Ty = b—a p—1,... n dupd simplificare cu b — a, obfinem

relatia d1n enun; Daca f(x) > 0, x = [a, b], folosim proprletatea deja
. demonstratd pentru functia ‘g(x) = In f(x) (g este §1 ea continui), Relatia:

g(e) =8B T EED, devine f(8) = AT(E)TTE) - (&)

8.7. Si se determine functia f: (0, 0)—R- derivabil stiind ci
x . g

- £ dt = 24 f(x), oricare ar fi % (0, ).
0 .
R. Functia f fiind denvablla este continui si, deci, 1ntegra1a dm membrul
sting reprezinti o functie derivabild F cu F'(x ) = f(x). Denvmd relatid
‘din enunt, obtinem )
. Sflx)= 2f(%) —I— 2xf(x) _ b
adici 2xf (x) = —f(x), x € (O oo) -
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Pentru x = (0 oc):'a’vemﬂi)- il it g gy

. fa) 2y

TN i ) = — L 1
(In f(x)) » dec”l I fx) = 21Fx+1n c
R S vttt I S
'Rezulta F(%) _7?, ¢'< R, ¢#0, arbitrar.

8.8. S se calcul¢ze9u éiéécimale;ieiacte integralele :

: 1 1 w2 ) T
3 ¥ .. dx o
. a-) . \e~*¥ dx,; H b) Ty X dx; C) ma———
0o 0 . -0 .'\/l—isin"x E
" 2 . . s
N l A A e ' R T . N 1
. : —1 . " u
R. a) Avem e—# =E%, serie- care este uniform convergenti pe
k=0 : :

[0, 1] si, deci, putem integra termen cu termen.

, il © S 0o
=Ne=2dy =5 _CVF o =0
E §e dx ?;\6 BRIk + 1) 2 BI2E+ 1)

Am obtinut valoarea integralei ca suma a seriei alternate cu terme-

" nul general #, = =" .
nl(@n + 1)

Alegem n astfel ca |,.1] < 1/108, adlca

— < 1/10° deci, u > 4.
(+1) 128 +3) - ‘

Obtinem :
| I~‘.—ﬁ;+z—,sfm+4—m*'

, —1—03333+01-—00238+00046—07475
b) Integrandul se mai scrie - , .

¥* = g*lnx =E (x In x)*/R 1.
k=0

¢

Seria fiind umform, convergenta pe [o, 1] putem integra termen cu
termen,’ obtmem. :

re

"I=Sl iish ln--x)kda;.l

=0 k!
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Daci: notam Ik,, = Sx” ln xdx 51 o. calculim pnn. parjn, ébtmem relatia
. 0. .

de recureni;a

4 Ik.»="_]z+llk»—b né 1,
" ml _
= i N

de undé deducem Iy, = (— 1) T Iip

. 1 .
. Dar Ik,o=thdx=" 1 ¢

. F k+l'
DeCI ,Ik'”=(—1)".m’- ) e PR . v ,..,.'

. v 1-
Ficind k=, obtinem I = wax = 2 (= 1)'k 1(k + 1.
(1]

Rezulti conditia |#,41]| < 1/10° pentru a fi suficient sa insumam n tor-
meni. Rezulti 1/(n —|— 1" < 1/10" adlca n=4. ,
Obtmem I _S wdn m 1 — 122 + 1/33 . 1/44 0779

¢) Dezvoltdnr i m serie

—1j2

! —(l—lsinzx)' =1+-l-sin2x+.._.+

\/1——.sin2x . .
.2 o )

+ = (2” DL gin2e 4 +-
n
Seria obfinuti éste uniform convergents pe [0, 7[2] deci
. f2 o ' . ) , w2 .
:I=’S-—-——— _I_.dx=5+l\Ssm2xdx+ ve F
1 2 2 ~
0 \/1 ~ —sin?x ‘
2
2
+_En__—-_1)_l_l S sin?"* xdx + .
8% .pnl )
[1]
/2 on = 111
Dar S sin® gdx = Z= DM T e,
' @)t - 2
0. .

'I=-;-V[1+-2’-a+}...,+(iz-’ﬁi)s--zl—"'+ ]
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Notind Uy termenul general al seriei din partea dreapta, avem

hnig (Bn-l-‘l)!'l) : @1t )2 % 41
w  \@n+2n o ((2:;-1)1!} = ‘2n+2)

Restul -seriei de ordin ” este
R, = U1 + Uiz + < u,,(1/2 4+ 1/22 4 1123 + ...) =u,

Precma ce_ruta. va fi reahzata daci u, <T=’ ‘adicd

@it .
St 2> 10% Rezult 5= 6.

8.9. Si se arate ci integrala ,
.1 :
(2 + V%)
e I = ) 222X 4
- S, V=
este convergeiffi"si sh i se calculeze valoarea.
R. Vom studJa _convergenfa mtegralelor -

* 0-0 1
n(2 + V%) 2+V')
I, = S 2 dx, 12 S = de

-1 0+0

Pentru I,, fu.ncj:la de sub semnul mtegral pastrind ‘Semn constant pe
" [—1, 0), calculim ll;n 0 — x)* (2 9'_\/—) care, pentru « = - 1/3 < 1, este
.. . . .. . o - ' - Y
finitd (—In 2); rezulti I, convergenti. Analog, obtinem si converge,nj:a
1ui I,, deci convergenta lui I. Pentru calculul lui Z;, considerdm @,: [—1, 0)—
> [=1,0). qufx) = V% strict_ monotond, or'(y) =57 (q» V') —3y2
Avem - i ‘
0—0 " 0-0

0-0
I= (metelhy, [ kEiy. 3y2dy—3Syln(2+y)dy
. t ?l(x) h ou(=1) y -1 .

Verificindu-se conditiile din teorema de integrare prin parti, rezultd
. 0—0 L . '
: R
I,=3 S (22-) In(2+y) dy=

-—311m 1n(2+y)——1n1 S -y’,dy]'_=

= —61n2 -+ 15/4.
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Analog, rezulti
\ oo o
I,=3 S yin(y +2)dy =
" 040 ‘

=3[2in(2 / —1im L1 (@2 -~ > d]=
=3[Lm@+) o TR T2 4 5) - .,§02.‘y+2’ y

9, 4, 5
Deci, I=1I,+ I, = —%1n3+ 6.

(]
o

8.10. Si se arate cdnvergenfa si si se calculeze: B

¢ In »
I=OS dx.

4 — 2

R. Deoarece lim In x = —'oo si num1toru1 se anuleaza pentru %= 2 vom
ENLY
studia natura integralelor

. 1 2-0 '
' 4‘ L= S J4-xa T % L _ZS ___,[Z"_—x*zd""‘
030 . ]

.Notéxln‘ f(x)- \/431—:‘_ s scriem flx) = g(")" h(x), undeA g(x);

Inx 2113
= lls ’ k(x) _\/4'_'__ o .

s PN
Avem lim x= lnl I: = —lim % —n]—l;i . Pentru o« = 2 < 1, ultima limitd
#N0 ;w0 x 3 :
este o
. 1 1
—1im x23 —h:;; = —lim lflls = —lim — id — = 0;
#\0 x N0 % o 1o
. ‘l C . ,
deci, integrala S —\/‘:‘;dx este absolut convergents. Dln lg:n k(x) =0,
[4— 2% - :

rezulti ci % .ma.rglmta pe o muliime V(0) N [0, 1], unde V(0) este o

vecinitate a lui 0. Deoarece S ('v) dx este absolut convergenta, iar flg=h
0+0
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este mé.rgin_ité 'p'e V(O) N [0, 1], stim ci rezulti convergenta absoluti

a integralei S f(x) dx Pentru mtegrala I, avem -
) 0+0

In »
@ =)'+ |

.« -

v

= lim (2 — #)? Inx

N . 1[2 —_— —
lim (2 x)z s @@= )P 4 2

x A2

——h—;z—ln \/2 -—flm‘c

.

"de unde rezulti absolut convergenta 1ntegrale1 1,. Deci, I = I, 4+ I, este
absolut convergenta.

Calculim integrala I cu schlmbarea de variabili

x = 2sin ;, .[O, 2)— [0, =/2);, dx =2costdf

si avem
C w2 . g 1:)2 o . )
=(m@snga={(n2+msinga
0 Co e 0 :
Integram:
' 2 : nl4 '
%ln 2 4 S In sin ¢ d¢ =:§1-n‘2 + 2 Sln sin 2% du =
o T . 0
' T[4
=§ln‘ 242 S (In 2 4-1n'sin % 4 In cos #) du =
. 0
- ' - '
—nln2+2(Sln smudu+ Slnsm (1c/2 — ) du]
]
1:/4 /4
-—-nln2+2(Slnsmudu— Slnsmvd'v)
=2
’ nl4 /4 /2
=n1n2+2(81nsinudu+ Slnsinvdv)=1n2+2 . Slnsintdt;
L ’ 0 , s 0
w2 )
din primul §i ultimul membru, rezulti \ Insin ¢ dt = — -g-ln 2. Deci,
. i 'o

- I.=0.
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-

' .

8.11. .Si se _discute convergenta integralei -

o

e
{ (am _xi;__l_) " s,
x .

a>0 .

"unde « §i B paranietri cu @ >0, g =R
R: Aplicim criteriul ridicinii; obfinem

z+1

. K R I _ 24x1/x . - I} _ 241
lim [(am ._’f_l_’; 1) ] —limea * - (i_i_g__‘) .
X400 xT . X—400 2 .
Pentru < 0; avem-
T, 8 —1\*+ . _
olim (i—_'-—:——) = alim (1 + 7%z — 1))**" = 0.
X—00 X ’ 200 '

Daci B = 0, -obfinem «lim x*+! = c0.

200 !

: o +1 : '
Daci 0 < B < 1, rezultd alim(l + 2= ‘)’ = .

4B

X0

Daci B = 1, rezultd

' F+l
) 1% F1 ’ ~2x7] ~2%
o lim [2* -1) = alim 2"“[(1 = —L) ] = 00,
8 %00 X, X0 2x
Pentru B > 1, obtinem ’
. \ ' x—1
C AR e o, 1<p<2

alim[(1+———x; ]"H =ae ¥ =1{ae, P=2
L Xm0 £ L L

«, §>2.

In cazul B = 2, daci « < .1Je, integrala este convergents, dacd « > 1/e
integrala este divergents, iar dacd « = l/e, avem

@ : : Btz
S (e—ux. x__+_*—_‘) Cdx.

%%
Deoarece
*+zx - . :
. ppx—1\9FF 1 A
lime ~* |22 = —1lim e—”(l + = ) =
%0 x? e € 2o . xt .
: - - . =1 . .
e 22 =S
[ ooz
" ' 2 ‘ 1., - . 22 . .
=l11m ud = ~lim - =1fe,
8 z—o e e x—oo - »

ultima integrald este divergentd. -
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Incazul B > 2, daci0.< « < 1, integrala este convergentd, daci « > 1,
integrala este divergents, iar daci o — 1, avem

«©

S(xpmljﬂ+x .
_— dx.
B
Deoarece. ‘ : : .
’ ) . z—1
\ Pt x—1 oz x—1 'i = _‘"’*"‘)
lim ("‘ ) =lim |{14 251 =T -
Z-r00 2 . X—00 | L% R

,m&:m ], 2<B<3
=ex—wo 2 =1, ﬁ=3

1, p>3,

.integrala ultimi este divergentsi.

. Deci, integrala este convergenti pentru (a, p) (O, 1/e) x {2}'U ‘
J0.1 X (2 ) si divergents pentra (s, ) < (0, 00) % (ons 3] 3
U e, @) X 2FUTL, +oo) X (2, ). ' -
Observagie. o cele de mai. sus, pentru divergents, ne-.am folosit de faptul ci daci lim flzy .
. Z=00
© ' ' }
oxistd si este ne;xulﬁ, atunci integrala s‘f(x) dr nu este convergents. Spre deosebire de

a
- )
seriile firmerice, din convergenta integralei s F(x) dx nu rezujts ci lim J(#) existf si este
Z—00
a .
nul¥ (daci ins¥ functia S este uniform continng pe [a, c0) atunci, analog cu seriile

numerice, existd lm f(x) si este nula cind integrala S F(%) dx-este convergents).
X—00 -
2 A

8.12, S‘é se discute convergenta integralei

0

S 2%~*dx, o parametry real.
0 oo- '

R: Criteriul logaritmic ne dj:

' ".2: o< 0
= lim = lim N

lim P Pt ].ne‘a—lnx” % _2__{
gm0 - Inzx 200 Inx . z—o0  In x 0 - “,> O- :

Deci, pentru « < 0 integrala este divergents, iar pentrn « > 0 este con- -
Vergents. - > o ' '

‘e
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8.13. Si se discute convergenta .integralei

-}

[x1!
. d
bS a@a+ 1)@+ 2) ... (@+ [#]) - 2% o

unde a este o‘constanti > 0, iar « parametru real.

R: Pentru a folos1 cntenul lui d’Alembert, aratam i functia f:[b, oo) R,

— [#]!
C f(x) T afat 1)... (@ [2]) - A%

este integrabild pe orice compact din [5, ).

[#]!
—
Lum ¢, : b, @)= R, ola) = B, 40 =
Deoarece ¢ este constanti pe [b, [6] 4+ 1) sl pe orice interval [k kR+1) C
C [b, ), & mtreg > [b] + 1, rezultd cd o este integrabili pe orice interval
. compact inclus in [b, o), ca §i §, care este contmua dec1 f= qx!: satisface
" conditia. Avem

Cfe+ D ' (F1+ 11 J8lat D). e+ [xD® _
f(#) a@+1) ... (a+ [#¥)a+ [#]+ D= + 1F sk -
o ' T+ 1 1 |

ECAZEES [+ e

2

de unde rezulti ca acest criteriu nu este concludent Vom folosi cntenul
lui Gauss:

‘f.(:(:)l)* - [xi;;lja( + ) ( [x1+1){1+%)¢'

_ Fie y = 1/xsi g(y) = (1 + »)* Folosind formula lui Taylor in jurul originii,
» scu restul lui Lagrange, obj:inem: ' .

: g(y)=1+¥‘°—y+ -8B, E=28 = (0, 9, 0< 8 < 1.

Dar g"(y) = afa — 1)(1 + )%, de unde

g0) =1+ ay + L afa — (1 + 3)*
si
=2 .

g(;)—1+ +22 214+ 2
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Rezulta

_f
flx+1)

—_(1 + [xJa+l

[+ 222 127
=142 +°“°‘""(1+ )“'2+ Ly

[#1+1 ’f([x] +1)
(e — 1)a

’2x*([ﬂ+1)( + ) >1+ +°“°‘-l)( i )a—z+

a ° aa a(e — 1)a 5)*2
14— -
x+l+x(z+l)+2x’(x+l)( +x) >

. ‘«t a a(e s (%2 «a
>1+ +1+2(+1)=(+x+1) +(x+1)=+‘

+u(a—l)a(1+ ) )a- —1pote

2(x + 1)® 41 2+ 1
1 a(e — 1) ale — l)a s a—zl,
+ (x+1)2'[ 2 (1+ x+1) et T 2z +1) +33 1)

unde, notind cu 0,(x) ultima parantezi dreapti, observim ci
0y(%) —— 2= 1 s o constants, deci 0 este mirginits. .

Conform criteriului lui Gauss, pentra a + ¢ >'1, a > 1 — g, integrala .
_este convergent. Analog, .

f(x) -4 a (e — 1) : oa
f(x+1)<1+- + 22 (1+j .+,x=+'

‘+ a(a"'l)(l_l__} =1+ a+a+:;[a(a (l_l_-_a—z_'l_

Y (W)

unde, notind cu 0,(x) wultima parantezs dreapta observam ci
0,(x) m—»-L + aa; 8, fiind astfel mairginity. Integrala va fi, deci,

divergenti pentru at+a<l,a<gl—a

8.14. Si se arate ci integrala
© ’ !
I, = Se‘-‘ sin® xdx,
0

unde # < N, ijar areste 0 constantd reali negativi, este convergenty i sd
se calcufeze

lim I,

%00
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R: Deoarece lim #%% = 0, a.< 0, rezulti convergenta integraléi Se"‘dx;

=0
dar |es*sin® x| < 9. Deci, integrala dJn enunt este convergenta fiind
absolut convergenta.
Cautam o relatie de recurenta pentru calculul pr1m1t1velor

F(x) = Se‘"‘ sin® #dx, n < N.

-

Avem |
‘.F,,(x) = Sé“ sin#~2 ;c(l — cos?x) dx =
”;g(x) — Se“’; sin"‘f x cos x d(sin x) =
, =
.= F,_2(x) — €% sin"~! x cos x + aS é‘f’ sin®*~1 x cos x dx 4
+ (n —2) S %" Sil}".‘z x cos? xdx — S e%* sin;' xdx ,
dar

J ”_,(x) - Se“" sin®—1 x cos.v xdx = Se"" sin#—1 xd(sin x) =
= e sin® % — aF(x) — (n — 1) Juus(%),

de unde Jp—1(%) = %eas sin* 5 — 2 F,(x), » < N*; dec,

) S . .
F,(x) = Fp—3(x) — € sin*~! x cos x + % e** sin® x — %F,,(x) +

4 (1 — 2) Fyal) — (n — 1) Fy(x),

de unde - ' -
F,(x) = e** sin® x — — ¢4 sin®*~1 x cos ¥
‘ nt+ a? . n:4az L
nin — 1)
+ —_—

el F,_s(x), oricare ar fi w « N, n > 2.
#n® 4 a - :

Dintre primitivele S_e“"dx, respectiv Se“" sin xdx, alegem
Fof2) = = %,
. a

respectiv

‘ . .
F,(x) = —2— e**sin x — €% Cos X.
1+ a® © 14 a?

14 — Probleme de analizid matematich . - ) 209
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' .
Notind I,(r) — Se“‘ $in xdx, # < N, avem
. 0

I, = lim 1,(5) = Bml(F,(r) — F,(0)) =

”
.

= lim oo . sin® 7 — - e¥ . sin*~1y . cos 7+
r—0 |14 a2 n® 4 a® - ) .
+20=0 r 2( )] 2020 | im I, o),
nt+at Lh- 1=+a- TRV
oricare ar fi # = N, »>2; deoarece .
| Iofr) == (e — 1),
ar Smr — . par N
1(?’) e 1+a=‘e cosr+l+a’
avem I, = lim I(r) = 0, I, = lish I,(r) = 1+l .
a
Pentru # = 2m obtinem
2m(2m — 1), (2m — 2)(2m — 3) 2.1 .
Iyw = . e, — . =
T emptae @m—2ta Cm + at 3112 Zolr)

(2m)! (1),
[(2"‘)“ + a?][(2m.— 2)® + a’] - [22+ et ( ‘0)
Folosmd formula lui Wallis, ‘

[ emi 1 1 .
iﬁ Lem— 1).11,].' Pl
avem
< @mr @t _
[2m) + a*][2m — 2P + @] ... (2 &%) [@m) 1]
_@em—nu

(2m) 11 JZ +1- M’—l-— mos \/2/1r

de unde 11m Igp = 0.

Pentru n = 2m + 1 obj:mem

I = : (2m + 1)1
L 2m-4-1 [(2m + 1) 4- a’][(Zm — 12402 ... [3° + a7] 11-1210 Il(r)

deci
@m+ 1)1 1
[@n+1)UPE  1+a2
__@mu 1 11 0.
@n—111 AZmr1 Vomt1 14 g2 Mm@
Deci, lim I,, = 0.

n—c

0 < Ipps <
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815. Fie functia f: [0, 17 x (0; w)—R, f(x, 3) = . sise
AR

arate ci |
lim g flx, y)dz = Slim flx, y) dx. | . !
y=0 . y=0 .
] 1]
R: Avem .. ,
1 : 12“ N y11~l.» *
% v — Y (_2aly _ 2. # =—n(- ___),
BTt i *zl‘*(l+y=)/ N G
oy(l+;; oH--}; . x‘mo )
¢ : ' ,‘1 ‘ : _ . |
~ Obfinem. lim g f(x, y) dx = limlln(l + —;). . Ultimei limite i putem v
=0 J . y—0 2 »r . _
aplica regula lui I'Hospital §i rezults
. o
1 ln(l+ ;‘ Yy 0
—1i =lim—— =0, ,
2 = R AR \
Apoi, lim— 2% _ _ xlim Uy xzlim-2 =0 pentru orice ze (0, 11,
' y=0 1 .x: y-0 1 +£ y—0 222
:.V( o A

iar pentru x = 0, avem, evident, lin; f(0, y) = 0. Obtinem
B ) e

1

o (tim F(x, y) dzx = 0.
. F y—0

Observaic. Egalitatea din emuni este adeviratd desi mu este ingeplinitd conditia din
teorema de trecere la limit# sub integrald s; anume, functia f. [o, 17 x (0 o) s& aib#limita
uniformi in punctul y, = 0. Presupunem ci limita este uniformy,” Atunci’ pentru =O= 1/4, _
existd 8;, > 0 astfel incit | f(* 9)| < 1/4, pentru orice x = [0, 1] si oric® ¥ € (o, 3174)
ceea ce este in contradicfie . cu -

o 1 1 '
. - f("z— 8”4, '2" 81[4)

'Deci, conditia de limiti uniforma din ipotez4 este suficient¥ nu si necesard. - : : '

= 1/2.

8.16. Si se calculeze derivata functiei

8 oat

F: (0, ©)—R, F(t) =S( S emqyj dz, (%, 3) < Eo, 05) x (0, oo)‘.'
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R ‘Considerdm functiile :

L £5(0, ©) xR X (0, oc)—»n Al 3, 1) = si
#
F,:(0, ) X (0, 0)—R, Fy(x, #) =Sf1(x, ¥, #) dy.
. b
Functia f, are derivate par];tale in raport cu x §i / continue pe

(0, ) x (0,0) in raport cu x, f Deci, F, are derivate parfiale con-
tinue pe (0, o) X (0, ®) si, ma1 departe avind si aft) = 3t B@) =12

: de clasi C? pe (0, o), rezulti ci functla F cu F(t) = SFl(x, t)dx

0]
este de clasi C* pe (0, oo). Atunci, putem aplica formula Tud Leibniz :

n
. F'(t) :S Frdg 4 2t - F,(2, t) — 3F,(3¢, 1).

toat

Dar

‘ at . '
L _ (g1 D . -
/0 ot - S ot dy + ot (xt) fl(x! xt: t)"‘"
1

E o
3,
&F P exi ezl

Sxye’y‘dy + xe“‘ = 2xe" — — — >+ =
1 .

.Prin urmare,

342
13

A £ p . .
Ft) = S(er"’" — -y %) dx + APy, 1) — BFy(34 1) =
8t . .

12 E74 212 12

x=3t x=3 3 1 1

e 2=t o z;? $ p B ‘g
=_e/ —”—/ —-S(e ——)dt+2tSe’3’dy—SSe3"ydy=

E2

‘ . .
. - £
=1 (2ew — Bef — 200 4 33“) - \( - _ "—)dx.

E7Ad xt2

- 8.17. Folosindu-se derivarea integralei

- s
Tala) = 8 22+ o?
0

, unde «, a € R¥,
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ca functie de parametrul «, sd se calculeze

a

. —4e -
I} = (—2_dx =
i

" a(2m‘a + a ) 1 ri
4alsq(a) = m + arctg + [ arctg + —a(a2+ “2)] .
: __ 6(50 + 3a%) _
Laalo) WIT + g arcig ? =
40:’(0;3 + az)a [_ rctg + 2at(at+ a?) ] ’
Isu(@) = m + 5 L2a(®)-
o .
Considersm ci pentru Iio(a S avem
0
. a 2k — 3
| = > I -
Thal2) 2 — Daror + @t 2k — Nar 1a(o)
§i aritim ci '
' Toria(a) = ‘a LR AR
bLa\®) = @+ kot PN
Pe de o parte,
» ¢ o
H —2Ra . -
Ik.a(é) = Smdx = - 2Radpy1,4(%),
. 0 .

2 + a8)3

_ o2+ a) =1 ,a(cc) +_. I:,n(“)’

. aa(as + ¢2)8

B dx . c .
Ina(a) = (S,m, n e N* — {1}
-]
si ITpe= S —
0 .’ +a’
'R: Avem Iy («) = Larctg 2, de unde Ij,(«) = — l ;arctg Lt
. @ ‘@ . ) a(at + o)
Derivim-pe I, din enunf: Ijs(e) = S'_—&agix_ . Dm ultimele dou Te-
(%2 + o?)?
0
la’,cu, obtinem : '
¢ dx ~a
Izﬁ(a) S(xs + a'?)g - 2a’(a’+ G“,) )o
. ‘ 0 . :
“de unde

™



iar pe de alti parte,

6@+ ha?) 2%—3
(& — Dade® + a®*  (A— 1)ad Th-i,ola )'f‘—l) : ,Ik-—l ..(a) (3)

I‘.«(“) =

Dar

34Aa=-am—1My@$5;s—mk—nu»m,

iar din (1), avem
2k — 1) - ot

Dimsof0) = =2 Ty(e) — ——©

@k = gat

care, inlocuite in (3), ne dau:

’ - a(a® + ka2 _2 a _
Tiale) = b= Dt ap o el F (k = T)a¥(at 4 at)P-!
% — 3 a % — 1 : '
T e s T e @

Din {2) si (4), obfinem relaia catats.

. . . a —3 .
Decl, Tnala) = 50— e+ a1 1 ( pa | Tr-tale) pentruorice,
# € N*. — {1}, Pentru calculul lui I,,,a, observim mai intli cj integrala

E'
este convergenti deoarece lim ————==20. Avem
: . xaoo (4’8 + a’)

2 — 3

I 11111 I,,,,(a) —3_’;151 20— 1)t I,,_u(a) =
g 1 . (2n—3)!! 1 @n—3n 1 a —
_k.lg =2 (9 2)11, Tia ) 2','-2 @n—211 & arctg a l a=0

1 @n—3)

T (@n—3)1
=2 (on— )11

2= (2p — 2)11

w
¢ ——
2

- 8.18. Folosind derivarea sub semnul integral, si se caiculeze

1-0_
I(a) = S.cp(x, a) dx,

0

unde
In (1 4 ax) .
—_—, 0, 1
. q;(x, a) = 'x«/l — x? x < ( )
‘ a , =0,

cu a-s (—1, 1) parametru.
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R: Deoar w_nlted “’““)—'ﬂ-.‘ i
| peo ece, l171'1l1( — %) Z :,/(1— pripi Jz flm_ta,. integrala
este convergenta. Pentru ci (x, a) = T ax) «/l——x' x<[0,1) s
‘smt indephmte cond.ltule de denvare a integralei in raport cu parame-'

1-0
dx -
't "(a) = —_— :
trul q, avem I'(a) . §\ (T ani=®. F)u schlmbarga de vanabﬂa
\/ 1=% _y == 10, )= (0, 1], dr =—%_ds, obfinem
142 142 (14 222 ‘
. 0+0 - d o 1
I'(a) = —2 S ! =2 S &
1+ a4 (1— a)s? l1—a 1+a i
1 i 0+0 T +t',’

: 123 : :
2 4} —a ) 2 1—a
= arctg Viraly  Vioe B e

Deci, I(a) e_s «/lj_a’ - arctg ——— J‘—P ———=da. Facem schimbarea de variabild

1—da
a = cos %, % = arccos, a, (—1, 1)—»- (0, 1:) si obtinem

Ss-—i-:—; . arctg si:°s“ (—sin #)du = —ZSarctg (’cg—’ du =

L= —-S udu = —u?/2 + C=" % (arccos a)® 4+ C.

© Deci, trebule determmata constanta C astfel mc1t

I(@) = —= (arccos a)? 4 C,.

Luind in enun} pe a =0, rezultd I(0) =.,0’ de unde
— % (arccos 0)2 + Co = 0, Co = ¥/8."

Deci, I(a) = — -;— (arccos a)? + =%(8.

. 8.19. S% se calculeze

I, i xdx ', .
e So(x—s)v—x=+2x+3
—14 .
: R:"'D/éoarece ' _ .
lim (x + e = 112

FN-1 — 5W—(x+ 1)(z - 8)



. . a2, ¥ e . ’ T
res;;ectlv 1’17,n;lx 3[ Y +"~l)(x =5 3/4, integralele - I,
- o xdx
= - - ti
So (#—5W=2T+ 22+ 3 rf’SPec V6= S
~1+

smt con- ’
(x — 5)'\/—x2+ 2z 4- 3. .
vergente. Rezulti integrala I este. convergenta
‘Cu schimbarea de variabile ¢

x+1 3r—1 8t .
=t =221 — ——
_\/3._" r=Tre LA @), =
obtinem ' B

®

I=—§° (3#-1)&: =2°° a dt
~ (#+ 1)@+ 3) S 1422 S 3+t=

”%5(2*7%)-

w

=2 arctgtl

8.20. Si se calcu]eze integrala

I = __L )
! »\/3 — sin x
~7/2
R: Facem sclumbarea de vanabﬂa

1—sinx=2yi, x=arcsin(1—2y3), [~rf2, 2] [0, 1],
1 ’ -
Y —t—”zdt —2g
dx = . =\ a =: —_—— = o Ty e~ *
L NT— (1= 243)° - NWi—2 21— o)
Obtinem ' . , :
0+0 - 1-0

=1/2 S i 2
Y B 1+ 2N = Vo) 0do V2T=1
= 1/2J2§ §-9H(1 — 8)7dt = 1/22p(1/4, 1/2) =

_ 030

1 Tare 4= T(M)
2./2 T(3M4) 242  T(3/4)

Dar T(1/4)T(3/4) = i“(1/4)I‘(1 — 1/4) =

z = 2n[A[2, de unde
o I'(3/4) =

2r(1/4)




. D LI . . . S g e L
. S . L dx v i
Observafie. Se poate’ arita imediat cd integrala :'J = = arel ' acee '
fie. Se poa | : B R o5t

kg
! dx -

valoare. Avem Jés ___._____
. 0 VS—sﬁ(—;i—x)

x=7=%/2=u, [0, =] - (—=/2, =/2], dx = —du

. Facgm schimbatrea de variabild

-2 . /2

 btinem T O
slotm,emj——s x/3—sinu_ S \/3—-sinu—

w2 —-n/2

8.21. S se calculeze integrala

/2 - '
_ S cos x dx
(sin x + 2)*4/sin z (1 — sin #)*

. ardtindu-se in prealabil ci este convergenti.

R. Aritim c3 integrala este convergenti:

lim x'3 e = 1/4;
A0 (sinx + 2)4/sin #(1 — sin )
lim' A x)a s =
‘ zame \ 2 (sin » + 2)2V/sin #(1 — sin #)? !
. (34
- . . ny— —
1. ” @ Sl 2 x }
= lim |—— x 3 =
zmfz L 2 " 2
(sin x 4 2)* sinx[l—-"cos ‘.E— x,]
T ™
——x ——x
p 2 2
: 2sin * cOS
= lim (3 — x)w 2 2 .
z7mj2 \ 2 3 - -
: E o .
(sinx+ 2)2 |/ sinx - dsin

Pentru « = 1/3< 1, ultima limits este 2 (32/2). Deci, integrala este con-
vergentd. Eacem schimbarea de variabila sin x = ¢, cos x dx = df si obfinem
1 ' .

I— dt .

T S ¢+ 22V — o

.- ° : 3
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Deoarece suma exponentilor putenlor de sub radical este egali cu mdxcele
_ radicalului, ciutim o schimbare de vanablla/de tipul :

t.=““j::, cjuz—bc;eo, '(0,'1).-+(0, 1).

" Din condljua t=0=u4=0, rezulta b=0 si, deci, t=—2%_

cu-}-d. '
Adiugind cond1t1a t—I:u_l rezulta 1= _:d, a=c-d.
c B
Luam c=1 a=l+d §1 obj:mem‘t— (H'd)", d = R* (pentru -
%"

d =0, objinem ¢ = ). Pe d it determinim punmd conditia ca, dupa
trecerea la variabila #, ¢ 4 2 sd nu contlna vanablla la numarator

Otdu ). @taut

.t '2
. + +d u-d

'2‘; , dt = 6duf(u — 3P,

Cu d= —38, obfinem: =

) 1 T 1. .
- I‘= . (e —3)2 ) =_1_S . o du e —
R N A =
u—-3 w—3 u—3 3—u . (B—up?
' 1 fom ) - 1 .

S 1  B—uwdu
1I3| 0w — ll2ls '6'\3/3 S ﬂ'ls(l — u)2l3
0 —— 0 .
3—u

1 1 o
_ 1 ~13,7 _ =233 ( 285  \-23 —
=<7 (3§u (1 | w)~ " du §u (1 —u) du}

(2 /3 1/3) — 5(5 /3 1 /3)] 1 [3 T(2/3)T(1/3) _ T(S/3)T(1/3)]_

'3/_ 38 6V/18 (1) Q)

N 3= _ 3 . e
" eViB (smn/:’_. 3sinnl3) T a3V18 ’
ﬁnde ;.m finut Seama ci IT(2/3)I"(1/3) = f(l — 1'/3)1"_(1/3)'= n/siﬁls‘.';
| I‘_(5/3)I‘(1/3)'=.,I‘(1 + %)'1*(1/3) = -:; T@2/3)T(1/3) si T(2) =T(1) =1
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8.22. 83 se calculeze folosind functiile lui Euler si g: !

@S(—ﬂdmaER a> —1;

&

A Ol g
®

[T

, m, , < 1<0;
H__"”dx,m nel nf<m+ <0

sin"xcos®xdx, m, n € R, m < ~1, n < —1;

)
~
Ly

xve—2Pdy, a, 0, B<R, 2>0, >0, a> —1;

&

e
Ol O g o

——
L ped

—ards, neN,meR, m>0.

R. a) Facem schlmbarea de var1ab11a b= ln—, t e (0, o). Obtinem

"x=etsi

1 e o . ©
S(ln -1-)“ dx = Stst(—e'-t):dt = S tee=tdt = T(a + 1).
x . .
) 0 : -] 0 < .
b) Cu schimbé.l_'ea de variabild '
1in

= ,tE., »
142"
A
obfinem
o 7 © o .
- ™, du =S 7 . .x”""‘dx —
1+ a® 14 2" !
[ 0 '
m—n 1
_.lt —”-— 1
5(1—:) 1—¢ TR
0 B
ll m-1 _i n—m—l_! : 1 +‘l I
==\ . —¢ n vdt=-—' m ’n—m— )=
nS (1 ) npl n
0 ]
r(~m+1)\.r(n—'m—1)", '
=_£. ”n n __l [3
+1 —m—1y a5 1
SR e R
n n w



c) Notim sin?x =/, tie [0, 1], 2sin % cos xdx = df. Avem
n/2 ' =2

' § sin™ x cos” xdx = S sin™1 x cos"~! x sin % cos 'vdx =

m—1 n—1

1 4 L '
=1/ZSt ek 1/2{5[ 1,”“) '
] | J

2

'd) Facem schimbarea de variabild ax® =, ¢ < (0, )

1
R BV L
*=m ”‘dx'——.a-a‘“"tp at.
Obﬁnem
. ) - 1 l .
—asf _ 18 _ 1 B
Sxaeadx S(al t)gt i b TR
0 5 v ° ‘
. . o a+l 1 . .
# - o
= a-+1 St tds — I‘( : )
ﬁc'a,a 0 ﬂ.a B
e) Notim " =¢, x = Aim
1 . 1 A
S(l —_ xm)”‘dx =S (1 _ t)”—tm dt —
‘o : m
B(llm. n+ 1) =71n_ :‘I‘U{'”Jiﬂ=
I'{—' +n‘+1]
\ m .
= ! n!I‘(l/m) _
= — 1 : 1 _
m ‘—_-+n)[—+n—1’...(—4.1)__11(1/'”)
m Y m m -
n'm” —

(m + l)(2m + 1) ... (nm + 1) '

8.23. Folosind definijia, si se arate ci urmitoarele funcii sint cu
variatie mdirginitd pe intervalele mentionate

‘a) f(x) =22 x = [—1, 0];
b) f(x) =sin %, x = [0, =;
c) flx) =Inx, x € [1, e].

220 .



R. a) Fie d o diviziune arbitrardi —1'=2%,< ... < X < Zpp1 < .0 L '
< %, = 0" a intervalului [—1, 0]. Avem ' ' Lo

. -

) o n~—1 7 7 n—1 . .
’ Vy= ;‘20 [ flxrsr) — f(x) | = }g—o |4x§+1 — %%l

- Deoarece x, € [—1, 0] si x, < xk.,_“l rezulti x,?,’> xﬁ;l. Obtinem
Vi=5 i) = A= |
Rezults ci flx) = x2 este cu variatie mi’u'gi'nité_ si lo/l'(xz) = 1L
b) Fie o diviziune arbitrard d a intervalului [0, =]
d: 0= %< <x < Hp<... <K==

. existd P astfel ca %, < ©/2 < %41
Avem » ’

” . L p—1
V=2, |sin xp4; — sin x,]= 2:) | sin %pq4q — sin %, | +
- k=0 k=

n—i =1 ) .
+ X5 |sin %44y — sin x| = 3 . (sin g4 — sin x,) + | sin %41 — sin x| +
k=p k=0 v :

'
. n—1 . s
+ kQI (sin %, — sin 2x41) = sin %, — sin %, + | sin 2541 — sin x| +

+ sin xp4; — sin x, < 2sin x, 4 2sin %y — sin 0 — sinw < 4.
P41 " 73 »

c) Procedim aseminitor d:1l=2%<... <% <G <...<%x =¢€

n—1

- n—1 .
Vd=§[1nxk+1—-lnxk[ ﬁ&)(lnxkﬂ—,lnxk) ==.]ne—1n1= 1.

8.24. Si se arate cd functia f: [0, 1] =R

Yasin =, z<(0, 1]
fxy=4{ -~ 2+
0 ) x =10

este continui dar nu este cu variafie mirginita.

»

R. Deoarece |x sin -é’-:-l < | x| rezultd lim f(«) = 0 = f(0) si deci f este
X . x=0

continuj in origine. De asemenea se continui si in restul punctelor din
intervalul de definitie. Pentru a ardta ci f nu este cu variafie mérgi-
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’

nitd vom construi un gir de diviziuni (d,) ale intervalului [0, 1] astfel
incit lim Vg, = +o00. S& considerim urmitorul sir de diviziuni (d,,) .

o ‘
0=0<'§1”"<T1_T<"'<2k:-1_<-217<2k—1<"'_<
' <%<%21= |
Va, = zinsmﬁl.Zn—OsmO,-}-
+|2n lsin%(Zfz—l)—--é—Jsin%Zni-j—...._,T.

' —i—,—;;sinlz‘-?k - 2; -sinZ (2% + 1) | +
+,-(2k%75in€-(2k—'l),—-;—ksin§2k|+;..+
+I%sin—;5o2—-§sin—;e3l+‘ll.-sin%'1—%sin§;2|= :
=10 =01+ S = 0] oo gE I 4 [ EB2 o4t

-1 1 1 1 .
+|°‘T,+"'1 —0]=— tat o et

o ; 1
Dar sirul a,,=l+-é-+_... + P

este divergent - (lim a, = oo)
. . . . o, n—o©
§i deci f nu este cu. variafie ‘marginita.

/

8.25. Si se dea un exemplu de sir (fu) de functii care nu sint cu
variafie mirginitd pe un interval '[a, 4] dar care .converge uniform pe
acest interval citre o funcfie f care este cu variatie marginita.

R. Considerdm sirul (f,):, f,: [4, b]—R definit astfel:

0, =[N0
fn,(%”)= _:t_} x'e [a,.51\ Q

-Fiecare din functiile f, nu este cu variatie mirginiti pe [a, B].
ntr-adevir, alegem un sir de diviziuni (d,) din [4, b] alternind punc-
tele de diviziune — rationale cu irationale — d, avind 2m puncte. -

Avem Va, > Z —+ o0 cind m— (pentru » fixat) si deci f, nu este
~cu variatie métgin’i‘té. : ; - :

Pe de alti parte ) :prll ful2) ] = % — 0 (pentru n— o0) si deci f,—0
uniform pe [4, b] iar functia limiti f(x) =0, x = [@, b] este evident
cu variatie mirginitd, fiind constanti. .
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8.26. S& se calculeze, folosind definifia ,,
. 1, x=0

1
(L de(x), unde g(x) =12, x < (0, 1)
e : 3 x=1.
R. Deoarece fun‘ctia f(x) =‘11:’:, % «.R este continui iar g(x) este
: . A X -

cu variatie mirginitd rezulti ci integrala existi. Fie (d,,)‘ un §ir arbitrar
de diviziuni . :

.d,,: 0= x:o<x1< <X < i < ... <:_v,,,'=1
unde fiecare punct al diviziynii », depinde de §i #, dar pentru a nu com-
plica notatia nu am mai specificat acest lucru. Alegem §, € [x,, %p4a].
arbitrare, cu &, = %, =0, ,En_; = %,, = 1. Avem - ‘
- oulf, &) =FO0)g(x) — &(0) + fl&)(e(x) — glx) + ... +
+A(1)(&(1) — glxm—1) = f(0)(g(x1) — £(0)) + f(1)(g(1) — &(%m—))

deoarece &(xpq1) — g(x,) =2 —2=0 .pentru k=1, ..., m — 2. Deci

1
oa(f, £) =12 — 1)+ 1(3—2) = 2. La limits, obtinem S::;dg(x);z.,
: i L ' , © 0

b
*8.27. S3i se calculeze \f(x) dg(x) in urmitoarele cazuri :

ai)— flx) =}x'3,'g(x) =Inx, x € [1, 2];
b) fx) =%~ 1], g(x) = 2* + 2x,-x = [0, 2];

T ¢) f(x) =sin x, g(x) = 2cos'x, x = [0, 2r]; T
| ke (0, 7/2] :
d) f(x) = 2% g(x) =7 = ; %€ [0, =/2].
‘ o 1 ,x2=0 ‘

R. a) Functia g(x) =In=x -este derivabi,lé' pe [1, 2] si deci putem
calcula integrala Stieltjes transformind-o intr-o integraldi Riemann.

{ #detr) = (22’ dx = (a0 Lax=ays| =2
2 2 1 .
D) {Ix—11dety) = (12— 11g'() dw={ (1~ z)(2s +2) dz +
2 : 1 C- ° 2
ifS(xj; 1)(2x+2).dx=2S(1.—2x'+x2)dx+2S(x2-—-l)dx= :
1 ‘ 7 0 A ‘ ‘
= 2(x — xs/s):+'2(x3/3— %) l?=4.
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c) Aplicim formula de integrare prin parti . Ly

~Sf(x) dg(x) = [2cos x]sinx|| — Sg(x.) af(i\f)'= —\t [2cos x] - cos x dx
) , o o0 e o

(0, x < (3, =/2]U [3%/2, 5r/3]
. —2, % = (2n/3, 4x/3).

Deoarece [2c0s x]'=‘{ 1, x < (0, =/31U [5%/3, Zr)

2, x=02r"

~1, % = (52, 2x/3]U [4n/3, 3n/2)

rezultd

2z © w3 w2 N 2x/3 ’
Sf(x) dg(x) = ——‘S 1. cos xdx — S 0 - cos xdx — S (—1) - cos xdx —
o 0 /3 w2

4n/3 : ‘ 3nj2 ~ 5nf3 -

— S (=2]| cos xdx — S (—1)cos xdx — S 0 - cos xdx —
2n/s ‘ anjs : 3rf2
. 2 ? ‘
— S 1.cosxdx = —4/3 — 1.
5n/3

d) Se poate observa cd g este derivabili si cu derivata continua.

Intr-adevir, avem g'(x) = 227 " %0¥ | daci x#0 si

xﬂ
sin » 1 .
g'(0) = lim =80 gy T gy smemx
x—0 %40 x . %0 2
—lim cosx — 1 = lim —sinx 0
z—0 x z=0 )
Rezultd .
/2 ' w2 /2

Sf(x) dg(x) = S xzw dx = (% sin x + 2cos x) = g — 2.
%2 .
o . N .

0

8.28. Fie f, g: [, b]—R. Se stie cd daci f este integrabild Stlelt]es
in raport cu g pe [a, b] atunci pentru orice ¢ € (a, b) f este integrabild
Stieltjes in raport cu g at1t pe a, c] cit §1 pe [c, b] §1

gf(x) dg(x) = Sf(x) dg(x) + Sf(x dg(x)

a 4

S4 se dea un exemplu prin care sk se arate ci reciproca acestei afir- -
* matii nu este adevirati.
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A}

R. Fie f, g: [=1, 1] R definite astfel: "~

(0, ~1<x<0 _
X)) = . —
f() {1, L<x g1 s g(x) {
0 : 1 '

Avgm ‘ S fl(x) dg(x) =0 si \ f(x) dg(x) = 0, deoarece, pentrﬁ orice

2 J ,
diviziune d a intervalului [—1, 0], d: —1=2%, < ... <%, =0,
' n—1 - . -

lf, § = 5 FENElnsr) — gls) =0

‘.,(analog pentru ‘intefva]ul' [0, 17). - ’
"~ Fie acum o diviziune d a intérvalului [1, 1] pentru care k=1, ..., #,
%, # 0. Fie 7 astfel ca 0 = (%i, Xig1) .

silf, &) = :z:;ﬂak) (8lnen) — glaw) = (N lss)) — g(w)

deoarece pentru k < 4 termenii sumei sint nli datoritd lui f(§,) iar pentru
2> 4 termenii sumei sint nuli deoarece g(xp41) — g(%) =1—1=0.
Rezulth off, ) = f(E)(1 — 0) =f(&). .

Dach alegem E; < 0, rezulti o,(f, g =0 iar dacid alegem & >0,
rezultd oy(f, g) =1 si deci o,(f, g) nu are limita. :

8.29. Fie g: [a, b]— [a, ‘b] o functie derivabils si f: .[a, b]#R o func-
ie continud astfel incit fo g este cu variatie mirginitd. S& se arate ci
" b ' b,

I . b
(e e = (fegm| = F o)

a a

a

~unde F este o primitivd a lui f pe ta, b].

R. ¢ fiind derivabild rézultd ci este continui si, deci fog este con-.
tinud. Fiind §i cu variatie mirginitd rezultid ci integrala Stieltjes din
enunful problemei are sens iar pentru calculul ei aplicim “formula de
~integrare prin pérti. '

b : o K
fetaay - ) = = 9| — {6l de(=)

b
a a

Deoarece g este derivabild, obfinem
b - , b b

y () alf o 0)x) = (o )| —(flgl) £'(x) dx.

’ a a : .

Tinind seama c3 fadmite o primitiva, F, rezultd ci integrala Riemann .
din relatia precedentd se poate calcula cu’ ' ' ) ,
: : 5 . .
{Alet) g'(x) dx = (F = 9)()

a s

b

a

. de unde-se obfine rezultatul cerut.
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9.1. Si se calculeze integrala curbilinie

x+3
aB

CAPITOLUL 9

INTEGRALE CURBILINII

pe arcul de pe ehpsa x2/4 +32—1=0 cuprms intre A(Z 0) si B(O 1).

R. O reprezentare parametrici a arculu1 AB. (fig. 9.1) este

@:Ix —2.costj
y=sni
vy
B8(0,7)

t e [0, n/2].

!‘/Apﬂ) .

P

~ Fig. 9.1

w2

Avem I = S —-ﬂ-—vdt. Schimbarea de vaxriabilitg(%) =« transformi

2cost+ 3
0

[0 1:/2] in [0, 1] iar mtegrala devine I = ZS '

- descompunerea in fractii simple

1—ut

3 1

1 — w2}
(u3+ 1)(3e2 4 5)

1 1
W+ W +5) 2 w1

226

-2—1"+5’
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1 1 ’ . 1
du du v R |
I = —3 L ={arctg ¥ — —=" —_— =
SA1+u‘ S w45 (ar g A5 arctg 45)‘
0 - 0 ‘ : 0
[P TR U
4 4B V5

9.2, S se calculeze integrala curbilinie I =S ydx , unde C este

1492
: c
arcul 2=z cuy > 0. -

R. Pe grcui de parabold (fig. 9.2) avem reprezentarea .parar'netricé

C': {x = L;’ te [0' w)’ ' ) 194
deci - ] ' c
¢ 0
I— L tz
- S 144
0

Deoarece functia de.sub semnul integral
este pozitivi, iar,

lim #—%_ = 1 (finit),
$—c0 1 + # - o
pentru a =2> 1, ’ Fig. 9.2
integrala este convergenti. Facem schimbarea de variabild ¢ = 1/z ‘si
obfinem '

|8

) 0 — o
I= S 241 =S 1(-1:24 '
« 14 ; ]
. Folosind descompunerea
' 1 Ag+ B, _Ap+ B,

THa A+l -2t
cu
A, = 1/(242), By =1/2, 4, = —1/(2J2), B, =1/2,
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9.3. S3 se calculeze mtegrala curbilinie

requté

: . ‘00 — —l— co_;. _*__i
\ : 24/2 2
S +S A &
0 o
c z-l-\/- 1 c I—N2 L
2 V2 S 2%+ ,\/‘?z-}—l 2J§§ 22— 2+ 1 dz
0 .
1 ﬁ (2z+~/')+~/' _1_'?(%—«/5)—«/5 _ ,
4@0 zs+.‘/2‘+1 4«/50 z”—«/Ez-{-l
1 24 2241 | 1 L
=R
unde
] 0 d...
I, = ud :
! §22+1/2z+1 (5( ‘/5)2_;_.}.
) ‘ z+_2 [ I3
= 4/Zarc tg A2(z + Jf/Z) l: = 4\/57:/4 ‘
. §i ) T
.12—52,_@;1—5( ﬁ) —=
g BN Cary Iy

= \/2 arctg /2 (z — /\/2/2 l = 3«/27‘:/4

si deci I =1/4(1, + 12) = Jzn/4

I= S yzdx 4 xzdy + ;&ydz,

Cc

unde C este arcul de elice

Tt) = (R cos T + (R sin 4] + 2£ &

' dm punctul 4 in care elicea intersecteazi planul z2=0, pini in punctul B

m care elicea intersecteazi planul z =
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R. In planul z=0 parametrul ¢ = 0 si PYREN
© A(R, 0, 0), in planul z=a parametrul M I
t=2z si B(R, 0;a) (fig. 9.3). Arcul ' %
de elice cuprins intre 4 si B are rep- | J— ]
Tezentarea parametricd . T
_ . -' g
% = Rcos ¢ . | . ,’/ [
iB.Jy=Rsintte02:7 . I <!
on _/', i
Rezulta ;. . \ y
S ~ ‘ AlR.0,0)
I='S((Rsint)§(—-1€'sint)+ L . y
0 i ' ’ Fig. 9.3
+ (Rcost) .2 (R cos 1)+ R2sint-cost- i-)dt =
2r . : 2r
L L3 ,z'u
=3-R;Stcos2i, ¢t R S Sin% q¢ —
T 2r 2 . .
[ 0
C or m ' . Zn
=“_R_(i sin2| —L S sin tht)_ﬂ. cos| .
2x | 2 2 2n 4
0 0 0
deci I =0.

9.4 Si se calculeze integrala curbilinie
I = S.xydx + 2dy — xdz, -
r : ‘
unde T’ este cui'bg inchisi dati in figura 9.4 parcursi in sens direct.
R. Avem V

, " T=ABY BCUC4 L ' ) o
o T dood)”
I=S; d;+gz dr + - \
S i3 52 // ol
, . 7
- = ‘ 0.0
+Sv-d,’ ~- 8{'2 ) ¢
23 4(10.0) -
— -— -— - X “
in care am notat v = ayl 4 2§ — « Fig. 9.4
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Daci folosim reprezentirile parametrice .

-3

- r=1=2
ABy=t ,-teto, 12
. z2=0
x=‘p
1 :
o~ | ¥ = —=cosi - .
BC:1 T2 te o, npe
1. :
2= —sin!
2 4
r=t S
ca:?=% | iep 1
_ g 1=t :
2
obtinem
12 m2. o
S(l—2t)t( 2dz)+§—smt (—-;smt)dt+
‘0 - 0 ’
e 1 . 11 ‘
. ST - T
B L R B
’ ‘ ,
9.5. Si Sse calculeze integralé curbilinie *
I=(}rﬁ-di
c
o | 2 ' unde v = yzi + xz] + xyk, iar C

este curba inchisi din planul z2=a
dati in figura 9.5, in care arcul

AB este intersectia conului x? -l—

o -+ % = 22 cu planul z=a(x >
_ y=20. .
" R. Avem: C ABU BDU D4,
deci putem scrie -
. > - <{;v dr—f{;yzdx+xzdy+xydz— \
o .\‘ = ’ o . . 14

Fig. 9.5 o T BD b
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Fo]osmd reprezentanle parametnce - B
AB x—acosty—.asmtt z—a,tE[O 1:/2]
DB: x—-Oy y,z—a y [0 al.,

DA : X = x, y.=0,-z='a, x € [0, ‘a]
integrala devine - ‘ RO
’ 1:[2. . . o . |
: S; cdr = S [@? sin #(—a sin §) + @® cos #(a cos £)]df = O

—

4
S;-d;;‘io-dy=0, S? d¥=‘§0; dx =0,
B e - T ',
deci §17 .dF=0. |

c

Observatie. Notim : .P(x. ¥, 2) =9z, Q(x, ¥, 2) - xz, R(%, ¥, & =.xy. Functiile P,
gl R sint de clasa C? in R3® i~ « y (y) e

P 9 9P 9R - 3@ ' AR ..~

o 9x O oz - ax, " oy

In acest caz yzdx + xzdy + xy ds este o diferentiald totaly, iz;r C fiind o curb# inchisi,
& : .

Tezultd § y3d% + xady + xydz = 0.

9.6. Si se calculeze lucrul ‘mecanic L efectuat de-forfa F = 291 +

'+ 9% — 2’k de-alungul arculu1 AB, mtersectla l:uperbolmdulul x" + 32—
~ —222=2g* cu planul y=x, unde A(a, a, 0)

si B(dn2, arf2, a) (fig.96). =~ . 2
" R. Lucrul mecanic ¢iutat este dat de '

integrala curbilinie A

L=SF . d'r=52xydx +y2§y; x*dz.

P~ —

4 4B e

7~B(av2, a2 a) .

(o] reprezentare parametnca ‘a arculul AB

-

este AIE,a,O)
o x = t . " Yo ) -
AB:ly=t- ., tela a\/ﬂ
= »\/tz — e ) N ""Ppig. 9.6

- 231.



‘ a2 a2 '
ia§ L = S (2:52 A 2—g2. Jt”— az)dt SSt’-dt I, unde am notat

a2

A ¢
o I =\ #-
- S V-
a
‘a

Cu schimbarea de varie}bilé NE— =y, obfinem I = g (@ + u?) du = b

. : 0 !
ay/Z" 403 : . - ,

deci L = t3 —= = ,2«/_2_a3 - %a". '

9.7. Si se afate ci integrala curbilinie

.I=S[(y x)=+x]dx+[ >l y_‘“élo'

AB

'ﬁu depinde ‘de drum. Si se calculeze I pentru'A(O,. 1) si-B(3, 4).

R. Notam P(z, y) + %, Q(=, y) )g’ = »2
Intr-un domemu D C R simplu conex care nu contine dreapta
= %, functu.le P§1Q sint declasi C. In plus, deoarece Z—P =% _ =% % "
— x
. _ mtegrala I nu deplnde de drumul dintre
y . " 4 i B din domeniul D. Alegem drumul,
' : I'=4CU CB (iig. 97) in care -
: Bl3.9
_{10,4) Y AC: x=0, y=¢ t e [1, 4];
yd - CB:ix=t y=4te0, 3]
: / o AVemAIzAI,-}-'Izu‘pde ‘
Aoy 7 e Copre e
, _ o =P ) dr 40 y) dy =
/ c ' X AC
7 : « T ‘
! o ={(;-Ha=-ms-2
Fig. 9.7 , : ’ . 1
‘ . o 3
si I,= S-P(x, 5)dx + Q(x, y) dy = 3[(4 e +¢] dt =
: .CB ‘
S[— - t)=+t]dt__ln4+_

Deci I =1n 4 21 In 4 + 3/2 = —39/2
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9.8. S4 se détermiqe mulfimea in care expresia’
*) (24 cos y — y*sin x) dx + (2y cos x — x2sin y) dy

~este o diferentiald totald ; s se afle functiile U(x, y) ale ciror diferentiafi
este (*). ;

R. Notim : P(x, y) = 2xcosy — y*sin x; Q(x, y) = Zy cos % — s1ny
Functule P i Q sint de clasi C' in R in plus deoarece

3P 3Q
= = —2x sin y — 2 sin %
o i 3’ <y s

rezults ci expresia( )esteo d.lferentlala totala in R? 5i deci existd funcj:la
U(x, ) deerentlablla in D, astfel incit .

= (2x cos y — ¥?sin x) dx + (2y cos x — x2 sin y) dy

'

F1e 0(0, 0) un_ punct fix si .M(x, y) un punct variabil in R2. In-
tegrala curbilinie :

S dU = ‘ (2x cos y — y*sin x) dx + (2y cos x — x%sin y) dy
oM oM : . o

este independenti de . drumul dintre O Ay

si M. Alegerh drumul poligonal OAM !

© (fig. 9.8) unde segmentul OA4 este paralel ,

cu axa Ox si AM paralel cu Oy. : ,
Folosim reprezentirile parametnce . | - “,”(x. y)

t

OA: x=1t,y=0,t< [0, x], " N
AM: x—xy—t te[Oy] A ‘ -
si obtinem : : ' R C00)) Alx0), «x
k4 . . ' . A. . ."
SdU=Stht,+S(2tcosx—,xzsin#)dt=
ou P . 5 . Rig. 9.8
')tz - x(—-cos t) = x2 cosy + y2cos x,

'§1 dec1 Ulx, y) —xzcosy + y cosx+ C,C &R.
9.9. Si se determine mulfimea in care éxpresia

(*) : ’dx—de+3v—-:;+z dz, 2#£0 .

z

este o diferenfiald totald si s4 se afle funcfia a cirei diferentiald este (*).
R. Notim: ‘ ‘
C 3y — &+ 2% l

22

' Lt 3 ‘
P(x, Y, 2) .;:!"Q(x: y—_‘ z) = —:’ R(x! Y, Z) =
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‘. " . ... .  ,Functiile P, Q si R sint de clasd

C* intr-un domeniu D C R?, simplu
- .- " conex, care nu conjine planul z=0.
fris.s.2) In plus, avem ~ .
N 9P _9 _o OR_2P__ 1,
" . dy oz . * ox az © 28
e Lt - | 80 oR _ 3
/ () . . y ' oz - Ey— - 28
L pe—— ] . Rezultd ci expresia (*) este.o diferen-
: fiald totald pe D, deci existi o func-
‘ ‘tie U(x, v, z) astfel incit
£ .
: ’ dv—38dy , 8y— x4+ 2® ‘
. \Fig. 9.9 i . . K dU = 2 - + " dx. »

Fie A(1, 1, 1j un punct fix si' M(x, v, z) un punct variabil in D.
Integrala curbilinie , ’ _ :
: S dU= S‘dx—gdy._*_ 3y—x+z=dz

z 22

. AM . AM

este independenti de drumul d,inf.re 4 si M. Alegem drumul poligonal
din figura 9.9, unde .Segmentul A'B este paralel cu axa Ox, BC paralel cu
axa Oy' si CM paralel Egu axa Oz. Folosind reprezentirile parametrice
' ABix=t y=1di=1¢te[l, x]
BC : x=x,y=t z=1,¢<[l, y]
, CM: X=2%9=9, z——"t"t.e 1, 2], -

- . A .x‘ . , o
se obtine '
o , o= y z ' ’
\ Uz, 9, 2) = Sdt + S (—3) dt-+ S oAk T}
i . ! )
: .1 - 1

1

sau U(x, y, 2) = x — 1= 3(y —1) +[(x —3y) ;1.-+ —2]
' Deci Uz, g, 2) =%z — yjz + 22 + K, K <R.

z .
1

9.10, S se calculeze integrala curbilinie

‘I = S xyds,

4B

4

t}nde AB este segmentul de dreapti care unegte punctele A(1, 2), B_(Z,A 4).
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R. O reprezentare parametrici a segmentulm AB este
AB: {x_t , tel, 2],
y=2 '
" cu elementul de arc ds'= J da? T ayt = «/ 5d¢. Integrala devme

S 2t - f5dt = = ‘4;/_ .
. ~ i .
9.11. Si se-. calculeze mtegrala curbilinie ~ v
‘ I-S(x—-y)ln(x—l—y)ds; N

[

unde C este curba inchisd formata din sem1cercu1 cu centrul in e, a) §i°
de razi a, situat sub prima blsectoare, reunit cu _segmentul de pe. pnma
blsectoare cuprins intre puncte]e

2 ‘.
R. Intrucit. C = 4,434, 4.4,, rezulti
';I=S-(x~—y)ln(x—{—y)ds+ : -4,
m: ' * ) f
: : o : fa) .
+ { (x5 (x +y) ds. V&
A, | n ol e
Folosind reprezentirile parametrice 4 ~ Fig. 9.10

A 1A3A2:{.x =atacosb o 3u/4 x4l
y=a-+asinb .

- cu elementul de arc ds = ad0 i A/;ZI':{JV =4 , X e"[z——z‘/—i-a, Za].,

y=x
Cu elementul de arcds = Jf dx, integrala curbilinie devine .
. /4 ’ ’
I=,S a(acosO—asmO 1n(a+acos(-)+a+asm 6)d6+
—dnit

s 2a
+ S 0. «/2dx
(2—-~/') al2

@
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¢

Facem sch1mbarea de vanabﬂa
2a + a(cos 0 +sin ) = ¢

: : o (e ' ' ‘

cu df = g(cos 8 — sin 6) d6. Avem I = ¢ S In #df. Integrim prin -
. (2—@0
pérti si obtinem: :

-

. ) |@4vE)a (2+42)a
I = a(t lnt ' dt)

‘ (2-42)a (2 V2)a ‘
| _aLa(2+J§)1n 2+\/2 a—a2—\/2)ln(2—\/2 a—ZaJ_]_ ‘
' —az[(2+\/2_)lna+(2+\/z In (2 + 4/2) —
—@—V2)na—(2-V2)m (2 - y2) —243],
deci I = @{{/21n 20* + 21a (3 + 24/2) — 247].

9.12. Si se calculeze masa i coordonatele centrului de greutate ale
firului material C .dat*de arcul de cicloida

- C:x=a(t — sin ¢), y=a(l—cosy), t e [0, 2x]
cu densitatea p(x, y) = 4/y (f1g 9.11). !

R. Masa firului este data de integrala curbilinie

e | M = (p(x, y) as
"/ i ! C . .
< iar coordor{atele centrului de greutate G sint
e D MEPPRR
Fig. 9.11 . unde elementul de arc
Cds = @21 =cos £)?-4 sin% dt = ﬁa«/l — cos ¢ d¢.
Obtinem | , '

2n ‘ . B
M= 5«/:1(1 — cos t)\/fa\/l — cost dt =
p ‘

= /2% { (1—cos #) df = +/24% - 2r,
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iar
Xg = X{-\a(t — sin £) 4fa(T — cos 7) Jﬁa«/l —cost dt =
i , " 2
— “5'25/? S (t — tcos ¢ — sin ¢ + sin t'cos #) d¢ = an
) .
sl
To2n
Y, = % S [a(1 — cos 1 12\/2a0/T —"c"os fdt =
"0
o 4

= P 3,2 J2a “S (1 — cos?)2dt =
0

9.13. Si se calculeze integrala curbilinie
I= Sarctg 2 ds,
X
2 :

~unde C este arcul 'de pe spirala lui Arhimede -
p =20, confinut in interiorul cercului de razi R :
. si centru O(0, 0) (fig. 9.12). . -  Fig. 912

‘R Spu'ala intersecteazi cercul in punctul A pentru care p = R, dec,

6= —. Avem C: p=260, 0=[0, R/2]. Intrucit x=p cos.8, y=psin 6
obtmem reprezentarea parametrici a ‘curbei

C:{" =28cos 6 "o 10, R2), -

y =20sin 6 :

cu elementul de arc

ds = y/da? + dy? = /(2 cos 0 — 20 sin 0)2 + (2 Sin 0 — 20 cos 6)2d0
sau ds = 24/1 + 0% d0. Integrala devine

RI2 Rj2 ) 2l . RI2
I= ga;'ctg (tg 8) - 24/T + 6246 =.§29\/1 + Ao == (1+ 02)%%| |
- . 7 0 A . ) ’ o

deci ‘
I=(1/12)[(4 + R»)*? — g].
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9.14. Si se ‘determine masa M a firului material C:
'(562 + %2 = a?(x? — 4?) (lemniscata lui Bernoulli)®de dens'itate‘ A
w(x, ) = kal2Z £ 5.
R. Avem
= SkJm ds.
. . c !
Da'(j.orité. simetriei curbei ’C fati de axele de cbordonatel

M= 4SkJm ds,
3

unde Cy: (2% + 322 = @(x2 — %), x > 0, y > 0.
Folosind ecuafia lemniscatei in coordonate polare

C:pz=a3c0529‘

obtinem reinrézeﬂtarea parametricd a arcului C; (fig. 9.13).

bf{x:aﬁ?fﬂcos 0. 0 E[O; f_]

4, = as/cos 26 sin 6 4
_}’
]
2 Fig. 9.13
{-a,0) A la, 0]
cu - - A ' - . o /
dx = a(—-sin 84/cos 20 — j‘“" cos e) ae,
i cos 2

dy = a(cbs 8 4/cos 26 — j:::e sin e‘] de,

si elementul de arc ds = /dx? + dy% = \/cos de. Rezulty

/4 /4

.M = S A/ @ cos 28 cos 20

0 .

2

deci M = kar.
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o | CAPITOLUL 10
INTEGRALE DUBLE SI INTEGRALE DE SUPRAFATA .

10.1. S& se calculeze integrala dubld

'I=SSydx.dy
142y’
D

unde D este dieptunghiul [0, 11 x [0, 2]. A
R. Aplicim formula de reducere 2 integralei duble la o integrald iteratd,
in ordinea %, y. Obfinem : oo . ‘

.2 1 2 ’ 1
I= 42 _(rn (1 1l dv =
. §'dy§1+”y §[n.( +xy)]0 y =

2 : . 2 2
.=Sln(1+y)dy=y.1n(1+y)“—Sliydy, o
0 o 0 T

deci I =3In3 — 2.

10.2. S& se calculeze integrala dubld

- . I=S§e“"’ dx dy,

_unde D este ’reprezent‘at in figura 10.1. o
R. Descompunem pe D intr-o reuniune de ‘patru - dreptunghiuri D, D,,
D,, D, si aplicim proprietatea de aditivitate a integralei duble. Obtmem 1
I = \\ e7=v dxdy + \\ e*~¥ dxdy + |
(s
+ e"-?;dx'd'y +\\ervdxdy =
s+
- b . a s
= S dx S e*~v dy + de Se“’ dy +-
)

—a =b —-a
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.?/

. y :
}0.0/ ' . !
P »
. 2 fon) ’ )
ol 1o s, ‘0 ,
=Y0) ST f"-"+ W - o
N M 0
g, (26
) —
_ ) ' [/} (10) x
‘ N
Fig. 10.1 ‘ ' Fig. 10.2
- a b a —b ’
+deSe"?dy+deSe"?dy=
b -b l—a -0 ’
- ) . . ) —b(

= S (—e*=y - ex+0) dx + S,(_ef—y +e5-b) dx +

-

_;; S (—er- + e¥+b) dx _|_S (—ex+d - .ex;l-a) dx;
b

-—a

deci - )
I=—¢c2 4 g2 _ ;% + e,
10.3. Si se calculeze " integrala- dubli ‘
{§@x ) dzay,
b .

unde D este domeniul mirginit 'de dreapta v = %' si de
y =

R. Domeniul D este reprezentat in figura 10.2. Avem

1 x

- (S(Zx—y) dxdy=5dx\(2x;y) dy =
,..D [\
1 L " o o
Vo _l_ — 2_£.._ 3 —_— =
5[2xyv ~|| dx S(Zx —~ — 23 + 4)dx
[1] B [} ] :
—fF _ 2 A\ L
x '—(2 2 10l 10

240
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ly=¥2x-x

al11)

42.0), %

Fig. 10.3 ' Fig, 10.4 '
104 Si se calculeze integrala dubld B
SS Ny — 32 dxdy,

unde "D este mairginit de tnunghlul cu virfurile 0(0, 0), 4(4,1) s
- B(1, 1) (fig. 10.3). o

R. Avem : v
' ) 1 4y ) ,
‘ SS Ay — 3y dxdy = (dys Ny —yrdx =
- : D y ¥
_12(xy—y’)3’2 S ANE (g, AE
—fres e St (e
0 + 0
‘10 5. S4 se calculeze mtegrala dubla
Ss ydxdy,

unde domemul D este mirginit- de parabola % = 2z, [cercul 2% 4 y -
—2x=0 ;1 dreapta x = 2.

R. Domeniul D este reprezentat in flgura 10.4.
Avem .
2 Az
SS ydxdy = s dx S ydy =
D 0 Normr

" 16 — Probleme de analizi matematici . ’ 241



"10.6. Sz se calculeze integrala*dubli

g C IR : I= S§f(x: y) dxdy,
I o, ‘
a /, unde D = [0, 1] x [0, 1], iar
o o ‘ . Sz, y) = ‘
0 (1.0) K { 0, pentru (x, ¥v) €D, cu 22<y <222
Fig. 10,5 . | x4y, pentru restul punctelor ‘din -D

R. Tinind seama de modul in care este definiti functia f(x, y), vom scrie

.D=D,U D;U D, (fig. 10.5). Intrucit f(x,y) =0, pentru (z, y) e D,
integrala - ' ) : '

Dy ' :
Agadar,

I= SS(" + y)dxdy + Sj (x +y) dzdy =
1Nz l i | ; 1"‘ e
dxs _(x+y)dy+deS (x +y)dy =

.22 0 0

-

i
© ey

Sz
-Tr)
w |

- OS (x~+%—éx3—éx4)dx+5(x3-l'-—;'Q-)dx::—z +-"51V.

1

1
: s
2"’dx —l-.-§(xy+ 2)

(-]

’l
dx =
0

10.7. 53 selschimbe ordinea de integrare in integrala dubli
. : 2 2y .

y llifdigf(x, y) dy.c',

R. Pentru fiecare y din intervalul [0, 2] integrim in rapbrt cu x dela
% = 3% la x}=2y. Deci, domeniul de integrare D este mirginit de para-

bola x = 4% 5i de dreapta x =2y (fig. 10.6). Schimbind ordinea de in-
tegrare, avem ' .« : :

4 1/} :
I=\d A .
rojefere
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o
<

&
N
=3

A

w.\(/
;

(4.0} x

Fig. 10.6

e
R
—
o
3

10.8. Si 'se schimbe ordinea de integrare in integrala dubld
. ) 1 2—g :
‘ o 1=de { fen
o ' -1 —afl—2t )
~ R. Pentru fiecare x din intervalul? [—1, 1] integrém in raport cu y, de
lay=—aT=x2la y=2—122 In consecinfi, domeniul de integrare

D este mirginit de semicercul y = — /1 — x2 i de parabola y = 2 — %2
Cu descompunerea D = D;J D, (f1g 10. 7) ‘objinems

I—§Sf(x, 7 dxdy+§5f(x y) dz dy =

1+ 2=y 0 ey
jq S fiz ) dz+. (dy 'f f(x, ) dx.

. 10.9. Si se calculeze integrala dubld
I = Ss NEEEY d&dy,
A .

unde D: x2+y~<a- . : o ,

R. Folosind schlmbarea de variabile in coordonare polare datid de transfor—
marea . S :
T { x=pcosb

- . ly=¢psin6 -
cuD':0<p<a0<0<2n (fig. 108 si
‘ D, y)| cos®  sin®|
D, 6) | —psin & pcos®| -
) 2t . a . a
I“—__SS o? dpdf = Sdespz de —_-'27:(—‘:-) ===
D’ -0 0 . 0
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(E
N

(0.0)

Fig. 10.8

10.10. S& se calculeze integrala dubli

undé D:

,f=s,5\/

5 Sl,

a
a?

2—2_ i—: dxdy,

=0, y2>0.

(eT0) &
*

R Folosind . sch1mbarea de variabile dati de transformarea

N

cu D':0<px<10x09

obtinem :

1=fjir=+

=2

= ab OS (_%)_2_(2 — )32

D(x, y)
" D(p, 6)

fx=apcos 0
"ty =bpsin 6

< w2 (fig. 10.9) si
= abp,
rl2‘

— abpdpde—abSdeSJz—p pdp =

244

(0.0) — '
ksﬁo\\

0
in

do = —

‘f ->.

%zs (1—2\/'2)' de

(01}

s3]

Fig. 10.9

'}E: 0) X -9



§i deci . |
I = (2 \/—2_ - l) abr
; 6 *

10.11. S& se calculeze integrala dubla

I= S§ (% + fv)*(x - Wdrdy

unde D e_iste' pitratul mirginit de dreptele x +y =1, x +y = —1, x —
-—y='~—-l!x-—y=—3. .

R. Ecuatiile dreptelor care mirginesc pitratul D, cit si expresiile x + 3
$i x —y in integrala dubli, sugereazi schimbarea de variabili dati de_
transfromarea regulati - - : ' P

T:{ _ i cu 209 _
v=x—y D(x, )

1 1 . 0
S §
T transformi patratul D in pitratul D’ din planul #Ov, mﬁrginit de :d‘i'ep-

tle u=—1, =1, v=—3, v= —1 (fig. 10.10). Tinind seama ci
pentru transformarea- inversi 7! determinantul funcfional ' ‘

" D(x ») 1 —_ — i
' D, v) *Dm v ° 2°-
D(j. y)

rezulti .

-1 -3
IR R L e
2 5]|-1 38 |-s 15 -
y ' -
K v
4 [
l‘ a -,
=S AT I
Hl
(-7-3
4
" Pig. 10.10
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E - 10.12. Si se calculeze integréla dubl

N o = SSJ

= dxdy,

“\ undeD 4x2+y2<4 x2+y2>1,’.y>O ,
o / - -(fig. 10.11). .
T ) ‘,,(‘;) = R. Considerdm . transformarea in coordonate
o \J polare ' : ‘ .
o e o o .:x:pcose o .
. , ly=psinb’ |
‘ Ifi‘g.lo.#l‘ ’ cu D’:0LO<m,
. L g . D(x,y) _
N ’ I<e< AJAcost 0 + sime,§ D 0 O
Obtinem :- ' I '
o s z |
. Lm «/tm;?n??f o -
1=1{de osin 0 dp.= -
05 , U S I
n L |V [x I
=Ssine(*’—) , | .=-.S fsin 0 de—lssinede.
2 . 2 Y ‘4dcos? 6-4 sin® § 2 - !
[ Y 1 . o 0 0
- Pentru calculul primei integrale facem schimba;ea de ‘variabild cos 6 = #.
o -1 : . . | ’ )
. dt V 1 ‘ pr—
I=-2 Smﬁ,me =
g ‘ +1 : o
R .
=2 — 1= ‘_ | —
Sst=+1 l ﬁargtgd3 1, .
- -1 - . -1
sau . : S '
I = 4,f37/9 — 1.

10.13. Si se determine aria multimii plane D limitatd de lemmscata Tui
Bernoulli (x? + »%)* = 2a2(x% — y7). : :

R. Tinind seama de simetria lemniscatei in raport cu cele doud axe de
~coordonate (fig. 10.12), aria este datd de integrala

'zfia =4 SS d&dy’.

PR D;
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oI Eg

.

Fig. 10,12 ' " : ~ ' Fig 10.13

Facem .schimbarea de variabile’

= = %)
x=pcos 0, y= psmeD('e)
cul <6< % Sep< a«/Z cos 20 (D{) (fig. 10/13).

Integrala dubld devine
' ' o . wWIeZo

4DV=4SSpdp(:19‘=‘4-Sd_6' S pd?=

a2 cos 20 w4

- do = da? S cos 26 df = 242,
0 ’ :

Altfel Aria marg1mta de curba |
C: ¢? = 242 cos 20 cu —n/4 0 < n/4
poate f1 calculati folosmd integrala curblhme

A, =.—2-Sx(.iy — ydx.
: - C

O'reprezentare parametrici a crubei C este

C % = a 42 cos 20 cos 6
¥ = a /2 cos 20 sin 0

. o - | 7

» —x/4 < 0 < x/4,



cu ’

4 sin20 cas 8 + cos20 sin 0
= — — do,
dx 4 ﬁ ‘ 4/cos 26 o
- 3 —sin 20 sin § + cos20 cos 6 )
.dy a-J cos26 db
Integrala curbilinie devime:
’ ’ /4 . . » /4
'A'1=-;- S 242 cos 26 d6.— az.;_sinze = a?
—nil4 = IR
si deci o
' A =24, =2,

10.14. Si se calculeze aria patrulaterului curbiliniu margmxt de -parabolele
xRt =ay, s2=10by, y*=cx, Y =dx, unde 0 <a <b s O<c<d

R. Aria patrulaterulm curbiliniu D (fig. 10.14) este dati de mtegrala dubla
Ap= SS dxdy,

D

Ecuaj:ule curbelor care marginesc pe D sugereaza transformarea punctuala.
regulati

/

% = x°
T { V= yzi/i’
CI:‘I 7 R
. D, v _| Zxly —yx)_
D(z, y) — x3[y? 2y[x

T transformd patrulaterul curbiliniu D din planul 20y in dreptunghiul

D’ din planul #0v mérginit de dreptele # = q, # =5, v =¢, v = d. Pen-
- tru transformarea inversi T 1 determi-
nantul functional

D(#, )
Diu, v)

1
3

si obtinem:

Deci

Fig. 10.14
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. 10,15, S3 se calculeze coordonatele centru-

~ lui de greutate G al plicii plane omogene
D madrginitd de astroida x2%8 4 y28 = 428
si dreapta x =0 cu x > 0.

" R. Avind in vedere simetria plicii plane
D {fig. 10.15) in raport cu axa Ox, coor-
donatele centrului de greutate G sint
. ”‘ xdxdy
Ve = 0.

e

lD,-‘a) '

Folosim transformarea in coordonate po- -
lare o'enerahza‘ce : ST Fig. 10.15

 T:x=opcos®h, y=psin®d cu —m/2 <0 <n2 0< p <a (DY

5i , |
Dt 9) 3p cos?0 sin26.
D(e, 0)
- Obfinem: o
v I, = SS xdédy =S\ 39‘2 cos®0 sin?0 dp df =
b . D’
=f2 . . nf2 ’
=3 s cos® 0 sin26 dﬁs pfdp = 3 5 — cos®0 sm29 de.
] -x/2 . .

A\
Cu schimbarea de variabili sin 0 = ¢ integrala devine:
. . BN :

= 3 ,_ 2252 7y — _164°
I, aS(l B dt = —
-1 . .
jar .
I, = SS dxdy = SS 3p cos20 sin?0 d6dp = 1
- D D’ ' ’ '
| Lo e " ‘0 3
=3 S —sm220d6S do =22 S 18?0 49 — 2 g2,
4 2 2 16
! —nl2 - 0 - —n/2 .
. deci :
_ 256a
*6 = Siom
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10.16. S4 se calculeze coordonatele cent-
. o . rului de greutate al plicii plane omogene
‘N ; " mirginitd de cicloida

% = aft — sin )

y = a(l —cost)” ¢ < [0, 2r]

) §1 dreapta y=0 (ﬁg. 10. 16)

: ~ R. Centrul de greutate G se afli pe
Fig. 10.16 'dreapta X = ar, dec1 :

[f yaxay |
. D .
%6 = amw, = . 4 .
G ‘ l') ‘.’yG .’.Idxdy . \ ‘
D ' _ :

Calculim integrala

241: J()

I, SIS é’dxdy = g dx .‘ ydy.

Daci facem substitutia

% = a(t — sin ¢)

cu -
» dx = a(l —cos t) dt §i ¢t = [0, 2],
obtinem : " ‘
' i a(1—cos ¢) 327: ) ,
I1 —_(a(l — cos ¢) d¢ § ydy= %-S(l — cost)®dé =
0 0 ‘
a 2r v / . N
= 12- S (1 — 3 cos ¢ + 8cos? — cos¥)dt =
,=i(t—3smt+-t+—sm2t—smt+s‘“°’) ==,
o
Analog ‘ '
‘ e fta . o ; . afl—cos ) )
Ty ='Sdedy=.S dx S dy = fa(l—,cost) ds S dy =
' D 0 o .0 0
2r : . ' .' . 2% )
=Saz(l—co_st)zdt=az(t—Zsint+—;--‘l-%sin2t) = 3ra?
"o : . 0.

.-Deci, '
’ yc = 5“/6.
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Fig, 10,17

10.17. S4 se calculeze momentul de ierfie in raport cu axa Ox al plicii
plane de densitate p = 1, mirginitd de cercul % y2 =ay (a> 0)

R. Momentul de mertle ‘I, este. dat de mtegrala dubla
8 L= SS yidxdy.
.‘ D :
Efectusim vtr.ansform_area in coordorate polare
'{x= pc?s,e oy 202 _
= p sin 0 D(p, 8)

Ecuapa cercului in coordonate polare este p? = apsin 0, deci D’': 0 < O<x, ’
0 < p' < asin 6 (fig. 10.17).

Obtinem :
' . ® sine
K= SS ¢® sin%0 dp de = Sda‘ \ e? sm20 de =

i : 0 0

.. “ ' :

=“_§5mesd9__5(ﬂ__"°sﬂ’.) d0 =
4 P 5 6 2

T 3 o '
= ;L‘ S (1—3 cos.26 + 3 cos? 20 — cos320) df =
° : Lo

" E 1 4 cos 46
+SSTd6—

-

= & [(o—Lsin29)

0 0.’

b

—{ (1 —sin?26) cos 20 de]‘= =,
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10.18. Si se determine momentul de inre-
tie in raport cu axa Ox al plicii plane de
densitate u(x, y) =[x — 3|, mirginiti de
y = 2%, y=0cu 0 < » <2 ‘
R. Momentul de inerfie este dat de integ-
rala dubld ‘

. I, = Squx — y]dx y.

D

L ' ‘ Tinind seama de
Fig. 10.18 ‘ ' Tx—yl=
x—y, pentru x —y >0
“l—=x+y, pentru x —y <0,

rezults deséompunereg D =D, D, (fig. 10.18), iar integrala devine
L= ({5 +5) dxdy + ({3202 8 3) dady =
b, - . D,

;f(dstx o — ) dy +\ ax fy‘*(x —5) dy =
o =z 0 S

0

deci ,
I, = 24/35.

. 10.19. S3 se determine volumul corpului Q mérginit de sfera x2 4- 32 J-
+- 2 = 4, cilindrul %2 4 3° — 2x = 0 si planul 20y cu z > 0 (fig. 10.19).
R. Niton cu S, partea din sfera a2 + y2 4 22 = 4 decupati de cilindrul
%2492 —2x=0. B '

Avem _ . :
Sy z=s/4 — 22— 3%, (x, y) D,
unde o
‘ D:a®+ 3 —2x <0 (fig. 10.20).
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. Fig. 10,20

Fig. 10.19

Volumul cautat este dat de integrala dubli

ng dxdy

Schimbarea de variabile in coordonate polare

x=pcos B, y=opsin 6 cu —7:/2 6<11:/2 O <p<2cos0, ne di

w2 . 2cos6 . 4 2)3'2 [
V= 5 de S Ji= pdp— § ( —"_) a6 =
—-nf2 ) —ﬂl2 : 0
) w2 . /2 w2 :
=2 S«(l—smaﬁ)d =§e +§S (1 — cos?6) d(cos 6) -
-1112 -n[2 ‘—1:[2 ’ , L
V =8x3. ' '

10. 20. S4 s se determme volumul corpului margm1t ‘de suprafetele z = ¥* 4
+y2y—x2y_lz_0(f1g 1021) : ,
- R. Notim cu S, partea din parab0101dul eliptic z = %% + y2 decupatd de
* cilindrul drept Sty =22l de planul S,:y = 1. Dacd D este proiectia
, suprafej:e1 S; in planul %20y, atunci A
S, z—x2+y (%, ) eD

§i volumul corpului este dat de integrala dubld
- V= SS (22 4 42) dxdy,

. D
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= 4/(1.1)

o
, /}’:Xa
o ‘ >
. Fig. 10.21 o Fig. 10.22
.unde D este reprezentat in fig. 10.22. Cu acestea
' ' 1 1 1 ' L
V= S de (22 4 37) dy = S (x2y+ -yé-) dx =
-1 z* -1 : {a *
‘x3 1 5 21 88
x
=(F+5=5-%) “w-

10.21. Se di un cilindru drept cu baza o elipsi de semiaxe a §i b (a<0).
Si se determine volumul corpului obtinut prin sectiunea acestui .cilindru
cu un plan care confine semiaxa micd a elipsei (fig. 10.23).

"R. Alegem axa Ox pe directia semiaxei mici a elipsei si axa Oy pe direcfia -
semiaxei mari. Ecuatia planelor care con}in axa Ox este z = iy, X € R.
Notim c¢u S, partea din planul z = Ay decupatd de cilindrul drept S,:
x2a® 4 9%/b2 — 1 =0 §i cu D proiecfia lui S, in planul 2Dy (fig. 10.24).
Volumul corpului este dat de integrala dubla - St

b2 ' » . V=SS7\ydxd}',=A
. ‘ D : '

|
®
)
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(-a.0) 0 (a0 .

Fig. 10.24 ‘ o - Fig. 10.25

- 10.22. Si se calculeze integrala “de sxiplt":'afati
. . ‘I ==SS(Ag 4‘Jﬂ)F13:

5 .
unde S este suprafaja sferei x2-+ P+ E=a (flg 10.25;
R. Folosim reprezentarea. parametnca a sfere1
L x=acos’('_) sm,q; .
S:{y=asin Osin ¢, -
(z=acos ¢
cu 0 <6<2m 0< o <m -(D) si elementul de arie

= JEG —F¢ de'dp,

o5+ (3] (3 e

‘F=a_xg+ayay+axax

26 do 30 9 00 dp

» — 2{ 2 R4 _' — a2
~G_"(3q>) +"(139) +. ,‘8?) a
Rezulti do = a?sin @ d6 do, iar integrala de suprafati devine
I'=S§ a? sin%p - a? sin ¢ dBde =
D -

unde ‘

2 =
= at{ o (sinp do =

o [

8mat -
roa
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10.23. Si se calculeze integraia de supra-
fata

I =\\xyz do,
o e
unde S este suprafata paraboloidului

x% + y* = z situatd intre planele z =0,
- z=1cu x>0, v >0 ‘

R. Suprafata” S este reprezentatd in
figura 10.26. '

- Notim cu D proiectia suprafefei S in '
planul x0y. Avem:

Fig. 10.26 L S:iz=2x2 +y (x, y) e D,

‘..;nde .
Dia24+32<1, 220,y >0.

Folosind elementul de arie al suprafefei S

‘do'.=.\/1 + (%‘;)2+(§—;]2 dxdy =dexdy. |

obfinem -

I= SS xy(2® + ¥2)4/1 4+ 422 + 4y? dxdy.

D
Schimbarea de variabile: % = pcos B, y =psin 6 cu

0<p<l0<b<IsinB—y
’ Dip, 6

- mne di.

v 72 1

I—SdGSP T F 4¢2 cos esmedp_

=sinse S((t—l) Al dt=125A/§f1 .
2 1680 -

10.24. Si se calculeze integrala de su*prafaté
: o o
I—S§t2x+§y+z)do',

unde S: %2+ y2+7d=1ca x>0,9>0, z30.
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Fig. 10.27 ' : - Fig. 10.28

R. Triunghiul 4BC (fig. 10.27) limiteazi suprafaja plani S. Notind cu
D proiectia suprafetei S in planul x0y; putem scrie :

St z=4(1— %2 —y[3), (x,9) = D.

Calculdm )
p=7=-2 1= < dg,«/1+;>‘+q dxdy = 25— dady
§i obtinem

oot Syaamne o) Sarn

=-----———74“/6—l SS dxdy = 461 aria D.
3 8
D : )

Aria D = 3, deci I = 44/61. '
10.25, Si se calculeze integiala de suprafafi '
I= SS 2 dxdy,
~unde S este faja exterioard a elipsoidului -x%/a® 4 y*[b? + 222 = 1.

RO repfezehtare parametricd 4 elipsoidului S (fig. 10.28) este

% = a cos 0 sin :
S:{y=bsin esin;f g zg:in
z == ¢ cos@ :
Puteﬁn scrie Py
’ I-:SS;:2 cos vy do,
% .

.17 — Probleme de analizi matematicl . . ’ ) . o 257



unde elementul de arie al suprefckei este :
do= AT F B F C7Td0 do

iar v este unghiul pe care il face. normala 1 la fafa exterioard a elipsoidului
cu semiaxa pozitivi Oz. Avem - v

c .
cos y = :
Y . AT F BEF C?
in care . .
) _—_M:absiﬂ(pcos?:-a—b-siﬁzq).
D(o, 6) o 2

Daci luim semnul + in fata radicalului, pe fata exterioari a elipsoidului
(S,), situatd deasupra planului 20y (0 <'¢ < =/2) cos y este pozitiv, iar
pe fata exterioard (S;) situatd sub planul %0y (x/2 < ¢ < m) cosy este
~ mnegativ. Folosind aceste elemente, obfinem : ‘

1=({e cos? 2 sin 2¢ - df de,
R et |

unde D = [0, 2x] X [0, =]~ - .

Deci, .
) 27 L -
I= abc?s de Scpssqa sin pde = 0.
' o 0

10.26. Si se calculeze ihtegrala de suprafafd
'I=SSx2 dydz+y2&xdz+z2dxdy,
S .

unde S reprezint} fafa extericari a semisferei 22 + 32+ 22=a cu
220, , b .o
R. Ecuatia vectoriali a suprafefei S este

D S:iT=a4 9]+ NEZ =7k (x,9) = D,

unde D: 2% 4 3% < a2 (proiectia suprafefei
S in planul x0y) este reprezentati in -
' figura 10.29. '

I’=SS (%2 cos a+y2 cos B+ 22 cos ) do

S

in care cos «, cos B, cos y sint componen- -
PRI RS Rl SR & B P - ST .
‘tele normalei n la fata exterioard a semi-
sferei S. Avem

@ '

_ - '/ 2 42 g2 —

F o Tu x_'fv =ﬁ,7+~'_’_’3 +_a—"ka,
[m?(r,,l a a -
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(intrucit pe fa‘;a e*ztenoara a semxsferel S cos S ¥ > 0). Elementul de arie
al suprafetei este

22— g2 ad — xs_yz — gyt
si mtegrala : o

- Trecind la coordonate pOlare' rezulti

2w a =8
‘(cos’ 0 + sin® 6)
I=(do{ =20 "1dp + S(az'_Pz)p’df’:
S R At b
27 ' : 4 T i
— 30 i3 __»# _ A 10 =
._§ (cos®0 +S'1n.9)d§§~/aa—_9? de +§ (“ : 4 ) odG

=0-§ P dp+(2~c(——-i:—)ﬂ=m4'.‘

0.27. Si 3e determine momentul de mertle in raport cd axa Oz, al supra-
*fetei conice 22 = 2 | y- cupnnsa intre planele z=0¢ z2=4, de densi-
tate p(x,y, 2) = 1. . '

R Momentul de inertie este dat de mtegrala de suprafati
I =§-§‘ wx 5 ) - (4 + ) do.

Put"em scrie - .

S: z—\/x2+y3 (x y)ED

unde D: %% 4 4% < 4 este proiecjia- suprafetel conice S in planul x0y, .
iar elementul de arie al suprafe};el

- Eal ¥ dxdy = /2dx dy.
do \/1+£2+y,+x,+yz & «/ v dy

Cu acestea . ) o
e B s
R D

Schimbarea ‘de variabile

x_—;.\pcoso y;—_psin Ocu 0 < 6‘<.27-c‘ 0<p <2
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ne conduce la integrala

2 2 . i
= 4/2 3 = 2 .
I, "\./2§‘dﬂggdp 84\/211:

10.28. Si se determine coordonatele
* centrului de greutate al suprafetel
omoo'ene

S: x2/2+y2/2—2—zcuz>0

R. Parabolo1du1 eleptic (fig. 10.30)
: fiind simetric faf3 'de axa Oz centrul
“Fig. 10.30. de greutate G € 0z deci

\ L ffe
- Xe = Y =O, 2 = S

. .‘Ifd° .

Avem~
S: z_2—-—-2———- (xy) ED

unde D: x2 =+ 32 < 4 este proiectia suprafej;el S in planul xOy Elemen-
tul de arie al suprafetel S

c—\/l-{-( a‘) dxdy = «/1+x2+y2dxdy

Calculam ,

I, =SSda_S§vmdxdy L
' S D .

, ,
Schimbarea de variabile in coordonate polare
x=pcosB y—psxne 0 < <2,0s0<2n,_

ne conduce la integrala
2%

| . |
Li=(a0 (JTF @ pde== (5«/5—1)”
0

1

Analog, ‘ \ . ys ;
- = -z _ ) .
I, Ssszda SIS( . )41+x T 5% dady
=21, — 2 ({2 + J1,+—x2+—y'z‘dxdy -
= 2I, —%?d0§p"'\/l + p* dz =?ﬁ-(5\/5— —J .
. ; .
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deci _
: 2r 11] ' ‘

= . |545—- — .

3 ( 5 5 307 — 154/5° €42,0.2)

e =5, =7 310
-3—'(5«/3—-1)

. 10.29. Si se calculeze aria porﬁunii de pe
suprafata z = x* decupatd de planele x 4
+y= A2, x=0 si y=0 (fig. 10.31).

"R. Notim cu S partea de pe suprafata
cilindrului _z = x* decupatd de planele
.x—l—y'—-—-«/Z, =0, y=0. Aria supra-

" fefei” S este dati deintegrala de suprafatd "/ Pig. 1031 R
d=(fas T

Putem scrie
‘S:z= xz,’"(x, y) € D,
unde D:x +y < N2, 2 >0,y >0, iar elementul de arie al suprafefei
- do =T+ 7 + ¢ dxdy = /T + dxPdady.
Cu acestea,

A= T s -

D

N A AR :
= (s \ VTFEF dr = [ (V20 VT 5 da =

0

— o _ Wz
=\/2If S xdl +4262dx =\/21‘..._1%(1 + 4x2)32

0

unde .
T Y
I=( JTFdFde = (28
§ §Jl+4x
1 G R
I=—1n(2x + T+ 45%) + & T+ 42 —,‘SJ—‘_1+4x'= dx,
! ~ 0 ' o 0 .
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"~ deci

san - ‘ -
I=§ln(2«/§+3)+37‘/§',4

e A=§%in(24§+3) +2.
10.30. Si se determine masa pinzei paraboloidului hiperbolic #2 — y? —
= 2az cuprinsi in interiorul cilindrului ¥24-y2 = 42, de densitatea u(x, v, 2)=
=klzl.. R E T
R. Notim cu S partea de pe paraboloid decupati de cilindrul drept x2 -
+ y? = a® §i care este situati in octantul IV si VIII (fig. 10.32).
Tinind seama de simetria .paraboloidului in raport cu planele 10z si x0z,
masa plicii este dati de intetrala de suprafati . ‘ '

M= 4‘5.5 w(x, y, 2) do = 458 Rl de.
s L e TS

Suprafata S se poate scrie ca reimiunea suprafetelor S, si S; Supra-
iafa S; este aced parte a suprafetei S pentru care x > 0, y<0, z>0,
far rpoiectia ei in planul 20y este D, : #2 4+ V¥<ah =y <2y<0(x=—y
este generatoarea rectilinie a paraboloidului care trece prin origifie). Supra
faja S, este acea parte a suprafetei .S pentru care ¥ > 0, ¥ < 0, z <0,
iar proiectia ei in planul x0y este D,: A<~y >y x> 0.

Pe suprafetele S, si S, elementul de aric este

'd0'.='\/l +Z + 2 dady,
L
Integréla de suprafati devine

M= dfffrao (a0

51 .S

e

. 2a a g
Dy

D, si D, sint date in figura 10.33.
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. 3 .
) y
. -0 {3.0) | -
it
.. {o-a) ¥ o
Fig. 10.32 : Fig. 10.33

. Trecind la coordonate polare: x = prcos 6, y =psin 0, obtinem
- (] a . ‘
- Ea’i S de g o® /@ T g2 cos 20 dp —

- —n/4 0 .

S -nl4  a ' ’
— S ae S o8 @ F g2 cos 26 dp).

—n/2 0
‘Pentru calculul integralei
1 =§P”'«/a2 + ¢ dp
. '0 .

facem schimbarea de variabild a? 4+ ¢ =1, 2p dp = d¢ si obfinem. -

o 2?’ . 112 o - |2a*
I=1 6~ @t = < (_ iz — 2 a2t3/2)
: 2 ) 215 3
a? al.

2

‘ 15
- Rezulti S - S .
’ 10 . L 2 _
2 (1 . . 1 . 2 (4/2 1) .
M==|=sin20 — —sin 20 —ﬂ—_*'—-)—a"
a® \ 2 . .2 P .- 15
—nf4 -n/2

sau

4ka® = -
M ===2+1).
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10.31. S3 se calculeze momentul de inerfie, fat3 de axa Oz, al pinzei ,pa;
raboloidului de rotafie 2 + 3% = 4%z cu 0 S 2 < h de densitate p(x, y, 2)=
= (#* + 5%z : ' ’ . C
R. Proiecfia suprafefei S in planul 20y este discul D: »2 4 ¥? < 4h% Mo-.
mentul de inerfie cerut este dat de integrala de suprafatd
L={{nx29-02 + ) do
J o

unde

Siz= "’;.y‘, (x,3) = D, (fig. 10.34),
; 2 :

‘ot elementul de. arie

' do 24P ey — L I dua
| do f:.\/;l '+‘.4h2 + yor dxdy o J4k + 22432 dady.
Folosind aceste elemente, ob;ingm - |
7 = (=22 + 22 do =
. 2

— LSS 22+ g% (2 + 32)2 \/m dxdy.
> .

2h 45

Cu schimbarea de variabile . |
x=1pcos B y=rpsin0 0 < p <22 0<0<2n
integrala devine "
. > : 1 2 2h
L=— S de Sm/w F o2 pdp.
L ] o o
‘Mai facem schimbareé de variabilj
A+ 2 =u, 2pdp =du

'si objinem
s
L= %%hs ( (o — 4rp i du =
4kt
. on
= 3 __ 2 4, _ ) /% du =
=2 | @ — 12222 + 4800 — 641%) Jfudu =
45t : .
== Sum— 122 e 4 g8 2 weps — 642 u"/'*’h") l“"'

- 8kt | 9 4h
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Fig. 1034 ' ' Fig. 10.35

sau '
I, = whA,
unde am notat

A= 1[N — 2~ 2 (D~ ) +

9 ,
42 (0 - ) B (o - )] <2 (18424 9).
10.32. Si 'se caulculeze integrala..dubli ' .
' dxdy :
1= ((%__
SDS (xS + y.ﬁ)a

unde D: a2 32 > 1 (fig. 10.35). -
R. Mul{imea§D este nemairginitd, jar funcfia
: : T
A, ) = —
| A ‘y) i ; \.
este continui §i pozitivi pentru (x, y) € D. Cousiderim mulfimile
A CD, A:1 < 22+ y2 < 2?5l calculdm limita o
' fim ({22
A—cC (»® + »?)°
, By :
Facem schimbarea de variabile: x = pcos 8, y =psin 6-cu'1-<p < 2,°
0 < 6 < 2#. Limita devine: S '

T FRERTSRaE ‘...' - .

. . 2% A 4 s ' - A
. © 7 lim S de'SLP_:zmnm [___) -
o A0 (e%° - Ao | 4 pt
0 1 . . ) 1
. =21'Clim (——1-)(—1——1)"—"1. o s LAt
B ....Jl_.w 4 ‘)~l - 2. R S ‘‘‘‘‘ :
deci integ: :'a I este convergenti si I = =/2. . : S



10.33. S& se arate ci intégrala dubly
_ S S‘ _ Gxdy
L+ 22 4 %
“este, divgrgenté.
R. Functia
.o 1
1+ a*+ 92

f(x: y) =

este continui §i pozitivi pentru (, y) =R? (nemaxgl.mt) Cons1deram

mulpmﬂe A,‘ x*+ 2 < N A CR® i calculim limita

1img—‘1’“1y—-.
oo d 14 2% 492
A

Schimbefféa‘ de variabile: x = pcos O, y=psin cu 0 <

0<90<2r ne di:
2 A
lideBS_

A—c0

14 P - A=00

— ontim —ln 1+ ]|

Ar00

A
dp =2xlim S
(1}

= 1:11m In (1 + 7\2) = 00,

: dec1 mtegrala I este dlvergen’ca
10.3%. Si se calculeze integrala dublAé

_SSIn

_'un,de D este ‘discul 22 + y2 <1
R. Functia - ;

dx dy,

L S y) =l

este pozitivd in D si nemarglmta in origine: hm f(x, y) = oo.
1-40
Integrala 1mpropr1e I este convergenta daca

1:‘3%55 Y

6

e

<hsi

existi si este finiti, unde A este coroana circulard ¢ < 22 + 3% < 1 (fig.

10.36).
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Cu schimbarea de wvariabile: - x =

=opcosB y=psinh 0<6<2m e<. ¢
- < p €1, limita devme o
2r 1 ; h
tim { a6 S( l]'p dp =
e -0 P
Ll UL ISR |
=g
= 2‘11'1im(i el i) ==,
. =0 —4 2 € 4 2
Deci, integrala I este convergentd si [ =
= 1:/2 - ~ -
10.35. Si se studieze convergenta 1nteg- . Fig. 10.36
ralei duble ) :
e (‘ ‘ dxdy !
. ) (s 9% (2 + 3t + Re)B.
~cu D= [0, ) X [0,c0) dupid « ‘§i B 'apoi"'sé se calculeze pentru
a=1/2 i B'=2. ‘ ‘

R. Deoarece 0,0) €D si in acest punct integrantul este nemgrginit
trebuie si avem

: 1 Cerii

lim (x2 + y?)¥ finit

(z’+y’)-0( + ) xz_}_ya)u (¥ + y2 4 RS)B A - )

pentru Y- < 1, ceea ce cere ca- « < 1. Integrala este. 1mpropne §1 pentru
ci. D este nemargmlt Dacd punem

x = pcos_O,‘y'= psin 0, )
D este parcurs pentru

0<p<ow, 0<8<m=2

h w2 T o, odo ) ) -
ff§“bﬁﬁxar_.. |
si- trebuie si avem A i
P 7< M

o T @ R=)Y ) > 1 > o

sau ——1+2a+2[5>y>lsau a+ﬁ>1
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Pentru « =1/2, = 2 aceasti condifie este' indepilntis. Obj:inem efectiv
- 0

—m(_de __ =1 _ o
I= ZS(p’-I- Ry 2 (gks' 99+Ra +2Rs
0 ,

arctg —-)

: I ==x/8.1/Rs, .
10 36. S4 se calculeze 1ntegra1a de suprafata ' ; !

I = S »*de .
—S I+ FE5 + 5 + ap

" unde S este partea din pinza parabolo1du1u1 x2 4 y2 Zz, cu x >0,
¥y=0,2>0. : .

-

R. Avem
o 0 ci de = JT T
22 = % 5, = deci do =41 + 7+ )7 dx &y,

Integrala devine

I 55 Y erzry }

Vl+z2+yz x”—i—y’-}-a’)s

x dy,

.

unde D este primul cadran din planul %0v, deci x >0, y > 0. Mulfimea -

de integrare fiind nemdrginiti trebule sd ne asigurim de con Vergenta el.
Facem 5ch1mbarea de variabile 4

_ =pcos 0, y=psin 0, .dxdy=pdpd0
cu o )
0< p<oo 0<06<m72; ‘ )

zntegrala dubla se scrie in noile vanabxle astfel
w2

I = { cos? 6d0
§ COs S

(o2 + % drp'i

Observim~ci integrala in raport cu p are sens deoarece gradul numito-
rului fntrece cu trei unitidfi gradul numiritorului. Obtinem- succesiv

=ES[ — ] de
N e T

[}
—rf_1 1 + a® 1 ] ®.
T4 [ 2 pttar 4 (e*+a]lo

1 1)__ ks
2 4 g 16.a® "
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10.37. In peretele plan si ver-
‘tical al unui rezervor cu lichid
se afld o deschidere pland in
form3 de trapez isoscel cu baze-
lea=8cm, b=3cm §i indl-
timea % = 5 cm. Deschiderea se
-aflid la adincimea ¢ = 4cm. Sd
se determine debitul pe,secun-

da prin aceasti deschidere pent-

ru un curent constant.

- ‘R, Dacd axa Ox ne di nivelul
lichidului atunci dehitul pe se-
cundi prih deschiderea pland

. D =§ABB’'A’ (tig.-10.37) este -
- dat de integrala

0= V2g ((ydx ay,

D

*

o,
A6y 6’2y . )
g v
D TT
. 2
(r£)e {r5-le
*
- - 0 i
) i
;
Fig. 10.37 :

unde y este adincimea ,(distan;a,verﬁcal'é la nivelul lichidului) la care se -

- . ‘afli un punct curent din D, ia

. tionald. Avem

7\ J§§(y "" 1) J}dx: .\/ig(_:.ym —_ _;_.ys/z)

Q=42 Sgdy;...g

4.

5= dx=

r g = 9,81 m/s? este acceleratia gravita- .

9

4

= JZ 98I [é @—29) -2 (33—23)] ,

deci

Q = 3,181/s.
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" CAPITOLUL 11
INTEGRALE. TRIPLE FORMULE INTEGRALE E

11.1. Sﬁ se calc"t-;l‘eze iﬁtegrala tripta- =
I= S f S —dwdydz

A+ z+yF+ap’

unde Q este domeniul mirginit de planele Xty z= 0 £=0, y = O, ' ‘
=z 0, |

R. Notind cu D proiectia domeniului Q. (flg 11.1) in planul 10y,
iutegrala devine

1—x—3
I=SS dxdy —_ %
Ja T ) sty

unde D: vy <1, %30,y >0 (g 112)."

Fie. 11.2
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Obtinem:
' 1—x—v

Sodxdy =

| d =S§(—%]'(l'+'xiy+ 2p

«=_lSS(1'____‘ L Ydxdy =
: 2_ 2 4 A+ x+22

0

1 1—x

. ' l . 1 N dy - ‘
.= ——aria D4 —|dx =

o 8 '+2.( S(l—l-x»-HV)2

. 0
11 g 1\ [t-s s 1 op
-_F .
-l e b
16 2 )1+ x+y)o o le 2)l2 1+4+#
) 0

deci I = —5/16 + 1/2 - In 2.

11.2, Si se determine. volumul corpului omogen .mérgiﬁit de sfera
2% 4 3%+ 22 =4 si paraboloidul #?+ y® =3z .

R. Notim cu Q.corpul mirginit de sferi si paraboloid (fig. 11.3) si
cu D proiectia lui Q in planul 20y. Volumul ciutat este dat de integrala

tripla - . :
- : = dydz.
-

Putem scrie

‘ == L
‘ | .V =S§)dxdy w;—gﬁ)—»‘— dx=55(/\/4—-x-‘- _yé _”_j;'_"_,)dxdy,
3

,undeTD:xZ‘—1-‘-y2 <3

- qu» 2 -
(I/I;;- /P

oll,
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" Facem schimbarea de variabile B o a .
%=pcosB y=psinb 0 <p <A/3,0 <0 <2

si obtinem .

: ‘ 2 V3 S

V=jde§<(«/4—p'f<'f%)pdp=
0 (1] .

R [T

deci V = 19x/6

113, Corpul omogen Q de densitate p =% este mirginit de conul
%% + y% = 2% 5i de planele z =0 §i z = k. Si se arate ca tentrul de greu-
tate G al corpului Q’este la~distanta 4/4 de baza conului. '

R. Datorits - simetriei corpului Q (fig. 11.4) in raport cu axa ()z,
centrul de greutate G se afli pe axa Oz, deci

fg k2dzdyds

Yo=Y =0,  z2p= -2
¢l N Jff rdxdyds
-y

Notind cu D proiectia lui Q "'in planul %0y, ‘putem scrie

I, = S‘.SS zdxdydz = SDS dxd_):/ ;’S:_:dz =
= (4 [ 2 e,

D

unde D: 22+ 32 < B2
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[
i, .

Facem schimbarea®de variabile _ ,
x=pcosf y=psinh 0<p<h 0<0<2n

- si objinem, : .
2m

k
, .
I =7 (a0 [ (# — ¢ede =
0 0 i

R (I |
Analoé, ) : )
e { e
Q Ny
=S§ sz Y ) dxdy —z(dﬁ Sh (h — p)pdp = =2
D o

Deoarece 2 = 3h/4, d15tan1:a de la centrul de greutate Gla baza conu1u1
este 4[4. -

11.4, Si se calculeze integrala triplé
I= SSSJ T+ (& 2 + 2PF dzdydz,

unde Q: 22 4 92 4 22 < 1 (fig. 11.5).
R. Facem schimbarea de variabile in coordonare sferice \
. % = pcos Bsin g, .
y=psinBsing, -

z=pcosq,

oz @

e '18 — Probleme de analizi ma'tem‘atlcﬁ. . ‘273



cu.

0<p<1,0<0<2m0<psn (@)

In plus, ]
Dix,9.2) co‘s. 0 sin ¢ .sm‘ﬂ sing - coso . -
Do pcos Bcosg psin Bcosp — psing|= pisine

—psin Osing pcos Bsin 9 0
Aplicim formula schimbirii de variabile la integrala tripla si obfinem :

r= SSS V1 + (¢ cos? Osin® ¢ + p*sin” B sin?  + p? cos® 9)” p?sin gdpdide

t]

sau

f:SSS TF @ p*sinpdpdfde =

.n'
i = ’ 1. . ‘
- = (a8 {sin g do{ (14 npae =
.60 0~ -
B - 1 )
I . '

: =§ (22 — 1) - 2 - (—cos o) |“ =Z (242 1).

. 0 .
11.5. Si se determine momentul de ineﬂ:ie,’ fats de axa Oz, a ‘corpului Q de
masd M, mirginit de cilindrul circular drept 2 4+ ¥2 =a? si de .planele
-2 =0 5i 2 = k. Densitatea in fiecare punct Q. (x, 3, z) din Q este p(x,y,2) .

B -

—_— k xz + yz.\

R. Corpul Q este repreientat in figura 11.6. Momentul de inertie este dat
de integrala tripli ‘ A .

L= g‘gg AT TP (2 + 57) dadyds — S§§ k(2 + 5% dxdyds

4 .
R

Pe de altd parte, mésa'corpﬁlui Q este

M"=S(Sk T F yEdadydz.

S

Facem schimbarea - de variabile in coordonate cilindrice
x=pcos'6, y=opsin b, z=y2z
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cu

" si obfinem

’ o : 2n h a s

M=kg'de(dzspzdp :
L

0 0

-~

sau

"M =23 knadh. -
Analog,

1 ) . . 0 o

what

" Intrucit se da masa M, rezultd b = 2T eci -

I, = Ma* . 3/5.

11.6. Si se calculeze ‘niomeptul de .inerfie, fa{i de origine, al éo_rpuluf
omogen Q mirginit de elipsoidul x?/a® 4 3282 + 22/c2 = 1. _

R. Momentul de inerfie fat} de origine este dat de integrala tripld

I, =(((ulx. 5, 2) - (2 + 7'+ ) dudyas,
o Q S o

in care densitatea p(x, y, z) = k. Facem schimbarea de variabile
% =uapcos Bsing, y=>bpsin Bsing, z=cpcosq,
D(x, y, 2) .

~" = gbcp?sin g -
D(,p 0.9) e v .

cwl<p<L,0<8<2r0<p<ms

. gih,o.bj:inem :

. 2 " 1 . »
o = abck Sde ‘dcpS p? (a® cos? Osin* @ + -
. 1 6 0. . o .

- b*sin? Osin? @ 4 2 cos? p?sin pdp = v
' ? ? ?
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‘T

2 :
SdO S [a* cos2 B (1 — cos? gp) sin ? +

0

_. abck

+ b2 sin? 6(1 — cos2 q))Sln P + c:2“cos2 @ sin ] d<p =

2 kg
= “bs"k S[(a2 cos2 0 + 2 sm2 6)(— cos ¢ + —cosa ?)
- . 0
. (,:_:_cz cos? q,) ~]de — f (4d2 cos? § + 482 sin® 6 4 2:%)d0
, o S L

Deci, momentul de inerfie ciutat este

Io — dabok

R

11.7. Sa se determine masa corpului Q cuprms intre sferele concen=
trice de raze a §i b cu'0 < a < b, daci densitatea in fiecare punct Q = Q'
este proporfionald’ cu pitratul distantei de la punctul Q la centrul O.

R. Alegem originea sistemului de coordonate in centrul- sferelor. Dacd

. punctul Q(x, ¥, %) aparfine lui Q, atunci ||0Q| = J 22 4 92+ 22 i den-
sitatea in punctul Q este p(x, v, 2) = k(x2 -+ 3% 4 z2). Masa corpulm Q
este data de 1ntegra1a triplda

M=t 5 SS (x2 + 92 + 22) dxdydz

Schimbarea de variabile in coordonate’ sferice
x=opcos Osing, y = psin f'sin g,z = pcos g cu
Dix,y,3)

(Q):a<p<b0< 0<2'fvr, O0<o<msi D6, 9. 0

= p®sin ¢, ne¢ con-
“duce la mtegrala )

u = kSSS ¢t -3 sin o dedbde,

: Q.
sau
2% = b .
M= k\dﬂgdq>gp4sincpdq>=
0 0 a

n . ) .
— B — ot . k@S — a¥)
deOoS S—sine do= — os( cos q;) o
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~

deci )
M=Z. (5~ o)k

11.8. Si se calcileze integrala tfiplé : o >
I =((( zydxdydz,
[ e

unde Q ‘este r_n;é.rglmt de cilindrul x2 432 = R25i de planele z =0, z=1,

y =1z y=43x (fig. 11.7). : | | '

R. Facem schimbarea.de variabile in coordonate cilindrice

x=2pcosf, y=psinh, z2=2 cu 0K p <R, n4<0<7/3,0<2%

< 1, (Q'}iar jacobianul ‘ ) .- '
Dz, 9, 2) ~cos® sin® O
D00 —psin §-pcos 6 0

s ’ o 0 1

= p.

Integrala devine : ) : o
[=H.5 p°cos Osin 6 de d0dz =
PA o

. R =/3 - 1

%SpsdpSsinﬂcosﬁ»d&Sdz:; :
o A - :
- (#)|R(sint0 )[R _ Re
_( 4 ) o ( 2 ’ A 32
- 11.9. Sa se calculeze integrala tripla t

[ = SSS wdxdyds - ,

- . 0 .
unde Q este corpul mirginit de sfera 2?4 32 4 22 =z (fig. 11.8). . -

z

x

Fig. 11.8-
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R. Facem schimbarea de variabile in coordonate sferice
) % = pcos 0 sin @, '
¥ = psin 0 sin o,
Z = pCos 9.
Ecuatia sferei Q-in coordonate -sferice este p? = p'cos q) Rezultd
0<0<2r O0<o s-’z‘-, 0<p<cosg (@)
cu - : "
/

D% 2 acin o Obinem

D(p, 6, @)

: T cse 2m°
_Scos?smcpdq:g J dee;

0

l

’

2 cos @

B P .3
‘= 2n €os @ sin d S——E_—_— de =
5( 9 de 41+9299 ,

/2 cos ¢

=75 5 co.s @ sin q:[— (l + 93)3/2 — 2(1 +p )‘/2] do =

0 0

22

=n S [_ (1 + cos? cp)3/2 — 2(1 + cos? @ )’/'-’]cos psin g dqg +-

T2 4 . ‘
+ = g -gcosqpsinq:dqz.
. o '
In prima integrald facem schimbarea de variabild
1+ cos? =1, —2cos ¢sin pde = d# -
si obfinem - '

L, Copm
T I'= ns‘ (3 13z — 2t‘/2) ds 4 A  sin"y l = 'n:—-—s—'.f“/§ T
MET 3 T2 " T 5

0

‘s
\

11.10. Aphcmd formula lui Green, sa se calculeze mtegrala curb111n1e

55sz + y2dx +y[xy +1n (x + N2F 32)] dy,
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unde T este conturul dreptunghlulm ABCD (f1g '11.9) parcurs in sens
direct.

R. Notdm cu D domeniul’ mé.rginit de curba T §i '

P(x,y) =N F 57, Qx, ) =y[xy +In (v + JE +22)]

_ P(x, ) si Q(x, y) sint functii de clasa C! pe domeniul D. Aplicind for--
mula 1u1 Green, obtinem

515«/%2+:v2 dx +y[xy +1n (x+\/x‘+y2)]dy—-

= SDS Ly (.'Y + W _:_ 7 ) - \/xzj;_ = ]'dxdy =
' 2

".4 .
- SDS  dady = fdx {2y =s. |

]

11.11. S% se calculeze integrala curbilinie
I= gEv dr—gﬂ(x+y2 dx -,(x— v)2 dy,

unde T' este curba inchisi de parabola y'= 22 si dreapta y = %, parcursi
in sens direct (fig. 11.10).

R. Parabola intersecteazi dreapta in punctele O(O 0) §i A(l, 1).
Intrucit T' =T, UT,, folosind reprezentirile parametnce

irx=ty=281t<]0,1]
Ty: x=2,y=2x %€ [0 1]

avem .
. I-'——Ev-dr’—fv-'dr.
s ‘ h Iy - I _
[
y
or2) - £(4,2)
| |
o|allo} ——» 850 = - x -
. ’ . X

‘pig 19 . Fig 1L10
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Calculim succesiv integralele

. 1 -
I, =’Sv . dr =S [t + £2)2 — (¢ — 22210 = 1

I,
—\v. =} ] 2 = .
Iz—Sv dr S(x-[—x)dx -
. . Ty (1]
Rezults : '
: : ' 1
I_:Sv« fr=1—I=—3.
T .

Asifel. Notim

P(s; 3) = (x+ 9% Qs 3) = —(x =P,

Funciiile P si Q fiind de clasi C* pe R?, iar T' o curbi inchisi, apiicém
formula lui Green §i obfinem : : ' . -
2 P . _ L
I= SS (-& -.--——) dxdy = Ss (— 4x) dxdy,
D .

ax ay
D ’

unde D este domeﬁiul plan mirginit' de curba T. Rezulti

L 1 x 1 ’
= —4 dx dy = — — x2 y
= § xixy 4§;(x x%)dx

-

deci I = —1/3,

11.12. S& se calculeze circulafia cimpului vectorial v = yi + zj + 2k
~in lungul curbei C, intersectia sferei % 4 42 4 22 = R2 cu planul % + y +
'+ 2z =0, parcursid astfel incit proiecfia curbei in planul xOy si fie orien-

tatd pozitiv. - ' . ‘

R. Fluxul cerut este dat de integrala curbilinie

I=¢v-dr =$yde+ 2dy + xdz,
[ .

unde C este cercul cu centrul in oli.giﬁe
,{.x2+'y2+z2'= R

Nx+y+2=0

' AN

€ilindrul T care proiecteazi curba C (fig. 11.11) in planul xQy .r= gene-
ratoarele paralele cu Oz si se sprijind pe cirba C. Ecuafia cilind-ului este

z: xz‘—}—yz'-i—-’xy:-}zia
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Fig. i}.ll

Fie I' = I M 20y proiecia curbei C tn pianul x0y. Av'em‘ :

] z2=0
'Sau . ) '. o . ’
‘ 1,2 3, R
r{(x+2y}+4y ;
* 4

- Notim: &' = x+%y, x"=vy 5i obfinem .
. L - 24 8 e B
' I: AT
1lz=0
2R
«/"’ W&

Folosind reprezentarea parametrici a elipsei

] J_ cost
F'ly =-:2/-_§-51nt, = [OJ 27‘]

z #'O

o elipsi de semiaxe —
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>\ .
si finind seama ci C este in planul z = —x — y, obfinem
. . . : :
X = —J'?COS I3 - =

; A&R sin ¢

C;‘!y=—“/-§£s§n t, t'e [0, 2rn]

J'R

2= ——cost—-‘é—SRsint'

\

Integrala curbilinie” devine .

.27: _ . )
I=,S [—f—:ﬁsint(—i/-zﬁsin I — ABR cost)-l—

- ' ’+('_ﬂ‘cos.t—-—“{s—g-Rs\in,)(“/-Rcost]-f-

7_ + (‘/zR cost—L ‘/—R -sin t) (@sin t— @'cbst)] dt =

&

—3-1‘{5-‘122&15= — \3Rm.

{
L/';g’

Alffel. Notim - |
P(x, 3, 2) =5, Qx, 3, 2) = 2, R(x, ¥, z) = -

si folosind formila lui - Stokés,

- - , I= 95" .dr — SS (rot vi' . n'd'o',

'

unde S este discul 2 = —x — y, (x, y) € D (D este domieniul din planul
x0y marginit de elipsa T). Dlscul S are raza R §i normala _
n= {T ﬁ’ W}' 1e?.rtrotv— —i—J§—-k .

71

SS( -—.;-]do-— —ﬁSSda_ —J/Baria S,
déc.i ' | ‘
. = — 37:R2.

~
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.11, 13 Si se calculeze mtegrala de suprafata '

I =sS xocs:x+ycos$+zcos~( d
N +z Py

~'uﬁde S este fafa exterioard a sferei #%+4-)2+ 22 = 1.

 R. Folosim formula lui Gauss—Ostrogradski

ﬂg \v - ndo=(((divvdsdydz, A/
v ndo=f[faivvas

unde -

’ i+ yj + 2k
ANFFFEE

‘m = {cos e, cos B, cos v} este versorul normalei la fata exterioard a sferci
iar Q este domeniul mirginit de suprafaa inchisi S. Calculam

V=

: . 9 z
leV—-—(-—————_______—————) -""‘(:) -——'("—:—)
NEF 2 3 Iy N2 yit 2 + 0z ‘\/x‘—iTyz-l-z‘

sau . 7. : ' : ‘

~e - . . 2

divyvy = —ve—ou—
) Jx2'+y2+zz

- Integrala devine s
’ . e dxdydz :
[ E I=2 SSS ——————— ~
. . v «’xz—l-ye-l-z'-' | .
. Facem schimbarea de variabile:

% = pcos 9sm<p,vy—‘psin Osing, 2= pcose -

cu
; 0<p<1,0<0<2r,0<p<m
D(x, y, 2) '2‘~ ,
=2 = p?sin
_ De, 6.°9) | P ?
§i obfinem,
'.21:' © . 1 \

- I=2| d6(sin ¢do pdp = 4r.
=2 o
11. 14. Caci S este fafa  exterioard a suprafe;el x2fa® 4+ y2[? — 22[c2 =0

cuprinsi iIntre planele z=0 §i z= b, sa se calculeze mtegrala de
suprafati

J= (S 22 dydz + y2dxdz +‘zzdxdy.

o .
S . -
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iz } " R. Inchidem suprafata” S cu discul
' . - S, din planul z=b. Fie Z=S (S, -
(fig. 11.12). Pe fafa exterioari a
suprafetei X (folosind formula Ilui
Gauss—Ostrogradski), avem .

I= S S x*dydz + y%dxdz 4 22dxdy =

b1

= S( S (zg + 2y + 22)dxdydz,
3

unde Q este domeniul mirginit de
suprafa;a Z. Notmd cu

@t B e :
“Fig. 1112 (proiectia lu1 ' Q in planul 20y),
' obfinem :
: » - R
I=2§dedy, S (x +y-_l-z)dz= .o
D . | - »

3 . b2 .ca xﬁ ya ‘ ‘
(S[(x +y) (b — ov p +'b—2'J+—2' —‘2—(;; +;)dxdy.
D N
+ Cu sclumbarea de variabile

x—apcose y=2>bpsin0, cu 0 < p <blc, 0 <0<2m,

integrala devine

b1 bfe .
,=2(d68lapcosﬁ+bpsmB)(b—cp)—l———-—p]pdp
0o o .
- sau’
T bjc
I=2Sdef.i’_i.ﬁ] -
: 2 2 2 4 .
4 I b -

Pe de alti parte _ ) ~ .

—

I=J+ SS wdydz + y2dxdz + 22dxdy,

S
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-

-

unde S;: g b, (x, y) € D, cu normala n= (O 0, 1) si elementul de arie

- do = dxdy. Putem scrie

Sl -

=% -ariaD =58 . —

Urmeazi ci

SS (- 0 +,??'~ 0 +<%) do =

= b " wab®

ab b®

c: 4

gwm§=
. —T.

__ mby(1 - 2ab)

2 ¢2 ’CS

2'1:2 -

11 15. Si se.calculeze d1rect si cu formula lui Stokes integrala curbi-

linje -

1= §ly = ads 4 (-

x)dy + (x.

—wu

undé C este ehpsa obtmuta prin intersectia  cilindrului«x2 + y2 =1cu
planul x + z =1, parcursd astfel incit proiectia curbei C in planul 20y

sa fie orientatd pozitiv.

R. O reprezentare paramejcriéé' a curbei C (fig. 11.13) eéste

x= cos ¢

C: y'= sin.t, )

te 0, 2]

z,=1;cost

, : Integrala curbilinie devine -

) o » o

I=Smmt—1+umm_mU)+
0 Yo o

+ (1 —cos¢ — cost) cos ¢ +

+ (cos £ — sin £) sin ¢]dt =

2%

0
Altfel. Notam :
P(x, y, 2) =y —.2,
Qx, v, 2) = 2 — x,
Rz, y, 2) =x—y

=S(—2+sint+cost)dt= —47‘:;

(002) . .

=~

\
)

=S =

{100)

{0.1,0)

Fig- 11.13

<1
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gi folosind formula lui Stokes, integrala devine % b'

1= (f — 2000 — 22z — 2000y,
‘ s -

.

cunde S: z=1~—z, (x, ¥) € D (D este discul din 1;1anu1 %0y mirginit
'de curba I' — proiectia curbei C in acest plan). Integrala se calculeazi
pe fata superioard a suprafetei S cu normala '

n ={1/4/2, 0, 1/4/2} si clementul de arie do = \/?dxdy. Obtinem :-
L e = — 2 (( /7 du
T= 2l e =~ (V.

‘ = :—4 . ariawD = —4x
. 11.16. Fie o si ¢ funcfii de clasi C? pe Q ¢ Re.

'a) Si se demonstreze.identitatea
.

§ff a0 = sanasa: = (o 22 s 2o

unde Q este un domeniu cu frontiera suprafata inchisi S (pe care orice

paraleld la axele de coordonate o intilneste in doui puncte), iar n este
versorul normalei la fata exterioard a suprafetci S.

b) 84 se arate ci dacd o(x, y, z) este o funclie armonici pentru

(%, ¥, 2) € Q, atunci
Sg'ﬁ do=0.
on
S .

R. Se stie ci '

52 o2 a° - o2 . oY - o
Ap =22 9% 4 9% Ay 0% |
Ap +f ays~+ P b priaew s

sl

oxt oyr o
2 =% o5 a + 22 cosp + 22 cos e
on " ox o .
unde

n = {cos a, cos B, cos y}.
Putem scrie’

oy [ Te P pey g, oy
‘ ‘I’A‘P ¢Aq) - "P( P + 92 + 332J @ ( ox2 ‘+'ay2 + dz% )

<O (gl ) O Pe Y 8 (00 _ &
e (qJ ox ?ax)-{-ay (q)'ay <p¢':)y)‘-i_ dz (lp dz~ ?ax).

Rl
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~ Notdm :

)

Pl y A= g2 g B

Qx, 3, =98 _ o2

- oy 33’/
N ) Op é¢
R(x,.y, 2) = ¢ — — o —
(. Y ) 4’82‘ ?32

gtuné_i X
1= S§S(¢/§¢ — oAy)dxdydz ={f (j-” +22 ¢ 28 drayas

Q

si utilizind formula’ lui Gauss—Ostfogradski, rezults: -

I = SS (Pcos & + Q cos B +' R cos y)da.

S
Dar

Pcosa+Qcosp 3 Rcosy = z{)ligcosa'-{-a—?cos (3.-|-£cos~()—-
» ox ) oy 0z
RN KL a9 ay dp ay
—'@|— cos -~ cos —cos y|=¢— — o —
cp(ax “+ay ‘3+3z Y] Ll)Bn« q.)an

In consecinti,

@ (ff wae — ohpastyr = ({[4 2 — 9 &) an.
0 S s .
, Daci in formula (*) _lﬁém ¢ = 1, atunci Av.]{ =0 si obtine@
(f*) | | S{ES Apdxdydz = § (2 aa.

b) Functia o(x, y, z) este armonici pe Q daci verifici ecuatia lui
Laplace Ag =0 pentru orice (x, y, 2) = Q. In acest caz (**) devine

; S,ng—:dc= 0.
) Q

11.17. Si se determine fluxul cimpului vectorial F = 2xi + 3] — 2k

prin suprafata X: 42 4 22’ = ax, 0 < 2 < a dupi normala n la suprafa}i, -

care face un unghi ascufit cu semiaxa negativi Ox.
- . & ‘ .
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R. Fluxul @ al cimpului vectorial F -
prin suprafata X este dat de integrala
de suprafati .

1%} =55F . ﬁlda..
5 .

" Inchidem suprafata X cu discul I, situat
in planul x =a (fig. 11.14). Notim:
S=232U Z, si folosim formula Ilui
Gauss—Ostrogradski : )

SSF -Ndo = SSS div F dxdydz,
Fig. 11.14 s . Q )
unde. N este nornala exterioars la suprafata S, Q (\R® «cu fr Q = S.
- Calculam o

S R PO NP
divF=L2 @)+ 20+ %~ =2

-

$i o:b‘l;inem

5’8@.-&@:85&2@@@:2 dedz' S dx=

| ’ ,=2£§(a —"'”';y.’

D (r4a9)fa

)dz dy,
unde . -
‘ Diy*+22<a | o
Schimbarea de variabile
y=pcos 0, 2=psin 0 cu0<p<a 0<06<2xnedi
. . 2r a . ’
SSF .Nde = 25 dGS(a —'9—2) p dp = mad.
. o a
Dar :
SSF'.ﬁdc=SSF-ﬁdc+S-SF: 1, do,

o s ' z ! _
unde m,(1, 0, 0) este normala la suprafata Z,. Rezultd

S§F-ﬁdc%na3f_SSF -:ﬁ, do.

1

, ~
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e . - . t - 4 !
N
.

Pe suprafa;a E x=a, (y,2) €D, cu elementul de arie do =dy dz,
. obj:mem o R T : '

{(F -8 do=({2v a0 ={{2a dz dy = 2a - aria D = 2ra®

. - zl . 21 . D ’ . - » ' .

‘sl deci ,
N SSF ndcr—ﬂ:a3 21m3——r:u3 .

- 11.18. Sa. -se determine fluxul cnnpulm vectonal F= xf-{— + 2k pnn'

suprafata inchisi de cilindru 42 + y2 = R? §1 planele z2=0gsi z =.a, dupd
- normala exterioard la syprafafd., - : . :

R. Fluxul cimpului vectdrial F prin sﬁprafata mchlsa S (f1g 11 15) este '
2= SSF ide .
b

Folosmd formula lui Gauss—-()strogradskl avem

0= Sggdwl«‘dx &y dz
1 :'...?-'.;_»:‘.;:.;ﬁ .

17

Ca]culam ’:') i ."a .}_s o e . f.:'.' o

T div F= 2 () + 2 (3) 20 =

Cu ac estea

o= S§S3dx dydz._3 -vol Q—~3nR2a R

C - 'As'ffel Daci S, este baza cllmdru]ui ' { ﬁ
- cu normala m; = (0, 0, —1), S, este - ‘
baza cilindrului cu normala n,= - . \ ,
= (0,0, 1) si S; este suprafatd late- . } i
rald a cilindrului cu normala . m, §i s — i ny

daci tinem seama ci S = S,U SU M F
U S, rezulti . o . . [N Ry 7Z\

@\:HF.ﬁ,l'ag+gs§iviﬁzdo+i // o

. +SS—F ) ﬁs do. - »: ) A"

% © . Fig 1115
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Dar -

>
Il
)

F.5, =pr
F- n,=p;F=a
) F-ﬁ3=pr;‘f=R
‘deéi' , o _ . ) )
’ | .<I>=S‘Sad<‘; +‘“R do = 4 -'aria S, + Raria S,
san o |

o= anR2 + R - 2nRe = 3xRea.

11.19. S& se calculeze integrala tripld
L I= S e-#-r-0dy dy dz,
ffrerrassr

unde Q este tot spatiul .

R. Multlmea de integrare Q este nemarglmtﬁ ‘iar funcfia f(x, Y, 2) =
= ¢~#"~¥"=*' este mirginitd pentru (z,,2) € Q. In plus, f(x, 9, z) fiind
pozitiva §i continui in Q, integrala I are sens daci .-

lim SSS em#-vi-t dy dx dz

A-4c0
A

existi si este finit3, unde A, : 22 + P+2<N 7\> 0, A;C Q. Schimba-
rea de vanablle
x—pcosﬂsmcp,y=psin()smq>,z=pcos<p,
._Icu'O 0<2m, 0<o<mmO<p<A _

- ne da
}_i’qi?de"idqw;e-f‘ o? sm odp ="
A

- =lim 2n(— cos )

7s-wo

[—EP e®| -+ -;- §e-9’ dp] =

0 [}

- . A ’
by 1 o _~" 1 —ps s
= drlim{— g +3 ¢ *ap) = n( 2 ey
° 0
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gi folosind integrala lui Euler—Poissom -
\ AR
2

-0t dp =
7

’

\Qbﬁhem o . ‘ ' .

lim SSS e~ =¥ dx dy dz = n\/é,

A=

" deci integrala I ére sens si I —an. o
11.20. Si se calculeze mtegrala tnpla '

: 2 .
I= SSS (#*+ y* + zz)slz (#% + ¥% + 2 + R2p dx dy dz" .
‘unde Q este definit de x >0 y > 0, z > 0, aritindu-se maiintii ci inte-
grala are sens. , . _

R. Observim ci in ongme, care apartme lui Q, 1ntegrantul nu’ este margl‘_
nit; dacd facem schimbarea .de variabile

x—psmecoscp, v—psm Bsmcp,z_pcose
cn '
D(z, 3. 3)

g'o< <oo,0\9‘1 0 < ;"§1| = 2sin 0
| () P <3 ? 20 8.9 pPsin,
mtegrala se scrie

occ Vp‘ . Sin 6 cos*0 d
SSS ‘0% + RIP p 0 de.

Avem insd

1 « ot sin 6 cos? 0 — sin 0 cos? O flnlt
o0 p¥e* + R R a )

daci a= —1 <1, deci integrala - I are sems jn ‘orice Q} marglmt
(0,0,0)= @, Q;C Q’. Integrala este” improprie %i pentru faptul cd Q.
. este nemirginit; avem insi:

lim p Bp—fm—oc?s—e = sin 8 cos? 0, (f1n1t) "daciB=5>1 dec1, conform cri-
I Tl (e o
teriilor suficiente de convergenj:a, integrala are si in aceastid situatie

sens. Objinem -
“mi2 nlz- T w

I = §d35d¢SMdp
0 0

l

oe® + R

=[2 ' o . 1 -]

=.”.Ssin 0cos26d63—i9—9-—=3 Rl B

2 g (pa + 'Rz)a 6 4(P2 + Ra)!
.0 . . . 0
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11.21. Si se calculeze integrala tripla o

SSS ) dadydz
< «/‘,2‘_*_ 3+ zz(xz+ys+ 22 +, Rs)s’

~unde Q este tot spatiul R3, aritindu-se mai mtu cd are sens.
R. Observim ci (0 0,0) € Q si 1ntegrantul esté nemirginit in ongme.
Avem insd 4
: 1 < 11
JW (42 + y2 + 22 + R2)? (xa+yz+zz)°t R’
in Q- cu «=1/2 deci integrala -are sens in orice Q’, mirginit, cu
0,0,0) = Q". :
Mulf,'lmea de integrare Q _este nema:glmta Observdm cid
1 4

NE+ T F o+ R @yt aT Ry*’

4>0.

in Q—Q,cuaa=52< 3/2 deci §i in aceasti sﬂ;uat:e mtegrala are sens.
Pentru a o calcula facem schimbarea de variabile:

x = psin 0 cos g, ¥y = p sin Gsmnp, z2=.pcos 0, cu 0 < 0 <m
4 0<p<o, 0K ¢ <2r;
Obtinem

ﬁz&ssin'edeS‘jL_—_%S&;
5 (e2% Ry J+ Ry
I=dp——L [P

22 + RY o

. 11.22. 54 se deterniine momentul de inertie fata de axa Oz al corpulm
omogen Q marglmt de torul obfinut prin rotirea unui cerc din planul
0z in ]urul axei Oz. ,

R. Con51deram cercul C din planul y0z cu centrul in punctul ( 0, s, 0)
si de razi R. Torul S este generat de cercurile

2 2 2 -
=y, . !

292



‘care s’ spnjma pe cercul : _
y = g)2f 2 ="R¥ - SOSESEITRE A A :
C ‘ x = 0J * o - |
" Se obtine ecuafia torulu1
Sttt 2tat— R
— 2aa/2* + y* =0 (figura 11. 16)

Daci densitatea corpului Q este .
= k, momnentul de inerjie
ciutat este dat.de integrala _

I,=S sk 2+ 37) dx dy dz.

. Prmectia torului in planul 20y ‘ Fig, 1116
este coroana circulari .

D:fa— Rp < x2+y2<(a+R)2
«/u4x=*y'¢x'—a=-x'—y- ‘
_I,=2§dedy { Mermas=

D - -0

—-ZkSS ok (x2 + _y2 VZaJx2+y2+R2~a2—x2—y2dxdy

Schimbarea de vanabﬂex- p cos O, y = psmﬁ cua — R <p a+R
§10<0<21r,neda , :

Mai facem schlmbarea la .variabild ) '
p—a_ R sin ¢, dp = Rcostdt cut e [—1:/2 71:/2]
w2
I, = 4knR2 S cos?(a® + 3a2R sin ¢ + 3aR? sin®t + R° sin¥) dt
—nf2 - '

1, = a0 £+ 24 — R cos samt (1 sindt) |
'x kw [a(2+,4 VaRcost-i— 3 S l+

+ RZ(; CO; ‘g cOfw” w2

b
o Jil-=/2
i

deci o ‘
> — znZ'kRza{a% + % R2] :
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12.1. Fie écuaﬁa"diférenﬁélé .
’ ' , ) yy' -t.x xgy = 0.
S& se afle solufia; ;p,ro@erhei Cauchy y(0) = 1. -
~R. Observim cu y -—-—% cd ecuatia se-scrie
“yevdy = —xdyx, v
deci se separy vél:iabilele. Integrim cei doi membrii ai ecuatiei
Sye“?d_}'#~f5xdx—c .
. 5l obfinem forma canonici a integralei ‘generale
' | ye 4 e~ — 4212 = C, ' ‘
Tinind seama de conditia ini;ialé;' rezultd C = 2¢~1, Deci solutia parfi-
cularj este L . L
B W+ ler =222 42/, x = R.

12.2. Si se afle ecuatia curbei care trece prin punctul (1, 2),7 daci pentru-
orice interval [1, x], aria trapezului curbiliniu marginit de arcul cores-
punzitor al acestei curbe este de trei ori produsul coordonatelor unui
punct M(x, y) de pe curbi (x>0, y > 0).

~ R. Din ipotezi avem

x

S »t) dt — 3, ().

Derivim aceasti ecuatie in raport cu x

Y=3(y + ), ' = —2y/3x T
204



Integré.nﬁ - ' o . ‘
2p=C - . ’

§1 impunem condifia - L A
- ‘ ) =2, xzy =8..

12.3. Si se stud1eze migcarea unui punct material M, de masi m, aruncat
pe verticala locului in sus cu o vitezd inifiald v, gtund cid remsten}'a
aerului este proporfionald cu patratul vitezei v.-

R. Asupra punctuhn actioneazi forfa grawtatlonalamg§1 rezlstenj:a aeru-
_1u1 kvz' ecuatia diferenfiald a migcdrii este - _

fn%‘-——-mg—kv2

m, . :
.. care cua”_:--;-g,se scrie N

” % = —k(a® + v%),

~unde se. se‘péti- -variabilele

dv _——k—é‘" _i .

m <
v,+“’ W -

cu solufia générali

1 arctg —"— = =kt + C;.

Pentru ‘determinarea constantei de mtegrare, ;mem seama de condxtu]e :

A

'mmale pentru £ =0, v =17, C,= m/a arctg vo/a introdusd in rezul-
tatul ob;nnit implicd

—_ arctg - —— arctg == —kK,
a a

- - : . : t
: arctg 2 —arctg = =£ ;
: a T a a

- trecem la funcfia directd .

care ne di pe v:

-295



. , . ’ i
din care deducem ecuatia diferentialé a spatiului s
ds/dt = v = atg (o — ga), g 9 = vfa.
Prin integrare obfinem spatiul parcurs’

e ) 1
: S'=Sa.tg(zp -—i) at
* . a
P CIUE S B R S F VR T O R OFS VT BT S TP PR <
s_g.u, T Y P B L AT TT R
SRS N E GEY e e
s_—lncos(qa—i)-;-cg, -
R S LAY T [HEE - AP I . aJ. . s
Pentru - dhee b T
) T ) .
) t=0,s=20,0;=—"ncos p; .
cu Yz P 2 H
cos @ = sin @.= ——22
»\/a‘ -Fujg 3 vt
rezulta expresia spaj;iuhu Jarcurs BENSTREE .:.... [
' a? . a4 v a t V vo T . gt
s=—In J +°,{‘ cosg+———,° smi],‘
4 a Jo T 'v“o « & NaTi g i@
care se mai scrie ) T R

s = Irr -{xCOS -l— Lsin& )
a

- 83 -afldm inilfimea la care se I,ld,l‘?,a leeof,ul 1 timpul necesar urcirii.
Fles=H si timpul necesar L. Avem V= O pentru s = Hsit=T. Din-
‘expresﬂle 1‘(1i "‘51 $ objmem R ‘ S R

T=zaICtg‘_.— H-_-.=_]n(1+ )

12 4 Si se integreze ecuafia diferentialy
. (24° + 2292 4 y)dx + (2° + 227 — Xy = 0.

R. Fie y = y(x) o solutie. Daci » = r(t) este ecuatla aceste1 solu;u, in coor-
donate polare, atunci tinind seama ci -

Xx=17rcost y=rsint

w

si- cd

dy - t4 vsing . .
B A —M, ecuafia devine 27 dr = d#.

.i~

So]utla aceste1 ecuatii cu varlablle separablle este

_ r"’-—l-C‘-‘—t

dx —rsint 4 ¢, cost
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_daci revenim 1a coordonate carteziene ,
C+x2+y2=Arctgy/x .
125, Sa se afle solui;xa ecuatiei -

S (2% — t)y(t) di = 24 + S‘-»y(t)T'dt,
] o o
unde y: (O 1) R este denvablla

R.. Denvam ecuatia de doua or1 in raport cu variabila x

2{»() a + xy(x) = 2 + (),
) ,

C ZSy(t)dt=2+(1—x)y(x)f

2y(x) = —y(x) + (1 — x)y'(x)
sau
Scnem ecuai;la sub forma normald- A |

3y

1—=x -

y =
si separim variabilele '

Y3 ax
y - 1—x

Integram -
\ sx—ip=C.

' Impunem condifia ca y'si verifice -ecuatia datd si objinem C = 2.
‘Deci solufia este , '
| ¥ =2(x — 1.
12.6. Si se integreze ecuatia diferenjiald 5"

2y —y= y‘~—x2 x # 0. 7
R. Fie y = y(x) o solufie. Atuncl z = y/x este tot o solut1e Inlocunn in
ecuat1a inifiald .

o y=zx§1y:=zx—|—z.
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Fcuatia devme o ecua]ne cu vanablle separate

’

=21,

= dx.
z—l .

Prin integrare §i revenire la funcfia y, objinem:-
lln""'l I=x+ C,’llnly—” — x=C,
z4-1 2 y+ = .

Dreptele y = 4« sint de asemenea’ solufii. .

12.7. Si se afle solutia gé.nerél‘é a ecuatiei diferéntiale:
'. 2y’ = 9% — 422, x;éO
R. Scrisi sub forma normali
' ¥y — 452
zy .

- Se recunoagte ci este o ecuatle omogena Facem substltutla Yy == 2-%, noua
funcpe fiind z. Ob]:mem ¥ = z + xz’.care inlocuits in ecuajie ne di
22— 4

z+xz= .,
. 2z

y

sau
_ 22" = ——4/55,,

obfinem chen L

' 22 =—4In |x] + C.

~ Revenind la fmeﬁa y, gisim o

' ' Lt 4 |xl C, & =R\ {0}.

2::2
12, 8. Fie ecuat1a diferentiali
(»* — 343 dy + xydx =0
pentru care se comsideri o solutie y: (0, c0)— R*.
8i-s€. facischimbarea de variabile .- ./
- ’ x=u* AR, u (0, »)
y=1, uER 2 (0, 0) -
astfel incit si devini omogena

w14y -
Ro y = '—y' = L .
ds 2t —1du

+ . Inlocuim in ecuatie
(v** — 3uP)pvr-! dv + wrvtrur-1du =0, -
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de unde
h dv - CpuBie

“du p(BuPom=1 _ Si-1) :

Conditia de omogenitate este , )
2h+p—1=5p— 1L A=2p Tuimp=1, A=2.
 Ecuajia omogend objinuti este
. - (»* — 3uf) dy + 2uPy du = 0. . o
'Cu substitufia’ y = 2w, 2z = 2(s), objinem
- zlu= 85'—8’ 3-—z‘dz=$1ﬁ
‘ 3 — ¢ :5—~z,7 _ u
Descompunem in fractii simple
N B RN A W U T S P
‘.[——z.+§(x‘—‘l +z+1)+?3— 224 l]dz— w

Integrind, obfinem - ‘ ‘ ‘
' 2In(#A—1) —9nz=3mmu+C,

(22 — 1)2 = Cud2?, (y* — 222 = Cuxy.

z= :El conduce la solutiile y = 4 \/} care sint solutii particulare, deoa-
Tece se obfin din solufia .genrali pentru C = 0. FEcuatia se poate
-Tezolva §i ciutind un factor integra'nt p=u(y) = 1)y".

- 12,9, Si se giiseascd curba ce trece prin 4(0, 1), astfel incit trianghiul
~ format cu axa Oy, tangenta la curbi intr-un punct oarecare §i raza vec:
toare a punctului de tangen{d si fie un triunghi isoscel a c#iui-bazi este
‘segmentul de tangenti cupring intre punctul de tangenf siaxa Oy (fig. 12.1).
R: Fie y = y(x) ecuatia curbei ciutate. Tangenta intr-un punct oarecare .
M(x, y) intersecteazi axa Oy in punctul N. Trebuie si avem -

[ON| = |0M|; dar |OM | =/ + 3

"si in ecuafia tangentei o

L Y—y=y@X—x .,y
punem X =0; rezultdi “ o} \ ,
Obtinem ecuatia omogeni A R

Cu 9 = tx, dupi’ schimbarea. si. se'par'are“a -

o NREFey—wme

vaifabilelor, obfinem - L
- o dw. - !
JEET. 0 T xT T Taee Del vl LPig 121



Integrim :
" In(t+/EFI)snC —In 2]

De unde N -
x2 = C(C — 2y)
(famlhe de parabole) A
Talocuim coordonatele punctului "4 in ,soluj;la gésitd. Obfinen
‘ C=0,C=2,

" B C =0 conduce la o parabolj degenerati.
| I 1 Astfel curba cautata este parabola |
T y=1—=24 x <R
" 12.10. Si se afle solutia generali a ecuatiilordiferentiale
o 1. (dx 4y + Dde+ 22+ y — 1)dy =0
2 (x4 y+2dr + (25 + 2.~ l)dy—O
“R: 1° Scriem ecuatia sub forma normali

—4x —y — 1 R

2x4y—1
Este o ecuatle reduct1b1la lao ecuatle omogena

|4 -1
12 1
'Afla.m punctuI de mtersecpe al dreptelor ,
4x+y+1=0 -l 2x+y—*1——0 X == —l,y—ﬁ—3

. Facem schu,nba;ea de varlabﬂa,‘ §1 de functle f. ecuafia 1m]:1ala

) %+o¢—~‘z¢‘"iy—v+ﬁ—v+3 dx—du,dy_dv
In ecuaj;la omogena obtmuta R e :

(4u. + v)du + (2% + 'u) =0,

“punem v = ut, dy = udt+ tdu;

(t2+3t+4)udu+u2(2+t) =0, |

y_.

2%0

-

de unde mtegrala. generalé este L .
' 1 retg 2t 43
u\/t2+t+1—Ce */7 : ‘/7_.3»'

satt (dupa substltu;ua t = v/u si-ridicarea la’ pitrat)
8“ 84+ 20 i

‘2
u2+uv+vz=C2e a e
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Revenind la vanabllele x5l y (u==x +1,9= y"—- 3) obtiném:;
'fx + 2y -3

x2+y2+xy—x—-5y+7—c2e «/7 T Gy ”

2°. .Deoarece l = 0 punem LY + * = I dyv = df — dx si ob1,'1nem

(t + 2)dx + (Zt _ (@t —dx) =0; (3— t)dx + (2 — 1)dt =0.

Separim vanabxlele s{ 1ntegram Obfinem
82‘“1 dt—]—g dx = —C;

—2t—51n [t — 3] —i—x——C
Revenmd la' % §1 y (t=2+4+2y),
X+ 2y +5In |x +y - 3[ =C, x +y—3#0.
12, 11 S4 se integreze ecuapa d1ferenj:1ala
(y2 — 2% — 2xy)dy + (y2— 22+ 2xy)dx =0
ciutind - un. factor integrant de forma u(x, y) = p(w), % = 2% + ¥
R: Se determlna. ® dm condifia :

— [u\u) (2 — 2® — 2xy)] = — [u () (y2 — 22+ 229)].

~
+

Efectuam calculele : : .
200! () (3 — 22 — 2my) + plu) (22 — 29) =
= 2yp () (2 — 2% + 2y) + pla)(Zy -+ 22),
W + 9%) = —2p(u) o
Deci = . - SRR
: up'(u) = —29(“); (“)/l-l(“) = -—2/% |
de -unde . L
T (e = ey u(?‘gf%yz) =AY T
Se multiplicé ecﬁaﬁa inifiala . cﬁ 1/(%2 + yz),2 rezulté,_ ) ‘
i y,), (5 — 2 — 219)dy + (% = 2t + 2xy) = + o dx=0 -
. care este 0 ecuatle cu dtferentlala totala exacta pe un domeniu snnp u
: conexCRz\{O 0} . :
Determinim U astfel incit - . | S
W _ - 242 U yt—ad—2xy |

— —_—
= PR

e ax ‘ (x*-ii);‘)’ ? y (at + 9
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Integrim,

Uls, ) = g-yi(‘—,”;r—tf%ydwco) Uls, 5) =222 =2 1 ¢o.

Impunem condlj:la ca U sd verifice a doua ecuaj;le

R ! _ Gyt (y)_"—"".'ﬂ C’(y)=0,-C(y)=C1-

Byt (P y’)" L e
Deci soluj:la generalﬁ este SN
Ulx, 3) = +C, sau 22 +y2 C(x—y)

P + 2
12 12. S% se afle integrala ecuatiei diferentiale:
. ydz— (x+53)dy=0 -
stiind cd admite un factor integrant de forma p = o(y).
.t Tnmulj:md ecuatla inifiald cu. o(y), obtmem .
, o) ydx — o(y)(x +5?) dy =0,
si punem condifia si fie -0 dlferentxala totals, adicid
- [<P(y) J’] = [—?(y)(x + 591

Efectuind calculele avem: ’ .
')y + o(9) = -9(3’) sau o (;v + 2<P(y) =0.
Separim variabilele si mtegram* obtinind

; ':_((;)_i—»;z- nltp(y)l——ZInIJ/Ly‘?(y) C
Luam?(y)—"‘ dU=—dx— -;y dy—O

Integrind ecuatla —=—, 'Obtinem

Ulx, 3) = xfy + C(y) mlocmm mZ—U._ - y_’: —1,
y 3

; - x[y? + C'(y) = -—x/y2 =1 san C'(y)=—1,

* adics.- C(J’) = —y C1 Dec1 solutia generali a ecuafiei éste -

"%y —y=C, sau’ x=9(C; + ), y# 0 -

12.13; 1°. Si se arate ci daci P si Q sint functii omogene de gradul m,
denvabﬂe, atunc1 ' , . .
1

xP(x :V)+:)'Q(ar )

11( y) =
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este un factor m‘cegrant al ecuafiei d1feren1:1a1e
., ' P(x, y)dx + Q(x, 5) dy = 0.
(Domemul de deﬁmtle al lui p(x, y) cere ca %P(x, ) + yQ(x, ¥) # 0)
2° S% se afle curbele integrale ale ecuatiei diferentiale -
(2 — 29)dx — 2(x%y + »°)dy =0
R 1°. Funcjmle Psi Q- fund omogene, satisfac ecuapal lui Euler

. Pentru ca p s fie factor integrant' trebuie si avem
2__JLA=E{_£_4 |
3y(xP+yQ. . 9% \ P +3Q

fapt adevirat, deoarece o '

: P(x3—9+ya—9)—g(xi”-+y-"’i) — mPQ — mPQ = 0.
ox ady . ox - -0y
[ - 2°. Factorul integrant este . -, . '

| ___1___ 2
p’.(x' y) a4 xgyg_l_ 2}" 4 Pentru (x»‘ y) R \{(O 0)}
Solutia ecuafiei este . i . f . “ ;-
% .y .

far B4 2t
S7+282¢+w’+x‘dt G %00

Xy . e y

. —ln (2y4 + 2?4 %) + —-77—arctg ’j_'l;’”’ =C,

) ’ 8.1 g2
—2—3 arctg 4y+’

o= T

Se observi (1 ecuapa poate fi rezol\xata §1 ca o ecua{ne omogeni cu
substitufia y = x + 2(x). :
- 12.1%. Si se arate ci.ecuatiile dlferentlale de forma -
¥f(y)dx — xg(xy)dy =0
f g <C{D).DCR,
admit pe - - o

' 1
X, = -
M ) = St + sl

ca factor -integrant'.
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R. Inmulfind cu . ecuatia dats, obtinem :
I, s 1o gy -
L f@) ey 9 fay) + (%)

sau, punind .
' ' d(xy) = x dy + y d,

1 : x )
i ;f(wy)d(xy)—;f(xy)dy 1 glady

P S e Y f%) + glay)
de unde_ . ) L
’ L Sy 1 o

% flxy) +g(zy)  y
care. este dlferentlala totald exacty a lui -

1 - flxy)
—_ —1 .
S  J9) + 50e9) (@) —1n ||

Aplicatie. Fie ecuatia , .
(#9* + 3) dx — 2(a2y — ) dy = 0
e flxy) =1 + #y, (xy) = 2(xy —1).

Obtmem .
1 1+'xy 1 -
—. —ln{v| =
Sxy 1+ 2y + 22y — (xy) 4
—]nlxyl+4/31nl3xy-—ll—lnlyl—lnICI
'—L’Zys‘”— C, su (Bxy — 1)¢ = Caaye,

12.15. Si se integreze ecuafia diferentials

. N y) + 4xy —_ xe_xl.‘ .

- R. Este o ecuatie liniarj. Integrim eéua;ia omogeni atagat}
' Y +4xy=0.

Separim variabilele |

‘; = 4z d, y = Ce=2.

Céutim o solutie particulari a ecuatiei neomogene de forma
u(x) = C(x) e-2»,
unde C{x) este o functle necunoscuta
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fnlociim in ecuatia inifiald .
a(x) = C(x)e—2",

Wi(x) = C'(x)e= — C(x)dne=2;
obfinem ' ‘ o _ ‘
S - e ‘C’(bc) — C(x)4xe~2* 4 42C(x)e~2" = xe—*

sau '; : - & o
S C'(x) = xe™, de unde C(x) = e*/2.
Solutla generala a ecuatiei mmale este

Coy(a) = (2 + Cle~, x <R

12, 16. S se mtegreze ecuatia dxferentlala '
1+ dx—Jl+y cosy—xy)dy

R. Scrisi sub forma
) dx ¥ cos y

— X =
T T

" se vede ci este oecuatie liniard in Solutia ei generald este .

.x;é-s 1:3'- (C+SJ:(:y e_STy-‘V"dydy);

(C + sin ),

cos ¥ dy) ‘/l =

le+y —siny = C x <R

12.17. Si'se afle solujzla generala a ecuatiei deerentlale
‘ - xy' + 1 =7, % # 0.

R. Punem ecuatia sub forma

xe¥y' 4 & = e*.

Cu substitufia z = ¢’ devine o ecuafic liniard .
. v x2' 4z = c*.
'Solutia generali este |
. dz.

.2 ='e_Sd_: (C + S emf? dx) ,

- 1 :
L

20 — Probleme de analizd matematici
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sau
’z.‘-—- e-lﬂ’(C + Sbe" dx),= l/x(C_-l-( é).

‘Revenim la func]:ia ¥, obfinem
) . '~x8y=c_+e‘.
12,18, 1°. Fie ecuafia diferentiald liniard . neomogend (afini)
v+ Py =00),
P,Q: I(CR) - R continue §i y,, y,: I—+R doud solutii distincte ale
acesteia. Atunci orice solufie a ecutiei diferentfiale este dati de = -
y(%) = K[y5(%) — 33(%)]1 4+ 3,(x), K = R.
2°. Se cunosc integralele particulare distincte
91(%) = % 5t 9,(%) = x cos %, x = (0, 2n)
" ale unei ecuafii diferenfiale liniare. Se cere:
i) solufia generald;. 4
ii) si se scrie ecuafia diferentiali; o
.. iii) solufia particulari care trece prin (=, 2r). -
R. 1° $tim cd solujia generali a unei ecuafii diferenfiale liniare este
de forma - - - I , .
ro . ¥=Cfl®) +¢x) 5. f g: I>R
Cum y, §i y, sint solufii, rezilty c& -~ -~ - .
y!- =le(x) _+ g(x) Yo = Cy f(%) '{‘.18.(“): Ci# Cy,

de unde . ) :
: Y3 —N — ___' G _
) . flw) = C.—GC, ,”g(x) Y1 “G-a (yz Y-
. Astfel solufia generald este o
o L, _€=Ci .
J = C.—G, (3’24 )+ ) o
2°. i) y=Kx(cosx — 1) + x; o o (1)
ii) Derivim in raport cu x solutia generali 7
9 =(Kcosx— K+ 1) — Kxsinx - (2

si apoi prin eliminarea lui K intre (1) si (2) obfinem ecuatia liniari

y'=(cosx—1—xsing) —2—% _ 11,
x(cos x — 1) .

care poate fi scrisd

y,_l‘_(y—-x)sinx . ,;_(1 © sinx ) xsin x
‘ ' x cos ¥ —'1 " cosx =1

X cosxy — 1
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-

i) Pentru # =m, y =2, obtmem K =—1/2.
Solutla particulard este -
y = —(1/2)%(cos x — 1) + %.
12.19. Sa se integreze ecuajna diferentiald )
' 22y’ — 2xy = y?

cu problema Cauchy y(1) = 1.
R. Sub forma normali

i

= (2/x)y + (1/2%)y
- se recunoa§te ca este o ecuajne Bernoulli.

. Fie y: TR o solufie a sa. IC (0, ) sau I C (—oo, 0). Atunci
-z —;1 este soluj;le a ecuatiei-liniare :

x 2t

a carel solutle generala este : :
' z=e SZdez (C S_ N 2lzas dx)
7= (C —_ x)
. x
Revemm la funcpa - Solutule sint

fx, % en\{o cy

y=03s y=
Impunem condlt.la y(l) = 1; obtinem C = 1, deci
y=1=. = < B\, 23

j 12.20. S se mtegreze ecuatw. dlfereni:la.la s

Y =ytg
cos x
R. Este o ecuap.e Bernoulli. Fie y: (—1:/2 7:/2)-»11 o solutle a sa. Atunu
#(x) =. 1/93 este o. solujne a ecuatiel liniare 2z’ = —3z tg ¥ — 6fcos x.
Integram .
z= e-s“‘!’d’[C — 6S ¢9\ tesas dx) =
S cos ¥

cost »

‘ =cosf"x(C —GS )—cossx(C—-Gtgx—Ztgsx)
si revenim la funcfia ¥ 9%C cos®s — Bsin x co§?xl - 2 sm?x) = 1
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12.21. Si se integreze ecualia aife;ehﬁ:iéli '
2 — ) =2, x#£0

si sd se determine curba integrald care trece prin (1, 0). .

R. Facem schimbarea de functie e” —t y = t/t Ecuatla se transforma
intr-o ecuatie Bernoulli-

xt — xt'ft =2 saq 't' = —2[xt 4 £
Punem z(x)l - Tl) , obfinem o gcual:ié diferenjiiali linliaré
R 7= (a)e—1
care are solﬁtia _ - . ‘
z;gmu@—ey4%“¢Q=ﬁF_Smwj=ﬁw+4@x'
Revenim la funcfia y: |

& =

sau e‘7=x2C+x.. :
%°C + »

Pentru x =1, C+1=1, C=0. Curba care verifici condltla y(l) = 0

are ecuafia e = g,

12.2_2;Sa se afle solui;la generalé a ecuafiei
. ydx + (% + a%?) dy = - 0.

R: Luam y ca variabils sl % ca functle necunoscuta
y +x+x2y2—0 sau 2’ = —x/yx—yxz.
Este o ecuatie Bernoulh‘;lvn %0 1;11:egram, ficind substltutla
| 2=z _z;,=_ —',—l-x’, z'#iz+y;,
s =3 /

Solutia ecuatiei liniare obi;inute este

S dy gy o\ -
BN P . N TR TR AL AL BN SR SURS Y
o »“ .”.: ' “= e (C +Sye 'y dy)" oo : ‘ B ‘v‘\‘?

adlca z _y(y + C). ’
Revenim la x, xy(y + C) = 1 xy # 0.. ‘

12.23. S3 se integreze ecuatia diferen;ialé

R Y=yl
oare admlte soluf;1a partlcularé yl(x) = x.
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Re Facem schimbarea de funcfie y = % —_si obfifen | |

2 +2xz=—l

care este o ecuatie lmlara cu soluj:la generala
2(x) = Ce=* — e?*’g e* dx.

ELEN

Revenind la functia y, gisim y(x) = x + .
o | Coo(ea

12,24, Si se integreze ecuatia diférentiald :

222~ 1)y +5*— (4x+ Uy +4x =0
pentru care se cunosc doud solutii partlculare =1y = 2x.
' R. Facem schimbarea de funcfie ' '

L y—1 - ‘ 7
2x) = .
=

si a]ungem la o ecuatie cu variabile separate ..

dz 2z — 1)2 dz d
& @r— 12 L E 2 .= Cu
z (1 — 22)2 z x
. 21
Deci y = Cx

12.25. Si se demonstreze ci:

1°. Solut1a generali a ecuatiei dlferenpale Riccati este o transforma-
Te omografici in raport ¢u constanta de integrare. .~

- 2°. Dacd yy, ¥y, Y3 Ya sint patru solttii particulare ale ecuatiei Rlccatl, '
raportul lor anarmonic este constant. ’

,B Ecuafia lui R1ccat1 ' : - ST N
' oy —P(x)y”+Q(x)y+R(x) R

se mtegreazi printr-un_ numdr’ finit de cuadraturi daci se cunoa§te o
solutie particulard y,. in acest caz, cu substitutia

y=3+1/z ,
_ecuafia se transforma intr-o ecuajne liniard in z cu solufia generald -

2= Col) + 4l

y

~deci-

RS S Crrple) + 1+ 7 _ Cut2) + Bla)
T T G+ dn  Celm+dm . Cela)+ )
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Agsadar ecuatia Riccati admite in acest caz solutia general¥ o transfor-
mare omograﬁcé de constantid arb1trara ‘ .o

-

. Intr-adevir A
Ly, = Cone+ 1+ y) y'=csyx?+ll+3’x¢
e Get+e TP oevy

: '_C‘y,§+l+y,¢
=" -
‘ : : Ceot+ ¢
Prin inlocuire obfinem - ,
' Ya= 9 Y= :v;:C G . G-G
Ya— 91 93— Ci— C, G=C
12.26. Se da ecuatla diferenfiald Riccati:

=p(x)y* + g(x)y + f(x) pgre C°(I) I CR

=C.

S3 se deducy-

1°. solufia generald, daci y; si y, smt solufii particulare distincte
ale sale; ~.'

2°, solutaa generalé, daci yl, yz, ya smt solufii partlculare dlstmcte
ale sale. : ‘

R: 1° Cu substltutla y 1+ 1/z ecuatia Riccati devme '

' 7= —(2y, + q)z =
. Este o ecuatie liniara pentru care

: .

Y — "N

este o solutle partmulara Solujzla generala. este

=y + 1/z, 21

2 =

+Ce-—$(zpy‘+q)dx .
J’ —Nn - .

2, Cunba:}tem 21
1:1e1 hmare _

512y = solutii particulare ale ecua—
- Y3 = y1 v - . . -
' \ ,z."=‘ —2py: + 9)z— 2. o
Conform ex. 12.18; ‘ BRI

. z=C~( - l‘ﬁ‘)"-i- .,
, - C Ys—N Ys—=nJ . J{s;—:yg.
Cos— ) + 35— ‘ '
o — 3)¥s — - ) : < , .
Revemm la funcia y §1 . _ PR

sau 2 =

(ys .‘Yx)(}'a y:)
= y1+ C()'a J’a)'l'J's“yx V h
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12 27. S8 se afle soluj:xa‘generala a ecuane1 d1feren1;1ale
xy' —y — (2% + 1)y+x2—|—2x

§tund cid admite o solutle partxculara. de forma unui polmom de gradul
‘intli in x.

n: Deterrmnam’A si B astfel mc1t y1 = Ax + B s verifice' ecuafia
1 Az = A3 +24Bx + B* — (2% +: 1)(Ax + B) + 22 4 2.

- Rezulti A =1, B=0 sau B = 1. Cunoscind doua solutu particulare
=%y =2+1 (aphcam ex. 12.26) Y

52+ 1 .
. z=1+Ce S(z * ) =1+ Cx,
de unde- (y—x)(l—!—Cx)-l ‘

12.28. Si se integreze ecuatia dlferenj:la.la y= xy — 4y'2, '

R. Este o ecuat1e Clauaut Punem y = 15, j:x — 49% O derivim in
Taport cu- x:

- p=p+(x— 8, (x—SP)P' =0;

? = 0 conduce la p = C si deci solujia generali este familia-de drepte
.y = Cx — 4C% ijar solutia smgulara (mfaguratoarea fam1l1e1 - de drepte)

curba
x=8p. 2
- sau y = x?/16.
{y =4 y l
Observim ci ecutia 4y2 — %y’ + y =0 are radécinilé
.y — :I:\/x; 16y ,

care smt reale pentru x2 — 16y > 0. ‘ '
Rezulti ci graficele curbelor mtegrale smt 51tuate in extenorul para-
bolei y = #?/168 (fig. 12.2). : ‘

\

N

Fig. 12.2
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12.29. Si se afle curba plani (T) pentru care axele de coordonate de-
cupeazd pe tangenti un segment de lungime dati L

R: Fie y = y(x) (y: I — R derivabild cu y'(x) # 0, 'x = I) ecuafia carte-
ziand a curbei cautate. Fie M(x, y) punctul de pe curba () si (X, )
punctul curent de pe tangenta la curbi. Ecuatia tangentei in (%, 3) este

Y—y=9(X— 2.

Intersectind cu axa Ox, obfinem (x — y/y’, 0), iar cti axa Oy, (0, y — 'x).
Condifia din enun} di —~ . '

& —2lyV+ o —yap =2 .
Ecuatia diferen;ialé implicitad obfinuti poate fi rezolvati in raport cu y
y=2'tlyT+y7

’ si obtinem doui ecilatii Clairaut.
Solutiile generale sint familiile de ‘drepte

9 =Cx £ IC/JTF C?,

iar sélutijle singulare (infisuritoarele) se obtin prin eliminarea parametru-

lui C intre
y=Cx £ ClJTF+CE
| si derivata sa in raport cu C: |

— T clfTF e
0—-x:|:l» T ..

2=l JTFOP, y=+icYJ{T + CF
repre;entarea parametrici a astroidei

) 2203 + yzla = Jai3

312



12.30 Si se mtegreze ecuajia diferentiald
| y=wy + B F R
. R, Es‘ce o ecuatxe Clairaut. Punind y’ = porecuatia se. scrie
| = :f>x+«/b2+a21>2
" O dlferenjglem si .
dy =pdv+ 2 dp +ap BINFTEF + a2p2 2
dy -—j> (f;\: ;- rezulta ci ecual:la ia forma e

x dp +. azjb d;ﬁ/ Jbz + a2p2 =0 sau (x +,a§j>/db2 ¥ azpz) p
Astfel dp = Q sau co T : 2

Daci dp = 0 atinei .p = C §1 mloculnd valoarea lui jb in ecuatte, ob-
tmem y = Cx 4 4/b% 4 @®C?, solutia generala a ecuaj:lex 'date. Daca
~@p [N F @32, atunci

y = —ap|NE+ @ + «/bz T - bZNbZ TP,
§1 rezulta soluj:la smgulara a ecuaﬁeldmtmle T ‘
{x= _azplm , .;;;';,'_«';;:;; riie
| y = BB+ &P 2R
Eliminind parametru.l j7, aﬂa.m solutia smgular’a sub forms 1mp11c1ta;.
b2x2 4 a%? = a"’b2 S ST !

Verificim ci ‘dreptele definite de solu',aa generala sint tangente Ta ehpsa .
care este mtegrala smgu]ara - Ecuatia tangentel la ehpsa in Mo(%o, Yo)

(%/412 + y5/0* = 1) se-scrie

bix, xA b

2z +&,—- 1 =‘O, sau Yy = — —
‘et ‘ T ey g,
Punind’ C = — 22 si- tmmd seama- ci + = 1, ecuatia ‘familiei

atyq
~ tangentelor la curba singulard cste

y =] Cx + \/m
Daca ecuapa d1ferent1ala este scrisi ca o ecuaj:le de gradul d01 i y
(22 — a%)y? — 2xyy" + y* — & = 0,
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ridicinile

y —_ ,;y + Jb’x’ + a%y? — a’b’
— g% -

»smt reale <> b2x2 az_'y2 a%? > 0, deci graﬂcele curbelor mtegrale smt
in exterforul elipsei (f1g 12. 4) : .

. . . ‘
L)
v . : ‘.&
- . R . v . 4.'
’ -
A
o
»
K o
Fig. 124 . | Fig. 125 ’

12.31. 53 se integreze ecuajia diferentials

( — 9P + 5% — A1+ 52 =0, a >0,
§i sd se afle integralele ei smgulare. : A
. R. Scriem ecuapa sub forma
' — 1ty
"=y = kel

Se recunosc doud ecuatii ILagrange., Facem subs’mtuf;la y=ps dmvam
i’n raport cu x: .

= = g 1=p 4 '
#F ozl # CTATER ‘.”
S’implificém cul—psi mtegram_ R : .
 E=xefl 4R, a—C=zapTFF. @

Inlocuim x in ‘('1) si deducem-y in functie de p §1 'C, anume: oo
y—C=FaJT+5. - (3

~' Ecuatule (2) st (3) ne dau forma parametrici a solutiei generale
A Eliminim p intre ele si obtmem o familie de cercuri cu centrele pe
dreapta y = x (fig. 12.5) : ,

(x—0)2+<y—0)2——a2
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|  Pentru aflarea solutiilor singulare scriem sistemul :
F(%,9,9) = (x — 91+ 49 — a¥(1 + p)* = 0
By =pE—yr-2witp=e
,(xu% #) + Fy(x, ¥, p) = 2(x — 3)(1 +252) —2p(x — (1 4 p?) =0 cu
4 S%lutule smgulare se afli prmtre curbele dlscnmlnante in rapert
. <u ? ebj:mute pnn eliminarea lui p intre F = 0, 7 =0, adici

x—y-—O,.x—y,-,-_-i\'/Za.

Dreptele x — y = £ JZa sint solutii, mfa;suritoarele familiei de cercuri
{x — C)? 4+ (y — C)* = a? care dd solufia geénerali; deci sint solutii singulare ;

' ¥ = % nu este solutie deoarece nu venﬁca ecuafia dati; ea este locul geo-
metric al plinctelor de tangenta (F,=0,F,=0)a graﬁcelor curbelor ‘in-
- tegrale generale ) ]

12.32. Si se aﬂe solufia generald a ecuatlel diferenfiale
x — y = 4/9(y)2 — 8/27y')3, )
solufiile singulare (daci existi) si si se construiasci graficul.
R: Este o ecuai:le Lagrange. Facem substitufia y’ = . Atunc1
y =% = 419" + 827"
| Denvmd in raport cu %,

y—l—— 2pp" +3 :192 #', cuy’ —.75 P—1=8/9( )P?'s

: Simplifieim cu p — 1, separim vanabllele §1 1ntegram
o : dx = 8/9p dp, x = 4/9352 +C.
Solujia generald este

{x =4/92+ C, p = R sau (x - )3.=’(y — C)a

= 8/27p% + C. ' o : ’
Soluj:ule singulare verifici ecuatule ‘
o Flayp)=x—y— 49 82750 =0
e L Fp(%, 3, 11>) p*—=p)89=0
: F,+pF,=1—9p=0

Curbele cerute se ob;m eliminind » intre .F =0, F = 0. (Locul
geometric al _punctelor in care condifia lui Lipschitz nu este indeplinitd).
Obtinem ¥ — y = 0, y = x nu este solufie 5i x — y — 4/27 = 0 este solufie.
‘Dreapta x — y = 4/27 este infisuritoarea familiei de parabole semicu-

bice, iar dreapta y = x este locul geometnc al punctelor de intoarcere
(fig. 12. 6) : . '

-
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Fig. 12. 6

12,33, S4 se afle tralectorule ortogonale ale fathe1 de parabole x = ay?;
a< R.

R: Diferenfiem ecuatia familiei de parabole date 1= 2ayy Elnmnam
- parametrul a intre ecuatiile x = ay?; 1.= 2ayy’ si aflam ecuatia diferen-
fiali a familiei de parabole 2xy’ =y. Inlocuind ' prin —l/y obj:mem
ecuatia diferentialj a traiectoriilor ortogonale:

2x+yv = 0 sau 2xdx +ydy =0:

Integrdm ecuatla ob;muta si gisim ecuapa tra1ectomlor ortogonale =

PRI 2LY_
x»-{-zyl.C,‘Asau.C 5 1,

deci o familie de elipse asemenea. -
12.34. Sa se afle traiectoriile ortogonale ale familiei de elipse
_ - 322 + y* = Cx. »
R: Impirtim cu x si derivim in raport cu x. Obfinem
3x® + 2xyy" — 2 =0.
fnlocuind y’ cu —1/y’; avem ecuajia dlferenj:lala a traiectoriilor ortogonale
' (»? —3x2)dy+2yxdx=0

~ Este o ecuatie omogeni, e care o mtegram ficind-schimbarea de funcfie -
t= y/x Rezultd

- Bx
C, =
P ey

adicd ecuatia traiectoriilor ortogonale este. 3° - Ci(y? — 2.

316



12.35. S5 se aﬂe tralector11le uogonale care taie sub unghlul constant
1:/4 familia de drepte y Cx.

R: Ecuatia dlfa‘entlala a fam111e1 de drepte se obtine eIlmJnmd C din
. sistemul y =Cx, » ~C adicd y'x = 3. Inloculnd y cu. B

obtmcm
' ecuatla d1feren1:1ala a tuturor izoclinelor

1
Y= xsauy—+y

Ty x—y

Este o ecuafie omogend, in care luind y.= tx, t = #(x), rezultd

14¢ 241
'y +t=—re, =T,
+ 11—t #(1— ¥

arctg ¢ — (12) In (24 1) =In|x/Ci].
Traiectoriile izogonale sint spiralele lbééritmice
. i J 22 I y2 =C evctens
12 36 S3 se determme tralectomle ortogonale ale lemmscatelor
2=} -sin 26
R: Ecuajna chferentlala a lemmscatelor este
21" = 272 ctg 20 s/au v =7 ctg 260.
Formam e::uaj:ia difereniald a traiectoriilor ortogonale schimbind
= '-:’_e cu — %in ‘7" = 7 ctg 20. Obtinem
, ,

T ag20

—= =7 ctg 29 r
I

- Solufia acestei ecuatii cu variabile separate este In7z= % In | Ccos 26|,

de unde 72 C cos 26. ' - ' ’

12.37. Sa se determine tralectomle sub unghml « ale h1perbolelor echila- -

tere, asimptote axelor Ox si Oy. (Examen)

R:- Ecuaha dlferentlala a h1perbolelor xy=0C este

\ C xy' +y=0.
Ecuaj:la dlferen;:lala a tralectorulor cerute este
Y —tga_ —
1 + y tg o + _')’ 0

adics ] :
S (xtytga)y —xtgaty=0.
817



In' aceastd ecuatie omogeni facem substitufia Yy =i, ¢=1x).
: et —Ptga— 2+ tga '
14-tige ! ' t'twg’u'-i--l

Vx4t =
Tutegrim ﬁitima ecuatie cu variabile separate §i revenim la functia y,
- obfinem familia de conice: U C
%% — 2xy ctg « — 92 = C,.
Scriind-0o sub forma o
(£ — y ctg «)2 — 3?sin2a = C,,
~ se vede ci familia traiectoriilor izogonale sub unghi « este formats tot
din hiperbole echilate;é‘. : '
12.38. Si se determine traiectoriile’ ortogonale ale familiei de curbé
_ ' P=Cc 4+ x J 1. '
R. Prin eliminarea lui C din sistemul
I R=C+x+1
. , 2yy" = Ce* + 1
se obfine ecuafia diferentiald 2yy’ = 42 — 4. _
Inlocuim 3 cu —1Jy’ in ulfima ecuafie, rezulti -

’ 2y dr 1 y
=—, —=— = 0.
Y x—y" dy 2 2’:”&' ’

Ari obfinut astfel o ecuatie liniard cu solufia generali
52 &
y=g [ 1 2
x=-e (C 2fye '?d_y),
e o 1 gy — A
#=yDI[C =~ 3y T), 3= CYT3T—% 520, .

12:39. S3 se giseasci traiectoriile ortogonale ale familiei de curbe
" y=Cx + 1/C* (Examen). ‘
R: Daci F (#,9, ") =0 este ecuatia diferentials a unei familii de curbe,
ecuafia diferenfiald a traiectoriilor ortogonale familiei se obtine inlocuind
pe ' cu (—y')7 deci este dati de ) :
| F(z, 3, = 1jy) =0,

. Prin urmare, trebuie si aflim mai intii ecuafid diferentiald a familiej

date. Derivim in raport cu #; obfinem
' ¥ =C, deci y = xy' + I}y, y' £.0,

_ 318



“-este ecuafia diferentiald a curbelor d1n enun; Ecua}‘la dlferentlala a tra—
iectoriilor ortogonale este

y——l/y x4y Y0, . '
am obj:mut o ecuatie de tip Lagrange. O mtegram Inlocmm pe ¥y cu p
i dﬁerentlem :
" y=—ljpx+7, dy — 1y % - 1/p dx + 2p ;
punem dy = p dx, objinem ‘ '
{P“L“)"““-:x—zi"o C

- care este o ecuatie liniard in =x, p fiind variabila indepéndentd. Avem

: S ap ) 2 _S dp 3
‘x = e PPt+1) 20*+1)
) . X =e (C +_S " e dp) .
Din descoinpunerea in fracfii simple
‘ 1 1 p

PP+ P P

‘rezultd .
L N in st 3 1) = 1n 2]
| A+ 1) nl_j)l- ‘2,n(p~+ )=k .
deci ' ‘
S ap , .
o) PP = s 0.
) it
Avem i . L : .
A T
| XX ¢ S«/1+p'- ZJ +‘b
O_b}:inem ecuatiile parametrice (p parametru)-ale traiectoriilor ortogonale
- #(p) == (€ + 2T+ 5) '
y(p)=p=— (C+24TF 7)., p#0.

1+t
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CAPITOLUL 13'
ECUATII DIFERENTIALE DE ORDIN SUPERIOR |

13.1.: Si se scrie ecuatia deeren;lala pentru care functnie %; COs %, sin x,
formeazd un sistem fundamental de solutu .

R Formim Wronsina,nul 51s1:emu1u1

¥ 2 4

X cos x sm x
W(x) = 1 —sinx cosx =x
0. —cosx ~—sinx

Dec1 pentru x = (—co oy (O ) solufia generaly a ecuatlel este

y(x) = Cx+C cosx-{-C,,smx

Ecuatia diferentiaié se obtine eliminind C, C,, C, din ‘Sistemul
' y _C,x—f—Czcosx—l-_Qasmx
¥ =C —Cysinz - Cycos x
Yy’ = — Cy'cos x — Cysin %
Y= C, sin x— Cycos %

T

'OBtinem"xy’ —y +x'v ——y—Onx;éO S

Observafie. Aceastd ecuatie se putea obtme din condxtia ca Wlonskxanul snstemulux de -
functii y, ', sin =, cos xsd ﬁe nul: . .

.y ¥ cosx . sin'y|

y'ﬁ 1 —is;n‘x - cos ¥ 0

19" 0 —cosx —sin - . v
|y 0 sinx —cos ¥

13.2. Si se arate ci daci y, (=) este o soluj:le partxculara a ecuapel dxfe—
- rentiale

Y+ p@Y +ay =0, 7= CU), ICR,

atunci y,(x) = y,(x) j g~Ipmas 4z ;este de asemenea o solutie pérticularé,

7 ¥i(=)
iar solufia generali este y = yl(yé)( C, + C2S Pl '—(:%) .
o yi(x
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" R: Cu substitutia y = y;(x) Sz(x) dx, reducem ordinul ecuafiei. )

fnlocuim in ecuatia inifiald

. o
¥(#) = s(a)a(0) + () (o(x) dz,

¥'() = 50 (3) + BiRa(x) + 5 al) dx.

Obinem: e
W+ (355 + 2305+ OL+ i+ o) [l dx = 0.
- Cum y, este o 's?olu]:ie pﬁrtiéﬁlaré rezultd

) ylz + (2_}'1 + Pyl)z = 0. )
“"Separam vanabllele si integram: o

’

& % 1 —Soiaas
pELS dx; z(x e .
| (22 +2)as; « ) - A
*. Revenind la funcfia y rezulta o altd solut,'le | .
‘ g Sptaas_dx T
x x .
24(2) = 3l )S T

, Verificim ci y1(%), yz(x) formeaza. un slstem fundamental de solutu,
- adicd Wronskianul -

, S L
- , ;A ”IS Sf( ) y(t;) o o
| LN 1 . s ~o
W(ylr .'}’2) = S d s = -
. ' ~§ptaar_dx ~§otaas e
. . h 5 ' y;(x) _ L '
—Spas d ' '
N N S SN ?d ,(xx) »n 0 . L
= N Rt R =TI 0,
' ¢ —SP(x)dx * A = —{o(maz}
_ ?’1 y:.Se —yf(x) , N " ¢ .

Solutia generalé'i este’ ’y(x) = Cyi(#) + Czyz(x)

13.3. Si se mtegreze ecuatia d1feren1:1a1a (1 - xz)y" 2xy' + 2y =0,
daci furcfia ¥ este o solufie particulari. . » '

R. Scriem ecuafia sub fo,rma normala

_;v—]l y+ x,=0. -

, cuxEI unde IC(—oo '——l) sau I C (— 1 1) sau IC(l,oo).

21 — Probleme de analizi matematicd 0 . ) - 321

i



4Aplic5m‘ exerciﬁul anterior cu x < (=L 1) §i'
S e
‘—"xkcl'l—czj‘ = o )—x‘c + C, S e-in(l-#) — J:

g
=4[c ‘+C”S( +2(;jrx) +2<llx>)d”]’

‘ —x[Cl-l-C(-——-l-ln\/;-*'x)]

_.Analog pentru x € (——oo —1) si x = (1, c0)." In final
¥#) = Cy + Cz("anI + 2

13.4. Si se afle solu]:1a partmulara a ecuape1 dxferenj:lak. = xé" :
care verifici cond11:11le initiale y(O) = O y 0)'=2, y"(O) = 2.

R: Aﬂam solupa generala 1ntegr1nd succesw gcuatla datd:

= 1), % ER\{—I 1}.

¥y = (x(z“d:» = —xe~* — =% (,

e y = S(—xe"‘ — e % 4 Cl) dx = xe~* + 2¢~% 4-C,x + Co..
S(xe“‘ + 2e77 Cix +C ) dy = —xe~* — e"" — 2¢~% 4

+C—+sz+C~¥~xe“—3e’”+c’x2+02r+€

: Folosmd,condltule 1mt1a1e Cy— 3=0,2 + C, = 2,"—1 +C, = 2 obi;1~
nem C3=3, C,=0, C, = 3
’ i‘n consecmta solutla ciutats este W= —xe~F — 33-’ + 3/2x~ —+ 3.
' Putem afla solutla si in modul urmator .
¥ =5"0) + S dx =24 (sxe=s — o) |'= xer — o=r 1 3
s . S

0 .

LY =500 +S( emr = o —|—3)dx—- 2 + (gem* +2e"‘+ 3x) |

0

x

[
E =xe"+?..e-_"+‘3x; '

x X

-y =2(0) + 5 (xe=* + 2% + 31) dx =‘-(—xe‘—x — 3e7% 4 3/227) |
. o -

7 = —xer . 34x '+ 3/24% 4 3;
am ob;mut acelasi rezultat y(x) = —(x + 3) % 4+ 3/2;\:2 4 3.

.o"
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135 Si se gaseasca solu]:la ecuahe1 dlferentlale e SN
ylll 1) . — e, ‘ : )
~«(::3.1'e verificd condlj;ule 1n1];1ale ¥(2) = 2 y (2) =1, y"(Z) =1 .

1

R. Cu y = z(x) ecuatia | devme

. .f.lr ar L‘.;A" HEES
-.-'(xa—-l)z—:-z...-() sau & — 4%
z x—1

Integram 2= C (x = 1) revenim la y obj:mem Yy =Cyx — 1)
Din conditia mmala 1 = C, Ecuatle mtegrabﬂa prm cuadraturi
112 + (v — sy

2 - :

y.(x)- = y_ @ + g.<x —Ndx =14 (x — 12| =

X

() = y(z +§ (12 + (v = P 43 22 4 G2 + (5 1

2.

-x/2+(x— 13/6+5/6

-3+ 6xr+ 4
6_' =

Solufia va fi y= , x<R.

13.6. Sa se determine o grmda -de :sectiune constant, -de’ lunglme I, in-
castrati la ambele capete,. incircati la mijloc cu o sarcind concentrati
P, cit si ecuatia fibrei ‘medii deformate.

R: Enuatla dxfere',uala a f1bre1 med:u deformate este ‘
) EI ¥ I P T
_unde: - ‘

a) I este momentul de 1nerj:1e al grinzii (constant)

b) E.este modulul - de elasticitate al materialului (constant)
c) M, momentul de incastrare in 0, nedeterminat (flg 13. 1)
d) sarcma concentrata P, ‘canoscutd. - .

Prin mtegrare avem: y L
Ely = Mox— - P2* + Cy; o

.L,

TN~

¥
Y
o
\\
bR

Fig. 13.1° 0
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mai integrim odati:

Ely = %'szo» _—_é P + Cyx + C,.
Linia elastici trece prin originea ¥ =0 §i in origiﬁe este tangenti la-axa |
Ox, fapte care conduc la condifiile y(0) = 0, y'(0) = 0, care dau C, =0, =
C; = 0. Pentru determinar’ga momentului M, (grinda este static nede-
terminat3), observim ci la mijlocul grinzii x =%, y'=0 deci
. g e .
I N ey _ 1

Ecuafia fibrei medii deformate  este 'deci

P sl 4
-4851x(_3l 4z).

y=

N
- Sigeata la mijlocul grinzii este maximi (x =-;;) si este dati de
' T . . ' . - .

—_— P ‘I3
¥ = Te2Er 2.

13.7. S3 se integreze ecuatia diferentials =~
. x =y1n + ]Il (2 __yn/)’ ynr < 2 (Exa’meﬂ)‘

R. Punem y'”’ = ¢, deci x=t+ln(2—t), t<2.
Prin trei integriri succesive obtinem pe y. Scriem .

oy dx = dy"”, deci dj}”' = t(l ~3 L t)'dt,

, y’;=S(té_’2:t)df=§+f'—21n-(2i-t)+C1.,
In cdptinugre,r y"’ dx = dy’, diﬁcareobtiin'em ) '
ST =8 N P
dy *(E 4 t—21n (2 _,t)+q1)(} -2-:)&.
Prin integ"rarga}vem' o
‘ y = S‘[%t? +i—2mm(2— z)_] dt —
‘ 1 2 ’t . l . . ‘_. ’ .
—5[52_#2_,+22_,,1n<2—t)]dt+lcltt+1nv(2—t)]+czs
o Y =£16 12 —2[2—HIn 2 — )+t —2]—
—[4—2—2In2—{)—t—2In(2—4) —In¥2 )] +
| +Cilt+1n (2 — 8] + Cp.. ’

-
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' Sgﬁem in sfirsit, y' dx = dy,‘caré né conduce la
y=@+§yﬁ———pt

- care impreuna cu x=t+In(2—1),2> {, me di solufia generald sub
formi parametnca '

13.8. Si se ‘integreze ecuaj:ule -diferentiale :
o YL+ =y*+y
Illz +yII2/4 __:: 1
_. 3? Y =14yn
R I° Punem ¥’ = z(y(x)), 3"’ = z%‘;; luém ca variabili y.5i ca functie
1'1ecu1i05cut5. pe z. Ecuafia devine . o .
dz ,, ' dz 1 1
—_— 1 = 2 — . ’ "'"l.
) (+y) - 2% + z sau dy y+12+y+l y# ‘

) Solutla genera]a a aceste1 ecuatii liniare este

o S z—Q@+U—l
Revenim la funcfia y'; avem 3y’ =.Ci(y +1) — 1, unde se separa varia-
bilele . dx obtmem R
: CGly+1H -1

1ma@+n—u_qu+0)qw+n—1¢o

2° Curba de ecuafie u?+ %/4=1. admite reprezentarea para-
- metric§ % =.cosf,v =sin {2 deci ludm 3" =cost, y"” =sint2. Dih
'dy”’ =3'""d», obtinem cos ¢ dt/2 =costdx si deci x=1¢24 C,. Din
dy’ = y"dx, dy' = smtdt/4 y' = — costf4d+ C,, dy = y’dx sau

‘ dy = (—cost/4 4 Cy) dt/2 y = —sin /8 + 1/2 tC + Cs.
Dar t—2x—-2C,, deci ‘
y=,-—sm2(x—C)/8+C(x— )+Ca, x ER

care formeazi solutia generala Parabolele y = a2 + Ax + B sint
solufii singulare. Aceasta se poate stabili astfel. Avem .

= \/1 ”2/4 f:l(x: y: y y )
,=—w Y = filx 3 5 5) -

Se vede ci functiile £, ‘si f, nu au derivate in raport cu y", marglmte :
pentru curbele e au y” =42, deci pentru parabolele y = 4«2 + Ax 4 B. -

In punctele lor nu smt mdephmte cond11:11le din teorema de emstenta si-
unicitate. ,

Ve
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3° Notam y = ;S(x) §1 1mpar1:1m cu 1 —|— P2 fﬁz =dx care prin
1ntegrare ne conduce la

arctgp'—x-FC ‘sau y ~tg (x+ C,)
Ultima ecuafie" are solutia - generala

y——ln[cos(x+C)l+C2, cos(x+C) 0.

13.9. Sa se integreze ecuaj:xa : .
y'"ym- ()2 = 0 (Examen)
R Cu substltutla y = %, eccuefia devme
’ uu”:—(u) O adicd Zf—_l‘:.-

uw . u"

Integrmd in ambu membrii,- obfinem % = Czec-’ §1 -Tevenind la vechea
- variabild, rezultd y' ='C,C¢* O ecuatie mtegrablla ‘prin cuddraturi,

Solutla este
Yy = Caec"‘—}— x2+Cx+C x e k.

, 13 10 Sa se integreze ecuatia : ,
¥ = 3(x* + 4)2 ¥0) =1, '(0) =0

,R.Notind‘ ' L .
' 2642 Gy, v —— L =y du=24ax
a4 ¥4 2 2
- Integrind pﬂx_i pérti obfinem :.
.- .. , _ ’ 3;1’ ’
N gde T4 L ‘ 3 .- '.v3dx'1.~
Notind "dx = dv, v =%, u=— arctg,-— , dou = — Integnnd din = -
-4 27 2(x2 4 4) ) R

nou prm parti,- obtmem
¥ =(—3/2)In (a2 + 4) + (3/4)x arctg x/2 + C %+ Cyy- x <R,

Impunmd ‘conditiile initiale, deducem C = 0 6‘2 =1+ 3-1n2
- Astfel curba ciutatd are ecuapa -

y=(- 3/2) In (x* —|-.4) (3/4) xarctg /2 4 1 + 31n 2.
. 13 11 S& se afle solutia. generald a ecuatlel dlferenjuale -
o WYY = ’3+w3+yy'2—0 (Examen) ~.°
R. Este 0 ecuatle omogena in v,y »"”. Se face substltuj:la Y =y.z
z ="#(x). Eeuatia devine: 2’ —y”/y 32y, y"/y-—z +22 2z’ +z2+x 0,



e

o ecuatie Bernoulli.’ Cu schimbarea de functie 22 = ¢ se obtine o ecuc“; e
liniard in £; ¢ = —21 — 2x cu solutla t = Ce=2* — x 4 1/2. Revenim la
- functia. z: 22 = Ce=? — x + 1/2 5 apoilay: 92 = yz(Ce—%._ x4 ]_/2)
Am obtinut astfel o ecuape cu variabile- separate .

‘2 - :I:\/Ce"z" +-; — xdx.

Solupa generald este y = Cleis\/c‘~2x+l/2—xdz

- 13 12. Si se integreze ecuayla diferentiala
' Cy+ ) +y%=0 (Examen)

R. Se poate : reduce ordinul, deoarece lipseste variabila x. Luim p =2»" ca

: functle necunoscuta si ¥ ca variabild independentd p = p(y(: ))
w_dy _dp & dp,
= dx dy - dx - dy .

/o

P{y-i-P d”—!—ﬁz' 04 P[(} -i-P +P]'"0

' Ecuatxa devme

‘I
-?'——0 si (y+p)d”+1>—0 I

Aflim solu;:ule celor -dous ecuatii |

: Solutul.e ecuatiei p =0 sint dreptele y= C Scrlsa sub forma norma}a '
a _ ?

5 y+ jb;éO se vede ci a doua cc11a1:1e este omogeni.

dy  y+p , »
Facem substitufia p =y - 4, f—— t # t = — sau ' =-—+
fa p=y b b=t0)iyl +i= = FEaTe
Integram ecuafia cu variabﬂe separate -
t4+ 17 !
dt = — — 2=
Sl t =5 $1 ob‘;mem y ‘ T 2)]

’ Revemm Ta functxa p

= | ;1>2+21>y—02 ——y+«/y2_+7

Ps+ ZP
- ‘adica y" = =y £A? T Ce Integram (y + /3% F C¥) dy Czdx
3 4+ yF T Cok Ctln (y+ 43 T CF) = 2C% + Gy

Aceasta este solutia generala a ecuatlel (Pentru C =0 rega51m soluj:ule
: ecuapel »=0). . '

'
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13.13. Si se mtegreze ecua;ule deerentlale
1° 9" + yy" = yy’
2 32 =4y + | :
R. 1° Ecuatia se pune sub forma (yy)' = yy’ sau -d(y—y')— dx, de unde
vy’

‘In () ==+ lnIC,l sau ' = Cy, ydy Cre"dy. Solutla ciutati
este y2=2C,¢* +C,, x € R.
2° imp"axtlm ambu membrii ai ecuatlel cu y%

A 8(y'ly) — 4"y = 1.
Facem substltupa ¥ [y=2(z), de unde y"/y y'2/y2—z Yy =2 +22
-Ecuaj:la devine: 322 — 42’ — 422 =1 sau -—42 =14 22 adici

142
=— — dx Prin integrare arctg 7= C, - % x, sau z = tg (€, — x[4)

" sau y /y = tg (C; — x/4). Integrim ultima ecuage
In |ly]=4In lcos(C - x/4)| +1n |C2|,
ad1c5. y=Cycost (C. — x/4), x = R. ‘
13. 14 Si se afle curba pentru care raza de curburi este egala cu cubul

normalei ; curba ciutati trebuie si treaci prin punctul M(0, 1) si si
admiti in-acest punct o tangenti care taje axa Ox sub un unghi de 45°.

. R. Raza de curburi a unei curbeé plane este dati’ de R= (1 + y'z)s’zly"'

lungimea normalei este N = y\/ 1+ y=
Ecuatia se scrie:

(1 + vy = (VT 7', sau Yy =1
- Puneém ¥’ =z(y(x)), ¥y’ =z % inloculm in ecuaj:le

"z-d—z--y":l' zdz=y;3dy sau -
Ady .

U2 = {12y~ + (12)Cs, 22 = C, — 5=,

'Revenim la variabila y(x): y’2 =C, —y2 Impunem conditia y'(0) = 1,
292 — 1
y

deci 1=C;—1, C; =2, Am obtmut ecuatia y "=
variabilele si ‘integrim

o = %, —«/Zyz— T=2 +lcz,' t= g lx+ G+ 11
y*—

Separam ’

Determinim constanta Cy 1mpunmd conditia ca curba si’ treaci prin
M(0, 1), adici: 1 = (62 + 1), C, = 1. Deci curba ciutati este definits
de ecuatia y? = 242 + 2x + 1, 2y —4(x 4+ 1/2)2.=1 i reprezinti o
hiperbold. .- L v T :

a.
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13 15. 53 se afle 501u1:1a generald a ecuafiei.
Ay — 20" oy’ + 94 = 0.

" R. Este o ecuaple omogena in y, ¥, .
Punem p(x) = ; Ly =y, 5" =0 + 2% obtlnem ecuatia Riccati :

' P — j;_z. + -’;p +—- 0. Se observa cd are solut.u.le parhculare j:,

A P2=— -:: . Facemrschlmbarea 2= i :‘ si ob;:mem 2=C,x% Deducem
. . — po , '
b= Cy2® + 1 si deci Y- c,'x=+1 .
“#(1 — Cy2%) ¥ 2(1 — C,x‘)

Punem - K, = -—;— si integram eciatia cu variabile separate
: T . . : :
dy dv ', 2xdx

. y & —24+ K )
Obtinem solutia. generalé YK — x2) = Kyx.
13.16, Si se integreze. ecuatla . '
xzy” =92 — ny + 2%

R. Ecuajna nu contme functia y; facerh schimbarea de func];ie ¥y =2,
»=p(x) si objinem ecuatia Riccati p’ = p?[a* — 2p[x + 2. Aceastd
1

ecuatle are solufia particulari p = x; o integram punind p =% +-’
z = 2(x). Obi;mem :

s =—f, A= p=r

:ar--i-C1

y(x)—x+i°'*—T°’C-i, 30 = L4 Cir — il 2 4 G| + G,

x+C.#£0.
13.17. Si se afle ecuafia cm:bel plane, tangenta in origine la axa Oz,
stiind ci raza ei de -curburi in punctul de abscisi x este ¢°,
R “Trebuie si avem /(1 + y2"* = 1)¢". Ecuag:la. nu contine y punem
9’ = p; obfinem (—!__*'_‘I';?)W — ¢~+dx. Notim p =1tgt, e~*dx =cos tdt i

rezulti C, — e* = sin t sau p/Jp‘ + 1,= C, — ¢*. Conditia y '(0) =0 ne
+diC, =1 ..

p == 1 — e—x y' — Qg— 1 .
P+ ST V2 — 1
Facem schimbarea de variabili 26¢F — | =u2, dy = 2= L du.

w41
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De" aici aflam y=C,+ u— 2arctg #, N
y(x) C, + «/28 — 1 — 2arctg JZe’ i
Conditia x( (0) = 0 ne di ¢, = 7:/2 — 1si curba ciutatd are ecuat&a

y=—_1+Jze 1_2arcth2e —1, xe[lnz 0 ].

13 18 Sa se 1ntegreze ecuatla .
" ' —yz—vzlny,y>0
R. Punem Y =p p= p(y(x)) §1 rgduce,n‘ordmul ecu‘atiei
Yy = LT g by Py (x))p Ecaatxa devme yp;ﬁ p~ = y2 Iny,
. ‘ X

adica p’ —-—y(ll/y)j),= yin y Pt o Lcuatzc B;moulh. Fuccm substitutia
z ='p% obtinem ’ ' o
2 — z)(2v) = 2y ln v;

scriem solupa generald a accster ec.uatu llnlare
z= yztcl + ZSm—ydy) = %(C, + ln2y). .

’ Revemm la functia '/), 2 = y*(C, + In? y),
' D p =0 T iy, 5 = :ty«/C1+ln‘y,

,l. o 1, . '
C SN—é—,L:L__F de, In(my—i—\,m-y—l—cl _x-f—ldCz, C, >O
lny-l-x/lu‘y+C = C,¢", \/ln-y—}—C —Cge —lny,
de unde Iny —-—e" ZC ¢=% Daci’ solutla genera]a este
- 2 s R
T b Clemr [ = G '=_C‘ .
l.ny—Ce +Ce ,(C, o ¢ = 20&]

13.19. Sa se determme valorile parametrulul m pentru care ecuafia
diferentialy’ 3 + m = 0 ‘cu cond1t11le $(0) = ( 1) = y(l) =0 admlte
solufii nebanale.” :

R. Ecnatia -caracterlstlca este’ 72 +m7 =0 si are radacmﬂe r, = 0
- T3 = j;zm So]u;na generala a ecuapex este s

. G (x) - C, +C2cosmx+C smmx,
Impunmd condlj:ule mlpale obtlnem sistemul -
Gy + C2 =0

. C, +Czcosm+C smm_O
- PCy 4 Cycosm— Cy smm—.O

-
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Determmantul 51stemulu1 A = 2(1 — cos m) sin'm este nul daca cos m =1

- sau sin m = 0, adlca m & {kn|k € Z}. Daci

m = 2krr, y(x) = C; — C. cos 2kitx + Cysin 2k7:x

' iar'd‘acrén m = (2k + )7, y(x )._— C3 sin (Zk + N)mx.

13. 20. S% se afle solutla generala a ecuapa

Y Y =0 R
R. Eéugﬁa c'aracteristlca asociati ecuatiei omogene este.

Lo PAbrtr4+1=0

. cu radécinile .—1 si +4, carora le. corespund solutiile partiéulare hmai‘
:independente e~% cosx, sin x. Deci solupa generald 4 - ecuatlel estc

y= Cle—‘-{- Czslnx—}-Cacosx re R

.13 21. Un obiect de greutate G este suspendat de un resort . §1 se

.

. care se mai scrie E}_ + =

pn;ma cu frecare pe un perete. Se cere si se studieze migcafea stiind
ci resortul s¢ opune migcdrii cu o for{a propertionald cu distanta’ corpului

" G la punctul de suspcnsle iar frecarcu cste proportlonala cu v1teza obiec-

~ tului.
R. Ecuafia migcirii esté
- Ay = '—ag —_— bgv ; G,‘ g a b= corist;, o
. (.ite, dl . - ) o o

ag dy-

o w + )’ =0; tofi coeficientii sint cons- -

“tanti. Ecuaj:ia caracteristica 72'+ %"r‘-i— —? = 0, are solutiile

_'daca a’g? > 4bg avem solutla : A .

y= C,_e'-‘ + Coer, t > O

ag

" daca azg2 = 4bg, avem solut1a y= e % (C‘ -{— Cat) t> 0; in f1ne daca

g < 4bg obtinem - .

g —s ma ] _
y=¢e 26‘[(; cos «/406'2(;“*6’ ;—)—C sm-if‘i—a—t_], t>0

-

care reprezmta osc1latu amortlzate in tlmp

"13 22. Si se integreze ccua;‘,la dlferenj:lala de ordmul d01 cu coef1c1ent,1

Constanti % — 4% + 3x = 0 cu conditiile mltlale %(0) = 0 #(0) = 1o =2

A

*331



- R. Ecuatia caracteristici 7> — 4r 4 3 = 0 are rddicinile 1 5i 3. Solufia-
generald este x = C;¢f.4 Cye*. Impunem conditiile initiale si determindm . -
C, si C; din sistemul - : .
N C]_ + Cz = 0
.de unde. —C, = C, = 1/2. Solufia ciutats este” x = ( 1/2)(e% — ¢).
13.23. Si se afle solutié generali a é,cﬂatiilor diferentiale: .
lovyn_l_zyc_l_zy,___o; : . . . .-
2° 9" —6y" + 129’ — 8y =0. ' N
R. 1° Riddcinile ecuafiei caracteristice #2 4 27 4 2'=0 'sint —141i,
—1 —1i complex conjugate si de aceea le corespund solutiile particulare
e~*cos %, e~*sin x. Deci solufia generali este
' ;¥ =e-%C, cos % + Cpsinx). ©
2 Ecﬁai,‘ia caracteristici (r — 28 =0,- admite ridicina tripld 2..
Solufia generals este y = (C, + C,x + Cgx?)e?s, - -
13.24. S& se afle solufia particﬁiaré_ a ecuatiei
L S
. care verifici condifiile la limits y|,_ , =1, y[._,  =1.

R. Ecuatia caracteristicy 72 — 37 + 2 =0 are ridicinile reale 2 si 1.
Solufia generald a ecuafiei omogene asociate este ' S '

y = Ce" 4 Cpe®s.

Ciutim o solufie particulari a ecuatiei inifiale de forma % = Ae5*. Atunci
' = 54e5%, u'’' = 25465, Inlocuim in ecuatie '

u =3+ '2’u = 12A_e5’|s' 5%, ,
Deci 4 = 1/12. Astfel,‘soluj:ia generali a _ecuiatiei este’
o 9 = C.6" + Coe?* + (1/12)e5~. ’
Impunem \condij:'iil.e la limit3 : .
| Cyén? 4 Cpern 4. (1/12)e5%02 = 1;
: Cle'zlnz.;l_. Cpetin2 | (1/_12)3101112 =1,
 sau T ' .
{zc, + 4C, + 32/12 =1,
4C, + 16C, + 1024/12 =17
De unde C,'= 233/12, C, = —81/8,y = (1/12)¢5 -+ (233/12)¢" — (81/8)e%. -
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13.25. 54 'se afle solu;la~ ecuatiei ~
¥y +y —6y A2cos2x—- 10 sin 2%
- pentfu care smt satlsfacute condlj:ule inifiale
3(0) =1, y'(0) =2.

B. Ecualia caracteristicd 72 4 » — 6 = 0 are ridicinile —3 si 2. Solufia

- generald a ecuafiei omogene este y = C,e%* 4 C,e~%*. Ciutim o solufie
particulari a ecuafiei neomogene sub forma

# = B sin 2x 4 A cos 2x;, u"—--—4Acoszx—4Bsm2x
u’ +u -—6u-—(2B 104) cost+(—lOB—2A) sm2xs
= 2 cos 2% — 10 sin 2x.

. Din’ sistemul l — 104 =2, obfinem 4 =0, B=1
| 10B + 24 = 10
Deci solufia generald a ecuafiei date este

) , y = C,e?* 4 C,e~% 4 sin 2x.
Determmam C, si C, aplicind condifiile initiale:
{Cle"-{-cze“-i-smo—l sau {Cl-i—Cz—l
2C,60 — 3Cye® 4 2¢cos0 = 2, 2C, —3C, =0.
De unde C; =35, C; = 2/5, adici y = 2¢-%¢|5 4 3¢5 + sin 2x.

13.26. S se integreze ecuatia diferenfiald neomogeni :
: y' — 2y =sh 3x ,
care satisface condiiile initiale y(0) =1, y "0)'=0.

" R Ecuatia caracteristicd are radicinile 0 si 2. Solujna ecuat1e1 omogene
o este yi=C;+ Cyu?. Pentru aflarea unei solutii particulare scriem

sh3x = 1/2(e3‘ — e~%) si aplicim principiul superpozmel, adicd ciutam
U=y + Uy, unde

uy — 2wy = (1/2)¢%, iar ug — 20, = —(1/2)8"3”'.

Deci u, = A 16%%, g = Age~ 3% , R
~ Solutia partxcu]ara a ecuaj:lel neomogene ' : R

u—A e”+A e—3*—A 1(ch 3x + sh 3x) +A (ch3x——sh3x)
A _Ach3x+Bsh3x,

unde 4 = 4, +A2, B = AI—A2
Denvam $i inlocuim in ecuatia 1n11;1ala

u' —3A sh3x+3Bch3x, w''=94 ch3x+QBsh3x
' = (94 — SB) ch 3% -l— (9B — 6A) sh 3x = sh 3x.

u
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‘Obtinem T
‘ [94 - 6B =0, B=1/5 4=2]5.
|9B —64.=1.. L o
Solutia generala a: ect: a]:lel mltxale este’
y= C +C282”—l— 1/55h 3x+°/loch3x

.lv' [N

'13.27. Sa se ‘giseéasci soxutla ecuaj:lel dlferentxale ncomogene de ordinul d01 :

¥ =4y +oy=x~+2x

—

R. Ecuatia caractenstxca 72— 4y +5=0 are radacml complexe 2 j; i

Solufia generali a ecuatiei omogene este

= e-‘(C cos % + C, sin x) \

O solutie part1c111ara a ecuatlel neomogene se cautd sub forma .
' %= A + Bx + C."

- Deﬁvéﬁx si tnlocuim in ecuatie. u-=24x+ B, u" =24 ;

" — 4y’ +5u—5Ax2+(SB 8A)x+‘C+2A —-4B = xz—;—Zx

Obpnem ' R A R R,

54 =1, A =15 B=18/25 C = 62/125.

5B —84 =2 ‘ o

24 —4B+4:C =0

; Solujna generala a ecuatlel inifi ale este
= ez"(C1 cos x + Cg sinx) -|— (1/5)4\:2 + (18/2a)x -+ 62/120

13.28. Si se aﬂe soluta generala a ecuatle; dlferentlale
‘ : Ly 2y +5y~(x—|—l)g + 263,

R Ecuatla caractenstlca ,z 4274+ 5=0 are radacmﬂe -1 42
Solu];1a generali a’ ecua}:1e1 omogene cste

7 = e~#(Cy co$ 2x 4 C,'sin Zx) g
Aphcam pnnc1p1u1 superpoz11;1e1 pentru aflarea une1 solufii partmulare .
u—ul—]—uz (Ax+B) + Ce®. a '
Derivim §1 mlocu.lm in ecua1,'1a neomogend ' '
= (A% + 4 + B)e* + 3Ce™ '
=(4dx 424 +B)e +"Ce3x : s
u' 4 20" 4 54 = (8Ax + 44 + SB)e ~+ 2CCe¥ = (x + l)e + 263’
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De Qnde 84 -1 44 +8B—1 206-—2 adics A—1/8 B--l[16
C= 1/ 10 Solufia generala a ecuatle1 mmale este

Ny = ¥(C, cos 2% + Cysin 2x) 4 (Zx + Ber + es‘

13 29 Sa se. afle mtegral,a generala a- ecuatlm d1feren1:1ale " 416y =

= 2cos 4x, care verificd condltuIe la limita y(O) + ¥'(0) = 0 y(n/8) +
+¥'(x[8) =0. - "
R. Ecuatta caracterlstlca 72 + 16 = O are radacmﬂe +4-41. Solutla gene-

rald a ecuatiei omogene este.y = C, cos 4x + C, sin 4x. Ciutim o soluj;le
partxculara. a ecuafiei necomogenc de forma

) u—x(Acos4x+Bsm4x) - : :
.Derivimlf,i iﬁ]bcuim in ecuatle , -
— (4 + 4Bx) cos 4x + (B-— 442) sin 4x
(SB . 164 x) cos 4% + (—84 — 16Bx) sin 4%
: u" + 16u =8B cos 4x — 84 sin 4x. = 2 cos 4x.
, De unde A=0, B=1/4 Solu;xa genérali a, ecuapcx 1m1:1ale este
' -+ y=C,cosdx + Czsm 4x+ 1/4xs:n 4x

- Impunem condlp.tle la limitd - L N
. . . 1
[C, + 4C, =0 i L ’Cz'=,—"ll‘7'(‘é';‘+'z‘)'
o o - i
| G+ w32 —4C, +1/4 =0, c T?(az -)
4 ( . T:._ 1 .
in fmal y= (32 + 4}cos 4x —i—[-—- — 32 -+ 4)]5111:496..

- 13.36. 'S4 se afle solulna partnculasa a ecuat,lei dlferentlale

9"+ 9y =tg 3,
verificind condu:ule la limita y(O) (1:/18) = 0..

' B Ecuaj;la caracteristicd ” 4- 9 =0 are ridicinile complexe :1:31 Solu-
”;18. genérald a ecuatiei omogene este - .

y' = 4 cos 3x-+ B sin 3x. '
Cautam o solutle partlculara prin metoda variatiei constantelor
u.= C,(x) cos 3x + Cz(x) sin 3x,
-unde functiile C. (x) Cy(x) verifici 51stemul
{Cl( ) cos 3x 4+ Cj(x) sin 3x = 0 ,
—-SCl(x) sin 3% + 3C3(x) cos 3x = tg 3x
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. Obtinem S .
C © Cy(#) = (1/3) sin 3z; c;(x) — —(1/3)sin 3% tg 3,
Co(x) = — —cos 3x, C,(x) =— [sm 3x — In| tg (3x/2 + 7c/4) A
xaé(4k-1)1:/6 keZ '
“Solutia generaléi a ecuafiei date este - _
' oy — 4 cos 3% + Bsin 3% — 1/9'cossx1n'| t (3x/2 + n/4) .
Determmam constantele arbltrare A ‘B din condifia ¥0) = ( %) =0
Ad=0; “/_A +5 lp— ; LA tg——O de unde 4=0, B = [~/3/18]1n3;'
- Solutia ecuatlel 'caré venﬁca condqznlg la hmta date este

_\[5 > 1 3x ' =
y ——gln 3 sin 3x ~% CO§3xln|tg(? +

z < R\ {(4k — Yrf6] & < Z}.

13.31. Si se afle soluf;la generald a ecuatiei d1ferent1ale de -ordinul tres
neomogene cu coeﬁclenj:l constanti: i .

Y=+ -y = 7 2> 0.

R. Ecuafia caracteristici 7 — 372437 — 1 =0 are radacma tnpla 1.
Solufia generalid a ecuafiei omogene este

y(x) = C,¢" + Coxe® + Cga2e”.

Aphcam metoda ~ variatiei constantelor - pentru aflarea unei solutii
. particulate a ecuat1e1 neomogene. Ciutim solufia particulari de forma:

u(x) K,(x)e* + Kz(x)xe" + Ka(x)xze
Functnle K,, K,, K; sint SOIutule sistemului -

K + Kixe® 4 Kixte® = 0,
Kie* + Kj(xe* + &) + Ky(2xe" + x%°) = 0, :
Kie* + Kj(xe” + 26°) + Ki(dze® + 2 + x%7) = ¢*\[%.
.Simpliﬁcim cu &, obtinem'
| K o+ Kix + Kyt =0,
K’+K2(x+2)+K,;(2+4x+x2) ~\/'. .
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SOIu}’la slstemulm este K = x"’«/ x[2, Kz —xa\/ x, K3 J_ /2 Prm ‘
mtegrare Ky(x) == x“\/x Ky(x) = — = x%/x, Ky(x) = —x.\/x Solupa\
'part1c1.\1ara a ecuatlel neomogene este " -
u(x) = ﬁe”(x"/(i — 2x3/5 + x2/7) = Sﬂﬁe’/IOS
iar solutia generala : .

(x) = &(C; + Cox + Cy2? + san‘ /105 x> o.

, 13.32 Si se afle solufia generald a ecua;ulor d1feren1:1ale
1979 3y"+3y —y=¢lnx x>0 : .
2°. YWV 8y 4 16y = e**(x + 1). -

3 y 4y"' + 8 — 8y + 4y = Se'“ cos %.

R. 1°, Solu1,'1a generali a ecuat1e1 omogene este .
. | = (C; + Cpx + Caxz) €.

Pentru aflarea unei solutn particulare a ecua;:lel neomogene folostm

metoda’ vana}:1e1 constantelor. . .
. ) C! + Cix + C:',x2 = 0,
2(33 lnx
Solutia slstemulul este C = -—ln %, Cz = —xln %, Cs = l—nzi. Integram
Ci=Zlmx~Z, ¢,=—21 ComZmr—X.
e ST g———nx+— 377 2

T Solutia generala éste” datd de ecuatia :

' 9 =(Cy+ Cox + C2* + 2In %/6 — 112%/36) ¢, x>0

" 2° Ecuatia caracteristici 7* — 872 4 16 = 0 are ridicinile duble 2
sl -—2 Solutia generald a ecualiei omogene este

y = Ce¥ + Coe—%* 4 C xe?* 4 C xe~2?%,

-

* Cautim o soluffe particulari de forma u = e**(4x° + sz) Inlocmm in .
ecuatla neomogena si -identificim, obtimem : :

— 1/96, B = 1/64,

deci solufia generali a ecua}:le1 neomogene este
y= Clez" + C, e-z" + C,4 xe? Cyxe~2* 4 (1/96) x%¢%* + (1/64) x%%%,
x <R : .

22 — Probleme de analizi matematicad ‘ ‘ 337



3° Ecuaj::a caracteristici (rz — 2+ 2)2 = O are rddicinile duble 1+1 N
5l 1—i. Solutla generald a ecuatiel omogene este

y = Cy¢" cos x + Cye” sin x 4 Cyxe® cos x + Cyxe sin x.

Alegem ‘o solupe particulard de forma: u = €?*(4 cos x 4 Bsin x)
inloculm In ecuatia neomogend si identificim; obfinem A = —3/5,
= 4/5 deci solufia generald a ecuafiei neomogene este

y=¢é(C, cosx+C251nx+Caxcosx+C4xsmx) +
-l—e"( 3cosx/4+4smx/o x € R.

13.33. Si se afle. solutla generald a ecuatiei Eiler: 3 o
(x Fel)2y — (v + 1)y +_y =zxln®(x+1), x+4+1>0
' T \ (Examen)
R. Substxtu;la ¢ =x+1ne conduce la
dy = £2(ef — 1)
ae dt '+y = — 1),

Ecuatia caracteristici »2— 27 +'1 =0 are ridicina dubla 1, deci solutia
generali a ’ecua;1c1 ncomozene este v = C,¢ 4 Cyle'. Aphcdm principiul

~ superpozitiei §i ciutim o solutle partlcu]ara de forma % = U, - #,, unde
© wu; este solutla ecuapel Yy (t) — 2y'(t) + y(t) = #2, iar u2 este solutia

Cecuafiei y"'(8) — 2y'(¢) + y() = —-t2 Dec1

. u=-e’(At2+Bt+C) #y = D2 + Et + F. -
Inlocuxm in ecuatie si identificim, obtinem: .

A=1/12, B=0,C=0,D=—1, E=—4 F=—6.
Solufia generald este y = é&(C; + Cyt + t‘/ 12) — #2 — 4t — 6. Reve-
nim la .vechea variabild - ‘ .
yx) =Cyx + 1) + Cy(x + 1) In (x 4+ 1) + (1/12)(x + 1) In% (x 4 1) —
—In?(x+1) —4ln(x+1)—6 x+1>0.

13.34. Si se afle solutia generald a ,écuaj:iei ‘Euler :
By xy +y=1[z, x#0,

' - s . 24 ., N dey- dv
R:. Facem substitutia “|[x| = &, AL A 3—21{.-_3’_,_. ._Q.J .
. L da L’ a0 las a

. . 2, . . . s atiw -
Ecuatia devine: ﬂ + y = e, Ecuatia  caracteristicd 7 +1 =0 are
ridicinile . Solutla generala a ecuafiei omogene este. y(¢) = C,cost +
+ C,sin . Solutia particulari se cauti de forma u = Ae—t. u” +u=
= Ae™t + dert=e, ‘objinem .4 = 1/2. Solufia ecuafiei va fi "~

¥(x) =C,cosln|x| + Cysinln | x| 4+ 1/(2x), x#0."
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13.35 Sa se mtegreze ecuatia Eu]er e R
(x+1))r"'+2(x+ l)y — 2y = (x—!— 1)smh1(x+ 1), x+1>0

s . ' (Examen)
d dy  dy v dyy
R memd ¥+1—e‘;—1=8—1—"’-’;———y--‘——e-2‘(.._y__.§'_v
dy - d&t d? dr A
- . . d"y 3 d’j' d’v } ]
. . . . = g3 —T 2
- (h" . an” +

Ecua}'a devine o ecre tc nccmwcgrd cu coeﬁcmn;l constanp
‘ —Sy +4)'~—2_y—-c‘smt

“Ecuatia caracteristicd rv* — 32 4+ 4r —2=20are radacmlle 1, 1 £1i. Solu--
tia generala a gcuapel omogene este -

v y—e‘(C.+C.,stnt+C3cost)
Cautim o so]upe particularid p(—.ntru ccua‘pa ncomcgend de forma
- u=1dA sin £ + B cost). -

fnlocuind in ecuape si . identificind, obfinem A = —1/2 B =0. Dec1
- solu*;la generald a ecua}'lel date este _

' y = e'(C1 4+ Cy sm ¢ + C, cos t)\— 1/2t¢,' smt

Revenmd la ‘vechea van.ﬂ)ﬂa rezults : . - .
y~u+nm mrqpmu+mmm@+n+-\_

o ' + Cscos ln~(x.+ 11

-13.36. 'S4 se integreze ccuatia diferéﬁ;;alé o

. CxyV—y" = l/x. (Examen)

R. Este o ecuatie. Euler. Facem substituiia | x| = ¢ si calculam
. - N $ - .

oy, en (& - .d_y) ; ‘ - L
dx? ds2 d¢ : :
"‘1_'5'___ . dy+11d‘y 62?1].
dx aw - e @

Ecuatla . devine yJ"‘ — 6y’”—+ 10y — 5y = e’ Ecuatia caractenstlca
A — 68 4 1072 — 57 = 0 are radicinile O, 1, 5+ 45 /2. Solutla gene-
rala a ecuafiei omogent este

5+aj"‘ C o5 Jst
y(t)--Cl-{—Cze +Cs‘9_2 +C4 2

Ciutdm o solufie partlculara a ecuatiei neomogene de forma u = etAL.
Inloculm in ecuaj;xe, obtinem 4 =1, de(:1 u = f¢t. Solufia generald este -

- ‘5443‘ L
y(x)——C +C2|x[+02]x| +C4|x| +xln|x| x#0.
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- 13.37. Si se integrezé ecuatia dii:erenj:ialé
) A xzy"—y —l/:vs4 ‘x;éO (Examen)

R. Es’ce o ecuaj:le Euler. Punem |x]| = ¢,
s g @ dz
v —e.s‘(d,f —3 108
ay

- 03y @y . &Y.
e F+3SF,-5OE?+24 )

: .Ecﬁatia devine
YV — IOyJv -l— 34y”' - 47y" + 22y" = e~
: Ecuat,la caractens’aca »— 1074 + 347 — 472 + 22 = O are radacnnle :
0,1,2 (74 «/-) 5)/2. Solutia ecua]nel neomogene este '
/ 7445 - =45,
. y(t) =C, +Ce’+C'3ez‘-|—Ce2 + Cze 2 )

Solutla particilard # = Ae¢~*, conduce la 4 = —1f 114 Dec1 solui,'la gene—
rali a .ecuatiei neomogene este : :

.

744E 745 -

y(x) ¢+ Cial +cax2+c41x| TG T —pe w20,
13.38. Si .se afle solu]:ia ecuai:iei diferentiale °

xzyn + ' + (xz — M)y =0 (A = const).
(ecuaj:xa lui Bessel) |

R. Se cauti soluj:la ecuatiei sub forma unei serii g’eﬁe:alizate

-

. —x'Eax"—Eax"““.v

n=0+ 7n=0

inlocuind in ecuatie §i egalind cu zero coef1c1en1:u fiec#rei puten a lui x,
anume 7, x'+1 xR rezultd

(7 — M)a, = 0,
C[lr + 12— A2]a, =0,
[r + 2)2 — Nay + a, =0,

[(r + 2)* = X]a; + @4z = 0. .
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F1e a, # 0, atunc1 r= 4\ F1e rl = 7\ atunc1 a = O si [(r —|- k)? —
- Mla, = —ar_g, R =3,5,7, "Rezultd ci a3 = a; =

oo = Q2py1 =
Pentru coeficiéntii -pari, obtmem expreSnle

a _..._:ao—_. Ay = — —% - %o e Qon, =
2 @2t (2x+4)'.4‘ (A+1)(x+2) 1-g.20 Tt TR
P " S & .
(22 + 2)2¢ 2-4.6- « 2R(23 4+ 2)(2A + 4) ... (21 + 2k)
N . . _l)kxli-ﬂt .
.Obtiném = ( a, oarecare.
. fnem. 5y, °f=b Faionr DA+ . (kB O

 Pentru r, = —A, tofi coeﬁmentu a, sint deflmtl in acelagl mod numa1 in .
cazul cind A nu este numir intreg. Obtinem solutiainlocuind A cu —A
. in solutia precedenta (%) . , _ y

- N
\

s R C A

=a,x—1 — B
¥ ?(x) o [ TR TN ST T 2(—2x+ 4)
. . N
- 2-4- s(-21+2)( 22 + 4)(— 22 + 6) ]—
i | & (—pfpM

04 rl—a+ 1)(—=2+2) .. (—z+k)

~

Seria intreagi obj:muta converge pentru once x; yl(x) si yz(x) sint 1m1ar'
mdependglte ]

Solui;la Yi(%) cu constanta a, = ToT D se numeste funciia Bessel de.

speta intsi de ordin A notatd Ji(x). Solufia y,(x) se noteazi ]A(x) Solutia
. generala a ecuatiei- va i - , A .

‘ y(x) CoJa(%) + Cz]L;\(x) A#Z, Cy, Cy= R
Pentru AeN | | |

],,(x) ‘_ i_J_—L_ (_)”'*” - z°'§_<:L (z’)”"j“".

= er( +k+1) iy~ kl(n+k)l

Pentru A mtreg negattv solutla partlculara nu se expnma prin func]:la lui
'Bessal de speta I, ci se schimb& sub forma

K = Ju(a) 1n 20 2 55 by

Inlocuind in ecuatie se determma b,. K, (x) se numeste funcfia Bessel de
speta a doua de ordinul #.

\

LI 4
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13.39 Aphcmd rez,u.'fatul exermjnulﬁf aﬁtener s%se m‘tegreze eeua‘lpa
dﬁerenjna»la w2y 4 xy + (x‘—~ 1/4) : P .

’ B. A= 1/2 Solui;la generala este y C]_]m + Cz]-]/z

SNy ‘11 1 & l)kwﬂ _ v:g;_smj

.

2 ) - s 2 N N =
Ana.k.g Jop =13+ °°w_ In conseclnj:a soluj:ia genera.la este ’

J’

‘—\/— (Clsmxl-l-é‘gcosx) x;éO

-

- !'
'
—~— PR
r
L
-
1
Al
e
- 4
- . 2
. | . N
- T
.
= .
-
+




, CAPITOLUL 14
SISTEME DE ECUATII DIFERENTIALE .

1
‘141 S¥ se coustrmasca sistemul de ccuatii diferentiale de ordinul

intii, care admite solutle generald pe

£t) = Ct + Cof, (t) = 2C,2 + 3C.5, ¢ 0.
R. Cele -doui sisteme de functii _

_ 2y =1 { Xy =1 o

TS ’ : y,=22 . |y, =38 t£0 _
iomiéazé_ un sistem fundamental pentra -¢ 9é 0, deoarece wroriskianul lor
o t o

W) =
© 2 3

—t‘;éO dacat;éO

Solutia 7. Sistemul de ecuat,u drferenpale scare admite pe (x;, y,) s
{%,, ) ca solufiia este ‘

+ - ' ’ ,

¥ x 0y Sy oy

% % =0, |3 % 3|=0, ’ =
xé X2 V2| 2 32 " Y2
cdre in cazul nostru devine: -
' ' LN S
a . at
ot 2p =0y s 2p|=0
2 £ 38| e A 8s

Solufia 2. Se deriveazi in'répqrt cut solﬁj:iii»e date in énunt apoi se elimind
C§1Cmtre- .

? = C + 2Czt x = ’it + Cztéa y = zclt + 3C2t3f
si intre o : “
2 40 +9C, x=Cit + Cafy y = 20,82 + 3C,;

343,



In ambele situafii obfinem sistemul

_14 2. Sa ‘se gaseasca solutla generali a slstemulul de ecuatu dlferenttale
de ordinul intii ,

—-—-3y +'8z—4u=1,
dx‘ . .

E—.Fy—5z—]-2u=—l‘,
dx .
-:—“+3y'—14z,-|—6u=2,

apoi si se rezolve problema Cauchy ¥(0) = 2, z(O) = 3 u(O) = 4.

R. Pentru 51stemul omogen

dx j

%j—y452+2u=0,

1+ 3y — 14z 4 64 = 0,
ciutim solufii de fof;na y = Ae'*, z = Be's, u = Ce'*, care conduc la
ecuatia caracteristici in 7 s

r—3 8 . —4
1 »—=5 2.

=1’3¥27’2—-7’+2=‘0,v
. 3 —14 7’+6 : - :

cu radacmlle n=—1 r=1 ry= 2. Pentru 7= —1, y, = A4,e7%,
2 = Bje~*, 4, = C,e~% unde Ay, B;, C, sint solutiile sistemului = -

—4A1 + 8B1 — 401 = O, Cl = 1,
—6B, + 4, + 2C, =0,

" deci 4, = —1/2, B, = 1/4; C, = 1. Am obfinut solufia particulars
Y= —’( 1/2)e=%, 2z, = (1/4)e~*, u, = e~* x <R,
Pentru 7 = 1 proceddm in fmod aseminitor

vp = A€, 2z = Bze’: f‘z = Gy,
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"’c_u' A, B,,- C, solutia sistemului - )
| . —24, + 8B, — 4C, = 0,
- - 34, —14B, + 7C, = 0, 02_1

deci A - 0 B2 = 1/2, 02 =.1, care ne di soluj:la particulard
Yo ‘....O z2—1[2e 4y = e’ € R..

lPentru 7—2 avem : SRS o {m’ ,
-unde A s Ba, Cy sinit solutla 51st;emu1u1 - E
L —4, + 8B, — 4C; =0, '
R A—3B,,+2c =0, GC=1 -
deci 44 = - —4/5 ‘B = 2/5 Ca =1, care ne furnizeazi a tre1a solu1;1e '

partmu.lara , )
ya =" ——4e2‘/5 zg = 2e2"]5 ug = €%, x € R.

Solufia . generala a 51stemu1u1 omogen este datd de .

¥ = —(1/2)de=* — (4/5)Ce~?,
o #=(1/4)de~= + (1/2) B + (2]5) Ce>,
. U= Ae—x + B6"+ Cezzy' X E Ro

Pentru sistemul neomogen ciutim o solufie particulari de forma

y=a, 2= b, u=c,a b, c cdnsté_lnte
inlocuite m sm;emul dm enun}, obfinem
' “Ba4 Sb—de= 1
a— Sb4+2=—1
" 3a — 14b +6c= 2

<u solufia a = —9 b—5 c—33/2
S_oluj:ia generaﬁa a 51stemu1u1 este data de

. - y(x) = —(1/2)de—* — (4/5)Ce? — 9,
@) %) = (1/4)Ae-‘ + (1/2)B + (2[5)Ce* + 5
S u(x) = Ae—* + Be* + Ce?* + 33/2 xR

'yunde A B, C smt cons’cante arbitrare. -
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' Pentru rezolvarea prpbl‘eméi lui Cauchy cerem "ca. solutia généra]é (u)”séf
satisfacd conditiile cerute. Obtfinem sistemul algebric in 4, B, C, anume
(A —4mC—9=2, S

(1/4)4 +(1/2)B + (2/5)C + 5'=3, ° _
A+BYC4332=4, SR

care are solutia & : o

‘4 =—46/3 B=17, C=—25/6.

Solutia pfpble;_nei lui Cauchy este .datd de

- [#(x) = 28e-%/3 4 10¢24/3 — g, '

(B - 2®) = —28e*#6 4 T€2 — 53 4 5, - .

' u(x) = —46¢%(3 + Te* — 25¢2J6 + 33/2, x < R

Sa observéni ci satisface conkiitiile. ini.];iale deoarece avem

T y0)=233—103-9=2, LT e e

2(0) = —23/6 4 7/2 — 5/3 4 5 = 3, o
#(0) = —46/3 + 7 — 25/6 + 33/2 = 4.

14.3. Prin "metoda aproximatiilor succesive si se _determine primele trei-
aproximante ale solutiei sistemului de ecuatii diferéntiale

dy, _ dys __ . dy dy
— = = = cany =L o gLy B g :
at 2 a y3) ] dr - r.n dt 1y

. pentru ¢ € [—1, 1] si ¥ € [—1, 1], k=1, 2, ..., m, care satisface con-
ditiile initiale S . , ’ -

' O =130 =1, ., 30 = L |

'R. Deoarece |#y,,,| < 1, k=1, ...} #, rezulty ci.putent aplica - metoda.

aproximatiilor succesive pentru f € [—1, 1]. Luim pentru aproximanta
- de ordinul zero pe y,(0)=1, & =12 ..., o In continuare obfinem

N = t - .
Com=1+l@=ryep

F: .

. e ‘ B
Com=1+ e =14 mp,
. - 0 "

o T
yu=1+rar =14y 5 1),
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aprox1manta de ordmul do1 este data de -

g ‘1

...........................................

ootz = 1+ {220 4 90 + 1)) & = Tt £+ 27 ((n + 1)(2 +1),
1

Yup=1+ ﬂt'"(l 3822y dt = 14 *(n + 1) F £2(n + 3) -
. _l‘] o - ‘. , - 7 : . )

in fine, apro;imaﬁtaAa treia eét'e
v » v . : : , ‘
gro =1+ {4 B3 4 PJ4- Tl = L+ 824+ B/3 - 5 047 9,
- | | |

o= 1+ (B0 04 4 B A1 F BB 04 T+ P4 8 1

A=}

O T T S R ST S U R ST S B B

Fnors =1+ St’”(l + t"“/(n 1+ t“’/zm +8)as

=1 + i+ t"‘“/(l + Zn)(n + 1) + t*"”(2(n + 3)(2n + 3)

s =1+ St”(l + t2/2 + 15/3 5)df =
' ,_.1+t"+11(n+1)+zM/2(n+3)+t"+6/(3 5. (n+6))-‘.

Se vede ci se poate constrm prin 1nduc1:1e aproxxmanta de un ordm oare-
<are p. : .

144 Sad se giseascd solutla generala a 51stemulu1 de ecuatu diferen-

dzx -d? dzz .
a]e = LY~ g, =g, - -
# w2 Tas T ode ' -
B. a) Folosim - metoda - el1m1nar11 Avem : :
) dix a0 dx - d%-
—l-=——=—z' =—,-—=—x,



deci ‘% \sa‘asface ecuatla ? + x=0; ecuatia ‘caracferi;tici 4+ 1=0, |
are ridicinile o o -

i'l = cos /6 + i sin 7/6 = 3/2 + i1/2, 7, = cos ®/2 i sin w2 =1,

= cos 5n/6 + i sin 51—/6 = —\3l2+ 12, - .

74 = cos 76 + i sin 7r/6= —43/2—11/2 75 =cos 37=/2+¢ sin 37:/2 =—i, "
g = oS 117/6 + i sin 11x/6 = 4312 — i1/2, - o _
care ne dau pe z, anume X

| x(t = "/3/2(C cos t/2 + C2 sm 1/2) +

4 e"“l_lz(Cscostlz + C,smt/Z) + C,;cost-i— ( e,smt teR. . .
Celelalte doui funciii din sistem se .obtm numai prin deriviri
' d2x déx i

) == (f)—'—g’,,- 4 R

" b) Putem cjuta direct solutii de forma @
x = Ae", y = Ben, z—-Ce" T v (

care, introduse in sistem, conduc la ‘47? = B, Br? = —C, Cr2 A‘,, intre -
care dacd elimindm pe A, B, C ob]:mem ecuatia caracteristici '

2 —1 0| -
0 1 |=74+1=0 etc.
'—l 0. :

Solufia generalé a 51stemulu1 “depinde de 6 constante arbltrare

14.5. Si se determme curbele ortogonale famlhel de suprafete
' (2 + 597 = Cz. ,
R. Curbele ortogonale fam111e1 de suprafete F (x, Y, 2) = C sint date de
_— . a_a_a

; - In cazul nostru, F(#, 3, 2) = l (xz -+ 32" deci
Fl = 2pg B gnyw Fi= ‘_;.(,,;erz),.
z Z . )
Slstemul de ecuatii diferentiale tare ne da curbele ortogonale cerute este.

cozdy T zdy _ o atds
Zna(at 4 99" Zmyfat 4 ytn-l (a2 g
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care se mai scrie

Avem comb1na1:1a mtegrabﬂa dx/x = dy[y, care ne di- mtegrala prima
cy= Cyx.- O alti combinatie mtegrablla este xdx + ydy = —2nzdz,
are ne di a doua integrali primd x2 4 3% 4 2mzt = C,. Traiectoriile
: ortogonale sint date de familia de curbe ce depinde de doi parametri

y= Clx 2ty 22=C, (%, 5, 2R —(0, 0, 0}
Prima ecuape reprezmta plane variabile care confin axa oz, iar a doua
o familie de ehpsom ‘Curbele ortogonale sint curbe plane

T 14.8. Se dd; cimpul vectorial

kx = ky g
V(x: y’ Z) (xs_’_ys xs+yg ';]’

cu &, -8 const st x2+y29‘:0 2% 0. Se se determine liniile de cimp. Sa
se giseasci apoi linia de cimp care trece prin punctul (1, 1, 2). ~
R. Ecuaj:ule dﬁerenjnale ale liniilor de cimp sint
o x’+,‘}"dx_ ""+yzdy=£-dz.
N oo ’ . k- ky: 8

"~

. Avem combinatia integrabil3 -d—x = d—y, care ne da mtegrala pnma, ‘
-x

y
y= Clx Oa doua combinatie integrabild este
S S (#  9?)(xdx + ydy) ] =24y - '
' k(2 + 97) ' :
care se mai scrie gd(% + yz) = kd(zz) ; obtmem a doud mtegra]a primi
22 = glk(x® + %) + C2 Cele dou¥ integrale prime ne dau refeaua liniilor .-
/ . 5 Gy

22— g/k(x2'+ 7)) =C,
nute condifia ceruti in enunt,” C, =1 4-2.9k= C2, constautele

de 'cimP ceruti T' ..Dacid 1mpuneam solutiei obj:l-

arbitrare C; si C, sint unic determinate. Avem C; =1, C, = 4’{-;2"' -
linia de cimp ceruti este dati de o ) ;-
(M) -y = 2 = (gt + ) =S
\.

' 'anum? ‘este mtersecj:xa unei cuadnce cu centrul m 0(0 0, 0) cu un plan
. care ii contme axa 0z.

 14.7. Folosmd metoda aprommatnlor succesive si se gliseasci pnme]e tred
-aproximante ale solutiei sxstemulm de ecuatii d1feren1:1ale oS

. _ ~dy/dx =2 + xy, dz[dx =y + xy, -
" definits in [—1, 1]X[~1, 1]><[ 1,1], cu condifiile inifiale y(O)—l
2(0).= 1. . .
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R. In intervalele con51derate avem
|24+ 2y] < 2, |52 + x2] <

deci pentru x = [—1/2, 1/2] putem aphca metoda aprommaj:ulor succe—
sive. Ludm y, =1, 2z, =1 apo1 , : !

y;—-1+S(1+t)dt z1—1+S(1+t)dt

_y1 =1+ x + (1/2)x2, z1 =1 + ¥+ (1/2);\72

in contmuare aprommanta a doua este dati de -

'y2=1—|- [1+t+\t2/2 +t(1+t+t2/2]dt

=14\ + t°/2)2 + Ul b+ t2/2)]dt

o
§i

unde, daci éfectuém integrarea,} obtmem efectlv |
- h=l+x + (3/2)2 + «° + (3/8)x* + (1/20)°,
- 2y =1 x4 (3/2)x% + x4 (3/8)x* + (1/20)x°; x = [—1/2 1/2}

aprommanta a treia se ob‘,cme in mod asemanator si este datd de -

[(1 + t+ 3t2/2 i 308 + tﬁ/20)2 +

og’\k

ya(t =1+

oy + +. 3t2/2 + t3 + 344/8 + t5’20)] dt,

t) =1+ S[(l it 3t2/2 + + a8 I t5/20)

o +t(1+t+3¢z/2+t3+3t4/8+t5/20)]dz
Cuzxe [-1/2 12k . e

/
14.8. Sa se’ aproxlmeze prm polinoame ‘Solutla y(x) si z(x) a slstemhlm

g )xay—l—xz—f-Zx, —‘—x2z+y+x,
B dx x S

“intr-o vecmatate a punctuh.u (x =0, y = 0 2= 0) prm metoda Runge- .
Kutta.

R. S notdm ‘ A , :
9(%) = 2(x) + 22(x) + 25, Y(x) = w2(x) + y(x) + 2.

i
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. 4

’Folosmd formula Mac—TLaurin solutla y(;\) 2(x) se scne oL

(x) y<0) -—y(0> +oo —yw«)) + PN(E),

(1)
- 2(x) = 0) + -—,z’<0‘) o ) £ (g,

-

nl '+ 1)1 ,
‘51' &) = (0, x) ’ ‘

'Daca ne- opnm la un pohnom de gradul trei trebule sa calculam pe-
¥®(0), 29(0), k =0, 1 2, 3

Din Londlj:ule mmalo si din sistem obtmem auccesw
© 3(0)'=0,5'(0) =0, 2(0) =0, 2'(0) =0;
Y =) =2x+ W Fat w2 57Q) =2,
B - 2(x) = ¢(x)——2xz+x2z +y' 41, 270) =1,
Y] = ¢(x) = 2 +4xy’ + A+ 2 iz + 2,y (0) = 0,
’ - 2"(x) = V(%) = 22 sz + xzz" +.3", 2""(0) =2
Aproximatia solu;nel sistemului dat care trece prin punctul (0 O O) prm
poImoame de gradul trei este dati de - .
t R = ) = SR x3/3

14.9. Si se gaseasca solujcla geueralé a 51stemulu1 de ecua;u dlferentlale '

- de ordinul intii. _
- : & dy

+2 —-4y+2x+t

apoi si se- determme soluna partlculara care satlsface condltule inif a.le .
_x(0) = —1, y(0) = 2. (Examen)

R. Con51deram mtn slstemul omogen

dx- dy ) . S
—— ==y — 4% — 2
i y — 4z, + 4y + 2z,

cirnia 1 ciutim so]utu de forma X = Ae" y= Be"
Ob;mem 51stemul A, B, r B :

| A»r—Br_fB—4A Ar+23r—4B+2A,
sau_ -
| - (a){A(r+4) B +.1) =0,
' A(r—2)+B(27—4)—0
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Pentru “ca - 51stemu1 (a) si aibi in A, B si alti solufie in afara de cea ’
banald trebule ca 7 s& satlsfaca ecuatia

77-{-4 ‘—r-—l r+4 —r—1

=(r—2) = 3(7‘— 2)(r + 3)

r—2 21' - '4 -3
~cu radacmxle 7, = 2 r2 = —-3 -
Pentru Y =2 avem solut.la de forma
' . & = Ale X = Bye¥, .

cu6A —-SB_OA—IBL—Z ‘ RS
Am obj:mut solufia particnlard- x, = %, v, = L 2¢%, ¢ = R. '

Pentru 7 = —3, procedam in mod aseminitor. Avem x, = A,e~¥,
¥, = Bye™®, unde A4, + 2B, =0, deci B, =1, 4, = ~2, care ne di a
doua solutie partlculara Xy = —2e%, y, = e""‘ t =R, ,

‘Solutia -generald'a sistemului omogen este
- %= Cye¥ — 2Cpe¥, .
N L
{y =2Ce% + Cpe™™, t = R.

~

' Pentru a obtine solutla generald a sistemului din enunf, ciutim o solutle
particulard de forma x, = At + B, y, = Ct 4 D, pe care o mloculm in
_sistem. Trebme sd avem’ 1dent11:a1;1le

A—C"‘Ct+D—4(At+B)+I
A + 2C = 4(Ct.+ D) + 2(At + B) + ¢,
care ne conduc la sistemul in 4, B, C, D, _
C—44=0 , A-C=D—4B+1, -
_ 4C +24+1=0, A+42C+4D+2B=0, '
* cu_solifia 4 = —1/10, B = 27/180, C = —4/10, D = 11/90. -
Am obtmut solutla particulard a. sistemului dm enunt
' % = —(1/10)¢ +- 37/180 Yo = —(4/10)t + 11/90 t e R

ANEAN

cu care construlm solutia generala a 51stemulu1 dat’

% = Cye¥ — 20 e~% — $1]10 + 37/180,
y = 2C,e% + cze—w t4/10 4 11/90, ¢ = R,

(r;)"'.'. [

Pentru.a rezolva problema lui Cauchy ceruti 1mpunem lui (p) condlj:ule .
initiale d1n enunt ; obfinem

€, —2Cy+ 37/180 = —1, 2C, + Cy+ 11/90 = 2,
cu’ solutia 7 .- R - - :
R : . C, = —48/450, C, = 941/450.
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Soiuﬁa ‘sistemului de ecuatii diférenﬁai_e, cerutd, _éste ‘daté de
5 ‘ {x = —#48/450 — ¢~9941/225 — $1/10- 37/180,
Voo ly= - — 481225 + ¢=9941450 — #4]10 + 11/90; '« R

1410, S% se gaseasci solufia generala a sxstemulm"de ecuatu d:fefentaale
_ de ordinul intii v .

3——x+2y—t+1

+ 4x + y 2t + 3
- apoi si se gaseasci solutla partmulara care satxsfaee cqnd1t111e inifiale o
x(O) =2, y(0) = 3. (Examen). i . ,
R. Pentru sistemul . -‘omogen

3-——x+2y O 3 +4x+y 0,

ciutim solufii de forma x = 4¢", y= Be" inlocuite in s1stem obj:mem
pentru 14 ecuaf;ta S

- =
|37 ‘1 2—8 =972—'1—8=0,
| 4 41| T C |
“ ot ridicinile #,= 41, 7,= —1. Pentri 7=1 trebuie si avem .
B—14,+ ZB1 =0; 4,=1, B, = —1, care ne furnizeazi solutaa
particulard %, = ¢!, y, = —¢, ¢ € R. Pentru r = —1 trebiie si avem

(-3 —1)4, + 2B, =0; A, =1, B,=2, care ne di a doua solufie .
particulari x, = e, Y= 23" t € R,. Solutia generala a 51stemu1u1 :
omogen este « -

{x = Cle‘+ C,,e -t
t : y = —C¢ 4 2Cye~, { R,
Pehtru 51stem1}1 neomogen ciutim o solutie partleulara de forma
. So=Af+ B, yo=Mt+N;,
'avem xo = A yo M ; le introducein in’sistemul din enuni,'
— (4t + B) +2(Mt+N) = t+ 1,

- 3M+4(At+B)+Mt+N_2t+3
_ prm 1dent1f1care obtmem : , 2
g . 34— B+42N =1, —A+2M_1
» 3M—|—4B+N 3, 4A+M 2 - S
s15tem care are solujna . A e

A =13 B—=—23 M“= 2/'3:. ¥ = —1/3.
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~ Solufia generald a sistemului din emihj:’ este datd de
@ ' { 1ty = Co#t + Coe™ + £1/3 — 23, | ‘
y(t) = —Ci¢ +2C,e* - #2[3—-1/3, teR. -
Solutia particulari cerutid se obtine mtroducmd (a) condii:iile impuse.
Rezulta pentru C, si C, sistemul . -
| C,4 Cp—2/3 =2, —C; +2C,— 1/3 =8,
" cu solutia C, =2/3, C, =2.. Soluj:la particulara cautata este
{x = ¢2/3 + Ze~* + £1/3 + —2/3,
y = —e2/3 +. 4e~* +12/3 —1/3, . t =R,

14. 11. S se- giseasca solufia general} a sistemului de ecuatii dlferenjnale
de ordmul intd, omogen,

dx

5 ;x+y—3z

A 4-%=4x+.y—;2z, -
L —
d‘é—-2x-|-y 62,

© apoi si se determme solut1a particulard care satisface condltule initiale
#(0) = 2,.5(0) = 1, 2(0) = —1. (Examen)

R Cautam -solufii de forma ,

o x-—Ae"y Be" z = Ce",

sistem ; mlaturmd pe et obtmem
74 = A + B +3C,

(e’ . ) _ °'1'B—4A’—‘B—:2C S "

o | HC=24'4 B—6C,

cu 7, 4, B C necunoscute. Sistemul ‘(a) in *A B, C este omogen §1 nu
trebuie si aibd pumai, soluf;la banali. Deterr_runantul sistemului trebuxe sd
fae nul. Obtinem .ecudtia ‘

A

pe care le inlocuim

1—r - 1 -3 , ‘
4 —~1-—7 -2 |=—(FP+ 624 3r— lO) =0
2 1. —6-—v7r » ’ s

cu radicmﬂe =1, 1, =—2, 7, = —5. Pentru rl_l si 4, =1, din
(€) obfinem B, = 3/2, C .-~l/2 care ne’, dd solujia particulard x; = ¢,
¥ =€3[2, 2, =¢1/2, ¢ < R. Pentru 7, = —9, Ay, =1, obtmem B = —6
Cg = —l care ne di a doua- solutle parucu.lara :

Ky =.€~%, y,'- —Be~%,. 7, = —e~% t' = R,
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Pdntru ry = 5, Ay=1 obtmem B =0, Cy = 2, care ne da a treia soln— '
v tie particulari :
X3 = e %, y3=0, 23=28"5‘, t =R

Solufia generald a sistemului dat este
| % = Cyé + Cye? + Cyo~%,.
(8 ) y = C,e'32 — 6C,e~2, .-
o 2 =Ciflj2 — Cpe™ 4 20 ¥, L e R

Pentru a ob;:me solu}na part1cu1ara ceruta, 1mpunem lui (B) oondq:ule dm
enun}. Avem sistemul in C,, C,, G, : ,

Cy + Cy+ Cy=2
Ci3/2 —6C, =1
G112 — Cy + 2C, = —1

cu solﬁt_ia
C, = 22/9, C, = 4/9, C3 = —8/9

Integrala particulard ciutatd este data de ' -
% = ¢22/9 + e~24/9 — ¢~58)9,

y =¢€11/3 — e-%8/3, ’ -

2= ¢11/9 — e~24/9 — e-%16/9, ¢ < R.

Se poate verifica 1med1at cd satlsface cond11:11le cerute.

14.12. Si se giseascd solu1:1a generala a 51stemulu1
dx

tE_ +— t;:v—xq-t,t;éo. (Examen)

R. Este un sistem Euler. Folosim metoda eliminirii. Eliminim pe y dim
dx ‘

t 2yt = —x o,
= ¥+ / t x -+
dex ax' _dy o
dl- + dt llt
care ne dau , o R i
o dx dy
= ] —— —_— _1 t .
¥ t 1 /t, it Jtx + 1;
le mlocmm in ultlma ecuatie; obtmem tz— + t— =—x + ¢t — b /t

sau t2 + t— 4+ x =1 — 1ft, care este o ecuaj:le Euler neomogena.

Ecuagzla omogena

(@ d12+t—+x_
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Care ecnapa caracteristicd r{r — 1) + r4+1=0, 72+ 1 =0, cu-ridicinile
9, =1, 7, = —i. Solufiile particulare furnizate de cele dou radicini sint
smln}t] Xy = cosln]tl, t+ O iar solufia generald a ecuafiei (a)
ate . :

® . ' x—Clsm1n|t|+C,cosln|tl t;éO

Pentru determinarea solufiei generale a, ecuatlel neomogene f01051m metoda
variajiei comstantelor. Avem sistemul

Cisinln|¢| 4 Cicosln|¢| = 0;
| | Cicosln|t| — Cisinln |£] = 1 — 1/&2;
cn solufia . : o
‘ C;={1— 1/ cosln ||, C,=(IJt— 1) sinln|¢],
C, si C, sint date de

c, =§(1 — 1) cosIn | #] dt + 4y,

= S(l/tz—' 1)sintn || & + 45
Intmduse in (8) ne dau pe %-y.se obtme din-
| y=tZ -1

Solufia generali depmde de doua constante arb1trare A1 si Az.

14.13. S4 se determine solutla 51stemulu1 =

care satisface conditiile inifiale x(1) =1, y(1) =2. (Examen).
R.. Este un sistem Euler. Folosim metoda eliminirii, anume eliminim
pe y din ecuatiile

dx ‘ dy o dxr , ,d% _ dy

. , I— =4 2, — f— =,

tdt y+l ds A%+ ds ds2 d:
- ultima ecnatie am obfinut-o din prima prin derivare in raport cu #;
avem ' o
_ G @l

£+ de de® dre

care ne cbndu_c la ecuatia in x de tip .’.Euler
o &w |, dx _
Wi : E té—&;+t;f4x_2..
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Eéuaj;ia .omogeni

@) '—|-t———4x—0

are ecuatia caracteristici r(r —1)F+7r—4=0, ,,z —4=0, cu radici-
mle 7, =2, 7, = —2. Obfinem solufiile partmulare '

M xl—t xz—-l/t t#o

‘Solvutia ‘generali a ecua;iei omogene () este

% = Cyt2 4 C,1j12, % 0.

Pentru a obfine solufia genérald a ecuatlel () f°1°51m metoda vanatlel
constantelor. Avem
Citt + Ci1j2 = 0,

, Ci2t — 2C51/88 = 2/,

Din care obtinem ‘ = o

' L ac =2/, Cyft) = A, — 14,
—4jPCy = 2J18, Cyft) = A; — 1/482, ££ 0.

Introduse in expresia lui x ne dau

— A A1) — 12,40

 Avem si y——t——l deci y—t(2A1t—-2A2 1B) —1=2A4,2—24 1/t2—1

'Soluj:la generala a sistemului din enunt ‘este dati de’

x = A 4 A,1)2 — 1/2,
iy 24,2 — 24,1/8* — 1, £ # 0.

' Solu;na part1culara cautata se obtine din cea generald impunind condi-

Yiile inifiale (1) = 1, y(1) = 2, care conduc la sistemul in 4,, 4,
‘ 1_A1+A—1/2 2-—2A —2A2—1

deducem 4, = 3/2 4, = 0. Solufia ceruti este

{x=t23/2—1/2,
y=388—1, t#0.

1414, Si se géseascd solutia 51stemu1u1 de ecuatii dﬁeren}nale -de ordi-

.nulmtnt-idf-—y 2% + ¢, t——6x—y+1/t t#0, care satisface

conditiile x(l) 1, »(1) = 2. (Examen)

R. Folosim metoda reducerii la o ecuatle Denvam pnma ecuatie in
faport cu ¢ :

p ' ’ dzx dx dy ' - dx ‘
o S L8 _ 9 _ gl
()‘ : ~dl=»+dt-dt'2dt+l’ ‘
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d
apoi eliminim pe y §1 EJ;- intre aceastd relatie si ecuatiile din enunt ,

Dacy adunim cele douj ecuatu din -enunf obj:mem

’ —_— t— =
t * 4+ i ‘4x+t—{71/t,
care adunati‘cu ecuatia («) inmultité cu ¢,
\ . t2rd’—”+z5:ﬁ 2t—+t

df
ne di ecuatla in x de tip Euler '

(8) ' -#2——+4t—~¥4x=zt+1/z,t;eo.

Pentru ecuafia omogeni = '

’

: . 2-—-_ R —
0 i ‘_“: =0,

'si  cdutdm solutii de forma x = A#; obtfinem pentru r ecuat‘a
rr—1)+ 4 —4 =0, sau rz+3r—4_0 cu raddcinile », =1,
7, = —4, care ne conduc la solutiile partlculare % =t x2 = 1/#, t# 0 -
solui,'la gencrald a ecuatiei (y) este . :

w(t)'= Cyf + C1ji%, 120,

Pentru determinarea solufiei generale a ecuatiei (8) folosim metoda varia-
fiei constantelor Avem sistemul' in Cj.5i C;

_ Cit +Ci1jtt =0,
, C] + Ci(—4/) ="2Jt + 185, 140
care ne dia ‘ a

Ci= @+,

CC= -t 1py = - Les 4y,
Prin integrare_ objciném :
V = — -—2- —_ .l. 3
C:(Q =—lt—=1p+ 4,
C(tj: _it‘l__ —l-t2+A
2 . 10 10 2

- cu A4, si A, constante arbitrare. Solutia generali a ecuafiei:(B) este dati
’ o) = e (2L (=L 4.__1_-2) ‘.
de xlt) = Ayt + 4,11 +( S U= l/t3)t+( St — _.1/z,sau,

[

(8) | x(t) = Ayt + Azl ,_._% —% 1/&2, ¢ # 0.
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Pe y il obj;iﬁem din prima ecuatie din gnﬁnt
y%ﬁ%;%Zx—t=tH,+Aﬂm -lMﬂ+2A¢+
+2A 14— 1 ———1/t2—t sau
& O =84 — 24,1 —1—t t%0.

Solufia generald a sistemului din enunt este dati de (8) + (¢). Daci ii

impunem conditiile " inifiale cerute -in - enung ob;ﬁmem pentru A4, s 4,

sistemul : ‘
34; — 24, —1—1= -2~

cu soluj:iﬁ A, =2[3, 4, = 1. Solufia problemei lui Cauchy este dats de

~

fo=2tqpp — L Yy v
x_3{+y372 =12,
y=t—mﬂ—1t¢o

1415, Sa se gaseascd solutia generala a s1stemu1u1 de ecuatii- dlfe-
- 2 .
- renfiale ? = x + sin ¢, %t—’: = —y + cos ¢ (Examen).

R. Foloslm metoda elimindrii. Dacd derivim a doua ecuatie de doud ori’
déx dzy

in raport cu ¢ obtlnem i cos t; eliminind pe y”, rezulti
= )

ecuatia inm x . .. . - | )

i ©odix .

() - _ i + % = —sin{ 4 cos £.

Ecuatia omogenid x''"' 4 x = 0, are ecuajia caracteristici 7* 4+ 1 =0,

cu radicinile ‘ S -

2 3 : 3 . /2 :
R R A T A A N LT )
care ne dau solutiile par’ﬁiculare .
A7, '2'- oAz,
X =e? cos-2—t Xy =e¢'2 sin¢,

Xg=¢ 2 cos?z-t, oy = e 2 'sing, t ER;
solufia generali a ecuatiei Aomogene 2+ :'c-='0fe§te
x* -,-== g'_zvz'(C, ‘c'os %t + C,sin {i ) + e_-gt(ca.cos—? t‘+ Cysin %t).
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Céutdm pentru écuatia («) o solutie particulari de forma
= Acost+ Bsin¢: avem "’ =Acost + Bsint,

inlocuite in (&) ne dau 4 =~-;—, = —7:)-, incit solufia particulari cdu-
tats este Xy = -;- (cos¢ —sin'é), t = R. ‘Solufia generali a sistemului dat
‘confine pentru constante arbitrare §i este datd, pentru ¢ = R, de

vz S - J;
x(f) =e? '(Cl cos % t+ Czsin'iz—% t) +e (C3 cosi- t+C,sin i-_ ) + x4
si y(f) = cost — x"'(¢). ' o '
~ 14.16. Sa se gdseascd tra1ector1ile ortogonale ale familiei de- suprafete
22 + y2 + 22 = Cz. (Examen)

K. lralectornle ortogonale ale unei familii de suprafete F(x, ¥, z) = C
cu FCCY in D din RS sint date de solufiile sistemului simetric

o 4 ' ' '
(e . %'=‘%—T;,F2+F,2+F,z¢o,

In cazul nostru ecuatia familiei se scrie

-}(xﬁ + 2 4 22) =C

deci Fl = 2% F/'=2 | Fi= — L (a2 4 42 +1, iar sistemul («) devine
. 22 . B . - .
ey
2% : 2y 22— 2t — \
‘Avem combinatia 1ntegrab11a &_Y , deci In xA =1ny 4 In C;, care ne
x
di integrala primi x'=C,y. O a doua combinafie integrabild este
dx dy 2zdz d(#® 4 _‘}”) 2ds? .
— = -2 = -———— care se mai scrie §i astfel,
P y 22— a2 —y? » 34 —x’—yf

sau : .

dw sy _ 2ttty
P )

care ne di a doua integrald primi, anume
| 2 4 3% = Co(a? + 32 + 2)2;
' Familia ‘de curbe ceruti este dati de
® s

. x2+y—- o(%% + 2 + 222
Se vede ci este' o famxhe de curbe plane situate intr-un plan variabil ce

i confine axa Oz.
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\3 14.17. Si se gaseasca solutia generala a sistemuhn de ecuatn difetemj:a!e
de ordinul intii - :

dx

_ T TEFy—gAL »
_V_ —-—
5'-23’-!-2’ z+1,

., y+z—2x+l (Examen)
“R. Cautim. solutu de~ forma
x=Ae, y= Be" z = Ce?, :
pentru sistemul omogen. Obtinem legiturile intre 4, B, C §i 7
3 Ar=C+B—44, Br=2B+A4—C, Cr=B+C—24,

; conside;ate ca un sistem in 4, B, C nu trebuie si admiti nnmai solufia
", ‘banali, deci determinantul sistemului si fie nul:

lr+4 -1 —1
=1 =2 1
'2_ —1 r —1

Curadacmlle ryo=1, rz——l-[-\/_ 73 = —1 — /7. Pentru r—l ob-
tinem solujia

% =4, yL—Be‘ n=C, cu 4, By, C=1,

verificind 51stemul A, = B, —44,+1, B, =2B, + A; — 1, sau

B, — 54, +1=0, B+ 4,—1=0,
A, =13, B, =23, Ci=1,
" care “ne furﬁiz'eazé solujia particular}
w=¢13, y =212 z,=¢ teR

Pentru 7, = —1 + A7, avem solutia o

. (=447 (—1447%

A}

=P +4+7r—8 +4+6=0;

(—1+47)8 ,.

xz—Ae ’yz;—'-'Bze ,22=C28
Cu C; =1, inlocuind-o in primele dous ecuatii -din sistem obfinem
—1+\/7)'=1+Bzf4Az,

14 7) = 2By + 4, # 1,

L 4B+ =B, =1,
- 42+Bz(3"‘\/7)=1L :
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cu solutia Az=4"‘_‘ﬁ,'32 3+‘/_ , C3=1, care ne di solu ia par- -
2 . 2 i P

tlculara

A7 et BT red

2 (-1 teR.
2 . 2

xz N 22 =€ - »

Procedind in ace1a§1 mod obfinem a treia solutie partlculara
+

2y = A7 (- 3=3—«/7e(-1_m:’ 2y = (1\/-), teR.
. 2 7 2 T

Solufia generali a sistemului omqgeﬁ este dati de
. . 4

| Loe + 4'—2 V7 C eI 4:«/7 Coel =1V,

X =
- 3

(o) fy=2ce 2% VT ¢ o1+ 2= V7 g 1=,

=C,et + C, (-1 + Ce 1Vt e R

, Pentru a obtine solutia generald a sistemului neomogen este suficient si
gisim o solutie partlculara a sistemului neomogen. Deoarece termenii liberi
nu depind de ?, ciutim o solu}ie. partlculara de forma %, = a, y,.= 10,
Zo =¢, cu a, b, ¢ constante reale. Introduse in sistem trebuie si-1 verifice.

: Obt.mem condxtule

—4a+b4+c+1=0, .
a4+2—c+1=0,

—2a4+b+c+1=0,

2 1 . o T
cu solupa a=0,b=— 3’ 6= T3, care me furnizeazd solutia
particulard »

2 1
» (8 xo=0"yo=—,‘3‘f o= T3

Solutia generald a sistemului din enun} este
. 7 -xG=xj+x0,yG=y”+yc, 2 =2+ 2,
cu %, y, z dati de («) §i xg Yo, 2, dati de (B).
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"CAPITOLUL 15

ECUATII,._CU DERIVATE PARTIALE LINIARE
SI CUASILINIARE DE ORDINUL INTII

15.1. S3 se giseascd solufia generald'a ecuatiei cu derivate partiale

xysz- + x“’yg = 2z(x% + »?),
ax ay
‘apoi si se determine suprafaja integrald care trece prin dreapta
x = 2y = 32. .
R. Sistemul caracteristic asociat ecuatiei este
= . dx dy .dz
. xy* y;yz' 2z(x* 4 »7)

' . . ) . L e LY.
care ne di integrala primi %2 — 32 =C,;. O a doua combinajie integ-
rabili este : ,
. A . - 1 .
ydx + xdy — dz sau d(.vy) - _l 2 ,
xy3 -+ yad o 2z(x% 4 9% Coxy 2 z

care ne di a doua integrald primi z = Cy2%2. Solutia. genreald a ecuatiei
din enunf este datid de

(p(xz _'yz’ xz}") = 0, .
, e

' cu @ functie arbitrari, derivabili Si observim ci solufia generald se
“mai poate scrie z = x%2®*(x2 — 3?). Pentru a determina suprafafa
~ ceruts, trebuie si eliminim pe #, y §i 2 intre relatiile

T C x =2y =3z 2% — 3= C,, z= Cpa®y’
Obfinem astfel legitura intre constantele arbitrare C, si C, anume
27 = 36C%C3. Daci in aceasti relatie inlocuim pe C, §i Cp scoase din

integralele prime objinem solufia cerutd, anume:
Bxtyt — 422(x — 92 = 0.
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15.2. Si se giseasca solu1;1a generald a ecuatlel cu derivate parjnale ' ¥
ny———(xz—y2+z2)—-—2yz—0 , ;

apoi si se determine suprafa}‘a mtegrala care. contine curba dati de

y=1 x4 22=1, :

R. Sistemul caractetistic asociat ecuatiei’ date

admite combmatla. integrald dx/x = dzfz, care di mtegrala pnma
z2=0Cyx. O altd combinatie integrabili este. - : , :

xdx + ydy + 2dz _ dz

230y — y(x* — y2 + 2%) 4 22% 2yx
.d(a® + y2 + 29)

care se mai scrie ———m——— = —-; obi;inem a doua integralé prima :
. 24yt 4 22 z

In (%2 432 +z—)—1nz+lnC2, sau x? 4 y* +z%—sz

Solutia generala este datd de (I)( M_—I-_x’_) =0, cu @ ‘arbitrars,

derivabild §i xz+# 0. Pentru a rezolva problema Cauchy pusd trebuie
si elimindm pe x, y, z din sistemul y =1, x2 +2=1, z= Clx,
‘xR 4 92 + 22 = Cyz. Obtinem succesw ' .

24 2=1, z.—C,x x2+z2—|~ 1=C,,
sau Czé =2, 22(1 4 1/C3%) = 1, care ne di legdtura mtr_e _C,_ si Ca
(1 + 1/C2)4/C% = 1 sau 4(C? + 1) = CiC%, '

relatie care, conform teoriei, ne conduce la solufid cerutd

R e B

s
care se mai scrie 4(x2 4 2%) = (22 + 3% + 22)2;
15.3. Si ‘ée g;é.éeascé solﬁ;ia generald a»écuaﬁ;i ’cﬁ derivate partiale

2y(14— x)£+\(#2—y2+z2—2x) +2yz-—0
apoi 2sa 2se d2etermme suprafata mtegrala care con;me .curba def1mta de -
x=2, 2=2y.

R. Sistemul caracteristic asociat ecuatiei este
‘ . . dx _ dy - _dr
' 2y(1 — x) ¥t —yt 2222 -2z
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rt Combinatia integralé‘ili

i
}

© cafe se mai scr‘ie

dz . ' dz cody s
= sau = —
R 2y9(1 — ) —2yz x—1 z .
me conduce la integrala pnma z=C,(x — 1). O alti- combmajne integ-.
Tabili este
‘ xdx + ydy + 2dz - . dz ,
- 29(x — 2%) + y(x® — 9+ a* — 22) ~ 292 —2yz

d(z® + y2 + 29 __dz_

(22242 —z
22 4 3% + z2 = sz Solutia generald a ecuafiei din enunt este

L Y
z—1

‘cu @ funpi,‘i‘ev arbrtrara derivabild si 2(x — 1) %% 0. Pentru. a obtine solufia
particulard cerutd trebuie si eliminim pe x, I 2 din sistemul

x—2 #2=2, z=C(x—1), 22 4 32 + 22 = Cyz.

, obtinem a doua integral® primi

Obtinem succesiv

y=2 2=0C, 4-{-_'}12-|-z2 Cyz, sau 2y C 4+y2+C§=01C2,

' . :saﬁ 4+ -i-Cf + Ct = ClCz. Solutia particulari 'ceru‘_cé‘ se obtine din

g 2 1 g8
G, = By

3z

relatia obtinut3, inlocuind pe C; i C; cu Cy =—=
x

Rezultatul inlocuirii ne conduce la * .
z 4 z (x — 1)}{(x* 4+ ys xl)
-—1) +‘%(x—l) -4 22 .

‘ {x — 1)z # 0, care este solujia particulari ceruti in enunt.
15:4. S4 se giseascd solutia generalé’ a ecuatiei.' cu derivate.partiale :

, ;%(x.%.+x§+ +x2+z2) ;l-(x‘l"-;l-'x§+;. +x2+z2)a +
"%y s . .

N ¥s .

ot AE At

'i_ (%3 + B+ ...+ x?n)

R. Sistemul asociat ecuafiei cu derivate partiale este

2%yd2, . zydzy — —
P B R N B R & & R
) ) xpday, . A

TR e et +a
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- Avem combinatiile integrabile

¥ =

xdxy, — 2dz xodx, — 2 dx, -
= b4

. 22— a3 2 — 2
xodxy — 2dz ‘xydxy — 2,dx, —
= iy .
~ 22— af 23— A%
N
x,dx, — 2dz xpdxy — xydxy
— »
2 2 a
22— 13 2t — a3

.

care ne conduc la intcgralele prime
2 __ (2 2 :
2 — = CJ.({H — 3), IS
: — 2 2y , — 2 2
2—af=0Cy(a] — ), ..., 22— x2 = C,(22 — 2a}).

Solufia generald a ecuafiei din enunt este

d)(z.:._xg 2% — a3 zz_x?‘)
y 2 e e ey T |l =Y,

2 3 2 _ L2 2 _ L8

A A A Xy — A3

cu ® arbitrars, derivabili.

15.5 Si se integreze ecuatia -cu derivate 'p,aftiale

ou ou ou
B—F B—F .. F 2 =
axl axa ’ ax”'

apoi si se giseasci sofutia care satisface condifia pentru
_ . H=1, u=12x,2% ... x,
R. Sistemul caracteristic asociat ecuatiei date este
dx/#} = dwp/2f = ... = dx,[+2 = du/u?,
si admite combinatiile integrabile
dx,[x2 = dxz/xg, d‘xllxi’ =dx,fad, ..., dxfa} = dx,[22
si dx, /7 = dufu?,

~

care conduc la integralele prime |

1, — 1y = Cyy 1ty — 1/ = Cyy ..., 1z, — 12, = C,
si 1/x; — 1ju = C,.

Solufia generald a ecuatiei date este

) v eyt

o= Fm—xn T Xy— 2 % — x,]_o
’ ) ]
. %1%, A %1%y Ex
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‘

Cu @ arbltrara, derivabili. Pentru a ga51 solupa partlculara cerutd tre-
bu1= sd ehmmam be xg, . ees %, # intre

% =1, u=x2x3... X,
si
Xy — x Xy — % Xy — %y U - ¥ P
_—1=Cz, ‘-—-Ca, “ ey _”—‘—'—_—C”, l=C].,
1% . 2% _ 2%y . oxu
obtinem
fn=1 x 1 ’x __1 o= —
1 > 2 — ca ..y " c” 2 Cl M

1nttoduse in #= %,%5... %, ne conduc la relaj:la intre C,, C, ..., C,
anume C, = (—1)* C C eee C,,, care nu duce la solufia ceruti '
U — % xg-—xl 2y — 4 Xy — X

== . — .. ,u,x,--—,é().

L8 uxy . Xy ¥ X3 Fa¥,

15.6. S4 se determine’ suprafata G(x,"'y, z) = 0, ortogonald familiei de
conuri x% 4 3% = Cz2 (%, 3, 2) = R3, st care trece prin curba x2 + 22 = x,
y=1 A ‘

R. Daci G(x,y,2) =0 st F(x, ¥, 2) =0 sint doud suprafete normalele
au parametri directori T = (G. Gy, Gy), g = (F%, Fy, F.), deci sint orto-
gonale daci G.F; 4 GFy + GFy=0; in cazul notru I (x ¥, ) este dat-
de familia de conuri .

x? . . ' 2 1 42
B G g 20, deci Fy= 2, F= Z, S Cld U
32 . 23
Ecua}:la, cu derivate parfialé asociati este ‘
29 WG AR+ WG
2 0x 3 Oy 28 oz .
care se mai scrie: )
. 2 )2
C x95+ya—9——” . a—G—~0.
dx ay z '
. . . ' dx dy T sz o
Sistemul caracteristic este dat. de — =— = — Urmatoarea

.x Y x’+y"

combmaj:le integrabila
dx/x ="dyly, Inx = In y +1n C,,
_me di integrala primi x = Cyy. A doua combmatle intégrabild

xdx 4+ ydy _‘ zdz
2t 24y

ne di a doua integrali primd x2 + 3% + 2% = C,.
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\ o .
'Mulztimea suprafetelor. ortogonale conufilor din enunt este dati de
G(#* + 924 22 4/y) =0, cu G derivabili. Pentru a determinasuprafata
cerutd trebuie s¥ eliminim pe z, ¥, z din sistemul =~ -

2=CyCi=2+y+ 2 Pt R=1y=1,

obfinem x = C,, C, =2 + %, ¥ =1 care ne conduce la legitura intre
C, si C,, C,=C; 1. Solutia particulari ceruti este dati de

| B+t 2=xly+1,9#0.
15.7. Si se giiseascd suprafata ortogonali elipsoidului.
En U a1+ A 29 =1
care trece prin dreapta x = y=uz

R. Ecuatia cu derivate partiale pe care o satisface suprafetele G(x, ¥, z) =0,
ortogonale elipsoidului este =~ , '

aG y 3G 2z 3G
22— +=—J =2Z2=0,
ox +2 ay+ 9 9s

Sistemul caracteristic asociat acestei ecuatii.
o * dxf(2x) = 2dy[y = 9d2[(22),
admite combinatiile integrabile |
| dx/(2x) = 2dyly, dx[(2%) = 9dz/(22),
care ne dau, respectiv, integralele prime |
| y=Cix, 2= sz, x, 9, 2# 0.
Ecuatia tuturor suprafefelor ortogonale elipsoidului este
G(y4x, 2°[x) =0, x £ o,
cu G arbitrary derivabils. ,
Pentru a determina suprafata ortogonali elipsoidului si care trece

prin prima bisectoare a triedrului axelor, trebuie si eliminim pe %, y, z
din sistemul T :

x=y=12 20=Cu, y*=Cx;

obtinem intre C, si Cy iegétura C3=C§, care ne conduce la suprafata
ceruti

) o o
: 8
(if = [ﬂ) sau 45227 = 9%
Se observi ci pentru x = y = 2, este verificati.

15.8. Si se determine: suprafata integrali a ecuafiei cu vdel;i'va’ce partiale N
x2 % + vz % = 2%+ 92+ 2%, care trece prin curba y =112 z=1..
. % y o . :

(Examen)

3c8

’
T,



~ R. Sistemul cafacteristic

' 2z yz x’ + 92+ 22
d . . ° . -
-admlte combinatia mtegrabﬂa & _ Y .i’i = -;” , care ne furni-
xz  yz

zeazi integrala primd In y=Inx +ln C, sau y= Clx Pentru a mai
obtme o} mtegrala primé observim ci putem scrie

xdy  ydy zdz.

. 2% LS Ol s z’)

- ) ) 2' :
sai et + % _ ds . , unde facem schimbarile de vanablle xz-l-yz—u,
. 21} 2 2yt 22

#2=19; obtine . ‘_1: , care este o ecuatie omogen3 ; facem sclum—-

u u v
barea .de funcfie # =y, du = {dv 4 vds, si. se transformi:

de t do 14¢
¢ YP— = —_— e— dt,
+ dv. 14t v n

. ‘S-au separat variabilele. Integrati ne di
1nv-|--lnt=‘-—--}-C2 sau 1nu=—+Cz.

dati revenim la variabilele inij:iale, 0btinem

) In (22 4 5%).= - C

!+2

- care este inci o mtegralé. primi. Pentru a rezolva problema lui Cauchy
pusd, elimindm pe %, Yz mtre relatn]e '

~y—x2 z_l y =Cyx, 1n(x2+y2)

=+y"+cz; '

obj:mem ¥ = Clx, In (22 + 2% = 4+ C, sau.

!+9

o 1
(¢ -~ - - In (C2 + C“)\= ar G + C,.
Solutla probleme1 lui Cauchy ciutati o objinem inlocuind in {«) pe Cy
2
cu L si pe Cy cu In (22 + 5?) — " , §i este dati de .
z ! x4y

L T 2 )
In = = ey T (P )

, %#£0,y#0.
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